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320.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. Memoire sur lesfo?ictions de cinq ou six variables

et specialement sur celles qui sont doublement transilivcs.

G. R., T. XXII, p. 2
(&amp;gt; Janvier 1846).

III. Sur la fonction de six variables, qui est tout a la fois transitive

par rapport a trois et a cinq variables, et intransitive par rapport a

quatre.

Solent

Q une fonction de six variables x, y, z, u, v, w,

M le nombre de ses valeurs egales;

m le nornbre de ses valeurs distinctes.

On aura
inM \ . 2 . 3 . 4 . 5 . 6

ou, ce qui revient au memc,

( ) mM - 720.

Soit d ailleurs H^ le nombre des substitutions qui renf ermenl / va

riables et n alterent pas la valeur de la fonction O. Si cette fonction,
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ef ant transitive par rapport a six et a cinq variables, offre plus de deux

valeurs distinctes, alors, d apres ce qu on a vu dans les paragraphes

precedents, ellc aura 6, 12 on 24 valeurs distinctes et sera toujours

jiltcree par toute substitution qui deplacera deux ou trois variables;

on aura done, non seulement

7/ = i
,

ff
l o,

mais encore
fj.,--o, 7/

:i

= o.

Cela pose, les formules etablies dans la seance du 10 novembre don-

neront MHK+ H-a -\- 7/4 + i,

M= //,+ 2//,4- 6,

M- 377
v -i-3o,

et Ton en conclura

Soil maintenant

P.,*.c,...

une substitution relative aux six variables

K, c,

et composee de facteurs circulaires dont le premier soit de 1 ordre ,

le second de 1 ordre
/&amp;gt;,

le troisieme de 1 ordre
&amp;lt;?,

etc. Soient encore

u&amp;gt;a j,, c ,...
le nombre des formes que peut revetir la substitution P,,,/,. c.,...

exprimee a 1 aide de scs facteurs circulaires, lorsqu on met toutes

les variables en evidence, ct que Ton s astreint a faire toujours oc-

cuper les memes places, dans cette substitution, par des facteurs

circulaires de meme ordrc;

wa,*, c&amp;gt;
...

le nombre total des substitutions semblables a P
rt . A ,r,.... &amp;lt;1

UI

peuvent etre formees avec les six variables .r, r, s, u, v, w, . . .;

/
&amp;gt;,c,...

le nombre de celles de ccs substitutions qui n alterent pas la

valeur de 12;
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k,b,c,... Ic nombrc cles valeurs distinctes de 0, qui no sont pas alterees

par la substitution P
rt ,6, e.....

Puisque, dans I hypothese admise, les substitutions qui n altercront

pas Q deplaceront quatre variables au moins, celles de ces substitu

tions qui deplaceront quatre ou cinq variables devrontetre regulieres

(seance du 8 decembre), et par consequent circulates, si elles depla-
cent cinq variables. On aura done, non seulement

/(
2 :=0, A

:, O,

mais encore
#5=A 3 .

On aura, au contrairc,
H k Ai-f- /ij,,,

Done les formules (2) donneront

( 3 ) /
t + A 2,2= }^/ 1 5, A 5 =a4,

(4) /&amp;lt;6+
A

3&amp;gt; 3+/i2,2,2-
A- ^i.2^ l^/ I O.

D autre part, on aura generalement (seance du 13 decembre)

et les deux nombres

&quot;a, ft, &amp;lt;?,... ka.b,c,...i

dont le premier sera egal ou inferieur a la limite w
r,Af,_, Ic second

.egal ou inferieur a la limite m, ne pourront atteindre simultanement

ces deux limites que dans le cas ou O ne sera jamais altere par aucune

substitution de la forme P
fli j &amp;gt;c,....

Enfin les nombres

seront lies entre eux par la formule

= 720;
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et, comme on trouvera successivement

W V :=(l.2)4=: 8, to,,, :=(I.2)
S 2 S = l6, W S =5,

on on conclura

CT, 90, GT
2&amp;gt;2
=45, ST,

5T G 120, 553,3 4, ^2,2,2 i 5,

Done la formule (5) donnera

(7) /A.

(8) m/&amp;lt; 6

pt les equations (3), (4), jointes a la formule (i), entraineront IPS

suivantes :

(9)

(10)

II suit dps formulps (9) que, dans 1 hypothpse admisp, c cst-a-dire

dans le cas oil la fonction Q, etant transitive par rapport a cinq et a

six variables, offre plus de deux valeurs pgales, m doit etre divisible

par G. Effectivement, d apres CP qu on a vu dans IPS paragraphes prp-

cedents, m np peut Ptrp alors qup Tun dps npmbres

6, 12, . ,,

auxqupls corrpspondpnt IPS valeurs

i 20, Go, 3o

du nombrp M.

D autre part, puisqup chacun dps nombres

6, 12, 24

pst divisible par IP factpur 3, il resulte d un theoreme prpcedemment

ptabli (seance du i3 octobre, pagp 85 1 ( ), qup, dans 1 hypothese

( ) OAV/ivr.v tic Cam-In, S. I. T. IX, p. 35(.
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admise, quelques-unes des substitutions

HO i, P, Q, R, ...

qui n altereront pas la valeur de Q, seront regulieres et du troisieme

ordre. Done, puisque^ 3 est nul, A 3i3 et par suite
3&amp;gt;3

ne pourront s eva-

nouir. Done 1 une au moins des substitutions i, P, Q, R, . . . sera de

la forme P
3)3 ; et, comme la substitution inverse P~

3
sera encore de la

meme forme, nous devons conclure que A
3&amp;gt;3

sera, dans 1 hypothese

admise, un nombre pair different de zero. Ge n est pas tout : comme

la seconde des formules (8) donne

m .

(
I2

)

-

3(3
A

3&amp;gt;3
,

le nombre
3&amp;gt;3

devra etre, ainsi que m, divisible par 3; et meme, si

Ton supposait m = 24, la formule (12), reduite a

i,8 -f AS

donnerait pour 3&amp;gt;3

un nombre divisible par 6. Mais alors, evidem-

ment, la formule (10) ne pourrait plus etre verifiee, puisque le pre

mier membre, egal ou superieur au nombre

8*3,3=48,

surpasserait la difference

72 2m = 72 48 = 24.

Done il n est pas possible de supposer m = 24.

Goncevons maintenant que la fonction Q, doive etre tout a la fois

transitive par rapport a six et a cinq variables, et intransitive
pa&quot;r rap

port a quatre. Alors, d apres ce qui a ete dit dans le I, le nombre ///

des valeurs distinctes de (i ne pourra etre que Tun des nombres

12, 24.

Done, puisqu on devra exclure la supposition m = 24, on aura neces-

sairement
m 12;

OEuvres de C. S. I, t. X. 2
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et par suite (voirla. seance du 29 decembre, p. i$o5 ( ), /.,, k^ devronl

s evanouir. Alors aussi les formules (7), (8), (9), (10) donneront

(l3) 4^2,2 1 5*2, 2, // 5 =:]2A- 5 ,

A 6 ~IOA 6 , 3/i
3)3= 10 3)3 , 4^2, 2,2= 5^2.2, 2, 2 /J

4&amp;gt;2

I 5 4,,,

(16) 24A- 6 -i-8A:3 ) 3+ 3
A-j,,,, -HI 8Ar

tjS =48.

Des formules (i3) et (i5) on deduira les suivantes

(17) /*, l3 ^524,

que Ton pourrait tirer encore des equations obtenues dans le I.

Ajoutons que des formules (i4) et (16) on pourra aisement deduire

les valeurs des quantites

et d abord, puisque 3)3 devra etre un nombre entier distinct de ze

et divisible par 3, le terme 8^
3)3 de la formule (i4) sera egal ou supe-

rieur a 24. Done le terme i8
i)2

devra etre inferieur a la difference

48 24 = 24. Done le nombre entier
i&amp;gt;2

devra etre inferieur a ; et,

comme d ailleurs il doit etre divisible par 2, en vertu de la derniere

des formules (i4) n aura necessairement

^,2=0, /t t ,2 o;

en sorte que 1 equation (i4) se trouvera reduite a

(i 8) a4 AT, + 8 3,3 +3 *,,,,, 48.

D autre part, si kK differait de zero, on pourrait en dire autant de k.^. }

et de
2;2 , attendu qu une substitution de la forme

P 6

a pour carre une substitution de la forme P
3&amp;gt;3

, et pour cube line sub

stitution de la forme P
2;2)2

. Gela pose, comme, en vertu des for

mules (i4) ^3,3 devra etre divisible par le factcur 3, et
2l 2,2 P ;|1 (&amp;gt;

( ) OEuvrex de Cauchy, S. I, T. IX, p. 5oo.
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faeteur 4, il est clair que, en supposant k^ different de zero, on obtien-

drait pour premier mcmbre de la formule (18) une somme egale ou

superieure ii

Done alors cette formule ne pourrait etre verifiee. On aura done

encore necessairement
A- 6 -=z o, // 6 o,

et par suite 1 equation (18) sera reduite a

( l Ci\ Q i- i

9 /- / O
\ y^ O/X

3,3 ~i ^ &quot;

2,2,2 qp3*

Enfin, il est facile de voir que ^2,2,2 t ^2,2,2 devront etre divisibles

par 3. En effet, concevons que Ton designe simplement par la lettre P

Tune des substitutions qui, etant de la forme P
3)3 , n alterent pas la

valeur de 12, et supposons un instant que (2 ne soit pas non plus

altere par une certaine substitution &amp;lt; de la forme P
2)2&amp;gt;

2- Les deux sub

stitutions P, &amp;lt; ne pourront etre permutables entre elles. Car si Ton

avail

alors, d apres ce qui a ete dit dans la seance du i
ei

decembre,

p. r 197 ( ), $ et P seraient de la forme

s etant une substitution circulate du sixieme ordre; et comme, en

vertu de la formule

8 * g-*=: $P-,

serait une derivee des deux substitutions %, P, la substitution s

devrait etre elle-meme du nombre de celles qui n altereraient pas la

valeur de (i. Cette conclusion etant incompatible avec 1 equation

precedemment etablie, on peut affirmer que la substitution &amp;lt;$ ne sera

( ) OEuvrex de Caucliy, S. I, T. IX, p. 43g-44o.
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pas permutable avec P. Par la memo raison, &amp;lt; nc saurait etre permu-

tahlo avec la substitution P 2
, qui cst reguliere et du troisieme ordro,

commo la substitution P. Done, si Ton pose

(20) $ =P&amp;lt;PP-, ^:=P#P- !
,

on obtiendra pour
&amp;lt;

,
&amp;lt;&quot; deux substitutions distinctes de $. D ailleurs

ehacune d elles, etant semblable a , et par consequent de la forme

P
2&amp;gt;2&amp;gt;2

, ne pourra etre permutable avec la substitution 9. Done la sub

stitution $&quot;, evidemment liee a & par la formule

(21)
ff P# P- !

,

sera encore distincte de la substitution &amp;lt;

. Ce n est pas tout : comnie

on tire des formules (20)

(22) P&amp;lt;?=$ P,
&amp;lt; P = $&quot;P, P$&quot;=&amp;lt;P,

nous devons conclure que, si parmi les substitutions

i, P, 0. R, ...,

qui n alterent pas la valeur de (2, quelques-unes,

(23) , , *, ...,

sont de la forme P 2 , 2&amp;gt;
2 celles-ci, prises trois a trois, verifieront des

equations semblables aux equations (22) ; et comme evidemment doux

systemes de cette forme ne peuvent renfermer la meme substitution
&amp;lt;,

sans se confondre I un avec 1 autre, il en resulte que le nombre //,. 2- ,

des termes compris dans la serie (28) devra etre divisible par 3. Done

le nombre ^
2&amp;gt; 2,2

lie &amp;lt;AU nombre A 2 ,2,2 P^ 1 la formule

5^
j, 2, 2 4^2, 2, 2&amp;gt;

devra etre divisible, non seulement par 4 mais aussi par 3, et, en

consequence, par 12. Done, puisque le produit 8
3&amp;gt;;,

doit etre egal on

supericur a 24, I equation (19), de laquelle on tirera
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ne pourra etre verifiee sans que le nombre ^
2(2 , 2

s evanouisse. On aura

done
&quot;2,2,2 &quot;3,3 ~JT~

et, par suite, en vertu des formules (i4)

(24) A
2)2 , , O, A

3&amp;gt;3

=20.

Ainsi, en definitive, si la fonetion Q est transitive par rapport a six

eta cinq variables, et intransitive par rapport a quatre, les substitu

tions i , P, Q, R, . . .
, qui n altereront pas la valeur de Q, scront toutes,

hormis celle qui se reduit a 1 unite, de 1 une des trois formes

Ps,3&amp;gt; PS I 2,2 5

et, comme on aura

(a5) A
3&amp;gt;3
=2o, A s

= 2 4, A,,, 1 5,

les divers termes qui, avec 1 unite, composeront la suite

i, P, Q, R, ...

seront
20 substitutions de la forme P 3 . 3&amp;gt;

24 substitutions de la forme P 5 ,

1 5 substitutions de la forme P 2)2

D ailleurs, en vertu des principes etablis dans le I, celles de ces sub

stitutions qui, etant cireulaires et du cinquieme ordre, c est-a-dire de

la forme P 5 , renfermeront sculement les cinq variables

y, z, u, v, w,

se reduiront aux puissances

Q, Q 2
, Q 3

, O 4

d une ineme substitution circulaire Q; et, comme on pourra fixer arbi-

trairement la forme des lettres propres a representer les variables qui

devront succeder 1 une a rautre, en vertu de la substitution Q), rien

n empecbera d admettre que ces variables sont precisemenf

y, z, , v, w.
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On pourra done supposer

(26) Q (/, z, u, r, w).

Soit maintcnant R 1 une des cinq substitutions qui, etant regulieres

et du second ordre, c est-a-dire de la forme P
2(2 , n altereront pas la

valeur de Q, et renfermeront quatre des cinq variables j, s, u, c, w.

D apres ce qui a ete dit dans le I, on pourra determiner R a 1 aido do

1 equation symbol ique

-\Q

et si, pour fixer les idees, on veut deduire de la fonnule (27) celle

des substitutions R qui ne deplacera, ni la variable x, ni la variable //,

on aura

R =

on, ce qui revient au meme,

(28) R = (*) (&amp;gt;)

Ce n est pas tout : les quinze substitutions regulieres du second ordre

(jui, etant formees avec quatre des six variables

jc, y, s, u, c, -,

n altereront pas la valeur de li, renfermeront trente facteurs circu-

laires du second ordre. Mais les facteurs distincts de cet ordre, qui

peuvent etre formes avec six variables, sont au nombre de quinze scu-

lement. Done, puisque la fonction Q, est supposee doublement transi

tive, c est-a-dire transitive par rapport a six et a cinq variables, et

qu en consequence les divers facteurs du second ordre devront tons

reparaitre le meme nombre de fois dans les quinze substitutions regu

lieres ci-dessus mentionnees, chacun d eux devra toujours appartenir

a deux substitutions distinctcs. Cela pose, nommons

S et T

celles des substitutions

, P, Q, R,
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qui, etant distinctes dc R, mais dc la forme P., (2 , renfermeront, la

premiere, le factcur (y, w), et la seconde, le facteur (s,v). Le der

nier facteur circulaire de S ne pourra etre que (a?, M); car, s il diffe-

rait de (a?, ),
il rcnfermcrait, avcc 1 iine des variables a?, M, 1 une cles

variables s, v. Or, dans cc cas, le produit RS, qui serait encore I line

cles substitutions propres a ne point altered la valour de Q, renferme-

rait settlement trois des six variables

s, , v, w -

et nous avons vu que, dans I hypothese admise, chacune des substitu

tions i, P, Q, R, . . . doit deplacer quatre variables au moins. On aura

done necessairement

(29) s =*&amp;lt;*,) (y&amp;gt;).

On trouvera de meme

(3o) T = (*, )(j,f).

D apres ce qui a ete dit dans le I, pour caracteriser une fonction

des cinq variables y, s, u, v, w qui soit intransitive par rapport \\

quatre d entre elles, il suffit de dire que cette fonction n est alteree

par aucune des deux substitutions

Q = (/, 2, U, V, W), K = (/, W) (5, V).

Si Ton veut, de plus, que Q soit une fonction transitive des six va

riables

x, y, 3, u, v, w,

alors, comme on vient de le voir, (i devra satisfaire encore a la condi

tion de n etre point altere par la substitution

= (x, u)(y, w).

Reciproquement, si cette derniere condition est remplie, la fonc

tion 12, supposee deja transitive par rapport aux cinq variables y, s,

u, v, w, sera encore transitive par rapport a x, y, z, u, v, w, puis-
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qu on pourra evidemment faire passer dans cctte fonction une variable

quelconque a une place quelconque, en vertu de la substitution S,

jointe a 1 une des puissances de la substitution Q. II est done naturel

de penser que, si Ton peut former une fonction transitive de cinq

ou six variables, qui soit en meme temps intransitive par rapport a

quatre, on caracterisera cette fonction en disant qu elle n est alteree

par aucune des trois substitutions

Q, R, S.

Toutefois, pour que 1 existence d une telle fonction, qui devra offrir

seulement douze valeurs distinctes, et par suite soixante valeurs

egales, se trouve rigoureusement etablie, il est necessaire de prouver

que les derivees des trois substitutions Q, R, S fournissent un sys

teme de soixante substitutions conjuguees les lines aux autres. On y

parvient en suivant la marche que nous allons indiquer.

D abord, { equation (27) pouvant s ecrire comme il suit,

(3i) RQ^Q- R,

on en conclura, en designant par h et k deux entiers quelconques,

(82)

Done les derivees des substitutions Q, R pourront toutes etre presen

tees sous chacune des formes

R*Q*, QMl*.

Kn d autres termes, le systeme des puissances de Q sera permutablc

avec le systeme des puissances de R. Done, par suite, les derivees des

deux substitutions Q, R, dont 1 une est du cinquieme ordre, 1 autre

du second, seront toutes reductibles a la forme

R*Q S

et formeront un systeme de solutions conjuguees dont 1 ordre sera

2.5 IO.
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D autre part, les trois substitutions

R =
(y&amp;gt; &quot;0(- ) S = (#, M)(y,w), T=:(ar, )(s, f)

forment, avec 1 unite, un systeme de substitutions regulieres conju-

guees; et, comme deux de ces substitutions donnent toujours pour

produit la troisieme, en sorte qu on a, par exemple,

(33) RS=rT et SR = T,

il en resulte que les substitutions R, S sont permutables entre elles et

verifient la formule

(34) RS = SR.

Goncevons maintenant que, /etant un entier quelconque, 1 on pose

(35) S,z=Q SQ- .

Alors on trouvera, non settlement

(36) 8,= 8 =*(*,)(/,),

mais encore

(3?)

= (x, z} (w, r);

et comme, en faisant croitre ou decroitre / d un multiple de 5, on

tirera toujours de la formule (35) la meme valeur de S/, il est clair

que S; admettra seulement cinq valeurs distinctes, savoir :

(38) S r=S, S,, S 2 ,
S 3 ,

S,.

De plus, comme, en vertu des formules (36) et (37), deux substitu

tions de la forme S/, S^, quand etles seront distinctes Tune de 1 autre,

feront passer a la place de x deux variables diverses, il en resulte

qu une substitution de la forme

S.S7
1

OEuvres de C. S. I, t. X. 3
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deplacera toujours la variable x, et ne pourra se confondre avec

unc derivee des seules substitutions Q ct R. Done, par suite, aux

dix valeurs du produit
R*Q*

renfermees dans le Tableau

P. Q Q&amp;gt; -

( R, RQ, RQ-, RQ 3
, RQS

rorrespondront einquante valeurs du produit

11*0*8,,

qui seront, non seulement distinctes des substitutions (3g), mais

encore distinctes les unes des autres; car, si Ton supposait

R*Q*S,= R* Q* S, ,

on en conclurait

Q-* R-*-R*QA S/-S7
1

,

et cette derniere equation, ne pouvant etre verifiee dans le cas ou S/,

S/- seraicnt deux substitutions distinctes, entrainerait la formule

Done a deux valeurs distinctes de S/ correspondront toujours deux

valeurs distinctes du produit

R*Q*S,;

et, si Ton multiplie successivemcnt chacune des six substitutions

(-\o) i, S ,
S M S 2 , S 3 ,

S 4

par les dix termes du Tableau (39), on obtiendra soixantc substitu

tions distinctes les unes des autres, dont chacune se presentera sous

1 unc des deux formes

(40 R*Q A
, R*Q A

S/.

II reste a faire voir que ces soixante substitutions composent le sys-

(&amp;lt;

imc entier des substitutions derivees de Q, R et S ou, ce qui revient
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an meme, qu une derivee quelconquc des substitutions O, R, S est

toujours reductible a 1 unc des formes (4 1
)

Or, en premier lieu, on tirera de la formule (35), jointe aux equa
tions (32) et (34), non seulement

(42) S /+A =QAS/Q-*

et, par suite,

(43) Q*S,= S /+A Q*.

mais encore

(44) RS/^S./R, RO ^-S-^/oRQ&quot;,

et generalement

(45) R*Q / S /=S (
_

1)
i
(l+A) R*QA.

D ailleurs, de la formule (45) il resulte immediatement que, si Ton

nommc ^ Tune quelconque des substitutions (39), et s 1 une quel-

conque des substitutions (4o), tout produit de la forme &amp;gt;s sera en

meme temps de la forme
rS^,

les valeurs de ^et de s pouvant varier

dans le passage d une forme a 1 autre.

En second lieu, une derivee quelconque T des substitutions Q, R, S

pourra toujours etre consideree comme le produit de plusieurs fac-

teurs, dont les uns seraient de la forme ^, les autres de la forme s;

et, dans un semblable produit, deux facteurs consecutifs ^, ^ de la

premiere forme pourront toujours etre reduits a un seul facteur ^
de cette forme, puisquc la substitution ^ representera encore une

derivee des substitutions Q et R. Done, puisqu on pourra aussi

echanger entre eux deux facteurs consecutifs, dont Tun serait de

la forme ^, 1 autre de la forme , en modifiant convenablcment leurs

valeurs, on pourra toujours, a 1 aide de reductions et d echanges suc-

cessivement eflectues, ramener la substitution T a la forme f

^s, c cst-

a-dire a 1 une des formes (40 s on tlesignant par s, s deux des sub

stitutions (4o), on pcut toujours reduire le produit .$ a la forme
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et, par suite, a la forme ^s. II y a plus : comme on tire generalement

de 1 equation (35)

(46) S/.S/rrQ S/.-./SQ- ,

il est clair que la substitution T sera effectivement reductible a 1 une

des formes (4 1 ) s on P 611 ^ reduire tout produit de la forme

8,8

a la forme )S ou, ce qui revient au meme, a la forme &%. D ailleurs, si

Ton supposait / = o, on aurait

et par suite s f s serai t effectivement de la forme s^, s et ^ etant

reduits alors a 1 unite. Done, pour constater 1 existence de la fonc-

tion de six variables qui, etant doublement transitive, offre trois

valeurs distinctes, il suffit de prouver que, / etant 1 un quelconque

des nombres entiers i, 2, 3, 4, on peut toujours verifier la formule

(47) S,S = S^,

en prenant pour s une des substitutions (38), et pour ^ 1 une des sub

stitutions (3g).

La question, ramenee a ce point, peut etre facilement resolue. Pour

en obtenir la solution, je commencerai par observer que, s etant une

substitution reguliere du second ordre, on aura

Done 1 equation (47) pourra etre presentee sous la forme

S S/S
~

^.

Or, la substitution ^ etant une derivee des substitutions Q et R, par

consequent 1 une des substitutions qui laissent x immobile, il est clair

que, si Ton peut satisfaire a 1 equation (48), ce sera uniquement en

prenant pour s celle des substitutions (4o) qui ecbangera x contre la
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variable transporter a la place de x par la substitution S,S. Cela pose,

comme aux valeurs

I, 2, 3, 4

du nombre / repondront des valeurs de S,S representees par les sub

stitutions

(x, u, v) (r, , 5), (x,z,u,w,y), (x,v,u,y,w), (.r, u, z) ( y, r, w),

qui font respectivement succeder a x les variables

il est clair qu a ces memes valeurs de / devront correspondre des

valeurs de representees par les substitutions

a a a a
~&amp;gt; ^t* ~i&amp;gt;

n
&amp;gt;

qui rarnenent x a la place des variables

u. :.. r, //.

Done la seule question a resoudre sera de savoir si charun des quatrc

produits
SSjo, 04020? 01030, 0040

se reduit a une derivee des substitutions Q et R. Or, une telle reduc

tion a effectivement lieu pour chacun des deux produits S 4 S 2 S, S,S 3 S.

Car on trouve immediatement

848,8 (y,s,u,v,w) = Q, S.S.S^^.w, r, ,5) = Q- !
.

Quant aux deux produits
O O[ O j O 04 O,

qui peuvent encore etre presentes sous les formes

88,8- , 8848- ,

et qui sont, en consequence, equivalents aux deux substitutions

(u, &amp;lt;&amp;gt;)(=, ) (&quot;,=)(/ )

ils rie sont certainement pas de la forme QA
; mais ils seront de la
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forme RQA
, si le produit de chacun d eux par R se reduit a une puis

sance de Q. Or, comme on trouve effectivement

RSS.S - (y, , r, i,,z)
- Q-\ RSS 4 S = (y, z, u, c, &amp;lt;v)

= Q,

on en conclura

(5o) SS.S^RQ- ^QR, SS 4S-RQ Q- R.

Done,- en definitive, chacun des produits

o o
i
o

^ o^&2^&amp;gt; ^1^3^&amp;gt; 00^,0

se reduit a une derivee des substitutions Q, R; et par suite on peut,

avec six variables independantes,

x, y, z, u, r, (v,

composer des fonctions qui, etant doublement transitives, offrent

douze valeurs distinctes. Ajoutons quo, pour caracteriser une telle

fonction, il suflit de dire qu elle n est alteree par aucune des trois

substitutions

Q = (y,z,u,r,&quot; ), R (v, w) (z,v), S = (x, M)(J, w).

II y a plus : comme on tire des fbrmules (5o)

R = S Sj S Q = Q- 1 S S
t
S = Q S S 4 S

~ S S 4 S Q-

et de cette derniere, jointe a 1 equation (3 &amp;gt;),

le systeme des derivees des trois substitutions

Q, R, S

se confondra evidemment avec le systeme des derivees des deux sub

stitutions

Q et S.

En consequence, on pourra enoncer la proposition suivante :



EX TRAIT N 320. 23

THEOREMS. Avec six variables ijidependantes

x
i y, z, u, r, w

on pent toujours composer des fonotions, doublement transitivcs , aid

offrent douz-e valeurs distinctes; el, pour caracteriser line telle fonclion.

il suffit de dire que sa valeur nest pas alteree par les derivees des deux

substitutions

En terminant ce paragraphe, nous observerons que la formule
( 5i),

combinec avec les equations (33), donne simplement

(52) T

et que des deux formules

SQ, T = SQ- QSQ- ,

fournies par Fequation (02), la premiere entraine la scconde, attendu

que, T etant une substitution du second ordre, on a

Observons aussi que des deux formules
(&quot;49).

la premiere, jointe a la

formule (35), entraine 1 equation

et, par suite, 1 equation
8,8,8 = 0-*,

qui coincide precisement avcc la seconde des formules (49).

I^ Sur les fonctions qui soul a la fois transitive* par rapport a.

six variables independantes, et par rapport a cinrj ou a quatre de ces

variables.

Gonservons les memes notations que dans le III; mais conccvons

que la fonction (2, deja supposee transitive par rapport a six et a cinq

variables, soit encore transitive par rapport a quatre. Alors, d apres
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ce qui a ete dit dans le II, le nombre m des valeurs distinctes de Q

devra se reduire a 1 un des entiers

I, 2, 6.

D ailleurs, on pourra effect!vement supposer

m = i on m = 2,

puisque, avec un nombre quelconque de variables, on peut toujours

former des fonctions symetriques et des fonctions dont chacune offre

seulement deux valeurs distinctes. II reste a voir si Ton pourra aussi

supposer
ni 6

et, par suite,
^/ = 1^ 120.

Observons d abord que, en vertu des principes etablis dans le II,

la fonction O sera toujours alteree par toute substitution qui depla-

cera seulement deux ou trois variables, si Ton a m 6, et que, dans

cette meme hypothese, certaines substitutions circulates du qua-

trieme ordre deplaceront quatre variables sans alterer Q. II en resulte

qu on aura
/i, O, /* 3 O, // 4 &amp;gt; O,

et meme
/&amp;lt;

2&amp;gt;2
&amp;gt; O,

puisqu une substitution de la forme P 4 aura toujours pour carre une

autre substitution de la forme P
2;2

. Par suite aussi les formules (7),

(8), (9), (10) du III continueront de subsister, qtiand on y posera

m 6,

en sorte qu on aura

(1) A 4 i5A-4 , 2/i 2 . 2
=^ i5A- 2

, 2 , 7*534 3,

(2) 7i 6 2oA-6 ,
3/i 3j3

:- 2oA- 3 , :! ,
2/i 2 ,2,2^: 5A:2(2)2 ,

/ ;,2
:-- i5A- ; , 2 ,

(3) 2/:4+ A-
2&amp;gt;2

=:6, A 5 r=i,

(4) 24*4-t-8Xr, t,4-3^;,)t -M8A-4,,
60.
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En vertu de la seconde des formules (i), 2)2 devra etre un nombre

pair. De plus h 4 , et par suite 4 , devront encore etre des nombres

pairs, puisque toute substitution de la forme P 4 a pour inverse une

autrc substitution de la meme forme. Enfin, les conditions

entraineront les suivantes :

Cela pose, il est clair qu on ne pourra satisfaire a la premiere des for

mules (3) qu en supposant

(5) 4 2, A-
2)2 2,

et quc, de ces dernieres formules, jointes aux equations (i), (2), (3),

on tirera

(6) A 4 ~3o, /* 2,2~i5, A 5 ^2/i.

Comme d ailleurs toute substitution de la forme P., a, non seulement

pour cube une autre substitution de meme forme, mais aussi pour
carre une substitution de la forme P 2 2 , les formules (6) prouvent

evidemment que les substitutions qui , sans alterer }, deplaceront

quatre ou cinq variables, se reduiront aux puissances de quinze sub

stitutions circulaires du quatrieme ordre et de six substitutions cir-

culaires du cinquieme ordrc. Du reste, cette conclusion et les for

mules (6) elles-memes pourraient encore se deduire des principes

que nous avons etablis dans le II.

Passons maintenant aux formules (2) et (4). Apres avoir demontre,

comme dans le III, que Ton a necessairement

^3,3&amp;gt;&amp;gt; et, par suite, ^3;3 &amp;gt;o,

on conclura de la seconde des formules (2) que 3&amp;gt;3

est divisible par 3.

D ailleurs, m etant egal a 6, le nombre
3;3

ne pourrait atteindre la

limite 6 que dans le cas ou 0, ne serait jamais altere par aucune sub-

OF.uvres de C. S. I, t. X. 4
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stitution de la forme P
3&amp;gt;3

, ou, ce qui revient au meme, par aucune

substitution de la forme

p.p;,

P.,, P
3
etant deux substitutions circulaires du troisieme ordre, for-

mees avec des variables distinctes; et cette dcrniere hypothese est

evidemment inadmissible; car, si elle pouvait se realiser, alors Q,

n etant altere par aucune des deux substitutions de meme forme

p 3 p;, P 3 p;- ,

ne serait pas non plus altere par leur produit

pi

c est-a-dire par une substitution circulaire du troisieme ordre, ce qui

serait contraire a 1 equation

precedemment obtenue. Done k3t3 devra etre un multiple de 3, supe-

rieur a zero, mais inferieur a 6, et Ton aura necessairement

(7) A-3i3 =3, 7/3,320.

Gela pose, la formule (4) donnera

?.?ik e ~\~ 3^2,9,2+ i8A-4j2
~ 36

ou, ce qui revient au meme,

(8) 8A- G -i- A&quot; 2 , 2)2 -4- 6A-
4&amp;gt;2

= 12.

D autrc part, le nombre ^
4)2 devra necessairement s evanouir. Car, s il

ne se reduisait pas a zero, alors, parmi les substitutions qui n altere-

raient pas 1}, on trouverait une substitution de la forme P, 2 ou, ce

qui revient au meme, de la forme

P.P 2 ,

P,, P 2 etant deux substitutions circulaires et permutables entre elles,

Tune du quatrieme ordre, 1 autre du second. Alors aussi 12 ne serait

pas altere par le carre
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de la substitution P 4 P 2
. Done, en vertu de ce qui a ete dit plus haul,

il ne serait pas non plus altere par les substitutions circulates du

quatrieme ordre
p &amp;lt;&amp;gt;i P&quot;

1

*4 &amp;gt;

dont les carres se reduisent a P*, ni meme par la substitution P 2 , equi-

valente au produit de P 4 P 2 par P~ ,
ce qui serait contraire a la for

mule precedemment etablie

/i 2 o.

On aura done encore
/z

4&amp;gt;2

--
o, A 4)2 o,

en sorte que la formule (8) pourra etre reduite a

19 /
&quot;&quot;

f,&amp;gt;,i .

Ce n est pas tout : comme le nombre /( 2 ,.,,z ne peut surpasses le

nombre m = 6, on ne pourra, dans la formule (9), reduire X:c a

zero. Done, pour verifier cette formule, il faudra necessairement

supposer

et, par suite, eu egard aux form u les (2),

(10) fl
r&amp;gt;

= 20, / 2 ,2,2 ::ir10 -

Ainsi, en definitive, si la fonction 12, etant transitive par rapport a

six, a cinq et meme a quatre variables, offre six valeurs distinctes, les

substitutions

(ii) i, P, Q, H, ....

qui n altereront pas la valeur de 12, seront toutes, hormis celle qui se

reduit a 1 unite, de 1 une des formes

PP P P P P
6 r

3j :),
I

2,2,2&amp;gt;
* 5 r i *2,2

et, comme on aura

(12)

4
r= 3o,
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les divers termes qui, avec 1 unite, composeront la suite

i, P, Q, R, ...

seront
20 substitutions de la forme P 6 ,

20 substitutions de la forme P
3)3 ,

10 substitutions de la forme P
2;2 ,

24 substitutions de la forme P 5 ,

3o substitutions de la forme P 4 ,

1 5 substitutions de la forme P
2&amp;gt;2

.

D ailleurs, toute substitution de la forme P 6 a, non seulement pour

cinquieme puissance une autre substitution de meme forme, mais

aussi pour carre et pour quatrieme puissance, deux substitutions de

la forme P 3 P 3 , et, pour cube, une seule substitution de la forme P 2 , 2&amp;gt;

o.

Or, de cette remarque, jointe a celles que nous avorts deja faites, il

resulte evidemment que, dans Thypothese admise, les termes de la

serie (n) se reduiront aux diverses puissances de dix substitutions

circulaires du sixieme ordre, de six substitutions circulates du cin

quieme ordre, et de quinze substitutions circulaires du quatrieme

ordre.

Concevons a present que, pour abreger, Ton nomme

P, Q, R

trois substitutions circulaires prises parmi celles qui n alterent pas la

valeur de Q, la substitution P etant du sixieme ordre, Q du cinquieme

ordre, et R du quatrieme seulement. Gomme on pourra disposer arbi-

trairement de la forme des lettres propres a representer les variables

qui devront succeder Tune a 1 autre, en vertu de la substitution P,

rien n empechera d admettre que ces variables soient respectivement

^&amp;gt; y, *, i
, v, w.

On pourra done supposer

D ailleurs, m etant egal a 6, si Ton nomme

(-4) i, *, ^, a,
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les substitutions conjuguees qui n altereront pas Q considere commo

fonction des seules variables
4

y, z, u, v, w,

le nombre des substitutions i, $, ^, A, . . . , represente par le rapport

1.2.3.4.5 1 20- = -5- 20,m 6

sera precisement egal au nombre A 6 des substitutions

(5) P, P
, P&quot;, ...,

qui, etant de la forme P 6 , c est-a-dire circulaires et du sixieme ordre,

n altereront pas la valeur de (3 considere comme fonction de x, j,

z, u, v, w. Done, en vertu d un theoreme etabli dans la seance du

1 5 decembre, page 1298 (*), les substitutions

seront celles que Ton deduit des expressions symboliques

P//-

lorsque, apres avoir exprime chacune des substitutions

P P P&quot;r
,

r
,

r
,

...

a 1 aide des diverses variables placees a la suite les unes des autres,

en assignant toujours la premiere place a la variable x, on reduit

P P P&quot;i
, r , r

,
...

a de simples arrangements. Done, puisque la serie (i5) renfermera

necessairement le terme P&quot;

1

, un des termes dc la seric (i4), repre

sente par rexpression symbolique

( ) OEuvrex de Caucjiy, S. I, T. IX, p. 478.
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se reduira simplement a

/ xwvuzy\
) =(y, w) (s, t&amp;gt;);

\xyzuvwj

et par consequent Q, considere comme fbnction des quatre variables

y, -, r, &amp;gt;,

ne sera point altere par la substitution reguliere dn second ordre

(r&amp;gt;){s,f).

Mais, comme on 1 a vu, toule substitution reguliere du second ordre

qui n alterera pas Q, devra etre le carre d une substitution R circu-

laire et du quatrieme ordre, comprise elle-meme dans la serie (TI).

On pourra done supposer

(16) R=(y(,p).
D ailleurs, des deux substitutions

(/ - s ^), (j, , w, -),

qui representent les deux valeurs de R fournies par 1 equation (16),

1 une etantle cube de 1 autre, 1 une et 1 autre devroni feire partie de

la suite (i i). On pourra done prendre pour R 1 une quelconque d entre

elles, et supposer, par exemple,

(17) R = (y,z,w,v).

II sera maintenant facile, non seulement de trouver line substitu

tion Q du cinquieme ordre qui soit une derivee des substitutions Q
et R, rnais encore de constater 1 existence de la fonction transitive

de six variables qui offre six valeurs distinctes. On y parviendra en

etl et, tres simplement, a 1 aidc des principes etablis dans la seance

du 8 decembre, ainsi que nous allons le faire voir.

Les cinq puissances de P distinctes de 1 unite, savoir

P = (^,r,^ W ,r,^), P 2
, P% PS PS

font succeder respectivement a la variable x les cinq variables
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auxquelies suecederaient; en vortu de la substitution R - (y, ;, w, v),

les variables

z, w, u, y, r;

et, comme ces dernieres succederaient elles-memes a x, en vertu des

substitutions
P2 p5 P3 p pir j i

j r, i, r,

il en resulte quo, si Ton pose

(18) RP = P 2
S, RP*-psT, RP 3

T.-_-R3U, RP 4=. PV, KP 3 =P*W,

chacune des substitutions

(9) S, T, U, V, W

laissera la variable x immobile. Effectivement, les valeurs de ces der

nieres substitutions, determinees par les equations (18), on, ce qui

revient au meme, par les suivantes

(20) S = P*RP, T = PRP 9
,

U = P 3 RP 3
, V = PRP*, W=rPRP s

,

seront respectivement

(2 ) (y, ,w,r,-), (y,v)(u,w), (y,v,w,s), (y,u)(s,w), (y,s,v,w,u).

D ailleurs, chacune des substitutions S, T, U, V, W, etant une derivee

de R et de P, n alterera pas O. On pourra prendre pour Q Tune des

substitutions du cinquieme ordre

S = (y, u, w, t&amp;gt;, z), W = (y, 3, c, w, u)

qui sont inverses 1 une de 1 autre. Si, pour fixer les idees, on pose

Q (y, , w, &amp;lt; ,s)

ou, ce qui revient au meme,

(22) Q^(s,y, M,&amp;gt;,i-)=.-:P
4 RP,

on aura

(28) S = Q, W^Q- 1
.
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Ajoutons que la substitution

V= (y,V,tV,*)

sera evidemment 1 inverse de la substitution

R = (y,s, v),

de sorte qu on aura encore

(24) U = R-.

Ainsi, les trois substitutions

s, u, w

seront trois derivees des substitutions Q et R.

D autre part, s il existe reellement une fonction de oc,y, z, u, v, w,

qui soit doublement transitive et offre six valeurs distinctes, alors, en

vertu des principes etablis dans le III, les vingt substitutions qui

n altereront pas (2 considere comme fonction des cinq variables

y, -i u, v, w

devront se reduire aux derivees des deux substitutions

dont 1 une est du cinquieme ordre, et dont 1 autre, etant du quatrieme

ordre, verifie les equations symboliques

Done alors les substitutions T et V devront etre, aussi bien que S, V,

W, des derivees de Q et de R.

Reciproquement, si T et V se reduisent a des derivees de Q et de R,

alors le systeme des substitutions

S, T, U, V, R

et de leurs derivees, etant reduit au systeme des derivees de Q et R,

sera du vingtieme ordre; et par suite, en vertu des principes etablis
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Jans la seance du 8 decembre (voir le theoreme II de la page 12.31
( ),

les derivees diverses des deux substitutions P et R formeront un sys

tem e dont 1 ordre sera represente par le produit

6. 20 = 1 20.

Done alors la fonction 12 de x, y, z, u, v, w, qui ne sera point alteree

par les substitutions P, R, offrira cent vingt valeurs egales et sixva-

leurs distinctes.

Done, en definitive, la seule question a resoudre est de savoir si les

deux substitutions

T = (J, V)(U,H&amp;gt;), V = OV)(*,0
se reduisent a des derivees des substitutions Q et R.

Or, comme des cinq variables

y, -, u, r, w,

w et y sont celles qui prennent la place de w, en vertu des substitu

tions T et V, il est clair que, pour obtenir a la place de T et V deux

substitutions qui laissent immobile la variable M, il suffira de multi

plier T et V par les deux puissances de Q qui font succeder a a w et

a y, c est-a-dire par Q~ et Q. Done les substitutions

Q- 1

!, QV

renfermeront seulement les quatre variables

y&amp;gt;

&amp;lt;

, w,

et chacune d elles ne pourra etre derivee de Q et R, que dans le cas ou

elle deviendra une puissance de R. Done la question est de savoir si

Q- T, QV

se reduisent a des puissances de R. Or cette reduction a eflectivement

lieu; car on trouve

Q- T ^ ( y, W) (5, V
)
= l{\ QV = (y, w) (z, v) = R^

et, par suite,

(25) T = QR S
, V^Q- R 2

.

() OEuvre* de Cauchy, S. I, T. IX, p. 4G-&amp;gt;..

OEuvres de C. S. I, t. X. 5
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Done T, V seront, aussi bien que

s, u, w,

des derivees de Q, R, ou meme, eu egard a la formule (22), des deri

vees de P, R; et Ton pent enoncer la proposition suivante :

THEOUKMK. Avec six variables indepejidantes

*, y, ;, tf, r, n-,

on pent loujouj-s composer desfonctions, triplement transitives, qui offreu I

sculement six valeurs distinctes. D ailleurs, pour caracteriser une idle

fonction, il suffil
de dire que sa valcur n est pas alteree par les derives des

trois substitutions circulaires

P = (.r, y, s, 11, c, (r), Q (3, y, u, c, tv), R = (y, s, w, v),

ou, ce quirevient an meme, par les derivees des deux substitutions P el O

ou P cl R; attendu que les deux substitutions O, R s;mt liees I une a

I autre el a la substitution P par la formule

de laquelle on lire

RPi P-Q et R=P 2 QP ;

.

AL Hermite, dans les recherches que nous avons mentionnees, avait

deja -rencontre des fonctions transitives dc six variables, qui olTraient

six valeurs distinctes. Desirant comparer le resultat qu il avait oblenu

avec celui que je trouvais moi-meme, je lui ai demande comment il s y

prcnait pour construire de telles fonctions; sa reponse a ete la rei&amp;gt;lc

que je vais transcrirc.

Pour obtenir une fonction de six variables independantcs

a, 6, -j, o, ,

qui, sans etre symetrique par rapport a cinq d entre elles, offre six

valeurs distinctes, prencz une fonction symetrique s des trois quan-

tites
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la fonction f(x,v) etant elle-meme symetrique par rapport a x et 7;

puis appliquez a la fonction .9 la substitution circulaire

cl sos puissances. Vous obtiendrez cinq valeurs distinctes

.V, .S
i, .&amp;lt;?.,,

,S
:J ,

.V.

dc .v; ot, si vous nommez

une fonction symetrique ties cinq valeurs distinctes do s, [1 sera effec-

tivement une fonction qui, sans etrc symetrique par rapport a cinq

des variables independantes a, , y, o, E, (, aura seulement six valeurs

distinctes.

321.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Me/noire sur mi nouveau calcul qui pennei

de simplificr el d etendre la llieorie des permutations.

C. R.. T. XXII. p. 53 (12 jauvicr iH/
( (i).

[/adoption des lettres caracteristiqucs d et o, employees par Leib

nitz et par Lagrange pour representer les differentielles et les varia

tions des fonctions, a, comme on le sait, ouvert aux geometres des

voies nouvelles, et donne naissance a de nouveaux calculs. Effective-

ment, le Calcul infinitesimal a permis dc resoudre des problemes qui

depassaient autrefois les forces de 1 Analyse, ot 1 integration des equa
tions differentielles a fourni des resultats qu on ne pouvait attoindro

on s appuyant sur la seule resolution des equations algebriques.

L adoption d une seule lettre caracteristique employee pour indi-

qucr une substitution, c est-ii-dire un echange opere entre les diverses

variables que renferme une fonction donnee, me parait offrir, dans la

theorie des permutations, des avantages analogues a ceux que pre-
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sente I emploi de la caracteristique d ou o dans les calculs que je viens

dc rappeler. Deja, dans mes precedents Memoires, on a vu comment,

a 1 aide d equations symboliques qui rcnferment seulement les lettres

caracteristiques de diverges substitutions, on peut arriver a decouvrir

les proprietes mysterieuses et cachees de certaines fonctions, et a eta-

blir, pour la recherche de ces proprietes, des methodes generates qui

semblent devoir contribuer notablement aux progres de 1 Analyse ma-

thematique. Mais, pour tirer de la nouvelle notation tout le parti pos

sible, il convenait de faire encore un pas de plus, et il fallait intro-

duire les lettres caracteristiques des substitutions, non seulement

dans les equations symboliques dont
j

ai parle, mais encore dans les

equations memes par lesquelles des fonctions diverses se trnuvent

liees entre elles. On verra, dans le present Memoire, comment cette

introduction s effectue, et combien elle pent etre utile, soit pour de

couvrir les proprietes des fonctions de plusieurs variables indepen-

dantes, soit pour construire des fonctions qui jouissent de proprietes

donnees, et ofTrent un nombre donne de valeurs distinctes.

I. Considerations generales.

Soient s line fonction de n variables independantes x, y, z, ... et S

1 une quelconque des substitutions qui peuvent etre formees avec ces

variables. Je designerai par la notation

S.9

la valeur nouvelle que recevra la fonction .9 quand on lui appliquera la

substitution S. Si, pour fixer les idees, on prend

s= f(jc, y, s, u, r)

et

S O, J, -) (M, v),

on aura
Ss f(r, -, x, r, K).

Si Ton prenait, en particulier,
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on trouverail
S.9 = yz-x

3
-+- r l u 5

.

Soiont maintenant
x, y, z, ...

diverses fbnctions de
x

t } &amp;gt;

z
&amp;gt;

liees entre elles et a une autre fonction Q par une equation de la

forme

(,) Q= F(x,y;z, ...)

En designant toujours par S une des substitutions que Ton peut

former avec les variables x, j, z, . . ., on aura

(2) Sa=F(Sx, Sy, Sz, ...)

Soil entin

(3) i, P, Q, R, ...

un systeme de substitutions conjuguees, de I ordre M; et supposons

que

(4) x, y, z, ...

representent precisement les valeurs disttnctes acquises par la fonc

tion x quand on lui applique les substitutions i, P, Q, R, . . .; de sorte

que x, y, z, . . se confondent avec les termes distincts de la serie

(5) x, Px, Qx, Rx,

Si Ton prend pour S 1 une quelconque des substitutions

i, P, Q, R, ....,

la serie

(6) S, SP, SQ, SH, ...

aura pour termes les termes de la serie (3), ranges dans un nouvel

ordre; et, par suite, il suffira aussi de ranger dans nn nouvel ordre les

termes de la serie (5) pour obtcnir la suivante

(7) Sx, SPx, SQx, SRx,
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D ailleurs, P, Q, S etant des termes quelconques do la serif ( , &amp;gt; ), do

deux equations de la forme

Px -Qx, SPx^SQx,

la premiere entrainera toujours la seconde et reciproquement; et il en

sera encore de meme si dans ces deux equations on substitue a x une

fonction quelconque, par exemple un quelconque des termes de la

serie (). On doit en conclure .qu aux termes egaux on inegaux de la

serie (5) correspondent des termes egaux ou inegaux de la serie (7).

Done, si Ton nomme v le nombrc des termes egaux a x dans la

serie (5), v sera encore le nombre des termes egaux a Sx dans la

serie (7), ou, ce qui revient au meme, dans la serie (5), puisque ces

deux series oflrent les memes termes, diversement ranges; done le

nombre des termes egaux a x, dans la serie (5), sera encore le nombre

des termes egaux a Px y, le nombre des termes egaux a Qx /, etc.;

et le nombre total M des termes divers de la serie (5) sera le prod nil.

du facteur v par le nombre des termes distincts. Done, si Ton designo

par tj. ce dernier nombre, on aura

(8) M pi.

II y a plus : aux
[/.
termes distincts

x, y, z, ...

de la serie (5) correspondent [j,
termes distincts

(9) Sx, Sy, Sz, ...

de la serie (7); et, par consequent, les termes de la serie (9) se con-

fondront avec les termes de la serie (4), ranges dans un nouvel ordre.

Done le second membre de la formule (2) sera la valour qu acquiert la

fonction
fl = F(x,y,z, ...)

quand on ecbange entre elles, d uno certaine maniere, non plus les

variables x, y, z, . . ., mais les variables x, y, /,..., c es1-a-dire quand
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on .applique a la fonction (1 une certaine substitution s formee avec

les variables x, y, /, ---- Cela pose, 1 equation (2) don n era

(10) ,SQ--:.SQ.

La formule (ro), qui subsistera quelle que soil la fonction Q, est

evidemment analogue aux equations qui, dans le Calcul differentiel,

resultent des changements de variables independences. Si, dans cctte

meme formule, on fait coincider successivement S avec les divers

termes de la serie (3), les valeurs correspondantes de s, representees

par les termes d une autre suite

( i, &amp;lt;i\ ^, &, ...,

seront ce que deviennent les substitutions

i, P, Q, R, ...

quand on les cxprime, non plus a 1 aide des variables x, y, z, ...,

mais a 1 aide des variables x, y, z, . . .; et, puisque la serie

i, P, 0, R, ...

renferme toutes I(&amp;gt;s derivees d une ou de plusieurs des substitutions P,

O, R, . . . , il est clair que la suite

renfermera toutes les derivees d une ou de plusieurs des substitu

tions (
, ^, Ji, ---- Done la serie (i i) oflrira, comme la serie (3), un

systeme de substitutions conjuguees. Seulement, plusieurs termes de

la serie (i i) pourront etre egaux entre eux. Soit A le nombre de ceux

qui se reduiront a I linite, et nommons toujours

S, S

deux termes correspondants, pris an hasard dans les series (3) et (i i).

Puisqu il suffira d exprimer les substitutions P, Q, R, . . . a 1 aide des

variables x, y, z ..... pour transformer les termes des series (3) et (6)
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en ceux quo renferment la serie (i i) et la suivanle

(12) 8, S9, S%_, SA, ...,

il est clair que la serie (12) aura pour termes les termes de la serie (i [),

ranges dans un nouvel ordre. Done le nombre X des termes egaux a

1 unite sera encore le nombre des termes egaux a s, c est-a-dire le

nombre des termes egaux a 1 une quelconque des substitutions
&amp;lt;i\ ^,

A., . . . , non seulement dans la serie (12), mais aussi dans la serie (i i).

Done le nombre total If des termes de la serie (u) sera le produit du

facteur A par le nombre des termes distincts. Done, si Ton designe

par 0)1 ce dernier nombre, c est-a-dire 1 ordre du systeme des substi

tutions conjuguees
I

(jP fy ft1
*&quot;&amp;gt; x.

c v
&amp;gt; &amp;gt;

on aura

(13) M im*.

Le nombre X des valeurs de & qui se reduisent a 1 unite est aussi le

nombre des valeurs dc qui verifient les equations simultanees

(\4) -S\ \, 8y=y, ,Sz = z, ...,

ou, ce qui revient au meme, le nombre des valeurs de S qui verifient

les equations simultanees

(i5) Sx = x, Sy y, Sz = z,

D ailleurs, comme deux equations de la forme

Sx x, S x \

entrainent une troisieme equation de la forme

SS x x,

quelle que soit la fonction x, il est clair que les valeurs de S propres ;i

verifier simultanement les equations (i5) composeront un systeme de

substitutions conjuguees. Si 1 unite etait la seule valeur de S qui put
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verifier ccs memes equations, on aurait simplement

X = i

et, par suite,

(16) M=WL.

Done alors 1 ordre du systeme des substitutions conjuguees

, P, Q, R, ...

sc reduirait a 1 ordre du systeme des substitutions conjuguees

Si O, considere comme fonction de x, y, s, ..., n est point altere

par la substitution S, alors evidemment la substitution s n alterera

pas non plus 12 considere comme fonction dc x, y, z, .... Recipro-

quement, si Q, considere comme fonction de x, y, z, . . .
, n est pas

altere par la substitution s, en sorte qu on ait

I equation (17), jointe a la formule (10), entrainera la suivantc :

(18) Si2r=i2,

Done alors (2, considere comme fonction de x, y, z-, . . . , ne sera point

altere par la substitution S. Done, par suite, si 12 n est altere par

aucune des substitutions

I, $, , &amp;lt;!R, ...,

il ne sera pas non plus altere par aucune des substitutions

i, P, Q, H, ....

C est ce qui arrivera, en particulier, si (2 est une fonction symetrique

des variables x, y, /, . . .
, puisqu alors il ne pourra etre altere par

aucune substitution relative a ces memes variables.

Observons encore que, si, S etant toujours un des termes de la

OEuvres de C. S. I, t. X.
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seric (3), on nommc i Pordre de la substitution S, et i 1 ordre de

la substitution 8, Pequation
9&amp;lt;=i

entrainora la suivante
S ==i,

et que, en vertu de cette derniere, Pordre i de la substitution devra

etre un diviseur de i.

Soient maintenant

(-9) I, U, V, W, ...

des substitutions qui n alterent pas la valeur de x considere comme

fonction dc x, y, z, . . . , et supposons le systeme des substitu

tions (19) permutable avec le systeme des substitutions conjuguees

(3) i, P, Q, R, ....

Si 1 on nomine T Pune queleonque des substitutions (19), et S Pune

quelconque des substitutions (3), tout produit de la forme

TS

sera en meme temps de la forme

ST,

les valeurs de T et de S pouvant varier dans le passage d une forme a

Pautre; et, sous la meme reserve, toute expression de la forme

TSx

sera en meme temps de la forme

Six.

Done les divers termes de la serie

(20) Tx, Ty, Tz, ...,

qui se confondront avec ceux de la serie

(21) Tx, TPx, TQx, ...,
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seront tous de la formo
STx

on, ce qui revient au meme, de la forme

Sx,

puisquc T represente, par hypothese, unc substitution qui n altere

pas la valeur de Q. Done ehaque terme de la serie (20) sera en meme

temps un terme de la serie (4), et Ton pcut enonccr la proposition
suivante :

THEOREME. Solent

x, y, z, ...

les valeurs distinctes qu acquiert unc fonction x des n variables x, j,
s, . . . lorsquon lui applique successivement les substilutions conjuguees.

i, P. Q, R, ...,

et supposons le systerne de ces substitutions permutable avec un autre sys~

teme de substitutions conjuguees ou non conjuguees

i, 0, V, W, ....

Alors

x, y, z, ...

seront encore les valeurs distinctes quacquerra la fonction x, en vertu

des substitutions U, V, W, ____

II. -- Sur la formation de fonctions qui offrent un nombre don/ie
de valeurs egales ou un nombre donne de valeurs distinctes.

Soit (1 une fonction donnee de n variables independantes

*-, y, -, ....

Comme nous Tavons deja remarque dans la seance du 6 octobre der

nier, si certaines substitutions n alterent pas la valeur de Q, toutes

les derivees de ces substitutions jouiront de la meme propriete, et par
suite si Ton nomme

, P, Q, R,
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It s substitutions diverscs qui n altereront pas la valour de la fonc-

tion Q, ccllcs-ci formeront toujours un systeme de substitutions con-

juguees, dont 1 ordre M sera precisement le nornbrc des valcurs egales

de 1}. Quant au nombre m des valeurs distinctcs de (2, il sera deter

mine par la formulc
m M V,

la valeur de A^etant
jV=i .2.3. . . n.

Concevons maintenant que, M designant 1 ordre d un certain sys-

(eme de substitutions conjuguees

(.) i, P, Q, R, ..-,

on demande une fonction qui possedc la double propriete de n etre

alteree par aucune de ces substitutions et d offrir M valeurs egales.

On resoudra facilement ce probleme en suivant la marche que nous

allons indiquer.

Soient

(2) x, y, z, ...

les valeurs distinctes qu on obtient pour une certaine fonction x de

/? variables a, y, s, ..., en lui appliquant les substitutions (i), et

supposons cette fonction x tellement choisie que la serie

(3) Tx, Ty, Tz, ...

renferme au moins un terme non cornpris dans la serie (2), quand on

prend pourT une substitution non comprise dans la serie (i). Enfin,

soient

(4) i, , ^ &&amp;gt;
&amp;gt;

ce que deviennent les substitutions

i, P, Q, H, ...

quand on les exprime, non plus a 1 aidc des variables x, y, s, ...,

mais a 1 aide des variables x, y, z, Si Ton prend

(5) a = F(x,y,z, ...),
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K(x, y, z, . .

.)
etant une fonction de x, y, z, . . . qui nc soit jamais

alteree par aucune des substitutions (4), alors Q, considere comme

fonction de x, y, z, . . . , ne sera pas non plus altere par aucune des

substitutions (i). Done le nombre des valeurs egales de Q sera M ou

un multiple de M. Mais, d autre part, en designant par T 1 une quel-

conque des substitutions non comprises dans la suite (i), on tirera de

la formule (5)

(6) Tfl = F(Tx,Ty,Tz, ...)

Gela pose, comme des produits

Tx, Ty, Tz, ...,

Tun au moins sera, dans 1 hypothese admise, distinct de tous les

termes que renferme la suite (2), le second membre de 1 equa

tion (6) sera generalemcnt distinct de Q, et ne pourra se red u ire

a Q que dans certains cas speciaux, c est-a-dire pour certaines formes

particulieres de la fonction F(x, y, z, . .
.) [voir la seance du 6 octobre,

page 798 ( )]. Done la fonction Q, determinee par 1 equation (5),offrira

generalement M valeurs egales, et par consequent le nombre m de ses

valeurs distinctes sera determine par la formule

TV
//i/f/ I\ ou m ---

-TJ-

Les conditions auxquelles nous avons suppose que les deux fonc-

tions x et F(x, y, z, . .
.) demeuraient assujetties peuvent etre evidem-

ment remplies de diverses manieres, dont quelques-unes meritent

d etre remarquees ; et d abord, il est clair que la fonction F(x, y, z, . . .)

nc sera jamais alteree par aucune des substitutions (4) si elle cst.

symetrique par rapport aux variables x, y, z, .... On pcut clone

prendrc, pour second membre dc 1 equation (5), une fonction syme

trique de ces variables, quoiquc en general on n y soit pas oblige.

En second lieu, tous les termes de la seric (3) seront etrangers

ii la serie (2), et, par suite, x remplira la condition precedemment

I
1
) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 33;-338.

ERS1TY
OF
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enoncee, si Ton prend pour x une fonction de x, y, z, ... choisie

arbitrairement parmi celles dont toutes les valeurs sont inegales.

Alors la regie que nous venons dc tracer pour la determination d une

fonction O qui offre M valeurs egales se reduira simplement a la regie

que nous avons indiquee dans la seance du 6 octobre dernier.

Au reste, il n est pas absolument necessaire de choisir x de telle

sorte qu un ou plusieurs termes de la serie (3) deviennent etrangers

a la serie (2) quand on prend pour T une substitution non comprise

dans la serie (i). En effet, supposons que cette condition cesse d etre

remplie, et qu en consequence les termes de la serie (3) se confontlent

avec les termes de la serie (2) ranges dans un nouvel ordre quand on

prend pour T certaines substitutions

(7) U, V, W, ...

rion comprises dans la serie (i). Soient d ailleurs

(8) t), &amp;lt;?, TS&amp;gt;,
...

ce que deviennent les substitutions (7) quand on les exprime, non

plus a I aide des variables x, y, z, . . .
,
mais a Taide des variables x,

y, z, Si la fonction x est telle que tous les termes de la serie (8)

soient etrangers a la serie (4), alors, pour obtenir une valeur de 13

qui offre generalement M valeurs egales, il suffira de recourir a I equa-

tion (5) et de reduire F(x, y, z, . .

.)
a une fonction de x, y, z, . . . , qui,

n etant jamais alteree par aucune des substitutions (4), soit, au con-

traire, toujours alteree par chacune des substitutions (8).

II importe d observer que les formules et les calculs auxquels on est

conduit par la marche ci-dessus tracee se simplifient quand on prend

pour x une fonction de x,y,s, ... qui jouit de la propriete de n etre

pas alteree par une ou plusieurs des substitutions P, Q, R, ....

Diverses applications des principes exposes dans ce Memoirc forme-

ront le sujet d un nouvel article.
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322.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - -

Applications diverses da jiouveau calcm dont

les prmcipes ont ete .etablis dans la seance vrecedente.

C. R., T. XXII, p. 99 (19 Janvier 1846).

Considerons n variables diverses x, y, z, u, v, Le nombre total N
des arrangements que Ton pourra former avec ces variables sera deter

mine par la formule
yv = i.2.3....

Soit d ailleurs s unc fonction lineaire de x, y, z, ... determinee par

une equation de la forme

(0 s ax-&amp;gt;rby-i-cz-i-....

Les diverses valeurs de cette fonction seront toutes egales entre elles,

et par suite la fonction sera symetrique, si les coefficients a, b, c, . . .

sont tous egaux entre eux. Si, au contraire, plusieurs coefficients

sont inegaux, la fonction s offrira plusieurs valeurs distinctes dont le

nombre sera facile a calculer. Knfin, si tous les coefficients sont ine

gaux, les N valeurs de la fonction s seront toutes distinctes les unes

des autres.

Concevons maintenant que a etant une racine de i equation

(2) &amp;lt;X&quot;=l&amp;gt;

on reduise les coefficients

a, b, c, ...

aux divers termes de la suite

(3) i, a, a 2
, ..., a&quot;-

1
.

La formule (2) donnera

(4) s x -\- ay + a? z -\- . . . .
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Soit d ailleurs

(5) P = (x,y,s, M, r, ...).

On aura

(6) Ps = y -+- txz + a 2
tf --. . .,

et, par consequent,

(7) ., P..
= i;

puis on en conclura

Ps=(Ps)&quot; =
a&quot;

ou, ce qui revient au meme,

(8) Ps&quot;= s a
.
f

Lorsque a represente une racine primitive de 1 equation (2), alors les

n termes de la serie (3) etant tous inegaux entre eux, la fonction s

determinee par la formule (4) offre N valeurs distinctes. Mais comme,

en vertu de la formule (8), s&quot; represente une fonction qui n est plus

alteree par la substitution P, cette derniere fonction offre evidemment

autant de valeurs distinctes qu il y a d unites dans le rapport

= i.a.3...(n i).

Concevons a present quc, a etant une racine primitive de 1 equa

tion (2), on eleve la fonction s a une puissance quelconque dont le

degre / soit un nombre premier a n, et designons par

x, y, z, u, v, ...

les diverses fonctions de x, y, s, u, v, ... qui, dans le developpement

de s
l

, sc trouvent multipliers par les divers termes de la suite

i
,

a
,

a 2/
,

a :i/

,
. . .

,

en sorte qu on ait

(9) s =\ + a y +- a 2/ z + . . . .
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On tirera de la formule (7)

et par consequent, eu egard a I equation (9),

(10) Ps y -|- a z -+- ct-
l u + . . . ,

Or, de la formule (10) comparee a I equation (9), il resulte evidem-

ment que la substitution P a pour effet de transformer x en
y,. y en z,

z en u, .... Done, si Ton represente par

(n) & = F(x,y,z, . . .)

une fonction quelconque de x, y, z, ..,, la substitution P appliquee

a la fonction 1 produira le memo effet que la substitution (x, y, z, . . .).

En d autres termes, si Ton pose

&amp;lt; ne sera autre chose que la substitution P exprimee, non plus a 1 aide

des variables donnees x* y, z, ..., mais a 1 aide des nouvelles va

riables x, y, z, ...; de sorte que, en designant par (2 une fonction quel

conque de ces nouvelles variables, on aura

(13) Pfl = &amp;lt;fQ.

Ce n est pas tout : si, en nommant r Tun quelconque des nombres

premiers a n, et p un entier choisi de maniere a verifier la formule

04) rp=i (mod./z),

on remplace a par a p dans le second membre de I equation (4), on

obtiendra une nouvelle valeur de s, qui sera precisement celle a laquelle

on parvient quand on substitue aux variables dont les rangs, dans h.

serie

y, -, it,

sont representes par les nombres

I, 2, 3, ...,

OEnvres de C . S. I, t. X.
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celles dont les rangs sont representes par les nombros

r, 2/ 1

,
3/ 1

,
....

Done la nouvelle valeur dc s sera precisement celle qu on obtient quand

on applique a s la substitution Q relative aux seules variables

y^ *

et determinee par 1 equation symbolique

D autre part, comme la substitution Q relative aux seules variables

y,s, ..., et determinee par la formule (i5), produira sur s, et par suite

sur s
1
, un eflfet identique avec celui qui resulterait du changement de

a en a?, on aura, non seulement

(16) QS- x + ofy + oC ? z +. . .,

mais encore

(17) Q*
/=x + p/

y + *P/
?-4r....

Or, de la formule (17), comparee a 1 equation (9), on conclura que la

substitution Q fait passer a la place des fonctions dont les rangs, dans

la serie

y, z, u, ...,

sont representes par les nombrcs

I, 2, 3, ...,

celles dont les rangs sont representes par les nombres

r, 2/ -

,
3 /% ....

Done la substitution Q echangera entre eux de la meme maniere les

termes correspondants des deux series

JK, z, //, ...

y, z, u, ...;
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et, si Ton nomme ^ce que devient la substitution Q exprimee a 1 aide

de y, z, u, ..., ^sededuira dc f a 1 aide d une equation symboliquo
semblable a la formule (i5); de sorte qu on aura

x devant conserver la meme place dans &amp;lt; et dans &amp;lt;T. Si maintenant on

applique la substitution ^ ainsi determinee a une fonction quel-

conque Q de x, y, z, . . ., on aura identiquement

(19)

Commc, en designant par / un nombre entier quelconque, on tire

de la formule
(i;&quot;&amp;gt;)

/PI-
-

Q =(
\P

1 ordre i de la substitution Q, ou la plus petite valeur de / propre a ve

rifier la formule

devra evidemment se confondre avcc la plus petite valeur de /propre
a verifier 1 equation

P^rrP,

que Ton pent reduire a

(mod. //).

Done, par suite, si rest une racine primitive relative au module n, le

nombre z devra se confondre avec 1 indicateur maximum / correspon-
dant a ce module. Dans le cas contraire, jf sera un diviseur de /.

D autre part, comme, en vcrtu de 1 equation (ID), le systeme des

puissances de P sera permutable avec le systeme des puissances de Q,

on peut affirmer que les deux substitutions

P, Q,

jointes a leurs derivees, composeront un systeme dont 1 ordre sera

represente par le produit
ni.
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Par suite aussi, a etant un diviseur quelconque de n, les deux substi

tutions
P B

, Q,

jointes a leurs derivees, composeront un systeme dont 1 ordre sera

m

Ajoutons quo de la formule (i3) on tirera immediatement

(20) PQ = $i2.

Les formules que nous venons d etablir offrent des expressions tres

simples des theoremes fondamentaux sur lesquels s appuie la resolu

tion des equations binomes. Les equations (i3), (19) et (20), en par-

ticulier, permettent de construire facilement avec n variables donnees

x, y, s, ... des fonctions pour lesquelles le nombre m des valeurs

distinctes soit determine par la formule

i . a . . . (
n i

)

(21) m : a,

i etant, ou 1 indicateur maximum /relatif au module n, ou un diviseur

de /, eia etant, ou 1 unite ou un diviseur de n. D ailleurs, le mode de

formation que fournissent les equations (i3), (19) et (20), pour les

fonctions dont il s agit, est different de celui que nous avons indique

dans la seance du 6 octobre, et se reduit a la regie que nous allons

enoncer.

Pour former avec n variables x, y, s, ... une fonction (2 qui offre

I . 2 ...( I )
.

~ ct

I

valeurs distinctes, a etant un diviseur quelconque de n, et i un divi

seur quelconque de 1 indicateur maximum relatif au module /z, posez

s = x H- y.y + a 2 - -+- . . .
,

a etant une racine primitive de 1 equation

a&quot; i .
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Soil d ailleurs / un quelconque des entiers premiers a n, et represen-

tez par
x, y, z, ...

les coefficients de

i, a
,

y.-
1

,
...

dans le developpement de s . Soil encore r une racine primitive de

[ equivalence
/ == i (mod. n),

en sorte que /- represente la plus petite puissance de /% qui, divisee

par n, donne 1 unite pour reste. Pour obtenir une fonction 12 de x, y,

z, ... qui remplisse la condition enoncee, il suffira de prendre gene-

ralement
Q = F(x,y,z, ...),

F(x, y, z, . .
.) designant une fonction de x, y, z, . . . qui ne soit jamais

alteree, ni par la puissance $* de la substitution

= (x,y,z,...),

ni par la substitution

A la verite, il semblerait au premier abord que cette regie ramene

la question proposee a une question entitlement semblable. Car, pour

caracteriser une fonction 12 de x, r, :, . . . qui offre

I . 2 . 3 ...(/&amp;lt;
I )
-- a

i

valeurs distinctes, il suffit de dire que les substitutions qui n alterent

pas sa valeur se reduisent aux derivees de deux substitutions de la

forme

v P

?=(P

et ces deux dernteres equations sont sernblables a celles qui fournis-
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sent les valeurs de #, ^exprimees a 1 aide des variables x, y, z, ____

Mais il importe d observer que le nombre des valeurs distinctes de 11,

considere comme fonction de x, y, z, ..., restera generalement le

meme si Ton diminuo le nombre des valeurs distinctes de 12 consi

dere comme fonction de x, y, z, . . ., et meme si Ton reduit ce dernier

nombre a 1 unite. Done, en suivant la regie indiquee, on pourra gene

ralement prendre pour F(x, y, z, ...) une fonction symetrique des

nouvelles variables x, y, z, ....

Au reste, il suit, des principes etablis dans la seance precedente,

que la regie ci-dessus tracee cst comprise comme cas particulier dans

une autre regie qui conduit au meme but, et que nous allons indi-

quer.

Pour former avec les n variables x, j, z, ... une fonction li qui

otfre m valeurs distinctes, la valeur de in etant determines par la for-

mule (21), posez

P = (*f jr, *,...) et Q

r etant une racine primitive de 1 equivalence

/ ^HI (mod.//);

puis construisez une fonction x qui verifie la condition

(22) PX = X,

et prenez cnsuite
&amp;lt;i F(x, y, z, . . .),

F(x,y,z, ...) designant une fonction symetrique des variables x, y,

z, . . ., et y, z, . . . etant liees a x par les formules

La valeur de 12 ainsi obtenue, savoir

(28) Q = F(x, Qx, Q J
x, ...,Q -x),

satisfera generalement a la question. D ailleurs, comme, en posant,
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pour abreger,

.==2,

on tirera de la formule (7)

pa c !l-
g

~

il est clair qu on verifiera generalement la formule ( -i2) en posant

Done 1 equation (28) pourra etre reduite a celle-ci

(25) Q = F(s
c
, Qsc

, QV, . ..,Q f-sc
),

la valeur de s etant determinee par la formule (4), et a etant une ra

cine primitive de 1 equation (2).

Si, dans la formule (4), on prenait pour a, non plus une racine pri

mitive de 1 equation (2), mais une puissance d une telle racine, le

degre v de cette puissance etant un diviseur de n, alors il suffirait

d assujettir les nombres a et c a verifier, non plus la formule (24),

mais la suivante

n
(26) *C =y

pour que la fonction Q, determinee par 1 equation (26), offrit encore,

generalement, m valeurs distinctes, la valeur de m etant toujours

donnee par la formule (21).

Dans un autrc article, je montrerai comment le nouveau calcul peut

etre applique a la formation de fonctions transitives qui offrent moins

de valeurs encore que celles que nous venons de construire, par

exemple a la formation de fonctions transitives de six variables qui

offrent six valeurs distinctes.
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323.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Recherches sur un systeme d equations simul-

tanees , dont les unes se deduisent des autres a I aide d une ou de

plusieurs substitutions.

C. R., T. XXII, p. 169 (26 Janvier 1846).

Quelques mots suffiront pour donncr une idee de ces recbercbes,

qui seront developpees dans les Exercices d Analyse et de Physique

mathematique.

Supposons que, m etant un nombre entier quelconque et n = mi un

multiple de m, les lettres x, y, z, . . . representent m fonctions diverses

de n variables x, y, z, u, v, Soit, de plus, i , P, Q, R, . . . un sys

teme de substitutions conjuguees dont 1 ordre soit precisement i=-
Les n variables x, j, z, u, v, ... seront, en general, completement de-

terminees, si on les assujettit a verifier les n equations simultanees

(X=o, Px = o, QX-O, ...,

(0

Or les valeurs de x, y, z, u, v, ..., qui verifient des equations de

cette forme, jouissent de diverses proprietes remarquables, et, en

particulier, de celles que nous allons indiquer.

Supposons que, la variable x etant comprise dans un facteur circu-

laire de P, on nomme h 1 ordre de ce facteur circulaire, et ^^ , ^2 , . . . ,

xh _&amp;lt;
les variables comprises avec x dans ce memo facteur. Chacune

des valeurs de x fournies par la resolution des equations (i) sera en

mcme temps une valeur de a?,, une valeur de x.,, . .. , une valeur de

xh_ K
. Cela pose, soit

(2) F(^r)^:o

1 equation qui resultera de { elimination des variables x, y, z, w, v, . . .

entre les formules (r). Cette equation admettra deux especes de ra-

cines. Les unes verifieront des conditions de la forme

(3) x xi-n
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/etant un diviseur cle h; les autres ne satisferont a aucune semblable

condition. Si d aillours on suppose x, y, z, ... reduites a des fonctions

entieres des variables x, y, z, u, v, . . .
, on pourra facilement decom

poser 1 equation (2) en deux autres

(4) 9(3?) o,

(5) 7(^)=o,

qui correspondent respectivement a ces deux especes de racines, et

memo 1 equation (4) en plusieurs autres, qui correspondront aux

diverges valeurs de /. Ajoutons que ces diverses equations, et parti-

culierement 1 equation (5), dont chaque racine ne verifiera aucune

condition de la forme (3), pourront etre generalement resolues a

1 aide d un certain nombre d equationsmoinselevees, que Ton obtien-

dra, par exemple, en suivant la methode donnee par Abel dans son

beau Memoire Sur une classe parliciiliere d equations resolues algebri-

f/uement.

324.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Note sur diverses proprietes de cerlaines

fonctions algebricjues.

C. R., T. XXII. p. 160 (76 Janvier 1846).

Simple enonce.

325.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur la resolution directe d un systeme d equa
tions simultanees , dont les unes se deduisent des autres a I aide d une

ou de plusieurs substitutions.

C. R., T. XXII, p. ig3 (2 fevrier 1846).

Soient donnees entre n variables

x, y, z, ....

OF.iH res de C. - S. I, t. X. 8
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n equations dont les unes se deduiscnt des a litres a 1 aide d une on

de plusieurs substitutions. Si les premiers membres de ces equations

sont des fonctions entieres de x, v, z, . . . , on pourra, comme nous

1 avons dit dans la seance precedente, eliminer les variables v, z, . . . ,

puis decomposer 1 equation

(i) F() = o,

resultante dc cette elimination, en d autres equations plus simples et

d un degre moins eleve. Au rcste, pour obtenir les valeurs de x, r,

2, ... propres a verifier les equations donnees, il n est pas absolument

necessaire de former 1 equation resultante. On peut chercher directe-

ment les equations plus simples qui doivent la remplacer, et faire

servir au calcul des coefficients que celles-ci renfermeront le systeme

des equations donnees.

Pour faire inieux comprendre comment un semblable calcul pcut

s effectuer, considerons, en particulier, le cas ou les equations don

nees se deduisent toutes de 1 une d entre elles a 1 aide des diverses

puissances d une substitution circulaire

qui rcnferme toutes les variables, et sont, en consequence, de la

forme

(
2

) X O, P X = O, P- X = O, . . .
, P&quot;-

1 X = O,

x designant une fonction entierc de ces variables. Si, en nommant w

une autre fonction entiere de x, y, z, . . . , on combine, par voie d ad-

dition, les formuies (2) respectivcment multipliees par les facteurs

(0, PO), P 2
GJ, ..., P ^ CO,

on obtiendra la formule

(3) (i +-P+P2H-... + p- )
UX o.

Si d ailleurs on attribue successivement a CD a valeurs diverses, pour

chacune desquellcs le premier membre de la formule (3) se reduise a
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uno fonction symetrique do x, y, r-, .. ., lc systeme des n equations

ainsi trouvees determinera les valeurs des fonctions

*

p x + v 4- z -\- . . . ,

(] xy + xz -f- . . . -f- ys 4- . . .
,

r == xyz -f- . . . ,

et lorsqu on aura calcule ces valeurs, il suffira de resoudre par rap

port a 1 inconnue s 1 equation du n&quot;

me
degre

( 4 ) &amp;gt;

&quot;

/&amp;gt;.s-&quot;&quot;

-h 7.?

- - ~
rs&quot;

~ 3 H- . . . r^ o,

pour obtenir les valeurs des variables .r, r, s, ....

Pour eclaircir cc qui vient d etre dit par un exemple, supposons
n = -- 3 et x = x (y- -I- c a

)s, c designant unc quantite constantc. Les

equations (2), jointes a la formule P = (x, y, 5), donneront

(5) j? (^v
2 + c 2

)^ i o, r (3-+ c 2

)a- ;- o, ^ (x- -\- c-)y
~

o.

Alors [ equation (i) sera du quinzieme degre, et ses quinze racines

seront de deux especes. Trois d entre elles, savoir, o, -h v i c -,

-
v/i c-

, verifieront la formule

a laquelle on parvient, en posant, dans 1 une quelconque des equa
tions (5), x =y z. Les douze autres racines de 1 equation (i) veri

fieront la formule

I

Mais, en vertu des principes exposes dans la seance precedente, la

formule (7) pourra etre reduite a un systeme d equations du troi-

sieme degre, et par suite les equations (5) pourront etre resolues
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algebriquemcnt. Toutefois, la decomposition de 1 equation (7 ) on

plusicurs autros cxigerait un calcul assez long, et, sans recourir a

ce calcul, ou meme sans prendre la peine d etablir 1 equation (7),

on peut construire directemont les equations plus simples, dont la

resolution fournira les valours algebriques de x, y, z. En effet, nom-

rnons s 1 inconnue d une equation du troisieme degre qui ait pour

racines x, y, z. Cette equation sera de la forme

(8) .S
:i

ps-+ qs r = o,

les valeurs de/;, &amp;lt;/,

retant

( Q ) p x -h y 4- z, q~ xy -+- xz -+- yz, r ocyz,

Si d ailleurs, dans 1 equation (3), reduite a la forme

(10) (i-4-P-hl
)2
)wx o,

on pose successivement co = x, w = z, w = i 4- xy, on obtiendra,

entrc p, q et r, les trois equations

^ pr p- (2 -he 2

)?, ipr &amp;lt;7

: + c-p--
-

(i 4- ac*)?,
(i i)

I (lj
~ 2 7 + 3c 2

)/- (i c-}p.

En elirninant successivement, de ces dernieres, r et//-, on obtiendra

une equation du quatrieme degre a laquelle devront satisfaire les

valeurs

(12) 7~ 7~3(i c-)

de la variable g, tirees de la formulc (G) et de 1 equation f/
=-. 3 a?

2
,

quo four-nit la supposition x=y-=s. Les deux autres valeurs dc q

seront donnees par la formule tres simple

(
1 3

) f]- + (
i c- -f- c v

) q 4- (
2 + c- -I- c v c

)
= o.

Ajoutons que, la valeur de q etant calculee, on determinera /;,
r a

1 aide des formules

.,

2 c 2

puisa?, j ets, en resolvant par les methodes connues 1 equation (8).
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Si Ton supposait c = o, on tirerait dcs formules (5)

x o:

et des quinze valeurs de x, fournies par cette derniere equation, trois,

savoir, o, -HI, ~ r, verifieraient la formule (6), tandis que les douze

autres seraient les douze valeurs de s, determinees par 1 equation (8 )

jointe au systeme des formules

De ces douze valeurs de s, ainsi qu on devait s y attendre, six se con

fondent avec les racines primitives de 1 equation binome

Si Ton supposait c i , la formule (7) deviendrait

x^-+ 6^.-
10

-f- 14^
8 + i4^ G

-i- 6^r v 4- 3^ 2
-4- 3 o,

et les formules (i3), (i4) donneraient

326.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur la resolution des equations syrnboliques

non lineaires.

C. R.. T. XXII, p. a35 (9 fevrior 1846).

Dans un precedent Memoire, j
ai montre comment on pouvait

resoudrc les equations symboliques lineaires auxquelles on se trouve

conduit dans la theorie des permutations. Les rcchcrches que j
ai

aujourd hui 1 honneur de presenter a i Academie sc rapportent a la

resolution des equations symboliques non lineaires. Je vais donner

en peu tie mots une idee de ccs recherches. Les resultats qu elles
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m ont fournis seront exposes plus en detail dans les Exercices d Ana

lyse el de Physique malhernatique.

Considerons n variables

chaque indice pouvant etre augmente ou diminue d un multiple quel-

conque de n; et nommons P une substitution circulaire qui renferme

toutes ces variables, de sorte qu on ait

ou, en cxprimant la substitution P a 1 aicle des indices qui affectent

les diverses variables,

( P ~
( O, I

,
2

, . . .
,

71 3, n 2, // I
)..

On pourra satisfaire a 1 equation symbolique lineairc

8P = P-,

en prenant pour S une substitution qui laisse immobile la variable #,
et memo, si n est pair ou de la forme

n 2 i,

la variable #,. D ailleurs, cette substitution S, determinee par la f or-

mule symbolique

=(n-

sera une substitution du second ordre.

Ce n est pas tout : le nombre n etant suppose pair et de la forme 2? ,

on pourra resoudre de diverses manieres 1 equation symbolique

dans laquelle la substitution S renferme -2(1 i) indices, et meme la

resoudre en prenant pour R une substitution de 1 ordre
-2(1 i), qui
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verifie 1 equation

on

(7) P :

/R

En effet, partageons les indices

i, i, 3, ..., i i, i -+- 1
, ..., n 3, n 2, n i

en groupes, dont chacun soit compose de quatre indices de la forme

/, / /,
-

/, i 4- /,

qui se reduiront a deux, si, i etant pair, on prend 1= -; il suffira,

pour resoudre simultanement les equations (5) et (6), de poser

(8) R (a, 6, y,
. . .

, i y,
i 6, i a, a, S, y,

. . . , /+ y, i-+- 6, i+ a),

a, 6, y, . .. etant des indices pris dans les divers groupes. La valeur

de R etant ainsi determinee, nommons k Findice qui succede a Tin-

dice h en vertu de la substitution R, et posons generalement

(9) R,t -^P-*RP&quot;.

On tirera des formules (6), (9)

(
f

) R A R /4. A. .

i,

et, par suite,

I
11

) Rf+a=l, R/-a=L

Done R,+a et R,-_ a seront des substitutions du second ordre. Ajoutons

quo, si Ton pose pour abreger

(12) &amp;lt;R RP P R--
,

on aura

( 3) R /+a -L&amp;gt;-AP^ R,,.. a-P r-U&amp;gt;-*
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et, par suite,

i 1 1 ) R /_ a= ( a, i -+- a ) (
a -4- B, i -+- 2 a ) (

a -+- y,
* -+- a + 6

)
. . .

,

Ci5) R, +a ( a, i a) ( a -+- 6, i) (
a -+- y, i a + 6). . . .

Done, si Ton nomme toujours /*, k deux indices dont le second suc-

cede an premier en vertu de la substitution R, les divers facteurs cir-

culaires de R,_a seront de la forme (a +- k, i -+- a -h h). II est aise d en

conclure qu aucun facteur de R/_. a ne sera en meine temps facteur dc

la substitution R
~

, c est-a-dire de la forme

(I, -I),

a moins que les indices h, k et a ne verifient la condition

(16) h -\- k -+- 2 a H- i = o (mod.n).

D autre part, le produit VU dc deux substitutions U, V ne peut cesser

de renfermer Tune des variables h, k, dont la seconde succede a la

premiere en vertu de la substitution U, que dans le cas oil V fait

succeder reciproquement It a k. Done, si a, 6, y, ... sont choisis de

maniere que la condition (r6) ne soit jamais verifiee, il suffira de

poser

(17) Qr=R,+a R
-

ou, ce qui revient au meme,

08) Q = R -iR,. a ,

pour que la substitution Q deplace les n r indices

i, 2, 3, ..., n a, ni.

Si Ton applique, en particulier, ces principes aux fonctions dont

M. Hermite s est occupe, c est-a-dire a celles qui renferment six,

huit ou douze variables, on plutot aux substitutions qui peuvent

deplacer les variables

^O? t^
l&amp;gt; ^2? &amp;gt;

3-n-?&amp;gt;
%n l

dans ces memes fonctions, on obtiendra les resultats suivants.
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Si a la substitution P de I ordre n = ii, determinee par la for-

mulc (i), on joint une substitution Q de I ordre n i et une sub

stitution R de I ordre n 2, les derivees de

P, Q, R

constitueront un systeme de substitutions conjuguees dont chacune

deplacera n, n i ou n 2 variables, et ce systeme sera d un ordre

represente par le produit
n

(
n i

) (
n 2

) ,

pourvu que, les valeurs de Q, R etant determinees a 1 aide des for-

niules (8), (9), (17), on pose :

i Pour n = 6,

R= (t,2,5,4);

2 Pour n = 8,

R = (i, 2, 3, 7, 6, 5)

ou
R = (1,6,3,7, 2 5 );

3 Pour n = 12,

R (i, 4,9, 2, 5, u,8, 3, 10, 7)

on
R = (i, 10,9,8, 5, u, 2,3,4,7),

327.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Note sur un theoremefondamental relatif

a deux systemes de substitutions conjuguees.

C. R.. T. XXII, p. 63o (u avril 1846).

Une proposition digne de remarque, dans la theorie des permuta

tions, est celle que j
ai donnee dans la seance du 10 novembre dernier

(page io3g) (
1

), savoir, que le produit des ordres de deux systemes

dc substitutions conjuguees divise exactement la difference entre le

(!) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IX, p. 4o3.

OEuvres de C. S . I, t. X. 9
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nombrc des arrangements que 1 on peut former avec les diverses

variables et le nombrc (les solutions de 1 equation lineaire symbo-

lique dont les deux membres sont les produits d une meme substi

tution par les termes generaux des deux systemes, 1 un de ces termes

etant pris pour multiplicande, et 1 autre pour multiplicateur. Comine

de cette proposition Ton peut immediatement deduire un grand

nombre d autres tbeoremes, il m a semble qu il serait utile de 1 eta-

blir, s il etait possible, a 1 aide d une demonstration simple et directe.

Tel me parait etre le double caractere de celle que je vais exposer en

peu de mots.

TIIKORKME. Formons avec n variables

jc, y, z, ...

*-&amp;lt;lenx systemes de substitutions conjuguees; et soient

(i) ii \\. p,; ..., pa-,,

(2) I, (J,, Qj, -.., Q,,_,

ces (fcit.f systemes, le premier de I ordre a, le second fie I ordre b. Soient

d ailleursh, k deux nombres entiers quelconqu.es; nommons 1 le nombre

des substitutions \\ pour lesffiielles
se verifienl des Equations symboliques

de let forme

(3) t\P /t =.Q,.R,

el, posons, pour dbregef)
/V 1.2.3... n.

Les nombres .V el I fournironi le meme resle lorsqa on les divisera par le

produit ab.

Demonstration. - Si 1 on pose

(4) i = N~l,

itlors, parmi les suhstilutions que 1 on pourra former avee les variables,

Belles pour lesquelles ne se verifieront jamais des
e&amp;lt;[iiations

semblables

a la formule (3) seront en nombrc egal a J. Nommons U 1 une de ces
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dernieres substitutions. Les clivers termos du Tableau

i U, UP,, UP 2 , ..., UP,t _,,

iU, Q,UP,, Q!UP 2 , ..., Q,lJIV,,

2 U, QsUP,, Q 2 UP 2 , ..., Q 2 UP (( _,,

J ......
&amp;gt;

.......
&amp;gt; &amp;gt;

........
9

^U, Q^-.P,, Q,,_,UP S , ..-, QA-.UP,-

seront tous inegaux eulre eux. Car, si Ton supposait

Q*UP*=Q*UPA ,

on en conclurait

(6) UP/JV ^CV Q/.U

on, ee qui revient au meme,

(7) Utf^U,

ies valeurs de
&amp;lt;,

etant

&amp;lt;&amp;gt;7

et, comme alors Ies deux lettres $, ^representeraient, la premiere, uu

terme de la serie (i), la seeoiide, un terme de la serie (2), il est elair

&amp;lt;|ue
la formulc(7) serait semblable a Fequation (3), en sorte que la

substitution U se reduirait, contre 1 hypothese admise, a 1 une des

valeurs de R.

Soit maintenant V une nouvelle substitution, qui ne se reduise ni ;i

I une des valeurs de R, ni a aucune des substitutions comprises dans

le Tableau (5). Les divers termes du Tableau

(8)

seront encore tous inegaux entre eux; il y a plus : ils seront distincts
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do tous ceux quo renferme lc Tableau (5). Car, si Ton avait

Q*UPA=Q*VP*,
on on conclurail

Vz=Qp QAUPA P* ,

ot, commo les deux produits

Q* Q*, 1MV

representeraient, le premier, un torme de la serie (i), lo second, un

terme de la serie (2), il est clair que, en vertu de la dernierc formulo,

Vsora deja, centre I liypothese admiso, 1 un des termes renfermes dans

le Tableau (5). En continuant ainsi, on finira par repartir les J substi

tutions, pour lesquelles ne sc verifieront jainais des equations sem-

blables a la formule (3), entre plusieurs Tableaux dont chacun- renfor-

mora autant de termes, inegaux entre eux, qu il y a d unites dans lo

produit ab, et offrira, pour premier terrne, line substitution non com

prise dans les Tableaux deja formes. Done le nombre J ou N I sera

un multiple du produit ab; done les nombres Ar
et I, divises par le pro

duit ab, fourniront le meme resto.

328,

C. R., T. XXIII, p. r&amp;gt; (G juillet 1846).

M. CAUCHY lit uno Note ayant pour litre : Sur Vheureuse solution d une

question important?, soulcvee a I occasion du concours de Statisliquc.

Dans cette Note, M. Cauchy rappelle un voeu d abord emis, dans le

sein de 1 Academie des Sciences, a 1 occasion du concours de Statis-

tique, ot auquel se sont associes la plupart des membres de I lnstitut.

Une mesure legislative vient de realiser ce voeu en exemptant dos

droits de timbre et d enregistremcnt les actes necessaires pour lo

mariage des pauvres et pour la legitimation de leurs enfants.
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329.

Note.

C. R., T. XXIII. p. 80 (i3 juillet 1846),

M. CAUCHY croit devoir signaler une consequence importance des

principes enonces dans le Rapport de la Section de Mecanique et rap-

poles par M. Seguier. Comme il a ete dit dans le Rapport, les condi

tions que Ton doit remplir, pour diminuer les chances d accident, sont

relatives, les unes a la vitesse, les autres a la masse. Le danger et les

chances de deraillement croissent, non seulement avec la vitesse, mais

encore avec la masse, par consequent avec le nombre des wagons ; et il

en resulte qu un convoi de vingt wagons remorques par le systeme de

deux locomotives sera toujours avantageusement remplace par deux

convois, convenablement espaces, dont chacun renfermerait dix wa

gons remorques par unc seule locomotive. Les faits viennent a 1 appui

de cette proposition malheureusement verifiee par les catastrophes du

8 mai et du 8 juillet, qui, 1 une et 1 autre, ont coincide avec 1 em-

ploi.de deux machines. M. Cauchy espere que, convaincus par une si

triste experience, les administrateurs des chemins de fer donneront

des ordrespour que, a 1 avenir, un convoi soit toujours restreint au

nombre dc wagons qu une seule locomotive pourra remorquer.

330.

GKOMETRIE ANALYTIQUE. Memoire sur les avantages quc presenle , dans la

Geometric analylique, I emploi de facteurs propres a indiquer le se/ t s

flans lequel s effectuent certains mouvements de rotation, et sur les resul-

tantes construites avec les cosi/ius des angles que deux systemes d axes

forment enlre eux.

C. R.. T. XXIII, p. a5i (3 aout 1846).

Simple enonce.
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331,

CALCUL INTEGRAL. Sur les integrates qui selendent a tons les points

d une courbe fermee.

C. R., T. XXIII, p. 2-3 1 (3 aout
i8jf&amp;gt;).

Les deux Memoires que j
ai 1 honneur de presenter a 1 Academie so

rapportcnt, Tun a la Geometrie analytique, 1 autre au Calcul integral.

Cornme je me propose de faire paraitre successivemcnt ces deux Me

moires dans les Exercices d Analyse et de Physique mathematique, je

me bornerai a enoncer ici, en peu de mots, quclques-uns des resultats

auxquels je suis parvenu.

J ai montre, dans mon Analyse algebrique, combien il importc de

fixer avec precision le sens des expressions employees dans les for-

mules d Algebre : pour mieux atteindre ce but, j
ai propose de res-

treindre les notations a I aide desquelles on designait encore trop

souvent des fonctions dont les valours etaient multiples, et d appli-

quer uniquement ces memes notations a des fonctions dont les valeurs

f ussent toujours completement determinees. Get expedient, aujour-

r I h u i generalement adopte par les geometres, a fait disffaraitre les

incertitudes que presentait Tinterpretation de certaines formules et

les contradictions auxquclles on semblait etre conduit par le calcul.

Toutefois, quelques formules de Geometrie analytique, et particu-

lierement celles qui se rapportent a la determination des resultantcs

formees avec les coordonnees de divers points, n offraient pas encore

toute la precision desirable et renfermaient des doubles signes dont

la determination dependait de conditions qu on etait oblige d enoncer

a part dans le discours. Je fais disparaitre cet inconvenient, en intro-

duisant dans le calcul des facteurs dont chacun depend du sens attri-

bue a un certain mouvement de rotation, et se reduit a -h i ou a i ,

suivant que ce mouvement est direct ou retrograde. Cc precede permet

d etablir, avec une grande facilite, non sculement diverses proposi-
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tions deja connues, mais encore plusieurs autres parmi lesquelles je

citerai les suivantes :

THEOREME I. -- Etant doruies, dans I espace, deux angles plans

donl les cotes

r, s, u, i&amp;gt;

se mesurent dans des directions determinees; si, avec les quatre cosinus des

autres angles que ces cotes formeront entre eux, on construit une resul

tante, cette resultante sera positive ou negative, suivant que les mouve-

ments de rotation de r en s et de u en v, autour d une droile perpendicu-

laire au plan de t un des deux angles (r, s), (u, v\ s effectueront dans le

merne sens ou en sens conlraires; et aura pour valeur numerique le pro-

duil des sinus des deux angles (/% s), (u, v) par le cosinus de I inclinaison

muluelle des plans de ces deux angles.

THEOREME II. -- Etant donnes, dans I espace, deux angles solides qui

ont pour aretes, le premier les longueurs /% s, t, le second les longueurs

u, v, w, si Von determine les cosinus des neuf angles que formeront les

aretes r, s, t avec les aretes u, v, w, la resultante conslruile avec ces neuf

cosinus sera positive ou negative, suivant que les mouvements de rotation

de r en s autour de t, el de u en v autour de w, s effectueront dans le

meme sens ou en des sens conlraires; el cette resultante aura pour valeur

nurnerique le produil des volumes des parallelepipedes que I on pent

former, d une part, sur les aretes r, s, t, d aulre part, sur les aretes

u, v, w, en supposant chacune de ces six aretes reduile a I unite.

Parlous main tenant des integrates qui sc rapportent a des courbes

termees. Elles jouisscnt d un grand nombre de proprietes remar-

quables, entre lesquelles on doit signaler celles qui se trouvent enon-

cees dans les theoremes suivants :

THKOREME I. -- La position d un point mobile P elanl determinee dans

I espace a I aide de coordonnees rectilignes, ou polaires, ou de toule autre

nature, nommons
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des quantites qui rarient d line maniere continue avec la position de ce

point. Soil d ailleurs S line aire qui se mesure dans un plan donne, ou sur

line surface donnee , et qui ait pour limite une seule courbe fermee de

tonics parts. Concevons ensuite que le point mobile P soil assiijetti a par-

courir celte courbe en tournant autour de I aire S dans un sens determine.

Xommons s I arc de la merne courbe, mesure positivement dans le sens

dojit il s agit, a partir d une origine fixe, on du moins une variable qui

croissc constamment avec cet arc. Enfin, soil k une fonction des variables

.r, y, z, ... et de leurs derivees relatives a s\ et designons par (S) la va-

leur qu acquiert I integrate

I kds

lorsque le point mobile P, ayant parcouru le contour entier de I aire S,

revient a sa position primitive. Si, a I aide de plusicurs ligncs droites ou

courbes, tracees sur le vlan ou sur la surface donnee, on partage I aire S

en plusieurs autres

A, B, C, . . .,

alors, en nommant
(A), (B), (C), ...

ce que devient (S) quand au contour de I aire S on substilue le contour

de I aire A, ou B, ou C, . . ., on aura, non seulement

S = A + B + C 4- . . .
,

rnais encore

(S)^(A)4-(B)-h(C)+...,

vourvu que lafonclion k restefinie et continue en chaque point de chaque

contour.

THEOR^ME II. Les monies choses elant posees que dans le theoremc I,

prenons d ailleurs

k = 3G D,^ + g- D,j -4- 5b D s z + . . . ,

-V., ry, 3b, . .. designant des fonctions de x, y, z, . . . tellement choisies quc

la somme

.wit une di/ferentielle exacte, et concevons que I onfasse varier la sur-
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face S, en faisant varierpar degres insensibles la forme de la courbe qui

lid sert de contour. Ces variations n altereront pas la valeur de I inte

grate (S), si lafonction k restefinie et continue en chacun des points suc-

cessivement occupes par la courbe variable.

THEOREMS III. Les memes choses etant posees que dans le theoremc II,

supposons que la fonction k cesse d etre finie et continue pour les seuls

noints

Pi p// pwr 9 -

situes dans V interieur de I aire S. Si I on nomme a, b, c, ... de tres petits

elements de I aire S dont chacun renferme un de ces points, on aura

Cette dermere equation fournit t integrale S exprimee par line somme

d integrates singulieres. Dans le cas particulier ou la fonction k reslc

finie pour tons les points situes dans I interieur de I aire S, ces integrales.

singulieres s evanouissent, et I on a simplement

= o.

LPS demonstrations les plus simples que Ton puisse offrir de ces

divers theoremes me paraissent etre celles qui s appuient sur la for-

inule que j
ai donnee, dans mes Logons a 1 Ecole Polytechnique, pour

1 integration des difFerentielles totales a plusieurs variables, et sur la

consideration des formes diverses que prend le resultat de 1 integra

tion quand on echange 1 une contre 1 autre ces memes variables.

Remarquons d ailleurs que les theoremes enonces subsistent, quelle

que soit la forme de la ligne qui renferme I aire S, et dans le cas meme

oil cette ligne devient le perimetre d un polygone rectiligne ou curvi-

ligne, par exemple dans le cas oil I aire S est celle d un secteur circu-

laire.

Les corollaires qui se deduisent des theoremes enonces compren-

nent, comme cas particuliers, un grand nombre de propositions deja

connues, par exemple les theoremes relatifs a la determination du

OEuvres de C. S. I, t. X. IO
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nombre dos racines reelles et du nombrc tics racines imaginaires qui

veriiient certaines conditions, dans les equations algebriques, les

theoremes rclatifs ii la convergence des series, etc.

Lorsquc, la surface S etant piano, x, y se reduisent a deux coor-

donnees rcctilignos, ou polaires, ou dc toute autre nature, propres a

determiner la position d un point dans le plan dc la surface S, alors,

en designant par .\-, -T deux fonctions continues des variables x&amp;gt; y, et

Bupposant

on a

1 integrale double s etcndant a tous les points de la surface S. Ajou-

tons que, si Ton nomine x, y deux longueurs mesurees, a partir d un

point quelconque P correspondantauxcoordonnees^r, y, sur les direc

tions dans lesquelles il faudrait deplacer ce point pour faire croitre

positivement la seule coordonnec x ou y, on devra, dans la formule

precedente, reduire le double signe au signe + ou au signe , sni-

vant quc le mouvement de rotation de x en y sera ou ne sera pas de

1 espece du mouvement de rotation qu offrirait un point mobile assu-

jetti a tourner autour de 1 aire S de maniere a faire rroitre la va

riable s.

Dans le cas particulier ou la somme

A; dx + $ dy

est une diflTerentielle exacte, on a

et la formule qui determine la valeur de (S) se reduit a Tequation

deia trouvee
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332.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Memoires sur les fonctions de variables

imaginaires.

C. R., T. XXIII, p. 271 (io aout 1846).

Ce Memoire devant etre insere prochainement dans les Exercices

d Analyse et de Physique mathematique ( ), je me bornerai, pour 1 In

stant, a indiquer en peu dc mots les principes qui s y trouvent deve-

loppes, et quelques-unes des consequences importantcs qui decoulent

de ces memes principes.

Ainsi que je 1 ai remarque dans mon Analyse algebrique, lorsque les

constantes ou variables comprises dans une fonction donnee, apres

avoir ete considerees comme reelles, sont supposees imaginaires, la

notation a 1 aide de laquelle on exprimait la fonction dont il s agit ne

pent etre conservee dans le calcul qu en vertu de conventions nou-

vclles propres a fixer le sens de cette notation dans la derniere hypo-
these.

Une des conventions qu il semble nature! d adopter consiste a sup-

poser que les formalcs etablies pour des valeurs reelles des variables

sont etendues au cas oil les variables deviennent imaginaires.

Cctte scule convention suffit, non seulcment pour fixer le sens qu on

doit attacher aux notations qui representent des sommes, des diffe

rences, des prod u its, des quotients, ct generalement des fonctions

entieres ou memo rationnelles de variables imaginaires, mais encore

pour determiner les valeurs des fonctions qui sont toujours develop-

pables en series convergentes, par cxemple des exponentielles, des

sinus ct des cosinus, ou bien encore les valeurs des fonctions compo-
secs avec cellcs que nous venons de signaler. La menic convention

deviendra insuffisante si Ton veut s en servir, par cxemple pour de-

(&amp;gt;)
OEuvrcs de Cauchy, S. II, T. XIII.
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termincr le sens que Ton doit attacher, dans tous les cas, a la nota

tion

1#,

a 1 aidc do laqucllc on represente, quand la variable x est reelle, le

logarithme reel et neperien do x. l?n cffet, unc variable reelle ou

imaginaire a une infinite de logarithmes, et Ton nc pourrait repre-

senter par une memo notation tous cos logarithmes sans introduire

une etrange confusion dans le calcul. Des raisons, qui seront exposees

dans le Memoire, nous determinent a designer generalement par \x

celui des logarithmes de x dans lequel le coefficient de v
/

i est ren-

forme entre les deux limites TT, + TC, la limite inferieure etant exclue,

en sorte que ce coefficient puissc varicr depuis la limite 7; exclusive-

ment jusqu a la limite TC inclusivement. Cette convention etant admise,

on pourra fixer tres aisement, dans tous les cas, le sens des notations

employees pour representer les fonctions qui peuvent se definir a

1 aide des logarithmes, par excmple les puissances a exposants quel-

conqucs reels ou imaginaires. On pourra aussi faire des applications

nouvelles et plus etendues, non seulement des theoremes sur la con

vergence des series, mais encore des theoremes que fournit le Calcul

des residus, et des formulcs generates que j
ai donnees pour la trans

formation et la determination des integrates defmies, comme je le

montrerai ici par quelques exemples.

ANALYSE.

Soit

i
a = repS-ri

une variable imaginaire, r, p etant reels etrpositif. Pour une valeur

donnee de x, le module r offrira une valeur unique, et [ argument p

une infinite de valeurs, representees par les termes d une progression

ai-illimetique dont la raison sera la circonference 2-n. D ailleurs, les

logarithmes neperiens de x seront les diverses valeurs dey propres ii

verifier 1 equation = x
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de laquelle on tirera

p etaht 1 un quelconque des arguments do la variable x, et \r le loga-

rithme reel du module r. Si, parmi les valeurs de y, on en choisit unc

pour la representer par \x, elle devra necessairement se reduire a \r,

quand on aura x r, p = o. Or on peut remplir cette condition de

plusicurs manieres. L une des plus simples consiste a supposer

(
a

)
1 x = 1 r -+- p \J i

,

en admettant que 1 argument p soit toujours compris entre les limites

-a, -4-7T, et ne puisse jamais atteindre la limite inferieure TC. C est

ce quc jc fcrai desormais, en donnant par ce moyen une extension

nouvelle a la notation employee jusqu ici dans mes Ouvrages.

Apres avoir ainsi fixe le sens qui devra etre attache dans tous les

cas a la notation \x, ou, ce qui revient au meme, la valeur de la fonc-

tion simple \x, on en deduira sans peine les valeurs des fonctions que

I on peut faire dependre de \x, par exemple les valeurs de

L.27, Xa
, X?,

la lettre L indiquant un logarithme pris dans un systeme quelconque.

Pour y parvenir, il suffira d etendre les formules

qu il cst facile d etablir dans le cas ou a, x, y sont reels, au cas meme

ou a, x, y deviennent imaginaires.

En vertu des conventions et des definitions precedentes, les fonc

tions

serontgeneralement, pour des valeurs linies de r et de/?, des fonctions

continues de la variable x, si, comme nous 1 avons fait, on applique ce

nom a toute fonction qui, pour chaque valeur donnee de la variable x,

acquiert une valeur unique et finic, et qui varic avec x par degres

insensibles de telle sorte qu un accroissement infmiment petit, attri-
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bue a cette variable, produise toujours un accroissomont infmiment

petit de la fonction elle-memc. Seulement, les fonctions

l.r, L.r, xa

deviendront discontinues dans le voisinage de valours reelles et nega

tives de x, en sorte qu il y aura, pour de telles valours, solution de

continuite.

Cos principes etant admis, on pourra fa ire des applications nou-

vellos et plus etendues des theoremes qui reposcnt sur la consideration

des variables imaginaires et des fonctions continues, par exemple

des theoremes generaux sur la convergence des series, des formules

relatives a la transformation et a la determination des integrates deti-

nies, et des propositions generales fournies par le calcul des residus.

Considerons, pour fixer les ideos, la formule generale

(3)

D apres ce qui a ete dit dans les Exercices de Mathernatiques, cette for

mule suppose, d une part, que 1 integrale / f(x)dx est reduite a sa

valeur principale, d autre part, que le produit -/(-), dans lequel

z = x +y\l i s evanouit pour x oo, quel que soit j, et pour

y = oo, quel que soit x. Ajoutons que, si la fonction f(x^) devient dis

continue, sans devenir infinic, pour des valours reelles de x, on devra,

dans le premier membre de la formule (3), remplacer f(x) par

f(x -h \j i), etant unc quantite positive infmiment petite.

Concevons maintenant que Ton pose dans la formule (3)

(4) /(^) = [f(^)pF(^),

t (x), (x) etant deux fonctions dont chacune reste reello pour toule

valeur reelle de x, et jouisse, commc les fractions rationnellcs, do

la propriele de restor continue, tant qu elle restc finie. Supposons,

d aillours, la constante tj. choisie dc maniere que le produit :/(-)

s cvanouisse toujours quand la fonction f(^) dovicnt infinio pour une

valour do z- dans laquollo lo coefficient do \J
i est positif. Enfm, desi-
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gnons par un facteur qui se reduise a 1 unite quand f(a?) est positif,

et a
~
quand f(#) est negatif, le double signe devant etre red nit

au signe -+- ou au signc , suivant que la fonction derivee (&) est

positive ou negative. La formule (3) donnera

(5)
*_ -oa- U

Si, F(#) etant uiie fonction paire de x, la fonction f(^) est du

n ombre de celles dont les derivees sont toujours positives, 1 equa-

tion (5) donnera

(6)

La formule (6) comprend un grand nombre de resultats dignes de

remarque. On en tire, par exemple pour des valeurs positives quel-

conques des constantes a, c, et pour toute valeur reelle de IJL, comprise

entre les limites --
i, H- t,

. ^ adx TT eae e- ac V-

(Iang
2

c.r)
2

* &amp;gt;

2 COS-
2

Observons encore que, a 1 aide des principes ci-dessus exposes, on

pourra tirer des resultats nouveaux des theoremes relatifs au residu

integral d une fonction, enonces dans un precedent Memoire. [Voir la

seance du 16 decembre i844 page i337 ( ).]

On pourrait considerer, dans la formule (2), 1 argument/? comnie

represcntant un angle polaire, et le fairc varicr en consequence cntre

les limites communement assignees aux angles polaires, c est-a-dire

entre les limites o, i~. G est ce qu a fait M. Ernest Lamarle dans un

Memoire sur la convergence des series. Mais on obtiendrait alors pour
\x et pour xa des fonctions qui deviendraient discontinues dans le

voisinagc de valeurs reellcs ct positives de x, ce qui pourrait avoir

quelques inconvenients. II en resulterait, par exemple, que la fonc-

( ) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 3GG.
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tion (i + x)
a deviendrait discontinue pour des valeurs du module r

do x inferieures a 1 unite.

333,

CALCUL INTEGRAL. Memoire sur I application du Calcul des residus a la

recherche des proprietes generates des integrates dont les derivees ren-

ferment des racines d equations algebriques.

C. R., T. XXIII. p. 3ai (17 aout 1846).

Ainsi que je 1 ai montre dans plusieurs Memoires presentes a 1 Aca-

demie en 1841, le Calcul des residus fournit un grand nombre de for-

mules generales qui comprennent, comme cas particuliers, les beaux

theoremes d Euler et d Abel sur les transcendantes elliptiques et sur

des transcendantes d un ordre encore plus eleve. Parmi ces formules

generales, on doit particuliercment distinguer celles auxquelles satis-

font les integrales qui, comme les transcendantes elliptiques, ren-

ferment, sous le signe f, des radicaux du second degre ou des

racines d equations algebriques. Mais comme, apres avoir determine

les diverses racines d une telle equation, Ton peut etre quelquefois

embarrasse de savoir quelle est, parmi ces racines, celle qui doit

entrer dans chaque integrate, j
ai cru qu il serait utile d indiquer

une methode a 1 aide de laquelle on put resoudre aisement et gene-

ralement cette question. Je vais, en peu de mots, faire connaitre

cette methode, qui sera cxposec avec plus de developpement dans

les Exercices d Analyse; ct, afin qu elle puisse etre plus facilement

saisie, jc la montrerai ici appliquee a qiielques exemples.

ANALYSE.

I. Considerations generales.

Supposons la variable x liee a d autrcs variables

y, z, ..., t
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par des equations

dont le nombre soit egal au nombre de ces autres variables. Suppo-
sons encore que, en vertu de ces memes equations, les variables

/rv&amp;gt; &quot;&amp;gt;

puissent etre exprimees en fonctions toujours continues, par exemple
en fonctions rationnelles des deux variables

et soit

(2) F(#,0 = o

1 equation produite par 1 elimination des variables/, z-, ... entre les

formules(i). L equation (2), resolue par rapport a la variables, four-

nira, pour cette variable, consideree comme fonction de /, diverses

valeurs
X \1 3*29 &3&amp;gt;

auxquelles correspondront respectivement certaines valeurs

ji&amp;gt; y t , y*,

de la variable y, puis certaines valeurs

z lf z z ,
z 3 ,

. . .

de la variable z, etc.

Soit maintenant

(3) k = t(x,y,z, ...,0

une fonction continue des variables

Comme, par hypothese, en vertu des formules (i), y, s, ... peuvent
etre exprimees en fonctions toujours continues de x et t, k pourra
etre considere comme une fonction continue des seules variables x, t.

OEuvres de C. S. 1, t. X. II
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Cela pose, aux diverses valeurs de x, tirees de 1 equation (i), corres-

pondront diverses valeurs de -k, que nous nommerons

et, par suite, diverses valeurs de 1 integrale

(4) :

i etant line valeur particuliere de la variable /. Si Ton nomme s la

somme de ces diverses valeurs de 1 integrale s, on aura

(5)
r r

l

= I kiD t Xidt-+- I k^D t
.

J-c J-t

Ajoutons que, si Ton pose, pour abreger,

d&amp;gt;(^,
= D,. F(x, t), V(^, /) ^ D, F (x t 0,

[ equation (2) donnera

et que, par suite, on tirera de la formule (5)

Si d ailleurs le rapport

ne devient jamais infini que pour des valeurs nulles de son denomi-

nateur, et si le produit de ce rapport par x s evanouit generalement

[)our des valeurs infmies, reelles on imaginaires de
x&amp;gt;

on aura

^TBVToT^

et 1 equation (6) donnera simplement

(8) s o.
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Si 1 equation
F(#, t) = o,

resolue par rapport a x, f ournissait quelques valeurs independantes

de t, on aurait, pour chacune de ces valeurs,

o

et, par suite, les integrates correspondantes a ces memes valeurs de x

disparaitraient toujours dans la somme representee par s,

Supposons a present t assez rapproche de T, pour que les variables x,

t restent fonctions continues 1 une de 1 autre entre les limites de 1 in-

tegration, et designons, a 1 aide de la lettre !;, la valeur de x corres-

pondante a la valeur T de t, en sorte que

representent les valeurs particulieres de

correspondantes a / T. La formule (4) donnera

(9) &= f kdx,
J

\

k etant regarde, non plus comme fonction de /, mais comme fonction

de x, et la valeur de s, determinee par 1 equation (5), devi.endra

:-&amp;gt;

J
l /T^J f\ -^

I A
t dx^ + / A-

2 dx.2 +- I

/t ^?, /?.

(10)

II importe d examiner specialement le cas oil 1 equation (3), etant

independante dc /, se reduit a la forme

(ii) A = f (a-, j, ;,...),

et oil la derniere des equations (i) renferme seule la variable /. II

semble qu alors les divers termes de la suite
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qui represcntent diversos valeurs de k considere comme fonction de x,

pourraient se deduire des seules equations

(12) r=o, z o, ...,

jointes a la formule (i i). Neanmoins les formules (i i) et (12), sepa-

recs de 1 equation

(13) T=o

ou, ce qui revient au meme, de la formule (2), nc suffiraient pas tou-

jours a la determination dcs fonctions

que renferment, sous le signe /, les integrates comprises dans le

second membre de la formule (10). En effet, les fonctions de x et

de t qui representent les valeurs de y, 5, ... tirees des formules (12)

et (i3), etant, par hypothese, toujours continues, ces valeurs seront

completement determinees. Mais il pourra en etre autrement des fonc

tions de x qui representeront les valeurs de y, z-, ... tirees des seules

equations (12), attendu que ces dernieres equations, resolues par rap

port aux variables y, z, ..., peuvent fournir, pour ces variables, plu-

sieurs systemes de valeurs. Alors on pourra etre embarrasse de savoir

quelles sont celles des valeurs de y, z, ... qu il faut substituer dans la

fonction
k i(x y y,z, ...)

avant d y remplacer la lettre x par x { , ou par x.2 , . . . , afin de reduire

cette fonction a ki ou a .,, ---- Or cette difficulte pourra etre gene-

ralement resoluc a 1 aidc de la regie que nous allons indiquer.

Lorsqu on posera
^ T et ^ = |,

\ etant Tun quelconque des termes de la suite

C,\1 Sl&amp;gt; ^3&amp;gt; &amp;gt;

les variables

J, Z, ...,
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exprimees en fonctions continues de x et de t, acquerront des valeurs

determinees. Nommons
TO, ?,

ces memes valeurs, qui deviendront

fit, ?i ,

quand on remplacera \ par ,,

&quot;fl2&amp;gt; S2 &amp;gt;

quand on remplacera $ par ,, etc. Parmi les valeurs de y, 5, . . . en x,

tirees des formules (12), celles qu on devra substituer dans k, avant

d y remplacer x par x^ pour obtenir X:,, seront celles qui veritieront,

pour x = ,, les conditions

04) 7 = *)i ~ = Ci,

Pareillement celles qu on devra substituer dans k, avant d y remplacer

x par a?2 , seront celles qui verifieront, pour 07 = $ 2 , les conditions

et ainsi de suite.

Si, parmi les valeurs de y, s, ... que fournissent les equations (12),

celles qui verifient le& conditions (i4) sont aussi celles qui verifient

les conditions (i5) et autres semblables, alors, en supposant ces

memes valeurs substitutes a la place de y, z, ... dans la fonction k,

on verra Fequation (10) se reduire a la forme

x.J&quot;l *i ~X*

(16) s= I kdx + I k dx -}- I k dx ~\- . . . .

Jt A Jf
?| ?S $3

II. Applications.

Considerons maintenant le cas ou les variables x, y, /, reduites ii

trois, sont liees entre elles par deux equations, dont la premiere ren-

ferme sculement x et y, la seconde equation etant lineaire par rap-
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port a y et ii /. Les deux equations dont il s agit seront de la forme

U, Fetant fonctions de la seule variable x, et 1 eliinination dey pro-

duira la formule

(3) f(x, Ut + V)=o.

Done la fonction representee par Y(x,t) dans IVquation (2) du I

sera determinee par la formule

(4) F(J:,O=/(^J),

la valeur de y etant fournie par 1 equation (2). Gela pose, si Ton fait,

pour abreger,

on tirera des equations (2) et (f\ )

et la formule (6) du 1 donnera

Vk-x.(*,y}

Knfin, si Ton fait, pour abreger,

(6) A- X (^,/) = GT(^,J&amp;gt;

ou, ce qui revient au meme, si Ton pose

_ &(*, j) _ srC-g,-
x(^7)~Dr /(a-,

la formule (5) deviendra
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Si U, V sc reduisent a des fonctions entieres do x, et CT(#, y),

f(x,y} a des fonctions entieres de a?, y, alors on aura

Uw(x, Ut+V)

et, pour que { equation (8) se reduise a

(9) = o,

il suffira que, la fonction 12 etant determinee par la formule

,-crf.r, Ut + V)
(10)

f(x,Ut+V)

le produit (2.r s evanouisse pour des valeurs infmies, reelles on imagi-

naires de la variable x.

Considerons a present le cas particulier oil 1 equation (i) se rednit

a la forme

(n) yn -~X~v,

n etant un nombre entier et X une fonction entiere de x. On aura,

dans ce cas,

par consequent,

Alors aussi 1 equation (3), reduite a

sera, par rapport a la variable x, d un degre indique par le plus grand
des nombres qui representeront les degres des trois fonctions

U 1

, V&quot;, X.

L equation (i3) sera done du degre mn, si, les fonctions U et K etant

du degre m, le degre de X ne surpasse pas celui de U&quot; et de V&quot;.
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D autre part, on tirera de la formule (n), resolue par rapport ay,

6 etant une racine n lue de 1 unite; en sorte que 1 equation (12) don

nera

ou, ce qui revient au meme,

(i5) k-Q

Mais, quand on voudra deduire de cette derniere formule les valeurs

des fonctions representees par k
t ,

k.
2 ,

X-
3 , ... dans 1 equation (10) du

I, en substituant a la variable x les valeurs

de cette meme variable, tirees de 1 equation (i3), on pourra etre

oblige de prendre successivement pour plusieurs des racines /z
u ines

de 1 unite. Soient
O

t , 2 , 3 ,

les valeurs successives de 0, correspondantes aux diverses valeurs

de x. Soient encore

l&amp;gt; %2&amp;gt; &amp;lt;?3&amp;gt;

ce que deviennent ces memes valeurs de x quand on pose t = T, et

nommons alors 1 une quelconque d entre elles. Enfin, soient

ce que deviennent
U, V, A

quand on y pose x = !j. En vertu de la regie enoncee dans le 1, la

valeur de correspondante a une racine determinee de 1 equation (i 3),
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par consequent a une valeur determinee tie , sera donnee par la for-

mule

Par consequent, dans la determination des valeurs de/-,, /-,, ... quo
rcnfermera la somme s, en vertu de 1 equation (10) du I, on devra

joindre laformule (16) a la formule(i5).

Les valeurs de

0., ...

elant determinees a 1 aide de la formule (16), 1 equalion (10) du I,

jointe a la formule (i5), donnera

Ajoutons que la somme s s evanouira, et qu on aura, par suite

r Xl J -i / -\ rr
-- --i /

(18) 0J ,! B^e^Jdat + e,! X n
v(.

&quot;**
&quot;si

si, la fonction O etant determinee par la formule

~

le produit lx devient nul pour des valeurs infinies, reelles ou imagi

naires, de la variable x.

Si la fonction &(x, est de la forme

I designant un nombre entier inferieur a n, et TS(JC) une fonction

entiere de x, la formule (19) donnera

Si d ailleurs, U, V etant du degre m, le degre de A n est pas superieur
OEiwres de C. S. I , t. X. 12
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a mn, \\ suffira quo le degre de nr(a?) soit inferieur au nombro

m I \
,

pour quo, a la valour de (2 tireo de [ equation (20), corresponde une

valour du produit Qx qui s evanouisse avoc Done alors la for-
JL

mule (
1 8), reduito a

/,*,

/J ^

se verifiera toujours quand on prendra pour rs(x} une fonction en-

(ii i-e de x d un degre inferieur a mli, par exemple quand on

prendra pour CT(^T) un quelconque dcs termes de la suite

I
}

*-
J

JU
y * .

J
OC

Lorsque i/ et V sont du degre m, le degre de 1 equation (i3), par

rapport a x, ne peut etre inferieur a m/z. Neanmoins, comme dans la

somme s on doit comprendre seulement les integrates relatives a des

valeurs

3-D x
-li

do x qui dependent de la variable /, il est clair quo le nombre do ces

valeurs ct de ces integrates s abaissera au-dessous du produit mn, si

le premier mcmbre de 1 equation (10) se decompose en deux facteurs,

dont Tun soit independant de t. C est ce qui arrivera generalement si

Ton attribue a X une valeur de la forme

(28) X*zV-VW,

W etant uno fonction entiere de x d un degre inferieur, ou tout au

plus egal au produit m(n i). Alors 1 equation (i3) se decomposera

en deux autres, savoir

(24) U=0,

(25) fjn-i t
,i+ n u&amp;gt;i-*i j/^.-i + &amp;gt; . .+ I/&quot;-

1
1 4- \y = 0,

dont la premiere sera indepcndantc de /, et dont la seconde sera sou-
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lemenl dii. tlcgre m(n i) par rapport a la variable x. Done alors le

nombro des integrates comprises dans la somme s sera seulcment

m(n i).

II es( hon d observer quo si, en representant par

les m(n i
) valours de x tirees de [ equation (25), on nomine

,r,, A\, ..., ,r,M:/J _,,

les valours correspondantes de
.X&quot;, on tirera de Fequation (21), diffe

rent i( e par rapport a t,

i_ _ /

Si, dans ccttc deniiere formule, oil cr(.^) represente une fonction

entiere de x d un degre inferieur a ml i, on remplace successive-

rnent cette fonction par les divers tcrmes de la suite

on obtiendra tnl i equations differentielles de la form

_ _
f
t

I I

&quot;

~n rml -2 .y r i , fl-/ I i x i(-t
f
J r _

Vj
-J.

j U-j tt^j-t- r J
in(,i-\ )--

L ,n(n\) ^ m(n l)
ct &quot;c m(n 1)

-

Si d ailleurs on nomine

U lt Vlt W
{ ; f/,, F.2 , IF2 ,

ce (jue deviennent les fonctions

u, v, w

quand on \ remplace successivement x par x {
, puis par .r.,, . . . , la for-
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mule
(2&quot;))

donnera

l

1
1&quot; + n

U&quot;^- Vi t
n- {

-+- . . . 4-- n F
,

-
t 4- W, = o,

* l
t&quot; -r-n f/r-

2

V*
&quot;&quot; -h . . .-4- n l

/n
t

~
l
t + W.2

= o,

Si Ton elimine / entre les formules (28), on obtiendra entre les scules

variables

^T!, JC 2 ,
. . .

, ^iii(n-i)

m(7i i) i equations algebriques, qui seront autant d integrales

du systeme des equations (27). Ajotitons que 1 e nombre de ces inte-

grales sera evidemment egal ou superieur a celui des equations diffe-

rentielles elles-memes, suivant que Ton aura 1= n i ou
/&amp;lt;

n i .

Les resultats que nous venons d etablir comprennent, comrne cas

particuliers, les beaux theoremes d Euler et d Abel sur les transcen-

dantes elliptiques et sur d autres transcendantes d un ordre plus

(ileve, et s accordent avec les formules obtenues par M. Ricbelot et par

M. Broch, auxquelles nous pourrons les comparer dans un autre Me

mo ire.

11 importe de rechercher les cas ou les equations algebriques pro-

duites par [ elimination de / entre les formules (28) representent pre-

cisement les integrates generales des equations (27). Comme nous le

montrerons dans un autre article, ces cas ne peuvent etre que ccux ou

Ton a en meme temps

( 29 ) in(n i
) &amp;gt;

i
,

tn
(
n 2)^2.

D aillcurs, pour que les conditions (29) se verifient, il faut que Ton

ail, ou
n =. 2, m^2,

OU
n 3, m = \ ou 2,

ou enfin
n 4, m = i .

Lorsque n 2, 1 eqtiation (2.5 )
se reduit a

(3o) Ut --+- 2 Vi+ W-o,



EtfTRAIT N 33V. 93

et Ton rod-olive les theoremes d Euler et d Abel. Si Ton suppose, au

contraire,

n = 3, m = i on 2, ou bien n
4&amp;gt;

/ i,

on obtiendra des formules dignes d etre remarquees, et sur lesquelles

je me propose de revenir.

J ai suppose ici que Ton attribuait aux notations

le sens indique dans le Memoire que j
ai presente lundi dernier a

1 Academic. En parcourant, depuis la lecture de ce Memoire, celni

que M. Bjorling a public sur le developpement d une puissance quel-

conque reelle ou imaginaire d un binome, j
ai trouve au bas d une

page une note ou il est dit que le meme auteur a presente a 1 Acade-

mie d Upsal une Dissertation sur 1 utilite qu il peut y avoir a con-

server dans le calcul les deux -notations xa
,
\x dans le cas meme ou la

partie reelle de x est negative. M. Bjorling verra que, sur ce point, je

suis d accord avec lui; il reste a savoir si les conventions auxquelles il

aura eu recours pour fixer completement, dans tous les cas, le sens

des notations xa
, \x sont exactement celles que j

ai adoptees moi-

meme; et, pour le savoir, je suis oblige d attendre qu il me soit pos

sible dc connaitre la Dissertation dont il s agit.

334.

CALCUL INTEGRAL. - - Memoire sur le changement de variables dans les

transcendantes representees par des integrates definies, et, sur V inte

gration de certains systernes d equations differentielles .

C. II., T. XXIII, p. 382 (9.4 aoul 1840 ).

Ainsi qu on 1 a vu dans mes precedents Memoires, le calcul des

residus peut etre utilement applique a la determination d une somnie
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d integrales qui renfermont, avec une cortaino variable x, les diverses

valours dc plusieurs aulres variables

f

y, ~, ...

considerees comme fonctions de x, et liees a x par un systome d equa-

lions algebriques ou meme transcendantes. On doit surtout distinguer

le cas oiiy, :,... peuvent etre exprimees en fonctions toujours con

tinues, par exemple en fonctions rationnelles de la variable x, et

d unc nouvelle variable t, et oil Ton prend pour origines des diverses

integrates relatives a x les diverses valours de x correspondantes a

une valeur donnee T de la variable t. Dans ce cas, les diverses inte-

grales relatives a x correspondront clles-memes aux diverses racines

d une certaine equation algebriquc on transcendante, que nous

appellerons Vequation caracleristique , et qui renfermera les seules

variables x, t. Alors aussi, sous certaines conditions qu il importe

de connaitre, cliaque integrate definie relative a x se transformera

en une integrale relative a t, et prise a partir de 1 origine / = T. Sup-

posons, pour fixer les idees, que la variable / soit reelle. Si les fonc

tions de t, qui represented les racines de { equation caracteristique

resolue par rapport a x, restent reelles entre les deux limites de 1 in-

tegration relative a t, la condition a rcmplir sera que, dans cet inter-

valle, cliaque racine, variant avec t d une maniere continue ct par

degres insensibles, soit toujours croissante ou toujours decroissante

pour des valours croissantes de /. Ajoutons que, si une ou plusieurs

racines de 1 equation caracteristique deviennent imaginaires, entre

les limites de J integration relative a /, la condition enoncee devra

etre separement verifiee pour les deux quantites variables qui, dans

cliaque racine imaginaire, representeront la partie reelle et le coeffi

cient de \/ i.

Lorsque les deux limites dc 1 integration relative a / sont assez ra})-

prochees 1 une de 1 autre pour que les racines reelles ou imaginaires

de 1 equation caracteristique satisfassent toutes aux conditions que

nous venons d indiquer, alors la somme des integrales relatives a ,r
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peut etre transformee on une seulc integrale relative a /. Le cas 011

eotte integrale s evanouit, et ou Fequation caracteristique a pour pre

mier membre une fonction entiere des variables x, t, merite une atten-

lion speciale. Dans ce cas, auquel se rapportent divers Memoires, non

seulement d Euler, de Lagrange et d Abel, mais aussi de MM. Jacobi,

Riehelot, Brocb, etc., les divcrses racines de Pequation caracteristique

fournissent des integrales algebriques de certains systemes d equa-

tions differentielles. D ailleurs, comme je 1 ai dit dans la derniere

seance, ces integrales peuvent etre on particulieres, ou meme gene-

rales. Ainsi, par exemplc, comme Euler I a fait voir, on peut obtenir

1 integrale generale et algebrique d unc equation differentielle entre

deux variables, dans laquelle ces variables sont separees, leurs diffe-

rentielles y etant divisees par les racines carrees de deux polynomes
semblables du quatrieme degre. On verra, dans ce Memoire, que Ton

peut aussi construire 1 integrale generale et algebrique de 1 equation

du meme genre qu on obtient en remplaeant dans i equation differen

tielle d Euler les racines carrees de deux polynomes semblables du

quatrieme degre par les racines cubiques des carres de deux poly

nomes semblables du troisieme degre.

ANALYSE.

Supposons, comme dans Ic precedent Memoire, la variable x liee \\

d autres variables

par des equations

(i) K=o, Z = o, ..., T=o,

dont le nombre soit egal an nombre de ces autres variables. Suppo
sons encore que, en vcrtu de ces mcmes equations, les variables

y, -,

puissent etre exprimees en fonctions toujours continues, par exemplc

en fonctions rationnelles des deux variables x, t\ et soit
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1 equation produite par I elimination des variables v, s, ... cntre les

tommies (i). Cette equation, que j appellerai caracteriftigue , etanl

resolue par rapport a x, fournira, pour x consideree comme fonction

de /, diverses valeurs

Soil d ailleurs k une fonction des variables x, /, qui deineure continue

par rapport a ces variables, du moins pour une valeur de t suffisam-

nient rapprochee d une certaine origine T; et, en nommanl

les valeurs de k correspondanles aux valeurs

de la variable x, posons

r
1

r
(
3

)
.&amp;lt;? / . kt D/ &i at -h / /,-.,

D&amp;lt;a?,
at 4- . . . .

On lirera de la formule (3), jointe a 1 equation (2),

Je signe
T etant relatif a la variable .r. Si d ailleurs le rapport

etant une fonction de a; ct de /, qui reste toujours continue, quand

ellc est finie, ne devient jamais infini quc pour des valeurs nulles du

denoininateur Y(x, /), et si le produit de ce rapport par x s evanouit

i^eneralement pour des valeurs infinies, reelles ou imaginaires de .r,

on aura

el 1 equation (4) donnera sirnplcment

(6) *= o.
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Supposons maintenant que la valeur de k, consideree commc fonc

tion de x et /, se deduise des equations (i) jointes a une equation de

la forme

f(a?,j, s, . ..) etant une fonction de x, r, z, ... qui, reduite a une

fonction des seules variables x, t, par la substitution des valeurs de j,

z, . . . , reste continue, du moins pour les valeurs de / comprises entre

les limites des integrations. Nommons

les valeurs particulieres qu acquierent, pour / = T, la variable x con

sideree commc racine de 1 equation (2), et les variables y, z, ...,

exprimees en fonctions toujours continues de x et de t. Enfin soient

les diverses valeurs de

correspondantes aux diverses racines de 1 equation (2); et supposons

que, parmi les equations (i), la derniere, savoir

(8) T=o,

renferme seule la variable /. On pourra determiner k
{ , en substituant

dans le second membre de la formule (7) les valeurs de j, z, ....

tirees des equations

(9) r=o, Z=o,

et assujetties a verifier, pour t = T, les formules

On obtiendra ainsi une valeur de k
{ exprimee en fonction de la seule

variable x^ On pourra, de la meme maniere, exprimer kz en fonction

de la seule variable x.2 , k. en fonction de la seule variable x
3 , et, par

OEuvres de C. S. I, t. X. 1 3
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suite, substituer a 1 equation (3) unc autrc equation de la forme

00
/*&quot;!

= I A-j^a-,
J

les fonctions ,, k.,, & 3 , ... etant toutes devenues independantes de la

variable t. Toutefois cette substitution de la formule (n) a la for-

mule (3) ne pent ordinairement s effectuer que sous certaines con

ditions, et pour des valours dc t suffisamment rapprochees de 7, on,

ce qui revient au meme, pour des valours numeriques suffisamment

petites de la difference t T, par consequent pour des valeurs des

differences

suffisamment rapprochees de zero. Admettons, pour fixer les idees,

que la variable t soit reelle. Alors, si les diverses fonctions dc t, repre-

sentees par les diverses racines

de 1 equation (2), restent reellcs elles-memes, du moins pour les

valeurs de la variable t comprises entre les limites des integrations

relatives a cette variable, la condition a remplir sera que, dans cet

intervalle, chacune des racines x\, x.2 , x^ ... variant avcc t d une

maniere continue et par degres insensibles, soit toujours croissante

ou toujours decroissante pour des valeurs croissantes de /. Ajoutons

que, si une ou plusieurs racines de 1 equation (2) deviennent ima-

ginaires entrc les limites de 1 integration relative a /, la condition

enoncee devra etre separemcnt verifiee pour les deux quantites

variables qui, dans chaque racine imaginaire, representeront la

partie reelle et le coefficient de \/ i.

Lorsque les deux limites de 1 integration relative a t sont assez rap

prochees Tune de 1 autre pour que les racines reelles ou imaginaires

de 1 equation (2) satisfassent toutes aux conditions que nous vcnons

d indiquer, on peut substituer la formule (n) a la formule (3). Si

d ailleurs la condition (5) se verifie a son tour, 1 equation (6), jointe
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ii la formule (i i), donnera

/.r,

.r,

ki dx { + I i

et, en differential 1 equation (12), on obtiendra 1 equation differen-

tielle

(
1 3

) k
l dx\ -f- k2 dx^+ . . . = o.

Si 1 equation (2), resolue par rapport a x, offrait quelqucs racines

qui fussent independantes de la variable /, alors, comme je 1 ai

remarque dans la precedente seance, les integrates correspondantes

a ces racines disparaitraient d clles-memes dans la somme repre-

sentee par s, par consequent dans les formules (3), (n), (12)

et (i3). On pourra done toujours se borner a prendre pour

dans les formules (12) et (i3), celles des racines de 1 equation carac-

teristique qui dependront de la variable t.

Lorsquc F, Z, . . . ,
T sont des fonctions entieres des variables x,

y, . . . , t, le premier membre (x, t) de 1 equation caracteristique est

lui-meme une fonction cntiere des variables x, t, et cette equation,

resolue par rapport a x, offre un nombre fini de racines. Si Ton

nomme N ce nombre, ou plutot le nombre de celles qui dependent
de la variable t, 1 equation (i3), dont le premier membre renfermera

seulement A^termes, sera de la forme

(
1 4 ) ki dx^ -+- /r2 dx*i -h . . . + /r^ dxN o.

Considerons en particulier le cas ou les variables x, j, ..., / se

reduisent a trois, ct les formules (i) aux deux equations

L\ V, X etant trois fonctions entieres de x, les deux premieres du

degre m, la troisieme du degre m/i. Alors 1 equation caracteristique,



JOO COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

reduite a la forme

(16) (Ut+V) n j: = o,

sera elle-meme du degre mn par rapport a x; en sorte qu on aura

generalement

(17) Nnm.

Toutefois, si Ton suppose

(18) X=V

VFetant une fonction entiere de x du degre (n t)m, [ equation (16)

se decomposera en deux autres

(19) U = o,

( 20) Un~ l
t&quot; H- n l]n -&quot;- Vt 1- 1 4- . . . + /i V&quot;-

1
1 + W= o,

dont une seule, savoir la seconde, renfermera t; et comme 1 equa-

tion (20) sera du degre (n i)m par rapport a x, il est clair que,

dans la supposition dont il s agit, on aura seulement

(21) N(n i)m.

Soit d ailleurs une racine nli me de 1 unite choisie de manierc que,

x etant une racine de 1 equation (20), on ait pour / T,

i

(22) ut + v=ej: 7i

,

et nommons

les diverses valeurs de X et de correspondantes aux diverses racines

de 1 equation (20). Enfin designons par / un nombre entier inferieur

a /z, et par nj(#) une fonction entiere de x, d un degre inferieur a

ml i. On tirera de la formule (i4) ainsi que nous 1 avons deja
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remarque dans la precedente seance,

_- -L _ .

(28) &i Xi &quot;^(x^djCi+Q- JCi *B(xt )dait+.&amp;gt;.+ $]fj:jr ***(*#) dxy =&amp;lt;&amp;gt;,

Si dans cette derniere equation Ton remplace successivement or(.r)

par les divers termes de la suite

T 1C T*^ rpYYll 2

on obtiendra ml \ equations differentielles entre les N variables

et par consequent le nombre de ces equations differentielles sera egal

au nombre des variables, diminue de 1 unite, quand on aura

ou, ce qui rcvient au meme,

(24) f=-i.

Alors, en effet, la formule (28) fournira entre les N variables x^
x 2 , . . . , XN les N i equations differentielles

( 2 5)

N dxN r= o,

_, 1

r ,*f
- 2

&amp;lt;&?,
H- . . . 4- 0^ jrj

la valeur de A^etant toujours A^= (/z i)w.

D autre part, si, dans 1 equation (20), on substitue successivement

a x les diverses variables

qui representent les diverses racines de cette meme equation, on ob

tiendra ./V equations algebriques, qui pourront etre reduites, par 1 eli-

mination de t, a N i autres equations, pareillemcnt algebriques, et

propres a representer A^ i integrales des N i equations differon-
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tielles comprises dans le Tableau (23). II y a plus : les integrales dont

il s agit pourront etre aisement deduites de la formule (22) qui sub-

siste, aussi bien que 1 equation (20), non seulcment pour t = T, mais

encore pour toute valeur de la difference t T qui ne depasse pas les

limites entre lesquelles subsistent les integrales elles-memes. En effet,

1 equation (22), lineaire par rapport a t, peut etre presentee sous la

forme

0JT&quot;- v
(26) t- y-

et si Ton nomme

les valours de U ct de Kcorrespondantes aux valeursa?,, a? 2

la variable x, on tirera dc la formule (26)

Q.J-T -F, _ 9,^1- F2 _ _ QjrXl-Vy
-

u, u, .

-

UN

Or, les equations (23) etant donnees avec la fonction X, les N i equa

tions algcbriques que comprend la formule (27) representeront en

realite N i integrales des equations (25), si les fonctions du degre m,

designees par deux lettres U, V, sont choisies de maniere a verifier la

formule (18), on, ce qui revient au meme, de maniere que le poly-

nome U divise algebriquement la difference X V&quot;, ct que le quo

tient W soil du degre m(n i). D ailleurs ces dernieres conditions

seront evidemment remplies si, apres avoir choisi V arbitrairement,

on prcnd pour U un des diviseurs algebriqucs, et du degre m, de la

difference X --
V&quot;. D autre part, ces diviseurs algebriques devant etre

censes connus des que V lui-meme est connu, nous devons conclure

que, dans les ^V i integrales representees par la formule (27), le

nombre des constantcs arbitrages ne pourra surpasscr le nombre des

constantes renfermees dans la fonction V. A la verite, les diviseurs

algebriques, ct du degre m, de X&quot; V ne sont completemcnt deter

mines que dans le cas ou Ton donne une relation a laquelle doivent
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satisfaire un on plusieurs do leurs coefficients, dans le cas, par

exemple, ou 1 on reduit le coefficient de xm a Funite. Mais, pour

passer de ce cas particulier au cas general ou le coefficient de xm est

une constante arbitraire a, il suffit de multiplier par cettc constante

le diviseur algebrique que Ton considere, et il est clair que la for-

mule (27) ne sera point alteree si 1 on substitue a lafonction U\Q pro-

duit &U, par consequent, aux termes de la suite

C/i, t/2, &amp;gt; Uff,

les termes de la suite

eut , ..., BUN .

i

On pourrait, sans alterer les equations (26), remplacer la fonction X&quot;

i i

par la fonction X&quot; X&quot;, ou, ce qui rcvient an meme, la fonction X par

\X, X etant un facteur constant. Mais il est clair qu en operant ainsi

on n augmenterait pas la generalite des formules (27), ni le nombre

des constantes arbitrages qu elles. renferment. Car, en substituant,
11 l

dans les formules (27), X&quot; X&quot; a X a
, on produit le memo effet que si

_ t

Ton y substituait a V 1 expression \ &quot;V, propre l\ representer, ainsi

que F, une fonction entiere de x, du degre m.

En resume, si, apres avoir choisi Farbitrairement, on prend pour U
un diviseur algebrique dc X 1

F, les N i integrates comprises dans

la formule (27) representeront un systeme d integrales des equa
tions (26); mais le nombre des constantes arbitrages comprises dans

ces integrates ne pourra surpasser le nombre m -+- 1 deg constantes

comprises dans la fonction F. Done, par suite, les integrates trouvees

ne pourront etre generates que dans le cas ou, le nombre m -+- 1 etant

egal ou superieur au nombre N i des equations differentielles, on

aura
m ^ N 2,

par consequent, eu egard a la formule (21),

(28) m(n 2)
=

2.
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Ajoutons que les equations (26) supposent N i&amp;gt;o, ou, ce qui

revient au meme,

(29) m(n i)&amp;gt;i.

Les conditions (28), (29) sont precisement celles que nous avons

indiquees dans le precedent Memoire, page 92.

Ce n est pas tout : si, en nommant X un facteur constant, on pose

la formule (22) deviendra

(30) Vt +V -

et U ne pourra etre un diviseur algebrique de X V 1 sans etre en

meme temps un diviseur algebrique de X V&quot;. Cela pose, au lieu

d eliminer t entre les N i equations deduites dc la formule (22), on

pourra evidemment elimincr / entre les N i equations deduites de

la formule (3o); et, apres avoir ainsi obtenu sous une forme nouvelle

les N i integrates des equations (20), on prouvera encore que le

nombre des constantes arbitraires comprises dans ces integrates ne

pent surpasser generalementle nombre des constantes comprises dans

la fonction V . Mais, d autre part, on pourra disposer du facteur X de

maniere a faire disparaitre dans V le coefficient de xm , et alors le

nombre des constantes que renfermera V sera reduit a m. Done les

2V i equations algebriques comprises dans la formule (27) renfer-

meront au plus m constantes arbitraires, et ne pourront etre les inte

grates generftles des equations (26) que dans le cas ou Ton aura

m =
yV i

;

par consequent, eu egard a la formule (21),

(31) m(n 2)
=

i.

On peut done a la condition (28) substitute? la condition (3i), qui

restreint encore plus le nombre des cas ou les ^V i integrates trou-

vees peuvent representer le systeme des integrales generates des
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equations (25). En effet, pour que les conditions (29) et (3i) se veri-

tient, il faut necessairement quc Ton ait, ou

(32)

OU

(33) = 3, m i.

Dans le premier cas, on tire de la formule (27) 1 integrale generate de

1 equation d Euler, cette integrate etant reduite a la forme que La-

grange lui a donnee, et les integrates du meme genre quc M. Richelot

a obtenues pour les equations differcntielles qui, suivant la remarque

de M. Jacobi, se trouvent integrees en vertu des theoremes d Abel.

Dans le second cas, les formules (a5) se reduisent a la seule equa

tion

o

,, 2 etant des racines cubiques de 1 unite, etXun polynome en x du

troisieme degre ou de la forme

(35) X

Alors aussi la formule (27) donnera

1 1
fl K3 _ V f) J--3 17

(36)
g

&quot;*V,

r
1 = MV-U

f/, F etant deux polynomes du degre m = i, c est-a-dire deux fonc-

tions lineaires de x, dont la premiere devra divisor la difference

X V3
.

D ailleurs, d apres ce qui a etc dit ci-dessus, on pourra, sans dimi-

nuer la generalite de la formule (36), reduire le coeflicicnt dc x, dans

la fonction U, a 1 unite, et, dans la fonction F, a zero, par consequent,

reduire V a une simple constante c, et U a un binome de la forme

OF.itvrcs de C. S. I, t. X. 1 4
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x a. Done la formule (36) pourra etre reduite a

(37) *^-&amp;lt;

et la formule (87) sera unc integrale de 1 equation (34) si, en attri-

huant a la constante c une valcur arbitraire, on represente par x a

un diviseur algebrique de la difference

X c 3
,

on sorte que a designe une racine de 1 equation

X c\

et soit lie a c par la formule

(38) Aa*+fia*+Ca-}-D = c\

Or il est clair que, sous ces conditions, la formule (37), dans la-

(juelle la eonstante c restera entierement arbitraire, representera, non

pas une integrale particuliere, mais i integrale generale de 1 equa

tion (34).

Si la fonction Xdevenait constante, en se reduisant par exemple a

1 unite, alors la difference X c
3

, reduite a i c 3
, ne pourrait plus

acquerir un diviseur algebrique de la forme x a sans s evanouir; et,

en effet, 1 equation (38), reduite a

fournirait, pour la constante c, une valeur determinee qui pourrait

etre 1 unite. Mais, en vertu de la supposition c = i, la difference

X cA
, reduite a zero, acquerrait, pour diviseur algebrique, 1 un

quelconque des binomes de la forme x a, la constante a restant

arbitraire; et la formule (37) donnerait

(89)
-i ^ = 2~-.

\ v / s* /-g ,y* . /Tf
KjL- \ tt- &amp;lt;-*- 2 **

Knfin, cornme, dans le cas dont il s agit, x^ x^ representeraient celles
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des racines do 1 equation

[(x a) + i]
3

i o

qui soraient tlistinctes de la racine a, il estclair que 0,, 0., seraient les

deux racines cubiques et imaginaires de 1 unite. En consequence,

[ equation (3Q), dans laquelle a resterait arbitraire, donnerait

QI x\ -+- 0^x 2
= const.

Or cette derniere formule est cffectivement 1 integralc generale de

1 equation (34), dans le cas oil, la fonction X se reduisant a 1 unite,

1 equation (34) elle-meme se reduit a

= O.

L equation (27) est irrationnelle, puisqu elle renferme des puis-
i

sauces fractionnaires de la forme A&quot;&quot;. Dans un autre article, jc parlerai

dcs formes rationnclles sous lesquelles se presentent les integrates des

equations (25), quand on les deduit, non plus de 1 equation (22),

mais de 1 equation (20), et
j
examinerai les relations que la for

mule (22) etablit entre la valeur particulierc T de t, les constantes 0,,

0.,, ..., Ojy et les valeurs initiales ^, E 2 , ..., ^ des variables ,r,,

335.

CALCUL INTEGRAL. Me/noire sur la determination complete des variables

oropres a verifier un systeme d equations differenlielles.

C. R., T. XXIII, p. 485 (7 soptombro 1846).

Ce Memoire est surtout relatif a 1 usage remarquable que Ton peut

fa ire de la formule d interpolation de Lagrange pour integrer certains

systemcs d equations differentielles, et a ce qu on pourrait appeler les

sinus et cosinus dcs divers ordres, c est-a-dire aux fonctions inverses
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des integrates binomes. L autour etablit, (Mitre autres choses, la pro

position suivanto :

Soit

(i) f(x,y) = o

une equation entre deux variables x t y. Soient, de plus,

des valours de y en x, distinotes ou non distinctes, tirees de cette

equation, et

fli, Yj 2 , ..., f]m

ce qu elles deviennent quand on attribue a la variable x les valeurs

particulieres
Cl&amp;gt; S2&amp;gt; ) S&amp;gt;*

Soit encore pune fonction entiere de x du degre m i, et determinee

a I aide de la formule d interpolation de Lagrange, de telle sorte

qu elle acquiere les valeurs particulieres

pour les valeurs particulieres

SU S2&amp;gt; t

de la variable x. Enfin, posons

(a) f(x, v) = u(x ^)(J7 tt)..

(3) F(*,0=/(*.*-H

/ etant une nouvelle variable; et nommons

ce que deviennent M et v quand on y remplace successivement x par

m variables distinctes
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Si Ton nc diminuc pas le nombrc des racines de 1 equation

(4) F(*,0 = o

resolue par rapport a x, en y posant t -- o, et si d ailleurs, on noin-

mant i (x,y} line nouvelle fonction de x, y, on a

t(x, ut H-f)D,F(a?,0

il suffira de determiner les variables x
t , x.,, . . ., .rOT a 1 aide de la for-

mule

pour qu elles aient la double propriete de verifier 1 equation differen-

tielle

(7) f[^i 1(^1 )]rfj?i + . + f(ar,M ,
9OT (d7 /M )]rfj? HI

= o

et d acquerir simultanement les valeurs particulieres correspondantes

et par suite, si Ton peut satist aire a la condition (5) par in \ va

leurs essentiellement distinctes de la fonction f(x,y), les m i equa

tions differentielles correspondantes, comprises dans la formule (7),

auront pour integrates generates le systeme des m i equations finies

comprises dans la formule (6). Ge theoreme subsiste dans le cas

meme ou les fonctions de x designees par

ne seraient pas distinctes les unes des autres, et representeraient Line

seule des racines de 1 equation (i).
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336.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - -

Rapport sur un Memoire qui a ete presente a

iAcademic par M. FELIX OHIO, el qui a pour litre : Recherchos sur la

serie de Lasransro.o o

C. R., T. XXIII, p. 4go (7 soptembro 1846).

L Academie noas a charges, M. Binct ct moi, de lui rendre compte

d un Memoire de M. Felix Ghio, professeur de Mathematiques a 1 Aca-

demie militaire a Turin. Ce Memoire, qui a pour litre : Recherches sur

la serie de Lagrange, est divise en quatre paragraphes.

Dans le premier paragraphe, 1 auteur, apres avoir rappele le theo-

reme general donne par 1 un de nous sur la convergence du develop-

pement d une fonction en serie ordonnee suivant les puissances ascen-

dantes de la variable, applique ce^JJieoreme a la seried^^grange, et

parvient ainsi, pour cette serie^^^^erj^i^^ Ponvergence qui coin

cide avec la regie enoncee d^j^^Tome I des Exercices d Analyse et de

Physique mathematiqae [pages 279 et 280 ( )].
En effet, Tequation

dont unc racine x se developpe par la serie dc Lagrange suivant les

puissances ascendantes dc /, se reduit a la forme

lorsqu on pose x u=y, et, par consequent, la regie donnee dans

les Exercices pour la convergence de la serie qu on obtient en develop-

pant, suivant les puissances ascendantes de /, la valeur de y tiree dc

la seconde equation, s applique aussi au developpemcnt de x, qui ne

differc du developpement de y que par Taddition de la constante u.

La regie de convergence de la serie de Lagrange etant etablie, 1 au

teur du Memoire a discute les divers resultats que cette regie pent

( ) OEuvres de Caucliy, S. II, T. XI.
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I ournir, eu egard aux diverses valeurs qu on peut attribuer au para-

metre u. Cette discussion cst lumineuse. Pour une valeur donnee do t,

par excmple pour t = i, les diverses valeurs dc x developpables en

series convergcntcs par la formule de Lagrange correspondent, comme

M. Chio le fait voir, a divers systemcs de valeurs dc u comprises

entrc certaines limites, et chacun de ces systemes rcnferme une ou

plusieurs racines de 1 equation

Nommons u 1 une de ces racines, prise parmi celles que renferme le

systeme auquel appartient la valeur donnee de w, et supposons cette

valeur tres rapprochee de u, en sorte que la difference

// y co

soit tres petite. Si le parametre u sc reduit precisement a la racine u,

la condition de convergence de la serie de Lagrange sera que le mo

dule de la fonction derivee / (
u
) devicnne inferieur a 1 unite. Si, au

contrairc, u differe de u, et co de zero, la condition de convergence

sera que le module de/ (V) soit inferieur a 1 unite, v etant une racine

de 1 equation auxiliaire

Or M. Chio observe que, dans le cas ou Ton a u = u, 1 equation auxi

liaire, reduite a

et resolue par rapport a v, offrc une racine double ou multiple, savoir :

une racine double, si/&quot;(u) differe de zero; une racine triple, si,/&quot;(u)

etant mil, / &quot;(

u ) differe de zero; une racine quadruple, si,/&quot;(u)
et

/ &quot;(u)
etant nuls, / Iv

(u) differe de zero, et ainsi de suite; puis il

montre que, pour de tres petites valeurs de
o&amp;gt;,

v sera developpable,
i

dans le premier cas, suivant les puissances ascendantes de or; dans

i
le second cas, suivant les puissances ascendantes de w 3

; dans le troi-



112 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

sieme cas, suivant les puissances ascendantes do to* ; etc. 11 montre,

de plus, que si Ton a

A)=o,

la valcur de v, correspondante a de tres petites valeurs de to, sera deve-

loppable par la formule de Lagrangc suivant les puissances ascen

dantes et entieres de to.

Le second et le troisieme paragraphe du Memoire de M. Chio se

rapportent specialemcnt au cas oil, les parametres u, t etant reels, la

fonction/(a?) est reelle elle-meme, et I auteur s est applique a decou-

vrir quel est alors le caractere special de la racine fournie par la serie

de Lagrangc. Dans la Note XI de la Resolution des equations numeriques,

Lagrange avait affirme que la valcur de x, dont sa serie offre le deve-

loppement, est numeriquement la plus petite des racines de liqua

tion

a x -}-f(x) = o.

M.
v

Chio fait voir que cette proposition est souvent en defaut, et la

remplace par une proposition nouvelle et digne de remarque. 11 par-

tage les racines reelles de 1 equation donnee en deux classes, formees,

1 une avec les racines superieures, 1 autrc avec les racines inferieures

au parametre u, et prouve que la racine represented par la serie de

Lagrange est toujours, parmi celles qui font partie de la meme classe,

la plus voisine de ce parametre. II verifie cnsuite cctte proposition

nouvelle sur des exemples dans lesquels o-n serait conduit, par

1 enonce de Lagrange, a des resultats inexacts.

L autorite de Lagrange est d un tel poids en Analyse, qu on ne sau-

rait prendre trop de precautions pour se garantir de toute errcur,

avant d adopter une opinion contraire a celle de 1 illustre geometre.

On doit done louer M. Felix Chio du soin avec lequel il a, dans son

Memoire, approfondi le sujet que nous venous dc mentionner. Pour

le meme motif, il nous a semble qu il ne serait pas sans interet de

rendre manifesto 1 erreur que M. Chio a signalee, dans un cas telle-

ment simple, quo, pour la reconnaitre, il ne fut point necessaire de
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ralculer numeriquement les divers tcrrnes dc la serie obtenue, ni

meme d effectuer le developpement en serie. Or on peut aisement y

parvenir, comme on le verra dans une Note jointe a ce Rapport, en

reduisant la fonction f(x) a un trinome du second degre.

AL Felix Chio no s est pas borne a demontrer 1 inexactitude de la

proposition enoncee par Lagrange, et a indiquer le theoreme qui doit

lui etre substitue. II a encore, dans le troisieme paragraphs de son

.Memoire, recherche et explique les circonstances particulieres qui

rendent insuffisante la demonstration que Lagrange a donnee a 1 appui

de cette proposition.

M. Chio a de plus, dans les deux derniers paragraphes de son

Alemoire, etabli divers theoremes qui peuvent etre utiles quand on

se propose d appliquer la serie do Lagrange ii la resolution nume-

rique des equations. On sait, au reste, que ce dernier sujet a dejii

ote traite par 1 un de nous sous un point de vue general, dans les

Comptes rendus de 1 annee 1837, et que, sans connaitre, a priori, la

valeur approchee d aucune racine, on pent, a 1 aidc de developpe-

ments en series, debarrasser une equation de degre quelconque des

racines imaginaires qu elle peut avoir, puis ensuite developper imme-

diatement en series convergentes chacune des racines reellcs.

Ce que nous avons dit suffit pour montrer tout 1 interet qui s attache

aux recherches de M. Felix Chio sur la serie de Lagrange. La sagacite

dont 1 auteur a fait preuve en traitant avec succes des questions impor-

tantes et delicates meritc d etre remarquee. Nous pensons que son

Alemoire est tres digne d etre approuve par PAcademie et insere dans

le Hecueildes SavctJits etrcuigcrs.

OEuvres dc C . S. I, t. X. I 5
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337.

NOTE DE M. C.UCIIY, RAPPORTEUR.

Sitr les caractcrcs a I aide desquels on pent distinguer, entre les diverges

racincs d une equation algebrique oil transcendanle, cel/c
(/iti

sc deve-

loppe en serie convergence par le theoreme de Lagrange.

G. R., T. XXIII, p. 4(j3 (- scptembre 1846).

D apres la proposition enoncee dans la Note XI do la Resolution des

equations numeriques, la serie qu on obtient on devcloppant, suivant

les puissances ascendantes de t, la valenr de x fournie par requation

(1)
// x -+- tf(.r) o,

scrait toujours, pour des valeurs reelles des parametres // ot /, colic

des racines qui est numeriquemcnt la plus petite. Pour constator

1 inexactitude de cotte proposition, il suffit de poser, dans 1 equa-

tion (i),

(2) f(x}^^x^- + ajc+b,

a et b etant reels. Alors on trouvera

i at y/i 2(a + 2M)IH- (a
1

!\b)t-
( O

)
00 T

Si, pour plus de commodite, on fait disparaitre, sous le radical, lo

carre de /, en prenant

la formule trouvee deviendra

i at v/i 2
(
a + 2 a )

t

(*&amp;gt;

x ~- ~^r

Or, si // ost assez rapproche de 0, ou t do zero, pour quo la valour

numerique du produit
( a -t- 2 //

)
t
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roste infY rieure ii ^, Ic radical compris dans la fonnulc (4) sera deve-

loppable on une serie convergente ordonnee suivant los puissances

onlieros ot ascendantes de t, le premier terme de la serie etant 1 unite.

Done alors la valour do x, fournic par la serie dc Lagrange, qui no

conlient quo des puissances entieres et positives de t, coincidera

necessairement avec la valeur de x quo 1 on tire de [ equation (4)

en reduisant le double signe au signe . Mais cette derniere valeur

do a-, comparee a celle qu on obtiendrait en reduisant le double signe

an signe -h, sera evidemment, ou la plus rapprochee, ou la plus eloi-

gnee de zero, suivant que la difference i at sera positive ou nega

tive. Done la racine fournie par la serie de Lagrange ne sera pas tou-

jours la plus petite numeriquement, c est-a-dire la plus voisine de

/oro, et la proposition enoncee dans la Resolution des equations nume-

riques est inexacte.

On arrive encore a la memo conclusion, en observant que les deux

equations
x = tw(x ), y w :TJ(V ii)

ofl rent des racines corrcspondantes liees entre elles par la formule

*-*- = y,

ot que, si une racine a do Fequation

(
5 )

x t w
(
x

)

est developpable en serie convergente ordonnee suivant les puissances

ascendantes de t, on pourra en dire autant de la racine correspon-

dante a n- u de 1 equation

Or, soient

a, 6, y,
...

les diverses racines reelles de 1 equation (5). Si 1 enonce de Lagrange

etait exact, non seulement a serait le plus petit terme de la suite
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rYst-a-dire le plus rapproche do zero, mais on meme temps a //

serait lo plus petit terme de la suite

c est-a-dire le plus rapproche de zero, quelle que Cut d ailleurs la

valcur attribuee a u. Mais evidemment cette consequence necessairo

de la proposition enoncee no saurait etre admise, puisqu on peut dis

poser de it de maniere a rapprocher indefiniment de zero on memo a

fa ire evanouir Tun quelconque des termes de la seconde suite, choisi

arbitrairement.

Disons maintenant quelques mots du veritable caractere qui dis

tingue, entre les racines de 1 equatidn (i), cellc qui se developpe en

serie convergentc par le theoreme de Lagrange, ct montrons comment

ce caractere pourrait se deduire des principes enonces dans les divers

Memoires oil je me suis occupe de la resolution des equations alge-

briques ou transcendantes ( ).

Soient
* /

deux variables reelles, considerecs comme propres a representer dans

un plan deux coordonnees rectangulaires, et z une variable imaginaire

liee a x, y par la formule

z = x-i-y\/i.

A cbaque valenr do z correspondra un systeme determine de valours

do x, Y, par consequent un point determine du plan des x, y. Soient

d ailleurs nj(.s), Il(r-) deux fonctions continues do z; et supposons la

valour dc z determines par I equation

(7) 11(5) -+- /GT(C) = O,

( ) Fair en parliculier lo .Menioirc de novcmbre iS ji
(&quot;), sur Ics rapports qui

cxisicnl, enlro le calcul des residus et lo calcul des liniitos. lithograi)liic a Turin, et

roimpriine ]&amp;gt;ar
la Societe ilalienne, ct les Comptcs rcndus des seances de 1 Acadeinic

de I annee

&quot;

OEin&amp;gt;res &amp;lt;lc Ciincliy, S. II, T. XV
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dans laquollo entro un parametrc variable /. Enfin supposons quo,
T etant le module du parametre t, on construise le systeme de eourbes

represontees par la formulo

(8) T- n^

Conformement aux observations faites dans les Comptes rcndus de 1887,
ces eourbes seront formees et de deux especes, les unes s etendant do

plus en plus, et les autres se retrecissant de plus en plus, pour dos.

valours croissantes du module T. Quand T sera mil, 1 equation (7),
reduito a

(9)
ri&amp;lt;*)

=
&amp;lt;&amp;gt;,

offrira un certain n ombre m de raeines

,
a

, a&quot;, ...,

auxquclles correspondront divers points

A, A , A, ...,

situes dans lo plan des x, j; ct alors chaeune des eourbes de premiere

espece sera reduite a Fun de ces points. Quand T sera tres petit, los

eourbes de premiere espece, dont le nombro sera encore egal am,...,
et dont chaeune renformera dans son interieur un soul dos points

A, A
, A&quot;, ...,

auront des dimensions tres petites. Goncevons, pour fixer les idees,

que &amp;lt;7,
a , a&quot;, ... soiont des raeines simples de 1 equation (9); alors

m raeines

a, a , a&quot;,

de 1 equation (7) seront developpables on series convergences ordon-

nocs suivant les puissances ascendantes do /, et correspondront ii

m points clivers

respectivement situes stir ces diverses courbos. Ajoutons quo T, venant
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a croitre, 1 une quclconque cle ces racines, la racine a par exemple,

ivstera developpable en serie convergente, ordonnee suivant les puis

sances entieres et aseendantes de t, tant que la courbe de premiere

especc, qui correspond a cette racine, n aura pas de points communs

avec une ou plusicurs autres courbes de premiere ou de seconde

espece, ou, ce qui revient au meme, tant que le module T n atteindra

pas une valeur pour laquelle 1 equation (7) puissc acquerir des racines

egales, par consequent une valeur qui permette dc satisfaire simulta-

nement a 1 equation (7) et a la suivante :

(10) U (z) + tw (s) o.

Ainsi le developpement de la racine a suivant les puissances aseen

dantes de t restera convergent pour des valeurs croissantes du mo

dule T de t, jusqu au moment ou cette racine, qui verifie la formule

(u) H() + tw(a] o,

et se reduit a a pour / = o, verifiera, en outre, du moins pour une

valeur convenablement choisie de rargumenl de /, la condition

(12) H () + tw (y.) o.

D autrc part, comme on tirera de la formule (i i )

il est clair que, au moment dont il s agit, on aura, pour une valeur

convenable de 1 argument de /,

On doit seulement exclure le cas ou Ton aurail

w
(
y.

)
~ o,

c est-a-dire le cas oil a, etant une racine connue des deux equations

S O,
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deviendrait independant de t. Done, si Ton excepte ce cas, dont nous

pouvons faire abstraction, la derivee de la serie qui representera le

developpement dc la racine a suivant les puissances ascendantes de /

acquerra une somme infinie, du moins pour une valeur convenable-

ment choisie de 1 argument de t, a 1 instant oil la valeur croissanle du

module T atteindra la limite pour laquelle se verifient les fbrmules ( 1 1 )

et (12). Nommons s cette limite. Non seulement la serie qui repre-

sente le developpement de a sera convergente, avec sa derivee, tant

que Ton aura
T&amp;lt;5,

mais, comme la serie derivee deviendra ccrtainemcnt divergente, au

moins pour une valeur convenable de 1 argument t, quand on suppo-

sera

on pent affirmer que, dans cette supposition, le module commun des

deux series sera 1 unite. Done les deux series auront pour module le

T
rapport

- et deviendront divergentes quand ee rapport surpassera

1 unite, c est-a-dire quand on aura

Jusqu ici nous avons suppose que les constantes

a, a
, a&quot;,

etaient toutes dcs racines simples de 1 equation (&amp;lt;)).
Mais, pour que

les conclusions auxquelles nous sommes parvenus subsistent, il suffit

evidemment que a soit une racinc simple de 1 equation ( 9). Cela pose,

on pourra evidemment enoncer les propositions suivantes :

THKOREME I. ,r, y etant deux variables reellcs, nommons

H(3), CT(-)

deuxfonctions continues de la variable imaginaire

z x -+- y v/ i .
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Supposons d aiUeurs que a soil u/te racine simple de Vernation

n(5) = o,

sa/is elre en meme leinps racine de I
*

equation

nr(-) o.

Kitfin soil t un parametre variable. Pour de tres petites raleurs de ce para-

melre, I equalion

11(3) -+- tw(z] O

offrira une racine simple a developpable suivant les puissances entieres el

asce/idantes de t en une serie convergente dont a sera le premier terme, el

le module de cette serie sera le plus petit des modules de. t, pour lesquels on

aura simullanement

n(a)4-*Bj(a) = o, II (a) 4- tia (z) = o.

TIIKOREME II. Les memes cJioses etant posees que dans le theoreme I,

considerons les variables x, y comme propres a represenler les coordon-

nees rectangulaires d un point mobile. A ehaque valeur de z correspondra

une position determinee de ce point, et, par suite, aux diverses racines a,

a , a&quot;, . . . de I equation
U(s)=:o

eorrespo?idront divers points

A, A
, A&quot;, ...,

situes dans le plan des x, y. Si, d aiUeurs, en nommant T le module du

parametre /, on conslruit le systeme des courbes representees par I equa

tion

ces courbes seront de deux especes, les unes s elendant de plus en plus, et

les aulres se relrecissant de plus en plus pour des raleurs croissantes du

module de T. Alors aussi ces diverses courbes renfermeronl les divers

points correspondanls aux diverges racines de Iequation
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les courbes etanl de premiere espece, pour de tres petites valeurs de /,

quand elles correspondent a des racines developpables en series ordon-

ne.es suivant les puissances entieres el ascendantes de I. Enfin, tant que

/ equation
II(s) -4- trs(z) o

offrira une racine a ainsi developpable en une serie convergente dont a

sera le premier terme, le point P correspondant a la racine a restera situe

sur une courbe de premiere espece qui, dans son inlerieur, renfermera un

.seul des points A, A , A&quot;, . . . , savoir le point A correspondant a la racine a

de Vequation !!(*) = o; et le caraclere particuller, le caractere dis-

tinctif de la racine a, sera precisement de corresponds a I un des

points silues sur cetle courbe, tandis que les aulres racines a , a&quot;,
...

correspondent toutes a des points P
, P&quot;, ... exterieurs a la courbe

dont il sagit.

Supposons maintenant que la racine a soil reelle, et que les fonc-

tions n(s), 13(5) soient reelles elles-memes. Alors la racine a restera

reelle, tant qu elle restera developpable en une serie ordonnee suivant

les puissances entieres et ascendantes dc t. Supposons encore que,

cette condition etant remplie, on nommc

a, 6, y, ...

les racines reelles de Tequation

U(5) + tjs(s) = o,

et

P, Q, R, ...

les points correspondants a ces memes racines. Les points P, Q, R, . . .

et le point A, correspondants a la racine a, seront tous situes sur 1 axe

des x; et les points Q, R, . . . seront tous exterieurs a la courbe de pre

miere espece qui passera par le point P, en renfermant le point A dans

son interieur. Done ceux des points Q, R, ... qui seront situes, par

rapport au point A, du meme cote que le point P, seront plus eloignes

de A; et par suite, si I onpartage les racines

a, 6, y,
...

OEiivres de C. S. I, t. X. ]6
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en deux classes, formees, V line avec les ratines superieures, I autre avec

les ratines inferieures a la constante a, la ratine a sera toujours, enlre

relies (jui appartiendront a la merne classe quelle, la plus voisine de a.

Observons encore que les propositions ici enoncees s etendent an

cas meme ou les fonctions II(^), w(-), et, par suite, la fonction

11(5) 4- ta(z), seraient continues, non pour des valours quelconques

de 5, mais seulement entre certaines limites marquees par un certain

contour trace dans le plan des x, y, pourvu que ce contour fut con-

stamment exterieur a la courbe de premiere espece qui renfermerait

le point correspondant a la racine a.

Si maintenant on suppose la fonction II(^) reduite a un binome de

la forme a z, le developpement de la racine a sera precisement

celui que donne la formule dc Lagrange, et la derniere des proposi

tions que nous venons d enoncer coincidera evidemmcnt avec le theo-

reme de M. Chio.

Alors aussi, en vertu des principes ci-dessus etablis, celle des

racincs de 1 equation

qui s evanouira, pour tine valeur nulle de t, restera developpable en

serie convergcntc ordonnee suivant les puissances ascendantes de /,

pour tout module de t inferieur an plus petit de ceux qui permettront

de verifier simultanement cettc equation et la suivante :

i tw (z) o.

On se trouvera ainsi ramene a la condition de convergence qui se

trouve enoncee dans le Memoire de M. Chio, et qui, comme nous

1 avons (lit dans Ic Rapport, coincide avec la condition exprimee a

la page 279 ( ) du Tome I des Exercices d Analyse. 11 est vrai que,

dans les Exercices, j
ai donne cctte condition comme suffisante, sans

ajouter qu elle etait necessaire. Mais, de 1 observation faite au bas de

la page citee, savoir que D t
z devicnt infinic quand i /n/(s) s eva-

( ) OEuvrex dc Caiiclty, S. II, T. XI.
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nouit, il resulte, suivant le principe etabli dans d autrcs Memoires

(voir les Comptes rcndiis de i844) que la serie do Lagrange devicnt

effcctivement divergcnte des quc la condition enoncee eesse d etre

remplie.

Je remarquerai en finissant que, si le module de T vient a croitre,

les courbes de premiere espece se reuniront successivement les unes

aux autres, et que leur nombre diminuera sans cesse jusqu a ce

qu elles se reduisent a une seule. Alors aussi, apres cheque reunion

de deux ou de plusieurs courbes de meme espece en une seule, on

pourra toujours developper en serie convergente la somine des

diverses racines qui correspondaient a divers points sitiies sur les

courbes reunies, ou meme la somme de fbnctions semblablcs et con

tinues de ces racines. Ajoutons que chacune des series ainsi formees

aura toujours pour module, comme il serait facile de le prouver, le

rapport

6 etant un module de t pour lequel 1 equation (7) puisse acquerir des

racines egales, par consequent un module qui permette dc satisfaire

simultanement a 1 equation (7) et a 1 equation (TO).

338.

THEORIE DES NOMBRES. -

Rapport sur une Note, de M. D

C. R. T., XXIII, p. 5oi (7 soptcmbre 1846).

Parmi les proprietes^ des nombres qui se deduisent des formules

relatives a la sommation des puissances, quelques-unes fournissent

des theoremes qui ont merite d etre remarques en raison de leur ele

gance et dc leur simplicite. Ainsi, par exemple, on a reconnu que, en

sommant la suite des nombres impairs, on obtient pour somme le

carre du nombre des termes. On a reconnu, de plus, que, en som-



124 COMPTES REND US DE L ACADEMIE.

mant la suite des cubes des nombres naturels, on obtient pour somme

le carre du nombre triangulaire correspondant au nombre des tcrmes

de cctte derniere suite. Or, de ces propositions reunies, il resulte evi-

demment qu un cube quelconque est non seulement la difference entre

les carres de deux nombres triangulaires consecutifs, mais encore la

somme de plusieurs nombres impairs consecutifs, dont le premier

surpasse de 1 unite le double d un nombre triangulaire. Cctte derniere

proposition coincide au fond avec celle qu enonce 1 auteur de la Note

soumise a notre examen, et quoiqu elle puisse, comme on le voit, se

deduire de principcs deja connus, toutefois, comme elle est asse/

curieuse et tres simple, nous proposerons a 1 Academie de remercier

M. le comte d Adhemar de 1 envoi de la Note dont il s agit.

339.

CALCUL INTEGRAL. -- Memoire sur la determination complete des variables

propres a verifier un systeme d equations differentielles.

C. R., T. XXIII, p. 5 ig (14 scptcmbro 1846).

Pour que Ton puisse determiner completemcnt les variables propres

a verifier un systeme d equations differentielles, il no suffit pas de con-

naitre les integrates generates dc ce systeme : il est encore necessain-

que les constantes arbitrages comprises dans ces integrates repondcnt

aux donnees du probleme que Ton veut resoudre. Le plus ordinaire-

rnent, Ton connait a priori les valours initiates des variables, c est-

a-dire un systeme dc valeurs qu elles peuvent acquerir simultane-

ment, et il s agit alors de passer de ce systeme de valeurs a un autiv.

II importe done de faire en sorte que les constantes arbitrages intro-

duites dans les integrales d un systeme d equations differentielles

soient precisement les valeurs initiales des diverses variables. On

peut aisement y parvenir quand, les variables etant separees dans

les equations differentielles, on integre isolement chaque terme, on
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bien encore quand on considere des equations differentielles qui se

ramenent, par un moyen quelconque, a d autres equations dans les-

quelles les variables sont separees. J ai cherche une methode a 1 aide

de laquelle on put resoudre generalement la meme question pour les

integrales algebriques des equations differentielles du genre de cellos

dont je me suis occupe dans les seances precedentes, et
j
ai reconnu

qu un emploi convenable de la formule d interpolation de Lagrange

permettait d atteindre cc but. J ai obtenu, de cettc maniere, divers

resultats qui me paraissent meriter 1 attention des geometres, et qui

seront developpes dans mes Exercices d Analyse. Je me bornerai, pour

1 instant, a en donner une idee en peu de mots.

Considerons, en particulier, les equations differentielles qui, ren-

f ermant des radicaux, peuvent s integrer algebriquement. Si Ton se

sert de la methode que j indique pour introduire dans les integrales

les valeurs initiales des inconnues, on reconnaitra que Ton pent

choisir arbitrairement les racines de 1 unite, employees comme fac-

tcurs dans les divers termes de chaque equation differentielle. Done,

s il s agit de radicaux carres, on pourra integrer les equations diffe

rentielles, non seulement quand tous les termes seront precedes du

signe -h, mais encore quel que soit le signc de chaque terme. De

plus, si au systeme des variables donnees on joint un second systeme

dc valeurs propres a representer les valeurs des divers radicaux, la

methode proposee fournira, pour la determination de toutes ces

variables, un systeme d equations non seulement algebriques, mais

rationnelles.

Les principes que je viens d enonccr s appliquent avec succes a

la recherche des proprietes des fonctions inverses de celles qu ex-

priment les integrales binomes. On sait que, a ces integrales, quand

elles renferment sous le signe C et en denominateur les racines car-

rees de binomes du second degre, repondent des fonctions inverses

qui sont precisement les fonctions trigonometriques appelees sinus et

cosinus. On sait aussi que ces fonctions trigonometriques jouissent

de plusieurs proprietes remarquables, et que, par exemple, les sinus
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et cosinus dc la somme de deux arcs s cxpriment rationnelleraent en

fonction des sinus et cosinus de ces arcs. Or des proprietes analogues

a celles de ces deux lignes trigonometriques apparticnnent aussi a ce

qu on pourrait appcler les sinus et cosinus des divers ordres, c est-

a-dire aux fonctions inverses de celles qu expriment des integrates

binomes, dans lesquelles entrent, sous le signe f et en denomina-

teur, la racinc cubiquc d un binome du second degrc, on la racine

quatrieme d un binome du troisieme degre, etc. Ainsi, en particulier,

si Ton considere le troisieme ordre, le sinus et le cosinus do la somme

de deux variables pourront etre exprimes en f onctions rationnelles

des sinus et cosinus de ces memes variables, a 1 aide d une formule

tres simple que Ton trouvera dans mon Memoire.

ANALYSE.

Soil donnee entre les variables x, y une equation de la forme

(0 /(avy)-o.

Gette equation, resolue par rapport a y t fournira diverses valeurs de y

exprime en fonction de x. Soient

(2) r==^(a?), ^= ^(0?), ..., y = Qn (x)

ces diverses valeurs, le nombre n pouvant devenir infini quand Tequa-

tion (i) sera transcendante, et rrommons 0(a?) 1 unc d entre elles. On

aura identiquement

(3) /[*,0(*)]=o.

Soit d ailleurs v une fonction entiere de x du degre m i, m etant un

nombre enticr quelconquc. Cette fonction sera completement deter-

minee si on I assujettit a prendre les memes valeurs que la fonc

tion 0(.x
%

), pour m valeurs particulieres donnees dc la variable x.

En effet, soient

Sl&amp;gt; &amp;lt;^2 I jM

ces m valeurs particulieres successivement attributes a la variable x.
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Si Ton doit avoir, pour chacune d ellcs,

(4) *&amp;gt;=0(a&amp;gt;),

la fonnule d interpolation de Lagrange donnera

--
p-
--=---

| .... --_--- --
^
-- ,.

(l C 2 ). .(Sl&quot;-$) U/ l)- -Urn C/w-t)

11 y a plus : la fonction v sera encore completement determinee si on

1 assujettit a prendre, pour chacune des valcurs particuliercs

attribuees a x, la memo valeur que 1 une des fonctions 6(^r), par

cxemple a verifier

/ pour x H! la condition c=r:0
1 (

&amp;gt;r) )

1 pour j?
-

^ 2 la condition r 2 (j?),

|

................................

pour^^=^m la condition -T=
9,,,( ^),

deux ou plusieurs des fonctions

pouvant devenir egales entre elles. En effet, les conditions (6) seront

generalement verifiees si Ton pose

(x g 8 )...(a?_ %m ) (x gi)...(a- ^/t_,) .

,

(7) =7-: ~
h 9*u*)-|--*--H

7&quot;^ ^ T 9/(u)-

La valeur generate dc v etant ainsi determinee, [ equation

(8) f(x, v) = o,

resolue par rapport a la variable x dont v est fonction, aura evidem-

ment pour racines tous les termes de la suite

sn ^s s&quot;

et par consequent elle aura pour racines toutes celles de 1 equation

(9) (^-C,)(^-^)...(^-U) = -
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Soit maintenant it le rapport des fonctions qui constituent les pre

miers membres des equations (8) et (9), en sorte qu on ait identi-

quement

(10) . /(*,&amp;gt;)
= (? &)(* ) (*&quot; )

Si Ton nomme t une variable nouvelle liee a x par une equation de la

forme

(u) ut+vB(x],

on aura, en vertu des formules (3) et (i i),

(12) f(x,ut+v) = o.

Done alors la formule (12), resolue par rapport a x, aura pour racines

toutes celles qui verifieront les n equations

II y a plus : la formule (12), resolue par rapport a x, aura encore

pour racines toutes celles qui verifieront la formule

(i4) w = o;

car chacune de ces dernieres racines reduira la formule (12) a I equa-

tion (8), dont le premier membre s evanouira en vertu de la for

mule (10).

Concevons a present que Ton designe, pour abreger, par F(a?, t) le

premier membre de la formule (12), et posons en consequence

F(tf, /(or, ut+ i )t

puis
*.(*,.0=I&amp;gt;F(,,0, V(* &amp;gt;

= I&amp;gt;F(*,0.

Soit d ailleurs f(x,y) une fonction donnee des variables x, y, . . . ,
et

nommons
^15 ^2? &amp;gt; ^N

celles des racines de 1 equation (12) qui ne verifient pas 1 equa-

tion (14). Enfin admettons que, en prenant pour x une de ces
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racines, on pose

(15) k = {(x, ut + v]

et

(16) S = I kft t
x dt.

JQ

Si 1 on represente par s la somme des valeurs de 1 integrale corres-

pondantes aux valeurs

de x, on aura

(
X 7) 5

/ &amp;lt;C Ttv ~Y}~ dt,

et la valeur de s pourra etre aisement determinee dans un grand
nombre d hypotheses, par exemple lorsque f(x,y) sera une fonc-

tion entiere des variables x, y, et kW(x, t) une fonction entiere des

variables x, t.

Gela pose, considerons specialement le cas ou Ton ne diminue pas

le nombre des racines de 1 equation (12) en y supposant t = o. Dans

ce cas, si 1 on attribue a t une valeur peu differente de zero, chaque
racine de 1 equation (12) aura pour valeur exacte ou approchee une

racine correspondante de 1 equation (8). Done, si on iaisse de cote

celles des racines de 1 equation (12) qui verifient 1 equation (i4) et

qui sont independantes de t, les autres racines auront pour valeurs

approchees les m racines de 1 equation (9), de maniere a se confondre

avec ces dernieres quand on posera / = o. Done le nombre N de ces

autres racines, qui seules pourront dependre de t, sera precisement

egal a m, et, dans 1 hypothese admise, la suite de ces racines ren-

fermera seulement m termes

Nommons, en particulier, x {
celle qui acquerra la valeur

, pour uno

valeur nullc de t; nommons x2 celle qui acquerra, pour t = o, la

valeur 2 ,
. . . ; erifirr, xm celle qui acquerra, pour t = o, la valeur %m .

OEuvres de C. S. I, t. X. 17
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11 sera generalement facile de savoir quelle est 1 equation de la forme

(18) ut + v = Q(x),

a laquelle satisfera la racine x
t

. Car, en posant dans cette equation

t = o et, par suite,
X r: X\ =

puis, eu egard a la premiere des formules (6),

(19) 8(o!) = 8
l (o!).

Done celle des equations (i3) que Ton verifiera, en prcnant x x
{ ,

sera celle dont le second membre se reduira, pour x =
{ , a Q,(#).

Or, parmi les equations (i3), une seule, savoir celle dont le second

membre est 0,(#), remplira ordinairement cette derniere condition,

attendu que les valeurs de ,, H 2 , ..., %m peuvent etre choisies arbi-

trairement, et sont generalement inegales cntre elles. Cela pose, si

Ton nomme
W

t , M,) !
um i

v\i 2* &amp;gt;

vm

ce que deviennent u et v quand on y ecrit successivement a la place

de x les divers termes de la suite

^l *^2&amp;gt; ^m&amp;gt;

la racine x\ verifiera 1 equation

et Ton obtiendra de la meme maniere le systeme entier des formules

(20)

que Ton reduit a

(21) Mjf-i-p, j^,, 2
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en posant, pour abreger,

(22) .r,= 0,(tfi), y,= Q
z (x,), ..., y, =. (*)

D autre part, dans 1 hypothese admise, s ne sera autre chose que la

somme des valeurs de 1 integrale correspondantes aux valeurs

de la variable x\ et comme, en supposant / suffisamment rapproche
de zero, on aura

/ k\) t xdt = I kdx,
JQ J^

etant la valeur de x correspondante a t = o, il suffira de prendre

pour reduire la valeur de s a la forme

r :TI r Xi r *m
s= I k

l
dx

l +
I

A-j ake, -+- . . .-H /
km dxm .

&quot;\m

Ainsi, dans I hypothese admise, c est-a-dire lorsqu on ne diminue pas

le nombre des racines de 1 equation (12), en reduisant / a zero, la

valeur de s peut etre fournie, non seulement par 1 equation (17),

mais aussi par 1 equation (24), les valeurs de #,, x*, ..., xm etant

liees entre elles et a la variable t par les formules (21). On a done

alors

(
25

) / /r, d^i -4-
/

A-2 dx z+ . . . -+- / km dxm

puis on en conclut, en differentiant les deux membres,

( 26 ) ki dx, + k.2 dxi+ ...-&amp;lt;- km dxm T
r . *^,^^

l_i ^j?, tjj

Done alors on satisfait, quelle quo soit la fonction

k = t(x, j),
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aux equations differentielles de la forme (26), par les valeurs de

I, &amp;lt;E\i &quot;%&amp;gt;

3Cmi

tirees des equations (21), ou, ce qui revient au meme, de la formule

( 2 ) t
-Yl
~

&quot; = y*
~

( 2 = y &quot;

~
V&amp;gt; &quot;

Ui U 2 Um

et ces valeurs sont precisement celles qui se reduisent simultane-

ment a

&amp;gt; l C2&amp;gt; &amp;gt; hm-

II y a plus : ces conclusions subsistent, quelle que soit celle des

racines de 1 equation (i) qui se trouve representee par O,(.T), ou

par 6 2 (a?), ..., ou par ,H (x), dans le second membre de chacune

des formules (20).

Lorsque la condition

P kW(x, Q _
=

se verifie pour m valeurs essentiellement distinctes de la fonction k,

la formule (26), reduite a

( 28 ) k
l
dx

i -}- k z cLr z -+- . . . -+- km dxm = o,

fournit un systeme de m equations differentielles, dont les integrates

generates sont donnees par la formule

dans laquelle les constantes arbitraires se trouvent precisement repre-

sentees par les valeurs initiates

des m variables

Lorsque la fonction f(& t y) est entiere ct du second degre en y,

les resultats donnes par les formules precedentes s accordent neces-

sairement avec ceux qu ont obtenus MM. Jacobi et Richelot a 1 egard
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des integrates abeliennes. Je citerai particulierement a ce sujet un

Memoire que, depuis I achevement de mon travail, je viens de lire,

dans une des dernieres livraisons du Journal de M. Crelle, et dans

lequel la formule d interpolation est appliquee par M. Jacobi a 1 inte-

gration des equations d Abel.

Dans un prochain article, j appliquerai le.s formules que je viens

d etablir a divers exemples, et, en particulier, aux fonctions inverses

de celles que represented les integrates binomes, on a ce qu on pent

appeler les sinus et cosinus des divers ordres.

340.

CALCUL INTEGRAL. Memoire sur les integrates dans lesquelles la fonction

sous le sigJie j change brusquement de valeur.

C. K., T. XXIII, p. 537 (14 septembre 1846).

Les theoremes que j
ai donnes, dans la seance du 3 aout, pour les

integrates qui s etendent a tous les points de la courbe enveloppe

d une aire tracee sur un plan ou sur une surface quelconque, offrent

un des moyens les plus simples d etablir les formules generates qui

servent a la determination ou a la transformation des integrates defi-

nies. On doit surtout remarquer le cas oil la fonction differentielle

placee sous le signe f peut etre consideree comme la differentielle

exactc d une autre fonction qui depend uniquement de la position

d un point P mobile sur la surface donnee, et oil cette fonction diffe

rentielle ne cesse d etre finie et continue que pour certains points

isoles de 1 aire terminee par la courbe dont il s agit. Alors, comme

nous t avons vu, t integrale proposee peut etre remplacee par une

somme d integrales singutieres dont chacune se rapporte a la courbe

enveloppe d un element de surface, dont les deux dimensions sont

infmiment petites.
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Lorsque la fonction sous le signe /, etant la differentielle exacte

d une autre fonction variable avec le point mobile P, change brusque-

mcnt de valeur dans 1 etendue de la surface que termine la courbe

donnec, ce changement brusque a generalement lieu pour une serie

de points contigus les uns aux autres, et situes sur une ou plusicurs

lignes dont les longueurs peuvent etre finies. Alors on peut supposer

chacune de ces lignes renfermee avec un element de surface, dont une

seule dimension soit infmiment petite, dans une courbe qui enveloppe

cet element, et 1 integrale proposee est la somme de plusieurs autres

que Ton pourrait encore nommer singulieres, chacune d elles etant

relative a un element de surface infmiment petit. On verra, dans le

present Memoire, le parti que Ton peut tirer de la consideration de

cette nouvelle espece d integrales singulieres, surtoutdans le cas ou la

fonction sous le signe Tse decompose en deux facteurs, dont 1 un so

reduit a un logarithme ou a une puissance fractionnaire. En effet, on

parvient, de cette maniere, non seulement a obtenir des demonstra

tions tres simples des belles proprietes des integrates euleriennes,

mais encore a etablir un grand nombre de formules nouvelles, et rela

tives soit aux fonctions elliptiques, soit a d autres transcendantes d un

ortlre encore plus eleve.

341.

A 1 occasion du Rapport de M. Cauchy sur le Memoire de M. d Adhe-

mar, M. BRETON (de Champ) communique le theoreme suivant :

La puissance mieme d un entier est noji seulement la difference entre

les carres de deux entiers, mais encore la somme de plusieurs nombres

impairs consecutifs.

C. R., T. XXIII, p. 55i (14 septembre 1846).

M. CAUCHY fait observer que le theoreme enonce par M. Breton (de

Champ) est renferme lui-meme dans un autre theoreme encore plus
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general. En effet, tout nombre impair, ou pairement pair, est, comme

Ton sait, la difference de deux carres. Par unc consequence neces-

saire, on peut reduire un tel nombre a la somme de plusieurs impairs

consecutifs, souvent meme de plusieurs manieres. Ce que le mode de

reduction signale parM. d Adhemar offre de remarquable, c est qu il

permet de decomposer la somrne des nombres impairs inferieurs an

double d un nombre triangulaire, par exemple

1 + 3 + 5 + 7 + 9 + 11,

en plusieurs parties

i, 3 + 5 = 8, 7 + 9 + 11 = 27,

dont la premiere renferme un seul terme, la seconde deux, la troi-

sieme trois, . . ., ces divers termes etant pris dans 1 ordre ou ils se pre-

sentent, et qu alors les sommes partielles obtenues sont precisement

les cubes respectifs des nombres entiers

I, 2, 3,

342.

CALCUL INTEGRAL. Memoire sur les integrates dans lesquelles la fonction

change brusquement de valeur
( ).

C. R., T. XXIII, p. 557 (21 septembre 1846).

ANALYSE.

La position d un point mobile P etant determinee dans un plan a

1 aide de coordonnees rectilignes, ou polaires, ou de toute autre na

ture, concevons que Ton trace dans ce plan unc courbe fermee, et

nommons s 1 arc de cette courbe, mesure positivement a partir d une

(!) Voir la seance du 14 septembre 1846.



136 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

certaine origine et dans un sens determine. Soient, d ailleurs, u, v,

w, ... des variables qui changent de valeurs d une maniere continue

avec la position du point mobile P, et, en faisant coincider ce point

avec I extremite de 1 arc s, prenons

(i) kUdu+Vdv-^Wdw + ...\

U, V,W,... designent des fonctions de u, v, w, ... tellement choisies,

quc la somme Udu + Vdv -h Wdw -+- . . . soit une differentielle exacte.

Enfm, designons par S 1 aire qu enveloppe la courbe fermee, et par

(S) la valeur qu acquiert 1 integrale fkds lorsque le point mobile P,

ayant parcouru le contour entier de 1 aire S, revient a sa position pri

mitive. Si Ton fait varier la surface S, en modifiant par degres insen-

sibles la forme de la courbe qui 1 enveloppe, alors, d apres ce qui a ete

dit dans la seance du 3 aout, cette variation n alterera pas la valeur de

(S), tant que la fonction k restera finie et continue en chacun des

points successivement occupes par la courbe variable. De plus, si, a

1 aide de diverses lignes droites ou courbes tracees sur le plan donne,

on partage 1 aire S en plusieurs autres A, B, C, ..., en nommant

(A), (B), (C), . . . ce que devient (S) quand au contour de 1 aire S on

substitue le contour de 1 aire A, ou B, ou C, . . . , on aura

(a) (S) = (A) + (B) *-()+...,

pourvu que la fonction k reste finie et continue en chaque point de

chaque contour.

Observons encore que, si deux fonctions distinctes k, k
t
offrent

pour difference une troisieme fonction qui demeure finie et continue

pour chaque point de 1 aire S, la valeur de (S) relative a cette troi

sieme fonction s evanouira; et qu en consequence les valeurs de (S)

correspondantes aux deux fonctions k, k
t
seront egales entre elles.

Les variables designees par u, v, w, . . . dans la formule (i) peuvent

etre ou reelles ou imaginaires. Dans ce qui suit, nous considererons

specialement le cas oil, x, y etant deux variables reelles propres a

representer les coordonnees rectangulaires du point mobile P, on
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suppose la variable imaginaire z liee a x, y par la formule

(3)
- = J7+Jvcrr ?

ct la fonction k liee a la variable z par la formule

(i) A-=/(5)D s s.

Nous supposerons d ailleurs que 1 arc s se mesurc positivement dans

Ic sens suivant lequel il faut que le point P se meuve pour qu il ait

autour de la surface S, dans le plan des x,y, un mouvement de rota

tion direct.

Cela pose, si la fonction primitive de f(z) est connue, en sorte

qu on ait, par exemple,

(5) Jf(z)dz = f(z) -+- const.,

el si Ton nomme A la somme des accroissements instantanes qu ac-

querra la fonction #(5), tandis que le point mobile P decrira le con

tour entier de 1 aire S, alors, en vertu d une formule etablie dans la

seance du 10 juin 1844 [page 1070, formule (7)] ( ), on aura

Pour montrer une application tres simple de la formule (G), suppo-
sons que, , Y]

etant deux valeurs particulieres de x, ct ( ; +
-/] v ~^7

la valeur corrcspondante de z, on pose

/&amp;lt;--&amp;gt;=

Alors la fonction f(z) ne deviendra infinie que pour un seul point du

plan des x, y, savoir, pour le point Q dont les coordonnees seront !j, YJ.

Alors aussi on pourra prendre

*(*)==!(- C) = l[*--l-(ir --tj.)^- 1 J.

D ailleurs le logarithme d une expression imaginaire ne change brus-

quement de valeur que dans le cas oil, la partie reelle de cette exprcs-

(
i

) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. -228.

QEuvres de C. S. I, t. X. 18
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sion etant negative, le coefficient de y/
i change de signe, et, dans

ce cas, 1 accroissement instantane du logarithme est :b 2-y i , le

double signe devant etre reduit au signe -h ou au signe
-- suivant

que le coefficient \
! i passe du negatif au positif, ou reciproque-

ment. Cela pose, on tirera evidemment de la formule (G), dans le cas

oil (S) nc s evanouira pas, c est-a-dire dans le cas ou 1 aire S renfer-

mera le point Q,

Si la fonction/(s) ne devient discontinue qu en devenant infinie,

et pour certains points isoles P , P&quot;, P
&quot;

t
. . . situes dans 1 interieur dc

I aire S, si d ailleurs a chacune des valeurs de z qui pendent /(s)

infinie correspond un residu determine, alors, la difference entre les

deux fonctions

demeurant finie et continue pour chaque point de I aire S, les valeurs

de (S) correspondantes a ces deux fonctions seront egales, et, en sup-

posant I aire S decomposee en parties A, B, C, ... dont chacune ren-

ferme un seul des points P , P&quot;,
P

&quot;, ..., on tirera dcs formules (2)

et( 7 )

(S) = 3.*^ (/(*)).

la somme qu indique le signe ,

s etendant aux seules racines de

I equation
- 1

= o, qui correspondent a des points situes dans 1 in

terieur de I aire S. La formule (6) comprend, comme cas particuliers,

celles que j
ai donnees dans le Tome I des Exercices de Mathema-

tigues ( ) (pages 101 et 211), et que 1 on on deduit : i on prenant

pour S I aire d un rectangle compris entre quatre droites paralleles

aux axes des x ct y; 2 en rcmplac-ant les coordonnees rectangulaircs

( )
OEuvres dc Cauc/iy, S. II, T. VI, p. T53 cl 264.
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.r, y par des coordonnees polaires r, p, et on prenant pour S la dille-

iviu-e outre deux secteurs circulates, c est-a-dire 1 airc comprise

e-ntre doux arcs dc cerclc qui ont pour centre commun 1 origine, et

deux rayons menes aux extremites du plus grand arc.

Concevons maintenant que la fonction /(-) soit de la forme

(9)

la lettre 1 indiquant un logarithme neperien. Alors, si Ton pose

^(s) 11 + v\Ji,

u et v etant reels, on pourra generalement, dans 1 interieur de 1 aire S,

tracer une ou plusieurs lignes droites ou courbes, dont 1 une quel-

conque 00 sera de telle nature qu en chacun de ses points la fonc

tion c sera nulle et la fonction u negative. Alors aussi on verra gene

ralement la fonction v passer du negatif au positif, quand on passera

d un point R situe d un cote de la courbe OP a un point R situe de

1 autre cote. Supposons d ailleurs les points R, R infiniment rappro-

ches de la lignc 00 , et nommons a une surface infiniment etroite qui

renferme cette courbe dans son intericur, le contour de I aire a etant

decrit par un point mobile qui passe avec un mouvernent de rotation

direct de la position R a la position R . Entin soit celui des deux

points 0, que le point mobile P rencontre avant d arriver en R.

Alors, en supposant 1 arc s mesure, non plus sur le contour de I aire S,

mais sur la ligne 00 ct a partir du point 0, on trouvera

(
I O

) 4 -A \ --- 2 7T \~\ F
(
Z

)
I ), 5 dl,

-

c designant la longueur entiere de 1 arc 00 .

Cela pose, si la fonction /(c-) ne devient iniinie ou discontinue,

entre les limites indiquees par le contour de I aire S, que dans le voi-

sinage de la ligne 00 et des autrcs courbes de meme nature, ou bien

encore dans le voisinage de certains points isoles P , P&quot;, . . . , a chacun

desqucls corresponde un residu determine de /(-), on tirera de la
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formule (2), jointe aux equations (7) et (10),

(II) (S^aTTV

la somme indiquee par le signe^ etant relative aux diverses lignes de

la nature de 00 .

Si 1 un des points isoles P , P&quot;,
. . . se trouvait situe sur la ligne 00

on sur 1 une des autres lignes de meme nature, on obtiendrait encore

la formule (i i), en supposant le residu correspondant a ce point reduit

a sa valeur moyenne, et 1 integrale correspondante au meme point

reduite a sa valeur principale.

Si le produit -s/(-s) s evanouit generalement quand z acquiert des

valeurs infinies reelles ou imaginaires, et ne cesse alors de s evanouir

en restant fmi que dans le voisinage de certaines valeurs particulieres

de 1 argument de z-, alors, en supposant que 1 aire S s etende indefini-

ment dans tons les sens autour de 1 origine, on trouvera (S) = o, et

la formule (u) donnera simplement

Si, au lieu de fixer la valeur def(z} a 1 aide de I equation (()), on

supposait

la constante
JJL

etant un cxposant rationnel ou irrationnel, reel ou ima-

ginaire, alors, a la place des formules (10), (u) et (12), on obtien

drait les suivantes :

(16)
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On doit remarqucr, d une maniere speciale, le cas ou la fonction

F(s) est clu nombre cle celles que Ton peut integrer en termes finis.

Alors les seconds membres des fbrmules (ro), (n) et le premier
membre de la formule (12) ne renferment plus d integrales. Si, d ail-

leurs, la fonction F(s) cst du nombre de celles qui s integrent par

logarithmes, alors, en passant des logarithmes aux nombres, on verra

souvent paraitre, dans la formule (12), des produits composes d un

nombre infmi de facteurs.

Nous reviendrons, dans un autre article, sur les diverses formules

generates auxquelles nous venons de parvenir, etdont les applications

peuvent etre multipliees a 1 infini. Nous examinerons en particulier

les resultats qu elles donnent quand on les applique a la recherche

des proprietes des fonctions elliptiques. Pour Finstant, nous npus

bornerons a citer deux ou trois exemples tres simples, qui feront

mieux comprendre 1 usage de ces formules.

Si dans Fequation (16) on pose successivement

zV-- 1 -ti-i

A)** et /(*)= -,

elle fournira les valours de deux integrales euleriennes, et Fon trou-

vera

r* xv

&amp;lt;Jn

1 integrale definie devant etre, dans le second cas, reduite a sa valeur

principale.

Si dans la formule (i i) on prend

0, a etant des quantites positives, alors, en nommant a la racine reelle

et positive de 1 equation
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et designant par A une constante positive inferieure a -:
- on trouVera

f(.r
- /t y/^1) -/(&amp;gt; + h\l~ .)^

f

\aa 5-^L-j),

la sommc qu indique le signe ^ s etendant a toutes les valeurs

entieres, positives et negatives de n.

Au reste, les principes exposes dans ce Memoire fournissent evi-

demment le moyen d etablir une multitude de formules generales,

analogues a celles que nous avons obtenues, et de reduire la deter

mination de 1 integrale (S) a 1 evaluation d integrales singulieres,

quelle que soit la surface S, et quelle que soit la forme de la fonc-

tion /(-) En effet, la fonction f(z) peut devenir discontinue dans

le voisinage de certaines valeurs de s = x -\-y\ i correspondantes

a certains points Q, R, . . . de 1 aire S, soit on devenant infinie, soit

en changeant brusquement de valeur. Dans le premier cas, les

points Q, R, ... sont necessairement des points isoles P
,

P&quot;

Dans le second cas, ils sont contigus les uns aux autres, et situes

sur une ou plusieurs lignes droites ou courbes 00 , dont les lon

gueurs peuvent etre finies. D autre part, il est aise de voir que la

formule (2) peut etre etendue au cas ou quelques-unes de ces lignes

rencontreraient les contours des surfaces A, B, C, . . . ; et, pour que

cette formule subsiste quand on a k =f(s)V s s, il suffit que la fonc

tion f(z) reste fmie en chaque point de chaque contour. Gela pose,

on pourra generalement partager 1 aire S en elements A, B, C, . .. et

a, b, c, ..., les uns finis, les autres iniiniment petits, les elements

tinis A, B, G, ... etant choisis de telle maniere que la fonction f(z)

reste finie et continue en chaque point dc chacun d entre eux, et

les elements infiniment petits a, b, c, ... etant ou des surfaces qui

s etendent infiniment peu dans tous les sens autour des points isoles

P , P&quot;, . . . , ou des surfaces infiniment etroites dont chacune renferme

dans son interieur une des courbes 00 ou une portion de Tune de
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ces courbes. Ce partage etant opere, la formule (2) donnera

puisque les integrales correspondantes a des elements finis A, B,

C, . . . de 1 aire S s evanouiront; et la determination de 1 inlegrale (S)

se trouvera reduite a la determination des integrales singulieres (a),

(b), (c), ... dont les valours, quancl elles seront finies sans etre

nulles, se deduiront de la formule (2) s il s agit d elements qui ren-

ferment les points isoles P , P&quot;, . . . , ou, dans le cas contraire, d equa-

tions analogues aux formules (ro), (14) .....

343.

CALCUL INTEGRAL. -- Memoire sur les integrates imaginaires des equations

differentielles, et sur les grands avanlages que I on peul retirer de la

consideration de ces integrales, soit pour etablir desformules nouvelles,

soil pour eclaircir des difficultes qui riavaient pas ele jusqu ici com-

plelement resolues.

C. R., T. XXIII, p. 563 (21 scptembre 1846).

On connait le role important que jouent les expressions imaginaires,

non seulement dans la resolution des equations algebriques ou trans-

cendantes, mais encore dans un grand nombre d autres problemes.

Ainsi, par exemple, c est en considerant les valeurs imaginaires d une

variable que Ton parvient a la condition de convergence de la serie

qui represente le developpement d une fonction suivant les puis

sances ascendantes de cette variable; et c est aussi sur le passage du

reel a 1 imaginaire que repose, dans le calcul des residus, 1 etablisse-

ment de formules generales propres a la transformation ou rneme a la

determination d un grand nombre d integrales definies. II etait done

naturel de penser que, dans la theorie de 1 integration des equations

differcntielles, des resultats nouveaux et inattendus devraient sortir
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de la consideration directe des integrates imaginaires, non pas res-

treinte a quelques cas particuliers deja traites par les geometres,

mais etendue a tous les cas possibles. C est, en effet, cc qui arrive.

Ayant dirige mes recherches de ce cote, je suis parvenu, non seule-

ment a porter la lumiere dans des questions delicates qui n avaient

pas ete suffisamment eclaircies, mais encore a etablir des theoremes

nouveaux qui, en raison de leur generalite, me paraissent dignes

d attention. Avant de les indiquer, il me semble utile, afin d etre

parfaitement compris, de bien fixer le sens des expressions dont je

me servirai dans la suite, et de dire avec precision ce que j
entends

lorsque jc parle des integrates particulieres ou generates, recites oti

meme imaginaires, d un systeme donne d equations differentielles.

Ainsi que je 1 ai remarque dans les Legons donnees a 1 Ecole Poly-

technique, un systeme quelconque d equations differentielles peut

toujours etre reduit a un systeme d equations differentielles du pre

mier ordre. D ailleurs, etant donnees n equations differentielles du

premier ordre entre n +- 1 variables

on pourra toujours considerer une des variables / comme indepen-

dante, et les derivees des autres variables comme determinees par le

systeme de ces equations differentielles, en fonctions explicites ou du

moins implicites de x, y, z, . . . , t. D ailleurs la connaissance de ces

dernieres fonctions ne fournira pas le moyen de fixer completement

les valeurs generates des variables dependantes x, r, s, . . . ; et, pour

que 1 integration des equations differentielles donnees se reduise a

un probleme determine, il sera necessaire d assujettir encore les

variables dependantes x, y, z, ... a prendre certaines valeurs ini

tiates

, n, C,

t

reelles ou imaginaires, pour une certaine valeur initiate T dc la variable

independante t. Lorsque ces valeurs initiates seront connues avec les

fonctions de as, y, z, . . . ci-dessus mentionnees, les valeurs generates
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de x, y, z, ... soront pour 1 ordinaire completement determinees,

c est-a-dire qu a une valeur reelle ou imaginaire de la variable inde-

pendante t correspondront generalement des valeurs determinees,

reelles on imaginaires, de toutes les autres variables. Ces valeurs

seront fournies, ou par des equations algebriques ou transcendantcs,

si les equations differentielles sont integrables en termes finis, ou par

des developpements en series, ou bien encore elles seront les limites

vers lesquelles convergeront les resultats approximatifs, deduits de la

methode que j
ai donnee dans mes Legons a 1 EcoIe Polytechnique, et

qui offre cet avantage, qu elle est toujours applicable, quelle que soit

la forme des equations differentielles. Dans tous les cas, les formules

qui fourniront les valeurs des x, y, z, . . . representeront un systeme
d integrales particulieres des equations differentielles proposees, si

Ton attribue aux valeurs initiates , Y], (, . . . des variables x, y, z-, ...

des valeurs determinees, et le systeme des integrates generates, si Ton

considere les valeurs initiales de x, j, z, ... comme des constantes

arbitraires. Ainsi, le probleme de 1 integration d un systeme d equa-

tions differentielles se reduit, en realite, a la recherche d un systeme

quelconque d integrales particulieres de ces memes equations. Les

integrales generales ne sont autre chose que des formules generales

qui comprennent et embrassent toutes les integrales particulieres; et,

si celles-ci ne peuvent etre toutes renfermees dans un seul systeme

de formules generales, il faudra, pour que les integrales generales

puissent etre censees completement connues, que Ton connaisse les

divers systemes de formules generales qui renfermeront les divers

systemes d integrales particulieres. Si une integrate particuliere etait

isolee de maniere a ne pouvoir etre comprise avec d autres dans une

meme formule generale, elle serait du genre des integrales qu on a

nominees solutions particulieres ou integrales singulieres des equations,

differentielles.

D apres ce qu on vient de dire, integrer n equations differentielles

entre n -+- 1 variables, c est tout simplement passer d un systeme donne

de valeurs de ces variables a un autre systeme, en prenant 1 unc des

OEuvres de C. S.I, t. X. IQ
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variables pour independante. Si, comme ci-dessus, on nomme

x, y, z, ..., t

les diverses variables, et

E, f&amp;gt;, C
&amp;gt;

T

leurs valeurs initiates, / etant la variable independante, les differences

x %, y Y],
z

,
... seront de veritables integrales definies, prises

par rapport a /, a partir de 1 origine T, les fonctions sous le signe /

etant des fonctions des diverses variables considerees elles-memes

comme fonctions implicites de t. Ces differences seront generalement

de la nature des transcendantes que j
ai considerees dans mon Memoire

sur les integrales definies prises entrc des limites imaginaires, puis-

qu on peut supposer imaginaires, non seulement les fonctions sous le

signe C, mais encore la valeur initiale et la valeur finale de la variable

independante t. D ailleurs ces integrales pourront, dans tous les cas,

etre determinees, et meme de plusieurs manieres, avec une exacti

tude aussi grande qu on le voudra, soit a 1 aide de developpements en

series, soit a 1 aide de la methode d integration precedemment rap-

pelee. Pour faire mieux saisir ce que j
ai a dire a cet egard, et peindre

en quelque sorte aux yeux la marche du calcul, je vais en donner ici

une interpretation geometrique.

Gonsiderons, dans la variable independante /, la partie reelle et le

coefficient de \/ i comme propres a representer les coordonnees

rectangulaires d un point P mobile dans un plan horizontal. A chaque

valeur determinee de / correspondra une. position determinee du

point P, et reciproquement. Nommons d ailleurs origine le point

du plan qui correspond a la valeur initiale T de t, et joignons cette

origine au point P par une ligne droite ou courbe. Si Ton nomme *

la longueur mesuree sur cette ligne depuis 1 origine jusqu a un

point quelconque intermediate entre et P, 1 integrale imaginaire

qui represente la valeur de la difference x % pourra etre transformer

en une integrate relative a la variable reelle s. Or, quand on arrivera

au point P, la valeur de cette derniere integrale restera generalement
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independante tie la ligne droite ou courbe que Ton aura suivic. Cepen-

dant le contraire peut arriver, et, afm de ne laisser rien d arbitraire

dans la determination des integrales d un systeme d equations diffe-

rentielles, il convient de fixer la nature de la ligne sur laquelle se

mesure la longueurs. J appelle integration recliligne celle qui fournit

les valeurs des integrales dans le cas ou la ligne est droite, ce qu on

suppose ordinairement quand il s agit de calculer des integrales

reelles. L integration deviendra curviligne dans le cas contraire.

II arrive quelquefois que, dans Integration rectiligne ou curvi

ligne, la fonction sous le signe / devient infinie en un point dc la

ligne OP, sur laquelle on marche, et alors la valeur de 1 integrale

definic qui represente la difference x % peut devenir indeterminee.

Dans ce cas aussi, en remplacant la ligne OP par une ligne infiniment

voisine, on verra souvent 1 integrale definie changer brusquement de

valeur. Cette circonstance tres remarquable offre quelque analogic

avec celle que j
ai autrefois signalee, en observant que les valeurs des

integrales definies doubles peuvent varier avec 1 ordre dans lequel

s effectuent les integrations. Elle permet d eclaircir et d expliquer cer-

taincs formules, que Ton pourrait appeler paradoxales, donnees par

quelques geometres, et entre autres par Poisson, dans le XVlIle Cahier

du Journal de I Ecole Polytechnique. On reconnait ainsi, par exemple,

que la valeur imaginaire attribuee par Poisson a 1 integrale

r dx

J i x-&quot;

prise entre les limites reelles o et oo de la variable x supposee reelle,

est precisement la valeur d une integrale imaginaire produite par une

integration rectiligne relative a une droite qui s ecarte tres peu dc

1 axe des a?; mais, en meme temps, on reconnait que, de 1 autre cote

dc 1 integralc reelle, se trouve une seconde integrale imaginaire, et

que la demi-somme des deux integrales imaginaires est la valeur prin-

cipale de 1 integrale reelle.

A 1 observation que je viens de fairc, j
en joindrai une autre qui
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cst encore plus importante : c est que les resultats d une integration

effectuee suivant un mode determine, par exemple les resultats de

[ integration rectiligne, dependent, non seulement des valeurs ini-

tiales des variables, mais encore generalement du choix de la variable

que Ton considere comme independante. Les valeurs initiates des

variables restant les memes, si Ton prend pour variable indepen

dante, d abord la variable t, puis la variable x, les integrates obte-

nues dans les deux cas ne s accorderont generalement qu entre cer-

taines limites. La raison en est facile a saisir. Lorsque Ton considere

/ comme variable independante, alors, pour trouver la formule ou le

systeme dc formules qui represente les integrales completes, on doit

successivement attribuer a t toutes les valeurs possibles reelles ou

imaginaires. Mais, a ces diverses valeurs de t pourront repondre, en

vertu des formules trouvees, des valeurs de x qui demeurent toutes

comprises entre certaines limites. Done, en renversant les formules

Irouvees, on ne pourra en deduire que les valeurs de t correspon-

dantcs a des valeurs de x comprises entre ces limites. II y a plus : je

prouve que, pour 1 ordinaire, on devra restreindre encore ces limites

quand on voudra obtenir des valeurs de t en x qui coincident avec

cclles que fournirait 1 integration directement effectuee clans le cas

oil Ton prendrait x pour variable independante.

J appelle integrales relatives a t celles qui se rapportent au cas oil

1 on prend t pour variable independante. D apres ce qu on vient de

dire, les valeurs initiates des variables etant donnees, les integrales

relatives a t ne fourniront qu entre certaines limites les integrales rela

tives a x. Pour completer ces dernieres integrales, on sera done oblige

de recourir a d autres integrales relatives a t, savoir a celles qu on

obtient quand on modifie les valeurs initiales des variables. Mais

quelles modifications successives doit-on apporter a ces valeurs pour

obtenir une suite d integralcs relatives a /, desquelles on puisse

deduire les integrales relatives a x et comment doit-on s y prendre

pour passer des unes aux autres sans calculs inutiles? C est. ce qu il

importe d examiner. L operation qui sert a effectuer ce passage, et
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que je nomme { inversion, doit etre evidemment soumise a des regies

fixes. On trouvera dans mon Memoirc ccs regies, qui paraissent

meriter d etre remarquees, et qui s appuient sur un theoremc tres

general, dont voici 1 enonce :

THEOREME. - L integration etant supposes rectiligne, les integrates

relatives a la variable x pourront se dedaire des integrales relatives a la

variable t, et reciproquement, Jusqu au moment ou le module de I mie

des differences x ,
t T, considere comme fonclion du module pri-

mitivement mil et croissant de I autre, deviendra, pour la premiere fois,

un maximum. II ne faut pas oublier d ailleurs que, dans le cas ou il

s agira de calculer le module maximum de la difference x ,
I argu

ment de cette derniere difference devra etre considere comme constant.

Le passage des integrales relatives a t aux integrales relatives a x

introduit souvent dans le calcul des fonctions periodiques. C est ce

qui arrive, en particulier, pour un grand nombre d equations diffe-

rentielles entre x et t, quand le rapport des differentielles des deux

variables est exprime par une fonction dc la seule variable /. Alors

1 integrale relative a x n est autre chose que la fonction inverse d une

integrale definie relative a t, et souvent cette fonction inverse est

periodique, a simple ou a double periode. J examinerai en particu

lier, dans un autre article, les fonctions periodiques ainsi obtenues,

et je montrerai comment les regies de {inversion conduisent a la deter

mination de la periode, et comment cette determination se lie a la

theorie des residus. Je me bornerai, pour 1 instant, a observer que les

fonctions inverses des integrales definies n offrent pas toujours, et

pour des valeurs quelconques des variables, les valeurs qui leur ont

ete assignees dans les Ouvrages meme les plus accredites. Ainsi, par

exemple, la fonction inverse de { integrate

.r
l

dt
x I - -=rarcsini

n est point, comme on Fa dit,

i sin^r,
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mais

V/COS-J? .t= sm^c.
COS X

Ainsi encore, dans la theorie des fonctions elliptiques, les deux

integrales qui representent ce qu on appelle I argument, et qui ren-

ferment sous le signe J,
la premiere, une fonction algebrique, la

seconde, une fonction trigonometrique, nc sont equivalentes qu entre

certaines limites, entre lesquelles les fonctions inverses de ces inte

grales se reduisent a deux variables dont la premiere est le sinus de

la seconde ou de ce qu on nomme Vamplitude. Hors de ces limites, la

fonction inverse de la premiere integrate est, ou le sinus de 1 ampli-

tude, ou ce sinus pris en signe contraire, suivant que le cosinus de

( amplitude est positif ou negatif.

Ce que je viens de dire suffit pour donner une idee sommaire des

resultats principaux auxquels je suis parvenu. II me restera, pour

les faire mieux connaitre, a transcrire quelques-unes des formules

generates, et la demonstration du theoreme fondamental sur lequel

s appuie 1 inversion des integrales d un systeme d equations differen-

tielles.

344.

CALCUL INTEGRAL. Note sur I integration d un systeme d equations

differentielles et sur I inversion de leurs integrales.

C. R., T. XXIII. p. 617 (28 septembre 1846).

Soient

&amp;lt;z*, y, Z) . . .
,

i

n -+- 1 variables assujetties : 1 a verifier n equations differentielles du

premier ordre; 2 a prendre simultanement certaines valeurs initiales,

reelles ou imaginaires,
|, YJ, C, &amp;gt;

T.
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Si, dans les equations differentielles donnees, on pose

(1) dx^Xdt, dyYdl, dz=Zdt, ...,

on obtiendra n equations finies qui determineront les valcurs de X,

Z, Y, . . . en fonction de x, y, z, ..., t\ et, si des valeurs de X, F,

Z, ..., propres a verifier ces equations finies, sont substitutes dans

les formules (i), il suffira d appliquer a ces formules 1 integration rec-

tiligne, en considerant t comme variable independante, et regardant

, Y], , . . ., T comme les valcurs initiates de x, y, s, . . .
, t, pour ob-

tenir un systeme determine d integrales.

Soient maintenant

(2) U=o, V=o, W = o,

les n integrates deduites des equations (i) a 1 aide d une integration

rectiligne ou meme curviligne relative a une variable quelconque.

Supposons d ailleurs que, les valcurs initiates , YJ, ,..., T des va

riables x, y, z
y ..., t demeurant les memes, on veuille obtenir les

integrales que fournirait une integration rectiligne relative a la va

riable x. Si Ton pose, dans les formules (2),

r designant le module
et/&amp;gt;

1 argument de la difference x !-, ces for

mules determineront, pour une valeur donnee de 1 argument p et

pour de tres petites valeurs du module r, les valeurs correspondantes

des variables reelles ou imaginaires

t, y, s,

considerees comme fonctions de r. Concevons maintenant que, 1 argu

ment/? demeurant invariable, on fasse croitre le module r par degres

insensibles. Les valeurs trouvees de y, s, . . ., t representeront neces-

sairement les integrales cherchees relatives a a?, tant que les for

mules (2) permettront au module r de croitre encore, et tant que ces

formules fourniront une valeur unique et tinie de chacune des va-
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riables /, y, z, En consequence, on peut enoncer la proposition

suivante :

THEOREME. Supposons les n -+- i variables

x, y, -S, . . .
,

t

assujctlies : \ a verifier les n equations dijferentielles

(1) da; = A dt, dy~Ydt, dz-=Zdt, ...;

2 a prendre simullanement les valeurs initiates, reelles ou imaginaires

I, fi, ?, -, -;

et soient

(2) U o, V=o, W=o,

des integrates qui satis/assent a celte double condition. On pourra, des

integrates (2), deduire celles que fournirait une integration rectiligne

relative a x, jusqu au moment ou le module primitivement nul et croissant

fie la difference x deviendra, pour la premiere fois , un maximum, si

dans I inlervalle les inlegrales (2) fournissent pour chacune des variables

t, y, z, ... une valeur unique et finie qui varie. avec r par degres insen-

sibles, ou bien encorejusqu au moment oil cette derniere condition cessera

d etre remplie. Observons d ailleurs que, dans la recherche du module

maximum de la difference x ,
I argument de cette difference devra

etre considere comme constant.

En s appuyant sur le theoreme que nous venons d enoncer, on

pourra, des integrales relatives a une variable quelconque, par cxemple

des integrales relatives a t, deduire les integrales relatives a x, pour

une valeur donnee de 1 argument p, au moins tant que le module r

ne depassera pas une certaine limite superieure. Si Ton veut ensuite

reculer cette limite, il suffira de recommencer 1 operation en prenant

pour valeurs initiales dc x, y, z, ..., t, non plus celles qui corres

pondent a une valeur nulle de r, mais celles qui correspondent a la

limite trouvee, ou du moins a une valeur de r infinimcnt rapprochee

de cette limite. Ajoutons que, en repetant indeiiniment, s il est neces-
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saire, de semblables operations, on fmira par obtenir, dans tous les

cas, pour unc valeur quelconquc de r, les integrates relatives a x.

C est, au reste, ce quc j expliquerai plus en detail dans un autre

article.

345.

CALCUL INTEGRAL. -- Considerations nouvelles sur les integrates defmies qui

s etendent a tous les points d une courbe fermee, et sur celles qui sont

prises entre des limites imaginaires.

C. R., T. XXIII, p. 689 (12 octobrc 1846).

Les theoremes generaux que j
ai donnes dans la seance du 3 aout

dernier, en considerant les integrales defmies qui s etendent a tous

les points d une courbe fermee, fournissent, comme
j
en ai fait la

remarquc, la solution d un grand nombre de questions importantes

de Galcul infinitesimal, et meme d Analyse algebrique. Mais, en expo-

sant ces theoremes, dont les applications sont deja si etendues, je ne

m attcndais pas a cc qu ils fussent eux-memes compris comme cas

particuliers dans d autres theoremes plus generaux dont les applica

tions s etendaient encore beaucoup plus loin. C est pourtant ce qui

arrive, et ceux dont je vais entretenir un instant 1 Academie me parais-

sent devoir contribuer notablement aux progres de 1 Analyse infmite-

simale, puisqu ils permettent d etablir avcc la plus grandc facilite une

foulc de proprietes remarquables des transcendantes representees par

les integrales defmies, et, par consequent, d une multitude de fonc-

tions, parmi lesquelles se trouvent comprises les fonctions ellipliques

et les transcendantes abeliennes. La bienveillance avec laquelle les

geometres ont accucilli les resultats de mes precedents travaux sur

cette matiere me fait esperer quc 1 Academie me permettra d entrer,

a ce sujet, dans quelques details.

Jusqu ici, en considerant les integrales defmies qui se rapportent

OEuvres de C. S. I, t. X. 2O
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aux divers points d une courbe fermee decrite par un point mobile

dont les coordonnees rectangulaires represented la partie reelle d une

variable imaginaire x et le coefficient de \/i dans cette variable,

j
avais suppose que, dans chaque integrate, la fonction sous le signe f

reprenait precisement la meme valeur lorsque, apres avoir parcouru

la courbe entiere, on revenait au point de depart. Mais rien n empeche
d admettre que, dans une telle integrale, la fonction sous le signe J,

assujettie, si Ton veut, a varier avec x par degres insensibles, acquiert

neanmoins des valeurs diverses a diverses epoques oil la valeur de x

redevient la meme. G est ce qui arrivera, en particulier, si la fonction

sous le signe j , assujettie a varier par degres insensibles avec la posi

tion du point mobile que Ton considere, renferme des racines -d equa-

tions algebriques ou transcendantes. Alors, si le point mobile parcourt

plusieurs fois de suite une meme courbe, les racines comprises dans

la fonction dont il s agit pourront varier avec le nombre des revolu

tions qui rameneront le point mobile a sa position primitive 0, de

telle sorte qu une racine d une equation donnee pourra se trouver

remplacee, apres une revolution accomplie, par une autre racine de la

meme equation. Par suite, la fonction sous le signe j, que Ton doit

supposer completement determinee au moment du depart, pourra etre

remplacee, apres une ou plusieurs revolutions, par des fonctions nou-

velles. Alors aussi le nombre des revolutions pourra exercer une in

fluence marquee sur la valeur de 1 integrale defmic obtenue, et cette

integrale sera generalement elle-meme une fonction de la variable x

qui, variant avec x par degres insensibles, pourra neanmoins, a di

verses epoques, acquerir diverses valeurs correspondantes a une seule

et memo valeur de x. II y a plus : si la courbe que Ton considere est

formee d une infinite de branches qui viennent toutes se couper au

meme point 0, et si, dans ces diverses revolutions, le point mobile

parcourt successivement ces diverses branches, les diverses valeurs

de 1 integrale, correspondantes a une meme valeur de x, pourront

etre en nombre infini; et, par suite, si le nombre des revolutions reste

illimite, la valeur de 1 integrale sera, dans certains cas, completement
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indeterminee. Mais cela n empechera pas 1 integrale d acquerir, apres

une seule revolution du point mobile, une valeur determinee; et ce

qui merite d etre remarque, c est que cette valeur sera, pour 1 ordi-

naire, dependante de la position du point mobile et independante,

sous certaines conditions, de la forme de la courbe. En effet, si cette

formevienta varier par degres insensibles, la valeur de 1 integrale ne

sera point alteree, pourvu que la fonction sous le signe f reste finie

et continue en chacun des points successivement occupes par la

courbe variable. Cette proposition, qui subsiste dans le cas meme ou

Ton remplace la courbe donnee par un polygone, permet de transfor

mer les integrales qui correspondent a des courbes quelconques, fer

mees ou non fermees, en d autres integrales correspondantes a des

lignes droites. Elle permet aussi de reconnaitre dans quels cas les

theoremcs relatifs a la decomposition des integrales prises entre des

limites reelles peuvent etre etendues aux integrales prises entre des

limites imaginair.es. Enfm, elle permet de reconnaitre sans peine la

nature des fonctions inverses de celles qui represented des integrales

defmies donnees, ou plutot des fonctions que les geometres ont desi-

gnees sous ce nom, et qui ne sont, en realite, que des integrales

d equations differentielles. Dans le cas ou ces fonctions sont perio-

diques, on pent, a 1 aide de la proposition enoncee, calculer facilement

ce que Ton nomme leurs indices de periodicite, ainsi que les diverses

valeurs de la variable qui rendent ces fonctions nulles ou infmies. Ces

valeurs etant line fois connues, si les fonctions dont il s agit ne de-

viennent discontinues qu en devenant infmies, alors, pour les decom

poser en fractions rationnelles, ou pour les transformer en produits

composes d un nombre infini de facleurs, il suffira ordinairement de

recourir aux regies que fournit le calcul des residus, telles que je les

ai donnees dans le second et le quatrieme Volume des Exercicesde Ma-

thematiques ( ).

(
!

) OEuvres de Cauc/iy, S. II, T. VII et IX.
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ANALYSE.

La position (Tun point mobile P etant determinee dans un plan, a

1 aide de coordonnees rectilignes ou polaires, on de toute autre na

ture, concevons que Ton trace, dans ce plan, une courbe fermee, et

nommons s Tare de cette courbe mesure positivement dans un sens

determine a partir d une certaine position initiate du point mo

bile P. Soient d ailleurs u, v, w&amp;gt;
. . . des variables qui changent de

valeurs d une maniere continue avec la position du point mobile, et,

en faisant coincidcr ce point avec 1 extremite de 1 arc s, prenons

(i) k Udu + Fdc-f- Wdw^-.. .,

U, V, W, ... etant des fonctions de u, v, w, ... tellement choisies, que

la somme U du + V dv -h W dw -f- . . . soit une differentielle exacte.

Enfin, nommons $ le contour ou perimetre de la courbe fermee, et

S 1 aire qu enveloppe cette courbe; designons par (S) la valeur qu ac-

quiert 1 integrale Ckds lorsque le point mobile P, ayant parcouru le

contour entier ? de 1 aire S, revient a sa position primitive; et conce

vons que Ton fasse varier la surface S, en moditiant par degres insen-

sibles la forme de la courbe qui 1 enveloppe sans que cette courbe

cessc de passer par le point 0. D apres ce qui a ete dit dans les seances

du 3 aout et du 21 septembre, les variations de la surface S et de son

enveloppe n altereront pas la valeur de 1 integrale (S), si la fonction

de u, v, w, . . ., representee par la lettre k, reste finie et continue en

chacun des points successivement occupes par la courbe variable.

D ailleurs, cette condition etant supposee remplie, la fonction k peut,

au moment -ou le point mobile P revient a sa position primitive, ou

reprendre sa valeur initiale, ou acquerir une valeur nouvelle. Nous

allons examiner successivement ces deux cas, tres distincts 1 un de

1 autre, etindiquer en peu de mots les resultats dignes de remarque

auxquels on se trouve conduit par cet examen.

Soit OO O&quot;... la courbe decrite par le point mobile P. Si la fonc

tion k reprcnd la meme valeur au moment oil le point P revient a sa
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position primitive 0, alors la valeur Kde 1 integrale (S) sera indepen-

dante de cette position primitivcment assignee au point mobile sur la

courbe qu il decrit; et si, en partant de la position 0, le point mobile

parcourt une, deux, trois fois, etc. de suite le contour entier de

1 aire (S), 1 integrale jkds acquerra successivement les valeurs

K, -2K, 3 AT, ....

Si, d ailleurs, on pose

(2) t=l kds,
JQ

k et t seront des fonctions de la variable s, liees a cette variable de

telle maniere que, aux accroissements

q, 25, 3$, ...

de la variable s, correspondent les accroissements

K, 2/f, ZK, ...

de la variable /, la fonction k restant invariable.

Prenons maintenant, pour fixer les idees,

(3) k = f(x)V t a:, g

x etant une variable imaginaire, liee par 1 equation

( 4 )
x y. H- 6 v/--^

a deux variables reelles a, $, considerees comme propres a representer

les coordonnees rectangulaires du point mobile P. La formule (2) sera

reduite a

(5) = f f(x}\)
^o

Si, d ailleurs, la fonction f(x) ne devient discontinue qu en devenant

infinie pour certains points isoles C, C , C&quot;,
. . . situes dans 1 interieur

de 1 aire ?, et si a chacune des valeurs dc x qui rendent f(x) infinie

correspond un residu determine, si enfin Tare s se mesure positive-
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ment dans un sens tel que le point P ait autour de la surface S un

mouvement de rotation direct, alors, d apres ce qui a ete dit dans la

seance du 21 septembre, on aura

(6) *

la somme qu indique le signe s etendant aux seules racines de

1 equation == o qui correspondront a des points situes dans 1 in-

terieur de 1 aire S. Done, si Ton nomme

i r i&quot;*i * *
&amp;gt;

les valeurs diverses du produit -2K\l^i (/(a?)), correspondantes

aux divers points isoles C, C , C&quot;, . . ., la valeur de K sera de la forme

(7) ^

le nombre des termes compris dans le second membre etant precise-

ment egal au nombre des points isoles qui seront renfermes dans 1 in-

terieur de 1 aire S. Si ce dernier nombre se reduit a 1 unite, on aura

simplement K= I.

Ainsi que nous 1 avons remarque dans la seance du 3 aout, la

courbe OO O&quot;. .. pourrait etre remplacee par un polygone curvilignc
ou meme rectiligne. Considerons, en particulier, la derniere hypo-

these, et nommons 0, , 0&quot;, ... les sommets du polygone suppose

rectiligne. Soient d ailleursa, b t c, ..., g, k les valeurs reelles ou ima-

ginaires de x qui correspondent a ces sommets; et, afin de ne laisser

subsister aucune incertitude sur le sens attache a la notation

r&quot;

\ f(*}dx
J*

dans le cas ou les limites , b deviennent imaginaires, concevons que
Ton se serve toujours de cette notation pour designer le resultat de

1 integration rectiligne appliquee a la differentielle f(x)dx. Alors,

comme on le reconnaitra sans peine, si Ton fait coincider successive-
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ment le point mobile P avec les points , 0&quot;,
. . ., la valeur de 1 inte-

gralc t, determinee par la formule (5), sera represcntee, dans le pre

mier cas, par le premier tcrme de la suite

/b
s*c ~h ^a

f(x}dx, I f(x}dx, ..., / f(x}dx, I f(x}dx-,
Jb J

g Jh

dans le second cas, par la somme des deux premiers termes; dans le

troisieme cas, par la somme des trois premiers termes, etc. ; et, lorsque

le point mobile P sera revenu a sa position primitive 0, la somme

totale des termes de cette suite representera la valeur de 1 integrale

(8) f f(x)V,xds= K,
Jo

en sorte qu on aura

(9) T fl*)dat.+.r/(#)d*+ ....+ f f(x}dx+ fJ
(l J/t J

g J}t

Si, pour fixer les idees, on reduit le polygone a un triangle, on trou-

vera

/b
~c nd

J b ^c

et, comme on aura generalement

r a r c

(u) / f(x}dx- -I f(x}dx,

Tequation (10) donnera encore

(12) f f(x}dx=. f f(x}dx+- f f(x}dx K.
Ja Ja .

Jb

Pour que 1 equation (12) se reduise a la formule

(13) I f(x}dx I f(x)dx -+- I f(x}dx,
Ja Ja

&quot;

J/,

il sera necessaire que A^s evanouisse, c est-a-dire que 1 aire S ne ren-
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ferme aucun point isole correspondant a un residu qui differe de zero.

Par consequent, 1 equation (i3) et autres semblables, qui subsistent

generalement quand il s agit d integrales prises entre des limites

reelles, ne subsistent plus que sous certaines conditions dans le cas

oil les limites des integrates deviennent imaginaires.

Pour montrer une application tres simple des formules qui pre

cedent, posons/(#) = - Alors on trouvera (/(#)) = i. Done, en
3C ^&quot;&quot;&quot;^

vertu des formules (12), (i3), on aura

on

/d
or ( ctoc I doc i=

I
--+-

I -27IV/-
..

x
J&amp;lt;1

x Jb x

/doc
C* doc f* doc

~\ +
/ rJ a ^b

suivant que 1 origine des coordonnees sera situee en dedans ou en

debors du triangle dont les sommets correspondront aux trois points

a, b, c\ ce qu on peut aisement verifier en ayant egard a la formule

r
b dx Jb

I
=ii -

Jm * \ a

qui subsiste, quels que soient a et b, lorsque
~ n est pas reel et ne-

gatif.

Goncevons a present que Ton differentie 1 equation (5) : on obtien-

dra 1 equation differentielle

dt =f(x) dx

entre les deux variables x t t. Soient I, T deux valours particulieres et

correspondantes attribuees a ces deux variables. Si ces valeurs, etant*

finies, produisent une valeur fmie de la fonction /(a?), alors, en pre-

nant ^, T pour valeurs initiates de x, /, et faisant varier x dans le voi-

sinage de la valeur initiale ?, on verra, en vcrtu dc 1 equation (14),

/ varier avec x et/(x) par degres insensibles. Alors aussi, tant que le
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module de la difference x \ ne depasscra pas une certaine limite

superieure, la valour de t qui, se reduisant a T pour x = %, aura la

double propriete de varier avec x par degres insensibles et de verifier

Fequation (i4) sera une valeur unique qui pourra etre egalement

fournie par 1 integration rectilignc ou curviligne. Si, pour fixer les

idees, on pose T = o et ! =
, en sorte que la valeur initiale dc x soit

precisement celle qui correspond au point 0; si, d ailleurs, on nornme

x la valeur de x correspondante a celui des points isoles C, C , C&quot;, . . .

qui est le plus voisin du point 0; alors, en supposant x clioisi de ma-

niere que le module de x a rcste inferieur a celui dc x a, on

pourra determiner la valeur de t qui doit se reduire a zero pour x= a,

non seulement a 1 aide de la formule (5), que fburnira une integration

curviligne, mais encore a 1 aide de la formule

a laquclle on arrive quand l integration dcvient rectiligne. Supposons
maintenant que, en operant comme on vient de le dire, on passe non

seulement des valeurs initiales , c a des valeurs tres voisines, mais

encore de celles-ci a d autres qui en different tres peu, etc. En con

tinuant de la sorte, et en donnant la plus grande extension possible

aux resultats ainsi produits par la variation de x, on obtiendra une

infinite de systemes de valeurs des variables x, l, et la valeur de i en

x sera determinec par une formule ou par un systeme de formules

dont chacune fournira pour valeur de t une fonction continue de la

variable x. Le systeme dc ces formules est ce que nous appellerons

Vintegrale complete de 1 equation (i4); un seule d entre elles repre-

sente ce que nous avons appele Vintegrale relative a x, puisque, en

vcrtu de cette derniere integrale, t doit, non seulement varier avec x

par degres insensibles, mais encore acquerir une valeur unique pour

chaque valeur donnec dc x. Au contraire, en vertu dc 1 integrale com

plete, t sera generalement une fonction multiple de la variable x.

Ajoutons que 1 integrale complete, correspondante a des valeurs ini-

OEuvrcs de C. S. I, t. X. 21
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tiales donnees de x, t, nc sera point modifiee si Ton prend pour va

riable independante x, au lieu de t, en considerant 1 equation (i4)

comme propre a determiner, non plus l en fonction de x, mais x en

fonction dc t.

La fonction /(a?) etant donnee, il sera facile de trouver les diverses

valeurs de / qui, en vertu de I integrale complete, correspondront a

line meme valeur de x. Goncevons, pour fixer les idees, que, en pre-

nant o et a pour valeurs initiales de t et de x, on veuille calculer les

diverses valeurs de t correspondantes a la valeur a de x, c est-a-dire

au point 0. II suffira, pour y parvenir, de ramener une on plusieurs

fois le point mobile P a sa position primitive 0, apres lui avoir fait

decrire chaque fois une courbe fermee qui enveloppe un ou plusieurs

des points isoles C, C , C&quot;, ..,; et, comme, a chacune des revolutions

du point P, la valeur de / se trouvera augmcntee de la somme de plu

sieurs des termes

/ / I&quot;*
i

M
t

M
t

ou d unc telle somme prise en signe contrairc, suivant que le point P

aura tourne dans un sens ou dans un autre autour de la courbe qu il

aura decrite, les diverses valeurs de /, correspondantes a la valeur a

de x, seront evidemment comprises dans la formule

(16) t :ml^-m l .m&quot;r...,

m, m , m&quot;, . . . etant des nombrcs entiers quelconqucs. Par suite aussi,

a une valeur quelconque de x correspondront diverses valeurs de t

que Ton obtiendra en ajoutant a 1 unc quelconque d cntre elles toutes

celles que fournit 1 equation (iC).

Les constantes reelles ou imaginaires, designecs dans la formule (16)

par les lettres /, /
, 7&quot;,

. . . , representcnt ce qu on appelle les indices de

periodicite dc x considere comme fonction de t. Si, dans ces indices de

periodicite, les parties reelles et les coefficients de \j~ i n offrent pas

des valeurs numeriques dont les rapports soient entiers ou rationnels,

alors, dans / considere comme fonction dc x, en vertu de I integrale
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complete de 1 equation (t/j) la partie reelle ou Ic coefficient de
\/ i

sera une quantite absolumont indeterminee. Mais on ne pourra plus

en dire aulant de 1 integrale relative a x qui offrira, pour chaque

valcur donnee de x, une valeur unique et determinee de /, ni dc

1 integrale relative a t, qui offrira, pour chaque valeur donnee de t,

une valeur unique et determinee de x.

II importe de voir dans quels cas 1 integrale complete de 1 equa-

tion (i4) se reduit, soit a 1 integrale relative a t, soit a 1 integrale

relative a x, Ge probleme est facile a resoudre, d apres les principes

que nous venons d etablir. Ainsi, en premier lieu, pour que 1 inte

grale complete ne differe pas de 1 integrale relative a x, il sera neces

saire ct il suffira qu a chaque valeur finie de x corresponde genera-

lement, en vertu de 1 integrale complete, une seule valeur de /; par

consequent, il sera necessaire et il suffira que la valeur de t fournie

par 1 equation (16) s evanouisse, quelles que soient les valeurs attri

butes aux nombres cntiers m, m , m&quot;, C est ce qui arrivera si

chacune des constantes /, / , /&quot;, . . . s evanouit, ou, en d autres

termes, si chacun des residus partiels de la fonction f(x) se reduit

a zero.

En second lieu, pour que 1 integrale complete de 1 equation (14)

ne differe pas de son integrate relative a /, il sera necessaire et il suf-

tira qu a chaque valeur finie de t corresponde, en vertu de 1 inte

grale complete, une seule valeur de x. Or c est ce qui arrivera gene-

ralement quand on se placera dans le voisinage d une valeur de t qui

produira une valeur finie de x et de ~ &amp;gt; si, comme nous 1 avons
J( x )

suppose, la fonction /() ost du nombre de celles qUi no deviennent

discontinues qu en devenant infmies. D ailleurs, commc on pout le

demon trer, la valeur de x fournie par 1 integrale complete sera dis

continue dans le voisinage de toute valeur dc / qui rendra x infinic,

x-
si le rapport

- - n est pas une fonction continue do la variable x

\ /

dans le voisinage de la valeur zero de cette memo variable. .Done Tin-
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tegrale complete no differera pas de 1 integrale relative a t, si dcs deux

rapports

le premier est une fonction toujours continue de x, et le second une

fonction de x qui reste continue dans le voisinage de la valeur o attri-

buec a la variable x. Ces conditions seront remplies, par exemple si

Ton pose f(x) = -
&amp;gt; ou, plus generalement, si Ton prcnd pour

- une fonction de x, lineaire ou du second dcgre.fW
Observons encore que, dans le cas oil 1 integrale complete nc differ?

pas de 1 integrale relative a t, la valeur de x fournie par cette integrate

est necessairement une fonction de t qui ne devient discontinue qu en

devenant iniinie. Cette circonstance permet ordinairement de trans

former la fonction dont il s agit, a 1 aide des formules que donnc le

Calcul des residus, et de la decomposer en fractions rationnellcs, ou

bien encore dc la representer par une fraction dont chaquc terme est

le produit d un nombre infini de facteurs.

Retournons maintenant a la formule (2); mais supposons que, au

moment oil le point mobile P revient ii sa position primitive, la fonc

tion k, placee sous le signe
f&amp;gt;

acquiere une valeur nouvclle. Suppo

sons d ailleurs cette fonction k toujours assujettie a varier avec x par

degres insensibles. La valeur K de 1 integrale (S) ne sera plus inde-

pendante de la position primitivement assignee au point mobile sur

la courbe qu il decrit. II y a plus : commc, d apres une revolution du

point mobile, la fonction A aura change dc valeur, si Ton nomme

A, K + K,, A+A,+ #/; ,
...

les valeurs succcssives qu acqucrra 1 integrale

/-- C kds
^0

quand le point mobile P, apres avoir effectue une, deux, trois, . . . revo-
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lutions dans la courbe qu il decrit, reprendra sa position primitive, les

valeurs dc K, K
t
,
K

t/
, . . .

, evidemment determinees par les formules

--
I

kds, K, i kds, K,,= \ kds,
/,) l/ t/o ,

(17)

ne seront pas generalement egales cntre elles. Neanmoins, si, apres

tin certain nombre de revolutions du point mobile, la fonction If

reprend la valeur qu elle avait d abord, a partir de cet instant les

termes de la serie

K, K
lt
K

r/ ,

se reproduiront periodiquement dans le memc ordre, quelle que soit

d aillenrs la position initiate du point mobile P. Done alors, en vertu

de 1 integrale complete de 1 equation (i4) x sera une fonction perio-

dique dc t. Quant aux indices de periodicite, ils ne seront plus gene

ralement representes par des residus, mais par des integrales definies

qui pourront se deduire du theoreme enonce au commencement de

cet article; savoir, que, si la courbe enveloppe de la surface S vient a

varier sans cesser de passer par le point 0, 1 integrale (S) ne variera

pas, pourvu que la fonction k reste fmie et continue en chacun des

points successivement occupes par la courbe variable.

Les principes que nous venons d etablir sont particulierement

applicables au cas oil, dans 1 integrale (a), la fonction sous le/,renferme des racincs d equations algebriques ou transcen-

dantes. Supposons, pour fixer les idees, k determine en fonction

de x par 1 equation (3) jointc aux deux suivantes :

(18) /(^)^f(^j),

dans lesquelles f(a?, y), (x,y) designent des fonctions toujours con

tinues de x, y. Si I on nomme

les diverses valeurs de y tirees de 1 equation (19), les valeurs corres-
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pondantes de/(a?), savoir

seront ordinairement des fonctions qui eprouveront des changcments

brusques, pour des valeurs de x correspondantes, non plus a des

points isoles, mais a tous les points situes sur ccrtaines portions de

lignes droites ou courbes. Or cet inconvenient sera evite si, au lieu

de prendre poured?) un terme de la serie (20), on considere, dans

1 equation (18), y comme une fonction de x assujettie : i a verifier

[ equation (19); a a varier avec x par degres insensibles, et si d ail-

leurs on suppose connues les valeurs initiates , Y]
dc x et de y cor

respondantes a la valeur initiale T de la variable /. Alors les seules

valeurs de x qui rendront la fonction k discontinue seront celles qui

la rendront infinie. Alors aussi la consideration de ces valeurs de x

et des points isoles qui leur correspondent (era connaitre la nature

de la fonction ^Je t qui devra representer x, en vcrtu de 1 integrale

complete de 1 equation (i4)&amp;gt;
e ^ permettra de transformer en inte

grates definics rectilignes, par consequent en integrates definies

relatives a x, les valeurs de K, K
t
, K

f&amp;gt;

, . . . fournies par les equa

tions (17).

Ce que je viens de dire fournit, si je ne me trompe, la solution com

plete des graves difficultes quo presente la theorie des fonctions cllip-

tiques, consicleree comme une branchc du Calcul infinitesimal, ou

bien encore la theorie des integrates abeliennes; et, en foisant dis-

paraitre ces difficultes que M. EisensLein a tres bien signalees dans

le tome XXVII du Journal de M. Crelle (voir aussi le tome X du

Journal de Mathematiques , public par M. Liouville), les principcs

ci-dessus exposes rectifient des notions erronees jusqu ici trop faci-

lement admises par les geometres. On voit que la fonction de t,

improprement appelee la fonction inverse de 1 integrale (i5), cst en

realite la valeur de x fournie par 1 integrale complete de 1 equa

tion (i4) ct que Ton peut deduire de la formule (5) la nature et

les proprietes de cette meme fonction, ses divers indices de periodi-
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cite si die est periodiquc, etc. On voit encore que, si la fonction/(.x-)

renferme ties racines d equations algebriques ou transccndantes, si

Ton a, par exemple, f(x) = f(a?, y), y etant 1 iine des racines y,,

j2 ,
... de 1 equation (19), on devra soigneusement distinguer 1 inte-

grale obtenuc dans le cas ou la racine y serait toujours la meme de

1 integrale obtenue dans le cas oil Ton assujettirait f(x, y) a varier

avec x par degres insensibles. On peut aisement verifier la justesse

de ces conclusions en particularisant la forme des fonctions repre-

sentees par /(, f(x,y) et F(a?,y) dans les formules generates

ci-dessus etablies, ainsi que je le ferai dans un autre article. Je me

bornerai, pour 1 instant, a indiquer les applications Ires simples que
Ton peut faire de ces formules aux deux exemplcs suivrants.

Ce qu on a nomme 1 inverse de 1 integrale definie

r

J n

n est meme pas la valeur de x tiree de 1 integrale complete de 1 equa-
tion differentielle

dx =z ^ i x* dt,

mais la valeur dc x que fournira 1 integrale complete de 1 equation

differentielle

dx ~ y dt,

si Ton assujettit la nouvelle variable y : i a verifier 1 equation linie

2 a varier avcc x par degres insensibles, ct si Ton assujettit, de plus,

x,y, t a prendre simultanement les valeurs initiales

= o.

Ge qu on a nomme la fonction inverse de 1 integrale

=y*^=^==,
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k etant reel ct
&amp;lt; i, n est meme pas la valeur de x tirec do I integrale

complete dc 1 equation differentielle

dx = v/( i x-
) (i A 2 x-

) dt,

mais la valeur de x que fournira I integrale complete de 1 equation

differentielle
dx y dt,

si Ton assujettit la variable y : i a verifier 1 equation fmie

2 a varier avec x par degres insensibles, et si Ton assujettit, de plus,

x, y, t a prendre simultanement les valours initiales

Dans ces deux exemples, il resulte de la forme des equations diffe-

rcntiellcs que I integrale complete ne differo pas de Fintegrale rela

tive a /.

II est bon d obsorvcr qu a la formule (19) on pourrait substituer

une equation differentielle cntre x ct y. Ainsi, en particulier, on

pourrait, dans le premier exemple, substituer a 1 equation finic

1 equation differentielle

x dx -i- y dy o,

on, ce qui revient au memo, assujettir x,y, t a verifier les deux equa

tions differentielles

dx = y dt, dy r= x dt.

Observons enfin que, en suivant les regies ci-dessus tracees, on a

generalement Tavantage d operer sur des equations differentielles qui

ne renferment plus de fonctions irrationnelles, ni de radicaux.
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346.

GALCUL INTEGRAL. - - Memoire sur la continuity des fondions qui repre-

sentent les integrates reelles ou imaginaires d un systeme d equations

differentielles.
C. R., T. XXIII, p. 702 (12 octobre 1846).

Un grand nombre de formules relatives a la transformation des
o

fonctions, par exemple celles qui servent a les developper en series

ordonnees suivant les puissances ascendantes des variables, subsistent

sous la condition que les fonctions restent continues. II importait done

d examiner sous le rapport de la continuite les fonctions qui repre-

sentcnt les integrates d un systeme d equations differentielles. Tel est

1 objet du present Memoire.

Pour qu une fonction donnee de la variable x reste continue dans le

voisinage d une valeur reelle ou imaginaire attribute a cette variable,

il est neeessaire et il suffit : i que, dans ce voisinage, la fonction

obtienne, pour chaque valeur dc x, une valeur unique et fmie; 2 que

la fonction varie avec x par degres insensibles. La seconde condition

peut d ailleurs etre remplie sans que la premiere le soit, et alors la

fonction que Ton considere est une fonction multiple dont les diverses

valours peuvent etre considerees comme representant diverses fonc

tions continues de la variable x. C est en particulier ce qui arrive,

conformement a ce qui a ete dit dans le precedent Memoire, si la

derivee de la fonction donnee devient infinie pour certaines valeurs

de,r, ou si cette derivee renferme des racines d equations algebriques

ou transcendantes qui soient assujettics a varier par degres insen

sibles avec la valeur de x.

Gonsiderons maintenant un systeme de n equations differentielles

du premier ordre qui renferment, avec une variable independante t,

n variables independantes x,y, z, ... assujetties a prendre certaines

valeurs initiates !j, yj, (, ... pour une certaine valeur T de la variable t.

Supposons d ailleurs que, dans la variable /, la partie reelle et le coef-

OF.uvrcs de C. S.
I, t. X. 22
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ticient de v/ l soient regardes comme propres a representer les

coordonnees rectangulaires d un point P, mobile dans un plan hori

zontal. Enfm soit la position du point P correspondante a la valeur

initiale T dc la variable independante. Si les fonctions X, Y, Z, ...

de x, y, z, ...,/, auxquelles se reduisent, en vertu des equations dif-

ferentielles donnees, les derivees des variables x, y, z, . . . , prises par

rapport a /, restent finies et continues dans le voisinage de la valeur T

de /, alors, en s appuyant sur les principes exposes dans mon Memoire

de 1 835 ( ), on reconnaitra, non seulement quo, en vertu des equa

tions difFerentielles donnees, on peut passer du systeme des valeurs

initiales des variables a un nouveau systeme qui corresponde a un

nouveau point tres voisin du point 0, mais encore que les inte-

grales ainsi obtenues seront independantes, du moins entre certaines

limites, du mode d integration employe et meme du choix de la

variable independante. Goncevons, d ailleurs, que, en operant de la

meme maniere, on passe du systeme des valeurs de x, y, z, . .., t

correspondantes au point , a un nouveau systeme de valeurs qui

correspondent a un nouveau point 0&quot; tres voisin de , et continuous

de la sorte. Les points 0, , 0&quot;,
... auxquels on parviendra succes-

sivement sc trouveront sur une certaine ligne droite ou courbe, et, si

Ton nomme P un point mobile qui prenne successivement les diverses

positions 0, , 0&quot;,
. . . , les valeurs de x, j, z varieront avec t par

&amp;lt;legres insensibles, tandis que le point mobile P se mouvra sur la

courbe OO O&quot;. .., pourvu que, en chaquc point de cette courbe, les

variables x, y, s, ... acquierent des valeurs finies, dans le voisinage

desquelles les fonctions X, Y, Z, ... restent elles-memes finies et con

tinues. On pourra d ailleurs supposer que la courbe OO O&quot;. .. se pro-

longe indefiniment dans le plan horizontal qui la renferme, ct rien

n empechera d admettre qu elle est du nombre des courbes qui se

coupeiit elles-memes en un ou plusieurs points., Les formules qui

fourniront tous les systemes de valeurs des variables auxquelles on

(
*

) (JEwres de Caucky, S, II, T. XI.
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pourra ainsi parvenir en partant de valeurs initiates donnees, quelles

que soient d ailleurs la nature et la forme de la courbe OO O&quot;. . . inde-

finiment prolongee, representeront ce que nous nommerons les inte

grates completes des equations differenticlles proposees. Ces integrates

seront generalement independantes du mode d integration adopte, et

meme du choix de la variable par rapport a laquelle on integrera. De

plus, comme, dans le cas oil la courbe OO O&quot;. . . se coupe elle-meme,

le point P, en reprenant deux ou plusieurs fois la meme position,

pent corresponds chaque fois a un nouveau systeme de valeurs des

variables dependantes x, y, z, . . ., il est clair que, en vertu des

integrates completes d un systeme d equations differentiates, les

valeurs des variables dependantes seront des fonctions multiples

de t, du genre de celles qui se trouvent representees par des inte

grates dont les derivees renferment des racines d equations alge-

briques ou transcendantes. Effectivement ces valeurs de x, y, z, ...

pourront etre regardees comme des integrates dellnies, relatives a des

arcs de courbes tracees dans le plan qui renferme le point mobile,

et, a ce titre, ainsi que nous 1 expliquerons dans un prochain article,

elles jouiront des proprietes des fonctions que nous avons considerees

dans le precedent Memoire.

347.

CALCUL INTEGRAL. -- Memoire sur les diverses especes d integrates

d un systeme d equations dijferenlielles.

C. R., T. XXIII, p. 729 (19 octobre 1846).

Considerons n -h i variables x, y, z, . . . , t, ct supposons que ces

variables doivent, non seulement verifier n equations differentielles

du premier ordre, mais encore prendrc simultanemcnt certaines

valeurs initiates. En appliquant aux equations differentiates donnees
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[ integration rectiligne ou curviligne, on pourra passer du systeme

de valeurs initiales dc x, y, z, . . . , / a un second systeme de valeurs

nouvclles, tres voisines des premieres, puis de ce second systeme a

nn troisieme, Si, en continuant de la sorte, on donne aux inte

grales obtenues la plus grande extension possible, elles deviendront

cc que nous avons appele les integrates completes des equations diffe-

rentielles donnees. Ces integrates completes varient et se modifient,

qnand on vient a changer le systeme des valeurs initiales attributes

aux diverses variables; mais elles restent les memes, quel que soit le

mode d integration adopte, et quelle que soit la variable que Ton con-

sidere commc independante. En general, elles ne coincident qu entre

certaines limites avcc ce que nous avons appele les integrates relatives

a I nne des variables consideree comme independante; et, tandis que

les integrales relatives a /, par exemple quand elles sont le produit

d une integration rectiligne, fournissent, pour une valeur donnee

de /, une valeur unique de chacune des variables x, y, s, ..., les

integrales completes, au contraire, resolues par rapport a ces der-

nieres variables, en fournissent communement des valeurs multiples.

Sous peine d introduire une etrange confusion dans 1 Analyse infini-

tesimale, il importe de bien distinguer ces deux especes d integrales,

ainsi que les integrales relatives a diverses variables independantes;

et c est pour n avoir pas fait cette distinction que, dans FAnalysc

transcendante, les geometres sont parvenus tres souvent a des for-

mules qui ne s accordent point avec celles qu ils avaient prises pour

point de depart. Les difficultes qui en resultent deviennent surtout

sensibles quand on considere des equations difTercntielles dans Jes-

({iielles les variables sont separees, ce qui permet d effectuer 1 inte-

gration a 1 aide d integrales defmies. C est particulierement ce qui

arrive dans la tbeorie des fonctions elliptiques et des integrales

abeliennes, quand on envisage cette theorie comme une branche du

Calcul integral; et, comme 1 a tres judicieusement observe M. Eisen-

stein dans un Memoire que renferme le Journal de M. Liouville, on

es( alors conduit a des conclusions qui sont en contradiction mani-
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feste avcc les definitions que Ton a posees. Ainsi, par excmplo, dans

la tlieorie des fonctions elliptiques, on commence par definir le sinus

de 1 amplitude d une variable l comme la fonction inverse d une cer-

tainc integrale definie relative a x; puis on prouve ensuite que cette

fonction inverse x est periodique, et meme doublement periodique ; et

cette proposition contredit la definition adoptee, puisqu il est impos

sible d admettre qu une integrale definie, dont la valeur est unique,

offrc neanmoins une infinite de valeurs distinctes. Pour eviter de se

trouver en presence de semblables difficultes, M. Eisenstein a pro

pose de fonder, comme je Fai fait moi-memc en i843, la tlieorie des

fonctions elliptiques sur la consideration des produits composes d un

nombre infini de facteurs. La principale difference qui existe entre la

marche suivie par M. Eisenstein et celle que j
avais tracee consiste

en ce qu il prend pour point de depart, non pas les produits infinis

simples, auxquels j
avais donne le nom de factorielles geometriques,

mais les produits infinis doubles, dans lesquels on peut decomposer

ces produits infinis simples a Faide des formules relatives aux fonc

tions circulaires.

Au rcste, au lieu d eluder les difficultes de la question, je les aborde

de front dans ce nouveau Memoire; et je prouve que Fon peut, sans

contradiction, etablir la theoric des fonctions elliptiques on meme

des transcendantes d un ordre plus eleve sur la consideration des

integrates definies, ou plus generalement des integrates d un sys-

teme d equations differentielles. Seulement il faut alors abandonncr

les definitions precedemment admises, et leur substituer des defini

tions nouvelles. Ainsi, par exemple, le sinus de Famplitude d une

variable t ne sera plus la fonction inverse de Fintegrale definie

ci-dessus mentionnee, et relative a x, mais la fonction inverse d une

autre integrale definie produitc par une integration curviligne; ou,

ce qui revient au meme, ce sinus sera la valeur de x que fournit Fin

tegrale complete d une equation differentielle dc laquelle on tire la

premiere integrale definie, quand on cherche, non Fintegrale com

plete, mais Fintegrale relative a t, en la deduisant de Fintegration
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rectiligne. On voit, par cet exemple, combicn il importe dc comparer
cntre elles les diverses especes d integrales qu admot line equation

differentiellc, ou un systeme de semblables equations, et surtout d in-

diquer une methode a 1 aide de laquelle on puisse deduire les inte

grates completes des integrates produites par unc integration recti

ligne, relative a Tune des variables consideree comme independante.

On irouvera, dans mon Memoire, des thcoremes generaux qui, en

permettant de resoudre ee probleme dans un grand nombre de cas,

me paraissent devoir contribuer notablement aux progres de 1 Analyse

infinitesimale.

ANALYSE.

I. Sur les Integrates limitees d un systeme d equations differentielles.

Soient

n -f- 1 variables assujetties : i a verifier n equations differentielles

du premier ordre; 2 a varier ensemble par degres insensibles et a

prendre simultanement certaines valeurs initiates

, n, C, -..,
-

En considerant / comme variable independante, on pourra presenter

les equations differentielles donnees sous la forme

(0 D,&amp;lt;r=.r, n ty = r, v t
z = z,

X, Y, Z, ... etant ou des fonctions explicites des variables x, y,

z, ...,/, ou, du moins, des fonctions implicitcs dont les valeurs

seront celles que fourniront les equations differentielles donnees

quand on y rcmplacera D tx par la lettre X, D
ry par la lettre F,

Si ces memes equations fournissaient pour X, Y, Z, . . . plusieurs

syslemes de valeurs distinctcs, alors a chacun de ces systemes cor-

respondrait un systeme particulier d equations differentielles repre-

sentees par les formules (i).
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Conccvons maintenant quo, u designant unc function dcs seules

variables x, y, z, . . . , on pose

- - f

Si les functions X, Y, Z, . . . , u restent finies et continues par rapport

aux variables x, y, z, . . ., t dans le voisinage des valeurs initiales ,

Y), (, ..., T, alors, comme je 1 ai prouve dans divers Memoires, la

serie

(3) u, Vu, V 2
it, ...

sera convergente, du moins pour un tres petit module de la diffe

rence t T; et, si Ton represente par

la somme de cette serie, on aura identiquement

(4)

Si, d ailleurs, x, y, 5, . . . , / varient simultanement de maniere a veri-

tior les formules (i), [ equation (4) donnera

(
5 )

d u=:o;

et, en remplacant successivement u par x, par j, par z, . . . , on tirera

de la formulc (5)

(6)

En vertu des equations (5), les fonctions dc x, y, z, . . . , / et T repre-

sentees par 0^, 0j, 0^, . . . dcvront se reduire a des quantites con-

stantes; et, comme les valeurs initiales de Qx, 0j, 0^ coincideront

avec les valeurs initiales de x, y, z, . . . , puisque 0// sc reduit gene-

ralement au premier terme a de la serie (3) pour unc valour nulle de

la difference t T, les formules (5) donneront

(7) Qx^t, Qy = -

n ,
0- = C,

Telles sont les equations finies auxquelles devront satisfaire, du moins
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entre certaines limites, les variables x, y, z, . . . ,
t ass 11jetties : i a

verifier les formules (i); 2 a prendre simultanement les valeurs ini-

tiales , Y), t, . . . , T. Dans quelques cas speciaux, par exemple lorsque

les equations differentielles proposees seront lineaires et a coefficients

constants, la serie (3) sera toujours convergente, et par suite les for

mules (7) s etendront a des valeurs quelconques de t. Mais, en general,

ces formules subsisteront seulement pour un module de la difference

t 7 inferieur a une certaine limite que nous avons appris a calculer,

et, pour cette raison, nous donnerons aux formules (7) le nom d m-

tegrales limitees.

Observons, au reste, que, en faisant usage de developpements en

series et dernontrant la convergence de ces series a 1 aide du calcul

que j
ai nomme Calcul des limites, on peut obtenir, sous diverses

formes, des integrales limitees des equations (i). D apres ce qui a

ete dit, il est clair que, pour de tres petites valeurs du module de

la difference t T, les valeurs de x, y, z, . . . , tirees de ces divcrses

integrales, verifieront les equations (6) et, par consequent, les for-

rnules (7).

Observons encore que, en vertu des principcs etablis dans le

Memoire Sur la nature et les proprietes des racines d une equation

qui renferme un parametre variable, les formules (7), resolues par

rapport aux variables x, y, s, ..., fourniront, pour chacune de ces

variables, une valeur unique, du moins quand le module de la dif

ference t T ne depassera pas une certaine limite superieure. En

consequence, on peut enoncer la proposition suivante :

THEOREMS. -- Considerons n -h i variables x, y, z, ..., t assujelties :

i a verifier n equations differentielles du premier ordre; 2 a varier

ensemble par degres insensibles et a prendre simultanement certaines

valeurs iniliales 5, Y], , ..., i. Si lesfonctions determinees X, Y, Z, ...,

qui, en vertu de ces equations differentielles , represented les derivees D, x,

D
ty, D f ^, ... des variables x, y, z, . . . , restent finies et continues par

rapport aux variables x y y, z, . . . ,
t dans le voisinagc des valeurs ini-
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tiales , Y], , . . . , T; fl/ors, /&amp;gt;owr
M/Z module de la difference t T i/z/e-

newr # w/ze certaine limite, on pourra salisfaire aux conditions enoncees

en altribuanl a x, y, z, ... un certain systeme de valeurs Ires voisines

de , Y], , . . . ; et ce systeme de valeurs, quisera unique, pourra se deduire

desformules ( 7 )
.

Ajoutons que Ton arriverait a des conclusions toutes semblables si

Ton cherchait a exprimer, non plus x, y, s, . . . en fonction de t, mais

t, y, z, ... en fonction de x, et qu alors, pour un module de la diffe

rence x inferieur a une certaine limite, les valeurs de t, y, z, ...

en x pourraient encore se deduire des formules (7).

Remarquons, enfm, que les valeurs des diverses variables, cxpri-

mees en fonctions de l une d entre elles, par exemple les valeurs de x,

y, z, ... exprimees en fonction de /, seront generalement, en vertu

des formules (7), des fonctions continues, non seulement de la

variable /, mais encore des valeurs initiales , Y], ,
. .., T attributes

aux diverses variables.

II. Sar les integrates rectilignes et curvilignes d un systeme

d equations differentielles.

Etant donnecs les equations (i) du 1 avec les valeurs initiales \,

Y], (, ..., T des diverses variables x, y, 5, ..., /, prenons t pour

variable independante. Considerons d ailleurs dans ccttc variable,

qui peut acquerir des valeurs quelconques, reelles ou irnaginaires,

la partie reelle et le coefficient de \/ i comme propres a representer

les coordonnees rectangulaires d un point mobile dans un plan hori

zontal, et nommons la position de ce point correspondante a la

valeqrT do /. Si les fonctions X, Y, Z, ... restent finies et continues

par rapport aux diverses variables quand on attribue a celles-ci des

valeurs tres approchees de leurs valeurs initiales, on pourra, en vertu

des equations differentielles proposees, ou plutot en vertu de leurs

integrales fournies par l une des methodes que nous avons rappelees

OEnvres deC. S. I, t. X. 2 3
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dans le I, passer des valours initiates , y), , . . . des variables depen-
dantes x, y, s, ... a des valours tres voisines qui correspondront a

une nouvelle valeur de / tres voisine de T, et, par consequent, a un

nouveau point tres rapproche du point 0. On pourra de la meme
maniere, si les fonctions X, F, Z, ... restent finies dans le voisinage
du systeme des nouvelles valeurs de x, y, s, ..., t corrcspondantes
au point , passer de ce nouveau systeme a un troisieme auquel

repondra un nouveau point 0&quot; tres voisin de , etc. En continuant

ainsi, on obtiendra une serie de points 0, , 0&quot;, ... quo Ton pourra

supposcr situes sur une certaine ligne droite ou couVbe OO O&quot;. ..; et

si chacun de ces points correspond toujours a des valeurs de x, y,

:-, . . . , t dans le voisinage desquelles les fonctions X, Y, Z, ... restent

tinies et continues, cette serie pourra sc prolonger indefinimcnt.

Comme d ailleurs les integrales trouvees fcront connaitre les valeurs

dc x, y, 5, ... correspondantes, non seulement aux points 0, ,

0&quot;, . . . , mais encore aux points situes sur la ligne que Ton considere,

outre ct , entre et 0&quot;, . . .
, il est clair quo les valeurs de x,y,

:,..., cnvisagees comme fonctions de t, scront connues pour un point

quelconque de cctte ligne. Les integrales ainsi produites par une inte

gration en ligne droite ou en ligne courbc devront etre naturellement

designees sous le nom d integrales rectilignes ou curvilignes du systeme

des equations differentielles proposees. Du mode de formation dc ces

integrales il resulte evidemment quc les valeurs qu elles fourniront

pour x,y, s, ... varieront, en general, par degres insensibles avec la

variable independante t, et, par consequent, avec la position du point

mobile P sur la ligne OO O&quot;.

Les integrales obtenues seront rectilignes si les valeurs successive-

ment attributes a la variable t sont telles que 1 argument de la diffe-

i-ence t T restc invariable; elles seront curvilignes dans le cas con-

Ira ire.

Lorsque X, F, Zr ... se reduisent a des fonctions de la seule

variable t, alors, t etant pris pour variable independante, les inlc-

ii rales rectilignes des equations (i) du I peuvent etre representecs



EXTRA IT N 347. 179

par les formutes

(i)
1=1&quot;

A-dt
t y-*=f Ydt

&amp;gt;

11 y a plus : les valeurs de x, y, z, ... en t, fournies par les integrates

rectilignes, devront satisfaire, dans tons les cas, a ccs dernieres for

mutes, qui peuvcnt etrc considerecs comme sutfisant a determiner

completement ces valeurs.

Si 1 integration devient curviligne ou, en d autres termes, si / varie

de maniere que la ligne OO O&quot;. .., tracee par le point mobile P, soil

courbe, alors, en nommant s 1 arc de cette courbe mesure a parti r de

la position initiale du point P, on devra, aux formules(i), substi-

tuer les suivantes

(2) a? |=l XD.tds, y f]= I Y\) s tds,-* = fvn

qui peuvent etre considerees comme sulfisant a determiner complMo
ment les valeurs de x, j, z, ....

Si des fonnules (2) ou, ce qui revient au meme, des integrates cur-

vilignes, on veut revenir aux integrates rectilignes rcpresentees par

les lormules (i), il suffira dc remplaccr Tare s par le module de la

difference t 7, et Ds l par 1 exponenticlle trigonometrique qui ofTre

pour argument rargument de cette meme difference.

Jusqu ici nous avons admis que les fonctions X, Y, Z, ... restaient

linies et continues par rapport aux variables x, y, z, . . ., t, dans le

voisinage des valeurs correspondantes a chacun des points 0, ,

0&quot;, . . . , ce qui suppose que ces memes valeurs restent finies. Admet-

tons maintenant la supposition contraire, et concevons qu a un point C

de la ligne OO O&quot;. . . corresponde unc valeur infinie de quelqu une des

variables x, y, z, . . . , ou bien encore qu en ce point 1 une des fonc

tions X, Y, Z, ... devienne discontinue. Pour savoir cc qu alors on

devra nommer les integrates rectilignes ou curvilignes des equations
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differentielles proposees, il suffira d etendre a ce cas-la meme les for-

mulcs (i) ou (2), et de considerer encore ces formules comme les

equations auxquelles dcvront satisfaire les valeurs dc x, y, s, ...

fournies par ces integrales. En vertu de 1 extcnsion dont il s agit,

les i ntgrales rectilignes ou curvilignes prendront une nature sem-

blable a celle des integrales definies dans lesquelles la fonction sous

le signe f devient discontinue. Si la discontinuity consiste en un

changement brusque de valeur dans une fonction qui reste fmie, les

integrales rectilignes ou curvilignes conserveront des valeurs fmies

et determinees. Mais, si 1 une des fonctions X, Y, Z, ... devient

infinic, ces integrales pourront, ou devenir infmies, ou offrir des

valeurs indeterminees, c est-a-dire un nombre infini de valeurs parmi

lesquelles on devra distinguer des valeurs principales. Observons d ail-

leurs que les integrales rectilignes ou curvilignes, quand elles devien-

dront indeterminees, representeront une sorte d integrales singu-

lieres des equations differentielles donnees, et correspondront, si la

ligne OO O&quot;. . . est droite, a certaines directions particulieres de cette

ligne, savoir aux directions qu elle prendra quand on la fera passer

par un point C auquel repondra une valeur infinie de quelqu une des

fonctions X, F, Z, Ajoutons que, si a cette direction singuliere

on substitue deux autres directions qui en soient tres voisines, les

valeurs de x, y, z, ..., tirees des integrales rectilignes, pourront

varier brusquement, leurs variations pouvant etre representees dans

beaucoup de cas a 1 aide des residus de certaines fonctions. Pareille-

ment, si la ligne OO O&quot;. . .
, etant courbe, renfcrme un point C auquel

reponde une valeur infinie de quelqu une des fonctions X, 7, Z,

alors il sulfira souvent de faire subir a cette ligne de tres legers chan-

gements de forme, ou meme de position, en la faisant tourner d une

quantite tres petite autour du point 0, pour que les valeurs de x,

y, z, ..., tirees des integrales curvilignes, eprouvcnt des variations

brusques et instantanees.

Pour appliquer ces principes generaux a un exemple tres simple,

supposons que les formules (i) du I soient reduites a la seule equa-
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tion differentielle

I

et prcnons o, i pour valeurs initiales dcs variables x, t. L integrale

rectiligne de cette equation differentielle sera

&amp;gt;f

dtr dt
-=\t.

Jl
t

Dans ce meme cas, la fonction X, reduitc a -&amp;gt; deviendra infinic pour

/ = o. Cela pose, soient 0, C les points correspondants aux valeurs i

ct o de t. Si la droite 00 ne passe pas par le point C, et si Ton fait

varicr t a partir de sa valeur initiale i, la valour correspondante de x

fournie par 1 integrale rectiligne

variera, par degres insensibles, avec t. II y a plus : cctte valeur de x

variera encore par degres insensibles quand la droite 00 tournera

autour du point 0, dans un sens on dans un autre, en decrivant un

tres petit angle. Mais il n en sera plus dc meme si Ton fait prendre

a la droite 00 la position singuliere OC, et si, en meme temps, on

altribue a t une valeur negative a, a etant un nombre quelconque,

Alors, en effet, 1 integrale definie

&quot;dtr~ dt

J 7

deviendra indeterminee, sa valeur principale etant \a\ et si, en f ai-

sant varier infmimcnt pen la direction de 00 ,
on pose successive-

men t

6 - Ct Y I
j

t ~ &quot; & ~\ y * 5

etant un nombre intiniment petit, on obtiendra deux nouvelles va

leurs de x tres distinctes de \a, savoir

l( a --si/ i) et l( a -^
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ou, a tres peu pres,

la 7i v
7

i et la + Try/

Observons d ailleurs que ces deux valeurs offriront pour demi-sommc

la valeur la correspondante a la direction OC, la difference entre cha-

cune d elles et la etant egale, au signe pres, au produit

^=7 =i(?

En terminant ce paragraphe, il est bon de rappcler que les inte

grates rectilignes d un systeme d equations differentielles sont gene-

ralement modifiees quand on change de variable independanlc. II y a

plus : ellcs se trouvent souvent modifiees quand, aux valeurs initiales

des variables, on substitue d autres valeurs qui verifient ces memes

integrates. Ainsi, par excmpl e, quoiqu on satisfasse a la formule (4)

en posant

neanmoins 1 integrale rectiligne qu on deduit de 1 equation (3), en

prenant ces valeurs de / et de x pour valeurs initiales, savoir

est distincte de la formule (4), et ne s accorde avec elle que pour des

valeurs dc I argument de t, renfermees entre les limites -&amp;gt; + u.
2

III. Sur les integrates completes d un systeme d equations

differentiellcK.

Supposons que, en prenant t pour variable independante, on ap

plique ( integration curviligne aux equations (i) du I. Si Ton

nomme toujours P le point mobile qui correspond aux diverses va

leurs reelles ou imaginaires de t, la position initiate de cc point,

00 0&quot;. .. la courbe qu il decrit, et s t arc dc cctte courbe mcsure a

partir du point 0, les integrates curvilignes des equations donnees
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pourront etre representees, comme on 1 a (lit, par les formules (2) du

II. Observons maintcnant que, dans ces integrales, Fare s pourra

croitre indefinimcnt, la coin-be OO O&quot;... pouvant etre indefiniment

prolongec, et la forme de cettc courbc etant d ailleurs entierement

arbitraire. Quelle que soit cette forme, et quel que soit le nombre des

eirconvolutions a la suite desquellcs le point mobile P atteindra line

position donnee, les valcurs de &,y, z, , fournies par les integrales

curvilignes et correspondantes a dcs positions tres voisines de celles

dont il s agit, varieront generalcment avee s ct t par degres insen-

sibles lorsqu on fera mouvoir le point P sur la courbc qu il decrivait,

ou memo lorsqu on fcra varier infinimentpeu la forme de cette courbe.

11 n y aura d exception a cet egard que dans le cas particulier ou le

point P, en se mouvant sur la courbe OO O . . ., finirait par atteindre

une position a laquelle correspondraient des valcurs infmies de Tune

des variables x,y, z, ... ou dc Tune des fonctions X, Y, Z, ..., par

consequent 1 une des positions occupees par les points G, G , C&quot;, .. .

pour lesquels x, y, z, . . . ou X, Y, Z, . . . devicnnent infmies. Or ces

derniers points sont necessairement
v
des points isoles. Si Ton faisait

passer la courbe OO O&quot;... par 1 un d entre eux, les valeurs de x, y,

:-, ..., fournies par les integrales rectilignes, pourraient devcnir inde-

terminees et orTrir des valeurs principales qui differeraient notable-

ment des valeurs correspondantes a d autres courbes tres voisines.

Cela pose, concevons que Ton veuille dormer aux integrales curvili

gnes la plus grande extension possible, mais cependant avec la condi

tion que les valcurs de x,y, z, ... varient par degres insensibles avec

la position du point P. II suffira evidernment d admetlre que Ton fait

prendre successivement a la courbe OO O&quot;. . . toutes les formes imagi-

nables, mais en evitant de la faire jamais passer par 1 un des points

isoles G, C , G&quot;,
. . ., dont elle pourra neanmoins s approcber indefini

ment. G estalorsque Ton obtiendrace que nous appclons les integrales

completes des equations differentielles proposees. Ainsi defmies, les

integrales completes neseront point modifiecs quand on prendra pour

variable independante, an lieu de /, une quelconque des autrcs va-
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riables x, y, z, .... Ajoutons que les valeurs de x, y, z, ... en /,

tburnies par ces integrales, seront, en general, dcs fonctions multi

ples de t, souvent meme des fonctions qui, pour chaque valeur de /,

offriront une infinite de valeurs distinctes, ou bien encore une infinite

de valeurs tres voisines les unes des autres. Mais il peut aussi arriver

que les integrales completes offrent, pour chaque valeur donnee de t,

une valeur unique, et alors elles coincident necessairement avcc les

integrales rectilignes relatives a /. C est ce qui aura lieu, en particu-

lier, pour une certaine classe d equations differentielles que nous

allons indiquer.

Supposons que, dans les equations (i) du I, X, Y, Z, ... repre-

sentent des fonctions toujours continues des variables x,y, 5, ...,/,

c est-a-dire des fonctions qui restent continues dans le voisinage de

valeurs finies quelconques attributes a ces memes variables. Alors, en

vertu des principes que nous avons etablis, les valeurs de &,y, z,

fournies par une integration rectiligne relative a /, varieront avec /

par degres insensibles et seront fonctions continues dc /, a moins que

/ ne s approche indefmiment d une valeur a laquelle correspondent

des valeurs infmies de quelques-unes des variables x, y, z, Cela

pose, pour savoir si les integrales completes different ou ne different

pas des integrales rectilignes relatives a t, il suffira evidemment d exa-

miner si, quand une ou plusieurs des variables x, y, z-, ... deviennent

infmies, les inverses de ces variables, representees par les rapports

-, 1, 1, ..., restent fonctions continues de t. Or c est ce qui arrivera
x y z

certainement si la propriete qu avaient les equations differentielles

proposees de fournir, pour les derivees D t &, D fy, D t z, . . . des va

riables dependantes x, y, z, ..., des valeurs representees par des fonc

tions toujours continues, subsiste encore dans le cas ou Ton remplace

cellos des variables x, y, z, ... qui deviennent infmies par de nou-

yelles variables x , y , i
1

, ... liees aux premieres par des equations de

la forme

* =-, /=-, * =^x J y z
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Pour eclaireir co qui vionl d elre dit a 1 aido d un example tres

simple, supposons quo les equations differentiolles donnees se redui-

sent a line seule equation de la forme

Si, dans cettc equation, on substitue a la variable x la variable

x = -i on trouvera

(2)

Cela pose, pour que I integrale complete de 1 equation (i) ne differe

pas de I integrale rectiligne relative a t, il suflira que, des deux expres
sions

la premiere soit uue fonction toujours continue des variables x, /, et

la seconde une fonction toujours continue des variables x&quot;, l. (Test

precisement cc qui aura lieu si/(.r, /) est une fonction toujours con

tinue de /, et, en memo temps, une fonction entiere de x, du premier
on du second degre. Ainsi, en particulier, si Ton designe par f(/).

F(/) deux fonctions toujours continues de /, I integrale complete de

1 equation lineairc

(3) D t a; = a:t(t) + (t}

ne differera pas de son integrale relative a /, et par suite la valeur de

x que fournira I integrale relative a /, savoir

/
- f f&amp;lt;ix \

44- /
F(0&amp;lt;? dt ),

^7 /

(4)

sera line fonction toujours continue de /. Ajoutons que Ton pourra

encore en dire autant si, a 1 equation (3), on substitue la suivante

(5 1

GKn vre .s- de C. S. I, t. X. 24
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ou, plus generalement, la suivante

(6) IVr&quot;,

f(t}, f,(/), f2 (0 designant trois fonctions toujours continues do t.

Lorsque les integrates completes d un systeme d equations diffe-

rentielles ne se confondent pas avec les integrales rectilignes relatives

a /, il importe de comparer cntre elles ces deux especes d integrales,

et surtout de voir comment on peut passer des unes aux autres. Telle

est la question qui est traitee dans la derniere Partie de mon Memoire,

et sur laquelle je reviendrai prochainement.

348.

ANALYSE MATHEMATIO.^- - Memoire sur les valeurs rnoyennes

des fonctions.

C. K., T. XXIII, p. 7{o (i() octobrc 1846).

Simple enonce.

349.

CALCUL INTEGRAL. -- Sur les rapports et les differences qui existent enlre

les integrales rectilignes d un systeme d equations differentielles et les

integrales completes de ces memes equations.

C. II., T. XXIII, p. 779 (&amp;gt;() oclobrr 18
{(&amp;gt;).

Dans la derniere seance,
j
ai fait voir combien il importe de distin-

guer les unes des autres ct dc comparer entre elles les diverses especes

d integrales qu admct un systeme d equations diflferentielles. J ai

ajoute que j
etais parvenu a etablir des theoremes generaux, a I aide

des(|tiels on peut effectuer cette comparaison et deduire les integrales
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completes des integrales produites par une integration rectiligne,

relative a 1 unc des variables consideree comme independante. Je vais

aujourd hui realiser la promesse que j
avais faite de revenir sur cette

question, et montrer comment on pent la resoudre, en s appuyant sur

la theorie des integrates definies singulieres et sur la consideration

des fbnctions continues.

ANALYSE.

Soient tonjours
X) } , ~-, . . .

,
t

n -+- 1 variables assujetties : i a verifier n equations differenticlles du

premier ordre; 2&quot; a varicr ensemble par degres insensibles et a

prendre simultanement certaines valeurs initiates

C,

En considerant t comme variable independante, on pourra presenter

les equations differentielles donnees sous la forme

A\ F, Z, ... etant, ou des fonctions explicites des variables x, y,

-, ...,/, ou du moins des fonctions implicites dont les valeurs seront

celles que fourniront les equations differentielles quand on y rempla-

cera D tx par la lettre X, D cy par la lettre F..... Si ces memes equa

tions fournissaient, pour X, Y, Z, ..., plusieurs systemes de valeurs

distinctes, alors, a chacun de ces systemes correspondrait, comme

nous Favons dit, un systeme particulier d equations differentielles

representees par les formules (i).

Concevons maintenant que, dans la variable independante l, on

consider* 1 la partie reelle et le coefficient de \j i comme propres a

representer les coordonnees rectangulaires d un point P qui sc meut

dans un plan horizontal; et nommons la position initiate de ce point

correspondante a la valeur T de /. Supposons encore que Ton joigne

le point an point P : 1 par une droite OP; 2 par une courbe
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OO O&quot;. . .P, donl la longueur, mesureo a partir du point 0, soil repro-

sentee par la lottre s. Supposons enfin quo, dans les equations 0),
.V, Y, /, ... ropresentent des fonctions completement determinees dos

variables x, y, -,..., t. Taudis quo Ton prolongera indefinimcnt la

droite OP, ou la courbe 00 . . .P, IPS variables x,y, z, . .. assu jetties :

j a prendre, pour la valour initiate 7 de /, les valours initiales cor-

respondantes , /], C, ...; 2 a varior avoc t ou s par degres iusonsiblos,

ot a verifier los equations (Y), seront ce quo nous avons appele les

integrates rectilignes ou curvilignes do ces monies equations, et satisfe-

ront, dans lo premier cas, aux formules

(2) x l^i -Ydt, y~-n~l J&quot;dt, z
j Zdt, ...;

&quot; T - T /t

dans le second eas, aux formules

(3) x =fj:D,tds, y n=CrD,td*, z - $= ( Z \) s tds
o - o - o

Ajoutons quo, si la droite OP ou la courbe 00 . . .P vieut a se deplacer

en tournant d une quantite tres petite autour du point 0, les valours

de x, Y,X, ..., fournios par les integralcs rectilignes ou curvilignes,

varieront tres pen elles-memes, a moins quo la droite OP, ou la courbe

00 .. .P, ne passe par un ou plusieurs des points isoles C, C , G&quot;,
. ..

auxquels correspondent des valeurs infinies de quelques-unes des va

riables x, y, 5, . . ., ou de quelques-unes des fonctions X, Y, Z,

Quant aux integrates completes, -olios ne seront alitre chose quo lo sys-

teme do toutes les integrates curvilignes correspondantes a toutes les

formes imaginables de la courbe 00 ... P, ou plutot a toutes les formes

quo cette courbe pourra prendre, sans jamais passer par 1 un des

points G, G , G&quot;, ... dont il hii sera neanmoins perrnis de s approcber

indefmiment. Getto i-estriction est necessaire lorsqu on vent con-

server aux integralcs completes la propriete remarquablc de fournir,

pour les variables indopendantes x, y, z, . . .
, des valeurs qui varient

toujours par dogres insensiblos avec la variable independante /, quelle
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quo soit d ailleurs la variation reelle ou imaginaire dc t, ou, ce qui

revient au memo, quelle que soit la direction suivant laquelle sc de-

place le point mobile P.

Ces definitions etant admises, et t etant toujours considere comme

variable independante, supposons que, a 1 aide d un precede quel-

conque, on ait obtenu les integrates rectilignes des equations ( i), et

soient

ces memes integrates. Soient encore

*, sr, *,-...

les fonctions de / auxquclles se reduisent

-r, r, z, ...

quand on y substitue les valeurs de x, y, z, ... tirees des formulcs
( i).

On aura identiquement

/
r 1 1 ( / \ &amp;gt;&quot; I V^ ///Jr I It J -5 I &amp;lt;m L&tf

,
....

Soient, d autre part, r la longueur du rayon vecteur OP, et p Tangle

polaire qu il decrit, cet angle etant mesure a partir de la direction pri

mitive du rayon, c est-a-dire a partir de la direction de la tangente

menee par le point a la courbe 00 P. On aura

et, dans cette derniere formule, Tangle p, d abord positif, pourra, ou

croitre indefiniment, si le rayon vecteur /- tourne toujours dans le

memo sens autour du point 0, ou bien, apres avoir cru pendant un

certain temps, decroitre ensuite. 11 y a plus : Tangle p pourra subir

des accroissements et d^croissements alternatifs, en vertu desquels il

acquerra une infinite de valeurs positives ou meme negatives. Ajou-

tons qu a ces accroissements ou decroissements correspondront, pour
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le rayon vecteur r, des rnouvements de rotation qui s effectueront on

sens contraires, et en vertu desquels il pourra reprendre plusieurs fois

une direction donnee.

Cela pose, considerons le rayon vecteur OP ou r parvenu dans une

position telle que, avant de 1 atteindre, il ait toujours tourne dans le

meme sens, en decrivant un angle inferieur a quatre droits. Nom-

mons S 1 aire comprise entre la courbe 00 .. .P et la droite OP. Le

contour en partie curviligne, en partie rectiligne, qui terminera cette

aire, sera un contour ferme; et, si Ton nomme (S) ce que devient

1 integralc

f&Ditds,
%

quand on la suppose etendue a tous les points de ce contour, c est-

a-dire quand on considere la droite PO comme propre a representer le

prolongement de 1 arc s, on aura evidemment

(S) i A; \) s tds f A- dt.

t/0 , -r

Supposons d ailleurs que les fonctions X, Y, Z, ... restent finies et

continues par rapport aux variables x, y, z, ..., t dans le voisinage de

valeurs liees entre elles par les equations (4) et correspondantes a un

point quelconque de la surface S. Alors les fonctions de /, designees

par ,x,, ,7, i, . . ., resteront elles-memes finies et continues dans le voi

sinage d une valeur de t correspondante a un point quelconque de

cette surface; et, en vertu de ce qui a ete dit dans la seknce du 3 aout

dernier, on aura

(8) (S) = o
;

par suite, la forinule (7) donnera

/* r
1

(9) / S,\)\tds
I

X,dt;
/9 t

et, comme on obtiendra des resultats semblables en remplacant A-
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par J, par ,
. . ., on trouvera definitivement

i o
)

i XD,t ds =
j -Xdt, I .J I), t ds = / J rff,

* T - ^T

ou, ce qui revient au meme, eu egard aux equations ( j),

c
*

r
*

(11) 9(0 ; / 3GD,*&amp;lt;fc, x(0 fl~/ r7D,flk,
-u - o .

Or il suit des formules (i i) que les valeurs de a?, y, z, . . ., fournics

par les equations (, i), satisfont aux formules (3). Ges valeurs repre-

senteront done, non seulement les integrales rcctilignes, mais encore

les integrales curvilignes des equations (i), et meme elles scront les

seules que pourra fournir 1 integration curviligne, lorsque, en par-

tant du point pour arriver au point P, on suivra la courbe 00 . .. P,

puisquc, dans tous les points de cette courbe, elles produiront des va

leurs finies X-, 3*, &, ... des fonctions X, F, Z, ..., qui, par hypo-

thesc, resteront continues dans le voisinage de ces memes points (voir

le theoreme des pages 176-177). En consequence, on pourra enoncer

la proposition suivante :

THEOREMS I. Supposons les n -+- 1 variables .T, y, z, . . ., t assujetties
:

i a verifier les equations (i), dans lesquelles X, F, Z, ... designent des

fonctions determinees de x, y, z, ...,/; 2 a varier ensemble par degres

insensibles et a prendre simultanement les valeurs initiates , Y], C, . . ., 7.

Considerons d ailleurs, dans la variable /, la partie reelle et le coefficient

de \/ i commepropres a representer les coordonnees redangulaires d un

point P qui se meut dans u/i plan horizontal, et nommons la position

iniliale de ce point c.orrespondanle a la valeur T de t. Enfin representons

les integrales rectilignes des equations ( i

) par les formules (4) ; joignons

le point Oau point P : i par la droile OP ; 2 par une courbe . . . P ; sup-

posons le rayon mobile OP parvenu dans une position telle que, avant de

I atteindre, il ait toujours tourne dans le meme sens en decrivant un angle

inferieur a qualre droils ; et nommons S la surface que terminent, d une

part, ce rayon vecteur, d autrepart, la courbe 00 . . .P. Si les fonctions
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A, }~, Z, . . . restent finies el continues pa? rapport aux variables .r, r,

5, . .., /, flans le roisinage dc raleurs liees enlre diespar les for/miles (f\)

el correspondantes a un point, quelconquc dc la surface S, les valeurs de

.T, Y, r, . . ., donnees par ces formules, coincideront , pour chaque point

de la courbe 00 . .. P, avec les valeurs de x, y, -, . . . quc VQJI dedmrail

de Vintegration curvilignc, en faisajit decrire cette courbe an point mo
bile.

Corollairc. -- Soil R un point situe sur la courbe 00 . . .P, ontre les

deux points extremes 0, P, et nommons s, t les valeurs de s, t corres

pondantes au point R. La formule (9) donnera

( &n s tdt~ f ~\-dt.

De plus, si Ton nomme s 1 aire que terminent, d une part, les rayons

vecteurs OR, OP, d autre part, la portion de courbe RP, et si Ton

nomme (*) ce que devient 1 integrale

quand on la suppose etendue a tous les points du contour de la sur

face S, on aura evidemment

(.
1 3

) (
-S

)
r

- C -\, dt + t t\. D, / ds C A; dl,
&quot; T l

s t

et a la formule (8) on pourra joindre la suivantc :

(4) (*) = o;

or, de cette derniere, jointe a la formule (i3), on tirera

r
*

,.&amp;lt; ,.t

/ &amp;lt;\-l) s lds= &dtl Kdi;
,/

9 i/T J-

et il suffira, evidemment, de combiner entre clles, par voie d addi-

lion, les formules (12) et (i5), pour retrouver 1 equation (9).

Ce n est pas tout. La demonstration que nous verions de donner de
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la formule (ID) continuera evidemment de subsister, si le rayon vec-

tcur r, apres avoir tourne dans un sens pour atteindre la direction OH,

tourne en sens contraire pour atteindre la direction OP; ct, comme

les formules (12) et (i5), combinees entre elles par voie d addition,

reproduisent toujours 1 equation (9), il est clair que cette derniere

equation doit etre etendue, avec le theoreme I, au cas ou le rayon vec-

teur r, avant d atteindre sa position finale, tourne d abord dans un

sens, puis en sens contraire. 11 y a plus : si, avant d atteindre sa posi

tion finale, le rayon vecteur OP tourne alternativement dans un sens

et dans un autre plusieurs fois de suite, on pourra diviser 1 arc s en

plusieurs parties, dont chacune soit comprise entre deux points telle-

ment choisis, que le rayon vecteur tourne toujours dans le meme sens

quand son extremite passe d un de ces points a 1 autre; et, pour

retrouver alors le theoreme I, il suffira de combiner entre elles, par

voie d addition, les diverses formules correspondantes aux cliverses

parties de 1 arc s. En consequence, on peut enoncer la proposition

suivante :

THEOREME II. -- Les memes choses etant posees que dans le theoreme 1,

avec cette seule difference que, avant d atteindre sa position finale, le rayon

vecteur OP tourne tantot dans un sens, tantot dans un autre, en decrivanl

des angles quelconques, nommons S la portion de surface plane dont les

diverspoints sont precisement ceux que rencontre dans son mouvement le

rayon vecteur OP. Si les fonctions X, Y, Z, . . . reslenl finies et continues

par rapport aux variables x, y, s, . . .
, t, dans le voisinage de valeurs

liees entre elles par les formules (4) et correspondantes a un point quel-

conque de la surface , les valeurs de x, y, z, . . . , donnees par ces for

mules, coincideront , pour chaque point de la courbe 00 . ..P, avec les

valeurs de x, y, z-, . . . , que I on deduirait de I integration curviligne,

en faisant decnre cette courbe au point mobile.

Corollaire. II est important d observer que le theoreme precedent

subsisterait dans le cas meme ou le contour 00 . . . P serait en partio

rectiligne et en partie curviligne, par exemple dans le cas ou ce con-

OF.uvres de C. S. I, t. X. 25
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tour se composerait d un rayon vecteur 00 mene du point O au

point , et d unc portion cle courbe O P tracee entrc les points

et P.

En s appuyant sur Ics theoremes quo nous venous d etablir, on

resout facilement la question suivante :

PROBLKME. - - Les lettres X, Y, Z, . . . etant des fonctions delermine.es

des variables x, y, z, . . . , /, supposons que les integrates reclilignes des

equations (i) soient connues et rcprescntees par les formules (4). Suppo-

sojis encore que, les variables x, y, z, . . .
,

t etant liees entre elles par les

formules (4), les fonctions X, Y, Z, ... ne deviennent discontinues qu en

devenant infinies, pour certaines valeurs particulieres de t correspondantes

a certains points isoles C, C , C&quot;, .... On demande les integrates curvi-

lignes , correspondantes a line courbe OO O&quot;, ... tracee arbitrairement

dans le plan quirenferme le point mobile P, et prolongee indefiniment, a

parlir du point .

Solution. -- Les valeurs initiates des variables etant supposees les

mernes dans 1 inlegration rectiligne et dans 1 integration curviligne, il

resulte du theoreme II que les integrales curvilignes se confondront

avec les integrales rectilignes jusqu au moment ou le rayon vecteur r,

inene du point a la courbe, rencontrera un ou plusieurs des points

isoles C, C , G&quot;,
. .., par exemple le point G. Nommons R la position

que prendra en ce moment rextremite P du rayon vecteur, ct R , R&quot;

deux positions infmiment voisines situees, 1 une en deca, 1 autre au

delii de la position R. Soient enfin x, y, z, ... les valeurs de x, y, z, ...

fournies par les equations (4) au moment ou le point mobile P atteint

la position R ou plutot la position R . Lc rayon vecteur r continuant a

se mouvoir, le point mobile P passera de la position R a la position

infiniment voisine R&quot;, \\ laquelle correspondront, en vertu de 1 integra

tion curviligne, des valeurs de x, y, z, ... qui differeront infiniment

pcu de x, y, z, Mais il n cn sera plus de meme des valeurs de x, y,

z, ... fournies par 1 integration rectiligne; et pour que, dans le pas

sage du point au point R&quot;, 1 integration rectiligne reproduisc des
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valeurs do x, y, z, ... sensiblement egales a x, y, z, . . . , il sera neces-

saire que, en partant du point 0, Ton attribue aux variables depen-

dantes x, y, z, ..., non plus les valeurs initiates , Y], (, mais

d autres valeurs initiales ,, Y],, (,, Ajoutons que, pour obtenir

ces dernieres, il suffira evidemment d appliquer { integration recti-

ligne aux equations (i), en faisant mouvoir le point P sur la ligne

droite R&quot;0, et le ramenant ainsi de la position R&quot; a la position 0.

Les valeurs ,, Y],, *(,,... etant determinees, si on les prend pour

valeurs initiales, les valours generales de x, y, z, . . ., que produira

[ integration rectiligne, seront donnees, non plus par les equations (4),

mais par des equations du meme genre,

(16) *=?t(0 y=xi(*), *= tyi(t),

en vertu desquelles x, y, z, ... se reduiront a ^ , Y], , (, pour / = T ;

et, si Ton replace le point mobile P dans la position R, ou plutot dans

la position infmiment voisine R&quot;, ces equations reproduiront precise-

ment les valeurs x, y, z, ... des variables x, y, z, ____ Si Ton suppose

ensuite que le point P, poursuivant sa route primitive, se meuve sur

le prolongement de la courbe 00 .. .R, les integrates eurvilignes cor-

respondantes a cette courbe sc confondront, en vertu du tlieoreme II,

avec les integrales rectilignes representees par les formules (16), jus-

qu au moment oil le rayon vecteur OP rencontrera de nouveau mi

point isole. Alors, en raisonnant comme ci-dessus, on se trouvora

conduit a substituer aux formules (16) d autres formules du meme

genre,

en vertu desquelles x,y, z, ... acquerront, pour / =; 7, certaines va

leurs ^ 2 , yj 2 , C 2 , ... generalement distinctes de , Y], (, ... et de E,, YJ,,

(,, ...; et il est clair que, en continuant de la sorte, on finira par
obtenir, pour un point quelconque de la courbe OO O&quot;. . . , les valeurs

cherchees de x, y, z, ....

Les integrales eurvilignes des equations (i) etant ainsi connues,
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quelle quc soit d ailleurs la courbe suivie par le point mobile P, on

connaitra, par suite, les integrales completes, c est-a-dire le systeme

des integrales curvilignes relatives a toutes les formes que cette courbe

pourra prendre, sans jamais passer par Fun des points isoles C, C ,

C&quot;,
... dont il lui sera neanmoins permis de s approcher indefini-

ment.

Dans d autres articles, j examinerai, en particulier, ce qui arrive

quand X, Y, Z, . . . sont des fonctions non plus explicites, mais impli-

cites dc x, y, z, ..., par exemple des fonctions dont les valeurs,

assujetties a varier par degres insensibles avec x, y, z, ..., doivent

verifier certaines equations algebriques ou transcend antes; et je mon-

trerai, par des applications diverses, 1 utilite des formules generates

que je viens d etablir.

350.

ASTROXOMIE. Methodes nouvelles pour la determination des orbites

des corps celestes, el, en particidier, des cometes.

C. R., T. XXIII, ]&amp;gt;. 887 (16 novcmbro 1846).

Dans les calculs relatifs a la determination de 1 orbite que decrit un

corps celeste, par exemple une comete, on doit distinguer deux especes

de quantites. Les unes, savoir la longitude et la latitude geocentriques

de la comete, et leurs derivees prises par rapport au temps, sont imme-

diatement fournies par les observations, ou, du moins, s en deduisent,

pour une epoque donnee, avec une exactitude d autant plus grande,

que le nombre des observations faites a des epoques voisines est plus

considerable. La comete etant censee decrire une section conique, el

les quantites dont je viens de parler, ou plusieurs d entre elles, etant

supposees connues, les autres quantites, par exemple la distance de la

comete a la Terre, ou plutot la projection de cette distance sur le plan

de 1 ecliptique, 1 inclinaison de 1 orbite, la direction de la ligne des
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noeuds, etc., se deduisent des equations du mouvement, a 1 aide de

formules approximatives ou exactes. Parmi les formules approxima-

tives, on doit remarquer cellos qu ont donnees Lambert, Olbers, Lc-

gendre, et, en dernier lieu, MM. de Gasparis et Michal. Parmi les for

mules exactes, on doit distinguer celles auxquelles sont parvenus

Lagrange, Laplace et M. Gauss.. Lagrange ct Laplace out ramene le

probleme a la resolution d une equation du septieme degre. Celle que

M. Gauss a trouvee est du huitieme degre, mais, peut etre reduite,

comme 1 a remarque M. Binet, dans un Memoire que renferme le

Journal de I Ecole Polytechnique, a 1 equation deja mentionnee du sep

tieme degre. D ailleurs cette equation, comme 1 a reconnu M. Gauss,

offre quatre ou six racines imaginaires. Ajoutons que les coefficients

qu elle renferme peuvent etre determines, au moins approximative-

ment, a 1 aide de trois observations de la comete. Mais comme, dans

le cas oil trois racines sont reelles, deux orbites differentes peuvent

satisfaire a la question, il en resulte que, pour obtenir, dans tous les

cas, une orbite completement determinee, on doit supposer connues

au moins quatre observations faites a des epoques voisines, ou plutot

les quantites dont les valeurs approchees peuvent etre calculees a

1 aide de ces quatre observations. J ai cherche, en admettant cette

supposition, un moyen simple de resoudre le probleme. Les astro-

nomes apprendront, je 1 espere, avec plaisir, qu on peut, dans tous

les cas, le reduire a la resolution d une seule equation du premier

degre.

J ajouterai que, en supposant connues les seules quantites dont la

determination approximative peut s effectuer a 1 aide de trois obser

vations, je ramene le probleme a la resolution d une seule equation

du troisieme degre.

ANALYSE.

Prenons pour plan des x, y le plan de 1 ecliptique, pour demi-axes

des x ety positives, les droites menees du centre du Soleil aux pre

miers points du Belier et du Cancer, et supposons les z positives
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fiiosurees sur une pcrpendiculaire au plan do I ecliptique dn rote du

polo boreal. Soient d aillcurs

x, y, z les coordonnees do la planete ou do la comete quo Ton consi-

dere ;

r la distance do cotte comete au Soleil;

x, y les coordonnecs de la Terre ;

// la distance de la Terre au Soleil ;

TS la longitude heliocentrique de la Torre;

a, la longitude ct la latitude geocontriquos de la comete;

\ la distance de la Terre a la comete;

p la projection de cette distance sur le plan do 1 ecliptique.

On aura

(1) x = \ -+- pcosa, y = y-J

t-ps\\\z, z = p tanjrO

et

(2) \=-ftcosi3, ym//sinsT.

Do plus, en prenant pour unite de masse la masse du Soleil, ot pour

unite do distance la distance moyenne de la Torre au Soloil, on aura

encore

(3) D,*4-=o, D;jr+=o, Dl5+^=o
et

(4) D?x+,=o,

Or, des formules (3), jointes aux equations (i) ot (4), on lire

(5) Dp.;=:,*p,

les valours des coedicients A, //, C etant determinees par lo systomo

des formules

j

C\ -+- [B (J)/a)
2

] cosa (D? a + 2-4 J)/a) sina = o,

(
C\ + [B (I), a)

2

] sin a + (l)|a + 2.-1 I)/ a) cos a o,

(7)



EX TRAIT N 350. 199

et la valeur de etant

(8)

D ailleurs on tircra des formules (i) ct (2)

(9) /-
2 /?2 +27?pcos( nr) + (i + 2

)p
2

.

Connaissant le mouvemont de la Tcrre, on connait par suite, a une

epoque quelconque, Ics valeurs des quantites x, y, /?, CT. D autre part,

les valeurs des quantites a, et les derivees de ces quantites, diile-

rentiees par rapport au temps, peuvent se deduire, pour une epoque

don nee, d observations faites a des epoques voisines, avec une exacti

tude d autant plus gran.de, que le nombre des observations est plus

considerable. On peut y parvenir a 1 aide de la formule d interpolation

due a Newton et employee par Laplace, ou mieux encore, a 1 aide de

celles que j
ai donnees dans un Memoire lithographic a Prague, en

1837, et reimprime dans le Journal de M. Liouville
( ).

Les valeurs de

a, D,a, DJa, 9, D,9, I)
f

2

etant connues, les equations (6) et (7) determineront les coefficients

A, B, C, et Ton pourra des lors tirer des formules (5) et (9) les va

leurs de

p, /-, I),p, D?p.

Si Ton considere en particulier la dcrniere des equations (5), il suflira

d en eliminer p ou r a 1 aide de la formule (9) pour obtenir Fequation

en r ou p que donnent Lagrange ct Laplace, et qui est du septieme

degre.

(]oncevons maintenant qu a la premiere des equations (5) on joigne

sa derivee

I)?p= Atitp + pDiA;
on en conclura

(10)

( ) OEuvres de Caucliy, S. II, T. II.
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D ailleurs, les deux dernieres equations (5) donnent

(n) n* p

En egalant 1 une a 1 autre les deux valeurs precedentes de
D)&quot;p,

on

trouvcra

(12)

Telle est 1 equation du premier degre qui fournira immediatement la

valeur de 1 inconnue p.

Pour tirer pratiquement de 1 equation (12) la valeur de p, c est-

a-dire la distance d une comete ou d une planete a la Torre, ou plutot

la projection de cettc distance sur le plan de 1 ecliptiquc, il est neces-

saire de connaitre au moins quatre observations completes, afin quo

Ton puisse calculer au moins approximativement les derivees du troi

sieme ordre de a et de 0, contenues dans la valeur de D,^4.

Au reste, lorsqu il s agit d une comete, et que 1 orbite est supposee

parabolique, on peut, des formules (5) et (9) jointes a 1 equation des

forces vives, deduirc facilement une equation nouvellc qui, etant seu-

lemcnt du troisieme degre par rapport a rinconnue p, ne renferme

plus les derivees du troisieme ordre D;*a, DfO. On y parviendra, en

effet, en operant comme il suit.

Soit a le demi grand axe de 1 orbite decrite. On aura generalement

D ailleurs, de 1 equation (i3), jointe aux formules (i) et a la premiere

4es formules (5), on tirera

les valeurs de ,&,, o)b, &amp;gt; etant

(i5) ill- : (A cosa sinal),a) I),x + (A sina + cosa I) / a)J) &amp;lt; y,
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Si 1 orbite decritc se reduit a unc parabolc, en sorte qu on ait - = o,

1 equatipn (14 ) donncra simplemcnt

(16) -
&amp;lt;& -i-Dbp-)- Sps.

D autre part, la derniere des equations (5), presentee sous la forme

et combinee, par voie de multiplication, avec 1 equation (9), donnera

(i-t-0
2

)p
2

].

Done, eu egard a 1 equation (16), on aura

08) 2 -4- Cp [/?
2+ 2/?pcos( w) -t- (n-e*)p

4
]
==

Telle est 1 equation du troisieme degre, a 1 aide de laquelle on deduira

facilement la valeur de la distance p des valeurs de a, et de leurs

derivees du premier et du second ordre, quandTastre donne sera unc

comete dont 1 orbite sera sensiblement parabolique.

II est bon d observer que, si, en nommant co la vitesse de la comete,

on pose

on aura, eu egard aux formules (9) et (i5),

(ao) ^

&quot;

et, en vertu de la formule (i3),

OO - -t-i2.
/ a

Or, en differential la premiere des equations (19) et la formule ^ai),

on trouvera
2 / I), / = D

t &, 2 /-- D[ / D, i2,

CEuvres dc C. S . I, t. X. 26
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et, par suite,

T D,o
&amp;gt;.&amp;gt;

)

-
.

/
3

I),cl

De cette derniere formulo, combinee avec 1 equation (17), on tire

(28)

D ailleurs, Si et Q scront determinees en fonctions de p par les for-

mules (20), et, en vertu de cos formulcs, jointes a la premiere des

equations (5), D,R, D,Q seront, ainsi que s\ et Q, des fonctions en-

tieres de p, du second degre. Done 1 equation (
&amp;gt;. &amp;gt; ) sera du Iroisiernc

degre en p; et cctte equation, qui subsistera, dans le cas meme on

1 astre donne cessera d etre une comete, et ou 1 orbite cessera d etre

])arabolique, pourra etre substituee avec avantage a 1 equation (18).

Ajoutons que 1 equation (23), comme 1 equation (18), renferme seu-

lement, avec les angles a, 0, leurs derivees du premier et du second

ordre, c est-a-dire des quantites dont les valeurs approehees peuvent

etre determinees a 1 aide de trois observations.

351.

MECANIQUE APPLIQUEE. llapport sar le systeme propose par M. DE JOUITROY,

pour les chemins defer.

C. R., T. XXIII, p. &amp;lt;)ii
(iG novcnibre i8.j( &amp;gt;).

Prevenir et diminuer le plus possible les graves accidents qui, trop

souvent, compromettent la vie des voyageurs sur Jes cbcmins de fer,

tel est surtout le but que M. de Jouffroy s est propose d atteindre, ii

I aide du nouveau systeme qu il a presente a 1 Academie, et que nous

avons ete cliarges d examiner. Les principales difTerences qui existent
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entrc ce systemc ot ccux qu on omploic le plus generalement sont les

suivantes.

Dans les systemes communement adoptes, chaque locomotive com-

prenant la chaudierc qui renferme la vapour est portee par quatrc ou

six roues, deux d entrc clles etant les roues motrices qui, a chaque

coup de piston, executant une revolution complete. Chaque wagon est

porte parquatre roues. Cesdiverses roues, munies de rebords deo&quot; ,o3

dc hauteur, courcnt sur deux rails saillants, a surface bombee, en

tournant avec les essieux. La distance entre les deux rails est d en-

viron i

m
,5o. Mais les wagons et leurs marchepieds debordent de

chaque cote, de telle sorte que la largeur totale de la voie est d cn-

viron 3&quot;\ Le centre de gravite des wagons charges est situe au-dessus

des essieux, ct a plus de i
n ,5o au-dessus du sol. Enfm la hauteur

totale de ceux-ci est de 3 IU environ.

Dans le systemc de M. de Jouffroy, trois rails sont etablis sur chaque
voie. Les deux rails lateraux, qui supportent les roues des wagons et

les quatre petites roues de la locomotive, sont ecartes a 2m,6o 1 un de

1 autre, et o (Trent des rebords interieurs dont la saillie est de o&quot;

1

, 12.

Les deux roues motrices de la locomotive sont remplacees par une

seule roue d un grand diametre et a large jante, qui roule sur le troi-

sieme rail etabli au milieu de la voie, a o 1 1

, 26 au-dessus des rails late

raux. Les wagons, portes chacun sur deux roues qui tournent autour

de leurs fusees, sont reunis deux a deux par une articulation verti-

cale. En vertu de ces dispositions, les essieux ne tournent pas et res-

tent independants 1 un de 1 autre. La locomotive se compose de deux

trains, dont le premier, arme de la roue motrice, porte les cylindres,

tandis que le second porte la chaudiere. Ces deux trains sont unis par

une articulation de o 111

, 80 a i&quot; de hauteur. L articulation qui unit deux

wagons est plus longuc encore, et sa hauteur estdc i&quot; ,7o. Les couples

de wagons se rattachent les uns aux autres, et la locomotive se ral-

tache elle-meme au tender par i intermediaire de doubles ressorts

articules. Le diametre des roues des wagons qui, dans les systemes

adoptes en Krance, ne depassc pas i&quot;

1

, est augmente et porte a i&quot;

1

,
H&amp;gt;
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environ. Le centre de gravite des wagons charges est abaisse presque

an niveau des essieux, et leur hauteur est reduite a 2
&quot;, a partir de la

voie. En vertu d un mecanisme particulier, qui ne gene en rien les

mouvements des wagons dans 1 etat normal, des freins se trouvent,

lorsqu un choc survient, appliques et presses fortement entre les

jantes des roues des wagons, afin que le convoi s enraye de lui-meme

si une circonstance imprevue fait naitre quelque danger. Enfin, un

autre mecanisme et d autres freins que dirige le conducteur permet-

tent a celui-ci, non seulement d enrayer a volonte la roue motrice et

le dernier des wagons, mais encore d isoler immediatement les wagons

et de les rendre independants les uns des autres.

Apres avoir mis sous les yeux des Commissaires un petit modele

propre a donner deja quelque idee du systeme que nous venons de

decrire, M. de Jouffroy s est determine a le realiser en grand; et, pour

en faire mieux ressortir les proprietes, il a, dans cette realisation,

cherche a reunir les principales difficultes que Ton peut avoir a sur-

rnonter dans la pratique. Dans un espace fort resserre, il a fait con-

struire une voie circulaire de i2m ,5o de rayon, sur laquelle sont eta-

blis les trois rails dont nous avons parle. Le rail central, de forme

parallelepipedique, a pour section transversale un carre dont le cote

est de o 1

&quot;,
i 3 et porte des stries d environ om ,oo5 de profondeur.

D ailleurs la voie circulaire offre une rampe dont 1 inclinaison est

de o,o3o par metre. Enfin, pour combattre 1 effet de la force cen

trifuge, on a eleve le rail exterieur a o &quot;,oG au-dessus du niveau dn

rail interieur.

Quant a la grande roue motrice, elle offre un diametre de 2 In
,2o. Sa

jante en bois se compose de trente-six pieces, placees dans le sens du

bois debout, ct serrees entre deux joucs de metal qui, debordant de

o&quot; , 10, embrassent le rail du milieu. Les deux trains dans lesquels

se divise la locomotive pesent chacun 6oookg
. Ajoutons que des bielles,

mucs par le piston, transmettent leur mouvement de rotation a la roue

motrice, non pas directement, comme dans les locomotives dont on

fait generalement usage, mafs indirectement par rintermediaire d uri
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arbre horizontal et do deux engrenages qui nc fonctionnent jamais

simultanement. II en resulte que, la vitesse du piston restant la meme,

la roue motrice peut acquerir deux vitesses tres distinctes 1 une de

1 autre. Pour la locomotive que nous avons cue sous les yeux, des deux

vitesses qui correspondent a un coup de piston par seconde, la plus

petite serait de 2okm par heure, et la plus grande de 4o
kiu

.

Les Commissaires ont vu fonctionner a plusieurs reprises et soumis

a differentes epreuves le systeme de M. de Jouffroy. Nous allons main-

tenant faire connaitre le resultat de leur examen.

Les Gommissaires pensent que le nouveau systeme, compare a ceux

qui sont generalement employes, offre line securite beaucoup plus

grande. Les rebords des rails lateraux s opposent d une maniere effi-

cace au deraillement. La securite est augmentee par la stabilite du

systeme a laquelle concourt 1 abaissement du centre de gravite des

wagons. En fin la securite est encore accrue par 1 emploi des divers

trains et des deux mecanismes, dont Tun produit, quand un choc sur-

vient, Fenrayement spontane, tandis que 1 autre permet au conduc-

teur d isoler les wagons, en les rendant independants les uns des

autres.

L experience realisee sous nos yeux prouve qu a 1 aide du nouveau

systeme on pourra gravir des pentes de om ,o3o par metre, et de plus

fortes encore; elle prouve aussi que, en moderantla vitesse, on pourra

parcourir, avec moins d inconvenients, des courbes de petit rayon. Les

facilites que presente a cet egard le nouveau systeme tiennent surtout

a la liberte que conservent dans leurs mouvements les roues devenues

plus independantes les unes des autres. Les dangers que fait naitre la

force centrifuge se trouvent d ailleurs diminues par Fabaissement,

deja mentionne, du centre de gravite des wagons.

On peut esperer que la faculte de gravir des pentes plus conside

rables, et de tourner dans des courbes de petit rayon, permettra d eta-

blir des chemins de fer dans des pays montagneux, sans recourir si

frequemment a la construction de tunnels et de viaducs qui occasion-

nent d enormes depenses.
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L installation dc la locomotive est simple et ingenieuse. 11 somble,

an premier abort!, que [ adherence de la grande roue motrice an rail

central devrait diminuer la vitesse en augmentant le tiragc. Toute-

fois, il importe d observer que cette adherence est precisement ce qui

fburnit au systeme le point d appui dont il a besoin. C est pour obtenir

cctte adherence qu on donne ordinairement aux locomotives un poids

exorbitant qui devient un inconvenient grave, et qui se trouve nota-

blement diminue dans le nouveau systeme. Quand cette adherence

n est pas suffisante, les locomotives glissent sur les rails, les convois

s arretent, et une notable quantite de vapeur se trouve depcnsee en

pure perte. D ailleurs raugmcntation du diametre des roues rendra la

locomotion plus facile.

Conclusion*.

Le systeme de M. de Jouffroy nous parait offrir des avantagcs reels

sous le rapport de la securite des voyageurs. En consequence, il nous

parait desirable que 1 inventeur soit mis a meme d appliquer ce sys

teme a unc ligne assez etendue pour que Texperienco prononce d une

maniere definitive, et montre si, a cote des moyens de securite que

nous avons signales, ne se trouveraient pas quelques inconvenients

que Ton n aurait pas prevus.

352.

ASTP.ONOMIE. ~ Memoirc sur I application de la nouvelleformule d inter

polation a la determination des orbil.cs que decrivent les corps celestes,

et sur I introductioji direcle des longitudes et des latitudes obseivees

dans les formules aslronomiqiies.

C. R.. T. XXIII, p. (pf&amp;gt; ( i novomlm- iSjOi.

Dans la derniere seance, je snis arrive a ce resultat remarquable,

que le rayon * mene d une comete on d une planetc a la Tcrrc, \\ uiu&quot;
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epoque donnee, peut etre fourni pir uno equation tres simple du pre

mier degre, dont les coefficients, pour 1 ordinaire, peuvent etre deter

mines, au moins approximativement, a 1 aide de quatre observations

faites a des instants voisins de 1 epoque dont il s agit. Si Ton nomme p

la projection du rayon t sur le plan de 1 ecliptique, et r la distance du

Soleil a la comete, les trois equations du mouvement fourniront, outre

1 equation connue du septieme degre, les valeurs de D,p &amp;lt;?t de D^ p

exprimees en fonction dc
p.

En diflferentiant D t p,
on obtiendra une

seconde valeur de DJp, et, en egalant cette scconde valeur a la pre

miere, puis eliminant D,p, on formera 1 equation ci-dessus men-

tionnee. Si, comme 1 indique M. Binct, on completait les equations

du mouvement en y introduisant les termes qui dependent de 1 action

exercee par les autres planetes sur la comete, 1 equation trouvee en p

ne serait plus du premier degre; mais on pourrait, de cette equation

jointe a celle qu a donnee M. Binct, deduire uric equation du premier

degre, en faisant disparaitre les radicaux, ct recourant ensuite a la

methode du plus grand commun diviseur. Le rayon p etant connu,

ainsi que ses derivees du premier et du second ordre, les coordonnees

de la comete avec leurs derivees relatives au temps, etpar suite tous

les elements de 1 orbite, sont aussi connus. D ailleurs, on peut arriver

de divcrses manieres a 1 equation du premier degre, meme lorsque

Ton considere trois corps seulement. On a rcgarde comme difficile la

determination des longitudes et latitudes geocentriques et de leurs

derivees correspondantes a unc epoquc donnee. Mais cette difficulte

disparait lorsqu on applique a cette recherche la formule d interpo-

lation que j
ai trouvee en 1837. Comme je le montrerai dans un pro-

chain Mernoire, 1 operation se partage alors en deux autres, dont l une

determine des nombres qui dependent uniqucment des epoques des

observations, tandis que I autre emploie seulement les longitudes et

les latitudes deduites de ces observations memes.

II me restc a faire encore une remarque essentielle. La formule que

j
ai donnee dans la derniere seance suppose les longitudes et les lati

tudes geocentriques corrigees chacunc de la quantite qui represente
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1 aberration. II semble, au premier abord, que ces corrections exigent

un calcul approximatif preliminaire. Mais on peut rendre mon equa

tion du premier degre, ou meme toutes les formules astronomiques,

independantes de la correction dont il s agit, et introduire dans ces

formules, au lieu des longitudes et latitudes geocentriqucs corri-

gees, les longitudes et latitudes geocentriques apparentes, directe-

ment tirees des observations. Ce qui ne pourra manquer d interesser

les astronomes, c est la conclusion a laquelle je parviens; savoir que,

dans ce cas encore, 1 equation obtenue est, par rapport a p, du pre

mier degre.

ANALYSE.

Admettons les memes notations que dans le precedent Memoire.

Apres avoir determine p et D,p a 1 aide des equations

Cpr=B A- D t A -
,

(2) l)
t p--.Ap,

on determinera x, y, z a 1 aide des suivantes :

(3) x = x -+- pcosa, y --= y-f-psina, z . 0p.

En differentiant ces dernieres, on obtiendra les valeurs de D
t x, D^v,

D t z. Si d ailleurs on nomme 2.8 1 aire decrite, pendant 1 unite de

temps, par le rayon vecteur mene du Soleil a 1 astre que Ton con-

sidere, et iU, 2.V, 2W les projections algebriques de cette aire sur

les plans coordonnes, on aura

et, comme les quantites
\U, V, W

seront respectivemcnt proportionnelles aux cosinus des angles formes

par la perpendiculaire au plan de 1 orbite avec les axes, il est clair que

la seule connaissance de ces quantites, ou pluiut de leurs rapports, don-
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nera immediatement la position du plan de 1 orbitc. Ajoutons quo la

distance r de 1 astre au Soleil et sa derivec D,r seront determinecs

par 1 equation

&amp;lt;

6
) i = -5i + p/ /I

et par sa differentielle. Enfm, si Ton nomme o&amp;gt; la vitesse de 1 astre,

a le demi grand axe de 1 orbite, et 1 excentricite, on aura

12
a r

(9) (,_.
2
)==2r _

Bisons maintenant quelques mots de la correction que 1 abcrration

exige dans la determination du rayon p.

On demontre aisement les deux propositions suivantes :

TIIEOREME I. -- Le rayon vecteur mene au bout du temps t de la Terre

au lieu apparent de 1 astre que I on considere esl sensiblement parallele

au rayon vecteur quijoignail la Terre au lieu vrai de 1 astre, au bout du

temps t A/, A/ etant le temps quemploie la lumiere pour venir de 1 astre

a la Terre.

TIIEOREME II. - - Le rayon vecteur mene de la Terre au lieu vrai de

1 astre, au bout du temps t, est sensiblement parallele au rayon vecteur

quijoindra la Terre au lieu apparent de 1 astre, au bout du temps I -+- A/.

Gela pose, soit

(10) p
= K

la valeur de p fournie par 1 equation (i). Soit d ailleurs H la partie dc

B,/Tque Ton obtient en considerant, dans K, a et seuls comme fonc-

tions de t, c est-a-dire en rejetant seulement les termes que produit la

differentiation de R, & et B^. Lorsqu on assignera aux quantites a,

et a leurs derivees les valeurs que Ton deduit des observations, on

OF.uvres dc C. S. I, t. X. 27
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aura sensiblemcnt, en vcrtu du theoreme II,

(n) p
= K+ffkt.

Si d ailleurs on nommc la vitesse de la lumiere, ct t la distance de

la Terrc a 1 astre que Ton considere, on trouvera

(12) A^ = t, p

par consequent,

(i3) A; P

a cos

Done la formulc (i i) donnera

cos6

et Ton en conclura

K
H

i

8 COS0

on, a tres peu pres,

= i+ -
3yCOS 07

353.

ASTRONOMIE. Ar

ote 5wr les formules relatives a la determination

des orbites que decrivenl les corps celestes,

C. R., T. XXIII. p. 1002 (3o novembrc 1846).

Je me propose, dans un prochain Memoire, de montrer, par dfs

applications numeriques, les grands avantages que presente ma nou-

velle methode pour la determination des orbites des corps celestes.
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Je me bornerai, pour 1 instant, a faire, an sujet des formules que

j
ai donnees ou indiquees dans los precedentes seances, quelques

romarqucs qui ne seront pas sans utilite.

Projetons, sur le plan de 1 ecliptique, le rayon vecteur mene de la

Terre a 1 astre observe, et nommons p la projection ainsi obtenue.

Soit d ailleurs 2$ 1 aire que decrit, dans 1 unite de temps, le rayon

mene du.Soleil a 1 astre. Solent encore 2.U, ^F, 2 W les projections

algebriques de 1 aire 25 sur les plans coordonnes, et xg&amp;gt; ce que devient

IF, quand on substitue la Terrc a 1 astre dont il s agit. Eu egard a

[ equation qui fait connaitre la valeur de -
&amp;gt; c est-a-dirc, en d autres

termes, la valeur de la derivee logarithmique de
p, les rapports des

constantes

U, V, W-
ig&amp;gt;

a la distance p pourront etre immediatement exprimes en fonctions

lineaires de p. Done la valeur de p etant une fois determinee par la

resolution de 1 equation du premier degre a laquelle elle doit satis-

faire, on connaitra les constantes

/, F, W

et, par suite, les rapports de ces constantes, ainsi que la valeur de S.

D ailleurs U, V, IF, S etant connus, on connaitra la position du plan

de 1 orbite, le pole boreal de cette orbite etant, sur la sphere celeste,

le point dont la longitude aura pour tangente le rapport ^,
et dont la

latitude aura pour sinus le rapport
-

Ajoutons que, le demi grand

axe a de 1 orbite etant determine a 1 aide de 1 equation des forces

vives, c est-a-dire a 1 aide de la formule (8) de la page 209, on pourra,

si I on veut, deduire de la troisiemc loi de Kepler, le temps T de la

revolution, et que le demi petit axe aura pour valeur le rapport du

produit SJ a la demi-circonference decrite avec le rayon a. Au reste,

p etant connu, on peut, ainsi qu on 1 a dit, obtcnir immediatement la

valeur de 1 excentricite t a 1 aide de la formule (9) de la page 209, H
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alors Ic demi petit axe sc trouvera exprime par Ic produit a \Ji i~.

Parlons maintenant de la formule que nous avons donnee, pour dis

penser les astronomes dc calculer separement les corrections qu en-

traine 1 aberration de la lumiere. Gette formule, substitute a unc

equation lineaire, dont les coefficients pouvaicnt se deduire de quatre

observations voisines de 1 astre propose, semble, au premier abord,

exiger 1 emploi d urie cinquieme observation, attendu qu elle ren-

ferme la derivee dc la valeur de p fournie par 1 equation du premier

dcgre, ou plutot la partie de cette derivee qui contient les derivees

du quatrieme ordre de la longitude ct de la latitude du nouvel astre.

Mais on peut eliminer ces derivees du quatrieme ordre, au moyen de

1 equation qui determine la derivee logarithmique de p. Done quatre

observations voisines suffiront pour determiner les valeurs, au moins

approximatives, des coefficients que renfermera 1 equation lineaire en

p, dans le cas meme ou Ton aura egard a 1 aberration de la lumiere.

Je remarquerai enfm que Ton peut, avec avantage, prendre pour

equations differentielles du second ordre les equations completes du

mouvement relatif de 1 astre que Ton considere autour du Soleil, ct

decomposer chacune des coordonnees dc cet astre en deux parties,

dont la premiere soit la coordonnee du lieu ou se trouve place 1 ob-

servateur. La distance qui separe 1 astre de 1 observateur etant pro-

jetee sur le plan de 1 ecliptique, la projection p ainsi obtenue et ses

deux derivees D r p, D^p seront les seules inconnues que renfermeront

les trois equations du mouvement. Si d ailleurs, apres avoir tire de

ces equations les valeurs de D, p et de D^p, on egale D
f

2

p a la derivee

de D, p, on parviendra, en eliminant D r p, a une equation nouvelle

en p; et celle-ci pourra etre presentee sous une forme telle, qu elle se

reduise, dans le cas ou Ton neglige les perturbations et la parallaxe,

a 1 equation trouvee du premier degre. Or il est clair que cette equa

tion nouvelle en p pourra etre, dans tous les cas, utilement employee

et facilement resolue, attendu que celle de ses racines qui resoudra

le probleme se confondra sensiblement avec la racine unique de

1 equation du premier degre.
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ANALYSE.

I. Sur la determination du plan de I orbite.

En conservant les notations adoptees dans les precedents Memo! res,

prenons toujours pour plan des x, y le plan dc 1 ecliptique, pour demi-

axes des x et r positives, les droites menees du centre du Soleil aux

premiers points du Belier et du Cancer, et supposons encore les z posi

tives mesurees sur une perpend iculaire an plan de I ecliptique du cote

du pole boreal. Soient, d ailleurs,

x,y, z les coordonnees de 1 astre que Ton considere;

r la distance de cet astre au Soleil;

a, la longitude et la latitude geocentriques de 1 astre;

v la distance de cet astre a la Terre ;

p la projection de cette distance sur le plan de 1 ecliptique;

x, y les coordonnees de la Terre;

R la distance de la Terre an Soleil;

rr la longitude heliocentrique de la Terre.

En posant, pour abreger, = tangO, on trouvera

(1) x x 4- p cos a, y y -f- p sin a, 5=:0p

et

(2) X

De plus, les equations du mouvcrnent de 1 astre que 1 on considere

donneront

(3) D - 4 D 2
-4- -- B --C

A, B, C etant trois fonctions de x, y, a, D, a, Dj:a, 0, D,0, D^0, deter-

minees par les formules (6) ct (7) de la page 198. Enfin, la premiere

des formules (3) entrainera la suivante

(4) D? P = (^
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et de cette derniere, jointe aux formules (3), on tirera

Soient maintenant 25 1 aire que decrit, dans 1 unite de temps, le

rayon vecteur r, et 2
r

, 2V, 2W les projections algebriques de cette

aire 26&quot; sur les plans coordonnes. Soit encore W ce que devient W
qnand on substitnc la Terre a 1 astre dont il s agit. On aura

(6) U^yDtS zVty, V - z\) t
x - x\) t z, W=xD t y -y\),x;

(7) Tjp-xD.y-yD.x;

et, comme les quantites
u, v, ir

seront respectivement proportionnelles aux cosinus des angles formes

par une perpendiculaire au plan de 1 orbite cherchee avec les demi-

axes des coordonnees positives, il est clair que la connaissance de ces

quantites, ou plutot de leurs rapports, donnera la position de ce meme

plan. D ailleurs, en vertu des formules (i), jointes a I equation

(8) D t p
= Ao,

les coordonnees x, y, -, et memo leurs derivees D t x, D fj, D f ^, so

trouveront immediatement exprimees en fonctions lineaires de p.

Done, en vertu des formules (6), jointes aux equations (i) et (8),

les quantites /, V, W seront exprimees par des fonctions de p,

enlieres et du second degre. Mais, dans ces fonctions, les parties

independantes de p se reduiront evidemment aux valeurs qu ac-

quierent les seconds membres des formules (6), quand on y pose

x = x, y = y, -3 = o, c est-a-dire a

o, o, xjp.

Done, en vertu des formules (G), jointes aux equations (i) et (8),

les quantites
U, V, W

vj?&amp;gt;
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seront des fonctions de p, entieres et du second degre, qui s eva-

nouiront avec p; en sorte que les rapports

U V WW
p p p

se reduiront a des fonctions lineaires de p. On trouvera effectivement

y D, ( D, y A y ) + p (sin a D, cos a I), a ),

(9)

p

y
p

-
f noe ,),

W-W . -
i -\~ u / v si y ) co s oc {- (\ \j t y, L) / x

De ces dernieres formules, jointes a 1 equation (5), on deduira imme-

diatement les valeurs de U, V, W, et Ton pourra ensuite obtenir la

valeur de 5 a 1 aide de la formule

(10) v
S =

D autre part, si Ton nomme
7.

et

la longitude et la latitude heliocentriques du pole boreal de 1 orbilo

decrite par 1 astre que Ton considere, on aura

U V W
cos^cost,

-^
sin^cost,

-^-
sini,

par consequent

Y
tangx= jj;

et il est clair que, les valeurs U, V, W, S etant connues, on tirera

immediatement la valeur de y dc la formule (12), puis la valeur de t

de Tune quelconque des formules (i i). Ajoutons que les formules (9)
et (12) donneront

03) tan- - t ,

y D, 0(l),y
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On pourrait, au roste, arrivor encore a la valeur de tangy^, que four-

nira 1 equation (i3), a 1 aide d une autre methode que nous allons

indiquer.

II suffit d ajouter enire elles les formules (9), respectivement mul-

tipliees par les facteurs

cosa, sin a, 0,

pour eliminer a la fois de ces formules les quantites D, x, D,y et .4. On

trouvc ainsi

/cosa 4- Fsina + (TF ;)0 Ap,

la valeur de A etant

(15) A (xcosa 4-y sina)0D,a -
(x sin a y cosa)D,

on, ce qui revient an meme,

(16) A R[0cos(a 7^)0^ a sin (a m)D,0].

D ailleurs, en differentiant deux fois de suite 1 equation (i4) Pt ayant

egard aux formules (4), (8), on trouvera

t cosa 4- VD t sina + (W W)l) t
& (A A + D A)o,

(17)

Or il est clair que les formules (i4) (
J 7) suffiront pour determiner

les rapports mutucls des quatrc quantites

U, V, W-W, p;

il \ a plus : en posant, pour abregcr,

A . cosa sina= ~0~ ~0~

on tire de la formule (i4)
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D autre part, en differentiant 1 equation (19), on trouvera

(
20

) UD t \J-
4- V I), v =

(
A /. 4- D, /.

)
a

ou, ce qui revient au meme,

_U\) tH+VD t
v

AA + D,/.

(Ida pose, 1 equation

A = }

t=l)
t

\ P

donnera evidemment

+Ki);v J

ou, ee qui revient au meme,

(
2 3)

D?fx + tangxD?v = .

f
t

D,M&amp;gt;. -M), &amp;gt;.

I), /j.
4- tangy I), v

puis on en conclura

_ M&amp;gt;. + D,?.)D,V
-

[(yl +
*

Or les formules (i3) et (24) se confondent Tune avec 1 autre, lors

qu ou substitue, dans la premiere, la valeur de p tiree de la for

mule (5), et dans la seconde, les valeurs de A, a, v, tirees des tor-

mules ( [ 5 ) et (18), en ayant d ailleurs egard aux deux equations

II est bon d observer que, si Ton elimine p entre la formule (i4)

la premiere des equations (17), on trouvera

cos a (A + Djl

(26) + V[\) t sin a (A -+- 1), 1A ) sin a]

+ [D,
- (A -t- 1), 1 A )0] (

\\ - W )
= o.

Cette equation lineaire, entre les constantes U, V, W --
xjp , est Tune

CEuvres de C. S. I, t. X. 28
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dc celles qu a obtenues M. Michal
(t&amp;gt;o/r

la page &amp;lt;)&quot;3) ( ).
D ailleurs,

dans cette meme equation, les coefficients de U, V, W renferment les

quantites
y., \} t x, ])*; &amp;lt;), I),0, 1)*0,

dont les valeurs peuvent etre determinees, au moins approximative-

mcnt, a 1 aide de trois observations voisines. Enfin, il est clair quo

deux equations de la forme (26), eonstruites a 1 aide de deux series

([ observations, suffiront pour determiner les rapports niulucls des

trois constantes

U, V, W- -iK&amp;gt;.

Une troisieme equation de la meme forme, construite a 1 aidc d une

troisieme serie d observations, et jointe aux deux premieres equa

tions, ne pourrait servir qu a controler celles-ci, et non a determiner

les valeurs des trois constantes, comme a paru le croire M. Michal

(
[&amp;gt;age 973) (-). Ajoutons que, si la seconde serie d observations se

rapproche indefiniment de la premiere, les rajjports des trois con

stantes

U, V, W W

se trouveront determines par [ equation (26) jointe a sa derivee ou,

ce qui revient au meme, par les deux formules que Ton tire des equa

tions (17), en y substituant la valeur de p fournie par 1 equation (i4)-

Done alors on obtiendra, pour valeur du rapport

V
^ = tangx,

celle que donnent simultanement les formules (r3) &amp;lt; t
(&quot;2\).

S^
II. Sur la correction quexige ( aberration de la lumierc.

Soient toujours r la distance dc la Torre a 1 astre observe, et p la

projection de cette distance sur le plan de I ecliptique. Soit, de plus,

CM 2
) Comptcs rciiilux, T. XXIII:
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la valeur de p fournie par 1 equation (5) du I; K pourra etre consi-

dere comme une fonction des seules quantites variables

/? 7-T 1^

a, I), a, J)|a, I)? a; 0, T),0, l)*6, I)?0,

dont les trois premieres se rapporterit au mouvement de la Terre,

et les autres au mouvement de 1 astre observe. De plus, comme la

valeur A de p devra verifier 1 equation

on aura identiquement

(2) D t K=iK.

Enfin, il est clair que, dans la derivee D, A&quot;, on pourra distinguer deux

parties, dont Fune G, relative au mouvement de la Terre et produite

par la variation des quantites

renfermera deux derivees nouvelles

I),/?, I)?BT,

tandis que 1 autre partic H, relative au mouvement de 1 astre observe,

sera produite par la variation des quantites

y l),a I)
2 a })*y 1),*9 T) 2

(9 l) :i/
9JC, it i a, \)

t a, U
t S., J, It i J, U

t U, U
( J,

et renfermera deux derivees nouvelles, savoir

1) I a, D/0.

Ajoutons que, de la formulc (2), combinee avec { equation identique

I \ L r&amp;lt; , ir
\)

t
A. n_ Cr + //,

on tirera immediatement

(4) G + /J=AK.

Ces principes etant admis, examinons attentivement la nature de la

correction qu exige { aberration de la lumiere. D apres ce qui a etc dit
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dans la seance precedente, on pourra introduire immediatement dans

le calcul les valeurs de a, D
f
a 0, D,0, ..., tirees des observa

tions, si a 1 equation (i) on substitue la suivante

(5) P=
COS0

8 etant la vitesse de la lumiere. Or, aii premier abord, la determina

tion approximative de la quantite H qui renferme D^a et D^ O, sem-

blorait exiger cinq observations de 1 astre, faites a des epoques voi-

sines 1 une de I autre, c est-a-dire une observation de plus que la

determination approximative de K. Mais, il importc de le remarquer,

on peut substituer dans la formule (5) la valeur de // tiree de Fequa-

tion (4), et Ton trouve alors

AK
8 COS61

ou a tres peu pres

AKG
(7) cos B

Or, dans le second membre de la formule (6) ou (7), les scules quan-

tites variables qui se rapportcnt au mouvement de 1 astre observe sont

celles qui etaient deja renfermees dans la valeur de K, savoir

c cst-a-dire des quantites dont les valeurs approcbees pcuvent se

deduire de quatre observations faites a des instants voisins 1 un de

I autre.

III. Sur la determination de I orbite cjue deerit nn astre autour du

Soleil, dans le cas ou I on tient compte des actions perlurbatrices, et de

la position auc I observateur occupe sur la surface de la Terrc.

Lc centre du Soleil etant pris pour origine des coordonnees, et le

plan de 1 ecliptique pour plan des x, y, nommons toujours x, y, z l(
( s
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coordonnees de 1 astre observe. Solent, cle plus, X, Y, Z les projec

tions algebriques de la force acceleratrice qui sollicite cet astre dans

son mouvement relatif autour du Soleil. Les equations de ce mouve-

ment seront

(
i
) \}\ x + X o, I)|y + Y= o, \)}z + Z o.

Solent d ailleurs, au bout du temps /,

i la distance de 1 observateur a 1 astre que Ton considere;

p la projection de cette distance sur le plan de I ecliptique;

a, la longitude et la latitude de 1 astre, mesurees par rapport au lieu

qu occupe 1 observateur; enfin

x, r, s les coordonnees de ce meme lieu.

On aura

(2) x x H- i. cos a cos 9, y y -f- 1 sin a cos 9, z = L -4- t sin 9,

(
3

) p
--

t cos

ct, par suite,

(4) a? x -+- p cos a, y - y H- p sin a, .3 z+0p,

la valeur de etant

(5)

D autre part, si Ton prend pour unite la masse du Soleil, et si Ton

nomme r la distance du Soleil a 1 astre observe, on aura, non seule-

ment

(6) r*-=

inais encore

X&amp;gt;, -5&quot;,
ib etant des fonctions de / et cle p, qui seront de 1 ordre cles

forces perturbatrices. Cela pose, en nommant H la distance de la
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Terro an Soleil, on lirera des equations (i), jointes aux formules (4)

et (7),

I I
I Q\ l . ( , |\ -2 , i r _

/&amp;gt;
/&quot; ~

It/ ^P* p i&quot; , 9i
~

~n~ t/ D,

les valeurs des coefficients .4, B, C etant determinees par le systeme

des formules

i Cx -+- [B (I), a)
2

]
cos a (Dp an- ^AD ( y.) sin a +

&amp;lt;.

= o,

/ C\ + [If
-

( I), a)
2

] sin a + ( I),
2 a 4- 2 .4 I), a )

cosa -+- 0)1 = o,

(10)

et les valeurs de , OIL, x etanl

H- I)/ x 4-

P

Ajoutons que Ton tirera des formules (8)

(12)

Si, en reduisant a zero les forces perturbatrices, on faisait coin-

cider le point dont les coordonnees sont designees par x, y, / avec

le centre de la Terre, on aurait

o,

et, par suite,

(i4 ) -C
- o, Oil = o, 3K, o.

Done alors les valeurs des coefficients A, li, C, fournies par les equa-
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tions (9), deviendraient independantes de p, et la valour de p se trou-

verait immediatement donnee par 1 equation (12), c est-a-dire par uno

equation du premier degre.

Dans le cas general ou les conditions (r3) cessent d etre verih ees,

les trois sommes

sont des fbnctions connues do t\ mais

A:, ,J, &, .r, Oft, Ob

se reduisent a des fonctions connues de t et de p. Done, en passant du

cas particulicr, ou , OIL, 3T-, s evanouissent, au cas general, on verra

les coefficients

A, /{, C,

qui etaient d abord independants de p, acquerir de tres petits accrois-

sements qui seront represented par des fonctions determinees de / et

de
p. Ajoutons que, eu egard a la premiere des formules (8), 1 ac-

croissement tres petit de D
t
A pourra lui-meme etrc exprime en fono

tion de t et de 1 inconnue p. Cela pose, il ost clair que, dans le cas

general, on pourra determiner encore 1 inconnue p a Taide de la for-

mule (12), qui, sans etre alors du premier degre par rapport a
p,

offrira, du moins, une racine tres peu differente d une valeur de
p

fournie par une equation lineaire. D ailleurs, cette racine etant com

mune a la formule (12) et a la derniere des formules (8), on pour-

rait la deduire de ces formules en faisant disparaitre les radicaux, et

recourant ensuite a la methode du plus grand commun diviseur.

II est bon de remarquer que, clans le cas oil Fastre observe est une

comete, et ou Ton tient compte d une seule force perturbatrice, savoir

de 1 action cxercee sur cette comete par la Tcrre, les valours de .T-,

&amp;lt;f)~,
& sont sonsiblement proportionnelles a -j Done alors les trois rap-

1V* ?f* ^f

ports --, -, - seront sensiblement proportionnels a , et, en negli-

geant les quantites comparables au carre de la force perturbatrice, on
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vorra la formulo (12) so reduire a vine equation on p clu quatrieme

degre.

Nous avons, dans ce qui precede, fait abstraction dos corrections

qu exigo 1 aborration do la lumiere, et la formule (12) suppose quo

les valours do a ot de ont subi chacune la correction due a cette

cause. Mais il suffira d appliquer a 1 equation (12) les principes eta-

blis dans le precedent Memoire, pour la transformer en une equa

tion nouvelle dans laquelle on pourra substituer immediatement les

valours do a, 0, D f a, D, 0, ... tirees des observations.

Nous ferons ici une derniere remarque, relative aux formules (18 )

et (28) des pages 201 et 202. La premiere de ces deux formules ren-

ferme soulement, avec les angles a et 6, leurs derivees du premier et

du second ordre, c est-a-dire des quantites dont les valours appro-

chees peuvent etre determinees a 1 aide de trois observations. Si Ton

veut quo la formulo (28) de la page 202 jouisse de la memo propriete,

il faudra eliminor de cette formule, a 1 aide de 1 equation (12), la

derivec D t A renfermee dans la valeur D f 12. Mais alors on obtiendra

une equation p qui sera identiquo. Done la formulo (23) de la

page 202 n est autre chose qu une equation du troisieme degre,

dont lo premier membre est exactement divisible par

o - K,

A etant la valeur de p quo fournit 1 equation (12) de la page 200.

354.

AXALYSK MATiii.MAriouE. - \ote sur quclqucs propiietcs des facLeurs

complexes.

C. K.. T. XXIV, p. 34; (8 mars 1847).
i

Dans lo Memoire que renferme le dernier numero des Comptes rendits.

M. Lame a etabli diverses proprietes do certains facteurs complexes.
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Os tacteurs, dont je me suis occupe moi-meme a diverses epoques,

nc sent, comme Ton sait, autre chose que des fonctions entieres do

1 une quelconque rdes racines imaginaires de 1 equation binome

1 exposant n et les coefficients des diverses puissances dc r dans chaque

fonction etant des nombres entiers. Un facteur complexe w, qui, miil-

tiplie par un autre v, donne pour produit un riombre cntier N, on

meme un nouveau facteur complexe w, est appele diviseur de N ou

de w. If resulte, en particulier, des principes exposes par M. Lame,

que si, n etant un nombre premier et A, B deux quantites entieres,

on nomme
M , M,, M 2 , ..., M,,

les n facteurs connus de A&quot; 4-13&quot;, representes par des fonctions

lineaires de A et de B, savoir

A + B, Ar + B, A/ 2 + B, A/^^ + IJ,

ces facteurs seront tous divisibles par tout diviseur complexe qui

diviserait deux d entre eux.

Si Ton se propose, avec M. Lame, d appliquer ce principe a la

demonstration du dernier theoreme de Fermat, on pourra se borner

a considerer le cas ou, A et B etant premiers entre eux, le rap-

\.&quot; i B&quot;

port
~-

jj-
est premier a A-i-B; et, dans ce cas, pour demontrer

la proposition etablie par M. Lame, il suffira de faire voir que A, k

etant deux quelconques des nombres entiers 1,2, 3, . . . , n i
, tout

facteur commun de MA , M* divisera necessairement M . Or cette der-

niere proposition peut etre demontree tres aisement de la maniere

suivante.

Pour verifier 1 equation

(0 M A +M A-f Mo,

il suffit de poser
ur h 4- /

&amp;gt;/l

&quot;= i
,

u -+- v = i ;

OEnvres de C. S. I, t. X. 29
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par consequent
I /

// /

!_,-*-/* i-r -*

on, ce qui revient an meme,

(2)

a? etant un nombre enticr quelconque. Or, en choisissant ce n ombre

entier tie maniere a rendre h -+- nx divisible par la valour numerique

de k h, on obtiendra evidemment pour u et v des facteurs com

plexes. Cela pose, il resultera immediatement de la formule (i) que

tout diviseur complexe de MA et de MA divisera M . II y a plus : le

produit
A&quot; -+- B&quot;

M,M 2 ... M,,-^ --
g-

etant, par hypothese, premier a A-hB, les facteurs MA , MA seront

necessairement premiers entre eux, c est-a-dire qu ils ne pourront

avoir d autres diviseurs communs que les diviseurs complexes de

I unite.

355.

PHYSIQUE MATHEMATIQUK. -- Memoire sur les mouvements des systemes

de molecules.

C. R., T. XXIV, p. 348 (8 mars 1847).

Dans mes anciens et nouveaux Exercices, j
ai donne les equations

d equilibre et de mouvernent d un systeme de points materiels solli-

cites par des forces d attraction et de repulsion mutuelle, ou meme

de deux semblables systemes qui se penetrent mutuellement; et,

apres avoir specialement considere le cas ou les mouvements sont

infiniment petits, j
ai montre ce que devenaient alors les equations

differentielles quand elles acqueraient unc forme independante de la



EXTRA IT \ 353. 227

direction des axes coordonnes. J ai ainsi obtenu des equations gene-

rales et tres rcmarquables, qui rcpresententles mouvements isotropes

d un ou de deux systemes d atomes ou points materiels. J ai, de plus,

dans un Memoire presente a l

f

Academic le 4 novembre 1889, etendu

a un nombre quelconque de systemes d atomes les fbrmules generates

que j
avais precedemment etablies, et

j
ai obtenu, de cette maniere,

les equations propres a representer les mouvements vibratoires ainsi

que les mouvements atomiques des corps cristallises, dans lesqucls je

considerais chaque molecule comme composee d atomes de diverges

especes, qui, soumis cux-memes a diverses forces d attraction ou de

repulsion mutuelle, pouvaient s approcber ou s eloigner les uns des

autres en faisant varier la forme de la molecule. Toutefois, quand on

se propose d etudier, d une part, les mouvements generaux de trans

lation et de rotation des molecules, d autre part, leurs changements

de forme ou, en d autres termes, les mouvements atomiques, il pent

etre utile de transformer les equations que je viens de rappeler, en

prenant pour inconnues trois especes de variables qui sont propres a

exprimer ces trois especes de mouvement. Tel est 1 objet que je me

suis specialement propose dans mes nouvelles recherches. Des neuf

inconnues que mes equations renferment, trois representent les depla-

cements du centre de gravite d une molecule, mesures parallelement

aux axes coordonnes; trois autres determinent les directions des plans

mobiles et rectangulaires auxquels il faudrait rapporter le mouvement

pour que la vitesse de rotation moyenne et apparente de la molecule

se reduisit constamment a zero; enfin les trois dernieres determinent

les deplacements de chaque atome mesures parallelement aux direc

tions des axes suivant lesquellcs se coupent ces plans mobiles. D ail-

leurs, de ces neuf inconnues, les six premieres peuvent etre regardecs

comme fonctions de quatre variables independantes qui representent

le temps et les coordonnees du centre de gravite d une molecule. Les

trois dernieres inconnues dependent en outre des trois coordonnees

qui determinent la position qu occupe, dans cette molecule, 1 atome

que Ton considere.
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Les nouf equations du mouvemont, propres a determiner les neut

inconnues que nous venons de mentionner, sont aux differences

inelees. Ces equations renferment, avec les derivees des inconnues

prises par rapport au temps, les accroissements qu acquierent les

inconnues, lorsqu on passe d un atpme a un autre, on d une mole

cule a une autre, et se partagent en trois groupes correspondants

aux trois especes d inconnues, de telle sorte que les trois equations

appartenant a un memc groupe renferment les derivees d une seule

espeee d inconnues, prises par rapport au temps.

Les six premieres equations qui renferment les derivees des six

premieres inconnues a I aide desquelles s expriment les mouvements

generaux de translation et de rotation des molecules sont celles que

nous appellerons les equations du mouvement moleculaire. Les trois

autres, qui renferment les derivees des inconnues propres a repre-

senter les deplacements des atomes dans les diverses molecules,

seront nommees les equations du mouvement atomique.

Au reste, il est juste de le reconnaitre, on peut deduire directe-

ment les six equations du mouvement moleculaire de celles a I aide

desquelles M. Coriolis a represente, dans le XVe Cahier du Journal

de I Kcole Polytechnique, le mouvement d un corps considere comme

un systeme de points materiels. II sullira, pour operer cette deduc

tion, de substituer a un corps envisage comme un systeme de points

materiels une molecule consideree comme un systeme d atomes, et

de substituer pareillement aux forces qui representeraient les actions

exercees par d autres corps les forces qui expriment les actions exer-

cees par d autres molecules.

Le cas ou les divers atomes sont uniqueinent sollicites par des forces

d attraction ou de repulsion mutuelle merite une attention speciale.

!)cja Lagrange avait observe que, dans un systeme de points materiels

qui s attirent ou se repoussent, les composantes de la force totale appli-

quee a cbaque point peuvent etre rcpresentees par les trois derivees

partielles d une seule fonction, relatives aux trois coordonnees de ce

point ; et M. Ostrogradsky a montre le parti que 1 on peut tirer de cette
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observation, lorsque Ton considere, non plus un nombre fini, mais 1111

nombre indefini de points materiels. Or je trouve que, dans le memo

cas, les equations du mouvement moleculaire peuvent etre reduites ii

une forme tres digue de remarque, et que les seconds membres de ces

equations peuvent etre exprimes symboliquement a 1 aide d une seule

fonction qui renferme, avec la distance des centres de gravite de deux

molecules, des lettres symboliques a 1 aide desquelles s indiquent des

differentiations effectuees par rapport aux trois variables qui repre-

sentent les projections de cette distance sur les axes coordonnes.

Si les distances qui separent les molecules- les unes des autres sont

supposecs tres grandes par rapport aux dimensions de chacune d elles ;

si d ailleurs les actions mutuelles des atomes decroissent tres rapide-

ment quand la distance augmente; si enfin chaque atome est en equi-

libre a 1 instant ou le mouvement commence, ce mouvement pourra

etre tel, que cbaque molecule conserve une forme sensiblemcnt inva

riable. Alors, les mouvements atomiques venant a disparaitre, on aura

seulement a s occuper des six equations qui exprimeront les mouve

ments de translation et dc rotation de chaque molecule, ct qui, comme

I a observe M. Savary, dans la seance du 4 novembre 1889, pourront

etre facilement deduites des principes de la Mecanique rationnelle.

On se trouvera ainsi ramene, par exemple, aux formulcs que j
ai pre

sentees a I Academic le 5 decembre 1842, ou bien encore a celles qu a

donnees M. Laurent dans son beau Memoire sur les mouvements infi-

niment petits d un systeme de spheroides.

II importe d observer que la fonction symboliquc renfermee dans

les six equations du mouvemenl d une molecule est le produit de trois

facteurs. De ces trois facteurs, le dernier depend uniqucment de la

distance comprise entre le centre de gravite de cette molecule et le

centre de gravite d une autre molecule; il est done fonction des ac-

croissements que prennent les coordonnees du premier centre de gra

vite quand on passe de ce premier centre au second. Quant a chacun

des deux autres facteurs, il renferme trois lettres caracteristiques qui

indiqiient la formation de derivees prises par rapport a ces accroisse-
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merits, avec les quant ites variables qui exprimcnt les differences entre

les roordonnees des atomes dont se compose une molecule et les coor-

donnees de son centre de gravite.

II peut arriver que Tun de ces deux facteurs, par exemple celui qui

correspond a la molecule dont on determine le mouvement, soit, an

premier instant, une fonction isotrope dcs variables qu il renferme,

rYst-a-dire une fonction dont la valeur soit independante des direc

tions assignees aux trois axes coordonnes, supposes rectangulaires.

Alors, si toutes les molecules sont de memc forme, le second facteur,

c est-a-dire le facteur correspondant a une autre molecule, sera lui-

meme, au premier instant, une fonction isotrope des variables qu il

renferme, et les mouvements moleculaires pourront se reduire a des

mouvements de translation des centres de gravite des molecules, les

rotations etant reduites a zero. Par suite aussi, les equations du mou

vement seront de la forme de celles qu on aurait obtenues en redui-

sant les molecules a des points materiels. Ainsi se trouvc generalise

un theoreme que j
avais etabli dans le Memoire du 5 decembre 1842,

et que j
ai rappele dans la seance du 27 mai 1844 (voir le Compte rendu

de cette derniere seance, page 970) ( ).

Dans mes nouvelles recherches, j
ai specialement considere le cas

oil les mouvements de rotation deviennent infmiment petits. Dans ce

cas, les trois inconnues correspondantes au mouvement rotatoire

d un e molecule peuvent etre reduites aux angles infmiment petits qui

representent les rotations moyennes de la molecule autour des axes

coordonnes.

Dans un autre article, je developperai, a 1 aide du calcul, les conse-

(juences des principes que je viens d exposer et des formules qui s en

deduisent.

(
l

) OKuvrcx de Cauc/n, S. I. T. VIII. p. -&amp;gt;.w.
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356.

TF-IEORIE DES NOMBRES. ~ Memoire sur les racines des equations algebriques

a coefficients entiers, el sur lespolynomcs radicaux,

G. R., T. XXIV, p. 407 (i5 mars 1847).

Kn recherchant les proprietes que possedcnt les racines d equations

algebriques a coefficients entiers, je me suis trouve conduit a divers

resultats qui m ont paru dignes de remarque, et que je vais indiqucr

en peu de mots.

I. Sur les equations algebriques a coefficients entiers.

Soit
&amp;lt;p(#)

une fonction cntiere de x du degre m, en sorte qu on ail

cp(.r) =a + diX -+ . . .-+- am xm .

Si les valeurs numeriques des coefficients

se reduisent a des nombres entiers, I equation

(1) (
x

}

~ O

sera ce que j appellerai une equation algebrique a coefficients entiers.

Si

(2) X(*)=

represente une secondc equation de meme espece, qui ait des racines

communes avec la premiere, il suffira de chercher le plus grand com

ma n diviseur algebrique entre les deux polynomes (a?), xC-7&quot;) 1
)U S

d egaler ce plus grand cqmmun diviseur a zero, pour obtenir une troi-

sieme equation

(3) w(a?)=o,

qui offrira toutes les racines communes aux deux premieres. Cette



232 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

froisieme equation sera elle-meme a coefficients entiers, si, avant

d eflfectuer chacune des divisions partielles que reclame la recherche

du plus grand commun diviseur, on a eu soin de multiplier chaque

dividende par un facteur entier, convenablement choisi. En conse

quence, on peut enoncer la proposition suivante :

THKORF.ME I. - - Si deux equations algebriques et a coefficients entiers

ojfrent des racines communes, celles-ci sont, en meme temps, les racines

d une troisieme equation algebrique et a coefficients entiers.

Corollaire I. -- En vertu des relations qui existeront entre les clivi-

dendes el diviseurs partiels et les restes correspondants, le premier

membre de la formule (3) sera evidemmentlie aux premiers membres

des formules (i) et (2), par une equation de la forme

it, v etant deux fonctions entieres de x a coefficients entiers. Si Ton

nomme m le degre de cp(#), n le degre de y^(x), et v le degre de &(x),

les degres de u et de v seront respectivement n v i et m v i .

D ailleurs, lorsque GT(;T) sera connu, les valeurs de u et de v pourront

se determiner directement a 1 aide d une methode semblable a celle

que j
ai donnee dans les Exercices de Mathematiques, t. I, p. 160 ( ).

Corollaire II. -- Si, des deux equations donnees, celle qui est de

degre moindre offre des racines etrangeres a Fautre, la troisieme equa

tion sera necessairement d un degre inferieur aux degres des deux

premieres.

Corollaire III. Si, des deux equations donnees, la seconde n offre

pas de racines etrangeres a la premiere, (oc) sera divisible algebri-

quement par xC^) e ^ l on aura

(5) /l
-

9 (.r)r= P X (x),

v designant une nouvellc fonction entiere et a coelficients entiers, et k

(!) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VI, j).
202.
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une quantite constante. Si, dans le diviseur x(^) a puissance la plus

elevee dc x a pour coefficient 1 unite, alors le coefficient k pourra etre

reduit a 1 unite, puisque la division algebriquc fournira immediate-

men t pour le quotient ^^ une fonction entiere de x a coefficients
X(*)

entiers. Done alors la formule (5) pourra etre reduite a

(6) 9( ;27 ) V
Y.(
X

}

Une equation algebrique et a coefficients entiers sera irreductible,

s il n est pas possible de former une autre equation algebrique, de

degre moindre et a coefficients entiers, qui ait avec ellcs des racines

communes. Nous supposerons d ailleurs generalcment que, dans notre

equation irreductible, les divers coefficients, reduits a leurs moindres

valeurs numeriques, n offrent pas de diviseur qui leur soit commun a

tous. Cela pose, le theoreme I entrainera evidemment les propositions

suivantes :

THEOREME II. -- Une equation algebrique et a coefficients entiers nest

point irreductible, lorsgue, parmi ses racines, quclqiies-unes seulemenl

verifiejil une autre equation algebrique et a coefficients entiers.

THEOREME III. Supposons que, X etant une fonction entiere de x, a

coefficients entiers. Vequation
X =

soil irreductible. Si une seule racine x de cette equatioji verifie une autre

equation algebrique et a coefficients entiers

cp(^r) =zo,

alors la fonction o(a?) sera divisible algebriquement par la fonction X.

Done, si dans cette derniere le coefficient de la plus haute puis

sance de x se reduit a 1 unite, on aura

fy(&) designant encore une fonction entiere de x a coefficients en-

tiers.

OEuvres de C . S. I, t. X. 3o
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Les theoremes II et III fournissent le moyen dc decomposer en

equations algebriques irreductiblcs unc equation binome de la forme

(7) xn
\ = o,

n etant un nombrc entier quelconque. On peut ainsi, par exemple,

etablir les propositions suivantes.

THEOREMS IV. n etant un nornbre entier quelconque, superieur a 2,

nommons m le nombre des termes de la suite

i
,

2
,

o
, ,

n i,

qui sont premiers a n. Soil, de plus,

(8) X = o

I equation algebrique et a coefficients entiers qui a pourpremier terme cc
m

,

pour dernier terme I unite, et pour racines les diverses racines primitives

de I equation binome

(9) xn
i o.

L equation (8) sera toujours irreductible.

THEOREME V. - - Les me~mes choses etant posees que dans le theoreme

precedent, nommons o (ai)
une fonction entiere de x a coefficients entiers.

Si une seule racine de I equation (8) verijie la condition

0(^7) = o,

on aura, quel que soil x,

&amp;lt;p(ar)=X&amp;lt;|/(a?),

f

|(o7) designant encore une fonction entiere de x a coefficients entiers.

II. Sur les polyndmes complexes on radicaux.

Soit p une racine primitive de 1 equation binome

(r) x n i=ro,

n etant un nombre entier quelconque. Une fonction entiere o(p) de

cette racine pourra toujours etre reduite a la forme

(2) o(p) = a + a,p + a 2 p
2 +. . . -+- a n, t p

n-\
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c( representera ce qu on nomme quelqucfois un nombre complexe.

Mais ici le mot nombre parait detourne de sa signification naturelle.

Afin d eviter cet inconvenient, nous donnerons simplement a la fonc-

tion 9(0) determinee par la formule (2) le nom de polynome complexe,

on, mieux encore, de polynome radical, pour rappeler 1 origine d un

tel polynome dont les divers termcs sont proportionnels aux diverses

puissances d une meme expression radicale, savoir d une racinc n&quot;
me

de 1 unite.

Soit maintenant m le nombre des terrnes qui, dans la suite

i, 2, 3, ..., n i,

sont premiers a m. Soit encore

(3) X = o

1 equation reciproque et irreductible qui a pour premier terme xm , et

pour racines les diverses racines primitives de { equation (i). Toute

fonction entiere 9(2?) de la variable x se reduira, pour x= p, au reste

qu on obtient en divisant cette fonction par X; et, comme ce reste sera

seulement de degre m i , il est clair que tout polynome radical 9(p)
sera reductible a une fonction entiere du degre mi, c est-a-dire a la

forme

Lorsqu un polynomc radical aura ete ramene a cctte forme, nous le

dirons reduit a saplus simple expression. Si les coefficients des diverses

puissances de x sont cntiers avant la reduction, iis le seront encore

apres. Dans ce qui suit, nous considererons seulement des polynomes
radicaux, a coefficients entiers, et nous les supposerons reduits a

leurs plus simples expressions. Lorsqu un polynome radical o(p),

multiplie par un autre y/p), en produira un troisieme f(p), nous

dirons que celui-ci a pour facteur le polynome 9(p), par lequel il pent

etre divise. Cela pose, un polynome radical ^(p) ou f(p) aura evi-

dernment pour facteur entier tout nombre entier qui divisera tous les

coefficients a la fois. De plus, un facteur sera lineaire, s il est de la
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forme # -h a
( p; du second degre, s il est de la forme a +a

t p -h# 2 p
2

;

et ainsi de suite.

Ces definitions etant admises, on deduit immediatement des prin-

cipes etablis dans le I les propositions suivantes.

THEOREME I. - -

p etanl une des racines primitives de I equation (i), el

f(p) un polyname radical a coefficients entiers, si ce polyndme est de

composable en deux facteurs de meme forme o(p), / (p) e/l sorte (ju on

ait

(5) 1 (P) = ?(P)X(P)

on aura encore, pour une valeur quelconque reelle ou imaginaire de la

variable x,

(6) f(ar) = ? (*) x (aT) + Xip(j:),

^(a?) designant une nouvelle fonction entiere de x a coefficients entiers.

TIIEOREME II. --
p elant une racine primitive de I equation (i), et 3H un

nombre enlier quelconque, si 2K, se decompose en deux facteurs radicaux

?(?) /(p)^ coefficients entiers, en sorte quon ait

(7) ^
?(p)&quot;/(p),

on aura encore, pour une valeur quelconque reelle ou imaginaire de la

variable x,

(8) 3Lzz: 9 (^) % (^) + X^(^),

&amp;lt;^(a?) designant une nouvelle fonction entiere de x a coefficients enliers.

THKOREME III. p etajit une racine primitive de Vequation (i), si le

nombre entier JG admet un facteur radical lineaire, c est-a-dire de la

forme
a + ]p,

on aura, pour une valeur quelconque reelle ou imaginaire de la va

riable x,

(9) 3
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y (#) designant une fonction entiere de x, du degre m i , a coeffi

cients eniiers, el k mi coefficient constant dont la valeur numerique soil

entiere.

Dans la recherche des diviseurs radicaux d un nombre entier donne

3L, on peut toujours supposer que le diviseur radical cherche, et meme

le quotient du nombre &amp;lt;% par ce diviseur, n offrent pas de facteurs

entiers. En effet, si, dans 1 equation (7), on supposait

ou

o,(p) ou y,,(p) etant un polynome radical a coefficients entiers,

c devrait diviser s&, et 1 equation (7) pourrait etre remplacee par la

suivante
3^. o%= ?i(P)x(p) ou =?(p)5Ci(p)

or
en vertu de laquelle 9(p) ou cp(p) serait diviseur de

On pourra done toujours supposer, dans le theoreme III, que cha-

cun des facteurs radicaux a +a
t p, y^(p) n offre pas de diviseurs

entiers: Alors les coefficients a , a^ seront premiers entre eux, et par

suite, comme il est aise de le voir, chacun d eux sera premier a n.

Alors aussi, en nommant/? un diviseur premier dc x, on tirera de la

formule (9)

(10) ( a -+- a\x}-(x} -+- A-X = o (mod./?),

quelle que soit la valeur attribute a X. La formule (10) se red ui rait a

(
TI

) (a -i- disc) (&) = o (mod./?),

si p divisait k. Mais, comme dans cette hypothese 1 equation (n),
dont le degre est m, devrait offrir p racines distinctes, il est clair que

p devrait etre inferieur ou tout au plus cgal a m.

Lorsque, a et a
{
etant premiers entrc eux, le binome radical

a +
&amp;lt;7,p

sera diviseur de D; si d ailleurs ,% n a pour facteurs premiers
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que des nombres superieurs a m, il suffira de choisir x de maniere a

verifier la condition

(12) a -f- #j .a? ss o (mod. Ob),

pour quo la formule (10) entraine la suivante

(13) X = o (mod. 3L)

et, a plus forte raison, la suivante :

(14) J7&quot;=ii (mod. OL).

Mais, d autre part, si Ton nomme N 1 indicateur maximum correspon-

dant au nombre entier j&, tout nombre x premier a OL verifiera la con

dition

(15) x*==\ (mod. Ob).

Enfin, si w designe le plus grand commun diviseur de N et de /z, les

formules (i4) ( f 5) entraineront la suivante

(16) x^i (mod. Ob),

et, dans cette derniere, co ne pourra se reduire a 1 unite. Car, si a

1 equation (i3) on joignait la condition

(17) .r = i (mod. Ob),

3^, devrait se reduire a 1 unite, ou bien encore au nombre n, si n etait

un nombre premier ou une puissance d un tel nombre. En conse

quence, on pourra enoncer generalement la proposition suivante :

THEOREMS IV. n, ot, etant deux en.liers gue/co/igues, nommons m le

nombre des entiers premiers a n, el N 1 indicateur maximum correspon-

dant au nombre Ob. Supposons d ailleurs que le nombre 0&amp;gt; ail pourfactears

des nombres superieurs a n, ou meme a n(\ - -
j&amp;gt;

si n esL une puissance

d un nombre premier c. Pour gue le nombre 0&amp;gt; admelle un diviseur

radical lineaire et de la forme

a,i\
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&amp;lt;7

(l , a ,
etant premiers cntre eux, il sera necessaire que n et N offrent un

commun diviseur superieur a I unite.

Corollaire I. -- Si n est un nombre premier, alors, en vertu clu theo-

reme precedent, N devra etre divisible par n.

Corollaire II. -- Si ^ et n sont deux nombres premiers, on aura

N = 31 i
;

et par suite, pour que ^ admette un diviseur radical lineaire de la

forme a -h a, p, il sera necessaire que x, soit de la forme [\x H- i .

Gonsiderons maintenant d une maniere speciale le cas ou n est un

nombre premier. Alors on aura

m~n \ et X = xn- i 4- xn~ z 4- . . . + x -+- 1 .

Alors aussi la formule (i3) ofFrira m racines distinctes; et, si DL est

decomposable en deux facteurs radicaux

dont 1 un soit lineaire, et dont aucun n admette de diviseur entier,

les m racines de 1 equation (i3) devront satisfaire a la formule (i i),

dont le degre est m, ct 1 une d elles a la formule (12). Dans un pro-

chain article, nous appliquerons ce principe, et les principes analo

gues auxquels conduiraient les formulas (6) et (8), a la decomposi
tion des nombres cntiers en facteurs radicaux, ou meme des polynomes
radicaux en polynomes de meme espece.

357.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. - - Memoire sur le mouvement d u/i systeme de

molecules dont chacune est consideree commeformee par la reunion de

plusieurs atonies ou points materiels.

C. R., T. XXIV, p. 4M (i5 mars 1847).

Simple enonce.
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358.

THEORIE DBS NOMBRES. -- Memoire sur de nouvelles formules relatives a

la theorie des polynames radicaux, et sur le dernier theoreme de

Fermat.
C. R., T. XXIV. p. 469 (22 mars 1847).

Prelim inaire.

Le mode de demonstration, propose par 1 un de nos confreres pour

le dernier theoreme de Fermat, dans un Memoire presente a la seance

du i* mars, cxigerait, comme 1 a remarque M. Liouville, que Ton

etablit d abord, pour les polynomes appeles complexes, des proposi

tions analogues a celles sur lesquelles repose, en Arithmetiquc, la

decomposition d un nombre en facteurs premiers, line seconde diffi-

culte se tire de la consideration des expressions imaginaires designees

par Zf dans le Memoire dont il s agit : car ces expressions etant, comme

1 a remarque encore M. Liouville, des diviseurs de 1 unite, on nc sau-

raitdire que leurs puissances ne peuvent diviser certains polynomes

complexes, ni que, pour cc motif, la formule (i i) de la page 3i5
( )

soit irreductible. D un autre cote, 1 auteur d une Note inseree dans le

Compte rendu de la derniere seance s est propose de faire voir que le

principe fondamental sur la decomposition d un nombre en facteurs

premiers, ainsi que la methode d Euclide pour la recherche du plus

grand commun diviscur, sont entieremcnt applicables aux polynomes

complexes; et, pour le prouver, il a commence par reproduirc, a peu

&amp;lt;lr chose pres, 1 analyse dont M. Dirichlct a fait usage dans un beau

Memoire sur les formes quadratiques. A la verite, 1 auteur de la Note

a reconnu que les memes principcs s appliquent aux polynomes com

plexes qui renferment les racines cubiques de 1 unite ; mais une objec

tion s eleve contre le passage ou il assure qu on peutaisementetendre

le meme mode de demonstration aux nombres complexes de forme

() Comptes rendus, T. XXIV; 1847.
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plus compliquee qui dependent des racincs de 1 equation binome

n etant un nombre entier quelconque. En cffct, suivant la Note citee,

pour operer cette extension, il suffirait de prouver que le produit d un

polynome donne par les polynomcs semblables qu on obtient en sub-

stituant succcssivement 1 une a 1 autre les diverses racines imagi-

naires de 1 equation binome est tin nombre toujours inferieur a

1 unite, lorsque, dans le polynome donne, chaque coefficient est com-

pris entre zero et 1 unite. Or il est aise de voir que cette derniere pro

position ne saurait etre admise, meme dans le cas tres simple oil Ton

prend n = y. En effet, si 1 on nommc p une racine primitive de 1 equa

tion binome
X I

,

on aura, comme Ton sait,

p + p
2 + p

3+ p
4
-+-

p
s
-4- p

6= i
,

et, par suite, le module de chacune des sommes

p + p
2 +p 4

, p
3

4-p
5 +p G

sera reduit au module commun des deux expressions imaginaires

i / I iT n * i / r

7 V

c est-a-dire a \/
2 - Done le produit des deux sommes sera egal au

nombre 2, ce dont il est d ailleurs facile de s assurer directement; c(

si Ton designe par f(p) Tune des deux* sommes, par exemple le tri-

nome complexe
p-f-p -HpS

le produit de ce trinomc par les trinomes semblables qu on obliendra

en substituant successivement a la racine p les autres termes de la

suite

p, p
2

, p
3

, p
4

, p
5

, p
6

sera egal au nombre 8, notablement superieur a 1 unite. Ajoutons que

OF.uvres de C. S. I, t. X. 3 I
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co produit sera encore tres pen different du nombre 8, et par suite

superieur a 1 unite, si, dans le trinomc

y.o -+- 6p
2
-|- yp

4
,

on attribue aux coefficients a, 6, y des valeurs positives inferi cures a

I unite, mais qui en different tres pen. Generalement, si, n elant un

nombre premier de la forme [\m +- 1, on nommc r une racine primi

tive de 1 equivalence
jc&amp;gt;i-i

==
j (mod. n),

les deux polynomes
p +p

2+ p &quot;-+-... + p
&quot;

~&quot; 3

,

p
r+ p

3

-+- p
5+ . . . -H o

&quot;
~ -

auront pour module commun [ expression

et le produit de tous les polynomes semblables qu on obtiendra en

substituant successivement a la racine p ses di verses puissances d un

degre inferieur a n sera

F,e meme produit serait reduit a

si, dans les polynomes donnes, chaque coefficient etait reduit a .7, et

alors ce produit surpasserait I unite pour toute valeur du nombre pre

mier /?, egale ou superieure a 17.

On voit, par ce qui precede, que la theorie generalc des nombres

complexes est encore a etablir. Je vais essayer de poser ici les prin-

cipes fondamentaux de cette theorie; je chercherai ensuite a en &amp;lt;le-

duire le dernier tbeoreme de Fcrmat.
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I. -- Considerations generates sur les polyndmes radicaux.

Proprietes diverses de ces polyndmes.

Soit p une racine primitive de 1 equation binome

n etant un entier quelconquc; nornmons m le uombre des termes qui

sont premiers a n, dans la suite

i, 2, 3, ..., n~ i,

et designons par
i, a, b, c, . . .

,
h

ccs memes termes. Les diverses racines primitives de 1 equation (i)

seront
n z a r&amp;gt;

f&amp;gt; r/
PI r* &amp;gt; PI p &amp;gt;

et si Ton pose

(2) X- (X - p) (X - p) ...(#- O&quot;),

alors

(3) X =

sera une equation a coefficients entiers, irreductible et du degre m. Si

d aillcurs on pose

(4) f(p) = a + 6p + yp
2
-f- . . . + -no&quot;- ,

les coefficients a, , y, . . ., YJ
etant reels, f(p) sera an poly/tome com-

plexe ou radical qui, etant reduit a sa plus simple expression, prendra la

forme

et le produit de ce polynome par les polynomes semblables qu on

obtient en substituant successivement a la racine p les aulres termes

de la suite

p, p
a

, p % . . .
, p

1
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sera urie fonction entiere des seuls coefficients a, , y, Ce produit,

compose de facteurs qui se deduisent les uns des autres suivant une

loi determinee, pout etre
appele/&amp;lt;zc/on&amp;lt;?/tout

aussi bien que les facto-

rielles arithmetiques ct geometriques dont
j

ai parle dans d autres

.Memoires (Tome XVII des Comptes rendus, page G.^i) ( )
Nous lui

donnerons efFectivemont le nom de factorielle complexe ou radicale. Si

on le represente par 0, on aura

D ailleurs la factorielle devra etre soigneusement distinguee des

modules de ses divers facteurs considered comme expressions imaiii-

naires. Si Ton represente ces modules par

/, /, r,} , ..., //,,

et les arguments correspondanls par les angles

P, Pa, Pb, &amp;gt; Phi

on aura

(8) rra //,...//

les angles p, pa , , . ., ph disparaissant dans la valeur de 0, attendu que

les racines
&quot;

de Tequation (3) seront imaginaircs et conjuguees deux a deux. Pour

ce memo motif, les modules

x l-ont eux-nuMiies egaux deux a deux; ct 1 on aura, en tenant compte

sculcment des modules correspondants a la moitie des racines, savoir,

( ) OEuvrcs de Caucliy, S. I. T. VIII, p. 65.
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aux racines non conjuguees,

(9) e= rr|^...,

chaque module etant determine par une equation de la forme

(10) r= f(p)f(p-).

Si Ton suppose la valeur du polynome f(p) donnee par la tor-

mule (4). et si Ton attribue aux coefficients des valeurs a, , y, ..., r,

finies, la factorielle sera une fonction de ces coefficients qui ne va-

riera pas quand on les fera tous croitre ou decroitre simultanement

d un nombre quelconque /, puisqu on auratoujours, en prenantpour c

une racine primitive de 1 equation (i),

(n) I -4- p -+- p
2 + - + p^-^O.

Done alors la factorielle conservera une valeur finie pour des valeurs

infiniment grandes de /, c est-a-dire pour un accroissement infiniment

grand attribue aux divers coefficients. Mais il n en sera plus generale-

ment de memo, si Ton attribue des accroissements infiniment grands

a quelques coefficients seulement. 11 y a plus : si Ton suppose le poly

nome f(p) reduit a sa plus simple expression et ramene a la forme (5),

il arrivera souvent que la factorielle deviendra infinie pour des va

leurs infmics quelconques des divers coefficients. Ainsi, en particu-

lier, si Ton prend n = 3, en sorte que p designe une racine primitive

de 1 equation binome
=!,

alors, en posant
f(p) a + 6p -(- 6y -(- yp

2
,

on trouvera

( R }* _i_ C y _ V }- -4- ( % I \&quot;-=a 2 + g 2 _
i
_
y2
_ aS _ ay _Sy= -~~

et par suite la factorielle conservera une valeur finie quand on

attribuera simultanement aux trois coefficients a, %, y un meme ac

croissement fini ou infini. Mais elle deviendra toujours infinie, si Ton

fait croitre indefmiment deux coefficients a, 6, ou 1 un des deux sen-
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lenient. 11 y a plus : si le polynome f(p) est suppose reduit a sa plus

simple expression, on aura y = o, et la valour de 0, retluite a

() y.- -+- o 2 ab -

deviendra toujours infinic pour ties valeurs infinies ties deux coeffi

cients ou de Tun des deux settlement.

11 importe d observer que, en vertu tie la formule (6), la f acto-

rielle est une fonction symetriquc ties racines primitives de 1 equa-

tion (i). Done, si Ton nomine ?/ la somme des /
itlues

puissances de ces

racines, c est-a-dirc si Ton pose

(12) S/ = p + p*?--p*&amp;lt;
+-... -l-p* ,

/ etant un nombre entier quelconquc, sera une fonction entiere, non

seulement des coefficients a, 6, y, . . . , mais encore des somrnes

si? 2? ?;!

Done, si les coefficients a, 6, y, ... offrent ties valeurs entieres, la t ar-

torielle se reduira simplement a un nombre entier.

Parini les valeurs nouvelles que peut prendre 0, lorsqu on y fait

varier les coefficients a, 6, y, ..., on doit remarquer cellcs qu on

obtient quand on fait croitre ou decroitre un ou plusieurs coefficients

de quantites entieres, et specialement celles qu on obtient quand on

fait croitre ou decroitre un seul coefficient tie 1 unite. Concevons,

pour plus de commodite, que Ton designe par a , ou 0g, ou
Y ,

ce que devient quand on fait croitre a, ou , ou y, ... tie 1 unite. On

aura evidemment

(13) a = [I + f(p)] [I + f(p)] ...[, + f(pA)];

et comme, en vertu de la formule (i3), les facteurs de a serorit deux

;i deux conjugues, et de la forme

la formule (i3) donne

(l4) a= (l
-- 2 / COS/? 4- f-) (l 2ra COS/? rt + /

,;) . . .,
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lo nombrc des facteurs du second membre etant egal ii
{

-m. On tron-

vcra pareillemenl

(
l5

) 6 = [p + f(p)] [p
rt + f(p

(l

)] . . .

[p&quot;4- f(p
A

)]

ou, ce qui revient au memo,

(lG) 0g= [l + 0- f(p)] [| + p- f(p)] ...[, + p-/, f( p /.yj.

D ailleurs, une racino primitive p de 1 equation (i) sera tie la forme

(17) p^e^iM,

rs etant un arc reel que Ton pourra, si Ton veut, supposer determine

par la simple formule

271

Gela pose, 1 equation (16) donnera

(19) 0g [i 4-
2/-cos(/&amp;gt; cr) + /-

2

] [i 4- 2/-a cos(/?a anr) 4- /*] ____

On trouve, de la meme rnaniere,

(20) Y

et ainsi de suite. Par consequent, si Ton attribue a f(p) la forme gene-
rale que prescnte la formule (5), les divers termes de la suite

no seront autre chose que les diverses valeurs que prendra I expres-
son

(22) i2=[i 4-2/-cos(/&amp;gt; u )4- /
&amp;lt;2

J [i4- 2ra cos(/&amp;gt; aw) 4- /*] ____

lorsqu on y substituera successivement, a la place de w, les divers

termes de la progression arithmetique

(
23

) o, rc, 25J, SGT, ..., ( i)rc.

Observonsd ailleurs que, en vertu de la formule (18), si 1 on porle, \\
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partir d une memo origine, sur la circonference du ccrcle dont le

rayon est 1 unite, les arcs represented par les divers termes de la pro

gression (23), les extremites de ces arcs seront les sommets d un po-

lygone regulier inscrit au eercle, et qui offrira n cotes.

Soient maintenant

(24) -a, 0-6, -y, .-, -r,

les valeurs que prend la factorielle 0, quand on y fait croitre de 1 unite,

non plus les quantites a, ou , ou y, . . . , mais les quantites
-- a, on

_ g t ou __
y ? ____ Les termes de la suite (24) representeront encore

les valeurs que prendra successivement 0, si Ton y fait decroitre a,

ou o, ou y, . . . de la quantite i; et, en raisonnant comme ci-dcssus,

on prouvera que, pour obtenir ces divers termes, il suffit d*attribuer

successivement a to les valeurs

O, W, 255, 3CT, ..., (tl l)CT,

non plus dans le produit O determine par 1 equation (22), mais dans

le produit O,, determine par la formule

(25) Q,= [i 2rcos(/&amp;gt; o&amp;gt;)
+ /

&amp;gt;2

] [ 2/-cos(/? aw) + /]

II existe un moyen facile d obtenir dans tous les cas une limite egale

ou superieure a la factorielle 0. En effet, posons, pour abreger,

__

ou, cc qui revient au meme,

f( P ) f( P-) + f(p-) f( P
-a

) + - + f(p*) f(p-
A

)

(27) R= ^~

R sera la moyenne arithmetique entre les nombres representes par les

produ its

(28) f(p)f(p- )&amp;gt; f(p
a mp-a

)&amp;gt;
- f(p*)f(p-

A
).

D autre part, on tirera de la formule (6), en y remplac.ant p par p-
1

,

(29) e = f(p-
l

)f(p-
B
)f(p-*)--- f

(p~*)&amp;gt;
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et par suite on aura

(30)
l

=f(p)f(p-
1

) f(p) f(p-)...f(p ) f(p-&quot;).

Done la moycnne geometrique entrc les produits (28) sera la raeiue w il &quot;ie

2

de &- on &&quot;. Mais la moyennc geometrique entre plusieurs nombres esl

toujours ou egale, ou inferieure a la moyenne arithmetique entre les

memes nombres. On aura done

0&quot;&amp;lt;R,

et

(31) &amp;lt;R^.

Si, pour fixer les idees, on suppose que n soit un noinbre premier

impair, on aura
m = n r

,

et la formule (27) donnera

,ov r&amp;gt;
&amp;gt; PI &amp;gt;

a6 + ay + . . . -4- 6y + . . .

(82) R a 2 + 6 2
-f- y

! + . . .
--f-1--

// i

Done alors, en posant, pour abreger,

(

* -^ a + 6 +/ +
(33)

I s, r= a 2 + b 2+ y
2 + . . . ,

on aura s implement

(34) R=fla
par consequent la formule (3i) donnera

(35)
&amp;lt;-o

et, a plus forte raison,

(36)

Si cbacun des coefficients a, , y, ... ofl ro line valour numeriquc
OKuvres de C. S. I, t. X. 3 2
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inferieure a 1 unite, si d aillours
Y], commc on pout loujours le sup

poser, so red u it a zero, on aura

el la formule (36) donnera
n 1

(3 7 ) &^n~.

La meme formule donnerait

n l

/ ,,\

(38)

si, Y]
etant nul, on attribuait aux divers coefficients a, , y, ... des

valours numenques comprises entre les limites o ct .

Le cas ou, dans le polynome f(p), les coefficients a, 6, y, . . .
, YJ

so

reduisent, aux signes pros, a des nombrcs entiers, merite une attention

speciale. Lorsqu un polynome f(p) a coefficients entiers est le produit

do deux autres polynomes de memo espece 5(p), /.(?) chacun do ces

derniers est appele diviseur du polynome f(p); et, comme 1 equation

entraine la suivante

quelle que soit la valeur du nombre entier /, il est clair quo, si cp(p)

est diviseur do f(p), 9(p ) sera diviseur de f(p ).
Si f(p) sc reduit a

un nombre entier k, on aura encore

et, par suite, on pout affirrncr que, si un polynome radical
&amp;lt;p(p)

a coef

ficients entiers est diviseur de k, Je polynome cp(p ) sera pareillement

diviseur de k, quel que soit /.

Observons encore que, en vertu de 1 equation identique

qui subsiste pour unc valeur quelconque du nombre entier et impair /?.
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lo rapport
a n+ 6&quot;

representera la factorielle correspondante a chacun des binomes radi-

eaux
a 4- op, a 4- 6p

2
, . . .

, a 4-
Sp&quot;-

1

.

Done lout binome radical de la forme

sera un diviseur de ce rapport, quelle que soit la valeur entiere de /.

Or, comme on reduit Ic rapport dont il s agit a I linite, cjuand on pose

a 6 \
,

el an nombre n, quand on pose

a = 6 =.- r
,

nous pouvons affirmer que lout binome radical de la forme

i 4- p

est un diviseur de 1 unite, ct tout binome radical de la forme

un diviseur du nombre cnlier n.

Remarquons encore, avant de terminer ce paragraphe, que, dans

le cas ou les coefficients a, , y, ... sont entiers, on pent de la for-

rnule (6) deduire le quadruple de la faclorielle @, sous nne forme

semblable a celles sous lesquelles nous avons presente, dans un pre

cedent Memoire, des enliers dont chacun est le quadruple d une puis

sance d un nombre premier. Ainsi, par exemple, n etant un nombre

premier, si Ton nomme r une racine primitive de 1 equivalencc

,r&quot;- E=i (motl.w),

1 equation (G) donnera

(4o) e-F(
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la valour de F(p) etant de la forme

F(p) a 4- b(p 4-p
r*4-. . . 4-p

&quot;&quot; 3

) + r(p
r 4- p *4-. .4- p

1
&quot;&quot; 1

),

et a, b, c etant ties coefficients qui scront enticrs on memo temps que

a, 6 , y, Par suite, si Ton pose

( 4 1 ) A p p
r H- p

;

p
&quot; + . . . p

&quot;

-;

et

(4a) A = 2U b r, H ~- b r,

on aura

(43) 4 = A ?-B 2 A 2
.

Commo on aura d ailleurs

i

(44) A =(-i) n,

[ equation (4^) donnera

(4-5) 4e^A 2 -(-i)~B 2
.

On aura done

(46) 4e = A rtB 5
,

si /z est de la forme 4^ -+ c,t

(47) 4-A*-i-/iB 2
,

si /? esl do la forme !\l -+- 3.

A 1 aide des formules precedenles, il est facile dc prouver quo, si

n est de la forme 4/4-3, / etant positif, ne pourra se reduirc a

1 unite sans que cette reduction entraine la condition B = o. En elfet,

lorsquc se reduit a 1 unite, la formule (47) donne

(48) B 4 A*.

Or, n etant, par hypothose, un nombrc premier de la forme 4/+-3,
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on no pourra verifier 1 equation (48) qu en supposant, ou

(49) A -i, = 3

ou

(50) A 2, B := o.

On pourrait demander encore sous quelles conditions la factorielle

peut se reduire au nombre premier n suppose de la forme V H- 3. Or,

si cette reduction a lieu, la formule (4?) donnera

Done alors A sera de la forme nC, C etant choisi de maniere a verifier

1 equation
4-B*=n&amp;lt;?;

ot par consequent, si A ne s evanouit pas avec C, il faudra que Ton ait

n in 3
, B ^^ i

,
Li ;^ i

,
A 3 .

Done ne pourra se reduire a n, a moins que Ton n ait A o

ou n = 3.

Le polynome f(p), determine par 1 equation (4), ren ferine gene-

ralemcnt n termes. Gonsiderons maintenant le cas ou, plusieurs des

coefficients venant a s evanouir, le nombre des termes est reduit a /.

Si chacun des coefficients restants ofTre une valeur numerique infe-

rieure a ~ on aura

&amp;lt;

l

~
4

et la formule (36) donnera

(5i)

En vertu de cette derniere formule, sera inferieur a Tunite, si Ton

suppose 1=2., n etant superieur a 1 unite, ou /=3, n etant supe-

rieur a 3.
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On vorra, dans un autre article, les avantages que presente, pour
la solution des deux problemes precedemment indiques, 1 emploi de

quelques-unes des formules que nous venons d etablir.

359.

THEORIE DES NOMRRES. Me/noire sur de nouvelles formules relatives a la

theorie des polynomes radicalix, et sur le dernier theoreme de Fermat

(suite).
C. R., T. XXIV. p. 5i6 (29 rnars 1847).

Lorsqu on veut faire servir a la demonstration du dernier tbeoreme

de Fermat la consideration des polynomes complexes, on a deux pro

blemes distincts a resoudre. D abord, comme Fa fort bien remarque
M. Liouville, on doit faire voir qu un produit de polynomes complexes
ne peut etre decompose en facteurs premiers qued unc seule maniere;

puis, en supposant ce principe etabli, on doit en deduire le theoreme

de Fermat. Les observations de M. Liouville et celles que j
ai inserees

moi-meme dans le Compte rendu de la derniere seance prouvent la

necessite d attaquer ces deux problemes. Je commencerai par m oc-

cuper du premier. Apres quelques rechercbes, jc suis parvenu a le

ramcner a une question de maximum, ainsi qu on le verra dans le

paragrapbc suivant.

II. Sur la decomposition d uti polynome radical en deux parties,

do/it l une corresponded nne factor ielle plus petite que I unite.

Supposons que, p etant une racine primitive de 1 equation binome

(1) *=!,

on pose

(2) f(p) a -+- 6p -f-yp
2+ . . .+

-op&quot;- ,

a, , Y, ..., Y]
etant des coeflicients reels. Si ces coefficients s eva-
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nouissent tons, a I exeeption du premier, le polynome radical f(p)

sera reduit a one quantite reelle a, et la factorielle correspondante

au memo polynome sera representee par a nt
,
m etant le nombre des

enticrs inferieurs a n, et premiers a n. Alors aussi le polynome f(p),

reduit a la quantite reelle a, pourra etre decompose en deux parties,

dont la premiere soit entiere, et dont la seconde corrcsponde a uri

module compris entre les limites o, i, par consequent a une facto-

riolle inferieure a 1 unite. II y a plus : en augmentant ou diminuant

de 1 unite, s il est necessaire, la premiere partie, on pourra toujours

faire en sorte que le module de la seconde partie devienne inferieur

a , et la factorielle correspondante a Voyons maintenant s il sera

possible d arriver a des resultats du meme genre, dans le cas on les

coefficients 6, y, . . . ccssent de s evanouir tous a la fois, et si, dans ce

cas encore, le polynome f(p) pourra etre decompose en deux parties,

dont la premiere soit un autre polynome a coefficients entiers, mais

tellement choisis que la factorielle correspondante a la seconde partie

devienne inferieure a 1 unite.

Soient

i, a, b, ..., li

les entiers inferieurs et premiers a n. Posons, comme dans le I,

f(p)

r, ra , ... etant les modules des polynomes f(p), f(p
a
), ____

Enfin, soit

(3) 6 = F(a, 6, y, . . .
, tj)= rra . . , rh- r-rl . . .

la factorielle relative an polynome radical f(p), et concevons que,

dans la formule (3), on attribue aux coefficients

, S, y, . . . , YI

des accroissemcnts entiers, positifs ou negatifs, representes par

(4) Aa, AS, Ay, ..., An.
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La factorielle prendra un accroissement correspondant A0, et, parmi

les diverses valeurs de 4- A0, il y en aura generalement une qui sera

inferieure a toutes les autres. Nommons T cette plus petite valeur. La

question qu il s agit de resoudre consiste evidemment a savoir si Ton

aura toujours

(5) T&amp;lt;i.

Nous observerons d abord que, en cboisissant d une manierc con-

venable les accroisscments attribues aux coefficients a, 6, y, ..., r
(
,

on peut abaisser la valeur numerique de chacun de ces coeflicients

au-dessous de ~, et par consequent la somme s2 de leurs carres au-des-

sous du nombre {I, I etant le nombre de ceux des coefficients qui nc

sont pas alors reduits a zero. D ailleurs, en vertu de la formule (36)

du paragraphe precedent, la valeur de est toujours inferieure a

. Done, en operant comme on vient de le dire, on obtiendra
n i

line valeur de -h A0, qui verifiera la condition

n I 4

et Ton aura encore, a plus forte raison,

D ailleurs, le second membre de la formule (6) est egal ou inferieur

a 1 unite, quand on suppose 1=2., n etant supericur a 1 unite, on

/= 3, n etant superieur a 3. Done la condition (5) se veritiera tou

jours, quand le polynome f(p), reduit si Ton veut a sa plus simple

expression, renfermera deux termes seulement, n etant superieur a

1 unite, ou trois termes, n etant superieur a 3. II y a plus : en s ap-

puyant sur la formule (3i) du I, on prouvera assez facilement qu on

peut, a la condition (6), substituer la suivante
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et que, en consequence, la condition (5) se verifie encore quand le

polynome f(p) renferme quatre termes au plus, quelle que soit d ail-

leurs la valeur do n.

Supposons maintenant que, dans I equation (3), les coefficients

a, 6, -/, ..., Y]

regoivent precisement les valours pour lesquelles la factorielle -+- A0

atteint sa plus petite valeur T, en sorte que cette plus petite valeur

corresponde a des valeurs nulles des accroissements

Aa, AS, Ay, ..., AYJ,

et, par consequent, a Line valeur nulle de A0. L equation

(8) A0 =
,

qui sera verifiee quand on aura = T, se trouvera generalement rem-

placee, lorsque les accroissements Aa, A, . . . , AY], ou du moins quel-

ques-uns d entre eux, cesseront de s evanouir, par la formule

(9) A0&amp;gt;o.

D ailleurs, si, comme dans le I, on nomme a , ou 0g, on r ... la

nouvelle valeur que prend 0, quand on y fait croitre a, ou 6, ou y, . . .

de 1 unite, la valeur de A0, correspondante a cette hypothese, sera

representee par la difference a 0, ou g 0, . . . , ou 0^ 0. Done

la formule (9) comprendra les suivantes :

(10) ea -e&amp;gt;o, 0s-0&amp;gt;o, -.-, ri
-0&amp;gt;o.

Parcillement, si Ton nomme 0_.a , ou 0_g, ou 0_
y , ... la nouvelle

valeur que prend quand on y fait decroitre a, ou 6, ou y de

1 unite, la formule (9) donnera encore

(ll) 0_ a -0&amp;gt;0, 0_g 0&amp;gt;0, ..., 0_,)-0&amp;gt;0.

Mais, en vertu de ce qui a etc dit dans le paragraphe precedent, les

divers termes de la suite

a , 0g, ..., fy

OEuvres de C. S. I, t. X.
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seront les diverses valeurs que revolt le produit Q determine par la

formule

(12) &= [i + 2/-cos(/&amp;gt; w)4-/-
2

] [i + 2 /-a cos(/?a aw ) + /]. . .,

quand on prend successivement pour valeurs de o&amp;gt; les divers termes

de la progression arithmetique

(13) O, CT, 25T, 3tZT, ..., (n l)G7,

la valeur de CT etant

/ /\ 97r
(14) w =

Pareillement les divers termes de la suite

0_ a , 0_ g , ..., 0_.
ri

seront les diverses valeurs que recoil le produit Q,, determine par la

formule-

(15) Q
t =[i 2rcos(/? u) -4- /-

2

] [i 2/-
rt cos(/?a aw) + /]. . .,

lorsqu on attribue successivement a co les w valeurs dont il s agit. Done

les formules (10) et (i i) seront verifiees si Ton a

(16) 12 0&amp;gt;o, ^-0&amp;gt;o

pour 1 une quelconque des valeurs de o&amp;gt; comprises dans la progres

sion (i3).

En resume, la valeur T de 0, pour laqucllc la condition (9) sera

remplie, quelles que soient les valeurs entieres attributes aux accrois-

sements

Aa, AS, ..., AYJ,

verifiera constamment les formules (iG). Cela pose, concevons que,

pour un systeme donne de valeurs des coefficients a, , y, . . . , YJ,
on

nomme II le plus petit des termes compris dans les deux suites

0a, 0g, ..., V
0_ a , 0_g, ..., 0_v
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II sera en meme temps le plus petit des nombrcs qui representeront

les divcrses valeurs de Q, Q, correspondantes aux divers termes de la

progression (i3); et la condition (5) sera tonjours remplie, si, pour

des valeurs quelconqucs attributes aux coefficients a, 6, y, . . . , yj, par

consequent aux modules r, ra , rb , ... et aux angles/?, pa , pb , . . .
,
la

factorielle

07) e= rrrl,

est constamment inferieure a 1 unite, lorsqu elle verifie la formule

(18) 0&amp;lt;n,

on, ce qui revient au meme, la formule

(19) = OE,

designant un nombre compris entre les limites o, i.

Observons, a present, que si Ton pose

a o, 60, 7
= 0, . . .

, vi o,

les polynomes
f(?) f f(p), ..., f(p*)

s evanouiront tous avec leurs modules. On aura done alors

et

par consequent, la condition (5) sera verifiee. Alors aussi les for-

mules (12) et (i5) donneront

Q=a,=i,
et par suite on aura

n=i.

Supposons maintenant que les coefficients

a, 6, y, ..., YJ,

cessant d etre nuls, acquierent de tres petites valeurs numeriques qui
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soient entre elles dans les rapports donnes, et posons

on aura sensiblcment, pour de tres petites valeurs de a,

& i 4- 2[/-cos(/&amp;gt; co) 4- ra cos(pa aco) 4- . . .],

&, i 2[/-cos(/ co) 4- / cos(/?a aco) 4-. . .],

lorsque Tangle co sera choisi de maniere que la somme

rcos(/&amp;gt; co) 4- ra cos(pa aco) 4-. . .

ne s evanouisse pas. Done alors, dcs deux quantites Q, 12,, la plus

petite sera inferieure a I unite, et Ton aura

Alors aussi la valeur de 0, tiree de la formule (17), sera tres petite,

par consequent inferieure a I unite; et, comme II differera pen d&amp;lt;&amp;gt;

I unite, cette valeur de verifiera certainement la condition (18 ),

ou, ce qui revient au memc, la condition (19).

Supposons enfin quc les coefficients

a, 6, y, ..., y)

continuent a varier, par degres insensibles, avec les arguments

/, ra , r/&amp;gt;,
. . .,

et les modules-

P, Pa, Pb, --,

et quc, en consequence dc cette variation, la valeur de 8 croisse inde-

finiment. Quand la valeur de 0, donnee par la formule (17), verifiera

la condition (18), on aura, d une part,

(-21) en = r !
/-r|, ...,

etant un nombre inferieur a Tunite; et, d autre part,
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tant que 1 unite surpassera la valeur commune tics deux membres do

la formule (21), et, par suite, la valeur du produit

Done, en vertu de ce qui a ete dit plus haul, la condition (5) sera

toujours remplie, si 1 unite surpasse la plus grande valeur de OH

que Ton puisse deduire de la formule (21), en y faisant croitre les

modules
r, r

a&amp;gt;

r
b&amp;gt;

par degres insensibles a partir de zero, et en supposant

II y a plus : il est facile de s assurer que cette plus grande valeur de

OH correspond precisement a

Done le premier des problemes qu il s agissait de resoudre se trouve

ramene, comme nous 1 avons dit, a une question de maximum, savoir

a celle dont voici Tenonce :

PROBLEME. Soil II la plus petite des valeurs que fournissent pour 1 el

pour Ql/ lesformules (12) et (i5), quand on y subslitue successivemenl a

la place de w les divers termes de la progression (i3). Concevons d ail-

leurs que les modules

r, ra , r/,,

d abord reduits a zero, varient , par degres insensibles, avec les argu

ments

P&amp;gt; Paj Pbi !

de maniere a verifier I equation

On propose de rechercher la plus grande des valeurs que pourra prendre,

dans cette hypothese, lafonction II, et d examiner si cette plus grande

valeur est inferieure a I unite.
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On peut remarquer d ailleurs quc la plus grando des valeurs de II

sera precisement la limite superieure a laquelle pourra s elever, sans

la depasser jamais, la quantite representee par la lettre T dans la for-

mulo (5).

Le probleme etant reduit a ccs termes, donnons maintenant, en

quelques mots, une idee succincte des precedes qui peuvent en

fournir la solution.

Comme nous 1 avons deja remarque, les diverses valeurs de CD, com

prises dans la progression (i3), represented des arcs dont les extre

mites sont les sommets d un polvarone reffulier de n cotes inscrit au
1. v \J C/

cercle. Par une consequence necessaire, les arcs, que representeront

les diverses valeurs
de/&amp;gt;

o&amp;gt; et meme de -
-+- p oj correspondantes

aux diverses valeurs de w, auront encore pour extremites, lorsque lc

nombre n sera pair, les sommets d un polygone regulier de n cotes.

Mais, si n est impair, les extremites des arcs correspondants aux

diverses valeurs de p w seront distinctes des extremites des arcs

correspondants aux diverses valeurs de IT -f p o&amp;gt;;
et les extremites

de ces deux especes d arcs marqueront les sommets d un polygone

regulier dc zn cotes. II est aise d en conclure que, pour un systeme

donne de valeurs des modules

&amp;gt;
a&amp;gt; In )

II sera inferieur au produit

7T \
i 2 / cos h r- 1 (i -f- ra )- (i -+- r/,)

2
. . .,

si n est un nombre pair, et au produit

r. \
I 2 / COS h /

&amp;gt;2

) (i 4- A-a )
2
(i +- /V,)

2
-

!

si n est un nombre impair. Par suite aussi, lorsqu on fera croitre les

modules
/-

&amp;gt;

l ai bi,, . . .
,

supposes d abord reduits a zero, par degres insensibles, la valeur dc II,
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fburnie par 1 equation (22), ne pourra devenir superieure a celle quc
determineront les formules

(28) ( i 2/- cos- + r 2

J
(IH- r)

m-*=
r&quot;&amp;gt;,

II =
/&quot;,

si n est un nombre pair, ou les formules

(2/4) i 2 rcos

si /z est un nombre impair.

Si, pour fixer les idees, on suppose n = 4, on aura

m 2
;

et, comme p sera une racinc primitive de 1 equation

^7
4= I,

on aura encore

Alors aussi les formules (28) donneront

(25) &quot;=^
I

et la quantite T elle-meme ne pourra surpasser la limite superieure -&amp;gt;

2

que cette quantite atteindra effectivement, si dans la factorielle

= a2+6 2

on pose

Supposons maintenant /t = 3, on aura

m = 2,
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et les formules (24) donneront

r. i

I i 2/-COS7T = o, r = -
,

6 V^
(26)

I =f

Par consequent, la quantite II et la quantite T elle-meme auront pour

limite superieure la fraction
|, qu elles ne depasseront jamais.

II importe d observer que la premiere des equations (28) peut etre

presentee sous la forme

( 27 )
r

(
i-/ )

2

+f2sin-
T

:-y/-l(i + /-)
&quot;-2

-/&quot;&quot;= o.

Or, dans cette derniere equation, le premier membre sera reduit a

I unite, si Ton pose r = o; et, si Ton fait passer r, par degres insen-

sibles, de la valeur r = o a la valeur r = i
, le premier membre passera

de la valeur i a la valeur

. . ir Vm
\
sin i

2/i/

qui sera negative, si Ton a

(28) sin-- &amp;lt;
(

-
)

&amp;gt;

2 n \ a

et, a plus forte raison, si Ton a

7T I

(20) -&amp;lt;
-

2 n a

Celapose, il est clair que, si la condition (28) ou (29) est remplie,

1 equation (27) offrira une racinc positive comprise entre les limites o

et i. II est vrai qu une autre racine positive sera comprise entre les

limites i et oo. Mais de ces deux racines ce sera la plus petite, com

prise entre les limites o et i, qui, substitute dans 1 equation

n = /
&quot;,

fournira une limite superieure a la valeur maximum de II. On doit
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en conclure que, si la condition (28) on (29) se verifie, n etant un

nombre pair, la valeur maximum do II sera inferieure a I unite, et

qu alors la condition (5) sera toujours remplie.

Pareillement on conclura des formuies (24) que, n etant un nombre

impair, la condition (5) se verifiera toujours, si Ton a

71 / I

(3o) sin
&amp;lt;

-

4 n \ 2

et, a plus forte raison, si Ton a

(30 ^&amp;lt;(-
(11 \ 2

Si Ton prend successivement pour n les nombres pairs

4, 6, 8, 10, 12, i4,

on trouvera, pour valeurs correspondantes de m, les nombres

2, 2, 4, 4, 4, 6,

et les valeurs correspondantes du produit

2 n
2

seront les nombres

4, 6, 4, 5, 6,

qui sont tous superieurs ar: = 3,i4i5 Done alors la tbrmule (29)

sera verifiee, et Ton pourra en-dire autant de la condition (5).

Si Ton prend successivement pour n les nombres impairs

3, 5, 7, 9, i5,

on trouvera, pour valeurs correspondantes de m, les nombres

2, 4, 6, 6, 8,

et les valeurs correspondantes du produit

OEuvres de C. S. I, t. X. 34
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seront les n ombres

fi
* 7 9 l5

&amp;gt;

-&amp;gt;

-
-7-1224

qui tous surpassent le nombre -. Done alors la condition (3i) sera

verifier, et Ton pourra en dire autant de la formule (5).

II est done deja demontre que la condition
(.-&amp;gt;)

se verifie pour tout

nombre entier n qui ne surpasse pas le nombre 10, et meme pour
n = 12, ainsi que pour n = i4 et pour n = i5.

Lorsque le nombre n est egal a 1 1 ou a i3, et lorsqu il surpasse ID,

les formules (23) et (24) no fournissent plus le moyen de prouver

que T reste toujours inferieur a 1 unite. Mais on ne doit pas en con-

clure que la condition (5) cesse d etre remplie. II y a plus : on est

conduit a penser qu elle doit Tetre encore, par les raisons que je vais

indiquer.

Lorsque le nombre n est tres grand, un point quelconque de la cir-

conference decrite avec le rayon i est toujours tres voisin de 1 un des

sommets d un polygone regulier de n cotes, ou de f n cotes, inscrit a

cette circonference, et par consequent tres voisin de 1 extremite de

1 un des arcs representes par les divers termes de la progression (i3 ).

Alors, assujettir Tangle co a demeurer compris parmi les termes de

cette progression, c est, a pen de chose pres, le laisser entierement

arbitraire. D ailleurs si, dans la fonction 1} ou O
;
, on laisse Tangle co

entierement arbitraire, la plus petite valour II de (1 ou de Q! sera line

fonction entiere des modules r, /;,, rb , . . . , ainsi que des arguments /&amp;gt;,

p(l , /)( ...; et alors la valour maximum de IT, determinee a Taide du

(&quot;alcul differentiel, sera, comme je le prouverai dans un autre article,

representee par la fraction

Or cette derniere fraction, qui pout etre consideree comme la valeur

approchee du maximum do II correspondant au cas oil Ton prend

pour co un terme de la progression (i3), sera tres petite, par conse-
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quent tres inferieure a I unite, quand IP nombre n sera superiour

a TO; d oii il est naturel cle conclurc que la quantite clont elle repre-

sente une valeur approchee sera encore inferieure a I unite. Toutefois,

comme les raisons que je viens d enoncer ne suffisent pas pour con-

stater en toute rigueur 1 existence de la condition (5) dans tous les

cas possibles, je me propose de revenir encore sur cet objet dans un

autre Memoire, et de completer ainsi la solution du probleme dont je

viens de m occuper.

La formule (5), unc fois etablie pour un nombre donne n, devient

la base fondamentale de la theorie des polynomes complexes ou radi

caux, qui renferment les racines de 1 equation x&quot; = i, et permet de

resoudre avcc une grandc facilite des problemes relatifs aux residus

quadratiques, cubiques, etc., ainsi qu une multitude de questions de

nombres. En partant de cette formule et en faisant usage de la me-

thode suivie par M. Dirichlet, dans le Memoire que j
ai deja cite, on

obtient facilement la decomposition des polynomes radicaux ou com

plexes en facteurs premiers, c est-a-dire en facteurs radicaux, dont cha-

cun n ait pour diviseurs que lui-meme et les diviseurs de I unite ; puis

Ton etend a ces polynomes et a ces facteurs les theoremes que Ton

demontre en Arithmetiquc pour les nombres entiers. On rcconnait,

par exemple, que tout diviseur premier du produit de deux polynomes

radicaux doit necessairement diviser I un des facteurs, et que, si un

polynome radical etant eleve a une puissance du degre n, on decompose

cette puissance d une maniere quelconque en facteurs premiers enlre eux,

chaque facteur sera necessairement une autre puissance du degre n, on

du moms le produit d une telle puissance par un diviseur de I unite. On

reconnait enfin que, si, n etant un nombre premier, 9(p) est un facteur

premier d un nombre premier p, Les seuls facteurs premiers de p seronl

les lermes de la suite

9(p), o(p
2

), ..., 9(?&quot;- ),

et les produits de ces lermes par les diviseurs de I unite. Ces memes

termes seront, comme il est aise de le voir, premiers entre eux,
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lorsque le nombre p sera do la forme ril-\- i, et alors leur produit sera

precisement egal a/&amp;gt;.

Mais si le nombre premier/? se reduit an nombre

premier n, suppose impair, se.s facteurs premiers, representes par les

termes de la suite

cesseront d etre premiers cntre eux, puisque Tun quelconque de cos

termes est le produit d un autre arbitrairement choisi par un diviseur

de 1 unite.

360.

THEORIE DES NOMBRES. Mcmoire sur de nouvelles formules relatives a la

theorie des polynames radicaux, et sur le dernier iheoreme de Fermat

(suite).
C. H-, T. XXIV, p. 5;8 (5 avril iS.1;).

Lorsqu une fois on a etabli, pour un nombre donne w, la theorie de

la decomposition des polynomes radicaux, formes avec les puissances

d une racine /z
ieme de 1 unite, en facteurs premiers, on peut deduire

immediatement de cette theorie une multitude de consequences

dignes de remarque. Je vais en indiquer quelques-unes dans le para-

graphe suivant.

III. Consequences diverses de la decomposition des polynomes radicaux

en facteurs premiers.

Soit n un nombre premier impair; soit encore p une racine imagi-

naire, par consequent primitive, do 1 equation

(i) ./&quot; i o,

et supposons elablie la theorie de la decomposition des
polyn(&quot;)mes

radicaux formes, avec cctte racine, en facteurs premiers. Le nombre
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premier n pourra etre decompose en facteurs radicaux a 1 aide de

1 equation identique

(2) =(l- p)(l-p)...(l-p ).

Mais ces facteurs ne seront pas premiers entre eux. Au contraire, tons

seront divisibles par 1 un quelconque d entre eux, les quotients etant

des diviseurs de 1 unite; car, si Ton nomme
&amp;lt;p(p)

le quotient qu on

obtient en divisant i p
A
par i

p*,
h et k etant deux termes quel-

conques de la suite

\ i, 2, 3, ..., n i,

on aura evidemment

par consequent

^
? (p) ? (p)...&amp;lt;p(p- )=^:=,.

On peut observer encore que, en vertu de la formule (2), on aura

(3) *= (i_p)

etant un polynome radical a coeflicients entiers, equivalent au

produit des rapports

I p
2

- = I -H p,r ci I

I-P 3

= i + o

-p-f ...-l-p
8-1

.

1
~~

V

II est d ailleurs evident que, dans la formule (2), chaque facteur sera

premier, c est-a-dire non decomposable en deux facteurs qui ne divi-

seraient pas 1 unite; car une telle decomposition entrainerait la de

composition du nombre n lui-memc en deux facteurs distincts de

Tunite, ce qui est impossible. Done i p est un facteur premier de n,

et la formule (3) fournit la proposition suivante :
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THEOREM; I. n etant un nombre premier impair, et
(

c une ratine pri

mitive de Vequation
x&quot; i o,

le nombre Ji sera le produit de la
(ii

i
)&quot;&quot;

&quot;*

puissance du facteur radical

et premier i p, par un diviseur de I unite.

Soit maintenant r uno racine primitive do 1 equivalonce

(4.) x l l =i (mod./?).

Nommons nj(p) un diviseur radical de 1 unite, et prenons

Q(p)= w(p)sj(p*)...w(p*-
1
);

on aura

i= n(p)H(p );

Si d ailleurs on pose, pour abreger,

(6) A=:p p -+p
lS

... p
1

&quot;- 1

,

on trouvera

A+BA A-BA

A, B designant deux quantites entieres, et la valeur de A 2
etant

(8) A=.(-i) n.

Par consequent la formule (5) donnera

n 1

(9) 4=A*-(-i). nB1
.

Si n est de la forme L\l
-&amp;gt;- 3, / etant superieur a zero, on aura necessai-

rement (voir la page 253 )

A 2, B = o,

et, par suite,

(10)
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Si n etait egal a 3, on pourrait avoir encore

A = fc B i
,

et, par suite,

(n)

Soil maintenant p un nombre premier de la forme nl -+- \. L equiva-

lence

(12) a;p- 1 i^o
(
mod. p )

aura, comme Ton sait, pour racines les divers termes de la progres

sion arithmetique
i, 2, 3, .. ., p i;

et Ton en conclut aisement que 1 equivalence

d3) x&quot;i==o (mod.//)

offrira toujours n racines, representees paries divers termes d une cer-

(aine progression geometrique

i t L-, t
3

t
&amp;gt;L

~

.

Toutes ces racines, a 1 exception du premier terme i de la progres

sion, pourront etre considerees comme primitives, et la racine t en

particulier rendra, non seulement la difference /&quot; i, mais aussi le

rapport

divisible par/;. Posons, en consequence,

fit _ r

(.4) ^=^ p -

P sera un nombre entier, et Ton aura identiquement

Le premier membre de la formule (i.5) etant le produit de facteurs

binomes dont aucun n est divisible par /;,
il suit immediatement de
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cette formule quo p sera decomposable en facteurs radicaux. Gela

pose, nommons cp(p) un facteur radical et premier de p. II clivisera

1 un dcs facteurs
t t

- ... /
&quot;- 1

.

Admettons, pour fixer les idees, qu il divise / p, et nommons y(p)
le quotient correspondant. On aura

t p
= 9(p) x (p),

p&quot;-

1

9(p&quot;-

1

)x(p&quot;-
1

);

puis on en conclura, en designant par h, k deux termes distincts de la

suite i, 2, 3, ...,// i,

(, 7 ) P*-P*=&amp;lt;P(P*)X(P*)-?(P*)X(P*&amp;gt;-

Or il resulte de la formule (17) que les deux facteurs

? (p/ ), 9(p*)

seront premiers entre eux; car, s ils ne 1 etaient pas, ils offriraient un

commun diviseur qui diviserait tout a la fois le nombre p et la diffe

rence A
p*, sans etre diviseur de 1 unite. Mais la difference .

correspond, ainsi que le binome i p
A h

, a la factorielle n\ done le

diviseur commun devrait diviser les deux nombres premiers n et p,

sans etre diviseur de 1 unite, ce qui est impossible. Done, si o(p) est

un facteur premier de/?, deux termes quelconques de la suite

? (p), o(p
2
), ..., ?(p&quot;-

1

)

seront premiers entre eux; et, puisque chacun d eux divisera le

nombre premier/?, leur produit ou la factorielle correspondanle a

o(p) divisera encore ce nombre dont elle ne pourra differer, en sorte

qu on aura

p o(p) o(p
2
). .

.9(p&quot;-

5

).
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Ajoutons que les seuls facteurs premiers de p seront evidemrnenl les

tonnes dont il s agit et les produits de ces termes par les diviseurs de

I unite. On pent done enoncer la proposition suivante :

THF.OUKME II. Solent, n un nombre premier impair, p
line racine pri

mitive de Vequation
.r&quot; i o,

ff p ii7i nombre premier impair de la forme nl -h i . Le nombre p sera

decomposable en n factears radicaux et premiers entre eux, dont on ne

pourra faire varier les formes qu en les jniiltipliant respectivement par
des diviseurs de I unite tellement choisis, que le produit de tons ces divi

seurs se reduise a I unite.

Concevons a present que Ton designe par A, B deux nombres cutlers

quelconques, on memo deux polynomes radicaux formes avec les ra-

cines de [ equation (i). On aura

(19) A&quot; + B&quot;= (A + B) (A -H Bp) . . . (A -h
Bp&quot;~

l

),

par consequent

(20)
A

A + B*
:= (A + Hp) (A + Bp2) (A + H?

&quot;&quot;

) -

(]&amp;lt;&amp;gt;la pose, considerons en particuHer deux des facteurs binomes eom-

j)ris dans le second membre de la forrnule (19), par exemple !&amp;lt;&amp;gt;s fac-

teurs

A + Bo&quot;, A + IJp*.

//, / etant deux termes distincts de la suite i , 2, . . ., n i. Tout divi-

seur commuii de ces deux facteurs devra diviser leur difference

done il devra diviser ou B et par suite A, ou le binome radical p
7

p
A

et par suite le nombre n. On pent done enoncer la proposition sui-

vanle :

THEOR&ME III. - A et B etant deux nomltres en tiers ou tnerne

OEuvres do C. S.I, t. X. 35
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polynomes radicaux arbilrairemenl choisis, tout polynome (jui divisera

deux dex fadcurs binomes du rapport

,\ -f- B

A4-B

cest-a-dire deux terrnes de la suite

(21) A-^Bp. A+Bp J
, ...., A-t-Bp&quot;-

1

,

sera necessairement ou un diviseur de n
, oil iin diviseur commun de A el

de B.

Solent maintenant, s il cst possible, A, B, (&quot; trois quantites cnlieres

qui verifient la formule

(22) V&quot;+B&quot;4-C
/t =o.

Si A -f- B est premier a n, on pourra en dire autant de

A 4- Bp
/( =: A + B B(i p

7
),

h etant un noinbre entier quelconque, et alors chacun des (ermes de

la suite (20) sera le produit dc la ^ieme
puissance d un certain

|&amp;gt;oly-

nome radical o(p) par un diviseur de 1 unite. Done, en noinmant u(p)

ce diviseur, on aura

(28) A + Bp = w(p)[9(p)],

el Ton doit ajouter que la formule (23) continuerade subsister quand

on y rcmplacera p par Tun quelconque des termes de la progression

ucornetrique
P, P

2
, ..-, P&quot;-

1
-

Si A 4- B cessait d etre premier a n, alors, dans la formule (23), cr(p)

serait, non plus un diviseur de 1 unite, mais un diviseur dc //.

Si maintenant on pose

(24)

r etant une racine primitive de 1 equivalence (4); si d ailleurs on
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nomme H(p)t F(p) cc quo devicnt $(p) quand on remplace la func

tion
&amp;lt;p(p) par GJ(P) on par A -f- Bp, on tirera dc la formule (23)

(
25) F(p) = n(p)[*(p)]&quot;, F(p -)-II(p -)[*(p -)]&quot;;

et chacunc dcs fonctions F(p), F(p
r

) sera la moitie d unc expression

de la forme

a, b etantdeux quantites entieres, et la valeur de A etant donnee par

[ equation (6). Ges memes fonctions sont precisement celles dont la

consideration a fonrni les demonstrations connues dn dernier theo

rem e de Fermat pour certaines valeurs speciales de /?, et, en particn-

lier, pour n = 3 on 5. Effectivement, lorsqu on pose //~3, par

exemple, on peut deduire immediatement des formnles (a5) line

demonstration qui coincide, au fond, avec celle qu Euler a donnee.

Mais il reste a voir quelles sont les consequences auxqnelles pent con-

duipc la consideration des fonctions F(p), F(p ), lorsqu on attrihne a

n des valeurs differentes de celles pour lesquelles on etait dejii jiai--

venn a demontrer le dernier theoreme de Fermat. C est ce que j
exa-

minerai dans un autre article.

CommejeTai dt3Ja remarque, la theorie precedente s appuie sur la

formule (5) du II. J examinerai, dans les paragraphes snivants, les

objections qui peuvent s elcver centre la demonstration donnee de

cede formulc quand le nombre n est considerable. On verra qne, pour

rendre rigoureuses cette demonstration et les consequences deduites

de la formule, il suffit, dans certains cas, de prendre pour @ le module

meme du polynome radical f(p), et de substituer partoul ce module ii

la factorielle que representait auparavanl.
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361.

THEORIE DES NOMBRES. Memoire sur de nowelles forrmdes relatives a la

theorie des polynomes radicaux, et sur le dernier theorems de Ferrnal

(suite).
C. R., T. \XIV, p. 633 (12 avril \8.\-j ).

Comme je 1 ai remarque dans 1 avant-dcrriiere seance, lorsqu on

vent faire servir a la demonstration du dernier theoreme de Fermat

la consideration des polynomes complexes ou radicaux, formes avec

les diverses puissances d une racine /i
ieme de 1 unite, on a deux pro-

blemes a resoudre. Le premier, et le plus important, puisqu il sufiit

de le resoudre pour etablir sur des bases solides la theorie generale

des polynomes dont il s agit, consiste a faire voir qu un produit de ces

polynomes ne peut etre decompose en facteurs premiers que d une

seule maniere, ou bien encore, que tout polynome radical peut etrc

decompose en deux parties, dont Tune offre seulement des coefficients

entiers, tandis que 1 autrc correspond a une factorielle plus petite que

1 unite. J ai attaque ce dernier probleme dans le II de ce Memoire,

et
j
en ai ramene la solution, dans le cas le plus general, a une ques

tion de maximum. J ai depuis obtenu, pour resoudre le rneme pro

bleme, une nouvelle methode, qui me parait ofTrir de grands avan-

tages sur celle que j
ai developpee dans ravant-derniere seance. Cette

nouvelle methode ramene la solution, non plus a la recherche de la

valeur maximum de la plus petite entre diverses fonctions donnees,

mais, au conlrairc, a la recherche de la plus petite des valeurs maxima

de ces fonctions considerees isolement, ou egalees entre ellcs deux a

deux. L analysc dont je me sers, et qui semble digne de 1 attention

des geometres, offre cela de remarquable, que le module du polynome

radical donne se trouve elimine du calcul, aussi bien que les modules

des polynomes associes, que Ton deduit du premier en remplagant une

racine de 1 unite par une autre. Les conditions auxquelles il s agit de

satisfaire ne renferment plus que les arguments de ces divers poly-
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nomes. D ailleurs, ces conditions sont tres simples et se reduisent a

celles quc je vais enoncer.

Soient n un nombre entier quelconque, p une racine primitive de

[ equation binome

(1) j? = i

et

(2) f(p) = a 4- 6p -I- yp
2
-t-. .4-

-rip&quot;-

1

un polynome radical a coefficients entiers, forme avec les racines de

cette equation. Soient encore

(3) i, &amp;lt;7, b, .
&amp;gt;.,

n b, n
,

n i

les entiers inferieurs a n et premiers a n, et m le nombre de ces

entiers. Nommons
P, Pa, Pb,

les arguments des polynomes

f( P ), f( P ), f(p*), ....

Enfin, prenons

// \
2Tr

(4) GJ=:
;

t, en designantpar w 1 un quelconque des termes de la progression

arithmetique

(5) o, TS, f.w, . .., (n I)EJ,

posons

sin
2

(6)

les facteurs trigonometriques que renferme le second membre de cha-

cunedesformules(6)etant en nombre egal a , c est-a-dire en nombre

egal a celui des termes qui, dans la suite (3), sont inferieurs a -//.
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Ma nouvelle methode reduit le probleme qu il s agissait do resoudre a

la recherche de la plus petite entre les valeurs numeriques des pro-

duits P, P et a cette proposition, que, pour des valeurs donnees qucl-

conques des arguments/?, pa , ..., la plus petite entre les valeurs

numeriques de P ou de P qui correspondent aux divers termes de la

progression (5) ne surpasse pas 1 unite.

Outre la methode que je viens d indiquer, j
ai encore obtenu divers

theoremes assez curieux, dont quelques-uns se trouvent deja enonces

dans les Memoires que j
ai presentes dernieremont a 1 Academie. L un

de ces theoremes, que M. Lame parait avoir rencontre de son cote,

determine, pour le cas particulier ou le nombre n est 3 ou 5, la forme

generate des diviseurs de 1 unite. Je prouve aussi tres facilement qne

la difference entre la rc
ieme

puissance d un polynome radical a coeffi-

cients entiers et la somme des coefficients de ce polynome est toujours

divisible par n, lorsque n est un nombre premier impair. II en resulte

immediatement que la difference entre les puissances /z
u mes de deux

polynomes associes est divisible par /z; et cette derniere proposition

comprend elle-meme, comme cas particulier, un theoreme enonce par

&amp;gt;[. Lame, relativement aux polynomes qu il appelle conjugues directs.

Voici la demonstration tres simple du theoreme qui se rapporte a

la /i
ieme

puissance d un polynome radical a coefficients entiers. Suppo-

sons toujours ce polynome determine par la formule (2). Si on Feleve

a la rc
ieme

puissance, et si Ton admet que n soit un nombre premier

impair, on aura evidemment

(7 )

etan.t un nouveau polynome radical a coefficients entiers. D ail-

leurs, en vertu d un theoreme connn, si Ton pose

Pt

$,,:-- y.
n

-i- 6

la difference
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sera divisible par //. Kit d antres tennes, on aura

(8) sa=q + nl,

/ etant une quantite entiere. Done, en posant, pour abreger,

on aura

(9) [f(p

a(p) etant un polynomc radical a coefficients entiers. L equation (9)

devant subsister quand on y remplace p par 1 un quelconquc des

(ermes de la suite

p , p , p ,

on en conclut quc, si h et k represented deux quelconques des

nombres
O, I

, 2, 3, . . .
,

II I
,

la difference

[f(f*)3* -CKpW

sera divisible par n. Ainsi la difference entre la ^ ieiue

puissance de

d( 4 ux polynomes radicaux associes est toujours divisible par n, et,

par consequent, elle est divisible par (i p)&quot;~
.

362.

THEORIE DES NOMBP.KS. -- Memoire sur de nouvelles formides relatives a la

the.orie des polynomes radicaux. el sur le dernier theoreme de Fennat

(suite).
C. R., T. XXIV, p. 66 1 (19 avril 1847).

IV. Sur la plus petite des factorielles gui correspondent a un polynomc
radical, dans lequel cliar/ue coefficient pent etre augmente ou diininuf-

arbitrairement d une ou de plusieurs unites.

La lettre n represenlant un nombre entier quelconque, soit

i
, a, b, . . .

,
n b, n a, n i
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la suite des enticrs inferieurs et premiers a n. Nommons m Ic nombre

do res en tiers,

i, , b, ...

etant ceux d entre eux qui ne surpassent pas
- Soient d ailleurs p une

racine positive de Fequation

(0 a-=i,

et F(p) un polynome radical a coefficients reels, generalemerit repre-

sente par une fonction entiere de p, du degre n i. Enfin, nom-

inons f(p) le reste qu on obtient, quand du polynome radical F(p) on

retranche un autre polynome de meme espece, mats a coefficients

entiers; et supposons ce dernier polynome tellement choisi que la

factorielle correspondante au reste f(p) soit la plus petite possible.

sera egal ou inferieur aux diverses factorielles qui pourront corres-

pondre au polynome F(p), quand on y fera croitrc ou decroitre arbi-

trairemcnt chaque coefficient d une ou de plusieurs unites. Done, si,

en designant par k Fun quelconque des nombres entiers

o, i, 2, ..., n i,

on nomme
0,. ou 0;

ce que devient la faclorielle , lorsque, dans le polynome f(p), on fait

eroitre ou decroitre de Funite le coefficient de p
A

, on aura, non settle

ment

(2) 0&amp;lt;0
7l,

mais encore

(3) e&amp;lt;6i.;

et, pour etablir sur des bases solides la theorie des polynomes radi-

caux, il suffira, d apres ce qui a etc dit dans les precedents para-

graphes, de prouver que les conditions (2) ct (3), quand elles se

verifient quel que soit k, entrainent la suivantc :

(4) 0&amp;lt;i.
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Soient maintenant r, ra , rb , ... Ics modules, etyo, pa , pi, ... les argu

ments des polynomes radicaux

f( P ), f(p), f(p*), ....

Les polynomes
f^-

1

), f(p&quot;-

a
), f(p&quot;-*), ...,

dont les modules seront encore r, rat rb , . . .
, auront pour arguments

les angles p, pa ,
~

Pb* ! et par suite on aura, non seulement

(5) e = // /-2,

mais aussi

(6)

la valeur de cj etant

= [i -r- 2/-cos(/&amp;gt; nj) -t- /
l2

] [i 4- 2/ a cos(/&amp;gt;a

[i 27-cos(p A:cr) 4- /
l2

] [i 2/-a cos(/?a

271

Cela pose, concevons que les coefficients des diverses puissances

de p, etant d abord nuls dans le polynome f(p), viennent a varier, et

que, par suite, les valeurs des modules

varient elles-memes, par degres insensibles, a partir de zero. La valeur

de variera en meme temps que les modules r, ra ,
rb , . . . , et ne pourra,

tant que la condition (2) on (3) sera remplie, depasser une certaine

limite superieure. Nommons AA ou A^ cette limite, qui, pour certaines

valeurs de k, pourra devenir infinie. II est clair que les formules (2-)

et (3), quand elles se verifieront pour toutes les valeurs entieres de k,

entraineront la formule (4), si pour une ou plusieurs des valeurs de k

on a, ou

(8) A*&amp;lt;i

ou

(9) A
/c &amp;lt;i.

OF.wrcs de C. S. I, t. X. 36
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on tirera de la formule (i5)

/ = r a rb i
&amp;gt;

puis des formulos (5), (6),
i

et

(17) e* = P|,

la valeur de P/, etant

p krs pa akw
(18) P A.:=2

2 cos - cos -----
2 2

Done, alors, on trouvera

B*-*= PI-i.

Gela pose, la difference A sera negative pour o, et ordinaire-

ment positive pour a = i
, si Ton a

(19) P2-&amp;lt;i.

Done la valeur de A./, sera ordinairement finie, si la quantite PA , deter-

minee par 1 equation (18), offre une valeur numerique inferieure a

1 unite.

En raisonnant de la meme maniere, on prouve encore que la valeur

de Aj sera ordinairement fmie,.si 1 unite surpasse la valeur de @A deter-

minee par les deux equations

p 57 . pa akw
(21) P,.= 2 2 sm -sin- ----

,

2 2

ou, ce qui revient au meme, si la quantite P
A , determinee par la for

mule (21), offre une valeur numerique inferieure a 1 unite.

En definitive, on prouve que la question fondamentale, relative a la

theorie des polynomes radicaux, sera resolue si, pour une ou plusieurs

valeurs entieres du nombre k, 1 un des produits PA , P^ offre une valeur

numerique inferieure a 1 unite, quels que soient d ailleurs les argu-
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m
merits p, pa , pb ,

. . . , dont le nombrc-est egal a La demonstration

de ce dernier theorems peut d ailleurs se deduire de la consideration

des rapports ^-,
~

&amp;gt; comme nous le prouverons dans un autre article.

&quot;* &quot;k

Mais, pour resoudre completement la question principale, il n est

memo pas necessaire de recourir a la consideration des produits PA

et P^; on pourrait a cette consideration substituer, par exemple, celle

des produits
(P a (A (.) ff&quot;
* ~~i ~i u ** ^i **

i

Si, pour fixer les idees, on suppose que n soit premier et impair, on

aura
&amp;lt;$ (14- ar rt

cosnp -+- r-n
) (i -+- 2/^ co$npa+ r*&quot;).

. .,

&amp;lt; = (i 2 rn cosnp -+ r- n
) (i 2r&quot; cosnpa+ r* n

). . .,

et il suffira d observer que les rapports

ne peuvent, pour des valeurs infmiment grandes des modules r,

ray ..., rb , rester 1 un et 1 autre superieurs a Tunite.

363.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. -- Memoire sur les maxima et minima

cojiditionnels .

C. R., T. XXIV, p. ;57 (5 mai 1847)-

Pour resoudre certains problemes, il est quelquefois necessaire de

determiner, non pas le maximum ou le minimum absolu d une fonc-

tion dc plusieurs variables independantes, mais la plus grande ou la

plus petite valeur que cette fonction peut acquerir sous des conditions

donnecs. On doit specialement remarquer le cas ou ces conditions

s expriment par des inegalites, en sorte que d autres fonctions des
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memes variables soient assujetties a ne pas depasser certaines limites.

Comme je 1 ai observe dans mes precedents Memoires, c est precise-

ment a une question de ce genre qu on se trouve conduit dans la

theorie des polynomesradicaux. J ai cherche s il ne serait pas possible

d obtenir une methode generale qui put etre facilement appliquee a

tons les problemes de cette nature. Celle que je vais exposer dans ce

Memoire me parait digne de fixer un moment 1 attention des geo-

metres.

Je me bornerai, aujourd hui, a etablir les principes generaux sur

lesquels je m appuie et les formules qui s en deduisent; dans un

autre article, je donnerai 1 application de ces formules a la theorie des

polynomes radicaux.

Soient

S, U, (
, W, . . .

des fonctions donnees de n variables x, y, z, . . . , et proposons-nous

de trouver la plus grande valeur q que puisse acquerir la fonction s

quand les variables x, y, z, ... sont assujetties a verifier les conditions

(1) = o, ^ = o, ^^o, . . .,

dont le nombre est inferieur ou egal a n. Les valeurs de x, y, z, . . .
,

qui correspondront a la valeur ? de s, pourront, ou ne verifier aucune

des equations

(2) wz=o, v = o, (^ = o, ...,

ou verifier une ou plusieurs de ces memes equations. Dans le premier

cas, ? sera un maximum absolu de s, que Ton pourra determiner,

abstraction faite des conditions (i), sauf a s assurer plustard que ces

conditions sont remplies. Dans le second cas, &amp;lt;;

sera un maximum con-

ditionnel de s. Voyons maintenant comment on pourra determiner ces

divers maxima, soit absolus, soit conditionnels.

Designons, a 1 aide de la caracteristique A, des accroissements infi-

niment petits, simultanement attribues aux variables et aux fonctions

donnees. Lorsque x, y, z, ... auront acquis des valeurs correspon-
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dantes a un maximum absolu de s, ori aura

(3) A*&amp;lt;o,

quels quo soient les accroissements infmiment petits A,r, Ay, A~, ....

La formule (3) suffira, comme on le salt, pour determiner complete-

ment les valours de x, y, z, On devra ensuite examiner si ces va-

Jeurs satisfont aux conditions

(4) it
&amp;lt; o, v

&amp;lt; o, &amp;lt;*

&amp;lt;o, ....

Gherchons maintenant les maxima conditionnels dc s correspon-
dants a des valeurs de x, y, z, ... qui verifient une seule des equa
tions (2), par exemple 1 equation

(5) it 7=0.

Alors on aura

As
&amp;lt;

o

(6)
pour toutes les valeurs de A,r, Ay, A^, . . .

qui verifieront les conditions

o.

D ailleurs, ces dernieres formules, jointes ii 1 equation (5), suftiroiil,

comme nous 1 expliquerons tout a 1 heure, pour determiner coniplrtr-

ment les valeurs de x, j, 5, On devra ensuite examiner si ces va

leurs satisfont aux conditions

(7) &amp;lt;

&amp;lt;o,

Chcrchons encore les maxima conditionnels de s correspondants a

des valeurs dc x, y, s, ... qui verifient deux des formules (2), par

exemple les equations

(8) u = o, v = o.

Alors on aura

A,9&amp;lt; O

pour toutes les valeurs de Ao:, Aj, A~, . . .

qui verifieront les conditions

AM S o, Ac o.
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D aiileurs, ces dernieres formules, jointes aux equations (8), suffi-

ront, commc on le verra, pour determiner completement les valeurs

de x, y, z, On devra ensuite examiner si ces valeurs de x, y, z, . ..

satisfont aux conditions

(10) w
&amp;lt;o, ....

On obtiendra, de la meme maniere, les formules qui devront tMrr

verifiees, lorsque s acquerra un maximum conditionnel correspondant

a des valeurs de x, y, z, . . .
, liees entre elles par trois, quatre, cinq, . . .

des equations (2). II ne reste plus qu a developper les formules (3),

ou (6), ou (9), . . . , en considerant d une maniere speciale le cas que

Ton rencontre le plus frequemment, savoir, le cas oil s, u, c, w, . . .

sont des fonctions continues de x, y, z,

Supposons d abord que les valeurs des variables x, y, s, ... corres

pondent a un maximum absolu de s. Alors ces variables etant indepen-

dantes entre elles, si Ton nomme i une quantite infiniment petite/ on

pourra supposer

kx = i dx, Aj i dy, A- = i dz, . . .
,

et Ton aura

A.v = t ds ~\ d*s + . . . .

2

Cela pose, la formule (i) donnera

ids H dz s + . . .&amp;lt; o,
2

quel que soit le signe de t, et, par consequent,

(11) ds = o, d*s&amp;lt;o,

quels que soient^, dy, dz, Comme on aura d ailleurs

ds= D^ s dx -+- Dy s dy -h D z s dz -+- . . . ,

la premiere des formules (i i) donnera

(12) Dx s = o, Dy s o, D z s o,
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Si les valcurs de x, y, z, . .., tiroes de ces dernieres equations, fai-

saient evanouir d~s, il faudrait, commc 1 on salt, recourir a la conside

ration des differentielles de s, d un ordro superieur an second.

Supposons, en second lieu, que les valours de x, j, z, ... corres

pondent a u n maximum conditionnel de s, pour lequel se verifie la

formule (5). Alors x pourra etre considere comme fonotion de y,

z, ...; et si, en designant par i une quantite infiniment petite, on

pose
Ay i dy, &: = i. dz, . . .,

on aura

A.r idx-\ d- x -t- . .

2

A.s -ids H d-a -t- . . ..
2

A ^r t dl( H C/
2

/ -+-..-..
2

Alors aussi les tormules (6) donneront, d une part,

(13) .
ds o, d-s&amp;lt;o

pour toutes les valcurs de ^/.r, dy, dz, ... propres a verifier la condi

tion

(
1 4 ) du = o,

et, d autre part,

(
1 5 ) ids&amp;lt;o

pour toutes les valours de dx, dy, dz, ... propres a verifier la condi

tion

(
5

) tdu&amp;lt;o.

Si Ton combine par voie d addition la premiere des fnrmules (i3)
avec la formule (i/j) multipliee par un factcur indetermine X, on

trouvera

( 7 ) ds -\- X du - o

OEniTcs lie C. - S. I, t. X.
?&amp;gt;-,
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on, ee qui revient au memo,

( I).r .v 4- A I)., ii
)
dx -f- (

Dr .v -f- A I)y ) dy -

Or, en choisissant Ic facteur X de maniere a fa ire disparaitre, dans la

derniere fbrmulc, le coefficient de dx, on obtiendra une equation qui

devra subsistcr, quels que soient dy, dz, .... On aura done alors

(
I S

) Dx S -h &amp;gt;. DA. = O, l)y S +- A D y ft :-.:. (
&amp;gt;,

....

Ces dernieres formules, jointes a 1 equation ( )), determineront com-

pletemento;, j, 5, . . . et X. D ailleurs, ^r, y, z, . . . , X etant ainsi deter

mines, 1 equation (17) subsistera, non plus sculement pour les valours

particulieres de dx, dy, dz, . . . , qui verifieront la condition (i 4), mais

pour toutes les valeurs possibles de dx, dy, dz, .... Done alors la f or-

inule (r.5) sera reduite a

l.i. da
&amp;lt;C

o
;

et cette dernierc condition, devant etre verifiec pour toutes les valeurs

de dx, dy, dz, . . . qui satisferont a 1 equation (i
7
!), donnera

(19) /. &amp;lt;o.

II est bon d observer que, dans la scconde des formulcs (i3), on pent,

eu egard aux formules (i4) et (19), supposer la valeur de d-s deter-

minee par 1 equation

i d*s -
( D*..s -r- 1 1);, u }dx--Jr( 1); s + A 1) \u ) dy

9-
-i- . . .

(20)
/ -f- 2

( D.r Dr .? -f- A Dx D v u)dxdy+....

Done, non seulcment on pent remplacer la seconde des formules (i3)

par la suivante

(ai) d-s -\- A d- if
&amp;lt; o,

que Ton en deduit immediatcment, eu egard a 1 equation (i4); mais,

de plus, le premier membre de 1 equation (21) se reduit a une fonc-

tion liomogene de dx, dv, dz, . . . , savoir, a celle avec laquelle il coin

cide dans le cas oil les variables x, y, z, . . . devicnnent independantes

les unes des autres.
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Supposons, on troisiome lieu, quo los valours do x, y, z, . . . corres

pondent a 1111 minimum conditionnel do 5 pour lequcl so verifienl los

formules (8). Alors x, y pourront etre consideres commo fonctions

do = ..... Alors aussi los formules (9 ) donneront, d uno part,

( *&amp;gt;. ) ds = o, cl-s
&amp;lt;

o

pour tonics los valours do fix, dy, dz, ... propros a verifier los condi-

l i o n s

(&amp;gt;.3)
dti o,

ot, d autro part,

t ds
&amp;lt;

o

pour toutos les valours do dx, dy, dz, . . . propres a verifier les condi-

tions

( &amp;gt;-&amp;gt; ) i. dn
&amp;lt; o, , &amp;lt;:/(

&amp;lt; o,

1 un des signos &amp;lt;&amp;lt; pouvant otro ioi rernplaco par lo signo :=. (^lela

pose, on raisonnant commo oi-dessus, on deduira aisomont des for-

mulos precedentes, non settlement I oquation

( 26 ) ds -r /. du -\-
p.
dc o,

a laquollo on pourra satisf airo, quels quo soient dx, dy, dz, ..., si

1 on choisit oonvonablernent les facteurs indetermines A, a, mais

encore, on supposant los facteurs X, u. choisis commo on vient de lo

dire,

( 27 ) 1)^. .V -i- ), \)x II +
\J. !),&amp;lt;;

V O, I )
y
S + \ 1) yd ~\-

{J. \)y (

~
- O

, . . .
,

( &amp;gt;.8

)
},

&amp;lt; O, p. &amp;lt;
O.

Ajoutons (ju a la socondo dos formules (29.) on pourra substituer la

suivanlo

( 29) d-s -+ /. &amp;lt;l- n -\-
[J.
d- r

&amp;lt; o,

dont lo premier membro so reduira, on vortu des formules (27), a une

fonction hoinogono do dx, dy, dz-, ....
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On obtiendra, de la meme maniere, les formules correspondantes a

un maximum conditionne! de s pour lequel so verifieront trois, quatre,

cinq, . . . dos equations (2).

Le cas oil s doit etre un minimum pent etre ramene a celui que nous

venous de trailer, par la simple substitution de s a s. II est clair,

en effet, que, si s devient un minimum, s devicndra un maximum,

et reciproquoment.

Lorsqu on applique les principes ici etablisau probleme traite dans

la seance du 19 avril, on arrive aux conclusions deja enoncees, que la

condition (8) ou (9) de la page 281 est remplie pour toute valeur

finie de AA ou dc A^. Mais on reconnait en meme temps que, pour

obtcnir la solution complete du probleme, il est necessaire de joindro

a la consideration des deux maxima A A , AJ,.
cellc du maximum com-

mun des trois factorielles 0, A , 0J,..
C est la, au reste, un point sur

lequel je me propose de revcnir prochainement.

364.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. -- Memoire sur les lieux analyliques.

C. R., T. XXIV, p. 885 (4 mai 1847).

Considerons plusieurs variables x, y, z, ... et diverses fonctions

explicites it, v, w, ... de ces memes variables. A chaque systeme de

valeurs des variables x, y, z, ... correspondra generalement tine

valeur determinee de chacune des fonctions , v, w, Si d ailleurs

les variables x, y, z, ... sont au nombre de deux ou trois seulement,

elles pourront etre censees representer les coordonnees rectangulaires

d un point situe dans un plan ou dans 1 espace, et par suite chaque

systeme de valeurs des variables pourra etre cense correspondre : un

point determine. Entin, si les variables x, y, ou x, y, z, sont assu-

jetties a certaines conditions representees par certaines inegalites, les

divers systemes de valeurs de x, y, z, pour lesquels ces conditions
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seront rcmplies, correspondront a divers points d un certain lieu; et

les lignes ou les surfaces qui limiteront ce lieu dans le plan dont il

s agit, ou dans 1 espace, seront representees par les equations dans

lesquelles sc transforment les inegalites donnees quand on y remplace

le signe &amp;lt;&amp;lt;

ou
&amp;gt; par le signe =.

Goncevons maintenant quo le nombre des variables x, y, z, ...

devicnne superieur a trois. Alors chaque systeme des valeurs de x, y,

z, ... determinera ce que nous appellerons un point analytique, dont

ces variables seront les coordonnees, et, a ce point, repondra une cer-

taine valour de chaque fonction de x, y, z, De plus, si les diverses

variables sont assujetties a diverses conditions representees par des

inegalites, les systemes des valeurs de x, y, z, . . . , pour lesquels ces

conditions seront remplies, correspondront a divers points analytiques

dont rensemble formera ce que nous appellerons un lieu analytique.

Ge lieu sera d ailleurs limite par des enveloppes analytiques dont les

equations seront celles auxquelles se reduisent les inegalites donnees

quand on y remplace le signe &amp;lt;&amp;lt;

ou
&amp;gt; par le signe .

Nous appellerons encore droile analytique un systeme depoints ana

lytiques dont les diverses coordonnees s exprimeront a 1 aide de fonc-

tions lineaires donnees de 1 une d entre elles. Enfin, la distance de

deux points analytiques sera la racine carree de la somme des carres

des differences entre les coordonnees correspondantes de ces deux

points.

La consideration des points et des lieux analytiques fournit le

moyen d eclaircir un grand nombre de questions delicates, et spe-

cialement celles qui se rapportent a la theorie des polynomcs radi-

caux. Elle confirme et laisse subsister, non seulement les forrnules

et propositions etablies dans les Memoires que j
ai presentes en i83o,

et qui ont ete publics, soit dans le Bulletin de M. de Ferussac, soit

dans le Recueil des Memoires de I Academic, mais encore les formules

et propositions que renferme mon ]\Iemoire du i5 mars de cette annee,

sur les racincs des equations algebriques a coefTicients entiers, et

memo celles quo contient le JVJemoire prescnte dans la seance du
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22 mars et dans les suivantes, et relatif a la theorie des polynomes
radicaux, sauf toutefois quelques modifications que jc vais indiquer.

Soit p nne racinc primitive de 1 equation

soil, de plus, f(p) un polynome radical eta coefficients reels, repre

sents par une fonction lineaire des diverses puissances de
p. La me-

thodc du plus grand commnn diviseur de deux polynomes radicaux

a coefficients entiers et, par suite, la theorie des polynomes radicaux,

pourront etre completement etablies pour une valeur donnec du

nombre n, s il est prouve que le polynome f(p) peut toujours etre

decompose en deux parties, dont I une soit un polynome radical \\

coefficients entiers, et dont 1 autre corresponde a une factorielle

plus petite que 1 unite, les coefficients demeurant finis. II y a plus :

quand il s agira de fonder la methode et la theorie en question, on

pourra, conformemcnt a 1 observation que j
ai faitc dans la seance

du 5 avril, prendre pour 0, non plus la factorielle, mais le module

meme du polynome f (p), et substituer partout ce module a la facto

rielle que representait auparavant; en consequence, il suffira de

prouver que le polynome f(p) peut toujours etre decompose en deux

parties, dont I une soit un polynome radical a coefficients entiers,

et dont 1 autre offre un module inferieur a 1 unite, les coefficienls

demeurant finis.

Or, en premier lieu, il resulte des principes exposes dans les divers

paragraphes de mon dernier Memoire, et specialement dans le II,

page 256, que la decomposition dont il s agit pourra etre effectuee

pour un polynome radical compose de trois ou quatre termes au plus.

Pour des polynomes radicaux composes d un nombre quelconque de

termes, la meme decomposition a ete reduite a la solution d un pro-

bleme de maximum ou de minimum. Mais cette reduction suppose

(page 256) que, parmi les diverses valeurs que peut acquerir quand
on fait croitre ou decroitre d une ou de plusieurs unites les coeffi

cients renfermes dans le polynome f(p), il y en a une inferieurc a
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toulcs les aulres, et produite par des valours finies de ces coeffi

cients. (Vest cc qui aura lieu, par exemplc, si, n etant egal a 3, le

polynome f (p) se reduit, comme on peut alors Ic supposer, ii un

binome de la forme a H- p. C est ce qui aura encore lieu toutes les

f ois que deviendra infmiment grand pour des valeurs infinies des

coefficients renfermes dans le polynome f(p)- ^ a ^ s on concoit que
cette dernierc condition pourrait n etre pas remplie, et alors la solu

tion du second probleme n entrainerait pas necessairement la solution

du premier.

Comme je le montrerai dans un prochain article, la consideration

des lieux analytiques est eminemment propre a guider le calculateur

au milieu des difficultes que je viens de signaler.

Dans la derniere seance, M. Liouville a parle de travaux de

M. Kummer, relatifs aux polynomes complexes. Le pen qu il en a

dit me persuade que les conclusions auxquelles M. Kummer est

arrive sont, au moins en partie, celles auxquelles je me trouve con

duit moi-meme par les considerations precedentes. Si M. Kummer a

fait faire a la question quelques pas de plus, si meme il etait parvenu

a lever tons les obstacles, j applaudirais le premier au sticces de ses

efforts; car ce que nous devons surtout desirer, c est que les travaux

de tons les amis de la Science concourent a faire connaitre et a pro-

pager la verite.

365.

nr.s XOMBRES. Sur la decomposition d un polynome radical a

coefficients reels en deux parlies, donl la premiere est an polynome
radical a coefficients entiers, et dont la seconde offre un module plus

petit que I unite.

C. H.. T. XX.IV. p. ()43 C3i mai i8j;).

Simple enonce.
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366.

THEORIE DES NOMBRES. -- Memoirs sur diverses propositions relatives

a la theorie des nombres.

C. R., T. XXIV, p. 996( 7 juin .S.J 7 ).

Des propositions diverses, relatives a la theorie des nombres,

peuvent se deduire du theoreme fondamental que renferme mon

Memoirc du i5 mars dernier, et qui s y trouve enonce dans les

termes suivants :

THEOREME. Supposons que, X etant une function entiere de x a coef

ficients enliers, Vequation XQ
soil irreductible; si une seule racine x de cette equation verifie line aiitre

equation algebrique, et a coefficients entiers,

alors la function $(x} sera divisible algebriquement par la fonetion X.

Done, si, dans cette derniere, le coefficient de la plus haute puissance

de x se reduit a I unite, on aura

f

|(a?) designant encore une fonction entiere de x, a coefficients entiers.

Ce theoreme conduit surtout a des resultats dignes de remarque,

dans le cas oil les racines de 1 equation

X=o

peuvent etre exprimees par des fonctions entieres

JC
[ ,

OC o i
...

d unc premiere racine x. Alors, en effet, si Ton prend pour y^(x) le
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produit de fonctions entieres ot semblables des diverses racines, ct

si Irs diversos fonctions sont a coefficients entiers, le produit y(^),

quand on prendra pour x la racine en question, se trouvera reduit a

un nombre entier /, et par suite la difference

sera divisible algebriquement par A&quot;. Done, par suite, si Ton attribue

a x une valeur entiere qui rende X divisible par /, le produit y^(x)

sera lui-meme divisible par /.

Supposons maintenant que Ton designe par y une fonction entiere

des diverses racines x, x ( , x.,, . . . , et soient

les valeurs distinctes que pent prendre y en vertu d echanges operes

entre les racines dont il s agit. Alors les termes de la suite

seront les diverses racines d une equation nouvelle, et rien n empe-

cbera de prendre pour ^(a?) le produit de fonctions semblables des

divers termes de cette nouvelle suite. Alors aussi on obtiendra encore

des propositions analogues a celles que je viens d enoncer.

Ges diverses propositions, et les consequences qui s en deduisent,.

comprennent, comme cas particuliers, ainsi qu on le verra dans mon

Memoire, celles qui se rapportent a la theorie des polynomes radi-

caux, et specialement celles que renferme un beau Memoire de

M. Kummer, presente a 1 Academic par notre confrere M. Liouville,

dans une des precedentes seances.

Parmi les theoremes auxquels je suis parvenu, et qui sont relatifs a

la theorie des equations binomes, je citerai les suivants :

Soient n un nombre premier impair, / un nombre entier quel-

conque, et g, h deux facteurs entiers dont le produit soit egal \\

n i, en sorte qu on ait

n i= gh.

OEuvres &amp;lt;ii C. S. I, t. X. 38
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Soient, de plus, p une racine primitive de 1 equation

(1) X*=l,

rune racine primitive de 1 equivalence

(2) 57&quot;= i (mod./),

et s une racine primitive de 1 equivalence

(3) x&quot;-
l ^i (mod. n).

Enfin, supposons qu apres avoir partage les racines imaginaires de

1 equation (i) en h periodes, dont chacune comprenne g racines

diverses, on nomme
PO&amp;gt; PJ&amp;gt;

&amp;gt; PA-I

les h sommes dont chacune est formee avcc les racines comprises

dans une meme periode, en sorte qu on ait

( 4 ) p/-
=

p** 4- p*
h+l

-+ p-
?8 +t + + p

s(*~ l+
*&amp;gt;

et posons

(5) A\^(x - p*
1

) (x- o*&quot;

+
}.. ;(x- p^-&quot;&quot;

+l
).

Si Ton represente par f(p) le polynome radical et du degre i,

auquel on peut reduire une fonction entiere des sommes

la difference

f(ar)-f(p)

sera divisible algebriquement par la fonction X , et la difference

f(.^)-f(p
sl

)

par la fonction Xh .

De plus, si Ton represente par rk ce que devient pA quand on rem-

place p par r dans le second membre de la formule (2), les divers

termes de la suite

o&amp;gt; *!&amp;gt; &amp;gt;
h\

represcnteront h racines distinctes de 1 equivalence

(6) -T/,^1 (mod./),
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et le produit

( 7 ) [ f (
/ ) f

( P )] [
f

( )
f

( P*)][ f( ) f
( P

s/

)]

sera divisible par /.

Fl est bon d observer que, dans le cas ou / est un nombre compose,

en sorte qu on ait
i __ &quot;V 1 1

p, q, . .. etant des nombres premiers, et X, a, ... des nombres entiers,

les racines de Fequivalence (2) sont en nombre egal a

m etant le nombre des facteurs premiers/?, q, ---- Mais, parmi ces

racines se trouvent des racines primitives, dont chacune doit etre

elevee ail moins a la nieme
puissance, quand on veut la transformer en

une puissance equivalente a 1 unite suivant le module n. Ajoutons

que, si Ton nomine rune de ces racines primitives, les divers termes

de la suite
r / r 2 fii-ii

, / ,
/

,
. . .

,
/

representeront n racines distinctes de Inequivalence (2).

Dans un autre article, je reviendrai sur ce sujet, et je comparerai

les resultats auxquels je suis conduit, dans la theorie des polynomes

radicaux, avec ceux qu a obtenus M. Kummer.

367.

THKORIE DES NOMBRES. -- Sur la decomposition d un nombre entier

en facteurs radicaux.

C. R., T. XXIV, p. 102V. (14 juin i8/,;).

Soient, 3L deux nombres entiers quelconques; soient encore

i
, , b, . . . ,

n b, n a, n i
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les entiers inferieurs a //, mais premiers a n, ct m le nombre dc ces

entiers. Enfin, soit p unc racine primitive de 1 equation

(l) X*l,

ct supposons le nombre entier 5b decompose d une maniere quel-

conque en facteurs radicaux, en sorte qu on ait

(
i

)
)b

cp ( p ) 7 ( p )
d&amp;gt; ( p )

. . . 57 ( p ) ,

?(?) */.(?) K?) ^C?) etant (^ es polynomes radicaux ;i coeffi

cients entiers. Si parmi ces polynomes plusieurs se reduisaient a des

diviseurs de 1 unite, c est-a-dire a des polynomes auxquels correspon-

drait la factorielle i, leur produit serait encore un diviseur de 1 unite;

et, par consequent, on pourra toujours admettre que* parmi les divers

facteurs compris dans le second membrc de la formule, un seul, to(p),

est diviseur de 1 unite. On pourrait meme, si Ton voulait, se debar-

rasser entierement de ce facteur, en le reunissant a Fun des autres

par voie de multiplication.

Soient maintenant
a, b, c, ...

Ics nombres entiers qui representent les facteurs premiers et distincts

de /z, en sorte qu on ait

(3) //

les exposants a, , y, . . . etant eux-memcs entiers; et posons

Les racines primitives de [ equation (i) pourront etre represenlees

par les divers termes de la suite

et seront precisement les m racines de 1 equation irreductible

(6) AT=o.
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Cela pose, concevons que la lettre caracteristique N, placee devant un

polynome radical a coefficients entiers, indique le nombre entier qui

represente la factorielle correspondante a ce meme polynome, en sorte

qu on ait generalement

( 7 )
N 9 ( p )

= 9 ( o) 9 ( p ) 9 (
o
h

)
. . . 9 ( p- )

&amp;lt;p
( p-&quot; ) 9 ( p-&amp;gt; ).

Comme 1 equation (2) continuera de subsister, quand on y remplacera

la racine primitive p par 1 un quelconque des m terme-s de la serie (p),

on tirera de cette equation

(8) ^&quot; = N&amp;lt;p(p)N5c(p)N^(p)...NGj(p).

De plus, tj(p) etant le seul diviseur de 1 unite compris dans le second

membre de la formule (2), on aura

(9) Noj(p) i,

tandis que les factorielles

representeront des nombres entiers distincts de 1 unite, dont le pro-

duit, en vertu de la formule (8), devra etre egal a 3V. Si d ailleurs on

nomme
p, g,

les entiers qui representent des facteurs premiers et distincts de 3b,

en sorte qu on ait

(10) 3K, = plqV-...

la formule (8) donnera definitivement

(11) p&amp;gt;&amp;gt;&amp;gt;gV-&amp;gt;.

. .

et comme chacune des factorielles comprises dans le second membre

de cette derniere equation sera un nombre entier distinct de 1 unite,

il est clair que le nombre de ces factorielles, on, ce qui revient an

meme, le nombre des facteurs de &amp;lt;Db qui ne divisent pas 1 unite ne
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pourra surpasser le nombre total des facteurs du produit p
1

&quot;^
&quot;. . .,

c est-a-dire le nombre
(

/. + p. -h . . .
)
m .

(_

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante :

THEOREME I. --
Supposons un nombre entier quelconque % decompose

d une maniere quelconque en facteurs radicaux. Ceux de ces facteurs qui

ne seront pas diviseurs de I unite seront en nombre inferieur ou tout au

plus egalau nombre total des facteurs entiers et premiers de i)L
7

&quot;, ou, ce

qui revient au meme, au produit du nombre total des facteurs premiers

de cDt, par le nombre m des entiers inferieurs et premiers a n.

Corollaire. - II suit evidemment du theoreme I que, si Ton par-

vient a decomposer un nombre premier en facteurs radicaux, puis ces

facteurs en d autres de meme forme, et ainsi de suite, on arrivera

bientot a des facteurs radicaux premiers, un facteur premier etanl

celui qui ne peut se decomposer en deux autres dont aucun ne soit

diviseur de 1 unite.

Revenons maintenant a Fequation (2). En vertu d un theoreme fon-

damental enonce dans la seance du i5 mars (voir\v theoreme III de la

page 233 ), cette equation entrainera la suivante

(12) 3K, r-cp(a;)x(a?)^(a;) . . .w(x) -^ A \(x],

(x) etant une fonction entiere de x a coefficients entiers. D autre

part, si les nombres n et Ob sont tels qu on puisse satisfaire a 1 equiva-

lence

(13) x&quot; i SEE o (mod. -Ob),

toute racine primitive r de cette equivalence verifiera certainement la

formule

(1/4) X -. o (mod. Jb),

ainsi qu on peut le conclure de [ equation (4)- Done alors la for

mule (12) donnera

(i5) o(/-) /(r)d; (/).. .cj(/ )
i- o (mod. Db).
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.Mais, (Taut re part, 1 equation (7), que Ton peut ecrire comme il suit

\o(o) -=9(p) &amp;lt;p(?

a
). - .

9(p&quot;-

r(

)?(p&quot;~ ),

entrainera la formule

(16) N o(p) 9(0?) u(x
a

]
. . . (x

n -a
) v(x&quot;-

1

) + JCf(x],

/(#) etant encore une fonction entiere de x a coefficients entiers.

Done, en remplacant x par r, et ayant egard a 1 equivalence (i4) on

trouvera

(17) No(p) ~ 9( /)?(&amp;gt;&quot;).. .9(r
/l -&quot;

)&amp;lt;?(

&quot;-

);

puis, en substituant CT(C) a ^(p), et ayant egard a 1 equation (9), on

obtiendra la formule

(18) isa(r)w(r)...w(r-
4
)sy(r

1- 1

) (mod.3b),

en vertu de laquelle les nombres 5b et cj(r) seront necessairement

premiers entre eux. Done la formule (i5) donnera simplement

(19) (/-)x(r)^(r)...
= o (mod. 3b),

et Ton pourra enoncer la proposition suivante :

THEOREME I .
- -

Supposons le nombre 3b decompose en facteurs radi-

caux formes avec la racine primitive p de I equation

x 11= i
,

et la decomposition effectu.ee, comme on peut toujours I admetlre, de ma-

niere que parmi ces facteurs radicaux, run, an plus, divise I unite. Si

I on nommc

les facteurs de DL qui ne divisent pas I unite; si d ailleurs les nombres n,

2K&amp;gt; sojit tels , que I on puisse satisfaire par des valeurs entieres de x a

I equivalence
x l ~\ (mod. 3L),
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toute racinc primitive r de celte equivalence rendra le produit

9( -)z( -)&amp;lt;H )

divisible par DL.

Corollaire. Si #& se reduit a un nombre premier /?,
la formule (19)

entrainera 1 une des suivantes :

(o) 9(7-)== o, x(r)^o, ty(r) = o, ... (mod./?).

Les propositions ct formules precedentes fournissent immediate-

ment, quand n est reduit a un nombre premier impair, plusieurs des

resultats auxquels est parvenu M. Kummer.

Lorsqu en supposant n premier et impair, on pose, dans la for

mule (iG),
x = i,

la fonction

se reduit precisement au nombre n, et, par suite, la formule (iG)

donne

(21) N&amp;lt;p(p)

=
[o(i)]&quot;-

1

(mod./*).

Cette derniere equivalence, etant combinec avec un theoreme connu

de Fermat, entraine, ainsi que M. Kummer 1 a remarque, la proposi

tion suivante :

THEORKME III. Lorsque n est un nombre premier impair, la facto-

nelle correspondante au polynome radical cp(p) est equivalente a I unite,

suivant le module n, excepte dans le cas on
cp(i) est divisible par n, el,

dans ce dernier cas, elle devient divisible elle-meme par n .

Observons encore que, si n est un nombre premier et impair,

Pequation (7) pourra etre presentee, non settlement sous la forme

&amp;lt;

? (p)o(p
2

mais encore sous la forme

(28) N cp(p) 9(p) ? (p&amp;lt;) 9
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s etant une racine primitive de Fequivalence

(24) xn- l =
i (mod.n).

Soient, dans cctte meme hypothese, g, h deux entiers lies entre eux

par 1 equation
n i = gh,

et posons

(25) *(p) = 9 (p) 9(p-*) 9(p&quot;*)
. - . o(p^ &quot;).

L equation (28) donnera

(26) N 9(p) =: O(p) fc(p )
. . .

$(p-&amp;lt; &quot;).

Ajoutons que, si les deux premiers des facteurs renfermes dans le

second membre de la formule (25) deviennent egaux, tous ces fac

teurs seront egaux les uns aux autres, et que, par suite, cp(p) sera une

fonction symetrique de

Alors aussi les formules (25), (26) donneront

(27)

(28) N9(p)

et le produit

sera reduit a un nombre entier. II y a plus : on reconnaitra facilement

que si, dans la suite

9 (p), o(p
2
), ..., ?(?&quot;-*),

plusieurs termes deviennent egaux, ces termes sont de la forme do

ceux que comprend le second membre de la formule (25), et Ton en

conclura immediatement, avcc M. Kummer, que la factorielle N?(p)

prcndra la forme indiquee par 1 equation (28).

Supposons maintenant que/? soit un nombre premier de la forme

OEuvres de C. S. I, 1. X. $9



306 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

nx -+- 1. Soit encore 6 tine racine primitive de 1 equation

(29) XP=I,

t une racine primitive de 1 equivalence

(30) XP- I = I
(mod./&amp;gt;);

et, en designant par k, /, ... des nombres ontiers quelconques, pre-

nons

(31) /,
= + p*0 + ^ /f e t-+...+ p^-^

k e tP
&quot;\

On aura (voir les Memoires inseres dans le Bulletin de M. de Ferus-

sac, de 1829, et dans le Tome XVII des Memoires de I Academic des

Sciences},

(32) Qk f =Rk,i fl+i,

RA/ etant un polynomc radical a coefficients entiers; et, si Ton pose

B!i=f(p),
on aura encore

(33) /&amp;gt;

= f(p)f(p- ),

pourvu quo les entiers k, /et k + / soient premiers a n. Or, en vertti

de la formule (33), tout nombre premier de la forme nx + i sera de

composable en facteurs radicaux. Mais on doit observer que, dans la

formule (33), f(p), f(p~ ) ne seront pas generalement des factcurs

premiers de /. Dans tous les cas, si Ton decompose chaque facteur

non premier de/? en facteurs nouveaux, et si Ton pousse la decompo

sition aussi loin que possible, on finira par obtenir des facteurs pre

miers de p. Soit cp(p) un de ces facteurs premiers, en sorte que Ton

ait

y(p) etant un nouveau polynome a coefficients entiers. L equation (34)

continuera de subsister, quand on y remplacera p par Tun quclconque

des termes de la suite

P, P
2

, PS .-., P&quot;-

1
-
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Done p aura pour facteur premier 1 un quclconque des termes de la

suite

9(p), 9(p), ..., o(p-);

et, comme on tirera de la formule (34),

(35) /&quot;-

I =

Ncp(p) ne pourra etre qu un diviseur de p
n ~ {

, c est-a-dire p ou une

puissance de p. En designant par/?
x
cette puissance, on aura

(36) /?&amp;gt;=: N9(p)9(p
s

)...9(p-
1

).

Au reste, si le nombre n est tel, que les theoremes relatifs a la de

composition des nombres entiers en facteurs premiers subsistent,

quand on substitue des facteurs entiers aux facteurs radicaux, alors,

en raisonnant comme dans un precedent Memoire (voir la seance du

5 avril, page 272), on prouvera : i que les facteurs

9(p), o(p
2
), ..., 9(p- )

seront premiers cntre cux; 2 que leur produit ou la factorielle Ncp(p)

divisera le nombre p dont ellc ne pourra differor. Done alors le

nombre X devra se reduire a 1 unite dans la formule (36) qui coinci-

dera elle-meme avec la formule (18) de la page 272, en sorte qu on

trouvera

Alors aussi (voir la seance du 22 mars dernier, page 232), on aura

necessairement

A, B etant deux nombres entiers. Mais il n est pas toujours possible

de choisir A, B de maniere a verifier cette derniere equation. Si, pour

fixer les idees, on prenait n = 23, p = 47, 1 equation (38) donnerait
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ot ne pourrait se verifier que pour des valours de B- positives et infe-

rieures a

i?=8A f

28 28*

par consequent pour des valeurs de B positives et inferieures a 3. Or,

comme en attribuant successivement a B les valeurs i et 2, on obtient

pour valeurs correspondantes de la difference

188 23/? 2
,

les deux nombres i65, 96, dont aucun n est un carre parfait, nous

devons conclure, avec M. Kummer, que les theoremes relatifs a la de

composition des nombres entiers en facteurs premiers ne s appliquent

pas aux polynomes radicaux, pour des valeurs quelconques de n, et

cessent, par exemple, d etre applicables, quand on suppose n = 2.3.

II reste a examiner ce que devient la formule (36) quand elle ne se

reduit pas a la formule (37), ct a montrer le parti qu on peut tirer

alors des principes etablis dans la precedente seance. C est ce que

nous verrons dans un autre article.

368.

THEORIE DES NOMBRES. -- Memoire sur les facteurs modulaires

desfofictions entieres d une ou de plusieurs variables.

C. R., T. XXIV, p. 1117 (28 juin 1847).

Les formules que Ton designe en Algebre sous le nom ftequations

se trouvent rcmplacees, dans la theorie des nombres, par ce qu on

a nomine des equivalences ou des congruences relatives a un module

donne. On sait quo le nombro des racines reellcs d une equation ne

peut surpasser son degre, et 1 on peut en dire autant du nombre des

racines reelles d une equivalence, lorsque le module est un nombre

premier. On sait encore que le premier membre d une equation alge-
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brique a coefficients reels est toujours decomposable en facteurs reels

du premier ou du second degre, dans le cas meme ou cette equation

n offrc pas de racines reelles, et que cette decomposition, quand le

nombre des facteurs est le plus grand possible, ne peut s effectuer

que d une seule maniere. II importait de voir s il existait des propo

sitions analogues pour les premiers membres des equivalences alge-

briques, dont, jusqu a ce jour, on a cesse generalement de s occuper,

quand leurs racines reelles venaient a disparaitre. Telle est la ques

tion que j
ai voulu approfondir, et que je suis effectivement parvenu,

a resoudre, comme on le verra dans le present Memoire. Je me bor-

nerai, dans cet article, a indiquer sommairement les principaux resul-

tats de mes recherches, le Memoire devant etre prochainement publie

dans mes Exercices d Analyse et de Physique mathematiqtte.

Soient x, y, z, ... diverses variables et n un module entier quel-

conque. Deux fonctions entieres de x, y, z, . . .
, a coefficients entiers,

seront dites equivalentes entre elles, suivant le module n, lorsque, pour
des valeurs entieres quelconques de x, y, z, . . . , la difference de ces

deux fonctions sera divisible par n. Lorsqu une fonction sera equiva-

lente au produit de plusieurs autres, chacune de ces dernieres sera ce

que j appellerai un diviseur ou facteur modulaire de la premiere. Un

facteur modulaire sera irreductible lorsqu il ne pourra etre decompose
en facteurs du meme genre. Considerons en particulier une fonc

tion f(a?) dc la seule variable x, cette fonction etant toujours entiere

et a coefficients entiers. Si le module n est un nombre premier, alors,

d apres un tbeorcme connu de Format, on aura pour une valeur entiere

quelconque de x,

(0 x n=x (mod.);

et, par suite, dans une equivalence de la forme

(2) f(*) = o,

le degre du premier membre pourra toujours etre abaisse au-dessous

de n. Cet abaissement etant effectue, le nombre des racines reelles de

Pequivalence (2) ne pourra surpasser le degre de cette equivalence.
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Done ( equivalence nc pourra subsister pour une valcur entiere quel-

eonquc de x, et une fonction f(x), d un degre inferieur a /?, ne pourra

etre equivalente a zero, qu autant quc chacun des coefficients compris

dans f(o?) sera equivalent a zero, c est-a-dire divisible par ?i.

Si le module n cesse d etre un nombre premier, en sorte qu on ait

(3) =&amp;gt;*$.;..,

p, q, ... designant les facteurs premiers dc n\ si d ailleurs on nomme

N 1 indicateur maximum correspondant au module n, tout nombre

entier x premier a n verifiera la formule

(4) JT
;V= i (mod. /i)

Par suite, si Ton nomme w le plus grand des exposants X, ^, . . .
, un

nombre entier quelconque x verifiera la formule

(5) XN+ &amp;lt; = X (mod./i).

Done alors, dans 1 equivalence (2), le degre de f(o?) pourra toujours

etre abaisse au-dessous de la limite N ^- w, qui, elle-meme, est infe-

rieure au module n.

Revenons maintenant au cas ou le module n est un nombre pre

mier, le degre de f (^) etant, comme on pcut le supposer, inferieur

a n. Alors, en s aidant de quelques formules etablies dans le premier

Volume des Exercices de Mathematiques, page 160 ( ),
on arrive aux

propositions suivantes :

THEOREME I. Le module n etant un nombre premier, unefonction de

f(#) a coefficients entiers jiepeut etre decomposee que d une seide maniere

en facteurs modidaires irreduclibles, dans chacun desquels le coefficient

de la plus haute puissance de x peul etre suppose reduit a I unite.

THEOREME II. -- Les memes choses elant posees que dans le theoreme

precedent, concevons que la fonction f(a?) soil equivalente au produit de

plusieurs facteurs modulaires o(x), /^{x\ $(&), . . . , en sorte qu on ail

(6) f(ar)=o(a?)x(j7)^(a?)... (mod. ).

( ) OEuvrcs dc Cauchy, S. II, T. VI, p. 202.
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Si Von designe par rj(a?) un facteur modulaire irreductible, ce dernier

ne pourra diviser f(#) sans dwiser I un des facteurs 9(3?), /(# ),

K*)

THEOREMS III. Les mernes choses etant posees que dans les theoremes

precedents, nommons
a, 6, y, ...

les racines reelles ou imaginaires de [ equation algebrique

(7) w(x}o,

quon obtient en egalant a zero lefacteur modulaire et irreductible, repre-

sente par lefacteur cy(a?). Lafonclion f(a?) sera ou ne sera pas divisible

par cr(^), suivant que la condition

(8) f(a)f(6)f(y)...= o (mod. /O

sera ou ne sera pas salisfaite.

THEOREME IV. -- Tout commun diviseur modulaire de deux fonctions

entieres f(#), F(^?) divise necessairemenl leur plus grand commun divi

seur.

Pourmontrer une application de cesprincipes, supposons n 19, et

f (x] = x 5
i .

Puisque, en prenant pour x un nombre entier quelconque, on aura

x x = o (mod./?),

et que le plus grand commun diviseur modulaire des deux binomes

/! y _ /Y&amp;gt; /
7?&quot;

) T

sera le plus grand commun diviseur algebrique x i, 1 equivalence

I = O

n aura qu une scule racine reelle, savoir, 1 unite; ct la fonction

x&quot; i =
(
x J

) (
x k 4- x* -+- x&quot;

1
-+- x -+- i

)
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n aura qu un seul diviseur lineaire du premier degre, savoir x i.

Done, en vertu du theoreme I, le facteur modulaire

x t

-+- x z
-+- x- -+- x

sera on un facteur irreductible, ou le produit de deux facteurs irre-

ductibles du second degre. Cette derniere hypothese est la veritable :

.a?
4 4- .a;

3 H- .a?
2+ a? + i

(
uC

2
(\x + i

) (
# 2

-f- 5 a? 4- i
)

et, par consequent,

;r
4 4- x* -\- ,r

2 4- x 4- i = (&- [\x 4- 1) (,-r
2 4- 5 a? H- i) (mod. 19).

369.

ANALYSE ALGEBRIQUE . Memoire sur une nouvelle tlieorie des imaginaires,

el sur les racines symboliques des equations et des equivalences.

C. R., T. XXIV, p. 1120 (28 juin 1847).

PreUrn ina ires .

Les geometrcs, surtout ceux qui s efforcent de contribuer aux pro-

iiT(-s des Sciences mathematiques, ont etc quelquefois accuses de

parler une langue .qui n a pas toujours 1 avantage de pouvoir etre

facilement comprise, et de fonder des theories sur des principes qui

manquent de clarte. Si une theorie pouvait encourir ce reproche,

c etait assurement la theorie des imaginaires, telle qu clle etait gene-

ralement enseignee dans les Traites d Algebre. C est pour ce motif

qu elle avait specialement fixe mon attention dans 1 Ouvrage que j
ai

public, en 1821, sous le titre d Analyse algebrique, et qui avait pre-

cisement pour but de donner aux methodes toute la rigueur que Ton

exige en Geometric, de maniere a ne jamais recourir aux raisons tirees

de la generalite de 1 Algebre. Pour remedier a Tinconvenient signale,

j
avais considere les equations imaginaires comme des formules sym-
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boliques, c est-a-dire comme des formulcs qui, prisos a la leltre ot

interpreters d apres les conventions generalcment etablies, sont

inexactes ou n ont pas de sons, mais dcsquclles on peut deduire

des resultats exacts en modifiant et alterant, selon des regies fixes,

ou ces formules, ou les symboles qu elles renferment. Cela pose, il

n y avail plus nulle necessite de se mcttre 1 esprit a la torture pour

chercher a decouvrir ce que pouvait representer le signe symbo-

liquc y i auqucl les geometres allemands substituent la lettre i.

Ce signe ou cette lettre etait, si je puis ainsi m exprimer, un outil,

un instrument de calcul dont l introduction dans les formules per-

mettait d arriver plus rapidement a la solution tres reelle de ques

tions quc Ton avait posees. Mais il cst evident que la theorie des

imaginaires deviendrait beaucoup plus claire encore et beaucoup plus

facile a saisir, qu elle pourrait etre mise a la portee de toutes les intel

ligences, si Ton parvenait a reduire les expressions imaginaires, ct la

lettre i elle-meme, a n etre plus que des quantites reelles. Quoiqu une

telle reduction parut invraisemblable et meme impossible au premier

abord, j
ai neanmoins essaye de resoudre ce singulier probleme, et,

apres quelques tentatives, j
ai etc assez heureux pour reussir. Le

principe sur lequel je m appuie semble d autant plus dignc d atten-

tion qu il peut etre applique memo a la theorie des nombres, dans

laquelle il conduit a des resultats qui meritcnt d etre remarques.

Entrons maintenant dans quelques details.

I. Sur les equations syrnboliqites et sur leurs 7-acines.

Application a la theorie des imaginaires.

Les deux lettres /, m designant deux nombres entiers, les notations

admises par les geometres offrcnt plusieurs moyens d exprimer que

ces deux nombres, divises par un troisiemc n, fournisscnt le m(M)ie

reste, ou, en d autres termes, que / est equivalent a m suivant le

module n. Ainsi, en particulier, on pent ecrirc, avec M. Gauss,

(i) /HH; m (mod. n).

OEuvres de C. S. I, t. X.
.
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Pareillement, etant donnes deux polynomes 9(2?), &quot;/(*- )
dont chacun

soit unc fonction entiere de la variable x, si Ton veut exprimer que

res deux polynomes fournissent le meme reste, (juaiid on les divise

algebriquement par un troisieme ra(a?), ou, en d autres terrnes, que

9 (a?) est equivalent a /^(x) suivant le module rs(sc) t on pourra ecrire,

cornmc on 1 a deja fait (voirlc Memoire de M. Kurnmer insere dans le

Journal de M. Crelle, XXX e
Volume, 2 e

Cahier),

(2) 9(.r)
=

x(d7) [mod.Gr(.r)].

Mais il est clair que, a 1 equivalence (2), on pourrait substituer Fequa-

tion

(3) Ho(j?) = l{ X (a-),

si Ton designait a 1 aide de la Icttre caracteristique R, placee devant une

fonction entiere de x, le reste qu on obticnt quand on divise cette fonr-

tion par nr(o;). Alorsaussi, en nommantf(a/) une fonction entiere divi

sible exactement par rs(.x), on tuirait

Ce n est pas tout. Au lieu de placer une lettre caracteristique R

devant une fonction entiere 9(3?), pour indiquer le reste qu on obtient

quand on divise cette fonction par cy(#), on pourrait convenir que Ton

se servira, pour cette indication, d une letire symbolique substitute a

la variable x, dans la fonction elle-meme. Soit i cette lettre symbo

lique. La sculc presence de la lettre i, substitute a x dans une fonr-

tion entiere 9(2?), indiquera que, avant de poser dans cette fonc

tion x = i, on doit la reduire au reste de sa division par o(.r), el alors

la formule (3) pourra s ecrire comme il suit :

tandis que la formule (4), qui suppose la fonclion i (x) divisible par

CT(.T), donnera

(6) f(i)= o.
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(lomine la plus simple des fonctions divisibles par le diviseur ts(x )

cst cc diviseur lui-memc, la phis simple des equations symboliques

de la forme (6) sera

(7) ny(0 o.

Si la fonction i (&) n a pas ny(a?) pour diviseur, alors, en nommanl

U(x) le quotient, et
&amp;lt;\&amp;gt;(x)

le reste qu on obtient en divisant f(a?) par

tr(#), on aura

(8) f(a?)^H(a:)nj+q;(j?);

|&amp;gt;ar consequent

(9) f(0 = H(0 ST(0 + &amp;lt;MO,

et, eu egard a la formulc (7),

(10) f(0 = &amp;lt;KO-

Mais il importe d observer que, si 1 equation (9) se reduit a la tbr-

mulc symbolique (io), cela tient uniquement a la convention adoptee,

suivant laquclle on doit, dans le second membre de 1 equation (9),

effacer le terme qui renferme t?(a?), des que Ton substitue i a a-. Si,

apres cette substitution, &(i) se reduit a zero, c est en vertu de la

convention dont il s agit, i pouvant d ailleurs etre numeriquement

egal a une quantite reelle quelconque, qui, prise pour valeur de JL\

pourra fournir pour &(x) une valeur tres differente de zero.

Pour nous rapprocher, autant que possible, du langage algebrique

generalement admis dans la tbeorie des imaginaires, nous dirons que

i est une racine symbolique de 1 equation caracteristique

(n) GT(^)=O,

ct meme de 1 equation

(12) f(a?) = o

quand f(a?) sera divisible par cr(^c) : mais au mot racine symbolique

nous n atlacherons pas 1 idee d une valeur de x pour laquelle ci(.r) on
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f(a?) dcvicnne numeriqucment egal a zero; et, tandis que los racines

reellesd une equation algebrique en x, par excmplcdcrequation (12),

dovront annulcr le premier membre f(a?), une racine symbolique i de

la memo equation devra faire evanouir, non pas f(a?), mais le reste de

la division de f(#) par un certain diviseur tj(a?), et meme faire eva

nouir ce reste, quel que soit x.

Lorsque, rs(x} etant du degre n par rapport a la variable x, f(a?)

represente une fonction entiere quelconque de x, le reste |(^), qu on

nbticnt en divisant f(a?) par n(#), est generalement do la forme

a , ,, ..., _, designant des quantites constantes; et pour que

reste s evanouisse, qucl que soito?, il faut que Ton ait

a ~o, , o,

Done alors la formulc (6), ou

f(

que Ton peut reduire a

(ID) ^

ou, ce qui revient au meme, a

(16) a -+- a^i -+- a*iz

cntraine les conditions (i4)- Done 1 equation symbolique (6) ou (16)

equivaut, en realite, a ces conditions, exprimees par n equations dis-

tinctes. On arriverait a la meme conclusion, en observant que, dans

I equation (16), la lettre symbolique i represente une quantite reelle

indeterminee, a laquclle on peut attribuer tellc valeur que Ton voudra.

Or, en posant i = o, on tire de la formule (16)

o;

et comme, en vertu de cette derniere condition, I equation (16) pent

etre rcduite a

,
t 4- 2 i

2
-i- . . . -|- an _i i&quot;~

l = o,
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on aura encore, i restant arbitraire,

a, H- a.
2
f -h . . . + ,,_i z&quot;~

2 =r o.

Si maintenant on pose de nouveau i = o, on obtiendra la condition

at=o;

et, en continuant de meme, on finira par deduire de 1 equation (16)

chacune des conditions (i4)-

Une theorie nouvclle et rigoureuse des formules et des equations

imaginaires so deduit immediatement des principes generaux que

nous venons d exposer. Pour obtenir cettc nouvelle tbeorie, il sutlit

de reduire le diviseur ci(.r) au facteur binome ar-hi, ct, par con

sequent, de prendre pour point de depart cette convention fonda-

mentale, quo la lettre symbolicjue i, substitute a la lettre x dans une

ionction entiere f(.r), indiquera la valeur que regoit, non pas cette

fonction f(#), mais le reste de la division algebrique de f(^) par

x- -f- 1 , quand on attribue a x la valeur particulars i. Cette conven

tion etant adoptee, on aura, en supposant f(x) divisible par a;
2
-hi,

(,-) f(i)= o.

Alors aussi la quantite indeterminee i sera une racine symbolicjue de

1 equation

(18) f(o;) = o
l

qui sera reduite a

(19) .

2 -M = 0,

si Ton suppose f(^) = x~ -f- 1 . II est vrai que la formule (18) pourrait

ne pas avoir de racines reelles, et que, effectivement, elle n en a

point quand elle se reduit a 1 equation (19), attendu que, pour toute

valeur reelle de x, le premier membre de cette equation acquiert une

valeur tres differente de zero, et superieure a 1 unite. Mais, suivant la

reinarquc deja faite, dire que i est racine symbolique d une equation

caracteristique en x du degre n, ce n cst pas dire que cette equation est

satisfaite quand on prend i pour valeur de x, c est-a-dirc seulement
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quo la substitution de i a x dans unc fonction entiere f(#) do la

variable x indique lo roste qu on obtiont quand, apres avoir decom

pose cette fonction en deux parties, dont Tune soil du degre n i,

c( dont 1 autre ait pour facteur le premier membre de 1 equation carac-

leristique, on a soin, avail t de poser a; = i, d effacer la seconde partie,

commc si le premier membre de 1 equation caracteristique devenait

mil pour une valour de x egale a i. Dans le cas particulier qui nous

occupe maintenant, 1 equation caracteristique so reduit a la t or-

niulc (19), et la formule symbolique

(20) /- -f I O

exprime sirnplemont quo /ero cst le reste do la division de x- -+- i par

le premier membre x- -+- 1 de 1 equation caracteristique ou, co qui

revient au memo, le roste de la division de i- -+- 1 par i--\-i. Alors

aussi, pour cxprimcr quo deux fonctions cntieres c(j?), x( &amp;lt;/r

)
t; t&amp;lt;m t

divisees par x~ -t- i , fournisscnt le memo reste, on ecrira

(ai) 9(0-7(0-

Supposons, pour fixer les idees, quo 9(2?), divise par x- -+- 1, donno

pour reste a -h bx, et quo xC^) diviso par x- -+- 1, donne pour resto

c -+- dx, les quatre lettres a, b, c, r/designant des quantites constantos.

La formule (21) pourra etre reduite a

(
22

)
a + hi c + di

;

ot, comme elle devra so verifier, qucl quo soit i, elle ontrainera les

deux equations

(28) a c, b = d,

dont on obtiendra la premiere en posant i = o.

La formulc (21) cst ce qu on a nomme une equation imaginaire. La

lettre symbolique i, renfcrmee dans cetle equation, doit etre consi-

deree, d apres la theorio nouvellc, comme une quantite reclle, mais

indeterminee, a laquolle on pourra donner telle valeur quo Ton

voudra, et memo une valour nulle, quand on posera x i dans les
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lonetions 9 (a?) et yj(x), apres avoir reduit chacune de ces fonctions

an reste de sa division par x- -+- 1. Ajoutons que toute equation ima-

i&amp;gt;-inaire pouvant etre ramenee a la forme (22) sera toujours decom

posable, comme 1 equation (22), en deux equations reelles, donl

aueunc ne renfermera plus la lettre i.

Comme, en vertu de la formulc (20), on aura

el, par suite, en nommantm un nombre entier quelconque,

il en resulte que, si la fonction f(a?) est determinee par une equation

de la forme
( (,/-)

r^ H- a, .r + civX-^r a 3x 3
-+- a^x

1*
-|- . . .,

on ;iui&quot;i

f(i) a 2 -h a v
. . .+ (i ;)

+ )

Cela pose, il est facile de voir ce que deviendront les equations alge-

briques dans lesquelles entre une variable x, quand on les transfor-

mera en equations symboliques, en substituant a la variable x la

racinc symbolique i de 1 equation imaginaire

f
2+ 1 = O.

Ainsi, en particulier, les equations algebriques

(a -+- bx] (c -f- dx) ac + bdx 1 -^ (fid -+- bc)j:,

(rt
_

h.r) (c dx) ac 4- bdx* (ad + bc).r,

desquelles on tire

(
n i __

/&amp;gt;2 ^2
) (

c _._ ^ j;
)
=

(
ac -h Arfa:

2

)

2
(

rf + /&amp;gt;c

)

-
.r

2

,

fourniront, quand on y remplacera x par z, les equations imaginaires

i
(
r/ 4- bi) (

c -{- di) = c bd + (
ad 4- e

) /,

(2^1)
\

(
a 60 (

c rf/) --ac bd( ad +- be) i

et

s5 (
2 + /&amp;gt;

2
) (c

2 +rf s

) (ac hd)-+ (ad + be)
1

.
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Sj, dans la derniere, on reduit #, b, c, d \\ des nombres entiers, on

obtiendra immediatcment lo theoreme connu, suivant lequel deux

nombres entiers, dont chacun est la somme de deux carres, donnent

encore pour produit une somme de deux carres. De plus, si dans la

premiere des equations (24) on pose

sna, c

on obtiendra la formule connue

(26) (cosa -r i sin a) (cos 6 -+- /sin 6) = cos (a 4- 6) + i sin (a -+- ),

de Jaquelle on passera immediatement an theoreme de Moivre, com-

pris dans 1 equation

(27) (cos a -+- i sin
a)&quot;
= cost) a -+- i sin/* a.

D ailleurs, quand on voudra decomposer unc equation imaginaire, par

exemple 1 une quelconquc des formules (24), (26), (27), en deux

equations reelles, on ne devra pas oublier dc reduire d abord chaque

membre a la forme lineaire a-{-bi. Sous cctte condition, la for

mule (27) fournit immediatement les valeurs connues dc cos/za et

dc sin/ia exprimees en fonctions entieres de cosa et de sin a.

II. Application des principes ci-dessus exposes d la theorie des nombres.

Les principes exposes dans lo I, apres avoir fourni le moyen d eta-

blir une theorie claire et precise des equations imaginaires, peuvcnt

encore etrc appliques avec avantage a la theorie des equivalences.

Soulement, dans cette theorie, cc que nous avons nomme Vequation

caracteristique en x devient line equation ou une equivalence alge-

brique a coclficients entiers; et une racine symbolique i de cette for

mule caracterislique est une indetcrminee a laquelle on pout attri-

buer definitivement, non plus une valour reclle quelconque, mais

une valeur cntiere arbitrairement choisie. Ajoutons que, s il s agit

d equivalences relatives a un module premier/?, le coefficient de la
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plus haute puissance de x dans la formule caracteristique pourra tou-

jours etre suppose reduit a 1 unite.

Je developperai, dans les Exercices d Analyse et de Physique mathe-

?natiques, la theorie des racines symboliques des equivalences. Je me

bornerai, pour 1 instant, a enoncer quelqucs-unes des propositions

rcmarquables auxquelles mes recherches m ont conduit.

THEOREME I. Le module p etant un nombre premier, nommons cr(a?)

unfacteur modulaire irreductible, et i une racine symbolique de requi

valence

(1) nr(.r) = o (mod./?).

Soient d ailleurs

des fonctions entieres de x a coefficients entiers. Si la formule

(2) o(0 %(0 &amp;lt;KO
= (mod./?)

se veri/ie, elle entrainera I une des suivantes :

(3) o(0 = &amp;gt; %(i)
=

o, ^(0 = o, ... (mod./?).

THEOREME II. -- Le module p etant toujours un nombre premier, cj(a?)

etant un facteur modulaire irreductible, et i une racine symbolique de

I equivalence (t), nommons f(x, z) une fonction entiere de x et de i, qui

noffre que des coefficients entiers, et qui soil du degre npar rapport a x,

n pouvant etre un nombre entier quelconque inferieur a p. Soient d ail

leurs

I . \ i i i i
(4) *9t *l 2 &amp;gt;

4 /i-l

n fonctions entieres de i, dont chacune, prise pour valeur de x, veri/ie la

formule

(5) f(a-, = o (mod./?),

aucune fonction entiere de i ne pourra remplir cette meme condition sans

devenir equivalente a I un des termes de la suite (4).

OEuvres de C. S. I, t. X. 4 I
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THEOREME III. -- Les memes choses etant posees que dans le theoremi-

precedent, si I on pent decomposer la fonction f(&, i) en facteurs modu-

laires symboliques de meme forme qu elle, en sorle quon ait

(6) f(jc, i) = 9(.r, i) x(-r fy(-
r

&amp;gt; 0- (mod./?),

chacun de ces facteurs sera equivalent au produil de plusieurs desfacteurs

lineaires

/ _ \
^,

r i _/.

multiplies par un nombre enlier.

Ce qui semble meriter une attention particuliere, ce sont les appli

cations que Ton peut faire des theoremes ici enonces aux equivalences

binomes, c est-a-dirc aux equivalences de la forme

(8) # *
1
=

(mod./?),

lorsque p i n est pas divisible par n. Considerons specialemeht le

cas ou le facteur irreductible TS(X), etant un diviscur modulaire de

x&quot; i, ne divise jamais x
m

i, quand on prend pour m un entier

inferieur a n. Alors i sera ce que j appelle unc racine symbolique

primitive de 1 equivalcnce (8), et Ton deduira des theoremes deja

enonces la proposition suivante :

THEOREME IV. Le modulep etant un nombre premier, et n un nombre

entier qui ne divise pas p i , nommons i une racine symbolique primi

tive de iequivalence (8). Cette equivalence aura pour racines les divers

lermes de la suite

en sorle quon aura

a:* i
= (x i

) (
x i

)
. . . (

x i
1- 1

).

On peut aussi etablir la proposition suivante :

THEOREME V. Les memes choses etant posees que dans le theoreme IV,

nommons s une racine primitive de I equivalence

(9) xn-^i (mod.n),
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et g, h deux nombres entiers qui verifient la condition

n i = gh.

Si Von pose

(
i o

)
Xk (x i

sk
) (
x i

sh+k
) , . . (a? i^- &amp;gt;)M

) ,

Xk sera un facteur modulaire, non symbolique, c est-a-dire independant

de i, quand la condition

(n) p#=i (mod. n)

sera verifiee; et alors tout diviseur modulaire, non symboliquc, de xn -- i

sera de laforme Xk .

Exemple. Si, pour fixer les idecs, on suppose x 5, p = 19, lr\

i sera une racine primitive symbolique de la formulc

^r
5

1 = (mod. 19),

ct le binome
JT S i

aura pour facteurs modulaircs du second degre les deux trinomes

x&quot;- 4 -T + i
,

x 1- 4- 5 x + i
,

qui seront equivalents aux deux produits

(x i) (x f
4
), (x i

2

) (x i
3
).

Dans un autre article, jc montrerai comment le theoreme V se

r
lie a quelques propositions demontrees par M. Rummer, dans le

Volume XXX du Journal de M. Crelle.
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370.

THEORIE DES NOMBRES. - - Memoire sur les racines primitives des equiva

lences binomes correspondantes a des modules quelconques , premiers

OIL non premiers, et sur les grands avantages que presente la conside

ration de ces racines, dans les questions de nombres, surtout enfour-

nissant le moyen d dlablir la theorie nouvelle des INDICES MODULAIRES des

polynomes radicaux.

C. R., T. XXV, p. 6 (5 juillet 1847).

Simple enonce.

371.
i

THEORIE DES NOMBRES. -- Memoire sur les racines des equivalences corres

pondantes a des modules quelconques premiers on non premiers, et sur

les avantages que presente I emploi de ces racines dans la theorie des

nombres.
C. R., T. XXV, p. 3; (12 juillet 1847)-

Les equivalences relatives a des modules premiers ne sont pas les

seules qui puissent etre employees avec avantage dans la theorie des

nombres, et Ton peut etablir, pour les equivalences relatives a des

modules quelconques, des propositions generates, cntre lesquelles

on doit surtout distingucr celles qui se rapportcnt aux equivalences

binomes. En effet, comme on Ic verra dans ce Memoire, la conside

ration des racines des equivalences binomes a modules quelconques

est eminemment utile dans la recherche des proprietes les plus impor-

lantcs des polynomes radicaux. Pour abreger, je me bornerai a indi-

quer succinctement les resultats les plus remarquablcs auxquels je

suis parvenu, me reservant dc publier bientot les developpements dc

re travail dans les Exercices d Analyse et de Physique mathematiques.
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I. Sur les equivalences relatives a des modules quelconques

premiers on non premiers.

Parmi les theoremes qui se rapportent a des equivalences dc forme

quelconque, on doit distinguer le suivant, qu il est facile de demon-

trer, et qui subsiste, quel que soit le module.

THEOREME I. Les lettres m, n, I designant trois nombres entiers qucl-

conques, nommons f(a?) une fonction entiere de
x&amp;gt;

du degre n et a coef

ficients entiers. Soient d ailleurs

m racin.es DISTINCTES de I equivalence

(1) f(j?)s=o (mod. I),

c est-a-dire m racines qui, divisees par le module I, fournissent des resles

distincts. Si les differences entre les racines r , r
{ , ..., rw_, ont toutes

pour valeurs numeriques des nombres premiers a I, laformule (i) entral-

nera la suivante

(2) f(a;)3(j? r,)(ar r,)...(o; rw_,)F(ar) (mod. 1),

F(a?) etant une nouvellefonelion entiere el a coefficients entiers, dont la

degre sera egal ou inferieur a n m.

En supposant successivement m = n et m
^&amp;gt; n, on deduit immedia-

temcnt du theoreme I les deux propositions suivantes :

TIIEOREME II. -- Soient f(.x) unefonction enliere de
x&amp;gt;

du degre n, et

n racines distinctes de I equivalence

f(.a?)H=o (mod. I);

si les differences entre ces racines sont des nombres premiers a I ,
on

aura

(3) f(.a?)=3 k(x t\)(x / ,).. .(x /v-i) (mod. I),
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k designant une constants donl la valeur sera

(\) k==( i)
- (mod. I).
/ / [... t ,,-i

THEOREME III. Soient f(a?) une fonclion entiere de x, da degre ft, et

f
o&amp;gt;

r \i &amp;gt;

f m-l

m racines distinctes de I equivalence

(i) f(j?)=o (mod. I);

si, les differences entre ces racines etant des nombres premiers a I, on a

m
&amp;gt; n,

I equivalence (
i

) subsistera, quel que soil n,

II est bon d observer que si, r etant une racine quelconque &amp;lt;lc

I equivalence (i), on attribue a une valeur entiere quelconque, les

deux quantites
/-, /-+0I

n&amp;lt;; seront pas deux racines distinctes, puisquc ces deux quantites,

divisees par I, fourniront le meme reste. Neanmoins, si Ton substitue

successivement ces deux quantites a la place de x, dans le rapport

les deux valeurs entieres que recevra ce rapport, savoir

f(r) f(/ -4-0I)T ~T~

pourront n etre pas equivalentes suivant le module I. En effet, la

secondc de ces deux valeurs, divisee par I, fournira le meme rcste

quo 1 expression

et Cette expression pourra devenir equivalente, suivant le module I, a
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u n nombre enticr quelconque, si f (r) cst premier a I. II y a plus :

pour que 1 expression dont il s agit devienne equivalente, suivant le

module I, a un entier donne /, il suffira que la fonction

etant reduite a sa plus simple expression, acquierc un denominateur

premier a I. En consequence, on peut enoncer la proposition sui-

vante :

THEOREME IV. Soient r line racine quelconque de Vequivalence

f(#)==o (mod. I),

et I un nombre entier donne. Si le rapport

I

etant reduit a sa plus simple expressioji, acquiert un denominateur qui

soil premier au module 1, alors il suffira de poser

8ss
~p(7r (

m d -D,

puis de faire croitre r de 1 dans le rapport

((r)

pour que ce rapport devienne equivalent a /, suivant le module 1.

En reduisant / a zero, on deduira du theoreme IV la proposition

suivante :

THEOREME V. Soit r une racine quelconque de I equivalence

f(x) =o (mod. I).

Si le rapport
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etanl reduit a sa plus simple expression, acquierl un denominateur f/ui

soil premier a I, alors il siiffira de prendre

(6) ~W(n ( mo(LI &amp;gt;

puis defaire croitre r de 01, pour que

x = r 4- 01

devienne une racine de I equivalence

f (x} = o (mod. I
2
).

Ajoutons que la condition enoncee sera toujours satisfaite, si f (r) est

premier a I.

On etablira de la memc maniere le theoreme plus general dont voici

1 enonce :

THEOREME VI. ~ Soil r une racine de I equivalence

f(#)
= o (mod. 1);

les valeurs de r , r&quot;,
r

&quot;,
. . ., qui seront determines a I aide des formules

(mod. I),

s il est possible
d y satisfaire , seront respectivement ratines des equiva

lences

( 9 ) f(j?) = o (mod. I
2
),

(10) f(j?) = o (mod. P),

et seront meme, pour ces equivalences, les scales ratines correspondent les

a la ratine r de I equivalence ( i
). Ajoutons que I on pourra toujours satis

faire aux formules (7) el (8), si f (r) est premier a I.
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On pout encore deduiro du theoreme V la proposition suivante :

Tni ::oiii:Mi; VII. -- Soient f(x), F(a?) deux fonctions entieres de x, a

coefficients entiers, et r line racine qiielconque de I equivalence

f(x) =- o (mod. 1).

Supposons d ailleurs que Voji ait, pour line valeur entiere qiielconque

de x,

Si t
&quot;(r)

est premier a I, alurs, en supposanl la valeur de determinee par
I equation (6), on aura

(ia) l + OF (r)~o (mod. I).

Dans le cas ou le module I se reduita un nombre premier/;, et oil

Ton connait n racines

*0 l 1 /( I

&amp;lt;le [ equivalence (i), alors, en supposant que cette equivalence n est

pas une de celles qui subsistent pour toute valeur entiere de x, et que

les differentes racines

\n l \t &amp;gt;

l n 1

sont distinctes les unes des autres, on tire de la formule (3), jointe a

la formule (i),

(13) (x r*)(x / ,)... (a- /_!) ^o (mod./j);

et, comme p ne peut diviser le produit

(* ro} (# / l) ..(* J7,,-,)

sans diviser 1 un de ses facteurs, la formule (i3) entraine evidemment

la proposition suivante :

THKORKMK VIII. Si le module I se reduit a un nombre premier p, et si

I equivalence

(14) f(^) &amp;gt; (mod./?),

GEuvres de C. S . I
,
t. X. 4^
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elant de degre n, nest pas une de celles qui subsistent pour Ionic raleur

de x, cette equivalence ne pourra pas offrir plus de n ratines distinctes.

Du theoreme VIII, joint au VI, on deduit encore le suivant :

THEOREMS IX. - - Si le module I se reduil a une puissance entiere p*

d un nombre premier p, et si I equivalence

(15) f(.x)~o (inod./&amp;gt;

x
),

elant du degre n, nest pas une de celles qui subsistent pour toute raleur

entiere de x, cette equivalence n offrira pas plus de n ratines distinctes.

Enfin, on etablira sans peine la proposition suivante :

THEOREME X. Concevons que, le module I elant decompose en fac-

teurs premiers, on nommep, q, ... ceux de ces facteurs qui sont inegaux,

et posons, en consequence,

(16) 1 = ^^...,

X, u, ... etant des nombres entiers. Si I on designe par r une racine dc

I equivalence
f(j?) ES; o

par r&quot; une racine de I equivalence

f(j?)
= o (mod.

alors, au systemc des ratines

r r&quot;1
i t

correspojidra une seule racine r de I equivalence

f(a?)
= o (mod. I);

et, pour obtenir cette derniere racine, ilsuffira de chercher le nombre qui,

divise par p
l

, ou par q^, . . ., donnera pour resle, dans le premier cas, r ,

dans le second cas, /&quot;;
etc. Par suite, si I on nomme n le degre de f(d?).

et i le nombre des facteurs premiers inegaux, p, q, ... du module I, le

nombre des ratines dislinctes de la formule (i) sera egal ou inferieur

a n \
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11. -- Applications diverges des principes exposes

dans le premier paragraphs.

Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai a indiquer ici

quelqucs-uns des resultats auxquels on arrive quand on applique les

principes ci-dessus exposes aux equivalences binomes et a la theorie

des polyn(
A

&amp;gt;mes radicaux.

Considerons d abord une equivalence binome relative a un module

quelconque et de la forme

d) x n
i SEE o (mod. I).

On satisfera toujours a cette equivalence en posant x = i. Si on la ve-

rilie encore en posant x r, elle aura pour racine chacun des termes

de la suite
I / 7

1 2 rlllI, /, /, ? &amp;gt;

et tous ces termes seront autant de racines distinctes, si rl
i est

premier a I, pour toute valeur de /inferieure a n. Alors r sera ce que

j appellerai une racine primitive de 1 equivalence donnee.

Goncevons maintenant que, le module I etant decompose en fac-

teurs premiers p, q, . . ., on ait

(2) l = p*qV-....

Si les facteurs
/&amp;gt;, q, ... sont tous de la forme nx-\-i, on pourra

trouver des nombres
r /&quot;r

t &amp;gt;

propres a representer des racines primitives des equivalences

i x 11
i ~o (mod./P-),

(3&quot;) .T&quot; 1 = 6 (mod. qV-),

I
......... .........

?

et alors, pour chaque systeme de valeurs de r , r&quot;, on obtiendra une

racine primitive r de la formule (r), en cherchant un nombre qui,

divise par /?
x

, par qv-, ..., donne pour reste, dans le premier cas, r ,
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dans lo second cas, r&quot;, Si, au contrairo, les facteurs/;, q ne sont

pas tous de la forme nx-+- i, quelques-unes des equivalences (3) ces-

seront d offrir des racines primitives reelles, et il en sera de meme de

la formule (i).

Soit maintenant p une racine primitive de I equation

(4) x&quot; i o.

On pourra former avec les puissances de cette racine des polynomes

radicaux a cocllicients entiers et construire les factorielles correspon-

dantes. Gela pose, en supposant d abord ces factorielles decompo-

sables en facteurs premiers de la forme nx -4- i, et, en prenant pour n

un nombre premier et impair, on deduira des principes exposes dans

le I les propositions suivantes :

TIIEORKME 1. Soient n un nombre enticr quelconque, r une racine pri

mitive de la formule (i), ct I un module decomposable en facteurs pre

miers gui soient tous de la forme nx -+- T . Soit encore p une racine primi

tive de I equation

(4) &amp;gt;r

_
I ^

,

et supposons
i=?(p)x(p).

?(?) / (?) ^tant deux polynomes radicaux a coefficients entiers. En/in.

I etant I un quelconque des nornbres

designons par ^ (
le plus grand commun diviseur des deu.r (/nannies

I, 9(
&amp;gt;/

),

el par j (
le plus grand commun diviseur des deux (juantiles

1. X( ).-

On aura, pour chacune des valeurs de /,
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TIIEORKME II. -- 71 etant un nombre entier quclconquc, soient p une ra-

cine primitive de I equation (4), et f(p), F(p) deux fauctions entieres de

p a coefficients entiers. Soient encore A, B les factorielles correspondantes

aux deux polynomes radicaux f( p ) , F(p), en sorte que Von ait

(5) A = Nf(p), B = NF(p),

ct nommons I fun quelconque, par exemple le plus petit des nombres qui

sont divisible* a lafois par A et B ; puis, en supposant le nombre I decom

posable en facteurs premiers qui soient tons de la forme nx -+- i, nom

mons r une racine primitive de I equivalence (i). Concevons en/in que,

I etant fun quelconque des nombres

i, 2, 3, . . .
,

n r
,

ion nomine ct le plus grand commun diviseur des entiers

et Q le plus grand commun diviseur des entiers

1, F(r ).

Si F(p) e^^ divisible par f(p), /or.y wz C - ^era toujours divisible par c
t ;

et reciproquement, si G/ e,y/ toujours divisible par ch F(p) .yrv divisible

parf(p).

THEOKKME III. --
/&amp;gt;e^ mdmes choscs etant posees que dans le theoreme

precedent, si I on a conslamment G/ = r
f , le rapport de F(p) a f(p ) sera

///? diviseur radical de I unite.

Dans un autre article, nous montrerons comment ces derniors theo-

remes peuvent etre generalises a 1 aide de la consideration des racines

syinltoliques des equivalences binomes.
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372.

THEORIE DES NOMBRES. -- Memoire sur la decomposition des nombres
\

entiers en facteurs radicaux.

C. R.. T. XXV. p. 46 (12 juillet 1847).

J ai remarque, dans le precedent Memoire, que la consideration des

racines primitives des equivalences binomes a modules quelconques,

premiers ou non premiers, est eminemment utile, quand on se pro

pose de decouvrir les proprietes generates des polynomes radicaux.

Mais, en cherchant a tirer parti de cette remarque, je ne m attendais

pas que mes recherches me conduiraient a des methodes de solution

directes pour 1 une des questions les plus epineuses de la theorie des

nombres, je veux dire pour la decomposition des nombres entiers e-n

facteurs radicaux. C est pourtant ce qui est arrive. L importance de ce

resultat me donne lieu d esperer que les geometres voudront bien

encore accueillir, avec leur bienveillance accoutumee, le nouveau tra

vail que j
ai 1 honneur de presenter aujourd hui a TAcademie.

Les methodes de solution que j
ai obtenues se fondent sur la consi

deration des indices modalaires des polynomes radicaux. Pour les bien

comprendre, il est done necessaired expliquer en premier lieu en quoi

consistent ces indices. Entrons, a ce sujet, dans quelques details.

I. -- Sur les indices modalaires des polynomes radicaux.

Soient

n un nombre enticr quelconque;

1 un module entier quelconque;

rune racine primitive de { equivalence

(i) x 1
1 = (mod. I),

en sorte que r l
i soit premier a I, tant que Ton a

/&amp;lt;
r. Alors on
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aura, quel quc soit 71,

(2) xH
\-=(x \)(x r)...(x r*- 1

) (mod.l).

Solent maintenant

i, a, b, ..., n b, n a, n i

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n ; et nommons m le nombre

de ces entiers. Enfin, posons

(3) Ip*qV-...,

p, q etant les facteurs premiers et inegaux de g, et soit t le nombre de

ces facteurs. Le nombre total des racines de 1 equivalence (i) sera n 1

,

et le nombre de ses racines primitives sera m l

. D ailleurs, r etant 1 une

de ces racines primitives, les termes de la suite

(4)

representeront n racines distinctes, et les termes de la suite

(5) /-, /, /
, . .., /-

&amp;gt;, /&quot;-&quot;, /-!,

m racines primitives de 1 equivalence (i). Ajoutons que ces dernirrcs

representeront encore les m racines primitives de chacune des equi

valences

(6) x 11
i EES o (mod./)*), #&quot; i==o

ou meme dc chacune des equivalences

(-) ^_ IE= (mod./?), x 11
i =H o (mod. q], ....

II en resulte que, pour obtenir une racine primitive r de 1 equiva

lence (i), il suffit de chercher un nombre qui, divise par p
l

, par

cf-, ..., donne successivement pour restes

, r&quot;, . . . etant des racines primitives des formules (6) dont la solu

tion se deduit immediatement de celles des formules (7).
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Ainsi chaquo racinc primitive r de la formule (i) correspond a un

systeme determine de racines primitives des formules (7), et chacune

de ces dernieres racines pourrait meme etre representee par r.

Par consequent, le nombrc n etant donne, si 1 on forme unc Table

qui offre des valeurs de r, relatives a des valeurs du module I repre-

sentees par des nombres premiers pour lesquels on puisse satisfaire

a 1 equivalence (i), les valeurs de r, relatives a des modules com

poses pour lesquels se verifiera la meme equivalence, seront com-

pletement determinees par la seule condition de correspondre aux

valeurs inscrites dans la Table, et pourront etre censees former avec

celles-ci un systeme unique de valeurs de r relatives aux divers

modules premiers ou non premiers. Dans ce qui suit, nous suppo-

sefons que les diverses racines primitives relatives a divers modules

font toujours partie d un semblable systeme; en sorte qu on pourrait

les reduire toutes a un seul et meme nombre, si Ton prenait pour

module le plus petit nombre qui se laisse diviser en meme temps par

tous les modules que Ton considere.

Soient maintenant p unc racinc primitive dc Pequation

(8) x&quot; i o,

et f(p) un polynomc radical forme avec les puissances de cette racine.

Alors, r etant unc racine primitive de 1 equivalencc (i) relative an

module I, le plus grand commun diviseur des deux nombres

I ct f(r)

sera ce que nous appcllerons Yindice modulairc correspondant a Tin-

dice I. Si Ton introduit dans ce module de nouveaux facteurs, 1 indice

dont il s agit pourra sculement croitre, mais sans jamais depasser unc

certaine limite, qui dependra de la forme du polynome f(p), ct que

nous nommerons Yindice maximum. Si A represents un nombre entier

dont f(p) soit diviseur, 1 indice maximum ne differera pas dc I indicc

modulaire qu on obtiendra en posant I = A. Enfin, si Ton nomme

la factorielle correspondante au polynome f(p), en sorte qu on ait

(9) 8 =
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on pourra evidemment reduire A a 0; par consequent, 1 indice

maximum ne differera pas de 1 indice modulaire qu on obtiendra

en prenant pour module le nombre 0.

On pent etablir, pour les indices modulaires, un grand nombre

de propositions remarquables, entre lesquelles je citerai les sui-

vantes :

TIIEOREME 1. -- Soienl m et I deux entiers quelconques dont le second

ait pourfacteurs les nombres premiers et inegaux p, q, . . . , eleves a cer-

laines puissances, en sorte qu on ait

Soil, d ailleurs, p line racine primitive de Vequation

Enfin, soil f(p) un polyname radical, a&amp;gt; coefficients entiers, forme avec

les puissances de
p.

L indice modulaire du polynome f(p), pour le mo

dule I, sera le produil des indices modulaires du m&me polynome corres-

pondants aux modules p^, q^, ....

THEOUEME II, -- Les monies chases etant posees que dans le theoreme

precedent, si un nombre entier A est le produit de plusieurs polvnomes

radicaux

en sorte qu on ait

et si I on suppose le module I egal a A, ou a un multiple de A, alors, en

nommant

les indices modulaires des polynomes

A cc c&quot; ....

OEuvres de C. S. I, 1. X. 43
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THEORKME III. Supposons que le polynome radical f(p), a coefficients

entiers, ait ete decompose en plusieurs facteurs radicaux s(p) &quot;/.(?)

l (p), . . . , en sorte qu oii ait

C-, c, c
,

c
,

&? indices MODULAIRES MAXIMA des polynames

f(p), 9 (p),

o/i aura

(i3) C cc c&quot; ____

THEORKME IV. -- Soz / ///^ quelconque des entiers inferieurs a n et pre

miers a n. Si, pour chacune des m valeurs de L I indice maximum du

polynome f(p ) cst divisible par un certain nombre entier k, le poly

nome f(p) sera divisible par k.

THEOREMS V. -- Soil I un quelconque des entiers inferieurs a n et pre

miers a n. Soient, de plus, f(p), 9(p) deux polytwmes radicaux, a coef

ficients entiers, et nommons
C/, c,

les indices MODULAIRES MAXIMA des polynomes

f(pO, 9(p ).

5V, pour chacune des m valeurs de /, I indice C
(
est divisible par I indice c

g ,

le polynome f(p) sera divisible par o(p); et reciproquement, si f(p) est

divisiblepar 9(p), I indice Ce sera divisible par c
(

.

THEOREMS VI. -- Les memes choses elant posees que dans le iheoremc

precedent, si Von a, pour chacune des m valeurs de /,

Ci= c,,

le rapport des deux polynomes f(p), 9(p) sera un diviseur de I unite.

Reciproquement, si ce rapport est un diviseur de I unite, on aura
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II. Snr la decomposition des nombres entiers en factenrs radicaux.

Solent n un nombro entier quelconque, p line racino imaginaire de

[ equation

(1) a:&quot; 1 = 0,

et f(p) un polynome radical, a coefficients entiers, forme avec les

puissances de p. Soient encore

i, , b, . . .
,

n b, n a, n i

les entiers inferieurs a n, mais premiers a n, et m le nombre de ces

entiers. Enfin, designons par la factorielle

Nf(p)rf(p) f(p)f(p*)...f(p-*)f(p)f(p--).

correspondante au polynome f(p). L equation

(2) = Nf(p)

fournira immediatement la valeur du nombre entier 0, quand on eon-

naitra la valeur de f(p). Mais le probleme inverse, qui consiste a

trouvcr la valeur dc f(p), en supposant connue la valeur de
, est

tout a la fois unc des questions les plus difficilcs et les plus impor-

tantcs de la theorie des nombres. Apres quelques rccherches, je suis

parvenu a obtenir, pour la solution de cc probleme, de nouvelles

metbodes quo je vais indiquer en peu de mots.

Observons d abord quc, en vertu de I equation du degre ?n, a

laquelle satisfait toute racine primitive p de la formulc (i), un poly

nome radical f(p), a coefficients entiers, pourra toujours etre reduil

a un polynome du dcgre m r, ou, ce qui vaudra mieux encore, a un

polynome du degre m, qui n offrira pas de terme independant de p, et

qui sera en consequence de la forme

(3) f(p) =a,p-H*p*-h. . .4-*,p*.
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Dans ce qui va suivre, nous supposerons cettc reduction toujours

effectuee.

Observons encore que, si Ton nomme cp(p) un polynome radical

quelconque reduit a la forme (3), en sorte qu on ait

&amp;lt;P(P)
= c,pH-c,p

s
-t-. . .-|_

c/&amp;gt;,p &quot;,

c,, c2 , ..., cm etant dcs constantes determinees, 1 equalion

(4) ?(p) = o

entraincra toujours les m equations

(5) CI = Q, c,_=o, ..., cm o.

Ce dernier principe est precisement celui qui fournit la solution dr

la question proposee. Entrons a ce sujet dans quelques details.

D abord la question qui nous occupe pourra etre aisement resolue,

pour une valeur quelconque de 0, si elle peut etre resolue dans le cas

ou Ton remplace par 1 un quelconque de ses facteurs premiers. En

consequence, il suffira d examiner le cas ou se reduit a un nombre

premier p. Alors la formule (2) deviendra

(6) j9
= Nf(p),

f (p) etant toujours de la forme qu indique I equation (3); et si, en

nommant / un quelconque des entiers inferieurs a n, mais premiers

a /i, on pose generalement

/&amp;gt;/=f(p

/
),

la formule (6) donnera

(7) P=PlPaPb- -Pn-hPn-aPn-^

Cela pose, le probleme a resoudre se reduira evidemment a trouver

les valeurs des m coefficients

(8) a,, 2 3&amp;gt; /-2 a
m-\-&amp;gt; n,

compris dans la fonction f(p); et Ton peut ajouter qu il sera facile

d oblenir &amp;lt; &amp;lt; s valeurs, si Ton parvient a determiner celles dcs m fac-
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(ours radicaux

(9) Pl&amp;gt; Pa, P/&amp;gt;, , Pn-/&amp;gt;, Pn-a, P,I-\-

Ge que nous avons a faire, c est done de chercher a etablir des equa

tions desquelles on puisse deduirc les valeurs des coefficients ,

,, . . .
, am , ou des facteurs radicaux p { , pa , p b , . . .

, /v~& pn-a , p,i-\-

Or evidemment la formule (6) ou (7) ne fournit qu une seule des

equations demandees. Mais la question pourra etre resolue a 1 aide

des considerations suivantes.

La suite des nombres

i, a, b, ..., n b, n a, n i

etant decomposee en deux autres suites, dont la premiere soit de la

forme

i, a, b, ...,

et la seconde de la forme

n i
,

n a, n
/&amp;gt;,

. . .
,

prenons

on aura

00 F (p-
1 )=pn_i Pn-apn-b- -,

et la formule (7) donnera

(12)
/&amp;gt;

= F(p

Or supposons que, par une methodc quelconque, Ton soit parvenu a

determiner la valeur de F(p). L equation (10) ou (n), etant de la

forme (4), entrainera, en vertu du principe enonce plus haul, des

equations analogues aux formules (5); et de ces equations se dedui-

ront les valeurs des coefficients a
t , a.2 , ..., am , qui, eu egard a la

nature du probleme, seront generalement en nombre intini. On devra

seulement choisir a, b, ..., de maniere que le nombre des valeurs

de
&amp;lt;z,, .&amp;gt;, ..., am , renfermees entre des limites quelconques, soit le

plus petit possible. La question se trouve done reduite a la determi

nation de 1 une des valeurs de F(p) ou dc F(p~ ), qui verifient 1 equa-
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tion (10) ou (11), quand les nombres a, b, . . . rcmplissont la con

dition que nous vcnons d enoncer. D aillcurs cctte determination

pent s effectuer a 1 aide de method es deja connues, lorsqu on peut

offectivement satisfaire au probleme par des valeurs entieres de ,,

a.,, . . .
, am , ce qui suppose que le nombre premier p est de la

forme nx-\-~\. Dans le cas special ou p se reduit precisement a

1 unite, on a, comme 1 a prouve M. Kumrner,

d3) F(p)=p ,

/ pouvant etre un nombre entier quelconque. Ajoutons que, si p est

un nombre premier de la forme nx -h i, rnais differant de 1 unite, on

pourra trouver des valeurs convenables de la fonction F(p) ou F(p~ ),

a 1 aide des theoremes etablis dans mes precedents Memoires (voirlv

Hullctin de M. de Ferussac de 1829, et le Tome XVII des Memoires de

I Academic) ( ). On pourra d ailleurs, a 1 aide de la theorie des indices

modulaires etablis dans le precedent paragraphs, determiner facile-

ment les valeurs des nombres i, a, b, . . . ou n i, n a, ji /&amp;gt;,...,

qui correspondront a une valcur donnee de F(p) ou de F(p~ ).

Au reste, a la recherche des valeurs des coefficients a
t , 2 ,

. . . , arn ,

on peut, avec avantage, comme on 1 a deja dit, substituer la recherche

des facteurs radicauxp t ,pa , ... ,pn-a,pn-^ en se servant des diverses

formes que prend 1 equation (10) quand on y remplace p par Fun

quelconque des termes de la suite

.p, P , p&quot;, ..., p&quot;-*, ps p
8-1

.

Pour donner un exemple de ce genre de calcul, supposons, en par-

ticulier, n = 5. Alors on aura

(i4) P=PIP*P*P^

et, a 1 aide des methodes exposees dans mes precedents Memoires, on

pourra determiner la valeur de chacun des quatre produits

PiPi&amp;gt; PiP&amp;lt; PsPi&amp;gt;

(i) OEuvrcs de Caachy, S. II, T. II, ct S. I, T. III.
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Supposons quc Ton ait effcctivement calcule la valeur F(p) du pro-

duit
/?,/?.,.

Alors on aura

(i.5) p l p,= (p}, /; 2 /? t F(p
2

), /&amp;gt;
3 p, = F(p

3

), A/&amp;gt;3 F(p
4
):

puis on en conclura

06) (/&amp;gt;,+-/M/^F(p) + F(p
2
), (/?,4-/? 4 )/&amp;gt;3=F(p

3

)4-F(p*):

ct commc, en supposant les fonctions f( p), F(p) reduiles a la forme

qu indiquc 1 equation (3), on aura

F(i) 4- F(p) 4- F(p
2

) + F(p
3

) + F(p
4

)
= o,

il est clair que, si Ton pose, pour abreger,

c= -

on aura, non sculement

inais encore, en vertu des formules (16),

Cela pose, les sommes p^ 4-/^, /? 2 4-/&amp;gt; 3
seront les deux racines a-,, x.,

de 1 equation

(ly) J7
2 Utf-\-C = O.

Ges deux sommes devant d ailleurs etre des fonctions entieres de

p + p
4
, p

2 +p 3
,

le earre de leur difference devra etre de la forme 5c 2
, c etanl mi

nombre cntier; et, commc la formule (17) donnera

(.r, ^ 2 )
2~

4
2

c,

il est clair que les nombres cntiers u, v devront satisfairc a 1 equation

indeterminee

(18) 4a 5p = c.
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Cette derniere equation etant resolue, on connaitra les valeurs de

P\ -+-p*&amp;gt; P&amp;gt;&amp;gt; -+-Pa ; puis, a 1 aide dcs formules (16), les valeurs de/?2 , p 3 ,

desquelles on deduira immediatement les valeurs de/?,,/? 2 .

Dans un autre article, je developperai les principes quc je viens

d etablir, et je montrerai, d une part, comment on peut les genera-

liser et les etendre par la consideration des racincs symboliques,

an cas memo oil les equivalences binomes n offrent pas de racines

reelles, d autre part, comment on peut eviter la resolution d equi-

valences analogues a la formule (17). Enfin, je comparerai les resul-

tats de mon analyse avec ceux qu a obtenus M. Kummer.

373.

THEORIE DES NOMDRES. - - Memoire sur les indices modulaires des poly

nomes radicaux quefournissent les puissances et produits des racines

de la resolvante d une equation binome.

C. R., T. XXV. p. 9 3 (19 juillet 1847).

On sait que la resolution d une equation algebrique peut toujours

etre reduite a la resolution d une autre equation quc Lagrange appelle

la resolvante. On sait encore que, si 1 equation algebrique donnee est

une equation binome, il suffira de multiplier entre elles les racines

de la resolvante, pour voir apparaitre certains polynomes radicaux.

Plusieurs geometres, entre autres MM. Gauss et Jacob! , ont deja

signale des proprietes remarquables de ces polyn(
A

)mcs dont je me

suis occupe moi-meme dans divers Memoires (voir en particulier le

ttulletin des Sciences de M. de Ferussac, annee 1829) (
1

).

Mais d autres resultats, digues de remarque, se presentent imme

diatement, quand on applique la theorie des indices modulaires aux

polynomes dont il s agit. G est ce que Ton verra dans le nouveau

( ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. II.
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.Memoire clont je me bornerai a donner ici une idee en quelques

mots.

Solent p un nombre premier impair, et n un diviseur entier de

/; i, en sorte qu on ait

p I UTS.

Soienl encore une racine primitive de 1 equation binome

(j) acf=i t

l une racine primitive de 1 equivalence

(2) .x
- l =i (mod. p),

p une racine primitive de Fequation

(3) *r=i,

et

/ t

une racine primitive de 1 equivalence

(4) x l=i (mod./?).

Enfin, soient A, k, /des nombres entiers quelconques, et posons

(
5

) 0,, = Q + p Q l

4- p
2/ 9

2

-f- . . . + pcp-s)
A

$&quot;- .

Les diverses valeurs de A correspondantes aux di verses valeurs de h

et de seront autant de racines de la resolvante de 1 equation (i).

On aura, d ailleurs : i si h est divisible par n,

(6) eA=ee=-i;

2 si k h est divisible par /?,

(7) e/, = 0/( ;

i si / -f- h est divisible par n,

(8) /i /,^0 //
0_ /J

=
i -i)^&amp;gt;.

OEnvres de C. S. I, t. X. 44
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De plus, si I on pose

A ,

(9) **.* 5---W A+/t

on aura : 1 on supposant ou h, ou k, ou h et k divisibles par n,

0) /?/t( k ^/t,0 fto,k ^0,0&quot; 5

2 en supposant A, /t non divisibles par /z, et h -+- k divisible par //,

(n) #A,*= #A,-* = -(-O^V;

3 en supposant h t k et h -\- k non divisibles par n,

(12) Rlltk R-it,-k~p

Ajoutons que Ton aura, en supposant les nombres h, k, I non divi

sibles par n, et la somme h 4- k -+- 1 divisible par //,

puis, en supposant la somme k -h ih divisible par //,

04) *.*=(- 0****,*

En vertu de la formule (10) ou (i i), R h&amp;lt;k

offrira une valeur entiere

toutes les fois que h -\- k sera divisible par n. Mais, si cette condition

n est pas remplie, alors Rhtk sera un polynome radical, et Ton aura

05) Rh,b= ao+ a,p + a,p
2
-f-. . .4- a

_,?&quot;- ,

a , a,, a 2 , ..., a,,-, etant des nombres entiers qui veritieront la for

mule

06) a + a,-t-a s+ . . .+ a_, JD 2.

D ailleurs ces nombres entiers pourront etrc facilement determines

pour une valeur donnee de I, ou, ce qui revient au meme, pour une

valeur donnee de
/ = t,

a 1 aide d equivalences relatives au module r (roir 1 artiele insert-

en 1829 dans le Bulletin deja cite).
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Concevons maintenant que Ton pose

0/
a-)

. s,.--^;

on aura : i en supposant h = o et h = i,

(j8) S = -
r, 5, = i

;

2 en supposant h divisible par //,

et, en particulier,

(20) sn
-

-0; .

On aura encore

ou, ce qui revient au meme,

(22) S /&amp;gt;+*-.- Hh.kSfyS,!.;

puis on en conclura, en remplacant k par // h, ou par /z h,

(23) 5.= -
;
(-.i)

et, plus generalement,

(24) S,*= -(-I)

Knfin, on tirera ties tormules (18) et (22)

(25) 5 /t =/? 1 , 1
/?

1
,
2 ...^,, /^ 1

.

A 1 aide de cette derniere formule, jointe a 1 equation (21), on deter-

minera aisement, pour des valeurs quelconques de h et de k, les

valeurs de Sh et de Rhjh , quand on connaitra celles des polynomes
radicaux

(26) /?,. //,, 2 , ..., /?,,_,,

et meme, eu egard a 1 equation (24), quand on eonnaitra les valeurs



348 COMPTES REND US I)E L ACADEMIE.

de R^ h correspondantes a des valeurs de h positives et inferieures

a -
2

11 est bon d observer que, si dans la formula (^2), on remplaee k

par nk, on en tirera

(27)- $nfc+h
~ SukS/i

&quot;

S/f

Dans le cas oil n est un nombre im])air, GT = - - est nn nombre

pair; et par suite les formules (8) et (v\} donnent

(28) QhQ-^p,

(29) Sn /,--- pS/iSnj.-h.

Alors aussi on tire des formules (i3) et (i/i) : J (ln snpposant A, X
-

, /

non divisibles par n, et la somme / -h k -+- 1 divisible par ?i,

o

2 en supposant la somme /- -f- 2 A divisible par /z,

(3 I) /?/,,/. ---:/?/,,/,.

Alors, entin, on pourra determiner, pour des valours quelconqucs de

h et X
, les valeurs de Sh et /?/,,*, quand on connaitra les termes de la

suite

(3a) /?,, y?
9&amp;gt;s

, ..., /?-,,-

ou me me, eu egard a la forrnule

(33) /?/,,/, /?_/,,._/, /?,

les termes de la suite

(34) 7?,,,, /?,, ..-, flJt
&amp;gt;t=

i.

En eff et, pour realiser cette determination, il suffira de recourir aux

formules que nous aliens indiquer.
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Concevons quo, pour abregcr, on ecrive Rh au lieu cle Rhih . On tirera

do la formule (22), en y posant k /i,

(35) S*/i~ ft/iSf,,

puis on en conclura, en designant par i un nombre entier quel-

conque,

(36) 5ti*=JI,r
.

Ai
/i}r.A...-fli

l

-5Jt
l

.

Or, cle cette derniere equation, jointe aux formules (27), (29), on

tirera : i en supposant 2 i divisible par n,

2 en supposant 2 -h i divisible par ,

(38) St^itA=

Les formules (36), (37), (38) suffisent a la determination de S
/t ,

quand on a calcule Rh pour toute valeur entiere et positive de h

interieure a -n.
2

Si, pour fixer les idees, on suppose que i soit racine de 1 equiva-

lence
xn-^= i (mod. /z),

alors, en posant
n i

=rl, .1 j 2*+I = nA,

on tirera de la formule (38)

(39 ) 0f^/;/^-,/?^-=.../?f- ;

puis, en laissant a i une valeur quelconque, et posant h i, on tirera

de la formule (36)

(40) 8^=1*^X1-:... It}

1-
.

Entin, de celte derniere, jointe a 1 equation (2^) et a la formule (09),

on deduira la valeur de S,t correspondante a une valeur quelconque
de h.
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En s appuyant sur les divcrses formules que nous venons d etablir,

on peut aisement calculer les indices modulaires des polynomes radi-

caux represented par
f*h,k et par 0.

Ainsi, par exemple, on etablira les propositions suivantes :

TIIKOREME I. - Pour obtenir I indice modulaire maximum da poly-

nome R
h&amp;gt;h correspondant a la racine primitive r l de I equivalence (4), il

siiffit
de chercher les plus petits nombres positifs qui soient equivalents,

suivant le module n, aux produits hk, hi. Si la somme de ces deux

nombres est inferieure a n, I indice cfierche sera le nombre p. 11 se

reduira simplement a I unite dans le cas contraire.

Exemple.
-- L indice modulaire de /?,,, correspondant a la racine

primitive r l
est p, ou 1 unite, suivant que /est inferieur ou non a -

THEOREMS II. -- L indice modulaire maximum de Q&quot;h correspondant a

la racine primitive r l de laformule (4) est le plus petit des nombres equi

valents, suivant le module n, au produit

-hi.

Exemple.
-- L indice modulaire maximum de &&quot; correspondant a la

racine primitive r l de la formule (4) est n /.

Ainsi que nous 1 expliquerons dans un autrc article, le theoreme II

s accorde avec 1 un de ceux qu a obtenus 31. Kummcr.

En vertu des formules (i3) et (i4). ou (3o) et (3i), le nombre

total des valours de Rhtk , qui sont distinctes (abstraction faite des

signes), et representees par des polynomes radicaux, se reduit,

quand n est impair, a ou bien a
; et, quand // esl pair,

a &quot;. -, ou bien a - -
&amp;gt; suivant que n est divisible ou non divisible

u

par 3.

Ainsi, par exemple, pour // 5, les valeurs distinctes de Rh , h ,

representees par des polynomes radicaux, seront au nombre &amp;lt;lc
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quatre, savoir :

/?!,,= /?M , Il*,*=Rl, t , /?3, 3 ^/?,,4, ^4,4 -/?*,

on, plus simplentient,
/{ /&amp;lt;

2 ,
/?

:j , /?,.

Pour w 7, Ics valeurs distinctes cle 7^ A , representecs par des

polyndmes radicaux, seront au nombre do huit, savoir :

et

Dans un procham article, je montrerai le parti qu on peut tirer de

eette remarque pour decomposer 7^. A , et, par suite, le nombre/? en

facteurs radicaux.

374.

ANALYSE MATIIKMATIQUK. Memoire sur I application de la nouvelle theorie

dcs imaginaires aux diverses branches des Sciences mathematiques.

C. R., T. XXV, p. i-&amp;gt;.() (-26 juillct i8.{7).

La nouvelle tbeoric des imaginaires que j
ai presentee a 1 Aca-

demie dans 1 une des precedentes seances off re le double avantage
de faire completement disparaitre 1 une des plus grandes difficultes

qu offrait I etude de 1 Algebre, et de s appliquer avcc un egal succes

aux diverses branches des Sciences mathematiques. Pour mettre cette

verite dans tout son jour, je me bornerai ici a quelques excmples.
On dit, en Algebre, qu une equation du degre n a toujours n racines

reelles ou imaginaires. Cette proposition acquiert un sens facile a saisir

dans la nouvelle theorie, et s enonce alors dans les termes suivants :

f (.r) etant unefonelion entiere de x, si Von pose x a -+ In, a, b, i

ctant des quantiles reelles, on pourra toujours choisir a el b de maniere

que le reste de la division de i (a -h In) par i~ +- i s evanouisse, quelle (/lie
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soil la raleur reelle de i. Si d ailleurs lafonction f(^) esl du degre n, le

nombre des systemes de valeurs de a et b qui rempliront la condition

indiquee sera precisernent egal a n.

Ajoutons que les racines reelles de 1 equation

seront evtdemment les valeurs de a qui correspondront a des valeurs

n ulles de b.

En Trigonometric, le theoreme de Moivre peut s enoncer dans les

termes suivants :
t

Si Von divise la n leme
puissance de cos a -+- /sin a par r -h i , le reste

de la division sera cos ft a -h *sinwa.

Appliquee a des questions des nombres, la nouvelle theoric trans-

forme une racine p de 1 unite qui entre dans un polynome radical f(p)

a coefficients entiers en une quantite indeterminee; et, si cette racine

est du degre n, la lettre n designant un nombre premier,, on n a meme

plus besoin de prouver que I equation

f(p)=o

entraine la suivante

F(^) designant encore une fonction.entiere a coefficients entiers. Car

la premiere equation n a plus d autre sens que celui qu elle acquiert

quand on la transforme en la seconde. Alors aussi tous les theoremes

etablis dans mes precedents Memoires deviennent faciles a saisir; et

toutes les formules auxquelles jc suis parvenu subsistent pour des

valeurs reelles quelconques des quantites que designent dans ces for

mules les lettres p et 0, pourvu que Ton reduise les deux membres de

chaque formule aux rcstes que Ton obtient quand on divise ces deux

membres par les facteurs binomes

Enfin, la nouvelle theorie des imaginaires fait encore disparaitre
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les difficultes que I on rencontrait, en Geometric, quand on voulait

etendre la demonstration do certaines proprietes des figures au cas oil

certaines lignes, certains points, cessent d etre reels. La loi de con-

tinuite, dont un de nos honorables confreres, M. Poncelet, a fait dans

ses Ouvrages des applications si elegantes et si dignes de remarque,

prend alors une signification precise. Seulement chacune des lignes

droites ou courbes, que Ton appelait imaginaires , se trouve rem-

placee par un systeme de lignes de memo nature, qui changent de

forme avec la valeur variable d un parametre indetermine. II en

resulte que, en Geometrie, les solutions imaginaires resolvent tou-

jours des questions plus generates que celles que Ton avait posees.

Rendons cette methode plus sensible par un exemple.

Soient

(0 f(x,y) = o, Y(x,y) = o

les equations de deux courbes reelles dont on cherche les points com-

muns. Si elles ne se coupent pas, on pourra du moins satisfaire aux

equations donnees par des valeurs imaginaires dc la forme

on, pour parler plus exactement, on pourra choisir les quantites

reelles a, i, y, o de maniere que Ton ait, quelie que soit la valeur

reclle de i,

f(a + (3/, 7 + aO = (i + 2

)I,

F(a 4- (3/, y + di) (i+ i
2
)J,

1, J etant des fonctions entieres et determinees de i. Cela pose, les

solutions imaginaires des equations proposees fcront connaitre les

points d intersection de deux courbes quelconques, representees par
deux equations de la forme

et si une combinaison lineaire des equations (i) produit une troisieme

equation

(3) o(^c,jx) = o,

CKuvres de C- S. I, 1. X. 45
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qui represente unc courbe reelle, cette troisieme courbe renfermera

toujours les points d intersection des courbcs representees par les

equations (2), quelle que soit d aillcurs la valeur reelle attribute au

parametre i.

Supposons, pour nous borner a un cas tres simple, que les equa

tions (i) represented deux cercles, et soient de la forme

(4) (x-a

En les combinant entre elles par voie de soustraction, on obtiendra

line troisieme equation

(5) 37=10,

qui representera la droite d intersection des deux cercles, dans le cas

oil ils se couperont, c est-a-dire lorsqu on aura &amp;lt;r.
Si a dcvient

superieur a r, les valeurs imaginaires
i

(6) a? = o, y = (a -r&quot;-)*i,

qui sont censees verifier les equations (4), satisferont en realite aux

suivantes

(
X a )-^-y*= /

&amp;gt;2

-i- (a- /~
2

) (i + **),

(x -

et ces dernieres representeront, quel que soit it deux cercles qui se

couperont suivant la droite represented par 1 equation (5).

375.

THEORIE DES NOMBRES. - Memoire sur diverses propositions

relatives a la theorie des nombres.

C. R., T. XXV, p. i3a (26 juillot 1847).

La theorie des indices modulaires ne fournit pas seulement divers

moyens de decomposer les nombres entiers en facteurs radicaux, elle
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permet encore d etablir avec facilite un grand nombre de propositions

qui paraissent propres a interesser les geometres, et qui, jointes a

pltisieurs autres, peuvent etro utilement employees pour la demon

stration du dernier theoreme de Fermat. Afin de ne point depasser

les bornes prescrites aux articles qui doivent etrc inseres dans les

Comptes rendus, je me bornerai aujourd hui a donner une idee de ces

diverses propositions, en annoncant celles qui semblent meriter d etre

particulierement remarquees.

THEOREMS I. Soil, comme nous I admetlrons generalement id, n un

nombre premier impair. Soil encore p une racine primitive de I equation

(1) x l

\,

et nommons f(p) un polynome radical a coefficierits enliers, forme aw
les puissances de

p. Si f(p) est divisible par i p,
on aura

(2) f(i)
= o (mod. ),

el reciproquement, si cetle derniere condition est satisfaite, f(p) sera divi

siblepar i
p.

THEOREME II. Supposons le polynome radical i (p) decomposable en

deuxfacteurs de meme espece o(p), 7 (p), en sorte qu on ait

(3)

Si f(p) est divisible par (i p) , / elant un nombre entier quelconqite.

alors

?(?) x(p)

seront respcctivement divisiblespar deux expressions de la forme

/z, k etant deux notnbres entiers, donl Iun pourra etre nul, et donl la

somme sera I.

THEOREME III. -- Soil toujours
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Si I on a

(4) f(F) = o (mod.),

sajis avoir en meme temps

(5) 7(1) SEE o (mod. n),

on aura necessairemertt

(6) ?(p) ==
( mod. /i).

TiiEOtiEME IV. SV, etiposant

ow designs par X(l] la derivee de X de I ordre /, on aura, pour x i ,

(8) ,r=o, ^T o, ..., ,T&amp;lt;*-&amp;gt;5=o (mod. ).

-- Pour etablir ce dernier theoreme, il suffit de differentier

// 2 fois, par rapport a ^, I equation (7), reduite a la forme

et de poser ensuite
X = I.

THEOUEME V. --
Supposons quc, f(a?) e/tfft/ une fonction entierc de x,

on pose successivement

(9) f
1 (^) = ^f/

(^), f,(ar)= a:f
1 (ar),

Alors, en prenant
f(^)z=: 9 (^),

o/z wm, &amp;gt;OWA* /ow/e valeur entiere de
m&amp;lt;

ct en prenant

-
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THKORKME VI. Si le polynome radical f(p), ft coefficients entiers, est

fel gue I on ail

(10) f(p)==o (mod. /*),

(11) f(i) = o, f,(i)==o, fj(i)==o, ..., f_ a (i) = o (tnod.w).

THEOREMS VII. Si le polynome radical i\p), a coefficients entiers, est

lei gue I on ait

(12) o(p) ^(p-
1

)
= o (mod./0

on aura encore

(13) O^OSEO, o 3 (i)sso, ..,, o
rt
_ s (i) = o (mod. /i);

et si, dans le meme cas, on pose

alors, en supposant 0(1) /70/i divisible par n, on aura

(i5) 0&amp;gt;,(i)

=
o, * 3 (i)

=
o, ..., &amp;lt;D_ 2 (i) = o (mod. ).

Considerons maintenant en particulier un binomo radical u, qui

soil une function lineaire de p, sans etre divisible par un nombre

entier, en sorte qu on ait

u = a +

a, b etant des entiers premiers cntre eux; et pOsons generalement,

pour une valour entiere quelconque de /,

(16) iit = a-h bp .

Knfin, soil

le nombre entier qui represcnte la factorielle correspondante au hi-
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noine a H- &p. Ce nombre ne pourra, comme Ton sail, avoir pour fac-

teurs premiers d autres entiers que le nombre n et des nombres pre
miers de la forme nx + i. A cette proposition deja connue, j ajoute
les theoremes suivants :

THEOREME VIII. --
Supposons que, le nombre I etant Vun quelconque

des termes de la suite

i, 2, 3, . . ., n i,

on nomme a
{
un autre de ces termes, choisi de maniere a

verifier la con

dition

08) la,
=

i (mod.w),

et posojis

I exposant u. etant un nombre entier. Soil, d ailleurs, F(p) un poly-
nome radical a coefficients entiers. Si, le nombre a+ b etant premier a n,

le nombre I, determine par I equation (17), est une puissance entiere du

degre n, on pourra choisir I exposant \j. et le polynome F(p) de maniere

a verifier laformule

9(P)
&quot;

F(p)

rt, par consequent, la suivante :

(21) o(p-
1

)-9(p) = o (mocl./O-

THEOREME IX. - - Les memes choses etant posees que dans le theoreme

precedent, nomrnons s une racine primitive de I equation

(22) .r&quot;- ^! (mod. /i).

Soient d ailleurs ah I un quelconque des nombres

,, a,, ..., _,,
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et ak celui d enlre ces memes nombres qui verifie la condition

(28) ak= sm a,l .

Erifin posons

339

tx/,, m =

el soil CD la valeur numerique de la resullanle fonnee avec les divers

termes da tableau

(2.5)

termes dont chacun se reduit, au signe pres, a I unite. On pourra choisir

I exposant v de maniere que, pour une valeur quelconque du nombre en-

(u \ w

p-2v
_^l \

se r auise a la nieme
puissance d lin rapport

J I / ^(P&quot; ) 7

de la Jorme -~
&amp;gt; et que I on ait, par suite,

(p
v

i//)
w

(o-
v

_/)
w = o (mod. w).

^S/ / o^ altribue successivement a n les valeurs

3, 5, 7, n, i3, ...,

on pourra reduire les valeurs correspondanles de co aux nombres

I, 2, 2, 6, 10,

Dans un prochain article, j expliquerai comment ces diverges pro

positions peuvent etre appliquees a la demonstration du dernier Iheo-

reme de Fermat.
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376,

THEORIE DES NOMBRES. -- Memoire sur diverges propositions relatives

a la theorie des nombres (suite).

C. 11., T. XXV, p. 1 77 (a aoflt 1847).

Aux propositions enoncees dans Ic Cornple rendu dc la precedente

seance, il est utile d en joindre plusieurs autres quc je suis parvenu a

demontrer, et quo je vais indiquer en peu de mots.

THEOREME I. -- Solent n, p deux nombres premiers impairs, dont le

second soil de laforme nx -h i. Solent, deplus, p une racine primitive de

I equation

1
i
)

xn =i;

t une racine primitive de I equivalence

(2) xP~ l =\
(mod./&amp;gt;);

puis, en admettant que les entiers h, k, h -+ k solent premiers a n, posons

(3) R/,.&= Sp*
A -*-6

*,

la somme qulndlque le signe S s etendant a toutes les valeurs entieres de

a comprises dans la suite

I, 2, 3, ..., p 2,

et designant, dans la meme suite, le terme qui verifie iequivalence

=\ (mod./j).

puis, en posant k = A, et ecrivant, pour abreger, RA au lieu de RA)A ,
on

trouvera

.(5) p = R/iR-/,.
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D ailleurs, Rh el R h k scront des polynames radicaux, dans chacnii des-

quels les coefficients des diverses puissances de z, foumiront une somme

cgale a p 2. Enjin, si I on pose

--J

(6) r-l &quot;

,

r sera une racine primitive de I equivalence

et I indice modulaire maximum de R,, correspondant a la racine primi

tive r l

, sera, on le nornbre p, on I unite , suivant que le nombrc I sera infe-

near on non a -

De ce premier theoreme, on peut deduire la proposition suivante :

THEORKME II. Faisons

a, b elant deux nombres entiers premiers entre eux, dont la somme ne

soil pas divisible par n ; el supposons que la factorielle

(8) l = N(a + bp),

correspondanle an binorne radical a -h bo, ait pour facleurs premiers les

entiers p, &amp;lt;y,

. . . , en sorte qu on ait

(9) l^/&amp;gt;^....

Concevons d ailleurs que, I etant iun qudconque des entiers

on nomme a L
un aulre de ess entiers choisi de maniere a verifier la condi

tion

(10 ) la/ = i (mod. n ).

Enfin, soil r celle des racines de I equivalence.

(n) x n ~\ (mod. I),

CF.ut rcs de C. S. I, t. X. -)
^
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qui rerifie la condition

(12) aH_. b/-== (mod. 1),

et nommons R, , R
,

, ... les diverses valeurs de R, qui correspondent (roir

le theor&me I) a la ratine r et aux divers modules p, q, . . . ; on aura

( 3) uaiUat ...ua -R}^f...w( ? ),

sr(p) etant mi dwiseur de I unite,, qui se reduira, an sig/te pres, a une

puissance entiere de
p.

Corollaire. -- Si lo nombrc I cst nno puissanoo pntiern du dcgre w,

le prod u it

Rt ll r . . .

sera de la forme
[F(c)|&quot;, F(p) etant une fbnotion entiere de p, a coef

ficients entiers, et Ton ohtiendra la proposition suivante :

THEOREME JII. Les memes choses etant posees que dans le theoreme II.

si le norabre. I se reduit a une puissance du Jt^&quot;
1

&quot;

degre. on aura

( 4) H n
,

It a, *,,-, [

F(p) etant une fonclion entiere a coefficients entiers, et cj(p) un dwiseur

de I unite, (jui se reduira, au signe pres, a une puissance entiere de o. Si

d adleurs on pose, pour abreger,

et si ion observe que le rapport

^_(?- )

rar(p)

sera une puissance entiere de
p, o/z troiwera

. designant un nombre entier.
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Corollaire I. Conime, en supposant toujours a -h b et, par suite, I

non divisibles par/?, on aura

( 7) V&quot;==i (mod. /O,

la formule (16) entrainera la suivante

(
|S

)
&quot;a, &quot;a,- .?._,= i (mod./O,

2

qui coincide avec la formule (21) de la page 358. De plus, si ah etant

1 un quelconque des termes de la suite

et ak celui d entre ces memes termes qui satisfait ii 1 equi valence

(19) a
/c

= sm a
/t (mod. /&amp;lt;),

on designe par a
A&amp;gt;/H

celle des deux quantites -hi, i qni veritie la

condition

,

Ok

alors, en nornmant to la valeur numerique de la resultante

on deduira de [ equation (16) une autre equation de la forme

v- etant un nombre enticr, et t? etant dc la forme

Knfin, comme on aura

(aa) V&quot;E=t (mod.//),
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on trouvera encore

et Ton sera ainsi ramene an theoreme IX de la page 358. Ajoutons que

la valeur de w, determinec par la formule

(23) =

n est pas toujours la plus petite dc celles que Ton peut adopter dans

la formule (20), et que, en attribuant successivement a n les valeurs

3, 5, 7, n, i3, ...,

on peut reduire les valeurs correspondantes de co aux nombres

I, 2, 2, 6, 10,

Corollaire II. - - Des seules propositions enoncees dans cet article

et dans le precedent, on peut deja deduire diverses consequences rela

tives au dernier theoreme de Fermat. II en resulte, par exemple, que,

pour demontrer 1 impossibilite de resoudre 1 equation

a * _._
|j

_-_ c

par des cntiers premiers entre eux et premiers a n, il suffit de s as-

surer que la somme

n est pas divisible par n, ou bien encore que w est un nombre pre

mier a n. On voit done combicn il importe tie determiner la valeur du

nombre co, ou du moins le reste qu on obtient en divisant w par n. On

y parvient a 1 aidc d une methode qui perrnet de resoudre facilement

une classe tres etendue d equations lineaires, et que je vais indi(ni( ?

en peu de mots.

Soient donnecs, entre n inconnues

x, y, 5, ..., it, c,
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n equations lineaires do la forme

i
x -4-

(2.4) a., a; -4-

et posons, pour abreger,

( 25 ) ,r + / + J + . . . -f- U + 4 ..

On observera d abord que, des formules (24) combinees cntre elles

par voie d addition, on tire

tt -i-
,

. . .-1- _,

Pour trouver ensuite les valeurs des diverses inconnues

x, y, 3, . . . ., , r,

on multipliera les formules (a j), avant de les ajouter entre elles, par

les divers termes de la progression geometrique

r n n- n ni
, p , p , . . . , p ,

p etant une racine primitive de 1 equation

et Ton trouvera ainsi

(27) a r + P
-

y + P-^ + ...+ p
-^

Done, si Ton pose, pour abreger,

on aura

(28) .z-
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C etant uno quantite dont la valeur so doduira aisernent de 1 equa-

tion (26), puisquo, on vortu des formulos (28), on aura

(29) nC.s 4 A, A, .. . A,,_,.

377.

: DKS NOMDRES. -- Memoire sur diverses propositions relatives

a la theorie des nombres (suito).

C. R., T. XXV, p. y. fj. (9 aout 18 ,:).

Les propositions enoncees dans le precedent article, ot les formules

qn il contiont, sont rolativos au cas ou le nombre designe par la

lettre n ost un nombre premier impair. Mais on pent generalise!
1

encore ces f ormules, et en particulier cellos qui so rapportent a la

resolution d. une classe tres etendue d equations lineaires.

Effectivement, supposons que, n etant un nombre entier quel-

conque, on se propose do resoudrc les formulos (24) de la page 365.

Pour obtenir la valeur de Tune quelconque des inconnues, de x par

exemple, il sutfira evidemment de combiner entre elles, par voie d acl-

dition, ces memes formules, respectivement multipliees par certains

tacteurs

^o&amp;gt; Cn c-i

ces facteurs etant assujettis a verifier les conditions

dans lesquelles to pout etrc un nombre quelconque arbitrairement

choisi. Or soit p une racine primitive de [ equation

( 2 ) X&quot; = I .
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Les conditions (i) entraineront avoc elles la formule

(3) w (ffo+ffip-K... .H-aa-ip*-
1)(-+ ^p-

1 -^. ..-h^p-**1

),

ct meme cette derniere formule continuera de subsister, quand on y

remplacera p par 1 une quelconque des puissances d&amp;lt;&amp;gt;

p,
c est-a-dire,

en d autres termes, par 1 unc quelconque des racings clc 1 equation (2).

Heciproquement, si la formule (3) subsiste quand on y remplace p par
line quelconque des racines de ( equation (3), alnrs les facteurs

satisferont certainement aux conditions (i). D ailleurs, si Ton pose,

pour abreger,

(4) f(p) = + a
t p -i-. . .4-

rt/^^o&quot;- ,

la formule (3) donnera

et, si la formule (3) subsiste quand on y remplace pparp &quot;, ///etant un

nombre entier quelconque, on aura encore

o +- 2, p + ...-+-
&amp;gt;,,-,p&quot;&quot;

=
yr^y

Or, si dans la formule (6) on remplace successivement le nombre m
par les divers termes de la suite

(&quot;) O, I, 2, ..., /I I,

les equations ainsi trouvees donneront

m = n 1

(8) ,= C ^f

/* O Ko )

III ur

/ etant Tun quelconque des entiers inferieurs a //, et le signe V indi-
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quant la soinme des valours du produil

-J?- p-i
f(p)P

correspondantes aux divorscs valeurs dc ?n.

Les valeurs de

4o&amp;gt; i&amp;gt; &amp;gt; -i

Iburnies par 1 equation (8), satisfont, quel que soit co, aux condi

tions (i); et par suite, s il s agit sculement de resoudre les equa

tions (24) de la page 365, on pourra prendre co = i. Mais, dans cer

tains prohlemes, les valeurs des inconnues doivent etre entieres, et

Ton peut demander, par exemple, de verifier les formules (i) par des

valeurs entieres de

;o&amp;gt;
i &amp;gt; -i w,

dans le cas ou les coefficients &amp;lt;y

()
, ,, ..., ,;_, out eux-memes des va

leurs entieres. Or je suis parvenu a demontrer que, pour satisfaire a

cette derniere condition, il suffit de prendre

(9) w = f(i)f(p)f(p
1
)...f(p*-

1

).

378.

THKORIK DI.S NOMBUES. -- Me/noire stir / e/nploi des racincs de I mule

pour la resolution des divers syslemes d equations luieaires.

C. K.. T. XXV. p. -285 (3 aoul i8.j;).

J ai montre, dans les precedentes seances, comment on peut taire

servir les racines de runite ii la resolution de certains systemrs

d equations lineaires; inais les equations que j
ai indiqueos ne sont

pas les seules qui puissent clre ainsi resolucs. D aulres, (jui
ne sont

pas moins dignes d attention, jouissent encore de la meme |)roj)riele.
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Ajoutons que les unes et les autrcs se resolvent en nombres entiers,

sous des conditions qui meritent d etre remarquees. G est ce que 1 on

verra dans le Memoire que j
ai 1 honneur de presenter a 1 Academie.

.le me borncrai ici a en extraire quelques propositions fondamentalcs,

le Memoire lui-meme dcvant etre prochainement public dans les Exer-

cices d Analyse et de Physique mathematique.

Je commence par etablir la proposition suivante :

THEOREME. Soil

f(x} = xm -f- c, xm
~ l

-+- c, x 1 -*- + ...+ cm_, x + cm

une fonction entiere du degre m, dans laquelle le coefficient de la plus
haute puissance de x se trouve reduit a I unite. Supposons d ailleurs les

m racines de I equation

(0 /(*) = o

partagees en deux groupes a, 6, y, . . . ; X, [x, v, Soil enjin

U= F.(X, *,.,...)

une fonction des racines X, (A, v, ..., symetrique, enliere, el a coefficients

entiers. On pourra transformer U en une fonction entiere des racines a,

, y, . . ., et des coefficients c
{ ,c.2 , . . ., cm , qui, elant elle-meme a coeffi

cients entiers, sera symetrique par rapport aux racines a, 6, y,

Nota. -- Pour demontrer ce theoreme, il suffit d obscrver : 1 que,

a, , y, . . . etant racines de 1 equation (i), on pourra diviser algebri-

quement f(x) par le produit (x a) (x )(x y) . . .; 2&quot; que, si

Ton nomme f(a?) le quotient ainsi obtenu,
\ (x) sera une fonction en

tiere de x, dans laquelle la plus haute puissance dc x se trouvera mnl-

tipliee par 1 unite, les autrcs puissances de x ctant respectivement

multipliees par des fonctions entieres de c,, c,, . .., cm_ t ; a, 6, y,

qui seront a coefficients entiers, et symetriques par rapport aux ra

cines a, , y, ...; 3 que X, (j., v, . . . seront precisement les diverses

racines de 1 equation \ (x) = o.

OEuvres de C. S. I, t. X.
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Soit maintcnant n un noinbre entier quelconque, et considerons le

systemo des equations

...

( _, .T a J #1- -3&quot; -2^
~

-!

quo Ton deduit des formulos (24) de la page 365, en changeant, dans

la deuxieme, la troisieme, la quatrieme, ... formule, les signes du

dernier, puis des deux derniers, puis des trois derniers, ... termes.

Pour obtcnirla valour de Tune quelconque des inconnues, de x par

exemple, il sufiira evidemment de combiner cntre elles, par voie d ad-

dition les formulcs (2) respectivement multipliees par certains fac-

teurs H , E,, . . ., _,, ces facteurs etant assujettis a verifier les condi

tions

dans lesquclles to pent etre un nombre entier quelconque arbitral re-

rnent cboisi. Or, soit p une racine primitive de 1 equation

les conditions (3) entraineront avec elles la formule

(5) r,&amp;gt;

&quot;

(^o

et memo cette derniere formule continuera de subsister quand on y

remplacera p par 1 une quelconque des puissances impaircs de p, c est-

ii-diro, on d autres termes, par 1 une quelconque des racines de lYq na

tion

(6)
x*= i.

Reciproquement, si la formule (5) subsiste quand on y remplace p par
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1 une quclconque des racines do ( equation (6), alors les facteurs ,

,, H 2 , ..., L_, satisferont certainement aux conditions (3). D ailleurs,

si Ton pose, pour abreger, f(p) = a 9 -\- a
t p -+- # 2 p

2
H-. . . -h an._,p

/l~
,

la formule (5) donnera

(7) to + tit&amp;gt;-

1 + &-* + - + ^- P~&quot;

+1

et si, dans cette derniere, on rcmplace p par p &quot;,
m etant un riombre

impair quelconque, on aura

(8)
j.H-^p-^+fcp-i.-K

l+|._lp-(-i) =f_^_;

puis on en conclura

-^~

/ etant 1 un quelconque des entiers inferieurs a n, et le signo JJ
indi-

quant la somme des valeurs du produit f

w
p
mi

, correspondantes aux

diverses valeurs irnpaires de m comprises dans la suite r, 3, 5, ...,

2 n i .

Les valeurs de H , ,, ^,, . . ., a_ t
fournies par 1 equation (9) satis-

f ont, quel que soit to, aux conditions (3); et par suite, s il s agit seu-

lement de resoudre les equations (2), on pourra prendre to = T . Mais,

dans certains problemes, les valeurs des inconnues doivent etre en-

tieres, et Ton peut demander, par exemple, de verifier les tommies (3)

par des valeurs entieres de ^0,^,^3, ..., %n -\&amp;gt;
tu - ^ r ^ resulte du theo-

reme enonce au commencement de cet article, que, pour satistaire a

cette derniere condition, il suffira de prendre

(10) C0 = f(p)f(p3)...f(p^- ).

Les formules precedentes fournissent le moyen de calculer aisement

le nombre entier designe par w dans la seance du 2 aout dernier.
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379.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. - - Note sur la polarisation chromatique.

C. R., T. XXV, p. 33i (3o aoflt 1847).

tin des savants les plus distingues de 1 Allemagnc, M. d Ettings-

hauson, etant venu ces jours derniers a Paris, et.m ayant dit quelques

mots an sujet de scs rccherches sur la theorie de la lumiere, je lui

parlai aussi des miennes, et
j ajoutai que les Comptes rendus renfer-

maicnt seulement une faiblc partie des resultats contenus dans les

Memoires que j
avais presentes a 1 Academie sur 1 Analyse ou sur les

applications de 1 Analyse a la Physique. Je citai, a cette occasion, le

Memoire du 8 mars dernier, sur les corps consideres comme des sys-

temes de molecules dont chacune est elle-meme un systeme d atomes,

et mes Memoires plus anciens, relatifs a la polarisation chromatique.

Alors, M. d Ettingshausen me temoigna le desir de me voir publier

immediatement au moins les parties les plus importantes de ces Me

moires, surtout les deux dernieres pages d un manuscrit, que j
ai mis

sous ses yeux, et qui avait ete paraphe par 1 un de MM. les Secretaires

perpetuels, avcc ( indication d une seule date, deux fois reproduite,

relle du 22 avril i844- Comme ces deux pages, dont chacune portc

le paraphe de M. Arago, sont relatives a un objet dont M. d Ettings

hausen s est aussi occupe de son cote, et dont il s occupe encore, jc

me bornerai a les transcrire, sans y changer un seul mot.

Agitations differentielles de la polarisation chromatique.

Les equations differentielles des mouvements iniiniment petits d un

systeme de molecules sollicitees par des forces d attraction ou de re

pulsion mutuelle sont de la forme

(i) D?=8[m(x
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\voir les Exercices d Analyse, tome 1, page 3
( )], la valeur de p etant

sensiblcment
x AH-. y At) -- z AC

(*=- -V
Si Ton veut obtenir la polarisation chromatique, il suffira d ajouter

aux seconds membres des equations (i) des termes dc la forme

(2) Sjiw[z(y + ATI)
-

y(z + AC)] IV)
j
=S[m(zAYj -yA) ( (/ )],

En effet, si Ton pose

?
y) r

/ 3 \ 2 niix+vy-i-wz siX-B~C =

de semblables termes deviendront

(4) (BDW -CD,)K, ...,

K designant une fonction de M, v, w, ...; et il suffira de supposer K

fonction de k- = u- -+- v- + w 2
, pour reduire les expressions (4) a la

forme

(5) (^B-^C)
][^ =

(
(pB-pC)G,

G etant fonction de k.

II est important d observer quo le produit

(6) m [ z(y

represente la projection sur 1 axe des a; d une force perpendiculaire au

plan qui passe par les droites OA, O A , dont la premiere est menee,

dans 1 etat d equilibre, de la molecule m qui coincide avec le point

(x,y,z), a une molecule voisine m qui coincide avec le point

(x H- x, y -+- y, z -+- z), et dont la seconde est ce que devient la pre

miere, quand on passe de 1 etat d equilibre a 1 etat varie. De plus, la

force, dont Texpression (6) est la projection, est proportionnelle,

d une part, au produit des droites OA, O A par le sinus de Tangle

cbmpris entre elles; d autre part, a une fonction f(r) de la distance r.

( ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XI.
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II reste a savoir si, en attribuant aux molecules des corps des

formes determines et des mouvements de rotation tres petits, on ob-

tiendra, pour les mouvements infmiment petits, des equations de

meme forme que celles auxquelles conduit la supposition que nous

venons d enoncer.

Le produit des droites OA, O A est sensiblement proportionnel

a r-. Done la force dont nous avons parle se reduit au produit d une

fonction de r par le sinus de Tangle compris entre les deux droites.

380.

ASTROXOMIE. - Memoire sur la determination des orbites des planeles

et des cometes.

C. R., T. XXV. p. 4oi (20 soptembre 1847).

Les nouvelles methodes que j
ai donnees pour la determination des

orbites ct des mouvements des corps celestes ne sont pas, il importe

de le remarquer, des theories purement speculatives; et si, d une

part, elles peuvent contribuer au progres de I Analyse mathematique,

d autre part, elles offrent des moyens de calcul qui s appliquent utile-

ment a la solution des grands problemes de I Astronomie. Deja, dans

de precedents Memoires, j
ai deduit des resultats numeriques de la

methode par laquelle j
etais parvenu a determiner, dans la theorie

des mouvements planetaires, les perturbations d un ordre eleve, et

j
ai fait voir que Ton pouvait retrouver ainsi la grande inegalite de-

couverte par M. Le Verrier dans le mouvement de Pallas. J avais pro-

mis de montrer aussi, sur un exemple, les avantages que prescntent

mcs formules pour la determination des orbites des planetes et des

cometes. En cedant aujourd hui au vceu de plusieurs savants qui recla-

ment l accomplissement de cette promesse, je suis heureux de penser

que je fournirai ainsi aux astronomes, et, en particulier, a mes hono-
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rabies confreres clu Bureau des Longitudes, un moyen facile de fixer

avec urie grande precision les elements des orbites des petites planetes

recemment decouvertes par divers observateurs. Entrons maintenant

dans quelques details.

Pour determiner aussi exactement qu on le peut les elements de

I orbite d une planete a une epoque donnee, en les deduisant d ohser-

vations astronomiques, il convient de resoudre successivement deux

problemes bien distincts 1 un de 1 autre. Le premier consiste a deve-

lopper les quantites variables, specialement la longitude et la latitude

de la planete, suivant les puissances clu temps mesure a partir de

1 epoque donnee. Le second probleme consiste a substituer les coeffi

cients des premiers termes des developpements dont il s agit, dans

des formulcs simples desquelles on puisse aisement deduire des dis

tances de la planete au Soleil et a la Terre, et, par suite, les divers

elements de I orbite cherchee. Le premier probleme peut etre aise

ment resolu a 1 aide dc la methode d interpolation que j
ai proposee

dans un Memoire publie en i833, et reimprime dans le Journal de

M. Liouville ( ). Comme je 1 ai remarque, cette methode offre de nom-

breux avantages qui permettent d arriver promptcment et surement

aux developpements cherches. En effet, elle substitue a la recherche

des divers termes du developpement de Tune quelconque des quan
tites variables la recherche d une certaine espece dc differences tinies

de divers ordres, representees par des fonctions lineaires des valeurs

observees de la variable, ou des differences deja calculees. Or ces

fonctions lineaires sont faciles a former, attendu que dans chacune

d elles chaque coefficient se reduit, au signe pres, a 1 unite; et d ail-

leurs elles sont precisement celles qui offrent les moindres chances

d erreurs possibles. Ce n est pas tout : la methode dont il s agit peut

fairc concourir a la solution du probleme un nombre quelconque d ob-

servations dont les resultats sont combines entre eux par voie d addi-

tion et de soustraction seulement; et le calcul, loin de se compliquer,

(&amp;gt;)
OKiwrcx dc ( aitcIn , S. II, ! . II.
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tandis que Ton avance, clevient d autant plus simple, qu il cst appli

que a la recherche de differences finies d un ordre plus eleve. Ajou-

tons que la methode, fournissant elle-meme la preuve de la justesse

des operations effectuees, ne permet pas au calculateur de commettre

la faute la plus legere, sans qu il s en apercoive presque immediate-

ment, et que le calcul s arrete de lui-meme a 1 instant ou Ton atteint le

di i^re d exactitudc auquel on pouvait esperer de parvenir. Rcmar-

quons enfin que les divers termes des developpements cherches peu-

vent etre aisement deduits des differences finies dont nous venons de

parlor, et de la determination de certains nombres dont les valeurs

dependent uniquement des epoques auxquelles les observations ont

ete faitcs. Si le calculateur connait ces epoques sans connaitre les

observations elles-memes, il peut immediatemcnt calculer les nombres

dont il s agit, et achever ainsi, chose singuliere, la partic la plus labo-

rieuse de tout son calcul.

Les premiers termes des developpements des variables etant calcu-

les, comme on vient de le dire, et deduits d observations dont je sup-

poserai le nombre egal ou superieur a quatre, on connaitra les derivees

des trois premiers ordres de chaque quantite variable, differentiee par

rapport au temps, ou plutot leurs valeurs correspondantes a Pepoque

donnee; et il ne restera plus qu a substituer ces valeurs dans des for-

mules simples desquelles on puisse aisement tirer les elements de

1 orbite avec les distances qui separent le Soleil et la Terre de 1 astre

observe. Remarquons d ailleurs que ce dernier problcme ne serait pas

completement determine, si le nombre des observations n etait pas au

moins egal a quatre, deux orbites distinctes Tune de 1 autre pouvanl

satisfairc a trois observations donnees. L hypothese admise est done

celle qu il convenait d adopter. Or, dans cette hypothese, si 1 on prend

pour inconnues les distances de 1 astre observe a la Terre et au Soleil,

on determinera facilement les valeurs de ces deux inconnues a 1 aide

des operations tres simples que je vais indiquer.

i Une equation lineaire determinera immediatement le cube de la

distance r de 1 astre au Soleil, et, par suite, cctte distance elle-meme.



EXTRAIT N 380. 377

Mais, comme cette premiere equation renferme cles derivees du troi-

sieme ordre, dont les valeurs se determinent avec moins de precision

que celles des derivees du premier et du second ordre, la distance

calculee pourra n etre pas rigoureusement exacte, et il conviendra de

lui faire subir une correction dont nous parlerons tout a 1 heure.

2 Lorsqu on aura determine approximativement, comme on vient

de le dire, la distance r de 1 astre au Soleil, une seconde equation

lineaire, qui renferme des derivees du premier et du second ordre,

iburnira une valeur approchee de la distance r de 1 astre a la Terre.

Ajoutons que cette derniere distance sera determinee avec une plus

grande precision, si on la deduit de la resolution du triangle recti-

lignc qui a pour sommets les centres de la Terre, du Soleil et de 1 astre

observe, c est-a-dire, en d autres termes, si on la deduit de la resolu

tion d une equation du second degre qui renferme seulement, avec les

distances cherchees, deux constantes relatives a la position de la Terre

et deux angles fournis par 1 observation.

3 Lorsqu on aura determine approximativement, ainst qu on vient

de 1 expliquer, les valeurs des deux inconnues r, r
, alors, pour ob-

tenir des valeurs plus exactes, il suffira d appliquer la methode d ap-

proximation lineaire ou newtonienne a la resolution simultanee des

deux equations desquelles se deduit la distance r de la Terre a 1 astre

observe. En eflfet, il importe de le remarquer, la methode d approxi-

mation newtonienne s applique, avec la plus grande facilite, a 1 eva-

luation rigoureuse, non seulement d une scule inconnue determinee

par une seule equation, mais encore de deux, trois, ... inconnues,

determinees par deux, trois, ... equations, lorsque deja 1 on possede

des valeurs approchees de ces inconnues. D ailleurs, les deux equa
tions auxquelles on appliquera la methode dont il s agit ne renfer-

ment aucune derivee du troisieme ordre, mais seulement des derivees

du premier et du second ordre, qui, par aucun moyen, ne sauraient

etre bannies entierement du calcul. Done, en definitive, si Ton applique

la methode newtonienne a ces memes equations, apres avoir deter

mine les valeurs approchees de / et r a 1 aide de 1 equation du second

OEuvre* de C. S . I , t. X . 4^
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degre, jointe a Fequation lineaire qui renferme des derivees du troi-

sieme ordre, on obtiendra, sans aucun tatonnement et par
-un calcul

tres rapide, les distances de Fastre observe au Soleil et a la Terre, avec

une exactitude egale ou meme superieure a celle que produisent les

laborieux calculs dans lesquels on fait usage de trois observations

seulement.

Pour verifier ces conclusions sur un exemple qui put les rendre

evidentes a tous les yeux, j
ai applique la methode que je viens d ex-

poserau calcul des distances qui separaient Mercure du Soleil et de la

Terre, le 16 aout 1842, a Finstant de son passage au meridien, en de-

duisant les distances des seules observations faites les il\, i5, 16,

17 et 1 8 aoiit, a 1 Observatoire de Paris. Les valeurs que j
ai obte-

nucs, en prenant pour unite la distance de la Terre au Soleil, sont, ii

tres peu pres, comme on le verra dans cc Memoire, o,32 et i,3o. Ces

valeurs, qui se trouveront tres legerement modifiees si, comme il est

aise de le faire, on a egard a 1 aberration et a la parallaxe, coincident

effectivement, lorsqu on neglige le chiffre des milliemes, avec celles

que fournissent les Tables astronomiques.

Je ferai, en terminant, une derniere remarque.

Lorsqu on appliquera la nouvelle metliode a des astres pour les

quels les perturbations du mouvement clliptique ou parabolique nc

deviendront sensibles qu au bout d un temps considerable, il sera tres

avantageux dc faire concourir a la determination des elements de For-

bite un grand nombre d observations, quand meme les epoques (!&amp;lt;&amp;gt;

ces observations seraient assez eloignees les unes des autres. On ob

tiendra ainsi des valeurs beaucoup plus exactes des elements des or-

bites, sans augmenter beaucoup le travail du calculatcur; car il n y

aura de changes que les nombres fournis par les formules d intcrpola-

tion; et comme on Fa vu, les fonctions lineaires dont ces formules

supposent la formation se composent simplement des diverses valeurs

des quantites variables, ou de leurs differences des divers ordres,

jcombinees entre elles par voic d addition ou dc soustraction.
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I. - Methode d interpolation.

Soit t le temps compte a partir d une epoque fixe. Une fonction //

de /, supposee continue dans le voisinage de cette epoque, sera deve-

loppable, du moins entre certaines limites, suivant les puissances

ascendantes de /; et, si Ton pose

P t?

(0 if = a -4- bt 4- c -
-f- d -+...,

1.2 J .2.3

les coefficients a, b, c, d, ... representeront les diverses valeurs de la

fonction et de ses derivees des divers ordres, a 1 epoque dont il s agit.

Si, d ailleurs, des observations faites avec soin fournissent diverses

valeurs particulieres de IL correspondantes a des valeurs positives,

nullc, ou negatives de t, on pourra aisement deduire de la method* 1

(^ interpolation, que j
ai donnee en i833 ( ), les valeurs des coeffi

cients a, b, c, Entrons a ce sujet dans quelques details.

Supposons, pour plus de commodite, que 1 epoque a partir de la-

quelle se mesure le temps soit celle de Tune des observations. La va

lour a de u sera fournie par cette observation meme; et, si Ton pose

r = it
&amp;lt;2,

on aura

f- t
3

(2) v = bt-t-c h r -*-....
2 2.3

Supposons d ailleurs que, f(V) etant une fonction de t qui s evanouisse

avec /, on designe par S/ la somme des valeurs numeriques de t rela

tives aux observations diverses; puis par Sf(^) la somme des valeurs

correspondantes de f(0, chacune de ces dernieres valeurs etant prise

avec le signc -+-, ou avec le signe , suivant qu elle correspond a une

valeur positive ou negative de /; et representons par Af(^) une espece

de difference finie de f(/), determinee par le systeme des deux for-

mules

(3) =
^,

(4) Af(0-f(0-Sf(0-

(!) QEnvrcs de Cauchy, S. II, T. II.
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Si, dans la seconde de ces formulas, on rcmplace successivement f(^)

par et par v, on on tirera

fK\ A
l l

~

d l
~

( o ) A = a S &amp;gt;22 2

(6) At =t&amp;gt; aS&amp;lt;&amp;gt;.

2

Supposons encore que Ton designs par S A- la somme des valeurs

/i

numeriques de A &amp;gt; relatives aux diverscs observations; puis par

S Af (0 la somme des valeurs Correspondantes de Af(/), chacune de

ces dernieres valeurs etant prise avec le signe +, ou avec le signe ,

/2

suivant qu elle correspond a une valeur positive ou negative de A ;

et representons par A 2

f(z) une especc de difference finie du second

ordre, determinee par le systeme des deux formules

/2A-
(7) 6 =

(8) Af(0 = Af(0 SS Af(0-

Enfin, concevons que, en continuant dc la sorte, on determine suc

cessivement les valeurs des variables a, , y, ..., a 1 aidc des for-

mules

^ A 2 -

f,
x, 2 2.3

( Q ) ix = , 6 =r , v =C / /2 f /;

chacun des signes S, S , S&quot;,
... indiquant la somme des valeurs nu

meriques de la quantity variable qu il precede, et les differences

finies

f- t
3

A!, &,., ...
2 2.O

etant determinees clles-memes par les equations

f- / 2 /- /3 / 3 /-^

(TO) A-=:--*S-, A 2 -^^:A- --8S A 2

~,,22 2 2 3 2.3 2.3
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11 est facile de voir que les quantites Ac, A 2
c, A 3

c, ..., determinees par

le systeme des formulcs

(n) Ao=o aSr, A 2
&amp;lt;&amp;gt; Ac cS Ac, A 3 c rr A 2 c

78&quot;
A 2

r,

rcpresenteront dcs especes dc differences finies de divers ordres de la

fonction v, qui s evanouiront toutes, si u = v-\- a se reduit a une

fonction lineaire de t\ toutes, a 1 exception de la premiere, si u se

reduit a une fonction de t entiere et du second degre; toutes, a 1 ex-

ception des deux premieres, si u se reduit a une fonction de t entiere

et du troisieme degre, etc.

Ge principe etant admis, supposons les diverses observations faitcs

a des epoques assez voisines les unes des autres pour que, le temps

etant compte a partir de Tune d entre elles, quelques termes du deve-

loppemcnt de w, par exemple les quatre ou cinq premiers termes, res-

tent seuls sensibles. Alors le calcul numerique des valeurs de Ac, AV,

AH , ..., correspondantes aux diverses observations, ne tardera pas a

fournir des quantites qui scront sensiblcmcnt nulles, et qui pourront

etrc negligees, eu egard au degre d approximation que Ton pent

esperer d atteindre, par exemple des quantites qui seront comparables

aux erreurs d observation. Or il est clair qu on devra des lors s arreter,

sans chercher a pousser plus loin le calcul des differences finies

Ac, A2
r, A 3

r, ....

II est clair aussi qu en reduisant a zero la premiere de ces differences,

qui sera de 1 ordre des quantites que Ton neglige, on reduira le sys

teme des formules (i i) a un petit nombre d equations qui, jointes aux

formules (9) et a 1 equation

(12) u. a-\-v,

fourniront immediatement la valeur de u developpec en une serie or-

donnee suivant les puissances ascendantes de t.

II importe d observer que, si le calculateur connait les epoques des

observations sans connaitrc les observations elles-memes, il pourra
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immediatement deduire des formules (9) et (10) les valeurs des va

riables a, , y ..... correspondantes aux observations diverses, ct, par

suite, les valeurs generates de ces variables exprimees en fonctions

entieres de t. Observons encore que 1 exactitude de ces premieres ob

servations pourra etre aisement constatee, attendu que, en vertu des

formules (4) et (8), les valeurs de A, A 2
/
2

, A 3
*
3

, . . ., correspondantes

a chaque observation, devront etre rigoureuserncnt nulles. Observons

onfin que, dans les formules (9), (10), on peut, sans inconvenient,

supprimer les diviseurs numeriques, et remplacer en consequence ces

formules par les equations

t A/ 2 A 2
*
3

- - 7
&quot; = *i

A^ 3= A^ 3 6S A/ 3
,

____

On pourra meme, sans alterer les valeurs de a, 6, y, ..., remplacer

les diverses valeurs de t par des quantites qui leur soient sensiblement

proportionnelles. Gette remarque permet de calculer tres
facilemen^

les valeurs de a, C, y , qui repondraient a des observations equi-

distantes.

Si, pour fixer les idees, on veut deduire le developpement de u de

cinq observations equidistantes, le temps etant compte a partir de

1 epoque de { observation moyenne, on pourra remplacer les cinq va

leurs de t par les cinq termes de la progression arithmetique 2,

-1,0, 1,2. Alors les valeurs des quantites variables t, t-, r% t* et de

leurs differences finies s evanouiront pour 1 observation moyenne,

landis que ces mem.es valeurs, et cellos de a, C, y, o, seront fournies,

pour les quatre autres observations, par le Tableau suivant :
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Apres avoir ainsl determine les valeurs particulieres de a, , y, o,

relatives a chaque observation, il suffira, pour obtenir les valeurs

generales des memes variables exprimees en fonction de t, de recourir

auxformulcs (i3) et(i4) desquelles on tirera

t 6 a, t-= 106, ^
3 i8a + 8y, /*=34S + g,63

et, par suite,

&amp;lt; t- f* 3f 5** i-/ s

2 = ^ &amp;gt;
5= 5 y = &amp;gt;

rr=

6 10 48

Ces dernieres equations, jointes aux formules (n) et (12), seront

celles qui serviront a deduire, de cinq observations equidistantes, les

valeurs de
V ( ii, Dlu, D^u, D}u,

correspondantes a 1 epoque de 1 observation moyennc, lorsque les dif

ferences finies de u, du cinquieme ordre, seront do 1 ordre des quan-

tites que Ton neglige, et comparables, par exemplc, aux erreurs d ob-

servation.

Remarquons, en terminant ce paragraphe, que, si les epoques des

observations ne sont pas rigoureusement, rnais sensiblemcnt equidis

tantes, les valeurs de a, , y, o, . .., calculees comme on vient de le

dire, devront seulement subir de tres legeres corrections, qu il sera

facile de determiner.

II. Formules pour la determination des orbites des planetes

et des cometes.

Prenons pour origine des coordonnees le centre du Soleil, pour

plan des x, y le plan de 1 ecliptique, pour demi-axes des x et y posi-

tifs les droites menees de 1 origine aux premiers points du Belier et

du Cancer, et pour demi-axe des z positifs la perpendiculaire elevee

sur le plan de 1 ecliptique, du cote du pole boreal. Soient d ailleurs

x,y, z les coordonnees de 1 astre observe ;

r la distance dc cet astre au Soleil ;
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t la distance du meme astre a la Terre;

p la projection de cette distance sur le plan de 1 ecliptique;

9, la longitude et la latitude geocentriques de 1 astre;

x, y les coordonnees de la Terre;

R la distance dc la Terre au Soleil;

nj la longitude dc la Terre.

Enfin, prenons pour unite de distance le demi grand axe de 1 orbite

terrestre, et nommons K la force attractive du Soleil a 1 unite de dis

tance. On aura, en supposant les observations renfermees dans un

intervalle de temps assez petit pour que les perturbations restent in-

sensibles,

(1) x x +t COS9COS0,

(
2

) x = Rcosnr, y = Rsinnr, z = o

et

(3) DJ*+!i*= o, Djjr+Jjzzo, P^V;i*

(4) D?x+^3
x = o, D?y + ^y = o,

et, en posant
= Aang0,

on tirera des formules precedentes

(5) D,f = Ap, I)Jp + ^ P
= Rp, ^-^,-Cp,

les valeurs de A, B, C etant determinees par les equations

j

Cx + [R-(D,9)

i Cy+[B (0,9)

(7) B + 2AD i + D,
2 + (D,0)

2=

D ailleurs, la premiere des formules (5) donnera

(8)

et de cclle-ci, jointe aux deux dernieres des formules (5) et a 1 equa
OEuvresde C. S.I, t. X.



386 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

tion p
= t-cosO, on tirera

(9)

(10)
K_ __ _

C cos~0 V / R 3

Ajoutons quo, si, pour abreger, Ton pose
f

|&amp;gt;

=
9 n, u = cot |, on

aura, on vortu des formulas (6) et (7),

(ii)

A= f-, I), A
2V

B (I),o)
2

uD?9 aAvD,
= -I)J0 (D,0)

2 -2AI),0,

CR l), j)- K _ I)* 9 4-2 A l)/o

sin

-
&amp;lt;

J

les valeurs do a, v, D^a, D,v etanl

(12)

(
D^ I),

3 4- 2 D, I)
2 04-2D,o D 2

9
- j I

) D/ v I)
*

j O 2

9 0, u 0, 9.

Quant a la valeur de D t u, elle sera evidemment

(4)

Observons en fin quo, on vertu des formules (i) et (2), on aura

ou, ce qui roviont au memo,

(16) /
2 ~R24-2/x-t + v

2
,

la valeur de k elant

(17) k R cos cos ^.

On pourrait d ailleurs (hkluire directement la 1 onnulo (i(i) do colic

soulo consideration, quo los trois longuotirs /, v, H sont los Irois colos
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du triangle clont les sommets coincident avec les centres de I astre ob

serve de la Terre et du Soleil, et que, dans ce meme triangle, le cote R

projete sur la base t donne pour projection la longueur represented

par /.

On peut aisement, des formules qui precedent, deduire sans aucun

tatonnement, et avec une tres grande exactitude, les distances d un

astre observe a la Terrc et au Soleil, et, par suite, les elements de son

orbite. Pour y parvenir, on tirera d abord de 1 equation (9) la dis

tance r dc I astre au Soleil. On calculera ensuite la distance \ de I astre

a la Terre, en determinant une premiere valeur approchee de t, a

1 aide de 1 equation (10), puis une seconde qui sera generalement plus

exacte, a 1 aide de ( equation (16), dans laquelle les constantes R el k

sont immediatement fournies par le mouvement de la Terre, et par les

donnees de 1 observation.

Apres avoir obtenu, cornme on vient de le dire, les valeurs appro-

chees des distances t et r, on corrigera ces valeurs en ayant de nouveau

recours : i a 1 equation (10), que Ton presenlcra sous la forme

i i Ccos#
r ^H - -K

et de laquelle on tirera une nouvelle valeur de /; 2 a 1 equation (16),

de laquelle on tirera une nouvelle valeur de t. On pourra d ailleurs

obtenir immediatement, et pour ( ordinaire, a 1 aide d une seule ope

ration, des valeurs tres approchees de r et de t, en partant des pre

mieres valeurs calculees, ct en appliquant la methode de correction

lineaire ou-newtonienne au systeme des deux equations (16) et (18).

Si Ton nomme Sr, Si les corrections que devront subir les valeurs

d abord trouvees de r et de t, on aura, en vertu des Ibrrnules (16)

et(i8),

(19) / oV -
(
A- + t

)
(5, = a, ^ dr + -^ 3, = b,

les valeurs de a, b etant donnees par les formules

i i Ccos0



388 COMPTES RENDUS DE L ACADEMLE.

et par consequent les valeurs de St et r seront

b r u

(20)
, . (&+-)
dr -

K

III. Application des forrnules precedentes a la determination

dcs distances de Mercure a la Terre et an SoleiL

Cinq observations, faites a 1 Observatoire de Paris, les i4, i5, 16,

17 et 1 8 aout 1842, ont fourni diverses valeurs de la longitude et de

la latitude geocentriques de Mercure. Les heures de ces observations,

comptecs a partir de minuit, etaient

n h
27

m
i7% ii h 3i ui 32 s

,
n h 35

&quot;46

s
,
n h

39
tn 58 s

,
n h

44
m 8 s

.

Les longitudes geocentriques, ou les valeurs de
cp

fournies par les

cinq observations, etaient

i3i25 43&quot;,2, i33a5 42&quot;,i, i35 2 6
&amp;lt;22&quot;,9, i37 27 3 7 &quot;,9,

i39 2 9 8&quot;.

Les latitudes geocentriques, ou les valeurs de fournies par les cinq

observations, etaient

i2i
24&quot;,

i 27 2 7 &quot;,
i&quot;32 33&quot;,5, i36

49&quot;,9, i4o i3&quot;,8.

Les longitudes heliocentriqucs de la Terre, ou les valeurs de CT corres-

pondantes aux heures des cinq observations, etaient

-3847 53&quot;,i, 375o i&quot;,8, 3652 9 &quot;,8, 3554 i6&quot;,6, 3456 22&quot;,
a.

Entin, les logarithmes de la distance de la Terre au Soleil, ou les va

leurs de 1R correspondantes aux memes epoques, etaient

o,oo54i3i, o,oo53283, 0,0062424, o,oo5i553, o,0000668.

Or, en partant de ces donnecs, en prenant d ailleurs pour origine dn

temps 1 epoque de 1 observation moycnnc, et en posant, comme dans

le II, 1 tangO, on tire de la methode exposee dans le I, les va

leurs suivantes de
cp, @, developpees en series ordonnees selon les
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puissances ascendantes de /,

P t* t*

3,6 1 4 49 2 + O,d5o475 / O,O1 iSj&quot;

--
1- O,OO2 I 17

- O,OO2273

ft t^ t*

Les coefficients de /, ,
-^&amp;gt;

-r&amp;gt; dans ces trois formules, sont precise-
2 6 24

ment les derivees des divers ordres des variables nr, 9, 0. Ainsi, par

exemple, la premiere formule clonne D,SJ = 37 fa&quot; ,7 , DJcr = i&quot;,i,

D;
{

CT o
7/

,2. Cela pose, il resulte de la formule (9) du II que, le

16 aout 1842, la distance de Mercure au Soleil etait approximativc-

ment o,3o. A la meme epoque, la distance t de Mercure a la Terre etait

approximativement, en vertu de la formule (10) du II, 1,67, et, plus

exactement, en vertu de la formule (16) du meme paragraphe, 1,27.

Or, en corrigeant les valeurs approchees r= o,3o, % == 1,27, a 1 aide

des formules (18) et (16) du II, et en appliquant a ces formules la

methode de correction lineaire on newtonienne, on trouve, dans une

premiere approximation, r= 0,8196, -c
--

1,291 1. Ces valeurs de r, t,

qui se trouvent legerement modifiees lorsqu on tient compte de

1 aberration et de la parallaxe, sont, en effet, tres peu differentes des

veritables valeurs de r et de t, a i epoque dont il s agit.

381.

ASTRONOMIE. - Second Me/noire sur la determination des orbitcs

des planetes et des cometes.

C. R., T. XXV, p. 475 (4 octobrc 1847).

La nouvelle methode quc j
ai presentee pour la determination des

orbites des planetes et des cometes offre deux parties bien distinctes.
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Je commence par developper, a Faide de mes nouvelles formules d in-

terpolation, les quantites variables, specialement la longitude et la

latitude geocentriques de 1 astre observe, suivant les puissances ascen-

dantes du temps; puis je substitue les coefficients des premiers termes

des developpements obtenus dans des equations qui determinent les

distances de 1 astre au Soleil et a la Terre, la distance au Soleil etant

d abord fournie par la resolution d une equation du premier degre. Lc

second de ces deux problemes se resout promptement sans aucune

difficulte, et fournirait les valeurs rigoureuses des distances cher-

chees, si les valeurs des coefficients trouves etaient exactes elles-

memes. G est done a rendre la determination de ccs coefficients aussi

facile et aussi exacte qu il est possible, que Ton doit surtout s atta-

cher.

D un autre cote, les facilites que les nouvelles formules d interpola-

tion presentent pour la determination dont il s agit se trouvent consi-

derablement augmentees quand on ernploie cinq observations equi-

distantes, ou meme plus generalement cinq observations, dont quatrc,

prises deux a deux, sont symetriquement placees de part et d autre de

1 observation moyenne. Alors, en effet, la partie la plus considerable

du travail, savoir la formation de certains nombres qui dependent

uniquement des epoques auxquelles les observations out ete faites,

est completement supprimee, ces nombres pouvant etre immediate-

rnent fournis par un Tableau semblable a celui de la page 383, comme

on le verra ci-apres.

On simplifierait done notablement la solution du probleme, si Ton

pouvait ramener le cas general au cas particulicr dont nous venons de

parler. Or un moyen tres simple d y parvenir, et d augmenter en meme

temps la precision du calcul, consiste a deduire d abord des observa

tions donnees les valeurs particulieres des variables correspondantes

h des epoques equidistantes, ou, du moins, a des epoques symetrique

ment placees de part et d autre d une epoque moyenne. La formule

d interpolation de Lagrange, dont on ne tircrait qu avec beaucoup de

peine les valeurs generales des variables, developpees en series ordon-
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nees suivaht les puissances ascendantes du temps, est, au centralre,

eminemment propre a fournir par logarithmes les valeurs particulieres

dont il est question. D ailleurs, une valeur particuliere correspon-

dante a une epoque donnee pourra se deduiro, de diverses manieres,

d observations faites a des epoques voisines et combinees entre elles

deux a deux, on trois a trois, Si les diverses combinaisons no

fournissent pas cxactement la meme valour, on pourra prendre une

moyenne entrc les divers resultats trouves, et Ton obtiendra ainsi une

valeur particuliere qui sera generalement beaucoup plus exacte quo

les valeurs immediatement donnees par les observations elles-memes.

For/miles relatives au systeme de cinq observations, dont quatre, prises deux

a deux, so/it sy/netrif/aement placees de part et d autre d une observation

moyenne.

Prenons pour unite I intervallc de temps qui separera ^observation

moyenne des deux observations les plus voisines. Soit d ailleurs n I in

tervallc de temps qui separera 1 observation moyenne des observations

extremes. En construisant un Tableau semblable a celui de la page 383,

on obtiendra, pour les nombres designes par a, , y, o, les valeurs

suivantcs :

*) T T /&amp;gt;

Valeurs de a
2 n -T- 2 2 n -+- 2 2 n -+- 2 2 n -+- 2

) 2 i i /) -

2 /I* + 2 2/i-+2 2/i^~r2 2 /&amp;lt;*-+-

I III~
7 7

~~
7 7

4 4 4 4

i iii
7

~
7 7 7

4 444
Ajoutons quo les valeurs generales de a, , y, &amp;lt;5, exprimees en fonction

de t, seront

t

y. ~~^ --
j o &quot;
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Si Ton pose en particulier n 2, on retrouvera le Tableau et les for-

mules dont
j
ai fait usage dans la determination des distances de Mer-

cure au Soleil et a la Terre, savoir, le Tableau et les formules des

pages 383 et 384-

Si i on posait, au contraire, n = 3, les valeurs particulieres de a, 6,

y, 6 seraient les suivantes :

3 , ,3
Valeurs de a

&amp;gt; 6.

4

tandis que les valeurs generales de a, 6
, y, seraient

t c- 3 4

OC pr ) D i V
20 24 288

Rntin, si Ton avait n = 4, les valeurs particulieres de a, 6, y, o

seraient les suivantes :

Valeurs de a .... ~-o,4, 0,1, 0,1, o,4&amp;gt;

8 i i 8

I? 34 34 I?

i iii
7

-
7 &amp;gt; 7

~
7 J 7

4 444
, i i

d 7 7
4 4

tandis que les valeurs generales de a, 6, y, seront

/ /2 /3 i 3 / 17^^ 25&quot; /
2

a - * == T7 V :r::
77)

= r
10 34 4 960

Les valeurs particulieres et generales de a, , y, o etant ainsi con-

nues, on obtiendra sans peine les developpements cherches des va

riables en series ordonnees suivant les puissances ascendantes du
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temps. Ainsi, en particulier, pour obtenir la longitude geocentrique o

de 1 astre observe, developpee en une semblable serie, il suffira dc

joinclre a la valeur de
cp,

donnee par 1 observation moyenne, la valeur

dc Ao determinee par la formulc

A? = S
A&amp;lt;p
+ 6S A 2

9 + yS&quot;
A 3

9 + S &quot; A 1

9,

dans laquelle on substituera les valours generales de a, , y, o. D ail-

leurs les valeurs numeriqucs des sommes

SA?, S A 2

9, S&quot;A
3

9, S &quot;A
4

9

seront fournies avec celles des differences

Ao, A 2

9, A 3

9, A 4

9

par un nouveau Tableau analogue a celui dc la page 383; et pour con-

stater 1 cxactitude des nombres renfermes dans ce nouveau Tableau,

il suffira de s assurer qu ils satisfont, comme ils doivent le faire, aux

conditions

SA*&amp;lt;p=o, S A 3

9 = o, S&quot;A
4

9=:o,

En operant comme on vient de le dire, on pourra, dans les develop-

pements des variables, conserver les termes proportionnels aux quatre

premieres puissances du temps. Les calculs deviendraient plus sim

ples, si Ton negligeait les termes proportionnels a la troisieme et a la

quatrieme puissance, ce qui permettrait de se borner a faire usage de

trois observations seulement. Alors, en effet, y et o disparaitraient.

Mais alors aussi on obtiendrait, pour 1 ordinaire, une precision beau-

coup moins grande dans les resultats du calcul.

Observons encore que les termes fournis par la formule d interpo-

lation de Lagrange, appliques a la determination de valeurs particu-

lieres des variables, seront tous tres petits, et, par consequent, tres

faciles a calculer, si Ton s arrange de maniere que ces valeurs parti-

culieres correspondent a des epoques peu eloignees de quelques-unes

des observations donnees.

Otn-rc&amp;lt; de C. S. I, t. X.



.m COMPTES RENDUS 1)E L ACADEMIE.

382.

ASTRONOMIE. Note sur I application des formules etablies dans les

precede/lies seances, a la determination des orbites des petites

planetes.
C. R., T. XXV, p. 53 1 (18 octobro 1847).

Les formulcs que j
ai donnees dans le Memoire du 20 septombro,

pour la determination des orbites des corps celestes, ont ete appli-

quees, dans ce Memoire, au calcul des distances de Mercure a la Terre

et au Soleil. II importait de montrer, par un nouvel exemple, les avan-

tages que presentent les memes formulcs, surtout la nouvelle methode

d interpolation, quand on les applique a des astres plus eloignes du

Soleil, et specialement aux petites planetes. Dans ce dessein, j
ai

cherche les distances qui separaient, a 1 epoquc du 12 jnillet, le

Soleil et la Terre de la nouvelle pl-anete de M. Hencke, en partant

de sept positions de cette planete, transmises par M. Yvon Yillar-

ceau a M. Faye, qui a eu 1 obligeance de me les communiquer. En

appliquant la methode d interpolation aux sept observations a la f ois,

j
ai obtenu des differences quatriemes qui, se succedant sans aucune

loi, devaicnt probablemcnt dependre des erreurs d observation, et

que Ton faisait effectivement disparaitre en supposant chacune de

ces erreurs egale ou inferieure a 3 secondes sexagesimals. II en

resultait que, dans les developpements de la longitude et de la lati

tude de 1 astre observe en series ordonnees suivant les puissances

ascendantes du temps, on pouvait negliger les termes proportionnels

!i la quatrieme puissance du temps. Cette circonstance, tres favorable

a la precision des calculs, n aurait pas ete aussi bien etablie, si je

m etais borne a faire usage de cinq observations seulement; quoique

alors, comme je m en suis assure, on put obtenir, en limitant chaque

developpement a trois termes, des valeurs suffisammcnt exactes pour

les deux premiers coefficients. J ai voulu savoir aussi ce qui arrive-

rait si, en laissant de cote les deux observations extremes, on se bor-
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nait a deduire de trois des cinq autres les coefficients clu temps et

de son carre, et il s est trouve que, dans ce cas, le coefficient du carre

du temps pouvait varier du simple aii double, dans le passage d une

epoque a une epoque voisine. Ces considerations peuvent faire mieux

apprecier encore les avantages d une methode qui, non seulemenl

permet de faire concourir sans beaucoup de peine un nombre assez

considerable d observations a la determination des coefficients cher-

ches, mais qui, de plus, sert a reconnaitre dans les nombres fournis

par les observations les erreurs probables de ces observations memes.

En operant comme je viens de le dire, j
ai reconnu que, a 1 epoque

du 12 juillet, la nouvelle planete de M. Hencke etait separee du Soleil

et de la Terre par des distances que representaient sensiblement 1-es

nombres 2,46 et i,58. Cette conclusion s accorde d ailleurs avec ce

qu a trouve M. Yvon Villarceau (voir la seance du i3 septembre). Je

joins ici le resultat de mes calculs.

Les sept observations que j
ai prises pour point de depart ont etc

faites a Berlin les 5, 9, 1 1, 12, i3, i5 et 21 juillet. Les epoques de ces

observations, comptees a partir du commencement de juillet; les lon

gitudes ct latitudes correspondantes de la planete observee, on les

valeurs de o et de 0; enfin les longitudes heliocentriques correspon

dantes de la Terre, ou les valeurs de n, etaient celles qu indique le

Tableau suivant :

Epoques
des observations. y . 6. ra.

.Juillet 5,3g5i5 -256
8.fa&quot;,o i8&quot;&amp;lt;fi! 8^,7 a83. 9. 6,r

9,4oo45.... 255.23.43,1 18.11.34,0 a86.58.i5,9

n,44948 a55. 2.56,o 17.55.36,2 288.55.32,3

12,47867.... 254.53.17,9 17.47-26,6 289.54.27,1
i 3, 455 i 2.... 254.44-24,1 17.39.25,2 290.50.21,3

15,44091.... 254.27.44,! 17.23.12,1 292.44- 3,0

21,54714 253.47. i) 6 i6.3i. 8,4 298.33.46,4

De plus, le logarithme de la distance de la Terre au Soleil, a Fepoque

de 1 observation moyenne indiquee par le nombre 12,47867, etait

o
, 007 1 1 86. En partant de ces donnees, et en conservanl les notations
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adoptees dans le Memoire du 20 septembre, en prenant d ailleurs pour

origine du temps t I epoque de [ observation moyenne, et en designant

par le logarithme neperien de tangO, j
ai deduit de ma nouvelle me-

thode d interpolation les developpements de 9, CT, 0, ou plutot de Ao,

ACT, A0, et
j
ai trouve :

Acp
=

554&quot;, 77 1 + 2
4&quot;, 764 1- o&quot;, 290

-
,

t~ t*

An? = 3434&quot;, 75 -f- o&quot;, 32892 o&quot;,
0161 &amp;gt;

A0 =: o, 008087 1 0,000 1 6o52 h o,ooooo565 -^-
2 O

Les valeurs de A 4

9, A (

0, fournies par le calcul, pouvaient etre attri-

buees aux crreurs d observation. Ainsi, en particulier, les valeurs de

A 9 etaient

it o rf f // // &amp;gt; rr n / // 9
Of O, 1

, 7, 5 ,Q, O
, 0,9, O,4, O,0,

et se reduisaient aux quantites

2
;

,4 3 ,8, 3 ,8, 2 ,i, i ,o, i ,7, 2 ,4,

si Ton admettait une erreur de 2&quot;,i dans la valeur de 9 fournie par

I observation moyenne. Parcillement, les valeurs de A O, fournies par

le calcul, etaient

-o&quot;,4, -4&quot;,o, -3&quot;, 3, o&quot;, -7&quot;, 5, o&quot;,4,
-

o&quot;, 4,

et se reduisaient aux quantites

3&quot;,i, -o&quot;,5, o&quot;,
2

, 3%5, -4&quot;, 3&quot;, 9 , 3&quot;,.,

si Ton admettait une erreur dc 3&quot;, 5 sur la valeur de fournie par I ob

servation moyenne. Cela pose, les formules (9), (10) de la page 38G,

c est-a-dire les equations

(0

(,, -==r^(Ji
-

ill.C cost/ V /
&amp;gt;a R* /
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etant appliquees a la determination des distances r ett, qui, a 1 epoque

du 12 juillet, separaient le Soleil et la Terre de 1 astrc observe, m ont

donne sensiblement, la premiere

K
O,OOOOj

et la seconde

En substituant cette valeur approchee de t dans la formule (16) de la

page 386, c est-a-dire dans 1 equation

(3) /
2 =rR 2 +2/Ct+ t

2
,

j
cn ai tire approximativement

/ = 2, 676,

et alors la formule (2) m a donne

t = i,5g8.

Cette derniere valeur de i est deja tres approchee de la veritable. Son

logarithms
o,ao36

es ^ ^
)t&amp;gt; u ()u pres, le nombrc obtcnu par M. Yvon Villarceau (voir la

seance du i3 septembrc).

Je fcrai ici une remarquc importante. Lorsqu on trouve a tres peu

pres, comme dans 1 exemple precedent,

K
J3=o,

i^

cela indique seulement que -^ est tres petit, ou de 1 ordre des quan-

tites comparables aux erreurs d observation. Dans le memc cas, ce

n est plus la valeur de ? mais la valeur de -c qui sc trouve deter-

minee approximativement par une equation du premier degre, savoir,

par 1 equation (2), reduite a la forme
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Homarquons encore quo si 1 on pose, pour abreger,

(5) t=tt + *,

Irs equations (3) et (2) deviendront

(6) r 5= s
2
-4-/

2
, f= A_.,

les constantcs g, h, I
2 etant determinees par les formules

D ailleurs, si Ton elimine s entre les formules (G), on en tirera 1 equa

tion

o.

Or, si 1 on differentia le premier membre de cette dernierc equation

par rapport a /*, on obtiendra, pour equation derivee, la formule

que Ton peut red u ire a [ equation trinome

(8) r-3^r4-3=o.

Cette derniere admettant sculement deux racines positives, il est aisc

d en eonclure que 1 equation (7) offre seulement trois racines posi

tives. L unc de ces trois racines est r~ R. Les deux autrcs ont pour

limites les racines do 1 equation trinome, qui peuvent etrc aisement

calculees a 1 aide de methodes connues. Par suite aussi, dans 1 equa

tion (7), les deux racines positives el distinctes de R seront toujours

faciles a determiner.

Au reste, si Ton se bornait a determiner, comme on vient dc le dire,

les deux racines positives de 1 equation (7), distinctes de R, on ne

pourrait dire a priori laquelle de ces racines repond a 1 astre observe.

On n aura point cet inconvenient a craindre, en suivant la methode
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ci-dessus exposee, puisquo, apres avoir ohtenu, a 1 aide d unc equa

tion du premier dcgre, une premiere valeur approcbee de r ou de t,

on pourra en deduire immediatement, a 1 aide de la methodc lineaire

appliquee a la resolution des deux equations (6), de nouvelles valeurs

generalement tres exactcs des deux distances r et s =*. -+- k, et, par

consequent, de nouvelles valeurs do r et de r. En operant ainsi pour

la planete de M. Henckc, j
ai trouve

r=2,47i, s = 2, 876, t = i,583.

Je terminerai par une derniere remarque. En parcourant toutrecem-

ment, d apres 1 indication de M. Walz, un ancien Volume des Annales

de Mathematiqu.es (annecs 181 1 et 181 2), j y ai rencontre iin Memoire

de M. Gergonne, dans lequel il ramenait deja la determination de

I orbite d un astro a une equation du premier dcgre. Seulement 1 in-

connue, dans cette equation, etait, non plus la distance r ou t, mais

1 une des coordonnees rectangulaires de 1 astre observe.

383,

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Methode generate pour la resolution

des systemes d equations simultanees.

C. Px., T. XXV, p. 336 (18 octobro 1847).

Ktant donne un systeme d equations simultanees qu il s agit de

resoudre, on commence ordinairement par les reduire a une seule,

a 1 aide d eliminations successives, sauf a resoudre definitivement,

s il se peut, Tequation resultante. Mais il importe d observcr : 1 que,

dans un grand nombre de cas, 1 elimination ne peut s effectuer en

aucune maniere; 2&quot; quo 1 equation resultante est generalement tres

compliqueCj lors memo que les equations donnees sont assez simples.

Pour ces deux motifs, on conc,oit qu il serait tres utile de connaitre

une metbode generate qui piit servir a resoudre directement un sys-
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teme d equations simultanees. Telle est celle que j
ai obtenuc, et dont

je vais dire ici quelques mots. Je me bornerai pour 1 instant a indiquer

les principes sur lesquels elle se fonde, me proposant de revenir avec

plus de details sur le meme sujet, dans un prochain Memoire.

Soit d abord
u = ((x,y,z)

une fonction de plusieurs variables x, y, z, ..., qui ne devienne

jamais negative et qui reste continue, du moins entre certaines

limites. Pour trouver les valeurs de x, y, z, ... qui verifieront

Inequation

(l) U = 0,

il suffira de faire decroitre indefiniment la fonction //, jusqu a ce

qu elle s evanouisse. Or soient

x, y, z, ...

des valeurs particulieres attributes aux variables x, y, z, . . . ; u la

valeur correspondante de u; X, Y, Z, ... les valeurs correspondantes

de Dx u, Dy u, D-w, ..., et a, 6, y, ... des accroissements tres petils

attribues aux valeurs particulieres x, y, z, .... Quand on posera

x x + a, y =: y + 6, z z 4- y,

on aura sensiblement

(
2

)
u =. f(x 4- a, y + c, . . .

) u -f- aX 4- 6 Y 4- yZ 4- . . . .

Concevons maintenant quc, etant une quantile positive, on prenne

a - ex, 8 = - e Y, y = - 0z,

La fbrmule (2) donnera sensiblement

(3) f(x 5X, y-OY, z 6Z, . . .) = u - 0(X 2 + Y 2 4- Z 2 4-. . .).

II est aise d en conclure que la valeur de u, determines par la for-

mule
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deviendra inferieure a u, si est suffisamment petit. Si, mainte-

nant, vient a croitre, et si, comme nous 1 avons suppose, la fonc-

tion f(x,y,z, ...) est continue, la valeur do u decroitra jusqu a

ce qu elle s evanouisse, ou du moins jusqu a ce qu elle coincide

avec une valeur minimum, determinee par 1 equation a une seule

inconnue

(5) DO = o.

II suffira done, ou de resoudre cette derniere equation, ou du moins

d attribuer a une valeur suffisamment petite, pour obtenir une nou-

velle valeur de u inferieure a u. Si la nouvelle valeur de u n est pas
un minimum, on pourra en deduire, en operant toujours de la meme

mauiere, une troisieme valeur plus petite encore; ct, en continuant

airisi, on trouvera successivement des valeurs dc u de plus en plus

petites, qui convergeront vers une valeur minimum de u. Si la foric-

tion M, qui est supposee ne point admettre de valeurs negatives, offre

des valeurs nulles, elles pourront toujours etre determiners par la

methode precedente, pourvu que Ton choisisse convcnablemcnt les

valeurs de x, y, z,

II est bon d observer que, si la valeur-particuliere de u representee

par u est doja tres petite, on pourra ordinairement en deduire une

autre valeur
beaucoup&quot; plus petite, en egalant a zero le second

membre de la formule (3) et en substituant la valeur qu on obtiendra

ainsi pour 0, savoir

(6) 9= H
,\ / ** % .1 X &amp;gt; * .1

dans le second membre de la formule (4).

Supposons maintenant que les inconnues x, y, z, ... doivont satis-

t aire, non plus a une seule equation, mais a un systeme d equations

simultanees

(7) // = o, r o, if o, ...,

dont le nombre pourra memo surpasser celui des inconnues. Pour

QF.uvrcs de C. S. I, t. X. 01
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ramencr co dernier cas au precedent, il sutfira de substituer au sys-

teme (7) [ equation unique

(8)

Quand, a 1 aide de la methode que nous venons d indiquer, on aura

determine des valeurs deja tres approchees des inconnucs x, r, s,

on pourra, si Ton vcut, obtenir de nouvelles approximations tres

rapides a 1 aide de la methode lineaire ou newtonienne, dont
j

ai fait

mention dans le Memoire du 20 septembre.

On peut tirer des principes ici exposes un parti tres avantageux

pour la determination de 1 orbite (Tun astre, en les appliquant, non

plus aux equations differentielles, mais aux equations finies qui

represented le mouvement de cet astre, ct en prenant pour incon

nucs les elements memes de 1 orbite. Alors les ineonnues sont au

nombre de six. Mais le nombre des equations a resoudre est plus

considerable, quelques-unes d entre elles servant a definir des fonc-

tions implicites des ineonnues; et d ailleurs le nombre des equations

croit avec le nombre des observations que Ton vent faire concourir it

la solution du probleme. Ajoutons que les seuls nombres qui entrent

dans les equations a resoudre sont les longitudes, latitudes, etc.,

fournies par les observations elles-memes. Or ces longitudes, lati

tudes, etc. sont toujours plus exactes que leurs derivees relatives

an temps, qui entrent dans les equations differentielles. Done, apres

avoir obtenu a 1 aide des equations differentielles, ainsi quo nous

1 avons explique dans les precedents Mempires, des valeurs appro

chees des ineonnues, on pourra, en partant de ces valeurs approchees

et en resolvant, commc nous venons de le dire, les equations finies

du mouvement de 1 astre, obtenir une precision tres grande dans les

resultats du calcul.
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AsTRONOMIE Memoire stir le degre d exactitude avec Icquel on pent

determiner les orbiles des planetes el des cometes.

C. R., T. XXV, p. 5;a (TJ octobro 1847).

1. Considerations generales.

En partant des tormules dont je me suis servi dans mes precedents

Memoires, pour calculcr les distances de Mercure et d Hebe au Soleil

et a la Torre, et en se servant d observations faites dans un intervalle

de temps pendant lequel les perturbations du mouvcment d un astro

resteraient insensibles, on pourrait determiner exactement 1 orbite de

cet astre, si Ton parvenait a obtenir les devcloppements de la longi

tude et do la latitude geoccntrique du meme astre suivant les puis

sances ascendantes du temps /, ou du moins les coefficients des termes

qui, dans ces developpcments, renferment des puissances du temps
inferieures a la quatrieme. C est a former cos coefficients quo servont

les methodes d interpolation. D ailleurs, les resultats fournis par ces

methodes sembleraient devoir etre d autant plus exacts, que le nombre

des observations employees est plus considerable. C est pourtant ce

qui n arrivo pas toujours, et Ton doit fa ire a ce sujet une remarque

importante. Les anciennes methodes d interpolation, par oxemple les

methodes de Lagrange et de Laplace, ne peuvent fa ire concourir a la

determination des coefficients des quatre premiers termes de chaque

developpement un nombre // d observations superieur a quatre, que
sous la condition d introduire dans le developpement cherche toutes

les puissances du temps d un degre inferieur a n. Or cette condition

est tres peu favorable a la precision des calculs, attondu que les erreurs

d observation peuvent occasion ner, dans la determination du coeffi

cient d une puissance de /, des orrours d autant plus grandes que cette
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puissance cst d un degre plus eleve. II on resulte quo, dans le cas

assez ordinaire on le developpement d une variable pourrait, dans 1 in-

tervalle dc temps qui separe les observations extremes, etre sensible-

ment reduit a ses quatre premiers termes, les termes suivants, sensi-

biement mils, paraitraient souvent acquerir des valeurs considerables,

si, en f aisant usage de la methode d interpolation de Lagrange ou de

Laplace, on voulait faire servir a la determination des coefficients des

quatre premiers termes plus de quatre observations. II y a plus : la

determination du coefficient de /- , et surtout du coefficient dc t
3

, effec-

tuee a 1 aide de ces methodes, sera souvent tres pen exacte, non seule-

ment lorsqu on fera usage de quatre observations seulement, mais

aussi quand ce nombre des observations deviendra superieur a quatre.

Au contraire, dans le cas dont il s agit, une nouvelle methode d inter

polation pourra faire concourir avec avantage a la determination des

quatre premiers termes du developpement d une variable plus de

quatre observations distinctes, pourvu que Ton ait soin dc s arreter a

1 instant oil le calcul fournira des differences comparables aux erreurs

d observation.

Nous ayons ici suppose que, dans le developpement d une variable,

les termes proportionnels a la quatrieme puissance du temps et a des

puissances superieures etaient sensiblement nuls, au moins dans Tin-

tervalle de temps qui separe 1 une de 1 autre les deux observations

extremes. Cette circonstance, qui assure 1 exactitude des resultats ob-

tenus, se trouvera indiquee, a posteriori, avec un grand degre de pro-

babilite, lorsqu en suivant une methode quelconque d interpolation,

par cxemple la methode de Lagrange ou de Laplace, on aura determine

a 1 aide de quatre observations les quatre premiers coefficients, si le

developpement trouve represente ces quatre observations et toutes les

observations intermediaires, avec assez d exactitude pour que les dif

ferences entre les valeurs observees et les valeurs calculees dc la va

riable soient comparables aux erreurs d observation. La meme circon

stance se trouvera encore indiquee, a posteriori, avec beaucoup de

probabilite, si, en faisant concourir par la nouvelle methode toutes les
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observations donnees a la determination des quatrc premiers coetfi-

cients, on trouve, pour les differences quatriemes, on pour les diffe

rences d un ordre moindre, des valeurs numeriques comparables aux

erreurs quo les observations comportent. Enfin, la circonstance dont

il s agit peut etre indiquee, a priori, dans beaucoup de cas, par un

calcul dont je vais donner line idee en peu de mots.

L experience prouve que, pour des astres dont la lumiere est tres

faible, des erreurs d observation de quatre on cinq secondes sexagesi-

males n.e depassent point les limites du possible, ni meme da pro

bable. Done, si Ton cherche les developpements des variables, specia-

lement de la longitude et de la latitude geocentriques d un astre en

series ordonnees suivant les puissances ascendantes du temps, il sera

parfaitement inutile de conserver, dans ces developpements, les termes

dont 1 omission entrainerait an plus une errcur de quatre ou cinq se

condes. D ailleurs, les termes d un rang eleve, dans les developpe

ments de la longitude et de la latitude d un astre, seront ordinaire-

ment des quantites du meme ordre que les termes de meme rang dans

le developpement de 1 anomalie vraie; et, dans ce dernier developpe-

ment, une limite superieure au coefficient de la quatrieme puissance,

ou d une puissance plus elevee du temps, peut etre determinee approxi-

mativement par diverses methodes, pour des astres plus eloignes de

nous que le Soleil, surtout si Fexcentricite n est pas tres voisine de

j unite. Done, pour de tels astres, on pourra calculer approximative-

ment une limite superieure a 1 intervalle de temps qui separera 1 ob-

servation moyenne de chacunc des observations extremes, quand ces

trois observations seront assez voisines 1 une de 1 autre pour que

1 omission des termes proportionnels a la quatrieme puissance, ou a

des puissances plus elevees, produise seulement une crreur de quatre

ou cinq secondes. Apres avoir calcule cette limite, et choisi arbitraire-

mcnt 1 observation moyenne a partir de laquelle se comptera le temps,

on devra choisir encore les autres observations en nombre egal ou su-

perieur a trois, de maniere que chacunc d clles soit separee de 1 ob-

servation moyenne par un intervalle inferieur, ou tout au plus egal a
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la limitc dont il s agit. Si cette condition nc peut etre romplie, alors,

pour obtenir une valour suffisamment exacte du coefficient du cube du

temps, on serait oblige d admettre dans le developpement cherche des

termes proportionnels a la quatrieme puissance du temps. On pour-

rait d aillcurs calculer, toujours a 1 aide du meme precede, une limite

superieurc a 1 intervalle de temps qui devrait separer les observations

extremes de 1 obscrvation moyenne, afm que 1 erreur occasionmV

dans le developpement de la variable par 1 omission des termes pro-

portionnels a la cinquieme puissance du temps, et ii tics puissances

plus elevees, ne depassat point quatrc ou cinq secondes sexagesi-

males.

Remarquons enlin que, apres avoir fixe, d une part, le nombre de

celles des observations donnees qui devront concourir a la determina

tion du developpement cherche; d autre part, le nombre des termes

de ce meme developpement, on pourra, si ce dernier nombre ne sur-

passe pas quatre ou cinq, se borner a pousser 1 e valuation du coeffi

cient de chacun des termes conserves jusqu a un chiffre decimal tel,

que 1 omission du chiffre suivant, a 1 epoque de chacune des observa

tions extremes, occasionne tout au plus, dans la valour du terme dont

il s agit, une erreur d une seconde.

En operant comme on vient de le dire, on rendra beaucoup plus

facile 1 application des methodes d intcrpolation, meme des plus

exactes, et, en particulier, de celle que j
ai proposee a la determina

tion des orbites des astres. Car ce qui allongeait surtout les calculs,

c etait la determination d une multitude de chiffres inutiles qu on y

introduisait, parce qu on ne savait pas bien se rendre compte a 1 avance

de 1 influence que les erreurs d obscrvation pouvaient exercer sur les

resultats f ournis par une methode d interpolation donnee. Les prin-

&amp;lt;-i|)es que je viens d indiquer, et que je vais developper dans le para-

graphe suivant, permettront aux astronomes de se former une idee

juste de cette influence, et de choisir, en connaissance de cause, la

methode qui conduira plus promptement ou plus suremcnt aux solu

tions demandees.
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II. Des erreurs occasionnees dans les developpements tie la longitude

et de la latitude geocentric] ues d un astre par les erreurs d observation.

Supposons quc, 1 epoque d une certaine observation astronomique

etant prise pour origine du temps t, on veuille developper, suivant les

puissances ascendantes de t, la longitude et la latitude geocentriques

de 1 astre observe, en ne conservant dans chaque developpement quo
les termes sensibles, et negligeant ceux dont 1 omission ne produirait

qu une erreur de quatre ou cinq secondes sexagesimals, c est-a-dire

une erreur comparable aux erreurs que comportent les observations.

Supposons encore que, par tin moyen quelconque, on soit parvenu a

connaitre d avance le nombre n des termes qui doiventetre conserves,

outre le premier, et qui dans chaque developpement doivcnt suivre ce

premier terme independant de /. II est clair que si, d unc part, les

termes negliges, et, d autre part, les erreurs d observation se redui-

saient rigoureusement a zero, on pourrait obtenir les valeurs exactes

des termes conserves, en faisant concourir a la determination de lours

coefficients, a 1 aide d une methode d interpolation quelconque, les

observations donnees, pourvu que le nombre de ces observations fiit

au moins egal a n -+- i .

Supposons maintenant que, les termes negliges etant toujours mils,

les erreurs d observation ne soient pas nulles. Alors le polynome que
Ton obtiendra, en faisant servir a la determination du coefficient

cherche une methode quelconque d interpolation, se composera de

deux parties, dont la premiere sera le developpement cherche, la se-

conde pa-rtie etant ce que devient cc meme developpement quand on

remplace les valeurs particulieres donnees de la variable par les er

reurs dont ces valeurs particulieres se trouvcnt afTectees en vertu des

observations memcs. Cela pose, concevons que 1 observation dont

1 epoquc sert d origine au temps etant placee vers le milieu de I inter-

valle qui separe les observations extremes, on la designe sous le nom

d observation moyenne. Nommons m le nombre des observations dis-
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tinctes de 1 obsorvation moyenno, et

], ,, . . .
,

tm

les valours positives on negatives de t qui correspondent a ces der-

nieros observations. Soit d ailleurs o la variable dont le developpe-

inent est cense pouvoir etre exactement represente par les n -h i pre

miers termes d un polynome da degre n\ soient o la valour de
cp

correspondante a 1 observation moyenne, et A-p
=

9 o la difference

de o a G O . Soient encore

C M 2 , , .,,i

les errours dont so trouvent affoctees, en vortu des observations don-

nees, les diverscs valeurs de Ao, et dont chacune pourra etre double

de 1 orreur quo comporte une seule observation, 1 erreur do 1 observa-

tion moyenne et cello de 1 une quelconque des autres pouvant avoir

etc eommiscs en sens contraires. Eniin, nommons 1 exces dn poly

nome qne represente le developpement de la variable 9, dednit d nne

certaine methode d interpolation sur la veritable valeur de 9. Alors

sera precisemcnt le polynome quo Ton deduira de la memo methode

d interpolation, en prenant

pour los valeurs de correspondantes aux epoques

Or il est clair quo la methode d interpolation employee fournira un

developpement de 9 plus on moins exact, suivant que les limites ex

tremes, positive ct negative, entre lesquelles restera comprise la va

leur du polynome , seront plus ou moins resserrees. D ailleurs, le

degre du polynome sera le nombre m des observations distinctes de

1 observation moyenne, si la methode employee est cello de Lagraiiirr

ou de Laplace; et, dans 1 un et 1 autre cas, les divers termes dont so

composera le developpement de ofl riront precisement les memes va

leurs. Done, pour juger du degre d exactitude que fourniront ces deux
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methodes, il suffira d examiner cc que donncra la formule d interpo-

lation de Lagrange. Entrons, a ce sujct, dans quelques details.

La valour de , determinee par la formule (^interpolation de La-

grange, se composera de m termes respectivement proportion nels aux

valeurs particulieres de . On aura effectivement

(0 = T1 -4-&amp;lt;,T1H-...-h6mTm ,

1\, To, . . ., !, etant des fonctions de /, dont chacune sera determinee

par une equation de la forme

/
2

v P 1(1 t*). . .(t /, )-
t

l (t t t,)...(t l
-tm )

Cela pose, les valeurs numeriques des coefficients

T,, T a , ..., T IH

et, par suite, la valeur numeriquc de e, pourraient devenir Ires consi

derables, si Ton faisait correspondre la valeur de / a une epoque situee

en dehors de rintervalle compris entre les observations extremes.

Admettons maintenant la supposition contraire, et nommons o la

limite des erreurs d observation que Ton petit evaluer a quatre ou

cinq secondes sexagesimals.

Si les observations donnees et distinctes de 1 observation moycnne
sont au nombre de deux, alors /,, t., seront affectees de signes con-

traires, et Ton aura

lT,+ 2 T,,

T _ t(t t t )

^

_ t(t t
t
)

~

Done, si, les quantites /,, /., etant affectees du memo signe, les valeurs

numeriques des quantites ,, 2 atteignaient la limite 2, on aura

i t.

Cette dernierc valeur de pourra devenir considerable pour une va-

OEuvres de C. S. I, 1. X. 5 2
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leur de t comprise entre ,, t.&amp;gt;, par exemple pour / = :
, si la va

leur numerique de Fun des rapports ~, ~ est superieure a 3 -+- 2\/2.

Si, pour fixer les idees, on suppose t
t

= -
io/.,, la valeur trouvee de

deviendra

c
-7 20;

et par suite, si Fon pose o = 5&quot;, on aura sensiblement = 30&quot;.

Done, lorsque les observations donnees ne sont pas equidistantes, la

valeur de , determinee par la formule d interpolation de Lagrange ou

de Laplace, peut, meme dans le cas ou Fon fait usage de trois observa

tions settlement, et pour une epoque intermediaire entre celles des

observations donnees, depasser notablement les limites des erreurs

d observation.

L inconvenient que nous venons de signaler devient plus grave

encore, dans le cas precisement ou Fon cherche a obtenir des resultats

plus exacts en faisant concourir a la solution du probleme un plus

grand nombre d observations. Pour le demontrer, considerons tin cas

qui se presentera souvent dans la pratique. Supposons qu un ciei con

vert de nuages ait interrompu, pendant un certain laps de temps, une

serie d observations astronomiques, separees Fune de Fautre par un

intervalle d un jour environ, et reprises des que le ciel est redevenu

serein. Alors il est facile de voir que la valeur numerique de pourra

devenir tres notablement superieure aux erreurs d observation. C est

cc qui arrivera, par exemple, si Fon emploie, outre Fobservation

moyenne, six observations dont les epoques soient representees par

les nombres
8, 7,

-
6, i, 2, 3.

Alors, en attribuant a t la valeur 3 comprise entre les valeurs don

nees, on trouvera, en suivant une methode quelconque d interpolation,

par exemple la methode de Lagrange ou de Laplace, et en faisant con

courir toutes les observations a la determination de ,

3 1 5 25 70 20
~ I C ff 1 &amp;lt; f _

i /
; 2 i ej 7 64 -T- o 9 .-,

1
1

.&amp;gt;. i 1 4
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Done si, { observation moyenne etant exacte, les crrours des autres

observations sont chacunc de 5 secondes, mais alternativement posi

tives et negatives, on aura sensiblement

Mais si Ton a des raisons de croire que, dans le developpement de la

variable cherchee, on peut negliger sans erreur sensible les termes

proportionnels a la quatrieme puissance du temps ou a des puissances

plus elevees, et si alors on fait eoncounr toutes les observations, par

ma nouvelle methode, a la determination de E, alors on obtiendra une

valeur de comparable aux erreurs d observation, et Ton trouvera, en

particulier, pour r= -3, non plus ==07&quot;, 5, mais seulement

=
2&quot;.

Dans ce qui precede, nous avons specialement considere les valeurs

de correspondantes a des epoques intermediaires entre celles des

observations extremes. Si Ton employait des valeurs de t correspon

dantes a des epoques qui fussent situees en dehors des observations

extremes, sans en etre meme tres eloignees, les valeurs numeriques
de et, par suite, les erreurs commises dans la valeur d une variable o,

pourraient devenir tres considerable. Ainsi, par exemple, si la va

riable
&amp;lt;p represente la longitude geocentrique de la nouvelle planete

Hebe, a 1 epoque du 12 juillet, et si Ton fait servir a la determination

de o quatre des sept observations rappelees dans la seance precedente,

en suivant une methode quelconque d interpolation, alors on trou

vera : i en joignant a 1 observation du 12 aout les quatre suivantes :

Acp 56 1
&quot;, 44 1 +- 3o&quot;, 62

C~
i

&quot;,
1 64 ;

2 \j

2 en joignant a 1 observation du 12 aout les trois precedentes :

Ao = -
544&quot;, 49 1 + 35&quot;,

22 ~ -H 3&quot;, 45 --

Ici la difference entre les valeurs de o est enorme; et cette difference,
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representee, au signe pres, par le polynome

s eleve deja jusqu a 91 7&quot;, 4 pour t 9,06847, c est-a-dire a 1 epoque

do la derniere observation.

385.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. --
Application des formules gue four/lit la nou-

velle methode d interpolation a la resolution d an systeme d equations

lineaires approximatives, et, enparticulier, a la correction des elements

de I orbite d un astre.

G. R., T. XXV, p. 65o (8 novembrc 1847).

Etant donne un systeme d equations approximatives et lineaires

dont le nombre est egal ou superieur a celui des inconnues, sup-

posons que Ton veuille determiner par un calcul facile, et avec une

grande exactitude, s il est possible, les valcurs de ces inconnues.

Pour remplir ces deux conditions a la fois, il sulfira de recourir aux

formules que fournit ma nouvelle methode d interpolation. A 1 aide

de ces formules, on pourra eliminer successivement, dc chacune des

equations donnees, la premiere, laseconde, latroisieme, . . . inconnue;

et lorsque toutes les inconnues auront etc eliminees, a 1 exccption

d une seule, une valeur approchee de cette derniere sera fournie par

chacune des equations restantes. Ajoutons que les diverses valeurs

approchees de la derniere inconnue scront egales entre elles, si le

nombre des equations donnees est precisement le nombre des incon

nues, mais differeront generalement les unes des autres dans le cas

contraire. Observons, enfin, que la methode en question fournira,

entrc les diverses valeurs approchees de chaque inconnue, une

moycnne qui pourra etre adoptee avec une grande confiance.



EXTRA IT N 385. 413

Les considerations precedentes pourront etre utilement appliquees

a la correction des elements de 1 orbite d un astro. Entrons a ce sujet

dans quelques details.

Lorsque, en suivant la marchc indiquee dans le Memoire du 20 sep-

temhre, on a determine approximativement les distances d un astre

au Soleil et a la Terre, on peut en deduire immediatemcnt, a 1 aide de

form u les tres simples, les six elements de 1 orbite de cet astre. Toute-

fois, il importe de le remarquer, en vertu des calculs effectues et des

tommies dont il s agit, les elements de 1 orbite dependent, non seule-

ment des longitudes et latitudes geocentriques de 1 astre observe,

mais encore de leurs derivees du premier et du second ordre. Si,

pour augmenter l

f

exactitude des resultats, on veut que les elements

de 1 orbite soient finalement determines a 1 aide des formules qui ne

renferment aucune derivee, il suffira de recourir aux equations finirs

du mouvement de 1 astre observe. Ces dernieres, transformees en

equations approximatives, deviendront lineaircs par rapport aux cor

rections des six elements, et pourront alors se resoudre comme il a

ete dit ci-dessus. D ailleurs, le nombre des equations a resoudre

dependra du nombre des observations donnees. Chaqtie observation

fournissant deux equations lineaires entre les corrections des six ele

ments, trois observations pourront, a la rigueur, suflire au calcul des

corrections cherchees; mais celles-ci serontmieux determinees si Ton

fait concourir a leur determination un nombre d observations plus

considerable.

I. Formules generates pour la resolution d un systeine d equations

approximatives et lineaires.

Soient donnees, entre n inconnues x, y, s, ..., des equations

lineaires et approximatives

a x + b y 4- c z +... /,
,
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on nombre egal ou superieur a celui dcs inconnues. Pour deduire de

ces equations, par une methode facile a suivre, et avec une grande

exactitude, s il est possible, les valeurs de x, y, z, ..., il suffira de

recourir a la methode que nous aliens indiquer.

Designons par S# la somme des valeurs numeriques des termes de

la suite a, a
f
, a

t/
, . . . , et par Sb la somme des termes de la suite b, b

t
,

b
t/

, . . . , pris chacun avec le signe -f- ou avcc le signe , selon que le

terme correspondant de la suite , #,, a
n , ... est positif ou negatif.

Soient encore Sc, . . . ou S ce que devient Sb, quancl a la suite /;,
/&amp;gt;,,

/&amp;gt;,
... on substitue la suite c, c

r
, c

u ..... ou la suite k, k
t

, k
u..... On

tirera des formules (i)

(2) a?8a

Soient maintenant a = --&amp;gt; a = -
-, , et posonsha ba

A^ = b a S b, Ac =r c a Sc, . . .
,

A/i -=- k a S A,

^b^b ! a,S^, Ac,= c, a
; Sc, ..., AA:, A

, a^A&quot;,

Si, de la premiere, ou de la seconde, ou de la troisieme, . . . des for

mules (i), on retranche la formule (2), apres avoir multiplie les deux

membres de cette derniere par a, ou par a
;
, ou par a

v , . . . , on obtiendra,

a la place des equations (i), les suivantes

/ y A& -+- z Ac -+-...=. AA-,

&amp;gt; r.i:-

.- Ac

qui ne renferment plus la variable x.

Concevons, a present, que Ton designe par S A6 la somme des

valeurs numeriques des termes de la suite A6, A6,, A&
w , ..., et soit

S Ac, . . . ou S AX: la somme des termes correspondants de la suite Ac,

Ac
;
, Ac w , ... ou A/:, A^, AA^/f

. . . , pris chacun avec le signe H- on avec

le signe , suivant que le termc correspondant de la suite A&, A^
;
,
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A6
(/

, . . . est positif ou negatif. On lirera des equations (3)

(4) jS Afe-i-sS Ac-t-... S A/t;

&amp;lt;

puis, en posant

Ac - 5 S Ac, ..., A2 = AA S S AA,

^Ac, c S Ac, ..., A /r^A*, S,S A/t,,

on tirera des formules (3), jointes a la formule

A 2 c -+-... A 2
k,

Kn continuant ainsi, on substituera successivement aux equations (i)

les equations (3), (5), etc. ; et lorsqu on aura successivement eliminr

toutes les inconnues, a 1 exception d une seule, les equations restantes

fourniront, pour la derniere inconnue, des valeurs approchees qui

seront toutes egales entre elles, si le nombre des equations (r) est

egal a celui des inconnues, mais pourront differer les unes des autres

dans le cas contraire. Ajoutons que, pour determiner avec une plus

grande exactitude les valours des diverges inconnues, on devra gene-

ralement recourir aux formules
(:=*), (4), et autres semblables, des-

quelles On tirera

(6)

(les dernieres formules, rangees, non dans 1 ordre suivant lequel
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ollcs sont ecrites, mais dans un ordrc inverse, fourniront ordinal re-

ment pour la derniere inconnue, puis pour ravant-derniere, etc., des

valours d autant plus cxactes, que la difference entre le nombre des

equations approximates donnees et le nombre des inconnues sera

plus considerable.

L ordre suivant lequel les diverses inconnues sont eliminees Tune

apres 1 autre semble, au premier abord, demeurer entierement arbi-

traire. Mais, pour tirer du calcul des resultats plus exacts, ou dn

moins des resultats qui meritent une plus grande confiance, il con-

vient de choisir x, c est-a-dire la premiere des inconnues a eliminer,

de maniere que la somme Sa soit la plus grande possible; puis ensuite

de choisir y, c est-a-dire la scconde des inconnues a eliminer, de ma

niere que la somme S A& soit la plus grande possible; etc.

On abregerait le calcul, mais en diminuant le degre de confiance

que ces resultats doivent inspirer, si, pour eliminer une inconnue,

on se bornait a combiner entre elles, par voie de soustraction , les

diverses equations, prises deux a deux, en retranchant la seconde de

la premiere, la troisi^me de la seconde, et ainsi de suite, apres avoir

prealablement reduit a 1 unite, dans chaque equation, le coefficient

de 1 inconnue qu il s agit d eliminer.

II. Si/r la determination des elements de I orbite d un astre.

Conservons les notations des pages 384, 385, en substituant seule-

ment la lettre y a la lettre f

j&amp;lt;,

en sorte qu on ait ^ = o w. Les for-

mules (i) et (4) de la page 385 donneront

(i) x 7?cosro + p coso, j /?sinc7 + p sino, ^~ptang5.

Soient d ailleurs, au bout du temps /, ^ 1 anomalie excentrique, et p

la longitude helioccntrique de 1 astre observe, mesurees dans le plan

de I orbite. Soient encore

P
la valeur de/? correspondantc au perihelie;

a, c le demi srand axe et 1 excentricite de I orbite;
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t 1 inclinaison de 1 orbite, representee par un angle aigu ou obtus,

selon que le mouvement de 1 astre est direct ou retrograde;

a la longitude heliocentrique du noeud ascendant;

T la duree de la revolution de 1 astre dans son orbite;

s 2TT /KY ,

A =: -= = i -j ]
le rapport de la circonierence 27: a T;

1 \a J

-

^
1 epoque du passage de 1 astre au perihelie.

Le rayon vecteur r et la longitude p seront determines, en fonction

de /, par les formules connues

r a(i ecos^), lang = ~ tang

ssinvp = \t -+- c.

De plus, si Ton projette successivement le rayon vecteur r sur trois

axes rectangulaires, dont le premier coincide avec la ligne des iKiiuds,

et le troisieme avec 1 axe des z, les trois projections pourront etre

exprimees, soit en fonction de x, y, 5, , soit en fonction de r, p, i;

et en egalant 1 une a 1 autre les deux valeurs trouvees pour chaque

projection, Ton aura

y sin /
cos/&amp;gt;,

(3) &amp;lt; JCOS8 x sin = r sin/) cost,

z i= /-sin/? sin ..

Solent maintenant

co la vitesse de 1 astre observe;

u, v, w les projections algebriques de cette vitesse sur les axes des x,

y, z\

H le double de 1 aire decrite par le rayon vecteur r pendant 1 unite de

temps;

U, F, W les projections algebriques de cette aire sur les plans coor-

donnes;

/ sa projection absolue sur le plan mene par la ligne des noauds per-

pendiculairement au plan de 1 ecliptique.

OLuvres dc C. S. I, t. X. 53
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On aura

a

(4) &amp;lt; U = wy vz, V uz wx, W vx ay,

( w 2= 2
-f- &amp;lt;&amp;gt;

2
4- w\ n-= uz+ v- -\- w\ i- = uz + v-,

et les deux dernieres des formules (3) donneront

(5) a;sina y cos + - cott o, sin rcoss -h s cott = o;

par consequent,

U V W I
(6) SinB^-y? COS8=:

&amp;gt; COSt -7^5 Sintnr :

/ / // M ,

De plus, les equations des forces vives et des aires donneront

I 2 W 2 //*
(71 = i i

2 ---
a i K ~

Ka

Les formules qui precedent peuvent etre appliquees de diverses

manieres au calcul des elements de 1 orbite. Ainsi, par exemple,

apres avoir deduit r, p, D f p des formules etablies dans le Memoire

du 20 septembre, et x, y, z, w, v, w, U, T&quot;, W, w, H, I des formules (i)

et (4), on pourra tirer immediatement les valeurs des elements , t,

a, des formules (6), (7), puis la valeur de p de 1 une quelconque

des formules (3), et les valeurs de }, p,
c des equations (2). Ajoutons

que, en vertu des formules (i) et (3), on aura

(8)

/?cos(cj 8) -i- p cos(o )
r cos/?,

/? sin (GT ) -H p sin (9 B) r sin/? cost,

p tang = r sin
/&amp;gt;

sin t

et, par suite,

r*(D,lp + D&amp;lt;0) rl),/-
(9) cotp=~ , suit

//

Or ces dernieres formules offrent un nouveau moyen de calculerp et t.

Les calculs que nous venons d indiquer peuvent elre simplities dc

la maniere suivante :
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Faisons tourncr ceux cles axes coordonnes que renferme le plan de

1 ecliptique, de maniere a faire coincidcr 1 axe des abscisses avec le

rayon vecteur p, et nommons r, i), u, u, UK, f ce que deviennent alors

T, y, u, v, U, V. Les six dernieres des equations (4) et les formules (6)

continueront a subsister quand on y remplacera x, y, u, v, U, V par r,

i), u, u, U, t), et a par a o. On aura done

r, zirOf Ul),

(10)

(n) sin( 9) -, cos( 9)
= -, cost -, sini=

I I 11 H

D aillcurs, dans les equations (10), les valeurs de r, 1), z, u, u, w seront

determinees tres simplement a 1 aide des formules

(12) r =
p -r-ftco$-, \) Rsm%, ^

p tang 9,

o pD,9

w= (D /P + P D,0)tang5,

&amp;lt;a et II etant determines eux-memes par les equations

II. Correction des elements de I orbite d&quot;an astrje.

Supposons que, apres avoir calcule approximativement, a 1 aide des

formules ci-dessus rappelees, les six elements de I orbite d un astre,

c est-a-dire les six quantites , , c, p, a, i, on veuille determiner avec

une grandc exactitude les corrections tres petites o, , c, op, 5a, 01,

que ces elements doivent subir. II suffira de recourir aux equations

tini(?s du mouvement de 1 astre, et de comparer entre elles les valeurs

de r et de p tirees des formules (2) et (8) du II. Cette comparaison

fournira, entre les corrections , &, oc, Op, a, Si, supposees tres

petites, deux equations lineaires, dont Tune ne renfermera pas Sp.

Done chaque observation fournira, entre les corrections des six ele-
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merits, deux equations distinctes. En resolvant les equations ainsi

obteirues par la methode exposee dans le I, on obtiendra aisement

les six corrections cherchees, comme je 1 expliquerai plus en detail

dans un nouvcl article. Si 1 astre a ete observe plus de quatre fois, les

corrections des seuls elements , , c, , t pourront etre determinees

separement a 1 aide des equations qui ne renfermeront pas S
F

.

386.

ASTRONOMIE. Memoire sur la determination et la correction

des elements de I orbile d un astre.

C. R., T. XXV, p. 700 (i5 novembre 1847).

On s est occupe depuis longtemps de la determination des elements

de 1 orbite d un astre; et ce probleme, auquel se rapportaient deja des

travaux remarquablcs de Newton et d Euler, a ete de nos jours encore

un sujet de recherches approfondies. A ma connaissance, 1 un des tra

vaux les plus recents sur la correction des elements d une orbite est

le Memoire presente a 1 Institut par M. Yvon Villarceau, vers la fin de

1 annee i8/p, et approuve par I Academie. Le Rapport fait, an nom

d une Commission, par M. Binet, offre un resume clair et precis de la

question et des solutions que divers auteurs en ont donnees. Dans le

Memoire de M. Yvon Villarceau, les equations lineaires approxima-

tives d ou se tirent les corrections des elements sont, suivant la cou-

tume, deduites, a 1 aide du Calcul differentiel, des equations finies du

mouvement, dans lesquelles on fait varier les six elements de quan-

tites tres petites. Des equations ainsi formees sont effectivement cellcs

qu il convient d employer, lorsqu on veut obtcnir les valeurs des ele

ments avec une grande exactitude. D aillcurs, pour tirer le rneilleur

parti possible de ccs memes equations, dont le nombre croit avec

celui des observations donnees, il convient de recourir, pour leur

resolution, a une methode qui ait le double avantage de pouvoir etre
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facilement pratiquee, ot d offrir unc grancle surete dans les resultats

du calcul. Comme je 1 ai deja remarque dans la derniere seance, ces

deux conditions seront remplies, si Ton resout les equations approxi-

matives dont il s agit par un precede analogue a celui sur lequel s ap-

puie rna nouvellc methode d interpolation. J ajouterai que le meme

procecle fournit encore le moyen de calculer aisement les erreurs pro

bables introduites par les observations dans les valeurs de la longi

tude et de la latitude geocentriques d un astre. Enfin, a 1 aide de

quelques artifices, qui seront indiques ci-apres, on peut, non seu-

lement simplifier les formules relatives a la determination ou a la

correction des elements d une orbite, mais aussi faire en sorte qu il

devienne a peu pres impossible de commettre la moindre erreur de

calcul sans en etre immediatement averti par les formules elles-

memes.

Remarquons encore que la methode ct-dessus rappelee pourrait etre

appliquee, si Ton veut, non plus aux equations lineaires fournies par

les diverscs observations, mais a celles qu on en deduit par la methode

des moindres carres, quelles que soient d ailleurs les inconnues, repre-

sentees, ou par les six elements de 1 orbite de Fastre observe, ou par

trois longitudes et trois latitudes geocentriques, comme 1 a propose

notre jeune ct illustre confrere, M. Le Verrier, dans un Memoire jus-

tement recherche des vrais amis de la Science.

I. Sur la determination des elements de 1 orbite d un astre.

Des avantages inherents a la methode d interpolation que j
ai appli

quee au developpement de la longitude et de la latitude geocentriques

d un astre, 1 un consiste en ce qu on ne peut commettre la moindre

erreur sans en etre averti presque immediatement par le calcul. II

importe d employer pour la determination des elements d une orbite

des formules qui presentent le meme avantage, et qui, etant d ailleurs

tres simples, se pretent facilement a 1 emploi des logarithmes. On satis-

fait a ces diverses conditions en operant comme il suit.
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Gonservons les notations adoptees dans le precedent Memoire. Apres

avoir calcule r, p et D, p
= Ap, on tirera des equations

(i) t p -h/?cos%, 9 = /?siny, ~=ptang9

les valeurs des coordonnees r, i), z, et Ton verifiera [ exactitude de ces

valeurs a 1 aide de la formule

(2) *
2
-+-t)

2

puis on tirera des equations

It
D&amp;lt;p

-r D//? COS% + /?I)/CT Sill /,

(3) &amp;lt; o =pD/o D&amp;lt;/?

les valeurs des vitesses u, 11, w, et Ton veritiera [ exactitude de ces

valeurs a 1 aide de la formule

(4)

les valeurs de G, s,
&amp;lt;;

etant

(5) G = r I) i / = r -i- oi)
J- wz,

(
S =: /? -+- p COSY = cosy p sinv,

(6)
p

puis enfin Ton tirera des equations

(7) co =z vu
2 4- t)

2
-t- (V 2

,

(8) 11 : (VI) ,
V US WX, W VX Ut),

( 9 )
^ = y/+t)^^ . /_ HCS

les valeurs de la vitesse to et des aires IK, tl, H7
, H, /, et Ton veriliera

1 exactitude de ces valeurs a 1 aide des formules

(10) co
2

/-
2=G 2 -i-//2

,
// 2 72+W/2

.

Cela pose, on pourra determiner 1 inclinaison i et la longitude a du
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noeucl ascendant a 1 aidc des equations

II V W
,

ft
(n) sin( 9) = 7 , cos(8 9)=-- 7 , cost^, sm =

* I

qui se verifient mutuellement, puisqu elles fournissent a la fois le

sinus et le cosinus de chacun des angles t, o; puis, apres avoir

f
tire la valeur de D,rde { equation D,r = --, on determines Tangle/?

a I aide des formules

s &amp;lt;vr z D, /

(12) sm/?=: : , cosp = -
. ,

/siru //smj

qui se verifieront encore Tune 1 autre. Ajoutons que, si Ton pose

i)
rsin&amp;lt;5 et, par consequent,

on pourra, aux deux premieres des formules (U), substituer avec

avantage les suivantes :

(i3) cos (9 -1-$ 8) - -
cosp, sin(o + O *) = -sin/&amp;gt;cost.

Enfin, apres avoir determine a, t par les equations

( 4 )

K Ka

on determinera ^ et
/j p

a I aide des formules

/ K \ r G__
a e &amp;gt;;a

2
s

.

Alors il ne restera plus qu a determiner 1 element c a I aide de la for-

mule
c =.

ty sin^p ^t,

qui se reduit simplement a
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quand on suppose le temps / compte a partir de 1 epoque de 1 observa-

tion moyenne.

Je t erai, en terminant, line derniere remarque. Si Ton nomme t), V

les projections algebriques de 1 aire H sur les plans perpcndiculaires

aux rayons vecteurs r, R menes de la Terre a 1 astre observe, et du So-

leil a la Terre, on aura

(17) t) = It cos 6 -+- W sin 5, V = It cos^
- t sinyj

et, en posant, pour abreger,

A=;D,ocos / I)0sin/, P /? 2 V t w sin6, Q = ^

on tirera des formules (i), (3), (8)

(18) pO= /?^cos0, t) P = A/?psin5,

par consequent

(19) t)(X3 /3
) + ^^ o.

Soient maintenant
p,, XD,, &amp;lt;?,

et p ;/
, XD

W , ^
/x

ce que deviennent p, D, X&amp;gt;

quand on attribue au temps / deux nouvelles valeurs
/,,

t
it

. Si Ton

prend pour inconnues p, p,, p ;/
ou ID, to,, t)

;/
, les trois quantites \

c

^, x?^

v^^ pourront etre considerees comme fonctions de ces inconnues; et

1 equation (19), jointe a celles qu on en deduit, quand au temps t on

substitue t
t
ou t

lr
, fournira un moyen de determiner avec p, p,, p,,

les

elements de 1 orbite de 1 astre observe.

Au reste, je reviendrai, dans un autre article, sur ce sujet, auquel

se rapportent plus ou moins directement les travaux de quelques geo-

metres, et particulierement un Memoire de Lagrange, insere dans la

Connaissance des Temps pour 1821.

II. -~ Sur la correction des elements de 1 orbite d an astre.

Supposons les six elements a, , c, P , H, t determines approximati-

vement a 1 aide des formules indiquees dans le I. Pour obtenir les

conditions auxquelles devront satisfairc les corrections &, Se, c, 6p,
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Sa, ci de ces memes elements, supposees tres petitcs, il suflira de

transformer en equations lineaires approximatives les equations fmies

du mouvement de 1 astre observe. Entrons a ce sujet dans quelques

details.

Soient, comme dans le precedent Memoire, o, la longitude ct la

latitude geocentriques de 1 astre observe, r la distance de cet astre an

Soleil, et p sa longitude heliocentrique mesuree dans le plan de Tor-

bite, a partir du noeud ascendant. Les valeurs de r ct de p seront de-

terminees, au bout du temps t, par les formules (2) de la page 417* en

1onction de t, a, , c, p,
et par les formules (8) de la page 4^, en foric-

tion de 9, 0, a, i. Nommons dr, dp les accroissements que prennent les

valeurs de r et dc p calculees comme on vient dc le dire, quand on

passe des formules (2) aux formules (8). Soient, d ailleurs, oY, Bp les

variations de r et de p qui correspondent, en vertu des formules (2),

a de tres petites variations #, Ss, Sc, p
des quatre elements a, , c, p.

Soient, au contraire, e/[r, dip les variations de r et de/? qui correspon

dent, en vertu des formules (8), a de tres petites variations Sa, Si des

elements a et i. Si les valeurs de 9, correspondantes a urie observa

tion, par consequent a une valeur donnee de t, ne sont affectees d au-

cune erreur, on aura, pour cette valeur de /,

dr -+- J\r = or, dp 4- J[p = dp

ou, ce qui revient au meme,

(
i
)

or J[r = t)/
1

, dp J\p ^p.

Telle est la forme generale des deux equations lineaires que fournira

chaque observation entre les six corrections o&amp;lt;z, Se, Sc, Sp, Sa, Si. En

appliquant aux equations ainsi formees la methode de resolution in-

diquee dans le precedent Memoire, non seulement on obtiendra, pour

les six elements, des corrections qui devront inspirer une grande con-

tiance, mais, de plus, les termes connus dr, dp donneront naissance a

des differences finies de divers ordres, dont les dernieres represente-

ront les erreurs probables introduces dans r et p par les erreurs dont

OEuvresdeC. S.l,*..^. 54
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9, so trouvcnt affectes on vcrtu des observations donnees. Dos lors,

il deviendra facile de former deux nouvelles equations lineaires pro-

pros a fournir Jos erreurs probables de
&amp;lt;p

et de correspondantes a

chaque observation.

II est bon d observer quo, on vcrtu des formules (2) do la page 417,

r cst seuloment fonction dc , , c, t. Done la premiere des f or-

mulos (i) nc rcnfermera pas la correction
p,

et pourra sorvir a deter

miner separement les corrections des cinq elements , E, c, , i, s il

s agit de fixer 1 orbite d un astro qui ait ete observe plus de quatro

fois. Pour etre en etat d appliquer a la determination de cello orbite la

premiere des formules (i), il suffit de cbnnaitre les valours de r el do

J\r exprimees en fonctions lineaires des corrections S, , $c, S, ct.

Or, si Ton pose, pour abreger,

(2) or JU (5a + C os -+- G dc, J\r Q dx - 5 ot,

atin do roduiro la premiere des equations (i) a la formo

(
3

)
o,lo Ort -f- C -f- 3 dc -4- Q (5 -f- 5 & ^r 6// ,

et, si, d ailleurs, on conserve les notations adoptees dans le precedent

paragraphs, on tirera des formules (2) de la page 417

(4)

/ 3 a
&amp;lt;Ju&amp;gt; = -

a 2 /

p),

et des formules (8) dc la page 4

, pe sin/?
&quot;
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387.

ASTROXOMIE. -- Memoire sur la determination de I orbite d une planete,

a Vaide de formides qui ne renferment gue les derivees da premier

ordre des longitude el latitude geocentriques.

C. R.. T. XXV, p. 773 (29 novcmbrc 1847).

Le Memoire que Lagrange a donne clans la Co/inaissance des Temps

pour 1 annee 1821 reduit la determination de I orbite d un astre a la

resolution d une equation du septieme degre, qui renferme les valeurs

de la longitude et de la latitude geocentriques correspondantes a six

observations faites dans le voisinage de trois epoques diverses, la

premiere observation etant supposee tres voisine de la seconde, la

troisieme de la quatrieme, et la cinquieme de la sixieme. Si Ton

admet que 1 intervalle compris entre deux observations voisines d&amp;lt;&amp;gt;-

vienne infiniment petit, 1 equation de Lagrange renfermera simple-

ment, avec les longitude ct latitude geocentriques relatives aux trois

epoques, les valeurs correspondantes des derivees de ces deux varia

bles, diderentiees une seule fois chacune par rapport au temps. Or les

derivees du premier ordre des longitude et latitude geocentriques

pouvant etre determinees avec beaucoup plus de precision que leurs

derivees d ordres superieurs, il est clair que la methode citee de La-

grange offre un avantage qui serait tres precieux dans la pratique, si

Ton pouvait former et resoudre facilement 1 equation du septieme

degre ci-dessus mentionnee. Pour y parvenir, il suffirait de trouver

un moyen facile d obtenir une valeur approchee de 1 inconnue; et je

m etais d abord propose de resoudre ce dernier probleme, surtoul

pour le cas ou il s agit d une planete, c est-a-dire d une orbitc tres

differente de la parabole, et a laquelle, en consequence, la methode

d Olbers ne saurait s appliquer. Mais, apres avoir obtenu la solution

desiree, j
ai etc agreablement surpris de voir que les principes dont je

faisais usage, etant directement appliques a la recherche des elements

de I orbite, fournissaient, pour la determination approximative de ces
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elements, une mcthode houvelle tres simple ct tres facile a suivre.

Gette methode est fondee sur 1 emploi de formules qui nc renfermenl

quo des derivees du premier ordre, ct que je vais etablir en pen dc

mots.

Soient, au bout du temps /,

r la distance d une planete au Soleil;

r sa distance a la Terre ;

p la projection de t, sur le plan de 1 ecliptique ;

o, la longitude et la latitude geocentriques de la planete;

p la.longitude de la planete, mesuree dans le plan de 1 orbite a partir

du noeud ascendant;

j&amp;gt;

1 anomalie moyenne de la planete;

R la distance de la Terre au Soleil;

CT la longitude beliocentrique de la Terre;

/_ 9 GJ 1 elongation ;

A = yisiny^ la projection de R sur une droite perpendiculaire a
p.

Soient encore

i 1 inclinaison de 1 orbite de la planete;

x la longitude du nreud ascendant;

a le demi grand axe de 1 orbite;

E 1 excentricite;

K= A 2 a 3
la force attractive du Soleil ;

H= \/Ka(i -) le double de 1 aire decrite par le rayon vecteur /

dans 1 unite de temps;

-
1 epoque du passage au perihelie;

P
la valeur de p a cette epoque ;

U, V, PFles projections algebriques de 1 aire H sur les plans coordon-

nes et rectangulaires des x, y, des z, x et des x, y, le plan des jc, y
etant celui de 1 ecliptique.

Enfin, soicnt

v) (Ucoso -+- Fsincp 4- PFtangO) cosO, V = t)cosw -+- Ksinw Ics pro-
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jections de 1 airc H sur les plans perpendiculaires aux rayons vec-

tcurs p ot //; et posons

On aura

i 7? cos (55 a) -t-pcos(9 a) =:
rcos/&amp;gt;,

(
R sin(cj a) + p sin(o )

= / sinp cost,

(2) p tangd= r
siu/&amp;gt; sine,

/=: (i cosd;),

p p _ /I -h

Les orbites des planetes sont generalement comprises dans des

plans assez rapproches de celui de Tecliptique pour que cosi differe

tres peu de Tunite. Par suite, on pourra, aux formules (i), substituer

sans erreur notable les suivantes :

(
R COS ( d 8

) -h COS (
O 8

)
= / COS P,

(4).
f R sin (57 8) + p sin(o a) =. r sin/?,

qui deviendront exactes, si 1 inclinaison t se reduit a zero, Tangle a

etant alors arbitraire. Done, pour obtenir des valeurs tres approchees

des quatre elements a, E, c, p, quand il s agit d une planete, il suffit

de considerer le cas ou, i etant nul, les variables t, r, p, j, p et ^

seraient liees entre elles par les equations (3) et (4)- Voyons done

comment on peut, dans ce dernier cas, determiner les elements de

Torbite.

On tire des formules (4)

(5) /-sin (9 8 p} = &amp;lt;#..

Si Ton difference cctte derniere equation, alors, en ayant egard aux

fiiv fni*miilo

/ r= a s sn &amp;lt;
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et en posant d ailleurs, pour abreger,

D, 9
---

&amp;lt;t&amp;gt;,

1)
t
A = H, / cos

( 9 * /;)=-,
. 5

on trouvera

Or les excentricites dcs planetes etant do beaucoup inferieures a

1 unite, on pourra, dans line premiere approximation, reduire la for-

mule (6) a la suivante :

-fi=: .

On aura d ailleurs

(8) r*=&-4, I.
-2

Cela pose, soit/, une scconde valeur de / qui nc soit pas tres diffe rente

de la premiere, et nommons
&amp;lt;;,, $,, $,, B, ce que deviendront ?, *, A,

Tl au bout du temps /
;

. Comme le rayon r = a(i cos^) variera

generalement tres peu dans 1 intervalle de temps represente par t
t

i,

les valeurs de r 2
et de correspondantes aux deux epoques indi-

quees par / et
/,
seront peu differentes Tune de 1 autre. On aura done

sensiblement

(9)

Ges deux dernieres formules suffisent a la determination des valeurs

approchees de
&amp;lt;;, c,. Si, pour plus de commodite, Ton pose

alors, un negligeant le carre de v, on aura simplement

0) = A, -f- iii.ji
3
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les valours de
&amp;lt;&&amp;gt;,

i& etant

Les valeurs do ?, ?
f
etant connues, on tirera des formulcs (8) et (7)

les valeurs approchees de r et de ff, puis la valour approchee de a, do

la formule

7/

Ajoutons que, r etant peu different do a, on aurait pu, quoique moins

aisement, deduire Line premiere valour approchee de a de la for-

mule (7).

II est bon d observer que, si Ton pose A/ = t
t t, et si d ailleurs on

nomme A$, All les accroissements_de &amp;lt;D et de 11 correspondants l\

1 accroissement A/ de /, la formule (10) donnera encore, a tros peu

pros,

A&amp;lt;D i
, Ac-a

2

(12) * = TS + **-&**

Pour tirer parti des formules precedentes, il suffit de connaitro

quatre observations, faites dans le voisinage de deux epoques di-

verses, la premiere observation etant supposee tres voisine de la se-

conde, et la troisieme de la quatriomo. Alors les valeurs de $ = D,o

et de % = D,,R, correspondantes a chaque epoque, peuvent otro ro-

duites, sans erreur sensible, aux valeurs qu acquierent les rapports

At AT
(
I
uan(^ on P rend pour A^ 1 intervalle de temps compris entro

les deux observations voisines de 1 epoquc dont il s agit.

Remarquons encore que si, 1 inclinaison i etant nulle, on suppose,
comme on est alors libre de le faire, a = o, on pourra, de la for

mule (5), reduite a

R
( 13 ) sin(9 p) --=

,

doduire la valeur de Tangle p, auquel Tangle ^-t- p devient egal quand
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s evanouit. Alors aussi, de la meme formule jointe a la seconde des

equations (3), on tirera

i
c&amp;lt;^

04) (cos^ e) sin(9 p) (i e
2
)

2

sirnj; cos (9 p) ;

puis, en negligeant E,

(15) sin(9 vj; p)
= ^

Si, clans cette derniere formule, on remplace / par t
t

= t-- A/, on

aura

&.
(16) sin(9, vj;, p,)_- &amp;gt;

la valour de A
j*
=

^,
f

j etant donnee par 1 equation

\ a

Les formulas (i5), (16) sont celles dont M. Binet a fait usage pour

.determiner, a 1 aicle dcs deux observations, la distance du Soleil a line

planete dont 1 orbite est supposee circulairc. Apres avoir deduit, on

de ces formules, ou de celles que nous avons donnees ci-dessus, Ics

valeurs approchees des distances a, r, avcc celle de Tangle ^ -h
p
on

YH-X/, et par suite la valeur approchee de y, on pourra, en negligeant

les termes proportionnels au carre ou aux puissances superieures de

Fexcentricite, tirer de la formule (6), jointe aux formules (3) et (8),

une equation lineaire entre la correction $a de la constante a et les

constantes ssinc, ECOSC, dont les premieres valeurs approchees sont

nulles; et, pour determiner approximalivement $a, ssinc, scosc, il

snffira de recourir a trdis equations lineaires ainsi formees.

Ajoutons que, si a la formule (6) on substitue la formule (i4)

chaque equation lineaire renfermera les quatre inconnues $a, Sy,

sinc, ECOSC. Done alors quatre equations seront necessaires pour

determiner ces inconnues. Mais, d autre part, pour obtenir ces quatre

equations lineaires, il suffira dc faire usage de quatre observations

sriilomcnt. D ailleurs, les valeurs approchees de a, e, c, y, et, par
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suite, la valeur do
p
= y c etant connues, on pourra corriger de

nouveau ces valeurs approchees a 1 aide do la formula ( i4) et des

quatre observations donnees.

Les valeurs des constantes a, c, , p,
determinees comme on vicnt

de le dire, et celles qu on en deduira pour /,/&amp;gt;, fy,
a 1 aide des tor-

mules (3), seraient exactes, abstraction faite des perturbations, si le

plan de 1 orbite coincidait rigoureusement aver le plan tie 1 eclip-

tique, et si d ailleurs les observations donnees n etaient affectees d au-

cune erreur. Ges valeurs ne seront pas exactes, rnais tres peu diffe-

rentes des veritables, si 1 astre observe est une planele pour laquelle

1 inclinaison de 1 orbite ne se reduise pas a zero. Alors aussi, a n etant

plus arbitraire, la valeur qu on aura trouvee pour p,
en operant comme

on vient de le dire, sera effectivemcnt celle de
p
+ .

La valeur de r etant connue pour une epoque donnee, on obtiendra

les valeurs correspondantes de r et p a 1 aide des formules

(18) .^-=r-r-, i,= s k, p
= tcos0,

dans lesquelles on a k = /?cosOcos^, I- = R- -k-; puis les valeurs

de D, t?, a 1 aide des formules

les valeurs de P, A etant

P = ft*D t ttsmO, A = D^QCOS-/ D,0siny;

puis, enfin, les valeurs de a, , a 1 aide des formules

_ t? cos 9 sin 9 (
t) HsinO) sincr

J
// cos sin/

(20)

I
r _ \ &amp;gt; cos 9 cos 9 (

10 /ysinQ) cosro

7/cosO sin/

dans lesquelles on a

Les equations (20), en dormant les valeurs de a, , fournissent, par

OLuvres de C. S. I. t. X. : :
&amp;gt;
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suite, celles dc t ct a, que Ton pourrait, au reste, deduire encore des

formules (i), (3), (5), (9) et (i i) des pages 422 et [\i $.

Ajoutons que les divers elements obtenus comme on vient de le dire

pourront etre definitivement corriges a 1 aide des formules etablies

dans mon Memoire du i5 novembre.

Je ne me suis pas contente d etablir les tormules generates qui pre-

rrdent; j
ai voulu m assurer par ( experience qu elles donnent avec

une grande facilite les elements d une orbitc, et jc les ai appliquees a

la planete Hebe. Les differences entre les valeurs ainsi obtenues des

les premieres approximations, et celles auxquelles j
avais etc conduit

par la methode exposee dans le Memoire du 20 septembre, sont ex-

trememcnt faibles, ainsi que je le montrerai plus en detail dans un

autre article.

388.

AsTROlfOMIE. Addition an Memoire sur la determination de I orbilc

d une planete, a I aide de formules qui ne renferment que les derivees

du premier ordre des longitude et latitude geocentriques.

(]. K., T. XXV, |). 879 (i3 dcccmbrc 1847).

Conservons les notations adoptees dans le Memoire dont il s agit

(tWrla seance du 29 novembre). On aura d abord a resoudre, par rap

port aux inconnues ;, c,,
les deux equations simultanees

Si, pour plus de cotnmodite, 1 on pose

s-t-s, ?, s
a

&amp;gt;
v -

,

2 2

on aura

;

_
(

U H- V, g :rr.
(

U V, gc,
=

,U
2 V s
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et les formales (i) douneront

(2) &amp;lt;b _*u( fh-!-v(tl +tl), &*&- -AEL-

Si dans la derniere des formules (2 ) on substituc la valeur dc v tiree

de la premiere, 1 equation finale que Ton obticndra sera du quatrieme

degre en
[j..

11 y a plus : si Ton neglige v- vis-a-vis de a-, 1 equation

tinale sera du troisieme degre sculement et de la forme

(3) p.- ,1, 4-ilbfjr.

II est d ailleurs facile de s assurer qu il n y aurait, sous le rapport de

1 exactitude, aucun avantage a substituer 1 equation du quatrieme

degre a celle du troisieme, la difference cntre les deux valeurs que
fournissent ccs deux equations etant generalement insensible.

Les valeurs approchees de $, ?, etant connues, on connaitra, par
i

/ K~\ -

suite, la valeur approchee de r, et cellos des constantes a, A =
( }

\a*J

et //, dont la derniere sera pen differente de \Ka. Ajoutons que la

formule

c ll

(-4) sin(cp p)
-

fournira, au bout du temps t, la valeur de la variable
/; -t- , qui sera

peu differente de c 4-
p
4- 4- \t, et, par suite, une valeur approchee

de la constante c -+-
p -+- . Done, si 1 on pose, pour abreger,

(5) y e-hp-+-&,

on connaitra deja les valeurs approchees des constantes a et y. Pour

obtenir des valeurs plus exactes des memes constantes, et en meme

temps des valeurs approchees des constantes ssinc, scosc, il suffira

d appliquer la methode lineaire a 1 equation (4). Alors, en effet, eu

negligeant les termes proportionnels au carre de et a ses puissances

superieures, on trouvera, dans une premiere approximation,

/
(6) A da -i-Toy -i- (E sine + Fcosc) sin (9 y &amp;gt;^)

-
Ct



436 COMPTES REND US DE L ACADEMIE.

les valeurs de A, T, E, Fetant

A= r, r = cos(9-y-&amp;gt;.0,
al

E rcos/.fH- cos(9 y), F= T sinXf -f- sin(9 y).

A 1 aide dc la formule (6) et dc quatrc observations, on determinera

les valeurs approchees des inconnues oa, y, ssinr-, scosr, par conse

quent les valeurs approchees de i, c. On pourra ensuite corrigcr de

nouveau les valeurs trouvees de a, c, y, , ou, ce qui revicnt an meme,

les valeurs de , r, p + , , par la methode lineaire appliquee a 1 equa-

tion (4).

II est hon d ohsci ver que la valeur de p correspondante ii / = o se

trouve represented par la somme c + P
+ , quand on neglige les

termes proportionnels a , et par la somme c H- p -f- -h 2sinr,,

quand on neglige seulement les termes proportionnels an cam ou

aux puissances superieures de . II est aise d en conclure (jiic,
si Ton

representait par y la valeur de;o correspondante a / = o, la formule (0)

continuerait de subsister, avec cette seule modification, que la valeur

du coefficient E y serait determinee, non plus par la troisieme des f or-

mules (9), mais par la suivante :

(8) E = Ycoslt-t- cos (9 y) ^

Si a Tequation (

r

\) on substituait sa derivee

H \a-z&c, sin-l

(9) *-= -T-

dans laqnclle on a

ou, ce qui revient au meme, la formule

(10) (O/-
2

7/)
!

(/-
s A s

) (tl/-
2

&amp;gt;.ff

s
e,

1 equation lineaire qu on obtiendrait a la place de la formule (
(.&amp;gt;)

ren-
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fcrmerait seuloment les trois inconnuos

oa, s sine, e cose.

Les calculs precedents ne determinent ni la longitude a du noeud

ascendant, ni I inclinaison i, dont le cosinus est suppose peu different

de 1 unite. Si, apres avoir trouve les valeurs approchees de r et de

p-\-x, on voulait en deduire celles des constantes a, i, il sulfirait

d operer de la maniere suivante :

D abord on pourra tirer la valeur approchee de p de la formule

(10) p H- Rcos% = r cos( j p ),

ou mieux encore des formules (18) de la page 433, puis celles dcs

coordonnees x, y, z de 1 astre observe, des trois formules

(u) x /?cosc7 -+- p sincp, y = /?sinm -+- p sincp, z =.:ptang&.

Posant alors

(12) x = sinatang-., B = cos tangj,

on aura, entre a, % et x, y, r-, 1 equation lineaire

(13) ax y + z = o,

qui represente precisement le plan de 1 orbite. On pourra done, a

1 aide de cette equation, et de deux observations distinctes, deter

miner approximativement a, , ou, ce qui revient au meme, i et .

Comme nous 1 avons deja remarque, 1 emploi de la formule (6)

suppose cos i peu different de 1 unite, ce qui a generalement lieu pour

les planetes. Mais, apres avoir tire des formules (i), (3), (i i) et (i3)

des valeurs approchees de a, a et , on pourrait, sans recourir ni a

1 equation (G), ni a la supposition sur laquelle elle s appuie, deduire

dircctement les corrections oa, oa, ^ avcc les valeurs approchees des

produits csinc, scosq, de cinq observations et de 1 equation lineaire

(14) oa -h ~ (jcdat j56)sec0 aecos(c + It) = r a,
O /*
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les valours do x, y, r, s, Setant determinees a 1 aide des formules

X rr coses tang(9 6 sin/,

Y = sin 57 tang& a sin^,

Z (Ssinro acossr) tangfl,

5 = a cos o S sin 9 + tang0,

t -f- 7?cos0cos/.

L equation (14) est precisement celle a laquelle se reduit la for-

mule (3) cle la page 426, lorsqu on y egale a zero la premiere valour

approchee de r, et que Ton pose, en consequence,

cos(c + It),

Ajoutons que, apres avoir determine approximativement , y, a, ,

par consequent , P , t, a, on peut faire servir les equations (r) de la

page 423, combinees avec la formulc = g, a deduire de quatro, ou

memo de trois observations, les quatre corrections c, C
P , 01, c avec

les valeurs approchees de sine, cose.

389.

ASTRO.NO.MIR. -- Memoire sur deux formates -generates , do/it chacunc

permet de calculer rapidement dcs valeurs tres approchees des elements

de I orbile. d utie planete ou d Line cometc.

C. II., T. XXV, p. &amp;lt;p3 ()- deccmbre 1847).

Apres avoir montre, dans une precedente seance, comment on peut,
dans certains cas, ramener la determination de Forbite d un astre a

I emploi des formulos qui no renferment que des derivees du premier
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ordro, j
ai cherche s il ne scrait pas possible de fairo dependre uno

determination prompte ct facile de ces elements de la resolution

d equations qui ne renferment plus aucune derivee, et
j
ai obtenu,

en effet, deux equations tres simples et tres generates, dont chacune

remplit la condition que je viens d indiquer.

Les deux equations dont il s agit peuvent etre aisement formees. Si,

en placant 1 origine des coordonnees au centre du Soleil, on nomme

x, y, z les coordonnees de 1 astre observe, le plan de 1 orbite de cet

astre sera represente par une equation lineaire en x, y, z sans terme

constant. Done, si Ton considere 1 astre dans trois positions succes-

sives, la resultante formee avec les valeurs correspondantes de x, y, z

sera nulle. En egalant cctte resultante a zero, on obtiendra la pre

miere des equations dont
j
ai parle. D ailleurs, les coordonnees x, y, z

peuvent etre exprimees en fonction des donnees de 1 observation et

du rayon vecteur r, mene du Soleil a 1 astre. D autre part, ce rayon

vccteur depend seulement du temps et de trois elements de 1 orbite,

savoir, de 1 excentricite, du grand axe et de 1 instant du passage au

perihelie. Done Inequation trouvee, jointe a cinq observations do

1 astre, suffira pour determiner ces trois elements.

Ce n est pas tout : si Ton nomme b le demi-parametrc do la courbe

decritc, la difference r b sera encore liee a deux quelconques des

coordonnees x, y, z par une equation lineaire qui ne renfermera pas

de terme constant. II en resulte que, dans 1 equation trouvee, on

pourra remplacer les trois valeurs de 1 une quelconque des coor

donnees x, r, z par les trois valeurs correspondantes de la diffe

rence r b. On obtiendra ainsi la seconde des equations que j
ai

annoncees. D ailleurs, le rayon r et les coordonnees x, y, z peuvent
etre considered comme fonctions des donnees de 1 observation et des

deux elements qui determinent la position du plan de 1 orbite, c est-

a-dire comme fonctions de 1 inclinaison ct de la longitude du noeud

ascendant. Done 1 equation nouvelle, jointe a cinq observations, suf

fira pour determiner ces deux elements et le parametre dc la courbe

decrite.
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Voyons maintenant quel parti Ton peut tirer des deux equations

generates dont jc viens d indiquer la formation, et comment on peut

se servir de chacune d ellcs pour determiner avec une grande approxi

mation les trois elements entre lesquels elle etablit une liaison.

J ai fait voir, dans les precedentes seances, qu on peut, en general,

obtonir avec une grande facilite une premiere valeur approchee du

grand axe, et, par suite, des autres elements de 1 orbite, quand 1 astre

observe est une planete; et
j ajouterai que des formules connues on

peut, dans tous les cas, deduire des equations tres simples qui four-

nissent par un calcul rapide des valeurs approchees des elements.

Cela pose, il est clair que, pour determiner avec une grande approxi

mation les trois elements de 1 orbite, il suflira d appliquer a 1 une des

equations ci-dessus mentionnees la methode lineaire, en corrigeant,

a 1 aide de cinq observations notablement distantes Tune de 1 autre,

les premieres valeurs obtenues pour les trois elements dont il s agit.

ANALYSE.

I. Sitr les movens d obtenir une premiere approximation dans te calcul

des elements de iorbite d un astre.

Nous avons precedemment indique un moyen d obtenir aisement

unfi valeur approchee de la distance d un astre au Solcil, lorsquc cet

astre est une planete. Dans tous les cas, on pent determiner approxi-

mativement, avec une assez grande facilite, la distance d une planete

on d une comete au Soleil, ou a la Terre, ou bicn encore un ou plu-

sieurs elements de 1 orbite de 1 astre observe, en partant des formules

connues qui servent a determiner ces distances ou ces elements en

fonction des longitude et latitude geocentriques, et de leurs derivees

du premier ou du second ordre. Pour y parvenir, il suffira de substi-

tuer a chaque derivee un rapport aux differences, en ayant egard aux

prescriptions que nous allons etablir.

Soient f
t

, t
lt

les epoques de deux observations tres voisines, et
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posons

Soil, d ailleurs, f(/) Tune quelconque des variables dont les valeurs

sont fournies par les observations. On tirera des formules (i)

et il suffira de developper f(/,), f(O suivant les puissances ascen-

dantes de A, pour s assurer que Ton a

et

(3) j

ou, ce qui revient au meme,

(4) .

en negligeant seulement, dans les seconds membres des equations (2),

(3) et (4) des quantites proportionnelles au carre et aux puissances

superieures de A/. II est bon de remarquer : i que, dans la for-

mule (4). A^ et Af(/) peuvent etre censes rcpresenter, non seule

ment les moities des deux differences t
ti t^ f(^) l (O ma i^

encore ces differences clles-memes; 2 que, dans chacune des for

mules (2), (4), la variable f(/) pent etre remplacee par son loga-

rithme.

Supposons maintenant que F(/) represente, non plus unc des

variables dont les valeurs sont fournies par les observations, mais

une de leurs derivees du premier ordre, ou bien encore une fonc-

tion de ces derivees et des variables elles-memes. Une valeur appro-

chec de F(/) pourra aisement se deduire des formules (2) et (3).

Mais la formule (4) ne sufTira plus a la determination, meme approxi

mative, de la fonction D,F(*), qui renfermera generalement, avec une

OEnvresdeC. S. I, t. X. 56
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ou plusieurs des variables dont il s agit, leurs derivees du premier et

du second ordre. Pour effectuer cette determination, on devra recourir

a deux, ou memo a trois couples d observations, chaque groupe etant

compose de deux observations tres voisines 1 un e de Fautre. Solent t,

t
,

t&quot; les valeurs du temps correspondantes a ces trois groupes, cha-

cuno do ces valeurs etant la moyenne arithmetique entre les epoques

des deux observations qui composent un meme groupe. Si Fon a

alors, en negligeant seulement les quantites proportionnelles au carre

et aux puissances superieures des differences t t
1

, t&quot; /, on trou-

vera

Dans le cas contraire, on aura, sous la meme condition,

t t! V(t ) (t) i&quot;-t F(t}-(t }

Lorsqu on veut tirer parti de ces considerations pour determiner

approximativement la position du plan de Forbite d un astre, il est

utile d introduire dans le calcul certains angles auxiliaires, comme jo

vais 1 expliquer en quelques mots.

Soient, au bout du temps /,

9 et la longitude et la latitude geocentriques de Fastre observe;

i Finclinaison de son orbite, representee par un angle inferieur a

deux droits;

v la longitude du noeud ascendant;

CT la longitude heliocentrique de la Terre ;

y
= z, CT I elongation ;

/? la distance de la Terre au Soleil;

H Faire decrite par le rayon vecteur r mene du Soleil a Fastre observe ;
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~, F, JF les projections algebriques de cette aire sur les trois plans

coordonnes des yt
z, des z

u
x et des x

t y, le dernier plan etant le

plan meme de Fecliptique.

L equation lineaire qui existe entre les trois constantes U, V, W
fburnira le moyen de calculer le rapport v? (voir page 218), et, par

suite, les deux elements a et t. En effet, soit h la quantite dont la va-

leur numerique est donnee par la formule

h = Lesini&quot;= o, 000002 io552,

e etant la base des logarithmes hyperboliques, et la lettre L indi-

quant un logarithme decimal. Supposons encore que, les angles

etant exprimes en secondes sexagesimales, on nomme T un angle

auxiliaire determine par la formule

D,Ltang0
tangr^ 7-^

-
hD t

v

et faisons

=
COST

a = D^Lcoso 5, b D^Lsino g, rr=D,Ltang6 q,

a cos 9 b siny~
r tan0

on trouvera

3)1 Q) &amp;lt;3)H S)

(-} tan^a &amp;gt;

\ J I Irtllg O -

( v
_w/ tp

7

&amp;lt; et ^ ou 9&quot; et Q/ etant ce que deviennent $ et ^ quand se change

en t ou en /&quot;.

De plus, en supposant Tangle auxiliaire $ determine par la formule

p
-
-r 4- COt (rS 4- )D,5T jD,GJ,
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on trouvera encore

sin(r -4- &amp;lt;)

(8) tan^t. -^ -tang0.
. sin (9 -+- 8 H-

tf&amp;gt;)

A 1 aide des formules (2), (4), (6), (7) et (8), et de trois groupes

d observations, composes chacun de deux observations voisines, on

determinera aisement des valeurs approchees des elements i &amp;lt;&amp;gt;t .

On pourra ensuite obtenir pour ces memes elements des corrections

qui seront deja tres pen differentes des veritables, en appliquant la

methode lineaire aux formules donnees par Lagrange dans la Con-

naissance des Temps pour 1821, ou, ce qui revient au memc, 11 la for-

mule (19) de la page 424.

II. Sur les moyens d obtenir, avec line grande approximation,

lea elements d une orbite, a I aide de cinq observations.

Supposons quo, le centre du Soleil etant pris pour origine des cooV-

donnees, et le plan de 1 ecliptique pour plan des x, y, on compte les s

positives du cote du pole boreal; et soient, au bout du temps /,

x, y, z les coordonnees de 1 astre observe;

r la distance de cet astre au Soleil;

b le demi-parametre de 1 orbite decrite;

H le double de 1 aire decrite pendant 1 unite de temps par le rayon r;

U, V, W les projections algebriques de cette aire sur les plans coor-

donnes.

L equation du plan de 1 orbite sera

(i) Ux+Vy -^-Wz o.

Goncevons maintenant que, a I aide d un ou deux accents places au

bas de chaque variable, on designe la valeur que prend cette variable

quand on remplace / par t
t
ou par t

tt
. La formulc (i) continuera de

subsister quand on y remplacera x, y t
z par # , yf

,
z

t

ou par x i;
, y t/

,
z

tt
.
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et Ton aura, en consequence,

(
2

) xy, z
lt xyH z,+ x, y,, z x, yz,, + xn yz, x

a y,s = o.

On peut d ailleurs, comme on salt, arriver directement a cette equa

tion, en observant que le volume du tetraedre qui a pour aretes les

rayons vecteurs r, r ,
r

if
s evanouit, puisque 1 orbite est plane. Ajou-

tons que, dans la formule (2), x, y, z peuvent etre exprimes en fonc-

tion lineaire de la distance t de 1 astre a laTerre, les coefficients etant

des donnees de 1 observation; et, comme r, ^ sont d ailleurs lies entiv

eux par une equation connue du second degre, il en resulte que les

coordonnees x, y, z peuvent etre considerees comme fonctions de r.

Done aussi ces coordonnees peuvent etre considerees comme fonc

tions du temps et des trois elements desquels depend le rayon r,

savoir, du grand axe, de 1 epoque du passage de 1 astre au perihelie

et de 1 excentricite. Done, en supposant deja connues des valeurs

approchees de ces trois elements, on pourra les corriger separement

a 1 aide de la methode lineaire appliquee a la formule (2) et de cinq

observations.

Remarquons maintenant que, si aux trois variables x, y, z on joint

la variable r b, on pourra etablir, entrc cette quatrieme variable et

deux quelconques des trois autres, une equation lineaire qui, comme

la formule (i), ne renfermera pas de terme constant. Done la for

mule (2) continuera de subsister si Ton y remplace les trois valeurs

de 1 une des coordonnees par les trois valeurs correspondantes de

r b. On aura, par exemple,

on, ce qui revient an meme,

( 4 ) b
(x y ~ x

y&amp;lt;}
r

D ailleurs, comme nous Favons dit, x, y, z peuvent etre exprimes en
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fonction lineaire tie la distance i de 1 astre a la Terre, les coefficients

etant des donnees de 1 observation. Effectivement, si Ton conserve les

notations adoptees dans le I, on aura

(5) x = R COSGT t coscp cos#, y = /?siim -+- t coso cos0, z =

D autre part, de 1 equation (i), jointe aux formules (4), on tirera

( U cos 04- V sin ) cos -f- JJ
7
si n

( 6 )
t = /f - !

Entin, les aires U, V, TFsont liees aux elements a, i, b par les for

mules
7 IF sin tang t, F= - J^Fcosa tangt,

K etant la force attractive du Soleil; et, en consequence, la for-

mule (6) donne

sin cot i sin(o )

-Tm(v-*i
-

Done t et, par suite, x, y, z peuvent etre consideres comme des fonc-

tions des elements a, i et des donnees de 1 observation. Enfin, on peut

en dire autant du rayon r determine par la formule

/ =

Cela pose, il est clair que, en supposant deja connues des valeurs

approchees des trois elements i, a, b, ou meme seulement des deux

elements t et
a&amp;gt;

on pourra les corriger immediatement a 1 aide de la

methode lineaire appliquee a la formule (2) ou (4), et de cinq obser

vations.
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390.

ASTRONOMIE. - -

Rapport sur un Memoire de M. DE GASPARIS, relatif a

deux equations qui donnent la longitude du ~no3ud et I inclinaison de

I orbile d un astre, a I aide d observations geocentriques convenable-

rnent combinees.

C. R., T. XXV, p. 797 (29 novembre 1847).

L Academie nous a charges, MM. Sturm, Liouvillo et moi, de lui

rendre compte d un Memoire de M. de Gasparis, sur la determination

du plan de 1 orbite d un astre, a 1 aide d observations geocentriques.

La methode que 1 autcur propose pour resoudre ce probleme a beau-

coup d analogie avec celle que Lagrange a donnee dans la Connais-

sance des Temps pour 1 annee 1821; ct par suite, pour faire com-

prendre ce qu il y a de ncuf dans le travail de M. de Gasparis, il sera

utile de rappeler d abord en peu de mots la solution de Lagrange.
Les deux inconnues dont Lagrange commence par rechercher les

valeurs sont : 1 inclinaison de 1 orbitc de 1 astre observe et la longi

tude du no3ud ascendant, ou plutot deux quantites respectivement

egales aux produits qu on obtient quand on multiplie la tangcntc

de 1 inclinaison par les sinus et cosinus de la longitude du noeud.

Lagrange fait voir qu on peut exprimer facilement, en fonction di

ces inconnues et des donnees fournies par deux observations, I airc

du triangle forme par les deux rayons vecteurs menes du Soleil a

1 astre observe, ainsi que la projection de cette aire sur le plan de

1 ecliptique. En effet, cette projection se trouve representee par une

fraction rationnelle dont le numerateur et le denominateur, exprimes
en fonction de ces inconnues, sont 1 un du premier, Fautre du second

degre. De plus, lorsque les deux observations dont il s agit sont voi-

sines 1 une de 1 autre, 1 aire du triangle forme par les deux rayons

vecteurs se confond sensiblement avec 1 aire du secteur compris entre

les memes rayons; et, comme le montre Lagrange, le rapport de ces
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deux aires sera tres voisin de 1 unite, la difference etant une quan-

tite tres petite du second ordre, si les differences entre les quantites

correspondantes aux deux observations sont considerees comme tres

petites du premier ordre. Done, en negligeant les quantites du second

ordre, on pourra representer le secteur lui-meme par la fraction ration-

nelle dont nous avons parle.

D autre part, en vertu d une loi de Kepler, le secteur compris entre

les deux rayons vecteurs menes du Soleil a 1 astre que Ton considere

aux epoques des deux observations donnees est le produit d une con-

stante par 1 intervalle de temps compris entre les deux epoques. Done

un systeme de deux observations voisines permet d exprimer cette

constante par une fraction du genre de celle que nous avons indi-

quee; done trois systemes composes chacun de deux observations

voisines fourniront, pour la meme constante, trois valeurs qui, ega-

lees entre elles, produiront deux equations entre les deux inconnucs.

II est d ailleurs aise de s assurer que, en eliminant une dcs incon-

nues, on arrive a une equation finale du septieme degre.

Comme on le voit, la methode suppose que les interfiles de temps

compris entre la premiere et la seconde observation, entre la troisieme

et la quatrieme, entre la cinquieme ct la sixieme sont tres petits. Mais,

d ailleurs, comme Lagrange a soin de le remarquer, les intervalles de

temps compris entre la seconde et la troisieme, et entre la quatrieme

et la cinquieme, pourront etre quelconques; et il est meme avanta-

geux de les prendre les plus grands que Ton peut, afin que les trois

equations soient le plus differentes qu il est possible.

Pour passer de la methode de Lagrange a la methode de M. de Gas-

paris, il suffit de supposer que les deux derniers intervalles sc reduisent

a zero, c est-a-dire que la troisieme observation ne differe pas de la

seconde, ni la cinquieme de la quatrienie. Alors, les six observations

etant reduites a quatre, les trois fractions que Ton egale entre elles

deux a deux fournissent deux equations, dont chacune se simplifie,

attendu que les denominateurs de ces fractions offrent des facteurs

communs qui peuvent etre supprimes sans inconvenient. Apres cette
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suppression, on obtient seulement deux equations du second degre

entre les deux inconnues; et par suite 1 equation finale, produite

par FElimination, s abaisse au quatrieme degre.

On serait, au premier abord, tente de eroire que la remarqne de

Lagrange, ci-clessus rappelee, est un motif suffisant de repousser la

solution de M. de Gasparis; et, dans la realite, cette solution, plus

taeile a obtenir, sera ccrtainement moins exacte. II arrivera meme

assez souvent que beaucoup d incertitude regnera sur les resultats

du calcul applique a quatre observations consecutives. Mais rien

n empeche de tirer 1 equation du quatrieme degre d une elimination

operee entre les equations qui correspondent a deux groupes com

poses chacun de trois observations voisines; et, par consequent, il

etait utile de remarqucr la simplification et 1 abaissement dc 1 equa
tion que fournit un semblable groupe. Fondes sur ces considerations,

les Commissaires proposent a 1 Academie de voter des rcmerciments a

1 auteur du Memoire.

391.

AsTRONOMIE. Note sur 1 abaissement que I on pent faire subir an degre

de L equation donnee par Lagrange dans la Connaissance des Temps

pour I annee 1821.

C. R., T. XXVI, p. &amp;gt;.- do Janvier i8{8).

Le Memoire lu par Lagrange a 1 Academie de Berlin le 24 tevrier 1 780,

puis insere dans les Ephemerides de Berlin de f783, et plus tard dans la

Connaissance des Temps pour I annee 1821, red u it la determination du

plan de Porbite d un astro a une equation du septieme degre, dont

1 emploi exige la Connaissance de trois couples d observations, qui,

prises deux a deux, soicnt tres voisines 1 une de 1 autre. // scmhle, dit

Lagrange dans ce Memoire, que le septieme degre soil une limite au-des-

sous de laquelle il ne soil pas possible de rabaisser le probleme dont il

OF.uvres ,te C. S. I, t. X. 57
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s agit; et pourtant, une circonstance assez singuliere, c est que 1 une

des deux equations qui suggerait cette reflexion a Lagrange, 1 equa-

tion meme a laquelle il parvient dans le Memoire de 1780, peut etre

abaissee du septieme degre au sixieme. Cette remarque ne paraitra

peut-etre pas sans importance, surtout si Ton considere que les limites

des racines d une equation du sixieme degre sont, comme 1 a prouve

M. Corancez, donnees par tine equation du quatrieme, c est-a-dire par

une equation que Ton sait resoudre algebriquement. Ajoutons que

Fequation du sixieme degre peut etre aisement formee, commc on le

verra dans eette Note, et que, si les observations comprises dans un

meme groupe deviennent infmiment voisines, ellerenfermera unique-

ment, avec la longitude et la latitude geocentriques de 1 astre observe,

leurs derivees du premier ordrc. 11 est d ailleurs evident que, si aux

trois groupes d observations donnees on ajoute un quatrieme groupe,

on pourra former deux equations semblables du sixieme degre, aux-

quelles devra satistaire la meme inconnue, qui sera la racine com

mune aux deux equations dont il s agit.

ANALYSE.

Conservons les notations adoptees dans la seance du i5 novembre,

et nommons C le double de 1 aire decrite dans 1 unite de temps par le

rayon vecteur mene du Soleil a la Terre. On aura

tD =
( f/coso -+- Fsino) cos^ -+- IF sin 9, V&amp;gt;

- t^cosw H- Fsiriw.

Posons d ailleurs

V) _ U cos 9 -+- F si n o

A/? 2

= -

, OIL, X seront des fonctions entieres et lineaires dc L\ V, les coeffi

cients etant des donnees dc 1 observation, et 1 equation fondamen-
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tale de laquelle part Lagrange donnera

\ /
~

&quot;Y~ jT7
&quot;

(Concevons maintenant que le temps / soit remplace successivement

par t , t&quot;, et posons A/ = t /, A^ = t&quot; t , A 2
/ = A? A/. On tirera

de la form tile (i)

( 2 ) C-r=^= +W A Ob A 2 Ob

et, par suite, si Ton pose, pour abreger,

{&amp;gt;

(
A01L A 2 Ob A0L A 2 Oft

)
r 2

-f-
(
3b A 2

-OIL D1L A 2 Jb
) A^2

-f- (
OIL A Ob Ob AD1L

)
A 2

-

2
,

on a

&
(
AD1L A 2 Ob A Ob A 2 Oil

)

=
( A(

2 A 2 01t A31L- A 2
-

2
(
A (

2 A 2 Ob A0 A 2
.

2
.

Or cette derniere equation sera homogene et du sixieme degre, en U

et F, et determinera immediatement le rapport -^
- -

tang.

392.

AsiRONOMIE. -- Memoire sur quelques proprietes remarqnobles des fonc-

twns interpolaires, el sur le parti f/u on en pent tirerpour une determi

nation sure el facile des elements de I orbite d une planete ou d une

comete.
C. R., T. XXVI, p. 29 ( 10 Janvier 1848).

Dans les methodcs generalement employees pour la determination

de I orbite d un astre, on ne sait jamais a priori quel sera le degre
d approximation que presenteront les valeurs calculees des elements

de cette orbite, et meme, lorsque le calcul est acheve, on ne pcut

ordinairement se former une idee precise de Texactitude de la solu-
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tion obtenue, avant d avoir soumis cette solution a de nouvelles

epreuves, ot avant d avoir deduit d observations assez nombrcuses,

a 1 aide dc la methode lineaire, les corrections des elements. Ce serait

done rendre service aux astronomes que d etablir une methode qui

indiquat elle-memc le degre de precision des resultats qu elle four-

nirait, de maniere a ne point exposer ceux qui voudraient la suivre

ii faire des calculs inutiles. Quelques proprietes remarquables des

fonotions interpolaires permettcnt d atteindre cc but. Entrons, a ce

sujet, dans quelques details.

Les elements de 1 orbite d un astre etant au nombre de six, il est

necessaire, pour les determiner, d etablir entre ces elements au moins

six equations. D aillcurs, trois valours donnees de deux fonctions de

ces elements et du temps, par exemple de la longitude ct de la lati

tude geocentriqucs de 1 astre, suffiront a fburnir six equations de

cette espece. Done la solution du probleme pourra se deduire de trois

observations completes. Mais la solution ainsi trouvee nc sera pas

unique : deux orbites dilferentes peuvent repondre au systeme de

trois observations donnees, et par suite, dans le cas general, pour
determiner sans aucune incertitude tous les elements de 1 orbite d un

astre, il sera necessaire de connaitre au moins quatre observations.

11 est bon d observer que, etant donnees trois valours d une

variable, par exemple de la longitude geocentrique, considercc

comme fbnction du temps t, on pourra en deduire immediatement

des valeurs de fonctions interpolaires du premier et du second ordre.

Une quatrieme valour dc la fonction principale permettrait de cal-

culcr en outre une valour particuliere d une fonction interpolaire du

troisieme ordre; et, si Jcs observations donnees sc rapproclient inde-

tiniment, les fonctions interpolaires du premier, du second, du troi

sieme ordre, . . . se transformeront en derivees de ces mernes ordres

divisees par les produits i, 1.2, 1.2. 3, Done, afin de pouvoir,

sans aucune incertitude, determiner les elements de 1 orbite d un

astre, il sera necessaire dc connaitre, pour une epoque donnee, avec

la longitude el la latitude geocentriques, leurs derivees du premier,
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du second et du troisieme ordre. L Analyse mathematique conduit a

la meme conclusion, en faisant voir que ces trois especes de derivees

entrent dans les formules exactcs qui resolvent le probleme en le

reduisant a la resolution d une equation du premier degre (voir la

seance du 27 decembre 1847), en supposant connues pour chaque

epoque, avec la longitude et la latitude geocentriques de 1 astre

observe, leurs derivees du premier et du second ordre seulement.

La precision des resultats deduits des formules exactes que nous

venons de rappeler dependra du degre d approximation avec lequel

on obtiendra les derivees du premier et du second ordre des longi

tude et latitude geocentriques. On determine ordinairement ces deri

vees a 1 aide de certaincs formules d interpolation, parmi lesquelles

on doit distinguer celles que Lagrange et Laplace ont donnecs. Mais

ces dernieres formules etant seulement des equations approximatives

qui proviennent de Tomission de termes dont la valour est inconnue

a priori, j
ai du rechercher s il ne serait pas possible de les remplacer

par des formules plus rigoureuses, qui indiquassent elles-memes le

degre d approximation des resultats du calcul. Mes recherches m ont

effectivement conduit a des formules nouvelles, dont on peut donner

tine idee tres juste en disant qu elles sont, par rapport a la formule

d interpolation de Laplace, ce qu cst, par rapport a la formule de

Taylor, 1 equation finie, substitute a celle-ci par Lagrange, dans la

theorie des fonctions analytiques. Mes nouvelles formules decom-

posent une derivee d un ordre quelconque en deux parlies, dont

la premiere s exprime rigourcusement a 1 aide de fonctions interpo-

laires du memo ordre et des ordres superieurs, jusqu a 1 ordre
/&amp;gt;;

la

seconde partie etant le produit d un certain facteur compris entrc

certaines limites par une quantite moyenne entre les diverses valeurs

que peut acquerir, dans rintervalle de temps compris entrc les obser

vations extremes, la fonction derivee de 1 ordre n-\-i. Par suite, on

pourra decomposer une derivee d un ordre quelconque m en deux

parties, dont la premiere renfermera deux fonctions interpolates,

1 une de ce meme ordre, 1 autre de I ordre m -+- 1 immediatement
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superieur; la seconde partie etant le produit d un facteur compris

entre certaines limites par unc valeur moyenne de la derivee de

1 ordre m -h 2. De plus, la premiere partie se trouvera reduite a une

seule fonction interpolaire de 1 ordre m, c est-a-dire a une fonction

interpolate formee avec m -h 1 valeurs differentes de la fonction

principale, si a ces valeurs correspondent m -hi valeurs de /, dont

la moyenne arithmetique soit exactement 1 epoque pour laquelle on

veut calculer la valeur de la derivee de 1 ordre m.

J ajouterai que, si les diverses valeurs de la fonction principale sont

fournies par des observations desquelles puisse resulter, pour cha-

cune de ces valeurs, une erreur representee, au signe pres, par le

nombre , 1 erreur maximum dont pourra etre affectee la fonction in

terpolaire de 1 ordre m, deduite de m -h i valeurs particulieres don-

nees de la fonction principale, sera 1 erreur qu on obtiendra en sup-

posant qu a ces valeurs particulieres, rangees dans 1 ordre des temps,

on substitue des quantites alternativement positives et negatives,

mais toutes egales, abstraction faite du signe, au nombre o.

Je remarquerai cnfin que, en vertu d un theoreme rappele dans le

Memoire du i(3 novembre 1840 ( ), une fonction interpolaire de

1 ordre in, deduite de m -+- i observations donnees, sera toujours le

quotient qu on obtiendra en divisant par le produit i . 2 . . . m une va

leur moyenne de la fonction derivee de 1 ordre m, c est-a-dire une va

leur que prendra cette derivee pour une epoque moyenne entre celles

&amp;lt;lrs observations extremes.

Ces principes nous permettent de tirer, des formules exactes ci-

dessus mentionnees, des valeurs approchees des elements d une or-

bite, de maniere a nous former une juste idee du degre d approxima-

tion obtenu.

Veut-on, par exemple, deduire les elements de I orbite des for

mules (7) et (8) du Memoire lu a la seance du 27 decembre 1847 (
2

),

(!) OEuvrc.-! de Cfiucliy, S. I, T. IV, p. 43 1.

(
J
) Ibid., S. 1, T. X, p. 443-444-
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il faudra connaitre, pour deux epoques differentes, la longitude et la

latitude geocentriques de 1 astre observe, avec leurs derivees du pre

mier et du second ordre; et par suite quatre observations au moins

sont necessaires, les trois premieres observations pouvant etre em

ployees quand il s agira de la premiere epoque, et les trois dernieres

observations quand il s agira de la seconde epoque. Considerons, en

particulier, les trois observations qui serviront a determiner les va-

leurs des inconnues correspondantes a la premiere epoque. DCS trois

inconnues qui representeront la longitude geocentrique, sa derivee

du premier ordre et sa derivee du second ordre, la derniere, ou la

derivee du second ordre, etant celle dont la valour sera generalement

la moins exacte, sera aussi celle qu il conviendra de determiner avec

une plus grande precision. D ailleurs, cette derivee aura pour valeur

approchee une fonction interpolaire du second ordre, deduite des

trois premieres observations. Ajoutons que la difference de cette va

leur approchee a la valeur veritable sera proportionnelle a une valeur

moyenne de la derivee du quatrieme ordre seulement, si Ton choisit

pour premiere epoque la moyenne arithmetique entre les epoques des

trois observations. Remarquons enfin que, 1 intervalle des deux obser

vations extremes restant le meme, 1 influence des -erreurs d observa-

tion sur la valeur de la fonction interpolaire sera la moindre possible,

si 1 observation intermediaire est separee des deux autres par des in-

tervalles sensiblement egaux. Adoptons ces hypotheses, et nommons

i 1 intervalle de temps qui separera la seconde observation de chacune

des deux autres. L erreur que Ton commettra en prenant pour valeur

de la fonction derivee du second ordre la valeur de la fonction inter

polaire du second ordre, tiree des trois observations, se composera de

deux parties proportionnelles, 1 une au carre de z, 1 autre au carre

de T les coefficients de i2 et de
t etant, d une part, 20, d autre part,

I

une valeur moyenne / de la fonction derivee du quatrieme ordre; et

1 erreur totale, divisee par 24, sera la plus petite possible, lorsque ces

deux parties seront egales, abstraction faite du signe. Cette egalite
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fournira un moyen simple cle determination pour la valeur qu il con-

vinulra d attribucr a 1 intervalle i. En effet, on peut d abord, de cinq,

six, sept observations... eloignees les unes des autres, deduire les va-

leurs de fonctions interpolaires du premier, du second, du troisieme

rf du quatrieme ordre; et celles-ci represented precisement des va-

leurs moyennes des derivees des memes ordres, respectivement divi

sors par les nombres i, .2, 6, 24, ou du moins ces valeurs moyennes
affectees d errcurs tres petites, qui sont produites par les observa

tions, et dont les limites sont connucs. On connaitra done une valeur

approcbee de /, et il n est meme pas necessatre qu ici Fapproximation

soit considerable; car, pour remplir la condition indiquee, i devra

etre reciproquement proportionnel a la racine quatrieme de /; et par

suite, la valeur de 1 intervalle ne sera pas diminuee ou augmenlee
d un cinquieme, si / est double ou reduit a la moitie de sa valeur.

La valeur de i etant calculee comme on vient de le dire, pour le cas

ou la fonction principale se reduit a la longitude geocentrique, on

choisira trois observations de maniere quo la premiere et la troisieme

soient separees de la seconde par des intervalles de temps egaux a /,

ou du moins par des intervalles aussi rapprocbes de i qu il sera pos

sible; et alors nos formulcs fourniront avec la longitude et la latitude

geocentriques leurs derivees du premier et du second ordre relatives

a une premiere epoque, qui sera la moyenne arithmetique entre les

epoques des trois observations, ou du moins ellcs fourniront les

valeurs approchees dc ces inconnues avec un degre d approximation

indiqut3 par le calcul meme.

Les valeurs des memes inconnues, correspondantcs a une seconde

epoque, se deduiront par le meme procede, ou d une quatrieme obser

vation jointe a deux des trois premieres, ou mieux encore de trois

observations nouvelles; et alors les formules (7), (8) du Memoire du

27 decembrc fourniront le moyen de determiner immediatement 1 or-

l&amp;gt;i(e cle 1 astre observe.

On remarquera que, dans la methode precedente, on commence par

fixer 1 intervalle de temps qui doit separer 1 une de 1 autre deux obser-
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vations admiscs a concourir a la determination d une orbite. Gette

fixation dispense souvent le calculateur de travaux inutiles, qu il se

verrait a regret force de refaire en entier avec des donnees differentes

de celles qui servaient de base a un premier calcul.

En effet, les erreurs qui affectent les inconnues dont il s agit d ob-

tenir ici les valeurs proviennent, les unes des inexactitudes des obser

vations, les autres de 1 inexactitude des formules que Ton emploie. De

ces deux sortes d erreurs, les premieres augmentent quand on rap-

proche, et les dernieres quand on eloigne les observations. II y avait

done ici lieu de chercher a quelle distance deux observations consecu-

tives doivent etre placees pour que 1 erreur totale a craindre soit un

minimum. Les avantages qui resultent evidemment de la solution de

ce dernier probleme me permettent d esperer un accueil favorable des

astronomes pour ce nouveau travail que leur bienveillance m a encou

rage a poursuivre, et que je me propose de reproduire avec de plus

amples developpements dans mes Exercices d Analyse et de Physique

malhematique.

J ajouterai qu on peut encore obtenir une determination tres simple

des elements de 1 orbite d un astre, en appliquant les principes ci-

dessus exposes aux formules donnees par Lagrange dans le Memoire

de 1780, ou plutot aux equations dans lesquelles se transforment ces

formules, quand les observations voisines se rapprochent indefini-

ment. C est, au reste, ce que j expliquerai plus en detail dans un autiv

article.

393.

ASTRONOMIE. -- Formules pour la determination des orbites des planeles

et des cometes.

C. R., T. XXVI, p. 57 (17 Janvier 1848).

Pour
(

obtenir une determination tres rapide et meme tres exacte

des elements de 1 orbite d un astre, il suffit d appliquer les principles

OEuvres de C. S. I, t. X. 58
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exposes dans la precedente seance aux formules donnees par Lagrange

dans le Memoire de 1780, ou plutot aux equations clans lesquelles se

transforment ces formules, quand les observations voisines se rappro-

chcnt indefmiment. On peut d ailleurs resoudre aisement ces der-

nieres equations, quand on commence par determiner approximativc-

ment les inconnues, a 1 aide de 1 equation lineaire qui existe entre les

trois projections algebriques de 1 aire que decrit le rayon vecteur

mene du Soleil a I astre observe (voiria. seance du 27 decembre 1847).

Alors les seules quantites qui entreront dans le calcul seront des va-

leurs particulieres de ccrtaines variables et de leurs derivees du pre

mier ordre. D ailleurs, ces valeurs particulieres pourront se deduire

de quatre observations de 1 astrc, jointes aux formules tres simples

que je vais indiquer.

ANALYSE.

Soient /,, /.,, t 3 , ... diverses valeurs particulieres attributes au

temps /; soit, de plus, 9 f(/) une fonction continue du temps /, et

posons

t. t

Alors f(^,^,), f(/,/,,/o), ... seront cc que M. Ampere a nomme des

fonctions interpolates des divers ordres, issues les unes des autres, et

Ton aura

I

(I) = f(^) -r- (t
-

f,) f(f,, t t ) + (t
--t

t ) (t
- t s ) t(t, t l9 t,

Alors aussi les quantites

1 (t, t it t%,
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seront celles que Laplace a dcsignees par

(3)

Entin, les fonctions

(4) f(M), f(M, 0&amp;gt; f(M,M), ...

se reduiront respectivement aux suivantes :

(5) f (0,
5 HO, ^3^(0, ;

et chacune des fonctions interpolaires comprises dans la premiere, la

deuxieme, la troisieme, ... ligne horizontale du Tableau (2) ou (3)
sera une valeur moyenne du premier, du second, du troisieme, . . .

terme de la suite (4) ou (5), c est-a-dire une valeur de ce tcrme cor-

respondante a une valeur du temps t, comprise entre la plus petite et

la plus grande de celles qui concourent a la formation de la fonction

interpolaire. Done, si Ton connaitm valeurs particulieres de la fonc

tion f(/) correspondantes a des valeurs de t comprises entre certaines

limites, la formation des fonctions interpolaires fournira immediate-

men t m i valeurs particulieres de f(0 m ~ 2 valeurs particulieres

de
|f&quot;(0 correspondantes a des valeurs de t toujours renfermees

entre les limites dont il s agit. II y a plus : je demontre que, dans le

cas ou la suite (4) est rapidement decroissante, et ou les temps t
t , i.2 ,

t
3 , . . . , ranges suivant leur ordre de grandeur, ne sont pas tres diffe-

rents les uns des autres, les fonctions interpolaires

(6) f(*i,M, f( 1,^,^3), f(t lf t,,t 3 , t,}, ...

represented a tres peu pres les valeurs des termes de la suite (5) cor

respondantes aux valeurs de t, exprimees par les rapports

-- -, 3 f, -i- f s 4-
(7)

-~- -
5
---

7
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On tire de la formula (i)

(8)
f (0 = f( i,

Si, dans ces dernieres formules, on suppose t ---2
, alors, en fai

sant, pour abreger,

on trouvera

(9)

(

Si, dans une premiere approximation, on neglige les termes i*k,

on aura simplement

(n) f,(0 = ;
t 2 t)

et les erreurs commises, en vertu de la substitution des formules (10)

aux formules (9), seront representees par les valeurs numeriques des

produits
i*k, PL

Mais, lorsque la suite (4) ou (5) sera une suite rapidement decrois-

sante, on pourra, comme on 1 a vu, calculer approximativement di-

verses valeurs particulieres des fonctions f (0 ^ (0 correspondantes

a diverses valeurs de t. Done alors aussi on connaitra des valeurs

approchees des coefficients k, /, qui seront sensiblement egaux aux

valeurs de f (/) et de
^f&quot;(0 correspondantes a la valeur de t repre-

4 ti -+- t,
sentee par le rapport

-=

Dans 1 application des formules precedentes a 1 Astronomie, f(^)

pourra representer, par exemple, la longitude ou la latitude geocen-

f rique de 1 astre observe. Supposons, pour fixer les idees, que qp
=

f(/)
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represente la longitude geocentrique. Alors, des deux fonctions f(/),

f (0 la seconde sera celle dont les valeurs particulieres, tirees des

observations, scront generalement moins exactes, et par consequent

celle qu il conviendra de determiner avec une plus grande precision.

D ailleurs, si 1 on nomme
&amp;lt;J\,

1 erreur qui peut resulter, pour une va-

leur particuliere de f(t) t de 1 inexactitude des observations, le second

membre de la formule (n) pourra etre, pour cette raison, affecte

d une erreur represented, au signc pres, par le rapport
l = y

Done la somme des erreurs qui proviendront : i de 1 inexactitude de

la formule (i i), 2 de 1 inexactitude des observations, pourra s elever,

abstraction faite du signe, jusqu a la limite

Or cette somme deviendra un minimum, lorsque, la premiere erreur

etant la moitie de la seconde, 1 intervalle i verifiera la condition

Cette derniere equation determine la valeur qu il convient d assigner

a 1 intervalle 2.1 compris entre deux observations admises a concourir

a la determination du plan de 1 orbite d un astre. Si Ton veut, par

exemple, appliquer la formule (12) a la planete Hebe, en partant ties

observations faites dans le mois de juillet 1847, on trouvera pour va

leur moyenne de /, un nombre peu different de o,o5; et par suite la

formule (12) donnera

Si, pour fixer les idees, on prend =
4&quot;

n &ura i 3j ,4 environ.

Done alors i devra etr de 3 a 4 jours, et 1 intervalle 21 compris entre

deux observations consecutives, de 6 a 8 jours, s il est possible.

Nous remarquons en finissant que, dans les valeurs de f(^), f(0

fournies par les formules (10) et (n), on pourra, si 1 on veut, corriger
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approximativcment les erreurs produiles par 1 inexactitude cle ces for-

mulcs, puisqu on connaitra les valeurs approchees des produits i*k,

i -l. Mais il n en sera pas de meme des erreurs produites par 1 inexacti

tude des observations. On connaitra seulement les limites probables

do ces dernieres erreurs; mais leur signe restera inconnudans ce pre

mier calcul.

Remarquons encore que, si a la somme des erreurs provenant des

deux causes ci-dessus indiquees on substituait la somme des carres de

ces erreurs, on obtiendrait, a la place de la formule (i3), la suivante

de laquelle on deduirait une valeur de i pen ditferente de celle que

tourn it 1 equation (12).

394.

OPTIQUE. Note sur la lumiere reflechie par la surface d un corps opaque,

et specialement d un metal.

C. R., T. XXVI, p. 86 (17 Janvier 1848).

Coricevons que Ton fasse tomber un rayon lumineux sur la surface

d un corps opaque, mais isophane, par exemplc d un metal, et nom-

mons T Tangle d incidence forme par le rayon lumineux avec la nor-

male a la surface reflechissante. Soient d ailleurs 0, deux constantes

tellement choisics, que les deux produits

0cose, sine

represented, sous 1 incidencc perpendiculaire, d une part 1 indice de

refraction, d autre part le coefficient d extinction. Les formules que

j
ai donnees dans les Comptes rcndus de i836 et de 1889 pour la

reflexion de la lumiere a la surface des metaux se deduiront, comme
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je 1 ai dit, des equations de condition placees sous les numeros (24)

et (25) dans la 7
e livraison des Nouveaax Exercices de Mathema-

tiques (p. 208), et rappelees dans le Tome VIII des Comptes rendus

(P- 97o)O-
En partant de ces equations de condition, et en representant 1 in-

tensite de la lumiere par I
2 ou par J

2
, suivant que le rayon incident

est polarise perpcndiculairement an plan d incidence ou parallele-

ment a ce plan, on trouve, sous { incidence perpendiculaire,

(i) P:=J= tang A|,-
4

la valcur de f

j etant donnee par la formule

(2) cot^ = coss sin(2 arctang),

et, sous 1 incidence oblique,

(3) P

les valeurs de
cp, ^ etant determinees par les formules

(coto

= cos(2 u) sin( 2 arc tang K -
)&amp;gt;

V
D 2

COST/
,

j
. / COST\

i col% = cosu sin ( 2 arctang yy- j,

dans lesquelies on a

/ sinr\ /si
(5) cot(2j e)=:cotcos 2arctang -

j.
^

\ / \S1I12-J/

Si le rayon incident est polarise suivant un plan quelconque, il

pourra du moins etre decompose en deux autres rayons polarises, Tun

suivant le plan d incidence, 1 autre perpendiculairement a ce plan,

par consequent en deux rayons dont les intensites respectives seront

fournies par les equations (i) ou (3). Si, d ailleurs, on suppose ces

deux rayons doues, avant la reflexion, de la polarisation rectiligne,

en sorte que leurs noeuds coincident, la reflexion operee par la sur-

(i) OEuvres de Cauchy, S. I, T. IV. p. 342.
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face metallique separera ces memes nceuds; et, si & represente, apres

la reflexion, la difference entre les phases des deux rayons dont il

s agit, on aura

(6) lang&amp;lt;5:= tang2co sinu,

Tangle o&amp;gt; etant determine par la formule

(7) tangw --
sinrlangr

Les formules qui precedent supposent connues les valeurs de et

de relatives a chaque metal. Pour determiner ces valeurs, il suffit de

considerer le cas particulier ou TangLe T se reduit a 1 incidence prin

cipals, designec par M. Brewster sous le nom de the maximum pola

rising angle. Alors Tangle est de 45, et les formules (6), (7)

donnent
71

4
:

Alors, aussi, Ton a

co 3 [J = sinr tangr.

II designant Tazimut de reflexion, c est-a-dire ce que devient Tazimut

du rayon reflechi, quand Tazimut du rayon incident est la moitie d un

angle droit; et Ton tire des formules (5)
i

/ sin 2 u \ ^

(8) tang(as u) = tangu COS(TT at), 1- - U.
\ SI 11 2 J

Les formules (8) permettent de calculer pour chaque metal le

coefficient d extinction ct Tindice de refraction. Comme jc Tai deja

remarque dans un autre Memoire, Tindice de refraction d un metal

est beaucoup plus petit qu on ne le supposait communement. Ainsi,

par excmple, on se disputait pour savoir si Tindice de refraction du

mercure etait
4&amp;gt;9

ou 5,8. Get indice est en realite 1,7, ou environ

trois fois plus petit qu on ne le croyait.

Comme, pour les divers metaux, le rapport ^ est peu considerable,

il en resulte quc, dans la refraction sur un metal, les formules (5)

donnent sensiblement
u = e, U = 0.
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Par suite aussi, le coefficient d extinction et 1 indicc de refraction

n eprouvent que des variations peu sensibles, quand le rayon inci

dent s ecarte de la normale a la surface reflechissante, et les for-

mules (4) peuvent etre, dans une premiere approximation, rempla-

cees par les suivantes :

/ i \
L colo = coss sin 2 arc tang-^ ,

V 0COST/
(9)

\

\
. ( COST\

f coty == coss sin 2 arc lang
\ \ )

Les formules (9), appliquees a 1 acier, depuis 1 = jusqu a 7 = 75,
m ont donne, a moins d un centieme pres, les memes resultats que les

formules (4); et ces resultats se sont trouves d accord avec les expe

riences que M. Brewster a fait connaitre dans son Memoire de i833.

395.

ASTRONOMIE. --
Rapport sur divers Memoires de M. MICHAL, relatifs

a la determination des orbites desplanetes et des cometes.

C. R., T. XXVI, p. 88 (17 Janvier 1848).

L Academie nous a charges, MM. Sturm, Liouville et moi, de lui

rendre compte de divers Memoires de M. Michal, relatifs a la determi

nation de 1 orbite d une planete ou d une comete. Parmi les methodes

proposees par 1 auteur, les unes se rapportent a des cas particuliers,

par exemple au cas oil 1 excentricite de 1 orbite est tres petite, ou bien

encore au cas ou les observations donnees ont ete faites dans les con-

jonctions ou dans les oppositions. D autres, au contraire, se rap-

portent a une orbite quelconque. Entrons, a 1 egard de ces dernieres,

dans quelques details.

OEuvres de C. S. I, t. X. 5g
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L une des methodcs presentees par M. Michal, pour le cas d une

orbite quelconque, n est pas sans analogic avec cellc que M. de Gas-

paris ( )
a donnee dans un Memoire sur lequel nous avons fait un

Rapport a 1 Academie, par consequent avec la methode proposee par

Lagrange dans les Ephemerides de Berlin dc 1788, et reproduite dans

la Conjiaissance des Temps pour 1 annee 1821. Comme M. de Gasparis,

M. Michal a substitue a 1 equation du troisieme degre etablie par

Lagrange entre les deux constantes qui determinent le plan de 1 or-

bite, une equation du second degre. Mais, dans Fun des Memoires

de M. Michal, celle-ci renfermc, au lieu des longitude et latitude geo-

centriques fournies par deux couples d observations, qui, prises deux

a deux, sont supposees tres voisines, les longitude et latitude geocen-

triqucs fournies par une seule observation, avec leurs derivees du

premier et du second ordre. De plus, M. Michal a remarque que

1 equation finale, produite par I elimination de Tune des deux incon-

nues entre 1 equation trouvee et une seconde equation de meme forme,

s abaisse du quatrieme degre au troisieme. La raison en est que les

deux equations du second degre entre lesquelles I elimination s ef-

fectue ne renferment pas de terme constant. Done 1 equation finale

du quatrieme degre admettra une racine nulle, dont elle pourra etre

debarrassee immediatcment.

On sait que, pour la determination de 1 orbite d un astre, trois

observations suffiscnt a la rigueur. Si Ton en donne un plus grand

nombrc, la solution du probleme pourra naturellement etre reduite

a une equation du premier degre. C est aussi ce qu a trouve M. Michal.

II prouve, d ailleurs, qu on peut alors obtenir, entre les projections

de 1 aire decrite par le rayon vecteur mene de la Terre au Soleil, une

equation separee qui ne renferme que des derivees du premier et du

second ordre. Mais il ne faudrait pas croire que trois equations de

cette forme determinassent les trois projections dont il s agit. Elles

( ) Le premier des Memoires de M. Michal a et6 present^ a 1 Academie huit jours apres
le Memoire de M. de Gasparis.
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determinant seulement, et 1 un de nous, apres avoir obtenu la meme

equation vers la meme epoque, en faisait la remarque, le rapport de

celles de ces projections qui ne se mesurent pas dans le plan de 1 eclip-

tique.

En resume, les Commissaires penscnt que plusieurs des formules

presentees par M. Michal peuvent etre utilement employees dans la

determination des orbites des planetes et des cometes, et ils pro-

posent en consequence, a 1 Academic, de voter des remerciments a

1 auteur du Memoire.

396.

ASTRONOMIE. -- Formules pour la determination des orbites des planetes

et des cometes (suite).

C. R., T. XXVI, p. i33 (24 Janvier 1848).

J ai cherche dans la derniere seance la valeur qu il convient d assi-

gner a 1 intervalle compris entre deux observations admises a con-

courir a la determination de 1 orbite d un astre. Get intervallc une

fois trouve, il reste a savoir quelles seront les inconnues dont il con-

viendra de fixer d abord les valours. Or toutes les methodes employees

pour une premiere determination des inconnues introduisent dans

le calcul les derivees des variables, ou du moins leurs valeurs appro-

chees representees par des rapports dc differences relatives a de tres

petits accroissements du temps; et, comme ces derivees se calculent

avec d autant moins de precision qu elles sont d un ordre plus eleve,

il importe de faire en sorte que la solution du probleme depcnde uni-

quement, s il est possible, de formules qui nc renferment que des

derivees ou des differences du premier ordre. Cette condition est

remplie pour les formules que Lagrange a donnees dans le Memoire

de 1780, comme propres a fournir 1 inclinaison de 1 orbite de 1 astre

observe avec la longitude du noaud ascendant, a 1 aide de trois couples
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d observations qui, prises deux a deux, sont tres voisines 1 une de

1 autre. II est vrai que les formules de Lagrange sont seulement ap-

proximatives; mais on peut les convertir en formules rigoureuses en

supposant que deux observations voisines se rapprochent indefini-

ment. Alors la formule de laquelle Lagrange est parti se transforme

en une equation du second degre entre les trois projections alge-

briques de 1 aire decrite dans 1 unite de temps par le ravon vecteur

mene du Soleil a 1 astre que Ton considere. II est vrai encore que
relimination de deux inconnues entre trois equations semblables a

conduit Lagrange a une equation finale du septieme degre, qui,

comme je 1 ai fait voir, peut etre abaissee au sixieme. Mais on evite

la resolution de cette equation finale en resolvant simultanement

par la methode lineaire les trois equations qu elle remplacc, apres

avoir obtenu des valeurs approchees des trois inconnues a 1 aide de

1 equation lineaire qui existc entre elles. Alors on obtient, pour la

determination d une orbite quelconque, une methode simple et facile

qui donne immediatement avec une grande exactitude le demi-para-

metre et la position du plan de 1 orbite a 1 aide des donnees fournies

par quatre observations seulement.

ANALYSE.

Soient, au bout du temps /,

o, la longitude et la latitude geocentriques de 1 astre;

& la longitude heliocentrique de la Terre;

R la distance de la Terre au Soleil.

Soient encore

H le double de 1 aire decrite, dans 1 unite de temps, par le rayon vec

teur r mene de 1 astre au Soleil;

U, V, W les projections algebricjues de cette aire sur les plans des

coordonnees, le plan de 1 ecliptique etant pris pour plan des x, y\

C 1 aire decrite, dans 1 unite de temps, par le rayon R.
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Posons d ailleurs, pour abreger,

tan9

II), ^ = sin(ra II),

Jl

En rapprochant indefiniment deux observations voisines, on reduira

la formule de Lagrange a 1 equation

(i) (ptf H-V F+ TF)(^/+vF-h ^F C) =^.(7coscr+ Fsinro).

Trois equations semblables a celles-ci determineront les valeurs des

trois inconnues U, V, W. II est vrai que 1 elimination de W et de

W -- C fournirait une equation finale du sixiemc degre en
-^-

Mais,

au lieu de resoudre cette equation finale, on peut appliquer la me-

thode lineaire a la resolution simultanee des trois equations qui la

produisent, apres avoir determine les valeurs approchees des incon

nues a Taide de 1 equation lineaire qui existe entre elles. Si Ton pose,

pour abreger,
2U 0,1$. + COt (CT

la lettre 1 indiquant un logarithme hyperbolique, et 1 arc GT etant

exprime en parties du rayon pris pour unite, 1 equation lineaire dont

il s agit sera

Par suite, si Ton pose encore

, _ Accosts

A&amp;lt;, A^etant les accroissements de &amp;lt; et ^correspondants a 1 accrois-

sement A du temps l, on aura

U__ _F W-C &.S C
( ) \s\ \&amp;lt;P&amp;gt;

~
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Cetto derniere equation determine immediatement les premieres

valeurs approchees des trois inconnues U, V, W.

II est bon dc remarquer que 1 equation (i) peut etre immediate

ment fournie par I elimination de -c entre les deux formules

( t(/coso cos5 4- Fsino cosO -t- W&mO) = /?( UCQSTB -\- Fsincj),

i f/coso cosS-H Fsino cos3 + ( IF C) sinO=

r etant la distance de la Terre a 1 astre observe. D ailleurs, pour eta-

blir directement les equations (4), il suffit de determiner les cosinus

des angles que la direction du rayon t forme avec les moments lineaires

des vitesses absolue et apparente de cet astre, le centre du Soleil etant

pris pour origine des moments.

Les Exercices d Analyse et de Physique mathematique ofFriront de

plus amples developpements sur la formation et 1 application des

formules (i), (2), (3). Je rnontrerai en meme temps les rapports

qui existent entre ces formules et celles qui ont ete donnees par

d autres auteurs ou par moi-meme, specialement avec les formules

do MM. de Gasparis et Michal.

397.

ASTRONOMIE. - - Formules pour la determination des orbites des planeles

et des cometes (suite).

0. R., T. XXVI, p. i5y (3i Janvier 1848).

Les formules que j
ai mentionnees dans la seance du 24 Janvier

fournissent, comme je 1 ai dit, le moyen d obtenir avec une grande

exactitude le plan de 1 orbite d unc planetc ou d une comete, avec le

demi-parametre, a 1 aide des donnees fournies par quatre observa

tions. II reste a examiner quelle est la methode qu il convient de

suivrc, et quclles sont les formules qu il convient d employer, lorsque
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les observations donnees, ou du moins celles dont on so propose de

faire usage, sont au nombre de trois seulement.

Dans cette derniere hypothese, il parait utile de commencer par

fixer la distance de 1 astre observe au Soleil. Or, comme on le sait, la

valeur dc cette distance est fournie par une equation du septieme

degre, dans laquelle cntrcnt des derivees du premier et du second

ordre correspondantes a une certaine epoque. D aillcurs, le choix de

cette epoque n est pas, il s en faut de beaucoup, sans importance, et

de ce choix peut dependre tout le succes de 1 operation. En effet, le

degre d approximation avec lequel s obtiendra la distance cherchec

dependra surtout du degre d exactitude des derivees du second ordre.

D ailleurs, en vertu des principcs etablis dans la seance du 1 7 Janvier,

si Ton considere une quelconque des quantites variables comme fonc-

tion du temps /, la fonction interpolaire du second ordre correspon-

dante a trois observations donnees representera sensiblement la moitie

de la derivee du second ordre, non pour une valeur quelconque de t,

mais specialement pour celle qui est la moyenne arithmetique entre

les epoques des trois observations. C est done cette derniere valeur

de t qui devra etre choisie de preference, ct 1 epoquc qu elle indi-

quera sera celle pour laquelle on pourra esperer d obtenir avec une

exactitude suffisante la distance du Soleil a 1 astre observe. D ailleurs,

cette distance etant connue, les divers elements de 1 orbite pourront

etre determines approximativement, et corriges ensuite a 1 aide des

formulcs etablies dans la seance du ID novembre. Alors, les resultats

defmitifs du calcul etant deduits de la methode lineaire appliquee a

des formules qui ne renfermeront plus aucune derivee, le degre de

precision des elements trouves dependra uniquement du degre d exac

titude des trois observations employees.

Je ferai ici, en passant, quelques remarques qui ne seront pas sans

utilite.

II importe de rendre tres facile la formation et la resolution de

1 equation du septieme degre, dans laquelle 1 inconnue est la distance

de la Terre a 1 astre observe. On verra dans ce Memoire que Ton peut
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deduire immediatement cette equation fonclamentale de la seule con

sideration de la force centrifuge correspondante, non pas a la vitesse

absolue de 1 astre, mais a la vitesse apparente du point oil le rayon

vecteur mene de la Terre a 1 astre rencontre un plan parallele au plan

de 1 ecliptique. Si, d ailleurs, comme 1 a fait M. Binet, on applique a

1 equation trouvee le theoreme de Rolle, on obtiendra sans peine des

limites entre lesquelles tomberont les deux racines reelles et positives

propres a verifier cette equation, et, par suite, ces racines elles-

memes.

Dans une precedente seance, j
ai remarque que 1 equation finale,

a laquelle Lagrange est parvenu dans le Memoire de 1780, peut etre

abaissee du septieme degre au sixieme. Pour demontrer directement

la possibilite de cet abaissement, il suffit d observer que les equations

du deuxieme degre, entre lesquelles 1 elimination s effectue, peuvent

etre verifiees par deux systemes de valeurs des inconnues. II en re-

suite que 1 equation tinale du huitiemc degre, a laquelle on sera con

duit par 1 elimination, renfermera deux racines etrangeres a la ques

tion. Elle pourra done etre abaissee du huitieme degre au sixieme,

conformement a la remarque que je viens de rappeler.

ANALYSE.

I. Sur qaelques formules de Mecanique.

Considerons un point materiel A qui se meut librement dans 1 es-

pace, et soient, au bout du temps t,

x,y, - les coordonnecs de ce point par rapport a trois axes rectangu-

laires entre eux;

r la distance du meme point a 1 origine des coordonnees ;

w sa vitesse;

P la force acceleratrice appliquee au point dont il s agit.

Les projections algebriques de la vitesse w et de la force P sur les

axes des coordonnees seront respectivement

,
D ty, D^, \)}x, D,

2

/, Vjs.
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Cela pose, concevons d abord quo le point materiel se meuvc dans

u n plan parallele au plan des x,y, et nommons p le rayon do courbure

de la courbe decrite. On aura

et, si Ton suppose le rayon de courbure p mesure a partir de la courbe

decrite, les cosinus des angles formes par la direction de ce rayon

avec les demi-axes des x et y positives seront respectivement egaux

aux produits

Considerons maintenant le cas general oil le point materiel se meut

d une maniere quelconque dans 1 espace, et posons, dans ce cas,

Alors
[x,

v seront les tangentes trigonometriques des angles formes par

les projections du rayon vecteur sur les plans coordonnes des x, ; el

des y, z avec le demi-axe des z positives. Alors aussi les projections

algebriques D;a?, D^y, D~
c
z d&amp;lt;; la force acceleratrice P pourront el re

presentees sous les formes

/jiD/--h2l) l /uil) l5+I) /

2

/ji, vDfs + aD^yl),; + -l),
4
v, I);;.

Par suite, la force P pourra etre decomposer en deux autres Q, R,

dont la premiere, correspondante aux projections algebriques

sera dirigee suivant le rayon vecteur r, tandis que la seconde R, cor

respondante aux projections algebriques

21)^1)^-1-31)^, 2l),V 1)^ + 3 I);V, O,

sera comprise dans le plan mene par le point A parallelement au plan

des x, y. II y a plus : nommons ABC la trace de ce dernier plan sur le

rone qui a pour sommet 1 origine 0, et pour base la courbe decrite

OEuvres de C. S. I, t. X. Go
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par le point materiel. Soit d ailleurs a le point ou la droite OA ren

contre le plan mene parallelement au plan des x, y, mais a la dis

tance i, du cote des z positives, et nommons abc la trace de ce meme

plan sur le cone dont il s agit. La force R se decomposera elle-meme

en deux autres R , R&quot;, dont 1 une R , correspondante aux projections

algebriques
2 1)^1)^, 2 1), v I),.;,

sera dirigee suivant la tangente menee par le point A a la courbe ABC,

tandis que la force R , correspondante aux projections algebriques

sera le produit de z par la force S, correspondante aux projections

algebriques D^ ut., D;v, c est-a-dire par la force S alaquelle pourra etre

attribue le mouvement du point a suppose libre sur la courbe. abc.

Enfin, si Ton nomme r le rayon de courbure de la courbe abc, et la

vitesse du point a sur cette courbe, on aura

(2) * 2

--=(D,jj0
2
-f-(D,v)S

I)^D*v-I),vD^_ i

3
&quot; -

et les cosinus des angles formes par la direction des forces R&quot;, S avec

les deini-axes des x et y positives seront

Done, puisque les projections algebriques de la force R sur les axes

des x et y sont

on aura simplement
X 2

Rn L_
8

_n Z.
r

u2

.Mais represente precisement la force centrifuge due a la vitesse .

On peut done enoncer la proposition suivante, qu il est, au reste,

facile d etablir sans calcul.
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THEOREME. Supposons qu un point materiel A, dont les coordonnees

rectangulaires, rapportees a I origine 0, sont x, y, z, se meuve librement

dans I espace, en vertu d une cerlaine force acceleratrice P. Supposons

d aillears que deux plans paralleled au plan des x, y soient menes, 1, un

par le point A, iautre par le point a situe sur le rayon OA, a la distance i

du plan des x, y. En/in, soient ABC, abc les traces de ces deux plans sur

le cone que decrit la droite OA, et decomposons la force P en deux autres-

Q, R, dirigees, iune suivant le rayon vecteur OA, I aulre suivant une

droite comprise dans un plan perpendiculaire a I axe des z. Si I on pro-

jette la force R sur le rayon de courbure de la courbe ABC, le. rapport de

la projection a I ordonnee z sera represente, au signe prcs, par la force

centrifuge due a la vitesse apparente du point a sur la courbe abc, pour

un observateur place au point 0.

II. Sur Vequation fondamentale a I aide de laquelle se deterrninent

les distances d une planete ou d une comete a la Terre on au Soleil.

Conservons les notations adoptees dans la seance du 24 Janvier.

Soient d ailleurs K la force attractive du Soleil, mesuree a 1 unite de

distance, r la distance du centre du Soleil au centre ^1 dc Fastre ob

serve, et x, y, z les coordonnees du point A. L action du Soleil sur

Tastre observe aura pour projections algebriques sur les axes coor-

donnes

tandis que Faction du Soleil sur la Terre aura pour projections alge

briques
Kx Ky
R* R

x, y etant les coordonnees de la Terre. D ailleurs, les coordonnees

relatives

x x, yy, z

sont les projections algebriques de la distance i de la Terre a 1 astre

observe. Done, si Ton nomme P la resultante dc 1 attraction &amp;gt; et
v*l
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I

d une force egale mais directement opposee a 1 attraction T., et si

I on decompose la force P appliquee au point A en deux forces P , P&quot;

dirigees, 1 nne suivaul le rayon vecteur t, 1 autre suivant une droite

comprise dans un plan perpendiculaire a I axe des z, les projections

algebriques de la force P&quot; sur les axes coordonnes seront

/i
|V

D ailleurs, le mouvement apparent de 1 astre pour un observateur

place au centre de la Terre pourra etre attribue a la force P; et, si

Ton nomme ABC la trace du plan mene par le point A parallelemcnt
an plan des x, y sur le cone decrit par la droite OA, la projection de

la force P&quot; sur la normale a la courbe ABC devra etre egale, au simie

pres, a la force centrifuge due a la vitesse apparcnte du point A sur la

meme courbe. D autre part, le rayon de courbure de cette derniere

courbe sera egal, au signe pres, a

*

r ;,

la valeur de r etant celle que determinent les formulcs (2) et ( 3 ) du

I. Cela pose, le theoreme enonce dans le I fournira 1 equation

*=

la valeur de A etant determinee par la forrnule

_ _

A~ KU sinwD^fz coswD/v

dans laquelle on aura

Ajoutons que, si Ton nomme zf la force centrifuge due a la vitesse

apparentc du point A sur la courbe ABC, 1 equation (2) domiera sim-

plement

(3) (
_ KKcos(R,f)

fs\nd
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Ainsi la valeur tlu coefficient A se deduit immediatement de celle de

la force centrifuge f. D ailleurs, 1 equation (i) une fois etablie, il suffit

d en eliminer t a 1 aide de la formule

r-=. R- -r aRt cos (9 or) cos 9 -+- t 2
,

pour obtenir 1 equation qui determine la distance r.

398.

AsTRONOMlE. - - Formules pour la determination des orbites des planetes

et des cometes (suite).

C. R., T. XXVI, p. 236 (a i fcvrier iSjS .

Lorsqu on veut, a 1 aide de trois observations, determiner la dis

tance (Tune planete ou d une comete au Sole! I ou a la Terre, on

arrive, comme Ton sait, a une equation du septieme degre. Si d ail-

leurs on applique a 1 equation trouvee le theoreme de Rolle, en
|&amp;gt;re-

nant pour inconnue la distance de 1 astre observe a la Terre, on en

conclut, comme 1 a remarque M. Binct, quo 1 equation ne peut ad-

rnettre plus de quatre racines reelles, dont 1 une se reduit a zero. 3Iais

si, au lieu de prendre pour inconnue la distance a la Terre, on prend

pour inconnue la distance au Soleil, alors le calcul montre que 1 equa
tion obtenue ne peut offrir plus dc trois racines reelles et positives.

Ces trois racines sont toutes trois superieures a la perpendiculaire

abaissee du centre du Soleil sur le rayon vecteur mene du Soleil a la

Terre, et toutes trois inferieures a une certaine limite que fournit

immediatement 1 equation des forces vives. rj ailleurs 1 une de &amp;lt;&amp;lt;&amp;gt;

trois racines, etrangere a la question, sc redui t a la distance du Soleil a

la Terre; et, pour savoir si cette racine est ou n cst pas comprise entre

les deux autres, il suffit de consulter le signe d une certaine quantite

connue. Enfin, pour savoir si la distance de 1 astre observe au Soleil
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est inferieure on superieure a la distance du Soleil a la Terre, il suflit

de recourir a une belle remarque de Lambert, on, ce qui revient au

meme, il suffit d examiner dans quel sens est dirige le rayon de cour-

bure de la courbe suivant laquelle, dans le mouvement apparent de

1 astre, un plan parallele a celui de 1 ecliptique coupe le cone decrit

par le rayon vecteur mene de la Terre a 1 astre. En vertu de ces

remarques, les racines de 1 equation du septieme degre qui pourront

resoudre la question proposee se reduiront a deux, ou meme a une

seule, et Ton se trouvera ainsi ramene a la conclusion deduite par

M. Binet de la discussion geometrique de 1 equation qui determine

la distance de 1 astre a la Terre. Ajoutons que, si 1 astre observe est

une comete, la valour du grand axe determine par 1 equation des

forces vives devra etre tres considerable, et qu alors cette equation

f ournira un moyen tres simple, non seulement de reconnaitre la veri

table solution, mais aussi de corriger la valeur de la distance du Soleil

;i la Terre fournie par la premiere approximation.

Je ferai encore ici une remarque importante. Les deux equations

generates que j
ai donnees dans la seance du 27 decembre dernier

renferment seulement, avec le demi-parametre, les coordonnees de

1 astre observe et la distance de cet astre au Soleil. Or cette distance

se trouve liee par une equation du second degre a la distance de 1 astre

a la Terre, qui est la seule inconnue de laquelle dependent les coor

donnees de 1 astre. Enfin, si, 1 astre observe etant une comete, on le

considere, dans une premiere approximation, comme decrivant une

parabole, sa distance au Soleil dependra uniquement du temps et de

deux elements, dont 1 un sera precisement le demi-parametre, 1 autre

etant 1 epoque du passage de la comete au perihelie. Done, alors, les

deux equations generales ci-dessus mentionnees pourront etre censees

ne renfermer quo deux inconnues, savoir les deux elements dont il

s agit. Done elles suffiront pour corriger les elements, et la correction

ainsi obtenue sera d autant plus exacte que les deux equations ne

renferment aucune derivee. Ajoutons que Ton simplifiera le calcul en

ne conservant, dans les equations dont il s agit, qu un scul dcs trois
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systemes de valeurs des variables correspondantes aux trois observa

tions donnees, et en remplagant les deux autres systemes par les deux

systemes des differences finies du premier et du second ordre formees

avec les trois valeurs de chacune de ces memes variables.

ANALYSE.

Conservons les notations adoptees dans les seances precedentes, et

posons, de plus,
7&amp;gt; 7,

Les distances r, -c de Fastre observe au Soleil el a la Terre seront liees

entre elles, et a la distance

(0 s = i,-\-k,

par les deux equations

(3) r = 5s 4-P,

dans lesquelles R designe la distance de la Terre au Soleil, et / la per-

pendiculaire abaissee du centre du Soleil sur le rayon vecteur R. De

plus, en nommant w la vitesse absolue de Tastre observe, K la force

attractive du Soleil, et a le demi grand axe de 1 orbite decrite, on aura

et Ton pourra reduire a une fonction de f, de la forme

(5) ^-^JU-f-a-Ubn-St ,
Jv

JU, lib, B etant des quantites connues. D ailleurs, en vertu de la for-

mule (.)), le polynome
JU -+- 2 lib t -h St 2

,
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essentieliemeni positif, no pourra s abaisscr au-dessous de la limite

JUS ll!&amp;gt;-

&amp;lt;^

(-da pose, il resulte immediatcment des formulas (3), (4), que le

ravon vecteur r est renferme entro les limites

Ajoutons que, t etant urie quantite positive, la distance r, en vertu de

la formule (2), sera superieure ou inferieure a R, suivant que la quan

tite A sera positive ou negative.

Si Ton elimine t et s cntre les formules (t ), (y), (3), on obtiendra

1 equation

a lacjuelle on satisfait en posant / = R. D autre part, en differentianl

1 equation (6) par rapport a r, on obtient 1 equation derivee qui pent

etre presentee sous la forme

(7) ^^AB^ + A^ o,

et qui n admet au plus que deux racines reelles. Done, par suite,

1 equation (6) ne pourra offrir plus de trois racines reelles; et, comme

la racine R est etrangere a la question, comrne d ailleurs le probteme

doit offrir au moins une solution, il est clair que 1 equation (7), dont

le dernier terme est positif, offrira precisement deux racines reelles,

el 1 equation (G) trois racines reelles. Enfin, comme dans le voisinage

de la valeur r== R, le prejiiier mcmbre de la formule (6) est negalil

ou positif pour r&amp;gt; R, suivant que la difference

est negative ou positive, il est clair que la question offrira une solu

tion unique, si Ton a

(Si ll
:i

3AA-&amp;lt;o,
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et que, dans cette hypothese, 1 equation (7) offrira entrc les limites /,

(jH.,3 _ i|i,2

R, si A est negatif, ou cntre les limites R, -
&amp;gt; si A est positii ,

une seule racine qui sera precisemenl la valeur cherchee de R.

Si Ton a, au contraire,

R 5
3M-&amp;gt;o,

[ equation (6) offrira, outre la racine R, deux racines reelles, toutcs

deux superieures a R lorsque A sera negatif, toutes deux inferieures

a R lorsque A sera positif; et il sera facile d operer la separation de

ces deux racines, puisqu elles comprendront entre elles une racine

de 1 equation (7).

FIN DU TOME X DE LA PREMIERE SERIE.

OEucres de C. S. I, t. X. 6 1
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