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390.

GEO.MKTKIK. -- Sitr fjucl^ues theoirrncs de Geometric analytiffnc

relatifs auxpolyndmes ct auxpolyldres rcguliers.

G. H., T. XXVf, p. jSc) (8 mai 1848;.

Considerons, dans un plan ou dans 1 ospace, divers points situes a

la meme distance / d un centre fixe. Si, en prenant ce centre pour

origine, on determine la position de chaque point : i a 1 aide de

coordonnees rectilignes x, y, z; 2 a 1 aide de coordonnees polairrs/;.

(/, r, les coordonnees/;, g etant les angles formes par lc rayon / avcc

mi rayon fixe, nomme axe polaire, et par le plan de ces deux rayons

avec nn plan fixe, ou plan polaire, toute fonction entiere des coordon

nees rectilignes x,y, z sera, en memo temps, une fonction entiere des

sinus et cosinns des angles polaires/?, q, par consequent une fonction

cnlii re dc chacune des exponentielles trigonometriques qui ont pour

arguments les angles -+-p, p, -\-(j,
-

q. D autre part, on sait que

les puissances entieres et semhlahles des diverses racines /v&quot;
1 &quot;^ dc

1 unite donnent pour somme // ou zero, suivanl
&amp;lt;jue

le degre conimun

de ces puissances est ou n est pas un multiple de //. Par suite, si ;i



COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

uno puissance entiere do 1 expoftentielle trigonometrique, dont 1 ar-

gument est 1 angle polaire/? ou g, on ajoute los puissances scmblables

des cxponenticlles trigonometriques diverses, dont les arguments

surpassent Tangle p ou q do quantites egales a des multiples do la

//
&quot;&quot; e

partie de la circonference, la somme obtenue sera precisement

10 produit de la puissance donnee par le nombre n, quand cettc puis

sance sera du /z
i(me

degre, ou d un degre egal a un multiple de n\ la

memo somme sera nulle dans le cas contraire. Par suite aussi, la

moyenno arithmetique entre les diverses puissances dont il s agitee

reduira, dans le premier cas, a la puissance donnee; dans le second

cas, a zero. En partant de ces principes, on etablira sans peino los

theoremes que nous aliens enoncer.

THEOREME I. Si, dans un plan, on prend pour origine des coordon-

nees le centre d un polygone regulier de n cotes, el si I on substitue les

coordonnees rectilignes d un sommet de ce polygone dans une fonction

entiere de ces coordonnees, d un degre inferieur a n, la moyenne arilh-

metique entre les valeurs de cette fonction correspondanles aux divers

sommets restera invariable, landis quon fera tourner le polygone aulour

de son centre, en laissanl immobiles les axes coordonnes.

THEOREME II. --
Si, dans I espace, on prend pour origine des coordon

nees le centre d un polyedre regulier, dans lequel n aretes aboutissent

a chaque sommet, el si I on substitue les coordonnees rectilignes d un

sommet de ce polyedre dans une fonction entiere de ces coordonnees ,

d un degre ijiferieur a n, la moyenne arilhmetique entre les valeurs de

cette fonction correspondantes aux divers sommets restera invariable ,

/andis que I onfera tourner d une maniere quelconque le polyedre aulour

de son centre, en laissant immobiles les axes coordonnes.

De ces deux theoremes, lo premier se deduit tros aisement des

principes ci-dessus rappeles. Pour demontrer de la memo manioro

le second thooreme, dans le cas particulier ou le polyedre donno

tourne autour du rayon vecteur meno du centre a 1 un des sommols,

11 suffit de faire coincidor avec cc rayon vecteur 1 axe polaire, c ost-
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;i-dire le rayon fixe a parlir duquel sc compte 1 angle polaire p. Ajon-

tons quo Ton peut aisement passer de ce cas particulier an cas general.

En efTet, un deplacement determine du polyedre tournant d une ma-

niere quelconque autour de son centre pent toujours etre considcn-

comme le resultat de trois deplacements successifs, dont chacnn serait

produit par un mouvement de rotation du polyedre autour de Tun &amp;lt;lr&amp;gt;

rayons vecteurs menes du centre aux divers sommcts. Ajoutons que,

pour obtenir un deplacement determine d un seul de ces rayons vec

teurs, il suffirait, en general, d imprimer successivement, autour de

deux autres rayons vecteurs, des mouvements de rotation corivenables

au polyedre dont il s agit.

Gertaines grandeurs ou quantiles qui dependent dc la direction

d une droite emanant d un centre fixe se reduisent a des fonctions

entieres des cosinus des angles formes par cette droite avec deux ou

trois axes fixes rectangulaires entre eux. D ailleurs, ces cosinus ne

sont autre chose que des coordonnees rectangulaires d un point situe

sur cette droite a 1 unite de distance du centre fixe. Cela pose, les

theoremes 1 et II entrainent evidemment la proposition suivante :

THKOIIEME III. -- Concevons que, dans un plan donne ou dans I espace.

on construisc une espece dc rose des vents ou de herisson, enfaisant parlir

tin centre d un polygone ou d un polyedre regulier des rayons vecteurs

diriges vers les sornmels de ce polygone ou de ce polyedre. Considerons

d ailleurs une quantilc ou grandeur qui rarie avec la direction d unc

droile tracee dans le plan, donne ou dans I espace a partir du jnenic

centre. En/in, supposons cette grandeur represenlee par une function

cntiere des cosinus des angles que la droite forme avec deux ou trois

axes fixes rectangulaires entre eux. Si le degre de cette fonclion est

inferieur au nombre des coles du polygone ou au nombre des aretes

qui, dans le polyedre, aboulissent a un merne sommet, la moyenne anlli-

jnetique entre les diverses valeurs de la fonclion correspondanles au.r

dt\-erses directions que presente la rose des venls ou le herisson ne raricra

pas quand on fera tourner cette rose ou ce. herisso/i autour dc son centre.
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La grandeur que Ton considere pourrait etre, par exemple, le rap

port de 1 unite au carre du rayon vecteur d une ellipse, ou la cour-

bure d une section normale faite dans une surface courbe en un point

donne, on bien encore le rapport de 1 unite an carre du rayon vecteur

qui joint le centre a un point de la surface dans un ellipsoide ou dans

le systeme de deux hyperboloides conjugues. Dans ces diverses hypo

theses, le troisieme theoreme reproduirait des propositions enoncees

dans mes applications geometriques du Calcul infinitesimal, avec

quelques propositions analogues recemment donnees par d autres

auteurs.

La grandeur que Ton considere pourrait etre aussi une dilatation

lincaire infiniment petite, mesuree en un point donne d un corps, ou

le moment d inertie du corps an tour d un axe passant par ce point,

ou le carre de la pression supportee en ce point par un plan perpen-

dicnlaire a une droite donnee, ou la composante normale de cette

pression, etc. Dans ces dernieres hypotheses, le troisieme theoreme

fournirait des propositions nouvelles. Je citerai, comme excmplc, la

suivante :

THEOREME IV. -- Si, d un point donne d un corps solide, on mene des

droiles aux divers sommels d un polyedre regulier qui ait pour centre

ce merne point, ef, si I on determine successivement les divers moments

d inertie du corps aulour de ces droites, la moyenne arithmelique enlre

ces divers moments d inertie restera invariable, tandis que Von fera

tourner le polyedre aulour du point donne.

Supposons, maintenant, que la fonction entiere mentionnee dans

le premier theoreme soit developpee suivant les puissances entieres

positives et negatives dc 1 exponentielle trigonometrique qui a pour

argument Tangle polaire p. Le degre de cette fonction entiere etant

inierieur au nombre n des cotes du polygone regulier donne, la

moyenne arithmetique entre les diverses valeurs de la fonction se

reduira au terme constant du developpement obtenu. Done cede

moyenne arithmetique offrira la meme valeur, quel que soit /z, et
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memo pour n = 3, c est-a-dire quand le polygone regulier deviendra

un triangle equilateral, si la fonction entiere donnee est simplcment

du second degre.

Considerons encore la fonction entiere mentionnee dans le second

theoreme, et, en prenant pour axe polaire Tun des rayons vecteurs

qui joignent le centre du polyedre donne a Tun des sommets, deve-

loppons la fonction dont il s agit suivant les puissances entieres posi

tives ou negatives de 1 exponentielle trigonometrique qui a pour

argument Tangle polaire q. Le degre de la fonction etant inferieur

au nombre des cotes de tout polygone regulier construit avec des

sommets du polyedre renfermes dans un plan perpendiculaire a 1 axe

polaire, le developpement obtenu pourra etre reduit a la partie de ce

developpement independante de Tangle q. D ailleurs, si le polyedre

donne est un tetraedre, le rayon vecteur mene du centre a Tun des

quatre sommets sera perpendiculaire au plan qui renfermera les trois

autres, et le polygone construit avec ces derniers sera un triangle

equilateral. Done les moyennes arithmetiques auxquelles se rappor-

tent les theoremes II et III ne pourront generalement devenir inde-

pendantes du nombre des faces attributes au polyedre regulier, que

dans le cas ou la fonction entiere donnee sera du second degre.

Au reste, il est aise de s assurer que, si la fonction entiere a laquelle

se rapporte le theoreme III est du second degre par rapport aux cosinus

des angles que forme line droite avec trois axes fixes rectangulaires, la

moyenne entre les diverses valeurs de cette fonction deviendra effective-

ment independante du nombre des faces du polyedre regulier donne. II y

a plus : pour etablir cette derniere proposition dans le cas general, il

suffira, d apres ce qui vient d etre dit, de la demontrer dans le cas

special ou la fonction donnee se reduit a une fonction de cos/?, entiere

et du second degre, p etant Tangle que forme une droite mobile avec

Taxe polaire mene du centre du polyedre regulier a Tun des sommHs:

par consequent, il suffira d etablir la proposition dont il s agit dans le

cas particulier ou la fonction donnee se reduit soit a cos/?, soit a cos-/;.

Or, si Ton fait coincider successivement la droite mobile avec les di-

OEin rcs dc C. S. I, t. XI.
*
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vers rayons vecteurs menes du centre du polyedre reguliers aux divers

sommets, 1 axe polaire etant un de ces rayons vecteurs, la moyenne
entre les diverses valeurs de cos/? sera nulle, meme pour le tetraedre,

j)our lequel la somme des valeurs de cos/? sera

et la moyenne arithmetique entre les diverses valeurs de cos-/? se re-

duira toujours a la fraction
^;

car la somme des valeurs de cos 2

/;
sera

Pour le tetraedre

Pour 1 hexaedrc . ,

Pour 1 octaedre. .

D l i l- i */ 5 A / r V 20
Pour le dodecaedre 2 -i- 6 -

i + 12
&amp;gt;,

= -
,

\9/ \ 3 / 3

Pour I icosaedre 2 -hio( -= } =4;
\ 5 /

tandis quc le nombre des sommets, dans les memes polyedres, coinci-

dera success-ivement avoc chacun des termes de la suite

4, 8, 6, 20, 12.

Done, en definitive, la proposition enoncee subsiste; et par suite la

moyenne mentionnee dans le theoreme IV sera independante du

nombre des faces du polyedre regulier donne.

400.

ANALYTiQUE. --
Rapport sur ujie Note de M. BRETON, de Champ,

relatif a quelques proprietes des rayons de courbure des surfaces.

C. R., T. XXVI, p. 494 (8 mai 1848).

On sail depuis longtemps que, si, apres avoir mene par un point

(I uno surface courbe deux plans rectangulaires entre eux et normanx
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a cette surface, on determine la courbure de chaque ligne d intersec-

tion, e est-a-dire le rapport dc 1 unite au rayon de courbure de crttr

ligne, la somme des deux courbures obtenues sera une quantite con-

stante, pourvu que Ton affecte de signes differents les courbures diri-

gees en sens contraire. Ge theoreme, enonce par 1 un de nous, dans

ses applications geometriques du Calcul infinitesimal, a ete generalise

par 1 un de nos confreres. M. Babinet a remarque, en efTVt, que, si par

la normale a une surface courbe on conduit des plans qui compren-

nent tous entre eux des angles egaux, les courbures des sections con-

tonues dans ces plans fourniront une somme eonstante, et qu en oiilre

la courbure moyenne sera independante du nombre des plans dont il

s agit. Dans la Note soumise a notre examen, M. Breton, de Champ,

prouve que le theoreme de M. Babinet continuera de subsister si Ton

y remplace la courbure de chaque section par une puissance entiere

de cette courbure, d un degre inferieur au nombre des sections don-

nees. 11 etablit aussi quelques autres theoremes analogues.

Les Gommissaires pensent que les theoremes enonces par M. Breton,

tie Champ, peuvent interesser les personnes qui s appliquent a 1 etude

de la Geometric analytique, et ils proposent a 1 Academie de lui voter

des encouragements.

401.

GEOMETRIE. - - Note sur quelques proprietes remarquables des polyedres

regutters.

C. R., T. XXVI, p. 5i7 (i5 mai i8/,8).

J ai montre, dans la derniere seance, la liaison qui existe entre cer-

taines propositions de Geometric analytique et quelques proprietes

des polyedres reguliers. Je vais indiquer aujourd hui des moyens fa-

ciles d etablir ces memes proprietes, et plusieurs autres qui parais-
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sent asscz remarquables pour meriter dc fixer un instant 1 attention

des geometres.

On sait, depuis longtemps, que Ton peut construire cinq polyedres

reguliers convexes, savoir, le tetraedre, 1 hexaedre, 1 octaedre, le do

decaedre et 1 icosaedre. On sait que, dans ces divers polyedres, oil le

nombre des faces est successivement represente par chacun des tcrmes

de la suite

4, 6, 8, 12, 20,

le nombre des sommets se Irouve successivement represente par cha

cun des termes de la suite

4, 8, 6, 20, 12.

On sait aussi que le nombre des aretes est six dans le tetraedre,

douze dans 1 hexaedre et l octaedre, trente dans le dodecaedrc et 1 ico

saedre.

On sait enfin qu a chaque angle solide aboutissent trois aretes dans

le tetraedre, 1 hexaedre et le dodecaedre reguliers, quatre aretes dans

l octaedre et cinq aretes dans 1 icosaedre.

On peut encore etablir facilement la proposition suivantc :

THEOREMS I. - - Les centres des diverges faces d un polyedre regutter

quelconque sont les sommets d un autre polyedre regutter. D ailleurs deux

polyedres reguliers, do/it L un a pour sommets les -centres des faces de

I autre, sont necessairement ou deux tetraedres , ou un hexaedre el un

octaedre, ou un dodecaedre et un icosaedre.

TIIEOREME II. -- Dans tout polyedre regulier, la droite menee du centre

a un sommet est perpendiculaire aux plans de divers polygones reguliers

auxqucls appartiennent tons les sommets situes hors de cetle droite.

Si le polyedre donne est un tetraedre, un seul sommet sera situe

sur la droite dont il s agit, les trois autres appartiendront a un triangle

equilateral dont le plan sera perpendiculaire a la droite.

Si le polyedre donne est un hexaedre, ou un octaedre, ou un dode

caedre, ou un icosaedre, deux sommets seront les extremites d un
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ineme diametre mene par lo centre du polyedre. Les autres somnids

appartiendront a deux triangles equilateraux, ou a un seul carre, on a

deux triangles equilateraux et a deux hexagones reguliers, ou enfm a

deux pentagones reguliers, dont les plans seront perpendiculaires aux

diametres dont il s agit.

l-ji partant de ces remarques, on demontrera sans peine une rela

tion curieuse qu ont entre eux les trois polyedres dans lesquels trois

aretes aboutissent a chaque sommet, savoir, le tetraedre, 1 hexaedre

et le dodecaedre reguliers. Cette relation estexprimee par le theoreme

suivant :

THEOREMS III. Les sommels de iliexaedre ou du dodecaedre regulier

sont en merne temps les sommels de deux ou de cinq tetraedres reguliers.

Pour etablir ce theoreme, il suffit de recourir aux considerations

suivantes :

Joigncz par un diametre deux sommets opposes d un cube ou

hexaedre regulier. Les six sommets situes hors de ce diametre appar

tiendront a deux triangles equilateraux, et le tetraedre qui, ayant

pour base un de ces triangles, aura pour sommet 1 une des extremites

du diametre, savoir 1 extremite la plus eloignee de la base, sera evi-

demment un tetraedre regulier; car, chacune de ses aretes etant la

diagonale d unc des faces du cube donne, les quatre aretes seront

toutes, egales entre elles.

Conccvons maintenant que Ton joigne par un diametre deux som

mets opposes A et A d un dodecaedre regulier. Les trois pentagones

adjacents au sommet A offriront en outre : i trois sommets J3, G, D

situes aux extremites des trois aretes qui partiront du sommet A;

2 six autres sommets E, F, G, H, I, K situes deux a deux sur les peri-

metres des trois pentagones aux extremites de six diagonales egales

entre elles. De ces neuf sommets, les trois premiers appartiendront a

un triangle equilateral, et les six dernicrs a un hexagone regulier, les

plans de ces deux polygones etant perpendiculaires a la droite AA . O
n est pas tout : les six sommets de 1 hexagone EFGHIK, pris de deux
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en deux, appartiendront a deux triangles equilateraux EGT, FHK.

J ajoute que, si Ton donne un de ces deux derniers triangles, EGI

par exemple, pour base a un tetraedre dont le sommet soit A , ce

tetraedre sera regulier. Effectivement les quatre aretes du tetraedre

dont il s agit seront toutes egales a 1 une quelconque des diagonales

qui, dans le dodecaedre, joindront deux sommets tellement situes

que, pour passer de 1 un a 1 autre, il suffise de parcourir successive-

ment trois aretes non comprises dans un meme plan. D ailleurs, il

ost clair que, apres avoir ainsi construit un tetraedre regulier, auquel

appartiendront quatre sommets du dodeeaedre, et specialement le

sommet A , il suffira de faire tourner le dodecaedre autour de la

perpendiculaire abaissee de son centre sur une face adjacente an

sommet A , pour amener successivement ce sommet dans les positions

d abord occupees par les quatre autres sommets de la meme face, et,

par suite, pour amener successivement les quatre sommets A , E, G, 1

dans les positions d abord occupees par les seize autres sommets du

dodecaedre. Done les vingt sommets du dodecaedre seront en meme

temps les sommets de cinq tetraedres reguliers.

Supposons a present que du centre d un polyedre regulier on mene

des rayons vecteurs aux divers sommets de ce polyedre. On construira

ainsi une espece de herisson; et, si Ton considere une grandeur ou

quantite dont la valeur depende de la direction d une droite emanant

du centre du polyedre, la moyenne arithmetique entre les diverses va-

leurs de cette quantite correspondantes aux divers rayons vecteurs ne

variera pas, lorsqu un mouvement de rotation imprimee au herisson

1 aura deplace de maniere a substituer les rayons vecteurs 1 un a

1 autre. Si cette derniere condition n est pas remplie, la moyenne

arithmetique dont il s agit acquerra en general, apres le deplacement

du herisson, une valeur nouvelle. Mais, cette valeur dependant uni-

quement du nouvel aspect sous lequel le herisson se presentera, on

pourra, sans 1 alterer en aucune maniere, supposer que, en vertu du

mouvement de rotation, la droite suivant laquelle un des rayons vec

teurs etait primitivement dirige est venue s appliquer sur la direction
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du rayon vecteur qui, apres le emplacement, forme avec cette droito Ic

plus petit angle. C est dans cette hypothese que Ton doit se placer

pour etablir un lemme enonce dans la dcrniere seance, savoir qu ////

deplacement determine d un polyedre regulier tournanl aittour dc son

centre pent toujours etre considere comme le resultat de Irois deplacements

successifs dont chacun serait produit par un mouvement de rotation du

polyedre autour de I un des rayons vecteurs menes du centre aux som-

mets.

ANALYSE.

Considerons un polyedre regulier inscrit a la sphere dont le rayon

est I unite, et trac,ons sur la surface de la sphere des arcs de grands

cercles qui aient pour cordes respectives les diverses aretes du po

lyedre. Cette surface sera partagee en polygones spheriques reguliers,

dont le systeme formera une espece de reseau; et le point de la sur

face qui servira de centre a chaque polygone sera le sommet commun

de triangles spheriques isosceles qui auront pour bases respectives les

divers cotes du polygone. Enfin chaque triangle isoscele se partagera

en deux triangles rectangles qui auront pour sommet cornmun le mi

lieu de sa base. Gela pose, soient

m le nombre des cotes de chaque face du polyedre regulier, ou, ce qui

revient au meme, de chacun des polygones qui composent le reseau

trace sur la surface de la sphere;

a Tun de ces cotes, on, en d autres termes, la base de I un des trian

gles spheriques isosceles;

r Fun des cotes egaux de ce triangle;

s Tare de grand cercle qui joint le sommet de I un des triangles sphe-

riques isosceles au milieu de sa base;

n le nombre des aretes qui, dans le polyedre regulier, aboutissenl \\

chaque sommet.

Dans le triangle spherique rectangle qui aura pour hypotenuse r,

pour cotes - et 5, les angles opposes a ces derniers cotes seront evi-
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T&quot; TT

demment et - Par suite, on auram n

T. 7T

COS COS -am n a
(i) COS- &amp;gt; COS5=- &amp;gt;

COST= COS- COS*.
2 7T .71 2

sin- sin
n m

De plus, chacun des triangles spheriques isosceles, offrant avec la

base a deux cotes egaux a r, donnera

. 7T

sin -
sin/ n

(2)
. 27T
sm

Remarquons d ailleurs que Ton aura

Pour le telraedre m = 3, n = 3,

Pour 1 hexaedre m =. 4, n = 3,

Pour 1 octaedre m ~ 3, n =r 4,

Pour le dodecaedre m = 5, n = 3,

Pour 1 icosaedre rn=.3, n = 5.

Enfin, 1 arc -&amp;gt; toujours inferieur a un quart de circonference, etant

determine par la premiere des equations (i), les arcs a et 20 se dedui-

ront des formules

(3) cosa = 2cos 2
i, cos 2 a = 2 cos 2 a i.

2

A 1 aide des formules (i), (2), (3), on reconnaitra immediatement

que 1 arc 2(71 a) dans le tetraedre, et 1 arc a dans chacun des autres

polyedres reguliers, est toujours superieur a 1 arc r. 11 y a plus : on

aura, pour le tetraedre,
TT a = /

,

.

et, pour chacun des autres polyedres reguliers,

a &amp;gt; r.

D autre part, il est aise de reconnaitre : i que, si le reseau sphe-

rique, trace sur la surface de la sphere, tourne autour de 1 un de ses
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ixiMids, c est-a-dire autour clc 1 un des sommots du polyedre iv^u-

licr domic, le displacement de I un quelconque des sommets voisins

pourra etre mesure par 1 un quelconque des arcs de grand cercle intc-

rieurs a 2, ou, quand il s agira du tetraedre, a 2(11 a); 2 que tout

point situe dans 1 interieur d un des polygones reguliers dont le sys-

teme compose le reseau spherique sera separe d un ou de plusieurs

sommets de ce polygone, par une distance que mesurera un arc de

grand cercle inferieur a r. En partant de ces rcmarques, on demontre

aisoment le lemme ci-dessus rappele, et, par suite, les diverses propo

sitions enoncees dans la seance precedente.

Ajoutons que le theoreme III permet evidemment de simplifier la

demonstration du theoreme II de la page 6, ou du moins d etendre

la demonstration donnee pour le cas du tetraedre au cas oil le polyedre

regulier devient un cube ou un dodecaedre.

402.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur les valeurs moyennes desfunctions

d une ou de plusieurs variables, et sur lesfonctions isotropes.

C. R., T. XXVI, p. 624 (12 juin 1848).

Considerons d abord une fonction u d une seule variable x, et sup-

posons que cette fonction reste continue entre deux valeurs donnees

de la variable. Si, apres avoir interpose entre ces deux valeurs d autres

valeurs equidistantes dont le nombre, represente par n i, soit tres

considerable, on chercbe les diverses valeurs de la fonction u cor-

respondantes aux n -+- i valeurs donnees de la variable x, la moyemie

arithmetique entre ces valeurs de u se transformer, quand le nombre //

deviendra infini, en ce que nous nommcrons la nilcnr inoye/i/ic de la

fonction u, et cette valeur moyenne sera le rapport des deux integrates

detinies relatives a x, dans lesquelles les fonctions sous le sijjne /

seront u et 1 unite. Pour plus de commodite, je designerai cette valem

OEuvres de C. S.I, I. XI.
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moyenne de u a 1 aide de la lettre caraeteristique M, et je placerai

au-dessous et au-dessus du signe M les limites de la variable, suivant

1 usage adopte pour les integrates definies.

Concevons maintenant que u represente une fonction de plusieurs

variables x, y, ..., qui reste continue pour les systemes de valeurs

de x, y, ... comprises entre certaines limites. Le rapport entre les

deux integrales definies, qui, etant relatives a x, y, ..., et prises

entre les limites donnees, renfermeront sous le signe j la fonction u

et 1 unite, sera la limite vers laquelle convergera la moyenne arithme-

tique entre les valeurs de u qui correspondent a des elements egaux

de la seconde integrale. Pour cette raison, le rapport dont il s agit

sera nomme la valeur moyenne de la fonction u.

On doit remarquer le cas particulier ou les variables se reduisent,

soit a un angle polaire mesure dans un plan donne, soit a une abscisse

mesuree sur un certain axe, et a un angle polaire decrit par un plan

qui tourne autour de cet axe. Dans le dernier cas, les elements de la

seconde integrale ne sont autre chose que les elements d une surface

spherique qui a pour centre 1 origine des coordonnees. Alors aussi,

quand les doubles integrales sont prises, par rapport a 1 abscisse,

entre les limites --i, -f-i, et, par rapport a Tangle polaire, entre

les limites IT, -hi:, la moyenne qu on obtient est la moyenne arith-

metique entre les valeurs de la fonction u correspondantes a des ele

ments egaux et infiniment^pctits de la surface totale de la sphere.

Cette moyenne, cl ailleurs, depend uniquement de la loi suivant

laquelle u varie avcc la direction d une droite mobile menee par

1 origine des coordonnees. Elle est, au contraire, independante des

directions assignees a 1 axe des abscisses et au plan polaire; elle

demeure done invariable, tandis qu on fait tourner cet axe et ce plan,

d une maniere quelconque, autour de 1 origine. Pour cette raison, la

moyenne dont il s agit sera nommee moyenne isotropique.

Si la fonction u depend seulement d un angle polaire, la moyenne

isotropique entre les diverses valeurs de cette fonction ne sera autre

chose que sa valeur moyenne.
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Conccvons maintonant qu une certainc grandeur u soil represniln

par une fonction des coordonnees roctangulairos dc divers points.

Cette fonction variera generalement avec les directions des axes coor

donnes. D aillctirs, la direction d un premier axe pourra etre deter-

minee a 1 aide d une abscisse, mesuree sur une certaine droite, et

d un angle polaire decrit par un plan mobile qui tournerait autour

de cette droite. De plus, la direction d un second axe perpendiculaire

au premier pourra etre determinee a 1 aide d un second angle polaire

decrit par un plan qui tournerait autour du premier axe. Cela pose,

nommons v la moyenne arithmetique entre les valeurs de u corres-

pondantes au second angle polaire, et w la moyenne isotropique entre

les diverses valeurs de v. La quantite w sera ce qu on peut appeler la

moyenne isotropique entre les diverses valeurs de u.

Dans le cas particulier oil la fonction u deviendra independante des

directions attributes aux axes coordonnes, nous dirons qu elle est

isotrope. Alors, la moyenne isotropique entre les valeurs de la fonc

tion correspondantes aux diverses positions des axes coordonnes ne

sera autre chose que la fonction elle-meme.

Lorsqu une grandeur (i depend des positions de plusieurs points,

elle peut etre representee par une fonction de leurs coordonnees, et,

si Ton exprime ces coordonnees, supposees variables, par consequent

relatives a des axes mobiles, en fonction de coordonnees relatives a

des axes fixes, cette transformation de coordonnees introduira dans

1 expression de la grandeur dont il s agit, trois angles variables
&amp;lt;p,

^, ^. Alors aussi la moyenne isotropique entre les diverses valeurs

de la fonction sera representee par une integrale triple, relative a ces

trois angles. Mais, avant de passer des axes mobiles aux axes fixes,

on pourrait passer des axes mobiles a d autres axes lies invariable-

ment avec les premiers. II en resulte que la moyenne isotropique

cberchee ne variera pas, si a la fonction donnee des coordonnees

primitives on substitue la fonction trouvee des coordonnees nou-

velles, en considerant ces dernieres coordonnees comme variables,

et 1es trois angles 9, -|, ^ comme constants. II y a plus : comme cede
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proposition subsistcra, quels que soient les angles 9, y ,
-\&amp;gt;,

elle sub-

sistera encore quand on remplacera la fonction trouvee par sa valeur

moyenne, relative a un ou a plusieurs des angles dont il s agit. Ce

principe permet d etablir, sur les moyennes isotropiques, un theo

reme remarquable que nous allons indiquer en peu de mots.

Lorsque la grandeur 12, qui depend dcs positions de plusieurs

points, est represented par une fonction cntiere de lours coordon-

nccs, il est facile d obtenir en termes finis, souvent meme, comme

on le verra dans mon Memoire, sans effectuer aucune integration, la

moyenne isotropique entre les diverscs valeurs de 12. Si la grandeur 12

&amp;lt;

i sl le produit d une fonction entiere de diverses coordonnees par un

facteur qui depende d une fonction lineaire des coordonnees d un seul

point, il ne sera plus generalement possible d obtenir en termes linis

I integrale triple qui representera la moyenne isotropique entre les

diverses valeurs de 12. Mais, a 1 aide du principe ci-dessus enonce, on

pourra reduire cette integrale triple a une integrale simple. Cette pro

position, tres generale, renferme comme cas particulier le theoreme a

1 aide duqucl Poisson a integre 1 equation du mouvement du son.

Les moyennes isotropiques et les fonctions isotropes jouent un role

important dans la solution des problemes de Physique mathematiqne.

Ainsi, par exemple, c est en remplagant certaines fonctions par les

moyennes isotropiques entre leurs diverses valeurs, que, dans mes

Exercices d Analyse, j
ai reduit les equations des mouvements infmi-

ment petits d un ou de deux systemes dc points materiels a la forme

qu elles acquierent quand ces systemes deviennent isotropes. Lorsqu a

un systeme de points materiels on substitue un systeme de molecules

dont chacune peut, non seulement se deplacer ou tourner sur elle-

meme, mais encore subir dans les divers sens des condensations ou

dilatations diverses, il devient plus difficile d effectuer la meme reduc

tion, et d obtenir en termes finis les equations des mouvements infi-

niment petits d un systeme isotrope. Toutefois, en s appuyant sur le

theoreme general ci-dessus rappele, on peut encore effectuer la reduc

tion demandee. G est, au reste, ce que je montrerai dans un prochain
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.Memoire, ou jc substitucrai au systcme des six equations qif a don-

nee s M. Laurent, et qui determinent les mouvements de translation

et do rotation dcs molecules, le systeme de douze equations qui deter

minent, en outre, les six inconnues desquelles dependent les conden

sations et dilatations lineaires. On verra que, dans tous les cas, It s

seconds membres des equations des mouvements infmiment petits

des systemes isotropes renferment uniquement les trois especes de

termes qui sc trouvaient deja dans mcs equations differentielles de

la polarisation chromatique. II n est done pas etonnant que cette

polarisation soit la seule modification qu imprime a un rayon lumi-

neux son passage a travers un milieu isotrope.

403,

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur les valeurs moyennes des fonctions

el sur lesfonclions isotropes.

C. R.. T. XXVI, p. 666 (19 juin 1848).

ANALYSE.

Supposons que Ton fasse varier x, y, z, ... entre les limites

j , j, pouvant etre fonctions de x, et s
,
z

{
fonctions de x, 7, etc.

Soit d ailleurs une fonction de x ou dc x, j, etc., qui reste con

tinue entre les limites dont il s agit. La valeur moyenne de entre ces

limites sera

r.-(I)
,._ ,.

/-- 1

i.
&quot;*

on

(2) M (

.i-=
JC,,, y-y. r *l r &amp;gt;,

/ / dxdy
J* J

r*
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Concevons maintenant qu un systeme de points materiels A, A,,

A
v , . . . lies invariablement les uns aux autrcs, soit mobile, mais assu-

jetti a tourner autour d un point fixe, et quo varie avec les direc

tions de trois axes mobiles lies invariablement an systeme. Supposons

d ailleurs, pour plus de commodite, ces axes perpendiculaires 1 un

a 1 autre. pourra etre considere comme fonction des neuf angles

formes par les trois axes mobiles avec trois axes fixes. II y a plus : ces

neuf angles, lies entre eux par six equations, pourront etre reduits a

trois angles polaires 9, y, ^, ces angles etant ceux que formeront Tun

des axes mobiles avec un axe fixe, on le plan de ces deux axes avec le

plan mene par 1 un d entre cux, de maniere a rcnfermer ou deux axes

fixes ou deux axes mobiles. Cela pose, si Ton fait, pour abreger,

a = coso,

les diverses positions que pourra prendre le systeme de points mate

riels correspondront toutes a des valeurs des variables

X &amp;lt;N

comprises entre les limites

= I, 01 = 1, X 7T, X.
= K,

&amp;lt;\&amp;gt;

= 7T,
&amp;lt;!&amp;gt;

7T,

et la valeur moyenne de entre ces limites sera independante des

directions assignees aux axes fixes. Si Ton designe cette moyenne a

1 aide de la lettre caracteristique Ofo, alors 3TL0 sera precisement cc

que j
ai nomme la moyenne isotropique entre les diverses valeurs de 0,

et Ton aura

(3) 0110--= M =
I f f
r* r* r l

/
/

/
-It J 7t &quot;\

par consequent,

(4) Dlfi9 = w^ f f IJ
It
J TC^-1

Si 0, dependant uniquement de la direction assignee a un axe fixe,
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se reduit a une fonction des seuls angles cp, /, la formule (4) donm-ra

(5) DJIQ=~C f

Enlin, si , dependant uniquement de la distance assignee a un plan

tixe, se reduit a une fonction de Tangle ^, on aura

(6) ane=-- i
271 J-n

Soient maintenant

r, r , /, . . . les distances del origine aux points materiels A, A
;
, \

l/t
. . . ;

x, y, z; x^y^ z
t

\ x^y,,* ~-,,\
... les coordonnees de ces points mesu-

rees sur les axes mobiles;

x, y, z; x,, y,,
z

f
; x

;/
, y ;/

, z
ff

; ... les coordonnees des memes points

mesurees sur les axes fixes;

ct posons

(7)
- F(J7, 7,^,^,7,, s,, ...).

Les coordonnees .r, j, s seront liees avec les coordonnees x, y, z par

des equations de la forme

/ x = ax + 6y + yz,

(8) &amp;lt; j a x -i- 6 y + y z,

et, si Ton nomme 9, y^ fy
les angles polaires que forment I axe des x

avec 1 axe des x, ct le plan des #x avec les plans des xy et des xy, on

aura

7=

(9) &amp;lt; a ^sinocos^, 6 = -
sin^sin^ 0059 cosxcos^, /- cosxsin^ coso &amp;gt;in/cos^,

in^, 6&quot;= sin/cos^ coscp cos^ sin^, /- - cosxcos^--cos? sin/ siu }.

Cela pose, en considerant les coordonnees x, y, z, x,, y,, z,,
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constantes, otles coefficients a, 6, y, a , ... comme variables avec 9,

y ,
&amp;lt;\&amp;gt;,

on aura

(n) DH0=iOnF(ax4-6y + yz, a x + 6 y + y z, a&quot;x 4-
6&quot;y

+
y&quot;z, ...)

Si, pour eviter 1 emploi d un trop grand nombre de lettres, on ecrit,

dans la formule (i i), x, y, z, xt
, ... au lieu de x, y, z, x

;
, . . . , on aura,

en considerant les coordonnees x, y, z, x,, ... comme constantes, et

les coefficients a, 6, y, . . . comme variables,

(12)

Mais, puisque la moyenne 3TL0 est independante des directions assi

gnees aux axes fixes, elle ne sera point alteree si Ton passe d un sys

teme d axes mobiles a un autre systeme d axes mobiles lies invariable-

ment aux premiers, sauf a passer ensuite du nouveau systeme d axes

mobiles a un systeme d axes fixes. Done la formule (12) continuera

do subsister si Ton considere dans le second membre, non plus a, 6,

y, a
,
... comme variables et x, y, z, ... comme constantes, mais, au

contraire, a, 6, y, a , ... comme constantes ct x, y, z, x
t
, y t

,
z

t
, ...

comme variables. On aura done, sous cette condition,

|
MF(a?, y y z,x lt y,,z lt ...)

(
i o

)

f DTI F(aj? + By + yz, d x -+- 6 j+ y ^, a.&quot;x -f-

11 y a plus : comme le second membre de 1 equation (i3) ne variera

pas quand on remplacera un systeme particulier de valeurs de a, 6,

y, a , . . . par un autre, on pourra, sans alterer ce second membre, y

substitucr a la fonction placee sous le signe OIL la valeur moyenne
entre plusieurs valeurs de cette fonction correspondantes a divers

systemes de valeurs de a, 6, y, a , . . .
, et, par suite, sa valeur moyenne

relative a un ou a plusieurs des angles cp, y^, fy,
en sorte qu on aura,

par exemplc, en appliquant 1 operation qu indique le signe OIL aux

seules coordonnees x, y, z, x
t

, y f
, z

t
, ...,

OR F(x,y, z, a,, y,,z,, ...)

--SM M F(a^4-
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Si Ton pose, pour abreger,

V(otx + 6y -\-yz, &amp;lt;x. x-\-&y + y z, z&quot;x +
S&quot;y +-y&quot;s,

y.x
t
+ 6j,-4- y : , . . .),

alors sera ce que devient 0, en vertu d une transformation d&amp;lt; roor-

donnees, et les equations (i3), (14) reduites aux deux formnles

(i5) one .me,

X T _

(16) 0110=: OIL M 0,

entraineront le theoreme que nous allons enoncer.

THEOREM E I. Soient

.r, y, z, x
:
, y f

, z
t
, ... les coordonnees de divers points ;

unefonction de ces coordonnees;

ce que devient quand les axes coordonnes des x, y, z subissent

un deplacement determine, dont la nature depend de trois Angles

polaires cp, y, -|.

On aura, en considerant comme variables les settles coordonnees x, y, -.,

et meme on pourra, dans le second membre de I equation (
J 5), retnplacer

lafonction par sa valeur moyenne relative a un ou aplusieurs des trois

angles o, y, ty,
ou plus generalcmenl par line moyenne qiielconque enlre

plusieurs valeurs de cellefonction.

Corollaire I. Supposons, pour fixer les idees,

= f( u x -+- vy -+- w z ),

it, v, w etant des parametres quelconques. La formule (i5) donncia

( OIL f[u(aix 4- By 4- y) + v(a. x + 6 y 4- / j) + n-(&amp;lt;x.&quot;jc + c&quot; y + / :)]
( 7)

(
=: OIL f(ux -+ ry -f- wz).

OF.uvres de C. S. I, t. XI. 4
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D ailleurs, si 1 on pose

k*= M S
-|- (;+ 2

,

j&amp;gt; ^j
-r serontles cosinus des angles formes par une certaine droite

avec les demi-axes des coordonnees positives, et en deplacant 1 axe

des x de maniere a le faire coincider avec la
v
droite dont il s agit, on

reduira le trinome

ux -+- vy + w z

a la forme kx. On aura done encore, en vertu du theoremc I,

(18) 3Tlf(ao; + ( jH- j) = 3lLf(A:ir).

Enlin, en prenant pour axe polaire 1 axe des x, et considerant a sen!

comme variable dans la fonction f(^ra), on aura

(19) 31L f
(
A- .r) 31l,f(*/),

la valeur de r 2 etant

Done la formula (16) donnera

(20) ,

&amp;lt;

m/f[(j? + 6
&amp;gt;x4-yz)-H* &amp;lt;

*4-6 /-hy -8) -+-w(
f
j? 4- SV 4-

y&quot;-)]
OIL f(A-/-a)

ou, ce qui revient au meme,

(
, LLL(20

Ainsi la formule (20) reduit une integrale triple a une integrale

simple. Quant a la formule (18), qui reduit une integrale double a

une integrale simple, ellc reproduit precisement le theoreme h 1 aide

duquel M. Poisson a integre 1 equation du son.

Corollaire IL - A 1 aide d une rotation imprimee aux axes eoor-

donnes supposes rectangulaires, on peut les echanger cntre eux de
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maniere a substituer aux axes des x, y, z les axes &amp;lt;les y, z, a-, on &amp;lt;| ( &amp;gt;s

5, x,y. DoneTequation (ID) cntraine la suivante :

(22)

En vertu de cette derniere equation, on aura, par exemple,

7-2 -4_ v 2 -I- ~- r-
, o s (\r&amp;gt; I 1 \ OTJ / y 2 \

)J7 (
- 2 \

)17 _
\ ) \ / \t/ / \ / 4 3

(24)

(25)

Corollaire HI. A 1 aide d une rotation imprimee a deux axes coor-

donnes autour du troisieme, par exemple aux axes des y et z autour

de 1 axe des x, on peut changer a la fois les signes des coordonnees

mesurees sur ces deux axes, ou bien encore changer a la fois

et

s
&amp;gt;

z
,&amp;gt; -//

* en
y&amp;gt; -// -j//

On aura done, en vertu dc { equation (i5),

(26) OR (x,y, z,x.,,y,, z,, .. .) = 9K&amp;gt;(x, y, z,x,, yt , z,, . . .)

et

(27) DMF(x,y, z, x^y^z,, . . .)
= m. (*, z, y, x,, z,, y,, ...)

En vertu de 1 equation (22), on aura

(28) OnF(a?, y, -, ^,,/,, 5,, . . .) = o,

si la fonction Y(x, y, z,x ,yr
,
z

t
, . .

.) change de signc avec les coor

donnees mesurees sur les axes dey, z; et d aillcurs, les axes des
&amp;gt;

. r

pouvant etre remplaces ici par les axes des z, x ou des x, y, \\ en

resulte qu on aura pour exemple

(29)
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En vertu de 1 equation (22), on aura pour cxemple

(3o) D]1(xy,z,f )
= -^(xy.s,).

Soil maintenant

( &amp;gt;

r
i&amp;gt;

r
\

le volume du parallelepipede construit sur les rayons vecteurs r, r , r
//f

ce volume etant pris avec le signe -+- ou avec le signe , suivant que

le mouvement de rotation de r en r autour de r
lt
est direct ou retro

grade ; on aura

( 3i) (/-,
/ /) = xy, z

ff xy, z, 4- x,yH z x,yz n + x, y s, x
a y, 5,

i

et les formules (25), (3o) donneront

On peut encore, du theoreme I, deduire la proposition suivante :

THEOREM R II. Supposons que

se reduise a une fonction entiere des coordonnees x, y, r-, x
t
, y t

, c
;

, . . . ,

de points materiels A, A
;
, . . . ; soienl toujours r, r

t
,

... les rayons vec

teurs menes de I origine a ces memes points, et, apres avoir trace les

parallelogrammes qui ont pour cotes ces rayons vecteurs pris deux a

deux, portons sur les perpendiculaires auxplans de ces parallelogramm.es

les moments lijieaires equivalents a leurs surfaces. Enfin soient

r v &quot;

r&quot; v&quot;
&quot;&quot;^, j , *., a,, y , A,, ...

les coordonnees des extremites de ces moments lineaires, en sorte quon

ait, par exemple,
x

=y,~,,-y,,z,&amp;gt;

et designons loujours par ce que devienl en vertu d une transfor

mation de coordonnees qui introduit dans la valeur de les angles
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polaires y, y, \&amp;gt;.

La valeur moyenne

y 7t

M

de considere comrne fonction de I angle polaire y, se reduira toujours

a unefonction entiere des seules coordonnees

JC, JC
t ,

X
ff , . . . , X

,
3?

,
. . .

,

et des trois coefficients

a, a
, a&quot;.

Corollaire. - On pcut encore deduire immediatement des theo-

remcs I et II la proposition suivante :

THEOREMK III. Supposons

u, v, w etant trois parametres quelconques, el (x,y, 5, x
t
, y t

, s
t
, . .

.)

une fonction entiere des coordonne.es x, y, z, x
r

, yt
, s

t
..... Supposons

d ailleurs, comme ci-dessus,

A-
2 u*+ (-

2 + w*-.

L integrate triple qui representera la moyenne isotropigue 01L0 pourra
etre reduite a une integrate simple, et meme on pourra la deduire de I in-

tegrale simple

par des differentiations relatives aux seules variables x, y, z.

Je reviendrai, dans un prochain article, sur les theoremes qui ])iv-

cedent. J examinerai aussi les diverses methodes que Ton pent suivn-

pour les appliquer a la recherche des mouvcments infiniment petits

des systemes isotropes, et je comparerai 1 analysc et les formulcs

exposees a ce sujet dans mes Exercices d&quot;Analyse et dans 1&amp;lt;&amp;gt; Mrmoiiv

lithographic de i836, avec 1 analyse et les formules remarquables dc

M. Laurent.
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J observerai , en terminant, que les moyennes isotropiques coin

cident avec celles qui resultent cle la consideration des polygones ou

des polycdres reguliers, et qui ont ete considerees par M. Breton (de

Champ) et par moi-meme dans de precedents articles.

404.

PHYSIQUE MATIIEMATIQUE. - - Memoire sur les douze equations qui deter-

minent les mouvemenls de translation, de rotation et de dilatation

d un systeme de molecules,

C. R., T. XXVI, p. 678 (19 juin i48).

Simple enonce.

405.

ARITHMETIQUE. Rapport sur les moyens proposes par les auleurs de divers

Memoires pour la solution des difficultes que presentenl le depouillement

et le recensement des votes dans les elections nouvelles.

C. H., T. XXVI, p. Sgg (3 avril 1848).

L Academie nous a charges d examiner les documents et projets

presenter par M. d Avout, capitaine d etat-major, et par M. Auguste-

Napoleon Naquet, ainsi que les moyens proposes par ces deux auteurs

pour la solution des difficultes inherentes au depouillement et au

recensement des votes dans les elections nouvelles. Ges difficultes

offrent, en efTet, une question digne par son importance de fixer 1 at-

tention de tous ceux qui s occupent de calcul et d operations arith-

metiques. Entrons a ce sujet dans quelques details, et recherchons

comment les operations relatives aux elections nouvelles pourront
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s executer dans les departements populeux, par excmplc dans Ic

departement dc la Seine.

D apres le recensement fait en i836, le departement de la Seine

renfermait 1106891 habitants. Co memo nombre a du s accroitre

depuis 12 annees. Effectivement le decret relatif aux elections, en

prenant pour base i representant par 40000 habitants, attribue au

departement de la Seine 34 deputes, ce qui suppose unc population
d environ 34 fois 4oooo, ou i 36oooo habitants. D ailleurs, il suit des

listcs de population inserees dans VAnnuaire da Bureau des Longi

tudes, que, sur 10000000 d habitants, le nombre des individus ages

de 21 ans et plus est de 5808267. II en resulte que, dans le depar
tement de la Seine, le nombre des individus ages de 21 ans et plus est

d environ 789924. D ailleurs, le rapport entre les naissances des indi

vidus des deux sexes masculin et feminin est, comme Ton sait, supe-

rieur a 1 unite, et sensiblement egal au rapport de 17 a 16. D apres

ces donnees, le nombre des hommes ages de 21 ans et plus, dans le

departement de la Seine, doit surpasser 394962, et differer peu de

407 233. Mais pour ne rien exagerer, et attendu qu il y aura toujours

des individus qui negligeront d user de leurs droits, on peut supposer

le nombre des electeurs reduit a 3ooooo. On obliendrait un resultat

peu different de celui-ci en ajoutant au nombre des individus qui

composent la garde nationale le nombre de ceux qui sont ages de

55 ans et plus. Remarquons maintenant que chacun des electeurs

devra inscrire sur la liste qu il deposera dans 1 urne electorate les

noms de 34 candidats. Le scrutin pourra done produire 3ooooo fois

34 ou 10200000 noms qui devront etre prononces distinctement par

ceux qui seront appeles a faire le depouillement des votes. Or, dans

les elections municipales, on etait parvenu a faire le depouillement

de 100 listes composees de 12 noms chacune en une demi-hemv

environ. D apres cette experience, une demi-heure semblerait devoir

suffire au depouillement de 1200 noms, et une heure au depouil

lement de 2400 noms. Done 4 25o heures, c est-ii-dire environ

177 jours de 2/4 heures chacun, ou, ce qui revient au meme, 354 jours
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de 12 heures chacun devraient etre employes au depouillement de

10200000 noms. Mais ce n est pas encore tout, et la .difficult^ du

depouillement se trouvera notablement accrue, en raison du grand

nombre des candidats; en sorte qu on ne pourra guere appeler plus

de 12 ou i5 noms par minute. Cela pose, la longueur de Foperation

sera doublee, ou meme triplee; et, pour effectuer en un petit nombre

de jours un si prodigieux travail, on sera oblige de le partager entre

un tres grand nombre de personnes, ce qui entrainera un recense-

ment tres laborieux.

Doit-on en conclure qu il est impossible d imprimer a Foperation

electorate le caractere mathematique essentiel a tout calcul qui offre

quelque interet, a toute operation qui a quelquc importance, et qui,

pour atteindre le but qu on se propose en Fexecutant, doit etre non

seulement praticable, mais encore exacte et porter sa preuve avec

elle.

Nous ne le pensons pas, et un heureux precedent vient appuyer

notrc opinion a cet egard.

En 1841, M. Thoyer, employe a la Banque de France, apres avoir

imagine une methode propre a simplifier notablement le calcul dcs

escomptes des effets admis cliaque jour, crut devoir composer un

Memoire a ce sujet, et presenter son travail ii FAcademic des Sciences.

Unc Commission fut nommee pour Fexamen du Memoire de M. Thoyer.

Le Rapport que Fun de nous fit au nom de cette Commission proposa

Fapprobation du Memoire, et les conclusions du Rapport furent adop

tees. Lc rapport indiquait d ailleurs unc simplification nouvelle que

Fon pouvait apporter aux calculs de M. Thoyer. Depuis cette epoque,

la Banque de France peut chaque jour se rendre compte de sa situa

tion financiere, et le travail long et penible qu exigeait autrefois la

verification du calcul des escomptes journellcmerit admis devient une

operation non seulement praticable, mais facile, et qui se termine en

moins d une demi-heure.

Aujtfurd hui ce n est plus de la Banque de France qu il s agit, c ost

dc la France elle-meme. A la verite, le probleme a resoudre est tou-
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jours tie rendrc praticablo et facile une grande operation aritbmr-

tique. Mais cette operation est devenue colossale, et, au lieu d into-

resser seulement la fortune de quelques citoyens, elle interesse au

plus hatit degre tout 1 avenir de notre patrie. 11 importe a tous que
Ton trouve les moyens d affaiblir et d annuler, s il est possible, 1 in-

fluence que les erreurs involontaires, si difficiles a eviter complete-

ment dans un travail de cette espece, pourraient exe-rcer sur les elec

tions. II importe a tous les agents clu pouvoir, ainsi qu a tous les

citoyens qui seront appeles soit a faire le depouillement et le recen-

sement des votes, soit a rediger et a transmettre aux chefs-lieux de

departemcnt les proces-verbaux destines a constatcr les resultats de

ces operations, qu aucun d eux ne puisse etre considere comme etant

deVenu involontairement la cause de quelques incertitudes.

Pour eviter un si grave inconvenient, deux conditions sont neces-

saires :

i II est necessaire que 1 operation electorate, qui naturellement

serait tres compliquec, devienne tres simple et d une execution facile.

Car ici la simplicite, la facilite d execution est une condition indispen

sable d exactitude;

2 II est necessaire que 1 operation electorate, comme toutcs les

operations arithmetiques, comme toutes les operations de banque
ou de commerce, comme toutes celles qui interessent la fortune des

citoyens et le tresor public, porte sa preuve avec elle. Les soins que
Ton se donne, les precedes auxquels on a recours pour assurer 1 exac-

titude de ces diverses operations, ne sauraient etre negliges quand il

s agit de constater 1 election des representants appeles par Icurs con-

citoyens a regler les destinees de la France.

Les moyens que les auteurs des Memoires soumis a notre examen

out imagines poufr remplir les conditions ci-dessus indiquees consis

tent principalement dans 1 usage de certaines feuilles de pointago, rl

dans la division du travail entre plusieurs groupes de scrutateurs qui,

pris trois a trois, seraient charges du depouillement des votes emis en

favour d un certain nombre de candidats.

OEuvres de C. S. I, t. XI. 5
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Les feuillos de pointage proposees par M. d Avout se reduisent a

des Tables a double entree. Les deux premieres colonnes verticales

renferment, avec les noms des divers candidats, des numeros d ordre

indiquant le rang dans lequel ces noms sont sortis. La premiere

colonnc horizontal renferme la suite des nombres naturels. Chaque

f ois que le nom d un candidat sortirait dc 1 urne, la premiere case

vide qui suivrait ce non serait pointee, c est-ii-dire noircie par un

point; et le pointage termine, le chiffrc situe au-dessus dc la dernierc

case pointee indiqucrait le nombre de voix acquiscs au candidat dont

il s agit.

Les feuilles de pointage proposees par M. Naquet sont divisees cha-

cune en dix bandes verticales, en tcte desquelles s inscrivent les noms

de dix candidals. Chaquc bande renferme un grand nombre de points

rcpartis entre plusieurs lignes horizontales supcrposees, et chaque

ligne renferme dix points dont le systemc est divise en deux groupes

de cinq. Chaquc fois quo le nom d un candidat sort de 1 urne, on

pointe, ou, en d autres termes, on couvre d un trait de plume Fun des

points qui appartiennent a la bande situee au-dessous du nom pro-

nonce, en commencant par les points qui, dans cette bande, sont les

plus voisins de ce meme nom. Les nombres 20, 4o, Go, .. . , places en

avant de la secondc, de la quatrieme, de la sixieme, .. . ligne horizon-

lale de points, fournissent, quand le pointage est termine, le moyen

de reconnaitre iminediateinent le nombre des voix acquises au can

didat dont le nom se lit en tete dc la bande.

M. d Avout et M. Naquet ont suppose 1 un et 1 autre les scrutateurs

partages en groupes de trois, ou autrement clit en trios, dont cliacun

serait charge du depouillement des votes emis en favour d un certain

nombre de candidats. 31. Naquet assigne a chaque trio deux ou trois

lettres de { alphabet; ct, afm d ecarter les erreurs, il veut que le*

scrutateurs qui feront partie d un meme trio se mettent d accord dc

) en 5 voix.

On ne peut admettre que, dans les grandes villes, a Paris par

exemple, le depouillement des votes se fasse a la mairie de chaque
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;irrondissement. En efTct, supposons un instant quo Ton adoplaf relic

mesure. Alors, dans un arrondissement (jui renfermerait 3oooo i-ler-

teurs, le nombrc des noms ecrits sur les bulletins, ct prononces a haute

voix dans le depouillement dcs votes, pourrait s elever a 3oooo fois 3/j.

c ost-a-dire a plus de 1000000. Done, en supposant que Ton puisse

depouiller i5 noms a la minute, par consequent 900 noms ou meme

1000 noms a 1 heure, on aurait besoin de 1000 heures ou de 100 jours

a 10 heures de travail par journee, pour effectuer le depouillement

tout entier. Lors meme que Ton parviendrait a rendre le depouille

ment deux ou trois fois plus rapide, 1 operation dont il s agit scrait

encore inexecutable. II sera done non settlement utile, mais neces-

saire, surtout a Paris, d etablir dans chaque arrondissement un assez

grand nombre de salles d election, dans chacune desquelles le depouil

lement s effectue. M. Naquet avait d abord propose de porter a 1000 le

nombre dcs electeurs qui fcraient partie de chaque assernblee electo-

rale. Dans un second projet, il propose de faire correspondre a Paris

les assemblies electorates aux compagnies dc la garde nationale. Alors

une meme salle d election recevrait les electeurs inscrits dans une

meme compagnie, et tous ceux qui habitent les memes rues que ces

electeurs. Si Ton admettait cette hypothese, 3 jours a 10 heures de

travail par journee pourraient suffire au depouillement des votes dans

chaque salle d election. Le depouillement pourrait s effectuer en un ou

deux jours, si Ton etablissait deux ou trois salles d election par com

pagnie, de maniere que chaque salle renfermat 3oo ou /|oo electeurs.

Les feuilles de pointage sont encore, dans les Memoires de

M. Naquet, appliquees a un usage particulier, que nous allons

indiquer en peu de mots.

Pour constater 1 exactitude de 1 operation qui a pour objet le de

pouillement des votes, il est utile de charger des scrutateurs spe-

ciaux du soin de recueillir le nombre cles voix perdues. Le travail

de ces scrutateurs speciaux deviendra tres facile, si, comme le pro

pose 31. Naquet, ils operent sur des feuilles de pointage divisecs en

colonncs verticales, en tete desquelles seraient inscrits les divers
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nombres cntiers, depuis 1 unite jusqu a 34- Alors il suffira de couvrir

d un trait do plume un point situe dans la colonne en tete de laquelle

se lira, par exemple, le nombre 7, toutes les fois que sur une liste

manqueront les noms de sept candidate. Si les noms des trente-

quatre candidats manquaient a la fois, c est-a-dire si le bulletin tire

de 1 urne etait un billet blanc, les scrutateurs devraient pointer, c est-

a-dire couvrir d un trait de plume un des points situe dans la colonne

en tete de laquelle serait ecrit le nombre 34-

Le pointage etant tcrmine sur chacune des feuilles qui indiquent,

d une part le nombre de voix acquises a chaque candidat, d autre part

le nombre des voix perdues, chaque scrutateur devrait joindre a la

feuille de pointage sur laquelle il aurait opere un proces-verbal, qui

serait purement et simplement le resume des fails constates par cette

meme feuille. Les trbis proces-verbaux rediges et signes par les scru

tateurs qui auraient pris part a une meme operation seraient com

pares et mis d accord entre eux. De ces trois proces-verbaux, Tun

serait immediatement communique aux electcurs qui voudraient en

prendre connaissance, conserve dans la salle d election pendant plu-

sieurs jours a la disposition de tous ceux qui desireraient le con-

suiter, et publie par voie d impression; un autre serait envoye a la

mairie, et le troisieme a 1 Hotel de Ville.

A 1 aide des proces-verbaux dresses comme on vient de le dire, tout

electeur pourrait immediatement connaitre le nombre des voix obte-

nues par l un quelconque des candidats dans chaque salle d election.

On en deduirait sans peinc le nombre total des voix acquises a chaque

candidat dans les differentes salles.

Le recensement des votes acquis a chaque candidat dans chaque

arrondissement pourrait etre avec avantage effcctue dans chaque

mairie le lendemain du depouillement des votes dans les salles d elec

tion. II conviendrait que les resultats de ce recensement fussent

rendus publics par voie d impression. La preuve de 1 exactitude de

cette operation serait la publication meme des proces-verbaux dresses

dans les differentes salles d election.
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Le recensement des votes acquis a chaque candidat dans Ic drpar-

tement dcvra, d apres le decret relatif aux elections, etre fait a I llntd

de Ville. La preuve de 1 exactitude de cette operation sera la publica

tion des recensements partiels faits dans chaque mairie.

Observons, d aillcurs, que les proces-verbaux destines a constater

le nombre des voix perdues fourniraient, comme nous 1 avons dit,

une derniere preuve de 1 exactitude des operations electorales.

MM. d Avout et Naquet ont encore examine et discute le parti quc
Ton peut tirer, pour faciliter le depouillemcnt du scrutin, d une idee

emise par 1 un des commissaircs. Cettc idee, qui consiste a distinguer

dans le depouillement deux sortes de listes, savoir, les listes indivi-

duelles deposees dans 1 urne par des electeurs qui seront seuls de leur

avis, et les listes collectives deposees par des electeurs qui se seront

concertes entre eux pour reunir leurs voix sur les memes candidate,

sera 1 objet special d une Note placee a la suite de ce Rapport.

En resume, les Gommissaires pensent que plusieurs des idees

emises par MM. d Avout et Naquet peuvent etre utilement appli-

quees a la simplification du depouillement du scrutin clans les elec

tions nouvelles.

Nous proposons en consequence a 1 Academie d engager ces auteurs

a poursuivre les recherches qu ils ont entreprises pour decouvrir des

moyens propres a rendre plus facile 1 operation elcctorale, et de leur

voter des remerciments.

406.

ARITHMETIQUE. Note sur an moyen de rendreplus rapide le depouillement

du scrulin dans les elections nouvelles.

C. R., T. XXVI, p. 404 (3 avril 1848).

II existc un moyen simple de rendre plus rapide le depouillemenl

du scrutin dans les elections nouvelles. Nous allons 1 indiquer en

de mots.
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Les listes de candidats deposees dans 1 urne electorate par les elec-

teurs seront de deux especes :

Certaincs listes particuliercs et individuelles seront deposees par des

electeurs dont chacun sera seul de son avis et n aura pris conscil que

de lui-meme. Mais ces listes seront evidemment peu nombreuses, eu

egard au nornbre total des votants, et elles auront pour effet unique

de disseminer des votes sur un grand nombrc de candidate, dont la

plupart n auront aucune chance de succcs. D autres listes auront sur

les elections une influence marquee et decisive : ce seront les listes

collectives deposees dans 1 urne, non par des individus isoles, mais par

des electeurs qui, jaloux de fa ire un acte serieux et de ne point perdre

lours voix, se seront concertes entre eux pour porter leurs suffrages

sur les memcs candidats.

Pour reduire a une grande simplicite 1 operation si laborieuse du

depouillcment, il suffirait do la partager en deux autres qui se rap-

porteraient, 1 une aux listes individuelles, 1 autre aux listes collec

tives.

Le depouillement des listes individuelles s executcrait tout naturel-

lement dans les formes ordinaires. Les resultats de ce depouillement,

dans chaque salle d election , seraient constates par des proces-ver-

baux qui feraient connaitrc le nombre des voix acquises a chaque

candidat sur les listes individuelles.

Quant aux listes collectives, il ne serait nullement necessaire d en

faire le depouillement. 11 suffirait que chacune de ces listes, etant ou

autographiee, ou lithographiee, ou imprimec, portat en tete, avec le

mot lisle collective, un nombre de cinq chiffres pris au hasard, ce qui

permettrait de reconnaitre, a mesure qu ils se presenteraient dans lo

depouillement du scrutin, les divers exemplaires d une meme liste.

Des numeros d ordre attribues aux divcrses listes indiqueraient

1 ordre suivant lequel elles se seraient presentees 1 une apres 1 autre

dans 1 operation du depouillement. Des feuilles blanches, divisees

en colonnes verticales, en tete desquelles on inscrirait ces numeros

(J ordre, seraient placees devant trois scrutateurs speciaux. Lors-
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lisle collective paraitrait pour la premiere f nis, chacun des

trois scrulalours on quoslion inscrirait, au-dossous du numon
d ordro, lo nombrc de cinq chifTrcs qui sorvirail a caracteriser cette

lisle; ot, au-dessous do ce nombrc, dans 34 cases vides, les noms

des candidate norlos sur la listo. Trois autrcs scrutatcurs marque-
raient sur des f euilles do pointagc les nombros des voix acquises a

cliaque liste collective. Lorsquc la memo liste, caracterisee par lo

memo nombre, rcparailrait, 1 un des scrutateurs charges d inscrire les

nonis des candidats sur les fcuillcs blanches prononcerait a haute

voix le numero correspondant a ce nombre, et chacun des scruta

teurs charges des feuilles de pointage correspondantes aux listcs col

lectives couvrirait d un trait un des points places au-dcssous de co

minion), en commencant par les points qui en seraient les plus voi-

sins. Kn outre, pour eviter toute erreur, le president transmettrait

aux trois scrutateurs charges des feuilles blanches les listes collec

tives, a chacune desquelles ils appliqueraient le numero qui lui

roviendrait; et ces memes scrutateurs auraient soin de poser les uns

sur les autres les divers exemplaires de chaque liste et de bien s as-

surer qu ils sont tous scmblables entrc eux. Enfin, lorsque le depouil-

lementdu scrutin serait termine, et quo les scrutateurs charges des

1 euilles do pointage pour les listes collectives auraient inscrit le

nombre de voix acquises a chacune de ces listes, les divers paquets
dont chacun comprendrait les divers exemplaires d une memo liste

seraient successivement, et suivant 1 ordre indique par les numeros

des listes, rapportes au president, qui comptorait immediatement a

haute voix le nombre des exemplaires compris dans eliaquo paquot.

puis les ferait passer aux secretaires, en ayant soin de verifier aver

eux la parfaite identite des divers exemplaires d une meme liste. Lo

compte fait, par le president, des exemplaires d une lisle devrail ovi-

demment roproduire le nombre des voix acquises a cette liste sur les

feuilles do pointage.

Nous avons suppose, dans ce qui precede, quo les listes collectives

deposees dans 1 urne electorate n etaienl pas modifiecs j)ar les oler-
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teurs eux-memes. Mais il peut arriver que, dans une liste collective,

un electeur remplace un nom par un autre. Pour remedier a cet

inconvenient, on pourrait se borner a faire rentrer les listes collec

tives modifiees dans la classe des listes individuelles; mais cet expe

dient detruirait en grande partie la simplicite de 1 operation. II sera

infiniment plus commode et plus simple de constater les divers rem-

placements comme s il s agissait de la conscription militaire, et de

charger des scrutateurs speciaux d indiquer sur des feuilles de poin-

tage combien de fois chaque candidat aura ete ou remplacant ou

remplace.

Pour se faire une idee de la grande simplification qu apportera au

depouillement du scrutin la distinction etablie entre les listes indivi

duelles et les listes collectives, il suffit d observer que, en operant

comme on vient de le dire, on remplace generalement la lecture, faite

a haute voix, des noms portes sur une liste collective, c est-a-dire de

34 noms dont chacun doit etre prononce distinctement, par 1 enoncia-

tion du seul nombre qui caracterise cette liste. II est done naturel de

croire que le moyen indique reduira, pour les listes collectives non

modifiees, le temps de 1 operation dans le rapport de 34 a 1 unite, ou,

ce qui revient au meme, dans le rapport d une demi-heure environ a

une minute. II y a plus : la reduction operee sera, selon toute appa-

rence, plus considerable qu on ne vient de le dire. Gar le nombre qui

caracterisera une liste collective se prononcera plus rapidement que

le nom d un candidat, joint aux prenoms, et autres indications qui

pourront servir a distinguer ce candidat d un autre, et que Ton clevra

enoncer aussi, pour ne pas s cxposer a confondre entre eux des homo-

nymes.

Le pointage des differentes feuilles relatives, soit aux listes indivi

duelles, soit aux listes collectives, soit aux remplacements operes sur

ces dernieres listes etant termine, chaque scrutateur pourra joindre a

sa feuille de pointage un proces-verbal qui sera purement et simple-

ment le resume des fails constates par cette meme feuille. Les trois

proces-verbaux rediges et signes par les scrutateurs qui auraient pris
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part a unc memo operation seraient comparts et mis d acconl entiv

oux, et 1 on feraitde ces trois proces-verbaux 1 usage qui a e(r imliqur

dans le Rapport.

A 1 aide de ces memes proces-verbaux, dont 1 un serait immediate-

ment communique aux electeurs, et conserve pendant plusieurs jours

dans la salle d election, il serait facile de connaitrc en un instant le

nombre des voix obtenues dans cette salle par 1 un quelconquc des

candidate. Supposons, pour fixer les idees, que le nom d un candidat

sc trouve a la fois sur trois listcs collectives, dont 1 une ait reuni

4oo suffrages, 1 autre 100 suffrages, 1 autre 53 suffrages : il est clair

que le nombre total des voix acquises a ce candidat sur les listes col

lectives sera 4o plus 100 plus 53, ou 553. Si d ailleurs le proces-

verbal relatif aux listes individuelles donne a cc candidat 12 suf

frages; si enfin les proces-verbaux de remplacement le portent trois

fois parmi les remplaces, cinq fois parmi les remplacants, on devra

au nombre 553 ajouter le nombre 12 et la difference 2 des nombres 5

et 3. La somme 553, plus 12 plus 2, ainsi obtenue, ou le nombre 067,

sera precisement le nombre total des voix acquises au candidat dont il

s agit.

Nous rcmarquerons, en finissant, qu il sera tres avantageux dc se

borner, le jour du depouillement du scrutin, a remplir et a dresser,

dans chaquc salle d election, les feuilles de pointage, avec les proces-

verbaux dont chacun offrira le resume pur et simple d une de ces

feuilles. Ges premieres operations n exigeront aucun calcul, puisqu il

suflira de constater sur chaque feuillc de pointage le nombre des voix

acquises a cliaque candidat ou a chaque liste collective, et pourront,

en consequence, s effectuer tres facilemcnt, memo au milieu du bruit

et du bourdonnement causes par des conversations particulieres, et

par la presence simultanee d un grand nombre d electcurs dans la

meme salle. A la verite, 1 addition a 1 aide de laquelle on pourra

deduire des diverses feuilles de pointage le nombre des voix acquises

a Fun quelconque des candidats sera encore unc operation assr/

simple, et qui, dans chaquc salle d election, pourra s achever en

OF.uvres de C. S.l,t. X.I. 6
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quelquos minutes. Toutefois les additions du meme genre, relatives

aux divers candidats, et celles qu exigera le recensement des votes

em is dans les divcrses salles d election, pouvant employer, eu egard

an grand nombre des candidats, un temps assez considerable, il con-

viendra de s en occuper, non le jour meme du depouillemcnt, ma is

les jours suivants, ce qui permcttra d cfTectuer tranquillement et a

tete reposee, d une part dans les salles d election, d autre part dans

les mairies et a 1 Hotel de Ville, ces memes additions, dans lesquelles

il ne sera possible de commcttre aucune erreur sans qu clle soit promp-

tement reconnue et rectifiee, si Ton adopte la marche indiquee dans

le Rapport.

407.

ARITHMETIQUE. Rapport sur les moyens que divers auteurs proposent

pourfaciliter les operations relatives aux elections nouvelles.

C. R.. T. XXVI. p. 44 (i? avril i8/( 8).

Dans 1 avant-derniere seance, nous avons rendu compte des propo

sitions 1 aites par MM. Naquet et d Avout pour rendre plus faciles It
1

depouillemcnt et le recensement des votes dans les elections nou

velles. Les conclusions du Rapport que nous avons lu a ce sujet ont

ete adoptees par 1 Academie. Mais de nouvelles propositions adressees

par divers auteurs ont ete renvoyees a notre examen; nous allons en

rendre compte en peu de mots.

M. Hubert a propose des feuilles de pointage qui ont beaucoup dc

rapport avec celles qu avait presentees M. Naquet. Dans le systemc de

M. Hubert, les points, remplaces par des ovalcs ou especes d ellipses,

deviennent plus apparents; chaque scrutateur est charge du depouil-

lement des votes emis en faveur de cinq candidats dont les noms sont

ecrits sur une planche, au-dessus les uns des autres; enfin la f euille

de pointage se transforme en un cahier dont chaque feuillet se divise
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en eiiuj parties eorrespondantes aux cinq candidats, et presenlr, ii |; (

suite du nom de chaque candidat, cent points au phi tot cent ovales

repartis cntre dix ligncs supcrposees. Le scrutateur pointe el mime-

rote les feuillets places en avant du nom d un candidat, a mesure que
ee nom sort de 1 urne. Lorsque le depouillement du scrutin est ter-

mine, 1 inspection seule du dernier feuillct, et du numero qu il portc,

fait immediatement connaitre le nombre total des voix acquises an

candidat dontil s agit.-Supposons, par exemple, que le dernier feuillet

soil le quatrieme, et qu il indique 4 2 votes acquis a un candidat. On

en conclura que le nombre de voix acquises a ce candidat est inferieur

a 4oo et precisement egal a 342.

Ce precede a 1 avantage de restreindre en surface 1 etendue des

feuilles qui doivent etre simultanement parcourues par les yeux des

scrutateurs. Mais a cote de cet avantage se trouverait 1 ineonvenient

devant lequel M. Naquet s est arrete, savoir, de trop augmenter le

nombre des scrutateurs.

M. Augier suppose qu on remet a chaque electeur, avec sa carte, un

bulletin divise en cases, sur lesquelles s inscrivent les noms des can

didats, puis qu a 1 aide d une machine a decouper on separe chaque

bulletin en bandes dont chacune contient un seul nom, puis enfin que

Ton attache ensemble, et que Ton compte, apres les avoir reunies par

centaincs, les bandes qui portent le memo nom. II est vrai que ce

mode de depouillement paraitrait avantageux sous un certain rap

port, puisqu il dispenserait de lire les bulletins avant qu ils fussent

decoupes. Mais la Commission observe qu il faudrait les lire apres,

et que ce mode d operation peut preter a des erreurs ou ties fraudes

qu il ne serait pas possible de discerner; ce qu a reconnu 1 auteur

lui-meme.

MM. Vuillermet et Sabran avaient d abord remplace les feuilles de

pointage par un Tableau unique dans lequel le nom de chaque ean-

didat etait suivi de trois ou quatre dizaines de points que renl er-

maient trois ou quatre colonnes verticalcs. Ces colonnes etaient ecu-

sees correspondre aux unites, dizaines, centaines, etc. Le pointage
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s executait, pour chaque candidat, a 1 aide de trois ou quatre epingles

qui s appliquaient successivement sur les divers points, ct qui s en-

foncaicnt dans un tapis etendu sous le Tableau. La position de ces

epingles indiquait, a chaque instant, le nombre des voix deja obte-

nues par le candidat. Enfin, dcs numeros d ordre places dans la pre

miere colonne verticale en avant des noms des candidats facilitaient

la recherche de ccs memes noms.

L usage des epingles offrant quelques inconvenients sous le rapport

de la stabilite, MM. Vuillermet et Sabran y out substitute plus tard des

chevilles qui s enfoncent dans des planchettes en bois percees de

trous. Enfin, a ces planchettes ils substituent maintenant un meca-

nisme semblable a celui dont on se sert pour compter les points an

jeu de billard. Seulement ils emploient trois ou quatre dizaines de

boules diversement colorees, et correspondantes aux unites, dizaines,

centaines, etc. A 1 aide de ce mecanisme, comme a 1 aide de la plan-

chette, on connait a chaque instant, sans aucune addition, le nombre

des voix acquises a chaque candidat. Les auteurs supposcnt d ailleurs

que deux ou trois personnes chargecs de la meme operation s arretent

de 2D en 25 bulletins, pour s assurer qu elles marchent d accord. En

cas d erreur, elles n auraicnt a verifier que le travail relatif aux

25 derniers bulletins.

Ce dernier precede procure, en realite, une economie de place;

mais ce serait aux depens dc 1 economie de temps, et d ailleurs la

mobilite des boules pourrait devenir une cause d incertitude.

En resume, les Commissaires proposent a 1 Academie de remercier

les auteurs des divers Memoires de leurs Communications.
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408,

THEORIE DEs NOMI5RES. Rapport sur an Memoire de M. GORIM,

relalij aux residus des puissances d un meme nombre.

G. R., T. XXVI. p. 4|3 (17 avril 1848).

L Academie nous a charges, M. Lame et moi, d examiner un Memoire

de M. Gorini relatif a la formation des periodes de residus que four-

nissent les puissances d une meme base, dans le cas oil le module est

lui-meme line puissance d un nombre premier.

L auteur du Memoire designe sous le nom de periodes arilhmetiques

et de periodes geometriques les deux especes de periodes auxquelles on

arrive en cherchant les residus qu on obtient quand on divise par le

module les divers termes d une progression arithmetique qui com

mence par zero, ou d une progression geometrique qui commence par

1 unite. II prouve que, dans le cas ou le module est, par exemple, le

carre d un nombre premier/?, la periode geometrique relative a une

base donnee se decompose en periodes arithmetiques correspondantes

a des indices qui fbrment eux-memes une progression arithmetique

dont la difference cst p i . En partant de ce principe, il indique un

moyen facile de ramener la recherche des residus correspondants au

module p
2 a la recherche des residus correspondants au module/?.

En resume, les Commissaires pensent que le Memoire de M. Gorini

peut etre lu avec interet par les personnes qui s occupent de la theorie

des nombres, et ils proposent a PAcademic de voter a 1 auteur des

encouragements.

409.

ARITHMETIQUE. Note sur le recensement des votes dans les elections

generalcs.

C. R., T. XXVI, p. 469 (i
er mai 1848).

Une question a ete debattue au sujet des elections du departement
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de la Seine. II s agissait de trouver un mode de recensement rapide
et sur, a 1 aide duquel on put, des proces-verbaux qui donnaient les

n -sultats du depouillement des votes dans chaque* arrondissement

electoral, deduire avec facilite les noms des candidats appeles a repre-

senter le departement dans 1 Assemblee nationalc. Or cette question

peut etre aisement et promptement resolue, a 1 aide d un precede tres

simple, qui serait applicable, dans tous les departements, a des elec

tions nouvelles, comme aux elections deja faites, ct que je vais exposer

en peu de mots.

Pour mieux fixer les idees, je choisirai comme cxemplc le departe

ment de la Seine, divise en quatorze arrondissements, ct je suppo-

scrai separement recueillis, comme dans les dernieres elections, les

votes de 1 armee et de la garde nationale mobile qui, prises en masse,

peuvent alors etre censees former un quinzieme arrondissement elec-

tQral. Je supposerai encore que les quinze arrondissements electoraux

doivent concourir a la nomination de trente-quatre represcntants, et

que les elections se font par scrutin de liste.

Cela pose, je remarquerai d abord que, apres la cloture du scrutin,

et avant meme que le depouillement s effectue, les feuilles d emar-

gement et la supputation des bulletins retires de chaque urne con-

statent le nombre des votants dans chacun des quinze arrondisse

ments electoraux.

D autrc part, le depouillement des votes, dans chaque arrondisse

ment electoral, fournit une liste de candidats que Ton peut classer

dans 1 ordre indique par le nombre des suffrages obtenus, le rang

d un candidat etant plus ou moins eleve sur cette liste, suivant que

le nombre des votes emis en sa faveur est plus ou moins considerable.

Concevons que les quinze listcs ainsi dressees dans les quinze arron

dissements soicnt comparees entre elles. Si les noms des trente-quatre

premiers candidats sont les memes sur ces quinze listes, ces noms

seront precisement ceux des representants elus. Dans le cas con-

traire, on pourra operer de la maniere suivante.

Effectuez le recensement general des votes pour les trente-quatre
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premiers candidats de la listc relative a 1 un des arrondisscments lc&amp;lt;

plus populeux, et, apres avoir suppute le nombre total des suffrages

favorables a chacun d eux, cherchez la quinzieme parlie du plus petit

des trente-quatre uombres ainsi trouves. Reunir au moins dans 1 un

&amp;lt;lrs quinzc arrondissements electoraux un nombre de suffrages supe-

rieur a cette quinzieme partie sera evidcmment une condition neces-

saire pour qu un candidat puisse etre elu. Or les quinze listes cor-

respondarites aux quinze arrondissements feront immediatement

connaitre les divers candidats pour lesquels cette condition sera

remplic. Ccla pose, il est clair qu il suffira d etendre a ces divers

candidats le recensement general, puis de porter leurs noms sur une

listo definitive, en les classant dans 1 ordre indique par le nombre

total des suffrages acquis a chacun d eux. Les trente-quatre pre

miers noms inscrits sur cette liste definitive seront ceux des trente-

quatre representants elus par le departement.

Le mode de recensement que nous venons d exposer offre 1 avan-

tage incontestable de reduire a un petit nombre les noms portes sur la

liste definitive, et parmi lesquels on doit chercher ceux des candidats

elus.

Au reste on peut atteindre ce but, et meme obtenir une reduction

plus forte encore dans le nombre des candidats portes sur la liste de

finitive, en apportant au precede dont il s agit 1 une des modifications

que nous aliens indiquer.

1 En augmentant d un quart ou meme d un tiers le nombre des

candidats que Ton choisit en tete de la liste d un arrondissement tres

populeux, pour leur appliquer le recensement general, c est-a-dire en

portant ce nombre de 34 a 4 2 &amp;gt;

ou meme a 45, on ne pourra qu aug-

menter, et generalement on augmentera le nombre des suffrages ac

quis a celui dc ces candidats qui deviendra le 34
e en vertu du recen

sement general, et, par suite, la quinzieme partie de ce nombre. Par

une consequence necessaire, on ne pourra que diminuer, et genera

lement on diminucra le nombre des candidats porles sur la listc di-fir

nitive.
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2 Apres avoir applique le recensement general aux 34, ou aux 42,

ou aux 45, . . . premiers candidats inscrits sur la liste d un arrondisse-

ment tres populeux, et classe ces candidats dans 1 ordre determine par

le nombre total des suffrages acquis a chacun d eux, cherchez cclui

de ces menies candidats qui occupera le 34
e

rang, puis divisez le

nombre des votes qui lui ont ete favorables par le nombre total des

volants. Vous obtiendrez pour quotient un certain rapport, et vous

pourrcz vous contenter d admettre dans la liste definitive les seuls

candidats qui, dans chaquc arrondissement, auront reuni un nombre

de suffrages superieur au produit du nombre des votants par le rap

port dont il s agit.

Pour faire mieux saisir par un exemple les principes ci-dessus ex

poses, je les appliquerai aux dernieres elections du departement de la

Seine.

Lc deuxieme arrondissement etait 1 un dc ceux oil le nombre des

votants etait le plus considerable. D ailleurs, en appliquant le recen

sement general des votes aux quarante-deux premiers candidats four-

nis par la liste de cet arrondissement, on obtcnait pour le candidat

qui, en vertu de ce recensement, devenait le 34
e

, 104871 suffrages,

Mais la quinzieme partie de 104871 est de 6991,4. Done aucun can

didat ne pouvait etre elu sans reunir, au moins dans 1 un des quinze

arrondissements electoraux, plus dc 6991 suffrages. Cette seule con

dition reduisait deja certainement a un tres petit nombre les candi

dats parmi lesquels on devait chercher les representants elus. Elle se

trouvait evideminent rcmplie pour 34 des 42 premiers candidats du

second arrondissement, savoir, pour ceux qui, dans le recensement

general, avaient reuni un nombre de suffrages egal ou superieur a

104871. Nous ignorons si, outre ces trente-quatre candidats, il s en

trouvait quelques autres qui, remplissant la meme condition, dussent

pour ce motif leur etre adjoints sur la liste definitive. Mais ce qu il y a

de certain, c est que les trente-quatre candidats dont il s agit ont ete

precisement les trente-quatre representants elus. Si quelque autre

candidat a reuni, dans 1 un des quinze arrondissements electoraux,
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plus de 6991 suffrages, le recensemenl general lui a donne un nombre

dc suffrages inferieur a 104 87 1 .

I.es trois precedes que nous avons indiques pour la formation d une

lisle definitive dans laquellc on doit chercher les noms des candidats

clus supposent, tous les trois, que Ton connait les resultats du de-

pouillemeiit des votes dans les quinze arrondissements electoraux.

(les precedes devraient etre legerement modifies, si, comme il arrive

assez souvent, on commengait a effectuer le recensement aussitot que

Ton connait la plus grande partie des votes. Dans ce cas, par cxemple,

on pourrait substituer a la quinzieme partie du nombre total des suf

frages obtenus par un candidat la quinzieme partie du nombre des

suffrages emis en sa favour et deja connus. L unique effet de cette

substitution serait de diminuer un peu le quotient trouve, par conse

quent de faire subir une legere augmentation au nombre des candi

dats dont les noms seraient portes sur la liste definitive.

410.

ANALYST. MATIIKMATIQIT.. - Memoire sur les valeurs moyennes

des fonctions et sur les fonctions isolropes (suite).

C. R., T. XXVII, p. 6 (3 juillet 18481.

\N VI.YSE.

Soient A, A,, A ;/
, ... plusieurs points materiels, et x, y, z^x^y^ z

t
,

x,,,y,,&amp;lt; z,,,
les coordonnees de ces points mesurees sur trois axes

rectangulaires des x, y, z. Si Ton deplace ces axes, en les faisant

tourner autour de 1 originc, sans alterer les positions des points ma

teriels dans 1 espace, les coordonnees x, y, z seront remplacees par

des trinomes de la forme

a x -t- 5y -+- y z , a! x -4- S y + y :, a&quot;j&quot; -f- 6&quot;r +
7&quot;-,

les neuf coefficients a, 6, y, a , , y , a&quot;, &quot;,
y&quot;

etant lies a trois angles

OEnvresdi-C. S. I, t. XI.
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polaires cp, j, y par les formules

a &amp;lt; OS9, siiKfCOS^, y -~ sin^

(i) &amp;lt; a. smocosd/, =
sin^; sin^p cos(p cos^cos^, y

-
cosp( sin^p cos 9 sin

-^
cos

vp,

a&quot;= sin 9 sin ^, 6&quot;= sin^cos^ cos^ cos^ sirrj/, y&quot; cos% cosd/ 0039 sin^ sind*.

Solent maintenant

une fonction des coordonnees x, y, -, ^r
;

, j,, 5
;
, . . ., et

(3) ..f(aj; + Sj + ys, a ^ + S j + y^, a&quot;^ 4-
&quot;/

-+- /-s, a^, + y, 4- y^,,

ce que devient en vertu du deplacement des axes qui correspond

aux angles polaires o, y, -]&amp;gt;.

Ainsi que nous-1 avons remarque dans la

derniere seance, la moyenne isotropique relative a la variation des

coordonnees
T V 1 T V *7.** J ~&quot; &amp;gt;Xx

/ J / &quot;/

sera la meme pour les deux fonctions 0, @, en sorte qu on aura, en

considerant o, y, ^ commc constants,

II y a plus : on pourra, dans le second membre de 1 equation (4), sub-

stituer a la. fonction une moyenne entre diverses valeurs de cette

fonction correspondantes a diverses valeurs de o, y,
f

j, par exemple la

valeur moyenne
Y--U _
M

x=-

de considere comme fonction de y. On aura done encore

(,&amp;gt;)
on, . on

&quot;

X
M&quot; 0.

x=-

Supposons maintenant que soit leproduit.de deux facteursdont le

premier F(.r, j,^,^, j,,-,, ...) soit une fonction quelconque des coor

donnees des divers points A, A,, A w , ... et le second f(//x -r ry -+- (vz)
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tine fonction queleonque du (rinome

// \ -t- vy -+- irx,

dans lequel les trois coordonnees \, y, L d un nouveau point B sont

multipliees par trois coefficients quelconques w, v, w, en sorte qu on

ait

V fc/* / ^/ /&amp;gt;*&quot;*/ V J

Si Ton pose

( ; ) A 2 = u 1
-H v* + w 2

,

7 7 7: seront les cosinus des angles formes avec les demi-axes des
A A A

coordonnees positives par une certaine droite OK; et, si en deplacant

les axes coordonnes on fait tourner 1 axe des x autour de 1 origine de

maniere qu il vienne s appliquer sur la droite OK, on aura

et

(9) = F(a^ + 6/ +

Par suite, si Ton pose

+ y +
=-

on aura

et la formule (5) donnera

(12) one ;m.Qra-x).

II s agit maintenant de trouver la valeur de O.

Pour y parvenir, nous rappellerons d abord que, f(&,Y, . . .)
etant
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une fonction entiere de plusieurs variables x, y, z, . .., on a (Vo

lume II des Exercices de Mathemaliques, page 167)0

(i3) f(a,b,c, ...)e
a*+ /

&amp;gt;y-*-
cz
+---=f(Vx ,])y,V z , ...)e**+*r+

e*+-~.

Si, dans cette derniere formule, on echange entre elles les lettres x, y,

z, . . ., a, b, c, . . ., on obtiendra la suivante

qui fournit des resultats donnes dans mes Exercices d Analyse; puis,

en reduisant apres les differentiations a, b, c, . . . a zero, on obtiendra

la formule generale

(,Z\ tl &amp;lt;t&amp;gt; -v ~ \ f( T) H/ D \ pax+by+czi-...
V 1J ) J \xf Jt &quot;

) J \ uai * / *&amp;gt;c&amp;gt; )
^

,

qui fournit des resultats donnes par M. Laurent. Or, si dans 1 equa-

tion (i5) on rem place x par cos&quot;/^
et y par siny^, on aura

(16) /(cosx,sin X )
=

puis, en posant, pour abreger,

et ayant egard a la formule

^M acosV4-6sinY ^&quot;iM i/T/icosY
^

on trouvera

/ / / &quot;*

(17) 3H-/(cos x , sin X ) =/(, I)*) f 1 +
^
+ f6 + -

D ailleurs, il est clair que parmi les quantites

les seules qui ne s evanouiront pas avec a et b seront

&quot;

*
&quot;A

( ) OEuvrcs de Cauc/iy, S. II, T. VII, p. ao.
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Done, si Ton nomme
V V Vv

&amp;gt;

v
, , ...

diverses fonctions lineaires et homogenes de D
ft , D/,, . . ., tout produil

symbolique de la forme

(18) VV,V,...A

s evanouira, pour des valeurs nulles de a, b, a moins que le nombre

des facteurs symboliques V, V
;
, V

;/
, . . . ne soit double de n. Ajoutons

que, dans ce dernier cas, 1 expression (18) se reduira toujours a une

fonction entiere de quantites de la forme VV,/*, et qu on aura, par

exemple,

(19) VV
/ V,V,,,A

2 = 2(VV,/z V,V,/r A-i-VV^V,V,/r
/

&amp;lt; +VV,/,AV / V,/ A).

Cela pose, designons par

V V V&quot;V
,

V
,

V
,

...

ce que deviennent, eu egard aux formules (i), les trois binomes

quand on y remplace cosy^ par Drt et siny par D A . Soient encore

v,, v;, v;, v,, r, v;, ...

ce que deviennent V, ?
,

V&quot; quand on y remplace x, y, z par X^Y,, -,,

ou par xH% Y,,,
5

tl
, La formule (10) donnera

Or, en vertu de cette derniere formule, et des remarques ci-dessus

( iioncees, Ii se reduit ii une fonction des quantiles

a a a&quot; x x x

et des produits symboliques de la forme

V, VA, V V//, V V A,
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V
, V , V&quot; pouvant n etre pas distincts de V, V, V&quot;. D ailleurs on trou-

vera

(21)

Done, si Ton pose, pour abreger,

c est-a-dire, si 1 on designe par r, r, ... les distances des points A,

A,, ... a 1 origine des coordonnees, on trouvera

V, \/i = (i a 5

) [//-, cos(r, /,) ##,],

(22) &amp;lt;

V^V//-- oca [/v, cos (/ , r,) ^r^c,] -t-
&quot;(/*, /, c),

puis on en conclura

(23)

D autre part, si Ton designe par x , y , z les coordonnees de 1 extre-

mite du moment lineaire dont la valeur numerique est celle de la sur

face du parallelogramme construit sur les rayons vecteurs r et r
y ,
on

aura
af=y*, y,*i

et par suite, la seconde des formules (22) deviendra

(24) V) V/j y.a. [rr /
cos (/ ,/ ,)

xx
t ~\

-+- ct&quot; .r .

Cela pose, la formule (20), jointe aux I ormules (22), (23), (24),

tournira evidemment pour (i une fonction entiere des seules coordon

nees

X, X
; , X

n , . ,
OC

,
. . .

,

mesurees sur Taxe des x et des trois coefficients
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conformement au theoreme II de la page 2cS. II &amp;lt;&amp;gt;sf vrai
(jut- la valcin

trouvee pour Q renfermera encore les rayons vecteurs r, r , . . . &amp;lt;-t | r &amp;gt;

cosiniis des angles (r, r
) ..... Mais ces rayons vecteurs et ces angles

s&amp;lt;mt ties quantites qui ne varicnt pas, tandis que Ton deplace les axes

coordonnes.

Si, dans la valeur de Q determinee comme on vient de le dire, on

substitue les valeurs de a. a , a&quot;, fournies par les equations (8), elle

se reduira simplement a une fonction entiere de

Soit

ff \ X, X/f
X

/f ,
. . .

,
X

, )

cette fonction entiere. L equation (12) donnera

(25)

Or, pour deduire de cette derniere equation la valeur de 3lc0, il suf-

fira de recourir a un nouveau deplacement des axes coordonnes, mais

a un deplacement dans lequel les valeurs de a, a
, a&quot; ne seront plus

celles que determinent les formules (8). On tirera ainsi de la tor-

mule (25), en considerant, dans le second membre, a, ^, y comme
seules variables,

(a6) 0)10= OlL-T(aj?4-S/-+-y5, a, .c -f- S, y --
y, z, ax 1

-+- y -4- y 3
,

. . .) f[/c( a\ -f- Sy -+- y z)j.

Cela pose, considerons d abord le cas particulier ou Ton aurait

Alors 1 equation (26) donnera

Mais, en posant, pour abreger,

(28) r^x -hy + z1 ,
U

2 AT

on aura precisenient
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Done la formule (27) donnera

Ainsi, dans le cas particulier dont il s agit, 1 integrale triple qui repre-

sente la valeur de oil pourra etre exprimee en termes finis. II est

d ailleurs facile de s assurer que le second membre de Fequation (29)

se reduira simplement a une fonction des rayons vecteurs r, r
f
,
r
H , . . . ,

menes de 1 origine aux points dont les coordonnees sont

f f f

et des cosinus des angles compris entre ces rayons vecteurs.

Lorsque la fonction f(x) ne se reduira pas a une exponentielle, on

pourra, en vertu des formules connues, la transformer en une somme

d exponentielles. II y a plus : si Ton suppose la fonction

& ( X X X x }

reduite a 1 unite, la formule (26) donnera simplement

SILQ = Oil f[A-(ax 4- gy + yz)] Oft f(/c/-a)

ou, ce qui revient au meme,

. r l

(3o)

et il est aise de s assurer que, dans le cas general, on pourra, en par-

taut de la formule (26), reduire la determination de OIL a la deter

mination de 1 integrale

et de celles qu on en deduit quand on remplace la fonction f(x) par

1 une des fonctions

Ajoutons que chacune de ces fonctions, et meme chacune des inte-
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grates desquelles dependra la valeur do on,, pourra etre li-ansl

en une integrate simple.

ill.

PiiYsinn; MATHEMATIOI i;.
-- Nouveau Memoire sur les douze equations qui

determinent les mouvements de translation, de rotation el de dilata

tion de rnolecules sollicitees par des forces d attraction on de repulsion

mutuelle.

C. II., T. XXVII, p. 12 (3 juillet 1848).

Dans ce nouveau Memoire, je commence par former les equations

qui determinent, dans un systeme moleculaire, d une part, les depla-

cements du centre de gravite de chaque molecule, d autre part, les

dilatations et condensations de cette molecule, et, par suite, sa rota

tion autour de son centre de gravite. J examine, en particulier, ce qui

arrive quand les mouvements devienneht infmiment petits et le sys

teme moleculaire isotrope; puis je considere specialement les quatre

inconnues qui representent : i la dilatation u du volume du systeme

moleculaire, en un point donne, que je fais d abord coincidcr avec le

centre de gravite d une molecule; 2 les trois variations atomiques

que subit la dilatation u, quand on passe du centre de gravite de la

molecule a trois points separes de ce centre par une distance tres

petite prise pour unite, en suivant trois directions paralleled aux axes

coordonnes.

Au reste, je developperai, dans un autre article, les formules que

renferme mon nouveau Memoire, et que je viens d indiquer.

OF.uvres de C. S. I, I. XI
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412.

ANALYSE MATHKMATIQUE. -- Theoremes divers sur lesfonctions differentidles

el sur les raleurs moyennes des fonctions.

(}. R., T. XXVII, p. 3 7 (10 juillet 1848).

Les methodes quo j
ai donnees dans les precedents Memoires pour

la determination des valours moyennes des fonctions peuvent encore

el re simplifies, dans leurs applications, a 1 aido do divers theorenios

quo je vais indiquer.

$ I. Tlit orentcf; relatifs aux fonctions differentidles.

Solent

x, y, z, . . . diverses variables;

.v,, ,v,, . . . , sm diverses fonctions de ces variables;

.v I une quelconque de cos fonctions,

ef

(1) 8 *,.9S . . .sm

lo
|&amp;gt;ro(luit

do cos monies fonctions. Soit enfin

(2) V = fiVx +bDy +c]) s + ...

une fonction lineairo ethomogene dos caracteristiques D.r , I),., I)-, ....

On aura, d une part,

(
3

)
\s

el, d autro part,

(4) D,* =

Or, do cos deux 1 ormules, dont la dornioro continue do subsislor
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(|iian&amp;lt;l
&amp;lt;m y remplace la variable .r par rune qiielromjm; drs aiilro

variables v, c-, ..., on &amp;lt;l&amp;lt; &amp;lt;liiit aisement la proposition suivanle :

TIIEOKEME I. Soic/it

.r, v, s, ... diverges i*ariables;

s
t , S.,, . . . , sm divergesfonotions de ces variables;

-s leproduit de ces memesfonelions;

\ unefonclion lineaire et homogene des caracteristiqu.es D^., D^, D-, . . . ;

on aura

THEOUEME II. -- Z/e^ memes clioses elant posees que dans le tkeoreme

precedent, soient

V,, V 2 , ..., V,,

diverges fonctions lineaires et homogenes des earacteristiques \)x , Q
y ,

Dz , .... Soil encore

(6) n^^v,...?,,

le produit des facteurs symboliques V,, V2 , . . . ,
V

rt
. Concevons enjin f/uc

le produil D *oz/ decompose en produits partiels, en sorte qu ori ait

(7) D=-DiDt... a,

chacun desfacteurs n (
D 2 D, eVa/z^ /e produit partiel de plusieurs

desfacteurs symboliques V,, V2 ,
. . . , Vn , et pouvant se reduire a I un de

ces derniersfacteurs ou merne d iunite, Lafonction differenlielle G^ sera

equivalente d la somme des divers produits de la forme

(8) rhsiDj *... a,,, *,

correspondants aux divers systemes de valeurs que peuvent acquerir, dans

la formule (7), legfacteurs symboliques D (
, D 2 , D,,,-

Exemple.
-- Soil n = 2, en sorte qu on ait

n^v.v,;

alors, dans le second membre de la formule (7), on jxnirra snpposer
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ou 1 un des. facteurs n,, n 2 , ..., nm equivalent a a, c est-a-dire an

produit V, V2 , et tons les autres a 1 unite, ou deux facteurs respective-

ment egaux a V, et a V 2 , chacun des autres etant reduit a 1 unite. Done

alors on aura, si m 2,

V, V, ( .9,
,9
2 ) .9, V, V 2 s 2 + .9 2 V, V, $i -+- V t ,v, V 2 .9 2 -+- Vj ss V 2 .?i ;

si m =- 3,

V, V, ( .9, .?, ,9
:j )
= ,V 2 ,V 3 V, V, .9, + ,93 .9, V, V 2 S, + .9, S t V, V, ,93

4- .9! (V, 52 V 2 ,93+ V, ,93 V 2 ,9
2 ) + .9

2 ( V, .9 3 V 2 .9! -+- V, .9, V 2 .9 3 )

CoroUaire. -- Si, dans le produit partiel

on echange entre eux les facteurs symboliques Q,, D 2 , , Dw , on

obtiendra des produits partiels de la meme forme, qui seront, en

general, distincts les uns des autres. On doit seulement excepter le

cas oil chacun des facteurs symboliques echanges entre eux se redui-

rait a 1 unite. Or, concevons quo, dans le second membre de la for-

mule (7), les facteurs symboliques, reduits a 1 unite, soicnt en

nombre egal a /. En joignant au produit partiel

ceux qu on en deduira par des echanges operes entre les facteurs sym

boliques n n Do, ..., n/ on obtiendra un nombre total de produits

partiels evidemment egal a i. 2.3. . . m, si / sc reduit a zero. Si /cessc

de s evanouir, alors, en echangeant entre eux les facteurs symboliques

qui se reduiront a 1 unite, on obtiendra i.2.3.../ produits partiels

qui ne seront pas distincts 1 un de 1 autre. Done alors le nombre des

produits partiels distincts qui se deduiront 1 un de 1 autre, par des

echanges operes entre les facteurs symboliques, sera egal au rapport

= m
(
in i

)
. . .

(
I -t- i

) .
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IVailleurs tous ces produits deviendront e^aux cnirc nix, si Ton a

.V,
=r S 2

= . . . s,,, .

Cola pose, le theoreme II entraine evidemment la proposition sui-

vante :

TIIKORKME III. -- Solent

s unefonction quclconque des variables x, y, z, . . . ;

V, , Vo, . . . , VB desfondions lineaires et homogenes des caracteristiques I)x ,

I),, D,, . . . ;

D = V, V., . . .Vn le prodmt de ces fonctions lineaires.

Soient en/in

D,, D 2 , . . .
, D/M desfacteurs symboliques dont le prodnil soil n, c.hacun

de cesfactears pouvant elre on I unite, ou I im desfacteurs V, , V., .....

Vn , ou le produit de quelques-uns de ces derniersfacteurs ;

I le nornbre de ceux des facteurs symboliques n,, D 2 , , [H/w qui sc

reduisent a I unite.

Lafonclion differentielle ns
m
sera equivalente a la somme des divers pro

duits de laforme

(9) ( *-!)(/-!- a). ...-mDi^ni*... Cm*

correspondents aux divers systemes de valeurs des fadeurs symboliques

DM G, ..... n,.

Exemples.
- Si Ton pose successivement a = V, ut D = VV, .....

V, V,, ... etant des fonctions lineaires des carach -risliffiies 1)^., ])
y ,

IX, . . ., le theoreme III fournira les equations

V.v&quot;
1 ms &quot;- 1

Vs,

?! V.? &quot; = m
(
in i

)s&quot;

1- 2
V.v V, .v 4- m.v&quot;

-
V, V.v,

Corollaire. --
Supposons quo, dans le theoreme III, on reniplace .\

par s ;, 5 etant independant de 07, j, 5, ...; on eonclura dc ce
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theoreme que la t onction symbolique n(* ?)&quot;
est equivalents a la

somme des produits de la forme

(10) (/+ 0(^-J-a)...mDi(* )D(* )-.. D*(* )

Si d ailleurs on pose apres les differentiations ? = s, le produit (10)

s evanouira toutes les fois qu un ou plusieurs des facteurs symho-

liques D,, D 2 D/ se reduiront a 1 unite, par consequent toufos

les fois que /differera de zero, et se reduira, si /= o, au produit

(n) i.2.3. . .m Di* Ds-i- a,,,.v.

On peut done enoncer la proposition suivante :

TnKoiiK.ME 1 V. Les mernes chases etant posees que dans le theoreme ///,

si Von determine la valeur de la fonclion

. 2 . . .

en effectaant les differentiations sansfaire varier
&amp;lt;;,

et enposant apres les

differentiations &amp;lt;;

= s, on trouvera cette valeur egale a la somme des pro

duits de laforme
DI* a 2 5. . . a,,,*.

On peut encore deduire aisement du iheoreme III la proposition

suivante :

THEOREME V. Soient

S) , s.,, . . . , sm diversesfonctions lineaires des variables x, y, z, . . . ;

,S = s
t
s., . . .sm le produit de ces fonctions;

O unefonction homogene des caracteristiques D r , D^, Dz , ____

Le rapport r- sera equivalent, si O est du second degre, a la somme des

produits de laforme

{ , s., pouvant etre remplace.es par deux quelconques des facteurs .v,,
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*, ..... sm \
si O t Sl (fit troisierne degre, a la sornmc des produils &amp;lt;l&amp;lt;&amp;gt;

la forme

S i
.V.&amp;gt; Sa

.v, , s.,, .v., pouvant etre remplacees par fro is f/iietconques des facleiirs ,v, , .y.,,

v v pin.1
:)

, . . . , Jw , CM,.

Corollaire. -- Si Ton rcmplace successivement O par O , O 3
, .

la recherche des rapports

se tronvera reduite par le theoreme V a celle des rapports de la forme

(i3)

On a lira d ailleurs

04)

^ II. - Tln orenies relatifs aux valeurs tnoyenncs des /auctions.

Lcs thooremcs etablis dans le I permettenl de simplitier les f or-

mules obtenues dans le Memoire sur les valeurs moyennes des fonc-

tions. Ainsi, en particulier, a 1 aide de ces theoremes, on pen! reduire

la ibrmulc (29) de la page 56 a 1 equation qne nous allons indiquer.

Snpposons qne, en conservant les notations adoptees dans le pre-

Memoire, on pose, en outre,

et

D= */**+ry +
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[/equation (29) de la page 56 pourra etre reduile a

(i) 0110 =
I . 2 l) s J . 2 . 3

sous la condition que les differentiations indiquees par les caracteris-

tiques Dx , D y
, D z soient appliquees seulement a la fonction de x, y, /

designee par n, comme si r-= zs etait independant de x, y, z. Ajou-

lons que la formulc (i) pourra encore etre presentee sous la forme

symbolique
O

413.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. -- Me/noire siir le mouvemcnt d un system?

de molecules.

C. R., T. XXVII, p. 03 (24 juillct 1848).

La plupart des resultats que j
ai obtenus jusqu a ce jour dans les

problemes de Physique matliematique, et que je suis heureux d avoir

vu accueillir avec tant de bienveillance par les geometres, etaient

deduits ou des proprietes generales des mouvements simples ou de la

consideration dc corps dont les molecules etaient supposees reduites

a des points materiels. II cst vrai que les formules fournies par cctte

bypothese representaient une grande partie des phenomenes, et que,

dans beaucoup de cas, on pouvait en deduire avec precision, non

seulement les resultats d experiences deja faites, mais aussi les resul

tats d expericnces a faire. II est vrai encore que les previsions du

calcLil a cet egard ont ete generalement confirmees par Fobservation,

specialement par les belles experiences de M. Jamin sur les proprietes

de la lumiere reflechie par un metal et sur la polarisation incomplete

des rayons lumineux reflecbis par la surface exterieure d un corps

isophane. Toutefois il restait a eclaircir quelques points dans la solu-
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tion ties questions quo Ton pouvait resoudrc en reduisant les mole

cules des corps a de simples points materiels; et, d autre part, plu-

sieurs phenomenes peuvent dependre des mouvements relatifs des

divers atomes qui constituent les molecules des corps, ou de ce quo
M. Ampere nomtnait les vibrations atomiques.

Deja, dans plusieurs Memoires presentes a 1 Academie par divers

auteurs et par moi-meme, il a etc question des vibrations atomiques.

On doit surtout remarquer les observations importantcs consignees a

ce sujet dans plusieurs Memoires de M. Laurent, et les formules qu il

a obtenues dans ses recherches sur les mouvements infiniment petits

d un systeme de spheroides. Mais, a ma connaissance, on n a pas

encore etabli les equations generates des mouvements infiniment

petits d un systeme de molecules dont chacune est considered comme

un systeme d atomes. On peut, il est vrai, regarder les douze equa
tions que j

ai presentees a 1 Academie dans les seances precedentes,

comme offrant unc premiere approximation dans la recherche de ces

derniers mouvements. Mais ces douze equations, qui determinent les

mouvements de translation et de rotation des molecules avec leurs

dilatations dans les divers sens, supposent que, la position d un atome

etant rapportee au centre dc gravite de la molecule dont il fait partie,

on developpe les deplacements relatifs de cet atome suivant les puis

sances ascendantes de ses coordonnees relatives, ct que Ton reduit

ensuite chaque developpement a ses deux premiers termcs.

Par les motifs que je viens d exposer, il m a paru necessaire d en-

treprendre de nouvelles recherches sur les corps consideres comme

des systemes de molecules ou meme comme des systemes de points

materiels. Les resultats de mon travail formeront 1 objet de plusieurs

Memoires que je me propose dc presenter successivement a 1 Aca-

demic. Les propositions ct les formules qui s y trouveront etablies me

semblent propres a eclaircir les principales difficultes qui peuvent

subsister encore sur les divers points de la Physique mathematiqur.

D ailleurs je n hesiterai pas a faire un appel aux physiciens et aux

geometres en les priant de m aider de leurs lumieres, et dc voir eux-

Ofiuvrcs de C. S. I, t. XI. 9
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memes si les difficultes leur paraisscnt effcctivement resolues. M. Lau

rent a deja bien voulu me promettre d etre severe pour mes formules,

et de me signaler les objections qu il rencontrerait. J espere que, dans

1 interet de la science, mes illustres confreres, et specialement ceux

qui se sont plus particulierement occupes de la theorie de la lumiere,

ne refuseront pas de me rendre le meme service. J aurai souvent,

comme par le passe, 1 occasion d indiquer a 1 avance les resultals d ex-

periences a faire; et, par consequent, mes travaux pourront n etre

pas sans influence sur les progres de la Physique experimentale.

Des aujourd hui
j
ai 1 honneur dc presenter a 1 Academie deux nou-

veaux Memoires dont le premier est relatif aux equations generales

des mouvements infiniment petits d un systeme de molecules. Le

second a pour objet les conditions qui se rapportent aux limites des

corps, et, en particulier, les lois de la reflexion et de la refraction des

rayons lumincux.

Le premier de ces deux Memoires difiere surtout de ceux que j
ai

presentes a 1 Academie dans des dernieres seances, en un point qu il

importe de signaler. Dans ceux-ci douze inconnues propres a exprimer

les mouvements de translation et dc rotation des molecules et leurs

dilatations dans les divers sens etaient determinees par douze equa
tions aux differences melees en fonction de quatre variables indepen-

dantes qui representaient les coordonnees et le temps. Au contraire,

dans mon nouveau Memoirc, les trois inconnues seulement, savoir,

les trois displacements d un atome mesures parallelement aux axes

coordonnes, se trouvent determinees par trois equations aux diffe

rences melees en fonction de sept variables independantes, savoir

du temps et de six coordonnees dont trois fixent la position d une

molecule dans 1 espace, tandis que les trois autres fixent la position

de 1 atome par rapport au centre de gravite de la molecule.

Apres avoir obtenu, dans le cas general, les equations dont il s agit,

je donne les formules auxquelles elles se reduisent quand le systeme

de molecules devient isotrope.

Pour ne pas trop allonger cet article, je me bornerai a extraire
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ici do mon Memoirc los equations definitives auxquelles je parviens

quand les diverses molecules sont scmblablos cntrc elles. Je ren-

verrai a unc autre seance 1 examen des consequences importantes

qu entrainent ces equations, des integrates qui les verifient, et des

phenomenes que ces integrates rcpresentent.

AXALYSE.

Considerons un systeme de molecules, chaque molecule etant elle-

meme composee d atomes que Ton suppose sollicites par des forces

d attraction ou de repulsion mutuellc. Soient d ailleurs

m, m
r

, m
t/

, ... les masses des diverses molecules;

m , m&quot;, ... les masses des atonies qui composent la molecule m;

m, m
r
, ... les masses des atomes correspondants de la molecule m

t
\

Rapportons les positions des centres de gravite des diverses molecules

a trois axes rectangulaires des x, y, z que nous ferons passer par une

origine fixe, ct les positions des divers atomes qui composent une

molecule m a trois axes des x , y , z menes parallelement aux trois

premiers par le centre de gravite de m. Soient, au premier instant,

x, y, z et o?-f-x, v -+- v, z -f- z les coordonnees rectangulaires des/ / j O

centres de gravite des molecules m et m
t

\

x , y ,
z et x -+- x , y 4- \

T/

, z -h z les coordonnees rectangulaires des

atomes m , m&quot; rapportees au centre de gravite de m\

r la distance des atomes m et m&quot;;

r
f

la distance des atomes m et ra&quot;;

m
m&quot;f(r )

1 action mutuelle des atomes m
, m&quot;, la fonction f(r )

etant positive quand les atomes s attirent, negative quand ils se

repoussent.

Posons d ailleurs

Supposons enfin que le systeme moleculaire parte d un etat d equi-
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libre, ct que, au premier instant, les diverses molecules soient sem

blables entre elles et semblablement orientees.

On aura non settlement

inais encore

rf = (x + x )
!+ (y + y )

2+ (z + z
)

2
.

Soient, d autre part, au bout du temps /,

H, Y],
les deplacements absolus de 1 atome m mesures parallelernent

aux axes des x, y, z, dans un mouvement infiniment petit.

Ces deplacements pourront etre consideres comme des fonctions du

temps t et des six coordonnees x, y, z, x , y , z dont les trois der-

nieres varieront entre les limites fort restreintes determinees par les

dimensions des molecules; et, si Ton pose

u et u representeront au bout du temps t, et autour de 1 atomc m , la

condensation de volume : i du systeme moleculaire; 2 de la mole

cule m. Cela pose, si Ton fait, pour abreger,

co = x -+- y c -+- z w, w =r x H- y v -+- z w
,

puis

le signe S indiquant une somme de termes semblables ct qui corres-

pondront aux divers atomes m&quot;, m &quot;,
. . . , c est-a-dire aux divers atomes

compris dans la molecule m et distincts de m , puis enfm

H _-aa-.. I --, (^ + w )
2

1 / (r,)OH f(r;
r,

le double signe SS indiquant une double somme de termes semblables

qui correspondront aux divers atomes

m
t ,

m
, m&quot;, ..., m^ m&quot;^

m
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compris clans les molecules m
t

, m
if

, . . , distincles de m\ on aura, pour

determiner H, Y], ( en fonction ties sept variables t
t x, y, z, x , v ,

s
&amp;lt;

trois equations dont la premiere sera

(D?-G G ); D(D M.H | + D^H rn-J) lv.H C)

Pour obtcnir les deux autres equations, il suffira d echanger entre

&amp;lt; ii\ les axes des x, y, z en memo temps que les lettres correspon-

dantes a ces axes; par consequent, il suffira de rcmplacer dans le

premier membre de la formule (i) par Y]
ou par (, et de remplacer

en meme temps dans le premier terme du second membre le facteur

symbolique DH parD^ou D
lv , puis, dans le second terme, le facteur sym-

bolique DM -+- Du par D^, -+- D/ ou Dw -+- Dw ,. Lorsque le systeme de mole

cules sera homogene dans toute son etendue, les coefficients G, G , H,

H dcviendront independants des valeurs attribuees aux trois coordon-

nees x, y, z.

Considerons maintenant d une maniere speciale le cas oil le systeme

moleculaire deviendrait isotrope. Alors les coefficients

G ,
H

, G, H

devront etre remplaces par les moyennes isotropiques

D1LG , OILH , 01LG, 011H,

et, si Ton pose, pour abreger,

on conclura des principes etablis dans mes precedents Memoires sur

les valeurs moyennes des fonctions, que onG , OftH se reduisent a

des fonctions de A
, et onG, omH a des fonctions de A, A

,
h

t

.

Cela pose, si Ton fait, pour abreger,

E OIL G + OIL G + D h 311,H 4- D A - Oft H ,

on verra Tequation (i) se reduire, pour un systeme isotrope de mole-
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cules, a la formule

(I)J )
= D OilHV

Ajoutons quo de cette formule on en deduira deux autres semblables

a 1 aide d un echange opere entre les trois axes coordonnes.

Si chaque molecule est composee d un tres grand nombre d atomes,

alors pour se former une idee des resultats auxquels conduiront les

equations du mouvement, on pourra, dans une premiere approxima

tion, operer comme si les coefficients

G, H, G , H
, E,

qui sont independents des coordonnees x, y, s, etaient aussi indepen-

dants des coordonnees x , y ,
z . En operant ainsi, on deduira de

1 equation (2), jointe aux deux equations de meme forme, deux

equations separees entre les deux inconnues u, u
, puis une equa

tion caracteristique a laquelle satisferont toutes les inconnues. D ail-

leurs cette equation caracteristique sera verifiee quand on egalera

chaque inconnue au produit d un facteur constant par une exponcn-

tielle de la forme
giix -+- cy+w z -t- .r + v y + w z st

u, r, w, u , v , w , s etant, non plus des symboles de differentiation,

mais des constantes reelles ou imaginaires. Si, pour fixer les idees,

on suppose

s = s i, u = u i, v = v i, w = w i, u = u /
,

v =. v i, w =. w i,

i etant une racine carree de i, et s, u, v, w, u , v , w des constantes

reelles, et si dans cette memc hypotkese on determine k, k , ,, t/ a

1 aide des formules

k 2 = u 2 + v 2 + w 2
,

k - = u 2
-[- v 2 + w 2

,

kt u^r + v/ -4- w-, k t = U ^ H- V J H- w -
,

t. \! rcpresenteront des longueurs mesurees perpondiculairement a
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deux especes d ondes planes qui devront etre soigneusemcnt disl m-

1 une dc I autre. Enfin, si Ton pose

,, __ 2 7T , ,_ 2 7T _ 2 71
K

&amp;gt;

K _
&amp;gt; S -=-

&amp;gt;

1, 1 seront tes epaisseurs de ces deux especes d ondes planes, tandis

quo T representera la duree des vibrations moleculaires; et il est clair

que ( equation caracteristique etablira une relation, non plus seule-

ment entre les deux constantes s, k, mais entre les trois constantes s,

k, k et le cosinus de Tangle compris entre les plans des deux especes

d ondes.

Dans un autre article, je dirai comment je suis parvenu a la forma

tion des equations (i) et (2), comment on peut obtcnir lours inte-

gralcs generates, et quel rapport ces equations et ccs integrates out

avec les recherches de quelqnes auteurs sur les mouvcments molecu

laires ou atomiques, particulierement avec les inductions ou les calculs

que rcnferment les Notes et Memoircs dc M. Ampere et de 31. Laurent.

414.

PHYSIQUE MATHKMATIQUK. Me/noire sur le^s conditions relatives aux lirnites

des corps, et, en particular, sur celles qui conduisent aux lois de la

reflexion et de la refraction de la lumicre.

C. R., T. XX VII. p. 99 (24 juillct 1848).

Ce 3Iemoire, dont 1 extrait lu a la derniere seance sera imprime

dans le prochain Compte rendu, a pour objet la recherche des condi

tions qui sc rapportent aux limitcs des corps, specialement de celles

qui determinent la reflexion et la refraction des mouvements simjilcs

dont la superposition rcproduit les diverses especes dc mouvemenls

infmimcnt petits. Suivant une premiere loi, si un mouvcinrnt sini|lr.

en rencontrant une surface plane, donne naissance a des motivcmcnls
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reflechis ou refractes, ces divers mouvements seront toujours de la

nature de ceux que 1 auteur a nommes mouvements correspondants.

D ailleurs les mouvements reflechis et refractes peuvent etre, ou du

nombre de ceux qui se propagent sans s affaiblir, ou du nombre de

ceux qui s eteignent en se propageant. Dans le premier cas, ils doivent

offrir des ondes planes qui s eloignent de la surface reflechissante ou

refringente. Dans le second cas, les vibrations moleculaires doivent

diminuer avec la distance a la surface. La loi precedente suffit pour

determiner la direction des ondes planes, liquides, sonores, lumi-

neuses qui peuvent etre reflechies ou refractees par la surface dc

separation de deux milieux.

Quant aux lois qui determinent les directions et les amplitudes des

vibrations moleculaires, elles peuvent se deduire, quand chaque

milieu renferme un seul systeme de molecules, et sous la condition

enoncee dans un precedent Memoire (Comptes rendus de i843) du

principe de Tegalite entre les pressions exercees par les deux milieux

stir la surface de separation. Si chaque milieu est un corps qui ren

ferme, outre ses molecules propres, les molecules de Tether ou fluid?

lumineux, on devra, au principe dont il s agit, joindre le principe de

la continuite du mouvement dans I ether. D ailleurs, Tequation caracte-

ristique relative au double systeme de molecules offrira deux especes

de racines dont les unes disparaitront avec les molecules du corps,

les autrcs avec les molecules de Tether; et dans une premiere approxi

mation Ton pourra obtenir les phenomenes dependants des mouve

ments infiniment petits du corps,al aidc du principe relatif aux pres

sions, en tenant compte seulement des racines de premiere espece,

puis les phenomenes dependants des mouvements infmiment petits

de Tether, a Taidc du principe de la continuite de mouvement, en

tenant compte seulement des racines de seconde espece.
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415.

( -u.cn, INTEGRA i.. Memoire sur de nouveaux theoremes relatifs aii.v

ralt iirs moyennes des functions, el sur I application de ces t/icon Hn-s

a I integration des equations aux derivees partiellcs fjuc presente la

mecanique moleculaire.

C. R.. T. XXVII, p. io5 (3i juillct 1848).

Simple enonce.

416.

PHYSIOIT. MATHOUTion- .
--

Rapport sur tin Memoire de M. LAI HOT, rclatif

aux equations d equilibre et de mouvemcnt d un sysleme de spheroides

sollicites par desforces d attraction et de repulsion mutuelles.

C. R., T. XXVII, p. io5 ( 3i juillct 1848).

L un do nous a donne, dans un Memoire lithographic en i836, ainsi

que dans le premier Volume des Exercices d Analyse et de Physique
mathematique, les equations generates du mouvement d un systeme
de points materiels soJlicites par des forces d attraction et de repul
sion mutuelles, en deduisant ces memes equations des formules qu il

avait obtenues dans un travail presente a 1 Academie le i
er octobrc 1 827 .

11 a, de plus, fait remarquer : i la forme symbolrque a laquelle on

peut reduire les equations dont il s agit, en exprimant les termes

qu elles rcnfermcnt a 1 aide de deux fonctions caracteristiques; 2 les

reductions nouvelles qu on peut faire subir aux equations syrnlxi-

liques trouvees, dans le cas ou leur forme devient independanle de

la direction attribuee a deux des axes coordonnes supposes recfan-

gulaires, ou meme a ces trois axes simultanement. Enfin il a donne

les equations analogues auxquelles on parvient quand on considf-re

deux systemes de points materiels qui se penetrent mutuellemenl ; el

CEnvres de C. S. I, t. XI. l(t
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meme, dans un Memoire presente a 1 Academie le 4 novembrc 1889,

il a considere Ic cas plus general ou les points materiels donnes appar-

fiennent a trois ou a un plus grand nombre de systemes, en remar-

quant d ailleurs que ces divers systemes peuvent etre, par exemple,

les diverses especes d atomes dont se composaient les molecules d un

corps cristallise. Dans le Memoire dont nous avons a rendre compte,
M. Laurent considere non plus un systeme de points materiels, mais

un systeme de spheroides sollicites par des forces d attraction ou de

repulsion mutuelles, et il recherche les equations du mouvement d un

semblablc systeme. M. Poisson s etait deja occupe de cette question;

mais les formules qu il avait obtenues se rapportaient specialement

au cas particulier ou les dimensions dcs spheroides, comparees aux

distances qui les separaient, etaient assez petites pour qu on put

negligcr certains termes; et d ailleurs, ce que n avait pas i ail

M. Poisson, M. Laurent deduit les actions mutuelles de deux sphe

roides des actions exercees par les elements de 1 un sur les elements

de 1 autre.

Apres avoir etabli les six equations generales qui determinent le

mouvement du centre de gravite de chaque spheroide, et son mouve

ment de rotation autour de ce meme centre, M. Laurent considere

specialement le cas oil ces deux mouvements deviennent infinimenl

petits; il trouve qu elles peuvent alors se reduire a des equations

lineaires symboliques analogues a celles que nous avons rappelees

ci-dessus, et qui expriment les mouvements d un ou deux systemes

do molecules. Les inconnues comprises dans les equations dont il

s agit representent, comme on devait s y attendre, les deplacements

infmiment petits du centre de gravite d un spheroide, mesures paral-

lelement aux axes coordonnes, et les rotations intiniment petites de

ce spheroide autour de trois droites menees par le meme centre paral-

lelement a ces axes.

-M. Laurent s est encore propose de resoudre, pour un systeme de

spheroides, le probleme resolu par 1 un de nous pour un ou deux sys

temes de points materiels, en recherchant ce que deviennent les equa-
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tions propres a representer les mouvements infinimont petits dn sys

teme, dans le cas ou ces equations prennont une forme independante
des directions des axes coordonnes. II a prouve que, pour arriver a ce

dernier cas, il suflit de remplacer le second membre de chaque equa

tion, considere comme une fonction explicite des coordonnees des

divers points, par une integrale triple qui renferme cette meme fonc

tion sous le signe / , et qui se rapporte aux trois angles introduits par

une transformation de coordonnees. Mais, comme, dans revaluation

de cette integrale, 1 auteur a neglige certains termes, les equations

definitives auxquelles il est parvenu ne sont pas les plus generates

que Ton puisse obtenir en considerant des milieux isotropes. En

recherchant quelle est la nature des milieux auxquels correspond la

forme des equations donnees parM. Laurent, le rapporteur a reconnu

qu elle correspond an cas ou, le systeme donne se composant de mole

cules non seulement semblables, mais semblablement orientees dans

1 etat initial, le mouvement est independant du mode d orientation.

En integrant les equations trouvees, M. Laurent a obtenu les lois

des mouvements simples que ces equations peuvent representer, ainsi

que les vibrations et rotations des molecules dans les mouvements

dont il s agit.

Enfin, en terminant son Memoire, il a observe que des six equa
tions du mouvement on peut deduire deux equations separees entre

deux inconnues dont 1 une est precisement la condensation de volume

du systeme donne.

En resume, dans le Memoire dont nous venons de rendre compte,
M. Laurent a donne de nouvelles preuves de la sagacite qu il avail

deja montree dans des recherches favorablement accueillies par les

geometres. Nous pensons, en consequence, que ce Memoire, comme

les precedents, est digne d etre approuve par 1 Academie, et que 1 Aca-

demie doit engager 1 auteur a continuer ses recbercbes sur ce sujet

dilficile aborde par lui avec beaucoup de talent.
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417.

( .u.&amp;lt;m INTEGRAL. -- Demonstration et applications de lajormule

I n~l n_-2 j
* T\ 2 9 &quot;m* T^ / / \D

t
i

- M F(co vO-
a 6,y, ...

C. R.. T. XXVII, p. i33 (7 aout 1848).

Dans cettc formule, qui pcrmet de resoudre d importantes ques-

lions d Analyse et dc Physique mathematique, par exemple d integrer

generalement les equations aux derivees partielles du second ordre,

lincaires et a coefficients constants, on a

co = net. -t- p6 -+- ivy + . . .,

de plus, n designe le nombre, suppose impair, des variables u, v,

w, ..., et i une variable auxiliaire que Ton reduit defmitivement a

I unite; enfin F(^) est une fonction paire de k, developpable sui-

vaiit les puissances ascendantes de 2
, et la moyenne indiquee par

le signe M s etend a toutes les valeurs de a, ^, y, ..., pour les-

quelles p demeure compris entre deux limites infinimcnt voisines

de I unite.

418.

M. AUGUSTIX CAUCHY presente a 1 Academie les Notes et Memoirrs

dont les titres suivent :

C. R., T. XXVII, p. 162 (14 aout 1848).

PREMIERE NOTE. Surla surface caracteristique et la surface des ondes,

correspondanles a des equations homogenes de degre pair entre les coor-
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(tormees et le temps, considerees comme enveloppes de deux plans mnhilrs.

dont les deux equations sont representees par la seuleformule

i etant lie a x, y, z ou a x, y, z par une equation homogene.

SK.CONDK NOTE. -- Sur la surface mobile dont I equation est de la forme

h + o:(x a) +y(y b) H- s(z ~ c) = t*,

i etant donne en fonction de x, j, z par une equation caracteristique,

et sur la valeur p que prend le rayon de courbure moyenne de cette

surface, c est-a-dire la moyenne geometrique entre ses rayons dc

courbure principaux, quand on choisit les parametres h, a, b, c, de

maniere que les points correspondants aux coordonnees a, b, c et x,

y, ^ se confondent avec un seul point situe sur sa surface caracteris

tique, le point qui repond aux coordonnees x, y, z etant situe sur la

surface des ondes.

PREMIER MEMOIRE. - -

Integration, generale des equations homogenes.
hneaires et a coefficients constants, d un ordre quelconque, el integra

tion speciale de I equation

que resout lafonction principale ni determinee par laformule

m
~).^V^(F(5,.x-, y,

Z
)}

[

^~
t- etant le rayon de la surface des ondes, correspondant au point de la

surface caracteristique dont les coordonnees sont .x, y , r, et p le rayon

de courbure mentionne dans la seconde Note. D ailleurs, dans la for

mule precedcnte, on a

el Ton suppose que, a chaque valeur dc s, fournie par requation
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correspond une valeur de d2
s constamment positive. Ajoutons que, en

vertu de cette formule, 1 integrale generale d une equation homogene,

lineaire, a coefficients constants et a quatre variables independantes,

se trouve exprimee par une integrate definie double, dc laquelle on

voit sortir immediatement les lois des phenomenes.

SECOND MKMOIRE. -- Demonstration da theoreme fondamentat, suivant

lequel une inconnue determinee, comme fonction principale, par une

equation lineaire, homogene, a coefficients cojistants, a quatre variables

independantes x, y, z, t, et rigoureusement nulle au premier instant en

dehors d une certaine enveloppe invariablement liee a un point pris pour

origine, n a de valeur au bout du temps I que dans 1 interieur de la meme

enveloppe qu un mouvement de translation aurait deplacee avec I origine

en faisant coincider cette derniere avec un point quelconque de la surface

des ondes.

419.

M. AUGUSTIX CAUCHY presente a 1 Academie les Notes et Memoires

dont les titres suivent :

C. R., T. XXVII. p. 197 (i aout 18/48).

PREMIER MEMOTRE. - -

Integration generale de I equation homogene du

second ordre

a laquelle on satisfait, quand le nombre n des variables x, r, z, . . .

est impair, en prenant

__

M

a, 6, . . . , X etant lies aux variables auxiliaires a,, a,, . . . ,
a /n par des

equations lineaires que donne le calcul, la valeur de p etant
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et i devanf rli c ivduit ii I unite, apres les differentiations indiqiirr.

par la caraeteristique D c
.

PKK.MII.I .I: NOTE. - Sur lafont-lion appelee principals dans les recherches

presentees a la derniere seance ( ).

DEIXIEME NOTE. -- Determination de iintegrate singulidre

( I ( . . . I f
( a, S

, y ,
. . .

,
t

) dy. dB dy . . . di
,

[ etant la partie reclle do [ expression

dans laquolle i designe line racine carree de I unite negative, un

nombre intiniment petit, et to une fonction donnee des m variables a,

6, y, .... Reduction du ealcul a la recherche des systemes de valeurs

de a, , . . . , i qui verifient les equations simultanees

Kxamen special de la valeur &amp;lt;& que prend 1 integrale, dans le cas 011,

les integrations et

ces sstemes, on a

les integrations etant effectuees entre des limites voisines de Tun de

GJ =r st r, a/. -+- cp. 4- y v -+- . . . ,

( ) Cello fonction est distincte do cello qui a ete designee sous le memo nom dims

d autres Memoires. Si Ton adopte 1 ancienne definition, la formulc el la proposition enon-

cees dans la derniere seance devront etrc appliquees, non plus a la fonction principale ra,

mais a sa derivec de 1 ordre n 2, prise par rapport a /
;
done alors, en supposant toutes

les nappes de la surface caraeteristique reelles et convexes, on aura

p .V&quot;-
1

pr
3
T7T(.r -4- X V, _}

-+- [JLt,
Z -t- Vt)

.i
1

, j, - etant les coordonnecs d un point quelconque de Fespace; v etanl, an bout du

lemps t, le rayon de la surface des ondes, qui forme avec les demi-axes des coordonmvs

positives les angles dont les cosinus sont X, IJL, v; les coordonnees .v, ij,
i etant celles du

point corrcspondant de la surface caractcrisliquc, et les valeurs de p, ; etant oelles qnr

/*2

nous avo:is indiquees. Alors aussi - ----- sera precisement le rayon de courbure dc la sur

face caraet^ristique an point (x, &amp;gt;\, ~).



80 COMPTES RENDUS BE L ACADEMIE.

s etant une fonction homogene du premier degre en a, 6, y, . . . , et,

&amp;lt;lc plus,

f(a, 6, y, ...) = -

V/ I _ a2_g 2_
y-2_...

SKCOXD MEMOIRE. --
Integration generate de I equation homogene et

du degre n ,

dans laquelle le coefficient de D /CT est suppose reduit a 1 unite, quel

que soil le nombro m des variables x, y, z, .... Examen special du

cas oil m est impair.

TR.OISIEME NOTE. - -

Explication des contradictions qui se manifestent

dans plusieurs cas entre les integrates par series des equations dijferen-

1idles, ou aux derivees partielles , et leurs inlegrales en termes Jims.

Examen special du cas ou les integrales en series disparaissent, quoiquc

les integrales en termesfinis subsistent.

420.

C. R.. T. XXVII, p. 225 (28 aout 1848).

M. AUGUSTUS CAUCHY presente a FAcademie un Memoire sur la fonc

tion principale assujetlie a verifier I equation de I ordre n

et a s evanouir avec ses derivees relatives a t d un ordre inferieur a

n i pour une valeur nulle de t. Lorsque, le coefficient de D&quot;CT etant

1 unite, (t,a;,y t s, . .

.)
se reduit a une fonction homogene de t ou

de t- et de u, la lettre u designant une fonction de x, y, z, ... homo-

gene ou non homogene et du second degre, la question peut etre ordi-

nairement ramenee au cas oil la fonction u est de la forme
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Alors, si 1 equation doniuV cst homogene, la fonction principale rr si

de term in era par la formule

&quot;-

,r
1

*- F^ / -I
-

ll
~ U+ .^,^Hh t*^.

i devantetrereduitdefinitivernent a 1 unite, w designant le nombre des

variables x, y, z, . . . , et s ce quc dcviont la fonction F(^, x, y, *,-...)

quand on \ rcmplace / par s et x* -+- y- -+- z- -+- . . . par 1 unite.

421.

M. ArcrsTix CAUCHY presente a I Academie deux Notes sur les objets

ici indiques :

C. R., T. XXVII, p. 3J6 (9 octobro i8.jS i.

PREMIERE NOTE. Sur I integrale

m \ &quot; /

O

danslaquelle idesigne une racine carreede 1 unite negative; ct deter

mination de cette integrale, pour des valeurs impaires de m t a 1 aide

de la fbrmule

SI.CONDE NOTE. Sur la transformation d une function G(x;,y t -,...)

de m variables x, y, z, ... en une integrale de I ordre m relative a m r&amp;lt;t-

nahles auxiliaires \, p, v, . . . ,
el qui depend d unefonction nouvelle de

r, y, z, ... f/&amp;lt;&amp;gt;/i/ le degre se reduit au second.

OF. iif r,^ ,:, C. S. I, t. XI. J I
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Solution de ce problemc a 1 aide de la formulc

^ ffH
(

2 + p
2

)

dans laquelle designe un nombre infmiment petit, m un nombre

impair, et p
2 une fonction de x, y, z, . . . du second degre, determinee

par 1 equation

Ajoutons que la formule subsiste pour tout systeme de valeurs de x,

y, z, . . . representees par des valeurs de \, u., v, . . . comprises entre

les limites des integrations.

422.

M. AUGUSTUS CAUCHY presente a 1 Academie trois Notes sur les objets

ici indiques :

G. R., T. XXVII, p. 373 (ifi octobrc 1848).

PREMIERE NOTE. - - Demonstration du theorems suivant lequel I inte

grate

reste invariable, tandis que 1 argument/? de la variable imaginaire

z re &quot;

varie cntre des limites entre lesquelles la fonction Y(s) demeure finie

et continue, cette fonction etant d ailleurs tellement choisie, que le

produit -f(s) s evanouisse pour une valeur nulle et pour une valeur

infinic du module r de z.

DEUXIEME NOTE. --
Application du theoremc etabli dans la Note prece-
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dcnlc a ( evaluation &amp;lt;les integrates

-fL
(i )&quot; (i -f-

)&quot;
-f- (i -+-

oc)&quot; (i a)&quot; da

( cos -+- at sin
)

&quot;+n
i c

(i a) &quot;

(i -f- x} n d -+- a) &quot;

(i a)&quot; da

/(cos 5 -i- ou sin
)

&quot;+-&quot;

i a 2

dans lesquelles m, w designent deux nombres entiers ou fractionnaires,

ou meme irrationnels, et un arc renferme entre les limites -

2 2

determination de ces integrales a 1 aide des formules

2/?/
A YT - cos (

m n)d,
1

(
in -+- n

)

2&quot;^&quot;rfm)rr) .

frr-
- sin (

m n)B.

TROISIOIK NOTK. -- &/r une fonction IT(r) &amp;lt;-/P / variable r liee aux

m variables x, y, 5, ... /?/ iequation

r- =. x-

et sur la transformation de cette fonction, pour le cas ou
II(&amp;gt;)

est une

fonction paire de r, en une integrale multiple qui depend de la fonc

tion lineaire

a = oix -+- By + y 3 -i- . . .
,

a 1 aide de la formule

dans laquelle on a

et
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423.

M. AUGUSTUS CAUCHY presente des recherches analytiques sur les

objets ici indiques :

/

C. R.. T. XXVII, p. 433 (3o octobre 1848).

Nouveau Memoire sur I equation lineaire et de I ordre n

(t,&, r, -, ...) etant une fonction entiere et homogene de / et des

m variables x, y, z, . . . , et en meme temps une fonction entiere de t
2

,

dans laquelle le coefficient de t
1

se reduit a 1 unite. Integration de

(elk 1

equation, dans le cas ou m est un nombrc impair, a 1 aide de la

Formule

D;- = *
)

M
JM &amp;lt;

r^--

dans laquelle on a
? 1

*=(-!)*

u

et

tr(a?, y, s, . .
.)

etant la valour initiale de la derivee de 1 ordre n i de

la fonction principale cj, c est-a-dire la valeur de D&quot; GT correspon-

dante a / = o.

PREMIERR NOTE. Sur une transformation de Vmtegrale obtenue dans

le Memoire precedent, et sur la reduction de cette integrate a laforme

i) ?-
*
GJ
-

&quot;M i M /,-, t -j
&amp;gt;&quot;

-

v/^ I)-&quot;

- 2

[
-

- n
(
u o ]

)., jx, v, . .. a, p, y, ...

le signc 1 s etendant a toutes les valeurs positives de s et de a qui
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verifient les equations

F(.v, a, S, y, . . .
i :o, * = i,

et la valeur de /\. riant determines par la formulo

dans laquelle ies integrations s etendent a toutes les valeurs de ,

y. pour lesquelles on a s~ r. Conditions sous lesquelles s ef-

iectue la reduction ici indiquee.

SECONDE NOTE. --
Application de I integrals oblenue dans lc Memoire

mi cas ou iEquation donnee devient isotrope, c est-a-dirc au cas oil la

1onction F(/, x, y, z, . . . ] depend uniquement des variables

t ct

et oil Pintegrale trouvee se reduit a

rt(i

(levant etre reduit a 1 unite, apres les differentiations.

424.

.M. AKUSTIN CAICHY presente a I Academie les quatre Notes sui-

vantes :

C. R., T. XXVII, p. 499 ( l3 novembrc 1848).

PUKMIKIU, NOTK. --
Application de laformule donnee, dans la *ea/t&amp;lt;-&amp;lt;-

dit io oetohre ( p. S/j), au cas parlicnlier oil ton a

w(.i\y, :-, . . . &quot;) --f(/
-

), i
\/&*+ }

-
-t- - 2

-f-. . .
,
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et oil 1 integrale trouvee se reduit a .

les valeurs de p
2

,
w et u etant

p
2 a 2

-f- g 2 4- y- -+- . . .
, w a^c -I- 6j + y x; -+- . . . -+- st,

DEUXIEME NOTE. -- Demonstration de laformide

,.
,

v zdlclp...
/ /

/

m designant un nombre impair, un nombre infiniment petit, la

valeur de c,- etant

et les integrations etant effectuees entre les limites, hors desquelles

la fonction sous le signe / s evanouit. Usage de cette formule dans

1 integration de I equation homogene dont elle fburnit 1 integrale

generale deduite de 1 integrale particuliere qu offre la Note prece-

dente.

TROISIEME NOTE. Sur 1 integrale

i etant inferieur a /&quot;, et F(#, /) etant une fonction entiere des

variables x, t, dont le degre soit n par rapport a chacune des

variables.

Examen du cas ou la fonction (x, t) s evanouit hors des limites

X
,

X
,

etant un nombre tres petit, et oil les n racines de I equation
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resolue par rapport a /, sont des functions reelles, distinctes ot con

tinues de / entre les limites x - -
c, x = e. Transformation de 1 in-

tegrale K, dans cette hypothese, a 1 aidc de la formule

i t designant un coefficient qui s evanouit, quand t est situe hors des

limites t , t&quot;, et qui, dans le cas contrairc, se reduit a -f- 1 quand Dx t

est positif, a i quand Dr t est negatif.

QUATRIEME NOTE. -

Application des formules donnees dans la Note

precedente a la delimitation des integrates des equations homogenes.
Accord des resultats ainsi obtenus, dans le cas oil lout.es les racines de

I equation caracteristique sont reelles, et oil les variables independantes

sont au nombre de quatre, avec les conclusions enoncees par M . BLANCHET

dans la Note du 20 decembre i8 r

|i. Application des formules a la deli

mitation des ondes propagees dans les systemes de molecules dont les

mouvements sont represented par des equations a sept variables indepen

dantes.

425.

M. AUGUSTIN (^AICHY preseute a 1 Academie diverses recherches sur

les objets ci-apres indiques :

C. R., T. XXVII, p. &quot;)?.) (20 novcmbre 1848 ).

Memoire sur les fonclions discontinues. Examen special d uno func

tion discontinue m(x, y, z, . .

.) qui se reduit a une fonction con

tinue Il(.r, y, s, . .

.) quand les variables x, v, z, . . . demeurent

comprises entre des limites reelles et constantes x --- x\ x = x&quot;,

y=y ,y y&quot;, ..., ot qui s evanouit toujours dans le cas contrairc.

Determination de la fonction discontinue a(x,y,z,...), considered

comme valeur particuliere d une fonction continue, quand les va-
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riables x, r, r-, ... deviennent imaginaires. Demonstration du theo-

reme suivant lequel rs(x, y, z, . .
.)

se reduit alors a ll(a?, y, z, . .

.)

quand les parties reelles de x, y, z, . . . sont toutes comprises entre

les limites ci-dessus indiquees, et a zero dans le cas contraire.

PREMIERE NOTE. - -

Application des principes etablis dans le Memoire

precedent a I integration de I equation homogene

Vitesse de propagation des ondes planes represented, au signe pres,

par la valeur de .9 tiree des formules

F(,9, a, 6, y,
. . .) = o, a--h -h y*-H. . . i,

quand cette valeur est reelle; et par la partie reelle de s, quand s

devient imaginaire.

DEUXIEME NOTE. - - Determination generate de la fonction principale

qai venfie Vequation homogene. Ondes courbes et tres minces, consi-

derees commc des enveloppes d ondes planes. Nappes diverses des

ondes courbes. La derivee de 1 ordre /? 2 de la fonction principale

est rigoureusement nulle en dedans de la plus petite nappe, en dehors

de la plus grande nappe, et entre les nappes elles-memes, quand les

diverses nappes
1 offrent des surfaces d ellipsoide semblables entre

elles.

Cette proposition se verifie encore lorsque, toutes les valeurs de s

etant reelles, on neglige les quantites comparables au cube de 1 epais-

seur des ondes.

TUOISIEME NOTE. -- Si Ton fait abstraction du cas special traite dans

la Note precedcnte, la derivee de 1 ordre n 2 de la fonction princi

pale sera generalement nulle, en dedans de la plus petite nappe ; mais

elle ne s evanouira rigoureusement en dehors de la plus grande nappe

que dans le cas oil toutes les valeurs de s seront reelles.
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420,

.M. ArousTix CU-CHY presente a 1 Academic des recherchos nouvelles

sur les ohjets ci-apres indiques :

C. R.. T. XX VII, p. 53 7 (27 novembre 1848).

PREMIER MKMOIRE. -- Demonstration de plusieurs theoremes generaux
d Analyse et de Calcul integral.

PREMIERE NOTE. - - Sur les coefficients limitateurs consideres comme

valeurs particulieres de fojiclions continues d une on de plusieurs va

riables. Avantages que presente, dans la solution des problemes de

Mecanique ou de Physique, 1 emploi du limitateur \x assujetti a se

reduire sensiblement, pour une valeur reelle de la variable x, ou a

/(T&amp;lt;&amp;gt; on ii 1 unite, suivant que cette valeur est negative ou positive.

SECOND MKMOIRE. - - Sur les equations discontinues auxqiielles on est

conduit en cherchant a resoudre les problemes les plus generaux d Ana

lyse ou de Calcul integral. Emploi du limitateur 1^ dans la transforma

tion de ces equations et dans la determination de leurs integrates.

DEUXIEME NOTE. Sur les phenomenes representespar les integrates des

equations discontinues, et en particulier sur les ondes planes que repre-

sejitent les integrates en lermesfinis des equations discontinues aux deri-

vees partielles. Determination directe des limitateurs que renferment

ces dernieres integrates. Application de ces memes integrates a la

determination des lois de reflexion et de refraction dc la lumiere.

TROISIEME NOTE. - - Sur le developpement en serie des integrates des

equations discontinues. Les fonctions que renferment ces integrales,

et qui s y trouvent multipliees par les coefficients limitateurs, peuvent

etre, sous certaines conditions, developpees en series ordonnees sui

vant les puissances ascendantes du temps; mais on ne saurait en dire

autant des coefficients limitateurs auxquels on doit conservcr (oujours

Irnrs formes primitives.

OF.nvres de C., S. I, t. XI.
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427.

M. AUGUSTIN CAUCHY presente a I Academie diverses Notes et Memoires

sur les objets ci-apres indiques :

C. R., T. XXVII, p. 572 (4 decembre 1848).

NOTE. -- Sur les diverses formes qu on pent assigner an limitateur 1^.,

enprenant, par exemple,

i -4-e

designant un nombre infiniment petit. On trouve alors

l,-f-L*=i.

Alors aussi, pour une valeur de^imaginaireetde la forme x = a -+- &amp;gt;i,

le limitateur 1^ se reduit sensiblement ou a zero ou a Tunite, suivant

que la partie reelle a de x est negative ou positive.

PREMIER MEMOIRE. - - Sur I integration de Vequation aux dericees par-
lielies

I);
2 = (a

2
Un-/&amp;gt;

2
l a; )[)l,

dans laquelle on suppose 1 ineonnue a assujettie a verifier, pour unc

valeur nulle de t, les deux conditions

8 57(^7), Df 8=ro.

Determination de Finconnue a 1 aide de la formule

^1^^+ rlx ,

la valeur de u etant

(x + at] + -I_ je+a/ cr(a7 ori)2 2

b a. a

et t&amp;gt; etant ce que devient M quand on y remplace 6 par a, a par /&amp;gt;,
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et \x par L 7
.. Application de la fbrmule trouvee, et des formules ana

logues, a la Physique mathematique.

DEUXIKME MEMOIRE. - - Dans cc Memoire, on demontre lo theorems

suivant :

Soient u, v deuxfonctions entieres de m variables x, y, z, . . . , toutes

deux homogenes, mais I line u du premier degre, Iautre v du second.

Supposons d ailleurs que la fauction v resle toujours positive el que les

carres des coefficients des variables dans la fonction u donnent pour

somme I unite. Soil encore r = \x 2
-+- y- -+- z 2

-\- . . . , et concevons que,

dans le cas oil I on
assiijeltit les variables x, y, z, ... a la condi

tion v = i, on nomrne H la valeur maximum de u, et V le produit des

m racines positives de Vequation qui fournil les maxima et minima de r.

Enfin, nornmoTis A le produit des m i racines positives de I equation

quifour/tit les maxima el minima de r, dans le cas ou les variables x, y,

z, . . . sont assujetties a verifier simultanement les deux conditions u = o,

v = i . On aura generalement
AH = V.

Application de ce theoreme et d autres propositions analogues : i a la

Geometric; 2 a 1 integration des equations homogenes.

TROISIEME MEMOIRE. -- Sur les mouvejnents infinimenl petils de deux

systemes de molecules qui sepenetrenl miiluellement, el en particulier sur

Irs rihrations de Vether dans un corps solide- oujliiide dont chaque mole

cule est consideree comme un systeme d atonies.

428.

M/AUGUSTIN CAUCHY presente a 1 Academie des recherches nouvclles

sur les objcts ci-apres. indiques :

C. R., T. XXVII, p. 5g6 (11 decembrc 1848).

NOTE. -- Sur lesfonctions i sotropes de plusieurs systemes de coordo/i-

Jiees rectangulaires, et specialctncut sur celles de cesfonctions qui soul en
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merne temps hemitropes, el qui changent de signe avec les coordoimees

paralleles a un seul axe. Toute fonction developpable suivant les puis

sances entieres des coordonnees, lorsqu elle est hemitrope, se com

pose dc termes qui sont tous de degre impair, et doit renfermer au

inoins trois systemes de coordonnees.

PREMIER M&MOIRE. Sur les actions ternaires, on, en d autres termes,

siir les modifications (jue faction mutuelle de deux atomes pent subir en

presence d un troisieme atome. Influence du platine reduit en epon^e

sur la combinaison de Foxygene et de 1 hydrogene. Influence d un

atonic d un corps sur Faction mutuelle de deux atomes d ether. II

suffit de tenir compte de cette derniere influence, dans la recherche

des formules qui expriment les mouvernents infiniment petits du

fluide ethere, puis de reduire les formules trouvees a des equations

isotropes r pour retrouver precisement les equations differentielles de

la polarisation chromatiquc. Accord des resultats ainsi obtenus avec

les experiences de M. Pastenr.

SECOND MEMOIRE. Sur les lois de la polarisation des rayons lumineux

dans les crislaux a un ou a deux axes optiques. II suffit de supposer les

atomes d ether distributes isotropiquement autour de chaque atome

du corps, puis de tenir compte de Finfluence exercee par chaque

atome du corps sur les actions rnutuelles des atomes d ether, pour

retrouver la conclusion qui se deduit des experiences de Fresnel,

savoir, que les vibrations iumineuses dirigees suivant un des trois

axes d elasticite, ct comprises dans le plan d une onde passant par le

deuxieme ou le troisieme axe, onrent dans Fun ou Fautre cas la meme

vilcsse de propagation.

429.

C. R., T. XXVII, p. 621 (18 deccmbre 1848).

M. AUGUSTLN GAUCHY presente a FAcademie un Memoire sur les trois

especes de rayons lumineux qui correspondent aux mouvements
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simples du fluido ethere. Les principaux resultats auxquels 1 auteur

parviont sont par lui indiques dans les termes suivants :

i Ceuxdes rayons lumineuxqui se propagentsanss aflaiblir offrent

des vitesses de propagation dont les carres sont les racincs reelles d une

equation du troisieme degre. Les deux premieres racines de cette equa
tion repondent aux rayons jusqu ici observes par les physiciens. Elles

deviennent egales entre elles, dans les milieux isophanes, lorsque les

rayons observes se reduisent a un seul. Elles sont distinctes, mais

peu diflerentes 1 une de 1 autre, dans les cristaux a un ou deux axes

optiques, et dans les corps isophanes qui font tourner le plan de pola

risation. Elles deviennent imaginaires dans les metaux et les corps

opaques.

2 Les lois de la reflexion et de la refraction de la lumiere se

deduisent de deux principes fondamentaux. Le premier consiste en

ce que les mouvements simples incident, reflechis et refractes sont

des mouvements correspondents (p. 71 et 72). Le second est le prin-

ripe de la continuite du mouvement dans i ether. En vertu de ce der

nier principe, les deplacements infmiment petits E, YJ,
d un atome

d ether, mesures parallelement a trois axes rectangulaires des x, y, z,

a une distance infmiment petite de la surface de separation de deux

milieux, devront conserver la memo valeur quand on passera du

premier milieu au second; et Ton devra encore en dire autant des

derivees de , Y], (, prises par rapport a une coordonnee qui serait

perpendiculaire a la surface reflechissante, par exemple des trois

derivees D^, D^Y], DX C, si cette surface est perpendiculaire ii 1 axe

des x. On obtient de cette maniere six equations de condition, qui

sufFisent dans le cas ou les equations differentielles du mouvement

de Tether peuvent etre reduites sensiblement a des equations du

second ordre. Dans le cas contraire, de nouvelles conditions, que
Ton devra joindre aux precedentcs, se deduiraicnt encore imme-

diatement du principe enonce. Ajoutons que, dans chaquc milieu,

le displacement ^, YJ
ou ( se composera dc diverscs parties corrc&amp;gt;-

pondantes aux divers rayons incident, reflechis ou refracles.
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3 En operant comme on vient de le dire, on obtient precisement

les formules que j
ai donnees pour determiner le mode de polarisa

tion et 1 intensite des rayons lumineux reflechis ou refractes par la

surface d un corps transparent ou opaque. Ces formules, dans une

premiere approximation, et dans le cas particulier oil il s agit d un

corps transparent dont la surface polariserait completement un rayon

reflechi sous une certaine incidence, se reduiraient aux formules de

Fresnel, et se trouvent d ailleurs verifiees par les experiences de

M. Jamin.

4 Les experiences qui verifient mes formules verifient en memc

temps 1 existence du troisieme rayon lumineux dont les proprietes

sont mises en evidence par 1 analyse de laquelle ces formules se

tirent. Le calcul montre quc le troisieme rayon de lumiere disparait

&amp;lt;]uand
la lumiere incidente est ou polarisee dans le plan d incidence,

ou propagee dans une direction parallele ou perpendiculaire a la sur

face reflechissante, et qu il s eteint dans chaque milieu a une distance

notable de cette surface. Si, apres avoir determine le coefficient d ex-

tinction du troisieme rayon, on divise 1 unite par ce coefficient, le

quotient obtenu changera de valeur dans le passage du premier au

second milieu, a moins que la surface reflechissante ne polarise com

pletement la lumiere reflechie sous une certaine incidence; et si Ton

multiplie la difference entre les deux valeurs trouvees par la caracte-

ristique du rayon refracte, le produit sera precisement le coefficient

tres petit que renferment les formules relatives aux corps transpa-

rents et verifiees par M. Jamin.

5 L existence du troisieme rayon semble encore indiquee par

d autres phenomenes, specialement par la perte de lumiere observee

dans les rayons reflechis sous des incidences obliques, et par un fait

remarquable dont nous devons la connaissance a M. Arago, savoir

que la lumiere disseminee par une surface hors de la direction de la

reflexion reguliere est polarisee perpendiculairement au plan d emer-

gerice.



i:\TRAlT NO 430. 95

430.

PHYSIQUE MATHKMATIQUE. - -
Mecanique moleculaire.

C. R., T. XXVIII, p. 2 (2 Janvier 1849).

Des savants illustres, clont plusieurs sont membrcs de cette Aca

demic, m ayant engage a reunir en un corps de doctrines les

recherches que j
ai entreprises et poursuivies depuis une trentaine

d annees, sur la Mecanique moleculaire et sur la Physique mathe-

matique, j
ai cru qu il etait de mon devoir de repondre, autant que

je le pouvais, a leur attente, et de realiser prochainement le vneu

qu ils m avaient exprime. II m etait d autant moins permis de resister

a leur desir, qu en y accedant je remplis, en quclque sorte, un acte

de piete filiale, puisque ce desir etait aussi le voeii d un tendre pere,

qui, joignant, jusqu en ses dernicrs jours, 1 amour dc 1 etude et la

culture des Lettres a la pratique de toutes les vertus, s est endormi

du sommeil des justes, ct s est envole vers une meilleure patrie.

Presse par tous ces motifs, je me propose de publier bientot un Traite

de Mecanique moleculaire ou, apres avoir etabli les principes gene-
raux sur lesquels cette science me parait devoir s appuyer, j appli-

querai successivement ces principes aux diverses branches de la Phy

sique mathematiquc, surtout a la theorie de la lumiere, a la theorie

du son, des corps elastiques, de la chaleur, etc. Pour menager les

instants de 1 Academie, je me bornerai a lui offrir, et a inserer dans

les Compies rendus, de courts extraits de mes recherches, speciale-

ment rclatifs aux questions qui, en raison de leur nouveaute ou dc

leur importance, me sembleront plus propres a exciter la curiosite

des physiciens et des geometres.

Je commencerai aujourd hui, en deduisant des principes exposes
dans les seances du 24 juillet et du 18 deccmbre 1848, les equations
du troisieme rayon lumineux, dont I existence, comme

j
en ai fait la

remarque, peut etre considered comme deja constatee par les pheno-
menes que presentent la reflexion et la refraction de la lumiere.
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ANALYSE.

Les divers points de 1 espace etant rapportes a trois axes rectangu-

laires des x, j, 5, et deux milieux etant separes 1 un de 1 autre par le

plan des yz perpendiculaire a 1 axe des x, concev.ons que les deplace-

ments infmiment petits d une molecule d ether, supposee reduite a

un point materiel, soient representes, dans le premier milieu, par H,

T], (, dans le second milieu, par , Y] , . Supposons d ailleurs que,

dans une premiere approximation, les equations aux derivees par-

tielles, propres a exprimer les mouvements infmiment petits de

Tether, puissent etre, sans erreur sensible, reduites a des equations

du second ordre. Alors, en vertu du principe de la continuite du

mouvement dans Tether, on aura, pour x = o,

Dans chacune de ces equations de condition, le deplacement relatif

a chaque milieu sera la somme des deplaeements mesures dans les

divers mouvements incident, reflechis et refractes.

Concevons, pour fixer les idees, que chacun des milieux donnes soit

u n milieu isophane qui ne fasse pas tourner les plans de polarisation

des rayons simples. Les equations des mouvements infmiment petits

de Tether dans le premier milieu seront

(2) (D|-E)H = FI)x u, (D?-E)Y] = FDy y, (D? - E)C = FD 5 v,

E, F designant des fbnctions entieres de la somme D^-h D^-H D; , et u

etant la dilatation du volume de Tether determinee par la formule

(3) v^D^ + Dyn-f-D^.

Si les equations (2) peuvent etre reduites, sans erreur sensible, a des

equations homogenes du second ordre, F deviendra constant, et Ton

aura

(4) E = Q (D + D.-hD),
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12 desi^nant la vitcsso do propagation des omlcs planes a vibrations

transvcrsalcs. Ajoutons que les constantes Kef i&amp;gt;- chan^eronf u ene-

ralement de valours, quand on passera du j)romicr milieu an second.

Supposons maintonant qu un mouvcment simple de Tether, a vibra

tions transversales, so propage dans le premier milieu, situe du col.-

des x negatives. Apres etre parvenu jusqu a la surface reflechissante,

on, en d autres termes, jusqu au plan des yz, ce mouvcment simple,

qui constituera un rayon simple de lumiere, donnera naissanco, dans

chaque milieu, a deux autres mouvements simples, par consequent
a deux autres rayons simples reflechis ou refractes. D ailleurs, ces

divers mouvements simples scront du nombrc de ceux que nous avons

noinmes mouvements correspondants. Ajoutons que, dans chaque mi

lieu, 1 un des deux nouveaux rayons reflechis ou refractes sera un

rayon ordinaire a vibrations transversales, tandis que 1 autre sera le

(roisieme rayon lumineux, et ne restora sensible qu a une tres petite

distance du plan des yz.

Concevons a present que, afin de mettre en evidence les deplace-

menls des atonies d ether mesures dans les divers rayons simples, on

se serve des lettres , yj, C pour designer les deplacements relatifs au

rayon incident, puis des indices - et //, joints a ces memes lettres pour

indiquer les deplacements relatifs aux deux nouveaux rayons, en pla-

eant ces indices en bas ou en liaut de chaque lettre, suivant qu il

s agit des rayons reflechis ou refractes, et en conservant Findice

pour le troisieme rayon lumineux, qui s eteint a une tres petite

distance de la surface reflechissante. Alors, a la place des for-

mules (i), on obticndra les suivantcs :

C Hr Cf
-t- ?,

= C + C&quot;, D.C + D,C, + D,?, -= D^C + D^C&quot;.

Si lo rayon incident est polarise dans le plan ({ incidence, ou, en

d autres termes, si les vibrations des atonies d ether sont perpendi-

culaires a cc plan et paralleles ii la surface reflechissante, il suflira

OEuvi-cs de C. S. I, t. XI. J 3
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do fairo coincider le plan (( incidence avec le plan des xy, pour quo
u

;/
, (&quot;

s evanouissent, et alors les deux derniercs des conditions (5),

reduitcs a la forme

fourniront precisement les formules de reflexion et de refraction don-

nees par Fresnel pour ce cas particulier. Si, au contraire, le rayon

incident offre, pour les molecules d ether, des vibrations renfermees

dans le plan d incidence ou paralleles a ce plan, alors, en supposant

toujours que celui-ci coincide avec le plan des xy, on deduira des

quatre premieres d entre les conditions (5), non settlement les pro-

prietes des rayons ordinaires reflechis et refractes, commc je 1 ai fait

dans le I
er Volume des Exercices d Analyse el de Physique matherna-

tique ( ), mais encore les proprietes du troisieme rayon, c est-a-dire

du rayon qui s eteint a unc tres petite distance de la surface refle-

chissante, soit dans le premier, soit dans le second milieu, et Ton

obtiendra ainsi les conclusions suivantes :

Soit T la duree d une vibration moleculaire dans le rayon incident.

Supposons d ailleurs que 1 epaisseur d une onde plane, ou, ce qui

revient au meme, la longueur d une ondulation soit representee par 1

dans le rayon incident, ct par 1 dans le rayon refracte ordinaire. Soit

encore T Tangle d incidence, T Tangle de refraction, et posons

_ 27T _ 271 27T S _ S

-T T -~F -k -k7

Representons par 12;, H&quot;

2
les valeurs negatives des deux sommes

O-H- F,
2 + F

, la lettre F designant ce que devient la constante F

quand on passe du premier milieu au second; et, en supposant O
;/

,

O&quot; positifs, prenons
I

S
L&quot;-

S

~JT
ff

&quot;W

Knfin, en admettant toujours que, dans le rayon incident, les vibra-

( ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XI.
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tions ties molecules d etber soient paralleles an plan des .TV, posons

u = k COST, u k cosT , v ksinr = k sinr ,

^--v ivr-r- v-, u =
-y/k&quot;--,- v-,

. _ k Si I) 7
=
k

~~
sinr

sera ee qu on noinrne 1 iridico de refraction, et les equations symbo-

liques du rayon incident pourront elre reduitcs a la forme

(7) ^ Sill 7, 0=COS7, Hef- -c +
vy-sO/^

H designant un parametre imaginaire et i nne racine carree de i.

De plus, les equations syrnboliques dn troisieme rayon, c estrii-dire

du rayon qui s eteint a tres petite distance de la surface retlecbis-

sante, pourront etre reduitcs, dans le premier milieu, a la forme

et dans le second milieu, a la forme

u&quot;-,,
v

(9) ^
k7

v=u&amp;gt;*
l

&amp;gt;

Jr

=H*&quot; jr*f )
.

1
.

.

Ajoutons que les quantites u
;/
et -- u

/y representeront evidemment les

coefficients d extinction du troisieme rayon dans le premier et dans

le second milieu.

Soient maintenant I, I les coefficients dc reflexion et de refraction

des rayons ordinaires, reflecbis et refractes. Soient, en outre,

do) i-li ot J._H:
&quot;II

&quot;

II

les coefficients de reflexion et de refraction du troisieme rayon dans

le premier et dans le second milieu. Les quatre premieres des for-

mules (5) donneront

/
j
__ ( v

2 u u ;

) ( v
2 +

ii,,
u&quot; ) ( u -f- u ) ( u,,+ u&quot; ) v- i 1 1

- u

\

&quot;

(V
2 4- llll

) (V
2
-j- u

ff U&quot;7 ( U ll&quot;)~( ll,,+ U&quot;)
V 2

1 vT- II

i f U \

,_ kk (v
8 4- u

,,u&quot;)
211

~
(V

2 -h UU
) (

V 2
-+- U,7u

7
T^~( U U ) ( U,,+10 V7 If-r
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el, do plus,

L. 1! - K
&quot;

k _ k /2-R 2

_ v_ r
F : &quot;

t;
~

\
7sTuX &quot;kk

7
^

&quot;T^u
7 k

Les consequences importantes qui se deduiscnt des formules (ii)

ct(i2), dont les deux premieres coincident avec les equations obte-

nues dans le I
er Volume des Exercices d Analyse [?Wrles formules (56)

de la page 174] ( ), seront developpees dans un prochain article.

431.

PHYSIQUE MATHEMATIQLK. -- Note sur les rayons lamineux simples

ct sur les rayons evanescents.

C. R., T. XXVIII, p. a5 (8 Janvier 1849).

Etant donne un systeme de molecules, supposees reduites a des

points materiels, j
ai appele mouvement simple du systeme tout mou-

vement infiniment petit, dans lequel les deplacements d une mo

lecule, mesures parallelement a trois axes rectangulaires , sont les

parties reelles de trois variables imaginaires, respectivement egales

aux produits de trois constantes imaginaires par une meme exponen-

(ielle, dont 1 cxposant imaginaire est une fonction lineaire des coor-

donnees ct du temps. J ai, de plus, nomnie deplacements symboliques

les trois variables imaginaires, dont les deplacements effectifs sont

Irs parties reelles. Enfin, j
ai observe que 1 exponentielle variable ii

laquelle les deplacements symboliques sont proportionnels, ost le

produit d un facteur reel par une exponentielle trigonometrique; el

ce I acteur reel, et 1 argument de 1 exponentielle trigonometrique, sont

ce que j
ai appele le module et Yargumenl, du mouvement simple. Cela

pose, il est facile de reconnaitre que tout mouvement simple d un sys

teme de molecules est un mouvement par ondes planes, les diverses

&amp;gt;

() OEuvres de Cauc/tf, S. II, T. XI.
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molecules sc inouvanl dans des plans qui sont paralleles entre cux,

sans etre necessairement paralleles aux plans &amp;lt;lcs ondes. I n mouve-

ment simple est durable et persistant, lorsque son module est indc-

pendant du temps, et alors chaque molecule decrit une ellipse qui

pent se reduire a un cercle ou a une portion de droi(e. Un tel mon-

venient se propagera sans s eteindre, et les ellipses decrites seront

toutes pareilles les unes aux autres, si le module se red u it constam-

ment a 1 unite. Mais, si le module ne se reduit a 1 unite que pour

les points situes dans un certain plan, alors Famplitude d une vibra

tion moleculaire, c cst-a-dirc le grand axe de 1 ellipse decrite par

une molecule, decroitra en progression geometrique, tandis quc la

distance de la molecule au plan dont il s agit croitra en progression

arilhmetique.

Dans la theorie de la lumiere, a un mouvement simple durable et

persistant du fluide ethere correspond ce qu on nomme un rayon lumi-

iH iix simple. La direction du rayon est celle dans laquelle le mouvement

se transmet a travers une tres petite otiverture faite dans un ecran. Le

rayon lui-meme est represente a chaque instant par la courbe que des-

sinent, en vertu de leurs deplacements, les molecules primitivement

situees sur sa direction. Si les molecules decrivent des cercles ou des

ellipses, le rayon sera polarise circulaircment ou elliptiqucment , et

represente par une especc d helice ou de spirale a double courbure.

Cette belice se changera en une courbe plane, si les vibrations molc-

culaires sont rectilignes; et, dans ce cas, le rayon polarise reclilignc-

ment deviendra ce que nous appelons un rayon plan.
Le module et

{&quot;argument d un rayon lumineux simple nc sont auliv

cbose quc le module et 1 argumcnt du mouvement simple qui lui

correspond. Si le module se reduit constamment a 1 unite, le rayon

se propagera sans s affaiblir. Si le module di fife re generalcment de

1 unite, 1 amplitude des vibrations lumineuses decroitra en proijrrs-

sion geometrique, tandis que la distance a un plan fixe croitra en

progression arithmetique, ct alors le rayon de lumiere deviendra &amp;lt;&amp;lt;

(jue nous appcllerons un rayon evanescent. La lumiere que renfermr
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u n rayon evanescent peut etre, dans un grand nombre de cas, percue

par 1 oeil. Telle est, en particulier, la lumiere verte transmise par voie

de refraction a travers une feuille d or tres mince. Telle est encore la

lumiere transmise a travers les faces laterales d un prisme de verre

qui a pour bases deux triangles rectangles, et fournie par un rayon

emergent qui rase la face de sortie, dans le cas oil le rayon refracte

forme, avec la normale a cette derniere face, un angle superieur a

Tangle de reflexion totale. Alors, comme je 1 ai dit en i836 (Tome II,

page 349) ( ), le rayon emergent s eteint graduellement, tandis que

le rayon incident forme un angle de plus en plus petit avec la face

d entree.

Les coefficients des trois coordonnees dans Texponentielle qui carac-

terise un rayon simple, c est-a-dire dans Fexponentielle a laquelle les

deplacements symboliqucs des molecules d ether sont proportionnels,

meritent une attention particuliere. Quand le milieu que Ton consi-

dere est un milieu isophane ordinaire, qui ne produit pas la polarisa

tion chromatique, les rayons simples qui peuvent s y propager sont

de deux cspeces. Pour certains rayons, les trois deplacements symbo-

liques de cbaque molecule sont proportionnels aux trois coefficients

dont il s agit. Pour d autres rayons,* si Ton multiplie respectivement

les trois coefficients par les trois deplacements symboliques, la somme

des produits obtenus devra se reduire a zero. D ailleurs, dans les mi

lieux isophanes, les directions des rayons lumineux sont generalement

perpendiculaires aux plans des ondes. Cela pose, on peut affirmer que,

dans ces milieux, les vibrations des molecules d ether seront ordinai-

rement longitudinales , c est-a-dire perpendiculaires aux plans des

ondes, pour les rayons simples d une espece, et transversales , c est-

a-dire comprises dans les plans des ondes, pour les rayons de 1 autre

espece, quand ces rayons se propageront sans s affaiblir, ou, ce qui

revient au memo, quand leurs modules se reduiront constamment a

1 unite. Mais, quand les modules seront generalement distincts de

(*) OEuvres de Caiicliy, S. I, I . IV, p. ao.
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I unite, les ovens simples propages par les milieux isoplumrs cesse-

ront d offrir des vibrations longiludinales ou transversales, en dcve-

nant ce que nous appelons des rayons evanescents. Alors aussi le ravon

evanescent, qui ticndra la place d un rayon a vibrations longitudi

nales, sera un rayon simple compose de molecules dont les vibrations

s exeeuteront dans dcs plans perpendiculaires aux traces des plans dcs

ondcs sur le plan fixe correspondant au module i.

Le troisieme rayon de lumierc, reflechi ou refracte par la surface

de separation de deux milieux, est precisement Tun de ceux que nous

appelons evanescents; et, pour expliqucr les phenomenes de la reflexion

el de la refraction lumineuscs, il est necessaire de tenir comptc de ce

troisieme rayon. (Test ce qu avait vu M. George Green des 1 annee 1 887 ;

il avait meme clierche a deduire de cette idee les lois dc la reflexion

de la lumiere, en appliquant a la determination des mouvements de

Tether seul la methode donnee par Lagrange dans la Mecanique ana-

lyiiquc, ou, ce qui revient au meme, en faisant coincider les equations
de condition relatives a la surface de separation des deux milieux

avec cellos qu on obtient qnand on egale entre elles les pressions

exercees par les deux milieux sur cette surface. Mais, comme je 1 ai

deja dit, au principc de Yegalite entre ces pressions on doit, dans la

llieorie de la lumiere, subslituer le principc de la conlimdte du mou-

vement dans I ether; et alors, en operant comme je 1 ai fait dans la

derniere seance, on arrive directement et promptement a resoudrc le

probleme, dont la solution est donnee par des formules nouvelles qui

comprennent, comme cas particulier, cclles de Fresnel. En vertu de

ces formules nouvelles, le troisieme rayon est un rayon evanescent,

dirige de maniere a raser la surface reflechissante ou refringente, et

compose de molecules qui decrivent des ellipses comprises dans le

plan d incidence, les plans des ondes etant a la fois perpendieulaires

au plan d incidence et a la surface dont il s agit. Si, d ailleurs, on

con^oit sur une membrane placee tout pres de la surface reflecliis-

sanle ou refringente 1 image de ce troisieme rayon, cette image n ol-

frira une lumierc representee par une fraction sensible de la Inmirrr
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incidente quo dans une epaisseur Ires petite. Mais cette tres petite

epaisseur ne sera peut-etre pas une raison suffisante pour que Ton

doive desesperer de rendre le troisieme rayon sensible a 1 oeil, sur-

lonl si Ton reflechit a 1 cxtreme petitesse du diametre apparent des

etoiles fixes, qui tres probablement doit etre, pour un grand nombre

d entrc elles, inferieur a -^ ou meme a ^ de seconde sexagesimal.

432.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. - - Memoire sur la reflexion et la refraction

de la lumiere, et sur de nouveaux rayons reflechis et refractes.

C. R., T. XXVIII, p. 5; (i5 Janvier 1849).

D experiences faites en 1816 sur deux faisceaux de lumiere pola-

risee, dont 1 origine est la meme, et dont le systeme produit le phe-

nomene des interferences, ou cesse de le produire, suivant que les

plans de polarisation sont obliques Fun a 1 autre ou perpendiculaircs

en I re eux, Fresnel avail conclu que, dans les rayons lumineux, les

vibrations sont transversales, et qu en consequence elles ne font pas

varicr la densite de Tether. Plus tard, en s appuyant, d une part sur les

conclusions que nous venons de rappeler, d autre part sur des induc

tions et des hypotheses plus ou moins vraisemblables, cet illustrc phy-

sicien est parvenu a clecouvrir, pour la reflexion de la lumiere a la sur

face des corps transparents, des formules qui s accordent assez bien

avec 1 experience. Toutefois, cet accord n est pas complet. Ainsi, par

exemple, suivant les formules de Fresnel, la lumiere reflechie serait,

commc Malus 1 avait trouve, entierement polarisee dans le plan d in-

cidence, sous un certain angle; et cet angle, conformement a la loi

decouvcrte par M. Brewster, aurait pour tangente 1 indice de refrac

tion. Or les experiences de divers physiciens, particulierement celles

de M. Biot et de M. Airy, ont demontre que les corps tres refringents,

entre autres le diamant, ne polarisent completement, sous aucune
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incidence, la lumierereflechie par leur surface. Lcsformules d&amp;lt;&amp;gt; Frvsnel

ne pouvaient done etre qu approximatives, et devaient etre remplacees

par dcs formules plus generales, qu il importait de rechcrcher.

Mais, pourarriver a ees formules generales, il devenait necessaire

&amp;lt;lr donner pour base aux recherches ulterieures sur la lumiere les

principes memes de la Mecanique rationnelle. Tel est 1 objet de plu-

sieurs Memoircs que j
ai publics a partir de 1 annee 1829. Ainsi,

en parliculier, dans la seance du 12 Janvier 1829, apres avoir etabli

et integre les equations des mouvements infiniment petits d un sys

teme de points materiels sollicites par des forces d attraction ou de

repulsion mutuelle, je deduisais des integrates obtenues les conclu

sions suivantes :

i Si un systeme de molecules est tellement constitue, que 1 elas-

ticite de ce systeme soit la meme en tous sens, un ebranlement pro-

duit en un point quelconque se propagera de maniere qu il en resulte

deux ondes spheriques animecs de vitesses constantes, mais inegales.

De ces deux ondes la premiere disparaitra, si la dilatation initiale du

volume se reduit a zero; et alors, si Ton suppose les vibrations des

molecules primitivement paralleles a un plan donne, elles ne cesse-

ront pas d etre paralleles a ce plan.

2 Si un systeme de molecules est tellement constitue, que 1 elas-

ticite reste la meme en tous sens autour d un axe parallele a une droite

donnee, dans toutes les directions perpendiculaires a cet axe, les equa

tions du mouvement renfermeront plusieurs coefficients dependants

de la nature du systeme, et Ton pourra etablir entre ces coefficients

une relation telle, que la propagation d un ebranlement primitive

ment produit en un point du systeme donne naissance a trois ondes

dont chacune coincide avec une surface du second degre. De plus, si

Ton fait abstraction de celle des trois ondes qui disparait avec la dila

tation du volume quand 1 elasticite redevient la meme en tous sens,

les deux ondes restantes se reduiront au systeme d une sphere et d un

cllipsoiclc de revolution, cet ellipsoide ayant pour axe de revolution

Ic diametre de la sphere.
OEiwres dc C. S. I, t. XI. 4
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L accord de ces conclusions avec lo theorcme d Huygens sur la

double refraction de la lumiere dans les cristaux a un seul axe

optique etait un motif dc croire que Ton pourrait arriver a deduire

de la Mecanique rnoleculaire 1 explication des phenomenes lumineux,

et transformer ainsi le systeme des ondulations en une theorie mathe-

matique de la lumiere. Cette croyance put s appuycr sur une base

plus solide encore et plus etendue, lorsque, ayant considere les mou-

vements par ondes planes, je parvins a deduire dc mes formules, non

seulement les vibrations transversales de Tether admises par Fresnel

ct la polarisation dans les cristaux a un axe optique ( ), mais encore

les lois generates de la polarisation produite par un cristal quelconque

(3 1 mai i83o), la forme connue de la surface des ondes (i4 juin i83o),

les lois de la dispersion des couleurs (Bulletin de Ferussac, i83o, et

Nouveaiuc Exercices), le phenomene des ondes et les lois de la diffrac

tion (Comptes rendus, seance du 9 mai i836), enfin les proprietes des

rayons evanescents, qui, en penetrant dans les corps opaques, s etei-

gnent graduellement, et de telle sorte quo 1 intensite de la lumiere

decroit en progression geometrique pour des profondeurs croissantes

en progression arithmetique (seance du n avril i836, et Memoire

lithographic, aout i836). D autres recberches, indiquees ou publiees

dans 1 annee i836 (voir en particulier les Nouveaux Exercices, les

Comptes rendus des seances de I Academic des Sciences et le Memoire

lithographic), etaient relatives a la reflexion et a la refraction operees

par la surface d un corps transparent, ou meme d un corps opaque,

et specialement d un metal. Mais, quoique les formules auxquelles

ces recherches m avaient conduit s accordassent assez bien avec 1 ex-

perience, elles n offraient pas encore toute la precision qu on pou-

vail esperer d atteindre, et demeuraient comparables, pour le degre

d*exactitude, aux formules dc Fresnel, avec lesquelles elles co inci-

daient dans le cas ou les corps etaient diaphanes. D ailleurs, elles

n etaicnt pas suffisamment demontrees. Pour obtenir des formules

i
1

)
D apres cc que m a dit, a cello epoquc, M. Blanche!, les lois de la polarisation par

les crislaux a un axe oplique avaienl deja ele deduites par lui dc mcs formules.
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|)lus exactes, et que 1 on put appliqucr avcc une entiere confianco, il

etait indispensable de rechercher quelles etaient, pour la lumiere

Iransmise d un milieu dans un autre, les conditions relatives a la sur

face de separation des deux milieux. Or cette question etait d autant

plus epineuse, qu ici Ton se trouvait naturellement induit en erreur

par la methode meme ordinairement employee pour I etablissement

de semblables conditions. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Dans 1 Hydrostatique et dans la theoric des corps elasliques, les

conditions relatives a la surface de separation de deux milieux sont

celles qu on obtient en egalant entre elles les pressions interieure el

exterieure supportees par la surface en un point quelconque. Le

principe de Tegalite entre ces pressions conduit d ailleurs an meme

resultat que la formule generale d equilibre ou de mouvement donnee

par Lagrange dans la Mecanique analytigue. Cela pose, on peut etre,

au premier abord, tente d appliquer le principe ou la formule dont il

s agit a la theorie de la lumiere. Mais cette application ne serait pas

legitime. En effet, supposons, pour fixer les idees, que 1 on mette en

presence 1 une dc 1 autre deux masses de fluide ethere, comprises

dans deux corps solides ou fluides separes par une surface plane. La

pression supportee par un element infiniment petit de cette surface

sera la resultante des actions exercees a travers 1 element par les mo

lecules du corps et de Tether situes d un certain cote, sur les mole

cules du corps et de Tether situes de Tautre cote. Or, supposons que

la resultante des actions exercees par les molecules de Tether soil tres

polite vis-a-vis de la resultante des actions exercees par les molecules

de chaque corps, et concevons qu un mouvement infiniment petit

soil transmis d un corps a Tautre, a travers la surface de separa

tion. Alors, dans une premiere approximation, on pourra, il est vrai,

faire abstraction des molecules d ether, et deduire du principe d ega-

lite entre les pressions interieure et exterieure les conditions rela

tives a la surface qui devront etre jointes aux equations des motivc-

ments vibratoires et infiniment petits des corps don lies. Mais on ne

pourra pas, en faisant abstraction des molecules des corps, appliquer
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le principe enonce aux scales molecules d ether; car cela reviendrait

a effacer, dans les equations de condition obtenues, les termes sen-

sibles, et a y conserve? uniquement ceux qui peuvent etre negliges

sans inconvenient.

II faut done de toute necessite, quand il s agit de la theorie de la

lumiere, remplacer la methode de Lagrange par une methode nou-

velle, on, ce qui revient an meme, remplacer le principe d egalite

entre les pressions exterieure et interieure par un nouvcau principe.

Effectivement, les lois de la reflexion et de la refraction lumineuses

peuvent etre deduites de la methode nouvelle que j
ai developpee

dans les Comptes rendus de 1839, on, mieux encore, du nouveau prin

cipe expose dans 1 article qui a ete lu a la seance du 24 juillet 1848,

et qui doit paraitre prochainement dans le Re.cueil des Memoires de

I Academic. Suivant ce nouveau principe, lorsque la lumiere se pro-

page dans un milieu donne, ou se transmet d un milieu dans un autre

a travers la surface qui separe ces deux milieux, il doit y avoir, en

general, continuite du mouvement dans I ether, c est-a-dire que les

deplacements moleculaires mesures parallelement aux axes coor-

donnes, et les derivees de ces deplacements prises par rapport aux

variables independantes, ou, du moins, celles de ces derivees dont

les valeurs ne sont pas determinees par les equations des mouvements

infiniment petits, doivent etre generalement des fonctions continues

de ces variables, ou, en d autres termes, varier par degres insensibles

avec les coordonnees et le temps. On se trouve immediatement con

duit a ce principe, des 1 instant ou Ton admet que les mouvements

infiniment petits de Tether peuvent etre represented, dans chaque

milieu, par des equations lineaires aux derivees partielles, et a coeffi

cients constants ; attendu que la continuite d une fonction dans le voi-

sinage d une valeur attribute a une variable independante est une

condition necessaire de 1 existence d une valeur correspondante de la

derivee.

Cela pose, concevons que, deux milieux etant separes 1 un de I autre

par une surface plane, on prenne un axe perpendiculaire a cette sur-
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face pour axe des x, puis la surface elle-mrme pour plan &amp;lt;les y, z- : 1-1

supposons qu un rayon simple cle lumiere, propage dans le premier

milieu, vicnne tomber sur hi surface dont il s agit. Si, comme il est

iialurel de le croire, le rayon de la sphere d activite sensible d une

molecule d ether est tres petit par rapport a une longueur d onde

lumineuse, le rayon incident se propagera, en se modifiant, a travers

la surface de separation des deux milieux, et donnera naissance a des

rayons reflechis et refractes. D ailleurs, les lois de la reflexion et de

la refraction pourront se deduire des equations qui representeront
les mouvements infiniment petits de Tether dans les deux milieux,

jointes au principe de la continuite du mouvement dans Tether. Si,

dans une premiere approximation, les equations des mouvements

inh niment petits peuvent etre reduites a des equations aux derivees

partielles, qui soient du second ordre, non settlement par rapport

au temps, mais encore par rapport aux coordonnees, alors, en vertu

du principe enonce, les deplacements moleculaires et leurs derivees

du premier ordre prises par rapport a Tabscisse x, devront, a des

distances infiniment petites de la surface de separation, conserver les

memes valeurs, quand on passera d un milieu a Tautre. D ailleurs, un

deplacement, mesure dans chaque milieu parallelement a un axe fixe,

sera la somme des deplacements mesures parallelement au meme axe

dans les divers rayons, savoir : dans les rayons incidents et reflechis,

s il s agit du premier milieu, et, s il s agit du second, dans les rayons
refractes.

Si les equations des mouvements infiniment petits pouvaient etre

sensiblement reduites, non plus au second ordre, mais au quatrieme

ordre, au sixieme, etc., alors, parmi les derivees des deplacements

moleculaires, relatives a Tabscisse x, celles qui devraient, a des

distances infiniment petites de la surface reflechissante et refrin-

gente, conserver les memes valeurs quand on passerait d un milieu

a Tautre, ne seraient plus seulement les derivees du premier ordre,

mais les derivees d un ordre inferieur au quatrieme, ;iu sixieme, etc.

Une premiere loi de reflexion et de refraction, ui, dans la theonc
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de la lumiere, sc deduit du principc do la conti unite do mouvement

dans Tether, et qui se deduirait aussi, dans la theorie des corps elas-

tiques, du principe de 1 egalite entre les pressions interieure et exte-

rieurc supportees par la surface de separation de deux milieux, c est

que des mouvements simples, incident, reflechis et refractes sont ton-

jours du nombre de ceux qui ont ete nommes mouvements correspon-

dants. Ajoutons que des mouvements simples, reflechis et refractes,

mais durables et persistants, doivent toujours offrir, quand ils se pro-

pagent sans s affaiblir, des ondes planes que leur vitesse de propaga

tion eloigne de plus en plus de la surface reflechissante on refrin-

gente, et quand ils s affaiblissent en se propageant, des vibrations

moleculaires dont 1 amplitude diminue en progression geometrique,

tandis que la distance a la surface croit en progression arithmetique.

La loi que nous venons de rappeler suffit pour determiner les direc

tions des ondes planes, liquides, sonores, lumineuses, etc., qui

peuvent etre reflechics ou refractees par la surface de separation de

deux milieux. Dans la theorie de la lumiere, elle fournit immediate-

ment : i quand on considere des corps isophanes, 1 egalite des angles

d incidence et de refraction et le theorems de Descartes, qui reduit a

une quantite constante le rapport des sinus d incidence et de refrac

tion; 2 quand on considere des corps doublement refringents, les

regies etablies par Malus et par M. Biot pour la determination des

rayons reflechis par la seconde surface des cristaux a un ou a deux

axes optiques.

Au reste, la loi ici rappelee n est pas la seule qui se deduise de la

continuite du mouvement dans Tether. Ce principe fournit encore,

avec unc grande facilite, les diverscs circonstances de la reflexion et

de la refraction lumineuses, par exemple les directions et les ampli

tudes des vibrations de Tether, ou, en d autres termes, le mode de

polarisation et Tintensite de la lumiere reflechie ou refractee par la

surface d un corps transparent ou opaque. On arrive ainsi, en parti-

culier, aux formules etablies par les corps isophanes et transparents,

dans les Comptes rendus de i83c) (seances des i
er

et 8 avril, du 24 juin,
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&amp;lt;lu r r

juillet, clu 25 novembro el &amp;lt;iu y. drrombro ) et reproduces dims

les Exercices d Analyse et de, Physique rnalhematique. Ces formules qui,

comme on le voit, se dednisent directement des principes fondamen-

taux de la Mecaniquo moleculaire, sont precisement cellos qui ont

ete verifiers par les experiences do M. Jamin.. Kilos renfermont, avec

Tangle d incidence et 1 indice de refraction, les coefficients d extinc-

tion de deux rayons evanescents, qui, pro pages dans le premier et

dans le second milieu lo long do la surface de separation, n offrent

de lumiere sensible qu a de tres petitos distances de cette surface.

Ces deux rayons evaiiesronts, dont chacun tient la place d un mouve-

ment a vibrations longitudinales, influent necossaircment sur la pro
duction des phenomenes de reflexion ot de refraction lumineuses;

et si, apres avoir fait cette remarque, dans son Memoire du 11 de-

cembre i83;, M. (Jreon n a pas obtenu definitivement les veritables

lois de ces phenomenes, cola nous parait tenir principalement a ce

qu il a cm pouvoir appliquer a 1 etber considere isolement la tor-

mule generale du mouvement donnee par Lagrange.
II est bon d

f

observer que les carres des vitesses avec lesquelles les

ondes lumineuses sc propagent dans un milieu donne sont geuerale-

ment fournies par une equation du troisieme degre, qui offre deux

racines egales, quand ce milieu devient isophane. Si la troisieme

racine correspondante au troisieme rayon, on, ce qui revicnl an

meme, au rayon evanescent, se reduisait a zero pour chacun des

milieux donnes, les deux rayons evanescents propages le long de la

surface de separation disparaitraient, et les formules de la reflexion

et de la refraction lumineuses se reduiraient aux formules de Fresnel.

Ainsi les formules de Fresnel sont, dans la theorie de la lumiere, ce

que sont en Astronomic les lois de Kepler, ou, en d autres tormes,

les formules du mouvement elliptique auxquelles on parviont en fai-

sant disparaitre les planetes perturbatrices. La lumiere reflechie,
&amp;lt;jui,

suivant les formules de Fresnel, peut toujours etre coinpli lemeni

polaris^e sous un certain angle, no pourra plus 1 etro, on vordi des

nouvelles f ormulos, (juo dans lo cas particulicr ou los coefficionls
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&amp;lt;Textinction des deux rayons evanescents deviendraient egaux entre

eux. Dans le cas contraire, si Ton decompose un rayon incident pola

rise rectilignement en deux rayons plans, renfermes, 1 un dans le plan

d incidence, 1 autre dans le plan perpendiculaire, les nreuds de ces

derniers seront inegalemcnt deplaces par la reflexion, et il en resul-

tera entre les deux rayons une difference de phases qui sera surtout

sensible quand la tangente de Tangle d incidence se rapprochera beau-

coup de 1 indice de refraction. Enfin, dans unc premiere approxima

tion, cette difference de phases, diminuee de TT, sera la somme de

deux angles positifs, mais inferieurs a IT, dont les tangentes trigono-

metriques seront les produits qu on obtient quand on multiplie le

sinus d incidence par la tangente de la somme ou de la difference

entre les angles d incidence et de refraction, et par un tres petit coef

ficient E. Ajoutons que, si Ton nomme 1 la longueur d ondulation dans

le rayon incident, k =
-p la taracleristique de ce rayon, et k

w , k&quot; les

coefficients d extinction des rayons evanescents sous 1 incidence per

pendiculaire dans le premier et dans le second milieu, le coefficient

k k
tres petit se reduira sensiblement a la difference r^

-- r-, et qu en
K

K,,

k
consequence, si est positif, k&quot; sera inferieur au rapport

- De cette

remarque, jointe aux formules etablies dans la seance du 8 Janvier,

on deduit aisement une limite inferieure a 1 amplitude des vibrations

lumineuses dans le rayon evanescent que propage un milieu corres-

pondant a une valour positive de . Supposons, pour fixer les idees,

que dans le rayon incident la longueur d ondulation 1 ait la valeur

moyenne d un demi-millieme de millimetre, et que ce rayon, polarise

perpendiculairement au plan d incidence, soit reflechi sous un angle

de 45 par une plaque de realgar. On aura sensiblement, d apres

M. Jamin, = 0,00791, 1 indice de refraction etant 2,454; et, en

vertu de ce qui a ete dit ci-dessus, le rayon evanescent propage dans

la plaque sera un rayon filiforme, ou, en d autres termes, un rayon

d une tres petite epaisseur, dans lequel I amplitude des vibrations
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luniincuses decroitra tres rapidement aver la distance a la surface. On

[HMirra d ailleurs calculer une limite inferieure de cette amplitude, et

Ton rcconnaitra quc, si on la represente par 1 unite dans le rayon inci

dent, elle surpasscra, sur la surface meme, la fraction 0,296; puis a

des distances earales a ou ii
&amp;gt;

c est-a-dire au centieme ou au
1OO JO

dixieme d une longueur d ondulation, les fractions o,i33 et o,oooio5.

Memarquons en outre qu une epaisseur egale a , vuc a une distance

d un decimetre, sous-tendra un angle tres peu different d une seconde

sexagesimale, et par consequent superieur, d apres les observations

d Herschel, au diametre apparent de Sirius.

Une derniere observation, qui n est pas sans importance, c est que,

dans le cas ou les equations des mouvements infiniment petits de

Tether sont reduites non plus au second ordre, mais au quatrieme,

au sixieme, etc., la theorie precedente fournit de nouveaux rayons

reflecliis et refractes. Ges nouveaux rayons, dont les directions for-

ment gcneralcment avec la normale a la surface reflechissante des

angles tres petits, correspondent aux diverses racines de 1 equation

&amp;lt;jui

sert a deduire de la duree des vibrations moleculaires la lon

gueur des ondulations prise pour inconnue. Les formules que j
ai

obtenues dans les Nouveaux Exercices, et qui expriment les lois de la

dispersion des couleurs, permettent de fixer aisement les directions el

les intensites de ces nouveaux rayons, ainsi quc je 1 expliquerai dans

un prochain article.

433.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. --
Rapport concernant un Memoire de M. JAMI.N

sur la reflexion de la lamicre a la surface des corps transparent^.

C. II., T. XXVIII. p. ru (9.2 Janvier iSj.,).

Lorsqu un rayon de lumiere, propage dans un certain milieu, dans

Fair par exemple, tombe sur la surface exterieure d un corps transjia-

GEuvrcsde C. S. I, 1. XI. &amp;gt;*&amp;gt;
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rent, on voit paraitre de nouveaux rayons qui sc propagcnt a partir de

cettc surface, et que Ton nommc rejlechis ou refractes. Or il importe

de connaitre et de constatcr, non seulement les diverses circonstances

de la reflexion et de la refraction lumineuses, mais encore les lois de

ces deux phenomenes. Sous ce double rapport, les nouvelles expe

riences et recherches de M. Jamin nous paraissent devoir etre rangees

parmi celles qui peuvent cflicacement contribuer au progres de la

science. Entrons a ce sujet dans quelques details.

On salt qu un rayon de lumiere offre ce qu on appelle la polarisa

tion rectilignc, circulaire ou elliptique, lorsqu il est du nombre de

ceux que Ton considerc, dans le systeme des ondulations, commc

renfermant des molecules d ether dont chacunc decrit une portion

de droite, un cercle ou une ellipse. On sait encore qu un rayon pola

rise rcctilignement disparait lorsqu on 1 observe dans un a/Jmut con-,

venablement choisi, a travers un analyseur, par exemple a travers

une plaque de tourmaline ou un prisme de Nicol. On sait, enfin, que

la couleur communiquee a un rayon polarise rectilignemcnt qui tra

verse d abord une lame birefringente d une epaisseur convenable,

specialcmcnt une lame de chaux sulfatee, puis un analyseur, se mo-

difie quand la polarisation devient cllipLiquc ou circulaire. C est a

1 aide de ce dernier moyen, joint a 1 emploi de la lumiere solaire,

que M. Jamin est parvenu a reconnaitre 1 etcnduc ct la generalite

d un phenomenc jusqu ici observe par les physiciens dans un petit

nombre de cas seulement. D une experience faitc par Malus en 1808,

il resultait qu une plaque de vcrre polarise completement, dans le

plan d incidencc, la lumiere reflechie par sa surface sous un angle

de 57.

En substituant au verrc un grand nombre de substances diverses,

M. Brewster trouva que chacune d elles polarisait completement la

lumiere reflechie sous un angle dont la tangentc etait 1 indice de

refraction. Toutefois M. Biot et d autres physiciens montrerent que

la polarisation devient incomplete quand la reflexion est produile par

la surface d un corps tres refringent, du diamant par exemple; et,



K \Ttt\IT N&quot; V:tt. Ho

dans la lumiere reflecllie par ce dernier corps, M. Airy rcconnut les

caracteres de la polarisation elliptique. II resultc des experiences

de M. Jamin que ce genre dc polarisation est generalement produit

par la reflexion de la lumierc a la surface de prcsque tous les corps,

non sculement dc ceux qui sont tivs refringents, mais aussi de ceux

qui refractent pen la lumiere, ct du verre en particulier, sous des

incidences ordinairement peu difterentes de Tangle considere par

31. Brcwster. Les exceptions a cettc regie sont extremement rares;

et si, jusqu a present, on n a pas reconnu la polarisation elliptique

dans les rayons reflechis par les corps dontle pouvoir refringent est

pen considerable, cela lient surtout a ce que, pour une certaine inci

dence, la lumiere transmise au travers de 1 analyseur echappait a 1 oeil

en raison d une trop faiblc intensite.

Apres avoir constate la polarisation incomplete des rayons reflechis

par la plupart des corps transparents, M. Jamin a voulu mesurer avec

exactitude les effets de la reflexion. Pour y parvenir, il a fait con-

struire un nouvel appareil d une precision remarquable. Dans cet

appareil, un rayon solaire, polarise par un prisme de Nicol dans un

certain azirnut, se transforme, quand il est reflechi sous une incidence

convenablc, en un rayon doue dc la polarisation elliptique, et, par

consequent, decomposable en deux rayons plans, qui, polarises, le

premier dans le plan d incidence, le second dans un plan perpendi-

culaire, offrent des noeuds distincts et des phases inegales; puis la

difference de phases entre les deux rayons composants se trouve

detruite par un compensateur ( ) a plaques croisees qui glissent

1 un sur 1 autre, et se mesure a 1 aide d une vis micrometrique. Le

rayon reflechi etant alors reduit a un rayon plan, 1 observateur le

recoit sur un analyseur a 1 aidc duquel il determine son azimut.

0) On salt ([no .M. Bahinct a fonno le compensateur, ici utilise par M. Jamin, en tail-

lant sous le mCme angle, dans un cristal de quartz, deux prismcs a base triangulain
1

.

(jui offrenl, le premier des arfites paralleles. le second des aretes perpendieulairea a l a\e

optiquo, et en substituant le systeme de ces deux prismes superposes au systcme de

deux plaques crois6es, mais a 6paisseurs coaslantes, dont M. Biot avail signale les pro-

prietes.
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M. Jamin rcmarque, avcc raison, qu il est utile do donner au rayort

incident fourni par le polarisateur un azimut peu different d un angle

droit, et que cette derniere condition, supposee remplie, augments

considerablement 1 exactitude des resultats deduits de 1 observation.

Dans toutes les experiences de M. Jamin, 1 azimut du rayon incident

etait de 84&quot;.

Apres avoir etudie, comme on vient de le dire, les effets de la

reflexion produite sous des incidences diverses par un grand nombre

de corps, M. Jamin n a rencontre que deux substances qui lui aient

paru offrir le phenomene dc la polarisation complete, savoir : la

menilite, et 1 alun taille perpendiculairement a 1 axe de Toctaedre

qui represente sa molecule integrante. Pour toutes les autres sub

stances, Tangle d incidence qui avait pour tangente Tindice de refrac

tion etait, non pas un angle de polarisation complete, mais, a tres

peu pres, un angle de polarisation maximum.

Lorsqu un rayon simple et polarise rectilignemcnt, apres avoir ete

reflechi sous une incidence quelconque par un des corps transparents

qui sont aptes a produire le phenomene de la polarisation complete,

est decompose en deux rayons polarises, Tun dans le plan d inci

dence, Tautre perpendiculairement a ce plan* la difference de phases

entre le premier et le second des deux rayons composants peut etre,

comme Ton sait, representee, au signe pres, ou par une demi-circon-

ference TT, ou par une circonference entiere 211, suivant que Tinci-

dence adoptee est infericure ou supericure a Tangle de polarisation.

Si, ii un corps qui polarise completement la lumiere, on substitue un

metal, la difference de phases dont il s agit variera par degres insen-

siblcs, depuis Tincidence normale jusqu a Tincidence rasante, en

passant d une maniere continue de la limite u a la limite 271 (voirle

Tome II des Comptes rendus, p. 428). Enfin, si la lumiere est reflechie

par une substance transparente quelconque, alors, comme le consta-

tent les experiences deM. Jamin, la difference de phases, sensiblement

stationnaire dans le voisinage de Tincidence rasante ou normale, pas-

sera de la limite IT a la limite 2?:, tandis que Tangle d incidence variera
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entre deux valeurs extremes qui, pourles corps pen refringents, seront

toutes deux tres voisines cle Tangle de polarisation maximum. Ajou-

tons que les experiences de M. Jamin, apres lui avoir donne des

valeurs positives cle la difference des phases pour la plupart des sub

stances employees, ont fourni pour trois d entre elles des valeurs

negatives.

Cc changement de signe dans la difference des phases est d autant

plus remarquable qu il n etait pas prevu. Les trois substances pour

lesq uelles il a ete constate par M. Jamin sont le silex resinite, Thyalite

et la fluorine, qiii, toutes trois, offrent un indice de refraction pen

different de i,43.

Parlons maintenant des consequences importantes qui se deduisent,

sous le rapport theorique, des experiences de M. Jamin.

En partant dc la notion des vibrations transversales de Tether,

deduite d experiences qu il avail faites avec M. Arago, et dc quelques

hypotheses plus ou moins vraisemblables, Fresnel etait parvenu a

decouvrir, pour la reflexion et la refraction de la lumiere a la surface

des corps transparents, des formules qui supposaient Texistence d un

angle dc polarisation complete. D autre part, lorsque Ton conserve,

conformement aux indications de TAnalyse mathematique, la notion

des vibrations transversales dans les rayons lumineux, et quo, en

memo temps, on substitue aux hypotheses admises par Fresnel les

principes de la Mecanique moleculaire, specialement le principe de

la continuite du mouvement dans Tether, tel qu il a ete defini dans

la precedente seance, on arrive aux formules que Tun de nous a eta-

blies dans Tannee 1889 (Tomes VIII et IX des Comptes rendus, seances

du i
er

avril et du 2 &amp;gt; novembre), et qui comprenncnt, comme cas par-

ticulier (Tome VIII, p. 471), les formules de Fresnel. Enfm, si, a Taide

des nouvelles formules, on determine la difference de phases entre les

deux rayons composants dont le systeme peut etre substitue a un rayon

reflechi doue de la polarisation elliptique, cette difference, dimimiee

de TI, se reduira, dans une premiere approximation, a la somme dc

deux angles positifs, mais infericurs a T, dont les tangentes trigono-
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metriques scront

e siii7lang(7 + T ), s sinrtang(r r ),

T etant Tangle d incidence, T Tangle de refraction, et un coefficient

tres petit. Ajoutons quo si, 1 etant la longueur d ondulation dans le

rayon incident, on pose k =
-^&amp;gt;

on aura sensiblement

k
;/

, k&quot; etant les coefficients d extinction des rayons evariescents, sous

[ incidence normale, dans Tair et dans le corps donne.

Or, apres avoir opere comme il a ete dit ci-dessus, et reconnu que

la polarisation incomplete de la lumiere reflechie par la plupart des

corps ne pcrmet plus en general d appliquer aux phenomenes de la

reflexion sous une incidence quelconque les formules de Fresnel,

M. Jam in a voulu comparer les resultats de ses experiences avec ceux

que fournissent les nouvelles formules. Ici, comme dans ses prece-

dentes rccherches, la theorie s est accordee avec Tobservation d une

maniere inesperec. Ainsi, par exemple, le rayon incident etant reflechi

par le sulfure d arsenic sous une incidence variable de 5o a 85, le

rapport de la difference de phases produite par la reflexion a une

demi-circonference a varie de 1,018 a 1,979; c ^ dans une trentaine

d experiences correspondantes a autant d incidences diverses, la dif

ference entre les nombres fournis par Tobservalion et la theorie a

mvsque toujours ete inferieure a 0,01.

II est utile de le remarquer, les nouvelles formules renfermcnt seu-

lement, avec Tangle d incidence, deux constantes qui dependent de

la nature du corps soumis a Texperience, savoir, Yindice de refraction

et le coefficient e, nomme coefficient d cllipticite par M. Jamin. La con-

stance de ces deux coefficients a ete diversement etablie. La Constance

du premier ou de Tindice de refraction cst la loi de Descartes, etablie

d abord par Texperience, puis confirmee par la theorie. La Constance

du second, indiquee d abord et prevue par la theorie, se trouve aujour-
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d hui confirmee par Ics experiences cle M. Jamiii. Ajoutons que les

doiinecs fournies par ces experiences ont permis a M. Jamin de deter

miner, a I aidc de la reflexion seulc, et avec une grande exactitude,

les indices de refraction dcs substances qu il avail employees.
D apres cc qui a etc dit plus haul, ou le coefficient d ellipticite est

la difference de deux fractions qui offrent un numerateur commun et

qui ont pour denominateurs Ics coefficients d extinction du rayon eva

nescent dans 1 air ct dans le corps soumis a Fexperience. Par suite,

s s evanouira, et la polarisation sera complete sous une certaine inci

dence, si les coefficients d extinction mesures dans Fair et dans le

corps sont egaux. Dans le cas contraire, sera positif ou negatif, avec

la difference de phases produite par la reflexion, suivant que le pre
mier des coefficients d extinetion, mesure dans Fair, sera superieur ou

inferieur au second. Dans les Comptcs rendus de 1889 (2
e

semestre),

la ( application faite a la page 729 des formules generales donnees a

page 687 ( ) supposait implicitement que le coefficient d extinction

mesure dans 1 air devient infini, et, dans cette hypothesc particuliere,

ne pouvait etre quo positif. M. Jamin ayant prouve par ses expe

riences que devient negatif pour certaines substances, il faut en

conclure quo le coefficient d extinction du rayon evanescent dans

1 air conserve une valour finie, et qu en consequence Fintensite de

la lumiere dans ce rayon n est pas rigoureusement nulle.

Remarquons encore que si la lumiere, au lieu dc passer de Fair

dans un premier ou dans un second corps diaphane, etait transmisc

du premier corps au second, la valour de i correspondantc a cetto

troisiemc hypothesc so deduirait immediatcment dcs valeurs de

relatives aux deux premieres et s cvanouirait, si ces valeurs etaient

egales, en donnant naissancc au phenomene de la polarisation com

plete des rayons reflechis sous une certaine incidence. II scrait bon

de verifier, par des observations directes, ces consequences de la

theorie. Ce scrait la un nouveau sujet de rccherches stir lequel nous

appellerons volontiers Fatten lion de &amp;gt;f. Jamin.

( ) GKuvrcs dc Caucliy, S. I, T. V, p. 4o-5g.
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En resume, les Commissaires sont d avis quo le Memoire soumis a

leur examen peut contribuer efficacement aux progres de la science,

non seulement en raison de la precision des methodes d experimen-
tation employees par I auteur, mais aussi a cause des resultats qu ont

donnes les experiences, ct de 1 appui qu elles apportent a la theorie

de la lumiere, en confirmant les lois de reflexion que fournisscnt les

principes de laMecanique moleculaire. Us pensent, en consequence,

que le Memoire de M. Jamin est tres digne d etre approuve par 1 Aca-

demie et in sere dans le Recueildes Savants etrangers.o

434.

C. R., T. XXVIII, p. 161 (5 fcvrior 1849).

M. AUGUSTIX CAUCHY presente une Note sur la determination sirnul-

tanee de 1 indice de refraction d une lame ou plaque transparente,

et de Tangle compris entrc deux surfaces planes qui terminent cetto

plaque.

435.

ANALYSE ET PHYSIQUE MATIIEMATIQUES. -- Memoire sur les fonotions

discontinues.

C. R., T. XXVIII, p. 277 (26 fcvricr 1849).

Dans les problemes d Analyse et de Mecaniquc, les valeurs des

inconnues pen vent etre souvent representees par des fonctions con

tinues des variables independantes. C est ce qui arrive par exemple
en Astronomic, quand on determine les mouvcments des corps

celestes, puisque les coordonnees qui fixent la position d un astrc

\\ une epoque quelconquc sont evidemment des fonctions continues

de ses coordonnees initiales et du temps.

Ce n est pas tout : la plupart des questions que Ton resout en

integrant des equations diflerentielles ou aux derivees parlielles,
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par exemple les problemes qui, dans la Physique mathematique,
se ramenent a [ integration d equations lineaires aux derivees par-

tielles et a coefficients constants, semblent, au premier abord, ne

devoir introduire dans le calcul que des fonctions continues. En effet,

comme je 1 ai remarque dans un precedent Memoire, supposer qu une

inconnuc est determinee par une equation lineaire aux derivees par-

tielles et a coefficients constants, c est supposer implicitement que
cette inconnue est une fonction continue des variables indepen-

dantes, attendu que la continuite d une fonction dans le voisinage

d une valeur particulierc attribuee a une variable independante est

une condition necessaire de 1 existence d une valeur correspondante

de la derivee.

Toutefois, pour qu un probleme de Physique, qui exige 1 int^gratidn

de certaines equations lineaires, puisse etre completement resolu, il

est necessaire de joindre aux equations dont il s agit la connaissance

de 1 etat initial des corps que Ton considere et les conditions rela

tives aux limites de ces memes corps. Or cet etat initial ct ces limites

peuvent introduire dans le calcul des fonctions discontinues. Ainsi,

en particulier, si les equations proposees represented les vibrations

infmiment petites d un systeme de molecules reduitcs a des points

materiels, le mouvement pourra resulter d un ebranlement initial pri-

mitivement circonscrit dans des limites tres resserrees. Or il est clair

que, dans ce cas, les displacements des molecules et leurs vitesses ini-

tiales, consideres comme fonctions des coordonnees, pourront varier

d une rnaniere continue entre les limites dont il s agit, mais devien-

dront generalement discontinues quand on atteindra ces limites, qu on

ne pourra depasser sans que les memes fonctions passent tout a coup
d une valeur sensible a une valeur nulle.

Les fonctions discontinues, ainsi introduces dans le calcul par la

consideration de 1 etat initial d un systeme de points materiels, se

retrouvent dans les integrates des equations qui represented le mou

vement du systeme. Seulement les variables independantes que con-

tenaient ces fonctions y sont remplacees par de nouvelles quantites

OEuvres de C. S. I, t. XI. I 6
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variables, quelquefois meme par des expressions imaginaires. De

plus, il pent arrivcr quc les integrates obtcnues soient exprimees,

non en termes finis, mais en series qui renferment, avec les fonctions

discontinues, leurs derivees des differents ordres.

Eu egard a ces diverses circonstances, les fonctions discontinues

donnent naissance, dans les problemes de Mecanique et de Physique,

a des difficultes graves ou a des contradictions apparentes et a de sin-

guliers paradoxes qu il importe de signaler et d eclaircir. Entrons a

ce sujet dans quelques details.

Une premiere difficulte est de savoir ce que devient une fonction

discontinue de variables reelles, qui s evanouit hors de certaines

limites, quand ces variables sont remplacees par des expressions ima

ginaires, et surtout ce que deviennent alors les limites dont il s agit.

Une seconde difiiculte reside dans la contradiction apparente qui

existe, pour 1 ordinaire, entre les integrates exprimees en termes

finis quand elles renferment des fonctions discontinues, et les deve-

loppements de ces memes integrates en series convergentes.

Concevons, pour fixer les idees, qu il s agisse d une colonne d air

renfermee dans un cylindre infmiment etroit dont 1 axe soit pris pour

axe des abscisses, et que le mouvement soit occasionne par un depla-

cement primitifet infmiment petit des molecules situees dans le voi-

sinage du point pris pour origine. Alors, au bout du temps t, le

deplacement d une molecule d air corrcspondantc a 1 abscisse x sera

represente par 1 integrale de 1 equation lineaire que Ton nomine equa

tion du son; ct Ton conclura de cette integrate exprimee en termes

finis que le mouvement se propage, dans la colonne d air, de part et

d autrc de 1 origine, avec deux vitesses de propagation egales entre

clles, mais dirigees en sens opposes. Ajoutons que, si Ton deve-

loppe la meme integrate suivant les puissances ascendantes de /, on

obtiendra une integrate en serie qui paraitra satisfaire encore a toutes

les donnees du probleme, et qui neanmoins entrainera des conclu

sions contraires a celles que nous venons d enoncer. En effet, dans

1 integrale en serie, chacune des puissances de / se trouvera multi-
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pliee par une fonction de x, qui s evanouira pour toute valeur de x
sensiblement dillY-rcnte de zero; par consequent, la somme de la serie

s evanouira au bout du temps t, comme au premier instant, pour tout

point situe a une distance notable de 1 origine; d oii il semblera le&amp;lt;M-

time de conclure que les molecules d air primitivement deplacees

vibreront, mais sans que leur mouvement de vibration sc propage
en passant de ces molecules a d autres. Ainsi, tandis que 1 integrale

en termes finis indique des vibrations sonores qui se propagent avec

une vitesse constante, 1 integrale en serie semble indiquer les vibra

tions stationnaircs.

Les difficultes que nous vcnons de signaler et toutes les difficultes

analogues disparaitraient, si 1 etat initial d un systeme etait repre-

sente, non plus a 1 aide d une ou de plusieurs fonctions discontinues,

mais a 1 aide de fonctions continues dont chacune offrit, pour des

valeurs quelconques, reelles ou meme imaginaires des variables inde-

pendantes, une valeur difierente de zero. C est done a la discontinuity

des fonctions introduites dans le calcul que tiennent les difficultes

dont il s agit. 11 est naturel d en conclure que, pour eclaircir les

points douteux et pour faire cesser les contradictions, il suffira de

retablir la continuite. On y parvient en considerant les fonctions

discontinues comme des valeurs particulieres de fonctions plus gene-

rales, mais continues, desquelles on les tire en reduisant a zero un

parametre special.

11 importe d observer que les fonctions discontinues introduites

dans le calcul par la consideration de 1 etat initial d un systeme ne

cessent generalement d etre continues que pour certaines valeurs des

variables qu elles renferment. Ainsi, par excmple, il arrive souvent

qu une fonction discontinue d une ou de plusieurs variables se con-

fond entre des limitcs donnees de ces variables avcc une certaim-

fonction continue, et passe brusquement, hors de ces limites, d une

valeur sensible a une valeur nulle. II y a plus : une fonction discon

tinue qui ne satisfait pas a de telles conditions peut ordinairement

se partager en plusieurs autres qui remplissent des conditions ana-
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logues; et, par suite, on peut se borner a etablir la theorie des fonc

tions discontinues dans le cas particulier que nous venons d indiquer.

Ajoutons que, dans ce cas, la fonction discontinue peut etre consi-

deree comme equivalents au produit de la fonction continue donnee

par un coefficient qui se reduise toujours a 1 unite entre les limites

proposecs, et a zero en dehors de ces limites. Ce coefficient, que j ap-

pellerai limitaleur, peut etre regarde lui-meme, ou comme une fonc

tion discontinue, ou comme la valeur particuliere que prend une

fonction continue quand on fait evanouir un parametre special. En

consequence, il suffira de considerer les coefficients limitateurs, non

seulement pour retrouver, mais aussi pour resoudre toutes les diffi-

cultes que presente la theorie des fonctions discontinues. On concoit

d ailleurs que cette consideration permet de surmonter plus aisement

les obstacles, en debarrassant les questions relatives a la discontinuity

d une circonstance qui leur est etrangere, savoir, de la forme particu

liere attribute a chaque fonction discontinue entre des limites don

nees, et en attirant 1 attention du calculateur sur un coefficient qui

suffit a caracteriser ces limites au dela desquelles cesse la continuite.

En operant ainsi, on etablit sans peine les proprietes des fonctions

discontinues, considerees comme representant des valeurs particu-

lieres de fonctions plus generales, mais continues; et Ton arrive, par

exemple, aux propositions que nous aliens enoncer.

THEOREM E I. Si une fonclion discontinue de la variable x s evanouit

pour des valeurs reelles de cette variable situees hors de limites donnees a,

b, la me1me fonction, quand la variable x deviendra imaginaire, s eva-

nouira toutes les fois que la partie reelle x sera situee hors de ces limites.

THEOREME II. Si unefonction discontinue de plusieurs variables inde-

pendajites x, y, z, . . . s evanouit pour des valeurs reelles de ces variables

situees hors de certaines limites donnees et coTistantes, la meme fonction,

quand les variables deviendront imaginaires, s evanouira toutes les fois

que leurs parties reelles seront situees hors de ces limites.

La consideration des limitateurs permet de faire disparaitre la con-
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tradiction qui, clans les problemes do Physique mathematique, semhlc

rxister cntre les resultats deduits dos integrales en termes finis et des

integrales en series. En effet, supposons une fonction discontinue

representee par le produit d un limitateur et d une fonction continue.

Si Ton fait subir aux variables independantes des accroissements tres

petits, on pourra, en general, developper, suivant les puissances

ascendantes de ces accroissements, la fonction continue, mais non

pas le limitateur, et, en multipliant par ce dernier les divers termes

du developpement trouve, on obtiendra une serie equivalente a la

fonction discontinue. On peut, de cette maniere, developper en serie

convergente chacune des fonctions discontinues que renferme 1 in-

tegrale de 1 equation en termes finis de 1 equation du son, et Ton

retrouve alors une integrale en serie qui s accorde completement
avec 1 autre integrale.

Dans le probleme du son, un ebranlement primitivement circon-

scrit entre des limites tres resserrees donne naissance a un mouve-

ment qui se propage dans 1 espace avec une vitesse constante et reelle.

Alors aussi la vitesse de propagation est fournie par une equation du

second degre, qui offre deux racines reelles egales au signe pres. Dans

d autres problemes de Physique mathematique, par cxemple dans la

theorie de la lumiere, les vitesses de propagation des mouvements

vibratoires, ou meme les carres de ces vitesses, verifient des equations

qui sont d un degre superieur au second, et qui peuvent admcttre des

racines imaginaires. On peut demander si les mouvements correspon-

dants a ces racines imaginaires sont ou ne sont pas du nombrc de ceux

qui se propagent dans 1 espace. La reponse a cctte question se deduit

aisement du premier des theoremes precedemment enonces. On arrive

ainsi a la proposition suivante :

THEORKME III. Loj^squ un ebranlement, primitivemerti circonscritetiin

des limites tres resserrees, donne naissance a un ou a plusieurs mouve

ments vibratoires, representes par les integrales d un systeme d equations

lineaires aux derive.es partielles el a coefficients constants, si I equation a
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laqmlle satisfont les vitesses de propagation supposees reelles offre aussi

des racines unaginaires, le mouvemenl correspondanl a ime racine ima-

gijiaire sera on ne sera pas du nombre de ceux qui se propagent dans

I espace, siuvant que la partie reelle de la racine imaginaire sera sensible

ou nulle; el, dans le premier cas, la vilesse de propagation du mouvement

vibratoire sera precisemejit represented par la valeur numerique de cette

partie reelle.

Dans un prochain article, nous appliquerons les principes qui

vitMinent d etre exposes a la determination des integrates discon

tinues qui expriment, non seulement les mouvements vibratoires

propages dans un premier milieu en vertu d un ebranlement initial

circonscrit entre des limitcs tres resserrees, mais encore les mou

vements correspondants, reflechis ct refractes par une surface plane

&amp;lt;jui separe ce premier milieu d un autre; et nous verrons comment

ces divers mouvements repondent aux divers termes contenus dans

ces integrates, comment, par exemple, dans la theorie de la lumiere,

les divers rayons incident, reflechis et refractes, se trouvent repre

sented par les termes proportionnels aux divers limitateurs.

436.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. - - Memoirs sur les rayons reflechis el refractes

par des lames minces et sur les anneaux colores.

C. R., T. XXVIII, p. 333 (12 mars 1849).

On sait qu un rayon lumineux simple, doue de la polarisation cir-

culaire ou elliptique, peut toujours etre decompose en deux autres

rayons doues de la polarisation rectiligne, et renfermes dans des

plans qui se coupent a angle droit. De plus, dans un rayon plan,

c est-a-dire doue de la polarisation rectiligne, le deplacement absolu

d une molecule etheree en un point quelconque est le produit qu on
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ohtient en multipliant la demi-amplitude d une vibration molrmlairr

par le eosinus d un certain angle appele phase. Kntin. &amp;gt;i MM rayon

plan se propage d un point a un autre dans un milieu isnphanr, n-tir

propagation aura pour effet d ajouter a la phase un accmissrment pro-

portioniu l a la distance nitre les deux points: et, si, le meme rayon

riant rrtlechi ou refraete par une surface plane qui separe ce premier

milieu d un second, les vibrations &amp;lt;le Tether sont paralleles ou per-

pendiculaires au plan d incidence, la reflexion ou la refraction, en

faisant croitre la phase d une quantite donnee, fera aussi varier 1 am-

plitude des vibrations de 1 ether dans un rapport donnr.

Cela pose, concevons qu un rayon simple de lumiere, propage dans

1 air, tombe sur une lame mince transparente, isophane, et a fan--.

paralleles. Ces deux faces feront subir au rayon dont il s agit des

reflexions et refractions successives. Si, d ailleurs, ce rayon fait partie

d un systeme ou faisceau dc rayons de meme nature, qui emanent

d une source commune de lumiere situee a une tres grande distance,

et qui se trouvent, par suite, composes de molecules dont les vibra

tions, semblables entre elles, s executent par ondes planes, alors, des

divers points situes sur les deux faces de la lame mince, s echappe-

ront des rayons emergents, dont chacun sera produit par la super

position de plusieurs rayons reflechis ou refractes. Considerons en

particulier un rayon simple qui, primitivement propage dans 1 air

suivant une certaine direction, et polarise dans le plan d incidence

ou perpendiculairement a ce plan, emerge en un point donne A dr la

lame mince. On pourra, en s appuyant sur les principes etablis dans

les precedents Memoires, determiner, non seulement les accroi-

ments successifs de la phase dus a la propagation du rayon dans 1 air

et dans la lame transparente, ainsi qu aux reflexions et aux reCrartimi-

qu il aura subies en rencontrant les deux faces de cette lame, mais

encore les coefficients constants par lesquels Tamplitude des vibra

tions moleculaires devra etre successivement multipliee, en vertn lr

ces reflexions et de ces refractions; puis, en superposant au rayon

ainsi determine les rayons de meme nature qui, au sortir de la lamr.
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prendront la meme direction, on obtiendra ce qu on appclle le rayon

emergent ail point A.

On simplifie notablement les calculs quand on emploio, pour carac-

teriser chaque rayon simple et doue dc la polarisation rcctiligne, non

plus deux quantites reelles, savoir 1 amplitude des vibrations molecu-

laires et Tangle appcle /?Aa.ye, mais une seule expression imaginairo,

savoir le deplacement symbolique d une molecule, ou, en d autres

termes, le produit qu on obtient quand on multiplie la demi-ampli-

tude d une vibration moleculaire par 1 exponentielle trigonometrique

dont la phase est 1 argument. Alors on reconnait que, pour obtenir

d un seul coup les modifications diverses imprimees a un rayon plan,

i par sa propagation dans 1 air ou dans la lame mince, 2 par les

diverses reflexions ou refractions dues aux faces qui la terminent, il

suffit de multiplier le deplacement symbolique et primitif d une mole

cule etheree par divers facteurs ou coefficients de propagation respec-

tivement proportionnels aux espaces mesures dans Fair, ou dans la

lame mince, sur les diverses parties du rayon plan, puis par les divers

coefficients de reflexion ou de refraction qui correspondent aux diverses

rencontres du rayon avec les deux faces de la lame mince. Alors aussi,

pour obtenir immediatement le rayon emergent en un point donne de

la lame mince, il suffit de recourir a la sommation d une progression

geometrique.

La meme methode s applique, avec un egal succes, a la determina

tion des rayons qui emergent d une couclie d air tres mince, comprise

entre deux plaques isophanes, dont 1 une est transparente, 1 autro

transparente ou opaque, par exemple entre deux plaques de verre,

ou entre une plaque de verre et une plaque de metal.

Enfin les formules ainsi obtenues peuvcnt etre appliquees avec avan-

tage a la determination, sinon completement rigoureuse, du moins tres

approximative, des anneaux colores que produit une couche d air tres

mince, comprise entre une lentille et un miroir de verre ou de metal,

ou entre deux lentilles superposees. C est, au reste, ce que j expli-

querai plus en detail dans un nouvel article.
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ANALYSE.

Concevons, pour fixer les idees, qu une lame d air terminee par

deux faces planes et paralleles soit comprise entre deux milieux is&amp;lt;&amp;gt;-

phanes, le premier transparent, le second transparent ou opaque.
Faisons tomber sur la premiere face de cette lame un faisceau de

rayons lumineux propages par ondes planes dans le premier milieu,

en vertu d un mouvement simple de Tether, et polarises ou paral-

IMement, ou perpendiculairement au plan d incidence. Un rayon

simple OA, compris dans le faisceau dont il s agit, et propage dans

une direction determinee, sera successivement transforme, par les

deux faces de la lame d air, en une serie de nouveaux rayons reflechis

et refractes. Cela pose, nommons A le point ou le rayon incident OA
rencontre la premiere face de la lame d air, et An le point oil ce rayon,

transforme par des reflexions ou refractions successives, sort de la

lame, apres 1 avoir traversee n fois en divers sens, et en prenant une

direction nouvelle An On . Soient d ailleurs, a une epoque donnee, par

exemple au bout du temps /,

le deplacement absolu d une molecule d ether, dans le rayon inci

dent OA au point A;

le deplacement absolu d une molecule d ether, dans le rayon emer

gent A^O,, au point A,,;

et les deplacements symboliques correspondants aux deplace-

ments absolus et
7i , c est-a-dire les expressions imaginaires dont

les deplacements absolus et representent les parties reelles.

Soient encore

/, / les longueurs d ondulation du rayon simple dans 1 air et dans le

premier milieu;

c 1 epaisseur de la lame d air;

: Tangle aigu forme par une droite normale aux deux faces de la lame

avec Tun quelconque des rayons

\V,. A,A S , ..., A,, ,A,,,

OKiifres de C. S. I, t. X!. 17
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qui traversent obliquement cette lame dans toute son epaisseur en

passant de la premiere face a la seconde, ou de la seconde face a la

premiere ;

-. Tangle aigu forme par la meme normalc avec le rayon incident OA
ou avec le ravon emergent 0,,A fl ;

i

I, T les coefficients de reflexion et dc refraction du rayon simple A, A.,,

ou A 3 A.,,, . . . , qui passe de la lame d air dans le premier des deux

milieux adjacents a cette lame, sous 1 incidence 7;

I,,
T les coefficients de reflexion et de refraction du rayon AA, ou

A2 A 3 , ... qui passe de la lame d air dans le second des milieux

adjacents a cette lame, sous 1 incidence T;

(T), (I ) les coefficients de reflexion et de refraction du rayon inci

dent OA qui passe du premier milieu dans Tair, sous 1 incidence -
;

2/1 la projection de 1 une quelconque des longueurs egales

AA 2 , AiA 3 , ..., An- 2 A,,,

sur la direction du rayon incident OA;

P le coefficient de propagation commun des divers rayons

qui traversent la lame d air dans toute son epaisseur;

P le coefficient tie propagation d un rayon incident OA, cntre les

points et A, dans le cas ou le point est choisi de maniere que
Ton ait

Posons, d ailleurs,

X--
271

k
271

T T

11 est facile de prouver que Ton aura

i etant une racine carrec de i. De plus, pour obtenir an bout du

temps / le deplacement symbolique a d une molecule d ether qui
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coincide avec le point A,, dans le rayon emergent A,,0 rt , il sullira evi-

demment, si le point AM est situe sur la premiere face de la lame d air,

de multiplier le deplacement symbolique a d une molecule d elher qui

coincide avec le point A dans Ic rayon incident OA, par le produit des

divers facteurs

(I ), P, I,, P, I, P, I
; , P, ..., F,

ou, ce qui revient au meme, par le produit

2-1
n-

F(l )i I;P&quot;,

dans lequel n sera un nombre pair.

Soient maintenant GA la trace du plan d incidence OAG sur la pre

miere face de la lame d air, et G le point ou cette trace coupe le plan

mene par le point perpcndiculairement au rayon incident OA.

Gomme les diverses molecules d ether comprises dans ce dernier

plan seront toutes a la fois deplacees de la meme manierc, il est

clair que, pour obtcnir au bout du temps t le deplacement symbo

lique dc la molecule qui coincidera ou avec le point dans le rayon

incident OA, ou avec le point C dans un rayon parallele SC, il suflira

de diviser le deplacement symbolique a par le coefficient de propaga

tion II correspondant a la longueur OA. Soit d aillcurs CH le point ou

le rayon SC, transforme par des refractions et reflexions successives,

sortira de la lame d air dans une certaine direction C
rt
S

rt , apres avoir

traverse n fois cette meme lame en sens divers. Pour que le point C,,

coincide avec le point A, il suflira evidemment que la longueur GA

deviennc equivalente a la longueur AAn , ou, ce qui revient au meme,

que la longueur OA se reduise au produit de la longueur h par le

nombre w; et, comme alors on aura

lo deplacement symbolique d unc molecule d ether sera exprime, an

bout du temps / : i au point G, et dans le rayon incident SG, par le
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rapport
X

pin

-2 an point A, et dans le rayon emergent C
fl
Sn , par le produit

Si, dans ce dernier produit, on attribue successivement a n les valeurs

2, 4, 6, 8, ...,

on nbtiendra les divers termes d une progression geometrique dont la

sonime sera

rriK-
8.

r
- 1

1, K 2

Kntin, si a cette somme on ajoute le deplacement symbolique

(1)5

d une molecule d ether qui coincide avec le point A dans le rayon

reflechi en ce point par la premiere face de la lame d air, on obtiendra

le deplacement symbolique d une molecule etherec dans le rayon

emergent forme par la superposition de tous les rayons simples qui

sortiront de la lame d air au point A. Done cc dernier deplacement

symbolique sera le produit de par la somme^-
Par des raisonnements scmblables a ceux qui precedent, on prou-

vcra encore que, si les deux milieux adjacents a la lame d air son!

tous deux transparents, les divers rayons simples qui sortiront de

cette lame au point A, produiront, par leur superposition, un rayon

emergent dans lequel le deplacement symbolique d une molecule

d ether sera le produit de par le rapport

( ) :

i li,K
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Los valeurs des coefficients

T, I,, r, I;, (I), (P),

roniennes dans Irs expressions (i) et (2), se deduisent sans pome do*

I onnules otaldios dans les precedents Memoires, specialement dans le

Memoire du 2 Janvier dernier (p. 95); et d abord on conclut imino-

diafement de ces fornuilos, qne Fon a dans tons les cas

ce qui rednit 1 expression (i) ii la suivante :

(3)
^II

+
K*

Soient, d antre part,

u A COST, u = k COST ,
v = k sinT k 1

sint .

On aura, en supposant le rayon incident polarise dans le plan d inci-

donee,
sin(T r)

j,
211 2sinT cosT

u -+- a sin(T -ht) u -+- u
&quot;

sin(T H-r)

(D=-i.

Si, an contraire, le rayon incident est renfcrme dans le plan d inci-

dence, les valeurs de T, 1 seront fournies par les formules (i i) de la

page 99, dont la premiere determines (T) au lieu de I, quand on chan-

i^era les signes de u
v , u&quot;, et le signe de la difference u u ou u u.

Quant aux valeurs de
I,

et I
, on les deduira de cellos do I of I on

reinplaeant le premier des deux milieux adjacents a la lame d air par

le second.

Comme on 1 a remarque ci-dessus, lorsque le rayon incident esl

polarise dans le plan d incidence, T et (I) veritient la condition

(4) (I)= -I.

(lelte memo condition se veritie encore quand, le rayon incident etanl

renl enne dans le plan d incidence, le premier des milieux adjacent-
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a la lame d air est de nature telle, que la premiere face de la lame

d air polarise completement la lumiere reflechie sous un certain angle ;

et, dans le cas contraire, la condition (4) sc verifie au moins approxi-

mativement. Or, en vertu de cette condition, I cxprcssion (3) se reduit

au rapport

(5)
l ^r 1

.

i-H,K 2

Si la lame d air est comprise entre deux milieux de meme nature,

on aura

et, par suite, 1 expression (5) se trouvera reduite au produit

(6) 1
R2 &quot;~

*

-

i PK1

Ce produit s evanouira, quand on aura K i, et, par suite,

/ /* t~* Cl ft &quot;

/&amp;gt; TT f* /J/C(*(* ~
/* (^ \j\j 5 i rf |L I

&quot;o&quot;*te- oC/L/t^

// riant un nombre entier. Done alors le rayon emergent en un point

quelconque dc la premiere face dc la lame d air disparaitra complete

ment.

437.

CALCUL INTEGRAL. llecherchesnouvellessurles series el surlesapproximations

dcs fonclio7is de Ires grands nombrcs.

C. R.. T. XXIX, p. i&amp;gt;. (iGjuillot 1849).

L Astronomie matheinatique, sujet principal de rnon cours a la

KacLilte des Sciences, a naturellement rappele mon attention sur les

series a 1 aide desquelles on determine les valeurs des inconnues dans

les mouvements planetaires, par consequent sur les regies generales

de la convergence dcs developpements des fonctions explicites on
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implicites, e( sur les limites clos rcstcs qui completent ces develop-

pcments quand on les arrete apres un certain nombre de termes. Les

reflexions que j
ai faitcs a ce sujet in ont fourni la solution de quelquo

difficuites qui n etaientpas sans importance, et m ont |)enuis dc per-

fectionner encore en plusieurs parties la tbeoric des suites, ainsi (pic

je vais le dire cu pen de mots.

Je rappellerai d abord que, si Ton designe par un le terme general

d une serie simple

(l) l( , Hi, &quot;j, ,

par rn le module dc un , et par / le module de la serie, c est-a-dire la

i

limite on la plus grande des limites vcrs lesquelles converge (/*)&quot;

pour des valours croissantes de n, la serie sera convergentc, quand
on aura

/&amp;lt; i, divergente, quand on aura /&amp;gt;i. Si, en designant par

z = re [ P

une variable dont le module soit r et ( argument/?, on pose

alors en nommant k le module de la serie

(2) &amp;lt;7

, a,, a,, ...,

dont le terme general est
,,,

on trouvera

l=kr,

et par suite la serie

(3) , a,c, 2 c
2
, . . .

sera convergente quand on aura r&amp;lt;^-,i divergente quand on aura

r^&amp;gt; j- Ajoutons que, si/(s) designe une fonction explicite de ; qui,

avec sa deriveey^s), demeure fonction continue de / et de
/;, pour

tout module r de z inferieur a une certainc limite r, f(z} sera deve-

loppable, pour un tel module, en une serie de la forme (&quot;&amp;gt;),
el qu alors
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on aura precisement

si a la valeur i du module r on peut joindre une valeur de 1 argu-

ment
/&amp;gt;

tellement choisie, que la fonction

A*) ou / ()
devienne infinie.

Je prouve encore que, si Y(z) etant avec sa derivee F (s) fonction

continue de s et de divers parametres s, t, . . . , on fait varier ces para-

metres par degres insensibles, la valeur de z determinee par I equa-

tion

Y(z) = o

roslera generalement fonction continue de .v, /, . . . jusqu au moment

oil 1 on aura
F (*)= o.

De ces diverses propositions, on peut aisement deduire les regies

de la convergence et les modules des series qui representent les deve-

loppements des fonctions implicites d une sculc variable. On en con-

clut, par exemple, que si &(s) designe une fonction toujours continue

de z une racine

u s -+- z

de 1 equation

( 4 )

OU

(5) ;

pourra etre developpee par la formule de Lagrange en une serie con-

vergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de /, jusqu au

moment ou le module de t acquerra une valeur qui permettra de

verifier simultanement 1 equation (5) et la suivante

(6) i tw (s + x) = o,

ot que, jusqifii ce moment, toute fonction continue de z sera elle-
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memo developpable en uno serie convergente nrdnmieo suivanl los

puissances ascendantes do /. On on conclut aussi quo les series

propres a representer les developpeinonts do z el do //, suivaul le&amp;gt;

j)uissances ascendantes de /, auront precisement pour module le rap

port 0-

Co n est pas tout : si Ton nomme u c&amp;lt;

i llo des raoines de 1 equa-
tion (4) qui se reduit a s pour / = o, et i (z) une fonction continue

do s, on aura, en vertu de la formule de Lagrange,

la valour do Tn otant

Si d ailleurs on nomme r et p les valeurs de r et p tirees des equa
tions (5), (6), et correspondantes au module de /, alors, en attri-

buant a

z re 1

un module r egal on inferieur a r, on pourra remplacer la formule (8)

par la suivante

T i C~ f ^ r^(5-L- 5 )-iTn I sr(s-t-z)\ di&amp;gt;

iT.nJ_ r I -. J
1

et en posant, pour abreger,

on aura

(9) Tn = -

( Z{(2 Tin J_ _

Soient maintenant

/?, ,-ti

les modules maxima maximumm de

X ct f(-),

OE.tvrts de C. S. I, t. XI.
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consideres comme fonctions do/;; le module de Tn sera, en verln de

la formule (to), inferieur au rapport

qui se reduira simplement a

si Ton suppose / r; et par suite, si, dans la serie de Lagrange, on

conserve seulement la sommc des n premiers termes, la somme des

(ennes negliges ofFrira un module inferieur au rapport

etant le module de /. 11 reste a trouver une limite plus approehee

de I erreur commise, en determinant d une maniere approximative la

valeur d une integrale de la forme

(10)

dans le cas ou n est un tres grand nombre et ou Ton attribue a ^ un

module pour lequel se verilie la condition

(n) Z o.

On y parviendra comme il suit.

Supposons d abord f(^) i. Alors 1 equation (10) donnera

Cl2) -S -
/ Z&quot; lip.

27r J--K

Concevons quc, dans cette derniere formule, on pose r r ety? p 4- o.

On aura

(i3) 8= / Z&quot; fh.
27CJ .
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Decomposons I mtegralo ( r3 ) on deux parlies, dont rune soil prise

entre des limites iri s rapprochees CT, 4- re, I autreetanl ropreseniee

par a) ; nous aurons

ry etant un arc tres petit. Supposons d aillours quo, pour r= r, /; p,

on ait, non soulement
/ n, /. ,o,

mais encore
i i

on trouvora, pour uno tros petite valour numerique do o,

otant Ires pen ditrerent do /;. Ajoutons quo, // etant le module tnaxi-

mum maximorum do Z eonsidere comnie fbnetion do p, la partie inde-

pcndanto do i dans a sora necossairemont positive. Cola pose, la for-

mule (i5) donnera

ZRe-*?&\
ot Ton aura, par suite,

/?&quot; C
CT

(16) 8=r-- / e- a ? e 6(
P*flfffl -f-(D.

aw ^-.

Supposons a present n tellement choisi, quo, pour do grand o?,

valours do n, les deux produits

soient lo premier tros grand, lo second tres petit. Alors, conirno il est

facile do le voir, on aura sensiblemont

(18)

1

Do plus, dans lo second membro de la formulc (16), lo dernier tonne CD

deviendra tros petit par rapport au premier, si lo module maximum
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maximorum de Z repond a une valeur unique de s, et si d ailleurs n

est asscz grand pour que le module de Z&quot;, entre les limites or, -h GJ

de/?, surpass*; ton jours le module de Zn hors de ces limites. Done alors

la valeur de -s, determinee par la formule (r6), pourra etre reduite a

la forme

09) -s = ^
(i -+-*)&amp;gt;

2 yuan:

2 designant une quantite qui s evanouira avec -&amp;gt; et dont le module

restera compris entre des limites qu il sera facile de calculer.

Si le memo module maximum maximorum de Z correspondait a

deux ou plusieurs valeurs distinctes, par exemple a deux valeurs

conjuguees de z, alors, dans le second membre de la formule (1:9),

il faudrait au rapport

(,,
nar:

substituer la somme des rapports de cette forme correspondants a ces

valeurs de :-. Gette somme serait, pour 1 ordinaire, le double de la

partie independante de i, dans chaque rapport.

Enfin, si a la formule (12) on substitue la formule (10), on devra

multiplier le rapport (20) par le module & de f(^) correspondant aux

valeurs r et p de r et de p.

Ajoutons que les produils

nw-, /GT 3

deviendront, le premier tres grand, le second tres petit, pour de tres

grandcs valeurs de n, si Ton pose

c,
[j,

etant deux nombres dont le second soit compris entre - et
^
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438.

CALCU. iNTKiiiUL. -- Memoire sur I integration d un sysfetnc

(/ equations differentielles, el, en
particulier, de celles qui renresentent

les mouvements planetaircs.

C. R., T. XXIX, p. 65 (*3 juillet i{()).

Les developpements en series qui verifient un systeme d equalions

differentielles ne peuvent evidemment representer les integrates de

ce systeme que dans le cas oil les series sont convergentcs; et c est

seulement quand on a demontre leur convergence qu une question
de Physique on de Mecanique par laquelle on a ete conduit a ces

equations differentielles peut etrc censee mathematiquement resolue.

Toutef ois, dans FAstronomic, la convergence des series qui repre-

sentent le mouvement trouble d une planete n cst point etablic par
le calcul. Seulement on a remarque que les formules obtenues s ac-

cordaient assez bien avec les resultats de 1 observation, et Ton en a

conclu naturellement que les series etaient convergentes, mais sans

pou.voir dire quellc etait la duree du temps pendant lequel la con

vergence subsisterait. II m a paru important de faire disparaitre ces

incertitudes et de rechercher une methode a 1 aide de laquelle on

put non seulement obtenir, sous une forme nouvelle et simple, les

integrates generates d un systeme d equations differentielles, mais

encore calculer aisement des limites des erreurs que Ton commet,

quand on arrete ces series apres un certain nombre de termes. Tel

i *t 1 objet du nouveau travail que je presente a 1 Academie. Je me

contenterai d indiquer ici quelques-uns des resultats les plus remar-

quablcs, me reservant d y ajouter, dans les prochaines seances, de

plus amples developpements.

Soient donnees, entre le temps / et les variables x, r, -, -.., des

e(j nations ditferentielles de la forme
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A , F, Z, ... etant des fonclions donnees de x, y, z, ...,/. Solent

encore
5 f(.r,y, z, . . ., t)

une fonction donnee de r, y, ^, . . . , t, et

x, y, z, ..., s

ce quo deviennent
x, y, z, ..., .v

an bout du temps T. Pour determiner ? en fonction de a?, r, s, . . . , /

et T, il suffira d integrer 1 equation caracterislique, c est-a-dire I equa-

tion lineaire aux derivees partielles

D,C + n$ = o,

dans laquelle on a

D JnD*-

et d assujettir ? a verifier, pour / = T, la condition

c = ,

s designant la fonction f( x, y, z, . . . , T) que Ton deduit de

.? t(x, r, j, . . .,

en y rempla^ant ^ par T. Cela pose, faisons, pour abreger,

C
l

V s -/ n s ^^;

si la valeur de T / est assez petite pour que la somme de la serie,

dont le terme general cst Vg, soil convergente, on aura

(l) s S + V3 -h V 2 S -I-

Soient d ailleurs

un nombre qui varie entre les li mites o, i ;

//, v, w, ... dcs fonctions de 0, qui s evanouissent avec et se redui-

sent, pour i, aux constantes a, /&amp;gt;, c, . . . , en conservant toujours

des modules egaux on inferieurs a ceux dc a, b, c, . . . ;
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t , F, IF, ... ce quo devient A&quot;,
1 , 7, ... quand on attribno a x, y,

-, . . . , t les accroisscmcnts //, r, ir, . . . , 0(7 /).

Kniin, on supposant les modules de a, b, c, . . . ct dc T / assez pctits

pour quo les fonctions r, F, TF no cossent pas d etre continues, pre-

nons

(a) =

ot nommons p co quo doviont lo modulo do 1 cxponenticlle

quand on attribue aux variables ^/, o, w, . . . ot aux constantos , /;,

, ..., dos arguments tels quo le modulo p devicnno un maximum
maximorum. La serio quo renforme le second mombre do la for-

mulo (
i ) sera convergent*

1

, quand le module do T - t sera inferieur

an produit de -
par -, e otant la base dos logarithmes hyperboliques.

Ajoutons qii il sera utile de choisir les modules des variables , v,

u , . . . ot dos constantos a, b, c, ... do man if? re a rend re le modulo p

le plus petit possible.

CALr.n, iNTkr.RAL. - - Suite des recherclies sur iintegralion d un systernc

(/ equations differentieUes, ct transformation rcmarquablc de I inte

grate generate de Vequalion caracteristique.

C. R., T. XXIX, p. K. i i 3o juillot i8/, 9 ).

Considerons los notations adoptees dans lo precedonl article;

supposons toujours los variables x, y, -, ... lieos an temps / par los

equations differentieUes
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X, Y etant des fonctions donnees de x, r, z, ...,/. Solent oncoro

.v--fO, /, s, . . .,

line fonction donnee de ces diverses variables, et

x, y, z, ..., q

ce que deviennent
x, y, z, ..., s

au bout du temps T. Enfm posons, pour abreger,

r
JT

!

Lorsque la serie dont le terme general est V&quot;$ sera convergente, on

aura (p. i4 2 )aura (p. i4 2 )

(i)

D ailleurs le terme general Vrt de la serie peut etre transforme avec

avantagc, et ramene a une forme digne de remarque, a 1 aide d un

artifice de calcul que nous allons indiquer.

Solent

deux fonctions de la variable

a

et supposons que ces fonctions restent continues pour un module r de u

inferieur a une certaine limite. On aura, pour toute valeur de /- infe-

rieure a cette limite, non seulement

(2) 9(0)
~

D1L9 (w),

la notation DII
&amp;lt;p
(u) designant la moyenne isotropique entre les diverses

valours de o(u) considere comme fonction de/?, c est-a-dire 1 integrale

definie
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inais encore, en integrant par parlies,

(3)
an*I&amp;gt;&amp;lt;p ()x()] =

-an&amp;lt;[?(

Soicnt maintenant

V, V, . . .

&amp;lt;-e (jne (leviennenl les functions

lorsqu on y remplace / par une variable comprise outre les limites /

et 7, et que Ton attribue aux variables x, y, ... des accroissements

designes par//, r, ---- Supposons d ailleurs chacun de ces accroisse-

menls decompose en n elements, en sorte qu on ait

ct, apres avoir ecrit O
rt
au lieu de dans U, F, . . . , prenuns

(5) K=

Kntin, soit K
;/,

ce qne devicnt K
rt quand on remplace dans les fur-

innles (4) ct (j) le nombre n par le nombrc m, et Ow par /M . Si les

elements

dcs modules tellement clioisis, que pour ces modules, ou pour
des modules plus petits, les functions

ne cessent jamaia d etre continues, on aura, en vertu des lunuules ( i)

et(2),

r
&amp;lt;

r *t ,.0,,.,

(7) V&quot;=r / /
.../ 9IL[K t Ks ...KH]^i^i---^iii

&quot; T T - -

QLuvres de C. S. I, t. XI. 19
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IP signe OIL indiquant la moyenhe isotropiquc entro les diverses

valcurs clu produit
KI K 2 . K,j

correspondantes aux diverses valcurs des arguments de

Si, comme il arrive souvent dans les questions de Mecanique, on a

identiquement

(8) n^r+]) r r+.. . o,

la valeur de K,, fournie par 1 equation (5) sera reduite a

Ajoutons que dans tous les cas, lorsque, n etant un tres grand nombre,

les elements de u, v, ... seront tres petits, on pourra negliger la somme

DH f/&quot;+ I)^F-h . . . vis-a-vis de la somme - -h -h . . . , et reduire ainsi,
u n Vn

sans erreur sensible, la formule (5) a la formule (9).

Lorsque les fonctions X, Y, ... seront independantes de /, la for-

inule (7) donnera simplement

10

Les formules (7) el (10) permettent de calculer aisement dcs limites

superieures a 1 crreur que Ton commet, dans la valeur dc ?, quand on

arretc, apres un certain nombre de termes, la serie qui a pour terme

general V&quot;$. C est, au reste, ce que nous cxpliquerons plus en detail

dans un autrc article.
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440.

CRISTALLOGRAPHIE. --
Rapport sar un Memoire de M. BIIAVAIS relalif

a certains systemes on assemblages de points materie/s.

C. R., T. XXIX, j).
i33 (G aout 1849).

Parmi les applications que Ton a faites de la Geometric, Tune des

plus remarquables est la science nouvelle creec, vers la tin du der

nier siecle, par 1 auteur de YEssai sur la CristaMographic. Apres avoir

observe que les cristaux sont des assemblages de molecules simi-

laires, notre illustrc Haiiy a recherche les lois suivant lesquelles les

di verses molecules d un corps se trouvent reunies et juxtaposees dans

un memo cristal. Aux observations que 1 auteur avait faites, sont

venues se joindrc des observations nouvelles; et, enrichies par les

fecondes meditations des mineralogistes, la science qu il avait fondee

a pu sc perfectionner et s etendre en participant aux progres de la

Physique moleculaire. Toutefois, M. Bravais a pense que la Cristallo-

graphie pouvait subir encore des perfectionnements, et il est elTecti-

vement parvenu a decouvrir, dans certains systemes de points mate-

riels, des proprietes qui sont dignes de remarque, et des caracteres

qui peuvent etre utilement employes a la classification des cristaux.

L etude de ces proprietes, de ces caracteres, est 1 objet special du

.Memoire dont nous avons en ce moment a rendrc compte. Essayons

d en donner une idee en peu de mots.

Considerons trois series de plans tellement disposes, que les divers

plans d unc meme serie soient parallelcs entre eux et equidistants,

sans etre jamais paralleles a aucun plan d uue autre serie. L assem-

blage des points suivant lesquels se couperont tons ces plans fonnera

ce
(jii

on peut appeler un systeme reticulaire, et ce sysleme, suivant la

remarque dejii faite par divers auteurs, specialement par M. Delafosse,

sera ciuineinment propre a representer le systeme des points avec les-
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quels coincident, dans un cristal quelconque, les centres des divcrses

molecules. D ailleurs ces trois series de plans, dont chacun est appele,

parM. Bravais, plan reticulaire , partageront 1 espace en parallelepipedes

elementaires, tous egaux entre eux; et les divers points du systeme,

compris dans un meme plan reticulaire, formeront un reseau dont les

mailles, les fits et les noBuds seront, d une part, les parallelogrammes

elementaires qui serviront de bases aux parallelepipedes; d autre

part, les droites sur lesquelles se mesureront les cotes de ces paral

lelogrammes, et les points d intersection de ces droites ou les soin-

mets des parallelogrammes dont il s agit. M. Bravais appelle pa-

rametres les longueurs des aretes d un parallelepipede elementairc

adjacentes a un meme sommet; il nomme tetraedre elementaire un

tetraedrc construit sur ces trois aretes, et triangle elementaire un

triangle qui a pour cotes deux cotes adjacents d un parallelogramme

elementaire.

Cela pose, M. Bravais commence par etablir, tantot a 1 aide de la

Geometric, tantot a 1 aide d une analyse tout a la fois elegante et

simple, les proprietes generates des reseaux. 11 prouvc, en particu-

lier, que les noeuds d un reseau donne sont en meme temps les nceuds

d un nombrc infmi d autres reseaux, dont les fils se coupent sous des

angles divers, mais dont les mailles sont toujours equivalentes en sur

face aux mailles du premier. II prouve encore que, parmi les triangles

elementaires correspondants a ces divers reseaux, il en existe un ,

mais un seul, qui ofFre trois angles aigus, et que ce triangle, auquel

il donne le nom de triangle principal, a pour cotes les trois plus petits

parametres que Ton puisse obtenir en joignant 1 un a 1 autre les noeuds

du reseau donne.

Apres avoir etabli les proprietes des reseaux, M. Bravais a recherche

celles des assemblages ou systemes reticulaires. II a reconnu d abord

que les nceuds dont se compose un systeme reticulaire peuvent etre

fournis, d une infinite de manieres differentes, par les intersections

de trois series de plans parallelcs, auxquels correspondent des paral

lelepipedes elementaires de formes diverscs, mais egaux en volume.
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II prouve quo, parmi les tetraedres elementalres correspondants ii

un systeme reticulairo, c est-a-dire a un systeme donne de noeuds*

il cxiste un tetracdre principal, dans Icqucl chaque angle diedre

&amp;lt; st ou un angle aigu, ou un angle droit, 1 une des bases de ee

trh uolre ayant pour cotes les deux plus petits pararnetres que Ton

puisse obtenir en joignant Tun a 1 autre les noeuds donnes. Entin

M. Bravais nomme axe de symetrie d un systeme reticulaire une

droite tellement choisie, qu il suffise d imprimcr au systeme autour

de cet axe une rotation mesuree par un certain angle pour subslituer

les divers noeuds les uns aux autrcs; puis il demontre que Tangle q ui

sert de mesure a la rotation doit etre necessairement egal soit a un ou

a deux droits, soit au tiers ou aux deux tiers d un angle droit. Done

le rapport de la circonference entierc a 1 arc qui mesure la rotation

ne peut etre que 1 un des nombres 2, 3,
r

\, 6; et la symetrie est neces

sairement, suivant le langage adople par M. Bravais, binaire, ou ter-

naire, ou quaternaire, ou senaire. D autre part, il est clair que, si un

systeme de noeuds tourne autour d un axe passant par un point quel-

conque, le mouvcment de rotation effectif de tout le systeme autour

de cet axe ne differera pas du mouvement apparent de rotation autour

d un axe parallele passant par un nceud quelconque, aux yeux d un

observateur dont la position coinciderait avec ce meme neeud. II en

resulte immediatement que, a tout axe de symetrie qui ne passe par

aucun noeud d un systeme donne correspondent tqujours d autres

axes de symetrie paralleles au premier, et passant par les divers

noeuds du systeme. II est d ailleurs facile de voir que tout axe de

symetrie passant par un noeud donne, coincide necessairement, ou

avec 1 unc des aretes d un parallelepipede elementaire qui a ce noeud

pour sommet, ou avec 1 une des diagonales d un tel parallelepipede,

ou avec la diagonale de 1 une de ses faces. Ges principes etant admis,

on peut, comme 1 a fait M. Bravais, classer les divers syslemes reti-

culaires, ou plutot les divers systemes de noeuds qu ils peuvent ofTrir,

d apres le nombre et la nature des axes de symetrie qui passent par

un noeud donne. L auteur compte effectivement sept classes d assem-
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blages ou systemes de noeuds, distinguees les unes des autres par les

caracteres que nous aliens rappelor.

Les systemes de la premiere classe, correspondants au premier sys

teme cristallin des mineralogistes, offrent quatre axes ternaires, trois

axes quaternaires ct six axes binaires. Les formes distinctes com

prises dans cette classe sont : 1 le cube; 2&quot; le cube centre ou rhom-

boedre de 120, ou octaedre a base carree; 3 le tetraedre regulier,

ou octaedre regulier, ou rbomboedre de 7o3i 44&quot;-

Les systemes de la seconde classe, correspondants au second sys

teme cristallin des mineralogistes, offrent un seul axe quaternaire et

quatre axes binaires. Les formes comprises dans cettc classe sont :

i le prisme droit a base carree; 2 le prisme droit centre a base

carree, ou octaedre a base carree.

Les systemes de la troisieme classe offrent un seul axe senaire et

six axes binaires. Cette classe presente d ailleurs une seule forme,

savoir : le prisme droit, qui a pour base un triangle equilateral.

Les systemes de la quatrieme classe offrent un seul axe ternaire et

trois axes binaires. Cette classe presente une seule forme, savoir : un

rhomboedre, dans lequel deux sornmcts opposes sont les extremites

d un axe de symetrie ternaire, les six autres sommets etant ceux

de deux triangles equilateraux&amp;gt;
dont les plans paralleles entre eux

divisent en trois parties egales la diagonale dont il s agit.

Les systemes de la troisieme et de la quatrieme classe correspondent

au troisieme systeme cristallin des mineralogistes.

Les systemes de la cinquieme classe, corrcspondants au quatrieme

systeme cristallin des mineralogistes, offrent trois axes binaires. Cette

classe presente quatre formes distinctes, savoir : le parallelepipede

rectangulaire centre ou non centre, et le meme parallelepipede ayant

deux ou six faces centrees.

Les systemes de la sixieme classe, correspondants au cinquieme sys

teme cristallin des mineralogistes, offrent un seul axe binaire. Cette

classe presente deux formes, savoir : le prisme droit centre ou non

centre, qui a pour base un parallelogramme.
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Les syslrmes &amp;lt;{&amp;lt;&amp;gt; l;i sepliemr rlasse, corrcspondants au sixieme svs-

cristallin dos mineralogistes, sont ceux qui n offrent aucun axo

de symetrie. Cette classc comprcnd unc scule forme, savoir : Ic prisme

oblique, qui a pour base un parallelogramme.

En resume, si, les divers systemes cristaliins etant caraeterises par
Ic nombro et la nature de leurs axes de symetrie, on range ces svs-

temes dans 1 ordre indique par Ic nombre de ces axes, on obtiendra le

Tableau suivant :

En terminant, M. Bravais clablit divers tlieoremes relatif s aux faces

semblables ou plutot similaires qui se trouvent ecbangees entre elles

quand on fait tourner un systeme reticulaire autour de 1 un quel-

conque des axes de symetrie.

Les Commissaires pensent que dans ce nouveau travail M. Bravais

a donne de nouvellcs preuves de la sagacite qu il avail deja montree

dans d autres recherches. En consequence, ils sont d avis que le Me-
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moire soumis a leur examcn est tres dig.nc d etre approuve par 1 Aca-

demie et insere dans le Recueildes Savants etrangers.

441.

ANALYSE ALGEBRIQUE. - - Sur les quantites geometriques, et sur une

melhode nouvelle pour la resolution des equations ttlgebriqu.es

de degre quelconque.

C. R,. T. XXIX. p. 25o (3 scplembrc 1849).

On salt qu une equation algebrique du degre n offre toujours

n racincs dont plusieurs peuvent etre du nombre de celles que Ton

a nominees imaginaires. D ailleurs, la theorie dcs expressions alge-

briques appelees imaginaires a ete, a diverses epoques, envisagee

sous divers points de vue. Des I annec 1806, M. 1 abbe Buec et

M. Argand, en partant de cctte idee que \J i est un signe de per-

pendicularite, avaient donne des expressions imaginaires une inter

pretation contre laquelle des objections specieuses out ete proposees.

Plus tard, M. Argand et d autres auteurs, particulieremcnt MM. Fran-

cais, Faure, Mourey, Valles, etc., ont public des recherchcs
( ) qui

avaient pour but de developper on de modifier Interpretation dont

il s agit. Dans mon Analyse algebriqus, publiee en 1821
(

2

), je m etais

contente de faire voir que Ton peut rendre rigoureuse la theorie des

expressions et des equations imaginaires, en considerant ces expres

sions et ces equations comme symboliques. Mais, apres de nouvelles et

mures reflexions, le meilleur parti a prendre me parait etre d aban-

donner entierement 1 usagc du signe \] i et de remplacer la theorie

(
J

) Uao grande partie des resultats de cos rochcrcbes avail ete, a co qu il parait,

obtenue, memo avant lo siecle present et des I annoo 1786, par un savant modeste.

M. Henri-Dominique Truel, qui, apres les avoir consignes dans divers manuscrits, les

a communiques, vers 1 annce 1810, a M. Augustin Normand, constructeur de vaisseaux

au Havre.

(
2

) OEuvrcs de Cauchy, S. II, T. III.
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des expressions imaginaires par la theorie des quantites que j appel-

lerai geometriques, en mcttant a profit les idees emises et les nota

tions employees, non seulcment par les auteurs deja cites, mais aussi

par M. de Saint-Venant dans un Memoire digne dc remarque sur les

sommes geometriques. C est ce que j essaye d expliquer dans une

Note qui s imprime en ce moment, et qui offrira une sorte de resume

des travaux fails sur cette matiere, reproduits dans un ordre metho-

dique, avec des modifications utiles. Je me bornerai pour 1 instant a

extraire de cette Note quelques notions relatives aux quantites geo

metriques, et deux theoremes sur lesquels s appuie la methode nou-

velle que je propose pour la resolution des equations de tons les

degres.

I. Quantites geometriques, definitions, notations.

Menons dans un plan fixe, et par un point fixe, pris pour origine

ou pole, un axe polaire OX. Nous appellerons quantite geometrique et

nous designerons par la notation
/^jun rayon vecteur trace dans ce

plan, et dont la longueur r sera mesuree dans la direction qui for-

mera, avec 1 axe fixe, Tangle polaire/?. La longueur r sera la valeur

7iumerique ou le module de la quantite geometrique rp , Tangle p en

sera { argument. Le point a partir duquel se mesurera la longueur r

et le point auquel elle aboutira seront Yorigine et Yextremite de cette

longueur ou quantite geometrique.

Deux quantites geometriques seront dites egales entre elles quand

elles offriront la memo longueur mesuree dans la meme direction ou

dans des directions paralleles. II en resulte que Tequation

entrainera toujours la suivante

R = r, P = p -+- aA-TT, cosP
cos/&amp;gt;,

sin/

k etant une quantite entiere quelconque.

Ccla pose, la notion de (jua/itite geometrique comprendra, comme

OEuvres de C. S. 1 , t. X I. 2O
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eas particulier, la notation de quanlite algebrique, positive ou nega

tive, et, a plus forte raison, la notation de quantite arithmetique ou de

nombre, renfermec elle-meme, comme cas particulier, dans la notion

de quantite algebrique.

Apres avoir defini les quantites geometriques, il est encore neces-

saire de definir les diverses fonctions de ces quantites, specialement

leurs sommes, leurs produits et leurs puissances entieres, en choisis-

sant des definitions qui s accordent avec cellos que Ton admct dans le

cas ou il s agit simplement de quantites algebriques. Or cette condi

tion sera remplie, si Ton adopte les conventions que nous aliens indi-

quer.

Etantdonnees plusieurs quantites geometriques

r r r&quot;,,

jn p &amp;gt;

/&amp;gt;&quot;&amp;gt;

ce que nous appellerons \Q\\T somme, et ce que nous indiquerons par

la notation

/&amp;gt;

-h r
p

. 4- /y + . . .
,

ce sera la quantite geometrique que Ton obtientquand on portc, Tune

apres 1 autre, les longueurs r, r
,

r&quot;
, . . . dans les directions indiquees

par les arguments p, //, p&quot;,
..., en pronant pour origine de chaque

longueur nouvelle 1 extremite de la longueur precedente, et en joi-

gnant Torigine de la premiere longueur a I extremite de la derniere.

En vertu de cette definition, le module de la somme de deux quan

tites geometriques est toujours compris entre la somme et la diffe

rence de leurs modules. De plus, la somme de plusieurs quantites

geometriques aura pour module un nombre qui ne surpassera jamais

la somme de leurs modules.

Ce que nous appellerons le produit du plusieurs quantites geome

triques sera une nouvelle quantite geometrique qui aura pour module

le produit de leurs modules, et pour argument la somme de leurs argu

ments.

En vertu de cette definition, le produit de plusieurs sommes de

quantites geometriques sera la somme des produits partiels que Ton
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pent former aver los divers termes cle ces memes sommcs on prcnanl

u n facteur dans chacune d elles. D aillours on indiquerace produit it

1 aide des notations appliquees aux quantites algebriques.

On aura, par suite,

(0 /. ;. /

= (//
/&quot;...)/.+/&amp;gt;+/&amp;gt;-

La mieme
puissance de la quantite geomctrique rp , m etant un

nombrc entier quelconque, sera le produit de m facteurs egaux a r
p .

Cette puissance sera indiquee par la notation r, et 1 equation (i)

donnera
..in / ..m \

p \* Imp*

Deux quantites geometriques seront dites opposecs Tune a 1 autrc,

lorsque leur somme sepa nuye, et inverses Tune de 1 autre, lorsque

leur produit sera 1 unite.

Enfin, pour les quantites geometriques, comme pour les quantites

algebriques, la soustraction, la division, I extraction des racines ne

seront autre cbose quc les operations inverses de 1 addition, de la

multiplication, de 1 elevation aux puissances. Par suite, les resultats

de ces operations inverses, designes sous le nom de differences, de

quotients, de racines, seront completement definis. Us s incliqueront

d ailleurs a 1 aide des notations usitees pour les quantites alge

briques. Ainsi, en particulier, la difference des deux quantites geo

metriques Rp , r
p s incliquera par la notation Rp rp , et leur rapport

ou quotient par la notation

Lorsque, dans unc somme ou difference de quantites geometriques,

quelques-unes s evanouiront, on.pourra se dispenser de les ecrire. Par

suite, -h r
p et r

p representeront la somme et la difference des deux

quantites o, r
p , on sorte qu on aura

p p-4-TT-

Ces definitions etant adoptees, il sera facile de determiner los

diverses racines d une quantite geometriquc, par exemple les ra-
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cines m[emes de 1 unite. On reconnailra, en particulier, quo 1 unite a

pour ratines carrees

et

pour ratines cubiques
i et 1,1,

a

pour ratines quatriemes
i et i,t,

2

etc.

L une de ces racines, savoir i u , est precisement la quantite geome-
&quot;2

triquc quo Ton est convenu de designer par la lettre i. Elle est tout a

la fois 1 une des racines quatriemes de 1 unite, et 1 une des racines

carrees de i .

I

Lorsque la quantite geometrique rp a le pole pour origine, son

extremite peut etre censee avoir pour coordonnees polaires les quan-

tites algebriques r, p, et pour coordonnees rectangulaires les quantites

algebriques x, y liees a r, p par les formules

Alors aussi on trouve

r
p
= x -+- ij r(cosp-&amp;gt;r-

i sin/?);

puis, en posant r = i ,

i
p cos/? -H i sin/?.

Ajoutons que des formules

rp
= a; + \y, rp x\y, r

p r_
f&amp;gt;

=

on tire immediatement

On a aussi
I n ~i I n In I p

cos/?= &amp;gt; sin/? = -
.

L -

2 21
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II. Fonotions entieres; equations algebriques. Methode nouvelle

pour la resolution generate des equations.

Suivant 1 usage adoptc pour les quantites algebriques, une quantile

geometrique pourra quclqucfois etre designec par une seule Icttre.

Ccla pose, soicnt z = rp une quantite geometrique variable, et a, b,

r, . . . , h des coefficients constants, qui pourront etre eux-memes des

quantites geometriques. Si Ton pose

(1) Z= a-h bz + GZ-+ . . .+ hz n
,

Z sera ce que nous appellerons une fonction entiere de z, du

degre n, et

(2) Z=0

sera une equation algebrique. Soient d ailleurs a, b, c, ..., h les

modules des coefficients a, b, &amp;lt;?,..., h, et R le module de Z. Pour

de tres grandes valours du module r de z, le rapport se reduira

sensiblement au nombre h. Done, par suite, fl deviendra infiniment

grand avec r, et ne pourra s evanouir que pour des valeurs finies de r

et de 5.

Concevons maintenant que le module r de z passe d une valeur

nulle a une valeur tres petite, et nommons pn la racine de 1 equation

lineaire

(3) a+ bz o.

Quand on posera z = rCT , en prenant r inferieur a p, le module du

binome
a + bz

sera precisement egal a

a br,

et le module de Z sera egal ou inferieur a la somme

(4) a b/- + cr 2
-t-. . . -+- h/ &quot;.
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Done le module de Z sera inferieur an module a de son premier

terme #, si la difference

(5) b/- cr ... hr&quot;

est positive, ce qui aura toujours lieu, si Ton prend a la fois r~p et

r&amp;lt;t,
-L etant la valeur de r qui rend cette difference un maximum, et

qui coincide avec la racine positive unique de 1 equation

(6) b 2C/ 1

. . . nhrn- l = o.

En resume, on peut enoncer la proposition suivante :

THEOREME I. Lafonction entiere Z acquerra un module R inferieur

au module a de son premier terme a, si I on pose z = A
CT ,

/ etant egal on

inferieur au module p
de la racine p CT de Vequation (3) el a la racine

positive i de I equation (6). Done a surpassera le plus petit des modules

de Z correspondants aux deux suppositions

Z pCT ,
Z ~ t^j.

Le theoreme precedent ne serait plus applicable a la fonction Z si

le coefficient dc s dans cette fonction s evanouissait, ou, en d autres

termes, si cette fonction etait de la forme a -+- bz l
-+- cz

m + . . . -+- hz&quot;,

/, m, . . . ,
n etant des nombres entiers. Mais alors on pourrait au theo

reme I substituer la proposition suivante :

THEOREME II. Soient

unefonction entiere de la. variable z = rp , et a, b, c, . . . , h les modules

des coefficients a, b, c, . . . , h. Supposons d ailleurs que les nombres /,

m, . . .
, nforment une suite croissante, et que, les coefficients a, b n etant

pas nuls, on nomme p CT I une quelconque des racines de l equation birwme

(8) a + bz =o.

En/in, soil t la racine positive unique de requation

(9) Ih mcr &quot;- 1
. . . nhrn- l=o.
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Le module a da premier lerme de lafauction Z surpasscra le plus petit ties

modules de Z correspondents aux deux suppositions

Z =r
p CT) z ^^ t CT .

S il arrivait que la fonction Z offrit, a la suite de son premier

termc a, un ou plusieurs autres termes dont les coefficients fussent

sensiblement nuls, alors, en se servant do theoreme I ou II, pour

determiner un module de Z infericur a celui de a, on pourrait faire

abstraction de ces memes termes, sauf a constater ensuite que le

module de Z, quand on a egard aux termes omis, reste inferieur au

module de a.

Lorsque, en s appuyant sur le theoreme I ou II, on aura fait decroitre

le module R de Z, en faisant passer la variable z de zero a unc valeur r^

distinctc de zero, il suffira, pour opcrcr line nouvelle diminution du

module /?, d attribuer a la valeur rCT de z un accroissement que nous

designerons par , et d appliquer le theoreme I ou II a Z considere

comme fonction, non plus de la variable z, mais de la variable .

En operant comme on vient de le dire, on pourra faire decroitre

sans cesse, et meme rapprocher indefiniment.de zero le module R de

la fonction Z. Les valeurs successives de ~, qui correspondent aux

valours decroissantes de R, formeront une seric dont le terme general

aura pour limite une racine de 1 equation (2). Si Ton nomme la dif

ference entre la variable z et cette racine, le rapport sera une fonc

tion entiere de , par consequent de z, du degre n. i
; et en faisant

decroitre, a 1 aidc du theoreme I ou II, le module de cette nouvelle

fonction, on fera converger z vers une nouvelle racine de 1 equa-
tion (2). En continuant de la sorte, non sou lorn cut on conclura dcs

theoremes enonces que 1 equation (2) admet toujours /? rarines chairs

ou inegales, mais encore on obtiendra de ces racines des valeurs aussi

approchees que Ton voudra. Ainsi les theoremes I ct II fournissenl,

pour la resolution d une equation algebrique de degre quelconque,
une methode nouvelle et tres generale qui parait dignc d elrc remar-

quee.
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Si 1 equation donnee se reduisait a 1 equation binome (i) ou (8),

la racinc unique ou les racines cle 1 equation se reduiraient au rap

port
- - T ou aux racines n^mes de ce rapport.

Dans tout autre cas, lorsque 1 approximation resultante de { appli

cation de la methode a la determination d une racine sera devenue

tres considerable, le module designe par p, dans le theoreme I, sera

generalement tres petit, et la methode nouvelle se confondra simple-

ment avec la methode lineaire ou newtonienne fondee sur Temploi de

la seule equation (3), si 1 equation (2) n offre pas plusieurs racines

egales a celle vers Jaquelle convergent les valeurs successives de z.

Lorsqu on veut se borner a demontrer 1 existcnce des racines des

equations algebriques, on peut se contenter d observer que le module

de Z decroit quand on pose z = rw , en attribuant a r une valeur infi-

niment petite, et Ton se trouve ainsi ramene a la demonstration que

M. Argand a donnee de cette existence, dans le IV* Volume des Annales

de M. Gergonne (p. i33 et suiv.).

442.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Memoire sur quelques theoremes dignes de

remarque, cojicernant les valeurs moyennes des fauctions de trois

variables independantes.

C. R., T. XXIX, p. 34 1 d er octobre i8/,g).

Considerons une fonction de trois coordonnees rectangulaires, et

supposons 1 integrale triple, qui renferme cette fonction sous le

signe i , etendue a tous les points situes dans 1 interieur d une cer-

taine enveloppe; le rapport de cette integrale triple au volume com-

pris dans la surface enveloppe sera une valeur moyenne de la fonc

tion. Or cette valeur moyenne peut etre presentee sous une forme

nouvelle et tres simple, lorsque la surface enveloppe est du second



EXTRA IT N \\-l. 10 j

degre. D ailleurs, de la seule inspection de cede (urine nouvelle on

dednit immediatement, comme on le verra dans cet article, diverts

proprietes remarquables de la valeur moyenne dont il s agit. On eu

tire, par exemple, avec la plus grande facilite, une proposition gene-
rale qui comprend, comme cas particulier, le theoreme bien coniiu a

1 aide duquel on determine 1 attraction d un ellipsoide sur un point
exterieur.

\\.VLYSE.

Soient x, y, z trois coordonnees rectangulaires, et s, f(x,y, z) deux

fonctions de x, y, z, dont la premiere s evanouisse quand on pose a la

fois x = o, y = o, z = o. Prenons d ailleurs

(0 *=fff f
( J7, /, s ) dx dy dz,

1 integrale triple etant etendue a tous les points situes dans 1 interieur

de la surface represented par 1 equation

&amp;lt;*)

et supposons cette surface rencontree en un scul point par 1 un quel-

conque des rayons vecteurs qui partent de 1 origine des coordonnees.

Le volume i?, compris dans la surface, sera ce que devient 1 inte

grale s, quand on reduit la fonction f(x,y, z) a 1 unite, et le rap

port ^ sera une valeur moyenne de f(x,y,z), savoir, celle qui,

d apres les conventions admises dans un precedent Memoire, devra

etre designee par la notation M t(x,y, z); en sorte qu on aura iden-

tiquement

(3) 3
!

f(tf -)
s fff*( x *y&amp;gt;

s ) da!dy d3

*= V f f fdxdydzJ , J J

Goncevons maintenant que Ton ait

OF.uvrcs de C S.l.t.XI. 21



162 COMPTES RENDUS I)E L ACADEMIE.

Comme la valeur moyenno

(4)

S

Mf(x,y,z)
S=0

dependra uniquement des formes des fonctions indiquees par les

lettres f, F, cette valeur ne sera point alteree, si aux variables oc,

y, z on substitue d autres variables qui dependent des premieres et

leur soient, par exemple, proportionnelles. Done, si Ton nomme a, b, c

des constantes positives, on pourra, dans Pexpression (3), remplacer

x, y, z et s = V(x,y,z)

par
ax, by, cz et Y(ax, by,cz],

de sorte qu en posant
q -=z Y(ax, by, cz)

on aura identiquement

3=1 ;=1
(5) M f(x,y, z) = M {(ax, by, cz}.

.v= ;=

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante :

THEOREME I. La moye/ine enlre les diverses ra/curs de la fonc-

tion f(x,y,z) correspondantes aux divers points du volume termine

par la surface gue represents Vequation

(6) V(.x,y,z) = ,

sera aussi la moyenne entre les diverses valeurs de lafonclion {(ax, by,cz)

correspondantes aux divers points du volume compris dans la surface f/ue

represente I equation

(7) F(aa?, by,cz} i.

Enfin, si, en nommantt une variable auxiliaire, on suppose (a:,y,5)

choisie de man i ere que, dans 1 interieur du volume t? termine par la

surface (6),

(8) {(ix,iy,iz]



EXTRAIT N W2. 163

resle fonction continue de i pour tout module de t inferieur a [ unite,

alors f(iax, iby, icz) restera, pour un tel module, fonction continue

&amp;lt;lr i, dans Finterieur du volume tcrmine par la surface (7), et Ton

aura identiquement, en vertu de la formule de Maclaurin,

I r\\ f ( n r hv r ~\ pa x
(()) i\aa;t uy ,

c~&amp;gt;
)
-

a, 6, y etant de nouvelles variables auxiliaires que Ton devra reduire

a zero, apres les differentiations effectuees. Done, alors, en posant,

pour abreger,
u = D a ,

v = \)?,, \v = D
r ,

on tirera de la formule (5)

.9= 1 ?=t

(to) M {(x,y, z) M e f u -r + / T
-) + ( w:

f (a, 6, y ).

Le cas ou la surface enveloppe, representee par 1 equation (2)

ou (6), se reduit a un ellipsoide, merite une attention speciale. Dans

ce cas, en nommant , b, c les demi-axes de 1 ellipsoide, et en les pre-

nant pour demi-axcs des x, y, 5, on pourra supposer

(n) S= ( 4- ^

On aura, par suite,

i

(12) q = (^
2+ j

2
-f- z~)

2 = r,

r etant le rayon vecteur mene de 1 origine des coordonnees au

point (x*y, -s). Done alors la formule (8) donnera

U -r+/ T
-
v + w

=f(a, 6, y).
/ =

D autre part, si Ton prend

A- =
(

2+6 2 4-c 2
)

i
,

on aura, en designant par f(&) une fonction quelconque de la

variable x,
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puis on en conclura

/ = i / = i

(i5) M eax + hr+ cz= M ekx -

et, comme on aura encore

I (\ x*-\ekx dx
r = \ 1 -k

il est clair que, si Ton pose, pour abreger,

fi\ nr/H ^( w\ ek ~~ e
~k

- -^ } ^ ^ G

4 k 52 5.72.4 5.7.92.4.6

on trouvera defmitivement

r= l

(17) ai e J

Par suite, si Ton prend

ou, ce qui revient au meme,

(18)
2=a 2 u 2 +62 v 2

1 equation (i3) donnera

ou, ce qui revient an meme,

(20) M t(*,y,z) .

J 2 J .7 2 . 4

En consequence, on pourra enoncer la proposition suivante :

THEOREME II. -- Si f(a?,^,*) est lellement choisie, gue f(i&,iY,i:-)

reste fonotion continue de i pour tout module de t inferieur a I unite, et
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pour tout point ( x , y, z } situe dans linterieur de I ellipsoide, dont Iequa
tion est

r -l V S -2

(*0 ^ + Tt + -i=*&amp;gt;d u C

dlors, non seulement la serie dont le terme general est

5.7...(2/l-t-3) 2 . 4 ... 2

sera convergent, mais, de plus, la somme de cette serie sera precisemenl

la moyenne entre les diverses valeurs de la fonction f(x,y, 0) correspon-

dantes aux divers points situes a I interieur de ce meme ellipsoide.

II est bien entendu qu en calculant la valeur do 1 expression

on devra reduire a zero, apres les differentiations effectuees, chacunc

des variables auxiliaires a, , y.

Concevons, a present, que Ton designe par le premier mcmbre de

la formule (20). En vertu de cette formule, jointe a 1 equation (.18),

sera une fonction des trois^ parametres a, b, c. Si, d ailleurs, f (.r, y,z]
verifie une equation aux derivees partielles de la forme

(22)

/, m, n etant trois coefficients constants, on aura encore

(28) (/u*+mv-f-/i\v 2

) f(, 6, y) o;

et, par suite, on pourra de la valeur de a 2
, fournie par 1 equation ( 18),

eliminer ir, ou v
a

, ou \v
2

, a I aide dc la formule

(24) /u 2 + /nv 2
-f- w 2 =o;

on pourra, par exemple, a 1 equation (18), substituer la suivantc :

(20)
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Done alors la quantite se trouvera reduite a une fonction des diffe

rences

D ailleurs, ces differences ne seront point alterees, si Ton fait croitre

ou decroitre respectivement les carrcs

a 2
, b\ c 2

de quantites de la forme
Ql, Om, 6n,

designant un nouveau parametre. Done, si 1 on pose

(26) = T3(a\ b\ c 2
)

et

(27) Q=w(a Ol,b*Qm,c*

c est-a-dire si Ton designe par la moyenne entre les diverses valeurs

de f(x,y, z) correspondantes aux divers points situes dans 1 interieur

de I ellipsoide, dont 1 equation est

(28) a^-Bl^ b*6m c* Q n

on aura identiquement, au moins pour des valeurs de comprises

entre certaines limites, = 0, et

(29) 0-0 = o.

D ailleurs, si dans 1 equation (28), qui subsistera certainement pour

de tres petites valeurs du parametre 0, on fait varier ce parametre a

partir dc = o, alors, en vertu des principes etablis dans un prece

dent Memoire (Comptes rendus, Tome XX, p. 375) ( ), elle continuera

de subsister, tant que le premier membre restera fonction con

tinue de 0. Enfin cettc derniere condition sera remplie, si varie

entre des limites telles que

(30) $\x \/a
2

&/, y \/b
2 6m, z y c 2 Q n )

OEuvres de Cauctiy, S. I, T. IX, p. 82.
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reste fonction continue de pour tout point situe dans 1 interieur de

la sphere representee par 1 equation

On peut done enoncer encore la proposition suivante :

THEOREME III. Les me&quot;mes choses etant posees que dans le theoreme 11 ,

on n alterera pas la moyenne entre les diverses valeurs de f(x, y, ^), si a

ieUipsoide represente par la formule (20) on substilue ieUipsoide repre-

sente par laformule (28), en atlribuant auparametre line valeur nume-

nque comprise entre zero et une limite superieure tellement choisie que,

dans i mtervalle , Vexpression (3o) demeure fonction continue de ce

parametre, pour tout point (x,y,z) dont la distance a I origine ne

surpasse pas I unite.

Corollaire I. - devant etre, en vertu de la formule (29), egal
a 0, et par suite, independant de 0, on en eonclura

1)00 = 0;

puis, eu egard a 1 equation (27),

m --h n - = o,

m -+n- = o.
b c

Corollaire II. Des principes ci-dessus rappeles il resulfo quc,
sans altercr la valeur moyenne dc f(^,j, s), et, par consequent, sans

detruire 1 equation (29), on pourra faire varier, non seulementle para-
metre 0, comme il est dit dans le theoreme III, mais encore les para-

metres a, b, c, pourvu, toutefois, qu en vertu de ces variations ne

cesse pas d etre fonction continue de tous ces parametres. Ajoutons

quo cette derniere condition sera rcmplic, si ces variations soul

telles, quc 1 expression (3o) reste fonction continue de a, /&amp;gt;, r, 0.
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Dans le cas particulier ou les coefficients /, m, n se reduisent a

1 unite, 1 equation (28) se reduit a

/y&amp;gt;2 1/2 2

(331
^

,

y
i

*
i

2 2
1
-- 1

et les divers ellipsoides que represente cette equation pour diverses

valeurs de 6 sont des ellipsoides homofocaux , c est-a-dire que leurs

sections principales sont des ellipses qui offrent toujours les memes

foyers. Alors aussi 1 equation (22) se reduit a

(34) (D* + D+D!)f(*,7,s) = o,

et 1 equation (32) a

D0 D 6 D,0
~^r ~b~ ~^

D ailleurs on satisfait a 1 equation (34) en prenant, par exemple,

(36) f(*,r)==7

ou meme, plus generalement,

(37) f(*,^ f )==!,

tdesignant la distance du point mobile (a?, r,s) a un point fixe(x, y,z),

en sorte qu on ait

(38) ^ (^ - x)
2 + (j - y)*+ (

s - z)
2

.

Cela pose, le theoreme III et son deuxieme corollaire entraineronl

generalement la proposition suivante :

THEOREME IV. - - Soil t la distance d un point fixe A a un point

mobile P, et nommojis le centre d un ellipsoide qui ne renferme pas

le point P. La moyenne entre les diverses valeurs de -
correspondantes

aux divers points situes dans Vuiterieur de I ellipsoide ne sera point

alteree, si a celui-ci on subslitue lun quelconque des ellipsoides homo

focaux qui ne renferment pas lepoint P, ou meme I ellipsoide homofocal

dont la surface passe par ce point.
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Le theoreme IV est celui a 1 aide duquel on determine raltradion

exercee par un ellipsoide sur un point exterieur.

Ajotitons que, si la distance OP, represented par le radical

V/x
2+y 2 4-z 2

,

&amp;gt;urpasse
la plus grande des distances comprises entre le centre de

1 ellipsoide et les foyers des sections principals, la valeur moyenue

de la fonction - se deduira aisemcnt de 1 equation (20), ou, ce qui

revient au meme, de la formule

f\ I W 2
I O)

4
\ I

02 0.7 2.4 / r

les valeurs de r et de or fHant determinees par les formules

r = (x
2 +y 2

-f- z 2

)

2
, tf= (a- & 2 )u*+ (a

1 c)v 2
.

443.

ANALYSE MATHEMATIQUE. --
Rapport sur un Memoire de M. ROCHE, relatif

aiix figures ellipsoidalcs qui conviennent a I eguilibre d une masse

fluide soumise d I attraction d un point eloigne.

C. R., T. XXIX, p. 876 (8 octobro iS{ 9 i.

Maclaurin a rcconnu qu une masse fluide, aniinee d un mouvemenl

de rotation uniforme, et composee de molecules qui s attirent mutuel-

lement en raison inverse du carre de la distance, peut satisfaire aiix

conditions d equilibre, lorsque sa surface exterieure est celle (run

ellipsoide de revolution, pourvu que la vitesse angulaire no depasse

pas nne certaine limite. A la limite clont il s agit, repond un senl

ellipsoide. A unc valeur plus petite de la vitesse angulaire corres

pondent deux ellipsoidcs, dont Fun se rednil sensihlemenl ii une

CEuvres de C. S . I
,
t. X.I. 22
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sphere quand la vitessc angulaire est tres petite. Laplace a d ail-

leurs prouve que celui-ci est la seule figure d equilibre qu on puisse

obtenir quand on suppose la vitessc angulaire tres petite et la forme

du fluide pen differente de la sphere. Quant a I autre ellipso ide de

Maclaurin, il offre generalement un aplatissement considerable, sur-

tout quand la vitesse angulaire est sensiblement nulle.

II semblcrait naturel d admettre qu une masse fluide homogene,

douee d un mouvement de rotation uniforme, doit, dans le cas d equi

libre, offrir toujours pour surface exterieure une surface de revolu

tion. Mais, dans ces derniers temps, M. Jacob! a demon Ire qu une

(elle masse pent se presenter aussi .so.us la forme d un ellipso ide a

trois axes inegaux. Cette proposition nouvello et remarquable ayant

fixe 1 attention des geometres, on a etudie les relations qui existent

entre la vitesse angulaire et les trois axes de 1 ellipsoide, on plutot

les rapports de ces memes axes. M. Meyer a fait voir que, pour des

valeurs de la vitesse angulaire suffisarnment petites, rcllipsoide &amp;lt;le

M. Jacobi subsist.e avec les deux ellipsoides de Maclaurin. La vitessc

angulaire venant a croitre, il arrive un moment ou 1 ellipsoide de

.M. Jacobi se confond avec Fun des deux ellipsoides dc Maclaurin,

et ceux-ci finissent par disparaitre apres etre devenus egaux entre

eux, quand la vitesse angulaire atteint la limite dont nous avons

precedemment parle.

On peut d ailleurs, an lieu de fa ire croitre la vitesse angulaire,

faire croitre le moment de rotation, c est-a-dire le produit dc la

vitesse angulaire par le moment d incrtie relatif a 1 axe de rotation;

et alors on arrive, quand on se borne a considerer les ellipsoides de

Maclaurin, aux propositions etablies par Laplace dans le Tome II de

la Mecanique celeste et, quand on considere en outre 1 ellipsoidc dc

.M. Jacobi, aux resultats donnes par M. Liouville dans un Memoire

que renferme la Connaissance des Temps pour 1 annee 1849.

Dans les travaux que nous venous dc rappeler, la masse fluide,

douee d un mouvement de rotation uniforme, etait supposee uni-

quement soumise aux actions mutuclles de ses molecules. 11 impor-
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(ait dc voir si la forme d un ellipsoide pouvait convcnir encore a une

tellc masse, dans le cas oil elle etait dc plus attiree par un point exte-

ricur Ires eloigne, dour dc la mcme vitesse angulaire, et tournant

dans un plan pcrpendiculaire a Piixe de rotation. Laplace, qui s etail

occupe dc cc d crnier probleme, ne 1 avait resolu que dans un cas tres

particulier, savoir, quand la masse fluide est sensiblement spherique
cl d aillcurs tres petite rclativement a la masse du point exterieur.

.M. Uoche a recherche tine solution generale de la meme question,

cl il a eu le bonheur dc reussir. Nous avons verifie les calculs qui

I onl conduit anx equations fondamentales du probleme, et nous avons

Ironve ccs equations parfaiternent exactes. II est hors dc doute, comme

le dit ,M. Roche, que, dans le cas general, la solution est fournie par

iles cllipsoides dont les axes sont inegaux, le plus petit axe de chaque

ellipsoide etant 1 axe de revolution.

M. Roche ne s est pas borne a etablir les formules fondamentales :

il a encore discute ces formules, il en a fail des applications diverses,

et, sur notre demande, il a joint au Memoire primitif des develop-

pements nouveaux. Ces developpements, que nous deposons sur le

bureau de 1 Academie, et la discussion des formules fondamentales

nous paraissent offrir assez d intcrel pour demander un examcn spe

cial qui pourra fournir la matiere d un noiiveau Rapport. Mais cet

examen, relatif en partie a des pieces qui ne nous avaient point ete

soumises, pouvait entrainer, dans la presentation du Rapport, des

retards que nous aurions regrettes, et n etait d ailleurs nullement

nccessaire pour fixer notre opinion sur un travail dont le merite esl

incontestable a nos yeux.

En resume, les Commissaires sont d avis que M. Roche a resolu

avec sagacite une question importante, et (juc son Memoire est tres

dignc d etre approuve par 1 Academie.
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444.

CALCUL INTEGRAL. Mernoire sur les integrates continues ct les inte

grates discontinues des equations differentielles on aux derwees par-

tielles.

(]. R.. T. XXIX, p. -548 (19 novembre 1849).

Les integrales d un systeme d equations differentielles ou aux deri-

vees particlles peuvent fournir pour valeurs generales des inconnues

ou des fonctions continues, on des fonctions discontinues des variables

independantes. En d autres termes, ces integrales peuvent etre ou con

tinues ou discontinues. II importe de nc pas confondre entre elles ces

deux especes d integrales, et de rechercher celles qui fournissent la

solution de problemes de Mecanique ou de Physique. Tel sera 1 objet

de ce nouveau Memoire.

Considerons d abord une ou plusieurs equations differentielles,

dans lesquelles le temps soit pris pour variable independante. On

pourra, en augmentant, s il est necessaire, le nombre des inconnues,

rcduire ces equations au premier ordre. Cette reduction etant operee,

pour que Ton puisse determiner completement les valeurs generales

des inconnues, il sera necessaire de connaitre leurs valeurs initiales.

II y a plus : celte connaissance ne sera sufTisantc que pour la deter

mination des integrales continues, s il est possible d obtenir de telles

integrales. Elle deviendra generalement insuffisante, s il n est plus

possible d obtenir des integralcs continues, ou si Ton suppose que

les valeurs generales des inconnues puissent etre des fonctions dis

continues du temps. Entrons a ce snjet dans quelques details.

Concevons, pour fixer les idees-, qu il s agisse d integrer la plus

simple de toulcs les equations differentielles, savoir celle qu on

obtient en egalant a zero la derivee d unc inconnue dont la valour

initialc est donnee. Cette equation offrira une seule integrale con

tinue, qu on obtiendra en egalant la valeur generalc de 1 inconnue a

sa valeur initiale. Mais, si Ton suppose que 1 integrale puisse devenir
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discontinue, la valiMir generalo do i inconnue pourra etre une fouc-

tion du tomps qui varie par sauts brusques a diverses epoques, en se

rcduisant a une conslante entrc deux opoques consecutives. Done

I oquation differentielle dont il s agit oflrira, non seulement une inte-

gralo continue, mais encore une infinite d integrales discontinues.

Concevons maintenant qu il s agisse d integrer 1 equation differen

tielle qu on obtient quand on egale la derivee de I inconnue a une

fonction donnee du temps. Si le temps varie entre des limites telles

quc cette fonction ne puisse acquerir des valours infinies on indeter-

minees, 1 equation proposee offrira, comme dans le cas precedent,

une seule integrale continue et une infinite d integrales discontinues,

dont 1 une quelconquc sera la somme qu on obtiendra en ajoutant a

1 integrale continue 1 une des fonetions discontinues dont la derivee

s evanouit. Mais, si la fonction donnee devient, a une certaine epoquo,

ou infinie ou indeterminee, 1 integrale finie elle-meme pourra se trans

former alors en une integrale discontinue.

Ces diverses conclusions sont precisement celles auxquelles je suis

parvenu dans les leeons que j
ai donnees, a 1 Ecole Polytechnique, sur

le Calcul infinitesimal (voir le resume de ces lemons, publie en 1823,

Generalement, etant donne un systeme d equations differentielles

du premier ordre entre le temps / pris pour variable independante, et

diverses inconnues, si les derivees de ces inconnues sont, en vertu

de ees equations differentielles, represcntees par des fonetions qui

demeurent continues par rapport aux diverses variables, du moins

entrc certaines limites, on obtiendra, du moins jusqu a une certaine

epoque determinec par les limites dont il s agit, un systeme unique
d integrales continues, avec une infinite d integrales discontinues;

mais, lorsqu on depassera cette epoque, le systeme des integrates

continues pourra se transformer en un systeme d integrales discon

tinues.

I
1

) OEuvres de Cauchy, S. II, T. IV.
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Les observations que nous venous de faire sont evidemment appli-

cables, non seulement a un systeme d equations differentielles, mais

encore a un systeme d equations aux derivees partielles qui renfcrme-

raient, avec le temps et une ou plusieurs autres variables indepen-

dantes, des inconnues dont on donnerait les valeurs initiales. Pour

des equations de cette nature, on obtiendrait generalement un sys-

teme unique d integrales qui demeureraient continues, au moins jus-

qu a une certaine epoque, et une infinite de systemes d integrales

discontinues. Ajoutons que le systeme unique d integrales continues

pourra se transformer lui-meme en un systeme d integrales discon

tinues, si les valeurs initiales des inconnues sont representees par

des fonctions discontinues des variables dont ces valeurs dependent.

Cherchons maintenant quelles sont, parmi les integrates continues

ou discontinues d un systeme d equations differentielles ou aux deri

vees partielles, celles qu il convient d employer dans le cas oil ces

equations correspondent a un probleme de Mecanique ou de Phy

sique, dans le cas, par exemple, ou elles representent les mouve-

rnents finis ou infmiment petits d un nombre determine ou indeter-

mine de points materiels.

Considerons d abord n points materiels sollicites par des forces

donnees. Le mouvement de ces points sera represente par 3n equa

tions differentielles du second ordre, ou, ce qui revient au meme, par

6n equations differentielles du premier ordre, qui serviront a deter

miner en fonction du temps 6n inconnues, savoir les coordonnees de

ces points et les vitesses avec lesquelles varieront ces coordonnees.

De plus, si le mouvement commence avec le temps, 1 etat initial du

systeme fournira, pour une valeur nulle du temps, les valeurs corres-

pondantes de toutes les inconnues. Or il est bien vrai que, ces valeurs

etant donnees, les 6/z equations differentielles, considerees sous un

point de vue purement analytique, et abstraction faite du probleme

de Mecanique auquel elles se rapportent, admettront, non seulement

un systeme unique d integrales qui demeureront continues au moins

jusqu a une certaine epoque, mais encore une infinite de systemes
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d integrales discontinues. Toutefois, il est clair quc, parmi ccs divers

systemes, un soul pourra resoudre le problemr &amp;lt;!&amp;lt;&amp;gt; Mecanique propose.

J ajoute que ce systeme unique sera precisement le systeme des inte-

grales continues. (1 esl, en effet, ce que Ton peut demontrer de la

maniere suivante.

Les mouvements que nous observons dans la nature sont des mouve-

ments continus, en vertu desquels un point materiel ne passe jamais

brusquement d une position a une autre sans passer par une serie de

positions intermediaires. 11 y a plus : les variations que Ton observe

dans les vitesses etant produites par Faction continue des forces appli-

quees aux points mobiles, les vitesses elles-memes varient toujours

avec le temps par degres insensibles, et ne passent jamais d une valeur

donnee ou d une direction donnee a une autre que d une maniere con

tinue. Si, dans certaines circonstances, par cxemple quand les corps

se choquent, il semble quelquefois qu il y a un changement brusque

de vitesse, cela tient uniquement a ce que le temps pendant lequel la

vitesse passe d une valeur a une autre, apres avoir successivement

acquis toutes les valcurs intermediaires, nous echappe en raison de

sa petitesse. Done, en definitive, les coordonnees des points mobiles

ct les vitesses de ces points, rnesurees dans des directions quel-

conques, devront toujours etre des fonctions continues du temps.

Done, lorsqu on integrera les equations differentielles qui repi esen-

(eront le mouvement d un nombre determine de points materials,

les seules integrates qui resoudront le probleme de Mecaniquc pro

pose seront les integrates continues qui satisferont aux conditions

initiates, c est-a-dire celles qui reproduiront au premier instant les

valeurs initiales donnees des divcrses inconnues.

Si Ton considere, non plus un nombre fini et determine de points

materiels, mais un corps solide ou fluidc dans lequel le nombre de

ces points devienne indefmi, alors, pour representer leurs mouve

ments, on obtiendra, non plus un systeme d equations differentielles,

mais un systeme d equations aux derivees partielles, dans lesquelles

les variables independantes pourront etre le tem|s ct les coordonnees
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rectiligncs ou non rectilignes d un point quelconque, par exemplc

les coordonnees mesurees sur trois axes rectangulaires. Ajoutons que

Ton pourra prcndre pour inconnaes les deplacements d un point mate

riel, mesures parallelement aux axes coordonnes, et les vitesses du

point projete sur ces memes axes. Enfin, pour etre en etat de deter

miner les valeurs generates de ces inconnues, il sera necessaire de

connaitre leurs valeurs initiales. D ailleurs, ces valeurs initiales pour-

ront etrc des fonctions continues ou discontinues des coordonnees.

Dans le premier cas, on pourrait generalement satisfaire aux equa

tions donnees par un systeme d integrales continues qui fourniraient,

pour les raisons ci-dessus enoncees, 1 unique solution du probleme

de Mecanique auquel se rapporteraient ces equations. Mais il importe

d observer, d une part, que les corps solides ou fluides, loin de pou-

voir etre consideres comme etant des masses continues et indefmies,

sont, an contraire, des assemblages de molecules, limites dans tons

les sens; d autre part, qu au premier instant, et dans le corps donne,

les deplacements et les vitesses des molecules supposees reduites a

des points materiels, pourront demeurer sensibles entre certaines

limites, et passer brusqucment, quand on francbira ces limites, d une

valeur sensible a une valeur nulle. Done, dans le cas general, les

valeurs initiales des inconnues devront etre supposees fonctions dis

continues des coordonnees. Gette hypotbese etant admise, les inte

grates deduites des equations proposees et des conditions initiales

pourront elles-memes devenir toutes discontinues; et c cst precise-

ment ce qui arrivera si les equations donnees sont homogenes. II

reste a savoir comment, parmi ces integrales toutes discontinues,

on pourra distinguer celles qui resoudront la question de Mecanique

proposee. On y parviendra en s appuyant sur la remarquc suivantc :

L
T nc fonction discontinue de plusieurs variables independantes peut

toujours etre consideree comme representant la valeur particuliere

que prend, pour une valeur nulle d une variable auxiliaire, une fonc

tion plus generale, mais continue, qui renferme cette variable auxi

liaire avec toutes les autres.
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Kn partant de cette remarque, on determinera aiscmeiit Irs inte-

i-Tales discontinues qui resoudront un probleme de Meraniqiie dont

la solution exigera ( integration de certaines equations aux derivees

partielles jointes a certaines conditions iniliales. II snffira de reclier-

cber parmi les valeurs initiales des inconnues celles qui seronf repre-

sentees par des I onctions discontinues, de considerer ces f onelion&amp;gt;

comme les valeurs particulieres que prennent, |&amp;gt;our
une valenr nulle

d une variable auxiliaire, d autres fonctions plus generales, mais

continues, puis de resoudre le probleme en substituant ces dernieres

fonctions aux premieres, et de reduire, dans la solution tronvee, la

variable auxiliaire a /ero.

Observons, d ailleurs, que Ton simplifiera les formules fournies par

[ integration, en y introduisant les coefficients que j ai nommes //////-

fateurs, et dont cbacun, dependant d une seule quantite variable, se

reduit, suivant qu elle est positive ou negative, a zero ou a 1 unite.

.

\NALYSE.

I- Integrates continues et discontinues des equations difftrentielles.

(]onsiderons d abord Fequation differentielle

et soit c la valeur de s qui correspond a une valeur nulle du lemps /.

L equation (i) admettra une seule integrale continue, savoir

(
&amp;gt;

) S = C,

et une infinite d integrales discontinues comprises dans la fonnule

/
3

\ n( t)

nr(/ ) etant une fonction de /, qui cbange brusquemenf de valenr ;i

diverses epoques, en se reduisant a une constants entre deux epoijnes

consecutives.

Soit main tenant I, un coefficient ///////atcur (jni se reduise it /ero on

OEuvres tie C. S. I, t. XI. ^3
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a I unite, suivant quc la variable t est negative on positive, ee qui aura

lieu, par exemple, si Ton prend

(4) \l=

Si, en admettani quo les quantites

torment une suite croissante, on veut que la fonction rv(t} se reduise

a c onlre les~limites t = o, tt
t ,

a c, entre les limites f- = t
l , t--it,,

a c,,_, pour l
&amp;gt; _,,

il suffira de prend re

(5) cr(0 ~c + (c, c)\ t _ (l
+ (ct c,)] t- tt

+. .+ (c,, c-,,-.

Considerons ii
|&amp;gt;resent

1 equation differentielle

f (0 etant une fonction qui demeurc conlinue, du moins lant que le

temps / ne depasse pas une certaine limite; et soit toujours r la

valeur de .y corrcspondante a / o. Pour une valeur de / inferieure

a la limite dont il s agit, I equation (G) offrira une seule integrale

continue, savoir

(-) s = c+ f
-

..

et nne infinite d integrales discontinues, coin]&amp;gt;rises
dans la formule

(8) S= 57(0+ f

la valeur de CT(/) etant de la nature de cclle que determine I equa-

lion (5).

Si la valeur attribuee a / est superieurc a celle pour laquelle la
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fonction ! (/) resse d etre continue, I integrale (7) pourra devenir

ello-meme discontinue. C est eo qui aura lieu, par exemple, si Ton

prend

t

et si d ailleurs on suppose /
^&amp;gt;

T.

Generalement, etant donne mi systeme d equations differentielles

du premier ordre avec les valours initiales dos inconnues, on pourra

obtcnir pour cos equations des integrates continues on discontinues.

.Mais, comme on I a precedemment explique, les integrates conlinues

seront les seulos qn il conviendra d eniployer, quand il s agira de

resondre nn problenio de Meeaniqne on de Physique.

;5
II. IntegraU s continues et discontinues des equations

a u. i- derived* partielles.

Considerons d abord 1 equation aux derivees partielles

12 etant line quantite positive, et snpposons 1 inconnne s assujettie a

veritier, pour une valour nnlle du temps /, la condition initiate

(
9.

)
.V ::_- ^ (,/&amp;gt;.

Si
9&amp;lt;,r)

est line fonction continue de la variable independante .r,

1 equation (i), jointe a ( equation (2), admettra une seule integrale

continue, savoir

(3) s v(j- -hfl/),

et une infinite d integrales discontinues. Si, an contraire, la lonc-

tion z&amp;gt;(.r) devient discontinue, si Ton suppose, par exemple,

(4) 9(^) = lx f(.r),

f (^r) etant nne fonction de x toujonrs continue, et 1.,. un coefficient

limitateur qui se reduise a /ero on a I linite, suivant quo la variable r



180 GOMPTES II EM) IS I)E L AC YD KM IE.

ost negative on positive, alors non seulement la condition initiale,

reduite a la forme

(5) s^lx^x),

fournira une valour discontinue de s, rnais I integralc (3), reduite a la

forme

(6) *= l*a,f(* + flO.

devieudra elle-meme discontinue. D ailleurs on pourra satisfaire a la

Ibis a ( equation (i) et a la condition
(&quot;)),

non seuleinenl par Finte-

grale (()), mais encore par une infinite d autres integrales discon

tinues, par exemple en prenant

on biou encore

(8) *= U.f(*-

// designant une fonction de .r et de / qui s evanouisse pour / = o.

An reslo, parmi cos integrales toutes discontinues, cello que fournit

I equation (G) jouira soulo d une propriole remarquable quo nous

allons indiquor.

La valour discontinue de o(j?), quo fournit 1 equatiou (\), pent

elre consideree comme la valour particuliere que recoil une fonction

continue de x ot d une variable auxiliaire ., quand on
j&amp;gt;oso

i = o, par

exemplo, comme la valour particuliere que reooit le produil

Uf(or),

(juand, apros avoir pose

on bien encore

(o) I.,-
-&quot; -,

1+6

on fait evanouir t. 11 en rosulle (jue 1 intogralo (T&amp;gt;),
&amp;lt;[ui

devient dis-
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continue, qnand on suppose, dans les formules
(r&amp;gt;)

on (10), i = o, se

trouve comprise, coinine ras particular, dans nne inte^rale continue,

inais pins jjenerale, qui safisl ait a la fois a [ equation (i) et ii la con

dition ( .&quot;&amp;gt; ).

Kn general, lorsque des fonctions inconnuesdu lemps el d nneou

de plnsieurs anlres variables independantes seronl determiners par

des equations anx derivees partiellcs jointes a un nombre sufTisant de

conditions inilialcs, on pnurra, si ces conditions ne renfermcnt [)oint

de ronclions discontinues, ohtenir un systcme unique d inte^rales

continues et nne intinite de systemes d integrales discontinues. Si.

an contraire, les conditions initiales renfermcnt des fonctions dis

continues, on n obtiendra pins que des systemes d integrales discon

tinues; mais, parrni ces systemes, se trouvera du moins un sysfeme

unique d integrales discontinues comprises, comme cas particulier,

dans des integrates continues, desquelles on les dednira en rednisant

a /ero une certaine variable anxiliaire. D aillenrs le systeme uni(|iie

dont il s agit sera precisement celui qui devra etre employe, lorsqne

les equations ou les conditions donnees se rapporteront a nn pro-

bli ine de Mecanique ou de Pbysique.

Les principes exposes dans ce Memoire font disparaitre les contra

dictions apparentes des resultats que fournit ( application de diverses

methodes a 1 integration des equations aux derivees partielles dans

les questions de Physique matbematique. C est ce que nous expli-

querons dans de nouveaux articles, ou nous appliquerons les memes

principes a la determination des lois qui regissent la propagaf.ion, la

reflexion et la refraction des mouvements vibraloires dans les corps

considered comme des systemes de molecules ou de points inateriels.

Nous nous bornerons pour Finstant a remanjuer que, si, en snppo-

sanl la fonction ^(x) continue, on developjte le second membre de la

formule (3) en une serie ordonnee suivant les [uiissances aseendanles

de /, on obtiendra, pour determiner .v, [ equation
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Si, au contrairo, on suppose la fonction o(a?) discontinue et deter-

minee par 1 equation (4), f(a?) etant une fonction continue de x, le

second membre de ( equation (3 ) ou (0) cessera, en memo temps que
la fonction \x+.^ t1 d etre developpable en une serie ordonnee suivant

les puissances ascendantes de t. Neanmoins, tant que la serie comprise

dans le second meinbre de la formule (n) sera convergente, la fonc

tion de s que presente cette formule continuera de satisfairo pour une

valour quelconque de / a 1 equation (T), et pour i o a la condi

tion (2). Mais, comme dans le yoisinage de toule valeur, ou positive

ou negative, &amp;lt;le ,r, on tirera de 1 equation (4)

l)x o(.r ) = LI), f(-r), &amp;gt; o(.r) = \ x I&amp;gt;1 o(a-),

la formule (r i ) pourra etre reduite a

(13) ,= |.r rf(j? ) H_SDjr f(*)-h5!Dif(jfy-f.... I.

Par consequent, dans 1 bypothese admise, la formule (11) ou (12)

fournira le developpemeiit en serie de la valeur de .9 determinee,

non plus par 1 equation (3) ou (6) analogue ii cellcs qui servent a

resoudre les problemes de Mecanique, mais par 1 equation (7).

Si, dans la meme hypothese, on voulait obtenir le developpemeiit

en serie de la valeur de s fournie par [ equation (6), il faudrait se

bonier ii developper le facteur f(x-\-Qt), et ainsi, a la place de la

formule (i :&amp;gt;&amp;gt;.),

on obtiendrait la suivante :

Qf
r (,r) + ^-

D

DCS remarques semblables s appliquent aux integrales en serie et

aux integrales en termes finis de 1 equation qui represente le mouve-

meni du son dans Fair ou clans un corps solide. Elles donnent I ex-

plicalion (les contradictions apparentes entre les resultats auxquels

semblent conduire ces deux especes d integrales, et montrent non

seulement comment il arrive que 1 integrale en serie semble contre-
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dire lo phenomene do la propagation du son,
indi&amp;lt;|iie par rinte^rale

en tonnes finis, mais aussi common! rintegralo en serie doil elro

moditieo pour dovonir propre a ropresenfer los vibrations sonores

d nii syslomo don no do j)oinls materiels.

445.

(-Ai.cn. I.YTKGUAI.. -

Application des principes etablis dans la seance pre

cedent e. a la recherche des integrates qui represented les mouvements

infinimentpetits des corps homogenes, el specialement les mouwmenis

par ondes planes.

C. H., T. XXIX, p. Oofi
(&amp;gt;.(

) novemhro iS/,()).

Comme je 1 ai remarquc dans do precedents Memoires, lt
j s mouvc-

ments interieurs dcs corps consideres commo des systemos do molo-

culos so trouvent representos par des equations qui renformont avec

les inconnues, et leurs derivoos relatives an temps, lours differences

finios
[&amp;gt;rises par rapport aux coordonnees initiales. (les equations de-

viendront lineaires, si les mouvements deviennent intiniment petits,

el se transformeront en equations anx derivees partielles, si les diffe

rences tinies des inconnues peuvent etre developpees, a I aide du

theoreme do Taylor, en series convergonles. Enfiu, si, un corps etant

homogene, ses molecules sont snpposees reduites a des points mate-

riels, les equations trouvees seront non seulement lineaires el aux

derivees partielles, mais encore a coefficients constants.

D autre part, en suivant la methode indiquoo dans mes K.i-crrwcs

&amp;lt;l Analyse et de Physique rnathematique, on pourra irduire Tinlegra-

lion dos equations dont il s agit a I mtegralion de 1a senle equation

caracteristique, on memo a revaluation do la senle f onclion
([lie j

ai

designee sous le nom de fondion principal?. II y a plus : les integrales

fournies par cette methode, etant continues lorsqne les valours ini-



184 OOMPTES REN I) US I)E L ACADEM IE.

tiales des inconnues sont des fonctions continues des coordonnees,

f ourniront toujours la solution veritable du probleme de Mecanique
on de Physique auqnel se rapporteront les equations donnees. Enfin,

la fonotion principale pouvant etre consideree comme formee par 1 ad-

dition d un nombrc fini ou infini de termes proportionnels a des expo-

nentielles dont chacunc offrira pour exposant une fonction lineaire

des variables indcpendantes, tout mouvement vibratoire infiniment

pel it d un corps homogene pourra etre cense resulter de la superpo

sition d un nombre fini ou infini de mouvements partiels du nombrc

de ceux que j
ai appeles mouvements simples.

Panni les integrales auxquelles on arrive en operant comme on

vient de le dire, on doit remarquer celles qu on obticnt quand les

valeurs initiales des inconnues dependent seulement de la distance

d un point materiel a mi plan fixe. Alors la valeur generate de chaque

inconnue se trouve exprimee par une fonction de cette distance et dn

temps. Done les divers points materiels que renfermait au premier

instant un plan quelconque parallele au plan donne offrent des vibra

tions semblables, en vertu desquelles le plan qui les contient oscille,

sans cesser d etre parallele au plan fixe et de maniere a entrainer dans

son mouvement ces memes points. Done alors le mouvement vibra-

loirc du systcmc donne de points materiels est ce qu on peut appeler

un mouvement par ondes planes. Alors aussi les equations donnees

peuvent etre remplacees par des equations lineaires aux derivees par-

tielles qui ne ren ferment plus que deux variables independantes.

Le cas on les equations lineaires donnees peuvent etre reduites,

sans erreur sensible, a des equations homogenes, merite une atten

tion speciale. Dans ce cas, si les fonctions quo renferment les condi

tions iniliales deviennent discontinues, les integrales trouvees-seront

(
j lles-memes discontinues; et si, d ailleurs, les mouvements s exe-

ciilent par ondes planes, ces ondes seront determinees par des plans

generalement mobiles, dont chacun, au bout du temps /, separera les

points mis en vibration de points laisses ou rendus au repos. Ajou-

tons que ces ondes planes, mais limilees, pourront etre aisement
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representees dans le ealcul ii 1 aide des coefficients designes sons !

nom de limilateurs.

Co n est pas tout : si deux corps homogenes sont separes par une

surface plane, un mouvement vibratoire pourra se transmettre de run

a 1 autre, et, pour obtenir les lois de transmission, il faudra joindre

anx equations donnees les formules que fourniront les principes eta-

blis dans mon Memoire sur les conditions relatives aux limites des corps.

S il s agit en particulier de vibrations lumineuses, alors, pour arriver

a deduire du ealcul les phenomenes de reflexion et de refraction, on

devra recourir au principc de la continuite du mouvement dans Iether.

Supposons, pour fixer les idees, qu un rayon de lumiere viennc ;i

tomber sur une surface plane qui separe 1 un de 1 autre deux milieux

homogenes. Supposons encore que le rayon incident soit un rayon

simple, mais tronque, dans lequel les molecules vibrantes constituent

une onde plane terminee par des plans paralleles. A 1 onde incidentr

correspondent des ondes reflechies et des ondes refractees, repre

sentees par les differents termes que renfermeront les integrates des

equations donnees, et ces diverses ondes seront tcrminees, soit en

avant, soit en arriere, par des plans dont les traces sur la surface

de separation seront les memes. Ajoutons que les ondes .reflechies on

refractees seront de deux especes, et que parmi les rayons correspon-

dants a ces ondes on devra comprendre les rayons evanesccnts, c est-

a-dire ceux dans lesquels les vibrations sont sensiblement nulles a

des distances sensibles de la surface reflechissante ou refringente.

Dans les formules obtenues comme on vient de le dire, il suffira de

jcter les yeux sur les coefficients limitateurs pour reconnaitre quelles

sont les limites des diverses ondes et leurs vitesses de propagation.

S
agit-il, par exemple, des ondes qui constituent les rayons evanes-

cents, on remarquera que les limitateurs relatifs a ces rayons pcuvcnl

etre reduits aux valeurs particulieres qu acquierent les limitateurs des

ondes incidentes, pour les points situes sur la surface de separation

des milieux donnes. On en conclura que les ondes carrespondantes

aux rayons evanescents sont terminees par des plans perpendiculaires

OEnvresdeC. S. I, t. XI. I
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a cette surface, et sc propagent dans le sens indique par une droitc

perpendiculaire a ccs plans, avec la meme vitesse que les ondes inci-

dentes.

Quant aux lois de polarisation, elles seront precisement celles quo

j
ai indiquecs dans mes precedents Memoires, et dont [ exactitude se

trouve confirmee par les belles experiences de M. Jamin. Les for-

m u les que fournissent ces lois determinent en meme temps la direc

tion des vibrations de Tether dans la lumiere polarisee. Elles verifient

1 assertion de Fresnel. Comme je 1 ai deja dit en i836, cet illustre phy-

sicien a cu raison d affirmer, non seulement que les vibrations des

molecules etherees sont generalement comprises dans les plans des

ondes, mais encore qu elles s executent dans des plans perpendicu-

laires a ceux que Ton nomme plans de polarisation.

ANALYSE.

I. -- Sur les coefficients lirnitateurs.

Les coefficients que nous avons nommes limitateurs fournissent un

moyen tres simple de representer dans le calcul des fonctions discon

tinues qui se reduisent entre certaines limites a des fonctions con

tinues donnees, et s evanouissent hors de ces limites.

Ainsi, par excmple, 1, designant un limitateur qui se reduit a zero

ou a 1 unite suivant que la variable independante t est negative on

positive, pour obtenir une fonction discontinue
&amp;lt;p(/) qui se reduisc

a une fonction donnee f(/) entre les limites / = a, t =
b^&amp;gt;a,

et s eva-

nouisse toujours liors de ces limites, il suffira de prendre

on, ce qui revient au meme, il suffira de prendre

(2) (p(0 = l|f(0.

le limitateur i c
etant determine par la formule

(3) l&amp;lt; \t-a h-f
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Pareillement, si Ton vent ohtcm r uno function discontinue cp(.r, v)

do deux coordonnees rectangulaires x, j, qui so reduise a uno func

tion continue donnee ?(x,y), pour tous les poinls situes a I inttTieur

du rectangle compris entre les quatrc droites representees par les

equations
x x,, x x

f , yy,i Y=y,&amp;gt;

ot s evauouisse pour tous les points exterieurs a cc rectangle; si d ail-

leurs on suppose #&amp;gt; x, ^y,,^&amp;gt; &amp;gt;

,
il suffira de prendre

(4) &amp;lt;P(J% r) ~ U r f(^,r),

le limitateur lj.
&amp;gt;r

etant determine par la formule

1 J ) .TO
&quot;

Ijr .r, .I
,,

j- 1, j,
l
Vi/ _^.

En general, si, designant par x, y, z, ... diverscs variables inclo-

pendantes, on ropresenle par i
x&amp;gt;r , Z) ...

un limitateur qui so roduise a

1 unite ou a zero suivant quo les variables x, y, z, ... sont ou ne sont

pas comprises entre certaines limites, alors, pour obtenir une fonc-

tion discontinue 9(^7, y, s, . .

.) qui se reduise a une fonction donnee

f(x,y,5, . .

.)
entre les limites dont il s agit, et s evanouisse hors de

cos limites, il suffira dc prendre

(6) y(x,r,3, . . .)
= l

Xt ytS,,..t(a:,Y,z, . . .),

D aillcurs le limitateur (
Xt yiZt ... pourra toujours etre considere comme

le produit de plusieurs autres limitateurs analogues a celui quo nous

avons represente par l t
. Supposons, pour fixer les idees, quo, x, y, z

designant trois coordonnees rectangulaires, la fonction z&amp;gt;(x,y,z)

doive s evanouir, pour tous les points non renfermes entre deux sur

faces representees par les deux equations

u = u,, u
,

u etant une fonction donnee de x, y, z, et w,, u
if
deux quantites con-

stantes, dont la seconde surpassc la premiere. Alors on pourra sup-

poser, dans 1 equation (6),

(7) *x, y, z, ... IM i/,
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Quand on applique 1 Analyse a la Mecanique ou a la Physique, les

conditions initiales introduisent ordinairement dans le calcul des

limitateurs. Ajoutons que les variables reelles dont ces limitateurs

dependent au premier instant se trouvent souvent remplacees, an

bout d un temps quelconque t, par des expressions imaginaires. 11

importe de savoir quelles sont les valeurs acquises dans ce cas par

les limitateurs. On y parvient en decomposant un limitateur quel

conque en facteurs de la forme 1, ou 1*, et en ayant d ailleurs egard

a 1 observation suivante.

Comme on dit a la page 180, le limitateur \x , qui se reduit a zero

on a 1 unite, suivant que la valeur de x, supposes reelle, est nega

tive ou positive, peut etre considere comme la valeur particuliere que

regoit une fonction continue de x et d une variable auxiliaire t, quand

on pose i = o. Cette fonction continue pourra etre, par exemple,

(8)

i -+- e

i designant un nombre infiniment petit. Or, si dans le facteur (8) on

pose
x = a -f- Si,

a, 6 etant deux quantites reelles, on verra rexponentielle

-7 -?/ 6 s
e l =.e cos hism-

V i &amp;lt;

converger, pour des valeurs decroissantes du nombre i, vers une

limite nulle ou infinie, suivant que a sera positif ou negatif, et Ton

en conclura

(9) la + 8i=la.

Ainsi, lorsque la variable x est en partie imaginaire, on pcut, dans le

limitateur 1^., reduire cette variable a sa partie reelle. On arrivcrait

encore aux memes conclusions si, a 1 expression (8), on substituait
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unc au In 1 function de x et de i, qui cut encore hi propriete de se

reduire a lx pour i = o, par exemple 1 expression

^

11. Sf//
1

line certaineclassed integrales particulieres des equations Uneaires

aux derivees partielles et a coefficients constants.

Considerons un systeme d equations lineaires aux derivees par-

tielles et a coefficients constants. Supposons d ailleurs, pour fixer les

idccs, quo, dans cesequations, les variables independantes soient le

temps 2 et trois coordonnees rectangulaires^c, y, z. Parmi les integrales

particulieres qui verifieront ces equations, on devra distinguer ccllrs

qu on obtiendra en supposant que les valeurs initiales des incomings

dependent uniquement de la distance du point (x,y,s) a un plan

fixe. Soient a, 6, y les cosinus des angles formes par une perpendi-

culaire a ce plan avec les demi-axes des coordonnees positives, et

prenons

(1) t= y.x -H By + ~jz.

Supposons, d ailleurs, que les integrales cherchees doivent etre con

tinues ou du moins comprises, comme cas particulier, dans des

integrales continues, et, par consequent, de la nature de celles qui

resolvent les questions de Mecanique ou dc Physique. Dans cette

hypothese, les inconnues, offrant des valeurs initiales qui depen-

dront de la seulc variable t, dependront, au bout du temps /, &amp;lt;les

seules variables t, /; et, pour reduire les equations proposees a ne

plus renfermer que ces deux variables, il suffira d y substituer a D^,

D
r , D2 leurs valeurs tirees des formules symboliques

(2) D^*D t , -l)r=oD t , D.r= yDv .

Si les equations proposees correspondent aux mouvements vibra-

loires intiniinent p(?tits d un systeme de points maleriels, les inle-

grales particulieres dont nous venous de parler representeront ce
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qu on peut appeler des mouvemejits par ondes planes. Si, de plus, les

equations proposees sont homogenes, chaque onde plane pourra etre

lirnitee, en avant et en arriere, par des plans mobiles paralleles au

plan fixe que represente 1 equation

(3) a x -h 6y -+- y z o ou tr=o.

Goncevons, pour fixer les idees, que les equations donnees se

reduisent a celle qu on nomme Vequation du son, c est-a-dirc a la

formule

(4) DJ^P- 2

(Di+D^.4-Di),

Q etant une quantite positive et constante. Si les valours initiales de

Tinconnue a et de sa derivee Df a dependent uniquement de la distance

du point (x,y,z) au plan fixe represente par 1 equation (3), ou, en

d autres termes, de la variable t, en sorte qu on ait, pour t = o,

(5) 8 =
&amp;lt;p(t),

D / rr,d(t),

la valeur generale de a dependra des seules variables t, /; et, coinrnc

on tirera de 1 equation (4), jointe aux formules (2),

(6) D,
2 =r^D,

on trouvera defmitivement

(D
{

t- ~T MM o
y [- ^ \

- &quot;w *-
y

&quot;*

\
*-

I
&quot; fc

/ I
*&quot;

\
*- MM ^ / /

( 7 )
= -

-+- I
- - dr.

Si les valeurs initiales de et D f , savoir 9 (t) et $(*), se reduisent

aux valeurs correspondantes de deux fonctions continues donnees f (t)

et F(t), entre les limites

(8) t a, t, = b
&amp;gt; a,

et s evanouissent hors de ces memes limites, on aura

(9) &amp;lt;P(O
= U(0, &amp;lt;D(O^LF(t),

la valeur du limitateur lt etant deterrninee par la formule

(10) lt=l^ a U_t .
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Alors aussi [ equation (7) donnera

-

F(t- , wdr.

Des deux termos que rcnferme le second membre de la formule (10),

le premier s evanouira, et le dernier, reduit a une quantite constant?,

deviendra independant des variables t, /, quand les lirnites a, b ne

comprendront pasentre elles la somme t+ Q/, ou la difference t Q/.

Done la valeur de a, determinee par le systeme des equations (mi
et (n), ne sera variable avec i et t, que dans 1 epaisseur de I onde

plane terminee par les plans mobiles correspondants aux deux equa

tions

(12) t=ra ft, i = b Qt,

ou bien encore de Tonde plane terminee par ceux que represented
les formules

(13) t a + Qt, tb + Qt.

Ajoutons que ces deux ondes, avec les plans qui les terminent et qui

sont paralleles au plan fixe represente par 1 equation (3), se mou-

vront en sens inverses avec des vitesses de propagation representees

par la quantite positive Q.

Si a 1 equation (4) on substituait la suivante

04) D/a-hQ^D + D H-DDjJ o,

1 equation (6) deviendrait

et Ton devrait, dans la formule (i t), remplaccr 1} par Q . Mais, comme
on aurait [voir la formule (9) du I]
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et, par suite, eu egard a 1 equation (10),

f 7) l.Q/i=li,

la valeur de serait reduite a

F(t + fir) -4- F(t-ft
(10) 8 /
Cola pose, la valeur de a s evanouirait toujours en dehors do 1 onde

terminee par les plans fixes que representent les equations (8), et,

cette onde etant immobile, sa vitesse de propagation serait reduilc

a zero.

En general, etant donne un systeme d equations lineaires aux deri-

vees partielles et a coefficients constants entre diverses inconnues, le

temps t et les coordonnees rectangulaircs x,y, z, si Ton elimine toutes

les inconnues a 1 exception d une seule, on se trouvera conduit a une

equation caracteristique de la forme

d9) F(D / ,I) ;r,])r,D 5 )
= o.

Si les equations donnees sont homogenes, inequation caracteristique

sera elle-meme homogene, et si d ailleurs les valeurs initiales des

diverses inconnues dependent uniquement de la distance -c du

point (x,y,s) a un plan fixe, alors, a la place de la formulo (6)

on (r5), on obtiendra la suivante :

(20) F(T),, alK, 6JK, ylX) = o.

Enfin, si Ton suppose qu au premier instant les diverses inconnues

s evanouissent en dehors de I onde plane terminee par les plans que

representent les equations (8), alors, en operant comme ci-dessus et

ayant egard aux principes ctablis clans le I, on reconnaitra que

cette onde plane se decompose generalement en plusieurs ondos de

memo especc, qui se propagent avec des vitesses correspondantes aux

diverses racines w de [ equation

(21) F(w, , 6, y)=o,
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et representees, aux signes pros, par les parties &quot;red les dc ces memo
racines.

An resits ainsi que jo 1 ai remarque dans le preambnlc dc &amp;lt;&amp;lt;

Memoire, les principcs ici appliques a la propagation dcs mouve-

ments vibratoires et, en particulier, des mouvements par ondcs

planes dans un systeme de points materials, s appliqucnl avoe lc

mcme succes a la determination de la transmission de cos inouvc-

inents, quand ils passent d un systeme ii un autre, par exemple a

la recherche des lois de la reflexion et de la refraction lumineuse.

G est d ailleurs ce que j expliquerai plus en detail dans un autre

article.

446.

CALCUL INTEGRAL. -- Memoire sur les systemes d equations lineaires diffe-

rentielles ou aux derivees partielles, a coefficients periodiques, el sur

les integrates elementaires de ces memes equations.

C. 11., T. XXIX, p. 641 C5 dcccmbrc 1849).

.lc viens aujourd hui appeler 1 attention des geornetres sur unc

nouvelle hranche de Calcul integral qui rne parait devoir contribuer

aux progres de la Mecanique moleculaire, et qui a pour objet 1 inlc-

gration dcs equations lineaires a coefficients periodiqucs.

J appellerai fonction periodiquc d une ou de plusieurs variables

independantes x, y, z, ... celle qui ne sera point alteree quand on

t ora croitrc ou decroitre ces variables de quantites representees par

dcs multiples de cortams parametres a, b, c, ..., en faisant varicr .r

d un multiple de a, y d un multiple de b, z d un multiple dc c, ....

DCS equations lineaires a coefficients periodiques ne seront autre chose

que des equations lineaires diflerentielles ou aux derivees partielles,

flans lesquelles les diverses derivees des inconnues auront pom- coct-

licients des fonctions periodiques des variables a-, y, z, ... ou dc

OEwres de C. S. I, t. XI ^
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variables representees par des fonctions lineaires de x, y, z

Enfin, j appellerai parametres trigonometriques les quotients a, 6,

y, ... qu on obtiendra en divisant la circonference 2- par les para-

metres clonnes a, b, c,

Dans les equations lineaires et a coefficients periodiqucs auxquelles

on se trouve conduit par la Mecanique moleculaire, les coefficients

sont, en general, fonctions des coordonnees, mais independants du

temps l; ct alors on pent obtenir des integrales particulieres qui four-

nissent pour les inconnues des valeurs representees par des produits

dont un seul facteur renfcrme le temps, ce facteur etant une expo-

nentielle dont 1 exposant est proportionnel a /. Ces integrales par

ticulieres sont ce que nous appellerons des integrales elementaires.

Lorsque 1 exponentielle dont il s agit sera une exponentielle trigo-

nometrique, les integrales elementaires deviendront isochrones, c est-

a-dire qu elles fourniront, pour valeurs des inconnues, des fonctions

periodiques du temps.

Les integrales elementaires seront generalement imaginaires on

symboliques; mais elles ne cesseront pas, pour cela, d etre applicables

a la solution des problemcs de Mecanique ou de Physique. Car, si Ton

reduit les valeurs symboliques des inconnues a leurs parties reelles,

ces parties reelles satisferont encore aux equations donnees.

Une propriete remarquable d une fonction periodique de#, y, s, ...,

c est qu elle peut etre developpee en serie ordonnee suivant les puis

sances asccndantes ct descendantes des exponentielles trigonome-

triques dont chacune a pour argument le produit d une variable par

le parametre trigonometrique correspondant. Dans chaque terme de

la serie, le facteur constant est exprime par une integrate definie

multiple, les integrations etant effectuees a partir de zero jusqu a

des limites representees par les parametres a, b, c, .... Le terme

constant de la serie estlavaleur moyenne de la fonction. D ailleurs,

il est important d*observer que, si une fonction periodique // ren-

ferme avec les variables independantes x, y, s, . . . d autres quan-

tites h, k, ..., la valeur movenne de u, consideree comme fonction
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do //, /-, ..., pourra changer do forme on devenir discontinue quand
on changera les valours de h, k

( ).

Ces principes etant admis, on pent developpcr en series les inte

grates elementaires des equations lineaires a coefficients periodiqucs,

en reduisant, dans une premiere approximation, les valours des

inconnnes a celles qu on ohtient quand on substitue a chaque coef

ficient periodique sa valeur moyenne. Alors, a la place des equations

donnees, se presentent des equations auxiliaires a coefficients con

stants, auxquelles on satisfait en supposant les diverses inconnues

proportionnelles a une scule exponenlidle caracteristique, dont Tar-

gument est fonction lineaire des variables independantes; puis, en

admettant quo les series obtenues soient convergentes, on trouve,

pour valeurs definitives des inconnues, des produits de deux fac-

teurs dont 1 un est une exponentielle caracteristique propre a veri

fier le systeme des equations auxiliaires, 1 autre factcur de chaque

produit etant un coefficient periodique,

II est bon d observer que, a la recherclie des integrales elementaires

propres a verifier les equations lineaires donnees, on pourra, si Ton

veut, substituer la recherche des coefficients periodiques rcnfermes

dans ces integrales, ces coefficients devant eux-memes satisfoire a

d autres equations lineaires qu il sera facile d obtenir.

Observons enfin que les diverses exponentielles caracteristiques,

propres a verifier le systeme des equations auxiliaires, seront imme-

diatement fournies par \&quot;equation caracteristique correspondante an

systeme dont il s agit.

( ) Ainsi, par exemple, la fonction periodique

A- .+- hetxi

a pour valeur moyenne zero, ou 1 unite, suivant que le module dc k est superieur on

inferieur au module de //.
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447.

PHYSIQUE MATIIEMATIQUE. - - Memoire sur les vibrations infmiment petites

des systemes de points materiels.

C. R., T..XXIX, p. 643 (3 decembre 1849).

Les principes exposes dans le precedent Memoire sont particuliere-

ment applicables a la determination des mouvcmcnts vibratoires et

infmiment petits des milieux cristallises et de 1 etber renferme dans

ces milieux. En effet, comme 1 ont remarque les mineralogistes, les

centres de gravite des molecules d un corps cristallise composent un

systeme reticulaire divise en cases ou cellules par trois systemes de

plans rectangulaires ou obliques, mais paralleles a trois plans fixes.

Un tel systeme jouit de proprietes di verses etudiees avec soin par

M. Bravais, et doit etre cense renfermer des molecules similaires,

dont les atonies correspondants occupent, dans les diverses cellules,

des positions semblables. Par suite aussi, les atonies du fluide etliere

doivent etre distribues de la meme maniere dans loutes les cellules.

Cela pose, les equations lineaires qui representeront les mouvements

vibratoires, infmiment petits et simultanes, d un cristal homogene

et du fluide etliere qu il renferme, seront evidemment des equa

tions lineaires a coefficients periodiques. Si, dans ce cristal, les

plans reticulaires divisent 1 espace en rliomboides dont chacun ait

pour aretes trois parametrcs designes par , b, c, les divers coeffi

cients seront des fonctions periodiques de coordonnees paralleles a

ces aretes, et ces fonctions ne seront point alterees quand on fera

croitre ou decroitre cliaque coordonnee d un multiple du parainelre

qui lui correspond. Si d ailleurs ces coordonnees sont obliques, rien

n empechera de prcndre pour variables independantcs, outre le temps,

des coordonnees rectangulaires, dont les coordonnees obliques seronl

evidemment fonctions lineaires.

Ces principes etant admis, pour obtenir ce qu on peut appeler les

mouvements vibratoires elementaires, ou d un milieu cristallise, ou de
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IVthor
&amp;lt;[u

il rcnfcrmc, il suffira de recherchcr les integrales elemen-

taires dcs equations aux derivees partielles ct a coefficients perio-

diques qui rcpresentent ces mouvemcnts. Dans le cas particular oil

cos coefficients different peu de leur valour moyenne, on deduira, dcs

calculs indiques dans le precedent Memoire, la proposition suivante :

THEOREMS .
- - Dans an milieu homogene ct cristallise, un mouvernent

ribratoire et infiniment petit de I ether, represente par un systeme d \\it-

C.RALES A COEFFICIENTS PERIODIQUES, differe, sous un seulrapport, d un mou-

vement qui s executerait dans le vide, c est-a-dire d uji mouvemejit simple

et par ondes planes. La seule difference consiste e/i ce que, les coefficients

de Vexponentielle caracteristique dans les valeurs symboliques des diverses

inconnues se reduisent, dans le vide, a des constantes, et dans u/i milieu

cristallise a des fonctions periodiques. Par suite, lorsqu il s agit d un

mouvcment durable et persistanf, la seule difference consiste en ce que

les amplitudes et les directions des vibrations atomiques qui, dajis le ride,

rcstent les memes pour lous les atomes , avec le mode de polarisation,

varient dans un milieu cristallise, quand on passe dans la meme cellule

d un atome a un autre, quoiqu elles rcprennenl les mfrnes valeurs, quand
on passe d un atome situe dans line cellule donnee a I atome qui. dans

line autre cellule, occupe la meme place.

Dans un autre article, j
examinerai les diverses consequences qui

peuvent se deduirc des integrales elementaires, appliquees a lY-hidr

des divers phenomenes que presente la theoric do la lumirrc.

448.

OPTIQUF. Demonstration simple de cette proposition que, dans u/i

rayon (le lumiere polarise rcclilignemcnl, les vibrations des molecules

sonl perpendiculaires au plan de polarisation.

C. R., T. XXIX. p. r,/,5 (3 dcccmbrc i84y).

Faisons tomber sur la surface de separation de deux milieux iso-

phanes un rayon polarise, dans lequel les vibrations dc rolher soicnl
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paralleles a cette surface, ot par consequent transversales. Ces vibra

tions ne pourront donner naissancc qu a d autres vibrations transver

sales; et, par suite, les vibrations non transversales venant a man-

quer, la reflexion et la refraction produiront seulement deux rayons

a vibrations transversales, Tun reflechi, 1 autre refracte. J ajoute que

le rayon reflechi ne pourra disparaitre sous aucunc incidence. Car,

s il disparaissait, alors, en vertu du principe de la continuite du mou-

vement dans Tether, le rayon refracte ne pourrait etre que la conti

nuation du rayon incident, prolonge a travers le second milieu. Or

cela ne saurait arriver, quand, les deux milieux etant de natures

diverses, 1 indice de refraction ne se reduit pas a Tunite. Done alors

la reflexion ne pent faire disparaitre un rayon incident, dans lequel

les vibrations sont paralleles a la surface reflechissante. Mais un rayon

que la reflexion ne peut faire disparaitre est precisement cc qu on

nomme un rayoji polarise dans le plan d incidence. Done un rayon

dans lequel les vibrations de Tether sont paralleles a une surface sur

laquelle il tombe, et, en consequence, perpendiculaires au plan d in-

cidence, est polarise dans ce plan. Done les vibrations du fluide

ethere, dans un rayon polarise rectiligneinent, sont perpendiculaires

au plan de polarisation.

449.

C. R., T. XXIX, p. 689 (10 decembre 1849).

M. AUGUSTIN CAUCHY presente a TAcademie la suite de ses recherches

sur Tintegration des equations lineaires a coefficients periodiques.

11 considere specialement les integrates elementaires , qui fournissent

pour les inconnues des valours representees par des produits de

deux facteurs, dont Tun est une exponenlielle caracteristique, propre

a verifier un certain systeme &equations aiixdiaires, lineaires, mais a

coefficients constants, tandis que Tautre facteur est un coefficient

periodique. L auteur observe que Texponentielle caracteristique ici
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mentionnee diflerc generalement de cello qu on obticrulrait si, dans

les equations lineaires donnees, on reduisait chaque coefficient perio-

dique a sa valeur moyenne. Gette observation est surtout utile dan?.

les problemes de Mecanique ct de Physique.

450.

MECANIQUE MOLECULAIRE. Memoire sur les vibrations d un double systerne

de molecules el de Vether contcnu dans un corps cristallise.

C. R., T. XXIX, p. 728 (17 decembrc 1849).

Dans ce Memoire, apres avoir reproduit les equations qui repre-

sentcnt les mouvements finis on infiniment petits d un double sys

teme de molecules, je considere en particulier le cas ou les equations

obtenues sont lineaires et a coefficients periodiques, et je fais voir

comment de celles-ci on peut deduire d autres equations lineaires,

mais a coefficients constants. Ces derniercs equations, que je nommc

auxiliaires , peuvent d ailleurs etre censees determiner les raleurs

moyennes des inconnues que renferment les equations proposees.

.Mais, comme
j
en fais la remarquc, ellcs sont generalcmeiU dis-

tinctes de celles auxquelles on parviendrait si, dans les equations

proposees, on remplacait chaque coefficient periodique par sa valeur

moyenne. Cette observation, tres importante dans la Physique mathe-

matique, explique a elle seule un grand nombrc de phenomenes rela-

tifs aux theories du son et de la lumiere, par exemple, les singulieres

influences des milieux cristallises sur les vibrations de Tether. Elle

montre comment il arrive que ces milieux peuvent tantot eteindre la

lumiere, tantot produire les divers phenomenes lumineux, ct, en par

ticulier, la polarisation chromatique. C est, au reste, ce que jYxpli-

querai plus en detail dans d autres articles qui ofTriront le develop-

pement des principes poses dans celui-ci.
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451.

MECANIQUE MOLECULAIRE. Memoire sur les systemes isotropes

de points materiels.

C. R., T. XXTX, p. 761 (24 decembre 1849).

Dans le Memoire lithographic sous la date d aout i836, et dans

celui que j
ai presente a 1*Academic le 17 juin 1889 (

1

), j
ai recherche

ce que deviennent les equations des mouvements infiniment petits

d un ou de deux syslemes homogenes de points materiels, quand

elles acquierent la propriete de ne pouvoir etre alterees, tandis que

Ton fait tourner les axes coordonnes autour de 1 origine, c est-a-dire,

en d autrcs termes, quand les systemes donnes deviennent isotropes.

Mais, dans cette recherche, les coefficients que renfermaient les equa

tions lineaires donnees etaient supposes reduits a des quantites con-

stantes; et, comme
j
cn ai fait la remarque, cette supposition n est

pas toujours conformc a la realite. Dans un grand nombre de pro-

blemcs de Physique ct de Mecanique, les equations lineaires aux-

quelles on se trouve conduit renferment des coefficients, non plus

constants, mais periodiques. 11 est vrai qu alors 1 integration des equa

tions lineaires a coefficients periodiques pent etre ramenee a 1 inte-

gration d autres equations lineaires a coefficients constants, savoir de

celles que j
ai designecs sous le nom (( equations auxiliaires, et qui

determinent les valeurs moyennes des inconnues. Mais, la forme de

ces equations auxiliaires etant plus generate que celle des equations

primitives, il devicnt necessaire de generaliser les formules qui s on

deduisent, et specialement celles qui representent les mouvements

infiniment petits des systemes isotropes. Ajoutons qu on peut obtenir

aisement ces dernieres formules sans le secours du Calcul integral, en

s appuyant sur quelques theoremes fondamentaux, relatifs aux/o/?r-

( )
J oir le Tome VIII des Complex rcndits (OEuvrex de Cauchy, S. I, T. IV, p. 4 17)

et le Tome I des Exercices d Analyse et de Plirsique matheinftUqnc (Ibid., S. II, T. XII).



EXTRAIT N 452. -201

tio/is isotropes de coordonnecs rectangulaires, c est-a-dire aux (one-

lions qui no sont pas alterees, quand on fail lourner les axes roor-

donnes aulour de 1 orio-ino. Panni cos theoremes nous nous borneronsO

ii citer Ic suivant.

TIIKOUKME. Une fonction isotrope des coordonnees rectangulaires de

trois points depend iiniquement des quantites variables gui representenl

les distances de ees points a I origine el /curs distances mutuelles, et de hi

sommc allernee qui represents, an signe pres, le volume, da tetraedre dont

ees distances sont les aretes.

Remarquons, d ailleurs, quo lo carre du volume d un tetniedre

etant unc fonction entiere des carres des six aretes, on pourra

reduire loute fonction isotrope des coordonnees rectangulaires de

trois poinls a une fonction de six quantites variables. Ajoutons

qu une tellc fonction deviendra hemitrope, si elle change de sigue

avec les coordonnees elles-rnemes.

Quand on vent appliquer le theoreme quo nous venous d enoncer

ii la recherche des conditions d isotropie d un systenie de points in a te

nds , il convient do rcmplacer les trois equations qni delcrniinent

les deplacements d un point quelconque, mesures parallelement aux

axes coordonnes, par 1 equation unique qui delermine, pour le meme

point, le deplaccment mesure parallelement a un quatrieme axe arbi-

trairement choisi. En operant ainsi, on se trouve immediatement

conduit aux equations quo j
ai mentionnees dans la seance du i/| no-

vembre 1842, ct qui represented avec taut de precision les pheno-
menes de polarisation et de dispersion circulates produits par 1 huile

de terebenlhine, 1 acide tartrique, etc.

452.

C. R., T. XXX. p. &amp;gt;. (7 Janvier i8&amp;gt;o).

M. AUGUSTIN CAUCHY presentc a 1 Academie la suite de ses recherches

sur les mouvements vibratoires des systemes de molecules, et snr- la

OEuvres de C. S. I, t. X I. 26
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theorie de la lumiere. Les principales consequences dc ces recherches,

specialement celles qui se rapportent a la polarisation circulaire et aux

phenomenon rotatoires produits par I huile de terebenthine, 1 acide

tartriquc, etc., seront developpees dans un prochain article.

453.

PHYSIQUE MATIIKMATIQUE. - Mernoire sur les perturbations produites dans

les mouvements vibratoires d un systeme de molecules par Vinfluence.

d un aulre systeme.

C. R., T. XXX. p. 17 (14 Janvier i85o).

Les equations differentielles qui representent 1 equilibre ou le mou-

voment d un systeme de points materiels, celles-la memes auxquelles

j
etais parvenu dans le Memoire presente a I Academie le i

er octo-

hre 1827, peuvent etre appliquees, non seulement a la theorie du

son et dcs corps elastiques, mais encore, ainsi que je 1 ai montre des

I annec 1829, a la theorie de la lumiere. Ces equations aux diffe

rences melees deviennent lineaires lorsque les mouvements sont infi-

himent petits et se transforment, quand on developpe les differences

linics des inconnues, a 1 aide du theoremc de Taylor, en equations aux

derivees partielles. D aillcurs, lorsque le systeme de points materiels

donne est homogene, on peut, dans une premiere approximation,

supposer les coefficients des diverses derivees reduits a des quantites

constantes; et alors les mouvements simples ou elementaires, repre-

sentes par les equations dont il s agit, sont precisement de meme

nature
&amp;lt;jue

les mouvements vibratoires du fluide ethere dans un

rayon simple dc lumiere.

Concevons a present que les atonies ou points materiels dont se

compose un systeme homogene donne soient mis en presence d autres

atomes moins nombreux qui appartienncnt a un second systeme pareil-

lement homogene. Les equations lineaires ct aux derivees partielles,



EXTRAIT NO 453. 203

(|iii representeront un mouvement vibrato!re et infiniment petit du

premier systerne, cesseront d etre des equations ii coefficients con

stants. Mais, dans beaucoup de cas, les coefficients seront periu-

diques, et c est ce qui arrivera en particulier si Ton eonsidere le&amp;gt;

nionvenienfs de Tether contenu dans un corps cristallise. Or, comme

je 1 ai remarque dans un precedent Memoire, les valeurs moyennes de

plnsieurs inconnues, assujetties a verifier des equations lineaires aux

derivees partielles et a coefBcients periodiques, sont determinees par

d autres equations lineaires, mais a coefficients constants, savoir par

eeJles que j
ai nominees equations auxiliaires. En partant de ce prin-

cipe, on reconnait que les actions excrcees sur les atonies de Tether

par les molecules des corps produisent, dans les mouvemente vibra-

toires du fluide lumineux, des perturbations analogues a celles que

subit Ic mouvement d une planete autour du Soleil, en vertu de 1 ac-

tion exercee sur elle par une autre planete. Entrons, a ce sujet, dans

(juelques details.

Si Ton suppose qu une seule planete se meuve autour du Soleil,

Torbite qu elle decrira sera une courbe plane, et memo une ellipse,

dans laqucllc le rayon vecteur mene du Soleil a la planete tracera des

aires proportionnelles au temps. Cette ellipse pourra d ailleurs, dans

certains cas particuliers, se reduire a un cercle ou s aplatir indefini-

ment.

Si maintenant on suppose qu une seconde planete se meuve autour

du Soleil, elle produira, dans le mouvement de la premiere, des ine-

galites ou perturbations de deux especes, savoir des inegalites perio

diques qui s evanouiront, a des epoques equidistantes, sans modifier

les elements de Teilipse decrite, et des inegalites secnlaires qui alte-

reront sensiblement les elements du mouvement elliptique.

Or ces divers phenomenes se reproduisent en petit dans la theorie

de la lumiere. En effet, considerons les mouvements vibratoires du

fluide ethere. Si ce fluide est isole, ses vibrations pourront etre repre-

sentees par des equations lineaires a coefBcients constants, et alors

chaque molecule decrira une courbe plane. Dans le cas le plus general.
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cette courbe plane sera une ellipse, et le rayon vecteur mene du centre

de 1 ellipse ii la molecule d ether decrira des aires proportionnelles au

temps. Alors on obtiendra ce qu on nomine la polarisation elliptique.

D ailleurs 1 ellipse pourra, dans certains cas particuliers, se trans

former e-n un cercle, on s aplatir indeiiniment, de maniere a se reduire

a son grand axe, et alors la polarisation elliptique se transformer en

polarisation circulaire on recliligne. Ajoutons que, dans tout mouve

ment lumineux qui ne s eteindra point pour des valeurs croissantes

dn temps ou de la distance a un plan fixe, les ellipses decrites par les

diverses molecules du fluide ethere seront toutes semblables les lines

aux autres et comprises dans des plans paralleles.

Ooncevons, maintenant, que Tether mis en vibration soit renferme

dans un autre corps, par exemple dans un milieu cristallise. Les

courbes decrites par les molecules de 1 etlier seront encore a tres pen

pres des courbes planes, et meme des ellipses. Mais les elements du

rnouvement elliptique ne seront plus les memes que dans le cas oil

Tether etait a 1 etat d isolement. D ailleurs, les perturbations pro-

duites dans les elements du mouvement elliptique seront de deux

especes. Les lines, analogues aux egalites periodiques des mouve-

ments planetaires, seront elles-niemes periodiques. Seulement elles

seront representees par des fonctions periodiques, non plus du temps,

comme en Astronomie, mais des coordonnees d un atome. Si, d ail-

leurs, le mouvement vibratoire dc 1 elher n est pas du nombre de ceux

qui s eteignent pour des valeurs croissantes du temps ou de la distance

a un plan fixe, alors, dans ie passage d un atome a un autre, deux ele

ments de ce mouvement vibratoire resteront invariables, savoir la lon

gueur d une ondulation liimincusc ou, en d autres termes, I epaisseur

(Vune onde plane et la daree des vibrations. Quant aux perturbations

non periodiques, elles seront analogues aux inegalites seculaires des

mouveinents des planetes, et altereront les deux elements dont il

s*agtt.

J ajouterai ici une remarque importante.

La phipart des pbenomenes que presente la theorie de la lumiere,
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par cxcmplc la propagation dcs ondos lumineuses dans les corps iso-

plianes on dans les milieux doues do la double refraction, la disper

sion dcs couleurs produite par le prisme, la difTraction des rayons

transmis a travers unc petite ouverture, la reflexion et la ref raelion

operees par la surface d nn corps peuvent etre deduits de I inteijra-

tiun d equations lineaires a coefficients constants; et
j
etais en real it o

parvenu, non seulement a les en deduire, mais encore a tircr du calcul

les lois de ces phenomenes avec assez de bonheur pour que les pre

visions de 1 analyse aient etc jusqu ici confirmees par I experience.

Toutefois, il restait a expliquer quelques antres phenomenes, particu-

lierement la polarisation chromatique produite par certains liquidcs,

tels que 1 buile de terebenthine et 1 acide tartriquc, ou meme par ces

liquides solidifies, comme le montrent les belles experiences faites

recemment par M. Biot. Or les principes que jc viens d enoncer per-

mettent de rattacher ces phenomenes si remarquables aux actions

directes exercees par les molecules des corps sur les atonies de

Tether, et a line distribution particulierc de ces atomes determinee

par ces memcs actions. C est, an reste, ce que j expliquerai plus en

detail dans un nouvel article.

Je remarquerai, en finissant, que les memes principes fournissent

encore 1 explication de la difference qui existe entre la vitesse du son

donnee par la f ormule newtonienne et la vitesse determinee par 1 ex

perience.

\.\ VI.YSK.

Considerons les equations qui representent les mouvements vibra-

toires et infiniment petits de deux ou de plusieurs systemes de mole

cules coexistants dans un meme lieu. Ces equations, lineaires et aux

differences melees, pourront souvent se transformer, comme je 1 ai

dit aillcurs, en equations aux derivecs partielles et a coefficients perio-

diqu.es, qui renfermeront, avec les diverses inconnues, leurs derivees

dcs divers ordres, prises par rapport aux temps t et aux coordonnees

rectangulaires ou obliques x, y, z d un point quelconque, les coefli-
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cients dc chaque inconnuc et cle ses derivees etant eux-memes des

fonctions periodiques de x, y, z.

Concevons, pour fixer les idees, que chaque coefficient soit une

fonction periodique des coordonnees x, y, z, qui nc change pas de

valeur quand on fait croitre ou decroitre ces coordonnees de quan

tites representees par des multiples des trois parametres a, b, c,

savoir x d un multiple de a, y d un multiple de b, z d un multiple

de c\ et posons
27T r _ 27T

^
27T

a b c

Un coefficient quelconque K pourra etre developpe en une serie

ordonnee suivant les puissances entieres, positives, nulles ou nega

tives des exponentielles trigonometriques

e y.x\
t

e8y i

?
ey-i,

de sorte qu on aura

(0 K = $e **ie l ^e &quot;^\i laLtr&tr^

la sommation qu indique le signe S s etendant a toutes les valcurs

entieres, positives, nulles ou negatives des quantites /, /
, /&quot;; et, pour

satisfaire aux equations donnees, il suflira de developper, non seule-

ment chaque coefficient K, mais encore chaque inconnue a, en une

serie de meme forme, en posant, par exemple,

(
&amp;lt;y\

u c 0/y.xi fj/ Syi pi y~\ ,p ,

*ly.,l b, /&quot;y&amp;gt;

puis d egaler entre eux, dans les deux membres de chaque equation,

les coefficients des puissances semblables des exponentielles

En operant ainsi, et supposant que, dans le developpcment de

chaque inconnue, on neglige les termes oil la somme de valeurs

numeriques des trois quantites /, /
,

/&quot; surpassc un nombre donne,

on obtiendra des equations lineaircs et aux derivees partielles, qui
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pourronf (Mtv substitutes avoc avanlago aux equations proposers,

puisque les coefficients qu elles renfermeront ne soront plus des

fonctions periodiquos clc x, y, z, mais cles quantites constants.

Considerotts, on particulier, un mouvement vibratoiro of intini-

nicul po(it do 1 ethcr dans un milieu cristallise, ot nommons ;, r
t

, !

los dcplacemcnts d un atomo d ether, mesures parallolemont aux axes

des x, y, z, supposes rectangulaires. D apros ce qui a ete dit dans l&amp;lt;-

Memoire presente a la seance du 17 decembre, on pourra supposor co

mouvement represente par trois equations do la forme

(3)

les valours do //, r, w otant

// = D*. ( = l)y, V(&amp;gt; I).,

ot G, H designant deux fbnctions entieres de u, v, w. Si, d ailleurs, lo

milieu cristallise dont il s agit offre trois axes de symetrie paralloles

aux axes rectangulaires des x, y, z, alors G, H seront des fonctious

poriodiques de ces coordonne.es, et resteront invariables (juand on

fcra croitre x d un multiple de a, y d un multiple de b, z d un mul

tiple de c, les quantites positives a, b, c designant les trois dimen

sions d un parallelepipede elementaire. Cola pose, les fonctions porio

diques G, H et les inconnues

t, ti, ?

pourront otre deveioppees en series ordonnees suivant los puissances

entioros dos oxponentiellos

Ajoutons quo, dans une premiere approximation, on pourra red n ire

chaque serie a son premier terme, c ost-a-dire a la raleur jnoycnnc do

G, H, ^, (\
on C, representoo par G , H , E

, VJ G ou I,,, of qu alors a la
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place des formules (3) on obtiendra les equations

/ (D;--G )o=J)(I&amp;gt;Hoco+ D^Hovio-H D w.H Co),

(. . ) (Df - G )yj
= I), (D H o + 1&amp;gt;-

H Y] + D
((

, Ho Co),

I (J)- Go) Co = I) H.(I&amp;gt;Ho*o+ DrHono-t- I) H.H Co),

qui seront lineaires comme les premieres, mais a coefficients con

stants.

Concevons, a present, que Ton precede a une seconde approxima

tion, en conservant dans chaque developpement, non seulement lc

terme independant des exponentielles trigonometriques

e* x \ e?
&amp;gt;y&amp;gt;,

&amp;lt;?r

=i
,

mais encore les termes proportionnels a leurs premieres puissances

positives ou negatives, et en posant, par exemple,

Kemarquons, d ailleurs, que a, b, c etant tres petits, et a, 6, y tres

considerables, les equations identiques de la forme

se reduiront sensiblement aux suivantes

(juand on considerera des mouvements simples ou meme des rriou-

vemcnts vibratoires produits par la superposition de mouvements

simples dans lesquels les longueurs d ondulation surpasseront nota-

blement les parametres a, b, c. Enfin, en ayant recours a un artifice

d(&amp;gt; calcul imagine par M. Sarrus, designons, a 1 aide de la notation

a ~ a i i = 6 i w y i

| K, OU K, Oil K,
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oe quo doviont lino fonotion entioro K do a, c, &amp;lt;r (juand on y romplaoo

(/ par ai, ou r par i, on &amp;lt;r par yi. La secondc approximation four-

nira, pour la determination simullaneo do vini^t ot uno inc,onnucs

TO

d ahord trois equations dc la formo

D(D B II_a ;

(6)

[G a

[Gg

a yj_a+D w,H

puis dix-huit equations de la forme

&quot;

[G ca + D (D Ho g4- D,, Ho Y3 X 4- l) w . II y ^}]

G a
&amp;gt;

() + I),( (D,&amp;lt;
II a ; 4- I), Ha Y] 4- l)

(l
, HaCo ),

[G -^4-1), (I),, H 14- D, II rja -HDw Ho r a )]

- G a vio 4- !)
(
D H^o 4- D,, Il a rJO 4-

1&amp;gt;, V
. II a Co ),

I

[G9 :a 4- !),( D HO ^ 4- 1), H O r/x^ D
(, H O ra

&amp;gt;]

4- Ga ?o + D
(l.(D H a ; 4- I), H X Y; 4- D

IV
, H^ ) ,

savoir los equations (7) et cellos qu on en deduira on y rempla^ant,

non seulement 1 indice a par Fun quolconque des indices o, y,
-- a,

= a i

-
, y, mais encore la condition

| par cf llos dos conditions

K= g|
&amp;lt;v=yi u=-i p=:-8l W=-YI l-l-

, , , qui se rapportera an nouvol indico.

II y a plus : dans I hypothese admise, on pourra negligcr les premiers

CF.nvres de C., S. I, t. XI.
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membres ties formulcs (7) vis-a-vis des seconds membrcs, et mluiro

ainsi ces formules aux suivantcs :

[ Go |a -h !&amp;gt;

(
D K H I* -f- 1), H Yj a -+- \\, I!,, C

(8)
I f -/I i

1\ I \\ TT ! I T1 TT _
l&quot;k IT Y

I L u y. ~i
&quot;

u \ ii &quot;o ^Ji ~T~ A C *IQ TJg ~t~ J-
(( iio ^a

= ai
f f

&quot;*

*&quot; T\ I \\ \\ &quot;*&quot;

i
l\ TT ^ M TI &amp;gt;*

L Vl o sa ~t~ UH\ it ti n ^a^~ JJi/ llo no, ~r~
-I-*,!. HO -=a

En resume, les equations des vibrations lumineuses propagees a

travers un milieu cristallise pourront etre represcntt es dans une

premiere approximation par les equations (3), et dans une seconde

.approximation par les equations (G), (8), etc., jointes aux for

mules (5). Or les equations (6), (8) etant lineaircs et a coefficients

constants, on pourra les verifier en snpposant les diverses inconnues

toutes proportionnellcs a une meme exponentielle caracleristique , et, en

operant ainsi, on arrivera aux conclusions enoncees dans le pream-

bulc de ce Memoire.

De plus, on pourra choisir les fonctions de u, v, w, representees par

GO, H
;

G, Ha; G,;, Hg; Gy, Hy,-

G_ a ,
H_a ; G_g, H_g; G_y, H-y;

de maniere que les equations (G), ou plutot celles qu on en deduit en

eliminant les inconnues

-a&amp;gt; /!-&amp;gt; ?-a5 |-6, fl-g, C-g J
^-y&amp;gt; ^-y&amp;gt; C-y,

a 1 aide des formules (8), etc., deviennent isotropes; et, en operant

ainsi, on retrouvera precisement les trois equations que j
ai donnees

dans le Memoire du i4 novembre 1842 pour representer la polarisa-
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tion chromatique produite par 1 huile de lerebenlhine, I acidp lar-

trique, dc.

454.

PHYSIQUE MATHEMATIQUE. Memoire sur la propagation de la lurniere

dans les milieux isophanes.

C. R., T. XXX, p. 33 (&amp;gt;[ Janvier i85o).

Comme je 1 ai remarque dans le Memoire presente a la derniere

seance, les vibrations infiniment pctites tie Tether, dans un milieu

homogene dont les molecules restent sensiblement immobiles et, spe-

cialernent dans un corps cristallise, peuvent etre representees par

trois equations lineaires a coefficients periodiques qui determinent

les displacements d un atome, mesures parallelemcnt a trois axes fixes.

D ailleurs ces equations lineaires a coefficients periodiques peuvent

etre remplacees par trois autres equations pareillemcnt lineaires,

mais a coefficients constants, ([ue j
ai nommees equations auxiliaires,

et qui determinent les valeurs moyennes cles inconnues. Entin ces trois

equations auxiliaires, qui ont pour premiers membres les derivees du

second ordre dcs valeurs moyennes des inconnues differentiees par

ra[t|)ort au temps, pourront etre remplacees par une seule (-quation,

qui aura pour premier membre la derivee du second ordrc d un depla-

cement mesure parallelement a un axe quelconque.

Cola pose, si Ton vent determiner les lois de la propagation de la

luiniere dans un milieu homogene, et specialement dans un milieu

crislallise, on devra surtout rechercher la forme que prennenl dans

cc milieu les trois equations auxiliaires dont nous venous de parler.

ou, ce qui revient au meme, 1 equation unique qui pent leur etre

substituee. En efl et, la difference entre le deplacement d un atomc

(Tellicr, mesure paralli lement a un axe quelconque, el la valeur

moyenne tie ce deplacement, se composera de termes periodiques
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dont chacun, etant proportionnel au sinus ou au cosinus d un angle

tres considerable, changera dc signe sans changer do valeur numc-

rique, quancl on franchira des intervalles comparables aux dimen

sions des parallelepipedes elemenlaires, dont 1 assemblage constitue un

corps cristallise. Or, cos dimensions etant insaisissables, il est naturel

d en conclure qtie, dans la theorie do la lumiere, 1 influence des

termes periodiques surlcs effets produits restera insensible, ct qu on

pourra la negliger, au moins dans une premiere approximation, en

tenant comptc settlement des termes qui representeront les valours,

moyennes des inconnues.

Remarquons encore que les trois equations auxiliaires auxquelles

on parviendra, en partant des formules generales etablies dans Jr

precedent Memoire, pourront etre censees determiner les derivees du

second ordre des valeurs moyennes des inconnues, differentiees par

rapport au temps, en fonctions lineaires de ces memes inconnues et

de leurs derivees des divers ordres, prises par rapport aux coordon-

nees. On pourra done exprimer par une fonction lineaire du memo

genre la derivee du second ordre qu on obtient en differentiant deux

fois de suite par rapport au temps la valeur moyenne d un deplace-

ment mesure parallelement a un axe quelconque. Nommons 12 cette

derniere fonction lineaire. Pour que le milieu donne soit isophane,

ou, en d autrcs termes, pour que la propagation de la lumiere dans

ce milieu s effectue en tous sens suivant les memes lois, il suffira que

la fonction (2 soit isotrope, c est-a-dire qu elle reste invariable quand

on deplacera les axes coordonnes, en leur imprimant un mouvement

de rotation quelconque autour de 1 origine. Alors on se trouvera pre-

cisement ramene aux equations generales que j
ai donnees pour rcpre-

senter les vibrations de Tether dans les milieux isophanes (seance du

i4 novembre 1842). II y a plus : il sera facile d assigner aux coeffi

cients renfermes dans la fonction O des valeurs telles, que le milieu

isophane ait la propriete de produire la polarisation chromatique, en

faisant tourner dans un certain sens les plans de polarisation des

rayons lumineux qui le traversent. En consequence, pour cxpliquer
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ccttc propriete rotatoire dc certains milieux isophanos, il nYsl pas

necossairo dc recourir a certaines hypotheses ima^iiires par divers

auteurs ou par moi-meme, ni d introduirc dans la Mn-anique mole-

culaire des forces polarisees, c est-a-dire variables avec les directions

dans lesquelles olios s exerccnt, ou des actions ternaires. II suffit d ad-

meltro qu un atomc d ether etant mis en presence d un atomc d un

corps, ces deux atonies cxcrcent 1 un sur 1 autrc une action propor-

lionnelle a leurs masses ct a une fonction de lour distance, puis de

joindre a I hypothese d unc action binaire entre les atomes de 1 ether

et les atomes d un corps, la supposition d un arrangement special do

ces derniers atomes. Parmi les conditions auxquelles cct arrangement

doit satisfaire, 1 une est celle qu admettent les physiciens ct les mino-

ralogistes, et quo manifestent les belles experiences de M. Pasteur,

savoir que la forme cristallinc du corps isophane donne ne puisse etre

superposee a son image vue dans un miroir.

Ce n est pas tout : si la fonction ci-dessus designee par 1 est iso-

trope, non d une maniere absolue, mais par rapport a 1 axe des x,

c est-a-dire si elle reste invariable, quand on deplace les axes des y
et des 5, en leur imprimant un mouvement de rotation quelconque

autour de 1 axe des x, le milieu donne sera isophane, non plus d uno

maniere absolue, mais par rapport a 1 axe dont il s agit, et la propaga

tion du mouvement de 1 ether autour de cet axe s effectuera en tous

sens suivant les memes lois. Alors on obtiendra, pour representer

les vibrations lumineuscs, des equations que Ton trouvera dans ce

Memoire. D ailleurs ces dernieres equations pourront ou continuer

de subsister, ou changer de forme quand on changera les signes des

coordonnees paralleles a 1 axe des y. Dans l^premier cas, elles coin-

cideront avec cellos que j
ai donnees dans le Memoire lithographic

d aout 1 836. Dans le second cas, elles devront s accorder avec cellos

que M. d Ettingshausen annonce avoir obtenues, en s occupant des

cristaux a un axe optique (voir le Tome XXIV des Comptes rendm.

page 802), et qui renfermcnt, a-t-il (lit, comme cas particulier, les

equations diflerentielles (a deux variables independantes) auxquelles
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-M. Mac-CuIIagh a ete conduit par diverscs inductions dans un Memoire

lu a TAcademic rovale d Irlande en fevrier i836.

ANALYSE.

I. Sur les vibrations dc Vether dans an milieu homogene
dont les molecules restent sensiblement immobiles.

Considerons un mouvement vibratoirc et infiniment petit de Tether

dans un milieu homogene dont les molecules restent sensiblement

immobiles, et specialcment dans un milieu cristallise. Nommons

7ii la masse d un atome d ether;

x, y, z les eoordonnees initiales et rectan^ulaires de cet atome;/ o

et soient, au bout du temps t,

, Y],
L les deplacements du meme atome, mesures parallelement aux

axes des x, y, z.

Enlin, en supposant que le milieu cristallise ofTre des axes de svme-

trie paralleles aux axes coordonnes, nommons c , YJ,,, ( les valeurs

moyennes des deplacements c, YJ,
C. La recherche des lois suivant les-

quelles s effectuera la propagation du mouvement vibratoire de Tether

pourra etre reduite a Tintegration des Irois equations auxiliaires qui

determineront les trois inconnues 5 , v) C - D ailleurs ces equations

auxiliaires pourront etre reduites, dans une premiere approximation,

aux formules (4) de la page 208, par consequent a des equations de

la forme

(i) D-^o^Jf, J)Y] =U, D??o=3,

^*, t), 3 etant non seulement des functions lineaires de ^ , T
JO , I

,

mais encore des fonctions symboliques de

el, dans une seconde approximation, aux formules que fournira Teli-
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niinalion des dix-huit inconnues

f ^*
&quot; Y

C a &quot;P i S a&amp;gt; C
o&amp;gt;

&quot;&quot;) 8&amp;gt; s-8? ; y, &quot;/&quot;/_., v-y

(Mitre les equations (G) et (8) des pages 209, 210. Ajoutons que, si le

mouvement vibratoire dont il s agit, ou les mouvcments simples dont

la superposition pent le reproduire offrent des longueurs d ondulation

notablement superieures aux trois dimensions ({\\nparallelepipedeele-

mentaire du milieu cristallise, les equations auxiliaircs fournies par la

seconde approximation, ou meme par les approximations ulterieures,

pourront encore etre representees generalement par Jes formules (i).

Seulemcnt, si 1 on se borne a la premiere approximation, les tor-

mules (i), reduites aux equations (4) de la page 208, satisf eronl \\

cette condition particuliere, que les neuf coefficients symboliques

des trois inconnues H n , YJ O , ( dans les fonctions lineaires 3, \), 3 sc

reduiront a six, ces fonctions etant alors de la forme

(3)

(andis que, dans la seconde approximation et dans les approximations

ulterieures, les neuf coefficients dont il s agit scront generalemenl

distincts les uns dcs autres.

Soient maintenant

(i, b, c les coordonnees d un point fixe R situe a I linite de distance de

1 originc des coordonnees;

a le deplacement de I atomc m, mesure au bout du temps /, dans une

direction parallele a celle de la droite OR:

K
O la valcur moycnne de .

On aura

(3) = a I -+- b-f\ -+- c?,

(4) o ^o+ b-r\v-(- c? ,
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et de I equation (4), jointe aux formules (i), on tirera

(5) Df =: a X -+- b\) -+- c3.

En d autres termes, on aura

pourvu que Q designc uno fonction lineairc, non seulemcnt de !;, TJ, (,

mais encore de , /&amp;gt;, c, et en meme temps unc fonction symbolique de

D.r , Dr , Dz . Sous ces conditions, I equation (6) sera une formule gene-

rale propre a representer les vibrations infiniment petites de Tether

dans tout milieu homogene et cristallise, qui offrira trois axes de

symetrie rectangulaires entre eux.

Parmi les milieux homogenes et cristallises, on doit distinguer ceux

qui sont isophanes, soit d une maniere absolue, soit par rapport a un

axe fixe. II importe de recliercher ce que devient la formule (6) pour

de semblables milieux. Pour y parvenir, il suffit de s appuyer sur

quelques propositions relatives aux fonctions isotropes, et en parti-

eulier sur celles qui seront enoncees dans le paragraphe suivant.

II. Sur les fonctions isotropes des coordonnees de divers points.

Soient
x

&amp;gt; y &amp;gt;

z
i

x
!&amp;gt; y/&amp;gt;

z
t j

x
ai } //i

~
n &amp;gt;

les coordonnees rectilignes de divers points P, P
;
, P

;/
, .... Une fonc

tion de ces coordonnees sera dite isotrope, si on nc 1 altere pas

en faisant subir aux cordonnees de chaque point les changements

dc valeurs qui resultent d un mouvement dc rotation quelconque

imprime aux axes dcs x, y et z autour de 1 origine 0. Cela pose,

on etablira aisement la proposition suivante :

THEOREM E I. Une fonction 12 dcs coordonnees rectilignes de divers

points depend uniquement des distances de ces points a 1 origine, de leurs

distances mutuelles et du sens dans lequel se meuvejit des rayons vecteurs

dont chacun est assujetti a passer conslamment par 1 origine et a decrire,
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un onlre determine, les faces lateralcs d un letran!re
f/ni a pom-

base ie triangleforme avec trois quelconques ties points don ties.

Lorsque les coordonnees dcviennent rectangulaires , Ic premier

theoreme entraine immediatement les propositions suivantes :

TIIEOREME II. Les positions dt&amp;gt; diverspoints P, P,, P
w , . . . elant rap-

porles a trois axes rectangulaires, unefonation isotrope (2 de leurs coor

donnees
&quot; / &quot; X

l1 } l&amp;gt;

Z
! &amp;gt;

X
t } t/&amp;gt;

Z
n \

dependra uniqiiement des trinornes de laforme

^2+ j2_|
_- 2 ou xx

l+yyl
-&amp;gt;f-zz

l

et des sommes alterJiees de laforme

S ( xy, z
n ) xy, z

a xytt z, + x, yn
z x^z,,-^ xn yz, x

lf v, - .

THEOREME III. Les coordonnees

de trois points P, P,, P
&amp;gt;f

etant supposees rectangulaires, si line fonction

isotrope O de ces coordonnees est en meme temps line fonction lineaire,

non seulement des coordonnees da point P
;

, mais encore des coordonnees

du point P
/;

,
on aura

(i) -f T(xx,+ 77, + zz, ) (xx + 77,, + zz
a )

x
y,, -, + x

, };,
- x

, y

E, F, K etant troisfonctions de la somme x- -\- y~ 4- z 1
.

Supposons maintenant que la fonction 12 soit isotrope, non plus

d unc maniere absolue, mais par rapport a Taxe des x, c est-a-dirc

qu ellc reste invariable quand on deplacc les axes des y el d(&amp;gt;s z en

leur imprimant un mouvcment dc rotation quclconquc autour de 1 axe

des x. Alors, par des raisonnements semblables a-ceux qui servent a

demontrer les premier, deuxiemc et troisieme theoremes, on clablira

OEuvres dc C. S. I, t. XI. 28
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des theoremes analogues, ct, a la place cle la formule (i), on obtiendra

1 fiquation suivante

^ P(r, y + *,*,) + Q (y, *,y, -,) + R */(/ *&amp;gt;**)

G, H, K, L, M, N, P, Q, R etant des fonctions de x et dej
2
-h - 2

.

III. Sur les vibrations de I elher dans lea milieux isophanes.

Revenons a la formule (6) du I. Si, pour abreger, Ton ecrit sim-

plement H, Y], (, a au lieu de c:
, Y] O , ( , a

, cette formule donnera

(0 I)|a = fl,

la valeur de a etant

(2) = a + ^Y] H- cC.

D ailleurs O sera une fonction lineaire, non seulement des coordon-

, b, c du point fixe R situe a 1 unite de distance de 1 origine 0,

mais encore des deplacements moyens 5, Y), C, et en meme temps une

fonction symbolique de

u = Dx ,
t1 Dr ,

iv r^ D c .

Cela pose, pour que 1 equation (i) dcvienne propre a representer

les mouvements de Tether dans un milieu isophane, il suflira evidem-

ment que la fonction de

M, , iv; a, b, c; , n, C,

designec par 12, devienne isotrope. De cette remarque, jointe au theo-

reme III du II, on conclura sans peine que le milieu donne sera iso

phane, si 1 equation (i) se reduit a la formule

(3)
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E, F, K etant trois fonctions symboliques do D;. -+-!);.-+- D;;. ( .die

derniere formule dcvant subsistcr, qucllc quo soit la position &amp;lt;lu

point R sur la surface dc la sphere decrite du point comme centre

avec le rayon i, il en resulte qu apres avoir substitue a sa valenr

a\ -+- br\ -+- c C on pourra egaler entrc cux dans les deux membres les

coefficients de a, b, c. On obtiendra ainsi les trois equations

(4)

la valeur de u etant

(5) v^D^ + DyYU-D-e,

c est-a-dire les equations differentielles du mouvement de Tether dans

les milieux isophanes (voir le Tome XV, page 916) ( ).

Si le milieu dans lequel 1 cthcr cst contcnu devait etre isophane,

non plus d une maniere absolue, mais seulement autour de 1 axe

des x, alors, en partant de 1 equation (2) du paragraphc precedent,

on obtiendrait, non plus la formule (3), mais la suivante

(6)

G, H, K, L, M, N, P, Q, R etant des fonctions symboliques de Dx et

de D^.-f-D^; puis on en conclurait

-i- (MDr
- NI) 5 ) (Dr n -+- D,C) + RDr (D,-n

- Dr C),

Die =HC -KYI + PD,?

Si Ton veut que ccs dernieres formules restent inalterables, quaiul

on remplacc le demi-axe des y positives par le dcmi-axe des r nega-

(!) OEuvres de Caucliy, S. I, T. VII, p. 207.
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tives, on dcvra reduire a zero les coefficients symboliques K, X.

Q, R, et alors on retrouvera les formules obtenues dans le Memoire

d aout i836 (page 69).

455.

C. R.. T. XXX, p. 1 14 (28 Janvier i85o).

M. AUGUSTUS CAUCHY depose sur le Bureau un exemplaire du Memoire

sur les systemes isotropes de points materials, qui doit paraitre prochai-

nement dans le Recueil des Memoires de I Academic.

456.

PHYSIQUE MATIIEMATIQUE. - Memoire sur les vibrations de iether

dans les milieux qui sont isophanes par rapport a une direction

donnee.
C. R.. T. XXX, p. 93 (4 fcvrier i85o).

I. Des conditions auxquelles satisfait une fauction des coordonnees rec-

tilignes de divers points, quand elle est isotrope par rapport a I un des

axes coordon nes.

Soient

x, y, z; x,, / 5,; x
a , y,,, z

n ;

les coordonnees rectilignes de divers points P, P
/?
P

w , .... Une fonc-

tion O de ces coordonnees sera isotrope par rapport a 1 axe des x, si

on ne 1 altere pas en faisant subir aux coordonnees r, z; j ;
, ^; y i/t

z
tf

; ... les changements de valeurs qui resultent d un mouvement de

rotation imprime aux axes des y et des z autour de 1 origine des

coordonnees.

En partant dc cette definition, Ton etablit sans peine les proposi

tions suivantes :
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TflfcofttME I. Si inn* function Q des coordonnees .r, y, c; .r , y, 5 ;

^v 7, -; ^ diners points P, P
/t I\, ... . est isotrope par rapport a

I axe des x, elle dependra uniquement des abscisses x, & x , ... dc ces

memes points, de leurs distances a Uaxe des x, des angles que forrnero/n
entre elles ces distances, on leurs projections sur un plan perpcndicidaire
a I axe des x, enfin da sens dans lequel se mouvront des rayons veclmrs

assujettis a passer constamment par I origine et a decrire les angles dont

il s agit.

THEOREME II. -- Les memes choses etant posees que dans le theorems I.

si les coordonnees sont rectangulaires, la fonction ii dependra
ment des abscisses x, x

t
, x

lt
, ...des sommes de laforme

y- + z- ou

et des bindmes de laforme

THEOREME III. Les memes choses etant posees que dans les theoremes I

et //, et les points P, P,, P
/r
etant au nombre de trois, si ii doit elre une

fonction lineaire, non seulement des coordonnees x,, y t
,
z

t

du point P,,

mais encore des coordonnees x
y , y t/

, z.
/f
du point P

;/
, on pourra prendre

pour Q Vim quelconque des produits

(77, + -,) (y,, z -ys,), (yz,-y, z] ( 7//
z -yz,},

ou bien encore la somme de ces produits respectivement multiplies par des

fonctions quelconques des deux quanlites variables x et y- -f- z-.

Corollaire I. Comme on a identiqucment

y*.} = (y*+z-) (y.y.

(-1

**,} = (y*+ - 2

) (y, *,
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il en resulle que, des onze produits mentionnes dans Ic theoremc III,

les deux derniers peuvent etre omis sans inconvenient, ce qui permet

de reduire la fonction 1 a la forme

(i) +[L^ /
+ M(yj /

+~:;
/ ) + N(ys / -j,~)]

G, H, K, L, M, N, P, Q, R etant des fonctions de x et de y- -+- z~.

Corollaire II. -- Si, dans la formule (i), on remplace G par G -4- Lx,

H par H -+- MX, K par K -f- N.r, on aura, pour determiner O, la for

mule

(2)

Corollaire HI. L equation (2), ainsi qu on devait s y attendre, com-

prend, comme cas particulicr, la formule (i) du precedent Memoire

(page 217), a laquelle on la red nit, en posant

G=iP E, H = N = o, L^F^r, M = F, Q = K^r, R = K.

II. Sur les vibrations de I ether dans des milieux gui sont isophanes

par rapport a une direction donnee.

Supposons que les vibrations de Tether s executent dans un milieu

qui soit isophane par rapport a 1 axe des x. Ces vibrations pourront se

deduire de la formule (i) (page 217), dont le second membre 12 sera

une fonction lineaire, non seulement des coordonnees , b, c d un

point fixe situe a 1 unite de distance de 1 origine, mais encore des

deplacements , TQ, ( d un atome d ether mesures parallelement aux

axes des x, y, s, et en meme temps une fonction symbolique de

u = D x ,
v I)r ,

\\&amp;gt; 1)..

Cette fonction de u, v, w, a, b, c; %, Y], C devant d ailleurs etre iso-
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trope par rapporl a Taxe ties x, il suflira, pour robtcnir, de
n&amp;gt;m|&amp;gt;lar&amp;lt;T

dans le second membre de la formulc (2) du I, JT, y, z par u, r, n :

a
i ,Vi -i par a, 6, c, ctx ,yu ,

z
u par E, r

(
, C. Alors le (rinome

xx,-&amp;gt;ryyt -&amp;gt;rsz9

se trouvera evidemment remplace par le suivant

^ I ,
. _i_ . v-

on, ce qui rcvient au memc, par la quantite

(0 u=rI)^?-f-Dr -o-f-D,C,

qui represente la dilatation du volume de Tether au point (x,y,z}.
Cela pose, la formulc (i) de la page 217 donnera

- en) 4- R(I) S Y] l)r ?),

la valeur de etant

(5) = a|+ bf\ -f- c?.

Si, apres avoir substitue cette valeur tie a dans la formulc (u), on

egale entre eux, dans les deux membres, les coefficients tie a, b, c,

alors, en posant, pour abreger,

(4) z=-D s yj-i)y r,

on obtiendra les equations

RE,

D
)&amp;gt;
+ (MDr

--ND-)u,

Dy)|+ (MD- + &amp;gt;D)-j.

Ainsi qu ondevaits y attcndre, les equations (5) comprennent, cominc

casparticulier, les formules (4), page 2i9,auxquelles on les reduil en

posant

GzzzP-E, Hn:N= 0, L zz: FD*, M = F, Q-RI).,.. H K.
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Si Ton veut que le second membrc do la formule (i) satisfasse a la

condition de rester inalterable quancl on rcmplace le demi-axe des

y positives par le demi-axe des /negatives, on devra suppose?

Alors les equations (5), reduites a la forme

(6)

s accorderont avec les formules obtenues dans le Memoire lithogra

phic de 1 836, page 69.

Si dans les calculs qui precedent on prenait pour point de depart,

non plus 1 equation (2), mais 1 equation (i) du I, alors, a la place

des formules (5), on obtiendrait les suivantes :

jj^ py, _!- Q + (HDy
- KD^ + (MDy ND-) (Dy r, H- IK C),

I DJ C =PC Qt] + (HD. -f- KDy )
? -f- (MI), + NDy ) (J)y f\ -+ D- C).

Dans un prochain article, je dirai comment les formules (5) on (7)

s appliquent a la determination des vibrations dc Tether dans les cris-

taux a un axe optique.

457.

PHYSIQUE MATHEMATIQI:R. Note sur la difference de marche entre les deux

rayons lumineux qui emergent d une plaque doublement refringente a

faces paralleles.
C. R., T. XXX, p. 97 (4 fevrier i85o).

Supposons qu un rayon lumineux simple tombe sur une plaque a

faces paralleles.
Nommons

e 1 epaisseur de la plaque;
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i.)T

-
Tangle d incidence;

T Tangle de refraction ;

co la vitesse de propagation des ondes incidentes;

co la vitesse de propagation des ondes refractees.

On aura

to = *;.
,) SHIT

Soient, maintenant,

// nne longueur mesuree, dans Tinterieur de la plaque, sur la direc

tion du rayon refracte;

/ le temps qu emploie une onde refraelee a parcourir la longueur //;

s le chemin parcouru par une onde incidente pendant le temps /;

s la projection de la longueur h sur le rayon incident, on, ce qui

revient au meme, la distance entre les plans des ondes incidente et

emergente menecs par les extrcmites de la longueur h.

On aura evidemment

h c seer
,

t
,

, s = * t
;

0)

par consequent,

0) _ sillT

et

/ O \ I , , _ _/ .

Done Tonde emergente sera en retard sur une onde incidente qui

aurait conserve, pendant le temps t, la vitesse de propagation co, la

difference de marche etant

/ / f
sirir sm ( T __ T

) s .9 = h -. - cos
( T T ) h

Lsmr sin-

) &amp;gt;in T
((1ST := C

SUIT

Concevons maintenant que la plaque donntM 1 soil doublenieiil refrin-

gcnte, et, en nommantT Tangle de refraction ordinaire, designons par

T&quot; Tangle de refraction extraordinaire. Les deux ondes emergento

qui repondront aux deux rayons ref rarfes ordinaire et extraordinaire

GEiwres de C. S. I, t. XI. !
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seront en retard sur une onde incidente qui aurait conserve, pendant

le temps /, la vitesse de propagation co, la difference de marche elanl

representee dans la refraction ordinaire par le prodnit

Sill

et dans la refraction extraordinaire par le produit

sin(7 T&quot;)

sinr&quot;

Done la difference de marche entre les deux rayons emergents, extraor

dinaire et ordinaire, sera representee par le prodnit

c \ I
1

&quot;llH^ll __ sin(T ~- T )1

MM?&quot; sinr

et, si Ton nomine % cette difference de marche, on aura

sinTsin(r T&quot;)

o c
sinr SUIT

En appliquant cette formule tres simple an cas on Ton considere

une plaque de cristal de roche taillee perpendiculairement a I axe

optiqne, et nornmant o la valeur de o correspondante a une valeur

nulle de ~, on trouve sensihlement dans une premiere approximation

/ r \ &quot;* o ^ 2 4 S
*

4

&quot;- etant la difference entre les indices de refraction extraordinaire et

ordinaire. C est, an reste, ce que j expliquerai pins en detail dans un

autre ai liclc on je comparerai mes formnles avec celles (ju ont pro-

posees MM. Airy d Mac-Cnllagh.
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458.

( .. H., T. XXX, p. i()i (18 fcvricr iS&amp;gt;o).

M. AUGUSTIN CAUCHY presente un Memoire sur les/o/wrtio/w do/it les

ddveloppements en series ordonnees suivant les puissances ascendantes

et enlieres d nne variable satisfont a cerlaines conditions digncs de

remarque.

459.

A.YM.YSI. MATHKMATiuiiK. Rapport surun Memoire relalifau devehppement

de I exponentielle e
x
enproduit eonlinu; par M. FKDOK THOMAS.

C. K., T. XXX, p. ifr&amp;gt;. (iS fovricr iS3o).

Kulcr a fait voir que les sinus, les cosinus et les fonctions dans les-

quelles ils se transforment, quand on remplace les arcs supposes reels

par dfs variables imaginaircs, peuvent etre changes en produits com

poses d un nombre infini de facteurs, cliaque tacteur etant du premier

dcore par rapport a la variable que Ton considere. De plus, M. Jacobi

a decompose certaines transcendantes en produits de facteurs binomes

qui sont encore en nombre infini, mais de degres representes par les

nombres entiers i, 2, 3, Enfin, dans un Memoire sur les pro-

prietes de certaines factorielles (voir les Comptes rendus, Tome XIX,

page 1069) ( ), 1 un de nous a observe quc Ton peut, sous certaines

conditions, decomposer en facteurs binomes de cette espece les fonc

tions qni se developpent en series ordonnees suivant les puissances

ascendantes d une variable. Alors, // etant un nombre entier quel-

conque, les divers facteurs sont de la forme

i N x&quot; ,

N riant un coefficient qui varie avec 1 exposant n (- &amp;gt;.

i
. OEuvres de Caitc/n; S. I, T. VIII, ]&amp;gt;.

3i i.

(*) Si. pour fixer les iik-cs. mi dccomposait on facteurs dc cctle tonne I exponen-
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AI. Fcdor Thoman, en chcrchant a developper en facteurs 1 expo-

nentielle e
x

, a suppose que chaque facteur etait, non plus cle la forme

mais de la forme

(i#) N
:

ct, en partantde cette supposition, il a obtenu deux formules distinctes

dans chacune desquelles 1 exposant N se deduit generalement et direc-

tementde 1 exposant n. D ailleurs, de ces deux formules, M. Thoman

tire aisement une troisieme equation, en vertu de laquelle 1 exponen-

tielle e
x
se decompose en facteurs de la forme

n etant un entier dont les facteurs premiers sont impairs et inegaux

entre eux. Ajoutons que de cette troisieme equation il deduit un deve-

loppement remarquable de la variable x en une serie dont le terrne

general est proportionnel a Pare qui a pour tangente x&quot;.

Les formules etablies par M. Thoman supposent implicitement que
la valeur numerique de la variable x est inferieure a 1 unite. Si cette

condition n etait pas remplie, les series formees avec les logarithmes

des divers facteurs de chaque produit cesseraient d etre eonver^entes,

et, par suite, les formules obtenues cesseraient de subsister.

Les nouvelles formules de M. Thoman nous paraissent d autant

plus dignes de [ attention des analystes, que le nombre des fonctions

tiellc ex
,
on trouverait, en supposant le module de x inferieur a 1 unite,

Dans le second rnembre de cetle dorniere equation, les coefficients des diverses puis
sances de x pourront etre aisement deduits les uns des autres, a 1 aide des formules (ID

-f-n

du M6moire cite, en vertu desquelles le TV**** facteur sera de la forme i
&amp;gt; lorst]ue

n sera un nombre premier egal ou superietir a 3. Ajoutons que, pour des valeurs paires

( i
\

ou impaires, mais tres considerables de , le coefficient de xn sera le produit de :

n

par un nombre tres pen different de 1 unite.
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jusqu ici decomposers en prnduils de farteiirs de Tonne deferminee

csi f orl restreint. Kn consequence, les Commissatres pensent que le

.Memoire de M. Kedor Thoman merite d etre approuve pur ( Academic

cl in sere dans le Hecueil des Savants etrangers.

460.

ANALYSI: MATHKMATIOUE. -- Memoire sur la decomposition desfonctions

e/i factcurs.

C. II., T. XXX. p. i sii
(

&amp;gt;. ) fevrier i8
r

&amp;gt;&amp;lt;&amp;gt; &amp;gt;.

Dans un Memoire presente a 1 Academie le i(S novembre 1844 ( ).

je me suis occupe de la decomposition d une fonction s de la variable x

en facteurs de la forme i -h NJ?&quot;, n etant un nombre entier quelconque

et N un coefficient qui depend de Fexposant n. J ai considere speciale-

ment le cas ou la fonction s pent se developper en une serie ordonnee

suivant les puissances entieres et positives de x, et
j

ai indique deux

methodes qui sont propres a fournir la decomposition desiree. Or,

dans le cas dont il s agit, ces deux methodes se.ro nt encore appli-

cables, si Ton veut decomposer la fonction s, non plus en facteurs de

la forme i -f- NX&quot;, mais en facteurs de Tune des formes

Parmi les resultats auxquels on parvient en operant ainsi, on doit

distinguer ceux qu on obtient lorsque, dans le developpement de hv)

suivant les puissances entieres et positives de .r, le coefficient de .*&quot;

se decompose en facteurs correspondants aux divers facteurs pre

miers de I exposant n. Alors les equations qui fournissent la decom

position de la fonction s en facteurs se simplifient, et comprennent,

( ) OAmvr.v (fr Cailc/iy, S. I, T. VIII. p. 3 I I .
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comme cas particuliers, les formules remarquables que M. Kedor

Thoman a donnees dans un Memoire approuve par 1 Academie.

ANALYSE.

Soil s une fonction do x, developpable, an moins pour un module

do x infericur a une certaine limite, en une serie ordonnee suivanl

les puissances entieres et positives de x, en sorte qu on ait alors

(i) s
-- H + H^-H H 2 .r

2
4-. . . .

Pour decomposer s en facteurs de la forme (i 4- x rf ou, ce qui revient

au memo, pour trouver les valours de ,, ^,, kn , . . . , propres a verifier

la formule

(
2

)
S = H

(
I -+- X )

A
.

(
I -t- X*~ )*, (

1 H- X*
)

/M . . .
,

il suffira de recourir a 1 une des methodes indiquees dans le Memoire

du 18 novembre 1844- Si, pour fixer les idees, on emploie la seconde

methode, alors, en posant, pour abreger,

(
3

)
1

(
i -i- -.-_- x -\- , f- x- -h . . .

) K, x 4- K, x- -+-...,

on obtiendra 1 equation

K
,
JT -+- K 2 oC

2
--i- K 3 x* -+- . . .

A&quot;!
1

(
i -T- x

) 4- A 2 1 (
i -4- x-

)

a laquolle on satisfera en posant

(4) KI ^i K, A-, -A&quot;,,
K

;i
A

-

3+ ^ A, , ...
2 O

et, par suite,

(5) A-jK], A, --Kj-h -/,-,, A- 3
=r K 3 ,,-A,, ----

.i O

Or il est clair que les equations (4) et (5) pourront servir a deter-
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miner, non seuleinenl les coefficients K,, K,, K
:i

, ..., lorsqu on con-

naitra les exposants k\ , k.,, /.,, ..., mais encore les exposants /-,, /(-,,

/
i lorsqu on connaitra les coefficients K,, K.,, K 3

Coneevons maintenant que, dans le second membre de liqua
tion (2), I exposant kn du binome i H- x11

soil lie a I exposant //, de

telle sorte que k,, se decompose en (aclenrs correspondants aux divers

f acteurs premiers de n. Designons, pour plus de eommodite, par a, b,

c, ... les nombres premiers

2, 3, 5, ...,

a etant egal a 2, et posons

(6)

a&amp;gt;, 1)^,
cv , ... etant les facteurs de N correspondants aux f acteurs a ,

IP, c\ . . . de //. Soil encore

(8) ///
-

a, 6, y, . .. etant des entiers quelconques; el, en supposant

(9) a8= b =c ... i,

nommons .M un coefficient variable avec m, et determine par le sys-

leme des equations

(lO) /// M = A a ligCy. . .,

(11) A a
--- S (

-
i

)

+
x

a&amp;gt;, a\ \\?&amp;gt;

----- S l) a bv-, C - S
~^

On aura, Kw etant egal a M,

(12) K Pr -+- K,^- 2

.M se rtkluisant a 1 unite en rneme temps que I exposanl /// , el le

signe S s etendant, dans la formule (j 2 ), ;i toutes les valenrs entiercs
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et positives do tn\ puis on trouvera, sous la meme condition, on egard

aux formulcs (2) et (3),

(.3)

par consequent,

Or, en vertu de 1 equation (10), que Ton peut mettre sous la forme

-Al sera evidemment decomposable en facteurs corrcspondants aux

divers facteurs
a

, If, c^, ... du coefficient 772. Ajoutons que, si Ton

pose, pour abreger,

(16) ^=A., |= ,6 , ^ = Sy.....

la form ul e (ID) sera reduite a

(17) M JUa Di&amp;gt;6ey
____

Reciproquement, si le coefficient M de x &quot; dans le developpcment

de !(*) se reduit a 1 unite pour 772 = i , et se decompose generalement

pour 7/z&amp;gt;&amp;gt;
i en facteurs Jloa , a(bg, 3Y , . . . correspondants aux facteurs &amp;lt;2

a
,

//% CT , ... de 7/z, alors, en attribuant successiyement, dans les for-

mules (u), a chacun des nombres a, 6, y, . . . les valeurs i , 2, 3, . . . ,

on deduira de ces formules, jointes aux equations (9), (i(J) et(y), les

valeurs successives de k^ k.,, k^, . . . ; et en posant toujours

on aura

a-,) _, -I- . . . -+- -lo
,
-f- I

(18) kn =

xVlors aussi les formules (2) et (14) donneront

(19) c= MlXm
:r (i + a;)
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la valeur generale dc k,t
etant determines par le sysleme des for-

mulos (G) et (18).

I. Si Ton vent avoir

m =
S

il suffira que M, en so reduisant a 1 unite pour m = i, s evanouisse

toujours pour m~^&amp;gt;i. Alors
a,&amp;gt;,, nb^, v , ... so reduiront toujours a

1 unite pour dcs valeurs nulles des indices X, [/., v, ... et a zero pour
des valeurs positives de ces memes indices on dc quelques-uns d entre

eux. Done, par suite, en nommant le nombre des facteurs premiers,

impairs et inegaux de n, on tirera de la formule (18)

/.---&amp;lt;&amp;gt;, si 1 un dcs facteurs
/JL, v, ... surpasse 1 unite;

^ n :
~

( i)-&amp;gt;
si p, v, . . ., etant egaux a 1 unite, &amp;gt;. s evanouit; enlin

/
(

i
H&amp;gt;

v
&amp;gt; &amp;gt;

etant egaux a 1 unite, A est positif.

Alors aussi 1 equation (19), reduite a la forme

1 i i _i _i

coincide avec la premiere des formules de M. Thoman.

Example II. -- Si Ton veut avoir

S Mxm
.

m = l I X

il suffira que les nombres xx , o(b
[JL

, v ,
. . . sc reduisent tous a 1 unite,

non seulement pour des valeurs nulles, mais encore pour des valeurs

positives des indices X, [/., v, . . . ; et par suite les formules (18), (19)

3

(22) e 1- -

(i -f. .r
) (i -{- ,r 2

)

2
(i + ^f 3

)

3
(i + x *}* (\ + .r 3

)i&amp;gt; (i + ^- 6
). . -.

OEuvresde C. S. I, t. XI. 3o
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Si, dans les formulcs jusqu ici obtenues, on rcmplace les binomes

do la forme i -t- xn
par des binomes de la forme i x&quot;, on obtiendra

de nonvelles formules analogues a celles que nous avons trouvees.

Ainsi, par exemplc, en supposant toujours qu a la valeur de m deter-

minee par 1 equation (8) correspond la valeur de M determinee par

1 equation (17), on obtiendra, au lieu dc 1 equation (19), la suivante

(28) &amp;lt;r-

M

la valeur de kn etanl

(a4) ,,,

La formule (23), dans le cas oil-Ton pose

;// = &amp;lt;

S

fournit la seconde des equations donnees par M. Thoman.

II est bon d observer que les formules (19) et (28) supposent Tune

et 1 autre la convergence des series dont les termes generaux sont

et kn x n
.

461.

ASTRONOMIE. --
Rapport sur un Memoire intitule : Melhode pour calculer

les elements des planetes , on plus generalemenl des astres donl les

orbites sonl pen inclinees a I ecliptique, fondee sur I emploi des deri-

vees, relatives an temps, des trois premiers ordres de la longitude geo-

centrique et du premier ordre de la latitude; par M. YVON YI[,I..\R(;KAI :
.

C !{.. T. XXX, p. 426 05 avril i85o).

On sait que, dans le mouvement elliptique d une planete aulour du
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Soleil, le rayon vecteur, 1 anomalie vraie et I anomalie exrentrique

dependent du temps t et de trois elements, qui sont le demi i^rand

axe, 1 excentricite et 1 epoque du passage de la planete an perihelie.

Si a ces trois premiers elements on joint la longitude du perihelie

mesuree dans le plan de 1 orbite, la longitude du nreud ascendant

mesuree dans le plan de I ecliptiquc et 1 inclinaison du plan de 1 or-

hitc sur le plan de Fecliptique, on obtiendra le systeme des six ele

ments du mouvement elliptique de la planete.

D autre part, le mouvement effectif de la planete se trouve lie a

son mouvement apparent vu de la Terre par trois equations de con

dition qui renferment avec les deux derniers elements sept quantites

variables, savoir : les distances de la planete au Soleil et a la Terre,

sa longitude et sa latitude geocentriques, sa longitude mesuree dans

le plan de son orbite et la longitude heliocentrique de la Terre. De

ces quantites variables, trois seulement sont inconnues, savoir : la

longitude de la planete mesuree dans le plan de son orbite et les

distances de la planete au Soleil et a la Terre. Enfin, dc ces trois

inconnues, les deux premieres peuvent etre considerecs comme fonc-

tions du temps et des quatre premiers elements. Done, si Ton elimine,

entre les trois equations de condition, la distance de la planete a la

Terre, les deux equations restantes pourront etre censees ne ren-

fermer d autres inconnues que les six elements. Le systeme de ces

deux equations pourra done servir a determiner les six elements, si

Ton en tire trois systemes semblables, en 1 appliquant a trois obser

vations distinctes. Si les trois observations se rapprochcnt indefini-

ment Tune de 1 autre, le systeme des formules obtenues sera equi

valent a celui auquel on parviendrait en joignant aux deux equations

ici mentionnees leurs derivees du premier et du second ordre, f our-

nies par des differentiations relatives au temps. 11 en resulte qn on

pourra reduire la determination des six elements et, par suite, d une

inconnue quelconque, a la determination des longitude ct latitude

geocentriques de la planete et de leurs derivees du premier et du

second ordre.
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Concevons en particulier que Ton prennc pour inconnuc la dis

tance rde la planete au Soleil. Pour reduire la determination de cette

inconnue a celle des longitude et latitude geocentriques et de leurs

derivees du premier et du second ordre, il faudra commencer par eli-

miner les six elements de 1 orhite entre les deux equations de condition

ci-dessus indiquees et leurs derivees du premier et du second ordre.

Or on evitera cette elimination, si aux equations dont il s agit on sub-

slilue les trois equations differentiellcs du mouvement de la planete

qui ne renferment aucun element, et si, apres y avoir exprime les

eoordonnees rectangulaires de la planete par rapport au centre du

Soleil pris pour origine, en fonction de la distance de la planete a la

Terre, ou de la projection p de cette distance sur le plan de 1 eclip-

tique, on elimine entre les trois equations trouvees les derivees de p

du premier et du second ordre. En effet, en operant ainsi, on obtiendra

entre les inconnues p et r une equation unique, de Jaquelle on pourra

chasser a volonte 1 inconnue p ou 1 inconnue r, a 1 aide de la formule

trigonometriquc deduite de la consideration du triangle qui a pour

sommets la planete, le Soleil ct la Terre. On retrouvera de cette ma-

niere 1 equation connue qui s abaisse au septieme degre, quand on la

debarrasse d un facteur etranger a la question.

En resume, la determination des elements dc I orbitc d une planete

pout etre reduite a la determination des valours qu acquierent a une

epoque donnee ses longitude et latitude geocentriques et leurs deri

vees du premier et du second ordre, et a la resolution d une equation

du septieme degre. Toutefois, cette reduction suppose que la planete

se meut hors du plan de 1 ecliptique. Si elle decrivait une orbite ren-

I ermee dans ce rneme plan, il n y aurait plus lieu a considerer ni la

longitude du no3ud ascendant, ni 1 inclinaison; par suite, les elements

inconnus du mouvement elliptique seraient au nombre de quatre seu-

Jement; et en meme temps les equations de condition par lesquelles

le mouvement effectif dc la planete se trouve lie a son mouvement

apparent vu de la Terre se reduiraient a deux. Done, en eliminant

rntre ces deux equations la distance de la planete a la Terre, on
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obtiendrait unc (-([nation unique &amp;lt;|ui pnurrait ctrc ccnscc uc ren-

fermer d autres inconnues que les quatrc elements. Pour de.duire dc

cette equation unique les quatre elements Jont il s agil, il faudrait la

transformer en qtialre equations diverses, en 1 appliquant successive-

ment a qtiatre observations dislinctes. Si d ailleurs ces quatre obser

vations se rapprochent indefiniment Tune de 1 autre, le systeme des

formulcs obtenues sera equivalent ii eelui auquel on parviendrait en

joignant ii I equation ici mentionnee ses derivecs du premier, du

deuxiemc et du troisieme ordre, f ournies par des differentiations

relatives au temps. II en resulte que, dans I liypotbese admise, on

pourra mini re la determination des quatre elements, et, par suite,

d une inconnue quelconque, a la determination de la longitude ireo-

centrique de la planete et de ses derivees du premier, du deuxiemc

et dn troisicme ordre.

Concevons, en particulier, que Ton prenne pour inconnue la dis

tance r de la planete au Soleil. Pour reduire la determination de cette

inconnue ii celle de la longitude geocentriquc et de ses derivees des

trois premiers ordres, il faudra commencer-par eliminer les quatre

elements entre [ equation de condition ci-dessus indiquec et ses deri

vees des trois premiers ordres. Or on evitera cette elimination, si it

inequation dont il s agit on substitue : i les deux equations difleren-

tielles du mouvcment de la planete qui no renferment aucun element;

2 les derivees du premier ordre de ces memes equations, et si, apres

v avoir exprime les coordonnees rcctangulaires de la planete par rap

port au centre du Soleil pris pour origine en fonction de la distance p

de la planete ii la Terre, on elimine la premiere derivee de r et les

derivees de p des trois premiers ordres, entre les quatre equations

trouvees et la derivee de la formule trigonomelrique deduite de la

consideration du triangle qui a pour soinmels la planete, le Soleil cl

la Terrc. En cfTet, en operant ainsi, on obtiendra entre les incori-

nues r et p une equation unique de laquelle on pourra cbasser, it

I aide de la formule trigonometriquc, ou 1 inconnue p ou 1 inconnue r.

On se trouvera conduit, de cette maniere, a une equation en r ou en p,
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qui sera du dix-huitieme degre et s abaissera au dix-septieme, quand

on la debarrassera d un facteur etranger a la question.

Ainsi, quand 1 orbite de la planete que Ton considere est comprise

dans le plan de 1 ecliptique, on obtient, pour determiner la distance r

de la planete au Soleil, non plus 1 equation connue du septieme degre

qui devient insufBsante, et laisse indeterminee la valeur de cette dis

tance, mais une equation du dix-septieme degre.

Si 1 orbite de la planete, sans etre rigoureuscment comprise dans le

plan de 1 ecliptique, est tres pen inclinee sur ce plan, alors, en ope-

rant comme dans le cas ou Finclinaison est nulle, on obtiendra entre

les inconnues r et p une equation qui renfermera, outre la longitude

geocentrique de la planete et ses derivees des trois premiers ordres,

la latitude geocentrique et sa derivee du premier ordre; et cette der-

niere equation, qui merite d etre remarquee, sera cellc qu a donnee

M. Villarceau, dont nous venous precisement d indiquer la methode.

En eliminant 1 inconnue p entre cette derniere et la formule trigono-

metrique deduite de la consideration du triangle qui a pour sommets

les trois astres, 1 auteur- obtient, comme dans le cas precedent, une

equation en / reductible au dix-septieme degre.

M. Villarceau a indique deux cas particuliers, dans lesquels la nou-

velle equation se trouve notablernent simplifiee. Ces cas sont celui oil

la planete est stationnaire en longitude, et celui oil on 1 observe a

1 epoque de 1 opposition. Dans le premier cas, 1 equation finale en p

peut etre aisement resolue a 1 aide d une elegante construction donnee

par M. Binet.

Quant a la determination des derivees des longitude et latitude

geocentriques, M. Villarceau 1 effectue a 1 aide de la formule generale

d interpolation donnee par 1 un de nous en i835.

Enfin M. Villarceau, pour ne laisser aucun doute sur 1 utilite de

sa nouvelle formule, 1 a specialement appliquee, en terminant son

Memoire, au calcul des elements corriges de 1 orbite de la planete

Iris.

Les Commissaires pensent que le Memoire de M. Villarceau est
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digne &amp;lt;le 1 approbation de 1 Academie; ils proposeraient do 1 insrrn

dans la collection dcs Savants elrangers, si 1 auteur ne 1 avait destine

a un autrc Recueil.

462.

TIIEORIE DE LA u MiERE. Note sur i intensite de la lumiere dans les rayons

reflechis par la surface d un corps transparent on opaque.

C. 11., T. XXX, p. 463 (22 avril i85o).

Les derniers Memoires de M. Arago sur la Photometric ont naturel-

lement reporte mon attention vers les formulcs analytiques propres a

fournir 1 intensite de la lumiere reflechie par la surface d un corps

transparent ou opaque. Or, en comparant les resultats jusqu ici

enonces par notre illustre confrere a ceux qtie donnent les formules,

j
ai vu avec satisfaction qu il y avait un accord parfait entre les uns

et les autres. Je me bornerai aujourd hui a citcr, a 1 appui de cette

assertion, deux exemples qui me paraissent dignes de remarque.

Diverses inductions ont conduit les physiciens a prendre pour

mesure de 1 intensite de la lumiere, dans un rayon doue de la pola

risation rectiligne, le carre de 1 amplitude dcs vibrations molecu-

laires du fluide ethere. Ce principe etant admis, si Ton decompose

un rayon polarise rectilignement en deux autres dont les plans de

polarisation soient rectangulaires entrc eux, les intensites de la

lumiere dans les rayons composants seront a 1 intensite de la lumiere

dans le rayon resultant comme les carres des cosinus des angles quc

les plans de polarisation des deux premiers rayons formeront avec le

plan de polarisation du dernier. Si d ailleurs le rayon resultant tombe

perpendiculairement sur la surface d un cristal doublement rel rin-

gent et a un seul axe optique, les rayons composants pourront elre

censes coincider avec ceux qui subiront, a leur entree dans le cristal,

la double refraction ordinaire et la double refraction extraordinaire.
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Done, par suite, si un rayon de lumiere tombe perpendiculairement

sur la surface d une plaque cristallisee, la portion de cette lumiere

qui subira la refraction ordinaire sera proportionnelle au carre du

cosinus de Tangle forme par la section principale du cristal avec le

plan de polarisation du rayon incident. Gette loi que Malus a donnee,

et quo confirment les experiences de M. Arago, est done, ainsi que
1 a rcrnarque Fresnel, un corollaire des principes sur lesquels repose

la theorie des ondulations.

Concevons maintenant qu un rayon lumineux, doue de la polari

sation rcctiligne, rencontre, sous une incidence quelconque, une

plaque isophane a faces paralleles. Apres avoir ete refracte par la

surface exterieure de la plaque, il sera reflechi, au moins en partie,

par la surface interieure, une autre partie pouvant constituer, apres

une refraction nouvelle, un rayon emergent. D ailleurs, en ayant egarcl

a I existence des rayons evanescents que fera naitre la reflexion operec

par la surface interieure, on pourra ctablir les lois de cette reflexion,

et res lois seront celles que fourniront les formules renfermees dans

les Memoires que j
ai presentes a TAcademie le 9 decembre 1889 ( )

et ie 2 Janvier 1849 (voirp. 96). Or il resulte de ces formules : i que,

si le rayon refracte par la surface exterieure forme, avec la normalc ii

cette surface, un angle dont le sinus surpasse Tunite divisee par Tin-

dice de refraction de la plaque, le rayon emergent disparaitra; 2 que,

dans le cas ou cette disparition a lieu, la reflexion du rayon refracte

operee par la surface interieure ne fait pas varicr Tintensite de la

lumiere. Done alors on peut affirmer que la reflexion est totale; ce

qui s accorde, d une part, avec la locution generalement admise, et,

d autre part, avec les experiences de M. Arago.

Ajoutons que, si Ton decompose le rayon refracte en deux autres

qui soient polarises, Tun dans le plan d incidence, Tautre perpendi

culairement a ce plan, la difference de marche entre les deux rayons

composants se deduira sans peine, quand la reflexion sera totale, des

( ) OEuvrex de Cauchy, S. I, T. V, p. 43.
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families etablics dans le Memoire du 2 Janvier 1849. 11 sera d aillcurs

facile d apprecier le degre de confiance que pourront meriter ces for-

mules, en comparant, comme M. Jamin se propose de le faire, les

resultats qu elles donnent a ceux que lui out fournis de nouvelles

experiences faites avec beaucoup de soin.

ANALYSE.

Conccvons qu un rayon de lumiere, doue de la polarisation rccti-

ligne, rencontre la surface qui separe un milieu isophane, dans lequel
il se meut, d une lame d air juxtaposee, de maniere a former avec la

normale a cette surface un angle T superieur a Tangle X de reflexion

totale. Si Ton nomme o Yanomalie du rayon reflechi, c est-a-dire la

difference entre les phases de deux rayons composants qui seraient

polarises ( ), Tun dans le plan d incidencc, Tautrc perpendiculaire-
ment a ce plan; alors, en appelant le coefficient tres petit qu ont

determine les experiences de M. Jamin, et qu il a nomme coefficient

(1
cllipticite, on aura

s

lang- .
i i

2 _ sm 2
(7 }.) sin 2

(7 + &amp;gt;.)

COST sin 2 r

Si le coefficient s evanouit, ou si on le neglige, on aura simple-
men t

2 sinr tangr

Cettc dernierc formule, qui se trouvc deja inscritc dans le Memoire
du 9 decembrc 1889, s accorde avec une formule equivalente donncM*

par Fresnel.

C
1

) Le rayon polarise dans un plan est cclui dans lequel les vibrations des molecules
elherees sont dirigees suivant des droitcs pcrpendiculaires a cc plan.

OEuvres de C. S. I, t. XI. 3 1
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4G3.

TIIEORIE DE LA LUMiERE. Rapport sur line Note relative aux anneaux

colores de Newton ; par MM. F. DE LA PROVOSTAYE et PAUL DESAIXS.

C. R., T. XXX. p. {98 (&amp;gt;.&amp;lt;)

avril i85o).

On sait que la superposition des divers rayons lumineux, succes-

sivement reflechis par les deux surfaces qui terminent une lame

d air tivs mince, comprise entre deux len lilies de verre, produit

des anneaux colores. On sait encore que ces anneaux, observes par

Newton, ctaient attribues, par ce grand geometre, a des acces de

facile reflexion et de facile transmission que les molecules lumi-

neuses subissaient periodiquement. On sait enfin que cette doctrine

singuliere des acces, a laquelle Newton s est vu oblige de recourir,

parce qu il admettait 1 hypothese de 1 emission, sc trouve heureuse-

ment remplacee, dans le systeme des ondulations, par la theoric des

interferences, qui fournit unc explication simple et naturelle du phe-

nomene des anneaux colores et de ses diverses circonstances. Toute-

fois il rcstait a eclaircir une difficulte grave ct un point sur lequel

Texperience sernblait n etre pas d accord avec la theorie. Lorsqu on

observe, sous diverses incidences, les anneaux formes cntre deux

lentillcs de vcrre, et que Ton determine, pour un anneau donne,

Tepaisseur de la lame d air comprise entre ces lentilles, on trouve

que cette epaisseur varie avec Tangle d incidence. Or, en vertu dc

la theoric des interferences, 1 epaisseur dont il s agit doit etre pro-

portionnelle a la secante de Tangle ^ forme par le rayon lumineux

qui traverse la lame d air avec la normalc aux deux surfaces sensi-

blement paralleles qui la terminent. D autre part, dans la formule

que Newton a deduite de ses experiences, Tangle T se trouve rem-

place par un autre angle dont le sinus est a sinT dans un rapport

constant egal a

106 +

107
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designant 1 indice de refraction du vcrre. Fresnel et HorsHiol out

recherche les causes de cette difference. Mais Irs explications qu ils

on ont donnees sont sujettes a dc graves objections, et les auteurs du

travail soumis a notrc examen sont parvenus a lever completement
la difficulte, en prouvant quc le desaccord enonce n existe pas. Us

ont observe, sous diverses incidences, les anneaux formes entre deux

verres par une lumiere homogene provenant de la combustion de

1 alcool sale. L inclinaison leur etait donnee par un theodolite de

(iainbey, et le systeme des deux verres, place sur un support hori

zontal, etait mis en mouvement par une vis micrometrique dont 1 axe

etait perpendiculairc an plan du cercle vertical du theodolite. Us ame-

naient successivement la partie la plus sombre de chaquc anneau noii;

sous le fil vertical de la lunette; et la marche dc la vis, qui pcrmettait

de mesurer jusqu a dc millimetre, leur faisait connaitrc les dia-

metres reels des anneaux. Les diametrcs, ainsi trouves, ont pu etro

facilement compares d une part a ceux quo determinait la theorie des

interferences, d autrc part a ceux qui so deduisaient de la formule

indiquee par Newton. Or il est resulte des observations faites par

IMM. de la Provostaye et Desains que Fexperience et la theorie des

ondulations s accordent parfailement jusqu aux dcrnieres limites oil

il leur a ete possible d apercevoir nettement les anneaux colores,

c est-a-dire depuis I incidence perpendiculairc jusqu a 1 incidcnco de

852i /

. Au contraire, les diametres deduits de la formule de Newton

different scnsiblcment, quand I incidence devient considerable, des

diametres observes. Ainsi, en particulier, sous I incidence dc 85&quot;2i ,

le diametre du septiemc anneau noir, exprime en millioniemes de mil

limetre, etait, d apres 1 observation, 47 ;53; d apres les formules four-

nies par la theorie des interferences, 47^j; et d apres la formule de

Newton, 4n settlement.

En resume, les Commissaires pensent que le travail dc MM. F. de la

Provostaye ct Desains, en rectifiant une erreur appuyee sur I autorite

meme de Newton, a fait completement disparaitre une objection grave

centre la theorie des ondulations lurnineuscs. Us proposent, en con-
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sequence, a I*Academic d approuver ce travail et d en ordonner Tin-

sertion dans le Recueil des Savants elrangers.

464.

Me/noire sur an sysleme d atomes isolrope aatour d un axe, et sar

les deux rayons Iwnineux que propagent les cristaux a un axe

optique.
C. R., T. XXXI, p. in (29 juillct 1800).

Dans ce Memoire, 1 auteur applique les formules generates qu il a

etablies, dans la seance du 4 fevrier, a la determination du mode de

polarisation des deux rayons lumineux que propage un cristal a un

axe optique. 11 prouve que, dans le cas oil les deux rayons sont peu

inclines a 1 axe et diriges suivant la meme droite, ils sont, comme Fa

suppose M. Airy, polarises elliptiquement, les ellipses decrites par

les atonies d ether dans chacun d eux etant a tres peu pres semblables,

mais disposees de maniere que leurs grands axes se coupent a angle

droit. II montre aussi que, dans le cas general, les rayons dont la

direction est perpendiculaire a 1 axe optique sont doues de la polari

sation elliptique, les ellipses decrites par les atonies d ether pouvant

se reduire a des cercles ou a des portions de droites. II scrait a desirer

que les physiciens examinassent sous ce point de vue les cristaux a

un axe optique, en recherchant si quelqu un d entre eux ne trans-

mettrait pas, dans les directions perpendiculaires a 1 axe, des rayons

polarises elliptiquement.
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465.

Memoire sur la reflexion ct la refraction de la lumiere a la surface exte-

neure d un corps transparent qid decompose un rayon simple done dc

la polarisation rectiligne, en deux rayons polarises circulairement en

sens contraires.

C. R., T. XXXI, p. 112 (ag juillct r85o).

Dans ce Memoire, 1 auteur determine, a 1 aide des methodes gene-
rales qu il a precedemment exposees, les intensites et le mode de

polarisation des rayons reflechis et des deux rayons refractes par la

surface exterieurc d un corps transparent, en appliquant speciale-

ment ses formules au cas oil le corps dont il s agit decompose un

rayon simple en deux rayons doues de la polarisation circulaire.

466.

TIIKOHIK DE LA LUMIKIIE. - -

Rapport sur un Memoire de M. JAMIX,

relatif a la double refraction elliptique du quartz.

C. K., T. XXXI, p. 1 1 2 (29 juillet i85o).

Lorsqu un rayon de lumiere, doue dela polarisation rectiligne, ren

contre, sous 1 incidcnce perpendiculaire, la surface exterieure d une

plaque de cristal de roche taillec perpendiculairement a 1 axe optique,

un prisme analyseur decompose le rayon emergent en deux rayons

colores, dont les teintes sont complementaires et varient, quand le

prisme analyseur vient a tourner. Ce phenomene remarquable, decou-

vert en 181 1 par M. Arago, devint bientot 1 objet de rccheivlies appn-
fondies. M. Biot reconnut que 1 azimut d un rayon simple et compli

1 -

tement polarise etait devie par la plaque de cristal de roche, hmlol n

droite, tantot a gauche, le sens de la rotation etant determine par la

nature speciale de la plaque employee. II reconnut encore que Tanitlr
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do rotation etait proportionnel al epaisseur cle la plaque, mais variable

avcc la refrangibilite, et reciproquement proportionnel, pour des

rayons de refrangibilites divcrses, aux carres des longueurs d ondu-

lation. II restait a donner une explication du phenomene. Une idee

heureuse et neuve s offrit au genie de Fresnel. II trouva que, pour

rendre compte dc Fexperience, il suflisait d attribuer a la plaque de

cristal de roche le pouvoir de decomposer le rayon incident en deux

autres rayons polarises circulairement, mais en sens contraires, et

propages avcc des vitesses inegales. Effectivement, la superposition de

deux semblables rayons reprodait a chaquc instant, un rayon done dc

la polarisation rectiligne, mais polarise suivant une droite mobile qui

tourne autour du rayon en decrivant un angle proportionnel au chemin

parcouru.

Lorsque la plaque de cristal de roche est terminee par des faces non

plus perpendiculaires, mais paralleles a 1 axe optique, le phenomene

que nous venons de rappcler disparait, du moins sous 1 incidence per-

pendiculaire; mais il reparait peu a pcu sous les incidences obliques,

ou bien encore quand les faces qui tcrminent la plaque sont inclinecs

sur 1 axe. Pour cxpliquer ces faits, M. Airy a generalise I hypothese

admise par Fresnel, et suppose que le cristal de roche decompose un

rayon doue de la polarisation rectiligne, mais oblique a regard de

1 axe du cristal, en deux rayons doues de la polarisation elliptique,

mais propages avec des vitesses inegales, dans lesqucls les atomes

d ether decrivent deux ellipses semblables entre elles, les grands axes

de ces ellipses etant perpendiculaires 1 un a 1 autre, et Tun de ces

grands axes etant pcrpendiculaire a 1 axe optique. La superposition

de ces deux dernicrs rayons reproduit a chaque instant un nouvcau

rayon polarise elliptiquement, dont il suffit dc reconnaitre les ele

ments pour etre en etat de determiner la difference entre les phases

des deux rayons composants et le rapport entre les deux axes de 1 el-

lipse correspondante a chacun d eux. M. Airy a d ailleurs suffisam-

mcnt justifie son hypothese, a 1 aide d experiences dont les resultats

se sont accordes avec elle.
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Quant a la loi suivant laquollo los deux: parametrcs (jiii determined

la nature (In rayon resultant variont avcc I inclinaison do ee rayon par

rapport ii 1 axc optique du cristal, ello a etc d ahord reclicrchee par

M. Mac-Culagh. Get autenr a reconnu que, pour obtcnir la loi enoncce

par M. Biot, il suffisait d introcluirc deux tonnes du troisieme ordre,

avcc des coefficients egaux au signe pros, niais affectes de signes con-

(raires, dans Ics equations atix derivees partielles du second ordre,

qui pcuvent representer, non pas un mouvement vibratoire quel-

conque, mais un rayon simple propage au travers d un cristal a un

seul axe optique, dans le cas ou Ton prend pour variable indepon-

dante, outre le temps, une seule coordonnee mesuree dans la direc

tion de ce rayon. M. Mac-Culagh a d aillcurs constate 1 accord de la

form tile en termes finis a laquclle il est parvenu avec deux expe

riences dc M. Airy. Ajoutons que 1 un de nous a deduit de la theorie

di s actions molcculaires des formules qui, dans le cas ou il s agit de

rayons pen inclines sur 1 axe optique du cristal dc roche, s accordcnt

scnsiblemcnt, au moins sous certaines conditions, avec les hypotheses

et les formules de MAL Airv et Mac-Culagh.
tt

M. Jamin a pense, avec raison, qu il serait utile d appliquer ii 1 etude

de la double refraction produite par le cristal dc roche les precedes a

I aide desquels il avait determine, d une maniere si precise, la nature

clcs rayons reflechis par la surface d un corps isophane et constate les

lois de cettc reflexion.

En consequence, il a etudie avcc soin le mode de polarisation du

rayon emergent d une plaque de cristal de roche taillee perpendicu-

lairement a 1 axe optique, dans le cas ou le rayon incident est done

do la polarisation rectiligne, et en admettant que la forme de 1 ellipse

dccrile par un atome d ether dans un rayon peu incline a 1 axe optique

est tres peu modifiee par la refraction a 1 emergence. Les resultats quo

M. Jamin a deduits de scs observations s accordent avec les formules

quo nous avons ci-dessus mentionnees et sont reiifennes dansplusicurs

Tableaux auxquels los physiciens attacheront certainement beauconp

de prix.
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En resume, les Gommissaires sont d avis que le nouveau Memoire

de M. Jamin est digne, comme ses Memoircs precedents, d etre

approuve par I Academic, et imprime dans le Recueil des Savants

( (rangers.

467.

THEORIE DE LA LUMIERE. -- Sur les rayons de lumiere reflechis et refractes

par la surface d un corps transparent.

C. R.. T. XXXI, p. 160 (5 aoflt i85o).

Comme je 1 ai remarque dans d autres Memoires, le principe de la

continutte du mouvement dans Tether fournit le moyen de calculer

les elements des rayons de lumiere reflechis on refractes par la sur

face exterieure ou interieure d un corps transparent ou opaque.

Concevons, pour fixer les idees, que la reflexion et la refraction

soient operees par la surface exterieure d un corps transparent. Sup-

posons que cette surface soit plane, et rapportons les differents points

de 1 espace a trois axes rectangulaires x, y, z. Enfin, concevons que,

le corps transparent etant situe du cote des x positives, on prenne sa

surface exterieure pour plan des j, z, et faisons tomber sur cette sur

face un rayon simple dont la direction soit celle d une droite ren-

fermee dans le plan des x, y.

Nommons

T Tangle d incidence, et soient, dans le rayon incident,

T la duree d une vibration atomique;

1 la longueur d ondulation;

;, y], ( les deplacements effectifs d un atome d ether mesures, au bout

du temps /, parallelement aux axes des x, y, z;

, Y], $ les deplacements symboliques du meme atome.

Le mouvement simple correspondant au rayon incident sera carac-

terise par Tcxponentielle
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los valours do u, r, .v otant determinees par los ronnulos

, ,
. 271 .

A- COST, r A sin r, =: i, s

ot i etant I uno des racincs carrees do i. D aillours la reflexion et

la refraction operees par la surface exterieure du corps transparent

dnimeront naissance : i a deux rayons reflechis, 1 un visible, 1 autre

evanescent; 2 a trois rayons refractes, dont les deux premiers so

redniront souvent a un soul, le troisieme etant evanescent. Gela pose,

concevons que les deplacemcnts eflfectifs d un atome ot le coefficient

do x dans 1 exponentielle qui caracterise un mouvement simple, c est-

ii-dire les quantites representees par

li ~n, C, &quot;,

quand il s agit du rayon incident, dcviennent

ii, TH, Ci, &quot;i, pour le rayon reflechi visible;

to vi c , c u c , pour le rayon reflechi evanescent;

Z, * , r, &amp;lt;&amp;gt;

, )

pour les rayons refractes visibles:

r ti% c&quot;, u\ }

c , -n c , C &quot;c&amp;gt; pour le rayon refracte evanescent.

On aura

ot, si Ton designe chaquo deplacement symbolique ii 1 aide d un trait

horizontal superpose au deplacement effectif correspondant, los equa
tions de condition relatives a imp valour nullo do x so reduiront sen-

si Moment aux formulcs

1 -I, U(l-tt )- U Z - U l := n
\, ,:;.

- Ue ln

( ) -ft -+- YJ, r/ r/ = -r\ e rtc , u(r, rj, ) a n
1

u&quot;r,&quot;= u c -ft ,.
//, i. .

I ?-!-?. *
?&quot; r _~r ,.(~r ~r \ ..t~vi

,,&quot;r&quot; ,/
&amp;gt;

,/
&amp;gt;

\
*

&quot;^ *1 = B *9C &quot;5C
&quot; \ *

-51 / -5 T -
,.--,. , -.

D aillours, le rayon reflechi visible offrant dos vibrations transvorsalos

OKiii-res dc C. S. I, t. XI. i! &amp;gt;
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comme le rayon incident, on aura, non seulement

(2) // | -f- ( Y] = O,

mais encore

(3) w, i rj, o;

c( Ton trouvera, an contraire, pour le rayon reflechi evanescent,

/ / \ ^e ___ fie r
(4) 7Te &quot;7

? =-

Ajoutons que, w&quot; etant egal a u dans tout corps isophane qui prodnit

la refraction simple, et peu different de u dans les corps doublement

refringents, on pourra, dans une premiere approximation, supposer

les formules (i) reduites aux suivantes :

(
5

)
&amp;lt; YJ -r- r) i V r/ Y]g rj (

,

,
M ( YJ *)j )

^

~
^ ^, ^ ;/ ^;,

j ^? &amp;gt;
\

&quot; ~f- M

2

Enfin, les formules

qui se verifieront completement, si le corps don no est isophane ef

produit la refraction simple, seront encore sensiblement exactes dans

le cas contraire. Or il est clair que les douze equations (3), (4), (5),

(6), (7) suffiront a determiner, sur la surface exterieure du corps

transparent, les valeurs d(&amp;gt;s dou/e inconnues
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en torn-lions lineaires des deplaeements symboliqnes

L n, c,

dont les deux premiers sont lies entre eux par la formule (-2). On

trouvera en parlieulier

a + u&quot;

u -
_ O o //

Si &= :^-,,^ c +r=

et

r _i_
Jr&quot;

_
^ -

~
,, i ,.&quot;

U - -\- V- -\-

la valcnr dc etant

II cst hon d observer quc, dans ces divcrses formules, //, u
e
soront

deux quantites algebriques, la premiere negative, la seconde posi

tive. An contraire, u, u
,

u&quot; scront trois qnantites geornetriques

respectivement egales an produit du facteur symbolique i par Irois

quantites positives. Ajoutons que, si Ton nomme 1, 1&quot; les longueurs

d ondulation dans les deux rayons ret racles et T , T&quot; les angles de

correspondents, on aura

u =A- COST ,
n&quot; rcosr&quot;, v k 1

sin? // sinr&quot;,

les valeiii-s &amp;lt;le k , k&quot; etant

^ i-

/. -ri,

Lorsque le corps donne produit la retraction simple, on a
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Alors aussi, les rayons refractes se reduisant a un seal, on pent, dans

les formules (8), (9), poser

=o, r=o,

et par suite les equations (8), (9) coincident avec celles que nous

avons obtenues dans de precedents Memoires.

Lorsque le corps donne ne produit pas la refraction simple, les for

mules (8), (9) sont settlement approximates. Alors aussi les incon-

nues renfermees dans les equations (i) sont au nombre de quinze ; et,

pour determiner ces quinze inconnues, il suffit de joindre aux equa
tions (3), (4), (5) les six equations lineaires qui fournissent, pour

chacun des trois rayons refractes, les rapports entre les trois deplace-

ments symholiques compares deux a deux.

Supposons, par exemple, que le corps donne soit du nombre des

corps isophanes qui decomposent un rayon incident en deux rayons

polarises circulairement en sens contraires. Alors, en posant

/ /-&quot;

et choisissant k
,

k&quot;
, dc maniere que les rapports -^ soient positifs,

on obtiendra, pour representer les deux rayons refractes visibles,

deux equations de la forme

(10)

V =
-k i

-,, ^

et, des formules (i), jointes aux formules (3), (4), (7) et (10), on

deduira immediatement les valeurs des quinze inconnues

Si Ton veut, en particulier, determiner les inconnues

r r .

~
i ri . &amp;gt;&quot;// YII

-M Si, C, &amp;gt; t 1 ? S&amp;gt;

desquelles on deduit aisement toutes les autres, alors on pourra com-
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mencer par tiror des i onnulcs (8) et (9) les valours approchees do

puis on deduira des formules

los valours corrospondantos do

r-r, r-c ;

et, apri s avoir tiro dos equations (8), (9), (u) I, s valours dos

six inconnues
c .

t&amp;gt; pi. J/r ~ptt
?i %n 4 &amp;gt; s q t s

&amp;gt;

on corrigera los inconnuos

c,, r+r, f lf r+f,

on determinant lours corrections, indiquoos par 1 emploi do la lettre

caractoristique o, a 1 aide des formules

u- h V L u .4-
2 2

. u(n -}- u&quot;) + k- u&quot; u

It 4- i- U -h
2 2

Knfin, apri-s avoir ainsi oorrige les valours dos inconnuos

I, ?,

ol cellos dos sommes
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on determiners les differences

~-&amp;lt;i

r
-i

J-H j-i
c, , s s

a 1 aide des formules

II est bon d observer que, dans les formules (8), (9), (12), (i3),

(i4) ( [ 5), les valeurs des deux quantites

sont tres petites, et que, dans le calcul des inconnues determinees a

1 aide de ces formules, les erreurs commises sont de meme ordre que

les carres de ces deux quantites. Ajoutons que, dans ces diverses for

mules, on peut aisement introduire, a la place des lettres

u, r, i,
, a&quot;, A, /,

, /,&quot;,

les angles T, i , T&quot;. G est, au reste, ce que j expliquerai plus en detail

dans un nouvcl article.

Les formules (12) et (i3) meritent d etre remarquees. Les valeurs

qu elles fournissent pour oC t
et o!;, sont proportionnelles, la premiere

a ^ , la seconde a J, tandis que les valeurs de et de !;, , fournies par

les equations (8) et (9), sout respectivement proportionnelles a ( et

a \, D ailleurs, les valeurs de
cC&amp;lt;

et o^, disparaissent quand on a

u&quot;=u , c est-a-dire quand les deux rayons refractes se reduisent ii

un seul. Done, dans ce cas, un rayon incident, polarise suivant le

plan d incidence ou perpcndiculairement a ce plan, conscrvora apres

la reflexion le mode de polarisation qu il offrait primitivement. Mais

il resulte des formules (12) et(i3) qu il en sera autrement si le corps

donne est doublement refringent, et qu alors un rayon incident pola

rise, par exemple dans le plan d incidence, donnera naissance a un

rayon reflechi done de la polarisation elliptique. D ailleurs, ce rayon
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reflechi pourra ctre ronsidere comme resultant de la snperposilion
de deux rayons simples, Fun Ires sensible et polarise dans le plan

Coincidence, Tantre pen sensible el polarise perpendimlairement a

ee plan. Ajoutons que ce dernier rayon sera d autant plus brillant

(jne le module de la difference // - // sera plus considerable.

Le phenomene que je viens d indiquer devra evidemment se pro-
duire encore quand un rayon simple sera reflechi, sous une incidence

voisine de [ incidence normale, par la surface exterieure du cristal de

roe. he faille perpendiculairement a son axe. Alorsaussi un rayon inci

dent, polarise dans le plan d incidence on dans un plan perpendicu-

laire, donnera naissance a un rayon reflechi, done de la polarisation

elliptique, le rapport du petit axe de 1 ellipse an grand axe etant pro-

portionnel a la difference entre les vitcsses de propagation des deux

rayons polarises circulairement par le cristal en sens contraires.

468.

TffEORlE nr. LA LI:.MIKIIK. -- Sur les rayons dc lumiere
reflecliis el refractes

par la surface d un corps transparent el isophane.

( .. \{., T. XXXI, p. aaS
u&amp;lt;j

iioul i s &quot;io).

Dans I avant-derniere seance, j*ai applique les principes que j avais

precedemment etablis, a la reflexion et a la refraction de la lumiere

operees par la surface exterieure d un corps transparent. Je vais

aujourd hui developper les consequences de mon analyse, dans le

eas special on le corps transparent est isophane.

I.es corps transparents et isophanes sont de deux especes. II en est

a leavers lesquels peuvent se propager des rayons liimineux simples,

dones de la polarisation recliligne. II est d anlres corps isophanes &amp;lt;|ni

possedent c,e
(ju on a nomme le pouvoir rotatoire, et dont la slnuMurc

se prele a la propagation siniullanee de rayons liiminenx simples pola

rises circulairemenl en sens eonlraires. Ajonlons (jne, pour expliquer
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Ics phenomenes de reflexion et de refraction, il est necessaire de tenir

compte, non seulement des rayons visibles reflechis ou refractes, mais

encore d autres rayons que nous appelons evanescents, que la theorie

met en evidence et qui echappent a 1 observateur, parce qu ils de-

viennent insensibles a de tres petites distances des surfaces refleV-

chissantes ou refringentes.

Cela pose, concevons que, un corps transparent et isophane etant

termine par unc surface plane, on fasse tomber sur cette surface un

rayon simple doue de la polarisation rectiligne. Si le corps ne pos-

sede pas le pouvoir rotatoire, la reflexion et la refraction donneront

naissance a deux rayons reflechis et a deux rayons refractes, 1 un

visible, Tautre evanescent. Alors aussi les lois de la reflexion et de

la refraction seront fournies, dans une premiere approximation, par

les formules de Fresnel, qui supposent que le rayon reflechi est tou-

jours doue, comme le rayon incident, de la polarisation rectiligne.

Observons que ces formules, qui contiennent les angles d incidence

et de refraction, peuvent etre censees rcnfermer, avec Tangle d inci

dence, un seul element, savoir celui qu on nomme Yindice de refrac

tion. Ajoutons que, en vertu des formules de Fresnel, un rayon reflechi

sous Tangle qui a pour tangente 1 indice de refraction devra toujours

etre completement polarise dans le plan d incidence. Dans la realite,

il en est autrement. Lorsqu un rayon simple doue de la polarisation

rectiligne tombe sur la surface exterieurc d un corps transparent et

isophane, la reflexion donne generalement naissance a un rayon doue

de la polarisation elliptique; et si, afin de mieux observer les pheno

menes, on substituc la lumiere solaire a la lumiere diffuse, commc Ta

fait M. Jamin, les resultats des experiences devenues plus exactes

seront conformes, non aux formules de Fresnel, mais a colles que

j
ai donnees en i83c), et qui renferment, avec les angles d incidence

et de refraction deja contenus dans les anciennes formules, un nouvel

element, savoir celui que M. Jamin appelle le coefficient d ellipticite.

Les nouvelles formules que renferme le present Memoirc sc rap-

portent au cas ou le corps transparent et isophane que Ton considere
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rsl mi corps qui possede le pouvoir rotatoiro. Alors les lois de la

reflexion et de la refraction des rayons lumineux different de cclles

(jne j
ai donnees en 1889, et la theorie, devancant [ experience,

indique de nouveaux phenomenes qui sernblent d autant plus dignes
d attention qu ils n ont pas encore etc, du moins a ma connaissance,

observes par les physiciens. Parmi les phenomenes dont il s agit, on

doit snrtont remarquer ceux qui sont relatifs a la reflexion de la

lumiere. Disons en pen de mots en quoi ils consistent.

Lorsqu un rayon simple, et doue de la polarisation rectiligne,

tombe sur unc surface plane qui termine un corps transparent et

isophane, ce rayon peut toujours etre cense resnlter de la super-

|&amp;gt;osition
de deux rayons simples polarises, Fun dans le plan d inci-

dence, 1 autre perpendiculaircment a ce plan. De ces deux rayons

superposes, chacun continue d etre, apres la reflexion, polarise rec-

tilignement quand le corps donne ne possede pas le pouvoir rota-

toire. Seulement alors la phase d un rayon primitivement polarise

dans le plan d incidence est toujours augmentee d une demi-circon-

ference, tandis quc la phase d un rayon primitivement polarise dans

un plan p^rpendiculaire au plan d incidence est augmentee d un arc

qui varie avec 1 incidence; cet arc se reduisant a zero pour Tinci-

dcnce perpendiculaire, a une demi-circonference environ pour 1 in

cidence rasante, et croissant dans 1 intervalle avec Tangle d incidence.

Ajnutons que 1 arc dont il s agit croit tres lentement dans le voisinai^c

des incidences perpendiculaire et rasante, et que, par suite, il peut

el re cense s elever dc la limite zero a la limite T, tandis que Tangle

d incidence varie entre deux limites tres rapprochees Tune de Tautrc.

Le meme arc acquiert la valeiir moyenne -&amp;gt; pour Tincidence appelee

principale, dont la tangentc sc reduit sensihlement a Tindicc de refrac-

lion. Cela pose, il est clair que, si le plan de polarisation d un rayon

incident forme un angle aigu avec le plan (Tincidence, le rayon reflerlii

sera doue de la polarisation rectiligne dans le voisinagc de Tincidence

perpendiculaire ou rasante et de la polarisation elliptiqne dans le voi-

OF.uvres de C. S. I, t. XI 33
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sinage dc 1 incidence principale. Mais cette polarisation elliptique du

rayon reflechi sera uniquement due a la difference entre les phases

qu acquerront apres la reflexion les deux rayons superposes Tun a

1 autre dans le rayon incident, et polarises 1 un dans le plan d inci-

dence, 1 autre dans un plan perpendiculaire.

Jl en sera tout autremcnt si le corps isophane donne possede le

pouvoir rotatoirc. Alors les formules qui representeront les lois do

la reflexion et de la refraction renfermeront, outre Tangle d inci-

dence, deux angles de refraction qui corrcspondront aux deux rayons

refractes, polarises circulairement en sens contraires, et un coefficient

d ellipticite. Ces formules pourront done etre censees renfermer, avec

Tangle d incidcnce, non plus un seul element, mais trois elements,

savoir : le coefficient d ellipticite dont il s agit, et deux indices de

refraction. ou, ce qui revient au meme, la difference entre ces deux

indices et Tindicc de refraction moyen. Alors aussi la reflexion d un

rayon simple polarise dans le plan d incidence ou perpendiculaire-

incnt a ce plan donnera generalement naissance, non plus a un rayon

qui reproduira le meme mode de polarisation, mais a un rayon doue

de la polarisation elliptique. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Concevons d abord que le rayon incident soit polarise dans le plan

d incidence. Alors le rayon reflechi sera doue lui-meme de la pola

risation rectiligne et polarise dans le plan d incidence si Tangle de

refraction moyenne se reduit a la moitie d un angle droit. Mais, si

Tangle de refraction moyenne differe d un demi-droit, le rayon reflechi

sera doue de la polarisation elliptique et resultera de la superposition

de deux rayons polarises, Tun dans le plan d incidence, Tautrc per-

pendiculairement a ce plan. D ailleurs de ces deux rayons superposes,

le premier sera tres sensible, et le meme, a tres peu pres, que si le

corps isophane possedait le pouvoir rotatoire dont il est doue, Tindice

de refraction moyenne demeurant invariable. Au contraire, le dernier

des deux rayons superposes sera peu sensible, ct presentcra des vibra

tions atomiques dont [ amplitude sera proportionnelle a la difference

entre les deux indices de refraction.
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Concevons maintcnant que le rayon incident soil polarise dans un

plan perpeadiculaire an plan d incidonce; alors lc rayon reflechi sera

done lui-menic do la polarisation rectiligne, mais polarise dans un

plan qui formera un angle aigu avec le plan d incidencc, si Tangle

d incidencc se reduit a Vincidence principale, d*ont la tangente est a

tres pen pres I indice de refraction moyennc. D ailleurs, dans ce cas

particulier, 1 azimut du rayon reflcchi par rapport au plan d inci

dencc offrira unc tangente proportionnelle a la difference entre les

deux indices de refraction, et reciproquement proportionnelle an

coefficient d ellipticite. Si Tangle d incidence differe notablement

de Tincidence principale, le rayon reflechi sera doue de la polari

sation elliptique, et resultera de la superposition de deux rayons

polarises Tun dans le plan d incidence, Tautre perpend iculairement

a ce plan. D ailleurs, de ces deux rayons superposes, le second sera

generalement tres sensible, et le meme, a tres pen pres, que si le

corps isophane perdait le pouvoir rotatoire dont il est done, Tindice

de refraction moyenne demeurant invariable. Au contraire, lc pre

mier des deux rayons superposes sera peu sensible, et presentera

des vibrations atomiques dont Tamplitude sera proportionnelle a la

difference entre les deux indices de refraction.

D apres ce qu on vient de dire, la surface exterieure d un corps

doue du pouvoir rotatoire offre cette singuliere propriete, qu elle

transforme par reflexion, sous Tincidence principale, un rayon pola

rise perpend iculairement au plan d incidence en un rayon polarise

dans nne direction oblique a cc plan. Ce fait nouveau, que TAnalyse

nous revele, piquera sans doutc la curiositc des physiciens. II sera

interessant de voir si les previsions de la theorie se trouvent, sin

ce point encore, confirmees par Texperience.

ANALYSE.

Considerons un corps transparent et isophane qui possede le pou

voir rotatoire. Supposons d ailleurs cc corps tcrmine par une surface

plane que nous prcndrons pour plan dc yz, le corps etant situe du
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cote des x positives, et faisons tomber sur cette surface un rayon

lumineux simple, dont la direction soit comprise dans le plan des xy.

Les lois de la reflexion et de la refraction seront fournies par les equa

tions (r), (3), (4), (7) et (10) du precedent Memoire, qui sutfiront

pour determiner les valeurs des quinze inconnues qu elles rcnfermcnt,

en fonctions lineaires des trois deplacements symboliques

I, fl. C,

dont les deux premiers sont lies entrc eux par 1 equation (2). II est

bon d observer que des equations (i), jointes aux equations (2), (4)

ct (7), on deduira immediatement les formules

(0 c+C^C -hP, w(C-Ci) = C
/
-h C ;

la valcur de etant

et que le premier membre de la formule (3), multipliee par v, sera

equivalent a

7+&quot;T-(i-y,

en sorte qu on aura

Si des equations (2) et (4) on elimine
&amp;lt;;

et
^&quot;,

a Taide des for

mules (10) du precedent Memoire, on trouvcra

(5) *?(!*--fi)*?ip(ft f
r--*v

)

et

(6) (u + ^)l-(u-^)l = \

Les quatre equations (i), (5), (6) suffiront evidemment pour deter-
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minor les valeurs cles tfuatre inconnues

en fonctions lineaires de : et de .

Concevons, maintenant quc Ton nommc a, ,
les emplacements ato-

miques mesures dans le plan d incidence, suivant une direction paral-

lele au plan des ondes, et qu a ces deplacements effcctifs corres

pondent les deplacements symboliques a, ,
. Si Ton attrihue aux

quantites a, a, les memes signes qti aux quantites c, ?,, les deux

rapports 4, - 1
pourront etre supposes egaux an rapport

T etant Tangle d incidence, et les formules (5), (6) donneront

(7) *(4- I ) = i(A- r-A-&quot;C*,

(8) &quot;^^
k k

11 est bon d observer qu on tire des equations (i)

( 9 ) tul= (U -h U )1 +(U + &quot;)T, 2l/Ci= (
- M

Pareillemcnt, on tire des equations (7) et (8)

(10) 2a8 = i(UT U*r)

les valeurs de U , V etant determinees,

et U&quot;, V&quot; etant ce que deviennent U , V quand on y rempl.-icc // cl /

par M&quot; ct k&quot; .

Kn vertu des formules (i), (7), (8) la valeur de chacune des inron-

nues

m f ri
i&amp;gt; ~&amp;gt;\ t s i
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se composera de deux parties, 1 une proportionnelle a a, 1 autre a .

On pourra d aillcurs calculer separement ces deux parties, en suppo-

sant d abord = o, puis ensuite a o; ce qui revient a substituer

successivement au rayon incident les deux rayons qui, etant super

poses Tun a 1 autre, le reproduisent, et qui sont polarises rectiligne-

ment, 1 un perpendiculairement au plan d incidence, 1 autre dans ce

meme plan.

Adoptons cette marche, et supposons d abord le rayon incident

polarise dans un plan perpendiculaire au plan d incidence. Alors, les

vibrations atomiques etant renfermees dans le plan d incidence, on

aura ( = o. Par suite, on pourra supposer = o, et les formules (i),

(9) donneront

(n) Si= C -HC i ( + )? +( -!-&quot;)?&quot; o,

puis on conclura de ces dernieres, jointes aux equations (10),

(12)

u + u ii u&quot; u a&quot; {] (u 4- u&quot;
) + U&quot;

(
u -H )

Supposons, en second lieu, que le rayon incident soit polarise dans

le plan d incidence. Alors, -les vibrations atomiques etant perpendieu-

laires a ce plan, on aura a = o. Par suite, on pourra supposer a = o,

el les formules (7), (10) donneront

puis on conclura de ces dernieres, jointes aux equations (9),

C __T
U&quot;

&quot;&quot;

U c

~
U&quot; ( u -+- u } -+

U&quot;(
tt

) + U (M &quot;)

Les formulcs (12) et (14) suffisent pour determiner les lois de la
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reflexion et de la refraction operees par la surface d un corps (ran&amp;gt;|&amp;gt;a-

ren( el isophanc. En vertu de ces forrnules, Ics lois specialcs de la

re ilex ion seront fournies, si le rayon incident cst polarise dans un

plan perpendiculaire au plan d incidence, par Ics deux equations

5
\

~ _ _
+ a

) -hU*( + ) U (-Ti?y+lP( + r
)

el, si le rayon incident cst polarise dans le plan d incidence, par les

fortuities
/- i-&quot;

U&quot; U
- W-u V&quot;u- -

Lorsque, dans ces formules, on introduit a la place de v, u, u
, u&quot;,

A\ k
,

k&quot; les angles et les indices de refraction, on se trouve immedia-

tement conduit aux conclusions enoncees dans le preambule. C est, au

reste, ce que nous expliquerons plus en detail dans un autre article.

469.

TIIEORJE DE LA LUMiERE. -- Mdmoire sur la reflexion et la refraction

des rayons liimineux a la surface exterieurc ou interieure d un

cristal.

C. R.
;
T. XXXI. p. 25; (26 aout i85o).

Lorsqu un rayon simple tombe sur la surface exterieure ou interieure

d un cristal a un ou deux axes optiques, la propagation du mouvement
de Tether donne naissance a divers rayons reflechis ou refractes, les

uns visibles, les autres evanescents. Alors aussi les principcs etablis

dans mes precedents Memoires suffisent pour determiner les lois de

la reflexion et de la refraction. .Mais, commc la marchc suivie dans

1 application de ces principcs pcut avoir une influence notable sur la

longueur des calculs et sur la forme plus ou moins compliqtiee des
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equations definitives auxquelles on parvient, il sera tres utile d indi-

quer une methode qui permette d obtenir facilement ces equations

sous une forme elegante et simple tout a la fois. C est ce quo nous

allons essayer de faire en peu de mots.

Nous supposerons, dans un cristal a un ou deux axes optiques, les

positions des divers points rapportees a trois axes rectangulaires fixes

et lies invariablement a ce cristal. Alors, pour tout mouvement simple

propage dans une direction donnee, et correspondant a un rayon lumi-

neux visible ou evanescent, les trois equations differentielles qui repre-

senteront les mouvements irifmiment pelits de Tether feront immedia-

tement connaitre les rapports entre les trois deplacements effectifs

d un atome d ether mesures parallelement aux axes coordonnes, et les

differences entre leurs phases, ou, en d autres termes, les rapports

invariables des trois deplacements symboliques qui correspondront a

ces deplacements effectifs. Cela pose, un rayon simple, lumineux ou

evanescent, propage dans une direction donnee, se trouvera comple-

tement determine quand on connaitra un seul des deplacements sym

boliques correspondants a ce rayon. Done la determination de deux

rayons visibles et d un rayon evanescent, propages dans des directions

donnees, pourra etre reduite a la determination dc trois inconnues.

On ne doit pas meme excepter le cas ou, le cristal devenant isophane,

les deux especcs de rayons visibles se reduiraient a un seul, puis-

qu alors les trois deplacements symboliques correspondants a un seul

rayon seraient lies entre eux par une seule equation lineaire qui en

laisserait deux indetermines.

D autre part, lorsqu un rayon de lumiere simple tombe sur la sur

face exterieure ou interieure qui termine un cristal a un ou deux axes

optiques, chacun des rayons reflechis ou refractes, visibles ou evanes-

cents, repond a un mouvement simple caracterise par une exponen-

ticlle qui, sur la surface reflechissante ou refringente, doit offrir la

meme valeur pour tous les rayons dont il s agit. Ce principe permet

de deduire immediatement, de la direction du rayon incident supposec

connue, non seulement les directions des normales aux plans des
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ondos reflechies ou refractees, mais encore d autres directions qu on

ne doit pas confondre avec celles-ci, savoir, les directions que suivent

les rayons reflechis ou refractes, et qui sont generalement obliques

par rapport aux plans dont il s agit.

Cela pose, la recherche des lois suivant lesquelles un rayon simple

sera reflechi ou refracte par la surface exterieure ou interieure d un

cristal pourra etre evidemment rednite a la determination de six

inconnues, trois de ces inconnues etant relatives aux rayons reflechis,

et
v
trois autres aux rayons refractes. Done six equations de condition

suffiront pour determiner toutes les inconnues. Or, pour obtenir ces

six equations, il suffira d exprimcr que la somme des emplacements

symboliques de chaque especc correspondante aux divers rayons pro-

pages dans chaque milieu conserve la meme valeur quand on passe

d un des milieux donnes a Tjautre, non seulement sur la surface don-

nee, rnais encore sur cettc surface deplacee et transportee parallele-

ment a elle-meme a une distance infmiment petite.

Dans le cas particulier oil le milieu refringent est un corps isophane,

non doue du pouvoir rotatoire, les six equations trouvees reproduisent

les formules de reflexion et de refraction que j
ai obtcnues en i83(j,

et qui supposent connu, outre Findice de refraction, un parametre

tres petit, savoir, le coefficient d ellipticite. Dans le cas general, les

six equations trouvees renfermcnt avec ce coefficient d autres para-

metres pareillement tres petits, et, pour deduire de ces equations les

valeurs des six inconnues, il convient de commencer par eliminer les

valeurs des deux inconnues qui sont relatives aux rayons evanescents.

Alors, en negligeant, comme on peut le faire sans erreur sensible, les

quantiles comparables aux parametres dont nous venons de parler, on

obtient quatre equations qui suffisent pour determiner les quatre

inconnues correspondantes aux rayons visibles reflechis ou refractes,

et qui renferment, outre le coefficient d ellipticite, deux autres coef

ficients tres petits dependants de la nature des rayons evanescents.

Parmi les formules auxquelles on parvient en operant comme on

vient de le dice, on doit remarquer celles qui concernent la reflexion

CEuvres &amp;lt;ic C. S. I, t. XI. 3-(
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el la refraction operee par la surface extericure dcs cristaux a un soul

axe optique. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Lcs physiciensontd abord admisque les loisde la propagation do la

lumiere, dans les cristaux a un seul axe optique, dependaient de deux

parametres, savoir, des indices de refraction ordinaire et extraordi

naire. Si Ton tient compte uniquement de cos deux parametres, Irs

surfaces des ondes correspondantes aux deux cspeces de rayons pro-

pages a travers le cristal seront la surface d un ellipsoiide qui aura

pour axe de revolution un diametre de la sphere. C est memo en cela

que consiste le theoreme de Huygens. Mais les resultats que fournit

le calcul ont une plus grande generality. D apres les formules aux-

quelles j arrive, la propagation de la lumiere, dans un cristal a un axe

optique, lors meme que ce cristal ne possede pas le pouvoir rotatoire,

peut dependre d un assez grand nombre.de parametres, et le nombre

de ces parametres s eleve encore a sept dans le cas ou Ton reduit les

equations aux derivees partielles a Thomogeneite. Dans ce dernier

cas, des deux rayons visibles, un seul qu on doit appeler le rayon

ordinaire, offre des vibrations perpendiculaires a 1 axe optique, ct la

surface des ondes correspondantes a ce rayon ne peut etrc que la sur

face d une sphere ou d un ellipso ide. Pour 1 autre rayon, qu on doit

appeler extraordinaire, la surface des ondes est celle d un spheroule

de revolution, qui peut se reduire a un cllipsoiide. D ailleurs les deux

surfaces d ondes correspondantes aux deux rayons visibles ont tou-

jours, Tune et 1 autre, le meme axe de revolution.

En appliquant ines formules a la reflexion et a la refraction operees

par un cristal taille perpendiculairement a 1 axe optique, mais non

done du pouvoir rotatoire, j
arrive a cette conclusion qu un rayon

incident, compose de molecules etherees dont les vibrations sont per

pendiculaires au plan d incidence, est reflechi et refracte suivantles

lois tres simples donnees par Fresnel, pour le cas ou le milieu rcfrin-

gent est isophane. Seulement, si la surface des ondes correspondantes

au rayon ordinaire etait une surface d ellipsoide, Tangle de refraction

devrait etre remplace, dans les formules de Fresnel, par Tangle com-
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pris mire 1 axe opliquo ot la normalc au plan dos ondes ivlVarlei-s.

Ajoutons quo, si lo rayon incident ofifre des vibrations comprises dans

lo
j)lan d incidence, les lois de la reflexion et de la refraction seront

fournies par des formules nou voiles, quo Ton trouvera dans mon

Memoire, ct qui sont distinctos, non sculcment des formules do

1 i csiiel, rnais aussi de cellos que j
ai donnees en

i83&amp;lt;j.

ANALYSE.

Supposons quo, les points de Fespace etant rapportes a trois axes

rectangulaires, un corps refringent soit termine par une surface plane

qui coincide avec le plan des yz, le corps lui-meme etant situe du

cote des x positives, et faisons tomber sur cettc surface un rayon

simple. La propagation du mouvoment de Tether donnera generale-

ment naissance, d une part, a deux rayons reflechis, 1 un visible,

1 autre evanescent, d autre part, a trois rayons refractes, dont deux

sont visibles. Ccla pose, en adoptant los notations des pages 2/jH

et 2
f

\(), ct posant, pour abreger,

V = r, -; TII r/ -fj&quot;,
- u (n YJ, ) u rt u&quot;r&quot;,

&amp;gt;
i

&amp;gt;- ~ri rir V a (^ ^ ^ ;/ * ,, &quot;
&amp;gt;

~ ,! b t 5
JD .-- H ( ~

;
-

x, )
-- U ^

-- U ^ ,

on aura, pour .2- = o,

I X = !. ,.,

(0

D ai Hours on aura rigourcusement

/ \ t ie

(a)
,T
= 7 ^

ot sensiblement, sinon exactorncnl,

(3) S- = T &=-
// r
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On pent ajoutcr quo Ics quantites uc , ue , dont la premiere sera posi

tive, la seconde etant negative, offriront de tres grandes valenrs

numeriques. Cela pose, en eliminant les inconnnes relatives aux

rayons evanescents, on tirera des equations (i) quatre formules qui

ponrront etre sensiblement reduites aux suivantes

V I I In c, r

(
Z =O, = vr\,

A, u. i et v etant trois coefficients tres petits dont Ics valours scront

Uc C
V :

Lorsqne le milieu refringent donne est isophane, alors, Ics for

mules (3) etant exactes, les formules (5) donncnt

(6) ft i, v= o,

el Ics equations (4), reduites aux suivantes

coincident avcc celles quo nous avons obtenucs dans les precedents

.Wemoires, savoir, avec les formules (i), (2), (3) dc la page 260.

Lorsque le milieu refringent est un cristal a un axe optique, mais

non done du pouvoir rotatoire, alors, en supposant ce cristal taille

perpendiculaircment a 1 axe optique, on a

par consequent
v o,

et les formules (4) donnent

(8) Y XcX, ^^/zcX, Z o, &=o.

Done alors un rayon simple compose de molecules d ether dont les

vibrations sont perpendiculaires au plan d incidence continue d etre
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reflecbi ot refracte suivant les lois donnecs par les deux formules

(9) 7 = 0, S&amp;gt; = o,

dcsqtielles on lire

ou, co qui revient au memo,

- sin(r r)- -, ?. sin T COST -

(M) C =
sin(r H-r)

g g=:
sin(r +r)

C
&amp;gt;

T, T etant les angles formes par la surface refringente avec les plans

des ondes incidontes et refractees. Or les formules (n) coincident

precisemcnt avec celles que Fresnel a obtenues pour le cas ou, le

milieu refringent etant isopbane, le rayon incident est polarise dans

le plan d incidence.

Ajoutons que, si le rayon incident est polarise perpendiculairement

au plan d incidence, les lois de la reflexion et de la refraction a la sur

face du cristal donne se deduiront non plus des formules (n), mais

des deux premieres des formules (8).

470.

THEORIK ni: LA LUMIERE. -- Determination des Irois coefficients qui, dans la

reflexion el la refraction operees par la surface exterieure d un cristal,

dependent des rayons evanescents.

C. R., T. XXXI, p. 9.97 (-2 septcmbrc i85o).

Gomme jo 1 ai remarque dans la derniere seance, les six equations

qui suffisent a la determination des lois de la reflexion et de la refrac

tion operees par la surface exterieure ou interieure d un corps trans

parent se reduisent a quatre, quand on elimine les inconnues cor-

respondantes aux rayons evanescents. Ces quatre equations sont
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analogues a cellos que j avais preeedemment obtenues en supposant
le corps isophane. et

j
ai reeonnu d ailleurs que, pour passer de I

supposition partieuliere au eas general, il suffit de modih er legere-

ment truis des quatre equations relatives aux corps isophanes, en

egalanf leurs seconds membres non plus a zero, mais aux produits
d un faeteur unique par trois coefficients tres petits. Cos coefficients

peuvent etre aisement ealeules quand les deplacements effect its des

molecules dYther sont exprimes en fonotion de trois* coordonm .
~

; relatives a trois plans, dont le premier coincide avec la surface

ingente, Tun des deux autres etant le plan d incidence. Toutefois.

quand le corps transparent cesse d etre isophane, quand il est. par

exemple, un cristal a un ou a deux axes optiques. il est naturel de

prendre pour plans eoordonnes. non plus la surface refrin^ente et le

plan d incidence, mais des plans qui soient independants de cette

surface et fixes de position par rapport aux axes optiques. II importe
de voir ce que deviennent alors les trois coefficients ci-dessus men-

tionnes, et comment ils varient avec les directions de la surface

refringente, du plan d incidence et du rayon incident. Remarquons
d ailleurs que, ces coefficients devant etre tres petits. il suffira d en

obtenir des valeurs approchees qui renferment un petit nombre de

chiffres. La determination de ces valeurs est 1 objet du present

moire. Pour plus de simplicite. j ai reduit les equations differen-

tielles du mouvement de Tether a l*homogeneitef en negligeant le^

termes du troisieme ordre et des ordres superieurs ou, ce qui revient

au meme. en reduisant a zero, dans ces equations, des parametres
dont les experiences demontrent 1 extreme petitesse. Je suis ainsi

parvenu a des resultats qui me paraissent di?nes de quelque atten

tion, et que je vais indiquer en pen de mots.

Le coefficient d ellipticite. design- par la letlre A. depend unique-
ment de la direction de la surface refringente. mais il varie ijeiu-ra-

lement avec cette direction dans les cristaux a un ou a deux

optiqaes. II est d ailleurs la difference entre deux termes qui corres

pondent aux deux rayons evanescents propages dans 1 air et dans le
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o7 ,

oristal donne. Ajoutons quo. de cos deux tonnes. Io premier est

constant, ot quo le second a pour earre, dans los cristaux a nn axo
=

iuo. uno fonetion pairo. entiere ot dii second degre doa
s

, netant
le cosinus do Tangle tonne avro 1 axo optique par une droite normalo
a la surface refrinirente.

Le coefficient designe par i a - iV ost le produit de deux facteurs.

Le premier do cos faeteurs est Tin verse de la somme des deux termes
dont la diiVorence fournit le eoetlieient d elliptieite. Le second facteur

depend, non seulement do la direction do la surface refringente, raais

encore de la direction du plan d incidence, et so reduit au cosinus de

Tangle forme par la trace de ce plan sur la surface refringente avee
uno certaine droito dont la direction so rapproche beaucoup de cello

do la normalo a la surface ot varie avec elle.

Entin. le coetficiont designe par vr est le produit de deux facteurs
ana!

g
s oeux dont nous venons de parlor, les deux facteurs etant

les monies de part et d autre. a cola pros quo, pourobtenir le second
factour du coetficient vr, on doit remplacer la trace du plan d inci-

denco sur la surface refringente par la perpendiculaire au plan d in-

cidonce. C. ost du moins la conclusion a laquelle on parvient dans le

* .u I anglo d incidence n est pas tres petit. Dans le cas contrairo.
ioit divisor le second facteur par ( unite augmentee d un terme

proportionnel a u. i.

-
propositions entrainent avec olios des consequences impor-

tantes. par exemple celle-ci. Lorsque le cristal donne offre un soul

ptique. et quo sa surface oxtorioure n est pas perpendiculaire a

vt axe. u n ravon incident, ronforme dans le plan d incidence, donne
^ctieralement naissance a des rayons retlechis et refractes dont la

nature varie. tandis quo ce plan tourne autour de la normale a la sur
face. Alors. si Tangle d incidence se reiluit a Tincidenco principale.
le rayon retlechi sera ren ferine dans un plan qui pourra no pas coin-

cider avec le plan d incidence. si celui-ci n est pas parallele a 1 axo

optique.
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ANALYSE.

Supposons qu un rayon simple de lumiere, correspondant a une-

longueur d ondulation designee par 1, rencontre, sous 1 incidence 7,

la surface exterieure d un corps transparent, par exemple d un cristal

a un ou a deux axes optiques, et rapportons les positions des divers

points de 1 espace a trois axes coordonnes rectangulaires, dont les

directions soient liees invariablement, non plus a celles du plan

d incidence et de la surface du cristal, mais aux directions des axes

optiques. Soient d ailleurs

He, C et e , f] c , c

les deplacements des molecules d ether, mcsurees parallelement aux

axes des x, y, s, pour les rayons evanescents propages dans Fair et

dans le cristal. Indiquons a Fordinaire, a 1 aide d un trait superpose

aux deplacements effectifs, les deplacements symboiiques correspon-

dants. Enfin soit

QHX -t- f y-t-H 3 - Si

I cxponentielle propre a caracteriser le mouvement simple correspon

dant au rayon incident. Lorsqu on passcra du rayon incident aux

rayons reflechis ou refractes, on obtiendra des valeurs nouvelles,

non seulernent du coefficient u, comme dans le precedent Memoire,

mais encore des coefficients v, w, qui cesseront de se reduire con-

stamment, Tun au produit

27T Sill7 .Asmr= i,

1 autre a zero. Cela pose, soient

//,., r ITV et
!., el., l.

ce que deviendront les coefficients

u, c, w

quan d on passera du rayon incident aux deux rayons evanescents.

jConcevons d ailleurs que les axes x, y, z ferment : i avec la nor-
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male a la surface clu cristal; 2 avcc la trace clu plan d iuridem-e sin-

el to surface; 3 avec la perpendiculaire au plan d incidence des

angles dmit les cosinus soieut representes, dans le premier cas, par
7, h, c, dans le deuxieme cas, par a

t
,

/&amp;gt;,,

c
, dans le troisieme cas,

par (f
if

, b
ff

, c
u

. On aura, non settlement

i

&quot;- ~^b +c 2

=&quot;t, aj 4- b; 4- c; :=|, a 2 + ft* +&amp;lt;?* = !.

(0
)

f a, or, 4- b, bH 4- c,
c

ff o, a
a
a + b

v
b -+- C

H
c = o, ace, 4- bb, + ec,= Q,

mais encore

u+ b
t
ve+c, IV, ^ n

e + b, ve+ c,
w

e
= k si ITT,, e t

\ 2 ;

,/ &quot;...
+ ^ r t,+ c

/r
(re= a

ff
u c -+ b

ff
ve 4- c

n
w

e
= o.

Ajoutons que, si Ton pose

(3) ke=J7^x

ports ~, y seront sensiblement mils, et les formules (2) fourniront,

&amp;gt;,

k
f seront tres grands par rapport au module de k. Done les rap-
k k

orts
77&amp;gt; TT seron

pour les rapports

ainsi que pour les rapports

He. V e t*&amp;gt;e

7T 7T T~
A A k

&amp;lt;les valeurs a sensiblement proportionnelles aux differences

b
,
c b

,,
c

, &amp;gt;

c
,
ci

,, c,,a l , a, b,, a,, b, ,

qui se reduiront clles-memes aux quantites

si Ton suppose, coinme on pent le faire, les signes a
u , b

u ,
c
u

de maniere que Ton ait

(4) S(^ )
= !.

OEuvres de C. S. I, t. XI. 35
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En tin, si la direction indiquee par les angles dont les cosinus sont a,

b, c, est celle de la normale menee a la surface du cristal et prolongee

a partir de cette surface dans 1 interieur du cristal, on conclura de ce

qui precede que Ton a sensiblement

&quot;^

( -c-
(

L

Km iff, nm Kg*-f, r
I K. \ *

.- * _
a -~b~ c a b c

par consequent

ctu c -\- ov

Cela pose, les valeurs des coefficients tres petits designes par A,

a i, v dans le precedent Memoire se reduiront a tres peu pres a

celles que determineront les formules

( 7 ) X = -

( 8 ) U. I ^^

e 4- ve -h cwc au c -+- ve -+- cwc e

It,, / au
(

. -+- bvc -+- cwc a, ff
. 4- b, f\ e -+- c,^- - -- --

-;
- -

;

-
;

-
,

- - --=
k e+ ke a, u c + b, v

e+ c,
w

e a^ _^_ ^^+ c^

A-e

v 9 ;
&quot;

A. _, /

cl Ton devra d ailleurs, dans les diverses formules de ce Memoire,

substituer partout a la lettrc v le produit ^sin^. Faisons voir mainte-

nant comment on peut reduire les seconds membres des formules (7),

(8), (9) a des fonctions dc Tangle d incidence T, et des neuf quan-

tites a, b, c, a ,
b

,
c

, a&quot;, b&quot;,
c&quot;

, dont six pourront etre eliminees en

vertu des equations (i).

Supposons un moment que le rayon caracterise par I exponentielle

et par les deplacements symboliques ? vj, ? se propage, nori plus dans

1 air, mais dans le cristal donne. Les equations differentielles des

mouvements infiniment petits de Tether fourniront, entre ces depla-
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cements symboliques, trois equations lineaires et homogenes qui ren-

fermeronts avec I, YJ,
les coefficients M, v t w, s.

On pourra d ailleurs deduire de ces equations lineaires : i en eli-

minant I, Y], ?, une equation caracleristique

(10) F(s, n, r, tp) o,

en vertu dc laquelle s deviendra fonction de it, v, w, 2 en eliminant .v,

les rapports de
t\

et a I exprimes en fonctions de w, c&amp;gt;, t^, en sorte

qu on aura

I !L_.jo~ v
&quot; v 1

t), &amp;lt;?, ^&amp;gt; etant trois fonctions determinees de u, v, w. Remarquons, en

outre, que 1 equation (10) sera generalement du troisieme degre par

rapport a s- et que, en consequence, la resolution de cette equation

fournira trois valeurs de s~. A ces trois valeurs correspondront trois

systemes de valeurs des fonctions t), ^, W, et aussi trois rayons

simples de natures diverses. Ces trois rayons seront les deux rayons

visibles et le rayon evanescent.

Considerons maintenant, d une maniere speciale, le rayon eva

nescent, et soient

ce que deviennent, pour ce rayon, les coefficients et fonctions

u, , ; I Yi, C; t), v&amp;gt;,
.

Les formules (10) et (r i) donneront

(12) (s,u c ,ve,we )=o,

? f\ ?
(i^} 5*. 111 _*. .

I-) &amp;lt;7~ ^*-* ^ e ^ e

D ailleurs, dans une premiere approximation, les equations ditle-

rentielles des mouvements infiniment petits peuvcnt etre supposn^

homogenes; et, lorsqu on admet cette hypothese, comme nous le

Tennis ici, la fonction de s, u, c, w, representee par F(*, //, r, &amp;lt;D,
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devient elle-meme homogene, et 1 on peut encore supposer homo-

genes les fonctions de w, v, w representees par t&amp;gt;, &amp;lt;?, vg&amp;gt;. Cela etant,

et k
e ayant la valeur quo determine la scconde des formules (3),

1 equation (12) donnera

puis, en combinant 1 equation (14) avec la seconde des formules (5),

on trouvera sensiblement

(10) F( -, a, b, c) o
\ * /

on, ce qui revient au memo,

/ s \

(16) F
p-, a, 6, c

~
o,

\ h e /

altondu que, dans Phypqthese admise, on a generalement

F(,s , &amp;lt;&amp;gt;, )
= F(5,-, i

, tv).

L equation (i5) ou (16), resolue par rapport a
p-&amp;gt;

fournira, pour

ce rapport, et par suite pour -r,-j trois valeurs dont 1 une sera livs
&quot;e

voisine de zero. Gette derniere est precisement celle qui devra etre

employee dans les formules (7), (8) et (9).

Concevons a present que Ton combine les formules (8) et (9) avec

la formule (i3); on trouvera

ke -\- ke \a,u e+ b,ve + c
l
we

D ailleurs on aura

n^-i-b^+c,^
a, ue 4- b, v e -4- c,

we + a, (
Ve
- ue ) -h b, (^



KXTRAIT N 470. -211

|&amp;gt;tiis
on en conclura, eu egard a la premiere des fbrmules (2),

- A-sinr

Kntin, comme la formulc (i3) scrait reducible ii la suivante

& &amp;lt; C

si au cristal donne on substituait un corps isophanc, on pourra gene-
ralcmcnt supposer v

c , &amp;lt;j/ , we reduits a des fonctions bomogenes de

&quot;

e , v
f , we qui soient, non seulement du premier degre, mais encore

fort peu differentes de ii
c , v

e , wc
. Gela pose, en ayant egard aux equa

tions (i), (2), (5), et en nommant ,1,, ife, 8 ce que deviennent u,

^?, W quand on y remplacc u, v, w par , b, c, on tirera scnsiblement

des formules (17) et (18),

A- e ke a, 4o +
6,ill&amp;gt;

+ c, S
r T i AT

r snr

a JU

Si, pour abreger, on pose

in,

/w, w seront precisement les coefficients tres petits designes dans le

precedent Memoire par les produits (LJ, i)v, vc, et Ton aura

(22)

(28)

,

e

ke ) ksmr

Lorsquo Tangle d incidencc T n est pas tres petit, la formule (23 ) sc

reduit sensiblement a la suivantc :
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Mais cette reduction ne pourra plus etre admise si T est assez petit

pour que le produit sinT soil comparable a la valeur numerique
de m.

11 est bon d observer que les quantites ici designees par ju, oij&amp;gt;,
c

different generalement tres peu des cosinus
&amp;lt;z, b, c des angles formes

avcc les demi-axes des coordonnees positives par une droite normale

a la surface du cristal donne. Par suite, si Ton pose

(D sera voisin de 1 unite, et la droite qui formera, avec les memes

demi-axes, les angles dont les cosinus seront

ju iR) e
CD CD CD

aura une direction tres rapprochee de celle de la normale; par suite

encore, si Ton pose

h = aJd, + 6i)I&amp;gt; 4- cB, h
t a, A, + 6,1)1 + c,8, h

v
= a

u
&amp;lt;&&amp;gt; + b

a
i)l&amp;gt; H- c

ff ,

les quantites /z, /,, / x̂
, qui representeront scnsiblement les cosinus des

angles formes par la nouvelle droite avec cette normale, avec la trace

du plan d incidence sur la surface refringente et avec la perpendicu-

lairc au plan d incidence, seront trois quantites tres voisines, la pre

miere de 1 unite, les deux autres de zero. D ailleurs les formules (22)

et s3 donneront sensiblement

_
77 M

Kg -+- l\g

(26) n=--^--
kc ) k sin?

et Ton aura, a tres peu pros, pour des valours finies do Tangle T,

fff Ka

Les valours de X, m, n, fournies par les equations (7), (26) 01(27),
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sont independantes do Tangle d incidcncc T. Les coefficients de li
i%

/i
/f

,

dans les deiix dernieres, sont, en outre, ainsi quo X, independants dr

la direction du plan d incidence, et dependent uniquement de la

direction suivant laquelle on a faille le cristal donne pour obtcnir la

surface refringcnte.

Si le cristal donne offrc un seul axe optique, la fonction designee

par (s, u, v, w) deviendra une fonction homogene de s~, u- et v~ -+- w 1
.

Par suite, la valeur de -r-&amp;gt; tiree de la formule (16), sera reduite a une

fonction de a. Alors aussi Ton aura

(28) 4 = --e
rWK

On pourra done supposer

et Ton en conclura

/i
l =a,(^ a), /i

l/
=a

l/ (A, a

en sorte que les formules (20) et (26) donneront

A (
&amp;gt; f\ t ,

kc ke

kf -+- ke

ke ) k SUIT

En consequence, dans les cristaux a un axe optique, les coefficients

de X, m, n sont lies par les formules (7) et (29) aux quantites a, a ,

a&quot;, T, c est-a-dire a Tangle d incidence et aux angles formes avec Taxe

optique : 1 par la normale a la surface refringente du cristal; 2 par

la trace du plan d incidence sur cette surface; 3 par la perpendicu-

laire au plan d incidence. Ajoutons quc les quantites k
e , &amp;lt;&&amp;gt; peuvent

I acilement etre exprimees en fonctions de a et des sept coefficient^

que renferment, dans les cristaux a un axe optique, les equations

des mouvements infmiment petits de Tether, reduites a Thomoge-
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neite. G est, au reste, ce quc j expliquerai plus en detail dans un

nouvel article.

471.

THEORIE DE LA LUMIKRE. -- Memoire sur les equations differentidles

du mouvement de iether dans les cristaux a un et a deux axes

optiques.
C. R., T. XXXI, p. 338 (9 scptombrc r856).

La methodc dont je me suis servi pour etablir les equations diffe-

rentielles des mouvements infiniment pctits de 1 ether dans un corps

isophane peut s appliquer aussi a la recherche de ces equations,

quand le corps, cessant d etre isophane, se transformc, par exemple,

on un cristal doublement refringent. On doit surtout remarquer le cas

oil Ton peut tracer dans ce cristal trois plans principaux et rcctangu-

laircs entre eux, dont chacun le divise en deux parties symetriques.

Los equations difFerentielles que j pbtiens alors renferment un grand

uomhre de parametres, qui sont encore au nombre de quinze, quand

on reduit ces equations a 1 homogeneite. Mais, si des trois coefficients

determines dans la seance precedente, et relatifs aux rayons evanes-

cents, le dernier est constamment nul, les quinze parametres dont il

s agit seront reduits a neuf, et I equation de la surface des ondes ren-

termera six parametres seulement. Alors le cristal admettra generale-

ment, comme 1 experience le montre, deux axes optiques renfermes

dans Fun des plans principaux. II y a plus : si le cristal cst symetrique

autour d un axe, celui-ci sera 1 axe optique unique, et dans cc cas les

n&amp;lt;?uf parametres ci-dessus mentionnes se reduiront a quatre, trois

d entre eux etant renfermes dans I equation de la surface des ondes,

reduite elle-meme au systemed un ellipsoide et d une sphere, ou plus

generalement de deux ellipsoides qui offriront le meme axe de revo

lution.

J ajouterai ici une remarque qui n est pas sans interet. Supposons
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quo Ton fasse tomber un rayon simple do lumiere sur la surface exte-

rieure d un cristal doue d un seul axe optique et taille parallelement

a cet axe. Supposons d ailleurs le plan d incidence perpendiculaire
;

i

1 axo optique, et le rayon incident renferme dans le plan d incidence,

on, en d autres termes, polarise perpendiculairement a ce plan. En

vertu des formules obtenues dans la seance precedente, ce rayon

devrait etre, sous 1 incidence principale, transformer par la reflexion

MI un rayon renferme ou non dans le plan d incidence, snivant que le

dernier des coefficients correspondants aux rayons evanescents sera

ou ne sera pas egal a zero. J ai ete curieux de savoir si, dans le cas

indique, le rayon reflechi sortait effectivement du plan d incidence et

s il eprouvait une deviation sensible. Les experiences que nous avons

rxecutees, M. Soleil fils et moi, pour resoudre cette question, en

appliquant a cette recherche le goniometre de M. Babinet, muni de

prismes de Nicol, nous ont convaincus que la deviation, si elle existe,

est tres faible, et ne peut guere s elever au dela d un degre, ou memo

d un demi-degre. Les reflexions operees sous 1 incidence principale,

et pour des rayons renfermes dans le plan d incidence, par des surfaces

quelconques de cristaux ii un ou a deux axes optiques, nous ont paru

aussi ne pas produire de deviation sensible. Si
j
avais a ma disposition

un appareil qui permit d atteindre une grande precision, specialement

1 appareil de M. Jamin, je n hesitcrais pas a en user pour repeter nos

experiences. Car, ainsi que je 1 cxpliquerai plus en detail dans un

autre Memoire, il est tres important, sous le rapport theorique, do

savoir si la deviation existe, ou si elle n offre qu une valeur qui puissc

etre negligee dans les calculs.

ANALYSE.

Supposons qu un mouvement infiniment petit du fluide e(Ii( re se

propage dans un cristal. Representons, au bout du temps /, par , r
(
, t

les emplacements d une molecule d ether, mesures parallelemenJ ii

trois axes rectangulaires des x, y, z, et posons, pour abreger,

5=I)
t , u D^, c=zl)r , w=\) : .

OEui res de C. S. I, t. XI. 36
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D apres ce qui a ete dit dans un precedent Memoire, les equations

differentielles d un mouvement infiniment petit de Tether pourront

etre supposecs reduitcs a la forme

(0 * 2
q -v, s*n = 5, **$ = %&amp;gt;,

\-, :J, fc designant trois functions lineaires et homogenes de H, YJ, (,

qui seront en meme temps des functions entieres dc u, v, w, compo-
sees d un nombre fini ou infini de termes. De plus, si Ton nomme a

le deplacement d une molecule d ether, mesure parallelement a 1111

nouvel axe qui forme avec ceux des x,y, z des angles dont les cosinus

soient a, b, c, on aura

(2) at + bf\ H-cT;

par consequent, en vertu des formules (i),

(3) s*x = S,

la valeur de $ etant donnee par la formule

Ajoutons quo les equations (i) et (3) continueront de subsister si

Ton y considere les lettres H, yj, C, a comme representant, non plus des

displacements effectifs des molecules etherees, mais les deplacements

symboliques correspondants, et meme, si Ton y considere, en outre,

.v, n, v, w comme representant, non plus les symboles de derivation D,,

D^., Dr , Dz , mais les coefficients des variables independantes dans

1 exponentielle caracteristique

correspondante a un mouvement simple de Tether.

Si maintenant on vent attribuer au cristal donne la faculte de pro-

pager de la meme maniere ct suivant les memes lois les mouvements

simples de Tether de part et d autre de chacun des trois plans coor-

donnes, il suffira evidemment d assigner a la fonction de , b, c, u, v,

w, E, Y], ( designee par s une forme telle que la valeur dc a determinee
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par la fonmile (3) demcure invariable apres un changcment open-

dans Ic sens suivant lequel se mesurcnt les coordonnees paralleles ii

nn senl axe, ou, ce qui revient au meme, dans le signe de ces coor

donnees. Mais, si I on change, par exemple, le signe dcs coordonnees

paralleles a 1 axe dcs .r, on devra changer a en a, u en u, ct

en !;. Done un tel changement devra laisser inalterable la valeur

de ,s, et cette valeur ne devra pas non plus etre alteree, si Ton change

simultanement ou b en b, v en v, Y]
en

Y],
ou bien c en c,

(r en w, ( en &quot;C.

D autre part, la valeur de ,s, dans Pequation (3), est necessairement

une fonction lineairc homogene, non seulement de a, b, c, mais

encore dc , YJ,
. Done elle se compose de neuf parties respectivement

egales anx produits
; al, be, c c,

(5) v a-f], br&amp;gt;, en,

multiplies par neuf tbnctioDS entieres de u,v, w. Or, des neuf produits

compris dans le Tableau (5), trois, savoir,

&amp;lt;*

:.&amp;gt; bfiy cC,

restent invariables quand on change simultanement le sens dans

lequel se mesurent les coordonnees paralleles a un axe quelconque.

Done, pour que la condition ci-dessus enoncee soit remplie, il faudra

que, dans la valeur de s, ces trois produits sc trouvent multiplies par

trois fonctions paires de u, v, w. Quant aux deux produits

/;, CYJ,

ils changeront de signe quand on changera les signes des coordonnees

paralleles \\ Paxe des y ou des z, mais resleront invariables quand on

changera les signes des coordonnees paralleles a Paxe des .r. Dour.

dans la valeur de s, ces produits devront etre multiplies par des tone-

lions paires de u, qui soient en meme temps des fonctions impaires

de r et de &amp;lt;r. Hn d autres lermes, les |)roduils //C, cr
t
devront etre.

dans la valeur de S, multiplies par le produil nr el par des fonctions
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paires do u, v, w. Pareillement on devra, dans la valeur do s, multi

plier les produits
e,

par le produit wu et par des fonctions paires de w, v, W, enfin les pro
duits

ar\, b\

par le produit uv et par des fonctions paires de u, v, w. Done, pour

que le cristal donne ait la faculte de propager de la meme maniere et

suivant les memes lois les mouvements simples de Tether de part et

d autre de chacun des plans coordonnes, il suffira quc la valeur de es

soit de la forme

(,
u

)
&amp;lt;

-+-

G Olt, DL, ^, ^, a, ay , ^, a etant des fonctions entieres et paires de //,

r, w, par consequent des fonctions entieres de w 2
, v~, w2

.

La valeur de s etant ainsi determinee, on pourra en conclure imme-

diatement la forme que devront prendre, dans 1 hypothese admise,

J(^s equations (i). Pour y parvenir, il suffira de reduire, dans la

formule (3), jointe aux equations (4) et (6), deux, des cosinus a,

b, c a zero et le troisieme a 1 unite. En prenant successivement pour

celui-ci a, b et c, on obtiendra les trois equations

que Ton pent ecrire comme il suit

(7)

Telles sont les formules qui paraissent devoir representer generale-

uient le mouvement de la lumiere dans un cristal divisible en deux

parties symetriques par 1 un quelconque de trois plans rectangulaires

cntre eux.
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Si Ton veut red u ire a rhomogeneite les equations (7), comme on

peut generalement le fairo dans unc premiere approximation, les

coefficients

y?,
c

, .-a, $
,

0&amp;gt;

,
ji

,

reduits a des constantes, representeront six parametres distincts,

tandis que les coefficients , OIL, ,x,, reduits a des fonctions lineaires

et homogenes de w 2
, v~, w~, renfermeront neuf autres parametres.

Done alors les equations (7) renfermeront quinze parametres. Ces

quinze parametres peuvent d ailleurs etre reduits a neuf dans les

equations (7) et a six dans ( equation de la surface des ondes, sous la

condition que nous avons indiquee dans le preambule, ct que nous

examinerons de nouveau dans un autre article.

472.

OPTIQUE MATHEMATIQUE .

C. R., T. XXXI, p. 422 (16 scptcmbre i85o).

M. Augustin Cauchy presente a 1 Academie un Memoire sur la

reflexion et la refraction operees par la surface exterieure d un cristal a

un ou deux axes optiques, et demontre la propriete que possede une

telle surface de transformer, sous certaines conditions, un rayon

simple renferme dans le plan d incidence et reflechi sous 1 incidence

principale, en un rayon doue de la polarisation elliptique.

473.

C. R., T. XXXI, p. 009 (7 octobrc i85o).

M. Augustin Cauchy depose sur le bureau un exemplaire de son

Memoire sur les lois de la reflexion el de la refraction operees par la sur-
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face exte.rieure d un cristal a un ou a deux axes optiques. Co Memoirs

doit paraitre dans Ic XXI1P Volume des Memoires de I Academic.

474.

THEOIUE ni: LA LUMIERE. -- Memoire sur un nouveaii phenomene

de reflexioji.

C. R., T. XXXI. p. 532 (i/, oclobre i85o).

Supposons qu un corps transparent etant termine par une surface

plane, on fasse tomber sur cette surface un rayon simple de lumiere

dont le plan de polarisation soit perpendiculaire au plan d incidence.

Si le corps donne est isophane, le rayon reflechi sera lui-meme pola

rise rectilignement et perpendiculairement au plan d incidence. Mais,

en vertu dcs principes exposes dans un precedent Memoire, il en sera

autrement si le corps, cessant d etre isophane, est, par exemple, un

cristal a un ou deux axes optiques. Alors, en effet, un rayon doue de

la polarisation rectiligne et polarise perpendiculairement au plan

d incidence pourra etre transforme par la seule reflexion en un rayon

polarise dans un nouveau plan, ou meme doue de la polarisation ellip-

tique. Ge singulier phenomene subsiste d ailleurs sous certaines con

ditions que le calcul met en evidence; et, en admettant, comme 1 ex-

perience 1 indique (page 281), que le dernier des coefficients relatifs

mix rayons evanescents s evanouit, j
etablis la proposition suivante :

THEOREME. -- La reflexion operee par la surface exterieure d un cristal

a un ou a deux axes optiques transforme un rayon doue de la polarisa

tion rectiligne, et polarise perpendiculairement au plan d incidence, en

nn rayon polarise lui-meme perpendiculairement a ce plan, quand les

deux rayons refractes se reduisent a un seul, ou bien encore quand le

plan d incidence renfcrme les directions des vibrations lumineuses dans

I un des rayons refracles. Dans toute autre hypothese, la reflexion trans-
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forme un rayon polarise rectiltgnernent da/is nn plan perpendiculaire an

plan d incidence en nn rayon polarise dans un nouveau plan, on nn un

done de la polarisation clliptique.

Le phenomene sera surtout sensible pour [ incidence eorrespon-

dante ,111 minimum d amplitude des vibrations de 1 ether inesurces

dans le rayon reflechi parallelement au plan d incidence. Alors Tangle

d incidence, reduit a ee qu on pent appelcr Vincidence principale, aura

pour (ani&amp;gt;-ente une quantite peu differente du rapport en Ire les sinus

des angles formes par la surface refringente avec les plans des ondes

incidentes et refractees.

Des experiences que nous avons executees, M. Soleil tils et moi, en

faisant usage dc 1 appareil de M. Jamin, nous ont paru confirmer Jes

previsions de la theorie, et manifester la polarisation ellipliqne dans

le eas enonce. Celles quc nous avons du considerer eomme les plus

concluantes ont ete faites avec la lumiere solaire.

.Moil Memoire contient les formules qui fournissent les lois du pbe-

nomene. II paraitra prochainement dans le Recueil des Memoires de

I Academic.

475.

K DK [.A LU.MIERE. -- Note relative aux rayons rejlechis sous I inci

dence principale, par la surface exterieure d un cristal a un axe

optique (communication vcrbale).

G. R., T. XXXI, p. 6(H) (n novembrc i8
r
)o).

Supposons qu un cristal a un axe optique etant termine par une

surface plane on fasse tomber sur cette surface un rayon simple dc

lumiere, dont le plan de polarisation soit perpendiculaire an plan

d incidence. On pourra deduirc dc la tlieoric cxposee dans mes jn ecc-

dents Memoires ^incidence principale, c est-a-dire I incidencc pour

la(fiielle la lumiere reflechie et polarisee perpendiculairemenl an plan



288 COMPTES RENDUS BE L ACADEMIE.

d incidence devient un minimum. C est ce que j
ai fait; et, en operant

ainsi, je suis arrive a cette conclusion remarquable, deja indiquee par

des experiences de M. Seebeck, que dans le cas ou la surface exte-

rieure du cristal etant parallele a 1 axe optique, le plan d incidence est

perpendiculaire a cet axe, Vincidence principale a pourtangente Vindice

de refraction ordinaire. De plus, en admettant, comme Texperience

porte a le croire, que le coefficient d extinction du rayon evanescent

est tres considerable et independant dc Tangle forme par la surface

reflechissante avec Taxe optique, et en negligeant les carres des para-

metres tres petits compris dans les equations du mouvement de

Tether, j
ai obtenu, pour les variations de Tincidence principale,

une fonction homogene du second degre des cosinus des trois angles

formes par Taxe optique avec la normale a la surface reflechissante,

la trace de cette surface sur le plan d incidence et la normale an

plan d incidence. Enfin, en admettant, comme Texperience Tindique

encore, que cette fonction devient un maximum on un minimum

quand, le plan d incidence etant confondu avec la section principale.

la surface reflechissante est perpendiculaire ou parallele a Taxe

optique, j
obtiens une formule qui s accorde tres bien avec les resul-

tats d observation donnes parM. Seebeck, dans un Memoire que ren-

ferment les Annales de Poggendorjf, et que notrc confrere M. Regnault

a rappele dans ses Lemons au College de France.

476.

THEORIE DE LA LUMIERE. -- Note sur la reflexion d un rayon de lumiere

polarisee a la surface exterieure d un corps transparent.

C. R., T. XXXI, p. 766 (2 decombrc i85o).

Supposons qu un corps transparent etant termine par une surface

plane on fasse tomber sur cette surface, et sous une incidence quel-

conque, un rayon de lumiere doue de la polarisation rectiligne. Sup-
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posons encore quo le plan dc polarisation coincide avec le plan d in-

cidence, ou lui soil perpendiculaire. Si le corps transparent &amp;lt;&amp;gt;st

isophane, le rayon reflechi sera polarise dans le memc plan que le

rayon incident. Ce resultat de 1 experience se trouve, comme Ton sail,

d accord avec la theorie que j
ai donnee. Celle-ci conduit, en outre,

a la proposition generale que je vais transcrire.

THEOHEME. - Le rayon incident elant suppose, comme ci-dessus,

polarise dans le plan d incidence on dans an plan perpendiculaire, si le

corps transparejit donne, an lieu d etre isophane, est un cristal d un ou d

deux axes optiques, le rayon reflechi pourra elre generalement considers

comme resultant de la superposition de deux autres rayons polarises, Vun

dans le plan d incidence, I autre perpendiculairement d ce plan. L un de

ces deux dermers ne disparaitra que dans certains cas speciaux indiques

par les formules.

Si, pour fixer les idees, on suppose que le corps transparent soit un

cristal a un axe optique, qui remplisse les conditions indiquees dans

la Note du 11 novembre, les deux rayons qui, d apres le theoreme,

concourront par leur superposition a former le rayon reflechi, subsis-

teront 1 un et 1 autre, a moinsque le plan d incidence ne soit ou paral-

lele ou perpendiculaire a la section principale.

Ces conclusions sont conformes a des experiences que M. Soleil fils

a faites et a d autres que nous avons executees ensemble avec le gonio-

metre de M. Babinet muni de prismes de Nicol.

477.

THEORIE DE LA LUMIERE. -- Note sur les vibrations transversales de Vether

et sur la dispersion des couleurs.

C. R., T. XXXI, p. 849. ( 2 3 decembre i85o).

L un de nos confreres, M. Arago, m a exprime le desir de voir la

theorie mathcmatiquc des divers phenomenes lumincux, et en parti-

OEuvresdeC. S. I, t. XI. 87
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culier, cellc do la dispersion des couleurs, presentee sous une forme

simple et facile a saisir. A la verite, cette derniere theorie se trouve

comprise dans les formules que renferme mon Memoirc sur la disper

sion, et quej ai developpees dans les Lemons donnees an College de

France les 19 et 22 juin i83o. Mais il importait d en rendre 1 etude

aisement accessible a tous les amis des sciences. Ayant cherche les

moyens de satisfaire ainsi an voeu de notre illustrc confrere, j
ai ete

assez heureux pour reduire a quelques notions et propositions ele-

mentaires, 1 analyse a 1 aidc de laquelle j
ai demontre, d une part, la

legitimite de 1 hypothese des vibrations transversalcs, attributes par

Young etFresnei au fluide ethere; d autre part, les lois de la disper

sion des couleurs. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Suivant Young et Fresnel, lorsqu un rayon de lumiere doue de la

polarisation rectiligne se propage dans tin milieu transparent et iso-

phane, un atome d ether primitivement situe sur la direction du rayon

execute des vibrations transversales, c est-a-dire perpendiculaires a

cette direction et paralleles a un certain axe fixe. En vertu de ces

vibrations, le emplacement de chaquc atome es-t proportionnel an

sinus, ou bien encore au cosinus d un angle variable appele phase,

et represents par uric fonction lineaire du temps et de la distance qui

separe 1 atome d un plan fixe perpendiculaire au rayon donne. Alors

les atomes dont les deplacements sont les memes au meme instant

appartiennent a des plans equidistants et paralleles au plan fixe, qui

divisent 1 espace en tranches ou ondes planes; et, si Ton prend pour

axe des abscisses une droite parallele a la direction du rayon, les coef

ficients du temps et dc 1 abscisse d un atome dans la phase seront

equivalents, au signc pres, aux rapports qu on obtient quand on

divise la circonference dont le rayon est 1 unite, par la duree d une

vibration atomique et par Vepaisseur d ime onde plane, ou, en d autres

termes, par la longueur d une ondulatioji.

D autre part, un systeme d atomes sera ce qu on a nomme un systeme

reticulaire, si ces atomes sont distribues a egales distances les uns des

autres sur trois systemes de droites paralleles aux intersections res-
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pectivos de trois plans fixes. Alors, autour d nn premier atonic, Irs

an Ires pris deux a deux co incideront avec les extremites de droites

dont le premier sera le milieu, et deviendront, par rapport a celui-ci,

&amp;lt;&amp;lt;&amp;gt;

(ju on pcut appeler des atomes conjugues.

Cela pose, on etablira sans peine la proposition suivante :

TinOIU.ME I. Si I on imprime a un systeme reticulaire d atomes des

vibrations transfersales et perpendiculaires a un axe fixe, qui constituent

un mouvement par ondes planes, non seulement le deplacement d un

atorne variera generalement quand o?i passera de eel alome a I un quel-

conque de deux alomes conjugues, mais, de plus, les variations du depla

cement correspondantes aux deux atomes conjuguesformeront une somme

equivalents, au signe pres, au double produit du deplacement du premier

atorne par le sinus verse de la variation de la phase.

De ce premier theoreme combine avec le principe de d Alembert,

on deduit immediatement cette autrc proposition :

THEOREME If. Un mouvement vibraloire infmimenl petit, a vibrations

transversales et par ondes planes, esl du nombre de ceux que peut acque-

rir un systeme reticulaire d atomes sollicites par des forces d attraction ou

de repulsion muluelle et situes a egales distances les uns des autres sur

trois systemes de droites paralleles a trois axes rectajigulaires.

Ce second theoreme suffit pour etablir la legitimite dc Fhypothese

des vibrations transversales de Tether dans les rayons lumineux.

Enfin, dans un mouvement a vibrations transversales du systeme

reticulaire, la force capable de produire le mouvement observe de

chaque atome se reduit, au signc pres, au produit du deplacement de

cet atonic par le carre du coefficient du temps dans la phase; et si la

resultante des actions exercecs sur ce premier atome par deux atomes

conjugues est projetee sur la direction du deplacement, la projection

sera proportionnelle, d une part, au deplacement du premier atome,

d aulre part, an sinus verse de la variation que sub it la phase dans

le passage du premier atome a Fun des deux autres; d ailleurs, celtc
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variation croit proportionnellement an coefficient de 1 abscisse dans

la phase. Done, en vertu du principe de d Alembert, le coefficient du

temps et le coefficient de 1 abscisse dans la phase sont lies entre eux

par une equation qui fait dependre la dureedes vibrations atomiquesde

la longueur d ondulation. Cette equation est precisement cclle qui ren-

ferme la theorie du phenomene de la dispersion, et qui fait connaitre

les lois de ce phenomene.

478.

CALCUL INTEGRAL. Memoire sur les fonctions irrationnelles.

C. R., T. XXXII, p. 68 (20 Janvier i85i).

Soient x, y les coordonnees rectangulaires d un point mobile Z, et

posons
:. = x + i/,

i etant une racine carree de i . Lc point Z sera completement deter

mine quand on connaitra la coordonnee imaginaire z. Soient encore

It, (
, W, . . .

# variables assujetties a verifier ^equations simultanees

U o, V=o, W=o,

U, V, W, . . . etant des fonctions toujours continues de z, u, v, w,

Alors

, r, w, ...

seront desfonclions irrationnelles de z, dont chacune, u par exemple,

offrira generalement, pour une valeur donnee de z, plusieurs valeurs

distinctes u
{ ,

w 2 , 3 , ....

Soit ug Tune quelconque de ces valeurs; u
ff
sera une fonction de z,

qui variera, par degres insensibles, avec la variable z, en demeurant

completement determinee, tant que z n atteindra pas une valeur pour
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laquelle // deviendra ou infmi, ou equivalent a un autre terme ///, de

la suite

//I, If.,, HI, ....

Soient d ailleurs c, c
, c&quot;, ... les valeurs reelles ou imaginaires de z

qui rempliront 1 une de ces dernieres conditions, et C, C , C&quot;, ... les

points correspondants a ces memes valeurs de z. Si le point mobile Z

vient a decrire une courbe continue et fermee, tellement cboisie que
les points C, C , C&quot;, ... soient tons extericurs a cctte courbe, i/,, z/.,,

//
3 , ... resteront, pendant le mouvement du point Z, fonctions con

tinues de z, et chacune de ces fonctions reprendra sa valeur primitive
au moment oil le point mobile Z reprendra sa position initiate. Si, au

contraire, quelques-uns des points C, C , C&quot;, ... sont interieurs a la

courbe fermee dont il s agit, un terme ug de la suite

ne reprendra pas toujours la meme valeur, quand le point Z reprendra
sa position initiate. Ccla pose, il semble au premier abord qu il ne soit

pas possible de separer les unes des autres les diverses valeurs de //

considere comme fonction dc z, tant que la valeur de z restc indeter-

minee. Neanmoins, pour eviter la confusion et rendre faciles a saisir

les calculs qui se rapportent aux fonctions irrationnelles, il importait
d offectuer cette separation. J y parviens de la maniere suivante :

Apres avoir determine les divers points C, C , C&quot;, . . . corrcspon-
dants aux valeurs c, c , c&quot;,

... de la variable z, je trace les prolon-

gements indefmis CD, C D , C/D&quot; des rayons vecteurs menes d un

centre fixe aux points C, C , C&quot;, . . . ; puis, j assujettis chacune des

fonctions

,, //,, W 3 ,
. . .

a varier avec z par degres insensibles ou, en d autres termes, a rester

fonction continue de z, tandis que le point Z se meut lui-meme par

degres insensibles dans le plan des x, y, sans que jamais il lui soif

permis d atteindre les prolongements CD, C D , C&quot;D&quot;, ..., dont il

pourra toutefois s approcher indefiniment. Comme, dans un tel mou-
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vement, les droites CD, C D . C D . . . . peuvent etre comparees a des

obstacles devant lesquels le point mobile s arreterait. &amp;gt;ans pouvoir

jamais les franchir.
j appellerai ces droites /ignes d arret. et leurs ori-

gines C. C . ( . .... points d arret. Le point lui-meme sera ce que je

nommerai centre radical.

Les diverses valeurs de u etant ainsi distinguees les um-s d-s autres.

les principes etablis dans divers Memoires que j
ai publies en 1846,

ialement dans le&amp;gt; .Mnnoires des 12. 19 et 2(3 octobre ( ), s ap-

pliquent avee la plus grande faeilite a la recherche des relations qui

existent entre les diverses valeurs de 1 integrale reetiligne / udz.

etendue a tons les points d une ligne droite, et de 1 integrale cur-

viligne (*uDssds, etendue a tons les points d une courbe PQR, dont

Tare, pareouru dans un certain sens. -st dt-signe par s: et d abord.

en vertu de la formul- lu Meinoire du 26 octobre. si PQR est

une courbe qui ne coupe aucune ligne d arret. I integrate

&amp;gt; =
/

// D
,
r ds.

etendue a tons les points de la courbe PQR, sera simplement la difference

entre les deux valeurs qu acquiert 1 integrale rectiligne /
udz, quand on

I etend : i a tons lespoints du rayon vecteur OR: 2 a tons les points du

rayon vecteur OP. Done 1 integrale curviligne -S ne differera pas de I in-

terale /
// dz. etendue a tons les points de la corde PR. si cette corde (4/e-

metne ne coupe aucune des lignes d arret.

Supposons. maintcnant, que la emrbe PQR. dont 1 origine est an

point P et I extremite an point R. coupe success!vemenl les rayons

urs
oc n . oc i&amp;gt; . ... oc i

indefiniment prolonges: i-t -ient

&amp;lt;J. Q- J

les points d intersection. La courbe PQR se trouvera divisee en plu-

sieurs parties, et 1 integrale -5 en parties correspondantes, dont cha-

/n-res de Cauc/n . S. I. T. X. p. i53a 196.
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cune so drlerminera immediatemenf a 1 aide du theon-inr
&amp;lt;|ur jr virus

de rappelor. Seulement, si, au moment oil lo point mobile Z part do

la position initiate P, la fonction u se contend aver le terme u, r &amp;lt;!&amp;lt;&amp;gt; la

suite

&quot;i, &quot;:. &quot;3, -,

et si le point Q est situe, non sur le rayon vecteur OC , mais sur

son prolongement, c est-a-dire sur une ligne d arret, la memo tone-

lion , supposee continue, se confondra generalemeht avec un nou-

veau tcrme UA de la suite M,, 2 , //.,, ..., apres quo le point mobile Z

aura franchi la position Q , le nombre h se reduisant toujours au

nombre g dans le cas oil Q serait un point du rayon vecteur OC .

Ccla pose, on pourra generalement enoncer la proposition suivante :

THEOREME I. --
Supposons que le point mobile Z, en partant de la posi

tion P, decree une courbe continue f/uclconqiic PQR, dont I arc mesure

dans le sens du moiwement soil represente par s ; et nommons

, o&quot;, ..., Q ( &quot;&quot;

/es points d intersection successifs de cette courbe avec les lignes d arret

quelle rencontre, OIL avec les rayons vecteurs dont ces lignes sont les pro-

longements. Supposons encore que, la fonction irrationnelle u venanl a

varier avec z d une maniere continue, on nomme

u
/,

ceux des termes de la suite ,,... avec lesquels elle coincide qua/id
le point mobile Z parcourt successivement les portions de courbe

PQ , Q Q&quot;, -.., Q&amp;lt;&quot;^R;

I integrate curviligne
$ J ul) s z ds,

etendue a tons les points de la courbe PQR, sera la somme des raleurs dc

I i/ttegrale rectiligne /
u dz correspondantes aux cordes des portions &amp;lt;l&amp;lt;

courbe dont U s agit, c est-a-dire aux droiles

PQ , Q Q&quot;, Q&quot;&quot;&amp;gt;R.
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II est important d observer que la valeur de S, determinee par Ic

theoreme precedent, ne variera pas si Ton fait mouvoir 1 extremite

commune Q des deux cordes PQ , Q Q&quot;,
en rapprochant indefmiment

cette extremite du point d arret C , sans lui faire franchir ce dernier

point. En effet, supposons le point Q remplace par un autre point q

situe sur la droite Q C , entre Q et G . La valeur de 1 integrale j udz,
*s

correspondante a la droite PQ , sera la somme des valeurs de la meme

integrate corres-pondantes aux droites Pq , q Q . Pareillement, la

valeur correspondante a la droite Q Q&quot;
sera la somme des valeurs

correspondantes aux deux droites Q q , q Q&quot;; et, comme les deux

droites q Q , Q q coincident, mais sont censees parcourucs en sens

inverses par un point mobile, les deux integrates correspondantes a

ces droites scront egales, au signe pres, mais affectees de signes con-

traires; et par suite la somme des valeurs de j udz, correspondantes

aux droites PQ , Q Q&quot;,
ne differera pas de la somme des valeurs cor

respondantes aux deux droites Pq , q Q&quot;.
On prouvera de meme que

Ton peut, sans alterer la valeur de s, rapprocher indefmiment le

point Q&quot;
du point G&quot;,

. . . , le point Q (IM) du point C (TO)
. II y a plus : si les

produits
(z-c )u, (z c }u, ..., (S-cW)u

conservent des valeurs finies, le premier pour z = c
, le second pour

z = c&quot;
,

. . . , le dernier pour z = c(m]
, les valeurs de j udz correspon

dantes aux droites

PC
, C

C&quot;, ..., C&amp;lt;&quot;&quot;R

seront toutes finies, et par suite on pourra sans inconvenient faire

atteindre aux points Q , Q&quot;, ..., Q (w)
, devenus mobiles, les posi

tions C , C&quot;, ..., C &quot;

clont ils s approchent indefmiment. On peut

done enoncer la proposition suivante :

THEOREME II. Les memes choses etant posees que dans le theoreme /,

si les produits
(S C )H, (s c&quot;)u, ..., (z C^)u

s evanouissejit, le premier pour z = c, le second pour z =
c&quot;,

. . . ,
le der-
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nier pour z c&quot; , I integrate cwviligne S sera la som?ne des valeurs dc

I integrate I u dz correspondantes aux d roil es

PC , C
C&quot;, ..., O&quot;R.

En vertu de ce theoreme, 1 integrale curviligne s relative a une

courbe continue OPR se decompose en integrates rectilignes, dont

une seule depend de 1 origine P de la courbe, une seule de 1 extre-

mite R de la meme courbe, les autres integrates rectilignes etant

independantcs des positions dcs deux points extremes.

Si le point R coincide avec le point P, la courbe continue PQR sera

une courbe fermee. Si, de plus, on a

.,

lasomme des valeurs de judz correspondantes aux deuxdroites C ;

&quot;P,

PC sera precisement la valeur correspondante a la droite C&quot;
W) C , et Ton

obtiendra la proposition suivante :

THEOREME III. Les memes choses etant posees que dans le theoreme If,

si la courbe PQR est fermee, en sorte que ses extremites P, R coincident,

et si de plus lafonction u reprend la meme valeur quand lepoint mobile Z

reprend sa position initiate P, 1 integrale curviligne S, devenue indepen-

dante de la position du point P, sera la somme des valeurs de 1 integrale

rectiligne I u dz correspondantes aux droites

C
C&quot;, C&quot;C&quot; , ..., C&amp;lt;&quot;&quot;C .

II est bon d observer que dans chaque integrale rectiligne on peut

introduire a la place de la variable z une variable reelle dont les

limites soient zero et 1 unite. Ainsi, par exemple, 1 integrale recti

ligne judz, etendue a tous les points de la droite C
C&quot;, ou, en d autres

termes, 1 integrale definie

u dz,fjr.*
se reduira simplement au produit

(c&quot;~- c ) f u dO,
Jo

CE ivres fic C. S. I, t.XI.
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si 1 on pose
z = c -t-(c&quot;-c )e.

Par suite, si Ton nomme z , z
t
les valeurs de z correspondantes aux

extremites P, R de la courbe PQR, et z , z&quot;,
. . . , z (ni) les valeurs de z

correspondantes aux points intermediates Q , Q&quot;, ..., Q (/&quot;

}

, Finte-

grale curviligne s =
f
uD s zds, etendue a tons les points de la courbe,

pourra etre, en vertu du theoreme I, determinee, non seulement par

1 equation

&= I iiffdz--}- I u
tt
dz -\-. . .-{- I u n dz,

J.
a

J., J .(,-,

mais encore par la formule

S f Q dO,
&quot;0

la valeur de etant

et la variable? z devant etre remplacee, dans le facteur u&amp;lt;, par la somme

r
() -+-.0(V s

(( ), dans le facteur uh par la somme z +
6(5&quot;--

z
),

dans le facteur un par la somme z-
(w)

-f- 0(c, z(m} \ Si d ailleurs les

produits

s evanouissent, le premier pour z = c
, le second pour z = c&quot; , . . . , le

dernier pour r- = c{m}
, on pourra, dans la valeur de 0, reduire z a c ,

~ \ r
&quot;

r-C&quot;) X r(m)
~.- d &amp;lt; ,...,.- dO .

Si, les produits (z c )u, (z c&quot;)u,
. . . cessant de satisfaire a la

condition enoncee, u renfermait les termes de la forme

alors, en designant par u la somme de ces termes, et supposant quo

la condition enoncee fut remplie dans le cas oil la difference u u

serait substitute a la fonction //, on pourrait aisement calculer la

valeur de rS relative ii la fonction u, en la deduisant de la valeur rela-
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live a la function u u, ct, pour deduire la premiere de la secondr,

il suffirait, d apres ce que j
ai dit ailleurs, d ajouter a eelle-ei plu-

sieurs termes de la forme

27T/ i, 1 27l/&quot;i, . . .,

chaque double signe se reduisant au signe -h ou au signe , suivant

(jiic
le mouvement de rotation du rayon vecteur OZ serait direct ou

retrograde, au moment ou le point mobile Z passerait par la posi

tion P ou P&quot;, ----

Enfin, si, pour des valeurs de z voisines de c , la fonction u se

decompose en trois parties, dont 1 une soil de la forme

en sorte qu on ait[

les fonctions o, y^
etant telles que les deux produits

deviennent, le premier nul, le second infini pour s = c , et le second

nul pour une valeur infinie de z\ alors, apres avoir debarrasse la

rt

fonction u du terme -
;

. on pourra, dans la determination de s,

effectuee a 1 aide du theoreme I, commencer par substituer aux

droites PQ , Q Q&quot;,
les droites Pq , q Q&quot;, q etant un point situe sur la

droite Q G , a une distance infiniment petite du point C ; puis, atin

de reduire a des quantites fmies les valeurs des integrates correspon-

dantes aux droites Pq , q Q&quot;,
on ajoutera a la premiere integrale, et

Ton retranchera de la seconde la valeur de ////- correspondante a

&amp;lt;}

r ,
r etant un nouveau point que Ton supposera situe sur le prolon-

gement de C q , et qui pourra coincider avec le centre radical, ou

s eloigner a une distance infinie de G .

Kn operant de la memo maniere dans tons les cas analogues, on

reduira la determination de s a revaluation d integrales rectilignes,
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qui offriront toutes des valours finies, et parmi lesquelles deux seule-

ment dependront des positions des points extremes de la courbe

donnee PQR.

Les theoremes enonces dans cet article supposent evidemment que

le rayon vecteur mobile OZ ne peut jamais decrire un angle superieur

a deux droits, tandis que son extremite Z parcourt, en partie ou en

totalite, 1 un quelconque des arcs PQ , Q Q&quot;, ..., Q (W) R. II pourrait

arriver que cettc condition cessat d etre remplie pour 1 un de ces

memes arcs; mais il serait facile de le partager en deux autres dont

chacun satisferait a la condition dont il s agit.

Dans un autre article, j appliquerai les theoremes ci-dessus enonces

a des cas speciaux; je dirai en meme temps quels sont les points de

contact et les differences qui existent entre mes recherches, soit an-

ciennes, soit nouvelles, et un Memoire tres remarquable dontM. Pui-

seux m a parle. Ce Memoire, qu il se propose de presenter aujour-

d hui meme a 1 Academie, s appuie, d une part, sur les proprietes clrs

fonctions irrationnelles traitees par lui dans un precedent Memoire

deja public en partie (voir le Journal de Malhematiques de M. Liou-

ville, t. XV, p. 365, annee i85o); d autre part, sur la notion des inte-

grales rectilignes et curviligncs des equations differentielles, pre

sentee pour la premiere fois aux geometres, dans mes Memoires

de i 846.

479.

C. R., T. XXXII, p. 126 (3 fevrior i85i).

M. AUGUSTIN CAUCHY presente a 1 Academie la suite de ses recherches

sur les fonctions rationnelles et sur leurs integrales defmies. Dans ce

nouveau Memoire, M. Cauchy applique les principes etablis dans la

seance du 26 octobre 1846, a la determination des integrales curvi

ligncs dans lesquelles la fonction sous le signe j est une racine d une

equation algebrique quelconque, et determine dans le cas le plus
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general le nombre des indices de periodicite, ou, en d autres termes,

des periodes distinctes qui peuvent etre ajoutees a une telle integrate.

11 est ainsi conduit a un theoreme qu on peut enoncer comme il suit :

it etant une fonclion donnee de z determined par une equation alge-

briqne du degre m, si I on designe par u
{

I une des valeurs de u, par it.,,

//.,, . . . , MU. celles dans lesquelles u
t peut se transformer en variant avec z

par degres insensibles, par n le nombre total des points d arrt, enfin

par v le nombre total des substitutions circulates correspondantes a ces

points, et formees avec les termes u
t , it.,, ..., u^ (quelques-unes de ces

substitutions pouvant etre censees renfermer chacune un seul terme, et se

reduire, par suite, a Vunite], le ?wmbre des periodes distinctes qui pour-

ront etre ajoutees a I integrate tu
{
dz prise entre deux limites donnees

(abstraction faite des periodes exprimees par des residus de lafonction M)

sera generalement (n i)a (v i).

480.

ANALYSE ALGEBRIQUE. Sur les fonctions de variables imaginaires.

C. U., T. XXXII, p. 160 ([o fevrier i85i).

La theorie des fonctions de variables imaginaires presente des ques
tions delicates qu il importait de resoudre, et qui ont souvent embar-

rasse les geometres. Mais toute difficulte disparaitra si, en se laissant

guider par 1 analogie, on etend aux fonctions de variables imaginaires

les definitions generalement adoptees pour les fonctions de variables

reelles. On arrive ainsi a des conclusions, singulieres au premier

abord, et neanmoins tres legitimes, quc j indiquerai en peu de mots.

Deux variables reelles sont dites fonctions Tune de 1 autrc, lors-

qu elles varient simultanement dc telle sorte que la valeur de Tune

determine la valeur de 1 autre. Si les deux variables sont censers

representer les abscisses de deux points assujettis a se mouvoir sur
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une meme droite, la position dc I un des points mobiles determiners

la position de 1 autre, et reciproquement.

Ajoutons que Ic rapport differentiel de deux variables reelles rst

une quantite generalement determinee, et qui neanmoins peut cesser

de 1 etre pour certaines valeurs particulieres des variables. Ainsi, par

exemple, le rapport differentiel de y a x deviendra indetermine pour

x = o, si Ton suppose

v x sin
x

Concevons maintenant que, x, v etant des variables reelles et inde-

pendantes Tune de 1 autre, on pose

i etant une racinc carree de i; z sera ce qu on nomme une variable

imaginairc. Soit

une autre variable imaginaire, v et w etant reels. Si, comme Ton doit

naturellement le faire, on etend aux variables imaginaires les defini

tions adoptees dans le cas oil les variables sont reelles, // devra elre

cense fonction de z, lorsque la valeur de z determinera la valeur de u.

Or il suifit pour cela que v ct w soient des fonctions determinees

de x, j.Alors aussi, en considerant les variables reelles x et y ren-

fermees dans z, ou les variables reelles v et w renferrnees dans w,

comme propres a representer les coordonnees rectilignes et rectan-

gulaires d un point mobile Z ou U, on verra la position du point

mobile Z determiner toujours la position du point mobile U.

Si d aillcurs on nomme r le rayon vecteur mene de 1 origine des

coordonnees au point mobile Z, et p Tangle polaire forme par ce rayon

vecteur avec 1 axe des x, les coordonnees polaircs r et/?, liees a x, y

par les equations
x / cos/? , /;=;/ sin/?,

et a s par la fbrmule
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seront co qu on nomme le module et Vargument de la variable imagi-

naire c.

Ces definitions etant adoptees, et // etant une fonction quelconquc
de la variable imaginaire z, le rapport differentiel de u a : depondra,

en general, non seulement des variables reelles x et y, ou, ee qui

revient an meme, de la position attribute an point mobile Z, mais

encore du rapport differentiel de y a x, ou, en d autres termes, de la

direction de la tangcntc a la courbe que decrira le point mobile, lors-

qn on fera varier :-. Ainsi, par exemple, comme on aura

dz =. djc,

si le point mobile se meut parallelement a 1 axe des x, et

dz i dy,

si le point mobile se meut parallelement a I axe des y, le rapport diffe

rentiel de u a s sera, dans la premiere hypothese,

1)^.P -f- iDj.tr,

et, dans la seconde hypothese,

T)r r-4- iD r &amp;lt;r- -

Ajoutons que, si ces deux valeurs particulieres du rapport differentiel

de u a ^ sont egales entre elles, ce rapport deviendra independant de

la direction suivie par le point mobile et se reduira simplement a une

fonction des deux variables x, Y.

Dans ce cas particulier, on aura

|)r r-.-r -

par consequent

Dj + D* r o, !)&amp;gt;&amp;gt;
+ J) .

et

I);, u -+- 1);
u = o.

Done alors la f onction u de z sera en mt me temps une f onction de .r, y
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qui verifiera une equation aux derivees partielles du second ordre, et

representera une integrate de cette equation.

(Test ce qui arrivera ordinairement, si les variables imaginaires u

et s sont liees entre elles par 1 equation qu on obtient en egalant a

zero une fonction toujours continue de ces deux variables.

Les principes que je viens d exposer confirment ce que j
ai dit ail-

leurs sur la necessite de mentionner la derivee d une fonction de z,

dans le theoreme qui indique les conditions sous lesquelles cette

fonction peut etre developpee en une serie ordonnee suivarit les puis

sances ascendantes de z. C est, au reste, ce que j expliquerai plus en

detail dans un autre article, oil je deduirai des principes dont il s agit

les proprietes diverses des fonctions d une variable imaginaire ct de

leurs integrates definies.

481.

CALCUL INTEGRAL. -- Addition au Memoire sur les fonctions irrationnclles ,

et sur leurs integrates definies.

C. R., T. XXXII, p. 162 (
10 fevricr i5i).

Le theoreme enonce a la page 3oi s etend au cas meme ou u est une

fonction de z, determinee, non par une seule equation algebrique,

mais par un systeme de N equations simultanees

Uo, F o, W=o,

dans lesquelles U, V, W, . . . representent des fonctions algebriques

ou transcendantes, mais toujours continues, des ./V variables

U, I
, W, . . .

et de la variable independante z. On peut d ailleurs supposer que,

parmi ces equations, toutes celles qui suivent la premiere, savoir

V = o, W = o,

renferment chacune une seule des variables v, w, . . . avec la variable z,
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el soiont on onlro semblablos cn(ro dies, par consequent de la forme

l (r, -) = o, l (r, -) = o, ....

Alors chacuno des variables r, w, . . . representera 1 nne des racines t- ,,

i o, . . . do la seulo equation

f(p,3) = 0,

et la variable //, determinee en fonction de v, w, . . . , z par la fbrimile

V= o,

se rodnira simpleinent a une fonction de z et des racines dont il s agit.

C.oncevons, pour fixer les idees, quc, chacune des variables c, w, .. .

se reduisant a Tune des racines de 1 equation

f(f,5)r=0,

la premiere des equations donnecs se reduise elle-meme a la formule

F(r, v,w, . . .) designant une fonction toujours continue de z, v, w, ....

Alors u sera de la forme

u = F
(-,&amp;gt;,

(
,

. . .),

plusieurs des indices g, h, ... pouvant etre egaux entre eux; et en

nommant Z le point mobile dont la variable z designe la coordonnee

imaginaire, on obtiendra, pour 1 integrale judz etendue a tout le con

tour d une courbe fermec ct decrite par le point Z, une valeur inde-

pendante de la position initiale de ce point, si u reprend sa valeur

primitive, au moment ou le point Z aura parcouru la courbe entiere.

Ajoutons quo la meme integrale se reduira simplement a zero, si // est

une fonction symetrique dc v
{ , v.,, ^.,, ..., ou meme si la fonction n

n est alteree par aucune des substitutions circulaircs correspondantes

aux j)oints d arret que renferme la courbe, et relatives aux diverses

racines c,, c
2 , ^.,, ... de 1 equation

OEuvres de C. S. I, t. XI. 89
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482.

ANALYSE. - - Memoire sur I application du calcul des residus a plusieurs

questions importantes d Analyse.

C. R.. T. XXXII, p. 207 (7 fevricr i85i).

Les principes du calcul des residus, et les formules que j
en ai

deduites dans divers Memoires, fournissent immediatement la solu

tion d un grand nombre do questions importantes. S agit-il, par

exemple, de developper une fonction en une serie d cxponentiellrs,

ou plus generalement en une serie dont les divers termes dependent

des diverses racines d une equation transcendante; s agit-il de demon-

trer la convergence d une telle serie, on bien encore de transformer

les fonctions a simple et a double periode, et en particulicr les fonc-

tions elliptiques, en produits composes d un nombre intini de fac-

teurs, les formules et les theoremes que j
ai donnes, des 1 annee 1827,

dans le second Volume des Exercices de Mathematiques ( )
et dans lc

Memoire du 27 novembre i83i (-), permettrontd cffectuerles develop-

pements et les transformations demandees et d etablir les conditions

de convergence des series obtenues. Entrons a ce sujet dans quelques

details.

Soient x, y les coordonnees rectangulaires, r, p les coordonnees

polaires, et

z = x -+- y i
~ rep

la coordonnee irnaginaire d un point mobile Z. Soit encore /(^) une

fonction de z-, dont la valour soit unique et determinee, quand elle ne

devient pas infinie, et dont la differentielle divisee par dz fournisse

un rapport qui depende uniquement des variables reelles x, y. Soit

onfin S 1 aire d une portion du plan des x, y; nommons PQR le con

tour qui renferme cctte aire, et designons par (S) 1 integrale ff(s) dz

( ) OEuvres dc Caucliy, S. II, T. VII.

(
2
) Iliid., S. II, T. XV.
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it (ous les points de ce contour que noussupposerons parcouru

par le point mobile Z avec un mouvement de rotation direct autour de

I aire S. En vertu d une formule que j
ai donnee dans le Memoire

de r83i (page 9), on aura

( ) (S) 27:i r (/(;)),

le signe indiquant la somme des residus de/(s) relatifs aux valeurs

de s qui veritient 1 equation

et correspondent a des points renfermes dans I aire S.

11 cst bon d observer que 1 equation (i) peut servir a deduire on

1 integrale curviligne (S) du residu integral (/(-)), ou ce residu

lui-meme de 1 integrale (S). Dans cc dernier cas, 1 equation (i) doit

el re presentee sous la forme

Si Ton suppose quc,/(s) etanl une fonction transcendante, 1 equa
tion (2) offre une infinite de raciness,, z 2 , a,, ... dont quelques-unes
offrent des modules infiniment grands, le premier inembre de 1 equa
tion (3) ofFrira la somme d un certain nombre de termes d unc serie

simple ou multiple. Si, dans la meme liypothese, on fait croitre, dans

un rapport donne k, le rayon vecteur mene aux divers points du con

tour PQR qui renferme I aire S, ce contour se dilatera, en demeurant

semblablc a lui-meme. Cela pose, soient k
{ , k.2 ..... kn des valeurs

croissantes du rapport k\ S,, S 2 , . . . , S n les valeurs correspondantes
de S, et

les valeurs correspondantes du residu integral (/(-,)) On aura

. T. I

co
/z etant la somme des residus relatifs a des points situes entre les
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contours des aires Sa _,, S
ft ; et si, pour des valours croissantcs de /?,

1 iiitegrale curviligne (Sn ) converge vers une limitc fixe, alors, en

nommant Q le rapport de cette limite au produit 2?:i, on verra les

quantites co
( ,

(o a , ..., o&amp;gt;

rt
se reduire aux divers termes d unc serio

convergente dont 12 representera la somme, en sorte qu on aijra

(5) w, + o&amp;gt; 2 4- w 3 + . . .= 2.

On deduit des equations (i), (3) et (5) une multitude de resultals

importants, en assignant des formes determiners soil a Iji fonction

f(s), soil au contour PQR.

Parmi les formes qu on peut assignor au contour PQR, on doit

remarquer cello qu on obticnt quand on roduit ce contour a un poly-

gone dont les cotes sont des droites ou des arcs de cerclo. Dans plu-

sieurs Memoires, j
ai specialement examine ce qui arrive quand 1 aire S

se reduit soit a un rectangle, soit a tin cercle decrit de 1 origine avec

le rayon P. Dans cette derniere hypothese, I ecjuation (3) domic

I/O ( 71 )

P etant une fonction de 1 argumcnt p determinee par le systeme des

formules

(7) ?= */(*),

(8) z =
Rev&amp;gt;,

et .ill(/
)

) etant la moyenne isotropique de P determinee par la formule

(9) 31i(P)= : f Pdp.
&quot;

7T

Si, pour des valeurs croissantes de 7f, cette moyenne isotropique

converge vers une limite fixe H, 1 equation (6) donnera

Si Ton reduisait la surface S, non plus au cercle decrit de 1 origine
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aver l&amp;lt;&amp;gt; rayon H, inais a 1 iin dcs demi-cerclos dans lesqucls ce

rst divise par 1 axc dcs .r on par 1 axc dcs y, alors, en desi^nanl par

f
M (P)

la valcur moyenne dc la fonelion /&amp;gt; de p, cntrc les limites

i) =
/&amp;gt;&quot;,

c est-a-dirc la valour du rapport

r 1

&quot;

I
l&amp;gt;dp

P -P&amp;gt;

on obtiendrait a la place dc [ equation (G) les quatrc formulcs

(K\ 10) I C R

-~
f(

2 - J

(.2)

- f(iy)dyt

2

37C

(/())= M (/&amp;gt;)+

Si, pour dcs valcurs croissantcs dc R, Ics quatrc valeurs inoyennes

dc la fonction p correspondantes aux dcmi-circonfercnccs qui s ap-

puicnt sur 1 axc dcs x, ou sur 1 axc dcs y, convergent vers des limites

fixes, alors, en designant par Qr , Q_r , lx , l_x ces memcs limites, on

tirera dcs formules (i i)

(.3)
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et dcs formulcs (12)

\*) _ i i r

V_)
*

&quot;*./-,
v r;

.(&quot;)
, =I

V\ ^^ ~~
2

*

()

( 4)
/_LI

\

=

Au reste, on peut deduire les formules (12) des formules (n), et

les formules (i4) des formules (i3), en remplacant /(r) par /(is).

Les formules (i3), appliquees a la determination de 1 integrale

/
f(x}dx&amp;gt;

fournissent les valeurs de plusieurs integrates donnees

par Euler, Laplace, etc., et d une multitude d autres.

Si Ton supposait la surface S comprise entre deux courbes, et ter-

minee : i par un contour exterieur PQR; 2 par un contour inte-

ricurpgr; alors, en nommant S, la surface enveloppee par le contour

exterieur PQR, et S la surface enveloppee par le contour interi en r pqr,

on aurait evidemmcnt S= S, S
, et la sommc des residus de /(-),

relatifs a des valeurs de r- qui correspondraient a des points renfermes

dans 1 aire S, serait, eu egard ii la formule (3), la difference entre les

( S ) ( S )

rapports -
,
- Done, en desi^nant cette somme de residus par

271 27T

(/(-)) on aurait

Supposons, pour fixer les idees, la surface S comprise entre les cir-

conferences decrites de 1 origine comme centre avec les rayons l{ et

r
() &amp;lt; 7^, et posons

(16) u = r
e&amp;gt;&quot;,

v = fieP\ P =uf(u), P=vf(v),

Alors, a la place de la formule (G), on obtiendra la suivante :

(R) &amp;lt;K)

(r,)^ )
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Conecvons maintenant quc Ton attribne a la function /(-) ties

formes particulieres, et supposons d abord

/ (Haul la coordonnee reelle ou imaginaire d un certain point T. On

aura, si le point T est exterieur a la surface S,

el, si le point T est interieur a la surface S,

09) (/(*)) = ^+9(0.

Dans cello hypothese, 1 equation (17), jointe aux formules (16), don

n era

D ailleurs, le module de ^ etant, par hypothese, superieur au module

de u et inferieur au module de v, les deux rapports -
,
- - seront

v i t u

devcloppables, le premier suivant les puissances ascendantes nulles et

positives de la variable t, le second suivant les puissances descen-

dantes ct negatives de la meme variable. Done, si 9(5) esl une fonotion

dont la valeur, quand elle demeure finie, soil toujours unique et deler-

minee, et si le rapport differential de o(-) a la variable z depend unique-

ment de cette variable, alors pour un module de t compris entre deux

hmites donnees r
, 7?, la fonelion o(/) pourra etre decomposee en trots

parties dont la premiere sera exprimee par le residu integral

landis
(/lie

les den.r dcnncres auront pour dcveloppernents deux series tou

jours converge/lies, ordonnees I une suivant les puissances ascendantes.

I antre suivant les puissances descendantes de la variable t. D ailleurs, le
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residu (21) sera line somme de fractions simples, qui offriront, avec des

numeraleurs constants, des denominateurs representes ou par les diverses

raleurs da binome t z, correspondantes a celles des racines de l er/ua-

tion

doTit les modules seront compris entre les limites r,,, /{, ou par des puis

sances de t z, si quelqucs-unes des racines dont il s agit deviennent

egales entre elles. Cola pose, il est clair que Fequation (5) fournil

simultanemcnt la tlieorie de la decomposition des fractions ration-

nelles, ou meme des functions transcendantes en fractions simples,

la seric de Taylor avec le theoreme sur la convergence de cette serie,

et le theoreme de M. Laurent.

Soit maintenant T une valour particuliere de t, et supposons qu apres

avoir remplace, dans la formule (20), la fonction 9(2) par ^
*? on

integre les deux membres par rapport a /, a partir de / = T. Alors, en

passant des logarithmes aux nombres, on trouvera

O( t \

(. \
^ I / T Tf

22)
- - c 1 &quot;- n,

7, 7 etant les sommes des deux series convergentes ordonnees, la

premiere suivant les puissances ascendantes et positives, la seconde

suivant les puissances descendantes et negatives de /, et n etant mi

produit determine par la formule

dans laquelle z
t
, z

t/
, , .. d une part, et z\ z&quot;, . . . de 1 autre, designent

les valeurs de z qui verifient comme racines, d une part la premiere,

d autre part la seconde des equations

(24)
&amp;lt;?(-)

et qui, d ailleurs, oflrent des modules compris entre les limites r
()

, //,
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(andis que m t ropresente le nombro tics racincs egales a z
t

\ m le

nomhrc des racincs egales a z
u \ . . . , m le nombrc des racincs egales

a z ... et m la difference enlre ics deux nombres qui expriment,

j)our les deux equations dont H s agit, cornbien il existe de racines

cellos on inegales qui offrent des modules inferieurs a r . Ajoutons

quo los valours do T ot T
{} pcuvcnt ctre facilement determinees a

1 aido dos formules

(
25) Tn := OIL

La fbrmule (22) est feconde en resultats qui paraisscnt dignes d at-

tontion, surtout lorsqu on 1 applique aux fonctions a double periode

et, en particulier, aux fonctions elliptiques. On doit remarquer le cas

ou Ton suppose r = o, It cc. Alors, en effet, comme je 1 expliquerai

plus en detail dans un prochain article, on deduit immediatementdo
cette formule, non seulement une decomposition des fonctions ellip

tiques en facteurs simples que Ton pcut combiner entre eux par voio

de multiplication, de maniere a reproduire les beaux theoremes de

M. Jacobi, rnais encore un grand nombre de resultats du meme genre
et qui semblaient plus difficiles a obtenir.

J examinerai aussi co qui arrive quand on suppose

;

26)

ou

(27)

t etant une variable reelle comprise cntrc los limitcs, b. On verra,

dans cettc hypothese, les formules ci-dessus etablies rcproduiro ot

rnomc etendrc les theoremes enonces dans Ic second Volume dos

Exercices de Mathematiqucs (pages 344 ct suivantes) (
f

), relativom(&amp;gt;n(

( ) OEuvrcs dc Caucliy, S. [[, T. VII, p. 3&amp;lt;j;
ct suiv.

GEiivres de C., S. I, t. XI.
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an devcloppement des fonctions en series dont les divers termes

dependent des diverses racines d une equation transcendante; et

Ton remarquera que, pour demontrer facilement ces theoremes, il

est utile d appliquer a la determination du produit ^f(s) line inte

gration par parties, attendu que Ton a, par exemple,

(28) = e^ t - a ) o(a) o(t) + t e=&amp;lt; -V-&amp;gt; O
(/JL) dp.

Ja

Ajoutons que, si 1 on pose 5^(5)
= i dans les formules (26) et (27),

si d ailleurs la fonction o([x) reste finie entre les limites
\t.

= a, u,= b,

on tirera immediatement des equations (i4) jointes a la formule (28),

les deux equations
f

(29) o(0= / /
eyc-W

U ^ oo *Ja

&

(30) ?(0~ : f f ey^-v-^o

et, par suite, la formule

qui peut etre uti lenient substitute a celle de Fourier, eu egard a

I avantage qu elle possede de ne renfermer qu une seulc exponen-

tielle trigonometrique.

483.

ANALYSE. -- Memoire sur I application du calcid des residus

a la decomposition desfonctions transcendantes enfacleurs simples.

C. K., T. XXXII, p. 267 U5 fevrier i85r).

I. -- Formu les generales.

Soient x, .y les coordonnecs rectangulaires; /, p les eoordonnees

polaires, et

4 =: oc -+- / i =: re
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la coordonnee imaginaire d un point mobile Z. Supposons que &amp;lt;&amp;lt;

point soit renferme entre les deux circonferences decrites de 1 originc

comme centre avec les rayons r , It, ou, en d autres termes, quo le

module r de z reste compris entre les limites r , /?. Soit o(-) une

fonction de 5, qui, pour un module de s inferieur a R, soit toujours

continue quand elle ne devient pas iniinic; etadmettons encore que
le rapport differentiel de la fonction o(z) a la variable imaginaire z

depende uniquement des variables reelles x, y; puis, en supposant

les equations

(0

(a)

=.o,

-O,

resolues par rapport a ^, nommons ^,,
z

if
, zm , . . . celles des racines de

1 equation (i), et z
, z&quot;,

z
&quot;,

. . . celles des racines de 1 equation (2) qui

o (Trent des modules compris entre les limites r , 7?. Soient d ailleurs

///,,
m

/f
, mm , . . . ou m

, m&quot;, m&quot; les n ombres entiers qui expriment

combien 1 equation (r) ou (2) offre dc racines egales an premier,

au deuxieme, au troisieme, ... terme de la suite z
t

,
z

if
, zm , ... ou

de la suite z , z&quot;, z
&quot;,

. . . , et nommons m la difference entre les deux

nombres qui indiquent, pour les equations (i) et (2), combien il

cxiste de racines egales ou inegales qui offrent des modules infe-

rieurs a r . Enfin, en nommant une valeur particuliere de z, posons,

pour abreger,

a = r eP l

,

c = lief 1

,

(5)

1

(6) V = ;)
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L equation (22) dc la page 2i3 donncra

Si Ton suppose en particulier r = o, on aura

U=o,

et la formule (7) deviendra

(8)

r _ ft-

m etant le nombre des racines nulles de 1 equation (i); puis, en redui

sant ( a zero, on trouvera

la valeur de V etant

Dans les formules (8) ct (9),

Z &quot; Z ft
**/&amp;gt; &quot;ni **///&amp;gt;

representent celles des racines des equations (i) et (2) qui offrent des

modules inferieurs a la quantite R supposee constante, ou, en d autres

termes, les racines qui correspondent a des points renfermes dans le

cercle decrit de 1 origine comme centre avec le rayon R. Si a ce cercle

on substituait le contour d une certaine airc S, et si, en consequence,

on faisait coincidcr z
t

, z
u , z^ ..., z

, z&quot;,
:

&quot;,
... avec les racines de

1 equation (i) ou (2) correspondantes a des points renfermes dans

1 aire S, alors on devrait supposer, dans la formule (4), R fonction

de/?, et dans la formule (8), V determine en fonction dc z, non plus
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par 1 equation (6), mais par la suivante

V-

I integrale etant etendue au contour cnticr de 1 aire S, et le point

mobile Z etant suppose parcourir ce contour avec un mouvement de

rotation direct autour de S. On aurait, sous les memes conditions,

dans la formule (9),

II est bon d observer qu on tire de 1 equation (10), en developpant

i - -
J
suivant les puissances ascendantes de z,

\ - -m &amp;lt;?
&amp;lt;

( }
^

&amp;lt;m
? ( )

-
&amp;lt;m

? ( )
K =r - t)lt JIO -1 - - -- JIL -~ --- ....

Si 9(5) est ou une fonction paire, ou une fonction impaire de z, c est-

a-dire si 1 une des fonctions 9(s), s ^(*) denieure inalteree, tandis

quo la variable z change de signc, alors -
^- sera une fonction impaire

de v, et les coefficients des puissances impaires de z s evanouiront

dans la formule (i3), qui sera reduite a

(.4)
2 vo(v) 4 t

3

9(r)

Pareillement, si, etant une racine primitive de 1 equation binome

le rapport
^ -so reduit a 0, ou a une autre racine primitive dc la

memo equation, la fonction - - ne variera pas quand on rempla-

cera z par Os, et le developpement de V renfcrmera seulement les

puissances de ; dont les exposants sont des multiples de n, en sorlr



318 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

(ju on aura

( i 5
) V- OIL -^ - 0)1

-^i;-, r-r ....

Kntin, si le rayon vecteurT?, mene a un point quelconque du contour

de 1 aire S, varie dans un certain rapport k, independant de p, ce con

tour se dilatera en demeurant semblable a lui-meme; etsi, pour des

valours infiniment grandes de k, Fdevient infiniment petit, liqua
tion

(16)
i . 2 . . . m

Iransformera la fonction o(-) en une fraction dont chaque ternic

sera le produit d un nombre intini de facteurs. Ajoutons que, si

I aire S est celle d un cercle, la fraction dont il s agit devra etre

reduite a ce qu on peut nommer sa valeur principals, c est-a-dire ii

la limite vers laquelle elle converge, tandis que Ton fait decroitre

indefiniment le nombre des facteurs simples admis dans les deux

lormes, en faisant croitre indefiniment le rayon R du cercle et, par

suite, le nombre des racines z
t
, z

n , ..., z t 5&quot;, ... dont les modules

sont inferieurs a R.

Si celles des racines de 1 equation (i) ou (2) qui different de zero

sont toutes inegales, les formules (9) et (16) donneront simplement

(17)

(,8)

I . 9. . . . HI

i . 2 . . . in

Si d ailleurs la fonction cp(^) reste toujours finie pour des valeurs finies

de z, les racines z , z&quot;, ... disparaitront, et les equations (17), (18)
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so roduiront aux formules

Les principes quo nous venons d etablir s appliquent immedialo-

iiient aux fonctions inverses des integrales qui renferment sous

le signc / dos fonctions rationnellcs d une variable z. Pour qu ils

puissent etre appliques aux fonctions inverses des integrales qui ren

ferment sous le
signe^des fonctions irrationnelles, par exomple dos

radicaux, il fatit commencer par substituer a ces radicaux des fono-

lions continues. On y parvient sans poine en operant comme il suil.

Si, en nommant / et p le module et 1 argumcnt de la variable ima-

ginaire
z = x -f yl = reP

,

on designe par u un nombre quelconque fractionnaire ou memo irra-

tionnel, et par c&amp;gt; Tangle qui, etant renferme entrc les limites -,

-+-
-^

verifie la formule

tangro = tang/?,

Tune des valeurs de la fonction irrationnelle qu on obtiendra en ele-

vant la variable z a la puissance du degre u. sera toujours representee

par Tun des trois produits

savoir, par le premier, si la partie reellc x de r- est positive; par le

second, si Ton a ,r&amp;lt;o, r&amp;gt;o; par le troisieme, si Ton a ,r&amp;lt;o,

y &amp;lt;
o. Gela pose, soit s une fonction assujcttie : i a varier avec z par

degres insensibles; 2 a representer toujours une des puissances do ;

du degre u.; et supposons que, pour une certaine valour de :-, .v so

reduisc a celle des puissances de z du degre UL, qui so trouvo n-pre-
sentec par le produit
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etant une valeur de I exponenticlle e
h^ 1

correspondantc a une ccr-

taine valeur entiere, positive, nulle ou negative, de h. Alors, z venant

a varier par degres insensiblcs avec x et y, il suffira evidemment,

pour obtenir s, de multiplier le produit (21) par le facteur e^\ toutes

les fois que, x venant a changer de signe, le rapport ^ = tang/? pas-

sera de -+- cc a QC, et par le facteur e~^ 1

, toutes les fois que, x ve

nant a changer de signe, le rapport passera de cc a -f- cc.
OC

Si Ton suppose, par excmple, [/.
= -, s sera une racine de 1 equation

sera 1 une des quantites i,
-

i, i, --i; et si, pour une certaine

valeur de z, on a

alors, z venant a varier par degres insensibles, on dcvra, pour obtenir

une valeur de s qui varie elle-meme par degres insensibles, multiplier
1 CT.

le produit 0/
-2
e

2

par i, toutes les fois que le rapport
-

passera de -h cc
OC

a -co, et par
--

i, toutes les fois que ce rapport passera de -- cc

a -+- cc.

II. Applications.

Pour montrer une application fort simple des formules ci-dessus

etablies, supposons d abord

Les diverses racines de 1 equation o(z] o seront toutes inegales et

de la forme n, n etant un nombre entier quelconque. De plus, le

nombre m des racines nulles etant reduit a Tunite, on aura

puis, en supposant le module R de la variable auxiliaire v = liepl com-

pris entre les limites /z, n -f- 1, et prenant

COtTIV I f COtTTC .

rrr - I 7- O/?,
(,-l 2 J (,-i t
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on tirora do la I ormule (19) (lu I

on, cc qui revient au meme,
/ -2

(a) 8inir*= rs(i-.5
8

)(i- T
\ 4

la valour do T etant

Si ft ct par suite /? deviennent infiniment grands, a.,, a,,, ... devien-

dront infiniment
[&amp;gt;etits,

ct, on posant n = ^, on aura V =
&amp;lt;&amp;gt;; par con

sequent

(3)

On tronverait do la memo maniere

(4)

Si, d ailleurs, n , n&quot; etant deux nombres entiors, on designe a 1 aide

do la notation

(5) II
n =. n

10 produit dos diverses valours de/(rc) correspondantes aux valours

entieres, positives, nulle ot negatives de /i, comprises entre les

limites n - - ri , n n&quot; , et si Ton reduit la fectorielle

Mi) &quot;n&quot;/(/o
n 3= oo

11 sa valeur principale, c est-a-diro a celle qu acquierl [ expression (5)

quand, apres avoir pose n&quot; = n
, on fait converger n vers la limite ^c,

on pourra presenter 1 equation (4) sous la forme

(7) COS7I== &quot;if

CF.uvres de C. S. I, t. XI.
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Ajoutons que Ton peut deduire immediatement de 1 equation (i)

on (3), non seulement la formule (7), mais encore la suivante

(8) -r= n i- ,

sin
b

la factorielle qui renferme le second membrc etant supposee reduito

a sa valour principale. II y a plus : en partant ou de la formule (8) ou

des formules generales etablies dans le f , on pourra representer une

fonction entiere ou meme rationnelle quelconque de sins et de coss

par une factorielle qui sera le produit d une infinite de facteurs

simples, ou par le rapport de deux produits de cette espece.

Observons encore que, si Ton pose

s =2 sins, t = cos^,

x et /, considered comme fonctions de s, seront simplement deux

variables assujetties : i a varier avec s par degres insensibles; 2 a

verifier, quel que soit z, les deux equations

(9) ds t dz,

(10) s-i-i = i;

3 a prendre, pour z = o, les valeurs particulieres

et que, pour obtenir la decomposition des fonctions s, t en facteurs

simples, il suffira de leur appliquer les formules etablies dans le I,

apres avoir deduit la periodicite de ces fonctions, les racines des equa

tions sins = o, cos = o, ct 1 indice de periodicite 2- de la variable z,

des principes exposes dans les Comptes rendus de 1846, relativement

ii 1 integration curviligne des equations differentielles.

Appliquons maintenant nos formules a quelques-unes des transcen-

dantes nouvclles qui representent les fonctions inverses des integrales
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urvilignes des equations dillerentielles, par exemple aux (unctions

elliptiques; et, pour fixer les idees, supposons que 0(5) se reduise a

ce
(jii

on nomine le sinus dc Iamplitude de la variable z, en sorte

qu on ait

o(-) = sin am z.

G&amp;gt;mme je I ai remarque dans le Memoire du 12 uctobre 1846, ce sinus

sera, non pas la valeur de s que determine la formule

r* ds
(12)

V (
I S~

) (
I

- K S
)

dans laquelle on suppose k renferme entre les limites o, i, niais la

valeur de s que fournira 1 integration de 1 equation differentielle

(i3) ds = t dz,

si Ton assujettits et t : i a varier avec z par degres insensibles; 2 ii

verifier generalement 1 equation finie

i a prendre, pour : = o, les valeurs particulieres

(lela pose, faisons

-
T ,

! A-
2
.r

2
)

2 &quot;i

(j:
2

i)
2

(i A-

II suflira d appliquer a la determination de s les principes etablis dan&amp;gt;

les Comples re/idus de i8/|(3, comme je 1 avais fait dans les Memoires

dont ces Comples rendus offrent des extraits, pour reconnaitre : i(|ue s

reprend la meme valeur quand on remplace z par nK riK \ -h ;,

n, ri etant deux nombres entiers dont le premier est pair, on par

nK n K i z, n etant impair; 2 que t sc reduit a -f- i dans le
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premier cas, a i dans le second. 11 en resulte que 1 equation

(16) s = o

a pour racines les valeurs de z comprises dans la formule

nKn K \,

/z, ^ etant deux nombres entiers quelconques. On prouvera de memo

que 1 equation

( 7)

a pour racines les valeurs de z de la forme

et Ton conclura aisement de 1 equation (i3) que chacune des racines

trouvees est une racine simple de 1 equation (i) ou (2). Cela pose, la

formule (20) du I donnera

n
n K i

(18)

chacune des factorielles indiquees par la lettre II etant le produit de

tous les facteurs finis semblables a celui qui est mis en evidence, et

qui correspondent a des valeurs entieres de n, ri
, positives, nulle ou

negatives, et chaque factorielle etant d ailleurs reduite a sa valeur

principale.

(3n transformerait de la meme maniere en factorielles ou en rapports

de factorielles les autres fonctions elliptiques, et meme des fonctions

rationnelles de ces fonctions. C est, au reste, ce que j expliquerai

dans un nouvel article, ou je donnerai d autres applications des for-

mules etablies dans le 5 I.
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48-4.

ANALYSE MATHKJIATIQUE. --
Rapport sur un Memoire presents a I Academic

par M. PUISEUX et intitule : Recherches sur les fonctions algebriques.

C. R., T. XXXII, p. 276 ( 2 5 fevrier i85i).

Parmi les fonctions implicites d une variable reelle ou imaginaire.

celles qui representent les racines reelles d equations algebriques, et

que Ton pent designer, pour ce motif, sous le nom dc fonctions alge

briques, meritent d etre particulierement etudiees. Les propriety s &amp;lt;le

ces fonctions et de leurs integrales definies sont 1 objet special drs

recherches de M. Puiseux. D aillcurs, comme le reconnait 1 auteur

lui-meme, ces recherches se trouvent, sur plusieurs points, intime-

ment liees a celles que Tun de nous a publiees a diverses epoques ef

qui ont etc 1 objet de divers Memoires. Nous serons done obliges dc

rappeler quelques-uns des resultats obtenus dans ces Memoires. On

pourra ainsi mieux apprecier le caractere et 1 importance dcs resul

tats nouveaux auxquels M. Puiseux est parvenu.

Concevons que, la lettre i designant une racine carree de i, Ton

fasse correspondre a chaque valeur imaginaire d une variable

1 V

un point Z dont x et y representent les coordonnees rectangulaires.

Si Ton nomme fonction continue de z celle qui, obtenant, pour chaque
valeur de s, une valeur unique et finie, varie par degres insensibles

avec la variable s, ou, ce qui revient au meme, avec la position du

point mobile Z, une fonction de z, qui restera continue, tandis que !&amp;lt;

point Z decrira une courbe continue PQR, ne pourra, pendant 1&amp;lt;- MIOII-

vement du point Z, ni devenir infinie, ni changer brusquement de

valeur; et Ton pourra en dire autant de toute fonction u qui restera

continue, tandis que le point Z se mouvra d une rnaniere continue,

sans sortir d une aire S comprise dans un contour donne. D ailleurs,
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en s appuvant sur ies principes exposes par 1 un de nous dans divers

Mcmoires
( ), on peut demontrcr que, si Ton resout une equation

algebrique
/(,*) = o

dont le premier membre soil une fonction entiere de u et de s, par

rapport a u, 1 une quelconque u
g des racines obtenues w,, //,, */, ...

sera fonction continue de z, dans le voisinage de toute valeur de z

qui ne rendra pas la racine UK infinie on equivalente a une autre

racine uh de 1 equation algebrique donnee.

Cela pose, concevons que Ton ait determine, dans le plan des xy,

Ies diverses positions G, C , C&quot;,
... du point Z correspondantes aux

diverses valeurs de s pour lesquelles 1 equation algebrique donnee

acquiert ou des racines infinies ou des racines egales; et tragons dans

le meme plan un contour ferme PQR qui serve de limite a une aire S

dont Ies deux dimensions soient infmiment petites. Enfin, admettons

que le point mobile Z decrive ce contour en partant de la position P,

et tournant autour de 1 airc S avec un mouvement de rotation direct,

et que, pendant ce mouvement, la fonction u varie d une maniere

continue, sans cesser de satisfaire a 1 equation algebrique

/(,s) = o.

A 1 instant ou le point mobile Z, apres avoir decrit le contour entier,

reprendra sa position initiale P, la fonction u reprendra evidemment

sa valeur primitive, si Ies points isoles C, C , C&quot;, . . . sont tous exterieurs

a 1 aire S. Si, au contraire, Fun des points isoles C, C , C&quot;, ..., le

point C par exemple, est interieur au contour qui limite 1 aire S,

alors, au moment ou le point mobile Z reprendra sa position initiale P,

la fonction u acquerra generalement une valeur nouvelle. Done alors,

si la valeur initiale de u est une certaine racine us de 1 equation alge

brique, la valeur finale de u sera une autre racine uh de la meme

equation. En d autres termes, une revolution du point mobile Z autour

( )
P oir Ies E.ccrcices d Analyse et de Physique matltematique, t. II, p. 109 ct suiv.,

et Ies Comptes rcndus des seances de I Academic des Sciences, t. XVIII, p. 121 (OEuvres
de Cauchy, S. II, T. XII et S. I, T. VIII, p. i5i).
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du point isole C sur une aire S, dont les deux dimensions seronl infi-

nimcnt petites, aura pour effet de substituer a la racine //. une autre

racine uh \ et, comme ug peut ctre une racine quelconque de 1 equalion

algebrique, il est clair qu en vertu de la revolution dont il s agit les

I i verses racines se trouveront substitutes les unes aux autres, et, par

consequent, echangees entre elles suivant le mode indique par une

eertaine substitution. D ailleurs une substitution quelconque peut tou-

jours etre decomposee en factcurs ou substitutions circulates dont elle

est le produitftfozrles Comptes rendus , annee i8/p, t. XXI, p.Goo( )].

Done les racines w lt it.,, u
a , ..., eu egard aux echanges operes entre

elles pendant la revolution du point mobile Z autour du point isole C,

peuvent etre distributes, comme le dit M. Puiseux, en un certain

n ombre de systemes circulaires.

Au reste, M. Puiseux ne s est pas borne a deduire des principes

etablis par 1 un dc nous les diverses consequences que nous venons

d enonccr : il a encore, et c est la surtout ce qui constitue la nou-

veaute et 1 importance de son travail, determine les substitutions qui

expriment les echanges operes entre les diverses valeurs de u, pen
dant la revolution du point mobile Z autour d un point isole C, cor-

respondant a des racines egales de 1 equation algebrique donnee. Le

mode de determination employe par M. Puiseux s appuie sur une pro

position qui peut etre enoncee dans les termes suivants : Les valeurs

fie u qui deviennent egales entre elles quand le point Z coincide avec le

point C, acquierent generalement , dans le voisinage de ce point, des

accroissements infmiment petits; et, dans la recherche de celles qui se

Irouvent echangees entre elles, quand le point Z tourne autour du

point C, on peut, sans inconvenient, reduire les accroissements dont il

s agit a des valeurs approchees, en negligeant les mfiniment pelUs

d ordre superieur vis-a-vis les infmiment petits d ordre moindre. Ajou-
tons que, si plusieurs valeurs de u deviennent infmies quand le point Z

coincide avec le point C , on pourra , dans le voisinage du meme point ,

( ) OEuvrcs dc Caucliy, S. I. T. VIII, p. &amp;gt;.8(i.
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deduire la substitution qui indiquera les echanges a operer, de la conside

ration des valeurs approchees de u, dans lesquelles on negligera les quan-
tiles mfiniment grandes d un ordre moindre vis-a-vis des quantiles infini-

ment grandes d ordre superieur. D ailleurs, au lieu de recourir a cette

seconde proposition, on peut, quand plusieurs valeurs de u deviennent

infmies pour une valeur clonnee c de s, decomposer, comme I a fait

M. Puiseux, la fonction u en deux, dont 1 une soit une fonction en-

liere dc z, et 1 autre une fonction nouvellc v qui acquiere des valeurs

egales, mais finies, pour z = c.

M. Puiseux ne s est pas borne a recherclier les proprietes des fonc-

tions algebriques d une variable imaginaire : il s est encore propose

de determiner les diverses valeurs de leurs integrales defmies et d ap-

pliquera cette determination les principes generaux etablis par Tun

de nous dans les Memoires deja cites. Entrons a ce sujet dans

(juelques details.

Le Memoire publie en aout 1823
( ), sur les integrales definics

prises en des limites imaginaires, determine leur nature et met en

evidence ieurs principals proprietes. D apres ce qui est dit dans ce

Memoire, si Ton fait varier, par degres insensibles, une fonction

donnee f(s) de la variable imaginaire

*= x + iy,

entre deux valeurs extremes s , z
t

, la valeur de 1 integrale definie

}f(z}dz, prise entre ces limites, pourra depcndre en general, non

seulement de ces valeurs extremes, mais encore de la serie des valeurs

intermediaires, successivement attributes a la variable z, par conse-

(jucnt de la serie des positions successivement occupees par le point

mobile Z dont les coordonnees sont x et y, ou, ce qui revient au

meme, de la ligne droite ou courbe tracee par ce dernier point.

Cbaque forme particuliere assignee a cette ligne determinera une

valeur correspondante de 1 integrale defmie (page 21). Mais, sous cer-

l.aines conditions, deux valeurs de 1 integrale, correspondantes a deux

(
&amp;gt;

) OEuvres dc Caucliy, S. II, T. XV.
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lignes distinctes, pourront etre egales entre elles, et il suffira pour

cela que la fonction f(x} restc continue, tandis que la premiere ligne

se modifiera par degres insensibles, de maniere a se transformer fina-

lement en la seconde (page 5). A la verite, dans le Memoire de 1826,

les deux lignes dont il s agit sont censees renfermees dans Finterieur

du rectangle dont une diagonale a pour extremites les points corres-

pendants aux valeurs extremes de z. Mais la demonstration du theo-

reme enonce est independante de cette circonstance particuliere, qui

n est phis mentionnee dans les Memoires publics en 1846. Ainsi, par

exemple, dans le Memoire du 3 aout 1846 (Comptes rendus, t. X.XIII,

p. 253) ( ),
il est dit expressement que, si une integrate de/inie etant

etendue a tous les points du contour qui enveloppe une cerlaine aire S, ce

contour vient a varier, la valeur de I inlegrale ne sera point alleree,

quand la fonclion sous le signe f resterajinie et continue en chacun des

points successivemenl occupes par le contour variable. Comme on est

libre de faire varier seulement une portion du contour donne, il est

clair que le theoreme ici enonce subsiste pourun contour quelconque

ferme ou non ferme. On peut ajouter, avec M. Puiseux, qu il ne ces-

sera pas de subsister, si le contour donne se transforme en une ligne

courbe du genre de celles qui sont mentionnees dans les Comptes

rendus de 1846 (seance du 12 octobre, p. 708) (
2

)
et qui se coupent

elles-memes en un ou plusieurs points.

Lorsque la fonction sous le signe I reste continue dans le voisinage

d un point quelconque situe a Finterieur de Faire S, on est libre de

faire varier cette aire de maniere a la rendre infmiment petite avec le

contour qui Fenveloppe et avec Fintegrale ff(&) dz etendue a tous les

points de ce contour. Done, alors, cette integrate, etendue a tous les

points du contour donne, offre une valeur nulle.

Concevons maintenant que, Faire S etant decomposee en plusieurs

parties A, B, C, .. ., on nomme (S) la valeur qu acquiert Fintegrale

y/(*)fe, lorsque le point mobile Z, apres avoir parcouru le contour

(
*

) OEnvrex de Cauchy, S. I, T. X, p. 72.

(
2

) Ibid., S. I, T. X, p. ifiy.

OEuvres de C. S.I, t. XI &
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de 1 aire S avec un mouvement de rotation direct autour de cette aire,

revient a sa position primitive, et(A), (B), (C), ... cequedevient(S)

quand, au contour de 1 aire (S), on substitue le contour de 1 aire A,

on B, ou C, . . . , on aura

pourvu que la fonctionf(z) reste finie en chaque point de chaque con

tour. [Voir les Comptes rendus de 1846, seance du 21 septembre,

p. 563(&amp;lt;).]

D autre part, comme il estdit dansleMemoire du 21 septembre 1846,

la fonclion f(z) peut devenir discontinue dans le voisinage de certaines

raleurs de z correspondantes a certains points Q, R, ... de. I aire S, soil

en devenant infinie, soil en changeant brusquement de valeur. Dans le

premier cas, les points Q, U, ... sont necessairement des points isoles P ,

P&quot;,
.... Dans le second cas, Us sont conligus les uns aux autres et situes

sur une on plusieurs lignes droites ou courbes O O&quot;. . . , dont les longueurs

peuvent etre finies. Cela pose, on pourra generalement partager I aire S

en elements A, B, G, ... et a, b, c, . . . , les uns finis, les autres infini-

ment petits, les elements finis A, B, C, . . . etant choisis de maniere que

la fonction f(z} reste finie en chaque point de chacun d entre eux, et les

elements infiniment petits a, b, c, . . . etant ou des surfaces qui s etendrojit

infimment peu dans tous les sens autour des points isoles, ou des surfaces

infiniment etroites, dont chacune renfermera dans so?i interieur une des

courbes O O&quot; . . . ou une portion de I une de ces courbes. Ce partage etanl

opere, la formide ci-dessus rappelee donnera

puisque les integrales correspondantes a des elements finis A, B, C, . . .

de I aire S s evanouiront ; et la determination de I integrate (S) se trou-

vera reduite a la determination des integrales singulieres (a), (b),

(c), . . . , dont les valeurs, quand elles seront finies, sans etre nulles, se

C
1

) OEuvrex de Cauchy, S. I. T. X. p. 142.



EXTRA IT N 48i. 331

deduironl du calcal des residus, s il sagit d elements qui renferment les

points isoles P , P&quot;, . . . , on, dans le cas contraire, d equations analogues

mix formules etablies ci-dessus (voir le Memoire du 21 septembre,

p. 56o, 56i et 062) ( ).
Dans le Memoire dont cc passage est extrait,

et dont une partie seulemcnt a ete inseree dans les Comptes rendus,

les integrates singulieres etaierit dites du premier ou du second ordre,

suivant que 1 aire dont le contour etait decrit par le point mobile Z

o (Trait une dimension ou deux dimensions infiniment pelites. Les

inlegralcs que M. Puiseux nomme elementaires ne sont autre chose que

des integrales singulieres du premier ordre.

Les principes que nous vcnons de rappeler permettent de fixer aise-

mcnt la valeur de I integrale ff(z)dz etendue au contour d une aire

quclconque S, ou meme a une ligne de forme quelconque. Ainsi, en

particulier, la methode deduite de ce principe, dans le Memoire du

26 octobre 1846, permct de reduire la determination des integrales

curvilignes a la determination d integrales rectilignes, non seulement

dans le cas ou/(s) serait une fonction explicite.de z, mais encore,

commc il est aise de le voir, dans le cas meme ou/(s) deviendrait

une fonction implicite de s. 11 y a plus : cette methode permet de

reduire a 1 integration rectiligne la determination des integrates curvi

lignes d un systeme quelconque d equations differentielles.

Quand on se borne a ( evaluation des integrales definies de la

forme
/ udz, etendues aux divers points d une courbe continue, on

doit surtout remarquer le cas oil u est une fonction algebrique assu-

jettie a verifier une certaine equation

et a varier avec z par degres insensibles ; alors, comme il est dit dans le

Memoire du 1 2 octobre 1846 (
2

),
si le point mobile Z, aprcs avoir effeclue

une, deux, trois revolutions dans une courbefermee, revienl d sa position

primitive P, I integrale I udz etendue a la courbe enlierc, et delerminee

( ) OEuvres de Caucliy, S. I, T. X, p. i4o, i/i-

(2) Ibid., S. I, T. X, p. 1 53.
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apres lapremiere, apres la deuxieme, apres la troisieme revolution, offrira

des valeurs qui ne seront pas generalement egales entre elles. Neanmoins,

si, apres un certain nombre de revolutions du point mobile, la fonclion u

reprend la valeur qu elle avail d abord, a partir de cet instant les valeurs

deja obtenues de 1 integrale t= fudz se reproduiront dans le meme

ordre, quelle que soil d ailleurs la position initiale P du point mobile Z.

DOJIC alors z sera une fonclion periodique de t. Quant aux indices de

periodicite, Us seront generalement represented par des integrales dejinies

quipourront se deduire d un theoremeprecedemment enonce, savoir que,

si la courbe enveloppe d une certaine aire S vient a varier sans cesser de

passer par le point P, I inlegrale j udz etendue a tons les points de la

courbe ne variera pas, pourvu que la fonclion u reste finie et continue

en chacun des-points successivement occupes par la courbe variable.

Le theoreme ici rappele permet effectivement dc reduire la deter

mination des indices de periodicite a revaluation de certaines inte

grales singulieres du premier ou du second ordre, et cette evaluation

meme a celle d integrales definies rectilignes. Ajoutons que, dans le

cas ou 1 integrale Judz acquiert pour certaines positions du point

mobile Z des valeurs infinies, les integrales rectilignes introduces

dans le calcul sont generalement du nombre de celles que 1 un de

nous a nominees integrales extraordinaires.

Apres avoir montre comment on pcut decomposer 1 integrale fudz

etendue a une courbe quelconque en integrales elementaires ou sin

gulieres, M. Puiseux s est propose de determiner, pour diverses formes

de la fonction u supposee algebrique, les diverses valeurs de 1 inte

grale avec les divers indices de periodicite. Le cas ou la fonction u

devient rationnelle avait ete deja completement traite par 1 un de

nous dans les Memoires de 1846. Se reservant d ailleurs dc revenir

plus tard sur ces questions (Comptes rendus de 1846, page 787) ( ), il

s etait borne, dans les autres cas, a indiquer la marche a suivre par

( ) OEiwrefi dc Couclif, S. I, T. X, p. 196.
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des applications ( )
des theoremes generaux, dont quelqucs-uncs

seulcment ont ete inserees dans les Comptes rendus.

M. Puiseux a rcpris la question au point ou les publications deja

faites 1 avaient laissee. Apres avoir rappele, en les appliquant aux fonc-

tions algebriques, des theoremes deja etablis dans les Comptes rendus

de 1846, il y a joint des propositions nouvelles dignes de remarque.

Ainsi, par exemple, en supposant une fonction u de z reduite, par

une valeur donnee de z, a une racine determinec d une equation alge-

brique du degre m, et cctte meme fonction assujettie a varier avec z

par degres insensibles, M. Puiseux prouve que les diverses valeurs

de 1 integrale curviligne et definie indz, prise a partir de z = c,

peuvent se deduire ou de Tune d entre elles, ou de celles qu on en

tire quand a la racine donnee on substitue les autres racines, par

1 addition d integrales curvilignes et definies du meme genre, mais

relatives a des contours fermes. Ainsi, encore, en supposant que la

fonction u reprenne sa valeur initiale apres une revolution du point

mobile Z sur une courbe fermee qui renferme dans son interieur tous

les points isoles, M. Puiseux demontre que 1 integrale / udz etendue

a cettc coUrbe entiere pourra etre exprimee a 1 aide du residu de la

fonction u relatif a une valeur nulle de z.

Apres avoir ainsi developpe et perfectionne la theoric generale des

integrales curvilignes des fonctions algebriques et de leur decompo
sition en integrales elementaires, M. Puiseux a consacre la derniere

partie de son Memo! re a la determination du nombre des diverses

valours que peuvent acquerirces integrales, et du nombre des indices

de periodicite, ou, aulrement dit, des periodes distinctes qui peuvent

s ajouter a ces valeurs. II observe avec raison qu ici se presentent plu-

sieurs questions, et en particulier les suivantes :

i Trouver toutes les periodes distinctes qui appartiennent a une

valeur de 1 integrale Cudz\

( ) L uno de ces applications, relative aux fonctions elliptiques, et mentionnec ;iu\

5?.2, Sz i. sera reproduite par 1 auteur dans un prochain article.
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2 Reconnaitre si chaque periode appartient a toutes les valeurs de

1 integrale, ou seulement a une partie d entfe elles;

3 Determiner les valeurs de 1 integrale qui restent distinctes lors-

qu on fait abstraction des multiples entiers des periodes.

M. Puiseux est parvenu a resoudre ces questions dans le cas deja

tres etendu ou Ton suppose une fonction entiere de u equivalente a

une fonction rationnelle de z.

II trouve que, dans ce cas, u&amp;lt;
etant une des valeurs de la fonction u

determinee par une equation algebrique du degre m, 1 integrale prise

a partir d une origine donnee offre m valeurs distinctes auxquelles

peuvent s ajouter des multiples entiers quelconques, positifs ou nega-

tifs, de periodes dont le nombre est generalement egal au produit de

m i par n i, n designant le nombre des points isoles ou princi-

paux. De plus, en s appuyant sur Fun des deux theoremes que nous

avons ci-dessus rappeles, il prouve que le second facteur n i pent

etre reduit a n 2, dans le cas ou, u etant developpable pour de

grands modules de z suivant les puissances ascendantes de
-_&amp;gt;

le
5

terme proportionnel a la premiere dc ces puissances s evanouit.

En appliquant ces propositions, ou plutot les methodes desquclles

on les tire, au cas special oil Ton a m = 2, M. Puiseux retrouve, non

seulement les periodes et diverses proprietes connues des fonctions

elliptiques, ces proprietes etant rendues manifestes par des for-,

mules analogues a celles que 1 un de nous avait etablies dans les

Memoires de 1846, mais encore les periodes connues des fonctions

abeliennes.

En resume, M. Puiseux a non seulement ajoute de nouveaux deve-

loppements et des perfectionnements nouveaux a la theorie des inte-

grales curvilignes des fonctions algebriques, mais, de plus, il a mis

en evidence, avec beaucoup de sagacite, les lois suivant lesquelles

les diverses valeurs d unc fonction algebrique se trouvent echangees

entre elles quand la courbe qui dirige 1 integration tourne autour de

I un des points qu il nomme points prmcipaux; enfin, il est parvenu
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ii determiner generalement le noml)re ties valeurs clistinctes et le

nombre des periodes de certaines integrales curvilignes, qui sont

relatives a une classe tres etendue de fonctions algebriqucs, et qui

comprennent comme cas particulier les integrales elliptiques et abe-

liennes.

Pour tous ces motifs, vos Commissaires penscnt que le Memoire de

M. Puiseux est tres digne d etre approuve par 1 Academie ct insere

dans le Recueil des Savants etrangers.

485.

PHYSIQUE. --
Rapport sur un Memoire presente par M. BRAVAIS,

et intitule : Etudes sur la Cristallographie.

C. R., T. XXXII, p. 284 (a5 fevricr i85i).

Dans un precedent Memoire que I Academic, adoptant les conclu

sions du Rapport presente par six de ses Membres, a juge tres digne

de son approbation, M. Bravais avait considere le systeme des points

materiels avcc lesqucls coincident, dans un cristal quelconque, les

centres de gravite des diverses molecules. Partant de la remarque faite

par divers auteurs, specialement par M. Dclafosse, que ces centres

forment un systeme reliculaire , c cst-a-dire qu ils se reduisent aux

points suivant lesquels des plans equidistants et paralleles se trouvent

coupes par deux autres series de plans equidistants et paralleles, il

avait compris la necessite d etudier avcc beaucoup de soin la nature

et les proprietes d un systeme reticulaire quelconque, et des reseaux

dont chacun a pour noBuds les points du sysieme rcnfcrmes dans 1 un

desplans reticutaires. 11 avait facilement reconnu quo les trois series

de plans reticulaires partagent 1 espace en paralteldpipedes elementaires

tous egaux entre eux, et que les noeuds d un reseau donne sont en

meme temps les noeuds d un nombre infini d autres reseaux dont les
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fds se coupent suivant des angles divers, rnais dont les mailles sont

toujours equivalentes en surface aux mailles du premier; puis, en

nommant axe de symetrie d un systeme reticulaire une droite telle-

ment choisie, qu il suffise d imprimer au systeme autour de cet axe

une rotation mesuree par un certain angle pour suhstituer les divers

noeuds les uns aux autres, il avait demontre que Tangle qui sert de

mesure a la rotation doit etre necessairement egal, soit a un ou a deux

droits, soit au tiers ou aux deux tiers d un angle droit. Par suite, le

rapport de la circonference entiere a 1 arc qui mesure la rotation ne

pouvait etre que Tun des nombres 2, 3, 4 6; et la symetrie d un sys

teme reticulaire devait etre, suivant le langage adopte par M. Bravais,

binaire, ou ternaire, ou quaternaire, ou senaire. Enfin, apres avoir

etabli ces principes, 1 auteur avait observe qu ils pouvaient etre uti-

lement appliques a la classification des cristaux; et, en classant les

divers systemes reticulaires, ou plutot les systemes de nreuds qu ils

peuvent offrir, d apres le nombre et la nature de ieurs axes de

symetrie, M. Bravais avait compte sept systemes distincts, caracte-

rises par les axes de symetrie que nous avons mentionnes dans notre

premier Rapport, savoir les systemes terguaternaire, senaire, quater

naire, ternaire, terbinaire et binaire, et le systeme asymelrique , c est-

a-dire celui qui n offre aucun axe de symetrie.

Dans le nouveau Memoire dont nous avons a rendre compte, M. Bra

vais ne se borne plus a la recherche des proprietes du systeme reticu

laire forme par les centres de gravite des molecules d un cristal. Pene-

trant plus avant dans les profondeurs de la science, il s occupe aussi

des diverses formes que peuvent offrir les molecules cristallines, et

de Tinfluence que ccs formes doivent exercer sur la cristallisation.

Deja, dans un Memoire presente a 1 Academie le 3i aout 18/^0,

M. Delafosse avait signale cette influence, et observe qu elle suffit

pour expliquer de pretendues exceptions a la loi de symetrie, regardees

comme des anomalies constantes dans cerlaines especes mmerales, telles

que la pyrite, la boracile, la tourmaline, le quartz, etc. Deja, il avait

insiste sur cette consideration, que deux varties d un cristal geome-
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lri(/ue/nenl semblablespcwent avoir dcs structures ou constitutions niole-

eulaires dil/erentes. el
(//

. dans ce cas, on ne pent [&amp;gt;lns
dire

&amp;lt;jn

elles sont

en tout
[&amp;gt;&amp;lt;&amp;gt;i//t idenli(/ues. Dcja le savant prof csscur, attribuant la forma

tion dcs crislaux dits hemiedriques anx particularites qui caracterisent

lour constitution moleculaire, avail cherche, par exemple, 1 explica-

tion dc I hemiedric dc la boracite dans la forme tetraedrique de la

molecule, et de I hemiedrie du quartz dans une sorte de distorsion

d nne molecule rhomboedrique. Mais, en confirmant ce principe, que
la forme de la molecule cxerce une influence notable sur la crystallisation ,

.&amp;gt;!. Hravais arrive, en outre, a cette conclusion remarquable que, pour

e\[iliqiier tous les phenomenes de Themiedrie, il sulfit d avoir egard

a cette influence et aux effets qu elle peut produire. Pour etablir cette

proposition, M. Bravais commence par examiner les divers genres de

symetrie que peut offrir une molecule cristalline, consideree coinme

un systeme d atomes, et represented par un polyedre dont ces atomes

occupent les sommets; puis il recherche les lois suivant lesquelles la

symetrie de la molecule se transmet en partie au systeme reticulaire,

forme par les centres de gravite des diverses molecules dont un cristal

se compose. Entrons, sur ces deux points, dans quelques details.

M. Bravais observe d abord qu un polyedre peut offrir trois ele

ments de symetrie, savoir : 1 element point on centre dc symetrie, Tele-

inent ligne ou axe de symetrie, et I element plan on plan de symetric .

Le centre dc symetrie d un polyedre est un point autour duquel les

sommets, pris deux a deux, sont ranges sur des diagonales dont ce

point est le milieu.

Une droite est un axe de symetrie d un polyedre, lorsqu il suflit

d imprimer a celui-ci, autour de cette droite, une rotation mesuree

|&amp;gt;ar
un certain angle pour substituer les divers sommets les uns aux

autres. Le rapport de la circonference au plus p&amp;lt;

4 til dcs arcs propres

:i mesurer la rotation est loujours un nombre enlier qui determine

Yordre de symetrie de I axe. Mais ce rapport pent etre Tun quelcoiujue

dcs nombres entiers superieurs a I unite; par suite, un polyedre pent

admettre, non seulement comme les systemes reticulaires, dcs axes

OEnvres deC. S. I, t. XI. 43
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de symetrie binaire, ternairc, quaternaire et senaire, mais encore des

axes de symetrie quinaire, septenaire, etc. Un meme polyedre peut
d ailleurs offrir dcs axes de symetrie de divers ordres. Deux axes

de merne ordre sont de meme espece, lorsqu en les substituant 1 un

a 1 autre on ne fait qu echanger les sommcts entre eux; ils sont

d especes differentes dans le cas contraire. Dans un polyedre donne,

le nombre des diverses especes d axes de symetrie ne peut surpasser

trois, mais il peut etre egal a trois. Ainsi, par exemple, dans le cube,

un axe de symetrie peut etre ou 1 axe binaire qui joint les milieux de

deux aretes opposees, ou 1 axe ternaire qui represente une diagonale

et joint deux sommets opposes, ou enfin 1 axe quaternaire qui joint les

centres de deux faces opposees et paralleles.

Enfin, un plan de symetrie, dans un polyedre donne, sera un plan

qui divisera le polyedre en deux parties symetriques, les sommets

etant situes deux a deux a egales distances du plan sur des droites

qui lui seront perpendiculaires. D ailleurs les plans de symetrie,

comme les axes de symetrie, pourront etre de meme espece ou d especes

differentes; et, dans un polyedre donne, le nombre des diverses especes

de plans de symetrie ne pourra surpasser trois, mais il pourra etre

egal a trois. Ainsi, par exemple, dans le polyedre qui aurait pour
sommets les sommets d un hexagone regulier, et deux points situes a

egales distances du plan de cet hexagone sur une perpendiculaire

elevee par le centre, un plan de symetrie pourrait etre ou un plan

passant par cette perpendiculaire et par un sommet ou par le milieu

d un des cotes de 1 hexagone, ou le plan meme de 1 hexagone dont il

s agit.

Cela pose, M. Bravais demontre les deux propositions suivantes :

S il existe dans un polyedre deux plans de symetrie leur intersection

sera necessairement un axe de symetrie.

Un centre de symetrie, un plan de symetrie, et un axe de symetrie

d ordre pair sont trois elements tellemenl lies entre eux, que la presence

de deux de ces elements entraine toujours la presence du troisieme.
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D ailleurs, M. Hravais appelle axe principal celui qui, dans un

polyedre donne, est parallele ou pcrpendiculaire a tous les axes ou

plans de symetrie, et designe, sous le nom tic sph/eroJdriques, les

polyedres qui offrent plusieurs axes de symetrie, dont aucun n est un

axe principal.

Cela pose, M. Bravais fait voir quo les polyedres, considers au

point de vue de la symetrie, peuvent etre divises en vingt-trois classes,

reparties entre six groupes distincts.

Le premier groupe comprencl tous les polyedres asymelriaaes, c est-

a-dire ceux qui ne possedent ni axes, ni plans, ni centre de symetrie;

Le deuxieme groupe comprend tous les polyedres symetriques, mais

depourvus d axes de symetrie;

Le troisieme groupe, les polyedres symetriques pourvus d un axe

principal d ordre pair;

Lc quatrieme groupe, les polyedres symetriques pourvus d un axe

principal d ordre impair;

Le cinquieme groupe, des polyedres spheroedriques a quatre axes

ternaires;

Et le sixieme groupe, les polyedres spheroedriques a dix axes ter-

naires.

Apres avoir etudie les divers genres de symetrie que peuvent otFrir,

d une part, les systemes reticulaires, d autre part, les polyedres qui

representent les molecules des corps, et classes les uns et les autres

d apres le nombre et la nature dc leurs elements de symetrie, il res-

tait a examiner comment et jusqu a quel degre la symetrie d une mo

lecule peut etre transmise par la cristallisation au systeme reticulaire

forme par les centres de gravite des diverses molecules dont se com

pose un cristal. En d autres termes, il s agissait de resoudre le pro-

hleme suivant :

Les elements de symelrie d une molecule elant don lies, determiner le

systeme cristallin f/ue la reunion de. eelle molecule a d autres de nieme

espcce produira du moment de la cristallisation.
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M. Bravais observe, a co sujet, quc la cristallisation a pour effet

d amener les diverses molecules a des positions tclles, qu il y ait

equilibre, et meme un equilibre stable, entrc les actions exercees par
les unes sur les autres. Cela pose, il fait voir que 1 equilibre s etablira

plus facilement dans un cristal en voie de formation, si les centres de

gravite des molecules se disposent de maniere que les axes et plans de

symetrie de ccs molecules, indefiniment prolonges, deviennent des

axes et plans de symetrie du systeme reticulaire forme par les centres

de gravite. II se trouve ainsi autorise a poser la regie suivante :

Parmi les sept systemes cristallins, les molecules d une substance

do/mee adopteront celui dont la symetrie offre le plus grand nombre

d elements communs avec la symetrie propre an polyedre moleculaire.

Si plusieurs systemes cristallins peuvent, en vertu de la regie

enoncee, correspondre a une meme molecule, ceux qui offriront un

plus grand nombre d elements de symetrie seront en general compris

parmi les autres comme cas particuliers; ils seront done en nombre

moindre, et indiques avcc une probabilitc incomparablement plus

faible. M. Bravais se trouve ainsi amene a enoncer encore la redeo

suivante :

Dans le cas oil plusieurs systemes cristallins auraient les memes ele-

t)ie/its de symetrie communs avec un meme polyedre moleculaire, la cris-

tcdlisalion s operera suivant le systeme de moindre symetrie , cest-a-dire

suivant le systeme qui laissera le plus grand nombre de termes indeter-

mines parmi les six elements constitutifs de son parallelepipede elemen-

taire.

L emploi des deux regies generates que nous venons de rappeler

permet a M. Bravais, non seulement d expliquer les divers pheno-
menes d hemiedrie observes par les cristallographes, mais encore de

determiner les lois de ces phenomenes et les circonstances dans les-

quelles ils doivent se presenter; et ces lois et ces circonstances sont

precisement celles que fournit 1 observation elle-meme. C est encore
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aver l&amp;lt;&amp;gt; memo bonheur que, apres avoir (led nit do ses rechercbes anle-

rieures sur les systemes reticulaires la determination de ce qu ori

appelle la forme rristalline
( ), c est-a-dire du systeme dos faces simi-

laires que presente un cristal, .M. Hravais applique son analyse a la

reduction du nombre de ces faces, produile par I hemiedrie. II fait

voir aussi qu on pent expliquer, par sa theorie, un assez grand
nombre de cas de dimorphisme, sans etre oblige d alterer la structure

interne des molecules.

En resume, les Commissaires sont d avis que le (ravail soumis a

leur examen otfre de nouvelles preuves de la sagacite que M. Bravais

avail montree dans ses precedentes recherches, et que ce travail eon-

tribue notablement aux progres de la Gristallographie. Us pensent, en

consequence, que le nouveau Memoire de M. Bravais est tres digne
d etre approuve par 1 Academie, et insere dans le Recueil des Savants

etrangers.

1-86.

K MOLKCILAIUK. \ote sur I eqidlibrc et les mouvements

nl)ratoires des corps solides.

C. H., T. XXXII, p. 3a J (3 mars i85i).

Si Ton considere un corps homogene comme un systeme de mole

cules, et chaque molecule comme un systeme d atomes, les coeffi

cients renfermes dans les equations des mouvements vibratoires de

ce corps cesseront d etre des quaiitites constantes. Concevons, pour

(
&amp;gt;

Panni les tlicort-mcs ctablis a co sujct par .M. Bravais, nous nous borncrons a rap-
poler le suivant :

Quand unc face de la forme cristallinc n est ni parallele, ni perpeudiculaire a un axe de

symetrie, lo nombre des faces qui composcut la forme est double de la somme

i -H-N, -4- ?. \3-f-3Nt-f- 5N, ;
.

N) NS, N t, N c ctant les nombrcs d axes binaires, ternaires, quaternaires et senaires que
possede le systeme.
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fixer les idees, quc le corps soil un cristal. Les centres de gravite des

diverses molecules seront les noeuds d un systeme reticulaire, c est-

a-dire les points d intersection de trois systemes de plans paralleles a

trois plans fixes; et, si Ton nomme , /&amp;gt;,
c les longueurs des trois

aretes d un parallelepipede elementaire, si d ailleurs on prend les

intersections communes des plans fixes pour axes coordonnes des x,

y, z, les coefficients contenus dans les equations d equilibre ou dans

les equations des mouvements vibratoires seront des fonctions perio-

diques de x, r, z, qui dcmeureront invariables quand on fera croitre

ou decroitre x d un multiple de
&amp;lt;z, y d un multiple de /;, z d un mul

tiple de c. Par suite, si 1 on pose, pour abreger,

p 271 _ ar
:

1T ?=

on pourra developper chaque coefficient en une seric ordonnee sui-

vant les puissances ascendantes et descendantes des exponentielles

trigonometriques
gdxi gvyi eY Zl

i etant une racine carree de i. Enfin, si Ton suppose les deplace-

ments atomiques, et par suite les deux membres de chaque equation

d equilibre ou de mouvement, developpes en series du meme genre, il

suffira d egaler entre eux, dans ces deux membres, les coefficients des

puissances semblables des exponentielles trigonometriques, pour
obtenir des equations nouvelles qui seront toutes lineaires et a

coefficients constants. Ajoutons que, de ces equations nouvelles, on

pourra deduire, par elimination, celles qui determineront les valeurs

moyennes des deplacements atomiques.

II importe d observer que, les trois parametres a, b, c etant tres

petits, les trois coefficients a, , y offriront des valeurs tres conside

rables, et que, par suite, la derivee relative a x d un produit de la

forme
te

rn etant un nombre entier quelconque, se reduira au produit de a par
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la derivee rolative a x de 1 exponentielle r
&quot; a -ri

, &amp;lt;&amp;gt;t par le I acteur

i I) K
i q= , qui sera, en general, tres peu different de 1 unite. En

f/ty. o

remplae,ant ce dernier facteur par 1 unite, on n aura generalement a

craindre que des erreurs insensibles, et Ton simplifiera notablement

les calculs.

En partant de ces principes, on trouvera, pour exprimer 1 equilibre

et les mouvements vibratoires des corps solides, des equations qui ne

pourront devenir homogenes et isotropes, sans acquerir precisement
la forme de celles que j

ai obtenues dans la theorie de la lumiere. Par

suite, si Ton nomme
t, r&amp;gt;, C

les valeurs moyennes des deplacements infiniment pi-tils (Tun atome

mesures au bout du temps t, parallelement a trois axes rectangulaires

des x, y, z, les mouvements vibratoires d un cristal isotrope seront

representes, dans le cas le plus general, par trois equations de la

forme

I),
2

C =? -h FD Z u

u etant la dilatation du volume, determinee par 1 equation

(
2

) u^D^-hDyn -+-!).,

et E, F, G etant des fonctions entieres de la somme

Pour que les formules (i) se reduisent a des equations homogenes et

du second ordre, il est necessaire que G s evanouisse, et qu en outre

les fonctions E, F soient de la forme

, H etant des quanlites constantes. Alors, a la place des formules (i),
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on obticnt les suivantes

/ I),
8
C = h

( I).?. + Dj + I)| ) I 4- 7/1), v,

(3) D?t) = A(D|-hD*-f.D])rj + ^Dy u,

( I)/ C = A (D* + I);
+ D!

) ? + //I), u,

entierement scmblables a cellos auxquellcs j
etais parvenu dans les

Exercices de Mathematiques.

En terminant cette Note, j indiquerai un moyen simple d obtenir,

quand elles peuvent etre reduites a des fonctions differentielles de
&amp;lt;;,

Y], , les composantes
e/Vi

, cJ ,
*-&amp;lt;

,

#, 1I1&amp;gt;, 0),

c, (o, e

des pressions supportees, en un point donne P d un corps isotrope,

et du cote des coordonnees positives, par trois faces paralleles aux

plans des yz, des zx et des xy, supposes perpendiculaires 1 un a

1 autre. En effet, soit/ la pression supportee an point P par un ele

ment s de surface, perpendiculaire a la droite qui forme avec les demi-

axes des x, y, z positives les angles dont les cosinus son t o, b, f, et

nommons o Tangle forme par la direction de cette pression avec une

normale al element de surface s. On aura, d apres ce qui a ete dit dans

le second Volume des Exercices fie Mathemaliques (t. II, p. 5o) ( ),

(4) p coso JL)a 2 -r l) e)b 2
-|- Gr 2 +

D autre part, si 1 element de surface s est suppose offrir des dimen

sions qui soient tres considerables quand on les compare aux dis

tances qui separent deux molecules voisines, et si, dans cette hypo-

thesc, la pression p supportee en un point P de 1 element s varie tres

peu quand le point P vient a subir un tres petit emplacement, les com

posantes Ao, J, tL ; J, i)!i, cO; c, (0, 3 des pressions supportees au point P

par trois plans paralleles aux plans coordonnes des yz, des zx et

des xy, pourront etre generalement considerees comme des fonctions

(

i

)
OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIF. p. 70.
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lim-aires des deplacemenls , v;, ( et de leurs derivees des divers

ordres. Cela pose, le second membre de 1 equation (4) pourra ehv

considere comme une fonction de

;, yj, , l).c , J)y , IK Ct U, b, r,

qui sera lineaire par rapport a , YJ, (, entiere par rapport a D^, I),.,
D z ;

enfm, homogene et du second degre par rapport a n, b, c. Gette fonc

tion, dcvant d ailleurs etre isotrope, se reduira necessairement,

d apres ce qui a ete dit aillcurs, ii une fonction entiere des sommes

a( D = YJ
- Dr C) H- b(I)x C

-
l-)ct) 4- 1 (Dr ^

-
Da-n),

qui sera lineaire par rapport a ^, rp , et du second degre par rapport

a a, b, c. Par suite, il faudra que Ton ait

f?) -4-

/ etant une quantite constante, et k, K, /etant des fonctions entieres

deD; + D;-f-D:.

Cela pose, comme les valeurs de
/&amp;gt;coso,

fournies par les equa

tions (4) et (5), devront etre egales entre elles, quelles que soient les

valeurs des rapports -&amp;gt; -&amp;gt; elles devront encore etre egales pour des

valeurs quelconques attributes a o, b, c. On aura done, par suite,

(6) ^ = *D ie + /fu + / + /lMl) sY]-I) ;r C),

et

Si, dans une premiere approximation, on neglige les termes qui ren-

terment des derivees de , YJ,
d un ordre superieur au premier, les

formules (6) et (7) se reduiront aux suivantes

(8) &amp;lt;& = k\}x l V KJ + /, ub A-I)y n + KJ -+- /, S = Ds -f- A -J + /,

(9) (0=:iA:(D 5 n + I)r C), C ^^(D.C + D^), J - {A-(I)y ; -H l^n),

OEuvres dc C. S. I, t.X.1. l l
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X% A
,
1 etant cles coefficients constants, ot deviendront ainsi sem-

blables a celles que j
ai obtenues dans les Exercices de Malhematiques

(t. III,p.32 7 )( ).

487.

PHYSIQIK. --
Rapport sur divers Memoires de M. WERTIIEOI.

C. R., T. XXXII, p. 3 a 6 O mars i85i).

L Academie a soumis a notre examen divers Memoires de M. Wer-

theim, qui ont pour objet 1 equilibre des corps solides homogenes, la

propagation dn mouvement dans ces corps, la torsion des verges

homogenes, les vibrations des plaques circulates, et la vitesse du son

dans les liquides. La pensee dominante qui a dirige 1 auteur, dans les

experiences dont ces Memoires offrent le tableau et dans les calculs

qu il y execute, a ete de determiner les coefficients que doivent ren-

fermer les formules generales de 1 equilibre et du mouvement des

corps solides homogenes et isotropes, ou plutot le rapport entre les

deux coefficients contenus dans ces formules. Entrons a ce sujet dans

quelques details.

Si Ton considere un corps solide et homogene comme un systeme

de points materiels sollicites par des forces d attraction ou de repul

sion mutuelle, on trouvera, pour rcpresenter 1 equilibre ou le mouve

ment do ce corps, trois equations distinctes. Ces trois equations, que

Navier et d autres auteurs avaient obtenues sous des formes restreintes

par certaines conditions qu ils s etaient imposees, ont ete plus tard

donnees par 1 un de nous, dans toute leur generalite. On a pu voir

alors qu elles renferment un grand nombre de coefficients, qui se

trouvent aussi contenus dans les valeurs generales des composantes

des prcssions supportees par trois plans rectangulaires, et relatives

(
i

)
OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. 3;g.
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soil it Trial d equilibre, soil a 1 etat dc mouvement. Toulel ois

divers coefficients se reduisent a deux, lorsquc, en supposant le sys-

teme isotrope, on reduit les equations d equilibre ou de mouvement a

des equations aux derivees partielles, homogenes et du second ordre,

MI developpant les differences finies des displacements atomiques en

series, et en negligeant, dans les developpements obtenus, les termes

qui renferment des derivees d un ordre supericur au second.

C est a determiner, a 1 aide de 1 observation, le rapport des deux

coefficients que contiennent les equations de 1 equilibre ou du mou-

vement, dcvenues homogenes et isotropes, que s est applique M. Wer-

theim dans son Memoire sur 1 equilibre des corps solides homogenes.

Dans les equations de Navier, le rapport se reduisait au nombre 2.

IVapres les experiences faites par M. Wertheim sur des parallelepi-

pedes de caoutchouc, ce rapport est plus voisin de 1 unite que du

nombre 2, quand la dilatation est faible. On pouvait done croire que

le nombre 2 devait etre remplace par le nombre i. Mais il convenait

de verifier cette induction a Taide d experiences plus precises que

celles auxquelles le caoutchouc peut elre soumis. M. Wertheim y est

parvenu, en suivant une methode indiquee par M. Regnault, et qui

consisto dans I emploi de cylindres creux, dont la cavite interieure

communique avec un tube capillaire de verre. On remplit Tappareil

d eau privee d air, et Ton mesure les allongements que des charges

successivement croissantes font subir au cylindre, ainsi que 1 abaisse-

ment de I eau dans le tube capillaire. On connait de cette maniere le

changement de volume de la cavite interieure du cylindre, et Ton en

deduit aisement, a Taide d une formule donnee dans les Exercices de

Mdt/iematiques, le rapport cherche.

Le rapport une fois determine, on deduit de cette determination

diverses consequences importantes relatives a la propagation du moii-

vement dans les corps solides, aux vibrations des plaques circulaiivs.

aux vibrations longitudinales et aux vibrations tournantes des verges

cylindriques, etc. On reconnait, par excmple, que le rapport enliv If

nombre n des vibrations longitudinales et le rapport n des vibrations
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tournantes, dans. les verges cylindriques, doit etre i/^ = i,633 .....
V *

tanclis qu il devrait etre i,58i, ... si Ton supposait 2. Or 1 expe-

rience a donne a Savart, pour valeur de &amp;gt; le nombre i,6G6, ....
n

qui differe tres peu de i,633, ... et confirme ainsi les conclusions

auxquelles est arrive M. Wertheim. Ajoutons que M. Wertheim ayant

lui-meme execute de nouvelles experiences sur des verges de fer, de

laiton et d acicr fondu, a obtenu pour valeursde les n ombres i,635,

1,621, i,636, qui tous trois coincident sensiblement avec le noml)re

11 suit encore de la theorie des corps elastiques qu une masse illi-

mitee peut propager deux especes de vibrations, les unes longitudi-

nales, les autres transversales, auxquelles correspondent deux especes

d ondes clont les vitesses seront entre elles dans le rapport de v/3 a

1 unite, si Ton suppose = 2, et dans le rapport de 2 a i, si Ton sup

pose r. Or, en faisant vibrer fortement une verge de vcrre ou de

metal de forme quelconque, on obtient, outre le son longitudinal el

fondamental, un autre son qui est 1 octave grave du premier, et qui

est produit par des vibrations transversales. Ge phenoinene parait

encore venir a 1 appui des conclusions de M. Wertheim.

La seule objection grave quc Ton ait opposee a ces conclusions est

la suivante.

Si le rapport se reduit effectivement a 1 unite, cette reduction

doit subsister, quand la pression exterieure, dont ce rapport est sup

pose independant, s evanouit. Or les formules generales qui ont ete

donnees comme propres a representer les composantes des pressions

supportees dans 1 etat d equilibre par un plan quelconque ne four-

nissent des pressions nulles que dans le cas ou Ton suppose M.

La difficulte que cette objection presente semble insoluble au pre

mier abord. Mais il importe d observcr que les formules qui expriment

les conditions d equilibre, ou les mouvemonts vibratoires d un corps

solide, et celles qui fournissent les composantes des pressions inle-
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rieures, supposent chaque molecule reduite ii un scul point. Si Ton

suppose, au contraire, chaque molecule composee de plusieurs atomes,

alors, suivant la remarque faite par 1 un de nous, des 1 annee 1839,

les coefficients compris dans les equations des mouvements vibra-

toires cesseront d etre des quantites constantes, et deviendront, par

exemple si le corps est un cristal, des fonctions periodiques des

coordonnees. Or, en developpant ces fonctions et les inconnues elles-

memes suivant les puissances ascendantes et descendantes des fonc

tions les plus simples de cette espece, representees par des exponen-

tielles trigonometriques convenablement choisies, on obtiendra des

equations nouvelles desquelles on deduira, par elimination, celles

qui determineront les valours moyennes des inconnues. D ailleurs les

equations definitives, trouvees de cette maniere, seront encore des

equations lineaires et a coefficients constants, qui ne pourront devenir

isotropes et homogenes, sans reprendrc la forme obtenue dans la pre

miere hypothese. Mais le rapport entre les deux coefficients que ren-

fermeront alors fes equations dont il s agit ne deviendra pas necessai-

rement egal a 2, quand les pressions interieures s evanouiront, et Ton

verra, par suite, disparaitre 1 objection proposee.

Une des consequences qu entraine la reduction du rapport a

I unite, c cst que la vitesse du son propage dans une masse solide illi-

mitee et la vitesse du son propage lineairement dans un filet ou dans
f
~%

une verge de meme matiere sont entre elles dans le rapport de I/- a

I unite. M. Wertheim a trouve que ce rapport subsistait quand on

rcmplace les solides par des liquides; et, apres avoir determine expe-

rimentalcment la vitesse lineaire du son dans une masse d eau limitee,

il lui a suffi de multiplier cette vitesse par i / -
pour obtenir la vitesse

du son dans une masse d eau illimitee, et reproduire a tres pen pri s Ic

resultat auquel MM. Colladon et Sturm etaient parvenus par une voic

toute differente.

En resume, les Commissaircs penscnt que, dans les nouveaux

Memoires soumis a leur examen, M. Wertheim, apres avoir donne une
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solution experimentale d une question importante qui interesse a la

fois les physiciens et les geometres, a discute cette question avcc la

sagacite qu il avait deja montree dans de precedentes recherches. En

consequence, la Commission est d avis que ces Memoires sontdignes
d etre approuves par I Academie et inseres dans le Recueil des Savants

etrangers.

488.

ANALYSE. - -

Application du Calcul des residus a la decomposition des

Junctions transcendantes en facteurs simples (suite).

C. R., T. XXXII. p. 3:~&amp;gt;4 (17 mars i85i).

Soient, comme a la page 3i4, x, y les coordonnees rectangulaires,

r, p les coordonnees polaires, et

z x 4- y \ reP i

la coordonnee imaginaire d un point mobile Z. Supposons que ce

point soit renferme, avec 1 origine des coordonnees, dans une cer-

taine aire S, terminee par un certain contour PQR. Soit, d ailleurs,

9(_-) une fonction de z qui demeure toujours continue, quand elle ne

devient pas infinie, et admettons encore que le rapport differentiel de

la fonction 9(5) a la variable z depende uniquement des variables

reelles x, y. Enfin, en supposant les equations

(.) ?(*)=&amp;lt;&amp;gt;,

(2)

resolues par rapport a z, designons par la lettre m le nombre des

racines nulles de 1 equation (i); puis nommons z
t
, s

lf
, zm , ... celles

des autres racines de 1 equation (i), et z , z&quot;,
z

&quot;,
. . . celles des

racines de 1 equation (2), qui representent les coordonnees imagi-
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naires dc points d arrcl sillies dans Pinterieur de Paire S. Si chacunc
des racines z

t
, z

h , z^, ..., 5 , 3&quot;, s
&quot;,

... e st unc rarinr simple, &amp;lt;&amp;gt;l si

Pon pose, pour abreger,

1 equation (9) de la page 268 donnera

i i ...

(3) 9(z) = ffsm \
,-

la valeur de Fetant determinee par la formule

0((
_J

dans laquelle I integrale relative a v s etend a tous les points du con

tour PQR qu un point mobile est cense parcourir avec un mouvement
de rotation direct autour de 1 aire S. II y a plus : pour etcndre la for

mule (3) au cas oil les equations (i) ou (2) offrent des racines mul

tiples, il suffira d admettre que, dans cette formule, plusieurs des

racines s
t
, z-

t/
, zm ..... ou s

t z&quot;,
z

&quot;,
... peuvent devenir egales entre

elles.

Si le module de v, c est-a-dire le rayon vecteur mene de Porigine
des coordonnees a un point quelconque du contour PQR surpasse
constamment le module de z, alors

sera developpable suivant les puissances ascendanlcs dc .-. d, en

posant, pour abreger,

(5) h n

on trouvera

(6) V-- -k.z -h.s*kts*-
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Concevons a present que le contour PQR soil remplace par un con

tour semblable, mais plus etendu 4%R, et quo, dans le passage du

premier contour au second, le rayon vecteur correspondant a un angle

polaire donne varie dans le rapport dc i a k. Alors, a la place de la

formule (5), on obtiendra la suivante :

, _j__\_ f?W *L
&quot;

2/lTri k 1 - 1 J Q(kv) V&quot;

Cela pose, si, en attribuant au nombre k des valeurs inliniment

grandes, on peut toujours les choisir de maniere que le rapport

? (*)

?&amp;lt;*)

reste fini en chaquc point du contour $^&, ces valeurs de k rendront

intlniment petites les valeurs qu on obtiendra pour ha , quand on sup-

posera, dans la formule (7), w
&amp;gt; i; et, en nommant h la valeur de /*,

tiree de la meme formule, c est-a-dire, en posant

&quot;^Ti

on trouvera, pour k cc,

(9) T/ = -**;

par consequent la formule (3) donnera

(10)

Si la fonction 9(5) est paire ou impaire, c est-a-dire, en d autres

termes, si elle satisfait ou a la condition

ou a la condition
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alors, dans la formule (8), le rapport

sera une fonction impaire de v, et, en faisant coincider le contour PQK
avcc unc courbe ou avec un polygonc qui ait pour centre 1 origine 0,

on verra disparaitre la constante h, representec par une integrals

dont les elements pris deux a deux seront egaux, au signe pres, mais

affectes de signes contraires. Cette constante etant reduite a zero,

( equation (10) donnera simplement

(n)

Cette derniere formule comprend, comme cas particulier, 1 equa-
tion (18) de la page 824.

Si, en attribuant a la constante k une valeur infiniment grande, on

peut choisir cette valeur de maniere que le rapport

? (*)

conserve en chaque point du contour $^& une valeur finie, alors dans

la serie

ll ^2
&amp;gt; tint /*

-(-! ,

les termes qui suivront h n s evanouiront pour k = cc, et comme on

aura par suite

il est clair qu a la place de la formule (10) on obtiendra la suivantc

-?n-?
Dans d autres articles je montrerai le parti qu on peut tirer de* lor

OF.tn-res dc C. S. I, t. XI.
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mules (10), (n), (i3) pour etablir avec facilite, non seulement des

theoremes deja connus, et en particulier ceux qui sont relatifs aux

fonctions elliptiques, mais encore une multitude d autres propositions

digues de remarque.

489.

ANALYSE. -- Memoire sur la sommalion des termes de rang tres eleve

dans une serie simple ou multiple.

C. R.. T. XXXII, p. 889 (24 mars i85i).

I. Fortuities generates.

Quelques propositions etablies dans le Tome II des Exercices de

Mathematiques ( ) permettent de calculer approximativement, clans

certains cas, une somme de termes consecutifs dc rang tres eleve

dans une serie simple, et transforment la valeur approchee d une

telle somme en une integrate definie. D ailleurs, pour operer de sem-

blables transformations, il suffit de decomposer le terme general d une

serie simple en deux facteurs dont Fun converge vers une limite finie,

1 autre etant une puissance d un nombre tres considerable. Entrons a

ce sujet dans quelques details.

Soity(o;) une fonction de la variable reelle x. Supposons d ailleurs

qu il soit possible d attribuer au nombre / une valeur telle, que le

produit
* /(*)

acquierc une valeur tinie, distincte de zero, pour des valeurs reelles

ct infiniment grandes de x. Alors, N etant un nombre Ires conside

rable, le produit

se reduira sensiblement a une certaine fonction y(x) de la variable x.

( ) OEuvres de Caucliy, S. II. T. VII, p. 268 et suivantes.
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Cela pose, concevons quc, v
f
,v

f/
riant deux quantites nVIlrs dr inrinc

signe, on nommo n I un quelconque dcs nombres cnticrs mmpris
nitre les limitcs

n
v, N, v

,. N

et

,, ,-M, ,4-2, ..., ff

ces memes nombres. En tin nommons S la somrne cles termes corres-

pondants a ces nombres dans la serie qui a pour terme general/(n),

en sorte qu on ait

et posons encore
i

n = vN et ^ = a.

On aura sensiblement, pour de tres grandes valeurs de N,

par consequent

(2) S = N -
S[a ? (v)] f

la fonction qu indique le signc S s etendant a toutes les valeurs de v

comprises dans la suite

n
t

n
i

n
i

n
n

N&quot; N
7
~ a

N&quot;

~ !oc
Isf&quot;

D ailleurs, dans 1 hypothese admise, N venant a croitre indetiniment,

le premier et le dernier terme de la suite (3) s approcheront indeti

niment des limitcs v
;
, v

w , ct la somme

S[a?(v)]

de la limite

On peut done enoncer la proposition suivante :

TIIKOUKME I. -- Solent N un nornbre infmiment grand, el
v,,

v
;/
deu.r

f/uantites finies, ajfectees du meme signe. Supposons d aillcurs f/u il soit
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possible de clioisir le nombre I de maniere gue, pour des valeurs reelles et

infmiment grandes de x, le produit

xl
f(x)

acquiere une valeur Jinie distmcte de zero, et nommons
cp (x) ce gue

devient le produit N*f(Nx) guand N devient injini. En/in nommons

/?,,
n

u
ceux des entiers compris entre les limites v,N, v

;/
N gui sont les

plus rapproches de ces limites. Le rapport de la somme

n = n a

s /(/)
n = n,

a la guantite N ~ l
se reduira sensiblement , pour de tres grandes valeurs

de N, a I integrate definie

I ?(v)rfv.
v.

On etablira de la meme maniere la proposition suivante :

THKORE.ME II. -- Soient x, y deux variables reelles, f(&,y} une fonc-

tion de ces memes variables, et N un nombre infmiment grand. Supposons

d ailleurs gu il soil possible de choisir I exposant I de maniere gue, pour

des valeurs reelles et injiniment grandes de x, y, le produit

conserve une valeurJinie, et nommons 3(x,y) la limite dont celte valeur

s approche inde/iniment pour des valeurs croissanles de N. Soil encore A

une aire terminee dans le plan des xy par un certain contour PQR, ou

comprise entre deux contours pqr, PQR, et admeltons gue I origine des

coordonnees soil un point exterieur a I aire A. En/in, m, n etanl deux

nombres entiers guelcongues, construisons la serie double gui a pour

lerme general f(m, n), et nommons

la somme des termes de celte serie correspondanls a celles des valeurs de

m el n gui sont de la forme

m
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u. el v elant les coordonnees d un point situe dans 1 interieur de I ain \.

Le rapport de la somme a la quantite N 2 &quot;

se reduira sensiblement a

I integrate double

JJ ?(/*&amp;gt;

etendue a tons les points de I aire A.

II est l)on d observer que la serie qui a pour terrne general f(m, n )

se transformera en une serie simple, si Ton attribue successivement

an nombre entier n diverses valeurs, en laissant m invariable. Con-

cevons, pour fixer les idees, que, m etant de la forme u.N, et N tres

considerable, la somme
8 = S/(m, n)

s etende a toutes les valeurs entieres de n comprises entre les

lirnites v,N, v 2 N, les quantites v,, v 2 pouvant etre affectees du meme

signe ou de signes contraires. Alors, en raisonnant comme dans le

theoreme I, on trouvera sensiblement pour de grandes valeurs de N

Le theoreme II pourrait etre evidemment etendu au cas ou il

s agirait, non plus d une serie double, mais d une serie triple, qua

druple, etc. Seulement alors on devrait remplacer les sommes ou

integrales doubles par des sommes ou integrales triples, qua

druples, etc., la quantite N2W par la quantite N 3~ ou N 4-/
, ..., et

I aire A par ce que nous avons nomme dans d autres Memoires un

lieu analytique.

Si Ton suppose dans le theoreme
I&amp;gt;

ou dans la formule (4) /= i,

on trouvera

r 1 -

(5) $= ? (v)rfv

v,

ou

(6) &= f
&quot;

Jv.
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Pareillement, si Ton suppose dans le second theoreme, i~z, on

trouvera

1 integrale double etant etendue a tous les points de 1 aire A; etc.

Les formules (5) et (7) comprennent, comme cas particuliers,

celles que j
ai donnees dans le Tome II &amp;lt;les Exercices de Mathema-

tif/ites, et celles qui ont etc obtenues en Angleterre par M. Cayley,

en Allemagne par M. Eisenstein.

Si, pour fixer les idees, on suppose, dans le theoreme I,

les constantes a, c etant reelles ou imaginaires, on trouvera

;

ax

et la formule (5) donnera

i
r&quot;

(8) 3= - /

&amp;lt;*J
Vi

Pareillement, si Ton suppose

a x -f- by -\- c

a, b, c etant trois constantes et le rapport j
etant imagrnaire, on

trouvera

,

a x + by

et la formule (6) donnera

(9)
- r

v
&quot; *

7 /
b j a
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Entin, si Ton suppose

on ;iur;i

et la fbrmule (7) donnera

t= r r
J J

1 integrale double etant etendue a tous les points de 1 aire A. Si 1 aire A

est comprise entre deux contours pqr, PQR, et si Ton transforme les

coordonnecs UL, v, supposees rectangulaires, en coordonnees polaires,

a 1 aide d equations de la forme

jj.
r cos/?, v = /

sin/&amp;gt;,

alors, en nommant
v,,

v
w
les valeurs dc v corrcspondantes aux deux

contours pqr, PQR, on obtiendra pour v,,
v

;/
deux fonctions detcr-

minees de Tangle polaire /&amp;gt;,

et Ton tircra de la formule (n), avec

M. Calc,

On aura done

(
1 3

)
*J = o,

si le rapport
~ est constant, c est-a-dire si les deux courbes sont sem-
*i

blablcs Tune a Tautre.

Soient d ailleurs s
t

, S
t/

les valeurs de que fournirait la for

mule (n), si Ton prenait successivement pour A Fairc rent ci incc

dans le contour pqr, puis 1 aire renfermee dans le contour PQR. I. a

valour de chacunc des integrates s
t

,
ff depcndra generalement de

1 ordre dans lecfuel seront effectuees les deux integrations relatives

aux variables u., v. Mais, si Ton suppose quc cet ordre resle le nirnie

dans la determination de 8, et de
8,,,

alors a la formule (n) ou (12),
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on pourra substituer la suivante :

( 4) S = ,-S,.

Cette derniere formule sera d un usage tres commode; elle fournira,

par exemple, avec une grande facilite, la valeur de s, si, le con

tour pqr etant reduit a une circonference du cercle, le contour PQR
est un rectangle dont les cotes soient paralleles aux axes des x et

des 7.

II. Application des formines obtenues dans le premier paragraphe.

Soit z = x -\-y\ la coordonnee imaginaire d un point mobile Z; soit

encore
&amp;lt;p(-s)

une fbnction de z qui demeure continue tant qu elle ne

devientpas infinie, et admettons que le rapport differentiel de 0(5)

a z depende uniquement des variables reelles x, y. F]nfin, en.suppo-

sant les equations

(1) y(z)=o,

(2) 1 o

resolues par rapport a z, designons par / le nombre des racines nulles

de 1 equation (i); puis nommons s
t

,
s

if
, sm , ... celles des autres

racines de 1 equation (i), et z
, z&quot;,

z
&quot;,

. . . celles des racines de 1 equa

tion (2) qui represented les coordonnees imaginairesde points situes

dans 1 interieur d une certaine aire S terminee par un certain con

tour PQR. Si ce contour peut etre choisi dc maniere que, tous ses

points etant situes a de tres grandes distances de Forigine des coor

donnees, le rapport -
I conserve en chacun d eux une valeur finie,

?()
on aura (page 352),

(3) y(z) = Hs

la valeur de //etant
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et la valeur de // etant determines approximatiycment par la formule

i-\J 9(.-) -

dans laquelle 1 integration s etend a tons les points du contour PQB

qu un rayon vecteur mobile est suppose parcourir avec un mouve-

ment de rotation direct autour de 1 aire S. D ailleurs la formule (5)

sera d autant plus exacte que le contour dont il s agit sera plus

eleudu, et deviendra rigoureuse si Ton substitue au second inembre

la limite vers laquelle il converge, tandis que la distance de chaque

point du contour a 1 origine des coordonnees devient infiniment

grande.

Goncevons a present que Ton designe par a, b deux constantes donl

le rapport soit imaginaire, et supposons que la fonction 9(5), etant

doublement periodique, ne varie pas quand la variable z croit de la

periode a ou de la periode b. Soient d ailleurs

quatre quantites finies, les deux premieres negatives, les deux der-

nieres positives, et

in, n

deux quantites entieres positives, uulles ou negatives. Enfin, suppo

sons que, N etant un nombre infiniment grand, on designe par m t
et

/// ou par n
t
et n

t/

celles des valeurs de m ou de //, qui, etant renfer-

mees entre les limites [j^N, ^N ou entre les limites v,N, v
f/
N se rap-

prochentle plus de ces memes limites. On pourra, en designant par

z el c deux quantites finies, comprises entre les limites o, i, choisir

ees quantites de maniere que, pour une valeur de z de la forme

z = a
(
m -f- p ) -i- b

(
n -4- q ),

le rapport ^, r conserve une valeur time, et, en nommant z , : les
CO ( Z )

valeurs de z que fournira 1 equation /()&amp;gt; quand on v posera succes-

&amp;lt;)Ktn t-s de C. S . 1 , t. X I. 46
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si Yemen t n = it
t

, n = n
u , on trouvera

i etant une fonction de z determinee par la formule

(8) %
&quot;

&quot;&quot;s

&quot;

Comme on aura d ailleurs pour z- = z
r

la formule (10) du I donnera sensiblement, pour de grandcs valeurs

de N, quand on supposera ^ = s
/f
ou meme z = z

t
-+- 0/&amp;gt;, etant com-

pris entre les limites o, i,

iO ^^

En consequence, la formule (18) donnera sensiblement, pour de

grandes valeurs de N,

f&quot;
ili) ^ =

/ 9(-) *
&quot;

.

5

Posons maintenant, pour abreger,

2 Tl Ja P
9 (

-
)

A sera, an signe pres, un nombre entier, et Ton trouvera

(9)

Cela pose, concevons quc le contour PQN de 1 aire S se reduise an
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systi ino de qualro droitos correspondantos aux qnalre valours de r

(ju on obtient en posant successivemont dans la formulo (
(

1 1 =
,,

n //,

m --- in , m in
r

,

La valour do // determineo par [ equation (5) sera la sommo de quatre

inle^ralos dont les valeurs so deduiront immediatoment do 1 equa-

tion
(&amp;lt;))

et do cello (ju
on en tiro quand on ( change ontro olios les

loll res u., v el los poi iodes a, b.

Si Ton suppose, on particulier, m /w
w , n

t

- - n
t/

et - -
o,

ou -i on trouvera // -- o, ot, par suite, ( equation (3) sera reduite a

(.die conclusion s accorde avoc los resultats ohtenus par Abel et par

MM. Cayley, Eisensteih, etc.

90.

ANALYSE. Rapport surun Memoire presente a iAcademic par M, HKHMITK,

et relatif au.r fondions a double periode.

C. K., T. XXXII. p. \\-t &amp;lt;3i mars iS5i).

Le Memoire dont nous aliens rendre cornjttt
4 a pour objet principal

la determination generale do cellos dos fonctions a double periode

(jui no cossont jamais d etre continues tant qu olles restent tinies.

Pour la ire mieux saisir la pensee de 1 Auteur, il convierit do jelei

d abord un coup d a il rapide sur la nature et les proprieles caracte-

ristiques des fonctions a double periode.

Snpposons quo, .r, v etant les coordonnees rectangnlairos ou
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obliques d un point mobile Z, on trace dans le plan des x, y un paral

lelogramme ABCD, dont les cotes a, b soient paralleles, le premier a

1 axe des x, le second a 1 axe des y. Divisons d ailleurs le plan des x,

y par deux systemes de droitcs equidistantes et paralleles aux axes

en une infinite d elements tons pareils au parallelogramme ABCD.

Enfin soit v unc fonction de x, y, qui offre une valeur determinee pour

chacun des systemes de valeurs de x, y propres a representer les coor

donnees de points situes dans 1 interieur de ce parallelogramme. Une

ant re fonction u, qui, pour chacun des systemes dont il s agit, co inci-

derait avec la fonction v, sera ce qu on doit naturellement appeler

une fonclion a double periodc, si elle ne varie pas, quand on fait

croitre ou decroitre 1 abscisse x d un multiple de , on 1 ordonnee r

d un multiple de
/&amp;gt;;

et il est clair que, dans ce cas, u reprendra la

meme valeur quand on substituera aux coordonnees d un point situe

dans le parallelogramme ABCD les coordonnees d un point homo-

logue situe de la meme maniere dans 1 un des autres parallelo-

grammes elementaires. Si d ailleurs on vent quc la fonction u satis-

fasse a la condition de rester toujours continue, tant qu elle ne

deviendra pas infinie, il ne suffira pas que cette condition se trouve

remplie, quand le point Z sera interieur au parallelogramme; il sera

encore necessaire quc u reprenne la meme valeur quand, apres avoir

place le point Z sur 1 un des cotes du parallelogramme, on le trans-

portera sur le cote oppose, en lui faisant decrire unc droite parallele

a 1 un des axes coordonnes.

Ajoutons que si la fonction //, supposee doublement periodique,

est assujettie a la seule condition de rester finie et continue tant que

le point Z est renferme dans 1 interieur du parallelogramme ABCD, on

pourra generalernent la developper en une serie double ordonnee

suivant les puissances ascendantes et descendantes des exponen

tial les

les valeurs de a, etant

27T ,, 2TT
a , 6 = - -

a u
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Supposons maintenant quo, les coordonneea x, y etant

laires, on nomine - une variable imaginaire liee aux variables a\ v

par la formule
z = x -+- y i.

La position du point mobile Z sera completement determim -c par la

coonlojinee imaginaire z, et, pour que u soit fonction de x, y, il suffira

que u soit fonction de z. D ailleurs, pour que la fonction de z, desi-

gnee par //, soit doublement periodique, il suffira qu elle reprenne la

memo valeur quand le point Z, suppose d abord interieur au rec

tangle ABCD, ira prendre la place de 1 un quelconque des points ho-

mologues situes dans les autres rectangles elementaires; en d autres

termes, il suffira que u reprenne la meme valeur quand on fera croitro

ou deeroitre u d un multiple de , ou d un multiple dc b\; et ccltc

condition pourra toujours etre remplie, quelle que soit la forme dc la

fonction u pour les points interieurs au rectangle ABCD.

Ce n cst pas tout : on pourra, aux deux periodes a et /&amp;gt;i, supposees

1 iine reelle, 1 autre imaginaire, substituer deux periodes imaginaires

assujetties a la seule condition que leur rapport ne soit pas reel. Cela

pose,
concevons que Ton designe par , b, non plus deux quantites

reelles, mais deux expressions imaginaires, dont le rapport ne soit

pas reel. Pour que u soit une fonction de - doublement periodique, il

suffira que // ne varie pas, quand on fera croitre ou decroitre z d un

multiple de a ou d un multiple dc b. Alors aussi a, b pourront etre

censes representer en grandeur et en direction les cotes d un paral-

lelogramme elementaire ABCD, et la fonction u sera entitlement

connue, quand on la connaitra pour chacune des valeurs de z corres-

pondantes aux points situes dans 1 interieur de ce parallelogramme.

D apres ce qu on vient de dire, il est clair que, si a et b repre-

sentent les deux periodes de la variable z dans une fonction double

ment periodique u, la valeur de u correspondante au cas oil le point

mobile Z reste compris dans 1 intericur d un parallelogramme elemen

taire ABCD pourra etre choisie arbitrairement. Si d ailleurs cettc

valeur, arbitrairement attribute a //, est toujours time et nuilinur
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dans 1 interieur du parallelogramme, on ponrra, de formulcs deja

connuos, deduire 1 expression analytique generate, propre a repre-

senter la valeur de la fonction u supposee doublement periodique,

quelle que soit la valeur attribute a la variable z.

La fonction //, supposee doublement periodique, ne pourra plus

etre choisie arbitrairement pour les valeurs de z correspondantes aux

divers points d un parallelogramme elementaire, si elle est assujettie

a la condition de rester continue avec sa derivee, pour des valeurs

quelconques de z, tant qu elle ne devient pas infinie (voir la Note sur

les fonctions de variables imaginaires, p. 3oi). Cette condition sera

remplie, par exemple si u est Tune des fonctions elliptiques, ou meme
une fonction rationnelle dc ces fonctions. Mais il importait de savoir

quelle est la forme la plus generate que puisse prendre une fonction

doublement periodique, quand on 1 assujettit a la condition enoncee.

Telle est 1 importante question que M. Hermite s cst propose de

resoudre. La solution qu il en a donnee s appuie sur des propositions

remarquables, deduites en grande partie des principes etablis par Tun

de nous dans divers Memoires, et specialement dans le Tome II des

Exercices de Mathematiques. Entrons a ce sujet dans quelques details.

La variable imaginaire z etant censee representer les coordonnees

imaginaires d un point mobile Z, designons par F(s) une fonction

doublement periodique de z, qui restc continue avec sa derivee, tant

qu elle ne devient pas infinie; et soient a, b les deux periodes de z

assujetties a la seule condition que leur rapport j
ne-soit pas reel.

Les quatre points
A, B, C, I),

dont les coordonnees imaginaires seront

coincideront avec les quatre sommets d un parallelogramme elemen

taire ABCD, dont les cotes seront representes, non seulement en gran

deur, mais encore en direction, par les deux constantes a, /&amp;gt;; et, si

Ton pose
C = j 4- at +- bl

1

,
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/, / etant deux variables reelles, Irs valours do 1, nnTospondantes ;

Irs valours do I, t comprises entre les limilos o, i, ropresenteront les

coordonnees imaginairosde points renfermesdans If parallelogramme
elementaire ABC1). Lo binomo z -+-/, en particulior, representera

les coordonnees imaginaires d nn point situe sur la droiteAB; ct si,

pour tons les points de cefte droite, la fonction de z et de t, repre-

sentee par F(^ 4- at), conserve une valeur finic, cctte fonction, qui

ne varie pas quand on y fait croitre ou decroitre t d un nornbre entier

quelconque, pourra etre developpee suivant les puissances ascen-

danfes et descendantes de 1 exponentielle

Soil Am le coefficient de la mieme
puissance de cette exponentielle dans

le developpement de F(s -f- at), m etant positif ou negatif, mais en-

tier. On aura

A,,,= / c 2 &quot;!

-&amp;lt;&amp;gt;V(z-\- at}dt
Jo

ou, .ce qui revient au meme,

/
\,,,~ \ II(3-+- at}dt,

&quot;9

la valeur de H etant

el

Ffa 4-
fit&quot;)

- A /H f*&quot;
lw/i

,

par consequent

D ailleurs, la nouvelle fonction, designee ici par ll( s). ne variera pas

quand on y fera croitre t de a, et veriticra evidernment la condition
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la valour do q etant

Enfin, si Ton suppose quo la sommation indiquee par le signo

s etende seulement aux diverses valeurs positives ou negatives do m,

la valour in = o etant exclue, alors, a la place de la formule (2), on

ohtiendra la suivante

(4) F(*) = A.-I- A,,,,

in = oc

la valeur de A etant

A = I (z + at)dt.
&amp;lt;- o

D autre part, si Ton designe par/*(s) une fonction de z qui demeure

continue avec sa derivee, tant qu elle reste finie; par (P, Q) la valour

de 1 integralo roctiligno

otendue a tous les points de la droite qui a pour origine le point P ot

pour extremite le point Q; par S 1 aire du parallelogramme elemen-

taire ABCD; enfin, par (S) 1 integrale //(t)dC, etendue a tous les

points situes sur le contour de ce parallelogramme, on aura, non sou-

lemon t

(Q,P)= -(P,Q)

et, par suite,

(6) (8) = ( A, B)v+ (B, D) - (C, D) - (A, C),
t

mais encore

(B) = aiti

le signe ^ etant relatif aux seules valeurs do ( qui representeront los

coordonnees de points renfermes dans le parallelogrammo elemen-

taire ABCD. Cela pose, comme, en reduisant f(z} \\ la f onclion dou-

blement periodiquo F( s ), on aura evidemment

(B,D) = (A,-C)
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et, par suite,

(8)=p,
la fdrmulc (7) donnera

(8) ^(FtfH^o.

Si, an contraire, on remplace/(:s) par II(-s), alors, on ayanl egard a

la formule (3), on trouvera

(B,D) = (A,C), (C,D) = 7-(A,B),

et, comme on aura

on tirera des formules (6) et (7)

(S) = a( i
-&amp;lt;/- )Aw =27nn();

par consequent

/ v 2711
(9) A

I

II resulte immediatement de cetle formule, jointe a 1 equation (4),

quo, si, en attribuant a z une valour do la formule at -h ht , et

a /, / des valeurs reellcs dont la sccondo reste comprise entre les

limites o, i
, on pose

on aura

(ii)

In sii^no ,Uant relatif aux sonles valeurs (,, u.,, ..., ^ do la variable

qui verifieront 1 equation

(12) o.1? / s* \

OEuvrcs de C. S. I, t. XI. 47
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et representeront les coordonnees dc points renfermes dans 1 inte-

rieur clu parallelogramme elementaire ABCD. D ailleurs, on tirera de

1 equation (10), en y remplacant m par m,

(i3) e(z)=-6(b-z).

Supposons maintenant que les valeurs de

designees par (,, 2 , .. ., ^, se trouvent rangees d apres 1 ordre de

grandeur des valeurs correspondantes de / . Soient, d ailleurs,

/., z 2 , , I*

les points dont (,, C 2 , ..., ^ representent les coordon^ees imagi-

naires. Si, dans le second membre de la formule (i i), on attribue a z

un accroissement Az tellement choisi, que le point A correspondant
a la coordonnee imaginaire z -+- Az soit renferme dans 1 interieur de

la bande comprise entre la droite AB et la parallele menee a cette

droite par le point Z,, le terme.

-/
ne variera pas; mais, si le point A vient a franchir cette parallele, le

terme A prendra un accroissement qui se deduira sans peinc des

formules (6), (7), et dont la valeur sera

le signe se rapportant a la seule valeur (, de la variable ( Dans la

meme hypothese, 1 expression

que renferme le second membre de la formule (n), se trouvera evi-
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dcmment diminuee du terme correspondant ;i la valeur
,
do (, ri

augmentee du terme correspondant a la valeur C, -+- b. Cela pose, il

estclairque, si Ton assujettit 8(5) a verifier generalement la condi

tion

la formule (i i) pourra etre etendue au cas oil le signe serait relatif

aux valeurs de qui representeraient les coordonnees de points ren-

fermes, non plus dans le parallelogramme elementairc ABCD, inais

dans le parallelogramme semblable A B C D avcc lequel on pcul

faire coincider le premier en transportant les cotes parallelement h

iMi\-memes, et substituant au sommet A le sommet A . Par suite

aussi, on pourra, en supposant le terme A reduit a line constante

dans la formule (i i), admettre quo, dans cette formule, le signe se

rapporte aux seules valeurs de qui verifient [ equation (12), et sont

de la forme

:

/, / etant des variables reelles comprises enire les limites o,

En vertu de la formule (i i), consideree sous ce point de vue, toute

fonction de z qui, etant doublement periodique, reste continue avec

sa derivee, tant qu elle ne devient pas infinie, se reduit a la somme

d un certain nombre de termes, dont chacun est proportionnel a une

fonction de la forme
Q(z z^},

Zi etant une valeur particuliere de s, ou bien encore a 1 une des deri-

vees de cette meme fonction differentiee par rapport a z. Tel csl It-

theoreme fondamental obtenu par M. Hermite. Ajoutons que la fonc-

tion designee ici par 0(s) a evidemment pour derivee une fonction

doublement periodique dc s. Si Ton designe par 9(5) cette derivre.

la fonction o(z) restera continue aussi bien que 0(s), tant qu elle ne

deviendra pas infinie, et, par suite, rien n empechera de prendn-

pour F(s), dans la formule (n), ou la fonction 9(3), ou une tone-
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tion rationnelle de o(-). En reduisant effeetivement (z) au carre

de 9(5), M. Hermitc obtient une equation qui sert a exprimcr ce

carre en fonction lineaire de o(s) et de
^&quot;(s)

, il en conclut aisement

que le carre de $ (z) est proportionnel au produit des trois facteurs

et la transcendante 6(s) se trouve ainsi ramenee aux fonctions ellip-

tiques. Par suite aussi, Ton peut reduire a une fonction rationnelle

de fonctions elliptiques toute fonction doublement periodique qui

reste toujours continue avec sa derivee, tant qu elle ne devient pas

infinie ( ).

En partant des formules que nous avons rappelees, et substituant

aux periodes a, b les autres periodes qu on peut introduirc dans

le calcul, en deplagant les sommets du
&quot;parallelogrammc clemen-

taire ABCD, M. Hermite obtient successivement sous diverses formes

la valeur de la transcendante 0(c). D ailleurs, la comparaison des

diverses formes sous lesquelles se presente 0(s), et de ses divers

developpements, permet a Fauteur d etablir un grand nombre de

propositions nouvelles. L une de ces propositions, tres digne dc

remarque, est relative a Tintervalle dans lequel reste convergente

la serie qui represente le developpement de la fonction O(^) (-).

En resume, les Commissaires pensent que, dans le travail soumis

a leur examen, M. Hermite a donne de nouvelles preuves de la saga-

cite qu il avait deja montrec dans de precedentes recherches. Us

(
j

) D6ja on 1844, M. Liouville avait obtcnu. par uno mcthode tres diffcrentc dc cello

qu a suivie M. Hermilc. et avait enonce, on presence de cc dernier, la reduction ici

indiquee.

(
2
) M. Hermite, apres avoir fixe 1 inlervalle dans lequel le developpement de la trans

cendante 0(r;) demcuro convergent, prouve quo, dans le cas ou cct intervalle atteint sa

valeur maximum, le rapport entre cet intervalle et le plus petit cote d un parallelogramme

elementaire ne peut s abaisscr au-dessous de i/y M. Jacobi, dans une Lettre adressee

a M. Hermito, avait enonce une proposition qui coincide avec ce theoreme. et qui s appli-

quait a la transcendante 6(2).
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pensent quc ce travail est tres digne d etre approuve par

et insere dans Ic recueil drs Memoires des Savants etrangers ( ).

491,

Note de M. AUGUSTIN CAUCHY relative aux observations presentees

a I Academic par M. Liouville.

C. R., T. XXXII, p. /i5-2 (3i mars i85i).

Commo jc 1 ai fait voir dans les Comptes rendus dc i843, les for-

mules generates que donne le Galcul des residus, pour la transforma-

( ) Rcmarques de M. LIOUVILLE.

Sans s opposcr aux conclusions du Rapport. M. Liouville croit devoir rappcler qu il a,

lui aussi, trouve depuis longiemps une Ihcorie generate des fonctions doublcment perio-

cliqucs, dont il a donne incidemment a 1 Academie. des 1844, a propos d un Memoire de

M. Chasles sur la construction gcometrique des amplitudes des fonctions clliptiques. une

vile tres nette qu on rctrouve au Tome XIX des Comptes rendus (page 1261, seance du

I
dcrcmbro i844)- La methode quc j

ai suivie, dit M. Liouville, est si simple dans ses

details, qu ellc pourra. jo crois, sans inconvenient, venir apres d autres, meme ana

logues, mais qui n ont pas, cc me semble. le caraclerc tout inluitif el elemenlaire que

j
ai donne a la miennc en m attachant a aller pas a pas du simple au compose, par la

consideration conlinucllc ct toujours directe d un seul principe. J ai toutefois, on le

cumprend, un certain interet a etablir. non pas que mon travail est ancien, cela resulto

des Comptes rendus, mais quc les details principaux en ont etc arretcs dcpuis plu-

sieurs annees, ct ont ete communiques tres explicitemcnt a divers geometres franca is

on etrangers. Or j ai chez moi, et je pourrai deposer sur le bureau avanl. la fin de la

seance, une piece manuscrito qui paraitra concluanto a cet egard. Deux groniMres
allcmands dislingues, M-&amp;gt;f. Borchardl ct Joachimsthal, pendant lour voyage a Paris

en iS.(7, ont bien voulu sacrifier quelqucs heures pour entendre 1 cxposilion de ma
doctrine, et M. Borchardt a redigo les Logons quc j

ctais ainsi conduit a faire. J avais

permis a M. Borchardl de monlrcr cette redaction a qui il voudrait, el
j ai su de lui

qu elle a etc mise sous les yeux de M. Jacobi. Presse par le temps, jc n avais pu parler

dcs integrates elliptiijucs de secondc ct dc troisiemc especc. Mais cela importe [ieu. La

classification dcs fonctions bien detcrminees doublcment pcriodiques, d apres le nombrc

dcs valours irreductiblcs par les periodes, mais d ailleurs egales ou inegales, qui les

rcndenl inlinies: la diMnonslration dc ce thcoreme capital, quc toute fonction dc ce

genre qui a moins do deux infinis doit se reduiro a une
sim|&amp;gt;lo constanle; la proposi

tion importanlo aussi, que le nombro dcs racines qui annulenl la fonction est toujours

precisement egal au nombre des infinis dc cetlc fonction, et que, dc plus, les sommes
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tion et le developpement des fonctions, peuvent etre utilement appli-

quees a la recherche des proprietes des fonctions elliptiques. II y a

plus : comme je 1 ai remarque en 1844 (Tome XIX des Comptes rendus,

page 1378) ( ),
1 une de ces formules fournit le principe fondamental

invoque par M. Liouville pour les fonctions douhlement periodiques,

et le generalise meme, en montrant que toute fonction F(^) de z,

qui, offrant une derivee unique pour toute valeur de z, varie avec z-

par degres insensihles et ne devient jamais infinie, se reduit neces-

des valeurs de la variable, relatives a ces deux circonstances d une fonclion nulle ou

infinie, sont toujours cgalcs cntre clles aux multiples pres des periodes; 1 expression
des fonctions a n infinis par des sommes ou par des produits de fonctions a deux

infinis; la theorie detaillee des fonctions a deux infinis et leur reduction aux fonctions

elliptiques, qui sont des lors rclemcnl unique des fonctions doublement periodiques a

un nombre d infinis limite; les theoremes sur 1 addition et sur la transformation directe

ou inverse, rendus pour ainsi dire aussi simples que le probleme d Algebre de former

une fraction rationnello dont le numerateur et le denominateur s evanouissent pour des

valeurs donnees : tout cela, c est-a-dire la partie essenticllc de mon travail, est dans le

manuscrit de M. Borchardt, quo je communiquerai dans quelques instants a 1 Academie.

M. Liouville a, en cffet, avant la fin de la seance, depose sur le bureau le manuscrit

de M. Borchardt. Nous transcrivons la Table des matieres que M. Borchardt a placee

en tete.

Premiere Parlie. Theorie generale.

1. Une fonction doublement periodique qui ne devient jamais infinie est impossible.

2. Une fonction doublement periodique et a un seul infini est impossible.

3. Fonctions doublement periodiques et a deux infinis. Leurs proprietes fondamen-

tales.

4. Fonctions doublement periodiques ct a plusieurs infinis. Lcur developpement en

sommes et en produits de fonclions doublement periodiques et a deux infinis.

0. Leur developpement en produits de fonctions periodiques et a trois infinis, lorsque

le nombre des infinis est pair.

(i. Leur developpement en fractions de la forme -
? o(s) representant une

L&amp;lt;

fonction doublement periodique et a deux infinis,
&amp;lt;f

(~) son coefficient differentiel, et L,

]\]. N des fonctions entieres de 0(2).

Seconde Partie. Applications.

1. Determination du coefficient differcnliel des fonctions doublement periodiques et a

deux infinis. Theoreme de Faddition pour les memes fonclions. Gas particulier du

sin &amp;lt;\mz.

8. Transformation du sinamz. Expressions en forme d une somme et d un produit.

9. Transformation inverse du sinams. Formulc d Abel. Formule de M. Jacobi.

(i) OEuvres de Cauchy, S. I, T. VIII, p. 878.
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sairement a une constante. Enfin, les formules dont il s aijit Cour-

nissent directement les diverses consequences que notre Confivn-

annonce avoir deduites du principe ici mentionne.

Ainsi, en particulier, des formules que j
ai etablies dans Ic Memoire

lithographic du 27 novembre i83i, comme propres a determiner, non

seulement la somme des fonctions semblables de celles des racincs

d une equation transcendante, qui peuvent representer les coordon-

nees imaginaires de points renfermes dans un contour donne, mais

encore le nombre de ces racines, on en conclut immediatement que,

si, la fonction F(s) etant doublement periodique, on attribue succes-

sivement a : les diverses valours qui expriment les coordonnees ima

ginaires de points renfermes dans le parallelogramme elementaire

dont les cotes sont represented en grandeur et en direction par Irs

deux periodes, celles de ces valeurs qui rendront la fonction Y(z}

nulle seront en meme nombre que celles qui la rendront infinie.

Quant a la methode d exhaustion qu a employee M. Liouvillo, et

qui consiste a retrancher successivement d unc fonction donnee ./(-)

d autres fonctions qui deviennent infinies en meme temps qu elle,

pour certains systemes de valeurs attributes a la variable z, de ma-

niere a obtenir, pour reste defmitif, une fonction CT(^) qui ofTre une

valeur toujours finie ou meme constante pour des valeurs finies de ?,

c est precisement la methode dont
j
ai fait usage pour etablir, dans le

premier Volume des Exercices de Malhematiques, les principes fonda-

mentaux du Calcul des residus. La methode d exhaustion est encore

celle a laquelle j
ai eu recours, dans les Annales de M. Gergonne, pour

la determination d un tres grand nombre d integrales definics, spe-

cialement des integrales dont les limites sont cc et + cc.

Je joindrai ici la demonstration tres simple du theoreme relatif aux

valeurs d une variable qui rendent nulle ou infinie une fonction a

double periode.

Soit F(s) une fonction, doublement periodique, qui reste continue

avec sa derivee, tant qu elle ne devient pas infinie. Soient encore ,
l&amp;gt;

les deux periodes de la variable :; nommons S 1 aire du parallelo-
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gramme elementaire ABCD, dont les cotes sont representes en gran

deur et en direction par les periodes a, b\ enfin, soit (S) la valeur de

1 integrale

etendue a tous les points du contour ABCD. II est clair que (S) sera

la somme de quatre integrates rectilignes, qui, prises deux a deux,

seront egales, au signc pres, mais afFectees de signes contraires. On

aura done (S) = o. Mais, d autre part, si, parmi les valeurs de z (jui

representent les coordonnees imaginaires de points situes dans 1 in-

terieur du parallelogramme elementaire, celles qui rendent la fonc-

tion F(^) nulle sont en nombre egal a ?i, et celles qui la rcndenl

intinie, en nombre egal a ri
; on aura

Done Fequation (S) donnera

492.

ANALYSE MATIIKMATIQUE. Sur les fonctions monolypiqu.es el monogcju s.

C. R., T. XXXII, p. 484 (7 avril i85i).

.Nommons z une variable imaginaire* qui sera censee representer

Yordoiniee imaginaire d un point mobile Z. Une function // de cette

variable pourra offrir, pour cbaque valeur de z, une ou plusieurs

valeurs distinctes. J appellerai type une expression analytique /(-)

propre a representer, pour cbaque position du point mobile Z, une

( ) M. Hcnnitc, auqucl je faisais part de cello demonstration, tiree du Calcul des

residus, m a dit 1 avoir deja remarquoe, ct donnee an College de France dans une Logon.
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dos valours do //, &amp;lt;&amp;gt;l rboisie do maniere qn etant donners deux

valours differentes f(z}, /(s,) du meme type on puissr passer par

degres insensibles de 1 une a 1 autrc en faisant varier z par degres
insensible*. I ne fonction monotypique, on ii un soul type, rostora

rvidemment continue, taut qu ello ne deviendra pas inlinie. Si d ail-

leurs une fonction monotype ofl rc, pour chaquo position du point Z,

une deriveo unique (page 3oi), ellc sera co quo je nommerai unc

fonction monogenc. Cos definitions etant admises, on deduira sans

peine du calcul des residus diverses proprietes remarquables des

fonctions monotypiques et monogenes; je me bornerai ici a en indi-

quor quelques-unes.

Soient, comme ci-dessus,

^ 1 ordonnee imaginaire d un point mobile Z, et

f(s) une fonction monotypique et monogene de z.

Soient de plus

S, I aire comprise dans un contour ferine pqr;

S,7
I aire comprise dans un contour plus etondu PQR qui enveloppe le

premier de toutes parts;

- S
;/ S, I aire comprise entre les deux contours;

Z
/t
Z

//t
... les points situes entre les deux contours, et correspondants

a des ordonnees imaginaires qui veriiient 1 equation

o;

-,, s
w , ... ces memes ordonnees. Enfin, representons par

(S,), (S,)

les valours de I integralc

ff(M)d*

etendue a tous les points des contours pqr, PQR, ct par

[*,]. [,]. -

les valeurs de la memo integrale etendue a des contours inn niment

petits et fermes, dont chacun enveloppe et ronformo dans son inic-

OEuvres &amp;lt;ie C. - S. I, t. XI. 8
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rieur un seul des points Z,, Z
/x

En posant, pour abreger,

(S) = (SJ - (S ), on aura (t. XXIII, p. 2 53) ( )

Supposons, pour fixer les idees, que les contours pqr, PQR se

reduisent a des cercles dont les rayons soient r
, /?, et les contours

qui enveloppent les points Z
7
, Z

/y
, ... a des cercles decrits du rayon p.

Alors, en posant, pour abreger,

on tirera de la formule (2)

(3) ^[?/(?)] =^[/()3+2^ tC/(* +C)3-

le signe y indiquant une sommede termes pareils a celui qui est mis

en evidence et correspondants aux diverses racines z
t
,
Z
H , . . . de 1 equa-

tion (i).

Si, dans la formule (3), on remplace /() par
-

, elle donnera

En vertu de la formule (4), la fonction f(z), supposes monotypique et

monogene, pour des modules de z compris entre les lirniles r , /?, sera la

somme de plusieurs termes, dont les deux premiers seront. developpables

en deux series convergentes ordonnees, I une suivant les puissances en

tieres et positives, I autre suivant les puissances entieres et negatives de z.

De plus, si z ne coincide avec aucune des racines z
t

, Z
H , ... de Vequa

tion (i), il siiffira
de supposer le module

p de ( inferieur aux modules

des differences z z
t

,
z z

u , ... pour reduire le troisieme, le qua-

trieme, . . . des termes qui composent la fonction f(z) a des expressions

immedialement developpables en series convergentes ordonnees suivant

les puissances entieres et negatives de ces mimes differences.

( ) OEuvrex de Cauchy, S. 1, T. X, p. 72.
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Supposons maintenant que les modules r
() , p de // et de J de-

viennent infiniment petits, et le module K de v infiniment grand : la

quantite /&quot;()
deviendra infiniment grande, tandis que chacune des

qnantites /(). f(v) pourra ou demeurer finie, ou devenir infiniment

grande ou infiniment petite. D ailleurs, comme je 1 ai remarque dans

mon Calcul differentiel, 1 ordrc d une quantite infiniment petite pent

etre un nombre quelconque rationnel ou irrationnel, et il est clair

que la meme remarque peut etre appliquee a 1 ordre d une quantite

infiniment grande. D autre part, si, en considerant /, c et p comme

des quantites infiniment petites du premier ordre, on developpe \&amp;lt;^

rapports

p/(O /()

en progressions geometriques, chacun d eux pourra etre decompose
en deux parties, dont la premiere sera unc fonction entiere ou du

moins rationnelle de z-, equivalente a la somme des n ou n i pre

miers termes de la progression, tandis que la seconde partie, repre-

sentee par 1 un des rapports

sera une quantite infiniment petite de 1 ordre n. Enfin, si Ton

nomme P 1 un des produits qu on obtient en multipliant respective-

inent ces trois rapports par les facteurs

(6) /(&amp;lt;), /(), /C),

on aura toujours

(7)

quand la fonction P restera finic pour des valeurs infiniment petites

de
/f

, ou de r
() , ou de p. Gela pose, il suit de Tequation (/i) (|iie

la

fonction /(-), supposee monotypiquc ct monogene. , sera ccrtaincincnl

rationnelle, si, en atlrihuant a la variable z, on a nn accroissement \z
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de cette variable, des valeurs injiniment petites ou infmiment grandes du

premier ordre, on voit loujours les ordres des valeurs infmiment grandes

que /(-) peut acquerir, se reduire a des nombrcs finis. Alors en effet on

pourra, dans chacuno des expressions (5), attribuer au nombre

entier Ji une valeur assez considerable, pour que chacun des trois

produits, represented par P dans la formule (7), acquiere une valeur

finie, ou meme infiniment petite.

La fonction f(z) pourrait cesser d etre rationnelle, sans cesser

d etre monotypique et monogene. G est ce qui arriverait, par exemple,

si Ton supposait

ou

Dans des cas semblables, on pourra encore, a 1 aide du premier des

theoremes ci-dessus enonces, remplacer /(-) par la somme d une ou

de plusieurs series convergentes. Mais les modules des valeurs infini

ment grandes de la fonction seront des quantites infiniment grandes

d un ordre infini. Ainsi, en particulier, si Ton considere z- comme un

infiniment petit du premier ordre, le module de e
z
sera une quantite

infiniment grande d un ordre infini.

493.

ANALYSE MATIIKMATIQUE. --
Rapport sur un Memoire presente a I Academic

par M. PUISEUX, el intitule : Nouvelles recherches sur les fonctions

algebriques.
C. R., T. XXXII. p. 49 i (7 avril i85i).

Dans un precedent Memoire, sur lequcl s est portee a juste titre

1 attention des geometres, M. Puiseux avail resolu d importantes

questions d Analyse, relatives a la determination des fonctions alge

briques ct des integrales definies qui renferment ces fonctions sous

le signe /. Ainsi par exemple, il etait parvenu a reconnaitre de
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quelle maniere les divcrscs valeurs d uno fonction algebrique se

trouvcnt echangees entre elles dans le voisinage d une valour de la

variable pour laquellc cette i onction devient discontinue. Ainsi en

core, en supposant que // represents une fonction algebrique de z,

il avail montre comment les diverses valeurs de { integrate curviligne

peuvent se deduire de 1 une d entre elles, ou de celles qu on en tire

quand, a une valenr don nee de la fonction //, on substitue 1 une

quelconque des autres valeurs que cette fonction peut acquerir.

Ainsi, cnfin, il avail determine, pour une classe tres etendue de fom--

lions algebriques, le nombre des periodes distinctes qui peuvent etre

ajoulees a 1 integrale curviligne t, sans que la variable z, consideree

comme fonction de t, cbange de valeur.

Dans le nouveau Memoire dont nous avons a rendre compte, M. Pui-

seux generalise encore les resultats qu il avail precedcmmentobtenus,

et, en considerant une fonction algebrique u de forme quelconque, il

parvient a reconnaitre si chaque periode de 1 integrale curviligne

t m fudz

appartient a toutes les valeurs de 1 integrale, ou seulement a une

partie d entre clles. L analvse a 1 aide de laquelle il resout celte ques

tion cst fondee sur un theoreme tres remarquablc, dont M. Puiseux

donne une demonstration rigoureuse et dont voici 1 enonce :

Une fonction algebrique de z, qid reste toujours continue, taut qiicllt

nc devient pas infinie, est necessaireme/it une fonction rationnelle.

Ce theoreme, duquel se deduisent des consequences nombreuses el

importantes, comme on pen! le voir, non seulement dans le .Memoin-

soumis a notre examen, mais encore dans les belles rechercbes que

M. Hcrmite a presenlees, a la derniere seance, sur les equalions reso-

lubles par radicaux, permet a M. Puiseux de prouver (jue cbacune de^

constanles, auxquelles on peut dormer le nom de penodes, appartienl
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effectivement a toutes les valours de Pintegrale curviligno / = J udz,

lorsque 1 equation qui determine la fonction algebrique u est irreduc-

tiblc. De plus, en s appuyant sur le theoremc dont il s agit et sur les

principes exposes dans son precedent Memoire, M. Puiseux etablit

diverses propositions dignes de remarque, a 1 aidc desquelles on peut

reconnaitre si une equation entre deux variables est irreductible, ou

determiner le degre des equations irreductibles dans lesquelles elle

s&amp;lt;&amp;gt; partage, et meme trouver chacune de ces dernieres equations.

En resume, les Commis^aires sont d avis que les nouvelles recherehes

de M. Puiseux sur les fonctions algebriques constituent, ainsi que les

precedentes, un veritable progres dans 1 Analyse mathematique. Us

pensent, en consequence, que le Memoire soumis a leur examen csl

tres digne d etre approuve par 1 Academie, et insere dans le Recueil

des Memoires des savants etrangers.

494.

MATHEMATIQLES. --
Rapport sur un travail presente a VAcademic

par M. KORALEK, et relatifaux logarithms* des jiombres.

C. II., T. XXXTl, p. 610(28 avril i85i).

Dans le travail que nous avons ete charges d examiner, M. Koralek

s est propose d indiqucr des moyens faciles d obtenir, avec sept

chiffres, d une part, le logarithme decimal d un nombre donne,

d autre part, le nombre correspondant a un logarithme donne.

La methodc suivie par 1 auteur est fondee sur un ingenieux emploi

de la formule qui sert a developpcr la difference entre les logarithmes

de deux nombres en une serie ordonnee suivant les puissances du rap

port qu on obtient quand on divise la difference des deux nombres par

leur somme.

L auteur observe que, dans le cas oil la difference des deux nombres
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&amp;lt;*st la quatre-vingt-quinzieme partir du plus petit, on peut substiluer

a la difference des logarithmes le produit du module ties Tables par le

rapport dont il s agit, puisqu alors 1 erreur eommise est infericure a

la moitie d un dix-millionieme, par consequent a la moitie d une

unite decimale du septieme ordre. En s appuyant sur cette observa

tion, M. Koralck prouve aisement qu on peut rednire la recherche

du logarithme d un nombre quelconque a la recherche des loga

rithmes des nombres
2, 3, 7, ii, i3;

pin s il tire de la meme observation des valeurs approchees de ces der-

niers logarithmes, et les legeres corrections que ces valeurs appro
chees doivent subir se deduisent immediatement de la formule qu il

a prise pour point de depart.

Une methode inverse de celle qu il a suivie dans la determination

des logarithmes ramene M. Koralek dc ces logarithmes aux nombres

eux-m ernes.

Les Tables de logarithmes sont depuis longtemps fort repandues, et

leur usage habituel ne presente pas de difficultes serieuses; mais les

precedes suivis par M. Koralek peuvent etre utilement employes par
ceux qui voudraient s exercer a trouver les logarithmes de nombres

donnes, ou les nombres correspondants a des logarithmes donnes,

sans avoir sous les yeux des Tables de logarithmes. D ailleurs, le tra

vail soumis a notre examen montre que 1 auteur a une grande habi

tude des calculs numeriques, et les Gommissaires pensent que 1 Aca-

demie doit 1 encourager a employer son talent au calcul des Tables

des diverses transcendantes dont la determination peut concourir au

progres des Sciences mathematiqucs.
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495.

C. II., T. XXXIL p. 704 (ri mai i85i).

M. AUGUSTIN CAUCHY presente a 1 Academie un Memoire dans lequel

il etablit les conditions sous lesquelles subsistent les principales for-

mules du Galcul des residus, et demontre en particulier la proposition

suivante :

Deux contours fermes, dont le second enveloppc le premier de

toutes parts, etant traces dans un plan, soient

S Faire terminee par le premier contour;

S 1 aire terminee par le second ;

x, y les coordonnees rectilignes de 1 un quelconque des points ren-

fermes entre les deux contours;

/(V) une fonction de la variable z = x -f- y \, qui reste monotypique et

monogene pour tous les points dont il s agit;

z ,
z , ... celles des valeurs de z, correspondantes a ces points, qui

verifient [ equation Y^\
~~

,/ \ /

( S ) ou (S) la valeur qu acquiert 1 integrale } f(z)dz quand on

1 etend au contour entier de Faire S ou S, en supposant qu un

point mobile decrive ce contour avcc un mouvement de rotation

direct.

Si, (Mi considerant 1 une quelconque des differences z z
t
, z z

/t
, . . .

comme infmiment petite du premier ordre, on obtient toujours pour

f(z} une quantite infmiment grande d un ordre fini, non seulement,

pour un tres petit module de z z
t
ou z z

lt
, . . . , la fonction f(z)

sera developpable en une serie convergente ordonnee suivant les puis

sances entieres et ascendantes de z z
t
ou z s

f/
, . . . , les puissances

negatives etant en nombre fini, mais de plus on aura
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le sii^ne indiquant le residn integral dc/(5), rclatif aux valcnrs c,,

:?, . . . tic ia variable --.

496.

C. R., T. XXXII. p. 789 (26 uiiii i85i).

M. Arr.rsTix CAUCHY presente a 1 Academie un Memoire surles valcm-s

principales et generales dos integrates curvilignes, dans lesquftlles
la

function sous le signe / devicnt infinic en un point de la portion d&amp;lt;-

courbe donnee. II examine ensuite specialement ce qui arrive quand

[ equation qu on obtient en egalant a zero la fonction sous le signe /

olIVc des racines multiples. II montre, dans cettc hypo these, les con

ditions sous lesquclles les valeurs principales des integrales eurvi-

lignes demeurent finies, et determine ces valeurs elles-memes, ainsi

que les valeurs generales, dans le cas ou les conditions cnoncccs se

verifient.

497.

C. R., T. XXXIII, p. 649 (i5 dcccmbrc i85i).

M. AuorsTiN CAUCHY presente a t Academie une Note sur le module

principal du rapport

498.

C. R., T. XXXIII, p. 709 (&amp;gt;.;)
dt-cembrc

iS:&amp;gt;i).

M. An; i STIN (].M(;IIY presente a 1 Academie une methode nouvellc

|)onr la determination des mouvements des corps celestes. Olte

mclbode, pins simple encore qtic celle qu il avail exposee dans le

OEuvres de C. S. I, t. XI. |i|



380 COMPTES REND US I)E L ACADEMIE.

Tome XX des Comptes rendus (pages 774 et suivantes) (
1

), sera deve-

loppee par 1 Auteur dans les prochaines seances. On verra qu il est

souvent possible de reduire a quclques heures des calculs qui,

dans 1 etat actuel de la science, demeuraient impraticables, ou qui,

du moins, auraient exige plusieurs annees de travail. Ainsi, par

exemple, la nouvellc methodc permettra de calculer directement

chacune des perturbations a longues periodes des mouvements pla-

netaires, avec une exactitude et une facilite d autant plus grandes

que ces perturbations seront d un ordre plus eleve.

499.

C. R., T. XXXIV, p. 9 (5 Janvier i85a).

M. AUGUSTIN CAUCHY presentc a 1 Academie un Memoire sur le deve-

loppement des fonctions en series limitees.

II arrive souvent quVin precede analytique fournit le developpe-

ment d une fonction en une serie divcrgente dont les premiers termes

forment une suite rapidement decroissantc. Souvent aussi, dans cette

hypothese, on obtient une valeur tres approchee de la fonction en

limitant la serie, et 1 arretant apres un certain termc. D ailleurs il

importe de savoir, non seulement si cette limitation estlegitime, mais

encore quel est le terme auquel on doit s arreter, et quel est le degre

d approximation. M. Gauchy fait voir que, dans un grand nornbre de

cas, il suffit, pour resoudre ces diverses questions, de recourir a la

consideration des valeurs moyennes des fonctions et de leurs modules

principaux. II y a plus : cette consideration permet de developper

les restes qui completent les series limitees, en d autres series non

limitees et convergcntes, a 1 aide desquelles on pent determiner les

valeurs de ces memes restes.

( ) OEuvres de Cauchy, S. 1, T. IX, p. 129 ot suivantes.
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Ajoutons que les divcrses formulcs, obtenues comme on vient de le

dire, s appliquent tres utilement a la determination des mouvement:-

des corps celestes.

500.

ANALYSE MATHKMATIOUE. Memoire sur le developpement des quantites

en series limilees.

C. R., T. XXXIV, p. 70 (19 Janvier i85 2).

Lorsqu une quantite ne peut etrc calculee directemcnt, on peut

recourir, pour la determiner, a un developpement en serie. Mais

Irs series que Ton suppose illimitees et prolongees indefinimenl

ne peuvent etre admises dans le calcul qu autant qu elles sont con-

vergcntes. D ailleurs la determination d une quantite a 1 aide d une

serie convergente devient laborieuse et meme impraticable, lorsque

les termes de cette serie decroissent tres lentement; or c est la pre-

cisement ce qui arrive dans un grand nombre de cas, et surtout quand

il s agit de calculs dans lesquels entrent des fonctions periodiques,

ainsi que nous allons 1 expliquer.

Souvent, dans les applications dc 1 Analyse mathematiquc, parli-

culierement en Astronomic, on rencontre une ou plusieurs fonctions

du sinus et du cosinus d un angle p, et la solution des problemes

exige le developpement d une tellc fonction en une serie ordonnee

suivant les sinus et les cosinus des multiples de Tangle/?, ou, ce qui

revient au meme, en une serie ordonnee suivant les puissances ascen-

dantcs et dcscendantcs de Yexponentielle trigonomelrique dont I angle/;

est Vargument. Or le coefficient de la nicme
puissance est represente par

une integrate definie, ou mieux encore par une moyenne isolropique

relative aTargument/;; et, quoique cctte moyenne isotropique puissc,

en general, etre developpee par des precedes divers en serie conver

gente, toutefois, lorsque 1 exposant n a une valeur considerable, il

arrive frequemment que les series convergentes obtenues offrent des



388 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

sommes dont la determination, meme approximative, cxigcrait le

calcul de plusieurs milliers de termes. J ai cherche les moyens de

parer a un si grave inconvenient, et
j y suis parvenu en remplagant

les series illimitees par des series limitces convergentes ou meme

divergentes. Entrons a ce sujet dans quclques details.

Pourqu une fonction donnec Z dc 1 exponentielle trigonometriques
soit developpable en une serie convergente ordonnee suivant les puis

sances ascendantes et descendantes de z, il suffit que cette fonction Z

reste monodrome, monogene et fuiie dans le voisinage de la valeur i

attribute au module de z. Sous cette condition, le coefficient A
rt
de z&quot;

dans le developpement sera la moyenne isotropiquc entre les diverses

valeurs du produit z~&quot;Z, et cette moyenne isotropique ne variera pas

si, apres avoir remplace le module i de z par un autre module r, on

fait varier celui-ci entre deux limites, 1 une inferieurc, 1 autre supe-

rieure a 1 unite, mais tellement choisies que la fonction Z ne cesse

pas d etre monodrome et monogene. Gcs deux limites du module r

sont inverses 1 une dc 1 autre, c est-a-dire de la forme

el -
a

lorsque Z est une fonction reelle de Tangle p; et je prouve que leur

consideration fournit precisement le moyen dc developper le coeffi

cient A
rt , quand n est un tres grand nombre, en une serie convergente

ou divergente, mais qui decroit tres rapidemcnt dans ses premiers

termes. Je montre, de plus, comment, apres avoir prolonge cette serie

jusqu a un terme numeriquement insensible, ou, si elle est diver

gente, jusqu a son plus petit terme qu il est facile de reconnaitre,

on pent la completer par un restc qui est generalement dc 1 ordre du

dernier des termes conserves, et que j apprends a developper en une

serie nouvelle, toujours convergente; enfin, je montre comment on

peut fixer a 1 avance le terme auquel on doit s arreter ou dans la pre

miere serie, ou du moins dans la seconde, pour obtenir, avec une

approximation donnee, la valeur chcrchec du coefficient An .

Jusqu a present, nous avons suppose qu i! s agissait de developper
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fonction periodique suivant Ics puissances asccndantes d mie

seule exponentielle trigonometrique z. Si, la fonction proposee ren-

fermant deux cxponentielles dc cc genre, par exemple z et z lf on

elait force de la developper suivant leurs puissances ascendants,

alors, apres avoir trouve le coefficient A
rt
de za

, il resterait encore

li developper A, suivant les puissances ascendantes de z
t , et a deter

miner, par exemple, dans ce developpement le coefficient A
niWi

de z&quot;

1

ou le coefficient A
ff&amp;gt;

_
ffi

de
57&quot;

. Or ce dernier probleme est lui-meme

du nombre de ceux dont la solution, quand n^ est un tres grand

nombre, semble exiger un travail immense. Je fais voir qu on prul

encore le resoudre, a 1 aide de series limitees, convergentes on

meme divcrgcntes, mais rapidement decroissantes dans leurs pre

miers termes, et completees par dcs restes qui se developpent en

scries convergentes. Je montre aussi qu on pout fixer a 1 avance

le terme auquel on doit s arreter, soit dans la serie limitee, soit

dans le developpement du reste, pour obtenir, avec une approxi

mation don nee, la valeur cherchee du coefficient A
B&amp;gt;ni

ou A
B&amp;gt;

_ B .

Le principe sur lequel je m appuic pour developper en series

limitees les coefficients An et A
a&amp;gt;Bi

ou A
W&amp;gt;

_
WI
me paraissant digne

de quelque attention, jc 1 indiquerai ici brievement.

On sail que Ton determine avec la plus grande facilite le reste qui

complete une progression geometrique meme divergente. D ailleurs

une integration relative a une variable peut transformer une suite

constammcnt croissante, et, par consequent, divergente, en une suite

qui, avant de croitre, commence par decroitre, ct decroisse meme
(res rapidement dans scs premiers termes. Gela pose, pour obtenir le

reste propre a completer une serie div.ergcnte qui decroit tres rapide

ment dans ses premiers termes, il suffit evidemment de transformer

scs divers termes, dc maniere qu ils soient produits par une inte

gration definic appliquee aux termes correspondants d une progres

sion geometrique. Or une semblable transformation est precisement

celle qu operent les formules auxquelles on est conduit par le calenl

des residus ct par la consideration des moyenncs isotropiques. II
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etait done naturcl de s attendre a ce quc 1 cmploi de ces formules

permit, dans les applications de 1 Analysc mathematique, de tirer

des series limitees, meme divergentes, des determinations sures et

rapides, que souvent les series illimitecs et convergentcs ne pou-

vaient donner.

Le principe general que je viens de rappeler est specialement appli

cable a la solution de divers problemes d Astronomie. On sait, en

effet, que le calcul des perturbations des mouvemcnts planetaires

suppose le developpement de la fonction nommee perturbatrice en

une serie ordonnee suivant les cosinus d arguments representes par

des fonctions lineaires des multiples des anomalies moyennes. On

sait aussi que la partie constante d un argument quelconque, et le

coefficient du cosinus de cet argument, sont tres difficiles a deter

miner par les methodes ordinaires, lorsque les multiples des ano

malies moyennes deviennent tres considerables; et cette circohstance

est precisement celle qui, jusqu a ces dcrniers temps, rendait a peu

pres impraticable le calcul des perturbations d un ordre tres eleve.

Toutefois, dcpuis quelques annees, on est parvenu a determiner des

perturbations de ce genre, soit, commc Fa fait M. Le Verrier, dans son

Memoire sur la grande inegalite de Pallas, en ayant recours a une

double interpolation qui concerne le systeme de deux variables, soit,

comme je 1 ai fait moi-meme, dans les Comptes rendus de i8Zj5 (t. XX,

p. 774 etsuiv.) (
4

),
en rccourant aux theoremes generaux que j

avais

etablis a cette epoque et a une interpolation simple. On peut meme,

comme je 1 ai montre dans le Memoire du 2 juin i8/|5, determiner

directement, par de nouvelles formules, et sans interpolation d au-

cune espece, les perturbations a longues periodes avec une exacti

tude d autant plus grande qu elles sont d un ordre plus eleve. Mais,

en soumettant a un nouvel examen mes formules de i845, j
ai

reconnu qu elles peuvent etre avantageusement reiiiplacees par les

formules plus simples que je donne aujourd hui.

C) OEuvres de Caucliy, S. I, T. IX, p. 124.
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ANALYSE.

Soil A une fonction donnec du sinus ct du cosinus de 1 arijumeiif
/&amp;gt;.

Soil encore
Z= $(*)

IT (]uc devient la fonction a. quand on y pose

Supposons enfin que Z, consideree comme fonction de z, resit-

monodrome ct monogene dans le voisinage du module i attribue ;i

la variable z. Alors Z sera devcloppable en une serie convergonlr

ordonnee suivant les puissances ascendantes et descendantes de la

variable 5, et, on nommant Aw le coefficient de :&quot; dans cette serie,

on aura

II y a plus : les forrnules (i), (2) continueront de subsister si, en rem-

placant le module i dc z par un autre module r, on pose, en conse

quence,

(3) z 1-6^=1-
,n

et si d ailleurs on fait varier le module r entrc deux limitos

a
&amp;lt; i, a &amp;gt;

i

tellement choisies, que la fonction Z ne cesse pas d etre, outre cos

limites, monodrome et monogene.
Soicnt maintenant

^/= acai et z di e^ 1

les valeurs de z correspondantcs aux modules a, a , et pour lesquelles

la fonction Z cesse d etre monodrome et monogene. A cos valeurs

do z correspondront ordinairement des valeurs nulles ou intinies do

la fonction Z qui deviendra intiniment petite ou intiniment grande
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pour une valour infiniment petite de la difference s s
t
ou s

C est ce qui arrivera, par exemple, si a est de la forme

P, Q, ..., /? designant des fonctions cntieres de sin/?, cos/?, et s,

/, ..., des exposants positifs quelconques. Alors, pour obtenir z
t

et :
, il suffira de resoudre par rapport a la variable z les equations

(5) P = o, Q= o,

et de chercher parmi leurs racines celles qui offriront les modules les

plus voisins dc Funite ( ). Si, pour fixer les idees, on suppose que z
t

soit racine de Fequation
P = o,

la fonction Z de z pourra etre presentee sous la forme

(6) Z=(i-^- )-F(^),

F(^) etant une fonction qui restera monodrome et monogene dans le

voisinage de la valeur z
t
attribuee a la variable 5, et si, parmi les

racines des equations (5),

est celle qui ofFre le module immediatement inferieur au module a

de z
t
, la fonction F(s) restera generalement monodrome ct mono-

gene entre les limites b et a dti module r de la variable z.

Considerons maintenant, d une maniere speciale, le cas oil la fonc

tion Z est de la forme indiquee par Fequation (6), la fonction F(s)

etant monodrome et monogene entre les limites

/ = b
&amp;lt; a, / = a ,

et cherchons dans ce cas la valeur de A_w .

( ) Lorsque P, Q, .... R sont des fonctions reclles de cos/ ct
sin/&amp;gt;,

la racine z est

,
i

conjuguee a , de sorte qu on a

z ae
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Si d abord on suppose la fonction Y(s) reduite ii 1 unite, on aura

simplement

(7) A_,

la valour [s] n etant

i . 2 . . . n

Si au contraire (s) differe de 1 unite, on aura

(8) A_.= 3H|&amp;gt;(i-*,*-)- F()].

Or un moyen tres simple de calculer, dans cette derniere hypothese,

la valour de A_^ et de la developper en une serie dont les termes suc-

cessifs decroissent tres rapidement pour de grandcs valours do //,

sera evidemment de developper, sous le signe on, la fonction F(s)

en une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de la diffe

rence z z
t

. En supposant que le developpement de cette fonction

soit convergent, on trouvera

(9)
I

par consequent 1 equation (8) donnera

et il est clair que, pour de tres grandes valours de n, les premiers

termes de la serie renfermee entre les parentheses dans la for-

inule (10) decroitront tres rapidement avec ceux dc lours facteurs

qui dependent de n, c est-a-dire avec les termes de la suite

n -4- i
(
n -+- i

) (
n + 2

)

Mais, le plus souvent, les series que renfermentlesformules (9), (10)

seront divergentes, et par suite ces formules devront etre rcjctccs.

OE-ivrcs de C. S. I, t. XI. OO
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Toutefois, dans ce cas-la meme, pour obtenir encore avec une grande

facilite la valeur de A_.
;,, quand n sera un tres grand nombre, il suf-

fira encore de developper Y(z) en une serie ordonnee suivant les puis

sances ascendantes de la difference z s,, mais en limitant la serie et

en operant comme il suit.

L equation (8) subsistera pour tout module de z renferme entre

les limites a, a . Si d ailleurs Y(z) conserve une valeur finie pour

r- = o, et si Ton nommc u une variable distincte de ^, mais dont

le module, superieur a celui de z, soit encore renferme entre les

limites a, a , on aura

(.0 F( ;
)
= 31t l&amp;gt;,

la lettre OIL indiquant une moyenne isotropique relative a 1 argument

de la variable u. Enfm, en designant par m un nombre entier quel-

conquc, on aura

(13)

u-s, (u-s,)
- (-,)* (-,)&quot;(-)

Done, si Ton pose, pour abreger,

tiff(n\

(i3)

et

(i4) p =

la formule (8) donnera

Or, a 1 aide des formules (i3), (i4) C
1 ^), on determinera facilement

d abord les valours de u /M et de p /M , puis la valeur de A_w . Ainsi la

determination du coefficient A...w resultera du calcul des divers termes
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dc la serie limitee, comprise cntre parentheses dans la formule ( &quot;o,

el tie 1 evaluation du reste pm . Ajoutons que, pour obtenir le devclop-

penient de ce reste en une serie convergente, il suflira de developper

le rapport

u z

en progression geometrique a 1 aide de la tormule

U (I U-
(16) -H h- r -*-...,

u z z z-

et que la methode ici appliquee a la determination du coefficient A_
;|

s appliquera encore avec la meme facilite a la determination du coef

ficient A
;J

. II reste a dire comment les valeurs de um et de
p,w

se modi-

tient, quand F(^) devient infinie pour z = o. C est ce que nous expli-

querons dans un autre article. Nous montrerons aussi comment des

principes exposes dans cc Memoire on peut deduire le developpe-

ment d une fonction en une serie double ordonnee suivant les puis

sances ascendantes et descendantes de deux exponentielles trigono-

metriques.

501.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur le developpement des quantises

en series limilees (suite).

C. H., T. XXXIV, p. i-2i (26 Janvier i85a).

Soit toujours Z une fonction de z qui reste monodrome et mono-

gene, tandis que le module r de z varie entre les limites

i .

Comme on 1 a dit, le coefficient A_
rt
de z~&quot; dans le developpemenl

de Z suivant les puissances ascendantes et descendantes de z sera
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determine par la formule

(I) A.. n =dTL(s&quot;Z).

Soient d ailleurs

les valeurs de z, correspondantes aux modules a, a , pour lesquelles la

fonction Z cesse d etre monodrome et monogene; et supposons, pour

fixer les idees,

Z=(i-.s,*- )- F(*),

s etant un exposant positif quelconque, et F(^) une fonction qui

reste monodrome et monogene pour des valeurs du module r com

prises entre les limites b et a . On aura

et, si F(s) est developpable suivant les puissances positives de 5, on

aura

(3) A-.=[^.+ .
+ ...

r 1

--- + P--

les valeurs de u,w et p /w etant donnees par les, formules (i3) et (r/i) de

la page 3r)4-

Si, au contraire, en developpant F(s) suivant les puissances en-

tieres de 5, on obtient un developpement qui renferme les deux

especes de puissances positives et negatives, alors, en nommant , v

deux variables dont les modules u, v, compris entre les limites b, a ,

soient, le premier-inferieur, le second superieur au module de z, on

devra rcmplacer la formule (i i) de la page 3g4, par la formule plus

generate

(4) F (,)^OK.^-OK.^Ii^.

\
Voir, dans le Tome XXXII des Comptes rendus, la formule (20) de

la page 212 et la page Sir du present Volume.) Alors aussi la for

mule (3) continuera de subsister si Ton determine les valeurs de um
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et do p /w , non plus a 1 aidc dos equations (i3) et (i4) de la page 394,

mais a 1 aide dcs formules

(5) UM:= (-,)i. a . 3... iM^

( 6 ) pm =

-*,)&quot;&quot;

1 (-*,)-*
_/n-/rt/j

- z~ l Yn -*v(v) -n-t-mf. _ \\m-s TV ,,- -

D ailleurs, en differentiant m fois par rapport a 5 1 equation (4), et

posant ensuite s = s
it

on tirera de cette equation, jointe a la for-

mule (5),

(7) u.^f-O-sPFO&quot;^).

En consequence, 1 equation (3) donnera

(8)

La formule (8) fournit un moyen facile, surtout lorsque n est un tres

grand nombre, d obtenir la valeur du coefficient A_n . Lorsque la

serie, dont cette formule offre, cntre parentheses, les premiers

termes, est convergente, il suffit d attribuer an nombre m une va

leur infinie, pour reproduire 1 equation (10) de la page 3Q3. Mais,

dans ce cas-la meme, il est avantageux de recourir, pour la determi

nation de A_ //( a la formule (8), en deduisant de 1 equation (6) la

valeur exacte ou approchee du restc p /M . Ajoutons que, a 1 aide des

formules (G) et (8), on peut atteindre, dans la determination de A_w ,

tel degre d approximation que Ton voudra. Entrons, a ce sujet, dans

quelques details.

On pcut, a 1 aide de divers procedes, et particulierement en re-

cherchant les modules principaux des fonctions renfermees sous le

signe OIL, deduire de la formule (G) une quantite &,, sinon egale, du

moins superieure au module pw . Ccla pose, pour que 1 erreur com-

mise dans la determination du coefficient A_,, s abaisse au-dessous
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d unc unite decimale d un certain ordre, il suffira de negliger, dans

la formule (8), le reste
p,w , en attribuant au nombre m, s il est pos

sible, une valeur telle, que la valeur correspondante de
,

soil infe-

rieure a cette unite decimale. Lorsqu il devicndra impossible de

satisfaire a cette condition, on devra recourir a une evaluation ap

proximative du reste
p,n

. On pourra, par exemple, developper p,M en

serie convergente etlimitee a 1 aide de la formule (6) jointe aux sui-

vantes

a a //- // i //

(9)
&quot; u

-/-I -/

(10) = I -4-
- H ; -4- . . . -t- -7-7 H jr-, -T

v v v- i
-1 v1 l(vz)

et Ton trouvera ainsi

(u) P-(-0
[/*-*-

1 Jm

les valours de z^, &amp;lt;v

et c/ etant determinees par les formules

n -+- m n -+- m / + !
,._ / -ir

F ( )

(12) a/:

/

.? 4- /* I A -i- /z / (u z
t )

&quot; l

s -+- n s -+- n 4- I i . c -/ F (
c )

... __
z, c/IL -

&amp;gt;

/* -+- in -+- i -4- m 4- *
( *, )

I-

A 1 aide de divers precedes, et specialement en recherchant les mo

dules principaux des fonctions renfermees sous le signe OIL, on pourra

deduire de la formule (i/j) une quantite /, sinon egale, du moins

superieure au module de
&amp;lt;;/;

ct alors, pour que 1 erreur commise dans

la determination de pw s abaisse au-dessous d une unite decimale d un

certain ordre, il suffira de negliger Q dans la formule (n), en attri

buant au nombre /une valeur telle, que i
t soit inferieur a cette unite

decimale.
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II est bon d observer que la valeur de ? determines par la for-

mulc (i4). se reduit, pour/ o, a la valeur de pm founiie par 1 equa-

tion (6). Par suite aussi on peut prendre [tour om ce que devient c,

quand / s evanouit. Done, en definitive, la determination du coHli-

rient A_,,, avee un degre d approximation donne, pourraetre ramenee

a la determination d une limite i
( superieure au module de

&amp;lt;;,,
et de la

valeur que devra prendre le nombre / pour que cette limite s abaisse

au-dessous d une quantite donnee.

Reste maintenant a indiquer les precedes les plus simples qui

puissent servir a la solution de ces deux derniers problemes. C est ce

que nous essayerons de fa ire dans un prochain article.

502.

ANALYSE IMATHEMATIQUE. ~ Sur les restes qui completent les series limitees.

C. R., T. XXXIV. p. i)6 (&amp;gt;. fcvrier i85aj.

Les formules que j
ai donnees dans les precedents articles per-

mettent de developper une moyenne isotropique de la forme

0)1
(

z&quot; Z)

en une serie limitee dont les termes decroissent tres rapidement

quand ft est un tres grand nombre, ct d exprimer les restes qui com

pletent ces memes series a Taide de moyennes isotropiques relatives

aux arguments de deux variables z et u ou z et v . On peut alors deter

miner sans peine, sinon des valeurs exactes de ces restes, du moins

dcs limites superieures a leurs modules, en s appuyant sur quelques

propositions generales que je vais enoncer.

riiKoni.MR I. -- Soil f(s, ) une function des variables z, u qui dc-

meure morwdrome, monogene el fmie dans le voisinage d un certain

module r de la loanable z, et d un certain module u de la variable u.
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Designons d ailleurs a I aide de la notation Af(-, w) le plus grand des

modules que puisse acquerir la fonction f(z, w), lorsqu on fait varier les

arguments de z et u, entre les limitcs i:, -+- T:, sans alterer les mo

dules r et u. Soit en/in K la plus petite valeur que puisse acquerir le mo

dule Af(s, u) considers comme fonction des modules r et u, quand on

fait varier ceux-ci entre des limites telles, que la fonction f(s, u) ne cesse

pas d etre monodrome, monogene et finie. Le module de la moyenne iso-

tropique

sera inferieur au module Af(s, M), et, a plus forte raison, au module

principal K.

THEOREME II. Soit f(.s) unefonction de z qui demeure monodrome,

monogene etfinie dans le voisinage d un certain module r attribue a la

variable z. Soient encore

a,,, a_ n

les coefficients despuissances
r-n , //*

&amp;gt;

*
&amp;gt;

dans le developpemcnt de f(-) suivant les puissances ascendantes et des-

cendantes de z . Si an , a__n se reduisent a des qiiantites positives, le module

de 01Lf(,s) sera inferieur a la quantite positive f(r). Si les coefficients an ,

a_n ne se reduisent pas a des quantites positives, alors, en designant pa?

a
rt , a_ ra

leurs modules respect ij,s,
et par o(-) la somme de la serie que Von

forme en remplacant, dans le developpemcnt de f(s), chaque coefficient

par son module, on obtiendra, pour module de onf(s), une quantite

positive inferieure au module de ,)1L 9(5), et, a plus forte raison, a 9(^).

Ajoutons qu il sera facile de developper f(s) en serie ordonnee

suivant les puissances ascendantes et descendantes de z, si i\z) est

le produit d une constante par divers facteurs dont les uns soient de

la forme
/

,
_ i \a

I
1 */*- !&quot; &amp;gt;

et les autres de la forme

(i-s.zy,

z
t
,
z etant des quantites geometriqucs dont les modules a, a , multi-
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plies par le module r de z, ofFrent des produits inferieurs a 1 unite.

Alors, err effet, le developpement de f(z) resultera immediatement

de la multiplication des developpements des divers facteurs en
(

series

ordonnees suivant les puissances descendantes ou ascendantes de r.

II est aise de voir comment les propositions que je vicns de rap-

peler s appliquent a la determination approximative des restes qui

completent les series limitees, specialement des restes designes par

pm et par ^ dans les deux precedents articles, et de limites supe-

rieures aux modules de ces memes restes. Ainsi, par exemple, on

deduira sans peine de ces propositions, jointes aux formules que

contient le premier article, les theoremes suivants :

THEOREME III. Soil

Z=(i-*,*- )-*F(*),

s etant une quanlite positive, le module a de z
t
etant inferieur a I unite,

et lafonction F(s) etant developpable, pour un module r de z compris

entre les limites i et a, en une serie ordonnee suivant les puissances ascen

dantes de z. Soit encore

le coefficient de z~n dans le developpemenl de Z en serie ordonnee suivant

les puissances ascendantes et descendantes de z. Si le coefficient de zm

dans le developpement de F(^) est le produit de z
m
par une (juantite posi

tive, on aura

(i)

la valeur de
,w etant

et Om designant un nombre compris entre les limites o, i. En d autres

termes, on aura

(3) A_ = 8 +l + ... + ,-! 4- p,

la valeur de pm etant donneepar laformule

(4) Pm=0,i//i.

OEnvresdeC. S.\,i.\\. 5 I
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THEOREMS IV. Lcs memes choses etant posees que dans le theorems

precedent, si le coefficient de zm dans le developpement de T(z} est le pro-

duit de z par une quantite geometrique, ct si Von nomme
&amp;lt;D(s)

ce que

devient F(s) lorsqu a cette quantite geometrique on substitue son module,

alors I equation (3) continuera de subsister, pourvu qua la formule (4)

on substitue la suivante :

Parmi les applications que Ton peut faire de la formule (i), on doit

remarquer celle qui se rapporte au cas ou Ton aurait

F(s)= (i-z *)- ,

z etant conjugue a z
t

. Alors, en posant

^=aeai
,

z ae-ai

et

i a 2

on trouverait

( i\m L 5 ]&quot; L S 1m L
1 S~\m

m V
l

) p ^
-

;
-

.v^
[n + i],n (i a 2

)^

Si, dans cette meme hypothese, on posait

on aurait

Z
[

i 2 a cos (/? ) -+- a 2

]&quot;-
.

Done, si Ton nomme A_ le coefficient de e~nP
1 dans le developpement

de 1 expression
[F 2acos(/? at.) -+- a 9

]-- ,

on aura

_ 0] B a&quot;e
i r

_ i-^ _
^(5+1) (i_5)(2-.? )

(i-a 2 r L i + 1 &quot;T^~uT-M)( + 2
)

A

,_,, .y(^-M)...(.9+m-i) (r-s)...(m-j) 1

i.2...m
~

( + l) ... (-,TT^)
/

J

la lettre \ designant le rapport
-

jj et Ow etant un nombre compris
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entre les limitcs o, i. II importe d observer quc la formule ici obtenue

ne subsistc pas soulement dans le cas ou, Ic rapport X etant inferieur

a 1 unite, la serie comprise entrc parentheses dans le second membrc

est convergente. Cette formule subsiste aussi dans le cas ou, le rap

port etant superieur a 1 unite, la serie devient divergente, et elle

permet encore, dans ce dernier cas, d obtenir avec facilite, quand
n est un tres grand nombre, une valeur tres approchee du coeffi

cient A_.

503.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. - - Sur le changement de variable independante

dans les moyennes isotropiques .

C. R., T. XXXIV, p. 1 5g (-2 fcvricr r852).

II est souvent utile de remplacer, dans une moyenne isotropique,

une variable independante par une autrc. On y parvient, dans un

grand nombre de cas, en s appuyant sur la proposition suivante :

THEOREMS. Solent

f
(
z

) et u = 9 (
z

)

deux fonctions qui demeurent monodromes, monogenes et finies dans le

voisinage d une cerlaine valeur k attribute an module r de la variable

Soient encore p et ci le module et I argument de la fonction w, en sorte

gu on ait

u = p e
;

puis, en altribuant an module p une valeur particuliere h, concevons que

Von determine z a iaide de laformule

(i) o(s) = he\
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et substituons la valeur de z exprimee enfonction de CT, c est-a-dire Vune

des racines de I equation (i), dans laformule

Si la racine substitute est telle, que lapartie reelle de soil toujours posi

tive, et que la courbe DEF, dont Vaffixe variable est cette racine meme,

enveloppe le pole, c est-a-dire le point dont Vaffixe est nulle; si, d ailleurs,

I arc de la courbe croit par degres insensibles avec Vargument tr, et si

cette courbe se ferme au moment oil I arc tj se trouve augmente d une

circonference entiere; si enfin les fonctions f(s), cp(~) restent mono-

dromes, monogenes elfinies dans le voisinage de toute valeur de z propre

a representer Vaffixe d un point situe entre la courbe DEF et le cercle

decril de I origine comme centre avec le rayon k
; alors, pour transformer

la moyenne isotropique
3TLf()

relative a I argument de la variable z et correspondante au module h de z

en une moyenne isotropique relative a I argument de la variable u et cor

respondante au module h de u, il suffira de multiplier, sous le signe Dli, la

fonction f(.s) par lefacteur 0.

Pour demontrer ce theoreme, il suffit de rappeler que, si, une

courbe fermee etant tracee dans le plan des affixes, on nomme (z)

une fonction de la variable z, on pourra, sans alterer la valeur de 1 in-

tegrale J$(z)dz, etendue au perimetre entier de la courbe, faire

varier la forme de la courbe par degres insensibles, entre les limites

indiquees par deux contours extremes, pourvu qu entre ccs limites

la fonction $(z) ne cesse pas d etre monodromc, monogene et fmie.

Cela pose, concevons que Ton fasse coincider successivement la

courbe variable avec le cercle qui a le pole pour centre et k pour

rayon, puis avec la courbe DEF, en posant d ailleurs
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les deux valeurs qu on obtiendra successivement pour 1 integralr

etendue au perimetre entier du cerclo ou de la courbe DEF, seront

evidemment les deux moyennes isotropiques indiquees dans le theo

reme I, attendu qu on aura

Pour montrer une application tres simple du theoreme ci-dessus

enonce, posons
f(*&amp;gt;=uF(*),

la fonction u etant determinee par 1 equation

(3) M=

et concevons que, la fonction F(s) etant monodrome, monogene et

finie, il s agisse de substituer la variable independante u a la variable

independante s dans la moyenne isotropique

(4)

relative a 1 argument/? de la variable s. On verifiera 1 equation (3) de

maniere a rcmplir les conditions enoncees dans le theoreme, si Ton

prend

Z = U \ I

le module A de M etant superieur a 1 unite. Gela pose, on trouvera

Done, en vertu du theoreme, on aura encore

(5) 8 = 3
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le signe OR/ etant relatif a 1 argament & de la variable u. Si, pour fixer

les idees, on prend F(s) = i, les formules (4) et (5) donneront Tune

et 1 autre
i . 3 . 5 . . . ( 2 /z i)

2.4.6. . .2/i

Le theoreme ci-dessus etabli peut etre utilement applique a la solu

tion d un grand nombre do questions diverses. II fournit, par exemple,

le moyen de developper une fonction implicate d une variable en une

serie ordonnee suivant les puissances ascendantes et descendantes de

cette variable. Dans le cas oil le developpement trouve renferme seu-

lement les puissances ascendantes de la variable, ce developpement

coincide avec la serie de Lagrange.

Le theoreme enonce offre encore, ainsi que nous le montrerons

dans une autre seance, le moyen de determiner facilement les coeffi

cients cles termes dont les rangs sont indiques par de tres grands

nombres dans le developpement d une fonction en serie ordonnee

suivant les puissances ascendantes et descendantes de deux expo-

nentielles trigonometriques, et, par suite, les perturbations plane-

taires d un ordre tres eleve.

504.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur I application du Calcul infinitesimal

a la determination des fonctions implicites.

C. R., T. XXXIV, p. 265 (23 fevrier i852).

Soient s une variable reelle ou imaginaire, et

w, r, w, ...

n fonctions implicites de cette variable, determinees par un systeme

de n equations distinctes. Supposons, d ailleurs, que 1 on connaisse

les valours particulieres M O , c , w , . . . de w, v, w, . . . correspondantes
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a unc certaine valeur s 9 de la variable s. Un moycn cle resoudre les

equations donnees sera de developper u, v, w, ... suivant les puis

sances ascendantes de la difference v r . Mais ce developpement ne

pourra s effectuer quo sous certaines conditions qu il importe de

mettre en evidence. Ayant recherche ces conditions, j
ai reconnu que,

pour les decouvrir, il convient de substituer an systeme des equations

donnees le systeme de celles qu on en deduit a 1 aide d une premiere
differentiation ; et je suis ainsi parvenu a etablir sur les fonctions im-

plicitcs et sur leurs developpements en serie des theoremes generaux

qui paraissent dignes de remarque. Entrons a ce sujet dans quelques

details, en commengant par ceux qui poncernent un systeme d equa-
tions differentielles.

Representons par
5b, t&amp;gt;, &amp;lt;?, TJJ&amp;gt;,

...

n fonctions de s, w, v, w, . . . qui restent monodromes (*), monogenes
et finies, dans le voisinage des valeurs z ot z/

, v , w , .. . attribuees

a -, u, v, w, ...; et concevons d abord que Ton assujettisse u, v,

w, ... a la double condition de verifier, quel que soit 5, les equations
differentielles comprises dans la formule

, &amp;gt;
dz _ du _ dv _ dw
Ifc&quot;

~&quot;

~V
~

~V ~~~W
~

et de se reduire a w , vot w , ... pour s = z . Si ~z ne s evanouit pas

quand on prend

v= t o, w=

alors, a 1 aide des theoremes etablis dans mon Memoire de i835
(

2

)

sur 1 integration des equations differentielles, on prouvera qu il est

possible de satisfairc, au moins quand le module de la difference

z z ne depasse pas une certaine limite, aux deux conditions enon-

(*) Unc fonction de z cst monodrome, dans lo voisinage d une valeur particuliere attri-

bu6e a z, quand clle reste continue et offro une valeur unique pour chaque valeur de z
;

la memo fonction cst monogenc, quand sa derivec est monodrome.

(
2
) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XII.
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cees, par des valeurs de u, v, w, . . . qui seront developpees en series

convergentes, et qui representeront les integrates generates des equa

tions differentielles donnees. II y a plus : on pent affirmer ( ) que,

dans 1 hypothese admise, ces integrates generates seront les seules

(!) On peut effoctivement demontrer cette assertion comme il suit.

Considerons d abord le cas particulier ou, les variables ^/, v, ,
. . . etant reduites a la

seule variable w, on a z = o. Supposons encore que, la fonction monodrome et mono-

gene & conservant, pour des valeurs nulles de z et u, une valour finie distincte de zero,

la fonction monodrome et monogene tD s evanouissc, quel que soil z, pour u = o. Je dis

qu alors

u o

sera la seule valeur de u qui, sans cesser d etre continue, remplira la double condition de

s evanouir avec z, et de verifier, au moms pour tout module de z inforieur a une certaine

limite, 1 equation differentielle

1&quot;)

(a) du -3- dz.
0O

Pour le prouver, il suffit d observer que, dans 1 hypothese admise, 1 equation differen

tielle donnee pourra 6tre presentee sous la forme

(b) du = Pu dz,

P etant une fonction qui, pour un tres petit module de z, acquerra une valeur finie, sen-

siblement egale a cello de la fonction deriv

par 1 equation (b); et soil, s il est possible,

O
siblement egale a cello de la fonction derivee Da ?- En effct, remplagons 1 equation (a)

une fonction de z qui, s ovanouissant avec z sans 6tre constamment nulle, varie avec z

par degres insensibles et vorifie, au moins pour un tres petit module de z, 1 equation (b).

Si Ton nomme r le module z, et u le module de
&amp;lt;p(~),

u sera infmiment petit en meme

temps que r\ et Ton pourra par suite attribuer au module r une valeur r assez petite

pour que la valeur correspondante it du module u surpasse celles qu on obtiendrait en

supposant r
&amp;lt;

r. Cola pose, si Ton applique une integration rcctiligne aux deux membres

de 1 equation (b), on en tirera, non seulement

u = mod / Pudz,
JQ

mais encore

n&amp;lt;9nt,

P etant la plus grande valeur que puisse acquerir le module do P, tandis que le module r

de z varie entre o, r. Done, si it differe de zero, on aura

(c) i&amp;lt;Pr.

Mais, dans 1 hypothese admise, $&amp;gt; sera, pour de tres petites valeurs de r, une petite quan-



EXT It A IT N 50i. 409

valcurs de //, c, w, ... qui, variant avec z par degres insensible*,

rempliront, pour un module sufTisamment petit cle z z u , les deux

conditions enoncees. En fin, comme les divers termes dcs srrics ob-

tenues seront des fonctions monodromes, monogenes et finies de la

variable z, on pourra en dire nutant des valcurs trouvees des va

riables u, &amp;lt; , w, . . . ou meme d une fbnction monodrome, monogem 1

et tinie de ces variables.

tile finic distinctc de zero, sensiblcment cgalc an module qu acquerra la fonction deriveY

y
D

^T pour unc valeur nulle do z. Done, en assignant a r une valeur suffisamment petilc.

on reconnaitra quo la formulc (c) doit etre rejetce, en sorte qu il est impossible d altri-

buer a u et a
&amp;lt;?(s)

des valours distinctcs de zero.

An cas special quo nous venous d examiner, substituons maintcnant le cas le plus

general ou, le nonibre n des variables
, c, , ... elant quelconque, on aurait encore

3 = o, et ou, la fonction monodrome ct monogenc i conservant, pour des valcurs nulles

de s, u, v, ,
. . ., unc valeur finie, distinctc de zero, les fonctions monodromes el immo-

gencs t&amp;gt;, &quot;v?, \JJ&amp;gt;,
... s evanouiraicnt toutes, qucl que soil 2, pour dcs valeurs nulles

do 11, c, ,
.... Alors, par dcs raisonnements analogues a ceux qui precedent, et en

substituant au module dc u la sommc des modules de
,
dc *

,
de

,
. .., on prouverail

encore qu il n est pas possible, dans riiypothese admise, de satisfairc aux equations dille-

rentielles

( d ) flu J dz, dv = J dz, ilw = &amp;lt;!-,

JO JO JO

par des valeurs dc K, c, &amp;lt;v,
. . . qui s evanouissent avcc 3, sans etre constaminent nulles.

et varient avec z par degres inscnsiblcs dans le voisinage d une valeur nulle de 3.

Considcrons enfin le cas ou, les valeurs particuliercs z
,
K O ,

c
, ,

. . . de c. u, v,

(, . . . etant distinctes dc zero, ainsi quo la valeur correspondantc cTc i. les fonctions J-.

t), &quot;P, xj?, ... seraicnt, au moins dans le voisinage de cos valeurs particulieres, des

fonctions monodromes, monogenes ct finies
;
et soicnt alors

les integrales gcncrales dcs equations (d), dcduites de ces equations a 1 aide de la me-
thodc quo rcnferme le Memoire de i835. On pourra encore affirmer

&amp;lt;|u

il n exisle point
d autre systeme d integrales gcncrales, c est-a-dire qu on ne saurait trouver &amp;lt;r;iiiii cs

valcurs de
, v, ,

. .. qui, variant avcc 2 par degres insensiblcs, remplissent la double

condition dc verifier les equations (d). quel que soil z, ct de se reduire a u v . i
,
w

,
. . .

pour z = 3
; ct, pour le dcmontrcr, il suffira dc raisonner comme dans le cas precedent.

en substiUmnt aux variables

z, u. v. n\

los differences

dont cluicunc pourra etre. pour plus de commoditc, reprcscntee par une seule letlrc.

QEuvres de C. S. I, t. XI. 5a
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Pour abreger, nous iiommerons desormais fonction synectique uno

fonction d uno ou de plusieurs variables qui restera monodrome, mo-

nogene et finie, dans le voisinage d un systeme quelconque de valcurs

tinies attributes a ces memes variables. Cette definition etant admise,

on dcduira immediatement des principes que nous venons d etablir la

proposition suivante :

THEOREME I. Soierit z line variable reelle ou imaginaire el

If, f, (V, . . .

n fonations de z assujetties : i a varier avec z par degres insensibles, en

verifiant les n equations differentielles comprises dans laformule

dz da dv dw
~%

~~
TT ~~~v

== W
ou i, t), v; , x)P, . . . represented des fonctions synecliques de z, //, r,

w, . . . ; 2 a prendre les valeurs particulieres et finies it , v , w , ...

pour une certaine valeur particuliere et finie de la variable z. On

pourra satisfaire a ces deux conditions, au moins pour des modules peu

considerables de la difference z z
, par un systeme unique de valeurs

de u, v, w, ... ; et ces valeurs, qui representeront les integrates generates,

seronl des fonctions monodrojnes, monogenes et finies de z, tant que le

module p de la difference z z natteindra pas une certaine limite A.

D ailleurs, cette limite \, que nous appellerons le module principal de la

difference z z % ,
sera le plus petit de ceux pour lesquels se veri/iera ou

I equation caracteristique

(2) 3b = o,

ou I une des equations

(3)

Concevons maintenant que O designe une fonction synectique des

variables z, u, v,w, On conclura encore des principes ci-dessus

exposes que, si Ton substitue dans li les valeurs de w, v, w, . . . , four-
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nil s par les integrales generates, le resultat do code substitution

sera line function monodrome, monogene ot fink de c, taut qnc lc

module p dc z z n attcindra pas la limitc A, pour laquelle Tiinc dcs

equations

( )

ponrra etre verifiee. Alors aussi, en vertu du tbeoreme general sur la

convergence dcs developpements ordonnes suivant les puissances

ascendantes d une variable, 11 sera developpable en une serie conver-

gente, ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la

diU erence z z . Mais cettc derniere serie cessera generalement

d etre convergente, a partir de 1 instant ou le module c, atteindra la

limite X.

Pour le prouver, il suffit d observer que, si la diflerence s s

arquiert, avec le module X, un argument tel, que la valeur corres-

pondante de z verifie ou 1 equation

ou 1 equation
3b = O,

on obtiendra, en general, une valeur infinie, dans le premier cas,

pour II, ct, dans le second cas, pour la derivee de Q considerer

comme f onction de z, c est-a-dire pour la somme

!),&amp;lt;&amp;gt; + Di2 1). n + D,,&amp;lt;&amp;gt;
D.c + I) (I,Q I) = .v -h. . .,

qui, eu cgard a ( equation (i), pcut etre presentee sons la forme

D,Q -4- n D,,12 4- V 1)^2 + vjp D tv tt 4- . . .

i

el devient generalement infinie avec 5-- En consequence, on pent
.O

enoncer encore la proposition suivantc :

THKORKMK II. Les memcs clioses elant posees que ddns lc theorems I,

si ion iransformc une fonction synectique 12 dcs iwiables ;, u, c, u\ . . .

en une fondion dc la scale variable G, par la substitution des raleurs
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de u, c, w, . . . , qui represenlent les integrates generates des equations

differentielles comprises dans la formule (i), 12 considered comme fojic-

lion de z restera monodrome, monogene et finie jusqu au moment ou le

module p de la difference z z atteindra le plus petit de ceux pour

lesquels pourra se verifier l ime des equations

(4) & = o, g=o.

Ajoutons quo, jusqu a cc moment, la fonction (2 sera developpable en

nne serie convcrgente ordonnee suivant les puissances ascendantes

de ^ ^ , ct que la serie obtenue deviendra generalement divcrgente

si le module p devient superieur a la limite indiquee.

Gonccvons a present que u, v, w, ... soient assujetties a varier

avec z par degres insensibles, de maniere a verifier, non plus le sys-

teme de n equations differentielles, mais les n equations finies

(5) U= o, K-o, W = o,

U, F, W, ..., etant des fonctions synectiques des variables r, u, r,

(v, ____ Supposons d ailleurs que Ton connaisse les valeurs particu-

lieres //
() , v , w , ... de u, v, w, . . . , correspondantes a une certaine

valeur particuliere dc z. La resolution des equations (5) pourra

etre reduite a la recherche de valeurs de u, v, w , . . . , qui satisfassent

ii la double condition de verifier les equations differentielles

(6) dU= o, dVo, d\V=Q, ...,

et de prendre pour z = z les valeurs particulieres w , c , w .....

D ailleurs, si Ton represente par 3b la resultante

formec avec les divers termes du Tableau

])/, D,7, D W U,

1) H F, I),F, D iV F,

D U W, V V W, D U,TF,
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on tircra dos equations (6), resolues par rapport a du, dv, dw, ...,

d autres equations de la forme

v&amp;gt; vl)
xjp

(7) du^r-dz, &amp;lt;^ =
&amp;lt;fc, dw=.dz, ...,

Jo Jo jo

t), V, vjp, ... etant ainsi quc ib des fonctions monodromes, monogenrs
et tinies de z, u, v, w, ..., ct il est clair que le systeme des equa

tions (7) pourra etre remplace par la formulc (i).

Gela pose, les theoremes I et II entraineront evidemment les propo

sitions suivantcs :

THEOREMS III. Soient z une variable reelle on imaginaire, et

u, r, w, . . .

n fonctions de z assujetties a varier avec z par degres insensibles, en veri-

fiant les n equationsfimes

(5) U= o, V-o, W= o,

dans lesqaelles /, F, \V, . . . representent desfonctions synectiques de z,

u, c, w, .... Supposons d ailleurs que I on connaisse des valeurs parti-

culieres et fimes w , vot w , ... de u, v, w, . . .
, correspondantes a u/u

certaine valeur particuliere et fime z de la variable z, et posojis, pour

abreger,

On salisfera aux equations (5) par un systeme unique de valeurs u, r.

w, . . . , qui seront des fonctions monodromes, monogenes et Jinies de z,

jusquau moment oil le module p de la difference z alteindra le plus

petit de ceux pour lesquels pourra se verifier on I equation

& o,

ou I une des equations

I I

o,
- =0,a v

IFIEOIIKME IV. -- Les memes choses etant posees que dans le tlieoremt

precedent, si I on transforme unefonction synectique 12 des variables z.
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u, c, w, ... en une fonotion de la seule variable z, par la substitution

&amp;lt;{es valeurs trouvees de u, v, w, . . . ; (i, considered comme fonotion de z,

restera monodrome, monogene et finie jusqu au moment oil le module p

de la difference z z atteindra le plus petit de ceux pour lesquels pourra

sc verifier I une des equations

Ajoutons quo, jusqu a ce moment, la fonction Q sera developpable en

une serte convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes

de c- ^ , et que la serie deviendra divergente, si le module p depasse

la limite indiquee.

Nous appellerons equations synectiques des equations fmies ou des

equations differentielles dont les premiers membres ne renfermeront

que des fonctions synectiques des variables et de leurs derivees. Cela

pose, les theoremes que nous venons d enoncer se trouveront tons

compris dans le suivant :

TIIKOHKME V. -- Si 1 designe une fonction de z determineepar un sys-

tenie d Equations synectiques, et acquiert la valeurfinie O pour une ccr-

taine valeur particuliere et finie z^ de la variable z, cettefonction res/era

monodrome, monogene et finie jusqu au moment oil le module de la dif

ference z z atteindra le plus petit fie ceux pour lesquels pourra se

verifier I une des equations de condition

et, jusqu a ce moment, 1 pourra elre representee par la somme d une

serie
convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de la diffe

rence z z n . La meme serie deviendra generalemcjit divergente, quand

le module de cette difference depassera la limite indiquee.

Lorsque la fonction O est simplement une fonction synectique de z,

alors, en vertu du theoreme V, elle est toujours developpable suivant

les puissances ascendantes de z, et, par consequent, on peut toujours
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considerer tme fonction synertique commo tine fonction entii iv de :-.

composee d un nombrc fini ou infini do termcs. idles soul, par

exemple, les fonctions e
az

, cosaz, etc.

On peut appliquer les theoremes que nous venous d eimnrer

meme a la determination on au developpcment d une inconnue li

determines, en fonction de 5, par un systeme d equations simul-

tanees qui ne seraient pas synectiques. Pour y parvenir, il suflira dc

transformer les equations donnees en equations synectiques. Or il

est ordinairement facile d attcindre ce but, a 1 aide des precedes qiic

fournit 1 Analyse algebrique, et en augmentant, s il est necessaire. le

nombre des inconnues.

Ainsi, par exemple, les equations non synectiques

pourront etre remplacees par les equations synectiques

e .;, u*= z, smu^z,

et 1 equation non synectique.

v = A- a + B5 6+ . . .+ H^ /(

,

oil a, b, . . . , h sont des exposants quelconques, pourra etre remplarec

par le systeme des deux equations synectiques

v = A ea &quot;

-i- B ebu + . . . + H e /l

&quot;,
e&quot;- z.

505.

ANALYSE MATHEMATIQUK. --
Rapport sur de nouvelles reclierclies relatives a

la serie de Lagrange, et presentees a I Academic, par M. FELIX Ciuo,

de Turin.
C. R., T. XXXIV, p. 3o/, (i

cl mars i85a).

M. Felix (]hio, dc Turin, a presente successivement ii TAcadeinic

deux Memoires sur la serie de Lagrange. Le premier a etc honore de
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1 approbation de 1 Academie, qui en a vote 1 impression dans le Recueil

des Savants etrangers. Dans ce premier Memoirc, 1 autcur, apres avoir

rappele le theoreme general, etabli par l un de nous, sur la conver

gence du developpement d unc fonction en serie ordonnee suivant les

puissances ascendantes dc la variable, avait applique ce theoreme ( )

a la serie a 1 aidc de laquelle Lagrangc exprime 1 une des racines-

d une equation algebrique ou transcendante, puis il avait deduit de

son analyse le caractere propre de cette racine, dans le cas ou elle est

reelle. II avart ainsi reconnu 1 inexactitudc d une proposition enoncee

dans la Note XI de la Resolution des equations jiumeriques (edition

de 1802, page 227), savoir que la racine dont il s agit est la plus

petite, abstraction faite du signe, et il avait substitue a cette asser

tion de Lagrange une .proposition nouvelle qui merite d etre rcmar-

quee.

Dans le Memoire dont nous avons aujourd hui a rendre compto,

M. Felix Chio considere un cas special traite par Lagrange, dans les

Memoires de Berlin de 1768, savoir le cas oil, I equation a resoudre

etant presentee sous la forme

(i) n x -H f(^) = o,

&amp;lt;&amp;gt;t le parametre u etant reel, la fonction f(a?) est elle-memc reelle et

dc la forme

Dans ce cas, le terme general de la serie, c est-a-dire 1 expression

\ . 2 . . . It

(
J

)
En appliquant cc mcme theoreme, dans mcs Exercices d Analyse, a la serie de

Lagrange, ct en supposant cette serie ordonnee suivant les puissances ascendantes d un

parametre variable, j ai dit qu elle dcmeure convergcntc quand le module du parametre

est infcricur au plus petit de ceux qui introduisent des racines egales dans liquation

donnee. Cette proposition est exactc. Mais il convient d ajouter, avcc M. Chio, quc la

scric de Lagrange demoure convergente, quand le module du parametro est infericnr an

plus petit de ceux qui rendent egales deux racines dont 1 une est preciscmcnt la somme

de la serie. Telle est, en eflet, la consequence qui se deduit naturellcment du simple

ononce du theoreme general.
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se transforme en un polynome dont les divers termes ajoutes Ics mis

aux autres reproduisent cette expression meme. Or, si 1 on substituc

a celle-ci ou les divers termes dont elle est la somme, ou seulement

celui de ces termes qui offre le plus grand module, on obtiendra,

dans la premiere hypothese, une serie multiple, dans la seconde

hypothese, une serie simple, mais distincle de la serie de Lagrange.

La nouvelle serie simple dont nous venons de parler est precisemcnt

celle que Lagrange a substitute a sa propre serie, dans les Memoires

de 1768. Lagrange a suppose que ces deux series simples doivent etre

toutes deux a la fois ou convergentes ou divergentes. Mais, commc

1 observe tres bien M. Chio, cette supposition ne saurait etre gene-

ralement admise, et, pour que les resultats qu on en tire ne soient

pas errones, il est necessaire que le polynome ?(&) satisfasse a cer-

taines conditions. En recherchant ces conditions, M. Chio a ete con

duit a de nouveaux theoremes qui concernent les series simples ou

multiples et qui nous paraissent dignes d etre signales. Nous allons

les indiquer en peu de mots.

Concevons que le terme general un d une serie simple

soit decompose en plusieurs parties qui offrent toutes le meme argu

ment. Soient

le nombrc de ces parties, et Tn celle qui offre le plus grand module.

Le module de un sera compris entrc les modules dc Tn et du pro-

duit NTn . Or, de cette seule remarque, il resulte immediatement que,

si A^estlc terme general d une serie dont le module soit 1 uiiite, les

series simples dont les termes generaux sont un et Tn seront toutes

deux convergentes, ou toutes deux divergentes en meme temps que

la serie multiple produite par la decomposition du terme general u,,

en plusieurs parties. A Taidc de ce theoremc, M. Chio prouve aisc-

ment que la regie de convergence donnec par Lagrange dans les

Memoires de 1768 fournit des resultats exacts, lorsque, dans le

OEuvres de C. S. I, t. XI. 53
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polynome
f ( x )

A x&quot; + Bxb+ . . . -+- Hx 1

,

les coefficients

A, B, ..., H

sont des quantites de meme signe, et que les exposants

, b, . . . ,
h

sont, ou tous negatifs, ou tous positifs, mais superieurs a 1 unite,

leurs valeurs numeriques etant rationnelles ou irrationnelles; ou

tous entiers et positifs, Tun d eux pouvant etre mil. Sous ces con

ditions, et en supposant que les deux exposants a, h soient le plus

petit et le plus grand, abstraction faite des signes, M. Chio demontre

que la valeur numerique du rapport

f(u -4-.r)

offre un minimum correspondant a une valeur de x comprise entre

les limites

i a i

dans le cas oil a differe de zero, ou bieri entre les limites

h i o

dans le cas ou a s evanouit; puis, en nommant R le minimum dont il

s agit, M. Chio fait voir que la regie donnee par Lagrange pent etre

reduite au theoreme dont voici 1 enonce :

La serie de Lagrange sera convergente ou divergenle, suivant que I on

aura
/?&amp;lt; i ou /?&amp;gt; i.

Ajoutons que la valeur de x correspondante au minimum R est fournie

par I equation

(2) f(// + x~) x f (u -+- x},
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qui, eomme le n-marque M. Chio, et comme on peut aisement le

demontrer ( ), offre une seule racine reelle comprise entre les limites

ci-dessus indiquees.

M. Chio a pense qu il ne serait pas sans interet de comparer les

resultats que nous venons de mentionner avec ceux quo 1 un do nous

a eonsignes dans le Memoire Sur divers points d Analyse (-), presenle

a 1 Academie en 1827. Suivant les principes qui s y trouvent exposes,

ft que 1 Auteur a reproduits ou meme developpes dans un autre Me

moire lu a 1 Academie de Turin, le 11 octobre i83i (
3

), pour savoir

si la serie de Lagrange est convergente ou divergente, il sulfit de cal-

culer un certain module R du rapport

f( -4- x}
.

J

X

savoir, celui qui a regu le nom de module principal, et qui correspond
a une certaine racine dc 1 equation (2); puis, de voir si ce module

principal est inferieur ou superieur a 1 unite. D ailleurs, lorsquc, la

variable x etant imaginaire et de la forme

la fonction f(&) se reduit au polynome

A xa
-+- Bxb

-j- . . . + Hx 1

et remplit les conditions precedemment indiquees, le module prin

cipal du rapport
( (
a 4- x )

x

offre les caracteres enonces dans le Memoire de i83i (tome II des

Exercices, page 4^) en sorte qu il est tout a la fois un module maxi

mum relativement a I angle p, et un module minimum relalivement a X ;

( )
T oir la scconde des Notes jointes a ce Rapport.

(
2
) Tome VIII des Memoires de I Academic des Sciences. (OEuvres de Caucliy, S. I,

T. II.)

(
3

) Tome II des Exercices d Analyse et dc Physique matlicmatique (OEuvres de

Cauchy, S. II, T. XII).
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rt, cle cc double caractere, il resulte necessairement que la regie ge

nerate donnee dans le Memoire sur divers points d Analyse s accorde

avec celle a laquelle M. Ohio reduit la regie particuliere donnee par

Lagrange, pour le cas special traite par le grand geometre dans les

Memoires de 1768.

M. Ohio nc s est point borne a etablir les theoremes que nous avons

rappcles et les conditions sous lesquelles la regie de Lagrange pou-

vait etre admise : il a encore mis en evidence leur utilite, en appli-

quant sa methode a divers exemples. II a considere en particulier le

cas oil, la fonction f(#) etant proportionnelle a smx, on developpe

le rayon vecteur mene du Soleil a une planete qui sc mouvrait seule

autour de cet astre, en une serie ordonnee suivant les puissances

ascendantes de 1 excentricite de 1 orbite, et il a fait voir comment,

dans ce cas, on peut deduire de ses theoremes une demonstration

rigoureuse de la regie de convergence que Laplace a obtenue en sup-

posant l anomalie moyenne reduite a un angle droit. Mais, apres avoir

ainsi retrouve le resultat de Laplace, il a remarque, avec raison, que

la regie donnee par Lagrange ne resout pas la question de savoir si la

serie qui represente, pour une valour quelconque de l anomalie

moyenne, le developpement du rayon vecteur, est convergente ou

divergente. Ici, en effet, les conditions sous lesquelles la regie de

Lagrange peut etre admise ne sont pas remplies, attendu que dans la

serie

4-o o / r1

&quot;**&amp;gt;

1.2.0 I.2.O.4.5

qui represente le developpement de sina?, les coefficients des diverses

puissances de x sont altcrnativement positifs et negatifs.

Aux divers resultats que nous venons de signaler, et qui forment

1 objet principal du Memoire dont nous avons a rendre compte,

M. Ohio a joint quelques observations nouvelles qui confirment les

conclusions auxquelles il etait parvenu dans son premier Memoire.

11 remarque aussi que les raisons qui ne permettcnt pas d admettre le

theoreme enonce par Lagrange dans la Note XI de la Resolution des
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equations numeriques suifisent pour (Hablir [ inexactitude d un theo-

reme analogue (on pourrait memo dire equivalent) qu Kuler a donne,

des 1 annee 1770, dans un Memoire dont le litre est Observationes circa

radices crquationum, et qui concerne une equation dont Ics r;irmr&amp;lt;

sont reciproques des racines de 1 equation traitee par Lagrangr.

En resume, les Commissaires sont d avis que le Memoire soumis a

leur examen fournit de nouvelles preuves dc la sagacite avec laquelle

M. Felix Chio sail trailer des questions importantes ct delicates. Us

pensent que ce Memoire merite, comme le precedent, d etre approuve

par 1 Academie, et insere dans le Recueil des Savants etrangers.

506.

Notes jointes an Rapport et redigees par le rapporteur.

C. R., T. XXXIV, p. 3o9 (i
er mars i85a).

NOTE PREMIERE.

Sur la serie de Lagrange, et xur la regie de convergence que Lagrange ft cnonct -c

dans les Mcmoires do Berlin dc 1768.

La serie de Lagrange est celle qu on obtient quand on developpe,

suivant les puissances ascendantes du parametre t, cellc des racines

de 1 equation

(i) z k tf(z)=o

qui se reduit a la constantc k pour une valeur nulle de /, ou bicii

encore une fonction F(^) de cette racinc. Si 1 on nomme Qn le eoetli-

cient de t&quot; dans cette serie, on aura, pour n
^&amp;gt; o, dans la premiere

hypothese,
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et, dans la seconde,

(3) eit= __L_DM

D ailleurs on ne diminue pas la generalite de 1 equation (i) en redui-

sant lo parametre / a 1 unite, et 1 equation elle-meme a la forme

(4) * A f(*)= o.

Alors la serie de Lagrange est precisement celle qui a pour terme

general Q,t
.

En recherchant les conditions de convergence de cette serie dans

les Memoires de Berlin de 1768, Lagrange a considere specialemcnt le

cas ou, la constante k etant reelle, la fonction f(z) est de la forme

(5) f(~) Az a+Bz b +.. . + Hz&quot;.

Dans ce cas, en developpant la //
itme

puissance de f(X;) et en effec-

tuant les differentiations indiquees dans le second membre de la for-

mule (2) ou (3), on obtient pour @
re
un certain polynome. Nom-

mons Tn celui des termes de ce polynome qui forme la plus grande

valeur numerique, ou, mieux encore, le plus grand module; et soit&amp;lt;ft

la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes du
i^

nombre entier n, le module de J&quot;. D apres la regie enoncee par La-

grange, dans les Memoires de 1768, la serie dont le terme general

est Qn sera convergente quand on aura &.
&amp;lt;&amp;lt;

i
, divergente quand on aura

cil
&amp;gt;

I .

Cette regie serait exacte si on 1 appliquait, non plus a la serie de

Lagrange, mais a celle dont le terme general est Tn .

En consequence, la regie de Lagrange pourra etre admise, quand

les series dont les termes generaux sont Sn et Tn offriront le meme

module ^R. Alors elles seront, generalement, toutes deux a la fois, ou

convergentes ou divergentes.

Goncevons maintenant que, les modules des coefficients

A, B, H,



EXTRA IT N 506. 423

etant representes par
A, B, ..., H,

on pose, pourabreger,

(6) 9(5) As-t-B-5*+ ...-J-H- /
.

Lo nombre ci-dessus designe par Ji sera precisement le module qu ac-

querra le rapport

pour une certaine valeur de z determinee par 1 equation

D autre part, en vertu du theoreme general sur les developpemerUs
ordonnes suivant les puissances ascendantes d une variable, colic dcs

racines de 1 equation (i) qui se reduit a k pour / = o sera, pour des

valeurs croissantes du module de /, developpable suivant les puis
sances ascendantes de t, jusqu au moment ou la racine dont il s agit

pourra devenir egale a une autre racine de la meme equation. II \ a

plus : si Ton nomme ft le module principal qu acquerra en ce moment
le rapport

la serie dont le terms general est Sn sera non settlement convergent

(juand on aura R
&amp;lt;

i , mais encore divergente quand on aura /?
&amp;gt;

i .

Ajoutons que le module principal R sera en meme temps un modulo

&amp;lt;lo la fonction

z k

correspondant a une valeur de z determinee par 1 equation

rv \ /
z
z k

~
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et un module de la fonction

(9) *i&amp;gt;

correspondant a une valeur de s determinee par 1 equation

. f(k + z)
(10) D--^ i=o.

J0

Comparons a present 1 une a 1 autre les deux regies de convergence

ci-dessus enoncees. On conclura immediatement de leur comparaison

que la premiere, c est-a-dire la regie donnee par Lagrange dans les

Memoires de 1768, ne peut etre exacte, si le module & du rap-

o ( k i
&quot;\ f I /- i

&quot; \

port
- - ne se reduit au module principal R du rapport

-^L

et la fonction o(z~) a la fonction f(-s). Or cette reduction ne peut avoir

lieu que dans le cas oil les coefficients

A, B, ..., H

offrent tous le meme argument, et telle est aussi la premiere des con

ditions auxquelles M. Chio a cru devoir, pour que la regie de Lagrange

put etre admise, assujettir la fonction f(s).

Nous ferons ici une observation qui n est pas sans importance. Si

Ton nomme r le module, et p 1 argument de la variable z, en sorte

qu on ait

correspondant a une valeur quelconque de z, dependra des deux

variables r, p, et le module principal R du meme rapport pourra etre

ou un maximum relatif hp et un minimum relatif a r, ou un minimum

relatif a/? et un maximum relatif a r. De ces deux caracteres, le pre

mier sera celui qui convicndra effectivement au module R dans un cas

tres etendu que nous allons rappeler.
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Conccvons quo, dans le rapport

on fasse varier 1 argument p de z, et designons a 1 aidc de la notation

le module maximum maximorum du meme rapport, considere comme
fonction de/?. Supposons d ailleurs que ce module, qui devient intini

pour r = o, et qui commence par decroitre avec -&amp;gt; acquiere une

valeur minimum pour une certaine valeur de r, et que, jusqu a ce

moment, la fonction { (& + z) reste, avec sa derivee, fonction con

tinue de z-. Alors, en vertu des principes que j
ai poses dans le

Memoire Sur divers points d Analyse ( ), et qui se trouvent developpes

dansun autre Memoire lu a 1 Academicde Turin, le 1 1 octobre i83i (-),

la valeur minimum de 1 expression

sera precisement le module principal R du rapport

(Test ce qui arrivera, par exemple, si, la constante k etant positive, on

suppose
f(*) = ,

1 exposant a etant lui-meme positif, mais superieur a 1 unite. Alors le

module maximum du rapport

( ) Tome VIII dcs Memoires de I Academic des Sciences (QEuvres de Caucliy, S. I. T. II).

(

-
) Voir lc Tomo II des E.rercices d Analyse et de Physique math&natique ( OEuvres de

Cauchf, S. II, T. XII).

OF.iwrcs de C. S. I, t. XI. 54
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considere comme fonction
de/&amp;gt;,

savoir

k\*

deviendra infini : ipour/* o; 2 pourr=oc, et acquerra, pour

k

a i

la valeur minimum

R= &quot;*

-

qui sera le module principal du rapport

Mais on ne pourra plus en dire autant, si 1 exposant a est compris

(Mitre les limites o, i; et alors la quantite

A-\ i

-,:) H

decroitra sans cesse avec -&amp;gt; tandis que r variera entre les limites o, cc.

Dans cette derniere hypothese, pour obtenir le module principal li,

on devra commencer par determiner, non plus le module maximum,

mais le module minimum du rapport

considere comme fonction de/?. Cc module minimum, qui sc reduira,

pour r
&amp;lt; k, a la quantite

k \ a
i

r

/ \ / / /

et pour r&amp;gt; k, a la quantite

&amp;lt;n*)!: =/,-iV
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decroitra d abord avoc - ontro les limites r o, r~-k\ [)iiis
il rroilra,

pour dos valeurs croissantes do /*, jusqu a ee qu il aequiore la valour

maximum

n
(i a)

1 -
/,

correspondante a la racine r de 1 equation

(//,)&quot;
I 1 ___ - r\ifr

-

^
u,

et a la racine ^ do I equation

. A- -+-*)

( A&quot; -f- Z }&quot;

Done alors lo modulo principal du rapport
- - sera un minimum

rclatif
a/&amp;gt;,

et un maximum rolatif a r.

Passons maintonant du cas particulior ou Ton a l (-) = :&quot; an cas

plus general ou la fonction l ( ? ) osl determines par I equation ( &amp;gt;);

et concevons quo les coefficients A, 11..... H, offrant tous le memo

argument, aient pour modules respcctif s les quantites positives

A, B, .-., II.

Supposons d ailleurs, pour fixer les idees, quo la constanto k soit

positive; alors le module maximum maxim/arum du rapport

f(/r-ha)

sera, pour une valour quelconquo do r, si chacun dos oxposants &amp;lt;?,

/&amp;gt;,
. . . ,

h est nul ou positif,

et, pour une valeur do r inforiouro ii k, si chacun dos oxposants a,

b, . . . ,
h ost nul ou negatit,

o( /,--/)
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Si, dans la premiere hypothese, 1 un au moins des exposants a,

b, . .., h surpasse 1 unite, le rapport

deviendra infmi : i pour r=o; 2 pour r = oc, et acquerra entre

ces limites une valeur minimum /?, qui sera precisement le module

principal du rapport

Ajoutons que, dans la seconde hypothese, le rapport

deviendra infini : i pour r = o ; 2 pour r k, et acquerra entre ces

limites une valeur minimum /?, qui sera encore le module principal

du rapport

Ainsi, lorsque, la constante k etant positive en meme temps que les

rapports mutuels des coefficients A, B, ...,#, les exposants

a, b, . . .
,

h

sont ou tous positifs, Tun d eux etant superieur a 1 unite, ou tous

negatif s, le module principal R du rapport
- - est tout a la fois

un maximum maximorum relatif a [ argument/) de z, et un minimum

relatif au module r de z. Alors, pour savoir si la serie de Lagrange est

convergente ou divergente, on pent se servir de la regie tres simple a

laquelle M. Chio reduit celle que Lagrange a donnee dans les Memoires

de 1768. Telle est aussi la conclusion a laquelle M. Chio est parvenu,

avec cette seule difference quo les principes sur lesquels il s est appuye

1 ont oblige de restreindre sa demonstration, dans la premiere hypo

these, au cas oil les exposants a, b, . . .
,
h surpassent tous 1 unite, ou

sont tous entiers, 1 un d eux pouvant se reduire a zero.
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NOTE DEUXIEME.

Sur le module principal du rapport

A- etant une constante positive, et f(z) une somme de termes proportionnels a diverse*

puissances de 2.

Soil

une variable dont les lettres p, r represented 1 argument et le module.

Supposons d ailleurs que, la fonction f(s) etant de la forme

les coefficients A, /?, ..., H offrent tous le meme argument; et, en

nommant A, B, . . . , H leurs modules, prenons

9( s
) As&quot; 4- Kz &amp;gt; + . . . -+- Hz&quot;.

Enfin, designons par k une constante positive. Si les exposants ,

b, ..., h sont tous positifs, ou tous negatifs, 1 un d eux pouvant etre

nul, le module maximum maximorum du rapport

considere comme fonction de p, correspondra evidemment, dans la

premiere hypothese, a une valeur nulle de p, ou, ce qui revient au

meme, a la valeur r de z
; et, dans la seconde hypothese, a la valeur -

de/?, ou, ce qui revient au meme, a la valeur r de ^. De plus, comme
on 1 a remarque dans la Note precedente, ce module maximum maxi

morum, qui se reduit a une fonction de r, acquerra une valeur mini

mum a, dans la premiere hypothese, pour une certaine valeur dc /

comprise entre les limitcs o, oo, si 1 un au moins des exposants ,

/&amp;gt;, ..., A surpassc 1 unite; ct, dans la seconde hypothese, pour une

valeur de r comprise entre les limites o, k. Enfin, il rst clair qm-
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la valeur attribute a r clevra verifier, dans le premier cas, la formule

_
O,

qui pourra etre reduite a 1 equation

et, dans le second cas, la formule

- _
if r

_

--- U,

qui pourra etrc reduite a 1 equation

, o(fc
(a) D,.--

Considerons, pour fixer les idees, le cas ou, chacun des expo-

sants a, /;,..., h est nul ou positif, un ou plusieurs d entre eux etant

supericurs a I unite. Alors le module du rapport

acquerra une valeur minimum a, qui sera en meme temps le module

principal du rapport

[(*-+-)

pour une valeur positive de r, representee par une racine de 1 equa

tion (i). D ailleurs, cette equation pourra etre reduite a

(3) 8 0,

la valeur de etant determinee par la formule

(4) S -A[(fl - I)/
-

/.
] (/. + /)

&quot; + . + H[(/i -i)r- A-] (A- + r)*-.

Or, snpposons les exposants
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ranges d
apiv&amp;gt;

Icur ordrc de grandeur. L exposant A sera, dans 1 hypo-
these admise, superieur a 1 unite. De plus, cu egard it la fonnule (4),

le premier membre s de I equation (i) sera negatif, quand on prendra

mais il deviendra positif quand on prendra

/
r ^ i si 1 on a a

&amp;gt; i,a i

on du moins^juand on prendra

r -
QO, si Ton a a

&amp;lt;
i .

I I

Cela pose, soit s un nombre superieur a 1 unite, mais compris entre

les limites a, h. L equation (i) offrira certainement une ou plusiiMirs

racines positives de la forme

... k

savoir, plusieurs si, s venant a decroitre a p.artir de la limite supe-

rieurc /*, le polynome s peut passer, non sculement du negatif au

positif, mais encore du positif au negatif, et une seule dans le cas

contraire. Or ce dernier cas est seul admissible. Soit, en.effet,

k

T-^I

une racine positive de I equation (i), et multiplions le polynome s par

le facteur

Si, dans le polynome 5, on considere un terme quelconque, par

cxcmple le suivant

C[(c i)r A-](A-+/-j
c-

,

ce terme, multiplie par le facteur susdit, deviendra, eu egard ;i la
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formule (5),

(6) Ckc-

D ailleurs le nombre ?, superieur a 1 unite, sera ou ne sera pas infe-

rieur a c. Dans la premiere hypothese, c ? sera positif, et 1 expres-

sion (6) croitra en meme temps que chacune des quantites

c s,
S 1

tandisxjue s, suppose tres voisin de ?, decroitra, en s efoignant de c,

et se rapprochant de 1 unite. II en sera encore de meme si Ton a c,
= c,

Enfin, si Ton a ; &amp;gt; c, 1 expression (6), devenue negative, croitra pour

des valeurs decroissantes de sa valeur numerique. Elle croitra done

encore, si s, suppose tres voisin de ?, vient a decroitre, en s eloignant

de ? et se rapprochant de c, puisque alors les quantites

c,

decroitront 1 une et 1 autre. Done, si chacun des exposants a, b, . .. ,
h

est nul ou positif, un ou plusieurs d entre eux etant superieurs a

1 unite, le rapport 4*
~

,

croitra pour des valeurs de s decrois-
(k -h r)^~

i

santes et voisines de ?. Done alors, s venant a decroitre, ce rapport et

le polynome s lui-meme ne pourront passer du positif au negatif;

d ou il suit que 1 equation (6), resolue par rapport a /% offrira une

seule racine positive comprise entre les limites

si Ton a a
&amp;gt;

i , et entre les limites

k

TT^~i

si Ton a a
&amp;lt;i.
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En raisonnant comme on vient de Ic faire, on prouvera encore quc,

si les exposants , /&amp;gt;,
. . . , h sont tous negatifs, 1 equation (2), resolue

par rapport a r, offrira une seule racine positive comprise cnlrc Irs

limites
k k

i a i h

et Ton reconnaitra ainsi, dans tous les cas, 1 exactitude de la proposi

tion enoncee par M. Chio et rappelee dans le Rapport.

507.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Troisieme Note annexee an Rapport sur de

nouvelles recherches relatives a la serie de Lagrange, et presentees

a I Academic, par M. FELIX Cmo, de Turin
( ).

Sur les equations triuomes.

C. R., T. XXXIV, p. 345 (8 mars i85a).

Supposons 1 inconnue z assujettie a verifier une equation trinome

de la forme

Si, on representant par g Tun des six termes de la suite

a b, b c, c a, b a, c b, a c,

et par G le terme correspondant de la suite

A B C B C A
B C A A B 7T

on pose
Z=r-G^,

() Foir p. 4i5 de co Volume.

OEuvrcs de C. S. I, t. XI. .V,
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on deduira immediatement de 1 equation (i) une autre equation de la

forme

Ajoutons que, si dans cette derniere on remplace la lettre Z par z,

et les lettres H, h par d autres lettres /, a, on obtiendra 1 equation

trinome

(2) s = i-\-tsa
,

dans laquelle t, a pourront etre des parametres quelconques. Ainsi,

Ton peut toujours reduirc de six manieres difFerentes la resolution de

1 equation (i) a la resolution de 1 equation (2), comprise elle-meme,

comme cas particulier, dans la formule plus generale

(3) z = kts&quot;,

dont nous aliens un instant nous occuper.

Considerons, pour fixer les idees, le cas ou, 1 exposant a etant reel,

la constante k est positive, et nommons R le module principal du

rapport

Si Ton developpe, en serie ordonnee suivant les puissances ascen-

dantes de t, celle des racines de 1 equation (3) qui se reduit a k, pour

t = o, la serie obtenue sera convergente quand le module de t sera infe-

rieur a
-^

La meme serie deviendra divergenle quand le module de t sur-

passera -^- Ajoutons que, dans cette serie, le coefficient @
rt
de t&quot; sera

donne par la formule

Quant au module principal R, il sera determine par la formule

(5) U=__i-S sironaa&amp;gt;i,
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et par la formule

(6) R= * si Ton a a
&amp;lt;

i.
\ / /- 1 i

Remarquons, au reste, que la regie de convergence relative au

developpement de la racine z de 1 equation (2) peut se deduire non

seulement du theoreme general sur la convergence des series, mais

encore des formules que fournit le Calcul des residus, et qui servent

a transformer les fonctions en integrates defmies. En transformant

ainsi 7Z ,
on trouvera, si Ton suppose a

i
(
k -t-

n n z 1

la lettre OIL indiquant une moyenne isotropique relative a I argument/?

de z, et, si Ton suppose a
&amp;lt; i,

Or il sutfira d appliquer a la determination approximative de ces

valeurs de
rt , dans le cas ou le nombre n sera tres grand, les prin-

cipes exposes dans le Memoire Sur divers points d Analyse, pour

retrouver la regie de convergence precedemment enoncee.

Lorsqu on suppose a = 2, la formule (3) se reduit a 1 equation du

second degre

(9)

et la formule (5) donne

Done, si Ton developpe suivant les puissances ascendantes de / celle

des racines de 1 equation (9) qui se reduit a k pour t o, la serie

obtenue sera convergente jusqu au moment ou le module de t

atteindra la limite superieure
~ En d autres tcrmes, la condition

necessaire et suffisante pour la convergence sera

(10)
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On arriverait directement a la meme conclusion en observant que, si

Ton represente pars, la racine dont il s agit, on aura

^kt

J indiquerai ici, en terminant, un moyen simple de resoudre une

question soulevee par M. Menabrea, dans un Memoire qui a pour
litre : Observations sur la serie de Lagrange. Si, dans 1 equation (9),

on decompose le parametre k en deux parties h, I, cettc equation

deviendra

(12) s = h + l+ts*.

Nommons z
u
celle de ses racines qui, developpee en serie par la for-

mule de Lagrange, fournit un developpement dont h est le premier

tcrme. La racine Z
H
se confondra, pour une valeur nulle, ou pour une

valeur tres petite de /, avec la racine z
t
determinee par la formulc (i i),

et Ton aura

jusqu au moment ou 1 une des deux series dont les sommes sont

representees par z
t
,
z

if
cessera d etre convergente. D ailleurs, comme

on 1 a vu, la premiere de ces deux series sera convergente, tant quo
la condition (10) sera verifiee. Quant a la seconde serie, il suffira

evidemment, pour 1 obtenir, de developper suivant les puissances

ascendantes de a celle des racines de 1 equation

(i/i) ~ = /? + a(/+^ 2
),

qui se reduit a la constante A, pour une valeur nulle de a, puis de

poser ensuite a = i. On aura en consequence

i V/i 4/^a 4/^a 2

&amp;gt;

a devant etre reduit a 1 unite, quand on aura developpe le radical

suivant les puissances ascendantes de a. II reste a trouver sous quellc
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condition Ic developpement ainsi obtcnu sera convergent. Or, pour y

parvenir, il suflira de decomposer en facteurs simples la quantite ren-

fermee sous le radical, c est-a-dirc le trinome

i
[\ht&amp;lt;y. 4/a 2

,

considere comme fonction de a. En efluctuant cette decomposition,

on trouvera

(16) i

la valeur de s
z etant

(17)

puis on conclura des formules (i5), (16) que la condition de conver

gence du developpement dont la somme est z
u
se reduit a la formule

(18) mod 2 (// + .9) &amp;lt;j,

la valeur de s etant fournie par 1 equation (17) et choisie de maniere

que le module de la somme fit -+- s surpasse, s il ne 1 egalc pas, le mo

dule de la difference ht s. Done, en definitive, 1 equation (i3) sub-

sistera, tant que les valeurs attribuees aux parametres h et / seront

renfermecs entre les limites que leur assigne le systeme des condi

tions (10) et (18). Ainsi se trouve resolue, par un calcul direct, et

sans qu il soit necessaire de recourir aux theoremes generaux sur la

convergence des series, la question posee par M. Menabrea, dans 1&amp;lt;&amp;gt;

Memoire cite (page 24). Ajoutons que cette solution fait disparaitre

les difficultes et les objections auxquelles diverses applications de ces

theoremes semblaient donner lieu.

508.

C. R., T. XXXV, p. 297 (3o aout i85a).

M. AUGUSTIN CAUCHY presente a 1 Academie une nouvdle methode pour
I integration des equatiojis lineaircs aux derivees partiellcs , sous des
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conditions donnees relatives aux limites des corps. Cette methode, spe-

cialement applicable aux questions de Physique mathematique, sera

developpee par 1 auteur dans les prochaines seances.

509.

C. R., T. XXXV, p. 822 (6 septembre i852).

M. AUGUSTIN CAUCIIY presente la suite de ses NouveUes recherches rela

tives a I integration des equations aux derivees partielles, sous des condi

tions donnees.

510.

C. R., T. XXXV, p. 34i (i3 septembre i85a).

M. AUGUSTIN CAUCIIY presente a I Academie de NouveUes recherches ou

les principes etablis dans les Memoires precedents sont particulierement

appliques a la theorie des caloriferes cylindriques.

511.

C. R., T. XXXV, p. 588 (26 octobre i852).

M. AUGUSTIN CAUCHY presente a rAcademic un Memoire sur plusieurs

nouveaux theoremes d Analyse algebrique. Ges theoremes seront ex

poses et developpes dans les prochaines seances.

512.

C. R., T. XXXV, p. 940 (27 decerabre i85a).

M. AUGUSTIN CAUCHY presente a l Academie divers Memoires sur le

mouvement de rotation d un corps solide et en particulier d un corps
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pesant autour d un point fixe. Les conclusions, auxquelles 1 auteur a

ete conduit par son analyse, seront exposees et developpees dans une

prochaine seance.

513.

C. R., T. XXXVI, p. i3 (3 Janvier i853).

M. AUGUSTIN CAUCIIY presente a 1 Academie la suite de ses recherches

sur la rotation d un corps solide et en parliculier d un corps pesant

autour d un point fixe.

514.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur les clefs algebriques.

C. R.. T. XXXVI, p. 70 (10 Janvier i853).

Gonsiderons n polynomes A, B, C, ... dont les divers termes soient

proportionnels a certains facteurs a, 6, y, ..., et concevons qu en

suivant les regies de la multiplication algebrique on rnultiplie ces

divers polynomes 1 un par 1 autre. Dans le nouveau polynome resul

tant de cette multiplication, chaque terme sera proportionnel a 1 un

des produits que Ton peut former avec les facteurs a, , y, . . . pris n

a n; et Ton pourra d ailleurs supposer que, dans chacun de ces pro

duits, on a conserve la trace de 1 ordre dans lequel les multiplications

diverses ont ete successivement effectuees. On pourra aussi concevoir

que, dans le nouveau polynome, on substitue a chacun de ces pro

duits un nombre determine, ouplusgeneralement une quantite deter-

minee, deux quantites distinctes pouvant etre substitutes a deux pro

duits distincts, dans le cas meme ou ces deux produits ne different

entrc eux que par Tordre dans lequel sont ranges les divers facteurs.

Ces conventions etant admises, nous designerons les facteurs a, 6,

y, . . . sous le nom de clefs, et les polynomes A, B, C, . . . qui les ren-
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ferment, sous le nom de facteurs symboUqu.es du produit ABC. . . defi-

nitivement obtenu. Les substitutions ou transmutations, qui consisle-

ront a remplacer les produits dcs clefs prises n a n par certaines

quantites, seront indiquees a 1 aide du signe
&quot;-

x

que j
ai deja employe

dans un autre Memoire ; et il est clair que du systeme de ces transmu

tations dependront la valeur et les proprietes du produit ABC

Ajoutons qu il suffira generalcment d intervertir 1 ordre dans lequel

sont ranges les facteurs A, /?, C, . . . du produit ABC. . . pour alterer la

valeur de ce meme produit.

Les clefs algebriqucs, telles que je viens de les defmir, permettent

de resoudre avec une grande facilite des questions d Analvse ou de

Mecanique, dans lesquelles 1 application dcs methodes ordinaires

entrainerait de longs et penibles calculs. C est ce que je me propose

de montrer, avec quelques details, dans une suite de Memoires que

j aurai 1 honneur de presenter successivement a 1 Academie. Pour

donner une idee des resultats auxquels on est ainsi conduit, je me

bornerai aujourd hui a deux exemples. Je commencerai par faire voir

que la theorie des clefs resout generalement le probleme de 1 elimi-

nation des inconnues entre plusieurs equations lineaires ou non

lineaires; puis je montrerai comment s introduisent dans le calcul

trois clefs, correspondantes aux trois dimensions de 1 espace, qui

fournissent le moyen d obtenir sous une forme tres simple la solution

d un grand nombre de problemes de Geometric et de Mecanique.

ANALYSE.

Supposons d abord qu il s agisse d eliminer n inconnues x, y,z, ...

entre n equations dont les premiers membres sont des fonctions

lineaires et homogenes de ces inconnues, les seconds membres etant

reduits a zero. Soient d ailleurs A, B, C, ... ce que deviennent ces

premiers membres, quand on y remplace les n inconnues &,y, s, ...

par n clefs correspondantes a, 6, y, .... Eniin, concevons qu apres

avoir multiplie ces clefs n a n, en tenant compte de 1 ordre dans
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lequel It s multiplications sont effectuees, on convienne, i&quot; de icrn-

placer par zero chaque produit dans lequel entre deux ou plusicmx

fois une meme clef; 2 de substituer toujours deux quantites egales

aux signes pres, mais affectees de signes contraires, a deux produits

qui se deduisent 1 un de 1 autre a 1 aide d un echange open
1 entre deux

clefs. En d autres termes, supposons que les n clefs a, , y, .. . soient

assujetties aux transformations de la forme

et a celles qui en derivent. L equation resultante de 1 elimination des

inconnues x, r, z, . . . entre les equations donnees sera

ABC... =o.

On demontre aisement ce theoreme, en partant de cette remarquc

Mrs simple, que les facteurs symboliques A, B, C, ... jouissent des

memes proprietes que possedent les clefs a, , y, ....

Goncevons a present qu il s agisse d eliminer 1 inconnue x entre

deux equations dont les degres m et m donnent pour somme le

nombre n. Pour y parvenir, il suffira de recourir encore a 1 interven-

tion des n clefs a, , y, ... assujetties aux conditions ci-dessus enon-

cees. En effet, en supposant ces clefs ecrites a la suite les unes des

autres dans 1 ordre qu indique Falphabet, et le premier membre de

chaque equation ordonne suivant les puissances ascendantes, ou sui-

vant les puissances descendantes de x, cherchez tous les facteurs

symboliques que Ton peut former en rempla^ant, dans le premier

membre de la premiere equation, les diverses puissances de ,;

par m -+- 1 termes consecutifs de la suite des clefs. Soient A, //, C, . . .

les facteurs symboliques ainsi obtenus, et A , B 1

, C&quot;,
... ce que

dcviennent ces facteurs quand on remplace la premiere equation par

la seconde. L equation resultante de 1 elimination sera la formule

symbolique
AI1C...A B C ... =o.

On pourra d ailleurs, sans alterer 1 equation resultante, intervertir

OEuvres dc C. S.I, t.XI. 56
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arbitrairement 1 ordre des facteurs symboliques

A, H, C, ..., A 1

,
B 1

, C&amp;gt;,
....

Pour montrer line application de ces formules, supposons qu il

s agisse d eliminer x entre les deux equations

a -f- bx -+- ex- o,

-+- b x-\- c ,3?
2 o.

Alors il sutfira d introduire dans le calcul quatre clefs distinctes

y., c, y, &amp;lt;5,

et, en posant

A -ay. 4- b o + c
y,

B = a 6 H- b y -+- co,

,1 = a4- & g-(-c y,
J} =a &-+ 6 yn-c o,

on ol)tiendra pour equation resultante la forrnule symbolique

AA BB =o.

On aura d aillcurs, en vertu des proprietes ci-dessus assignees aux

clefs a, 6\ y, o,

II =
(
ftc //c) 6y -f- (ca c a)ya + (a6 a b} ac,

55 = (6c A c)yd + (ca c a)66 -f- (afr a 6)y,

par consequent,
AA BB = KxSyo,

la valeur de Octant

K=(ab ~ a b)(bc b c) (ca c ay,

et, puisque la quantite qu on doit substituer au produit a6yo peut

etre arbitrairement choisie, 1 equation resultante sera simplernent

JST= o,

ou, ce qui revient au meme,

(aV a b] (be
1 - b 1

c) (ca c a)- = o.

Au reste, comme je 1 expliquerai dans une prochaine seance, la
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theorie ties clef s
|&amp;gt;cu(

etre appliquec de diverses manieres ;i relimina-

lion, et reduit a de simples multiplications un grand nomhre d opera-

tions algebriques, par exemple la division algebrique, la recherche

lu plus grand commun diviseur de deux fbnctions entieres, etc. Kile

tournit aussi, comme je le ferai voir, des demonstrations Ires rapides

des theoremes sur les resultantes algebriques, et des methodes Ires

expedilivespourla resolution des equations lineaires ou non lineaires,

a une on plusieurs inconnues.

Concevons, maintenant, que Ton trace dans 1 espace trois axes

coordonnes rectangulaires ou obliques des x, y, z, qui partent d un

point fixe O; et soient

, x, y, z

des quantites geometriques qui representent : i le rayon vecteur

mene de 1 origine () a un autre point ^1 ;
2 les projections de ce rayon

vecteur sur les axes. La premiere de ces quatre quantites geome

triques sera la somme des trois aulres, en sorte qu on aura

Soient d ailleurs h, i,
j

ce que deviennent les quantites geome

triques x, y, z quand, la longueur de chacune d ellcs etant reduite a

1 unite, elles se mesurent toutcs trois dans les directions des coordon-

nees positives. En nommant x, r, z les projections algebriques du

raon vecteur r sur les axes coordonnes, on aura

et, par suite,

/ = ha?-f-i/ + j-.

Pareillement, si A est un second point distinct de A, et si Ton

nomine r , x , y , z ce que deviennent r, x, y, z quand on substitue

le second point au premier, on aura

Si, maintenant, on multiplie Tune par 1 autre les valeurs precedentes
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de r et de r
, on suivant les regies de la multiplication algebrique, le

resultat de I operation ne pourra evidemment acquerir un sens deter

mine qu en vertu d une convention nouvelle servant a defmir ce qu on

doit entendre par le produit de deux quantites geometriques diri^ees

dans 1 espace suivant des droites quelconques. Concevons, pour fixer

les idees, que Ton traite les trois quantites geometriques h, i,
j

comme des clefs auxquelles on attribuerait les proprietes precedem-

ment enoncees. Les carres et les produits de ces quantites geome

triques devront satisfaire aux six equations symboliques

h 2
o, i

2
o, j

2

o,

ji_- -ij, hj = -
jh, ih = -

hi,

et Ton aura, par suite,

rr =\)(yz - y z}-\-i\i(zx -z x} -+ \\\(xy
-

x&amp;lt; y}.

Or les trois differences

yz y z, zx z x, ocy .x
1

y

sont les projections algebriques du moment lineaire de la longueur r

transporter parallelement a elle-rneme, de maniere qu elle parte, non

plus du point 0, mais du point A. Done le produit rr representera

ce moment lineaire, si Ton assujettit les quantites geometriques h, i, j,

non seulement aux six equations symboliques ci-dessus t^crites, mais

encore aux trois suivantes :

Alors on aura simplement

y z) +- i (zx
1 -

Le produit rr
, determine par la formule precedente, est ce qu on

peut appeler le produit angulaire des longueurs r et r . II change de

signe quand on intervertit 1 ordre des facteurs, et represente alors le

moment lineaire de la longueur r mesuree a partir du point A . Si Ton
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considerait ce memo produit commo prop re a rcpresenter, non plus

line longueur, rnais une surface, il deviendrait ce que .M. de Saint-

Venant a nomme produit geometrique, dans un Memoire ou il a deduit

de la consideration de ce point des consequences qui meritent d etre

remarquees.

Dans un autre article,
j expliquerai les avantages que presente, en

Mecanique, 1 emploi des trois clefs h, i, j, quand on vent substituer,

ce qui est souvent utile, des axes mobiles a des axes fixes.

Je remarquerai, en finissant, que la theorie des imaginaires, prise

an point de vue sous lequel je I ai envisagee dans mon Analyse alge-

brique, et la theorie des quaternia de M. Hamilton, sont des cas spe-

ciaux de la theorie des clefs auxquels on arrive, en supposant rune

des clefs reduite a 1 unite. Ainsi, en particulier, 1 exprcssion imagi-

naire

a -\- b\

pourrait etre consideree comme un facteur symbolique, dans lequel

la premiere clef se reduirait a 1 unite, la seconde clef i etant assujettie

a la condition

FIX DU TOME XI DE LA PREMIERE SERIE.
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Seconde Note. Sur la surface mobile dont i equation est de la forme

h -4-.r(x a) -f-jr(y b)-4-z(z c) \t
9- ...............

Premier Memoire. - -
Integration generate des equations homogenes,

lineaires et a coefficients constants, d un ordrc quelconque, et inte

gration speciale de I equation
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quo resout la fonction principale m determinee par la formulo

&quot;

p s &quot;~ l

pt
3 nrf.r -t- Xt. } -+- [it, c -4- vt)

Second Mrinoire. Demonstration du iheoreme fondamenlal suivant

Icqucl uno inconnuc determinee, commo fonction principale, par une

equation lineaire, homogene, a coefficients constants, a qualre variables

independantes x, j, z, t, et rigoureusement nulle au premier instant

en dehors d une ccrtaine enveloppe invariablement lice a un point pris

pour origine, n a de valeur au bout du temps t quo dans I intcricur do

la meme enveloppe qu un mouvement de translation aurait deplacde avec

1 origine en faisant coVncider cettc dcrnicre avec un point quelconque
de la surface cles ondcs........................................... 78

iltt. M. Augustin Cauchy presento a 1 Academie les Notes et Momoires dont les

litres suivcnl :

Premier Mcinoirc. Integration generale dc 1 equation homogene du

second ordre

Premiere Note. Sur la fonction appelce principale dans les recherchcs

presentees a la dornicre seance ................................... 79

Deuxieme Note. Determination de 1 integrale singuliere

fff. . . I f(a, 6, y, . . .
, t,) d* t& d-{. . .rft ................ 79

Second Memoire. Integration generale dc 1 equation ^homogene et du

degre n,

F(D/, Dx , Dr , D-, . ..)TB = o ...................... So

Troisieme Note. Explication des contradictions qui so manifestent dans

plusicurs cas entre les intcgrales par series des equations diflerentielles.

on aux dcrivees particlles, et leurs integrales en termes finis. Examen

special du cas ou les integrales en series disparaissent, quoique les inte

grales en termes finis subsistent................................... So

120. M. stugustin Cauchy presentc a 1 Academie un Mcmoirc sur la fonclion prin

cipale assujcttie a verifier 1 equation de 1 ordre n

F(D,, D.r ,
Dr ,

D; , ...) = o ...................... 80

iil. M. Augustiii Cauchy presente a 1 Academie deux Notes sur les objets ici indi-

ques :

Premiere Note. Sur 1 integralo

/
in 3

(r a2)~2~rfa _ C^ sinw- a
yc?g&amp;gt;

(a^-bii)&quot;
1 ~J (-h fo

coscp/&quot;

_~

Scconde Note. Sur la transformation d une fonclion ra(.r,j , 3, . . .) de

m variables .r, jr, -, ... en unc integralc de 1 ordre m relative a m va-

OEuvres de C. S. I, t. XI. $J
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riablcs auxiliaires X. jz, v, ..., et qui depend d une fonction nouvclle

do x, j, z, . . . dont le dcgre so rcduit au second 81

4:22. M. Auguxtiii Cauchy prescntc a 1 Academic trois Notes sur les objcts ici indi-

ques :

Premiere Note. Demonstration du thcoremc suivant lequcl 1 integrale

-o

rcste invariable

/ d i [(rd i) dr

Deuxicme Note. Application du thcorcme etabli dans la Note preco-
dcnte a 1 evaluation des interates

= r
(cosO -i- y.i sin )

--&quot;.
i a 2

- -

x~&quot;~
.

&quot;~ ~** fi JL

Troiueme Note. Sur une fonction Tl(r) de la variable r lice aux

m variables .r, jr, 2, ... par I equalion

423. .M. Augustin Cauchy prescntc dcs rechcrches analytiqucs sur les objcts ici

indiques :

Nouvoau Mcmoiro sur I equalion lincairc et de 1 ordre n

F(D,, D^, Dr ,
Ds , ...%== o 84

Premiere Note. Sur une transformation do 1 intcgrale obtcnue dans le

Memoire precedent, ct sur la reduction de cctte intcgrale a la forme

M

Secoitde Note. Application do I intcgrale oblenuo dans le Memoire au

cas ou I equation donnee devicnt isotrope, c est-a-dire au cas ou la

fonction F(f, x,y, z, . . .) depend uniquemont des variables

Deiixieme Note. Demonstration do la formule

m -t- i

t et r vJ?
2
-+-j

2 -l-- 2
-f- ............. ,

....... H5

. M. Augustin Cauchy presente a I Academic les quatre Notes suivantcs :

Premiere Note. Application de la formule donnee dans la seance du

3o octobre au cas particulier ou Ton a
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7 roisicmc Note. Sur 1 integrale

./&quot;/ * p/

f r [
(x *

dt.. sii

Quatricme Note. Application des formulcs donnccs dans la Note prc-
cedente a la delimitation des integrates des equations homogenes. Ac

cord dcs resultats ainsi obtcnus, dans lo cas ou toutcs les racincs de

1 equation caractoristiquc sont rcclles, ct ou les variables indepen-
dantcs sont au nombre dc qualrc, avec les conclusions enoncecs par
M. Blanchet dans la Note du -20 decembrc 1841. Application des for

mulcs a la delimitation des ondes propagees dans les systemcs de

molecules dont les mouvements sont representcs par dcs equations a

sept variables independantes ^7

i:2.&quot;&amp;gt;. M. Angustin Cancliy prescnte a 1 Academic diverses rccherches sur les objets

ci-apres indiques :

Memoire sur les fonctions discontinues 87

Premiere Note. Application dcs principcs etablis dans le Memoire pre
cedent a 1 integration de 1 cquation homogene

F(D^, D^, DJ; D-, . . .)w = o ss

Deuxiemc Note. Determination gcnerale de la fonction principale qui
verifie 1 equation homogene 88

Troisieme Note, Si Ton fait abstraction du cas special traito dans la

Note precedentc, la derivee de 1 ordre n 2 de la fonction principale

sera generalement nulle, en dedans de la plus petite nappe; mais elle

ne s evanouira rigoureusement en dehors dc la plus grande nappe que
dans lo cas ou toutes les valeurs de s seronl reclles 88

4:2&amp;lt; 5. M. Augustin Cauchy presente a 1 Academie des recherches nouvclles sur les

objets ci-apres indiques :

Premier Memoire. Demonstration de plusieurs theoremes g6ne.raux

d Analyso cl de Galcul integral 89

Premiere Note. Sur les coefficients limitatcurs considercs comme valeurs

particulieres de fonctions continues d une ou de plusieurs variables ... 89

Second Memoire. Sur les Equations auxquelles on est conduit en cher-

chant a resoudrc les problemes les plus gen^raux d Analyse ou de Calcul

integral 89

Douxieme Note. Sur les phenomenes representcs par les integrales des

equations discontinues, et en particulier sur les ondes planes que repre-

senlent les integrales en termes finis des equations discontinues aux

derivees partielles 89

Troisieme Note. Sur le developpement en serie des integrales des 6qua-

tions discontinues 89

iiT. M. liigustin Cauchy presente a 1 Acadcmie diverses Notes et Memoires sur les

objets ci-apres indiques :

Note. Sur les diverses formes qu on pout assignor au limitateur \x . en
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prcnant, par cxcmple,

OU

Premier Memoire. Sur 1 integration dc 1 equation aux de*rivecs partielles

V? = (a
2
!_*-+- i* lx ) D* ....................... 90

Deuxieme Memoire. Dans ce Memoire, on demontre le theoreme sui-

vant :

Soient u, v deux fonctions entieres do m variables .r, y, z, . . .
,

toutes deux homogenes, mais 1 unc u du premier dcgre, 1 autre

v du second. Supposons d ailleurs quo la fonction v reste tou-

jours positive, et que les carres des coefficients des variables

dans la fonction u donnent pour somme Tunite. Soil encore

r /r 2
-Hj2-f- z z 4-. . .

,
et concevons que, dans le cas ou Ton

assujcttit les variables .r, y, z, ... a la condition v = i, on

nomme H la valeur maximum do u et V le produit des m ra-

cines positives dc 1 equation qui fournit les maxima et minima

de r. Enfin, nommons A le produit des m i racines positives

dc 1 cquation qui fournit les maxima et minima de r, dans le cas

ou les variables x, y, z, . . . sont assujclties a verifier simultane-

ment les deux conditions u ?= o, c = i. On aura generalcment
AH = V....................................... . ........... 91

Troisieme Memoire. Sur les mouvcments infiniment pctits de deux

systemes de molecules qui so penetrent mutucllement, et en particulier

sur les vibrations de Tether dans un corps solide ou fluide dont chaque
molecule est considerec commo un systeme d atomes ................ 91

-4!28. M. Augustin Cauchy prescnte u 1 Academie des rechcrches nouvelles sur les

objets ci-apres indiques :

Note. Sur les fonctions ixotropes de plusicurs systemes de coordon-

nees rectangulaires, et spccialemcnt sur cellos dc ces fonctions qui

sont en memo temps /lemitropes, et qui changcnt de signe avec les

coordonnecs parallelcs a un seul axe ............................... 92

Premier Memoire. Sur les actions ternaircs, ou, en d autres tefmes,

sur les modifications quo 1 action mutuelle de deux atonies pcut subir

en presence d un troisieme atomo ................................. 9 &amp;gt;

Second Memoire. Sur les lois de la polarisation des rayons lumineux

dans les cristaux a un ou a deux axes optiqucs ..................... 9 &amp;gt;

429. M. Augustin Cauchy presente a FAcademie un Memoire sur les trois cspcces
de rayons lumineux qui correspondent aux mouvemcnts simples du fluide

eth6re....................................................... . ...... yi

130. PHYSIQUE MATHEMATIQUE. Mecanique moleculaire........................ g5

431. PHYSIQUE MATHEMATIQUE. Note sur les rayons lumineux simples et sur les

rayons evanescents .................................................. i oo
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i33. PHYSIQUE MYTHEMATIQUE. Rapport concernant un Memoire do M. Jmin suf
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434. M. siugustin Cauchy presente une Note sur la determination simultanec do

1 inclicc de refraction d une lame ou plaque transparent^ et de Tangle com-

pris entre deux surfaces planes qui torminent cetto plaque 120

433. ANALYSE ET PHYSIQUE MATIIEMATIQUES. Memoire sur les fonctions discon

tinues &amp;lt; . . . r^o

436. PHYSIQUE MATHEMATIQUE. Memoire sur les rayons reflechis et rcfractes par

des lames minces ct sur les anneaux colorcs 1-26

1-37 . CALCUL INTEGRAL. Ilecherches nouvelles sur les series et sur les approxi

mations des fonctions de tres grands nombres 1 34

438. CALCUL INTEGRAL. Memoire sur 1 integration d un systeme quelconque
d equations diffcrentielles, ct, en particulier, de cellos qui representent les

mouvements planctaires i j i

439. CALCUL INTEGIUL. -* Suite des rechcrches sur 1 integration d un systeme
d equations differentielles. et transformation remarquable de 1 intcgrale

generate de 1 equation caractcristique r3

4iO. CRISTALLOGRAPIIIE. Rapport sur un Memoire de M. Bravais relatif a cer

tains systemes ou assemblages de points matericls , 147

441. ANALYSE ALGEBRIQUE. Sur les quantites geomctriques. ct sur une methodc

nouvellc pour la resolution des equations algebriques de degre quelconque. 132

442. ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Memoire sur quelques theoremes dignes de re-

marque, concernant les valours moycnnes des fonctions de trois variables

independantes 160

143. ANALYSE MATHEMATIQUE. Rapport sur un Memoire dc M. Roche, relatif aux

figures ellipsoTdales qui conviennent a 1 equilibre d une masse fluide soumise
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44&quot;). CALCUL INTEGRAL. Application des principes ctablis dans la seance precc-
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ondes planes 1 83

440. CALCUL INTEGRAL. Memoire sur les systemes d equations lineaires differen-

tielles ou aux derivees partielles, a coefficients periodiques, et sur les inte

grales clcmcntaires de cos memes equations 193

ii7. PHYSIQUE MATHEMATIQUE. Memoire sur les vibrations infiniment petites des

systemes de points matericls i
&amp;lt;)&amp;lt;&amp;gt;

448. OPTIQUE. Demonstration simple de cctte proposition que, dans un rayon, de

lumiere polarise rectilignement, les vibrations des molecules sont pcrpcn-

diculaires au plan do polarisation 197

449. M. Augustin Cauchy presente a 1 Academio la suite de ses recherches sur 1 in

tegration des equations lineaires a coefficients periodiques igH
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le Recueil des Memoires de I Academic 220

156. PHYSIQUE MATIIEMATIQUE. Memoire sur les vibrations de Tether dans les
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; par M. Fedor Tlwman 227

460. ANALYSE MATHEMATIQUE. Memoire sur la decomposition des fonctions en

facteurs . .29
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; par M. Yvon Vdlarceau a34
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reflechis par la surface d un corps transparent ou opaque 289
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