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515.

MECAMQUE. Sur la theorie des moments lineaires et sur les moments

lineaires des divers ordres.

C. R., T. XXXVI, p. 75 (10 Janvier i853).

J ai developpe, depuis plus d un quart de siecle, non seulement

dans mes Exercices de Malhematiques, mais aussi dans mes Legons

donnees a 1 Ecole Polytechnique et a la Faculte des Sciences, la

theorie des moments Imdaires. Comme
j
en ai fait la remarquc, cette

theorie se lie intimement, d un cote, a la theorie des moments des

forces, pris par rapport a un point fixe, et represented par des sur

faces planes, de 1 autre, a la theorie des couples etablie par M. Poinsot.

Kile a d ailleurs, Favantage de s appliquer non seulement aux forces,

mais encore a toutes les quantites qui ont pour mesure des longueurs

portees sur des droites dans des directions determinees, par exempli-

aux vitcsses et aux quantites de mouvement. 11 en resulte qu elle peut

etre tres utilement employee dans la determination du mouvement

d un systeme de points matericls, et en particulier dans la deter-
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mination ties deux mouvemenls dc translation ct de rotation d un

corps solide. D ailleurs, les theoremes auxqucls on est alors conduit

s enoncent plus facilcment, lorsqu avec 3DI. 31oebius et Saint-Venant

on appellc somme geomduique de deux longueurs donnees une troi-

sieme longueur represented en grandeur et en direction par la diago-

nale du parallelogramme construit sur les deux premieres. Entrons a

ce sujet dans quelques details.

Considerons d abord un point mobile rapporte a trois axes fixes

qui partent d une memo origine 0, et soit P la position de ce point

au bout du temps t. Si Ton attribue a t un accroissement infiniment

petit A/, le rayon vecteur OP, considere comme une quantite geo-

metrique, recevra un accroissement correspondant, ot le coefficient

de A sera, dans 1 accroissement du rayon vecteur, ce qu on nomme

la vitesse, dans 1 accroissement de la vitesse ce qu on nomme Yacce le-

ration. Dans la Mecanique, on est generalemcnt convenu d attribuer

cette acceleration a une cause du mouvement appelee force accele-

ratrice, et 1 on prend, pour mesure de cette force, 1 acceleration

memo. Cette substitution de la force a 1 acceleration est d ailleurs

sans inconvenient, et ne saurait etre objectec aux geometres par

ceux qui seraient tentes d elever des doutes sur les resultats du

calcul; car on demontre que le systemc de deux forces appliquees

a un point mobile peut etre remplace par leur somme geometrique,

et 1 experience prouve que les accelerations, attributes a des forces

diverscs, s ajoutent geometriquement. Ainsi, par exemple, 1 accelera

tion d un astro place en presence de deux autres est la somme geo

metrique des accelerations attributes a des forces attractives emanant

de ces dcrniers.

D apres ce qu on vient de dire, la force ou 1 acceleration est, ])ar

sa nature, aussi distincte de la vitesse que celle-ci du rayon vecteur

mene de 1 originc au point mobile. Si quelquefois on a designs la

vitesse sous le nom deforce d impulsion, cela tient a ce qu cn Analyse

il peut etre commode de representer une grandeur par une autre

d une nature toute differente, par exemple une force par une Ion-
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gueur, ou reciproquement une longueur par unc force. Mais il vaut

mieux, ce scmblo, afin tic prevenir toute espere dYquivoque, c.vilcr

de substituer les pretendues forces d impulsion ou les couples d im-

pulsion aux vitesses elles-memes ou aux moments lineaires de ces

vitcsses.

Revenons an point mobile P. Pendant qu il se meut dans 1 espace,

le rayon vecteur OP decrit une surface conique. Construisons une

courbe dont Fare soit proportionnel a 1 aire decrite par le rayon vec

teur, la tangente menee par Fextremite S dc cet arc etant pcrpendi-

culaire au plan qui touche le cone suivant le rayon vecteur. Le point

mobile S sera celui qu on peut nommer, en se servant d unc epithete

introduite dans la science par M. Binet, le curseur areolaire. D aillcurs

la vitessc de cc curseur ou la vitesse areolaire sera proportionnelle au

moment lineaire de la vitesse du point P, et 1 acceleration du point S

ou Vacceleration areolaire sera proportionnelle au moment lineaire de

1 acceleration du point P. Dans mes Lecons dc 1849, ^ ^a Faculte des

Sciences, j
ai suppose que le rapport entre Fare areolaire et Faire

decrite par le rayon vecteur se reduisait a Funite. Alors la vitesse

areolaire ne differe pas en i.ntenstte de celle que M. Binet a designee

sous ce nom, c est-a-dire de la vitesse avec laquelle croit Faire decrite

par le rayon vecteur. Si le rapport de Fare a cette aire dcvient egal a 2,

la vitesse et 1 acceleration areolaires seront precisement les momenls

lineaires de la vitesse et de 1 acceleration du point mobile P.

Tandis que le point mobile P se deplace dans Fespace, la projection

orthogonale ou memo oblique de cc point sur un plan ou sur un axe

se deplace parcillement, ct le deplacement de cette projection n est

autre chose que la projection du deplacement du point P. De cette

seule remarque il suit irnmediatement que la vitesse et Iacceleration

du point projete sont les projections de la vitesse et de Iacceleration du

point donne.

Plus generalement, si deux points se meuvent simultanement dan&amp;gt;

Fespace, le deplacement absolu du second sera la somme geometrique

qu on obtient en ajoutant au deplacement absolu du premier le depla-
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cement apparent du second vu du premier. Done aussi la vitesse absolue

et Vacceleration absolue du second point seront les sommes geometriques

qu on oblient quand, a la vitesse OIL a iacceleration absolue du premier

point, on ajoute la vitesse on Vacceleration apparente du seco?id point vu

du premier.

Enfin, lorsqu un point mobile P se deplace dans 1 espace, si Ton

menc par ce point et par un certain axe RS un plan PRS, ce plan se

deplacera lui-merne avec le temps, et, pendant un instant infmiment

petit A/, il decrira autour de 1 axe RS un certain angle. Le coefficient

de A, dans la valeur de cet angle, sera ce qu on peut appeler la vitesse

angulaire du plan mobile autour de 1 axe RS. On obtiendra cette

vitesse angulaire en divisant la projection de la vitesse du point P

sur une perpendiculaire au plan PRS par la distance du point P a

1 axc RS.

Jusqu ici, nous avons fait abstraction de la nature des corps et des

points materiels. Alors, comme on 1 a dit, 1 acceleration que produit

une force appliquee a un point materiel peut servir de mesure a cette

force, nommee, pour cette raison, acceleratrice. Mais 1 experience

demontre que 1 effct produit, dans le cas d equilibrc ou de mouve-

ment, par une force appliquee a un point materiel, est tout a la fois

proportionnel a 1 acceleration eta un certain coefficient appele masse,

qui depend de la nature du point mobile. Done, lorsqu on veut avoir

egard a la masse, on doit prendre pour mesure de la force le produit

de la masse par 1 acceleration. On obtient de cette maniere ce qu on

nomme laforce motrice.

Considerons maintenant un systeme de points mobiles libres ou

assujettis a des liaisons quelconques. En vertu du principe de d Alem-

bert, le systeme des forces appliquees a ces points devra etre equi

valent au systeme des forces molrices qui ont pour mesure les pro-

duits de leurs masses par leurs accelerations; et, pour obtenir les

diverses equations da mouvement, il suffira de joindre a cette pro

position le principe des vitcsses virtuelles. Si les liaisons donnees

permettent.de prendre successivement pour mouvements virtuels des



EXTRA IT N 515.

mouvements quelconques do translation ou dc rotation communs aux

divers points, par excmplc des mouvements effectues parallclcmrnt

aux axes coordonnes ou autour do ces memes axes, la consideration

dc ces mouvements fournira six equations entre les deux syslcmcs dc

forces ci-dessus mentionnes. D ailleurs, ces six equations pourrnnt

el re remplacees par deux equations geomelriques, exprimant que la

sornme geomelrique des forces el la somme geometrique de leurs moments

luieaires, en d autres termes, LA FORCE PRIXCIPALE et le MOMEXT PRIXCIPAL

restent les memes dans les deux systemes. Ajoutons qu il taut Lien se

garder de confondre le moment principal qui se rapportc aux forces,

et qu on pourrait appeler le moment dynamique, avec le moment prin

cipal qui sc rapportc aux quantites de mouvement, c est-a-dirc aux

vitesses multipliers par les masses, et qu on pourrait appeler le mo
ment cinematique. De ces deux moments, le premier cst la derivee du

second, prise par rapport au temps-, tout comme la somme geome

trique des forces motrices est la derivee de la somme geometrique
des quantites de mouvement.

Les deux equations geometriques ici indiquees continuent dc sub-

sister, lorsque, dans chacune d elles, on remplace les diverses quan
tites geometriques par leurs projections algebriques sur un meme

axe; et, en prenant successivement pour cet axe chacun des axes

coordonnes, on est immediatement ramene aux six equations con-

nues, qui se trouvent ainsi etablies dans le cas meme ou les axes

cessent d etre rectangulaires. .

Concevons a present qu apres avoir multiplie la masse de cliacun

des points materiels donnes par la quantite geometrique qui repre-
scnte le rayon vecteur mene dc 1 origine a ce point, ou par sa derivee

du premier ou du second ordre, c est-a-dire, en d autres termes, par
la vitesse du point ou par son acceleration, on ajoute entre eux les

produits ainsi formes; on obtiendra un rayon vecteur moyen, ou une

vitesse moyenne, ou une acceleration moyenne. Or I cxtremite du rayon
vecteur moyen sera precisement ce qu on appcllc le centre des moyenncs
distances, ou centre d incrtie, et la vitesse moyenne, ainsi que 1 Veele-

OEuvres de C. S. I, t. XII. 2
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ration moyenne, ne seront aulre chose que la vitesse et I acceleration

de ce meme centre. II y a plus : si, dans les produits dont il s agit, on

substitue aux rayons vecteurs, aux vitesses et aux accelerations leurs

moments lineaires, on, en d autres termes, si Ton substitue a chacun

des points donnes le curscur areolairc qui lui correspond, alors, a la

place du centre d inertie, on obtiendra ce qu on peut appeler le centre

areolaire. Cela pose, les deux equations geometriques ci-dessus indi-

quees montrent que le centre d inertie se meut comme si toutes les

forces motrices lui etaient appliquees, et le centre areolaire comme

un point auquel on appliquerait a chaque instant, non plus les forces

motrices donnees, mais d autres forces representees par les moments

lineaires des premieres.

Dans le cas particulier ou la somme geometrique des forces appli

quees s evanouit, ainsi que la somme geometrique de leurs moments

lineaires, le centre d inertie du- systeme des points donnes est anime

d une vitesse constante et constamment dirigee suivant la meme droite ;

en d autres termes, le centre d inertie a un mouvement uniforme, et Ton

peut en dire autant du centre areolaire.

Je viens de rappeler les principes generaux sur lesquels il parait

convenable de s appuyer pour resoudre les problemes de la Meca-

nique. Ces principes, que j
ai developpes en 1849, dans mes Lemons

a la Faculte des Sciences, et qui sont meme en grande partie ceux

qu a I Ecole Polytechniquc je presentais, il y a plus d un quart de

siecle, comme devant scrvir de base a la Mecanique, resument en

quclque sorte, sous une forme simple et lumineuse, non seulement

les theories exposees dans les Memo ires ou les Ouvrages d Euler, de

Lagrange, de d Alembert, etc., mais encore les recherches plus recem-

ment publiees sur ce sujet, soit dans \SL Mecanique de Poisson, soit dans

les Ouvrages de divers auteurs, particulierement de MM. Poinsot,

Binet, Coriolis, Moebius, Saint-Venant, etc. On peut d ailleurs, dans

[ application de ces principes a la solution definitive des problemes,

recourir utilement a la consideration des moments lineaires des divers

ordres dont je vais donner une idee en peu de mots.
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l&quot;n point fixe ctant pris pour centre des moments, considenms

une longueur AB qui, partant d un autre point A, aboutisse an

point B; et, apres avoir construit le moment lineaire OK de la lon

gueur AB, menons par le point A une droite AC egale et parallele

a OK, puis une droite AD egale et parallele au moment lineaire

de AC; etc. Les moments lineaires successifs des longueurs AB, AC,

AD, . . . seront, a 1 egard dc la longueur AB, ce que nous nommerons

les moments lineaires da premier, da second, da troisierne, . . . ordre.

Comme je 1 expliquerai dans un autre article, 1 usage dc ces moments

lineaires conduit tres promptcment aux fbrmules qui delerminent le

double mouvement de translation et de rotation d un corps. Dans le

cas oil le corps est retenu par un point fixe, on arrive, prcsquc sans

calcul, a une equation geometrique qui comprend les trois formules

donnees par Eulcr pour la determination du mouvement de rotation

du corps autour de cc point. II y a plus : on peut souvent deduire avec

facilite de cette equation geometrique les lois du mouvement. On en

conclut, par exemplc, qu un solide de revolution, soumis ii la soule

action de la pesanteur et traverse par un axe dont 1 extrernite infe-

rieure s appuie sur un plan horizontal, peut, en tournant sur lui-

ineme avec une vitesse suffisamment grande, tourner en meme temps

autour de la verticale, de maniere que 1 inclinaison de 1 axe par rap

port au plan horizontal demeure constantc. Je me bornerai, pour le

moment, a formuler ici les lois de ce phenomene qu indiquent les

evolutions d une toupie, et qu a mis en evidence une belle expe

rience de M. Foucaull.

Soient

P le poids du corps;

X la distance entre le centre de gravite et le point d appui, situes Tun

et 1 autre sur 1 axe de revolution ;

n&amp;gt; Tangle forme par cet axe avec la verticale;

A le moment d inertie du corps par rapport a 1 axe de revolution :

11 le moment d inertie relatif a un second axe horizontal, perpendicu-

laire au premier, et passant par le point d appui;
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la vitesso angulaire avec laquelle le corps tourne autour do 1 axe

instantane de rotation;

// la projection dc cettc vitesse angulaire sur 1 axe de revolution ;

V la vitesse angulaire d un point situe sur 1 axe de revolution autour

de la verticale,

et t aisons, pour abreger,

Les vitesses angulaires a, Ycorrespondront a des mouvemcnts de rota

tion diriges dans le meme sens, et Ton aura

Si la vitesse est tres grande, 1 axe instantane de rotation se con-

fondra scnsiblement avec 1 axe de revolution, et la projection u de la

vitesse avec cettc vitesse elle-meme. Alors Tequation trouvee don-

nera sensiblement

v_ n
TA

quel que soil Tangle c&amp;gt;. Done alors la vitesse de rotation d un point dc

1 axe de revolution aulour de la verticale sera sensiblement en raison

inverse de la vitesse de rotation du corps autour de son axe.

La derniere des equations que nous venons de poser s accorde avec

des formules quo Poisson a donnees dans la secondc edition de sa

Mecanique en les deduisant d un calcul approximatif.

516.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Sur les clefs algebriques (suite).

C. R., T. XXXyi, p. 129 (17 Janvier i853).

Les clefs algebriques, telles que je les ai definies, peuvent etrc con-

siderees comme des quantites veritables. Mais ce sont des quantites

dont le role est special et transitoirc, des quantites qui n apparaissent
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que passagerement dans les formulcs. oil leurs produits sont defmiti-

vement rcmplaces par d autrcs quantites qui n ont avec cllcs aucune

relation, aucune liaison necessairc. Elles meritent douhlemcnt lo nom

de clefs, puisqu ellcs ouvrcnt la porte en quelque sorte, non sculc-

ment au calculateur dont elles guident la marche et facilitcnt les

recherches, mais encore aux quantites nouvelles qui, se glissant ii

leur suite, viennent s emparer de postes ou elles puissent utilement

concourir a la demonstration dcs theoremcs ou a la solution dcs pro-

blemcs quc Ton a en vue. C cst ce quc Ton a pu deja reconnaitre, en

lisant 1 articlc insere dans le Compte rendu de la derniere seance, et ce

que je vais confirmer par de nouveaux excmples.

Considerons d abord n variables distinctes x, j, z, ..., w li( es

entre elles par une equation de la forme

(
i
)

a x -4- b y 4- c z -+- . . . -+- luv = k.

Si Ton attribuc successivement aux constantes que renfermc la for-

niule (i), n systemes distincts de valcurs, indiqucs a 1 aidc dcs

indices

i, 2, 3, ..., n,

places au bas des lettres a, b, c, ..., A, k, on obtiendra, entre les

inconnues x, y, z, . . . , w, les equations lineaires

(2)

a, x -+- 6, y -+- c
l
z H- . . .

a_x + 6
2 y -+- c, z -+-. . .

\
an x + b ny H- cn z + . . . 4- h n w = kn ,

qui sufBront generalement pour determiner ces inconnues; et, si Ton

combine entre elles par voie d addition les equations (2), respective-

ment multipliers par les n facteurs

a, 6, y, ..., Y),

on obtiendra une nouvelle equation lineaire de la forme

(3) Ax-^By -+- Cz-&amp;gt;r. . .+ /fw= K,
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A, B, C, ..., 77, TTdesignant n -h i fonctions lineaires de a, 6, y, ...,

On aura, par exemple,

2
6 H- 3 y + . . . + a,,n,

et, pour obtenir B, C, H, . . . , A&quot;,
il suffira de substituer a la lettre a,

dans le second membre de la formule precedente, la lettre b, ou

c, ---- D ailleurs, les facteurs a, 6, y, ..., Y]
etant completement

arbitrages, il en resulte que 1 equation (3) peut femplacer a elle

seule le systeme des equations (2). J ajoute que, si Ton considere

ces facteurs comme des clefs assujetties aux transmutations de la

forme

(4) (x-^Lo, ..., 6x^1 a6, ...,

on pourra, de 1 equation (3), deduire immediatemerit, a 1 aide d une

simple multiplication algebrique, la valeur de chacune des incon-

nues x,y, z, . . . , w. Alors, en effet, les polynomes A, B, C, . . . , H, K,

jouissant des memes proprietes que les facteurs a, 6, y, . . . , YJ,
satis-

feront aux conditions de la forme

(5) A*=o, ..., BA=AB,

et, en multipliant les deux membres de liquation (3) par le produit

symbolique BC. . . //, on trouvera

ou, ce qui revient au meme,

(6) ABC...HX KBC...II.

On aura done

KBC...U
ABC..TH

En determinant de la memc manierej, 5, ...,on obticndrait pour

valeurs des inconnues celles que donnent les formulcs symboliques

KBC...H _ AKC...H ABK...H
ABC...H ABC...H

Z ~
ABC. . .//
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.Mais il est hon ([ observer qu apres avoir determine x on pourra sim-

plifier la recherche des valeurs de y, z, ... en les tirant do la for-

mule (3) multipliee, non plus par le produit BC. . . H, mais par crux

qu on en deduit quand on supprime le facteur B, on les deux fac-

tcurs BC, ..., etc. 11 y a plus : en admettant que Ton suive cellr

marche, on pourra reduire a zero une clef clans la valeur de y, deux

clefs dans la valeur de z, . . . ; et, comme on pourra choisir arbitrairc-

ment les clefs auxquelles ces reductions seront appliquees, il est clair

que le calcul pourra s effectuer de diverses manieres, ce qui fournira

u n grand nombre de verifications des resultats obtenus. Supposons,

pour fixer les idees, que les inconnues x, y, z soient au nombre de

trois. Leurs valeurs pourront etre tirees des formules symboliques

KBC KG - ACx K-Ax-Bv~ - = - -

d ailleurs, on pourra reduire a zero une clef dans la valeur de y, e(

deux clefs dans la valeur de z.

Concevons a present que les seconds membres*des equations (i)

s evanouissent; alors, entre les equations reduites aux formules

a, x 4- b
{ y -+- c, z -+- . . . -f-

/&amp;lt;,

w o,

- C 2 5 4- . . . H- /I, O,

\ a,t
x H- bny 4- c,t

z -+- . . . -+- hn w = o,

on pourra eliminer les variables x, y, z, . . . , ct Ton obtiendra ainsi

une equation de condition entre les coefficients represented par les

divers termes du Tableau

|

a,, bi, c,, . . ., A,,

^ J
a,, b t , Cj, . . ., //,,

)&quot;

-
I ff/i, , cni . . ., h n .

Alors aussi la formule (6) sera reduite a
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ct, comme ellc devra se verifier, quel que soil x, il est clair quo la for-

mule

(12) ABC.. .H = o

sera precisement 1 equation resultante del elimination des variables #-,

y, z, . . . , w cntre les equations (10). Enfin, comme on aura encore

on tirera de 1 equation (12), en y posant, comme on peut le fairc,

(i 4) S(

On pcut remarquer d ailleurs que le premier membre de la t or-

mule (i4) c est-a-dire la resultante algebrique des divers termes du

Tableau (n) f demeure invariable, tandis que dans ce Tableau on

echange entre elles les colonnes horizontales et verticales. Done

1 equation (i3) continuera de subsister si Ton suppose les valeurs

de A, B, C, ... determinees par les formules

(10)

et Ton peut enoncer la proposition suivantc :

THEOREME I. Si I on elimine n variables x, y, z, . . . , w enlre n equa

tions dont les premiers membres soient des fonclions lineaires et homo-

genes de ces variables, it suffira, pour obtenir 1 equation resultante,

d egaler a zero le produit des premiers membres des equations donnees,

ct de considerer les variables x, y, z, . . . , w comme des clefs assujetties

aux transmutations de la forme

Revenons maintcnant aux equations (i); supposons que, dans les
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premiers membres de ces equations, on attribute successivement ;m\

variables

./, y, z, ..., iv

n systemes distincts de valeurs, indiquees a 1 aide des indices

i, 2, 3, ..., n

places en bas des lettres qui representent ces variables, et nom-

mons kf m ce que devient k
t quand on y pose

w ir,,,.

A la place de la formule ( i) on obtiendra n equations de la forme

(16)

4- By l -f- Czi -+- . . . -+- Hw\ -
KI,

A X*. -f- By z -}- Cz* -+- . . . + Hwz
=-- KI,

&amp;gt;

A xn +- Byn H- C zn+ . . . 4- H w,L
= Kn ,

les valeurs de K
t

, K.2 , . . . , Ka etant determinees par les formules

( 7)

3,! y + . . . +
,! f],

A-3i2 /-+-...+ A
n&amp;gt;2

yj,

D ailleurs, si aux facteurs symboliques/4, Ji, C, . . . , #, dont les valeurs

sont donnees par les formules (i5), on substitue les facteurs K
t ,

K.2 , . . . ,
An , dont les valeurs sont donnees par les formules (17), on

obtiendra, en formant le produit de ces facteurs symbol iques, non

plus la formule (i3), mais la suivante

\
K.2 . . . Kn - aoy . . .TJ S ((18)

duns laquelle 1 expression S(=t

OEuvres tie C. S . 1 , t . X 1 1

est la resultantr

3
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algebriquc des divers termes du tableau

( 9)

l,l&amp;gt; ^2,l A
3,l&amp;gt;

&amp;gt;

*

I- k k
l,2&amp;gt;

A
2,2&amp;gt;

A
3,2

A

3,

le signe S pouvant etre cense relatif a 1 un quelconque des deux sys-

temes d indices; et, puisque les facteurs symboliques A, B, C, . . . , II

verifient les conditions (5), on tirera encore des formules (16)

(20) ABC. . .ff?&amp;gt;(x ly z z 3 . . . wn )=.Kt
Kt K3 . . . Kn .

Si, dans cette derniere formule, on substituc les valcurs des pro-

duits ABC. . .H, Kt
K.2Ks

. . .Kn fournies par les equations (i3) et (18),

et si, dans I equation nouvelle ainsi obtenue, on suppose, pour plus

de simplicite,
ocoy. . ,-n^.i,

on trouvera

(21) S(a,6 2 c3 . . . hn ) S( ^,j2 ^ 3 . . . wa )
= S( A:,,, ,, Ar,, 3 . - ./.-.).

On sera ainsi ramene, par la consideration des produits symboliques.

a un theoreme que j
ai demontre dans le XVIIe Cahier da Journal de

I Ecole Polytechnique ( ),
et que Ton peut enoncer comme il suit :

THEOREME II. Le prodidt de deux resuliantes algebriqucs est encore

une resultante algebrique.

Pour mettre en evidence les avantages que presente 1 intervention

des clefs dans les applications numeriques, supposons que Ton se

propose de resoudre les trois equations

(22) 3a?H- ^4- a* = 3,

(
J
) Volr aussi dans le memo Cahier un Memoire de M. Binet.
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De ces equations respectivement multipliees par a, , y, puis combi-

nees entre elles par voie d addition, on tirera

(23)

les valeurs de .4, /?, C, Octant

A = (x -+- 3 6 H- 2
y,

B --
2 a 4- 6 -f- 3 y, C = 3 a -+- 2 6 -+- y,

K .a + So + S-f,

puis, en considerant a, 6, y comme des clefs assujetties aux condi

tions de la forme

on tirera immediatement de 1 equation (28) multipliee par le pro

duit BC la valeur de Tinconnue ^r. Effectivement, dans cette hypo

these, les formules (24) donneront

BC = 56y

et par suite, en posant, pour abreger,

on trouvera
ABC- -1.5 + 3.7^-2.1

KBC _ 2j_ _ 7= ABC~ 78 ~&quot;6

La valeur de .r etant ainsi obtenue, on deduira immediatement de la

formule (a3) multipliee par le seul facteur C la valeur de j, et Ton

pourra meme, dans la determination de j, reduire a zero 1 une quel-

conque des trois clefs a, 6, y. En prenant, pour fixer les idees, y o,

on tirera des formules (24)

(25)
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puis, en posant, pour abreger,

on trouvera
Df A r&amp;lt; KT1 -D (_/ I

,
SI L/ /V L/ 7 ,

^C-(i a;)= (i x^-^x

Enfin, on tirera de la formule (23), en reduisant a zero deux clefs,

par exemple a et 6 ,

|

^ = 5 -2.x 3j 5(i x} -

On aura done, en definitive,

5

6

Remarquons d ailleurs que, en appliquant 1 equation (23) a la deter

mination des inconnues x, y, z, on peut choisir arbitrairement :

i 1 ordre dans lequel on determiners ces inconnues; 2 1 ordre dans

lequel on multipliera les facteurs symboliques des produits ABC,

KBC, ...; 3 les clefs que Ton fera evanouir dans les valeurs des

inconnues y et z. II y aura done un grand nombre de manieres diffe-

rentes d effectuer le calcul; mais, quelle que soit celle que Ton

adopte, on sera toujours conduit au meme resultat. Ainsi, par

exemple, si dans la determination de y on pose, non plus y = o,

mais = o, on trouve

y4 = a-|-2y, /?=2a-h3y, C^Sa + y,

K= a 4- 5y,

puis, en posant, pour abreger, ya =-. i, on trouvera

BC 7 , AC = 5, KC i^,

KC AC -x \[\ 5,r 7~~ ~~
BC

Dans un procbain article, je montrerai les avantages que presente

1 emploi des clefs algebriques dans la resolution des equations non

lineaires.
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517.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Sur les (wantages que presenle, dans un

grand nombre de questions, I emploi des clefs algebriques.

C. R., T. XXXVI, p. 161 (4 Janvier i853).

Dans les precedents articles, j
ai fait voir que 1 elimination des

inconnues entre des equations lineaires et la resolution d equations

de cette forme pouvaient etre reduites, par I emploi des clefs alge

briques, a de simples multiplications. J ajoute que la theorie des

clefs reduit encore a la multiplication un grand nombre d opera-

tions d Algebre et dc questions diverses, par exemple la division

algebrique, la recherche du plus grand commun diviseur de deux

polynomes donnes, le probleme de 1 interpolation, relimination des

inconnues entre des equations de degres quelconques, etc. C est

effectivement ce qui resulte des principes que je vais poser.

ANALYSE.

Je commencerai par etablir la proposition suivante :

THEOREME. -- Solent f(a?), F(#) deux fonctions entieres de x : la pre

miere, du degre n; la seconde, du degre m. Soient encore a, v deux

nombres entiers distincts de m, n; et Jiommons I la plus grande des deux

differences
m

p.,
n v,

ou leur valeur commune, si elles sont egales. On pourra, si I est positif,

satisfaire a I Equation

(0 u = vf(^) + wF(^),

en prenant pour
u, v, \\

trolsfonclions entieres de x, dont les degres soient respectivement

/i, fi, v.
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Demonstration. -- En effet, supposons

(2) v = a -+- otj^c + . . .4- (XxV-, w = 4- 6, .2? 4-. . . -f-

a ces valeurs de v, w corresponds, en vertu de 1 equation (i), une

valeur de u, qui sera de la forme

(3) u co -h o)!^ -h. . . + u/+lJ

le degre /+- a -f- v de u, considere comme fonction de x, etant le plus

grand des nombres
m -+- v, n 4- p,

ou leur valeur commune, s ils sont egaux, et les quantites

0) , 0)i, . . .
, C0/+|j,+v

etant des fonctions lineaires des coefficients

D ailleurs, le nombre de ces coefficients etant
JJL

-h v + 2, on pourra,

en attribuant a 1 un d eux une valeur arbitraire, choisir les autres de

rnaniere a faire evanouir
[x

-h v H- i termes dans la fonction u; et, si

ces termes sont ceux qui renferment les plus hautes puissances de x,

c est-a-dire si Ton choisit les coefficients a , a, , . . . , a^, , 6, , . . . ,
6V ,

ou plutot leurs rapports, de maniere a verifier les equations

(4) C0/=0, W/-,-i

alors u, reduit a la forme

(5) U W H-

sera, non plus du degre / -t-
[i.

4- v, mais du degre / i . Cela pose, les

polynomes u, v, w satisferont evidemment aux conditions enoncees

dans le theoreme.

Quant a la determination precise des valeurs de u, v, w, on pour-

rait 1 effectuer, dans tous les cas, en tirant des equations (4) les

valeurs des coefficients a , a,, ..., a^, 6 , 6,, ..., v , et en substi-
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tuant ces valours dans Ics formules (2) et (5). II y a plus : dans l&amp;lt;&amp;gt;

cas particulier ou Ton a

(6) m p n v,

on pent, comme 1 a remarque M. Liouville, deduire d une formule

d interpolation, donnee dans la Note Vde mon Analyse algebrique ( ),

les valours de u, v, w, exprimees en fonctions symetriques des racincs

des deux equations

(7) f(*) =o,

(8) F(o7) = o,

attendu que, en vertu de la formule (i), on a, pour chacune des

valeurs de x propres a verifier 1 equation (7),

(9) ^
= F

^&amp;gt;

et, pour chacune des valeurs de x propres a verifier 1 equation (8),

(10) ^=f(*).

Mais, apres avoir exprime u, v, w en fonctions symetriques des racines

des equations (7) et (8), on devrait encore transformer ces fonctions

symetriques en fonctions des coefficients que renferment {(x) et

F(a?). Enfm, dans le cas oil la condition (6) est rcmplie, on pourrait

exprimer les diverses valeurs de u, v, w correspondantes aux divcrscs

valeurs de
[/.,

en fonction des quotients et des restes fournis par les

divisions qu entraine la recherche du plus grand commun diviseur

nitre f(x) ctF(a?). J ajoute que, si Ton considere les coefficients a ,

a,, . . . , a^, 0f ,, . . . , ^v comme des clefs algebriques, il ne sera

plus necessaire de recourir ni a la resolution des equations (4), m
a aucune des operations algebriques dont nous venons tie parler, et

qu alors une simple multiplication suffira, dans tous les cas, pour
deduire des fonctions entieres u, v, \v, determinees par les equa-

( ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. Ill, p. 429.
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tions
( 2) et (3), trois autres fpnctions entieres u, v, w, qui rempliront

les conditions enoncees dans le theoreme. En effet, les quantites a
() ,

a,, . . . , a^, 6 , 6,, . . . , 6V etant prises pour des clefs assujetties au\

transmutations de la forme

-.2 - - ^ x - ~
Oi __ Oj i COC OCO

j
. . .

,

posons

(u) 2 = w/w/+1 . .

.co/^+.v;

et soient, d ailleurs,

(12) =ri2u, ^=;2v, ir=ri2vv.

II cst clair que Fequation

u= v f(a?) + w F(a? )

entrainera la suivanle

et que les degres des trois fonctions nouvelles

U, (
,

(V

seront respectivement
I I, ft,

V.

Remarquons encore que, si Ton nomme c le coefficient de la plus haute

puissance de x dans u, la premiere des formules (i2),donnera

c 2
(&amp;gt;)/_!

ou, ce qui revient au meme,

c=( oi^-^/^a.

Pour que les valeurs de u, c, w, c donnees par les formules (12)

et (i4) puissent etre calculees numeriquement, il sera necessaire

d attribuer une valeur determinee au produit des clefs
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multipliees 1 une par 1 aulre dans un certain ordre. Par ce motif, nous

assujeltirons desormais les clef s dont il s agit a la condition

Kevenons mainlenant au cas special oil les nombres a., v sont lies

cjitrc eux par la condition (6), et supposons d ailleurs, pour fixer les

idees, m^n. On aura

(16) I = m
(j.

:= n v,

et, puisque / doit etre positif, le nombre

sera Tun des termes de la suite

Alors aussi,
[j.
venant a changer de valeur, les trois fbnctions

II
&amp;lt;

IV

varieront avec leurs degres exprimes par les trois nombres

m
p.

i
, /JL,

n in -+-
/JL,

et c variera encore ainsi que O. Cela pos3, representons, a 1 aide des

notations
U

\L&amp;gt;

l
jJl&amp;gt;

W
\t.t

^
l&amp;gt;.t

les quant ites

a, i
, , c,

considerees comme fbnctions du nombre variable uu La fonnule (i3)

donnera

( 7) u
v.

v
v.^(x)-^wv,V(x) t

et Ton tirera de la formule (i4)

( *?) c^, (
--

i)
H + n- l

tom -
v.- l

j)m ..p.
. .wa^-,w*^.

CF.uvrcs dr C. S. I, I. XII. 4
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Cherchons a present les coefficients cles plus hautes puissances de x

dans ^ et w^. Ges coefficients seront, en vertu desformules(i2) jointes

aux equations (2),

(19) a,i,
ftSv ,

la valeur de 12 etant

Si d ailleurs on pose

(21)

on aura

f (
,r

) -+- a, &amp;lt;r 4- . . . -H a,, .r&quot;
,

F(.r) + 6,a? +. . .-h ftw J7
&quot;,

ct par suite les expressions (19) deviendront

(22)
I

D autre part, lorsqu on multipliera a^ par le produit symbolique

on pourra, dans cc produit, reduire a zero les deux clef s a^, 6 v ; par

consequent, on pourra reduire la valeur de ce memo produit a cellc

que lui assigne la formule (18), quand on remplace, dans cette for-

mule, u. par \j. i, c est-a-dire a la quantite

Entin, en vcrtu de la convention qu exprime la formule ( i5), on devra

supposer, dans 1 evaluation de c^_,,

(28) a a,. . .a,x _ 1
6 S

1
. . .6V_, 1 1,

et, dans 1 evaluation des produits (22),

a a,. . .a^jaSoS,. . .6v ._,Sv i,
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par consequent

a,, a,. .

.a,A_ ,,. . . 6V_, a^Sv (
--

i .

Done, et attentlu quc Ton a v = n rn -+- u, les produils i 22 j, on Irs

coefficients de ^ et de ./.-&quot;
-&quot;&quot;*, dans les fonctions ^ et w^ se redui-

ront aux deux quantites

11 sera maintenant facile de tirer de la formule (17; une equation

remarquable a laquelle satisfont les fonctions ^, w^. hiii eU et, si,

dans la lormule (17), on remplace u. par u. -+- 1, on obtiendra la sui-

vante

puis, en faisant, pour abreger,

(
26

) /o , [i
=

&amp;gt;,

&quot;

on tirera des formules (17) et ( 2&amp;gt; i,

(

/
&amp;gt; ;!j.4-i t(&) -- Up

(
2 7 )

j

(
^&amp;gt;4-i.(jL

r

Or les degres des produits

etant exprinies par les nombres

/ -+- v = // , / -i-
fj.

--

in
,

par consequent egaux aux degres des fonctions

f(j7), F(^),

tandis que les degres des produils

&quot;[A
t-l ^(JH &quot;jJl-H

(

(1

se reduisent.aux nombres n 2, m 2, il resulte des formules (27)
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que les quantites

egales au signe pres, mais affectees de signes contraires, sont inde-

pendantes de x. Comme d ailleurs les coefficients des plus hautes

puissances de x, dans les fonctions

seront respectivement

, ft,,,, cp (
i )v-

+l
ft,,, c^, (i)v-a n c^

les deux derniers etant ce que deviennent les quantites (24) quand

on remplace tj. par [/.
-h i, on tircra des formules (27),

(28) *&amp;gt;,|i+l=

~ ^+l,V.~ ( O^U&quot;

En d autres termes, on aura

Remarquons encore que si, dans la formule (17), on remplace [/.

par [x
-+- 2, on obtiendra la suivante

(30) |W-J= V4-jf(^) + W|A+zF( Z? ),

et que, des formules (17), (25), (3o), on tire, en eliminant t(x)

et Y(x),

par consequent,

a
A

&amp;gt;, ^2

Dans cctte derniere formule, ou les degres des polynomes

&quot;|A&amp;gt;

M
[/,+ ! &quot;[J.4-2

sont exprimes par les nombres

/
/Ji

i ,
n

;JL
2, ft

|ut 3,
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ky. ,,._,_.,
nc pourra etre evidemmcnt qu une fonction lineairc de l;i

variable x.

DCS prineipes que nous venous d etablir on deduira sans peine la

consequence que nous avons deja indiquee, savoir que [ intervention

des clefs reduit a la multiplication un grand nombre d operations

algebriques.

S agit-il, par exemple, de diviser le polynome f(j?) du degre n par

un autre polynome F(a?) du degre m egal on inferieur a /z, on posci a

a = o, v n m. Alors la fonction v, determinee par la formulc

(33) i = i2o,

sera reduite a une quantite constante. Alors aussi, de inequation (i3)

presentee sous la forme

(34) f(4p)= ^-^F(*) f

on conclura qu en divisant f(a?) par F(a?). on obtiendra pour quo

tient et pour reste les deux fonctions entieres

S
agit-il

d eliminera? entre les deux equations

f(j?)=zO, F(o;)=:0,

alors on posera u. = m \
,

v = n i, et 1 equation resultante de

[ elimination sera

(
35

)

la valeur de u etant donnee par la premiere des equations (12), de

sorte qu on aura

Par suite 1 equation resultante pourra etre reduite a la formule

(36) W &J,f0.2 . . .
&amp;lt;*),.+ _,:= O.

Si d ailleurs on veut, de cette dcrniere formule, deduirc celle (jue j
ai

donnee, comme propre a resoudre la meme question, dans mon pi-e-
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mier article sur les clefs ( ),
il suffira d echanger entre elles les

colonnes horizontales et verticales dans le Tableau forme avec les

divers termes, dont le premier membre de la formule (36) represente

la resultante algebrique.

S agit-il enfin d obtenir les quotients et les restes divers des divi

sions qu entraine la recherche du plus grand commun diviseur des

fonctions entieres f(#), F(#), il suffira de recourir aux formules (12)

et (26), a Faide desquelles on determinera les diverses valeurs de la

fonction u ou n^ et de la fonction ^ i|JW
. a . En effet, il resulte des for

mules (34) et (32) que les divers restes et les divers quotients seront

les produits des diverses valeurs de u^ et de ^.^+0 par des constantes

que donnent ces formules memes.

Ajoutons que 1 intervention des clefs fournira encore un moven de

reduire a de simples multiplications les problemes dont les solutions

s appuyaient sur 1 une des operations algebriques ici rappelees, par

exemple, 1 evaluation d une fonction symetrique des racincs d une

equation, et specialement du produit des carres des differences entre

ces racines, la determination du nombre des racines egales et leur

elimination, la determination d une limite inferieure a la plus petite

difference entrc deux racines reelles, la determination du nombre

des racines positives, du nombre des racines negatives, et, plus gene-

ralement, du nombre des racines reelles oil imaginaires qui satisfont

a certaines conditions, etc.

518.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Note sur les series convergentes dont les divers

termes sont des fonctions continues d une variable reelle ou imagi-

naire, enlre des limites donnees.

C. R., T. XXXVI, p. 454 (14 mars i853).

En etablissant, dans mon Ajialyse algebrique, les regies generales

(
)
(JEavrcs de Cauclty, S. I. T. XI. p. \\\.
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relatives a la convergence des series,
j
ai, de plus, enonce le theoivme

suivant :

Lorsque les dijferents termes de la serie

( ) &quot;

&quot;l&amp;gt; 2, -.., , __,, ...

des fonctions d une meme variable x, continues par rapport a retic

variable, dans le voisinage d une valeur particulicrc pour laquelle la

serie est convergente, la somme s de la serie est aussi, dans le voisinage
de cette valeur particuliere , fonction continue de x.

Comme I ont remarque MM. Bouquet et Briot, ce theoreme se verifie

pour les series ordonnees suivant les puissances ascendantes d une

variable. Mais, pour d autres series, il ne saurait etre admis sans res

triction. Ainsi, par exemple, il est bien vrai que la serie

toujours convergente pour des valeurs reelles de x, a pour somme une

fonction de x qm reste continue, tandis que x, supposee reelle, varie,

dans le voisinage d une valeur distincte d un multiple 2/z- de la

circonference 2-, et qui sc reduit, on particulier, a - -, enlre !&amp;lt;&amp;gt;s

limites x == o, x = 271. Mais, a ces limites memes, la somme s de la

serie (2) devient discontinue, et cette somme, consideree comme
fonction de la variable reelle x, acquiert, a la place de la valeur

donnee par la formule
71 X

C

la valeur smguliere s = o, qui reparait encore quand on suppose

n etant un nombre entier quelconquc.
Au reste, il est facile de voir comment on doit modifier 1 enonce du
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theoreme, pour qu il n y ait plus lieu a aucune exception. C est ce

que je vais expliquer en peu de mots.

D apres la definition proposee dans mon Analyse algebrique, et

generalement adoptee aujourd hui, une fonc-tion u de la variable

reelle x sera continue entre deux limites donnees de x, si, cette fonc-

tion admettant pour chaque valeur intermediate de x une valeur

unique et finie, un accroissement infiniment petit attribue a la

variable produit toujours, entre les limites dont il s agit, un accrois

sement infiniment petit de la fonction elle-meme. Cela pose, conce-

vons que la serie (i) reste convergente, et que ses divers termes

soient fonctions continues d une variable reelle x, pour toutes les

valeurs de x renfermees entre certaines limites. Soient alors

s la somme de la serie ;

sn la somme de ses Ji premiers termes;

rn = s sn un -+- un+t +-... le reste de la serie indefmiment pro-

longee a partir du terme general u,,.

Si Ton nomine n un nombre entier superieur a n, le reste rn ne sera

autre chose que la Jimite vers laquelle convergera, pour des valeurs

croissantes de ri, la difference

(
3

)
s fl s,t

= a,, -+- u n +i H- . . . H- u n _ ,
.

Concevons, maintenant, qu en attribuant a n une valeur suffisamment

grande on puissc rendre, pour toutes les valeurs de x comprises entre

les limites donnees, le module de 1 expression (3) (quel que soit ),

et, par suite, le module de rn , inferieurs a un nombre aussi petit que

Ton voudra. Comme un accroissement attribue a x pourra encore etre

suppose assez rapproche de zero pour que I accroissement correspon-

dant de s
tl
offre un module inferieur a un nombre aussi petit que Ton

voudra, il est clair qu il suflira d attribuer au nombre n une valeur

infiniment grande, et ii I accroissement de x une valeur infiniment

petite, pour demontrer, entre les limites donnees, la continuite de la

fonction
s = sn 4- / .
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Mais cette demonstration suppose evidemment que repression (3)

remplif la condition ci-dessus enoncee, c est-a-dire que eetle expres

sion devient infiniment petite pour une valeur infiniment ijramle

attribute an n ombre cntier n. D aillcurs, si cette condition esl reni-

plie, la serie (i) sera evidemment convergente. En consequence, on

pent enoncer le tbeoreme suivant :

TIIKORKMK I. Si les differents termes de la serie

(i) , ,, u.
2 , ..., if,,, u /l+ i, ...

so/it des fonctions de la variable reelle x, continues, par rapporl a cette

variable, entre des limites donnees; si, d ailleurs, la somme

(3) UM -t-+|+ ...+ -!

devient toiijours infiniment petite pour des valeurs infiniment grandcs

des nombres entiers n et n
^&amp;gt;n,

la serie (i) sera convergente, et la

somme s de la serie (i) sera, entre les limites donnees, fonction continue

de la variable x.

Si a la serie (i) on substitue la serie (2), Fexpression (3), reduile

a la somme

sin(/i -f- \\x sin(-f-2)^- sin/*
4 ) n -r- i n -\- 2 n

s evanouira pour x = o; mais, pour des valeurs de x tres voisines de

zero, par exemple pour x= -&amp;gt; n etant un tres grand riombre, elle

pourra differer notablement de zero; et si, en attribuant a n une tres

grande valeur, on pose non settlement x - -&amp;gt; mais encore n -= QO, la

somme (4), ou, ce qui rcvient au meme, le reste rn de la serie (2) se

reduira sensiblemcnt a Fintegrale

Sill./ ,77 II II
Si -Y I I

,
I f\ OO /I /I(.I-* I T oo o / - r-

u U*H1x 2 1.2.33 1.2.3.4.03

Ajoiitons que, pour une valeur de x positive, mais tres voisine de

OEuvres de C. S. 1, t. XII. 3
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zero, la somme s de la serie (2) se reduira sensiblement a 1 integrale

r x
sin x

dx =
-^

i ,570796....
^o

Soil maintenant

2

une variable imaginaire. Cette variable pourra etre censee repre-

senter Yaffixe d un point mobile A situe dans un certain plan, et,

d apresla definition que j
ai proposee a la page 161 du XXXIIe Volume

des Comptes rendus ( ), une autre variable imaginaire

u v 4- w i

sera fonction dc 5, si les variables reelles v, w sont fonctions de ^

et y. D ailleurs, rien n empechera d etendre aux fonctions de variables

imaginaires la definition donnee pour les fonctions continues de

variables reelles, et des lors une fonction u de la variable imaginaire z

sera continue par rapport a cettc variable, pour toutes les valeurs de

l ailixe 5 corrcspondantes aux divers points d une aire S renfermee

dans Finterieur d un certain contour, si, cette fonction admettant

pour chacun de ces points une valeur unique et finie, un accroisse-

ment infiniment petit attribue a raffixc z produit toujours, dans le

voisinage de chacun d eux, un accroissement infiniment petit de la

fonction elle-meme. Cela pose, en raisonnant comme ci-dessus, on

etablira encore tres facilement la proposition suivante :

THKOREME II. Si les different* termes de la serie

(l) U
, Ui, l ^ &amp;gt;

w
&amp;gt;

ll n+l,

sont des fonctions de la variable imaginaire z, continues par rapport a

cette variable pour les diverses valeurs de I affixe z correspondences aux

divers points d une aire S renfermee dans un certain contour, si d ail-

leurs, pour chacune de ces valeurs, la somme

u n -+- &amp;gt;t /l+l -+-. . .-t- u a .

( ) GEuvres dc Caucliy, S. I, T. XI, p. 002.
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devienl loujours infinirncnt petite, qua/id on allribue des valeurs i/ifini-

ment grandes aux nombres entiers n et n
^&amp;gt;n, la serie (i) sera con-

vergenlc, et la somme s de la serie sera, enlre les limites donnees, fonc

tion continue de la loanable z.

On conclut aisement clu theoreme II quo la somme de la serie (i)

est fonction continue clans le voisinage d unc valeur donnee de ;,

lorsquc, chaque terme etant dans ce voisinage fonction continue

de z, le module de la serie, correspondant a la valeur donnee de 3.

est infericur a 1 unite. Dans le memo cas, si chaque terme ofTre une

derivee unique, la serie formee avec les derivees des divers lermes

sera encore une serie convergente dont la somme ofFrira une seule

derivee equivalente a la derivee de la somme de la serie proposee.

En terminant, nous fixerons le sens de quelques expressions qui

peuvent etre utilement employees pour simplifier les enonces de

theoremes relatifs a la continuite des fonctions et a la convergence

des series.

Une fonction de la variable reelle ou imaginaire z sera dite mono-

drome, si elle ne cesse d etre continue qu en devenant infinie; elle

sera dite monogene, si elle a une derivee monodrome. Une fonction

pent etre monodrome ou monogene, seulement pour les valeurs de z

correspondantes aux points interienrs d une certaine aire S renfermce

dans un contour donne.

D apres ce qu on vient de dire, une fonction monodrome de ;

variera par degres insensibles, en acquerant a chaque instant une

valeur unique, si le point mobile correspondant a Taffixe z court ca et

la sans sortir de Taire S, ou tourne autour des points singuliers cor-

respondants a des valeurs infinies de la fonction. Cette propriete de

certaines fonctions m a paru assez bien exprimee par le mot mono

drome, quo j ai, pour ce motif, substitue au mot monolypiquc. donl

j
avais fait usage dans le Memoire du 7 avril i85i.

Une fonction monodrome sera dite synectiquc , si elle ne cesse

jamais d etre continue pour aucunc valeur fmie de z. Une fonction

entierc de z est synectique, non seulement lorsqu ellc comprend un
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nombro fini do termes, mais encore lorsquc, renfermant un nombre

infini de termes, elle est la sommc d une serie toujours convergento,

ordonnee suivant les puissances positives, entieres et ascendantes

de z, par consequent la somme d une serie dont le module s evanouii.

Telles sont, par exemple, les 1 onctions c
z

, sins, coss, ....

Parmi les fonctions monodromes et monogenes dc z, on peut citer

les fonctions rationnelles de z, de e
z

, dc sins, de coss, etc.

519.

ANALYST. ALCIKBRIOUE. Memoire sur revaluation d inconnues deler-

minees par un grand nombre d equations approximations du premier

cleg re.

C. 11., T. XXXVI, p. in/, (27 juin i85 j).

Comme 1 a remarque M. Fayc, la nouvelle methode d interpolation

quej ai donnee, dans un Memoire lithographic en i835 ( ), pent rtrc

utilement appliquee a revaluation d inconnues determinees par un

grand nombre d equations approximatives du premier degre. Entrons

a ce sujet dans quelques details.

Considerons m inconnues representees par les lettres

x, y, z, ..., , c, w,

et supposons que, n etant un tres grand nombre, on donne les valeurs

approchees
/. i. I,h

[ , A o , . . . , A

de 71 fonctions lineaires de ces inconnues, par exemple des fonctions

representees par les polynomes

r/, x +- b
{ y 4- Cj z + . . . -+- hi IP,

a.2 x -+- b% y + C 2 ^ 4- . . . -h /z z tv.

a n x + b n y + cn z + . . . 4- // w.

(
l

) OEmves de Canchy, S. II, T. II.
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Les v ;il i
1 urs oxactes dc ecs fonetions scront dc la forme

M -11 *i =21 -.-i A,J ,

,, 2 , ..., rt designant des quantites dont les valours num&amp;lt;
i

ri&amp;lt;|ui
s

scron I Ires petites; et Ton aura rigoureusement

a
{
x 4- b

l y -+- Cj ^ +- . . . -+- hi w = A
,

s lf

a 2 x 4- ^ 2 y -+- c, ^ -+- . . . -+- / 2 w = /,- 2 2 ,

(i)

Soit maintenant x cello des inconnues x, y, z, . . . , w pour laquelle

les valeurs numeriques des coefficients offrent la plus grande somme.

Designons cette plus grande somme par S/, la lettre i designant 1 un

quelconque des nombres i, 2, 3, . . . , n; et soient

S/;/, Sc/, . . ., S///

ce que devient Sa
f quand on y remplace les coefficient

par les coefficients

l&amp;gt;i,
b.2 , ..., bn ,

on Cj, c 2 , ..., c,,, ..., ou A,, It*, ..., lt n .

On tirera des formules (T)

(2 )
.r S/4-/S bi+ z Sc,+ . . . + w$hi S /-,- Sc/.

A 1 aide de cette derniere forrnulc, on pourra el i miner j;
1 des

e&amp;lt;jua-

tions (i), et, en posant, pour abreger,

(3) a =
S^T

i a,- S 6, zn A&,, Cj a,- S c, ^= Ac/, . . . , A/ a/ S /// r= A///,

\ &quot;4 /

A
/ a/ S A / AA/, / a/ b e/ =; As, ,
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on obtiendra, au lieu des equations (i), les suivantes :

(5)

y A&, 4- z Ac, 4- ... 4- &amp;lt;r A/*, AA
t As,,

r A&o 4- z Ac 2 4- . . . 4- &amp;lt;r A/?, = AA, As 2 ,

y kbn 4- 5 Ac 4- . . . 4- w Mi,, AA,, As,,.

Soil maintenant y celle des inconnues y, z, ..., w pour laquelle,

dans les premiers membres des equations (5), la somme des valeurs

numeriques des coefBcients est la plus grande possible. Designons

j)ar S
A/&amp;gt;,

cette plus grande somme, et par

ee que devient cette somme, quand on y remplace

A/,,, A 2 , ..., Mn

par

Ac,, Ac
2 , ..., Ac,,, ..., ou par A/*,, AA, -, AA,,.

On tirera des equations (5)

(6) yS A^-4- 5S Ac/+. . .4- (vS A/t/= S AA-,-- S Ae,-.

A 1 aidc de cette derniere formule, on pourra eliminer j des equa

tions (5), et, en posant, pour abreger,

(7)

(8)

on trouvera

(9)

Ac/ Ac/ A !
c/,

A A-,-- A* A-/,

- A 2
c, 4--. . .

^ A 2 c 2 4-. . .

As,-
- S^S As,- = A 2

/ ,

A 8
/I

1
=: A 2

A-, A 2
,,

A 2 A 2
= A 2

A- 2 A 2
s,,

En continuant de Ja memo maniere, on obtiendra defmitivemcnt, ii
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la place do liquation (i), un systeme d equations de la forme

:{&amp;lt;&amp;gt;

(10)

-A &quot;- 1

//, A &quot;- 1

A, A &quot;-

,,

A &quot;-

//, = A &quot;-

A-, A &quot;- 1

,,

A&quot;
1 - 1

/* = A&quot;

- 1 kn A &quot;- 1

;

puis, en designant par S^^A *-
/*/ la somme des valours nuineriquos

de A&quot;

-
A,, A &quot;-

/*,, . . . , A &quot;- 1

/^, et par

Sf -
JA

-
/^ ou par S^-&quot;! &quot;- 1

^,

cc que-devient S^-^A
7* 1

/*,- quand on y remplacc /?,, //
2 , . . . , // par

&amp;lt;

A,, A-.2, ..., A,, ou par ,, e,, ..., ,

on tirera des formules (m)

(l l) (vS(&quot;
l

-&quot;A&quot;
!
- 1

//
(
r= (m-l)m-l ._

S&quot;&quot;&quot;

1 A &quot;&quot; 1

,-.

Enfin, en eliminant w des equations (10) a 1 aide de la formulo ( r r),

et posant, pour abreger,

(
-A&quot; ^ A &quot;- 1 /

,- yj,
J

I A &quot; r= A&quot;
z ~&quot;

Yl

&quot;&quot;- 1 A &quot;- k it

=

(12)

(.3)

on trouvera

par consequent,

(
1 5 ) A &quot;

,
= A A

, , A &quot;

.
2
= A &quot;

A- 2 , . . .
, A &quot; -: A&quot; A .

Ces dernieres equations determinent completement les valours de

A &quot;

( , Am 2 , ..., AM
rt , c est-a-dire les diverses valours de A&quot;

1

^-. Si,

pour abreger, on pose

(6) fc=A-*j
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on aura generalement, en vertu des formules (i5),

(17) ^SfQt.

Si, d ailleurs, on pose

(18) ). = Se/, p = S As/, ..., s = S&quot;
n- 1 A - 1

e
/ ,

on tirera des formules (4), (8), . . . , (17)

(19) ,-,-}. + 6/f/. + y.-v -T-. . . -+- fits + 9,-.

Kn vertu de la formulc (19), la valour de / depend des valeurs des

m sommes representees par les lettres

L hypothese la plus simple que Ton puisse fairc sur les valeurs de ces

memes sommes est de les supposer nulles, c est-a-dirc de prendre

(20) Se/ o, S A
;-=zo, ..., S^-^ A &quot;-^/^ o.

Alors on a generalement

(21) i=6h

et les formules (2), (6), . . . , (i i) donneut

Ces dernieres equations sont celles auxquelles conduit la methodc

d interpola tion deja citee. Elles fournissent, pour les inconnues x, y,

-, ..., w, des valeurs que Ton pcut aisemcnt calculer, en commen-

cant par w. Ges valeurs, qui ne sont qu approchees, jouissent de pro-

prietes remarquables indiquees dans le Memoire sur 1 interpolation.

Si on les designe par x, y, z, ..., w, si, d ailleurs, on nomme , YJ,
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, . . . , to les orreurs qu elles comportent, on aura rigoureusemcul

(23)

et

v S
l&amp;gt;j 4-zSc,- -+- . . . -4- wS hi

yS Afr/4- zS Ac/H-. . .+ wS A//,-

= w

et, des equations (2), (6), . . . , (i i), jointes aux formules (18), (a3),

(24), on tirera

(25)
=fl.

11 est bon d observer qu en vertu des formules (3) et (4), (7)

et (8), etc., on a generalement

(26)

Sa,-=ri, S6 t-=o, Sy,-^ro, ..., S

S 6
t
-= i, S

y,- o, . . ., S

Cela pose, on tirera successivement de la formule (19)

(27)

S
,-

==
&amp;gt;.,

S e/ =XS a/

et Ton pourra des formules (27), jointes aux equations (25), tirer

d abord les valeurs des coefficients

&amp;gt;., v, ..., q,

OEnvresdeC. S. I, t. XII.
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puis celles des erreurs
, TJ, C, -, W,

de maniere a obtenir ces diverges valeurs exprimees en fonctions

lifieaircs dcs sommes

Sc. S ff. C(77Z-l)p.0*1, o s t , . . .
, o 1

,,

on, ce qui revient au memo, en fonctious lineaires des erreurs

En operant ainsi, on parviendra a des equations de la forme

(28)
Y] =

to =

&amp;lt;;,,
Eo, . . . , ; Y],, Y] 2 , ..., Y) a ; ...; to,, (o,,..., o&amp;gt;n etant des quantites

dont les valeurs seront donnees en nombres; et, a 1 aide de ces equa

tions, on pourra se former une idee du degre dc precision avec lequel

chacune des inconnues
x

i
y&amp;gt;

G
&amp;gt;

w

est determinee par les formules (21), ou, ce qui revient au meme,

par les equations

En effet, les erreurs

, Y), ?, ..., to

que Ton commettra en prenant x, y, z, . . .
, w pour valeurs des incon

nues x, y, z, . . . , w seront equivalentes, en vcrtu des formules (18),

a des fonctions lineaires et determinees des erreurs

et par suite les limites que pourront atteindre les valeurs nume-
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riques de$, 7), ,..., u dependront dcs limitos que pourront atteindre

Irs valeurs numeriques do e,, 2 , ..., in .

Concevons, pour fixer les idees, que les quantites ,, k,, . .., ka

s(icnt toutos de meme nature, et que, dans la determination de cha-

cune d elles, 1 erreur a craindrc soit renfermee entre les limites ,

. Soient, d ailleurs,

H la somme des valeurs numeriques des quantites , , 2 , ...,?;
H la somme des valeurs numeriques des quantites Y],, Y],, . . . , /;;

Q la somme des valeurs numeriques des quantites GO, , oj
2 , . . . , ov

En vertu des formules (28), lorsqu on prendra x, y, z, ..., w pour
valeurs approchees des inconnues x, y, z, . . ., w, les valeurs nume

riques des erreurs a craindre auront pour limites les produits

Ze, He, ..., Qe.

Par suite, si, au-dessous des inconnues

.z-, 7, ..., r,

on ecrit les nombres correspondants

3, II, ... o,

alors, a un plus grand nombre correspondra une inconnue pour

laquelle la limite des erreurs a craindre sera plus considerable. Lrs

grandeurs respcctives des nombres inverses

i i i

r r &quot; u

fourniront done une idee de la precision avec laquelle les inconnues

.T, y, . . . ,
\v

seront determinees par les formules (29).

On se formera une idee plus exacte encore de cette precision, si,

an lieu de supposer les valeurs numeriques des erreurs
, , 2 , . . . ,



kk COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

inferieures a une certaine limite qu elles ne puissent depasser, on

considerc chacune d elles comme pouvant atteinclro a la rigueur une

valcur numerique quclconque, mais avec une probabilite qui de-

croisse tres rapidement quand cette valeur numerique vient a croitre,

et si Ton prend pour S, H, . . . , Q des nombres proportionnels a ccux

qui exprimeraient alors la probabilite respective de 1 abaissement des

valeurs numeriques des erreurs ;, Y], ..., w au-dessous d une limite

commune et infiniment petite. G est ce que je me propose d expliquer

plus en detail dans un autre article, en recherchant comment les

nombres S, H, ..., Q dependraient alors des coefficients ,, &amp;lt;; 2 , L;

/],, Y] 2 , . . ., YJ,,;
. .. ; co,, Wo, . .. , .

Avant de terminer cet article, nous remarquerons que des valeurs

de x, y, z, . . . , w, fournies par la nouvelle methode d interpolation,

on peut aisement deduire celles que fournirait la methode connue des

moindres carres. On y parviendra, en effet, en operant comme il suit.

Designons par Se; la somme des carres des erreurs

Pour que cette somme devienne un minimum, comme 1 exige la me

thode des moindres carres, il suffira d attribuer aux quantites

I, p., v, ..., g,

comprises dans le second membre de la formule (19), des valeurs qui

verifient les equations lineaires

(30

y/v + . . . + Y); 4- Qi) o,

y/v +. . . + n ;-g -f- t-)
= o,

/v 4-. . .4- yj t-s + 0,-)
= o.

D ailleurs, les diverses valeurs de
4

- etant generalement tres petites,

on pourra en dire autant des valeurs de X, [/., v, . . . , c, et, en les cal-

culant, on pourra exprimer chacune d elles a 1 aide d un tres petit

nombre dc chiffres significatifs. Cette circonstance permettra de
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resoudre facilement les equations (3i). La resolution etant eflectin T,

les valours des inconnues x, y, s, . . . , w seront fournies par Irs

equations

(24) X = K I, y = y -n, z z Z, ..., w = vr u,

les corrections %*... ft) etant elles-memes determinees par le

systeme des equations

(3 2
)

S A,-

En vertu des equations (3i) et (32), les corrections , YJ, (, . . .
,
w

offriront des valeurs numeriques qui seront en general sensiblement

inferieures a celles des quantites 0,, 2 , . . . , O
rt

. La raison en est que

les coefficients de X dans la premiere des equations (3i), de p dans

la seconde, etc., de c, dans la derniere, c est-a-dire les sommes

se composeront de termes qui seront tous positifs, tandis que les

autres coefficients et les sommes

se composeront de termes qui seront en general les uns positifs, les

autres negatifs. Done, et attendu que les valeurs numeriques des

quantites

seront generalement tres petites, on pourra en dire autant a fortiori

des valeurs numeriques des quantites

et des quantites

X, p., v, . . .
, q

L, f], C, -, co,
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qui se deduiront successivement des premieres a 1 aide des equa
tions (3i) et (32). On ne devra done pas etre surpris de voir les resul-

tats que fournit la nouvelle methodc d interpolation coincider en

general a tres peu pres avcc ceux auxquels on cst conduit par la me-

thode des moindres carres.

Remarquons encore qu on pourrait appliquer aux equations (32) la

methode de resolution employee pour les equations (i). Cette applica

tion sera d autant plus facile, que les valeurs numeriques des quan-
tites

9i, 2 , ..., On

seront plus petites. En effet, lorsque ces valeurs numeriques, et a

plus forte raison celles deX, p, v, ..;, c, seront tres rapprochees de

zero, on pourra ordinairement, dans le calcul de ces dernieres, s ar-

reter apres la determination d un petit nombre de chiffres decimaux,

par exemple d un ou de deux chiffres significatifs.

520.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Memoire sur les differentielles et les variations

employees comme clefs algebriques.

C. R., T. XXXVII, p. 38 (n juillet i853).

Comme
j
en ai fait ailleurs la remarque, il est souvent utile, dans le

Calcul differentiel, d attribuer aux differentielles des variables inde-

pendantes des valeurs fmies et determinees. La meme remarque,

dans le Calcul des variations, peut etre appliquee aux variations de

constantes arbitrages supposees independantes les unes des autres.

J ajouterai que ces differentielles et ces variations peuvent etre aussi

employees utilement comme clefs algebriques. C est ce que je me pro

pose ici de faire voir.
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I. --
Differentielles employees comme clefs algebriques.

Considerons n variables x, y, z, ... liees a n autres variables x, y,

z, ... par n equations distinctes. En vertu de ces equations, les

variables x, y, z, ... seront fonctions des variables x, y, z, . . . , et

reciproquement. Cela pose, on aura, en considerant x, y, z t ...

comme fonctions de x, y, z, . . . ,

( dx = D x ^c dx 4- Dyicdy -t- D z .a? dz 4- . . .
,

(0

et, en considerant x, y, z, . . . comme fonctions de x, y, z, . . . ,

i dx D^x d,r 4- Dr x dy -\- D-x dz

( 2 ) \ dy D^y d^ -+- Dry dy + D.z dz

Concevons maintenant que Ton combine entre elles, par voie de mul

tiplication, les differentielles dx, dy, ds, ..., determinees par les

formules (i), en considerant les differentielles

dx, dy, dz, ...

comme des clefs algebriques assujettics aux transmutations de la forme

(3) dydx^ dxdy.

Posons d ailleurs

(4) &amp;lt;lx dy dz. . . ^Li,

et designons, a 1 aide de la notation \dxdy dz ... , ce que devient, eu

egard aux transmutations (3) ct (4), le produit dxdydz ... des dif

ferentielles des variables x, j, z, La formule (3) et les formules

semblables entraineront avec elles les transmutations de la forme

*
(
5

) dy dx ^: da: dy,
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et, eu egard aux formules (3), (4), (5), on tirera : i des equa

tions (i)

2 des equations (2)

(7) i =
| dxdydz. . .

| S(Dx \I)yy}) z z. . .).

Si, dans cette derniere formule, on substitue pour \Axdydz... \

sa

valeur tiree de 1 equation (6), on obtiendra la suivante

a laquelle satisfont, commc Ton sait, les derivees que Ton forme,

quand on differentie d une part &, y, z, ... considerees comme fonc-

tions de x, y, z, . . . , d autre part x, y, z, . . . considerees comme fonc-

tions de x, y, z, ....

Concevons a present qu au-dessous des n variables

X, J, 5, ...

on ecrive n autres variables

u, r, w,

En nommant h, k deux fonctions quelconques des 2/z variables

i2? V -3 ft ( ( T

on aura

( dA = D-C/J dx 4- D VA dv -t- . . . -4- D,,A du 4- D,,/i d^ 4- . .

/ \ j -j

(9) _

Cela pose, designons a 1 aide de la notation dhdk ce que devient le

produit dh dk quand on assujettit les differentielles des deux systemes

de variables
&amp;gt;Y* \r rr^9 J ) ~*9 ?

u, r, w, . . .

aux transmutations de la forme

_ i
, dy dv F

,
dz dw^Li, . . .,

. (10)
. i ^^n i
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en remplacant par zero, dans le developpement de d// d/t, ceux drs

produits binaires des differentielles

d./, dy, dz, ..., (\u, dc, liw, ...,

qui ne sont pas compris dans la formule (10). On trouvera

(11) |

(lA-dA
I

= (/),/),

la valeur de (h, )
etant

(12) ( h, k] = l)x /i DA- - D,, A D^A- + Dr /iD^ - D v h 1) V A +. . . .

Ajoutons qu en vertu de la formule (12) on aura generalement

(13) (M)= -(A,^)

et

(.4) (A,A) = o.

Supposons maintenant les 2/2 variables

x, y, 5, . . .
, , t&amp;gt;, w, . . .

liees a 2 autres variables

a, b, c,

par des equations de nature telle, qu on puisse en tirer les valeurs

de x, y, :-,... exprimees en fonctions de a, b, c, . . . , et, reciproquc-

ment, les valeurs de a, /&amp;gt;, c, . . . exprimees en fonctions de x,y, -

On aura, non seulement

( 1 5
)

(\a Dx a dj? -+- l)y a d/ 4- . . . -t- D a du + !) a (It- -+- . . .
,

niais encore

i clj: = D a x da + \)/, x d^ 4- D c. x dc 4- . . .
,

(16)
( dtf =r D a drt H- I)/, (16 -+- D c ll dc 4- . . . .

Ola pose, si Ton considere les differentielles d.r, dj, . . . , &amp;lt;!//, dr, . . .

comme des clefs algebriques assujetties aux transmutations ci-dessn-;

OEitvtes fie C. S. I, t. XII.
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enoncees, on tirera de 1 equation (i5)

da d^r
|

= D M a,
|

da du
\

Dx a,

et des equations (16), jointes a la formule (r i),

da

da

(a, a)Da &amp;gt;r -|- (a, b}D,,x -t- (a, c)D c .r -+- . . .,

(a, a)D a u + (a, &)D/, w 4- (a, c)D,. w H- . . . .

On aura done, par suite,

( 7)
Da; a (a, a) D a u -i- (a, b) D 6 u -+- (a, c) D f.. -t- . . .

,

D M a m (a, a) D a a: (a, 6) D/, x (a, c) D c x ....

Ajoutons quo les equations (17) continueront evidemment de sub-

sister, si Ton y remplace les variables x et u soil par y et v, soil par

z-etw, ..., ou bien encore, si Ton remplace la quantite a par Tune

des quantites/;, c, ----

Concevons, a present, que, x, y, z, . . . , w, v, w, ... etant consi-

derees comme fonctions de a, /&amp;gt;,&amp;lt;?, . . . , on reduise a 1 unite la diffe-

rentielle de a, et a zero celles de b, c, . . . , en sorte. qu on ait

da = i, Ab = o, dc o, ...;

les equations (16) et les formules analogues donneront

d^r D a x, (\y
= D a y, . . .

,

Par suite, la formule (i5) et les formules semblables qui fourniront

les valeurs de d&, dc, . . . donneront

(8)

^. a D x -+- l)y a D a y 4- . . . 4- D,t
a D a + I), a I) a (^ -+- . . . rr i

,

^ b\) a x + I)r 6D a y H-. . .+ D H 6I) a + D^ l&amp;gt;D a + = o,

)^ c I) a x -f- I)y c D a / -+- . . . 4- !) c D a w + D,, c D a v -t- . . . o,

Or, si dans les equations (18) on substitue pour

Da; a, Dr a, ..., D^ b, Dy b, ...,

D,t a, D(,a, ..., D,t 6, D, L&amp;gt;, ...,
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leurs valrurs tirees des formules (17) ct des formules analogues, on

trouvera

/ (a, a ) [a, a] H (
&amp;lt;t, l&amp;gt;) [a, b

\ H- (a, c) [a. c] -+- . . . = i
,

) (a, a) [b, a] + (a, /&amp;gt;)[!&amp;gt;,
b

\
-+- (a, c) [6, c] -H . . . o,

X )[c, ar] -i- (a, b) [c, b] -H (a, c) [c, c] -+-...= o,

les valeurs dos quantites

[a, a], [a, b], [a, c], ..., [6, a], |&amp;gt;, 6],

etant donnees par des equations de la forme

(20) [/i, A-]
= D/, ,r 0,-. l) /t u D k x +- 1)/, j D A ^ D/l

de sorte qu on aura generalement

(2.) [A-,A].-^ -[A,Ar]
I

et

(22) [h, h]= o.

Si les formules (19), respectivement multipliers par des facteurs

indetcrmines a, 6, y, . . .
, sont ensuite combinees ensemble par vole

d addition, alors en posant, pourabreger,

I
-

;

[ a, a
] a -h [ ^, ]

o -+- [ c, a
] y -+- . . .

,

v = [a, c]a -h [ 6, c] 6 H- [c, c ] y 4- . . . ,

on obtiendra 1 equation unique

( .It (a,a)X4-(

qui equivaut seule au systeme des formules (19). D ailleurs il cst

dair que 1 equation (24) devra continuer de subsister, si Ton v

remplace a et a par b et , ou par c et y, etc. On aura done gene-
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ralement

(a,a}l -+- ( a, b
) p. -+- ( a, c

)
v 4- . . . = a,

( c, a
)
A + ( c, 6

) fjt.
4- ( c, c

)
v 4- . . .

y,

Les formules (25) permettent de determiner les quantites

(a,b), (or, c), ..., (fr,c), ...

en fonctions des quantites

[a,b], [a,c], ..., [b, c],

Pour arriver a cette determination, il suffit de considerer les fac-

teurs a, 6, y, ... comme des clefs assujetties aux transmutations

de la forme

(26) [g,]- -[,];

alors, en posant, pour plus de commodite,

(27) a6y...- -i,

et en designant, a 1 aide de la notation |X(jiv... , ce que devient le

produit A(j.v... quand on a egard aux transmutations (26) et (27),
on tirera de la formule (24)

1 1 .. .. i

(28) (a,b)

et des formules (28)

la somme alternee
S

etant composee de termes, les uns positifs, les autres negatifs, repre-

sentes par le produit partiel

[a,a][b, b][c, c]...,
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et par ceux que Ton peut en deduire a 1 aide dY i-hanges opt -ivs cntrc

Irs lettres a, b, c, . . . qui occupent la premiere place dans les expres

sions

[a, ], [b, b], [c,c], ----

D ailleurs, on tirera des formules (25)

(30) |fxXv...|S[(a,a)(6, fr)(e,c)...] = i

ou, ce qui revient au meme,

(31) SJ[,][M&amp;gt;][&amp;gt;, c]...j S[(a,a)(A,6)(c,c). ..]=;

et, comme la somme alternee

conservera generalement une valeur finie, on conclura, de la ior-

mule (29), que la quantite Xuv... ne se reduit pas a zero. Cela

pose, les valeurs des expressions

(a, b}, (a,c), ..., (b,c), ...,

representees, en vertu de la formule (28) et des formules analogues,

par des fractions dont XIJLV... sera le commun denominateur, ne

deviendront ni infinies, ni indeterminees. Ajoutons qu en vertu des

equations (i3) et (i4) jointes aux

fJLV,

(3,,

on aura

(33)

(bt b) =

I

xsv . . .

I

= o, j

|Xf*v. .&quot;.
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dc plus

(34) ... = -fx..., ....

Les equations (19) sont precisement celles que j
ai donnees dans

le Memoire lithographic en 1882
( ), comme propres a determiner les

quantites
(a, b), (a, c), ..., (b,c), ...

en fonctions des quantites

Pour qu il ne restat aucun doute a cet egard, il convcnait, comme 1 a

remarque M. Liouville, de prouver que les valeurs de

deduites des equations (19), ne sont ni infmies, ni de la forme -

Or c est la ce que prouve, en effet, la formule (3o) ou (3i).

521.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Suite du Meinoire sur les differentielles

el les variations employees comme clefs algebriques.

C. R., T. XXXVII, p. 5; (18 juillet i853).

II. -- Variations employees comme clefs algebriques.

Soient donnees entre la variable i, n fonctions de t designees par

x, y, z, . . . , et n autres fonctions de / designees par u, v, w, .. . , des

equations differentielles, en nombre egal a 2/1, et de la forme

I J) t
u- - D^ Q, D, c : - D r Q, J), w - D c O,

( ) CEuvrcs de Cauc/ij; S. H. T. XV.

I
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Q representant line fonction de x, y, z, . . . , u, v, w, ...,/. Lcs mir-

gralcs dc ces equations fourniront les valeurs des inconnues a-, v.

:;, ..., //, r, (*&amp;gt;..... exprimees en fonction de t et de in constant^

arbitraires a, b, c, .... Concevons maintenant que Ton fasse varicr

ces constahtes arbitraires, et designons, a I aide des lettres earacte-

ristiques 6, J\, des variations prises dans deux systemes differents.

On aura, en nommant s une fonction quelconque de , b, c, . . . , t,

&amp;lt;5s = D rt s da + D(, s 3b -+- D c s &amp;lt;5c -+- . . . ,

^s D a s J\a 4- D/, s j[b -+- D c s ^c H- . . .
,

et Ton pourra, dans ces equations, attribuer aux variations

da, 3b, dc, ..., &amp;lt;f[a, J{b, s^c, ...

des valeurs finies quelconques. Ajoutons que, si s est fonction non

plus de a, h, c, . . .
, t, mais de x, y, z, . . . , u, v, w, . . . , /, on aura

i 0.9 = l)x s &x -t- Dy s dy + . . . 4- D,, .9 du +- D v s dc -+- . . . ,

(
2

)

f
&amp;lt;f[s Da; s

&amp;lt;f(x
-i-

I),,
.v Jiy -h . . . -f- D *^a 4- !) .v ^c 4- . . . .

On trouvera, par exemple, en posant s = (), et eu egard aux equa
tions (i),

Cela pose, Fequation identique

(4)
8&amp;lt;fiQ

jointe aux equations de meme forme, donnera

(5) D t (d t j[} o,

la valeur de (o, J[) etant

(6) (^&amp;gt;^)
=

dx&amp;lt;/iu duj[x + oy JH&amp;gt;
dv J\v 4- . . .,

puis on en conclura

(7) (3,&amp;lt;*l}
const.
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Done la valeur de 1 expression (o,J[) sera independante de t, et s&amp;lt;-

reduira simplement a une fonction des constantes arbitraires , /;,

c, . . . , t et de leurs variations. Ajoutons qu en vertu de 1 equa-

tion (6) on aura evidemment

(8) (4,*)=-(M)

Si, pour fixer les idees, on reduit a zero les variations des con

stantes arbitraires, en exceptant seulement , J[b, et en posant

d ailleurs

da i, &amp;lt;f[b

=. i,

alors, s etant une fonction de a, b, c, . . . , /, on aura

(10) &amp;lt;5s
= D a s, ^s^=D A s,

par consequent
(, 4) = [,*],

la valeur de [, /&amp;gt;]

etant

(
1 1

) [a, 6] = Da d?D& u D a D/, ^r + D rt y D/, r D (l
v D/, / -f- . . . ;

et 1 equation (9), reduite a la forme

(12) [a, b] = const.,

sera precisement celle que j
ai donnee dans le Memoire lithographie

du iGoctobre i83i(
1

),en la tirantd une analyse a laquellesereduisent

les calculs precedents, lorsqu on a egard aux formules (10), et que

Ton remplace, en consequence, les caracteristiques o, J[ par les

caracteristiques D
rt

et D^. D ailleurs, on a generalemenl

(13) (d, Si]
= [a, b] (da&amp;lt;iib

&b J[a} -H. . .,

quelles que soient les valeurs attribuees aux variations des con

stantes. Done 1 equation (6), obtenue plus recemment par les geo-

1

) UEuvres de Caucliy, S. II, T. XV.
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metres, pour le cas oil Ton suppose les variations dr ( /, b, c,

imlependanles do /, pent so deduire tic la fbrmulc (n), comme la

formule (n) pout etre tiree tie I equafion (6). II y a plus : on poul

f aire coincitler la formule (n) avec 1 equation (6) de la manierc sui-

vante.

Pour quc les constantes a, b, c, ... soient arbitrages, il suflit qu on

Ics suppose representees par ties fonctions arbitrairement choisies

d unc autre constante arbitrairc h ou k. Alors, en nommant s une

ibuction de a, b, c, ..., /, et en indiquant, a Faitle de la caracteris-

tique o ou c/l, ties variations relatives a la premiere ou ii la seconde

bypothese, on aura, si Ton considere a, b, c, ... commc fonctions

dr //,

OS = I)/, S 0/1,

et, si Ton consitlere a, h, c, . . . comme fonctions de k,

Par suite, en posant

on aura simplement

et Ton en conclura

D ailleurs, il sullira de substituer, dans la formule (i i), aux deux con

stantes arbitrages a et b les deux constantes arbitrages h et /, pour

obtenir Fequalion

(15) [ft, A] =r const.,
.

dans laquelle on aura

(16) [h, A-] = I) /4
.r D,u - D A M D/,.r + D^yD/.r - D /t

r I),,y +-. . . :

et, eu egard a la formule (i4) 1 equation (i5) coincidera evitlcniincnl

avcc la formule (7).

Observons a present (}ue, en verlu ties equations finies qni repre-

OEuvrcs de C. - S. I, t. XII. H
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senteront les integrates generales des equations (i), on pourra consi-

dercr, non seulement les inconnues x, y, z, . . . , u, v, w, ... comme

fonctions de / et des constantes arbitraires a, /&amp;gt;, c, ..., mais aussi

a, b, c, . . . comme fonctions de x, y, z, . . . , u, c, w, ...,/. Cela pose,

si, en nommant h, k deux fonctions quelconques de x, y, z, . . . , K, c,

w, ...,/, on pose

\ / / \ 9 / JC li m X J
&quot; V j

on prouvera, comme dans le I, que les quantites (a, b), (a, c), . . . ,

(b,c), .. . peuvent etre exprimees par des fonctions rationnelles des

quantites [a, b], [a, c], . . . , [b, c], Done, si Ton prend pour /*, /

deux quelconques des quantites a, b, c, ..., la formule (i5), qui sub-

sistera toujours dans cette hypothese, entrainera la suivante :

(18) (It, A-) r= const.

Au reste, sans recourir aux calculs cffectues dans le I, on pourra

sans peine etablir la formule (i), en considerant d abord le cas oil les

constantes arbitraires a, b, c, ... se reduisent aux valeurs particu-

lieres qu acquierent les inconnues x, y, z, . . . , w, v, w, . . . , pour une

valeur donnee, par exemple pour une valeur nulle de la variable /.

En effet, soient x, y, z, . . . , u, v, w, ... ces valeurs particulieres, en

sorte qu on ait, pour / = o,

( 9)
(
u ~ u, v = v, w w,

On aura, en vertu des equations (i5) et (16),

( 20) [/, A] = D/,\ I)/, u I)/, u D A-x + D /t y D/,v I)/, v l)/,y +

D ailleurs, si Ton prend pour h ct k deux quelconques des quan

tites x, y, /, ..., u, v, \v, ..., les termes de la suite D/,x, D^y,

D A z, . . . , D A u, DA v, DA w, . . ., et ceux de la suite DA x, D^y, DA /, . . .,

D/.II, D^v, DA w, . . . s evanouiront tons, a 1 cxception des termes DA /i,
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I) A /-, (jui se redlliront 1 un et 1 aulrc a I milte. Cela pose, il esl clair

(jiic
la fbrmule (20) donnera

(21) [h,A-] = o,

a inoins que h et k ne sc reduisent a deux termes correspondants dex

deux suites

x, \, /, ...,

u, \, w, ...,

et que, dans cette derniere hypothese, on aura

(22) [/ ,*]- -[*,*] =

si k represente un terme de la suite x, y, z, . . . , et k le terme corres-

pondant de la suite u, v, w, .... On trouvera effectivement

(23)
[x, u] i, [y, v] i, [z, w] i,

[u,x] i, [v,y]= -i, [w,z]=: i,

et les autres expressions de la forme [A, k\, non comprises dans Ics

formules (2^), inais relatives an cas oil A, k represented deux dc&amp;gt;

quantites x, y, /,..., u, v, w, . . . , se reduiront a sero.

D autre part, si, en designant par s 1 une quelconque dcs incon-

nues x, y, z, ..., u
t v, w, ..., et par / Tune quelconque des con-

stantcs arbitrages x, y, z, . . . , u, v, w, . . .
,
on pose cs = D/s, la tor-

mule (6) donnera

(a4) (o, &amp;lt;f[]

= 5-37 1)/ u OM D/.r -|- oy I)/ r ocD// -i- . . . :

et, comme, en vertu dc 1 equation (7), la valeur precedente dr (o, J[]

ne sera point alteree si Ton y pose / = o, on aura necessairemenl

i oj: I)/ on I)/ ,/ -I- oy I)/ c oc I)/ r -\- . . .

(25)
(
= ox D/ u on I)/ x H- 6y I)/ v ov I)/y -i- . . . .

Soient maintenant h un terme quelconque de la suite x, y, / el

/ le terme correspondant de la suite u, v, w, .... On tirera de la f or-

mule(25), enposant/= A,

\

(26) QJC D/j // on I)/, ,r -+- dy !)/, r or D/,y -f- . . . = &amp;lt;5A ,
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ot, on posant / = k,

( 27 ) QJC I)/, u da D/, x -+- oy D* v dvD t y -}-. . .= oh.

Si dans les formules (27) et (26) on substituc a %h, ok Icurs valeurs

donnees par deux equations de la forme

(28) dl = D* 1 3x + Dy I dy 4- . . .

on trouvera

(29) ,

\)x h dx 4- Dr h dy + . . . -+- !) hou +D v hdv -+-...

DA- u ox -+- D/.. v dy -+- . . . D/. x du D/. r ov . .
i/ &quot; tJ

et

(3o)

k &x -+- Dr kdy + . . . -h D,t
A- du + D v

^.r 4- .U/j v dy + . . . 4- D/4 ^r 5w + D/,

Ces deux dernieres formules devant subsister, quelles que soient les

variations So?, Sv, Ss, . . . , $u, Bv, $w, . . . , on en conclura

(30

et

(32) I

* r

_

*

I

En vertu des formules (3i) et (32), on aura evidemment

(33) (h, A) = [A, A-],

par consequent, en ayant egard a 1 equation (22),

Ajoutons que, si Ton nomme h, h deux termes distincts de la suite x,

y, z, ..., et k, k les deux termes correspondants de la suite u, v,

\v, . . . , on aura encore, en vertu des formules (3i) ct (32),

(h, h
)
= [k, A

]
= o, (A, A-

)
= [h, h

]
= o,

(7i, A-
)
= [k, h

]
= o, (A, /*

)
=

[7i, A
]
= o.



UNIVERSITY

~^^^fe
*~

EXTRAIT NO 521.

Done, en definitive, si Ton nomine li el / deux tcrmes de la suite \, v,

z, ..., u, v, w, ... qui ne se reduisent pas a deux termes corresjmn-

dants &amp;lt;les deux suites x, y, z, . . . ; u, v, w, . . .
, on aura totijours

(35) (A,*) = o,

II en resulte aussi que la tormule (33) subsistc loujours, qnand on

prcnd pour h ct k deux termes quelconques de la suite x, y, z, . . . ,

u, v, w, Done alors la formule (i5) entraine avec ellc la for-

nuile (18).x

_

Considerons maintenant le cas general ou h, k represented deux

constantes arbitraires quelconques, introduces par Integration des

equations (i). Ces deux constantes arbitraires ne pourront etre quo
des ibnctions de x, y, z, ..., u, v, w, ..., et, si Ton attribue a ces

dernieres quantites les variations Sx, y, cz, . . . , u, v, cw, . . . , les

variations correspondantes dc h et k seront donnees par les formnles

i oA DJi 8x H- D
y
h oy + . . . + D U A ou + D h ov + . .

(06)
I 8k = D x A- ox + l)

y
/c 8y + . . . + D u k on + D v A- 3v + . . . .

D autre part, en vertu des integrales generates des equations (i), on

pourra considerer non seulement x, y, z, . . . , u, c, w, . . . , comme
functions de x, y, z, . . . , u, v, w, . . . , J, mais aussi x, y, /, . . . , u, v,

w, , . . , et, par suite, h, k comme ibnctions de x, j, z, ..., //, c,

w, . . . , t\ et alors, a la place des formulcs (36), on obtiendra les sui-

vantes :

(

6A = D^A ox -+- ])yh oy -+- . . . -f D // ou + DJi or -+- .

(37)
( 8k = tox k ox + Dy A 5j + /.. + D u k ou + D,A- oc + . . . .

Or, des formules (87), jointes a 1 equation (17), on tirera

(38) |3A3A |

= (/t
, A-),

pourvu que Ton represcnte, a 1 aide de la notation \o/i$Jc , ce qne
devient le produit Zh%k dans le cas ou Ton considere les variations

o^
, oy, o^, . . .

, o, or, on-1

,
. . .
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comme des clefs assujetties aux transmutations

.

6V ds ^ i,

ot oil Ton remplace par zero les produits binaires des memes varia

tions, non compris dans lez formules (39). D ailleurs, de la for-

mule (38), jointe a I equation (34) ou (35), il resulte : i quo Ton

aura

(4o)
1

3A 3* =i, \kWi\ = -i,

si Ton prend pour h un terme de la suite x, y, /, . . . , et pour k le terme

correspondant de la suite u, v, w, . . . ; 2 que Ton aura, au contraire,

(40 \3hdk \

= o,

si Ton prend pour h et k deux termes de la suite x, y, z, .. ., u, v,

\v, ... qui ne se reduisent pas a deux termes correspondants des

deux suites x, y, z, . . . ; u, v, w, .... Gela pose, la valeur generate de

Fexpression A ok , tiree des formules (36), sera evidemment celle

qu on obtient quand on considere les variations x, y, oz, ..., ou,

ov, Sw, . . . comme des clefs assujetties aux transmutations

(

ox 3u :n i
,

v
~

oz 3 i . . .

(42)
( dud\ i,

et quand on remplace par zero les produits de ces memes variations,

non compris dans les formules (42 )- Or, en operant ainsi, on trouvera

dh $k = D x A D u It D u /i D s k + D
r
/j D k D y /z D

y
k -+- . . .

;

et, comme la formule (38) donne generalement

(43) (h,k)=\dh8k\,

on aura encore

(44) (/i, A-)=^J) xAD u A--D u AD x A + I)
y
/zD v A- D v AD,A--4-. . .;

puis, dc la formule (38), comparee a I equation (17), on conclura que
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la valcur (h, k) n est pas alteree, quand on y pose t = o, et, par suite.

j,- = \, y = y, z z, ..., u = u, p= v, tr w,

On aura done generalement (/, X:)
= const., conformement a 1 equa-

lion (18).

La formulc (43) offre encore un moyen facile cle calculer les

valeurs des expressions de la forme (/*,), et d etablir leurs diverses

proprietes. C est ce que Ton verra dans un prochain article.

562.

ANALYST. MATIIKMATIOUF. -- Memoire sur I interpolation, on remarqncs

sur les remarques de M. Jules Bienayme.

C. R., T. XXXVII, p. 6.{ ( 18 juillet i853).

Le Compte rendu de la derniere seance renferme un Memoire lu ;i

Tavant-derniere par M. Jules Bienayme, a un moment ou
j
etais

absent. Ce Memoire est intitule : Remarques sur les differences qui dis-

tinguent la methode des moindres carres de I interpolation de M. Cauchy,

ct qui assurent la superiorite de cette methode. En lisant ce titre, on

pourrait croire la methode des moindres carres, toujours et sous ton:-

les rapports, preferable a la nouvelle methode d interpolation que

j
ai donnee en i835. Toutefois, cctte conclusion ne seraitpas lei&amp;gt;ilimr.

Pour mettre le Jecteur a portee de se former une opinion a cet egard .

j
ai cru devoir a mon tour comparer 1 une a 1 autre les deux methodrs.

L algorithme dont
j
ai fait usage en i835 facilite cette compare!son ,

en reduisant les diverses methodes proposees par les geometrcs, pom-

la resolution des equations lineaires, a quelques formules generales

et tres simples, renfcrmees dans les premieres pages dc mon Memoirr.

et que je vais indiqucr.

Considerons d abord m inconnues, x, y, z, ..., w, liees les lines
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aux autrcs par m equations

(i) JU = o, ift&amp;gt; = o, C = o, ..., = o,

dont Ics premiers membres soient des fonctions lineaires de ces

inconnues. Si la resultante du Tableau qui a pour termes les coeffi

cients de x, y, z, . . . , w clans les fonctions d,, ill, a, . . . , $ ne s eya-

nouit pas, on pourra tirer des equations (i) les valeurs de x, y,

z, ..., w, en eliminant 1 une apres 1 autre ces inconnues, rangees

dans un certain ordrc, et en remontant de la derniere des formules

ainsi obtenues a celles qui la precedent. Si, en particulier, on veut

eliminer x de la dcuxieme, de la troisieme, ..., de la derniere des

equations (i), il suffira de retrancher de la fonction
ifi&amp;gt;,

ou a, ,..,

ou le produit de Jl&amp;gt; par le rapport du coefficient de x dans 11!, ,

ou e, . . . , ou , ) au coefficient de x dans ju. Si Ton indique, a 1 aide de

la lettre caracteristique A, les differences du premier ordre ainsi obte

nues, 1 elimination de x entre les equations (i) donnera les suivantes :

Pareillement, si Ton veut eliminer y de celles-ci, a 1 aide de 1 equa-

tion Aifi) = o, il suffira de retrancher dc la fonction Aa, . . . , ou A le

produit de Ai& par le rapport du coefficient tie x dans Aa, . . . , ou Af/

au coefficient de x dans Ait!&amp;gt;. Si Ton indique, a 1 aide de la caracte

ristique A
2

, les differences du second ordre ainsi obtenues, 1 elimination

dej entre les equations (2) donnera les suivantes :

(3) A 2 a^o, ..., A 5=o.

En continuant ainsi, on finira par joindre aux equations (i) toutes les

formules renfermecs avec elles dans le Tableau suivant :

(4)

n,, zn o, ill) = o, a = o,

Ail!) o, Aa = o,
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et ce Tableau pqrmettra, non seulement de calculcr aisement les

valeurs de x, y, z, . . . , w, que Ton pourra deduire des seules formules

(5) &amp;lt;&&amp;gt;
= o, Atf&amp;gt; = o, A 2 S=o, ..., A&quot;-S

= o,

en remontant de Tune a 1 autre, apres avoir tire de la derniere la

valeur de w, mais encore de constater la justesse des calculs par de

nombreuses verifications.

Supposons maintenant les m inconnues x, y, z, ... , w liees entre

elles par n equations exactes on approximatives

(6) l=0, 2 =0, ..., ,,= 0,

n etant egal ou superieur a m. Pour determiner completement les

valeurs des inconnues, il suffira encore de resoudre m equations de

la forme (i), JU, oil, S, . . . , designant m fonctions lineaires de ,,

t 2 ,
. . . , rt

. D ailleurs, dans les valeurs de
&amp;lt;&&amp;gt;, ift&amp;gt;, s, . . . , 5 exprimees

en fonctions de ,, 2 , ..., pour des equations lineaires, c est-a-diro

de la forme
a =^1 4-^2^2 + -+^rt,

D =Sii -r-2 2 -J-...H- S,

les facteurs X,, X,, ..., X
/lf (/.,,

u.,, ..., aa , v
( , v,, ..., vn , ...,

;,, ? 2 , ...,
&amp;lt;; pourront etre arbitrairement choisis sous une seule

condition, savoir, que les valeurs de JU, oil, G, . . . , /j ne puissent elles-

memes satisfaire a aucune equation lineaire de laquelle serait exclue

chacune des inconnues x, y, z, w. On ne doit pas se preoccuper du

cas oil cette condition ne pourrait etre remplie; car ce serait la un cas

exceptionnel, et dans lequel les equations (6) ou se contrediraient

mutuellement, ou devienclraient insuffisantes pour determiner les

valeurs des inconnues.

II est bon d observer que, apres avoir forme les equations (i), on

devra leur substituer d autres equations desquelles on puisse aise-

OEuvres de C. S. I , t. XII. Q
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ment tirer les valeurs des inconnues, par exemple les equations (5).

D ailleurs, on pourra former directement ces dernieres, sans passer

par les equations (i). En effet, les formules (7) donneront

(8)

\ ADb =jx, Ae! -hfXjAgj

A 2 3 ^VjA ej + v 2 A 2
2

z B Ae,,,

Or, eu egard aux equations (8), on pourra determiner successivement

les differences des divers ordres comprises dans les diverses lignes

horizontals du Tableau

(9)

en deduisant, dans la premiere ligne horizontale, le terme &amp;lt;&, des pre

cedents combines avec un premier systeme de facteurs X, ,
X

2 ,
. . . , \t ;

puis la seconde ligne horizontale de la premiere jointe a un second

systeme de facteurs a,, [/.2 , ..., pn ; puis la troisieme ligne horizontale

de la seconde jointe a un troisieme systeme de facteurs
v&amp;lt;,

v 2 , .. .,

v
/( ; etc. On se trouve ainsi ramene tres simplement, par 1 emploi de la

lettre caracteristique A, a la proposition enoncee par M. Bienayme, et

relative a I independance dans laquelle demeurent, en presence los

uns des autres, les divers systemes de facteurs

AI, A 2 ,
. . ., AA j f/-i, fJ-j,

. . ., fx,M Vj, v 2 ,
. . ., v /0

En realite, cette proposition peut se deduire de cettc simple observa

tion, que deux fonctions lineaires de x, y, z, . . . , w, identiquement

egales entre elles, par exemple

B et v
1 I +v,e,H-...H-ve,t ,
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ne cessent pas d etre identiquemcnt egales lorsqu on y remplace inn-

ou plusieurs inconnues par leurs valeurs tirees de certaines equation

lineaires, par exemple x et y par leurs valeurs tirees des deux equa

tions oi, = o, &&amp;gt;
= o, ou, ce qui revient au meme, des deux equations

oi, = o, A\Jb = o, ce qui reduit les deux fonctions citees aux deux sui-

vantcs :

A 2

3, v, A
2 ,+ v

2 A 2
, + .. .-+- vn A*e,,.

Concevons maintenant que, apres avoir determine les differences de

1 ordre m des fonctions lf 2 , ...,, on determine encore leurs diffe

rences de 1 ordre m -+- i, savoir

(10) A &quot; M
!, A^+ SO, ..., A&quot;^

1 ^.

Ces dernieres differences seront ce que deviennent les precedentes

quand on elimine 1 inconnue w a 1 aide de 1 equation A&quot;\ )
= o, on

bien encore ce que deviennent les fonctions ,, s 2 , ..., quand on

elimine x, y, z, . . . , w a 1 aide des equations (i) ou (5). Par suite,

elles se reduiront a zero, si 1 on a n = m, ou si les equations (6) sont

exactes ; et si, n etant superieur a m, les equations (6) ne sont qu ap-

proximatives, a des constantes d autant plus petites (abstraction faitc

des signes) que 1 approximation sera plus grande.

En s appuyant sur les considerations precedentes, on reconnait

aisement que la methode des moindres carres et la nouvelle methode

d interpolation ont toutes deux leurs avantages et leurs inconvenients;

que les questions auxquelles elles s appliquent naturellement sont &amp;lt;lc

deux genres distincts, la nouvelle methode etant specialement em

ployee pour resoudrc des problemes ou il s agit de fixer a la fois et

la valeur des inconnues, ct le nombre de celles qui doivent entrer

dans le calcul; que, pour rendre la methode des moindres carres

applicable a ces problemes, il serait necessaire d emprunter a 1 autre

methode la regie qui en fait le principal merite; enfin, que des

resultats obtenus par la methode nouvelle on peut souvent deduire,

avec unc tres grande facilite, ceux que fournirait la methode des

moindres carres. Telles sont les conclusions qui sont mises en evi-
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dence dans mon Memoire, ainsi que je 1 expliquerai plus en detail

dans un second article.

523.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur la nouvelle methode d interpolation

comparee a la methode des moindres carres.

C. R v T. XXXVII, p. 100 (a5 juillet i853).

Ma nouvelle methode d interpolation, comme toutes celles qui ont

ete proposees par les geometres, pent etre reduite a la resolution de

certaines equations lineaires. D ailleurs, les problernes que servent a

resoudre les equations lineaires sont de deux genres distincts. Dans

les uns, le nombre des inconnues est fixe a 1 avance, et il s agit de

tirer de certaines equations exactes ou approximates les valeurs de

ces inconnues. Dans d autres problemes, le nombre des inconnues

que renfermeront les formules n est pas fixe d avance, et Ton a, par

suite, a determiner non seulement les valeurs des inconnues rangees

dans un certain ordre, mais encore le nombre de celles que Ton devra

calculer. Concevons, pour fixer les idees, qu il s agisse de construire

unc serie ordonnee suivant les puissances ascendantes ou descen-

dantes d une variable, et supposee convergente, dans le cas ou Ton

connait, pour diverses valeurs de la variable, la somme de la serie.

Alors, evidemment, on devra rechercher tout a la fois, et le nombre

des termes apres lesquels la serie pourra etre arretee sans que Ton

ait a craindre d erreurs sensibles, et les valeurs de ces memes termes.

C est a la solution des problemes du premier genre qu a ete generale-

ment appliquee la methode des moindres carres; c est, au contraire,

pour resoudre le second genre des problemes, que j
ai donne en i835

la nouvelle methode d interpolation.

D autre part, les valeurs de m inconnues, liees 1 une a 1 autre par

n equations lineaires r n etant egal ou superieur a m y peuvent etre
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calculees plus ou moins rapidement et avcc unc exactitude plus ou

moins grande. Cette rapidite, cette exactitude peuvent dependre, non

seulement du nombre ct de la nature des equations donnees, mais

encore des methodes employees pour les resoudre.

Si 1 on a

n m,

c est-a-dire si m inconnues x, y, z, . . . , v, w sont determinees par Ic

systeme de m equations lineaires

(
i

)
^, 0, il\&amp;gt; o, 3 0, . . .

, 5 o,

les valeurs des inconnues ne dependront pas des methodes employees,

qui toutes conduiront aux memes resultats, mais pourront etre plus

ou moins rapidcs. Alors aussi on pourra obtenir ces valeurs a 1 aide

des formules generates qui les presentent sous la forme de fractions

dont Ic denominateur commun est la resultante construite avec les

coefficients des diverses inconnues. Mais le calcul des termes compris

dans le denominateur et dans Ic numerateur de chaque fraction sera

tres penible, si Ic nombre m devient considerable; et 1 on evitera ce

calcul si, apres avoir elimine successivement x, puis y, puis z, . . . ,

puis v des equations donnees, an remonte de la derniere des for

mules ainsi obtenues a la premiere. De plus, comme, pour eliminer

une variable x d une fonction lineaire oft) a 1 aide d une equation

lineaire ^l&amp;gt;
= o, il suffit de retrancher de la fonction iftj le produit

de ai, par le rapport entre les coefficients de x dans ift&amp;gt; et dans -i.,

1 elimination successive des variables x, y, z, . . . , v entre les equa

tions (i) reduira les premiers membres de ces equations aux diffe

rences de divers ordres indiquees, quand on suit la notation que nous

avons adoptee, a 1 aide de la lettre caracteristique A. Apres avoir ainsi

reduit les fonctions
iil&amp;gt;, O, . . . , aux differences de premier ordre

Ai)J&amp;gt;,

Ac, . . . , A^, en eliminant x a 1 aide de 1 equation

puis les differences As r . . . , A^ aux differences de second ordre A 2
8, . . . ,
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A 2
, en eliminant y, etc., on pourra substituer aux equations (i) les

equationsfinales

(2) & =
&amp;lt;&amp;gt;,

Aift, = o, A 2 G = o, ..., A&quot; S o,

que Ton resoudra sans peine en remontant de la derniere, qui four-

nira la valeur de w, aux precedentes, qui fourniront, 1 une apres

1 autre, les valeurs des inconnues v, ..., z, y, x.

Si Ton a n
&amp;gt;&amp;gt;

m, c est-a-dire si m inconnues x, y, z~, . . ., v, w sont

liees entre elles par n equations lineaires

(3) i
= 0, 2 O, ..., =0,

n etant superieur a m, il arrivera de deux choses 1 une : ou les equa

tions (3) seront exactes, ou elles seront simplement approximatives.

Dans la premiere hypothese, toutes les methodes de resolution con-

duiront aux memes resultats, et Ton pourra se contenter de resoudre

m equations, choisies arbitrairement dans le systeme donne, en leur

appliquant la methode indiquee pour le cas oil Ton avait n = m. Au

contraire, dans la seconde hypothese, c est-a-dire quand les equa

tions (3) seront simplement approximatives, les diverses methodes

de resolution pourront differer entre elles sous le double rapport

de la brievete du calcul et de 1 exactitude des resultats obtenus.

Alors aussi, pour construire les equations finales, analogues aux for-

mules (2), on pourra employer deux procedes distincts. Le premier,

que Ton peut nommer indirect, consiste a substituer aux n equations

donnees m equations de la forme (i), en prenant pour JU, i&, e, . . . , /j

m fonctions lineaires de
, , 2 et a deduire cnsuite des equa

tions (i) les equations (2), en eliminant Tune apres 1 autre les incon

nues &, y, z, . . . , v. Le second precede, que Ton peut nommer direct,

consiste a deduire directement les equations finales des equations

donnees, sans passer par les equations (i). Quand on a recours a ce

dernier precede, il n est pas necessaire de fixer a priori, et ties le

commencement de 1 operation, les valeurs attributes aux divers sys-

temes de facteurs par lesquels on doit multiplier , , 2 , ..., pour
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obtenir les fonctions &, ift, 3, . . . ,
(&amp;lt;j.

En effct, soicnt

ces memes facteurs, en sorte qu on ait

-H A,i ,

lib pi , H- JA, ,+ . . . -f- pn |l ,

S Vj j
+ y 2 2 4- . . . 4- v

/t ,

On aura done
ADI* u, As, H- u, Ac 2 + . . . -h LL_ As

Par suite, pour obtenir Aifc, il ne sera pas necessaire de commencer

par construire
ift&amp;gt;, en assignant immediatement aux facteurs a,,

[j..,, ...,
[/.

des valeurs determinees; il suflira de reduire, en eli-

minant x a 1 aide de 1 equation

d(a 1^1 O,

les fonctions ,, 2 , ..., in aux differences de premier ordre Ac,,

As,, ..., A n , puis d ajouter 1 une a 1 autre ces differences respec-

tivement multipliees par des facteurs quelconques JJL,, (ju, ..., a,,

qui pourront dependre, si Tori veut, de ces memes differences,

c est-a-dire des coefficients qu elles renferment. Pareillement, pour

obtenir A 2
3, il ne sera pas necessaire de commencer par construire s,

en assignant a priori aux facteurs v,, v 2 , . .., v, des valeurs determi

nees; il stiffira de reduire, en eliminant y a 1 aide de 1 equation

Anb = o,

les differences de premier ordre AE,, A 2 , ... A W aux differences dr

second ordre A 2

,, A 2

2 , .. ., A 2
w , puis d ajouter 1 une a 1 autre &amp;gt;

differences de second ordre respectivement multipliees par des fac

teurs quelconques v, , v 2 , . . . , v
rt qui pourront dependre, si Ton venf .

des coefficients renfermes dans ces memes differences, etc.
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Avant d aller plus loin, nous ferons unc remarque importante.

Pour que Ton puisse tirer successivement des equations (2), et en

remontant de la derniere a la premiere, les valeurs des incon-

nues w, . . .
, ,j, x, il est necessaire que les coefficients de x dans

la premiere, de y dans la seconde, de z dans la troisieme, . . . , de w
dans la derniere, ne s evanouissent pas. D ailleurs, chacun de ces

coefficients etant represente par la somme de plusieurs termes, on

n aura point a craindre qu il s evanouisse, si chacun de ces termes

est positif. Or, c est ce qui arrivera toujours, si, designant 1 une

quelconque des fonctions
, , 2 , . . . , za , le facteur X, ou

JJL,
ou v, ...

qui, dans la somme representee par &amp;lt;&&amp;gt;,
ou par Aifi&amp;gt;, ou par A

2
3, . . . ,

precede la fonction , ou Ae, ou A 2
, ..., est toujours une quantite

affectee du meme signe que le coefficient de la premiere des incon-

nues comprises dans cette meme fonction. Dorenavant, nous suppo-

serons cette condition toujours remplie dans les equations finales

formees par le procede direct; et, des lors, ces equations fourniront

toujours pour les inconnues des valeurs fmies, qui seront exactes si

les equations (3) sont exactes elles-memes.

Concevons maintenant que, pour abreger, on designe, a 1 aide de la

lettre caracteristique S, par la notation S^, ou S[xA, ou Sv A 2
,...,

la somme des produits de la forme X,e/f ou (x/As/, ou v,A
2

,, / etant

Tun quelconque des nombres i , 2, 3, . . . , n ; on aura

(4) JU = SXe, Ai)b = SpAe, A 2 S = SvA 2
,

----

Soient d ailleurs a le rapport entre les coefficients de x dans les

fonctions et =A9 ,
% le rapport entre les coefficients de j dans les

fonctions A et Aift&amp;gt;, y le rapport entre les coefficients dc z- dans

les fonctions A 2
et A 2

8, ---- On aura

(5) Aerre aJU, A 2 = As 6
A\ll&amp;gt;,

ou, ce qui revient au meme,

(6) As = aSXs, A 2 = Ae
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Co n ost pas lout : les ( ((nations (3) riant lim -aires par rapport a a\

v, z, ..., w, chacuno de cos equations pourra elro presentee sous

la forme
n .r -i- by -+- c : -+- . . . -+- k\v k

on, co qui revient au memo, sous la forme

(7) = o,

la valeur dc etant

1
&amp;lt;S

)
/ cue by c z ... h r,

el
&amp;lt;7, A, c, . . .

, /*, X; etant des constantcs (jui recevront, dans la fonc-

tion ,, certaines valeurs a
( ,

b
t ,

c
{ , ..., A,, k

{ ; dans la fonction ,,

d autrcs valeurs ^,, b.,, c 2 , ..., A
2 , /-, ; ...; cnfin, dans la fonc

tion , d autres valeurs a,n bn , c
lt , . .., h,^ kn . Cela pose, la premiere

des formulcs (4) donnera

(9) a, = $/./, jcSla y$\b . . .
- wSXA,

et, par suile, le rapport a entre les coefficients de a1 dans les fonc-

tions et .,1, sera determine par la formule

De plus, la premiere des equations (6) jointe a la formule ( 8 ) don

nera

(n) As A/.- x Aa r b . . . &amp;lt;r AA,

les valeurs de A, A, AA, . . . , A/J etant determinees par des formules

semblables a la premiei-e des equations (6) et que Ton en deduil en

substituant a la lettre Tune des lettres X% , /&amp;gt;,..., //, de sorle qu on

aura, par exemple,

(12) A/,

OEuvres de C. S. I, t. XII. IO
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On etablira do la meme maniere les formulas

( i3) A ill,
S/ji A/i- - yS/jL A& - cS/a Ac - . . . rS

(

u A//.

(i 5) A 2 =z A 1
/- ytfb ztfc ... A 8

/*,

los valours de A 2
/?-, A 2

/;, A 2
c, ..., A 2 A etant determinees par dos for-

inules semblablos a la secondc dcs equations (6), dc sortc qu on

aura, par exemple,

(16) A 2 /,-~AA- -SS^A/x-,

En continuant ainsi, on arrivera definitivemont aux equations

(17) A &quot;s A &quot;A- (v A &quot;/z,

(
1 8

)
A

&quot;/)
S g A &quot;

A- w S s A &quot;

// ;

et si de la formule (17) on elimine w a Faide do 1 equation A&quot;
, j
= o,

on obtiendra uno formule nouvelle, savoir

(19) A &quot;+ 1 =: A &quot; 4- 1 /
,

qui, jointe aux diverses formules deja trouvees, fournira los valours

constantes des expressions de la forme Am+1 , c ost-a-dire des diffe

rences

(20) A ^ g.,, A&quot;^ c-2 , ..., A&quot;
t+1

,,.

Cos valeurs, en vertu dc la formule (19), soront precisement cellos

des differences

(21) A &quot;- 1
- 1

A-,, A &quot; +1
/-

2 , ..., A &quot; +I
/.-

/;
.

Done ces dernieres comme les precedentes se reduiront a zero, si Ton

a n = m, ou si les equations (3) sont oxactes, et si, n etant suporieur

ii m, les equations (3) ne sont qu approximatives, a des quantites qui

devront etre en general d autant plus petitcs (abstraction faite dos

signes) quo ( approximation sera plus grande.

Considerons maintenant d une maniere speciale le cas ou le nombro

m dos inconnues n est pas donne a priori. Supposons, pour fixer los
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idccs, que ccs iiicoiinucs soicnl Ics coefficients rcnl cnno dans les

divers terrnes d unc serie convergent!
1

, dont k represente la somme,

cl (|iic, |&amp;gt;ar
suite, Ics constantes

cxpriment n valeurs de cctte meme somme determinees directement,

a 1 aide d un certain nombre d experiences ou d observations. Gene-

ralement ces valeurs, qui pourront etre, par exemple, des angles me-

surcs a 1 aide d instrurnents plus ou moins parfaits, ne seront pas

cxaetes, mais entachees de certaines erreurs. que comporteront les

observations dont il s agit. Ola pose, concevons que Ton cmploie,

pour la formation des equations finales, desquelles on doit tirer les

valeurs des inconnues, le procede direct, qui fburnit avec ces equa

tions les diverses valeurs de AA% A-X-, A 3
, ---- Pour que les valeurs

de A&quot;

+l deviennent comparables aux erreurs d observation, il sera

generalement necessaire que le nombre entier m acquiere une valeur

suffisamment grande, et telle qu on puisse, sans erreur sensible, se

borner a conserver dans le developpement de k en serie les m pre

miers termes. Reciproquement, lorsque, m vcnant a croitre, les

diverses valeurs de A&quot;

+l seront devenues comparables aux erreurs

d observation, le probleme du developpement de k en serie pourra

etre considere comme resolu. Car, en attribuant aux coefficients des

lermes conserves les valeurs donnees par le calcul, et aux coefficients

des termes negliges des valeurs insensibles, on obtiendra une serie

dont la somme k aura pour valeurs particulieres des quantates tres

j)cu d ill e rentes de /,, k.2 , ..., kn , les diH crcnces etant representees

par les diverses valeurs de A&quot;

+l
/fr, et pouvant etre en consequence

attributes aux erreurs d observation.

En resume, si, dans le developpement d une function k en une serie

convergenie, dont chaque terme renferme un coefficient inconnu, on vent

determiner d la fois cl le nombre n des termes apres lesquels on pent

(irreler la serie, sans avoir a craindre d erreilrs scnsibles , el les coeffi

cients renfermes dans ces memes termes, on devra, en adoplant le
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direct pour la formation des equations finales , porter specialement son

atlenlion sur les valeurs des differences des divers ordres

A/,-, A 2
A~, A 3

/,-, ....

Le nombre m aura effectivement acquis la raleur qu il convient de lid

attnbuer, lorsque les diverses valeurs numeriques de A&quot;

*&quot; 1

^: seront deve-

n ncs assez petites pour etre comparables aux erreurs d observation que

component les diverses valeurs de k .

II est aise maintenant do comparer entrc elles les deux methodes

que M. Bienayme a mises en presence Tune dc Pautre, savoir : la me

thode des moindres carres et la nouvelle methode d interpolation.

Le but ordinairement assigne a la methode des moindres carres

consiste a deduire d equations approximates les valeurs d incon-

nues dont le nombre est fixe a Pavance. Au contraire, le but special

assigne a la nouvelle metbode d interpolation, dans le Memoire

de 1 835, est de determiner dans une serie convergentc, propre a

representer le developpemcnt d une fonction, non pas les coefficients

im-onnus de certains tcrmes dont le nombre serait fixe a Pavance,

mais les coefficients des tcrmes que Von peat negliger sans avoir a

craindre quil en resulte une erreur sensible dajis les valeurs de la fone-
lion (voirlc Memoire litbographie de i835, page 3) (

(

).

Dans la methode des moindres carres, les divers systemes de fac-

teurs sont determines a priori, et chacun d eux se confond avec le

sysleinc des coefficients d une meme inconnue. Au contraire, dans

la nouvelle methode d interpolation, le calculateur, eliminant Pune

apres Pautre les diverses inconnues, dans un ordre fixe primitive-

ment, et adoptant, pour la formation des equations finales, ce que

nous avons nomme le procede direct, determine successivement les

divers systemes de facteurs a mesure que le calcul avance, et reduit

chaque factcur a i, le.signe etant celui du coefficient de Pinconnue

( ) Memoire sur I integration des equations dijferentielics (ffouveaux Excrciccs d Ana

lyse ct dc Physique, T. I. p. 027. OEuvres de Caucliy, S. II, T. XI).
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qiii doit etre eliminee la premiere. l)e plus, en nommant k la con-

sfanle a laquellc une quelconque des equations donnecs reduit une

I onction lineaire des inconnues, le calculateur arrete le calcul an

moment ou le nombrc m de ces inconnues devient assez considerable

pour quo les diverses valeurs numeriques de. A &quot;&quot;1
&quot; 1 ^ soient compa-

rables aux erreurs dont la valeur dc k est susceptible. Ainsi, ce qui

distingue surtout la nouvelle methode d interpolation, c est : i I ern-

ploi de factears dont chacun se reduit, an signe pres, a i , le, signe

etant choisi comme on vient de le dire; 2 I emploi des differences de la

forme A &quot; +t k pour determiner le nombre m des inconnues qui dowent elre

admises dans le calcul. Remarquons d ailleurs qu eu suivant la nou

velle methode on n aura jamais a craindre d obtenir pour les incon

nues des valeurs infinies, comme cela pourrait arriver, si, en reduisant

les divers facteurs a i, on determinait les signes autrement qu il

n a ete dit.

II est vrai qu en suivant la methode des moindres carres on pour-

rait employer, pour la formation des equations finales, le precede

direct, comme I a fait Laplace dans le premier supplement au Calcul

des probabilites. Mais alors meine, pour rendre la methode applicable

a la determination numerique des coefficients que renferme le deve-

loppement d une fonction en serie convergente, ct du nombre m des

termes qui doivent etre conserves dans ce developpement , il serait

necessaire d emprunter a la nouvelle methode d interpolation la re^le

qui en fait le principal merite, celle qui s appuie sur la consideration

des diverses valeurs de A7&quot; 4&quot; 1

k.

Je dirai plus : suffira-t-il de rapprocher ainsi, autant que possible,

la methode des moindres carres de la nouvelle methode d interpola

tion, pour assurer, en tous points et dans tous les cas, la superiorite

de la premiere? Nullement, et quelques reflexions bien simples met-

tront le lecteur a portee de se former une opinion a cet egard.

D abord, apres la modification indiquee, la methode des moindres

carres sera loin d etre superieure a la nouvelle methode, sous le rail-

port cle la brievete des calculs. Au contraire, la nouvelle methode con-
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servera sur 1 autrc un avantage incontestable, puisqu elle reduira les

divers facteurs introduits dans les equations finales a 1 unite.

La methode des moindres carres sera-t-elle, sous le rapport de la

precision, toujours superieure a 1 autre? Mais, dans le cas special ou

le nombre des equations est egal au nonibre m des inconnues, toutes

les methodes fournissent les memes resultats, et alors la meilleure

est evidemmcnt celle qui exige moins de calcul.

Si maintenant le nombre n des equations devient no.tablement supe-

rieur au nombre m des inconnues qui doivent rester dans le calcul, il

arrivera de deux choses 1 une : ou les valeurs donnees de la fonction

dont il s agit d obtenir le developpement en serie seront entachees de

graves erreurs, et alors aucune methode ne pourra garantir la preci

sion des valeurs trouvees pour les inconnues; ou les valeurs donnees

de la fonction seront a peu pres exactes, cf, dans ce cas, surtout si le

nombre n des inconnues devient considerable, les deux methodes

fourniront generalement des resultats peu differents. 11 y a plus :

etant donnees les valeurs des inconnues, telles que les fournit la nou-

velle methode d interpolation, il suffira generalement, pour obtenir

celles que fournirait la methode des moindres carres, d ajouter aux

premieres des corrections tres petites, et que, pour ce motif, il sera

facile de calculer. M. Bienayme dit que ce precede ne tend a rien

moins qu a doubler le travail si penible de I elimination, Mais, dans le

Memoire lithographic de i835, pour rendre manifestos les avantages

do la nouvelle methode, j
en ai fait a la theorie de la dispersion de la

lumiere une application que le Journal de M. Liouville n a pas repro-

duite, et
j
ai ainsi obtenu un developpement dont les diverses valeurs

etaient precisement celles de la fonction developpee. Dira-t-on qu alors

la methode de correction ci-dessus rappelee double le travail etaccroit

de fastidieux calculs? Loin de la, elle prouve, sans calcul, que la me

thode des moindres carres, rendue applicable a 1 aide d un emprunt

fait a la nouvelle methode, aurait conduit le calculateur au meme

resultat, mais plus peniblement, et en exigeant plus de travail.

11 est vrai que les calculs de Laplace assignent a la methode des
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moiudros carres une propriele importante, colic &amp;lt;lc foiirnir, comme Ic

rcmarqnc M. Bionayme, Ics resultats les plus probables. Mais cello

propriclo no subsist?, commo jc 1 oxpliqucrai dans un aulro article,

(|iic
sous corlainos conditions; ol alors memo quc cos.conditions soul

remplios, il pent sc fairc quc, pour obtenir los rosullals los
|&amp;gt;lus pro

bables, la voic la plus courtc soit dc joindrc a la nouvcllc mcthode la

inctbodo do correction dont
j

ai parlo.

524.

( .. 15., T. XXXVII. p. KHJ (&amp;gt;. &amp;gt; juillot 1853).

.M. AiT.rsiiN CAUCIIY present? encore a FAcadcrnie :

i Un Memoire sur les variations des conslantes arbilraircs f/ue coni-

vrcnncnt les integrates des equations differentielles considerecs dans nn

article precedent (page 54), el sur les avanlages qu ojfre I emploi des

clefs algebriques pour determiner cornpletement ces variations, lorsque la

fonction dont les equations differentielles renferment les derwees se rednil

a tine fonction dcs deux sommes

X 1 _i_
y2 + . + _ _ ^ ,/2 + V 1+ ( ,,2 _!_.._

2 Un Memoire sur le Calcul des probabilites.

Les resultats obtenus dans ces deux Memoires seront developpos

dans une prochaine seance.

525.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Memoire sur les coefficients lirnitateurs

ou reslricteurs.

I. Considerations generates.

Concevons qu otant donnoes diverses valours particuiieres
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d une fonction u des variables independantes x, y, 5, . .., / avec la

somme s de ces valours dont le nombre pout etre fini ou infini, on

domande ce quo deviont cottc somme, lorsqu on la restreint a un

moindre nombre do formes, etquc Ton conserve sculementles tcrmes

correspondants aux valours de x, y, s, . .. , t, qui verifient certaines

conditions. Pour resoudre la question proposee, il suffira evidemnient

de substitucr a la fonction u le produit de cette fonction par un coef

ficient I qui ait la double propriete de se reduire a 1 unite quand los

conditions enoncees seront remplies, ot de s evanouir dans le cas

contrairc. e coefficient, que jo nomme, pour indiquer son role,

coefficient limitateur on restricleur ( ) pourra d ailleurs revetir un

grand nombre do formes diverses. Supposons, pour fixer les idees,

(ju un restrictour doive ou se reduire a I unile, ou s evanouir, suivant

quo la variable t est positive ou negative. Go restrictour pourra etre

represented parl une quelconque des expressions

i / t \ i / 2 r x
sin^a , \ i / i r x Ida \

- -

(
J 4- - -

)
,

-
(

I + -
I dot},

- IH- -
/

r
)&amp;gt;

fi*J &quot;Jg -J_ x
t--&amp;lt;- y

.-J

f i e^-^dy.fO,,
J-*Jg

Si d ailleurs, en adoptant la notation que j
ai proposee dans un pre

cedent Memoire, on represente par l
f

1 une quelconque des expres

sions precedentes, un restricteur I, qui se reduirait a 1 unite soulo-

inont pour des valeurs reelles de t comprises entre des limitos t
t
,

t
t/

,

pourra otre exprime a 1 aide de la formule

( )
l = \ t- t -\ t

-i,i

ot de cette formule, combinee avec Fequation

r
1

) Dans les Comptcs rendus do 1849, j
avais indiquo les factcurs de cette espece sous

le nom de coefficients limitatcurs. Le mot restricteurs , qui cst plus court, offre aussi

1 avantage de bien exprimer le role que ces coefficients jouent dans le calcul.
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on lirera immediatement

/ / \2 .// / / \2
/ / \ (

C 1
H )

Au contraire, en ayant egard a 1 equation

! r x r
1*= / / e(A-/)i (Jy (ft

mJ_ x J

on trouverait

awJ /
e *

** 30 &quot;

I,

Pareillement, v etant une fonction reelle des variables x, y,s,...,t,

un restrictcur qui se reduirait a 1 unite seulement pour des valeurs

de v comprises entre deux limites donnees v
t

, v
u pourra etre exprime

a I aide de 1 une des formules

(5)

(6) 1= C C &quot;c^-

2 7T J_ x J

II sera egalcment facile de trouvcr un restricteur I qui se reduise ii

1 unite seulement dans le cas oil les variables ac, y, z, . . . ,
i verifient

a la fois plusieurs conditions donnees. Ainsi, par exemple, si 1 doit

se reduire a runite, dans le cas seulement ou toutes ces variables

sont positives, on pourra prendre

(7) I=I,ly I,. . .!,;

et si I doit se reduire ii 1 unite, dans le cas seulement ou deux fonc-

tions reelles v, w de ces variables sont comprises, la premiere entre

les limites v
t , v

v , la deuxieme entre les limites w
i%
W

H , on pourra

prendre

() I (\v-v, If-f.) (liv-w, liv-tv.)&amp;gt;

OEuvres dc C. S. I, I. XII. I I
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oujiicn encore

i _ / \~ f
x

r* r&quot; r&quot; oift-^ 6 u-i. i,/ ,r

\ ** / / 35 y QQ t/^, *J
\\&amp;gt;

L introduction des restricteurs dans le calcul permet de resoudre

facilemcnt une question qui n est pas sans importance, et que nous

allons indiqucr.

Considerons 71 variables reelles

.r, y, z, ..., r, IT
,

et /? integrates detinies reelles

(10) f A~d.r, ^ Ydy, ..., f V ch
,

f
.r,

&quot;

y, Jv,
- w,

X etant fbnction de x, rde y, . . . , V dc v, TFde w. Le produit II de

ces integrates sera I integrale multiple que presente la formule

(11) H=
I

f .(* f AY. . . VWdx dy . .. dv dir.
&quot;

.r,
&quot;

y, .
, Jw,

D ailleurs, en regardant chacune des integrates (ro) comme une

somme d elements infmiment petits de Tune des formes

(12) Adx, Ydy, ..., Frfr, W dw,

et, par suite, le produit II comme une somme do produils parliels de

la forme

(i 3) AY...VWdxdy... dv rfr,

on peut demander ce que deviendra le produit II, si Ton tient

compte seulement des produits partiels correspondants a des valeurs

de x, y, ..., w, qui remplissent certaines conditions, et si, en con-

servant ceux-ci, on ecarte tons les autres. (&quot;oncevons, pour fixer les

idees, que les produits partiels conserves correspondent uniquement
aux valeurs de x, y, . . . , r, w, qui reduisent une certaine fonction co
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ii line quanlile comprise en I re deux limitcs doimees to
;

, co
/(

. En nom-

mant P la sornme do ces produits paiiiels, el en posant

on trouvera

! ,-V

1 /
/&quot;

r &quot;

r&quot;&quot;
/&quot;

/ / /
\\Y... VWdjc-dy...c

-, Jy,
J

&quot;.

J~*

On pourra d ailleurs donner an restricteur I la forme

(16) 1 = 1

ou bien encore la forme

^
]

-iCf
De 1 equatiori (i5), jointc a la formule (17), on tirera

(i 8)
I&amp;gt;=j&quot; /&quot;/ /

AY ---

la valenr dc etant

(i 9 )
0= r C&quot;w^-

2 ^ ^ oo ^IV,

D autre part, si Ton pose, pour abreger,

et si Ton designe par la notation

1V = IV.
[ {

l.a sornme des valeurs que peut acquerir le rapport

W
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pour des valeurs de w propres a verifier 1 equation

(20) . CO^T,

ct renfcrmees entre les limites w
t
, w

ff
, la formulc (19) donnera (voir

le XIXe Gahier du Journal de I Ecole Polytechnique) ( )

&quot; = \y
(21) 0= S
\ / oW U

,

Done la formule (18) pourra etre reduite a la suivante :

S.M., ,-&amp;gt;* ^y, /&quot;W = H.,, YY VW
(22) P=l / /

/
S -d*dxdy...dv.

JM J
Xi Jyt

J v
,

=
,

On peut, an restc, etablir encore cette derniere equation cornme il

suit.

Soit w^ une valeur de w propre a verifier 1 equation

w = r,

T etant une quantite renfermee entre les limites w
;

, w^. Si Ton

attribuc a T un accroissement inlinimcnt petit et positif d^, la valeur

de &amp;lt;P represented par w^T recevra un accroissement correspondant

dont la valeur numerique sera , et la partie de 1 integrale

r

correspondante a ce meme accroissement sera

w
8

Cela pose, concevons que les differentielles dx, dy, ..., dv soient,

dans les elements (12), des quantites infmiment petites d un ordre

superieur a 1 ordrc de la quantite infmiment petite representee

par di. Alors, dans la valeur dc P donnee par la formule (i5), ct ux

des elements de 1 integrale

j- w,

( ) OEuvres de Cauchy, S. II, T. I.
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(jui corrcspondront a la valeur T do w ct a 1 elemcnt ch de la diffe

rence a)
/x

w
/
sc reduiront aux proiduts dc la forme

W
dr,

8

cn sorte qu on aura

/&quot; r M &quot; w=w,, it/

( 2 3) / \Wdw=l S -rf?.
/
Wi ,/ =w.

Or, eu egard a cette dernicrc formule, 1 equation (i5) peut etre evi-

dcmmcnt remplacee par I cquation (22).

Considerons specialemcnt Ic cas ou la fonction CD cst lineaire par

rapport aux variables x, y, . . . , v, w, et de la forme

( 2/4 ) w = ax -4- by -+- . . . + g v 4- h w,

Alors, eu posant, pour abreger,

(25)
rr

&quot; r r&amp;lt;

J r V f

et uomrnant B, . . . , G, H, on
iii&amp;gt;,

. . .
, ff, S ce que devient A ou .1, quand

aux lettres x, X, a on substitue les lettres j, F, /&amp;gt;,
ou c, F, ^, ou w,

W7
, /t, on tirera des formules (i i) et (i5)

(26) n^AB...GH,

(27) P- C C &&amp;gt;&&amp;gt;... Cfi eto*...chdQ.
2 Ti J. J- oo

Si, les fonctions X, Y, ..., F, W etant toutes semblables* eutre

ellcs, on suppose les integrates (10) toutes prises entre les memes

limites, on aura

A-B=...-G~H,

par consequent

(28) II A&quot;.

Knfin, si Ton suppose
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-j designant une quantite positive, les formules
(2;&quot;))

el (27) donne-

ronl

(29) A= T Xdx, A*=f A e-^^dx,
/_ 00 V 00

( 3o ) P = f f e,&amp;lt;Ub . . . qi) eTi d- (15.
2 TC c/_ y J_ oo

Pour montrer une application cles formules trouvees, considcrons

en particulier le cas ou Ton aurait

(3 1) A =Ke-*- :

,

k, K designant deux constantes positives. Alors on aura encore

(3.) * =
Ky/j[,

et Ton tirera des formules (28) et (3o)

(33) ,

la valeur de s etant

&quot;k

Si Ton supposait, au contraire,

(35) ^r--Ke- k v^i

on trouverait

(36) A =
K̂

et

le signe / etant relatif a la variable 0.
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Si, dans la formulo (37) on pose n = 2, ellc donnera

_ Ji^ _ k-j

(W\ i _ a e v-e .

\ ) it
* , ri ~

II - &1

$ II. --
Applications an Calcul des probabilites.

L emploi des restricleurs permet dc resoudre tres aisenient tin

jjrand nombre dc problemes relatifs au Calcul des probabilites, mais

qti on n avait point encore resolus, si ce n est dans des cas parfieu-

liers, el dont la solution, dans ccs cas-la meme, n avait ete obtenue

({u a 1 aide d une analyse difficile a suivre. C est ce que je vais monlrer

&amp;lt;MI j)cu de mots.

Representons par

n erreurs diverses que comportent n quantites

A ], K.,, . . .
,

/.
,

determiaees a 1 aide de certaines experiences on de certaines obser

vations. Soit i{ Tune quelconque de ces erreurs, / etant I un des

nombres entiers i, 2, . . .
, n. Soicnt encore une valour particuliere

attribute a /, di un accroissement infiniment petit attribue a z, el

deux limites inferieure et superieure entre lesquelles 1 erreur csl

certainement comprise. Enfin, concevons que, f( ) {&amp;gt; an t i&quot;1( fone-

tion de , le produit

rcpresento la probabilite de coincidence de 1 erreur t
( avcc une quan-

file renferniee enlre les deux limites infiniment voisines

, -i- &amp;lt;h.

On aura

(0 f f(gWc i.
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Si les quantites /,, k.,, . . . , kn sont detluites d observations ou d ex-

periences de natures divorscs, ct qui nc comportcnt pas les mernes

facilites d erreurs, la forme de la fonction ;f(s) ct les valeurs des

li mites i, /. pourront varier avec la valeur de /.

Si, pour fixer les idees, on represente par

les formes successivcs de f(s), correspondantes aux valeurs

I, 2, ..., /I

du nombre /; si d ailleurs, dans la formule (i), on ecrit, au lieu de t

et de Y., \i ct y.f, on tirera successivement de cette formule

(2) / 9(61) dei= I, / X( 2 )rf,= ], ..., / GJ
()&amp;lt;/ I,

/t, ^t-: &quot;Aa

puis on en conclura

(3) f f ... f
&amp;lt;8dKt d t ...dtK=t,

*Al ^l s &quot;^la

la valeur de $ etant

(4) ^=?(i)x()- ()

Or il est clair que { element

(5) Wdeide t ...den

de 1 integrale multiple qui forme Ic premier membre de 1 equa-

tion (3), sera le produit des elements

(6) o(j)^i Z( 2)^ 2, s*()&amp;lt;&&amp;gt;

compris dans les integralcs simples qui forment les premiers membres

des equations (2). II representera done la probabilite de la coinci

dence simultanee de la premiere erreur avec une quantite comprise

entre deux limites infmiment voisines et de la forme ,, ,
-f- di

{ , de

la seconde erreur avec une quantite comprise entre deux limites de la



K XT II A IT X&quot; 525. 89

forme .,, o -h fife 2 , . . . , tie la /i
i|1|ne orreur avec unc quantite comprise

cntrc deux liiniles de la forme in , -(- (h n .

Soit maintenant co unc fonction donnee des erreurs .,, .,, ..., ,

et nommons P la probabilite de coincidence de cette fonction avec

une quantite comprise cntre les deux limites to
7
, o&amp;gt;

/y

. Pour obtenir P,

il suffira evidemment d ecartcr de 1 integrale (3) les elements corres-

pondants a des valeurs de ,, 2 , ..., tn , qui produiront des valeurs

de co situees en dchors des limites co
;

, M /r
et de conservcr tous les

autres. On y parviendra en multipliant 1 element (5) de 1 inte

grale (3) par un restrictcur I qui ait la double propriete de se

reduire a 1 unite quand la valeur dc co tombe entre les limites co
;

, co
/x

,

et a zero dans le cas contraire. On aura done

c
y

&quot; r &quot; r &quot;

=/
/ .../ Iff*, A,...*..

Ajoutons que la valeur dc I pourra se deduire de la formule
(i(&amp;gt;)

on (17) du I. On pourra done prendre

(8)

p M,,

--
2

&quot;

Si les quantites k
{ , k.,, . . . , &amp;gt;(

rt
sont deduites d observations ou d ex-

periences de meme nature, qui comportent les memes facilites d er-

reurs, les fonctions

o(s), x(e), &amp;gt; ^(0

deviendront toutes egales; et, en designant par f() 1 une quelconqne

d entre elles, on aura

(9) ff =if(f,)f(f,)...f(t,).

Alors aussi les limites inferieures et
si&amp;gt;perieures

des integrates (2)

ne varieront pas dans le passage d une integrate a 1 autrc, et, en desi

gnant toujours ces limites a 1 aidc des lettres i, x, on aura

/X

,- X ,- X

.
J

t &quot;J,

rft *

OEuvi-es de C. S. I, t. XII. 12
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Si Ton ne peut assignor a priori aucune limite inferieure ni supc-

rieure aux erreurs ,,.,, . . . , , la formule (10) donnera

CM) p=y

Enfin, si Ton veut que 1 erreur co tombe entre deux limites egales aux

signes pres, mais affectees de signes contraires, et si Ton pose en

consequence

u etant une quantite positive, la formule (8) donnera

i r J r
(\n\ 1 II ^0(T -to)i ff*. fl()
(12) i i ic a. ay.

- U &amp;lt;-&amp;gt; 00

Considerons specialement le cas ou 1 crreur co est une fonction

lineaire des erreurs ,, 2 , ..., , et ou Ton a, par suite,

X,, X 2 , ..., \n etant des facteurs constants. Dans ce cas, en posant,

pour abreger,

et en nommant ju,, A,, ..., &amp;lt;& ce que devient A quand on \ rern-

placc successivement la lettre X par les facteurs X,, X 2 , ..., Xw , on

tirera des formules (8) et (10)

( 1 5
) P = - C r JL, Jt,. . . &, e Ti dr dO.

Si d ailleurs on n assigne a priori aucune limite aux erreurs ,,

,, . . . , en , et si Ton veut que 1 erreur co tombe entre les limites u f

+ o, les formules (r4) et (10) donneront

/*
Q ),(ji f ( ) do,

i r J
r x

(17) P
=-j_J^^^...^ n e^drd9.
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DC plus, liquation (i), a laquclle devra satisfaire la fonction I u)
donnera

(18)

Si 1 on suppose, en particulior,

(19) f(e)=rKe-^,

k, K etant deux constantcs positives, on tirera de la formule (18)

et 1 equation (17) donnera

&amp;gt; r^1&quot;

(20) p= -= / e-^-de,

la valeur de s etant determinee par les formules

Si Ton suppose, au contraire,

on tirera de la formule (18)

&amp;gt;

2

et 1 equation (17) donnera

(23) P=2
V&quot;

le-sisne r du calcul dcs residus etant relatif ii la variable 0.w
Si, dans la formule (23), on pose n = 2, elle donnera

p ii _i-
-j

r-
2

A, A
2
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Pour montrer une application des formules qui precedent, sup-

posons que 1 on veuille determiner les valours des m inconnues x,

y, ..., v, w liees aux quantites k
t , /%, ..., kH , par n equations

approximatives de la forme

(25) a,x + b/y 4- . . . -f- gi r -f- h t
\\ = //,

/etant 1 un quelconque des nombres entiers i
, 2, . . .

, n, et n etant

superieur a m. Pour obtenir la valeur de x, il sufiira de multiplier

chaquc equation par un certain facteur \, puis d ajouter Tune a

1 autre les diverses formules ainsi obtenues, en choisissant les fac-

teurs X de maniere que, dans 1 equation finale, le coefficient de x se

reduise a I unite, et ceux de j, z, . . . , w a zero. Si, pour abreger, on

indique, a 1 aide de la lettrc caracteristique S, une somme de termes

semblables les uns aux autrcs, la valeur de x sera

(26) J7 = S)./A-,,

les facteurs X,, X 2 , . . . , Xn etant determines par les formules

(27) S
/&amp;gt;./= i, S^//./ o, ..., S /*/)./= o;

et, si Ton nomme toujours i
{

1 errcur que comporte k
{ , 1 crreur \ que

comportcra la valeur do x sera, en vcrtu dc la formule (26),

(28) 1--

D autre part, si Ton nc pout assignors priori a 1 crreur t
t aucune

limitc inferieure ni superieure, et si la loi de facilite des crreurs est

celle qu exprime la formule (19), la probability dc la coincidence de

1 erreur 5 avec une quantite comprise entrc les limitcs u, u sera la

valeur de P que donne la formule (20), et qui croit pour des valours

decroissantes de la somme

Done la valeur de x la plus probable sera celle qui corresponds a la

valeur minimum de A, et qui sera determinee par la formule

(3o)
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joinle aux equations (27) desquelles on tire

(3i) Stf/rf/./ o, S
/&amp;gt;/&amp;lt;:/&amp;gt;./ o, ..., SA/c//./ o.

Or les formulcs (3o) ct (3i) devant se verifier, quelles qne soient

parmi Irs differentielles rfX,, &amp;lt;^X.,, ..., cfku celles qui restcront arbi

tral ITS, il en resulte que \ devra etre de la forme

(82) }./=: a/y. -{- b,S -+-. . .4- h/-n,

a, , . . .
, Y] dcsignant m coefficients nouveaux dont les valenrs pour-

ront etre deduites des formules (27). Jl en resnlte anssi que la valeur

la plus probable de x sera fournie par I equation

(33) a? = a.T-t-

si, en posant, pour abreger,

on prcnd ,

(34) X=a,Kt , Y=SbiK, t ..., W ^h,K,.

Si it la variable x on substitue Tune des variables j, z, . . .
, w, I equa

tion (33) gardera la meme forme, les coefficients a, ,..., YJ
n etant

plus les memes; et par suite les valeurs les plus probables de a-,

y, ..., v, w seront generalemcnt celles qui verifieront les formules

(35) A = o, Yo, ..., V

c est-a-dirc celles que fournit la methode des moindres carres.

De ce qu on vient de dire, il resulte que la methode des moindres

carres, appliquee a la resolution d equations lineaires dont le nombre

surpasse celui des inconnues, fournira toujours les resultats les plus

probables, si, la loi de facilite etant la meme pour les diverses erreurs

que comportent les quantites fournies par les experiences ou les obser

vations, on ne peut assigner a ces erreurs aucune limite inferieure ni

superieure, et si d ailleurs la probabilite d une erreur comprise entre

deux limites infiniment voisines est proportionnelle a une exponcn-
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tielle neperienne dont 1 exposant soit le produit d un coefficient ne-

gatif par le carre de cette meme erreur. Lorsque ces conditions ne

sont pas remplies, la methode des moindres carres peut fburnir pour

les inconnues x, y, z, . . . , v, w des valeurs qui different sensiblement

des valeurs les plus probables. G est effectivement ce que Ton peut

conclure des formules etablies dans ce Memoire, et ce que j expli-

querai plus en detail dans un prochain article.

526.

CALCUL DES PROUABILITES. Sur les resullats moyens d observations

de meme nature, et sur les resultats les plus probables.

C. R., T. XXXVII, p. 198 (8 aout i853).

Supposons m inconnues liees, par n equations lineaires et approxi-

matives, a n quantites fournies par des observations de meme nature,

et dont chacune comporte line certaine erreur . On pourra, de ces

equations multipliecs par certains facteurs X,, X 2 ,
. . ., Xn , puis ajou-

tees entre elles, deduire une equation finale propre a determiner la

premiere inconnuc x, et la valeur de x ainsi trouvee sera ce qu on

appelle un resultat moyen. Si Ton connait la loi de facilite de 1 erreur

et les limites entre lesquelles cette erreur est certainement comprise,

on pourra, des formules etablies dans le precedent Memoire, deduire

la probabilite P de la coincidence de 1 erreur !-, que comportera le

resultat moyen, avec une quantite numeriquement inferieure a une

certaine limite u. Gette probabilite varie avec les facteurs A
4 ,7; 2 , ...,&amp;gt;,

que Ton peut choisir de maniere a obtenir la plus grande valeur pos

sible de P ; et a cette plus grande valeur de P corresponds la valeur la

plus probable de a?, qui dependra generalement de la limite u et de la

fonction f(s) propre a representer la loi de 1 erreur . D ailleurs,

s venant a croitre, la fonction f(e) peut decroitre assez rapidement
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pour qu on puissc, sans crreur sensible, negliger les valcurs de cette

fonction correspondantes a des valours dc situees hors des limites

rnlre lesquelles 1 erreur est certainement comprise. (Test a ce cas

special que se rapporte le present Memoirc; et, en supposant remplie

la condition qui vicnt d etre enoncee, j etablis les formules tres

simples qui determinent la valeur la plus probable dc 1 inconnuc x.

D apres ces formules, la valeur de x la plus probable ne deviendra

independante de la valeur assignee a la limite t&amp;gt; quc pour une forme

speciale dc la fonction f(), qui renferme deux constantes arbi-

traires c, N. De ces deux constantes, la secondc A&quot; est la seule qui

serve, avec les coefficients des inconnues dans les equations donnees,

a determiner les facteurs X,, Xa , . .., Xa . Si on la suppose reduite an

nombre 2, les resultats moyens les plus probables seront precisement

ceux que fournirait la methode des moindres carres. Mais il en sera

tout autrement si le nombre A^cesse d etre egal a 2. Concevons, pour
fixer les idees, quc les inconnues se reduisent a une seule x, et que
les coefficients de cette inconnue, dans les equations donnees, soient

inegaux; alors la valeur la plus probable de 1 inconnue x sera fournie,

si Ton suppose A
T

=i, par une seule des equations donnees, savoir,

par celle dans laquelle le coefficient dc x offrira la plus grande valeur

numerique, et, si Ton suppose N tres grand, par 1 equation finale

qu on obtiendra en ajoutant 1 une a 1 autrc les equations donnees,

preparees de maniere que dans chacune d elles le coefficient de x
soil positif.

I. Considerations generates sur la probability des resultats movens.

et sur les resultats les plus probables.

Soient, comme dans le precedent Memoire,

/,, &.2 , . . . , kn des quantites fournics par 1 observation ;

,, o, . . . , in les erreurs qu clles comportcnt;
/ 1 un quelconque des nombres entiers i, 2, ...,;

i, x les limites inferieure et superieure cntre lesquelles 1 erreur i
( est

certainement comprise;
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f (e) (U la probabilite de la coincidence de 1 erreur tt avcc une quantite

comprise entrc les limites infiniment voisines , -h dc.

Supposons encore que, m inconnues x, y, ..., v, w etant liees aux

quantites , , k.,, . . . , kn par /* equations approximatives de la forme

(i)

o-n tire de ces equations multipliees par certains facteurs, puis ajou-

tees entre elles, la valeur de Tinconnue x\ et nommons A,, X,, . . . , A,,

ces facteurs, choisis de maniere que Ton ait

(2) Sa/X,=:i, Sb fli=o, ..., S/t/X/=o,

la lettre caracteristique S indiquant une somme de termes semblablcs

les uns aux autres. La valeur trouvee de 1 inconnue x et 1 erreur H

que comportcra cette valeur seront

(3) x = Sl;k,, = SX/e/.

Soit maintenant P la probabilite de la coincidence de 1 erreur !

avec une quantite rerifermee entre deux limites donnees to
;
,
w

/;
, et

posons, pour abreger,

(4) &amp;lt;?($)
=
f e-^T()d,

(5)

On aura

(6)

(7) *(o)-i,

el la formule (i5) de la page 90 donnera

71 Jo

(jonsidcrons specialement le cas oil Ton alira it
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u etant, ainsi que x, une quantite positive, et, de plus,

(9) f(-i)= f(s).

Dans ce cas special, la formule (4) donnera

(10) o(0)=:2 ( f(e)cos0eds,

et la formule (17) de la page 90 donnera

P= \
f f O(0)cos0rdTd0

&quot;

/0 O

/HCO
-,

0(0) d9-

(12) D yP= -
f&quot;

ff

Si Ton nc peut assigner a / aucune limite inferieure ni superieure,

on aura x = oo, et par suite la formule (10) donnera

(l3) 0(6) = 2 f()COS0d.
&quot;

Au reste, la formule (i3) comprend, comme cas particulier, la for

mule (10) que Ton en tire, en reduisant f(e) a une fonction discon

tinue qui s evanouisse constamment, pour des valeurs de supe-

rieurcs a x.

Si la fonction f(e), sans etre discontinue, devient tres petite, et

decroit tres rapidcment pour dcs valeurs dc superieures a x, en sorte

qu on ait sensiblement

C f(e)de=ro,
J*

&amp;gt;

alors, la valour numeriquc de 1 integralc / f(t)cos9ede, loujours
^x

inferieure a celle de I integrale / f()ds, puisqu on a constamment
At

OEuvresde C. S.I, t.XII. l3
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f
( ) &amp;gt; o, sera clle-meme tres petite, et par suite, dans la determina

tion de la fonction o(0), on pourra, sans erreur sensible, substituer

la formule (i3) a 1 equation (10).

Observons encore que les equations (i), (2), (3) ne sont pas alte-

rees, quand chacune des quantites

vient a changer de signe. II en resulte que, dans le cas ou la condi

tion (9) est verifiec, on peut se borner a deduire des formules (5)

et (n), jointes a la formule (10) ou (i3), les valcurs de P correspon-

dantes a des valeurs positives des facteurs X,, X 2 , . . . ,
X

7I
.

Observons enfin que de la formule (i3) on peut deduire, non seu-

lement la fonction o(0), lorsque Ton connait la fonction f(e), mais

reciproquement la fonction f(s), lorsque Ton connait 9(0). En effet,

multiplions les deux membres de cette formule par cosO^, puis inte-

grons par rapport a entre les limites = o, oo. Alors, en rem-

placant T par , nous trouverons

; f71 ^

Pareillement, on tirera de la formule (r i)

cos-JT.D u Pdu.

La probabilite P, determinee par la formule (n), depend genera-

lement de la forme assignee a la fonction f(g) et des valeurs attri-

buees, non seulement aux facteurs XM X 2 , ..., XB , mais encore a la

quantite positive u. En supposant invariable la forme de la fonction

f(s) et la valeur de u, on peut demander quelles valeurs il convient

d attribuer aux facteurs X X,, . . . , X, pour que la valeur de P soit la

plus grande possible, ou, en d autres termes, pour que la premiere

des equations (3) fournisse la valeur de x la plus probable. Or, si Ton

designe a 1 aide de la lettre caracleristique des variations corres-
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pondantes attributes aux quantites X,, X 2t ..., X,,, P, et si P est une

tbnction continue tic X,, X 2 , ..., Xn , il suffira ordinairement, pour
obtenir le maximum de P, d assujettir X,, X 2 , ..., X a la condition

(16) &amp;lt;3P = 0,

quelles que soient, d ailleurs, celles des variations cX,, X 2 , ..., oX
ft

qui resteront arbitraires, quand on aura egard aux formules (2) et,

par consequent, aux suivantes :

Done, pour obtenir le maximum de P, il suflira ordinairement d ex-

primer X,, X 2 , . . . , X en fonction de m nouveaux facteurs a, 6, . . . , YJ,

a 1 aide d equations de la forme

(18) I)).,?
= a,x 4- b,Q 4- . . . -4- 7i/n,

puis de determiner ces nouveaux facteurs, a 1 aide des formules (2)

jointes a la formule (18).

II. Sur les conditions d remplir pour que les resultats les plus probables

deviennent independants des limites assignees aux erreurs qu ils corn-

portent.

Soient toujours 1 erreur que comporte la valeur trouvee de 1 in-

connue x, et P la probabilite de la coincidence de cette erreur avec

une quantite comprise entre les limites u, -+- u. Admettons d ail

leurs, commc nous 1 avons fait, pour les erreurs que comportent les

quantites fournies par Fobservation, une loi de facilite representee

par une fonction f(s) qui reste invariable quand 1 erreur change de

signe, et qui decroisse tres rapidement pour des valeurs croissantes

de cette meme erreur. La probabilite P sera donnee par la formule (i i)

duI,etsi, en supposantP fonction continue des facteurs X,,X 2 , . ..,Xn ,

on yeut faire en sorte que P devienne un maximum, on devra les deter

miner a 1 aide de la formule

(i) 8P = o,
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dans laquellc P represente la variation dc P correspondante aux

variations SXM X 2 , . . . , SXrt
des factcurs X,, X 2 , . . . , Xn . D ailleurs, les

valeurs de X,, X 2 , . . . , X,, deduites dc la formule (i), combinee avec

los formulas (17) du I, et, par suite, la valcur la plus probable, x de

1 inconnue x, dependront, en general, des valeurs attributes, non

seulement aux coefficients

a/, bh . . ., h/, //,

quo renferment les equations donnees, mais encore a la quantite

positive u; et si Ton veut que x devienne independant de u, il faudra

que, u venant a varier, la relation etablie par la formule (i) entre les

quantites X,, oX 2 , ..., oX
/2
demeure invariable; en d autres termes,

il faudra que Ton ait

(2) DydP=0.

Mais, eii egard a la formule (i5) du I, 1 equation (2) entrainera la

suivante

(3) 30(r) = o,

quelle que soil, d ailleurs, la valcur attribuee a 7. Done, si la valeur

la plus probable x de 1 inconnue x devicnt independantc de u, alors

a la formule (i) on pourra substituer 1 equation (3) qui, subsistant

quel que soil T, s accordera necessairement avec la suivante :

(4) 3$(l)=:0.

D autre part, si Ton pose, pour abreger,

TV 1

on aura identiquement

(6) o$(T) = *(T)S

et par suite les formules (3), (4) donneront

(7) Sny(&amp;gt;, / T)o&amp;gt;, / =o,

(8) Sw(). / )o&amp;gt;. ;
=o.
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Or, pour que les equations (7) et (8) s accordent entre elles, il faudra

quo Ton ait

II est bon d observer que 1 equation (8), jointe aux formules (17)

du I, determinera les facteurs X,, X 2 ,
. . .

,
X

rt
en fonction des coeffi

cients ah bf, . . . , /if. Si ces coefficients viennent a varicr, X, , X 2 , . . . ,
X

ft

varicront par suite, et si, pendant qu ils varient, la valeur la plus pro

bable x de Finconnuc x reste independante de u, alors, de la for

mule (9) qui ne ccssera pas d etre verifiee, on en conclura qu un

rapport de la forme

cT(Xr)

offre une valeur independante de la valeur attribuee a X. On aura

done alors

et, par suite, en supposant T positif,

(n) v(~} = ^&amp;lt;v(i),

M etant unc quantite constante. Cela pose, la formule (5) donnera,

pour des valeurs positives de 0,

(12) &amp;lt;p(0)rze-G&quot;,

les valeurs de N, c etant

D ailleurs, la valeur dc o(0) etant determinee par la formule (12), la

formule (14) du I donnera

03) f(t)=:-
71

Ainsi la loi de facilite des erreurs que comportent les observations
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devra etre unc ties lois que suppose la formule (i3), si Ton veut

que la valour la plus probable de cbaque inconnue devienne inde-

pendante des limites assignees a 1 erreur que comporte cette valour

meme.

Supposons maintenant la valour de f(e) determinee par la for

mule (i3); alors, en attribuant, comme on peut le faire, des valeurs

positives aux facteurs X
( , A 2 , ..., Xn , on tirera de 1 equation (12),

jointc aux formules (5) et (i i) du I,

et

i~ / \

1

~Tt \~N)
~
2^ T.

/V ^ I c^&quot;

la valeur de s etant determinee par les formules

(16) .v cA, A= X?-4-Xf-4-...-HXj.

Alors aussi P croitra pour des valeurs croissantes des deux quan-

tites s, A, et 1 equation (8) donnera

(17) S^f ~MX/=:0.

Done a la formule (18) du J on pourra substituer celle-ci :

/ o\ ^JV i
|
1C I

Si Ton suppose les inconnues reduites a une seule^r, alors, apres

avoir prepare les equations donnees de maniere que le coefficient a {

soit toujours positif, on tirera de 1 equation (18)

(19) Xf&quot;

1

a/a,

(20) X,

et de 1 equation (20), jointe a la formule Sa(\ i,

rflf i
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Alors aussi, pour obtcnir 1 cquation finale qui fournira la valeur de x
la plus probable, il suffira d ajouter 1 unc a 1 autre les equations don-

nt-cs, apres les avoir respectivement multipliees par les divers termes

de la suite

f1
N~ l

f,
N

, 2 , . . . , a n

Si Ton reduit 1 exposant .V au nombre 2, 1 equation (i3) donnera

la valeur de k etant

alors aussi la formule (18), reduite a

conduira precisement aux resultats que fournit la methode des

moindres carres, ce qui s accorde avec les conclusions auxquelles
nous sommes parvenu dans le Memoire precedent.

Si Ton reduit 1 exposant # a 1 unite, on tirera de I equation (i3)

(25) f(e) = -
T. I -+-

la valeur de k etant - Alors aussi, en supposant les coefficients a,,

a,, ...,. inegaux, ct designant par a
{

le plus grand de tous, on

tirera des formules (20), (21) de tres petites valeurs des rapports ^
&amp;gt;,

I

T^J -j Done alors, si les inconnues se reduisent a une seule x,
A! A|

la valeur de x la plus probable sera celle que fournira la seule equa
tion

Enfin, si 1 exposant A^ devient tres grand, les divers termes de la

suite (22) se reduiront sensiblcment a i unite. Done alors, si les
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inconnues se reduisent a une seule x, la valour de x la plus probable

se tirera de la formule qu on obtient, quand on ajoute entre elles les

equations donnees preparees de maniere que les coefficients de 1 in-

connue x dans les premiers membres soient tous positifs.

M. AUGUSTIN CAUCHY presente aussi un Memoire qui a pour titre : Sur

les resultats moyens d un Ires grand nombre d observations.

527.

CALCUL DES PROBABILITES. - - Sur la probabilite des erreurs qui aflectejit

des resultals moyens d observations de meme nature.

C. R., T. XXXVII, p. 264 (16 aout i853).

I. _ Sur la probabilite des erreurs qui affectenl des quantites determinees

par des observations de meme nature.

Soient, comme dans le precedent Memoire,

,, &amp;gt;,
..., kn des quantites fournies par des observations de meme

nature;

,, s 2 , ..., les erreurs qu elles comportent;

/ Tun quelconque des nombres entiers i
, 2, 3, ...,/*.

Supposons, d ailleurs, les erreurs positives ou negatives egalemenl

probables, et soient, dans cette hypothese,

-
Y,, x les limites entre lesquelles 1 erreur / est certainement com

prise;

f(fi) d la probabilite de la coincidence de cette crreur avec une quan-

tite renfermee entre les limites infiniment voisines ,+- ds.

La fonction f(&), que nous nommerons Yindice de probabilite de 1 er

reur
, pourra etre transformee en une integrale definic a 1 aide de la



EXTRA1T N 527. 105

formule

(1) f(0 = - f &amp;lt;p(0)cos0ed9,

TTc/o

dans laquellc on aura

r*
(2) 9(0) = 2 / f(e)cos0ede.

A

La fonction o(0), que determine la formule (2), est done liee a

la probabilite f(), de telle sorte que, 1 une de ces fonctions etant

donnee, 1 autre s en deduit. D ailleurs, si, dans la formule (2), on

pose O o, on aura

(3) ?(o)= i

ou, ce qui revient au meme,

r v.

(4) a I f(e)de = i.

^o

La fonction o(0) etant supposee connue, on peut sans peine en

deduire, non seulement la valeur de f(e), c est-a-dire 1 indice de pro

babilite de 1 erreur e, mais encore la probabilite P de la coincidence

de 1 erreur t
t avec une quantite renfermee entre les limites , . En

effet, cette derniere probabilite sera evidemment representee par 1 in-

tegrale

C f(0)d0 = a f f(0)d9
J%

ou, ce qui revient au meme, par le double de 1 integrale

prise a partir de = o. D ailleurs, en vertu de la formule (i), cette

derniere integrale sera equivalentc a

On aura done

(5) P=

OEnvresdeC. S. I, t. XII. 4
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Soit maintenant

(6) w X,i+ &amp;gt;i 2 -2 + - -H^e

une fonction lineaire des erreurs ,, 2 , ..., . La probabilite P clc

la coincidence dc 1 erreur co avec une quantite renfermee entre les

limites -, o sera fournic par une equation analogue a la for-

mule (5), savoir par celle qu on en deduit en rcmplagant la limite

par la limite u, et la fonction o(0) par la fonction

(7) 0(0) = 0(^0)9(^0)... ^M).

On aura, en consequence,

(8) .
P=a

J Q

En d autres termes, on aura

la forme de la fonction qu indique la lettre F etant determinee par

1 equation

(10) F(v)= -

f O(0)cos0jd0.
71 J

Cela pose, le produit F(u)du representera la probabilite de la coin

cidence de 1 erreur w avec une quantite renfermee entre les limites

infmiment voisines u, u -f- do, et le premier facteur de ce produit on

la fonction F(u) sera ce que nous nommcrons Vindice de probabilite

de 1 erreur u, considerec comme une valeur particuliere de w. L indice

de probabilite d une valeur nulle de o&amp;gt; sera done

(n)

Dans le cas particulier ou la fonction w sc reduit a la moyenne

arithmetique entre les erreurs e,, 2 , ..., sn , et ou Ton a, par suite,

(12)
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la formula (7) clonnc simplomont

Les formules (7), (8), (9) et (10) font dependre les quantites F(u)

et P de la fonction cp(0) determinee elle-meme par la formule (2).

D ailleurs, de cette derniere formule on peut en deduire plusieurs

autres qui peuvent lui etre substitutes plus ou moins utilement, sui-

vant qu on attribue a la variable positive des valeurs plus ou moins

grandes.

Remarquons d abord qu on tire de 1 equation (2), en ayant egard a

la formule COS.T = 1 2 sin
2

&amp;gt;

2

04) o(0) i C
(2

sin Yf(e)(k
i/O \

et, en integrant par parties,

f(x)sin0x C f (e) si

D autre part, si Ton nommc x une variable positive et
&quot;//a?)

une

fonction qui, s evanouissant pour x o, demeure continue, avec

sa derivee y (&}, pour des valeurs de x inferieures a une certaine

limite, on aura, comrne on sait, pour de telles valeurs de x,

yj designant un nombre inferieur a 1 unite. II en resulte, par exemple,

que, pour des valeurs de x tres petites, sin^r est le produit de x par

un facteur compris entre les limites i, coso?; que, pareillement,

l(i a?) est le produit de x par un facteur compris entre les

limites i,
-

, et que, par suite, en nommant p un tel facteur, on a
I - X

x =
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Cela pose, si Ton fait, pour abreger,

(16) C =C ef(e)de,
J

et si, d ailleurs, on attribue a la variable positive une valeur assez

petite pour que le produit Ox soit lui-memo tres petit, on verra la

valeur de 0(6) donnee par la formule (i5) se reduire sensiblement a

1 exponentielle e~c%\ et Ton conclura de cette formule qu on a en toute

rigueur

(17)

? etant le produit de la constante c par un facteur renferme entre les

limites

y

(18) cos 2 -
/* / fl 1* \ 2

/ [a
sin

j
f(e) de

JQ \ 2 /

et a plus forte raison entre les limites

La formule (17) permet d obtenir facilement une valeur tres appro-

chee de la fonction 9(6), dans le cas ou et Ox sont tres petits.

Si, au contraire, on attribue a une valeur qui ne soit pas tres

petite, alors, la valeur de
&amp;lt;;

n etant plus tres voisine de la constante c,

la formule (17) devra etre abandonnee. Mais alors, surtout si devient

tres grand, on pourra utilement recourir a la formule (i5). Conside-

rons, pour fixer les idees, le cas ou la fonction f(e) decroit constam-

ment, tandis que la variable , supposee positive, croit a partir de

zero. Dans ce cas, r(e) etant negatif, la formule (i5) fournira imme-

diatement une limite superieure de 9(0) et donnera

Pour montrer une application des formules que nous venons d ob-
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tenir, appliquons-les a la determination de la quantite F(u), ou, ce

qui revient au meme, a la determination de 1 integrale

(21) C
&amp;lt;&(0)cos0yd0,

/O

dans le cas oil, n etant un tres grand nombre, les facteurs X, , X,, . . . ,

\n sont des quantites tres petites de 1 ordre de - Soit d ailleurs un

nombre qui soil lui-meme tres grand, mais tel, que les produits X, 0,

X 2 0, . . . , \n% restent tres petits. L integrale (21) sera la somme des

deux integrates

(22) f
, Je

r
(28) /

D ailleurs, en vertu des formules (7) et (17), on aura, pour des

valours de inferieures a 0, , f

(24)

la valeur de s etant donnee par une equation de la forme

S = q^l 4-? 2 X| +. . .+
&amp;gt;,,%

et les facteurs ?,, ? 2 , ...,; etant tres voisins de la constante c. II y a

plus : on aura encore

(25) s = q\, A= X*H-X4-...H-X,

? etant une quantite renfermee entre le plus petit et le plus grand des

nombres ?,, ? 2 , ..., ?B , par consequent une quantite qui sera elle-

meme tres voisine de c. Cela pose, 1 integrale (22) deviendra

r &
(26) / r-^cosdud^,

JQ

Or cette derniere differera tres peu de 1 integrale

r
x

(27) /

e
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si le produit s&- est un tres grand nombrc, ce qui arrivera si
2 est

d un ordre superieur a 1 ordre de -&amp;gt; c est-a-dire a 1 ordre de n, ou, en

d autres termes, si est d un ordre superieur a 1 ordre de ^n. Done

aussi, sous cette condition, 1 integrale (22) se reduira sensiblement

a un produit de la forme

la valeur de s etant

(29) 5 = cA.

D autre part, on aura, en vertu de la formule (20),

et par suite 1 integrale (28) sera inferieure au produit

[afjof;
?n &amp;gt;r (/* 4- i)0 /j4-

Done, si ce dernier peut etre neglige vis-a-vis de 1 expression (28),

ce qui arrivera, par exemple, quand la quantite 2 f(o) sera inferieure

a chacun des produits X, 0, X 2 0, . . . ,
AW 0, 1 integrale (21) se reduira

sensiblement a 1 expression (28), et Ton aura, a tres peu pres,

_u_

(32) Y(-j)-:^=e
ks

.

Alors aussi la formule (9) donnera sensiblement

(33) P =

II. Sur la probability des erreurs qui affectent les resultats moyens.

Supposons que, les m inconnues x, y, . . .
, v , w etant determinees

par n equations lineaires approximatives, on deduise de ces equations



EXTRAIT N 527. Ill

multipliers par certains facteurs X,, X 2 , ..., X,,, puis ajoutees entre

elles, 1 equation finale qui fournit immediatement la valeur dc 1 in-

connue x. Cette valeur sera de la forme

x =

la premiere des equations de condition auxquelles satisferont les fac

teurs X, , X 2 , . . . , X,, etant elle-meme de la forme

(2) a
t
X

t -+- a 2 X 2 -i- . . . 4- a,jX,, i,

et, si Ton nomme ,,.,,..., les erreurs que comportent les quan-

tites k
t , k.2 , . . . , kn , 1 erreur de la valeur precedente de x sera

Enfin, si, des erreurs positives et negatives etant egalement probables,

on suppose 1 erreur E, certainement comprise entre les limites x, x,

la probabilite P de la coincidence de 1 erreur \ avec une quantite ren-

fermee entre les limites --
u, u, et 1 indice de probabilite F(u) de

1 erreur u dans la valeur de 1 inconnue x, seront determines par les

formules (8) et (TO) du I.

II importc d observer qu on tire des formules (i) ct (3), jointes a

la condition (2),

(4) *=^
/ ~ \ , /

t ] H- /. 2 4- . . . -1- /

v* *= ~^\ , i ; , i

Ces dernieres valeurs de x et de dependent uniquement des rapports

entre les facteurs X, , X 2 ,
. . . , XH et sont aussi celles qu on obtiendrait

si 1 on cessait d assujettir ces facteurs a la condition (2). Admettons

cette derniere hypothese, et concevons que, les signes des facteurs X, ,

X
2 , ..., X

rt
restant arbitraires, on assigne a ces memes facteurs des

valeurs numeriques determine~es. Soit, d ailleurs, X la moyenne aritb-

metique entre ces valeurs numeriques, et nommons A la plus grande
valeur numerique que puisse acquerir la somme
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La plus grande des valeurs numeriques que pourra prendre 1 erreur

sera la plus petite possible, et precisement egale au rapport

nix

IT

quand les signes des facteurs X,, X 2 , . . . , Xn seront choisis de maniere

que Ton ait

(7) atl t -ha,X,H-. . .-HaXn=A*

D ailleurs, etant donnes les coefficients a,, a 2 , ..., et les valeurs

numeriques des facteurs X,, X 2 , . . .
,
XB , on connaitra la valeur nume-

rique de chacun des produits

(8) iA,, a s ^ s , ..., aX,,;

et la quantite A, determinee par 1 equation (7), sera la plus grande

possible lorsque tous ces produits seront positifs, c est-a-dire, en

d autres termes, quand les signes des facteurs

seront ceux des quantites

a \i a=D
&amp;gt;

ani

qui representent les coefficients de 1 inconnue x dans les equations

lineaires donnees. Done un systeme de facteurs X,, X 2 , ..., X
rt qui

satisferont a cettc condition, etant compare aux systemes que Ton

peut en deduire en changeant les signes d un ou de plusieurs de ces

facteurs, sera precisement le systeme pour lequel la plus grande

erreur a craindre dans la valeur de 1 jnconnuc x deviendra la plus

petite possible. II conviendra done, dans la recherche de Pequation

finale qui determinera Tinconnue x, d attribuer au facteur X/, par

lequel on multiplicra uno equation lineaire, le signe qui aff ectera,

dans cette equation, le coefficient a ( de x.

Concevons maintenant que, les produits (8) etant tous positifs, on

fasse varier les valeurs numeriques des facteurs X
4 ,

X 2 , ..., Xn , en
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supposant, com me on peut Ic fairo, cos factours assujettis a la condi

tion (2). Los valours do x ct donnees par los fbrmules (i) el (3;

varicront, et la valour la plus probable x do 1 inconnuc x sera cello

pour laquollo la probabilite P doviendra la plus grande possible.

D aillcurs, pour determiner la valour x do 1 inconnue x avec los

valours correspondantes dos valours A,, X 2 , ..., A
B , il suflira, on

general, do recourir a la condition

(9) W=0.

La quantite x ainsi detcrininee, c est-a-dire la valour la plus probable
do 1 inconnue x, sera independante do la limitc u au-dessous do

laquellc on veut abaisscr 1 erreur \ de cette inconnue, si la fbnotion

t cst de la forme

los lettrcs c, A designant deux constantes positives, et si, d autiv

parl, on n assigne aux erreurs ,,,,..., e/i
aucune limito, en sorlo

qu on puisse poser Y. = *&amp;gt;. Alors on aura

(12)

la valour dc s etant determinee par les formules

( 3) f==cA, A = Xf+ Xf+ . .-hX*

Alors aussi rindicc de probabilite F(o) d une erreur nulle dans la

valour do ^ sera donne par I equation

(4) F(o

La valour la plus probable x do 1 inconnue x cst, en vortu do la

formule (12), ot quand on suppose N = 2, cello que donne la metbode
&amp;lt;los moindiTs carres. Mais la meme Ibrmulc conduit a d autres valours

do x quand N est superieur a 2. Done la valeur la plus probable x do

OEnvrea de C. S . I
,
t. X 1 1.

I 5
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rinconnue x peut differer sensiblemcnt dc celle que f ournit la me

thods dos moindres carres.

Cette methode a-t-ellc du moins la propriete de fournir la valour

de x la plus probable, dans Ic cas oil, la limite x etant une quantite

finio, le nornbre des observations devient tres considerable. Pour

eolaircir cette question, il convient d cxaminer specialement le cas

dont il s agit. C est ce que je ferai dans le prochain article.

M. GAUCHY presente encore a 1 Academie un Me/noire sur la probabi-

lite des erreurs qui affectent les resultats moyens d un grand nombrc

d observations.

528.

C. R.. T. XXXVII, p. 29 3 (2?. aout i853).

M. AUGUSTIN CAUCHY lit un Memoire ayant pour litre : Sur la plus

grande erreur a craindre dans un resultat moyen, et sur le sysleme de

facteurs qui rend cette plus grande erreur un minimum.

529.

CALCUL DES PRODABILITES. Sur la plus grande erreur a craindre dans un

resultal moyen, et sur le systeme de facleurs qui rend cette plus grande

erreur un minimum (Memoire presente dans la precedente seance).

C. R., T. XXXVII, p. 326 (29 aout i8;&amp;gt;3).

I. Sur la plus grande erreur a craindre dans un resultat moyen.

Soient, comme dans le precedent Memoire,

/-,, k.,, . . . ,
kn des quantites fournies par 1 observation ;

,, 2 , ..., les erreurs qu elles comportent;

/ 1 un quelconque des nombres i , 2, 3, . . .
,
n.
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Supposous d aillcurs (}iic, les erreni s positives ou negatives etant

egalement probables, on nomme -
x, x les limites entre lesquelles

1 erreur , est certainement comprise.

Knfm, supposons que, m inconnues x, y, . . . , v t w etant liees aux

quantites X-,, k.
z , . . . , kn par n equations lineaires et approximates de

la forme
-
b,y 4- ... -f- g, v -h

on tleduise de ces equations multipliees par certains facteurs A,,

A 2 , ..., &amp;gt;., puis ajoutees Tune a 1 autre, 1 equation finale qui fournit

immediatement la valeur de 1 inconnue n. Cette equation finale sera

(0 ar = Xl *1 H-Xt*t H-.,.-|-AJ,Ar- ,

les facteurs X,,Xa , ..., Xa etant choisis de maniere a verifier les con

ditions

(2) Sa/X/rzi, S^/X/rro, ..., S //?./ =O,

et 1 erreur ^, qui affectera la valeur de ,r, sera

Concevons a present que 1 on nomine la plus grande erreur ii

craindre, pour un systeme donne de facteurs, sur la valeur de 1 in-

connue x; sera, en vertu de la formule (3), le produit de la limite x

par la somme des valeurs numeriques des facteurs A,, X.,, . . . , X,,, et

Ton aura, en consequence,

(4) = /.A,

la valeur de A etant

(5) A rrz V/X| 4- y/Xf + . . . 4- V/&amp;gt;7=
S v/X*.

11 est bori d observer que, les n facteurs X,, X 2 , .. ., Xn etant lies

les uns aux autres par les formulas (2), on pourra generalement
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oxprimer m d entre eux, par cxemple lesfacteurs

on fonction do n m facteurs restants

^/-hl&amp;gt; A//H-2,
*

On doit seulement excepter le cas particulier oil Ton aurait
/*

(6) S(r !/&amp;gt;,.. .gm -i/im )
= o.

Do plus, on laissant do cote ce cas exceptionnel, on pourra eliminer

do la sommo A les facteurs 7^, X 2 , . . . ,
XTO . Pour y parvenir, il suffira

de retrancher do la formulc (5) 1 equation qu on obtiont on ajoutant

1 uno a 1 autre los equations (2), respectivement multipliers par dos

coefficients arbitraires a, 6, ..., 73, puis do choisir cos cocfficionts

de maniere a faire disparaitre dans la valeur de A les termes propor-

tionnols aux facteurs X,, X 2 , ..., \n . On trouvcra ainsi, en premier

lieu,

(7) A = a 4- ,&amp;gt;,+
a 2 &amp;gt;., + . . .+ a

rt X,M

la valeur do a/ etant

(8) a/= ^= - a/x b/S . . . h f ri,

V/Af

puis ensuite

(9) A a + Ctm+ i
&quot;hm -hl + a/+2 ^/n+2 -+- + y-n ~^n,

les coefficients a, 6, . . .
, r\

etant determines par le systome des for-

inules

(10) i
= o, a 2 =o, ..., a,;,~o.

D ailleurs, sauf le cas exceptionnel ou la condition (6) serait veriliee,

les formules (10) fourniront toujours des valours fmies et determi-

nees de a, , . . . , YJ.
Ces valeurs toutcfois dependront des signes
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allribues aux lac I curs A,, A 2 , . . . , X,,, attendu que Ic rapport

sc reduira ou a -h i, ou a --
i, suivant que le facteur \ sera positif

ou negatif.

Rcmarquons encore que, parmi les facteurs X,, X 2 , ..., X
/t , Ic

nombrc de ceux qui se reduironta xero ne pourra generalement etro

superieur a n m. Car, n m facteurs etant supposes nuls, les m fac

teurs restants se trouveront, pour 1 ordiuaire, completement deter

mines par les formules (2) qui fourniront pour ces m facteurs dcs

valeurs generalement distinctes de zero.

II. Sur le systeme de facteurs pour lequel la plus grande erreur

a craindre dans la valeur d une inconnue devient la plus petite

possible.

On pent demander quel est le systeme de facteurs pour lequel

1 erreur a, c est-a-dirc la plus grande erreur a craindre dans la valour

de 1 inconnue x, devient la plus petite possible.

Lorsque les equations lineaires donnees renfcrment unc sculc

inconnue x, la question se resout immediatement a 1 aide des for

mules (5), (6) des pages in, 1 12. En vcrtu de ces formules, pour que
la plus grande erreur a craindre sur la valeur de x soil la plus petite

possible, il sera necessaire, commc on 1 a dit, que les signes des fac

teurs X,, X 2 , . . . , \n soient precisement les signes des coefficients a
(

,

2 , . . . , an ; et, si Ton nomme la plus grande erreur a craindre, Ter-

reur H, en devenant la plus petite possible, se reduira, au signe prcs,

au plus petit des rapports , &amp;gt; En consequence, la plus

j)clile valeur de a sera

(0 =-?=,

si a
{
est cclui dcs coefficients a

{ ,a, ..., an qui offre la plus grande
valeur numerique; et, d ailleurs, pour obtcnir cette valeur de ,

on
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devra supposer

(2) &amp;gt;
= &amp;gt; /

l

Ces conclusions cesseraient d etre legitimes, si les equations pro-

posees renfermaient plusieurs inconnues. Mais, quel que soit le

nombre m de ces inconnues, on peut, a 1 aide des principes etablis

dans le I, determiner la plus petite valeur dc et le systeme de fac

teurs correspondants. En effet, dans ce systeme, sauf des cas excep-

tionnels 0(1 les coefficients af ,
bh . . .

,
h

t satisferaient a certaines con

ditions, m facteurs au moins

A], Aj, . . .
, A,,;

acquerront des valeurs distinctes de zero, et, pour eliminer ces

memes facteurs de la somme A, il suffira d assujettir les coefficients

a, 6, . . . , Y]
aux conditions (

i o) du I, c est-a-dire aux formules

/ o \

\ / 1 J 2 9 9 til 9

puis de remplacer la formule (5) par la formule (9). Alors aussi, sauf

des cas exceptionnels, les quantites

seront generalement distinctes de zero, ct, par suite, il sera neces-

saire que les facteurs X
7/2 ^,, X7W+ o, . . . , X ff

so reduisent tous a zero. Car

si Ton n avait pas

(4) &amp;gt;. //z+1 =0, A/,,+2^0, ..., A n = 0,

si, par exemple, X
rt

differait de zero, il suffirait d attribuer a X
rt
un

accroissement infmiment petit, mais affecte d un signe contraire au

signe de aw , pour faire decroitre la quantite A et par suite 1 erreur a.

Done alors 1 erreur a ne serait pas, comme on le suppose, la plus

petite possible. D ailleurs, quand les formules (4) seront verifiees,

les valeurs de X,, X
2 ,

. .., X TO seront immediatement fournies par les

equations

(5) Sa/hri, S&/A/ o, ..., SA/A/=o,
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et les 1 ormules (5), (9), (4) du I donneront

(6) A= vfi?+vfiT-t&quot;-.-Ht/5=.

(7) 8 xa.

Done la plus petite valeur de sera generalement de la forme xa,

a etant une quantite positive, determinee par le systeme de m equa
tions analogues aux formules (3), c est-a-dire par m equations de la

forme

8) / 4-M +--- A/t) ==\/3,

et generalement aussi les facteurs X,, X 2 , ..., XOT , propres a tournir

cette plus petite valeur, s evanouiront, hormis les facteurs correspon-
dants aux valeurs de / ecrites comme indices au has dcs lettres a,

/;,..., h, X, dans les equations desquelles on tirera les valeurs de a.

Ajoutons que, parmi les valeurs de a detcrminees commc on vient

de le dire, on devra choisir la plus petite de toutes. En substituanl

celle-ci dans 1 equation (7), on obtiendra precisement la valeur cher-

chec dc .

Appliquee au cas ou les equations lineaires donnees renferment une

seule inconnue x, la methode que nous venons d exposer reproduil
les formules (i) et (2).

Lorsque les equations lineaires donnees renferment deux incon-

nues x, y, on a, en vertu des formules (4) et (5),

a,X,H-aj&amp;gt;,= i, ^i&amp;gt;.,+ b.2 l?=o, X 3 =o, A 4 o, ..., &amp;gt;.,,= o,

i

1

! de ces equations, jointes aux formules (6) et (7), on tire

b
i

i i

/7o7~~o7v
t i / i i

\ V b, b.yT \ 1 /
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Done alors, pour trouvor la plus petite valour de , il stiffit d ecrire,

1 une au-dessus de 1 autre, les deux suites

1b
tl

&amp;lt;? 2

puis de multiplier par x le plus petit des rapports qu on obtient quand

on divise la somme des valeurs numeriques de deux termes de la pre

miere suite par la difference entre les valeurs numeriques des termes

correspondants de la seconde suite. Si le plus petit de ces rapports est

forme avec les premiers termes des deux suites, la plus petite valeur

do a sera fournie, avec les valeurs correspondantos des facteursX,,

Ao, . . .
,
\n , par les formules (9) et (10).

II est bon d observer qu on tire des formules (9)

(T
r&amp;gt;

\ s-f / /y / ,

i A ] tc- 1 / 1
]

1 1 9 /&amp;gt;9 . 7

t-p l-p-

la valeur de p etant

Par suite, les produits a
t
\

t , a.2 ~K 2 seront tous deux positifs, si le rap

port p est negatif. Mais, si ce rapport est positif, alors 1 unite etant

comprise entre les limites p et
p&quot;

1

, les produits a^\ t , &amp;lt;2 2 A 2 seront,

1 un positif, 1 autre negatif.

On devrait evidemment, dans les formules (9), (10), etc., echanger

entre elles les lettres a et b
y s il s agissait de faire en sorte que la plus

grande errcur a craindre, non plus sur la valeur de x, mais sur la

valeur de j, devint la plus petite possible.

Nous avons, clans ce qui precede, fait abstraction des cas exception-

nels ou les coefficients aL ,
b

t , ..., h
t
verifient certaines conditions^

par exemple la condition (6) du I. Pour resoudre le probleme dans

ces cas exceptionnels, il suffira ordinairement de substituer aux coef

ficients ah bg, . . .
, ^ d autres coefficients qui en different infmiment
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pen et cessenl do remplir les conditions dont il s agit. Do plus, il sora

generalemenl facile do voir comment doivont clro modifiees, dans Irs

cas exeeptionncls, Ics fonnules ci-dessus etablios.

Considerons, pour fixer los idees, le cas ou, Ics inconnuos etaut

reduilos a uno seulo x, plusieurs des coefficients a,, a.,, ..., &amp;lt;?, par

oxomplo les /coefficients ,, .,, ..., alt offrent des valours nume-

ri&amp;lt;]iios egales, mais supericures a cellos de tous les autres. Alors la

plus polite valour de a sera toujours determinee par la formulo(i).
.Mais los valours correspondantes de X,, X 2 , ..., \n ne seront pas

noccssairement celles que fournissent les equations (2) et pourront
olrc encore toutes celles qu on deduit de la f orrnulo

(l3) &amp;lt;7,&amp;gt;.|4-
J&amp;gt; 2 -T-. -*- (!/ /.(= I,

on attrihuant aux produits a, A,, 2 A 2 , . . .
, at\ des valours positives

on, on d autres tcrmes, en attribuant rospectiveinent aux facteurs X,,

A,, . .., \ los signes des coefficients a
t , ,, ..., ah par consoquonl

toutes celles qui verifiont la condition

III. Conclusions.

Soient, comme dans le I, !j Terreur de 1 inconnue x, et la plus

grande valour que cettc orrcur puisse acquerir pour un sysii-mo

donno do facteurs. Soient, en outre, u, u les limitos inforiouro

ot superieure entre lesquelles on veut renfermer Torrcur ^, ot P la

probabilite do coincidence de cette erreur avec une quantito com

prise ontre les limites --
u, u. Si, on attribuant aux factours A,,

A
2 , ..., \n des valours tolles, que la plus grande

1 erreur deviennc

la plus petite possible, on pose precisement u =
, la probability P

so changcra on certitude et acquerra ainsi la plus grande valeur pos
sible. Par suite, si Ton attribue a u une valeur qui soit inforiouro a

la valour dc , determinee dans le II, mais qui on difiere tros pen,
OF.nvresde C. S.I t.XII. 1 6
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IP systeme dc facteurs qui fournira la plus grantlc valeur de P diffe-

rera tres pen du systeme qui correspond a eette valeur de .

Ainsi, par exemple, si, en supposant les inconnues reduites a une

seule x, et en designant par a
{
celui des coefficients a,, .,, ..., an

qui offrc la plus grande valeur numerique, on attrihue a u une valeur

inferieure au rapport -r=-&amp;gt; mais tres peu differente de ce rapport, le

v a \

systemc de facteurs qui fournira la plus grande valeur de P differera

tres peu du systeme determine par les formulas

(i) )M , I 2 =o, &amp;gt;., o, ..., l,, = o.
a\

D ailleurs, cc dernier systeme sera, en general, tres different de

celui quo fournirait la methode des moindres carres. Done, pour des

valours de u suffisamment grandes, la methode des moindres carres

sera loin de fournir la valeur x de x, correspondanle a la plus grande

valeur de P. Cette conclusion, qui subsistc, quels que soient la limite x

et le nombrc n des equations donnees, s etend evidemment au cas

ou, ces equations renfermant plusieurs inconnues, on remplace le

systemc de facteurs que determinent les formules (i) par celui qui

rend alors la valeur de la plus petite possible. En consequence, on

peut enoncer generalement la proposition suivanlc :

Si I on nomrne u la limite au-dessous de laquelle on veul abaisser ier-

rcur \ de I inconnue x, el P la probability de la coincidence de cetle erreur

avec uric quantite comprise entre les limiles u, -4- u, le systeme defac

teurs corrcspondant a la plus grande valeur de P sera ordinairernenl ,

pour des valeurs de u suffisamment grandes, tres different de celui que

donnerait la melhode des moindres carres, quel que soil d ailleurs le

nornbre n des quantites fournies par I observation, et quelle que soil la

limite x assignee aux erreurs que component ces memes quantites.

II semblerait au premier abord que, dans le cas ou le nombre //

devient tres grand, on pourrait tirer des conclusions differentes ou

meme opposees d une formule etablie dans le I du precedent
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Mrmoirc. II sernble, en effet, quo, pour de grandes valeurs de //,

les produits a,X f , a 2 X 2 , A assujettis a verifier la condition

(2) n
l X, -)- 2 ). -H. ..+ an l,, i,

et par suite les facteurs A,, X 2 , ..., X,, , doivent generalernent se

reduire a des quantites tres petites de 1 ordre -; et si cette reduction

a lieu, si d ailleurs, en attribuant au nombre une valeur tres grande

d un ordre superieur a celui de \n, mais inferieur a 1 ordre de n, on

neglige 1 integrale (28) de la page 109 vis-a-vis de 1 integrale (2^),

alors la valeur de P parait devoir etre sensibleraent celle que donne

la formule (33) de la page no, c est-a-dire celle dont le maximum

est fourni par la methode des moindres carres. Mais la formule (33),

etablie comme on vient de le dire, repose evidemment sur des hypo-

tbi ses qui peuvent ne pas se realiser.

Ei\ premier lieu, de ce qu on attribue au nombre n une tres grande

valeur, il n en resulte pas necessairement que les facteurs A,, A 2 , . . . ,

A
rt
soient tous tres petits. Le contraire arrivera si Ton attribue a la

plupart d entre eux des valeurs nulles, comme dans le II du present

Memoire. II y a plus : parmi les facteurs X, , X 2 , . . . , \n plusieurs pour-

ront conserver des valeurs finies dans le cas meme oil Ton supposera

res facteurs determines par la methode des moindres carres.

En effet, considerons specialement le cas ou, les inconnues etant

reduites a une seule x, les coefficients ,, a.2 an de cettr

inconnue, dans les equations lineaires donnees, forment une pro

gression geometriquc dont le premier terme est a et la raison r.

Alors on aura

(3) at=*r*;

et, en supposant les facteurs X,, X 2 , . . . , Xn respectivement propor-

tionnels aux coefficients a,, a.,, ..., an , conformernent a la regie

fournie par la methode des moindres carres, on aura encore, eu
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egard a 1 equation (2),

Or, si, la valeur do a n etant pas tres grande, on attribuc a r nne

valour comprise ontre les valcurs o, F, mais sensiblemont distincte

do cos limitos, les termes de la suite

determines par la formule (4), ne seront pas tons tres petits, pour

do grandes valours de n. Les premiers termes, par exemplc, conser-

veront des valcurs fmies, en se reduisant a tres peu pros aux termes

correspondanls de la progression geometrique

si, n etant un tres grand nombre, on suppose a = i, r -

En second lieu, 1 integrale (28) du I du precedent Memoire DC

pout pas toujours etre negligee vis-a-vis de 1 integrale (22); et, do

plus, pour quc la formule (9) du memo paragraphs puisse etre

roduite a la formule (33), il est necessaire que la valeur do u no

depasse pas une certaine limite. C est ce que prouve Fanalyse deja

ci-dessus exposee, et ce que montrent aussi les formules relatives an

cas special oil le nombre n acquiert une tres grande valeur, commo

nous 1 expliquerons dans un prochain article.

M. AUGUSTIN GAUCHY presente encore a 1 Academie un Memoire sur

les resuttats moyens d an tres grand nombre d observations.
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530.

GALCUL DF.S pRor,ABiLrn::s. - - Memoire sur les resultats moye/is

d un Ires grand nombre d observations.

Le refinement no permottant pas d inserer co Momoire clans les

Comptes rendus, nous nous borncrons a on indiquor sommairomont

los principaux resultats.

L autour, adoptant les notations do la pago io4, commence par

rappolcr la formule

(0 P=

dans laquelle on a

(2) $(9) = 9(^)0

r*
(3) (j&amp;gt;(0)

= al f(e

La fonction f(), qui represente Yindicede probabilite &amp;lt;\? I orrour ,

est assujettie a la condition

(4)

a laquelle on satisfera, si Ton pose

(5)

rrr(c) etant une function arbitraire, mais toujours positive, do z, ot K

une constante positive determinee par la formule

(6) K

? /

- n

La fonciion auxiliairc ^(0), determinee par la formulo (3), jouif

de proprietes remarqtiables. Elle so reduit a I nnifo pour uno valour
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nulle do 0; pour loute autrc valour de 0, elle s abaisse numerique

mont au-dcssous de Punite; ct, si 1 on pose

(7) [

la fonction p de offrira line valour positive, quel que soitO. On aura,

on particulier, pour o,

(8) p
= ac,

la valour de c etant

(9) c=f e
s
f(0de,

JQ

of pour = oo

Cola pose, soil r la plus petite des valours de p; /-sera toujours uiio

quantite positive, et l- on aura constamment

(ii)

Lorsque ot Ox sont tres petits, on a

(.2)

c, etant le produit dc la constante c par un factour renferme entre los

liinites (18) de la page 108, et a plus forte raison entre los limites

(
1 3 )

Pour que la fonction auxiliaire 9(0) s oxprinio on tonnes finis, il

sulfit que la fonction CJ(E) se roduise a line fonction entiorc do E, ot

d exponcntielles dont los oxposants, reels on irnaginaircs, soient pro-

portiojinels a . Le cas ou la fonction tn(s) est linoairo ot de la forme

(i4) cr() a be,
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(i, b &amp;lt;Mant deux eonstantes positives, nierito une attention sperialo.

Dans ce memo cas, on tronve, en snpposant b = o,

et, en supposant a

Ajoutons que, dans 1 unc et I autre supposition, la valeur de r est

donnee par la formule

(17) r 2C.

Gettc derniero formule se deduit immediatement de la suivante :

a laquelle on parvient en observant que, pour des valours de posi

tives, mais inferieurcs a -, la derivee de la fonction sinOcos~ :&amp;gt;

0,

on, en d autres termes, la fonction Meos~ :t

i) (i -+- 2 eos
:t

O), oflVej \ / \ / T

une valeur toujours positive.

Apres avoir etabli, comme on vient de le dire, les principals pro-

prietes de la fonction auxiliaire 9(6), 1 auteur recherche re
(jiie

devient la probabilite P dans le cas special ou le nombre // des obs&amp;lt;
i r-

vations devient tres grand, et ou, les facteurs A,, \., ..... \n elaiil

tous tres petits de 1 ordre dc -&amp;gt; ou d un ordre inferieur, la soiniue de

lours carres

( 9) A= XH-3L5H-...Hr^

est une quantite tres petite de 1 ordre de - Dans ce cas, a la for

mule (i) on peut, sans crretir sensible, substituer d autres forinules

qui fournissent des valours tres approchees de la probabilile P. Ainsi,
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par exemplc, si Ton nomme un tres grand nombro d un ordre supe-

rieur a celui de \/n, mais inferieur a 1 ordre do n, on aura sensible-

ment, pour de tres grandes valeurs de n,

2 C~ .. siriQj
,

(20) P=-
/ &amp;lt;D(0)_

-
(19;

r.J V

et, si Ton nomme X le plus grand des facteurs X,, X.,, . . . , Aw , la diffe

rence entre les valeurs de P fburnies par les equations (i) et (20)

sera inferieure, abstraction faite du signe, au produit

& etant un nombre determine par la formule

i /-A0 a

(22) J&=
:-T(p

et, par consequent, un tres grand nombre, puisque des deux pro-

duits A0 2
, X0, le premier sera tres grand et le second tres petit.

Do plus, si est un tres grand nombre dont 1 ordre soit inferieur

non seulement a celui de n, mais aussi a 1 ordrc de n
, on aura encore,

sensiblement, pour de tres grandes valeurs de n,

(.8) V, p.

la valeur de s etant

(24) s = c\;

et la difference entre les valeurs de P fournies par les equations (20)

et (23) sera inferieure, abstraction faite du signe, au produit

otant la plus grande des deux differences

1 .

( 26 )
e

f -
1

,
i e
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(Ida pose, si Ton attrilwe a la limite xunc valeur linio, l&amp;lt;- prnduit (a5)

sera, pour do tres grandes valcurs do n, du memo ordre que la quan-
lilr AX 2 4

16, par consequent du meme ordre que les deux quantites
0V ](.) (.),

j , &amp;gt; qui deviendront tres petites quand 1 ordre de sera infe-

^
rieur a celui de n* .

En tin Ton aura sensiblement, pour de tres grandes valeurs de /?,

et la difference entre les valeurs de P fournies par les formules (a3)

(27) sera inferieure, abstraction faile du signe, au rapport

(28)

qui sera de 1 ordre de
^&amp;gt;

et par consequent tres petit quand 1 ordre

i

de sera inferieur a celui de n 2
.

Done, en definitive, si, la valeur de la limite x etant tinie, on attribue

aux facteurs X,, X
2 , . ..,XB des valeurs numeriqucs de 1 ordre de -,

on d un ordre inferieur, mais telles, que la somme A de leurs carn -s

soit de 1 ordre de -&amp;gt; alors, pour de tres grandes valeurs de n, la pro-

babilite P sera generalement determinee avec une grande approxima
tion par la formulc (27). Si d ailleurs on assigne a la fonction f(s),

qui represente 1 indicc dc probabilite de 1 erreur e, une forme dt -lci-

minee, on pourra trouver une limite superieure a Ferreur que Ton

commettra, quand a la formule (i) on substituera la formule (27).
On pourra, par exemple, prendre pour cettc limite la somme des

expressions (21), (25), (28), etant un tres grand nombrc, dont

i :t

1 ordre superieur a celui de n 2
soit inferieur a 1 ordre de

T
.

OEuvres de C. S. I, t. XII.
17
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Observons maintenant qu on tire des formules (3), (9) ct (24 )

(29) Cr=%X 2
,

,
. y I y

(30) - = -,
2 y V 2r A X

YJ
etant un nombro inferieur a Funite. Or il suit dc la formule (3o)

(fiie, si Ton attribuo a la limite u une valeur comparable a la limite x,

en posant, par exemple, u x, ou u = -x, ou u = ^x, . . . , la limite
2i ()

superieure =. de 1 integrale comprise dans le dernier membre de la
2 ys

formule (27) sera, pour de tres grandes valeurs de n, un tres grand

nombre d un ordre au moins egal a 1 ordre de \Jn. Done alors la pro-

babilite P sera tresvoisinc de la certitude i. Cette consequence sub-

siste d ailleurs quellc que soit la forme attribute a la fonction f(e).

Les diverses formules quo nous vcnons de transcrire permettent

encore d apprecier, en les reduisant a leur juste valeur, les avantagcs

qu on pent rctirer dc 1 emploi de tel ou tel systeme de facteurs, par

consequent de tclle ou tclle methode. Mais, forces de nous arreter ici,

nous renverrons ce que nous aurions a dire sur ce point a un a litre

article.

531.

C. R.. T. XXXVII, p. 5a6 (10 oclobrc i853).

M. AUGUSTIN CAUCIIY presentc a t*Academic des considerations nou-

velles sur les mouvements infiniment petits des corps consideres comme

des systemes d atomes, ct sur la reflexion et la refraction des mouvements

simples.

Les resultats auxquels 1 auteur est parvenu seront developpes dans

un prochain article.



KX TRAIT N 532. 131

532.

GEOMETRIE ANALYTIQUE. Sur les rayons vecleurs associes el sur les avan-

tages que presente lemploi de ces rayons vecleurs dans la Physique

malhematiqiic.

C. R., T. XXVIII, p. 67 (16 Janvier i83j).

La theoric dc la lumiere, comme la theorie clos corps elastiques,

presente deux cas distincts, el il pent arrivor dc deux choses 1 unc :

ou la propagation du mouvement s eflfectue en tous sens, suivant les

mcmes lois, ctalors le corps transparent devient ce que j
ai nomme

un corps isophane, et le corps elastique ce que j
ai nomme un corps

isotrope, ou cette condition n cst pas remplie. Ajoutons qu un corps

peut etre isophane ou isotrope, non autour d un point, mais seule-

ment autour d un axe dont la direction est donnee. D ailleurs on peut

etablir les equations d equilibre ou de mouvement que presente la

Mecanique moleculaire, a 1 aide de deux methodes diflerentes. Cell* 1

de ces deux methodes qui parait la plus rigoureuse consistc a consi-

derer les corps comme des systemes de points materiels sollicites par

des forces ^attraction ou de repulsion mutuelle. Lorsqu on la suit,

les formules auxquelles on parvient sont cellcs que j
ai donnees dans

le Memoirc du i
er octobre 1827 ( ). L autre methode opere comme si

les corps etaient des masses continues; elle s appuie sur la notion

fondamentale de la tension ou pression dans un corps solide. Cette

pression ou tension, dont il m a semble utile d introduire la conside

ration dans la Mecanique moleculaire, ct dont
j

ai indiqne les pro-

prietes principales dans le Memoire du 3c&amp;gt; septcmbre 1822, dillerr

de la pression tellc qu on 1 envisageait dans 1 Hydrostalique, en ce

qu elle est generalement, non plus normale, mais oblique aux faces

qui la supportent. Elle n est pas distincte de la force recemmenl

appelec par M. Lamb force elastique. II sufilt d etablir des relations

( ) QEmrcx dc Caucliy, S. II, T. XV.
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lineaires entre les projections algebriqucs des |)ressions ou tensions

supportees en un point donne d un corps elastique par trois plans

rectangulaires, et les six coefficients que renferme la condensation

on dilatation lineaire, supposee infiniment petite, pour obtenir les

equations homogenes que Ton a considerees comme propres a repre-

senter 1 equilibrc ou le mouvement interieur des corps elastiques.

Nous joindrons ici une rcmarque qui n est pas sans importance. Le

mot axes d elasticile, employe par les auteurs des divers Ouvragcs on

Memoires publics sur la theorie des corps elastiques, n a pas toujours

ete bien defini, et on lui a donne des acceptions divcrses. Pour eviler

toute confusion, nous adopterons les definitions que je vais indiquer.

Rapportons les positions dcs divers points d un corps a trois axes

rectangulaires dcs x, y, z. L un de ces axes, 1 axe des x par exemple,
sera un axe d elasticite, si Je systeme est isotrope autour de cet axe,

on, ce qui revient au meme, si Ton n altere pas les equations d equi-

libre ou de mouvement, en faisant tourner le plan des yz autour de

1 axe des x.

D autre part, le plan des yz, pcrpcndiculaire a 1 axe des x, sera un

plan principal d elasticile si Ton n altere pas les equations d equilibre

ou de mouvement, en changeant le signe de x, ou, ce qui revient au

meme, en echangeant entre eux le demi-axe des x positives ct le

demi-axc des x negatives.

Ces definitions etant admises, si chacun des trois plans coordonnes

est un plan principal d elasticite, les trois axes coordonnes pourront

ne pas etrc des axes d elasticite.

Etant donnees les equations generales d equilibre ou de mouve

ment d un systeme dc points materiels, on peut demander les condi

tions que doivent remplir, dans ces equations supposees lineaires, les

coefficients supposes constants pour que le systeme offre un ou plu-

sieurs plans principaux, ou bien un ou plusieurs axes d elasticite, et

par suite les conditions a remplir pour que le systeme soit isotrope

autour d un point quelconque, ou autour d un axe donne.

J ai indique dans d autres Memoires un moyen facile d cffectuer
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eette recherche. J ajouierai, anjoiird hui, qu on peul cm-ore ivsoiidn-

iri s simplement Ics problemes de ee genre, en s appuyant, eomme jc

v;iis le dire, sur la consideration des points associes et des rayons rec-

tcurs associes.

Les positions de deux poinls mobiles etant rapportees a trois axes

coordonnes rectangulaires on obliques, ces deux points mobiles

seront nommes poinls associes lorsque les coordonnees rectilignes

de 1 un seront des fonetions lineaires el. homog&nes des coordon

nees de 1 autre. Alors aussi les rayons vecteurs menes de 1 origine

a ces deux points seront nommes rayons vecteurs associes.

Les coefficients constants des coordonnees de Tun des points dans

les expressions des coordonnees dc 1 autre changeront generalement

de valours, non seulement si Ton echange les deux points mobiles

entre eux, mais encore si Ton fait tourner les axes autour de 1 ori

gine, ou si Ton echange entre clles deux parties d un meme axe,

par exemplc le demi-axc des abscisses positives et le demi-axe des

abscisses negatives. Ces changements de valeurs peuvent d ailleurs

se deduire des formules generates qui servent a la transformation des

coordonnees; mais, sans recourir a ces formules, j
ai rcconnu qu on

peut etablir directement plusieurs theoremes dignes de remarque,

specialement relatifs au cas oil les axes coordonnes sont rectangu-

laircs. Parmi ces theoremes je citerai les deux suivants :

THKOKKME I. Si I on fait tourner autour de 1 origine les trois a.rcs

coordonnes supposes rectangulaires, la somme des trois coefficients f/tti

affecterojit les coordonnees d un point mobile, dans les expressions des

coordonnees de meme espece d un point associe, demeurera invariable.

THKORKME II. Les trois axes coordonnes etanl supposes rectangn-

laircs, si I onfait tourner autour du premier le plan des deux aulres, de

maniere qiiil decrivc, avec un mouvcment dc rotation direct, un certain

angle cp,
non seulement le coefficient de la coordojinee d un point tnesuir

sur le premier axe dans I expression de la coordonnee de meme especi

d un point associe reslera invariable, mais, de plus, les linil antres
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coefficients qui ajffectcront les coordojinees du premier point dans les

expressions des coordonnees du point associe verifieront quatre condi-

Iwns. tres simples en verlu desquelles, de quatre fonclions lineaires, mais

imaginaires, de ces coordonnees, la premiere reslera invariable, tandis

(jue les deux suivantes varieront dans le rapport de \ a i_
? , et la derniere

dans le rapport de i a i_
2?

.

Si, pour plus do eommodite, on nomme x, j, z les coordonnees

d un premier point, x, y, z les coordonnees du point associe, et

(\,x\ (x,j), (x, z]

les coefficients de x, j, z dans 1 expression do x; si, d ailleurs,

dans les trois symboles qui precedent, on remplacc x par y ou

par /, quand les coefficients sont pris dans 1 expression de y ou

de /, les quatre fonctions lineaires mentionnees dans le second

theoreme seront

(y,v)+ (z, z} i[(y, z) (z, /)],

(x,y)-i-i(x,5), (y, x} 4-i(z, ^),

(y&amp;gt;7)- (z, s)-hi[(y, 5)+ (z, y}],

quand 1 axe dc rotation sera 1 axe des x. Alors aussi la premiere de

ces fonctions devant rester invariable, sa partie reellc (y,.y) + (/, z)

devra etre invariable elle-meme ainsi que la difference (y, z) (z, y) ;

et, comme (x, a?) devra encore rester invariable, on pourra en dire

an tan t de la somme
(x,j?)-h(y,j) + (z,s).

II y a plus : cette derniere somme devra rester encore invariable,

si Ton fait tourner successivement autour de chaque axe le plan des

deux autres, et par suite si Ton fait tourner les trois axes d une

manierc quelconque autour de 1 origine. Done le premier theoreme

esl une consequence du second.

D ailleurs, le second theoreme so deduit tres aisement de cette

seule remarquc, que, dans le cas oil Ton fait tourner autour dc 1 axe

des x le point dont les coordonnees sont x, y, ;, la distance de 1 ori-
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gine a ce point projete stir lo plan dos yz est represenlee, en gran

deur et on direction : i avant la rotation, par la quantity geome-

trique y -+- :-\ ; 2 apres la rotation, par le produit de cette quantile

geometrique et du facteur
i_

? e-?i,

9 etant Tangle decrit avec un mouvement de rotation direct par It-

plan des yz.

Concevons maintenant que Ton construise une sphere qui ait pour

centre un point donne d un corps homogene, et quo Ton determine

en grandeur comme en direction la pression supportee an point donf

il s agit par unc petite face perpend iculaire a un rayon de la sphere.

Ce rayon, que nous supposerons infiniment potil, venant a changer

de direction, la pression variera ellc-meme, conformement an theo

reme que j
ai donne en 1822; et pour enoncer ce theoreme, il sufTira

de dire que, le rayon de la sphere venant a se mouvoir, la pression

sera rcpresentee par un rayon vecteur associe.

II y a plus : le meme theoreme continuera de suhsister si, \\ la pres

sion supportee par une face perpendiculaire au rayon de la sphere, on

suhstitue le deplacement apparent de Fextremite de ce meme rayon

dans une deformation infiniment petite du corps solide, mesuree par

un observateur place au centre de la sphere. Done ce deplacement

pourra encore etre represented par tin rayon vecteur associe au rayon

de la sphere.

Enfin, comme deux rayons vecteurs associes a un troisieme soul

necessairement associes entrc eux, il est clair que la pression on Ini-

sion, et le deplacement apparent dont il s agit, seront encore deux

quantites representecs par deux rayons vecteurs associes.

DC cette seulc consideration, jointc au second des deux theoremes

generatix enonces ci-dessus, on deduit immediatcmenl, el avec la

plus grande facilite, les equations qui cxpriment les projections alge-

briques des pressions ou tensions en fonctions lineaires des projec

tions algebriques des displacements apparenls dans un
corj&amp;gt;s isolrope

autour d un axe donne.
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Lorsque les conditions d isotropie sont remplies par rapport a deux

axes rectanguiaires, elles le sont encore par rapport a un troisieme

axe perpendiculaire a MX deux autres, et alors on retrouve les condi

tions d isotropie dn corps autour d un point quelconqne, tclles qu on

les obtient en f aisant usage ou de la methode quc j
ai donnee en 1829,

on de celles qui ont etc proposees plus tard par moi-merne, ou par

d aulrcs geometres.

Je remarquerai, en finissant, que la theorie des points associes peut

clre employee avec sucees dans un grand nombrc de problemes de

Physique mathematique. Ainsi, par exemple, dans un cristal a un axe

oplique, les rayons vecteurs menes a des points correspondants de la

surface de Fonde el de la surface caracteristique sont des rayons

veeteurs associes.

533.

C. K., T. XXXVIII, p. a38 (6 fevrior i854).

.M. CAUCHY presente a 1 Academie des Recherches nouvelles sur la lor-

sio/t des prismes.

L auteur se propose de developper, dans une prochaine seance, les

resultats auxquels il a ete conduit.

534.

MECANIQUE ANALYTIQUE. -- Sur la torsion des prismes.

C. K., T. XXXVIII, p. 3a6 (20 fevrier i854).

La torsion des prismes ou cylindres a base rectangulairc, ou meme

;i base quelconque, le changement de forme des prismes tordus et la

determination des points de leur surface OM la rupture est le plus ii

craindre, sont, dans la tbeorie des corps elastiques, des questions
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rapitales, tlont la solution interesse au plus haul dejjre les i

nieurs, les constructeurs, et generalement tous ceux qtii veulent

dt -duire de cette theorie des resultats utiles pour la pratique. Je me,

&amp;gt;nis deja occupe, dans le quatrieme Volume des K.rcreices de Mathe-

mdiiques ( ), de la torsion des prismes a base rectangulaire. Mais les

ivsiiltats quo j
ai obtenus, en negligeant certains termes des series

introduces dans le calcul, ne peuvent etre consideres que comme

approximatifs, et subsistant sous certaines conditions. M. de Saint-

Venant, ayant reporte son attention sur cet objet, est parvenu, dans

mi .Memoire approuve par 1 Academie, a des fbrmules dignes de

remarque. II suit de ces formules que, contrairement a 1 opinion

admise jusqu a ce jour, le danger de rupture est le plus grand, non

pas dans les points de la surface les plus eloignes de 1 axe de tor

sion, mais dans les points les plus rapproches de cet axe. L analyse

de M. de Saint-Venant met cette conclusion en evidence, pour des

prismes ou cylindres de diverses formes, specialement pour ceux

dont les bases sont rectangulaires ou elliptiques; et elle 1 explique

en t aisant voir que ces bases, loin de rester planes, sont gauchies

par la torsion. Grace a ce gauchissement, les aretes d un prisme ou

d un cylindre droit, transformees en helices par la torsion, peuvent

rester a tres peu pres normales aux elements des bases. D ailleurs

leur inclinaison sur ces elements, par consequent le danger de rup

ture, est generalement plus f aible pour les aretes eloignees de 1 axe

&amp;lt;le torsion que pour les aretes rapprochees de cet axe, attenclu que,
dans un prisme ou dans un cylindre droit, les parties saillantes et

proeminentes sont, par cela meme, plus independantes du reste de la

masse, e( plus librcs d obeir separement, sans sc de-former, a Taction

des pressions exterieures.

Une lecture attentive du beau travail de M. de Saint -Venant m a

conduit a faire, sur la torsion des prismes ou cylindres droits, des

reflexions nouvelles qui ne sont pas sans importance. M. de Sainl-

( ) OEnvrcs tic Catichy, S. II. T. IX.

OKuvres de C. S. I, t. XII. l8
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Venant s estl&amp;gt;orne a considerer le cas oil Tangle de torsion 0, relatif

a Tunite de longueur mesuree sur Taxe de torsion, est une quan-

tite constante. Or on peut demontrer que Tequation indetinie, dans

laquelle 1 inconnue est un tres petit deplacement parallele a cet axe,

ne changera pas de forme et coincidera encore avec celle qui repre-

sente Tequilibre des temperatures dans un prisme ou cylindre droit,

si, Taxe de torsion etant un axe d elasticite, Tangle de torsion, sup

pose tres petit, devient fonetion de la distance a Taxe. De plus, on

peut deduire immediatement du calcul des residus, non seulement

les formules remarquables trouvees par M. de Saint-Venant pour la

torsion d un prisme a base rectangulaire, mais encore des formules

analogues relatives au cas ou Tangle de torsion varierait avec la

distance a Taxe du prisme et serait represente par une fonetion

entiere du carre de cette distance.

ANALYSE.

I. Preluninairefi.

Considerons un corps elastique homogene clont les molecules

s ecartent tres pen des positions qu elles occuperaient si les pres-

sions exterieures et interieures se reduisaient a zero. Nommons x,

y, z les coordonnees primitives d une molecule m rapportees a trois

axes rectangulaires. Soient , yj, &quot;C,

les deplacements tres petits de

cette molecule, produits par des pressions exterieures, et mesures

parallelement aux axes. Enfin soient

Px, Py, P;

les pressions ou tensions exercees au point (x,y, z), du cote des

coordonnees positives, centre trois plans perpendiculaires aux axes

des x, y, z, et representons par

Pxx&amp;gt; Pxyi PXZI
ou par

Pyxt
ou par
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les projections algebriques de la force px on py ou p. sur les axes

ilrs ,r, y et z. On aura, comme nous I avons montre dans les Exercices

mathematiqlies,

(0 Pyz=- Pzy, PZJC---PXZ, Pxy----Pyx,

et les equations d equilibre du corps elastique seront

1 tojcPxX+- toy pxy + D-JDj.- O,

)
\) X PyX+ Dy Pyy + I) - PyZ -=0,

De plus, si les deplacements H, YJ, ^ sont infiniment petits, les six pres-

sions

Pxx, Pyy, Pzz,

Pyz, Pzx, P*r

se reduiront a des fonctions lineaires des diverscs derivees des depla

cements
L fly C

differenties par rapport a x, y, 5. Done elles se reduiront, si les

termes qui renferment les derivees des ordres superieurs peuvent

etre negliges, vis-a-vis de ceux qui renferment les derivees du pre

mier ordre, a des fonctions lineaires des neuf quantites

D autre part, si Ton nomme p la pression ou tension exercee au

point (a?,j, s) centre un plan perpendiculaire a la droite qui forme

avec les axes des x, y, c- des angles dont les cosinus sont , b, c, et 6

Tangle forme par la direction de la force/? avec celle de la droite, on

aura

(3 ) p cos 6 2

/&amp;gt;^
+ b*pyy + c-pzz -i- 2 bcpyz -+- 2 cap :x -t- a abpxy .

Enfin, si Ton designe par r la distance primitive de la molecule m a
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uiic molecule tres voisine, situee sur la droite dont il s agit, et par

/(i -+- ) ce que devient cette distance apres le deplacement des mole

cules, sera ce que j
ai nomme la dilatation ou condensation lincairc

mesuree suivant la nouvelle direction de cette droite, et Ton aura,

en supposant , Y], infiniment petits,

(4) e= (rtD^+ Dy+ clK) (at 4- b-n + cC)

ou, ce qui revient au meme,

(5) e = a- xj; -\- b- yy -&amp;gt;r c- cc + 2ftc r --t- &quot;2caezx

les valeurs de &xx , rr , , 2 JZ , 2 ZJ; , 2^ etant

(6)

en sorte que e^,
&amp;gt;y

, sz representeront les dilatations ou condensa

tions suivant les axes des x, y et z. Cela pose, si les pressions ou leu-

sions au point (x,y,z} dependent uniquernent des diverses dilata

tions ou condensations mesurees suivant les diverses directions des

droites qui passent par ce meme point, les six pressions

\
/&amp;gt;xx, Pry, Pzz,

(7)
)

Pyz, Pzx, Pxy

devront se reduire, ainsi qu on 1 admet ordinairement, a des fonc-

tions lineaires des six quantites

Si le plan des yz, perpendiculaire a 1 axe des x, est un plan prin

cipal d elasticite, alors, x venant a changer dc signe, les quantites (7 )

et (8) conserveront, aux signes prcs, les memes valeurs; seulement,

parmi ces quantites, quatre changeront de signe, savoir :

PZJTI P*y E-zx) ^xy
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Pareillement, si le plan des yz, perpendiculaire a I axe des y, est un

plan principal d elasticite, alors parmi les quantites (7), (8), quatre

seulement changent de signe, savoir :

Pjcy, Pyz et
.ry&amp;gt; yz

Par suite, si les plans des yz et des zx sont des plans principaux

d elasticite, chacune des pressions

Pxx, Pyy, Pzz

devra se redtiire a une fonction lineaire des quantites

et les trois pressions
Py~&amp;gt; PZXI Pxy

deviendront respectivement proportion nelles aux trois quantites

-yz, c-zx, cj-y

On aura done alors

( 9 )

j

Pyy = (
&quot;

Sxx + b eyr+ &amp;gt; =,

1 )5 S = f 2 + K&quot;yy
+ f .=

et

(io) pyz 2 D er ., /?.a.= 2 c sx , /^y= 2 (exy ,

les coefficients o, b, C; t&amp;gt;, e, f; ti , c , f ; V, c&quot;, f&quot; etant des quantites

constantes. Alors aussi le plan des xy, perpendiculaire a Taxe des z,

sera encore un plan principal d elasticite.

Si 1 axe des x est un axe d elasticite, alors, en echangeant Tun

contrc I autre les axes des y et c, on n alterera point les valours

de pxr ni de
/&amp;gt;,,,

mais on transformera pn , px ,
en

/&amp;gt;~, pxz , et reci-

proquement. Done alors on aura
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et les formules (9), (10) donneront

I I
)

&amp;lt; pyy = C Sxx -+- b yy 4- b .-,

Cela pose, les equations (2), jointes aux formules (6), (n), (12),

donneront

+- c(Di-H DJ)] -f- (f 4-
f&quot;) D^( Dy n -+- D- )

= o,

-rb DJ.+ &D3 ]YJ +(&. -4- &
) l)y D-^-j-(cH-e )Dj.Dy.? ^^o,

II. - - Torsion des prismes oa cylindres droits.

Supposons que, dans un plan perpendiculaire a 1 axe des x, on

mene de cet axe une droite au point (x,y,z). Soient r la longueur

de cette droite, et p Tangle qu elle forme avec le plan des xy. Elle

pourra etre representee en grandeur et en direction par la quantite

geometrique

(1) y + z\ rp .

f

Si le point (x, y,z) appartient a un prisme ou cylindre droit auquel

on imprime un mouvement de torsion autour de 1 axe des x, alors,

en nommant GJ Tangle de torsion, et ^, Y], ^ les accroissements sup

poses infiniment petits des coordonnees x, y, z-, on aura

(2) v + f] -+- (z 4- ?)i = f p-m-

Si, d ailleurs, le point (x,y,s) venant a se deplacer sur une droite

parallele a Taxe des x, la variation de CD est proportionnelle a la varia

tion de x, en sorte qu on ait

6 etant independant de x\ alors de Tequation (2) differentiee par
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rapport a x, et jointe a la formule

Dp/ p ir,,,

on tirera

D,(n + Ci)r, -i0r,- w&amp;gt;

ou a tres peu pres, en supposant 03 tres petit,

D j: (n + ?i)= -\Brf -= -B(y + z\}\;

puis on en conclura

(3) D,n = 0*, D,?n -fir-

Telles sont les equations qui caracterisent un mouvement de torsion

inh niment petit d un prisme ou d un cylindre autour de Faxe des x.

D ailleurs, on tire de ces equations, en supposant independant de y
et*,

(4) DxDr y) = o, D^D.C^o,

(5) Dx (Dr y)+D,C)^o,

et alors, si la dilatation D^, mesuree suivant 1 axe des x, est inde-

pendante de x, ou, ce qui revient au meme, si Ton suppose

(6) D.| = o,

la premiere des equations (i3) du I donnera, cornme 1 a observe

M. de Saint-Venant,

Mais il est clair que, pour arriver a 1 equation (7), il n est pas absolu-

ment necessaire de supposer 6 independant de y et z\ il suffit que

1 equation (5) puisse etre jointe a 1 equation (6). Or, si devient

1onction de r, la formule

y
Mitrainera la suivante

\} V B
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et des formules (3) differentiees, la premiere par rapport a y, la

seconde par rapport a s, on deduira encore la formule (5). Done

alors aussi 1 equation indefinie a laquelle satisfera 1 inconnue I, sera

encore 1 equation (7).

II reste a rnontrer comment, a 1 aide du Calcul des residus, on

pourra ohtenir immediatement 1 integrale donnee par M. de Saint-

V
r

enant, et 1 integrale du meme genre relative au cas oil est fac-

teur de r; c est ce que je me propose d expliquer dans un prochain

article.

535.

CALCUL INTEGRAL. --
Rapport sur un Memoire de M. MAUII:,

relatif aux periodes des integrates.

C. R.
;
T. XXXVIII, p. 821 (8 mat I8V.J).

L Academie nous a charges, M. Sturm et moi, d examiner un Me

moire de M. Marie, relatif aux periodes des integrales simples et

doubles. Les integrales simples considerees par 1 aiiteur sont celles

qui peuvent etre presentees sous la forme

I y \} s x ds,

s designant un arc de courbe, et x, y des fonctions reelles on imagi-

naires de s, liees entre elles par une equation caracteristique, alge-

Imquc ou transcendante,
\

( ) f(x,r)=o.

Considerons specialement le cas ou 1 equation caracteristicjue est

algebrique et de forme reelle; alors, pour chaque valeur reelle de .r.

1 equation (f), resolue par rapport a y, fournira une on plnsieurs

valeurs reelles ou imaginaires, par consequent de la forme

r = u

Y = r + ivi,
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//, r, &amp;lt;r etant dos fonctions reelles cle x. Cela pose, concevons quc, la

variable x representant unc abscisse, on construise : i la courhc

clont I ordonnee serait representee par la fonction u\ 2 la courbe donl

I ordonnee serait representee par la somme v -h &amp;lt;r,
les axes coordonnes

etant ou rectangulaires ou obliques. Ces deux cpurbes seront celles

que M. Marie nomme la courbe reelle et la conjugtiee de la courbe

reelle. Si, avant de resoudre 1 equation (i), on opere une transfor

mation de coordonnees, en assignant une direction nouvelle a I axc

des y, on substituera ainsi aux variables x, y deux nouvelles variables

x
r
, yv , qui offriront toutes deux, pour une valeur reelle de x et pour

une valeur imaginaire de y, des valeurs correspondantes imaginaires

dans lesquelles le rapport entre les coefficients de i sera constant.

Reciproquemcnt, si Ton attribue a x
t
une valeur reelle, et a y t

une

valeur imaginaire qui satisfasse avec x
t
a I equalion earacteristique

transformer, les valeurs correspondantes de x, y seront generalement

imaginaires; mais le rapport entre le coefficient de i dans ces diverses

valeurs sera constant. De cette observation il resulte qu a une meme

courbe reeile, representee par 1 equation (i), correspondent, en

nombre infini, des courbes conjugates dont chacune a pour coordon

nees variables des valeurs reelles de x, y que Ton obtient, en rempla-

eant i par i, dans des valeurs imaginaires de x, y assujetties a la

double condition de verifier 1 equation (i), et d offrir pour coeffi

cients de i des quantites dont le rapport demeure constant.

Les courbes conjuguees, defmies comme on vicnt de le dire,

jouissent de proprietes remarquables, qui sont exposees el demon-

trees dans le Memoire de M. Marie. Citons-en quelques-unes.

Ghacune des courbes conjuguees est generalement tangeute ;i la

courbe reelle aux points ou elle la rencontre; par suite, la courbe

reelle est une enveloppe des diverses conjuguees.

Si une des conjuguees presente un anneau ferme, si d ailleurs on

nomme S 1 aire comprise dans cet anneau, et s 1 arc decrit sur le peri-

metre de cet anneau par un point qui se meut avec un mouvement de

rotation direct autour de 1 aire
5&quot;,

le produit de ccttc aire par i sera

OEnvres de C. S. I, t. XII. 19
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generalement la valeur de 1 integrale

f etant le perimetre entier de 1 aire S, ou ce qu on peut nommer la

periode imaginaire de 1 integrale

jy D.s..r flfc.

Si Ton fait varier, par degres insensibles, la forme d un anneau

forme, appartenant a une courbe conjuguee, en faisant varier 1 incli-

naison de I axe des y, 1 aire S comprise dans cet anneau restera ordi-

nairement invariable. Cette derniere proposition, dont la demonstra

tion sc deduit d un theoreme donne par Fun de nous et relatif aux

integrates curvilignes, suppose toutefois que, I axe des y venant a

changer de direction par degres insensibles, la valeur de y tiree de

1 equation (i) n atteint pas une valeur pour laquelle la derivee de

i (x, y~) relative a y s evanouisse avec f(x t y~).

Dans la derniere partie de son Memoire, M. 31aric considere non

plus une fonction de y de x determinee par la fonction (i), mais une

fonction z de deux variables x, y, determinee par une equation carac-

terislique de la forme

f(x, y, z] =. o.

A des valeurs reelles de x, y correspondent, en vertu de cette equa

tion, des valeurs de - reelles ou imaginaires, par consequent de la

forme
z ~ u

ou de la forme

//, (% w etant des fonctions reelles de x, y, z. Gela pose, concevons

que les variables x, y representant deux coordonnees reelles, on

construise : i la surface courbe dont 1 ordonnee serait representee

par la fonction u; 2 la surface courbe dont 1 ordonnee serait repre

sentee par la somme v -h w, les axes coordonnes elant ou rectangu-
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laires ou obliques. Cos deux surfaces scront celles que M. Marie

nomme la surface reelle et la conjiiguee de la surface reelle. Si, avant de

resoudre 1 equation caracteristiquc, on opere une transformation do

coordonnees, on assignant une direction nouvelle a 1 axe des z, on

substituera ainsi aux variables x, y, z trois nouvollos variables x
t

,

y t
,
z

t qui offriront toutes trois, pour des valeurs reelles de x, y et

pour une valeur imaginaire de z, des valeurs correspondantes ima-

ginaires, dans lesquellos los rapports entre les coefficients de i seront

constants. Reciproquement, si Ton attribue a x
t
, yr

dos valeurs reolles,

et a z
t
une valeur imaginaire qui satisfasse, avec x

t
, yt

, a [ equation

caracteristique transformee, les valeurs correspondantes de x, y, z

seront generalement imaginaires, mais les rapports entre les coeffi

cients de i dans ces dernieres valeurs seront constants. De cetto

observation il resulte qu a une meme surface reelle correspondent, en

nombre infini, des surfaces conjuguees, dont chacune a pour coordon

nees variables dos valeurs reolles de x, y, z que Ton obtient en rem-

placant i par i, dans des valeurs imaginaires de x, y, z asaujetties a

la double condition de verifier I oquation caracteristique et d offrir

pour coefficients de i des quantites dont les rapports domeurent con

stants.

Los surfaces conjuguees, dofinies comme on viont de le dire,

jouissent de proprietes remarquable s, analogues a celles des courbos

conjuguees. Ainsi, en particulier, comme 1 observe M. Marie, lors-

qu une surface conjuguee est fermee et limitee en tons sens, lo

volume Fcompris dans cette surface et represente par une integralo

double reste generalement invariable, tandis que Ton fait varier par

degres insensibles, ou entre des limites quelconques, on du moins

entre certaines limites, 1 inclinaison de 1 axe des z sur 1 axe des x ou

sur 1 axe des y. D aillours, le produit de ce volume V par i est co

qu on peut nommer la periode imaginaire d une certaine integrale

double.

En resume, les Commissaires jugent que le Memoire de M. Marie

presente, sur los periodes des integrales simples et doubles, des
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recherches interessantes qui ont conduit 1 auteur a des resultats nou-

veaux, et qu en consequence ce Memoire merite d etre approuve par

FAcademic.

536.

ANALYSE MATIIEMATIO.UE. -- Sur la transformation des Joactions implicites

en moyennes isotropiques, et siir tears developpements en series trigo-

nomelriques.
C. R.. T. XXXVIII, p. 910 (22 mai i854).

J appclle serie trigonometrique une serie ordonnee suivant les puis

sances entieres, ascendantes et descendantes d une exponentielle

trigonometrique. Dans le developpement d une fonction implicite en

une serie de cette espece, le coefficient d une puissance entiere de

1 exponentielle peut etre souvent exprime par une integrale definie,

dans laquelle on trouve, sous le signe /, une fonction non plus im

plicite, mais explicite, d une autre exponentielle trigonometrique, on

meme par la moyenne isotropique entre Jes diverses valeurs d une

fonction qui depend de 1 argument d une variable substitute a la nou-

vclle exponentielle, mais douee d un module inferieur ou superieur it

1 unite. J indique dans le present Memoire un moyen tres simple

d obtcnir le developpement dont il s agit, en le deduisant de la trans

formation de la fonction implicite donnee en une moyenne isotro

pique de meme nature que celles qui expriment les divers coeffi

cients. Cette transformation permet d ailleurs non seulement de

determiner sans peine les deux modules de la serie qui represente le

developpement, mais encore dc reduire, dans beaucoup de cas,

chaque coefficient an residu integral d une certaine fonction ration-

nelle. Oil trouve ainsi, par exemple, avec la plus grande facilite, et

sous une forme tres simple, les clivers termes du developpement

d une fonction rationnelle des sinus et cosinus de 1 anomalie excen-

trique d une planete en une serie ordonnee suivant les puissances
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entieres de 1 oxponentiolle trigonometrique qui a pour argumenl

1 anomalie moyenne, et les deux modules, ordinairement egaux entro

eux, de la serie qui represente ce meme developpement.

ANALYSE.

Supposons deux angles ct f

| lies cntre eux par une equation alge-

brique ou transcendante, en vertu de laquelle Tangle -j/
soil une

fonction implicite de 0. Si Ton pose

u
en&quot;,

( elimination de et ^ reduira 1 equation donnee a une equation

caracteristique entre les variables u et s, en vertu de laquelle u sera

une fonction implicite de s.

Concevons maintenant que, en vertu de 1 equation donnee, } et

se reduisent simultanement a un multiple quelconque de la demi-cir-

conference -. Soit encore

a=F()

une fonction monodrome et monogene de la variable w. Si 1 equation

caracteristique entre les variables s, u a pour premier membre une

fonction monodrome et monogene de chacune de ces variables, Q, en

visage comme fonction de s pourra etre generalement transforme en

une moyenne isotropique relative a Fargument moyen de deux va

riables nouvelles ^, w, dont u sera considere comme representant

une valeur particuliere, mais dont les modules seront, Ic premier

inferieur, le second superieur a 1 unite. D ailleurs cette moyenne

isotropique sera generalement developpable en une serie ordonnee

suivant les puissances entieres ascendantes et descendantes de s, et

dans le developpement ainsi obtenu le coefficient Q
rt
de s

n sera lui-

meme une moyenne isotropique que Ton pourra supposer relative a

1 argument ^ de la moyenne u. Enfin Ton pourra ordinairement deter

miner avec une grande facilite le coefficient (i a 1 aidc du Calcul des

residus, ct les deux modules de la serie qui represente le developpe

ment de Q a 1 aide de 1 equation caracteristique. En effet, chacun de
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ces deux modules sera generalement inverse d un volume de s, qui

verificra 1 equation caracteristique, jointc a cette equation differcn-

tiee par rapport a //.

Supposons, pour fixer les idees, que 1 equation caracteristique

(Mitre s et u soil de la forme

(i) *= f(),

t() etant une fonction monodrome et monogene de u. Nommons

d ailleurs 9 1 argument commun de deux variables r, w, dont les

modules soient, le premier inferieur, le second superieur a 1 unite,

et posons

Enlin, concevons que, le module de ^ venant a croitre ou a decroitre

a partir de 1 unite, on puisse en dire autant du module de u. En desi-

gnant a 1 aide de la lettre D1L une moyenne isotropique relative a 1 ar

gument commun &amp;lt;p

de v et de w, on aura, pour dcs modules de v et w

tres voisins de 1 unite,

( 3) a=ai[^ D.
w]

H- :nt

f^ D.
F],

puis on en conclura

(4)

la valeur de 1 etant

(5) Q.= a

et la moyenne isotropique etant relative a 1 argument fy
de la variable u.

Si d ailleurs s et F(M) peuvent etre considerees comme des fonctions

rationnelles de u, composees d un nombre fmi ou meme infirii de

termes, 1 equation (5) pourra encore s ecrire comme il suit :
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Pour monlrer nnc application des fbrmules
pt&amp;gt;6cdentes, suppo-

sons que Tangle so reduise a Tanomalie moyennc rd une planete,

el que Tangle -j* designo Tanomalie excentrique liee a Tanonialir

moyenne par { equation

(7) ^ e sin
-|
= 7;

dans laquelle est Texcentricite do 1 orbito. Dans ee cas, 1YM mi na

tion de
\&amp;gt;

et Tentre Tequatton (7) et les deux snivanles

produira Inequation caracteristiqu

s =. u e

t Ton aura par suite, dans la formule (3),

Alors aussi Tequation (4) donnera

(8)

les valeurs de Q
rt

el de }_,, etant determinees par les t orniules

_ &quot;

r
-

p-&quot;-

dans lesquelles on pourra supposer

(10) n(a)

ou bien

(11) !!()= ^

on entin
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537.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Formulas generates pour la transformation

des fonctions implicates enfonctions explicates.

C. R., T. XXXVIH, p. &amp;lt;). \~j (29 mai i85/,).

La solution d un grand nombre de problemes exige la transforma

tion de fonctions implicites d une ou de plusieurs variables en fonc

tions explicites. C est ainsi que, pour resoudre les problemes astro-

nomiques, on doit d abord transformer la fonction perturbatrice en

une fonction explicite du temps; mais cette operation et les transfor

mations de meme nature, effectuees a Paide des methodes connues,

substituent generalement aux fonctions donnees des series compo-

sees d un nombre infini de termes; et ce n est qu avec peine quc Ton

parvient soit a demontrer la convergence dc ces series, soit a deter

miner leurs modules et les valeurs approchees des termes de rang

eleve. Or ces demonstrations et ces determinations deviennent faciles,

lorsque, en s appuyant sur les formules generales que j
ai proposees

en i83i
( ) et en 1846 (

2

), on commence par transformer les fonc

tions implicites en integrales curvilignes etendues aux perimetros

entiers de certaines courbes fermees. Ges integrales, une fois obte-

nues, on peut les developper en series de diverses manieres. II y a

plus : les courbes fermees auxquclles se rapportent les integrales

curvilignes peuvent, au gre du calculateur, s etendre on se retrecir,

du moins entre certaines limites, ce qui permet d assigner a ces inte

grales une infinite de formes diverses. En operant comme on vient de

le dire, on pourra transformer, par cxemple, une fonction implicite

en une somme d integrales, dont les unes etant circulates, c est-

a-dirc etendues aux circonferences de certains cercles, se reduiront

a des moyennes isotropiques; tandis que les autres, reduites a des

C) OEuvres dc Cauchy, S. II, T. XV.

(
2
) Ibid., S. I, T. X.
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integrates singulieres &amp;lt;lu premier on du second ordre, jMiiimmi

I tre, dans I*
1

premier cas, representees par des residus d une meme

fonctioo.

Concevons, pour fixer les ide.es, (jiie
deux variables s el Q soient

representees par deux fonctions explicites d une troisieme variable u,

. I qur ees deux fonctions restent monodromes et monogenes entre des

limites quelconques. li sera une fonction implicite de la variable*; et,

apres avoir transforme cette fonction implicite (2, ou une puissance

quelconque de Q, en une fonction explicite de s, represented par

une somme d integrales defmies, on pourra aisement developper cette

somme en une serie ordonnee suivant les puissances entieres, ascen-

danles et descendantes de s. Pour y parvenir, il sutfira de developper

en une progression geometrique ordonnee ou suivant les puissances

ascendantes, ou suivant les puissances descendantes de s, 1 un des

facteurs renfermes sous le signe /\lans chacune des integrates que

comprend la somme dont il s agit; ou bicn, sous le signe OTu ou ,

dans les moyennes isotropiques, ou dans les residus substitutes a ces

integrales. Chacun des deux modules d une seric ainsi obtenue sera

generalement inverse du module d une valeur imaginaire de s, pour
s-

laquelle 1 un des facteurs renfermes sous le signe / , ou OIL, ou

deviendra infini. D ailleurs, ces modules etant determines, il de-

viendra facile dc calculer avec une grande approximation, dans le

developpement de chaque integrate, le coefficient d une puissance

tres elevee de s ou de -&amp;gt; et, pour effcctuer cc calcul, il suflira d&amp;lt;^

recourir aux considerations dont
j
ai fait usage dans mes Memoires

sur les approximations des fonctions de tres grands nombres.

Dans un prochain article, j appliquerai spqcialement les formules

i^ene rales ici etablies a la solution des problemes astronorniques, et

j
obtiendrai ainsi de nouvelles methodes tres expeditives propels i

fournir, par exemple, le module ct 1 argument de la grande ine^alii.-

decouverte par M. Le Terrier dans le moycn mouvement de la planete

Pallas.

OEnvres de C. S. I, t. XII. 2O
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ANALYSE.

Solent .v ct u deux quantites geometriques qui soicnt considerees

comme les affixes de deux points situes dans un certain plan. Soient

encore

U=f(u) et H()

&amp;lt;leux fonctions de u, qui restent monodromes, monogenes et finies,

dans le voisinage d un point P dont 1 affixe u est determines par

1 equation

(r) U S = 0,

et meme dans I interieur d une courbe fermee, servant de contour ii

une certaine aire S
(jui renferme le point P. On aura, en supposant

le result! qu indique le signe relatif au seul point P compris dans

1 aire S,

pourvu que, dans le second membre de la formule, on reduise la

valeur de u a celle qui represente 1 affixe du point P; et, si Ton vent

que ce second membre soit nne certaine fonction

(3) fl = F()

&amp;lt;le cette meme atfixe, qui reste monodrome, monogene ettiniedans

le voisinage du point P, il suffira de prendre

Sous cette condition, 1 equation (2) donnera

Soit niainlenant w 1 arc decrit a partir d une origine fixe sur le

contour entier de 1 aire S, par un point qui se meut en tournant

an tour de cc((c aire avec un mouvement de rotation direct; nom-
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minis c le contour enlirr dr rrtte aire, et posons, pour abreger,

(5) *(u) = Ln H U.

On aura, en regardant, sous le signe j t u comme fonction dc w,

(6) ^(ll))

Done la formule (4) entrainera la suivante :

i r c

F() .

7
-

r
/ T~ -l)M Urfu.

2 71 1 Ja
U S

(^hacune cle ces equations (4), (7) transforme immediatcim-nt, en

fonction explicitc de la variable s, la fonction implicitc do s, deter-

in inec par le systeme des equations (i) et (3).

Si, en nommant 3(u) une fonction de u qui reste monodroinr,

monogene et finie dans le voisinage du contour de 1 aire S, on pose

generalement

(8) =^ /&quot;

J(i/)l)w rfw ,

ou, en d autres termes, si Ton designe, a 1 aide de la notation (S),

1 integrale curviligne

(9) /3 ( u ) da

etendue au contour entier de Faire S, la formule (7) donnera sim-

piement

(10) a = (S),

la fonction 3(u) etant detcrminec par 1 equation (5).

Si le contour de 1 aire S se reduisait a un cercle dont le rayon ful / ,

alors, en posant

on aurait

u. = re^ 1

, du =: i u
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et 1 integrale (9) serait reduite a

i C-
T&quot;

i r r-

I it 3 (
u

)
d i&amp;gt; = -

I n 3 ( a ) d l&amp;gt; =. OIL [ a 5 ( u )] ,

2irJ 27r - - TC

la moycnnc isotropique indiquee par lo signe 3R&amp;gt; etant relative a 1 ar-

gument I do u. Done alors 1 equation (7) donncrait

o m f&quot;
F( ^

\\ TI\

7/^T &quot;

Considerons maintenant deux courhes fermees dont 1 une enve-

loppn 1 autre, le point P etant situe cntre elles. Solent d ailleurs A

1 aire comprise dans la courbe enveloppee, B 1 aire comprise dans la

courbe enveloppante, et c, w les affixes variables des points situes snr

ces deux courbes; enfin, partageons 1 aire B A comprise enlre les

deux courbes en elements finis S, S,, S
w , ..., dont 1 un soit precise-

ment 1 aire S, et supposons que la ib notion 3(u) domeure mono-

drome, monogene et finio dans le voisinage des points situes sur les

deux courbes et sur les contours des elements S, S,, S
;/
..... Kn desi-

^nant, \\ 1 aide &amp;lt;les notations

(A), (B), (S,), (S,), -..,

les valeurs qu acquiert 1 integrale (S) quand on substitue ;i 1 aire S

les aires

A, U, S,, S,,, ...,

on aura

par consequent

(12) (S ) i

Si la fonction J(w) reste monodrome, monogene et tinie en chaque

point de chacune des aires

S,, S,,, ...,

les integrales curvilignes
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sYvanouiront, et la formule (12) donnera simplement

Si d ailleurs Irs aires A. M se reduisent a deux cercles dont les rayons

soient /*, R, alors, les contours de ces deux aires etant deux circonfe-

rences de cercle, les affixes v, w de deux points de ces circonferences

silucs sur un meme rayon vecteur, par consequent de deux points

correspondants au meme argument ou angle polaire o, seront de la

forme

et Ton aura

en sorte (jut
1 la formule (i3) donnera

Observons mainlenant que la valeur de 1 integrale (S) restera inva

riable, si la courbe fermee qui lui sert de contour varie et change de

forme par degres insensibles, sans que la fonction ^(M) cesse d etre

monodrome, monogene et finie en chaque point de cette courbe. La

meme remarque est applicable a chacune des integrales

(S,), (S,,), ....

Gela pose, concevons que la fonction #(M) reste generalement

monodrome, monogene et finie en chaque point de chacune des

aires S,, S
;/

, ... et ne cesse de 1 etre que pour certains points sin-

guliers, separes les uns des autres, ou pour les points situes sur

certaines lignes singulieres. Supposons encore les aires finies

qui represehtent les elements finis de I aire

B-A-S,

choisis de maniere que chacune d clles renferme ou un seul point
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singulier ou une seule ligne singuiiere. On pourra, sans altercr les

valeurs des integrales
(S ; ), (S,), ...,

reduire les aires finies

S,, S,, . . .

a dcs aires

a, b,

dontchacune offrira une ou deux dimensions infiniment pctiles, et

alors les integrales
(S,), (S,), ...

se trouveront reduites aux integrales

(a), (b), ...,

dont chacune sera une integrate singuiiere du premier ordre dans It-

premier cas, du second ordre dans le second cas. Alors aussi la tor-

mule (12) donnera

Si d ailleurs 1 aire B A S no rent erme pas de lignes singuliercs,

mais sculement des points singuliers, les integrales singulieres (a),

(h), . . . seront toutes du premier ordre, et lour somme

se reduira au residu integral

etendu aux diverses valeurs de u, qui, etant racines de I equation

o,

representeront des affixes de points situes dans 1 aire B A S.

Dans cette meme hypothese, 1 equation
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ivdnira la formulo (ID) a la suivante :

(16) (S) = (B)-(A)- (;?())...

Revcnons maintenant an cas special ou la fbnction ^(M) est deter

mines par la fbrmule (5), ct supposons les contours des aires A, R

choisis &amp;lt;lc maniere quo 1 aire R A comprise entre ces contours ren-

forme un seul point P dont 1 aflixo // verifie 1 equation (i). Alors do

I equation (10), jointe a la formule (i5), on tirora

(-7) Q= (B)-(A)-(a)-(b)-....

(Idle derniere equation suppose quc les deux functions

U=t(u) et, Q = F(i/)

rcstcnt generalement monodromes, monoo-i iics et tinies en chaque

point de I aire

R - A - S,

et ne cessent de 1 etre que pour quelques-uns do ces points, savoir

pour certains points singuliers, ou pour ceux qui sont situes sur

ccrtaines lignes singuliercs. Si I aire B A S ne renferme pas dc

ligncs singulieres, la formule (17) sera reduite a

(18) Q = (B)-(A)-
&amp;lt;

T(J()) llf

le signe ^ s etendant seulement a des valours do //
(jui representoront

les aflixes des points renfcrmes dans Taire R A S; et, si cette airc

ne renferme pas do lignes singulieres, ni do points singuliers, on aura

simplement

(19) Q = (B)-(A).

Fikitin, si, dans la derniere liypotheso, les aires A et R sont cellos do

deux cercles qui aient pour centre 1 origine des coordonnees, on

aura, en nommant v, w les affixes de points situes sur les circonfe-

rouces de ces deux cercles,

(20) i2
;))i[-T(&amp;lt;p)]
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et comine, en posant, pour abreger,

K=f(p), w=f(iv),

on trouyera

-

1 equation (20) donnera

On sera (lone ainsi ramone a 1 equation (3) de la page i5o..

538.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Application des formides etablies dans

le precedent Memoire a la solution des problemes astronomiqu.es.

C. R., T. XXXVIII, p. cp2 (29 mai i854).

Les resultats obtenus dans ce Memoire seront exposes dans un pro-

chain article.

539.

ANALYSE .MATHEMATIQUE. Sur la transformation des variables (/in
deler-

minent les mouvemenls d une planele on meme d line cornela en

fonction explicile du temps, et sur le developpernent de ces fondtons

en. series convergenles.

C. R., T. XXXVIII, p. 990 (5 juin i854).

Les tormules etablies dans le precedent Memoire transforment de&amp;gt;

fonctions implicites en fonctions explicites representees par des-inte-

gralos curvilignes; et, pour developper ces integrates en series COM-
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vorgentes ordonnees suivant les puissances entieres ascendantes &amp;lt;-l

dcscendantes des variables, il suffit de developper un des facteurs

compris dans chaquc integrate en progression geometrique. D ail-

leurs, les courbes auxquelles se rapportent les integrates curvilignes

peuvent changer de forme, par consequent s etendre ou se retrecir du

moins entre certaines limites; et, en choisissant convenablement les

formes de ces courbes, on peut determiner avec une grande facilite

non seulement les deux modules, ordinairement egaux entre cux, dc

chacune des series obtenues, mais encore des valours tres approchees

des termes d un rang eleve. Parmi les resultats importants auxquels

on parvient de cette maniere, je me bornerai aujourd hui a citer ceux

qui sont relatifs a 1 Astronomie.

Comme Fa remarque M. Le Verrier, les series qui se presentent au

calculateur dans la determination des mouvements d une planete,

doivent, pour demeurer convergentes, lorsque i inclinaison et 1 ex-

centricite ne sont pas tres petites, s ordonner non plus suivant les

puissances entieres de ces elements, mais suivant les sinus et cosinus

des multiples de I anomalie moyenne. Alors les series peuvent encore

etre supposees ordonnees suivant les puissances entieres ascendantes

et descendantes de 1 exponentielle trigonometrique s qui a pour argu

ment cette anomalie moyenne. Or, en s appuyant sur les formules que

j
ai donnees dans le precedent Memoire, on peut aisement developper

en une semblable serie une fonction rationnelle et memo souvent une

fonction irrationnelle de 1 exponentielle trigonometrique u qui a pour

argument I anomalie excentrique. Considerons, pour fixer les idees,

le cas ou la fonction developpee Q est une fonction entiere de u et

dc -; alors, en egalant la secante de I anomalie excentrique a 1 excen-

tricite, on obtiendra pour cette anomalie une infinite de valeurs ima-

ginaires auxquclies correspondront seulement deux valeurs, toutes

deux reelles, dc la variable s, et la plus petite de ces deux valeurs

sera precisement la valeur commune des deux modules du develop-

pement de Q. De plus, le module du nieme terme sera sensiblement

OFMvres de C. S. I, t. XII. 21
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proportionnel, lorsquc n sera tres grand, a la //
u me

puissance du

module divisee par la racine carree de n.

Ces conclusions suhsistent et permettent d effectuer aisement les

calculs, quelle que soit la grandeur de 1 excentricite, pourvu qu elle

reste sensiblement inferieure a 1 unite; elles permettent done d eta-

hlir encore avec facilite la theorie des petites planetes. Lorsque 1 ex-

centricite se reduit ii 1 unite, le module de chaque serie etant lui-

meme 1 unite, 1 inspection de ce module ne suffit plus a constater

la convergence de la serie. Mais alors, en suivant la methode ici

exposee, j
obtiens encore une valeur tres approchee du termc dont

le rang est n et, en supposant, pour fixer les idees, la fonction 12

reduite au sinus de 1 anomalie excentrique, je prouve que, pour de

grandes valeurs de w, le module de ce terme est sensiblement pro

portionnel a 1 unite divisee par n et par la racine cubique de n.

Ajoutons que, dans la valeur approchee de ce module, Pintegrale

eulerienne r(-j
= v/7: se trouvc remplacee par une autre inte-

grale eulerienhc de meme espece, savoir, par r(^J&amp;gt; qui se trouve

ainsi substituee a la premiere, quand on passe dc la theorie des pla

netes a la theorie des cometes.

Lorsque 1 excentricite difFere tres pen de 1 unite, la methode exposee

est encore applicable et permet de trouver aisement les developpe-

ments en series avec les valeurs tres approchees des termes de rang

eleve. Elle permet done d etablir directement, dans un grand nombre

de cas, et sans recourir aux quadratures, la theorie des cometes perio-

diques. Ce resultat paraitra sans doute digne de quelquc attention.

J observerai, en finissant, que les calculs se simplifient lorsqu on

determine la position d un point situe dans le plan des affixes, non

plus a 1 aide de l a(fixe de ce point, ou, ce qui revicnt an merne, a

I aide d un rayon vectcur et d un angle polaire, mais a 1 aide du loga-

rithmc de 1 aflTixe ou, ce qui revient au meme, a I aide dc Tangle

polaire et du logarithme du rayon vecteur, et lorsqu on prend pour

variables independantes ces deux dernieres quantites.
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J observerai aussi quo los formulcs obtenues dans le cas 011 I exren-

tricite sc reduit a 1 unite resolvent le problems rclatif aux projec

tions homolographiques de M. Babinet, savoir 1&amp;lt;&amp;gt; probleme qui con-

siste a couper la sphere par des plans paralleles a I equateur et un

meridien par des droites paralleles a la trace de I equateur, de tellc

sorte que les zones interceptees sur le meridien soicnt proportion-

nelles aux zones interceptees sur la surface de la sphere. Soient alors

X la latitude d un des points de la sphere situes sur Tun des plans

secants, et -ty la distance au pole du point oil le meridien est coupe

par la secante correspondante a ce plan. Le rapport de la zone sphe-

rique a la surface de la sphere sera

-
sin).,

2

et le rapport de la zone plane, interceptee entre la secante et la sur

face du meridien, sera

2 27T

Pour que ces deux rapports soient egaux, il faudra que Ton ait

la valeur de Tetant
T= TT(I sin&amp;gt;.).

Or la valeur de
fy,

tiree de 1 equation (r), sera

&amp;gt; = A, sin T-h A 2 sin2 T-i- A 3 sin3 T+ A t sin4 T -\- . . .

les valeurs de A,, A 2 , A 3 , A,,, . . . etant

A, = o, 88010, A 2 0,80284, A3
= o,

en d autres tcrmes, on aura
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les valeurs de a,, a 2 , a 3 , a-,, . . . etant

3!= 0,88010, 82=0,88910, a 3
=r 0,891/48, a

v =o,89244&amp;gt; ?

et convcrgeant, pour des valours croissantes de n, vers la limitc

o,8946i.

540.

ASTRONOMIE. - - Sur les services que la spirale logarithmique

pent rendre a I Astronomic.

C. R., T. XXXVIII, p. io33 (12 juin i854).

Lorsque les geometres grecs se livraient a Petude speculative des

sections coniques, ils ne se doutaient guere qu un jour Kepler et ses

successeurs reconnaitraient 1 ellipse et la parabole dans les orbites

decrites par les planetes et par les cometes. Lorsqu en passant des

sections coniques aux courbes transcendantes et des courbes t er-

mees aux courbes non fermecs Jacques Bernoulli decouvrait les

belles proprietes de la spirale logarithmique, il ne se doutait pas

non plus des services eminents que cette spirale pouvait rendre

aux astronomes, en facilitant la determination de ces orbites : tel

est pourtant le fait etrange que je viens constater aujourd hui.

Si, en considerant le mouvement elliptique d une planete, on

nomme s et u les exponenticlles trigonometriques qui ont pour argu

ments 1 anomalie moyenne et 1 anomalie excentriquc, une f onction

entiere 1 de u et de -
pourra toujours etre developpee en une serie

convergente ordonnee suivant les puissances entieres ascendantes et

descendantes de la variable s. D aillcurs, comme jc 1 ai dit, les deux

modules de cette serie, egaux entre eux, se confondront avec la plus
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petite des deux valeurs qu acquiert la variable s quand on egale la

secante de 1 anomalie excentrique ii 1 excentricite; et le coefficient

d une puissance cntiere de s dans la meme serie pourra etre repre-

sente par une integrate curvilignc relative a une courbe fermee qui

aura pour atfixe la variable u et qui enveloppera dc toutes parts, dans

le plan des affixes, le point pris pour origine. La courbe a laquellc

correspond la forme generalement attribute a cette integrate est celle

qui se rapporte au module i de 1 aflixe u, c est-a-dire la circonference

du cercle qui a pour centre 1 origine, autrement appelee/?o/e et pour

rayon 1 unite. Mais, en nommant
YJ

la plus petite des valeurs qu ac-

(juiert la variable it, quand on egale 1 anomalie excentrique a 1 excen

tricite, et en designant par n un nombre tres considerable, on pourra,

dans la determination du coefficient qui affecte la puissance du degre

n, ou du degre /z, substituer avec avantage a la circonference donf

il s agit celle qui a pour rayon YJ
ou Alors le coefficient Q,n do s&quot;

et le coefficient }_ dc s~n se trouveront representes par de nouvelles

integrates curvilignes, qui se developperont sans peine en series tres

convergentes, dont il suffira de calculcr quelques termes pour obtenir

des valeurs tres approchees de fl
rt
et de (!_.

Si Ton considere, au lieu d une planete qui decrivc une ellipse,

une comete qui decrivc une parabolc, ou bien encore s il s agit de

resoudre le probleme relatif aux projections homolograpbiques, Ic

module
Y]

de la serie, qui represente le devcloppement de la fonc-

tion (i, deviendra equivalent a 1 unite. Alors aussi les developpe-

mcnts dc H
ft
et de Q_w en series changeront de forme; et, pour obtenir,

avec une grande facilite, les nouveaux devcloppements, il conviendra

de faire correspondre les integrales curvilignes qui les represenlc-

ront non plus a deux circonferences de cercles, mais a deux courlx?s

Ibrmees chacunc par la reunion dc deux portions de spirales loga-

rithmiques. Concevons, pour fixer les idees, que Ton cherche le coef

ficient 12
ft de la puissance de s du degre /&amp;lt;. Cc qu il y aura de mieiix h

faire, ce sera dc construire deux spirales logaritbmiqucs qui parlrnl
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simultanement du point situe sur 1 axe polairc a la distance i du pole,

en formant avec cet axe un angle egal aux deux tiers d un angle

droit et qui s arretent au moment ou elles rencontreront pour la

premiere fois le prolongement de 1 axe polaire. Le systeme de ces

deux spirales composera une sorte de courbe fermee en forme de

coeur, et 1 integrale curviligne correspondantc a cette courbe pourra

etre aisement developpee en une serie qui deviendra tres convergente

pour de tres grandes valeurs de n. Ce qui paraitra, sans doute, digne

de remarquc, c est que le nouveau developpcment, reduit a scs deux

premiers termes, pourra fournir une valeur tres approchee du coeffi

cient Qw , non sculement pour de tres grandes valeurs de n, mais

encore pour des valeurs de n peu considerables; par exemple pour

n = 2, et meme pour n = i. Supposons, en particulier, quc Ton

veuille determiner le sinus de I anomalie excentrique d une comete

ou bien encore resoudre le probleme enonce dans la seance prece-

dente et relatif aux projections homolographiques. Alors les valeurs

de Qn , !_ seront egales aux signes pres, et, si Ton reduit le develop-

pement du coefficient ln a ses deux premiers termes, 1 erreur com-

mise sur le nombre qui exprimera le module de ce coefficient sera

d environ Un cent-millieme pour n = 4; elle restera inferieure a un

dix-millieme pour n = 2, et a un quart de millieme pour n = i .

Une spirale logarithmique se change en une circonference de

cercle quand le rayon vecteur, mene du pole a un point de cette

spirale, la coupe a angle droit. On peut done dire que, pour faciliter

dans le developpement de O la determination des coefficients Q,t

et O_
re , il convient de representer ces coefficients par des integrales

curvilignes, dont chacune corresponde au systeme de deux spirales

logarithmiques, tracees de maniere a former, avec 1 axe polaire, un

angle qui se reduit pour les planetes a un angle droit, et pour les

cometes aux deux tiers d un droit.
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541.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Sur la resolution des equations el sur

le developpernent de leurs racines en series convergejiles.

C. R., T. XXXVIII, p. i io.1 (26 juin igj.1).

Les formules que j
ai donnees, dans les precedentes seances, pour

la transformation des fonctions implicates en fonctions explicites,

permettent dc resoudrc aisement, dans un grand nombrc de cas, des

equations algebriques on meme transcendantes; mais, pour deduire

de ces formules tous les resultats qu elles peuvent fournir, il con-

vient de joindre aux principes deja etablis quelques propositions qui

paraissent dignes de remarque et quo jo vais indiquer.

Concevons, pour fixer les idees, que, A etant, du moins entre cer-

taines limites, une fonction monodrome et monogene de la variable a-,

on egale cette fonction X a un certain parametrc /. Concevons, d ail-

leurs, que Ton sache resoudre 1 equation ainsi obtenue dans le cas ou

le parametre / s evanouit; nommons a une racine simple de cette der-

nierc equation, et a la racine correspondante de 1 equation donnee.

Lc module de t vcnant a croitre, a sera developpable en une seric

convergente, ordonnee suivant les puissances ascendantes de /, tan(

que la racine a ne cessera pas d etre une racine simple pour un argu

ment quelconque de t. La serie trouvee deviendra divergente, a parlir

de 1 instant ou le parametre / acquerra un module tcl, que, pour &amp;lt;&amp;lt;

module et pour une valeur convenablement cboisie de I argumcnl
de i, la racine a cesse d etre simple. Soit le module dont il s a^il.

Quand le parametre / offrira un module inferieur a 0, on pourra deve-

lopper, suivant les puissances entieres et ascendantes de t, non seu-

lement la racine a, mais encore toute fonction monodrome, mono-

gene et finie de cette racine, par exemplc une puiss;mre entiere de a:

et le module de chaquc serie sera generalement le module du rap

port Q-
Si le module dc / devient superieur a 0, ou ue pourra plus
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developper, suivant les puissances ascendantes dc /, ni la racine a, ni

aucune de celles qui pourront cesser d etre, en memo temps qu elle,

des racines simples, mais seulement la somme de ces diverses racines

ou de fonctions semblables de ces racines, par exemple la somme de

leurs carres, de leurs cubes, etc.; ce qui permettra, si m est le

nombre de ces memes racines, de faire dependre leur determination

de la resolution d unc equation du degre m.

Considerons maintenant le cas ou, pour une valeur nulle du para-

metre t, 1 equation donnee offre non plus une seule racine, mais

m racines egales dont la valeur est a. Alors, d apres cc qui vient

d etre dit, on pourra faire dependre la determination de ces racines

de la resolution d une equation du dcgre m, dont les coefficients

seront developpablcs en series convergentes ordonnees suivant les

puissances ascendantes dc /; mais on peut aller plus loin, et je suis

en effet parvenu a etablir les deux propositions suivantes :

Dans le cas dont il s agit, on peut encore, pour des valeurs suffi-

samment petites du module de t, developper chacunc des racines qui

acquierentla valeur a pour une valeur nulle de /, en une serie con-

vergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de t; seule

ment ces puissances ont pour degres les divers multiples du rap

port m
Dans le meme cas, si, le module de / venant a croitre, on nomme

la valeur qu acquiert ce module au moment oil 1 une des racines

developpees peut cesser d etre une racine simple, le developpement

de chaque racine sera represente par une serie qui sera convergente

(*&amp;gt;

7

D ailleurs, a Faide des formules etablies dans les precedents Me-

inoires, je determine sans peine, dans tous les cas, les valeurs appro-

chees des termes qui occupent dans chaque serie un rang tres eleve.

Les diverses valeurs de 0, correspondantes aux diverses valeurs

de a, sont evidemment les modules des valeurs de t correspondantes

aux valeurs de x, que fournit non plus 1 equation donnee, rnais la
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derivee de eette equation. Par consequent les divers nombres aux-

&amp;lt;|iiels pent se reduire sont tous connus, quand on sail resoudre

( equation derivee.

Ajoutons que, au lieu de developper les diverses racines de 1 equa-

tion don nee snivant les puissances ascendantes du parametre /, on

pent les developper suivant les puissances ascendantes du para-

metre t t t-i etant une valeur particuliere de t. On peut ainsi

obtenir un grand nombre de solutions diverses d une meme equa

tion.

Veut-on, par exemple, resoudre le probleme aux Cartes homolo-

graphiques de M. Babinet? Alors on pourra determiner la racine j

de Inequation

(0 ^ sin^=r

non seulement a 1 aide de la formule

[
sin ^ = AI sin 7&quot;+ A 2 sin 2 T-h A 3 sin 3 T -\- A 4 sin 4

(
2

) = \ A^sin/iT;

les valeurs de A,, A 2 , A s , A 4 , . . . etant

0,88010..., o,35284..., 0,20604..., o,i4o55...,

et la valeur de A^ etant sensiblement, pour de grandes valeurs de //,

0,89461... o,oi5oo
A,, 7

^ 1

mais encore, a 1 aide de la formule

t
3

t
5

t
1

43 f
9

(3) ^ = t + + -+-
---

1

---5
60 1400 2D2OOO 1-248000

la valeur de / etant

OKuvresde C. S.I, t. XII. 22
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on, ce qui revient au meme, a 1 aide de la formule

I f \ , I s, T&quot;* i

(4)
ij&amp;gt;

= a, 7 4-&amp;lt;

les valeurs de #,, :t
, 5 , T , .,, ... etant

1,81712, 0,1, o,oi4 5 5 0,00260, o,ooo54, ...,

et la valeur de an etant sensiblement, pour de tres grandes valeurs

de n,

i,

On pourrait aussi developper la racine ^ de Tequation (i) suivant les

puissances etendues de TT T ou, ce qui revient au meme, developper

la racine j de 1 equation

(5) ^-t-sinip= T

suivant les puissances ascendantes de T. On trouverait, dans ce der

nier cas,

le coefficient de (- V etant sensiblement, pour de tres grandes valeurs

impaires du nombre n,

I, 3 I02/|5 /2\&quot;

\

T
=l&amp;gt;

Si, dans la formule (6), on pose

elle donnera
t|
= 2 2 47 54&quot;:

et cette valeur de
v|/,

substituee dans 1 equation (5), reproduira cffec-

tivement le nombre

T=o, 78539 ...=
|-
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542.

CALCH. INTEGRAL. Sur uneformule de M. ANGER et sur d autresformules

analogues.

C. U.. T. XXXIX, p. iag (i- juillet i854).

J ai rec.u de M. Anger, president de la Societe des naturalistes a

Dantzick, une Lettre ou 1 auteur dit :

Occupe depuis longtemps de 1 examen des fonctions que les

astronomes allemands designent par I, savoir de 1 integrale

^,

/ cos(/*a k sin a) dot. = 27rl,
J n

j
ai reussi a en tirer un developpement en forme de serie, frappant

par sa simplicite. Je ne sais s il a ete donne ailleurs. Je trouve

i ftZTt 1,1 A-l

ft f~*c ( ft Y / C 1 M rf \ SI rfO \J o \ It *J- A vUJ (A J W-iA .., &amp;gt; //.&amp;gt; i)\//0 /-)\
h- ^ (A

2 2 2
)(A

2

/r)

/ r ^ *3

i* T^
- + 77^

-
ryy^
-

OTT +
LA

2
i (A

2
i)(/r 3-) J

Si h est un nombre entier, on obtient comme corollaire le developpe

ment connu et donne par Bessel,

a T i lk\- i tk\ &quot;1

/;_ \ /
i I I -4-_ 1 1-4-

*
i.a.3...AL /^-+-Av i,a(A-*-i)(A--a)Vv J

En examinant attentivement la formule de M. Anger, j
ai reconnu

qu elle etait comprise comme cas particulier, avec d autres du meme

genre, dans quelques formules generales qu on peut demontrer comme

il suit.

On a
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et Ton en tire : i en supposant kx = i ,

(2) Al = (-,)._x x(x -\- i). . .(x -+- )

2 en supposant Aa? 2,

(3) A =
(-2)&quot;

i . 2 . . . n

(x n} (uc n -f- i). . .(x -+- n i) (,r -t- n)

D autre part, on peuf, de di verses manieres, transformer la fonc

tion - en inte^rales dont les differences finies se determinent aise
X

mcnt. On a, par exemple,

(4) --Te-^dt,

et Ton en conclut, en prenant kx = i ,

par consequent

(5)
a?

On a encore

(6)

/
M

1 1 _ e~M &quot;

=/ -- ?-J-e- *dt.
rt) J i.2...n

et Ton en conclut, en prenant Aa? = 2,

,,271

A&quot;- = -
/ (2i

d7 e2u - 1 J

par consequent

(7)

x n) (x n -H i
)

. . .
(
x -4- n i

) (
x -t- n )

i r
27l

( isina)&quot; .

i : e* Xl da.
elKX\_ i

1
I .2. . .

^0

Soit maintenant f(s) une fonction de s qui reste monodrome, mono-
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gene et fmie pour un module de s inferieur a c, et designons par ,,,

&amp;lt;7,
, f/o, ... les valours do f(s), f (=), f&quot;(

3
) correspondantes a une

valour nullo do z. En nommant X; une constanto arbitraire tellement

choisio, que lo module du produit kz reste inferieur a c, on aura

/ - 2^2
/ c\ \ i&amp;gt;//\ *

(8) f (kz) =a + a,- - 4-
I 1.2

Par suite, en supposant le module do k inforieur a c, on tirora de la

fonnule (5)

(9) f e- *f[*(i- g
- )]d/=^+

* *
- + - -^-

J # 4?(aJ4-l) ,r(o7 -t- i) (x -+- 2)

et de la formule (7)

(10)

-f-. .

la valour de X etant

k^
(11) A = a --

1- a,
-

(a? r)(-+- 1) (a? 2)a-(a? + 2)

Si, pour abreger, on pose

(12) e* x l

i( i Asina) = /4 4- /^i,

la formule (ro) donnera

in

f.

par consequent

/ / \ ^o

Ad*
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Si Ton prend

la formule (9) donnera, pour un module de k inferieur a 1 unite,

(
i o

)
-

-ha)
1 + f ~TT~/r~t

dt

Si Ton suppose non seulement le module de k, mais aussi le module

de - r inferieur a I unite, ce qui arrivera, par exemple, quand la

constante k sera positive, mais inferieure a -&amp;gt; I
f

equation (i5) don

nera

f
I I 1.2 1.2.3

i_ A- ^i __ A-2 t___ A- 3 i

? a-^H-i ^- a? -4- i ^c + 2 ,a7a;-+-i^ + 2^ + 3

1 A 2_ _ ___ __ ___~
\ k x (i A-)

2 x -+- 1 (i /c)
3 ^r + 2 (i A)

4 .r + 3

Si Ton supposait precisement k = i , le module de x -+- 1 etant supe-

rieur a I unite, la formule (i5) donnerait

I I 1.2

x x(x+i) x(x -4- i) (x -\- 2)

par consequent

(18) 1H---h -- --(-.
!-+-.* (

I -t- X ) (
2 4- X )

et Ton serait ainsi ramene a une formule de Stirling.

Si Ton prend

la formule (10) donnera

(19)
I L e (tt
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et, par suite,

/

r
*

I I cos(ao? sina) dot. -.--.

i -o
(20)

j r .

I I sin(aj? k sina) dx X(\ cos27r.r),
-&amp;lt;

la valenr de A^etant

**&quot; rC~(\ f
a i

) X =
(X 2

)
,27

(
a? + 2

)

La premiere des equations (20) coincide avec la formule de

&amp;gt;I. Anger.

Si Ton divise la seconde des integrales (20) par la premiere, on

trouvera

r
I sin(aj? ksin&amp;lt;x)dix

(22) --

ce que donnerait aussi la formule ([4)- Le rapport de ces deux inte

grales est done independant de la constante k renfermee dans chacune

d elles.

On pourrait remarquer encore diverses formules que Ton decluit

des precedentes, en attribuant aux quantites x, k des valeurs imagi-

naires. Si, pour fixer les idees, on remplace x par^i et k par k\, on

tirera de la formule (7) :

i Pour des valeurs impaires de /i,

J7t

e~ * x
sin&quot; a da - ^d e-***}l/

(24)

2 Pour des valeurs paires de n,

-
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Alors aussi la formule (19) donnera

(25) I e- y- x ^ ks in^da A (i e- - KX
},

-
o

la valeur de X etant

i k k z
A&quot;

3

(26) X= - + - - + -

rr -4-
-

5
-

5iT2 22 2 - 2 2

et, comme le produit
^r(i e-*)

variera dans le rapport de i a e-**, quand on changera simultane

ment a; en x et k en k, on aura encore

yt n

.,2

/

^&

Nous observerons, en finissant, que { equation (i4) peut etre pre

sentee sous la forme symbolique

(28) f&quot;-*f[*(i-r-)3A= f(
:

-*A,)i-
^0

Gomme on aura d ailleurs identiquement

r-*=i-(i-- )*

on trouvera encore

()
jf
-

et, plus generalement,

(3o)

Si, dans les equations (28), (29), on prend successivement pour
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t c les fonctions

et

1

!-
9jl(i-4

d si I on a egard a la formule

(3,)
,z l(ia) 2 12 24 720

dans laquellc la valour do cn cst

(82) -S(- nt-^~^...
i .a.3...(/-hg +/*

-

le signe S s etcndant a toutes les valcurs entieres, nulles ou positives,

dc/, ^, A, . . .
, qui verifient la condition

/+ 2 g -+- 3 h + . . . =
,

on ohticndra des equations qui subsisteront pour des modules de k

inferieurs a 1 unite; puis, en posant

on retrouvera les formules que JV1. Binet a donnees dans les pages 1 1 1

et 1 1 \ de son Memoire sur les integrates eulerieimes.

543.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - Sur I induction en Analyse et sur I emploi

des formules symboliques.

C. R., T. XXXIX, ]). ifig (&amp;gt;. , Janvier 18&quot;.
, ).

L induction peut etrc utilement employee en Analyse comme nn

inoyen de decouvertcs. Mais les formules generales ainsi oblenucs

OEuvres de C. S. I, t. XII. 23
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doivent elre ensuite verifiees a 1 aide de demonstrations rigoiireuses

t propres a faire connattre Ics conditions sous lesqnelles subsistent

ccs ineines formulcs. Donnons a cottc reflexion quelques developpe-

ments.

Parmi les fonctions qui reparaissent souvont dans Ie calcul, on doil

snrtout remarquer les exponenticlles qui sc reproduisent par diffe

rentiation, ct don 1. les differences finies se determinent encore aver

la plus grande facilite.

On a, en offel,

niee*=ex

el, en supposant A.r = a,

On a plus generalement, en designant par a un coellicient constant.

\)x eax= aea
*, (\ -+- \t.)e

aj: e al*ea -

,

par consequent
\)&quot;

L
.c
ax :-- a&quot;e&quot;

x
,

i

et de ces form u les, jointes a [ equation

ay. a-yC-
ea* \ -+-

- -
-1- +...,

I 1.2

on deduit immediatement la formule symboiique

(i --i- \x }e
ax=e**eax

.

II y a plus : cette formule subsistant, quelle quc soit la constante a.

on pourra evidemment y remplaccr I exponentielle eax par une soimne

de termes proportionnels a de semblables exponenlielles. el, en

posant
f(j?) =\eax+ \le x + i\ecx + . . .,

on aura encore

(i) (n-A JC )f(.r):=6
* D

-f(a:)
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ou, ce (jni revienl au ineme,

-H *Da.+ -*-D1.4-.

Or on [)ourra, par induction, etcndrc les formules ( i) et
( 2) au cas

oil f(x) est une fonction quclconque de la variable x. Mais la formnle

de Taylor ainsi obtenue n esl pas loujours exacte; elle subsistc seule-

menl sous la condition que la fonction f(a?) reste monodromc, niono-

ijene et finie, pour le module attribue a la variable .r et pour un

module plus petit.

DCS observations semblables s appliquent aux di verses formules

generales qui peuvenl se deduirc par induclion de I equation (i), et

parmi lesquelles on doit surtoul remarquer celles que je vais indi-

qucr.

Si, dans les deux membres de Inequation (i), on conserve seule-

ment les facteurs symboliques, en se dispensant d y ecrire la fom

f(^), on obtiendra la formule syrnbolique

et de cette formule on deduira par induction les trois suivantes :

(4) D*=^Ki+ AJP ) &amp;lt;

(a) A~
= 7^^T

Or il sullira de developper les seconds membres dcs equations (4),

(5), (6) en series ordonnees suivant les puissances ascendantes des

h ttres caracteristiques x on D^., [&amp;gt;uis
d appliquer les deux membres

&amp;lt;!&amp;lt;&amp;gt; cbaque equation consideres comme facteurs symboliques it une

fonction determinee t (jc), pour obtenir Irois formules generales donl

la premiere, deja connue, fournira le developpement de la fonction

derivcc
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en une serie de termes proportionncls aux differences finies des divers

ordres de la fonction f(#). Les deux autrcs formules senerales four-
\ O

niront deux developpements distincts de la difference

Le premier de ces developpements, trouve par Maclaurin, sera com

pose de termes proportionnels a la fonction f (a?) et a ses derivees des

divers ordres. Mais, dans le second developpement, les diverses deri

vees de la f onction f(#) seront remplacees par ses differences finies.

II importe d observer que, si Ton nommerle module de la variable-,

le developpement de la fonction

suivant les puissances ascendantes de z fournira une serie dont le

module sera

D autre part, si, en attribuant au module r de z des valeurs crois-

santes, on nomme t la plus petite valeur de r pour laquclle la fonction

f i.r-hs) cesse d etre monodrome, monogene et finie, le rapport
-

sei-a le module de la serie qui aura pour terme general 1 expression

i . 2 . . . n

Done le terme general de la fonction de Maclaurin sera le produit de

la quantite
i . 2 . 3 . . . n = T

(
n + i

)

par le terme general d une autre serie dont le module sera celui de

27Tfc

Done la serie de Maclaurin, comme celle dont le terme general est le
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produil 1.2. 3... /*, offrira un module infini el sera divergenle, a

moms
&amp;lt;jue

Ton n ait

i = 0, t x.
t

Done, pour quo la formule do Maclaurin subsiste, il sera necessaire

(jiie la fonction f(j?) ne ccsse jamais d etre monodromc, monogene et

finie, ee qui arrivera, par exemple, si i\x) est une fonction entiere

de j% ou d exponentielles reolles ou imaginaires de la forme cax .

D autre part, eomme les developpements des expressions

et
l(n-c)

suivant les puissances ascendantes de z fournisscnt deux series dont

le module est Tunite, les deux formules generales deduitcs des equa

tions (4) ct (6) ne subsisteront que si la serie

(8) f(ar), Af(^), A 2

f(^), ...,

dont le terme general est
A&quot;f(#),

est convergente, par consequent si

elle offre un module inferieur, ou tout au plus egal a 1 unite. C est ce

qui arrivera, par exemple, si Ton suppose

el alors [ equation (4) rcproduira, pour des valeurs positives du rap

port j la formule connue

x -+- y. i 1.2
- = I H y. -\-

(X x -h 2 a (.t-t-?. a ) (
j; -t- 3 a

)

&amp;lt;|iii

se reduit a I equation (18) de la page 174, quand on y remplace x

nar z(x i).

Arretons-nous maintcnantau developpement de 1 expression (7) en

une serie de termes proportion nels a la fonction f(x) et a ses difTe-
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renn-s tinies tics divers ordros. On aura

1

+.!.__!_-+ JL- S __19_ - s + _
; &amp;gt;

c ,

Z 2 12 2A&quot; 72O
&quot;

I (&amp;gt;o

&quot;

Irs valours dc c
t
et do cn etant determiners par los formulos

Done, on posant, pour abreger,

n :=

[urhj-il f( )= S .,

/;

on tirora do 1 oquation (6)

f( r) =:
l

los integralos qu indiquent los signos ^] /
t tant prises a parlir

d unc meme originc quo nous dosignorons par la lottro x, ct ^(,r)

designant uno fonction periodique, inais arbitrairo, dont la valour no

changera pas quand x roccvra pour accroissoment un innUiplo do la

quantite kx = a. Si d aillcurs on suppose la difference x x roduilo

a un multiple do a, on aura siinplcment

rss(x) 9(x),

el
|&amp;gt;ar

suite la formule (10), dans laquolle les integrates sont prises a

partir do 1 origine x = x, donncra

Si, pour fixer les idoos, on pose \ = i, el de plus

y. = i,
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la f ormiilc ( i i ) doniHM a

x^ i

(
&amp;gt;

) 7 -

x

\ \

- =H 1- -.,--(-...
2 O ./ I

+
: 7 = l*-9(or) -01.

la valcur dr ^(.r) etant donncc par [ equation

(u, cc
&amp;lt;fiii

iTvient an memo, par la snivanlc

n ~ ao

i . 2 . 3 . . . n
04) ?(

en sortc (ju on aura

M
&amp;lt;r(a74-i)...(tf4-n)

o(.r) -:
1

60 J (JT -\- l) (JC -^r ?.) (j; -t- 3)

r?.o a? j; 4- 4 )

06) 9(1)= -
-+- -7 + - - -h - - -J- 3 -+

o,&quot;)77^i.&amp;gt;06
----

2 24 72 :&amp;gt;,88o 800

Si, en supposaiit \ = i ct a = i, on prenait

is:t

la fonnulc
(

[ i ) donniM-ait

(17) N I ,r 1 i 4- I 2 + . . .

la valcur dc o(.r ) ( (ant

^

-i- 1 ( x i
)

-=. x I ,r x - L ; .1 ? ( ) i
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D ailleurs, eu egard aux formules

on pourrait encore presenter [ equation (18) sous la forme

(UJ) ?(*)- i* =
[_ 1(1 + Ax)

- -
^ J TO^^ ^

Les formules (11), (i -0 (17) s accordent avec celles que j
ai don-

nees dans la precedente seance, ct avec les formules donnees par

.M. Binet, pour des valeurs speciales dc f(#-), dans le Memoire sur

les integrales culeriennes. Pour etablir ccs formules en toute rigueur,

ct memo. pour determiner la valeur de la constante 9(1) qu elles ren-

ferment, on peut recourir a la transformation des fonctions en inte

grales defmies. Ainsi, par excmple, pour obtcnir la valcur do la fonc-

tion

(elle que la donne la formule (17) jointe a 1 equation (19), et meme

pour etendre la formule ainsi obtenue au cas ou la variable x ad met

des valeurs positives quelconques, entieres ou non, il suffit d etablir

generalement 1 equation

(20) fJ 2 i

Or on peut etablir tres simplement cctte equation et une multitude

d autres equations dc memo genre, en s appuyant sur la theorie des

integrales singulieres, comme on va le faire voir.

Soient u, v deux fonctions de /, qui, demcurant finies pour des

valeurs finies et positives de /, s evanouisscnt pour t o; soit encore

/(^) une fonction qui devienne infinie pour z = o, mais reste tinie

pour toute valeur finie et positive de s, ct supposons que le pro-

duil sf(z) se reduise, pour z = o, a une constante finie k, et, pour

z = co, a zero; soient cnfin
p.

et v les valeurs dc D,//, D^ correspon-
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dailies a nut 1 valour nulle de t. La theorie dcs integrates singuliores

donnera

(21) f E/()D,-/(f)D^]rflrr*I-.
/ &amp;lt;

&amp;gt;J-

Si, pour fixer los idoes, on pose
~~ ~

ii--. t, v = ta-, /(-)= &amp;gt;

.v

r etant positif, la 1ormuleV 20) donnera

Si Ton pose, au contraire,

f/r-^, (; = I, /(-)

on trouvera

/&quot;&quot; f/, _i_ /^-a: -^a;

(,3) f pf) -7^-,
&amp;lt;^0

-

mais, d autre part, on aura

(a4) ?(*)= f 5*~
Jo

par consequent

(a5) T (x) f e*- l

JQ

el, de cette derniere formule, jointe aux equations (21), (22), on

tirera

/&quot;(-I- -i)^
../ V 1 e

~
&amp;lt;/

Or il suffit d integrer, par rapport a x, les deux membres de 1 equa-

lion (26), a partir de 1 origine x -
-&amp;gt; et ayant egard ii la formule

e~ e

= la,

pour retrouver immediatement la formule (20).

CEuvres de C. S. I, t. XII.
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An reste, 1 equation (20) et les formules analogues qui serviraient

a transformer la somme ^ f(^) en integrate deiinie, et par suite a

etablir rigoureusement les resultats qui se deduisent de 1 equation (6),

peuvent etre fournies elles-memes par la methode d induction. Ainsi,

en particulier, pour obtenir 1 equation (20), il suffit de joindre a

1 equation (19) les deux formules

i C x

i -f- &x=eUl
,

~
I e~ tx

dt,

et d avoir egard a la formule (27).

Generalement, pour obtenir ainsi des formules analogues a 1 equa

tion (20), il suftira de transformer la fonction f(^) en une integrate

definie simple on double qui offre sous le signe / la variable x dans

u n seul facteur de la forme e~ tx ou e txl
. On y parviendra, par

exemple, a 1 aide de la formule

j
r x r x

2 TC J- * J- =0

a laquelle on pourrait substituer encore les formules du meme genre,

dans lesqueltes un des signes / est remplace par le signe ^\

544.

ANALYSE MATUKJIATIQUE. -- Sur les integrates aux differences Junes.

C. R., T. XXXIX, p. 214 (3i juillct i854).

Soit f(a?) une fonetion donnee de la variable x. L integrale aux

differences infiniment petites / f(x)dx ne sera autre chose qu une

nouvelle fonction F(^r) propre a verifier la formule

(i) D,F(,r) = f(.r),
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et pareillement 1 integrale au,x differences finies y {(x) ne sera autre

chose qu une fonction 3(x) propre a verifier I equatinn

A, J(#)=:f(.r).

Par suite, ces deux integrates pourront etre presentees sous les formes

symbol!ques

(3) F(*)=^,
&quot;x

(4) ^(^)-
f

-)
&amp;gt;

et des equations (3), (4), jointes a I equation symbolique

dans laquelle on suppose a = A^, on tirera

(5) #(a?) =: -F(or) &amp;lt;p(j?),

la valeur de 9(2?) etant determinee par la formule symbolique

ou, ce qui revient au meme, par 1 une des deux suivantes :

II \ a plus : a la formule (8), que Ton pent ecrire comme il suit,

on pourra substituer encore d autres formules analogues. Ainsi, en

particulier, de I equation (9), combinee avec la formule symbolique

a 0*^1(1 -A,),
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on deduira immediatement la suivante :

Pour reduire les formules symboliques (7), (8), (10) a des equa

tions qui determinent avec precision la valeur de 9(0?), il sullira

generalement de transformer la fonction f(-r) en une somme de

termes proportionnels ii des exponentielles de la forme c&quot;-

r
. Suppo-

sons, en effet,

(11) f(^) ~ SAeax
,

(t, 1 designant des coefficients reels ou imaginaires dont le second

change de valeur avec le premier, et la somme qu indique le signe S

pouvant se transformer en une integrate definie. L equation (7) don-

nera

(12) o(^) =

et

(13) 9(x^ - t(x}-+-( L\Ae**.
2

\a&amp;lt;x
ea*\ a/

Remarquons d ailleurs que la formulc (n) continuera de suhsister,

si Ton suppose la valeur de (x) donnee par une equation de la

forme

A et B etant des fonctions de a.

Revenons maintenant a Fequation (5). On en tirera

(i5) 3(x)~- - i t(x}dx

Dans cette derniere formule, 1 integrale

f t(x)d.x

peut etre censee renfermer une constante arbitraire. En determinant



EXTRA IT N&quot; oV i. 189

eetto constante dc maniere que 3(x} s evanouisse pour x = \, on aura

i r*
(16) #(#)=:- / i (-

^ ^

Lorsquo, dans 1 equation (16), on substituera pour o(.r) sa valour

tiree do la formule (12) ou (i3), on obtiondra pour 5(x} une fonc-

tion completement determinee, ot cette fonction sera corlainement

une valour de 1 integrale V i\x), ou, ce qui revient au memo, uno

valour de (x) propre a verifier I equation (a); car on tire de I equa

tion 16)

et, en vertu de la formule (9), jointe a I equation (12) ou (i3), lo

second membre do I equation (17) se reduira precisernent a f(x).

An lieu de tircr de la formule (12) ou (i3) la valeur de y(x), on

pourrait developpor o(x) en une serio dc termes proportionnels a la

fonction f(x) et a ses differences finics des divers ordros; et, pour y

parvenir, il suffirait de developper, dans le second membre de la fur-

mule (8), 1 expression symbolique

i

l(i + A.,) A.r

suivant la puissance ascendante de Ax . On pourrait aussi, on partant

de la formule (10), developper 9 (x) en une serie de termes propor

tionnels a la fonction derivee D^f(a?) et a sos differences finios dos

divers ordros. Mais les valeurs de 9(2?), ainsi deduites des for-

mules (8) et (i3), no subsisteraient quo dans le cas oil Irs series

obtenues seraient convergentes, et cetto convergence exige quo la

serie formee avec les differences tinios de la fonction f(-r) ou D^fix)
ait pour module un nombre inferieur ou tout au plus ogal a 1 unilo.

Pour montrer uno application tros simple des formulos quo nous

venons d etablir, supposons
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m etant un nombre quelconque. Dans cette hypothese, la formulc (i i)

pourra etre reduite a

t iK\ I fin-ip-txrft
x -Y(m)Jn

et la formule (12) don n era

/&amp;gt;

oc / \

[

-
T,
---

I
t
m - l e-tx

dt,
\i-e-** at)

tandis que 1 on aura

r
r
dx i / i i \

/ 20 )
_ _

i
__ __ i .

Jx
xm

~~ m i \\
m ~ l xm~ l

)

Done, pour obtenir une valeur de y --
qui ait la propriete do s eva-

nouir avec la difference x x, il suffira de prendre

21 m i \\

la fonction y(x} etant determinee par la formule (19).

Si Ton supposait
i(x] \x,

la formule (i/i) serait reduite a

/&quot;

e-l (&amp;gt;-tx-----
dl,

1

et la formule (i3) donnerait

T

tandis que Ton aurait

(24) / l^r^:=^(l^r i) x(Ix i).

Done, pour obtenir une valeur de l# qui ait la propriete de s eva-
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nouir avec la difference x x, il suffit tie prcndro

( a5) &amp;gt; 1 a? == a?( la; i) x(U i) 9 ( x ) -+- o
(
x

) ,

la fonction 9(0?) etant determinee par la formule (23).

Si a la formule (t3) on substituait la formule (ro), on en deduirait

immediatement la valeur de I&amp;gt;\x developpec en une serie de termes

proportionnels a la fonction - et a ses differences finies des divers

ordres.

545.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur un theoreme general qui fournit immedia

tement, dans un grand nombre de cas, des limites entre lesquelles une

serie simple ou multiple demeure convergente.

C. R., T. XL, p. i6 2 ( 22 Janvier i855j.

Le Memoire lithographic que j
ai presente le n octobre i83t

( )a
FAcademie de Turin renferme un theoreme qui, eu egarcl aux

remarques faites dans les Comples rendus de i85i et 1832, pent

s enoncer comme il suit :

THEOREME I. Soil

une fonction des variables

**
y&amp;gt;

^
&amp;gt;

(fin demeure finie, monodrome el monogene pour des modules de ces

variables respectivement inferieurs a

x, y, z,

Soil d ailleurs R la plus grande valeur que pnisse acquerir le module de

(&amp;gt;)
OEuvres de Caucliy, S. II, T. XV.
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la fonction u, quand on attribue aux variables x, y, z, ... les modules

\, y, z, .... La fonction u sera developpable en une serie convergentc

ordonnee suivanl les puissances ascendances des variables x, y, z, ...

taut que les modules de ces variables demeureront respectivement mfe-

rieurs a x, y, z, De plus, si I on pose

-1 / N -1

H -xJ ( -y-) (

les modules du terme general et du reste de la serie en question seront

respectivement inferieurs aux modules du terme general et du reste de la

serie qui a pour somme le produit

Rw.

Corollaire. -- Comme le coefficient du produit

dans le developpement de chacune des fonctions

n
, R &amp;lt;

,

csl precisement le rapport qu on obtient quand on divise par le

n ombre
N = (i.a.^.l)(i.a.. .m)(i.a.../i)...

la valeur qu acquiert pour des valeurs nulles de x, y, z, ... la derivre

ou

il est clair que le theoreme I comprend la proposition suivanlc :

THEOREME II. -- Les mernes choses elant posees que dans le theoreme 1,

la fonction u et ses derivees parlielles
des divers ordres offriront , pour

des valeurs nulles de x, y, s, . . . , des modules respectivement inferieurs

aux valeurs correspondantes de la fonction Rco et de ses derivees par

lielles des memes ordres.

Si Ton substitue aux variables
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Ics differences
x I, y---r\, z r, ...,

H, r
(
. ~, ... designant des valeurs particulieres attributes aux variable

a;, j, ^, . . . , alors, a la place du theoreme II, on obtieiulra la proposi

tion suivante :

TUKORKME III. Soil

u = t(x,y,z, ...)

nne fonclion des variables

x, y, 5, ...,

(jiu demeure Jinic , monodrome et monogene , dans le voisinage des

valeurs particulieres

# = c, y---n, .
- = C,

et tant gue I on attribue aux differences

x ~t, y---n, s ?, ...

des modules respectivement inferieurs aux quantites positives

Soil d ailleurs, clans le cas oil ces differences acquierent ces modules,

R la plus grande des raleurs que puisse acquerir le module de //, et posons

IM fonclion u el ses derwees partielles des divers ore/res offriront, pour

x~l, y --(&amp;gt;, - = ?, ..-,

des modules respectivement inferieurs aux valeurs correspondantes de In

fonction Rco et de ses derivees partielles des memes ordres.

Le theoreme II entrainc evidemment avec lui un Iheoreine general

que Ton peut enoncer comme il suit :

THKOKOM; IV. Soient

25
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(liverses functions des variables

chacwie demeure finie, monodrome et monogene dans le voisinage

des valeurs particulieres

et tanl que Von attribue aux differences

x l, y fi, z ?, ...,

des modules respectivemenl inferieurs aux quantites positives

\, y, z, ...

Soient d ailleurs, dans le cas ou ces differences acquiere7it ces modules.

A, B, C, ...

les plus grandes des valeurs que puissenl acquerir les modules des fonc-

tions

Erifin, soil li MW^ fonction developpable, pour de ties petits modules des

differences
y ^X
jj, _y Y), -C

&amp;gt;5, ,

m&amp;lt;? simple ou multiple dont chaque terme soil le produit d un

facteur variable par d autres facteurs respectivement egaux aux valeurs

que prennent les fonctions

ou leurs derivees partielles des divers ordres, a I instant ou I on pose

r =

Le developpement de li restera convergent, si Von obtienl une serie con-
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vergente en remplacant dans chaque terme de ce deveioppement le faclctu

variable par son module, et les functions

~\. T ^
&quot; v

&amp;gt;
&amp;lt;u &amp;gt;

~
&amp;gt;

par les produits
AOJ, Bw, Ceo, ....

Ce theoreme general fournit immediatement des limites entre les-

quelles demeurent convergentes les series qui represented les deve-

loppements de fonctions explicites on meme implicites.

Goncevons, pour fixer les idees, quo,

3C=f(ar)

etant une fonction finie, monodrome et monogene de la variable x,

pour un module de x % inferieur a une certaine quantile positive x,

on developpe, en une seric ordonnee suivant les puissances entieres

et ascendantes de /, celle des racines de 1 equation

(3) *=|-Hf5&,

qui se reduit a \ pour / =. o. En attribuant a t un module suffisam-

ment petit, on aura

( 4 )
x = + iS, + D^^ 2 4-

I . 2 .

x devant etrc reduit a ^ dans le second membrc de la fbrmule (4),

apres qu on aura effectue les differentiations indiquees par la lettre

caracteristique D^; et la valeur de x, ainsi determinee, verifiera

1 equation (3), tant que la serie comprise dans la formule (4) sera

convergente. Soit d ailleurs A le plus grand module que puisse

acquerir la fonction cx quand la difference x % acquiert le mo

dule x. En vertu du theoreme IV, le deveioppement de x fourni par

la formule (4) sera convergent, si Ton obtient une serie convergente

en supposant, dans le second membre de cette formule, / positif, en

y remplac,ant la fonction par le produit
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et en posanta? = E apres Ics differentiations relatives &x. Or on aura,

sous cette condition,

nn-i . x-Z\ n i. a- 3... (aw -a)
M

i.a...(n i) \ &amp;gt;l

-

et par suite, en rcmplacant ,x- par le produit Aw dans la formule (4),

on trouvera

A2
*- A 3

/
3 i.3. . .(in 3) a&quot;-

1 A** 1*

I -K \ ,-y C 1 A / I . _J_ r\ I : _
\ \J I *As C I X\. * ^ ]^ g. ^^ ... ^^ ^^ ....

X X 2
1 .2. . . X&quot;~

Mais, d autre part, on a identiqucment

i, i

- t* 4- - t
3
-+-

2 2

i . 3 . . . ( 2 /&amp;lt; 3)
. . . 4- - - -

i&quot; 4- . . . i

done la formule (5) donnera

(6) ^^
Comme on devait s y attendre, cette derniere valeur dc x est precise-

ment celle que fournit 1 equation (3), lorsqu on la reduit a la for

mule

(7) ^
^-4

\

en remplacant, dans le second membre, la fonction ^ par le pro

duit Aw. D ailleurs la valeur dc x, donnee par la formule (6), se

developpe en serie convergente, ordonnee suivant les puissances
^

ascendantes de /, quand on suppose le module de t infericur a
7^-

Done, dans cette merne hypothese, la serie comprise dans le second

membre de la formule (4) sera convergente, et, si t est positif, la

valeur de x !;, donnee par la formule (4), olFrira certainement

une valeur numerique inferieure a celle que determinera la for

mule (6).

Le theoremc IV fournirait encore immediatement des limites cntre

lesquelles demeurent convergentes les series qui representcnt les
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integrales d equations diflerentiellcs ou atix derivees parlielles. On

se (rouvc ainsi ramene, commc jc 1 expliquerai dans tin autre article,

aux resultats ( nonces dans mon Memoire lithographic de i835 (
(

) el

a ceux que vicnncnt d obtenir MM. Briot ct Bouquet.

546.

C. R., T. XL, p. 2o5 (-29 Janvier i855).

CALCUL DES VARIATIONS. -- M. AUGUSTUS CAUCIIY presente a I*Academic

unc Note sur VApplication du Calcul des variations a I integration d an

systeme d equations differentielles. Les resultats auxquels 1 auteur est

parvenu seront developpes dans un prochain article.

547.

ANALYSE INFINITESIMALE. Sur les wantages que presente I introduction

d un parameire variable el des notations propres an Calcul des varia

tions dans quelq lies-lines des principales formules de iAnalyse infim-

tesimale.

C. R., T. XL, p. 261 (5 tcvrier i855).

Ce qui distingue le Galcul des variations du Calcul differentiel, c esl

que dans celui-ci on se borne a faire varier des quantites supposees

dependantes, ou, en d autres termes, fonctions les tines des autres,

tandis que, dans le Calcul des variations, on fait varier les formes

des fonctions elles-memes. Mais, pour reduire le Calcul des variations

au Calcul differentiel, il suffit de faire correspondre les changemenls

de forme des fonctions aux changements de valeur d un parameire

variable qui ne paraissait pas dans les formules. Reciproquement, il

sulFit d introduire dans plusieurs des principales formuFes de 1 Ana-

( ) Sur I integration des equations differentielles (QEttvres de Cnueliy, S. II, T. XI
&amp;gt;.
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lysc in finitesimale un parametre variable a, pour les transformer

en d autres qui s expriment aisement a 1 aitle des notations propres

an Galcul des variations. Rendons cette verite sensible par quelques

exemples.

So it d abord

(i) u {(x,y, z, ...)

une 1 onction des variables .r, y, z, . . . qui demeure, du moins entre

certaines limites, finie, monodrome et monogene. Si, dans cette

tbnction, on attribue aux variables x, y, z, ... certains accroisse-

ments h, k, I, . . .
, on obtienclra une nouvclle fonction de x, y, z, . . . ,

savoir

et les fonctions (i), (2) seront comprises, comme cas particuliers,

dans Fexpression analytique

(3) v = f(jc + ah, y -h a/&amp;gt;
,
z + al, . . .),

qui renfermera un parametre variable a, ct de laquelle on deduira la

fonction u en posant a = o, la fonction U en posant a i. Or, le

parametre a venant a varier, Fexpression (3), consideree comme

fonction de x, y, 5, ..., changera de forme, et le rapport

entre la variation w de la fonction r, et la variation oa du para

metre a, ne sera autre chose que la derivee Da ^ de la fonction r

par rapport au parametre a. Si Ton pose, pour plus de simplicite,

oa = i, on aura precisement

(4) dp = Dc,

puis on en conclura, en rempla^ant v par oV, plusieurs fois de suite,

o 2 r =i Da dv = I)| r,
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et generalement

(5) o&quot;(;
D2&amp;lt; .

Si dans les formules (4) et (5) on pose a = o, ellcs donneront

(6)

1 D a &amp;lt;?

et

D ailleurs la formule tie Maclaurin donnera, pour dos valours suffi

samment petites dc a,

a=o a = o
1

^
I Tk &

. .

v = a -h - o w H o 2
-f-

I 1.2

(7)
I 1.2

On aura done, eu egard aux equations (6),

(8)

puis on en conclura, en posant a = i,

/Q\ ,, 3u (5
2

&quot;

~i 772
+

D autre part, la formule (4) donnera

( I0 ) ^ = /iDa.p + A:I)r r-i-/D s ( -t-...

ou, ce qui revient an meme,

et Pon en conclura, en remplacant plusieurs fois de suite r par or.

( I2 ) o f ^ = (/*Dx +A-Dr+/n s+ ...) ^.

Enfm, on tirera de 1 equation (12), en posant a = o,

( 3) d&quot;u = (hVx +kl)y+ ID.+ ...).

La formule (9), jointe a 1 equation (i3), reproduit ce qu on nomme
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le theoreme de Taylor, etendu a line fonetion de plusicurs variables x,

v, z, .... Comme on le voit, et comme je 1 avais deja remarque dans

mes Lecons donnees a 1 Kcole Polytechnique, cette extension se deduit

sans peine de 1 introduction du parametre variable a sous le signe f.

Ajoutons que 1 expression la plus simple du theoreme ainsi etendu est

la formule (9), dans laquelle les valeurs dc

on,

peuvent etre deduites on de 1 equation (i3), on, ee qui revient au

meme, des formules

(
1 4 )

d& h, oy /. , o: I, . . .,

jointes aux regies etablies pour la determination des variations des

divers ordres d une fonetion quelconque des variables x, y, z, ----

Considerons maintenant un systeme d equations differcntielles de

la forme

T, y, z, ... etant des fonctions inconnues de /, et A7

&quot;, F, Z, ... des

fonctions de sc, y, z, ..., t, qui demeurent, du moins entre cer-

taines li mites, finies, monodromes et monogenes. Supposons les

inconnues x, y, z, ... assujetties non seulcment a verifier ces equa

tions differentielles, mais encore a prendre, pour une certaine valeur

de /, par cxemplc pour / = T, les valeurs particulieres

(16) as =
, y = V, s = C,

Les fonctions de / representees par x, y, z, ... changeront de forme

si, en introduisant un parametre variable a dans les equations (i5),

on leur substitue les suivantes

(17) 1)^ v.A, D,r aF, I)^ = aZ, ...;

et comme, pour a = o, les equations (17) donnent

(18)
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il ost clair quo les inconnues .r, y, z, . . . , assujettios a verifier, pour

une valeur variable do /, los Tommies (17), et pour / = T les condi

tions (i5), deviendront independantes de / si a s evanouit, et aequor-

ront alors, quel que soit /, les valours eonstantos E, Y], ,

Cola pose, soit

(19) u = f(.r,r,:., ...)

uno fooction de ac, y, s, ... qui domouro, du moins cntre cerlainos

limites, iinie, monodrome et monogene. Lc paramotro a venant ii

vai-ier, x, j, r, ..., ot par suite //., considei-ees oomme i onctions

do /, changeront do t onne, et lours variations, que nous indiquerons,

suivant Fusage, a Faide de la lettre earacteristique o, seront les pro-

duils do oy. par leurs derivecs relatives au parametre a. Cos variations

so reduiront done a ces derivees si Fon pose oa = i, et alors on aura,

par exemple,

Soit d ailleurs u la valeur que prendra la fonction u pour une valour

nullc de a. On aura

ot la i ormule dc Maclaurin donnera, pour dcs valeurs sulFisaniment

potites du paramotrc a,

/ 9\ & ^ & ^
(23) // -j -i

-- OJ H--- 2 J -f- . . . .

I 1.2

II reste a exprimer, dans cettc formule, les variations

OJ, 0--J,

en fonctions de H, r
t
, (, ... ot t. On y parviendra sans peine do la

inaniere suivante.

On aura general emen t

\) t
n = \)

t
jc Ux ii 4-1), vl)y w + I), !).// H- ...;

OF.uvres de C. S. 4, t. XII. 26
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par consequent, en egard anx tommies (17),

(24) D t
U = !X\lt,

la valour de Vit etant definie et determinee par la formule

(25) Vtf A \)x u

Si, dans Fequalion (24), on remplace u par Vw plnsienrs fois de suite,

on tirera, en ordonnant le second membrc suivant les puissances des-

cendantes de a,

(26) \Yia~ y.&quot; Vw + ____

Kntin, si Ton differentie n t ois, par rapport a a, les deux membres de

la formule (24), et si apres les differentiations on pose a o, par

consequent u = u, on trouvera

(27) l)J &amp;lt;5

i
-j = i.2.3...V&quot;-j.

D ailleurs il est aise de voir que la variation Z&quot;u et ses derivees rela

tives an temps, jusqu a celle de 1 ordrc 71 i, s evanouissenl tontes

pour / T. En consequence et en posant, pour abregcr,

(28) n= f Vudt,

on tirera de la formule (27)

o&quot; a
(29) 5 =Q II W.

1 . 2 . 3 .... /I

Cela pose, la formule (28) donnera
s

( 3o) u = j + a n j -+- a 2G s j + ----

Kn posant dans cette derniere a = i, on trouvera

On est ainsi ramene a la formule (32) du second paragraphe dn

.Memoire de i835 sur l int3gration des equations differenttelles.
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Lorsque, dans colic formule, qui pout elro presentee sous la forme

syinbolique

on prend successivemen t pour u les inconnues x, y, z, . . . , elle

fournit pour ces inconnues les valeurs qui satisfont, quand t varie,

au\ equations (i5) et, pour l = ~, aux conditions (16).

En resume, pour obtenir, developpees en series, les integrates

geuerales des equations (i5), il sulfit d introduire un parametre

variable a dans ccs equations, en leur substituant les formules (17),

puis de developper par la formule de Maclaurin, en se servant, pour

plus de facilite, de la notation adoptee dans le Calcul des variations,

les valeurs des inconnues en series ordonnees suivant les puissances

entieres de a, et de poser ensuite a = i. Les developpements ainsi

trouves, quand ils sont convergents, representent precisement les

integrales demandecs.

Supposons maintenant que les valeurs de x, y, z, ..., toujours

assujetties a verifier, pour t = T, les conditions (16), soient connues,

lorsqu elles doivent satisfaire aux equations (i5), et qu il s agisse de

les modifier de maniere a verifier, non plus les equations (i5), rnais

les suivantes

(33) V
t
a: = J: + X, \)

ty-Y + \), D^ = Z+3,

3, t), 3, ... etant de nouvelles fonctions de x, y, z, . . . ,
/ qui

demeurcnt, du moins entre certaines limitcs, finies, monodromes et

monogenes. Pour resoudre ce dernier probleme, il suffira encore d in

troduire un parametre variable a dans les formules (3o), en leur sub

stituant les equations

(34) D^r^^+aJT, l),v -T+aU, D,c Z+a3,

puis de developper, a 1 aide de la formule de Maclaurin, joiute aux

equations (34), les inconnues x, y, :-,... en series ordonnees suivant

les puissances entieres du parametre a, et de poser ensuite a = i . Les
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developpements trouves, quand ils scront convergent*, fourniront

precisement les valours chcrcliees do x,y, z, . ., coin mo nous 1 ex-

pliquerons dans un autrc article.

548.

( .AI.CIL INTKGIUL. Note sur les conditions de convergence des series qui

represcntent les integrales generates d un systeme d equations dijfe-

rentielles.

C. R., T. XL, p. 33o (12 fcvricr

Lc premier des theoremes enonces dans la seance clu 22 Janvier

dernier entrainc la proposition suivante :

TIIKOKKMK I. Soil f(/) une fonclion donnee de la variable t. Sit/Bo

sons d ailleurs que cette fonclion resle finie, monodrome et mojiogene.

dans le voisinage de la raleur particnlicre 7 attribute a t, el tant que le

module de la difference t T n atleinl pas une certaine limite t. Pour

lout module de t -t, infericiir a cette limite, la fonction f(/) sera dew-

loppable, par la formule de Taylor, en une serie ordonnee suivant les

puissances ascendantes de t T.

D autre part, inon Memoire sur 1 application duCalcul infinitesimal

a la determination des fonctions implicites (Tome XXXIV, annee i852,

i
er
semcstre) renferme la proposition suivante :

TiiKOiiKMK II. --
Representons par

T, A
, Y, Z, ...

des fonctions /, x, y, z, ..., cjui reslejit monodromes , inonogenes el

fifties, dans le voisinage des valeurs T,
r
c, Y], (, ... attributes a t, x, y,

z, . . . ; et concevons que I on assujettisse x, y, z, ... d la double condi

tion de verifier, pour une valeur variable de /, les equations difference/les
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cornprises (huts la fnnnule

I I dx dv dz

T ~
7F Y ~Z

c( dc sc rdduirc a r, YJ, C, ... pour t = 7. Si T nc s evanouit pas, quand
mi prend

t -, Jc =
, y = ri, - ?, ...,

a/ors, a I aide des formates ctallies dans moit Me/noire dc iST&quot;) mir

r integration des equations dijferentielles, on prouvera qu il est possible

dc satisfaire, au nioins quand le module de la difference t 7 ne depasse

?)as une cerlaine limite, aux deux conditions enoncees, par des raleurs

de x, y, z, ... qui seronl developpees en series converge/lies, el qtti repre-

senteront les integrates generates des equations differentielles donnees. It

y a plus : on pent affirmer que, dans I hypothese admise, ces integrates

generates seront les seules valeurs de x, y, z, . . . qui, variant awe. t par

degres insensible* t rempliront , pour un module suffisamment petit dc

t T, les deux conditions enoncees. En/i/i, comme les divers tcrmcs dex

series obtenues seront des fonclions monodromes, monogenes el finies dc

la variable /, on pourra en dire au tant des valeurs trouvees des variables

x, y, z, . . . , ou meme d une fonction monodrome, jnonogene el
/im&amp;lt;

de ces variables.

Los theoremes I ft II ontrainent avec oux, commc conscquciico

immediate, la proposition suivantc :

THKORKME III. Les mem.es ehoscs etant posees que dans le theoreme //.

les inconnues x, y, z, . . . pourro/it elre developpees, a I aide des for-

rnules etablies dans le Memoire de i835, en series qui seront conwrgenles.

lant que le module de la difference t T n atteindra pas une Utnitc

pour laquelle se veri/ie I une des equations

i i (

--- ^ - -
: O,

- - O,

T
-=o,
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on bien encore line limit? pour laqnelle un des rapports

X Y Z
~T ~v~

T
&quot;T

en conservant line valeur finie, cesse d etre une fonction monodrome et

monogene des variables T, X, Y, Z, ....

Si, pour plus de simplicite, on suppose T = i, alors, a la place du

theoreme III, on obtiendra la proposition suivante :

THEOREMS IV. Representons par

AT, Y, Z, ...

des fonctions de t, x, y, z, ... qui restent monodromes, monogenes et

Jinies dans le voisinage des valeurs T, 5, YJ, C, . . . attributes a t, x, y, 5, . . . ;

et concevons que I on assiijettisse x, y, z, ... a la double condition de

verifier, pour line valeur variable de t, les equations differeiilielles

(1) D t x=--A , ]&amp;gt;,/=F, I),G_Z,

et de se reduire a , r
t
, (, . . . , pour t = T. Les inconnues x, y, :-, ...

Dourronl etre developpees, a I aide des formulas etablics dans le Memoire

de rS3,j, en series qui seront convergentes tajit que le module de la diffe

rence t T n atteindra pas line limite pour laquelle se verific I une des

equations

(2)
~ =0, I =0, 1 =0,

(3) = 0, y-O, ^=0, ...,

OM bien encore une limite pour laquelle une des fonctions X, Y, Z, . . .
,

en cojiservant une valeur finie, cesse d etre une fonelion monodrome el

monogene des variables t, x, y, z, ....

Lorsque les inconnues x, y, z, . . . sc reduisent a une scule, alors

le theoreme II se reduit a la proposition suivante :

THEORKME V. Sou X une fonction des variables x el. t, qui reste mo

nodrome, monogene et finie, dans le voisinage des valeurs ^ et T attri-
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huees a ces variables; el concevons que I on assujellisse Vinconnue ,r u la

double condition de verifier, pour une rale.ur variable de /, I equalion

differentielle

(4) D,*==-r

el de se reduire a % pour I ~ 7. L inconnue x pourra elre developpee, a

Iaide des formules etablics dans le Memoire de i835, en une serie qui

sera convergent^, lanl que le module de la difference t 7 n atteindra

pas une limite pour laquclle se veri/ie I une des deux equations

(5)

(6)

on bien encore une limite pour laquelle X, en conservant une valeurfinie,

cesse d etre une fonelion rnonodrome el monogene de x et de I.

Etant donne entre la variable independante t, et x inconnues x, y.

z, . . . un systemc d eqnations difierentielles du premier ordre, avec

les valeurs particulieres H, Y], C, ... de x, y, c-, . . . , correspondantes

ii une valeur particulierc 7 de la variable /, on peut demander de eal-

culer numeriquement d autrcs valeurs particulieres dc x, y, 5, ...

correspondantes a une autre valeur particuliere de t. Pour effectuer

cette operation, que j appellerai integration definie, il n est pas neces-

saire de former d abord les equations qui fournissent, pour une valeur

variable de /, les valeurs de x, y, z, ... ct representent les integrates

generates des equations difierentielles donnees; et Ton pent, sans

recbcrchcr ccs integrates, executer une integration definie, en sui-

vant la marche que j
ai tracee dans mes Lecons de seconde annec ;i

1 Ecole Polytechnique, et qiu; j
ai rappclee dans le I du Memoire

de 1 835. Cela pose, it est aise de voir que I integration definie sudira

generalement a la determination de la limite au-dessous dc latjiielic

le module de la difference / 7 dcvra s abaisser pour que les deve-

loppements proprcs a verifier une ou plusicurs equations dillV-ren-
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tielles demeurent convergonts. Conccvons, pour fixer Ics idees, quo

Irs equations differentielles donnees se reduiscnt a 1 equation (4), ct

(jiic la fonction X ne eesse jamais d etre mpnodrome ct monogene. Si

d ailleurs X ne se presente jamais sous une forme indeterminee, la

limite clierchee sera le module d unc valour de t T pour laquellc se

veritiera ou la formule (5) ou la formule
((&amp;gt;).

D ailleurs, si Ton pose

i i

U
&amp;gt;

J -
,

X

el si Ton nomine Tee que devient le rapport
- L

quand on y rein-

place x par -&amp;gt; il sufllra, pour obtenir la valeur de / T propre a veri

fier la formule (5), d appliquer 1 integration definie a 1 equation dif-

lerentielle

et de chercher la valeur de t correspondantc a une valeui&amp;gt; nulle de u,

en supposant la variable / assujettie a prendre, pour u = u, la valeur

particuliere / = T. Pareillement, si Ton pose

H elant la valeur de X qui correspond aux valeurs H, T des variables

A 2

x, t, et si Ton nomine T cc que devient le rapport .

\j t
A -{-A. l)x sl

(juand on y remplace x par sa valeur tirec de la formule

il suflira, pour obtenir la valeur de t 7 propre a verifier la for

mule (6), d appliquer 1 integration definie a 1 equation

cl de chercbcr encore la valeur de t correspondante a une valeur nulle

de u, en supposant la variable t assujettie a prendre, pour u = u, la

valeur particuliere / = T.



EXTRA IT N 548. 209

On ramenerait do memo a 1 integration definie la rechorclie des

valours cle / propres a fournir la limite au-dessous do laquello dcvrait

s ahaisscr le module do la difference / T, pour quo los developpe-

Mionts des integrales d un systeme d equations differentielles du pre

mier ordre demeurassent convergcnts. On pourrait memo, dans ce

ealcul, supposer quolquesrunos dcs equations differentielles rempla-

cees par des equations finios, on vertu desquellos cortainos variables

deviendraient fonctions dos autres; enfm on pourrait substituer aver

avantage lo systemc de ces diverses equations, los unes differen-

tielles, los autres finies, a unc equation differentielle ou a un systemc

d equations differcntielles ou se trouvoraient dos fonctions qui, tout

en conservant des valours finios, cesseraient d etre monodromes et

monogenes.

Nous venons d expliquer comment 1 integration definie pout servir

a determiner les valeurs dc t parmi Icsquelles se trouve celle qui

1 ournit la limite au-dessous de laquelle le module de la difference

/ T devra s abaisser pour quo les developpemcnts des integrales

x,y,s,... d un systeme donne d equations differentielles du premier

ordre demeurent convcrgents.

Lorsque les diverses valeurs de t proprcs a fournir la limite dont il

s agit sont toutes infmies, les developpemcnts dcs inconnucs x, v,

-, ... sont toujours convorgents. Done alors ces inconnues sont des

fonctions dc t qui ne cosscnt jamais d etre finies, monodromes et

monogenes; on d autros termes, elles sont des fonctions synectiques

dc la variable t. D aillcurs certains caractcres qui distinguent cer-

taines equations differentielles permettcnt d affirmer que leurs inte

grales sont des fonctions syncctiques dc t, commc nous le montrerons

dans un prochain article.

OEuvres de C. S. I, t. XII. 27
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549.

CALCUL INTEGRAL. Addition a la Note inseree dans le dernier

Compte rendu.

C. R.. T. XL, p. SyS (19 fcvrier j855).

Supposons 1 inconnuc x assujettie : i a verifier, pour une valeur

variable de /, I equation differentielle

A&quot; etant fonction de x et de t; 2 a prendre, pour / = T, la valeur par-

ticuliere

Supposons encore que la fonction X ne cesse jamais d etre monodrome

et monogenc et ne se presente jamais sous une forme indetermimv.

La valeur de t correspondantc au module de / T, pour lequel le

developpement de 1 integrale x cessera d etre convergent, sera fournie

par une integration definic appliquee a I equation (7) de la page 208,

c est-a-dire, a la formule

(2) dt-Tdu,

u designant 1 un des rapports
-

-p; et cette valeur de t, que je desi-
3C ^ \.

gnerai par t, devra correspondre a la valeur zero de la variable u.

Si 1 on attribue a u non plus une valeur nulle, mais une valeur infi-

niment petite, t devra tres peu differer de t; done alors la difference

/ t deviendra elle-meme infiniment petite, si la valeur t de / reste

time. D ailleurs, on tirera de I equation (2)

r&quot;

(3) * t=f Tdu,

t etant considere, sous le signe f, comme fonction de la variable u,

et par suite la difference t t, devenue infiniment petite, sera repre-
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sentee par 1 integrale singuliere

(4) f Tdu,
^0

dans laquellc et / t seront intiniment petits, en sorte qu on pourra

generalement y poser, sans erreur sensible, / = t. Done, pour que la

valour t tie / reste finie. il sera necessaire quc cette integrate singu

liere ofifre une valeur infiniment petite. C est ce qui arrivera, en

general, quand on aura u -
-.- Mais, si Ton prend // = &amp;gt; 1 inte-
^1 JC

grale (4) deviendra

f.

i

dx
7T

En consequence, on pourra enoncer la proposition suivante :

THEOREMS I. --
Si, la fo?iction X ne cessant jamais d etre monodrome

ou monogene, I integrate singuliere

(5)

conserve une valeurJinie, la valeur i de t, pour laquelle le developpernc/ii

de I integrate x de I equation (i) cessera d etre convergent, rendra la

fonction x infinie ou indeterminee.

Corollaire. -- Comme 1 integrale singuliere

i

/djc
,

.

x
o

loin d acquerir une valeur inliniment petite, est equivalente a

par consequent infinie, l integralc(5) ne pourra generalement devenir



212 COMPTES REND US DE L ACADEMIE.

intinimont petite que dans le cas oil la supposition x = - cntraincra

la condition

(6)

Cela pose, on pourra enoncer la proposition suivante :

THEOREME II. Si I on nomme X une fonction de x et de /, qui, tou-

jours monodrome et monogene, ne devienne jamais ni indeterminee, ni

infinie, pour des valeurs infinies de x et de I ; si d ailleurs, pour une
nr*

|

valeur finie de t, le rapport -~ ne s evanouit pas avec &amp;gt; I integrate x^1 OC

de I equation X

sera une fonction synectiquc de t.

Corollaire. -- Si Xest une fonction entiere de x et t, cette fonction

ne pourra devenir infinie qu avec les deux variables x, t, ou du moins

avec 1 une d entre elles. Done alors, si, pour une valeur finie de la

variable /, le developpement de 1 integrale x de 1 equation

cesse d etre convergent, on aura tout a la fois, pour cette valeur finie

de t,

(7)

Mais ces deux dernieres conditions s excluront 1 une 1 autre, si X est

independant de x, on du premier degre en x, c est-a-dire si Tequa-

tion proposee est lineaire et de la forme

(8) D,ar = a:f(O + F(0,

f(^), F(/) designant deux fonctions entieres de /. Done, en vertu du

theoreme II, 1 integrale generate de 1 equation (8) sera une fonction

synectique de t; ce qu on reconnait aisement a la seule inspection de
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cettc integrate represented par la formulc

(9)

&quot;&quot;&quot;T r
&amp;lt;-

f(&amp;lt;]di

c+ / e F(t)dt \

En general, si le rapport
-

-. nc s evanonit pas avec -&amp;gt; et si A&quot; ne

cesse jamais d etre monodrorne et monogene, le developpement de x

ne pourra cesser d etre convergent que pour un module de t T cor-

respondant a une valeur de / qui rendra la fonction X infinie ou inde-

terminee. Ainsi, par exemple, le developpement de 1 integrale x de

1 equation

(10) \) t

JC-+- t

a etant un coefficient constant, ne pourra cesser d etre convergent

que pour une valeur de / determinee par la formule

(11) X -+- t = O.

II est aise de verifier cettc conclusion, attendu que 1 integrale de

1 equation (10) est

.r $

(12) t=
( H- T -i- a)e

&quot; (xa~),

et que la valeur de x tiree de cette derniere formule se developpe en

seric convergente jusqu au moment oil le module de la difference / 7

attcint la limite pour laquelle se verifie la condition

i ^ x+ t

-&amp;lt;t-f-T-H)
&quot;

i - --ho.^
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550.

CALCUL INTEGRAL. -- Sur la nature des integrates d un systeme

(Vequations differentielles du premier ordre.

C. R., T. XL, p. 3;G (19 fevrier i855).

Le second des theoremes rappeles dans la precedente seance entraine

evidemment la proposition suivante :

TIIEOREME I. ~ Soient, comme dans les precedents Memoires,

*, y, -;

des inconnues assujetties : i a verifier, pour une valeur variable de t,

des equations differentielles de la forme

(0 i&amp;gt;
t
x = x, n ty=r, v,z = z, ...,

X, Y, Z, . . . etant des fonclions donnees de t, &, y, z, . . . ; 2 a prendre,

pour t = T, les valeurs particulieres

(2) * =
,, y = v, - = C, ...;

et supposons que les fonctions

A, r, z, ...

restent monodromes, monogenes et finies dans le voisinage des valeurs

i, E, Y], C, . . . , attributes aux variables x, y, z, On pourra satis-

faire, pour an module siiffisamment petit de la difference / T, aux

deux conditions enoncees, par des valeurs convenables de x, y, z, . . . ; et

ces valeurs, qui representeronl les integrates des equations (r), seront

des fonctions monodromes, monogenes et finies de t, tant que la diffe

rence t T natteindra pas une limite pour laquelle se verifie Vune des

conditions

(3)

/ / s

(4)
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on bien encore line limit? pour laquelle line des fo/icfions

\, r, z, ...
i

ojfre line valeur indeterminee ( ),
on cesse d etre line fauction mo/io-

&amp;lt;Ironic ct monogene des variables t, x, y, z, . . . .

Ko theoreme I entraino evidemment la proposition suivanlo :

THEOREME II. Concevons que, 7 elant Vajjixe dun point deter

mine A, on nomme S line aire qui de toutes parts enveloppe le point A, et

que I on assujettisse le point mobile P, dont la variable reelle ou imagi-

naire t represente laffixe, a demeurer compris dans I aire S. L aire S

venant a croltre et a s etendre de plus en plus auloiir du point A, Ics

raleurs de x, y, z, . . . , assujelties a verifier les equations (i) et les con

ditions (2), seront des fonctions monodromes, monogenes et finies de

I ajjixe /, jusquau moment ou cette ajjixe veri/iera, pour un ou plusieurs

points situes sur le contour de I aire S, I line des formules (3) ou (4) 11

bien encore I une des formules qu on obliendra en sup[)osant indeler-

minee I une des fonctions

1 Y 7. i
,

i
, .,, ...

ou en/in I une des formules qui exprimeront que A% Y, Z, . . . , en conser-

vant des valeurs finies, cessent d etre des fonctions monodromes et mono-

genes de t, x, y, z, . . . . D ailleurs, d apres ce qui a ete dit dans la

derniere seance, / integration definic sujfira generalemenl a la determi

nation des divers points dont il s agit, et des raleurs de t correspondent! *

a ces memes points.

Corollaire L -- Si les fonctions

( ) Le cas ou I une des fonctions JC, &amp;gt;

, Z, ... offre une valour inclelermimV

une mention speciale, cette indetcrmination pouvant so produire pour certaincs valcui&amp;gt;

&amp;lt;lcs variables, sans quo la fonction cesse d etre, pour des valeurs voisines, inonodronu-

et monogene. Ainsi, par exemple, la fonction - - restc monodrome et monogonc. dans

le voisinagc des valeurs x = o, t o, qui la rendent indeterminee.
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no cessent jamais d etre monodromes et monogenes, les integrates x,

y, z, ... des equations (i) ne pourront cesser de 1 etre que pour

des valeurs de t propres a rendre ces fonctions indeterminees, ou a

verifier les formules (3) ou (4)- D ailleurs, a ces valeurs de / corres-

pondront des points isoles C, C , C&quot;, . . . , completement determines de

position dans le plan des affixes. Soient t la valeur finie de t relative ;i

Fun de ces points, et

*, P, 3, ...

les valeurs correspondantes de
x&amp;gt; y, -, Pour savoir si les inte

grales &amp;lt;r, y, 5, ... des equations (i) cessent d etre monodromes et

monogenes dans le voisinage de la valeur / = t, il suffira de recourir

a I integral ion par approximation des equations (i) et de chcrcher les

valeurs x, y, z, ... correspondantes a des valeurs infiniment petites

de / t. On \ parviendra sans peine, si les valeurs r, i), 3, ... sont

tinies, en observant qu a des valeurs infiniment petites de / t cor-

respondront des valeurs infiniment petites des differences

x f, y p, z
3&amp;gt; &amp;gt;

et en negligeant les infiniment petits d ordres superieurs relativement

a ceux qui seront d un ordre moindrc. Si une ou plusieurs des quan-

tites r, 1), 3, ... sont infinies, on pourra resoudrc la question en sub-

stituant aux quantites
t, r, p, 3, ...

des quantites
t, x, y, z, ...

qui en soient tres voisines ( ), attendu qu alors celles des quan
tites r, i), 3, ... qui etaient infinies se trouvcront remplacees par

(
J

) On pourrait aussi, comme je 1 ai fait dans plusieurs Memoires, substituer a celles

des variables

X, J, Z, ...

qui deviendront infinies pour t = t, les rapports qui correspondent a ces variables dans

la suite iii
x 7 z
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des quantites tinios, mais dont les modules seront tres conside

rables. Si, pour abreger, on pose

(
5

) t t= $, x x = a, y y = G, z z = y

on pourra, dans tous les cas, substituer aux equations (i) des equa
tions differentielles cntre les variables

9, a, 6, y, ...

et integrer par approximation ces equations differentielles en suppo-

sant les nouvelles variables infmiment petites.

Ajoutons que, si quelques-unes des fonctions A , F, Z..... etant

implicites, cessent d etre monodromes et monogenes, on pourra sou-

vent, avcc avantage, comme je 1 ai montre en
i84(&amp;gt;, substituer aux

equations finies qui determinent ces fonctions implicites de nou

velles equations differentielles.

Concevons, pour fixer les idees, qu il s agisse d integrer { equation

differentielle

y etant une fonction implicite de x determinee par la formulc

(7) f(d?,jr) = o,

dans laquelle f(x,y) designc une fonction toujours monodromr el

monogene de x et de y. Supposons d ailleurs que, pour / = 7, on

doive avoir x = ! et, en vertu de la formule (7), y = yj.
A Tintegra-

tion de 1 equation (6) on pourra substituer avec avantage 1 inte-

gration simultanee de deux equations differentielles

(8)

la valeur de Y etant

(9)

et les integrales x, y etant assujetties a prendrc, pour / = T, les

OEin-res dr C. S. I, t.XII. 28
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valeurs particulieres !j, TJ. Cela pose, 1 aire S venant a s etendre,

les valeurs de t, pour lesquelles les integrates x, y pourront cesser

d etre des fonctions monodromes et monogenes do /, seront celles

pour lesquelles se verifiera 1 une des formules

(10) X ^ y= o I&amp;gt;yf(^,j)=0,

ou bien encore la formule

l

.&quot;

Solent t 1 une dc ces valeurs de /, et t une autre valeur tres voi-

sine. Soient d ailleurs x, y les valeurs de x et y correspondantes

a / t, et posons, pour abreger,

(12) tl= 8, x \ = a, y y = 6;

a, % deviendront infmiment petits en meme temps que 0, et en vertu

de 1 equation (7), si a est un infmiment petit du premier ordre, S sera

un autre infmiment petit dont 1 ordre sera un nombre fractionnaire.

Soit pt. cet ordre. Pour que 1 integrale x ne cesse pas d etre une fonc-

tion monodrome et monogene de t, dans le voisinage de la valeur dc t

attribuee a /, il sera necessaire et il suffira que p soit de 1 une des

formes

n etant un nombre entier quelconque.

En appliquant ces principes au cas oil f(x,y) est une fonction

entiere des deux variables x, y, on determinera generalement avec

facilite les conditions sous lesquclles 1 integrale x de 1 equation (6)

est une fonction toujours monodrome et monogene de la variable t.

Si Ton suppose en particulier
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F(a?) etant une fonction cntiere de x, on retrouvera les resultats

obtenus par MM. Briot et Bouquet.

Si Ton supposait
{(x,y}-=y *-&amp;gt;&amp;gt;Py*+Q,

P, Q etant des fonctions entieres de x, alors, pour que 1 integrale x

ne cessat pas d etre monodrome et monogene avec la valeur de / cor-

respondante a unc valeur infinic de x, il serait necessaire que le

degre de la fonction P se reduisit a Fun des nombres

O, I, 2, 3, 4,

et le degre de la fonction P- Q a Tun des nombres

o, 2, 3, 4&amp;gt; 5, 6, 8;

alors aussi, pour que 1 integrale x ne cessat pas d etre monodrome et

monogene dans le voisinage d une valeur de t correspondante a la

derniere des formules (10), il serait necessaire que 1 equation

p2_ Q o .

n admit pas de racines simples.

Nous venons de voir comment on peut ou demontrcr que les inte

grates x, y, z, . . . des equations (i) sont des fonctions toujours mono-

dromes et homogenes de la variable /, ou determiner les valours de /

pour lesquelles ces integrates cessent d etre monodromes et mono-

Lfi iies. Si, dans le dernier cas, on cherche, parmi les valeurs trouvees

de /, celle qui fournit le plus petit module de / T, celui-ci sera la

limite au-dessous dc laquelle il suffira d abaisser le module de la dif

ference i T pour obtenir des valeurs de x, j, z developpables

en series ordonnees suivant les puissances ascendantes et entieres de

cette difference.

Nous remarquerons, en finissant, que les fonctions monodromes

et monogenes sont precisemcnt celles auxquelles s appliquent Jes

divers theoremes que nous avons inseres dans le Tome XXXII drs



220 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

Comptes rendus (annee i85i, i
er

scmestre), specialement le theoreme

pnonce a la page 212
( ) et ceux qui s en deduisent.

551.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur la distinction et la representation

des fonctions continues el discontinues.

C. R., T. XL. p. 38a (19 fevrier i855).

Un moyen efficace d accelerer les progres des Sciences mathema-

tiques est de perfectionner les notations. II importe surtout que ces

notations soient claires, precises, et n exposent jamais le lecteur \\

confondrc entrc elles des quantites ou des fonctions completement

distinctes. Pour eviter cet inconvenient, j
ai cru devoir, dans mon

Analyse algebrique, publiee en 1821, restrcindre le sens des nota

tions dont on se servait pour exprimer les logarithmes reels ou ima-

ginaires, des puissances fractionnaires ou irrationnelles, et les arcs

correspondants a des lignes trigonometriqucs donnees. Le parti que

j
ai pris alors d appliquer chacune de ces notations a une seule fonc-

tion dont la valeur dependait uniquernent de la valeur attribute a la

variable a ete gcneralement adopte par les geometres. J ai moi-meme

constamment suivi cctte regie depuis 1821. Seulement, dans mcs der-

niers Ouvrages et Memoires, j ai, avec M. Bjcerling, etendu 1 usage de

chaque notation au cas meme ou la partie reelle de la variable dont

une fonction depend est une quantite negative.

Toutefois, il importe dc le remarquer, cntre les proprietes dont

jouissent les diverses fonctions habituellement employees en Analyse,

Tune des plus saillantes est la continuite, telle que je 1 ai defmie dans

1 Ouvrage cite, en nommant fonctions continues celles qui acquierent

des accroissements infmimcnt petits pour des accroissements infini-

(*) OEnvres de Cauchy, S. I, T. XI, p. 3u.



EXT RAIT N 551. 221

ment petils ties variables dont ellos dependent; et, pour ce motif, il

MMiiblcrait utilc, suivant line observation judicieuse do .M. llerinile.

d appliquer les nolalions usifees, non plus a cles functions qui, uni-

(|iieni(Mil dependantes de la valeur attribute a unc variable, deviennent

discontinues quand cettc variable depasse certaines limites, mais a

des fonctions assujettics a varier avec ellc par degres insensibles,

par consequent a des fonctions qui nc cesseraient jamais d etre con

tinues.

J ai cherche a reunir les avantages quc prescntent 1 une et 1 autre

methode, et
j
ai reconnu qu on pouvait y parvcnir a 1 aidc d un pro-

cede tres simple. Ce precede, qui multiplie les ressources de 1 Ana-

lyse, consiste a introduire simultanement dans le calcul deux especes

de fonctions, les lines toujours continues, les autres continues seu-

lement entre certaines limites, mais uniquement dependantes des

valours attributes aux variables. Je me sers, pour exprimcr ces cler-

nieres fonctions, des notations usuelles; quant aux fonctions qui

deviennent toujours continues, jc les distingue a 1 aide d un trait

horizontal, qu il est naturel de prendre pour signe de cette conti-

nuite, ct que je superpose aux notations dont il s agit.

Ainsi, en particulier, r etant le module et/? 1 argumcnt principal

d unc variable imaginairc

celui des logarithmes neperiens de s, dans lequel le coefficient do i

est renferme entre les limites ~, -h~, sera, suivant 1 usage, ropre-

sente simplement par la notation 1^, en sorte qu on aura

]z = \r -+-
i/&amp;gt;;

mais, en superposant un trait horizontal a la lettre caract(3ristique 1,

nous representcrons par la notation

Is

un logarithme neperien de la variable z, assujetti a varier avec olio

par degres insensibles. D ailleurs, il n cst pas sans interet de com-
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parer entre eux des logarithmes dc Tune et 1 autre espece, commo

nous aliens le fairc voir en peu de mots.

Soit Z une fonction toujours monodrome, monogene et finie de la

variable z; soit encore ( une valeur particuliere attribute a z. Conce-

vons d ailleurs que, dans un plan donne, ( soit 1 affixe d un point

determine A, z 1 affixe d un point mobile P, et que le point P soit

assujetti a se mouvoir, avec un mouvement de rotation direct, sur le

contour d une certaine aire S. Nornmons s Tare AP mcsure sur ce con

tour a partir du point A, ct faisons

(0 Z .r-hFi,

A&quot;,
Y etant reels. Enfin, supposons que Z ne s evanouisse en aucun

des points situes sur le contour de 1 aire S, et que, pour z = , ou,

ce qui revient au memc, pour s = o, on ait precisement

s venant a croitre, A^, Fvarieront avec s par degres insensibles, et 1Z

ne pourra cesser d etre fonction continue de s qu a un instant ou,

X etant negatif, Y passera d une valeur negative a une valeur posi

tive, ou d une valeur positive a une valeur negative. Or, a un tel

instant, la fonction 1Z, devenue discontinue, passera brusquement
de la valeur -i a la valeur zi, ou de la valeur iri ii la valeur ~i ;

et par suite, pour qu elle redevienne continue, on devra lui ajouter

dans le premier cas 2-i, dans le second cas 27:!. Cela pose, con-

cevons que, pour une valeur de s propre a verifier la condition

(3) r-o,

on nomme indice de la fonction

X
~Y

une quantite qui se reduise a zero quand ce rapport, en passant par

1 infini, ne change pas de signe, et a -h i ou a i lorsque dans ce

passage il change de signe, savoir a -h i quand il passe du negatif
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au positif, et a --
i dans lo cas contraire. II os( Hair qu ii parlir du

moment ou, pour la premiere fois, la valour do s verifiera I equa-

tion (3) avec la condition

la formule (2) devra etre remplacee par la suivante

(5) IZrrrlZ

k etant 1 indice correspondant a cette valcur de s. Par suite aussi,

lorsque le point mobile P aura decrit, avec un mouvement de rota

tion direct, une portion quelconque du contour c de 1 aire S, on aura

(6) \Z !Z-h27rKi,

V
K designant la somme des indices de la fonction

-y correspondants

aux diverses valours de s qui verifieront 1 equation (3) avec la con

dition (4). Enfin, si Ton designe par la notation [S] la valeur qu ac-

quiert cette somme a 1 instant oil le point P revient a sa position ini-

tialc A apres avoir decrit le contour entier c de 1 airc S, on aura en cet

instant, c est-ii-dire pour s = c,

(7) IZ=IZ-4-27r[S]i.

Par consequent, lo produit 271 [S]i representera 1 accroissement (juo

prendra la fonction Iz, tandis quc Fare s passera d une valcur nullo

a la valeur c. Pareillemcnt, si Ton designe par la notation (S) la

somme des indices de la fonction
-p correspondants aux diverses

valeurs de s qui, etant egalcs ou inferieuros a c, verifieront 1 equa

tion (3) avec la condition

(8) -r&amp;gt;o,

le produit 2^(S)i representera 1 accroissement que prendra la fonc

tion 1( Z), tandis que 1 arc s passera d une valeur nulle ii la valeur c;

et par suite, si Ton suppose que, pour s = o, on ait precisement

(9) l(-Z)=r-l(_Z),
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on aura, pour s = c,

(10) 1(-Z) 1( Z) + 2rr(S)i,

la valeur de 1( Z) etant la memo dans les formules (9) ct (10). Par

suite aussi 1 accroissement que prendra la difference

quand S passera d une valeur nulle a la valeur c, sera le produit de

i&amp;gt;-i par la difference

(S)-[S].

Mais, de ces deux differences, la premiere evidemment devra se

red u ire a 1 accroissemcnt que prendra

J(-0,

quand le point mobile P aura decrit le contour cntier de 1 aire S,

c est-a-dire a zero, puisque I( i) sera independant de s. Done la

seconde difference dcvra elle-meme s evanouir, et Ton aura

(ii) [S] = (S).

Ainsi, tandis que 1 arc s passe d une valeur nulle a la valeur c, la

somme des indices de la fonction ^ correspondants a des valeurs

negatives de A&quot; coincide avec la somme des indices correspondants a

des valeurs positives de A^; chacune de ces deux sommes est done

la moitie de la somme totale des indices do la fonction -, ou, en

d autres termes, la moitie de son indice integral.

Lorsqu en considerant non plus des logarithmes, mais des puis

sances fractionnaires ou irrationnelles, ou des arcs de cercle corres

pondants a des lignes trigonometriques donnees, nous assujettirons

ces diverses fonctions a la loi de continuite, nous indiquerons encore

cette circonstance a I aide d un trait horizontal superpose a ces fonc

tions, en ecrivant par cxemple :

arc tang z, arc sin z,
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D aillours la comparaison tie cos fonctions a relies qn indiqiK iil les

notations usucllcs fournira encore dos equations analogues anx I or-

mules (,)), (G), (7) et (10).

Dans un autre article, nous montrerons avec quelle facilite on

drduit de ces formulas le theoreme sur Ic nombre des racines ima-

ginaires d une equation propres a representer les affixes de points

enveloppes par un contour donne, et d autres propositions qui meri-

tent d etre remarquees.

552.

CAI.CLL IMIMTKSI.MAL. -- Sur les rapports differentiels des f/ua/itites

geometric/lies , et sur les integrates synectiques des equations

differentielles.

C. II., T. XL. p. 44-&amp;gt; ( 2G Icvricr i855).

I. --
llapports differentiels des quanlites gdometrit/ucs.

Soient a:, y deux quantites geometriques, et E,
/]
deux valeurs

qu acquierent simultanement ces mernes quantites. La valeur cor-

respondante du rapport differentiel

ne sera autre chose que la limite vers laquelle convergera le rapport

aux. differences finies

(t) ^^,

fandis que le module de la difference x r
c. decroitra indefiniment.

D ailleurs cette limite, qui dependra generalement de la valeur :

attrilmee a x, dependra, en outre, si y n est pas tine fonctioii mono-

gene de x, de 1 argumcnt de la difference x !;, on, en d autivs

OEuvres de C. S. I, t. XII. 29
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(ermes, de la direction qu aura la droitc mcnee du point dont c est

I atlixe, an point mobile dont 1 aflixe est rcpresentec par la lettre.r.

Si les variables .r, y sont des f onctions donnees d nne autre

variable /, on pourra dire encore que le rapport differentiel

/ -1 \
* I

t^
=

est la limite vers laqnelle converge le rapport aux differences tinies

tandis que / s approche indefiniment de la limite T pour laqnelle on

a .r = ;, y /].
D ailleurs, si Ton nomme c le module et a I arirn-

ment de la difference f T, en sorte qu on ait

la limite dont il s agit pourra dependre dc [ argument

Si,
- etant nul on meme intini, on })ose simplement

la valeur commune des deux rapports

correspondante a la valeur T de /, dependra encore generalement de

rar^ument CT d(&amp;gt; la variable /, on, ce qui revient an memo, de [ argu

ment cj de

i

Si ^, YJ
s evanouissent, la valeur dc

correspondante a i 7, ne sera autrc chose que la limite vcrs la(jiiellc
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eonvergera Ic rapport

(andis que / s approchera ind&finiment tic T.

Pour fairc micux saisir cc qui precede, siip|)osons

(5) .r

la valcur tin rapport

rorrcspondante a unc valcur infinic de /, sera --
i ou i, suivant quo

Ic coefficient de i dans l sera negatif ou positif, ou, cc qui rcvicnt an

memo, suivant quo sine? sera negatif ou positif; ct il est facile tie

s assurcr que la valcur do -~-&amp;gt; corresnondantc a / = - sera ollo-
(!./ o

memo cgalc a --
i dans Ic premier cas, a i dans le second.

Si Ton posait

(6) a: cost
&quot;, y~s\nlm ,

in otant un nombre cnticr, alors, pour t- -&amp;gt; la valcur commune ties
o

deux rapports
y

,

(l^
X (\JC

passerait 2771 fois de la valour i a la valour i, ou reciproquement,

tandis quo Ton ferait varier Fargumcnt CT outre les limites -- -, -t- -.

Lcs rapports (i) ou (3), et (2) ou (4) ayant la memo valeur pour
/ = T, lour valcur commune pourra so tloduirc do la consideration de

Tun quclconque do cos deux rapports. Cctte remarquo pout quelqno-

t ois otro utile. Conccvons, pour fixer les idees, que les variables .r, v

soicnt assujetties a verifier los equations differentielles

(7) D/j -./,

ot quo Ton domande la valeur du rapport pour une valcur intinie
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do la variable independante t. En nommant cette valeur, on aura,

pour t =.
-&amp;gt;

of par suite les formulas (7), desquelles on lire

donneront

=
-^&amp;gt;

Q-=~I, e = \.

Done le rapport offrira, pour t = -i deux valours distinctes --
i,

4- i, ee qui est exact.

II. --
Integrates synectiques d equations dijferentielles.

J appelle synectiquc une fonction qui, pour une valeur finie cle la

variable dont elle depend, est toujours, non seulement monodrome et

monogene, mais encore finie. Les fonctions entieres d une variable

independante /, et celles qui so developpent, suivant les puissances

entieres et ascendantes de t, en series toujours convergentes, par

exemple
e l

, cost, sin^^

sont des fonctions synectiqucs de t.

Etant donne, entre la variable independante t et plusieurs incon-

nnes^r, y, z, ..., un systeme d equations differentielles, on pourra

souvent, a 1 aide des principes exposes dans les seances precedentes,

s assurer que leurs integrales sont des fonctions synectiques de /.

Concevons, pour fixer les idees, que x et y soient assujetties a

verifier les deux equations

\) t x y, D//- - jc,

Les seules valcurs de t pour lesquelles x, y pourront cesser d etre

monodromcs et monogenes seront celles qui correspondront \\ des
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valours intinios do .r on do y. D ailleurs, a uno valour time do I mie

des variables .r, v ropondra, on vcrtu des formnlos (i), uno valour

tinio do 1 autrc. Done olles doviondront simultanement intinios, ot

no jHHirront cesser d etre monodromes et monogenes que pour une

valour t do /, qui rcndra x ot y infmios. D ailleurs, si Ton nomme

la valour qn acquorra le rapport , pour dos valours infmies do x ot

do y, on trouvcra (voir lo I)
= i, et Ton aura sonsiblement,

pour de tres grands modules de x et de j,

y _

Done, pour uno valour de t voisino de t, la premiere des equa

tions (i), que Ton pout ecrire comme il suit,

X
~
y

(

donnera sensiblement

d^ ^ d l.r,
7

of

r x~ t=
~9 o

par consequent
I X _ I

~d o o

Done la valour t de t corrcspondante a des valours intinios de x ot

de y sera elle-meme infinio, et, pour des valours finies de /, los inte-

grales x, y des equations (i) soront toujours, non seulement mono-

dromes ct monogones, mais encore tinios; on d autres tormes, ees

intogralos seront des tonctions synectiques do /. Cetlc conclusion est

d aillours facile a verifier, puisque, on integrant les equations (i),

on trouvo
x rcos(t T), y = sin( i),

/,
- otant deux conslantos arbitrairos.

Lorsqu une fonction z de / ost toujours monodromo et monotone,
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on pout en dire autant du rapport

ot memo do la derivco

n elant nil nornbro onticr quolconquo. Si cettc derivee so decompose
en deux parties // et r, toujours monodromos et monogenes, on pourra

satisf aire a { equation

(2) f\S=U+V,

en posant

el alors x, y seront encore monodromos et monogenes. il y a plus :

x, y seront toujours iinies, pour des valours finies de /, ct so redui-

ront en consequence a des fonctions syncctiquos de /, si les fonc

tions //, v restent Iinies, la premiere quand on pose z = -&amp;gt; la secondo

quand on pose z o. Ce principe fecond s appliquc avec avanlago a

la discussion des integrates des equations difiorentielles. II met en

evidence leurs divcrses proprietor, et conduit, avec une grande faci-

lite, a la representation, sous forme fractionnaire, des fonctions cir-

eulaires, elliptiques et abeliennes. Pour donncr une idee de cos appli

cations, jo me bornerai a deux exemples.

Considerons d abord la fonction circulaire

(5) * = tang(*-T).

Kile se confond avoc 1 inlegrale z de 1 equation ditferentiellc

(6) DtS= i + s*,

el to integrate etant assnjettie a s evanouir avec la difference t ~.

D aillours, en verlu de la formule (6), z sera une fonction toujours
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monodrome el bomogeno dr /, sans rlrc synectiqiie, pnisqu a urn-

vali iir intinic do z correspond une valour finic dc /. Mais pour salis-

fairc a lYquation (G), presentee sous la forme

(7) D,U= -*-,,

il suflira de poser

(3) 5= ,

(8) l),h- -_,
\) t \jc- -s\

&amp;gt;*t

el alorso?, y soront certainement synectiques, puisqu ils seront, nou

seulement monodromes et monogenes, mais to ujours finis pour des

valours tlnies de /, y ne cessant pas de 1 otrc pour z -, ni x pour

^ = o. On arriverait encore a cette conclusion en observant
&amp;lt;jue

les

c(|
nations (8), eu egard a la formule (3), coincident avee les e([ na

tions (i).

Considerons en second lieu I integralc ^ de ro(juation diHV ren-

tielle

(9) J) |5 = Z,

la valour dt^ Z etant do la forme

(10) Zh(\ a;)V- (i bz)P (i cz)V- . . .,

les lettres a, b, c, ..., k designant d ailleurs des paramotres quel-

conques reels on imaginaires, &amp;lt;t a, u. , u.&quot;,
... etant des fractions

rrduites a lours plus simples e\|)rcssions. Supposons quo z doive so

red u ire a ( pour t = T. Nommons m le nombro des exposants a, a,

a&quot;, ..., quo nous supposerons ranges dans leur ordre de grandeur,

on, ee qui revient au memo, le nombre dc facteurs variables de /,

dont chacun est rednit par le trait superpose a line fonclion continue

de z\ ot faisons, pour abreger,

(n) pt-t-fA -Hj* -4-...= i&amp;gt;.
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Pour quo 1 integrale z de Fequation (9) soit une Jonction to uj ours mo-

nodrome et monogene cle /, il sera necessaire et il suffira (page 218)

que chacun des nombres

soit de I mie des deux formes

(12) i
-- et i H &amp;gt;

n n

n etant un nombre entier; done alors, si Ton n a pas v = o, ce qui

reduirait Z a h et 1 integralc z a la fonction symetrique ( H-
/&amp;lt;(/ T),

cliacun des nombres

sera un des termes de la suite

12345 7 6543
* 3 4

f

5 6
&quot;

6 5 4 3
J

a

Cette condition etant supposee remplie, on aura neeessairement

,

le signe &amp;lt;&amp;lt;

elant cense comprendre le cas d egalite. En consequence,

- ne pouvant surpasser 2, m sera Tun des nombres i, 2, H, /j; et,

si = 2, on aura neeessairement
2

En outre, le plus petit entre plusieurs nombres ne pouvanl jamais

surpasser leur moyenne arithmetique, on aura, dans tons les cas,

16

et, en particulier, pour m = 3,

o

(17) V--OU2,
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le signe &amp;lt; comprenant toujours le cas d egalite. Par suite, si m = 3,

Irs valours do v, u., a , u.&quot; seront cellos que presente 1 une des ligncs

borizontalos du Tableau suivant :

(18)

Si maintenant on suppose [ji
= 2, la formulo (i4) donnera

v&amp;gt; i;

done v sera dc la forme i -+- -, n pouvant etre infini, et 2 v sera de

la forme i Done alors, en posant v - 2 v, on reduira i equa-

tion

(19)
f*&amp;gt;/x

ff=v

a la forme

(20) v= 2

a
, u.&quot;,

v etant trois termes de la serie (i3). Done, si Ton n a pas
v 2, et par suite v == o, les nombres

[JL,
u. propres a verifier 1 equa-

tion (19) seront deux quelconques des termes compris dans 1 une des

quatre dernieres lignes horizontales du Tableau (18). Si Ton suppo-
sait v = 2, la formule (16) donnerait

(x&amp;lt; i, et
JJL, jx

se reduiraient a

deux nombres de la forme

n pouvant etre infini.

Enfin, si Ton supposait // = i,
\i.
= v pourrait etre 1 un queleonque

des termes de la serie (i3).

OEuvresdeC. S. I, t. XII. 30
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Ainsi, dans tous les cas, a 1 aide des seules formules (i4) (
J ^)

(17), (20), on pent determiner immediatement, avec la plus grande

facilite, les divers system es de valeurs de
[/.,

a , a&quot;,
. . . pour lesquelles

1 integralc z de 1 equation (9) est une fonction toujours monodrome

et monogene de la variable /, et retrouver, de cette maniere, les

resultats obtenus par MM. Briot et Bouquet. D ailleurs, en adoptant

Fun quelconque de ces systemes et en designant par n le denomina-

teur de la fraction v reduite a sa plus simple expression, on tirera de

la formule (9)

(21) b?r*=r&quot;
l -

D autre part, chacune des fonctions
\L,

a , a&quot;,
. . . ayant pour denomi-

nateur un diviseur de n, la valeur de D^
1

&amp;gt; tiree des formules (9)

et (10), se reduira evidemment a une fonction entiere de z et de -

Done 1 equation (21) sera de la meme forme que 1 equation (2), et

1 integrale z de 1 equation (9) pourra etre presentee sous la forme

y et x etant deux fonctions synectiques de t, determinees par deux

equations semblables aux formules (4).

Si Ton suppose, en particulier,

(22) Z= (!-*) (I-* * )
1

,

k designant une constante reelle ou imaginaire, on aura

par suite, 1 equation (21) sera reduite a la formule

(23) D*I--_ J + A-*s 2
,
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el les equations (4) aux deux formules

(Mi vertu desquelles y, x seront deux fonctions synectiques de /, dont

le rapport representera I integrale z de 1 equation (9). Si d ailleurs z

s evanouit avec t, cette integralc sera la fonction elliptique sin am*,

dont I line des plus belles proprietes est celle que nous venous

d enoncer, et quo manifestent les formules (24).

La conclusion a laquelle nous sommes parvenu pour I integrale de

1 equation (9) est precisement celle a laquelle M. Weierstrass est

arrive, non seulement pour les fonctions elliptiques, mais aussi pour
les fonctions abeliennes, dans un Memoire que renferme le Tome XIX

du Journal deM. Liouville. Dans cc beau travail, 1 Auteur, rappelanf

deux autres Memoires composes par lui sur le merne sujet, en 1840

et 1847, enonce le principe general sur lequel s appuie la decomposi
tion de 1 equation (3) en deux autres de la forme (4), puis il indique
la marche qu il a suivie pour obtenir, sous forme fractionnaire, les

fonctions abeliennes. II ajoute que sa methode, appliquee aux fonc

tions elliptiques, reduit sin am/ a la forme -, y et x etant determi

nes par les formules

Autant que j
en puis juger, d apres les indications que donne

M. Weierstrass, la principale difference entre sa methode et celle

que je viens d exposer consiste en ce que, dans 1 une et clans 1 autre,

on arrive, par des considerations differentes, a prouver que les inte

grates j, x des equations (28) ou
(2;&amp;gt;)

sont des fonctions synectiques

de la variable /.
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553.

CALCUL INTEGRAL. Sur la recherche des integrates monodromes

et monogenes d un systeme d equations differentielles.

C. R., T. XL. p. 5n (5 mars i855).

Soient x, y, z, ... clcs inconnues assujetties : i a verifier, pour

une valeur variable de t, les equations differentielles

A&quot;, Y, Z, . . . etant des fonctions donnees de x, y, r-, . . .
;
2 a prendre,

pour une valeur particuliere T dc t, les valeurs correspondantes

, Y],
Soit encore t une valeur finie de t, pour laquelle se

verifie Tune des conditions

i i i

(2)
- =o, - o,

-
o, . . .,

x y z

(3) :F
= y z~ &quot;

ou pour laquelle une des fonctions X, F, Z, ... cesse d etre mono-

drome et monogene. II y aura lieu de rechercher si les integrales

a;, y, z, ... des equations (r) ne cessent pas elles-memes d etre

monodromes et monogenes dans le voisinage de la valeur t de la

variable /, et un moyen de resoudre cette question sera d integrer

par approximation les equations (i). J ajoute que, dans beaucoup de

cas, on pourra se dispenser de recourir a cette integration, et par-

venir a la solution clierchee en s appuyant sur les considerations sui-

vantes.

Nommons
r, r&amp;gt;, 3, ...

les valeurs particulieres de x, y, z, ... correspondantes a la valeur t

de t, et supposons d abord que ces valeurs soient des quantites finies.
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Pour savoir si, dans le voisinagc dc la valcur t attribuee a /, Irs inte

grates x, y, z t ... des equations (i) ccsscnt on nc cossent pas d etre

monodromes et monogenes, il faudra comparer a la difference / t

les differences correspondantes

* *, / P, - 3, ..-,

qui devront etre en meme temps qu elles infiniment petites, et cher-

cher d abord de quels ordres seront ces dernieres quand on conside-

rera / t comme un infiniment petit du memc ordre. Or, ces diffe

rences etant generalement des memes ordres quo les produits

on pourra, dans la recherche de ces ordres, snhstituer habituellement

aux equations (i) les formules

Goncevons qu en operant ainsi on trouve les ordres des differences

x t, y v, z 3, ...

respectivement egaux a

&amp;gt;., fX, V, ----

Les integrales x, y, z, . . . ne pourront rester monodromes et mono-

genes, dans le voisinage de la valeur t de t pour laquelle on aura

x = r, y = l),
s = 3, ... que, dans le cas oil les nomhres X, a., v, ...

seront tons positifs. Supposons cettc condition remplie, et posons

(5) X f U(t t) -, y y = V (t t)V; -} = (r(t t)\

La substitution des inconnues M, v, w, ... aux inconnues x, y, 5, . . .

transformer les equations (i) en d autres equations dc la forme

(6) Y) tu=U, Y) tv. F, \) twWt

U, V, W, . .. etant des fonctions de t, M, v , w, Si, pour la valeur t
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do t jointe aux valours correspondantes do w, v, w, . . ., les fonctions

U, F, W, ... acquierent dos valours finies qui no soient pas nullos,

olios resteront pour 1 ordinaire monodromes et monogenes dans le

voisiuage do cos valours, et alors les integrates u, v, w, ... des equa

tions (6) seront elles-memes, pour des valours do / voisines do t, des

fonctions monodromes et monogenes de t; alors aussi, en vortu des

formules (5), les integrales x, y, z, ... des equations (i) seront, pour

des valeurs de t voisines de t, des fonctions monodromes et mono-

genes de /, si les ordres

},, [i, V, ...

so reduisent a dos nombres entiers : elles cesseront d etre mono

dromes et monogenes dans lo sens contraire.

Si a la valour t de / correspond non plus une valour finie, mais uno

valeur infinie de Tune des integrales x, y, z, . . . de 1 integrale x par

cxemple, alors, dans les calculs precedents, la difference x r dcvra

elre remplaceo par le rapport -&amp;gt; qui deviondra infiniment petit avec

la difference t t. D ailleurs, si Ton considere cette difference commo

infiniment petite du premier ordre, Fordre de - sera generalement

1 ordre du produit

et Ton pourra, dans la recherche de cet ordre, substituor habituelle-

ment a la premiere des equations (i) la formule

(7)
t t

Goncevons qu en oporant ainsi on trouve 1 ordre de -
egal a X. L inte-

grale xne pourra rester monodrome et monogene dans le voisinago

de la valeur t de / pour laquclle on aura x = -&amp;gt; quo dans le cas oil le

nombre X sera positif. Supposons cette condition remplio, ct posons

(8) * = u(t-t)-\
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A|m s avoir a la premiere des formules(5) substitue I equation (8),

on pourra encore, a 1 aide de ces formules, obtenir entre les variables

inconnues w, o, , ... des equations de la forme (6), puis en firer

des conclusions identiques avec cellcs quo nous avons ci-dessus

enoncees.

On arriverait encore a des conclusions semblables si, pour la

valeur t de t, plusieurs des variables x, y, z, . . . devenaicnt infmies.

Seulement alors plusieurs des formules (4) devraient etre remplacees

par des equations correspondantes prises dans Ic systeme

et plusieurs des formules (5) par des equations correspondantes

prises dans le systeme

(10) X ll(t t)-*, y=v(t \)-V- t
s= U (t t)-

v
,

Lc cas ou, r elant lini, le nombre \ serait infini, merite une atten

tion speciale. Dans ce cas, si a la premiere des formules (5) on sub

stitue I equation

(11) jc-=e ll(i - i
\

les integrates M, v, w, ... des formules (6) seront encore, sous les

conditions enoncees, et pour des valeurs de t voisines de t, des fonc-

tions monodromes et monogenes dc /; mais on ne pourra pas en dire

autant des integrates x, y, z
t ..., qui nc resteront monodromes et

monogenes que si les exposants

y-j v, ...

sont des nombres enticrs.

Lorsque, en suivant la marclie ici tracee, on aura constate que les

integrales x, y, z, ... des equations (i) sont, du moins entre certaines

limites du module de / T, des fonctions monodromes et monopolies

dc la variable /, on pourra evidemment appliquer a ces integrales les

theoremes generaux que j
ai deduits du Calcul des residus, spociale-
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ment le theoreme enonce a la page 212 du Tome XXXII des Complex

rendus
( ); on pourra en consequence developper ces integrales en

series, les decomposer en fractions simples ou en facteurs simples, ...;

et ces developpements, ces decompositions pourront s effectuer pour

des valeurs quelconques de la variable /, si les integrales a?, j, z, ...

ne cessent jamais d etre monodromes ct monogenes. Enfin les formes

des developpements resteront les memes, quelle que soit la valeur

attribuee a t, si, pour toute valeur finie de /, les integrales x, y, z, ...

sont non seulement monodromes ct monogenes, mais encore finies, et

par consequent synectiques.

Lorsque les integrales x, y, z, ... ne restent pas toujours mono

dromes et monogenes, on peut chercher a etablir entre ces integrales

et de nouvelles inconnues u, v, w, ... des relations simples, mais

telles quc u, r, w, ... soient des fonctions toujours monodromes et

monogenes de la variable /. Montrons en peu de mots comment ce

nouveau probleme peut etre resolu.

Conccvons, pour fixer les idees, que les equations (i) soient rem-

placees par celles qui se deduisent des deux formules

Y-* !)(}
= h,

(12)

et que Ton ait, en consequence,

k

les lettres h, k designant deux constantcs reelles ou imaginaires,

X etant une fonction de x, et Y etant ce que devient X quand on y

remplace x par y. Concevons encore que, dans ces equations, X soit

de la forme

ORuvres de Caucliy, S. I, T. XI, p. 3n.
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(i, l&amp;gt;, &amp;lt;\
... rtant des constantcs reelles on imaginaires, el a, (

j, y, ...

des exposants entiers ou fractionnaires. Lcs integrales x, y ne pour-

nmt cesser d etre monodromes et monogenes dans le voisinage d une

valeur particuliere / allrilmee a la variable /, que dans le cas oil a cette

valeur repondra une valeur infinie dc x ou de y, ou une valeur nulle

on inh nie de A ou dc F, ou enfin une valeur nulle de y x, c est-

a-dire dans le cas oil se veritiera Tune des conditions

iii iii
( 10) a? -

j ./ = T &amp;gt;
x .= -

, , r = -
, y =r -

, y -
, ,

a It c a b c

( ;) ? = *

O ailleurs, dans le voisinage d une valeur de t, pour laquelle se veri

tiera Tune des conditions (16), les integrales x, y ne cesseront pas

d etre des fonctions monodromes et monogencs de t, si chacun des

exposants
a, 6, y, ...

cst de 1 une des trois formes

i i

i
- -, i, i H ,

n n

la lettre n designant un nombre entier. Supposons cette condition

remplie, et faisons
a -h B -+- y -+-... (.

Dans le voisinage d une valeur de t, pour laquelle se veritiera Tune

des conditions (i ;&quot;&amp;gt;),

les integrales x, y ne cesseront pas d etre des

fonctions monodromes et monogenes de t, si la differenceC

I

csl elle-meme de 1 une des trois formes i
-

-&amp;gt; i, in Supposonsn n

encore cette derniere condition remplie. Alors les integrales x, y ne

ponrront cesser d etre monodromes et monogenes que dans le voisi

nage d une valeur de t, pour laquelle se vmiiera liquation (17);

OEnvres dc C. S. I, 1. MI 3 I
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ajoutons que, pour line telle valeur de /, la fonction (y x}-, donl

la derivee verifiera la formule

- D,(j - xY= A-(,F-+- F) -

lit
1 ressera pas d etre monodrome et monogene, et que la racine carree

d une fonction monodrome et monogene cesse generalement de 1 etrc

quand on attribue a la variable independante des valeurs voisines dc

1 une de celles pour laquelle la fonction s evanouit. Cela pose, il esl

clair que dans 1 hypothese admise la racine carrecxy de (y j 1

)&quot;.

et par suite les inconnues x, y, cesseront d etre monodromes et mo-

nogenes pour des valeurs de / voisines de celles qui verifieront la for

mule (17); quant a la fonction de x et de r, representee par( y x)-.

die restera toujours, et pour une valeur quclconque de /, monodrome

et monogene avec les deux fonctions

,r 4- y et J?/,
/

dont les derivees, determinees par les formules

.r
n- Y } k( yX -r F)

conserveront des valeurs finies quand on posera y --- x.

On arriverait a des resultats analogues, en considerant, non plus

les equations (12), mais un systeme de n equations du meme genre

entrc n variables x, y, z ..... par exemple les trois equations

x ,-^+ /
- + z 2 -

-
I), r

h, k, I etant des constantes reelles ou imaginaires, et X, Y, Z des

fonctions semblables, mais irrationnelles, qui dependraient la pre

miere de la variable x, la deuxieme de la variable r, la troisiemc

de la variable z.
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Kemarquons d ailleurs quo 1 integration des equations (in),
&amp;gt; i.S). ele., et la determination dcs fonctions abeliennes sont deux

operations idontiques. Ainsi, en particulier, integrer les equa
tions (12), en assujettissant les integrates x, y a prendre pour une

valcur iiulle de / les valeurs !;, YJ,
c est, en d autres termes, calculer

les valeurs des fonctions abeliennes x, y determinees par les deux

equations

I *F-H ( Y-*d} = ht,
.(

r .r I &amp;lt;/./ 4- / y
Jt -J-K

554.

A.NAI.YSK IM IMTESIMAI.I.. -
Rapport sur mi Memoire presente a I Academic

par MM. BRIOT et BOUQUET, el intitule : Recherches sur les fonctions

detinies par les equations differentielles.

C. H., T. XL, p. Vjj (12 mars i855).

Les recherches de MM. Briot et Bouquet, dans le travail soumis ;t

notre examen, concernent les fonctions detinies par les equations

diflerentielles. D ailleurs, comme le reconnaissent les auteurs enx-

nn ines, ces recherches se trouvent intimcment liees a celles que 1 nn

de nous a publiees a diverses epoques, savoir : en i835, dans le

.Mr moire sur 1 integration des equations ditferentielles; en i8/|(), dans

})lusieurs Memoires que renferment les Comples rcndus hebdomadairen

&amp;lt;lcs seances de iAcademic des Sciences, et, en 1832, dans le Memoire

snr ( application du Calcul infinitesimal a la determination des fonc

tions implicites ( ). Nous serons done obliges de rappeler d abord

( )
(Muvrcx de Ctinc/n; S. II, T. XI: S. I, T. X; ct S. I, T. XI, p. 4o6.
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quelques-uns des resultats obtenus dans ces Memoircs. On pourra

ainsi mieux apprecier le caractere et 1 importance des resultats nou-

veaux auxquels MM. Briot et Bouquet sont parvenus.

Le nombre des equations differentielles que Ton peut integrer en

termes finis etant tres pen considerable, on a essaye, depuis long-

temps, de les integrer par series. Ainsi, par exemple, etant donnee

une equation differentielle du premier ordre entre la variable /

et une fonction inconnue de t representee par x, avec la valeur

particulierc &amp;lt;;

de la fonction x, correspondante a la valeur particu-

Jiere T de la variable /, on a suppose la fonction x developpee par

la formule dc Taylor en une serie ordonnee suivant les puissances

ascendantes et entieres de / T; et, comme on parvient facilement

a determiner les coefficients des diverses puissances dans cette serie,

en les deduisant des valeurs connues de 7, Sj a 1 aide de Fequation

donnee et de ses derivees des divers ordres, et en laissant d ailleurs

arbitraire la constante , on en a conclu que toute equation differen

tielle du premier ordre entre x et t admettait une integrale generate,

et que cette integrale se trouvait representee par la serie de Taylor,

c est-a-dirc par la somme de cette serie, les coefficients etant deter

mines, comme on vient dc 1 expliquer, en fonction de T et de la con

stante arbitraire !;. Toutefois, les considerations precedentes ne don-

naient pas la certitude que Ton cut effectivernent integre Inequation

proposee, ni meme que cette equation admit une integrale; car,

d une part, on ne demontrait pas generalement que la serie obtenue

fut convergente, et Ton sait que les series divergentes n ont pas de

sommes; d autre part, une serie memo convergente qui provient du

developpcm.ent d une fonction, effectue a Faide de la formule de

Taylor, ne represente pas toujours la fonction dont il s agit. L inte-

gration par serie pouvait done etre illusoire. Pour transformer cette

integration en une methode exacte et rigoureuse, il etait necessaire

d examiner sous quelles conditions et en quelles limites les series

trouvees etaient convcrgentes. Ges deux questions out ete traitees

dans les Memoires ci-dessus rappeles; ct, dans le dernier de ces Me-
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moires, les conclusions auxquelles 1 auteur est parvenu, s&amp;lt;&amp;gt; trouvcnt

cxprimees commo il suit :

Representons par
,7 A: T &
V&amp;gt;,

- \~, .1
, M, ...

des fonctions de

*i JP&amp;gt; y i ^&amp;gt; &amp;gt;

qui restentfinies, monodromes el monogenes dans le voisinage des valeurs

~. 4, fl t C, ..-

attributes a

*
&amp;gt; ,/ &amp;gt;

&quot;

^/ concevons que Von assujettisse x, y, z, . . . a la double condition de

verifier, quel que soil t, les equations differentielles comprises dans lafor-

dt _ dx _ dy _ dz _
V / 2^ &quot;\* ?C* *f

* * * *

& -\- g

el de se reduire a ^, Y], (, ... pour t = T. Si 5 /ze s evanouit pas quand on

prend
t.r, ./ ;, / in, - = C, -..,

alors, a I aide des theoremes etablis dans le Memoire de i835 sur I inte

gration des equations differenlielles , on prouvera quil est possible de

satisfaire, au mains quand le module de la difference t ~* ne depasse

pas une cerlaine limite, aux deux conditions enoncees, par des valeurs

de x, y, z, ... qui seront developpees en series convergentes, el qui repre-

senteront les integrates generales des equations diflerentielles donnees. Il

y a plus : on pent affirmer que, dans I hypothese admise, ces integrates

generales seront les seules valeurs de x, y, z, ... quii variant avec t par

degres insensibles, rempliront, pour un module sujfisammenl petit de

t = i, les deux conditions enoncees. Enfin, comme les divers terrnes des

series obtenues seront desfonctions monodromes, monogenes et finics de la

variable t, on pourra en dire aulant des valeurs trouve.es des variables x,

y, z, . . . , ou meme d une fonotion monodrome, monogene et Jinie de ces

variables.
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Ajoutons que les series dont il est ici question ne se reduisent a

des series ordonnees suivant les puissances ascendantes de la diffe

rence / T que dans le cas particulier ou les fonctions E, &amp;lt;&, jff, &,-...

deviennent independantes de la variable t. Dans le cas ou ces fonc

tions renferment la variable t, les divers termes des series obtenues,

cessant d etre proportionnels aux diverses puissances de / T, sont

fournis par des integrations successives, et, par suite, ils peuvent

revetir des formes mieux appropriees a la solution des problemes.

Ainsi, par exemple, en Astronomic, on obtient le plus ordinairement

des series ordonnees, non suivant les puissances ascendantes du

temps, mais, ce qui est bien preferable, suivant les sinus et cosinus

des multiples de certains arcs proportionnels an temps.

Enfin, 1 auteur du Memoire de i835 ne s est pas borne a etablir,

dans 1 hypothese admise, 1 existence des inteerales ^enerales d un
*/ 1 O O

systeme d equations differentielles : il a encore fixe des limites entre

lesquelles le module de la difference / T peutvarier, sans que les

series obtenues cessent d etre convergentes, et des limites au-dessous

desquelles s abaissent necessairement les erreurs que Ton commet

quand on arrete chacune des series obtenues apres un certain terme.

Le theoreme &ur lequel se sont appuyes MM. Briot et Bouquet,

pour etablir, dans 1 hypothese admise, 1 existence des integrales

generales d un systerne d equations differentielles, est precisement

celui qu a donn3 1 auteur du Memoire de i835. Mais a ce theoreme

el ;i quelques autres qui pourraient se deduire de propositions dejii

connues, MM. Briot et Bouquet ont joint les resultats qui leur soul

propres et qui meritent d etre cites. Entrons a ce sujet dans quelques

details.

La recherche de fonctions de / qui, representees par x, j, z,

aient la double propriete de verifier un systeme d equations differen

tielles et d acquerir des valeurs donnees ^, YJ, (, ... pour une valeur

donnee T de la variable t, peut etre generalement reduite au cas ou

les valeurs donnees T, E, YJ, *(, ... de /, x, y, :-, ... s evanouissent.

11 suffit, en effet, pour operer cette reduction, de substituer aux
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variablcs /, x, v, ;, ... d autres variables /,, x t
, y

r
, z

i%
... liees aux

premieres par des equations de la forme

Ola pose, soient /, x deux variables dont la seconde, consideree

comme fonction de t, doive s evanouir pour une valeur nulle de /.

et satisfaire, quand / varie, a [ equation differentielle

d_dx
6 ^C

6, v- designant deux fonctions fmies, monodromes et monogenes des

variables t, x. Si & ne s evanouit pas avec t, d apres ce qui a ete dit

ci-dessus, 1 equation (2) admettra, pour des valeurs de t suffisamment

petites, une seule integrale monodrome et monogene propre a rem-

plir les deux conditions enoncees. II y a plus : le developpement de

cette integrale en serie ordonnee suivant les puissances ascendantes

de / sera precisement celui auquel on sera conduit par la fbrmule de

Taylor, jointe a Fequation (2). Mais il en sera autrement, si o s eva

nouit avec t. Supposons, pour fixer les idees, que Ton ait precisement

G = t.

^ equation (2) sera reduite a

(3) l\) t .r~X,

et, puisque x doit s evanouir avec /, la fonction -v. devra s evanouir

avec les deux variables /, x. D ailleurs, etant monodrome et mono-

i;-(

i

iie, elle sera developpable en une serie ordonnee suivant les puis

sances ascendantes et entieres de ces variables, en sorte qu on aura

(4) ,\:--a.r 4- bt +-
&amp;lt;a(x, t),

(t, I) designant les valeurs des derivees D^.x-, D
r -\: pour des valeurs

nulles des variables /, x, et y(x,t) une fonction dont le develop

pement se composera de termes qui seront tous, par rapport a ces
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variables, d un degre superieur au premier. Si la fonction

s evanouit, on aura simplement

(5) -V- ax -+- bt,

et 1 equation (3), reduite a la formule

(6) t D t
& = ax 4- bt,

sera verifiee quand on posera

bt

(7) a
i a

c designant une constante arbitraire. La valeur de x, tournie par

1 equation (7), est 1 integrale generale de 1 equation (6), et la con

stante c qu elle renferme peut toujours etre determinee, quand on

donne une valeur particuliere \ de x correspondante a une valeur

particuliere T de la variable t, a moins quo la valeur T de t ne s eva-

nouisse. Dans cette derniere supposition, qui est precisement celle

que nous avons adoptee, on doit preter une attention speciale au

signe qui affecte la partie reelle du parametre a. Lorsque cette partie

reelle est negative, /&quot; devient infmi pour une valeur nulle de /, et la

seule valeur de x qui rcmplisse la double condition de verifier 1 equa

tion (6) et dc s evanouir avec t est celle qu on obtient en posant dans

la formule (7) c = o, c est-a-dire la fonction monodrome etmonogene

de /, don nee par la formule

hi
/ Q \ ,-y. _ _

I O I
*

i a

Au contraire, lorsque la partie reelle de a est positive, l
a

s evanouit

toujours avec /, et par suite on satisfait aux deux conditions enon-

cees, en supposant la valeur de x donnee ou par la formule (8) on

meme generalement par la formule (7). Ainsi, dans ce cas, la seconde

condition, par laquelle x est assujetti a s evanouir avec x, ne deter

mine plus la constante arbitraire, et cette constante ne cesse pas d etre

arbitraire dans 1 integrale particuliere, qui se confond alors avec 1 in

tegrale generale.
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Dans le cas special &amp;lt;&amp;gt;u lo coefficient a so reduit a I mute, le rap

port
- devionl intini, ot pour consorvor a x uno valour finie, il

faut attribuor uno valour intinie a la constants c. Pour savoir co quc

dovient alors I mtegrale do liquation (6), posons d abord a = i -+- a,

a etant uno quantite infiniment petite; I oquation (7) doviondra

ca.
x - t + cy.t

Or, pour que cette derniere valeur de x conserve unc valour finio,

tandis que a s approchera indefinimont de la limito zero, il faudra

Cairo converger le produit ca vors la limite
/&amp;gt;,

et le rapport

vors une limite finie C. On trouvera ainsi

( 9 ) x C t -+- bt It ;

par consequent Fequation

(10) L\)iX = x-\-bt

admettra une integrate generale, qui no sera ni monodrome ni mono-

i^ono, a moins quo b no se reduisc a zero, et qui, dans tous les cas,

aura la propriete de s evanouir avec la variable /. Si b se reduisail a

zero, [ equation (10) se reduirait a

(u) \)
t
x x,

ot son integrale generale a

(12) x=.Ct.

Kn choisissant, parmi les equations differentielles qu ont trailers

.MM. Briot et Bouquet, 1 une de celles dont 1 integralc generale est

tournie avcc la plus grande facilite par les methodes connues, savoir

Tequation (6), nous avons voulu faire bien comprondrc comment i(

pout arriver, pour me servir dc leurs propres expressions, qu une

fonction ne soil pas completement determinee quand on I
assujettit a

verifier une equation differentielle du premier ordre, et a prendre une

OEuvres de C. S.1,*.\\l. 3 2
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une raleur pour ii ie raleur donnee dc Id rariable
iml&amp;lt;.[h

ndtuili .

r.omme lo remarquent MM. Briot et Bouquet, cola arrive enoralo-

inent quand. pour les raleurs donnees de la fonction et de la rariahU

nendante. / -lent difierentiel se presente sous la form

A tors leqnation
:met en general plusieurs integrates (jui

lissenl conditions t
:no.r

&amp;lt; ies. &amp;gt;&amp;lt;went rneme elle en adnu-t

une infinite, et a/ors il s introduit line constante arbitralre dans I inte

gration. Nous ajouterons que. dans ee dernier eas. I inte^rale parti-

eultere correspondante aux valours donnees de la tbnction et de la

variable independante ne ditlere pas de 1 inteijrale generale. et que

U-s valeurs dont il s agit sont prreisemont eelles qui reduisent a la

tonne -
Texpression de la eonstante arbitraire tiroe de 1 inteijrale

Vinsi, par exemple. si de la formule ^7 ). cjui roprosonte

1 integrale genoralo de 1 equation (6). on tire 1 expression de la eon

stante arbitraire e. on trouvera

et. pour que eette expression se reduise it la tonne -, quand j- ot /

a. tjiieiTont des valeurs particulieres, il taudra que ees valeurs parti-

ouli - - vanouissent et quo la partie reelle du paramotn- ( / -

positive.

Pareillement, si do la tormule 19). qui reprosente 1 intogralo genorale

ilo requatinn 110). on tire 1 expression do la ennstante arbitraii

on trouvora

et pour que cetto exprossion so roduise a la forme -, quand / ot ,r

aequerront dos valours partieuliores. il taudra quo cea valt-urs parti-

eulii - - -.moiiissont.

1.--S diverses propriotos que nous a otlortos eelle des intf^ralos d-

Tequation (6) qui s evanouit avoc / continuont do subsister. onmino
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robsorvonf MM. Briot of Bouquet, qnand on roviont do I eqnation (G)
a ( equation (3), A; otant uno (bnction monodromc et monogono (|ui

s evanoiiit avoe les variables .r of / donl ello depend. Alors, otant

loujours la valour qu acquiert la doriveo I) r -Y. pour dos valours nulles

do / o( -r, 1 integrale particuliere dont il s agit ronf ormo encore une

ronslanlo arhitraire, et par suite elle so confond avoc 1 integrale

-cnorale quand la partie reelle do a est positive ou nullc; mais elle

redevient completeuient determinee quand la partie reelle do a est

negative. Dans tons les cas, si le coefficient a no so roduit pas a un

noml)r&amp;lt;&amp;gt; entier, 1 integrale particuliere dont il s agit ou I mie do ses

valours sera une i onction nionodrome et monogene do /, pour un

module de t inferieur a une certaine limite. La marche qu ont suivie

.MM. Briot et Bouquet pour demontrer cettc assertion merite d etre

rornarquee. Us commencent par faire voir qu on pout reduire 1 equa-
lion (3) a unc autre de meme forme, mais dans laquelle le coedi-

eient a, c est-a-dirc la valeur de Dx ~\. correspondante a dos valours

nulles de^et/ sc trouve diminuee d autant d unites quo Ton voudra;

puis, apres avoir abaisso la partie reelle de a au-dessous do /oro, ils

font servir la formule de Taylor, jointe aux derivees de 1 equation (3),
an doveloppement do x en une serie ordonnee suivant les puissances
ascendantes de /, et comparent la serie ainsi obtenue a celle qui rejuv-
sente le developpement dc la racine x d une certaine equation enlre .c

el L. A 1 aide de cettc comparaison, ils prouvent la convergence du

premier devoloppement pour un module suftisamment petit do la

variable t, assignent au module do/ une valeur au-dossous do laqnelle
ee module pout varier d une maniere quelconque, sans que le devo

loppement cesse d etre convergent, et concluent sans peine qu il

represente alors une integrate monodrome et monogene de 1 eq na

tion (3).

Nous avons cru devoir fixer particuliercment 1 attention dos geo-
metres sur la partie du Momoire de MM. Briot et Bouquet qui con-

eerne rintegrale monodrome et monogene de 1 equation (3), parcoqno
cette partie, qui ne laisse rien a desirer pour la rigueur des demon-
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strations, nous parait la plus neuve et la plus importante. Toutefois

nous no saurions passer sous silence d autres resultats obtenus par

.MM. Briot et Bouquet, resultats d autant plus interessants ^u ils se

rapportent a Fequation generate

qui renferme Inequation (3) comme cas particulier.

En supposant la variable x assujettie : i a verifier I equation (i5);

2 a prcndre une valeur donnee pour unc valour donnee de /, par

exemple a s evanouir avec t , en supposant d ailleurs quo la fonction

f(x, /) restc monodrome et monogene dans le voisinage de valeurs

tres petites attributes aux variables x, /, mais cesse de Fetre quand

ces valeurs s evanouissent, MM. Briot et Bouquet recherchent les

proprietes de I integrale x, d abord dans le cas oil la fonction f(x, t)

devient infinic pour des valeurs nulles de x et t, puis dans le cas oil

ces valeurs reduisent la fonction f(#, /) a la forme - Pour y parvenir,

ils integrent par approximation i equation (i4) a 1 aidc du procedc

qui consiste a negliger avant [ integration les quantites finies vis-a-vis

tics quantites infmiment grandes, et les quantites infmiment petites

vis-a-vis des quantites finies. En operant ainsi, ils etablissent aise-

mcnt un theoreme que Ton pent reduire a la proposition suivante :

Lorsque, pour des valeurs nulles de x, t, la foticlion f(#, /) devient

infmie, la fonction inverse - - demeurant monodrome et monogenc*
i(^&amp;gt; t)

du moins enlre certaines limiles, la variable x assujellie a s evanouir

avec t, se reduil sensiblemenl, pour de Ires petites valeurs de I, a la

racinc d une equation binorne du degre m -+- i ,
m etant le degre de la

premiere des derivees de 7 &amp;gt;
relatives a x, qui ne sevanomt pas

i(x,t)

quand on pose x = o, t = o.

II resulte de ce tbeoreme que, dans Fhypothese admise, 1 inte-

grale x ne sera point une fonction monodrome et monogene de la

variable t.
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Lorsque la fonction f(#, t) est le rapport de deux fonctions qui

rcstent, du moins cntrc certaines limites, finies, monodromes &amp;lt;!

monogenes, et sc presente, pour des valeurs nulles de x et l, sous la

forme -&amp;gt; la premiere question a resoudre est de trouver, pour des

valeurs infiniment petites de t, 1 ordre de 1 inlegrale x, devenue elle-

meme infiniment petite. Cette question, admettant plusieurs solu

tions, donne lieu a unc discussion interessante. Mais cette discussion

nit ine, ainsi que les formules et la construction geometrique, appli-

quees par MM. Briot et Bouquet a la recherche des solutions diverses,

ont unc analogic evidente avec la discussion, les formules et la con

struction geometrique que M. Puiseux avail, dans son beau Memoire

sur les fonctions algebriques, appliquees aux racines d une equation

dont le premier membre est une fonction de deux variables, dans le

ras ou la derivee de ce premier membre s evanouit avec lui pour des

valeurs donnees de ces variables. II y a plus : comme, / etant infini

ment petit, la variable x, supposee elle-meme infiniment petite et

fonction cle /, sera generalement du meme ordre que le produit (D ta\

on pcut affirmer qu alors la derivee D t
x sera generalement de 1 ordre

du rapport
X
7

Done, trouver 1 ordre de 1 integrale x assujettie a verifier I equa-

tion (i5) et a s evanouir avec / revient a trouver 1 ordre de la racine x

de 1 equation

(16) !=f(*,0,

et le problemc ci-dessus mentionne pent etre ainsi ramene a celui

qu a traite M. Puiseux.

Si Ton considere la variable / comme un infiniment petit du pre

mier ordre, 1 ordrc dc 1 integralc x de 1 equation (i5), calcule comme

on vient de le dire, sera generalement un nornbfe fractionnaire. Apres

avoir determine cet ordre, MM. Briot et Bouquet prouvent qu a I aidr
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d une substitution convcnablc on peut reduire 1 integration de 1 equa-

tion (i5) a la recherche de 1 integrale x de 1 equation (3). On doit

toutefois excepter un cas particulier oil apres la reduction on obtient,

a la place de ( equation (i5), unc equation de la forme

(17) I&quot; Di o;= A,

m etant un nombre cntier,
v
et ,% s evanouissant (fuand x et / s eva-

uouissent. D ailleurs, comme le remarquent MM. Briot et Bouquet, la

valeur de x assujettie a verifier 1 equation (17), eta s evanouir avec t,

n admet pas en general, mais seulement sous certaines conditions,

unc integrale monodrome et monogene.
A la fin de leur Memoire, MM. Briot et Bouquet presentent quelqnrs

considerations generales sur 1 integration d une equation difleren-

tiellc entre deux variables /, x, dans le cas oil le second membre est

une fonction implicile dc ces variables. Jci encore il peut arriver que

le second membre soit ou ne soit pas, dans le voisinage des valeurs

originairement attributes a x et /, une fonction finie, monodrome el

monogene. L integrale x sera toujours, dans la premiere hypothesis

monodrome, monogene et finie, et pourra ne 1 etrc plus dans la

seconde hypothese. Lc cas ou le second membre de 1 equation diffe-

rentielle est une fonction implicite de la seule variable x merite une

a II en lion speciale. Au reste, ce cas, dejii traite dans les Comptes rendns

de i84G, a ete, comme le remarquent
1

MM. Briot et Bouquet, etudie

avec soin par M. Puiseux dans le Memoire ci-dessus rappele.

Au travail dont nous venons de rendre compte, MM. Briot et Bou

quet out recemment annexe une addition qui a pour titre : Note si/r

un iheoreme de M. Cauchy relatif a 1 integration des equations differen-

I idles.

Le theoremc dont il s agit est precisement celui que nous avons

rappele au commencement de ce Rapport, en nous servant, pour
1 enoncer, des termes memes employes dans le Memoire sur 1 applica-

tion du Calcul infinitesimal a la determination des fonctions impli-

cites. Lorsque, pour etablir ce theoreme, on suit la inarche tracee
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dans le .Memoire de i835, en I appliquant a une equation diMeren-

lielle, enlre / el ,r, la premiere des deux limifes assignees an module

(In tenne general dn developpement de I integralc a: est, commr la

srconde, le (enne general d unc serie connuc, cette serie elaiil, nun

plus une progression geometrique, mais le developpement d une

eertaine equation du second degre.

D ailleurs cette remarque, qui n ctait pas enoncee dans le Memoirr

de [83.
1

), subsists dans le eas ou le second nienihre de ( equation

differentielle renferme non seulcment la variable x, mais anssi la

variable /.

Appliquee a une seule equation differentielle, la demonstration que
ALM. Mriol et Bouquet donnent du the oreme cite suppose 1 integralc a-

developpee en une serie ordonnee suivant Jes puissances ascendantes

de la variable /, la valeur initiale de / elant reduite a zero. Us deler-

minent directemcnt la fonction dont le developpement a pour termes

les limites des modules des termes compris dans le developpement de

[ integrate; et, s appuyant sur un theoreme general, rappele dans la

seance du 22 Janvier de cette annee, ils substituent a 1 equation diile-

rentielle proposee une autrc equation differentielle dont cette fonc

tion est 1 integrale. D aillcurs cette fonction est la racine d une equa
tion finie du second degre. Mais cette equation finie, qui renferme

un logarithme, differc de celle dont il etait ci-dessus question, et a

laquelle on serait conduit encore, si Ton appliquait la demonstration

de .MM. Briot et Bouquet a la forme de developpement adoptt -e dans

le .Memoire de i835.

La nieine demonstration, appliquee au systeme de n equations dif

ferent ielles, nitre n inconnues x, y, z, ... et la variable /, conduit

.MM. Briot et Bouquet a une equation tinie du degre n 4-1, qui ren-

I erme encore un logarithme, parce que les auteurs continuent de sup-

[Hi^er les inconnues developpees en series ordonnees suivant les puis

sances ascendantes et entieres de /. Le logarithme disparaitrait, si

I on admettait la forme de developpement adoptee dans le Memoire

de i835, et alors on pourrait, dc 1 equation finie a laquelle on par-
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viendrait, deduire immediaternent les conclusions enoncees dans Ic

Memoire, par rapport a la limite au-dessous do laquello lo module

do / peut varier sans que les series obtenues cessent d etre conver-

gentes. Toutcfois, 1 equation finio a 1 avantage de fournir une limito

plus etendue.

En resume, MM. Briot ct Bouquet, dans le savant Memoire soumis

a notre examon ot dans la Note jointe a ce Memoire, ont ajoute des

developpements utiles et dos perfectionnements nouveaux, digues do

remarque, a la theoric si importante do 1 integration par serie dos

equations difFerentielles.

Pour ces motifs, vos Commissaires pensent que le Memoire et la

Note de MM. Briot et Bouquet doivent etre approuves par 1 Academie

ot ils en proposent 1 insertion dans le Recueil des Savants etrangers.

555.

ANALYSE RT PHYSIQUE MATHEMATIQUE. Rapport sur deux Memoires

de M. PlERRE-ALPHONSE LAURENT, chef de bataillon du Genie.

C. R., T. XL, p. 639. (19 mars i855).

Un homme d un merite superieur, M. Pierre-Alphonse Laurent,

chef de bataillon du Genie, a ete enleve, par une mort prematuree, a

sa patrie qu il sorvait avec ardeur, a la Science qu il enrichissait dc

ses decouvertes. Dos 1 annee i843, il composait, sur le Calcul des

variations, un Memoire que 1 Academie a jugo digue d etre approuvo

par elle, et insore dans le Recueil des Savants etrangers; la memo

annee, au mois d aout, M. Laurent presentait a 1 Academie un second

Memoire qu il intitulait modostement : Extension d un theoreme de

M. Cauchy. Mais, comme il est dit dans le Rapport, cette extension

constituo un nouveau theoremo, digne de remarque, qui peut etre

utilement employe dans les recherches de haute Analyse. Aussi 1 Aca

demie a-t-elle adopte les conclusions du Rapport qui signalait ce nou-
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vean M rui o ire comme tres digue d etre approuve par die et insere

dans le Kecueil tics Savants ctrangers. Depuis ce moment, M. Laurent,

travailleur infatigable, a-su, par de constants efforts, conserver dans

1 estime des savants le rang si honorable oil ses premiers travaux

I avaient place, et chaque an nee il a fait parvcnir a I Academie un

tres grand nombre de Memoires sur 1 Analyse, sur la Physique mathe-

matique et particulierernent sur la Theorie de la lumiere. Enfin, deux

importants Memoires du meme auteur, presentes, au nom de sa veuve,

a I Academie par M. le Marechal Vaillant, ne peuvcnt qu augmenter
les regrets des amis de la Science, en leur faisant voir tout ce qu on

dcvait encore attendre d un savant distingue, dont la vie a ete certai-

nement abregee par ses nombreuses veillcs. De ces deux Memoires, le

premier, comme 1 indique son titre, concerne la Theorie des imagi-

jiaircs. 11 renferme des considerations generales sur 1 equation aux

derivees partielles a laquelle satisfont, parmiles fonctions d une

variable imaginaire, celles dont la derivec depend uniquement de la

variable, et divers theoremes relatifs, les uns aux integrales definies,

les autres au developpement de ces integrales en series, particuliere-

ment le beau theoreme deja cite, puis des applications de ces theo

remes a rintegration des equations aux derivees partielles, speciale-

ment de celles qui expriment 1 equilibre de temperature et requilibre

d elasticite. Le second Memoire a pour titre : Examen de la iheorie de

la lumiere dans le systeme des ondes. L auteur y passe en revue les

explications donnees par les physicicns ct les geometres des divers

phenomenes lumineux; il recherche jusqu a quel point ces explica

tions peuvent etrc admises, et ce qu elles peuvent laisser encore ii

desirer.

Les deux nouveaux Memoires, comme les precedents, temoignent

de la science profondc et de la grande sagacite de Af. Laurent. L in-

teret qui s attache aux sujets traites dans ces Memoires, I importanee

des discussions auxquclles 1 auteur s y livre, les points de vue nou

veaux que souvent il decouvre, devaient naturellement inspirer aux

physiciens et aux geometres un vif desir de voir les ceuvres de M. Lau-

OEuvres de C. S. I, t. XII. 33
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rent recueillies et publiees. Vos Commissaires sont d avis que ce voeu

doit etre realise. En consequence, ils proposent a l

f

Academic :

i De decider que les divers Memoires de-.M. Laurent, tous ceux du

moins dont [ importance ne saurait etre contestee, seront publics dans

le Recueil des Savants etr-angers;

2 De confier ii une Commission speciale, prise dans le sein de

1 Academic, le soin de recueillir ces Memoires et d en surveiller 1 im-

pression.

En terminant ce Rapport, les Commissaires n hesitent pas a declarer

qu ils s associent pleinement au vceu ernis par 31. le Marechal Vaillant

et que partageront^certainement tous les amis des Sciences. Comnie

I a (lit 31. le Marechal : le Corps du Genie a perdu en M. Laurent un

de ses officiers les plus distingues, celui-la mejne que le Comite des For

tifications avail appele a Paris pour examiner les nombreuses questions

d Art et de Science qui lui sont journellement adressees . Nous laisse-

rons aux chefs du Corps dans lequel les talents et le zele de 31. Lau

rent etaient si bien apprecies, le soin de rappeler ses vingt-sept

annees de service, ses campagnes en Afrique, les travaux qu il .a

executes cornme ingenieur militaire, etc. 3Iais ce ne sont pas la les

seuls titres qui honorent et recommandent sa memoire. C est a 1 In-

stitut surtout qu il appartient de dire que les meditations auxquelles

31. Laurent a consacre ses veilles out contribue aux progres dc la

Science, et vous n avez pas oublie, 3Iessieurs, qu apres le deces de

1 illustre Jacobi, 1 Academie elle-merne voulut inscrire le nom de

31. Laurent sur la liste des candidats pour la place de Correspondant

de 1 Institut. Nous croyons, avec 31. le Marechal, que tant d hono-

rables souvenirs, tant d eminents services doivent, apres la mort de

31. Laurent, proteger encore sa famille, dont il etait 1 unique appui;

nous croyons qu ils seront, pour les 3Iembres de 1 Academie, un puis

sant motif d appeler sur la veuve et les enfants dc M. Laurent le bien-

veillant interet de M. le Ministre de 1 Instruction publique.
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556.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Memoire sur les variations integrates

de$ functions.

C. R., T. XL, p. 65i (26 mars i855).

I. Formules generates.

Soil i une quantite geometrique variable qui represente 1 aifixc

d un point mobile P, et Z une fonction de z qui ne cesse d etre

monodrome et monogene que dans le voisinage de certaines valeurs

de z, propres a representer les affixes de certains points singuliers

r P r&quot;\it \j
,

Vw , ....

Concevons d ailleurs que, dans le plan ties affixes, on joigne un cer

tain point P
;

dont 1 affixe est z
t
a un autre point P

;/
dont 1 affixe est z

u ,

par une courbe continue P,P ;/ qui ne renferme aucun des points C, (7,

C&quot;, .... Entin soit Z, la valeur ou 1 une des valeurs de Z pour : =
,,

et Z
r/
ce que devient, dans le passage du point P, au point P

;/
, la f onc-

tion Z quand on 1 assujettit a varier avec z par degres insensibles. La

difference

z,-z,

sera nominee la variation integrate de Z, correspondante a Tare de

courbe P, P, que decrit le point mobile P en passant de la posi

tion P, a la position P
;/

. Si le point mobile revenait de la position P,,

a la position P
;

, ou, ce qui revient au meme, s il decrivait la ineme

courbe en sens contraire, alors a 1 arc P
;/ P,, dont le point P

w
serait

I origine, correspondrait une variation integrale de Z representee

non plus par la difference Z
u Z,, mais par la difference

* ~
: * ^
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Concevons maintcnant que, la courbe P, P,,
etant uno courbe

fermee, et se reduisant au contour HIKL qui enveloppe, dans le

plan des affixes, unc ccrtaine aire S, les points P,, P
w
coincident

tous deux avoc un certain point H de ce contour. La variation Inte

gra le de Z relative au contour HIKL sera evidemment nulle, si

1 airc S ne renfermc aucun point singulier. Dans le cas contraire.

cette variation integrate offrira generalemcnt unc valeur dislincte de

zero qui pourra dependre de la position H qu occupera au moment

du depart le point mobile P, de la valeur Z
;
attribute en cc moment

a la fonction Z, et du sens dans lequel le point P se mouvra en tour-

nant autour de 1 aire S. Designons par le symbole (S) la valeur que

prendra cette variation integrate, quand le point mobile P tournera

autour de 1 aire S avec un mouvement de rotation direct, en sorte

qu on ait

(i) (S) = ,-Z,.

Si Ton fait varier par dcgres insensiblcs et d une maniere continue la

position initiale H du point mobile P, par consequent 1 affixe ^ du

point H, et avec cette affixc la valeur Z
;
de Z, la valeur Z

ti
variera

elle-meme d unc maniere continue, ct Ton pourra en dire autant de

la valeur (S) qui, en vertu de la formule (i), variera encore par

degres insensibles, a moins qu ellc ne devienne invariable et ne se

reduise a unc constante fixe.

Joignons maintenant le point H a un autre point K du contour HIKL

par une ligne droite on courbe HK qui partage 1 aire S en deux par

ties S
, S&quot;. La variation integrate que subira la fonction Z, quand le

point mobile P decrira la ligne KH, en partant de la position K, sera

egalc, au signe pres, mais opposee de signe a celle que subira /,

(juand le point P revicndra en K, en decrivant la meme ligne dans un

sens contraire; ct par suite, la variation integrale (S) que subira Z,

quand le point mobile P decrira, en partant de la position H, le con

tour HIKL, sera la somme de deux variations analogues (S ), (S&quot;)

que subira Z, quand le point mobile P decrira succcssivement avec
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un mouvement de rotation direct les deux contours

HIKH, HKLH

qui enveloppcnt le premier 1 aire S , le second 1 aire
S&quot;,

en sorte qu on

aura non seulement

(2) S = S 4-S&quot;,

mais encore

(3) (S) = (S )-MS ff

).

Observons d ailleurs que, dans la variation integrale (S&quot;)
reduite a la

forme qu indique 1 equation (i), celle des valeurs particulieres de Z

qui sera precedee du signe
- - restera generalement distincte de la

valeur Z, precedee de ce signe dans la variation integrale (S) deter-

minee par la formule (i) et dans la variation integrale (S ).

Concevons a present que Z se reduise a une fonction toujours mono-

drome et monogene de la variable z. Alors on aura constamment, et

qucl quo soit le contour de 1 airc S,

(4) (S)-o.

.Mais la variation integrale (S) pourra cesser de s evanouir, si a la fonc

tion Z on substitue son logarithme neperien represente, quand il varie

avec Z d une maniere continue, par la notation Iz. Admettons ccttc

substitution. La variation integrale (S) de la fonction Iz, correspon-

dante a un contour ferme qui enveloppera de toutes parts une ror-

taine aire S, deviendra indepcndantc de la position initiale du point

mobile que decrira cc contour avec un mouvement de rotation direct,

I le la valeur attribute, au premier instant, a Iz, et dependra uni-

quement du nombrc ct de la nature des points singulars C, C
, C&quot;,

. . .

situes a 1 intericur de 1 aire S. C est, on cffet, ce que Ton demontrera

sans peine a 1 aide des considerations suivantes.

Les affixes c, c , c&quot;,
... des points singuliers C, C , C&quot;, ... seront.

dans le cas present, les valeurs de 5, pour lesquolles la fonction Iz
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deviendra infinie, par consequent celles qui veritieront 1 une des for-

mules

(5) Z=-o,

(6) ^= o.

Si 1 aire S ne renferme aucun de ces points singuliers, la variation

integrate (S) sera nulle, etl on aura encore

(7) (8) = o.

Dans Je cas contraire, (S) ne pourra etre que la difference des deux

valeurs de Iz correspondantes a une meme valeur de Z, par conse

quent un des logarithmes neperiens de 1 unite. On aura done

(8) (S)rrr 2 77 A i
,

k designant une quantite entiere, positive ou negative. D ailleurs,

tandis que Ton fera varier, par degres insensibles, la position ini

tiate H du point mobile P, par consequent 1 affixe z
t
du point H, et

avec elle la valeur initiate Iz, de Iz, la variation integrate (S) devra

ou se reduire a une constante fixe ou varier par degres insensibles.

On pourra done en dire autant de la quantite entiere designee par k\

et, puisqu une quantite entiere ne peut varier par degres insensibles,

k devra se reduire a une constante fixe independante de la position

initiate du point P. De plus, comme deux valeurs de Iz qui corres

pondent a une meme valeur de Z se deduisent toujours 1 une de

1 autre par 1 addition d un lerrne constant, elles croitront simultane-

ment de quantites egales, et par suite leurs variations integrates

seront les memes. Done la valeur de (S), et par suite celle de k, sera

encore independante de la valeur attribute a Iz, pour une position

donnee du point H. Done, enfin, (S) dependra uniquement de la

forme generate attribute a la fonction monodrome et monogene Z,

et de la forme assignee an contour HIKL de Faire S.

Ce n est pas tout : si Ton partage 1 aire S en deux parties S , S&quot;, la
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variation integrate (S) se troavera, en vertu do la formule (3), par-

tagee en deux variations correspondantes (S ), (S&quot;);
et comme on

pourra, cle la meme maniere, partager (S ) on
(S&quot;)

en deux parties,

puis chacune de ces parties en variations nouvelles, et ainsi de suite

indefmiment, il est clair que le partage de 1 aire S en elements a, h,

c, . . . entrainera le partage de la variation integrate (S) en variations

correspondantes. En d autres tennes, la formule

(9) S = a -+- h -+- c -H. . .

entrainera la formule

les aires elementaires etant choisies de telle sorte que jamais le con

tour de 1 une d elles ne passe par 1 un des points singuliers C, C ,

G&quot;, ---- D ailleurs, ces aires peuvent devenir assez petites pour que
chacune d elles renferme un seul de ces points, ou n en renferme

aucun. Soient, dans cette hypothese, s, s , s&quot;, ... les aires elemen

taires qui renferment respectivement les points C, C , C&quot;, ____ On

verra s evanouir, dans le second membre de la formule (10), les

variations integrates distinctes de (s), (s ), (s&quot;), ..., et cette for

mule donnera simplement

(M) (S)= (S) + (S ) + ( )+....

On pourra meme, dans la formule (i i), supposer les aires s, s , s&quot;,
. . .

reduites a celles de tres pctits cercles qui auraient pour centres les

points G, G , G&quot;, ---- Or, cette supposition etant admise, et c etant

Taffixe du point G, Z sera de la forme

(12) Z=(~C)* J

u etant une fonction de - qui, avec son logarithme neperien, reslera

monodrome et monogene dans 1 interieur de 1 airc s, et li etant une

quantite entiere qui sera positive si c est racine de 1 equation (5),
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negative si c est racine de 1 equation (6). D ailleurs on tirera de la

fbrmule (12)

&amp;lt;&amp;gt;t comme la variation integrate de lu sera evidemment nulle, celle

de Iz se reduira au produit de 1 exposant h par la variation integrate

de I(r- c). Mais on aura

I(s c) lr -*-/?i,

r etant le module ct p un argument de ^ c; et comme la varia

tion integrate de Tangle polaire p sera la circonference 2-, celle

de \(z- c) sera 27: i. On aura done

04) (S) = 27:/n.

l-]n nommant h ou A&quot;, . . . ce que deviendra h quand on passera du

point C au point C ou C&quot;, . . . , on obtiendra des formules semblables

a 1 equation (i4) en vertu desquelles les valeurs de (s ), (s&quot;),
...

seront precisement les produits 2.T*h i, iT*h&quot;\, ---- Cela pose, la fbr

mule (r i) donnera

05) (S)-27:(/* + A + A&quot;+ ...)i,

et de cette derniere comparee a la formule (8) on tirera

06) *= AH-A -+-A*-h....

Si, pour tous les points rcnfermes dans 1 aire S, la fbnction Z est

non seulement monodrome et monogene, mais encore finie, les

racines c, c
, c&quot;, ... appartiendront toutes a 1 equation (5); par

suite, les exposants h, h , h&quot;, ... seront tous positifs; et comme h

designera le nombre des racines egales a r, h le nombre des racines

egales a c
, . . . , la somme

exprimera le nombre total des racines egales ou inegales de 1 equa
tion (5), propres a representer les affixes dc points situes a 1 inte-
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riciir de I aire S. D ailleurs on tirera do la formule (8)

&amp;gt;*=
27:1

ot 2-i est precisement la variation integrals &amp;lt;lc \z correspondante a

mi mouvement direct do rotation du point mobile Pautourd un ccrcle

&amp;lt;iui
aurait pour centre 1 origine des aflixes. En consequence, on peut

enonccr la proposition suivantc :

THEORE.ME 1. Soil z I affixe variable d un point mobile P; soil encore

/ unefonclion de z qai resle monodrome, monogene et finie dans le voi-

sinage de tout point situe a t interieur d line cerlaine aire S on sur le con

tour de cette aire, et qui ne s evanouisse en aucun point de ce contour.

Pour obtenir le nombrc de cclles des racines egales on inegales de I equa
tion

Z = o,

(jiiiseront les affixes de points situes a I inlerieur de I aire S, it su/fira de

faire decrirc an point mobile P : i le contour de I aire S; 2U la circon-

fercncc d un ccrcle qui aura pour centre 1 origine des affixes; et de

rheretic?- le rapport des variations integrates que subiront, dans le pre
mier cas, le logarithme Iz de la fonction Z, dans le second cas le loga-
rithrne \z de la variable z.

II est bon d observer que le theoreme precedent continue de sul)-

sister quand on fait corresponds chaque variation integrale, non

plus a un mouvement de rotation direct, mais a un rnouveinent de

rotation retrograde du point mobile P autour de I airc S ou du cercle

qui a pour centre 1 origine des affixes. Ajoutons que, si, s etant la sur

face du cercle qui a pour centre 1 originc, on desi^ne les deux varia

tions integrates par les deux notations

la formule (17) deviendra

OKnvres de C. S. I, t . X II.
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Lorsque la fonction Z devient infinie pour des points situes a 1 inte-

ricur do 1 airc S, alors le premier theoreme doit etre evidemment rem-

place par la proposition suivante :

THKOUK.ME II. -- Soil z iaffixe variable fl utt point mobile P; soil

encore Z une. fonction de z, gui reste monodrome el monogene, dans

le voisinage de tout point situe a I interieur d une certaine aire S ou sur

le contour de cette aire, et ne devienne ni nulle ni infinie pour aucun

point de ce contour. Si Ton fait mouvpir un point mobile : i&quot; sur le con

tour de iaire S; 2 sur la circonference d un cercle qui ait pour centre

I origine des affixes, le rapport entre les variations integrates fjiie
subi-

ront, dans le premier cas le logarithms neperien 1Z de la fonction Z,

dans le second cas le logarithms neperien \z de la variable z-, sera la

difference entre. le nombre des racines de I equation (5) et le nombre

des racines de iequation (6) quand on tiendra compte settlement de

relies d entre ces racines qui sont propres a representer les affixes de

noints situes a Vinlerieur de Vaire S.

II. - Application flea pri/icipes elablis dans le premier paragraphe

ntix equations algebriqu.es.

Soient z une quantite geornetrique, /* le module de : et

(i) Z=:as*+bs*- l + ... + gs-+-h

une fonction entiere de s, du degre //. Pour des valeurs croissantes

de r, le rapport

convcrgera vcrs la I i mite a, et ne pourra s evanouir si Ton suppose

/&amp;gt;/?, R etant asscz considerable pour que, dans le second membre

de la formulc (2), le module du premier terme surpasse, pour /&amp;gt; li,

la somme des modules des termes suivants. Cette condition etant sup-

posee remplie, nommons S 1 aire du cercle qui a pour rayon H, et
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jtosons
/
^
~

&quot;

Onand on fera decrire au point mobile P le contour de I aire S, la

variation integrale du logarithme de u sera nulle, et celle du loga-

rithine

lZi= n \z -+- \u

se reduira au produit de n par la variation integrale de \s. Done le

rapport des variations integrates des logarithmes \Z et \z se reduira

an nombre n, et, en vertu du theoreme I du I, n sera precisement le

nombre des racines egales ou inegales de 1 equation

(3) Z = o.

Ainsi les principes etablis dans le I fournissent une demonstra

tion tres simple et tres directe de la proposition fondamentale, sui-

vant laquelle toute equation algebrique du degre n admet n racines

algebriques ou geometriques, egales ou inegales.

Ajoutons que, du theoreme I
( I), joint a la formule (7) de la

pai^c 223, on deduira immediatement le theoreme general que j
ai

donne en i83i sur le nombre des racines d une equation qui satis-

font a des conditions donnees, avec des theoremes particuliers et

relatifs aux racines reelles, etablis par moi-meme en i8i3, ou par

M. Sturm en 1829.

557.

ANALYSE MATHEMATIQUE. Sur les variations integrates

des fonctions (suite).

C. H.. T. XL p. 713 (2 avril i855).

Quelques-unes des formules etablies dans le precedent article son(

evidemment applicables, non seulement aux fonctions qui sont a l.i

1 ois rnonodromes et monogenes, mais encore a celles qui soul mono-
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dromes sans etre monogenes. Tcllcs sont, en particulier, les lor-

mules (10) et (IT) de la page 268. En consequence, on peut enoncer

la proposition suivante :

IHEOREME. -- Soil z I affixe variable d un point mobile; nommons /
une fonction de z qui reste monodrome dans le voisinage de tout point
situe a I interieur d une certaine aire S on sur le contour de cette aire, et

ne devienne ni nulle jii infinie pour aucun point de ce contour. Soienl

d aillenrs

&amp;gt;

^*
i

ceux des points de I aire S qui out pour affixes des racines de I une des

equations

(0

et represenlons par
s s ^&quot;O) O j S , ...

des elements de I aire S, dont chacun renferme un seul des points si/ign

iters

r c 1
r&quot;

\j, d , u
,

....

Enfin soient

(3) (S)rrrAl^

la variation integrate de 1Z, dans le cas ou le point mobile dont z est

I affixe decrit le contour entier de I aire S, et

(s), (s ), (s&quot;),
...

ce que devient (S), quand a I aire S on subslitue les aires s, s , s
&quot;,

____

On aura

On peut generalement, a Faide de la formule (4), calculer avec

facilite la variation integralc (S) en reduisant les aires elementum&amp;gt;s

(s), (s ), (s&quot;),
... a celles de tres petits cercles qui aient pour centres
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Ics points C, C , C&quot;, .... Alors, si la fonction Z esl mono^ene, &amp;lt;! si !&amp;lt;

point mobile tournc autour de I aire S avec un mouvement do rotation

direct, on trouvera

(5) (S) 27I/H,

l&amp;gt; (Hani le nombre &amp;lt;les racines egales a c, prises avec le signe + ou

avec le signe , suivant quo ces racines appartiennent ii 1 equa-

limi (i) ou a [ equation (2). Si Ton pose, pour abreger,

(6) I

e est-a-dire si Ton represente par I la variation integrate

correspondante a Taire d un tres petit cercle dont le centre serait le

pole meme, on aura simplemcnt

Concevons maintenant que la fonction Z cesse d etre monogene,
niais reste monodrome. L equation (4) continuera do subsister; et

Ton pourra encore determiner les variations integrates (s), (s ),

(s&quot;),
... en operant comme on va le dire.

Soit p le rayon du cercle infiniment petit qui a pour centre le

point C. L affixe variable z du point mobile, assujetti a parcourir la

circonference de ce cercle, sera de la forme

et la valeur correspondante de Z sera de la forme

(8) Z=RP ,

I* etant line fonction de cr, qui, pour une valeur nulle de
p, verih era

generalement une equation de la forme

(9) Al&amp;gt;

// etant une quantite entiere positive, nulle ou negative. Cela
p&amp;lt;e.

on
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tirera de 1 equation (8)

(o) (s) = iAP,

et, eu egard a la formulc (9),

(iO (s) = //I.

Si Ton suppose
z x-^-y\ t Z= X^ Y\,

.r, y, X, Fetant reels, et si d ailleurs la f onction

u= Dx jri)yrj)y j:i)x Y

iii- se reduit pas a zero, on aura generalement

(12) A= i,

le double signe devant etrc reduit au signe -h ou an signe , suivant

&amp;lt;jiio
/sera positif ou negatif.

Nous montrerons, dans un prochain article, comment Ics principes

(juc nous venons d exposer peuvent etre appliques a la determination

In nombre des systemes de valeurs de x, y propres a verifier deux

equations simultanees

558.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Sur les variations integrates

des fonctions (suite).

C. R., T. XL. p. 804 (9 avril i855).

J ai, dans les precedentes seances, en considerant les variations

integrales des logarithmes des fonctions, etabli divers theoremes qui

s appliquent avec avantage a la resolution des equations algebri(jucs

ou transcendantes; mais a ces theoremes on peut joindre encore un
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ijraiid nomhre de propositions &amp;lt;|iii paraissent dignes d etre remar-

quees. Je me bornerai a en indiquer ici quelques-unes.

TIIKOKK.ME I. -- So it z I affixe d tin point mobile; soienl encore u el r

deux foticlions dc z, dont chacune resle monodrome dans le voisinagc

de lout point situe a I interieur d uric certaine aire S, ou sur le contour

de celle (tire, el fie decienne ni nulle ni infinie pour aucun point de ce

contour. Enfin designons d I aide de la notation

AlZ

/(( rariation integrate que subit le logarithms d Line fonction Z de z,

tandis que le point mobile dont I affixe est z de crit, avec an mouvement

direct, le contour entier de I aire S. Si, en chaque point de re contour, le

rapport
-

offre un module inferieur d I unite, on aura

(i) Al(M4-c) = Al.

Demonstration. -- En effet, dans Fhypothese adinisc, la difference

Al

entre le premier et le second membre de la formule (i) sera nulle.

attendu que 1 argument principal de la somme i -+-
- ne pourra de-

venir egal a -.

Corollaire. - Soient
5 =

//,

el c-
()
une valeur particuliere de -. Posons d ailleurs, pour abreger,

I 2-i; on aura, en vertu de la I ormule (i),

(2) Al(5-5 )=I,

si, en chaque point du contour de 1 aire S, le module r de z surpa*se

eonstamment le module r de ^
; et

(3) Al&amp;lt;*-*,)= o,

si, en chaque point du contour de 1 aire S, le module r est constam-
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mi-lit inferieur au modulo r de z
a . Au rcsto, les formules (2) ot (3)

pourraient encore se deduire du theoreme 1 de la page 263.

On deduit immediatement du theoreme I la proposition suivanle :

THEOREME II. - - Soil z I qffixe d an point mobile. Commons /. unc

fonction de z qid s evanouisse pour z = c, et reste nionodrome dans le

voisinage de la valeur c attribute d la variable z. Soient d adleurs s I aire

et p le rayon d un Ires petit cercle qid renferme le point C, dont I aJJirc

est c
; calculons, pour

les raleurs des divers termes de la suite

Z, J)
p Z, D

p

2

et soil, parmi ces termes,

le premier de ceux qm Jie s evanouissent pas quand on pose p
= o. Enjin.

representons par P la valeur du proditit

eorrespondante d une valeur nulle de
p. Si, en resolvant par rapport a la

clef
0) = 1^, C^ 1

,

I equation

(4) P-o,

qid sera generalement du cJegre in en w, on obtient pour valeurs de w
des quantites geometriques dont les modules soient Ions distincts dc

I unite, on aura, en nommant m le nombre de ceux qui surpasseront
I unite, et (s) la variation integrale de 1Z eorrespondante au contour

entier de I aire s,

(5) (s)= (n m)L

Corollaire. -- Si Ton a n = i, et si d ailleurs on pose

Z A + Y\
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/&amp;gt;?, v, X t Fetant reels, on trouvera

P =
e&quot;i(D.rZcosGj -f- i DyZsmm) &)

2
(DXZ i Dr Z) + D^-Z 4- i Dr Z.

Done alors 1 equation (4), reduite a

,Z iDyZ
o,

ofl rira deux racines dont le module commun aura pour carre lc

module du rapport

P^-Z -+ i DyZ D^.r - Dy Y + i ( Dy^+ 1)^ F )

DxZ-iDyZ

et pour quatrieme puissance le rapport

(D^xT-h J)r F)
2 -H (Dy^ - D* F)

2

qui est inferieur ou superieur a 1 unite, suivant que la difference

est positive ou negative. Par suite on aura, en vertu de la fbrmule (5),

dans le premier cas, m = o,

(6) (s) = l;

dans le second cas, m = 2,

(7) (s)= -I-

On sera done ainsi ramene aux formules (i i) et (12) dr la page 270.

On deduit encore aisement du theoreme 1 la proposition suivantr :

THEOREME III. Soil

(8)

tine fonction dcs deux variables Z, c-, qui reste, par rapport a ckacunc

d elles, non settlement monodromc, mais aussi monogene dans lc roisi-

nage des valeurs parliculieres et finics

s = c, ZC,
OF.uvres de C. S. I, t. XII. 35
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simullanement attributes a ces variables. Supposons d ailleurs que, pour

res memes valeurs, on ait

(9) I)z f(Z, 5
)
= JSr,

K designant une constants finie. Si cette constante nest pas nulle, alors,

pour des valeurs infiniment petites de z c, I equation

(10) f(Z,*)-f(C,c) = o

fournira une valeur de Z tres voisine de C, qui sera une fonction mono-

drome et monogene de la variable z.

Demonstration. -- Posons

u = f(Z, 5) - f(&amp;lt;7, *), t = f(C, 5
)
-

f( C, c),

ce qui permet de presenter 1 equation (10) sous la forme

+ c o.

En considerant la difference 5 c comme une quantite infiniment

petite du premier ordre, on obtiendra pour v une autre quantite infi

niment petite dont 1 ordre sera un nombre entier. Soit n cet ordre;

tandis que z c convergera vers zero, le rapport convergera

vers une limite finie k distincte de zero, et si Ton pose, pour abreger,

, C/ ti,

alors, pour des valeurs infiniment petites des differences

-O C y
* \^ ^

t se reduira sensiblement au module de k et&amp;lt;R au module de K\ par

consequent le module de - se reduira a un produit de la forme

6 etant une constante positive sensiblement egale au module x du
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k
rapport ^- Cola pose, concevons quo Ton attribue a z une valeur do
voisine de c, par consequent une valeur a laquelle corresponde une

tres petite valeur du module p, et qu en prenant pour centre le point

dont I affixe est C on decrivc autour de ce point un tres petit cercle

dont le rayon R soil au produit xp&quot;
dans un rapport supericur a

1 unite, par exemple dans le rapport dc 2 a i; enfin nommons s 1 aire

de ce meme cercle. Pour de tres petites valeurs de p, le rapport (i i),

c est-a-dire le module de -j sera sensiblement egal au rapport

il sera done inferieur a 1 unite, et par suite, en supposant les varia

tions integrates relatives au contour de 1 aire s, on aura (theoreme I)

(12) Al( + i
) Mu.

Mais, d autre part, la valeur de u etant

et le module si etant sensiblement egal au module de K qui, par

hypothese, differe de zero, on aura

Done la formule (12) donnera

(i3) bl

ou, ce qui revient au meme,

Done, eu egard au theoreme I de la page 265, 1 equation (10), resolue

par rapport a Z, offrira, pour unc valeur infmimcnt petite de z c,

une racine tres voisine de C, et n en oflfrira qu une de cette espece.



276 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

De plus, en vertu de la formule

H sera infiniment petit en meme temps que p; pareillement, si z, z
t

sont tres voisins de c, et Z, Z
;
dc C, Z, Z sera infiniment petit en

meme temps que z
t

z. Done la racine Z de 1 equation (10) sera,

dans le voisinage de z = c, une fonction monodrome de z. Enfin,

t (Z, z) etant par hypothese une fonction non seulement monodrome,

mais aussi monogene des variables z, Z, et la derivee Dz f(Z, z^)
se

reduisant, pour les valeurs z = c, Z = C de ces variables, a une con-

slante tinie K differente de zero, la valeur de DZ Z, tiree de la for

mule (10), savoir

,-

sera elle-meme, quand z differera tres peu de c, et Z de C, une fonc

tion monodrome de z. Done, en definitive, et sous les conditions

enoncees dans le theoreme III, 1 equation (10) fournira une valeur

de Z, tres voisine de C, qui sera une fonction monodrome et mono-

gene de la variable z.

Corollaire. Si les valeurs particulieres c, C, attributes aux

variables z, Z, verifient 1 equation

f(Z, *)r=0,

la formule (10) sera reduite a cette equation meme. Gela pose, le

theoreme 1 entrainc evidemment la proposition suivante :

THEOREME IV. -- Si f(Z, z) esl une fonction toujours monodrome et

monogene des variables z, Z, la valeur de Z tiree de I Equation

(17) f(Z,5)=0,

et correspondante a une valeur de z, qui, en demeurant Jinie, varierait

par degres insensibles, ne pourra cesser d etre une fonclion monodrome



EXTRAIT N 558. 077

et monogene de z quail moment oil se verifiera I line des conditions

(18) Z=-,

(19) \

(20)

Alors aussi la valeur de z, tiree de Vequation (17), et correspondante a

une valeur de Z qui, en demeurant finie, varierait par degres insensible*,

fie pourra cesser d etre une fonction monodrome et monogene de Z qu au

moment OIL se verifiera I une des conditions

(21)

(22)

Corollaire. - -

Lorsqu une fonction Z de s se reduit pour z = c a

uno constante finic C, et reste monodrome et monogene pour des

valeurs de z voisines de c, elle est, pour ces memes valeurs, develop-

pahle en une serie convergente, ordonnee suivant les puissances

ascendantes dc z c, en sorte qu on a

(24) Z C a(z c
) + b(z c)

2+ ...

ou, ce qui revient au meme,

(20) Z C a(z c} l)(z c}- . . . o.

Or, si Ton reduit la fonction f(Z, z) au premier membrc dc la for-

mule (5), alors des conditions (21), (22), (a3) la seconde scni la

seule que Ton puisse verifier en posant z = c, Z = C, et memc, pour

qu elle se verific alors, il sera necessaire que la constanlc a sY-vu-

nouisse, ou, en d autres termes, que, z c etant une quautite inn -

niment petite du premier ordre, Z C soil une quantitc intiniment
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petite (Tun ordre superieur. Cela pose, le theoreme II entrainera

evidemmcnt la proposition suivante :

THEOREME V. Si une fonction Z de z se reduit pour z = c a une con

stante finie C, et reste. monodrome et monogene pour des valeurs de z

voisines de c, reciproquement z considers comme fonction de Z, et assu-

jelti a prendre pour Z = C la valeur finie c, sera, pour des valeurs de Z

voisines de c, monodrome et monogene, pourvu que, z c etant un infi-

jiiment petit du premier ordre, Z C soil encore un infmiment petit de

eel ordre.

Lorsque dans 1 equation (24) la constante finie C differe de zero,

on peut developper en serie convergente ordonnee suivant les puis

sances ascendantes de z c, non settlement la fonction Z, mais aussi

la fonction
-^

et par suite 1 integrale

/&amp;lt;J r

En consequence, on peut enoncer la proposition suivante :

THEOREME VI. - -
Lorsqu une fonction Z de z se reduit pour z c a

une constante finie distincte de zero, et reste monodrome et monogene

pour des valeurs de z voisines de c, 1 integrale

est elle-meme, pour des valeurs de z voisines de c, une fonction mono

drome et monogene de z.

Supposons maintenant la variable z liee a la variable / par une

equation de la forme

(27) D,s = Z,

Z etant une fonction implicite de z determinee par la formule (17).

Si, T etant une valeur particuliere et finie de t, on nomme c la valeur
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rnrresponclante de I integrale z de 1 equation (27), on aura

/&quot;

(Iz

T = -r.

Cela pose, on deduira immediatement des theoremes IV et VI la pro

position suivante :

THEOREME VII. Si, f(Z, z) etant une fonction toujours monodrome
et monogene des variables z, Z, on suppose Z lie a z par la formulc

(17)

I integrale z de 1 equation differentielle.

(27) n t z = z

ne pourra cesser d etre une fonction monodrome et monogene de t qu au

moment ou I on aura

(28) 5 = i,
o

ou bien encore au moment ou, des deux fonctions

I une acquerra soil une valeur nulle, soit une valeur infinie.

Corollaire I. Si i (Z,z) est une fonction entiere de z et de Z,

alors, en nommant m le degre de la plus haute puissance de z dans

f(Z, z), on aura

P, (),...,/, V, W etant des fonctions entieres de la seule variable z.

Alors aussi la derivee Dz f(Z, z) etant elle-meme une fonction entiere

des variables z, Z ne pourra devenir infinie que pour des valeurs

infmies de ces variables ou de Tune d entre elles; enfm la valeur de Z
fournic par 1 equation

ne pourra devenir infinie, si z reste finie, qu au moment ou le coeffi-
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riont P s evanouira; et, quand Z sera nul, on aura necessairement

If = o. Done alors 1 integrale Z de 1 equation (27) ne pourra cesser

d etre une fbnction monodrome et monogene de t qu au moment ou

integrate verifiera 1 une des trois conditions

(28) =.-&amp;gt;
o

(3.) P=ro,

(3s) W = o,

ou bien encore la condition fournie par le systeme des deux equations

(33) f(Z,)= o, l) / f(Z,^) = o.

Remarquons d ailleurs que le cas ou le premier membre f(Z, z) dc

1 equation (17) scrait une fonction rationnelle des variables Z, z peut

toujours etre ramene au cas ou ce premier membre est une fonction

entiere, puisqu on peut toujours passer du second cas au premier en

faisant disparaitre les denominateurs.

Corollaire If. Lorsque le coefficient P est independant dc la

variable 5, on peut le supposer reduit a 1 unite, et il n est plus pos

sible de satisfaire a la formule (3i); il en serait encore de meme si

les coefficients

Q, -.-, U, V, W

etaient tous divisibles algebriquement par P. Dans le cas contraire,

Z deviendra infmi pour des valeurs finies de z pour lesquelles on aura

p = o. Soit c 1 une de ces valeurs. Quand z c deviendra infiniment

petit, Z devenu infiniment grand se reduira au produit d un facteur

fini, mais distinct de zero, par une expression de la forme

1 exposant [j.
etant negatif. Done cet exposant ne sera point de 1 une

des formes

I
&amp;gt; I, I ~\ 5

n n

qu il devrait revetir (n etant entier), pour que la fonction z dc / ne
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d etre monodrome el moiio^eiic. Done, si rinlegralc ; dc

( equation (27) ne cessc jamais d etre monodrome cl monotone, Ic

coefficient P dc / &quot; dans [ equation (17) pourra clre suppose rcduit ii

( unite, et celle equation mcme a la forme

&amp;lt;&amp;gt;&amp;gt;,

. . . , U, V, \\~ riant dcs fonclions enlicrcs dc ;.

II reslc a joindrc aux formulcs (28), (32), (33) Ics conditions qui

cxpriment quc Tintcgralo r- do I oquation (27) nc ccssc pas d etre unc

fonction monodronic et monogcno dc t, quand on attribuo a / unc

valour finic voisinc do 1 uuo do colics pour Icsquollcs so vcritic on

Tune dcs forrnulos (28), (32), on lo systemo dcs equations (33),

(Test cc quc nous fcrons dans un prochain arliclc.

559.

ANALYST, Ai.r.i :;niuorr. .
-- Sitr la transformation des fonclions implicites en

fonctions monodromes et monogenes, et sur les developpemenls dc res

fonctions en series converge/lies.

( .. \\.. T. XL. p. 878 (iC&amp;gt; nvril 180 i.

La formulo do La^raiii^c |)crmet do developper sous certaincs (Con

ditions unc fonction implicate d uno variable en une serie ordonnec

suivant los puissances ascendantes do cette variable. Mais olio sup

pose quo la valour do la fonction, corrcspondanto a uno valour nullc

do la variable, ost la racine simple d une equation lineairo. Quand, an

contrairo, cctlo valour cst unc racino multiple d uno equation algc-

bri(fiio ou transcendanlc, la formule dc Lagrangc cosso d etre appli

cable. Toutofois on pout souvout, dans cc cas la memo, developpor
encore la fonction en uno scrie conv&amp;lt;-rgcnle, en suivant la methodc

(jue M. Puiseux a exposeo dans scs rochcrclies sur les fonctions aljje-

OEuvres de C. S. I , t . X 1 1 . 3d
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briques, ct qui 1 ont conduit a un theoreme dignc d etre remarque.

D apres ce beau theoreme, si, en egalant a zero line function mono-

drome el monogene de z el Z, on obtienl une equation qui, resolue par

rapport a Z, offre, pour une certaine valeur c de z, n racines egales

entre dies, chacune de ces racines pourra etre developpee suivant les puis

sances ascendantes d une nouvelle variable dont une puissance entiere

sera precisemejit egale a z c. La methode sulvie par M. Puiseux

fournit successivement les divers termes dont se composent les deve-

loppements des racines, et embrasse, en raison de cctte circonstance

ineme, une serie d operations dont le systeine, soumis a une discus

sion lumineuse, amene definitivement le theoreme ci-dessus enonce.

Mais la grande utilite de ce theoreme et les nombreuses applications

(ju on en peut faire etaient un motif de desirer qu on put en donner

une demonstration rapide et simple. D autre part, toute fonction

d une variable independante qui reste monodrome, monogene et

linie, quand on attribue a la variable un module inferieur a une

certaine limite, est alors developpable en une serie convergente,

ordonnee suivant les puissances ascendantes de la variable; et, reci-

proquement, la somrne d une serie de ce genre est monodrome et

monogene taut qu ellc demeure convergente. Done, pour demontrer

le theoreme de M. Puiseux, il suffit d etablir, comme je vais le faire

ici, la proposition suivante :

THKOREME. - - Soil f(Z, ^) une fonction qui s evanouisse quand on

attribue aux variables z, Z les valeurs parliculieres c, C, et qui, pour des

valeurs voisines, demeure monodrome et monogene. A celles des racines

e.gales de Vequation

(i)

qui out pour valeur commune la constante C, correspondent des racines

de i equation

(2) . f(Z,5)=0,

qui, pour une valeur infiniment petite de z c, offrirojit des valeurs
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de / Ires roisines tie C. Nommons /, 1 itnc de ces racines, el /.,, /., , .... /u

relies qui ltd soul associees cornrne termes d unc meme snltslitulion circn-

laire dii
(leg-re n, en sorte fjue I accroissement 2.- atlribne a I argument

(/c la variable z transforms Z
,
en Z, , /., en Z

3 , . . . , /_, en Z,( , el /

en /, . Si Ion pose

(3 )
z - c ==

&quot;,

cliacune des racines

1 !&amp;gt; &amp;gt;

^

sera line fonction monodrome et monogene de la variable u, dans le voi-

sinage d une valeur nullc de celle variable.

Demonstration. -- Chacunc des racincs

t tant line fonction monodrome et inonogene de z, et a plus forte

raison de u, dans le voisinage dc toute valeur de - tres voisine de c,

niais distincte de c, par consequent dans le voisinage d une valeur

de u tres voisine de zero, mais distincte de zero, il reste seulement a

inontrer que ces racines sont encore des fonctions monodromes el

monogenes de u dans le voisinage d une valeur nulle de //; et, pour

le prouver, il suffit de faire voir que chacune d elles et sa derivee

relative ii z reprenncnt leurs valeurs primitives, quand rargiiment /&amp;gt;

de u croit de la circonference 2.-. Or effectivement; en verln do la

formule (3), si Ton fail croitrc n fois de suite 1 argumenl [&amp;gt;

de la

quantite
277

I accroissement correspondant de z c sera ehaque fois egal Ii 2-;

done la racinc Z
t
sera successivement remplacee [tar Z.,, puis [&amp;gt;ar

Z 3 , ..., puis par 7n , puis olio reprendra sa valeur primitive, quand

1 accroissemcnt definitif et total de
j)

sera le prodnit de
&quot;

[tar n,

c est-a-dire 21:. Ajoulons qu on pourra en dire autant de la derivee
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do Z
(

, altendu quo la derivee do Z cst generalement liee aux variables

:, Z par la formulo

\)-J(Z,;.}-
1

dans laquello lo denominalcnr D^f(Z, s) difTerc do zero quand on

aftribue a z c ct a Z C, non pins des valours nnllos, mais dos

valours infinimcnt petites.

Si, z c etant considere comme infiniment petit du premier ordro,

/ C est un intinirnent petit do Fordro fractionnairo

HI otant premier a /, le nombro n sera evidemment egal a m on a nn

multiple do m.

A cctte remarquc on peut joindre encore la suivantc :

Si N represento lo nOmbrc des racines de Inequation (2) qui, asso-

cioos les unes aux autres dans uno ou plusieurs substitutions circn-

laires, se reduiscnt a C pour z = c, on pourra toujours reduiro cos

N racines a des fonctions d une nouvellc variable u, qui, pour do Ires

petites valours do u, restent monodromes et monogones: ot, pour y

parvenir, il sullira do poser

(5) s c = u* t

IMI prenant pour n le produit des entiers inferieurs a N qui seronl on

des nombres premiers on des puissances de nombres premiers.

.le montrerai, dans un prochain article, comment, en s appuyant sur

les considerations precedentes, on peut resoudre la question posoo ;i

la fin du precedent Momoire (page 281).
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ANALYST. MATHKMATIOTE. - - Sur les compteurs logaritkmiqucs.

( .. \\.. T. XI..
[i.

i ooij ( !o avril
i8&quot;&amp;gt;&amp;gt;).

Tandis quo les logarithines reels des nombres permcttent de sim-

plifier notablement les calculs numeriques, on peut, dans la haute

Analyse, tircr un parti avantageux des logarithmes imaginaires; el

pour determiner, dans une equation algebriquc ou memo transcen-

dantc, le nombre des racines reelles ou imaginaires qui satisfont a

certaines conditions, il est tres utile de rccourir a ce que j appcllerai

les compteurs logarithmiques. Je me propose ici d en donner une idee

en peu de mots.

Soient

(i) z = Jc-\-r\

1 adixe d un point mobile P; s , z&quot; deux valeurs particulieres de 5,

qui representent les affixes des cxtremites M et N d unc certaine

lignc droite ou courbe MN decrite par ce point mobile, et s 1 arc

mesure sur cette ligne dans le sens du mouvement, a partir (rune

origine fixe A; soient enfin s , s&quot; les valeurs de s correspomlantes aux

points M et N. Tandis que TafFixe z du point mobile P et les coonlon-

nees rcctangulaires x, y liees a z par 1 equation (i) varieront, aver

I arc s, par degres inscnsibles, le logaritbme neperien 1^ variera lui-

meme, et ne pourra clianger brusquement dc valeur qu a une epoque

oil 1 ar^umcnt principal de z, ayant atteint Tune de ses deux limites r.

ou TT, passera de Tune a 1 autre; par consequent, a une epoque oil.

j? etant negatif, le rapport
-
changera de signe en passant par Tin-

\7

tini. Cela pose, en considerant le rapport
:: commc fonction de .v,

nommons K la sommc des indices de ce rapport correspondants a

valeurs negatives de x, et indiquons, a 1 aide de la lettre caracteris-
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tique A, pi ace e devant les logarithmes neperiens

U et U,

dont le second varie avec s par degres insensibles, les variations inle-

grales qu acquierent ces logarithmes, tandis que le point mobile P

decrit la ligne JVIN. La variation logarithmiquc A Is sera evidemmenl

liee a la variation

(2) MZ = \Z&quot;-\Z

par la formule

la valeur de 1 elan I

(4) I = a *i.

De plus, cornme, en designant par c un facteur constant, on aura

generalement

i^\ \] t r -\ A T -
l*l\C~) *!,

si dans la formule (3) on remplace z par r, on trouvera

(6) AU Al( z) -f- A
, I,

A
,
etant la somme des indices du rapport

--
correspondants a des

*/

valeurs positives de x\ puis on tirera des formules (3) et (6)

la notation

exprimant 1 indice integral dc - entre les limites s = s , s =
s&quot;,

c csl-
/

a-dire la somme des indices du rapport
-

t correspondants aux divers
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poinls oil la ligne .MN rencontre 1 axe des x. D autre part, coinrne, en

designant par a, b deux quantites algebriques et supposant

( 8 )

on aura
cz =. ax by -+- (ay -+- b.r) i,

on tirera encore dcs tommies (5) et (7)

2 2 J \ay 4- bx)
.V V

pnis on en conclura, en posant c i,

(,o) A[;= AI(l:) + AI(- U)
-lT|&amp;gt;l.

&amp;gt; o / I r I^ ^5 f \ iX^ ^
i= ^

Des formules (7) et (10), comparees 1 une a Fautre, on deduit immr

diatement 1 equation

dont le second membre depend uniquement des affixes z
,

z&quot; des

points M, N et conserve la memo valeur, quelle que soil la nature

de la ligne droite ou courbc decrite par le point mobile P. Le pre

mier membre doit done etre lui-meme independant de la nature de

cettc ligne. En efFct, si Ton designe par u ou le rapport on une

f onction reelle quelconque de 1 arc s, assujcttie a varier avec cet arc,

taut qu elle ne devient pas infinie, par degres insensibles, et si Ton

nomine //
, u&quot; les valeurs de u correspondantes aux valours s , s&quot; de .v,

on aura generalement

de sorte qu entre les limites s =. s
, s = s&quot; 1 indice integral dc //, joint
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a celui do -&amp;gt; donncra pour sommo zero, si ,
u&quot; sont des quantites

&amp;lt;lo memo signe, et --
i on -+- i dans le cas contrairo, savoir : -+- 1 si,

if elant negatif, u&quot; est positif;
-- i si, u etant j)ositif,

u&quot; est negatif.

Ajoutons que, si U, Fdesignent deux fonclions entieres de s, et II&quot;

le reste qu on obtient en divisant algebriquement U par ] , on aura

evidemment

.V

Soit niaintenant

line fonction de : qui demeure monodrome dans le voisinage d uu

point quelconque de la ligne MN decrite par le point mobile P. On

(irera de la f ormule (7), en y remplacant s par Z,

Si la ligne AIN se Iraiisl orme en un polygone ou en une courbe fermec

qui serve de contour a une certaine aire S, alors, le point N se con-

fondant avec le point M, les variations integrates A 17, Al( Z) s eva-

nouiront, et 1 equation (i5) donnera

k\Z i

~T~
~

a tJ

5^

Entin, si la fonction Z de ^ est non seulement monodrome, mais aussi

monogene dans le voisinage d un point quelconque de I aire S ou de

son contour MN, et si d ailleurs, en decrivant ce contour, le point

.mobile P tournc autour de. I aire S avec un mouvement de rotation

direct, chacun des membres dc I equation (iG) representera la dille-

rence qu on obtient quand, apres avoir determine, pour cbacune des

deux equalions

( 7) Z=o,
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le nombrc des racincs propros a exprimor Ics aflixcs dc points n-n-

I onnes dans 1 aire S, on retranche du nomhro do colics qui appar-

lioiinont ii la premiere equation lo nombrc do collos qui appartiennent

ii la seconde.

II est bon d observer quo, dans 1 equation (16), I represente la

variation integrate Ah; correspondanto an contour d unc aire qui

renfermerait le polo. En consequence, si Ton nomme (S) la valour

commune des deux membres de 1 equation (16), on aura non seu-

loment

(i9) (3) =

mais encore

AlZ
(20) AU

les variations integrates AlZ, AU etant relatives. Tune au contour

do 1 aire S, 1 autre au contour d une aire qui renfermerait lo polo.

Ajoutons quo la formule (20) continuera de subsister si les mouve-

ments de deux points mobiles assujettis a decrire les deux contours

dont il s agit, au lieu d etre 1 un et 1 autre directs, sont tous deux

retrogrades.

Dans le cas oil la fonction Z restc monodrome, monogene et tinio

en chaque point de Tairo S, la quantite (S) determinee par la for

mule (19) ou (20) est precisement le nombre de cellos dos racines

de 1 equation (17) qui sont propres a rcpresenter les affixes de points

rentermos dans 1 aire S. Pour cc motif, nous designerons la quan

tite (S) sous le nom de compteur logarithmique. Cola pose, on pourra

enoncer les deux propositions suivantes :

THEORKME I. Lorsque lafonction de z, representee par Z, resle rnono-

drome, monogene etjinie, dans le voisinage d un point quelconque de

Iaire S, le compteur logarithmique (S), determine par Vequation (19)

OEuvres de C. S. I, t.XII. 87
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ou (20), exprime le nombre de celles des ratines de I equation

Z-o,

f/ui soul les affixes de points renfermcs dans I aire S.

THORME II. -

Lorsqiic la fonction de z, represejitee par Z, reste

monodrome et monogene dans le voisinage d un point quelconque de

I aire S, le compteur logarithmique, determine par I equation (19) ou

(20), est la difference des deux nombres quon obtienf en chercliant com-

bien de ratines, represente.es par des affixes de points renfertnes dans

I aire S, appartiennent d une part a I equation Z = o, d autre part a

I equation = o.

Ajoutons que, si la fonction Z se decompose on deux facteurs Ut V,

dont le second ne devienne jamais nul ni infini en aucun point dn

contour de I aire S, on pourra, dans la recherche du compteur loga

rithmique, suhstituer la fonction U a la fonction Z.

Ajoutons encore quo, si, le contour de I aire S etant compose de di-

verses parties, les parties correspondantesdc la variation integrals Ala

sont deux a deux egales au signe pres, mais affectees de signes con-

traires, le compteur logarithmique (S) se reduira ^implement a zero.

De la premiere remarquo, jointe an premier theoreme, on conclut

immediatement (voir la page 267) que touie equation algebrique du

degre n admet n ratines reelles on imaginaires, egales ou ijiegales.

De la seconde remarque jointe au second theoreme, on deduit

immediatement une proposition etablie par M. Liouvillc, qui est rela

tive aux fonctions doublement periodiques, et que Ton peut enoncer

comme il suit :

III. Soienl z VaJJixe d un point mobile, et x, y deux

coordonne es rectangulaires ou obliques mesurees sur deux axes qui, pas

sant par le pole, Jorrnent avec I axe polaire les angles o et y, en sorte

quon ait

(21) z = \yv-+i^y.
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Soil, de plus, Z une function monodrome ct monogene de z, qui nc rarie

[&amp;gt;as (/ud n&amp;lt;l on altribue a la variable x iaccroissemenl a, ou a la variabley
I accroissement b. Si Ion nomme S I aire d un parallelogramme donl les

rotes, representes par a et b, soient. respectivement paralleles aux axes

des x et des y, et ne renferment aiicun point donl Vajjixe soil racine de

I une des equations

Z=o, ~z~

le nombre des points pour lesquels se veriftera la premiere equation, sera,

dans Vinterieur du parallelogramme, egal au nombre des points pour

lesquels se veriflera la seconde.

.le joindrai ici une derniere observation. Si Z est une fonctiou

entiere de z du degre n, on pourra, en operant comrnc je 1 ai fait

dans le .Memoire de i83i, deduire de la formule (19), jointe aux

equations (1.2) et (i3), le nombre m des racines de 1 equation Z = &amp;lt;&amp;gt;

correspondantes ii des points renfermes dans I aire S, lorsque le con

tour de cette aire se transformera en un polygone rectiligne ou curvi-

ligne dont chaque cote sera ou une ligne droite ou un arc de cercle.

Toutefois, si Ton suit la marche indiquee dans le Memoire cite, alors,

dans chacune des fractions rationnelles dont les indices serviront a

determiner le nombre m, les deux termes, reduits a des fonctions

entieres d une seule variable, seront generalement du degre n quand

il s agira d un cote rectiligne du polygone, et du degre in quand un

cote se transformera en un arc de cercle. Les principes ci-dessus

exposes permettent de reduire, dans le second cas, le degre in au

degre n. Pour montrer comment cette reduction s opere, concevons

que, Z etant une fonction entiere de z du degre n, on demande le

nombre m de celles des racines de Fequation Z = o qui corres

pondent a des points situes dans 1 intericur du cercle qui a pour

rayon le module r, et pour centre le point dont 1 affixe est c. Pour

chacun des points situes sur la circonference de ce cercle, Taffixe z

sera de la forme
s c 4- /

-

/(
= c -+- re &quot;

,
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et, en posant
p

t = tang &amp;gt;

on aura

t\

(22) z c 4- r-
I L I

Cela pose, si Ton prend

(28) r=(i-*i)z,

T sera evidemment une fonction entiere de / du degre n. D ailleurs

on pourra aux limites -, -HIT de la variable p faire correspondre

les limites oo, -+-=cde la variable /; par consequent 1 equation (19)

jointe a 1 equation (23) donncra

AlT7
/? Alfi ^i)

a m- -
-!&amp;gt;

chaque variation integrate s etendant a toutes les valeurs de / com

prises entre les limites / = ac, t = oc. Mais on aura entre ces

limites
I

Al(i ti) =&\(i ti) 7ii =
2

Done la formule (24) donnera

(25) m =r
1

i2 A

Si maintenant on pose

(26) T=U+Vi,

U, Fetant deux quantites algebriques, on tirera de la formule (26),

jointe a 1 equation (i5),

n A 1(7 ) + Al( T} i (U
(27) m - + - -i - + - H I--,

2 21 2 *. \ V

et il est clair que, dans 1 equation (27), U9 Fseront, ainsi que T, des

fonctions de t entieres et du degre n.
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561.

ANALYSE ALGEBRIQUE. - - Sur le denombrement des racines gui, dans une

equation algebrique on transcendante , satisfont a des conditions

donnees.
C. R.. T. XL, p. 1829 (25 juin i855).

Commc je 1 a.i remarque dans tie precedents Memoires, les diverses

racines reelles ou imaginaires d une equation algebrique ou trans

cendante peuvent etre censees representer les affixes de points situes

dans un certain plan, et le nombre de celles qui correspondent a des

points compris dans un contour donne est exprime par le compleur

logarithmiqiie. D ailleurs, ce compteur peut etre determine a 1 aide

des indices des fonctions, et par consequent le denombrement des

racines qui satisfont a des conditions donnees peut etre reduit a la

determination de ces indices. Effectivement , le calcid des indices

fournit un moyen simple d aborder, pour une equation algebrique,

les deux problemes que j
ai resolus en i8i3 et en i83i ( ), savoir :

le denombrement des racines positives, des racines negatives et des

racines reelles ou imaginaires qui representent les affixes de poinls

renfermes dans un contour limite par des droites ou des arcs de

cercle.

D autrc part, 1 indice integral d une fraction rationnelle entre des

limites donnees peut se deduire, ou de la consideration des poly-

nomes que fournit la recherche du plus grand commun diviseur

algebrique entre les deux termes de la fraction et des proprietes

que possedent ces polynomes, i^pecialement
de celles que M. Sturm

a signalees le premier et appliquees au denombrement des racines

reelles, ou, comme 1 a fait M. Hermite dans un Memoire (
2

) qui m a

() OEuvres de Cauchy, S. II, T. XV.

(
2

) Dans ce beau M6moirc, M. Hermito determinait aussi lo nombre des systemes de

valours reelles de x et de y qui, ctant comprises entre des limites donnees, v6rifient

deux equations algebriques en x ei y.
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toujours paru digne d etre remarque, de la consideration de certaines

equations d une forme particuliere et dont toutes les racines sont

reelles.

La methode suivie par M. Hermite, et appliquee par lui-meme au

denombrement des racines reelles, evite les divisions. A la verite, les

resultats immediatement fournis par elle different au premier abord

des resultats plus simples que fournit la methode de M. Sturm,

quand, avec M. Sylvester, on debarrasse chaque polynome du divi-

seur constant introduit par la division algebrique. Mais on peut

revenir des uns aux autres, et un artifice de calcul dont la simplicite

a frappe M. Hermite, auquel je le communiquais, peut etre utilcment

mis en oeuvre pour cette transition que M. Hermite m a dit avoir

effectuee de son cote. D ailleurs les principes sur lesquels s appuie la

nouvelle methode se deduisent avec facilite de plusieurs theoremes

deja connus; on pourrait dire qu elle consiste dans 1 emploi de theo

remes nouveaux qui sont des consequences directes des premiers.

J ai cm qu il ne serait pas sans interet d enoncer avec precision ces

divers theoremes, d en simplifier, autant que possible, les demon

strations, enfin d appeler 1 attention des geometres sur les rapports

qui existent cntre eux, sur Fextension qu on peut leur donner, sur

les nombreuses applications auxquclles ils se pretent. Tel est 1 objet

special du Memoirc que j
ai 1 honneur dc presenter a 1 Academie. Je

me bornerai pour 1 instant a le resumer en peu de mots.

D apres la regie de Descartes, dans une equation dont le premier

inembre est ordonne suivant les puissances descendantes de 1 in-

connue, le nombre des racines positives est tout au plus egal au

nombre des variations dc signe, et le nombre des racines negatives

au nombre des permanences de signe entre les coefficients des

diverses puissances pris consecutivement et deux a deux.

Si quelques coefficients s evanouissent, chacun d eux pouvantetre

a volonte considere comme positif on comme negatif, le nombre des

permanences pourra dependre des signes qui leur seront attribues,

et admettre, en raison de cette dependance, une valeur maximum
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ainsi qu une valour minimum. La difference en ire ccs deux raleurs sera

egale on inferieiire au nombre des rad/ies imaginairet \

roir YAnalyse

algebrique, p. 319 ( )], ponmi lout Hois cjuc 1 equation donnee n ait

pas des racines nullcs.

De ce theoreme fondamental on dednit i.mmediatement les deux

propositions suivantes, dont la premiere etait connue depuis long-

temps :

THEOREME I. - - Dans une equation algebrique dont loutes les racines

sont reelles et distinctes de zero, les coefficients de deux puissances conse-

cntives de I inconnuc nc peuvent disparaitre simultanement, et quand un

coefficient s evanouil , les deux coefficients voisins sont affectes de signe.s

contraires.

THEOREME II. --
ReprescTitons par

y v Y yA-
1&amp;gt;

fl 2 &amp;gt;

** n 1&amp;gt;

des fojictions reelles et entieres de x, la derniere Xn etant lelle, que les

racines reelles de I equation

(1) *n =o,

comprises enlre les limites x = x
,
x = x&quot;, soient des racines simples qni

ne reduisent pas Xn^ t
a zero. Soil encore une fonction entiere de x et

determined par la forrnule

(2) & = 9n A\Q&quot;-
l + A .

2 Q&quot;-*-. . .+ (i)*-*A n_ie+(i)&quot;j:H .

Si, pour toule valeur reelle de x comprise enlre les limites x , x&quot;
, les

n racines de I equation

(3) = o,

resolue par rapport a I inconnue 0, sont constamment reelles, I accroisse-

ment que subira le nombre des permanences entre les termes de la suite

(4) ^1&amp;gt; &amp;lt;X~lj &amp;gt; -^n-\y A ,,,

(0 OEuvres de Canclif, S. II, T. Ill, p. 3a4-
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(juand on passera de la limite x = x a la limite x = x&quot; , sera precise-

merit la valeur de I indice m determine par la formule

Corollaire I. - Pour que 1 equation (3) soit du nombre de celles

dont les racines ne cessent jamais d etre reelles, il suffit que

soit ce que devient la resultante algebrique de fonctions reelles et

rntieres de x, representees par les divers termes d un tableau a

double entree dont chaque ligne horizontale ou verticale renferme

n termes differents, quand on retranche 1 inconnue de chacun des

termes situes sur une diagonale, si d ailleurs ce tableau n est pas

modifie quand on echange les lignes horizontales contre les lignes

verticales; par consequent, il suffit que soit la resultante d un

tableau de la forme

(6)

5jj. &amp;gt;v

etant une fonction entiere de x dont la forme depende des

nombres
[/.,

v et redevienne la meme quand on echange entre eux

les indices
(/,,

v. G est ce qui aura lieu, par exemple, si, s^ etant de

la forme 6u.+v_ 2 , le tableau (6) se reduit an suivant :

(7)

III 2

Corollaire II. - - On doit remarquer le cas particulier ou, dans le

tableau (7), gv est une fonction lineaire de x, par consequent de la

forme
av+ b,,x,

av ,
/&amp;gt;v etant deux coefficients reels. C est ce qui aura lieu, par exemple,
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si, a?, , x.&amp;gt;, . . . , xn , etant les racines reelles ou imaginaires, supposrcs

impales, d une certaine equation

(8) i= ,

dont tous les coefficients sont reels, on pose

(9) ^

X
n etant reel en meme temps que x^ et ^ Xy etant deux quantites

geometriques conjuguees en memo temps quc x^ x^. Supposons,

pour plus de commodite, le coefficient dc xn dans u reduit a 1 unite,

en sorte qu on ait

(10)

Posonad ailleurs

Designons par s, la resultante du tableau

(12)

et par v la resultante du tableau

an .

on aura, en admettant pour valeur de sv celle que determine la for

mulc (9),

el

I
;,

x v designant unc quantite qui, pour line valeur reelle de ^v , sera

OEnvresdeC. S. I, t. XII. 38
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reelle et affectee du meme signe que X%^, par consequent du memo

signe que v on k^x^ suivant que / sera pair ou impair. Cela pose, si

Ton nomme u
t
une fonction entiere de x determinee par la formulo

-&amp;gt;&quot;&amp;gt; f&amp;gt;

iXx &amp;lt;As a

et la resultante du tableau (7), Fequation.(3) sera du nombre

de celles auxquelles s appliquera le theoreme \, la valeur de 1 indice m

etant, pour des valeurs paires de /,

(.7)
.

et, pour des valeurs impaires de /,

,,8) =

Ajoutons qu en vertu des equations (9) et (i i) la valeur generale

de s v dans le tableau (7) sera de la forme

(19) 9V 5/+v ^ .V/^v+l-

Pour tirer des formules qu on vient d etablir le parti le plus avan-

tageux, et en deduire, avec le moins de calcul possible, 1 indice

integral

\\ convient de joindre au theoreme II la proposition suivante :

THEOREME III. Les memes choses etant posees que dans le theo

reme II, et la valeur de $v etant determinee par le systeme des formules (9)

et (u), le theoreme II continuera d etre applicable, quand on prendra

pour la resultante du tableau (7), apres avoir remplace generale-

ment dans ce tableau V par av
s v ,

a etant un coefficient reel.
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Corollaire. --
Supposons, pour fixer les idees,

&amp;lt;|iie
le coefficient a

soil positif. Si les qnanfites de la formo

soul loutes distinctea de zero, pour chacune dos valeurs x , x&quot; attri-

bnees a la varial)le x, alors, pour de tres petites valeurs du coeffi

cient a, on aura seiisiblement

(20) *7*= - *v a?v (#,)?,

it.
,
riant re (pie devient u = D^M quand on y pose x j?v , et

(21) rv ^^- JSv

(lela pose, en atlribnant au coefficient a des valeurs suffisaminent

petiles, on conclura de la formule (20) que I equation (5) peut etre

reduile a l e(fiiation (17) on (18), ce que Ton savait deja, puis de

la fbrmule (21) que, dans la recherche de 1 indice m determine par la

formule (18), on pent a la suite (4) substituer la suivante :

(22) I, 6,, So, -.., $ n .

En consequence, 1 indice m determine par 1 equation (17) sera

precisement Taccroissement que subira le nombre des permanences

de signe dans la suite (22) quand x passera de la valeur x ;i la

valeur x&quot;.

Si Ton suppose en particulier x = -
oc, x&quot;

-
-^, I indiee rn sera

la difference entre le nombre des permanences de signe et le nombre

des variations de signe dans la suite
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562.

CALCUL DES RESIDUS. Considerations nouvelles sur les residus.

C. R., T. XLI, p. 41 (g juillct i8r&quot;&amp;gt;).

Dans ce Memoire, 1 auteur considere sous un nouveau point de vuc

les residus des fonctions et les definit comme il suit :

Lorsqu une fonction f(.s) de 1 affixe z devient infinie pour une

valour c de cette affixe, mais demeurc monodrome et monogene pour

des valeurs voisines de c, le residu partielt
de f(s) relatif a la racine c

de Tequation

est la rnoyenne isotropique entre les diverses valeurs du produit

C*-c)f()

correspondantes a un module constant et tres petit, mais a des argu

ments divers de la difference z c, de sorte qu en representant par

( cette difference on a

Cette definition etant admise, on etablit aisement les diverses pro

positions et formules que fournit le Galcul des residus, et qui peuvent

etre si utilement appliquees a un grand nombre de questions diverses,

particulierement le theoreme suivant :

THEOREME. Soient

z I affixe d un point mobile;

f(i) une fonction qui demeure monodrome et monogene pour tons les

points de-l aire renfermee entre deux .contours FGH, KLM dojit le

second enveloppe le premier de toutes parts;
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c, e
, r&quot;,

... /&y affixes des points singidieis compris dans cettc dire &amp;lt;&amp;gt;l

pour lesquels on a

s / aire renfermee dans le contour FGH ;

S I aire renfermee dans le contour KLM ;

,--

(s) I integrate, I f(-) dz etendue a tous les points du contour FGII y/* ////

point mobile est suppose decrire en tournant autour de I aire s avcc un

tnouvemenl de rotation direct;

(S) ce que devient la meme integrale quand on substituc Le contour KLM

(in contour FGH;

// la valeur de z correspondanle a un point quelconque du contour FGH ;

v la valeur de z correspondante a un point quelconque du contour KLM ;

w la valeur de z correspondante a un point situe ehtre les deux contours.

Si Von pose, pour abreger,

_( ) (S)T -r j

la valeur de I etanL

I 27:1,

on aura

Corollaire. --
Si, dans 1 equation (2), on rcmplace f(w) par 1 rap

port

alors, en supposant le point dont 1 affixe est z renterme entre les deux

contours FGH, KLM, ct ayant egard a la formule

on aura
W = (

T
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563.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. -- Sur une formule ires simple et ires generate

f/ui resold immediatemenl wi grand nombre de probletnes d Analyse

delerminee et d Analyse indelerminee.

C. R., T. XLII, p. 366 (a5 fcvrier i8
r

&amp;gt;6).

La consideration des fbnctions lineaires ct homogencs m a conduit

a divers theoremes, puis a une formule tres simple, qui, en raison

des nombreuses applications qu on en peut faire, m a paru digne

d etre remarquee, et que je vais etablir.

Considerons d une part m variables

T 1 ^
*

./ &quot;t

d autre part n fonctions lineaires et bomogenes

de ces memes variables. Les valeurs de ces fonctions seront fournies

par n equations, desquelles on pourra tirer les valeurs de quelques-

unes des variables
T V T /J &amp;gt; ~^ &amp;gt;

6
&amp;gt;

exprimees en fonctions des autres variables, et des termes de la suite

LI, C, W, . . . , .9.

Pour y parvenir, on tirera de la premiere equation la valeur d une

variable x\, puis on la substituera dans les autres equations. Si,

par celle substitution, toutes les variables ne sont pas eliminees en

meme temps que x t , on tirera d une seconde equation la valeur d une

secondc variable x.,, . . . , et en continuant de la sorte, on substituera

aux equations donnecs, d une part, des equations qui determineront

certaines variables
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donf lo nombre sera v, on tone! ion do /// v autres variables

of dos (onnos do la snilo

d autre part, si, v etant inferieur a n, n v differe de zero, n v equa
tions de condition lineaires et homogenes entre les fonetions

//, r, ir, ..., s.

Dans ce dernier cas, les variables

*&quot;&amp;gt; } &amp;gt; -^&amp;gt; i t

etant prises pour clefs anastrophiques, si Ton pose

le produit symbolique 2 sera identiquement mil, quelles quc soicnl

d ailleurs les valours attributes, dans le developpement de 12!, aux

produits symboliques partiels qui auront pour factours n termes dc

la suite

Dans le cas contraire, en laissant indeterminee la valeur do chaoun

de ces produits partiels, on obtiendra une valeur de (2 qui renl or-

mera une ou plusieurs indeterminees, dont 1 uno sera precisement la

valeur attribute au produit symbolique

Cela pose, on etablira sans peinc les propositions suivantos :

THKOREME I. - - Eta?it donnees n equations qui exprimcul n (jnanliles

i
, , ,

v

c/ifonctions lineaires el liomogenes de m variables

posons
12 rz: UV\\\ . . .?;
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et cojicevons que, les variables x, y, r-, ..., t etant prises pour clefs

anastrophiques, on laisse indeterminee dans le produit \

Q la valeur de

chacun des produits partiels formes avec quelques-iines des clefs x, y,

z, . . . , /. // arrivera de deux choses I line : ou le coefficient de chaque

produit partiel, par consequent de chaque indeterminee, sera identique-

ment mil, et I on trouvera ainsi

ou la valeur generale de 12 ne sera pas nulle. Dans le premier cas, les

fonctions
it, r, w, . . .

,
s

verifieront line ou plusieurs equations de condition lineaires el hormr-

genes; et, si I on nomme I le nombre de ces equations de condition, on

pourra, des equations donnees, tirer les valeurs de plusieurs iwriables.

dont le nombre sera

exprimees en fonctions lineaires et homogenes des autres variables

X
,

JC
,

OT
,

...

et des termes de la suite

n, r, ,
. . ., s.

Dans le second cas, les equations de condition dont nous venons deparler

disparaitront, et les n equations donnees determineront les valeurs de

n variables

prises dans la suite
&amp;lt;r v /
./, J , -,...., I,

en fonctions lineaires et homogenes de m n autres variables

~r ~&amp;gt;&quot; VU , tX-
,

*
&amp;gt;

&amp;gt;

et des termes de la suite

it, r, (r, . . ., s.

THEOREME II. - - Les memes choses etant pusees que dans le premier
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iheoreme, concevons gue I on assujeltisse les variables x, y, z, . . . , la

verifier les equations

( I )
U = O, V = O, W O, . . .

,
.9=0.

Si I on a
\

li o, qiielqucs-uncs de ces equations se deduiront des aulres,

el par suite le nombre v des variables

quelles determineront, sera infericur a n. Si, au conlraire, le produit

symbolique 1 nest pas idenliquemenl nul, les equations (i) determi

neront n variables

en fonctions lineaires el homogenes de m n aulres variables

x x&quot; x &quot;

dont chacune rcstera indeterminee ; et, pour que des valeurs de

propres a verifier les equations (i), soient aussi generates quelles doivent

I etre, il sujjira quelles renferment des indeterminees distinctes don/ le

nombre ne puisse s abaisser au-dessous de m n. Or c est precisement ce

qui arrivera si I on pose

Done les solutions les plus generates des equations (i) seront donnees par

les formules (2). Ajonions que, si Ton nomme r unc fonction lineairc

et homogene des variables x, y, z, . . . , /, on aura, en supposant ces

variables determinees par les equations (i),

(3) r= |Qr|.

Cette derniere formule peut a elle seule remplacer les equations (2) que

/ on en deduit, en prenant succcssivement pour r chacune des variables x,

y, z, ...,&amp;lt;.

OEuvres de C. S. I, t. XII. 89
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On peut appliqueT utilement le deuxieme theoreme et la formule

generate qu il nous offrc, c est-a-dire la formule (3), a un grand
nombre dc questions diverses, specialement a la resolution des

equations lineaires homogenes ou non homogenes, determinees on

indeterminees, a 1 elimination des variables entre des equations

algebriques de degres quelconques, a la determination des restes

successifs que produit la recherche du plus grand commun diviseiir

de deux polynomes, etc. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Supposons d abord que Ton donne a resoudre n equations lineaires,

essentiellemcnt distinctes et homogenes, entre n -+- 1 variables

jc, y , ~&amp;gt;,
. . . , t.

Ces equations seront de la forme

(
I
) It = O, V = 0, O, . . ., S = O,

M, v, w, . . . , s designant n fonctions lineaires et homogenes des

n -+- 1 variables
x

&amp;gt;

y&amp;gt;

s
&amp;gt; ^&amp;gt;

et, si Ton pose
12 UVW . . . S,

le produit symbolique li ne sera pas nul. Cela pose, si Ton nomme
r une nouvelle fonction lineaire et homogene de x, y, 5, ...,/, le

produit symbolique
|-Or]

sera de la forme
k

\ xyz . . . t\,

k designant uric constante determinee; et si, en laissant indeterminee

la valeur attribuee au produit symbolique

\xys...t\ t

on designe cette valeur par T, la formule (3) donnera

(4) r=*r.
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Ainsi, par exemple, si Ton suppose les equations (2) reduites aux

suivantes

$X -h 2/ -f- Z - O,

(5)
x -+- 6y 4-2-3 = 0,

et si d ailleurs on prend

/=: ax -+- Sy + yc,

on aura

puis, en laissant indeterminee la valeur du produit symbolique \xys ,

et designant cette valeur par T, on tirera de la formule (3)

(6) r=(a-56-+-7y)T.

Si, dans 1 equation (6), on suppose la fonction r successivement

reduite a x, puis ay, puis a ^, cette equation donncra

Telles sont les valeurs generates de x, y, z propres a resoudre les

equations (5). II sutfira, d ailleurs, d attribuer a I indeterminee T

une valeur entiere pour obtcnir les solutions en nombres entiers.

Si Ton attribue a Tune des variables x, y, z, . .., t une valeur

determinec, les equations donnees seront lineaires par rapport aux

variables restantes, mais cesseront d etre homogenes, et les valeurs

des variables restantes se deduiront immediatement de la formule (3).

Ainsi, cette formule sert encore a resoudre n equations lineaires, mais

non homogenes, entre /? variables.

Concevons, pour fixer les idees, que Ton donne, entre deux

variables x, y, les equations

(
3 x -t- 2 y = i .

(8)
f x 4- o y 2.

II suffira, pour obtenir ces equations, de poser z- - i dans les for-
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mules (5). D aillours, on posant z = i, on tirera des formules(7),

T = --
&amp;gt; et, par suite,

7

i 5
( 9 )

*?*-y y=~-

Telles sont effectivement les valeurs de x, y qui satisfont aux equa

tions (8).

On deduirait pareillement de la formule (3) les valeurs de m incon-

nues x, y, z, . . . ,
t determines par m equations lineaires, mais non

homogenes, et Ton retrouverait ainsi les formules generales qui four-

nissent ces valeurs.

Supposons maintenant que, les equations donnees etant lineaires

ct homogenes, la difference nm entre le nombre m des variables

et le nombre n des equations surpasse 1 unite. Alors le nombre des

indeterminecs, dans les valeurs generales des variables, ne pourra

s abaisser au-dessous de m n. D ailleurs,

do) .Y
m

(
m ~ 0- (&quot;* +

i . 2 . . . n

etant le nombre des produits que Ton pcut former avec m facteurs

pris n a n, les formules (2) et (3) pourront introduire dans les

valeurs de
x

t
y&amp;gt;

~
&amp;gt;

&amp;gt; t&amp;gt;

et dans la valeur de r, N indeterminees ; mais, sans diminuer la gene-

ralite de ces valeurs, on pourra egaler a zero plusieurs indeterminees

et reduire ainsi leur nombre a m n, pourvu toutefois qu on ne

demande pas de resoudre les equations lineaires donnees en nombres

en tiers.

Concevons maintenant que, les coefficients de x, y, s t ... , t dans

les fonctions w, v, w, . . . , s ayant des valeurs entieres, on propose do

resoudre en nombres entiers les equations (2), et supposons d abord

m n = i; alors, pour obtenir les valeurs generales de
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il suifira tie poser
|y*...*| = T,

si les coefficients numeriques du produit symboliquc xyz.../ dans

les vaieurs de

ne sont pas tous divisibles par un meme nombre, et

s ils sont tous divisibles par un meme nombre 0, puis d attribuer a T

des vaieurs cnticres quelconques.

Si Ton a m n
&amp;gt; i, c cst-a-dire si le nombre des variables a?, j,

r, ...,, surpasse de plus d une unite le nombre des equations don-

nees, on devra encore, pour obtenir les solutions generates des equa

tions (2) en nombres enticrs, representer par unc lottre un certain

multiple de chacun des produits symboliques partiels compris dans

le devcloppement de
|

lr , savoir le multiple qu on obtient quand on

multiplie ce produit partiel par le plus grand des entiers qui diviscnl

les divers coefficients du meme produit dans les developpement des

expressions
\9.x\, \Qy\, \Qz\, ..., |2/|;

puis attribuer a la lettre qui representera ce multiple une valour

entiere, qui sera d ailleurs indeterminee. Les vaieurs de

x, y, z, ..., t

ainsi obtenues renfermeront en general ./V indeterminees, la valour

de N etant donnee par la formule (10) ; et il pourra se faire qu on no

puisse egaler a zero une ou plusieurs de ces indeterminees sans ros-

treindre la generalite des solutions en nombres entiers.

Ainsi, par cxemple, s agit-il de rosoudre en nombres entiers liqua

tion lineaire et homogene

(n) ajc-f-3^+55 o,
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alors, en posant

I V I ? I
&quot; T I -r\ I v\- I 7*U~] V I** I

&quot;&amp;gt; I*,/ I
=

on tirera des formules (2)

X = 5 Y) 2
,

et ces valeurs de x, y, z- resoudront en nombres entiers 1 equation

donnee, quelles que soient les valeurs entieres attribuees aux trois

indeterminees H, YJ, (. D ailleurs, on ne pourra, sans restreindre la

generalite de la solution, reduire 1 une de ces indeterminees a zero.

Au contraire, s il s agit de resoudre en nombres entiers 1 equation

(r3) 6x

alors, en posant

5
1 ys I

=
Z* 3

1 I =y&amp;gt;

on tirera des formules (2)

et ces valeurs de x, y, s satisferont encore a 1 equation (i3), quelles

que soient les valeurs entieres attribuees aux trois indeterminees

, Y], (; mais on pourra, sans diminuer la generalite de la solution

trouvee, reduire a zero.l une quelconque de ces trois indeterminees.

Enlin, s il s agit de resoudre les equations

x -}- 3y

alors, en posant
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on tirera des form u les (2),

x t\ 2? T,

y I-+-3? +2T,
IT O .. 1 ^ V** A ^ n^ V&amp;gt; *J . ,

et si Ton dcmande dcs solutions en nombres quelconques rationnels ou

irrationnels, on pourra, sans diminuer la generalite dcs formules (i 6),

y reduire a zero deux quelconques des quatre indeterminees

mais il ne sera plus de meme si Ton demande les solutions en nombres

entiers. Alors, a la verite, on pourra, sans diminuer la generalite de

la solution, poser
q, f\ = o

et reduire ainsi les formules (16) aux suivantes

x = 2? r, j = 3C + 2T, z- -
T, t -C

ou, cc qui revient au meme, aux deux equations

x z + 2 t, y = 2Z $t;

mais on restreindrait la generalite de la solution en supposant

ou

1
= 0, T O,

puisqu on exclurait ainsi, dans le premier cas, les valours impuiivs

des variables y et t, dans le second cas, les valeurs de y et de ^ nun

divisibles par 3.

Dans un autre article, je donnerai d autres applications de la for-

mule (3).
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564.

THEORIE DES FONCTIONS. -- Note sur un theoreme de M. Puiseux.

C. R., T. XLI, p. GG3 (14 avril i856).

In Memoire sur les fonctions Continues, que j
ai publie dans les

Camples rendus de 1844 (
1&amp;lt;;r semestre), renferme la proposition sui-

vante (
1

)
:

Designons par z une variable imaginaire et par u unc fonction

implicite de z qui represente une racine simple de 1 equation

(,) f(n,*) = o.

Concevons d ailleurs que le premier membre de 1 equation (i) ren-

IVrme, avec les variables z et u, un ou plusieurs parametres, et que,

pour une certaine valeur, par exemple pour une valeur nulle du para-

metre a, la racine simple u reste fonction continue de z, du moins

hint que le module de z ne depasse pas une certaine limite. En rai-

sonnant comme dans le Volume II des Exerciccs d Analyse (
2

), on

prouvera que, si le parametre a vient a varier, et si, tandis qu il

varie, le premier membre de 1 equation (i) reste fonction continue

de z, u et a, la racine simple u restera generalement fonction con

tinue de z, jusqu a 1 instant ou, une scconde racine devenant egale a

la premiere, 1 equation (i) acquerra des racines multiples.

Une remarque importante a faire, mais qui n etait pas enoncee

dans mon Memoire, c est qu on peut etablir une relation entre le

parametre a et la variable imaginaire z. On peut supposer, par

exemple, que cette variable represente Faflixe d un point mobile

qui decrit une courbe dont la forme change avec ce parametre. On

peut meme supposer que le premier membre dc 1 equation (i) est

fonction des seules variables z et u, z etant fonction de a.

(!) OEuvres de Cauchy, S. II, T. VIII, p. i5r.

(2) OEuvres dc Cauchy, S. II, T. XII.
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KM parlanl de relle ivmarqiie, on parvient a un autrc theoreme qur
M. Puiseux a enonee dans les lermes snivanls :

Soil i (n,z} une fonclinn imaginaire de // el de la variable imagi-

n a ire z. Le point Z (dont I aflixe est s) allant de C en K soil par le

liemin CMK, soil par lo chomin (]NK, la I onclion //, (jui avail en (1 la

valetir
/&amp;gt;, acquerra dans les deux eas la-meme valenr//, si Ton penl.

en deformant la li^ne CMK, la I aire eoincider avec la Jigne CNK, sans

lui f aire iVancliir aucun point pour lequel la fonclion // devienne

intinie on egale a une antre racine de Tequation

Les nouvelles recherclies de divers geomelres, particulierement de

MM. Briot et Bou(juet, out fait ressortir touto 1 importance de ce I&amp;gt;ean

theoreme, dont 1 auteur lui-memc avait deja sn tirer un parti si avan-

iaifeux dans ses Mernoires. Pour cc motif, il m a semble qu il ne serai I

|&amp;gt;as
inutile de donnerdu theoreme de M. Puiseux une demonstration

Ires simple qui se deduit de la consideration des complenrs logaritb-

miques. Tel est 1 objet de la presente Note, dans laqnellc je montrerai

d ailleurs comment le meme theoreme pent elre etendn a des (one-

lions implicites determinees par un syslenie d eqnations simultanees.

ANALYSE.

Je eommencerai par etablir la proposition suivante :

TMKOREME I. Soic/it

-
Caffixe d un point mobile P ;

r
iajjljce d nn point determine C;

/ /c rayon d une circonferenee de cercle KLM tracee dans le plan des

&amp;lt; i/Jives, el ayant pour centre le point C;

//, e deux fonctions de z, dont le rapport se rednise a I unite pour z = c.

Sit/bosons d ailleurs f/uc Ics dcu.r fondions n, c reslenl nionodromcs.

le point P se incut dans i intenenr dn ccrde KLM, et (pic xiir la

OEnvres de C. S. I, t. XII. o
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circonference de ce cercle la difference

ojfre un module conslamment inferieur a I unite. Si I on resoul par rap

port a z les deux equations

(1) M=0,

(2) P=0,

on trouvera, pour I une et pour I aulre, le merne nombre de racines cor-

respondantes a des points renfermes dans le cercle KLM.

Demonstration. -- Effectivement, si Ton pose

1 27li,

lc nonihrc dcs racines dont il s agit sera represent^, pour 1 equa-

tion (i), par le compteur logarithmique

pour 1 equation (2) par le compteur logarithmique

Air~~

et dans 1 hypothese admisc ees deux eompteurs sonmt evideininent

egaux, puisqu en posant

on obtiendra pour w une quantite geometrique dont le module sera

inferieur a 1 unite, et que 1 on aura par suite

// Air Al&quot; =

L(! theoreme I entraine la proposition suivante :

THKOREMK II. ~ Soit
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nne fonctioft des variables z ft u, qui s evanouisse pour les raleurs

Z Z, U = U

&amp;lt;lc ees deux rariables, ct qui, dans le voiiinage de ccs raleurs, soil niono-

dromc par rapport a s, monodrome et monogene par rapport a u. Si la

(on clion derivee
D^

aequiert pour z = z, u = u line valeur finie et dislincte de zero, on

pourra satisfaire a I equation

(3) U=o

par une valeur de u qui, se reduisant a u pour z L, sera, pour une

valeur de z voisine de z, fonclion monodrome de z.

Demonstration. - - U etant monodrome et monogene par rapport

\\ u, quand z et u different tres peu de z et u, sera, dans eette liypo-

these, developpable suivantles puissances ascendantes de // u, el,

si Ton represente par Fla somme des deux premiers termes du devc-

loppement, on aura

(4) r=f(u,*)-M-u)F(u,*),

F(, z) pouvant etre ou la derivee de f(, 5) relative ;i //, on, ce qui

reviont au meme, line fonction determinee par la formule

(5) F(^,)^
1^-

de laquelle on tire, pour u = u,

(6) V(u,z) = \} H

Si maintenant on pose

f(,a
// = &quot;~ H

Fru7

la tormule (4) donnera

(8) F=(i-)f(,i,
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et, en egard a la formule (5), on trouvera

(c,) U= f(, 5) = f(n, z) -h (- u)F(, r) =
[i

-
4|u~B ]

f(U :
}

-

On aura par suite

et

V i fF(,-) 1
(IO) r~

I=
;r LEU;;)- T

H

Or, si Ton considere la nouvelle variable H comme 1 aflixe d un point

mobile, et si Ton attribue a cette variable un module t superieur a

Tunite, par exemple le module 2, il suffira d attribuer a la difTerence

z z un module infiniment petit et de f aire converger s vers la

limite z, pour faire converger f(u,s) vers zero, et, par suite, en

verlu des formules (7) et (ii), la variable // vers la limite u, et la

difTerence
U

vers la limite zero. Done alors, pour un module suffisamment petit

de z z, les modules des differences

V
ii, y

deviendront aussi petits que Ton voudra; et le second de ces deux

modules deviendra inferieur a 1 unite. Alors aussi, en verlu du tbeo-

reine II, si Ton resout, par rapport a , Tequation (3) et la suivanfe

(ii) V=o,

on obtiendra, pour 1 une et pour 1 autre, le meme nombre de racines

correspondantes a des valeurs de dont le module sera inferieur ;
\&amp;gt;.\

&amp;lt;! comme, en vertu de la formule (8), 1 equation (i i) offrira line seule

racine de cette espece, savoir la racine i, 1 equation (3)admettra tdle-

meme une seule racine de la meme espece. Si, au lieu de resoudre
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les equations ( 5) el
( ] ) par rapport a *, on les resout par rapport it u,

on pourra dire quo chacuno d ellcs offre, pour un tros pelil module

do ; z, uno sonic racine Ires pen differentc do n cl do la forme

f(,3)
&quot; = U -*

lo modulo do * otant inferieur a 2. D aillcurs, do &amp;lt;vs deux raciuos la

socondo, qu on obtioudra en posant = i, o!
&amp;lt;[ui

sera en consequence

dolormiiiee
j&amp;gt;ar

la f orniule

(12)

ponrra olro considoroo oonnno uno valour approchee de la premiere,

el sera precisemen t la valour do // doduite de 1 equation (3) par la

molliode d approximation lineaire ou newtonienne. Entin la propriele

(in aura la racino // do lYqualion (3) do varier infininiont pen (juaud

^ passora do la valour / \\ uno valour infiuiment voisine, suhsisfcra

encore, et pour les monies motifs, quand la nouvelle valeur de :

recevra un accroissomonl infiniment petit Az. Done la racino // do

I oquation (3) sera, sous los conditions enoncees par le theoromo II

el pour des valeurs de 3 Ires voisinos do z, uno i onction monodrome

do la variable z.

Corollairc .
-- Si la fonotion

U ((((, Z)

csl non soulement monodrome, mais aussi monotone |&amp;gt;ar rapport a ;,

et si d ailleurs la fonction derivoo

conserve uno valour time pour z = z, // = u, alors la loud ion do r a

laquelle so rcduira la racino // de { equation (3) aura pour deriveo

nnc I onction monodrome ot finio do r- doloi inincc par la formule

D = f/
(I3) &quot;=

-
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el sera, par consequent, line function non seulemcnt monodronie,

niais aussi monogene. On pent clone enoncer la proposition suivante :

THEOKEME III. Soit

/= f(,)

nnc fondion des variables z et u, qui s evanouisse pour les valeurs

z = z, u = u

de ccs deux variables, el qui, da/is le voisinage de ces valeurs, soil mo/io-

drome el monogene par rapport a chacune des variables z et u. Si les

fondions derivees

\) z u, D
tt
*y

acquicrent, pour z- = z, u = u, des valeurs fin ies dont la seconde sou

distincte de zero, on pourra salisfaire a I equation

U= o

par nne valeur de u, qui, se reduisant a u pour z = /, sera, pour u/te

ralenr de z voisine de z, fonclion monodrome el monogene de z.

Lorsque la fonction
U= t(u,*)

csl nne fonction entiere ou meme ration nelle des variables z et //,

rile ne cessc jamais d etre monodrome et monogene par rapport it

ces deux variables. Done alors la racine u de 1 equation (3) est, sous

les conditions enoncees dans les theoremes II et III, une fonction

monodrome et monogene de z, ce qui entraine evidemment le theo-

reme de M. Puiseux.

An reste, les theoremes 11 et III sont compris, comme cas particu-

lier, dans deux theoremes generaux que Ton peut enoncer comme il

suit :

THEOREMS IV. Soient

;., a, i-, w, . . .

// -h i variables, dont I une, z, reste independajite, les n autres

u, v, w, . . .,
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ctant Itecs a z par n Equations

(,4) U=o, K-o, ir-o,

(font Ics premiers rnembres

U, V, W, ...

rcprcscnfcnl &amp;lt;les functions dc

:., it, r, w, . . . ,

monodromes par rapport a z, mo/wdromes et mojioge/ies par rapport a

//, r, .... Supposons d ailleurs (jue, pour les valeurs particulieres

z, u, \, \\, . . .

dcs variables

z, u, c, tr, ...,

cliacunc des derivees comprises dans le tableau

, D
lv,F,

conserve une valeur finie, et gue la valeur correspondanlc dc la resit Ila file

algebrique (} , forrnee avec les divers lermes de ce meme tableau . soil

distmcle de zero. On pourra satisfaire aux equations (i4) [)(lr
&amp;lt;l( s r(t ~

lenrs dc

u, r, iv, ...,

&amp;lt;////.

\r reditisant, pour z = z,

II, V, \V, ...,

seront, dans le voisinage de z = z, cest-a-dire pour dcs raleurs sujjisatn-

c/il petitcs du module dc z /, dcs functions monodromes dc z.

Demonstration. La resultante des termes comju is (hins Ic

tableau (i5) csl drtcrrnineo par la formulc

(16 12
du
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dans le cas oil les differentielles d//, d&amp;lt;&amp;gt;, du\ . . . sont prises pour

let s anastrophiques ; et puisque aux valeurs

7., U, V, W, . . .

(les variables

~-, it, &amp;lt;-, w, . . .

correspond une valeur de 12 distincte de zero, les valeurs correspon-

dautes des termes compris dans une ligne horizontale de re tableau.

par exemple des derivees

\) lt U, !)?/, ]&amp;gt;,/, ...,

ue pourront s evanouir toutes a la fois. Concevons, pour fixer les

idees, qu alors la derivee
!&amp;gt;/

otl re effectivement une valeur finie distincte de zero. Kn vertu des

tlieoremes II et III, Tequation

t/= o,

resolue par rapport a //, fournira pour it une fonction des variables

(jui sera monodroine par rapport a z, monodrome et monogene par

rapport a chacune des antres variables

et si Ton substitue cette valeur de // dans les equations (i/j), on

obliendra // i

e(f nations

,17) t? o, W = o,

ilont les premiers membres seront des fohctions de

inonodromes par rapport a z-, monodromes et monogenes par rapport
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A v , w, D ailleurs la resultante algebrique Q des termes compris

dans le tableau

(.8)

sera determinee par la formule

(.9) S*=

si Ton y considere dv, dw, ... comme des clef s anastrophiques; et,

comme il suffira de supposer u et du determines par les formules

dU = D u U du + I), Udv +- Vw U Aw -+- . . .

pour reduire les differentielles

AV, AW, ...

aux differentielles

d\
c

&amp;gt;, dig&amp;gt;,

on aura necessairement

(20) Q = 2 I),t 2,

(21) ^ = ^U
Done, puisqu aux valeurs

z, u, v, w,

de

z, u, t, w, ...,

correspondent par bypothese des valeurs de

12 et D u fJ,

tinies et distinctes de zero, la valeur correspondante de li sera elle-

meme finie et disfincte de zero. Cela pose, il est clair que le theo-

reme III subsistcra pour n equations qui renf ermeront, avec z, les

OEuvres de C. S. I, t. XII 4
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n variables M, r, w, . . . , s il subsiste pour n i equations renfermant,

avec z, n i autres variables u, c, ir, .... Done, puisque ce theoreme

subsiste pour n = i
, il subsistera pour n 2, puis encore pour n = 3,

puis encore pour n = 4, ____ Done il subsistera generalement quel

que soit n.

Corollaire. DC meme que-le theoreme II entraine le theoreme IV,

de meme le theoreme III entraine la proposition suivante :

THEOREME V. Les inc.rn.es choses etant posees que dans le theoreme IV.

si pour les valeurs

z, u, v, vv, . . .

des variables

j, w, r, w, ...,

les fonetions

u, r, w, ...

sont monodromes et monogenes, non settlement par rapport a

M, (
, W, ...,

mais aussi par rapport a s, on pourra satisfaire aux equations (i4 )

des valeurs de

qui, se reduisant, pour z = z, a

u, v, w, ...,

seront, dans le voisinage de z = z, c est-a-dire pour des raleurs suffuam-

ment petites du module de z z, des fojictions monodromes et mono-

genes de z.

Corollaire. - Les valeurs de u, v, w, ... dont il est ici question,

etant des fonctions monodromes et monogenes de z, seront, pour cela

meme, developpables en series convergentes, ordonnees suivant les

puissances ascendantes de z z.
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565.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Sur les fonctions rnonodromes

C. R., T. XLHI, p. i3 (7 juillct i856).

Solent
z = r * = r

p

les affixes de deux points mobiles, et

Z, 3

les valeurs correspondantes d une certaine fonction. Si cette fonction

reste monodrome et monogene pour toute valeur de r inferieure a

une valeur donnee et constante du module r, on aura, pour une lelle

valeur de r,

(i) Z OTc ,

la moyenne isotropique qu indique le signe 3\i etant relative a 1 argu-

ment p de z. En developpant dans la formule (i) le rapport

suivant les puissances ascendantes de -, on obtiendra le developpe-

inent de Z suivant les memes puissances. Dans ce developpement, la

somme des n premiers termes sera une fonction entiere de z, du

e n, et si Ton designe cette somme par^ rt , on aura

(a) Z

Si, dans la formule (2), on fait croitre indefmirnent le nombrc n.
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alors, z.-
1 *

convcrgera vers la limitc zero, et en posant

n oc,

on obtiendra 1 equation

(3) Z=s x ,

qui sera precisement la formulc dc Taylor; ct cette equation sul&amp;gt;-

sistera quel que soil z, si Z reste finie, monodromc et monogene pour

toute valeur finie do :-. Si, de plus, Z conserve une valeur finie pour

une valeur infinie de z, par consequent pour une valeur infiniment

petite de -&amp;gt; on si,
- etant infiniment petit du premier ordre, -~ est

* JZ /

un infiniment petit d un ordre fini v, alors pour reduire a zero le pro-

duit ^&quot;~
(

3, et, par suite, la moyenne isotropique

^-&quot;- 3
OIL ,

il ne sera plus necessaire de faire converger n vers la limite sc : il suf-

fira de faire converger le module r de * vers la limite oc, et de prendre

n -
v.

Sous cette condition, la formule (2) donnera

(4) z = sn .

Done alors la fonction Z sera une fonction entiero de z du degre n.

II est hon d obscrvcr que, dans 1 hypothese admise, le nombre v

qui represents 1 ordre de
-y&amp;gt; quand

- est suppose infiniment pel it

mi

du premier ordre, ne peut differer du nombre entier n qui represente

lo degre de Z, en sorte qu on a necessairement

v = n.

Si Z conservait une valeur finie pour une valeur infinie de s, on

aurait
v 1= n o,
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et 1 equalion (4) reduite a

(5) Z = s

donnerait pour / unc valour constanle. L equation (5), comprise
comme cas particulicr dans une formule gene rale du Calcul des

residus, reproduit un theoreme enonce par M. Liouville.

Supposons maintenant que la fonction Z, toujours monodromo ot

monogene pour unc valeur linie ^, devienne infinie pour certaincs

valours particulieres do la variable, et nommons c Tune quelconquo

de cos valours. Lo rapport -= deviendra infiniment petit, si c est fini,

pour une valeur infiniment petite de c c, ot si c est infini, pour

une valeur infiniment petite de i- Admettons quo, dans 1 uno.ou
5

1 autre hypotheso, s c on - etant infiniment petit du premier ordre,

-p
soit un infinimont petit d un ordre fini u. ou v, ot quo lo nombre

des valours finies de c soit encore un nombro fini. Enfiu soiont

les valeurs finies de c;

f* , f* , -.,

los valeurs correspondantes de
[JL;

m
, m&quot;, . . .,

des entiers superieurs aux nombres

p- , v t ..., ^,
et posons

(6) & (c c
)&quot;

l

(s c&quot;)

m
&quot;. . ,(z c^) m(i&amp;gt;

Z,

i sera evidemment une fonction monodrome ot monogeno qui, tou

jours finie pour une valeur finie de ^, fournira pour
~ uue quantito

infiniment petite dont 1 ordre sera la quantite finie

(7) m +/n&quot;+ . . . + mW 4- v,
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quand
- sera du premier ordre. Done & sera, en vertu des proposi

tions deja demontrees, une fonction entierc de z. Cela pose, 1 equa

tion (6) fournira evidemment pour Z une fonction rationnelle, et

ne pourront etre que des nombres entiers. Ajoutons que 1 equa-

tion (8) continuera de fournir pour i une fonction entiere de Z, si

Ton prend pour

res memes nombres entiers; et que, si, pour une valour infinie de s,

Z conservait une valeur finie differente de zero, oti devenait infini-

rrient petit, on dcvrait, dans la somme (7), reduire v a zero, ou lui

attribuer une valeur negative.

On peut done enoncer generalement la proposition suivante :

THEOREME 1. -- Si une fonclion Z de z, toujours monodrome et mono-

gcnc pour une valeur fuue de z, devient infinie pour an jiornbre fini de

raleurs de z; si, d ailleurs, c etant I une de ces valeurs, le rapport -^
est

une qua/ilite i/ifinirnent petite d un ordre fini \j. ou v, quand on considere

la difference z c, c etant fini, ou le rapport -&amp;gt; c etant infini, comme

un infinimenl petit du premier ordre, alors u., v seronl toujours des

nombres entiers, et Z sera une fonction rationnelle de z, a laquelle on

pourra donner pour denominaleur le produit des facteurs de la forme

Les conditions ici mentionnees seront evidemment remplies, si Z

est une fonction monodrorne et monogene qui verifie une equation

de la forme

F(s,Z) etant une fonction entiere de z et Z. Alors le theoreme I ne

sera pas distinct du beau theoreme enonce par M. Puiseux dans le
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Memoire qui a ponr litre : Nouvelles recherches sur le.s foncliom

briques.

D autre part, on etablira sans poino la proposition suivanto :

THEOREMS If. - - Nommons X une fonction de z, gui, elant loujours

tnonodrome et monogene pour line raleur fmie de
z&amp;lt; soil simplemenl

periodic/tie et demeure invariable, tandis que I on fait crottre z dc la

periode CD. Si I on pose

,

(9) u = e&quot;&amp;gt;

,

Id raleur de \ elant

I 9,7:1,

Z considere comme fonction de it sera encore monodrome el monogene
pour toule valeurfinie de u.

Demonstration. -- So it en effet

(10) Z=rf(j),

et substituons, dans la formule (12), a la variable z sa valeur

l designant un logarithme neperien assujetti a varier avec // par

degres insensibles. On aura

Or, \u etant monodrome et monogene clans le voisinage do toute

valeurfinie de w, autre que la valeur zero, on pourra en dire autant

de Z; et, si Ton fait decrire autour du pole une courbe fermoe an

point dont 1 afTixe est //, le produit

apres une ou plusieurs revolutions du point, effectuees dans un sens

ou dans un autre sur la courbe dont il s agit, se trouvera augmente on
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diminue d un multiple de la periodc w ; par consequent Z ne changera

pas de valeur, et Ton pourra en dire autant de la derivee

Du theoreme 1 joint au theoreme II, on deduit immediatement la

proposition suivante :

THEOREME III. - - Soil Z une fonotion de z, simplement periodique ;

represenlons la periodc to par un rayon rnene d un point dojine a un

autre point dans la direction qu indique I argument de cette periode, et

par les exlremites de ce rayon menons deux droites paralleles l u/ie a

I autre. Si la fonction Z, toujours monodrome et mojwgene pour une

raleur Jinie de z, devient injinie pour un nornbre infini de valeurs de z

propres a representer les affixes de points sillies entre les deux paralleles ;

si d ailleurs, c elant I une de ces valeurs, et h la valeur comspondante

de I exponentielle

II 6j7
,

le rapport y est une quantite infiniment petite d un ordre fmi a ou v,

quand on considers la difference u /t, h etant fini, ou le rapport -,

h etant infini, comrne un infiniment petit du premier ordre, alors a, v

scront toujours des nombres entiers, et Z sera une fonction rationnclU

de u a laquelle on pourra donner pour denominateur le produit des fac-

teurs de laforme
(u h}V.

Si, en nommant w la periode de la variable z dans la fonction perio

dique Z, supposee monodrome et monogene pour toute valeur finie

de z, on substituait a 1 equation (9) la suivante

u cos-:

Z, considere comme fonction de w, pourrait cesser d etre monodrome

et monogene pour toute valeur finie de u. Mais il serait fonction mono-
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drome et monogene de n et c si Ton supposail

(12) H cos , t&amp;gt; = sin ,

0)

attendu qu on aurait alors

( 3) s = \(u + 9 \) t

04) ^=

et qu on pourrait appliqucr a la premiere formule (12) ce qiii a ete

dit de la formule (n). Remarquons d ai Hours que, en vertu des f or-

inules (12), on aurait

u*.+ v*==i,

I(-f- pi) H- \(u ri) = o,

par consequent
1

7 u -+- ri
-l-
2 n n

et
([tie

-
. est simplement fonction de

a co

On peut done enoncer encore la proposition suivanlo :

TIIKORKME IV. - - Une fonction Z de z, snpposee tnonodrotnc. mono-

ne ct simplemcnl periodique, sera encore line fonclioji monodrome et

monogene des deux variables

It COS) V SI I)

0) 0)

el de leur rapport; elle en sera merne une fonction ralionnelle sons les

conditions enoncees daris le theoreme HI.

Un theoreme semblable s applique, sous de scmblables conditions,

aux fonctions doublement periodiques.

D ailleurs les conditions dont il s agit sont remplies quand la fonc-

OEnvres de C. S. I, t. XH. (\1
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tion Z so reduit a 1 integrale u de 1 equation

(15) JK u V,

//etant determine par la fbrmule

(16) F(, tf)-o

dans laquelle F(M, U) designe une fonction enliere de u et U, et par

suite, les derniers theoremes ici enonces et men tionnes ne sont pas

distincts de ceux qui ont etc donnes par MM. Briot et Bouquet dans

leur important travail sur 1 integration des equations differentielles.

Dans un autre article, je montrerai comment on peut integrer a

1 aide de fonctions monodromes et monogenes des systemes d equa-

tions simultanees et resoudre ainsi completement certains problemes

de Mecanique et d Astronomie.

566.

CALCUL INTEGRAL. --
Rapport sur un Memoire de MM. BRIOT el BOUQUET.

G. II., T. XLIII, p. 26 (7 juillct 18:16).

Jusqu a present les geometres n etaient parvenus a integrer en

termcs finis qu un tres petit nombrc d equations differentielles,

meme du premier ordre. 11 y a plus : les integrales obtenues etaient

souvent de peu d utilite quand il s agissait de resoudre le probleme

auquel se rapportait une equation differentielle. Ainsi, par exemple,

a une equation dans laquelle deux variables etaient separees, on sub-

stituait une equation entre deux integrales definics. Mais on ne savait

pas generalement tirer de cette equation nouvelle la valeur de Tune

des variables consideree comme fonction de Fautre, ou du moins Ton

n y parvenait qu en developpant la fonction en une seric composee
d un nombre infini dc termes, et a 1 aide de formules qui, pour 1 or-
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dinaire, no subsistaient qu cntre certainos limites de la variable inde-

pendante.

C ost done un veritable progres dans la haute Analyse el le Calcul

infinitesimal quo d etre parvenu, comme 1 ont fait MM. Briot et Bon-

(|uet, a integrer sous forme finic un grand nombre d equations du

^enre de cellos que nous venons de mentionner. Disons en pen de

mots comment ils y ont reussi.

Dans son Memoire sur les fonctions algebriques, c ost-a-dire stir

los fonctions que determinent des equations algebriques, M. Puisenx

a demontre les deux theoremes suivants, clont le second pent aussi so

deduire d une formule generale du Calcul des residus.

Tin.oui.3iE I. Si line fonction algebrique de z cesse d etre monodrome

pour line valeur c de cette variable, alors, pour une valeur de z (res roi-

sine de c, une racine quelconque de I equalion algebrique donnee sera

developpable en serie convergente sidvant les puissances ascendantes de

^

(z r)&quot;,
n etant I ordre de la substitution circulaire qui comprend la

ntci/ie donnee, c est-a-dire le nombre qu on obtienl en joignant a cette

racine celles qui s echangenl avec elles quand on fait lourner le point

donl Vaffixe est z autour du point dont I affixe est c.

TIII.OIIK.MK II. - - Une fonction algebrique monodrome est necessaire-

rncnt ration nelle*

Kn partant de ces deux theoremes, MM. Briot et Bouquet en ont

obtenu d autres, et particulierement ceux que nous allons rappeler.

THKORKME I. -- u etant une fonction de z determined par I equation

differentidle

dans laquctte U est une racine de t equation algebrique

(2) F(i/,U) = o,

si I integrate u adrnet un nombre limite de valeurs pour chaque valeur
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dc z, u, consideree commefojiclion de z, sera non periodique, on simple-

menl periodique, OIL doublement periodique, et de plus fonclion alge-

brique dans le premier cas de z, dans le second cas de tang , co elant

la periode de la loanable z, darts le troisieme cas de la fonction ellip

tic/
ne X(s) correspondante aux deux periodes donnees.

TmiORKME II. Si I integrate u est monodrome, elle sera line fonction

ralionnelle on de z, on de tang &amp;gt; on de X(s) et de V(s).

TIIKORKME -HI. L equation (2) etant da degre m par rapporl a [ ,

les conditions Jiecessaires pour que Vintegrale u de I equation (i) tie cesse

jametis d etre fonction monodrome de z sont les sitivanles : i le coeffi

cient de U&quot; dans Y(u, U) devra etre unefonction entiere de u, d un degre

egal on infericur au double de m n ; 2 quand, pour une raleur h de n,

la fonclion irnplicile U deviendra une racine multiple differenle de zero.

elle devra resler dans le voisinage du point dont Vajfixe est h, fonclion

monodrome de u\ 3 quand la racine multiple sera nulle, I exposant de

u h dans le premier lerme du developpement de U suivant les puissances
i

ascendantes de (u A)&quot;
devra etre de la forme \ - - si cet exposant est

plus petit que I unite; 4 enjin I equation transformed que I on deduira

de I equation (2) en posant u == - devra offrir les mernes caracleres

pour r = o.

IV. -- Les conditions qui rendent monodrome I inlegrale de

I equation (i) etant remplies, cette integrate sera doublement periodique si

requation (2), pour une raleurfinie h de u, et la transformee, pour v = o,

n admettent pas de racines nulles et idles que, pour des valeurs infmimenl

pel lies de u h oil de v, U se developpe en une serie dont le premier lerme

offre un exposant egal on superieur a Iunite; I integrale sera ration-

nelle si Iequation (2), pour une valeur finie de h, on la transformed

pour v = o, admel un groups de n racines egales a zero, dont le deve-

\_
\

loppcment suivant les puissances ascendantes dc (u Ji)
n ou de v&quot; com-
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tnence par nn lermc dti dcre i H . le lermc suivanl dn dc^re i -+- -
n

*
/i

Slant nit/; ces cas c.rceptcs, la function u sera simplement periodique.

Apres avoir obtenn les remarquablea theoremes quc nous venous

do rappeler, .AIM. Briot et Bouquet ont voulu mettrc encore en evi

dence le parti qu on pouvait en tirer pour { integration des equations

differentielles; ils ont montre comment on-peut determiner les ruii-

stantes que renferme une integralc reconnue rationnelle par rapport

; :-, on a tans; ? on aX(^) et ~k (z); et afin de ne laisser anrn-n doute~
&amp;lt;j)

a cet egard, ils ont effectivement pris pour exemples onze equations

differentielles qu il ont integrees en termes finis. Ils ont ensuite

veritie 1 exactitude de plusieurs des resultats, en fais^ant voir
qu&amp;lt;

1

les integrales obtenues sattsfaisaient aux equations differentielles

proposees.

En resume, les Commissaires pensent quo les resultats obtemis

par M.M. Briot et Bouquet constituent un veritable progri-s dans la

haute Analyse; ils croient que le Memoire soumis a leur examen cst

tres digne d etre approuve par 1 Academie et insere dans le

des travaux des Savants etrangers.

567,

AN.U.YSI: .MATin..MArion:. -- Siir la ihcorie, des /auctions.

C. R.. T. XLIII, p. fi.) (14 jiiillct 1 856).

I. Considerations generates.

Solent z, Z les allixes de deux points mobiles dans un plan. Si ces

deux points se meuvent sur 1 axe polaire, les variables z, Z seront

n -ellcs, et la sccondc sera Aite fonction de la premiere, quand le mou-

vcnient dti premier point entrainera le mouvement du second. II etait
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nature!, il etait convenable d etendre cette definition au cas ou le pre

mier point se meut d une maniere quelconque dans le plan donne. Ce

parti, que j
ai ose adopter, ct qui a paru d abord etonner quelques

geometres, est pourtant, je crois, 1 unique moyen d ecarter les diffi-

cultes sans nombre qui se presentaient a 1 esprit quand on meditait

sur la nature et sur 1 existence meme de ce qu on appelait desfonctions

de variables imaginaires. D ailleurs, a cette notion generate des fonc-

tions, il importc de joindre, en 1 etendant, la notion de continuite,

telle que je 1 ai donnee en 1821 dans mon Analyse algebrique ( ),
et

de dire que 1 affixe Z est function continue de la variable z, dans le

voisinage d une valeur finie attribute. a cette variable, quand une

variation infmiment petite de z produit dans ce voisinage une varia

tion infiniment petite de Z. La limite vers laquelle converge le rap

port de la seconde variation a la premiere, tandis que chacune des

variations s approche indefiniment de zero, est precisement la fonc-

tion derivec, et depend en general tout a la fois de Faffixe s et de la

direction suivant laquelle se meut, quand z varie, le point clont

Faffixe est z.. Mais, si la fonction derivee reprend la meme valeur pour
deux directions distinctes, elle deviendra completement indepen-

dante de la direction, et sera une fonction monogcne. Enfin une fonc

tion. continue de la variable z est monodrome lorsque, pour chaque
valeur de 5, la valeur de Z demeure unique tant qu elle n est pas

infinie.

Une fonction synectique est une fonction monodrome et monogene

qui ne devient pas infmie pour des valeurs particulieres de la variable.

Une fonction peut etre monodrome, monogene, ou synectique seu-

lement entre certaines limites determinees par le svsteme des lignes

droites ou courbes qui enveloppent une certaine aire, c esUa-dire

tant que la variable z represente 1 affixe d un point renferme dans

1 aire dont il s agit.

Ges principes etant poses, on reconnait sans peine que les fonc-

( ) OEuvres dc Cauchy, S. II, T. III.
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lions monodromes et monogenes sont precisement celles auxqurllcs

s appliqucnt les formules generales que j
ai deduiles du Calcnl do

residus, comme aussi celles que j
ai donnees pour la determination

des integrales definies, pour remuneration des racines reelles on

imaginaires des equations algebriques ou memc transcendanles, el

pour le devcloppement des fbnctions explicitcs ou implicites en series

convergentes et en produits convergents, les tonctions implicites

pouvant d ailleurs etre determinees, soil par des equations finies, soil

par un systeme d equations differentielles. Ainsi, par exemple, rY&amp;gt;t

a uno fonction monodrome et monogene f(~) que se rapporte la f or-

mtilr

(0 fu. )= r!Iii&amp;gt;l + r^x z
&amp;lt;^(zi

zjc

que j
ai donnee a la page i3G du Volume 1 des Exercices de Matlicma-

liqucs ( ), et qui determine immediatement les fractions simples et la

fonction entiere dont la somme reproduit une fonction rationnelle f(x):

c est encore a une fonction monodrome et monogene f(s) que s ap-

plique 1 equation (26) de mon Memoire du 27 octobre i83i, c cst-

a-dire la formule

(2). C l (z)l),z(/s = *r&amp;gt;iC (t(z)],
/o

dans laquelle le signe c indique un residu integral relatif aux points

renfermes dans une certaine aire qu enveloppe un certain contour,

,v une longueur mesuree sur ce contour, depuis un point donne

jusqu a celui dont z est TafFixe, et c le contour cntier. Remarquons
d ailleurs que la formule (2) comprend, comme cas particulier, (\c&amp;gt;

equations generales donnees dans les Exercices de Mathematiques et

ailleurs, par exemple 1 equation

(3) ( i (x)djc = *r.i

&quot; X

(((;)},
*J _ go

30

( ) .CEuvrex de Caucky, S. II. T. VI, j&amp;gt;. 17 &amp;gt;..
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qui subsiste quand le produit zf(z) s evanouit pour des points situes

a vine distance infinie du pole au-dessus de 1 axe polairo, et les for-

mules

(5)

qui supposerit f(s) synectique pour le module attribue a z et pour un

module plus petit, le module de x devant etre, dans la formule (5),

interieur au module de z.

En m appuyant sur les principes que je viens de rappeler, j
ai ete

conduit a de nouveaux theoremes et a des formules nouvelles qui

paraissent digues de quelque attention, et qui se rapportent, soil aux

fonctions explicites ou implicites, soit a 1 integration d un systemc

d equations differenticlles. Jc me propose de developper successive-

inent ces theoremes et ces forrnules. Je me bornerai pour le moment

a en donner une idee.

II. -- Sur les fonctions dt terniinees par des equations finies.

En vertu de la formule (5) du I, line fonction Z = f(-), qui reste

synectique tant quo la variable z conserve un module inferieur a une

rertaine limite /-, est developpable en serie convergentc ordonnee sui-

vant les puissances ascendantes de z.

Lorsque la fonction f(s) est explicite, on peut aisement reconnaitre

avec facilite si ellc est synectique, au rnoins dans le voisinage d une

valeur donnec de z. 11 restc a examiner le cas ou la fonction est im-

plicite, par exemple le cas ou elle est determinee par une equation de

la forme

Alors, si C represente une valeur finie de Z correspondante a une

valeur finie c de z, et si, dans le voisinage des valeurs c, C des deux
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variables z, Z, le premier mombre de 1 equation (i) reste I onction

monodrome et monogene dc ces variables, Z sera, pour des valours

de z (ri i s voisines de c, fonction monodrome et monogene de z, it

moins que z = c ne soil line racine multiple de 1 equation (i).

A ce theoreme, enonce par M. Puiseux, on peut joindre un theo

rem e analogue relatif au cas ou plusieurs fonctions d unc variable

sont determinees par le systeme de plusieurs equations finies, dont

chacune exprimc lYgalite de deux functions monodromes ct mono-

genes des diverses variables.

Si Tune des quantites c, C, . . . devenait infinie, alors a la variable z

ou / on substituerait le rapport variable - on
-^

Si, dans chacune des equations donnees, les deux membres

n etaicnt pas monodromes et monogenes, il suifirait ordinaire-

mcnt, pour les rendre tels, d augmenter, comme je 1 ai dit ailleurs,

le nombre des variables.

Si, pour z = c, plusieurs racines z de 1 equation (i) deviennent

egales cntrc elles, et si Ton nomme m 1 ordre de la substitution qui

indique comment les racines s echangent entre elles, quand, z diffe-

rant tres peu de c, on fait tourner autour du point dont 1 affixe est c

le point dont Talfixe est -, alors il suffira generalement de poser

(2) s c = um ,

pourvu que chaquc racine devicnne une fonction monodrome ct mo

nogene de u.

Les theoremes sur 1 enumeration des racines que j
ai donnes

en 1 83 1
( ) s appliqucnt non seulement aux equations algebriques,

mais aussi aux equations transcendantes, et peuvcnt servir a deter

miner le nombre des racines de ces dertiieres, entre des limites

donnees.

Concevons, pour fixer les idees, que,

(3) 2T

( ) OEnvres de Cauchy, S. II, T. XV.

OKuvrrs de C. S. I, t. XII.
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etant une fonotion synectique de t et z, on pose

z x+y\, Z \-f-Yi,

x, y, X, Y etant reellcs, ct quc Ton demandc le nombre n cles racinos

dc 1 equation

(4) F(Jf,*):=o,

comprises cntrc des limites donnees, par exemple le nombre des

points dont chacun, renferme dans une certaine aire S, a pour aflixe

une racine z de 1 equation (4). Le nombre n sera donne par la for-

mule

le residu integral qu indique le sigrie $ etant relatif au contour de

1 aire S; et si, tandis que cette airc s etend indefmiment dans tons

Ics sens autour du pole, le second membre de la formule (.5) devient

intiniment grand, le nombre total des racines sera infini. D ailleurs

la determination de n pourra devenir facile, si Ton a choisi convena-

blement le contour.

Ainsi, par exemple, si 1 equation (4) se reduit h

(6) ;-e==t,

on bien a

z e sn-: :=

etant un nombre donne, on f acilitera notablement la determination

do n on reduisant le contour de 1 aire S au perirnetre d un rectangle

dont les cotes soient les uns paralleles, les autres perpendiculaires a

1 axc polaire. Quand ces cotes seront tres eloignes du pole, la valeur

de n sera tres grande, mais facile a calculer.

Le nombre des racines de 1 equation (4) varie avec le nombre des

racines de 1 equation derivee

(8) D s FU,s) = o,
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a laquelle deux racincs - de 1 equation (4) doivont satisfaire, quand
ccs deux racines dcvicnnent egales entre cllcs. Quand la fonclinn

synectique Y(t,z) cst unc fonction entiere dc z, le dogre dc eotto

fonction surpasse d une unite le degre de sa derivee. Jc recliercherai

dans un autrc article comment se modifie Fenonce d&amp;lt;

1 eotlo doniiere

proposition quand on 1 applique a line equation transccndante.

III. Sur les fauctions impliciles dcternnnees par des systcmes
d equal ions dijferentielles.

Commc je 1 ai remarque depuis longtemps, quand on veut integrer

un systeme d equations differentiellcs, on doit commencer par reduire

ces equations au premier ordre, ce qu on peut toujours fa ire lorsque

les equations renferment des derivees d ordre superieur, en ronside-

rant quelques-unes de ces derivees comme de nouvelles inconnues.

La reduction dont il s agit etant effectuee, il sera necessairc, pour quc

les inconnues soient completement determinees, que le nombre des

equations soit precisement egal au nombre des inconnues. et que Ton

connaissc les valours des inconnues correspondantes ;i unc valcur

don nee de la variable independante. Par consequent, les integralcs

generales serviront a deduire d un systeme donne de valeurs de loutes

les variables un autre systeme de valeurs de ces memes variables; cl,

si la question ne pcut ctre resolue quc d une scule maniere, comme

il arrive generalement dans la Mecanique, il cst clair qu en la renver-

sant on devra retrouver le premier systeme, si Ton part du second.

l&quot;n autre point capital, sur lequel les Memoircs que j
ai presentcs a

1 Acadernie en 1846 ( )
ne laissent aucun doute, c csl quo, pour bien

connaitre la nature des integrales d un system p d equations diU cren-

tiolles et la nature des fonctions qui reprosenlent ces integralcs, il csl

necessaire de considerer non seulement lours integrales rcctiligncs,

maiSxCncore ct surtout lours integrales curvilignos. Kn off et, la consi

deration de ccsdernieres permctde determiner directement le nombre

.
i Oljnrcs dc Caucfiy, S. I, T. \.
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et los valeurs des periodes qui peuvent s ajouter a la variable indepen-

dante, etc.

D aillcurs la recherche des proprietes des integrates devient plus

simple et plus facile, quand on commence par reduire les equations

donnees a des equations dont les deux membres sont des fonctions

monodromes et monogenes des inconnues et de leurs derivees. Or on

peut generalement y parvenir en introduisant dans le calcul de nou-

vcllcs inconnues liees par des equations finies a celles qui entrent

dans les equations differentielles.

Ainsi, par exemple, dans le mouvement d une planete autour du

Soleil, les equations differentielles pourront etre reduites a sept equa

tions monodromes et monogenes dont 1 une sera lime, ces equations

etant de la forme

Cela pose, concevons quo Ton donne, entre une variable indepen

dante t et n fonctions inconnues

JC, /, -, .--, , V, W,

n equations differentielles de la forme

X, Y, ..., IF etant des fonctions monodromes et monogenes des

variables x, y, z, . .., u, c, w, t et d autres variables /-, s, . . . liees

aux premieres par des equations finies. Le premier soin du calcula-

tcur devra etre de rechercher la nature et les proprietes de chaque

inconnue, par exemj)le de 1 inconnue oc, consideree comme fonction

de t. On y parviendra surtout en recherchant pour quelles valeurs

de /, x cesse d etre fonction monodrome et monogene de t. Or ces

valeurs sont generalement celles qui rcndent x intini, ou X nul,
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infini, on indetermim 1

. Kemarquons d aillcurs que poser
- = o, ou

hien
o

.1 = O, Oil ) Oil oc,
o

c est etablir entrc los diverses variables une equation qui pent se

verifier pour une valeur partictiliere de t.

Solent t cette valeur de t, et

r, p, ., . . .
, u, o, w

les valeurs correspondantes de

x, y, z, u, r, ir.

Elles ne devront pas, en general, verifier aussi Tune des equations

qu on obtient en supposant 1 une des quantites

Y, ou Z, . . ., ou W

nulle, ou infinic, ou indeterminee. Done, pour une valeur tres petite

de t t, les differences

W U)

seront, pour 1 ordinairc, sensiblement proportionnelles a / t et

seront meme des fonctions monodromes, monogenes et finies de t t.

C est sur ce principe que s appuie une nouvelle methode qui, tres

souvent, peut etre employee avec succes pour 1 integration d un sys-

teme d equations differentielles simultanees, ainsi que je 1 expli-

(juerai plus en detail dans un autre article.
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568.

CALCUL INTEGRAL. - Methode nouvelle pour I integration

d un systemc d equations differentielles.

C. R., T. XLIII, p. 127 (21 juillct i856).

Parmi les resultats auxquels jc suis parvenu en m occupant drs

systemes d equations differentielles, il me parait utile de citer unc

methode d integration que je crois nouvelle, et qui, appiiquec a un

tel systeme, en fournit souven-t avec facilite les diverses integrates

ou du moins plusieurs d entre elles. Cette methode est fondee sur un

theorem e general dont voici 1 enonce.

THEOREMS. Soient donnees entre la variable t et n inconnues

n equations differentielles du premier ordre

(0 T) t x=-.Ar, \) ty=Y, }\

Soient encore

m fonctions lineaires des variables x, y, -,

valeurs de

. . , el supposons f/tte, les

elant tirees des formules (i), on trouve

\)
t
u = U

l iii -h U.2 it.2 -h U3 u 3

!)&amp;lt;(

-

:: Fj (
i -f- F2 C, + V3 C

;j

//,, u.,, w
;1 , . . . , (&amp;gt;,,

v.2 , c 3 w^ w.,, w.
t , . . . elanl de noweUes fonc

tions lineaires dc x, y, z Si les coefficients
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renfermcs dans les fonctions

it, r, IT ,

&quot;

. ..,

pciu-eiil etre clioisis de maniere que

se reduisent a des fonctions lineaires de

n, r, w, . . .
,

d si d ailleurs, cette condition etant remplie, on ne peut, des formules

(3) u = o, c = o, z=o, ...,

deduire aucunc equation dans laquelle les coefficients

&amp;lt;x, 6, y, ...

disparaissent tons a lafois, les formules (3) representeronl un systeme

d integrates des equations donnees.

Pour demontrcr cc theoremc, il suffit d observer que, dans 1 hypo-
thi se admise, les valeurs generales de M, r, w^, . . . s evanouiront, en

vertu.des equations (2), si elles s evanouissent pour un systeme par-

ticulier de valeurs des variables/, x, z, . .., et que cette condition

pourra etre remplie par la fixation de valeurs convenables attribuco

aux coefficients a, , y, ....

La methode qui repose sur le theoreme que je viens d enoncer

offre de nouveaux avantages quand aux equations differentielles don

nees on joint celles qui determinent de nouvelles inconnues propres
a representer des quantites dont 1 introduction dans le calcyl cst

appelee par la nature meme des questions que Ton se propose de

resoudre.

Dans un prochain article, je montrcrai, par des exemples speciale-

inent choisis entre ceux que fournissent la Mecanique et 1 Astronomie,

les avantages que presente la methode nouvelle pour I integration des

systemes d equations differentielles.
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569.

FONCTIOKS SYMBOLIQUES. -- Sitr les produits symboliques

el les fonctions symboliques.

C. R.. T. XL1II, p. ifig (28 juillet i85G).

La lettro s designant une fonction d une ou dc plusieurs variables

independantes, concevons que Ton multiplie ses differences, ses dif-

ferentielles ou ses derivees des divers ordres par d autrcs fonctions

de ces memes variables, puis que Ton renferme entre deux paren

theses la somme des produits ainsi obtenus, ct qu apres avoir efface

partout la lettre s, on se contente d ecrire cette lettre une seule fois a

la suite de la dcrniere parenthese, on obtiendra une expression qui

se presentcra sous la forme d un produit, et qui sera effectivement

appelee produit symbolique. Les deux facleurs de ce produit symbo-

lique seront le multiplicande s et un polyndme symbolique dont chaque

terme sera le produit d une lettre caracteristique par une fonction des

variables independantes. Si les termes disparaissent tous a 1 exception

d un seul, on pourra omcttre les parentheses. Alors aussi le multipli-

cateur symbolique deviendra un monome qui pourra se reduirc, dans

certains cas, a une lettre caracteristique indiquant une operation a

laquelle on soumet la fonction s.

Comme on 1 a fait quelquefois, nous n hesiterons pas a simplifier

souvent les formules a 1 aide du precede qui consiste a representer un

polyndme symbolique par une seule lettre ou par un seul caractere.

Nous affecterons specialement a cet usage les deux caracteres V, D,

que j appellerai trigone et tetragojie, parce que leurs formes sont

celles d un triangle et d un carre.

La nature d un facteur ou multiplicateur symbolique depend de la

nature des operations indiquees par les lettres caracteristiques qu il

renferme. On peut dire qu il est une fonction symbolique de ces
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lettres. On pent meme dire generalement qu il en est une fonction

entiere, attendu quo, si aux divers signes d operations, c est-a-dire

aux diverses lettres caracteristiques, on substituait des quantites

veritables, le multiplicateur symbolique deviendrait une fonction

entiere de ces quantites.

D ailleurs rien n empeche de faire croitre indefiniment le nombre

des termes dont se compose un facteur symbolique. Mais alors, tandis

que ce nombre devient de plus en plus grand, le produit d une fonc

tion donnee s par ce facteur symbolique peut converger ou ne pas

converger vers une limite finie. Si la limite existe, le multiplicateur

de s dans cette limite sera encore un facteur symbolique; mais ce

facteur, compose d un nombre infini de termes, sera la somme d une

serie symbolique qui sera dite convergejite. Toutefois, et il importe de

le remarquer, la serie pourra etre convergente pour certaines valeurs

ou formes de la fonction s, et cesser d etre convergente, par conse

quent devenir divergente, pour d autres valeurs ou formes de s. Ainsi,

pour une serie symbolique, la convergence peut dependre,non seule-

ment des valeurs attributes aux variables comprises dans la seric,

mais en outre de la nature de la fonction qui doit etre multiplied par

la somme de cette serie.

Supposons maintenant qu une serie symbolique soit convergente

et que la somme de la serie puisse etre exprimee en termes finis par

une certaine fonction algebrique ou transcendante, dans le cas ou

Ton remplace les lettres caracteristiques par des quantites variables.

La somme de la serie symbolique sera naturellement exprimee par la

meme fonction algebrique ou transcendante, si Ton substitue a ces

quantites variables les lettres par lesquelles on les avait d abord rem-

placees, et Ton obtiendra ainsi ce que nous appellerons une fonction

symbolique algebrique ou transcendante. Toutefois, cette fonction ne

pourra pas etre appliquee sans restriction, commc facteur symbo

lique, a un multiplicande quelconque s, quelles que soient les

valeurs attributes aux variables independantcs comprises dans ce

multiplicande; et, le plus ordinairement, il faudra rcnfermer ces

OEuvres ,le C. S.I,t. XII. 44
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valeurs entre certaines limites, pour qu il soit permis de multiplier s

par la fonction symbolique.

Les fonctions symboliques, tellcs que je viens de les definir, ont

deja ete introduites par les geometres dans quelques formules de

haute Analyse. L usage habituel de ces fonctions dans les Calculs dif-

ferentiel et integral offrirait de grands avantagcs; mais ces avantages

seraient contrebalances par de graves inconvenients, si Ton ne com-

menc.ait par determiner les conditions de convergence des series

symboliques, ou, ce qui revient au meme, par rechercher dans quel

cas on peut a un multiplicande donne appliquer une fonction symbo

lique donnee algebrique ou transcendante.

J ai deja, dans le Memoire lithographic de i835 ( ),
traite cette

question, en m appuyant pour la resoudre sur une formule generate

quc j
avais donnee dans le Memoire du n octobre i83i

(
2

). Mais il

m a semble qu on pouvait simplifier et perfectionner encore, meme

apres les travaux recents de quelques geometres sur des sujets ana

logues, les resultats auxquels j
avais ete conduit. Comme, parmi les

fonctions transcendantes, les exponentielles sont celles qui repa-

raissent le plus sjouvent dans 1 Analyse, il etait necessaire dc consi-

derer specialement les exponentielles symboliques, et de rechercher

avec soin leur nature, leurs proprietes et les conditions de conver

gence des series symboliques dont elles representent les sommcs. Ces

motifs ont du m engager a fixer particulierement sur ces exponen

tielles Fattention du lecteur.

ANALYSE.

I. Prodi/its symboliques.

Soit s une fonction donnee d une ou de plusieurs variables inde-

pendantes. Pour indiquer les differentiellcs totales et partielles de s,

je joindrai a la notation de Leibnitz celle dont je me suis constamment

( ) OEuvres de Caucliy, S. II, T. XV.

(
2
) Ibid., S. I, T. XI.
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servi dans mes Logons a I Ecolo Polytechnique. En consequence, j
in-

diqucrai la differentielle totale par la lettre caracteristique d, et los

differentielles partielles relatives aux variables x, y, 5, ..., par cctte

meme lettre au has de laquelle j ecrirai comme indices ces memes
variables. Alors, les differentielles partielles etant indiquees par les

Icttres caracteristiques
&amp;lt;*x , dr , d ; , ...,

on aura generalement

(0 ds = dx s 4- dy s -f- dV 4-

De plus, en appelant derivee totale et deriveesparlielles ce que deviennent

la differentielle totale et les differentielles partielles quand on reduit

a 1 unitc la differentielle de chacune des variables independantes, je

remplacerai la lettre d par la lettre D, quand il s agira de representer,

non plus des differentielles, mais des derivees. Gela pose, 1 equa-
tion (i) entrainera evidemment la suivante :

Enfin je designerai par
A*

la difference ou variation finie de s, correspondante a des variations

tinies et simultanees

Aa?, Aj, A;, ...

des variables

a-, y, z, ...;

et, quand il s agira de representer une variation finie dc s corres

pondante a une variation finie Aa?, ou Ay, ou As, etc., d une scule

variable x, ou 7, ou -, etc., je placerai cette variable comme indice

au bas de la lettre caracteristique A, en substituant a la notation A.v

I unc des notations

Quant aux differentielles, derivees et differences des divers ordrcs,

je suivrai, pour les representer, le precede universellement admis, et
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quand il s agira d indiquer une differentielle, une derivee ou une dif

ference de 1 ordre n, relative a toutes les variables ou a 1 une d elles, je

remplacerai la lettre caracteristique adoptee pour le premier ordre par

la puissance n i( iue de cette lettre caracteristique. Ainsi, par exemple, la

derivee du sixieme ordre de la fonction s differcntiee une fois par rap

port a x, deux fois par rapport a y, trois fois par rapport a 5, sera

representee par la notation

D*DJDJ*.

Ces conventions etant adoptees, concevons que les differentielles,

derivees et differences fmies des divers ordres de la fonction s soient

respectivement multipliers par de nouvelles fonctions X, Y, Z, ...,

des variables independantes x, y, z, ..., puis qu apres avoir ren-

ferme cntre deux parentheses la somme des produits ainsi obtenus,

on enleve la lettre s a chacun de ces produits en la transportant.a

la suite de la seconde parenthese et 1 y ecrivant une seule fois. On

obtiendra une expression par laquelle nous representerons encore la

somme trouvec; et cette expression sera an produit symbolique. Ainsi,

par exemple, en operant commc on vient de le dire, on transformers

la somme
-+- Y&y s H- ZcLs + . . .

en un produit symbolique, et dans ce produit, represente par la nota

tion

(^Tda!-hrdr H-Zd,-h...)*

le multiplicateur sera le polynome symbolique

Si Ton represente ce multiplicateur par le trigone V, 1 equation sym

bolique

(3) V

entrainera toujours avec elle la formule



EXTRAIT N 569. 349

Si la quantite variable Ts que determine 1 equation (4) est a son tour

soumise une ou plusieurs fois de suite an systeme d operations qu in-

dique le trigone V, alors, a la place de Vs, on obtiendra successive-

ment le troisieme, le quatrieme, . . . terme de la serie

(5) s, Vs, vT.v, VVVs, ....

En suivant encore ici le precede a 1 aide duquel on exprime les diffe

rences, differentielles et derivees des. divers ordres, j ecrirai simple-
men t

V ! V3v
,

v
, ...

au lieu de

vv, vvv, ....

Cela pose, les divers termes de la serie (5), exprimes par les nota

tions

( 6 ) s, Vs, V*s, V 3
s, ...,

seront les produits symboliques de la fonction s par les diverses puis
sances entieres, nullc et positives du facteur symbolique V, ou, ce

qui revient an meme, par les divers termes de la progression sym
bolique

(7) i v V 2 r :!W/ j jV^V,....

Dans le cas particulier oil Ton a

le trigone V determine par la formule (3) se reduit a d, et le produit

symbolique \s a la differentielle totale d^. Alors aussi V&quot; et V&quot;s se

reduisent a d&quot; et d&quot;.9.

Le cas ou la fonction s est monodrome et monogene par rapport aux

variables x, y, *9 ... pour des valeurs quelconques attribuees a ces

variables, ou du moins tant que ces valeurs restent comprises entre

certaines limites, merite une attention speciale. On a, dans ce cas,

8

dr
~
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et par suite, en nommant a, b, c, . . . les valcurs attributes aux diffe-

rentielles dx, dy, dz, . . . , on tire de 1 equation (4)

(9) Vs = aX\*x s -irbYDyS -+- cZ\) zs+. . . .

Alors aussi la formule (3) donne

(10) V = aA Dx+brDy+cZD :+ ....

Si chacune des constantes a, b, c, ... se reduit a I unite, on aura

simplement

(n) V = A Dx -t-rVy+ ZD.,

Enfin, si chacune des fonctions X, Y, Z, . . . se reduit aussi a 1 uniti 1

,

on aura

V=:D^+Dr +!),+ ... I).

Le facteur V, defini par 1 une des equations symboliques (9), (to),

(u), est une fonction symbolique, non seulement entiere, mais

lineaire et homogene des lettres caracteristiques d^., dr , d z ,

ou D^., Dy , D z , ---- La nicme
puissance du facteur ou V 1

est encore

une fonction entiere et homogene de ces lettres, non lineaire, mais

du degre n.

Le produit de deux ou de plusieurs facteurs symboliques depend

generalement de 1 ordre dans lequel les multiplications s effectuent.

Ainsi, par exemple, si Ton pose

V = JC\)X ,
D -= Dr ,

on aura, en vertu des regies de la differentiation,

VD^^^D^D^^,

par consequent
VD =^Dx l)y ;

et

D V^ A Dy Vx s + DyXDx s,

par consequent

et

nv vn
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Done alors les produits DV, DV ne dcviendront egaux ontre eux quo
si la fonction ATcesse dc renfermer la variable y.

Lorsqu un facteur symbolique est la somme de plusieurs termcs

respectivoment proportionnels aux lettres caracteristiques d r , d

d., ... on Dj., Dr , D,, . .., les regies connues de la differentiation

suffisent a la determination des termes dont se compose une puis

sance quelconque de ce facteur. Les memes regies determinent aussi

les divers termes dont se compose le produit dc plusieurs facteurs

symboliques de 1 espece indiquee. 11 y a plus : ces regies fourniront

encore le produit de plusieurs facteurs symboliques dont chacun

serait la somme de plusieurs autres. Les formules ainsi obtenues

seront precisement celles qui se rapportent a la multiplication des

sommes de quantites, avec cette difference loutefois que, dans le cas

on les quantites sont remplacees par les facteurs symboliques, on

doit tenir compte dc 1 ordre dans lequel les multiplications s effec-

tuent. Ainsi, par exemple, si la somme V de plusieurs facteurs sym

boliques V,, V2 , V 3 , ... est multipliee par un autre facteur symbo

lique D, ( equation

(12) V = V,

entrainera la suivante

(13) DV= DV,+ DV 2 -4- DV,+ ...,

et Ton aura aussi

(14) iVD V,D -f- V.,D +V 3 D +....

Mais la formule (i3) ou (i4) deviendrait generalement inexacte si,

dans Tun des produits qu offre le premier ou le second membre, on

renversait 1 ordre des multiplications. Pareillement, si Ton suppose

(15) V = V1+ V.2 ,

on en conclura

(16) V 2 =Vf -f-V,V 2 +V 2 VH-V^.
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Mais, Ic produit V,V 2 etant generalement distinct du produit VoV,, la

reduction de la formule (16) a la suivante

(17) V 2 =V* +2V,V.2+V 2

ne sera permise que dans certains cas speciaux. Les reductions de ce

genre s effectueront, par exemple, si Ton emploie des facteurs sym-

boliques dont chacun, exprime a 1 aide des lettres caracteristiques,

en soit une fonction lineaire a coefficients constants.

Ainsi, en particulier, en elevant a la puissance du degre n les deux

membres de chacune des formules symboliques

d = dx -+- d -+- d : +. . .,

on obtiendra, pour determiner d&quot; ou D&quot; consideres comme fonctions

entieres des lettres caracteristiques d^., d r , d z , ... ou D^, D,, Dz ,

des formules parfaitement semblables a celles auxquelles on parvien-

drait si ces lettres representaient de veritables quantites.

Concevons maintenant que,

S, O, Oj, O 2 ,

etant des fonctions entieres monodromes et monogenes des variables

independantes
x

* } &quot;&amp;gt; &amp;gt;

on pose

(19) D5 = 5.9 -f- 5, As 4- Si d 2
.s + . . . 4- Sn d&quot;*,

et que Ton demande la valcur s de lib correspondantc, non seulemenl

a des valeurs donnees a, b, c, ... des variables x, y, z, ..., mais

encore a des valeurs donnees a, 6, y, ... de leurs differentielles d#,

dr, d-, ---- Pour obtenir s, il suffira evidemment de poser, dans s,

o, o, , o., , . . .
,

(20) a? = a-i-&amp;lt;7, y = 6^-t-^, ^ = Y/ + C, ...,

puis d effectuer les differentiations relatives a t, et de prcndre ensuite

(21) ^ = o, &amp;lt;\t = i.
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D ailleurs D.v sera do la forme indiqueo par 1 equation (19) si Ton a

D V&quot;

et

(23) V^r^d,

co etant une fonction monodromo ct rnonogene dos variables imlepoii-

dantes x, y, z, ....

Si les diflerentielles d.r, dv, d:-. ... so reduisent toutes a 1 unite, la

formule (19) sera reduite a

(
a

, ) Hs = Ss 4- 5, D5 -4- 52 D*. -+- . . . -+- 5,, I)&quot; s,

ct la formule (28) a

(a5) T = o)D.

Dans cette derniere hypothese, les valeurs donnees de dx, dv, d^, ...

tie pourront differer de Tunite : par consequent les formules (20)
dcvront etre reduites aux suivantes :

(26) x -t-\-a, y~t-\-b, z t-irc, ....

Enfin, si les valeurs donnees des variables x, y, z, ... sc reduisent

toutes a 1 unite comme celles de leurs differentielles d^;, dv, dr-,

alors, pour obtcnir la valour s de Vs, en supposant V^= toD, il sullira

do poser, dans les fonctions s et to,

et de reduire ainsi V&quot;s a une fonction do la seule variable x, puis de

reduire ensuitc cette variable a 1 unite.

Goncevons, pour fixer les idees, quo, in etant le nombre des

variables x, y, z, ..., on ait

/ - \
&amp;lt; 2y J 0) _

Alors, en posant

OEuvres tie C . S. I , t. XII
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on aura
,) S X~m

,

Vs ~ sDs -

V 2
.v ;.v DV.v w

et generalement

V&quot;. = .sI)V&quot;&quot;
i .?=r

( i)- 7/1(2/11 H-l).. .(nm + n \}x -(-- )- -*-i

Done, on reduisant # a 1 unite, on trouvera

( 28 )
-S

(
i

)&quot;-
m

(
im -+- i

) (
3 m -+- i

)
. . .

(
nm + n i ).

^ II. Reduction dn nombre ties variables dans les fauctions symboliqii.es.
Limites supdrieiires aux modules de ces fonclions.

Lc procede dont je me suis servi a la fin du I, et des precedes

analogues, pcrmcttent de transformer des fonctions symboliques de

plusieurs variables en 1 onctions symboliques d une seule variable.

Les transformations de ce genre offrant le moycn de rendrc plus

facile la determination symbolique, je vais un instant y revenir.

Considerons un produit symbolique

dans lequel chacun des deux facteurs D, s represente une fonction

des variables independantes x, y, s, ... qui demeure monodrome,

monogene et finic, du moins entre certaincs limites, le premier I ac-

teur D etant en outre une fonction entiere cle Tune des deux caracte-

ristiques D, d. Si D renferme seuleinent la caracteristique D, alors,

pour transformer Ds en une fonction symbolique d une variable auxi-

liaire /, il suffira d ecrire partout, dans les facteurs D et .v, a la place

des variables independantes

x, /, ;., ...

les binomes
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ot, a la place de la raracteristique 1), la caraeteristique I),, sail I a

poser, apres les differentiations,

t = Q.

Si D renfermail sciiloment la caracteristique d, alors, pour trans

former D* en une fonction symbol ique do /, il suffirait do romplarer.

dans los factours D ot.v, los variables

x, y, z, ...

par les binomes
x -+- 1 dj?, y -+- 1 i\jc, z -j- i do-, . . .

,

puis chacune des caracteristiqnes

(I, d^., d v , d-, . . .

par la seule caracteristique D,, sauf a poser ensuito / o.
-

Concevons, pour fixer les idees, que la fonction .v so redtiise it la

fonction o&amp;gt; determinee par la formule

(1) w

r, 1), 3, ... designant dcs quantites qui no dependent pas de ,r, v.

&quot;

Supposons encore que D renferme la seule caraetorislique d,

et soit de la forme

(2) n v.

V etant determine par la formule

(3) V=zr,)d;

on aura

(4) n co V&quot; w

on, ce qui revient au memo,

Dw=r(wd)&quot;w;
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cle plus, on operant comme on vient de le dire, et posant

dx i dy i dz \

(6) x
~

ft
1

9 y 6&quot; 3 s Q
&quot;

on devra, dans 1 equation (5), remplacer o&amp;gt; par wT
1

, d par i)
4 , et Ton

trouvera, en consequence,

[3u~u l^(Tfi t )&quot;T,

t devant etre annule apres les differentiations. Si, pour abreger, on

pose

(8) ^^(rn^y;

/ etant reduit a zero apres les differentiations, on aura simplement

(9) DOJ i2,,w&quot;+ .

DCS deux facteurs que renferme le second memhre de la formule (9),

Fun w&quot;

4&quot;

1

est une fonction connue des quantites x, y, -, ..., r, i),

3, . . . , ct pom* qu il conserve une valeur tinie, il suffit que les modules

dcs variables

.r, /, 5, ...

soient respectivement inferieurs aux modules des quantites

r, p, 3,

J ajoute que, si cette condition est remplie, 1 autre facteur } aura

lui-meme une valeur finie, et qu il sera facile d assigner une limilc

superieure a son module. Effectivement, eu egard a la formule (7),

la fonction symbolique
(TD t Y

l T

sera une somme de termes dont chacun sera le produit de T pour des

facteurs de la forme
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// . //&quot;. . . . etanl des nombres entiers qui verih eront la condition

h +h + . .. n.

Com me d ailleurs, en posant = o,

apres les differentiations, on aura

il est clair quo, si 1 on nomme
^

le plus grand des modules qui appar-

tiennent aux rapports ^ ^&amp;gt; ^, -, le module de 12,, sera inferieur

au produit
N
^

A^etant le n ombre entier auquel se reduit O
rt quand on suppose

9
i

=6&quot;=e&quot;
r=...i.

.Mais, dans cette supposition, on a

T=(I tr&quot;&amp;gt;,

m designant le nombre des variables x, y, z, . . . , et par suite

S2,j
~ m

(
2 m -f- 1

) (
3 m -+- ?.

)
. . .

(
nm -j- n i

).

Done, si 1 on nomme x Je module dc w, la formule (9) fournira pour

le module de Dw un nombre egal ou inferieur au produit

(.o)

le nombre entier que determine la formule

( 1 1
) N = m

(
2 m -i- i

) (
3 m + 2

)
. . .

(
nm -r n i

)
.

II imports d observer que, dans les formules (3) et
(;&amp;gt;),

on a

(12) d = d^D^-t- d/Dy -f- d-D : +. . .,
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et (jue les different! elles

d.r, dj, d~,

des variables independantes x, y, z, ... pcuvent etre dcs functions

donnees
J, I), 3, ...

dcs quantites r, i), 3, ... qui ne dependent pas de x, r, z, ....

Admettons cette hypothese, et designons par la lettre caracteris-

tiquc to ce que devicnt alors d. On aura

et les tormules (3), (5) seront remplacees par les suivantes :

D ailleurs, dans 1 expression (10), qui represcntera to uj ours une

limite superieure au module de Deo, le rapport ^ sera le plus grand

des modules qui appartiendront aux rapports

r *i t

(.6)
r jc V Y 3 -

Concevons maintenant que, / etant 1 un quelconque des nombres

entiers

i
,

2
,

3
,

. . .
,

n ,

on nomme
w/, CD/, V,

ce que deviennent
w, (0 ct V

quand, au systeme des quantites

r, p, 3, ..., J, I), 3, ...,

on substituc un systeme analogue de quantites designers par les

memes lettres affectees de I indicc /. Soient encore

/, ^
i
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co que deviennenl
&amp;lt;&amp;gt;t

r
J

pour le nouvcau systeme. On aura

(I-) V, = &&amp;gt;,(&amp;gt;,;

et, si Ton determine la fonction symbolique Do&amp;gt;, non plus par la f or-

mule (4), mais par la suivante

(18) Dw=V
J,V/t. 1 ...Vt V 1 &amp;lt;a,

le module de D o&amp;gt; sera inferieur a 1 expression

(.9) y

qui, dans cc cas, remplacera evidemmcnt le produit (10). Par suite,

ce module sera encore inferienr au produit

(20) \

si Ton designe par a, non plus le module de co, mais le plus grand des

modules appartenant aux termes de la suite

03, ,, OJ 2 , . . .
, CO,,,

et par j le plus grand des rapports

Concevons a present que les fonctions

S, -I, }
, Z, ...

des variables independantes
x, y, -

restent monodromes, monogenes et finies taut (jue les modules de

ces variables sont inferieurs a certaines limites

x, y, /.,
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rl, on les supposant tels, prenons dans la formulo (2 )

La fonction symbolique

(22) . \3s-=V&quot;t

aura une valour finic dont lo module sera inferieur a une certainr

limite que nous allons determiner.

Nommons
r, 9, 3, ...

des variables auxiliaires dont les modules soient constants, mais res-

pectivement inferieurs aux limites

x, y, z, ...,

to uno fonction do

*
.y -, . *, i), *, ...,

determinec par la formule (i), et & ce que devient^ quand on y rem-

place x, y, z, . . . par r, 1), 3, ---- Supposons, en outre, que, / etanl

Fun quelconque des entiers

i
,

2
,

o
,

. . .
,

n ,

on designe par
r
/ P/ 3/,

d autres variables auxiliaires dont les modules respectifs soient encore

inferieurs aux limites

x, y, z, ...,

et par
*/, H/, 3

f , ...

ce que deviennent

X, Y, Z, ...

quand on y remplace x, y, z, . . . par r,, \)h j/, ---- Entin, nommons w^

ce que devient w quand on y remplace r, 1), 3, ... par r/, i)/, 3,, . . . :

conservons aux notations cD/ t V^ les significations ci-dossus admises,

en sorte qu on ait

( /) V/
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cO/ etant determine par la formula

U3) cO^^D^-MMV+^/D;-}-...,

et concevons que Ton attribue aux variables

x, y, ~,

des modules respectivement inferieurs a ceux de

&quot;f, 9, 3, ...

La formule (5) de la page 336 donnera

(24) S= 3R(W9),

et Ton trouvera pareillement

(
2~&amp;gt;

) V. =c 3TL
( GJ, (0, )

= Oft V,,

la moycnnc isotropique qu indiquo la lettre caracteristique OR otant

relative, dans la formule
(&amp;gt;4),

aux arguments des variables auxi-

liaires

*, 9, 3, ...,

et dans la formule (20) aux arguments des variables auxiliaires

*h 9/, 3/, ....

Cela pose, on aura non seulement

(26) v* = on.(8Vu),

mais encore

(27) Va)rzrD1i(V,w), VV,w = 3rc(V 2 V t w),

et de 1 equation (26) jointc aux formules (27) on tirera

la moyenne isotropique qu indique le signc 3TL etant relative aux argu
OEuvres de C. S. I, t. XII. Q
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ments de toutes les variables auxiliaires. D ailleurs, si Ton attribue

aux nombros N, 0, a les valeurs qui leur ont ete assignees dans 1 ex-

pression (20), le module du produit symbolique

V,, V_,... V,V,w

sera constamment inferieur a cette meme expression. Done, en yertu

de la formule (28), le module de la fonction symbolique

Us = V&quot;.v

sera inferieur au produit do 1 expression (20) par la limite s que ne

peut depasser le module de $. Ainsi le module de D s V&quot;s sera infe

rieur au produit

(29)

Concevons maintcnant que, t etant une nouvelle variable distincte

de x, j, -,..., et V etant toujours determine par la formule (21), on

construise la serie

ont le terme general est

i . 2 ... n

D apres cc qu on vicnt de dire, le. coefficient de /&quot; dans 1 expres-

sion (3i) offrira un module inferieur au produit

/V /

(32) -581-s
i . 2 . . .n

D ailleurs, la valeur de N etant donnee par la formule (i i), le module

de la serie qui aura pour terme general le rapport

/V

i . 2 . . . n

sera
m H- i.
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Done la serie dont le terme general est 1 exprcssion (3i) aura pour

module le produit

(33)
&amp;lt;^LlL

8
,

et la serie (3o) sera certainement convergente, si le module de / est

inferieur a 1 inverse du rapport (33), c est-a-dire a

(34)
(
in -\- i

)

Si, dans cette hypothese, on nomme D s la somme de la serie, on aura

(35) D = i-f--V + ^-V 2 +-..
1 I . 2

D ailleurs, lorsque V represente une quantite, on a identiquement

(36) 1 + -V+ V 2 -. -e v
,

I 1.2

et par suite 1 equation (35) se reduit ii

(37 ) D=e&quot;.

Done, si Ton etend la formulc (36) au cas oil, V etant un facteur sym-

bolique, la serie (3o) est convergente, la somme D^ de cette serie sera

determinee par 1 equation symbolique

(38) Os = e*s.

Mais cette equation ne suhsistera que dans le cas oil la serie (3o) sera

convergente, et c est dans cc cas seulement qu il sera permis d appli-

quer a la fonction s le multiplicateur symbolique

Lorsque, a et etant des quantites finies, ne s cvanouira pas, on

pourra toujours, en attribuant au module dc / une valeur sullisani-

ment grande, choisir ce module de maniere que la serie (3o) soil

convergente. Done alors il sera possible d appliquer a la fonction .v Ir
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multiplicateur symbolique e
tv

, au moins pour des valeurs de t suffi-

samment rapprochees de zero.

Si dans la formule (21) les fonctions

x, r, z, ...

so reduisent a des constantes, alors en represenlant ces constantes

par
d#, dy, d^, . . .,

on reduira cette formule a Fequation

(89) V = d,

et 1 equation (38) donnera simplement

(4o) Ds e td s = .s^ ds

Lc dernier membre de cettc derniere formule reproduit, lorsqu on

suppose t = i, la serie de Taylor qui sera convcrgentc tant que les

accroissements attribues aux variables x, y, z-, ... n oflriront pas des

modules pour lesquels la (bnction s cesse d etre monodrome, mono-

gene et finie.

Dans un prochain article, je donnerai 1 application des prineipe

ici exposes a [ integration des equations differentielles simultanees

et des equations aux derivees partielles. On retrouve ainsi des condi

tions du genre de celles que j
ai donnees le premier dans le Memoire

de 1 835, c est-a-dire des conditions auxquelles un systeme d equa-

tions differentielles doit satisfaire pour que ces equations admettcnt

des integrates qui, du moins entre certaines limites, demeurent mo-

nodromes et monogenes.
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570.

NS SYMBOLIQUES. -- Sur la transformalioji des fofictions

symboliques eji rnoycnnes isotropiques.

C. R., T. XL1II. p. -&amp;gt;n (4 aoflt i856).

La transformation d une fonction symbolique donnee en une

moyenne isotropique pout etre avantagcusemont appliquee a la

recherche des proprietes de cette fonction. Ainsi, par exemple,
une limite que ne pourra depasser dans la moyenne isotropique le

module de la quantite renfermee sous le signe OIL sera encore evi-

demmcnt une limite superieure an module de la fonction symbo-

lique, et, si cette fonction est le terme general d une serie ordonnee

suivant les puissances ascendantes d une variable, il sera possible

d assigner au module de cette variable une limite au-dessous de

laquelle il pourra varier sans que la serie cesse d etre convergenle.

Des lors, on coricoit 1 utilite de toute formule qui convertit une fonc

tion symbolique en moyenne isotropique. J ai deja, dans la dcrniere

seance, donne une formule de ce genre, Tequation (28) de la pagu3Gi.
Mais a cette formule je vais en joindrc deux autres qui paraissent

dignes d attention, et offrent memo cette particulante rcmarquablc

qu elles ne renferment plus sous le signc OIL aucune lettre caracte-

ristique. Je commencerai par etablir les deux nouvelles formules,

puis j exposcrai les consequences importantes qui s en deduisenl.

ANALYSE.

Soient

x une variable independante;

f(ir) une fonction de cette variable.

Soit encore r un accroissement fini altribue a la variable, et suppo-
sons que la fonction reste monodrome, monogene et finie, tant que le

module dc 1 accroissement ne depasse pas une certaine limite. On
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i

aura, dans cette hypothese,

(I) f(*0 OlL-^1,
t a;

et Pon en conclura, en designant par n un nombrc entier,

puis, en reduisant x a zero,

(3) P)(o

Si, dans cetle derniere formule, on remplace f(r) par (\x 4- r), elle

donnera

(4) D f

ou, ce qui r.evient au meme,

(5) J&amp;gt;Wx)

Si Pon suppose en particulier // i, on aura simplement

(6) D,f(aO==3ILS^i-

D ailleurs, la formule (5) s etend au cas meme oil Pon aurait n = o,

et donne alors

(7) f(j7)^3R,f(d7 + r).

Les formules (5), (6), (7) offrent le moyen de transformer une

fonction symbolique d une ou de plusieurs variables en moycnnc iso-

tropique. Entrons a ce sujet dans quelques details.

Soient
x

i y &amp;gt; *&amp;gt;

m variables independantes. Soient encore

5, A
, r, z, ...

des fonctions de ces variables, qui restent monodromes, monogenes
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et finies, tandis quo I on altriliuc it ces variables dcs aceroissemnil&amp;gt;

dont los modules demeurent inferieurs a certaines limites

x, y, z, ----

Knfin posons

(8) V JrD*

et

(9) n = v&amp;gt;.

Pour transformer en moyennc isotropique la fonction symbolique

(10) Hs = V&quot;S,

11 suflira d operer comme ii suit.

Desigaons par
f, fl, 3, ...

des accroissements simultanement attribues aux variables

x, y, z
9

. . . ;

soil encore $ ce que devient s, quand on attribue ii x, y, z, . . . les

accroissements r, i), 3, . . .
, et posons

X Y Z
(11) M = ---

1-
- -+....

f D 3

Si les modules de r, 1), 3, ... sont respectivement inferieurs aux

limites x, y, z, .. ., alors, en vertu des formules (8) et (6), on aura

evidemment

(12) v.?

Concevons maintenant qu aux accroissements

r, 9, 3, ...

des variables x, y, z, ... on ajoute successivemcnt d ii diverses

epoques d autres accroissements
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et que ces divers accroissements offrent des modules constants. Sup-

posons d ailleurs les accroissements primitifs

et ceux qu on leur ajoute, choisis de maniere que les modules des ac

croissements successifs d une meme variable fournissent une somme

inferieure

pour la variable x, a la limite x,

pour la variable y, a la limite y,

pour la variable z, a la limile z,

Soient

ce que deviennent
s, A

, Y, Z, ...

quand on attribuc aux variables x, y, z, ... les accroissements r, i),

3, ____ Enlin, / etant Tun quelconque des entiers

o, i, 2, 3, ..., n i,

designons par
*/, /, ^/, 3/, ...

ce que deviennent

S/_i, /-!, t)/-J&amp;gt; 3/_j, ...,

lorsqu on attribue a a?, j, -, ... les accroissements r/, ij/, 3,, ..., en

eha(, ant 1 indice / i dans le cas ou Ton a

et posons generalement

Pour convertir en moyenne isotropique non plus V*, mais V2

s, V*s,

il suffira de substitucr a 1 equation (12) les fjormul.es
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et I on trouvera generalement

(16) [Us Vn s On (w w,co 2&amp;gt;

. . , &j/,_i _,).

On peut encore, avec succes, appliquer la formule (5) a la question

ici traitee en operant comme il suit :

Concevons d abord que, s etant toujours fonction des variables

x, y, z, ...,

le tetragone D renferme, avec les lettres carax^teristiques

Dx ,
Dy ,

D : , ...,

de nouveaux sstemes de variables

distincts du systeme
X

,

et les lettres caracteristiques

Concevons encore que, /etant Fun quelconque des entiers

i , 2
,

3 , . . .
,

//
,

on designe par
Xi) YI, Zii

ce que deviennent les fonctions ci-dessus nommees

,r, r, z, ...,

quand on y remplace x, y, z, ... par xh yt , z ( , . . . ; prenons

I indice / i devant etre efface dans le cas oil Ton a

l = i, I 1 = 0;

OEuvresde C. S. I, t. XII.
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et posons

(18) a. v,, ?_,... v 2 v,.v.

Representons d ailleurs par

r
/&amp;gt; / 3/&amp;gt;

des accroissements attribues aux variables

par

ce que deviennent, quand on tient compte de ces accroissements, les

fonctions
Xh Yh Zh . . . :

et supposons les modules de

*/, t)/, 3/

constants, mais tellement choisis que, pour ces modules ou pour des

modules plus petits, les fonctions

*/, */, 3
/f . . .

ne cessent.pas d etre monodromes, monogenes et finies. Enfin soient

a, a,, a,
&amp;gt; &amp;lt;*n-&amp;gt;

& ^n ^2* &amp;gt; ^&amp;gt;ni
&quot;/&amp;gt; &quot;/i 7* &amp;gt;

&quot;/

des clefs analytiques assujetties a la seulc condition que, dans line

fonction entiere de ces clefs, Ton subslitue finalement a la
ie

.

lue

puis

sance de chacune d elles le produit

i .2.3. . . n ~ T(n -+- 1),

et posons

(-9)
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On aura evidemment, en vertu de 1 equation (18) jointe aux for-

mules (5) et (19),

n s = on &) w_ . . .d) w .

Si niaintenant on veut quo la formule (20) fouraisse unc valour do la

function D^determinee par { equation (10), il suffira de poser*

Xn .2?w_| . . . - (C
i

(C
,

yy-\ ^y\ =jf
,

par consequent, il suffira d admettre quo, dans 1 equalion (19),

Si, ^h 3t,

I epresentent ce que dcviennent les fonctions

I, }\ Z, ...

(juand on attribue aux variables

a-, r, z, ...

des accroissements
r /, 9/, 3/,

dorit les modules constants sont respectivement inferieurs aux lirniles

ci-dessus exprimees par les lettres

x, y, /.

Les forrnules (16) et (20) sont cellos quo nous nous etions propose

d etablir. Dans la seconde comme dans la premiere, on peut supposor

egaux entre eux les modules constants des divers accroissements rela-

lifs a une memo variable, par exemple des accroissements

r, r,, r,, ..., r,,

relatifs a la variable x. Mais, tandis que dans la formule (^20),

chacun de ces modules est seulement assujetti ii roster an-dossous
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do la limite x, c est leur somme qui, dans la fbrmule (16), doit roster

inferieure a la limite x; et il est clair quc cctto condition abaisso

chacun des modules esaux au-dessous do la limito - D ailleurs, la
n

formule (20) renforme dos clefs analytiquos qui doivent en etre tina-

lomont exclues a 1 aide des transmutations dc la forme

(2.1) \y.&quot;\
= Y(n).

Mais, la transmutation (21) pouvant s ecrirc comme il suit

a,,
|

= / a&quot;- e- a dz.
v n

on pourra evidemment supposer que dans la formule (19)

a, 8, /, ..., a,, ,, y,, ..., y.,,, 6,,, y,,,
...

representent non plus des clefs analytiquos, mais do veritablos quan-

tites, pourvu qu en meme temps a la formule (20) on substitue la

suivante :

/
^*J

...-...-=&amp;gt;,-&quot;

^ ft

da dc . . . da,, dc,, . . .

ao. . .a,, o,

On pent aisement de chacunc des formules (16), (20) deduirc une

limite superieure au module de la fonction symbolique

D*=rT**,

Effectivement, soient

a, b, c, ...

des nombres respectivement inferieurs aux limites

x, y, z, . . . ;

et

, X, Y, Z, ...

les plus grandes valeurs que puissent atteindre les modules des fonc-

tions

5, A.
,

I
,

/,
, . . . ,

lorsque dans ces fonctions on attribue a &, y, s, ... des accroisse-
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monts dont les modules ne depassent pas les limitos

a, 1), o, ...;

ontiu reduisons aux rapports

a 1) c
5 &amp;gt;

n n n

les modules des accroissemcnts represcntes dans la form n IP (i i) par

r, p, 3, -.,

et dans la formule (i3) par

*/&amp;gt; ?/, 3/ ;

to el to, offriront, en vertu de ces formules, des modules interieurs a

la I i mite
n k,

la valeur de K etant

( a4 )
K = + :- + --+...;

a b c

et par suite le module de la fonction symbolique

n.9 V&quot;.v

sera, en vertu de la tormule (i(i), inferieur a la limite

(20) W&quot;K&quot;5. .

Soient maintenant

s, A, B, C, ...

les plus grandes valeurs quc puissent aequerir les modules des I onr-

tions
s , A, r, z, ...,

lorsque dans ces fonctions on attrihue \\ x, y, -
, ... des accrois-

sements dont les modules sont preeisement a, b, c, ...; nommims

~ le plus grand des rapports

V B C
&amp;gt;

T- ) &amp;gt;

a b c
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et posons ABC
(26) H _ + _ + _ -

T
- ----

a b c

En vertu de la formule (20), le module de D.v = V&quot;$sera evidemment

inferieur a

.Vetant Je nombre entier determine par la formule

(
28

) N m
(
2 m + i

)
. . .

(
nm -+- n \ ),

c est-a-dire le nombre auqucl se reduit V* lorsqu on y pose

et qu aprrs les differentiations on reduit a zero la variable t. De plus,

eomme on augrnentera toujours le nombre par lequel on doit rem-

placer deiinitivement le produit de plusieurs des clefs

. i, -, . e, 6,, ..., 6,,, i, y,, ..., /,

si Ton egale ccs clef s a Tune d elles, la fonction symbolique D.v = V .v

offrira encore, en vertu de 1 equation (20), un module inferieur a la

lirnite

1.3.5. . .(2/1 4-i)H&quot;$,

que Ton deduit de la formule (20), en posant dans la formule (19)

===y= |==ft= y,=r.-.. f

Kn resume, le module de la fonction symbolique

n s = V&quot; s,

dans laquelle V est donne par la formule (10), sera inferieur ii cha

cune des trois limiles

(3o) /jK 5 ,
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Par suite, le module de la serie qui a pour terme general le produit

sera inferieur aux procluits du module de / par les trois limites

Ke, = , aH,

c designant la base des logarithmes neperiens. Done cette serie sera

eonvergente, et le facteur symbolique

pourra etre applique a la fonction s, si le module de / est inferieur a

Tune des trois limites

KV ,n w a&quot;H&quot;

De ces trois limites, la premiere et la derniere sont celles (fiie j
ai

donnees dans un Memoire presente a 1 Academie le 3o juillet 1849,

et dans le Memoire lithographic de i835; la seconde est preeisemenl

celle a laquelle sc red nit 1 expression (33) de la page 363 lorsqu ou

pose

Pour la deduire immediatement de cette expression, a I aide des for-

mules etahlies dans la derniere seance, il suflit de remplacer, dans

ces formules,

or, j-, z, ... par x -H ^, y -H TI, - 4- C

et de reduire ensuitc

pus

Ajoutons quc dans la tbrmulc (26) on pourrait prendrc pour A. H.

C, . . . non les plus grandcs valours que puisseut acquerir les modules



:m&amp;gt; COM PIES HEN I) US J)E LAC A I) EM IE.

des fonctions
A

, Y, Z, . . . ,

lorsque dans ces fonctions on attribue a x, y, z, ... dcs accroissc-

ments r, i), 3 lont los modules sont a, b, c, . . . , mais les valeurs

qu acquiercnt, dans cette liypothese, ot pour un seul systeme do

valours do r, i), 3, ..., les modules do

I Y 7l
&amp;gt;

&amp;gt;
)

a u moment oil la somme

\ B C
- + ;

- +. - + ...
a b c

devient la plus grande possible.

571,

(].\i.r,n&amp;gt; iMi ::r,i\AL. Sur / integration definie d un systeme d equations

differen t ielles .

C. R., T. XLIII, p. 497 ( 8 septembre i856&amp;gt;.

Etant donne un systeme d equatipns difTerentiolles, on pout lou-

jours reduire ces equations au premier ordre, en augmentant, s il est

necessairo, le nombre dos inconnues. Supposons que, les equations

etant du premier ordre, m soit le nombre des inconnues x, y, z

Pour que cclles-ci puissent etre completement determinees en fonc-

tion de la variable independante /, il est necessaire que les equations

differentielles soient en nombre egal a celui des inconnues, et quo,

en vertu de ces equations, les derivees dcs inconnues relatives ii la

variable independante soient des fonctions dcs divcrses variables,

savoir de la variable independante et des inconnues elles-memes.

Cos conditions etant supposees remplies, Yintegration definie dos

equations proposees consistc a deduire d un systeme donne de
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valeurs oorrespbndantes des diverses variables HIT autro sysfeme

If valeurs correspondantes do ces memes variables. Les inicgnilcs

&amp;lt;|ii&amp;lt;

fburnit integration definie sont dites generates, lorsque la

valeur primitive et la valeur linale de la variable indrpendanlf

peuvenl etre arbitrairement choisies.

Dans les applications du Calcul integral a la .AFecanique, a 1 Astro-

nomie, a la Physique mathematique, etc., les fonctions dcs diverses

variables auxquelles se reduisent, en vertu des equations differcn-

tielles, les derivees des inconnues, demeurent ordinairement mono-

dromes et monogenes par rapport a ces memes variables, du moins

entre certaincs limites. Or je demontre que, si cette condition est

remplie pour les valeurs primitives des diverges variables, on pourra

satisfaire aux equations differentielles donnees en prenant, pour

representer les inconnues, des fonctions de la variable independante

qui seront elles-memes monodromes ct monogenes par rapport a cette

variable, du moins entre cerlaines limites. J y parviens, en eflet, ;i

I aide des considerations suivantes.

Lorsque, dans le voisinage de la valeur primitive attribute ii la

variable /, une fonction s de cette variable demeure monodrome et

monogene, du moins entre certaines limites, alors 1 accroissemenl

de la fonction correspondant a un accroissemcnt donne de la valeur

primitive de / est, pour une valeur de voisine de zero, develop-

pable, par la formule de-Taylor, en une serie ordonnee suivant les

puissances ascendantes de 0; et la nouvelle valeur qu acquiert la

fonction, quand on attribue raccroissement ii la valeur primitive

de /, pent etre exprimee par une exponentielle symbolique. D ail-

leurs cette exponentielle peut etre presentee sous diverses formes,

dont Tune convient specialement au cas ou .9 depend de plusieiirs

variables /, x, y, z, ..., mais se reduit en definitive ii une fonction

de la seule variable /, parce que x, y, z, ... sont elles-m(Miies dcs

fonctions de /, determinees par un systeme d equations differentielles

du premier ordre entre les variables x, y, 5, . . . et /. Or, la (bin-lion .v

pouvant elre Tune quelconque des inconnues x, y, r, . . . , on pourra,

OKuvres dc C. S. I, t . X 1 1. 48
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MI operant commc on vient do le dire, deduire des valeurs primitives

des divorses variables, et de la valeur finale de /, les valeurs finales des

inconnues, si ces valeurs finales peuvent etre des fonclions mono-

dromes et monogenes de la variable /. Ajoutons que les valeurs finales

ainsi obtenues se presenteront sous la forme abregee d exponentielles

symboliques, et qu elles satisferont certainement aux equations dif-

ferentielles proposees tant que le module de 1 accroissement attribue

a la valeur primitive de la variable t ne deviendra pas asse/ conside

rable pour que les series, dont ces exponentielles symboliques repre-

senteront les sommes, cessent d etre convergentes. Remarquons d ail-

leurs que, a 1 aide des principes exposes dans le precedent Memoire,

on pourra determiner une limitc au-dessous de laquelle il suffira

d abaisser ce module pour que la condition enoncee se trouve rem-

plie.

ANALYSK.

Des principes exposes dans les precedents Memoires, on deduit

irnmediatement le tbeoreme suivant :

TiiKOiiKME I. --
Designons pa? les letlres italiqnes

deux variables donl la premiere soil function de la seconde, et par les

leltres romaines

s, t

des valeurs primitives correspondantes de ces deux variables. Posons

d ailleurs

l t -f- 0,

en sorle que represenle 1 accroissement qu il faut faire subir d t pour

obtenir t. Si s est une fauction monodrome et monogene de la variable

independajite /, dans le voisinage de la valeur primitive t attribute d

cette variable, alors. pour un module sujfisammenl petit de
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on aunt

( i )
v

- e s
;

el ion pourra encore presenter Vequation (i) &amp;lt;mv laform c

poutvu r/iie,
la let Ire d indifjuant une differentiation relative a t, on pose

(\\. f) = t {.

Concovons maintenant que .9 depende dc plusicurs variables

mais so reduise en definitive a une fonction dc la seule variable /.

parce quo x, v, z, . . . sont des fonctions de /. Admettons encore que

cos fonctions satisfassent a des equations de la forme

(
3 )

dx = - Vdt, dy = Y dt, tlz Z dt, . . .,

X, F, Z etant de-nouvelles fonctions des variables

I, a:, y, z, ...,

ct la lettrc d indiquant une differentiation appliquee a 1 une dc ro&amp;gt;

variables. Soit, d autre part, t une valour primitivenicnt attribiicc

a /; nommons
x, y, /, ...

ce quo deviennent
x

i
y&amp;gt;

=
&quot;&amp;lt;

.

quand on y remplace t par t, et designon s par

s, X, Y, /, ...

co quo deviennent
* \ V Y
\, . i

,
/

,
^

,
...

quand on y remplace /, x, y, :-, . . . par t, x, y, /, Kufin, suppo-

sons que, pour une valour dc / sulfisamment rapprocbee do t, Ics

fonctions de / ropresontecs par x, r, z, . . . , et Ics fonctions dc t, x,
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v, z, ... representees par .Y, Y, Z, ..., demeurent monodromes et

monogenes. La formule (2) continuera dc subsister, pourvu que, la

lettre d indignant toujours line differentiation relative a t, on consi-

dere x, y, /, ... comme des fonctions de t, et que Ton pose encore

apres les differentiations effectuees

dt = f t.

D aillenrs, puisque x, y,.z, ..., considerees comme functions de /,

satisfontaux equations (3), x, y, z, ..., considerees comme fonc

tions de t, verifieront les formules

(4) dx~Xdt, dy

( par suite [ equation

(
5

) ds D, s (li. -}- I) x s dx 4- D
5
s dy + \), s dz +- . . .

donnera

(6) ds~ Vsdl,

la fonction symbolique Vs etant determihee par la formule

Vs^(I)|4-XD x +YL) J
-i-/n z + ...)s.

II y a plus : en remplacant s par Vs dans la formule (6), on trouvera

Wsdl,
et Ton aura, par suite,

d 2
s dVsdt VVsdl 2

.

On trouvera de meme
d 3 s- VVVsdt 3

.

Done, en ecrivant, pour abreger,

V 2
s, V 3

s, ...,

au lieu dr

VVs, VVVs, ...,

on aura
&amp;lt;l-s=V2 sdtV d 3 s--V 3 sdl 3

,
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cl Ton (rouvcra generalcment, en designant par n un nombre entier

quelconque,

(8) d&quot;.v .V sdt&quot;.

Cela pose, la fonction symbolique

ds d 2
s

e*s = s 4- ---+-*- - 4-. . .

I 1.2

pourra etre presentee sous la forme

dt_ dt 2 _
llV ---- Vs H----- V 2

S 4-. ...
I 1 .2

et sera reduite, quand on remplacera *dt par / t, a 1 expressiori sym-

bolique

I 1.2

Done, dans 1 hypothese admise, I equation (2) donnera

(10) 5 e&quot;

Si, dans cette derniere formule, s se reduit a 1 une dcs variables .r.

y, z, ..., on obtiendra la valeur de cette variable sous 1 une dos

formes

(11) .r = e (
~ t)v

x, y=:e (
~ nv

y, ^ = e (
~ t)v

z,

En consequence, on pourra enoncer la proposition suivante :

THEOHEME II. -- Soient donnees, cntre la variable independanlc t ci

m inconnues &, y, z, . . ., m equations differentidles de la forme

(
3

)
dx ~ X dt, dy =Ydt, dz Zdt,

dans lesquelles X, F, , ... represented des fauctions dcs m -f- i ra-

riables

, t, X, J, Z, ...,

ct designons par s line autre fonction de ces variables . Soient d aillcurs
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des valeurs primiliveme.nl attributes aux variables

f, ;r, y, z, ...,

el designons par
s, X, Y, /, ...

ce qiie deviennenl lesfonctions

s, X, Y, Z, ...

quandony rcmplace /, x, y, z, ... par t, x, y, / ..... Vz///z supposons

que les fonclions
s, A

, K, Z, . . .

restcnt monodromes el monogenes dans le voisinage des raleimt.t, x, y,

z, . . . , primitivement attributes aux variables /, ,r, _y, ;, .... Si ion

peul satisfaire aux equations (3) par des raleurs de x, y, z, . . . , qui, se

reduisant a x, y, z, . . . pour la valeur t fl?e /, soie/it dans le voismage de

cette valeurfonclions monodromes el monogenes de I, ees raleurs seront

(n) x e (
- l ^x, y c ^-

^y, s ei -Wz, ...,

pourwi quc la letIre caracteristique V placee decant une fonelion de I, x,

y, /, ... soil definie par la formule

V = I), + X D^ 4- Y \)y + Z p.+ . . . ,

dans laquelle X, Y, Z, ... 5OAi/ ce que deviennenl les fonclions A , } ,

Z, . . . quand on y remplace t, x, y, z, ... par t, x, y, z, ____

i, &amp;lt;?/? supposant qu unefondion s des variables

monodrome el monogene dans le voisinage des valeurs

t, x, y, z, ...

attributes a ces variables, el en nommanl s ce que. devienl s pour ces

jnemcs valeurs, on aura, pour une valeur de I voisine de t,

(10) .v e (
~ t)v s.
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Dans riiypothoso admiso, le second membro do chaeuno des for-

mules (10) ct (n) representc la somme d uno serie convor^onlo;

I*expression
e -ov g

(Mi partieulier rcprosente la somme do la serio

D ailleurs, on vertu des principes etablis dans le precedent Memoire,

si les tonctions de l, .r, y, z, . . . , representees par

(i4) *, i
, Y, z, ...

sont monodromos ot monogencs dans le voisinage dos valours t, x, y,

/, ..., prirnitivement attribuees aux variables /, x, y, z, ..., la

serie (i3) sera convergente, taut quo le modulo do / t no depas-

sera pas une ccrtaine limite superieure, correspondante a I lino des

trois limites quo nous avons calculees (page 373) ; et Ton peut ajouter

qu alors les valours do x, y, z, ..., donnees par les formules (n),

veritieront certainement les equations (3). Pour le demontrer, nous

commcncerons par etablir les propositions suivantes :

TIIKOKKME III. Supposons fjue les fonctions

X, Y, Z, ...

soient monodromes el monogenes dans le voisinage des valeurs t, x, y,

/, . . . , primitivement attribuees aux variables /, x, y, z, . . . , el eoncc-

vons que la letlre caracteristique, d appliquee a une fonction de I, t, x, y,

/, . . . , indique une differentiation relative a la variable t. Alot^s. n etant

un nombre entier quelconque, les raleurs des different ielles

d&quot; ./ d&quot; ) d&quot; z

tirees desformules (i i), se reduironL (/ua/id on posera t - t, aux pro-

duits

V&quot; \
dt&quot;,

V&quot; y dl&quot;,
V&quot; 7.

dt&quot;,
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, Demonstration. -- En effet, comme on aura par exemple, en vertu

de la premiere des formules (i i),

t
1 5 ) CC X H--

I

il est clair que le coefficient de dtn , dans la valcur de d l

x, se reduira

pour t = t au facteur multiplie dans le second membre de la f or-

mule (i5) par le rapport - c est-a-dire a
J . 2 . . . n

TIIKOKEME IV. -- La function s etant supposee, ainsi que X, Y, Z, ....

monodrome et monogene dans le voisinage des valeurs t, x, y, /, . . . ,

primitivement attributes aux variables t, x, y, z, . . . , et s etant ce que

dement s quand on attnbue a ces variables leurs valeuj s primitives, si i on

substilue a x, y, z, . . . , dans la fonction s, les seconds membres des for-

/ttufes (i i), cette fonction di/ferentiee par rapport a t fournira line difft-

rentielle ds guise reduira au produit

Vs dt.

Demonstration. -- En effet, on aura, dans I hypothese admise,

(
1 6

)
ds = D, .? dt -

r- Dj. s dx H- I)r .v dy -+ \) : .s dz 4-
. . . .

IVailleurs, pour/ = t, les differentielles

dx, dy, dz, ...,

se reduiront, en vertu du theoreme II, aux produits

V\ dt, Vy dt, \/. dt,

par consequent, aux produits

\dt, \dt,

tandis que les diverscs derivees de s relatives aux variables /, x, y,

z, .... savoir
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se reduiront aux cliverses derivees de s relatives a t, x, y, /, . . . , cYst-

a-dire a

D t s, D x s, D
y s, D z s, ....

Done, pour / t, la differentielle ds se reduira au produit

(D t s + X D s s + YD,s + /D x s +...)&amp;lt;/*

&amp;lt;jui peut etre presente sous la forme

Vs dt.

THEOREM E V. Les memcs choses eta fit posees que dans le theoreme IV,

si Von designe par
it, c, if, . . .

divers facteurs dqnt c/iacun soil ou line differentielie de x, on de, y, on

de z, ..., relative a t, celte differentielle poavant d ailleurs etre d tui

ordre quelconque, ou bien encore une fonction donnee d une ou de plu-

sieurs des variables t, x, y, z, ...; alors, en considerant x, y, z, ...

eomme des fonctions de t determineespar lesformules (i i), el nommant

u, v, \v, . . .

ce que deviennenl

u, r, if, ...,

(jiiand on reduit t a t, on aura, pour t =. t,

d(uvw, . .) = V(uvvv. . .) cit.

Demonstration. -- En effet, on aura identiquement, d une part,

(da dv //(!

(17) d(uvw. . .) = uvw. ..I i H h...l;

d autre part,

(Vu

Vv V\\
1 1 h. . . .

II V \\ )

On aura, par exemple, si les facteurs se reduisent a deux, d une part,

d
( iu&amp;gt;

)
= u dv -h c dit,

d autre part,
V(uv) =z u Vv -+- v Vu.

OEuvres de C. S. I, t. XII. |()
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Cela pose, comme en vertu des theoremes III et IV les differentielles

da, dt
, dw,

se reduiront, pour t = t, aux produils

Vu dt, Vv dt, Vw dt, . . . ,

il est clair qu en prenanU = ton reduira 1 expression (17) au produit

deTexpression (18) par la differentielle dt.

Corollaire. Concevons maintenant que Ton represente par*, non

plus le produit uvw . . . , mais une somme de produits de cette espece,

et par s ce que devient s quand on pose / = t. Le theoreme V, etant

applicable a chacun des produits dont 1 addition fournira la somme s,

pourra etre applique a cette somme elle-meme. En consequence, la

differentielle
ds

se reduira, pour / = t, au produit

Vsdt.

D ailleurs la differentielle

dy,

determinee par requation.(iG), et les differentielles

determinees par des equations du meme.genre, sont precisement de

la forme ici indiquee par la lettre s. Done, puisque ds se reduit,

pour t = t, au produit Vsdt, la differentielle du second ordre d2
s se

reduira, pour / t, au produit

par suite aussi, la differentielle du troisieme ordre d3
s se reduira,

pour / = t, au produit

et Ton pourra enoncer generalement la proposition suivante :
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fHEOREME VI. Les memes choses etanl posees quc dans le theorem? I \

si Von designe par u an nombrc entier quelconque, la dijferentielle d&quot;s

se reduira, pour t = t, au produit

Vn scll n
.

Du theoreme I joint au theoremc VI, on deduit immediatcment

celui que nous allons enonccr :

THEOREME VII. - Les memes choses elant posees que dans le theo

reme IV, lorsquon subslitucra dans s, a la place de x, y, z, .. . , les

seconds membres des formules (i i), on trouvera, pour une valeur de t

suffisamment rapprochee de t,

(10) 5 = e(
- l^s.

Corollaire. - -
Si, dans la formule (10), on prend successivement

les divcrses fonctions

on obtiendra les formules

(19) A =e&quot;-^\, F^et -
^Y, Z=e^-^Z,

D ailleurs la premiere des formules (i i), on, ce qui revient au meme,
1 equation (i5) donne

ou, ce qui revient au meme,

D t
.r = X -f-

*

VX + ( * ~ l )2 V 2X + . =e(
1 1.2

Done, eu egard a la prejniere des formules (19), on aura

D,^ A,

etl on se trouvera ainsi ramene a la premiere des equations (3). On

pourra pareillement, de la seconde on de la troisieme, . . . des for

mules (i i), deduire la seconde ou la troisieme, . . . des equations (3),
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et Ton arrivera ainsi definitivement an theoreme que nous allons

enoncer :

THEOREME VIII. - Les memes choses etanl posees que dans le theo

reme IV, les valeurs de x, y, z, ... dpnnees par les formules (i i) veri-

fieront les equations (3).

En vertu du theoreme VIII, si Ton applique 1 integration defmie

aux equations (3), en assujettissant les inconnues x, j, z, ... a

prendre pour / = t les valeurs particulieres x, y, z, . . . , les integrales

que Ton obtiendra, et qui determineront les valeurs generates des

inconnues quand t sera peu different de t, seront precisement les

formules (n). Ajoutons que Jes valeurs de a?, y, z, ... donnees par

c.es formules continueront de representer les integrales dont il s agit

et de verifier les equations (3) tant que le module de la difference

/ t ne deviendra pas assez considerable pour que les series dont les

seconds membres des formules (8) representent les sommes cessent

d etre convergentes.

Si Ton considere la valeur de s fournie par la formule (10), ou, ce

qui revient au meme, par la suivante

t 1_ (t i)- -
(20) s = s+- -Vs 2

1.2

non plus comme une fonction de t, mais comme une fonction de

t, x, y, z, ..., cette fonction verifiera evidemment la condition

(21) Vs = o,

c est-a-dire I equation aux derivees partielles

(22) Dt^-t-XD s.+ YD y
^ + ZD z5+...~o.

D ailleurs la differentielle totale de s consideree comme fonction de

t, x, y, ... sera

(28) ds =; D t dt -+- D x^dx + D
y 5dy + D z ^dz +-....

Done, eu egard a I equation (22), cette differentielle pourra ( Ire
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reduite a la forme

(24) (I.? = n s s(dx X dt) + T)
y s(dy Y dt) + I) z .?(dz Z dt) -+- . . . .

La t ormule (24) fournit du theoreme VIII une seconde demonstra

tion qui est moins directe que la premiere, mais pourtant digne d at-

tention, et que nous aliens indiquer en peu de mots.

L integration definie des equations (3), qui sont du premier ordrr

par rapport aux variables

*&amp;gt; ^&amp;gt; y )
*

&amp;gt;

consiste a deduire d un systeme de valeurs simultanement attriiuuVs

a ces variables un autre systeme de valeurs correspondantes de ecs

memes variables. Supposons le premier systeme exprime a 1 aido &amp;lt;lrs

lettres romaines
t, x, y, z, ...,

ct le second a 1 aide des lettres italiques

Si Ton donne, non plus le premier systeme, mais le second, a

/, x, y, z, ... devront etre supposees constantes, et t, x, y, z, ____

devenues variables, devront verifier non les equations (3), mais Irs

equations (4). Done, pour efTectuer { integration definie, on devra ou

integrer les equations (3) entre t, x,y, s, ..., supposees variables.

de maniere que, pour t = t, on ait

# = x, y y, z = z,

ou integrer les equations (4) entre t, x, y, z, ..., supposees variables,

de maniere que, pour t = t, on ait

Dans la derniere hypothese, t, x, y, z, ... etant rcgardees commo

constantes, on devra aussi considerer comme constante une fonction .v

de /, x, y,z_, ---- Done Fequation (24), a laquelle satisfait la vali-nr

de s deduite des forniules (n) fournies par 1 integration definie des
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equations (3), devra se verifier, en meme temps que les equations (4),

si Ton y suppose s constante, et par suite

(25) els o.

Or, effectivement, cette supposition reduit la tbrmule (24) a la sui-

vante :

(26) D x s(dx Xdt)+D y s(dy Ydt)+D z s(dz Zdt)+... = o,

qu entrainent avec elles les equations (4). II y a plus : on etablira

sans peine la proposition suivante :

THEOREME IX. -- Si I on veul integrer les equations (4), qui sonl du

premier ordre entre les variables t, x, y, z, .. ., de maniere que, pour line

valeur donnee t de la variable independante t, les inconnues x, y, z, . . .

acquierent clles-mdmes des valeurs donnees x, y, z, . . . , et veri/ient en

consequence les conditions

*=a: t y=y, ^ z, ...,

il suffira d assujettir t, x, y, z, . . . , considerees comme variables, a veri

fier les formules (i i).

Demonstration. -- Effectivement, si dans les formules (n) on sup

pose t, x, y, z, . . . variables et t, x,y, z, ... constantes, on aura

(27) d^c = o, dy o, dz = o,

Mais ici les valeurs de d^, dj, dz, ... etant celles que determinent

les formules (i i), il suffira, pour les obtenir, de remplacer successi-

vement dans 1 equation (24) la lettrc s par les lettres x, y, s,

Done les equations (27) donneront

f D x .r(dx X dt) + D,a?(dy Y dt) + D z ^r(dz Zdt) +. . . o,

(28)
D^( dx - X dl) + D

y /(dy - Y dl) -4- D zj (dz
- Z dt) 4-. . .= o,

D x s (dx X dt) H- D y s (dy Y dt) -+ D z ^ (dz Z dt) -+-. . .= o,

et Ton en conclura

(29) K(dx-Xdt) = o, K(dy-Ydt)=ro, K(dz -Zdt) o,
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K etant la resultante analytiquc des termes compris dans le Tableau

Or cette resultante, qui se reduit a 1 unite quand on pose

conservera par suite, pour une valeur de t voisine de /, une valeur

finie distincte de zero. Done les formules (29) se reduisent aux equa
tions (4), que verifieront les valeurs de x, y, z, ... tirees des for-

niules (i i).

Le theoreme IX etant ainsi demontre, il suffira, pour revcnir au

theoreme VIII, d observer que, dans Tintegration definie d equations

differentielles du premier ordre, on peut a volonte prendre pom

representer ou les valeurs primitives, ou les valeurs finales des

inconnues, 1 un quelconque des deux systemes de quantites qui se

deduisent 1 un de 1 autre a 1 aide de ces equations differentielles.

572.

MATHEMATIQUES. Observations de M. AUGUSTIX CAUCHY*^wr une Note

publiee dans le Compte rendu de la derniere seance par M. CATALAN.

G. R.. T. XLIII, p. 627 (29 scptembre i856).

Les conditions que I auteur de la Note presente sous le litre Non-

velles regies de convergence, et qu il dit lui-meme avoir tirees d un

theoreme enonce par M. Bertrand dans le Tome VII du Journal dc

M. Liouville, peuvent etre reduites a la proposition suivante :

THEOREME I. Soit un le terme general, suppose reel et posilif, de la
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serie

(0 o, MI, 2 ,
w s &amp;gt; .;

re/te sene sera convergente si un est de I line des formes

( \ _Ai_
A rt .

A
* +k 1 *

eV#/i positif, ct A.n s approchant indefiniment, pour des valeurs crois-

santes de n, d une limile finie A.

Ce theoreme et le theoreme cite de M. Bertrand peuvent etre evi-

demment remplaces par la proposition suivante :

TIII-OUEME II. Si, N etant I un des rapports

\u n l(nu n ) \(n\n.un }

(
6 )

--
)
-

j

-
J
-

r-j

-
1

&amp;gt;

n \n I In

N s approche indejiniment, pour des valeurs croissantes de 71, d une cer-

taine limite h, la serie dont le terme general est un sera convergente

(jiiand h sera negatif, divergente quand h sera positif.

D ailleurs, dans un Memoire que renferme le Journal de M. Crelle

(Tome XLII, annee i85i), M. Paucker observe que le theoreme II et

une regie de M. de Morgan, avec.laquelle ce theoreme s accorde, sont

une consequence tres simple d un theoreme general sur la convergence des

series que M. Cauchy a do/me depuis longlemps dans son Analyse alge-

brique.

Effectivement, la limite vers laquelle converge la premiere des

expressions-(3), pour des valeurs croissantes de n, n est autre chose

que le logarithme du module de la serie (i). Or, en vertu du theoreme

cnonce a la page 182 de YAnalyse algebrique (
{

), publiee en 1821, et

reproduit a la page 388 du IIP Volume des Exercices d Analyse et de

Physique mathematique (~),-la serie (i) sera convergente si son module

(!) OEuvres de Cauchy, S. II, T. lit, p. 121.

(
2

) OEuvres de Cauchy, S. II, T. XIII.
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si inferieur a I unite, on, en (/ an/res lermes, si le Ipgarilhme de re mo

dule csl ne^(ttif; divergente , si le meme module esl superieur it I unite ,

on, en d (nitres lermes, si le logarithm^ de ee module esl posilif.

D autre part, on vcrtu du ihooreme ononce a la page i!)&quot;) tie I

fyse algebrique, si, un etanl posit if et n.l+{ &amp;lt;/ //
on proud

(4) 2&quot;f/ s _,, /l
~2 B

(V_ 1 , ...,

Ics series qui auront pour tcrmes generaux les quantites

scroul tMi memo temps convergentes on diver^entes ; et, en verdi tie

la premiere des equations (4). le module dc la serie dont {- esl le

lerme general sera precisement le produit de la (jnantile positive I _&amp;gt;

par la limite vers laquelle converge, pour des valours croissantes

de n, la seconde des expressions (3). Done la serie dont // est le

lerme general sera convergente quand cette limite sera negative,

divergente (juand olio sera positive. En continuant ainsi, on rocon-

naitra immediatement dans tous les cas Texactitude do I assertion

emiso par M. Pauckor.

Au reste, le theoremo I est une consequence immediate des propo

sitions generales etablies dans le second Volume dos K.rerdces de

Mftt/iemalif/ites (page 221, annee 1827), specialement du theoreme

enonce a la page 226
( ), et c est effectivement do ce dernier theo

rem c quo 31. Bertrand a deduit la proposition avee laquollo coincide

le theorenfic II, on faisant voir quo, si Ton pose

( les valours de h, /Vetant celles qui out etc indiquees), lasoriodout
it,,

est le terme general sera convergente on divergente suivant quo la

limite / sera superienro on inf oriouro a I linite. Ainsi, par oxomple,

i OEuvres de C auchy, S. II, T. VII. p. &amp;gt;-* et &amp;gt;-&amp;gt;.

OEuvrcs de C. S. I, I. XII. .&quot;&amp;gt;o
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si A
T

cst la seconde des expressions (3), / sera la limite de

el Ton se trouvcra immediatcmcnt ramcne.au theoreme enonce a la

page 187 de l\4/z/v,? algebrique ( ).

573.

iT ANALYTIQUE. -

Remarques failes a propos des observations

presentees par M. JOSEPH BERTRAM) (-) sur un Memoire de M. OSTRO-

GRADSKI.
C. K.. T. XLI1I, p. 1066 (8 deccmbrc i85G).

Commc vicnt de me le rappeler un de nos confreres, M. dc Senar-

mont, et comme le constatent les notes qu il a prises en snivant a

I Kcole Polytechnique les cours que j y faisais en 1828,
j
avais traile

moi-meme a cette epoque la question relative a la perte de forces vives

(
) GEuvres dc Caucliy, S. II, T. III. p. r&amp;gt;/&amp;gt;.

(
2

) Observation. ! de M. Bertrand. M. Ostrogradski a public en
i8&quot;&amp;gt;.{

un Memoire
sur les chaogementa brusques de vitcssc dans les syslenios en mouvcmcnt. J ai eu con-

naissancc aujourd hui seulemcnt dc cc nouvcau travail, ct je crois devoir fairc romarquer

(|ue le savant geometre de Saint-Petersbonrg s est rencontre sans le savoir avec M. Sturm

pour Tune dcs propositions qui s y trouvcnt dcmontrees. M. Oslrogradski examine en

of Id la diminution dc forces vives qifeprouve un systeme quelconque lorsqu on y inlru-

duit brusqucment des liaisons nouvcllcs, et il prouvc quc cette diminution est egale pn --

cisement a la somme des forces vives dues aux vilesscs perdues par chaque point du

systeme. Or cc theoreme, analogue au principe bicn connu de Carnot. mais plus general
(3t surtout bcaucoup plus net, a etc presentc preciscment sous la memo forme par
M. Sturm: on pent consullcr a ce sujet un Memoire sur quelques propositions de Meca-

iiiquc ratioimcllc. &amp;lt;lont Textrait a cte imprimc dans les Comptes rendits de 1X4 i, second

scmestrc, page 1046. M. Sturm enonce prccisement, et sous la memo forme, la proposi
tion a laquelle a etc recemment conduit M. Ostrogradski. La demonstration n est pas
insf -ree dans les Comptes rcndux dc i8.|i; mais sans aucun doute ellc sc trouvc dans les

papicrs laissos par M. Sturm, ct il scrait desirable qu clle fut publiee avec cellc de |)lu-

sieurs autrcs propositions remarquables annoncccs au memo endroit.
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dans mi systemo do points materiel* dont los vitesses varionl brusquo-

iiHMit. C est aussi a co sujet quo sc rapporto un article
&amp;lt;|iii

a pour

litre : Sur un nonwttn principe de Meeanique. et qui a ete insere dans

le Bulletin do Korussac de 1829 ( ). A la verite, les enonees dos theo-

rriiics doiincs par luoi-iurun dans los anniM s 1828, 1829, ct par

.M. Sturm on 18^1, dillorent quant aiix conditions (ju ils supposrnl

i-oniplios, ot il on rosullc qu au premier abnrd cos llieoronirs pa-

raissont entieromont distincts. Mais il n ost pas sans inlerel do los

rajtprocher Tun do 1 autro, ot do voir comment lo second pout oti-o

deduit du premier. C ost co quo j expliquerai dans un prochain ar-

ticle.

r&amp;gt;7i.

- - Note stir les variations bmsf/itt s dc ritcsscs

dans un systeme de points materials.

C. K., T. XLIII, p. n3; O&amp;gt;
(IrciMiibrc i856).

Dans un Memoire quo j

ai lu a 1 Academie le ai juillct 1828,

et que renferme lo Bulletin des Sciences mathematiques public par

.M. de Ferussac (Tome XII, annee 1829, pai^o in)), j
ai donno los

doux theoremes suivants :

THKOIJKMK I. -- Lorsque dans un systeme de points materiels les ntesse\

r (trienl hrusquenient en rertu d actions moleculaires dcveloppecs par les

chocs de quelques parties du systeme, la somme des moments rirtiic/s des

quantites de mouvement acquises on perdues pendant le choc esl unlit-

tonics les [ois qne I on considere un mouw.mcnl rirlnel dans Icf/itc/
les

ritesses de deux molecules qui reagissent I line snr I autre so/it exiles,

cntre elles.

( ) OA mvr.v ill Cuiicliy, S. II. T. II.
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THEOREMS II. -- S ll arrive f/ue* apres le choc tout point materiel
(fin

a exerce une action moleculaire sur nn antre point sc reunisse a ce der

nier, le principe (/tie nous venons d enoncerfournira toutes les equations

necessaircs
/&amp;gt;:&amp;gt;ur

determiner, apres le choc, le mouvement de toutes les

molecules on de tons les corps dont se compose le systeme propose. Dans

le meme cas, I nue de ces equations, savoir celle qu on obtient en faisanl

coincider les vitesses virluelles avec les vitesses effectives apres le choc,

exprimera (/tie
la perte de forces vives est la somme des forces vives dues

aux vitesses perdues.

Les vitesses virtuclles qui, dans 1 enonce du premier theoreme,

sont supposees egales out re dies, sont evidemment les vitesses dont

il est question a la page 118, c est a-dirc les vitesses virtuelles dcs

molecules projctecs sur les directions des forces. C est aussi ce que
montrent les applications faites du premier fheoreme (pages 120

et 121).

Les deux theoremes que jc viens de rappeler sont immediatement

deduits, dans le Memoire cite, de 1 equation generale qu on obtienl

(juand on egale entre elles les deux sommes de moments virtuels,

relatives aux deux systemes de forces motrices que Ton considerc

en Dynamique, savoir, an systeme des forces motrices appliquees

aux divers points, et an systeme de celles qui seraient capables de

produire les mouvements observes, si ccs points etaicnt libres el

independants les uns des autres. J observe que, a proprement parler,

les vitesses ne varient jamais brusqucment; ce qu on a quelquefois

nomme un changcrnent brusque de direction ou d intensite dans les

vitesses n elant autre chose qu un changement survenu dans 1 inter-

valle de tcrnps compris entre deux epoques tres rapprochees 1 une de

1 a litre.

Une integration relative au temps, effectuee entre ces deux epoques,

introduit dans le calcul a la place de la somme des moments virtuels

des loires qui seraienl cajialdes de produire les mouvements observes,

la somme des moments virtuels des quantitesde mouvement acquises
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ou perducs dans I lnstant dont il s agil, el a la place dos moments vir-

tuels des forces appliquees, line integrals (hi genre de cclles que j

ai

nom HUM S inlegrales singulieres, cette infegrale elan! pour 1 ordiuairc

sensiblement distincte de zero, quoique prise entre deux limi les Iri s

voisines. (Test ainsi que j
ai obtenu, dans le Memoire cite, I equa-

lion (3) qui, dans le cas oa I integrate singuliere est /mile, se reduit

a I equation (/i), c est-a-dire a unc equation-qui exprime qur l&amp;lt;i

sorntnc des moments virtuels des quantites de motivement arffuises on

fterdues s evanomi. D ailleurs 1 integrale singuliere peut ctre decom-

posee en plusieurs termes relatifs, les uns a des forces finies, telles

(|iic
les attractions on repulsions provenant de corps etrangers an

systeme que Ton considere; les autres a des forces tres conside

rables, telles que les forces moleculaires develoj)p( es par des chocs :

et les termes de la seconde espece sont evidemment les seuls dont

on doit tenir compte. Or ces termes disparaissent sous la condition

enoncee dans le premier the oreme : done, sous cette condition, la

somrne des moments virtuels des quantites de mou.vement
acquise&amp;gt;

ou perdues pendant Ic choc s evauouira, et Ton pourra poser 1 eqna-

lion ( \} qui enlraiue avec elle le theoreme II.

Lorsque le systeme donne de points. niateriels se reduit a une ma

chine dans laquelle les mouvemeuts des pieces sont obliges et soli-

daires, on est ramene par les considerations precedentes aux resultats

enonces par M. Poncelet dans le Bulletin des Sciences de 1829, p. 33 2,

et dans son Cours de Mecanique appliquee aux machines.

Ajoulons encore une remanjue qui n est pas sans interet. On sail

que, a des liaisons etablies entre des points materiels, on peut substi-

tuer les resistances qu elles opposent aux mouvements de ces points.

Done si, an moment du choc, de nouvelles liaisons sont etablies entre

ces memes points, on pourra en faire abstraction et poser encore

I equation (3), pourvu (jue Ton introduise dans I inlegrale singuliere

qu elle renferme les resistaniM s dont il s agit. Alors aussi la reduction

de cette integrate ;i /ero sera toujours la condition necessaire pour

((lie
Ton retrouve re(juatiou (.]). (Test done sous cette condition
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seulement quo pourra subsistcr le theoreme enonce par M. Sturm

on i(S|i, savoir quo la pert e des forces rives dans tin systeme de poi/ils

c/ilre lesfjuels on elablit de nouvelles liaisons est la somme des forces rives

dues au& ritesses perdues ( ).

Dire .que deux molecules se reunissent apres le choc, cYst dire

quYlles sont alors invariablomont liees Fune a 1 autro. Done la der-

niere partie du second theoreme presonte un des cas dans lesquels se

verihY lo theoreme enonce par M. Sturm.

575.

Observations sur la Note inseree par M. CALCIIV dans le Compte rondu

de la d?rniere seance; par M. DIMIAMEL.

C. R.. T. XLIII, p. i [65 (29 decombre i85f&amp;gt;).

\\. Cauchy a rappcle dans la derniere seance des theoremes dorit il a domic
la demonstration dans le Bulletin dc Ferussac, de 1829; mais, dans la Note

qifil a inseree a ce sujet daris le Comptc rendu. il s el irlisse quelques pas

sages inexacts que je crois devoir rectifier.

I/(Mionce du premier theoreme suppose que deux molecules qui se sont

rlio&amp;lt;|iiees ont acquis des vitesses egales; et, par les developpements qui pre
cedent et qui suivent, dans le Memoire dc 1 auteur, il est clair qu il entend

expresseinent que ces vitesses ont la me&quot;me valeur et la meme direction.

Cependant, dans le Compte rendu, il dit qu il faut entendre que ce sont sim-

pleinent leurs projections sur la normale commune aux deux surfaces en

contact, qui soul egales.

Celte interpretation elendrait beaucoup le Iheoreme de M. Cauchy, et

m enleverait une partie de celui que j ai dem.ont.re dans unc Note presentee
;i I Academic, le 29 octobre 1882, et, imprimee en i835 dans le Journal dc

I Ecole Polytechnique.
Pour justifier cetle .interpretation, M. Cauchy renvoie a la page 118 du

Bulletin. Jo a ai rien trouve dans cette page qui ait rapport a re point; mais

a la page 1 19 je trouve cette phrase :

. ) foir lo Tonic Mil des Cumptes rendus, page lo/JC).
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Or, da us cede derniere somme, Ics seulcs forces (|iii auront des valem&amp;gt;

Ires considerables, seronl Ics forces moleculaircs dcveloppees par Ics chocs,

e.t ellcs disparailront dc la soininc dont il s agil, si Ic monvemenl virlnH csl

tellemeiil choisi, que deux molecules qui reagissent 1 uiie snr I aulre otVrent

des vitesses egales et paralleles. Done, [)ourvu que cette condilion soil rem-

plie.... II en resulte qu ou peul enoueer generalement la proposition sui-

vanle.

Cetle proposition est le theoreme I du Cornpte rendu.

V la page 120 je trouve cetle autre phrase :

Ajoulons que les termes relatifs a ces forces moleculaires disparailront.

si le mouvement virtuel est tellement choisi, que deux molecules, qui rea

gissent 1 une snr 1 autre, aient des vitesses virluelles egales et paralleled.

II est done evident que M. Canchy n entenclait alors son theoreme comme

applicable qu au cas on les points on s est exerce le choc out acquis ties

vitesses egales et paralleles. C est pour cela que j avais juge a propos de

reprendre la meme question, en considerant le cas le plus general du choc

des corps nious, celui oil la compression cesse au moment precis on les eom-

posantes normales des points en contact sont devenues egales et de meme
sens. Les composantes tangentic^lles, apres le choc, peuvent d ailleurs el re

tres differenles, el les corps se separer.

Ainsi, comme I a (lit avec raison M. Berlrand, j ai diMnontre le theoreme

de Carnot dans un cas plus general que M. Cauchy; et Inexactitude dc la

Nole de notre honorable confrere ne pent tenir qn a une inadverlance qu il

s empressera sans doute de reconnaitre. Ouant au theoreme enonce par
M. Sturm, et Tjni a amene cette discussion, je me propose de fa ire a cc

-n jet une Communication speciale a 1 \cademie.

Reponse dc M. (!.U;CIIY.

Notre honorable confrere me trouvera ton jours dispose a lui re ml re

justice, et comprcndra sans peine comment nous avous pu n etre pas

entierement d accord sur I etendue de deux theoremes enonces d;m&amp;gt;

le Memoire que j
ai In a 1*Academic le 21 juillet 18-28. Ayant relu

ce Memoire, sans connaitre le sien, j y ai trouve quelqucs expres

sions qui, n etant pas assez precises, avaient besoin d etre, inter-

pretees on meme corrigees; j
ai reconnu que, a la page 118, le mot

projete dcvait etre complete par un c muet, et applique, non a un
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point, mais a uno vitesso; of pour que les applications f aitcs de la

formule (4) a la page I21 subsistassent sous la seulo condition

enoncee en cet cndroit, savoir que les distances entre les molecules

fussent invariables, il etait necessairc qu a la page 120, comme dans

le prineipe general de Dynamique rappele a la page 118, a la place

de ces mots? les vitesses, on lut les ritesses projelees. Quoi qu il en soil

de ces remarques, je ne fais nulle difficulte de reconnaitre que notre

confrere a pu legitimement attribuer le sens qu il indiquc aux deux

passages qu il a cites. Mais il reconnaitra certainement a son tour

que le theoreme en.once par lui avec precision se deduit, comme

les deux. miens, de la formule (3) de la page 120 de mon Memoire,

el que, pour obtenir la formule (4), a 1 aide de laquelle on pen I

les exprimer tons trois, par consequent aussi, pour oblcnir 1 equa-

t.ion (i3), qui n est qu une transformation de 1 equation (4), il suilit

dc se placer dans des conditions telles, que I integrale singuliere

comprise dans- la formule (4) s evanouisse. Or c est ce qui aura

lieu, dans le choc des corps, pour un mouvement virtuel donne,

si ce mouvement est tel, que la somme des moments vwtuels des forces

moticidaires developpees par le choc se reduise a zero
( ).

( ) Pour la suite dc cctte polemique, roir. dans le Tome XLIV des .Complex rcndux,

les articles suivants :

Observations faites par M. DUUA.MKI. an xitjct cl im theoreme dc Mecanique (p. :&amp;gt;
i:

dc M. AUGUSTIX CAUCHY aux dernicres observations de M. DLH\.MKL (p. Ho):

de M. DfHAMi-L (p. 81);

Observations ^enerali s su.r In tjiieslion relative an choc, par M. POXCELKT (p. 82);

Observations de JL .Monix (p. 89);

Sur
(///&amp;lt;/&amp;lt;///&amp;lt;:&amp;lt;&amp;lt; jtroiiosilions de Mecaniqiie ratio/incite, par M. At &amp;lt;a STIX C.vucnv (p. 101 I.
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570.

TIIEOKIF. nr.s NOMHKKS. llec/ierelies noiwelles sur Id tlieorie des nombres.

C. K., T. XLIV. p. 77 ( i.) jiiuxici- isj 7) .

Trois Memoires que j
ai presentes a I Academie, le ? fevrier

puisle3i mai( )etle 5 juillct i83o, renfermont sur la theorie des

nombres, specialemcnt sur los communs diviseurs des polynomes ii

coefficients cntiors, sur les rapports qui existent entre les equations

et les equivalences ou congruences, sur 1 usage que Ton peut faire

des nombres figures et des nombres de Bernoulli, soit pour resoudre

des equations du second degre en nombres entiers, soit pour deter

miner le nombre des residus quadratiques, enfin sur la determina

tion des racines primitives des nombres premiers, divers theoivmo

qui ont paru dignes d attention. De ces trois Memoires, parapbes, le

premier par M. Fourier, le second par M. Cuvier, le troisieme par

.M. Arago, un seul, le second, a ete publie dans le Tome XVII des

Memoires de I Academic. Parmi les propositions que renferme le pre

mier Memoire, 1 nne determine un nombre cntier que doit toujours

diviser le plus grand commun diviseur dc deux polynomes a coel-

h cients entiers; et, dans le cas ou, le coefficient de la j)lus haute

puissance de la variable dans le premier polynome etant 1 unite, le

second polynome cst la derivee du premier, cette proposition assignr

an nombre entier que doit diviser tout diviseur entier dcs deux poly

nomes une valeur egale, au signe pres, an produit des carres dcs

differences entrc les racines de 1 equation que Ton forme en egalanl

le premier polynome a zero. De cette proposition, que j
ai reproduce

dans le premier Volume des Exercices de Mathematiques (
3
),

sc tirent,

comme on peut le voir dans le premier Volume et dans le quatrieme,

un grand nombre de consequences qui interessent la theorie dcs

i i OKlitres dc Cauclty, S. I, T. III.

,

2
) O/ . m /r.v iff Cnncliy, S. II, T. VI.

Cf.uvrrs de C. - S. I, t. XII. &quot;&amp;gt; I
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Qombres, J ajoute quc, de cette meme proposition combines avec le

theoreme de Fermat, suivant lequel tout nombre premier p divise

la difference xp ~-x, on peut immediatement deduire le theoreme

general dont voici 1 enonce :

THEOREME. Solent

p, cj
deux nombres premiers ;

une ratine primitive de [ equation

(&amp;gt;)
9 =i,

ou, ce qui reviejit au mdme, une ratine de

(2) n- Q + e* + . . .4- 6p- l = o,

et unefonclion entiere de 0, a coefficients enliers, toujours evidemment

reductible, en vertu de la formule (2), au degre p 2. Soil encore n le

nombre des valeurs distinctes que lafonction Q peut acquerir, quand on

remplace la ratine primitive par une autre; nommons

0,, 2 , ..., 0,,

ces valeurs de 0, et posons

(3) f(,r) =(x %i)(x- &,)...(.* - 0,,);

enfin soil H le produit des carres des differences entre les quanlites 0,,

2 , . . .
, 0/,, determine par la formule

(4) H= ( i) r(e1 )r(e,)..,f(ew ).

Si q esl superieur a n, premier a H, et diviseur ( )
du binome

(5) 0^0,

I equivalence du degre n

(6) f(.r)
= o (mod. 7)

aura n ratines inegales et distinctes.

( ) Lc binome 6 / 6 est uno fonction cntierc de a coefficients enliers, el
&amp;lt;/

cst

nommc diviseur de cetle fonction, lorsqu il divise tous les coefficients dans cetle fonction

rcduitc au degre p 2.
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Demonstration. - Si Ton pose

0(X,@) = (X 0) (X I 0). . .(07 r/ -+- I ( )),

on aura, dans I hypothese adinise, pour toute valeur enliere de x,

Q(JC, 0) ?&amp;lt;?,

() designant une function entiere de ii coefficients entiers. Cela

pose, 1 equation identique

f(ar)f(or i). ..f(* ^4-i) = 9(*,e i )9(ar,et )...9(*,e.)

donnera

&amp;gt; g- -HI), o (mod. 7&quot;).

Si, dans la formule (7), on remplace x par x +- ^7, X: etant un

premier a
&amp;lt;y,

et si Ton pose, pour abreger,

f(*4-%)=;FOr),

on aura encore

(8) F(.r)F(^- i)...F(a7 7 -+-1): o (mod. 7&quot;).

Ola pose, 1 equivalence

(9) {(x}~o (mod. i
i )

admettra evidemment une ou plusieurs racines, et le nombrc des

racines distinctes de cette equivalence sera le nombre des facteurs

i, dans chacun des produits

do) f(#) f(ar-t-i)... f(j? y-hi),

(ii) F(a?)F(a;H-i)...F(j?-y,H-i) &amp;gt;

seront divisibles par 7. D ailleurs
&amp;lt;/,

n etant pas diviseur de H, ne

pourra etre diviseur commun de f(x) ef de f (a?). Done, si f(a?) esf

divisible par q
1

, le polynome
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sera, comnie Ic produit
kqt (x),

divisible par q sculement. De plus, si f(j?) est premier a g, on pourra

en dire autant de F(#). Enfin, si f(x) est divisible unc seule fois

par y, tine sculc valeur de k, prise dans la suite

I, 2, 3, . . ., cj
I

rendra la somme

divisible par y, et (x) divisible par g
2

; ct, pour toutc autre valeur

de k prise dans la meme suite, F(a?) sera divisible par q sculement.

Des remarques semblables s appliquant a chacun des facteurs du

produit (n), si Ton prend successivement pour k les divers tcrmes

de la suite

i, 2, 3, ..., q I,

Ie nombre des valeurs de k pour lesquelles un des facteurs du pro

duit (TI) sera divisible par g- ne pourra surpasser le nombre des

racines distinctes de 1 equivalenee (9). Soit / ce dernier nombre,

qui ne pourra surpasser n. On aura necessairement l = n. Car, si /

etait inferieur a n, alors la condition q &amp;gt;
n cntrainerait la suivante

g i
&amp;gt;&amp;gt;

/; et, parmi les valeurs

i, 2, 3, ..., qi
successivement attributes au nombre k, il y en aurait au moins une

qui, en rendant divisible une seule fois par q chacun des facteurs du

produit (i i) correspondants aux divcrses racines de la formule (6),

rendrait cc meme produit divisible / fois seulement par &amp;lt;y,

tandis que,
en vertu de la formule (8), il devrait etre divisible par g&quot;

et non pas

seulement par (f .

Corollaire. - Du theoremc de Format, rappele a la page 402, il

resultc que Ic nombre premier q est effectiveinent un.diviseur du

binome
07-0
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des racines inferieures et le nombre des racines superieures a chaque

limite, par consequent a une quantite reelle donnee. On peut meme,

en prenant pour inconnue la difference entre une racine et cette

quantite reelle, reduire le probleme a la determination du nombre

des racines positives et du nombre des racines negatives d une equa

tion algebrique. Ramenee a ces termes, la question peut se resoudre

par la seule inspection des signes dont se trouvent affectees, quand

on les reduit en nombres, certaines fonctions des coefficients. Kile

n etait pas resolue par la regie de Descartes, qui, se bornant a consi-

derer les coefficients eux-memes, fournit seulement une limite supe-

rieure au nombre des racines reelles de chaque espece, et, quant aux

autres methodes proposees pour cet objet dans les siecles precedents,

Lagrange a observe qu elles etaient ou insuffisantes, ou imprati-

cables ( ). Mais cette lacune, signalee par Lagrange en 1808, a ete

comblee, et Ton connait aujourd bui diverses solutions du probleme.

La premiere de ces solutions est cello, que j
ai donnee dans un Me-

moire presente a 1 Jnstitut, dans la seance du 17 mai 1812. Plus tard,

la question a ete reprise par M. Sturm, qui 1 a rattachee a la recherche

du plus grand commun diviseur entre les premiers membres d une

equation algebrique et de 1 equation derivee. Plus tard encore elle a

ete de nouveau traitee, soit par moi-meme, soil par d autres auteurs,

specialement par MM. Sylvester, Hermite et Faa de Bruno, et Ton est

arrive a cette conclusion remarquable, que le nombre des racines

reelles peut etre fourni par 1 application de la regie de Descartes aux

seules quantites qui, dans Iequation des differences, servcnt de coeffi

cients aux puissances de I inconnue dont les degres sont les nombres

triangulaires.

Mais les equations auxquelles on est conduit dans les applications

de 1 Analyse a la Mecanique, a la Physique, a I Astronomie, ne sont

nas toujours algebriques; elles peuvent etre, elles sont souvent trans-

( ) Voir le Traite de la resolution des equations numerifjuex, par Lagrange, edition

de (808, page 43. OEuvrcs dc Lagrange, T. VIII, p. (id.
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cendantes, et sotivent anssi Ics racinos imaginaires de ces equations

algebriques ou transcendantes jouont un grand role dans la solution

des probl&mes. II etait clone important d etablir des principes ^rnc-

ranx pour le denombrement et la separation des racines reelles ou

imaginaires dans Ics equations algebriques ou transcendantes. C est

ce que j
ai fait dans le Memo ire lithographic du 27 novembre i83i ( )

ft dans quelques autres, specialement dans un Memoire que renferme

le Tome XL des Complex rendus. Dans ce dernier Memoire, le denom

brement des racines qui representent les affixes de points renfermes

dans un contour donne a etc reduit a la determination de la quantite

que je nomme le compteur logarithmique. D ailleurs celte determina

tion peut etre aisement effectuee a 1 aide des formules que fournit le

calculdes indices des fonctions, quand, { equation proposee etant alge-

brique, le contour donne est un polygone rectiligne, ou meme un

polygone curviligne dont les cotes sont des arcs de cercle. J ajoute

que les memes formules peuvent etre employees avec succes pour le

denombrement et la separation des racines reelles ou imaginaires

d equations transcendantes. C est ce que Ton verra dans le present

Memoire, oil ces formules sont appliquees a deux equations fonda-

mentales que presente la theorie du mouvement elliptique des pla-

netes, savoir a 1 equation qui determine 1 anomalie excentrique et it

celle qu on obtient lorsque, entre cette equation et sa derivee, on

elimine 1 excentricite.

ANALYSE.

I. Formules generates.

Soient

x, y les deux coordonnees rectangulaires d un point qui se meut

dans un plan ;

z = x -+- y\ I affixe de ce point ;

S une aire comprise dans le plan donne, et limitee par un certain

contour;

( )
OKtU rcx de Cmicliy, S. II, T. XV.
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7 i (z) unc fonction de z qui ne s evanouisse en aucun point de ce

contour, et qui domeure finie et continue, tanclis que le point

dont z est I affixe se meut sans sortir de 1 aire S;

X, Y les coordonnees rectangulaires du point dont 1 affixc est Z, en

sorte qu on ait

Z =X+ Y\.

Goncevons d ailleurs que Ton cherche les racincs de 1 equation

propres a representer les affixes de points renfermes dans 1 aire S:

supposons que toutes ces racines soient du nombre de celles qu on

nomme racines simples, ou doubles, ou triples, etc., c cst-a-dire que, la

lettrc c designant 1 une quelconque de ces racines, le rapport de Z ;i

la premiere, ou a la deuxieme, ou a la troisieme, ... puissance de la

difference z c conserve, pour z = c, une valeur finie distincte de

zero. Si Ton nomme m le nombre total des racines dont il s agit,

eo-ales ou inegales, c est-a-dire la somme de plusieurs nombrcs en-

tiers correspondants a ces racines et respectivement egaux a Tunite

pour une racine simple, a deux pour une racine double, a trois pour

une racine triple, . . . , on aura

A1Z
(2) -f-J

la valeur de I etant
I
~

2ri,

et la variation logarithm!que qu indique la lettre A s etendant au con

tour entier de 1 aire S.

Ajoutons que, si ce contour est decompose en elements divers, la

variation logarithmique AJZ et le nombre m, cxprime par le compteur

logarithmique
AIZ
&quot;T&quot;

se decomposeront a leur tour en elements correspondants.
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D anlre part, si par la notation [//] on designe la clef d une quan

lite reelle it, c esl-a-dire nne autre quanlite (|iii
sc reduise a 1 uuile

quand it esl positif, a i quand // est negalif, alors, en etendanl les

operations qu indiquent les deux letlres A el
l

j
soil au contour entier

de I aire S. soil a nne partie settlement de ce contour, on aura

et

U) ~-~
-*-\( M &amp;gt;

J

j + iarctan-
^

Lorsque la variation logarithmiquc AlZ s etcnd au contour entier

d&amp;lt;&amp;gt; Taire S, la formule (3) sc reduit a

et par suite le nombre m pent elre determine \\ 1 aidc de Tcquation

(6) =

1 indicc integral s etcndant au contour entier de I aire S.

Si le contour dc I aire S est un rectangle, on menie 1111 polygoiic

rectiligne quelconque, 1 indicc integral sc decomposera en plusieui s

autrcs, qui correspondront aux divers cotes de ce polygonc, et Ics

(jiiantiles /, A&quot;, Y pourront etrc cxpriintM s en t onction de lono-iieurs

inesurces sur ces memes cotes.

Conccvons a present que, dans le cas on x et r (.r) sont reels, on

design c par

A K(a-)
&amp;gt; i

la difference entre les valours dc ^(x) correspondantes aux valeurs.T

ct x dc x, on sorlc qu on ait

1 .f

OEuvres ,te C. S. I, t. XII.

A F(o-) -F(.r&quot;j f(x ).
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Alors, on reduisant 1 airc S a cello d un rectangle compris entro los

quatro droitcs representeos par les equations

v ,

on tirora do la fermule
((&amp;gt;)

Pour quo, dans le cas oil

est uno tonction reelle do z, la fonnulo, 17) tournisse le noinhre m
des racines reolles do 1 equation (i), ou, co qui .rcviont an memo, do

la suivanle

(8) t{,x).= o,

renferraees ontrc los li mite s x , x&quot;, il suffit do poser

% etant un noinltre infinimont petit. Si d aillenrs les racines dont il

s agit soht toutos inogales, le rapport

X
7

pourra (Mro remplaco par le rapport

f ( -r )

yt (as)

don I il (lillerora tres pcu pour dos valours do y voisinos do zero, et la

1 ormulo (

~
) donnora

Goncevons, pour fixer les idees, qu on vcnilh; determiner !&amp;lt; nomhre
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total des raeines reelles de ( ( ([nation ( S ). On devr.i poser

./
-

s., i -s.,

dans la f ormule
(&amp;lt;&amp;gt;), qui donnera simplemenl

(io) m-i-
;&amp;gt;

si f( .r) est line f onetion entiere de x.

Si le contour de I aire S etait compose, non plus de droites, mais

d ares de cercle, alors, dans la determination dcs divers elements du

nombre //?, on pourrait considerer Z, A , Y comme functions de lon

gueurs mesurces sur ces arcs de cercle, ou d angles proportionnels a

ces longueurs, ou de lignes (rigonometriqu.es dans lesquelles entre-

raient ces memes angles.

Si, pour fixer les idees, on reduisait I aire S a celle d un cercle qui

aurait pour rayon /, el pour centre le point dont I alfixe est c, alors.

en posant

z c-\-rp ot 5
lani:^i

on pourrait considerer X, Y, Z comme fonctions de p on de 0. Dans

cette memo hypothese, si Z est line function entiere de degre //, pour

determiner le nombre /// des raeines de [ equation (i) qui repre-

sentent les affixes de points situes dans rinterieur du eerele, il sullira

de |oser
(i

f
Ji)&quot;Z= V+ IVi,

T, H etant reels, puis de recourir, si // esl impair, ;i la furmule

o *

few
et si n esl |)air, a la furmule

&quot;

! / r &quot; r i

(r.O in , A n
4e= \_y .

&amp;gt;-

*&amp;gt;
Ui I
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II. -
Application des formulas etab lies dans le 1.

Si, dans Ic mouvement clliptique d une planete, on desigiio par

les leftres ^, 1 anomalie oxccntriquc ot 1 exeentricite do 1 orbilo,

on aura
= T,

rdesignant one fonction lineaire du temps. L anomalie excentrique

sera done line racine reelle d une equation de la forme

(1) z esin- T--o,.

, T otant des quantites reelles dont la premiere est inferieure a

1 unite.

D autre part, pour que 1 equation (i) acquiere des racines egales,

il est necessaire que I inconnue z verifie simultanement cett&amp;lt;^ equa

tion et sa derivee

(2) I c COS -3 O,

par consequent aussi la formule

(3) z tangs T=o,

que fotirnit ^elimination de enlrc les equations (i) et (2).

etant positif et inferieur a 1 unite, toutes les racines de 1 equa

tion (2) sont necessairement imaginaires. Mais il n en est plus de

memo des equations transcendantos (i) et (3). Celles-ci admettent

deux sortes de racines, les unes reelles, les autres imaginaires. D ail-

leurs, pour separer ees racines les unes des autres, pour assignor

memo des limites outre lesquelles chaque racine est comprise, il

suftlra, commo on va le voir, &amp;lt;le recourir aux formules etablies dans

lc ^ I.

Pai-lons d abord do 1 equation (f). Si 1 on y suppose 1 alfixe z

reduitc a une quantite reelle x, ellc deviendra

(4) x sin^c T =- o;
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el, pour determiner le nombrc in des racines reelles de [ equation (

)

&amp;gt;

comprises enlre deux Jirnites donneos

il sullira de recotirir a la formule (9) du I, et de poser, dans eette

formule,
f(.r) x e sin./ T,

par consequent
l&quot;(.r )

= i c cos.r.

Or, en vei ln de cos dernieros equations, la sccondo des tonctions

sera ton jours positive, et la premiere sc reduira simplemcnt a x

pour loule valeur de x propre a verifier la condition

c est-a-dire toutos It s f ois que Ton prendra pour x un des termes de

la progression

(ti) . .. 3?:, -27T, -T:, o, r, .m, Sir, ...,

indefiniment prolongee dans les deux sens. Cola pose, eoncevons quo

Ton reduise les limitcs x , 07&quot; a deux termes consecutifs de cede pro

gression, el quo Ton poso en consequence

j/irr/TT, JC&quot;= (A -+- l)7T,

A etant une quantite entioro. La formule (9) du i donnera

(7) ,n ~ I*/&quot; [-r
- r] [ r] - l&amp;gt;

-
7-J:

par consequent le nombre in des racines de requation (\~) comprises

enlre les limites dont il s agit sera egal a r, si T est compris outre

ces memes limites, a zero dans le cas contraire. Done ieqnalio/i (

i
i
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offrira line settle racine recite; el, si Voji nomnu kr. le plus grand &amp;lt;les

multiples de -
mferieurs a T, cette racine unique sera comprise en Ire les

limites

/-, U-+-0-.

Parlous maintenant des racines imaginairos do 1 equation (Y). Cos

racines seront de la forme
z-.r + y\,

.r, y etant des quantites reelles tlont la seconde nc sera pas nullo. el

ces racines seront conjugueos deux \\ deux : car, si Ton pose

- --e sinc - T A 4- Fi,

X, } etant reels, on trouvera

.

(8) A JT y - sin jc. 1 -
y c - cos.r ;

2

et par suite, si les equations

,r=o, ; =o

se verifienl pour un systeme donne de valeurs de x et de r, elles se

verifieront encore quand r changera de signe, ^ demeurant inva

riable. Done la recherche des racines imaginairc s de I equation (i;

pent etre reduite a la recherche de cellos dans lesquelles y est positif.

Cela pose, nommons m le nombre do cellos dans lesquelles, y otant

positif et compris entre deux limites donnees

v v &quot;

J J

.T est lui-meme renferme entre deux autres li miles

Pour obtenir le nombre w, il suffira de rccourir a la formule (y)

du 1, et d y substituer les valeurs de A , Y fournies par les equa

tions (8). D ailleurs la seconde de ces equations donnera simplement
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pour loule valeur de .r propre a verifier la condition

(9) cos./- o,

r est-ii-dire loutes les t ois
ijiie

Ton prendra [tour .r tin des fermes de

la progression

.&quot;&amp;gt;- 3 TT T. 7T 07: .&quot;&amp;gt;-

(10) -
j , , , -i ,

. . .
,

2 2 22 &amp;gt;.
&amp;gt;:

indefiniment prolongee dans los deux sens; et, dans cette hypothesc,

on aura, en supposant y el
y&quot; positif s,

Done, si Ton prem! pour x , x&quot; deux (errnes consecutifs de la progres

sion (10 ), la fbrmulc (7) du I donnera siinplemenl

Si dans cette derniere formule on attrihue a v une valeur positive

(res petite, on aura seusiblernent

Y= y f
(
.r

)
r

(
i c cos j-

) ,

par consequent F&amp;gt;o, et

Done alors, en vertn de la fonnule (i i), il suffira, pour ohtenir rn. de

poser v
--y&quot;

dans re

(12) V i ; i

D aiileurs, eu egard aux forinules (8), 1 equation

i :0
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donne

2V

et, pour qu une valeur reelle cle x puisse verifier la formule (i3),

r etant positif, il est necessaire que la valeur positive attribute a y
soil egale ou superieure a la racine positive unique de 1 equation

Ajoutons que si, cette condition etant remplie, on pose

(
1 5 )

a = a re cos
-7-y2j~zy;

deux termes consecutifs de la progression (10) comprendront entre

eux deux racines de 1 equation (i3), ou. n en comprendront aucune.

Le dernier cas aura lieu si x , x&quot; sont de la forme

etant line quantite entiere.-Si an contraire x ,
x&quot; sont de la forme

1 equation admettra deux racines ^,, x lt comprises entre les limiles x ,

x&quot; , et determinees par les formules

ou, ce qui revient au meme, par les formules

x
!

= 2 kr. a, x
n

i-kr. + a.

Alors aussi la formule (12) donnera

ac T
(16)

1..=..,, r cy+e-y ac= - A s
2

., = .r [
2 Slll^1
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on, co qui reviout an menu-,

|

I
-

/?] 4- [A 4- /&amp;gt;

]
(

1 7 ) m = J ! -J

les valours do A, B etant

2 sina

Or, on vertu do I equation (i5), on aura

2j cos a

ct, comme on a d aillours

sin a cos a

la premiere des equations (18) donnera A
&amp;gt;

o. Done la tormule (17)

donnera m ----- o si y est assez petit pour quo .1 rcste inlerieur a la

valour numeriquc do B, et m = \ si A surpasse la valour numeriquo
do B, ce qui arrivora certainemcnt pour une valour do y suffisammriif

grande, puisque, y vonant a croitre indefiniment, ^1 eonvergo vors la

limite cc et B vors la limitc 2^:7: T. II suftira memo, jtour quo .1 sur

passe la valour numerique de B, d attribuer a y une valour egale on

superieure a la racine positive unique de Fequation

etant la valour numerique do 2X-- 7\

En resume, on peut enoncer la proposition suivanto :

THKOROIE. Inequation (
\ ) offre une infinite de ratines imaginaircs el

(/c laforme x -f- y\. Parmiccs ratines conjugtiees deti.r a deux, une senlc

cm plus de celles qui respondent a des valeurs positives de y offre une panic

reelle x comprise entre les limites /-
&quot;

, /- -+- -
? k elan/ une quantite

entiere; et meme I equation n admet une telle ratine que da /is le &amp;lt;-(ts &amp;lt;&amp;gt;/}

la valeur numerique de k est un nornbre pair. D ailleurs, dans eelte meme
OEiH-rc* &amp;gt;/, C. - S. I, t. XII. 53



i18 COMPTES RENDUS DE L ACADEMIE.

ratine, Ic coefficient y de \ esl superieur a la ratine positive unique de

Vequation (i4) e^ inferieur a la ratine positive unique y de Vequa
tion (19).

En appliquant les formules du I, non plus a 1 equation (i), mais

a I equation (3), on s assurera : 1 quo cette equation offre line infi

nite de racines reelles dont une seule est comprise entre deux termes

consecutifs de la progression (G); 2 qu elle offre seulement, com me

l a reconnu M. Serret, deux racines imaginairos conjuguees 1 une a

1 autre, ct que, dans chacune de ces deux racines, la partie reollo est

ronferm.ee entre les deux termes de la progression qui comprennent

outre eux lo nombrc T.

.
579.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. - - Snr la resolution des equations algebriques.

C. H., T. XLIV, p. 4i8 (16 fcvrier
i8&amp;gt;;).

J ai, il y a vingt ans, adresse a 1 Academie plusieurs Memoiros sur

la resolution des equations algebriques. L un de ces Memoires, public

dans Ic Tome IV dos Comptes rendus ( ), renfermo divers tbeoremes

(|iii paraisscnt digues de quelquc attention, entro autres le suivant :

TIII.OHI.MK [. - Lorsqu une equation a loutes ses racines reelles et ine-

galcs, on.peut obtenir chacune de ces ratines developpee en serie conver

gent e.

D autre part, en suivant diverses methodes que j
ai developpoos

dans le IV 1; Volume des Exerdces de Malhematiques (-), et dont 1 une

a etc indiquee par Lagrange, on peut etablir encore le theoreme dont

voioi 1 enonce :

TIII.OUI.MI: II. n variables etanl assujetties a cette condition que leurs

( ) OEuvrc* de Caucliy, S. I, T. IV, p. fi(i.

^) Ibid., S. II, T. IX.



IAN! \IT N 579. filJ

carres donnenl pour sornnte I unite, I equation (In degrv n
(jiii

delertnuH

Ics ma.rirnd d nne fonetion f/c ces rariables, enliere. lioino^enc c/ dn

second dcgre, a toutes ses ratines reelles.

Kntin, aux deux theoremes (jui precedent, on pent joindre le sui-

vanl :

THKOIIKMK III. Une fondion ratio/incite dc I linc f/uc/co/tf/ue dcs

ratines cl itnc (^{nation algebrique da degre n pent etre
gerieraletnerti

rcf/iu/c a line fonelion entiere de la meme racine dn degre it i.

Cela pose, soitf(ir) unc tbnction entiore de la variable x a coelli-

cients reels et du degre //. Designons j&amp;gt;ar

n, i
, r, . . .

n autres variables assujetties a la condition

n- -\- v- -+- ir- -+-. . .

~-
i,

et par
y = F(u, i-, r, . . .)

tine fonction de u, v,w, ... entiere, homage Die et du second dei;re, les

coefficients des carres //-, c
2

, w~, ... &amp;lt;

i

t des prodnits m\ tnr.....

vw, . . . , dans la fonclion y, etant eux-memes d&amp;lt;&amp;gt;s fbnclions entieres

de x a coefficients reels, et choisis de maniere (jue les diverses racines

d&amp;lt;

i

[ equation

verin ent encore I eqnation produite par relirnination de //, r, &amp;lt;r, ...

cntre les formules

Les maxima et minima de v, considere comme lonction de //, c, &amp;lt;r, ...,

seront determines par une equation nouvelle

(a) r =
,

dans la(|iielle 1 sera une i onction entiere de .r et de r, du de^re n par
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rapport a j; et, pour une valeur reelle quelconque de la variables,

1 equation (2), resolue par rapport a y, offrira n racines reelles

y\&amp;gt; 72, -, yn

developpables en series convergentes dont les divers, terrnes seront

des fonctions rationnelles de x. Quand on prendra pour a? une racine

reelle de l equatio-n (i), une racinc y dc 1 equation (2) s evanouira;

et, eu egard au theoreme III, la somme de la serie qui representera

le developpement de cette racine pourra etre, avec les divers termes,

reduite a une fonction entiere de x du degre n i t Soit A&quot; cette

fonction entiere. Si le developpement de y est tel que cette fonction

entiere ne soit pas identiquement nulle, la racine reelle a?, qui vt i ri-

tiait Fequation (i), devra verifier encore 1 equation

(3) XQ,

donl le degre est n i; clle sera meme la seule racine commune a ces

deux equations, s il n arrive jamais que pour une valeur reelle de x

deux racines de 1 equation (2) soient egales en tre ellcs, et alors, pour

determiner la racine x, il suffira de chercher la racine commune aux

equations (i) et (3).

Des principes que je viens d exposer resulte evidemment, pour la

resolution des equations algebriques, une methode nouvelle, ct qui

semble devoir etre remarquee. Dans les prochaines seances, je deve-

lopperai cette methode et
j
examinerai comment on doit s y prendre

pour que la formule (3) ne se reduise pas a une equation identiquc.

En raison de 1 interet qui s attache a cette question, I Academie me

permettra de laisser dormir pour 1 instant la discussion relative aux

forces instantanees. Je la reprendrai plus tard, en m efforeant d etre

tellement clair, tellement precis, que mes assertions, par leur evi

dence, entrainent rassentiment de tous nos confreres.
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580.

ANALYSE MATIIEMATIQUE. - - Sur les fo/ictions guadratiques d
de plusicurs variables.

C. R., T. XLIV, p. 36 1
(

;&amp;gt;} fcvrier 18-57).

1 ProprUtte generates desfauctions quadrat^/ tics at

Lorsqu une fonction homogene de plusieurs variables est en meme

temps quadralique, c est-a-dire ckr second degre, die jonit de pro-

prietes diverses d autant plus dignes d etre remarquees qu on pent en

deduire une methode generale pour la resolution des equations ali^e-

hriques. Ces proprietes constituent les theoremes que nous allons

en oncer.

THEORF.MF. I. Soil .

une fonction qaadratique el homogenc de n variables

y., , ..., 73, 0.

Soient encore

A, B, ..., H,

les demi-derivees de celte fonction relatives d ces memes variables. Si ion

rnultiplie chacune de ces demi-derivees par la variable correspondantc, la

somme des produ.its obtenus sera la fonction elle-meme, en sortc qn on

aura

Demonstration. -- Si le theoreme est vrai quand on prend pour v

certaines fonctions quadratiques et homogenes

it, r, w, . . .

des variables

y, 6, ..., n, 0,

il continue evidemment de subsister quand on prcndra pour v une

OF THE

UNIVERSITY
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fonction lineaire de u, v, w, D ailleurs le theoreme enonce est

evidemment exact, quand la fonction y se reduit au earn 1 a- d unc

seule variable, on au double produit 2a de deux variables, attendu

qu on a, dans le premier cas

A = y.,

dans le second cas

A = 6, B = a,

et que, par suite, la formule (2) se reduit, dans le premier cas, a

l

f

equation identique
cC---^. aa,

dans le second cas, a 1 equation identique

2 ao = 6a -H ac.

Done le theoreme enonce sera generalement vrai.

(^e theoreme, deja connu, constitue pour les fonctions quadratiques

ce qu on nomme le theoreme desfunctions homogenes. La demonstration

tres simple que nous venons d en donncr offrc cet avantage qu elle

s applique encore aux deux theoremes suivants :

THEOIIOII: II. -- Les rnemes chases etant posees que dans le theoreme J.

designons par
a,, ,, ..., YJ,, 9,,

, , ..., r,
tt , e

ff

deux systemes de valeurs successivement attributes aux variables

a, 6, . . ., YJ, 0,

et par
A,, B,, ..., II,, 0,,

A,,, !&amp;gt;,,,

. . .
, H,; , (y,f

les valeurs correspondantes des demi-derivees

A, H, ..., H, 0.

Si Ion multiplie les valeurs des variables dans Vun des systemes donnes

j)ar les valeurs des demi-derivecs correspondantes dans I autre systemc.



i:\Tll V1T V 580.
&amp;lt;f&amp;gt;:\

la somme de.s products obtenus tie changcra pas de ralcur fjiiand on

echangera les deux systemcs entre eux; en sorte gu on aura

(3) A,3,,4~BA + - .4-H
/ Y],,4-8 ; ff =A,/ a,4-B ff

8
/
4-...4- H

y n, 4-8,9,.

Demonstration. -- Le theoreme II est evidemment exact quand la

fonction y se reduit a a- ou a 2a^, attondu quc la formulc &amp;lt;
J ) sc

ivduit, dans lc premier cas, a 1 equation identi(jiic

a, y.,.= y... a

dans le second cas a 1 equation identique

Done ce theoreme sera generalement vrai.

THEOREME III. -- Les memes choses elant posees (jue dans le theoreme I.

si Von muitiplie par le carre de chaque variable la differentielle du rap

port qiion obticnt fjiiand o/i divise par cette meme variable la dcrni-

derivee correspondante , la somme des produits formes s evanouira : en

sorte qu on aura

( 4 ) a 2
(1 - -h y- d 5 4- ... 4- -n* (1

&quot;

4- V d ? ^ o.
a YJ 8

Demonstration. -- Le theoreme III est evidemment exact quand la

fonction y se reduit a a- ou a 2a^, attendu que la formule (\) se

reduit, dans le premier cas, a 1 equation identique

i

a- d- = o.
a

dans le second cas a 1 equation identique

y:- d 4- S 2 d o.
a 6

Done ce theoreme sera generalement vrai.
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^ II. Sur I equation gui determine les maxima ct minima d une fauction
/(-die (jiiadratique et homogene de plusieurs variables dont les carres

donnent pour somme I unite.

Solent, comme dans le I,

(0 y^F(,6, ,.,,,0)

uno fonction quaclratlque et homogene de n variables

a, ,
- . ., rj, 6,

et

A, B, ..., II, (-)

les demi-derivees de cette fonction relatives a ces memes variables.

Si, la fonction etant reelle, c est-a-dire a coefficients reels, on assu-

jcttit les a, YJ,
a la condition

les maxima et minima de cette fonction y seront determines par la

formule

/ -&amp;gt; \ . _ ,

}
~ ~ ~ e .

~ ~

on, ce qui revient an meme, par les equations

i 4) y. Y A - o, cy B o, . . .
, Y] y H -

o, Oy = o.

Oes dernieres equations etant lineaires et homogenes par rapport aux

variables

a, 6, ..., rj, Q,

on pourra en deduire, par 1 elimination de ces variables, et sans qu il

soit necessaire de recourir a la condition (2), une equation finale

(5) r=o,

dans laquelle 7 sera fonction de y seulement. D ailleurs, pour obtenir

cette equation finale, il suffira de substituer dans la premiere des
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&amp;lt;iuations (4) ties valeurs do a, , . . . , yj, propros a verifier les sui-

vantes; par consequent il suflira de prendre

(6) r= oty-\,

a ..... *]. etant choisis dc maniere a verifier les equations

(7) 67 B = o, ..., ny H=ro, 7 .

Or on satisfera aux equations (7) en prenant pour a, , . . . , Y], des

fonctions entieres dey determinees par les formules

(8) =|Q|, S = |6Q|, ..., tj = |tjQ|, 9 = |9fl|,

jointcs a 1 equation

(9) 2r=(67 -B)...(-o/-H)(5
&amp;lt;r -0),

et en considerant, dans les seconds membres des formules (8),
a, , ..., Y], comme des c/e/i anastrophiqms assujetties a la con

dition

II importe d observer qu en vertu des formules (6) et (8) on aura

par consequent

(12) ^^

a, S, . . . , y], etant des clefs anastrophiques assujetties a la condition

|S...n0| i.

D autre part, en vertu de la premiere des formules (8), on aura

( 3)

pourvu qu apres avoir pose a = o dans la fonction F(a, Z, . . . , YJ, 0),

et, par suite, dans les demi-derivees B, . . . , H, 0, on considere, dans

le second membre dc la formule (i3), 6, . . .
, YJ, comme des

OEttvres de C. S. I, t. XII. 54
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anastrophiques assujetties a la condition

Cola pose, la fonction a de y, determinee par la premiere des for-

mules (8), sera evidemment ce que devient Y lorsqu on reduit la

fonction F(a, , . . . , rj, 6) a F(o, 6, . . . , Y], 9) en posant a o.

Observons encore que, dans la fonction Y determinee par 1 equa

tion (12), le terme qui renfermera la plus haute puissance de y sera

evidemment
y&quot;.

Done 1 equation (5), resolue par rapport a j, offrira

n racines. J ajoute que la fonction
&amp;gt;T,

determinee par 1 equation (12),

jouira de plusieurs proprietes remarquables, desquelles se deduira

aisement la nature des racines de 1 equation (5). C est ce que je vais

faire voir.

Remarquons d abord que les equations (6) et (7) peuvent etre rem-

placees par la seule formule

_ A-J-_F;__
B _ _M_

Cela pose, soient

deux valeurs distinctes successivement attributes a y, et, pour desi

gner les valeurs cOrrespondantes des quantites representees par les

lettres

a, 6, ..., 0, Y], A, B, ..., H, 0, Y,

et determinees par les equations (6) et (8), plagons au bas de ces

lettres un accent simple ou double. La formule (i4) donncra, pour

y = y,&amp;gt;

(ID) y -__ 5- _... --_
-j- j

puis en posant, pour abreger,

( 6) s
=*,&amp;lt;* +6,

(17) ^ = A,a,+ B
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on tirora dc la formule (i5)

(18)
y&amp;gt;

= 5+y *g.
o

Mais s ne change pas de valeur quand on echange entre eux j ;
, y u , &amp;lt;&amp;gt;t

en vertu du second theoreme du I, on pourra en dire autant de S.

On aura done encore

S -+- a,
C9) y =~-^
ft, par suite,

/ \ * a &r
- *

, &,i
(20) yt yl= - -L-Z,

o

ou, ce qui revient an meme,

ou bien encore

(22)

Si, dans cettc derniere formule, on pose

y a y i y&amp;gt;

elle donnera simplement

(28) aDr^=* f

la valeur de s etant determinee par Inequation

On pent, au reste, deduire directement 1 equation (28) de la for

mule (i4) tie laquelle on tire

.
A KB H ()

r =: I)y
--h Dy Dy -5 = . . . = I) y

- = I)y -r a r a r
YJ

et, par suite, eu egard au theoreme III du I,

(25) a Dr
- =*+& + . .. + ^+0*.
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Lcs formules (21) et (25) permettent de reconnaitre aisement la

nature des racines de 1 equation (5). On peut conclure de la tor-

mule (21) que toutes ces racines sont reelles. En cffet, la fonction

F(a, 6, . . . , 0, Y)) etant supposee reelle, c est-a-dire a coefficients

reds, la fonction de y representee par Y sera pareillement reelle, et,

si 1 equation (5) admet des racines imaginaires, ces racines seront

conjuguees deux a deux. D ailleurs, si Ton nomme

/v; J n

deux racines conjuguees de 1 equation (5), les valeurs

Y Y7
;&amp;gt;

-*
n

de JTcorrespondantes a ces deux racines s evanouiront. On aura done

et, comme la difference

sera le double du coefficient de i dans 1 une des racines, par conse

quent une quantite distincte de zero, 1 equation (21) donnera

S O

on, ce qui revient au memc,

D ailleurs,
V VJ it J ir

etant deux expressions imaginaires conjuguees, on pourra en dire

autant de

a, et a,,, 6, et 6,,, ..., Y),
et yj //t Q, et &.

Done chacun des produits

sera positif, a moins quc ses deux facteurs ne s evanouissent simulla-
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nement, ct 1 equation (26) no pourra subsistcr a moins quo Ton if ail

en meme temps

(, = &amp;lt;&amp;gt;, 6, = o, ..., -n,
= o, 9,

= o,

\ ct,,= o, 6
/x o, . . . , rj,, o, e

tt
= o.

Done toutes les racines de 1 equation (5) seront ccrtainoment reelles

si aucune d elles ne verifie avec la formule (5) les n equations

(28) a = o, = o, ..., t\ = o, = o.

D ailleurs cette derniere condition ne pourrait etre remplie quo pour
Irs eas exceptionnels correspondants a des valours particulieres des

coefficients que rcnfermc la fonction F(a, 6, . .., T], 0), ct les valours

qu acquerraient, dans ees cas exceptionnels, les racines de I eqna-
lion (5), seraient certainement des limites vers lesquelles converge-
raient des valeurs tres voisines qu on obtiendrait en alterant trc-s pen
une ou plusieurs des valeurs particulieres attribuees aux divers coef

ficients. Ces valeurs voisines etant reelles, lours limites seraient ne-

cessairement reelles; d oii il resulte que, memc dans les cas excep

tionnels, 1 equation (5) n admcttra point dc racines imaginaires.

Ainsi la formule (21) cntraine la proposition qui a ete rappclee aux

pages 4 1 8, 419. et que Ton peut enoncer comme il suit :

THEORK.ME 1. -- n variables etant assujelties a cette condition, que la

somme de leurs carres soil I unite, I equation du degre n qui detenni/n

les maxima et les minima d une fonction quadratique homogenc et reelle

de ccs variables, a toutes ses racines reelles.

Les n racines reelles de 1 equation (5) seront generalement ine-

gales, et ne pourront cesser d etre inegales que dans le cas on une

meme valeur dc y verifiera simultaneinent cette equation ct sa de

rive e

(29) Dyr- .

Dans ce cas particulicr, les coefficients que renferme la fbnclion
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F(a, ,..., Y], 0) devront satisfaire a 1 equation de condition que pro-

duira 1 elimination de y entre les formules (5) et (29). Soit

(3o) K = o

cette equation do condition. On pourrait croire an premier abord

qu elle servira uniquement a determiner un des coefficients ren-

fermes dans F(a, 6, . . ., YJ, 0) quand on connaitra tous les autres.

Mais il n en est pas ainsi. EfFectivcment, lorsqu une meme valeur

de y verifiera les formules (5) et (29), 1 equation (20) donnera

et entrainera necessairement avec elle les conditions (28). II y a

plus : ces conditions devront encore etre verifiees lorsque, dans les

formules (8), on supposera la fonction 12 determinee, non plus par

1 equation (9), mais par Tune de celles qu on en deduit a 1 aide

d echangcs operes entre les clefs a, , ..., 0, YJ.
En consequence, on

peut enoncer la proposition suivante :

TIJEOUEME II. Pour qu une racine y de I equation (5) soil une racine

double on multiple, il est necessaire que cette racine verifie chacune des

equations (28), les valeurs de a, 6, . . . , YJ,
etafit determmees par les

formules (8) jointcs on a I equation (9), ou a I une de celles qu on en

deduit quand on echange entre elles les clefs a, ,..., Y],
6. Par suite,

pour quune racine reelle de I equatioji (5) soil double ou multiple, il est

necessaire qu elle soit commune a cette equation et a toules celles qu on

en deduit quand on remplace la fonction F(a, 6, . . . , YJ, 0) par une des

fonctions

F(o, 6, ...,YJ, 0), F(a, o, ...,YJ, 0), ..., F(a, 6, ..., o, 0), F(a, 6, ..., YJ, o).

Ohservons encore qu en vertu de la formule (20) la derives du
Y

rapport &amp;gt; prise par rapport a a, sera toujours positive quand elle

ne sera pas nulle. Done, pour des valeurs croissantcs dcy, ce rapport

croitra sans cesse, tant qu il conservera une valeur finie, et, quand il

changera de signe avec Y en passant par zero, la valeur de a devra
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etre positive si Y passe du negatif an positif; ello devra etrc negative

si Y passe du positif au negatif. Si d ailleurs on nomme

les racines de 1 equation (5) rangees par ordre de grandeur, de

maniere qu elles forment une suite croissante, et si Ton fait croitrc v

par dcgres insensibles depuis une limite inferieure a y t jusqu a une

limito superieure a yn , Y ne changera de signe qu au moment oil Y

acquerra une valeur representee par 1 un des deux termes do la

suite (32), et a deux termes consecutifs de cette suite correspon-

dront deux changements dc signe de la fonction Ken sens opposes,

par consequent deux valeurs de a, dont 1 une sera positive, 1 autre

negative. Done, si Ton nomme

(33) a,, a_,, a,,

les valeurs do a correspondantes aux racines

V * &quot;V &quot;V V

de 1 equation (5), deux termes consecutifs de la suite (33) seront

toujours deux quantites affectees de signes contraires. En conse

quence, deux termes consecutifs de la suite (32) comprendront tou

jours entre eux 1 une des n i racines de 1 equation

(34) = o,

et reciproqucment deux racines consecutives de 1 equation (34) com

prendront. toujours entre elles un terme de la suite (32). D ailleurs,

comme on 1 a remarque, a, dans 1 equation (34), sera ce quo do-

vicnt Y lorsque, dans la fonction F(a, , . . . , YJ, 0), on pose a = o. On

peut done enoncer la proposition suivante :

THEOREMS III. Soil y = F(a, , . . . , YJ, 0) une fonclion quadratic]ne

reelle et homogene de Ji variables a, ,..., Y], 6 dont les carres donncnt

pour somme I unite. Soil encore
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I equation en y du degre n, qui determine les maxima et minima de

celle fonction, et nommons

(32) /,, / 2 , ..., /_ yn

les n ratines reelles de celte equation. Enfin soient

(35) . y, y, ..., /-
les n i racines de I equation analogue a laquelle on parvient lorsque,

dans la fonction F(a, ,
. . . , Y], 0), on reduit a zero I une des variables;

et supposons les racines de chaque equation range.es par ordre de gra/i-

deur, de maniere a former une suite croissante. Chacune des racines de

I equation (
5 )

sera comprise entre deux termes conseculifs de la suite

(36) -oo, /, y , ...,
jr&amp;lt;*&amp;gt;

f
oc.

Le troisieme theoreme, duqucl on pourrait deduirc le deuxieme,

etait deja enonce dans le Memoire sur I equation ii 1 aide de laquelle

on determine les inegalites seculaires du mouvement des planetes

(voir le Volume IV des Exercices de Mathematiqiies, p. 102) ( ).
Les

-

principes ci-dessus exposes, en fournissant, comme on vient de le

voir, une demonstration tres simple de ce theoreme, reproduisent

avec la meme facilite les autres propositions enoncees dans ce Me

moire.

581.

ANALYSE MATHEMATIQUE. -- Note sur les resultantes anastrophiques.

C. R., T. XLIV, p. 3;o (^3 fevrier 1837).

Les resultats obtenus par 1 auteur seront developpes dans une pro-

chaine seance.

(i) OEuvres de Cauchy, S. II, T. IX, p. 174.
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582.

ANALYSK MATIIOIATJQUE. -- Theorie nowelle des resi

C. R., T. XLIV, p. /,o6 (&amp;gt;.
mars i85; ).

I. Considerations generates.

C est dans le premier Volume ties Exercices de Mathematiques, pu

blic en 1826 ( ), que j ai, pour la premiere fois, expose les principos

du Calcul des residus, qui, comme je 1 ai fait voir et comme Font aussi

montre divers auteurs, entre autres MM. Blanchet et Tortolini, s ap-

plique avec succes, non seulement a la decomposition des fonctiims

rationnelles et a la determination des integrales definies, mais encore

a 1 integration des equations differentielles ou aux derivees partielles,

et a la solution d un grand nombre de problemes, specialement de

ceux que presente la Physique mathematique. Toutefois la definition

que j
avais d abord donnee du residu partiel ou integral d une fonction

laissait quelque chose a desirer. A la verite, cette definition etait ana

logue a celle que Lagrange a donnee de la fonction derivee; etde menu 1

que, suivant Lagrange, la derivee d une fonction jde nestle coefficient

de la premiere puissance d un accroissement attribue a la variable x,

dans le developpement de Taccroissement correspondant de y suivant

les puissances ascendantes de e, j appelais residu partiel de la fonc

tion y, relatif a une valeur pour laquelle cette fonction devenait

infmie, le coefficient de
~

dans le developpement de la variation

de y suivant les puissances descendantes de .

Mais les definitions precedentes de la derivee d une fonction et de

son residu partiel relatif a une valeur donnee de la variable s appuient

sur la consideration des developpements en series; et, comme je I ai

remarque dans { Analyse algebrique, il convient d eviter 1 emploi des

series dont la convergence n est pas assuree. On y parvient dans le

( ) OEuvrex dc Caneliy, S. II, T. VI.

OEuvres de C. S. I, t. XII. 55
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Calcidinfinitesimal, en substituant a la definition de Lagrange la notion

claire et precise du rapport differentiel de deux quantites variables, et

en designant sous ce nom la limite vers laquelle converge le rapport

entre les variations infmiment petites et correspondantes de ces deux

quantites.

II etait a desirer qu ori put aussi appuyer le Calcul des residus sur

une notion claire, precise et facile a saisir, qui fut independante de la

consideration des series. Apres y avoir inurement reflechi, j
ai re-

connu que les principes etablis, d une part dans mon Memoire

de 1823 sur les integrates prises entre des limites imaginaires , et dans

le Memoire lithographic du 27 novembre i83i, d autre part dans les

Memoires que j
ai publics sur les fonctions monodromes et monogenes,

permettraient d atteindre ce but. C estce que je vais expliquer en pen

de mots.

Supposons qu un point mobile dont 1 affixe est z se meuve dans

1 interi-eur d une ccrtaine aire S on sur le contour de cette aire, et

que, dans le dernier cas, en decrivant ce contour, il tourne autour dc

1 aire S dans le sens indique par la rotation d une affixe dont 1 argu-

ment croit avec le temps. Soit d ailleurs Z une fonction de 1 aifixe z,

qui reste monodrome dans toute 1 etendue de 1 aire, et conserve une

valeur finie en chaque point.du contour. Enfin, le contour etant par-

tage en elements tres petits, multiplions la variation que z subit

quand on passe de 1 origine d un element a son extremite par une

valeur de Z correspondante a un point de cct element. La somme des

produits ainsi formes aura pour limite une certaine integrale (S). Or

cette integrale, qui dependra en general non sculement de la fonc

tion Z, mais aussi de la forme attribute au contour de 1 aire S, de-

viendra, du moins entre ccrtaines limites, independante de ce con

tour, si la fonction Z, supposee deja monodrome dans toute 1 etendue

de 1 aire S, est de plus monogene en chaque point de cette aire. En

effet, dans cette hypothese, 1 integrale (S) ne changera pas de valeur

si, le contour venant a se modifier par degres insensibles et a changer

de forme, la fonction Z reste non seulcmcnt monodrome et monogene,
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mais encore finie en chaenn des points successivement occupes par

ce contour. Cola pose, nommons points singutters ceux dont les allixes

rendent intinie la fonction /, on, en d aulres tennes, eeux donl les

affixes sont racines de lYq nation

Ouand la fonction Z sera monodrome et monogene dans toute 1 etendue

de 1 aire S, 1 integrale (S) dependra uniquement de cette fonction /

et de la position des points singuliers renfcrmes dans 1 aire S. II est

aise de voir, par exemple, qu elle sera toujours nulle si 1 aire S ne

renferme aucun point singulier, et- qu elle aura pour valeur la con-

stante ^

1 27:1,
*

si, le pole etant le seul point singulier que renferme 1 aire S, 1 equa-

tion

i

Z
=

se reduit a 1 equation lineaire

a = o,

c est-a-dire, en d autres termes, si Ton a

Le rapport

qui se reduira dans le premier cas a zero, dans le second cas a 1 unite,

est ce que nous nommcrons, dans tous les cas, le residu integral de la

fonction Z relatif a 1 aire S. Si Ton substitue a la fonction Z la derivee

de son logarithme neperien prise par rapport a la variable s, I inlt -

gralc (S) ne sera autre chose que la variation logarithmique de /, et

le residu integral

$5)
i
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se reduira au compteur logarithmiquo

AlZ
( )

j

a I aidc cluquol s exprime la difference entre les deux en tiers qui

enumerent les racines des deux equations

(4) Z=o,

(i) =
,

-

correspondantes a des points singuliers renfermes dans 1 aire S.

Concevons a present que le contour de 1 aire S s etende et se dilate,

de maniere 4 se transformer en un nouveau contour qui enveloppe le

premier 4&amp;lt;

tontes parts. L aire S croitra, et sa variation AS sera une

nouvelle aire renfermee entre les deux contours. Si d ailleurs une

fonction Z, monodrome et monogene dans toute 1 etendue de 1 aire AS,

conserve une valeur finie en chaque point de chaque contour, a la

variation AS de 1 aire S correspondra une variation A(S) de 1 inte-

grale (S), et cette derniere variation dependra uniquement de la

fonction Z et de la position des points singuliers renfermes dans

1 aire AS. Alors aussi le rapport

sera ce que nous nommerons le residu integral de la fonction Z relatif

a 1 aire AS.

Lrs definitions precedentes etant admises, si Ton decompose I aire S

on AS en elements finis ou intiniment petits, mais tels que la fonction Z

conserve en chaque point de leurs contours une valeur tinie, le residu

integral

&amp;lt;f&amp;gt;

ou ^
sera la somme des residus partiels correspondants a ces divers de

ments, et, si les elements sont choisis de maniere que chacun d eux
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ne renferme jamais plus d nn point singulier, un ivsidu partial, quand
il ne s evanouira pas, sera un residu relatif a un seul point singulier,

par consequent une quantite qui dependra uniquement de la fonc-

tion Z et de Faftixe de ee point. Cela pose, on pourra dire que le residu

integral relatif a une aire donnee est la somme des residus partiels rela-

tifs anx divers points singuliers que renferme cette aire.

Comme on le voit, dans cette nouvelle theorie des residus, la consi

deration des developpements en series-est entitlement mise a 1 ecart

et remplacee par la notion fondamentale de I integrale / Z dz etendue

a tous les points situes sur le contour d une certaine aire, de cette

meme integrale sur laquelle j
ai appele 1 attention des geometres dans

le Memoire lithographic du 27 novembre i83i
( ). D ailleurs cette

notion so trouve mainlenant completec par la condition a laquelle

j assujettis la fonction Z, en supposant que cette fonction est tout a la

ibis rnonodrome et monogene, et Ton reconnait ici comhien il est

utile de definir nettement les fonctions de quantites geometriques,

ou, en d autres termes, les fonctions de variables imaginaires, en dis-

tinguant non seulemcnt les fonctions monodromes des fonctions non

monodromes, mais aussi les fonctions monogenes des fonctions non

monogenes.

Lorsque Ton adopte les definitions ci-dessus proposees, ct (jiic

Taire S se reduit a celle d un cercle dont le pole est le centre, le

residu integral
(S)

I

se reduit a la moyenne isotropique

du produitZc consider3 comme fonction de z.

Si Faire S est celle d un cercle qui ait pour centre le point dont

1 affixe est c et pour rayon /-, on devra evidemmeut, dans Texpres-

( ) OEiwrex de Cauchy, S. II, T. XV.
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sion (5), substituer a la variable z la quantite

(6) C = ~-c;

( S }

le module de etant le rayon r, et alors le residu integral p sera la

moyenne isotropique

du produit Z considere comme fonction de .

Si d ailleurs on suppose

(8) z=l,

c designant une co-nstante, et f(s) une fonction de s qui demon re

monodrome, monogene et finie dans toute 1 etendue de 1 aire S, on

aura

par consequentTexpression (7) sera reduite a la moyenne isotro-

pique

et, comme, sans.alterer cette moyenne, on pourra faire decroitre

indefinimcnt le rayon du cercle que Ton considere, on, on d autres

termes, le module de (, cllc ne pourra difTercr de la quantite i (c)

avec laquelle on la fait coincider en posant = o. Done, en suppo-

sant la fonction Z determinee par la formule (8), et le point dont c

ost 1 affixe interieur a 1 aire S, on aura, si la fonction i (s) est mono-

drome, monogene et fmie dans toute 1 etendue de 1 aire S,

do)
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$ II. Equations fondamentates.

Solent, comme dans le I,

S et AS une aire plane et 1 accroisscment de cette aire compris entre

deux contours, Fun interieur, 1 autre exterieur;

z 1 atfixc d un point qui se meut dans le plan de 1 aire S;

Z une fonction de z qui, toujours monodrome etmonogene dans tonic

I etendue de 1 aire S, conserve une valeur finie en chaque point de

1 un et 1 aiitre contour;

(S) et A(S) 1 integrale / Z dz etendue, suivant les principes poses

dans le I, au contour enticr de 1 aire S, et la variation de cette

integrate correspondante a la variation AS de cette aire.

Concevons d ailleurs que, pour rendre les notations plus preciso.

on.nomme

//, v les affixes de deux points mobiles assujettis a decrire les deux

contours qui limitent interieuremerit et exterieurement 1 aire AS;

U, V ce que devient Z quand on y ecrit // ou v a la place de z.

La variation A(S) ne sera autre chose que la difference des integrates

fVdv, fUdu,.

etendues a tous les points, des deux contours, ou, en d autres termes,

la difference entre les deux valours de I integrale

(S)=

correspondantes a

En consequence, on pourra dire que u et v sont les deux limites de z

dans la variation A(S). ce que nous indiquerons en ecrivant ces deux

limites au-dessous et au-dessus du signe A comme il suit :
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Cela pose, Ic rapport

I

sera le residu integral de Z relatif a 1 aire AS, et si 1 on nomme extrac

tion { operation par laquelle on extrait dc la fonction Z le residu inte

gral relatif a une aire donnee, si d ailleurs on indique cette operation

a 1 aide de la lettre caracteristique , en ecrivant cette lettre devant

la fonction Z renfermee entre deux crochets trapezoidaux et en pla-

cant au-dessous et au-dessus de la lettre
&amp;lt;

les deux limites de z, on

aura

ou, ce qui revient au meme,

f Udu

Si 1 aire S est comprise entre deux circonferences de cercle qui

aient pour centre . commun le pole, 1 equation (i) donnera

ou, ce qui revient au meme,

(4) SD(V&amp;lt;&amp;gt;)

Commc on le voit, les equations fondamentales (i) ct (3) sc

deduisent immediatement des definitions claircs et precises que

nous avons adoptees. Ajoutons que pour tirer de ces equations les

proprietes diverses des fonctions monodromes et monogenes, expli-

cites ou implicites, leur decomposition en fractions rationnclles, leur

transformation en produits composes d un nombre fini ou intini de
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facteurs, et Icurs developpements en series periodiques ou non perio

diques, specialcment les theoremes de Taylor, de Lagrange et de

Paoli, avec les conditions sous lesquelles ces theoremes subsislenl,

il sudit de s appuyer sur le principe general enonce dans le $

savoir que le residu integral relatif a une aire limitee par un con

tour unique, ou comprise entre deux contours, equivaut a la somme

des residus partiels relatifs aux diverses parties de cette aire decom-

posee en elements et a la somme des residus partiels relatif s aux

points singuliers que renferme 1 aire dont il s agit. Ces points sin-

guliers seront de deux especes distinctes, si la fonction Z se pre-

sente sous la forme d un rapport, en sorte qu on ait

f
(
5
) F(s) etant deux fonctions qui demeurent monodromes et mono-

genes dans toute 1 etenduc de 1 aire AS. Alors, en efFet, on verifiera

1 equation

(0) 1=0,

soit en posant

soit en posant

(8)

et par suite 1 affixc d un point singulier pourra etre racine ou de

1 equation (7) ou de 1 equation (8). Alors aussi la somme des residus

partiels relatifs aux racines de 1 equation (7) ou de 1 equation (8) sera

ce que nous nommcrons le residh integral de Z relatif aux racines dr

Tune ou 1 autre equation, et ce que nous designerons a 1 aide de la

notation

les crochets trapezoidaux etant appliques ou au denominateur ou au

OEnvres de C. S. I, t. XII. 56
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t(s)
numerateur du rapport pyry

suivant quo les racines considerees veri-

fieront, ou 1 equation (7), ou 1 equation (8). Lorsque ces deux equa

tions n auront pas de racines communes, on aura evidemment

Pour montrer line application tres simple des formules ici etablies,

considerons specialement le cas oil, F(s) etant reduit a une fonction

lineaire de z, on aurait

Y(s) = s w,

w etant 1 affixe d un point renfcrme dans 1 aire AS. Alors le tactcur Z
- etant de la forme

requation (3) donnerait

par consequent, eu egard a la formule (9) et a Tequation (10) du f,

De cette derniere formule on tire

puis, en echangeant entre elles les deux lettres z et w,

Ajoutons que, si Ton nomine

c, c
, c&quot;,



EXT RAIT X 582. U
les affixes des points singulicrs rcnfermes dans 1 aire AS, c est-

ii-dirc les racines de 1 equation

qui offrent des modules compris entre les rayons des deux cercles

(tmitateurs, le residu integral

compose de residus partiels correspondants a ces racines, sera une

somme de termes de la forme

05)
c

le module de pouvant etre suppose aussi petit quo Ton voudra. Cela

pose, 1 equation (i3) aura la vertu de transformer une fonction mono-

drome et monogene quelconque f(s) dc la variable : en une somme
dc moyennes isotropiques dans chacune desquelles la fonction sons

le
signe^/

sera proportionnelje a un rapport de 1 unc des trois formes

/ r \ V U
(16) -, -,

le module dc z etant compris cntre les modules de u et de r, el le

module de ( pouvant etre suppose infiniment petit. Or les derivees de

ces trois rapports differenties une on plusienrs Ibis par rapport a z,

etant aussi bien que ces rapports cux-memes des fonctions ration-

nelles, par consequent-des fonctions monodromes et monogenes de z,

on deduit immediatement dc la formule (j3) la proposition suivante :

TIIEOKEJIE. Les derivees des divers ordres de fonctions monodromes

el monogencs d une variable sont encore des fonclions monodromes et

monogenes.

An reste, les formules (i) et (i3) etant pareilles a celles que
nous avons deja obtenues dans de precedents 3Iemoires, speciale-
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ment aux formules (i5) ot (20) clu Memoire sur 1 application du

Calcul des residus a plusieurs questions importantes d Analysc (voir

le Tome XXXII des Comptes rendus, page 207) ( ),
il est clair que la

nouvelle theorie, appuyee sur des bases dont la solidite est manifeste,

reproduira les resultats deja trouves par moi-meme ou par d autres

auteurs, par exemple les theoremes enonces a la page 212 et a la

page 704 du Tome XXXII deja cite (-).

583.

ANALYSE MATHEMATIQITE. Addition au Memoire sur les fauctions

quadratiques et homoge/ies.

C. R., T. XLIV. p. 416 (2 mars 1807).

On a pu remarquer la facilite avec laquelle, des formules (3) et (4)

dn premier paragraphe (page 423), se deduisent, dans le second, les

theoremes I, II, III dont le premier est connu depuis longtcmps, et

dont le troisieme etait deja enonce dans le Memoire sur I equation qid

determine les inegalites seculaires da mouvement des planetes. Ajoutons

que la derniere partie du second theoreme est une consequence imme

diate du troisieme. En efFet, deux racings j,, y2 de 1 equation Y= o,

qui comprennent entre elles une racine y dc 1 equation az=o, ne

pourront evidemment devenir egales sans coincider avec y . II v a

plus : la formule (3i) de laquelle se tire le second theoreme, pourrait

etre deduite de la formule (26) par un raisonnement analogue a celui

qui sert a demontrer le premier theoreme (page 368), et, pour y par-

venir, il suffirait de considerer les valeurs des variables a, 6, ...,

Y], 6, correspondantes an cas exceptionnel ou deux racines j,, y.2 sont

(!) OEuvres de Cauchy, S. I, T. XI, p. 3o6.

(
2
) Ibid., S. I, T. XI, p. 3u et 384.
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egales, commc les limites dc valours quo res variables acquieiviil

(]ii;iM(l
la difference y.2 y {

devient infiniment petite.

Je remarqucrai encore que la ibrmule (a5), avec le second liiru-

remo
(jiii

en est une consequence immediate, s etait deja produilr,

demontree il est vrai d une autre maniere, dans le Memoire de

.M. Duhamel qui a pour titrc : Sur le mouvement de la clialear dans

un systeme quelconcjiie de points.

584.

CALCUL INTEGIIAL. -- Memoire sur I integration cVan systeme

d equations differentielles.

C. R., T. XLIV, p. 628 (16 mars
i8:&amp;gt;;).

Aujourd hui absorbe par les preoccupations douloureuses qui le

retiennent pres du lit d un frere bien-aime, tres gravement malade,

1 auteur reproduira plus tard les resultats auxquels il est parvenu.

585.

C. R., T. XLIV, p. 5g5 (a3 mars i85;).

CALCUL INTEGRAL. - M. AUGUSTIN GAUCHY presente a 1 Academie la

suite de ses recherches sur Fintegration d un sysfeme d equations

differentielles.

586.

CALCUL INTEGRAL. - - Sur I integration des systemes d equations diffe-

rentielles, et specialemenl de ceux qui expriment les moavemenls des

astres.

C. R., T. XLIV, p. 8o5 (20 avril 1857).

Supposons donnees n equations differentielles entre n inconnues^-,

y, z, . . . , it, v y w et le temps t. Les valeurs de ces inconnues, fburnieS
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par les integrales generales cle ccs equations differentielles, seront

des fonctions dc t qui resteront monodromes et monogenes dans lo

voisinage d une valeur donnee de /, si, dans ce voisinago, les deri-

vees des inconnues sont elles-memes, en vertu des equations diffe

rentielles, des fonctions monodromes et monogenes de ces inconnues,

et si, pour la valeur donnee de t, ces derivees ne s evanouissent pas.

II y a plus : dans le cas dont il s agit, les valeurs des inconnues

seront developpables en series convergentes ordonnees suivant les

puissances entieres et positives de la variation attribute a /, pourvu

que le module de cette variation ne depasse pas une certaine limite

superieure.

Ajoutons que les valeurs des inconnues, fournies par les integrales

generates, ne peuvent generalement verifier, pour une meme valeur

de /, deux equations de condition qui ne renfermeraient aucune con

st ante arbitral re.

De ces principes appliques au systeme des equations qui rcpre-

sentcnt les mouvements simultanes de plusieurs astres, on conclul

que les valeurs des inconnues comprises dans ces equations seront

generalement developpables en series ordonnees suivant les puis

sances entieres et positives de /, dans le voisinage de toute valeur

finie de t a laquelie correspondent des valeurs finies des inconnues,

a moins que cette valeur nc fasse evanouir 1 une des variables qui

representent les .distances mutuelles des astres donnes.

Toutefois les developpements des inconnues en series ordonnees

suivant les puissances entieres et positives du temps offrent 1 incon-

venient tres grave d exiger, dans le cas meme ou ils sont convergents,

des calculs tres penibles, vti que la convergence est tres lentc quand

Je temps a une grande valeur. Pour ce motif, il convient de substi-

luor au temps d autres variables qui pernlettent d obtenir a toutes les

epoques, et surtout pour de grandes valeurs dc /, des developpements

dont la convergence soil asscz rapide pour que les calculs puissent

s elfectuer sans un immense labeur. On y parvient, dans le mouve-

ment elliptique, en considerant les inconnues qui determinent 1 or-
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bile deerite par uno planete autour tin Soleil, on par un satellite

autour de la planete qu il accompagne, coinme fonctions d une

variable que nous appellerons la clef de iorbit c, et qui n est aulre

chose que 1 exponentielle trigonomelrique dont 1 argument est I ano-

malie moyenne. Comme on pout aisement le demontrer, les -diverse^

inconnues, dans le mouvement elliptique, sont des fonctions mono-

dromes et monogenes de la variable qui represcnte la clef de 1 orbite,

dans le voisinage de toute valeur de cettc variable qui a pour module

1 unite.

Dans le cas ou Ton considere, non plus line planete tournant autour

du Soleil, ou un satellite tournant autour d une planete, mais plu-

sieurs planetes circulant autour du Soleil, et un ou plusieurs satellites

tournant autour de chaquc planete, la premiere approximation donnc

encore pour chaquc orbite une ellipse a laquelle correspond une clef

speciale. On peut d ailleurs supposer que, dans chaquc equation dif-

ferentielle, la fonction perturbatrice est multipliec par un coefficient

que nous appellerons le regulateur, et qui passe do la valeur /ero u

la valeur i quand on passe du mouvement elliptique an mouvement

trouble.

Cela dit, supposons toutes les inconnues developpees suivant les

puissances ascendantes du regulateur. Les premiers termes des deye-

loppements, c cst-a-dire ceux que fourn.it la premiere approximation

et qui repondent aux mouvcments elliptiques, scront des fonctions

monodromes et monogenes des clefs des diverses orbites decrites par

les diverses planetes autour du Soleil et par les divers satellites autour

de leurs planetes. Ges premiers termes seront done developpables sui

vant les puissances entieres positives, nulles ou negatives des diverses

clefs. Je me suis demande si les termes suivants n etaient pas suscep-

tibles, sous certaines conditions, de developpernents du meme genre;

et pour eclaircir cette question, j
ai soumis a 1 analyse le probleme

qui corisiste a determiner les mouvements simultanes du Soleil, d une

planete et d un satellite dc cette planete circulant dans un meme

plan, de telle sorte que les orbites decrites par la planete autour du
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Soleil, ct par le satellite autour de la planete, soient a peu pres cir-

eulaires. En supposant ma presomption fondee, je devais obtenir,

pour les seconds termes des developpements des.inconnues, des fonc-

tions monodromes et monogenes des clefs des deux orbites. Or c est

ce qui est effectivement arrive. D ailleurs la methode qui m a conduit

a ce resultat peut s appliquer a la determination des divers termes des

developpements des inconnues, aussi bien qu a la determination des

seconds termes. II y a done lieu de croire que les grands problemes

de I Astronomie pourront etre traites avec succes par cette nouvelle

methode, qui d ailleurs pent etre utilement appliquee* a { integration

d un grand nombre de systemes d equations differentielles, et que je

me reserve d exposer, avec les developpements qu elle comporte, dans

les prochaines seances.

587.

ANALYSE MATHEMATIQUE. - - Sur les wantages que presente I emploi

des regulateurs clans VAnalyse malhemalique.

C. R., T. XLIV. p. 84 9 (27 avril 1807).

Des principes etablis dans les divers Memoires que j
ai publics

depuis i83i, resulte le theoreme suivant :

THEOREME I. Si unefoaction w de phisieurs variables

resle, par rapport a chacune d elles, monodrome, monogene etfinie pour

des modules de ce.s variables inferieures a des limites donnees, elle sera,

pour de tels modules, developpable en line serie multiple, ordonnee sm-

vajit les puissances ascendantes et enlieres de ces memes variables.

Un artifice de calcul, auquel il est souvent utile de recourir, permet

non seulement de reduire la serie multiple a une serie simple, mais

encore de calculer avec facilite les divers termes. Get artifice con-
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sisle a multiplier chacune-des variables qne romprend la fonction

donnee co par uno variable auxriliaire 0, quo Ton fait passer dc la

limite zero a la limite i. La fonction ainsi transformer pen! elre con-

sideree comme une fonction de 0. Si d ailleurs on designo a I aide de

la lettre caracteristique J[ et de ses puissances entiere^ e/[- t &amp;lt;/I

3
, . . .

ee que deviennent, quand la variable s evanouit, les derivees de la

fonction to transformer comme on vient de le dire et differentiee une

ou plusieurs fois par rapport a 0, on reproduira la fonction CD en la

multipliant par 1 exponentielle symbolique e^, en sorte qu on aura

identiquement

&amp;lt;

- - -

3
----

1.2 I 2 ..&amp;lt;j

Ajoutons que, dans la formule (i), on ne devra pas remplacer J[&quot; par

1 nnite, attendu que c/lw representera, non la valeur generate de la

fonction co, mais la valeur particuliere- qu elle acquiert quand les

variables
r

&amp;gt; } i &quot;i

s evanouissent simultanement.

T.es divers termes que comprenait le developpement de to en serie

multiple ordonnee suivant les puissances ascendantes des variables x,

y, z, ... se trouvent reunis par groupcs dans le dernier membre de

la formule (i), ou la somme des. termes que renferme un seul groupe

est representee par une expression de la forme

1.2.3. . .11

La variable auxiliaire 0, qui a etc transitoirement introduite dans le

calcul, mais qui a fini par disparaitre et que ne renferme plus la for

mule (i), a servi a regler la repartition operee des divers termes de

la serie multiple entre les divers groupes, par consequent outre les

divers termes -de la serie simple; et c est pour ce motif que nous don-

nons a cette variable le nom de regulateur.

Au reste, pour que la formule (i) subsiste, i-1 n est pas absolument

CEuvresde C. S.l, t.XII. &amp;gt;7
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necessaire que la fonction des variables x, y, z, ..., represents

par a), soit monodrome, monogene et finie par rapport a chacune

d elles, pour tous les modules inferieurs a ceux que Ton assigns a

la variable, et Ton peut evidemment enoncer la proposition suivante :

THEOREMS II. -- Pour qu un regulateur perrnette de developper une

fonction wen une serie simple, it sujfit que t introduction de ce regula

teur dans la fonction donnee la transforme en une fonctwn de qui

reste monodrome, monogene et Jinie pour tout module de inferieur a

I unite.

II pourra d ailleurs arriver que le devcloppement fourni par 1 intro:

duction du regulateur reste convergent dans des cas ou le developpe-

ment ordonne suivant les puissances ascendahtes d une variable x,

ou y, ou s, ... deviendrait divergent.

La fonnule (i) continuerait evidemment de subsister sous la condi-

tion-indiquee par le theoreme II, si la fonction donnee w renfermait

avec les variables x, y, z, . . . divers parametres a, 6
J

, y, . . .
, ct si le

regulateur 6 etait introduit dans la fonction cornme multiplicateur,

non plus des variables &, y, z, . . .
, mais des parametres a, %, y, . . . ,

ou dc quelques-uns d entre eux. II y a plus : on peut considerer

comme regulateur loute variable auxiliaire que Ton introduit dans

une fonction w, en assujettissant cette variable a la seule condition

que La fonctioR reprenne, pour = i , la valeur assignee. Le choix it

fa ire de ce regulateu-r merite une attention speciale, puisque de ce

choix dependent tout a la fois et rexistence de la formule (i) et la

convergence plus ou moins rapide de la serie qui represente dans

cette formule le developpement de co.

L intervention des regulateurs et de la formule (i) peut etrc appli-

quee avcc succes a la determination des fonctions implicites aussi

hien qu a celle des fonctions explicites.

Effectivement, considerons une ou plusieurs inconnues assujetties

;i verifier ou des equations finies, ou des equations differentielles

donnecs, ou memc des equations aux derivees partielles. Ces incon-
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s seront generalement des functions dos variables et des p;ira-

metres renfermes dans les equations dont il s agit. Si d ailleurs on

ne peut arriver.a obtctiir les valours des inconnues en termes finis,

on devra chcrcher a developper cos valeurs en series convcrgentes. On

y parviendra pour 1 ordinaire a I aide de la formule (i), en snivant la

marche que nous allons indiqiier.

II arrive, tres souvent qu il devient facile d assigner les valeurs

qu acquierent les inconnues pour des valeurs. particulieres de para-

metres compris dans les equations donnees on dans k*urs integrates.

Alors on pourra prendre pour regulateur une variable auxiliaire 0,

par laquelle on multipliera ces parametrcs. Ainsi, par exemple, en

Astronomic, quand il s agira de determiner les coordonnecs de 1 or-

bite qu une planete decrit autour du centre du Solcil, on pourra

prendre pour regulateur une variable 6 par laquelle on multipliera

les masses perturbatrices, et meme, si Ton veut, les excentricites des

diverses orbites. Cela pose, les developpements que fournira la for

mule (i) auront pour premiers termes les valeurs dcs coordonnees

dans une premiere approximation, c est-a-dire dans Ic mouvemcnt

elliptique, ou meme dans le mouvemcnt circulaire d une planete qni

tournerait seule autour du Soleil.

Ajoutons que si un meme parametrc reparait a diverses places, soit

dans Ics prcmiers membrcs des equations donnees, soit dans les inte

grales de ces equations, on pourra le supposer multiplie par le regu

lateur, non dans toutes les. places dorit il s agit, mais.seulement dans

quelques-unes de ces places. Cette remarque est importante, comme

nous le verrons plus tard, et permet dc simplifier notablement la

solution des problemcs que presente 1 Astronomie mathematique.

Remarquons enfin que, dans un grand nombre de cas, il peut ( In

utile d employer successivement ou meme simultanement, deux, trois,

quatre, . . . , regulateurs distincts.

Si, pour fixer les idees, on emploie, outre le regulateur 0, un autre

regulateur-Y], alors, en appliquant les deux regulateurs a la determi

nation de CD, et nommant ce que devient J[ quand on passe du prc-
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inier regulateur au second, on obtiendra, an lieu de la formule (i), la

suivante :

(a) w = e5Wlo).

588.

ASTRONOMIE MATHEMATIQUE. - Methode nouvclle pour la determination

dn mouvement des astres.

*

C. R.. T. XLIV, p. 85. (9.7 avril i8&quot;&amp;gt; 7 ).

Pour calculer les mouvements dcs astres dont sc compose notre

systeme planetaire, savoir le mouvement des planetes autour du

Soleil et des satellites autour des planetes, j
aurai recours a des ap

proximations successives. Je prendrai pour inconnues les distances

des planetes au Soleil et des .satellites d une planete a cette plahete

memc, on plutot les coordonnees relatives qui expriment les projec

tions algebriques de ces distances sur trois axes fixes rectangulaires.

Alors, la derivee du second ordrc de chaque inconnue differentiee

deux fois par rapport au temps se composera de deux parties, dont

l une se rapportera au mouvement elliptique, I autre etant la fonction

perturbatrice. D aillcurs, je developperai chaque inconnue en une

serie simple ordonnee suivant les puissances ascendantes d un regu

late trr 0, par lequel je rnultiplierai toutes les fonctions pcrturbatrices,

et que.je reduirai definitivement a 1 unite. Cela pose, w etant l une

quelconque des inconnues, et J\, la lettre caracteristique (jui corres

pond au regulateur 0, j
aurai

=/)
2
CO &amp;lt;/)

3
(.)

(
I
)

&J =: JT CO H- J[ W + - - + -
T, 4-

1.2 i . a . 3

Le premier terrne

. ^w

de cette seric sera la valeur de to qui correspond au mouvement ellip

tique.
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(le n esl pas tout : on pent tres aisemenf dednire le mouvement

elliptique lui-meme du mouvement circulaire. En cflel. considerons

une planete dont la distance an Soleil nepnissc ni croilre, ni decroitre

indefiniment; celfe distance / efanf alors necessairement comprise
entre deux limites, Tune superieure, Kaiitre inferieure, nommons a

la derni-somme &amp;lt;le ces limites, et le rapport de leur demi-difference

a leur demi-somme; a sera ee
(ju on nomme la distance w.oycnnc.

ce qu on nomme Ycxcenlricile de 1 orbite, et la difference entre le

rapport
- et I unite, etant numeriquement inferieurea c, sera le pro-

duit de par une quantite numeriquement inferieure a I unite. Cette

quantite sera done le cosinus d un certain angle |, qu on nomme
Yanomatie excenlrique, en sorte qu on aura

r = a(i s cosd/).

11 est aise d en conclure que I est lie a t par une equation de la forme

/ 1 . I ^ I rrt

T etant une fonction lineaire de t, qu on nomme Yanomalie moycnnc.
en sorte qu on a

( 4 ) I )
/ V - =r ~

&quot;T

/&quot; 1 COS J/

designant une constantequi represente la vitesscangulairemoyonne.
Cela pose, pour determiner les coordonnecs de la planete dans le mou
vement elliptique, et meme pour les exprimcren termes finis, ilsuffira

de substituer a la variable independante / 1 exponentielle trigonome-

trique qui a pour argument 1 anomalie moyenne ^, en posa nt

et d introduire dans les equations du mouvement un nouveau regula-

teur
/]

considere comme multiplicateur de 1 excentricite . En desi-

i^iianl par o la lettre caracteristique relative a ce nouveau regulaleur,

ct nommant j une inconnue quelconque, on aura

(8 ) -j e5 -j 6 u -r- o-j -+- -f- ^- + . . .

1.2 1.2.3
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et cette derniere formule, appliquec a la determination des coordon

nees, donnera simplement

(7.) V
&amp;lt;5y-|-&amp;lt;3y,

ou etant aJors une quantite constante.

J ajouterai que la formule (6) fournit le developpement en serie

simple de chacun des termes compris dans le second membre de la

formule (i), quand on considere le regulateur Y]
comme multjplica-

teur, non seulement de rexcentricite de 1 orbite de I astre dont on

cherche les coordonnees, mais encore des excentricites
,

, 2 , . . . des

autres orbites. Alors, en nommant

ce que devient r

| quand on passe de la premiere orbite aux autres, et

en prenant pour variables intlependantes &amp;lt;J/, ^,, ^ 2 , . . . , je deduis Ics

variations des coordonnees d equations a coefficients constants, du

second et du troisieme ordre, qui paraissenfc dignes de rcmarque.

Dans un prochain article, je dohnerai ces equations et je rechercherai

si Ton peut toujours developper leurs integrales en series de lormes

proportionnels a des produits de la forme

A, k, I, ... etant des quantites entieres, et
&amp;lt;;, c,, ; 2 , ... les exponen-

tielles trigonometriques qui ont pour arguments les anomalies excen-

triques. Si, d ailleurs, on pose

.y sera la clef de 1 orbite de la planete dont la distance moyenne an

Soleil est representee par a, et si Ton nomme s
t , s., t . . . les clefs des

autres orbites, le produit (8) pourra toujours etre devcloppe suivant

les puissances ascendantes et descendantes des clefs

Enfin, apres avoir discute la question relative au developpement
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dcs coordoonees des divers astres en series ordonnees suivanl lcs

puissances ascendantes et descendantes dos clefs des diverses orbites,

je rechercherai les conditions de convergence des series obtenues,

lesquclles seront aussi evidemment les conditions de stabilite du svs-

teme planetaire.

589.

ASTBONOMIE MATHEMATIQITK. Sur Vemploi des regulaleurs

en Astronomic.

C. R., T. XLIV, p . 896 (4 mai 1837).

J ai indique dans la seance precedente les avantages que presente

I emploi des regulateurs dans 1 Analyse mathematique. J ajouterai que
Ton peut supposer developpes suivant les puissances ascendantes d un

regulateur donne, non soulement les variables, mais encore les para-

metres que.rcnferment les equations donnees, finies ou differentielles,

ou memo aux derivees partielles. Cetle derniere remarque permet,
dans un grand nombre de questions, et particulierement en Astrono

mic, de rendre monodromcs et monogenes les variations des divers

ordres d inconnues developpecs en series suivant les puissances ascen

dantes d un meme regulateur. Ainsi se trouve resolue la question sou-

levee dans mon dernier Memoire, relativement a la possibilite de dc-

velopper les coordonnees qui determinent les orbites des planetes

tournant autour du SoleiJ, ou des satellites tournant autourdes pla

netes, suivant les puissances ascendantes et descendantes des expo-
nentielles trigonometriques -qui ont pour arguments les .anomalies

excentriques ou les anomalies moyennes , ct par suite suivant les

puissances ascendantes et descendantes des clef s des orbites. C esl &amp;lt;&amp;lt;

e
j expliqu-erai plus au long dans un prochain Memoire.





SEANCE DU LINDI 25 MAI 1857

I RESIDENCE DE M. PONCELET.

En 1 absence de M. Isidore Geoffroy-Saint-Hilaire, appele ii presidef

la deputation qui assiste aux funerailles de M. Augustin Cauchy,
M. PONCELET ouvre la seance a 3 h 3om . . .

.
M. Poncelet annonce la perte douloureuse, inopinec cl irrepa

rable pour la Science, que vient de faire 1 Academie dans la persomir
dc I un des plus illustres geometres de notre epoque, et dont le mer-

veilleux talent d analyse s est tour a tour exerce avec succes sur les

questions les plus variees des Mathematiques pures et des Mathema-

tiques appliquees a la Mecanique, a la Physique et a rAstronoinie.

FIN DU TOME XII DE LA PREMIERE SEIUE.
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