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EXERCICES D'ANALYSE

PHYSIQUE MATHÉMATIQUE

MÉMOIRE

SUR

LES RÉSULTANTES QUE L'ON PEUT FORMER

SOIT AVEC LES COSINUS DES ANGLES COMPRIS ENTRE DEUX SYSTÈMES D'AXES,

SOIT AVEC LES COORDONNÉES DE DEUX OU TROIS POINTS

Les résultantes dont il s'agit se présentent d'elles-mêmes, comme

on sait, dans la solution d'un grand nombre de problèmes. D'ailleurs,

celles qui sont formées avec les coordonnées de deux ou trois points

peuvent être immédiatement déduites de celles qui renferment les

cosinus des angles compris entre deux systèmes d'axes. Ajoutons que

l'on facilite la détermination de ces deux espèces de résultantes, en

introduisant dans le calcul des quantités propres à indiquer le sens

de certains mouvements de rotation, ainsi que je l'expliquerai tout à

l'heure.

I. — Des moui'ements de rotation directs et rétrogrades.

Considérons d'abord, dans un plan donné, diverses longueurs

r, v, t, . . .

,

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. i



2 MÉMOIRE

dont chacune sera mesurée dans une certaine direction, à partir d'une

certaine origine 0, et supposons que cette origine soit la même pour

toutes ces longueurs. Si un rayon mobile, compté encore à partir du

point 0, tourne autour de ce point dans le plan donné, il offrira ce

que nous appellerons un mouvement de rotation de r en s, ou un

mouvement de rotation de s en ;, selon qu'il passera, en décrivant

l'angle \i\s), de la direction /• à la direction s, ou de la direction s à

la direction r. Pour distinguer plus facilement, dans le discours et

dans -es formules, ces deux mouvements l'un de l'autre, nous tra-

cerons, d^ns !e plan de l'angle \r, s), deux axes coordonnés des x ^iy

qui passeront par l'origine 0; et, en nommant x, y deux longueurs

mesurées à partir de cette origine sur les demi-axes des x et y
positives, nous appellerons mouvement de rotation direct celui (jui

s'effectuera dans le même sens que le mouvement de rotation de x

en y, et moxwQm^ni rétrograde, celui qui s'effectuera en sens contraire.

De plus, nous représenterons, dans ce Mémoire, par la simple notation

{r,s),

une quantité qui, ayant pour valeur numérique l'unité, sera positive

ou négative, suivant que le mouvement de rotation de /• en s sera

direct ou rétrograde; en sorte qu'on aura, dans le premier cas,

dans le second cas.

Cela posé, les deux notations

(/•, s), (s, r)

représenteront, dans nos formules, deux quantités affectées de signes

contraires, mais équivalentes, au signe près, à l'unité; en sorte qu'on

aura

(i) (,.«, r) = ~ {r, s).
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Ajoutons que, si l'on nomme

/•', /, //, ...

des longueurs mesurées à partir de lorigine 0, dans des directions

opposées à celles des longueurs

/. .«, /, . .
.

,

on aura évidemment

{2) (/•', S)=— (/•, s),

et, par suite,

(3) {^r, s)=~- { r\ s) = (r'. s')=z~- ir.s').

Si les axes coordonnés sont rectangulaires, alors, les deux direc-

tions X, y étant perpendiculaires entre elles, une troisième direction /•

formera toujours, avec les deux premières, deux angles

dont chacun oiîrira un cosinus égal, abstraction faite du signe, au

sinus de Tautre; et, par suite,

(
'"')

(
'^^

)

auront pour valeurs numériques les quantités positives

• f-'^ "l (
'^)

sin \f. y y, sin \ /•. \ J

.

D'ailleurs, cos\7-, xj sera positif ou négatif, suivant que l'angle (/•, x)

sera aigu ou obtus. Or, dans le premier cas, /• et x étant situés d'un

même côté par rapport à l'axe des y, le mouvement de rotation de /•

en y sera droit, comme le mouvement de rotation de x en y; et, par

conséquent, on aura

Dans le second cas, au contraire, /• et y étant situés de deux côtés

opposés par rapport à l'axe des /, le mouvement de rotation de r en y

sera rétrograde, puisqu'il s'eft'ectuera en sens inverse du mouvement
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de X en v: on aura donc

Donc, dans tous les cas, le signe de cos( 7',xj sera précisément le

signe de (r, y). On prouvera, de mênK;, l'identité du signe de cos\ ;*, y )

et du signe de (x,r). Donc, pour obtenir des produits égaux aux

cosinus

(
'^)

( ^)cos\/-, \), cosys, y y,

il suffira de multiplier leurs valeurs numériques

s\n\r\ y y, siu \/", \ j,

par les facteurs
{r, y), (x, /),

en sorte qu'on aura

(4) cos(/', x) r= (r, y) sin\/-, y). cos(/', y) = [x, r) siii (x, r).

Supposons, maintenant, que les longueurs

/, .9, t, ....

toujours mesurées à parlir du point 0, soient dirigées d'une manière

quelconque dans l'espace. Le mouvement de rotation d'un rayon

mobile qui, en décrivant l'angle \r,s), passera de r en s, pourra être

de deux espèces différentes, non seulement en lui-même, mais encore

par rapport à la direction d'une longueur t mesurée à partir du point

en dehors du plan (r, y). En effet, ce mouvement pourra s'effectuer

ou de gauche à droite, ou de droite à gauche, par rapport à la direction t,

c'est-à-dire par rapport à un spectateur qui, ayant les pieds posés sur

le plan {r,s), serait appuyé contre le demi-axe, sur lequel se mesure

la longueur t. Mais il importe d'observer que si le rayon mobile

parcourt l'une après l'autre les trois faces de l'angle solide qui a pour

arêtes r, s et t, en tournant toujours dans le même sens autour du

point 0, de manière, par exemple, à décrire successivement les trois

angles plans [r, s), (.y, t), [t, r), les trois mouvements de rotation de /•
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en s autour de t, de s en t autour de r, et de t en /• autour de s, seront

tous les trois de même espèce, c'est-à-dire qu'ils s'effectueront tous

les trois de gauche à droite, ou tous les trois de droite à gauche,

autour des directions /•, s, t. Afin de pouvoir reconnaître plus aisément,

dans le discours et dans le calcul, la nature des mouvements dont il

s'agit, nous tracerons dans l'espace trois axes coordonnés des x,y, z

qui passeront par l'origine 0; et en nommant

trois longueurs mesurées à partir de cette origine sur les demi-axes

des X, y tiz positives, nous appellerons direct ou rétrograde le mou-

vement de rotation de r en s autour de la direction t, suivant que ce

mouvement sera ou ne sera pas de l'espèce des trois mouvements de

rotation de x et y autour de z, de y en 5 autour de x, et de z en x

autour de y. De plus, nous représenterons, dans ce Mémoire, par la

simple notation
[r. s, t),

une quantité qui, ayant pour valeur numérique l'unité, sera positive

ou négative, suivant que le mouvement de rotation de /• en s sera direct

ou rétrograde; en sorte qu'on aura, dans le premier cas,

(r, .V. = 1,

dans le second cas
{r, s, t)= - i.

Gela posé, les six notations

{r, s, t), (s, i, r), [f, r, s),

(r, t, s), {S, r, t), [t, .ç, r)

représenteront toujours, dans nos calculs, des quantités équivalentes,

au signe près, à l'unité, et liées entre elles par la formule

(5) (r, s, t) = {s, t, r) = {t, /•, .0 = - {r. f, s)=~ [s, r, t)=—{t, s, r).

Ajoutons que, si l'on nomme

I
1 ''5 ^ 1 • • '
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des longueurs mesurées à partir de l'origine 0, dans des directions

opposées à celles des longueurs

/•, s. l.

on aura évidemment

(6) (/•', .V, t)=- (r, .V, t.),

et, par suite,

17) ( /•, .V. / ) = -
(
/•', s. t) = i r', s', t)= -

(
/•', s', t')--

Nous avons, dans ce qui précède, supposé que les diverses

longueurs
/', s, t, .... X, y, z. . . .

se mesuraient toutes à partir d'une même origine. Pour plus de géné-

ralité, nous étendrons l'usage des notations ci dessus indiquées, au

cas même où les diverses longueurs seraient comptées à partir d'ori-

gines diverses, et alors nous attribuerons aux notations

(/-. 5), { r, s, t). [r, .s)

les valeurs qu'elles auraient, si les longueurs

/, s, t

étaient transportées parallèlement à elles-mêmes, de manière à offrir,

pour origine commune, un point unique. Enfin, lorsqu'on supposant

les longueurs r, s, t mesurées à partir d'origines diverses, nous men-

tionnerons le plan de l'angle \r,s), ou bien encore l'angle solide

construit avec les arêtes /•, s, t, on devra toujours, par ces paroles,

entendre, dans le premier cas, le plan de l'angle compris entre deux

longueurs mesurées à partir d'une même origine, dans des directions

parallèles à celles de /• et de s; et, dans le second cas, l'angle solide

qui aurait pour arêtes trois longueurs mesurées à partir d'une même

origine, dans des directions parallèles à celles de ;•, s et t.

On peut, avec la plus grande facilité, déduire des équations (4),
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jointes au théorème VI de la page 3 1 1 du IIP volume (
'

), les formules

connues qui servent à déterminer le cosinus ou le sinus de la somme

ou de la différence de deux arcs. En effet, soient

deux longueurs mesurées dans un même plan, à partir d'une certaine

origine 0, et

deux autres longueurs mesurées, à partir de la même origine, sur

deux axes des ce et y perpendiculaires entre eux. Le théorème VI de

la page 3i i du IIP volume donnera

( 8 ) cos ( r, s) z= cos \r\ \) cos \s, x j + cos \ i\ y j cos \ \, y )

.

iMais, eu égard à la seconde des formules (4), on aura

cos\r, y j = (,x, r) sin (r, \ j, cos y 5, y ) = (x, s) sin\s. \).

Donc on tirera, de la formule (8),

(9) cosl^r, s) r=cos\/', X j cos\,ç, X j -H (X, r) {x., s) 9in\r, x j sin 1^5, \).

Concevons maintenant que l'on pose, pour abréger,

(/-, x)=a, [s. \)=:b.

Si les longueurs r, s sont situées d'un même côté de l'axe des jc, on

aura évidemment

\r. s) =± {a — b), cos \ /•, s) =z cos

(

a - h),

(x, /) (X, s) = i,

et, par suite, la formule (9) donnera

(10 ) cos(a --/)) = cosa cosb -+- siu a sin 6.

Si, au contraire, les deux longueurs r, s sont situées de deux côtés

(•) Œuvres de Cauchy, série H, t, XIII, p, 348.
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différents de l'axe des .r, on anra

[r, s) =a + b ou \r. s) =z 9.r. — {a -h h), cos\f\s)=^co?,{a-\-h),

(\, /) (X; .<;)=— I,

et, par suite, la formule (()) donnera

(f I ) cos(a -\- 0) = cosa co?/> — sina sin/;.

D'ailleurs, les formules (lo), (ii), ainsi établies pour le cas où

chacun des angles a, h est positif et inférieur à ::, continueront

évidemment de subsister, si l'on y fait croître ou décroître chacun

de ces angles d'un multiple quelconque de -. Elles subsisteront donc

pour des valeurs quelconques, positives ou négatives, de a et de b.

Ajoutons que, si, dans les formules (lo), (ii), l'on remplace a

par - — a, on en tirera immédiatement

(13) sin(a 4- 6) =r sina cos/> + un h cosa,

(13) ûn{a — b)=z sina cos6 - sin/> cosr?.

Avant de terminer ce paragraphe, nous allons indiquer encore une

notation qui sera employée dans le cours de ce .Mémoire, conjoin-

tement avec celles que nous venons d'établir, et qui d'ailleurs est, à

peu près, celle dont Lagrangc a fait usage, dans le tome II de la

Mécanique analytique {diVi. 48, page ()i\ Afin de rendre les formules

plus concises et plus faciles à retenir, nous désignerons généra-

lement par

la surface du parallélogramme que l'on peut construire sur les deux

côtés /•, s, d'un angle plan (/•, s), réduits l'un et l'autre à l'unité, et par

[r,s, t]

le volume du parallélipipède que l'on peut construire sur les trois

arêtes r, s, t, d'un angle solide, réduites elles-mêmes à l'unité.
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D'ailleurs, on obtiendra sans peine les valeurs de

en opérant comme il suit :

Si, après avoir construit le parallélogramme dont les côtés sont r

et .y, on prend /• pour base de ce parallélogramme, la hauteur sera

représentée par le produit

s siii \r, s )

.

Donc l'aire du parallélogramme sera proportionnelle, pour une valeur

déterminée de l'angle \r^s), au produit rs , et représentée par

l'expression

Si, dans cette expression, l'on réduit chacune des longueurs r, s à

l'unité, Taire dont il s'agit deviendra

Concevons maintenant qu'après avoir construit le parallélipipède

dont les arêtes r, s, t se coupent au point 0, on élève, par ce point,

des perpendiculaires aux plans des trois angles

(5, /), (/, r), [r, ,v),

et nommons
/?, S, r

trois longueurs mesurées sur ces trois perpendiculaires, la première

du même côté que l'arête r par rapport au plan de l'angle \.v, t)^ la

seconde du même côté que l'arête .v par rapport au plan de l'angle (/, r ),

la troisième du même côté que l'arête t par rapport au plan de

l'angle \r,s). Si l'on prend pour base de ce parallélipipède le parallé-

logramme qui a pour côtés /- et s, et pour aire le produit

r.çsiii\r, s ) ^

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 2
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la hauteur correspondant à cette base sera évidemment

t co?,\t, t).

Donc le volume du parallélipipède sera, pour des valeurs déterminées

des angles [r,s), [t, T), proportionnel au produit rst, et ce volume

sera exprimé par le produit

rst sin \ r\ s ) cos(^ /, T).

Enfin, si l'on réduit chacune des longueurs j-st à l'unité, le volume

trouvé deviendra

(i5) [r, 5, i] = sin l^r, 5 j cos\^, 'rj.

On obtiendra de même, en échangeant les arêtes /, s, t entre elles,

deux autres valeurs de [r, s, t] qui seront, avec la précédente, données

par la formule

(i6) [/-, s, l] = siï)\s, t) cos\r, B) = sin(/, r) cos\s, S) = sin(r, s) cos\t, T),

c'est-à-dire, en d'autres termes, par l'équation (6) de la page 3'20 du

III^ volume.

Lorsqu'on introduit dans le calcul les deux expressions

[r,s], \r,s,tl

l'aire du parallélogramme qui a pour côtés /• et s, se trouve représentée

par le produit

(17) /•*[/•,.?]:

et pareillement le volume du parallélipipède qui a pour arêtes les

longueurs r, .y, t, se trouve représenté par le produit

(18) rst[r. .s. t].

Ajoutons que les aires du triangle et du parallélogramme, qui ont

pour côtés /• et s, étant entre elles dans le rapport de i à 2, l'aire du

triangle sera représentée par le produit

(19) -''^[^, ^«]-
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Pareillement les volumes du tétraèdre et du parallélipipède qui ont

pour arêtes r, s et t, étant entre eux dans le rapport de i à 6, le

volume du tétraèdre sera représenté par le produit

(9,0) J5^-^M''-
'^^ ^1-

En finissant, nous indiquerons un moyen très simple de résoudre

une question qu'il ne sera pas inutile de traiter ici, et nous recher-

cherons ce que devient l'aire exprimée par la notation [f',s], quand

cette aire est projetée sur un nouveau plan par exemple, sur le plan

de l'angle 1 //, ç).

Supposons que, les longueurs

/-, s, il, V

étant toutes mesurées à partir de l'origine 0, on nomme

les projections absolues et orthogonales des longueurs

sur le plan de l'angle \ii,v); et soit i l'angle aigu compris entre les

plans des deux angles [r,.s), (//,(^), ou ce qu'on appelle l'inclinaison

de l'un de ces plans sur l'autre. Si l'on projette sur le plan de

l'angle (/^*7 le parallélogramme qui a pour côtés /• et j, l'aire de la

projection sera

pçsin(p. ç).

Mais, d'autre part, on aura évidemment

p = r cos \r. p ). ç= s cc^ \ .?. ç ) :

donc l'aire de la projection pourra être représentée généralement par

le produit

(2i) rs cos(^ /•.
p ) co»\s, q ) siii \ p, ç )

.

En réduisant, dans ce produit, ret s à l'unité, on obtiendra la projection
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de l'aire \r,s\ sur le plan de l'angle («,<). Cette dernière |)rojection

sera donc exprimée par le produit

(22) cos(r, p) cos(.s ç) sin(p, ç).

i]e n'est pas tout. L'aire du parallélogramme qui a pour côtés r et s

étant représentée par le produit

rs sjii \ r. s J.

il suffira de diviser la projection de cette aire par cette aire même, ou,

en d'autres termes, par le produit (21), pour obtenir le rapport

cos \r, p ) cos \ .ç, ç ) sin \p, q ) ^

(23)

>in\r, s)

et l'on obtiendra encore évidemment le même rapport si l'on réduit à

moitié l'aire dont il s'agit et sa projection, en leur substituant Taire

du triangle qui a pour côtés r, s, et la projection de l'aire de ce triangle.

D'ailleurs, rien n'empêche d'attribuer aux côtés r, s des longueurs

telles, que le troisième côté du triangle devienne parallèle au plan de

l'angle \u,v), par conséquent à la droite suivant laquelle se coupent

les plans des deux angles \r,s), (w, cj; et si, en supposant cette condi-

tion remplie, on prend pour base du triangle ce troisième côté, il se

projettera en toute grandeur sur le plan de l'angle [u, i>), pour y devenir

la base du triangle projeté. Alors, le triangle et sa projection offrant

des bases égales, leurs aires seront entre elles dans le rapport des

hauteurs correspondantes, et comme ces hauteurs seront mesurées

sur des droites perpendiculaires aux deux bases, par conséquent, à la

droite d'intersection des plans des deux angles (;•, s), \u, v), le rapport

de la seconde hauteur à la première sera précisément le cosinus de

l'inclinaison des deux plans, c'est-à-dire de l'angle i. Donc, le rap-

port (23) sera précisément égal à cost, et l'on aura, par suite,

( 24

)

cos \r, p) cos \.s. ç) si 11 \p. ç) = si ii \ r, s ) cos t

.
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En vertu de la formule (24), la projection de l'aire [r,s] sur le plan

de l'angle (m, <7 pourra être représentée non seulement par l'expres-

sion (aa), mais encore par le produit

(25) S!ll\/-, s) COSt,

OU, ce qui revient au même, par le produit

(26) [/', s] cost.

Il y a plus : en substituant le produit (26) au produit (22) dans

l'expression (21), on obtiendra la suivante :

r /\ 1

(27) ^•^L^'' •* J c^s'i

qui devra, comme l'expression (21), représenter la projection de l'aire

c'est-à-dire de l'aire du triangle dont les côtés sont ;• et s. On se trouve

ainsi ramené par un calcul très simple à cette proposition connue,

que l'aire d'un triangle tracé dans un plan est à sa projection sur un

autre plan ^ dans le rapport de l'unité au cosinus de l'angle aigu compris

entre les deux plans.

La formule (24) coïncide évidemment avec l'équation (8) de la

Note insérée à la page i3i du IIP volume ('). Alais on doit observer

que, dans cette Note, Téquation dont il s'agit, au lieu d'être démontrée

directement, avait été déduite de la proposition même que nous venons

de rappeler.

II. — Sur les résultantes formées avec les cosinus des angles

compris entre deux systèmes d'axes.

Considérons dans un plan ou dans l'espace deux systèmes d'axes

rectangulaires ou obliques, chaque système étant composé de deux ou

(1) Œuvres de Cnuchy, série 11, l. XIII, p. 149.
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Irois axes seulement. Supposons chacun de ces axes indéfiniment

prolongé dans une direction déterminée, qui sera celle d'une certaine

longueur portée à partir d'une certaine origine 0, sur l'axe dont il

s'agit. Enfin, nommons

/•, s ou /•, .V, /

les longueurs ainsi mesurées, à partir d'une même origine, ou à partir

d'origines diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois

axes qui composent le premier système, et

les longueurs mesurées, à partir d'une même origine, ou à partir

d'origines diverses, sur les directions assignées aux deux ou trois

axes qui composent le second système. Les angles compris entre

les axes du premier système et les axes du second système auront

pour cosinus, si chaque système est composé de deux axes seu-

lement, les quatre quantités comprises dans ce tableau

^'^

• I (
"
"

"i (
^"'^

( (;os\ ,v, 1/ /, cosV 1. V ) ;

et, dans le cas contraire, c'est-à-dire dans le cas où chaque système

serait composé de trois axes, les neuf quantités

1 cos(r, aj, cos(/-, P'j, cos(^r, w),

(2^ \ cos^^, a), cosV 5, pj, cos^.v, w).

\ ros( t. II). cos\ /. V). <'o?\ /. H'j.

D'ailleurs, on pourra former une résultante à deux dimensions avec

les quatre termes du tableau (i), et une résultante à trois dimensions

avec les neuf termes du tableau (2). Pour abréger, nous désignerons

ces deux résultantes à l'aide des notations

[r, .î; //, ('], [r, s, t\ ii, »', m'],

dont chacune offrira, comme on le voit, deux systèmes de quantités
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séparées les unes des autres, non seulement par des virgules, mais

aussi par le signe ; interposé entre les deux systèmes. Il est vrai qu'au

premier abord on peut être tenté de trouver ces notations trop sem-

blables à celles que nous avons adoptées dans le premier paragraphe;

mais on verra, dans le paragraphe III, que cette similitude, loin d'être

un inconvénient, est un avantage très réel, et que les expressions

se trouvent comprises, comme cas particuliers, dans les expressions

plus générales

Les notations que nous venons de proposer étant admises, on aura

généralement

l«^> ['%'< ", <M — cos(r, //)cos,(.î, (') - cos(/-, ^'j cos(,s-, //),

et

(4)
I

/', s, t: (i, i>. iv]

= cos(r, «)cos(.ç, i'jcos(/, »v) - cos(/( /<)cos(^, (v)cos(^ ^)

+ cos \ r, (> ) cos ( i-, w ) cos ( t, a ) - cos ( r, (^ ) cos ( a( « ) cos ( /, i^-
)

-hcos\r, w) co^[s, u) cos{t, (^) — cos(r, iV) cos(.v', r)cos(/f«).

D'ailleurs, les deux résultantes

[/•, s: u, v], [r, .ç, t; u, v, w],

définies par les équations (3) et (4), jouissent de propriétés qu'il est

utile de bien connaître, et que nous allons successivement énoncer.

Observons d'abord qu'en vertu des formules (3) et (4), chacune des

résultantes

ne sera pas altérée, si l'on échange entre eux les deux systèmes

d'axes, par conséquent les deux systèmes de longueurs

/•, s el //, r
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ou
/•, 4', / el //, (', tr.

Mais chacune de ces résultantes changera de signe, sans changer de

valeur numérique, si l'on échange entre elles deux longueurs mesurées

sur deux axes appartenant au même système. On aura, par exemple,

(5) [s, /•; u, i>]=~ [/•, .?; u. v]

et

(6) [s, r, /; a, r, w] =-[/', s, t\ u, v. iv].

Observons encore que chacune des résultantes

[r, s; II, i^], [/•, s, t; //, v, w]

changera toujours de signe, sans changer de valeur numérique, quand

on y remplacera l'une quelconque des directions

/•, 5, /, «, r, tv

par la direction opposée. En effet, supposons que l'on substitue, par

exemple, à la longueur r une longueur /•', mesurée, comme la lon-

gueur r, à partir de l'origine 0, mais dans une direction opposée à

celle de /•. Alors, dans les seconds membres des formules (3) et (4)»

les angles

se trouveront remplacés par leurs suppléments

(rOO, (/-O'), (/-Ov);

et puisque deux angles, dont l'un est supplément de l'autre, offrent,

avec le même sinus, deux cosinus égaux, aux signes près, mais

allectés de signes contraires, il est clair que la substitution de r' \\r

aura pour effet unique de changer le signe de chaque terme dans les

valeurs des résultantes

[/, .y; //, ^'], [r, .?, /; u, v, ir].
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On aura donc, par suite,

(7) [r\ s; a, i>]—— [r\ s; u, v],

et

(8) [/', .î, t\ «, «•', w]=- [r, (^, i; w, ^', w(^].

Remarquons encore que les angles dont les cosinus entrent comme

facteurs dans la composition des divers termes des deux résultantes

[r, s; u, «'], [/•, s, t; «, (^, w],

ne varieront pas si l'on transporte parallèlement h lui-même chacun

des axes sur lesquels se mesurent les longueurs

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème. — .Sï les longueuj^s

/•, s, t, «, t^, w,

sont mesurées, à partir d^origines dù'erses, sur divers axes indéfiniment

prolongés dans certaines directions, on n''altérera point les valeurs des

résultantes

[/•, .y; «, v], [/•, .ç, t; «, r, w]

en transportant les axes dont il s'agit, parallèlement à eux-mêmes, sans

changer leurs directions, de manière à donner pour origine commune

aux diverses longueurs un point unique.

Eu égard à ce théorème, nous supposerons, dans les paragraphes III

et lY, les diverses longueurs

/', s, t, II, V, w, ...,

toutes mesurées à partir d'une seule origine 0, qui sera le sommet

commun des angles plans compris entre elles, et des angles solides

dont les arêtes coïncideront avec trois de ces mêmes longueurs.

Nous venons de rappeler quelques-unes des propriétés des deux

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 3
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résultantes :':..^._:.'.

Une autre propriété remarquable de ces mêmes résultantes c'est que la

première ne sera point altérée si chacun des angles (/•, s), («, v) vient

à tourner autour du point 0, sans changer de valeur, dans le plan qui

le renferme, et que pareillement la seconde ne sera point altérée si

chacun des angles solides construits avec les arêtes /•, s, t ou w, f', w,

tourne autour du point 0, sans se déformer. Mais, pour établir plus

aisément cette propriété, il convient d'examiner successivement le cas

particulier dans lequel un des deux systèmes d'axes - ^ .

ou
/. s, t el i(, (', «y,

se compose d'axes perpendiculaires entre eux; puis le cas générai où

les axes de chaque système comprennent entre eux des angles quel-

conques. C'est ce que nous ferons dans les deux paragraphes suivants.

III. — Détermination de la résultante construite ai'ec les cosinus

des angles que des axes quelconques forment avec d'autres

axes perpendiculaires entre eux.

Considérons d'abord, dans un plan donné, deux axes indéfiniment

prolongés à partir d'un certain point dans deux directions détermi-

nées. Soient

deux longueurs mesurées dans ces deux directions à partir de l'ori-

gine 0; et supposons, dans le plan de l'angle (/•, .47, la position d'un

point quelconque rapportée à deux axes rectangulaires des ^r, j, qui

passent eux-mêmes par l'origine 0. Enfin nommons

deux longueurs mesurées, à partir de cette origine, sur les axes des^,

y, indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives. Les
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cosinus des quatre angles v,

(5, x), (5, y), ...

que formeront les deux côtés de l'angle [j-, s) avec les deux côtés de

l'angle droit \x, yj, par suite, la résultante . .. ,

(i) l'',
-s; X, y] = cos(r, X j cosl^5, y j — cos^r, y j cosl^.ç, X j

construite avec ces cosinus, pourront être évidemment exprimés à

l'aide des sinus et cosinus des seuls angles

(^ x), (.V, y).

Si, pour plus de commodité, on commence par supposer les longueurs

7", Sy situées l'une et l'autre du côté des y positives, c'est-à-dire, en

d'autres termes, du même côté que y, par rapport à l'axe des œ, alors

chacun des angles

\'\y)> (^.- y)

étant aigu offrira un cosinus positif; et, comme la valeur numérique de

ce cosinus sera le sinus de l'angle formé par la longueur /-ou s avec une

direction perpendiculaire à y, on aura

( ^\ ( ^) ( ^\ (
^^-)

cos\r, y ) = sin\r, \ J, cos\s, y ) = sin\s, \ J.

Donc alors la formule (i) donnera

[/•, s; X, y 1
= cos\^/-, x^ sin \s, x ) -- sin\ r, x ) cos\s, \ ),

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (11) du

paragraphe 1,

I'', •^; '^j y] = sinL(«. x) - ('• -^)J-

Mais alors aussi, la différence

(OO-OCO,
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égale, au signe près à l'angle (;, .y), sera positive ou négative, avec son

sinus, suivant que le mouvement de rotation de ;• en s sera direct ou

rétrograde. Donc la dernière des formules obtenues pourra s'écrire

comnje il suit

(2) [/•, .v; x, y] ;= (>, .î) siii 1^/-, .V j.

D'ailleurs l'équation (2), ainsi établie pour le cas où les longueurs/-, .y

seraient toutes deux situées du côté des j' positives, continuera de sub-

sister, en vertu de la formule (7) du paragraphe II, jointe à la for-

mule (2) du paragraphe I, si l'on substitue à l'une des directions r, s

la direction opposée /•' ou.s', située du côté des j négatives, et, par suite

encore, si l'on substitue en même temps /' à /• et s' à ,y. Donc la for-

mule (2) subsistera pour deux longueurs dont chacune pourra être

située, comme l'on voudra, ou du côté des y positives, ou du côté des r

négatives. D'autre part, la quantité positive sin ( /•, .y) représente préci-

sément ce que devient la surface du parallélogramme construit sur les

côtés /•, .y de l'angle (/*, ^j, dans le cas où ces côtés sont tous deux égaux

à l'unité, et l'expression

{r,s)

se réduit à+i ou à — i, suivant que le mouvement de rotation de 7-

en s est direct ou rétrograde, c'est-à-dire dirigé dans le sens du mou-

vement de rotation de ;- en ,y, ou dans le sens opposé. Cela posé, la for-

mule (2) entraînera évidemment la proposition suivante :

Théorème 1. — Étant donnés dans un plan, un angle droit ( x, y), et un

angle aigu, droit ou obtus \r, s), qui ontpoursommet commun lepoint 0\

si Von détermine les quatre cosinus des autres angles

(A), (,Cy),

[s. \ ), [s, y).

que formeront les côtés /•, .y de Vangle (r, s) avec les côtés x, y de Vangle
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di'oityx, yj, la résultante

['% •^; X, y],

construite ai^ec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, suivant que

les mouvements de rotation de r en s, et de y;, en y, s'effectueront dans le

même sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur numé-

rique le sinus de l'angle \r, s), ou, ce qui revient au même, l'aire du

parallélogramme que Von peut construire sur les côtés r, s réduits l'un et

Vautre à l'unité.

Corollaire. — La valeur numérique de la résultante

[^, 'î; X, y]

étant indépendante non seulement de la position qu'occupent, dans le

plan donné, les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les deux

longueurs x, y, mais encore du sens dans lequel s'effectue le mouve-

ment de rotation de x en y, il est naturel de représenter cette valeur

numérique par la simple notation

que l'on déduit de l'expression

'

L''-
-^^ ^1 y\^

en y effaçant les deux lettres x, y, employées pour indiquer deux direc-

tions dont il n'est plus nécessaire de faire une mention expresse.

Alors l'équation (si") se trouve remplacée par les deux formules

(3) [r, s\ \, y] = i/-, s)
\
r, s],

(4) [r,s] = {r^s),

dont la seconde reproduit précisément l'une des notations admises

dans le paragraphe L

Supposons maintenant que, le sommet de l'angle (/•, s) étant tou-

jours pris pour origine des coordonnées, on rapporte la position d'un

point quelconque de l'espace à trois axes rectangulaires des Xy y, z,

dont les deux premiers pourront être situés en dehors du plan de
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l'angle (r,^); et nommons
X, y, z

trois longueurs mesurées, à partir de l'origine 0, sur les trois axes

des X, j, Zy indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées

positives. Si l'on détermine les cosinus des quatre angles

(r,x ),(/•, y),

que formeront les côtés de l'angle (/% s) avec les côtés de l'angle droit

( X, yj, on pourra toujours construire avec ces cosinus une résultante

[r, 5; X, yj r= cos\^r, x^ cos\5, y j — cos\^r, y j cos\^5, x/

Si d'ailleurs, après avoir projeté les longueurs

• :;- '-'. .^ : :> ,.. ,
'' ^ .-':; '.;

.:.: :;;

sur le plan des 37, j, on nomme -

deux longueurs nouvelles mesurées, à partir du point 0, dans les direc-

tions mêmes des deux projections ou dans les directions opposées, on

aura encore.
, ,

.... . - [p> s; X, y] = cos(p, x)cos(p, y) - cos(p, y)cos(ç, y).

Mais, en vertu d'un théorème connu et relatif aux pians qui se coupent

à angles droits [voir le théorème VII de la page 3ii du III*" volume (')],

on pourra, aux deux équations qui précèdent, joindre les formules

cos

cos

sir, x) coslr, y) / -^ ^-7^ =—T-Âr\ = ^'«nr. 9),

sVp, xj cosi^p, yj

\s,x) cos (5, y) ( ^^ \

Vç, x; co?,\q,y}

(') Œuvres de Cauchy, série H, t. XIII, p. 349.
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puisque les plans projetants, c'est-à-dire les plans des deux angles

( r, p )
. ( .V, ç )

seront tous deux perpendiculaires au plan de l'angle l^x, y ). Donc les

deux équations dont il s'agit, combinées entre elles par voie de divi-

sion, donneront
[r, 5; X. yl / -^^ \ f

/^\
L— -^ = cosl r, û y cosV .ç, çy.
[p, ç; X, y]

et l'on aura, en conséquence,

(5) [r, 5; X, y]:=[p, ç; X, y]cos(/-, pjcos(.v, ^).

Enfin, les directions c, c étant comprises dans le plan de l'angle (x, yj

on tirera de la formule (2)

[p' Ç; ^^ yl^iP' Ç)siu(p. s),

et, par suite, la formule (5) donnera

(6) [r, 5; X, y]:rr (p, ç)sin(p, ç) cos(/-, p) cos(;?, sj.

Rien n'empêche de supposer que les deux lettres

p, b

représentent en grandeur et en direction les projections absolues des

longueurs
r, s

sur le plan des x, y. Si, pour plus de commodité, on adopte cette sup-

position, les deux cosinus

cos \r^ p ), cos\s, ç j

seront tous deux positifs, et pour qu'ils représentent les projections

absolues p, ç des longueurs ;-, s sur le plan des x, j, il suffira que cha-

cune de ces longueurs se réduise à l'unité. Alors, le parallélogramme

construit sur ces deux projections p, ç offrira une aire évidemment

exprimée par le produit

sin\p, ç^cosyr. p/cos^.ç, ^y,
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puisque ce parallélogramme aura pour côtés

cos(/-, p), cos{s, ç),

et pour hauteur le produit

cos{s, ç)sin(p, ç),

y\
quand on prendra pour base le premier côté cos [r, p ).

Quant au facteur (p, ç), il se réduira ou à -f- i, ou à — i, suivantque

le mouvement de rotation de p en ç sera direct ou rétrograde, c'est-à-

dire dirigé dans le sens du mouvement de rotation de x en y, ou dans le

sens opposé. D'ailleurs, p et ç étant, par hypothèse, les projections

absolues de ;• et de s sur le plan des x, y perpendiculaire à l'axe des z,

il est clair que les mouvements de rotation de p en ç et de r en ^ s'effec-

tueront dans le même sens autour du demi-axe des z positives, c'est-

à-dire autour de la direction z. Donc, si l'on adopte les définitions et

notations proposées dans le paragraphe I, le mouvement de rotation

de p en ç sera direct ou rétrograde dans le plan des x, y, suivant que

le mouvement de rotation de ;• en s autour de la direction z sera lui-

même direct ou rétrograde dans l'espace, et l'on aura

(7) ,. (p. «) = (', s, z);

donc l'équation (6) pourra être présentée sous la forme

(8) [''•y; X, y] = ( /•, .ç, z) sin(p, ç j cosl^r, p ) cos(^5. ç j'

et l'on pourra énoncer la proposition suivante :

Théorème II. — Étant donnés , dans l'espace, un angle droit (^x, y j et un

angle aigu, droit ou obtus \r, s), qui ont poursommet commun lepoint (}\

si l'on distribue les cosinus des quatre angles

.\'-/^), \r, y),

que formeront les côtés de Vangle \r^ s) avec les côtés de l'angle droit
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\x, y), la résultante

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, suivant que

les mouvements de rotation de r en s et de x en y autour d'une direction z

perpendiculaire au plan de l'angle (x, y), s'effectueront dans le même

sens ou en sens contraire ; et cette résultante aura pour valeur numérique

Vaire du parallélogramme que Von peut construire, dans le plan de

Vangle (x, y), sur les projections des côtés r, s, réduits l'un et Vautre à

Vunité. On peut remarquer d'ailleurs que ce parallélogramme est la

projection de celui que Von pourrait construire dans Vespace sur les côtés

en question.

Concevons maintenant que, le même point étant tout à la fois

le sommet de l'angle (r, s) et de l'angle droit ( x, y), on nomme

/, m, Il

trois longueurs mesurées à partir du point 0, la première sur la droite

d'intersection des plans des deux angles (x, y), (/-, s), et les deux der-

nières sur des perpendiculaires menées à cette droite dans les deux

plans dont il s'agit. Supposons d'ailleurs, pour plus de commodité,

chacune de ces perpendiculaires dirigée dans un sens tel, que les deux

mouvements de rotation de x en y et de / en m soient de même espèce

dans le plan de l'angle (x, y), et que les deux mouvements de rotation

de 7* en j' et de / en n soient de même espèce dans le plan de l'angle

(r, s). On pourra faire tourner l'angle droit (x, y) dans le plan qui le

renferme, de manière à l'appliquer sur l'angle droit ( /, m), et à faire

coïncider les deux directions

la première avec la direction /, la seconde avec la direction m. Cela

posé, on conclura du théorème 11, que la valeur générale de

l'expression

['%•?; ^^ y]

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 4
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ne diffère pas de la valeur particulière qu'acquiert cette expression

quand on y remplace x par /, et y par m. On aura donc généralement

['% ^; ^, y] = [/'î •^; /» /«]. v ,

ou ce qui revient au même,

[r, 5; X, y [ = cosl^r, l) cos\5, m) — cos(/-, m) cos\.9, l)

.

Mais, d'autre part, le plan qui renfermera les deux directions m, n,

dont chacune est perpendiculaire à la direction /, sera lui-même per-

pendiculaire à /, et, par suite, à tout plan qui contiendra /, par consé-

quent au plan de l'angle (/•, .y), ou, en d'autres termes, au plan des

deux angles (/•, n), \s, n). Donc le théorème relatif aux plans qui se

coupent à angles droits, le théorème VII de la page 3 1 1 du IIP volume

donnera -

>sl^r, m/ = cos\/', n J cos\m, nj,

,\s, m ) =. cosl^ s, n ) cos\m, n ). ,,„ .'......

cosi

cos'

En substituant ces valeurs de cos (>, m), cos {s, n) dans l'équation

précédente ' •
.

. .

[/•, .ç; X, y]r=cos(^/-, /jcos\^5, m j — cos\r, m) co?.\s^ //,

et en ayant égard à la formule •. v "
.

* - ^

[/•, 5; /, n] = cos\/-, l)cos\s, n ) ' cos\r, n ) cos\s, //,
•'

on trouvera

[r, s; x,y\ = \r, s- /, n]cos{m, n).

Enfin, puisque l'angle droit [/, n) sera renfermé dans le plan de

l'angle [r, i), et que dans ce plan, les deux mouvements de rotation

de r en j et de l en n auront, par hypothèse, la même direction, le théo-

rème I donnera simplement

[r, s; /, /i] = sin(^/', 5 j ;
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et, par suite, la valeur générale de la résultante [/•, s; x, y] pourra être

réduite à

(9) .['', s; X, y] = sin(/-, 5 j cos^m, /i j.

Donc, puisque sin \r, s) représente l'aire [;•, .v] du losange que l'on

peut construire sur les côtés ;•, .y réduits chacun à l'unité, on aura

encore, dans l'hypothèse admise,

(10) [r\s; \, y] = [r, s]cos{m, n).

Il est bon d'observer que l'angle [m, n) compris entre des droites

m, n menées dans les plans des deux angles

(x, y), (r, 5),

perpendiculairement à la commune intersection / de ces deux plans,

est égal ou à l'angle aigu qui mesure l'inclinaison du second plan sur

le premier, ou au supplément de cet angle aigu. Donc le cosinus de

l'angle (m, n) doit être égal, au signe près, au cosinus de l'inclinaison

mutuelle des deux plans dont il s'agit; et l'on peut encore énoncer la

proposition suivante :

Théorème IIL — Lesmêmes choses étant posées que dans le théorème 11,

la résultante
[r, s; X, y]

aura encore pour valeur numérique le produit du sinus de l'angle \r, s

par le cosinus de Vinclinaison mutuelle des plans des deux angles \r^ s

et{\,y).

D'ailleurs, comme on Fa déjà remarqué, le premier facteur de ce pro-

duit est précisément l'aire du parallélogramme que l'on peut cons-

truire sur les deux côtés r, ^réduits l'un et l'autre à l'unité.

Corollaire. — Si, en supposant que l'angle droit (x, y) et l'angle (r, s)

ont pour sommet le même point 0, on nomme Tune longueur mesurée,
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à partir de ce point, sur une perpendiculaire au plan de l'angle (r, s),

l'angle [T, z), compris entre deux droites T, z respectivement perpen-

diculaires aux plans des deux angles (x, y), (/•, s), sera évidemment

égal ou à rinclijiaison mutuelle de ces deux plans, ou au supplément

de cette inclinaison; et, par suite, les cosinus des deux angles :

(m, n), [ t, z)

offriront la même valeur numérique. Si d'ailleurs on suppose les direc-

tions J et z situées d'un même côté par rapport au plan de l'angle (/•, s),

les mouvements de rotation deren vautour de la direction z, et de /-en

s autour de la direction T s'effectueront dans le même sens; etl'on aura

en conséquence
[r, 5, z) = {r, s, T).

Donc alors la résultante

[/•, 5; X, y], .. . ..
;

'.

qui est, en vertu de la formule (8), une quantité affectée du signe

de (/•, .s, z), sera aussi une quantité affectée du signe de (/•, s, T); et ce

signe sera encore, eu égard à l'équation (9), le signe de cos [m, n).

On aura donc, dans l'hypothèse admise

(11) COS\/«, «j :rr (/•, 5, 7") COS \ 7', Z j .

Ajoutons que cette dernière formule continuera évidemment de sub-

sister, si à la direction T on substitue la direction opposée, puisque

alors l'angle [T, zj étant remplacé par son supplément, les deux fac-

teurs du produit

{r. 5, T) cos\ y, zj

changeront désigne. La formule (i i) se trouvant ainsi établie pour tous

les cas, l'équation (9) donnera généralement

(12) ' .,;• [r, .î; X, y] = (r, s, T)s\n[r, s) cos{r, z), ... . . ,. ^- ;.-..-
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OU, ce qui revient au même, , , .

(i3) [,-, 5; X, y] = (r, 5, r)[/-, 5]cos(7; z). :., ,.

Si maintenant on échange entre elles les trois directions x, y, z, en

observant que les trois mouvements de rotation de x en y autour de z,

de y en z autour de x, et de z en x autour de y, sont tous trois de

même espèce, on obtiendra, au lieu de l'équation (12), deux équations

du même genre, qui seront comprises avec elle, dans la seule formule

cos\7', xj cos\7', y; cos l^ 7 ,
z^

Considérons, à présent, outre les axes rectangulaires des x, y, z,

sur lesquels on suppose portées à partir de l'origine les trois lon-

gueurs X, y, z, trois autres axes rectangulaires ou obliques, indéfini-

ment prolongés à partir du point 0, dans des directions déterminées;

et nommons
r, s, t

trois longueurs qui, ayant le point pour origine, se mesurent dans

ces trois directions. Les cosinus des neuf angles plans

V\ x), (/•, y), (/•, z),

(s, x), [s, y), [s, z),

iCx), (Cy), {t, z)

que formeront les directions /•, s, t avec les directions x, y, z, seront

les éléments de calcul qui entreront dans la composition des trois résul-

tantes à deux dimensions

r, s; y, z
|
= cos \r, y) cos l^^, zj — cos \r, z) cos \s, y) ,

v'^) \ [/, .v; z, X 1
rr: cos (^r, zj cos\x, xj — cos\r, x) COè\S, z)

,

[r, 5; X, y] =: cos\r, \) cos\s, y) — cos\r, y) cos\s, x)

,
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et de la résultante à trois dimensions

', 5, <; x,y, z]=:cos(r, x) 005(5, y)cos(^ zj— cos(r, xj 005(5, zjcos(f, yj,

(16)
{

=cos,{r, y)cos(5, z)cos(<, xj— cos(/-, y)cos(5, xjco5(/, zj,

i\r, zjcos(5, xjcos(^, yj— cos(r, zjcos(5, yjcos(<, x j.:COS\

Or, en vertu des formules (i5) et (16), on aura évidemment

(17) [r, s, t,x, y, z] = [/•, s; y, z] cos\t, x) + [r, s- z, x] cos{t, y)

+ [/•, s; X, y]cos(<, z).

D'ailleurs, si l'on nomme J une longueur mesurée, à partir du point 0,

sur une perpendiculaire au plan de l'angle \r,s), les valeurs des

expressions
[^> s; y, z], [/•, s; z, x], [/•, s; x, y]

pourront être déduites de la formule (i4)> et de cette formule combinée

avec l'équation (17), on tirera la suivante :

[/', 5, t; X, y, z] . ( y^\__—_ —— L.-— —— — ^^=ir,s,7)sm[r,s).
cos\t,x)cos\'J\ xj + cos\t

, y ) cos\ J
, y ) -h cos\t^ z)cos\J , z)

Donc, en observant que, dans cette dernière, le dénominateur du pre-

mier membre est précisément égal à cos [t, T), on trouvera

[r,s, t; X, y, z] rj,. ( ^\
i

j-^\ =(r, s, l)sm\r,s),

et, par suite,

(18) [r, s, t; X, y, z] = {r, s, T)s\n[r,s)cos[t, T).

Si, pour plus de commodité, on suppose que la longueur T soit

située du même côté que la longueur t par rapport au plan de l'angle

(/', s), les deux mouvements de rotation de ;• en s autour de t, et de /•

en s autour de T, s'effectueront dans le même sens; en sorte qu'on

aura
{r, s, T) — {r, s, t).



SUR LES RESULTANTES. 31

Alors aussi, dans l'équation (i8) réduite à la formule

(19) [r, s, t; \, y, 7.] = [/\ s, t) ?,in\r, s) cos\t, T),

le facteur cos [t, T) sera positif, puisque l'angle [t, T) sera aigu; et

par suite, le produit

sin \r, s) cos\t, T)

représentera la valeur du parallélipipède que l'on peut construire sur

les arêtes r, s, t, supposées toutes réduites à l'unité [voù- le i^ I].

Quant au facteur
(/-, s, t)

il se réduira ou à -h i , ou à — i, suivantque le mouvement de rotation

de 7- en x autour de t, étant direct ou rétrograde, sera ou ne sera pas de

l'espèce du mouvement de rotation de x en y autour de z. Donc la for-

mule (19) entraînera la proposition suivante :

Théorème IY. — Etant donné dans Vespace un angle solide dont les

arêtes x, y, z, mesurées à partir du point fixe 0, sont perpendiculaires

entre elles, et un autre angle solide dont les arêtes r, s, t se coupent, au

même point 0, sous des angles quelconques, si Von détermine les cosinus

des neuf angles

(r, x), (/-, y), (r, z),

[s, x), [s, y), [s, z),

{t, x), (<f\), (Oz),

que formeront les arêtes r, .y, t, avec les arêtes x, y, z, la lésultante

[/•, s, t; X, y, z],

construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que les

mouvements de rotation de -^ en y autour de z, et de r en s autour de t,

s'effectueront dans le même sens ou en sens contraire; et cette résultante

aura pour valeur numérique le volume du parallélipipède, que Von peut

construire sur les arêtes r, s, t réduites chacune à l'unité.



32 MÉMOIRE

Corollaire. — La valeur numérique de la résultante

[r, s, t; X, y, z]

étant indépendante non seulement de la position qu'occupent, dans

l'espace, les axes rectangulaires sur lesquels se mesurent les trois

longueurs
X, y, Z'

mais encore du sens dans lequel s'effectue le mouvement de rotation

de X en y autour de z, il est naturel de représenter cette valeur numé-

rique par la simple notation
|/-, s, t],

que l'on déduit de l'expression

[r, 5, <; X, y, z],

en y effaçant les trois lettres x, y, z, employées pour indiquer trois

directions dont il n'est plus nécessaire de faire une mention expresse.

Alors l'équation (19) se trouve remplacée par le système des deux

formules

(20) f/',
s, t; X, y, z] = (r, s, t) [r, 5, t],

(21) |/% •••,' f
I

= sin(/-, s) cos(/, T),

dont la seconde reproduit précisément l'une des notations admises

dans le paragraphe I. Ajoutons que, si l'on nomme

/?, S, T

trois longueurs respectivement mesurées sur des perpendiculaires aux

plans des trois angles

(5, t), [t, r), (/, s),

à partir du point commun aux trois arêtes

/•, .f, ^,

et situées, par rapport à ces plans, des mêmes côtés que ces trois

arêtes, on pourra joindre à l'équation (21) deux autres équations qui
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seront comprises, avec elle, dans la seule formule

("29.) [r, s, t] = s\n\s, t) co%\r, li) = siii \t, r) cos^.ç, S) z=z sin (/•, a) cos\/, T)

\voir le § I].

En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu'en vertu des

théorèmes I, II et III, la valeur de la résultante

Iv:^;^, y]

dépend uniquement de l'angle (/',.?), de l'inclinaison du plan de cet

angle sur le plan de x^ y, et du sens dans lequel s'effectue, dans

chacun de ces plans, le mouvement de rotation de /• en ^ ou de x en y.

Pareillement, il suit du théorème IV, que la valeur de la résultante

[/•, 'S i; X, y, z]

dépend uniquement de la forme de l'angle solide qui a pour arêtes x,

y, z, et du sens suivant lequel s'effectue chacun des mouvements de

rotation de /- en s autour de t, et de x en y autour de z. En conséquence,

on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème V. — Les longueurs

r, s, t\ X, y, z

étant mesurées^ à partir d'une même origine 0, les trois premières dans

des directions quelconques^ les trois dernières sur des axesperpendiculaires

entre eux^ on n altérera point la valeur de la résultante

[r, s- X. y],

en faisant tourner autour du point chacun des angles

(r. s), (x, y),

supposé d'ailleurs invariable^ dans le plan qui le renferme^ ni la valeur

de la résultante

[r, s, t; X, y, z],

en faisant tourner autour du point 0, sans les déformer, les deux angles

a-Juvres (le C. — S. II, t. XIV. 5
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solides qui ont pour arêtes^ d'une part, les longueurs /*, s, t; et, d'autre

part, les longueurs x, y, z.

Les résultats auxquels nous sommes parvenus clans ce paragraphe

étaient déjà connus. Mais les formules à l'aide desquelles on les

exprimait, n'offraient pas toute la précision que Ton pouvait désirer,

puisqu'elles renfermaient des doubles signes dont la détermination

dépendait de certaines conditions qu'il était nécessaire de mentionner

dans le discours, et d'énoncer à part. L'adoption des signes

propres à indiquer le sens des mouvements de rotation, et l'introduc-

tion de ces signes dans les formules font disparaître l'inconvénient que

nous venons de signaler. Nous allons voir maintenant avec quelle

facilité l'usage de ces mêmes signes permet d'établir des formules

générales, qui déterminent complètement les valeurs des résultantes

analogues à celles dont nous venons de nous occuper, mais relatives à

deux systèmes quelconques d'axes rectangulaires ou obliques.

IV, — Détermination de la résultante construite açec les cosinus

des angles que des axes donnés forment avec d^autres

axes rectangulaires ou obliques.

Considérons deux systèmes d'axes rectangulaires ou obliques, indé-

finiment prolongés, à partir d'une même origine 0, dans des directions

déterminées sur lesquelles se mesurent, à partir du point 0, pour le

premier système, les longueurs

r, s ou /, .î, ^,

et, pour le second système, les longueurs

«, i' ou //, V, w.

Si l'on suppose chaque système composé de deux axes seulement,

les longueurs
/•, s ou ;/, (',
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mesurées sur les directions de ces deux axes, comprendront entre elles

un angle plan

(r, s) ou {„, ç);

et les cosinus des quatre angles

(/•, u), (/•, (^),

que formeront les directions /•, s avec les directions u, v, seront les

facteurs qui entreront dans la composition des divers termes de la

résultante

(0 {_'', s; u, cj = cos\r, u) cos(.v, v) — cos(/'-, v) cos(.9, n)

.

Or la valeur de cette résultante pourra être présentée sous une forme

très simple, si les deux angles

étant renfermés dans un même plan, l'une des directions r, s est per-

pendiculaire à l'une des directions u, r, en sorte qu'on ait, par

exemple,

En effet, supposons ces conditions remplies; alors on trouvera

et, par suite, la formule (i) donnera

[/', s: ((, ('] r= cos(^/-, (i)co?,\s, v).

Or, la direction v étant perpendiculaire à la direction /•, on pourra,

dans les formules (4) du paragraphe I, remplacer non seulement r

par s ou par u, mais encore x et y par ;• et v\ et, par suite, en considé-
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raiit comme direct le mouvement de rotation de / en c, on aura

cos\(i, /) = (//, r) sin (^//, v), cos \.ç, v) = (/•, s) sin (/•, s).

Donc la valeur trouvée de [/-, s; u, ij pourra être réduite ii

(2) [r, s; II, r] z-r ( /, s) (11, c ) sin (y, s) sin[u, v).

Observons d'ailleurs que la formule (2) continuera évidemment de

subsister, si l'on considère comme direct, non plus le mouvement de

rotation de r en c, mais le mouvement de rotation de ç en /•; car, pour

passer d'un cas à l'autre, il suffira de changer le signe de chacun des

facteurs, ce qui n'altérera pas leur produit. Ajoutons qu'en vertu de

la formule(5)du paragraphe H, jointe àlaformule(i)du paragraphe 1,

l'équation (2) subsistera encore, si l'on y échange séparément ou

simultanément /-avec v et u avec r. Elle subsistera donc non seulement

quand ;• sera perpendiculaire à c, mais encore toutes les fois que l'une

des directions r, v sera perpendiculaire à l'une des directions a, r. Jl

y a plus : on peut aflîrmer que la formule (2) subsiste généralement,

quelles que soient dans le plan donné, c'est-à-dire dans le plan des

deux angles \r,s), \//, v), les directions des longueurs

/•, s, II, c.

C'est effectivement ce que l'on démontrera sans peine, en opérant

comme il suit.

Rapportons la position d'un point quelconque, dans le plan donné,

à deux axes rectangulaires des a; et y, qui passent par l'origine

commune des quatre longueurs /-, s, u, c; et nommons

X, y

deux autres longueurs mesurées, à partir du point 0, sur ces deux

axes indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives.

(Chacun des quatre cosinus renfermés dans le tableau

cos(^/", ///, cosy/-, pj,

cos(5, a), cosl^.ç, 17,
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sera déterminé par une équation de la forme

(3) cos(^r, ?<j = cos\/', xj cosl^H, xj + cosi^r, yj cos\«, yj ;

et, en conséquence, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il

suffira d'ajouter entre eux les deux termes renfermés dans une même

ligne horizontale du tableau

cos\/-, xj, l'osl/-, y),

COS\S, \J, cos\s, \),

après les avoir respectivement multipliés par les termes correspondants

de l'une des lignes horizontales du tableau

cos(^«, xj, cos\//. yj,

cos\^(', x^, cos^^t^, y^.

Cela posé, en ayant égard au théorème général sur les produits des

résultantes [^voir le II" volume, page 167 (')], et en appliquant ce

théorème aux quatre équations semblables entre elles, qui seront delà

forme de l'équation (3), on trouvera

(4) [/•. •^\ II. '•] = [/, •«; >^. y] [11, •'; ^, .vl-

Or, à l'aide de l'équation (4), que l'on peut aussi présenter sous la

forme ri I

'' •^' l'-< '']

on étendra facilement la formule (2) à tous les cas possibles. En effet,

on pourra d'abord, en particularisant les directions u et c, tirer de

l'équation (5) la valeur de [r, ^; x, y]. Si, pour fixer les idées, on

suppose p perpendiculaire à ;•, et w à j, on tirera de la formule (2),

déjà démontrée dans le cas où ;* est perpendiculaire à v,

[/', 5; u, v] = (/", s) (;/, i>) sin\r, s) sin\u, v)]

(') Œuvres de Caiic/ij, série II, l. XII, p. i()i.
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et, eu égard aux conditions

\^,y)='^^ sin(x, y)r=:i, (x, y) = i.

On trouvera de même, puisque // est supposé perpendiculaire à y,

[u, V] \, y ]
= ( t/, t) sin \n, v) ;

puis, en substituant les valeurs ici trouvées des deux résultantes

[r, s; a, i'], [«, V- X, y],

dans le second membre de la formule (4), on obtiendra l'équation

(6) [/', .ç; X, y]
—

(/•, ,çjsln(/-, ,î),

que l'on pourrait, au reste, comme on l'a vu dans le paragraphe III,

établir directement. Enfin, si l'on substitue dans le second membre de

l'équation (4), la valeur précédente de [r, s; x, y], et la valeur

semblable de [//, v; x, y], qui seront encore données par la formule

[«, r; X, y] = {u, v)s\n[it, cj,

quelle que soit la direction attribuée à //, on sera immédiatement

ramené à l'équation (2), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient,

dans le plan donné, les directions des quatre longueurs

/•, .«, //, r.

11 est bon d'observer que le produit

(/•, s) {a, (0,

renfermé dans le second membre de la formule (2), se réduit simple-

ment à + 1 ou à — 1 selon que les mouvements de rotation de ;-en s

et de u en c s'effectuent dans le même sens ou en sens contraire. Quant

aux facteurs

sin \/', 57, sin\a, i'J,

ils représentent précisément les aires de deux parallélogrammes que
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l'on peut construire sur les côtés des deux angles plans [r, s), [u, v), en

supposant chacun de ces côtés réduit à l'unité.

Cela posé, la formule (23) entraînera évidemment la proposition

suivante :

Théorème I. — Étant donnés, dans un plan, deux angles

(/-,.?), (n, ^'),

si Von détermine les quatre cosinus des autres angles

(/, il), (r, r),

que formeront entre eux les côtés des deux angles donnés, la résultante

[r, s; u, ('].

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative, selon que

les mouvements de rotation de r en s et de u en v s'effectueront dans le

même sens ou en sens contraire; et cette résultante aura pour valeur

numérique le produit des sinus des deux angles donnés, ou, ce qui

revient au même, le produit des aires des deux parallélogrammes que Von

peut construire sur les côtés de ces deux angles, en supposant ces côtés

réduits à Vunité.

Corollaire. — Si, comme nous l'avons déjà fait dans le paragraphe III,

on désigne par

l'aire du parallélogramme qui a pour côtés les longueurs /-, s réduites à

l'unité, on aura

[r, 5]=r sin(r, 5), |
«, ('] = sin(//, r),

et la formule (2) pourra s'écrire comme il suit :

(7) [/'> ^; ^h ^] = (/', s) {u, V) [r, s] [u, i>\.

Supposons maintenant que les deux angles

(/, s), (?/, r),
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ayant pour sommet commun le point 0, cessent d'être situés dans un

même plan; puis, enprenantle point pour origine des coordonnées,

rapportons la position d'un point quelconque de l'espace à trois axes

rectangulaires des ce, j, j, dont les deux premiers soient renfermés

dans le plan de l'angle (u, v); et nommons

trois longueurs mesurées à partir de l'origine 0, sur ces trois axes

indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées positives.

Chacune des directions //, v étant comprise dans le plan de l'angle

droit (x, y), la formule (3) et celles qu'on en déduit en remplaçant

séparément ou simultanément rpar s et u par v, continueront encore

de subsister [?;o?> le théorème VI de la page 3ii du IIP volume (')],

et entraîneront encore avec elles l'équation (4), en sorte qu'on aura

(4) \r, s; a, v] = [j\ 5; x, y] [//, (^; x, y].

De plus, l'angle (m, v) étant compris dans le plan de l'angle

droit (x, y), la formule (6) donnera

[", ^\ ^< y| = ('^ i')sin[i/, i').

D'ailleurs, si l'on adopte les définitions et notations proposées dans le

paragraphe I, le mouvement de rotation de u en p sera direct ou rétro-

grade dans le plan des x, y, suivant que le mouvement de rotation

de u en {> autour de la direction z sera direct ou rétrograde dans

l'espace. On aura donc

{u, v) = {u, v, z);

et, par suite, la valeur trouvée de la résultante [u, ç'; x, y] pourra être

présentée sous la forme

(8) [a, v;x,y]={u, V, z)%'\n{i(, v), .

(1) Œuvres de Cnuchy, série II, l. XIII, -p. 349.
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Enfin si, pour plus de commodité, on suppose la direction y, c'est-à-

dire la direction du demi-axe des y positives, fixée de telle sorte que

le mouvement de rotation de x en y s'effectue dans le sens du mouve-

ment de rotation de u en (^, alors l'expression (//, v) ou (//, i', -) étant

réduite à l'unité, on aura simplement

(9) [//, r; \, y] r-^ siii (//, c).

Quant à la valeur de la résultante [/•, s; x, y |, elle pourra être déduite

de l'une quelconque des formules (8) et (9) du paragraphe III. En

effet, soient

les projections absolues des longueurs /•, .v sur le plan des deux

angles (//, v), (x, y). Soient encore

/, m, n

trois longueurs mesurées à partir du point (), la première sur la

droite d'intersection des deux angles (r, s), (u, ç-j; la seconde sur une

perpendiculaire menée à cette droite, dans le plan des deux angles (w, c),

(x, y), et dirigée dans un sens tel, que le mouvement de rotation de /

en m soit de l'espèce du mouvement de rotation de j^en j; la troisième

sur une perpendiculaire menée à la droite /, dans le plan de

l'angle (/, y), et dirigée dans un sens tel, que le mouvement de

rotation de / en n soit de l'espèce du mouvement de rotation de r en s.

Enfin, soit T une longueur mesurée, à partir du point 0, sur une per-

pendiculaire au plan de l'angle [r, s). On aura, en vertu de la for-

mule (8) du paragraphe III,

(10) [/•, s; X, y] = {r, s, ^)sin(p, ç)cos(r, p)cos(i, ç) ;

puis, en supposant que, dans le plan des x, y, les mouvements de

rotation de x en y et de w en p sont de même espèce, on aura encore,

en vertu de la formule (9) du paragraphe cité,

(i i) [/. s\ X, y] = sin \t\ .vj cos\m, ii)

.

Œuvres de C. — S. Il, i. XIV. 6
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Cela posé, si l'on substitue dans l'équation (^4)5 avec la valeur

de [u, \^; X, y |
tirée de la formule (8), la valeur de [/•, s: x, y] tirée de

la formule (10), ou, avec la valeur de [u, i^; x, y] tirée de la

formule (()), la valeur de (;, s; x, y) tirée de la formule (11), on

obtiendra l'une des équations

(12) [/•, s; II, v] — (/•, s, z) {//, (', z) sin(^/, v) sin(p, ç) cos(/', pj cos[s, ç),

(i3) [/•, s; II. (•] zrr:sin(^r, s) ^\n\ii, cj cos^m, n).

Il est bon d'observer que, si l'on désigne, comme plus haut, par la

notation [/", ^J l'aire du parallélogramme que l'on peut construire sur

les côtés ;•, s réduits l'un et l'autre à l'unité, la formule (i3) donnera

(i/|) [/•, .v; //, v'\ = [r, s] [il, ç] cosy/n, n).

Ajoutons que, dans la formule (12), le produit

représentera précisément la projection de la surface [r, s] sur le plan

de la surface [u, v]. Cela posé, les propositions qui se déduiront de la

formule (12), puis de la formule (i3) ou (i4)» et qui seront analogues

aux théorèmes II et III du paragraphe III, pourront évidemment

s'énoncer dans les termes suivants :

Théorème II. — Étant donnés, dans Pespace, deux angles

si Von détermine les quatre cosinus des autres angles

(/, II), [s, v),

que formeront entre eux les côtés des deux angles donnés, la résultante

[r, s; u, p],

construite avec ces quatre cosinus, sera positive ou négative suivant que
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les momrments de rotation de r en s^ et de ii en c, autour d'une droite

perpendiculaire au plan de Vun des angles [r, s), \u, i'j s'effectueront dans

le même sens ou en sens contraire. De plus, si dans les plans des deux

angles

(,co. (":••).

on construit deux parallélogrammes qui aient pour côtés les lon-

gueurs /• et s, ou u et v, réduites chacune à l'unité, la résultante

[r, s-, u, (^] aura pour valeur numérique le produit de l'aire du premier

parallélogramme par la projection de l'aire du second sur le plan du

premier.

Thkorème 111. — Les mêmes choses étant posées que dans le théo-

rème II, la résultante [/, s-, u, v} aura encore pour valeur numérique le

produit quon obtient en multipliant les aires

des deux parallélogrammes ci-dessus mentionnés, par le cosinus de

l'angle aigu que les plans de ces deux parallélogrammes forment entre

eux.

Il ne sera pas inutile d'indiquer une forme digne de remarque, sous

laquelle on peut présenter la formule (i4)- Concevons que des deux

angles

ayant pour sommet commun le point 0, on élève, à partir de ce point,

deux perpendiculaires aux plans de ces deux angles, et nommons

r, W

deux longueurs mesurées sur les directions de ces perpendiculaires,

dans des sens déterminés. En considérant comme direct le mouvement

de rotation de x en y autour de la direction z, on aura [^voir la for-

mule (8) du § IIIJ

co?>\m, n) =: {r, s, T)co%\T,z).
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D'autre part, si les mouvements de rotation de x en y et de u en r

autour de la direction z sont dirigés dans le même sens, comme le

suppose la formule (i4)> on aura encore

{", ''- -) = {^, y, '•) = I,'

et, par suite,

COS\///, II) :=. {/•, s, T) {il, V, z) cos\T, z).

Enfin, les directions j et W étant toutes deux, par hypothèse, perpen-

diculaires au plan de Tangle \u, rj ou (x, yj, coïncideront ou seront

opposées l'une à l'autre; et par suite, le produit

{il, V, z) cos(7', z)

ne pourra être altéré par la substitution de W à z, puisque cette

substitution, si elle modifie les deux facteurs

{il, s\ z), cos(7; z),

aura pour effet unique de changer le signe de chacun d'eux. On aura

donc

{a, V, z)cos[7\\.) = {ii, c, IK)cos(7; W),

et la valeur trouvée de cos [m, n) pourra s'écrire comme il suit :

(i5) cos\/«, n) =z {j\ s, T){ii, (', Tl )cos\7\ ^V).

Or, eu égard à cette dernière formule, l'équation (i4) donnera

(i6) [/•, 5; u, v] = {/; .?, 7") (//, r. M) [r, s\ [u, r] cos(70'"").

Ajoutons que chacune des formules (12), (i3), (i4)> (16) comprend

évidemment, comme cas particulier, la formule (7).

Si, à partir du sommet de l'angle \r, s) on mesurait, dans une direc-

tion quelconque, une longueur t, alors, en faisant coïncider u avec r,

et ^ avec ^ on tirerait de la formule (i3)

(17) ['', s: r, /]=^sin\/\ s) ^in\r, /) cos\tti, n),
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et comme on aurait

\r, r) rr: O, CC)?,\l\ /'^ =r I
,

par conséquent,

[
r, s; i\ t] = cos(^.y, t) — cosy/'^ s) cosl^/-;, t),

la formule (i5) donnerait

(r8) cos\5;, t) — cos\/', .çjcos\/", ^j = siii(^/", .çj sin (^r, t) co?,\jn, n).

Mais alors aussi, m, n étant deux longueurs mesurées perpendiculai-

rement à /•, dans les plans des deux angles (r, t), (/% s), la première du

côté de t, la seconde du côté de .v, l'angle plan (;•, s) serait la mesure de

l'angle dièdre adjacent à Tarête ;, dans l'angle solide qui aurait pour

arêtes /•, s, t. Donc, en nommant a^ h, c les trois angles plans

{s,\), {t,)), {r,\),

et a, Ç, y les angles dièdres opposés à ces angles plans dans l'angle

solide dont il s'agit, on verrait l'équation se réduire à la formule

cosa — cos/y cosc z= s\nb sine cosa,

que l'on peut considérer comme l'équation fondamentale de la trigo-

nométrie sphérique. Ainsi, cette équation fondamentale se trouve

comprise, comme cas particulier, dans la formule (i3).

Considérons à présent, dans l'espace, deux systèmes d'axes dont

chacun se compose de trois axes indéfiniment prolongés, à partir d'un

certain point 0, dans des directions déterminées. Les longueurs

r, s, t ou II, c, (V,

mesurées, à partir du point 0, dans ces mêmes directions, pourront

être regardées comme les trois arêtes d'un angle solide, et les cosinus

des neuf angles plans

[i-, a), \i\ f), \r, H'),

\s, u), (,<;, v), \s, n-),

\t, a), \t, v), [t, w)
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que formeront les directions /•, s, t avec les directions w, c, s\\ seront

les facteurs qui entreront dans la composition des divers termes de la

résultante

(19) ['' '^y '; "y ''' "']

//\\ //\\ ( ^'\ ( ^^\ ( ^^\ { ^^\= cos\r, u ) cos\.ç^ ç ) co?,\t, w) — cos\^r, u ) cos\^,9^ w) cos\^/, v

)

+ cos\r, (' j cos\^.ç, (T'j cos(^/, u ) — cos(^/-, v) cos\.ç, u) co?.\t, (rj

Or cette résultante pourra être présentée sous une forme très simple,

si Tune des directions u, c, w est perpendiculaire à deux des direc-

tions /•, s, t, en sorte qu'on ait par exemple,

En effet, supposons ces conditions remplies; alors on aura

COS \1\ W) = O, COS \!i, w) =. o,

et, par suite, l'équation (19) donnera

{20) [r, s, t; u, V, w] = [r, s; i(, v] co?>\t, w)
;

puis, en désignant par
7; W

deux longueurs mesurées, à partir du point 0, sur des perpendicu-

laires aux plans des deux angles

(/•, s), \U, i>),

on tirera de la formule (20), jointe à l'équation (16),

(;u) [r,s, t\ If, V, w\=z{r,s, T) {u, v, w) %\n\r, .çjsin(//, v) cos\/, w) co'&\T, W ).

D'ailleurs, la direction \v étant, par hypothèse, perpendiculaire, ainsi

que 7', aux directions /-et ,y, se confondra ou avec la direction T, ou

avec la direction opposée à T.
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Donc, si dans le produit

cos\^/, u) cos(^ 7', W )

on échange entre elles les deux lettres w et T, cet échange laissera

intacte la valeur de ce produit, dont les deux facteurs ne pourront

subir d'autre modification qu'un changement de signe opéré simulta-

nément dans l'un et dans l'autre. On a donc

et, par suite, la formule (21) pourra s'écrire comme il suit :

{'1.9.) [r, .î, /; //, V, w]

=z(r,s, T){ii, r, \\ ) s\i\\r, s) sin\if, i-j cos\t, T) cos\(v, ]l ).

Supposons maintenant, pour plus de commodité, la longueur T située,

par rapport au plan de l'angle \/*, ^/, du même côté que la longueur/,

et la longueur W située, par rapport au plan de l'angle \u, rj, du même

côté que la longueur w. Alors non seulement on aura

{,; s, T) = {r, s, t), {il, t^, U') = {u, ç, «');

mais de plus, en désignant, comme on Ta déjà fait, par [/•, s, t] la

valeur du parallélipipède qui aurait pour arêtes les longueurs ;•, .y, t

réduites chacune à l'unité, on aura, en vertu de la formule (21) du

paragraphe 111,

[r, s, t] = sin\r, s) cos{t, T), [u, v, «r] = siny/;, i>) co?>\w, W).

Donc la formule (22) donnera

(23) [/•, s, /; //, (', w\ = {i\ s, t){u, V, w) [r, s, t] [u, v, w\.

On doit observer qu'en vertu de la formule (5) du paragraphe I,

jointe à la formule (6) du paragraphe II, l'équation (23) ne sera point

altérée, si Ton y échange séparément ou simultanément, d'une part,

r avec s ou ï, d'autre part, w avec u ou c. Donc l'équation (28) se véri-
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fiera, non seulement quand iv sera perpendiculaire à /' et s, mais

encore quand l'une quelconque des trois directions

If, Ç, w

sera perpendiculaire à deux quelconques des trois directions

/•, s, t.

Il y a plus : on peut affirmer qu'elle subsistera généralement, quelles

que soient les directions

/", s, /; II, (', tr.

C'est du moins, ce que l'on démontrera sans peine, en opérant comme

il suit.

Rapportons la position d'un point quelconque, dans l'espace, à trois

axes rectangulaires des x, y, z qui passent par l'origine commune

des six longueurs
r, s, t\ a, V, w\

et nommons

trois autres longueurs mesurées, à partir du point 0, sur ces trois

axes indéfiniment prolongés du côté des coordonnées positives. Chacun

des neuf cosinus renfermés dans le tableau

cos

ros

//\\ //\\ //\\
\r, a), cos^r, v), co%\r, w),

\s. II), cosl^.î, r/, cos\5, w),

cos\^, II), cos(^/, v) , <:o%\t, w),

sera déterminé par une équation de la forme

(2/4) cos(^/-, //j =:: cos\/", xj cos( //, xj + cos(^/-, yj cos (//^ yj

\i-, /.) cos(.ç, z);cos'

et, conséquemment, pour obtenir chacun de ces quatre cosinus, il

suffira d'ajouter entre eux les trois termes renfermés dans une même
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ligne horizontale du tableau

cos(/-, x), cos[r, y), cos\r, z),

cos(,ç, \). cos\s, y), cos(/, /),

cos(/, x), cos(^, y), cos(/, z),

après les avoir respectivenient multipliés par les termes correspondants

de l'une des lignes horizontales du tableau

cos(//, \), cos(//, y), cos(«, zj, »

cos((', x), cos(('', y), cos((', /.),

cosl^w, \j, cosl^tr, yj, cos(tr, z).

Cela posé, en ayant égard au théorème général sur les produits des

résultantes [voir le deuxième volume, page 1 67 (')] et en appliquant ce

théorème aux neuf équations semblables entre elles qui seront de la

forme de Téquation (24), on trouvera

(^5) [''> -h i\ ih ^, "^] = [/', s, t\ X, y, z] [«, V, w; x, y, z].

Or, à l'aide de l'écjuation (25), que l'on pourra aussi présenter sous

la forme

(20) [r, s, /; X, y, z] r= f—— — -,

|//, V, iv; X, V, z|

on étendra facilement la formule (23) à tous les cas possibles. En effet,

on pourra d'abord, en particularisant les directions u, v, w, tirer de

Téquation (26) la valeur de [r, ,v, /; x, y, z]. Si, pour fixer les idées,

on suppose la direction w perpendiculaire aux deux directions r, .y,

et la direction v perpendiculaire aux deux directions x, y, on tirera de

la formule (2,3), déjà démontrée dans le cas où \v est perpendiculaire

à ;• et à s,

[r\ s, t; u, 9, w] = (r, s, i){if, v, w) [r, s, t] [«, v, w]
;

et, eu égard aux conditions

(x, y, z)r=i, [x, y, z]i=i,

on trouvera de même, puisque v est supposé perpendiculaire à x et

(') Œuvres de Cauchy, série [f, t. XII, p. icji.

Œuvres de C. — S. II. l. XIV. t
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' y»
[n, V, w; X, y, z] = {ft, v, tr) [it, i\ w]:

puis, en substituant les valeurs ici trouvées de

[/, s, t- u, ç, w\, [a, V, w\ \, y, z]

dans le second membre de la formule (26), on obtiendra Téquation

(27) \r, s, t\ X, y, z
1
= (/•, .ç, /) [/•, .ç, t\,

que l'on pourrait, au reste, comme on Ta vu dans le paragraphe III,

établir directement. Enfin, si Ton substitue dans le second membre de

l'équation (25), la valeur précédente de [r, .v, /; x, y, z], et la valeur

semblable de [«, c, w\ x, y. z], qui sera encore donnée par la formule

{u, V, (»•; X. y, z] — {u, v, w) \u, v, ir],

quelle que soit la direction attribuée à i\ on sera immédiatement

ramené à réquation(23), qui sera ainsi démontrée, quelles que soient

les directions
/', .Ç, t\ XI, r, w.

Il est bon d^observer que le produit

renfermé dans le second membre de la formule (28) se réduit à +1
ou à — I , selon que les mouvements de rotation de r en s autour de t,

et de u en ^ autour de ^v, s'effectuent dans le même sens ou en sens

contraire. Quant aux facteurs

ils représentent précisément les valeurs des deux parallélipipèdes que

Ton peut construire, d'une part, sur les trois arêtes

/•, s, {

d'autre part, sur les trois arêtes

If, (', w,

en supposant chacune de ces six arêtes réduites à l'unité.
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Cela posé, la formule (23) entraînera évidemment la proposition

suivante :

Théorème IV. — Étant donnés dans Vespace deux angles solides qui

offrent le même sommet 0, et qui ont pour arêtes^ le premier les longueurs

r, s, t,

le second les longueurs
II, ^^ w,

si Von détermine les cosinus des neuf angles

[r, u), (r, ('), (/•, (ï'j,

\S, If), \S, t'/, \S, i\'),

\i, u), \t, v), [t, (v),

que formeront les arêtes

ai^ec les arêtes

II, y, w,

la résultante

[r, s, t; u, r, n'\,

construite avec ces neuf cosinus, sera positive ou négative, suivant que

les mouvements de rotation de r en s autour de t, et de u en v autour de w,

s^effectueront dans le même sens ou en sens contraire: et cette résultante

aura pour valeur numérique le produit des valeurs des deux parallélipi-

pi'des que Von peut former, d^une part, sur les arêtes r, s, t\ d'autre part,

sur les arêtes u, v, w, en supposant chacune de ces six arêtes réduites à

Vunité.

Si les arêtes

II, (', w

du second angle solide se réduisent à des longueurs

R, S, T

mesurées sur des perpendiculaires aux trois faces du premier, c'est-à-

dire, en d'autres termes, sur des perpendiculaires aux plans des trois
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angles

(.f. t), [t, r), [r, s),

les cosinus des neuf angles formés par les arêtes du premier angle

solide avec les arêtes du second seront les divers termes du tableau

cos (/*, B), o, o,

o, cos\s, s), o,

o, o, cos[f., T),

et, par suite, la résultante

[r,s,t;Ii,S, T]

sera réduite à son premier terme

cos(/-, r) cos (5, s) co%\t, 77

Donc alors la formule (23) donnera

(.8) cos(A) cos(A) cos(O') = {r, s, t) {R, S, T) [r. ... ^1 [li, S, T].

Si, pour plus de commodité, on suppose les trois longueurs

li, S, T

dirigées de manière à former, avec les longueurs correspondantes

/, 5, t,

trois an(<les aigus

. (,C«). (A). iCr).

ou, en d'autres termes, si les longueurs

R, S, T

se mesurent à partir de l'origine commune des longueurs

/•, -s /,

la première du même côté que rpar rapportau plan de l'angle \s,t), la

seconde du même côté que s par rapport au plan de l'angle (t, /), la
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troisième du même côté que t par rapport au plan de l'angle \r, s),

alors,
{r,s,t){R,S, T)

étant deux quantités de même signe, on aura

et l'équation (28), réduite à la forme

(29) cos(/()?) cos(/)?) cos(;fV) — [/•, 5, /
1

[H, S, T]

coïncidera précisément avec la formule (17) de la page 323 du troi-

sième volume ( ').

En terminant ce paragraphe, nous remarquerons qu'en vertu des

théorèmes I, II, III, la valeur de la résultante

[/•, .î; h, (>]

dépend uniquement des deux angles [r, s), [u, cj, de Finclinaison

mutuelle de leurs plans, et du sens suivant lequel s'effectue, dans

chacun de ces plans, le mouvement de rotation de ren s, ou de u en (.

Pareillement, il suit du théorème IV, que la valeur de la résultante

dépend uniquement des formes des deux angles solides qui ont pour

arêtes, d'une part, les trois longueurs /•, s, t\ d'autre part, les trois

longueurs u, i", w, et du sens suivant lequel s'effectue chacun des

mouvements de rotation de /• en s autour de t, et de // en v autour de w.

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème V. — Les longueurs

r, s, t\ II, V, iv

i'tant mesurées à partir dUine même origine 0, dans des directions quel-

conques^ on n altérera point la valeur de la résultante

[r, s; u, v\

(1) Œuvres de Cauchf, série II, t. XIII, p. 362.
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en faisant tourner autour du point chacun des angles

supposé d'ailleurs invariable dans le plan qui le renferme^ m la valeur

de la résultante

[/•, s, i\ U, V, \v\,

en faisant tourner autour du point O, sans les déformer^ les deux angles

solides qui ont pour arêtes, d'une part, les longueurs r, s, t, et, d''autre

part, les longueurs u, v, w.

.V. — Sur les résultantes formées avec les coordonnées rectangulaires

ou obliques de deux ou trois points.

Supposons la position d'un point quelconque P rapportée dans

l'espace à trois axes coordonnés des a?, j, j ; et nommons

trois longueurs mesurées, à partir de l'origine des coordonnées, sur

ces demi-axes, indéfiniment prolongés dans le sens des coordonnées

positives. Soit, d'ailleurs, /• la distance de l'origine au point P, dont

les coordonnées sont x,y, z. Si ces coordonnées se rapportent à des

axes rectangulaires, elles seront précisément les projections algé-

briques et orthogonales du rayon r sur les directions x, y, z. Elles

seront donc liées kr\voir\e. troisième volume, page i44 (')] P^^r les

formules

X =^ r co?>\r , \ ) , y =z r cos\r, y), z = rcoi\r,zj.

Soient maintenant
r, s, t

trois rayons vecteurs menés de l'origine à trois points divers P, P',

P"; et, pour mieux reconnaître les coordonnées de chacun de ces

points, désignons-les à l'aide de la lettre /•, ou s, ou /, placée comme

(1) Œuvres de Cauc/iy, série II, t. XIII, p. i56.
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indice au bas de la lettre x, y, ou z, en sorte que .r,., y,., z,. désignent

spécialement les trois coordonnées de l'extrémité du rayon r. Les

extrémités des trois rayons

auront pour coordonnées les neuf quantités

^s, Vs, --..,

respectivement équivalentes aux neuf produits

I rcos\r, \), rco?,\r, y), rcos\r, /.):

^^'
{ s cos\s, x), s cos\s, y), s cos\s, zj

;

1 ^ cosl^^;, x), t cos\t, y), ^ cos\^, z).

D'ailleurs, ces produits se réduiront aux cosinus

I cos\/-;, xj, cos\^/-, y), co&\r, z),

(S) 1 { '^\ { "^^ ( '^\
^ ' \ cos\5, x), co'èy.'i, y), cos\s, z),

\ ( ^\ {
^'^\

{ ^\
\ cos\t, x), co?,\t, y), cos\^^ z),

si les longueurs
r, s, t

se réduisent toutes à l'unité. Donc alors la résultante à deux dimensions

(4) XrYs— XsYr

formée avec celles des coordonnées de P et de P', qui se mesurent sur

les axes des x et j, et la résultante à trois dimensions

(5) XrYsZi— XryiZs-+- ^.O't^r— X,JrZt-\- XtVrZ,— XiY.Z-r,

formée avec les neuf coordonnées des trois points P, P', P", se rédui-

ront aux deux résultantes que, dans les paragraphes précédents, nous

avons représentées par les notations

[''^ S' ^> y],' [/' 'S t\ X, y, z].
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Mais, si du cas particulier où l'on suppose les trois longueurs /-, s, t

réduites à l'unité, on veut revenir au cas général où ces longueurs

offrent des valeurs quelconques, il suffira de substituer le tableau (3)

au tableau (2); il suffira donc de faire varier chaque terme de la résul-

tante (4) ou (5), et, par conséquent, cette résultante elle-même, dans

un rapport équivalent au produit rs ou rst. On aura donc, dans le cas

général,

(6) JOrJs— Jc<:yr=^rs[r, s\ X, y],

et

(7) Xrys^i— JOryiZ,-\-x,ytZr— Xgyr^i+^trrZs—^tysZr-=^rst[r, s, t; \, y, 7,].

Il ne reste plus qu'à substituer, dans ces dernières formules, les valeurs

de [/*, y; x, y] et de [r, .v, t; x, y, z] obtenues dans le paragraphe III.

Supposons d'abord les deux points P, P' situés dans le plan des .r,

r. Alors, de l'équation (6), jointe à la formule (3) du paragraphe III,

on tirera

( 8 ) x;. )
-,,
— Xs

J
',= (

r, s ) rs[r, s\.

D'ailleurs, comme on l'a vu (§ I), le produit

rs[/-, s\

représente précisément l'aire du parallélogramme qui a pour côtés les

rayons vecteurs r, s. Donc la formule (8) entraînera le théorème

suivant :

Théorème I. — Les positions des divers points d'unplan étant rapportées

à deux axes rectangulaires des x et y^ si Von désigne par r, s les rayons

vecteurs menés de l'origine des coordonnées à deux points quelconques

d^un plan, et par

les quatre coordonnées de ces deux points, la résultante
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formée avec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative, suivant que

le mouvement de rotation de r en s sera direct ou rétrograde, et cette

résultante aura pour valeur numérique l'aire du parallélogramme cons-

truit sur les rayons 7)ecteurs /•, ,y.

Supposons maintenant les points P, P' situés hors du plan des x, y.

Alors, en désignant par p, 'Ç, les projections absolues des longueurs /•,

s sur le plan des x, y, on aura

et Ton tirera de l'équation (6), jointe à la formule (6) du paragraphe III,

^rys^j.<rr= {p, ç) rs vos[r, p) cos\s, ç) sin (p, ç) ;

par conséquent,

(9) ^rys—-^syr={p,ç)pç^in[p,ç).

De plus, comme en désignant toujours par z une longueur mesurée à

partir de l'origine sur le demi-axe des 2 positives, supposé perpendi-

culaire au plan des ce, y, on aura [voir la formule (7) du para-

graphe III]

{p,i) = {r,s,z),

l'équation (9) pourra s'écrire comme il suit :

(10) J^rJ's— x'.s„i-, = (/•, S, z) pç sin(p, ç).

D'ailleurs, en nommant
/, m, n

trois longueurs mesurées à partir de l'origine 0, la première sur la

droite d'intersection du plan OPP' et du plan des x, y, les deux

dernières sur des perpendiculaires élevées à cette même droite dans

ces mêmes plans, et, en supposant ces perpendiculaires dirigées

chacune dans un sens tel que le mouvement de rotation de /en m soit

de l'espèce du mouvement de rotation de x en y, et le mouvement de

rotation de / en /i de l'espèce du mouvement de rotation de r en s, on

Œuvres de C. — S. II, i. XIV. 8
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tirera de l'équation (6), jointe à la formule (lo) du paragraphe III,

(l l) OCrYs— ^5 )',= ''sYl', s] COS\/M, II).

Enfin, si l'on nomme
T

unie longueur mesurée à partir de l'origine sur une perpendiculaire

au plan de l'angle (r, s), on aura, en vertu de l'équation (ii) du para-

i^raphe III,

cos\m, n)=z{r,s, 7')cos\/, z);

et, par suite, la formule (i i) pourra s'écrire comme il suit :

( 1 2) JCr ys
— x.,yr=^ ( r, s, T) rs [r, s] cos \ T, /.). --

Or les formules (lo) et (12) entraîneront évidemment les propositions

suivantes :

Théorème II. — La position d''un point dans l'espace étant rapportée à

trois axes rectangulaires des x^y^ z, si Von désigne par

les rayons vecteurs menés de Vorigine des coordonnées à deux points

quelconques P, P', etpar

ocs, y.,

celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes

des X et y, la résultante

formée avec ces quatre coordonnées^ sera positive ou négative suivant que

le mouvement de rotation de r en s autour du demi-axe des z positives

sera direct ou rétrograde; et cette résultante aura pour valeur numérique

Vaire du parallélogramme construit dans le plan des x, y sur les projec-

tions des rayons vecteurs r et s.

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème II,
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la résultante

aura encore pour valeur numérique le produit que Von obtient en multi-

pliant Vaire du parallélogramme construit sur les rayons vecteurs r, .v,

par le cosinus de Vangie aigu qui mesure l'inclinaison du plan de

rangle \r, s) sur le plan des x, y.

Nota. Les valeurs numériques que les théorèmes II et III assignent

à la valeur numérique de la résultante x^y^ — oc,y,. devant être égales

entre elles, il suit de ces théorèmes que l'inclinaison mutuelle du plan

de l'angle (r, s) et du plan des x^ j, offre un cosinus équivalent au

rapport qui existe entre les aires des deux parallélogrammes, ou même

des deux triangles, dont les côtés sont, d'une part, les deux rayons

vecteurs r, s, et, d'autre part, les projections c, ç de ces rayons sur le

plan des x, y. On se trouve ainsi ramené de nouveau à la proposition

énoncée vers la fin du paragraphe I.

Passons maintenant à l'équation (7). On tirera de cette équation,

jointe à la formule (20) du paragraphe III,

(i3) XrVs^-t— jc,.yiZ,^-\- x^^ViZ,.— XsTrZi-^ XiTr^,,— j^7 )-,,c,.:= (/•, S, t) rst[r, s, t\ .

D'ailleurs, comme on l'a vu dans le paragraphe I, le produit

rst[i-, s, t]

représente précisément le volume du parallélipipède qui a pour

côtés 7-, Sy t. Donc la formule (i3) entraîne la proposition suivante :

Théorème IV. — La position d'un point dans l'espace étant rapportée

à trois axes rectangulaires des x, y, s, si l'on désigne par

r, s, t

les rayons vecteurs menés de Vorigine des coordonnées à trois points quel

conques P, P', P", et par
•^ry J'r; ^,

\

Xl, Ji, Z/
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les neuf coordonnées de ces trois points^ la rêsidtante

formée avec ces coordonnées ^ sera positive ou négative suivant que le

mouvement de rotation de r en s autour de t sera direct ou rétrograde^ et

cette résultante aura pour valeur numérique Paire du parallélipipède cons-

truit sur les rayons vecteurs r, s, t.

Les divers résultats que nous venons d'obtenir étaient déjà connus.

Mais l'adoption de signes propres à indiquer le sens des mouvements

de rotation, et l'introduction de ces signes dans le calcul, ont donné

aux formules une clarté, une précision nouvelles, et fait disparaître

les doubles signes dont la détermination dépendait de certaines condi-

tions que l'on était obligé de mentionner dans le discours et d'énoncer

à part.

Concevons, à présent, que les axes coordonnées des ^, j, ^, cessant

d'être rectangulaires, se coupent sous des angles quelconques et,

nommons
X, Y, Z

trois longueurs mesurées à partir de l'origine des coordonnées, sur

trois droites respectivement perpendiculaires aux trois plans desj, ^,

des z, X et des a?, y. Alors les coordonnées x, j, z d'un point quel-

conque P se trouveront liées au rayon vecteur r, mené de l'origine à

ce point \voir le troisième volume, page i43 (')]. par les formules

, ,, coslr, x) cos(r, y) cos(r, Z)
(i-i) -^^r 7^^> .)=/• TT^' - = '

cos'(x, XJ cos(y, YJ cos\/., ZJ

Si d'ailleurs on représente, comme nous l'avons fait ci-dessus, par

/-, s,

trois rayons vecteurs menés de l'origine à trois points divers P, P',

P"; et si, pour mieux reconnaître les coordonnées de ces points, on les

(') Œuvres dê'jCauchy^ Série III, t. XIII, p. iJ6.
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désigne encore à l'aide de la lettre r, ou s, ou t, placée comme indice

au bas de la lettre ce, ou 7, ou 2, les extrémités des trois rayons

/, s, t

auront toujours pour coordonnées les neuf quantités

^'o }'•} '-t'i

"^sj ysj -•>•
î

Mais ces neuf quantités, au lieu d'être respectivement équivalentes

aux termes du tableau (2), se trouveront représentées par les neuf

produits

cos(r;, x) cos(/% YJ cos(/% ZJ

cos(x, \) cos(y, YJ cos(zj ZJ

005(5, Xj 005(5, YJ 005(5, ZJ

cos^x, X; cos\y, \) cos\z, Zj

00s (^, xj 00s (;, YJ co5(^, ZJ

i cos(x, xj co5(y, YJ 005 (z, ZJ

Cela posé, cherchons d'abord la valeur de la résultante

composée avec les quatre quantités

(16) }

'^'' ^•';

ou, ce qui revient au même, avec les quatre termes du tableau

(.5)

;os(x'^x) cos(y, y)00s'
(i-) <

,\s, Xj COS\5, \)00s'

\ cos I(x, xj cos (y, YJ

Chacun des deux produits

3?/-J'.S-) -^'.S-J'/
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que renferme cette résultante, proviendra de la multiplication de deux

termes pris à la fois dans les deux colonnes horizontales et dans les

deux colonnes verticales du tableau (i6) ou (17). Mais, d'une part,

deux termes situés dans une même colonne horizontale du tableau (17)

offrent un facteur commun, savoir le facteur r pour la première

colonne horizontale, le facteur s pour la seconde ; et, d'autre part, deux

termes situés dans une même colonne verticale du tableau (17) offrent

un diviseur commun, savoir, le diviseur cos(x, x) pour la première

colonne verticale, et le diviseur cos(y, y) pour la seconde. Donc les

valeurs qu'on obtiendra pour les deux produits

en substituant le tableau (17) au tableau (16), auront pour facteur

commun le produit rsy pour diviseur commun le produit cos(x, Xj

cos(yrY); et, pour obtenir la valeur de la résultante

il suffira de multiplier la résultante formée avec les quatre termes du

tableau

l cos(/', xj, cos\/-, y),

\ cos(.ç, x). cos{s, y),

(18)

c'est-à-dire l'expression

par le rapport

on aura donc

[r,s;X,Y]

i(x, \)cos(y, y)

rs
r Y 'N' I

(19) ^,-j.,- ^.o'r=— / /\ X—/ /\ \ K' ^; ^'^' ^ !•

cosVx, X) cosl^y, Y

)

Pareillement, pour obtenir la valeur de la résultante

X'rysZt— ^VJz5.v+ ^sfl^r— ^.,JV = /+ -^VJ»-,— ^ijs
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il suffira de multiplier la résultante formée avec les divers termes du

tableau

(cos(r, x), cos(r, y), cos(r, Z);

(•-^o)

j
cos{s^\), cos{s/y), cosCîfz);

( cos(;, x), cos(/, y), cos\t, Z j ;

c'est-à-dire Texpression
[,-, 5, /;X, Y, Z]

par le rapport
rst

cos(x, XJ cos(y, y) cosl^z, Z)

on aura donc encore

(21) Xrj'.zi— jr,. v/s,,+ a^.jtz,.— a;,,yrZt-\- Xty,'^-^—- iJ^Zr

''^
[r,.9, ^;X, Y, Z].

cos(x, XJ cos(y, y) cosl^z, Z)

Ce n'est pas tout. Comme X sera perpendiculaire à y et z, Y à z et x,

Z à X et y, les cosinus des neuf angles

(xfx), (xfV), (xTz),

(yTx), (>CV), (yTz),

(^x), (Cy), (.fz) ,

s'évanouiront tous à l'exception de

cos\x, x), cos\j, y), cosl^z, z).

Donc, par suite, chacune des résultantes

[x,y;X, Y], [x, y, z; X, Y, Z
|

se réduira simplement à son premier terme, en sorte qu'on aura

[x, y; X, Y] — cos(x, x) cos(y, y),

[x, y, z; X, Y, Z] = cos(^x, X) cos(y, Y) cos(^z^ ZJ,
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et les formules (19), {'21) pourront s'écrire comme il suit :

/ X
[r, s; X, Y]

(^^^) "'•^•---"-^—
|x,y;X, Y]

^^-

, „, [/•, s, t; X, Y, Zl
{26) j?,.j',,:;;— j;>j/^.,+ ^,,>'<^,.— ^..jVS^H-x^j/.r..,— J7zj.,s,.= ^-— _ ,, \ vst

.

v^i 3^» z; •^> 1 7 '--l

Il ne reste plus qu'à substituer, dans ces dernières formules, les valeurs

des résultantes comprises dans les seconds membres.

Or, supposons, en premier lieu, les deux points P, P' situés dans le

plan des x^ y. Alors Téquation (7) du paragraphe IV, jointe à la

formule (x, y) = i , donnera

[,-, 5;X, Y] = (r,.9)(X, Y)[/-,.][X, Y],

[X, y;X, Y]= (X, Y)|;x, y]|\,Yl.

On aura donc

[--y:X,, Yj-^ "Ux, y]'

Donc alors l'équation (22) donnera

/ / N X
rs\r, s

I

et l'on pourra énoncer le théorème suivant :

Théorème V. — Les positions des divers points d^un plan étant rap-

portées à deux axes rectangulaires ou obliques des x et y, si Von désigne

par X et y deux longueurs mesurées, à partir de Vorigine des coor-

données, sur ces axes prolongés du côté des cooj'données positives, par

les rayons vecteurs menés de la même origine à deux points P, V duplan

donné, et par
œ,., y,;

les quatre coordonnées de ces deux points , la résultante
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forntce a\ec ces (iiiatre coordonnées^ sera positive ou négative suivant que

le mouvement de rotation de r et s sera direct ou retiragrade ; et cette résul-

tante aura pour valeur numérique le rapport qui existe entre l'aire du

parallélogramme construit sur les côtés r, v, et Vaire du losange que Von

peut construire sur les côtés x, y, réduits Vun et Vautre à Vanité.

Supposons, maintenant, les points P, P' situés hors des plans

des X, y. Alors, en nommant T une longueur mesurée à partir de

l'origine 0, sur une perpendiculaire au plan de Tangle \r, s), et rem-

plaçant //, r, II' par X, Y, Z dans Téquation (i6) du paragraphe IV, on

tirera de cette équation

[r,s- \.\\ = {r,s, 7')(\, V. /.) [r, .f] [ \, Y]cos(7>.);

puis, en remplaçant /•, Sy 7' par x, y, z, on trouvera

[x, y; \, Y] = (x, y, Z) (\, V, /.) |
x, y] [X, Y] cos(/,\).

On aura donc, par suite,

[r, SI \. Y] _ (/• .y.
'/')

I

/•, s
1
cos(y', z)

et l'équation (22) donnera

Si, pour plus de commodité, on suppose la longueur Z mesurée du

même côté que la longueur z, c'est-à-dire du côté des z positives, le

cosinus de l'angle (Z, zj offrira une valeur positive, égale au sinus de

l'inclinaison de l'axe des z sur le plan des x, y, et, comme on aura

(x, y, Z)=:(x, y, 7.) = i,

on trouvera simplement

' ' ^^ cos(z, zj

Enfin, si la longueur Test mesurée elle-même du côté des ^positives,

Œhivres de r. — s. H. t. XIV. 9
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l'angle \T, i) sera l'angle aigu (jiii mesurera l'inclinaison du plan de

l'angle (/•, s) sur le plan des œ, y; et, comme alors on aura

(/•, s, T)=z{r, s, z),

la formule (2G) pourra être réduite à l'équation

.rs[r, s] cosyr, /.)

(27

)

u.ry.- u;.Or= ( /, s, z ) -j^—f ^-7^ »

' ' ^^ cos(z, 7.)

de laquelle on déduira immédiatement la proposition suivante :

Théorkme VI. — La position d^un point dans Vespace étant rapportée à

trois axes rectangulaires ou obliques des ju, j, z, si l'on désigne

par X, y, z trois longueurs mesurées à partir de l'origine des coor-

données, sur ces axeSj indéfiniment prolongés du côté des coordonnées

positives^ puis par
r, s

les rayons vecteurs menés de la même origine à deux points quelconques

P, P, ^/ par

celles des coordonnées de ces deux points qui sont mesurées sur les axes

des X et y, la résultante

formée a^^ec ces quatre coordonnées, sera positive ou négative suivant que

le mouvement de rotation de r en s autour de la direction z sera direct ou

rétrograde ; et cette résidtante aura pour valeur numérique le produit de

deux facteurs respectivement égaux, lepremier au rapport qui existe entre

Vaire du parallélogramme construitsur les côtés r, s, et Paire du losange que

Von peut construire sur les côtés x
, y, réduits à Vunité; le second au rapport

qui existe entre le cosinus de l'inclinaison du plan de Vangle \r, s) sur

le plan des x^ y, et le sinus de Vinclinaison de l'axe des z sur le même

plan.
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Considérons, enfin, trois points P, P', P" situés dans l'espace, aux

extrémités des rayons vecteurs ;-, s, t, et supposons la position de

chaque point rapportée à trois axes rectangulaires ou obliques des a^,

y, z. La résultante formée avec les neuf coordonnées des trois points

P, P' P", sera déterminée par la formule (23). D'ailleurs, l'équation (23)

du paragraphe IV, jointe à la formule (ce, y, ^ ) = i donnera

[/•, s, t-\,Y,T^] = {r,s,t){\,Y,V.)[r, s, ^] [X, Y, Z],

[x, y, z: X, Y, Z] = (\, Y. Z) [x, y, .] [X, Y,, Z].

On aura donc
[/•, .î, t: X, Y, Z] ïr. s.

/"

[x. y, z; X, Y, Z] [x, y, /.]

Donc l'équation (23) donnera

(5!8) JCr r.,Z,,— JCr V, ::,+ .A- YiZ,.— J-s ),.-/+ ./< l-r;, — ./•/)•.-,-- (/•. ?. l) -7—^ r»• ^ ^

[x, y, z]

et l'on pourra énoncer le théorème suivant :

Théorkme vil — La position (Van point dans Vespace étant rapportée

à trois axes rectangulaires ou obliques des x^ y ^ z, si l'on désigne par

^. y> ^

trois longueurs mesurées, à partir de l'origine des coordonnées , sur ces

trois axes indéfiniment prolongés du côté des x, y, z positives, puis par

les rayons vecteurs menés de Vorigine à trois points quelconques, et par

./•/•, .V,-, 3,.,

.r.s-, Vs, Z,,,

/-',, y,, z,

les neuf coordonnées de ces trois points, la résultante

jn,.Y^Zi x',-yiZ.,-{- w^ViZ-i-— x^ y,-Zi-^ x'tjr^s— -^V.'.s'^o

formée avec ces neuf coordonnées, sera positive ou négative suivant que

le mouvement de rotation de r et s autour de t sera direct ou rétrograde;
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et cette résultante aura pour valeur numérique le rapport qui ea'iste entre

le volume du parallélipipède construit sur les arêtes r, .y, t, et le volume du

parallélipipède que l'on peut construire sur les arêtes x, v, z, réduites

chacune à runité.

Il est bon (l'observer (jiie les théorèmes V, YI et VII, relatifs à des

coordonnées obliques, peuvent être iminédiatement déduits des

théorèmes I, II, Ui, IV, relatifs à des coordonnées rectangulaires. En

effet, les trois équations qui servent à transforiner des coordonnées

obliques en coordonnées rectangulaires, étant du premier degré, il

suit du théorème sur les produits de résultantes, déjà mentionné, que

la résultante formée avec les coordonnées de trois points choisis arbi-

trairement dans l'espace obtiendra successivement deux valeurs qui

seront entre elles dans un rapport constant, c'est-ii-dire indépendant

des positions de ces mêmes points, si, l'origine des coordonnées restant

immobile, on rapporte la position d'un point quelconque^ d'abord à

des coordonnées rectangulaires, puis à des coordonnées obliques.

Ajoutons (jue ce principe ne cessera pas d'être exact, si, en faisant

abstraction des coordonnées parallèles à l'un des axes, par exemple à

l'axe des z, on considère la résultante formée, non plus avec les neuf

coordonnées de trois points choisis arbitrairement dans l'espace, mais

avec les quatre coordonnées de deux points, pourvu qu'en passant

des coordonnées obliques aux coordonnées rectangulaires, on ne

déplace pas Taxe des z. En effet, il suit de la formule ( i3) de la

page I /|4 du troisième volume (' ), que dans le cas où Ton passe d'un

premier système de coordonnées rectilignes à un second système, sans

déplacer l'un des axes, les coordonnées mesurées parallèlement aux

deux autres axes entrent seules dans deux équations linéaires à l'aide

desquelles la transformation s'effectue; et l'on peut appliquer séparé-

ment aux quatre coordonnées que ces deux équations servent à trans-

former, le théorème sur les produits de résultantes.

(') (HiH'ifs (le Cducliy, >.'' sri'ic, l. Xlll. |). iô().
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Cela posé, le rapport

(29)
(/-, s)rs[r, .?]'

qui, en vertu de la formule (8), se réduit à l'unité, pour deux points

situés dans le plan des coordonnées x et y, quand ces coordonnées

sont rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais devra obtenir une

valeur constante, c'est-à-dire une valeur indépendante des directions

attribuées dans le plan donné aux rayons vecteurs /• et .y, si les coor-

données deviennent obliques. Or, si l'on fait coïncider en direction ;

et s avec des longueurs x et y, mesurées à partir de l'origine sur les

demi-axes des a- et y positives, on aura

{r,s) = {x,y) = u [/•,, .]=:[x, y].

Donc alors le rapport (49) se trouvera réduit à

x, V

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équa-

tion générale

3o)
(/•, .ç )/-.?[/•, .çj [x, _y

qui s'accorde, comme on devait s'y attendre, avec la formule (24).

Pareillement, si, les directions ;•, v n'étant plus renfermées dans le

plan des x, y, on nomme
/., Z, r

trois longueurs mesurées, à partir de l'origine, la première sur un axe

des V, perpendiculaire ou même oblique au plan des x, y; les deux

dernières sur des perpendiculaires au plan des x, y et au plan de

l'angle (r, s), le rapport

(3.)
.""'''"•''''';

^^ ^
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qui, en vertu de la formule (12), se réduisait à l'unité, quand les

coordonnées étaient rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais

devra obtenir une valeur constante, c'est-à-dire une valeur indé-

pendante des directions attribuées aux rayons vecteurs r et s. Or, si

l'on fait coïncider, en direction, ret j avec les longueurs x, y mesurées,

à partir de l'origine, sur les deux axes des x &{y positives, on pourra

supposer que T coïncide lui-même avec Z, et l'on aura

(/, .9, T) = {r, .9, Z). [/. s] rr (x, y), ( 7 \ z) = (/w.).

Donc alors le rapport (^29) se trouvera réduit à

(/, s,Z)[\, y]cos(z, /)

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'éfjua-

tion générale

_x> r,^ .r.Vr

;,-,, s, T) rs[r, .] co^?', /.) (/, .9, Z) [x, ^'l
cos[Z, 7.)

qui s'accorde, comme on devait s'y attendre, avec la formule (2;)).

Ajoutons que la formule {'02.) comprend évidemment, comme cas par-

ticulier, la formule (3o).

Enfin, le rapport

^ ' {r,s.t)rst[r,s,t]

qui, en vertu de la formule (i3), se réduit à l'unité, quand les coor-

données sont rectangulaires, pourra différer de l'unité, mais devra

encore obtenir une valeur constante, c'est-à*dire indépendante des

directions r, .v, /, si les coordonnées deviennent obliques. Or, si l'on

fait coïncider en direction r, s, t avec des longueurs x, y, z, mesurées
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à partir de Torigine, aiiv les demi-axes des ^, y, ^ [)ositives, on aura

Xr^= l\ )',.= (., ;/.—_-0,

X,i= O

,

) ' ,. rr: .s-

,

; ,. rz: o

,

./7=:0, J'i = 0. Zi^r^L

./'r y,,Zt— J7,. )'/3,+ ./\,r,:-r— j\,rrZ/-i- ,/v )',.3.v— a'/ ),,:-, ^=^ f'st,

(/•. s, f) =3 (\, y, /.) =z I,
I

/•, .<}, /] =: [x, _\ , /
I

;

donc alors le rapport (33 ) se trouvera réduit à

et le principe énoncé fournira, pour des coordonnées obliques, l'équa-

tion générale

^
(/, s, t)rsl[i\ s. t\

"
[\, _\, /.

l'

([ui coïncide, comme on devait s'y altendre, avec la formule (28).

V'I, — Des cuadilions sous lesquelles les yésulluules considérées

dans les paragraphes précédents s''évanuuissent.

Les résultantes dont nous avons déterminé les valeurs dans les

paragraphes précédents s'évanouissent sous certaines conditions, qu'il

est bon de connaître, et que nous allons un instant examiner.

Considérons d'abord la résultante

(r) [/, s\ II, r] n:cos'/', 11) eus (^.ç, v) — cos(^/", v) cos\.?, 11),

dont les deux termes ont pour facteurs les cosinus de quatre angles,

que les directions /, s forment avec les dimensions u, v. Si les deux

angles

sont renfermés dans le même plan, ou dans des plans parallèles;

alors, en vertu de la formule (2) du paragraphe IV, jointe au théorème

énoncé dans le paragraphe II, on aura

(2) [''? -^I ?') ^' j = (/'? -î) ("j p) sinl^r, ,îj sin (^?/, p j ;
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et, par suite, la résultante [;•, s; u, c] aura pour valeur numérique le

produit

(3) sinl/-, .vj, sinV^/, cj.

Si, au contraire, les plans des deux angles

cessent de coïncider ou d'être parallèles entre eux ; alors, en nommant '

l'inclinaison mutuelle de ces deux plans, on conclura de la formule

(i3) du paragraphe IV, jointe au théorème du paragraphe II, que la

résultante [r, s; u, \'\ a pour valeur numérique le produit

(4) sin \ /•, .v) sin w^ r/cost.

En conséquence, pour faire évanouir la résultante [/•, s; //, »
] et véri-

fier la condition

(5) [/",.?; //, ('] :=z c>.

il est nécessaire et il suffira de réduire à zéro l'un des deux facteurs

sin \/\ X ) , sin l //, ('/,

quand les deux angles (r, s), (//, vj seront compris dans le même plan;

et, dans le cas contraire, l'un des trois facteurs

sin\/-. .s-/. sm\//. v), cos'..

D'ailleurs, l'équation

(6) sin \j\ s) =^ o^

de laquelle on tire

\r, sj = o ou 77,

exprime que les directions ;-, s se mesurent sur une même droite, ou

du moins sur des droites parallèles; et l'équation

(7) cos.. = o,
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de laquelle on tire

7l

t. = -)

exprime que les plans des deux angles

sont perpendiculaires entre eux. Enfin, en vertu de l'équation (i), la

condition (5) pourra être présentée sous l'une quelcon([ue des deux

formes

(8) cosl/'. i/)c()^\s, l'j — ros(y, cjcosl.v, i/) = <k

/ , cos\/', 1/ COSV5, a )
( t»

) ; = — '

cos\/-, r) c()^\s, çj

Gela posé, on pourra évidemment énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Les longueurs u^ v étant mesurées sur des droites

distinctes et nonparallèles^ pour que deux autres longueurs r, s se mesurent

ou sur la même droite^ ou sur des droites parallèles^ ou du moins forment

entre elles un angle (/, s) dont le plan soit perpendiculaire au plan de

l'angle [u, W, il est nécessaire et il suffit que les quatre cosinus

cos(/\ If), cos(/% ('), c(.)s(.ç, f/), cos(.ç, r)

représentent les quatre termes d'une proportion géométrique, de maitière

à vérifier la formule (9).

Corollaire. — Comme on vient de le voir, la formule (9^ remarquable

par son élégance et sa simplicité, se déduit immédiatement de l'équa-

tion ( 2 ), dans le cas particulier où les directions ;•, s sont renfermées

dans le plan de l'angle (//, r). Ajoutons que, de ce cas particulier on

peut aisément passer au cas général où les directions ;•, s sont situées

hors de ce plan, à l'aide des considérations suivantes.

Soient, dans le cas général,

P' «

les projections absolues de r et de s sur le plan de rangle(M'r<'). Pour
Œuvres de. C. — S. Il, t. XIV. ,o
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que les directions ;-, s se mesurent sur une même droite ou sur des

droites parallèles, ou du moins forment entre elles un angle {/, s) dont

le plan soit perpendiculaire au plan de l'angle (//, v), il sera nécessaire

et il suffira, évidemment, que les projections p, 'C se mesurent sur la

même droite et sur des droites parallèles; par conséquent, il sera

nécessaire et il suffira que l'on ait

cos\p, a) __ cos^ç, nj

cos\p, v) cos\ç, 17

Mais, d'autre part, le plan qui renfermera les trois angles

étant perpendiculaire au plan de l'angle (/•, 0), le théo-rème YIl de la

page 3ii du troisième volume {^) donnera

par conséquent,

cos(r, II) cosl/', f) (
^'\

cosVp. ti ) ^'osl^p, v)

cos

cos

\r, II) _ coHp, II)
^

\i\ (') cos 1^0, \)

et l'on trouvera, pareillement,

\s, II) COsVs, II)cos'

cosl^.ç, v) c()s\^$, 17

Or il est clair qu'en vertu de ces dernières formules, l'équation (10)

coïncidera précisément avec l'équation (9).

Considérons maintenant la résultante

(11) \r, s, t; II, V, iv]

= COs(/-, //)cOs(.<f, (•) C09(^, (v) " COs(/-, //)cOs(5, tl')cOs(^, v)

+ cos(^ ^') <^os(/, <r)cos(/, n) — co^\r, «^)cu8(*; ti)co^\f,iv)

+ cos(/-, ^v) cos(.?, Il) cos(/, r) — cos(r, (v) cos (5, v) cos[t, u),

(1) Œuvres de Couc/if, série II, t. XUI, p. 349.
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dont les six termes ont pour facteurs les cosinus des neuf angles que

les directions r, s, t forment avec les directions m, v^ sr. En vertu de la

formule (23) du paragraphe IV, jointe au théorème énoncé dans le

paragraphe II, on aura

I

/•. .?, t\ /(, f, i\'] = (
/•, .f, /) ( //, i\ ir)

(

/•, s, / \[ (I, (', tv];

et, par suite, la résultante [;•, ,v, ^; ?/, r, n] aura pour valeur numérique

le produit

des volumes des deux parallélipipèdes, que l'on peut construire, d'une

part, sur les arêtes /•, s, t, d'autre part, sur les arêtes «, v, sv, en sup-

posant ces arêtes réduites chacune à l'unité, et mesurées, à partir

d'une même origine, dans des directions parallèles à celles qui

leur étaient assignées. En conséquence, pour faire évanouir la résul-

tante [r, v, t; II, r, «] et vérifier la condition

(12) [/•, .9, I; II, V, U'I =z(),

il sera nécessaire et il suffira de réduire à zéro l'un des deux volumes

I

/•, s, 1 1, \u, V, w\.

D'ailleurs, l'équation

(t3) \r,s, t.]z=io,

qu'on obtient en égalant à zéro le volume [/•, .v, t\ est précisément la

condition nécessaire et suffisante pour que les longueurs, mesurées à

partir d'un même point dans des directions parallèles à celles de r, s,

t, soient renfermées dans un plan unique, ou, d'en d'autres termes,

pour que les trois directions ;•, s^ t soient parallèles à un même plan.

Cela posé, on pourra évidemment énoncer la proposition suivante :

TiiKORÈMK II. — Les longueurs u, c, w étant mesurées sur des droites

non parallèles à un même plan, pour que les directions des trois autres

longueurs r, s, t soient, ou comprises dans un même plan, ou du moins

parallèles à un même plan, il est nécessaire et il suffit que la résultante

des cosinus des neuf angles que les directions r, s, t forment a^ec les
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directions u, r, (v, sW'anouisse , ou, en d'autres termes, que Ion ait

(i.'i) cos\r, i/J ci)S\s, (' j c»>s(/, irj - cos(/-, (/) co^\s, w) co^\/, cj

+ cos\/-, (• j cos(.s-, tï ) cosl/, //) -CA}i^\f, rj cos(.ç, //jcos\/, tvj

+ COs(/-. trj COS\.î, //jcOs(/, cj — COsl^/, trj COsi.f. rjcOs(^/, ll)=rj:0.

Corollaire. — On pourrait, avec la plus grande facilité, arriver

encore à la formule {\-\), en raisonnant comme il suit.

Rapportons les positions des divers points de l'espace à trois axes

des X, y, z menés par un point quelconque 0, et, en attribuant aux

demi-axes des x, y, positives des directions parallèles à celles de //, i',

w, nommons
.V, II.

les coordonnées d'une longueur v linie, mais dillerente de zéro, et

mesurée sur une droite quelconqueà partirdu point 0. Laformule(i3)

de la page i/|3 du troisième volume (^ ) donnera

( x\\ / /\\ //\\ ( -^\
vcosy/', i.) =1 X coi^\r, // j + ij cos v/\ i7 + ccos\^/-, w)

.

Donc, si l'angle (r, .) se réduit à un droit, on aura simplement

.X rOS \ /, Il ) + I) COS \I\ Ç) + .: COS \l\ iVj =z O.

D'ailleurs, pour que les directions /•, s, r soient parallèles à un plan

unique, il est nécessaire et il suffit qu'elles forment trois angles droits

{r.ih u,D. (r.)

avec une direction t perpendiculaire à ce plan; par conséquent, il est

nécessaire et il suffit qu'elles vérifient trois équations de la forme

l .V cos(/-, //) + [f
vos\r, v) + z cos\r, ^\') = o,

('^) \ X ros(.ç, //) -h M cos(.v, v) + - cos\s, «rj = o,

[ xCOS\t, If) -+- ij COS [t, v) -+- iCOS\t, (T'j=0.

Enfin, lorsque la longueur x, comme nous le supposons ici, diffère de

(') Œ(lires (le Caiichy, série 11, t. Xlll, p. iTx».
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zéro, les trois coordonnées
.X-. I|, -

de l'extrémité de cette longueur, mesurées sur trois axes non parallèles

à un même plan, ne peuvent s'évanouir à la fois; et alors les trois

équations (i5) ne peuvent subsister simultanément que dans le cas

où les cosinus par lesquels y sont représentés les coefficients de .v,

ii, i vérifient la formule (^i4)-

Cherchons maintenant les conditions sous lesquelles s'évanouissent

les résultantes que l'on peut construire avec les coordonnées de deux

ou trois points, dont les positions sont rapportées à des axes rectan-

gulaires ou obliques des ce, y, ^.

Représentons par les trois lettres

•les rayons vecteurs menés de l'origine à trois points donnés, et dési-

gnons, à l'aide de ces mômes lettres, placées comme indices au bas

de x^ y et z, les coordonnées de ces trois points. Enfin, soient

trois longueurs, mesurées à partir de l'origine, sur les demi-axes

desiF, j, :; positives, et /' une autre longueur mesurée sur une per-

pendiculaire au plan de l'angle (/', v). Les formules (26) et (28) du

paragraphe V donneront

(16) ^v .»
-.s-
- J-s J V—{/\s, /

) y J ^—^ ,

1^^' ^ ' cos(z, /,)

et

(17) x',.j',--t— jsv r<3.,-|- x•,^tz,.— j",, r,.;<+ ^v r,.:3,— .i;r,z,.= (r, s, l)

Ola posé, l'équation de condition

(18) a:,. } '.,— X'., 1 -,.= o

pourra être réduite à

(•9) rs\i\ s\co%\T, 7.) =10.
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Donc, pour qu'elle soit vérifiée, il sera nécessaire el il suffira que l'un

des facteurs

s'évanouisse. D'ailleurs, réduire à zéro l'un des rayons vecteurs /•, .y,

c'est supposer que l'un des points donnés coïncide avec l'origine.

Quant à la condition
[r. .ç

I

= o,

que l'on peut encore écrire comme il suit,

sin \ /, s) = o,

elle exprime que les longueurs ;% s se mesurent sur une même droite.

Enfin, la condition

cosl^7\ 7.) =o

exprime que la direction 7', perpendiculaire au plan de l'angle \r, s),

est aussi perpendiculaire à Taxe des z, ou, en d'autres termes, que le

plan de l'angle \r, s) passe par l'axe des z.

Quant à l'équation de condition

elle pourra être réduite, en vertu de la formule (17), à

(u) rsl] r, s, l\^=o.

Donc, pour qu'elle soit vérifiée, il sera nécessaire et il suffira que l'un

des facteurs
/', .V, t, [r, s, t\

se réduise à zéro; par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que l'un

des points donnés coïncide avec l'origine, ou que le volume du paral-

lélipipède construit sur trois arêtes parallèles à /•, .v, / s'évanouisse,

c'est-à-dire, en d'autres termes, que les trois arêtes /•, v, t deviennent

parallèles à un même plan.

Eu égard aux remarques qu'on vient de faire, on pourra évidem-

ment énoncer les propositions suivantes :
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Théorème III. — La position d'un point étant rapportée à trois axes

des X, y, z qui se coupent sous des angles quelconques, pour que deux

points séparés de l^origine, l'un par la distancer, l^autre parla distance s,

soient renfermés dans un plan qui passe par Vorigine, il est nécessaire et

il suffit que les coordonnées

de ces deux points, mesurées sur les axes des x et y, vérifient la condi-

tion

('^''.) ,r,. l'.s— ic.s-^r,-= o.

Théorème IV. — La position d'un point étant rappoi'tée à trois axes

des X, y, z qui se coupent sous des angles quelconques, pour que trois

points sépai es de Vorigine par les distances

r, s ai t

soient renfermés dans un plan quipasse par Vorigine, il est nécessaire et

il suffit que les coordonnées
OCry y^j ^l't

^'h yh -^1

de ces mêmes points vérifient la condition

('23) ./•,.)-.,;,— ,/•,..)-/ ;•.. 4- .r.^VtZ,.-— ./,v,)',-^/+ .r,)-,.z,,~' .X/ ),:,.= o.

On pourrait encore, avec la plus grande facilité, établir les

théorèmes III et TV, en raisonnant comme il suit.

Soient toujours
X, y, f-

trois longueurs mesurées, à partir de l'origine, sur les demi-axes des

coordonnées positives, et % une autre longueur mesurée, à partir de

la même origine, dans une direction quelconque. Si Ton représente

par X, y, z les coordonnées d'un point situé dans le plan mené par

cette origine perpendiculairement à c, la première des équations (i5)

subsistera, quand on y remplacera u, c, (i:^' par x, y, z; /-part, et a,
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I), c par Xy y, z. On aura donc

(24) ^'cosyv, \) -^ ) cos\i, y) -h zcos\-L, y.) ^o.

Ajoutons que la formule (24), c'est-à-dire l'équation du plan mené par

Torigine perpendiculairement à t, se réduira simplement à

(25 ) ^;cos(^t, \) + r cos\i, y) = o,

si ce plan passe par l'axe des j, puisque alors, t étant perpendiculaire

à z, on aura

[t, /) = -, cos(t, y.) = 0. „

(]ela posé, pour que les deux points séparés de l'origine par les dis-

tances /• et v soient renfermés dans un plan qui passe par l'axe des j,

il sera nécessaire et il suffira que leurs coordonnées

a-,., r

mesurées sur les axes des x et y, vérifient deux équations semblables

à l'équation ('25), c'est-à-dire deux équations de la forme

(
.'r,.cos(^, x) + ivcos(t, y) = o,

Pareillement, pour que les trois points séparés de l'origine par les

distances r, v, t soient renfermés dans un même plan qui passe par

l'origine, il sera nécessaire et il suffira que leurs coordonnées

^'rj .1 / -•rj

•''".<
j» . ' .1} ^.1)

vérifient trois équations semblables à l'équation (24), c'est-à-dire

trois équations de la forme

c-r,. cosl^i^ xj + r,-c()s\^-t, y) -+- ZrCo?,\v, /.) =^0,

'^7) ^ ai, cosl^i, x) +,r., cos(^t, y) + z,, cos\v, /.) = o,

U.I COS \V;, xJ + Jt COS \v, y) -+- Zt COS \r., zj = o.



SI II LES KKSU LIANTES. 81

Or les trois angles

C\). U.y). (C^

ne pouvant être droits tous les trois, lorsque les coordonnées j;, j, j se

mesurent, comme on doit le supposer, sur trois axes non compris dans

un même plan, les cosinus de ces trois angles ne peuvent s'évanouir

à la fois; et, par suite, le système des formules (27) entraîne la condi-

tion (20).

VII. — Sitr les rcliilions qui ej.islenl entre les coefjlcienls des variables dans

les deur: espèces d^équations à V(dde desquelles on passe d/"unpremier

système de coordonnées rectilignes à un second^ et réciproquement.

Parmi les problèmes dont la solution introduit dans le calcul des

résultantes formées avec les coordonnées de deux ou trois points, on

doit remarquer une question d'ailleurs facile à résoudre, celle dont

l'objet est d'établir les relations qui existent entre les coefficients

renfermés dans les deux espèces d'équations à l'aide desquelles on

passe d'un premier système de coordonnées rectilignes à un second,

et réciproquement. Occupons-nous un moment de cette question et

des formules qui s'y rapportent.

D'après ce qui a été dit dans un précédent Mémoire (voir le

IIP volume), si l'on nomme

X, y, z les coordonnées rectilignes d'un point quelconque P, relatives

à trois axes rectangulaires ou obliques, menés par une cer-

taine origine 0;

X, y, z trois longueurs mesurées, à partir de cette origine, sur les

axes des x, y, z indéfiniment prolongés du côté des coor-

données positives;

X, Y, Z trois longueurs mesurées, a partir de la même origine, sur les

axes conjugués, c'est-à-dire sur trois nouveaux axes

respectivement perpendiculaires aux plans des y, z, des ^, x

et des X, y^

et si l'on représente par

a;,, j'„ z,, \„ y„ z„ X^, Y„ Z,,

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 11
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ce que deviennent

.r, r, 3, \, y, /., \, Y, 'A,

quand au système des axes donnés on substitue un nouveau système

d'axes, l'oris^ine restant la même, on aura

{ a-,=z a ,f -h b y -h c z,

(i) )r,= a'.v+h'r-\-r'z.,

( z, ^a"u- + b"y + c"z,

les valeurs des coefficients

a, b, c; a', b', c' ; a", b'', c"

étant fournies par les équations

>H^' ^') r __ cos(y, \,) _ 005(7-, X,)cos
a =

V^,, V,/ cos^x,;, X,j cos(.\,, X,j

. , , , cos(\. V,) cos(y, V,)
, cos(z, Y,)

(2) { a =z 7-7-

—

:-, b — \.. / ,j — \ /

„ cos
a =z

(j,, Y,) cos (y,, Y,) cos (y,, Y,)

\^, ^J ,_ ces (y, Z,) „_ cos(z, Z,)
^

{ ^\ \'
( -"S \

'

^ "~
( '^\ \^

\z,, Z,y cosl^/.,, Z,y cos^/.,, Z /

et, réciproquement,
l X= A X,+ A 'y,+ A"z„

( 3 )
}v=zJJx,+ B' y,+ Ji" z ,

( z=Cx,-hC'r,+ C"z.,

les valeurs des coefficients

y(, A', >i"; yy, /}', jr- c, c, C"

étant fournies par les équations

cos(x„ X) cos(x„ y) , cos(x„z)
-^i — :^

—

7:—r > -^-1 ^^^ ;

—

t.—r > ^ ^~~

;(x, X) cos (y, v) cos (/. z)

(4) ;

/y^-^|y£^'), //-z..""(>;^^), /r=^22i^-
{x, x) cos (y, \) cos(/., z)

(z,, x) ^, _ cos(z„ y) _ cos(z,, z)
^

(\, x) cos (y, y) cos(/., z)

cos

cos

cos
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D'ailleurs, la nature de ces divers coetficients est facile à reconnaître;

et, d'abord, en vertu des formules (i), les coefficients renfermés dans

une même ligne verticale du tableau

( a, b, c,

(5) j
«', h', c',

( a", b", c"

représentent évidemment ce que deviennent les coordonnées

œ„ y,, z-,

du point P, quand on a réduit l'une des trois variables

à l'unité, et les deux autres à zéro, c'est-à-diro, en d'autres termes,

quand on fait coïncider le point P avec l'extrémité de Tune des lon-

gueurs

réduites à l'unité. Pareillement, en vertu des formules (3), les termes

renfermés dans une même ligne verticale du tableau

/ A, A', A",

(6) } B, B', B",

( C, a, C"

représentent ce que deviennent les coordonnées

w, y, z

du point P, quand on fait coïncider ce point avec l'extrémité de l'une

des longueurs

réduites à l'unité. Ainsi, les divers coefficients renfermés dans les

équations (i) et (3) se réduisent aux projections algébriques que l'on

obtient quand on projette les longueurs x, y, z réduites à l'unité, sur

les directions x,, y,, z,, à Taide de plans perpendiculaires aux directions

X, Y, Z, ou les longueurs x,, y,, z, réduites à l'unité, sur les directions
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X, y, z, à Faidc de plans perpendiculaires aux directions X, Y, Z. Cette

seule remarque fournit un moyen simple de retrouver aisément et de

reproduire à volonté l'une quelconque des formules (2) ou (4). Kn

effet, si l'on désigne par
/•, s, t

trois longueurs, dont chacune se mesure dans une direction déter-

minée, la projection algébrique de /• sur ^, effectuée à l'aide de plans

perpendiculaires à l, sera {^voir le IIP volume, p. i4o) ( '

)

_
cos(/-, l')

cos(,ç, l)

Donc, si la longueur r se réduit à l'unité, sa projection algébrique sera

représentée par le rapport

cos y/-, t)

(]ela posé, le coefficient a, par exemple, n'étant autre chose que la pro-

jection algébrique de x sur x,, effectuée à l'aide de plans perpendicu-

laires à X,, et correspondante à la valeur i de x, on aura nécessairement

coslx, X,)
a = 1~-^— ^

cos\x,, \,j

et l'on pourra, de la même manière, en s'appuyant sur la remarque

ci-dessus énoncée, reproduire isolément chacune des formules com-

prises dans le système des équations (2) ou (4).

D'autre part, chacune des formules (3) doit nécessairement coïncider

avec l'une de celles que l'on peut obtenir en éliminant deux des coor-

données X, y, z entre les formules (i); et, réciproquement, chacune

des formules (i) doit coïncider avec l'une de celles que Ton obtient en

éliminant deux coordonnées x,, y,, z, entre les formules (3). Il y a

plus : cette coïncidence doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs

attribuées aux variables x^ y, z ou x,, y„ z,\ ce qui exige que les

coefficients de x, y, z soient les mêmes dans les valeurs de x,, y,, z,

(') Œuvres de Cmicliy, Série II, t. XIll. p. ifjy.
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que donnent les formules (i), et dans celles que l'on tirerait des

formules (3), Donc les neuf coefficients

«, b, r, a', b', c', a", b" , c"

peuvent être exprimés en fonction des coefficients

A, B, 6', A', B', C, A", B", C"
;

et, réciproquement, chacun de ceux-ci peut être exprimé en fonction

des neuf autres. En effectuant le calcul, et posant pour abréger,

(7) A- = ab'c" — ab'c' + a'b"r — a' bc" + a" bc' — a"b'c,

( 8 )
A=Arr C"- A B" c+ A ' B" C - A ' BC"+ A "BC- A " B' 6',

on trouve (î;o/;* le IP volume, p. 172)0

(9)

et

v^
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l'on rapporte la position d'un point quelconque aux axes coordonnées

des X, y, z. Enfin, si dans chaque résultante on fait entrer, non plus

les neuf coordonnées de trois points mesurées sur trois axes différents,

mais les quatre coordonnées de deux de ces points mesurées sur deux

de ces axes, alors, à la place de chacune des résultantes

k el A,

on pourra obtenir neuf résultantes diverses, qui seront précisément

les numérateurs des fractions comprises dans les formules (9) ou (lo).

Donc chacune des formules (9), (10) qui servent à exprimer les coef-

cients

A, B, 6', /!', li\ C, A", //", G"

en fonction des coefficients

a, h, c, a', h', (', a", h", c",

et réciproquement, a pour second membre le rapport entre deux

résultantes à deux et à trois directions, construites avec les coordon-

nées de deux ou trois points. Ajoutons que la valeur de chacune de ces

résultantes pourra être aisément déduite des formules établies dans le

paragraphe V. Ainsi, par exemple, en vertu de la formule (28) du

paragraphe V, la résultante K des coordonnées des points L, M, N,

mesurées sur les axes des -x-, y, j, offrira une valeur numérique déter-

minée par l'équation

le mouvement de rotation de x en y autour de z étant considéré comme

direct, en sorte qu'on ait

(x, y, z)r=i.

Alors, aussi, en vertu de la fornjule (25) du paragraphe V^ la résul-

tante

A'B"-A"B'

des coordonnées des points L, M, mesurées sur les axes des x et y,
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offrira une valeur déterminée par l'équation

Or les formules (ii), (12), et autres semblables, fourniront évidem-

ment un moyen facile de vérifier les équations (10). S'agit-il, par

exemple, de vérifier la dernière de ces équations? On commencera

par observer qu'en vertu des formules (1 4) et {ib) du paragraphe 1, on

a, en supposant aigus les angles (/, Z), (z, Zj,

I

\, y, /.
I

ziz:
I

\, y
I

C<)s( /., Z ) ,

I

\,, y,, /,
I

=
I

\,. V,
I

cos \y.,, Z,)
;

et, par suite, dans tous les cas possibles,

[^^ }' ''
I

= /"!'
"^Z ./, (

-^> y
I

cos(/, z ) =z (x, y, Z) [x, y] cos(/,, z),

Donc la formule (i i) pourra s'écrire comme il suit :

(x„ y„ Z,) [x„ y,] cos(/.,, Z,)
(i3)

(x, y, Z) |x,y| //\\
^ -' ^ ' ^

"1 cos Vz. Zj

Gela posé, il suffira évidemment de combiner entre elles, par voie de

division, les équations (12) et (i3), pour obtenir la formule

A'B"- A"B' iCz)
K ~

cos (Cz,)

ou, ce qui revient au même, eu égard à la dernière des équations (10),

la formule
A'B"- A'B' _ „

" T """'

qui coïncide précisément avec la dernière des équations (10). On pour-

rait, de la même manière, à l'aide des formules établies dans le para-
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graphe V, vérifier chacune des équations (9) ou (10). Enfin, on pour-

rait encore vérifier ces mêmes équations, après y avoir substitué les

valeurs des divers coefficients tirées des formules (2) et (4), h l'aide

des formules générales que nous avons établies dans le para-

graphe IV.

Il est bon d'observer que le système des équations (9), peut être

remplacé par la seule foruiule

(''0
B C

h'
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X, j, z, dont chacun offrira deux valeurs nulles et une valeur

égale à i. Cela posé, des équations (3), appliquées aux coor-

données des trois points 1, m, n, on déduira évidemment les neuf for-

mules

[ Aa+A'a'+A"a"='i, Ah+A'b'+A"b"= o. Ac+A'c'-^A"c"= o,

(iG) ] Ba+B'a'+B"a"= o, Bb -\-n'b'+B"b"=i, Bc+B'c'+B"c"= o,

i Ca-{-C'a'+ C"a"= o, Cb +C' b'+C" b"= o, Ce -f-C c'+C" c"=j .

Si, au contraire, on fait coïncider successivement le point P avec les

extrémités L, M, N des trois longueurs

réduites à l'unité, on déduira successivement des équations (i) les

neuf formules

lAa +Bb + Cc= i, A'a+B'b+ C'c= o, A"a+B" b + C"c=o,

(17) < Aa'+Bb'-\-Cc'=o. A'a'-\-B'b'^C'c'=i, yi"a'-i-B"b'+ C"c'= o,

{ Aa"^Bb"+Cc"=o, A'a"+B'b"+C'c"z=o, A"a"-{-B"b"+C"c"= i.

On pourrait, avec la plus grande facilité, déduire des équations (16)

ou (17) les formules (9) et (10). Veut-on, par exemple, déduire des

équations (17) les équations (9), ou, ce qui revient au même, la for-

mule (i4)? Il suffira de prendre pour inconnues les coefficients ren-

fermés dans le tableau (6), et de déterminer simultanément les trois

coefficients compris dans une même colonne verticale de ce tableau.

Ainsi, en particulier, les équations (17) donneront

Aa^Bb + Cc= i, Aa'+Bb'+Cc'z=io, Aa"+ Bb"+ Cc"=o,

et l'on tirera de celle-ci, en faisant d'abord abstraction de la pre-

mière,
A li C

b' c"— b"c' r' a" - f'a' ^
a' h" - a" b' '

puis, ensuite,

A B C
b'c" - b"c' c'a"- c"a' ~ a' b"— a" b'

Aa -{- Bb -f Ce i

""
a{b' (•' ~ b" <' ) + /y(r'«" - v"a') -\ r{a'b" a b' )

~ /

ai livres de C. — S. 11, l. XIV. 12
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On prouvera, de même, en partant des équations (17), que chacune

des fractions comprises dans la formule (i4) se réduit à p et généra-

lement on pourra, du système des équations (16) ou (17), dédnire à

volonté, ou la formule (i4), ou la formule (25). D'ailleurs, pour effec-

tuer cette déduction, il suffira de s'appuyer, comme on vient de le

faire, d'une part sur la formule à laquelle on parvient quand on éli-

mine une seule inconnue entre deux équations linéaires qui renferment

trois variables, sans aucun terme constant, et, d'autre part, sur ce

principe, que la valeur commune de plusieurs fractions égales ne dif-

fère pas du résultat qu'on obtient, quand, après avoir transformé

chaque fraction en multipliant ses deux termes par un même facteur,

on divise la somme des numérateurs par la somme des dénominateurs.

Ce qu'on vient dédire prouve encore que le système des équations (17)

est équivalent au système des équations (16). Chacun de ces systèmes

peut certainement être remplacé par l'autre, puisqu'il est démontré

que chacun d'eux peut être remplacé à volonté ou par la formule (i 4),

ou par la formule (i5).

Si l'on voulait, non plus tirer des équations (16) ou (17) les for-

mules (14)5 (i5)i ou, ce qui revient au même, les équations (9) et

(10), mais effectuer l'opération inverse, et revenir des équations (9),

(10) aux équations (16) et (17), il suffirait évidemment de combiner

par voie d'addition les formules (9) et (10), après avoir multiplié les

deux membres de chacune d'elles par un facteur convenablement

choisi.

Observons encore que, si l'on applique le théorème sur les produits

de résultantes au système des équations (16), ou au système des équa-

tions (17), on en tirera, eu égard aux formules (7), (8),

(18) kK= i.

On arriverait aussi à la même conclusion, en partantde l'équation (1 1).

En efl'et, cette équation, qui suppose que l'on considère comme direct

le mouvement de rotation de x en y autour de z, et que l'on a en con-

séquence (x, y, z)=:i, peut être, pour plus de généralité, présentée
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sous la forme

(x., y„ z,) \x„ y„ /.,]

(19) '^=-, r ~i T'
(\, y, z)

I

\, y, z
I

et s'étend, sous cette dernière forme, au cas même où, la position d'un

point quelconque étant rapportée aux axes des j:-, y, ; on considérerait

comme direct, non plus le mouvement de x en y autour de z, mais le

mouvement de x, en y, autour de z,. D'ailleurs, en échangeant entre

eux les deux systèmes d'axes, on obtiendra évidemment, à la place de

la formule (19), la suivante :

(x, y, z) [x, y, z]
_

(•20)
(\,, y,, z,)

I

X,, y,, z,
I

'

et il est clair que des formules (19), (20) on peut immédiatement

déduire l'équation (18).

Si les deux systèmes d'axes coordonnés présentent chacun trois axes

perpendiculaires l'un à l'autre, on aura

x,y,, z|=:[, |x„y„z,|=z^

et, par suite, les formules (19), (20) donneront

(x„ y„ z,) ^_ (x, y, z)

(x, y, z) (x,, y„ z,)

ou, ce qui revient au même,

(21) A' = /. = (x, y, z)(x„ y„ z,).

Donc, alors, chacune des résultantes k, K se réduira simplement à

l'unité, si les mouvements de rotation de x en y autour de z, et de x, en

y, autour de z,, sont de même espèce, et à — i, dans le cas contraire.

Alors aussi les diverses formules établies dans ce paragraphe se con-

fondront avec les formules connues qui se rapportent à la transforma-

tion des coordonnées rectangulaires, et qui ont été rappelées dans un

précédent Mémoire (voir le II*" volume, p. 278) (
'

).

Nous renverrons à un autre Mémoire la recherche des lois suivant

(') (fuivrex (le Caucliy, Série 11, L. XII, [). 3 10.
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les([uelles les neuf coefficients renfermés dans les équations (i) et (3)

dépendent de la forme des deux angles solides qui ont pour arêtes,

d'une partx, y, z, d'autre part x,, y,, z,, et de trois constantes propres

à déterminer la position de l'un de ces angles solides par rapport à

l'autre

Observons, en finissant, que les formules (i6), (17), (18) peuvent

être étendues au cas général où, à la place des équations (i) et (3), on

considérerait deux équations de la même forme, mais relatives à deux

systèmes de variables, dont le nombre serait le même dans les deux

systèmes, et d'ailleurs aussi grand que l'on voudrait. Effectivement,

les formules (22) de la page 176 au IF volume ('), qui se rapportent à

deux systèmes d'équations semblables aux équations (i) et (3), se

trouvent remplacées par d'autres formules du même genre, quand on

échange entre eux les coefficients qui occupent les mêmes places dans

les deux systèmes d'équations; et, par conséquent, on peut, dans le

cas général, obtenir deux systèmes de formules analogues aux for-

mules (iG) et (17 V Ajoutons que la formule (18) se trouve comprise,

comme cas particulier, dans la formule (24) de la page citée.

(') Œuvres (le Cauchj^ Série II, l. XII, p. .ioo.



MEMOIRE

SUR L/V

THÉORIE DES ÉQUIVALENCES ALGÉBRIQUES

SUBSTITUÉE A LA THÉOHIE DES IMAGINAIRES

I^RILIMINAIRIS.

Les géomètres, surtout ceux qui s'efforceut de contribuer aux pro-

grès des sciences mathématiques, ont été quelquefois accusés de

parler une langue qui n'a pas toujours l'avantage de pouvoir être faci-

lement comprise, et de fonder des théories sur des principes qui

manquent de clarté. Si une théorie pouvait encourir ce reproche, c'était

assurément la théorie des imaginaires, telle qu'elle était généralement

enseignée dans les Traités d'Algèbre. C'est pour ce motif qu'elle avait

spécialement fixé mon attention dans l'ouvrage que j'ai publié, en

1821, sous le titre d^Analyse algébrique, et qui avait précisément pour

but de donner aux méthodes toute la rigueur que l'on exige en géomé-

trie, de manière à ne jamais recourir aux raisons tirées de la généralité

de l'Algèbre. Pour remédier à l'inconvénient signalé, j'avais considéré

les équationsimaginairescommedes formules symboliques, c'est-à-dire

comme des formules qui, prises à la lettre et interprétées d'après les

conventions généralement établies, sont inexactes ou n'ont pas de sens,

mais desquelles on peut déduire des résultais exacts en modifiant et

altérant, selon des règles fixes, ou ces formules, ou les symboles

qu'elles renferment. Cela posé, il n'y avait plus nulle nécessité de se

mettre Tesprit à la torture pour chercher à découvrir ce que pouvait
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représenter le signe symbolique y— i, auquelles géomètres allemands

substituent la lettre i. Ce signe ou cette lettre étail, si je puis ainsi

m'exprimer, un outil, un instrument de calcul dont l'introduction dans

les formules permettait d'arriver plus rapidement à la solution très

réelle des questions que l'on avait posées. Mais il est évident que les

théories algébriques deviendraient beaucoup plus claires encore, et

beaucoup plus faciles à saisir, qu'elles pourraient être mises à la portée

de toutes les intelligences, si l'on parvenait à se débarrasser complè-

tement des expressions imaginaires, en réduisant la lettre i à n'être

plus qu'une quantité réelle. Quoiqu'une telle réduction parût invrai-

semblable et même impossible au premier abord, j'ai néanmoins

essayé de résoudre ce singulier problème, et, après quelques tenta-

tives, j'ai été assez heureux pour réussir. Le principe sur lequel je

m'appuie semble d'autant plus digne d'attention, qu'il peut être

appliqué même à la théorie des nombres, dans laquelle il conduit à des

résultats qui méritent d'être remarqués. Entrons maintenant dans

quelques détails.

1. — Sur les équivalences arithméliqaes et algébriques.

Lorsque deux nombres entiers /, m, étant divisés par un troi-

sième /i, fournissent le même reste, ils sont dits congrus on équivalents,

suivant le module ou diviseur n. Pour indiquer cette circonstance, on

peut écrire, avec M. (jauss,

(c) l ;^ ni { inod /i).

Pareillement, si <^(^'), '/X-^')
représentent deux polynômes en œ, ou,

en d'autres termes, deux fonctions entières de a;, qui, étant divisées

algébriquement par un troisième rô(^), fournissent le même reste, on

peut dire que ces polynômes sont équivalents entre eux, suivant le

module ou diviseur gi(j7), et indiquer cette circonstance, comme l'a

fait M. Kummer, en écrivant

(a) (f{j^)^x(^') [modu^ij:)].
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On doit donc distinguer deux espèces d'équivalences, qui pourront

être appelées, les unes arithmétiques y les autres algébriques, une équi-

valence arithmétique étant celle qui indiquera l'égalité des restes de

deux divisions arithmétiques; tandis qu'une équivalence algébrique

indiquera l'égalité des restes de deux divisions algébriques, le diviseur

arithmétique ou algébrique demeurant le même dans les deux divi-

sions successivement effectuées.

Pour introduire cette distinction dans les formules, et faire en sorte

que les équivalences algébriques ne puissent être confondues ni avec

les équivalences arithmétiques, ni avec les équations proprement

dites, j'aurai recours à un nouveau signe; et quand il s'agira

d'exprimer une équivalence algébrique, alors, dans le signe qui

s'applique aux équations, c'est-à-dire dans le signe = formé de deux

traits rectilignes superposés, je remplacerai le trait supérieur, non

plus par deux traits rectilignes distincts, comme on le fait dans le cas

oùl'on veut exprimer une équivalence, mais par un crochet trapézoïdal,

ou bien encore par un trait recourbé en arc de cercle, en réservant

toutefois ce dernier signe, ainsi que je l'expliquerai dans le para-

graphe II, pour le cas spécial où le polynôme vn(^x) se réduit à un

binôme de la forme x'^-^i. De plus, pour éviter toute méprise, et

attendu que le mot module a reçu dans la langue analytique un grand

nombre d'acceptions diverses, je donnerai la préférence au mot divi-

seur, quand il s'agira de nommer le polynôme par lequel on doit effec-

tivement diviser les deux membres d'une équivalence algébrique. Par

suite, quand j'écrirai le polynôme entre parenthèses à la suite d'une

équivalence, je le ferai précéder, non plus des trois lettres initiales

mod.y mais des trois lettres initiales div. Cela posé, la formule

(3) 9(x)-X(.r) |div^(.^-)|

exprimera que les deux polynômes 9(a;) et /(^) sont équivalents entre

eux, suivant le diviseur ^{x), ou, en d'autres termes, que les deux

polynômes, divisés algébriquement par ^{x), fournissent le même

reste. Cette équivalence pourra donc toujours être remplacée par une
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équation de la forme

(4) o{.T) = x{.r)-]~ n^(a:),

Il désignant une fonction entière de x.

Il est aisé de voir que des équivalences algébriques, quand elles

sont toutes relatives au même diviseur, peuvent être, aussi bien que

des équivalences arithmétiques, combinées entre elles par voie d'addi-

tion, de soustraction et de multiplication. Ainsi, par exemple, si, en

prenant uj^cc) pour diviseur algébrique, on désigne par

9(^-). 9,(.r). 9i{-f-), •••• /.(f), /..(•'^•). xA^f'), •••

diverses fonctions entières de .r, les formules

(5) (^{.i-)^x{.v), cp,(.r):=:x.(-^')' c?,(a,-):=-:x,(.7')

entraîneront les suivantes :

(6) cp(.^) + <p,(^;) + o,(^;) +.
. .^xM + Xi(*') + Xî(-*0 +• • •.

(7) (p(.r) 9i(.r) 9.(.r). . .^^xi'^') 7j i-'^) XA-t-)- • ••

Effectivement, les formules (5), présentées sous la forme d'équations

véritables, deviendront

(8)

II, «,, II.,, . . . étant des fonctions entières de x. Or des formules (8)

combinées entre elles par voie d'addition et de multiplication, on

tirera

(9) ?(*) + ?)(•*) •+• 9ti^') -^ • • — Xi'^') -^ Xri^') + X2 (*)+• • .+ Uct(.X'),

et

(10) <p(^) cp, {oj) cpj(^-)- • .= Z(-^') Xi (*') X'-i"^')- • •+ V m{a;),
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U, V étant des fonctions entières de a- déterminées par les formules

U =z K -h ff
^ -h ff j.

-\- . . . .

V = uii^n.. . .{Tn{.t')\"~^

+
[
//, (t^. . .X(.-r) + (/f(.,. . ./_, (.r) + ii((^. . .-/^.{.r) +. . .

|

[cT(.r)|"--

+
+ " 7.1 ('^'^ XM') '•+ ll^yX^^) Z-.

(•^) • • • H- "t ïS-i-) 7j ("f')
• • • •

Or la fonction entière ct(^) étant prise pour module, les équations (9),

(10) peuvent être présentées sous les formes (6) et (7). Ajoutons que

si, dans la formule (7), on suppose les fonctions o(x)y o^{x)^ OoC^)

égales entre elles, on aura, en désignant par m le nombre de ces fonc-

tions,

(11) [9(^-)]'"— fx('^')J'".

De la formule (11) comparée à la formule (3), il résulte que, sans

altérer une équivalence algébrique, on peut élever ses deux membres

à la m}'""'" puissance, quel que soit le nombre entier m.

Lorsqu'on a fait passer dans le premier membre d'une équivalence

algébrique tous les termes que renfermait cette équation, elle se

réduit à la forme

(1^.) f(./')^o |(livn7(.r)|,

î{x) étant une fonction entière de x. Supposons maintenant que, la

fonction u>{x) étant du degré n, on nomme

le reste de la division algébrique de Ux) par ui{x). L'équivalence (12)

pourra être présentée sous la forme

(i3) fo+f-|oC + ...+ r-„_,,r"--+c„_,.r"-i = o.

Or, comme l'équation (1,)) devra subsister, quel que soit x, on en

tirera, en posant .i==o,
r-„=o.

On aura donc encore

e, .r + . . . + c„_i,r"--+ e„_i .r"-' = o
;

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. i3
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puis, en divisant par ^r,

Cette dernière équation devant elle-même subsister, quel que soitcT

on en tirera

c,= o
;

et, en continuant de la sorte, on finira par reconnaître que la for-

mule (i3) entraine avec elle n équations distinctes, savoir,

(l'i) '"0=0. r^=ZO, ..., 6'„_2— O, Cn-i^=0.

Donc, lorsque le diviseur ui{x) est une fonction entière du degré n,

une équivalence relative à ce diviseur entraîne avec elle n équations,

qu'on obtient en divisant le premier membre par ui{x), après avoir

fait passer tous les termes dans ce premier membre, et en égalant

ensuite à zéro les coefficients des diverses puissances de x comprises

dans le reste de la division effectuée.

Pour montrer une application très simple des principes que nous

venons d'établir, considérons en particulier le cas où le diviseur 07(07)

se réduit au binôme x" — i. Gomme ce binôme divisera la différence

quel que soit d'ailleurs le nombre entier m, on aura généralement

(i5) a;-'""— 1 :=: o (div.r"— i),

OU, ce qui revient au même,

(16) ^'""^i;

puis en multipliant les deux membres de la formule (16) par x\ on en

tirera, pour des valeurs entières quelconques de /et de m,

(17) œ""'+''=ix'.

Si, dans cette dernière formule, on attribue successivement à / les

valeurs
i, 2, 3, ..., n — i,
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on en tirera

(i8)

X,

le diviseur étant toujours le binôme x"— i . Soit maintenant

(19) {{jc) = «„+ UyX -{- a,Jc--{-. . . + «„.f"4- a„^i.r"+' + . . . H- a._,iX-" -{- . . .

une fonction entière quelconque de x. Comme en vertu de la for

mule (17), on aura généralement

l'équation (19) donnera

(20) f(^')^=^^0+ ««+ «2/i+- • •

+ (ai + «„^,+ «i„^,+ ...)•*

H- (a^+ a„ +-jH- a._,„ ,^,+ . . . ) ci'-

+ (a„_i + «.,„_! + . . . )
^•"-' (div .f" — i).

Cette dernière formule fait connaître immédiatement la fonction

entière de x du degré n— i, qui représente le reste de la division

algébrique de f(^) par le binôme x"— i . On peut d'ailleurs étendre la

formule (20) au cas où, le second membre de l'équation (19) étant

composé d'un nombre infini de termes, la fonction ïix^ serait, en

vertu de cette équation même, la somme d'une série convergente

ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de la

variable x.

Considérons encore le cas où le diviseur se réduirait au binôme

x"-\r I, Comme ce binôme divisera la différence

.f'""— (— i)'",

quel que soit d'ailleurs le nombre entier m, on aura généralement,

pour des valeurs impaires de m,

(21) .^^^"'«4_i--^o {d'w x"-\-i),
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ou, ce qui revient au même,

(22) .v""'^=l—i,

\' '

'

et, par suite,

(23) ,f""'-'-'-r:^u-',

/étant un nombre entier quelconque. On trouvera, au contraire, pour

des valeurs paires de m,

(24 ) ^""'— I :=: o (div ./;"+ I ),

ou, ce qui revient au même,

(25) ^-'""^i,

et, par suite,

(26) .t""'^'-=r:.v'.

Ceh posé, il est clairqu'en prenant pourdiviseur le binome^"+ i, on

déduira de l'équation (19), jointe aux équivalences (2,3) et (^26), non

plus la formule (20), mais la suivante :

(27) f(.r)^:-'rt„— a„+ «7.,,, — . . .

+ (rt, — (7„.,l +rt,„,., —...).C

+ («2 — (7„ ,-. 4- «Tï/M ••
— • • • )

•^•-

4-

+ (a„_, — a,„_, +. . .
)/"-' (dlv.i-"+ i).

Cette dernière équivalence fait immédiatement connaître la fonction

entière de x du degré n — 1, (|ui représente le reste de la division

algébrique de ï(x) par le binôme 0^"+ i.

Il, — Substitution des équivalences algébriques au.r équations imaginaires.

Dans la théorie des équivalences algébriques substituée à la théorie

des imaginaires, la lettre i cessera de représenter le signe symbo-

lique \ — I, (jue nous répudierons complètement, et que nous pouvons

abandonner sans regret, puisqu'on ne saurait dire ce que signifie ce
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prétendu signe, ni quel sens on doit lui attribuer. Au contraire, tiôirs*

représenterons par la lettre « une quantité réelle, mais indéterminée;

et, en substituant le signe :^ au signe =, nous transformerons ce

qu'on appelait une ('(/nation imagindirc en une équivalence algébrique,

relative à la variable / et au diviseur i- + i . D'ailleurs, ce diviseur res-

tant le même dans toutes les formules, on pourra se dispenser de

l'écrire. 11 suffira d'admettre, comme nous le ferons elTectivement,

que le signe :^L indique toujours une équivalence algébrique relative

au diviseur r -h i . Cela posé, on passera sans peine des équations qui

renferment une variable réelle aux équivalences qui devront rem-

placer les é(|uations imaginaires. Et d'abord, comme le binôme

i-+ 1

divisera généralement la différence

/-'"— (— i)'",

quel que soit le nombre entier m, on en conclura

(i) /-'"— (— i)"':rio,

ou, ce qui revient au même,

puis, en multipliant par / les deux nombres de la formule (iG), on

trouvera encore

(3)
«-'"^^ ^(— i)'"/.

Par suite, si l'on remplace successivement le nombre entier w par le

nombre pair im, et par le nombre impair im-\-\, on tirera des for-

mules (2) et (3),

Eu égard à ces diverses formules, si l'on nomme i{i) une fonction

entière de i déterminée par l'équation

( 5

)

f ( /') = ay + a, /' -+- «._,
/-

-f- a- r -h «,, /* + a- r'-\- . . .,



it)2^ MÉMOIUK SIR LA THÉORIE

.^ : t ..r
.Q^i^ 'atira encore

(6) f(/) "^- a„— a.+ ^', — «6+ - • •+ ('^i — ^;i+ «.", — «7 + • • •) '•

Observons, au reste, qu'on pouvait déduire immédiatement les équiva-

lences (4) et (()) des formules (28), (26), (27) du premier paragraphe

en remplaçant dans ces formules le nombre n par le nombre 2, et la

lettre x par la lettre i. Observons, de plus, que la formule (G) peut

être étendue au cas où, le second membre de l'équation (6) étant

composé d'un nombre infini de termes, la fonction f(^i') serait, en vertu

de cette équation même, la somme d'une série convergente ordonnée

suivant les puissances ascendantes et entières de la variable i.

Si la fonction f(/) est le produit de deux facteurs linéaires

a + fi /, y + ô /,

il sera facile de la développer suivant les puissances ascendantes de i.

On aura, en effet,

(7) (a + pi) (Y + r}/) = ay + (aâ + j3y) / + pài-
;

et, de même que l'équation (5) entraîne l'équivalence (()), de même

l'équation (7) entraînera la formule

(8) (a + ,5 /) (y + oi) .-: ay — pè + (aâ + ;3y) /.

Si, dans l'équivalence (7), on réduit le binôme y+ oi-A la forme a— ^i,

elle donnera

(9) (a-t-,3/)(a-,5/)_-ia--+[3^

Ajoutons que, si dans la formule (^8), on change le signe de la

variable /, on trouvera

(10) (a - 3/) (y - ai) ^ ay - ;5ô - (ao + [3y) /.

Enfin, si l'on combine entre elles, par voie de multiplication, les équi-

valences (8) et (10), on en conclura, eu égard à la formule (9),

(11) (a^+ ^^) (y^+ ô^) :-. (ay - poy-+ {ud + py)\
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D'ailleurs, les deux membres de la formule (ii) étant indépendants

de /, coïncident avec les restes qu'on obtient, en les divisant algébri-

quement par i^-\-i. Donc le signe ::=i:, employé pour indiquer l'égalité

des restes, pourra être remplacé, dans la formule (i i), par le signe =,
et cette formule pourra être réduite à l'équation

(12) (a-+ p"-) {y- -^ d-) = {ar — ^dy- -h {ad -\- .Sy)-,

qui, lorsqu'on attribue des valeurs entières aux quantités a, 3, y, o,

fournit, comme l'on sait, la proposition suivante :

iSV l'on imilliplie l'un par l 'autre deux nombres entiers dont cJiacun soit

la somme de deux carrés^ le produit sera encore une somme de deux

carrés.

On vient de voir que, dans la formule (^ii), on peut remplacer le

signe '^^ par le signe =. En général, comme dans toute équivalence

relative au diviseur «'"H-i, le signe '^=1 indique l'égalité des restes

qu'on obtient en divisant deux fonctions entières de «par /*+ i, il est

clair que si les deux membres de Vêquividence se réduisent à des fonc-

tions linéaires de i. on pourra remplacer encore le signe :^r: par le

signe =, et réduire ainsi l'équivalence proposée à une équation véritable.

Considérons maintenant l'une quelconque des équivalences algé-

briques ([ui se rapportent au diviseur i- -h i . Si, après avoir fait passer .

tous les termes dans le premier membre, et réduit ainsi l'équivalence

proposée à la forme

('3) f(0-.o,

on nommec„-i-C|ne reste de la division algébrique de f(Opar r-j-i,

l'équivalence (i3), transformée en une équation véritable, pourra

s'écrire comme il suit :

(i^) ro+c, / o.

D'ailleurs, l'équation (i4) devant subsister, quel que soit i, on en

tirera d'abord, en attribuant à i une valeur nulle.

(i5) r,= ,,
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De plus, de la formule (i4), jointe à la formule (i5), on tire, quel

que soit i,

<••, / =: O,

et, par conséquent,

(i6) c,= o.

L'équivalence (i3), substituée à une équation imaginaire ([uelconque,

entraînera donc toujours avec elle deux équations réelles (i5) et (lO),

que Ton obtiendra en égalant à zéro la partie constante et le coeffi-

cient de i, dans le reste de la division ï{i) par i'-'H-i. Les deux

équations réelles dont il s'agit sont précisément celles que l'on consi-

dérait comme pouvant être symboliquement représentées par

l'équation imaginaire à laquelle nous avons substitué Téijuiva-

lence (i3).

III. — Lisrige des équivalences algébriques dans la trigonométrie

et dans ranalyse des sections angulaires.

Si, dans la formule (8) du paragraphe précédent, on remplace les

binômes
oc + 5 /, y + ô /

par des binômes de la forme

cos^' -4- /sin.?', cos) + /sin )',

elle donnera

(cos^ -H ismx) (cosj- + /sin >) :r; cos^cos )' + sin^sin}'

H- /(sin^cosj + sinr cos^),

OU, ce qui revient au même,

(i) (coScT + < sinj;) (cosj + /sinj) :rl co%{x -i- r) -f- i%in{ûo + y).

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème L — Pour obtenir une expression équivalente ^ suivant le

diviseur i' -{- i, au produit dUin binôme de la forme

co%or ~\- i^mx
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par le binôme semblable dans lequel celui-ci se transforme quand on

remplace x pary^ il suffit de remplacer^ dans le premier binôme^ Varc x

par la somme x -\- y.

Corollaire. - Si, après avoir obtenu la formule (lo), on multiplie les

deux membres de cette formule par un troisième binôme de la forme

COS3 -i- /sine,

alors, en ayant égard au théorème énoncé, on trouvera

(cosj" + / sin.ï') (cos )' + / sin )-) (cos ô + / siii ::)

:^ cos(.7' H- }' + c) H- / siii(d:' H- )' + z).

Il y a plus; en opérant plusieurs fois de semblables multiplications,

on déduira évidemment du premier théorème la proposition suivante :

Théorème U. — Pour obtenir une expression équivalente^ suivant le

diviseur i-+ i , au produit du binôme

cosx + /sin^

par les binômes semblables dans lesquels celui-ci se transforme quand on

remplace x par y ou par z, . .
.

, il sufjit de j-emplacer dans le binôme

proposé rare x par la somme

Corollaire. — Si, dans le théorème II, on suppose les arcs J7,j, j, ...

tous égaux entre eux, alors, en désignant par n le nombre de ces arcs,

on verra leur somme se réduire au produit nx, et l'on obtiendra la

proposition suivante :

Théorème III. — Si Von divise la «'^""^ puissance du binôme

Qu'à x-\-i'!>'\nx par r+ i, le reste de la division sera co^nx 4- ismnx.

Tel est, dans la théorie des équivalences algébriques, l'énoncé du

théorème de Moivre. Ajoutons qu'en vertu des conventions adoptées, ce

théorème sera exprimé analytiquement par la formule

{->.) (cosd" + / si 11 5- )".'^ cos/ia- -h /sin«^,

Œui'res de C. — S. II. t. XIV. i4
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Voyons maintenant quelle est l'équivalence algébrique qui doit être

substituée à la relation découverte par Euler, entre les sinus et cosinus

et les exponentielles imaginaires.

On prouve aisément que Texponentielle e'' peut toujours être déve-

loppée en une série convergente ordonnée suivant les puissances

ascendantes de œ, à l'aide de la formule

(3) e-=zi
I 1.2 1.2.3

en vertu de laquelle <?' peut être considérée comme une l'onction

entière de x, composée d'un nombre infini de termes.

D'ailleurs, si, dans la formule (3), on remplace x par ix, on en

tirera

(4) e"'—i+-i-\--— i"--\ t'''+^ 11.21.2.3

Cela posé, la formule (G) du paragraphe précédent donnera

a-- x' .
/./• ./•'

( D

)

e'--- I - —- + _...+ /

1.2 1 . 2 . 3 . /| *
' ' \ r 1.2.3

Mais, d'autre part, on établit aisément les équations

X-
cos.r =^ 1

1 . 2

(6) { X
sin X =. —

I 1 . 2 .

3

Donc la formule (5) donnera simplement

( ^ )
e'*-' :r; cos.r + / sin .r,

et l'on pourra énoncer la proposition suivante :

Théorème IV. — Si Texponentielle e", développée suivant lespuissances

ascendantes de i, et considérée, dès lors, comme une fonction entière

de i, est divisée algébriquement par le binôme r+ i , le reste de la

division sera précisément le binôme

cos.i' + /sino^'.
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Tel est, dans la théorie des équivalences algébriques, l'énoncé du

théorème d'Euler, qui, d'ailleurs, se trouve implicitement renfermé

dans la formule (7).

Il importe d'observer que la transformation des formules de Moivre

et d'Euler en équivalences algébriques n'empêche point de tirer de

ces formules toutes celles qu'on en déduit ordinairement. Ainsi, par

exemple, veut-on tirer de la formule (^2) les valeurs de cosnx et de

s'mna; exprimées en fonctions entières de sin^r et de cosj?? Il suffira

d'observer qu'en vertu des formules (5), (6), du paragraphe II,

l'équation

(a-\- bi)"=a"+ ua'>-^ ht H ^ «"--//'/-+ . . .

entraînera l'équivalence

(8) (a + hiy^a"— 'LJ!-Zlla"--^h- -\- . . .

/ , n{n ~ i){n — 2) ., , ^ \
( /m"-' ^ ^ ' a"— />-+ ...)

et, qu'eu égard à cette dernière, dans laquelle on peut remplacer a

et b par cos^ et sin^r, la formule (2) donnera

(9) co?, nx -{- i %i\\

n

X

liin — I )
:::^ cos" X cos"~-.r sin-.r + . . .

1
.>

Il { Il — •) (« — 2) ., . .,

cos"~' j" sinj' cos"~' j' sin \r -\- .

1 .2 .0

Or, les deux membres de l'équivalence (9) étant des facteurs linéaires

de i, coïncideront avec les restes de leur division par P-\-i. Donc le

signe ::=::, employé pour indiquer l'égalité des deux restes, pourra

être remplacé, dans la formule (9), par le signe =, et l'on aura

encore

(10) cos/i.r + /sinn.r

n(n — i)
rrrCOS"^ COS"~-^ Sin-.r + . . .

1 .

2

(N ( n — 1) (/i — 2) . , \
n cos"~^ X smx — ; -cos""~ .r sin .2' + . . . ).

i.i.6 /
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Ajoutons que, l'équalion (lo) devant subsister pour une valeur quel-

con(jue de i, et, par conséquent, pour i= o, les parties indépendantes

de / dans les deux membres devront être séparément égales entre

elles. Donc l'équation (lo) entraînera les deux équations distinctes

n{n — I
)

co?,nx =: eus"./' cos"~-^' sin-a- 4- . . . ,

I . 'i

('0 {
'l(fl — l) i" — 9-) .....

SI 11 n .f -= n ces"""'./' siii./- — eos"~'.7- sin '.r + . . .

.

1 .
>.

. /)

tV. — Sur les modules et les (iri^anients des binômes de la forme a h [3/.

On s'assure aisément que tout binôme de la forme

peut encore être présenté sous cette autre forme

/(cos/ + /sin/),

r étant une quantité positive. En efl'et, pour que les deux expressions

a + |5/, /-(cos/ + /sin/)

représentent une seule et même quantité, quelle que soit d'ailleurs la

valeur attribuée à /; ou, en d'autres ternies, pour que /restant indé-

terminé, on ait toujours

(i) a + ,5/=: /'(cos/ + /sin/),

il suffit que r et i satisfassent aux deux équations . \

(2)
.

• a=:/-cos/; 5 = /' sin/.

Or on peut y satisfaire en posant
i

(3) r = (a^+^^)-',

et prenant ensuite pour t l'un quelconque des arcs dont le sinus et le

cosinus sont déterminés par les formules

a . 3
(/) COS/=:-. Sin/3=-j
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qui peuvent être vérifiées simultanément, puisqu'on en tire, eu égard

à la formule (3),

(5) COS-^ + sill"-^ =: I .

La valeur positive de r, fournie par l'équation (3), est ce que nous

appellerons le modale du binôme a -t- [ii. L'arc t, déterminé par les

formules (4), sera Vargument du même binôme. D'ailleurs le

module r, correspondant à des valeurs données a, |3, offrira évidem-

ment une valeur unique déterminée par l'équation (3), tandis que

l'argument t, déterminé par le système des équations (4), offrira une

infinité de valeurs représentées par les divers termes d'une progres-

sion arithmétique dont la raison sera la circonférence 2- correspon-

dante au rayon i.

Si le module du binôme a + ,3/ se réduit à zéro, l'équation

(6) r = o,

que l'on pourra présenter sous la forme

entraînera nécessairement les deux suivantes :

(7) a=:o, [3 — o,

et l'on arriverait encore aux mêmes conclusions, en partant soit des

équations (2), soit de la formule (i). Ainsi, pour que, dans un binôme

de la forme a+3i", les deux parties s'évanouissent, ou, en d'autres

termes, pour que ce binôme s'évanouisse, quel que soit /, il suffit que

le module r se réduise à zéro.

Si, au lieu d'un seul binôme a + ^^i, on considère deux binômes de

la même forme, savoir :

a + ,5/ et Y + oi,

et si l'on nomme /•, /•' les modules de ces deux binômes, en sorte qu'on

ait

1 i
r= [et.-'-+ [y-y

,

/•'=(y-+Ô-)%
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la somme des deux binômes, savoir :

a + y + (|5 + ô)/^

aura pour module la quantité

[{oc + yy-+ ((3 + ôr-f= [/•^+ r'^H- 2(ay + (îô)]%

tandis que leur différence

aura pour module la quantité

1 i

[(a - v)^ + (,3 - ô)^-]'= [/•'- -f- r"- ~9.{<xy + i5ô)f .

Mais, d'autre part, en remplaçant S par — o dans la formule (ii) du

paragraphe II, on en tirera

et l'on en conclura
(ay + ,5ô)^-< (a^+ [^'-){y- + 5^),

ou, ce qui revient au même,

(ay + |3o )-</•-/'-.

Donc, par suite, la valeur numérique de la somme

ay -\- po

sera inférieure au produit rr', et les modules des deux binômes

a + y + ([3 + 0)/, a — y + ([3 — ô)f'

seront tous deux compris entre la limite inférieure

[
r-— 2 rr'+ r'- Y=± {/•—/')

et la limite supérieure

±
1
/•-+ 2 rr' + /•'-

1

-— / + /'.
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En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — La somme de deux binômes de la forme

a H- |3/

est^ ainsi que leur différence ^ un nouveau binôme de la même forme
^
qui

offre un module compris entre la somme et la différence de leurs modules.

Si l'on ajoute successivement les uns aux autres plusieurs binômes

de la forme a+ ,3«, alors on déduira immédiatement du théorème I

la proposition suivante :

Théorkme II. — La somme de plusieurs binômes de la forme a + ^i

offre un module inférieur à la somme de leurs modules. Si d'ailleurs^

parmi les binômes donnés^ il en existe un dont le module r soit supérieur

à la somme s des modules de tous les autres^ la somme de tous les binômes

offrira un module supérieur à la différence r— s.

Pour abréger, nous appellerons module et argument d'une fonction

entière de i, le module et l'argument du reste que l'on obtient quand

on divise cette fonction parr+i. Cela posé, toute fonction entière

de i offrira toujours un module unique et une infinité d'arguments

représentés par les divers termes d'une progression arithmétique,

dont la raison sera la circonférence 211. D'ailleurs, les théorèmes I

et II entraîneront évidemment les propositions suivantes :

Théorème III. — La somme de deux fonctions entières de i offre ^ ainsi

que leur différence ^ un module compris entre la somme et la différence

des modules de ces deux fonctions.

Théorème IV. — La somme de plusieurs fonctions entières de i offre un

module inférieur à la somme de leurs modules. Si d^ailleurSy parmi les

fonctions données, il en existe une dont le module r soit supérieur à la

somme s des modules de toutes les autres, la somme de toutes lesfonctions

offrira un module supérieur à la différence r— s.

Si l'on multiplie l'un par l'autre deux binômes de la forme
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ou aura, comme on l'a vu dans le paragraphe II, non seulement

(8) (a + ,3/) (y + di) - ay - ^o + (ao + .3y)/,

mais encore

(9) (^- + r^') (f + '5') = (^ï - ,5o)-^ + (ao + ^Y)--.

Si, d'ailleurs, on nomme, ;% /•' les modules des deux binômes

a + {3/^ y-{-èi,

et t le module du produit de ces binômes, la formule (9) pourra

s'écrire comme il suit ;

(10) /•-/•'-=: i-,

et l'on en tirera

(11) rr'=:^.

Donc le produit du module des deux binômes de la forme a+ [3f est égal

nu module de leurproduit.

Au reste, cette dernière proposition, et plusieurs autres qui s'en

déduisent, peuvent encore être facilement démontrées de la manière

suivante :

En vertu de la formule (7) du paragraphe précédent, on aura

(12) cos^ + /sin^^ e";

et, en conséquence, l'équation (i) entraînera toujours avec elle l'équi-

valence

(i3) a-\'^i^..re'',

dans laquelle ;• désigne le module et t l'argument du binôme a + |3«".

Ce binôme pouvant d'ailleurs être le reste qu'on obtient quand on

divise par i--\- i une fonction entière quelconque de i, la formule (i3)

entraînera évidemment la proposition suivante :

Théor1':me V. — Lorsqu^on prend pour diviseur algébrique le binôme

i- -\- I, une fonction entière quelconque de i est équivalente au pjoduit
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de son module rpar Vexponentielle népérienne e" ^ dans laquelle t désigne

l'argument de cette fonction.

Comme, étant données plusieurs expressions de la forme

/•e", r' e"' , r" e^'", . . .

,

le produit de ces expressions sera

//•'/•"...(

tandis que la n'''""' puissance de la première sera

i<l+l'+l"+...)

r"c"' ;

le théorème V entraînera encore évidemment les propositions sui-

vantes :

Théorkme VI. — Le produit de plusieurs fonctions entières de Vindéter-

minée i a pour module le produit de leurs modules ^ et pour argument la

somme de leurs arguments

.

Théorème VII. — La n"'""' puissance d'une fonction entière de i a pour

module la n'*"'"' puissance du module de cette fonction , et pour argument

le produit du nombre n par Vargument de la même fonction.

Comme le module d'une quantité a indépendante de la variable i se

réduit à la valeur numérique a de cette même quantité, le théorème V

comprend évidemment la proposition suivante :

Théorème VIII. — Le produit d\inefonction entière de l'indéterminée i

par une quantité a indépendante de i a pour module leproduit du module

de la fonction par la valeur numérique a de la quantité a.

Observons encore que de la formule (i3), on lire non seulement

l'équivalence

(i4) {oL + '^i)"—^r"e"'',

qui s'accorde avec le théorème VII, mais encore, eu égard à la for-

Œuvres de C. — S. II, l. XIV. i5
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mule (12), l'équivalence

(i5) (a + (3/)":r^/'"(cos/i^ + /sin«^),

à laquelle on parviendrait aussi en élevant à la n'^'"" puissance chaque

membre de la formule (i), et en ayant égard à la formule (2) du para-

graphe précédent.

Supposons maintenant que l'on pose, pour abréger,
'

'""' '

(16) ^= a + j3/.

Soient d'ailleurs, comme ci-dessus, r le module et t l'argument du

binôme a + |3i;

r et /•"

seront les modules respectifs des quantités

qui vérifieront les formules

(17) X rr^re'',

(18) ^«:^r"e'"'.

Soit encore f(^)une fonction entière de x^ du degré /i, en sorte qu'on

ait

(19) f(^) =r «0^"+ «lic"- 1 + . . .+ a,i-\Jc + a„.

Enfin, désignons par

les valeurs numériques des coefficients

rt|i, <ï|^ ... 1 fl;;- 1 < O-n-

Les divers termes de la fonction /(^) déterminée par l'équation (i/j)

auront pour modules respectifs les quantités positives

(20) an/-", 3]/-"-', ..., a„_, /•, a„,

qui sont respectivement égales aux produits du facteurr" par les divers

termes de la suite
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D'autre part, la fonction
f(.^•) = f(a + ^0,

étant divisée par le binôme «-+ i fournira un reste de la forme

que l'on pourra réduire à la forme

R(cosT + /siiiT),

en nommant II le module do la fonction, déterminé par la formule

(22) R= V/P'-+QS

et T l'argument de la même fonction déterminé par le système des

deux formules
F . Q

(28) cosT=^) siiiT 1=: -TT-î

Observons maintenant que, pour de très grandes valeurs de /*, les

termes de la suite (21) étant tous très petits, à l'exception du premier,

celui-ci surpassera, si rest suffisamment grand, la somme de tous les

autres. Alors aussi le produit de ao par/*", ou le premier terme de la

suite (20), surpassera évidemment la somme des autres termes de la

même suite, puisque cette seconde somme sera équivalente au produit

de la première par r". Cela posé, on conclura immédiatement du théo-

rème IV que le module R de la fonction

f(.r) = f(a 4-30

est non seulement inférieur à la somme

ay /"+ a, /•"-' + . . . + a„_i /• + a„,

mais encore supérieur, pour des valeurs de /• suffisamment grandes, à

la difïerence

ao /" — (a, /•"-' + . . . + a,,_, /• + a„)
;

en sorte qu'on a, pour de très grandes valeurs de ;%

(24) R > ,•« (a„- "1 - ^ - . . . -^ - ^
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Or, le second membre de la formule (2 V), étant le produit du facteur a-"

par la différence

" ~ 7^ ~ 7^-
"~ ~ /•"-' " /^'

qui s'approche indéfiniment, pour des valeurs croissantes de n, de la

limite «„, on peut affirmer que, le module r venant à croître, le

module II deviendra infiniment grand, en même temps que /•". On

peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème IX. — Supposons que, pour abréger^ on désigne par In seule

lettre x le binôme a -J- ,3«*, dans lequel i désigne une variable indéter-

minée. Soit d'ailleurs f(^') une fonction entière de x composée d^un

nombre fini de termes. Si Von fait croître indéfiniment le module r de la

variable x, le module R de la fonction f(x) deviendra infiniment grand,

pour des valeurs infiniment grandes de r.

V. — Sur la substitution des racines des équivalences (di^èbriqucs

'' aux racines imaginaires des équations.

Soit, comme dans le paragraphe précédent, \\x) une fonction

entière du degré n, en sorte qu'on ait

" {{œ)=i UnO:'^ -+- a, .^"~' + . . . + a„_, x H- a,,,

les coefficients «„, r/,, , , ., a„ étant des quantités réelles. Les valeurs

réelles de x qui satisferont à l'équation

(i) f(^-) = o,

sont ce qu'on appelle les racines réelles de cette équation. D'ailleurs le

nombre de ces racines sera quelquefois égal, souvent inférieur au

degré n de l'équation, et même, si ce degré est un nombre pair, toutes

les racines réelles pourront disparaître à la l'ois. Mais si, en posant

(a) .i' = Cf. + {lii,

on remplace dans la formule (^1) le signe = par le signe .^^, cette for-

mule, réduite à l'équivalence

(3) f(^')-o,
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aura toujours des racines, c'est-à-dire qu'elle pourra toujours être

vérifiée par des valeurs de x de la forme a+ 3^'. En d'autres termes,

on pourra toujours trouver des systèmes de valeurs réelles des quan-

tités a et j3, pour lesquels se vérifie la condition

(4) f(aH-^0:^-O.

Il y a plus; le nombre des racines de l'équivalence (3) sera toujours

égal à /î, et l'on peut énoncer les propositions suivantes :

Théorkme I. — Quelles que soient les valeuT\s- réelles attribuées aux

coefficients

Véquivalence (3) rt toujours n racines, et nen saurait avoir un plus

grand nombre.

Théorème II. — Si Ion désigne par Xt, x.,, , .
.

, x„ les n racines de

réquivalence (3), le polynôme î{x^ sera équivalent au produit des

facteurs linéaires

en sorte qu\)n aura

(5) f(.r):r::(.r — .r,)(.r — .r,). . .(,r — .r„).

TiiKORÈMR ïll. — Lorsque., dans une équivalence du degré n^ le coeffi-

cient «0 ^'' premier terme est réduit à V unité., les coefficients a,, a.j,

rtî, .... a„ du deuxième^ du troisième, du quatrième., .... du dernier

terme., étant pris alternativement avec le signe — et avec le signe H-,

sont respectivement égaux à la somme des racines, ou aux sommes des

produits qu'on obtient en multipliant ces racines deux à deux, trois à

trois, etc., ou enfin au produit de toutes les racines.

On pourra aisément démontrer ces diverses propositions, et même
les étendre au cas où chacun des coefficients compris dans la fonction

entière î(x) serait remplacé par un binôme de la forme a+ '^i, si l'on

part des principes établis dans le paragraphe précédent, surtout dans

le paragraphe IV, et si l'on suit d'ailleurs la marche que j'ai adoptée,
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dans le IV* volume des Exercices de Mathématiques, en démontrant les

propositions correspondantes de la théorie des équations. Pour que

les démonstrations données alors deviennent applicables aux propo-

sitions nouvelles, il n'y a presque autre chose à faire que de remplacer

le signe =: par le signe :::=::, et les mots équation^ égal, etc., par les

mots équivalence^ équivalent, etc.

On voit maintenant quelle idée on doit se former de ce qu'on

appelait les racines imaginaires des équations. Dans la nouvelle

théorie, elles deviennent des racines réelles d'équivalences algé-

briques. Ainsi, par exemple, cette proposition que Véquation binôme

œ' -\- i.

a pour racines les quatre expressions imaginaires comprises dans la for-

mule
I zn i

T=- >

i étant une racine carrée de — i, devra s'énoncer dans les termes

suivants : IJéquivalence
•r^H- I i:^ o

a pour racines réelles les quatre quantités comprises dans la formule

En d'autres termes, si l'on prend pour x l'une quelco7ique des quantités

comprises dans la formule
±i±zi

x''+ 1 sera divisible algébriquementpar i'-+ i

.

Lorsque, dans une racine a7= a+ p/ de l'équivalence (3), le coef-

ficient p se réduit à zéro, cette équivalence, réduite à la forme

f(a)^o,

entraîne évidemment l'équation

f(a) = o,
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par conséquent l'équation ' i ; , ' ..

f(.r)=o. : -, ., .- ^

On peut donc énoncer la proposition suivante : -J
-

Théorème IV» — Parmi les racines de Véquivalence {^ ), celles qui sont

indépendantes de i sont en même temps des racines réelles de Véqua-

tion (i). ;.,;, .- -, ,.,.^ ... .,
:. ..., ^

Il est bon d'observer que le binôme /-+ i ne variera pas si l'on

change i en — i. Gela posé, si les coefficients a^, a^, . . ., a„ étant

indépendants de ?', on satisfait à l'équivalence (3) par une racine x de

la forme

il est clair qu'on y satisfera encore par une racine x de la forme

a — [3 /,

puisque, pour déduire cette seconde racine de la première, il suffit de

changer i en — i. Donc, si en adoptant le langage généralement

admis, on appelle conjuguées deux expressions de la forme

a + (3 /, a — ^i,

on pourra énoncer la proposition suivante :

Théorème V. — Lorsque dans la fonction î{x) les coefficients sont

tous indépendants de i, celles des racines de Véquivalence (3) qui ne

deviennent pas indépendantes de i sont en nombre pair, et ces mêmes

racines, prises deux à deux, sont conjuguées l'une à Vautre.

Du théorème V on peut immédiatement déduire la proposition

connue, qui s'énonce dans les termes suivants :

Théorème VI. — Si dans la fonction entière î(x) les coefficients sont

tous indépendants de i, cette fonction sera décomposable en facteurs

réels du premier et du second degré.

Lorsque la fonction i{x) cesse d'être algébrique et devient Irans-
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cendante, les racines de l'équivalence (3), c'est-à-dire les valeurs

de Xy de la forme a+ fJ^ qui vérifient cette équivalence, représentent

encore ce qu'on appelait les racines réelles ou imaginaires de l'équa-

tion (3), savoir : les racines réelles quand ces valeurs deviennent

indépendantes de ?', et les racines imaginaires dans le cas contraire.

Alors aussi les théorèmes qui se rapportaient aux racines des équa-

tions transcendantes, se transforment en théorèmes relatifs aux

racines des équivalences transcendantes, et les démonstrations que

l'on donne des premiers s'appliquent ordinairement aux autres,

moyennant la substitution du signe ^==i au signe =, et des mots équi-

valence^ équivalent, etc., aux mots équation, égal, etc.
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LES PROGRESSIONS DES DIVERS ORDRES

Les progressions sont les premières séries qui aient fixé l'attention

des géomètres. Il ne pouvait en être autrement. Diverses suites, dont

la considération se présentait naturellement à leur esprit, telles que la

suite des nombres entiers, la suite des nombres pairs, la suite des

nombres impairs, ofïVaient cela de commun, que les divers termes

de chacune d'elles étaient équidifférents entre eux; et l'on se trouvait

ainsi conduit à remarquer les progressions par différence, autrement

appelées /)ro^re.y.s7'o/i.y arithmétiques. De plus, en divisant algébrique-

ment deux binômes l'un par l'autre, ou même en divisant un monôme

par un binôme, on voyait naître \dL progression par quotient^ autrement

appelée progression géométrique, qui offre le premier exemple d'une

série ordonnée suivant les puissances entières d'une même quantité.

En réalité, une progression arithmétique n'est autre qu'une série

simple dont le terme général se réduit à une fonction linéaire du

nombre qui exprime le rang de ce terme.

Pareillement, une progression géométrique n'est autre chose qu'une

série simple, dans laquelle le terme général se trouve représenté par

une exponentielle dont l'exposant se réduit à une fonction linéaire du

rang de ce même terme.

Il en résulte qu'une progression géométrique est une série simple

dont le terme général a pour logarithme le terme général d'une pro-

gression arithmétique.

Il y a plus ; de même qu'en Géométrie on distingue des paraboles de

Œuvres de ('. — S. TT. t. XIV. iG
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divers ordres, de même il semble convenable de distinguer en Analyse

des progressions de divers ordres. En adoptant cette idée, on devra

naturellement appeler progression arithmétique de l'ordre m une série

simple dont le terme général sera une fonction du rang de ce terme,

entière et du degré m.

Pareillement, il paraît naturel ^^i^'^'^û^x progression géométrique de

l'ordre m une série simple dans laquelle le terme général se trouve

représenté par une exponentielle dont l'exposant est une fonction du

rang de ce terme, entière et du degré m.

Gela posé, le terme général d'une progression géométrique de

l'ordre m aura toujours pour logarithme le terme général d'une pro-

gression arithmétique du même ordre.

Les définitions précédentes étant admises, les progressions arithmé-

tique et géométrique du premier ordre seront précisément celles que

l'on avait déjà examinées d'une manière spéciale, celles-là même dont

les diverses propriétés, exposées dans tous les Traités d'Algèbre, sont

parfaitement connues de tous ceux qui cultivent les sciences mathé-

matiques.

Ajoutons que les progressions arithmétiques des divers ordres,

quand on les suppose formées d'un nombre fini de termes, offrent des

suites que les géomètres ont souvent considérées, et que l'on apprend

à sommer dans le calcul aux différences finies. Telle est, en parti-

culier, la suite des carrés des nombres entiers; telle est encore la

suite des cubes, ou, plus généralement, la suite des puissances

entières et semblables de ces mêmes nombres.

Mais, entre les diverses progressions, celles qui, en raison des pro-

priétés dont elles jouissent, méritent surtout d'être remarquées, sont

les progressions géométriques des ordres supérieurs au premier.

Celles-ci paraissent tout à fait propres à devenir l'objet d'une nouvelle

branche d'Analyse dont on peut apprécier l'importance en songeant

que la théorie des progressions géométriques du second ordre fournit

immédiatement les belles propriétés des fonctions elliptiques, si bien

développées par M, Jacobi.
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Analyse.

I. — Considérations générales.

[] ne progression arithmétique n'est autre chose qu'une série simple,

dans laquelle le terme général m„, correspondant à l'indice n, se réduit

à une fonction linéaire de cet indice, en sorte qu'on ait, pour toute

valeur entière, positive, nulle ou négative de n,

(i) "n= Cl + bn,

a et b désignant deux constantes déterminées.

Pareillement, une progression géométrique n'est autre chose qu'une

série simple, dans laquelle le terme général u„, correspondant à

l'indice /i, se trouve représenté par une exponentielle dont l'exposant

se réduit à une fonction linéaire de cet indice, en sorte qu'on ait, pour

toute valeur entière, positive, nulle ou négative de /i,

(2) //„— A"+'"',

A, a, b désignant trois constantes déterminées. Il est d'ailleurs impor-

tant d'observer que, sans diminuer la généralité de la valeur de u„

fournie par l'équation (2), on peut toujours y supposer la constante A
réduite à une quantité positive, par exemple, à la base

e = 2,7182818. .

.

des logarithmes népériens.

En étendant et généralisant ces définitions, on devra généralement

appeler progression arithmétique de l'ordre m une série simple dont

le terme général u„ sera une fonction de l'indice n, entière et du

degré m.

Pareillement, il paraît naturel à^'^^eXtv progression géométrique de

Vordre m une série simple dans laquelle le terme général u,^ se trouve

représenté par une exponentielle dont l'exposant se réduit à une fonc-

tion de l'indice n entière et du degré m.

Ces définitions étant admises, le terme général //„ d'une progression

arithmétique de l'ordre m, exprimé en fonction de l'indice n, sera de
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la forme

(3) //„r=a„+ rt|/< + a.,«-+ . . .+ a„ji"',

«01 fi\, fi>^ • • .. «„, étant des coefficients constants, c'est-à-dire indé-

pendants de Ai.

Au contraire, le terme général d'une progression géométrique de

l'ordre m sera de la forme

et, par conséquent, il aura pour logarithme le terme général d'une

progression arithmétique de l'ordre m.

Si, pour abréger, on pose

l'équation (/i) donnera

(5) //,;= .r„.7-'; .r:f .. .^•';;;'.

Donc le terme général d'une progression géométrique de l'ordre m
peut être considéré comme équivalent au produit de /// + i hases

diverses

respectivement élevées à des puissances dont les exposants

I. n, n-, . . .,
«'"

forment une progression géométrique du premier ordre, dont la raison

est précisément le nombre n.

Si au coefficient x^ on substitue la lettre /% et aux bases .r,, x.,,

X.,, . . ., x,„_^, x,„ les lettres x, y, z, . . ., c, «r, alors on obtiendra,

pour le terme général «„ d'une progression géométrique de l'ordre m,

une expression de la forme

(6) i/„=/,\r"y"'z"\ . .(•"'"-'a-"'",

et le terme particulier correspondant à Tindice n = o sera

(7) "»=/«•
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Donc, si l'on nomme k le terme spécial qui, dans une progression

géométrique, correspond à l'indice zéro, le terme général corres-

pondant à l'indice /i, sera, dans une progression géométrique du pre-

mier ordre, de la forme

dans une progression géométrique du deuxième ordre, de la forme

dans une progression géométrique du troisième ordre, de la forme

kx"y"''-z".,

etc.

En terminant ce paragraphe, nous observerons que toute progres-

sion arithmétique ou géométrique peut être prolongée indéfiniment

ou dans un seul sens, ou en deux sens opposés. Si «„ représente le

terme général d'une telle progression, celle-ci, indéfiniment pro-

longée dans un seul sens, à partir du terme «„, sera réduite à la série

"UJ «1, ll-L, •,
OU à la série

U,„ ll-i, «_,_,

La même progression, indéfiniment prolongée dans les deux sens,

sera

..., «_i^ //_], f/„. Kl, U^, ....

II. — Sur les modules et sur les concluions de convergence

des i>ropressions géométriques des divers ordres.

Considérons d'abord une progression géométrique de l'ordre m,

dans laquelle le terme général «„, correspondant à Tindice w, soit de

la forme
u„= A"'",

x\ désignant une quantité réelle et positive, et n une quantité entière

positive, nulle ou négative. Si l'on suppose cette progression pro-

longée indéfiniment dans un seul sens, à partir du terme //«= i, elle
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se trouvera réduite ou à la série

(i) I, A, V-'", A"", ...,

ou à la série

(2) I, A'-'»'", A(-'-)"', At—'"*, ....

Dans le premier cas, le module de la progression sera la limite vers

laquelle convergera, pour des valeurs croissantes du nombre n, la

quantité

Dans le second cas, au contraire, le module de la progression sera la

limite vers laquelle convergera, pour des valeurs croissantes du

nombre n, la quantité
1

(//_„)"=: A'-'*"'"'"-'.

Enfin, si l'on suppose la progression prolongée indéfiniment dans les

deux sens, on obtiendra la série

(3) A'-')-, A(-^)'", A'-^"", 1, AS A-^'% A^'"', ...,

dont les deux modules se confondront, l'un avec le module de la

série (1), l'autre avec le module de la série (2). D'ailleurs, ces deux

modules, c'est-à-dire les limites des deux expressions

se réduiront évidemment, i" si l'on suppose m=}, aux deux

quantités
A et A-'

;

2" si l'on suppose m impair, mais difïerent de l'unité, aux deux quan-

tités

A^ A-;

3" si l'on suppose m pair, à la seule quantité

A-.

Ajoutons que l'on aura encore, i" en supposant A <^ i

,

A '^ =r o , A-"= 00
;



DES DIV J:KS ORUl\i:S. 127

2" en supposant A ^ I,

Il est maintenant facile de reconnaître dans quels cas les séries (i),

(2), (3) seront convergentes. En efFet, une série quelconque, indéfi-

niment prolongée dans un seul sens, est convergente ou divergente

suivant que son module est inférieur ou supérieur à l'unité. De plus,

quand la série se prolonge indéfiniment en deux sens opposés, il faut

substituer au module dont il s'agit le plus grand des deux modules, et

l'on peut affirmer que la série est alors convergente ou divergente,

suivant que le plus grand de ses deux modules est inférieur ou supé-

rieur à l'unité.

Cela posé, on déduira évidemment des remarques faites ci-dessus

les propositions suivantes :

Théorkme I. — Soient A une quantité positive^ et m un nombre impair

quelconque. La progression géométrique

r A Ai"' A:i"'

dont le module est A ou A"", sera comergente ou divergente , suivant que

la base A sera inférieure ou supérieure à l'unité. Au contraire^ la pro-

gression géométrique

i, A-S A-^'", A-'"', ...,

dont le module est A"' ou A~^, sera convergente ou divergente^ suivant

que la base A sera supérieure ou inférieure à l'unité. Quant à la progres-

sion

..., h.-'"', \-'-"', A-S I, A, A^-'", A^''"', ...,

qui comprend tous les termes renfermés dans les deux premières, et se

confond avec la série (3), elle ne sera jamais convergente, attendu que

ses deux modules, étant inverses l'un de Vautre, ne pourront devenir

simultanément inférieurs à l'unité.

Si m désigne un nombre pair, on aura non plus

A'-""»= A-"'",

mais
A'-'""'= A"'".
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Donc alors la série (2) ne sera plus distincte de la série (i), et la

série (3), réduite à la forme

_
.

_

..., A^"*, A-'", A, I, A^'", A^'"', ...,

offrira deux modules égaux entre eux. Gela posé, on pourra évidem-

ment énoncer la proposition suivante :

Théorème II. — Soient A une quantité positive et m un nombre

pair quelconque. La progression géométrique^ qui offrira pour terme

généj-al A"' , étant prolongée indéfiniment, ou dans un seul sens, ou en

deux sens opposés, sera toujours convergente si l'on a

, . . A<i,

et toujours divergente si Von a
A>i.

Considérons maintenant une progression géométrique, et de

Tordre m, qui ait pour terme général la valeur de u„ déterminée par

l'équation

( 4 ) i(n= kx"y'<-" z"'
. . . v""'~' w""\

le nombre des variables

étant précisé[nent égal à m. Soient, d'ailleurs,

X, y, /., V, w

les modules de ces mêmes variables, et k le module du coefficient k.

Si l'on nomme u„ le module de //„, on trouvera

(5) u,,r=:k\"y"'//'\ ..v""'"'w""',

ou, ce qui revient au môme,

(6) u„=N""',

la valeur de N étant

j_ 1 I I 1

(7) N = k""*x""'-'
J"'"^' z""'"\ . . v'' vv.
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D'autre part, la progression géométrique que Ton considère étant

prolongée indéfiniment, ou dans un seul sens, ou en deux sens opposés,

offrira un ou deux modules représentés chacun par l'une des limites

vers lesquelles convergeront, pour des valeurs croissantes de n, les

deux expressions
2 1

(u„)% (u_„)''.

Mais, pour des valeurs croissantes de n, la valeur de N déterminée par

la formule (7), et celle qu'on déduirait de la même formule en y rem-

plaçant n par — n, convergent généralement vers la limite w. Donc,

eu égard à la formule (6), les limites des expressions

j i

(u„)'S (u_„)''

seront généralement les mêmes que celles des expressions

En partant de cette remarque, et raisonnant comme dans le cas où le

terme général de la progression géométrique se réduisait à

A"'",

on établira immédiatement les deux propositions suivantes :

Théorkme III. — Soit m un nombre impair quelconque . La progression

géométrique et de Vordre m, qui a pour terme général la valeur de //„

déterminée par l'équation

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, <^^''«''« généralement

deux modules, inveises l'un de l'autre, et sera par conséquent divergente,

à moins que le module w de la variable w ne se réduise à l'unité. La

même progression, prolongée indéfiniment dans un seul sens à partir du

terme

u^=k,

et réduite ainsi à l'une des séries

(8) /,-, kxyz...vw, ka.-'-j'z\..v-"'-\v''-"\ /.-.^-j-^'r.". ..(-'"' tr^'"',

(9) /.-, kar'rz-K..vw-', ka;-'-y'z-\.Ay-'"'\v--'"\ /.^-•'j'-'^-^"... ('•"* '»•-''",
...,

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 17
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sera com'ergente, si le module du dernier des facteurs qui renferme le

second terme reste inférieur à l'unité.

En conséquence, w étant toujours le module de la variable w^ la

série (8) sera convergente si l'on a

w < I
,

et la série (9) si l'on a

ou, ce qui revient au même,
w > I .

Au contraire, la série (8) sera divergente si l'on a

VV >> I ,

et la série (9) si l'on a

w < I .

Théoe{ème IV. — Soit m un nombre pair quelconque. La progression

géométî'ique et de l'ordre m, qui a pour terme général

étant prolongée indéjiniment dans les deux sens, offrira deux modules

égaux et sera convergente ou divergente, suivant que le module w de la

variable w sera inférieur ou supérieur à Vunité.

Les théorèmes III et IV supposent que le module w de la variable w
dillère de l'unité. Si ce même module se réduisait précisément à

l'unité, alors, pour savoir si la série dont Un représente le terme

général est convergente ou divergente, il faudrait recourir à la consi-

dération des modules
V, . . . , z, y, X

des autres variables, ou plutôt à la considération du premier d'entre

ces modules qui ne se réduirait pas à l'unité. En suivant cette marche,

on établirait généralement la proposition suivante :

Théorème V. — Soit m un nombre entier quelconque^ et nommons
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les modules variables

Enjui^ supposons que la progression géométrique^ et de Cordre m, qui a

pour terme général

soit prolongée indéfiniment dans les deux sens. Cette progression sera

convergente, siparmi les modules

w, V, . .
.
, z, y, X,

le premier de ceux qui ne se réduisent pas à l'unité reste inférieur à

l'unité et correspond ci une variable dont Vexposant dans la formule (5)

soit une puissance paire de n. La même progression sera divergente si

tune de ces deux conditions n est pas remplie.

Le théorème V entraine immédiatement la proposition suivante :

Théorème VI. — Soit m un nombre impair et supérieur à l'unité. La

progression géométrique et d'ordre impair^ qui aura pour terme général

étant indéfiniment prolongée dans les deux sens, sera convergente si la

dernière des variables

^> y, ^, " -, «'? w'

Ojffj-e un module w= i , et tavant-dernière v un module v inférieur à

l'unité.

Il suit des théorèmes IV et V que, parmi les progressions géomé-

triques, celle du premier ordre est la seule qui, prolongée indéfini-

ment dans les deux sens, ne puisse jamais être convergente.

III. — Propriétés remarquables des progressions géométriques

des divers ordres.

Désignons par m un nombre entier quelconque, et considérons une

progression géométrique de l'ordre m, dont le terme général «„ soit
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déterminé par la formule

On aura

et par suite

(2) - = ,r"r"-;"'. . . v""-'w""', —^î^ = ^^ ,

puis on tirera de la dernière équation

( 3 )
^^^^ = ^r« 1 •«= Z«' . . . F""- * W"-,

les nouvelles variables X, Y, Z, . . . , V, \V étant liées aux variables

Xy y, z, ... par les formules

\'=i.)cy''-z\. .v"'-^w"',

(/H — 1) (/« — -2) III (m — \)

(4) /

V= rz-'' . . .ç ^ w - ,

[m— |)(/H — i) 1/;/ — ;;) (;//. — \)[ni— ->)

W

dans lesquelles les variables x, y, z, . . . , r, w se trouvent élevées à

des puissances dont les exposants se confondent successivement avec

les nombres figurés des divers ordres. Cela posé, on conclura des équa-

tions (2) et (3), qu'il suffit de remplacer les variables^, j, 5, . . . , i", <r,

par les variables X, )\ Z, . . ., V, H pour transformer le rapport

en une fonction nouvelle équivalente au rapport

Considérons spécialement le cas où la progression géométrique est
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convergente. Alors, de l'observation que nous venons de faire on

déduira facilement les deux théorèmes dont je joins ici les énoncés.

Théorème I. — Supposons que la série ^ ou plutôt la progression géomé-

trique

(5) ..., M_3, H-., ll-s, (/,,. //,, ff.. If,, ...,

dont le terme général u„ est déterminé par la formule (i), reste conver-

gente^ tandis qu'on la prolonge indéfiniment dans les deux sens, et soit

(6) s = i{j-,y, z, ..., ç, (v)

la somme de cette même progression , en sorte qu'on ait

(7) f{.T, y, z, . . ., (', tr) =. . .+ //_;,+ //_2H- ?/_, + Wn+ i(^ + //.+ //,;+ . . ..

Soient encore X, )', Z, . . . , F, W de nouvelles variables liées aux

variables x, y, z, . . . ,
c, w par les formules (4). La fonction

f{x, y, z, . . . , <', (ï') se trouvera reproduite par la substitution des

variables nouvelles A', )', Z, . . .
, F, W aux variables x, y^ z, . . . , v, w

et par l'adjonction du facteur

— = xyz . . . vw
"0

au résultat de celte substitution: et par conséquent la fonction

f{x, y, z, ...,(', w) vérifiera l'équation linéaire

(8) f(^,J. ::, ...,ç,w)=a:yz...çw{{A% Y, Z, ..., V,W).

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème I,

la factorielle P( '

) déterminée par l'équation

'0 /

sera encore une fonction de x, y^ z, . . .
, c, w, qui se trouvera reproduite

par la substitution des variables X, F, Z, . . . , F, IF aux variables x, y,

(1) Je suppose ici que, pour abr6i(er, on désigne sous le nom de facloriel/es des pro-

duits composés d'un nombre fini ou infini de facteurs.
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z, . . . , (', w, et par Vadjonction du facteur

"o

au résultat de cette substitution. Donc, si, pour plus de commodité, on

désigne par

(10) P = F(.r, r, s, . . ., (', w)

la valeur de P que fournit l'équation (3), la fonction YiyX,y,z^ . . . , v,w)

aura la propriété de vérifier l'équation linéaire

(11) F(^, r, :;, ..., r, w) = a-yz.. . .vw¥{A, Y, Z, ..., V, W).

IV. — Nouvelles formules vehiLu'es aux progressions géométriques

des divers ordres^ et aux fondions qui se reproduisent par substitution.

Aux formules générales établies dans le paragraphe précédent, on

peut enjoindre quelques autres, qui méritent encore d'être remarquées,

celles-ci se déduisent immédiatement de plusieurs nouveaux théorèmes

relatifs auxfonctions qui se reproduisent par substitution. Gesnouveaux

théorèmes peuvent s'énoncer comme il suit :

Théorème I. — Concevons que l'indice n représente, au signe près, un

nombre entier. Soit, de plus,

Un

une fonction de l'indice n et des variablesx
,y , z, . . . . Enfin, supposons

que les divers valeurs de //„, savoir,

(1) . . ., ?/—;;, //_î. '/-,, U„. f/), Ui, //:i, ...,

forment une série convergente prolongée indéfiniment dans les deux sens.

Si, en substituant aux variables x, y, z, ... d'autres variables X, )',

Z, . . . ,
qui soient des fonctions connues et déterminées des premières,

(m transforme généralement w„ en «„+, , alors la somme

(2) 5 = . . . ^- //_, -+- «_i H- //„+ i/i 4- //î+ . . .

de la série (i) sera une fonction de x, y, z, ... qui se trouvera î-epro-

duite par la substitution dont il s'agit.
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Démonstration, •— En effet, désignons, pour plus de commodité, par

f(j7, j, z, . . .) la somme .v de la série (i). On aura non seulement

la somme qu'indique le signe Z s'étendant à toutes les valeurs entières

positives, nulles et négatives de n, mais encore, en vertu de l'hypothèse

admise,

et comme évidemment, 2//„+, ne diffère pas de Lu,,, on trouvera défi-

nitivement

(3) f(^.J, ^, ...) = {{A\ r,z, ...).

Théorème II. — Les mêmes choses étant posées que c/ans le théorème

précédent y la factorielle P déterminée par l 'équation

(4) P =. . .(i + 11^,) (i + //_, ) (1+ a,) (1 + a,
)
(i + n,).. .

sera encore une fonction de x, y, z, ... qui se trouvera reproduite par

la substitution des variables X, F, Z, . . , aux variables œ, y, z, ....

Démonstration. — En effet, représentons, pour plus de commodité,

par h\x, j, -, . . .) la factorielle P. L'équation (4) donnera

F(^, j, z, ...)=...(i + //_0(i+?/-,)(i+ i/,){i+ i/,){i-\- (/.)...;

puis on en conclura, en remplaçant x, y, z, . . . par X, F, /, . . .

,

F{A, y, Z, ...)=...(!+ //_,)(r + //„)(i+ ",)(!+ u.){i-ha,)...:

et, par suite,

(5) F{a,,y,z, ...) = FiA\ Y, Z, ...).

Supposons maintenant que les deux modules de la série (i),

prolongée indéfiniment dans les deux sens, soient, l'un inférieur,

l'autre supérieur à l'unité; de sorte que, la série (i) étant divergente,

les deux séries

^n? ^\) "'î> '^:i" ' • 'j

I I I

a_i ll-i U-:\
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soient l'une et l'autre convergentes. Alors, à la place du théorème II,

on obtiendra évidemment la proposition suivante :

Théorème III. — Supposons que la série (i), qui apour terme général u,,^

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de

cette série qui coi'i'espondent, l'un à des valeurs positives, l'autre à des

valeurs négatives de l'indice n, soient, le premier inférieur, le second

supérieur à l'unité. Si, en substituant aux variables x,y, z, . . . d'autres

variables X, Y, Z, . . . qui soient des fonctions connues des premières,

on transforme généralement //,„ en u„+\ , alors la factorielle P déterminée

par réquation

(6) P^...(^n- J_^ j'i+_L_^(i + ,,„)(,+ ,,,)(i+„.^)...

sera une fonction de x, y, z, ... qui se trouvera reproduite parla substi-

tution des variables X, Y, Z, . . . aux variables x, y, z, ... et par

l'adjonction du facteur //„ au résultat de cette substitution même.

Démonstration. — En effet, représentons, pour plus de commodité,

par F(a7, j, z, . . .) la factorielle P. L'équation (G) donnera

V{x,y, z, ...)=...( 1+ -^\ li+ J_j(n-,,„)(n- ;/,)(! +,/,)...,

puis on en tirera, en remplaçant x, y, z, ... par X, Y, Z, . . ,

,

F{A', r, z, ...)=..( v^--l-\ fi+ ^Vi+,/,)(i+,,._.)(i+,/,)...,

et par suite

(7) \'{^,y,^, ...) = "nF(.T-, y\z. ...).

Considérons maintenant une progression géométrique, et de

l'ordre m, dont le terme général u,„ correspondant à l'indice n, soit

déterminé par une équation de la forme

(8) ;/„=.rj"^"\ . .r""'"V""'.

On tirera de cette équation

(9) «„^, = A Y" Zy .

.

. V"--' IV"-
,
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les valeurs des variables

X, Y, Z, ..., V, W

étant liées à celles des variables

par les formules *

X z=i xyz . . . iHV.

V =ixy-z^ . . .v"'-Uv"\

(»i— 1)(;« — 2) tii{iii~\)

(lo) l Z z^a-y-z''. . .V - w -
,

\ W = w.

Cela posé, on déduira évidemment des théorèmes I, II et III les propo-

sitions suivantes :

Théorème IV. — Supposons que la progression géométrique et de

rordre ///, qui a pour terme général

i(„= .Ty"z"\ . .v""'~\v""\

reste convergente , dans le cas où elle est indéfiniment prolongée dans les

deux sens; et soit

la somme de cette progression géométrique. Alors
^ en nommant X, Y, Z, ...

des variables nouvelles liées aux variables x,y, z^ ... par la formule ( i o),

on aura

(n) H^,y,^, ..., v,a') = {{A\ r, z, ..., v,W).

Théorème V. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème

précédent.^ si Von représente par

la jactorielle

. . .(i + i(-.){i + II-,
)
(i + II,) ( 1 + ,/j (i + „,). .

.

on aura encore

(ï2) F(^, J, ^. ..., «^ w)=z¥{A\ Y,Z, ..., V,W).
Œuvres de C. — S. II, t. XIV. i8
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Théorème VI. — Supposons que y la progression géométrique et de

Vordre m, qui a pour terme général

étant prolongée indéfiniment dans les deux sens, les deux modules de

cette progression, qui correspondent, l'un à des valeurs positives, Vautre

à des valeurs négatives de «, soient, le premier inférieur, le second supé-

rieur à l'unité. Alors, en nommant X, Y , Z, . . . des variables nouvelles

liées aux variables x, y, z, ... par les formules (lo), et en désignant

par F(a^, y-)Z, ...,(', w^ la factorielle

y^ inz) ('"^ ^)(i + «o)(n-"i)(i + «.)•••,

on trouvera

F(a., y,z, ..., V, h.) = ,/, F(.r, F, Z, . .
.

, F, IF).

Dans le cas particulier où les progressions que l'on considère sont

du second ordre, les divers théorèmes que nous venons d'énoncer,

joints aux propositions fondamentales du calcul des résidus, four-

nissent le moyen d'établir un grand nombre de formules dignes de

remarque, et relatives aux fonctions elliptiques. Si Ton suppose, au

contraire, qu'il s'agisse de progressions géométriques d'un ordre

supérieur au second, alors, à la place des formules qui se rapportent à

la théorie des fonctions elliptiques, on obtiendra des formules plus

générales que je développerai dans d'autres Mémoires.



MÉMOIRE

SUR

LE CHAISGEMËNT DES VARIABLES

DANS LES INTÉGRALES

I. — Considérations générales.

Considérons d'abord une intégrale simple ou de la forme

(i) '^—f ^^^'^'

X étant une variable réelle et 12 une fonction réelle de x, qui demeure

continue entre les limites x^=^x\ x = x". Supposons d'ailleurs que

dans cette intégrale on veuille substituer à la variable x une nouvelle

variable x liée à x par une certaine équation

(2) X=o;

et soient x', x" les deux valeurs de x correspondantes aux valeurs x'

^

x" de X. On aura, en regardant x comme fonction de x,

dx z:z\}^a; d\\

puis on en conclura

(3) f ildx=f ^D,.cj dx.

pourvu que, en vertu de l'équation (2), chacune des variables x,

X reste fonction continue de l'autre, du moins entre les limites de
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l'intégration, c'est-à-dire pourvu qu'entre ces limites les deux quan-

tités X, X varient simultanément par degrés insensibles, et que, pour

des valeurs croissantes de l'une, l'autre soit toujours croissante ou

décroissante. On aura donc, sous cette condition,

(4) èS= f ^Dy^xdx;

et alors, pour substituer, dans l'intégrale proposée S, la variable xàla

variable œ, il suffira, i" de remplacer rfo? par d\, en multipliant la fonc-

tion sous le signe / par le facteur D^x; 2" de substituer aux limites

données de la variable x les limites correspondantes de la nouvelle

variable x.

Si la condition énoncée n'était pas remplie, il deviendrait nécessaire,

avant d'effectuer le changement de variable, de décomposer l'intégrale

donnée "S en plusieurs parties, pour chacune desquelles cette condi-

tion se vérifierait. Alors l'intégrale S, relative à la variable x, se trou-

verait remplacée, non plus par une seule, mais par plusieurs intégrales

relatives à la nouvelle variable x, et serait équivalente à la somme de

ces dernières intégrales.

Il importe d'observer que, dans le second membre de la formule (3)

ou (4)> ^ f st considérée comme une fonction de x complètement déter-

minée en vertu de l'équation (2). Si, pour chaque valeur réelle de x,

l'équation (2) fournissait plusieurs valeurs réelles de x, on devrait se

borner à considérer une seule de ces dernières.

La substitution de xax ne pourrait plus avoir lieu si à une valeur

de X comprise entre les limites x', x" ne correspondait pas toujours,

en vertu de l'équation (2), au moins une valeur réelle de x.

Observons encore que, si l'on suppose x' <^x", le facteur Dx^p sera,

dans la formule (3) ou (4), une quantité affectée du même signe que

la différence x"— x'. Donc, si l'on désigne par a la plus petite et par b

la plus grande des deux quantités x', x", si d'ailleurs on nomme la

valeur numérique de Dx^, en sorte qu'on ait

(5) Q = sf{D:^,
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on trouvera

f a D^x dx = f il0 dx,

et l'équation (4) pourra être remplacée par celle-ci :

(6) 'S— f imdx.
^a

Considérons maintenant une intégrale multiple de la forme

(7) '^'=^
] i I

' '

I I I
" '^^"'" '^^'" ^" '• -'^^^ dy dx,

12 étant une fonction réelle et continue des n variables réelles x^ j,

j, . . . , M, t', Wy et les limites de chaque intégration pouvant dépendre

des variables auxquelles se rapportent les intégrations suivantes. Alors,

les limites x\ x" étant des quantités constantes, les limites y\ y"

pourront être fonctions de x, les limites z' , z" fonctions de a:, j, ...

les limites i\\ w" fonctions de a;, y, ^, . . ., //, w D'ailleurs, l'inté-

grale '§ demeurant la même, au signe près, quand on échange entre

elles les deux limites assignées à une même variable, par exemples'

et x", ou j' et j", . .
.

, ou enfin w' et ^v", on pourra se borner à consi-

dérer le cas où x' serait inférieur à x"y y' à y", z' à s", . . . , (i
' à w" \

et il est clair que, dans ce cas, S pourra être regardée comme une

somme d'éléments infiniment petits correspondant auxdivers systèmes

de valeurs de .r, j, s, . . ., qui vérifieront isimultanément les condi-

tions

(
JL>x', y>y\ ->-', ..., ii>u\ r>i'', «•>«'.

( x<x\ J<r\ -<3", ..., «<«", v<v\ iV<w".

Si les variables x, j, 5, ... se réduisent à une seule, ou à deux, ou à

trois, .. ., et représentent des coordonnées rectilignes, ou polaires,

ou de toute autre nature, alors les divers systèmes des valeurs de x, y,

2, . . ., pour lesquels les conditions (8) seront vérifiées, correspon-

dront à des points situés sur une certaine ligne ou sur une certaine
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surface, ou renfermés dans un certain volume, par conséquent à des

points compris dans un certain lieu géométrique ; et l'intégrale "S sera

complètement déterminée quand on connaîtra ce lieu géométrique

avec la fonction ù. Si le nombre des variables x, j, s, . . ., //, t^, w
devient supérieur à 3, les divers systèmes des valeurs de^, j, z, ..., w,

(', (p, pour lesquels se vérifieront les conditions (8), n'appartiendront

plus à un lieu géométrique, mais à ce que nous appellerons un lieu

analytique^ et l'intégrale 2> sera encore une intégrale multiple com-

plètement déterminée, quand on connaîtra ce lieu analytique avec la

fonction (2. Cela posé, on reconnaîtra sans peine qu'à l'intégrale S on

peut substituer une intégrale ou une somme d'intégrales de même

forme, mais dans lesquelles l'ordre des intégrations ne serait plus le

même, pourvu que l'on remplace les conditions (8) par d'autres con-

ditions du même genre, mais de nature telle, qile les divers systèmes

de valeurs x, j, -, . . ., «, ^\ (v, correspondants aux divers éléments

des intégrales nouvelles, se réduisent aux divers systèmes de valeurs

de iP, j, 3, . . . , M, «', w, propres à vérifier les conditions (8), c'est-à-

dire, en d'autres termes, pourvu que les lieux analytiques correspon-

dants aux nouvelles intégrales, étant réunis les uns aux autres, repro-

duisent ensemble le lieu analytique correspondant à l'intégrale e>. En

joignant à ce principe les règles ci-dessus rappelées et relatives au

changement de variable dans les intégrales simples, on pourra changer

aussi les variables que renferme une intégrale multiple. On pourra,

par exemple, dans l'intégrale S, substituer aux variables iP, y, «, ..., //,

^, w des variables nouvelles x, y, z, . . . , u, v, w, liées aux premières

par un système d'équations données

(g) X = 0, Y = o, Z=:o, ..., Ur=o, V = o, W = o.

Entrons à ce sujet dans quelques détails.

J'observe d'abord que les valeurs de x, y, z^ . . . , w, r, tr, tirées des

équations (9), devront être réduites à des fonctions réelles continues

et déterminées de x, y, z, . . . , u, v, w, du moins entre les limites

indiquées par les lieux analytiques correspondants aux intégrales nou-
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velles. Si, pour chaque système de valeurs réelles de x, y, z, . .
.

, u,

V, w, les équations (9) fournissaient plusieurs systèmes de valeurs

réelles de x, y, z, . . . , u, c, w, on devrait se borner à considérer un

seul de ces derniers systèmes.

La substitution des variables x, y, z, . .
. , u, v, w aux variables x,

y, ij, . . .
, u, v^ w ne pourrait plus avoir lieu si, à un système de valeurs

de x^ Jy '-, ' -, "> ^y ^» comprises entre les lignes des intégrations,

ne correspondait pas toujours, en vertu des formules (9), au moins un

système de valeurs réelles de x, y, z, . . . , u, v, w.

D'ailleurs, la substitution des variables nouvelles x, y, z, . . ,, u,

V, w aux variables anciennes x, y, z, . .
.

, u, ç, w^ sera une opération

complexe, décomposable en plusieurs autres, dans chacune desquelles

une seule des variables nouvelles sera substituée à l'une des anciennes;

et puisqu'on peut toujours, sans altérer la fonction sous le signe /
,

intervertir l'ordre des intégrations relatives à des variables données,

on pourra supposer, dans chaque opération particulière, que la variable

ancienne à laquelle on substitue une variable nouvelle est précisément

celle k laquelle se rapporte la première intégration. Donc chaque opé-

ration particulière se réduira toujours à un changement de variable

dans une intégrale simple, c'est-à-dire à une opération en vertu de

laquelle la fonction sous le signe / se trouvera multipliée par un

certain facteur. Ajoutons (|ue ce facteur sera toujours positif si dans

chaque intégrale nouvelle, aussi bien que dans l'intégrale S, l'inté-

gration relative à chaque variable s'effectue entre deux limites, dont la

seconde surpasse la première.

Cela posé, concevons qu'en opérant, comme on vient de le dire,

sur l'intégrale S, on substitue successivement la variable nouvelle w à

la variable nf, puis la variable nouvelle v à la variable f, puis la variable

nouvelle u à la variable //, . . . ,
puis enfin la variable nouvelle x à la

variable x. Lorsque dans l'intégrale S, relative aux variables x, y,

z, ...,«, (', Wj on substituera w à (P, on devra laisser invariables x,

y, z, .... D'ailleurs, considérant x, y^ z, . . ., //, r, w comme des
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fonctions déterminées de x, y, z, . . . , u, v, \v, on a généralement

dx =. Dx-c dx -+- Dyjc dy -\- . . .-{- J)v'^' d\ + D,v^' </w,

dy =r Dxj dx H- Dyj û?y + . . . + D, j' <^v + D^j ^vv,

)

dv =\)^\' dx + M^v «?y + . . .+ I3v «' <^v + i^w ^^ <^vv,

fl^MP- =r Dx M' <i-v 4- Dj «^ <^y H- . . . + Dy «' d\ + Dw «' fl^vv.

Donc, si l'on se borne à faire varier w avec x, y, z, . . . , u, v, w, en

laissant x, y, z, . . . , u, r, ip invariables, on trouvera

o = Dx*' <^x H- D, .X' dy -h . . . -\- Dv.r flfv H- D,, * 'i^w,

o = Dxj' dx H- Dyj «fy + . . . + Dvj dv -+- D,v r <^\v,

o =: Dx t" dx-h D,i> <fy + . . . -h L>v »' <iv + D,v f «^w,

«^wp" = Dx «' <r/x H- Dy w dy ~\- . .
. -h \)y w dv -+- D^ w^ f/w,

et l'on en conclura

, , ,
S(±:Dx.^Dv>-...l)vrD„,,r)

(lo) dw= —i^,.,, n il—^— "^^•

Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous

le signe / , quand on substituera w à n* et dw à d\r, ne sera autre

chose que la valeur numérique du rapport

S(±Dx*Dyr...Dv(^Dw^
S (ztDx^'Dy )-...]),(')

D'autre part, lorsqu'après avoir substitué w à h', on voudra substituer

encore v à ^' et d\ à dv, en considérant v comme la variable à laquelle

se rapporterait la première intégration, on devra se borner à faire

varier r avec x, y, z, . .
.

, u, v, en laissant invariables x,y, z, . . . , u

et iv. Donc alors le rapport de dv à dy sera déterminé par les équations

o = Dx^^ dx -h DyX- dy -Jr- . . .-+- D,*' dv,

o = Dxj' d\ -+- Dy V d'y H- ...+ Dvj dv,

o = î)^u dx -h iKif dy -h . . .-i- Dyif dv
,

dç = Dy^ç dx + DyP dy -\- . . . +- l),v dv,
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desquelles on tirera

Donc le facteur positif par lequel on devra multiplier la fonction sous

le signe / ,
quand on substituera v à r, ne sera autre chose que la

valeur numérique du rapport

S(±D,.rr),v...n„^/ n,(0

S(^±: Dx^- J3jj . . .\)ji)

En continuant ainsi, et désignant par

0, 0', ..., 0"-'-\ 0"-"

les valeurs numériques des résultantes

on conclura définitivement que si, dans l'intégrale "S, on substitue

successivement \v à w, puis v à i', . .
. ,

puis y à j, puis enfin x à ^, les

facteurs positifs par lesquels la fonction sous le signe / devra être

successivement multipliée se réduiront aux rapports

0' 0"-'-) ^
,,

0'' 07'
•'•' 0^' ®"-'-

Donc le facteur équivalent au produit de tous ces rapports sera le

facteur positif par lequel la fonction sous le signe / se trouvera défi-

nitivement multipliée, quand on aura substitué aux anciennes

variables x, y^ z^ , . . , //, v^ w les variables nouvelles x, y, z, . . . , u,

V, w; et Ton peut énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Concevons que^ dans Vintégrale multiple

S=/ / / •*•/
/ /

^ dw dv du . . . dz dy dx
;

12 désigne une fonction réelle de n variables réelles x,y, z, . . .
, u, r, w,

Œuvres de C. — S. II. t. XIV. 19
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en fonction des variables nouvelles x, y, z, . .
. , u, v, w, de telle sorte

que de celles-ci la dernière seulement entre dans w^ les deux dernières

seulement dans (^, les trois dernières seulement dans u, etc., alors les

formules (lo), (i i\ etc., se réduisent évidemment aux suivantes :

diX'= D^ iv flfvv, de = D, f' dv, . .
.

, da-= D^^' d\,

et, en conséquence; le facteur 0, par lequel on doit multiplier la fonc-

tion sous le signe /
,
quand on substitue les nouvelles variables aux

anciennes, se réduit à la valeur numérique du produit

(i5) D^^DjjD ^...D,.//Dv(^D„.«-.

On arriverait à la même conclusion en observant que, dans l'hypothèse

admise, le tableau (i3) se réduit au suivant :

(i6)

et la résultante

au seul terme

D.,^-,
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Théorème II. — Les mêmes choses étantposées que dans le théorème /,

si d'aiUears les Videurs de x^ y^ z^ . . . , u, v, w, exprimées en fonction

des variables nouvelles x, y, z, . . . , u, v, w, renferment seulement^ la

première^ la variable x; la deuxième^ les deux variables x, y; la troi-

sième, les trois variables x, y, z; etc.; alors le facteur positif 0, par

lequel on devra multiplier la fonction sous le sig-ne
j ,

quand on substi-

tuera les nouvelles variables aux anciennes, se réduira simplement ci la

valeur numérique du produit

D^.r Dyj \),z . . . J J„ // J )v
«' 1 )„ («'.

Remarquons encore que, dans le cas particulier où les variables o^,

y, z, . . . , u, V, \v sont liées par des équations linéaires aux variables

nouvelles x, y, z, . . ., u, v, w, le facteur se réduit évidemment à

une quantité constante.

Remarquons enfin que les principes ci-dessus exposés entrainent

la proposition suivante :

Tin:oRÈME III. — Si la fonction placée sous le signe j , dans une

intégrale multiple relative aux variables x, y, z, . . . , u, v, w, doit être

multipliée par le facteur quand on substitue au système x, y,

2, . . .
, //, V, W un autre système x, y, z, . . . , u, v, w, et par 0' quand

on substitue au second système x, y, z, . . . , u, v, w, un troisième sys-

tème r, 1), 3, . , .^ II, u, V», cette même fonction devra être multipliée par

le produit 00' quand on passera directement du premier système x, y,

z, . .
,

, M, r, {V au troisième système r, i), 3, . . , , u, u, U).

D'ailleurs ce théorème, ainsi (jue les précédents, continuerait

évidemment de subsister, si plusieurs variables appartenaient à la

fois aux divers systèmes que l'on considère.

II. — Applications diverses des principes exposés dans le premier paragraphe.

Pour montrer une application des principes établis dans le para-

graphe I, supposons que, il étant une fonction réelle de n variables
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réelles x, J, ^, • • • , ", ^', »»', et ;• une autre variable, réelle et positive,

liée aux premières par la formule

on étende l'intégrale

(2) li> = tfjT. • . /ÎTo f/,r dv du . . . dz dy doc

à tous les systèmes des valeurs de Xy j, s, . . . , //, c, w pour lesquels r

demeure compris entre les limites

(3) r = v', / = /".

Si Ton pose

(4) ^=a,/-, l'ma^/-, z-=z7...r^ ..., u^c^n-tr, ('^a„_i/-, (v=a,;/-,

les nouvelles variables

devront, eu égard à l'équation (i), vérifier la condition

(5) a-- + «!] + ... 4- a;-;= I,

à laquelle on satisfera en prenant

«1 =coscp],

a., ^ sin ca, coso^

(6;

y.n-x= sinÇi sincp*. . . sinç)„_2 cos9,,_,,

a„ =r: sincp, sincp^. . . sin o,i--i sina)„_,.

Si d'ailleurs on assujettit les angles o,
, Ça, • • • , ?//-2 à demeurer com-

pris entre les limites o, t:, et l'angle ©„_, à demeurer compris entre les

limites — r., + ri ; alors à tout système de valeurs de x, y, z, . . . , //,

r, (ï', pour lequel se vérifiera la condition (i), correspondra toujours

un système unique de valeurs de a,, a^, . . ., ol,,, pour lequel se véri-

fiera la condition (5); et, par suite, si aux variables x, y, z, . . . , //,

(', (pon substitue les variables ;% ©,, 9.,, . . ., o,,_^, on aura, en vertu

du théorème I du paragraphe I,

(7) • ^^=f f '"f f ^'®drdo,...don-._dOn-u
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désignant un facteur positif que l'on déterminera sans peine en

opérant comme il suit.

Comme, en laissant invariables o^, j, -, . . ., //, <', on tire de la for-

mule (i),

par conséquent
j dr
dsv= -

)

il est clair que, si l'on substitue /'à w Gtdrkfhv, on devra, dans l'inté-

grale cS, multiplier la fonction placée sous le signe / par la valeur

numérique du rapport ; • Si l'on substitue ensuite a, à x, c/.., à y, ...,

a„_i à r, on devra évidemment, en vertu des formules (4), remplacer

djc, dr, . . . , dv

par
r dy.^, r d(Xi, .... idan-\\

et, en conséquence, remplacer le produit

du- dy . . .dv

par le produit

Donc, si aux variables x^ y,z, ..., u, r, n- on substitue les variables

;•, a,, a.j, . . ., a,,
,

, on devra, dans l'intégrale "S, multiplier la fonc-

tion 12 par la valeur numérique du rapport

D'autre part, si, dans une intégrale multiple, relative aux variables

a, , a^, . . . , a,,_, , on substitue à celles-ci les angles 9, , 92» • • • » 9^.-1

liés avec elles par les équations ((>), on devra, en vertu du théorème H

du paragraphe I, multiplier la fonction sous le signe /par la valeur

numérique du produit

qui peut être réduit à la forme

(-i)"->&a„
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la valeur de étant positive et déterminée par l'équation

(8) = sin"--9i sin"--''tp,,. . .sin-'<p„_., sin(p„_..

Cela posé, on conclura du théorème III (§ I), qu'en substituant aux

variables^,/, z, . . ., u,v, w les variables r, ©,, ?2, ••., ©,.-,, on doit,

avec M. Jacobi, multiplier la fonction sous le signe / par le facteur

(9) = &/•"-'.

Donc la formule (2) pourra être réduite à

-71 «^0 ^ •^ r'

Concevons maintenant que les n variables x, y, z, . . ., u, r, h\

soient liées à n autres variables x, y, z, . . . , u, v, w par des équations

linéaires de la forme

(II)

a- = a\ -h a^\ -h a., z -+-

z = c \ -h c^ y -h c, z -\-

-f- ù„^^ w,

+ c„_i w,

A/i-l w.

Pour que l'on ait identiquement

(12) x^+ y- -\- z- -{-...-{- i/^- -+- V-+ (V-= X-+ y-+ z- H- . , . + u-+ V- + w-,

il suffira que les coefficients

a, b, c, . . ., h; a^, h^, c^, . . . , h^\ . . .

,

a„_, , b^-^y c„_i, . .
.

, hn-i,

vérifient les conditions

a'-+/>î-4-...4-/i-=i, a«i+ 6Z/,+ ...+/i/«,=o, ..., a a„_i+^ ^„_i+ ...+A A„_j—o,

«ï + «^if
+...H- Aj =1, ..., a,a„_i+Z>iZ>„_,-f-...+/i^/<„_,=o,

a,-*_i H- bl_^ +..,+ A,7_, ::=]

D'ailleurs, si aux conditions (i3) on joint la formule (24) du Mémoire

sur les sommes alternées connues sous le nom de résultantes (t. II,
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p. 176) ('), on en conclura

et, par suite,

(14) & = !,

désignant la valeur numérique de la somme

et, eu égard aux formules (11), cette dernière somme ne difï'érera pas

de la suivante :

Enfin, la formule (12), jointe à l'équation (i), donnera

(i5) x-+y-H- Z-+ . . .+ U-+ V-+ w-=r /•-.

Cela posé, il résulte du théorème I du paragraphe I, que si les condi-

tions (i3) sont remplies, on pourra, dans la formule (2), substituer

immédiatement aux variablesar,j, z, ..., //, c, w les variables nouvelles

X, y, z, . . . , u, V, w liées aux premières par les formules (i i), en sorte

qu'on aura

(16) 1 • \lachvdi...dydx= il ...
Il

i2ds\dy...dydx,

les intégrations étant étendues à tous les systèmes de valeurs de ce,

j, . . . , ^, <i^ ou de x, y, . . . , V, w pour lesquels la variable positive r,

liée avec les premières par la formule (i) ou (i5), demeure comprise

entre les limites ;', /".

11 importe d'observer' que des formules (11) jointes aux équa-

tions (i3), on tire immédiatement

X =a X + h y + c z +. . .-\- h w,

y = ai x-h b^ y + r^ ^ 4- . . . 4- /^ ç^,^

^'7) ii^za, x-i-b, j4-<". z-h... + h. w,

\ w= an-x X + />„_, }- + r„_^ - 4- . . . _i_ }i^^_^ ^^^

(') Œuvres de Cauchy, sério II, l. Xli, p. jmx.
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Remarquons encore que l'on peut satisfaire d'une infinité de

manières aux conditions (i3), par des valeurs réelles des coefficients

En effet, après avoir choisi des valeurs réelles à^ a, b, c^ . . . , h

propres à vérifier la formule

(i8) a- ^b' + c"- -{-...+ Ii'-=i,

on pourra satisfaire, par des valeurs réelles de a, , />, , c, , . . . , Z^, , aux

deux conditions

(19) aaiH- Z^^i4- cci-4-. . .4- /t/ii=:o, a\ + b'^-^- c\ + . . .-^ h']=^i,

qui se réduiront simplement à

aa, + />/>,=: o, a] -\- b'\ z=. i

,

si les coefficients a^, b^, c^, ...,/?,, sont tous supposés nuls à l'excep-

tion des deux premiers, et qui donneront alors

a, b, _^ I

^ - «
v^a^+ b-

II y a plus : à la première des équations (19) on pourra joindre n — i

équations de même forme, c'est-à-dire n — [ équations en vertu

desquelles n — i fonctions linéaires et homogènes de a^, b^, c^, . . .

,

arbitrairement choisies, se réduiront à zéro; et de ces n— i équations

nouvelles, réunies à la première des équations (19), on en tirera une

autre de la forme

, . «1 6) e, li^

^^^^ A~B""G iî'

A, B, C, . . . , H étant des quantités connues; puis de l'équation (20),

jointe à la seconde des formules (19), on conclura

(21) ^_^^^_ _^1^.4- '

^ B G •• H ^A^-_|_B'-4-G^ + ...+ li-*

Les valeurs de /^/, , 6, , c, , . . . , ^, étant ainsi déterminées, on prouvera.

Œuvres de C. — S. II, t. XIV, 30
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par des raisonnements semblables, que l'on peut encore satisfaire, par

des valeurs réelles de (i.^, b.,, c.^, . . . , h.^, aux trois équations

!aa^_ 4- bb^ + . . . + hh^_ = o,

ai a, + ^1 6,+ . . . + A^ A,= o,

al -\- bl +. . .+ hl = i,

dont les deux premières peuvent être jointes à n— 2 équations de

même forme, arbitrairement choisies; et, en continuant de la sorte, on

finira par obtenir, pour les coefficients

a,, ^i, . . ., /t,; a;., b-,, . . ., /t;,; a„_,, />„_,, . . ., /*,,_,,

des valeurs réelles qui seront propres à vérifier les formules (i3),

quand on les joindra aux valeurs réelles et arbitrairement choisies des

coefficients a, b, c, . . . , h.

Concevons à présent qu'en attribuant aux coefficients a, b, c, ...Ji

l'un quelconque des systèmes de valeurs réelles pour lesquels se

vérifie la condition (18), on réduise ù à une fonction réelle et continue

du polynôme
aoc -^ by + es +...+ /< (v,

en sorte que cette fonction étant désignée à l'aide de la lettre caracté-

ristique f, on ait

Q. =z{{ax + ^j- 4- es +. . . + Iiw).

L'équation (16) donnera

(23) /? ••• fi{aœ-\-by^...^hw)dw...drd.r=
jj

. • • j{{x)dw...dyd\.

Si d'ailleurs, dans chaque membre de la formule (28), on substitue

aux variables x, y, z, . . . , n\ ou x, y, z, . . . , w, la variable /• liée avec

elles par Téquation (i) ou(i5), et des angles auxiliaires o,, 03, ..., s-,,-,

liés encore à ces mêmes variables par des équations semblables aux

formules (4) et (6), chaque membre prendra la forme de l'intégrale

multiple que présente féquation (10); et en posant, pour abréger,

(24) (*} = a(Xy-{- boc^-h . . .+ hoc/i.
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on trouvera

(25) /
I

...
j dr"-'^ {(Mr)drd(ûi. . .dcf„_^_dci^„-i

= / 1 •••/ /
Qr'^~^ i{iXir) dr d<^^. . .dQn—id(Sfn-i,

la valeur de ô étant toujours celle que détermine la formule (8); puis

en différentiant les deux membres par rapport à ;•", et posant après la

différentiation ;•"= i, on aura simplement

(^6) I
j ...

j j
9i{(^) dc^, ^<p, . . . c^(p„_, c/cp„_,

= / / • • • / / 9 f («1 ) û?cp, do^_ . . . da)n-'i dcû„-i

.

D'ailleurs si, en désignant par m^ n des nombres entiers quelconques,

et par cp un angle variable, on pose

a = coscp,

on aura généralement

p - ni

' sin"'-i co cos"-^ (û d<û=: 1 a."-^ ( i — a- ) - doc= ——— ^-^

puis on en conclura

p , m^i

et, par suite, eu égard à la formule (8), on trouvera

« —1

Donc la formule (26) pourra être réduite à

(27) / / • • • / j f(oj) d'cp, d(s^_. . .t/^,,-, </9„_,

// —

1
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On ne doit pas oublier que, dans la formule (24), (i, b, c, . . . ^ h

désignent des coefficients arbitraires assujettis seulement à vérifier la

condition
a*+ />- + c-+ . . . + A-= [

.

Si, en nommant /.• une quantité réelle quelconque, on remplaçait a,

6, c, ...,// par 7.' 7' /,' • '• et f(a) par f(^a), alors, à la place de la for-

mule (27) on obtiendrait la suivante :

(28) /
I

...
I

f{(,})do^ do.,. . .don-iCh,i-\

n — \

î^^— / (i-a-) - f(/.aU/a,
" — 1 \ ./_

.

la valeur de ro étant toujours déterminée par la formule (24), et «7, A,

c, . . ., h étant des coefficients arbitraires, mais liés au coefficient k

par la formule

(29) a-+ />-+ c- + /.. + /*-= Â-.

Lorsque, dans la formule (28), on pose n = 3, alors en écrivant 9,

'/ au lieu de 9,, ^a, et a, ,3, y au lieu de a,, (ïi., ^3, on trouve

simplement

(3o) / / sino f(«a + ù[:> -+- c-() do dy =: 2~ i'i/' «) dx.

les variables auxiliaires a, ^3, yH'tant liées aux angles 9, / par les

formules

(3i) a = coscp, [3 =: sino cos;<^, Y = ^i"?si"X'

et les coefficients arbitraires a, 6, c étant liés au coefficient k par

l'équation

(3'2) a-+6-+6--zz: A-.
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La formule (3o) reproduit le théorème à l'aide duquel M. Poisson a

intégré l'équation du mouvement des fluides élastiques.

Si, dans la formule (28) on prend

m étant un nombre pair quelconque, l'intégrale que renferme le second

membre sera réduite au produit de k'" par la suivante

,('

r /
"^ ^ '

1 F '^ '^ "" '

a"' (i — oc'-) - dci=z
„ / ni i- n

et la formule (28) donnera

(33

P
, m T- I

/ I
••

I I 9o)"' do, ch r/9„_. don-^ = ».-
/.

Mais, d'autre part, en supposant n impair, on aura

m 4- 3 m -h I
,
^—;-

, ni -r- 1

i devant être réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par la

caractéristique D«. Gela posé, on tirera de la formule (33)

27r -

Cette dernière formule subsistant, quel que soit le nombre pair m,

continuera de subsister, si l'on y remplace par k'" une fonction

paire f(^) développable suivant les puissances ascendantes de k-,

pourvu que l'on remplace en même temps, dans le second membre,

(wvi.)'" par f(co\/i)". On aura donc encore, en supposant n impair,

et î{k) développable suivant les puissances ascendantes de k-.

(35) ({k)= —\-—\)~j / •••/ / ^' di:{(,i^L)dcf>^d(^^...d(fn-îd(fn-x,
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pourvu que, les valeurs de (o, k étant déterminées par les formules

/:'=:«-+ 6-+ c* + . ..+ A', w:=aai+ /^a, + c(x^ + . . .4- liCn,

et les variables a,, a^, . . ., a„ étant liées aux angles cpi, 92, • • •> 9/<-i

par les équations (G), on pose 1 = 1, après les dillerentiations indiquées

par la lettre caractéristique D,.



MEMOIRE

SUR

LES VALEURS MOYENNES DES FONCTIONS

D'UNE OU DE PLUSIEURS VARIABLES.

Considérons d'abord une fonction il d'une seule variabU x, et

supposons que cette fonction reste continue entre deux valeurs don-

nées de la variable. Si, après avoir interposé entre ces deux valeurs

d'autres valeurs équidistantes, dont le nombre représenté par n— i

soit très considérable, on cherche les diverses valeurs de la fonction ù

correspondantes aux n — i valeurs données de la variable x, la

moyenne arithmétique entre ces valeurs de ù se transformera, quand

le nombre n deviendra intîni, en ce que nous nommerons la valeur

moyenne de la fonction ù, et cette valeur moyenne sera le rapport des

deux intégrales définies relatives à x, dans lesquelles les fonctions

sous le signe /seront O et l'unité. Pour plus de commodité, je dési-

gnerai cette valeur moyenne de iQ à l'aide de la lettre caractéristique M,

et je placerai au-dessous et au-dessus du signe M, les limites de la

variable, suivant l'usage adopté pour les intégrales définies.

Concevons maintenant que (2 représente une fonction de plusieurs

variables x, y, . . ., (jui reste continue pour les systèmes de valeurs

(\ex,y, . . ., comprises entre certaines limites. Le rapport entre les

deux intégrales définies qui, étant relatives à .27, y, ..., et prises

entre les limites données, renfermeront sous le signe / la fonction il

et Funité, sera la limite vers laquelle convergera la moyenne arithmé-
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tique entre les valeurs de Q qui correspondront à des éléments égaux

de la seconde intégrale. Pour cette raison le rapport dont il s'agit sera

nommé la valeur moyenne de la fonction 12, et je désignerai encore

cette valeur moyenne à l'aide de la lettre caractéristique M, en indiquant

au-dessous et au-dessus du signe M les limites des diverses inté-

grations.

Concevons, maintenant, que les intégrations doivent être étendues

à tous les systèmes de valeurs des variables x, r, ^, . . . . qui réduisent

une certaine fonction /• de ces mêmes variables à une quantité

comprise entre deux limites données a, b. On pourra rechercher ce que

devient la valeur moyenne de la fonction ù dans le cas particulier où

les deux limites a, b se réduisent à une seule. Dans ce cas, qui mérite

d'être remarqué, nous pourrons nous borner à indiquer au-dessus du

signe M la limite a de la fonction r, en ayant soin, d'ailleurs, d'écrire

au-dessous du même signe les diverses variables x^ y, z, . .
.

,

auxquelles se rapportent les intégrations.

Comme nous le montrerons plus tard, la considération des valeurs

moyennes des fonctions d'une ou de plusieurs variables peut être uti-

lement employée dans la solution de plusieurs problèmes d'analyse,

spécialement dans l'intégration des équations linéaires aux dérivées

partielles.

Analyse.

Supposons que Ton fasse varier a:, y, z^ . . .
. , entre les limites

jo> Ji pouvant être des fonctions de x, et jy, ^, des fonctions de x,

y, etc. Soit d'ailleurs il une fonction de a;, ou de x,y, etc., qui reste

continue entre les limites dont il s'agit. La valeur moyenne de ù entre

ces limites sera

M" ...
djc
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ou

.„v=v, f f ildyd.v

^.•a,.v= .v„

j J
dyy dx

Cela posé, on établira facilement la proposition suivante :

TnÉORKME I. — Soit 12 une fonction réelle de n variables réelles x, y,

z, .... .SV à celles-ci on substitue n autres variables réelles x, y, z, ...

qui soient liées aux premières par n équations linéaires^ ù considérée

comme fonction de x, y, z, ... ou de x, y, z, . . .
, conservera dans les

deux cas la même valeur moyenne, pourvu que les limites assignées au

second système de variables correspondent aux limites assignées au

premier système.

Démonstration. — En efï'et, quand on transformera chaque intégrale

relative aux variables x, y^ z, . . . , en substituant à celles-ci les

variables x, y, z, ..., la fonction sur le signe / sera multipliée,

comme l'on sait, par le facteur

= S(±D,a^^Dv) D,r....).

Si d'ailleurs, les variables x^ y, z^ ... sont liées par des équations

linéaires aux variables x, y, z, . . . , le facteur ©se réduira simplement

à une constante. Donc alors ce facteur pourra être placé en dehors des

signes d'intégration, puis effacé comme facteur commun des deux

termes du rapport qui représentera la valeur de il.

Soit maintenant /•=f(a7, y, z, , . .) une nouvelle fonction, réelle

aussi bien que 12, et supposons que l'on cherche la moyenne entre les

valeurs de 12 correspondantes à toutes les valeurs de x, y, z, . . . pour

lesquelles la fonction /-demeure comprise entre deux limites données

a, b. Désignons d'ailleurs à l'aide delà notation

M "^

X, y, z.

ce que devient cette moyenne quand la différence b — a s'évanouit.

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 21
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On aura, en vertu du théorème précédent, et en supposant toujours a?,

y, 2, ... liées à x, y, z, ... par des équations linéaires,

r^a r:=a

(0 M "= M ^-

x,y,z, ... X, y, z, ..

.

Supposons, pour fixer les idées, que la variable ;•, étant positive,

soit liée aux n variables ir, j, s, . . ., par une équation de la forme

(2) r-=a;--i-y--+-z*'^

Si l'on nomme A la moyenne entre les diverses valeurs de ù corres-

pondantes aux divers systèmes de valeurs de w, y, ^, ..., pour

lesquels r demeure comprise entre les limites positives a, h, on aura

(Il .-.i2dz dj du

(3) A^-^^^
/// • • • dz dy dd

les intégrations s'étendant à tous ces systèmes. Si d'ailleurs on pose,

comme dans le Mémoire précédent,

les variables a, , cc^, oi-^, . . . , a„, liées aux n variables jc, y, z, . . . par

les formules (4), devront, eu égard à l'équation (2), vérifier la

condition

(5) . a"f-t- «:-;-+-... H- «;•;= i.

D'ailleurs, pour satisfaire à cette condition, il suffira de prendre

a, r=cosçp,,

a» = sincp, cos<p,,

(6) y
ocn-i = sincp, sincp». . .sin^,,-, coscp„_,,

Xn = sincp, sincp.^. . .sincp„_, sincp,,—,.

Il y a plus : si Ton assujettit les angles 9,, 9.,, . . ., 9„^3 à demeurer

compris entre les limites o, ri et l'angle fn-i à demeurer compris entre
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les limites — ti, ti; alors, pour chaque système de valeurs de a,,

a^, . . . , a,i propres à vérifier la condition (5), on obtiendra toujours

un système unique de valeurs de 9,, o.,, . . ., a„_,. Cela posé, si l'on*

fait, pour abréger,

(7) = sin"~-cp, sin"~-'cp2. . .sin-cp„_;. sincp„_2,

et si, en opérant comme dans le xMémoire précédent, on substitue,

dans les deux intégrales que renferme la formule (3), les variables cp,.

f 2>

(8) A =

o„_, , r aux n variables x, y, z, . .
.

, on trouvera

/ j . .
.

I j OQ,r"~^ drd(^^ . . .don-t <^'-p«-i

Concevons maintenant que, dans l'équation (8), on pose b = a; alors

le second membre de cette équation se présentera sous la forme -; et

pour obtenir sa véritable valeur, il suffira de remplacer le rapport des

deux intégrales qu'il renferme par le rapport de leurs dérivées

relatives à b, puis de poser, dans ce dernier rapport, b = a; et comme

la valeur de A ainsi obtenue sera précisément la valeur moyenne deO,

désignée par la notation

nous devons conclure que l'on aura

I
•

I
Oildo^. . . dcfn^i d'J^n -1

(9) M -^

•r,y,5,.

D'autre part, comme en désignant par m un nombre entier quelconque,

on a généralement

(10)
r • \ '^ /
/ sin'"-' co do = —; ^ î
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on trouvera, eu égard à l'équation (7),
II

<' f^ !/'
''''''"--'''''-'= V(^y

donc la formule (9) pourra être réduite à

r (
^

(,2) M P- = -^ f I
•• f ''" ^?i • -'^^n-: dOn-,.

~
• — t: - (I

"-(1

.',v,c., ... 'îT.-

Considérons maintenant, d'une manière spéciale, le cas où l'on a

a := I .

Dans ce cas la fonction de ^',7, z, . . ., désignée par (2, se réduit pour

r= I, en vertu des formules (4), à une fonction des variables

et, en substituant cette dernière fonction à la première, on réduit la

moyenne

M "'

x,y,z, ...

à la forme

M ^-'

Xi.x.., ...,a„

p étant une variable nouvelle liée aux variables a,, a,, . . ., a„ par

l'équation

(i3) p-= a'f -h a'^ -f- . . .--(- a;,.

Donc, en considérant 12 comme une fonction des n variables a,,

a,, . . .
, a„, et supposant p lié à celles-ci par l'équation (i3), on aura

(i4)

a,,a,,, ...,a„ 9,71-a,., ...,a„ ';î7i"- ~"

pourvu que, dans le second membre de la formule (i4), on regarde
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a,, a^, . . . , a,,, 6 comme des fonctions de o,, Oo, . . . , o„._|.déterminées

par les formules (6) et (7).

Concevons, à présent, que z/,, w^, . . . , w,, étant des coefficients réels,

on pose

(1 5) 0) ^ A/, ^1 H- //.^a^+ . . . + lln^n-

Soit, d'ailleurs, k une quantité positive liée aux coefficients w,,

a.,, . . . , u„ par la formule

( lO) !<-= u; + //.] -^-. ..+ u'i;

et nommons F(k) une fonction paire de k, développable suivant les

puissances ascendantes de k-. En vertu de la formule (35) du précé-

dent Mémoire, on aura, pour des valeurs impaires de /?,

('7) PU0 = —^^7^f f ••'[ 0~\'{j^^\)do,...do,,^,ch„_,,

pourvu que l'on pose 1 = 1, après les différentiations indiquées par la

caractéristique D,. Donc, eu égard à la formule (i4)» on aura encore

Concevons maintenant que F(k) désigne une fonction de k, paire ou

impaire, mais développable suivant les puissances ascendantes de /•.

Alors l'expression

]\Jl^(/.-a)=l / K(/.-a)r/a

représentera une fonction paire de ky développable suivant les puis-

sances ascendantes de k'-; et à la formule (18) on devra substituer

celle qu'on en déduit quand on remplace dans le premier membre

F(/) par M F(/ca), et, dans le second membre, l'expression



1G6 Y ALK LU S MOYENNES DES FONCTIONS

par l'expression
Il — I

(19) D,-^
I

-.
-^

]vr i'\^>ocvV)•^ M '^^^^'v'M

ou, ce qui revient au même, par la suivante :

(20) -1\" II' / l'(r.)a\ '.) c/a

dans laquelle on devra toujours réduire '. à l'unité, après les différenlia-

tions indiquées par la caractéristique D,. D'ailleurs, si l'on rem-

place F(/) par /.'", m étant un nombre pair quelconque, l'expres-

sion (20 ), réduite à

;/ — 1 I « — 2 ^1

Dt ' t

sera équivalente au produit

/u -I- // — 9. /// I- 5 tu I- 3

OU, ce qui revient au même, à l'expression

On aura donc, pour des valeurs paires de m,

ou, ce qui revient au même.

Eu égard à cette dernière formule, dans laquelle le facteur y se réduira

simplement à -pour 1 = 1, on tirera de l'équation (iH), quand on y

remplacera F(/') par Al F( /a), en supposant F(A) développable sui-
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vant les puissances ascendantes de Â*,

a = 1 1 p =: I

,; _ . p „ _ ,

(21) ^F{k^)=^^
jy[ DT^L'^fCcov'OI.

2r
, a,, ...,a„

En résumé, on peut énoncer les deux propositions suivantes :

Théorème II, — Soient a,, a.,, . . .
, 7.,,, n vai^iables réelles; soit encore

une fonction linéaire de ces variables ^ les coefficients u^j u^, . . ., 11,,

étant réels j et posons

p = y/a^ +«;-; + ... -+- ocl

,

k =
y/?/"f

+ u'i + . . . + u'f,

.

Soit enfin ¥(k) une fonction paire de /•, développable suivant les puis-

sances ascendantes de k^. On aura pour des valeurs impaires de n,

pourvu qu^après avoir effectué les différentiations indiquées par la carac-

téristique D, on réduise le paramètre i à Vunité. On aura d\iilleurs,

comme Von sait,

/n\ __ i.3.5...(n — 2)
i

2 -

Théorème III. — Les mêmes choses étant posées que dans le théorème

précédent, si l'on nomme ¥{k) une fonction développable suivant les

puissances ascendantes de k, on aura

|^F(A-a) =^?^ 1^ \^y[r^VUis,r,)\,

pourvu qu^après les diffèrentiations indiquées par la caractéristique D, on

réduise \. à l'unité.
^B^w





NOTE SUR L'EMPLOI

DBS

THÉORÈMES REL4T1FS AUX VALEURS MOYENNES

DES FONCTIONS

DANS L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

ET AUX DÉRIVÉES PARTIELLES

Supposons d'abord l'inconnue ct déterminée en fonction du temps t

par une équation différentielle de la forme

(i) D^^CT=A-nT,

/.• étant une quantité constante. Si l'on nomme trî^, trr, les valeurs de gt

etD,cn correspondant à une valeur nulle de t, l'intégrale générale de

l'équation (i) sera

2 2 A"

OU, ce qui revient au même,

a = i a= t

(2) ^—V>, M te'-'^TS,-\- M /e^'='n7,.

Si d'ailleurs la quantité k"- est la somme des carrés de plusieurs autres

quantités U\^u.,^ . , . , //„, en sorte qu'on ait

(3) k^-^ u\ ^ u\ + . .
. -\- u\,

on pourra dans la formule (2), remplacer l'exponentielle e'"' par une

autre dans laquelle l'exposant soit réduit à une fonction linéaire

Œuvres de C. — S. II, t. XIV.
.
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de iiiyU^, . .
.

, «„. En effet, supposons d'abord que n soit un nombre

impair. Alors, en désignant par

ai, a,, cxn

n variables auxiliaires, et posant

(4) oj = //, a, -t- «,a, + . . . + ?<„a„, p-z= a; + a.^ + . . . la;,,

on tirera de l'équation (2), combinée avec la formule (21) du précé-

dent .Mémoire,

(5) cj=—^y— D, M t\)~[~e'-"'']m.

i p=i

2r

i devant être réduit à l'unité, après les différentiations indiquées par

la caractéristique D,. Si n était pair, ou, ce qui revient au même, si,

n étant impair, k"^ était de la forme

(6) A-= u'\ -\- ui-^... I- «;_,,

il suffirait, pour revenir au cas précédent, de joindre à la formule (3)

l'équation

(7) ih,= o,

en vertu de laquelle la valeur de w serait réduite à

(8) (ji z= Il ^ix^+ Il .(x^_-\- . . . + //„_,«„_,.

Concevons maintenant que, x^y, z^ . . . étant de nouvelles variables

indépendantes, /.-^ se transforme en une fonction de D,., D^., D^, .. .

entière et du second degré, représentée par F(D,, D,, D^). L'équa-

tion (i), ou, en d'autres termes, la formule

sera une équation aux dérivées partielles, linéaire et du second ordre,



RELATIFS AUX VALEUIiS MOYENNES DES FONCTIONS. 171

qui déterminera l'inconnue tn considérée comme fonction de co^y,

z, . . . ,t, quand on connaîtra les valeurs initiales de m et D,î7j. Soient

crro(^, j, -, . . .), ûj|(a7, j,^, . . .) ces valeurs initiales. L'intégrale

générale de l'équation (i) ou (9) sera représentée par la formule

93'mbolique

(10) GJ = D, ll/f te^'^ GJ„(.r, j, 3, . . .) + lyi" /e^'* nr, (.r, y, z, . . .),

a = — I a = — I

analogue à l'éffuation (2). Soient d'ailleurs

On aura

(m) /^^-z=zF{u, V, (v, ...);

et, si n désigne le nombre des variables x,y,z, . . ., la valeur de ^•-

déterminée par l'équation (^11) pourra être généralement réduite à la

forme

(12) k'-.

Ui^u.,, . . . , //„ étant des fonctions linéaires de u,v,w, . . ., en sorte

qu'on aura

(i3)
it^= a^ a -\- b^_v -\- r% (\' + . . . + L_,

Un= anll -\- bn\> -\- CnW + ...+ /„,

''/i, ^^,c,, ...,/, ; ao,b.2,c.,, . . . ,1.,; . . .-^ a,„ b,„c,„ . . . , l„ étant des

coefficients qui seront tous réels si la fonction Y(a:,y,z, . . .) est du

nombre de celles qui restent positives pour des valeurs quelconques

de x,y,z,.... Admettons cette dernière hypothèse. Alors, pour

déduire de la formule (5) l'intégrale générale de l'équation (i), il

suffira de remplacer dans cette formule cjo et ro, par nr,, (^%7, -,•••)

et ujf{x,y,z, . . .). D'autre part, en vertu des formules (i3) jointes à

la première des équations (4), on aura
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les valeurs de a, ^, r, . . . , a étant

l a = aia, H- «*«*+ . . . + a„a„,

(ï5) < {3 = />]«, + Z*ia,H- . . . + hnOi,n

[ >. r= /, a, + /j a^+ . . . + /„ a,y.

Enfin, en désignant par Tri(^x,y,z, . . .) une fonction arbitraire de or,

y^z, . . ., on aura, en vertu du théorème de Taylor, eu égard à la

formule (i4),

(i6) ('""^'~'w{.r, y, z, .. .) = e''v'''CT(^- + a/v"t, V + 5/v/'t. . ••)•

Donc l'intégrale générale de l'équation (9) sera

J r>=i 'i^r^i^ 1

(17) Tn = '-j—rih M fï\' [' - e"^''TS,X^ + oct\j\, y + ^t\fi, ...)\

Il — . I // — 2

i devant être réduit à l'unité après les difterentiations indiquées par

la caractéristique D,.

La formule (17) conduit aisément à la connaissance des lois des

phénomènes dont l'étude exige l'intégration d'équations semblables à

la formule (9). Supposons, pour fixer les idées, que j", j', z, . . . repré-

sentent des coordonnées d'une ou plusieurs sortes. Supposons encore

que l'équation (9) soit homogène, et que, par suite, /, , A,, . . . , //,, v

s'évanouissent. Supposons enfin que les valeurs de l'inconnue tr? et de

sa dérivée soient insensibles au premier instant pour dos valeurs

de ^, j, z, . . . sensiblement différentes de zéro. Alors, en vertu de la

formule (17), la valeur de ct no sera sensible au bout du temps t que

pour des valeurs de x,y,z, . , . qui vérifieront sensiblement les for-

mules

(18) a: -\- <xt=zo, j+|3/ = o, z -\- yt ^o, ....

Soient, d'ailleurs,

(19) «i^^aja 4- biji + c,Y H-. . .^ «,==: a,a -i- bî(3 + c^y -I- . . .^
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les valeurs de a,, a.^, . , . tirées des formules (i5). L'équation

(io) 5C7 + a.j +. . .+ a7,r= I,

jointe aux t'ormules ( i8 ), (19 ), donnera

(2 1
) (ai ^' + bi j + Cl = + .,.)-+ ( a...r + b., v + c, ^ +...)" + •• •

H- (a„x' + hnV -\- CnZ ...)-= r-,

et l'équation {11) devra être vérifiée sensiblement, au IjouL du temps t,

par tous les systèmes des valeurs x,y^z, ... pour lesquelles

l'inconnue cô conservera une valeur sensible.

Si X cessait de s'évanouir, les conclusions auxquelles nous venons

de parvenir ne subsisteraient, en général, ([ue pour des valeurs peu

considérables de t.

Si la formule (9) se réduit à l'équation du mouvement des fluides

élastiques, la formule (17) reproduira l'intégrale connue de cette

équation, et la formule (21) sera l'équation de la surface sphérique

mobile qui représentera l'onde sonore.





MÉMOIRE

SUR

LES QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES.

La théorie des équivalences algébriques, à laquelle se rapporte un

des précédents Mémoires, n'est pas la seule qui puisse être utilement

substituée à la théorie des expressions imaginaires. On peut encore,

avec avantage, remplacerces expressions par \es> quantités géométriques

,

dont l'emploi donne à l'algèbre non seulement une clarté, une préci-

sion nouvelle, mais encore une plus grande généralité. Entrons, à ce

sujet, dans quelques détails.

La théorie des expressions imaginaires a été, à diverses époques,

envisagée sous divers points de vue. Dès Tannée 1806, M. l'abbé Buée

et M. Argand, en partant de cette idée que V— i est un signe de per-

pendicularité, avaient donné des expressions imaginaires une inter-

prétation géométrique, contre laquelle des objections spécieuses ont

été proposées. Plus tard, M. Argand et d"'autres auteurs, particulière-

ment ALM. Français, Faure, Mourey, Vallès, etc., ont publié des

recherches (') qui avaient pour but de développer ou de modifier

l'interprétation dont il s'agit. Dans mon Analyse algébrique, publiée

en 1821, je m'étais contenté de faire voir qu'on peut rendre

(') Une grande parlic, dos résullats de cet. ivclierclies a\ail été, à ce (ju'il parait,

obtenue, même avant le siècle présent et dès l'année 1786, par un savant modeste,

M. Henri-Dominique Truel, qui, après les avoir consignés dans divers manuscrits, les a

communiqués, vers l'année 1810, à M. Augustin Normand, constructeur de vaisseaux

au Havre.
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rigoureuse la théorie des expressions et des équations imagi-

naires, en considérant ces expressions et ces équations comme

symboliques. Mais, après de nouvelles et mûres réflexions, le meilleur

parti à prendre me paraît être d'abandonner entièrement l'usage du

signe sj— I, et de remplacer la théorie des expressions imaginaires

par la théorie des quantités que j'appellerai géométriques, en mettant

à profit les idées émises et les notations proposées non seulement par

les auteurs déjà cités, mais aussi par M. de Saint-Venant, dans un

Mémoire digne de remarque, sur les sommes algébriques. C'est ce que

j'essaierai d'expliquer dans les paragraphes suivants, qui ofl'riront

une sorte de résumé des travaux faits sur cette matière, reproduits

dans un ordre méthodique, avec des modifications utiles, sous une

forme simple et nouvelle en quelques points.

1. — Définitions^ notations.

Menons, dans un plan fixe, et par un point fixe pris pour origine

on pôle, un axe polaire OX. Soient d'ailleurs r la distance de l'origine

à un autre point A du plan fixe, et/> l'angle polaire, positif ou négatif,

décrit par un rayon mobile, qui, en tournant autour de l'origine

dans un sens ou dans un autre, passe de la position OX à la posi-

tion OA.

Nous appellerons quantité géométrique, et nous désignerons par la

notation /•/, le rayon vecteur OA dirigé de vers A. La longueur de ce

rayon, représentée par la lettre /*, sera nommée la valeur numérique o\x

le module de la quantité géométrique /•/,; l'angle p, qui indique la

direction du rayon vecteur OA, sera Vargument ou Vazimut de cette

même quantité. Deux quantités géométriques seront égales entre

elles, lorsqu'elles représenteront le même rayon vecteur. Donc,

puisqu'un tel rayon revient toujours à la même position, quand on le

fait tourner autour de l'origine dans un sens ou dans un autre, de

manière que chacun de ses points décrive une ou plusieurs circon-

férences du cercle, il est clair que si l'on désigne par k une quantité
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entière quelconque, positive, nulle ou négative, et par - le rapport

de la circonférence au diamètre, une équation de la forme

entraînera toujours les deux suivantes :

fi=:r, P= p + 2/yrL,

et, par suite, les formules

cos/*=: cos/>^ sinP =z sinp.

Enfin, nous conviendrons de mesurer les longueurs absolues sur

l'axe polaire OX, en sorte qu'on aura identiquement

Quant à la quantité géométrique /•- ('), elle se mesurera aussi bien

que /'o, sur Taxe polaire OX, mais en sens inverse, et, par suite, la

notation r_ pourra être censée représenter ce qu'on nomme, en algèbre,

une quantité négative.

Cela posé, la notion de quantité géométt-ique comprenàrsi, comme cas

particulier, la notion de quantité algébrique, positive ou négative, et,

à plus forte raison, la notion de quantité arithmétique ou de nombre,

renfermée elle-même, comme cas particulier, dans la notion de quan-

tité algébrique.

Ajoutons que, pour plus de généralité, on pourra désigner encore,

sous le nom de quantité géométrique^ et à l'aide de la notation //,, une

longueur r mesurée dans le plan fixe donné, à partir d'un point quel-

conque, mais dans une direction qui forme avec l'axe fixe OX, ou

avec un axe parallèle, l'angle polaire/?. Alors le point à partir duquel

se mesurera la longueur r, et le point auquel elle aboutira, seront

Vorigine et Vextrémité de celte longueur.

(i) En général, les notations

'V'' 'p+T^

représenteront deux longueurs mesurées sur la même droite, mais dans des directions

opposées.

Œuvres de C. — S. II, l. XIV. a3
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II. — Sommes, produits et puissances entières des quantités géométriques.

Après avoir défini les quantités géométriques, il est encore néces-

saire de définir les diverses fonctions de ces quantités, spécialement

leurs sommes, leurs produits et leurs puissances entières, en choisis-

sant des définitions qui s'accordent avec celles que l'on admet dans le

cas où il s'agit simplement de quantités algébriques. Or, cette condi-

tion sera remplie, si l'on adopte les conventions que nous allons

indiquer.

Étant données plusieurs quantités géométriques,

^p; f^p') ^p"l • • •

représentées en grandeur et en direction par les rayons vecteurs

OA, OA', OA", ...

(|ui joignent le pôle aux points A, A', A", . . ., concevons que l'on

mène par l'extrémité A du rayon vecteur OA une droite AB égale et

parallèle au rayon vecteur OA', puis, par le point B une droite BC

égale et parallèle au rayon vecteur OA", ... ; et joignons le pôle au

dernier sommet K de la portion de polygone OABC. , .HK construite

comme on vient de le dire. On obtiendra le dernier côté OK d'un

polygone fermé dont les premiers côtés seront OA, AB,BC, . . .,HK.

Or, ce dernier côté OK sera ce que nous appellerons la somme des

quantités géométriques données, et ce que nous indiquerons par la

juxtaposition de ces quantités, liées l'une à l'autre par le signe -f-,

comme on a coutume de le faire pour une somme de quantités algé-

briques. En conséquence, si l'on nomme R la valeur numérique du

rayon vecteur OK, et P l'angle polaire formé par ce rayon avec l'axe

polaire, on aura

(i) /?/,= />,+ /•;/ + /;,.•+....

Observons d'ailleurs que les côtés OA,AB,BC, . . .,HK, du poly-

gone ABCD...HK, peuvent être censés représenter eux-mêmes les
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quantités géométriques désignées par les notations J)„i'^,r^,., ....Donc,

pou?- obtenir la somnw de plusieurs quantités ^géométriques , il suffit de

porter, l'une après Vautre, les diverses longueurs qu'elles représentent,

dans les directions indiquées par les divers arguments, en prenant pour

origine de chaque longueur nouvelle l'extrémité de la longueur précé-

dente, puis deJoindre Vorigine de la première longueur à Vextrémité de

la dernière, par une droite qui représentera en grandeur et en direction

la somme cherchée.

Si Ton projette orthogonalenient les divers côtés du polygone

OAB(^..HK sur l'axe polaire, la projection algébrique du dernier

côté OK sera évidemment la somme des projections algébriques de

tous les autres, ou, ce qui revient au même, la somme des projections

algébriques des rayons vecteurs OA, OA',OA", .... Donc l'équa-

tion (i) entraînera la suivante :

(2) /?COsP:=: /'COS/J + r' COS//-I /•"cos//"H-. . ..

On trouvera de même en projetant les divers côtés du poly-

gone OABC. . .HK, non plus sur l'axe polaire, mais sur un axe fixe,

perpendiculaire à celui-ci :

( 3 ) // sin P= r sin/> H- /•' sin/?'+ ;•" sin/>" +

Les équations (^2) et (^3 ) fournissent le moyen de déterminer aisément

le module B et l'argument P de la somme de plusieurs quantités géo-

métriques.

Si l'on considère seulement deux rayons vecteurs OA, OA', repré-

sentés en grandeur et en direction par les quantités géométriques /•)„

/;,, la somme de ces dernières sera, en vertu de la définition admise,

une troisième quantité géométrique propre à représenter en grandeur

et en direction la diagonale OK du parallélogramme construit sur les

rayons vecteurs donnés. En d'autres termes, elle sera le troisième

côté d'un triangle qui aura pour premier côté le rayon vecteur OA, le

second côté AK étant égal et parallèle au rayon vecteur OA'. D'ailleurs,

dans ce triangle, le côté OK, représenté en grandeur par le module de
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la somme //,+ /'),,, sera compris entre la somme et la diiïerence des

deux autres côtés, représentés en grandeur par les modules r et r' . On

peut donc énoncer la proposition suivante :

TnÉORKME I. — Le module de la somme de deux quantités géométriques

est toujours compris entre la somme et la différence de leurs modules.

Il est bon d'observer que le module de la somme de deux quantités

géométriques '> '> pourrait atteindre les limites qui lui sont assignées

par le théorème précédent, et se réduirait eflectivement à la somme

ou à la différence des modules ;*, r', si les rayons vecteurs OA, OA'

étaient dirigés suivant une même droite, dans le même sens ou en sens

opposés.

Le théorème I entraîne évidemment le suivant :

J'héorème 11. — Le module de la somme de plusieurs quantités géomé-

triques ne peut surpasser la soimne de leurs modules.

On peut, au reste, déduire directement ce théorème II de cette seule

considération, que dans un polygone fermé OABC. , .HK, le dernier

côté OK ne peut surpasser la somme de tous les autres.

Ce que nous nommerons le produit de plusieurs quantités géomé-

triques, ce sera une nouvelle quantité géométrique qui aura pour

module le produit de leurs modules, et pour argument la somme de

leurs arguments. Nous indiquerons le produit de plusieurs quantités

géométriques,
f py ^ 1''} ^ ii"y • • ' }

à l'aide des notations que l'on emploie dans le cas où il s'agit de quan-

tités algébriques, par exemple, en plaçant ces quantités à la suite les

unes des autres, sans les faire précéder d'aucun signe. Cela posé, on

aura, d'après la définition énoncée,

(
'0 /•/- /y ']>' ... = { rr'

/•"
...)/- *-/''+/'"+. . .

•

On sait (|ue, pour multiplier par un facteur donné la somme de plu-

sieurs nombres ou de plusieurs quantités algébriques, il suffit de
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multiplier chaque terme de la somme par le Facteur dont il s'agit. La

somme R,, de plusieurs quantités géométriques r^,,r^^,, . . . jouit de la

même propriété. Pour le prouver, il suffit de voir que l'équation (i)

continuera de subsister, si l'on multiplie les divers termes

^p, f'/.
r''}

par un facteur géométrique p„. Or, en premier lieu, si le module c se

réduit à l'unité, il suffira, pour effectuer la multiplication dont il

s'agit, d'ajouter l'argument 07 à chacun des arguments P,p,p',p",

Mais cette opération revient à faire tourner autour de l'origine chacun

des rayons vecteurs

^h>, />. n,; . . .

,

et, par suite, le polygone OABC. . .HK, dont la construction fournit la

valeur de R,,, en faisant décrire à chaque rayon vecteur l'angle ra; elle

laissera donc subsister l'équation (i), qui deviendra

(5) Rp-htCI^= f'p+-C!+ f'p'+^-^ ^/i"+ZS-^ • • • -
. ,

\-

En second lieu, on pourra, sans altérer les directions des côtés du

polygone OABC. . .HK, le transformer en un polygone semblable, en

faisant varier ses côtés dans le rapport de i à p, et l'on pourra ainsi,

de la formule (5), déduire l'équation

qui peut être présentée sous la forme

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème III. — Poin^ multiplier la somme

/-;,+ />'+ ....

de plusieurs quantités géométriques j^^^r^y... par le jacteur géomé-

trique p„, // suffit de multiplier chacun des termes qui la composent par

ce même facteur.
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Ce théorème une fois établi, on en déduit immédiatement la propo-

sition plus générale dont voici l'énoncé :

TiiÉORKME IV. — Le produit de plusieurs sommes de quantités géomé-

triques est 1(1 somme des produits partiels que Von peut former avec les

divers termes de ces mêmes sommes^ en prenant un facteur dans

chacune d'elles.

Soit maintenant m un nombre entier quelconque. Le produit de m
facteurs égaux à la quantité géométrique r,, est ce que nous appel-

lerons XiinV^"^'' puissance ^Çi cette quantité, et ce que nous indiquerons,

suivant l'usage adopté pour les quantités algébriques, par la notation

Cela posé, l'équation (4) entraînera évidemment la formule

(7) r';!={r"'),n,,-

et l'on étendra sans peine aux puissances entières de quantités géomé-

triques les propositions connues et relatives aux puissances entières

de quantités algébriques. Ainsi, par exemple, en désignant par m, n

deux nombres entiers, on aura

(9) {/';;)" z= r'/r

.

Ainsi encore, on conclura du théorème IV que la formule de Newton,

relative au développement de la puissance entière d'un binôme,

subsiste dans le cas même où ce binôme est la somme de deux quan-

tités géométriques.

Deux quantités géométriques seront dites opposées l'une à l'autre,

lors([ue leur somme sera nulle, et inverses l'une de l'autre, lorsque leur

produit sera l'unité. D'après ces définitions, la quantité géométrique

/y, - ou — /•/, sera l'opposée de /•,,. De plus, si l'on étend les formules (7),

(8) au cas même où l'exposant m devient nul ou négatif, on aura

identiquement
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et la quantité géométrique r^' ne sera autre chose que l'inverse de r^,.

Pareillement, r~''' sera l'inverse de r"', et l'on aura

Suivant Tusage adopté pour les quantités algébriques, une (juantité

géométrique pourra quelquefois être représentée par une seule lettre.

III. — Différences, quotients et racines de quantités géométriques.

Pour les quantités géométriques comme pour les quantités algé-

briques, la soustraction, la division, l'extraction des racines ne seront

autre chose que les opérations inverses de l'addition, de la multiplica-

tion, de l'élévation aux puissances. Par suite, les résultats de ces

opérations inverses, désignés sous les noms de différences, de quo-

tients, de racines, se trouveront complètement définis. Ainsi, en

particulier :

La différence entre deux quantités géométriques sera ce qu'il faut

ajouter à la seconde pour obtenir la première;

Le quotient d'une quantité géométrique par une autre sera le facteur

qui, multiplié par la seconde, reproduit la première;

La racine w'^™" d'une quantité géométrique, n étant un nombre entier

quelconque, sera un facteur dont la /i'*""" puissance reproduira la

quantité dont il s'agit.

De ces définitions on déduira immédiatement les propositions sui-

vantes :

Théorème I. — Pour soustraire une quantité géométrique., il suffît

d'ajouter la quantité opposée.

Théorème II. — Pour diviser par une quantité géométrique
.^
il suffit

de multiplierpar la quantité imerse.

Les diff'érences et quotients de quantités géométriques s'indique-

ront à l'aide des notations usitées pour les quantités algébri([ues.

Ainsi la différence des deux quantités géométriques Rp,r^, sera
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désignée par la notation

et le rapport ou quotient qu'on obtient en divisant la première par la

seconde, sera exprimé par la notation

Lorsque, dans une somme ou différence de quantités géométriques,

quelques-unes s'évanouiront, on pourra se dispenser de les écrire.

Donc, la somme et la différence des quantités géométriques o et /y

pourront être représentées simplement par h-/-/, et — ;•/,; et l'on aura,

eu égard au théorème ],

Si, dans la dernière des deux formules précédentes, on pose/) =^ o,

elle donnera

Soit maintenant pcj la racine rt^"^' de /;; : l'équation

(1) P-='>

donnera

et, par suite {voir le § I),

(2) p"= /', tiT^ ^=.p + 1 kr.y

k désignant une quantité entière, positive, nulle ou négative; puis on

en conclura

(3) 9 = r", GT=^^ ,

(4) 9r.= V"},.kr.
Il II

En vertu de la seconde des formules (3), l'angle polaire

p 9. kix

n n
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pourra être un terme quelconque de la progression arithmétique dont

la raison serait —, l'un des termes étant-- Il en résulte (lu'une même
n n ^

([uantité géométrique r^, offrira ii racines du degré n, toutes comprises

dans la formule

(5)
/> 2 /: Tt >

/i n

et représentées par des rayons vecteurs égaux, menés du pôle à

n points qui diviseront une même circonférence en parties égales.

Ajoutons que, l'expression (5) reprenant exactement la même valeur,

lorsqu'on fait croître ou décroître le rapport - d'une ou de plusieurs

unités, par conséquent, lorsqu'on fait croître ou décroître k de n ou

d'un multiple de n, il suffira, pour obtenir les diverses valeurs de cette

expression, de prendre successivement pour k les divers termes de la

suite

(6) o^ I, 2, ..., n — i.

Si p se réduit à zéro, et ; à l'unité, on aura simplement

rp=io=i.

Alors les diverses valeurs de l'expression (5), réduites à la forme

(7) i^,
n

ne seront autre chose que les racines /z'-'^^^de l'unité, représentées par

les divers termes de la suite

(8) i„=i, ^ITi) i^Tlj •••? I2{n— llT'

Il est bon d'observer que, parmi ces termes, deux au plus se réduiront

à des quantités algébriques, savoir : le premier terme io=i, et,

quand n sera pair, le terme i-=— i, que l'on obtiendra en posant

/' = -• De plus, comme on aura

2{n — i)Tx 27:
r=2 7r >

n n
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et, par conséquent,

^ 2(/I — 1)71 —— I 2 7tJ l'in — -'jTT
—— ï t7:> • • • 7

« n II n

il est clair que les diverses racines de l'unité pourront être représentées

non seulement par les divers termes de la suite (8), mais encore, si n

est impair, par les termes de la suite

(9) ^ (n—\)llj • • 1 1 i-K> ï 27:? ^} ^2717 I41XJ • • . ! (/;— 1)7I >

/i un n n n

et, si n est pair, par les termes de la suite

(10) I („_.;)7:, ..., • 471, I 27t, I, l27t., I',-, •••< I(h-2)7:, — Ï-

/( //

Si, par exemple, on attribue successivement à n les valeurs

o., 3, 4, 5, ...,

on trouvera pour nicines carrées de Tunité les deux quantités algé-

briques
-I, +1;

pour racines cubiques de l'unité, la seule quantité algébrique i, et les

deux quantités géométriques

* 2 71 » ï 2 7t ? ,
Y T

T^OMV racines quatrièmes àt l'unité, lesdeuxquantitésalgébrit|ues !< ~ i,

et les deux quantités géométriques

liées entre elles par la formule

ï 7t ^^ '7;»
~

2
~

etc.

Si, dans l'expression (5), on posait ^= 0, cette expression, réduite à

'Vp,
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représenterait une seule des racines n'^"'"' de r,,. Or, il suffira de multi-

plier celle-ci par l'une des valeurs de i.,^_, c'est-à-dire, par l'une
II

quelconque des racines /?'''""" de l'unité, pour reproduire l'expres-

sion (5), propre à représenter l'une quelconque des racines /i'^""®' de z-^,

attendu que Ton aura généralement

/•")," UT.-
Il II

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorèmk III. — Pour obtenir les dùcrses racines n'^'""' d'une quantité

géométrique, il suffit de multiplier successivement l'une quelconque

d'entre elles par les diverses racines n""""' de l'unité.

IV. — Fonctions entières, équations algébriques.

Nous SipipeWerons fonction entièir d'une quantité géométrique, une

somme de termes proportionnels à des puissances entières et positives

de cette quantité. Le degré de la puissance la plus élevée sera \e degré

de la fonction. Cela posé, si Ton désigne par z une (juantité géomé-

trique variable, et par / une fonction de z entière et du degré n, la

forme générale de la fonction / sera

( r
)

Z= rt -h /> - + ^ ::' + ... + A'-::"-' + /' z\

a,b,c, . . ., g-,h, désignant des coefficients constants, dont chacun

pourra être une quantité géométrique. Ajoutons que l'on pourra encore

écrire l'équation (i) comme il suit :

(2) / — ô"
( A + A'

="' + • • • + c^-"-^" + h 3-"-+ ^ + a 3-").

Si n se réduisait à zéro, la l'onction entière Z se réduirait à la cons-

tante a. Dans toute autre hypothèse, la fonction / sera variable avec z,

et son module deviendra infini avec le module de ;. En etfet, posons
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soit, de plus, li le module de la constaute h, et concevons que le

module /• de z vienne à croitre indéfiniment; on verra décroître

indéfiniment les modules de z~\z~-, . . . , z^", et, par suite, le

polynôme
+ ...+ «--

s'approchera indéfiniment de la limite h. Donc, pour de très grandes

valeurs de /•, le module de ce pol^^nome difl'éreratrès peu du module h

de la constante //, et le module H de /, eu égard à la formule (2),

différera très peu du module de hz", c'est-à-dire du produit

Donc le module /? de Z deviendra indéfiniment grand avec le module /•

de ^ ; et à une valeur finie du module R de la fonction Z ne pouira jamais

correspondre quune valeurfinie du module r de la variable Z.

Concevons maintenant que l'on attribue à la variable z une valeur

finie, puis à cette valeur finie un accroissement

dont le module p soit très petit; et en désignant cet accroissement

par As, nommons A/ l'accroissement correspondant de la fonction Z.

Pour obtenir Z-f-A/, il suffira de remplacer z par -s + T, dans le

second membre de l'équation (i), où chaque terme pourra être déve-

loppé, à l'aide de la formule du binôme, en une suite ordonnée selon

les puissances entières et ascendantes de Z. En opérant ainsi et

réunissant les termes semblables, on obtiendra le développement de

Z+ AZ en une suite de termes proportionnels aux puissances entières

de ^, d'un degré inférieur ou égal à n. Si, de cette suite, on retranche

la fonction Z représentée par le terme indépendant de C, on obtiendra

un reste qui sera divisible algébriquement par C, et qui représentera

le développement de AZ. Nommons v'" la pl^i^^ petite des puissances

de C> comprises dans ce développement. Le quotient que produira la

division de AZ par 'C'", sera une fonction entière de ^ qui se réduira,

pour une valeur nulle de ^, à une limite finie et différente de zéro.
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Soient Hlp ce quotient, et c'v<f la limite dont il s'agit. On aura non seu-

lement
r=(p"')-nT,

mais encore

et pour des valeurs décroissantes de c, l'argument "|lH-mn7 de AZ

convergera vers la limite ^ÎH-mcj. Cela posé, nommons A et B les

extrémités de deux rayons vecteurs qui, partant du pôle 0, soient

représentés en grandeur et en direction par les deux quantités géomé-

triques
Z, Z+AZ.

La longueur AB, représentée géométriquement par AZ, et numérique-

ment par le module Wc,"', se mesurera dans une direction qui formera

l'angle p+ mnravec l'axe polaire. Si, d'ailleurs, on fait croître le

module p à partir de zéro, le point B, d'abord appliqué sur le point A,

décrira un arc dont la droite AB sera la corde; et la tangente menée à

cet arc par le point A formera, avec l'axe polaire, un angle égal non

plus à la somme |J + muj, mais à sa limite ^+ muj. Or, évidemment,

la distance OB sera plus petite que la distance OA, si le point B est

intérieur à la circonférence de cercle décrite du pôle comme centre

avec le rayon OA; et l'on peut ajouter que cette dernière condition

sera certainement remplie, pour de très petites valeurs du module p,

si la tangente menée par le point A à l'arc AB forme un angle obtus

avec le prolongement du rayon OA, ou, en d'autres termes, si l'angle

polaire II, déterminé par la formule

(3) n = '(. + ni rn

oiïVe un cosinus r.égatif ; ce qui aura lieu, par exemple, si l'on a II = û.

Mais, après avoir choisi arbitrairement pour 11 un angle dont le

cosinus soit négatif, on pourra toujours satisfaire à l'équation (3), en

attribuant à zn une valeur convenable, puisque, pour y parvenir, il

suffira de prendre

(4) rn=
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Donc, en définitive, si le module R de /, correspondant à une valeur

finie de la variable z, n'est pas nul, on pourra modifier cette valeur de

manière à faire décroître le module li. En conséquence, la plus petite

valeur que pourra prendre le module R ne pourra difi'éror de zéro.

.Mais quand H s'évanouira, la valeur de z, d'après ce qui a été dit plus

haut, devra rester finie, et, puiscju'une telle valeur vérifiera l'équation

on pourra énoncer la proposition suivante :

Théork:\ik 1. — Soient z une quantité géométrique vurinhle^ et Z une

fonction entière de z. On pourra toujours satisfaire , par une ouplusieurs

valeurs finies de z^ à Véquation

(5) Z= o.

Une valeur finie de z, qui vérifie l'équation (.)), estcequ^on nomme

une racine de cette équation. Soit z' une telle racine, la fonction Z

s'évanouira avec la différence z — z' \ et si le degré n de cette fonction

surpasse l'unité, elle sera le produit de ^ — z' par une autre fonction

entière qui devra s'évanouir à son tour pour une nouvelle valeur z"

de s, et sera, en conséquence, divisible par z — z" . En continuant

ainsi, on finira par établir la proposition suivante :

Théorème II. — Soit z une quantité géométrique imriable^ et

Z=a^hz-hcz--+ ...+ ,^-z''-' + h z"

une fonction entière de z du degré n. I/équation

Z—o

admettra n racines; et si ion nomme

ces mêmes racines^ on aura identiquement^ quel que soit s,

(6) Z= h{z - z') {z - .")...(. - .'">),

en sorte que la fonction z sera le produit de la constante h par les
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facteurs linéaires

z — z', z — z'', ..., z — z"\

Il est bon d'observer que, dans le cas où l'équation (5) se vérifie,

le ternie hz" de la fonction ^ équivaut à la somme de tous les autres,

prise en signe contraire. Donc alors le module hr" de ce terme doit

être égal ou inférieur à la somme des modules de tous les autres; et si

Ton nomme b, c, . . ., g, h les modules des coefficients b, c, . . .,g\ h,

on doit avoir

(7) a + b/+ c/---i- . . .+ g/-"-' — li/-"= ou >o.

Or, cette dernière condition peut s'écrire comme il suit :

a i3 C f^'

(8) 1 H — +...+ -— hr=: ou >(>.
V / ..n ..«—I ..n—i ..

-^

D'ailleurs, le premier membre de la formule (8) varie, en décroissant,

par degrés insensibles, et passe de la limite co à la limite — h, tandis

que ; croît et varie par degrés insensibles en passant de zéro à l'infini.

Donc ce premier membre s'évanouira pour une certaine valeur de r

qui vérifiera l'équation

(9) a + bA-4- C/--+ . . .+ g/-"-' — Il /•"=();

et si l'on nomme 1 la racine positive unique de l'équation (9 ), la condi-

tion (7 ) ou (8) donnera /'<^I. On peut donc énoncer la proposition

suivante :

Théorème III. — Les rncines choses étant admises (jue dans le théo-

rème II, chacune des racines de Véquation proposée offrira un module

injérieur à la racine positive unique de l'équation auxiliaire qu^on

obtient lorsqu''on remplace, dans la proposée^ chaque terme par son

module, en affectant du signe — le terme qui renferme la plus haute

puissance de Vinconnue^ et tous les autres du signe +.

Lorsque, dans la fonction entière j, tous les termes s'évanouissent,

à l'exception des termes extrêmes a et hz\ la formule (t»), réduite à
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Véquation binôme

(lo) a-j-/i^"=o,

donne

(.0 -= -/,.

et ses diverses racines ne sont autres que les racines ni''""'' du rap-

a
port — ^.

V. — Sur la résolution des équations algébriques.

Considérons toujours une équation algébrique

(1) Z=o,

dont le premier membre

(2) Z= rt + /y ^ + c3-+ . . . + ^'="-1 + Il
z"-

soit une fonction entière de la variable

z = ry„

les coefficients a,b, Cy . . .
^ g, A pouvant être eux-mêmes des quantités

géométriques. Comme on Ta prouvé dans le précédent paragraphe,

cette équation admettra généralement n racines, c'est-à-dire que Ton

pourra généralement assigner k 3, n valeurs pour lesquelles la fonc-

tion/ s'évanouira. Résoudre l'équation, c'est déterminer ces racines en

commençant par l'une quelconque d'entre elles; et la condition à

laquelle une méthode de résolution devra satisfaire, sera de fournir

chaque racine avec telle approximation que l'on voudra. Or le carac-

tère d'une racine est de réduire à zéro la fonction Z avec son module l\',

et si des valeurs successives de z correspondent à des valeurs de R qui

décroissent sans cesse, en s'approchant indéfiniment de la limite zéro,

ces valeurs de z formeront une série dont le terme général convergera

vers une racine de l'équation (i). Donc, pour résoudre cette équation,

il suffira de faire décroître indéfiniment le module /?, et l'on pourra

considérer comme appropriée à ce but toute méthode qui permettra de

substituer à une valeur finie quelconque de z une autre valeur qui four-
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nisse un module sensiblement plus petit de la fonction Z. D'ailleurs,

si, de ces deux valeurs de j, la première n'est pas nulle, on pourra

considérer la seconde comme composée de deux parties dont l'une

serait précisément la première valeur de 2, à laquelle s'ajouterait une

valeur particulière d'une variable nouvelle qui aurait commencé par

être nulle. Donc on peut admettre comme méthode de résolution tout

procédé qui permet d'assigner à une variable z comprise dans une

fonction entière Z, une valeur à laquelle corresponde un module Rde Z

sensiblement inférieur au module du terme constant a, qu'on obtient

en posant, dans cette fonction, ^ = o.

Cela posé, concevons que, la valeur générale de Z étant donnée par

l'équation (2), on considère d'abord le cas où le coefficient 6 de ^

diffère de zéro. Si la variable 2 passe d'une valeur nulle à une valeur

très peu différente de zéro, la fonction Z passera de la valeur a à une

valeur peu différente de a, et représentée approximativement par le

binôme
a -+- bz.

Si, d'ailleurs, le module de a est très petit relativement au module

de by l'équation (i) offrira, pour l'ordinaire, une racine très rap-

prochée de zéro, et cette racine se confondra sensiblement avec celle

de l'équation binôme

(3)
- a-^hzz=o,

OU, ce qui revient au même, avec la quantité géométrique p^ déter-

minée par la formule

On pourra donc alors prendre ordinairement la quantité p^ pour

valeur approchée de l'une des racines de l'équation (i), et c'est en cela

que consiste la méthode d'approximation linéaire ou newtonienne.

Toutefois, la valeur p^ attribuée à la variable 2 ne pourra être admise

comme valeur approchée d'une racine qu'autant qu'elle fournira un

module R de Z inférieur au module de a.

Œuvres de C. — S. II. t. XIV. 25
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Si, en posant

(5) ^=pT^,

on obtient un module de Z supérieur au module de a, on pourra

substituer à la valeur précédente de z une autre valeur de la forme

(6) ^ = r^,

r étant inférieur à p, et convenablement choisi. Effectivement, soient

a, b. c, .... <;, h

les modules des coefficients

a, b, c, ... , ^, Il .

Le module de
a-\-bz,

qui se réduisait à

a — b r= o

lorsqu'on prenait z = p^» deviendra

(7) a — b/' >- o,

lorsqu'on posera z = ;-„; alors aussi le module de la somme

cz-+ . . . + gz"-'^ + Il z"

sera, en vertu du théorème II du paragraphe II, égal ou inférieur à la

quantité positive

c ;•-+ ... -J- g /•"-' + h /•",

et par suite le module du polynôme

Z=a -{- bz -^- cz-^-. . . + gz"-'^ -I- h z"

sera égal ou inférieur à la quantité positive

a — b / + c /'*-<-... + g/'"-" H- h /•"

,

OU, ce qui revient au même, à la différence

(8) a — /-(b — c/-~. . . — g/-"--— h/"-').

Donc le module It de Z sera inférieur au module a de la constante a,

si l'on détermine z à Faide de Téquation (G), en assujettissant le

module r h vérifier non seulement la condilion (7), mais encore la
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suivante :

(9) b — c/- — . .. — gr"-*— h /"-!> o.

D'ailleurs, si l'on nomme rla racine positive unique de l'équation

(10) b — c/- — ... — g/*"-- — hr"-^=:o,

il suffira, pour satisfaire simultanément aux conditions (7) et (9), que

le module /• devienne inférieur au plus petit des deux nombres p et r.

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Soient

une fonction entière de la variable z = rp, et

a, b, c, ..., g, h

les modules des coefficients

a, h, c, ..., g; h.

Supposons y d'ailleurs, que, les coefficients a, b n étant pas nuls, on

nomme ç^ la racine de Véquation binôme

a ~>r- bz = o,

et r la racine positive unique de Véquation

b — c r — ... — /-n—2 __ Jj
j.n-\

::::; o.

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son

premier terme a, il suffira de poser p = C3, et d'attribuer au module r

de z une valeur inférieure au plus petit des deux nombres p, r.

Nous avons ici supposé que, dans la fonction Z, le coefficient de z

ne se réduisait pas à zéro. Mais ce coefficient et d'autres encore pour-

raient s'évanouir. Admettons cette hypothèse, ou, ce qui revient au

même, supposons la fonction Z déterminée, non plus par l'équa-

tion (2), mais par une équation de la forme

(il) Z=a + bz' + (z"'~h...A- liz",
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les nombres /, m, . . ., n formant une suite croissante. Alors, si le

module de a était très petit relativement au module de b, on pourrait,

dans une première approximation, réduire pour l'ordinaire l'équation

algébrique

à l'équation binôme

(12) a + bz'z=o.

De plus, en raisonnant comme ci-dessus, on établirait h la place du

théorème I, la proposition suivante :

Théorème II. — Soient

Z=a-\- hz'+ cz.'"+ . . .+ hz"

une fonction entière de la variable z =^ rp^ et

a, b, c, ..., h

les modules des coefficients

a, h, c, . . ., h .

Supposons, d'ailleurs, que les nombres l, m, . . . , n forment une suite

croissante, et que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on nomme c^r

Vune quelconque des racines de Véquation binôme

(12) a 4- bz'=:z o,

et X la racine positive unique de Véquation

(i3) h — cr"'-'—...— \\r"~'=o.

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son

premier terme a, il sujjira de poser p = uj, et d''attribuer au module r

de z une valeur inférieure au plus petit des deux nombres p, r.

En s'appuyant sur les théorèmes I et II, on pourra, d'une valeur

nulle de z, déduire une série d'autres valeurs auxquelles corres-

pondront des valeurs sans cesse décroissantes du module R de la

fonction /. Si ces valeurs décroissantes de R s'approchent indéfini-
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ment de zéro, les valeurs correspondantes de j convergeront vers une

limite qui sera certainement une racine de l'équation (i). Mais il peut

arriver aussi que les valeurs de B successivement obtenues décroissent

sans s'approcher indéfiniment de zéro. C'est ce que l'on reconnaîtra

sans peine en essayant d'appliquer les théorèmes énoncés à la résolu-

tion d'équations très simples, par exemple d'équations du second

degré.

En effet, considérons le cas où, Z étant du second degré l'on aurait,

(f4) Z=za-h bz-h CZ-.

Supposons, d'ailleurs, que a, b, c étant les modules de a, b, c, on ait

a = a, b =z — b^ c ^ c.

La valeur do Z deviendra

(i5) Z= a — b3 + c5';

et les racines i^^^, r des équations

a — hz^=zo, h — c/-= o

seront

a b

b c

de sorte qu'on aura encore
a

Si, d'ailleurs, p est supérieur à r, ou, ce qui revient au même, si

l'on a

(i6) ac — b->o;

alors, pour obtenir un module de Z inférieur au module a, il suffira,

en vertu du théorème I, de poser

(17) z = Qx,

6 désignant un nombre entier inférieur à l'unité, mais qui pourra

varier arbitrairement entre les limites o, i ; et comme, en posant

(18) .^5,^ç^

on trouvera

(19) Z=a'-b'C + cr-,
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les valeurs de «', b' étant

(20) a'=a — 9(1 — ^)br, - b'=(i — 25)b;

il est clair qu'à la valeur zéro de C, ou, ce qui revient au même, à la

valeur ôr de z correspondra un module de Z, inférieur au module a, et

représenté par a'. Il y a plus : comme des formules (20), jointes à la

condition (16), on tirera

(21) a'c — b'->o.

il suffira d'appliquer le théorème I à la valeur générale de Z, que

détermine non plus Téquation (i5), mais l'équation transformée (19),

pour démontrer que le module de Z décroîtra encore si la nouvelle

variable Z, passe de la valeur zéro à la valeur

b'B-=QQx,
c

étant déterminé par la formule

OU, ce qui revient au même, si la variable z passe de la valeur Ôr à la

valeur ôr(i + 0). En continuant ainsi, on reconnaîtra que, pour

obtenir des valeurs décroissantes du module de Z, il suffit de prendre

pour valeurs successives de z les divers termes de la suite

(22) o, Bx, 0r(n-0), 9f(i -1-0 + 0'-), ....

Or le terme général de cette suite converge vers la limite

9 I

9r(l + + 0î + ...)r= -xz=z-K,
1 —02

et comme, en supposant remplie la condition (16), on trouve, pour

1 _ 1 b

2 2 c

il est clair que, dans cette hypothèse, la limite vers laquelle converge

le terme général de la série (22) ne peut être une racine de l'équation

du second degré

(23) a — hz -\- cz-=zo. '



SUR LKS Q 11 AMITÉ S GKOMÉTRIQU ES. 199

On arriverait aux mêmes conclusions en formant la série des valeurs

décroissantes du module P de Z, qui correspondraient aux valeurs

successives de la variable z, et l'on reconnaîtrait ainsi que le terme

général de cette nouvelle série, au lieu de s'approcher indéfiniment de

zéro, converge vers la limite

a-(i-9)rb(i + 0-+0M-...) = a-^^^—^^br=:a- Jbr,

par conséquent vers la limite a — t - , supérieure à va.

La limite vers laquelle converge le terme général de la série (22)

n'étant pas une racine de l'équation (21), on pourrait être tenté de

regarder le calcul de cette limite comme inutile à la résolution de cette

équation. Mais cette opinion serait une erreur; car si l'on décompose

la variable z en deux parties dont la première soit la limite trouvée,

ou en d'autres termes, si l'on pose

I

2

il suffira de substituer à la variable z la nouvelle variable C> pour

réduire l'équation (23) à l'équation binôme

(24) a'+cÇî=o,

la valeur a' étant

a = a — - — •

4 c

D'ailleurs, les deux racines de l'équation (24) ne sont autres que les

deux racines carrées du rapport

Généralement, si, au lieu d'une équation du second degré, on

considère une équation de degré quelconque, la série des valeurs de 2,

successivement déduites des règles que nous avons énoncées, et cor-

respondant à des valeurs décroissantes du module R de Z, pourra

converger vers une limite qui, n'étant pas une racine de l'équation

donnée, ne fasse pas évanouir le module R. Mais alors il suffira

d'attribuer à cette limite un accroissement représenté par une nouvelle

variable s ; puis de substituer 'C à z, pour obtenir, à la place de l'équa-
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tion donnée, une équation transformée, de laquelle on pourra déduire,

par l'application des mêmes règles, une nouvelle série de valeurs de Z,

et par conséquent une nouvelle série de valeurs de z, correspondant

à de nouvelles valeurs décroissantes du module R.

En continuant de la sorte, c'est-à-dire en déduisant, s'il est néces-

saire, des règles énoncées plusieurs séries de valeurs de z, en déter-

minant d'ailleurs avec une approximation suffisante les limites vers

lesquelles convergent les termes généraux de ces séries, et en trans-

formant l'équation donnée par l'introduction de variables nouvelles

qui, ajoutées à ces limites, reproduisent la variable z, on pourra non

seulement diminuer sans cesse, mais encore rapprocher indéfiniment

de zéro le module R; par conséquent, on finira par résoudre l'équation

donnée avec une approximation aussi grande que l'on voudra. Il y a

plus : cette méthode de résolution peut encore servir à démontrer

l'existence des racines. Lorsqu'on veut l'employer à cet usage, il n'est

pas absolument nécessaire de considérer les équations auxiliaires (3)

et (lo), ou (12) et (i3); il suffit d'observer que l'on satisfait aux con-

ditions requises, par exemple aux conditions (7) et (9), en attribuant

au module r de ^ une valeur infiniment petite ; et l'on se trouve ainsi

ramené au théorème l du paragraphe IV, par une démonstration qui

est précisément celle qu'en a donnée M. Argand dans un article que

renferme le volume IV des Annales de M. Gergonne, pages i35 et

suivantes Q). C'est encore à cette démonstration que se réduit celle

que M. Legendre a proposée pour le même théorème dans la seconde

édition de la Théorie des nombres. D'ailleurs M. Legendre observe

qu'en diminuant continuellement le module d'une fonction entière par

des opérations semblables, répétées convenablement, on parviendra,

en définitive, à une valeur de ce module aussi petite que Ton voudra;

il présente, en conséquence, ce décroissement graduel comme

(1) J'ai en ce monieiit sous les yeux un (exemplaire do I'ou\r;ige dont cet article offre

le résumé. Cet ouvrc'ijije, qui a pour titre : Essai sur une manière de représenter les

quantités inviginaires thaïs les constructions 'géométriques, porte la date de 1806. Le nom

de Tauteur, Robert Argand, de Genève, est écrit à la main.



SUR LES QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES. 201

méthode de résolution pour les équations algébriques, et surtout

comme propre à fournir une première valeur approchée d'une racine

d'une telle équation. Mais le moyen qu'il propose pour conduire le

calculateur à ce but laisse beaucoup à désirer, et consiste à faire

décroître le module de la fonction entière Z, en attribuant à la

variables» une valeur égale au produit d'un coefficient très petit, par

la racine de l'équation (3), ou par une racine de l'équation (12). Du

reste, il n'explique pas comment on doit s'y prendre pour obtenir un

coefficient d'une petitesse telle, que le module Z décroisse effective-

ment, et ne parle pas de l'équation (10) ou (i3), qui permet de

répondre à cette question. Ajoutons que, même en ayant égard à

Téquation (10) ou (i3), et en suivant la méthode ci-dessus tracée, on

peut être exposé à un travail long et pénible, si l'on n'a pas soin de

choisir convenablement les quantités que la méthode laisse indéter-

minées; par exemple, le nombre désigné par 9 dans la formule (18).

Supposons, pour fixer les idées, que l'équation (23) se réduise à la

suivante :

2 — z -\- S-=: O.

Alors, le rapport - ou r étant réduit à l'unité, le /i'*'"" terme de la

série (22) sera

1 — 22
et convergera, pour des valeurs croissantes de /?, vers la limite • Mais

il s'approchera très lentement de cette limite, si l'on attribue au

nombre 6 une valeur peu différente de zéro, à laquelle correspondra

une valeur de 8 peu différente de l'unité. Donc alors on devra pro-

longer fort loin la série (22), avant d'obtenir un terme sensiblement

égal à cette limite; et l'on peut ajouter que les valeurs de i?, corres-

pondantes aux valeurs successives de z, décroîtront très lentement. A
la vérité, dans le cas présent, on peut déterminer directement la limite

cherchée. Mais il n'en sera plus de même quand l'équation donnée

sera d'un degré supérieur au second; et généralement le calcul des

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 26
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valeurs successives de z deviendra pénible, si le module /? décroît très

lentement tandis que l'on passe d'une valeur de ^ à la suivante : ce

qui obligera le calculateur d'effectuer une longue suite d'opérations

avant que ce module devienne sensiblement nul.

On évitera ces inconvénients, ou, du moins, on les atténuera nota-

blement si, en appliquant à une fonction entière Z le théorème I

ou II, on attribue à la variable z un module /• qui, sans dépasser la

plus petite des limites indiquées z et r, fasse décroître, autant qu'il

sera possible, le module de Z. D'ailleurs, lorsque le coefficient de -

dans Z étant différent de zéro, on attribue à la variable z, avec l'argu-

ment GT, un module égal et inférieur au plus petit des nombres p, r, le

module deZ ne dépasse pas la somme (8), savoir :

(8) a — /-(b — cr — . . . — g/-''-^— hr"-'),

dont la valeur minimum, inférieure à a, correspond à la valeur

maximum du produit

(35) /(b — cr — . . , — gr"-*-— h/-"-').

Enfin, le produit (25), dont les deux facteurs s'évanouissent, le

premier quand on pose r^o, le second quand on pose r=LX, aura

pour maximum une valeur positive correspondante à une valeurt de r,

qui vérifiera la condition

Cela posé, la quantité t, inférieure à r, sera la valeur de /• à laquelle

correspondra la valeur minimum de la somme (8), que le module de Z

ne dépassera point si l'on a r<^ p. On se trouvera donc naturellement

conduit à substituer, dans le théorème I, t à r; on pourra même

réduire le module r de ^ à celle des deux quantités p, x qui fournira le

plus petit module de Z; et l'on obtiendra ainsi, pour la résolution des

équations algébriques, la méthode nouvelle et très simple qui fera

l'objet de l'article suivant.
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RKSOLITION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES

Soit toujours

une fonction entière de la variable

Comme on l'a expliqué dans le Mémoire précédent, on pourra résoudre

une équation algébrique quelconque à l'aide de tout procédé qui four-

nira pour la variable z une valeur à laquelle correspondra un module R

de la fonction Z, sensiblement inférieur au module a du premier

terme a.

Cela posé, considérons d'abord le cas où, la valeur de Z étant

donnée par l'équation (i), le coefficient /> de z diffère de zéro. Alors

une méthode de résolution très simple pourra évidemment se déduire

du théorème que nous allons énoncer.

Théorème!. — Soient

(0 Z=.a-^ hz -\-cz--\- . . .-^- gz"-^ -\- liz"

une fonction entière de la variable z =^ r,,, eX

a, b, c, ..., g, h,

les modules des coefficients

a, b, c, ..., g, h.
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Supposons (Tailleurs que, les coefficients a, b n'étant pas nuls, on

nomme Ç)^ la racine de l'équation binôme

(a) a-\- hz.=. o,

et t la valeur de rpour laquelle le produit

(3) /-(b — cr — . . . — g/-"-2— h/-"-')

devient un maximum, om, ce qui revient au même, la racine positive

unique de l'équation

(4) b — 2c/- — ... — {n — i)g/"--— /ihr"-*= o.

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son

premier terme a, il suffira de réduire ce module R à la plus petite des

deux valeurs qu'on obtient quand on pose successivement

Démonstration. — Lorsque, l'argument de z étant égal à gt, le

module de z est égal ou inférieur à p, le module du binôme «+ 6^ se

réduit à la différence
a — br;

par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme

(5) a — b/ • + C/-H-. . .+ gr"-i+ h/".

D'autre part, le produit (3), qui croîtra en passant d'une valeur nulle

à sa valeur maximum, tandis que /• croîtra depuis zéro jusqu'à t, sera

toujours positif dans cet intervalle. Donc, pour r= ou <^ x, on aura

(6) C/--+ . . . + gr"-'+ li/-«<br.

Or il résulte immédiatement de cette dernière formule que, si l'on

réduit le module r au plus petit des deux nombres p, x, la somme (5),

et à plus forte raison le module R de Z, offriront des valeurs infé-

rieures au module a. Donc le plus petit des modules de Z, correspon-

dant aux valeurs p^, ï^ct de z, sera certainement inférieur au

module a.
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Corollaire. — II est bon d'observer que, si l'on considère le pro-

duit (3) comme fonction de r, ce produit, qui croît toujours avec r

quand on fait varier /• entre les limites o, t, offrira dans cet intervalle

une dérivée toujours positive. Donc, pour /«c^t, on aura toujours

b — 2C/- — , .
. — {n — i)gr"~^ — Aih /"-'> o^

OU, ce qui revient au même,

b /• — 2 c /- — ...— (/< — 1
) g

/"-' — nh. r"> o
;

puis on en conclura

(7) b/- — c/-- — . . . — gr"-i— h/'-> c /•-+ .. .4- {n — 2) 2:
/"-•+ (n — i)li/-".

Or, en vertu de cette dernière formule, qui entraîne évidemment avec

elle la condition (6), le module a surpassera la somme (5) d'une

quantité supérieure au nombre a déterminé par la formule

(8) a — C/--+ . . .H- (n — 2)gr"-' + (/i — i)li/-".

Donc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur à la différence

a— a, si l'on pose z = r^ en prenant pour r le plus petit des deux

nombres p, t ; et, à plus forte raison, si l'on réduit le module Tî à la

plus petite des deux valeurs qu'il acquiert quand on pose successive-

ment s = PcT» ^=^V7'

Ajoutons que le nombre a ne s'évanouira jamais, si ce n'est dans le

cas particulier où, les coefficients c, . . ., g, h s'évanouissant tous

simultanément, le polynôme / se trouverait réduit au binôme a + bz.

D'ailleurs, dans ce cas particulier, l'équation algébrique Z^o se

réduirait précisément à l'équation binôme a ~\- bz = o, dont la racine

est z = 0^=— ^•

Considérons maintenant le cas où dans la fonction Z, le coef-

ficient de - s'évanouirait; ou, ce qui revient au même, supposons cette

fonction déterminée, non plus par la formule (i), mais par une équa-

tion de la forme
Z=za-^ bz'-h cz"'-h. . .+ hz".
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Alors, au théorème I, on pourra substituer la proposition suivante :

Thkorème II. — Soient

une fonction entière de la variable z = /'/', et

a, b, c, . . ., Il,

les modules des coefficients

a, h, r, . . . , h.

Supposons d'ailleurs que les nombres l, m, . . . , « forment une suite

croissante, et que, les coefficients a, b, n étant pas nuls, on nomme p^,

fune quelconque des racines de l'équation binôme

(lo) « + bz^=z o.

Enfin, soit t la valeur de r, pour laquelle le produit

(il) H{b — rr'"-'—. . . — hr"-')

devient un maximum, ou, ce qui revient au même, la racine positive

unique de Inéquation

(12) /b — mer'"-'—. . .— nhr''-'=o.

Pour rendre le module de la fonction Z inférieur au module de son pre-

mier terme a, il suffira de réduire ce module à la plus petite des deux

valeurs quil obtient quand on pose successivement

Démonstration. —Lorsque, l'argument de ij étant égal ara, le module

de z est égal ou inférieur à p, le module du binôme a + bz' se réduit

à la différence
a-b/-';

par conséquent, le module de Z ne surpasse pas la somme

(,3) a — b/-'4-cr"' + . . .+ hr".
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D'autre part, le produit(ii), qui croîtra en passant d'une valeur nulle

à sa valeur maximum, tandis que /-croîtra depuis zéro jusqu'à ï, sera

toujours positif dans cet intervalle. Donc, pour r = ou < t, on aura

(i4) cr"'+ . . .-h li/-"< b/-'.

Or, il résulte immédiatement de cette dernière formule que, si l'on

réduit le module ;• au plus petit des deux nombres p, v, la somme (l'i)

et à plus forte raison le module de Z, offriront des valeurs inférieures

au module a. Donc le plus petit des modules de Z correspondants aux

valeurs o^, »„ de z, sera certainement inférieur au module a.

Corollaire. — Il est bon d'observer que, si l'on considère le pro-

duit (il) comme une fonction de r, ce produit, qui croît toujours

avec /' entre les limites o, i, offrira dans cet intervalle une dérivée

toujours positive. Donc, pour /•<^ v, on aura toujours

(i5) /b /•''-' — /;« c /•'"-' — . . .— /?li/-"-'>o,

OU, ce qui revient au même

,

Ihr'— m c r'" — . . . — /i h /"> o
;

puis on en conclura

(c6) bH— c/-'" — . . .— li/">
( y — I

)
c/-'"+ . . .+-

(
^ — i

j
11/".

Or, en vertu de cette dernière formule, qui entraîne évidemment avec

elle la condition (i4)» le module a surpassera la somme (i3) d'une

quantité supérieure au nombre a déterminé par la formule

(17) a = (

'" — i
j

(•/'" + . . . +
(
Ç — I

j
II r".

Donc, par suite, le module R de Z deviendra inférieur à la quantité

a — a, si l'on pose z = r^, en prenant pour ;• le plus petit des deux

nombres p, %,, et à plus forte raison si l'on réduit le module 7? à la plus

petite des deux valeurs qu'il acquiert quand on pose successivement

- = ?CT, ^ = vcj. Ajoutons que le nombre a ne s'évanouira jamais, si ce

n'est dans le cas particulier où, les coefficients c, . . . , g-, h s'évanouis-
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sant tous simultanément, le polynôme Z se trouverait réduit au

binôme a-\-bz^. D'ailleurs dans ce cas particulier, l'équation Z = o

se réduirait précisément à l'équation binôme a -^bz^=o, dont les

racines se confondent avec les racines de degré / du rapport — j^

l'une d'elles étant pcT-

L'application du théorème I ou II aux fonctions entières, qui repré-

sentent les premiers membres d'une équation algébrique et de ses

transformées successives, fournit, pour la résolution de cette équa-

tion, une méthode et des formules précises qui ne renferment plus de

quantités indéterminées et arbitraires, analogues au nombre 6 du

Mémoire précédent. A la vérité, pour déduire cette méthode des

principes exposés dans le Mémoire précédent, il suffit d'attribuer aux

indéterminées dont il s'agit des valeurs spéciales, en prenant, par

exemple, = -• Mais comme ces valeurs spéciales sont précisément

celles qui font décroître plus rapidement le module de la fonction

entière donnée, ou, du moins, certains nombres que ce module ne

dépasse point, elles seront aussi généralement celles qui rendront les

approximations plus rapides.

Supposons, pour fixer les idées, que l'on applique la nouvelle

méthode à la formule (2^) de la page 177 ('), c'est-à-dire à l'équation

du second degré

en supposant toujours

On trouvera

puis, en prenant

bc + C3-r= o,

ac — b-> o.

a I b
,

b i. c

c.<

et faisant, pour abréger, a'= a — a, on obtiendra immédiatement la

transformée
a'H- cÇ-= o,

dont les deux racines coïncident avec les racines carrées du rap-

(1) f^oir ce 'nmio. p. ii)S.
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a'
port On retrouvera donc aussi l'équation (24) de la page 199;

et, ce qu'il importe de remarquer, on aura été conduit à cette équa-

tion, non plus par la recherche de la limite vers laquelle converge le

terme général d'une série formée avec des valeurs successives de la

variable z, mais par la détermination d'une seule valeur de cette même

variable.

S'il arrivait que la fonction /offrît, à la suite de son premier terme a,

un ou plusieurs autres termes dont les coefficients fussent sensible-

ment nuls, on pourrait, en se servant du théorème I ou 11 pour déter-

miner un module de / inférieur à celui de a, faire abstraction de ces

mêmes termes, sauf à constater ensuite que le module trouvé de /,

quand on a égard aux termes omis, reste inférieur au module de a.

Cette remarque permet d'employer la nouvelle méthode à la résolution

d'une équation numérique donnée, dans le cas même où l'application

rigoureuse des théorèmes I et II aux premiers membres des trans-

formées de cette équation ferait décroître très lentement, après un

certain nombre d'opérations, les modules de ces premiers membres.

On sait que l'on peut loujours ramener la résolution d'une équation

algébrique au cas où cette équation n'offre pas de racines égales.

D'ailleurs, lorsque à l'aide de la nouvelle méthode on sera parvenu à

une valeur très approchée w d'une racine simple d'une équation algé-

brique

alors, en posant

(18) 3=r03 4-r,

on transformera / en une fonction de 'Ç dans laquelle le terme cons-

tant sera sensiblement nul, tandis que le coefficient de 'C ditlérera

sensiblement de zéro. Quant au coefficient de 'C", il se réduira précisé-

ment au coefficient de z" dans la fonction /. Donc, dans l'hypothèse

admise, on trouvera

(19) Z=n + bÇ + rÇ^+.. .+ jÇ"--;+A!^",

a, b, c, ..., 9 désignant de nouveaux coefficients dont le première offrira

Œuvres de ('. — S. \\. I. \IV. 2-
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un module très petit, tandis que le module de b dillérera sensiblement

de zéro. Donc alors, en vertu du théorème 1, il faudra, pour rendre le

module de / inférieur au module de a, poser

(20) a + bÇ = o,

ou, ce qui revient au même,

II

('il) ^=~i;'

et, par suite, la nouvelle valeur approchée de la racine simple qui dif-

férait peu de w, sera celle que détermine la formule

(..) ' = ''-t

Ainsi la nouvelle méthode, appliquée à la résolution d'une équation

algébrique qui n'offre pas de racines égales, finira par coïncider, après

un certain nombre d'opérations, avec la méthode linéaire ou newto-

nienne.
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La méthode que nous avons appliquée dans le Mémoire précédent à

la réduction du module d'une fonction entière de la variable ^, peut

subir une modification qu'il est bon de connaître, et que nous allons

indiquer.

Soient toujours

Z z= a -\- h z '\- cz^-+ . . .-V- i,'z"-^ +- hz"= fi,,

une fonction entière de la variable z = z^, et

a, b, c, . . . , g, h

les modules des coefficients

a, b, c, ..., if, h.

Soit encore
a

la racine unique de l'équation linéaire

a + bz=zo,

en sorte qu'on ait

et posons

P=b'

Ç) = c + . . . + ,i,'-3"--'-+- hz''--,

C = c + . . . + g
p"--'+ h p"--.

On aura

(i) Z= a-\- bz + Qz"-.

Gela posé, lorsqu'on prendra z = r„, le module /'étant égal ou inférieur
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à p, on obtiendra évidemnient nn module de Q égal ou inférieur à C,

et, par suite, un module de Z égal ou inférieur à la somme

(2) a — h/-f G/'-.

Or, la valeur minimum de cette somme, savoir,

est inférieure, quand b ne s'évanouit pas, au module a, et correspond

à un module ^ de ;: déterminé par la formule

Donc, si l'on a i<p, ou, ce qui revient au même,

(3) <:>^'^:,

il suffira de poser Ç = t.^ pour obtenir un module de Z inférieur à a.

Si, au contraire, on a t>p, ou, ce qui revient au même,

2 a

il suffira de poser - = p„ pour obtenir un module de / inférieur à

et, par conséquent, à

Cp^z:=G^_,

1

— a

.

Ainsi, en résumé, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Soit

Z=a-+- hz + rz--^. ..^ ,A'r-"~' + à z"

une fonction enlièrc de l<i variable z. Soient encore a, b, c, . . . , g, h les

modules des coefficients r/, 6, c, . . . , ij^, h [« et b étant supposés distincts

de zéro\y et p„ la racine unique de l'équation linéaire

'l
a -h h z := o;
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enfui,, prenons
C = c + . . . + jïp"--'^- lip"--

et

b '

-

Il suffira (le poser ':^ = c^^ si Von a c <v, et ^Ç = i^, si l'on a p >t, pour

abaisser le module R de Z au-dessous d'une limite inférieure au module a

de a\ savoir, dans le premier cas, au-dessous de la limite - a. et, dans le

second cas, au-dessous de la limite a — r-p;- .

Il pourrait arriver (ju'un ou plusieurs des coefficients A, c, ... se

réduisent à zéro. Alors, à l'aide de raisonnements semblables à ceux

dont nous avons fait usage, on obtiendrait, à la place du théorème 1,

la proposition suivante :

Théorème II. — Soit

Z= a + hz'-V-r z'" + ...+ /< z"

une fonction entière de la variable z. Soient encore a, b, c, . . . , h les

modules des coefficients a, b, c, . . .
, //, et ç„ l'une des racines de Véqua-

tion binôme
a + t)z'=z n;

enfin, prenons
C=:C -f- . . .-f- llû"-'"

et

_j

m C

Il suffira de poser z = p^, si Von a p <t, et z = t^, si l'on a p <v, pour

abaisser le module B de Z au-dessous d\ine limite inférieure au module a

de a, savoir^ dans le premier cas, au-dessous de la limite — 9i (*), et,

dans le second cas, au-dessous de la limite a b^',m

(') \:\ liniito doiil ils'ngit si> présente tl'ahord sons la fornio C.p'"; mais r«'([iiatioii

I) / = ni Cl."'-'



21^ ADDTTTON AU MEMOIRE PRECEDENT.

Les deux théorèmes que nous venons d'établir fournissent, pour la

réduction du module d'une fonction entière quelconque, et, par suite,

pour la résolution des équations de tous les degrés, une méthode faci-

lement applicable, puisqu'en la suivant, on a seulement à résoudre

des équations linéaires ou des équations binômes. Ajoutons qu'après

un certain nombre d'opérations^ cette méthode nouvelle finit toujours

par coïncider avec la méthode linéaire ou newtonienne, quand on a

réduit, comme on peut toujours le faire, l'équation proposée à n'avoir

que des racines inégales entre elles. ,.
; r

jointe à la condition p < v. donne
b;>/nCp"'-/,

et, comme on a d'ailleurs

a = bp',

on tire des deux dernières formules, combinées entre elles par voie de multiplication,

a/> /nCp'";

par conséquent,

Cp'"< - a.



MÉMOIRE
SUR

QUELQUES DÉFINITIONS GÉNÉRALEMENT ADOPTÉES

EN ARITHMÉTIQUE ET EN ALGÈBRE

Comme je l'ai remarqué dans VAnalyse algébrique, quelques défini-

tions généralement adoptées en arithmétique et en algèbre, spéciale-

ment la définition d'un produit et la définition d'une puissance, ne

peuvent être bien comprises qu'à l'aide de développements et

d'explications qui font disparaître ce que ces définitions offrent, au

premier abord, de vague et d'indéterminé. En effet, dire que, pour

obtenir un produit, il faut opérer sur le multiplicande, comme on opère

sur l'unité pour obtenir le multiplicateur, c'est donner de ce produit

une définition qui, pour devenir claire et précise, exige que l'on

explique quelles sont les opérations à eff'ectuer.

D'autre part, comme Euler l'a montré, l'arithmétique et l'algèbre

s'appuient sur deux notions fondamentales, qui se présentent naturel-

lement à l'esprit, dès que l'on veut comparer deux grandeurs entre

elles, savoir, les notions de rapport arithmétique et de rapport géomé-

trique.

En effet, deux grandeurs de même espèce peuvent être comparées

entre elles sous deux points de vue dilférents.

La mesure de la seconde grandeur comparée à la première, est un

nombre qui représente le rapport (') géométrique de l'une à l'autre.

Vinverse de ce nombre ou de ce rapport est la mesure de la première

(^) Lorsque le mot rapport esl employa seul, il désigne i^énéralenieul, comme l'on

sait, un rapport géométrique.
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grandeur comparée à la seconde. Lorsque les deux grandeurs sont

égales, leur rapport direct ou indirect se réduit à l'unité de nombre.

r/augmentation ou la diminution qu'il faut faire subir à la première

grandeur pour obtenir la seconde, est une quantité positive ou négative

qui représente le rapport arithmétique de la seconde à la première. La

quantité opposée est la diminution ou l'augmentation qu'il faut faire

subir à la seconde grandeur pour obtenir la première. Lorsque deux

grandeurs sont égales, leur rapport arithmétique est une grandeur

nulle, dont la mesure est le nombre zéro.

Ces notions de rapport arithmétique et de rapport géométrique

étant une fois admises, les quatre opérations fondamentales de l'arith-

métique et de l'algèbre, savoir, l'addition, la soustraction, la multi-

plication, la division, peuvent être aisément définies en termes clairs

et précis. En effet, on peut dire que la soustraction et la division se

bornent à déterminer les rapports arithmétique et géométrique de

deux grandeurs, Vaddition et la multiplication, à déterminer Tune

des grandeurs, quand on connaît l'autre avec le rapport arithmétique

ou géométrique de l'une à l'autre.

On peut aussi, de la notion de rapport arithmétique ou géométrique,

passer immédiatement, comme l'on sait, à celle des proportions et des

progressions, puis à la notion des puissances des nombres et de leurs

degrés ou exposants. Les définitions et les théorèmes (|ue l'on obtient

alors étant bien connus, je me bornerai à les rappeler en peu de mots.

Une proportion arithmétique ou géométrique n'est autre chose que

Végalité de deux rappoj'ts arithmétiques ou géométriques.

Une progression arithmétique ou géométrique est une suite dans

laquelle le rapport arithmétique ou géométrique de chaque terme au

précédent, se réduit à un nombre ou à une quantité constante, que

l'on nomme le rapport ou la raison de la progression dont il s^agit.

De la définition même des progressions arithmétiques et géomé-

triques, on déduit immédiatement les propositions suivantes :

Throukmf, I. - Dans toute progression arithmétique d(mt un terme se
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réduit à zèro^ le terme sim^ant est la raison même de la progression. De

plus, le rapport arithmétique de deux termes est encore un terme de la

progression; et, pour obtenir le rapport arithmétique d'un terme quel-

conque à Vun des termes précédents , il suffit d'ajouter la raison à elle-

même autant de fois quil y a d'unités dans le nombre des termes inter-

médiaires.

Théorème H. — Dans toute progression géométrique dont un terme se

réduit à Vunité, le terme suivant est la raison même de la progression. De

plus, le rapport géométrique de deux termes est encore un terme de la

progression ; et^ pour obtenir le rapport géométrique d'un terme quel-

conque à l'un des termes précédents, il suffit de multiplier la raison par

elle-même autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre des termes

intermédiaires.

De ces deux théorèmes on tire encore le suivant :

Théorème III. — Étant données une progression arithmétique dont un

terme se réduit à zéro, et une progression géométrique dont un terme se

réduit à l'unité, si V(m fait correspondre aux termes de Vune les termes

de Vautre, de telle sorte qu'au terme zéro de la progression arithmétique,

corresprmde le terme i de la progression géométrique, alors le rapport

aritlimétique entre deux termes de la progression aritlimétique et le rap-

port géométrique entre les deux termes correspondants de la progression

géométrique, seront deux nouveaux termes qui appartiendront respec-

tivement aux deux progressions indéfiniment prolongées, et qui corres-

pondront encore Vun à l 'autre.

Concevons, en particulier, que, la raison de la progression arithmé-

tique étant réduite à l'unité, la raison de la progression géométrique

soit une quantité positive représentée par la lettre a. Les divers termes

de la progression arithmétique se réduiront aux quantités entières

(l) ...' — 3, — 9., — I, O, 1, 2, 3, . . . ,

et les termes correspondants de la progression géométrique seront

III
('?) .... > — » -> I, A, AA, AAA

AAA A

A

A

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 28
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Alors aussi, n étant l'un quelconque des termes de la progression

arithmétique, le terme correspondant de la progression géométrique

sera ce que l'on nomme la puissance entière de a, du degré marqué par

Vexposant n, et ce que l'on désigne par la notation a". Gela posé, on

aura non seulement

(3) A"=I,

mais encore

(4) ..-, a'=:A^ A-r=AA^ A'=AAA_, ,..,

et

A AA AAA

En vertu des formules (4) et (5), si n est positif et représente en con-

séquence un nombre entier, la /i'''"" puissance de a, représentée par la

notation a", ne sera autre chose que le produit de n facteurs égaux à a,

et Ton aura, de plus,

_ I

Ajoutons que, si m, n représentent deux quantités entières quel-

conques, on aura, en vertu du troisième théorème,

a'"

(6) — =A"'-".
'

A"

Donc le rapport géométrique de deux puissances entières de a est encore

une puissance entière dont Vexposant se réduit au rapport arithmétique

des exposants des deux premières.

Supposons maintenant que, n étant un nombre entier quelconque,

on choisisse le nombre a de manière à vérifier l'équation

(7) a'-^;

alors a sera ce que Ton nomme la racine /i'^""" de a, et ce que l'on repré-

sente par la notation '(/a. Posons d'ailleurs pour abréger,

I

a = -,
n
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et concevons qu'aux progressions (i), (2) on substitue les suivantes :

(8) ..., — 3 a, —2 a, — a, o, a, xol, 3 oc, ...,

(9) ..., a--', a-^ a-', i, a, a-, a',

Les termes

(10) ..., — 'èiia, — 2na, — na, a, ncn, incu, Ztïol, ...

de la progression (8) se réduiront évidemment à ceux qui composent

la progression (i), et les termes correspondants de la progression (9)

à ceux qui composent la progression (2), c'est-à-dire aux puissances

entières de a. On a été conduit, par cette remarque, à généraliser la

notion des puissances des nombres, en l'étendant au cas où les degrés

de ces puissances cessent d'être des quantités entières; et à dire qu'un

terme quelconque de la progression (9) est \^ puissance de a du degré

marqué par le terme correspondant à la progression (8). D'ailleurs, v

étant un terme quelconque de la progression (8), on est convenu

d'indiquer encore, à l'aide de la notation a% la puissance de a du

degré marqué par l'exposant v. Gela posé, comme l'exposant de a dans

un terme de la progression (9) est le produit du terme correspondant

de la progression (8), par le nombre entier n^= -, on .aura toujours

(11) A~'=a"\

On trouvera par exemple, en posant v = -,

1

(12) A"=:a=:v/A,

puis, en désignant par m un entier quelconque, distinct de n,

m
(i3) A^ = a'" = (7X)'",

et

m
(i4) A~'^=a-'"= -^ = 1-.

A"

Ainsi, les puissances de a, des degrés marqués par les exposants -,
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— , ne seront autre chose nue la racine /i"""' de a, la nV"'"' nuis-

sance de cette racine, et le nombre inverse de cette puissance. De plus

a"' étant le produit de n facteurs égaux à a, il est clair que a'"" repré-

sentera le produit de nui facteurs égaux à a, par conséquent le produit

de m facteurs égaux à a" = a, ou bien encore le produit de n facteurs

égaux à a'" = A" . Donc, par suite, on aura

(i5) (a^) =a"';

donc, si l'on pose
lu

(16) B = A~, •
.

on aura encore

(17) W'=ZK"',

en sorte que les équations (16), (17) fourniront toujours la même

valeur pour le nombre b. Enfin, en désignant par [j., v deux quelconques

des termes de la progression (8), on aura, en vertu du troisième

théorème,
..//a

a"'

OU, ce qui revient au même,

Al^

(.8) ^=-'^~"-

Comme on peut, sans changer la valeur d'une fraction, multiplier

ses deux termes par un môme facteur, il en résulte qu'un nombre

fractionnaire quelconque ix peut être présenté sous diverses formes.

Mais on démontre aisément qu'à ces diverses formes répond une seule

valeur de a^. En effet, soient m, n les nombres entiers dont le rapport

géométrique —représente le nombre fractionnaire ;j. réduit à sa plus

simple expression. Les fractions équivalentes au rapport — seront de

la forme -^i k pouvant être un nombre entier quelconque. D'ailleurs,
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si l'on pose

B=r.v",

on en conclura, comme ci-dessus,

B"r=A"',

puis, en élevant les deux membres à la puissance entière du degré A-,

OU, ce qui revient au même.
km

B = A '>"

On aura donc
km m

(19) A^""=:A".

Ajoutons que de l'équation (^19) on tirera

I i

km ' m
A ^"

\
"

OU, ce qui revient au même,
_ /v» _ m

(20) A ''" r= A " .

Or, il suit immédiatement des formules (19) et (20), qu'à un exposant

fractionnaire a, positif ou même négatif, correspond toujours une

seule valeur de a^^. Ajoutons qu'en vertu de la formule (icS), le rapport

géométrique de deux puissances fractionnaires de a est encore une puis-

sance [l'actionnaire dont Vexposant se réduit au rapport arithmétique

des exposants des deux premières.

Il suit évidemment de la formule (7), que la raison a de la progres-

sion (2), et la raison a de la progression (9), sont toutes deux supé-

rieures ou toutes deux inférieures à l'unité. Les deux progressions sont

croissantes dans le premier cas, décroissantes dans le second; par con-

séquent les puissances entières et fractionnaires d'un nombre donné a

croissent ou décroissent pour des valeurs croissantes de l'exposant^ sui-

vant que ce nombre est supérieur ou inférieur à iunité.
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Concevons maintenant que, dans la formule (7), le nombre n

devienne de plus en plus grand. Il est aisé de voir que la valeur de a,

déterminée par cette formule, s'approchera indéfiniment de l'unité.

En efTet, il suit de cette formule même, 1° que les deux nombres a,

A seront tous deux supérieurs ou tous deux inférieurs à Tunité; que

l'on aura

(21) = - ==: I + a + a-+. . .+ a"-'.
a — 1 a — 1

De plus, on tirera de la formule (21), i" en supposant a>i, et, par

suite, a>i,

/ ^ A — I

(22) ; > n
;

par conséquent,
A

i< -

et

(aS) a<n- -

2° en supposant a<i, et, par suite, a<i,

/ /\ I — A
(24) -</i,

l cl

par conséquent.
I — A

I - a > ,

n

et

/ (fv I — A
(25) a < I .

/i

Or, il résulte évidemment de la formule (23) ou (sS), que le nombre a

s'approchera indéfiniment de l'unité, si, en attribuant au nombre a

une valeur constante, on fait croître indéfiniment le nombre entier n.

Soit maintenant b un nombre quelconque, entier ou fractionnaire,

ou même irrationnel. Si ce nombre n'est pas un des termes de la pro-

gression (9), il sera du moins compris entre deux termes consécutifs
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que l'on pourra aussi présenter sous les formes

et qui pourront être censés exprimer deux valeurs approchées du

nombre b. D'ailleurs n venant à croître indéfiniment, le rapport

et, à plus forte raison, le rapport

b^ __b_ .

se rapprocheront indéfiniment de l'unité. Donc alors a"' convergera

vers une limite égale à b. Mais, si l'on appelle [j. la limite vers laquelle

convergera, dans la même hypothèse, le produit >^a, on devra natu-

rellement représenter, par la notation a'"^, la limite vers laquelle con-

vergera la puissance fractionnaire a'*. Donc, en adoptant cette dernière

convention, on aura

On pourra donc alors représenter un nombre quelconque b par une

expression de la forme a^, |x étant une quantité positive ou négative,

entière ou fractionnaire, ou même irrationnelle. Ajoutons que, si la

valeur numérique de a. est irrationnelle, la progression (9) ne renfer-

mera jamais le nombre b ou a^, mais seulement des valeurs approchées

de ce nombre. Dans le même cas, a^ sera ce qu'on nomme une

puissance irrationnelle de a. Le degré ou Vexposant de cette puissance

sera la quantité irrationnelle [j..

Remarquons, enfin, que l'équation (18), qui subsiste pour des

valeurs fractionnaires quelconques des exposants [j. et v, continuera

nécessairement de subsister, si ces exposants, après s'être approchés

indéfiniment de certaines limites irrationnelles, atteignent ces mêmes

limites. On peut donc étendre la formule

(26) ^-=:A!^-^
A^



2'Iï Q L K L Q l K S I ) i: F I N I T IONS G K N É IIA L K M F N J A D 1» T É K S

au cas où les exposants a, v deviennent irrationnels, et, en conséquence

on peut énoncer la proposition suivante :

Théorkmk IV. — Le nipport géomctrique entre deux puissances quel-

conques d'un nombre donné a est encore une puissance de a dont Vexpo-

sant se réduit au rapport arithmétique des exposants des deux premières.

L'équation (26) peut encore être présentée sous une autre forme,

qu'il est bon de rappeler, et qu'on obtient en exprimant la différence

\j.
— V par une seule lettre. En effet, si l'on pose

et si d'ailleurs on substitue à la lettre v la lettre j, on aura 17.= 37 h- v,

et l'équation (26) réduite à la formule

A-''

donnera

(27) K'-+y—K'-K'\

Alors aussi, à la place du quatrième théorème, on en obtiendra un

autre qui, au fond, sera le même, et s'énoncera comme il suit :

Théorème V. — Le produit de deux puissances quelconques d'un

nombre donné a est encore une puissance de a ([ui a pour exposant la

somme des exposants des deux premières.

Le théorème IV ou V exprime la propriété la plus remarquable des

puissances d'un nombre, et même cette propriété suffit pour les carac-

tériser, en sorte qu'on peut énoncer la propriété suivante :

Théorème VI. — Supposons que, x étant une quantité quelconque posi-

tise ou négative., on se serve de la notation [.r] pour désigner une autre

quantité qui varie avec x par degrés insensibles. Si Von a., pour des

valeurs quelconques des (juantités x., y,

(.8) W\[y\ = l^^+y\,
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on aura aussi

(29) [^] = \^Y-

Démonstration. — On tirera successivement de la formule (5), en

désignant par x, y^ z, . . . , u, v, w, des quantités quelconques

M [j'\[-\ = [-^ + il [-
1
= L-^' + 7 + - J.

et, généralement,

[^] [y] [-]••[«] [^'] [«^J = l^^' + J + = + ..•+« + ^' + «']
;

puis, en désignant par nie nombre des quantités j;,j, z, ...,«, r, «r, et

supposant toutes ces quantités égales entre elles,

(3o) [xY=\na;].

D'ailleurs, on tirera de l'équation (3o), i'' en posant a; = r

,

(3i) [n\ = [i\'^;

3° et en posant cc= -1

et, par conséquent,

(32)

2° en désignant par m un nombre entier distinct de n, etposantii? = —

par conséquent, eu égard à la formule (32),

(33) [£]=[-l"^

puis, en faisant varier la fraction — de manière à ce qu'elle s'approche

indéfiniment d'un nombre donné v, on tirera de la formule (33)

(34) [vjr.[r
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On trouvera, en particulier, en posant v= o, dans la formule (34)

(35) [o] = i.

Enfin, en posant dans la formule (28)

on en tirera

\r]\-r] = i;

par conséquent,

(36) \-r] = jl-^ = jl^ = \i]-r;

et il résulte évidemment des formules (v34), (36), que si l'on attribue

à X une valeur réelle quelconque db v, on aura



MÉMOIRE SUR QUELQUES THÉORÈMES

CONCERNANT

LES MOYENNES ARITHMÉTIQUES ET GÉOMÉTRIQUES

LES PROGRESSIONS, ETC.

I- — Notions relatives aiuc moyennes arithmétiques et géométriques.

La moyenne arithmétique entre n quantités données est la n'^"'" partie

de leur somme.

La moyenne géométrique entre n nombres donnés est la /i"'"'" racine

de leur produit.

D'autre part, la somme de n quantités est évidemment comprise entre

les produits qu'on obtient quand on multiplie par n la plus petite et la

plus grande de ces quantités.

Pareillement, le produit de n nombres est compris entre les n'^""' puis-

sances du plus petit et du plus grand de ces nombres.

Donc, par suite, la moyenne arithmétique entre plusieurs quantités

est toujours renfermée entre la plus petite et la plus grande de ces quan-

tités.

Pareillement, la moyenne géométrique entre plusieurs nombres est

toujours renfermée entre le plus petit et le plus grand de ces nombres.

En partant de ces principes, on établira divers théorèmes

d'algèbre qui seront successivement énoncés dans les paragraphes

suivants :
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11. — Sur les progressions géométriques,

et sur les moyennes arithmétiques entre leurs termes.

Considérons d'abord une progression géométrique dont le premier

terme soit l'unité, et dont la raison /• soit une quantité positive quel-

conque. Les divers termes, dont nous supposerons le nombre repré-

senté par la lettre n, seront respectivement

I /• /- Wt— 1
.

1, I , I
, • • • } 1

5

et, si l'on désigne par .v„ la somme de ces termes, on aura

i — /•"

(l) .ç„—i +/•+/•--+-... H- /•«-':=
I — /•

D'ailleurs, le plus petit et le plus grand des termes dont il s'agit seront

les deux termes extrêmes
r, /"-'.

Donc, en vertu des principes exposés dans le paragraphe I, la somme

S,i sera comprise entre les produits qu'on obtient, quand on multiplie

ces deux termes par n^ et l'on pourra énoncer la proposition suivante :

Théorkme 1 . — La somme
I — r"

5„=

des n termes de la progression géométrique

i, r, r"-, ...,

est comprise entre les limites

n et nr/(—

1

iNous avons ici supposé que le premier terme de la progression géo-

métrique donnée était l'unité. Supposons maintenant (|ue ce premier

terme soit une quantité quelconque k, la raison étant toujours positive

et représentée par r. Les divers termes de la progression deviendront

k, kr, kr-, ..., kr"-\
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et leur somme que je représenterai par ^S'„ sera évidemment égale

à ks,^. Elle sera donc comprise entre les limites nk, nkr"-*, et à la place

du théorème I, on obtiendra la proposition suivante :

Théorème II. — /• étant un nombre quelconque, et k une quantité

quelconque positive ou négative^ la somme

I — /•"

I — /•

des n termes de la progression géométrique

k, kr, kr-, ..., /r/-"-V,

est comprise entre les limites

nk, nkr"-'^

.

Si l'on divise la somme S^ des termes de la progression géométrique

donnée par leur nombre n, on obtiendra la moyenne arithmétique

entre ces mêmes termes. En vertu du deuxième théorème, cette

moyenne arithmétique, que je désignerai par 7?„, et que détermine

la formule

D ^n
/•«— >

n

sera comprise entre les deux termes extrêmes

k, kr'^-'

de la progression géométrique. Si l'on suppose, en particulier, k = i,

on aura .S',, = s,„ par conséquent,

Jin — >

n

OU, ce qui revient au même,

I -h r H- r- H- . . . + r"-^ i i — /•"

(2) /?„:
n

et la quantité R„, c'est-à-dire la moyenne arithmétique entre lesdivers

termes de la progression géométrique

I, /, r-.
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sera comprise entre les termes extrêmes

La moyenne arithmétique /î„, déterminée par la formule (2), possède

encore une propriété remarquable dont l'énoncé fournit le théorème

suivant :

Théorème III. — .SV le nombre entier n vient à croître^ la moyenne

arithmétique
I I -^ r"

entre les divers termes de la progression géométrique

1 , I , I , . . . , / ,

croîtra ou décroîtra suivant que la raison i' sera supérieure ou inférieure

à l'unité.

Démonstration. — Soit
: tu ^i n -\- /

un nombre entier supérieur à /î, en sorte que / soit positif. On aura

non seulement
_ 1+ / + /•- -[-... + /"-'

Jh- >

mais encore

.
n -] l

ou, ce qui revient au même,

1 -I- /• -I- /•- + ...+ /•"-' /•"+ /•" ' ' + ... + /•'

n„ r-

par conséquent

,, „ /•" + /-"^ ' + . . . -h /•"-^/-» / I + /• -I- . . . + /"-*

li„ ,1— tin=— —

—

— — —
/lit n II \ I

OU, ce qUi revient au même,

(3)
/C.,-/f. ^_^
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la valeur de A étant

... . 1 + r + . . . + /•'-' 1—^ + /—
-+ . . . + /—

"

(4) A=

Or, l'unité étant inférieure aux puissances positives et supérieure aux

puissances négatives de r, quand on a 7*>i, et il est clair que, dans

cette hypothèse, les deux moyennes arithmétiques dont la diiïérence

équivaut à A en vertu de la formule (4), seront, la première supé-

rieure, la seconde inférieure à Tunité. On aura donc alors

A>o et, par suite, /?„+/>/?„.

Mais le contraire aura lieu, si l'on suppose /•<i, et, dans ce dernier

cas, les formules (4) et (3) donnent

A < o et, par conséquent, /?„+/<;/?/,•

III. — Sur les progressions arithmétiques,

et sur les moyennes géométriques entre leurs termes.

Considérons maintenant une progression arithmétique dont tous les

termes soient positifs. Si l'on nomme a le premier terme, b la raison,

n le nombre des termes, ceux-ci seront respectivement

a, a-\-b, ..., a -\- {n — 2)b, a -\~ {n — i)^;

et, en nommant P,, le produit de tous ces termes, on aura

(i) Pn=a{a-h b). . .\a->r {n — 2)b]\a -\~ {n — i)b].

D'ailleurs le plus petit et le plus grand des termes dont il s'agit seront

les deux termes extrêmes

a, a -h {n — i)b.

Donc, en vertu des principes exposés dans le paragraphe I, le produit

Pn sera compris entre les n'^"^" puissances de ces deux termes, et l'on

pourra énoncer la proposition suivante :

TuÉORÈftiE I. — Le produit Pn des n termes de la progression arithmé-
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tique
a, a-irb, ..., a-\-{n — 2)b, a-h{n — i)b,

supposes tous positifs, est compris entre les limites

a", \a + {n — i)b]".

Au reste, on peut obtenir deux limites plus rapprochées qui com-

prennent entre elles le produit P„ en suivant la marche que je vais

indiquer.

Je remarquerai d'abord que, si l'on désigne la somme de deux

nombres par k, et leur différence par /, ces deux nombres auront pour

valeurs respectives les deux expressions

et pour produit l'expression

qui décroît sans cesse pour des valeurs croissantes de /. Ce produit

sera donc inférieur ou tout au plus égal à f- ) > c'est-k-dire au carré

de la demi-somme des deux nombres, et deviendra le plus petit

possible, quand la différence / sera la plus grande possible.

Cela posé, concevons que l'on multiplie le produit P„ par lui-même,

après avoir renversé l'ordre des facteurs. Le carré P';, ainsi obtenu

pourra être considéré comme le produit de n facteurs, dont chacun

serait fourni par la multiplication de deux termes placés à égales

distances des extrêmes dans la progression

a, a-\-b, ..., a-h {n — 2)b, a-^{n — i)b,

c'est-à-dire par la multiplication des deux termes de la forme

a 4- inb. a -\' {n — ni — i)b,

m étant un nombre entier égal ou inférieur à n. D'ailleurs, d'après la

remarque faite tout à l'heure, le produit de deux semblables termes
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sera toujours inférieur au carré de leur demi-somme

n — i .

a H ù,

et toujours égal ou supérieur au produit des termes extrêmes

a , a -\- {n — i)l>.

Donc, par suite, P;, sera compris entre les limites inférieure et supé-

rieure

et le produit P,, lui-même entre les racines carrées de ces limites. On
pourra donc énoncer encore la proposition suivante :

Théorème II. — Leproduit P„ des termes de In progression arithmétique

a, a + b, ..., a + {n — 2)h, a + {n — i)b,

supposés tous positifs, est compris entre les limites inférieure et supé-

rieure
n II , .- - / ji I \ "

a-[a + {n — i)b]- , (an b\ .

Corollaire i. — Si l'on suppose a et h réduits à l'unité, on conclura

du deuxième théorème que le produit

1 .2.3. . ./i

est compris entre les limites inférieure et supérieure

:r //i + iX"
n-

,

Corollaire Q.. — Si l'on suppose

« = I et b=z— —

,

ni

m étant un nombre entier égal ou supérieur à n, on conclura du

deuxième théorème que le produit

\ inj \ m) "\ m )

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 3o
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est compris entre les limites inférieure et supérieure

\ m / \ im J

On aura donc

m

D'autre part, si l'on pose
n — I

n étant égal ou inférieur à m, le nombre ;• sera inférieur à l'unité. On

aura, par suite, en vertu du théorème I du paragraphe II,

ou Sn,

OU même, si n est un nombre pair,

n

(3) rr: OU < -•
I — /• 2

Il y a plus : si n est un nombre impair supérieur à Tunité, on aura

nécessairement /i>'2, et le troisième théorème du paragraphe II

donnera, pour r<^ i,

par conséquent,

I I — /" I I — /-<
n I — /• > I — /•

1 -- ;*" n

puis, en remplaçant dans cette dernière formule /• par / , on trouvera

//

I — /•'- n<-.
I — /• 2

Donc, si n désigne l'un quelconque des nombres entiers supérieurs à

l'unité, la formule (3), que l'on peut encore écrire comme il suit,

(4)
/•- = ou>i— -{^ — r)
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subsistera généralement pour r<^ i. Elle subsistera donc alors pour

n — Ir= I

de sorte qu'on aura
n

(5) I^ ) =:OU<I î^ '-'

Or, des formules (2) et (5) réunies, on déduit immédiatement la pro-

position suivante :

Théorème III. — m^n étant deux nombres entiers dont le second n sur-

passe l'unité^ en demeurant inférieur à m-\- i, le produit

\ 'fi) \ W * \ '" /

des n termes de la progression arithmétique

i 2 n — I

I I , I , ..., Imm m

ne pourra s*abaisser au-dessous de la limite inférieure

n(n — I )i_ _:^ 1,
2m

quil atteindra seulement dans le cas particulier où Von aura n = 2.

Si l'on extrait la racine n'^'"^ du produit P„ déterminé par la

formule (i), on obtiendra la moyenne géométrique entre les divers

termes de la progression aritlimétique

a, a-hb, ..., a -h (n — 2)b, a -\- {n — i)h.

En nommant A„ cette moyenne géométrique, on déduira immédiate-

ment du théorème II la proposition suivante :

Théorème IV. — La moyenne géométrique

An= î
a{a + b). . .[a-+- (n — i)b] |"

^ntre les termes de la progression arithmétique

a, U'-h b, ..., a -h{n — 2)b, a-\-{n — i)b.
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supposés tous positifs, est comprise entre les limites inférieure et supé-

rieure
i i n — i

Si l'on suppose a et b réduits à l'unité, alors, à la place du théo-

rème IV, on obtiendra la proposition suivante :

Théorème V. — La moyenne géométrique

1

1 . 2 . 3 . . . « ]''

enttr les nombres entiers

1 , 2 . 3 n

est comprise entre les limites inférieure et supérieure

l « -+- 1

n - ,
•

IV. — Conséquences dwerses des principes établis

dans les paragraphes précédents.

On peut, des principes établis dans les parac;raphes précédents,

déduire diverses conséquences qui méritent d'être remarquées. Ainsi,

en particulier, si, en désignant par r un nombre quelconque, et par «

un nombre entier, l'on pose

tin 5

si, d'ailleurs, on nomme m un autre entier inférieur à n, alors, en

vertu du troisième théorème du paragraphe II, on aura, pour /'<i,

7V„< R,n,

ou, ce qui revient au même.

et pour r> I,

ou, ce qui revient au même,

— <i
fini

li„>lir.,

lin ^



I —
1 —
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2° de la formule (6), pour- > i, /•<!,

(8) L'>vr^-i

Or, il suit évidemment des formules (5) et (8), ou (6) et (7), que le

rapport

sera toujours compris entre lés limites

V et vr^-', . : . -

si le nombre v est supérieur à l'unité.

Au reste, en raisonnant toujours de la même manière, on arriverait

encore aux mêmes conclusions, si la fraction — et la limite v de cette
//<

fraction étaient supposées non plus supérieures, mais inférieures à

l'unité. Seulement alors, le théorème 111 du paragraphe II donnerait,

pour7*<i,
fin> ^mt

pourr> I,

/?«< ^m ; . .

et, par suite, dans les diverses formules obtenues, on devrait remplacer

le signe < par le signe >, et réciproquement.

Gela posé, on pourra énoncer la proposition suivante :

Théorème I . — /• <?? v étant deux nombres quelconques, le rapport

r^— I I — r^

/• — I

sera compris entre les limites

V et vr''"'.
;

Concevons maintenant que, x, y étant des nombres distincts, on

pose
jz=ra;\
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on en conclura

et l'on aura, par suite,

y — a^z=:{r — i)œ, j^^.r*=z{r'—i)a;'%

y —ocr—i'
Donc, eu égard au premier théorème, le rapport

y — X

sera compris entre les limites

dont la seconde coïncide avec le produit vj'' ; et Ton pourra énoncer

la proposition suivante :

Théorème II. — •^,/) v étant trois nombres quelconques^ le rapport

y^— x^

y — X

sera toujours compris entres les limites

Si, en désignant par Ax un accroissement attribué à la variable x^

et par ùi{x') Faccroissement correspondant de x\ on pose

y =z X -\- ùix,

on aura

et, par suite,

y — X ^x

puis, en faisant converger Ùlx vers la limite zéro, on conclura du

deuxième théorème que la limite du rapport des différences . est

le produit vic'^'. D'ailleurs cette limite est précisément ce qu'on

nomme le rapport différentielle x^ à x^ ou la dérivée de x' différentié
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par rapport à x, et ce que l'on désigne par la notation

dx
ou Dxi^"'.

Ainsi l'on peut, du deuxième théorème, déduire immédiatement la

formule

(9) i^^=D,,(.^v)^v^-S

de laquelle on tire

(10) d{x''*)-=ivjc^-'^ djc.

Réciproquement, de la formule (io\ supposée connue, on pourrait

revenir au second théorème, en s'appuyant sur une proposition

énoncée dans le deuxième Volume de cet Ouvrage. En efï'et, si, en

attribuant à x une valeur constante, on fait varier y à partir de j = ^,

les différences

j — ^, y'— '^^

seront deux grandeurs coexistantes qui s'évanouiront simultanément;

et leur rapport différentiel, représenté par la notation

se confondra, en vertu de la formule (9), avec le produit vj'-'. Or, ce

produit, qui se réduira simplement à v.r' ', quand on posera j = ^,

croîtra ou décroîtra sans cesse, tandis que l'on fera croître la valeur

numérique de la différence y — x. Donc les valeurs extrêmes de ce

produit, représentées par

devront, en vertu d'un théorème énoncé à la page 190 du deuxième

Volume (
'

), comprendre entre elles le rapport

y— x^

des deux grandeurs coexistantes

r — ,/-, y — x'.

(') Œuvres de Cauchy, S. Il, l. Xil, p. ai;.



MEMOIRE

LA QUANTITÉ GÉOMÉTRIQUE Î^It.
2

KT SUR

LA RÉDUCTION D'UNE QUANTITÉ GÉOMÉTRIQUE QUELCONQUE

A LA FORME x-hyi

Soient r, p les coordonnées polaires cUun point A renfermé dans un

certain plan, r étant le rayon vecteur OA mesuré à partir du pâle sur

une droite qui (orme avec Vaxe polaire OX Vangle polaire p. D'après

ce qui a été dit à la page 1)8 ('), le rayon vecteur OA sera représenté

en grandeur et en direction par la quantité i>éométrique r^,^ dont r sera

le module, elp Vargument.

Cela posé, l'argument p pourra être l'un quelconque des angles

décrits par un rayon vecteur mobile qui, d'abord dirigé suivant l'axe

polaire, tournerait autour du pôle, de manière à prendre définitive-

ment la direction OP. Or, ces angles forment évidemment une progres-

sion arithmétique, dont la raison équivaut à quatre angles droits

mesurés par la circonférence dont le rayon est l'unité, c'est-à-dire par

le nombre 2 k. Mais, parmi ces mêmes angles, un seul est renfermé

entre les limites — r., H- tw, les autres se déduisant de celui-ci par

l'addition ou la soustraction des divers multiples de 2-. Ajoutons que,

si l'argument 7> est considéré comme positif quand le rayon vecteur

(') (Fm'ics (le Cducliy, co toino, p. i7().

ŒJuvres de C. — S. II, t. XIV. 3i
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mobile a tourné clans un certain sens avant de parvenir à la posi-

tion OP, le môme argument deviendra négatif, quand le rayon vecteur

mobile aura tourné en sens contraire. Le mouvement de rotation sera

direct dans la première hypothèse, et rétrograde dans la seconde.

Enfin, lorsque le signe + ou —, qui sert à indiquer l'addition ou la

soustraction, sera placé devant /-,,, l'expression

+ /•/, ou — /•/,

ainsi obtenue représentera la longueur /• mesurée à partir du pôle dans

la direction (jui forme avec l'axe polaire l'angle/», ou dans la direction

opposée, en sorte qu'on aura [page 164] (')

Dans le cas particulier où le module /• se réduit \\ l'unité, la quantité

géométrique/;,, réduite à la forme i,,, représente la longueur i mesurée

à partir du pôle dans la direction qui forme avec l'axe polaire l'angle/».

Si à cette direction on substituait la direction opposée, alors, à la place

de la quantité géométrique i ,„ on obtiendrait la (juantité opposée

Si la direction donnée coïncide avec celle de l'axe polaire, ou avec

la direction opposée, la quantité géométrique \ ,, sera réduite à l'une

des ({uantités algébriques

Si, au contraire, la droite sur lacjuelle se mesure la longueur i

devient perpendiculaire à l'axe polaire, alors l'expression i,, se trouvera

réduite à l'une des quantités géométriques

2 i i

La première de ces ([uantités, c'est-à-dire la longueur i, mesurée dans

la direction que prend un rayon vecteur mobile doué d'un mouvement

de rotation direct, et primitivement dirigé suivant l'axe polaire, au

moment où il devient pour la première fois perpendiculaire à cet axe,

(') (/ùivrcs (le Cnuchy, ce tome, p, i84'
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sera dorénavant désignée par la lettre i. Eu égard h cette convention,

l'on aura

(3) i = ln^ —i=—lT:=zï-n,

et

OU, ce qui revient au même,

(4) i-^= -i.

Donc les quantités géométriques i et — i représenteront les racines

carrées de — i ; et, comme on tirera de la formule (4),

par conséquent

(5) i—t,

il est clair que i et — i représenteront encore les deux racines

quatrièmes et non algébriques de l'unité. Cette conclusion ne diffère

pas au fond de la remarque faite à la page 167 (' ).

En résumé, i et — i sont les deux racines de l'équation binôme

(6) z^= -i,

à laquelle il est impossible de satisfaire tant que l'on prend pour ^ une

quantité algébrique, puisque le carré de toute quantité positive ou

négative est nécessairement positif. Si l'équation {6) devient résoluble,

dans le cas où l'on prend pour :; une quantité géométrique, cela tient

à ce que la définition donnée en algèbre du produit de deux quantités

se généralise quand ces quantités cessent d'être algébriques, et permet

au produit

de deux facteurs égaux d'acquérir une valeur négative.

Concevons maintenant que l'on détermine la position du point A,

non plus à l'aide des coordonnées polaires /* et/?, mais à Taide de deux

coordonnées rectangulaires r et/ mesurées à partir du pôle : i" sur

(' ) Œuvres de Caucliy, ce lome, p. 186.
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l'axe polaire; 2" sur une perpendiculaire à cet axe. Supposons,

d'ailleurs, (jue l'on compte les x positives dans la direction correspon-

dant il une valeur nulle de l'angle polaire /;, et les y positives dans la

direction correspondant à l'angle polaire 7 • Les coordonnées a^, y,

ou, ce qui revient au même, les projections algébriques du rayon vec-

teur /-sur les axes des x et des )% se réduiront, pour /== i, à ce qu'on

nomme le cosinus et le sinus de l'angle polaire y>>; et, comme, pour

passer de ce cas particulier au cas où /-acquiert une valeur quelconque,

il suffit de faire varier x eiv dans le rapport de i à /•, on aura généra-

lement

Il est facile d'exprimer la ([uantité géométrique //, en fonction des

coordonnées rectangulaires x, y : et, d'abord, il est clair que, si Tune

de ces coordonnées s'évanouit, la valeur numérique de l'autre sera

précisément la valeur du rayon /•. Dans la même hypothèse, l'expres-

sion i/, se réduira évidemment à i ou à — i, si le rayon /-se mesure

dans le sens des x positives ou des x négatives; à i ou à — i, si ;• se

mesure dans le sens des y positives ou des y négatives. On en conclut

aisément que la quantité géométrique

(8) 1-^=1 j,r,

exprimée en fonction des coordonnées .r, y, sera représentée en gran-

deur et en direction par l'abscisse :r, si l'on aj = o, et par le produitji,

si l'on a j; = 0.

Si des deux coordonnées .?•, j aucune ne s'évanouit, alors

•X et ri

représenteront évidemment, en grandeur et en direction, non plus la

longueur /• mesurée sur une droite correspondant à l'angle polaire />,

mais seulement les projections algébriques de cette longueur sur les

axes des x et des v. Quant ii la longueur elle-même, elle sera la diago-

nale du rectangle construit sur les deux projections. Elle sera donc
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[page iGo] la somme des deux quantités géométriques a7,jKi» t*n sorte

qu'on aura

(9) //,= ./ +ji.

Si le rayon /• se réduit à l'unilé, on aura

(10) cT r= COS/>, J'zzzsill/;.

Donc alors la formule (9) donnera

(11) I/>rr: COS/> + i sin/^

Si, au contraire, le rayon /• diffère de l'unité, on tirera de la for-

mule (9) jointe aux équations (7), ou bien encore de la formule (8)

jointe à la formule (11),

(12) /;,= /'(cos/J + i sin/>).

Concevons maintenant que, ;•, 70 étant les coordonnées rectangulaires,

et œ, y les coordonnées polaires du point A, on pose, pour abréger,

(i3) z. = r,,= .x-i-ri,

la quantité géométrique z sera ce que nous appellerons Vdf/ixe de ce

point. Si l'on désigne par 7?, P les coordonnées polaires, par .Y, Y les

coordonnées rectangulaires, et par Z l'affixe d'un second point B, on

aura encore

(i4) '/=n,= \-ï y\.

Si les deux points coïncident, on aura non seulement

(i5) Z— c,

OU, ce qui revient au même,

(16) A + ) \. = x-\~y\,

mais encore

U7) ^ï' = -r. y = r-

tiéciproquement, si l'équation (liV) se vérifie, les points A, B coïnci-
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deront, et, par suite, la formule {i5) ou (i6) entraînera les équa-

tions (17). On peut donc énoncer la proposition suivante :

TnKORKME I. — Lorsque deux quantités géométriques sont égales,

réquation qui exprinw leur égalité peut être remplacée par deux équa-

tions entre quantités algébriques ^ savoir : par les équations qu on obtient^

quand on égale entre elles, dans les quantités géométriques données^ les

parties purement algébriques^ puis les quantités algébriques qui repré-

sentent les coefficients de i.

Observons encore que l'équation (i5), présentée sous la forme

(18) /?/>=/>,

donnera [voir la page i58]

(19) R= r,

(20) P= p -]- 2kr^,

k étant une quantité quelconque, et, par suite,

(21) cos P =^ cosj>, siti P n: siny>.

Comme on aura d'ailleurs

(22) l,,=z cosP + i si n P,

il est clair (|ue des formules (11) et (^22 ), jointes aux équations (21),

on tirera

(23) lp=lp.

On arriverait encore à la même conclusion, en divisant par ^=:rles

deux membres de Téquation (18) présentée sous la forme

En résumé, la position d'un point dans un plan peut être complète-

ment déterminée, non seulement par le système de deux coordonnées

rectangulaires, mais aussi par l'affixe de ce même point; en sorte que

l'égalité de deux affixes entraîne la coïncidence des points correspon-
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daiits avec Inégalité de leurs abscisses, de leurs ordonnées, et de leurs

distances au pôle.

Nous appellerons /)om/^ conjugués deux points placés symétrique-

ment par rapport à l'axe polaire, ou, ce qui revient au même, deux

points situés à égales distances de cet axe sur une droite perpendicu-

laire à Taxe. Nous appellerons encore quantités géoniétrù/aes conjuguées

celles qui représenteront les affixes de deux points conjugués. Cela

posé, deux quantités géométriques conjuguées offriront évidemment,

avec des modules égaux, des arguments égaux au signe près, mais

affectés de signes contraires, et si l'une est de la forme

(2/4) /•/,= .r -{- ri = r{co9.p H- i sinp),

Tautre sera de la forme

(26) f'^p=z .r — ri = /'(cosy> — i sin/>).

Comme on aura d'ailleurs

(26) r,,r-,,— r-,

on pourra énoncer la proposition suivante :

TiiÉORKME II. — Le produit de deux quantités géométriques conjuguées

est le carré du module de chacune d^elles.

Remarquons encore que des formules (24), (^^S), (26), on tire

(27) r'-={j--\-y\)(.r—y\),

puis, en ayant égard ii la formule (4),

(28) r-=.i--+y-.

L'équation (5) exprime simplement que le carré du rayon vecteur r

est la somme des carrés de ses deux projections ^ et reproduit ainsi le

théorème de géométrie suivant lequel, dans un triangle rectangle, le

carré de Vliypoiénuse équivaut <i la somme des carrés des autres côtés.

Ajoutons que l'on tire de la formule (27)

I ./' — r i r — y i

(29) r = TT— = — ^;
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et <jue l'équation (29) réduit immédiatement à la forme A — ) i le

rapport de l'unité à la quantité géométrique jc H- ji, ou, ce qui revient

au même, la quantité géométrique inverse de x-\-yi.

Si le module /-des deux quantités géométriques /•/,, /•_,, se réduisait

h l'unité, elles deviendraient respectivement

1/,=^ cosy;> H- i siny>, i-^/,:=z co&j) — i siny>.

Les principes exposés dans le Mémoire sur les quantités géomé-

triques permettent d'effectuer aisément, sur ces quantités réduites à

la forme r,,, les diverses opérations de TAlgèbre; spécialement l'addi-

tion, la soustraction, la multiplication, la division, et l'élévation à des

puissances entières. Pour effectuer les mêmes opérations sur les quan-

tités géométriques réduites k la forme a:-+-y\, il suffira évidemment

d'appliquer les règles auxquelles on aurait recours, si les quantités

données étaient algébriques, en ayant égard aux formules (4) et (29),

et en se rappelant que, diviser par une quantité géométrique ^ c'est

multiplier par la quantité inverse.
\
VoirXdi page 164 (0-] ^'^ trouvera,

par exemple,

(3o) (./• + ^)-i) + {a-' -h r'i) +. . .= ^' + .r'+. . .+ (j'+,r'-i-. . .)\\

(3i) .r'+ r'i — (.r + >'i) = j?'— ,r-4-
(
j' — J')'

1

( 3'.i) {j' 4- vi
) (

œ'+ )-' i )
— a-œ'— y >•'+ (./•)'+ ./•')- ) i

;

,.„ ./•'+)•'!
_ (.r — j-i) (./•'+ v'i) ./•./'+ _>•)•'+(./)-'— ./•')•)!

ri .r-+ y

puis, en désignant par /i un nombre entier quelconque, et appliquant

au développement de (a'+ ji)" la formule de Newton, on trouvera

encore

{6'\) ( .r + y \)"= X" !^—

^

.r"--j* -+-

j?«-'
)

//,(// — i) {n — 9.)

I
^ 1.2.3 ^f^...y.

Eu égard à l'équation (^4), on pourra aisément réduire à la forme

.Y+ }'i une fonction entière / de la quantité géométrique z =^ x + ji,

('j Œuvres de Cniic/ir, ce tome, p. 178
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c'pst-à-dire une expression de la forme

(35) y^=a + bz-h cz--h.. .-h ,î^-z"-' -h /iz",

les coefficients a, b, c, . . ., g, h étant des quantités quelconques algé-

briques ou géométriques. Ajoutons que l'on pourra réduire encore à

la forme A'+ } i une fonction rationnelle de z, c'est-à-dire le rapport

de deux fonctions entières de z, en ayant égard non seulement ti la

formule (34), mais aussi à l'équation (33).

Œuvres de C. — S. II, i. \IV, 03





MÉMOIRE SUn LES AVANTAGES

QUE PRKSKNTK

L'EMPLOI DES QUANTITES GEOMETRIQUES

DANS LA TRIGONOMÉTRIE RECTILIGNE.

Comme on l'a vu dans l'article précédent, les deux quantités géo-

métriques

sont liées au sinus et au cosinus de l'angle/) par les formules

(l) 1/,=: COS/? + i sin/>, I_/,r=: cos/> ^ i siii/>,

dont la seconde est ce que devient la première quand on change jo

en — p. D'ailleurs, de ces deux formules on tire immédiatement les

suivantes :

{'i) COSJ>=:— -, Sin/>=r:-i : '-,

'i :i I

qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de l'angle /?, à l'aide des

seules quantités géométriques i,,, !_,;; et l'on peut ajouter que les

équations (i), (2) fournissent le moyen le plus court d'établir un

grand nombre de formules de trigonométrie rectiligne. Entrons à ce

sujet dans quelques détails.

D'abord, il est clair que les propriétés des expressions de la forme i^

feront connaître, eu égard aux formules (i), des propriétés correspon-

dantes des sinus et des cosinus. Ainsi, par exemple, l'équation

(3) i„i_.= i
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pourra s'écrire comme il suit,

(cosy> -+- i si II /y) (cos/> — i sin/>) zz: i

,

et se réduira définitivement à la formule

( 4 )
cos'-jf 4- siii-// = I ,

qui exprime la relation existante entre le sinus et le cosinus d'un

angle (|uelconque/>. Pareillement, l'écjuation

(5) i,,^,,'=i,,i,,

donnera

cos(/> +//) + ! sin {/) -i- ])') = (cos/> + i siiiyy) (cosy/ 4 i sin/>'),

OU, ce qui revient au même,

cos
( p + p' ) -v- i sin

( p + y/ )

:=: cosy> cos//— siuy? siny>'+ i (siuy> cosy>'+ siny>' eosy>),

et pourra être remplacée [page 217] par le système des deux formules

L COS
( y> H-y>') = cosy> cosy>'— siny> siny/,

( sin
{
p -h p') = sin /> cosy>' + siny/cosy>,

qui servent à exprimer le cosinus et le sinus de la somme de deux arcs

en fonction des cosinus et des sinus de ces mêmes arcs. Si Ton veut

obtenir les cosinus et les sinus, non plus de la somme, mais de la

différence des arcs donnés, il suffira de remplacer// par — p' dans les

formules (G), desquelles on tirera

cos(y> — J') ^= co^p cosy>'+ siny> siny>',

( sin (y; — y/ ) rr sin y; cosy> — siny> cosy>

Enfin, n étant un nombre entier quelconque, ré(|uation

(8) h„={i,r

sera l'expression la plus simple du théorème de Moivre, puisque, en

vertu de cette équation, l'on aura

(y) cos//y> h i sin fijt =:z (cosy> -+- i siii/^)".
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Si, après avoir développé le second membre de la formule (^9) suivant

les puissances ascendantes de i, on égale entre elles, dans les deux

membres, les quanfités purement algébriques, puis les quantités qui

représenteront les coefficients de i, on retrouvera les formules connues

(10)

Il [n — i)
cos np =. cos"/y — cos"~-j) siii -j> -+-

.

^111 nj> rrr - cos"~'y> siiiyv
n{n — i) ( /i — 9.)

cus"~'/y SI 11 '/y -+

.

que l'on peut encore écrire comme il suit :

I
ni/i — I ) I

cos nj) = cos"/-» I tai)g-/y H . . . ,

(lO
I

// /I (/I — l) {/l — ?.)

SI II /ij> =z cos"// — laiig// taiig7>

D'ailleurs on tirera immédiatement des équations (i i)

n ni/i — 1) (/< — 2)
- laiif;// laiiii;-/> H- ,

(I.) tang«y>
/i{/i

laiig-/>

Les formules (10) développent le cosinus et le sinus de l'arc np en

fonctions entières du sinus et du cosinus de l'arc/). Si l'on veut, au

contraire, développer les n''-''"^^ puissances de cosp et de s'inp en séries

de termes proportionnels aux cosinus et aux sinus des multiples de />,

il suffira de recourir aux formules (^2), desquelles on tirera

(i3) .,,= (i^ 'r =
In— l-

En développant les seconds membres des équations (i3), o( ayant

égard à la formule (5), on trouvera

n n

(J4:

cos"//

siii"//

n
— I.

I

0"
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De ces dernières équations, on peut immédiatement revenir aux for-

mules connues. On en tire, en effet, eu égard aux formules (i), pour

des valeurs paires de n,

COS"jJ

(i5)

COS ni> H COS( /i — 2) /> -r- . . . +
1.2...—

„ /i{n — i). . .
(

1- I

cos /«yy cos (n — 2) p -\- . . . + (— i

)

I 2 //

siu" p

(-ir-2"-

et, pour des valeurs impaires de n,

// H I, / // H-
fi{n — I ) . . .

cos n/> -{— cos (n — 2 ) /> H . . . -f • cos «
^ I

^ n — I
-^

I .
•',

. . .
•

'>,

cos" /> = ;

I

'>/'^

„ -
^ /l{n— l)... {

n .
,

—;—
V 2 /

sin/</y sin(/i— 2)/;H-,..+ (
— 1) -

^ I
^

/i — i

!.:>....

in"y, ^ ^-^

(-1) ' 2"-'

Lorsque, dans l'équation (5), on prend

' 2

on en tire

par conséquent,

P . p
'/' cos 1- 1 SI 11

—

<'> '"=7^^ ']']'
- - cos - — 1 sin —

2 2

Si, d'ailleurs, on pose

• P
sin —

n 2
/ := tane — =

2 />
cos^î-

2
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on aura

• p p
sin — =: / COS — 1

1 2

et, par suite, la formule (17) donnera

(18) h'=
i — t\

En vertu de cette dernière formule, toute fonction entière, ou même

rationnelle de i,,, pourra être transformée en une fonction rationnelle de

p
tz=i taus:—

•

2

11 y a plus : comme, en vertu de l'équation (3), jointe à la formule (1^),

on aura

/ \
I — /i

"9> '-'= rTTî'

il est clair que toute fonction rationnelle de 1,, et de !_,, pourra encore

être transformée en une fonction rationnelle de t. On trouvera, par

exemple, en ayant égard aux équations (2),

, . 1 — r- . •?./

(20) COSl>=: -, SXnorrr •

Étant données deux directions déterminées par deux angles polaires/j,

p', on peut demander la valeur de la quantité positive II propre à

représenter l'angle aigu ou obtus, mais inférieur à deux droits, qui se

trouve compris entre ces mêmes directions. Or, il est clair que cette

quantité se réduira toujours à l'un des quatre angles compris dans les

deux formules
2/,-7r ± (/>' — /')'

k ou — /c étant un nombre entier. Donc, par suite, on aura

(21) COsIl=:COS(/?'— /')

OU, ce qui revient au même,

_ I /,•-,,

(22) COS II
i/,.i_/,4-i/,i-
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Telle est l'équation qui sert à exprimer la valeur de cos II à l'aide des

quantités géométriques i,j, i^,, et de leurs conjuguées !_,;, i_/,

.

Dans ce qui précède, nous nous sommes bornés à considérer des

quantités géométriques dont les modules étaient réduits à l'unité. La

considération de celles qui oifrent des modules distincts de l'unité

fournit aussi des démonstrations très simples de diverses formules de

trigonométrie rectiiigne, comme nous allons le faire voir.

Soient d'abord ;, /•' deux rayons vecteurs mesurés à partir du pôle

dans les directions que déterminent les angles polaires jo, yj' ; et nom-

mons A, B les extrémités de ces rayons vecteurs. Si l'on multiplie le

rayon vecteur r par le cosinus de la quantité positive II propre à repré-

senter l'angle aigu ou obtus compris entre les deux rayons, le produit

ainsi obtenu /-cos II représentera la projection algébrique du rayon

vecteur /• sur le rayon vecteur /•'. Pareillement, /-'cos II représentera

la projection algébrique du rayon vecteur /-. Cela posé, le produit de

l'un des rayons par la projection algébrique de l'autre sera

/•/' cos IL

Or, en multipliant par rr' les doux membres de la formule (22), on

trouvera

(.>.3) /•/•'cosn= ^/'•^-/'+^>^-V
'i

et les quatre quantités géométriques

r,n /y, /•-/„ r'_i,-

seront évidemment les affixesdes deux points A, B et de ceux qui leur

sont conjugués, l^n conséquence, on pourra énoncer la proposition

suivante :

Théoukme. — Deux rayons vecteurs étant mesurés à partir du pôle dans

deux directions données^ le produit du premier j^ayon par la projection

algébrique du second rayon sur le premier^ et le produit du second rayon

par la projection algébrique du premier sur le second^ seront égaux à la

demi-somme des deux produits dont chacun a pour facteurs les ajffixes
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de Vextrémité de l'un des rayons et du point conjugué à l'extrémité de

l'autre.

Corollaire. — Souvent on désigne à l'aide de la notation (r, r') l'angle

aigu ou obtus compris entre les deux rayons vecteurs /, /•' mesurés

dans deux directions données. Si l'on adopte cette notation, la for-

mule (23) deviendra

(^f\ ' ( ''^\ r'i,'r^i,+ r,,r
(•24) iT co?,\r, f) ^z— —/" -/'

et l'on en tirera

(25) ////_/;+/>/•!_// 1= ?,/•/•' cos (/•, /•').

Soit, maintenant, U,, la somme des deux quantités géométriques r,,,

/;,-. D'après ce qui a été dit à la page 160 ('), la quantité géométrique /?/.

représentera, en grandeur et en direction, la diagonale OC du parallé-

logramme qui aura pour côtés les rayons vecteurs OA, OB, et pour

sommets, d'une part le point 0, d'autre part, les trois points A, B, C

dont les affixes sont respectivement

r,„ r'ir, fip.

D'ailleurs, si à ces trois derniers points on substitue leurs conjugués,

c'est-à-dire les trois points dont les affixes sont

/•-/M /•-/,', R-p,

on obtiendra un second parallélogramme égal au premier, ces deux

parallélogrammes étant deux figures symétriques par rapport à l'axe

polaire. Donc R_p sera encore la somme des deux quantités géomé-

triques r_p, r_^,.\ et l'équation

(26) Rp—r,,^r,,.

entraînera la suivante,

(27) R^i.— r^,,+ r_i,.

Or, des formules (26) et (27), combinées entre elles par voie de mul-

(') Œuvres de Caucliy^ ce lome, p. 17G.

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 33



258 EMPLOI i)KS QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES

tiplication, on tire, eu égard à l'équation (25), la formule connue

(28) /?-=/•-+/•'*+ 2 rr'cos (/•;, r').

Soient, maintenant,

''/M '/'> '/'"' " •
•

des quantités géométriques en nombre quelconque, et

A, A', A", ...

les points dont elles représentent les affixes. Pour obtenir la somme Rp

de ces quantités géométriques, il suffira, d'après ce qui a été dit

I
page 160], de mener par l'extrémité A du rayon vecteur OA, une

droite AB égale et parallèle au rayon vecteur OA', puis par le point B

une droite BC égale et parallèle au rayon vecteur OA", etc., puis

enfin de joindre le pôle à l'extrémité K de la dernière des droites

successivement tracées, et de fermer ainsi le polygone OABC . . . HK

par un dernier côté OK qui représentera, en grandeur et en direction,

la somme cherchée. D'ailleurs, si aux sommets A, B, C, . . . , H, K, on

substitue les points conjugués à ces mêmes sommets, alors, à la place

du polygone OABC . . . HK, on obtiendra celui auquel on peut le

superposer en faisant subir au plan qui le renferme une demi-révolution

autour de l'axe polaire; et il est clair que, dans le nouveau polygone,

le dernier côté, représenté en grandeur et en direction par /?_p, sera la

somme, non plus des quantités géométriques données

mais de leurs conjuguées

/•_/,, r'^,,; f_,r, ....

Donc l'équation

(29) /?/.= //,-+- /y+ /y. -h. . .

entraînera la suivante

( 3o) R-v= r-,, -\- rLp- 4- !%«+
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Or, des équations (29) et (3o), combinées entre elles par voie de mul-

tiplication, on déduira immédiatement, eu égard à l'équation (25),

la formule connue : ,

( 3 1)
/?-— r'^+ r'-+ r"- 4- . . . + ^. rr' cos \r, /') -\- 9. rr" cos (/•, /•") + . . , <

H- 2 /• /• cos

Parmi les formules auxquelles on parvient quand on considère des

quantités géométriques dont le module diffère de l'unité, on doit

remarquer encore l'équation qui fournit la somme des n premiers termes

d'une progression géométrique. Si, pour plus de simplicité, on suppose

le premier terme réduit à l'unité, et si l'on représente la raison par/;,,

l'équation dont il s'agit sera

( 32) I + r,,+ /•;•; + ... + r'Ir' =
r„

Cette équation subsistant, quelles que soient les valeurs du moduler

et de l'argument />, on peut y remplacer p par —p. On trouvera ainsi

(33)
'

. i + r +,.%+. ..+ ,--;:=lll-^.
'•' '"

'

D'autre part, on a
-

; ; ; -^ ' ^

(l — /•/;) (l — /•_/,) = 1 — 2/'C0S/> + /•-.

Par conséquent on peut, dans les formules (32) et (33), remplacer les

rapports

I — /•/, I — /•.

par les rapports

T'
I — arcosp + r- i — ?, r cosp -\-r^

Cela posé, les formules (32) et{33) donneront >'

,./( _i_ ,.î ,."—1

'
I — 2 /• cosyy + /-

(35) . + /•-,+ ri,+ . . .+ /•-' ...
'
~ ''"~ ''-"+ ^"

'":•

'
I — 2 /• cos/y + /•-
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Chacune de ces dernières équations se partage en deux autres,

lorsqu'on égale entre elles, dans les deux membres, les parties pure-

ment algébriques et celles qui constituent les coefficients de i. Alors,

en ayant égard aux formules

(36)

on trouve

i
r'I, = I

„f,
/•"= /•" ( cos /ip -h i siu np)

,

{ /-//= i-n/>f'"= /"{cosnjj — i siii/Ay>),

(87) 1 + /-cosyy 4- /- cos'^y> H- , . .4- /"""' cos(/i — i)y>

1
— /Tos/y — /•"cos/i//+ /•" ' ' cos(/i — i)f>

1 — 2 r cos jj H- /-

et

(38) /'sin/^ + /- sin:^ /> + ..,+ /"-' sin(/i — i)/>

/• sin/j — /•" sin ftp + z"^' sin (« — 1)/;

I ^ ?. /• cosjj -+- /•-

Lorsqu'on suppose
/' < 1

,

le module r" de /•'/, décroit pour des valeurs croissantes de /i, et devient

infiniment petit, tandis que le nombre n devient infiniment grand.

Donc, alors, en vertu de la formule (3-2), la somme des n premiers

termes de la progression géométrique

(39) h ',„ rj„ /•;;

s'approche indéfiniment, pour des valeurs croissantes de «, de la

limite

(lo) .9 =z
!„

C'est ce qu'on exprime en disant que la progression géométrique se

réduit, pour r<^\^ à une série convergente qui a pour somme la

limite s. Alors aussi, les formules (32), (33) donnent

(.'41) ! + /> +/-;-i +...=^

i

1

1 — /•-/.
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et les formules (37), (38) donnent

//o^ . I — /•COS/>
(L\ô) I h- /eos/y + /- COS>,/> + . . .rr: '-

>

1 — Af COSp + /-

,,,, . , . /siii/y
(4A) /• SI n/> +/- SI n :>/>+. . — ^

I — 9. r cosy> + /•-

11 est bon d'observer qu'en vertu de l'équation (40' jointe à la

première des formules (36), i,^,, sera le coefficient de /-" dans le déve-

loppement du rapport en une série ordonnée suivant les puis-
i r,,

sances ascendantes et entières du module r. Donc, par suite, i,,^ sera

le coefficient de , dans le développement du rapport

(!-/»/•'

et, en adoptant les notations du calcul des résidus, on tirera de la for-

mule (4i)

(45) \„,,

ou, ce qui revient au même,

(46) I„,: " ' '
<^ '

( r — 2 / cos/y + /")( /'" ' '

)

Si, dans les deux membres de cette dernière formule, on égale entre

elles les quantités purement algébriques et celles qui représentent les

coefficients de i, on trouvera

, , . P I — /'COS/J
(At) C09. /in=z I i— -,

et

c/QN • P /-sin/)
(Ao) ?,innp^z \

-^
i—O

( I — 'i r cos/> + /)[ /'""*"'

)

On pourrait d'ailleurs déduire immédiatement les formules (47) et (48)

des équations (43), (44)- Ajoutons que les équations (47) et (48)
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pourront encore être présentées sous les formes

(5o) sinn» = sin/> r
. ^ ,^

Nous avons rappelé plus haut les deux équations qui se déduisent

immédiatement du théorème de Moivre, et qui transforment le cosinus

et le sinus de l'arc np en fonctions entières du cosinus de Varcp. Si,

au théorème de Moivre, on substitue l'équation (46), ou, ce qui

revient au même, les équations (49) et (5o), on pourra en déduire

immédiatement celles qui transforment cos np et —.—- en fonctions

entières de cosju. Effectivement, comme on a

(5i)
' ^ Q j'u-cosp)'-

. ...... I — 2 /• cosp T+-
/•- kj (i + /•-)'"+'' ,,

. ,
', .1 "

'.'

inizzO .:'":
,

'
'

;;

on conclura des formules (49) 6t (5o) que le coefficient des cos"'p se

réduit, dans le développement de cosnp, à

( l^r,^ r,lll—\ I
,

et, dans le développement du rapport ^l^J!f., à
^

(53) !
,
;.

2'" r
(1 + /'-)'"*> |^,."-'«j

'

D'ailleurs l'expression (Sa) se réduit, pour m = n, ou, ce qui revient

au même, pour une valeur nulle de n— m, à 2"~', pour une valeur

impaire de n — m à zéro, et pour une valeur paire, mais positive,

de n — m, à

, . n -h fil — 2
n-m ni{m-h i). . .

(54) (-1) - -2'»-^
/* — m m

1.2... ^

2

Au contraire, l'expression (53) se réduit, pour w = m+ i , ou, ce qui

revient au même, pour une valeur nulle de n — m— 1 à 2"~', pour
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une valeur paire de n— ma zéro, et pour une valeur impaire de n — m
plus grande que l'unité, à

„ -,„-\ ( /« + 1 ) ( /« + îî) . . .
^

(55) (-1) '

n ^ m — I

1.2...

Cela posé, les équations (49) et (5o) reproduiront immédiatement

les formules connues

,^„,
, r 1^ . « /' — 3

(.jo) cosnp^'i"-^ cos"/> — y-cos"—/M- -, 5

—

cos"-'

p

L 4 4 o

n /i — 3/1 — A
„ 1

,~ . .
, • r .

'i — 3 ., /i— 2/1—

3

(07) sm np = 'i"~' smp \cos"-^p — cos"— /> H cos"-"' p -\- . . . .

L 4 4 ^
_

Si, dans l'équation (5G), on pose n = 3, on retrouvera la formule

( 58

)

cos 3p =: 4 cos''p — 3 cosy>^

qui fournit le moyen de ramener la résolution d'une équation du troi-

sième degré, quand les trois racines sont réelles, au problème de la

trisection d'un angle donné [voir VAnalyse algébrique^
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suit LES

FONCTIONS ENTIÈRES DTN DEGRÉ INFINI

ET EN PARTICULIER SUR LES EXPONENTIELLES

Considérations générales.

On sait que les puissances à exposants variables, autrement appelées

exponentielles
y
peuvent être considérées comme des fonctions entières

composées d'un nombre infini de termes. Ainsi, par exemple, pour

définir l'exponentielle e-, c étant la base des logarithmes népériens,

et 5 une quantité algébrique variable, il suffirait de dire que e^ est la

somme de la série toujours convergente

1.2.3'

ou bien encore, la limite vers laquelle converge, pour des valeurs

croissantes du nombre entier m, la fonction entière

Il y a plus : lorsqu'on adopte une telle définition, il est naturel de

l'étendre au cas même où la variable z cesse d'être algébrique ; et l'on

se trouve ainsi conduit, par la considération des fonctions entières de

degré infini, à la notion des exponentielles à exposants quelconques.

(Jt:uvres de C. — S. Il, t. XIV. 34
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Il convient de donner quelques développements à cette proposition,

et de montrer comment elle se lie aux principes établis dans les articles

précédents. C'est ce que je vais essayer de faire en peu de mots.

II. — Sur les fonctions entières d'un degré infini.

Soit z = r,, une quantité géométrique variable dont /* désigne le

module eip l'argument. Une fonction entière de - ne sera autre chose

[page 167] Q) qu'une somme de termes proportionnels à des puissances

entières et positives de :;, le degré de la puissance la plus élevée étant

ce qu'on nomme le degré de la fonction. Par suite, la forme générale

d'une fonction de 2, entière et du degré /î, sera

a + />.- + r .-^+ ... + -r."-' + h z",

a,b,c, . . .,g, A désignant des coefficients constants dont chacun pourra

être une quantité géométrique.

Concevons maintenant que les divers termes dont se compose la

fonction entière appartiennent à la série,

(i) ,
' a„, a^z, a.,z- O/iZ", ...

indéfiniment prolongée. Si Ton désigne par s„ la somme des n pre-

miers termes de cette série, on aura

(2) s„ =. a„+ fl, r. + a., r.-+ . . . + <;„_, c"-'
;

et s„, s'n^i seront deux fonctions entières de z, la première du degré

n — I, la seconde du degré n. Si, d'ailleurs, n vient à croître indéfini-

ment, la somme a„ pourra converger ou ne pas converger vers une

limite fixe. Dans le premier cas, la série sera dite convergentey et la

somme de la série, c'est-à-dire la limite s de f„, déterminée par la

formule

(3) 5 = ao-i- rti5 H- 0,5*4-. . .,

(*) GHuvres de Cmic/if, ce tome, p. 186.
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sera ce qu'on peut appeler wwq fonction cnticre d'un degré infini. Dans

le second cas, la série sera divergente, et n'aura pas de somme.

D'autre part, si l'on nomme a„ le module de a„, et a la limite ou la

plus grande des limites vers lesquelles converge, pour des valeurs

croissantes de n, l'expression

a sera le module de la série

(4) «0. «i> a,, . .

.

dont le terme général est «„; a;- sera le module de la série (i) dont le

terme général est a"5„ [tome III, pages 388 et suivantes (')]; et la

série (i) sera convergente ou divergente, suivant que le module arsera

inférieur ou supérieur à l'unité, ou, ce qui revient au même, suivant

que le module r de ^ sera inférieur ou supérieur à • En conséquence

la série (i) sera toujours divergente si l'expression (a„)", croissant

indéfiniment avec /i, a pour limite l'infini, puisque alors - deviendra

I— =: O,
00

C'est ce qui arrivera, par exemple, si a,, et, par suite, a„ se réduisent

au produit
1.2.3. . ./A,

puisque alors on aura \yoir la page 206 (-')]

- 1 _

et, par conséquent,
1

a = lim(a„)"rr x.

Au contraire, la série (i) sera toujours convergente si l'expression

1

(a„)", décroissant indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, a

(1) Œuvres de Cauchy, Série II, t. XIII, p. 43;.

(-) CEih'res <le Caucliy, ce lome, p. i36.
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pour limite zéro, puisque alors deviendra

I

- rzroc.
()

C'est ce qui arrivera, par exemple, si «„ et, par suite, a,, se réduisent

au rapport

puisque alors on aura

et, par suite,

Donc la série

(5)

(a.)''=
'-

r<-p'
{i.2...nr S-"

a = lim {a„)"=z o.

1 \ . >. l .2.6

dont le terme général est

ne cesse jamais d'être convergente; et à une valeur finie quelconque,

algébrique ou géométrique, de la variable z correspond toujours une

fonction entière .y, d'un degré infini, propre à représenter la somme de

cette série, et déterminée par la formule

(6) s=i+--\-— h11.2

Si le module a de la série (4) offrait non plus une valeur nulle ou

infinie, mais une valeur finie différente de zéro, la sommes de la série

( I ), ou, ce qui revient au même, la fonction entière de ^, représentée par

le second membre de l'équation (3), subsisterait pour 7-<^ » et dispa-

raîtrait pour r> • Ainsi, par exemple, en sommant la progression

géométrique

(7) '^ ^' ^'> •••
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dont le terme général est z", on obtiendra la fonction entière

(8) 1+ G + V-+ . .

.

qui subsistera, et sera équivalente au rapport —^, tant que le

module ;• de z sera inférieur à l'unité. Mais la fonction entière

1 -i-z -hz--^. . . cessera d'exister si la progression (7) est diver-

gente, ou ce qui revient au même, si le module /• de z est supérieur à

l'unité.

III- — Sur la limite vers laquelle converge^

pour des valeurs croissantes de m, Vexpression ( i + — )
.

Soient z une quantité géométrique variable, et m un nombre entier

quelconque. On aura, en vertu de la formule de Newton,

(i) (1+ ;)'"=[+ niz^ ^ i;i+ ...^ ^ '-z"'-^-+ ,nz"'~'^- 3'",
1.2 1.2 '

et, par suite,

V '«/ \ inj 1.2 V m) \ m) 1.2. 3
^•••^

ni"'

Dans le second membre de la formule (2), le terme général, ou

proportionnel à z"\ se réduit, pour /i>m, à zéro, et pour /i= ou

<//2, à

(3) ^-J.V.---V.^-"-'
ni J \ m J \ m j \ .). . . .n

c'est-à-dire au produit de la quantité

(4) [,-L\i,_^\..{,_--^m / \ ni

par le terme général

de la série

(5)
I I . >. i .i .6
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D'ailleurs, en vertu de la formule (5) de la page 207 ('), la quantité (4),

toujours inférieure à l'unité, ne peut s'abaisser, quand m surpasse /i,

au-dessous de la différence

(6)
,^"(''-'\

2 /Il

Donc, si l'on fait croître m indéfiniment, en laissant n invariable,

l'expression (3), c'est-à-dire le terme général du développement delà

puissance

convergera vers une limite équivalente au terme général de la

série (5). 11 est naturel d'en conclure que cette puissance elle-même

sera équivalente à la somme de la série (5), et que, si pour abréger,

on désigne cette somme à l'aide de la notation [z], en posant

(7) (:;] = i+ -4--^^ H :!_+...,
I I . 2 I . 2 .

3

on aura, en faisant converger le nombre entier m vers la limite oc
,

(8) li™(,+ ±)" = [.l.

Il importe d'ailleurs d'établir cette conclusion d'une manière rigou-

reuse. On y parvient aisément comme il suit : ly .•
, ; ;.;

Le coefficient numérique du rapport '
' ,,^^.-,

dans le second membre de la formule (2), étant toujours compris entre

les limites
n(n — I )

I , I

'i/H

pour n = on <^ m, et toujours nul pour n^ m, il est clair que, si l'on

représente le coefficient dont il s'agit par 1 — a„, a,j sera un nombre

qui vérifiera, pour n= ou <^ m, la condition

/ X
nin — i)

(9) a«= ou < , ,.^
9.111 ;,i,i .

(') Œuvres de Caucliy, ce tome, p. ',137.
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et, pour n '^rn, la condition

de laquelle on tirera, en supposant m^i, et, par suite, n^ i,

n — I un — I

(lo) a„=:i< <

Cela posé, la formule (2) deviendra

1+--) — I +- + (l — i<-,)-^ l-(l — 5C;,)

m I.9.. 3

= 14 ( h- ... — a., y...

1 i .0,
"

I . ?, " I . ?. . 3

OU, ce qui revient au même, eu égard à l'équation (7),

(II) (^,+ -r^y"=rL3j + ô,

la valeur de étant

(12) = a., haSa ^+...r::z ^ a,j
^ -^ "1.2 1.2.0 kJ/ I . 2 . . . /i

D'ailleurs le coefficient a„ ne pouvant, en vertu des formules (9) et

(10), surpasser le rapport >

module de 2, le module du produit

(10), surpasser le rapport —— > il est clair que, si l'on nomme rie

sera, pour une valeur quelconque de /i, toujours égal ou inférieur à la

quantité

•iin 1.2.../1 2/?i 1 .2 . . .(/i — 2)

Donc on tirera de la formule (12)

modo < ( I H \

1-. . . 1,
2/n \ i 1 .

2

ou, ce qui revient au même,

(i3) modô<— [/•

2 m
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Or, il suit évidemment de la formule (i3) que si, en attribuant à la

variables et par conséquent à son module /-une valeur finie quelconque

on fait croître indéfiniment le nombre entier m, le module de o conver-

gera vers la limite zéro. Donc, dans la même hypothèse, la valeur

de (i+") déterminée par la formule (ii) convergera vers la

limite [z], et l'on se trouvera ainsi ramené à l'équation (8).

Si à la variable -:;, supposée indépendante du nombre m, on substitue

une variable

qui dépende de ce nombre, et qui, pour des valeurs croissantes de m,

converge, avec son module p, vers la limite zéro, alors, à la place de la

formule (i i), on obtiendra la suivante

(.4) (,+ |-)" = |;|-e,

£ étant une quantité géométrique dont le module vérifiera la condition

(i5V mode < -— [pi.

D'ailleurs, tandis que p s'approchera indéfiniment de zéro, la quantité

1 P P'

'
' 1 l .9.

toujours inférieure à

s'approchera indéfiniment de l'unité, et le produit p^[pj de zéro. Donc,

si C dépend de a>i, et si, en faisant croître indéfiniment le nombre m,

on voit le module p de C converger vers la limite zéro, z et son module

convergeront vers la même limite en vertu de la formule (i 5); et, comme

le module de

[j:1 = i+^ +-^ -I-...
'

I 1.2

sera inférieur à [p], par conséquent à -3— > la limite de [L]sera l'unité.
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Donc la formule (i4) donnera

(i6) Jim ( 1+ — 1 =1
\ m

IV. — Sur les exponentielles.

Soient z^ z' deux quantités géométriques distinctes, Qimun nombre

entier qui croisse indéfiniment. On trouvera

(0 6+-
/Ai

Par suite, en considérant - comme une quantité infiniment petite du

premier ordre, et en négligeant, dans le second membre de la

formule (i), le terme infiniment petit du second ordre ~^, on aura

sensiblement

(i+ —
)
(i+ -

)
r=i + :L2UL.

\ mj \ m) m

On aura, au contraire, en toute rigueur

\ m) \ m I \ ni ) \ m

si l'on choisit T de manière à vérifier la condition

—
; = IH *

m- \ ni I ni

ou, ce qui revient au même, si l'on pose

(3) ç = -L—££_
m

1 +

Or, en vertu de la formule (3), ^ sera une quantité géométrique qui

dépendra du nombre m, et qui convergera vers la limite zéro, quand
ce nombre croîtra indéfiniment. Cela posé, on tirera évidemment de

la formule (2) : i" en élevant les deux membres à la m!^'"" puissance,

Œuvres de C. — S. H, t. XIV. 35
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2" en faisant croître indéfiniment le nombre m, et ayant égard aux

formules (8) et (i6) du paragraphe III,

\z\lz'\ = \z + z'l

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème I. — Si l'on désigne par j, z' deux quantités géométriques

distinctes^ et par \^z\la somme de la série toujours convergente

(5) I, -> > 7;i •••»
^ ' II.2I.2.0

z"
dont le terme général est > on aura

(6) [=][-Jz=l. + ^'|.

Corollaire. — En attribuant à ^, z' des valeurs purement algé-

briques, et raisonnant comme dans un précédent article [pages i99et

200 (
'

)], on tirera de la formule (5) l'équation

(7) [^] = [i?-

D'ailleurs la quantité ici désignée par le symbole [i], c'est-à-dire la

somme

IH 1 5- H ^-7 +. . .— 2,7182818. . .

2 2 .

d

2.3.4

est précisément le nombre qui sert de base aux logarithmes népériens

et que l'on représente ordinairement par la lettre <?. Donc la formule (5)

donnera

On peut donc énoncer la proposition suivante :

Théorème IL — Si Von désigne par z une quantité purement algébrique

il suffira j
pour obtenir la somme [z]de la série

I 7 f o '

I 1.2 1.2.0

d'élever le nombre
e-=i 2,7182818. . .

(') Œuvres de Cauchy, co tome, p. 220.
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à la puissance dont le degré est marqué par Vexposant z ; de sorte qu'on

aura

(8) [z\ = e^.

Corollaire. — Si dans la formule (8 ) on remplace :? par az, a étant

une quantité algébrique positive ou négative, on trouvera

(9) \az\=e-\

Si d'ailleurs on pose

(10) e«=A,

A sera une quantité positive, supérieure ou inférieure à l'unité,

suivant que l'exposant a sera positif ou négatif; et comme, en

élevant à la puissance z les deux membres de l'équation (lo), on

trouvera

la formule (lo) entraînera la suivante,

(il) [az\=zK\

Les puissances à exposants variables, renfermées dans les formules

(8), (il), et représentées par les notations

e-, A^

sont ce qu'on appelle des exponentielles. L'exposante de chacune de

ces puissances est ce qu'on nomme le logarithme de l'exponentielle c"

ou A^ dans le système dont la base est le nombre e ou A. Le logarithme

qui correspond à une valeur donnée de l'exponentielle, dans un sys-

tème de logarithmes donnés, dépend évidemment de cette valeur

même et de la base du système. On sait que Néper, inventeur des

logarithmes, en publiant sa découverte dans l'ouvrage intitulé : Miri-

fici logarithmorum canonis Description adopta d'abord le système

correspondant à la base e. C'est pour ce motif que l'on donne aux

logarithmes calculés dans le système dont la base est e, le nom de

logarithmes népériens, et à l'exponentielle e' le nom d'exponentielle

népérienne.
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Cela posé, il suit du deuxième théorème, joint à la formule (8) du

paragraphe IIl, que, dans le cas où z désigne une quantité algé-

brique, l'exponentielle népérienne e"" coïncide non seulement avec la

somme de la série

I . 9, . 3

mais encore avec la limite vers laquelle converge, pour des valeurs

croissantes du nombre entier m, l'expression

(-^y

Donc, pour des valeurs algébriques de z, l'exponentielle népé-

rienne e' pourrait être définie à l'aide de l'une quelconque des deux

formules

(12) e==
I 1.2 1.2.3

(i3) e^=z lim ( i +

Il y a plus; rien n'empêche d'étendre ces deux formules au cas même

où l'exposant - est une quantité géométrique, et de considérer alors

chacune d'elles comme propre à fournir une définition de l'exponen-

tielle népérienne r'.

Quant à l'exponentielle A% dont la base A est un nombre quel-

conque, il suffit, pour la définir généralement, quelle que soit la

valeur algébrique ou géométrique de l'exposant z, d'étendre la for-

mule (il), au cas même où cet exposant cesse d'être une quantité

algébrique. Cette extension étant admise, la définition générale de

l'exponentielle A" sera fournie par l'équation

(i4) A^=e"',

ou, ce qui revient au même, par l'équation

, ^, , az a-z- a"
z''

(i5) A==rn 1 1
5- -f-

I I . 2 I . 2 . 3
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a étant une quantité algébrique choisie de manière que l'on ait

(i6) A = e".

En d'autres termes, a sera simplement le logarithme népérien du

nombre A.

V. — Propriétés diverses des exponentielles.

L'exponentielle népérienne e' n'étant autre chose que la somme [j]

de la série convergente

l 1.2 1.9. .'6

il est clair que la formule

établie dans le paragraphe IV, pourra s'écrire comme il suit :

(i) e^ e'-' z=z e'-^^'

.

On trouvera de même, en désignant par A une quantité algébrique

positive ou négative, et remplaçant z par az^ z' par az'

,

(2)
gaz^az'—^wz+z'^.^

puis en posant

on réduira l'équation (2) à la formule

(3) A-A^'=:A-+^'.

Il résulte des formules (2) et (3) que, pour opérer la multiplication de

deux exponentielles relatives à la même base <^' ou A, il suffît d'ajouter

les exposants. Lorsque 5, z' se réduisent à des quantités algébriques,

e^j e^' ou A^, A'^' représentent des nombres dont z, z' sont les loga-

rithmes. Alors les formules (i) et (3) mettent en évidence la propriété

fondamentale des logarithmes, savoir, que, pour obtenir le logarithme

du produit de deux nombres, il suffit d'ajouter entre eux les logarithmes

de ces nombres.
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Supposons maintenant que z soit une quantité géométrique, en sorte

qu'on ait

z.=:a- -h y i,

œ, y étant les coordonnées rectangulaires du point dont l'affixe est z.

La formule (i) donnera

(,',) e'=:e-^'ey\

D'ailleurs, en vertu de la formule (i3) du paragraphe V, on aura

ni )
(5) c-^i=Iiiii I 1 +

puis en posant, pour abréger,

(«)
//*

GJ— ' îzr K'

on tirera de l'équation (5)

On satisfait à l'équation (G), ou' ce qui revient au même aux deux

suivantes

y

en prenant

(9) CTr=:arclang^, o=z ;

m coscT

et alors, pour des valeurs indéfiniment croissantes du nombre entier

m, on voit l'argument ro converger vers la limite zéro, le module p vers

la limite i, et le produit

DITS =^y langer

vers la limite y. Donc la formule (7) donnera généralement

(11) e''=Iv,

ou, ce qui revient au même,

(12) e^'r= cosj' -i- i sinj'.
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L'équation (12), découverte par Euler, sert à exprimer en fonction

des lignes trigonométriques, cosj, sinj, l'exponentielle trigo-

nométriqae e^\ Laformule(i i) est l'équation d'Euler, réduite àlaforrne

la plus simple.

VI. — Sur les exponentielles trigonométriques.

Soient/) un angle quelconque et m un nombre entier. Si l'on fait

croître ce nombre indéfiniment, ou, ce qui revient au même, si on le

fait converger vers la limite co, on aura, en vertu de la formule (i 3) du

paragraphe IV,

(i) e/''= lim ( iH- — i

Si d'ailleurs on pose

(2) I + — i = Pct^ p(cosGT + i sinGj),

on en conclura

(3) i= pcosGj, — z=psiiicT:

et il est clair que si l'on attribue au nombre m une valeur très consi-

dérable, de manière à rendre très petite la valeur numérique de — , on

vérifiera les équations (3) en prenant

1

(4) P=(i+-^) > cj= arc taiiff ^'
' V m-J " jn

Enfin, comme on tirera des formules (i) et (2)

e/-= lim
( p^ )'"= lim

(
p'" ),„n,

le module et l'argument de l'exponentielle e''^ seront évidemment les

limites vers lesquelles convergeront, pour des valeurs croissantes de m,

les quantités

(5) ?"=(+ -sy
et nixs.
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Mais, m venant à croître indéfiniment, le rapport — s'approchera indé

liniment de zéro; par suite, la quantité

wm EL

et sa racine carrée

in-

s'approcheront indéfiniment de l'unité. Alors aussi, —> venant à

s'approcher indéfiniment de zéro, on verra le rapport conver-rr ' rr tangro

ger vers la limite i, et le produit

laiigGT

vers la limite p. Donc, en résumé, l'exponentielle c''' a pour module

l'unité, et pour argument l'angle />; et l'on a identiquement

(6) ef'''=: if,z= cosp -\- isii\p.

Il suit de cette dernière formule que, dans l'exponentielle ^/", la partie

purement algébrique et le coefficient de i se confondent avec les deux

lignes trigonométriques appelées le cosinus et le sinus de l'argument^.

C'est pour ce motif que nous donnons à e''' le nom d'exponentielle tri-

gonométrique

.

Nous avons remarqué, dans le paragraphe IV, que l'on a pour toute

valeur finie de z

I 1.2 1.2.3

Si donc, dans l'équation précédente, on pose z =/>i, et, par suite,

e^r= 6'/''= cos/> H- i ûup,

on trouvera

p . p^ />•' .

(7) cos/? + «sin/> = i+-i--^--^-^-^i+...,

et il suffira d'égaler entre elles, dans les deux membres de l'équa-
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tion (7), d'une part, les parties algébriques, d'autre part, les coeffi-

cients de i, pour retrouver les formules connues

/>- p''
. p />•'

(8) cos/^ = i \ „ — . , SUl/>=-i —^+...,
^ ' ' 1.2 1,2.3.4 I 1.2.3

qui servent à développer cosj» et s'inp suivant les puissances ascen-

dantes de l'angle p.

Remarquons en finissant que, si l'on représente para?, y, les coor-

données rectangulaires, et par:? l'affixe d'un point situé dans un cer-

tain plan, en sorte qu'on ait

l'équation (4) du paragraphe IV, savoir :

(9) e'= e'--ey^,

donnera, eu égard à la formule (G),

(10) e'-^e-^iy.

Donc l'exponentielle

aura pour module le nombre e'' et pour argument la quantité/.

Si la quantité géométrique :;' était conjuguée à z, en sorte qu'on

eût
z'=œ — yi,

alors, à la place de l'équation (9), on obtiendrait la suivante :

(11) e^'=:e-^'e-y'^,

que l'on pourrait encore écrire comme il suit :

(12) e^'= e-^' i -y ;

en vertu des formules (9) et (i i) jointes à l'équation (G), les exponen-

tielles c^, ^^' seraient, ainsi que:? et:;', deux quantités géométriques

conjuguées.

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 36





MÉMOIRE

DIVERS LOGARITHMES D'UNE QUANTITÉ GÉOMÉTRIQUE

Soit z une quantité géométrique. Les divers logarithmes de z, dans

le système qui aura pour base un nombre donné A, seront les diverses

valeurs d'une quantité géométrique A déterminée par l'équation

(1) AA=:^.

Si, en réduisant le nombre A à la base

e=: 2,7182818. . .

des logarithmes népériens, on désigne par X Tun quelconque des loga-

rithmes népériens de j, on aura simplement

(2) e'=iz.

Soient maintenant r le module et p l'argument de z, en sorte qu'on

ait

z = />= i/j/'=: r cosp + i / siiijp;

et posons
0"^= rcosp, y = rsinp.

A chaque valeur de

correspondra un système unique de valeurs algébriques de x, y,

propres à représenter les coordonnées rectangulaires du point dont z

sera l'affixe. Au contraire, à chacjue valeur de z correspondra une

infinité de valeurs de Targument/); et, comme ces valeurs se réduiront
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aux divers termes d'une progression arithmétique dont la raison sera

la circonférence 2 t., l'une d'elles sera généralement comprise entre les

limites — Tt, + r.. Si on la représente par la lettre p, la valeur générale

dep sera

(3) /> = p + 2At:,

k désignant une quantité entière quelconque, positive, nulle ou

négative.

Concevons à présent que Ton pose

1 = a -h pi,

a, j3 étant des quantités algébriques. On en conclura

Donc la quantité géométrique c'- aura pour module e"", pour argument

P, et, en vertu de ce qui a été dit précédemment (p 217) ('), l'équa-

tion (2), que l'on pourra écrire comme il suit

donnera
e^=r, i3=i/,=z:ip.

Donc, si l'on désigne, à l'aide de la lettre caractéristique 1, et par la

notation 1(/-), le logarithme algébrique et népérien du nombre;-, on

aura
(X = \{r), ,5 = p + 2/1-7:,

k désignant une quantité entière, et

(4) /. = l(/-) + (p + 2X-7:)i.

En d'autres termes on aura

(5) l = l{r)-i-pi,

la valeur de Targument/) étant l'une quelconque de celles que déter-

mine la formule (3).

11 est bon d'observer que l'arc désigné, dans les formules précé-

(^) G:u\'/t's de Ctiuc/if, ce toino, p. 24*j-
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dentés, par la lettre p, est, de tous ceux qui ont pour cosinus '- et

pour sinus -> le plus petit, abstraction faite du signe, et, par consé-

quent, celui qui s'évanouit quand la quantité géométrique z se réduit

au module r. Par suite, si l'on pose /> = p dans la formule (5), on

obtiendra celui des logarithmes népériens de z, qui se réduit à l(r)

quand :? se réduit à /•, et qui, pour ce motif, sera généralement désigné

par la notation \{z). Cela posé, on aura

(6) !(:;)==: !(,) + pi,

et la formule (4) donnera

(7) X = l(.)-i-l,

la valeur de I étant

(8) l = :î/.7ti.

Si l'on réduit la quantité géométrique z à l'unité, on aura

l( = )r=l(i) = o,

et les diverses valeurs de a se réduiront aux diverses valeurs de 1

fournies par l'équation (8). Ces diverses valeurs de 1 ne seront donc

autre chose que les divers logarithmes népériens de l'unité, et il suffira

d'ajouter ceux-ci à \{z) pour obtenir les divers logarithmes népériens

de 5.

Si la quantité géométrique z s'évanouit avec son module r, le loga-

rithme népérien 1(7-) se réduira simplement à — x), c'est-à-dire à l'in-

fini négatif; et la formule (6) donnera

(9) l(o)r= — oo+pi,

l'angle p restant indéterminé, et pouvant être arbitrairement choisi

entre les limites — u, -|-û. On peut remarquer que, dans la même

hypothèse, la dérivée de 1(2), savoir, » acquiert un module infini,

l'argument restant indéterminé.

Enfin, si la quantité géométrique z se réduit à la quantité algébrique
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et négative — r, on aura

I/,r=Ip=— I,

par conséquent

et pour satisfaire à cette dernière formule, sans attribuer à p une

valeur située hors des limites — i:, + it, il faudra supposer, ou p = tx,

ou p ^ — u. L'équation (6) donnera, dans la première supposition,

(10) !(-,) = l(/-) + 7ri,

dans la seconde

(11) l(_,.)^l(,.)_;-i;

et il est clair que Ton pourrait, dans la détermination du logarithme

népérien désigné par l(— /•), hésiter entre les formules (lo) et(ii).

Pour faire disparaître toute incertitude, j'ai proposé, dans le troisième

volume (p. 38o)('), d'adopter de préférence la formule (lo). Mais

on pourrait aussi, sans inconvénient grave, admettre que la fonc-

tion l(^), dans laquelle le coefficient de i devient indéterminé, quand

^

s'évanouit, offre pour ce même coefficient deux valeurs distinctes,

quant au signe, et données par les formules (lo) et (i i), dans le cas

où, z étant réduit à — r, l'argument p cesse d'être renfermé entre les

limites — u, -h t., et où cet argument peut être censé atteindre l'une

ou l'autre limite au gré du calculateur. Il y a plus, on sera naturelle-

ment conduit à la formule (lo), si la quantité négative — r entre dans

le calcul comme limite d'une variable dans laquelle le coefficient de i

se réduit à une quantité positive infiniment petite. On sera, au contraire,

naturellement conduit à la formule (ii), si la quantité — r est la

limite d'une variable dans laquelle le coefficient de i Se réduit à une

quantité négative infiniment petite. Ainsi, en définitive, il paraît con-

venable de ne point s'arrêter à priori à l'une des formules (lo), (ii)

plutôt qu'à l'autre, et de laisser le calculateur libre de se déterminer

dans le choix qu'il fera de l'une ou de l'autre, par des considérations

(1) Œuvres dç Cauchy, série 11, t. Xili, p. 426.
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puisées dans la nature même de la question qu'il se proposera de

résoudre.

L'opinion que je viens d'exprimer se trouve corroborée par la

remarque suivante :

Si, dans la formule (6), on pose /'=i, et, par suite, z = ip, on

trouvera

(12) l(i/,)=y^i.

Cela posé, l'équation (6) donnera

(i3) l(3) = l(r,)==l(r) + l(i,).

D'ailleurs il est naturel d'étendre les formules (12) et (i 3) au cas même

où l'on a Jp= — I , et, par suite, p = ± t.. En admettant cette exten-

sion, on tirera de la formule (i3)

(i4) l(-,-) =.!(/•) -4- l(-i),

et de la formule (12)

(i5) l(-i) = ±7ri.

Or, de l'équation (i4) jointe à l'équation (i5) on déduira immédiate-

ment ou la formule (10) ou la formule (11), suivant que l'on réduira

le double signe renfermé dans l'équation (i5) au signe -+- ou au

signe — . En d'autres termes, si l'on pose z =— r, l'équation (6) sera

remplacée par celle-ci

(16) l(-,-) = l(r)±7îi.

Remarquons encore que dans l'équation (i5) ou (16) le double signe

répond aux deux limites vers lesquelles converge l'argument/), tandis

que dans l'expression

on pose x =— i , ou a?= — r, en faisant converger la quantité posi-

tive ou négative j vers la limite zéro, tout comme dans l'équation

o

{yoirVAnalyse algébrique, p. 4^), le double signe répond aux deux
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limites +oc, — oo vers lesquelles converge l'expression

I
— )

tandis que la quantité positive ou négative x s'approche indéfiniment

de zéro.

Remarquons enfin que, si Ton désigne par z' la quantité géométrique

conjuguée à z, en sorte qu'on ait non seulement

z z=zx-h y\ = Vp,

mais encore

les deux fonctions de z désignées par les notations

l(^), l(-),

dont la première est définie par la formule (6jde lapage248('), seront

deux quantités géométriques conjuguées. Ainsi, en vertu des conven-

tions adoptées, \{z') sera conjuguée à \{z), tout comme e' à e"". Ajou-

tons que, si Ton fait converger les quantités conjuguées

z=.r,, et z'z=ir-,,

vers la limite commune — /•, en faisant converger /> vers la limite z,

convergeront vers les limites

l(r) 4-711, !(/•) — Tri,

qui sont précisément les deux quantités conjuguées dont chacune

peut être considérée comme une valeur del(— r).

Revenons maintenant au cas où A est un nombre quelconque, et

nommons a le logarithme algébrique et népérien de A, en sorte

qu'on ait

a = l(A),

et, par suite,

(17) A ==6-'.

On aura encore

Donc l'équation (i) donnera

(18) e«A_ -;_gi3)

(') Œuvres de Caucliy, ce tome, |). 285.
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En divisant pare'<^' le premier elle dernier membre de la formule (i8),

on trouvera

(,9) e"^~^--=i.

Donc, la différence «A — \(z) sera l'un des logarithmes de l'unité,

c'est-à-dire l'une des valeurs de I, et la valeur générale de A sera

déterminée par l'équation

de laquelle on tirera

(20) A=i^il±^,
a

ou, ce qui revient au même, eu égard à la formule (7),

(21) . Arr:-.
a

On se trouve ainsi ramené au théorème connu dont voici l'énoncé :

Pour obtenir les dûers logarithmes de z dans le système dont la base

est le nombre A, il suffit de diviser les divers logarithmes népériens de z

par le logarithme réel et népérien du nombre A.

Si Ton désigne à l'aide de la lettre caractéristique L, et par la nota-

tion L(/-), le logarithme du nombre /-dans le système dont la base est

le nombre A, alors, en posant comme ci-dessus a = L(A), on aura

M '(')= ^-

11 suffit d'étendre cette dernière formule au cas où le nombre /• se trouve

remplacé par une (juantité géométrique z, pour obtenir l'équation

(23) L(.) = -^,

qui sert à définir généralement la fonction h{z).

Les définitions que j'ai ici données de \{z') et de L(^) diffèrent de

celles qui ont été adoptées par M. Bjorling, dans le cas seulement où

l'argument représenté par la lettre p se trouve renfermé entre les

limites — 71, Suivant cet auteur, dont les intéressantes recherches

Œuvres de C — S. II, l. XIV. 37
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ont été déjà mentionnées dans le tome III (p. 387) ('), on devrait

prendre pour valeur de p dans la formule (6) un angle qui, toujours

inférieur à la limite ' 4- ti, ne s'abaissât jamais au-dessous de la

limite - — 71. Ajoutons que M. Bjorling a donné à la fonction \(z)

ou L(s) le nom de logarithme principal. Nous conserverons ce nom;

mais nous substituerons aux définitions données par M. Bjorling celles

que fournissent les formules (G) et (10), quand on attribue à l'argu-

ment p une valeur numérique inférieure ou tout au plus égale à ii. Il en

résultera que les logarithmes principaux de deux quantités géomé-

triques conjuguées seront encore deux quantités géométriques con-

juguées.

Les deux fonctions de z, représentées par l(^) et L(^:;), jouissent,

quand z se réduit à un nombre, de propriétés connues. Ces propriétés

ne subsistent plus que sous certaines conditions, quand z est ou une

quantité négative ou une quantité géométrique.

Ainsi, par exemple, si dans les équations

(24) 1 (/•/•') = 1 (0 + 1 {'•'),

(25) L(,v')r=L(/-)H-L(,-'),

qui se vérifient généralement quand ;•, /•' sont deux nombres quel-

conques, on remplace ces nombres par deux quantités géométriques^,

z' , on obtiendra les deux formules

(26) I (:^:^') = 1 (.^ + 1 {z'),

(27) L(.-)^L(.-) + L(^'),

qui ne seront pas toujours exactes. Si, pour fixer les idées, on suppose

, ,. r-l ,.' ,- I p) " 1 p }

chacun des arguments/),/)' étant compris entre les limites — u, 4- ti;

les formules (2()), (27), dont la première jointe à l'équation (23)

entraîne la seconde, subsisteront quand la somme/) 4-/)' sera comprise

elle-même entre les limites — ri, + ix. Mais comme, pour réduire la

(1) Œuvres de Caiichy, sf'rio II, l. XIII, p. 4^5.
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somme p -+- p' à une quantité dont la valeur numérique ne surpasse

pas le nombre r., on se verra obligé de faire croître ou décroître cette

somme du nombre 2ri, si elle est inférieure à — r., ou supérieure à r.,

on devra, eu égard à l'équation (6), remplacer l'équation (26) par la

formule

{28) \{zz') = \(z)-^]{z') + 2Tli,

si la somme/) -f-p' estconiprise entre les limites — t:, — 27;, et par la

formule

(29) \{zz') = \{z)+\{z')-2-i,

si la somme/» -h p' est comprise entre les limites ri, 2rt.

Dans le cas particulier où z' se réduit à — i, on a simplement

,_ ^ /
, ^

Alors aussi, à la place de la formule (28) ou (29), on obtiendra l'équa-

tion

(30) l(-s) = I(:;)-7ri,

si l'argument/) de z est compris entre les limites o, ri, et l'équation

(31) 1(_, )=:!(, ) + ;,i^

si p est compris entre les limites o, — u.

Si j, 3' sont deux quantités géométriques conjuguées, les argu-

ments p, p', réduits à des arcs renfermés entre les limites — r., + t.,

seront nécessairement égaux au signe près, mais affectés de signes

contraires. On aura donc alors

jj^p'=o;

et, comme on aura aussi

l'équation (26) donnera

(32) \{z) + \{z') = \{n = 2l{r).
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SUR

LES PUISSANCES OU EXPONENTIELLES

DONT LES EXPOSANTS ET LES BASES

SONT DES QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES

Soient 5 et // deux quantités constantes ou variables. Si ces quantités

sont algébriques et positives, ou, en d'autres termes, si elles se

réduisent à des nombres, on aura identiquement

(0 z = e^^'-

et, en élevant les deux membres de l'équation (i)à la puissance du

degré u, on trouvera

(2) z"=ie"^'-\

D'ailleurs, pour que l'équation (2) s'étende au cas où 2 et ^ sont des

quantités géométriques, il suffit d'admettre que, dans ce dernier cas,

on se sert de cette équation même pour définir généralement la

puissance ou exponentielle z" dont la base est :;, et Vexposant 11. C'est

ce que nous ferons désormais. Nous obtiendrons ainsi une définition

de 5" qui comprendra évidemment comme cas particulier, non seule-

ment la définition précédemment donnée [page 242] d'une exponen-

tielle dont la base k est un nombre quelconque, mais aussi la définition

donnée [page i63J d'une puissance entière d'une quantité géométrique.

Effectivement, si la quantité géométrique u se réduit à un nombre
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entier n, et si d'ailleurs on pose

p étant compris entre les limites — û, + t^, l'équation (2) réduite à

la suivante
i-n all\'Z'\
-' — ^ }

et combinée avec la formule

donnera

D'ailleurs, eu égard à la formule (i) de la page if\'iy on aura

Donc l'équation (3) donnera simplement

ou, ce qui revient au même,

(4) {r,)"= {;•")„,.

Or cette dernière formule coïncide avec l'équation (7) de la page i43,

c'est-à-dire avec la formule à laquelle on est conduit lorsqu'on étend la

définition généralement admise de la /i'^""' puissance d'une quantité au

cas même où cette quantité cesse d'être algébrique, en considérant une

telle puissance comme le produit de n facteurs égaux entre eux.

Si, dans l'équation (2), la quantité géométrique 2 s'évanouit avec

son module r, alors, la partie algébrique \(r) de l(-) étant réduite

à — 00, la valeur de z" sera nulle si la partie algébrique de u est

positive, et infinie si la partie algébrique de // est négative.

Si la quantité géométrique z se réduit à la quantité algébrique et

négative — r, alors, comme il a été dit à la page 25o, on pourra prendre

pour valeur de z l'une ou l'autre des deux expressions

l(r)H-7ri, l(r) — Tri;,
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et l'équation (2) fournira pour valeur correspondante de

(- ')"

l'un ou l'autre des produits

^TIU' 7 '—KH' •

Il y a plus; on sera naturellement conduit à la formule

(5) (-/•)"= i^„/"S

si la quantité — r entre dans le calcul comme limite d'une variable

dans laquelle le coefficient de i se réduit à une quantité positive infi-

niment petite. On sera, au contraire, naturellement conduit à la

formule

(6) (-r)"= i_„„/-«,
,

,

si la quantité — / est la limite d'une variable dans laquelle le coeffi-

cient de i se réduit à une quantité négative infiniment petite. Ainsi,

en définitive, il paraît convenable de ne point s'arrêter a priori ?i l'une

des formules (5), (6) plutôt qu'à l'autre, et de laisser le calculateur

libre de se déterminer dans le choix qu'il fera de l'une ou de l'autre

par des considérations puisées dans la nature même de la question

qu'il s'agira de résoudre.

En réunissant dans une seule formule les équations (5) et (6), on

aura

(7) (-/-y^i.^^,,/-".

Si l'on pose en particulier /'= i, la formule (7) donnera

(8) (-I)"=:i,,,,.

Par suite, la formule (7) entraînera la suivante,

(9) (-/')«=(- !)",•",

qui peut être substituée à chacune des équations (5) et (6).

Si Ton pose
I

U =2 - ,

1
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la formule (8) donnera

(10) (-o^= ±i.

Ainsi, eu égard aux conventions admises, la notation (— i)- ou \/—

i

ne doit pas être uniquement employée pour représenter la quantité

géométrique
i = !-•

On peut aussi se servir de cette notation pour représenter la limite — i

vers laquelle converge l'expression

(-I-£i)^

quand z, étant positif, s'approche indéfiniment de zéro.

Observons maintenant que, si l'on pose comme ci-dessus

z — r,„

l'argument/j étant compris entre les limites — u, + û, on tirera géné-

ralement de l'équation (2), combinée avec la formule

l(..) = l(,0-f /n-,

et avec l'équation (i) de la page 242,

par conséquent

(11) z"=.r"e"''K

La formule (i i) pourrait servir aussi bien que la formule (2) à définir

la fonction de z et /^ représentée par la notation z".

La fonction de z et //, représentée par :;", jouit, quand z ou u se

réduit à un nombre, de propriétés connues. Parmi ces propriétés,

quelques-unes continuent de subsister généralement, d'autres ne

subsistent plus que sous certaines conditions, quand z et u sont deux

quantités géométriques.

Ainsi, par exemple, eu égard à l'équation (2), la formule

(r'>.) z"z"'=z"+'''
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subsistera généralement pour des valeurs quelconques des quantités

géométriques ii, u' , non seulement quand z sera un nombre, mais

encore quand z sera une quantité géométrique quelconque.

Au contraire, si dans l'équation

(i3) {rr')"=r"r'",

qui se vérifie généralement quand r, r' sont deux nombres quelconques,

on remplace ces nombres par des quantités géométriques s, z' , on

obtiendra la formule

(i4) {zz')"=z-z'-

qui ne sera pas toujours exacte. Effectivement, on aura, en vertu de

l'équalion (2),

r-n r-Jii— f,u\ Z' ^u\ :'i— „u[\ ji+l,j'i]

Par suite l'équation (i3) subsistera sous la même condition que la for-

mule (26) de l'article précédent, c'est-à-dire dans le cas où les argu-

ments jo, jd' de z et z', supposés tous deux compris entre les limites

— -, -f- K, fourniront une somme /ï+jd' comprise entre les mêmes

limites. Lorsque cette condition ne sera pas remplie, alors, en vertu

de la formule (28) ou (29) de l'article précédent, jointe à l'équation

on aura

(i5) {zz'Y=u^,,z-z'%

si la somme/) h-/)' est comprise entre les limites — ti, — 2r., et

(16) {zz'Y=i^,^,,z-z'-,

si la somme p-\-p' est comprise entre les limites tx, 2t..

Si l'on désigne par z' la quantité géométrique conjuguée à z, et

par u' la quantité géométrique conjuguée à u, alors, en vertu des nota-

tions admises, aux trois quantités géométriques

!(:;), u\{z), e"^^'=z"

Œuvres de C. — S. II. l. XIV. 38
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correspondront les quantités géométriques conjuguées

Donc
-Il r-fU

seront deux quantités géométriques conjuguées.

L'équation (2) est précisément celle à l'aide de laquelle M. Bjorling

a défini la fonction ^". Mais, en vertu des conventions adoptées par cet

auteur,/) serait, dans l'équation (11), un angle qui, toujours inférieur

à la limite—l-Ti.ne s'abaisserait jamais au-dessous de la limite k.

D'ailleurs, M. Bjorling a donné à l'expression 2" le nom de puissance

principale du degré u. Nous conserverons ce nom, mais nous attribue-

rons à l'argument/) de ^, mis en évidence dans l'équation (11), une

valeur numérique inférieure ou tout au plus égale à r.. Il en résultera

qu'en élevant deux quantités géométriques conjuguées à des puissances

indiquées par des exposants conjugués, on obtiendra encore, pour

puissances principales, des quantités géométriques conjuguées.
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DEUX QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES

DONT LA SOMME OU LE PRODUIT

EST UNE QUANTITÉ ALGÉBRIQUE POSITIVE

I. — Sur les arguments de deux quantités géométriques

dont la somme est algébrique et positive.

Considérons deux quantités géométriques dont la somme soit algé-

brique et positive. Soient d'ailleurs c la demi-somme, et

la demi-différence de ces deux quantités géométriques. Elles seront

représentées par des binômes

et si l'on nomme p, p' leurs modules, nr, e' leurs arguments, que nous

supposerons tous deux compris entre les limites — r., r., on aura

( pw'=^'— z- = <- — r,„

par conséquent

0^)
p cosOT = r + rcos/?^ p sinm = rsinp,

p' cosgt' z= c — r cosp, p' sincr'= / siop.

On aura donc, d'une part,

(3) çj cosTïJ = c -{- r cosp, p' cosm'= c — / cosy;
;
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et, d'autre part,

(4) psiiinT= — p' siaTn'= rsu^p.

Observons maintenant qu'en vertu des formules (3) cosct, costo'

seront positifs, si le module /• de z est inférieur à la constante positive c.

Donc alors, chacun des arguments m, ro' étant compris entre les

limites '^ -y chacune des quantités
2 2 ^

XÂJ — eu', CiT + Cî'

offrira une valeur numérique inférieure à u. J'ajoute que cette conclu-

sion subsistera encore si le module r de z devient égal ou supérieur à

l'unité. C'est en effet ce que l'on prouve aisément comme il suit.

D'abord il résulte de l'équation (4) que sincr, siuGi' sont des quan-

tités affectées de signes contraires. Par suite, il en sera de même des

arguments îtj, ht', dont le plus grand offrira une valeur numérique

égale à celle de la somme gt+ ot'. Donc cette somme sera, comme

chacun d'eux, renfermée entre les limites — t., -f- z..

De plus, si le module r, supposé d'abord inférieur à l'unité, vient à

croître indéfiniment, mais par degrés insensibles, les angles rr?, nr',

dont les valeurs sont affectées de signes contraires, et la différence

W — C5

équivalente, au signe près, à la somme des valeurs numériques de m

et ût', varieront évidemment par degrés insensibles, jusqu'au moment

où l'on aura, s'il est possible,

Tx! — m' =±r.,

par conséquent

Mais, dans ce dernier cas, on trouverait

silinj'=r — silIGT, COSGj'r^:— coscj;

et la formule (4 ) donnerait
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Par suite, on tirerait des formules (3)

p COSGT — /• COSJJ =z ( z= — C.

Cette dernière équation ne pouvant se vérifier que dans le cas où c

serait nul, nous devons conclure que, dans le cas où c est positif, les

arguments m, uj' et leur différence iïï — ra' varieront pour des valeurs

croissantes de /•, par degrés insensibles, sans que jamais la valeur

numérique de nr — nr' puisse atteindre la limite ti, qui surpasse cette

valeur numérique quand on a r<[c. On peut donc énoncer la proposi-

tion suivante :

Théorème I. — Etant données deux quantités géométriques

c + :;, c — ;

dont la somme est une quantité algébrique et positive 2c, concevons que

l'on réduise les arguments gt, m' de ces deux quantités géométriques à

des angles renfermés entre les limites — t.. + k. Les angles

seront eux-mêmes renfermés entre les limites — r.. -|- r..

Il est bon d'observer qu'on peut encore arriver très simplement au

théorème I à l'aide de considérations géométriques. En effet, cons-

truisons les trois points
A, H, C

dont les affixes sont respectivement

Le point C sera situé sur l'axe polaire, et le pôle sera le milieu de la

droite AB. D'ailleurs, on pourra supposer que des deux quantités géo-

métriques

la première est celle dans laquelle le coefficient de i est positif. Cette

hypothèse étant admise, les arguments ct, — gî' seront positifs et

représenteront les angles formés par les droites BC, AC avec l'axe
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polaire 0(-, c'est-à-dire, en d'autres termes, les angles BCO, AGO.

Donc la somme ôt — gt' des deux arguments rrr, — uj' représentera

l'angle BCA du triangle qui a pour sommets les trois points A, B, C.

Donc cette somme sera un angle positif inférieur à ti, et l'on pourra

en dire autant, a fortiori, de la valeur numérique de l'angle trî+ rrr',

équivalent, au signe près, à la différence des arguments ct, — îtî'.

Du théorème premier, joint aux principes établis dans les deux

articles précédents, on déduit encore les propositions suivantes :

Théorème II. — Etant données deux quantités géométriques

dont la somme est une quantité algébrique et positive 2c, l'addition ou la

soustraction de leurs logarithmes principaux^ pris dans un système quel-

conque, donnera pour résultat le logarithme principal du produit ou du

quotient de ces deux quantités géométriques.

Théorème III. — Étant données deux quantités géométriques

dont la somme est une quantité algébrique et positive ic, la multiplica-

tion ou la division de leurs puissances principales d\in degré quelconque

u donnera pour résultat les puissances principales et semblables du pro-

duit ou du quotient de ces deux quantités géométriques.

En vertu du théorème II, et en désignant à l'aide de la lettre carac-

téristique 1 un logarithme népérien, on aura non seulement

(5) l(c + z) + l{c-z) = \{c^-z%

mais encore

(6) l(,,+ .)_|(._^):=|^.

On trouvera, par exemple, en posan t c= i

,

(7) i(n- -) + !(,_, )^1(,_,.)^
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et

(8) l(. + ::)-l(i-:;) = l^.

En vertu du théorème II, et en désignant par/^ une quantité géomé-

trique quelconque, on aura non seulement

(9) (t- + =)" (^- - ^)"= {(r-z')-,

mais encore

(xo)
^^^^)" Z-^-

On trouvera, par exemple, en posant c = i

,

(il) {i + z.)"{i-zY= {i~z'-)'^

et

Si l'on pose, en particulier, u = -? les formules (9)et(io)donneront
2

1

(i3) (c + =)^(c--.f=(c^--.^-)S

(i4) (^+^^/. + 3^^

II. — Sur les arguments de deux quantités géométriques
dont le produit est algébrique et positif.

Considérons deux quantités géométriques

r',>'

dont le produit se réduise à une constante algébrique et positive c.

On aura
zz ^= \i,^p>rr

;

et, par suite, l'équation
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donnera

(i) vr—r,

(2) \,,^i,-—o.

Si, d'ailleurs, comme on peut généralement le supposer, chacun des

arguments jy,
/)' est renfermé entre les limites — -, + r., la somme

p -\- p' offrira une valeur numérique inférieure ou tout au plus égale

à 2rt; et même cette valeur numérique ne pourra s'élever jusqu'à la

limite 2- que dans le cas où, z, z' étant réduits à des quantités néga-

tives — ;•, — /•', on aurait

et, par suite,

1> = ±T.. p'= ±T.'.

Ce cas excepté, l'équation (2) entraînera généralement la suivante :

(3) p-\-p'=^o on p'=i — p,

de sorte que/),/)' seront des angles égaux, au signe près.

Si l'une des quantités géométriques

offre pour partie algébrique une quantité positive, alors des argu-

ments/),/)', l'un sera compris entre les limites — -'
-, -•> et l'autre, en

vertu de l'équation (3), devra jouir encore de la même propriété. Donc

alors la différence
p-p'

sera comprise entre les limites — -, + -. De cette remarque, jointe

aux principes établis dans les deux articles précédents, on déduit

immédiatement les propositions suivantes :

Théorème I. — Soient z^ z' deux quantités géométriques dont le pro-

duit se réduise à une quantité algébrique et positive c. Si l'une des quan-

tités z, z' offre une partie algébrique positive^ la différence de leurs

logarithmes principaux
^
pris dans un système quelconque^ sera le loga-
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rithme principal du rapport de Viine à Vautre, en sorte qu'on aura

(4) l(.)_l(,') = lff.

Théorème II. — Soient z, z' deux quantités géométriques dont le pro-

duit se réduise à une quantité algébrique et positive c. Si l'une des quan-

tités z, z' offre une partie algébrique positive^ le rapport de leurs puis-

sances principales d'un degré quelconque n sera la puissance principale

et semblable du rapport de ces deux quantités géométriques, en sorte

qu'on aura

(5) -.

Œuvres de C. — S. I[, t. XIV. 39





MEMOIRE

SUR

L'ARGUMENT PRINCIPAL D'UNE QUANTITÉ GÉOMÉTRIQUE

FORMULES DIVERSES SERVANT A EXPRIMER l'aRGUMENT PRINCIPAL

d'une QUANTITÉ GÉOMÉTRIQUE EN FONCTION DE LA. PARTIE ALGÉRRIQUE

ET DU COEFFICIENT DE i

Soit

(i) z = r,,

une quantité géométrique, qui ait pour module le nombre r, et pour

argument Fangle/?. Si cet angle est, comme on peut toujours le sup-

poser, renfermé entre les limites ~ r., t., il deviendra ce que nous

appellerons Vargument principal Aq la quantité géométrique z. Si :; se

réduisait à une quantité algébrique négative, en sorte qu'on eût

l'argument principal p pourrait être censé atteindre ou la limite infé-

rieure — Tt, ou la limite supérieure ri, suivant que l'on considérerait

— /-comme la limite vers laquelle convergerait, pour des valeurs infi-

niment petites du nombre £, ou la première ou la seconde des deux

quantités géométriques
— /• — zi, — /• + si.

Concevons maintenant que, dans la quantité géométrique z, on

désigne la partie algébrique par x et le coefficient de i par j. On aura

(2) z=zao+r\,

et, en égalant l'une à l'autre les valeurs de z données par les formules
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(i), (^2), on trouvera

oc -+ y\ r= /•/,= !/,/•= /'(cos/> + i sin/>).

par conséquent,

(3) ji-= r cosj), y = r s\np.

Des équations {'^) jointes aux formules

cos-y> -+- ûn-p = I,

sin «
tan£;/>= i->

cos/>

on tire, en premier lieu,

a- -+- y-= r-

,

et, par suite,

en second lieu

(a) cos/> = -; > siii/>=— ,

la valeur de /• étant donnée par l'équation (4), et

(6) tang/?=:^.

Enfin, comme on a
I

COt/> =1 )
' tang/>

secy> r= , cosec/;
cus/y sin/y

on trouvera encore

(7) coip='^,

(8) séc/? = » coséc/>r=:—

.

Les équations (5), (G), (7), (8) subsistent pour toutes les valeurs

(jue peut acquérir l'argument/) de la quantité géométrique

z=:ac:-i-yi.

On peut d'ailleurs de ces mêmes équations déduire les formules
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diverses dont chacune détermine non plus l'une quelconque de ces

valeurs de p, mais l'argument principal de z-, en fonction des deux

quantités algébriques x, y.

En efï'et, conservons les notations adoptées dans mon Analyse algé-

brique, et admettons, en conséquence, que, x étant une quantité algé-

brique, l'on désigne par la notation

arc si 11^- ou arccoséca- ou arc taug^:' ou arccot^-,

Tare qui ayant x pour sinus, ou pour cosécante, ou pour tangente, ou

pour cotansrente, est renfermé entre les limites •> -, la valeur
2 2

numérique de x étant supposée inférieure à l'unité dans arc sin^, et

supérieure à l'unité dans arc coséc x. Admettons, au contraire, que

l'on désigne par la notation

ai<;cos./' ou arcsécj:'

l'arc qui, ayant x pour cosinus ou pour sécante, est renfermé entre les

limites o, -. Puisque cos/) et séc/) sont des fonctions paires de p,

qu'on n'altère point en changeant le signe de p, il est clair que, si p
représente l'argument principal de ; compris entre les limites — -, û,

on tirera de la première des formules (5),

p =:± aie cos — )

et de la première des formules (8),

p =z± arc sec — •

X

Ajoutons qu'en vertu delà seconde des formules (')),/ sera positif ou

négatif avec sin/), suivant que p sera compris entre les limites o, r.

ou o, — -, c'est-à-dire, en d'autres termes, suivant que l'argument

principal/) sera positif ou négatif. Donc, dans les deux équations que

nous venons d'obtenir, le double signe devra être réduit au signe de

la quantité algébrique /; et l'argument principal p de la quantité

géométrique
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pourra être déterminé, dans tous les cas, par l'une quelconque des

deux formules

(9) /'^i-^ai'ccos-,2Lo

y . r
(10) p= ^H=rarcsec-»

s/y "^

la valeur de ;• étant donnée en fonction de ao et de j par l'équation (4V

Il est bon d'observer qu'en vertu de la formule (9) ou (10), l'argu-

ment principal p offrira une valeur numérique inférieure ou supé-

rieure à-1 suivant que la valeur de x sera positive ou négative. Par

suite, on tirera de la formule (6), si œ est positif,

(11) ^rzrarctang^,

et, si X est négatif,

( 1 2) p = arc lang - zt tï,

le signe ± devant être réduit au signe + ou au signe —, suivant que

y sera positif ou négatif. Ajoutons qu'un nombre qui se réduit à zéro

pour^>o, à l'unité poura7<o, peut être représenté par l'expres-

sion algébrique

et qu'en conséquence les équations (i i), (1 2) se trouvent toutes deux

comprises dans la formule générale

Enfin, comme les arcs

y X .y . r
arctang— ) arccot-» arcsin— ? arccosec-?

* ,/• y r y

seront é^aux, aux signes près, les signes des deux premiers étant

semblables ou contraires aux signes des deyx derniers, suivant que la
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valeur de x sera positive ou négative, on aura identiquement

Y XX . y X . r
arc tanir — rrr arc col— = -—= arc sin — = -—^arc cosec-

:

^ y v^* ^ \/x' y

et, par suite, on pourra substituer à l'équation (i3) l'une quelconque

des formules

/ , V
J^ T^ Y ( -f'

(i4) ^rrarccot- -- --y:^ I- —
/ rv X . Y r. Y f 1

(i5) p — —Tr^arc sin — H pr (
i H ;=

(i6) p=r -^arccoséc^ + ^-^( 1- -^),

/•étant toujours déterminé, en fonction de^et de/, par l'équation (4).

Les formules (i3), (i4) et celles qu'on obtient en substituant, dans

les formules (9), (10), (i5) et (16), la valeur de /• donnée par l'équa-

tion (4), ne sont pas les seules qui servent à exprimer l'argument

principal jo de la quantité géométrique z=^x -\- y\, en fonction des

quantités algébriques x, y.

On peut encore, après avoir réduit l'équation

(17) j:- + >'i r=: i/,r=: re/''

à la forme

(r8) ./'^=:i±^,

en déduire immédiatement la valeur cherchée de /), en prenant les

logarithmes principaux des deux membres. On trouve ainsi, en nom-

mant/) l'argument principal de z,

et, par suite,

. . i . /'x-h ri
(19) P = J
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ou, ce qui revient au même,

(20) p = ^ '-^ l-i
,

1

la valeur de /• étant donnée, en fonction de ce et j, par l'équation (/j).

D'ailleurs, si à la quantité géométrique ^H-ji on substitue la quantité

conjuguées-— y\, l'argument p changera de signe, et, à la place des

équations (17), (18), (19), (20), on obtiendra les suivantes :

(21) ^'

—

ji= i-f,r= re-/'',

, V 'V — ri
(22) e-/"= -^,

(23) p—-^^\

(?4) p=-

1 r

l(.r-ji)-l(,-)

Enfin, des formules (20), (24), combinées entre elles par voie d'addi-

tion, l'on tirera

](.i-+ )i) — \(x— ri)
2p = - '—. ^ ,

1

et, par conséquent,

(25)
\{.^yV)-\[.r-^y\\

21

Si l'on égale entre elles les deux valeurs de l'argument principal p
fournies par les équations (iS) et (25), on trouvera

i r,. , y ](.-t--+ )i) — l(.r — ri) 7: )• / .r
(26) arc lang— =z — —-—:—^^ —: ;-—

( 1
—

Si, dans cette dernière équation, l'on remplace ^r par i etjo par .>?', on

obtiendra la formule

, , .
1(1 +

,

ri) — 1(1 — .ri)
(27) arclang.x-= —^ : >

que l'on pourra encore écrire comme il suit

,0, I , IH- ./ 1

(20) arc lanc;.^•rr: —. I :

21 I — .XI
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Remarquons en outre que, si, dans l'équation

(29) [{z) = \{r)-\-fji

on substitue les valeurs de j, /• et p données par les formules (i\ (4)

et (9), on trouvera

(30) 1(,2: + ji) — - |(,i;ï_l_ jï) + i_i__arcco5

Vf' \'-^'-^y'
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sins, cosz, sécz, cosécz:, tangr,, eotz

D'après ce qui a été dit à la page 245 (
'

), si l'on désigne par z une

quantité algébrique positive ou négative, on aura

(i) e^'= cos:; + i siu:;.

Si, dans la formule (i) on remplace z par — z, on trouvera

(2) <?~^'rr:C0S3 — isins;

et l'on tirera immédiatement des formules (i) et (2)

n "1 m- - —
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valeurs de ces expressions pourront toujours être facilement obtenues

si l'on convient d'étendre les formules dont il s'agit au cas où j se

transforme en une quantité géométrique quelconque. Cette convention,

que nous adopterons désormais, permettra d'exprimer les valeurs

cherchées en exponentielles népériennes que l'on calculera sans peine

à l'aide des formules (6) et (9) des pages 245 et 246.

Il est bon d'observer qu'en vertu des formules (3), (4), (5),

cos;, séc^

seront des fonctions paires de 2, c'est-à-dire des fonctions qui ne

seront pas altérées quand j sera remplacé par — z-, et qu'au contraire

siii;, coséc:;^ laagz, col^

seront des fonctions impaires de z, c'est-à-dire des fonctions de z qui

changeront de signe avec z; en sorte qu'on aura

(6) cos(— c) =1 COS3, séc(— ;;)zz:séc:;,

et

i sin(— 3)r=— sin;;^ coséc(— ;) = — coséc^j,

^
( tang(— :;)=:— lang5, col(— :^) := — cot^.

Si dans les équations (3 ) on pose

alors, en ayant égard aux formules

on trouvera

(8)

e-'i = e'"'--' = e-'(cosj' -+- i siiKr),

e~^''= e~'''''^''= e> (cosx — i sin j?),

cosz = cosct — 1 sm .c,

sin z = sm ./: -+- i cosj:".

Ces dernières formules mettent en évidence, dans cosj et sinj, la

partie algébrique et le coefficient de i. Les formules qui joueront le

même rôle relativement aux fonctions

séc3, coséc5, langs^ col-.
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se déduiront immédiatement des équations (^4) et (5) jointes aux for-

mules (^8).

Soit maintenant z-' la quantité géométrique conjuguée à j, en sorte

qu'on ait

= a- — )'i.

Pour obtenir les valeurs des expressions

sin;', cosz',

il suffira de changer, dans les seconds membres des formules (8), le

signe de j, ou, ce qui revient au même, le signe de i. Donc les deux

quantités géométriques
sinr.', cos;'

seront respectivement conjuguées aux deux quantités géométriques

sin::, cosc;

ce qu'il était facile de prévoir, d'après la forme des équations (3), dont

les seconds membres ne sont pas altérés, quand on y remplace i par

— i. Par suite aussi, les quantités géométriques

iécz% coséc^', tang3\ cols'

seront, eu égard aux formules (4) et (5), respectivement conjuguées

aux quantités que représenteront les expressions

sécc, cosécz, tant;:;, cots.

Enjoignant aux équations (3), (4), (5) l'équation (i) de la page 242,

on étendra sans peine un grand nombre de formules trigonométriques

relatives à un ou à plusieurs arcs, au cas où ces arcs deviennent des

quantités géométriques; et d'abord il est clair que, si, après avoir mul-

tiplié chaque membre par i dans la seconde des formules (3), on la

combine avec la première par voie d'addition ou de soustraction, l'on

retrouvera précisément les formules (i) et (2). Celles-ci devront donc

être étendues au -cas où z représente une quantité géométrique quel-

conque, et l'on pourra en dire autant de l'équation

(9) cos-:; + siii-s = I,
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qui se déduit encore immédiatement des formules (3), ainsi que des

formules (i) et (2) combinées entre elles par voie de multiplication.

Ajoutons que, si l'on divise par cos'-^ ou parsin"-^ les deux membres

de la formule (9), on en tirera généralement, eu égard aux formules

(4) et (,5),

(10) séc-s = I + tang-^

et

(il) COSéc- s nr I H- COf* s

.

Observons maintenant que, si l'on désigne par k unequantité entière

quelconque positive, nulle ou négative, les diverses valeurs du produit

2 krÀ seront, en vertu de la remarque faite à la page 249, les divers loga-

rithmes népériens de l'unité. On aura donc

(12) e2*"i=i.

En combinant cette dernière équation, que fournit aussi la formule (6)

de la page 24'"), avec la formule (i)de la page 242, on trouvera

(13)
gC.-f2X-,i_g..|^

puis, en remplaçant z par — z, et k par — k.

Gela posé, les formules (3) donneront

(i5) cos(s + sÂTï) = cos:;, sin(:; + ^Atï) = sine;

et, par suite, on tirera encore des formules (4), (5),

(16) séc(3 + 2Â-7t) = séce, coséc(z. -t- a/iTi) =: cosécî,

(17) tang(c H- 2Â7r) := lange. col(e 4- 2A7:) = cote.

Donc une des propriétés les plus remarquables des lignes trigonomé-

triques
sins, coss, %ècz, coséce, tangs^ coVz,

celle qui consiste en ce que chacune de ces lignes demeure invariable
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quand on fait croître ou décroître l'arc z d'un multiple de la circonfé-

rence 2 -, s'étend au cas où cet arc se transforme en une quantité géo-

métrique quelconque.

Si à un multiple de la circonférence 2r. on substitue un multiple

impair de la demi-circonférence r., l'arc représenté, au signe près, par

un tel multiple pourra être supposé de la forme

(2/1-1- i)7r,

k désigne toujours une quantité entière positive, nulle ou négative.

D'ailleurs, en vertu de la formule (G) de la page 245, on aura

(18) e'^^+i'-'r=— I,

et, par suite, eu égard à la formule (i) de la page 242,

(19) g[,-+(îX-l-1)7;li___ g,-i^ e-:-+l2X+l)7i)i___ g_ri_

Gela posé, les formules (3) donneront

(20) cosjr -f- (>./,-[- O^r] = cos:, sin[G -+• (2/.--M);r] — sine,

et l'on tirera des formules (4), (5),

(21) séc(e4- (2A-f-i)7r|=— séc-, ooséc| r. 4- (2/,- + 1)71 1 =- coséc = .

(22) lang[5 4-(2/ +i)7:]:iz tang:;. cot[.- -h (2Â' + 1)7: ]
= colz.

Il est bon d'observer qu'en vertu des équations (i5) et (16) jointes

aux équations (20) et (21), on aura généralement

(23) cos(.-4-Â-7:)=r(-i)^cos,-, sin{z + hri) = {~ ly-sinz,

(24) coséc(c + /.-7:)r=(— i)^séc5, coséc (,-
H- /.t:) = (

- i)-!' séc:;,

k désignant une quantité entière quelconque positive, nulle ou néga-

tive. Au contraire, en vertu des formules (17) jointes aux formules (22),

on aura

('^5) lano(:; + X-tt)
— lange, cot( = + /.tt) = cote.

Ainsi les formules qui expriment que la tangente et la cotangente

d'un arc ne varient pas, quand on fait croître ou décroître cet arc d'un
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multiple de la demi-circonférence r., s'étendent au cas où ce même arc

se transforme en une quantité géométrique.

On peut généraliser de la même manière les relations qui existent

entre les lignes trigonométriques de deux arcs dont l'un est le complé-

ment ou le supplément de l'autre.

On dit que de deux arcs j, :;', l'un est le complément de l'autre,

lorsque ces arcs satisfont à la condition

(.6) c + .'^I^.

En supposant cette définition étendue au cas même où les arcs se

transforment en quantités géométriques, on obtiendra toujours pour

complément de l'arc - l'arc
'' — z\ et, comme la formule (^(i) de la

page 2/i.5 donnera

(•27) e-'

— I

•i

on tirera de la formule ( i) de la page 'i[\-i

('i8) eV^~'''' = ie--'. e~^~'
~'^' =— \e~''

et des formules (3)

Par suite aussi, l'on tirera des formules (/j)

(3()) séc (
-^ — c

J
=coséc;.

et des formules (5)

(3i) laiii; (^ —z\ =c(Az..

En renversant la dernière des formules (29) et les formules (3o), (3i),

on obtient les suivantes

(3i) COS3 == sin ( - — c
j,

cosécc = séci " — V K cul c = tanj; ( - — : j.
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Celles-ci pourraient être considérées comme un moyen de définir

généralement les trois lignes trigonométriques

COS 3, cosécs, cols.

Elles montrent que le cosinus, la cosécante et Va cotanoente de l'arc j

sont toujours le sinus, la sécante et la Uingente du complément de cet

arc.

On dit que de deux arcs z, z' , l'un est le supplément de Tautre,

lorsque ces arcs satisfont à la condition

(33) za-z'= t:.

En supposant cette définition étendue au cas même où les arcs se trans-

forment en quantités géométriques, on obtiendra toujours, pour

supplément de l'arc s. l'arc - — z. D'ailleurs, si Ton pose /t = i , dans

les formules (23), {'a.\), (25), et si, en même temps, on y remplace

z par — z, on tirera de ces formules jointes aux équations (()), (7),

(3'.)



322 SUR LKS VALKURS GENERALES

donneront

(
cos(;; — 3') = cos^ cos3'+ sin ; sin c',

' sin (3 — r.') :rr sin ô cosc'

—

sinr-'oosc.

Donc les formules ((>) et (7) de la page 221 continueront de subsister

dans le cas où l'on remplace les arcs/) et^' par deux quantités géomé-

triques j et z'

.

Ajoutons que des formules (38) et (39) on tire non seulement

(4o)

mais aussi

(40

I

lanii(3-|-3')
tanii3 4- lange

:
.

,

1 — ta 11" 3 tan" c

tau" c — tan»
3'

lan-iCc — z) = ^:^ ^^

—

1 -!- tan" 3 tani; 3

^' ros ( 3 -h ;
'
) 4- cos {z- — 3

'
) = '2 cos z cos

3
'

,

( cos(3 — z' ) — cos( 3 -i- z') = 9. siii Z siii r.',

i sin (3 + c') + siii (3 — 3') = 2 sin z cosz\

{
siii (3 + 3') — si 11 (3 — z') = 2 cos 3 sin 3'

;

puis, en remplaçant ^ et z' par
"

et par " " >

3 -f- 3'

cos 3 H- COS 3' r= 2 COS ^^ ^ COS

(43)

cos 3 — COS 3 = 2 SUl

Slll 3 -f- Sin 3 _ 2 Slll

(44)
3 + 3 .

sin 3 — sm z = 2 cos sm

Remarquons encore que de la formule (i) de la page 242 on tire

ce- e- = c"-* ' e- = e-

et généralement

;-(;'-)-:;'-<-..

(45) e'- e''
e'"

. . . = e

quel que soit le nombre n des quantités géométriques z, z', z'\ . .

Si, dans l'équation (/p), on suppose z = z'=z z" = . . ., on trouvera

(4G) {e-^)"z=e"=.
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On aura, par suite,

(47) {e'-'')"=e"-^, {c'~-^)"= e-"-^,

OU, ce qui revient au même,

( (cos:; -!- i sin :)"= cosn 3 H- i siii n -
,

(
(cos5 — I sm c)"= cas II z — i sin // ; ;

et de ces deux dernières formules, combinées par voie d'addition et de

soustraction, l'on conclura que les équations (lo) de la page 221

peuvent être étendues au cas où l'arc p se transforme en une quantité

géométrique j. La même remarque s'appliquera aux équations (1 1),

(12) de la page 'i-i-i et aux équations (5()), (Sy) de la page 23i {^).

(' ) (luivrt's (le (\iucli)\ ce loiiie, p. v.'îy. et suilo.





MEMOIRE

SUR

LES VALEURS GÉNÉRALES DES EXPRESSIONS

arctan^z, arccot^;, arcsin^, arccosr.,

arcsécr., arccosécz

I. - Formules qui délenninent ces valeurs et les font dépendre
des logarithmes principaux de certaines quantités géométriques.

D'après ce qui a été dit dans l'avant-dernier article, si l'on désigne

par z une quantité positive ou négative, on aura

/ \ I
, i + 3i

(1) arc lan2\3 =: --
I r>211 — :;i

OU, ce qui revient au même, eu égard à la formule (8) de la page 26'3,

/ N .
l(l + 5i)-I((- Z.\)

(2) arctang^rn— —^^^ '-.

21

De plus, comme un arc, dont z serait la cotangente, aurait pour tan-

gente ^) on trouvera encore généralement

(3) arc cot:; =: arc tang -•

Ajoutons que si z, offrant une valeur numérique inférieure à l'unité,

représente le sinus d'un arc compris entre les limites — ^, -. cet arc
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aura pour cosinus la quantité positive \ i — ;-'. et pour tangente le

rapport

V 1 - --

On aura donc encore

(^) arc sin ; = arc lang -rz=z= •

Enfin, on aura évidemment, pour une valeur numérique de j infé-

rieure à l'unité,

(5) arccos;= - — arcsiii;,

et, pour une valeur numérique de j supérieure à l'unité,

(6) arc séc; := arccos-

1

(7) arc coséc3 r= arc siii -•

Les formules (i) ou (2), (3), (4), (5), (6), (7) fournissent un

moyen très sim|)lo de fixer le sens qu'on doit attacher aux expres-

sions

arc tanffs. arc cols, arcsiu-, arccos;, arcséc:;. arccoséc^,

dans le cas où z cesse d'être une quantité algébrique. En effet, les

valeurs de ces expressions pourront toujours être facilement obtenues

si l'on convient d'étendre les formules dont il s'agit au cas où z se

transforme en une quantité géométri(|ue quelconque. Cette convention,

que nous adopterons désormais, permettra, eu égard à la formule (i),

de réduire la détermination des valeurs cherchées à la détermination

des logarithmes principaux de certaines quantités géométriques. Si

l'on veut, en particulier, obtenir la valeur générale de arcsinj

exprimée à l'aide d'un ou de plusieurs logarithmes principaux, il

suffira de joindre à la formule (i) la formule (4), de laquelle on tirera

I H =

V '
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ou, ce qui revient au même,

(8) arc sin z = - : I
— 1^ ^.

^' ' \ I — c- — ; i

D'ailleurs, l'argument principal de i — z'- étant compris entre les

limites — r., -+-U, le radical s'i - j- offrira un argument principal

compris entre les limites — j^'» ^, par conséquent, une partie algé-

brique positive; et, comme des deux quantités opposées

l'une jouit nécessairement de la même propriété, on pourra encore en

dire autant de l'une des deux quantités géométriques

VI — 3^+;i, VI

dont le produit se réduit à la quantité positive i. Donc, en vertu du

théorème I de la page 265 (
'

), on aura

V i-G^+;i

Ajoutons que de cette dernière formule, jointe à Téquation

i[y/i — ;-+ GiJ + l[v i — :;-— :;i
J
= o,

on tirera

i
I
^;^^^" = I [v r^' + = i] =

-

1 [v 7^' - =

a

2 VI — z- — ^1

Par conséquent, on pourra encore présenter l'équation (8) sous l'une

ou l'autre des deux formes

(9) arc sin ;= t- l[v i - ::- + :;i],

(10) arcsin3i= — -l[vi — s- — ^ij.

Il est bon de rappeler que le coefficient de i dans un logarithme

népérien principal est toujours un argument compris entre les limites

— Tt, -h Tt. Cela posé, on conclura immédiatement des formules (i),

(1) Œuvres (le Cauchf, ce lonic, p. 3o».
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(3\ (4) et (7) que, dans la valeur générale de chacune des expres-

sions
arclang;, arc col;, arcsiii;, arccoséc:;,

la partie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites

— ;^î ;^j par conséquent, un arc dont le cosinus sera positif. On con-

clura, au contraire, des formules (5) et(())que, dans la valeur géné-

rale de chacune des expressions

arccos;;, arcséc;,

la partie algébrique sera toujours un arc renfermé entre les limites o, -,

par conséquent, un arc dont le sinus sera positif.

11. — 'Sftr les quantilés géométriques

arctang;, arc col 3, arcsinr, arccos;, arcséc;, arccoséc;,

considérées comme fonctions inverses.

Les définitions admises dans le paragraphe précédent satisfont à

une condition qu'il importait de remplir, et réduisent les quantités

géométriques

arctang;, arc col:;, arcsiii;, arccos;;, arcséc:;, arccosécs

à des fonctions de z inverses de celles qui ont été désignées sous les

noms de tangente, cotangente, sinus, cosinus, sécante et cosécante.

Ainsi, par exemple, on prouvera sans peine que la fonction de z

représentée par la notation arc tangs, est inverse de celle qui a été

nommée tangente, ou, en d'autres termes, que la fonction arctangj

a pour tangente la variable j. On y parviendra en eiî'et comme il suit :

Posons, pour abréger,

(0 Zrr: arc langs.

On aura encore, eu égard à l'équation (i) du paragraphe I,

X —
. I 7 »

2 1 r— :; 1
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par conséquent

I — :;i

et

I t'r^-'^ — I I e'^

I 1 e' ' + e'

Mais, d'autre part, on aura, en vertu des équations (3) de rarticle pré-

cédent,
//À i_ „-/À ,./.\ — ,.~/\e"'+ e

co^Z=z ) sinZ= : >

2 2 1

par conséquent
siii Z I c^'~ e-''-'

Donc la formule (2) donnera simplement

(3) ;=:ian-Z.

Or, des formules (i) et (3), comparées l'une à l'autre, il résulte qu'en

vertu des définitions admises dans le paragraphe I, la notation

arctang^ satisfait à la condition qu'il convenait de remplir, et repré-

sente une fonction inverse de la fonction tangj.

Si à l'équation (i) on substituait la suivante

(4) Z=arccol-3;,

alors, eu égard à la formule (3) du paragraphe I, on aurait encore

par conséquent

Z= ave taiijr -,

1 „ sin Z i

- = lanjrZ =
cosZ cosZ

et

(5) z = coiZ.

On en conclurait qu'en vertu des définitions admises dans le para-

graphe I, arccot^ est une fonction inverse de cot^.

Supposons maintenant

(6) Znrarcsin;;.

Œuvres de C — S. II, l. XI V. 4a
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Alors en vertu des équations (9) et (10) du paragraphe I, on aura

\[\,'i-z.-+zi]z=Z\, \[s i-z--z\] = ~ /[,

par conséquent

.,//!

y I — Z--V- zi =: <;''. \ I

puis de ces dernières formules, combinées entre elles par voie de

soustraction, l'on tirera

,/.\ P-/A .

par conséquent

'izi=: e'-' — e

Z\ 0-/A
e'-' — e

OU, ce qui revient au même,

(7) z = ^\nZ.

On en conclura qu'en vertu des définitions admises, arcsins est une

fonction inverse de sin j.

Si l'on supposait

(8) Z^arccos^,

alors, eu égard à l'équation (5) du paragraphe I, on trouverait

par conséquent

et

Z=. aie siii^,

r. „
arc sin:; :=z - — Z,

sin
( ^
— Z),

ou, ce qui revient au même, eu égard à la seconde des formules (29)

de l'article précédent,

(9) r. = cosZ.

On en conclurait qu'en vertu des définitions admises, arccossest une

fonction inverse de cos:j.
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Enfin, si l'on supposait

(lo) Z=:areséc;,

on aurait encore, eu égard à la formule (6) du paragraphe I,

par conséquent

Z= arc cos ->

- =: CO>?Z= —7-

séc Z '

et

(il) 3 = sécZ;

et, après avoir ainsi reconnu que arc séc^ est une fonction inverse de

séc2, on prouverait par un raisonnement semblable que arceoséc^

est une fonction inverse de cosécr.

m. — Sur les jormules qui mettent en évidence la partie algébrique

et le coefficient de i, dans chacune des expressions

a^clan^^, arccols, arcsin;, ....

Si dans les expressions

arc tang^, arccot^, arcsiii;;, arc cos-, arcséci, arccoséc:;,

on réduit z à la forme

(i) :; rz: j7 4- )i,

^ety étant deux quantités algébriques, chacune de ces expressions

pourra être réduite à une forme semblable, et, pour opérer une telle

réduction, il suffira de joindre aux formules établies dans le para-

graphe 1 la formule (3o) de la page 271 ('). Entrons à ce sujet dans

quelques détails.

Si à la formule (i) on joint l'équation (2) du paragraphe 1, on

trouvera

l(i —)' + ,?]) — 1(1+ V — .ri)
h.) arc lanii:; =z — —^-^^

(') Œuvres lie Cductij, ce lome, p. 3 10.
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D'ailleurs, en remplaçant, dans la formule (3o) de la page 27 1 , y par œ

et x par i — j, ou y par — œ et x par i + j, on aura

l(i — y -h .vi) = - l[.r-+ (i— J-)"J + *"T=^''

,1- I — y
arc cos

y.r^- v.r^+(i— v)-

I (1 H- j- — .ri) =: - I [.f--l- (i H- J')"J — '
"~— ^''C cos-
\'a:- V'J7-+ (1+ j-)-

Par conséquent, la formule (2) donnera

/os l .V [ 1+ ) I — V "1

(3) arc laniTv = - -^=- arc cos • — 4- arc nos • — 1

2 ^/^i-î
|_ ^

.^.-- _,_ ( I + V )- \.v- 4- ( I - r )- J

1
,

2 2

Si à l'équation (2) du paragraphe I, on substituait l'équation (i)

[ibidem], alors, en ayant égard à la formule

i-l-^i I — y -\~ .Ti (i-\-.ri)- — )- i — ,/- — )-+2.ri

I — :;i i+y — .vi {1+ y)- -+-./- (1 -f- j-)--i-
^-

et à l'équation (3o) de la page 271, on trouverait d'abord

... 1,1 — V -f- .ri

(4) arc taii2 3 = -^ 1 ??

puis

,^, .
I .r I — .c*— V* i ,r- H- ( I -f- r)-

(d) arc Vnnfrz = —— arc cos '

^- - I
— -— •

2 y ,^.î ^;c'.+ ( , ^yy y'^î + ( I
_ , •):: 4 .r-+ ( i _ v)-

En comparant Tune à l'autre les valeurs de arctang.:?, données par

les formules (3) et (5), on trouve

(o) a rc co.s

I — ) I — .r-— 1
-

4- arc cos
'- =: arc cos

\/a;-+ (i—y)- \/a;^+ ( » + J' )
' \/^'+ ( ^ — J'

)"

Au reste, pour établir directement la formule (6), il suffit d'observer

que les arcs

n rc. ros -^
, arc cos



DKS EXPRESSIONS ARCTANG:;, ARCCOïg, ETC. 333

ont pour sinus respectifs les deux rapports

\! X- \Jx-

qu'en conséquence la somme de ces arcs a pour cosinus le rapport

{l -^ y) {l ~ y) — X'-

et que, d'ailleurs, les deux arcs dont il s'agit étant les arguments prin-

cipaux des binômes
I — ^i, i-l-^i,

dont la somme est positive, doivent, en vertu du premier théorème de

la page 2()i, olï'rir pour somme un argument compris entre les limites

T. , u

.

Supposons maintenant que l'on veuille mettre en évidence la partie

réelle et le coefficient de i, non plus dans arctang^, mais dans

arcsinr, et réduire ainsi l'expression arc sin-s, à la forme A -+- Yi,

X, Y étant deux quantités algébriques. Il suffira de réduire à une

forme semblable l'un des binômes

OU le rapport de ces binômes; puis, de recourir aux formules (9),

(10) ou (8) du paragraphe I, en ayant d'ailleurs égard à l'équation (3o)

de la page 271. Ajoutons qu'on arrivera encore aux mêmes conclusions

en opérant comme il suit :

Si l'on pose

(7) SiYCSÏnZz:^ Z=z A' -^ V\,

X, Y étant deux quantités algébriques, on aura, en vertu de la for-

mule (7 ) du paragraphe II,

G =: si M Z,

OU, ce qui revient au même,

X + }-\ = sin(.l + yi)= sin J 4- i cos.i';
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puis on en conclura

(8) ./= sin.l, j-

=

; cos^i

Si d'ailleurs on pose, pour abréger,

(9) ^ ="' ^ ==''

les équations (8) donneront

(lo) Slll - I r= —

1

cos .1 = --
?

et de ces dernières, combinées avec la formule

cos-^r + siii- J= I
,

on tirera

n- v-

iMais, d'autre part, on tirera des formules (9

(12) //-— ('-:= I,

ou, ce qui revient au même,

(t3) //^=,M-i,

et l'équation (i i), jointe à la formule (i3), donnera

a-'- r-

par conséquent
V-— {JC- H- )'- — I )

('- — )- :rr o.

Donc, i- ne pouvant être qu'une quantité positive, on aura

(i4) r- = ^ +
^(^ j +j-,

et la formule (i3) donnera

(.5) .^ - 4-
y/ ( ^ j H- J-.
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Enfin, comme, eu égard à la première des formules (9), u sera néces-

sairement positif, on tirera de l'équation (i5)

(16;

1

r .rî+ yî + I / / x-'-+ y--— I \
-

1

"

Observons maintenant qu'en vertu d'une remarque faite à la

fin du paragraphe I, la partie algébrique Xde Z= arcsins sera tou-

jours un angle compris entre les limites — -» -• Donc la première des

formules (10) donnera

(17) ^ ^= arc sin "-;

et la seconde devra fournir une valeur positive de cosX; en d'autres

termes, j et v devront être des quantités de même signe. Donc la for-

mule (i4) donnera

(18)

et, puisqu'on tirera des formules (9),

on aura encore

(19) /=!(,, + (•).

Ajoutons que des formules (17) et (19), jointes à l'équation (7), on

tirera définitivement

('^tj) arc sin:; nr arcsin '

—

hii(// + r),

les valeurs de //, v étant déterminées par les formules (iG) et (18).

Remarquons encore qu'en vertu de l'équation (12), présentée sous

la forme

U— V, //+- i' seront deux quantités géométriques conjuguées, et, par

suite, cette équation donnera [voir la formule (82) de la page 2^4 ('))

!(// — (') H- l(// + (') =r o,

(') Œuvres (le Cnttc/iy, ce tome, p. mji.
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ou, ce qui revient au même,

Donc la formule (^20) pourra s'écrire comme il suit :

(21) arc sin z = arc sin i 1( // — v).
^ ' (t

De l'équation (-20) ou (21 ),
jointe à l'équation (5) du paragraphe I,

o[i déduira immédiatement celle qui met en évidence, dans un arc

cosj, la partie algébrique et le coefficient de i. En opérant ainsi, on

trouvera

(22) ai'ccosc =: arccos il(//4-<),

OU, ce ([ui revient au même,

ce

(23) aie COS3 = arc cos 1- i 1 (?/ — c)-

Enfin, si l'on vent mettre en évidence la partie réelle et le coeffi-

cient de i, non plus dans chacune des expressions

arctang:;, arc sin:;, arceoss,

mais dans chacune des suivantes,

arc col 3, arccoséc:;, arcséc^,

il suffira d'avoir égard aux formules (3), (6), (7) du paragraphe 1,

par conséquent il suffira de remplacer, dans les formules (3) ou (5),

(20) ou (21), {'A.i) ou (2.3),

I a- — )i
z=:Ji! + y 1 pa r = ;7^— >

la valeur de /• étant

/• z= \/.f-+ y-
:

en d'autres termes, il suffira de substituer, dans les valeurs trouvées

de
arc tango, arc sin:, arccoss,

^ » . yc s . y ^

- a ^* et — - a y.
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Soit maintenant z' la quantité géométrique conjuguée à z, en sorte

que l'on ait

Pour passer de z k z' et de arc tangj à arc tangj', il suffira de rem-

placer dans le second membre de la formule (3) ou (5), y par — j,

ou, ce qui revient au même, i par — i. Donc

arctangG el arc taugs'

seront deux quantités géométriques conjuguées l'une à l'autre. De

plus, comme, en vertu de la remarque faite à la page -A^g, les radicaux

S'i-z^, s'i/i
—

seront encore deux quantités géométriques conjuguées, on pourra en

dire autant, non seulement des rapports

mais aussi des expressions

arc tang , arc lane-

OU, ce qui revient au même, des expressions

arcsiii3, arcsîii;',

et, par suite, eu égard aux formules (3), (5), (6), (7)du paragraphe I,

les quantités géométriques

arc cote', arccoss', arcséc^', arccosécs'

seront respectivement conjuguées aux quantités géométriques

arc cot:;, arccos^, arcséc:;^ arccoséc;.

En terminant ce paragraphe, j'observerai que les formules (20),

(22) et (3) coïncident avec les formules (107), (i3o) et (139) de la

onzième leçon de mon Calcul différentiel {^), ou plutôt avec celles dans

lesquelles elles se transforment quand on remplace le radical
v'^
— i

(') Œuvres (la Caucliy, séri.; It, t. IV', p. 420.

OPJuvres de C. — S. Il, t. XIV. Vj
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par la lettre i. Seulement, la formule (iSq) de cette onzième leçon

était la formule (3) restreinte au cas où la valeur numérique de y ne

surpasse pas l'unité.

IV. — Sur certaines valeurs singulières des expressions

arclangs, arccots, arcsiu^, ....

Le principe auquel il paraît convenable de recourir pour déterminer

les valeurs singulières des fonctions se trouve énoncé à la page /\S de

mon Analyse algébrique (^), dans les termes suivants :

« Lorsque, pour un système de valeurs attribuées aux variables

qu'elle renferme, une fonction d'une ou de plusieurs variables n'admet

qu'une seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement de la

définition même de la fonction. S'il se présente un cas particulier dans

lequel la définition donnée ne puisse plus fournir immédiatement la

valeur de la fonction que l'on considère, on cherche la limite ou les

limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis que les variables

s'approchent indéfiniment des valeurs particulières qui leur sont

assignées; et, s'il existe une ou plusieurs limites de cette espèce, elles

sont regardées comme autant de valeurs de la fonction dans l'hypo-

thèse admise. Nous nommons valeurs singulières de la fonction pro-

posée, celles qui se trouvent déterminées, comme on vient de le dire
;

telles sont, par exemple, celles qu'on obtient, en attribuant aux

variables des valeurs infinies, et souvent aussi celles qui corres-

pondent à des solutions de continuité. »

Si, en partant de ce principe, on cherche la valeur singulière du

rapport dans le cas où, la constante a étant réelle et distincte de zéro,

la variable x supposée réelle s'évanouit, on reconnaîtra, comme je l'ai

remarqué à la page t\ij de mon Analyse algébrique, que cette valeur

singulière est double et se réduit à d= oc . D'ailleurs le principe énoncé

peut être appliqué à une fonction quelconque de variables réelles x,y,

(') Œuvres (le Cuuchy, série 11, l. III, p. 5i.
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ou même de la quantité géométrique

par exemple, aux fonctions

l(^), arc lange, arc col:;, arc sine, ....

Si l'on considère, en particulier, la fonction \{z'), et si l'on cherche

la valeur singulière de cette fonction correspondante à une valeur

négative — /-de la variable z, le principe énoncé fournira l'équa-

tion (i6) de la page 260, c'est-à-dire la formule

l(-/-)r=l(,-)±7-i,

dans laquelle le double signe devra être réduit au signe + ou au

signe — , suivant que la quantité négative — r sera censée représenter

la limite vers laquelle convergera, pour des valeurs infiniment petites

du nombre s, l'un ou l'autre des deux binômes

— r H- si, — /' — ei.

Considérons maintenant la fonction arc tang^;. Lorsqu'on y posera

07, j étant réels, on pourra déduire généralement sa valeur de l'équa-

tion (3) du précédent paragraphe, c'est-à-dire de la formule

(2) arc lange = '—^\ X \ IH- } I _ y 1
T-^ arc cos + arccos

i \\x-:'--\- (i H- ,r)^
I

— 1 [.x-^ -f- (i — yY ]

en vertu de laquelle la valeur cherchée sera ordinairement unique et

finie. Toutefois, cette valeur pourra ou devenir infinie, ou se présenter

sous une forme indéterminée, non seulement pour des valeurs infinies

de X ou y, mais encore pour des valeurs finies de ces deux variables,

savoir, lorsque, x étant nul, le premier au moins des trois rapports

oc IH- r I
—

•~— > — > — -
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se présentera sous la forme • Dans cette dernière hypothèse, où Ton

aura simplement
:j-l

la formule (2) ne cessera pas de fournir pour arc tang^ une valeur

unique et finie, si la valeur numérique de y est inférieure à Tunité,

attendu qu'alors les deux arcs compris dans la formule s'évanouiront,

ce qui réduira la valeur cherchée à

1,1+)
2 i-j

Mais, si l'on a simultanément

alors, l'un des rapports

1 + }- 1 — )'

Vu.--f(i+jj^ \u-'-h{i

étant réduit à l'unité, l'autre à — i , les arcs dont ces rapports sont les

cosinus se réduiront, l'un à o, l'autre à tï; et, comme, pourdesvaleurs

infiniment petites de x, le rapport

./

convergera vers la limite i ou — 1, suivant que ces valeurs seront

positives ou négatives, on tirera de la formule (2)

arclang(ji) = ±- + -l(^-_-j,

ou, ce qui revient au même,

(3) arc tann( ri) — ± H- - I
-^^

>
' " 2 2 )• — 1

le double signe ± devant être réduit au signe + ou au signe —, sui-

vant que la quantité géométrique yi sera considérée comme la limite

vers laquelle convergera, pour des valeurs infiniment petites du

nombre £, Tun ou l'autre des deux binômes
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Enfin, si l'on avait, simultanément,

et, par suite,

alors, des deux rapports

1+7' \— V

l'un se réduirait à l'unité, tandis que l'autre se présenterait sous la

forme indéterminée
o

o

D'ailleurs, ces mêmes rapports étant respectivement égaux aux deux

produits

i-\- y I I — y i

celui qui se présenterait sous la forme pourrait être censé avoir pour

valeur l'une quelconque des quantités algébriques comprises entre les

limites — i, +-i, cette valeur dépendant des signes attribués aux

quantités infiniment petites

et de la limite vers laquelle convergerait le rapport de ces quantités,

tandis que x convergerait vers la limite o, et y vers la limite — i ou

-h I . Gela posé, en désignant par

M(— I, i)

l'une quelconque des quantités algébriques comprises entre les limites

— I ,
-+- 1 , et en supposant j = i ou j = — i , on devra remplacer la

formule (3) par l'une des formules

(4) arctangi = - M(— I, i) -+- oo.i,

(5) arclaug(— i) = - M(— I, i) — oo.i.
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Il est bon d'observer que, si, en supposant j? nul, on attribue à j
une valeur infinie positive ou négative, on tirera de la formule (3)

7T

(6) arc tana ; rr- ib —

,

la valeur de :; étant j =± oc .i. Ajoutons que, si, en supposant la

valeur de;r distincte de zéro, on attribue à chacune des variables x, y
ou à une seule d'entre elles, une valeur infinie positive ou négative,

on tirera de la formule (2) : 1" si a; > o,

(7) arclang::— ^;

2" si 07 <^ o,

(8) arc laiij,':; = •

Les valeurs singulières que nous avons obtenues pour la fonction

arc tang-3, et les valeurs correspondantes de la variable z, pourraient

encore se déduire avec la plus grande facilité, non seulement de

l'équation (5) du paragraphe (II, mais aussi de l'équation (2) du para-

graphe I, c'est-à-dire de la formule

(9) arclang^= '-^^

Veut-on trouver, par exemple, les valeurs finies de z, pour lesquelles

la fonction arc tangj, sans devenir infinie, cesse d'être complètement

déterminée. Ces valeurs ne pourront être que l'une de celles qui

réduisent à une quantité négative l'un des binômes

I + :; i , I — :; i

placés sous le signe I, dans le second membre de la formule {>). Or

celte dernière condition ne pourra être évidemment remplie que dans

le cas où le produit ji sera réduità une quantité algébrique supérieure,

abstraction faite du signe, à l'unité, c'est-à-dire dans le cas où l'on

aura
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et, de plus,

y->i.

D'ailleurs, en adoptant la valeur précédente de j, on déduit immédia-

tement l'équation (3) de l'équation (9) jointe à la formule

\{-~r) = ]{r)±Tii.

Les valeurs singulières de la fonction arc tang:? étant connues, on

déduira aisément de la formule

I

arc col 3 = arc lang -

les valeurs singulières delà fonction arc cotj. Parmi ces dernières, on

devra remarquer celle qui répond à une valeur singulière du rap-

port-? par conséquent, à une valeur nulle de z-, et qui est donnée par

la formule

arc cols =± - >

2

le double signe ± devant être réduit au signe +, si la valeur zéro

de z est considérée comme une quantité géométrique dont la partie

algébrique serait positive, et au signe — , dans le cas contraire.

Cherchons maintenant les valeurs singulières de la fonction arc sin j.

On les déduira sans peine de l'équation (20) du précédent paragraphe,

c'est-à-dire de la formule

.7'

(10) arc sinz = arc sin —h i !(// + p")?

dans laquelle on a

I

(12)

En effet, il suit de la formule (10), jointe aux équations (11), (12),

que, pour des valeurs finies des variables x, y, la fonction arc sin;

acquerra généralement une valeur unique et finie, à moins que l'on

n'ait

7 = 0.
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Ajoutons que, dans ce cas-là même, la valeur de arc sin^ ne cessera

pas d'être unique, et se réduira simplement à arc sin^, si l'on a simul-

tanément

Mais si l'on a, simultanément,

j = o, .z-> I
,

les formules (ii), (12) donneront

Il = y a;-

,

v = ± \;
œ- — i

,

et, par suite, l'équation (10) donnera

(i3) arc sinj;= arcsin -^ -f- i l(.i-± y a-+ i ),

le double signe dz devant être réduit au signe + ou au signe — , sui-

vant que la valeur a? de la variable z sera considérée comme la limite

vers laquelle converge, pourdes valeurs infinimentpetitesdu nombre £,

le premier ou le second des deux binômes

On peut observer qu'en vertu de la formule identique

yjx-+ \'x- — I ) (v/-P*— S/'jc- — I ) = I
,

on aura

1 is/jc-+ \/œ- — I ) + I (\'x- — s^'jc"-— I ) =r o,

ou, ce qui revient au même,

1 {\/x- — \Jx- — I ) rr: — 1 (y, x'-+ \'x- — I ),

et qu'en conséquence la formule (i3) peut s'écrire comme il suit :

(i4) a'c sina r:= arc sin H
'— ± i l(y/^--i- y^^-— i ).

y/j;--

J'avais déjà remarqué, dans la onzième leçon de mon Calcul dijfé-
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rentiel[^. 126 (')], qu'en supposant

on réduit, dans la valeur de

a rc sin (jc; -+- y \^— i );

la partie réelle à

arc Sin —:=r.:

IX-

X
\lX

Jet le coefficient de
V'
— i à la quantité

± 1 [v^-+ V *-— I ],

qui, à cause du double signe, cesse d'être complètement déterminée.

Cette circonstance m'avait alors engagé à m^abstenir tVemployer la nota-

tion arc sin^, dans le cas où, x étant réel, on a a?-^ i. M. Bjôrling a

eu raison de croire qu'il ne fallait pas se laisser arrêter par cette con-

sidération. En adoptant, sur ce point, l'opinion qu'il a émise, et qui

d'ailleurs est conforme au principe rappelé en tête de ce paragraphe,

on obtient immédiatement une équation qui se réduit à la formule (t/|),

quand on y pose sj— i = i.

Si, en supposant y = o, on attribuait à x une valeur infinie, on

tirerait de la formule (14)5 pour 0;= oc

,

(i5) arc sin(oo) = - ± i l(ûo);,

et pour ii7 = — oc,

71

(16) arc sin (— 00) =r ±il(oo).

Enfin, si, en supposant j distinct de zéro, on attribuait à chacune

des variables ^, j ou à une seule d'entre elles, une valeur infinie

positive ou négative, alors dans la formule (10) on aurait encore

l(M + c) = dz l(oo ); mais le rapport - conserverait une valeur finie

(') Œuvres de Cauchy, série II, t. IV^, p. ^\io.

Œuvres de C — S. II, l. XIV. 44
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qui coïnciderait avec celle du rapport

et dépendrait, en conséquence, du rapport-» son signe étant le même

que le signe de œ.

Les valeurs singulières de la fonction arc sin^ étant connues, on

obtiendra celles de la fonction arc cos:; à l'aide de la formule

arc cos^ = - — arc sin z,
2

puis, celles de arc sécj et arc cosécj à l'aide des formules

arc sec5 z=:-arc cos -
> arc cosec ; z= arc sin - •

z 5



MÉMOIRE

SUR LES DIVERS ARCS
QUI ONT POUR SINUS OU COSINUS,

POUR TANGENTE OU COTANGENTE, POUR SÉCANTE OU COSECANTE

UNE QUANTITÉ GÉOMÉTRIQUE DONNÉE

Soit z une quantité géométrique liée aux quantités algébriques x, y

par la formule

D'après ce qui a été dit dans l'article précédent, à une valeur donnée

de z correspondra généralement une valeur unique et finie Z de l'une

quelconque des fonctions de - représentées par les notations

arcsin;, arccoss, arctangc, arc col;;, arcséc^, arccosécs;

et, de plus, ces fonctions pourront être considérées comme inverses

de celles que représentent les notations

sin^, COS3, taog:;^ cot-^ séc^^ coséc;;,

en sorte que la valeur trouvée Z exprimera une racine de l'une des

équations

s\nZ=z, cosZ^z, lau^ Z ^= z, colZ=z, ^écZ^z, coséc Z=:z.

Mais, évidemment, chacune de ces dernières équations admettra,

outre la racine Z, une infinité d'autres racines parmi lesquelles on

devra ranger les divers termes de la progression arithmétique

. . ., Z — l\T., Z — -y.TL, Z, Z -{- -îT., Z -\- [\T., . . .,
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indéfiniment prolongée dans les deux sens. Nous nous proposons ici

de rechercher toutes les racines de chacune des équations dont il

s'agit. En d'autres termes, nous nous proposons de trouver tous les

arcs qui ont pour sinus ou cosinus, pour tangente ou cotangente,

pour sécante ou cosécante une valeur donnée de :;. On y parvient sans

peine en commençant, ainsi qu'on va le faire, par la recherche des

arcs dont le sinus s'évanouit.

I. - Sur les diverses racines des équations sinÇr-o, cosÇ= o.

En désignant par la lettre - le rapport de la circonférence au dia-

mètre, et par la lettre k une quantité entière, positive, nulle ou néga-

tive, on a généralement
sin/i t: = o

;

par conséquent l'équation

(i) sinÇr=o

a pour racine l'une quelconque des valeurs de T, comprises dans la

formule

(2) K = l<r.,

c'est-à-dire l'un quelconque des divers termes de la progression géo-

métrique
. . . , — 3 7Ï, —2 7:, — 71, o, T., "271, 3 71, . . .

,

indéfiniment prolongée dans les deux sens. J'ajoute que ces divers

termes sont les seules valeurs algébriques ou même géométriques

de ^, qui soient propres à vérifier l'équation (i). Efiectivement,

comme on a

sin2: = -. ,

>, 1

l'équation (i) donnera
e-'-^—e--'',

OU, ce qui revient au mrme,

Donc, en vertu de l'équation (i), le produit iZ'\ devra se réduire à
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l'un quelconque des logarithmes népériens de l'unité. Mais on a vu

(p. 285) que les divers logarithmes népériens de l'unité se réduisent

aux diverses valeurs du produit

k étant une quantité entière. Donc l'équation (i) donnera

2^1 :i= 2A'7li;

/• étant une quantité entière; et, par suite,

Ç = k-K.

Si à l'équation (i) on substituait la suivante,

(3) cosÇ = o,

il suffirait, pour résoudre cette dernière, d'observer que l'on a géné-

ralement

cosj; ^ sjii -

En conséquence, les diverses valeurs de X,, propres à vérifier l'équa-

tion (i), seront encore celles qui vérifieront la formule

(4) sin('r-^Wo.

Or ces diverses valeurs de t seront données par la formule
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L'une de ces racines sera précisément la fonction Z de z représentée

par arc sins, de sorte qu'en posant

Zrzz arc sin :;,

on aura

Donc l'équation (i) pourra être présentée sous la forme

ou, ce qui revient au même, sous la forme

sin^ — sin Z= o.

D'ailleurs, en vertu de la seconde des formules (44) de la page 322, on

aura

sin ^ — sin Z = 2 sin cos-^
i i.

Donc l'équation (i) donnera

SI n cos = o

,

X 'i

et, pour la vérifier, il faudra supposer ou

% — 7
(2) sin = o

OU

(3) coS^-i-?zr:.,.
2

Mais, en vertu des principes établis dans le paragraphe I, les diverses

valeurs de ^, propres à vérifier les équations (2) et (3), seront

données par les deux formules

— A 7Î, — A /i -4- — »

l 2 '1

OU, ce qui revient au même, par les deux formules

(4) ^ = Z+2A7r,

(5) 3.= (i/.+i)7:-Z,
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k étant une quantité entière quelconque. Donc les diverses racines de

l'équation (i) seront précisément les valeurs de ^ fournies par les

équations (4) et (5), que l'on peut encore écrire comme il suit :

(6) ^ zr: 2^71 -r- arc sine,

(7) ^ = (aA'TT + i)7r — arcsin;;.

En raisonnant de la même manière, et en ayant égard à la seconde

des formules (43) de la page 822, on reconnaîtra que l'équation

(8) cos^ = 5

a pour racine, non seulement la quantité géométrique Z, déterminée

par la formule
Z =^ arc co^z,

mais encore les diverses valeurs de
J),

propres à vérifier les deux

équations

(9) sin

(10)

•À

o-- , y

O,

c'est-à-dire les diverses valeurs de ^ comprises dans les deux for-

mules

(lO "^^ikn-i- Z,

(12) '^ = 2kn-Z,

ou, ce qui revient au même, dans les deux formules

(i3) 0=z 2kTC -h arccosz,

(i4) ^ = 2A7: — arccos:;^

k étant une quantité entière quelconque. On arriverait aussi à la même
conclusion en observant que pour résoudre l'équation (8) il suffit de

résoudre l'équation (i), après y avoir écrit-— ;^ à la place de la

lettre 'j.
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m. — Sur les diverses racines des équations langp^::;, colp = :;.

Supposons maintenant que, :; étant une quantité géométrique quel-

conque, l'on demande les diverses racines de l'équation

L'une de ces racines sera précisément la fonction Z de :; représentée

par arc tang j, de sorte (ju'en posant

Z z=z arc tangc,

on aura
iani^Z= 5.

Donc l'équation (i) pourra être présentée sous la forme

tang'3-=:langZ,

ou, ce qui revient au même, sous la forme,

tang'3 — tangZ=o.

Mais on aura d'ailleurs

sin o sin Z sin(% — Z)
' '

t;<-»Sp cusZ eus p eus Z

par conséquent

tang^ — tangZ=sin(3 — Z)séc^sécZ.

Donc l'équation (i) donnera

sin(^ — Z) sécp sécZ= o,

et, pour la vérifier, il faudra supposer ou

(2) sin('3^-Z)=o

ou

(3) séCp sécZ-::0.

Mais, en vertu des principes établis dans le paragraphe I, les diverses

valeurs de p, propres à vérifier l'équation (2), seront données par la
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formule

^ — Z— Atï,

ou, ce qui revient au même, par la formule

que l'on pourra encore écrire comme il suit,

( 1 ) ^ =: arc lang 3 + A 7:,

k étant une quantité entière quelconque.

Quant à l'équation (3), elle ne pourra se vérifier que si l'on a

(5) sécZ=o

OU

(6) séc'3"==o.

Mais, d'autre part, en vertu de la formule (10) de l'avant-dernier article,

on aura
séc-Z= I -+ tano-Z= i -f- ^-

et

séc-^- = H- tang^'3 = I + c-.

Donc l'équation (5) ou (6) ne pourra se vérifier que dans le cas où

l'on aura

OU, ce (|ui revient au même,

et, par suite,

(7) := = ±i.

D'ailleurs, dans ce dernier cas, l'équation (i), réduite à la forme

donnera

lang^'3r=_i,

ou, ce qui revient au même,
séc-.^' = o

;

elle entraînera donc la formule (6), que l'on pourra écrire comme il

Œuvra- de C. — S. II, l. \1V. 45
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valeurs de ^ données par la formule

^ r= arc tang ~ + A tt,

OU, ce qui revient au même, par la formule

(12) ^' = arccots + Att.

Toutefois, cette formule cesse d'être applicable dans le cas où l'on a

^ = ±i, et où les diverses racines de l'équation (11) deviennent

infinies.

W. - Sur les diverses racines des équations sécp:^z, coséc^} =:= i.

Après avoir obtenu, par la méthode exposée dans le paragraphe II,

les diverses racines des équations

sin j = z, cosp = -•,

on obtiendra sans peine les diverses racines des équations

(i) coséc^ = s,

(2) Séc^-rrs,

en présentant ces dernières équations sous les formes

On reconnaîtra ainsi que les diverses racines de l'équation (i) sont

données par les deux formules

(3) ^ = 2 Ait + arccôsécs,

(4) p r= (2 A H- 1)71 — arccosécs,

et les diverses racines de l'équation (2) par les deux formules

(5) ^ = 2 Atî + arcsécs^

(6) 'X=:?. At: — arc secs.
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V. - Résumé.

Soit p une (juantité géométrique propre à vérifier, comme racine,

l'une des é<|uations

sin "j =1 z, cos'3" = ^, la"n 3 = ^' col'5 = ^7 séc 3 = ^, coséc 3 = -<

et nommons Z celle des valeurs de j ^l^i se trouve représentée par

Tune des notations

arcsin^, arccos:;, arc lan'^\3, arccotc-, aicst'c;, arc coséc;.

Les diverses valeurs de p, ou, en d'autres termes, les diverses racines

de l'équation proposée, seront en nouibre infini et de deux espèces.

Les unes seront toujours données par la formule

(1) 3 = 2/7- fZ,

k désignant une quantité entière, positive, nulle ou négative : et, pour

déduire de celles ci les autres racines, il suffira généralement de rem-

placer, dans le second membre de la formule (i), la quantité Z par la

quantité — Z, s'il s'agit de résoudre l'une des équations

(2) cos3 = --'. coséc3=-;

par la quantité r. — Z, s'il s'agit de résoudre l'une des équations

(3) siii3r=;, coséc3=^;

enfin, par la (juantité r.-j-Z, s'il s'agit de vérifier l'une des éijuations

(4) tang3=:;, col3=;.

Cela posé, les racines cherchées, ou, en d'autres termes, les diverses

valeurs de 'j seront fournies, dans le premier cas, par la formule

(5) 3 = 2/71+ Z,

dans le second cas, par la formule

(6) 3=^/. + i)^±(^-/.).
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et, dans le troisième cas, par la formule

(7) :^=rÂ-T: + Z,

la quantité k étant ici substituée à l'une des équations entières 2/-,

ik -h I. Ajoutons que, dans le cas particulier où l'on a z-= ±:\, les

diverses racines deviennent infinies, ce qui rend illusoire la for-

mule (7).
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Lorsqu'en adoptant les principes établis dans les articles précédents,

on substitue aux expressions imaginaires \^^ quantités géométriques^ les

variables imaginaires ne sont autre chose que des quantités géomé-

triques variables. Reste à savoir comment doivent être définies les

fonctions àe, variables imaginaires. Cette dernière question a souvent

embarrassé les géomètres; mais toute difficulté disparaît, lorsqu'en se

laissant guider par l'analogie, on étend aux fonctions de quantités

géométriques les définitions généralement adoptées pour les fonctions

de quantités algébriques. On arrive ainsi ii des conclusions singulières

au premier abord, et néanmoins très légitimes, que j'indi(iuerai en

peu de mots.

Deux variables réelles, ou, en d'autres termes, deux quantités

algébriques variables sont iWie'S, fonctions l'une de l'autre, quand elles

varient simultanément, de telle sorte que la valeur de l'une détermine

la valeur de l'autre. Si les deux variables sont censées représenter les

abscisses de deux points assujettis à se mouvoir sur une même droite,

la position de l'un de ces points déterminera la position de Fautre, et

réciproquement.

Soit, maintenant, z une quantité géométri([ue qui représente

Vaffixe d'un point A assujetti à se mouvoir dans un certain plan

(p. 245). Nommons / le module y ei p Vargument de la quantité géomé-

trique j, c'est-à-dire le rayon vecteur mené, dans le plan dont il s'agit,
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d'une origine fixe au point mobile A, et l'angle polaire formé par ce

rayon vecteur avec un axe polaire OX. Soient, enfin, a-, y les coor-

données rectangulaires du point A, mesurées à partir de l'origine

sur l'axe polaire OX, et sur un axe perpendiculaire OY. Non seule-

ment on aura

et

(•) . ^•=r,r,

mais, de plus, en posant
i rrr i„.

on trouvera (p. 21 G)

(2) :. = .r-^y\.

Pareillement, si l'on nomme

Z l'affixe d'un point mobile B;

li, P le module et Targument de /, ou, ce qui revient au même, les

coordonnées polaires du point B;

X, )' les coordonnées rectangulaires du même point, on aura non

seulement

(3) z=:nr,

mais encore

(4) Zzr:X-+-Fi.

Cela posé, si, comme on doit naturellement le faire, on étend aux

fonctions de quantités géométriques variables les définitions générale-

ment adoptées pour les fonctions de quantités algébriques, Z devra

être censé fonction de z, lorsque la valeur de z déterminera la valeur

de /. Or, il suffira pour cela que A' et )' soient des fonctions déter-

minées de X et y. Alors aussi la position du point mobile A détermi-

nera toujours la position du point mobile B.

Les propriétés que possède une fonction peuvent être de deux

espèces différentes. En effet, ces propriétés peuvent subsister pour des
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valeurs quelconques de la variable dont cette fonction dépend. Mais il

peut arriver aussi que certaines propriétés subsistent seulement pour

certaines valeurs de la variable, par exemple s'il s'a^çit d'une variable

réelle x, pour les valeurs de ce comprises entre deux limites données

<7, b, et, s'il s'agit d'une variable imaginaire z, pour toutes les valeurs

de j propres à représenter les affixes de points renfermés dans une

certaine aire plane 5 que limite un certain contour.

Les propriétés des fonctions étant généralement exprimées par des

équations ou par des formules, il suit de ce qu'on vient de dire que

certaines équations ou formules subsistent seulement entre certaines

limites. Cette conclusion s'accorde avec une remarque sur laquelle j'ai

insisté dans mon Analyse algébrique (Introduction, iij), savoir, que la

plupart des formules algébriques subsistent uniquement sous certaines

conditions et pour certaines valeurs des quantités qu^elles renferment.

Ainsi, par exemple, z = ri, étant une quantité géométrique variable,

ou, en d'autres termes, une variable imaginaire, l'équation

(5) -—— :m + 5H- S-+ . . .

ne sera généralement vraie (jue pour un module /• de z inférieur à

l'unité, c'est-à-dire pour des valeurs de j propres à représenter les

affixes de points situés à l'intérieur du cercle qui a l'origine pour

centre et l'unité pour rayon. Si l'on supposait précisément r— i, la

série

l, z, Z', • • •
)

dont la somme constitue le second membre de la formule (5), serait

divergente, à moins toutefois que l'on n'eût j=— i. D'ailleurs, dans ce

dernier cas, les deux membres de la formule (5) devront être évidem-

ment remplacés par les limites vers lesquelles ils convergent, tandis

que z s'approche indéfiniment de l'unité, et il est clair que ces limites

se réduiront pour le premier membre à l'infini positif ou négatif, ou

même imaginaire, et pour le second membre à l'infini positif seule-

ment.

Œuvres de C. — S. 11, t. XIV. 46
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Dans ce qui précède, nous nous sommes borné à considérer des

fonctions d'une seule variable. Mais il est évident qu'une fonction

peut dépendre de plusieurs variables, chacune de ces variables étant,

ou une quantité algébrique, ou une quantité géométrique. Ajoutons

qu'une telle fonction peut offrir des propriétés ([ui subsistent, ou

pour toutes les valeurs, ou seulement pour certaines valeurs des

diverses variables qu'elle renferme.

Observons encore qu'une fonction d'une ou de plusieurs variables

peut être ou explicite ou implicite.

Lorsque des fonctions d'une ou de plusieurs variables se trouvent

immédiatement exprimées au moyen de ces variables, elles sont

nommées fonctions explicites. Mais lorsqu'on donne seulement les

relations entre les fonctions et les variables, c'est-à-dire les équations

auxquelles ces quantités doivent satisfaire, tant que ces équations ne

sont pas résolues, les fonctions, n'étant pas immédiatement exprimées

au moyen des variables, sont appelées fonctions implicites. Pour les

rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équa-

tions qui les déterminent.

Souvent le résultat d'une opération effectuée sur une quantité peut

avoir plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Lorsqu'on veut

désigner indistinctement une quelconque de ces valeurs, on peut,

comme nous l'avons fait dans YAnalyse algébrique, recourir à des

notations dans lesquelles la quantité soit entourée de doubles traits,

ou de doubles parenthèses, en réservant la notation usuelle pour la

valeur la plus simple, ou pour celle (jui parait mériter davantage d'être

remarquée. Ces conventions étant admises, une fonction explicite,

représentée par l'une des notations usuelles, offrira généralement,

pour chaque taleur de la variable dont elle dépend, une valeur unique

qui pourra toutefois devenir multiple dans certains cas particuliers.

Ainsi, par exemple, chacune des fonctions

x-^-z + z-, (1 + 3)*, e'\, sine, co%z, ...

offrira généralement, pour chaque valeur de la variable z, une valeur
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unique et finie; et l'on pourra encore en dire autant des fonctions

-» U^), arclang\s^ arc cols, arcsins, ....

Toutefois, ces dernières fonctions offriront, pour certaines valeurs

particulières de j, des valeurs multiples. Telle sera la valeur infinie

de _j positive, ou négative, ou même imaginaire, correspondante à

une valeur nulle de j. Telle sera encore la valeur .vm^-w/î'^re de arc cet v,

correspondante à ; = o, et donnée parla formule

arc COt5 rzrzt -,
2

dans laquelle le double signe doit être réduit au signe -h ou au signe —

,

suivant que la partie algébrique de la variable imaginaire z passe par

des valeurs positives ou négatives avant d'atteindre la limite zéro

(p. 343). Quant aux fonctions implicites, elles pourront admettre des

valeurs multiples correspondantes, non seulement à des valeurs parti-

culières, mais encore à des valeurs quelconques des variables. Ainsi,

par exemple, la fonction Z de z, déterminée par l'équation

(6) Z^+.^=.,

admet deux valeurs distinctes, savoir :

(7) Zzzz(,---)' et Z= -(i-3^)i

Il arrive souvent que les diverses valeurs d'une fonction implicite

sont en nombre infini. On peut citer comme exemple la fonction Z

déterminée par l'équation

(8) cosZ= z,

de laquelle on tire (^p. 35 1)

(9) Z= 'îAr. ±arccoiz,

k étant une quantité entière quelconque.
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Nous désignerons sous le nom de type une expression analytique

propre à représenter généralement, ou la valeur unique d'une fonction

explicite, ou l'une des valeurs diverses d'une fonction implicite. Cette

définition étant admise, la fonction Z, déterminée par l'équation (6),

admettra deux types distincts, que présentent les formules (7); et la

fonction Z, déterminée par l'équation (8), offrira une infinité de types,

tous compris dans la formule (9).

Les intégrales définies prises entre des limites variables, et celles

qui renferment des paramètres variables, doivent être rangées au

nombre des fonctions explicites. Très souvent, les valeurs de ces inté-

grales sont déterminées par des formules qui subsistent uniquement

sous certaines conditions. Ainsi, par exemple, x étant une variable

réelle, Péquation

r" sin(a./) T.

(10) / (ly. = -
^

I y. o.
•

subsiste uniquement pour des valeurs positives de x, et doit être rem-

placée, quand x est négatif, par la formule

(,.) f'^ da

tandis que la moyenne arithmétique entre les deux quantités

c'est-à-dire zéro, est précisément la valeur de l'intégrale

sin (a J')

X dy.

correspondante à une valeur nulle de x. Ainsi encore, z étant une

quantité géométrique variable, ou, en d'autres termes, une variable

imaginaire, liée aux variables réelles x^ y par l'équation (2), la for-

mule

/ dy

subsiste uniquement pour des valeurs positives de la partie réelle x

de la variable z. Enfin, si l'on nomme r le module et p l'argument
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(le z, en sorte qu'on ait :; =- j)„ la formule

r/p

L =: 271

subsistera unicjuement pour un moduler de z inférieur à l'unité, c'est-

à-dire pour toute valeur de z propre à représenter l'affixe d'un point

situé dans l'intérieur du cercle qui a l'unité pour rayon. On aura pour

;•= I, c'est-à-dire pour toute valeur de :; correspondante à un point

situé sur la circonférence du cercle dont il s'agit,

/:
.//>

et pour /'^ I, c'est-à-dire pour toute valeur de j correspondante à un

point situé hors du même cercle,

/:
dp
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LES FONCTIONS CONTINUES
DE QUANTITÉS ALGÉBRIQUES OU GÉOMÉTRIQUES

I. — Considérations générales.

Parmi les caractères que les fonctions peuvent offrir, l'un de^ ceux

qui, en raison de leur importance, méritent une attention sérieuse,

est bien certainement la continuitéy telle que je l'ai définie dans mon
Analyse algébrique. A la vérité, la définition des fonctions continues,

donnée dans cet ouvrage, et généralement adoptée aujourd'hui par les

géomètres, s'y trouvait spécialement appliquée aux fonctions réelles

ou imaginaires des variables réelles, c'est-à-dire des quantités algé-

briques variables. Mais rien n'empêche d'étendre la môme définition

au cas où les variables sont des quantités géométriques, comme je

l'expliquerai tout à l'heure.

II. — Sur les fonctions continues de quantités algébriques.

Commençons par rappeler les principes établis en 1821 dans mon
Analyse algébrique, et reproduits en 1829 dans mes Leçons sur le Calcul

différentiel.

« On dit qu'une quantité (algébrique) variable devient infiniment
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petite^ lorsque sa valeur numérique décroit indéfiniment, de manière

à converger vers la limite zéro {Analyse algébrique^ p. 2O) (').

» Une quantité infiniment petite se nomme encore un infiniment

petit (Préliminaires du Calcul différentiel, p. 4)(^)-

» Les notions relatives à la continuité ou à la discontinuité des

fonctions doivent être placées parmi les objets qui se rattachent à la

considération des infiniment petits {Analyse algébrique^ p. 34) (')•

» Soit y(a;) une fonction (réelle) de la variable (réelle) ^, et sup-

posons que, pour chaque valeur de x intermédiaire entre deux limites

données, cette fonction admette constamment une valeur unique et

finie. Si, en partant d'une valeur de x comprise entre ces limites, on

attribue à la variables; un accroissement infiniment petit a, la fonction

elle-même recevra pour accroissement la dillerence

/'(.,,+ a) -^/(.r),

qui dépendra en même temps de la nouvelle variable a et de la valeur

de X. Gela posé, la fonction f{x) sera, entre les deux limites assignées

à la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour chaque

valeur de x intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de la

diiférence

décroît indéfiniment avec celle de a. En d'autres termes, la fonction

f{x) restera continue par j-apport à x entre les limites données^ si, entre

ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit tou-

jours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même {Ana-

lyse algébrique, p. 34 et 35).

» On dit encore que la fonction f{x) est, dans le voisinage d""une

valeurparticulière , attribuée à la variable x, fonction continue de cette

variable, toutes les fois qu'elle est continue entre deux limites de x,

même très rapprochées, qui renferment la valeur dont il s'agit (^/la-

lyse algébrique, p. 35).

(1), (^j Œu\'rcs de Cauck\ , série II, l. III, p. 3; oL 4^; (") Série II, t. IV, p. :>.']'6.
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» Enfin lorsqu'une fonction cesse d'être continue dans le voisinage

d'une valeur particulière de la variable x, on dit qu'elle est alors dis-

continue^ et qu'il y a, pour cette valeur particulière, solution de conti-

nuité {Analyse algébrique, p. 35) ».

Les définitions précédentes sont reproduites en termes équivalents,

ou même identiques, dans les Préliminaires de mon Calcul différentiel

(p. 6).

Ces définitions étant admises, il sera facile de reconnaître, non seu-

lement si une fonction explicite et réelle de la variable réelle x est ou

n'est pas continue entre deux limites données, mais encore entre

quelles limites une telle fonction reste continue.

« Ainsi, par exemple, la fonction sin^, admettant pour chaque

valeur particulière de la variable x une valeur unique et finie, sera

continue entre deux limites quelconques de cette variable, attendu

que la valeur numérique de sin -, et, par suite, celle de la différence

OL [ OL
sin {.V + a) — sin.^• r=r 2 sin - cos ( .r H

2 V 2

décroissent indéfiniment avec celle de a, quelle que soit d'ailleurs la

valeur finie qu'on attribue à x {Analyse algébrique, p. 35).

» Si (en désignant par a une constante réelle, par A un nombre

constant, et par Lx le logarithme réel de x pris dans le système dont

la base est ^), on envisage, sous le rapport de la continuité, les fonc-

tions simples

a + .v, a — ./', a.r, -, x"-, A-'', L.r,

on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux

limites finies de la variable x, toutes les fois qu'étant constamment

réelle entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans l'inter-

valle {Analyse algébrique , p. 35 et 36).

» Par suite, chacune de ces fonctions sera continue dans le voisi-

nage d'une valeur finie attribuée à la variable x, si cette valeur se

Œuvres ((fe 6'. — S. II, l. XIV. 47
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trouve comprise, pour les fonctions

a -{- j;

a — X

ax

sin^

cos^

> enlre les limites x =. — oc, .r =: x;

pour la fonction

a ) i" entre les limiles .X' :=— oo^, .i' = o,

X
)

2" entre les limites xz=o, x = ce ;

pour les fonctions

X"

h{x)

enfin pour les fonctions

entre les limites a?= o^ ,v=zgo;

arc sin x

arc cos^
entre les limites x ::= — i . ,t= i

.

(Analyse algébrique, p. 36.)

» Il est bon d'observer que, dans le cas où l'on suppose

a= ± m,

m désignant un nombre entier, la fonction simple x" est toujours

continue dans le voisinage d'une valeur finie de la variable ce, à moins

que celte valeur ne soit nulle, a étant égal à — m (Analyse algébi-ique,

p. 37). »

Lorsqu'une fonction devient infinie pour une valeur finie de la

variable, un accroissement infiniment petit attribué à cette valeur

cesse évidemment de produire un accroissement infiniment petit de la

fonction elle-même, et, par suite, il y a solution de continuité. Ainsi,

par exemple, chacune des fonctions

a- et x-'"
.i;
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(m étant un nombre entier), devient discontinue en devenant infinie

pour
X= o.

Gela posé, pour qu'une fonction de la variable réelle preste continue

dans le voisinage d'une valeur donnée de ce, il est nécessaire qu'à cette

valeur de x corresponde une valeur finie de la fonction. Mais est-il

pareillement nécessaire que, pour la valeur donnée de x et pour

chacune des valeurs voisines, la fonction acquière une valeur unique

représentée par un seul type f(x)1 A la rigueur, cette question

pourrait être résolue négativement; et, dans le cas où il s'agit d'une

fonction implicite qui offre diverses valeurs représentées par divers

types, ou, en d'autres termes, d'une fonction liée à la variable x par

une équation qui admet plusieurs racines, on pourrait dire que cette

fonction implicite est continue entre des limites données dex, lorsque

entre ces limites, un accroissement infiniment petit attribué à ^ pro-

duit toujours un accroissement infiniment petit de l'un quelconque

des types. Mais il est plus simple de considérer chacun de ces types

comme une fonction déterminée de x\ et pour énoncer clairement

l'hypothèse admise, il suffit de dire que chacune des valeurs de la

fonction implicite est une fonction explicite de ^, qui reste continue

entre les limites assignées à cette variable.

Ainsi, par exemple, si l'on nomme j une fonction implicite de ^,

déterminée par l'équation

(i) a;^--^y-z=i,

les deux valeurs qu'admettra cette fonction implicite, pour une valeur

réelle &qx, comprise entre les limites

seront deux fonctions explicites représentées par les deux types

y I — x"- , — y' l — X-
,

et dont chacune restera continue entre les limites données.
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Ainsi encore, si l'on nomme j une fonction implicite de x déter-

minée par l'équation

(2) tangy=:.r,

les valeurs qu'admettra cette fonction implicite, pour une valeur réelle

de X, seront les fonctions explicites représentées par les divers termes

de la progression arithmétique

..., — iT. -1- air iau^.r. — 77 -i- an; lang./ . arctan;;./.

77 -;- arc Uinii./ . ;>, 7: -!- aie laiiii,/-, ...,

et chacune de ces fonctions explicites restera continue entre des

limites quelconques de la variable, par conséquent entre les limites

J? rz: — oc, jl:z=ix^.

Il n'est pas sans intérêt de rapprocher Tune de l'autre les notions

de continuité dans les fonctions et de continuité dans les courbes.

C'est ce que nous allons essayer de faire en peu de mots.

Concevons que, dans un plan donné, on construise une courbe dont

les coordonnées rectilignes^ rapportées à des axes rectangulaires ou

obliques, soient la variable réelle x et une fonction réelle y de cette

variable. Si l'ordonnée/, considérée comme fonction de l'abscisse^,

est explicite et continue entre deux limites données

la courbe sera certainement continue entre deux points qui auront

pour abscisses x^y x^^. Il y a plus ; elle offrira entre ces deux points,

une seule branche correspondante ii la valeur unique de la fonction y.

Si, au contraire, la fonction y demeurant explicite, devient discon-

tinue entre les limites données, pour certaines valeurs particulières

vT,, iTo, ... de l'abscisse x, la courbe deviendra elle-même discontinue

et se décomposera en diverses branches que limiteront des ordonnées

correspondantes à ces valeurs particulières de a:. Enfin, si l'ordonnée y,

considérée comme fonction de x, est implicite et déterminée par une

équation qui admette plusieurs racines, chacune de ces racines.
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quand l'équation sera résolue, deviendra une fonction explicite, con-

tinue ou discontinue, à laquelle répondra ou une seule branche de

courbe, ou le système de plusieurs branches que limiteront les ordon-

nées correspondantes aux solutions de continuité. Donc alors des

branches distinctes pourront répondre, non seulement à des valeurs

diverses, mais encore à une valeur unique de l'abscisse a?. D'ailleurs,

dans le cas où, entre deux limites données de .r, chaque valeur de la

fonction implicite y est une fonction continue de x, et représente en

conséquence une seule branche de courbe, il peut arriver que les

diverses branches correspondantes aux diverses valeurs de r se

joignent par leurs extrémités, de manière à former une courbe con-

tinue. C'est ce qui aura lieu, par exemple, si l'ordonnée j est déter-

minée par l'équation (i). Alors, en effet, les deux valeurs dej, savoir

resteront, comme on l'a dit, fonctions continues de ce entre les limites

.T = — I ,
./ m I ,

et les deux branches de courbe correspondantes à ces deux valeurs

seront deux demi-circonférences de cercle qui se joindront par leurs

extrémités, de manière à reproduire la circonférence entière. C'est ce

qui aura lieu encore si l'ordonnée/ est déterminée par l'équation

(3) sinj = .r;

car la courbe continue ([ue représente l'équation (3) peut être consi-

dérée comme composée de plusieurs branches qui se joignent par leurs

extrémités, chaque branche ayant pour ordonnée, entre les limites

l'une des valeurs de j comprises dans les deux progressions

..., — 47^ -T- fi'C sin./', — 2 77 -I- arc si n,/', aicsin.?', 2t: + arc sin.r,

4 t: + arc sin.r, ...
;

..., — .S 77 — an' si 11./', — T. — ari'sin./-, ~. — arc si n./', 3:7 — arc si n./'.
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Comme on vient de le remarquer, quand on exprime, en fonction de

l'abscisse x^ l'ordonnée y d'une courbe continue, cette ordonnée

admet souvent diverses valeurs représentées par diverses fonctions

explicites de x. Mais alors on peut aussi représenter chacune des coor-

données X, y par une fonction toujours continue d'une autre variable s.

Il suffit pour cela que la lettre s désigne ou l'arc de la courbe continue,

mesuré dans un sens déterminé à partir d'une origine fixe, ou une

quantité qui croisse constamment avec cet arc. Ainsi, par exemple, si

l'on nomme s un arc mesuré sur la circonférence de cercle que repré-

sente l'équation (i), à partir du point où cette circonférence coupe

l'axe des x et dirigé dans le premier instant, du côté des ordonnées

positives, les coordonnées x^ y de cette même circonférence pourront

être représentées par des fonctions de l'arc s^ toujours continues, et

liées à cet arc par les équations

œ =z cos.ç^ y =z s\ns.

Quand la courbe que l'on considère est, comme dans le cas précé-

dent, une courbe fermée et rentrante sur elle-même, les coordonnées

x^y, exprimées en fonction de l'arc s, sont évidemment des fonctions

périodiques qui reprennent les mêmes valeurs au moment où l'extré-

mité de l'arc s, après avoir parcouru le périmètre entier de la courbe,

retrouve la position qu'elle occupait d'abord.

III. — Sur les /onctions continues de quantités géométriques.

Désignons par la lettre z une variable imaginaire, ou, en d'autres

termes, une quantité géométrique variable dont /• soit le module, et/>

l'argument. Posons d'ailleurs

X= r cosp, y z=z r sinp.

La variable

(i) z = r,,= x-^yi

sera propre à représenter l'affixe d'un point mobile A, qui aura pour
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coordonnées polaires les variables réelles p, r, et pour coordonnées

rectangulaires les variables réelles x^ y.

Soit maintenant

(2) Z=Rr=.\ ~\ ) \

une autre variable imaginaire, ou, en d'autres termes, une autre quan-

tité géométrique variable, propre à représenter l'affixe d'un autre point

mobile B qui a pour coordonnées polaires les variables réelles P, B, et

pour coordonnées rectangulaires les variables réelles A^ Y. Comme on

l'a dit, dans le précédent article, Z sera fonction de z-, si le mouvement

du point A entraîne le mouvement du point B, ou, ce qui revient au

même, si les variables réelles X, Y sont fonctions de variables

réelles x, y. D'ailleurs, certaines propriétés de Z considérée comme

fonction de z pourront subsister uniquement pour certaines valeurs

de z comprises entre certaines limites, par exemple pour les valeurs

de ^ propres à représenter les affixes de points renfermés dans une cer-

taine aire S. Ajoutons que les lignes droites ou courbes qui limiteront

l'aire S seront entièrement arbitraires. On pourra, pour fixer les idées,

supposer Taire S limitée extérieurement par un certain contour PQR

composé de lignes droites ou courbes; et l'on pourra aussi la supposer

comprise entre deux contours de cette espèce KLM, PQR, qui lui servi-

raient de limite intérieure et extérieure.

Considérons maintenant d'une manière spéciale, parmi les pro-

priétés que les fonctions peuvent offrir, celle qui fait le sujet principal

de cet article, et que l'on nomme la continuité. Pour les fonctions des

variables imaginaires, comme pour les fonctions des variables réelles,

cette propriété se rattache à la considération des infiniment petits.

Entrons à cet égard dans quelques détails.

Une variable imaginaire est appelée infiniment petite, lorsqu'elle

converge vers la limite zéro [Analyse algébrique^ p. 25o(')J. Cela posé,

pour que la variable imaginaire

soit infiniment petite, il suffira évidemment que les variables réelles^:,

(1) Œuvres de Cauchy, série II. l. IV, p. '>.i?..
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y soient infiniment petites, et, par suite, il suffira que le module

soit infiniment petit. Réciproquement, si le module r est infiniment

petit, les variables x, y seront elles-mêmes infiniment petites, et, par

suite, on pourra en dire autant de la variable imaginaire z.

Soit maintenant
Z= J{z)

une fonction de la variable imaginaire z, et supposons que, pour

chaque valeur de z propre à représenter l'affixe d'un point renfermé

dans l'aire S, cette fonction admette constamment une valeur unique

et finie. Si, en partant d'une telle valeur de z, on attribue à la variable

z un accroissement infiniment petit 'C> la fonction elle-même recevra

pour accroissement la différence

f{---^-%)-n--)^-

qui dépendra en môme temps de la nouvelle variable C et de la valeur

de z. Cela posé, la fonction /(::) sera entre les limites assignées à la

variable ;, c'est-à-dire, pour toutes valeurs de z renfermées dans

l'aire S, fonction continue de z, si, pour chacune de ces valeurs, le

module de la différence

devient infiniment petit avec le module de C- En d'autres termes. In

fonctionf(^z) de la variable imaginaire z restera continue par rapport à

cette variable entre les limites données, si, entre ces limites^ un accroisse-

ment infiniment petit de la variable z produit toujours un accroisse-

ment infiniment petit de la fonction elle-même.

De plus, étant donnée une valeur particulière de j propre à repré-

senter l'affixe d'un point déterminé A, la fonction f{z) sera dite/owc-

tion continue de la variable imaginaire z, dans le voisinage de la valeur

particulière attribuée à z, si elle est continue pour toutes les valeurs

de :r propres à représenter les affîxes de points situés dans l'intérieur

d'une aire même très petite qui renferme le point A.
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Enfin, lorsqu'une fonction /(^) de la variable imaginaire z cessera

d'être continue dans le voisinage d'une valeur particulière de z, on

dira que, pour cette valeur, elle est discontinue, et offre une solution

de continuité.

Ces définitions étant admises, considérons d'abord une fonction

explicite de la variable z, cette fonction étant exprimée à l'aide des

notations usuelles. Gomme je l'ai remarqué dans le précédent article,

cette fonction explicite offrira généralement, pour chaque valeur finie

de z une valeur unique complètement déterminée, et dès lors il sera

facile de reconnaître, non seulement si elle est ou n'est pas continue

entre des limites données, mais encore entre quelles limites elle reste

continue.

Ainsi, par exemple, la fonction

qui admet pour chaque valeur particulière de z une valeur unique et

finie, sera continue entre deux limites quelconques de la variable 5,

attendu que le module de

r

j.

et, par suite, le module de la différence

sin {-• -V t) — sin :; :=z 2 sin - co
2 \ 2

décroissent indéfiniment avec le module de C» quelle que soit d'ail-

leurs la valeur finie que l'on attribue à 5.

Si, en désignant par c une constante réelle ou imaginaire, et par A

un nombre constant, on envisage, sous le rapport de la continuité les

six fonctions simples

t -h s, c — :;, cz, A~-, siaz, coss,

on reconnaîtra que chacune d'elles reste continue par rapport à z

entre des limites quelconques. On pourra encore en dire autant de

toute fonction entière de la variable z.

Œ'in'ns de C. — S. H, l. XIV. 48
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Au contraire, une fonction rationnelle, mais non entière, de z

deviendra discontinue pour les valeurs de z qui la rendront infinie.

Ainsi, par exemple, la fonction

deviendra discontinue, en devenant infinie, pour z = o; mais elle sera

continue dans le voisinage de toute valeur finie de z distincte de zéro.

Le nombre des valeurs de z, pour lesquelles une fonction f{z)

devient discontinue en devenant infinie, peut être ou fini ou même

infini. Ce nombre est toujours fini lorsque /(z) se réduit à une fonc-

tion rationnelle de :;. Il deviendrait infini si/(;j) était une fonction

rationnelle de sin :: et cos z. Ainsi, par exemple, la fonction

si 11 G I e^'— g-'-'

tang:; =:
1 e-' + e'

devient discontinue, en devenant infinie, pour toutes les valeurs de z

comprises dans la progression arithmétique

)7r
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l'équation

vérifient les conditions

(3) ^rr:OU<0, J=0.

Donc alors, il existe une seule ligne d'arrêt, qui n'est autre que

l'axe polaire, indéfiniment prolongée, à partir de l'origine du côté des

abscisses négatives.

Ainsi encore, si l'on envisage, sous le rapport de la continuité, la

fonction
l(l+3i)-l(l-3i)

arc tans^ = = î

2 1

on reconnaîtra qu'elle devient discontinue, toutes les fois que, dans la

variable imaginaire z = x -hyi, les variables ^, j vérifient les condi-

tions

(4) ^= o, r- = ou>i.

Donc alors, il existe deux lignes d'arrêt qui se réduisent à deux

parties distinctes de l'axe des ordonnées, indéfiniment prolongé, dans

le sens des ordonnées positives, à partir du point dont l'ordonnée

est I, et dans le sens des ordonnées négatives, à partir du point

dont l'ordonnée est — i

.

Les extrémités des lignes d'arrêt seront nommées point cVarrêt : tels

sont, par exemple, le pôle, ou, en d'autres termes, l'origine, dans la

ligne d'arrêt correspondante à chacune des fonctions

z- , vz,

et les deux points situés sur l'axe des ordonnées à la distance i de

l'origine, dans les deux lignes d'arrêt correspondantes à la fonction

arc tanççjs.

Dans les cas semblables à ceux que nous avons traités jusqu'ici,

c'est-à-dire quand une fonction de la variable imaginaire z est une fonc-

tion explicite représentée par l'une des notations usuelles, il ne dépend

pas du calculateur de faire disparaître les solutions de continuité que
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la fonction peut offrir. Ces solutions de continuité sont, en eflet, une

conséquence immédiate des conventions à l'aide desquelles on a fixé

le sens des notations adoptées. Il est donc certain, comme je l'ai dit

ailleurs {Journal de Liomille, t. II, p. 323), que la nature des conven-

tions a une influence marquée sur le caractère des fonctions considérées

comme continues^ de sorte qu'en passant d'un système de conventions à

un autre, on peut rendre discontinues des fonctions qui étaient continues
^

et réciproquement.

Parmi les fonctions explicites, représentées à l'aide des notations

usuelles, on doit distinguer celles qui ne cessent d'être continues

qu'en devenant infinies. Nous les appellerons monodromes. Une fonc-

tion pourra d'ailleurs être monodrome, seulement pour les valeurs de -:;

correspondantes aux points intérieurs d'une certaine aire S renfermée

dans un certain contour PQR, ou entre deux contours donnés KLM,

PQR. Dans tous les cas, le mot monodrome paraît exprimer assez bien

la propriété de la fonction que l'on considère, puisque celle-ci varie

par degrés insensibles, en acquérant à chaque instant une valeur

unique, tandis que le point mobile A correspondant à l'affixe r court

çà et là, sans sortir de l'aire S, ou tourne autour des points singu-

liers correspondants à des valeurs infinies de la fonction.

On peut citer, comme exemples de fonctioiis monodromes, non seu-

lement les deux fonctions
c
-y tans^:;,

mais encore les fonctions rationnelles de z, de e'-y de sinr, de

cosj, etc.

Ainsi qu'on vient de l'expliquer, pour mettre en évidence la nature

et les propriétés d'une fonction explicite Z de la variable imaginée Zy

il est surtout nécessaire d'avoir égard aux diverses positions que peut

prendre le point mobile A qui a :; pour affixe. Parlons maintenant des

positions que peut prendre le point mobile B dont l'affixe est /.

Tandis que le point parcourra en tous sens le plan des affixes, le

point B pourra décrire ou ce plan tout entier, ou seulement une por-
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tion de ce même plan. Dans le dernier cas, la portion décrite sera ce

que nous nommerons la région correspondante à la fonction explicite j,

et les lignes droites ou courbes qui serviront de limites à cette région,

seront appelées lignes terminales. Ces lignes terminales correspon-

dront évidemment aux lignes d'arrêt, de telle sorte qu'au moment où

le point mobile A dont z est l'affixe atteindra une ligne d'arrêt, le

point mobile B dont Z est l'affixe atteindra une ligne terminale.

Si Ton considère, par exemple, la fonction explicite

on reconnaîtra, non seulement que cette fonction devient discontinue

au moment où le point mobile A atteint la ligne d'arrêt représentée

par la formule (3), c'est-à-dire l'axe des x, indéfiniment prolongé à

partir du pôle du côté des x négatives, mais encore que les valeurs

diverses de cette fonction explicite sont les affixes de points situés du

côté des X positives, et qu'en conséquence cette fonction représente

l'affixe d'un point mobile B compris dans une région spéciale, savoir,

dans la partie du plan des xy qui, s'étendant à l'infini du côté des x

positives, a pour ligne terminale l'axe des ordonnées.

Si à la fonction :;-on substituait la suivante :

qui devient encore discontinue au moment où le plan mobile A
rencontre l'axe des x, du côté des x négatives, la région parcourue par

le point mobile B, ou, en d'autres termes, la région correspondante à

la fonction 1^ cesserait de s'étendre à l'infini du côté des j? positives,

et se réduirait à la portion du plan des affixes, comprise entre deux

terminales parallèles à l'axe des y et situées de part et d'autre de cet

axe à la distance t..

Enfin, si l'on considérait la fonction

l(i + ;i) — l(i— -,i)
arc Lai)ii c =: -^ —r—:

»
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qui devient discontinue au moment ou le point mobile A rencontre

Taxe des y, à une distance du pôle égale ou supérieure à l'unité, la

région parcourue par le point mobile B, c'est-à-dire, en d'autres

termes, la région correspondante à la fonction arctang^, se réduirait

à la portion du plan des affixes comprise entre deux lignes terminales

parallèles à l'axe des y et situées de part et d'autre de cet axe à la

distance--
2

Il arrive souvent que deux fonctions explicites d'une variable

imaginaire z sont égales entre elles pour certaines valeurs de cette

variable, et inégales pour d'autres valeurs. Ainsi, par exemple, si c

représente une valeur particulière de la variable z, les deux fonctions

explicites

i ^ /z\~-

seront égales entre elles, quand les arguments principaux de c et de ^

fourniront une somme comprise entre les limites — r., + k. On ne

doit donc pas s'étonner de voir correspondre à ces deux fonctions des

lignes terminales distinctes, et à ces lignes terminales des lignes

d'arrêt distinctes. Si, pour fixer les idées, on nomme uj l'argument

principal de la constante c, et si cet argument est positif, alors, pour

obtenir la ligne terminale et la ligne d'arrêt correspondante à la fonc-

tion

c
c

il suffira de faire tourner autour du pôle la ligne terminale et la ligne

d'arrêt correspondantes à la fonction z'- , en imprimant à ces dernières

lignes un mouvement de rotation direct, de telle sorte que le rayon

vecteur mené de l'origine à un de leurs points décrive un angle égal

à TH.

Supposons à présent que l'on considère non plus une fonction

explicite, mais une fonction implicite Z de la variable imaginaire z.

Cette fonction pourra être déterminée, ou isolément par une équation
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unique, ou avec d'autres fonctions implicites, par un système d'équa-

tions dont le nombre devra être égal à celui des fonctions elles-mêmes.

Dans Tun et l'autre cas, Z admettra, pour chaque valeur de z, une ou

plusieurs valeurs qui pourront devenir ou infinies, ou égales entre

elles, pour certaines valeurs particulières de la variable :;. Les points

dont ces valeurs particulières de z seront les affixes prendront le nom

àQ points singuliers

.

Soient maintenant

diverses valeurs successivement attribuées à la variable imaginaire z,

et

Z,, Z„, Z,,., ...

des valeurs correspondantes d'une fonction explicite ou implicite Z,, en

sorte que Z, désigne une des valeurs de Z correspondantes à la

valeur z, &q z; Z„ une des valeurs de Z correspondantes à la valeur z,

(\q z; et ainsi de suite. Soient d'ailleurs

A„ A„, A„„ ...

les points qui ont pour affixes les quantités géométriques

et soient encore
B„ B„, B,„, ...

les points qui ont pour affixes les quantités géométriques

z„ z„, z.,„ ....

Enfin concevons que, le nombre des points A,, A„, A„, . . ., devenant

infini, leur système se réduise à une courbe continue A, A„ A,„ . . .,

décrite par un point mobile A correspondant à une affixe variable z.

Le système des points B,, B,„ B,„, . . . pourra, dans certains cas, c'est-

à-dire, pour certaines formes de la fonction Z, ou des équations qui la

déterminent, et pour certaines formes de la courbe continue A, A„ A,„ ..
.

,

se réduire lui-même à une courbe continue B B,B„ . . . , décrite par un

point mobile B correspondant à une affixe variable z. Alors la courbe
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continue A, A„ A,„ . . . sera ce que nous nommerons \e chemin {^) du

point A, et la courbe continue B, 13„ B„, . . . sera le chemin correspon-

dant du point B.

La nature d'une fonction implicite /, c'est-à-dire, en d'autres termes,

la nature de l'équation ou des équations qui déterminent /, peut être

telle, qu'à une courbe continue A,A„A„ , considérée comme chemin

du point mobile A, corresponde toujours une autre courbe continue

B,B„B,„ . . . ,
propre à représenter le chemin du point mobile B, quelle

que soit d'ailleurs, parmi les valeurs de / correspondantes kz = z,,

celle que l'on prendra pour l'affixe Z, du point B,. Il peut arriver aussi

que cette condition, étant généralement remplie, cesse de l'être dans

le seul cas où les affixes de quelques-uns des points B,, B,„ B,„, . . .

deviennent infinies, et où, par suite, la courbe B,B„B„, . . . se trouve

remplacée par le système de plusieurs courbes dont chacune reste

continue, mais s'étend à l'infini. Dans l'une et l'autre hypothèse, si le

chemin A,A„A„, ... du point mobile A ne renferme aucun point singu-

lier, le chemin correspondant B,B„B„, du point mobile B, partant d'une

position donnée B,, dans laquelle il avait pour affixe la valeur Z, de Z,

sera toujours une courbe continue ; et alors, ce dernier chemin n'étant

jamais interrompu, n'olfrant aucune solution de continuité, la fonc-

tion Z sera dite évodiqiic (de vj'joog, pervius'^ c'joo'.a, facilis via).

Ajoutons qu'une fonction implicite Z de la variable imaginaire z

sera évodique seulement entre certaines limites, c'est-à-dire pour les

valeurs de z propres à représenter les affixes de points situés dans

l'intérieur d'une certaine aire S, si la condition ci-dessus énoncée ne

se vérifie que dans le cas où le chemin A,A„A„, ... du point mobile A

est une courbe continue renfermée tout entière dans l'intérieur de

l'aire S.

Concevons à présent que l'on parvienne à résoudre l'équation ou les

(
'

) J^e nom de chemin, applicfué à la courbe (pie décrit le point A, a été, si je

ne me trompe, employé pour la première fois par M. Puiseux, dans un remar-

quable Mémoire qui a pour titre : Recherches sur les fonctions algébriques.

( Voir M. LiouviLLK, Journal de Mathémati(jues, t. W
, p. 396.)
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équations qui servent à déterminer une fonction implicite Z de la

variable imaginaire ^, et à exprimer les diverses valeurs de cette fonc-

tion à l'aide des notations usuelles. Ces diverses valeurs deviendront

des fonctions explicites de j, et chacune des fonctions explicites ainsi

obtenues admettra généralement, pour chaque valeur finie de ^, une

valeur unique complètement déterminée. Mais ces mêmes fonctions

pourront devenir discontinues pour des valeurs particulières de z, qui

les rendront infinies; comme aussi pour des valeurs de z propres à

représenter des affixes de points situés sur certaines lignes que nous

avons appelées lignes d'arrêt. D'ailleurs, à ces lignes d'arrêt dont

chacune limite la course du point mobile A, à l'instant où l'une des

fonctions explicites ci-dessus mentionnées cessent d'être continue,

correspondront d'autres lignes que nous avons appelées lignes ter-

minales, et qui limiteront, dans les mêmes circonstances, la course

du point mobile B.

Cela posé, considérons spécialement le cas où la fonction implicite Z

est du nombre de celles que nous avons nommées fonctions évodiques;

et soit, dans cette hypothèse, A,A„A,„... une courbe continue qui

représente un chemin attribué au point mobile A dont Faffixe est:-;

soit encore B,B„B,„ ... le chemin correspondant que devra prendre le

point mobile B, dontl'affixe est Z, en partant d'une position donnée B,,

dont l'affixe est une valeur particulière de Z. Le chemin B,B„B,„ ... se

réduira lui-même soit à une seule courbe continue, soit au système de

deux ou de plusieurs courbes continues qui pourront offrir des parties

communes. M se réduira effectivement à une seule courbe continue, si

le chemin A,A„A,„... ne renferme aucun point singulier. Mais cette

courbe unique sera remplacée par le système de deux ou plusieurs

courbes qui s'étendront à l'infini, si lechemin A,A„A,„. . . renferme des

points singuliers dont les affixes fournissent des valeurs infinies de Z,

et la courbe ou les courbes dont il s'agit se ramifieront toujours à

partir de points singuliers qui correspondraient à des valeurs de j

pour lesquelles deux ou plusieurs des valeurs de la fonction implicite Z

deviendraient égales entre elles. Ajoutons que, dans la première hypo-

Œuvrcs de C. — S. II, t. XIV. 49
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thèse, c'est-à-dire quand le chemin A,A„A„, ... ne renfermera aucun

point singulier, l'affixe / du point mobile B, dont le chemin B,B„B„

sera une seule courbe continue, pourra être représentée tantôt

par une fonction explicite de j, tantôt par une autre, attendu que

chacune des fonctions explicites qui exprimeront les diverses valeurs

de Z devra être remplacée par une autre fonction explicite à partir de

l'instant où le point mobile B, après avoir eu la première fonction

pour affixe, atteindra une ligne terminale correspondante à cette même

l'onction. On doit en conclure que, dans le cas où une fonction

évodique Z admet diverses valeurs, les diverses fonctions explicites

propres à les représenter correspondent, dans le plan des affixes, à

diverses régions séparées les unes des autres par certaines lignes

terminales. D'ailleurs, au moment où le point B, dont l'affixe est Z,

atteindra une de ces lignes terminales, le point A, dont l'affixe est z,

atteindra une ligne d'arrêt correspondante.

Vérifions ces remarques sur quelques exemples, et d'abord suppo-

sons la fonction implicite

z= /?/.r= J + ri.

liée à la variable imaginaire

z = r/,= .T^j-i,

par l'équation

(5) Z=z.

La résolution de cette équation fournira pour valeurs de Z deux fonc-

tions explicites de z-, données par les formules

(6) Z=z^.

(7) Z= -z^.

Ces deux fonctions explicites deviendront égales entre elles, et s'éva-

nouiront toutes deux pour une valeur nulle de la variable j; par con-

séquent, le point dont l'affixe est nulle, c'est-à-dire le pôle, sera un

j)(jint singulier. D'ailleurs, chacune des fonctions explicites
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quoique généralement continue, deviendra discontinue pour toute

valeur réelle, mais négative de r, attendu que si, en attribuant à x une

valeur négative — r, on fait converger y vers la limite zéro, la fonc-
± ±

tion z' convergera elle-même vers la limite /-' i, quand y sera supposé
i

positif, et vers la limite — r'i, quand y sera supposé négatif. .En
± i

d'autres termes, chacune des fonctions explicites z'- , — z'^ deviendra

discontinue pour toute valeur de j propre à représenter l'affixe d'uh

point situé sur l'axe des x, du côté des x négatives, et par conséquent

sur la lio-ne d'arrêt qui, représentée par les formules (3), a pour

extrémité l'origine. De plus, à cette ligne d'arrêt qui limite la course

du point mobile A à l'instant où l'une des fonctions z'- ,
— z^ cesse

d'être continue, correspondra une ligne terminale qui limitera au

même instant la course du point mobile B; et cette dernière ligne, qui

sera précisément l'axe des ordonnées, séparera l'une de l'autre, dans

le plan des affixes, les deux régions qui seront occupées l'une par les

points dont les affixes seront les diverses valeurs de la fonction

explicite z' , l'autre par les points dont les affixes seront les diverses

valeurs de la fonction explicite — z'- . Enfin la fonction implicite/,

liée à la variable imaginaire z par l'équation (3), sera certainement

évodique. Car, si l'on exprime / non plus en fonction de la variable z,

mais en fonction du module /• et de l'angle p, liés à j par la formule

(8) z = r,= re''->,

on obtiendra l'équation

(9) Z=r-e' ,

dans laquelle il suffira de faire varier p entre les limites — oc, 4- oc,

ou même entre les limites — 'ir., +2r., pour que le second membre

devienne propre à représenter une valeur quelconque de Z. Or, si, en

partant d'une certaine position correspondante à des valeurs détermi-

nées de r et p, le point mobile A, dont l'affixe est z, décrit une courbe

continue A,A„A,„..., on pourra satisfaire à la formule (8) par des
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valeurs dp, r et /> (jui varieroiU avec z par degrés insensibles; et à ces

valeurs de ;-, p répondra évidernineni, en vertu de la formule ( ()), une

valeur de la fonction implicite /, qui variera elle-même par degrés

insensibles avec la variable z-. Donc alors le point mobile B, dont /sera

l'affixe, décrira, comme le point A, une courbe continue B,B,,B,

En résumé, la fonction implicite /, liée à j par ré({uation (5), est

une fonction évodique ([ui, pour cha(jue valeur de z, acquierl deux

valeurs distinctes; et ces deux valeurs peuvent être réduites aux deux

fonctions explicites

dont cliacune devient discontinue, en devenant l'affixe d'un point

situé sur l'axe des ordonnées, au momeni où la variable j devient elle-

même l'affixe d'un point situé sur l'axe des.x-, du côté desa? négatives. En

conséquence, la partie de l'axe des abscisses, sur laquelle se comptent

les abscisses négatives, et l'axe des ordonnées, sont la ligne d'arrêt et

la ligne terminale qui servent à limiter simultanément la course du

point A, dont l'affixe est la variable z, et la course du point lî, dont

l'affixe est l'une des fonctions explicites z'\ — z'-. De ces deux lignes,

la seconde, c'est-à-dire Taxe des ordonnées, est précisément celle qui

sépare l'une de l'autre les régions occupées par les points dont les

affixes sont de la forme z'- et de la forme — z-

.

Si à l'équation (2) on subslidiait la suivante :

la fonction implicite / serait encoi'e une fonction évodique (|ui, pour

cliaque vabnir de z, offrirait généralement deux valeurs distinctes,

ces deux valeurs étant les fonctions explicites déterminées par les

formules

(m) 7= (i-^'-)'-

(19.) Zr:3-(l--)i

D'ailleurs, chacune de ces fonctions explicites devient discontinue au
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moment où j devient l'affixe d'un point situé sur l'axe des x- à une dis-

tance de l'origine plus grande que l'unité, et, à ce moment, chacune des

formules (i i), (12") fournit deux valeurs de Z égales aux signes près,

mais affectées de signes contraires, (jui représentent les affixes de

deux points situés sur l'axe des ordonnées. Donc, dans le cas présent,

les deux valeurs de Z, déterminées par les formules (i i),(i2), corres-

pondent encore à deux régions séparées l'une de l'autre par l'axe des

ordonnées; et à cet axe, considéré comme ligne terminale, corres-

pondent deux lignes d'arrêt représentées par les formules

(l3) ./•-=: ou >I, y = 0.

Ajoutons que les extrémités de ces deux lignes d'arrêt sont précisément

les deux points d'arrêt dont les coordonnées sont fournies par les

équations

c'est-à-dire les deux points situés sur l'axe des abscisses, à la distance i

de l'origine.

Si à l'équation (10) on substituait la suivante :

(15) ZHl-3^)rr-_-^I,

la fonction implicite Z serait encore une fonction évodique qui, pour

chaque valeur de ;, ollVirait deux valeurs distinctes, ces valeurs étant

les fonctions explicites déterminées par les formules

(16) Z= (-1 + .'-)"^

(17) Z=-(-i+--)"^

Alors aussi à ces deux fonctions explicites correspondraient encore

deux régions, séparées l'une de l'autre par l'axe des ordonnées; mais

ces deux fonctions deviendraient discontinues au moment où r serait

l'affixe d'un i)oint situé sur l'axe des j?, à une distance de l'origine

plus petite que l'unité. Donc alors, à l'axe des ordonnées, considéré

comme ligne terminale, correspondrait une seule ligne d'arrêt,
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représentée par les formules

(iS) .r-z= ou •< I . J' ^= *'•

Ajoutons que les extrémités de cette ligne d'arrêt seraient encore les

deux points d'arrêt dont les coordonnées sont fournies par les équa-

tions (i4)- Mais les valeurs de /, correspondantes à ces points d'arrêt,

sont nulles quand on part de l'équation (lo), et infinies quand on part

de l'équation (i 5 ).

Enfin, si l'on supposait la fonction implicite Z liée à la variable

imaginaire z par l'équation

(19) ^''=^^

Z offrirait, |)our chaque valeur de z, une infinité de valeurs distinctes,

représentées par les fonctions explicites qui constituent les divers

termes de la progression arithmétique

('.o) .... — .Iri + k-, -2-\^\z. Je, '.T.l-^l:., 4ri-+-Ic

D'ailleurs, en vertu de la formule (19), Z serait encore une fonction

évodique de r. Car si l'on exprime Z, non plus en fonction de z, mais

en fonction du module /• et de l'angle/) liés à z par la formule (8), on

obtiendra l'équation

(M) Z = l(r)-4-/>i.

dans laquelle il suffira de faire varier y; entre les limites — x , + oc

,

pour que le second membre devienne propre à représenter une valeur

quelconque de Z. Or, si en partant d'une certaine position correspon-

dante à des valeurs déterminées de /• et/?, le point A, dont l'affixe

est j, décrit une courbe continue A,A„A,„..., on pourra satisfaire à la

formule (8) en attribuant à /• et y> des valeurs qui varient avec z par

degrés insensibles; et à ces valeurs de /% p répondra évidemment, en

vertu de la forrnule (2i\ une valeur de la fonction implicite /, qui

variera elle-même, par degrés insensibles, avec la variable z, si la

courbe A,A„A,„... ne renferme pas le point d'arrêt dont l'affixe se

réduit à zéro, c'est-à-dire l'origine des coordonnées.

D'autre part, chacune des fonctions explicites qui constituent les
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(livors termes de la série (20) deviendra discontinue au moment où z

deviendra l'affixe d'un point situé sur la ligne d'arrêt que représentent

les formules (3), c'est-à-dire d'un point situé sur l'axe des ce, du côté

des ce négatives; et à ce moment, ces fonctions elles-mêmes devien-

dront les affixes de points situés sur des lignes terminales qui se

réduiront à des droites équidistantes et parallèles à l'axe des x, la

distance de deux droites voisines étant égale à -at..

Donc, en délinitive, la fonction /, liée à z par l'équation (19), sera

une fonction évodique qui, pour chaque valeur de j, offrira une infinité

de valeurs distinctes correspondantes à une infinité de régions dont

chacune sera comprise entre deux des droites parallèles que nous

venons de mentionner.

11 importe d'observer que, dans le cas où à une même valeur de la

variable imaginaire z correspondent diverses valeurs de la fonction

implicite Z, ces diverses valeurs, exprimées à l'aide des notations

usuelles, et ainsi converties en fonctions explicites, peuvent générale-

ment revêtir une infinité de formes distinctes. D'ailleurs, si l'on com-

pare l'un à l'autre deux systèmes de fonctions explicites dont chacun

est propre à représenter les diverses valeurs de Z, on reconnaîtra que

ces fonctions, prises deux k deux, peuvent coïncider entre certaines

limites, sans être généralement égales entre elles; et qu'à deux sem-

blables systèmes de fonctions explicites correspondent, pour l'ordinaire

deux systèmes de lignes d'arrêt et deux systèmes de lignes terminales.

Ainsi, par exemple, si la fonction implicite Z est liée à la variable

imaginaire z par l'équation (5), les deux valeurs qu'admettra cette

fonction pourront être supposées déterminées non seulement par les

formules ((>) et (7^ mais encore par une infinité d'autres formules,

et en particulier par les suivantes :

(22) Z= <

(•23) z=-c'[j^

ç désignant une constante quelconque réelle ou imaginaire.
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D'ailleurs, d'après une remarque précédemment faite, si l'on nomme
ôj l'argument principal de la constante c supposée imaginaire, il

suffira, pour obtenir la ligne d'arrêt et la ligne terminale correspon-

dantes aux fonctions explicites que déterminent les formules (22), (23),

de faire tourner autour du pôle la ligne d'arrêt et la ligne terminale

correspondantes aux fonctions que déterminent les formules (6) et (7),

en imprimant à ces dernières lignes un mouvement de rotation direct

si m est positif, ou rétrograde si ot est négatif, de telle sorte que le

rayon vecteur, mené de l'origine à un de leurs points, décrive un angle

égal à ui.

Il est bon d'observer qu'à une fonction implicite Z, déterminée par

une équation unique ou par un système d'équations simultanées,

correspond un système unique de points singuliers, par conséquent

un système unique de points d'arrêt servant d'extrémités aux lignes

d'arrêt, quelles que soient d'ailleurs ces dernières lignes. Ainsi, par

exemple, à la fonction implicite Z, déterminée par l'équation (5),

correspond un seul point d'arrêt qui coïncide avec l'origine, et dont

l'aftixe est la valeur ode -j, pour laquelle les deux valeurs de Z, fournies

par les formules (6) et (7), ou par les formules (22) et (23), deviennent

égales entre elles.



M^:M0IHE sur les DIFlÉnENIlELLES

DE

QUANTITÉS ALGÉBRIQUES OU GÉOMÉTRIQUES

ET SUR

LES DERIVEES DES FOiNCTIONS DE CES QUANTITÉS

Dans le Mémoire sur VAnalyse injinilèsimale ('), placé en tête du

troisième volume de cet ouvrage, sont exposés les principes qui me

paraissent devoir servir de base au calcul difîerentiel. levais indiquer

aujourd'hui les conséquences qui se déduisent de ces principes,

quand à la notion de variables imaginaires on substitue celles de

quantités géométriques variables.

I. — Sur les dijfférentielles de quantités algébriques ou géométriques.

En substituant, dans le Mémoire sur LAnalyse infinitésimale, les

mots quantités géométriques aux mots expressions imaginaires, on

obtient à la place des définitions et formules données dans ce Mémoire,

celles que je vais transcrire :

Les différentielles de plusieurs quantités algébriques ou géométriques

imriables sont d^autres quantités algébriques ou géométriques dont les

rapports sont rigoureusement égaux aux limites des rapports entre les

accroissements simultanés et infiniment petits des variables proposées.

La définition précédente suppose évidemment qu'en vertu des équa-

tions qui lient entre elles les quantités algébriques ou géométriques

dont il s'agit, ces quantités varient les unes avec les autres par degrés

(') Œuvres de Cauchy, série il, t. XIII, p. g.

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 5o
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insensibles, ou, en d'autres termes, que ces quantités, considérées

comme fonctions de quelques-unes d'entre elles, en sont des fonctions

continues, du moins dans le voisinage des valeurs attribuées aux

variables considérées comme indépendantes.

Nous indiquerons, suivant Fusage, les accroissements simultanés

linis ou infiniment petits des variables, à l'aide de la lettre caracté-

ristique A, et leurs ditTérentielles à l'aide de la lettre caractéristicjued.

Il importe d'observer que, dans le cas même où chacun des rapports

entre les accroissements infiniment petits des variables proposées

converge vers une limite unique et finie, la définition précédente ne

détermine pas complèteuient les difïerentielles de ces variables, mais

seulement les rapports qui existent entre ces difïerentielles. On pourra

donc toujours disposer arbitrairement, au moins de la diflerentielle

d'une variable.

D'ailleurs, la dillérentielle ou les différentielles qui resteront arbi-

traires, pourront être supposées ou constantes ou variables, et, dans

le dernier cas, il suffirait de les faire converger vers la limite zéro pour

les transformer, avec les autres dilférentielles, en quantités infini-

ment petites. Mais celte transformation n'offrirait aucun avantage, et

tout au coniraire, il peut être souvent utile d'attribuer aux différen-

tielles des valeurs finies. En conséquence, nous continuerons à regar-

der les différentielles comme des (juantités finies, ainsi que nous

l'avons fait dans le Mémoire déjà cité.

De plus, nous attribuerons aux quantités diverses, comme il parait

convenable de le faire, des différentielles de même nature que leurs

accroissements. En consé(|uence, les différentielles de quantités

algébrifjues seront des quantités algébriques, et les différentielles de

quantités géométriques seront des quantités géométriques.

Enfin, comme dans le Mémoire cité, nous appellerons variable pri-

mitive une quantité algébrique variable qui aura pour différentielle

l'unité. Cette variable primitive pourra d'ailleurs être ou l'une des

variables indépendantes proposées, ou une variable nouvelle avec

laquelle on fera varier toutes les autres,
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La considération de la variable primitive simplifie l'énoncé de la défi-

nition que nous avons donnée des différentielles. En effet, soient t la

variable primitive, et Az='. un accroissement infiniment petit attribué

à cette variable. La différentielle as d'une variable quelconque s sera

évidemment la limite du rapport entre les accroissements infiniment

petits As et i de cette variable et de la variable primitive.

En partant de cette définition, on établira sans peine, comme dans

le Mémoire cité, les règles relatives à la différentialion des quantités

soit algébriques, soit géométriques.

Ainsi, par exemple, a, Z>, c désignant des quantités algébriques ou

géométriques constantes, et s, //, r, h, . . . des quantités algébriques

ou géométriques variables, l'équation linéaire

(i) s^= au -\- bv -h cw + . . .

entraînera la formule

(2) d.9 = a d// -f- h de -:- c dtr ^- . . .

.

En conséquence, l'équation linéaire

(3) z = .r + y{,

qui sert à exprimer l'affixe :; d'un point mobile A en fonction des

coordonnées rectangulaires ^, y de ce même point, entrainera la for-

mule

( '1
)

d-3 = d.x- + i dj.

Concevons maintenant que, œ, y, z, . . . étant des variables dépen-

dantes ou indépendantes les unes des autres, on nomme .v une fonction

de ces variables. Désignons d'ailleurs, à l'aide des notations

d.,..ç, d, v, d-.ç

les différentielles partielles de v successivement considéré comme

fonction de x, comme fonction de j^, comme fonction de j, .... Alors,

en raisonnant comme dans le volume III [p. 27 et 28 (')], on obtiendra

(1) Œuvrer d<i Çduchy, série II, t, XHI, p, 3i et sui\,
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la formule

( 5 ) d.î r= d.,.,î + cl , .î + d:.s + . . .
,

en vertu de laquelle la différentielle totale as sera la somme des diffé-

rentielles partielles d, .s, d, v, é-s,

II. — Sur les dérivées des fondions de quantités algébriques.

Soient x une quantité algébrique variable, ou, en d'autres termes,

une variable réelle, et

A=f{.r)

une fonction réelle ou imaginaire de cette variable. Soient encore A^ un

accroissement fini ou infiniment petit attribué à la variable ;r, et AA

l'accroissement correspondant que prendra la fonction X. Si l'on

assigne à x une valeur telle que, dans le voisinage de cette valeur de x,

la fonction A' demeure finie et continue, alors à une valeur infiniment

petite de l'accroissement \x correspondra une valeur infiniment

petite de l'accroissement AX; mais tandis que les deux accroissements

A»r, AX s'approcheront indéfiniment l'un et l'autre de la limite zéro,

leur rapport ^^ s'approchera lui-même, pour l'ordinaire, d'une

limite finie et déterminée, qui pourra être finie ou infinie. Cette limite

est ce que l'on nomme la dérivée de la fonction A' on J\x). On la repré-

sente à l'aide de la lettre caractéristique D, par la notation (')

D.r ou D /(x),

ou, encore mieux, par la notation

\),A ou \X,J\.v),

dans laquelle la lettre x, placée au bas de la lettre caractéristique D,

avertit le lecteur qu'il s'agit d'une dérivée prise par rapport à la

variable x. Ajoutons que la dérivée de A, relative à ^r, se confond

(1) Suivant la iiotalioii de Lagrange, la dérivée de la fonction X on f{.T) s'indique à

l'aide d'un Irait par

X', ou /'(./-•).
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évidemment, d'après sa définition même, avec le rapport différentiel,

de Xà X, c'est-à-dire avec le rapport~ des différentielles d.Y, d^:-. On

a donc identiquement

et

(2) d;U=D,.;ï'd.^.

Concevons, pour fixer les idées, que la fonction réelle ou imaginaire A'

de la variable réelle x soit l'une de celles qui peuvent être exprimées à

l'aide des notations usuelles. Sa dérivée sera, pour l'ordinaire, une

quantité complètement déterminée. Toutefois, elle pourra cesser

d'être déterminée, et acquérir deux ou trois valeurs distinctes, ou

même une infinité de valeurs diverses, pour certaines valeurs particu-

lières assignées à la variable x. Ainsi, par exemple, si l'on pose

. I

A ^=z X sm — >

X

la dérivée de A' deviendra indéterminée pour ic = o, et acquerra dans

cette hypothèse, une valeur égale à celle de la fonction sin -, par consé-

(juent, représentée par une quantité réelle comprise entre les

limites — i, -i- i.

En général, on peut dire que, parmi les fonctions d'une variable

réelle, les unes sont complètement déterminées, tandis que les autres

cessent de l'être, au moins pour certaines valeurs particulières de la

variable.

(Concevons maintenant que, x, j, z, . . . étant des quantités algé-

briques variables, dépendantes ou indépendantes les unes des autres,

on nomme .v une fonction réelle ou imaginaire de ces variables. Dési-

grions d'ailleurs, à l'aide des notations

D,,.5, Dv^, IX-î

les dérivées partielles de .v successivement considérée comme fonction
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de x, comme fonction de r, comme l'onction de z, .... Alors, en rai-

sonnant comme dans le volume III [p. 27, 28 et 290], on établira

non seulement la formule (5) du paragraphe I, savoir

ds =z d,,.s H- d, s -+- d-.ç 4- . . .

,

mais encore les équations

( 3 )
d.,,.ç = l),s d.r, d, s = \)yS d >•, d,s ^\)-sdz, . . .

,

et l'on en conclura

( A ) du = 1 ) ,.? d.f + D, 5 d r + D, .ç d :: -f . . .

.

Il est généralement facile d'obtenir les dérivées, et par suite les

ditîerentielles des fonctions relies ou imaginaires de quantités algé-

briques, quand ces fonctions sont exprimées à l'aide des notations

usuelles.

Supposons, en particulier, que l'on demande la quantité géo-

métrique i/,, considérée comme fonction de l'argument p, et, pour

abréger, désignons par la lettre m un accroissement infiniment petit

^p attribué à cet argument. La dérivée cherchée sera la limite du

rapport

(5)
^-^-'/- ^,^,!illU.;

elle sera donc égale au produit de i,, par quantité géométrique qui

représentera la limite du rapport

(6) d

D'ailleurs, dans le cercle décrit du pôle comme centre avec le rayon 1,

ôï sera la mesure de l'arc compris entre les deux rayons qui, partant

du pôle, seront représentés par des quantités géométriques i, i„, et

la différence i„ — i de ces deux quantités représentera, en grandeur

comme en direction, la corde de ce même arc. Par suite, l'expres-

('j (/ùnTfs (le (.'(lucliy, st-rie H, l. Mil. p. 3i cl suis.
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sion (6) aura pour module le rapport numérique de cette corde à l'arc

et, pour argument l'angle obtus formé par la même corde avec l'axe

polaire. D'autre part, tandis que l'arc s'approchera indéfiniment de

zéro, le rapport numérique de la corde à Tare convergera vers la

limite i, et l'angle obtus formé par la corde avec l'axe polaire vers la

limite-» qui représente un angle droit. Donc, l'expression (6) aura

pour limite

2

et la limite de l'expression (5), ou la dérivée de i^,, sera le produit

de i/, par i- = i, ou, ce qui revient au même, i -, en sorte qu'on

aura

(7) D/,I/,=rl
/' + 7

Si, dans cette dernière équation, l'on substitue à l'expression i^,, sa

valeur tirée de la formule (t i) de la page 216, savoir

ip^ cosp H- i siu/>;

on trouvera

(8) T)/, cosp + I Dp siii/^ = cos ( /> 4- -
1 H- i siii

I
p --t- -

j
•

et, par suite,

(9) D/, cosp =: COS (/>+-)? rj/, sinp :r= siii ( /> -f-
-'

j >

ou, ce qui revient au même,

(10) Df,cosp=z — sin/>, D, sit\p =z cosp.

Ainsi, en partant de la formule (7), on se trouve ramené aux équa-

tions connues qui fournissent les dérivées du cosinus et du sinus d'un

arc; et réciproquement on pourrait, de ces équations, ou, ce qui

revient au même, des formules (9), déduire immédiatement l'équa-

tion (8), par conséquent, la formule (7). Ajoutons que de l'équa-

tion (7), jointe aux formules

/' + '.;
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on tirera

(il) dif,= i,,idp.

Supposons maintenant que l'on demande non plus la dérivée ou la

différentielle de i,,, mais les dérivées partielles et la dillerentielle de

la quantité géométrique ?), considérée comme fonction du module /-et

de l'argument/». Gomme on aura

on en tirera, eu égard à la formule (7),

(12) Dpr,,= i r.r, Drr,,=zip,

et de ces formules, jointes aux équations

on tirera

(i3) dr/,= i/,{dr-i- ir dp).

Si
,
pour abréger, on désigne par la lettre z la quantité géométrique r^,,

et si d'ailleurs on nomme x, y les coordonnées rectangulaires du point

dont l'affixe est j, le pôle étant pris pour origine, et Taxe polaire pour

axe (les a-, on aura

et de cette dernière formule, jointe à l'équation (i3) et à l'équation (i4)

du paragraphe précédent, on tirera

(i5) dz = d.f -h i dy=: i/,(d/H- irdp).

111. — Sur les dèrivéca des fonctions de quantités ^éoniùlriques.

Soient

(1) z — œ^y\

et

(•i) Z—A'\-Y\
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deux quantités géométriques variables, propres à représenter les aflixes

de deux points A et B qui, dans un certain plan, ont pour coordonnées

rectangulaires, le premier les variables réelles x, y, le second les

variables réelles A', >'. Gomme je l'ai dit dans Tavant-dernier article,

Z devra être censé l'onction de j, si, la valeur de z étant donnée, on

peut en déduire celle de Z, ou, en d'autres termes, si, la position du

point A étant donnée, on peut en déduire celle du point B; et il suffira

pour cela que les variables réelles A', ) soient des fonctions détermi-

nées des variables réelles x, y.

Concevons maintenant que l'on désigne, à l'aide de la lettre carac-

téristique A placée devant les variables

./, y, z., \, y, /,

des accroissements finis ou infiniment petits attribués à ces mêmes

variables. Supposons, d'ailleurs, que Z reste fonction continue de z,

du moins pour des valeurs de z comprises entre certaines limites.

Pour de telles valeurs de z, à des accroissements infiniment petits A^,

Aj de X, y correspondront des accroissements infiniment petits Aj,

AZ de j, Z; et la dérivée de la variable Z considérée comme fonction

de j ne sera autre chose que la limite dont s'approchera indéfiniment

le rapport
AZ
AT'

tandis que A^, Ay s'approcheront indéfiniment de zéro. Cette dérivée

sera désignée, comme dans le cas où z est réel, à l'aide de la lettre

caractéristique D, par la notation D^Z. D'autre part, les quatre dilï'é-

rentielles

d./', dr, d:;, dZ

des quantités algébriques variables x^y, et des quantités géométriques

variables j, Z, seront quatre quantités nouvelles, les deux premières

algébri([ues, les deux dernières géométriques, dont les rapports

seront précisément égaux aux limites des rapports entre les accroisse-

ments infiniment petits

A^', Aj-, A.G, AZ
Œuvres de C. — S. H, l. XIV. bi
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de ces mêmes variables. Cela posé, la dérivée de Z, relative à r, se

confondra évidemment avec le rapport diflerentiel de / à :?, c'est-à-

dire avec le rapport

des différentielles dZ, d^, en sorte qu'on aura

(3) D,.Z=^.

Si, dans la formule (3^, on substitue à la dillerentielle d^, sa valeur

tirée de la formule (j), savoir

dz =: d.T -+- i d)

,

et à la différentielle dZ, sa valeur fournie par une équation semblable

à la formule (4) du paragraphe il, savoir

dZ=lJ,,,Zd.i^ D,Zd>-,

on trouvera

,,. ^ ^ D.Zd.r+ DyZd)
( A ) iJ^ Z= j

——^-T •

Si, d'ailleurs, on pose

ou, ce qui revient au même,

(6) -^ = 4^,

l'équation (4 ) donnera

I>-Z(OS?n -i \)yZ siuTTi
^

( 7 )
\)-X m ;

—

-. 5

COSCT + 1 SIIICT

puis, en ayant égard aux formules

on tirera de l'équation (7),

( 8 )
D - Z r= I _CT ( I J., Z cos ro j JJ yZ siu cr )

.
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Il est bon d'observer que dans les formules (4), (7), (H), les dérivées

partielles D,,.Z, DyZ varient généralement avec la position du point

mobile A, et se réduisent à des fonctions des deux coordonnées rectan-

gulaires X, y de ce même point, ou, ce qui revient au même, à des

fonctions de l'affixe z. D'autre part, tandis que les coordonnées x-, j
varieront par degrés insensibles, le point A décrira généralement une

courbe continue; et si par ce point on mène une droite qui forme,

avec l'axe polaire, un angle nj propre à vérifier la formule (5\ la

direction de cette droite, appelée tangente, sera ce qu'on nomme la

direction de la courbe au point dont il s'agit. Si la ligne décrite par

le point A se réduit à une droite, la tangente ne différera pas de cette

même droite. Cela posé, il suit immédiatement de la formule (4), (7)

ou (8) que la dérivée de Z, considérée comme fonction de z, dépend

en général, non seulement de la position du point A sur la ligne qu'il

décrit, mais encore de la direction de cette ligne. Si cette direction

dévient parallèle à l'axe des x ou'a l'axe des j, on aura

dj' = O ou d.?=r:0,

et la dérivée de /, prise par rapport à z, sera, dans la première hypo-

thèse,

(9) ^.^\

dans la seconde hypothèse,

(10) _^^_^iD,.Z;

comme on pourrait aussi le conclure de la formule (7) ou (8), en posant

dans cette formule
T.

CT r= O OU m =: - •

'i

(iOMcevons maintenant que la fonction Z, supposée explicite, ou

rendue explicite par la résolution de l'é(juation ou des équations qui

la détermineraient, soit monodrome , du moins entre certaines limites

de z; c'est-à-dire qu'entre ces limites elle conserve une valeur unique.
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en restant fonction continue de ;, par consé(|iient de œ et de v, tant

qu'elle ne devient pas intinie. Concevons encore que les dérivées par-

tielles du premier ordre

satisfassent à la iiièine condition; c'est-ii-dire qu'entre les limites

données de z, chacune de ces dérivées partielles soit monodrome.

Alors la dérivée

conservera entre les limites données de z, et tant qu'elle ne deviendra

pas infinie, une valeur unique en restant fonction continue de la

variable imaginaire z et de l'angle e. Ajoutons qu'en vertu de la for-

mule (7) ou (8), cette dérivée deviendra indépendante de l'angle ro,

si les deux valeurs particulières de celte dérivée, représentées par les

expressions (9) et (10), deviennent égales entre elles. Alors, en effet,

on aura

par conséquent

(12) DvZ=il).,/,

et ré(|uation (7) ou (8) donnera

(i3) D,Z= D, Z,

(|uelle que soit d'ailleurs la valeur du rapport -j-» ou, ce qui revient

au même, de l'angle 07. Donc alors la dérivée

I ), Z

deviendra indépendante de la direction de la ligne que décrira le point

mobile A, et se réduira simplement h une fonction des variables

réelles .r, y, ou, ce qui revient au même, à une fonction de la variable

imaginaire -. D'ailleurs, pour que cette réduction s'effectue, il est

évidemment nécessaire que la dérivée

D.Z
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conserve la même valeur quand la direction de la ligne décrite par le

point A devient parallèle à l'axe des x, et quand elle devient parallèle

à l'axe des j; en conséquence, il est nécessaire que les dérivées par-

tielles de Z, relative à a? et à j, savoir D,.Z et D,/, satisfassent à la

condition exprimée par la formule (12).

Dans le cas spécial que nous venons d'indiquer, la dérivée D-Z sera,

aussi bien que /, du moins entre des limites données de j, une fonc-

tion monodroinc de cette variable.

Au reste, pour que la dérivée D^Z soit une fonction inonodrome de

la variable imaginaire z^ entre des limites données de j, il n'est pas

nécessaire qu'entre ces limites, la fonction Z soit elle-même inono-

drome : il suffît que les deux dérivées ]>artielles du premier ordre

1),.Z, DvZ.

étant monodromes entre les limites dont il s'agit, satisfassent à

l'équation (12).

Nous appellerons monogène une fonction dont la dérivée sera

monodrome. En vertu de la remarque précédente, une fonction de la

variable imaginaire z pourra être monogène entre des limites données

de z, sans être constamment monodrome entre ces mêmes limites.

Ainsi, par exemple, si l'on pose

(.A) z= \z,

ou, ce qui revient au même,

(i5) Z=\{x + y\),

on aura encore, eu égard h la formule (3o) de la page 271,

1 . )' .^'

(16) Z— -l(j'-4- J-) -!- 1 -yr^arccos —

>

par conséquent,

(.7) l),Z:=__L_,^l, D,z=—^=:^,

et, comme les valeurs précédentes de D, Z, D^Z seront, entre des
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limites quelconques de la variable

des fondions inonodromes de cette variable <|ui vérifieront la condi-

tion (12), la dérivée D-/ de Z = l5, déterminée par la formule (7)

ou (8), devra être aussi constamment une fonction monodrome de j,

ce qu'il est aisé de véritier, puisque l'on aura

^181 |)-Z=rT),Z=^.

Par suite, la fonction \z sera constamment monogène. Toutefois, cette

fonction \z, qui restera elle-même monodrome tandis que l'on fera

varier x entre les limites o, oc, cessera d'être monodrome quand x

deviendra négatif, puisque alors, en vertu de la formule (16), elle

passera brusquement de la valeur

ii(.--)

à la valeur

tandis ({ue y passera, en décroissant, d'une valeur négative à une

valeur positive.
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FONCTIONS EXPLICITES OU IMPLICITES

D'UNE OU DE PLUSIEURS QUANTITÉS GÉOMÉTRIQUES

Les principes établis clans l'article précédent permettent d'obtenir

facilement les différentielles des fonctions d'une ou de plusieurs

quantités géométriques, quand ces fonctions se trouvent exprimées l\

l'aide des notations usuelles. De plus, en partant de ces principes, on

reconnaît aisément que les formules et les propositions relatives h la

difîérentiation des fonctions de variables réelles continuent générale-

ment de subsister quand ces variables deviennent imaginaires. Ainsi,

par exemple, Z étant fonction d'une variable imaginaire z, on aura,

comme on l'a déjà remarqué dans l'article précédent,

et / étant une fonction de plusieurs variables imaginaires u, v^ \r, .

.

.,

on aura généralement

(2) dZ=:D„Zd;/ + D„Zd(^ + D,„Zd«T'-i-....

Les formules (i)et (2) fournissent les règles connues pour la détermi-

nation des fonctions de fonctions et des fonctions composées.

La dift'érentiation des fonctions entières d'une variable imaginaires

s'effectue de la même manière et conduit aux mêmes formules que

dans le cas où cette variable est réelle. Ainsi, par exemple, a? étant un

nombre entier quelconque, et a, 6, c, . . . des constantes imaginaires.
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on aura, pour des valeurs imaginaires, comme pour des valeurs

réelles de w,

(3) dz" =: iiz"-^ àz,

(1) (L-~"= — nz--»-'(\z,

(5) à{a -\~ hz + r;- + . . . -f /.,-") = {h + 2r; + . . .+ /?/.;"-') d-",

et, par suite,

(6) l)-C" z=z HZ"-',

(7) \)-z-"=~ nz~"-\

(8) ]).{a -4- Ac + rz--'r-. . .+ /s") rr A + 9.rz^. . .+ nkz"-\

La même remarque s'applique aux fonctions rationnelles d'une

variable imaginaire:?. Leurs diflerentielles et leurs dérivées, exprimées

en fonctions de z, sont précisément celles qu'on obtiendrait si z

était réel.

Considérons maintenant l'exponentielle e~ et posons

z=zjc + y\,

o^, 7 étant réels; on aura

OU, ce qui revient au même,
e*r= e'' I, ,

puis on en conclura, eu égard à la formule (2),

et de cette dernière équation, combinée avec les formules

i\e-~c^(\.i, di,=:i,id), d.- = d./4- i d)',

on tirera

(9) i\e==ze'dz,

par conséquent

Donc la dérivée de l'exponentielle e~- est cette exponentielle même, quelle

que soit la valeur réelle ou imaginaire de z.
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En partant de la formule (ç)), on déterminera sans peine les diffé-

rentielles et les dérivées des exponentielles qui auraient pour base un

nombre autre que e, comme aussi des fonctions entières ou même

rationnelles d'exponentielles quelconques. Ainsi, par exemple, A étant

un nombre quelconque, et a étant le logarithme népérien de a, on

déduira de l'équation (9), jointe à la formule

les équations

(11) dA^=A-lAds,

(12) D-A^=A^1A.

De même, de l'équation (9), jointe aux formules

e'-' -+- e~''' . e'-' — e"''
COS : = . , SI 11 ; m : ,

on déduira immédiatement les différentielles et les dérivées de cos;i

et s'inz, considérées comme fonctions entières de l'exponentielle e""',

et l'on trouvera ainsi

(i3) dcoss=: — siusd^, d sin:; = cos:; d^.

(14) D;Cos^rr:

—

siuz, D,- sin ;; = COS c.

Enfin, des formules qui précèdent, jointes à l'équation (2), on

déduira sans peine les différentielles et les dérivées d'une infinité de

fonctions explicites d'une ou de plusieurs variables imaginaires.

Concevons, pour fixer les idées, que

Z=A^ J i

représente une fonction de la variable imaginaire

x^y, Xy Fêtant des variables réelles. Pour que l'on puisse déduire de

la formule (2), et de celles qui la suivent, les valeurs de la différen-

tielle d/ et de la dérivée

dz

Œuvres de C. — S. II, t. XIV, Sa
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il suffira que les variables imaginaires z, Z puissent être considérées

comme liées l'une à l'autre et à certaines variables auxiliaires

de telle sorte que les diverses variables étant rangées dans un certain

ordre indiqué par la suite

Tune quelconque d'entre elles, // par exemple, soit équivalente à une

certaine fonction rationnelle des variables suivantes :

(^ lï', z,

et des exponentielles

OU de quelques-unes de ces variables et de ces exponentielles. Dans

cette hypothèse, la différentielle de w, considérée comme fonction de r,

«r, . . . , Zy sera fournie par une équation de la forme

(16) (.1// — h,,// dr + 1),,.// tlir !- . . .-t~ 1),// tb;

la différentielle de Z, considérée comme fonction de ... , //, i , (r, . . . , j,

sera fournie par une équation analogue; et, si de cette dernière on

élimine les valeurs des différentielles

.... d//, de. dtï'. ....

données par la formule (iG) et les formules de même espèce, l'équa-

tion résultante de l'élimination déterminera le rapport différentiel

(le / à ::, ou, en d'autres termes, la dérivée de Z considérée comme

fonction de la seule variable j, par conséquent la valeur cherchée

de D;/. D'ailleurs, cette valeur de \)-'A sera généralement, ainsi que /,

une fonction continue de la variable z, dans le voisinage d'une valeur

finie attribuée à ; ; ou du moins les seules valeurs finies de -, pour

lesquelles cette condition ne sera pas remplie, seront des valeurs sin-

gulières, propres à représenter les affixes de certains points isolés et

séparés les uns des autres. La circonstance particulière que nous venons
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de signaler se présenterait par exemple, si l'on supposait

r, I

(17) Z= I-f M, a -=^6", P =: - ,

et, par suite,

(18) Z= H- e-

,

Alors la fonction Z et sa dérivée
1

(19) D^Z= - ^er,

resteraient finies et continues dans le voisinage de toute valeur finie

(Je j distincte de zéro; mais Z et D^Z deviendraient simultanément dis-

continues pour une valeur nulle de r, et les limites dont s'approche-

raient ces deux fonctions, tandis que la variable z ^^ x -\-y\ s'appro-

cherait indéfiniment de zéro, pourraient être ou finies ou infinies.

Ces limites seraient effectivement i eto, si l'on supposait j= o,ic<^o,

elles seraient oc et — x, si l'on supposait j= o, x^ o.

Si à la première des équations (17) on substituait la suivante :

(20) Z= ——

,

Il //

on aurait

(•il) Az= -,

I + 1?-

(2'2) DoZ=+
\
-+- ^)

et les deux fondions Z, D,Z deviendraient discontinues, non seule-

ment pour une valeur nulle de z, mais encore pour les valeurs singu-

lières de z propres à vérifier la condition

(28) e-'=:— I,

c'est-k-dire pour toutes les valeurs de j données par la formule

n étant un nombre entier quelconque.
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Supposons maintenant que les termes de la suite (i5\ étant rana^és

dans un ordre quelconque, soient liés entre eux par des équations dont

les premiers membres soient des fonctions rationnelles de ces mêmes

termes et des exponentielles

les seconds membres étant réduits à zéro. En vertu de ces équations,

quelques-unes des variables

seront des fonctions implicites des autres; et si le nombre des équa-

tions est égal au nombre des variables diminué de l'unité, / sera une

fonction implicite de z. Cela posé, il suffira évidemment de diflerentier

les diverses équations, puis d'éliminer

<1//, de. (I(\'.

des équations dilférentielles ainsi formées, pour obtenir une équation

finale qui déterminera la différentielle dZ et la dérivée

cis

de Z considérée comme fonction de j. D'ailleurs, la valeur trouvée

de D-Z sera généralement, ainsi que /, une fonction continue de :?,

dans le voisinage d'une valeur finie attribuée à -:, ou du moins les

seules valeurs finies de /, pour les(|uelles cette condition ne sera pas

remplie, seront aes valeurs singulières propres à représenter les

affixes de certains points isolés et séparés les uns des autres.

Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à r par une seule équation

(25) U=zo,

dont le premier membre /soit une fonction rationnelle des variables j,

Z et des exponentielles e', c^\ on trouvera, en dilférentiant cette

équation,

(26) D;,^dZH-D,,6 d3 = o,
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et, par suite,

(1/ \)-lJ

ou, ce qui revient au même,

JJ^6

Supposons, par exemple, Z lié à j par l'équation

(28) e'=z,

que l'on peut encore écrire comme il suit :

.^y-.

On trouvera, en dilï'érentiant cette équation,

e"^ (IZ — d; = o.

et, par suite.

dZ ^_i
dz z

OU, ce qui revient au même,

(29) Y),Z=-.

Il est bon d'observer que, dans le cas où le nombre des variables

imaginaires représentées par

Z, . . . , //, i\ ir, . . . , z

surpasse d'uuf; unité le nombre des équations aux(juelles ces variables

sont assujetties, on peut obtenir la difïerentielle dZ, et, par suite, la

dérivée 1),Z de Z considéré comme fonction de j, ou en différentiant

comme on vient de le dire, les équations données, ou en tirant d'abord

de ces équations supposées résolubles la valeur de Z, et en diiïéren-

tiant cette valeur présentée sous la forme

Si, pour fixer les idées, on suppose Z lié à j par l'équation (28), la

l'onction implicite Z admettra une infinité de valeurs distinctes qui
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seront toutes comprises dans la formule

(3o) Z=r+\z,

la constante c désignant l'un quelconque des termes de la progression

arithmétique
..., — f\T.i, — 2711, O, o.Tl'i, 'iTïi, ....

Par suite, la dérivée de Z considéré comme fonction de r se réduira

toujours à la dérivée de

(3i) I c. zr: - l(.^--f r-) + i -^-^ arc cos
'

D'ailleurs cette dernière dérivée sera, comme on l'a déjà remarqué

dans l'article précédent,

(32) l)J;— '.

Donc, en supposant Z déterminé par l'équation (28), on aura, comme

l'indique la formule (29),

T>,Z=^.

Observons, toutefois, que le calcul est plus simple quand on déduit

directement la formule (29) de l'équation (28), sans recourir aux

équations (3o) et (3i).

On voit, par cet exemple, que pour obtenir la dérivée d'une fonction

explicite Z de la variable z, dans le cas où cette fonction coïncide avec

l'une des valeurs d'une fonction implicite déterminée par une ou plu-

sieurs équations, il peut être avantageux de difl'érentier directement

l'équation ou les équations données.

En partant de la formule (32), on obtient aisément les dérivées d'un

grand nombre de fonctions explicites qui peuvent être exprimées en

logarithmes népériens. Ainsi, par exemple, comme on a [p. .325]

(06) aie laiigr- rrr : >
° 21

on en conclura

^ 2\l-4-^l l — SI/
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par conséquent,

(3/i) J3-arclang:
1 + ;-

De même encore, comme, en désignant par a une constante arbitrai-

rement choisie, on a identiquement [vol. 111, p. 38i] (')

(35) s«=e«i^,

on en conclura
-Il

OU, ce qui revient au même,

(36) JX-.3"=aG"-'.

On trouvera, en particulier,

- I -^

^ 2

puis on en conclura, en remplaçant z par i — j%

(38) Yy,{i-z'-9—

Enfin, comme on aura
[
p. 327]

v/i-

(39) ^ arc slii ; r= -l[v 1 — ^-H-siJ,

on tirera de cette dernière équation, jointe aux formules (32) et (38),

(40) l)-arr, sinz r:z —

Les fonctions explicites qui, comme arc tang r, ;", arc sin z, . . .

,

s'expriment en logarithmes népériens, peuvent être aussi considérées

comme représentant certaines valeurs de fonctions implicites déter-

minées par des équations dont les deux membres renferment unique-

ment des fractions rationnelles et des exponentielles népériennes.

Ainsi, par exemple, arc tangZ est une des valeurs de Z propres à

(>) Œuvres de Cauchy, série II, t. XIII, p. 427.
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vérifier l'équation

(40 <''''= \^\

j' est une des valeurs de / fournies par le système des deux équations

(4?,) Z=e"", c"— z\

enfin, arcsin:; est une des valeurs de / fournies par le système des

équations

(43) ('/'' z=: a + z\, ft-z=\—z-.

Cela posé, on ne doit pas être surpris de voir (|ue les formules {^i\) et

(36) peuvent être déduites directement des équations (4i) et (42).
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SUR

LES CLEFS ALGÉBRIQUES

Je nomme clefs algébriques des variables qui n'apparaissent que pas-

sagèrement en des formules où leurs produits sont définitivement

remplacés par des quantités qui peuvent être arbitrairement choisies.

Ces variables méritent doublement le nom de clefs, puisque leur inter-

vention permet, non seulement d'introduire avec facilité dans le calcul

des quantités qui se glissent à leur suite, et auxquelles elles ouvrent

la porte pour ainsi dire, mais encore de résoudre promptement un

grand nombre de questions diverses.

On peut d'ailleurs employer, comme clefs algébriques, toutes sortes

de quantités variables, même celles que l'on nomme différentielles et

variations.

I. — Considérations générales. Notations.

Considérons, d'une part, m variables

a, [3, y^ .... -rj;

d'autre part, n fonctions linéaires et homogènes de ces variables,

représentées par

\ i>-^
'^ ç,

en sorte qu'on ait

/ À =aiCi-i- b^^ -\- e, y 4- . . . 4- /i, yj^

IX = a,_ oc -\- b^_^ ^ c^y -{--.. . -i- h^ n,

^^^ < V ~ «;,a H- />., î3 -f- Cj y -i- . . . + h. yj,

i = anoc 4- A„[3 H- r„y + . . . -h A„yî,

Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 53
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a,,^,,c,, . . ., A,;«2, b^,c.>, . . . , h^; a^, b.^,c.,, . . . ,h^\ a„J),„c,„ . . .,li„

étant des coeFficieiits constants. Le produit

(•>.) Â|JIV...Ç

de ces fonctions multipliées l'une par l'autre dans un ordre déterminé

pourra être décomposé en produits partiels dont chacun renfermera

un coefficient constant avec n facteurs variables égaux ou inégaux; et

l'on pourra, dans chaque produit partiel, conserver la trace de l'ordre

dans lequel les multiplications sont effectuées, en écrivant le premier

le facteur variable qui appartient à la fonction a; puis, à la suite de

celui-ci, le facteur variable qui appartient à la fonction [j., ... ; puis à

la dernière place, le facteur variable qui appartient à la fonction ç. De

plus, après avoir ainsi décomposé le produit (2) en plusieurs termes,

on pourra, dans chaque terme, remplacer le produit des facteurs

variables par une quantité arbitrairement choisie, et même substituer

deux quantités distinctes à deux produits qui ne différeront entre eux

que par l'ordre des facteurs. \l\\ vertu des substitutions de cette nature

le produit (2) se transformera en une quantité nouvelle que nous

a[)pelleronsy;;W//i"/ symbolique, et (jue nous désignerons par la nota-

tion

(3) |X^v...ç|,

en renfermant le produit donné entre deux traits verticaux. Nous indi-

querons les substitutions elles-mêmes sous le nom de transmutations,

et chacune des quantités substituées par le produit auquel on la

substitue, renfermé encore entre deux traits. Knfin, nous nommerons

clefs algébriques les variables a, j3, y, ..., Tj qui, momentanément

admises dans le calcul, disparaissent quand on passe du produit (2)

au produit (3), et nous dirons que ce dernier produit a ^our facteurs

symboliques les fonctions linéaires A, [j., v, . . . , ç.

Supposons, pour fixer les idées, que l'on ait ///. = j., n = 2, en sorte

que les formules (i) se réduisent aux deux écjuations
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On aura, dans cette hypothèse,

(5) lix=z a, a, a- 4- aj)^_(x^ H- h^a^f^y. + hj).,'^"-;

par conséquent,

(6) 1 Xfji! = a,a5
1
a-

1
+ a^b^_

|
a|3

j
+ />,a2

j

|3a
[
+ (^i^, ]

[3- j;

et, si l'on assujettit les clefs a, 3 aux transmutations

(7) ia^! = i, iap|r=2, |[3a|=r3,
| [5^ == 4,

on trouvera

(8)
i

À|jL
I

= «!«._.+ 2a, Ai+ 3^|rt.jH- /|/>, bi.

Ajoutons que la valeur du produit symbolique |À[i.| sera modifiée si

l'on échange entre eux les deux facteurs a, \k. En effet, en supposant

toujours les clefs a, j3 assujetties aux transmutations (7), on trouvera

(9) I

fjiX
i

=: a^_a\ H- la^b^ + Sô^a, + ^b-^b^.

Comme on le voit, en multipliant l'une par l'autre des fonctions

linéaires de clefs algébriques, on construit en quelque sorte un moule

dans lequel des quantités arbitrairement choisies viennent prendre les

places d'abord occupées par les divers produits de ces mêmes clefs.

Le produit symbolique ainsi obtenu dépend tout à la fois et des coeffi-

cients des clefs dans les fonctions linéaires données, et des quantités

substituées, ou, en d'autres termes, de la nature des transmutations.

On conçoit, qu'en raison de cette nature, un produit symbolique peut

acquérir des propriétés qui facilitent notablement la démonstration

d'un théorème ou la solution d'un problème; et l'habileté du calcu-

lateur consiste à choisir les transmutations qui lui permettent

d'atteindre avec moins de travail le but qu'il s'est proposé.

Si, en adoptant les notations ci-dessus mentionnées, on nomme x

un produit de clefs algébriques rangées dans un certain ordre, la

substitution d'une quantité déterminée k au produit /. sera indiquée

par la formule

(10)
i

Z i ::= k.
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Si, dans cette formule, on voulait supprimer les traits entre lesquels

est renfermé le produit x, on devrait en même temps, pour éviter

toute méprise, substituer au signe = un signe différent, par exemple

le signe "r::::^ que j'ai déjà employé pour cet usage dans les Comptes

rendus des séances de VAcadémie des Sciences. Alors, à la place de la

formule (lo), on obtiendrait celle-ci

(il) -/jrlk.

II. -- Décoinposilion des sommes alternées^

connues sous le nom de résultantes, en facteurs symboliques.

Les sommes alternées que nous avons déjà considérées dans le

second volume de cet ouvrage (p. i6o) (' ), peuvent être facilement

décomposées en produits symboliques.

En effet, considérons d'abord la somme alternée .y, formée avec les

quatre termes du tableau

et fournie par l'équation

(2) .î = S(± a,//j) r=z a, Z;,— «.^//|.

Si l'on donne pour coefficients à deux clefs algébriques a, (3 dans deux

fondions linéaires A, \j., les termes que renferment la première et la

seconde ligne horizontale du tableau (i), on aura non seulement

(3)
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Sous cette condition, l'on aura

(6) ,î = iVi;

et X, [j. seront les /actem-s symboliques de la résultante s.

Si, aux formules (5) on substituait les suivantes :

(7) \<^'\=o, \^a\=-\a^\, \^p'-\ = o,

alors, à la place de l'équation (6), on obtiendrait la formule

\llj.\=s\oc^\,

fp21

ou

(8)
\ocp

dans laquelle il suffirait de poser
[

a|3
|

= i pour retrouver l'équa-

tion (6). Remarquons d'ailleurs que la seconde des formules (7) peut

s'écrire comme il suit :

(9) a|3
1
+

I

[5a
j

= O;,

et que la formule (9) donne
|

a^|== o ou
|

3-|= o quand on y suppose

3= a. Donc, en définitive, les transmutations (7) sont toutes trois

comprises dans la formule (9). Donc il suffit de recourir à cette for-

mule et à celles qui s'en déduisent, pour obtenir Téquation (^8), et,

par suite, pour décomposer en facteurs symboliques la somme

alternée s, c'est-à-dire la résultante algébrique formée avec les quatre

termes du tableau (i).

Considérons maintenant la somme alternée s formée avec les divers

termes du tableau

^U ^O ^'ly

«2, />.,? <^->7

a-.:, f>:„ ('.^,
(10)

an, ij,

h,,

II:,

Ih

et fournie par l'équation
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le nombre des lettres a, b,c, . . . , h étant égal à n. Heprésentons d'ail-

leurs par
ce, p, Y, . . . , n

n clefs algébriques distinctes, et par

1, IX., V, . . . , ^-

n fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Si l'on donne à ces clefs pour

coefficients, dans les fonctions linéaires X, u., v. . . . , ç, les termes que

renferment la première, la deuxième, la troisième, etc., la dernière

ligne horizontale du tableau (5), c'est-à-dire si l'on pose

>. =r a, a + ^1 j'i + r^ y + . . . -+- A
I

•/-/,

Ij.
= a. a + h., ,3 -}- c, y + . . . + A 2 n,

( 1 ?')
( V — a, a + h, |5 -+- r., y + . . . + h. n.

ç =anix-+- h„ 5 + c„y + ...-+- //.„to ;

le produit symbolique

( 1 3 )
I

À^v . . . ^ 1 =r a, Z^2 C-. . . .hn\ «i^y ...-/"/
i

-f- ..

.

sera évidemment une fonction linéaire du produit

et de tous ceux qu'on peut obtenir en multipliant l'un par l'autre

n facteurs distincts ou non distincts, pris dans la suite

a, h, c, ..., h,

et en plaçant, au bas de cesfacteurs écrits à la suite les uns des autres,

les indices i, 2, 3,. . ., n. Ajoutons que, si Ton représente par /c l'un

([uelconque de ces produits et par /:
|

x
|

le terme proportionnel à k

dans le second membre de la formule (i3 ), il suffira, pour obtenir le

produit X, d'elïacer dans le produit k les indices placés au bas des

lettres, et d'y substituer partout la lettre a à la lettre a, la lettre [i à la

lettre b, etc., la lettre Tj à la lettre //.

D'autre part, pour que le produit /• soit l'un de ceux que contient la

résultante j^, il est nécessaire qu'il renferme une seule fois chacune des
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lettres

a, b, a, . . ., A
;

et, lorsque cette condition sera remplie, le produit ^pourra être, dans

la résultante v, aiïecté du signe + ou du signe — . Il y sera, en effet,

alïecté du signe +, si, pour passer du produit

au produit le, il faut opérer entre les lettres a, b, c,. . ., h, prises deux

à deux, un nombre pair d'échanges, et du signe — dans le cas con-

traire. Donc, pour réduire le produit symboli({ue IXav. . . ;; |, déterminé

par la formule (i ^), à la résultante y, on devra poser

(i4) \''^\ = o,

quand l'une quelconque des lettres

X, j3, Y, ..., -n

entrera deux ou plusieurs fois comme facteur dans le produit x, et

poser, au contraire,

(i5) \>^\ = h

ou

(i6) \yA=-h

quand le produit x renfermera une seule fois chacune des lettres

a, [3, Y, ..., y),

la formule (i5) étant relative au cas où l'on sera obligé d'opérer entre

ces lettres prises deux à deux un nombre pair d'échanges, pour passer

du produit I aJiJy. . .r,
|

au produit
|

xj. Sous ces conditions, la formule

(i3) donnera

(17) s = \liJ.v...ç\;

et, par conséquent, a, [j., v, . . , , ç seront les facteurs symboliques de la

résultante s.
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Si, en conservant ia formule ( i4), on remplaçait les formules (i5)

et (i6) par les suivantes

alors, à la place de l'équation (17), on obtiendrait la formule

OU

('ÎO) - '
*

s rr:

dans laquelle il suffirait de poser

(-.1) ^ =1.

pour retrouver l'équation (17).

Au reste, pour déduire les formules (i4), (18) et (19) des trans-

mutations de la forme

il suffit d'admettre que les transmutations de cette forme continuent

de subsister quand on introduit une ou plusieurs fois de suite dans les

deux membres, entre les traits verticaux, de nouveaux facteurs aux-

quels on assigne les mêmes places, et qu'elles continuent encore de

subsister quand les divers facteurs ne sont pas tous distincts les uns

des autres.

Ainsi, par exemple, si les clefs que l'on considère se réduisent à

trois,

a.
i^,

on pourra évidemment, avec ces trois clefs, former les six produits

symboliques

(23) ( :^^T^' lî^ï^i' lï^'t^:'

' i^T^s ipayN lït^a'.

Alors aussi les transmutations de la forme (22) seront au nombre de
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trois, savoir :

(2/1) \j^\=-\^y', !aY|--!ya', \^a\=-\ot^\.

Or, si dans chacune de ces dernières transmutations on introduit la

clef qu'elle ne renferme pas entre les traits verticaux en lui assignant

dans chaque membre ou la première ou hi dernière place, on trouvera

dans le premier cas,

(25) laYp|=->^T!, \^ay\=-\^ya\,
j

y[3a ! =r-
|

ya(3 1;

dans le second cas,

(26) \px\=-\^yal |ay(îj=-jyaj31, \^ay \=- \oc^y\.

On aura donc

(27)
I

a|3y
;

=
1

[3ya
I

=
I
ya^

1

=-
I

ay^ i rzr-
I

^ay [^-~ i ya[3
| ;

et, par suite, en nommant |xj l'un quelconque des produits (23), on

trouvera

(28) |)ti = !a(5yj,

OU

(29) |xl=r— îa[3yi,

suivant que le produit
1
7.

|
se déduira du produit |apy| à l'aide d'un

nombre pair ou impair d'échanges opérés entre les trois clefs a, [3, y

prises deux à deux. Ajoutons que, si les formules (24) et celles qui s'en

déduisent continuent de subsister quand ces formules renferment deux

ou trois facteurs égaux entre eux, elles entraîneront avec elles les

transmutations

(3o)

(3i)

c'est-à-dire les transmutations de la forme

(82) !>t| = o,

Œu\>res de C. — S. II, t. XIV. 54

\cr
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I /-l étant le produit symbolique de trois facteurs dont deux au moins

se confondent l'un avec l'autre, et chacun de ces facteurs étant l'une

des trois clefs

y-, (5, T-

On vient de voir avec quelle facilité s'opère la décomposition des

sommes alternées en facteurs symboliques. Cette décomposition une

fois opérée, on peut s'en servir avec avantage pour découvrir ou pour

démontrer les principales propriétés des sommes alternées. D'ailleurs,

les transmutations auxquelles nous avons été conduits par le calcul,

ont des formes spéciales comprises elles-mêmes dans des formes plus

générales qui méritentd'être remarquées, et qui seront indiquées dans

le paragraphe suivant.

lil. — Transinalations i>éoinélriques et lioniogênes.

Transmutations et clefs anastropliiques.

Etant données n clefs diverses

y., i3, Y. •••• •^•

soient

divers produits symboliques dont chacun ait pour facteurs quelques-

unes de ces clefs. Les transmutations auxquelles on assujettit les

clefs a, 3, y,..., r,, pourront être de deux espèces différentes. En

eilet, chacune de ces transmutations pourra ou fournir immédia-

tement la valeur k d'un produit symbolique |x.|, et se réduire ainsi à la

forme

ou établir une certaine relation entre divers produits symboliques |0|,

|i|, |/. |.... On doit surtout remarquer les transmutations qui four-

nissent les rapports i^éométriqiies de ces produits, [)ris deux à deux, et

(|ui seront nommées, pour cette raison, transmutations géométriques.

Gonsidéions, pour fixer les idées, une transmutation géométricjue qui
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fournisse le rapport ;• de deux produits symboliques |x|, |'|. Cette

transmutation pourra s'écrire comme il suit :

(2) lx| = rlt|,

et le rapport /• prendra le nom de module. Cela posé, il est clair qu'à

chaque transmutation géométrique correspondront généralement deux

modules inverses l'un de l'autre. Car le module /• étant le rapport géo-

métrique de
I
X I à

I

'.

|, le module inverse - ou ;•"' représentera le rapport

inverse de
1 1

1 à |x|, et la transmutation (2) pourra encore être pré-

sentée sous sa forme

(3) !tl = /-Mxl.

Cette même transmutation sera nommée réciproque, si la formule (2)

continue de subsister quand on échange entre eux les produits sym-

boliques
I

'.

I,
|x |, c'est-ii-dire si l'on a non seulement

mais, réciproquement^

Dans cette dernière hypothèse, la formule (4) devant se confondre

avec la formule (3\ les deux modules /-, ;•-' deviendront égaux entre

eux, et l'on aura en conséquence

ou, ce qui revient au même,

(5) r^-^i,

puis on en conclura ou

(6) /•=!,

OU

(7) r= -v.

Les formules (2), (3), (4) seront réduites, dans le premier cas, h la
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transmutation

(8) ixiz=:t j;

dans le second cas, à la transmutation

(9) \^\=—\^l

que l'on pourra encore écrire comme il suit

(10) ;
X

;

+
1

t
I

= 0.

Si, dans une transmutation géométrique

les produits symboliques |/|, |i|, que renferment les deux membres,

se réduisent à un seul et même produit symbolique |x|, le module ;-

sera nécessairement l'unité, et la transformation réduite à la forme

(11) \^\ = \^\,

sera ce que nous nommerons une transmutation identique.

Si les produits
|
x

|, 1 1
1 sont distincts, mais composés des mêmes

facteurs, chacun des facteurs étant l'une des clefs

a, |3. Y, ..., n,

et si ces deux produits ne diffèrent l'un de l'autre que par l'ordre dans

lequel ces facteurs sont écrits, la transmutation

sera dite homogène, quel que soit le module /•. Elle sera homogène et

réciproque si le module /• se réduit à l'une des deux quantités — i,

-+- 1.

Le degré d'une transmutation homogène sera le degré même des

produits dont elle détermine le rapport géométrique, c'est-à-dire le

nombre m des clefs employées comme facteurs dans chaque produit.

La transmutation sera dite binaire, lorsqu'on aura m = -i; ternaire^

lorsqu'on aura m = 3; quaternaiic, lorsqu'on aura m=^ f\\ etc.
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Ainsi, par exemple, les clefs données étant a, (3, y, etc., les trans-

mutations homogènes

seront binaires ou du second degré; les suivantes

seront ternaires ou du troisième degré; etc.

Avant d'aller plus loin, il sera bon d'examiner attentivement les

divers produits symboliques

i«l, i^l, h!,

que l'on peut former avec m facteurs distincts arbitrairement choisis

parmi les clefs

a, [3, Y, ..., -n,

et de comparer ces divers produits à l'un d'entre eux pris pour type,

par exemple au produit symbolique |x|, dans lequel les diverses

lettres qui représentent ces mêmes facteurs se trouveraient rangées

dans l'ordre indiqué par l'alphabet.

Soit
I

6
I

l'un quelconque des produits en question. Lorsqu'une clef

placée avant une autre clef dans l'alphabet, ou, ce qui revient au

même, dans le produit |«| sera, au contraire, placée après elle dans

le produit |6|, nous dirons que le produit
|
6| ofl're une immersion rela-

tive au système de ces deux clefs. Le nombre total des inversions, dans

le produit
|
6 |, sera évidemment égal ou inférieur au nombre des com-

binaisons que l'on peut former avec m lettres prises deux à deux,

c'est-à-dire au rapport
m (m — i

)
>

et pourra d'ailleurs être pair ou impair. En d'autres termes, le nombre

des inversions, divisé par 2, donnera pour reste ou i. Ce reste sera

ce que nous nommerons Vindice du produit
|
ô|. Cela posé, on pourra

partager en deux classes les divers produits symboliques formés

avec m facteurs distincts, et ranger chacun de ces produits dans la
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première classe ou dans la seconde, suivant qu'il aura pour indice zéro

ou Tunité.

Soient maintenant

deux produits symboli(|nes distincts formés avec les //*• facteurs donnés.

On pourra déduire le produit |x
|
du produit |', |, soit à l'aide d'un seul

échange opéré entre deux clefs, soit à l'aide de plusieurs échanges de

cette espèce, et même supposer chaque échange opéré entre deux clefs

juxtaposées, c'est-à-dire entre deux clefs dont l'une suit immédia-

tement l'autre dans le produit symbolique
1

1
1. En effet, à Faide de sem-

blables échanges successivement opérés, on pourra toujours, dans le

produit symbolique
1 1

1, amener une clef quelconque à une place quel-

conque. On pourra, par exemple, amener à la première place la clef

qui occupe ell'ectivement cette place dans le produit |x|; on pourra

ensuite amener à la seconde place la clef qui, dans
|
x |, occupe cette

seconde place, etc.; et continuer ainsi jusqu'à ce que du produit sym-

bolique |/-| on ait déduit le produit symbolique
|

!.|. D'ailleurs, lorsque

dans un produit de m clefs distinctes on échange entre elles deux clefs

juxtaposées, un tel échange fait évidemment naitreou disparaître une

seule inversion; par conséquent, il fait passer ce produit de la première

classe à la seconde, ou de la seconde classe à la première. Donc les

produits
I

'.|, |x| appartiendront l'un à la première classe, l'autre à

la seconde, si on peut les déduire l'un de l'autre par un nombre impair

d'échanges successivement opérés entre les clefs juxtaposées; ils

seront de même classe si le nombre des échanges de cette espèce, à

l'aide desquels on peut déduire
|
x

|
de

|

'.

|, est un nombre pair.

Si l'on considérait, dans le produit
1 1 1, deux clefs a, '^^, dont la

seconde ,3 occuperait, à la suite de a, non plus la première, mais la

/""""' place, il suffirait, pour échanger ces deux clefs entre elles,

d'amener à l'aide de /échanges successivement opérés entre des clefs

juxtaposées, la clef a à la place primitivement occupée par la clef p,

puis de ramener la clef ,3 de la place précédente à celle (jue la clef a

occupait d'abord, à l'aide de / — i autres échanges opérés encore entre
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des clefs juxtaposées. Le nombre total des échanges effectués dans l'un

et l'autre cas étant 2I— i, par conséquent, un nombre impair, nous

devons conclure que les produits symboliques
1 1 1, |

x
|
seront toujours

de classes distinctes, s'ils se déduisent l'un de l'autre à l'aide d'un seul

échange opéré entre deux clefs, quelles que soient d'ailleurs les places

contiguës ou non contiguës occupées par les deux clefs dans chacun

des deux produits.

Par suite aussi, le nombre des échanges à Taide desquels on pourra

déduire l'un de l'autre deux produits
1 1 1, |

/
|
de m facteurs distincts,

sera toujours, quelles que soient les clefs échangées entre elles, un

nombre pair si ces deux produits sont de même classe, ou, ce qui

revient au même, si la différence de leurs indices est zéro; un nombre

impair si les deux produits sont de classes différentes, ou ce qui

revient au même, si la différence de leurs indices est l'unité.

Concevons maintenant qu'après avoir formé les divers produits

symboliques qui peuvent être construits avec m clefs distinctes, on

égale entre eux tous ces produits, pris les uns avec le signe -h, les

autres avec le signe — , suivant qu'ils appartiennent à la première

classe ou à la seconde. La formule ainsi obtenue déterminera les rap-

ports géométriques de tous ces produits; et, si l'on nomme
1 1 1, |

x
|
deux

quelconques d'entre eux, on aura

(12) \x\ = {-iy\t\,

/étant la différence entre les indices des deux produits,
1 1|, \y.\. En

d'autres termes, ces deux produits seront liés l'un à l'autre par une

transmutation homogène et réciproque, dont le module rsera

(i3) r = {-iy.

L'exposant / de — i dans ce module, c'est-à-dire la différence entre les

indices des deux produits, toujours équivalente à zéro ou à l'unité, sera

Vindice de la transmutation qui se réduira évidemmentà la formule (8)

si l'on a /^ o, à la formule (9) si l'on a / = i

.

Parmi les transmutations comprises dans l'équation (i^), on doit
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remarquer la transmutation qu'on obtient dans les deux produits
|
x

|,

1

1
1
se déduisant l'un de l'autre à Faide d'un seul échange opéré entre

deux clefs, et qui est toujours de la forme

Telle sera, par exemple, la transmutation binaire

Telle sera encore la transmutation

aoy^jî
;

= — i afSyôc ],

dans laquelle les deux produits symboliques la^î^yosl, |aoy|3£| se

déduisent l'un de l'autre à l'aide d'un seul échange opéré entre les

deux clefs |3, g. Une telle transmutation sera nommée anastrophique,

son principal caractère étant l'espèce d'inversion (avaaTC'jçrj, mtrr^io,

seu conversio in contrariam partem), qui résulte pour un produit sym-

bolique
I

'.

I

d'un échange opéré entre deux clefs. Pour bien voir en quoi

consiste cette inversion, il suffit d'observer que la valeur d'un produit

symbolique peut être représentée, comme toute autre quantité, par une

longueur portée, à partir d'un point fixe, sur une certaine droite, dans

une certaine direction lorsque cette valeur est positive, dans une

direction inverse ou contraire lorsque cette valeur est négative; et

qu'une transmutation anastrophique fait correspondre à un échange

opéré entre deux clefs ou, ce qui revient au même, à Vimersion du

système des deux lettres qui désignent ces clefs dans un produit sym-

bolique, une autre inversion, savoir le changement de direction de la

longueur qui représente le produit symbolique, et qui se trouve, après

l'échange, dirigée en sens inverse.

f^orsqu'on ne peut, du produit symbolique
1 1

1, déduire le produit

I

X
I,
formé avec les mêmes clefs, à l'aide d'un seul échange opéré entre

deux de ces clefs, on peut du moins passer d'un produit à l'autre à

l'aide de plusieurs semblables échanges. Alors, {)our que les produits

|i |,
I

x| vérifient la formule (12), il suffit évidemment de les assujettir,

avec les produits intermédiaires successivement obtenus, aux trans-
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mutations anastrophiqaes dont chacune exprime que deux produits

consécutifs offrent la même valeur numérique, l'un des deux étant

égal à l'autre précédé du signe —

.

Ainsi, par exemple, pour que les trois clefs

°^, ^> ï

vérifient la transmutation
la[3y|

—
|Ya(3|,

il suffit qu'elles vérifient les deux transmutations anastrophiques

!«PTl=-!«Tt31, -iavSl^iya^l

formées avec les deux produits [aj^yl, |yap| et le produit intermé-

diaire |aY[3|.

De ce qu'on vient de dire, il résulte que, pour assujettir un système

de n clefs

3f, (3, y, ..., Y]

à toutes les transmutations homogènes et réciproques de la forme

indiquée par l'équation (12), il suffit de les assujettir aux diverses

transmutations anastrophiques que l'on peut former avec des facteurs

distincts arbitrairement choisis parmi ces mêmes clefs.

Jusqu'ici nous avons supposé que, dans une transmutation anas-

trophique

les diverses clefs étaient distinctes l'une de l'autre. Supposons main-

tenant qu'il en soit autrement, et que des deux clefs échangées entre

elles, la seconde ne diffère pas de la première. Alors les produits sym-

boliques
I
!.|, |x| ne différeront pas l'un de l'autre, et la transmutation

anastrophique donnera

I

z
I

=r—
I

X
1 ;

OU, ce qui revient au même,

et, par suite,

(i4) lx|=o.

Donc, lorsque dans le produit |x| les diverses clefs employées comme
Œuvres de C. — S. II, t. XIV. 55
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facteurs ne sont pas toutes distinctes les unes des autres, la trans-

mutation (i4) peut être envisagée comme une transmutation anas-

trophique dans laquelle les deux facteurs échangés entre eux sont

représentés parla même lettre. Ainsi, par exemple, les deux trans-

mutations

I

aa^S
1

= 0,
I

otj3a
j
= o,

se confondent avec les deux formules

j
««,3

1

rr:— j aa5
I,

! a,5a ' =—
I

a.5a
j,

c'est-à-diro avec les deux transmutationsanastropliiques dan S lesquelles

les deux clefs échangées entre elles sont représentées l'une et l'autre

par la lettre a. Ajoutons que, dans les transmutations de cette espèce,

on peut sans inconvénient écrire sous la forme de puissance un pro-

duit de facteurs consécutifs égaux entre eux. Ainsi, en particulier, la

transmutation

I

aaa|5|3y
|

= o

pourra être présentée sous la forme

I
a-'j5-Y j

=z o.

Les notions précédentes étant admises, considérons un système de

clefs assujetties à vérifier les diverses transmutations anastrophiques

que l'on peut former avec des produits symboliques de facteurs dis-

tincts ou non distincts, arbitrairement choisis parmi ces mêmes clefs.

Ce système et ces clefs seront nommés anastrophiques . Gela posé, si le

système des clefs

a, [3, Y, ..., n

est anastrophique, tout produit symbolique dans lequel une même
clef entrera une ou plusieurs fois comme facteur, offrira une valeur

nulle. QuaHt aux produits symboliques qu'on pourra former avec des

clefs déterminées, prises dans le système, mais distinctes les unes des

autres, ils offriront tous la même valeur numérique, leurs signes

étant semblables ou contraires, suivant qu'ils seront de même classe

ou de classes différentes. On connaîtra donc les rapports géométriques
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des divers produits symboliques dans lesquels entreront les mêmes

clefs supposées distinctes les unes des autres. Mais les transmutations

anastrophiques, qui établiront ces rapports, permettront de choisir

arbitrairement l'un des produits symboliques construits avec des fac-

teurs donnés. Il convient d'ailleurs d'effectuer ce choix de manière à

simplifier les formules. C'est ce que nous avons déjà fait dans le para-

graphe II, où les clefs

a, [3, y, ..., n

que renferment les facteurs symboliques d'une somme alternée,

peuvent être considérées comme des clefs anastrophiques assujetties

à vérifier, non seulement les transmutations anastrophiques dans

lesquelles elles entrent comme facteurs, mais aussi la condition

En supposant que
\6\, jt], 1-/|, ...,

représentent des produits symboliques de degrés égaux ou inégaux,

on peut, après avoir multiplié l'un par l'autre deux ou plusieurs de

ces produits, remplacer le résultat par le produit unique qu'on

obtiendrait si l'on supprimait les traits verticaux qui séparent deux

produits écrits à la suite l'un de Fautre. La transmutation qu'on

formera de cette manière sera nommée transmutation conjonctive.

Telles sont, par exemple, les transmutations

I

a'-
1 1

(3 1
:=i

1
oc'- [3 1, \a^\\^^\\t\-\ ajSyÔe

|, j «.^y ]
ôe -

| «fiyôs 1,

dans lesquelles
1

13
|
ne diffère pas de |3, ni

|
£

|
de £.

Cela posé, pour qu'un système donné de clefs

a, (3, y, ..., n

soit anastrophique, il suffit évidemment que ces clefs vérifient, d'une

part, les transmutations anastrophiques binaires, c'est-à-dire les trans-

mutations qui se présentent sous l'une des deux formes

(i5)

'

l(3al=:-|aPl,

(.6) laM = o;
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d'autre part, les diverses transmutations conjonctives formées avec ces

mêmes clefs. En effet, pour que les clefs a, ,3, v, . . . , ïj soit anastro-

phiques, il suffit qu'elles vérifient les transmutations anastrophiques

dans lesquelles deux facteurs consécutifs sont échangés entre eux, et

l'une quelconque de ces transmutations anastrophiques pourra tou-

jours être déduite d'une transmutation anastrophique du second degré,

jointe à deux transmutations conjonctives. Ainsi, par exemple, pour

établir l'équation

il suffira de joindre à la transmutation anastrophique binaire

les deux transmutations conjonctives

\oc\\y^\
\
as

!

-
1
ccy^ès

j,
\oc\\r^y\\ès\^\ ocpyoe |.

Concevons à présent qu'étant données n clefs anastrophiques

a, ^, y, . .
.

, -fi,

on désigne, à l'aide des lettres

A, IX, V, .... ç,

n fonctions linéaires de ces mêmes clefs. Soient d'ailleurs

deux produits symboliques formés avec m facteurs arbitrairement

choisis, non plus parmi les clefs a, [i, y, . . . , r,, mais parmi les termes

de la suite X, [x, v,. . ., ç. Enfin, supposons que les produits |1 1, |K|,

dont les facteurs sont les mêmes, se déduisent l'un de l'autre à l'aide

d'un seul échange opéré entre ces facteurs. On pourra décomposer
1

1
1

et |K| en produits partiels (jui, pris deux à deux, se correspondront

et revêtiront les formes

A désignant un coefficient constant, et
1 1 1, |y.

|
deux produits symbo-

liques formés tous deux avec les clefs a, jS, y, . . ., r^ rangées dans un

ordre tel, (|ue |x| se déduise de |'. | à l'aide d'un seul échange opéré
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entre ces clefs. Or, les clefs a, 3, y, . . ., Tj étant supposées anastro-

phiqiies, on aura

par conséquent,
A\^\=-A\i\.

Donc les produits symboliques
1

1 1, |
K

|
se composeront de termes qui,

pris deux à deux, seront égaux, aux signes près, mais alï'ectés de

signes contraires, et l'on aura encore

('7)
,

!K|=z-ill.

Ainsi, par exemple, dans l'hypothèse admise, les termes de la suite

>., ft, V, . . ., g

vérifieront les transmutations anastrophiques

I
fJLÀ

I

=—
1

7./J.
I

,
I

>.V/Jl
i
=: —

I

llXV
I

, ....

Il y a plus : la formule (17), qui subsistera quels que soient les fac-

teurs échangés entre eux dans les produits
1

1
1
et

|
K |, s'étendra, dans

l'hypothèse admise, tout comme la transmutation anastrophique

\y.\=-\t\,

au cas même où les deux facteurs échangés entre eux seront repré-

sentés par la même lettre, et donnera dans ce cas

ou, ce qui revient au même,
2|K1 = 0,

et, par suite,

(.8) lKl = o.

On aura, par exemple,

1
XX

1

r= O,
I

XX/JL
1
= 0, . . .

_,

OU, ce qui revient au même,

1a-
1
= 0, |X^/^|r=o

Cela posé, la suite

l, [}., V, ..., i
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composée de termes qui vérifieront les transmutations de la forme (17)

ou (18), c'est-à-dire les transmutations anastrophiques formées avec

des produits symboliques de facteurs arbitrairement choisis parmi ces

termes, pourra être considérée comme représentant un nouveau sys-

tème de clefs anastrophiques. En conséquence, on pourra énoncer la

proposition suivante :

Théoiikme. — .SV, a(7?c n clefs anastrophiques

a, (3, y, . . . , r]

on construit n fonctions linéaires

ces fonctions constitueront encore un système de clefs anastrophiques.

IV. - Sur les fonctions représentées par des produits symboliques

de clefs anastrophiques.

Dans le paragraphe H de ce Mémoire, la recherche des facteurs sym-

boliques des sommes alternées nous a mis sur la trace des clefs anas-

trophiques. En suivant une marche inverse, nous allons déduire de la

considération de ces mêmes clefs, non seulement la notion des sommes

alternées connues sous le nom de résultantes , mais encore leurs prin-

cipales propriétés.

Soient
Cf.,

n clefs anastrophiques, et

V,

n fonctions linéaires de ces clefs, déterminées par les équations (12)

du paragraphe II, c'est-à-dire par les formules

/ /, = a, a + />, (3 + (\ Y -!-... -f A, yj,

(')

lx = a^_oc -I- />, |3 -h c, y +
V = a a H- Ao 3 + (-. Y + Ih.n,

\ ç = a„ci -]- A,,;3 -4- r„y + . . . 4- //„y;.

Le produit symbolique
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décomposé en produits partiels, ne pourra offrir aucun ternie dans

lequel entre deux ou plusieurs fois, comme facteur, l'une des clefs

a, [3, Y, ..., n,

par conséquent aucun terme dans lequel reparaisse deux ou plusieurs

fois l'une des lettres

a, b, c, . . ., h]

mais il renfermera, outre le produit partiel

Ui b^_ C;i . . . h,i
\ a,3Y . . . r;

|

,

tous ceux qu'on peut en déduire, soit à l'aide d'un échange opéré d'une

part entre deux clefs, d'autre part entre celles des lettres

a, h, c, ..., h,

qui correspondent à ces deux clefs, soit à l'aide de plusiewrs échanges

de cette espèce. D'ailleurs, comme un échange opéré entre deux clefs

dans un produit de la forme

a pour effet unique de changer le signe de ce produit, on doit évidem-

ment, de ce qu'on vient de dire, conclure que l'on aura

(2) \liJ.v...ç\=s\ac^y...r}\,

S étant la somme qu'on obtient quant au produit

(3) aj>.c.,...hn

on ajoute ceux qu'on peut en déduire à l'aide d'un ou plusieurs

échanges opérés entre les lettres a, b, c, . .., h, chacun de ces derniers

produits étant pris avec le signe -+- ou avec le signe —, suivant que

le nombre des échanges est pair ou impair. Or la somme ainsi formée

est précisément la somme alternée qu'on nomme la résultante du

tableau,

d^, O^y Cj, . . . , /t],

(4)

a.2, 6j, c.,,

«;!, b„ C,,

(^H) f^H} ^'h}

II,,

h.,

• ' y

lin,
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et, pour réduire le produit symbolique
|
^[t-"^. . . c

|
à cette même somme,

il suffit de poser

(5) .
\a^y...-n\ = i,

ce qui réduit l'équation (2) à la formule

(6) s=\Alxv...ç\,

déjà obtenue dans le paragraphe II.

Le degré de la résultante s n'est autre chose que le degré du pro-

duit (3) et des produits de même espèce, c'est-à-dire le nombre n des

facteurs renfermés dans chacun de ces produits.

Si la résultante s est du second degré, la formule (G) donnera

(7) s = \lix\ = a^bi — a^b^.

Si la résultante s est du troisième degré, on trouvera

( 8 ) '^ =\ ^H-'y !

= «1 f'i f':\ — (t\^h^t-^ <^i f^i '"1 ~~ (^1 ^1 (^:\ -^ tt.\b\C^— a. b, c,

.

En général, si l'on désigne par la notation

S(±:a, /^jCj. . .//„)

la somme qu'on obtient en ajoutant au produit (3) ceux qui s'en

déduisent à l'aide d'échanges opérés entre les lettres «, 6, c, ...,

prises deux à deux, chacun de ces produits étant pris avec le signe +
ou avec le signe — , suivant que le nombre des échanges est pair ou

impair, la formule (6) donnera

(9) .ç = lÀp^. . .ç} = S(±:a, /v,*-;,. . .h„).

Parmi les produits dont se compose la résultantes, le produit (3),

c'est-à-dire le produit des termes rangés, dans le tableau (4), sur la

diagonale qui renferme le premier terme «,, mérite d'être remarqué.

Nous le nommerons, produit pj'incipaL Les diverses lettres qui entrent

dans ce produit, et les divers indices écrits au bas de ces lettres carac-

térisent, dans le tableau (4), d'une part les termes situés dans les

diverses lignes verticales, d'autre part les termes situés dans les



SUR LES CLEFS ALGÉBRIQUES. 441

diverses lignes horizontales. Un échange opéré, dans le produit prin-

cipal aib.:^c-i . . . h, entre deux lettres que renferment deux lignes verti-

cales données, a le même effet qu^un échange opéré entre les indices

qu'elles portent; et chacun des produits qui se déduisent du produit

principal, à l'aide de semblables échanges, renferme nécessairement

un seul terme pris dans chaque ligne verticale du tableau (4), et un

seul terme pris dans chaque ligne horizontale. D'ailleurs, ces produits

peuvent être partagés en deux classes, chaque produit étant de/j/r/mm'

ou de seconde classe, suivant qu'il se déduit du produit principal par

un nombre pair ou impair d'échanges; et la résultante s est simple-

ment la somme qu'on obtient quand, aux produits de première classe

pris avec le signe -f-, on ajoute les produits de seconde classe pris

avec le signe —

.

Lorsqu'on échange deux lettres entre elles ou deux indices entre

eux, non plus dans le produit principal, mais dans la résultante s, on

voit chaque produitpartiel, et, par conséquent, la résultante elle-même,

changer de signe. Donc la résultante s change de signe lorsqu'on

échange entre elles deux lignes verticales ou deux lignes horizontales

du tableau (4).

Lorsqu'en faisant tourner le tableau (4) autour de la diagonale qui

renferme le premier terme a^, on échange entre elles les lignes verti-

cales et horizontales de ce tableau, chaque classe comprend toujours

les mêmes produits; et, par suite, l'échange opéré entre les deux

espèces de lignes n'altère ni le produit principal formé avec les termes

situés sur la diagonale autour de laquelle tourne le tableau (i4)» »i la

résultante s. Donc la résultante s du tableau (4) est aussi la résultante

du suivant :
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qui transforme cette résultante en un produit symbolique, on peut

supposer les facteurs X, a, v, . . . , ç liés aux clés anastrophiques a, (3,

y, . .
.

, Yj» ou par les formules (i), ou par les suivantes :

(lO

X = a^ a + «2 (3 H- «:( Y +
|jL r= ^, a + ^j [3 -h ^3 Y +
V = c, a + c« j3 H- c-, Y +

ç a=/<ia 4- /i^|3 + /t.Y +

Cnf],

llnfi.

La formule (6) suppose les clefs a, p, y, . . . , r, assujetties à la con-

dition (5). Si l'on écartait cette condition, alors, comme on l'a déjà

remarqué dans le paragraphe II, la formule (i) donnerait

(12) ^_ |X/^v...g|

lapY----^l

Cette dernière équation renferme un théorème qu'on peut énoncer

comme il suit :

Théorème Soient

et

^^ P, Y'

>., [t., V,

deux systèmes de clefs anastrophiques liés entre eux par des équations

qui déterminent les clefs X, iji., v, . .
. , ç en fonctions linéaires des clefs

a, p^ y, . . .
, r,. La résultante algébrique s du tableau formé avec les

coefficients de ces dernières defs sera le rapport desproduits symboliques

|X[xv. . .ç|, |aPy. . .rj.

Soit maintenant
A, M, N, ..., 2

un troisième système de clefs anastrophiques lié au second système

par des équations linéaires qui déterminent les clefs A, M, N, . . . , 2

en fonctions linéaires des clefs a, [x, v, . . . , ç; et nommons s la résul-

tante du tableau formé avec tes coefficients de ces dernières clefs dans
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les fonctions dont il s'agit. On aura encore

. „, IAMN...2I
(l3) Sr:

I

A^tv . . . ç
I

Mais, d'autre part, si dans les équations qui déterminent A, M,

iN, . . ., 2 en fonctions linéaires des clefs X, [j., v, . . . , ç on substitue

les valeurs de ces dernières clefs exprimées en fonctions linéaires de

a, p, y, . . . , Tj, on obtiendra de nouvelles équations qui détermineront

immédiatement A, M, N, . . . ,Sen fonctions linéaires de a, [3, y, ..., r\.

Soit S la résultante du tableau formé avec les coefficients de a,
f{,

Y, . . . , Tj pris dans ces nouvelles équations. On aura encore

(.4)
^_iAMN...2;

Or, des formules (12), (i3), (i4)> on tire

(l5) 55 = "^,

et la formule (i5) renferme évidemment un théorème qu'on peut

énoncer comme il suit :

Théorème IL — Soient
s, s

les résultantes algébriques de deux tableaux dont chacun renferme n^

termes rangés sur n lignes verticales et sur n lignes horizontales . Soient

encore
oc, [3, y, . . . , f]

1, II, V, ..., ç

A, M, N, ..., 1

trois systèmes de clefs anasti'ophiques liés entre eux par deux systèmes

d''équations qui déterminent : 1° les clefs X, [jt., v, . . . , ç en fonctions

linéaires c?^ a, |3, y, . . .
, y] ;

2" les clefs A, M, N, . , .
, H en fonctions

linéaires û?e X, jjt,, v, . . , , ç. Enfin, supposons que les termes du premier

tableau soient les coefficients de ol, (3, y, ... yj dans le premier système

d^équations, et que, pareillement, les termes du second tableau soient
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les coefficients de\^ [^j v, . . . , ç dans le second système d'équations. Le

produit des deux résultantes algébriques .v, s sera encore une résultante

algébrique^ savoir la j'ésultante du tableau qui aura pour termes les coef-

ficients des clefs a, ,3, y, . . . , Tj r/a/ij A, M, N, . . . , S exprimés en fonc-

tions linéaires de ces mêmes clefs.

Concevons, pour fixer les idées, que les résultantes ^, s se rapportent

à deux systèmes de quantités dont les unes, désignées par des lettres

italiques, soient celles que renferme le tableau (4) ou (lo), les autres

étant désignées par des lettres romaines et renfermées dans le tableau

(i6)

a,, 1),, <"|.

a._,, bj, Ci,

' a,,, bp,. C;.,

a„, u,i, C/i,

11...

hn.

En prenant les termes du tableau (i6) pour coefficients de X, u-,

V, . . . , ç dans les valeurs de A, M, i\, . . . , 2, on aura

(17)

A = a, >. + b, /JL + c, V + . . . + Il , Yi

.

M r:: a^ À + bj fJL H- Cj V -f- . . . + lu r/

,

N = a,. 7. -'r h. jj. -f- C;i V 4- . . . + II;, n ,

i zz: a,;/. M- b„/a.4- c„v li«vi;

puis, en substituant dans ces dernières équations les valeurs de À, [j-,

V, ..., ç tirées des formules (I i), et en posant, pour abréger,

(.8) k/,„= a/ctjj,^- h/h„i 4- c/f,,,-^. . .
--}- h//i„„

quels que soient d'ailleurs les nombres entiers /, m, on trouvera

(19)

M:rr:X-.,,, a + A'^^s [3 + A-i,:,y-l-- • • + ^'i,«Yî,

N = A-;,,i a + A':,., [3 + /»•;.,.:, y + . . . + /»;;.„ Y;
,

Donc, en vertu du théorème II, le produit fs des deux résultantes
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algébriques ,9, s sera la résultante algébrique S des termes renfermés

dans le tableau
K\,\, "1,2? "1,:;? •••? "!,«)

(20)

A-.,u A.,„ A,,,,

A;,.o >^:^., ^:...

. . ., . . .

,

• • • j

"haj "i,ï; "«,;))

'>;!.7o

et l'on aura généralement

(21) S(± A-,,, A-,,,. . ./.„.„) = S(± a, b,. . .I.„) S(± a,^,_. ..h,).

On trouvera, en particulier, pour /i = 2,

(22) /m,./'î.-2— /''i,î/>2,i = (aib.,— a,b,)(a,/v.,— aj/^i),

ou, ce qui revient au même,

(23) (a, a, + b|/>|) (a2a2+ b.^^^)

— (airtj-r- b|/>,) (a^ai H- bj/^i) = (Bib,— a^b,) (a, <^.j — o.il^\)-

Concevons, à présent, que l'on veuille composer une résultante

algébrique e>, non plus avec tous les termes du tableau (20), mais

seulement avec quelques-uns d'entre eux, dont le nombre soit m%
savoir avec ceux que renferment m lignes verticales et m lignes

horizontales déterminées. On pourra encore exprimer cette résultante

à l'aide d'une équation analogue à la formule (i4), par le rapport entre

deux produits symboliques du degré m, formés le premier avec

quelques-unes des clefs A, M, N, . . . , Z, le second avec quelques-

unes des clefs a, [3, y, . . . , yj, les clefs dont il s'agit étant celles qui,

dans les formules (19), appartiennent aux mêmes lignes verticales ou

horizontales que les termes du tableau (20) renfermés dans la résul-

tante S. Effectivement, pour déduire des équations (19) la résultante c>

sous la forme indiquée, il suffira évidemment d'annuler celles des

clefs anastrophiques a, [3^ y, ... Tj dont les coefficients seront tous

distincts des termes renfermés dans S. Ainsi, par exemple, si l'on

veut réduire S à la résultante

'^'l,l/''î,2— /'1,2^^2,
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formée avec les lettres que contiennent les deux premières lignes

verticales et les deux premières lignes horizontales du tableau (20), il

suffira d'annuler les clefs

a, [3, y, ..., Y),

à l'exception des deux premières, et alors les équations (19), réduites

aux formules

( M = A%.,a + A-,,,(3,

donneront

(?,5) S^^—

—

i-.

Pareillement, si l'on veut réduire cV à la résultante des termes compris

dans les trois premières lignes horizontales et dans les trois premières

lignes verticales du tableau (20), il suffira d'annuler les clefs anastro-

phiques
a, (3, Y, ..., ri,

à l'exception des trois premières, et alors les équations (19), réduites

aux formules
i A = k,^^a-h /i,,2(3 + /q,:,Y,

(26) M = k,,ia-h Â-,,,[3 + Â-,.,y,

donneront

(.7)
.^.^lAMM

aj3y
i

Cela posé, on pourra généralement énoncer la proposition suivante :

Théorème III. — Supposons gu après avoir effacé dans le tableau (20)

tous les termes non compris dans m lignes verticales et m lignes horizon-

tales déterminées , on cherche la résultante 'S des termes conservés. Il

suffira^ pour l'obtenir^ d^effacer, dans les deux termes du rapport

IAMN...II

iapy...y]i

d'aune part, quelques-unes des fonctions linéaires de ol, [3, y, . . . , Tj
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représentées par X y M, N, . . . , 2, savoir celles qui ne renferment aucun

des termes conservés; d'autre part, quelques-unes des clefs a, [3, y, ..., y],

savoir celles qui, dans les formules (19), n ont jamais pour coefjicients

ces mêmes termes, puis d'annuler, dans les valeurs de \, ^, v, . . . , q,

données par les formules (11), les clefs effacées dans le produit symbo-

lique
I

a[3y, . .r, j.

En s'appuyant sur le théorème précédent, on pourra facilement

exprimer la résultante S supposée du degré m, non plus par le produit

unique sf des résultantes construites avec les termes des tableaux (4)

et (16), comme dans le cas où l'on avait m = w, mais par une somme

de produits de résultantes du degré m, formées chacune avec les termes

compris à la fois dans n lignes verticales et dans m lignes horizontales

de l'un de ces tableaux. Ainsi, par exemple, si l'on suppose m = 3,

n = 2, les deux premières des équations (17), réduites aux formules

(28)

donneront

1

AM
I
= s

I

]ULv
I + s'

I

vA
I
= s"

1 V l

les valeurs de s, s', s" étant

smbiC. — b,c,, s'^c^a,— c,ai, s":= a^ b., -- a^b^.

xMais, d'autre part, les équations (11), réduites aux formules

(29)
j
|x=Z*,aH-6,[3,

( V = c. Cf. + c, j3,

par l'annulation de y, donneront

I

fxv
1

= .ç
I

a|3
I, I

vX
1

= s'
!
a(3

i, | \^ \
= s"

\
a|3

|,

les valeurs de s, s', s" étant

sz=b^ 6-2— />î c, , s'= 6v, a,— c\_ a, , s"= a^ K— a,_ b^

.

Donc, en définitive, on aura

lAMi = (s5 + s'5'H-s"5")|ai3|,
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et la formule (-i:)) donnera

(3o) eS = S5+s'5'+s",ç".

Donc, en substituant à chaque résultante sa valeur, on aura

(3i) (a^rti + bi^i4- CiT^) {a<,a.,-h h„b.,-i- c^c.,)

— (aja, + bj />i-i- CjC',) {n.,ai+ h^ù^ + c^Cj)

= (biC.,— bjCi) {b^c\_— b^_c^) + (Cjûa— c.,a,) (fia.— c,a^)

-+- (ajbo — a^bj) (aiZ/^— a^_b^).

La valeur de S que fournit l'une quelconque des formules (2.5),

(27), etc., pourra toujours être ainsi décomposée en produits partiels,

par une équation de la forme

(32) •.b' = S5+s'.ç'+s"5"+...,

et l'on pourra ainsi déduire du théorème III celui que nous allons

énoncer :

Théorème iV. — Concevons que, dans chacun des tableaux (4) et (16),

on efface tous les termes non compris dans m lignes horizontales y ces

lignes pouvant occuper des places différentes dans les deux tableaux^

puis ajoutons entre eux les produits binaires quon obtiendra en multi-

pliant respectivement les divers termes d\ine ligne horizontale conservée

dans le tableau (^l\)par les termes correspondants d'une ligne horizontale

conservée dans le tableau (ï6). La somme ainsi formée et les sommes

semblables seront représentées dans le tableau (20) par divers termes

compris dans m lignes horizontales et m lignes verticales déterminées

.

Sommons 5) la résultante de ces derniers termes. Soient d'ailleurs s la

résultante du degré m formée avec les termes qui occupent m places arbi-

trairement choisies dans les lignes horizontales conservées du tableau (4^,

et s la résultante formée avec les termes correspondants du tableau (iG).

Le produit ss^ ajouté à tous les produits du même genre ^ donnera pour

somme la résultante S.

Parmi les propriétés que possèdent les résultantes algébriques, on

doit remarquer celles qu'expriment les théorèmes II et IV, ou, ce qui
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revient au même, les formules (i5) et (3-2). Ces formules, que j'ai

données pour la première fois dans le 17" cahier du Journal de l'École

Polytechnique [yoù- aussi dans le même cahier un Mémoire de

M. Binet], sont d'ailleurs des conséquences immédiates des théorèmes

I et II compris dans la formule (12), qui, dans le cas où l'on pose

|a|3y. . .T|j = i, se réduit à l'équation (6). Ils se rattachent donc inti-

mement à la décomposition des résultantes en facteurs symboliques

représentés par des fonctions linéaires de clefs anastrophiques.

En appliquant à des cas spéciaux les formules établies dans ce para-

graphe, on en obtient d'autres qu'il sera bon de mentionner et que

nous allons rappeler en peu de mots.

Si le tableau (4) coïncide avec le tableau (16), les formules (i5)

et (3o) donneront, la première,

(33) lS^r=S^

la seconde,

(34) S= s^+s'^-+s"^+ ...,

et, en conséquence, la résultante algébrique 2> se trouvera réduite à un

carré parfait ou à la somme de plusieurs carrés. Alors aussi, on tirera

en particulier de la formule (23)

(35) (a'f + 6^) (a^ +/>.]) — (a,a.>+ b^b^y-=: (ajj.,— a.,h^y-,

OU, ce qui revient au même,

(36) («? + f^'i) («2+ ''^l')
= («iai+ lhb,)-+ {a^b.^— a.,b^)-,

et, de la formule (3i),

(37) («7-+- 6J + c^) {a'i-h bl-+-cl) — (a.^a,-h bib,_-+- c\c,y

= {b^r.,— è.,c, )-+ {Citti— c^_ai)--{- {a^b.;^— a.,bt)-.

En réduisant «,, ^1 ; «2, ^2» à des nombres entiers, on tire de l'équa-

tion (20) un théorème connu, savoir qu^une somme de deux carrés,

multipliée par une autre somme de deux carrés^ donne encore pour

produit une somme de deux carrés. Quant à la formule (37), elle est

Œuvres de C. — S. II, l. XIV. 5;
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précisément celle qu'on obtient lorsqu'on projette sur trois plans rec-

tangulaires la surface d'un triangle dont les trois sommets ont pour

coordonnées respectives les quantités

et qu'on égale le carré de cette surface à la somme des carrés de ses

trois projections.

Si des trois systèmes de clefs anastrophiques

a. (3, Y n: l, IJ-, v. ..., g; A, M, I\, ..., 1,

le troisième coïncide avec le premier, les équations (17), réduites à la

forme
I a = a, >. -4- b, /j. -i- C| V -I- . . . -}~ b, yj,

j
[3 — a^ À + b. (j. -\- c, V + . . . + h. r/,

( 3*^

)

i
y = '''3 ''^ + ^^'

i-'-
+ c,, V + . . . + II, /],

ri =: a,,}. -L- b„/jt. + c„ V H- . . . -h h,rn^

ne devront pas différer de celles qui se déduiraient des formules (i)

résolues par rapport à a, [3, y, . . ., r,. Dans le même cas, la for-

mule (i5) donnera

(89) ss = \.

et l'on pourra, en conséquence, énoncer la proposition suivante :

Théorème V. — Soient

Cf., (3, y, ..., r/: X,
f/.,

v, 5

fi^ewo; systèmes composés chacun de n variables y et supposons les variables

}v, JJL, V, . . . , ç représentées par des fonctions linéaires et homogènes de

a, P, y, . . . , Tj. Onpourra, pour l'ordinaire, exprimer aussi a, [3, y, . .
.

, yj

en fonctions linéaires et de A, [j., v, . . . , ç et les deux tableaux formés :

I ° avec les coefficients de ol^ |3, y, . .
.

, Tj ^^am- /^^ valeurs de A, p., v, . .
. , ç ;

2° a<'<?c les coefficients de A, [jl, v, . . . , ç dans les valeurs ^^ a, |3, y, . .
.

, r,,

auront pour résultantes algébriques deux quantités dont le produit sera

l'unité.
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La résultante algébrique des termes que comprend un tableau

donné peut être présentée sous une forme remarquable, lorsque, dans

ce tableau, chacune des lignes horizontales ou verticales est composée

de termes qui forment une progression géométrique. Supposons, pour

fixer les idées, que le tableau (4) se réduise au suivant :

(4o)

A,



c — a,



ST n LKS CLKIS ALGÉIiKlQl KS. tô3

formé avec les termes situés dans le tableau (Zja) sur la diagonale qui

renferme le premier terme i, se présente une seule fois, pris avec le

signe 4-, non seulement dans le développement de la résultante

mais aussi dans le développement du produit k des dillerences com-

prises dans le tableau (44^. attendu que, dans ce dernier développe-

ment, le seul produit partiel de la forme

Z/6^../^"-'

est évidemment celui que l'on trouve en réduisant chacune de ces dif-

rences à son premier terme. Donc le nombre A' ne pourra différer de

l'unité, et la formule (43) donnera

s = A

.

OU, ce qui revient au même,

(46) s = {h — a) X {( — «) (f — />) X . . . X (/< — a) [h ~ ù). . .[h — ,:,').

Par suite aussi, la formule (40 clonnera

(47) s = ABC.

.

. //{b — a) x (c — a) (r — 6) x . . . x {/i — a) (h — h). ..(h — g).

En conséquence, on peut énoncer la proposition suivante :

Théorème VI. — Lorsque les termes avec lesquels se forme une résul-

tante du degi'é n sont, dans chaque ligne verticale du tableau qui la

renferme, en progression géométrique , il suffît, pour obtenir cette résul-

tante, de multiplier le produit des termes

A, /?, C, ..., //,

compris dans la première ligne horizontale de ce tableau, par le produit

des différences que fournissent les rapports

des progressions géométriques auxquelles appartiennent ces mêmes

termes, quand on retranche successivement chacun de ces rapports de

tous ceux qui le suivent.
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V. — Méthodes dU'erses pour la détermination des résallantes algébriques.

Soit toujours s la résultante du tableau

(1)

en sorte qu'on ait

(2)

a,, A,, r,,

a:(, Z^;.
,

f;;,

^/(> '''/(• ^'«î

,
h.,.

, h,,

. lin.

S = S{± aj>.^c-. . .h„).

Le calcul direct des produits partiels, dont la lettre .S indique la somme

et dont le nombre F est déterminé par la formule

(3) F = 1 . 2 . 3 . . . /«

,

deviendra évidemment très pénible pour de grandes valeurs de n.

Mais l'emploi des clefs anastrophiques offre divers moyens d'éviter ce

calcul dans la détermination de s.

En premier lieu, pour déduire s de la formule

(4)

dans laquelle on a

(5)

,

apv . . . y;
i

>. rr: rt, a -+- A, (3 + f, Y + ... -4- /i, Ty,

ix=: a.,o(. H- h., (3 + r.^ y + . . . -h h^ ri,

V r= a., a + h. (3 + ( y + . . . + h. ri,

Ç =an<X + hn^ + Cn^ + . . • + /t/,r;,

il suffira de multiplier successivement l'un par l'autre les facteurs À,

, ç, en assujettissant les clefs a, ,3, y, . . . , r, aux transmuta-is-, '',

lions anastrophiques binaires et aux transmutations conjonctives des

divers degrés. Si, pour abréger, l'on désigne, à l'aide des notations

(a, />), [a, 0, c). , . ,, {a, h, c, A),
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les résultantes algébri(jues

S(±ai/j.,), S{±a,h,r,,} .S(± a, />.,r,.. .//„),

et à l'aide de notations semblables les résultantes semblables déduites

des précédentes par des échanges opérés entre les lettres a, b,c, ...Jt;

si d'ailleurs on range les facteurs que renferme chaque produit sym-

bolique dans l'ordre indiqué par l'alphabet, on aura successivement

/
1
>./jL

1

={a, b)
\ y.^ ; + (a, c)

;
ay !+...+ (<^, r)

j

(3y
' + . .

.

,

\ ! À/jLv ; = (a, b, c)
I

aâv : + (a, 6, d) \ a,5ô ! -!-...+ {b, r, d) ,2.ya +...,
(6) '

'

et l'on reconnaîtra que, pour déterminer les coefficients

(a, 6). {a, c), .... {b, r), {a,ù,r-). ..., {a, b. f, . . . , h),

dont le dernier est précisément la résultante ,y, il suffit de recourir à

des équations de la forme

{a, b) =^a^b., — b^a.^,

{a, b, c) ={a, b)r..^ {a, c)b..'^ {b, ()a-^

[7) ' {a, b, c, d) = (a, b, r)d^-- (a, b, d)(\— {a, c, d)l>;— {b, c, d)a„

\ (a, b, c, ..., i^; h) = {a, b, r, . . ., ^.;,>)/t„-4-...+ (— \)"-'{b, (\ ..., ,A^ b)an.

Lorsqu'on opère ainsi, le calcul de la résultante ,y exige la formation

de produits composés chacun, non plus de /i facteurs, mais de deux

facteurs seulement, et le nombre dt de ces produits, déterminé par la

formule

, «^ or r
'* " ' ^ (/< ^i)(/^--^)

,

(n-i){n-:i) n-i
]

^
1 \ ..l 1.2 I J

croit beaucoup moins rapidement que le nombre .V =: i , 2, 3, . . . , «.

Lorsque les divers termes du tableau (i) sont connus et donnés en

nombres, on peut se dispenser d'écrire les équations (7) et autres

semblables, et se borner à déduire, de multiplications successives, la
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valeur du produit iAfi-v. . .ç qui, divisé par |apy. . .r, î, donne pour

quotient la résultante s.

Supposons, pour fixer les idées, que le tableau (i) se réduise au

suivant :

1, 2, 3,

3, I, 2,

2, 3, 1,

on aura

et, par suite,

À = a H- 2î5 -4- 3y,

rj. r= 3 a + j3 + 2 y,

v=:2a + 3(3-H- y;

//j.; =(i_-9,.3)|a(3| + (2-3.3)iay; + (2.2-3),;3y:=-5ja|3;-7laYi+lj3Yi,

>.;av
i

= (— .5 + 7 . 3 + 2) j
a(3y

!

= i8
I

a(3y
I,

,_ '¥^1 _,Q5 — -]—^—- — 10.

Pour déduire la résultante s de la formule (^4)> il n'est pas néces-

saire de construire chacun des produits

il suffit de multiplier l'un par l'autre, dans l'ordre qu'indique

l'alphabet, d'abord les facteurs X, [j., v, . . ., ; pris deux à deux ou

trois à trois, etc., puis les produits binaires ou ternaires, etc., ainsi

formés, de manière à obtenir facilement le produit jXp. . .;{. Ainsi,

par exemple, si l'on a/i= A, alors, pour obtenir le produit final |X[J-vp
|,

et, par suite, la résultante s, il suffira de former les deux produits

binaires
|

X[i. I,
|

vp
|,
puis de les multiplier l'un par Tautre. Quelquefois,

cette méthode est préférable l\ celle qui consiste dans la formation suc-

cessive des trois produits |A[j.|, !X[i,v|, |X[i.vp|. Concevons, pour fixer

les idées, que l'on demande la résultante s d'un tableau de la forme

a, h, c, r/,

d, a, b, c,

r, rf, a, b,

b, c, «f, a,
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et, par suite,

1
l^j. \= {a-— hd)

I

a(3
I

4- («/> — cd)
\
tx^

\
^ {ac — d- )

\

xo
j

+ {b'-—ac )
\ ^^ \ -h {hc — ad)\ l^d

\
+ {

c'- — bd)
\ yô 1,.

De plus, comme pour déduire v de X, ou p de [x, et, par suite,
|

vp
,

de |X[j.|, il suffira d'échanger entre elles, d'une part les clefs a, y,

d'autre part les clefs (3, o, la formule qui précède entraînera la sui-

vante :

I

vp
i

= (a-— bd)
1
yô I + {ab — cd)

|

ya
j
+ (ac — ofM

1 Yi3 !

+ (6*- - ac ) ! ôa
1
+ ( bc - ad)

1
5[3 ! + ( c'- — />rf)

j

a(3 i,.

Après avoir ainsi obtenu les valeurs des deux produits symboliques

I

>.[j.|, [vc , on pourra, de ces deux produits multipliés l'un par l'autre,

tirer immédiatement la valeur du produit symbolique
|

Aa.vp
|,
par con-

séquent celle de

et l'on trouvera définitivement

s = {a-— bd)- -+-
(
c- — bd)- — { b- —ac)-—{ d- — ac)- + '.

(

ab — cd)
(
bc — ad).

Lorsque, dans la formule (4), le facteur a dépend uniquement de

la clef a, c'est-à-dire lorsque la première des équations (5) se réduit à

A = a, a,

la formule (4) donne simplement

ifxv...gi

i(3y...r3|

et l'on peut, dans les valeurs de p., v, . . . , ; remplacer a par zéro. En

s'appuyant sur ces remarques, on démontre aisément les propositions

suivantes :

Œuvres de C. — S. II, l. XIV. 58
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Théorèmk I. — Étant donnés deua- systèmes annstrophiques

y., [3, Y? ..., n ei À, [j.. v, ..., ç,

composés chacun de n clefs ^ et liés lUin à Vantre parles équations (5),

concevons que Von exprime a, [3, y. . .
.

, r, enfonctions linéaires de clefs

nouvelles

?' Z' ^' •••^ -^^

r/o/i/t /(? nombre soit égal ou supérieur ci n — i , mais de manière à vérifier

l'équation de condition

(9) 1 = 0.

La résultante s^ déterminée par la formule (4), "iern équivalente au pro-

duit du coefficient de a dans A par le rapport géométrique des valeurs

nouvelles qu'acquerront les deux produits symboliques

Corollaire. — Les nouvelles clefs o, /, 4'» • • •' '-•' t'ont le nombre doit

être égal ou supérieur à n — \, pourraient n'être pas distinctes des

clefs p, y, . .
.

, Tj, et alors, à la place du premier théorème, on obtien-

drait le suivant :

Théorème 11. — La résultante s^ déterminée par la formule {l\\ est

égale au produit du coefficient de ol dans X par la valeur qu acquiert le

j-apport

i/-tv...ç|

h3Y...y,l

lorsque^ dans ce rapport, on exprime jj., v, . . ,, ç, en fonction des n — i

clefs P, y, . .
.

, r,, à l'aide des formules (^^) jointes à l'équation (9).

Supposons, pour fixer les idées, n = 3. Alors la résultante

(10) s =z a,, b^c- — a, b..(\ 4- a.,b.<^ — a,6,C:, 4- a;ib^(\ — a..b,j\

= (a, b^— a^b^ )c-. — (a, r.^ — «;''i)^^-î+ (^i (-'-i
— ^i<'\)<^:;

pourra être, en vertu du second théorème, présentée sous la forme

(11) ,y z= a, ( fe., -a.

a, -
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on pourra donc ladéterminer en calculant trois rapports géométriques,

savoir

b.
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Or, si dans ces dernières formules on remplace les produits symbo-

liques

dont le nombre est^^^-^~, par autant de clefs nouvelles et anastro-

phicjues

?> '/' <]^> • • • ,
-^y

alors <i>, X, ^^. ..., U seront des fonctions linéaires de ces clefs qui,

prises pour valeurs de a, ,3, y, . .
.

, Tj, vérifieront la formule (i3). Alors

aussi, en attribuant à a, ,3, y, . .
. , r^ ces mêmes valeurs dans les fac-

teurs [j., V, . .
. , ç, on tirera du second théorème

(,i6) s=ia. i F-'^

\XW...U\

On peut d'ailleurs annuler plusieurs des nouvelles clefs et réduire

ainsi leurs valeurs k n — i. On doit surtout remarquer le cas où l'on

n'attribue des valeurs distinctes de zéro qu'à celles qu'on substitue

aux n — I produits symboliques

\<x^:, |[3y!, |yô|,- ..., \l-n\.

Dans ce cas particulier, les formules (i5) donneront

et l'on aura, par suite.

Donc alors la formule (i(j) donnera

(19) 5=:(-i)"-i-

pourvu que dans les fonctions de a, p, y, ..., r^, représentées par p.,

V, . . ., ç, on pose

(20) y.=ih,o, ;5 — r,/ — a,cp, -.; = d,^ — h,y^ ..., y-/^ -,a',u.

Si, pour fixer les idées, on suppose // = 3, la formule (19) donnera

{ «2 b^~ a^ b^
) ( h. c^ — b^ r^ )

— [^b^c^— b^c^){a-.b^ — a^b,,)
\i.\) s— — .
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VI. — Usage des clefs anastrophiques dans Vélimination.

Les clefs anastrophiques peuvent être employées avec avantage dans

un grand nombre de questions, et spécialement quand il s'agit d'éli-

miner plusieurs inconnues entre des équations données.

Considérons d'abord n inconnues

œ, r, r.. ..., «-,

liées entre elles par n équations linéaires; et soient

(l) t'=:o, Yz=zO, Z=zO, ..., \] =zo,

ces équations dans lesquelles A', )', /, ..., Il' représenteront des

fonctions linéaires de x, y, j, . .
.

, w. Si ces fonctions sont homogènes,

les équations (i) détermineront seulement les rapports des inconnues,

dont l'une quelconque pourra être choisie arbitrairement, et Téliini-

nation des inconnues fournira entre leurs coefficients une équation de

condition (ju'on obtiendra sans peine, en opérant comme on va le

dire.

Observons, en premier lieu, que des équations (i) respectivement

multipliées par n facteurs variables,

a, ,5, y, ..., r;,

puis ajoutées l'une à l'autre, on déduira immédiatement une équation

nouvelle

dont le premier membre

(3) i2
— a.,l'4_/3r + yZ+ ... + r, ÏF

sera encore une fonction linéaire de jc,y, z, .... \v\ et pourra, en

conséquence, être présenté sous la forme

(4) i2 :=>..3^ + fjlj- -1- V; + . . .+ Ç(T',

X, [j-, V, . .
. , ç étant des fonctions linéaires de a, [^, y, . .

.
, Tj. Remar-

quons d'ailleurs que la formule (2) peut être substituée au système

des équations (i), et que, pour déduire l'une ([uelconque des équa-
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lions (i) de la t'ormulo (2), il suffit d'y remplacer l'un des facteurs

variables a, ,3, y, .... q par l'unité, en annulant tous les autres.

Concevons maintenant que les n facteurs variables a, [3, y, ..., r,

soient des clefs anastropbiques. Les fonctions linéaires de a, p, y, , r,,

représentées par X, [x, v, . .
. , ç, seront encore des clefs anastropbiques ;

et comme on aura, par suite,

on pourra évidemment éliminer de l'équation (2). l'inconnue .r, en

multipliant 12 par X, l'inconnue j, en multipliant ù par ij., ...,

l'inconnue <p, en multipliante par ç. Donc, pour éliminer toutes les

inconnues, à l'exception d'une seule, il suffira de multiplier la fonc-

tion il par les coefficients des autres inconnues dans cette même

fonction. On éliminera, par exemple,/, j, ...,m^ de la formule (2),

en multipliant (2 par le produit av..., ç, ou ce produit par ù. On

obtiendra ainsi l'équation

(5) |<2/j.v.. .p| = o,

que la formule (4) réduira effectivement à

( 6 )
.r

I

>./av ... ç
I

= ;

et, puisque la valeur de x peut être arbitrairement choisie, la for-

mule (G) entraînera la suivante :

(7) r/..av...^-'; — o,

qui sera précisément l'équation de condition à laquelle devront satis-

faire les coefficients des inconnues dans les valeurs données de X, )',

Z, ..., W.

Si, pour fixer les idées, on suppose ces coefficients représentés par

les divers termes du tableau (i) du paragraphe précédent, en sorte

que l'on ait

(8)

l
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les valeurs de A, [i., v, . .
. , ; seront fournies par les équations (5) du

même paragraphe; et comme on aura

I

I1J.V . . .g\z=' a,3>y . . .ri\^[±a^ b., c,. . Ji„),

Téquation (7) donnera

D'ailleurs, pour obtenir cette dernière équation, il suffira évidemment

de poser

(10) .rrz...iv=o,

en considérant d-, r, j, ..., <p comme des clefs anastrophiques,

puisque, dans cette hypothèse, on aura

\,l}'Z...lV\ = \.rj'z...a'\S[±a,0^c,.../i,).

On peut donc énoncer le théorème suivant :

Théorème. — Si n inconnues vérifient n équations linéaiies et homo-

gènes^ il suffira d'égaler à zéro le produit symbolique de leurs premiers

membres^ en considérant ces inconnues comme des clefs anastrophiques^

pour obtenir l'équation de condition à laquelle devront satisfaire les

coefficients de ces inconnues dans les équations données.

Supposons maintenant que les équations linéaires données cessent

d'être homogènes. Chacune d'elles sera, non plus de la forme

a.ï- + by + cz+...+ liw=io.

mais de la forme
a ./• 4- by + c 3 + . . . -h A w := k,

ou, co qui revient au même, de la forme

ax -h by -^ cz ^ . . .+ hw — /.= o,

a, b, c, ..., h, k étant des quantités constantes. Alors, aussi, la for-

mule (\) sera remplacée par la suivante :

(11) 12 = /.^' + /JL)- 4- v; +. . , 4- s<if' -
'jû,
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(0 étant une nouvelle fonction linéaire de a, p, y, ..., T; ; et l'équa-

tion (5) donnera
./•

I

>,/-ty . . .ç\ — 1
(OjJLv . . . ç

I

r= o,

par conséquent,

I

(xiUV . . • ç I

I

Afi-v . . . ç
I

Si l'on désigne par /.•, , /..,, . .
.

, k„ les valeurs que prend successive-

ment la constante k dans la première, la seconde, etc., la dernière des

équations données, on aura

^
(

''^ = X-, a + A-, [3 + /.-.y + . . . + A„ ry,

(
I

(o;jLv . . . ç 1
=

I «j^Y . . . ri 1
S ( ± /.•, ^.^ r.. . . .h„),

et, en substituant dans la formule (12) les valeurs des produits symbo-

liques qu'elle renferme, on retrouvera l'équation connue

. .= ^);^'t'"
';']

S(±: a, o.,(.. . .n„)

Lorsque les équations linéaires proposées sont numériques, l'emploi

des clefs anastrophiques permet de calculer directement les valeurs

des inconnues, sans que l'on soit obligé de recourir aux formules

générales, c'est-à-dire à l'équation (i4) et aux équations analogues.

Concevons, pour fixer les idées, qu'il s'agisse de résoudre les équa-

tions

/ cv -h if -\- 3z = 1,

(i5) /3a:4- rH-2ôrr3,

f 2^ H- 3 y -+- z =6.

De ces équations respectivement multipliées par a, (3, y, puis ajoutées

l'une à l'autre, on tirera

(16) )..r + ixy H- V V = w,

les valeurs de A, a, v, w étant

/. = a -h- 3 (3 4- 2 Y,

lj.= 2(x-h (3H-3y,

V = 3 a + 2 {3 + Y,

'j>=z a + 3(3 + 5 Y,
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et la valeur de x sera

/ \ i
'-''Mv

I

1
>>f^v

I

On trouvera d'ailleurs

l/^v| = |aPl-7lay|-5|Py|;

puis en posant, pour plus de commodité,
|
(y/^-^\ == i,

I

(O/JLV |==— + 3,7 + 5 = 21,

I

Xfxv j=— 5 + 3.7 + 2 = 18,

et, par suite,

21 7^"78-6'

La valeur de x étant ainsi déduite de la formule (17), on pourra tirer

de la formule (16), multipliée par v, la valeur de y. Kn opérant de la

sorte, et posant pour abréger, y = 0,
j

a,3| = i, on trouvera

I

C)V 1
—

I

}.v
I
a-

f =
1

'

puis

l/ayl = i, |}.v| = |o)VJ=-7;

par conséquent,

Enfin la dernière des formules (i5) donnera

()

On aura donc, en définitive,

_ .__ 7 __ ^

Supposons maintenant que l'on veuille éliminer une ou plusieurs

variables entre des équations qui cessent d'être linéaires. Les clefs

anastrophiques fourniront encore un moyen facile d'opérer l'élimina-

tion. Ainsi, par exemple, pour éliminer x entre les équations

Œuvres de C. — S. II, t. Xl\. 5q
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on ajoutera l'une à l'autre ces équations respectivement multipliées

par deux binômes de la forme

On trouvera ainsi

(19) 7.
-\-

ixa.- -h yx-~h p.T''=z o,

A, ;jL, V, p étant des fonctions linéaires et homogènes des variables a,

3, y, 0; puis, en considérant ces variables comme des clefs anastro-

phiques, on tirera de la formule (19), multipliée par le produit avo,

(20) \lp.v^\=o.

Cette dernière formule sera précisément l'équation résultante de Téli-

mination de x entre les équations (18).

En général, pour éliminer x entre deux équalions algébriques dont

l'une serait du degré m, l'autre du degré n, il suffira d'ajouter entre

elles ces équations respectivement multipliées par deux polynômes

dont le premier serait du degré ji — i , le second du degré m — i
,
puis

d'égaler à zéro le produit symbolique des coefficients des diverses

puissances de x dans l'équation finale obtenue, comme on vient de le

dire, en considérant les coefficients que renferment les polynômes

multiplicateurs comme autant de clefs anastrophiques.

On peut voir, dans les Comptes rendus des séances de rAcadémie des

Sciences pour i853 ('), d'autres applications de la théorie des clefs

sur laquelle nous reviendrons dans d'autres articles.

(') Œuvres île C<iuchy, sério I, t. XII, p. i>. et 21.
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