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L:i solution <lt' tout |iii)|)|iriif (liicriiiinr se réduit, eu (Innii-rc ;in;i-

lysc, ù la résolution d'iiiir nu dr |iliisitMirs ('(iiiations, diinl les roclti-

citMils sont donnés en iioiidurs, cl (|ii'()M |ii'iit apprlcr rV/H(///o//.s niinu-

riques. Il l'st donc inipoiianl d'a\iiii- des inélliodi-s pour l'ésoiidic

roniplétcnicnt ces écjuatious, de quoique degré qn'cdies soieiil. ('.(die

que l'on trouve dans le Recueil des Mémoires de l'Académie de Beiiin

poui- l'année ijfjy, est la seule qui olTrc des moyens direets et sûrs de

découvrir toutes les racines tant réelles ([u'iinnirinnires d'une équa-

.tion numérique donnée, et d'approcher le plus ia|ii(ieni(iil el aussi

près (jue l'on veut de eliaiuiic di' ces laciues. On a réuni dans le pré-

sent Traité le .Mémoire qui contient celte méthode et U's Additions qui

ont paru dans le volume des Mémoires de la même Académie, [)our

l'année f7G8. Et pour rendre ce Traité plus intéressant, on y a joint

plusieurs Notes, dont les deux dernières paraissent pour la première

fois dans cette nouvelle édition. Ces Notes contiennent des recherches

sur les principaux points de la théorie des équations algébriques.

FI faut bien distinguer la résolution des équations numériques de ce

qu'on appelle en Algèbre la résolution générale des équations. La pre-

mière est, à proprement parler, une opération arithmétique, fondée à

la vérité sur les principes généraux de la théorie des équations, mais
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(lual les résultats ne sont que des nombres, où l'on ne reconnaît plus

les premiers nombres qui ont servi d'éléments, et qui ne conservent

aucune trace des différentes opérations particulières qui les ont pro-

duits. L'extraction des racines carrées et cubiques est l'opération la

plus simple de ce genre; c'est la résolution des équations numériques

(lu second et du troisième degré, dans lesquelles tous les termes inter-

médiaires manquent. Aussi conviendrait-il de donner dans l'Arith-

métique les règles de la résolution des équations numériques, sauf à

renvoyer à l'Algèbre la démonstration de celles qui dépendent de la

théorie générale des équations.

Newton a appelé l'Algèbre Arithmétique universelle. Cette dénomina-

liun est exacte à quelques égards; mais elle ne fait pas assez connaître

la véritable différence qui se trouve entre l'Arithmétique et l'Algèbre.

Le caractère essentiel de celle-ci consiste en ce que les résultats de ses

' opérations ne donnent pas les valeurs individuelles des quantités qu'on

cherche, comme ceux des opérations arithmétiques ou des construc-

tions géométriques, mais représentent seulement les opérations, soit

arithmétiques ou géométriques, qu'il faudra faire sur les premières,

quantités données pour obtenir les valeurs cherchées; je dis arithmé-

tiques ou géométriques, car on connaît depuis Viète les constructions

géométriques par lesquelles on peut faire sur les lignes les mêmes

opérations que l'on fait en Arithmétique sur les nombres.

L'Algèbre plane pour ainsi dire également sur l'Arithmétique et la

Géométrie; son objet n'est pas de trouver les valeurs mêmes des quan-

tités cherchées, mais le système d'opérations à faire sur les quantités

données pour en déduire les valeurs des quantités qu'on cherche, d'a-

près les conditions du problème. Le tableau de ces opérations repré-

sentées par les caractères algébriques est ce qu'on nomme en Algèbre

une formule; et lorsqu'une quantité dépend d'autres quantités, de
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iiiaiiii-ri- (|ii'i'lli' |i('iit cli'i' i'\|ii'iiiii-i- |i;ii' iiiii' Immiili' i|ui i uiiiiciii i i-s

(|uai)tités, 011 ilil alors (|u'illf csl uuv /oiuttori •\<' i is na-iiirs t|iiaii-

litt's.

I-'Alj;i'l)it', prise dans !<• sens le plus rlciulii, rsl l'ait ilc tlflcriiii-

ili>r les iiieoniuies par îles liinilioiis des (|iianlites ((iiiiiiies, on «pion

regarde comme eoniines ; et la resolnlioii générale des éijiiations con-

siste à trouver, pour toutes les eipiations d'un même de^'ré. les I'him-

fioiis des coedieientsde t'esé(|ualions (|ui peuvent en n-présenlei- toutes

les raeiiu's.

On n'a pu jusiin'ii |)résenl trouver ees l'onetions ipie pour les é(|iia-

tions du second, du linisii'nie et du i|u:itrii'nie de^'ré ; mais, ipioii|ne

l'Os fondions expriment généralement toutes les racines des é(pialionv

de ces mêmes degrés, tdies se présentent néanmoins, dl's le troisième

degré, sous une fornn- telle (|u"il est impossible il'en tirer les valeur.s

numériques des racines par la simple substitution de celles des coelli-

eienls, dans les cas mêmes où toutes les racines sont essenti(dlement

réelles; c'est cette dilliculté que les analystes désignent sous le nom

de cas irréductible; elle aurait lieu à plus forte raison dans les é(|ua-

tions des degrés supérieurs, s'il était possible de les résoudre par des

formules générales.

Ilenreusemenl, on a trouvé le moyen de la vaincre dans le troisiènu'

et le (luatrième degré, par la considération de la trisection des angles

et par le secours des Tables trigonométriques; mais ce moyen. (|ni

dépend de la division des angles, n'est applicable dans les degrés plus

élevés qu'à une classe d'équations très-limitée; et l'on peut assurer

d'avance que, quand même on parviendrait à résoudre généralement

le cinquième degré et les suivants, on n'aurait par là que des formules

algébriques, précieuses en elles-mêmes, mais très-peu utiles pour la

résolution eiTective et numérique des équations des mêmes degrés, ei
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(|ui, par conséquent, ne dispenseraient pas d'avoir recours aux mé-

thodes arithmétiques qui sont l'objet de ce Traité.

Victc est le premier qui se soit occupé de la résolution des équa-

tions numériques d'un degré quelconque. Il a fait voir, dans le Traité

De numerosa potestatum aclfectarum resoludone, comment on peut

résoudre plusieurs équations de ce genre par des opérations analogues

à celles qui servent à extraire les racines des nombres.

Harriot, Oughtred, Pell, etc., ont cherché à faciliter la pratique de

cette méthode, en donnant des règles particulières pour diminuer les

tâtonnements, suivant les différents cas qui ont lieu dans les équations

relativement aux signes de leurs termes. Mais la multitude des opéra-

tions qu'elle demande et l'incertitude du succès dans un grand nombre

de cas l'ont fait abandonner entièrement.

En effet, il est aisé de se convaincre qu'elle ne peut réussir d'une

manière certaine que pour les équations dont tous les termes ont le

même signe, à l'exception du dernier tout connu; car alors, ce terme

devant être égal à la somme de tous les autres, on peut, par des tâton-

nements limités et réglés, trouver successivement tous les chiffres de

la valeur de l'inconnue, jusqu'au degré de précision qu'on aura fixé.

Dans tous les autres cas, les tâtonnements deviendront plus ou moins

incertains, à cause des termes soustractifs.

Il faudrait donc, pour l'emploi de cette méthode, qu'on pût, par une

préparation préliminaire, réduire toutes les équations à cette forme.

Nous prouverons, dans une des Notes (*), que cette réduction est tou-

jours possible, pourvu qu'on ait deux limites d'une racine, l'une en

plus, l'autre en moins, et qui soient telles que toutes les autres racines,

ainsi que les parties réelles des racines imaginaires, s'il y en a, tom-

bent hors de ces limites. Mais la difficulté de trouver ces limites est

(*) ro(> la Note XII.
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flli'-mriiie aussi grandi-, it |iiiil-itii' i|ui l(|iii r.i'is plus ^ramlf (|iic rcllf

de résimilif rf(|iiati<ni.

A l:i iiiftliixli' (le \ il'lc a siK-ct'df n-llt' (II- Ni'Wliiii. <|ii'i n'est priipri-

nit'iit (|u'iiiii' Mirlliiiili- (rappri)xiniali(in, puis(|u'i'lk' suppose (|Me l'on

ait déjà la valeur i\r hi riirini' i|ii'i>n iln relie, à une qiianlilé près

moindre (|iie sa dixiiine partie; alors on substitue celte valeur [dus

une nouvelle ineonnue ii i'ineonnue de ré(|uatii)M pro|iosée. el l'on a

une seconde ùquatiitn dont la racine est ce qui reste à ajouter ii la iire-

inii-re valeur pour avoir la valeur exacte de la racine cherchée; mais,

à cause de la petitesse supposée de ce reste, on néglige dans la nou-

velle équation le carré et les |»uissances pins liantes de riiiconiiiie ; cl

ré«|nation étant ainsi rabaissée an premier dei^ié, on a snr-lc-iiiamp

la valeur de l'inconnue, dette valeur ne sera encore (|u'approcliée;

maison pimiia s'en servir pour en trouver une autre plus exacte, en

faisant sur la seconde équation la même opération que sur la première,

et ainsi de suite. De cette manière, on trouve à chaque opération une

nouvelle quantité à ajouter ou à retrancher de la valeur déjii trouvée,

et l'on ;i la racine d'autant plus exacte ([u'oii jjousse le calcul plus

loin.

Telle est la méthode que l'on emploie communément pour résoudre

les équations nuineri(|ues; mais elle ne sei't, comme l'on voit, que

pour celles qui sont déjà à peu |)rès résolues. De plus, elle n'est pas

toujours sure; car, en négligeant à clia(|ue opération des termes dont

on ne connaît pas la valeur, il est impossible de juger du degré d'exac-

titude (le chaque nouvelle correction, et il peut arriver, dans les équa-

tions qui ont des racines presque égales, que la série soit très-peu

convergente, ou qu'elle devienne même divergente après avoir été

convergente ('). Enfin, elle a encore l'inconvénient de ne donner que

(*) / o(V la Note V.

VIII. 3
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dos valeurs approchées des racines mêmes qui peuvent èlre exprimées

exactement en nombres, et de laisser, par conséquent, en doute si

elles sont commensurables ou non.

Le problème qu'on doit se proposer dans cette partie de l'Analyse

est celui-ci : Élàiit donnée une équation numérique sans aucune notion

préalable de la grandeur ni de l'espèce de ses racines, trouver la valeur

numérique exacte, s'il est possible, ou aussi approchée qu'on voudra de

chacune de ses racines, (le problème n'avait pas encore été résolu; il

(ail l'objet des recherches suivantes.

Depuis la première édition de cet Ouvrage (*), il a paru dilTérenles

méthodes pour la résolution des équations numériques; mais la solu-

tion rigoureuse du problème dont il s'agit est restée au même point

où je l'avais portée, et jusqu'ici on n'a rien trouvé qui puisse dispen-

ser, dans tous les cas, de la recherche d'une limite moindre que la

plus petite différence entre les racines, ou qui soit préférable aux

moyens donnés dans la Note IV pour faciliter cette recherche.

(*) En 1798.
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E.NTltllE LA PLIS AI'l'UOCilÉE DE CIIACL'.NE DE SES IIACINES IIÉELLES.

1. TllÉoiiKME I. — Si l'on a une niiuilion (juclconque, rt fitte l'on con-

naisse deux nombres tels qii'étanl substilués successivement ù la place

de l'inconnue de cette équation, ils donnent des résultats de signes con-

traires, l'équation aura nécessairement au moins une racine réelle dont

ta valeur sera entre ces deux nombres.

Ca- lliéorèinc est connu depuis longlemps, et l'on a coutume do le

démontrer par la lliéorie des lignes courbes; mais on peut aussi le

(*) Le Mémoire do Lagrango Sur ta résolution des à<iuMions iiuniéririucs et les Ailtlilioiis

au Mémoire sur tu résolution ilvs équations nuiiiéritjuvs ont paru d'aljord dans les Mémoires

lie t'Académie royale des Sciences et Belles-Lettres de Berlin, l. XXlll, 1769, et t. XXIV,

1770. Nous les avons reproduits dans le tome II des Ofiuvrrs de Lfi°riin^c, p. âSg et |). 58i

.

Lagrange, après avoir ajouté des Notes importantes, dont la longueur dépasse le double

de celle des Mémoires et des Additions, a réuni l'cnscmljle de son travail en un seul xolumc

qu'il a intitulé Traité de la résolution des équations numériques , et dont il a publié dcu\

éditions en 1798 et 1808.

Nous avons cru devoir respecter la disposition de Lagrange, et nous réimprimons inté-

gralement ce volume, qui forme le tome VIII des OEurres de Lagrange. Il eût été d'ailleurs

peu commode pour le lecteur de lire le Mémoire et les Additions d ins le tome II de ces

Œuvres et les Notes dans le tome VIII. (Note de l'Éditeur.)

3.
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(lémontrci- directemenl par la théorie des équations, en cette sorte.

Soient^ l'inconnue de l'équation, et «, fi, y, ... ses racines; l'équation

se réduira, comme l'on sait, à cette forme

Or soient p et q les nombres qui, substitués par œ, donneront des

résultats de signes contraires; il faudra donc que ces deux quantités

{p-a){p-^](p-y)...,

(î -«)('/ -P)('/- y)- •

soient de signes différents; par conséquent, il faudra qu'il y ait au

moins deux facteurs correspondants, comme p — ce. et g — cf., qui

soient de signes contraires; donc il y aura au moins une des racines

de l'équation, comme a, qui sera entre les nombres/) et q, c'est-à-dire

plus petite que le plus grand de ces deux nombres, et plus grande que

le plus petit d'entre eux; donc cette racine sera nécessairement réelle.

2. Corollaire I. — Donc, si les nombres/) et q ne diffèrent l'un de

l'autre que de l'unité ou d'une quantité moindre que l'unité, le plus

petit de ces nombres, s'il est entier, ou le nombre entier qui sera im-

médiatement moindre que le plus petit de ces deux nombres, s'il n'est

pas entier, sera la valeur entière la plus approchée d'une des racines

de l'équation. Si la différence entre/) et q est plus grande que l'unité,

alors, nommant n, n + i, n-h 2, ... les nombres entiers qui tombent

entre/) et q, il est clair que, si l'on substitue successivement, à la place

de l'inconnue, les nombres/», n, n + i, n -h 2 q, on trouvera

nécessairement deux substitutions consécutives qui donneront des ré-

sultats de signes différents; donc, puisque les-nombres qui donneront

ces deux résultats ne diffèrent entre eux que de l'unité, on trouvera,

comme ci-dessus, la valeur entière la plus approchée d'une des racines

de l'équation.

3. CouoLL.vinE II. — Toute équation dont le dernier terme est négatif,

en supposant le premier positif, a nécessairement une racine réelle
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positivt', dont on pourra Iioiim-i- la valtiir i-iilirn' la plus approcliéi'

«•n siil)Stiliiaiit, : la placi- il«' riiicniimic, les iionilircs n, i, ^, i

jus(|irù ce que l'nii rciuonliT deux sultstilulions (|iii iIoiiikhI des ré-

sultais do signes contruiri-s.

Car, l'M supposant ji- pmnicr tcrnio x'" et le dcrnitr il II (''lanl

uu uondin; posilil;, on aura, en faisant x = o, le résultat né^jatif - II,

et en faisant x = » , le résultat positif -x'"; doue on aura ici /i <>

et y = ac ; done les nonilires entiers intermédiaires si-rnnt Imis les

munlires natunls i, j, », ...; ijcim-, etc. (corollaire précédent).

De là 1)11 voit :

i" (Jue toute éijuation d'un (lei,'ré ini|)air, dont li- ileriii( r lernii' esl

négatif, a nécessairement une racine réelle positive;

2" Que toute é([uation d'un dej^ré impair, dont li- dernier terme esl

positif, a nécessairement une racine réelle néj^ative; car, en cliaii-

j^eanl j- en — x. le premier terme de l'éipiation deviendra néi^alif:

donc, changeant tous les signes pour rendre de nouveau le premier

terme positif, le dernier deviendra négatif; donc ré(|uation aura alors

mil' racine réelle positive; par conséquent, l'équation piiiuitivc ;iiiia

une racine réelle négative;

3° Que toute équation (Tiin degré pair, dont le dernier terme esl

négatif, a nécessairement lieux racines réelles, l'une positive et l'aulre

négative; car, preiiiii'ieiiient, elle aura une racine réelle positive; en-

suite, coiiiiiie, en eliangeant a? en — x, le premier terme demeure

positif, 4a transformée aura aussi une racine réelle positive : donc

l'équation primitive en aura une réelle et négative.

4. Ulmakche. — Comme on peut toujours changer les racines néga-

tives d'une é([uation quelconque en positives, en changeant seulement

le signe (le rincuiuiue, nous ne eoiisidererons dans la suite, pour plus

de simplicité, que les racines positives; ainsi, quand il s'agira d'exa-

miner les racines d'une équation donnée, on considérera d'abord les

racines positives de cette équation; ensuite on y changera les signes

de tous les ternies où l'inconnue se trouvera élevée à une puissance

impaire, et l'on considérera de iiiêiiie les racines positives de celle
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nouvelle équation; ces racines, prises en moins, seront les racines

négatives de la proposée.

5. Théorème II. — Si, dans une équation quelconque qui a une ou plu-

sieurs racines réelles et inégales, on substitue successivement à laplace de

l'inconnue deux nombres, dont l'un soit plus grand et dont l'autre soit

plus petit que l'une de ces racines, et qui diffèrent en même temps l'un

de l'autre d'une quantité moindre que la différence entre celte racine

et chacune des autres racines réelles de l'équation, ces deux substitutions

donneront nécessairement deux résultats de signes contraires.

En effet, soient a une des racines réelles et inégales de l'équation, et

[i, y, î5, . . . les autres racines quelconques; soit de plus p la plus petite

des différences entre la racine a et chacune des autres racines réelles

de l'équation; il est clair qu'en prenant />> y-, ^ < a et p — y < p,

les quantités p — a. ei q — y. seront de signes contraires, et que les

quantités p — ^i, p — y, . . . seront chacune de même signe que sa

correspondante y — (i, y — y, • • • ; car, si /j — [b et (/ — [i étaient de

signes contraires, il faudrait que fJ (ut aussi compris entre p et q, ce

qui ne se peut; donc les deux produits

[p-^)[p-^]{p-y)...,

c'est-à-dire les résultats des substitutions de p eX q ix la place de l'in-

connue X (n" 1), seront nécessairement de signes contraires.-

6. CoKOLLAïKE I. — Douc, si daus une équation quelconque on sub-

stitue successivement à la place de l'inconnue les nombres en pro-

gression arithmétique

(A) o, A, -aA, iA, 4A, ...,

les résultats correspondants formeront une suite dans laquelle il y

aura autant de variations de signes que l'équation proposée aura de

racines réelles positives et inégales, mais dont les différences ne seront

pas moindres que la différence A de la progression; de sorte que, si
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Viin |)ii'ml A f^'iilc nu iiiniiiiln- «|iir l;i [iliis prlili' îles iliUtTi'nfcs cuire

les ilillcn-ulfs niciut's positives et iur^jalt-s de ré(|u:itiou, la suite doiil

il s'apiit aura uéeessaireuieut autant de variations de sij^ues <|ue l'équa-

tiiiu ciiutiriiilr;! de racines réelles positives et iné^;alcs.

Donc, si la ilillcreucc A csl m iniiin' lriii|is é^alc ou uioiiidic ipic

l'unité, on liouvcra aii>^i. par ce moyeu, la valeui- cutiJ-rc approchée

de chacune des racines réelles positives et inéfrales <le ré(|uation fn" 2;.

Si ré(juation ne peut avoir (|u'uue seule racine réelle et positive ou

si elle eu a pliisienis, mais dnut les ditrerences ne soient |»as moindres

(|iie riiiiilé. il esl clair (|u'ou pourra faire A=i, c'esl-ii-dire (|u'on

pouri'a prendre les noinlues naturels o, i, a, '\, ... pour les snlisli-

Iner à la place d<' riiniiiiniie ; niai^, >'\\ \ a dans i*e(|uatinu des racines

iué},'ales dont les diiléreuces soient moindres (pie riinile, ;il(irs il laii-

dra prendre A nniiiidrr (pir rilllili', el h'Ile i|ll"elle suit ej^iile ou

iiiiiindre (pie la plus [tclite des dilléicnces entre les racines (hml il

s'aj^it : ainsi la dillicullé se réduit à li'onver la valeur (pi'oii duit don-

ner il A, en sorte (|u'on soit assuré (pi'tdle ne surpasse pas la plus pe-

tite des dillérences entre les racines positives cl inégales de ré(]ualion

proposée : c'est l'objet du problème suivant.

7. CoRoi.i.MUF. II. — Toiile é(]ii;itiiiii (p:i a un seul cliangement de

signe a nécessairement une seule racine réelle positive.

Il est d'abord clair que l'érpiation aura nécessairement une racine

réelle positive, à cause que son dernier leiiiu' sera de signe dillcrenl

du premier fn" 3\ Or je vais démontrer (pi'ellc ne peut en avoir qu'une.

Soient (eu supposant le [iicinier lerine positif, ininnie ii l'ordinaire)

X la somme de tous les termes positifs de l'eipialion, el V la soniuie de

tous les négatifs, en sorte que I'é(jiialiiin soit X — Y=o; et puisqu'il

n'y a, par l'hypothèse, qu'un seul changement (h- signe, il est ( lair

que les puissances de l'inconnue x du polyniHiie X seront toujours

plus hautes que celles du polyncune Y; de sorte que si x'' est la plus

petite puissance de x dans le polyncime X, et (jii'on divise les deux

X
polyn(')mes X et Y par x'', la quantité ~ ne contiendra que des puis-
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sances positives de x, cl la quantité — ne contiendra que des puis-

X
sances négatives de œ; d'où il suit que, x croissant, la valeur de -^

devra croître aussi, et, ic diminuant, — diminuera aussi, à moins que

X
le polynôme X ne contienne que le seul terme œ'', auquel cas — sera

toujours une quantité constante; au contraire, x croissant, la valeur

V Y
de — diminuera nécessairement, et, x diminuant, — ira en augmen-

X''
"^

tant. Soit a la racine réelle et positive de l'équation, on aura donc,

X Y
lorsque x = ci, X = Y; donc aussi -^ = — : donc, en substituant au

lieu de x des nombres quelconques plus grands que a, on aura tou-

jours —>— ' et par conséquent X — Y égal à un nombre positif, et,

en substituant au lieu de x des nombres moindres que a, on aura

toujours 4; < -7 <^t par conséquent X — Y égal à un nombre négatif :

donc il sera impossible que l'équation ait des racines réelles positi\;es

plus grandes ou plus petites que a.

Si l'équation a plusieurs cbangements de signe, elle peut avoir

aussi plusieurs racines réelles positives; mais leur nombre ne peut

jamais surpasser celui des changements ou variations de signe : c'est

ce théorème qu'on appelle la régie de Descartes. ( Voir la Note YllI.)

8. Problème. — Une équation quelconque étant donnée, trouver une

autre équation dont les racines soient les différences entre les racines de

l'équation donnée.

Soit donnée l'équation

(B) x'" — kx"' ' + Ba;'»-2— Cr»'-^ + . . . = 0;

on sait que x peut être indifféremment égal à une quelconque de ses

racines. Soit x' une autre racine quelconque de la même équation, en

sorte que l'on ait aussi

x'"' — A^'"'-' + ^X'"'- — Cx'"'-' +...=: O,



et soil u la diliérfiicc entre les <leiix rjuines .r et .r , de manière (|iie

l'on ait x' = j- -+- « ; .siiltsiituant lelle valeur de .1 dans la dernière

équation et ordonnant les tenues par ra|)|)ort à //, ou aura une é<|ua-

tion en // du inèine dejïré m, la(|Ut lie, en i uniMMiiriuit |i;ir les der-

niers leriiics, sera de cette Idlllie

X -f- Ym -*- ïtl^ H- Vh' h . . -+- H" — O,

les ooeiricieiits \, ^ ./.,.. . étant des foiu'tions de r telles (|iie

X =^ j:'" — A j."' I -+- \\u'" - — Cu'" = -H . . .

,

Y = />ix'« ' — (m — 1) \x'» 2-1- (m — 9.)Bx"' '—
. .,

Z =/"("» -Ll^».-._i"'-')('»-^)Ax""-^....
1 1

e est-a-dire, suivani la iinlalinn du (!al( ni diUcreiiliel,

dx ' ?. dx- 2.3 dx^ '
'

duiic, piiis(iiie par l'iijiialioii donnée H
^
on a X = o, ['((jualiDn pré-

cédente étant divisée par u deviendra celle-ci :

(C) .
\ -h'Aii -\-Vii--h. . .-h u"> ' = 0.

("elle r(|iiati(tn, si l'on y suhstiliie pour .r une que]con(|ii(' des

racines de l'éijuation (B), aura pour racines les diflércnces entre celle

racine el toutes les autres de la même équation (B); donc, si l'on com-

bine les équations (B; et (C) en éliminant .r, on aura une équation

en //, dont les racines seront les dilTérences entre chacune des racines

de l'équation (B) et toutes les autres racines de la même écjualion : ce

sera l'équation cherchée.

Mais, sans exécuter celte crmiiiialiou, (jui serait souvent fort labo-

rieuse, il suffira de considérer :

i" Que a, p, y, ... étant les racines de l'équation en x, celles de

l'équation en // seront

a — P, « — y, ..., P — «, (3 — y, .... y - a, y — (3, . . . ;

vm. 4
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(l'oii l'on voit que ces racines seront au nombre de m[m — \], et

que (le plus elles seront égales deux à deux et de signes contraires;

de sorte que l'équation en a manquera nécessairement de toutes les

,
,, . , m[m — \] ...

puissances impaires de //; donc, en taisant ^ = « et u- — -j,

l'équation dont il s'agit sera de cette forme

(J5)
j'i — a-j" I 4- 6i/'' - — c^«-= -f . . .= o;

?° Que (a — ? j-, [y- — y)', (? — y)'. • • • étant les ditîérentes valeurs

de u dans l'équation (D), le coefficient a sera égal à la somme de

toutes ces valeurs, le coefficient b sera la somme de tous leurs produits

deux à deux, etc.

Or il est facile de voir que

(«-|3)^+(a--/)-^+(P--/)^'-f-...

=
(
m — I

) l
« ^ -+- [3 - -i- 7 2 H- . . . )

— 2 (
ap + ay + (3-/ + .

.
. ) ;

mais on sait que

a^ + ay 4-(37+. . . — B el a'-^ -+- ;3- + y- + . . . = A-' — >. « ;

ilonc on aura
«= (m — i) (A- — 2B) — 2B,

savoir
« = («! — i)A- — ?. /7îB;

et l'on pourra, de la même manière, trouver la valeur îles autres

coefficients b, c

Pour y parvenir plus facilement, supposons

A,= a+(34-y+...,

A.j = a-+ p^-hy'-^-H. . .,

A;,= a^H-(3-'-t-y-'-l- ....
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l't l'on aura, coiiiiiit' l'on sait.

A, = A,

Aj = AAi — iB,

Aj'= AV.. - HA, • 3C.

A, ^ AAj-Il.Vj T t:A, ,1),

27

Supposons (le plus

a, = (a-P)«-(-(a-y)«+((3-7]»-+- ...

a, = (a-P)«-f-{«-y)»-l-((3-y )• + ....

il est l'acilc de viiii' (|U(' l'un ;im;)

r-^)a, -= [m — t) A«— }.

a.j=(yn — i)Aj — 4(AiA3— A4)+6(^^)
«3 (m — i) Ac— 6(A| Ai— Ae) +.i5(A2 A.1 — Afl) — 20

Aji-A,,-

ou bien

ai = mA; — }.

A?

a-, = /7îAi — 4Ai \i +- 6
A^

A"
«3 = /n Ac — tJAi A; + i5Ai Ai — -y.o —i>
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et, cil général.

a^). = /« A21J. — -'.."Ai Ac-a-i) -i
' Ao A2(5i_2) — . . .

_^ 2f/.
(au — 1) (2fy.— 2)...(f; + 1) A£_

1 . 2 . 3 . . . /Jt. 2

Les quantités <3f|, a,, a,^, ... étant ainsi connues, on aura sur-le-

champ les valeurs des coefficients a, b, c, ... de l'équation (D) par

les formules
a=r- Ui,

aa,~a.
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(le ce Icriiir rciiilia toujours la ifclioiTlii- di-s roclliririits «. h, c, ,..

un pi'ii plus laciU', parte «[u'ou ;iin;i A <>, et par i-oiistM|U('n( aussi

A, = «»; «je sorif (|iic 1rs roriiuilrs du tiunii-ro priVi-tlcnl lii-NifiiiIronl

A, = o,

A.= -?.B.

A,= 3C.

A.r -BA,- tD.

ai — mki,

A'
02 — /« A i

-+- 6 —^ »

o j ^= /// A -h 1 5 A 2 A I
— ?.o ^-î^

»

a — a,,

, au, — fl-.— ,

ifli — aa. -h fli

i

10. Corollaire 1. — Puisque les racines de l'equalioii ^D; suuL les

carrés des différences entre les racines de l'équation proposée (B), il

est clair que si cette équation (D) avait tous ses termes de même signe,

auquel cas illi' iraiiniil aucune racine réelle positive, il est cliiir, dis-je,

(|uc, dans ce cas, les ditrérences entre les racines de l'équation (B)

seraient toutes imaginaires; de sorte que cette équation ne pourrait

avoir qu'une seule racine réelle ou bien plusieurs racines réelles et

égales entre elles. Si ce derniei' cas a lieu, on le reconnaîtra et on le

résoudra par les méthodes connues (fo//- aussi plus bas le Chapitre II;;

à l'égard du premier cas, il suit du n° 6 qu'on pourra prendre A = i.
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11. CoROLLAHŒ II. — Si l'équation (B) a un ou plusieurs couples de

racines égales, il est, clair que l'équation (D) aura une ou plusieurs

valeurs de u égales à zéro; de sorte qu'elle sera alors divisible une ou

plusieurs fois par u. Cette division feite, lorsqu'elle a lieu, soit l'équa-

tion restante disposée à rebours, de cette manière :

E I 4- a-j + ;3j- + yj^ -1-
. . . -f- rs-j'' = o,

/• étant = ou <«; qu'on fasse 'j = -» et ordonnant l'équation par

rapport & y, on aura

(F) r''+ a.r'"' -t- P/''"- +yj'-3 -|_. . ._^- jg — o.

Qu'on cherche par les méthodes connues la limite des racines posi-

tives de cette équation, et soit / cette limite, en sorte que / surpasse

chacune des valeurs positives àey; donc j sera moindre que chacune

<lcs valeurs positives de - ou de j; et par conséquent moindre que

chacune des valeurs de ir, à cause de u = ir (problème précédent).

Donc -^ sera nécessairement moindre qu'aucune des valeurs de u,

c'est-ii-dire qu'aucune des différences entre les racines réelles cl iné-

gales de l'équation proposée (B).

Donc :

1° Si V-^ < 1. alors on sera sûr que l'équation (B) n'aura pas de

racines réelles dont les différences soient moindres que l'unité; ainsi,

dans ce cas, on pourra faire sans scrupule A = i (n"6);

2° Mais, si v7= ou > i, alors il peut se faire qu'il y ait dans l'équa-

tion (B) des racines dont les différences soient n)oindres que l'unité;

mais, comme la plus petite de ces différences sera toujours nécessai-

rement plus grande que —
•> on pourra toujours prendre A = ou -< --

v'/

'

\il

(numéro cité).

En général; soit k le nombre entier qui est égal ou immédiatement

plus grand que \l, et l'on poui'ra toujours prendre A = j-



i»i;s un VI Ions m mkuiui i;s. m
i'2. Sr.oi.iK I. — niuiiil il l:i iiianirrr di- Irmivrr la limite »lrs racines

(l'iiiii- é»|iialii)ii, la |»lus tommoiie el la [iliis exaete est relie «le Newton,

laquelle consiste ù ti-ouver iiu noniltie dont, les racines de ré(|iiatioii

pru|ios('e étant diminuées, rét|nation résultante n'ait aucune variation de

si^ne, car alors cette éi|uation m- pnurra avoir (|im' des racines né^M-

tives; par consé(|ueiil . \r iiKinliM' dont l<-s racines de la |)i'ii|ic»ri'

auront de diminuées surpassera nécossairmicnl l.i |dus ^'laiidc de

ces racines.

Ainsi, pour clicnliei' la limite / des racines de ri'(|iialioii

,
F) .)•'• -h xy' < + ,3)-'- - -t- •/.»•'• J -<- . . .-t- cj = o,

on y mettra ^' -/ au lieu de v, et ordoiinaiit réi|Malioii lesullanli' pai'

rapport ii v, elle deviendra

1' -t- Q.)- t- « .)•- -I- S,)-» + . . . -f-
j»- = n,

dans la(|iielle

P =/'--f- a/' ' + ;3/'-* -+-//'•-' + ... -+-BJ,

Q = r/' ' -f- (/ — li xl' - -+- (/- — a) |3/'' ^ -i-. .,

'X 1

ri r — IW /' — 9-1

s = -^ -^ /' »-)-...,

et il n'y aura qu'à chercher une valeur de / (|ui, étant suhsliluee dans

les «juantités P, Q, R les rende toutes positives; en commençant

par la dernière do ces quantités, laquelle n'aura que deux termes et

remontant successivement aux (|uantités précédentes, on déteiininera

racilemeni le |)lus petit nomhrc entier (jui pourra être prispoui/. cl

qui sera la liiiiile la plus proche cherchée.

Si l'on voulait éviter tout tâtonnement, il n'y aurait qu'à prendre

|)our / le plus grand coellicient des termes négatifs di' ré(|ualion [V },
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augmenté d'une unité; car il est focile de prouver qu'en donnant à /

cette valeur, les quantités P, Q, R, ... seront toujours positives.

Cette manière d'avoir la limite des racines d'une équation quel-

conque est due, je crois, à Maclaurin; mais en voici une autre qui

donnera le plus souvent des limites plus approchées.

Soient
— p-y'"'" -^ vy''^" — ro/f"/" — ...

les termes négatifs de l'équation (F) ; on prendra pour / la somme des

deux plus grandes des quantités

ou un nombre quelconque plus grand que cette somme. Cette proposi-

tion peut se démontrer de la même manière que la précédente; ainsi

nous ne nous y arrêterons pas.

Au reste, il faut observer que les limites trouvées de l'une ou de

l'autre de ces deux manières seront rarement les plus prochaines

limites. Pour en avoir do plus petites, on essayera successivement

pour / des nombres moindres, et l'on prendra le plus petit de ceux

qui satisferont aux conditions que P, Q, R, . . . soient des nombres

positifs.

13. ScoLiE II. — Ayant donc trouvé la limite / de l'équation (F)

et pris /?• égal ou immédiatement plus grand que \/, on fera

A = T (n" II), et l'on substituera successivement dans l'équation pro-

posée, à la place de l'inconnue, les nombres

I 2 3
" 7^' V V '

les résultats venant de ces substitutions formeront une série dans la-

quelle il y aura autant de variations de signe que l'équation proposée

contiendra de racines réelles positives et inégales, et, de plus, chacune

de ces racines se trouvera entre les deux nombres qui auront donné des

résultats consécutifs de signes différents; de sorte que si les nombres
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! •*' —i ' tldiiiHMit (li's n-sultals ik- sij^uc luiitiaiii', il y iiiira niir
n n

laciiic j'iitiT 7 t't —>— ; par <'iiiisi'(|iiiiii. |i- iiiuiiliri- ciilicrqui ;i|i|tri)-

< liiia If [iliis (le r sera la valeur i uIhh' apinni lue i\c ccllP raciiii'

(n''2).

Ainsi l'on roiiiiaitra par et' moyen, non-seiilenifiil le nonihre des

raeines pitsilivcs et int-j^'aU-s île l'équation proposer, mais encore la

valeur l'ntièie approilirc ili- eliaiiinc <li' cfs raciiirs.

Au reste, il est elair ([ne si l'un trouvait un ou plusieurs résultats

éfïaux à zéro, les nombres (|ui auraient donné ces résultats seraient

(les raeines exactes de l'équation pro|)osée.

Pour laeiliter et abréger ee eali ul, dU fera cneorc les remar(|ues

suivantes :

1° Si l'on elierelie par les méthodes des numéros précédents la

liniilc des racines positives de l'équation proposée, il est elair (ju'il

sera inutile d'y substituer à la place de l'inconnue des nombres plus

grands (|ue celte limite. En clTct, il est facile de voir qu'en substituant

des nombres plus grands que cette limite, on aura toujours nécessai-

rement des résultats positifs. Ainsi, nommant 1 la limite dont il s'agit,

le nombre des substitutions à faire sera égal à l/c, et par conséquent

toujours limité.

En général, sans chercher la limite )., il. suffira de pousser les sub-

stitutions jusqu'à ce (juc li' premier terme de l'équation ou la somme

des premiers termes, s'il y en a plusieurs consécutifs avec le même

signe -h, soit égale ou plus grande que la somme de tous les termes

négatifs; car il est facile de prouver, par la méthode du n° 7, qu'en

donnant à l'inconnue des valeurs plus grandes, on aura toujours à l'in-

fini des résultats positifs.

2° Au lieu de substituer à la place de Tinconnuc x les fractions

' 2, ..., on V mettra d'abord 7- à la place de .r, ou, ce qui revient
k A ' A '

au même, on multipliera le coelficient du second terme par /•, ((hii du

Mil. 5
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troisième terme par là, et ainsi des autres; et l'on substituera ensuite

à la place de x les nombres naturels o, i , 2, 3, . .
.
jusqu'à la limite de

cette équation, ou bien jusqu'à ce que le premier terme ou la somme

dos premiers, quand il y en a plusieurs consécutifs avec le même

signe, soit égale ou plus grande que la somme des négatifs; par ce

moyen, les résultats seront tous des nombres entiers, et les racines de

l'équation proposée se trouveront nécessairement entre les nombres

consécutifs qui donneront des résultats de signes contraires, ces

nombres étant divisés par k, comme nous l'avons vu plus baut.

3" Soit m le degré de l'équation dans laquelle il s'agit de substituer

successivement les nombres naturels o, i, 2, 3, ...; je dis que, dès

que l'on aura trouvé les m -\- i premiers résultats, c'est-à-dire ceux

qui répondent 'a œ = o, i, 2, 3, . . . , m, on pourra trouver tous les

suivants par la seule addition.

Pour cela, il n'y aura qu'à cbercber les différences des résultats

trouves, lesquelles seront au nombre de m, ensuite les dilTérences de

ces différences, lesquelles ne seront plus qu'au nombre de m — i

,

et ainsi de suite jusqu'à la différence m'™"".

Cette dernière différence sera nécessairement constante, parce que

l'exposant de la plus baute puissance de l'inconnue est m; ainsi l'on

pourra continuer la suite des différences /n'™''* aussi loin qu'on vou-

dra, en répétant seulement la même différence trouvée; ensuite, par

le moyen de cette suite, on pourra, par la simple addition, continuer

celle des difTérences (m — ^ynues^
g{^ j^ p^iJe d^ celle-ci, on pourra con-

tinuer de même la suite des différences {m — 2)''"""=', et ainsi de suite,

jusqu'à ce qu'on arrive à la première suite, qui sera celle des résul-

tats cherchés.

Il est bon d'observer ici que, si les termes correspondants des diffé-

rentes suites dont nous parlons étaient tous positifs, les termes sui-

vants dans chaque suite seraient tous aussi positifs. Or, puisque la

dernière difTérence est toujours positive, il est clair qu'on parviendra

nécessairement dans chaque suite à des termes tous positifs; ainsi il

suffira de continuer toutes ces suites jusqu'à ce que leurs termes cor-
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rospoiidaiits soieiil «IrM-mis tous positils, |iiinf t|ir;iliiis nu scia siir

que la sérif des résultats, continuée aussi loin qu'on voiulni. sera

toujours posilivi-, cl que, par conséquent, elle ne contiendra [dus au-

( nrir variation de signe.

Pour éclainir cria p;ir un exemple, soit proposée ré<|uali(iu

j' — 63x -t- 1 89 = o ;

on trouvera d'aliord (pu- les résultats ipii répondent à .r = o, i, 2,'3

sont iH(), 12-, -1, 27, d'où l'on tirera les did'erences premières — Ga,

— 56, — 4'i, les dillércnccs secondes 6, la, et la diiïérence Iroi-

siènie (>; ainsi mi liiiuu'ra les (juatri' séries suivantes :

6
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niélhode pour déterminer la progression que l'on doit employer dans

chaque cas, en sorte que l'on soit assuré qu'elle fasse connaître toutes

les racines réelles et inégales de l'équation proposée. Nous en sommes

heureusement venus à hout, à l'aide du problème du n° 8, et nous

verrons encore ci-après d'autres usages de ce même problème par

rapport aux racines égales et imaginaires.

Au reste, la recherche de la quantité A {n° 1 1) ne serait point néces-

saire si l'équation proposée n'avait que des racines réelles; mais les

conditions par lesquelles on peut reconnaître d'avance la réalité de

toutes les racines, lorsqu'elle a lieu dans une équation donnée, dé-

pendent de l'équation même des différences ou de formules équiva-

lentes. (Fo?>laNote VIII.)



DES Egr\ri(iN> m mlkioi es. ut

ciivriTiu: II.

DE LA >I.VMf:HK I)'.VV()in l.F.S nAi;iNES ÉGALES ET LES RACINES IMAGINAinES

«ES ÉQUATIONS.

15. Nous n'avons considéré, ilans \c (".liapilri' piécédnit, (|iic lis

racines réelles et inégales de ré(|ualion proposée (B); supposons niairi-

lenant (|ne celte équation ait des racines égales. I);iiis ce cas, il fau-

dra ^n° 11) (]ue l'équation (D) soit divisildo autant de Ibis par m (pTil

y aura de combinaisons de racines égales deux à deux; par consé-

(|ueiit, il faudra (ju'il y ail dans cette é(|uation (D) autant des derniers

ternies qui nian(]uent; ainsi on connaîtra par ce moyen combien de

racines égales il y aura dans la proposée.

Mais on peut s'assurer d'avance si l'équation proposée a des racines

égalis, cl même trouver ces racines indépendanmicnl di' Icijiiation (D);

car puisque, dans le cas des racines égales, on a nécessairement u = o

(n°8), l'équation (C) du même numéro donnera pour ce cas Y = o;

ainsi il faudra que les deux équations en œ, X = o et Y = o, aient

lieu en même temps lorsque a; est égal à une quelconque des racines

égales de l'équation (B).

On cherchera donc, par les méthodes connues, le plus grand com-

mun diviseur des deux polynômes X et Y ; et, faisant ensuite ce divi-

seur égal à zéro, on aura une équation qui ne sera composée que de

racines égales de la proposée, mais élevées à une puissance moindre

de l'unité.

Soit R le plus grand commun diviseur de X et de Y, et X' le quo-

tient de X divisé par R; il est facile de voir que l'équation X'= o con-
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tiendra toutes les mêmes racines que l'équation proposée X = o, avec

cette différence que les racines multiples de cette équation seront

simples dans l'équation X' = o. Ainsi l'équation X' = o sera dans le

cas des méthodes précédentes.

On peut encore, si l'on veut, trouver deux équations séparées dont

l'une contienne seulement les racines égales de l'équation X = o, et

dont l'autre contienne les racines inégales de la même équation. Pour

cela, il n'y aura qu'à chercher de nouveau le plus grand commun divi-

seur des polynômes X' et Y; et nommant ce diviseur R', on prendra le

quotient de X' divisé par R', lequel étant nommé X", on fera ces deux

équations X" = o et R' = o.

La première contiendra seulement les racines inégales de l'équation

X = o, et la seconde contiendra seulement les racines égales de la

même équation, mais chacune une seule fois; de sorte que les deux

équations X" = o et R' = o n'auront que des racines inégales et par

conséquent seront susceptibles des méthodes du Chapitre précédent.

16. Connaissant ainsi le nombre des racines réelles, tant inégales

qu'égales de l'équation proposée, si ce nombre est moindre que le

degré de l'équation, on en conclura que les autres racines sont néces-

sairement imaginaires.

En général, pour que l'équation (R) ait toutes ses racines réelles,

il faut que les valeurs de u soient réelles aussi; donc il faudra que les

valeurs de li' ou de u soient toutes réelles et positives ; par conséquent,

l'équation (D) du n° 8 doit avoir toutes ses racines réelles positives;

donc il faudra, par la règle connue, que les signes de cette équation

soientalternativement positifs et négatifs; de sorte que si cette condi-

tion n'a pas lieu, ce sera une marque sûre que l'équation (R) a néces-

sairement des racines imaginaires.

Or on sait que les racines imaginaires vont toujours en nombre

pair, et qu'elles peuvent se mettre deux à deux sous cette forme

«
-f- P v/— ' el a — Pv'— I,
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* il ^i et;iiil ili's i|ii;iiitilcs ict-lli-s '"); (loin- mi ;iiira

l'I, |i;if fonséqiit'iit,

d'où l'on voit t|iit' r('(|ii:i(i(iii (I)^ aura iiércssaiiTHiciil ;iiilaril île racines

réfllos lu-gativfS qu'il y aura di; rouplt-s de racines iuiagiii;!!!!"^ dans

l'équation fB).

Donc, si l'on l'ail m — — ir, ee qui changera l'équalion I) m
celle-ci :

(G) iv" -h diy" '

-t- /»ii" 2-)- ,•«'«-»-+-..
.
— o,

celle ('•(Hialiiiii aura nécessairenicnl aillant de racines réelles posilivcs

qu'il y aura di' couples de racines iniaj;inaires dans l'équalion flV.

17. Il suil de là (|ne, |i(air avoir la valeur des racines imaginaires

de l'équalion (B), il n'y a qu'à chercher les racines réelles positives

de l'équation (G). En efTet, soient tr', w", iv", . . . ces racines, on aura

I. I 1 V^ V'"'" v''*'" I I If,
d abord ~— ?

-— >
^— )••• pour les valeurs de 'i; ensuite, pour trou-222' '

ver les valeurs correspondantes de a, on substituera, dans l'équa-

tion (B), a -1- |i \ — I , à la place de x, et l'on fera deux équations sépa-

rées des termes tous réels et de ceux qui seront multipliés par v ~ ' :

de cette manière, on aura deux équations en / de relie forme

[H
i

«'" -f P X'" '-(- Q a"' --+-... = o,

( ffîa'"-' -t-
/?«"'-

-f- ^ a"' ' + .. . = 0,

dans lesquelles les coefTicients P, Q, />> Ç< seront donnés en

a, b,c, . .. et en jî.

Donc, si l'on donne à [i quelqu'une des valeurs précédentes, il fau-

dra nécessairement que ces deux équations aient lieu en même temps,

et, par conséquent, il faudra qu'elles aient un diviseur commun. On

cherchera donc leur plus grand commun diviseur, et, le faisant égal à

(*) f'oir la Notu IX.
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zéro, on aura une équation en « et p, par laquelle, fi étant eonnu, on

trouvera a.

Il est bon de remarquer que, si toutes les valeurs de [i tirées de

l'équation (G) sont inégales entre elles, alors à chaque valeur de (i il

ne pourra répondre qu'une seule valeur de a; donc, dans ce cas, les

deux équations (H) ne pourront avoir qu'une seule racine commune,

et, par conséquent, leur plus grand commun diviseur ne pourra être

que du premier degré.

On poussera donc la division jusqu'à ce que l'on parvienne à un

reste où a ne se trouve plus qu'à la première dimension, et l'on fera

ensuite ce reste égal à zéro; ce qui donnera la valeur cherchée de a.

Mais si, parmi les valeurs de (i tirées de l'équation (G), il y en a,

par exemple, deux égales entre elles, alors, comme à chacune de ces

valeurs égales de p il peut répondre des valeurs différentes de a, il

faudra qu'en mettant cette valeur double de fi dans les équations (H),

elles puissent avoir lieu par rapport à l'une et l'autre des valeurs de a

qui y répondent; ainsi ces deux équations auront nécessairement deux

racines communes, et, par conséquent, leur plus grand commun divi-

seur sera du second degré. 11 faudra donc, dans ce cas, ne pousser la

division que jusqu'à ce qu'on arrive à un reste où a se trouve à la

seconde dimension seulement; et alors on fera ce reste égal à zéro, ce

qui donnera une équation du second degré, par laquelle on détermi-

nera les deux valeurs de à, lesquelles seront nécessairement toutes

deux réelles.

De même, s'il y avait trois valeurs égales de fi, il faudrait, pour

trouver les valeurs de a qui répondraient à cette valeur triple de (i,

ne pousser la division que jusqu'à ce que l'on parvînt à un reste où

la plus haute puissance de a fût la troisième; et alors, faisant ce reste

égal à zéro, on aurait une équation en a du troisième degré, laquelle

donnerait les trois valeurs réelles de a, correspondantes à la même

valeur de fi, et ainsi de suite.
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ClhlMTKi: III.

Mii\Ki.i.i: jn.riiuiir. l'iuu Ai-i-iutciiKii hks iim.i.nks des cijiatuins mmiuk'IKS.

18. Soit lï'(|iialitin

' rt 1 A x"> + B r™ ' H- C.r"' * -h . . . -4- K ~ o,

ft siiii|»os(>iis i|ii'iiii ;iit ilcjii tioiivr, piii' la iiicllunlt' [ii rccdriilc ou

aiiliriiu'iil, la valoiir ciitil'ii- l't a|i|ir()(lirc (riiiic di- srs raciiu-s réi-lles

l't positives; soit ifllc [)ifiiiii'rr \al^•ll^/^ en sorte (|iic l'on ail

X>/>('IX</J-M,
on fera

et siihstiliiaiit ci'ltc valeur dans réqualioii proposée, à la place de a,

on aura, après avoir iniilliplié toute l'éiiuation pai'j'" et onlonnr les

termes par rap|)orl à v, une é(]ualioii de cette fornie

[0]
\'

X'" -i- h'y'" ' -hC'y'" - 4- .'. . -t-
K' = o.

Or, comme (liypolhèse) ->o et >< i, on aura j>o; donc l'eiiua-

tion [b) aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande

que l'unité.

Un eliercliera donc, par les niélhodes du (Chapitre P', la valeur

entière approchée de cette racine; et comme cette racine doit être

nécessairement positive, il sui'tira de considérer j comme positif (n°4).

Ayant trouvé la valeur entière approchée de r, que je nommerai «7,

on fera ensuite

r=q -h -,

VIII. 6
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cl substituant cette valeur de j dans l'équation {b), on aura une troi-

sième équation en = de cette forme

(c) A":;'" + Ji"z"'-' + C" z"'~- + .
. .+ K" = o,

laquelle aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande

que l'unité, dont on pourra trouver de même la valeur entière approchée.

Cette valeur approchée de s étant nommée /•, on fera

a

et, substituant, on aura une équation en u, qui aura au moins une

racine réelle plus grande que l'unité, et ainsi de suite.

En continuant de la même manière, on approchera toujours de plus

en plus de la valeur de la racine cherchée; mais, s'il arrive que quel-

qu'un des nombres p, q, ... soit une racine exacte, alors on aura

X =/?, ou y = y, . . • , et l'opération sera terminée; ainsi, dans ce cas,

on trouvera pour x une valeur commensurable.

Dans tous les autres cas, la valeur de la racine sera nécessaire-

ment incommensurable, et l'on pourra seulement en approcher aussi

près qu'on voudra.

19. Si l'équation proposée a plusieurs racines réelles positives, on

pourra trouver, par les méthodes exposées dans le Chapitre I"', la

valeur entière approchée de chacune de ces racines; et nommant ces

valeurs p, //, //', . . . , on les emploiera successivement pour approcher

davantage de la vraie valeur de chaque racine. Il faudra seulement

remarquer :

i" Que si les nombres />,/>', p", ... sont tous différents l'un de

l'autre, alors les transformées (6), (c), ... du numéro précédent n'au-

ront chacune qu'une seule racine réelle et plus grande que l'unité;

car si, par exemple, l'équation [b) avait deux racines réelles plus

grandes que l'unité, telles que y et y", on aurait donc

I

^ =/-+-— el x — p-^-p;;
y y
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tli- Sdili- (|iu' ffs deux vali'urs di- j aiiiaii-iil la iiit'iiif valtiir riiiii-rf

approrlii'c /;, coiilrc l'Iiyptillii-sc : il t-ii si'iail df miMiio si ro(|Uati(>ii c

ou (|iicli|ir(iiit> dfs suivantes avait deux racines léidles plus grandes

(|ue l'iiiiilr.

De là il s'ensuit (|ue. |iciui' triHivn- dans ce cas les valeurs entières

approchées q, r, ... des raiines des é(|uations (6), [c], .... il Milliia

de sulistituer successivement à la place de v, :, ... les nnndtrcs natu-

rels positifs I, 2, '\,
. . . jtisiiu'ii ce (|ue l'on trouve deux siihstilu-

lions consécutives qui donnent des résultats de si^'ue contraire n"G,.

a" (Jue, s'il y a deux valeurs de .i- (|ui aient la niéine valeur entière

approchée /^ en employant celle valeur, rr(|u:ilinii h aura aussi

deux racines plus grandes iiiic runilc, cl si hiir v.ilrin ciilii're ap[)ro-

ehée est la même, ré({ua(iun [c] aura eMcmc deux lacines plus jurandes

(|ue l'unité, et ;iinsi de suite jiis(|ir;i ce i|iie j'dM arrive à une é(|uatioii

dont les deux racines, plus grandes <|ue l'unité, aient des valeurs

entières approchées dillérenles; alors chacune de ces diiix viileiiis

donnera une suite particulière d'écjualions qui n'aiiroiil |iliis (pi'iiiie

seule racine réelle plus grande que l'unité.

Vax ellél, puis(|u'il y a deux valeurs diiïérentcs de x i\\i\ ont la

même valeur entière approchée /j, ces deux valeurs seront représen-

tées par/j-:--: (le sorte i|M'il l'auilra que y ail nécessaireiiieiil deux

valcui'S réelles [)lus grandes (jue l'unité; et si ces deux valeurs tle v

ont la même valeur approchée y, il l'audra de nouveau qu'en faisant

>'=y-i--5 3 ait deux valeuis (HUéreiites plus grandes que l'unité,

et ainsi de suite.

.Mais, si les valeurs eiilii-i'es a|)pr()cliées de y étaient dillérenles,

alors, nommant ces valeurs y cl q , on ferait successivement j= ^ + z

et J'= Ç''-!- -' el il est clair ([ue :;, dans l'une et l'autre de ces deux

suppositions, n'aurait plus iiirime seule valeur réelle plus grande (|ne

l'unité; autrement, les valeurs de y, au lieu d'elle seulement doubles,

sciaient triples ou (juadiiiples, etc.
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Donc, quand on sera parvenu à une transformée dont les deux

racines plus grandes que l'unité auront des valeurs entières dille-

rentes, on sera assuré que les autres transformées résultant de cha-

cune de ces deu\ valeurs n'auront plus qu'une seule racine plus

grande que l'unité. Quant à la manière de trouver les valeurs entières

approchées /j, q, ..., lorsqu'elles répondent à plus d'une racine, voir

ci-après, Chap. VI, art. IV.

On peut faire des remarques analogues sur le cas où il y aurait

dans l'équation (a) trois racines, ou davantage, qui auraient la même

valeur entière approchée.

20. Nous avons supposé dans le n° 18 que les racines cherchées

étaient positives; pour trouver les négatives, il n'y aura qu'à mettre

— ^ à la place de ^ dans l'équation proposée, et l'on cherchera de

même les racines positives de cette dernière équation : ce seront les

racines négatives de la proposée (n° 4).

Quant aux racines imaginaires, qui sont toujours exprimées par

y. + fl V — ' ' nous avons donné, dans le Chapitre II, le moyen de trou-

ver les équations dont a et fi sont les racines; ainsi il n'y aura qu'à

chercher les racines réelles de ces équations, et l'on aura la valeur de

toutes les racines imaginaires de l'équation proposée.

21. Pour faciliter les substitutions (n° 18) de p -i— au lieu <lo x,

de y + - au lieu de j, etc., il est bon de remarquer que les coelH-

cients de la transformée (b) peuvent se déduire immédiatement de

ceux de l'équation (a) en cette sorte

A'= Ap'" + Bp"'-i + Cp"'~- + D/;"'--' + . .
.

,

B' = mkp"'~' -H [m — i)Bp"'-'- + [m — 2)C/>'«-» 4-. . .,

On aura de même ceux de la transformée (c) par ceux de la transfor-
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iiii'c /; . (Il im-ltaiil, iliins li's rdiiiiulcs pri'ct'dt'nlt's. q à la plan- lll•/^

A . 15 , t;
, . 1 L. pi;.. .• .if A . H . C ol A , H . C. ... à la plan-

.1.' A. lî. I •! aiii>i .1.- suite.

I)i' la il est l'vidciil .[ii.- !.• |trcinicr cofllitii'iit .\', .m \ , .. . ne .si-ra

jamais mil, ii iii.tins (|m.' le ii.iini.n- /', .m //, ... u.- soit iiiic ra.'iii.-

exacte, aiii|uel eas nous avons vu i|iii; la Iraclioii tuiitiiiur .se teriiiiiic

i) ce iioiiil)!.- Il" 18 . lui circt. si .\'= o, ou .\"= o tii aura \ - x .

ou 3 — 3c ; iloiic .t
f),

DU y = ff

22. Soii'iil iliiiH' />, y, /•. s, t, ... les vali'iii's ciitiiTcs ;i|i|irofliées îles

la.iii.'s (les eiiiiations (a), (b), (c), ii sorte i|iii' lHii :iil

I I I

x = p -i— » y = a -]— 1 2=r-t--i •••
"^ X ^ ^ z H

.siiltsiitiiaiil siucessiveniciil ces valeurs dans celle de 07, on auia

I

x—p-\

I

r-\

Ainsi l;i v.ileiii' .le .v, c'est-à-dir.' il.' la racine .licrcliéc, sera .'Xidiiiie.'

|<;ir iiii.' Iriiiliiiii ..iiitiiuie. Or on sait que ces socles de fractions don-

II. 'Ml l.iiijoiirs l'expressimi l;i plus siiiipl.', et en iniMiie temps la plus

exacte qu'il est possible, d'nn nombre quelconque, rationnel on irra-

tionnel.

Uuyiiliens parait être le premier (]ui ait remarqué cette propriété

des Iractions continues, et qui en ail fait usage pour trouver les frac-

tions les plus simples et en même temps les plus approcbanles d'une

fraction quelconque donnée. {Foir son Traité De Automato plane-

lario.
)

Plusieurs habiles géomètres ont ensuite développé davantage cette

théorie et en ont lait dillérentes applications ingénieuses et utiles;

mais on n'avait pas encore pensé, ce me semble, à s'en servir dans la

résolution des équali.)ns.
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23. Maintenant, si l'on réduit les fractions continues

I
;, + -, p + ;,

•••

5 + 7

en fractions ordinaires, on aura, en faisant

«=/>, cc'=i,

y ^ r^ -h X, y := r^' -h y.'

,

ô = s-/ + ^, (5'=*y'+P',

011 aura, dis-je, cette suite de fractions particulières

a ^ y §

a p y

lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie valeur

Aux, et dont la première sera plus petite que cette valeur, la deuxième

sera plus grande, la troisième plus petite, et ainsi de suite; de sorte

que la valeur cherchée se trouvera toujours entre deux fractions con-

sécutives quelconques. C'est ce qu'il est aisé de déduire de la nature

même de la fraction continue d'où celles-ci sont tirées.

Or il est facile de voir que les valeurs de

ce, (3, /, ... et ce', (3', y', ...

sont toujours telles que

^ce'— ctp' =z I
,

py'—y^'=zi, ôy'— yô' = i, ...,

d'où il s'ensuit :

i" Que ces fractions sont déjà réduites à leurs moindres termes;

car si y el y', par exemple, avaient un commun diviseur autre (|uc

l'unité, il faudrait, en vertu de l'équation

(]ue l'unité fût aussi divisible par ce même diviseur;
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2" (Ju'on aura

è. _ î. — _L è. _ L — _L- " / — '

«le sorte qiir li's Irai liniis

a |3 •/

lie iiriivi'iit jamais fliffortM' >\f l;i Maie valeur île .r ipie irnnc i|ii;iiilili'

rt'S|)eelivelliellt lllniii(llr i|ih'

I I I

^' F7' 7^' '
(Tin'i il sera faeile de juger de la (|uantilé <le l'approxiniatinn.

En j;éiiér;il, |)nis(|ue [i' > a', y' > 1^ >ii i"""'

(l'dii l'un voit (|(ie l'erreur de elia(|ue fraction sera toujours uioiiidie

i|iic l'uiiili' (li\i>rc |i;ii' le carre du (Icnoniinaleur de la nièuie IVae-

tion.

3" Que eliai|ue fraetion approchera de la valeur de -i, uon-seule-

meiit plus (|ue ne fait aueune des fractions précédentes, mais aussi plus

(|ue no pourrait faire aucune autre fraction quelconque qui aurait un

moindre dénominateur. En ellet, si la fraction '-'-, par exemple, appro-

tliail plus (|ue la fraclion }-, y' étant > a', il faudrait (juc la quantité

^ se trouvât entre ces deux 4 et — ; donc
H- V '^

IL-'L^L^L^ J- Cl >o-
^' y'<à' y'<yo' >"'

doue

uy'— <}'. y < '— < I Pi > o
;

ce qui ne se peut, puis(iue y, y', y., ;/ sont des nombres entiers.
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24. Les fractions —,, j-,, \^-> peuvent être appelées fractions /?r/«-

cipalcs, parce qu'elles convercçent le plus qu'il est possible vers la

valeur cherchée; mais, quand les nombres p, q, r, ... tliflerent de

l'unité, on peut encore trouver d'autres fractions convergentes vers la

même valeur, et qu'on appellera, si l'on veut, ïvAcXxon?, secondaires

.

Par exemple, si r est >i, on peut, entre les fractions ~ et —,i qui

sont toutes deux moindres que la valeur de x, insérer autant de frac-

tions secondaires qu'il y a d'unités dans r— i, en mettant successive-

ment I, 2, 3, .... r— r, au lieu de r. De cette manière, à cause de

Y = rfi + y. et y' — r^J + z', on aura cette suite de fractions

a_ P + o: ?.3 + g 3|3 + g 7' |3 -+- «

dont les deux extrêmes sont les deux fractions principales —, > '—,, et

dont les intermédiaires sont des fractions secondaires.

Oi', si l'on prend la différence entre deux fractions consécutives

quelconques de cette suite, comme entre ''\.'^ ^

,

et ttI;
——, on trou-

vera —^, , ,
, ., ,

.

r;; de sorte que celte différence sera toujours
( 2 p -H a

) t
.3 p -f- a

)

^ •

positive et ira en diminuant d'une fraction à l'autre; d'où il s'ensuit

que, comme la dernière fraction ^ est moindre que la vraie valeur de

la fraction continue, les fractions dont il s'agit seront toutes plus

petites que cette valeur, et seront en même temps convergentes vers

cette même valeur.

On fera le même raisonnement par rapport à toutes les autres frac-

lions principales; et si l'on ajoute à ces fractions les deux fractions

7 et ^, dont la première est toujours plus petite et dont la seconde est

plus grande que toute quantité donnée, on pourra former deux séries

de fractions convergentes vers la valeur cherchée, dont l'une contien-

dra toutes les fractions plus petites que cette valeur, et dont l'autre

contiendra toutes les fractions plus grandes que la même valeur.
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Fractions plus pelilts.

O
— 1
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à cause que la fraction ^ est plus grande que la valeur dont il s'agit,

que la quantité —, se trouvât entre les deux quantités

3|3-t-a
, (3

I pi !—

:

3(3'+ a' (î"

donc la quantité

iJ. 3[3 + f/

fi' 3(3' -f-
a'

devrait être

S _ 3(3+ g [33:' — gr{3' ^
(3' 3(3'+ a' ^ (3'(3p'+a'J^ [5' (3|i' + a' J

'

donc il faudrait que [7.(3(3'+ a.') — j/(3[i + a) fût < L< i, ce qui
P

ne se peut.

Au reste, il peut arriver qu'une fraction d'une série n'approche pas

si près qu'une autre de l'autre série, quoique conçue en termes moins

simples; mais cela n'arrive jamais quand la fraction qui a le plus

grand dénominateur est une fraction principale (n"23).
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VriLICMlUN DES Ml.rilDUKS PIU.CKDKNTKS A (JLKLOLKS K\KMI>I.KS.

25. Je piiiiilrai pmir prcmuT i-xi'iiipli' l'ciiiiatidii (Hic Newton ;i

résolut' par sa inélliodc, savoir,

x^ — IX — 5 = 0.

Jt' comiDcnce par clierclirr, p;ir les roiiiiiilts du ii" 8, récjualioii vu v

qui résulte de celto éciuatioii; jo fais donc

ni = 3 , A — o , B = — •'. , C = 5
;

j'aurai

n = = 3

,

Ai=:o, A2 = 'i, A3'=i5, Ai::^8, A3 = 5o, Ao = f)i;

donc
a,=ii, rto = -2, «3 = — 1497,

et (le là

«=:I2, ir=36, C'^: — 643;

de suite (|iie l'équation chereliéc sera

u ' — I '2 v- -+- 36 u -+- 643 = o.

Comme cette équation n'a pas les signes alternativement positifs et

négatifs, j'en conclus sur-lo-cliamp que l'équation proposée a néces-

sairement deux racines imaginaires, et par conséquent une seule

réelle (n" 16).

Ainsi les nombres à substituer à la place de x seront les nombres

naturels o, i, 2 , 3, ... (n° C).

7-
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Je suppose d'aljortl x positif, et je cherelie la limite des valeurs

(le X par les méthodes du n"' 12; je trouve y 2 + v5 < 3; ainsi 3 sera

la limite cherchée en nombres entiers, de sorte qu'il suffira de faire

successivement x = o, 1, 2, 3, ce qui donnera ces résultats : —5,

_ (]^ _ I , -f- iG; d'où l'on voit que la racine réelle de l'équation pro-

posée sera entre les nombres 2 et 3, et qu'ainsi 2 sera la valeur en-

tière la plus approchée de cette racine (n° 2).

Je fais maintenant, suivant la méthode du Chapitre III, a; =2 I

y

j'ai, en substituant, et ordonnant les ternies par rapport à v, l'équation

|.3 — ïoy- — 6y — 1=0,

dans laquelle j'ai changé les signes pour rendre le premier ternie

positif.

Cette équation aura donc nécessairement une seule racine plus

grande que l'unité (n^iO), de sorte que, pour en trouver la valeur

approchée, il n'y aura qu'à substituer les nombres o, 1, 2, 3, ...,

jusqu'à ce que l'on trouve deux substitutions consécutives qui donnent

des résultats de signe contraire.

Pour ne pas faire beaucoup de substitutions inutiles, je remarque

qu'en faisant y = o j'ai un 'résultat négatif, et qu'en faisant y = 10 le

résultat est encore négatif; je commence donc par le nombre 10, et je

fais successivement j = I o , 11, .... Je trouve d'abord les résultats

— 61, +54, ...; d'où je conclus que la valeur approchée de y est 10;

donc y =: 10.

Je fais donc y = 10 -i- -; j'aurai l'équation

^4-5" — 20s — 1=:0,

et supposant successivement z — x, 2 , . .
. , j'aurai les résultats — 54

,

-n 7 1 , ... ; donc r = i

.

Je fais encore s = i h— ; j'aurai
u •

54m^ 4- 25«<- — 8g u — 61 =0,
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il. sii|»|)iis;iiit // I . i j'uurai li's rirsultal» — 71, h- a()3, ...;

iloiic s I , i-t aillai ilr siiid-.

Km luiiliiiuaiit ilf ci'lle iiianit-rc, on trouvera les iioiiilircs

>, 10, I. I, 1, I, !, I, I, 1 ., ....

«le sorte cpie la raciiii' i-liereliéi- m-im cniujiuii- |i;ir celte fiiirliiui 1 on-

tiiiue

I

X = 1 -;-

I

10
I

I H

1-4-

iriiii l'un liiera les fractions (11" 23)

1 ai -jS W III I > ) •'»-() 7'5i l'îo^ i(iji">

I 10 II ai 53 74 ^75 349 b'i4 l^^l

lesijiirllo sei'oiil allcriiati\ l'iiiciil jilu^ iieliles cl [iliis grandes que la

valeur tie .r.

La (leiuière fraction -7^',— est plus grande (|ue la racine cliercliée;.

mais l'erieui' sera luniiidrc iiue —3^—; (n° 23, 2°\ c'est-à-dire nioindi'c
.7«37j-

«lue 0,000 000 oiG 3; donc, si l'on réduil la traction /;., en (Vaction

déc.imalo, elle sera exacte ju si iiTii la septième décluiale; or, eu l'aisanl

la division , un trouve 2 ,og4 55 r 4^6 5 ... ; ainsi la racine cherchée sera

entre les nombres 2, 094 55 1 49 et 2,094 55 1 47-

Newton a trouvé par sa méthode la fraction 2,094 55 147 [voir su

Méthode des suites infinies], d'où l'on voit (jue cette méthode donne

dans ce cas un résultat fort exact; mais on aurait tort de se promettre

toujours une pareille exactitude.

20. Quant aux deux autres racines de la même équation . nous

avons déjà vu qu'elles doivent être imaginaires; néanmoins, si l'on

voulait en trouver la valeur, on le pourrait par la méthode du u" 17.

Pour cela, on reprendra l'équation en 'j trouvée ci-dessus, et, en y
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changeant u en — ir, et changeant ensuite tous les signes, on aura

(t'^' + i2«'- + 36((' — 643 = 0,

et il ne s'agira plus que de chercher une racine réelle et positive de

cette équation. Or, puisqu'elle a son dernier ternie négatif, elle aura

nécessairement une telle racine, dont on pourra trouver la valeur en-

tière la plus approchée par la substitution successive des nombres

naturels o, 1, 2,3, ... (n'^ 3). En effet, en faisant (r= 5, on aura le

résultat —38, et en faisant w=^G, on aura +221; ainsi la valeur

entière la plus approchée de la racine positive de cette équation sera 5.

On fera donc maintenant (v = 5+ -» et, en substituant, on aura,

après avoir changé les signes,

38i<3 — 33i u- — i'] u — 1 = 0.

Faisant successivement « = o, i, 2, . . . , on trouvera, pour it = 6 et

11 = ^, les résultats —271, -t-iSaS; donc 6 sera la valeur entière

approchée de i/.

On fera donc u = 6 -ï— , et l'on aura, en substituant et changeant

les signes,
271^^ — i3o5,r- — 453.^ — 38 = o.

En faisant successivement x = o, 1 , 2 on trouvera des résultats

négatifs jusqu'à la supposition de a? = G, qui donne 8837 pour résultat,

de sorte que 5 sera la valeur entière approchée de x.

On fera donc x= 5 -\— ; substituant et réduisant, on aura
r

io53j'^ — 6833J)''-
— 2760^^" — 271 = o,

et l'on trouvera 6 pour la valeur approchée de j, et ainsi de suite.

De cette manière, on approchera de plus en plus de la valeur de iv,

laquelle se trouvera exprimée par la fraction continue

I

3 H

5H--V
b-!-
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il'iiii l'un tiic rt's fractions partirulii'res

'» 3i ifio 001

Connaissant ainsi tr, on aura (n° 17) Ji
- \' ; ainsi on l'onnailra [i.

On siii)StitiU'i'a niainli-nant 7.4- |i \ 1 à la placoçlf .r dans rt''(|na-

tion propost'i', ft , faisant deux (-(luations S(''part'es des ti'rnu-s tout

réels et de ceux qui sont allectés do \ - 1. on aura les deux é(|uations

«' — (3(3- •!- -i;» — "> --:-- O,

3«î— pî — 3 = 0.

On clicrchera le plus grand coinninii diviseur de ces deux équations, et

l'on poussera seulenieiil la divisimi jus([u'àcc que l'on arrive ii iiii lesli-

où a ne se trouve (|ii';i In iireinière puissance (numéro cité); ce reste

sei'a

8(324-4

lequel, étant l'ail égal à o, donnera

i^

Ainsi l'on aura la valeur de deux racines imaginaires a -f- [3 y - 1, et

x — 'i\—i de l'équation proposée.

27. Prenons pour second exemple l'équation

X' — 'JX -T- 7 = o.

On aura encore ici m = 3, et par conséquent « — 3; ensuite

A=:o, B = — 7, C = — 7,

d'où

A(=o, A2==i4, A3 = —21, Al =98, A5=: — 245, A6 = 833;
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et, (le lii,

«1 = 4i , a-i = 882 , «3 — 1 8669

,

l't enfin

= 42, 6 = 44'. c = 49;

(le sorte (|iie l'éciuation en u sera

u'' — 4^"'^' + 44' i^ — 49 = o-

Puisque les signes de cette équation sont alternatits, c'est une

marque que la proposée peut avoir toutes ses racines réelles (n" 16);

et, comme d'ailleurs cette équation n'est point divisible par u, il s'en-

suit que l'équation en x n'aura point de racines égales (n" 15).

On fera maintenant (n" 11) 'j=-, et, ordonnant l'équation par

rapport à y, on aura

1,. 3 ^ 1^ 2 ^j_ ^

49-' 49

4a I

r'-9J-+7;:r- ^ = o-

Le plus grand coefficient négatif étant 9, on pourrait prendre / = 10

(n° 12); mais on peut trouver une limite plus rapprochée en cherchant

le plus petit nombre entier qui rendra positives ces trois quantités

^' 49
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dans la(|iiillc il n'y aura plus t\ii'-A siilistitiicr lis iminliiis nalun-ls

o , r , 2. . . . il la |)latt' dr .r. Or. suivant lu nn'lli<i(lc du n" 13 (3"), on

Irouvr (|in- la snii' des résultais nt? cuiitient i|iii' diii\ varialums de

signt-s, lt'Si|u<-ls n-|iiunicnt :ix = 4. 5, G; de siirlc iiiic r((|ualinn |in>-

posi'i- n'aura i|iir cltii\ rai-iiics positives, lrs(|iii'llfs tonihiTinil , ! iim

«•ntro les nombres ^ et r • ri l'aiilrc entre les nombres -. et -.; d'où I on

voit (jur la \aiiiir cnliirc la plus approchée de Tune et de lautre sera i

(n» 2).

Faisons maintenant .r rn-^'atil' pour avoir aussi les racines négatives

(n"*), et l'équation se changera en

laiiuelle. avant son dernier terme négatif, auia siiieiiieul une lacine

positive (n" 3), et il est clair qu'elle n'en aura qu'une seule, puisijue

nous avons déjà trouvé les deux autres ; ainsi on pourra d'abord trouver

la valeur entière approchée de cette racine, en substituant à la place

(le .r les nombres o, i, a jusqu'à ce que l'on rencontre deux

substitutions qui donnent des résultats de signe contraire (n° 3) : or on

trouve que ces substitutions sont x = 3 etx = f\, de sorte que 3 sera

'la valeur entière la plus approchée de oc dans l'équation précédente, et

pur eonséijuent de — x dans la proposée.

Ayant ainsi trouvé que l'équation a trois racines réelles, deux posi-

tives et une négative, et ayant trouve en même temps leurs valeurs

entières approchées, on pourra approcher autant qu'on voudra de la

vraie valeur de chacune d'elles par la méthode du Cbapiire III.

Considérons d'abord les racines positives, et faisons x = i-i-- dans

l'équation

jr' — -ar-f-7=:o;

elle deviendra celle-ci

VIII. 8
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laquelle, à cause que i est la valeur approchée de deux racines, aura

nécessairement ( n° 19, 2") deux racines plus grandes que l'unité.

J'essaye d'abord si je peux trouver les valeurs approchées de ces

deux racines par la substitution des nombres entiers o, i, 2, . . . , et,

comme il n'y a que le terme 4 y- de négatif, il suffira (n° 13, i") de

pousser les substitutions jusqu'à ce que l'on ait y' = 4
J'. c'est-à-dire

jusqu'à y =4; or, en faisant jK=o, i, 2, 3, 4, j'ai les résultats

I, I, — I, I, i3; d'où je conclus que les racines cherchées sont, l'une

entre les nombres 1 et 2, et l'autre entre les nombres 2 et 3, de sorte

que les valeurs approchées de j seront 1 et 2.

On fera donc :

1" j= I + -, et l'on aura

s' — 2Z- — 2-t-I=0,

équation qui n'aura plus qu'une racine réelle plus grande que l'unité

(n°19, 2"); ainsi l'on supposera successivement i = 1,2, ....jusqu'à

ce que l'on trouve deux substitutions consécutives qui donnent des

résultats de signe contraire; or on trouve que s= 2 donne ~ i, et

; = 3 donne -1- 7; donc 2 sera la valeur entière approchée de z.

On fera donc z = 2 -\— , et, substituant, on aura, en changeant les

signes

,

«"• — 3 m- — 4" — 1^0.

On supposera de même m = 1 , 2 , . . . , et l'on trouvera que la valeur

entière approchée de u sera 4-

On fera u=^A~\ ? et ainsi de suite.

2° On fera y = 2+ -, et, substituant dans l'équation précédente

en Y, on aura, après avoir changé les signes,

s'' -h z- — 2S — I =: o;

cette équation n'aura, comme la précédente en z, qu'une seule racine

réelle plus grande que l'unité, de sorte qu'il n'y aura (|u'à (aire
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s= I, -2 cf (|(ii doiirii' It'S n'-stillals — i. -; d'iiii l'oii rnncliil

»|tic I fsl la vali'iir l'iitiiMf a|)|)nii'liri' Je c.

On Icia (liiiii- r i -î- . et l'on aura, en cliaiiLrcant les sijîtu's,
Il

r- r

m' — 3 « - — '[Il — I : o

,

d'oil l'on trouvi'ia , ilr la inriin' iiiaiiiin' (|iie ci-ilt'ssus, (iiit- la valriii

«•iitil'ic approrliéi' de u sera /j.

Ainsi on fera m = 4 H— ' »'l :iiiisi ilr siiilc.
Il'

Donc les deux racines positives de l'éinialion inoposée seront

1

T* 1 1
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conséculifs de signe contraire, ce qui arrivera lorsque ,v = 20, 21; de

sorte que la valeur dont il s'agit sera 20.

On fera donc j = 20 + -^^ etc.

De cette manière, la racine négative de l'équation proposée sera

I

X = — 3
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Sur la manière <lc reconnaître si une équation a des racines

imui^inaires.

28. J'ai (loiiiii', dans le ii" 8, ties formules f^éiiérales pour (léduire

dune équation quelconque une autre é(|uation dont les racines soient

les carrés des dill'érences entre les racines de l'équation proposée. Or,

si toutes les racines d'une équation sont réelles, il est évident que les

carrés de leurs dill'érences seront lniis posiiils ; [lar cDiiscquiiit , i"({jii;i-

lion dont ces carrés seront les racines, et que nous appellerons doré-

navant, pour abréger, équation des différences, cette é(]uali()n, dis-je,

n'ayant (|ii(' des racines positives, aur;i nécessairr ni les signes de

ses ternies alternativement positifs et négatifs; de sorte que, si cette

condition n'a pas lieu, ce sera une mar(|ue sûre ([ue ré(|ua(ion primi-

tive a nécessairemenl des racines imai^inaires.

29. De plus, ((imme les racines imaginaires vont toujours deux à

deux, el ({u'elles peuvent se mettre sous la forme

« + (3^/— I, a— |3 V''—^ ,

a et p étant des quantités réelles {voir la Note IX), il s'ensuit (|uc

la différence de deux racines imaginaires correspondantes sera néces-

sairement de la forme 2 [^ y ~ ' » f'c sorte que le carré de cette différence
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sera —4 fi", c'est-k-dire une quantité réelle et négative. Donc, si

l'équation proposée a des racines imaginaires, il faudra nécessairement

que l'équation des différences ait au moins autant de racines réelles

négatives qu'il y aura de couples de racines imaginaires dans la pro-

posée.

30. Mais il est démontré [voir la Note VIII) qu'une équation quel-

conque ne saurait avoir plus de racines positives qu'elle n'a de chan-

gements de signes, ni plus de racines néga,tives qu'elle n'a de succes-

sions du même signe. Donc le nombre des racines imaginaires dans

une équation quelconque ne pourra jamais être plus grand que le

double de celui des successions de signe dans l'équation des dilFérences.

31. De là et de ce que nous avons dit ci-dessus, il s'ensuit que, si

l'équation des différences a tous ses termes alternativement positifs et

négatifs, l'équation primitive aura nécessairement toutes ses racines

réelles; sinon elle aura nécessairement des racines imaginaires. Ainsi

l'on pourra toujours juger, par ce moyen, s'il y a ou non des racines

imaginaires dans une équation quelconque donnée.

ARTICLE II.

Où l'on donne des règles pour déterminer dans certains cas le nombre

des racines imaginaires des équations.

32. Soient
a, b, c, d, ...

les racines réelles d'une équation quelconque, et

x-i-^yf—i, a — ^i^l—i, y + âv'— I, y — os,'~i, ...

les racines imaginaires ; les carrés des différences de ces racines seront

(a-by-, («-c)=, («-rf)^ ...,

(b-cr-, {b-dy-, ..., (c-dy-, ...,

-4(3% -4ô%
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(a-rf-4-pv^^'^ ' f/ -|3v")'.

(y-ft-t-^v'--')*. (y-6-av~)'.

(y — r/ -+ «5 v'— ')', (y — '/ — 3 v/ - O'f

[«-y + ((3-a)v/^]% [«-y-(P-3)v/-']'.

f a - y + (
13 + 3) n/^T]». [^ - y - ((3 + 31 s/~]'.

lfS(|iU'ls SL'roiil, par «'()iisé(]Ui'iil , les rariiics de r((|iiatiun ilch tlilli!-

roiK'os.

Sdil /« If (Icyif (le rcqualidii [ji'dposôc , (jui csl rgal au iiiniiliic des

lacitifs

II, b, c, a + ^v~'. x — ^y/-i, y4-(5v— I, y — o^~ ;

coliii (lo l'équation des dliréroncos sera'n°8)

m ( m — I
)—

ï

= II.

9.

Soit yo le nombre des raeines réelles a, h, r, ..:, et ay celui dis ra-

cines imaginaires

a-t-Pv/— '' <x-~P\/—i, y + ov -I, y — ov
— I, •••,

en sorte tjue r)i =p + 2y; il est l'acile de voir, |)ar la Table précédente.

(|ue, parmi les n racines de l'équalion des différences, il y en aura né-

cessairement ^-^ de réelles et positives, q de réelles et négatives,

et 2q(p h q — i) d'imaginaires.

y
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33. Qu'un Hisse maintenant le produit de toutes ces racines, et il est

visible que le produit des ^''P~'' racines positives sera toujours posi-

(if; que celui des (j racines négatives sera positif ou négatif, suivant (jue

le nombre g sera pair ou impair; qu'eniin le produit des 2q{p H- ^ — i)

racines imaginaires sera toujours positif; en eflet, ces dernières racines

étant deux à deux de la forme

(A+Bv'-^)% (A-Bv/^^)-,

leurs produits deux à deux seront de la forme

(A^^-B"-)^

et par conséquent positifs; donc le produit de toutes ces racines en-

semble sera toujours aussi positif.

Donc le produit total sera nécessairement positif ou négatif, suivant

que q sera pair ou impair.

3Iais le dernier terme d'une équation est, comme l'on sait, égal au

produit de toutes ses racines avec le signe + ou — , suivant que le

nombre des racines est pair ou impair.

Donc le dernier terme de l'équation des différences, dont le degré

est n, sera nécessairement positif si n et q sont tous deux pairs ou tous

deux impairs, et négatif si l'un de ces nombres est pair et l'autre

impair.

34. Or, si n et q sont tous deux pairs ou impairs, n — q sera néces-

sairement pair, et si n et q sont l'un pair et l'autre impair, n — q sera

nécessairement impair; mais, à cause de

m (m — I
)

n = —

^

et de m=^p -hnq

,

on a

pi p — j) ,

n — q ^ i—S- - ^-n.q[p

de sorte que n — q sera toujours pair ou impair, suivant que '—J^—-

le sera.
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Doiir If iltTiiirr li'iini- ilr rr(|(iiiliiiii ili's «liHficncfs sera iit-ci-ssiiiii'-

iiHiil |)iisilil nu in'j;alir, siiivaiil i|iir le ii()iiil)ir
I ' r~ sna pair ou

inipair, c'fsl-à-diir suivant (|Ui' li- noiiihri' des conihinaisDiis dis ra-

cines réullt's ili- la |>iii|i(isi't', |»iist's drux à deux, sfia |iair mi ini|iaii'.

3."). i" Su|>|»iisons (|Ut' 11- dernier terme soit posilil', il taiidia eu ce

p'p — i]
,

cas que !—!- soit pair; dune ou

^ =-xl ei p — IX.

un

f- = a/ cl p -l\\->r-\\

d'où il s'ensuit <|U(', dans co cas, le nombre des racines réelles de la

proposée sera nécessairement nuiltipl(> de \ si ce mnidire es| p;iir,

c'est-à-dire si le (lofrré de ré(|uation est pair; mi ninlliplr ili-
i
plus i

si le dej,'ré de r((|iialiiiii est impair. Ainsi il sera impossible ijuc l'e-

(liialiiiii ail 2, ou ') , iMi (>, iiii -. ... racines réelles.

2° Supposons (|ue le dernier leiiiie de ré(|ualion d<'s diiïérences soit

négalii'; il laiulra alors que ^-^ soil impair; donc ou

£ = 2 >. -(- I et p — 4 >,-}-•>.,

2

OU

p I

: 1 X -^ I et ^=p. -<-3,

d'où il s'ensuit que, dans ce cas, le nombre des racines réelles de la

proposée sera nécessairement multiple de 4 plus 2 si le degré de l'e-

quation est pair, ou multiple de 4 plus 3 si ce degré est impair; de

sorte qu'il sera impossible (jue l'équation ait en ce cas i, ou 4. «u 5,

ou 8, ou 9, ... racines réelles.

36. Ainsi, par l'inspection seule des signes de l'équation des diffé-

rences, on sera en état de juger : i" si toutes les racines de l'équation

VIII. 9
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proposée sont réelles ou non; 2° si le nombre des racines réelles est un

(le ceux-ci i, 4. •'1. i^> 9. 12, i3, ..., ou bien s'il est un de ceux-ci 2, 3,

6, 7, 10, II, ...,ce qui suffira pour déterminer le nombre des racines

réelles et des imaginaires dans les équations qui ne passent pas le

cinquième degré, et dans toutes les équations où l'on saura d'avance

que les racines imaginaires ne sauraient être plus de quatre.

Peut-être qu'en poussant plus loin cette théorie, on pourrait trouver

des règles sûres pour déterminer le nombre des racines réelles dans les

équations de degrés quelconques , les méthodes que l'on a proposées

jusqu'à présent pour cet objet étant ou insuffisantes, comme celles de

Newton, Maclaurin , etc., ou impraticables, comme celles de Stirling

et de De Gua, qui supposent la résolution des équations des degrés

inférieurs.

ARTICLE III

Où l'on applique la théorie précédente aux équations des second,

troisième et quatrième degrés.

37. Soit l'équation proposée du second degré, comme

X- — A jc + B = o
;

l'équation des différences sera du degré ^^— = 1, et l'on trouvera, par

la méthode du n° 8, que cette équation sera

•J — « = o

,

<ùi l'on aura

4a = A=-4B.

Ainsi les racines seront toutes deux réelles ou toutes deux imaginaires,

suivant que l'on aura A'-— /|B>o ou <o, et elles seront égales

lorsque A- = 4B.

38. Soit proposée l'équation générale du troisième degré

a.' — A^- + Yix — C = o;



rc(|ii;iliciii (Its tlilTi'-n'Iircs S»t;i ici ilii di-m'é -^ = 3, l'I rnii Iruiiviiii

|i;ir- lu iiii'-iiir iiii'lliiMir

J- Il j- -I- bu — V ^ u

,

i rt= î(A»-3B),

'rb= (A«-3B',

,, _ 4(A«-3B)(B»-3AC)-(9C-AB)'
/J
C- -

;

tldlir , |iiiiir (|iii' les i';iriiii's suiciit toutes irt'llrs, il r:iiiili';i (|iii' rmi ;iil

i" A--3B>o,

i"* 4( A» - iB]
;
B- iAC) - (gC - AB)^ > ...

Si l'iiiH' (!<' ('('> ili'ii\ t'iiiiililioii.^ iii;iM(jiir, I rijniiliiiii ;iiii;i ilriix riiiiiics

iiiiagiiiiiircs.

39. Soit maintciiaiil proposée ré(|iiation gémiilc du (]iiatriènie degré

X» -h Kx- — Car + D =: o,

tldiil If secuiid Icriuc est evanuui , pour plus de siuiplicile ; le degré

de l'équation des diiréreiices sera i^ = G, de sorte (|ue cette é(|uati()ii

sera
y- — au'' -h bu'' — cv^ -^

(f-j- — e\j -\-f=^ o

,

où l'on Iroiivei'a par la uiciiie luetliode

4 a = — 8B,

Î2*=22B2-+-8D,

43 c = -l8B3-i-l^BD-^i6C^

4*c/= 17B' -+- a4B2D - 7. i6D= -+- 3. iGBCS

45^=: — 4B= — 2.-27C^B2-8.27C2D-f-3.4'BD2-a.42B3D,

4«/ = 4»D» - ?.'.42B2D2 -I- 4=.32C=BD 4- 42B'D - 4C2B3 — 33C* ;

donc, si la (]uanli!é

4*D> - 2342620-^ + 42 32C2BD + 42B'D - 4C2BI - 33C"
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est négative, la proposée aura nécessairement de"ux racines réelles et

deux imaginaires; mais si cette quantité est positive, alors la pro-

posée aura toutes ses racines réelles ou toutes imaginaires.

Or toutes les racines seront réelles si les valeurs de tous les coeffi-

cients o, h, c, d, e, /sont positives ; donc elles seront toutes imagi-

naires si, le dernier coefficient/étant positif, quelqu'un des autres se

trouve négatif.

Supposons donc le coefficient/ positif , en sorte que l'on ait

4D3 — 9.»42B2D2 -I- 4232C2BD + 4-B> D — 4C-B3 _ 3.iCi > o,

et l'on trouvera que tous les autres coefficients seront aussi positifs si

l'on a en même temps

B<o et B- — 4I)>o,

et qu'au contraire quelqu'un d'eux deviendra nécessairement négatif si

B>o ou B2 — 41)<o.

Ainsi, dans le premier cas, les quatre racines de l'équation seront

toutes réelles, et dans le second elles seront toutes imaginaires.

On pourrait de même trouver les conditions qui rendent les racines

des équations du cinquième degré toutes réelles, ou en partie réelles

et en partie imaginaires; mais comme, dans ce cas, l'équation des dif-

férenees monterait au dci^ré ^^ = ro, le calcul deviendrait extrème-

ment prolixe et embarrassant.

ARTICLE IV.

Sut la manière de trouver les racines imaginaires d'une équation.

40. Nous avons vu, dans l'Art. II, (juc chaque couple de racines

imaginaires correspondantes a 4- p y— ' • * — P V ~ ' donne nécessai-

rement dans l'équation des difl'érences une racine réelle négative

— 4r^'; <l'oii il s'ensnil (|u"en cherchant les racines réelles négatives de
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rf(t*M-(|iiatioii ou trouvera lUM-essairt'iin'iil les v;ilfiirs tl«' — /|;i', d'où

l'on auni celles de ^ à l'aide desquelles on pourra ensuite Imiiver les

valeurs eorrespondantes de x, eouinie nous I avons enseigné dans le

n ' 17 ; de sorte (|ii 'on aura , par << inosen , 1 expression de rlia(|ue ra-

l'iiie imaginaire de réi|uation proposée; ee (|ui est souvent néeessaire,

surtout dans le (laleul inlé^Mal. Voiei seulement une oliservali(Ui (|ui

peut servir à répandre un plus j,'rand jour sur celte théorie, et à dissi-

per en nu'-me temps les doutes (lu'on pourrait se ((Miner sur son ivarli-

tude et sa j^énéralité.

il. I.nrsi|iie les pinties réelles X, y, ... des racines imaginaires

a-+-;3v — '» ='~?\ '. / ''V '• / 'M-'. •••

sont iné^Mles, tant enin' ellrs (|ii';i\i r les racines réidies a, h, c

il est évident, parla Tiildr de l'Ail. Il, (|iic i'éijuation des dill'érences

n'aura ahsoluiiniil d'autres racines réelles négatives que celles-ci

— 4|i'. — 4^ ''' !^'>i't'^ qu<^ le nombre do ces racines sera le

même que celui des couples do racines imaginaires dans récjuation

proposée.

.Mais s'il arrive (pic, parmi les quantités y.,-,' il s'en trouve

d'égales entre elli's ou d'égales aux (juantités rt, h,c, ..., alors l'é-

(|uation des didérences aura nécessairement plus de racines négatives

(|iic la proposée n'aura de couples de racines imaginaires.

En elVel, soit a =y., les doux racines imaginaires

deviendrout — .â- et — fi'-, et par conséquent réelles négatives.

De sorte que, si l'équation proposée ne contient, par exemple, (|iic

les (Iriix iniagiiiaires

a + Pv/^ et a — (3v/^,

l'équation des dilT'érences contiendra, dans le cas do y. = rt, outre la
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racine réoUe négative — 4[^S encore ces deux-ci —f-, —f-, égales

entre elles.

D'où l'on voit que, lorsque l'équation des différences a trois racines

réelles négatives, dont deux sont égales entre elles, alors la proposée

peut avoir ou trois couples de racines imaginaires, ou un seulement.

Si la proposée contient quatre racines imaginaires

j /

alors l'équation des différences contiendra d'abord les deux racines

réelles négatives — 4[^'. —4^"; ensuite, si v. — a, elle aura encore

ces deux-ci — p-, — P"; si y = b, elle aura de même ces deux autres-ci

— S-, — <)-; entin, si l'on avait a —y, alors les quatre racines imagi-

naires

[^_y + (p_ô)v/"]^ [a-y-((3-ô)v/^]%

[«-7 + ((3 + â)v/^]% [«-y-((3 + ô)v'^]^

deviendraient

-(P-ô)=, -i^-èy-. -((3 + â)^ -(p + ô)=,

c'est-à-dire réelles négatives, ou égales deux à deux.

42. De là il est facile de conclure :

1° Que, lorsque toutes les racines réelles négatives de l'équation des

différences sont inégales entre elles, alors la proposée aura nécessaire-

ment autant de couples de racines imaginaires qu'il y aura de ces ra-

cines.

Et, dans ce cas, nommant — (v une quelconque de ces racines, on

.aura d'abord fi = ^; cette valeur étant ensuite substituée dans les2

deux équations (H)dun° 17, on cherchera leur plus grand commun
diviseur, en poussant la division jusqu'à ce que l'on parvienne à un

reste où a ne se trouve plus qu'à la première dimension ; et, faisant ce

reste égal à zéro, on aura la valeur de a. correspondante à celle de p;
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par (•!• iiKivi'ii , cIkkiiic laciin- iif;;alivi' — ir ilniiiicra tlt-iix racines itiia-

ginairos

a-4-;3v -I cl a— Pv'—'-

a" Que si. |iariiii les racim-s réclU'S iii-galivcs ilc l'c(|iialioii des ilille-

iviu'fs. il y cil a (l'égales t'Utr»* elles, alors cliatinc racine inégale, s'il

y en a, (Itinnera Icnijuiirs, eoiiiine ilaiis le cas préeédeiil , nue couple

tie racines imaginaires: mais cliai|ne ei)n|)le de racines é^^ales pourra

donner aussi lieiix couples <le racines iiiiaf^inaires, ou n'en doimei' au-

cune; ainsi deux racines égales doiiiienuil ou (|iialie racines imaginaires

ou aucune; trois racines égales doiiiici-oiil ou six ou deux racines:

quatre racines égales doiuiemnl ou Imil ou (piatre racines imaginaires,

et ainsi de suite.

'i'.]. Or soient, par exemple, tr cl - n- deux racines égales né-

gatives de l'etiuation des dill'érences: ou iéra fi = — - comme ci-dessus.

et, sulistituant cette valeur de 'i dans les équations (H^ du numéro

cité, on eliercliera leur commun diviseur en ne poussant la divisicui

que jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste où a ne se trouve (|u'ii la

seeonde dimension, ii cause (|ue la valeur de ^cstdoiilile, comme

nous l'avons déjà remarqué dans l'endroit cité.

Ainsi. Taisant ce reste égal à zéro, on aui'a [muii' la iletenniiiatioii

de y. nue e(|iiatioii du second degré, la(iiicllc aura, par consé(|ueiil , on

deux racines réelles ou deux imaginaires.

Dans le premier cas, noinmant ces deux racines y.' et x". on aura les

quatre racines imaginaires

x'-hPy/-i, a:'-(3v'-i, «"-i-Pv'-i, a"-(3v'-';

dans le second cas, les valeurs de x étant imaginaires contre l'Iiypo-

thèse, ce sera une marque que les deux racines égales — h', — w ne

donneront point de racines imaginaires de la proposée.

44. S'il y avait dans l'équation des différences trois racines égales et,
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négatives - ^, - <.% - "^ alors, faisant P = ^> on poussera seule-

ment la division des équations jusqu'à ce que l'on parvienne à un

reste où * se trouve à la troisième dimension; de sorte que, ce reste

étant fait égal à zéro, on aura une équation du troisième degré en a,

d'où l'on tirera ou trois valeurs réelles de «, ou une réelle et deux

imaginaires; dans le premier cas, on aura six racines imaginaires;

dans le second, on n'en aura que deux, les valeurs imaginaires de a

devant toujours être rejetées comme contraires à l'hypothèse ,
et ainsi

de suite.



1)L^ hyl AllD.N.» M .Ml.lllljl LS.

CllAlMTlIi: \l.
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DES KQIATIONS PAU US KKACTIOXS C.ONTIMKS.

On a VII ilans le ('.lia|iiti'f III loiiiini'iil mi |mm l'iiiiiirr lis i;h iiics

ilt's ((|ii:iti(iiis iiiiiiii'i'i*|ii(>s à des iVuctiuiis l'iinliniiis . ri loiniiirii ers

sortes (le rédiiotioiis siml préféialtles à toutes les autres : nous allons

ajouter iei quel(|nes reelierilies, pour donner à eette tliéorie toiilc la

péuéralité et la simplicité dont elle est susceptihh".

AiniCLl' riŒ.MIKR.

Sur les /raclions continues périodiques.

•45. .Nous avons (li.'jit rciiiaiijué dans le ii" 18 (jue, l()rs(|ii(' la racine

ehercliée est épcale à un nombre eommensurahie, la fraction continue

iloil nécessaireineiii se terminer, de sorte ijiic l'on pourra avoir l'expres-

sion exaele de la racine; mais il y a encore un aiilrecas où l'on pciil

aussi avoir l'expression exacte de la racine, quoique la fraction conti-

nue qui la représente aille à l'infini. Ce cas a lieu lorsque la fraction

<()ntinue est périodique, c'est-à-dire telle que les mêmes dénominateurs

reviennent toujours dans le même ordre à l'intini ; par exemple, si l'on

avait la fraction

<l

q +

VIII.
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il est clair qu'en nommant x la valeur de cette fraction, on aurait

t

I

X

ce (|ui donne cette équation

qx- — pqi

par laquelle on pourra déterminera;; il en serait de même si la période

était d'un plus grand nombre de termes, et l'on trouverait toujours

pour la détermination de x une équation du second degré. Il peut aussi

arriver que la fraction continue soit irrégulière dans ses premiers

termes, et qu'elle ne commence k devenir périodique qu'après un cer-

tain nombre de termes; dans ces cas, on pourra trouver de la même

manière la valeur de la fraction, et elle dépendra pareillement tou-

jours d'une équation du second degré; car soit, par exemple, la fraction

'i

r -

I

Nommons toute la fraction x, et jk la partie qui est périodique, savoir

I

/•H
I

S -i

on aura

i'où l'on lire

I

X z=p H

""r'

X — p

7 >-/')'
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mais 011 a

I

I

s -i—

.

r
il' i|iii iliiiiiic

sy^ — rty— r=o;

ilimc, siili>lilii;inl |n)iii' >• sa valnir l'H .r . nu aiii'a

s[x-p]i- rs[x - p [x -^ q[x - p)]- r[i - q[x - p]Y -o,

('(|(ialloil (|ni , claiil ilf\i'ln|i|ii'-r il ciriliiiiiiiT |i:ir i;i|i|)ciil il .(, iiiuiilrra

ail si'Cdinl ilcji;rt'.

•iG. On vitil, par cf (|ii(' nous vciiniis di- diic, (|m' \v las dont il

s'aj^it tloit aMiii' lieu Iniilrs les lois (inr, dans la snilc des ('iinalions

translbrinées (a), [b), (c), [d), ... du 11" 18, il s'en tionviTa deux

qui aiiiniil lis iii("'ines raciiU's; rar, si la laciiic z, par cxcmiilt', de l'é-

(|iiation [C j élait la iiiême que la lacinc ,r de l'ccjualion (a), on aurait

I— 1

X

ce qui est le cas que nous avons examiné ci-dessus, et ainsi des autres.

Donc, (|iKiiid iiii \nil i|iic dans une rradiiin l'onlinni' ccrlains mnnhrcs

rcviciiiiciit dans le même ordre, alors, pour s'assurer si la fraction doii

être réellement périodique à l'infini, il n'y aura qu'à examiner si les

racines des deux équations, qui ont la même valeur entière approchée,

sont parfaitement égales, c'est-à-dire si ces doux équations ont une

racine coinmunc ; ce (pi'on reconnaitra aiscniciil en clicrdiant l<uir i)lns

grand commun diviseur, lequel doit nécessairement renfermer toutes

les racines communes aux deux équations, s'il y en a; or, comme nous

avons vu que toute fraction continue périodique se réduit à la racine

d'une équation du second degré, il s'ensuit que le pins lirand diviscni'

commun dont nous parlons sera nécessairement du second degré.

10.
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47. Supposons donc qu'on ail reconnu que, parmi les difTérentes

équations transformées, il s'en trouve deux qui aient la même racine;

alors la fraction continue sera nécessairement périodique à l'intini, de

sorte qu'on pourra la continuer aussi loin qu'on voudra, eu répétant

seulement les mêmes nombres; mais voyons comment on pourra dans

ce cas continuer aussi la suite des fractions convergentes du n° 23,

sans être obligé de les calculer toutes l'une après l'autre par les for-

mules données.

Pour cet effet, nous supposerons que l'on ait en général

X = /i H ) .Ti = Ào H » .r-j := /.3 -I 5 • • •

,

X, X-i X3

en sorte que, or étant la racine cberchée, a-, , a-.,, œ.^, . . . soient celles

des équations transformées que nous avons désignées ailleurs par

y, z, II, . . . , et l'on aura

>.3 -+-
.

Donc, faisant, comme dans le numéro cité,

l = j, L = o,

l, =zA,
, Lf = I ,

A, z= >,,/, + /, L, = XoL,,

/3=^3/., + /,, L3 = >,L2-4-L| ,

l,=l,,l, + l,, L, =X.,L, H-L,,

(A)

on aura ces fractions convergentes vers x

Lt Lj\ Li'i ^3 *''*

Maintenant, l'équation

^=?., + -i-

donnera
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IID-Itoiis, au lictl il)- .r, iluiis l«- sccoiiil iiiciiiliic tie cetlf i><|ii;ili()ii , >:i

\ult'ur Aj -t- "' i-l, iiinhiiilijiil |i;ir.r., on aura

XX, Xi = I Âj/, + /)Xt + /, = /,j:j-+- /, ;

on trouNcia lie iiirinf, fil subslituaiil dans li> sciontl nicinhrt- (liiiiic

i-«lua(ion >., -f- à la iilarr «le r. .
1 ' X, '

.1 XiX-iXt =/jXi + /,,

t*l ainsi ili- siiitr.

l'ai'cilIfMii'iil ri-<|iiarn)ii

ilninicra

I

Xi
vl iiiiilli|iliant |)ar >

,
. un aura

•nsiiilc, siihslituant dans le spcoihI iiKMiilirc >, H—- à la iilaic île,»-.

xiXiXj - [ÀjLi -+- L| xj + I.j - L3X3 -+- 1-2

,

cl ainsi de suite.

D'où il s'ensuit (]u'iin aura eu général, (imllr (|ui' >(iil la Iraetion

eonlinuo, soit périodique ou iiuu ,

i XX,X2X3 . . .Xf^= Ip Xf-h tç,— ! ,

{ X { X2X2 . . . Xp =^ LipXp -+- Jjp_| .

48. Cela posé, supposons que l'on ait trouvé, par exemple,

c'est-à-dire que la racine de la [\j. 4- v)'™"' transf'urniéo soit égale à celle

de la translorniée j».'*^™"; alors on aura aussi

^[li-Vi-l =^ Xy.i-i > ^lJH-v<-2 = X^^2 y • • • , X|j^2v ^^ ^[J., • • • ,

et en général

C(i(-«V4-!:T — X|J,^.c7 ;
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donc aussi

?.|J.^-v+l — 'iJ-^-i > 'v|j.+-J+a — '|i+2 >

t'I (Ml général
/|j.+-«v+ra — ^|ji+ci ;

(le sorte que l'un aura

?..

?^,.
M-

1-1

ly.^.^.. I

I

/.[.^v + -^

'(H-l -r

Maintenant, si l'on suppose en général

p ^= y. -i- nv + m

,

il est facile de voir que les deux équations (B) du numéro précédent

deviendront

X,X2- .J^iiX X^^+,X^+2- X^+.j^ X (^|j.+ l^iJ.+2- • .J^pn-v)" = Lç,X^^^.r7! + Lf I.

Or, en faisant dans les mêmes équations p = ;-', on a

XXiX-2>. X^ =^ (^ ^|X^~'[X— I,

X
I
.Zr-j . . . X^ ==^ i^[l.X^ -f- Ijji- 1 .

De plus, à cause de

Xy. = /|x+) H î -^n-t-i = /iJn-2 H î • • )

il est clair que, si l'on fait

A = I
, H = o

,

CC)

Al = );|j. ^l A;| + An
, Hl = X|n_ , H3 "f- Hj ,
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1)1) aura *-ii géiiérHl •

Dniic (III :iiii-:i

l't , à CailSi- (If Jl-^,., = .V^
i
ll\|l()tlics(';,

X|t^|X|j,+ 2. .X|i^v = Hv X|l -!- Hv !•

De sorte (luCii laisaiil ces siibstilutioiis dans les dciiv ii|iiali()ii>

ri-dessus, on aura

[l^X^-T-l^ 1 , ,Hn-IV^a - Un i JÏ/IV' Uv i " " /? X^i, rt r Ir, ,,

(L|iXpi-l- L,i-l) (UoX,i-r, -• lin 1^ (HvX^-+- H, I

'" LpX|i.,n 1 L', (.

Vil. <*r les iMiiiations (D), étant divis(!'es lune par ranirc, (IhiiikiiI

d'iiii l'iiii tire

d llijXjJL
*H-<r-

/. _H,x

Donc, faisant -7 = rr, on aura

«(n-si ——^f— jf

—

-— '

Ha — nrsXii

Hb7_ I X^— Acr- i

et de la

|i+ra -t- nu-i — T^ û -
:

«CT tld-^H

mais il est facile de voir, par la nature des quantités h. h^ , //.

11,. Il,, il ([lie i'.ill a

H,/l-/l,H=., 11,//, - A.ll, ::^ -I, H3//.-/l,iUo = l, ...

hr^Wr-, .-Hn//^ ,r^±l,
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le signe supérieur ayant lieu lorsque u est un nombre pair, et l'infé-

rieur lorsque u est impair.

Donc, faisant ces substitutions dans les deux dernières équations du

numéro précédent, on aura

±(LnX|ji+L|;,_,)(Hv^(j.-4-Hv-i)"=(LpHCT-i— L(;_iHîj)-riJ.+ (Lp_|//,:i — Lp^ni- 1),

les signes ambigus dépendant du nombre n, comme nous l'avons vu

ci-dessus.

Maintenant, si dans l'équation (E) on fait c — w, on aura, à cause de

•r(i+v = ^(x (hypothèse)

,

^'~
Hv^|i + Hv-i

d'où l'on tire l'équation en x^

(F) Hv^^— (Av — Hv-i )r^— //v_i =o,

laquelle donne

XiL
h., — Hv__, + v/(/(v — Hv_ ,1^+4 HvA.V -(

Soit, pour abréger,

iti'i Hv

en sorte que l'on ail

substituant cette valeur, on aura

± (/|xP + /p.-, -i- /p. v/Q) (HvP + Hv , + Hv v/Q)"

= (/pH^_, - V, H^) (P + v^Q) -f- (/p, , A^ - /p/,„_,
)

,

± (L^P + L^_., + L(. ^Q) (HvP + Hv_, + Hv s/Q)"

= (LpH„^, - Lp_,H^) (P + v/Q) + (Lp_, li„ - LpA^_,
:

,

d'où, à cause de l'ambiguïté du radical vQ. on tirera quatre équations,

par lesquelles on pourra déterminer /p, l^ .,, L^, Lp ,.
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50. liiiillrt, supposons. |t(iiir aljrt'yiT,

, I. , I' r- L|i_) —: F|i,

Il I' II. , K :

on trouvera ces (luadr é(|uations

H\

'Ma .-/s ,Un ^dz (/|t-<-/^V^Q)fKv-^Hv\^)"-
j.
/,>-/^V^)(Kv-HvV^)"

I: , lin -

1-. . lin

l..lln-,=±i_^ (p+v/Q)(/^-/.>v/(:) K, iiw(j)"-_(p-v^)(ru-t-/ii^)iK..~-ii.,v(j
"

.

L,=

Donc, si l'on iiJDiiii' hi piitnirrc uiultipru'e pai'/fnii la tliMixii-nir imil-

tiplit'c par lin. fl de inriiic la Iroisii-iiic iiiiiltipliéo parA^ à la (jualrièntc

iiHilliplit'f |)ai- llrr, cl (lu'dn fasse, poin alitci^fcr,

— lin P -i- /*CT = Gd ,

on aura, à cause de //ollo ,
— llo^'a i

~ =t i (n° 49),

fFa+ L^v/Q)(Gr,+ HrTv/Q)(K.,-^n.;v/(j)"-(Fu-Lgtv/Q)(GrT-HrTv/Ô)fKv-Hv v/(j
)"

^

P
élaiil cj;al à <j. + «v + rr.

Ainsi, lorsqu'à l'aide des quantités

' I > '-j , '1 > • • , f]f^-i I

on aura calcule, par les lorinules (A) et (C), les quantités

', 'i , 'if ••. L, Li , Lj
) ••>

Mil. Il
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jusqu'à /^ et L^,, et les quantités

h, lu, h., .... H, II,, H,, ....

jusqu'à li.j et H,,, on pourra, par les formules précédentes, trouver les

valeurs de /. cl de Lp, c'est-à-dire les termes de la fraction ^-i quel quf

soit l'exposant du quantième p; car pour cela il n'y aura qu'à retran-

clier [j. de p , et diviser la différence par v ; U' ([uotient sera le nombre «

qui entre dans les formules précédentes comme exposant, et le reste

sera le nombre us, qui sera par conséquent toujours moindre quev.

Quoi(jue les formules précédentes renferment le radical vQ. il est

facile de voir que ce radical s'en ira après le développement; de sorte

(|ue les nombres /p et Lp seront toujours rationnels et entiers.

51 . Au reste, si l'on voulait trouver en général l'équation du second

degré, par laquelle peut être déterminée la racine x de l'équation pro-

posée , lorsqu'on a œ^^,, = .x^^, comme dans le n" 48 , il n'y aurait qu'à

remarquer que les équations iB) du n" 47, étant divisées l'une par

l'autre, donnent en a;énéral

iGl
'p^p ~f~ 'p— (

(roù l'on lii'c, (Ml luisant p = 7.,

/fj, — l_j(|.X

donc, substituant celte valeur de ,»(; dans l'équation (F) du n" 49. on

aura celle-ci

c'est-à-dire

1" Hv L|i_
I

-i- ( /(v — Hv-
1 ) L|j:_ I

L|j. — /iv_ I L|i j
^-

— [ 2 H V L^_. 1 /(;._ I -H ^ /iv — Hv- 1 ) (
L,,_

I /[i H- /;x- 1 1-ii )
— •'• /'v- 1 1\>. L[i ]

*•

-\- Hv/|i_| -H (/(v— Hv-i |/(j._i /a— /'v-i /,j! = II,
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cl irlti- f(|iialii)ii M-ni iK'CfSsaiiniiiiit un ilivi>t'iir dr r<-i|iialiiiii |ii'<i-

posiT.

Aiviitij; II.

Où l'on iloiiiir une initniirr Irci-simplr ilv ndiiirc en fraclions continues

les racines des c'fiinliuns tlu second da^rc.

ïrl. (^>iisi(iéruiis rc(|u:itiuii générale <lii sctoiid dej^ré

El j- itx — V. <>,

dans la(|nfllf l'. 1], l't : sont sii|)|)Msés des noniltics iiiInTs, ids (|mi

r" -4- EE, > <>, |i()iir (|iic les racini-s suiinl réelles; celle é(|iiati()n, elaiil

résolne, di)iiiie

* Ë^
'

iiii le radi<'al |)eiil élre pris posiliveiiieiil on negativenieiil. Sii|i|i(is()iis

ijne la racine cliercliéo soit positive, et soil a, le nonilire ( nliii i|iii

sera immédialenient pins pelil (|ne la valiiir de .r; on lira (inné

X = Ai -h — >

X,

(i. snhstiluaMl celte valeur dans lequaliun pro|)()sée, on aura une

équation transformée dont l'inconnue sera x\ : or, si, après avoir ("ail

la substitution, on ninlli|ilie loule l'équalioii par x'^, qu'ensuite on

change les signes et qu'on suppose, pour abréger,

E-i— E + ieli — Eil],

on aura la transformée

EîX-, — leix, — El = o,

laquelle donnera

Xi =
Eo

II.
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on cherchera donc le nomhre entier >,, qui sera immédiatement plus

petit que cette valeur de a;,, et l'on fera

et ainsi de suite.

Maintenant, je remarque que la quantité e'^ + E, E., qui est sous le

signe dans l'expression de^r,, devient, en substituant les valeurs de

£, et de E^, et étant ce qui se détruit, celle-ci 5^ -f- EE,, qui est la

même que celle qui est sous le signe dans l'expression de x\ d'où il

est facile de conclure que la quantité radicale sera toujours la même

dans les expressions àft x, x^, x^, ....

Donc, si l'on suppose, pour abréger,

B=£^+ EEi,

et qu'on fasse (le signe < dénote qu'il faut prendre le nombre entier

qui est immédiatement moindre)

Xi<—TT—-' îi = X,E, — e,

E,= E +'2£ X,-EUt, /2< ''t;^" ; £2 = ^.E,-£,,
Ji2

E3=E, + '2£,>..-Ear;, >,3<^'^V^-, e3=.A3E3-£.,

E-, = E2+ •i£:!^3— E3X0, ^i<——T ' £, — Âl El — £;|,

on aura

e -f- v/J{ - I

X = —pH— =>^iH 1

E( Xs

£i-(-v'B ,
,

I

E2 X-2.

_ £2+ v'b^., _i_

'""
E3 ~ ''

-^3'



DES ÉQLATIONS M Ml.Uloi KS. 85

il'iMI

A, +
is-+--

,

Ouaiil au ia(li(:il \ It, il lamlra loujinirs lui (loiiinr lr nirnif si^'iic

iju'on lui a supposo daus la valeur tlo la raciiu- rlu-rcliéc x.

On pcul ohst'ivi'r encore (|uc, ciiniuic mi a trouvé

ou aura

Il lie uieuie

eî+E,Ej= e'H-EE,=::U,

B-c- p _ B-£Î-g—, E,_-g—

,

Ainsi l'on pourra, si on le ju^e plus coniuiodo, employer ces lorinules

à la place de celles qu'on a données plus haut, pour avoir les valeurs

de E^, Ej, —
53. .Maintenant je dis que la fraction continue qui exprime la valeur

do j; sera toujours nécessairement périodique.

Pour -pouvoir déimmtrei' ce tliéorème, nous commencerons par

prouver en général (jue, quelle que soit l'équation proposée, on doit

toujours nécessairement arriver à des équations transformées ddiil le

premier et le dernier terme soient de signes difl'érents. En ellel, nous

avons vu dans le n" 19 qu'on doit toujours nécessairement arriver

à une é(|uation transformée qui- n'ait qu'une seule racine plus grande

([ue l'unité, après quoi chacune des transformées suivantes n'aura

aussi qu'une seule racine plus grande que l'unité; soit donc

au'" -h bu'"-' -h eu'"-- -r- ... + /( = o

une de ces transformées qui n'ont (|u'une seule racine plus grande (jue

l'unité, et soit 5 la valeur entière approchée de u ; on fera, pour avoir

la transformée suivante, u = s-i— > ce qui, étant substitué, donnera
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me Lransforméc dans laquelle il est aisé de voir que le premier lernie

(as"i + /W"-i + cs"'~- + ... -h A) <»"",

I

sera

el que le dei'nier sera a. Or, puisque la vraie valeur de u dans la trans-

formée précédente tombe entre ces deux-ci : u = s cX u — -x^ , entre

lesquelles il ne se trouve aucune autre valeur de u (hypothèse), il s'en-

suit qu'en faisant ces deux substitutions dans l'équation en u, on aura

nécessairement des résultats de signes contraires; car il est facile de

concevoir qu'il n'y aura, en ce cas, qu'un seul des facteurs de cette

équation qui pourra changer de signe en passant d'une valeur de u à

l'autre (n" 5). Mais la supposition de m = oo donne le résultat au'"

(tous les autres termes devenant nuls vis-à-vis de celui-ci), lequel est

de même signe que le coefficient «; donc il faudra que la supposition

de u = s donne un résultat de signe contraire à a\ mais ce résultat

est égal a

H- /«'"-i
-f- es'"-'- -{-...+ /.-;

donc, puisque cette quantité est en même temps le coefficient du pre-

mier terme de l'équation transformée en w, dont le dernier ternie est a,

il s'ensuit que cette transformée aura nécessairement ses deux termes

extrêmes de signes différents.

Et l'on peut prouver de la même manière que cela aura lieu, ii plus

forte raison, dans toutes les transformées suivantes.

Cela posé, puisque l'équation proposée

El «= — •'. e.r ^E = o

donne les transformées (n° 52)

EoX'î — ^ei^i — Ei=o,

EjX] — iêjJTo — Eo =:: o.

il s'ensuit de ce que nous venons de démontrer qu'on parviendra
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iliilit les |>|>|||iris cl (lillliils liTlllfS SITOIlt il»? siglH'S (liHV'li'lll> ; ili'

sorir i|Ur lr> liiiMlld'fS

K.f, Ey, I , E-. J, . .

SiTDIll lilll-, (le IIIL'IIIL' sij^lli'. Ol' (III II II
' .")2

B - i- -i- Ey Ey .1 ^ £^+, -t- Ey . I Ey . j • . ;

• liiiii-. |)iiiM|ii.' K.., \% ,, \%.., ... sont ilr im-inc si^iir, lc> |iiiii|inls

KyK, ,. K^.jKy.j, ... scroiil iiéccssainnniil positil's; d'oii il s'ni-

siiil :

1" (Juc l'on juira

('r>l-ii-iiirc' cil laiMiiil al)>lra(linii du signe)

£y<V.B. £y., <V'B,

ft ainsi ilc suite ii i'intlni ;

:>." Oiic Ton aura aussi, ii ciiusc (|iic les iiombies E, ]],, Iv,, ... sont

lous t'iilieis.

Ey<B, Ey^,<B, Ey^o<B,

et ainsi (le suite. Dmie. eoiuiiie 15 est (Idiiné. il est clair (|iril iiv aura

i|u'uii certain iioniluc île uoniltres entiers qui pourront cire iiKiiiiilres

(|ue H et (|uc \ 15; de surle (jiie les ii(iiiil)rcs

Ey, Ey^i, Ey,-ji ••.. 'yi -y •-
1 , £y t-i , ...

lie |)iMirr(iiil a\i)ir i|u"iiii cerlaiii iiniiilire de \aleiiis dillV'iriiJes, el

i|ii"aiiisi dans rime et l'autre de ces séries, si on les [xnisse ii I iiiliiii,

il faudra nécossairemeiil (|iie les mêmes termes revicimenl nue iiiiinilc
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de luis; el, par la même raison, il faudra aussi qu'une même combi-

naison do termes correspondants dans les deux séries revienne une

infinité de fois; d'où il s'ensuit qu'on aura nécessairement, par

exemple,

ou bien, faisant y + ?i = [j.,

Eji+v = Eix el Sa+'i ^ Ejj.;

donc, à cause de

B = £|i+ E|j, EjjL+i ^ £ji+,,
-1- Ep,^v En-^v+i

,

on aura aussi

E|x^_v-i-i ^ Ejj.-n ;

mais on a

e,j.+ v'B
,

Eat-v+Vii

[J14-V+I

donc a:,j. ,.,j = a^n ; donc la fraction continue sera nécessairement pério-

dique (n°48).

54. l']n effet, on voit, par les formules du n° 52, que si l'on a

t|JL+V= Eu. el 2ll+.V =^ Eu.)

on aura

et ainsi de suite; de sorte qu'en général les termes des trois séries

E, El, E;;, . . -, £, £|, £j, . . ., ).,, }.<,

,

9

qui auront pour exposant y. -h «v + rr, seront les mêmes que les tei'ines

pj'écédents dont les exposants seront rj. + rr, en |)renant pour// un

nombre (|uelconque entier positif.

Ainsi cliacune de ces trois séries deviendra périodique, à commencer

par les termes E^, i^, \^^, et leurs périodes sei-^nt de v termes, après

lesquels les mêmes termes reviendront dans le même ordre, ;i l'infini.
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55. Nuus venons de tléniontriT (|ii'on rontiniiant la séiii' des nombres

K. I!,, K_., ... DU doit néce.ssaireinenl tiouvi-r des tnincs ronséculifs

qui soient df tm-nu- sij,'n(', ri (|ii'cnsnilr la série doit nécessairenieni

devenir |)ériodi(|ue ; or je dis que, tli's que, dans la uiêuie série, on sera

parvenu à deux ternies conséentirs, eoniHie K,, Ky.,. qui soient de

même si^'ue, on sera assuré que l'un de ei-s deux termes sera déjà

un des termes périodiques, lequel reparaîtra néiessairenient dans

(-Iia(|tn> période.

Kn ellet, eonime E^ et E^., sont de même signe, il est elair (|uc la

transformée

• Ey+.i xi — iCyXf — Ev = o

aura nécessairenuMit une racine positive et l'autre négative, de sorte

(ju'i'llr 11 'm |inni'i'a avoii' iin'iiiir sriili' (jiii suit plus grande (|in' 1" imité ;

done toutes les transformées suivantes auront néeessairenieni leurs

termes extrêmes de signes différents (n" 53); par eonséquent, tous les

nombres E.^, E^^.,, E^^.,, ... seront de même signe, de sorte que elia-

eun d'eux sera moindre que B, et que cliaeun des nombres i^, -c^^,,

i.^...,, ... sera moindre que \]i (numéro cité).

5G. Or, eonime on a

B = eÇ-l- EyEy+l,

il est visible que les nombres E.^, E^^., seront, ou tous les deux moindres

que vBi ou que, si l'un est plus grand, l'autre en sera nécessairement

moindre, de sorte qu'il y en aura au moins toujours un qui sera moindre

que V B.

Supposons que ce soit E^; je vais prouver que les nombres

Ey, Ey+I, Ey^-2, ..., Ey, Ey-M» ^T+î , •••

seront tous nécessairement du même signe que le radical \ B. En

effet, puisque les racines ce,, x.,, x^, ... des équations transformées

doivent être toutes plus grandes que l'unité par la nature de la fraction

continue, on aura donc aussi a-y>> i et Xy,, > i, et ainsi de suite;

VllI, 12
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donc

Ey+I Ey+2

et, comme

on aura

B = £'^ + EyEy+l = ef+, + Ey+, Ey+2 =,

Ey + \/"B _ Ey Sy+I + \/

B

_ Ey-t

Ey+I yB— £y' Ey+o \/B'— ty+l

et ainsi des autres; donc aussi

Ev ^ Ev^, ^

V/B-£y yB

Or, comme i^, Ey+,, ... sont plus petits que v'B, il est clair que, quel

que soit le signe de ces nombres Ey, £y^, , . .
. , les dénominateurs v'B — s^,

y/B — ^y^_,, ... seront nécessairement de même signe que y^B; donc il

fiuidra que les numérateurs E.^, Ey^,, ... soient tous aussi du même

signe que y/B.

Maintenant supposons, pour plus de simplicité, v'B positif, en sorte

que Ey, Ey^.,, ... doivent être aussi tous positifs; je dis que Sy, ^^^^,

'cy^.,, ... le seront aussi. Car soit, s'il est possible, i^ = —-n (-/) étant

un nombre positif); comme Ey < v^B (hypotbèse), on aura, h plus

forte raison, E„ < \iB -+- rr, donc ,—
•'— = -^r^— sera < i, au lieu

'

V'B — £y \/ii-{--n

que cette quantité doit être > i ; donc £y doit être positif. Soit ensuite,

s'il est possible, £y+, = — r,,; comme on a, par les formules du n° 52,

£^^i = 'X^^, Ey^., — £y, on aura 1^+, Ey^,, = s^ — r,, ; donc, à cause que £y

et -/), sont des nombres positifs moindres que yB. et que X.^+., est aussi-

un nombre entier positif, il est clair que Ey,_, devra être moindre

que y/B; et, dans ce cas, on prouvera, comme ci-devant, que i^^, de-

vra être positif, et ainsi de suite.

Si y/B était pris négativement, on prouverait de la même manière

que Ey, E.|,^|, ... devraient être négatifs; et même, sans faire un nou-

veau calcul, il n'y aura qu'à remarquer que les formules du numéro



DES ÉOI' ETIONS M \|| Hlijir^. 91

cité lU'inciircnt les iiièiiR-s rii v < liaii^iMiil li-s hij;iu's ilr Iniiti's les

(|ii;iiilit<'s E, K,. Kj t, i,, t., . . . t[ ilii radical \ H ; tic sorte (|u'itii

|Hiiiira toujours irgarilcr ce radical cuiiiine positif, en j)reiiaiit le>

(|iiantités K, E,, 1'^ !, :,, k, ... avec des signes imiIiMin-.

57. (À'Ia posé, je dis (|iif. si deux li-niies correspondants (|ii(dcoiiinies

des suites E.^, E^.,, E^.. t^, i^,,, t^^ï. ••• sont donnés, tous les

précédents dans les mêmes suites seront nécessairement donnés aussi.

Su|>posoiis, par exemple, «|ue E^,., et t^.^ soient donnés (on verra

aisément (|ue la démonstration est générale, (|uels que soient les termes

donnés , et voyons (iiiels doivent être les ternu's t|ui piéiiMJenl ceux-ci,

en vertu des formules du n" 52 et des conditions du niiiiiéro précé-

dent. On aura d'aliord

donc

mais on doit avoir t^+i < v ^î donc il laudia ()uc l'on ail

/.V+.1 <: —p
Jiy+3

On aura de même
£-•-1-1 = /-Y-i-î Ey+j — £y-(-j,

d'où, à cause de e^hi <C V 1^» "" l"'''"'

'•y-t-2 <^ îj 1
JCiy-4-ï

mais il faut, par la nature de la fraction continue, que \^i soit un

nombre entier positif; donc il faudra qu'on ait

£v+2 + V B> Ey+o ;

or on a aussi

Ey+2 Ev+fi =: B — Ey.f.2= ( V B -t- ^y+2 ) ( v B — Sy+ï ) ;

donc _
\ B — Sy+o< Ey+3 , •

19..
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savoir, en mettant pour a^^. sa valeur ci-dessus,

(l'oii _
. £vH-3 + y' l< _
^Y+3 ^ S^

' •

i^Y-t-3

Donc, puisque le nombre ^^^3 doit être entier, il est clair qu'il ne

pourra être égal qu'au nombre entier qui sera immédiatement plus

petit que ^'^^l.
^

; ainsi >w+3 sera donné, et de là £v.^o le sera aussi,

et comme

E.
-'^-^-^

il est clair que E^^..^ sera aussi donné. Maintenant on aura

et par conséquent, à cause de £y < yB.

£y+,-f-V/B
/ï+l <. p

Donc, pour que ^y^, soit entier positif tel qu'il doit être, il faudra que

£y+, -+- v/15>Ey+i;

par conséquent, à cause de

Ey+i Ey-^o ^ B — ey^_|

,

il faudra que

V 15 — Hy+I <CEy+2,

ou bien, en mettant pour Sy^, sa valeur ci-dessus,

y B ^y+o Ey+2 -+- Ey+o< Ey+2 ,

d'où l'on tire

^r+a >—jj ' •

De sortg que le nombre Tvy^.^ ne pourra être que le nombre entier (|ui



DES rorvTioN< MMrninrrs. ùj

ser:) imn)t'>ili:iti'n)i-iit plus |ii-tit (|tic la (|iiainilt'- (idiiii)'-*' . (Iniir

«•4- iioiiiliii' sria (loiiiit'-, »'( par là li-s iiuiiibi'os ;^. , ri Kv. , !< st'ionl aussi.

Kiiliii, piiis(]ue E^ est liypolljôse) <[ \ H, mi aura ii |)lus lurtf laisoii

£v-f- vB>Ev;

l'I <!(• là, à caiisr (II' ii^liy.., — H — iy, un aura

VB — £y<Et+i,

DU liion, cil sui)stitnaiil pour :^ sa vaU-uc (i'hiimc i i-iicssus.

ce (|iii (loiiiic

) ^ et^i h- y'»
,

/y^l P> ., I .

Diiiic le nombre ).,,. , ne pomia (trc (|iii' le iinnibre entier qui csl iiiinié-

liiati'ineiit indiiidii' (iiie la (iiuiiililr dniince -^^ — > el pareonséquent
'iy-i-i

ce iiuMiliic sera enliéicnienl donné, e( par conscquenl les noiidnes Zy

et E^ le seront aussi.

Or ïious avons vu (n"53) (pfen continuant les séries E^, Ey,,

6.^, i^^,, .... il ariivera nécessairement que deux termes correspondants,

comme Ey^a.Ey^s, reparaîtront après un certain nombre d'autres termes,

en sorte que l'on aura, par exemple,

i'Y+v+ô = t'y 4-^, Ey-i-v+ô = fy4o;

donc, par ce ([ue nous venons de démontrer, on auia aussi en

remontant
Ey4.V4-5— I

= Ey+^-l, ey+.v-).v-l = £y4-î— Il

JCiy+.v-t-5—2 ^^- ^y-(-5—2> £y+-v-(->—2 —- £y-t-?~2»

tiy+'i — t>v, e^ -(-V — £y.

58. De là je conclus en {général ipie, lor.sque d^ns la série des

nombres E, E,, E., ... on en trouvera deux consécutifs de même
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signe, celui des deux qui sera moindre que \/B sera déjà nécessaire-

ment périodique.

Ainsi, si dans l'équalion proposée

E|X-— mx — E = o,

les coefficients E et E, étaient de même signe, alors la série serait

périodique dès le premier ou le second terme.

/"e
Si l'on a s. = o, en sorte que ^ = 1/ — , alors on aura B = EE, :

d"où l'on voit que, des deux nombres E, E,, le plus petit sera moindre

que \>B, et le plus grand sera nécessairement plus grand que yB;

donc, dans ce cas, si le nombre p- dont il s'agit d'extraire la racine

carrée est plus petit que l'unité, la série sera périodique dès le pre-

mier terme E; et s'il est plus grand que l'unité, la période ne pourra

pas commencer plus bas qu'au second terme.

59. On avait remarqué depuis longtemps que toute fraction conti-

nue périodique pouvait toujours se ramener à une équation du second

degré, mais personne, que je sache, n'avait encore démontré l'inverse

de cette proposition, savoir que toute racine d'une équation du second

degré se réduit toujours nécessairement en une fraction continue pério-

dique. II est vrai que M. Euler, dans un excellent Mémoire imprimé

au tome XI des Nouveaux Commentaires de Pétershourg, a observé que

la racine carrée d'un nombre entier se réduisait toujours en une frac-

tion continue périodique ; mais ce théorème, qui n'est qu'un cas par-

ticulier du nôtre, n'a pas été démontré par 31. Euler, et ne peut l'être,

ce me semble, que par le moyen des principes que nous avons établis

plus haut.

60. Nous avons donné plus haut des formules générales pour trouver

aisément tous les termes des fractions convergentes vers la racine d'une

équation donnée, lorsqu'on a reconnu que la fraction continue qui

exprime cette racine est périodique.
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<>r, ilaiis II' cas oii riM|ii;ilii»ii csl <lu soroiid df^n-, cl où l'on si- sert

iK- la iiK'tlioili- (lu 11" 52, on poiirni, si l'on vcnl, sini|ililifr lic:iii(iin|i

Ifs lalinis (les n"' i8 vi suivants |iour liouvrr 1rs Iituh-s /j, et Lp <lf

liiuiune (ii'S IVaclions ionvt'rj;fnlis \ris .1.

En eiït't, ayant

V'B + ïa \n-+-t,x»oX^=—= cl Xy,,a~^r, '

on

î}i> £'^»ai tjt.i *"l !-/ . cj «- 1

siinl I (Hinii> rr étant •< v), il n'y aura t|u';i sultstituiT ct's valeurs ilans

les deux ét|uations ilii n" i8, cl l'aisanl, |M)ur aluf^'cr.

Lu Eu

Hv£a

+ /|*— I — yïii»

-f- L|j_, ==F^,

+ Hv-,=Kv,

Hd 5|i«-ci + r'cT— I t|jit-ci+l — tijj»

on aiii'a

(/a + |-^ ) (Gd+ H„ s/Bj fK^^'^) "= /p E!..^ + /p_ . E,. ,^^, + /o V
B'-

(^''^"^ !—) (Go+ H„ vB) (kv-h^^J
' = Lp£,..n,+ L^, E^,„^, + L,. y B,

dOii, à eause de l'ambiguïté du signe du radical \/]i, on tiresur-le-cliamp

(^.gg)(c„..,.,ir)(K..'W?
)--(^-fe

g)(o„-H„,S)(K.-iW!'y

2VB

3 élanl, comme plus haut, égal à ;;. + «v -\-n.
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01. On peut aussi remarquer que la valeur de Lp peut se déterminer

par le moyen de celles de/p et /p_,, sans avoir besoin d'un nouveau calcul.

En effet, ayant

i- ^B — i

et de même

^0 —

on aura, par l'équation (G) du n° 51,

E _ /pEp + /p_,(vB — 6p)

V'B — e
~ Lp Es -+- Lp_,(v/'B — ep)

savoir

E[LpE,, + Lp_, (si - £p)] = /pEp(/B- e) + /p_, [B + esp- {e,^z) yB],

de sorte qu'en comparant la partie rationnelle avec la rationnelle, et

l'irrationnelle avec l'irrationnelle, on aura

_ /pEo — /p-i (£p+ e)

T T7 r _ — /oEpe-4-/p--i(B + £ep)
Lp lip — •-(;— 1 £(/

—
p '

d'où, à cause de B — Sp = EpEp^.-,, on aura

Lp-
g

Or, : étant égal à jx+ nv + C7, on aura

de sorte que Sp et Ep^, seront connus, quel que soit le quantième p.

02. Supposons, pour donnel un exemple de l'application des for-

mules précédentes, qu'on demande la racine carrée de y par une frac-

tion continue.

Faisant x=k/-it-^ on aura l'équation

3x- — 1 1 = o;
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(loin- 11" 7)2

E := 1 1, El ^ 3, { -- 1>;

ainsi l'on Lia n" 53 le caliiil siiivaiil, m |m'iiaiil U = ij.

E =.., î =o.

E, = -"^_^ = 3. )..<^'j ' .. £,-=,.3-0=3.

V _ 3 < - 9 _ o î ^V"*^-*-^ o , r*•» = 5 — o, li<^-— = I, ij= 1.8 — 3 = 5,

tj = ô =1, fl<. : lO, £3 T^ lO. I — 5 =^ 'j,

_ 33 -a5 v^+r, ,.

tt =
j

— », /l<ï—y = I, £, =: 1.8— J — 3.

_ 33 — p î ^ V 33+ 3 >}>Hi = û = i, ?.i <; — 3 — J". £i= a.3 — 3=;3.

Ji' m'arii'le ici parce que je vois que Ej = E, et£j = £,; de sorte (|iic

j'aurai dans ce cas y.
—

1 et v = 4, et par conséquent

a:=i +
I -t-

10 '

I

iH

I +

63. Telle est donc la fraction continue qui exprime la valeur de v/Ar^i

mais, si l'on veut trouver les fractions convergentes vers celte valeur,

on fera, dans les formules du 11" 00, y. = i ,
/ = 4> et comme cr doit cln;

•< 4. on fera successivement cr = o, i, 2, 3.

Ou aura donc [formule (A), n° 47]

/^ = /, =>,i=i, /(i_)=/=r, £^ = £,=3, E(ji-ui = E2 =: y;

donc (n-eO)
-. 1.3 __ "

Vlll. i3
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on trouvera de même
3

* L|j, = I , Fji = g-

Ensuite on calculera les valeurs de H, H, jusqu'à H,, = H.,, par les

Ibrnuiles (C) du n" 48, et l'on trouvera

H =o,

H, = .,

Ho = >.:, H,=IO,

H3 ::= Al Ho -h H| ;= II,

H,=X,H:.-+-H. = 32,

(1 ou

et de là

Hv = 3n, Hv I
^ I I ,

V 30..3
,

Maintenant :

1" Soit rj = o, on aura

Et, — o et Hct-i = I,

car il est facile de voir, par la nature des formules (C), que le terme

qui précéderait H serait nécessairement = i ; en effet, on doit avoir

par l'analogie

H,=ViH + H_,;

on prouverait de même que le terme qui précéderait h serait = o. Donc

Gra := l£[i4-| = 8.

2" Soit rr = I ; on aura

Hct = I , Hct- 1
= 0;

donc

Gct = Sii+i = £2 = 5.

'i'^ Soit n = 2; donc

Hct = IO, Hct_( = 1, Gct = '0£,j.+ 2 4- 1, Eix+;) = l<)€:) + El =:: 58.
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'," S..il ni; iloiir

Un — II, llo_i = io, ei Gn "-
1 • fi -<- n»Ei = 63.

Donc, siilisliltiaiit n-s v:ili-iir.s ihiris les expressions de A ei 1.,^ du n" VA),

>{ Jiiiilli|di.iiit l'iisriiihli', |i(iiir plus de ^inipliciti-, les deux l'aileu»

''I t

eollUUc iill^-i 1rs i|i'U\

V--^ K
\... H

Eji^i

ee (|UI diiliiif I r> liiclcuis Mlllpli-

yiiGo

I'[iGo

lUi aura les l'uruiulfs suivantes

Ge,a:IIn\ H.

(^'«"-i^jv»Ha . ,

I. t Un II
, ,. ,, Lu,Gri\ .-jj

/wi+i =

L i «-<- 1
—

'1 //+•-> --

Ll/l-t-2—

<l«+ 3

L|/;-i-3—

/.l«+l —

L)«+i

—

(ii-^ s
-^3^ ''o. l + 4 v/33)"- (il- v/33) (^3 - 4 v/33)"

^^33

(3 + v/33) (•»3 -1- 4 \/33)"- f 3 - v/33) (î3 - 4 v'SS)"

2 v/33

(il -f- a V^) (îS -H 4 v/33)"- (i I - 2
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au moyen desquelles on pourra Irouver la valeur de chacune des frac-

lions j^-, ,- » j^» •• convergentes vers la racine de —

•

Ainsi, faisant d'abord n -— o, on aura les quatre premières fractions;

faisant ensuite n = j, on aura les quatre suivantes, et ainsi de suite;

et ces fractions seront

I ?. 9,1 l'i 6-] çfo ç)6-] io57
-1 -1 1 1 irpt '-!-•) '-j^-Jt -yp— > ' • >

I I II 1-2 a5 47 -^^-^ ^•^'^

Si l'on voulait avoir, par exemple, le cinquantième terme de cette

série, c'est-à-dire la fraction 7-^7 il n'v aurait qu'à diviser 5o par 4.

ce qui donne 12 de quotient et 2 de reste, et l'on ferait /« = 12; de

sorte qu'en développant la puissance douzième de 23rt4v'33, et

faisant, pour abréger,

M= (23)12+66.33 (4)2 (23)")-+- 495^33)2 (4)^ (aS)» + 924(33)3 (4)" (231«

+ 495(33)^ (4)" (23)' + 66(33)» (4)'« (^3)^+ (33)« (4)'^

N= l2.4(23)'l-l-220(33)(4)3'(23)9-+-792(33)2(4)5(23}'

-H 792 (33)3 (4)7 (23)5+220(33)1 (4)9 (23)3+12(33)5 (4)" 23,

on aura

(23 + 4 v'33)" -- M ±: N v'33 ;

donc, substituant cette valeur dans les expressions de l,„i^., et L.,,,^^,

on aura, pour la fraction cherchée,

2M + iiN

M + 6N

64. Je vais terminer cette Remarque par une observation qui me pa-

rait digne d'attention. Lorsque l'équation proposée a des diviseurs com-

mensurables du premier degré, alors les fractions continues qui repré-

senteront les racines de ces diviseurs seront nécessairement terminées;

(^t lorsque l'équation aura des diviseurs commensurables du second
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(Ic^rc il raiiiu's it-fllfs, alors les tractions rontiiim-s i|iii cxiniiiirrMiil

les racines ilr ces diviseurs seront nécessairement périixrKiiits. Aiii>i,

la nicllioile des (Vactions conlinnes a non-seuicnient l'avant.i^e tie ilon-

ner toujours les valeurs rationnelles les plus a|iprocliaiiles (|u'il est

[tossilile lie la racine cliercliée, mais elle a encore celui île ilonner tnu>

les diviseurs cununensuraldes du premier et du secuuil déféré i|ue

réquatioii proposée pi lit niiri-niii'i'. Il serait ii souliaiter i|iii' inn piil

Inuivcr aii>si i|iirl(|ue caracti're i|ui put servir ii laiie reconnaître les

diviseurs coniniensurahles du troisiénu", i|uatrii-me, ... de^'ié, lors-

qu'il y en a dans l'équation pro|)osée; c'est du moins une reclirn lie

qui me |i;i!ait tirs-di^iic d'oriiiper les ("léuiiii-lies.

AiniCfl- III.

Gcnéralisalion de la théorie desfractions continues.

C5. Nous avons sup|iosé, liaiis je (iliapilre 111, que les uoiiilircs /t,

(/, r, . . . étaient les valeurs entières approchées des racines .r, y, z

mais plus petites que ces racines; c'est-a-diie que//, y, /•, ... élaieiil

les uond)res entiers immeiliairiiitiil plus prtiis que les valeurs de j-,

y, z, ...; cependant il isl chiir que lieu u'empéclieriiil qu'on ne |)iil

pour/'. '/. r. ... les imnilires entiers ([ui seraient iuiiuédiiilciiniil plus

grands que les racines a:, y, z

6G. Ima£;inons donc qn'nii picnue poiii/' le iMinilue eiilier (|ni est

iniiiiédiatement plus graiMl (|iir x, en sorle (jiic p^ a>cl p — i <^-r, il

est clair qu'il faudra faire, dans ce caiS,'x=p—-_, c'est-à-dire (pTil

faudra prendre j négativement, et comme x<Cp et >/) — i, <>n aura

- >o et < I, el par conséquent r^ i, coinnie dans le cas où Ton

aurait pris p <ix (n° 18). Ainsi l'iui pouiia piemlrc de nouveau pour q

le nombre entier qui serait immédiatement plus petit (pie v, ou celui

(|ui serait immédiatement plus grand, et l'on Ici a, dans le premier cas,

Y — q + -, et, dans le second, y = q > et ainsi de suite.
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De (ftte manière, on aurait donc

i-r=p±-î y= qdz-1 i = r±-5

ic qui donnerait la fraction continue

r=p:
- q±

r±-^

OU il esti)on de remarquer que chacun des dénominateurs q, r ((ui

sera suivi d'un signe —, devra nécessairement être = 2 ou > 2 ; car

puisquej> i ,si l'on hi{y= q^ -, on aura q > i, donc 17 > 1 -I--;

donc q devant être un nombre entier sera nécessairement = 2 ou >2,

et ainsi des autres.

67. J'observe maintenant que ces sortes de fractions qui procèdent

ainsi par addition et par soustraction peuvent toujours facilement se

changer en d'autres qui ne soient formées que par la simple addition.

En effet, supposons en général

a et A devant être des nombres entiers, et t, T des nombres plus grands

que l'unité; on aura donc

donc, puisque t < J et ;|T < i

,

donc on ne pourra supposer que « — A = i, ce qui donne A = « — i ;

on aura donc

« — - = « — + Y '
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llOIll

I _ I ._ _ /^ _ I

I

^
,'

'
'

^
l \ ^ t I

lit" sorlf i|ii'nii aura en gonéral

« — - = a — I

et ct'llc rtniiuilf servira |ioim tain- ilis|taraitn' Iciiis les sijîiics

mit' Irai-lidii i-itiiliiiiii' i|iir|i'iiiii|Ui'.

Soil, par cM'iiiiilc. la l'rai'tioii

naiis

7 -t-

cllf (Icviriiilra. vu laisaiil a ji cl l = q -.
-

p — \ ->i-

1 -t-

7-1-4-

fl si l'on avail la rraclion

P-
r —

.

elle se changerait d'abord en

P-
I +

q-ï-

et ensuite en

p — i-i-

i-h
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et ainsi des autres fractions semblables. Il est bon de remarquer qu'il

peut arriver que dans ces sortes de transformations quelqu'un des déno-

minateurs devienne nul, auquel cas la fraction deviendra plus simple.

Eu effet, supposons que la fraction à réduire soit

P .

1 H

la transformée sera

Il — i-A

I +

r-h.

c'est-à-dire

' 1 -H r -t- .

De même, si l'on avait la fraction

I

2
/

elle se réduirait à celle-ci

P-1 + I

I

o
I

I

I -!

savoir

p-i-i-
I

I

1 r— 1 + .

l ainsi du reste.ei i

68. La formule que nous avons trouvée ci-dessus, et qu'on peiil

mettre sous cette forme

I I

«H =a -t- I

I / -t- 1
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l'ait \i)ii' i|ii'tiiic IVactioii roiitiiiin' ilmil (dus Ii>s tcriiifs mit If si^iit* +
|MMit i|iiili|iii'rois t'trt' .sim|)liliiM' l'ii y iiilinduisaiit îles signes - ; crsl

(•! qui a iiiii lorsqu'il y a ilfs (Iriiiuiiiiiatt'Uis c^aiix .1 l'iiiiitr; car snil.

par fM'iiipIr, la Irartinii

elle [murra se ri'iluiif, |)ai' la forniulr |ui'ii'cliiili', a i illc-c

r-hi -*-.

ijiii a, coiiimi' (III \ ii'ii . MM li'inii' lie mumm-- ; ilnnc. ^i iHu avail la IVaclini

flic se réduirait ii celle-ci

et si l'on avail celle-ci

/'-*-

-+••

I +

elle se réduirait d'alxird ii

i -r-

I -+-

VIII. '4
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t't ensuite à

I

3
« -H I H

D'où il est f\icilo de conclure en général que, si l'on a une fraction

continue qui n'ait que des signes +, et où il y ait des dénominateurs

égaux à l'unité, on pourra toujours la changer en une autre qui ait au-

tant de termes de moins qu'il y aura de pareils dénominateurs, pourvu

qu'ils ne se suivent pas immédiatement; car, lorsqu'il y en aura deux

de suite, on ne pourra faire disparaître qu'un seul terme; lorsqu'il y

en aura trois de suite, on pourra faire disparaître deux termes; et en

général, s'il y en a 2« ou 2« + i de suite, on ne pourra faire dispa-

raître que n ou n + i termes.

Ainsi, la fraction continue qui exprime le rapport de la circonfé-

rence au diamètre étant, comme on sait,

3 + '-

j
-1

i5
I

I

29-2 H
r

I H

-I-

1

I

I

2H-. '

clic peut se réduire à une autre qui ait déjà trois termes de moins,

et qui sera

I
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«les signes iirgatils. il rsl ixiii ili- lr;iii>r»»riiii r cts (Icriiii'iTS en soric

<|Ui' li's sijîMis nc;;i»lils n'aUVch-nl »|in> Ifs (li'ii(>niin:ilriirs, cr ipii est

Iri'S-liitilr ; car ;iy;inl, par i-xtin|ilf, la Iraclinii

p
7

il est clair (lu'ellc pt-nt iralinril se eliaii^'rr rn

I

r —

ciisiiilc en ccllr-c

I

I

s r-
_

et ainsi des antres.

De celle ni;iiii('rr, lu runur i^i'Hcrali' di'S l'rac'tioiis conliiini's ddiil

nous venuns de nailrr ci-dessus sera

I

I

7 H- —

les nombres/?, q, /•,... étant tous entiers, mais pouvant être positifs on

né£;atifs, au lieu (jue jusqu'ici nous les avions toujours supposés positifs.

Il tant cependant remarquer que, si quelqu'un des dénoniinalenis

y, /•,... se trouve éiial à l'unité prise positivement ou négativement,

alors le ilénominaleur suivant devra cire de même signe; c'est ce {[ni

suit (le ce (lu'ini dénominateur positif et égal ii l'unité ne sauiail

jamais être suivi du signe — (n'*68).

.1.



108 DE LA RESOLUTION

70. Il s'ensuit de là que la méthode d'approximation donnée dans

le Chapitre III peut être généralisée en cette sorte :

Soit ^ la racine cherchée; on prendra d'abord pour y^ la valeur entière

approchée de x, c'est-à-dire qu'on fera/> égal à l'un des deux nombres

entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de x, et qu'on peut toujours

trouver par la méthode du Chapitre P''; et l'on supposera ensuite

I

y

ce (jui donnera une transformée en y qui aura nécessairement une

racine positive ou négative plus grande que l'unité; on prendra de

même pour q la valeur entière approchée de y, soit plus grande ou

plus petite que j, et l'on fera

et ainsi de suite.

Si l'équation en x avait plusieurs racines, on ferait sur les trans-

formées en y, q\\ z, .... des remarques analogues à celles du n" 19.

Ayant donc

I I I

X =^ p -\ 1 1-=flH , Z = /• H 5 •••5

on aura

où les dénominateurs q, r, ... pourront être positifs ou négatifs,

comme nous l'avons supposé ci-dessus, et cette fraction pourra ensuite

se réduire, si l'on veut, à une autre dont les dénominateurs soient tous

positifs, et qui ne contiennent d'ailleurs ipie des signes -i- (n" 67).

L'avantage de la méthode que nous proposons ici consiste en ce

qu'on est libre de prendre pour les nombres p, q, r, ... les nombres

entiers qui sont immédiatement plus grands ou plus petits que les
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racines x, y, z ce qui pidirra souvent (lonin-r lii-n à îles ahié^és

<lf ralcul dont nous parlerons plus lias.

An reste, si l'on veut avoir la IVaetion eontinue la plus eourle et

par ionsé(|nent la plus converj^eiile (|n'il soit possilile, il faudra

prendre toujours les nombres/;, y, r. . . . [dus petits (|ue les raeiues

X, V. : tant <jue ees nonilires seront dillerenls de riinilé; mais,

dès qu'un en trouvera un éj,'al ii l'unile, alors il laiidra aii^'iinnln

lo précédent d'iiiii' unité, c'est-à-dire qu'un je jirendra plus ^rand que

la racine cori'esponilaiili' : ci'l;) >nii cviiicniiiieiil di' ce ijih' iiniis ;i\nii>

deniuntré sur ce sujet n' ()8j.

71. .Maintenant, si l'un tait, cuinuie (laii> le n" 23,

^= gc<] -4- I, ^'= XI/,

y = (3r4-a, y' =: ^' r -i- <x'

,

S = y s -h [3, o' = y' s +- ^',

un aura, en ajoutant au i nimnencement la IVaclion -• qui isl pliis

grandi' que luutc quaiilit<' duiHiée, les IVactiuus

I a jj •/

- > — » rr,') -7' -rri • • !

u X p y

lesipielles seront néccssaireinent convergentes vei's la valeur de .v.

\'.\, puur |)(Uivuir juger de la nature de ces fractions, nous rciiiar-

(|uei-uMS :

i" Que l'on aura toujours

xo — la' r= — I,

Pa'-aP'= I,

y(3'-py'=.-.,

oy' — yo' = 1

,
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d'où l'on voit que les nombres a, a', [i, fJ , . . . n'auront aucun diviseur

commun, et que par conséquent les fractions ^' ^' ••• seront déjà

réduites à leurs moindres termes;

•2" Que les nombres a, {i, y, • • • et a, [V, y', . . . pourront être positifs

ou négatifs (lorsque la valeur de x est positive, les deux termes de

chaque fraction seront de même signe, mais ils seront de signes diffé-

rents lorsque la valeur de a; sera négative), et qu'abstraction faite de

leurs signes ces nombres iront en augmentant;

3" Que l'on aura, à cause de x = p -{- -
, y = q -h -^ :

(xy +

1

X =

X

X

__ (3z + a
~

P'z-t- a'

72. Donc, en général, si n, p, n sont trois termes consécutifs quel-

conques de la série a, fl, y, . . ., et nj', p', n les termes correspondants de

la série a', (i', y', ..., en sorte que ^^ -^, -, ••• soient trois fractions

consécutives convergentes vers la valeur de œ, on aura

pm' — n5p' = ± I, et cto' — 0(7' = =p i

,

les signes supérieurs étant pour le cas où le quantième de la fraction
^

est impair, et les inférieurs pour celui où ce quantième est pair, à

compter depuis la première fraction -; de plus, on aura (abstraction

faite des signes)

p>ro, (7>p, p'>nj', cl (7'>p';

enfin, si l'on dénote par t le terme correspondant dans la série x,

y, z, ..., on aura rigoureusement

P< -1- ûj
X = -T ?•

p <M- ro'
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Kt si X' ost lu valeur l'iitii-n- u|)|)roi'iicf ilf /, xnl |»lu.s f,'i'aii(lt' un |iliiv

|trtilt' i|iii' f, on aiiia

T = pk-i-fn, a' — p'k-i-m'.

""l. <'.ola post'. consitifriiiis la Iratlinn ', - ri voyons cutnliiin ilh

(lillert* (If la vraie vairnr de .r; potir ci-la, nous ani'(in>

ilunc

Ainsi IV'iTi'ur sera

"^P'^M -*-«=')'

or, si cl -+- I sont 1rs ilniv nombres enliers onlre les(|uels tiimlii' la

vraie valeur lii' /, il est clair que la quanlilé p7 + n' tombera entre ces

deux p'O+a' et 3'(0 -h i) -f- c', et (ju'ain^i rtiiciir île la traction^

sera rniln iiiit ciiIi'C ces deux limites

et
"^p(p'0 + ra') "^p'[p'(6-*- i) 4-13']

Or on peut prendre X- — ou X- = + i ; de sorte qu'on aura

o-' = p'(3 + Kj' ou = p'(Ô + i) H- cj',

d'où je conclus que si, pour distinguer les deux cas, on nomme t' le

dénominateur de la fraction ([ui suit - lorsqu'on prend la valeur appro-

chée (le / en défaut, et 1' le dénominateur de la même fraction lors-

(|n'iin [iri'iiil la Nalcui' apiirGcliéc de / eu exei'S, l'erreui' de la frac-

tion - sera nécessairement renfermée entre ces deux limites
P

I I

^p-y et H=-7v7- •

Çi (j p ^

D'où l'on voit que l'erreur ira toujours eu diminuant d'iiue fraction
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il l'aiilre, à cause que les dénominateurs p', n ou i', ... vont néces-

sairement en augmentant. On voit aussi, à cause de c;' > p' et2'>p',

que l'erreur sera toujours moindre que zp -7^; c'est-à-dire que l'crreurde

chaque fraction sera moindre que Tunité divisée par le carré du dénomi-

nateur de cette fraction. D'où il est facile de conclure que la fraction ^
'

P

approchera plus de la valeur de x que ne pourrait faire aucune autre

fraction quelconque qui serait conçue en ternies plus simples; car sup-

posons que la fraction — approche plus de x que la fraction -1 n étant

< p', et comme la valeur de x est contenue entre ^ et ^ + ^- ou entre

^ et ^—1-5 il faudra que la valeur de — soit pareillement contenue entre
p p P

- '
/!

'

ces limites; donc la différence entre ^ et — devra être <-tt; mais cette
P « P

'

difl'ércnce est ——^

—

-, dont le numérateur ne peut jamais être moindre
p II 1 j

que l'unité, et dont le dénominateur sera nécessairement plus grand

que p'-, à cause de p'>«; donc, etc.

74. On doit remarquer au reste que, si les dénominateurs a, [î', y', ...

sont tous'de même signe ou de signes alternatifs, les erreurs seront alter-

nativement positives ou négatives, de sorte que les fractions ^» §7»^-> •
••

seront alternativement plus petites et plus grandes que la véritable va-

leur de X, comme nous l'avons dit dans le n" 23; mais cela cessera

d'avoir lieu lorsque les nombres a', fi', y', ... ne seront pas deux à deux

de même signe ou de signes dilfércnts; c'est ce qui arrivera néces-

sairement lorsque, parmi les dénominateurs q, r, s, ... de la fraction

continue, il y en aura de positifs et de négatifs, c'est-à-dire lorsqu'on

prendra les valeurs approchées de x,y, z-, ..., tantôt plus grandes,

tantôt plus petites que les véritables.

75. Si, au lieu des fractions convergentes — > t-,i —> •> on aimait° X p /
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iiiii'iiv iivoir iinr Miitc ili- Iciiiirs ili-i roissaiils, on r<-iii:ii°(|iiiT:iil i|iii-

ê. _ f. — ,?*'~ «?'_
'

il, lie liu-nit',

7 ?Z._2. = __î_ 1_L = _L
/• |V S'/' .3' / Z^'

i>t ainsi (le suite : il'uii l'on liir, ii cause de a' = i,

I

TA' '

6 III
à a. fi fi y /

et tii ^'éncial

Ainsi l'on aura, pour la valeur de .r, la série

«E

a'(3' (3'
y'

la(|iielle en apprucliera d'aulaut [)lus (iu\'llc sera pousset' [)liis loin; el

..... 1 ,1
SI, après avoir rnntintie cette série jusciu a un ternie quelconque ± —^^

on veut savoir lie combien elle ilillère encore tle la véritable valeur de a-,

on sera assuré tiue l'erreur se trouvera entre ces deux limites q: -r-;
1 p 17

et rp -Ty; (n°73), de sorte qu'elle sera nécessairement moindre que —

•

76. Il est à remarquer que cliaquc terme de la série

'"-^^-fY'^-
Mil.
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répond à chaque terme de la fraction continue

d'où elle dérive; de sorte que la série dont nous parlons sera plus ou

moins convergente, suivant que cette fraction le sera. Or, nous avons

donné plus haut (n" 68) le moyen de rendre une fraction continue la

plus convergente qu'il est possihle ; donc on pourra avoir aussi la

suite la plus convergente qu'il soit possible.

Ainsi, pour avoir une suite qui soit la plus convergente de toutes

vers le rapporfde la circonférence au diamètre, on prendra la fraction

continue qui exprime ce rapport, et, après l'avoir simplifiée comme

nous l'avons fait (n° 68), on la mettra sous la forme suivante

7 +
i6 +

m
1

I

3 +.

de sorte qu'on aura

/' = 3. ? = 7» r=i6, s = —iç).\, .. ;

donc on trouvera (n°71)

x'=i, p'=7, y' = 7 Xi6-t- 1= ii3, ô'= ii3x (— •294) + 7=:— 332i5,

£'= —332i5x3-i-i i3=— 99532, <;'=— 9953-2X (— 3) — 332i5= 26538i, ...,

de sorte que la série cherchée sera

3-i
7 7 X 1

1

3 1 1 3 X 332 1 5 332 1 5 X 99^132 99532 x 26538

1
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\niii II: i\.

f)ù l'on propose JiJ/'itc/i/s rnoycns pour si/npii/irr /< rutrul tics racines

par lis /raclions continues.

77. Nous avons liotivé en géiu-nii n" 72; nue. si ^ el ^ sont iltii\
(3 p

Iraclions consécutives convergentes vers la valeur de x, ou aura

_ p/ -+- ra

(jour si l'un >iil)slilue reltr r\|irc^si(iri de a\ iI.uis rr(|ii:iliiiii rn .i ilmil

ou elierclif la racine, nu auia um- liausl'oruiée en / i|ui sera nécessaire-

nuMit la uu'uie <|ue celle (jn'on aurait cnc par les substitutions succes-

sives de/) H— à la |)la(e de .r, de ij -: - ii la [tlacc de y, . . . ; cl pour

avoir la fraction suivante ^- il faudra trouver la valeur entière a|t|)r()-

<-|iéc de /, la<juelle étant Mdninice /-, un aura

5- =: A'p -t- CJ, (7' = /ip'H- 7d'.

a, &
De cette manit're, connaissant les deux premières fractions — et ^,> qui

sont toujours- et- (n"71 . on pourra trouvei- successivement toutes

les autres ii l'aide de la seule iMiiialion en x.

78. Au reste, soit qu'on emploie les substitutions successives de

p -I— à la [)lace de .( , de 7 + - ii la |)iaee de v, . . . , soit ([m'oii fasse

usage de la substitution générale de ,- 7 à la place de .r, la difticullé

se réduira toujours à trouver, dans chaque écpialion transformée, la

valeur entière approchée de la racine positive ou négative, au-dessus

de l'unité, (jue cette équation conti<'ndra nécessairement (n" 70). Or,

si la première valeur approchée/; ne convient qu'à une seule racine,

alors toutes les équations transformées eny, en z, . . . n'auront chacune
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qu'une seule racine plus grande que l'unité, de sorte qu'on pourra

trouver les valeurs entières approchées de ces racines par la simple

substitution des nombres naturels (n" 19). Mais, si la même valeur

appartient à plusieurs racines, alors les transformées auront nécessai-

rement plusieurs racines plus grandes que l'unité, soit positives ou

négatives, jusqu'à ce que l'on arrive à une de ces transformées qui

n'ait plus qu'une pareille l'acine; car alors toutes les suivantes n'en

auront plus qu'une seule au-dessus de l'unité, comme nous l'avons dé-

montré dans le numéro cité.

Avant d'être parvenu à c«tte transformée, il arrivera souvent que

la simple substitution des nombres naturels ne suffira pas pour faire

trouver les valeurs entières approchées dont on aura besoin, parce que

l'équation aura des racines qui différeront entre elles par des quantités

moindres que l'unité. Dans ce cas donc il semble qu'il faudrait avoir

recours à la méthode générale que nous avons donnée dans le (Cha-

pitre I; mais, ayant déjà employé cette méthode pour trouver les

premières valeurs approchées des racines x de l'équation primitive,

on pourra se dispenser de faire un nouveau calcul à chaque équation

transformée; c'est ce qu'il est bon de développer.

79. Eu faisant usage de la méthode dont nous parlons, on trouvera

d'abord les limites entre lesquelles chaque racine réelle de l'équation

proposée sera renfermée, en sorte qu'entre deux limites trouvées il n'y

ait ([u'une seule racine (n" 13).

Soient ). et A les limites de la racine cherchée ; l'expression

V J

p't -\- ro'

donne
TS'X — Cl_

^
P - P'^ '

donc la valeur de t sera renfermée entre les limites

p-p'â' p - p'a
'
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|iar rniiséqiUMit, si ii-s dt'iiiières limiti-s «lillrnnl rniir lU- l'iiiilif inoiiiN

(|uc de l'unité, oti aura siir-lc-rliaiiip la valctir tiiticic a|i|ini(-|ifc de /;

mais, si elles diUereiit l'une de l'anlre dune (piantité é^'ale on plus

^'i'andei|ue l'unité, alors ee sera une inari|ue (|ue la raeiueeliereliee/ dif-

férera desantres raeines de réi|naliiin traiisfurniée en / par des (|uanli(és

égales DU pins j;ranilis (|mi' l'unilé; de snrli- (|ii'i>n sera sur ilr piinvoir

tniuvi r la valeur enlii-re ap|>ri)eliée de eelte raeine par la simple siili-

stitulion des nombres naturels à la place de /: <( la même eliose aura

lieu il plus forte raison dans les transformées suivantes.

^0. La l'uriiiule

/ =
p-x

peut élre aussi très-utile pour réduire en fraction continue liuili' i|nau-

tite ( (|ui sera renfermée eiilre ii's limites données, au moins pour trou-

ver les tel Mies de cette fraelion qui pourront élre donnés par ces limites;

car, nommant comme ci-dessus a et A les deii\ limites de j-, un aiiin

Bj'X — BJ Cj'A — CI
7^ Cl rr

p - p A P - f-
-^

pour celles (le l: de sorte (|iie, tant (|ue la diirérence entre ces dernii'res

limites ne sera pas plus grande que rnnilé, ou poiiiia trouver exaete-

iiieiit la valeur eiili(Te de /; ainsi, i)renant - et - (p elaiit la valeur eii-

tière approchée de x) pour les deux [ircmières fractions, on pumia

pousser la suite des fractions convergentes et par conséijuent la IVaelioii

coiitiiuie jusqu'à ce que les limites dont nous parlons diffèrent entre

elles d'une quantité plus grande (|ue l'unité; alors il faudra s'arrêter,

parce que les limites données X et A ne comporteront pas une |)liis

grande exactitude dans la valeur de ce.

Par ce moyen, on n'aura jamais à craindre de s(^ tromper en poussant

la fraction continue plus loin qu'on ne doit, comme cela arriverait faci-

lement si, pour avoir cette fraction, on se conteiilait de preiidre l'un

des nombres ). ou A, et d'y pratiquer la même ()pérati(Ui dont on se sert
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pour trouver la plus grande commune mesure, conformément à la ma-

nière usitée (le réduire les fractions ordinaires en fractions continues.

Pour pouvoir employer cette méthode en toute sûreté, il faudrait

faire la même opération sur les deux nombres >. et A, et n'admettre

ensuite que la partie de la fraction continue qui proviendrait égale-

mont des deux opérations; mais la méthode précédente parait plus

commode et plus simple.

81. Voyons maintenant d'autres moyens pour simplifier encore la

recherche des valeurs entières approchées dans les dilférentes équa-

tions transformées. Soit

/" — rt/"-' -h bl"~^- — .. . = o

une quelconque de ces équations, dans laquelle il s'agit de trouver la

valeur entière approchée de t, que nous désignerons en général par ^;

cette équation, étant dérivée de l'équation proposée en a-, sera du

même degré que celle-ci, et aura par conséquent le même nombre de

racines, que nous supposons égal à n.

Nous avons trouvé en général (n" 79)

-5

p X

•( qui se réduit à

/ = ,

mais
p T3 I

p TU p ro

P

pair, et riiiferieur pour celui où ce quantième est impair; donc on aura

le signe supérieur étant pour le cas où le quantième de la (raclion ^ est

^"i^^-'f
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Donr, si l'on (Ifiiole par .r la rariiie rlifirlu-i', vl \y,ir ar'.x', ... h-s aiiln-s

racitifs ilc l't'i|iuitiiiii en .r i|ui sniit au iioiiilin' di- n, il (|ir(iii (Iciuitc (le

im'-iiic |);ir /, / , / , . . . 1rs valiMii's (-orri-s|>oiulaiitfS de /, un aiii.i

ê
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Mais les quantités a? — a-', x~x", ... sont données, et la quantité p'

va toujours en augmentant: donc, puisque la fraction -^ est toujours

moindre que l'unité, il est clair que chacune des quantités

p-^[x-x)±~
?

I

'il

ira nécessairement en diminuant; et que par conséquent la somme de

ces quantités qui sont au nombre de n — i ira en diminuant aussi, de

sorte qu'elle deviendra nécessairement moindre que -•

Donc on parviendra nécessairement à une équation transformée telle

que sa racine t sera, à - près, égale à

[a étant le coefticient du second terme pris négativement), c'est-ii-dire

(jue cette racine sera contenue entre les limites

n — I ro I « — I ro i

a -+- ; H - et « + ^
; '

p 2 Çj' 1

et la même chose aura lieu à plus forte raison pour toutes les transfor-

mées suivantes.

Donc, dès (ju'on sera parvenu à une pareille transformée, il n'y aura

(|u'à prendre le nombre entier qui approchera le plus de la quantité

« + -, '

c'est-à-dire celui qui sera contenu entre les mêmes limites

( « — 1 1 ni' I {n — 1 1 ro' i

p 2 p 2

et ce nombre sera nécessaireuient un des deux consécutifs entre lesquels



I>l.> loi MIONS MMKIIIQI F.S. I>l

se trouvera la vraie valeur ilt- /; tie Mirle qu'il |iiiurra élreprisen lonl.-

sùrelé pour la valeur ap|iroeliée k n" 77 . Ainsi l'on pourra eonlinuri

rapproxiiualion aussi loin qu'on voudra sans li- uioimlre lâlniiiietiKiil

S2. l'iiisqur

« = /-+-/'-!-/' + ....

en substituant les valeurs de /, /'. ... (n"81 . on aura

Or soil

\P 9 9

X" — \a"-' -t- Bx"-- — . . . — o

ré(|uati()n proposée; (|u'c>ii lasse le pii'iiiicr niiinlui' 'le eelle équalion

éj^al il X, et il est l'acilc de \oir |i;ii' la ihcorie des é(|Malions (|Ur la

(iiiaiililé ^ ~r- deviendra, en v nifllanl '- ;i hi ohn r de r. apii-s la dil-

férentiation,

I I I

P,_^ P_^' P,-^"

à eause (|ue r, .r', .r", ... sont les ililTerenles niiiues de l'c(|iialioii

X = o. Donc on aura

I f/X ncr'

p"-X f/.r p'

et par conséquent la quantité

(rt — i)cj'

deviendra
I (/\

p'='X dx p'

Donc, si l'on l'ail

npn-i — (re — il Ap"-=p' -f- (n — a) Bp"-'p'- —

.

R =

VIII,

p" — Ap"-'p'+ Bp''-2p'ï
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la quantité dont il s'agit sera

± R — 57'

5

par conséquent les limites dont nous avons parlé dans le numéro pré-

cédent seront
± R — c^' I ± R — w' I

-, h- cl -,

p -X p 2

Ainsi l'on pourra trouver ces limites indépendamment de l'équation

transformée en t, et par le seul moyen de l'équation proposée en a\

ce qui pourra servir à abréger le calcul.

83. Il reste maintenant à voir comment on pourra reconnaître si la

racine l est renfermée entre les limites dont il s'agit; or cela est facile

des qu'on connaît les deux nombres entiers consécutifs ô, + i entre

lesquels se trouve cette racine : car, soient 1 + - et 1 les deux

hmites données, il est clair que, pour que t se trouve entre ces limites,

il faudra que \ tombe entre les mêmes nombres 6, O + i, et même

plus prés de celui de ces deux nombres dont t approcbera davantage.

On examinera donc : 1° si 1 tombe entre 6 et -h i; 2° cela étant, on

prendra celui de ces deux nombres dont \ approcbc davantage pour

la valeur approchée de t, que nous nommerons k, et faisant t^ k -\—;,

on verra si l'équation transformée en «• a une racine positive ou néga-

tive plus grande que 2 ; si cette seconde condition a lieu, on sera assuré

que la racine t tombera réellement entre les limites > + - et >^ — -> et

l'on pourra poursuivre le calcul comme nous l'avons dit dans le n" 81

.

84. On pourrait s'y prendre encore de la manière suivante, pour

s'assurer si la racine / tombe entre les limites >v + - et \ Il est
'1 'i.

facile de voir par le n" 81 (|ue la difficulté se réduit à savoir si la somme

des quantités
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ilivisff par : -, fst iiiiiiiitlif t|iu- ; ainsi il m- s'a^iiia i|mc ilr Ikuisci

tiiir (|iiaiililL' (|iii xnl plus j„'iamle nue iitti- sniiiiin', il ili' vnir i-iisnili-

SI rcllf (piaiililr l'sl iiiuimlic (|iic '

Or soient ^^ j-, a\ ... les laiiiics ivrllrs de l'iMinalion pinpn>ti-.

(|tn' nous siipposrrons au noiuluc de y., et

U'S racint's imaginaires, ([iir ihmis supposerons au nouiiire de av, en sorte

que a + 2v = «; connne la Iraclion-, dilleie de la raeine .r diiiif ipian-

lilé moindre (|ue ^ (n°73), il est rbir i\\\r si A est nnr (luantite eple

ou moinilic ([iie la plus petite des dillerences eulie les racines réelles

de la Miéme ecjuatiiui, cliai iiuc dis (|Uanlités réelle.s

P P

sera néeessairemeul moindre que

I

»

A±4

el par conséquent la suuinif de ns quanlilés (jui soûl au uomlire de

ij. — I sera moindre que
n — 1

Considérons ensuite les (piantités imaginaires, lesciuelles seront

deux à deux de la forme

p- - '
P - •

iG.
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de sorte qu'on aura v quantités de la forme

<^'^
'^-i)^r-

or je remarque que, quels que soient les nombres ^> E et •h, la quanlilt

,,t

sera toujours moindre que — ; en effet, si l'on considère la quantité

et qu'on fasse, ce qui est toujours possible,j= J/ tango, elle dcvicndr;!

2 sin9C0S9 sin29

or, la plus grande valeur de sin 20 est l'unité ; donc, etc.-

Donc, si l'on dénote par n une quantité égale ou moindre (|ue la

plus petite des quantités ^, -V, . .
. , la quantité ~ sera nécessairement

plus grande que la somme des quantités imaginaires dont nous parlons.

Donc, en général, la quantité

9

sera plus grande que la somme de toutes les quantités

r I

P , P /'

—, — X — — X
? P

Donc, si l'on a

« — I V 1

-Tm ^" "VTTî = ou < -,
p^A — I p -Il 1
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A it II fliiiil prisi's posilivi'imiil, mi si-ia mii- i|ui' la laiiiir / ImiiliiTa

fiilrr Its limites |iio|HJséi's.

Or, |)oiir avoir 1rs noiiilircs A cl 11, liiisi|ii'itii ne rniinait pas (l"a\anrr

li's rarim-s ilr rc(|ualinii |irt>|)nsfc, il ii'v aura (|u'ii clicrilifr tiaiis rf(|iia-

lioii (les diirfrcrict'S l) *lii ii" K la liiiiilc / tirs niriui'S |)(»siliv('S fl la

liiiiiti' /( ili's racines négalivi'S, vl Wm |iniiiia |inii(in' |iuiir A un

llDIIlbri- HlIfliiilKHIi' : nll <" -_, l'I |iiilll' Il lin lliiliilMr (|llr|((»|l(|lli'

= ou <] —-î l'i'la suit ('siilciiiini'iit de te (|ii(' imiis avons ilrniniilrr

dans l'endroit cite.

S,^. Si l'on avait

u — l V ^ I

alors la coiiilitioii leijiiisi' aiiiail lii'ii ili'S le (•oiiimcncciiieiil ilr la serii-:

de sorte (|iroii |ioiiriait ,i|i|iiiH Iht de la valeur de ,r sans aucun latoii-

ni'iiienl; voici le procédé du <alcMl.

Avant liipiive la premii're valeur entière approcliôe de .r, (|u'on piuiria

prendre plus petite ou plus grande que .r à volonté, et noniiiiaiil celle

valeur /A on aura les deux iiremièrcs fractions -> -
' ' o I

i" On Cela donc

nj = i, Tss' = o, p^=p, p' = >,

et. substituant ces valeurs dans l'expression de R (n" 82), on incndra le

nniiiliic entier qui appim liera le plus de

— R — cj'

; »

P

o'est-ii-dire de — H, le(iuel étant nommé /i, on aura la traction

A'p -H ro Ifp +- 1

kp' H- cj'
"" k

2" On fera

xr,^p, 57=1, p = kp-i-i, p' — k.
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et, substituant dans R, on prendra le nombre entier qui approchera le

plus de —^^^, c'est-à-dire de 7 '

' et, ce nombre étant nommé /

,

'

p l(

on aura la l'raction

li'p + Ts _ k'il,p -h +p
/f'p' -+- m' II' li -+- I

3" On fera

Ts j= kp + i , rn' =^ k, p= /i

'

[kp + i] + p, p' = /i ' A + i

,

et l'on prendra la valeur entière la plus approchée de

-R-îT,' — R —

r

ou
p' A'A"' -1- 1

laquelle étant nommée k", on aura la fraction

k"p + U3 ^
A-"p' -I- tiî'

~ •
'

cl ainsi de suite.

De cette manière, la valeur de ^ sera exprimée par la fraction continue

I

PH
I

A-i

A'
k"-

ou par les fractions convergentes

I p kp -+- i k'[ kp -\- i\ + i>

o I A' A' A + 1

86. Si l'on n'a pas d'abord

p. - I 1/ I

A-i n

il n'y aura qu'à chercher la fraction continue par la niélliode ordinaire

jusqu'à ce que l'on arrive à une fraction dont le dénominateur p' soit tel

que l'on ait

p. — i
^

"' < '

p'2A — I û'^n î
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nu liii-ii jusqu'à t-c (|iii- l'uii |Kirviciiiic ii un*- tniiisl'oi'im-i* (|ui sdil iluiv

If cas du n-Sa.

Au iTstf, connnr, en :ni^iii(Mit:inl toutes les racines d'une i'i|uati(tii

dans une raison (|url( onijue, on au^nienle aussi dans la niêine raisun

les dillerenres entre ces racines, il est clair (|ue si, dans ré<|ualion

|)io|ius(i'. on Mil'! . il la place de .r, ce i|ui en aii^'un-nliia les racini's

en raison de i \ f, les nonilues A cl II, i|ui conviendront à la nouvelle

éi|Mation, en seront auf^nienlés dans la rnènie raison, cl pai' consi-

(|uenl deviendront /A et /II; donc on |)otirra l'aire en sorte (|in' la

condition ilii n" 85 soit vériliée en donnant ii/une valeur telle <|in-

./:i-7-*-7îï==°"<7

Alors on pourra toujours se servir (!< la iiirilnnlr ilii iiiiiinro eilé

poui" approcher sans tàtonnenuMil de la valeur ( liricliic de i : il lan-

tlra seulement diviser ensuite cetti' valeur paiypour avoir la véritalde

racine de l'équation proposée; il est vrai {|ue, de celle inanii-re, on

n'aura plus celte racine exprimée par une simple fraction continue,

mais on pourra néanmoins en approcher aussi près qu'on voudra, ce

(]ui sullil [Hiur l'usage ordinaire.

87. Soil ré(|uarMui pr'oposée

X" — A = o,

en sorte que l'on demande la racine «"""' du nomhre A.

1° Soit n pair et = im; l'équation aura, comme on sail, deux la-

tines réelles, -i- \ A et — yA, et « - 2 racines imaginaires qui seionl

exprimées ainsi

/ iC _, . se
I

, „r-r
cos — ± sm — V — I V A ,

c étant la circonférence ou l'angle de 36o degrés, et s étant successi-

vement égal à I, 2, '3.
. . .

,
jus(ju'à m — i; donc on auia dans ce
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cas (n" 84) a = 2, v = m — i , et l'on pourra prendre

^=:1y\, n = sin-xvA,
71

à cause nue sin - est le plus petit de tous les sin -, donc la condition
1 7;

» 1 n

du n° 85 aura lieu si

ou <-;
22v'A-i sin-x'v'Â

n

donc elle aura lieu sûrement toutes les fois qu'on aura

/ "
A = ou >. /

.
'360°

sin
n /

2" Soit n impair et = 2^2 -1- 1 : l'équation n aura qu une seule racine

réelle 'sjk, et elle en aura 2m imaginaires de la forme

se _, . se \ ur-r
CCS — ± Sin — \ — I V A

,

n II ^
J

en faisant successivement ^ = 1,2,... jusqu'à m; donc on aura dans

1 I .-,1 . ic , • nu-

ce. cas a = I, V = m, et, comme le plus petit des sin— est sin — ou

sin^—^» à cause de n = im -+- 1, on pourra prendre
n

'80° n.-r
n = sin X V A;

de sorte que la condition du numéro cité aura lieu si

m . I

:
— = ou <, -'

sin X V'
A

n

c'est-à-dire si l'on a
' H — I \ «

A= oj >
. 180°

sin
V n I
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Dniii , lorstnu" le inmiluc A m- st-ra pas aii-clessous ilrs liiiiiti-s t|Uf nous

vniwiis ilf IroiiVfr, mi |iiiiirra toujours, rn l'aisaiit usaj;»- ilc la uh'IIioiIc

ilu u" 85, trouvfi- (lirc(tt>nii>nt fl sans tàloiiiifiiii'iit la laciiu- n'"'" tir ce

noMihii'; ri, s'il est plus petit i|Ut' ics limilcs. on pourra toujours le

riMiilrr |ilus ^rainl t-n h- multipliant par un iKunlin- (|ui-li iui(|ur qui soit

une puissance exacte du niéuie exposant // ; en sorte i|u'apri's avoir

trou\e la racine de ce nombre composé, il n'y auia plus (|u'ii la diviseï'

par celle île son multiplicateur pour avoir la racim- clnicliee de A.

Huant il la \aleiir dr |{ n"83j, elle sera, |ioui re(|iialicpii i \

„," - 1

H
p«— Ap'"

88. l'iii-(|iic le cas de // =; >. peut se résiunlie par l;i iiiriliiidc de

l'article II ci-dessus, nous en ferons alistraclion ici. Soient Amn

d(Uii'

donc

n = 4, on aura sin —^ i

A= ou >.'i';

. 36o» \fin=o, un aura soi —-:— :=— >

u 1

A= ou >3».4'';

„ . 36o° Ji
i" n = o, on aura sin —rj— =—

»

O 1

iliiMc

A— ou >'î',4*;

et ainsi de suite.

De même, si l'on fail

i" H = 3, on aura sin -^r— =—

»

3 ï

donc

A = ou > —!-^;

3v3

• '80» . „-„
-x" H = '). on aura sni—?^ = sin ib",

5

VIII.
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et, faisant, le calcul par les logarithmes, on trouvera

A = ou >• i4'>95,

et ainsi de suite.

89. Supposons, par exemple, qu'on demande la racine cubique de 17:

puisque 17 est >^^^5 à cause de 3 \/5 > 4 . 0» pourra employer
3 \/3

d'abord la méthode du n" 85. On aura donc ici, à cause de /« = 3 et

A=i7(n°87),

p->— i7p'»

Or, le nombre entier le plus proche de V17 t'st 2 ou 3, de sorte qu'on

pourra faire à volonté /j = 2 ou /? ^ 3.

Faisons » = 2, et les premières fractions seront -^ -; donc :
' ^ 01

1° m ^ I, ro' = o, p ^ 2, p'^ 1
;

donc

R- ^-4 - ^

et le nombre entier qui approche le plus de

— R - g' _ 4

P' ~3

sera i; donc ^• = r, ce qui donne la fraction

donc

kp-h
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i|ni ilmiiii'i,! 1,1 riactiitii

k'f> -+- o- H

1.11

iliHIr

fl

A'p' + ta' i

ra ji, o = I, p — 8, p~î;

It = .

i.H- irji

8^-17.3»" 53

Il M {!

•'»<)'

II' lliiliiliii' l'iilii 1 i|ill ii|i|il'iii'lii'iM le plus (II- irlli- ri'iictiull sri'ii

I / I
,. /• , fTI I i

tli'iic h .', il l;i li;ii'liiin ,„ , ; sera —^; de.
/l p H- BJ — 1

Di' ri'tlr iii;iiiirii' un luiia Ifs fiaflii)iis loiivcrfît'nU'S vers s 17

I •;! 3 8 — 1 3
- 5 - 1 — > —

»

U I

il la liarlidii cuiilinuc sera

n- -
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MITK I.

SI II LA DKSIONSTUATION 1)1' TIIKOHKMK I.

Les (li'ux lliéori'mos du (iliiipilic I sont la base de loulr la llM-oric

(les équations et doivtiil vive démontres {I'ihic manière rigoureuse,

el sans rien cmpriiiiti'i' de (•clic inrinc tlirmic. I.a démonstration (jue

j'ai donni'c du premier théorème (n°l) est tirée de la considératimi

des facteurs de réquatimi. et pourrait laisser des doutes relativement

aux fatUeurs imaifinaircs. Il est vrai qu'en supposant connu le théorème

sur la forme des racines imaginaires, on est sur que le produit de

deux facteurs imaginaires correspondants est toujours une quantité

essentiellement positive, quelque valeur qu'on donne à x, d'où il suit

que la différence des signes dans les résultats des substitutions de /v

et q à la place de x ne peut venir que des racines réelles. .Alais on

doit observer que la démonstration rigoureuse de ce théorème dépend

elle-même du théorème qu'il s'agit de démontrer, de sorte qu'on ne

peut l'employer dans la démonstration de celui-ci. Pour éviter toute

difficulté, j'ai cherché à démontrer ce théorème par la nature même

de l'équation, indépendamment d'aucune de ses propriétés.
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Représentons, en général, Téquation proposée par

P - Q = o,

P étant la somme de tous les termes qui ont le signe +, et — Q la

somme de tous ceux qui ont le signe — . Supposons d'abord que

les deux nombres p et g soient positifs et que q soit plus grand que p;

si, en faisant x^p, on a P — Q < o, et, en faisant x^q, on a

P — Q > o, il est clair que dans le premier cas P sera < Q, et que

dans le second P sera > Q. Or, par la forme des quantités P et Q, qui

ne contiennent que des ternies positifs et des puissances entières et

positives, il est évident que ces quantités augmentent nécessairement

à mesure que x augmente et que, en faisant augmenter x par tous les

degrés insensibles depuis /? jusqu'à q, elles augmenteront aussi par

des degrés insensibles, mais de manière que P augmentera plus que Q,

puisque de plus petite qu'elle était elle devient la plus grande. Donc

il y aura nécessairement un terme entre les deux valeurs/» et q, où

P égalera Q, comme deux mobiles qu'on suppose parcourir une même

ligne dans le même sens, et qui, partant à la fois de deux points diffé-

l'ents, arrivent en même temps à deux autres points, mais de manière

que celui qui était d'abord en arrière se trouve ensuite plus avancé

que l'autre, doivent nécessairement se rencontrer dans leur chemin.

Cette valeur de x, qui rendra P égal à Q, sera donc une des racines

de l'équation et tombera entre les valeurs /j et q. De même, si, en fai-

sant x=^p, on avait P — Q >• o , et, en faisant x = q, on avait

P — Q<o, on aurait dans le premier cas Q < P, et dans le second

Q> P; et, en faisant augmenter x depuis/» jusqu'à q, la quantité Q
augmentera plus que la quantité P et l'égalera dans un point entre

p ci q.

Si les deux nombres yj et q étaient négatifs ou un des deux seule-

ment, alors, [ironuMt un nombre positif/- Ici (jue r-t-/» et r+q soient

des nombres positifs, il n'y aurait (|u"à transformer l'équation par la

substitution de y — r à la place de x; on aurait ainsi une transfor-

mée en j, dans laquelle les substitutions de r + p et de r + q à la



DKS Kni vlliiN-. \ I i.l.liKIijlKS. |:j.>

|)lii(ctlf l'iiK iiiiiitii- viloiiiieraitMit par rii\|H>llii'si' des irsultaLs de signes

ruiilraircs. |>uis(|uc ces rt'>.sul(a(s sont les inèiiios que n-ux (|iii vii'ii-

(Iraii'iit (les siihstitulioiis de /< <l dr </ ii la plarc de j: dans la pni|»iisiT.

Or, lis iiiiiiil)n-s r • ji et ri- c/ étant supposés positifs, on pourra rc-

pnnilrr If raisonm-nicnt priTi-dcnl, ri r.m pruuvira i|ur ri'i|nati<in

i-n y aura nécossain-uicnl nue raïuu' luniprisc «'tilrr li's uondtrcs

/" 4- /' «'l r -H c/; par tonsf(|uiril, il t ;ui>f di- ./ \ r. r(i|naliciii i-n i

aura aussi urn- raciiit* r\\[\r fi il y.
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NOTE IL

SUR LA DÉMONSTRATION DU THEOREME II.

La démonstration de ce théorème (n" 5) suppose ces deux proposi-

tions, que toute équation peut se décomposer en autant de facteurs

simples réels qu'elle a de racines réelles, et que le facteur restant, si

le nombre de ces racines est moindre que l'exposant du degré de

l'équation, est tel qu'il ne peut jamais devenir négatif, quelque valeur

qu'on donne à l'inconnue. La première proposition a été longtemps

admise par les analystes comme un résultat de la formation des équa-

tions, et d'Alembert est, je crois, le premier qui ait fait sentir la né-

cessité de la démontrer rigoureusement. A l'égard de la seconde, on

pourrait la regarder comme une conséquence de la première; mais,

pour ne rien laisser à désirer sur la rigueur, il est bon de la démon-

trer aussi en particulier.

Représentons, en général, par {x'".

.

.) un polynôme quelconque en ce

(In degré m, tel que

X"' — Ax'"-' -+- B^"'-'- — Cx"'^'+ . . .±: V.

Si Ton change x en a, il deviendra {a'".

.

.), et il est facile de voir que

la différence {œ'". . .) — («'". . .) de ces deux polynômes semblables sera

divisible par x — a, car chaque terme du polynôme {x'"...), comme

N.r", donnera dans la différence les termes N{x" — a"); or on a, en

général, tant que n est un nombre entier positif,

x" — a" = lx — a] {x"-> -hax"-- + a-x"-^ -h .+ a"~'];
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ilollC, l't'-linissillll tons les i|l|ii|ii'ltl> rt 1rs nriliiiiiMnC >||i\;iMt lis |iiii>-

saïK'fs (le a-, un ;i(iia

(*"...;- ;n'"...) = (x— a)(*'" '

(ar™"'...) él;iiil iiii |i<i|\iinnn- en .1 du dcgii- iiilV'iu'iir m — 1. Ainsi un

aiir:i, (|ii('lli' (jnc .suil la <|iKinlilf 11,

'"• r II >"• ' . .
'- ' ft"' . . . \

Dr la Mit-fiit' niiinii'ir, m pnnant (im- aiilri- (|nanlilé i|iu,'U'nn(jU<' />, mi

pourra iciliiin' If |n>lynnnn" /'" "... ii crllc l'iuinr,

[x'"-' . . .) = {x i- b) [x"' -...]-¥ ;/>"''. . .).

(j*™~'. ..) étant un antrt- |inl\iinMif du degré iulcrieur /« — 2, el ainsi

de snilr.

MaiiitenanI je rnnaiiiUf (|iic, si l'oii a rc(|iiali()n (.r'". ..) = »), cl (pic

a soit une des racines de cette équation, c'est-à-dire une valeur de .r

qui y satisfasse, on aura aussi {a'"...] = o; dune le polynôme {x'"...
,

sera alors réductible à la (uruie

el par conséquent divisible exacteniciil par r -((.

Si. outre la (|uaiililc u, il y a iiiir autre (|uaiililé h (|iii satisfasse à

la même e(|iiali(tn [x'"

.

. . ) = o, il faudra que cette (|iiaiilile, étant prise

pour >r, fasse évanouir l'anlre laeli iir (.r'""'. . .) et soit, par conséquent,

telle que l'on ait [b'" '...) = u. Donc le polynôme (.r'""'...) sera ré-

ductible à la forme [x — b) [x'"^- . .
.
}, et, par conséquent, on aura

{x"" . . .) = [x — a) [x — b) (x'»-^ . ..];

de sorte que le premier polynôme (x'".

.

.) sera exactement divisible [)ai

X — a et par x — b, et ainsi de suite.

Si donc l'équation .r"'...i = o u'a (|u'uu nombre // moindre (|iie ///

de racines réelles a, b, c, ..., on aura d'abord

(x"'...) — (x — a){x — b)[x — c)... {x'"-".. .),

VIII. 18
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et le polynôme («;'""...) ne sera plus résoluble en facteurs simples

réels. Donc, quelque valeur qu'on donne à x, ce polynôme ne pourra

jamais avoir une valeur négative; car, s'il y avait une valeur de .r qui

pùl le rendre négatif, comme d'un autre côté on peut toujours prendre

.r assez grand pour que le premier terme surpasse la somme de tous

les autres, il s'ensuivrait qu'il y aurait deux valeurs qui, étant substi-

tuées pour .r, donneraient des résultats de signe différent, et que, par

conséquent, par le théorème I, il y aurait une valeur intermédiaire h

([ui pourrait rendre {x"'~". . .) = o, et qui serait ainsi une racine réelle

de cette équation; donc on aurait alors

et le polynôme [œ'".

.

.) aurait encore le facteur réel x — h, ce qui est

contre l'hypothèse. Ce polynôme (>r'"~"...) sera donc nécessairement

d'un degré pair, et son dernier terme sera toujours positif (n" 3); et

le polynôme {x"\ . .) aura, par conséquent, son dernier terme positif ou

négatif, suivant que le nombre des racines positives a, i, ... sera pair

ou impair.

Non-seulement le polynôme (^'""...) aura toujours une valeur po-

sitive lorsque l'équation (^"'". . .) = o n'a aucune racine réelle, mais

encore quand elle aura des racines réelles doubles ou quadruples, et

en général multiples, suivant un nombre pair; car alors le polynôme

aura des facteurs de la forme {x — gf, ar étant un nombre pair,

et il est visible que catte quantité est toujours positive, quelque valeur

réelle qu'on donne à x. D'où il s'ensuit que le théorème II a encore

lieu pour les racines égales, triples, quintuples, etc. Mais, comme on

a des méthodes particulières pour les racines égales, il suffit de con-

sidérer les racines inégales et d'avoir une méthode pour les trouver.

Au reste, l'esprit du calcul algébrique, qui est indépendant dos

valeurs particulières qu'on peut donner aux quantités, fait qu'on peut

regarder tout polynôme (.r'". ..) comme formé du produit d'autant de

facteurs simples x — a, x — b, x — c, ... qu'il y a d'unités dans

l'exposant m du degré de Ce polynôme, quelles que puissent être



hl »
I (.Il \Tiri\N \ I c, ilinii.ii 1^. i:j<i

il':nllciiis lr> (|iiaiitili.s n, h, c rr i|tii ilniiiir i itd' fi|iialii>ti iditi-

lii|nr

x"'-\.T'" ' • Ua' • \ ' -b,x~f ....

hii|Ut-lli' iluil luiijoiirs avoir lifii iiiilf|tiMiil:iiiiMH-iil ili' la salnii ilr a*.

d'est lllH(|ili-iiiriit dans rrllc Iraiistniiiiatiiiii ilrs |iitl\ iioliirs t|iic coii-

sisU' la llicorit' des t'(|iialioiis. (In a Iihiim- dilIV-ri-nlrs relations cnlrc

li's (|uanlitfs a, />, c. ... ilis l'aclcurs cl 1rs i-oeilicioiils A. H. •!. . • 'In

|iolynonit', vl cv sont ers ridalions (|ni (iinstiliinit lis |>ro|iri('lrs ^iric-

ralrs des ('(inatioiis ruir la Note \ .

I.«'S t'at'tt'drs (|n'oM snpposc an\ pidynonics (|ni nt' |ii-nM'iil jamais

a(-(|iit'rir uni- valeur ni'jjative sont a|i|ieli'S imaiiiiiaiirs, et les (|nanli-

tésM, h, i\ . . . (le ces l'acteurs sont les racines imaginaires des c(|nalioiis

rorinéos on égalant ces |)olyn(Jnu'S à /.éro; ddii lOii voil (|uc le lue

de ces r.icincs est t(»ujoiMS nécessairement pair, cl (|iic leur pnidnil.

(|ni se Iriuive ('^'al an ilernicr Icrme dn polyn('mic, esl limionis posilil.

i8.
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NOTE III.

sun l équation que donnent les differences entre les racines

d'une Équation donnée, prises deux a deux.

La recherche de cette équation, qui est l'objet du problème du n^S,

deviendrait très-pénible si l'on y employait la voie de l'élimination,

qui se présente naturellement; mais, par les formules que j'y donne,

elle n'a d'autre difficulté qne la longueur du calcul. Tout se réduit à

calculer un certain nombre de termes de trois séries dont la loi est

assez simple.

I . La première série, celle des quantités A,, A.,, A^, .

.

., n'est autre

chose que la série connue pour avoir les sommes des puissances des

racines par les coefficients de l'équation donnée, et on en verra la dé-

monstration dans la Note VI. La troisième série, celle des quantités

(i, b, c, ... qui forment les coefficients de l'équation cherchée, est l'in-

verse de la précédente; elle donne ces coefficients par le moyen des

sommes des puissances des racijies qu'on a par la seconde série a,,

«o, 3;,, .... Je n'avais trouvé que [»ar induction la loi des termes de

celle-ci; mais on peut la démontrer d'une manière générale.

Pour cela, il n'y a qu'à considérer la quantité

[x — aj^H- (.r — (3)' -h [x — yY+ . . .,

(|ui, étant développée suivant les puissances de a, devient

, ,
sis — \] .

, sis — l] [s — 9. ) .
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(loinmo CCS ilctix expressions soûl i(lciili(|iics, on y |)iiii l;iiif i toul

ic (|u'on vondi"!. Hn'on suppose donc surcessiveun'ul r - x, ;i, •, ....

cl «iiidn ajoute euM-nilili' les rcsultuts de ces snli>lilulions. on uiira

ia-j3j'-»-(«-yj'i-...-(-(^-«)'4-(P-y)'-l-...-»-(y-a;'-t-iy-p)'-h...

. . . i s ^ \) s's— \\[$ — l)
:mA,— jA,A, , -t- AjAi-j :; Al A,

1 -i .5

ce (|ui est cvulcnt, putst|ne, pur l,i nolnlinii (|m imi a eiiiplnvec, on a. eu

A,— 3c'-+-3'-+--/' . .

gcucia

l.oi'si|ue .( est un nnuihi'c impair, il est facile de voir (|uc le piriiini

lucudu'c de cette c(|uation devient nul par la destiiiclion uintiulle de

tons les tcruu's, cl le second niciubre devient nul aussi de iui-niènie

eu reniar(|uant (]ue l'on doit avoir Ao— a" -H [i"-4- y" + --- "'. noinlire

des racines.

Mais, lors(|nc s est un noniiui' (|iiel((in(|ne pair - 2<j., le premier

UMMulu'c devient (••^,\\ ii 2(i„, siii\aiil la iiolalimi des leriiies de la se-

conde série : ainsi on aura

(«a — ni\<y.— -f.u.\, AjpL-, H—^—

—

Aj ^m-i —: r—

'

A3 Ai./.-i -

Comme les termes de celle S(''rii' se lliiu\elll les mêmes de pari cl

d'autre du terme du milieu, ijui contient Aj^Ai^, eu réunissant les

termes éij;anx et divisant par 2, on aura la rormiilr i^énéralc de la

valeur' de a,^ (|iie j'ai dniiiiée dans l'emlroil cité.

2. On pourrail, de la inéuio manière, trouver des foiinules | r les

sommes des racines prises deux à deux; car. en considérant la (|uaii-

tité

[X H- aj-'-h {x -h (3j^-i- ^x -1- 7/' -H- • •

,

on aura, par le développement, celte expression identique

mxs+ 5 A , x^-> -r -- ' ~-^ A. xs-^- + ^'^-'1U-^-) ^^ ^, .,, _u
. . .

.

?. 'i . o
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Donc, faisant successivement x = t., [i, y, . . . , et ajoutant ensemble

les résultats, on aura

2<i a'-H (S'-t-y'-l- . . .) + 2(a + (3)-'+ 2(aH-y)'H- 2((3H-y)^H-. . .

i » * ,*(*"')..
,

*'*— '1 (*—. 2I . .= /nA., -)- ski As-i H Ao A,_2H r. A3 Ai_:) +. . . .

2 1.6

Donc, si l'on dénote en général paraja somme des puissances 5'''™" des

racines ajoutées deux à deux, on aura, à cause dé a^-i- (i^+ y'-i-...= A,,

celte expression de 2a,

•4rt, = (/),— 2-' As+ 5A,A,^,+ ^A2Aj_2+ r; ^ A3A,^3+....
2 2. J

(fournie ^ est supposé un nombre entier, il est clair que les termes

également 'éloignés des deux extrêmes seront égaux; or le dernier

terme sera A^A,,, mais \Q = m\ donc, réunissant le dernier au pre-

mier, l'avant-dcrnier au second, et ainsi de suite, et divisant par 2, on

aura, lorsque s est un nombre impair,

«,, = [m — 2^-1
) A, + i

A

I Aj_i + — A.. As_ o + . . .

s[s — i) [s — 1] . . .

-)-- ^— A,_, A,^.,,
T S ~ \

et, lorsque s est un nombre pair.

s[s — \) [s ~ 1) . . .

(
- + I

I .2. i •

-

)M

Si l'un détermine par cette formule les termes de la série o,, a,,

«:,, . .
. , et qu'on emploie ces valeurs dans les expressions des quantités

a. h, c, ... de la troisième série, on aura les coefficients de l'équation,
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tloiit les racint's seront l«'S n siuiinics * -r [i, x -- yt P -- Yt • •• «les r;i-

rillfs (II' l'i''i|iiatiiiii iloiuicf, prisi'S tli-iix ii ilciix. ('fltr riiiialiiin |iriil

rtrr iililf dans plusieurs Dccasiiiiis.

."{. Jf iliiis, au H'slf, dIiscivit ici i|in' Wariiig avail ilfjii ii'iiiari|nr

tiaiis ses Miscfllanca anatytica, iiiipriiiiés en i~i'>ji, l'usa^îi- «le l'ciiiia-

lion iliiiii les rai'inrs st'i-aifiil

|iiiiir (loiiviT 1rs iiiniti's des racines réelles de ré(|iiati(in «Imit 1rs la-

lines sont x, >, • Mais je ne connaissais pas cet Oiivra^'c |(iis(|iic

je composai mon preiiiiei- Mémoire sur la résolution des éciualions nu-

méri(|u«'s; d'ailleurs, celle remar(|ue, n'étant présentée dans l'Ouvrage

de \\'ariii<i; (|ue d'une manière isolée, serait peut-être restée lonj^lemps

stérile sans les reclierclies ilnnt elle clait accompagnée dans ce Mé-

innii'c.

Je dois ajouter (|iir le même auleui' a aussi remar(|ué avant nmi les

caractères (lu'nn peut tiier des signe» de ré(|uali(m dont les rarines

sont les carrés des dillerences entre les racines d'une équation donnée,

pour juger des racines imaginaires de cette équation. H avail dit sim-

plement dans l'Ouvrage cité que, si celle é(juatioii des diUérences n'a

que des signes allernatirs, ré((uali(iii priinilive a nécessairement loules

.ses racines réelles; aiilreineiil elle en ;i d'imaginaires; mais il :i donne

ensuite sfins démonstration, dans les Transactions philosopliiqiics de

l'année 17G3, les conditions (jui résulleni des é<|iialions des dille-

rences du quatrième et du <in(juièmc degré pour (jiie les é(jualions

de ces degrés aient ou toutes leurs racines réelles, ou deux ou (juatre

racines imaginaires, ce que personne n'avait encore l'ail pour le cin-

quième degré.

Dans le second .Mémoire, je m'étais contenté de donner les e(|ualions

des dillerences pour le deuxième, le troisième cl le ([uatrième degré;

la longueur (lu calcul m'avait empêché de donnci' celle du ciniinii-me
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degré; mais, comme elle peut être utile dans quelques occasions, je

vais la rapporter ici, d'après Waring.

4. Soit donc l'équation du cinquième degré

x5 + Bx^ — Ca.-- + D:f — E = o ;

l'équation des différences sera

(''" — av'-> 4- bv^ — cv' -+- dv'' — ec» -i-fv'' — gv'' + Ac- — k< + h := o,

dans laquelle

a ^ — loB,

6 = 39B^ + ioD,

f =z - 8oB^— 5oBD — 2')C^

f/= 95B' + i-2^B-D — 9JD2 + 92BC-+200CE,

e= — 66B^ + 36oBD^ — 19GB3D — i iSB^C^ — aGoC^D— 625E'^ - 400BCE,

/ = 25B6 + 4oD:î — 53C" + SaB^C^ — '")22B2D-'+ i94B''D -4- 708BC2D

-+-240B-CE + 1750BE2 — 950CDE,

g— — 4B'— ioGB»D + 8oBD3 + 3Ô8B'D2 + io2BC>+7B'C^— 57oC^D-

— 6iaB-C^D — 700C3E + 3750DE2 — 25ooB^E-i — SoB'CE + aiSoBCDE,

// = 4ooD'- 36oB-D= - i5B^ D^ + 24B«D - 8B 'C- — 45B2C* - 2700^ D

+ i4oB3C-^D + 96oBC2D--f-i875C2E^H- loooCD^E — SoooBDE^

4- i75oB^E2 + 4oB>CE-+-6ooBC'E— iGSoB^CDE,

/ = _ 36B"D^ + 224B3 D3 - 320 BD> - 4B3C> - 27c» + 4oC2D3- 434B3C2D2

H- 24B> C^D + 198BC' D - 5oooD2E2+ 45oC3DE + 625oCE3- 675B' E^

4- 375oB2DE= - 3oooBC2E2 - GoB^C^E — 2ooBCD-^E + 33oB'CDE,

/,-=3i25E''-375oBCE3

+ ( 2000 BD^ + 225o C2 D — 900 B''D + 825 B=C=+ io8B->) E^-

+ (-iGooCD-i — 56oB'^CD2-i6B-iC» + 63oBC3D-t-72B'CD-io8C^)E

+ 256D5 - 128B2D» + i44BDD:' + i6B'D'— 27C''D2— 4B3DD2.

La réalité de toutes les racines de l'équation du cinquième degré

exige donc que la valeur de chacune des quantités a, b, c, ... soit



h\:< rot Mi'tNs M crnuiui i;s. iV5

posilivc, (-) <|iii (li>iiiif, coiiiiiii- l'on voit, ill\ coiMlilions; niais il i-st

possililc )|ii<- i|iic!(|iii>s-iincs (II' rt's nnidilioiis si- (roiivciil rciiIVriiH'fs

dans le sy>U-ni<- des au(ri-s, n- ipii en diniinut-rail l<- nunilin-, (-iiniinc

nons l'avons vn pour li* i|natri<-nii- ili-^ii-. Si loiilcs ces conditions n'oni

pas lieu à la l'ois, alors ri-(|iiation aura ni'ffssairtMnfiit deux on (jualn-

racines imaginaires, snivanl (|n«' la (|nantitt'' Xaura une valeur né^Mlive

on positive. .Mais, si cette (|uaiitilé était nulle, ré(|uation aurait deux

racines éj^ales; elle en aurait trois é^'ales si lu <|uantité * était nulle en

luènie IcMips, cl ainsi du reste.

Mil, '9
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NOTE IV.

SIT> LA MANIÈRE DE TROUVER UNE LIMITE PLUS PETITE QUE LA PLUS PETITE

DIFFÉRENCE ENTRE LES RACINES d'uNE ÉQUATION DONNÉE.

La (léteniiination de cette limite est nécessaire pour pouvoir fornicr

une suite de nombres dont la substitution successive fasse counailre

d'une manière certaine toutes les racines réelles de l'équation propo-

sée (n" 6). Le moyen le plus direct d'y parvenir est de calculer, comme

nous l'avons proposé, l'équation même dont les racines seraient les

différences entre celles de l'équation donnée, et de déterminer ensuite,

par les métbodes connues, la limite de la plus petite racine de cette

équation. Mais, pour peu que le degré de l'équation proposée soit

élevé, celui de l'équation des différences monte si baut, (|u'(>n est

effrayé de la longueur du calcul nécessaire pour trouver la valeur de

tous les termes de cette équation, puisque, le degré de la proposée

• . .
m[m— i) iY> •

, - 1 I , 1

étant m, on a —^ coeiiicienls a calculer, et que, pour employer

les séries du n" 8, il faudrait en tout calculer 2m{m — i) ternies.

Comme cet inconvénient pourrait rendre la métbode générale presque

impraticable dans les degrés un peu élevés, je me suis longtemps

occupé des moyens de l'affrancbir de la recbercbe de l'équation des

différences, et j'ai reconnu en effet que, sans calculer en entier celte

é(jualioii, on pouvait néanmoins trouver une limite moindre (|ue la

plus petite de ses racines, ce qui est le but principal du calcul de

cette même équation.

1. En effet, soit l'équation proposée en x

X"' — Ax'"-' -t- D^'"-- — C^"'-' + . . .= o.
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i|iii' je n-|)irst'iilcr:ti. pour plus de siiiiplit-itc, p;ii-

X =o:

i|ii"iiii m iliiliii-c cclli' t''i|ii:itiim en ii ilii dc^'n- m \ ii" K

\ • Zm -*- Vm2^, , .4. u« ' — o,

iliilis l:i(|iifllr

V- ;/HX'"-' — (m — 1) Aj'" - >- ni Il 1

.. "( "' I ^ , (m — i)(ni — • .

?. a

ni m — I ] ; ffi — a i

N — k X"'

savoir,

•i.i

Y = X', Z^— , V=At,
9. ^. 5

N', \ \ X , . . . r-timl les ("onctions dt-rivrcs dr X ou les coenicicnls dit-

li'lTUlii'ls -j— » -j—r. ' -ï-T»ax wj:'' dx^

(•11 ;i vu dans le |ir(d)li'iii(' du n" S (|ii(', si l'on substitue dans ci'ltc

f(|ualion l'M //, à la |)lacc de x, une (luclconciuc des racines de l'éiiiia-

tion X -- o. elle aiiiii alors pour racines les diirérenccs enlie cclir

racine et toutes les autres racines de la même é(|uation. iJonc, si l'on

y substitue successivement les m racines de l'équation X — o, on aura

m équations en n dont les racines seront toutes les dilférences pos-

sibles entre les racines de rniualion proposée; par ((insniinnl. il ne

s'agira que de trouver une(|uan(ilé plus petite que la plus petite racine

de cliacuiii' dr ces m équations.

Donc, si Ttiii lait u = --. ce qui cliangera ré(|uation en a eu celle-ci

., /. V ,

V -1- - -+- — H- • • -I- -^T—7 = o,
I I- I'" '

ou bien, en nuilliplianl par /'" ' et divisant par V,'

Z . V . I

Y Y V

'9-



lis • NOTES SUR LA THEORIE

tout se réduira à trouver une limite plus grande que la plus grande des

racines de cette dernière équation, en supposant qu'on y substitue

successivement pour œ chacune des m racines de l'équation proposée ;

car, cette limite étant trouvée, si on la nomme L, il est visible que

j- sera la limite cherchée plus petite que chacune des m racines.

2. Or on sait (n° 12) que le plus grand coefficient des termes néga-

tifs d'une équation, pris positivement et augmenté d'une unité, est

plus grand que la plus grande de ses racines positives. Ainsi, pour

avoir la limite L, il n'y aurait qu'à trouver la plus grande valeur néga-

tive qui pourrait résulter de la substitution des racines de l'équation

Z V
X = o à la place de x dans les coefficients t?5 y? • • • de l'équation

en /, ou une quantité plus grande que cette valeur.

Si ces coefficients ne contenaient que des puissances de x sans déno-

minateur, on pourrait résoudre la question en substituant à la place

de X, dans les termes positifs, une limite plus petite que la plus petite

des valeurs positives de x, et, dans les termes négatifs, une limite plus

grande que la plus grande de ces valeurs; car il est visible qu'on au-

rait, par ce moyen, des quantités négatives plus grandes que les valeurs

négatives que chaque coefficient pourrait recevoir par la substitution

de chacune des racines positives de la proposée en x; et, pour avoir

égard aux racines négatives de la même équation, il n'y aurait qu'à

changer dans les expressions des mêmes coefficients x en — x, et

substituer ensuite dans les termes positifs une valeur de a; plus petite

que la plus petite racine négative de cette équation, prise positive-

ment, et dans les termes négatifs une valeur de x plus grande que la

plus grande de ces racines.

La plus grande des quantités négatives trouvées de cette manière,

prise positivement et augmentée de l'unité, pourrait sans scrupule

être employée pour la limite cherchée L.

Toute la difficulté vient donc du dénominateui' Y, qui contient aussi

l'inconnue x. J'avais proposé autrefois de prendre pour Y une valeur
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plus pt-tili' (|iic clianiiK' de ri'lli'S qui |iouri-:iii'Ml n'sullci- (li> la sultsli-

Inlinii ilfs rat'iiics ilc rt>i|uation X o à hi plart' de .r; mais la dilli-

ciiili' l'Iail il'MMtir cfllr liinili-, ri il im' |»;ii"iil pas possible de lu Iniuvcr

aulrt'Uii'iit t|iif par ri-i|iialii)ii un inc ;liitit li*s dilTcrciilcs valeurs de V

seraient raeims. Pour avoir celle é(|ualioii, on l'erail Y y, el l'un

éliminerait .r au movi'll de ré(|Uation X o el de telle-ri, v V u;

ré(|ualion résultante cnv serait du //j'*^"" de(»ré. et la limite pins petite

ijiie l;i pins petite de ses l'aeiiies serait la ipianlite (junn jinurrait

prendre [lonr V: mais eette e(|Marniii en r peut eneoie être fort loii^Mie

à ealeiiler, soit iiu'iiii II dedni>e de relimination , soit ipTon \enille

la eherelier direetemeiit par la nature même de ses raeiues.

3. J'ai fait réilexion, depuis, i|n'oii pouvait toujours éliminer l'iii-

eonuue .r du polynoini' V en le mnltipliant |)ar nu polynôme nmve-

nalile du mémo dogrù nt — i, et en i'aisaiil disparaître, an moyen de

l'équation X — o, toutes les puissances de .r plus hautes (|ue x"' '

.

En cITet, si l'on prend un polynoinc tel (jur

jc'"-' — ax"'---i- hx'" -^ — cz""-' + . .
.

,

que nous nniiininoiis ; pour ahréj^ei', et dans lr(|ncl les coeflicienls u,

b, c, ... soient arbitraires, et qu'on multiplie \r polynôme Y par ce-

lui-ci, on aura un |)olynome du (lei;ré 9. m — 2. Or, l'équation X = o

donne d'iilinril lu salenr de .r", cl a\cc celle valeur on pourra ruMMcr,

en multipliant successivement par x et substituant à mesure la valeur

de x'", toutes les puissances de x supérieures à .r'" ' jusqu'à x-'" -. On

substituera donc ces valeurs dans le polynôme Yi, el il s'abaissera à

la puissance m — i ; on fera alors disparaître tous les termes qui con-

liennenl .r, en éi,'alant à zéro chacun de leurs coefficients, ce qui

doniiern //i — i é(|iialioiis linéaires en a. h, r, ..., lesquelles seiviionl

à déterminer ces inconnues dont le nombre est aussi m — i ; nommant

K le terme ou les termes restants et tout connus, on aura Yç = K, et

par conséquent V = —

•
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L'équation en i deviendra, par cette substitution,

/'"-' -f- Y^
i'"--+ -^ i'"-^ -i- . . . + jT = o ;

Z ' V -

et, comme les coefficients ^5 -~r • ne contiennent plus que des

puissances de x sans dénominateur, on pourra y appliquer la méthode

proposée ci-dessus et trouver une limite L plus grande que la plus

grande des valeurs de i.

On pourra réduire aussi les polynômes ZE, VE, ... à ne contenir

que des puissances de oc moindres que x"'~' par les mêmes substitu-

tions des valeurs de œ'" et des puissances supérieures à x'". Cette ré-

duction n'est pas absolument nécessaire, et l'on peut sans inconvé-

nient employer les polynômes tels qu'ils résultent de la multiplication

de Z, V, ... par l; mais elle est utile pour simplifier le calcul et avoir

une limite L plus approchée.

4. Il est bon de remarquer encore que, comme les valeurs de u qui

représentent les différences entre les racines de l'équation proposée'

peuvent être également positives et négatives, les valeurs de i pour-

ront l'être aussi, puisque nous avons fait 11 = -, d'oîi il s'ensuit que la

limite des valeurs positives de i le sera aussi des valeurs négatives

prises positivement, et réciproquement celle des plus grandes valeurs

négatives prises positivement le deviendra des plus grandes positives.

On pourra donc, dans l'équation en i, prendre également i positif

ou négatif, et par conséquent prendre le second, le quatrième, le

sixième, etc. termes de l'équation en i avec des signes contraires, si,

de cette manière, il en résulte pour L une limite moindre.

5. Ayant ainsi trouvé la limite L, on aura j- pour la limite plus petite

que la plus petite différence entre les racines de l'équation proposée,

et l'on pourra faire A = y" ('i° ^0 pour avoir la suite A, 2 A, 3 A, ... des

nombres dont la substitution successive fera connaître 'sûrement
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toiitrs les rariiU'S réflli's <Ii' lu iih'-iih' n|iiarniii fl iloiimni I<mii> |iii-

iiiières liinites.

Si l:i (|ii:iiilitc K i-t:iit iiiillt', on ;iiir:iil |iniir I. iim- i|M:iiilili- inlitiii'.

rt hi lllllili' ili'\ irlnli'iiil /riu, ri- i|iii iliilii|tli'lMit rr^:ili|i- ilc ilriix

OU plusieurs nciiirs iliins ro(|ii:ilioii |>ni|ii)Si-f. Kii fUct, s'il y :i iliiiv

niciiifs f^iili's, il fxt clair qu'il y aura une ilt's valeurs <!<• n i|ui sera

nulle : iloiic li> (li-ruii-r ti-ruir V de rfi|ualiiiu rw it ilevicuilra nul en y

sulislituant pour .r nue des racines île ré(|uali<ui X <>; donc celle

équulion auia lien en luéuie lemps que l'equalion Y d, e'est-à-dire

X' = o on - 7 II , ce qui revient à ce que l'on sail depuis lon;:leiups.

DiiMc ré(|Ualii>n résullanle de celle-ci par l'eliuiinatiiiu de .1 aura lieu

aussi. Or, il est facile de voir (|ue celle é(|ualiitu n'est autre chose que

réijualion Ko; car. puisque le produit Vï devieiil K pai- le moyeu

de I équation X <i. on aura V = — ? et. par couscipiciit, i"e(|ualiiiu

Y = o donnera K = o.

Lorsipi'on sera assuré par là ipio récpialion en r a des racines

é^^ales, on les trouvera en cliercliani le coniniun diviseur des équa-

lions X = o ri Y' = o ;n"15'; onsiiile l'éiiuation en / donnée ei-des-

sus, étant nuiltiplici' par K cl ili\i>cc [lar Zî, deviendra, :i cause de

K = o,

i'"^- -+ y /'"-' -h. .. + ^-0,

il laquelli' on poiiri'a applii|uei' la nn'ine nH'tiiode pour li'onver une

limite plus grande (pie les valeurs de /, et ainsi de suite.

An reste, comme, avant d'enlrepreinlre la résolution d'une équation

par quelque méthode que ce soit, il est toujours nécessaire de s'assu-

rer si elle a des racines égaies, parce que c^'s racines peuvent se détiM-

miner ;i part d'une manii-re rigoureuse, on voit que le calcul de la

(|uantité K est indispensable lors(|u"(m ne calcule pas réipuilion des

dilTérenees, car l'équation K = o est proprenu'ul 1 rllc (|iie l'on trouve

|)ai' les nietliodcs ordinaires lors(|ii'oii ( lien lie les conditions de I ega-
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lité (les racines. Ainsi, à cet égard, la méthode que nous proposons

n'allonge point le calcul nécessaire pour la résolution des équations.

6. La quantité K étant connue, tout se réduit à chercher une quan-

tité égale ou plus grande que la plus grande valeur négative des

quantités -^5 -^-i ••> ^» coefficients de l'équation en /; pour cela, on

substituera à la place de .r une quantité plus petite que la plus petite

des racines positives de l'équation X = o dans les ternies positifs de ces

coefficients, et une quantité plus grande que la plus grande de ces

racines dans les ternies négatifs; ensuite, ayant changé dans ces mêmes

coefficients .r en — jt, on substituera de même dans les ternies posi-

tifs une quantité plus petite que la plus petite des racines négatives,

et dans les ternies négatifs une quantité plus grande que la plus grande

des racines négatives de la même équation, en prenant ces racines

positivement. Le plus grand résultat négatif qu'on aura de cette ma-

nière, étant pris positivement et augmenté de l'unité, donnera la valeur

de la limite L que l'on cherche.

Pour avoir ces quantités plus grandes et plus petites que les racines

de l'équation* X = o, on pourrait prendre tout de suite le plus grand

coefficient des termes négatits de cette équation, augmenté de l'unité,

pour la quantité plus grande que ses racines positives; ensuite, après

avoir échangé dans la même équation œ en - et l'ait disparaître par la

multiplication les puissances négatives de ce, on prendrait de même

le plus grand coefficient des termes qui seraient de signe différent du

premier, et l'unité divisée par ce coefficient augmenté d6 l'unité serait

la quantité plus petite que les mêmes racines. A l'égard des racines

négatives, on changerait dans l'équation œ en — a? pour les rendre

positives, et l'on trouverait de la même manière les quantités plus

grandes et jilus petites que ces racines.

Mais, quoique les limites qu'on trouvera par cette méthode soient

toujours exactes, elles peuvent néanmoins être trop éloignées entre

elles, ce qui aurait l'inconvénient de donner pour la limite L une <]uan-



tité (rop ^raiuli-, ut (i:ir t iiii>M-)|tit-iit pour hi tlilli-iiiire A des tfriiif.s <lc la

suiti- une i|iiaiititr tni|) pi-lil*' : «l'oii |-i'siilti-rai( un lni|t ^laiid iiiiiiilirc

tif suli>liliilioiis siiiit'ssivi's à l'aire dans riM|iialiiiii |iio|)<»sih' [Miiir en

défouvrir tmilcs les racines n" 6^.

7. Il fsl donc utile d'avilir «les limites |diis resserrées, ei l'un ptuirra

le> trntner par la nietliode exposée dans le n" 12. Suivant l'i-spiil de

celte rnetliodi-, il ne s'agira (|iii' de « lieirlin- d'aliord une valeur de .r

i|ui remle posiiivi-s les valeurs des l'onclions X, X', X e (jui

n'est pas diilicile en cotiiinetiçant par la dernii're, oii .i n'est iju'à la

première diniensi(ui, ci niuontant sincessivenient à cidies ipii pré-

cèdoilt. Celte valeur sera la limite |ilus fjraude (|ue toutes les racines

|»ositives de ré(|ualion X - o. l'our avoir ensuite niu' limite plii> pclile

nue ces racines, un transl'oi niera la t'onctinn X m \ sul>slilii;int - ii
'

.f

la place île .r, et la niullipliant par .r'" pour faire disparaître les puis-

sances néj^atives; et, si le terme où est a:'" so trouve négatif, on chan-

gera tons les sij^nes pour le icndi'e positil'. <>ii pninlia celte ihmivcIIi'

Tonction piuii- X, et. en ayant dediiil les fonctions X', X" on

cherchera de nouveau la valeur de .r qui nmlra loiiles ces fonctions

IKisilivi's. I.'nuilé divisée par cette valeui' doinicra une liiiiilr plus pe-

tite (jne toutes les racines positives de la même équation X = o. Kidin

on clianj^era dans ces deux séries les fonctions a; en — x, en chaii-

{,'cant en même temps tous les signes, si la plus haute puissance de ,r

se trouve all'ectéc du signe — ; et les valeurs de r qui 'les rendront

toutes positives seront les limites plus grandes et plus petites que les

racines négatives de la nuiuc équation prises positivement.

8. l'oiii' donner un exemple de la iiiétliode (|nr nous venons d'ex-

poser, nous l'appliquerons ii ré([uatiiHi

x^— 7.r-f- 7 = 0,

que niuis avons résolue dans le n" 27.

Vlil. 30
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On aura donc ici

X = .r''' — 7^ + 7,

et les fonctions dérivées seront

X'=3a:^-7, X"^6x, X"'=6, X"=o;

donc

Y;=X'=3ar--7, Z=--~ = 3x, V=^i=i,
2 2.

a

et l'équation en u sera du second degré.

On prendra pour l le polynôme indéterminé du second degré

x- -i- (IX -h b,

et, en le multipliant par le polynôme Y, on aura

y ï = 3x' -+- Znx^ -+- {'ib — •]) X-— -ax ~ 76.

Mais l'équation X = o donne

x3 = 7x — 7;

donc

Faisant ces substitutions, on aura

Y c^ z= ( 3 b -h i ^) x- -h [t /\a ~ 'îi) X — 0.1 a — ] h

.

On fera donc

3/iH-i4=^", i4« — 21 = 0, — 21a — ']b = K,

d'où l'on tire

a = -i b=z -t el K = ^-
•2 3 b

Ainsi, puisque la quantité K n'est pas nulle, on en conclura d'abord

que l'équation n'a pas de racines égales.

Maintenant on aura

î- ^ ^^ '4



l'I (Ir lii. m iiuilti|ili;iiil p.ir Z i.v l'I .subsliliutiil |ioura;' sa v;ilim.

/ " - jf - - » I :

(Ir sur II- (|Ut' li's (li'ux cDi'IVuii'iils df rt-i|tialiiiii m t ximit

7
'

7

•

cl il ne s';ij,'ira plus (|iii' <lf lumvrr um- iniaiililc (•j^mIc nu |ilus (;i-aii<li-

qut' la plus graiitlf valeur lu-galivi- (|ut' cps (•oi'irn-'u'iits puissent avoir

sans connailir les valeurs tic a-; or t'esl à (|uoi nu pru( p;itsinii- p;ii-

Ir nioven ili-s liruites «le ees vuliuis.

0. Pour cela, on eommenccra par clicrchcr des lirnilcs plus ^'rautlcs

cl [lius petites (]Ue les valeurs de r. laul positives que ué^alives. Je

reuiarcjue d'abord que, le plus j^'raiid coellirieul des termes ué^'atifs

dans ré(|ualion en x étant 7, on pourrait prendre 8 pour la liniili'

plus grande (|ue les racines positives; mais on peut trouver une limite

moindre par la considération des fonctions X, X', X", savoir,

x^ — 7 a- -H 7, 3 X- — 7, Gx,

eu clieiclianl une valeui' de .r (|ui les rende toutes positives; on trouve

que ^=2 satisfait à ces conditions, de sorte ([ue 2 sera une limite

plus grande que les racines positives.

Si l'on change dans ces mêmes fonelioiis a' en — .r, en changeant

en même temps les signes, s'il est nécessaire, pour que le premier

terme soit toujours positif, on a celles-ci

x»— 7x— 7, 3x= — 7, Gx;

et l'on voit que. pour les rendre toutes positives, il laul faire en

nombres entiers x — ^•, mais, en nombres fractionnaires, il sullit de

ar = 3 + --
: ainsi — sera une limite pins grande que les racines né-

10 10 1 t 1

gatives prises positivement.

7.0.
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On transformera maintenant la fonction x par la substitution de -
a?

à la place de œ, et, l'ayant multipliée para;' pour faire disparaître les

puissances négatives, on aura, après avoir divisé par 7, coefficient du

premier terme, celte fonction transformée

X-^ — X- -i 1

1

dont les deux fonctions dérivées seront

'ix-— nx, 6x — 2,

qu'il faudra rendre positives pour une valeur supposée de x. Ur on

trouve que r satisfait à ces conditions; mais on peut y satisfaire par

3 4
un nombre moindre, comme y Ainsi ^ sera une limite plus petite que

les racines positives.

Enfin, en changeant dans ces mêmes fonctions x en — .r et clian-

geant en même temps tous les signes de la première et de la troisième

pour rendre les premiers termes positifs, on a celles-ci

x^ + X- 1 3x'--t-2.r, 6x -H 9.

,

«

et l'on trouvera aisément qa'elles deviennent toutes positives en fai-

sant x = -; d'où il s'ensuit que 3 sera une liiuile moindre que les

racines négatives prises positivement.

On a donc, pour les limites des racines positives, les nombres ;:

et 2, et, pour celles des racines négatives prises positivement, les

nombres 3 et —
10

On substituera donc d'abord, à la place de x, i dans les termes posi-

tifs et 2 dans les termes négatifs des deux quantités

27^2 + 42a: — 12.6 6x-+ ()x — 98
, ! ,

7 1



Uï.> Lgi AIIdNS Al.dl.IllUnl lis. |57

ri l'im tniinriM li-s rt'Siillats cl — l'oimiic le nrcmii r ili ci-s
7 M I

deux résultats t>st lt> plus ^raml, il est Imiii iIi- voir >i, < ii i iian^i-aui

tous li's signes iK' la i>iriuii'iT ijuaiililé, cr «|ui la n-iluit ii

— 17 i-' — .{ix + I ï6
,

cl substituant de iiu'int' ^ dans l<-s tn-iucs posilils cl j dans les tciiiics

iic^atils, au lien d<' .r, on ;iiii'ail un icsnllal nioindii-; ni;ii> on lionM-

rcini-ci ;^< qui ot .\u conliairr |ilii> ^'rtmd , cl par i-()nsc(|ucnl

inniilr.

• •n clianj^cra maintenant dans ces mêmes (|nanlilcs .r en .r, ce

i|ui les ( liangera en celles-ci

a^j:-— 4>-ï' — i2t> tix- — qx - 7.H
, :

,

cl l'nii V snlistiliiera >, ii la place de ,r, dans les termes nosiliCs, ci
' 'lu

dans les termes néL'alil's; il viendra ces résultats — t= et -\ et,

ciinime II- resnllai di' la |iremii're (|nanlili' esl moindre (jne l'un di'

ceux i|iii' nous avons dejii trouvés, il esl inutile d'en (dieridiei' un aiilre

n changeant les signes de cette quantité.

as
Puisque esl le plus grand rcsiillat négatif, on aiiia

,22 , , • 7L= hr, el parconseciiiptu A = — = ^^

pour la limite cherclicc, moindre (|iie la plus petite dillérence entre

les ra«ines de l'équation proposée.

Nous avons trouvé par l'é(|ualion mémo des dilTérenees -^ —
^

(n"27); d'oii l'on voit que la méthode précédente donne à la vérité une

limite un peu plus petite, mais que la diiïérence est peu considérable.
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Au reste, quoique pour une équation du troisième degré il n'y ait

guère rien à gagner par cette méthode sur la longueur du calcul, il

n'en sera pas de même pour les équations des degrés supérieurs, car

le nombre des opérations que cette méthode exige n'augmente que

comme le degré de l'équation, au lieu que celui des opérations néces-

saires pour calculer l'équation des différences et en déduire la limite

cherchée augmente comme les carrés de ce même degré.
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MiTi; \.

Slll l.\ MCTIIDIIK h APPIKIMMATION OON.NKK l'AU NKWToN.

(loiiiiiic l;i iiictliitilc (le Ncwluii pDiit' ht n-Sdliilioii a|i|in)i'li)'T des

('(|iialiiiiis ii(iiiit'>rii|ii('S csl la plus ('imiiiih' ri la plus iisih'f, à causi* df

sa siinplicilt', il csl iiiipnilaiil d a|)pii'ticr le ilc^rc ircxaclilihir ilnni

l'Ilo est susct'plilili'; voiii fciiiiiiirnt mu pini y paivi'iiii'.

1. Soil rc(iualinu jjji'iiùraK- ilu dij^^r m

x»! — A X'" ' -t- B.r'" - — ...— o

iloiii im ( luTclie iiiu' raciiic. La inétliodo dont il s'agit dt'mandi' (|u"on

fdiiiiaisse d'*avaii(»' une valciii' approciiée de la racine clienliéc; en

dési-^nant cctlc valeur paro, on fera a- =z a -i- p, et l'on aura parcelle

suh.sliUition une équation transl'orniée en /«qui, à coninieneer par les

derniers termes, sera de la forme

X -H \> 4- Zp"- -1- \p^ ~...-^ p">,

où les quantités X, V. Z, . . . seront des fonctions de a, qu'on imu-

vera tout de suite par les l'orinulcs du n" 8, en changeant x en a:

ainsi l'on aura

X = fl"'— Aa™-'-+- Bm'" 2— Crt"'-'-h.. .,

V =ma"' '— (m — i) \a"' '^-h [m — i)Ba"'-' — . . ..

Comme /j doit élre, |)ar rii\ pollii'se, une quantité assez petite, étant

la (liUd'euee enlre la viaie racine et la valeur supposée de celti' racine.
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les puissances /?-,/r', ... seront de fort petites quantités auprès àep;

par conséquent, les termes affectés de ces puissances seront eux-mêmes

nécessairement très-petits à l'égard des premiers termes X + \p,

puisque les coefficients Z, V, ... ne peuvent jamais devenir fort

grands, étant des fonctions sans dénominateur; ainsi, en réduisant

toute l'équation à ces deux termes, on en tirera une valeur approchée

de p qui sera = — ^- Appelonsicelte valeur approchée de/;, on pourra

faire par la même raison, dans l'équation en /), la substitution de

A H- (/ à la place de/?, et négliger ensuite dans la transformée en q

les termes qui contiendront le carré et les puissances plus hautes de </;

cette transformée, étant ainsi réduite aux deux premiers termes de la

forme (X)-r(Y)(7, donnera sur-le-champ y =— jy^- Cette quantité

étant nommée c, on substituera c -h r h la place de q dans la dernière

transformée, et l'on en aura une nouvelle en r, d'où l'on tirera de

même la valeur de r, et ainsi de suite.

De cette manière, on aura les approximations a, a + />, a -h h-hc, ...

vers la vraie valeur de la racine cherchée.

2. Voilà la méthode telle que Newton l'a donnée dans la Méthode

des fluxions ; mais il est bon de remarquer qu'on peut se dispenser de

faire continuellement de nouvelles transformées, car, puisque la trans-

iormée en/) est le résultat de la substitution de «H-/) au lieu de a;

dans l'équation en x, et que la transformée en q est le résultat de la

substitution de }> + q au lieu de/; dans la transformée en/;, il s'en-

suit que cette transformée en q sera le résultat de la substitution im-

médiate (le a + />-(- <y à la place de x dans la même équation en x\

par conséquent, elle ne sera autre chose (|ue la première transformée

en /;, en y changeant /; en q et a en a -^ b; d'où il s'ensuit qu'ayant

trouvé l'expression générale de /; en a, on aura celle de q en y substi-

tuant a -I- ft au lieu de a; et par la même raison on aura la valeur de r

en substituant a -^ b -<r- c au lieu de a, et ainsi de suite.

Donc, en général, si dans l'expression de /; en a on substitue pour a



DES Éyi \rin\-; \I (il ItHInl ES. ii,|

iiti liiiin- (|iiclroii(|iit' (le l:i stiili' convfrucntf vers la rai im- cIii'ItIht.

itii aura la i|iiaiilili' t|ii'il faillira ajiniti-r ii ii- Irriiif |M>iir avoir le ti-riiir

suivant.

I.a uiflliKilf i|iii rt'sulli- ilr tclli' iitusiilriatiiui rsl, cninuir Idu \i>il.

plu.s .siiupli- t|Uf iclli' lie NcwiDu; l'i-sl crlli' t|ur Ha|>lisi>u a «Ioiiiiim'

dans l'Ouvra^' inliluli- Anuly^is (rt/uatiofitim iiiinirmtlii . iui|»iiiuc ii

l.ouilri's fu iGf)o cl roiinpriiiit' «'ii i<'>()7. Coiiinif la nifllimli- df

Nt'vvlon avait tl«'jii |)aiM dans l'i-dition anglaise di- VMgt'ltrr de W'allis

fil iGS'>, cl (lu'i llr a ilf riisuile cxpruiiit'i' en di'tail dans l't'dilion

latine de i~[)'>, nii [piul rtic sui|iiis <|ur Ha[diSMU n'iu ail \t.\-^ fait

iiii-iilion dans son Ouviaj^c, rc (|ui porterait à iroin- ijii'il la n-^ardail

roiiiiiK' cntiiTcnD'iit dilIV-n'iite de la sienne; e'est |»our(|U()i j'ai erii

i|u'il n'était pas iiiiilile de l'aire reiiiar(|uer (|iie ces deux métlindes

lie sont au fond que la même présentée dilleremmeiit.

3. .Maiiileiiaiil il est elair (|ue la honte de la mélliiide dniil il s'a;;it

dépend de eette condition (|ue, si a est une valeur ap|iroeliee d'une

des racines de ré(|uation |)roposée, a -h p sera une valeur plus appro-

chée de la nièjne racine; c'est donc ce qu'il faut examiner.

Soient x, %, y. . . . les m racines de l'équation

X'" — A X"' ' -t- B.t
'" -

^ — . . . = o;

cette équation, comme on l'a vu dans la Note II, pciil lonjoiiis se

mettre sous la forme

l^-«)(^-î3)(^-y)---=o.

Mettons a -^ p à la place de x, et développons les termes suivant

les puissances de /;; on trouvera, pour les deux premiers termes

X -f- Y/?, ces valeurs de .\ et V

X=(a — a)(a-p)(a-7) ...,

Y = (a - P) (fl - y) . .
. -1- ;a - a) (a - y) . . . + (a - «) (a - (3). . . + . .

.

,

d'où l'on tire

Y___i ^_; _i
X a — en

' a — <^ ^'~7

VIII. 21
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et par conséquent

P^
^

Supposons que a soit la racine que l'on cherche et que a soit une

valeur approchée en plus ou en moins, y. — a sera le défaut ou l'excès

(Je la valeur a sur la véritable a, et a — a — j9 sera le défaut ou l'excès

de la valeur corrigée a -^ p; et il faudra, pour la bonté de la méthode,

([ue la quantité a. — a — p soit toujours plus petite que la quantité

7. — a, abstraction faite des signes de ces quantités, et, par conséquent,

que la quantité —- soit toujours plus grande que _ < abstrac-

tion faite des signes.

4. Faisons, pour abréger,

R
I

p — a y — a

on aura, par la formule trouvée ci-dessus, pour la valeur de/?.

I R(a-rtl
a — = 3;P = —

' h R —î h R
a — a y. — a

donc

a — n

a — a — p R ( a — n] a — a (a — «
)
- R

D'oïl je conclus que, si la valeur de R est du même signe que celle de

7. — a, la valeur de a — a — /> sera encore du même signe, et que la

condilion dont il s'agit aura nécessairement lieu.

;Mais, si les deux quantités a — « et R sont de signes contraires,

alors, pour que la condition ait lieu, abstraction faite des signes, il

faudra que l'on ait lit
[oc-a-p]- i



or. ilr ri-(|ti;iti(iii priiiili-iilc un tin-

Juiir il taiidra (iin-

la — « 'R a- <i 'II-

soit iiiir (|ii;iiililf |iii>ili\t- t'I, |iar roiiS(M|iii'iil, i|iif I nii iiit lu coiiili-

tiuii

i{x — «; R -h I >o.

(ioiiiiiir la valriir <lr H ilcprinl (les ailirt's raciiii's [i, y. ••• <|i" ï*""'

inconmit's. il csl dillicili', [icul-rlrt' iiiriiH- iiii|i(issilil(', dt- (ntiivrr a

priori un t aiarti-n' pniir jiij;<'i" si la condilion dunt il ^ a^'il csl irni-

|ilii' un non.

Il est aise d'aillrtiis lir lui iiht (t pmteriori dos r(|ualiiins oii cclti'

ciindilinii n'aura imint lieu, en prenant les racines [i, y, ... de ina-

nièrt' i\y\^' (|ucl(|ni's-unfs dis dillércncos ji — a, y — a, ... .soient lurl

petites et de signes dillérents; et. si Ji et y. par exeniple, .sont imagi-

naires et de la forme rj -f- p \ — i et n — p y — '. il n'y aura <|u'ii

prendre a peu dillërent de a et p fort petit. Alors la valeur corrigée

a -h p, au lieu d'être plus près de la vraie valeur de la racine a que la

valeur de (/, s'en éloignera au contraire davantage.

5. Il n'v a donc (|iie le premier cas (ii'i l'un puisse établir un carac-

tère certain pour le succès de la n)étliode; car il est visiMe (|ne, si la

quantité a est à la fois plus petite que chacune des racines a, [i, y. . .

.

de l'équation proposée ou plus grande que diacune de ces racines, en

regardant, comme on le doit, les quantités négatives comme plus pe-

tites (jue les positives et les plus grandes négatives comme plus petites

(jue les moins grandes, alors la (luaiitilé K sera néeessairemeiil de

même signe que la quantité y. — a; et si, |)arMii ces l'aeiiies, il yen a

d'imaginaires de la luruie o -f- p \ — j, n — py— '. '1 i'" résultera
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dans R les termes

qui se réduisent à

i{w

([uantité qui sera aussi de même signe que a — a, si a est en même

temps plus petit ou plus grand que w.

D'où l'on peut conclure, en général, que l'usage de la méthode dont

il s'agit n'est sûr que lorsque la valeur approchée a est à la fois ou

plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles de l'équa-

tion et que chacune des parties réelles des racines imaginaires, et que,

par conséquent, cette méthode ne peut être employée sans scrupule

que pour trouver la plus grande ou la plus petite racine d'une équation

qui n'a que des racines réelles, ou qui en a d'imaginaires, mais dont

les parties réelles sont moindres que la plus grande racine réelle ou

plus grandes que la plus petite de ces racines.

Pour que les valeurs corrigées successivement approchent toutes

(le plus en plus de la vraie valeur de la racine, il faudra prendre pour

première valeur approchée une quantité plus grande que la plus grande

des racines si c'est celle-ci qu'on cherche, ou plus petite que la plus

petite racine si l'on cherche la plus petite; alors toutes les valeurs cor-

rigées successivement seront aussi plus grandes que la plus grande

ou plus petites que la plus petite des racines, el la condition nécessaire

|)0ur la convergence aura constamment lieu pour toutes ces valeurs,

puisque R el y. — a seront toujours de même signe, en prenant pourrt

chacune de ces mêmes valeurs.

6. Lorsque toutes les racines de l'équation sont réelles, il est facile

de reconnaître si la première valeur approchée a est plus grande ou

plus petite que chacune des racines; car, en mettant réquati(ui sous la

forme
[x — a] [x — i^\ [X — y] . . . =z o,
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«'t siil)sli(ii:iiil a /> |>(Mir ,r. cllf <l(\ uihIim

(/> + a — a) (/» -+- a — P) (/> -t- a — •/] . . .
- o.

•tii II j., a - 'i>, a ~
, ... Miiiiil, ilaiis II' |iii'mifr cas, «li's (jiiiiiililo

posilivfs, et. dans le simuiuI, touli-s lu-ptivfs; tloiic, dans le |ireniiri-

eas, lin aura nnc translorniée en p dont tous les ternies seront posilirs.

••1, dans li-seeond eas, cette transformée aura ses termes ulternativenieiil

liositils et néjîatils.

Kéci|)ro(|ucment, si les termes dr la transformée en /> sont tons |io-

sitifs, il est évident (|u'il n'y aura alors ain une valeur positive di/< (|mi

puisse satisfaire à rf(|iialion ; |)ar eonsécjuent. les valeurs réelles de/;

seront nécessairement négatives; doni-, les racines de l'éfjnation en fi

eianl a - fl, [i — rt, •; n il faudra (|ue ces (juantités soient

tiiiiies Mi'^Mtives ou imaf;inaires; donc la quiinlilé a sera nécessaire-

riieiit plus j^ramle (|iie cliaciiiie d(?s racines ré(dles de ré(|uali(m, i|uand

même elle aiir;iil des raeini's imaj^inaires.

Oii priiu\(i;i de la mi'iiie manii'r'e (|iie, si les termes de la Iransfoiiiiee

enyïsoni alternativement positil's et négatifs, la (|iianlite a sera néees-

saireujent plus pelile (jiie eliaeiine des racines réelles, suit (ju'il \ ail

des imaLjiiiair'cs on ikmi.

7. Mais, dans li- cas oii re{|iialiiiii a des racines iiiiai^iiiaires, ou ne

pourra pas s'assurer de la même manière (|iie la (|iiantité a sera en

même temps plus grande nu plus pelile que chacune des parties léelles

de ces racines; je ne V(jis pas ni(''nie iin'ini puisse s'en assurer aiilre-

menl (|ue par le moyen de 1 équation dont ces parties réelles seraient

lacines. Or, si

(3 = cn-pv'— ' 01 y^ro — pv'— 1,

on a

ainsi l'équation dont n sera une des racines ne peut être (|ne celle ipii

aura pour racines les demi-sommes des racines de la proposée, prises
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deux à deux, el qui, par la théorie des combinaisons, montera au de-

, m { m — 1

are —^

Ayant formé cette équation par les formules que nous avons indi-

quées plus haut (Note III), on y substituera a -i- z à la place de l'in-

connue; et, si la transformée a tous ses termes positifs ou alternati-

vement positifs et négatifs, on sera assuré que le nombre a sera plus

grand ou plus petit que chacune des valeurs de vs, et par conséquent

aussi que chacune des parties réelles des racines imaginaires.

8. Newton n'a appliqué sa méthode qu'à l'équation

x^ — IX — 5 = 0,

que nous avons résolue (n°25). Il suppose d'abord, dans le Cha-

pitre IV, a — 2, et, substituant 2+/> à la place de x, il a la trans-

formée
o = — I + lop -h 6p--^ p'^,

d'où il tire /^ = — = o,i; il fait ensuite n = o,i -f- c/, il a la nouvelle
-' 10 *• '

transformée
o = o,o6i -+- 1 i,a3^ H-6,3g2_4_ ^:),

d'où il tire a = --
°'"^' = _ o.ooSZj . . . ; il continue en faisant

•' 11,23

q = — o,oo54 -+- '\ il vient la transformée

G = 0,000541708 + I ijiGigGr-i- 6,3/'=-f- r^,

d'où il déduit r — ~"'°°° "^!,^° = — o , oooo4853 . . . , et ainsi de
11,16196

suite.

Ainsi les valeurs convergentes de x sont

X, 2,1, 2,0946, 2,09455147.

dont la dernière est exacte à la dernière décimale près (numéro cité).

Dans ce cas, la série est, comme l'on voit, très-convergente. On

peut, en effet, s'assurer a priori, par ce que nous avons démontré, que

cela doit être ainsi.
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(lar inms avons vu 'iiuiihto rite (|iif Ifs deux autres racines île cette

é<|uatii>n sont imn^^inaircs, et (|u"cii les ri-|ircsenlaut par odrpy— i

nu a il tri'>*-|M'u |>ri's

p -T7T7-^.r '" -- »,^.-, -TTTr -m'
iliinc, |iuisi|ut'. outre la racine x (|ue l'iui elienlie, il n'y a «iiu' ces

lieux ru lues iuia^'iuaires, ou aura ilaus ce cas

^
-xifa—a)

(01 — a)'-i-p»

<>r, (I étant = 2, on a

i353

mais, X étant à très-peu près 2,o()45.... on a

a — a = o,oc)'\~y. . . ;

il'où I'du voit d'alxinl ([Ue H et a — rt sont de si;^Mies diiréreMls. et

(|M"ainsi, [Hnir (|iie la promière correelinn de « soit juste, il l'anl ipie la

CdUililiiiII

i{x — rt) R -f- 1 >o

ait lieu. Or on trouve

R = — o,G')7) el de là ->. [a — a; R=i — o,ia44;

de sorte que la condition dont il s'agit est amplement satisfaite. Ainsi

on est assuré que la première valeur corrigée 2, i approchera davan-

tage de la vraie valeur de la racine. En prenant cette valeur [)our a,

on a

a — a =— o,oo55 ... ;

doiu', a — a et R étant maintenant de même signe, les corrections sui-

vantes approcheront toutes (le plus eu plus de la vraie valeur de la

racine cherchée.
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NOTE VI.

SUK LA METHODE D APPROXIMATION TIREE DES SERIES RECURRENTES.

I. Reprenons l'équation

X'"— A.x"'-< -+- Bx>"--— Cx'«-3 + . . .= o,

dont on a désigné les racines par a, [i, y, ... ; on aura (Note II), par la

nature de ces racines, l'équation identique

X'" — A.r"'-i + Bx'"--— C:f"'"3+ . . = [x — a) [x — ^) [x — y) (x — è) . . . ,

laquelle doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de .r.

L'identité de l'équation subsistera donc encore en mettant œ -\- i au

lieu de x, quelles que soient les valeurs de a- et r; donc aussi, si après

la substitution on développe suivant les puissances de i, les ternies

airectés de i-, ... fourniront d'autres équations identiques; ce seront

les équations que nous avons appelées dérivées dans la Théorie desfonc-

tions.

La première de ces équations dérivées sera

w.r'" -' — (;h — i) kx"'^--v- (m — a) Ba;'"--' — . . .

= (x - |3) (^ - y). . .+ (.r - a) (or - y). . . -^(x - a) (^ - P) . . . + . . . .

Divisons cette équation par l'équation identique ci-dessus; on aura

mA-'«~' — fw — i) Aa;'" -+ (w— 2^Ba7'""3 — . .

.

i i i

! . \ ^ =
1

1 (-..•,
x'«— Ax"'^' -1- B.r"'-- — C^"'-^ + . . . x — a. x — ^ x — y

équation qui doit être aussi identique, quelle que soit la valeur de x.

Donc elle le sera encore si l'on en développe les deux membres en

séries qui procèdent suivant les puissances positives ou négatives de jc.



2. l»rVf|ii|»|iuii> iralioiil siii\;iiil les |itiissaiirrs iu-^:i(iv«-s; lu IVarlion

i|iii loiiiD- II' |ii')'iiMi-i' iiii'iiiliri' ilr\i)-iiill':i

l> Q K S
--4- -, +-- 4-

.

X X- x' a-'

l'I, |Miiii lioiiMT Ifs Viilciiis (li's rticniricnl> I', n. Il, ... il n'y a qu'a

iii(illi|ilii-r par le ilciioiiiiiiali'Ui- j-"' — Aa-"' ' -r- .... ri i-<iiii|iarrr i-iisiiitc

U's triiiu's avrc ci-iix ilii iiiiiiiiM-alfiir //<.i"' ' m i A.r'" - -H . . . ;

on aura ainsi

P -- m,

O M' m liA.

Il \(,> l;l' /;/ • H,

S.= Mi l'.ij II' /// ; C,

i)il l'ini Miit (|Ui- la siiilr ilfs ([iiaiililcs I', (^>, It. ... ilrviriil a|iii's le

m'""' Icillli' une .sililr ri-ciirrctltc, iloill l'rriicllc de rrlaliiill rsl .\.

M. C. I)

|)rvcl(i|)|i;iiil (lr iiM'iiic Ii's IVaclioiis (|ni lormcnt le sccodiI incinhrc,

il (li-vicndta

.Maiiitciiaiil, la cdiiiparaison des Icniics sciiililalpir.s lii-s iliii\ iiiciiilircs

lie ri''(|Haliiiii (Idiiiic

!• - m,

Q . :, + ;3 + y - . . . ,

R = a- -T- (3= -+-"/= -h

S = a' -;- P' -t- 7' -:-

cl, rii général, lui Icniic (|iifi(<)n(|iir. ilout le (|uantièinf sera y. ii

roiuplcr (le n. sera égal à

xv- + pv- -\- yv- -^-

(^esl l'cxitression du terme général de la série.

Mil. 7.2
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On a par là la démonstration la plus simple de la loi donnée par

Newton pour la somme des puissances des racines. Mais les formules

précédentes sont surtout utiles pour approcher de la valeur de la plus

grande des racines a, p, y En effet, il est clair que, si toutes ces

racines sont réelles et que a soit par exemple la plus grande des ra-

cines, soit qu'elle soit positive ou négative, la puissance a^^ surpassera

d'autant plus les puissances semblables des autres racines, et même la

somme de ces puissances, que l'exposant [i. sera plus grand; d'où il

s'ensuit que, si T et V sont des termes consécutifs de la série P, Q.

R on aura à très-peu près v. = 7r,i et cette valeur de la racine -/

sera d'autant plus approchée que les termes dont il s'agit seront plus

éloignés du commencement de la série.

3. Si parmi les racines p, y, ... il y en avait d'imaginaires, on aurait,

par exemple,

P = nj + p V — I
, y = ro — p V — ;

alors, faisant s/m- -\- p- = n et L = tan^o, on aurait

(3 = n (ces 9 + sincp ^J— i), y = Il (0059 — sinœ y''— i);

donc, par le théorème connu,

p''- =!!''( cos;;.© -h sill,u!p v'— 1),

•/' z= n"^ (cosf'.y — sin acp y— 1),

et par conséquent

(3'^+y''-=2n''cosu9.

Ainsi, pourvu ([ue la racine a soit en même temps plus grande que 11

ou \T7,- -f- p-, c'est-à-dire plus grande que \f^(, la puissance yy- surpas-

sera aussi la somme de pareilles puissances de p et y.

Donc la méthode ne sera en défaut, à cause des racines imaginaires,

qu'autant qu'il s'en trouvera dans lesquelles le produit réel des deux

racines correspondantes sera plus grand que le carré de la plus grande
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lies nu-iiU'S itcIIi>; cl. diiiis ee ras, lu sriii-, ;iii Inii i\r s';i|i|H(m lier

et de se l'oiiritinlrc a l:i tin ;ivrc mu- série j;é<iiiitiii(|iii'. ^'cn «loi^'iii'ia

|-iillttllllrllrliii'iil.

i. (iflle liirllinilc Itlilii' rviilfimiiciil dans nllc i|iii' Italilil Hrr-

iKiulli a dédnitf de la roiisidéiatioii îles suites réi-tirrenles. v\ i|iriùili-i

a exposée eu driail dans smi Inlmdttcliun. Dans lellc-ri. on dniine ii

la l'iaclion ^énéialrice de la série. |ii>ui' nnniéraleui', un |inl\nninr

i|uelnininie d'nn de{,'ré niiiindre i|ne le denoniinatenr, le i|ni rend les

m |>reniiers leniies de la série entii-renimi aihilrairrs. Cellf l'raction

se décuiiipuse dans les CraeliDns siin|ili'>

X— a. -!• — p ^ — y

d'nii rrsnlte, |H)iif les ti'ftni's de la série, cette expression générale

la(|iii'll(' diiMMc é|^Mlciii('iil, li)i'si|nc la lacinc y. est l)caiiciiii|i plus i^randc

^\\\^• cliacune des autres, pour la valeur appiocliec de y., (|uclle (|nc

soit la valeur du coefticient <i. Mais riiidétermination des prcinicis

termes de la série, au lieu d'circ un avaulaicc de cette niétiiode, est

plutôt un inconvénient; car s'il arrive tjuc les deux racines a, fi soient

égales, alors les deux termes ut.^ 4- b'f>^ prennent en général la (orme

(a'-t- t'p.) olV-,

et, si les trois racines a, ^i, y sont égales, les trois termes aai^+ifl''-t-CY'^

prennent la forme

et ainsi de suite; d'où il est aisé de voir ipie, lorsque la plus grande

racine 0. est une racine double ou triple, etc., la série converge bien

moins rapidement vers une série géométri(|ue. Kn prenaiil [loiirnumé-

raiteur la fonction prime du dénominateur, ainsi (|uc nous l'avons fait

ci-dessus, tous les coeffîcieuts (t, b, c, ... deviennent égaux à l'unité,

22.
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et, dans le cas des racines égales a et p, les deux termes yy- + |i'^ de-

viennent simplement ax'', et ainsi des autres; de sorte que les racines

égales n'influent en rien sur la convergence de la série.

5. Pour donner un exemple de ce que nous venons de dire, je

prendrai celui de l'article 346 de YIntroduction d'Enler. L'équation à

résoudre est

x'^ -— jx--^- 4 = o;

Euler prend o, i et 3 pour les trois premiers termes, et il forme par

l'échelle de relation, 3, o, — 4. la série récurrente

1, 3, 9, 23, 57, i35, 3i3, 711, . . .,

dans laquelle il observe que le quotient de chaque terme, divisé par

le précédent, est toujours plus grand que 2, racine double, et en même

temps la plus grande.

Si l'on emploie les formules données ci-dessus, en faisant

H! = 3, A = 3, B = o, C— i,

tous les termes P, Q, R, ... se trouvent multiples de 3; de sorte que,

rejetant ce facteur pour plus de simplicité, on trouve par la même

échelle de relation, mais en partant des termes i, i, 3, la série

I, I, 3, 5, 1 1, -21, 45, 85, i-]\, 341, . . .

,

où l'on voit que le quotient de chaque terme, divisé par celui qui le

précède, converge très-rapidement vers la racine double 2.

6. Nous avons développé plus haut l'équation identique

mx'"-' —.. . I I

; =
1 ^ + . . .

X'" — A.r"'-' H- . . . X— X .r — (3

suivant les puissances négatives de x; développons-la maintenant sui-

vant les puissances positives. Pour cela, soient

a — bx + cx"^ — dx^ + . .

.
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les (iiTiiiiis tirtin-s du |M)lyiiiiiiii-

x'»— A a'" ' Ut"' -•
. .;

1)11 iiu'llra II- piriiiii r iiii'iiilui- ili- I i-(|ii;ilioii i<liiilii|U(> sous la roriiic

— It -t- jkcx — '\dx- -H !*•*'

a — bx + ex- — dx* *- ex'

L'I If (li'Vf|i)|i|niiii'iil lit- irtlf liai lii>ii siii\aiil Irs piiissaini-s iT<iis«aiili'^

(II' .1 sera lie la rurmr

iMi iiMilti|)liaiil |iai l>' ilcnitiniliati'iir rt rniiiparaiit li-s Ici-iiirs. <iii iiuii-

vcra

rtP =b,

aQ' = bP - ic.

aK -- /'O , |> w/.

aS' — bK ~ cQ i (/P - ir.

n- ij.iii iloiiiii' iiiic série réciincnlc (loiit l'érlu'llo est

i> I- Il

a a II

Le Seeiillil llicmlnr ilr 1,1 llli'llic (•(|nati(ill. clalll (if\c|(i|i|ir |iai('illr

ment suivant les puissances croissantes de x. (luniiria la sérii'

lie sorte iju uij aura par la ((iiuparaison
»

a P /

X- j3- •/-

' u ' ' -w — H'
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Ces formules renferment la loi des sommes des puissances réciproques

des racines.

Il est évident que, si a est la plus petite racine, soit positive ou néga-

tive, les puissances — surpasseront d'autant plus la somme des pa-

reilles puissances des autres racines, que a sera plus petite que cha-

cune des autres racines p, y Par conséquent, si T' et V sont deux

T'
termes consécutifs de la série P', Q', R, . . . , le quotient ^ approchera

d'autant plus de la valeur de la plus petite racine réelle de l'équation,

que ces termes seront plus éloignés du commencement de la série.

Ainsi cette série servira à trouver la plus petite racine, comme la pre-

mière P, Q, R. ... sert à trouver la plus grande; et, à l'égard des

racines imaginaires, on prouvera de la même manière qu'elles n'em-

péclieront pas l'approximation vers la plus petite racine réelle, pourvu

que le carré de cette racine soit en même temps plus petit que chacun

des produits réels des racines imaginaires correspondantes.

7. On pourrait d«nc employer cette méthode d'approximation pour

chacune des racines réelles d'une équation quelconque si l'on con-

naissait d'avance une valeur approchée a de cette racine, telle que la

ditférence entre cette valeur et la vraie valeur de la racine fût moindre

en quantité, c'est-à-dire abstraction faite des signes, que la différence

entre la même valeur et chacune des autres racines réelles, et en

même temps moindre que la racine carrée de chacun des produits des

racines imaginaires correspondantes, s'il y en a, diminuées de la

même valeur; car alors, en nommant a la valeur approchée de la ra-

cine cherchée et faisant x = a+p, on aura une transformée en />,

dont la plus petite racine pourra se déterminer par la méthode précé-

dente, et cette racine, jointe à la première valeur approchée, donnera

la racine cherchée. Mais on ne saurait trouver les premières valeurs

qu'en faisant usage des méthodes que nous avons données, et, ces

valeurs étant une fois connues, il est bien plus exact d'employer la

méthode d'approximation du Chapitre III; aussi ne suis-je entré dans
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i-e (IfUiil sur lu iiiftliodc ir;i|i|irii\im:iliiiii lini' des si-rics riTiiiiiiiii-v

i|ni' |iiiiir iif lien hiissrr à dt-sinT sur le siijcl ilnui il s'agit.

H. Si ['cm vi'iM ii|i|>lii|iii'i' l;i inilliuili' pn riilinif ii ri\(iii|)lr dr

Ni'winii, nii |ir.nili;i d';diciicl l;i IraiisloriiitM' Noli' |>ii'(i'dciili'

<-t. ('i)iiiiiit- on sait <|iii- la ratine rcrllc l'st nioindrt' *|ni- 0,1, il s'rnsnil

i|nt' le produit dt-s deux aulics rarincs, <|u'on sait rtrc inia^inairis,

sera > >• 10, puistiui' li- dfinici' ternir 1 est le iiioihiil des iiois0,1'' I

racines; ainsi l'on est assuré (|ue le earré de la racine cliercliee est liean-

coup nioiniln- (|ue le produit des deux racines iniaf,'iuaires. On lorniera

1 I
- •

. I I I 1' .• n> -f- un -+- '{»-

iloiic la sent- recurreiiie u-.w le nniven de la trailinii '— '-—

,

' i~nip — k}p''— j}'

et l'on aura les termes

III, II', I iS'?, cilio., i'{-]i33o, ...,

iju'oii peut niiiliinnr aussi loin i|u'n[i \eut par l'iMlielle de relali(Ui

10, G, 1; cliacuii (le ces leruies, divisé par le suivant, iloiiueia les

tractions

10 III iiS?— , —--, , ...,
I l 'i I I oi 1 1) I a

([iil, étant léduites eu deciuiales, devicuiieul

o,o8r), o,or)j')-j, n.nnfvff), n,or)^')') 1 "i, ....

Oi", nous avons vu dans la Note précédenli' (|iir la inellidilc de Nrwidu

donne pour la valeur de /> la série convergente

0,1, o,9't6, o,o9'j55i47, .. ,

d'oii l'on peut juticr de l'accord des deux uiélliodes. Kn eljet. mms

ferons voir plus has que ces méthodes, quoi(|ue Idiidécs sur des prin-

cipes diirérents, reviennent à peu |)rl's au uiénie dans li' Innil il dun-

uent des résultats semblables.
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NOTE YII.

Srn LA MÉTHODE DE FONTAINE, POUR LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS.

Comme on ne fait point usage de cette méthode, qui est d'ailleurs

peu connue, je pourrais me dispenser d'en parler ici; mais le nom de

l'Auteur et la manière dont il l'a annoncée m'engagent à en donner

une idée abrégée et à examiner les principes sur lesquels elle est

fondée. Je la donne, dit-il, pour l'analyse en entier que l'on cherche si

inutilement depuis l'origine de l'Algèbre. [Voir les Mémoires de l'Acadé-

mie des Sciences pour l'année 1747» P- G65.)

1. Cette méthode a deux parties. Dans la première, l'Auteur consi-

dère les équations comme composées de facteurs simples, réels ou ima-

ginaires de la forme x ± a, x ± a ± b\l— i, et contenant un certain

nombre de quantités réelles positives et inégales, a, h, c, Il par-

court toutes les combinaisons possibles des différents facteurs qu'on

peut former de cette manière, et il cherche, pour chaque système de

facteurs, dans les coefficients de l'équation, les conditions qui sont

propres à ce système et qui peuvent le distinguer de tous les autres. Il

forme ainsi des Tables qui contiennent tous les différents systèmes de

facteurs et les conditions qui leur appartiennent, de manière qu'une

équation quelconque étant proposée, dont les coefficients sont donnés

en nombres, on puisse tout de suite reconnaître quel est le système de

facteurs dont elle peut être composée. Ainsi l'on saura sur-le-champ

combien elle a de racines réelles inégales ou égales, positives ou néga-

tives, et combien elle en a d'imaginaires, avec la forme de chacune des

imaginaires.
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2. l'oiir (loiiiifr IIIH' iilft' |»liis nette tie n- »|iic je viens «le ilire ii

«eux qui ne sont pas ii portée de ronsiilter le Heeiieil des .Mémoires de

Fontaine, je vais rapporter ici la Talile des »''(|natii>ns du secoml def;re.

avec lin pré<is de la iiielliode par la(|iiclle l'Aiitciir Ta <oiistrnite; eii-

snile je ferai i|uel(|iies reinar(|iies sur cette iiiétluMlc.

Dans les roriiiules suivantes, les lettres m, n el f/, h dési^'iieiit dt

-

nombres ou des i|iiantités (|iielciiii(|iies positives, ri l'uii MippoM- i|itc n

est Idiijiiiiis mil' iiiMiilili' |iliis ^'laiidi' ijUr A.

x-t- a) (x-»-a) m- 4" -"

(xH-a-+-av'— ") (*-*-« — flV"~ ';• Hi' - m — «1

X- + niX -^ Il : I ^ ^
m-

i « <I "

«r- •// '^> 11

m - >. n <" < I .

J .r -I- a -i- Il \ — t
j
\^x -f- a h \ I ; .

(x-h b-{-a v'^)(x-+- b — fly/— 1). .

X'-' -H «I X - - n= (x + a)[x — b],

I (x — a]{x — a] m- - \ii = «

\ {x — a -h n \ — t) {x — rt — rt V
— !.. III- - i.n = tt

(x — a] [x — b) m- '1 «> o

f I U /

\iir-- \n<<,
[x — a -^ b \^

— i ) (x — a /< . 1 • • 1'

( m- — i rt > f) •

{x — b -h fi \ — 1) {x — b — a ^— 1). . m-— in-^o,

x-~inx — iiz^ [x — a] [x -^- b)

,

x--hn = {x -i- a\,.'- t){x — a\/— 1),

x-—n = (x + a){x — a].

On voit d'abord dans cette Table toutes les combinaisons possibles

des diU'érciils ractcurs, qui ne peuvent être ici que

x±a, x±b, ou x±a±a\ — 1, x ±a±b
\l
— \ el x±b±a\J— 1.

Pour savoir à quelle luriiie d'écjualious cliacjue combinaison pouvaii

se rapporter, on a développé les produits et on les a comparés aux

Mil. 23
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équations, en faisant attention que la quantité a doit être plus grande

que h. Jusque-là la méthode n'a de difficulté que la longueur du calcul

,

et tout l'art consiste à trouver les caractères ou conditions propres à

chaque combinaison.

Ces conditions sont de deux sortes : les unes sont données par des

équations déterminées, comme

w!-— 4« = o ou ni-— 171 = o;

ce sont celles qui ont lieu lorsqu'on suppose que la quantité h devient

nulle ou devient égale à a. Elles ne sont pas difficiles à trouver, car,

comme ces suppositions détruisent une des deux indéterminées a, b,

en faisant la comparaison des termes résultant du produit des facteurs

avec ceux de l'équation, on a une équation de plus qu'il n'y a d'indé-

terminées, de sorte que, par l'élimination, on parvient nécessaire-

ment à une équation de condition; c'est ainsi que les facteurs égaux

{œ + a)[x + a) donnent la condition

et que les facteurs {x -^ a A- a\ — \) [x + a — a \j
— i) donnent

m- — 2 71 = o.

Les autres conditions dérivent de celles-ci, en changeant le signe

d'égalité dans celui de majorité ou de minorité. Elles résultent de

cette considération que, si une fonction des coefticients m et n est

nulle lorsque a = b o\xb=zo, elle sera plus grande ou plus petite

que zéro lorsque a sera plus grand que b on b plus grand que zéro.

Ainsi, comme le système [x -t- a)[x-\-a) peut résulter de celui-ci

[x H- a) [x -+- b],

en faisant b ^ a, ou de celui-ci

[x ->r a + h \,
— \)[x + a — b ^ — \),

en faisant b =^ o, la fonction nv ^ \n, qui est nulle pour ce système-
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lii. lit' le sera plus dans tes tieiix-ri , cl l'un irmiNc (|ni' celle loiiriioii

esl posilivf |tniir k- syslèine (x-f-fl; i,.r-H ^) et iu'j;ali\i' |iniir le sysii-nir

(.r +- // H- /> ^ — I j (x -+- <i — 6 v'
— I )

.

I.'Auteur suppose comme un principe j;eneral i|ne la (Dnclinii qm
est Muili' ilans le cas de la couKidi-ncc dr ilciix systèmes sera tiMiji)nr>

plus };i;tndi' i|ue /éro dans l'un it moindre (|ue zéro ilans l'autre, el il

détermine par un ••Minpir parliculirr celui des systi-na'S oii elle est

positive et etiui oii elle est négative; mais celle proposilinn wf priil

pas être admise sans démonstration, «t il y a imnir df tniics raisons

de diiiiliT (iii'illr soit \ raie en jjénéral.

l'iiii-- les cas dctril il s'a^'il, on iii peut prouver la vérité, car le sys-

Icinc ^a- -4- rt) (a- H- />j, éliiiil dc\i|i.p|)c, doinic

x'^- (an- 6)x+ n/»;

donc m - a + h, n - ah, el par c()nsé(|iitnl

m- — \n =: rt — /<;-,

(|ii;iiililé luiijoui's positive. De niénie, le système

(x -H a -i- 6 \ — lU.r -H n — il \— i) = x-+ 1ax-^- a-+ (>-

(jnniie m - la, n ^ a- ^ h-, et

mï-4« = — 46=,

(|iiaulite loujdUi's ncyalivt'. On pciil (iciiionlrer de la niéiiic manière

les autres conditions pour les dill'érents systèmes des équations du

second degré.

3. L'Auteur a appliqué les mêmes principes et la même métliode

aux équations du troisième et du (juatrième degré, et il a donné jjour

ces degrés des Tables semblables à celle que nous venons de rapporter.

{P'oir le Recueil de ses Mémoires, imprimé en lyO/i-)

L'étendue de ces Tables augmente en proportion du nombre des

combinaisons des dillerents facteurs, et la recberclie des conditions

23.
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propres à chaque combinaison ou système devient d'autant plus dilli-

cile, qu'il arrive souvent que les conditions qui résultent de l'égalité

de quelques-unes des quantités a, h, c qui sont censées former

une série décroissante, ont lieu pour plus d'un système à la fois, et

qu'il est alors nécessaire de trouver des conditions pour distinguer

ces mêmes systèmes entre eux.

L'Auteur ne donne aucune règle générale sur cet objet; il se con-

tente d'essayer successivement les fonctions les plus simples des coef-

ficients m. II, p, ... de l'équation, jusqu'à ce qu'il en trouve une qui

soit nulle dans le cas commun à deu\ systèmes, et qui soit plus grande

que zéro dans l'un et plus petite que zéro dans l'autre.

C'est ainsi, par exemple, que, ayant trouvé pour l'équation

X^ -+- m X- -r- Il X -h p ^ o

que les deux systèmes

[x + a)[x -+- b] [x -h I)) et [x -h a) {x -h a] [x -h b)

ont la même équation de condition

4(m- — 3«) (— jmp -h «-) — (mn — g/;)- = o,

il cherche une fonction de la forme

A/H--<-B/(, ou A/" '

-4- B/«« + C/;, ou

telle qu'elle soit = o dans le cas commun de a ~ />, et qu'elle soit

> o pour le premier système et < o pour le second; il trouve celle-ci

2in^ — gmn + i'/P,

qui satisfait à ces deux conditions.

Quoique l'Auteur soit parvenu à trouver ces fonctions pour tous les

cas des équations du troisième et du quatrième degré, on peut douter

qu'il soit possible de les trouver en général dans les équations des

degrés supérieurs; du moins il n'est pas démontré qu'il existe toujours
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iiécessatiTiiit'iit «li-s loiiclioiis qui ;iifiil iis |irii|infti'-s; :iiiisi la llu'orn-

pt'iil rire :iiissi m dctadt dt- ri' cnlc.

». \ii nsif. iiii |»ciit (niiivcr irn'fi-(i-iiicii( les i-oriililiitiis |)i-frc<lriili'>.

car, si I'dii sii|i|)i»sr (Hii- rr(|iialiiiii

x' -r- mx- '- rt.r -1- /; : o

ail un racli'iir ilcuihle (ar -f- a)-, il n'v aura i|ii'ii ilivisn Ir |iulsriimic

x^ -i- mx^ -t- nx -h /» par j:- -+- 3*.i- -+- a.- ; un liniivcii h- (iimliciil

X -h m — 2y. cl If n-stf

(n — a^ — ?.ma -t- 4»- J" f-/J-* ta' ma.-:

ali)r> il laiiilia faiit- si-|)ar'fiiiriil

3a- — ama -i- /i = o,

•jia'— mx'^ -+-/' = <>.

d'iiii l'on liri'

mn — t)p
X =

mi- - ')«

(!i'lli' \alriii . Milisliluée dans la |nrnii('ic ('qiiation, donne

[mn — 9^)- + 4('''' ~ '*"
)

I '"'/' '*' '
-- "•

rt" qui csl la condition L-ommune aux doux systèmes.

.Mainli'iiaiil, inniiiii' le (|ii(ilii'nl r -'. ni >/. rui'nir le racli'iir inégal

de réquatioi), on lera

X ^ b, m — ?.x = it pour le sysléme [x -i- a)(x -h b)(x -h b),

x-.a, m —ix = b pour le système (x -h a) (x -\- a) (x -h b\ ;

donc, puisque par l'Iiypotlièse a^ b, on aura

»i — 9. a>. a ou m — 3«> o pour le premier système,

• m — 3x<^o pour le second système.
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Mais, en substituant la valeur de a, on a

3a =
m- — in

d'un autre cùté, il est facile de s'assurer que, pour les deux systèmes,

on a

//( - — 3/1^0,

car le système (a- -t a){x -\- b) {x -i- b) donne

m ^ a -^ ib, n := lah + b-,

comme il résulte du développement; donc

;?i-— Zii^^a-— lab -i- b-=z[a— b)-;

et, comme pour l'autre système il n'y a qu'à changer a en h, on aura

de même
m'-— 3n =.(rt — b)-.

Donc les conditions pour les deux systèmes seront simplement

iin^— gmn -h n'] py> o pour le premier,

im^ -- ginii -h i-jp <Zo pour le second,

comme Fontaine l'a trouvé.

5. Mais les conditions mêmes qui résultent de l'égalité de quel-

ques-unes des quantités a, b,c, ... ne sont pas toujours particulières

aux systèmes dans lesquels ces égalités ont lieu, comme Fontaine

le suppose, ce qui détruit un des principaux fondements de sa théorie.

Par exemple, il trouve dans le troisième degré que, pour l'équation

x^ -^ mx- — nx — pz^o,

la condition
1 m^ — nui — p := o

est particulière au système

[x — n) [x + a-h b \,
— i){x -h a — b v'— i)
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tl iliiii le (listin^iiiT ilc Ions li's antres. Mais j"ai iccuiimi (|iii' r»Mli-

••ontlilioii a lieu aussi pour tout système de la loriiie

qui se rapporte à la inniie roruiiili' (l'.(|ii,illiiii. |iprs(|m- (i >- < ?.li, ei*

qu'on peut anssi prouver (;/*/7c///.

Ainsi, si l'on a réqiiation

x' + IX*— 5x — 6 = o,

eoinnie elle satisfait à la condition dont il s'a^'it, puisque, m lais-inl

m = a, n = [y, p -- (J, on a

on pourrait coneinre de la Table de la page 54(3 tlu Ueeneil des Mémoires

lie l'iiritiiiiif (|iie celte é(inati()n a trois lacleurs de h fuiine

[x — a)\x -\- a ->r b \ \){x •\- a — b \ — i),

et que par conséqneiil elle a deux racini's imaiiinaires. tandis (]irclle :i

au eontraire les trois facteurs réels

[x + 3) [x— i) (XH- i).

On duil (lire l;i iininr chose de la condilinn

-f- i' . 3- . 5
.

7 n/j27 — 3^ .7 '/>' -h 2» . )> 7^ -^ o,

que Fontaine trouve (p. 568) pour le caractère commun tirs deux sys-

tèmes

^x -I- a) (x — 6) (x — 6 -t- c y— 1) (x — i — c v'— ')>

(x-+-a)(x— c)(x— C4-6y'— i)(x — 6- — Av~')

appartenant ii la formule

x' — nx--+- px — (/ = o.
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Cette condition n'est pas particulière à ces deux systèmes; elle a

lieu aussi dans tout système de la forme

{x + a) {x — b) (x — c) (x — d)

appartenant à la même l'ormule d'équations (p. SSa), pourvu que l'on

ait Ij -{- d = ic\ c'est ce qu'on peut trouver a priori, mais ce détail

nous mènerait trop loin.

6. On peut conclure de ces observations qu'il n'est pas toujours

possible de trouver les conditions qui distinguent chaque système de

facteurs de tous les autres, en ne considérant dans les quantités a,

b,c, ... (jui entrent dans ces facteurs d'autres rapports que ceux d'éga-

lité ou d'inégalité, suivant la théorie de Fontaine. Mais, quand on le

pourrait, le travail pour les trouver dans les degrés au-dessus du qua-

trième serait immense et ne serait pas même utile pour la résolution

numérique des équations, comme nous allons le montrer en examinant

la seconde partie de la méthode.

7. Dès qu'on aura trouvé, comme l'Auteur le suppose, la forme de

chaque facteur de l'équation proposée, il n'y aura plus qu'à déterminer

les valeurs des quantités a, h, c, ... qui entrent dans ces facteurs,

et qu'on sait être toutes positives et inégales; et voici comment il s'y

prend. 11 développe les produits des facteurs, et, les comparant à l'é-

quation proposée, il a autant d'équations qu'il y a d'indéterminées

r?. h, c, ... ; il élimine toutes ces quantités, hors deux qu'il se propose

(le déterminer : il a ainsi deux équations entre ces deux quantités; il

fait la plus grande de ces quantités = Ra et la plus petite = Rfi, et,

éliminant R, il a une équation homogène en a et [3, dans laquelle il

substitue xo + y pour a et zo -4- u pour ^.

Il suppose d'abord a; = i , j = o, :; = o, u =. \; il a une équation

en 9, dans laquelle il fait successivement 9=1, 2, 3, ... jusqu'à ce

qu'il trouve deux résultats de signe contraire; alors il fait 9 = A,

A étant le plus petit des deux nombres qui ont donné des résultats de



DES KOI VTKiNS M i.KIIItlnl KS 185

sij;ni' toiilraiit'; (loue

2 A, ^ 1.

Il fait ensuite a- ~- A. v=: i , z r.-. i , u--n, ri. (Iaii>< rt'<|iiatioii iisiil-

taiiti' en p. il (lii'itlic de inèine deux sulistilutious i|iii tloniieiit ile.s

résultats (le si^tie coiitiaiii-; iioiiiiiiaut li li' pins petit des deux iiiiiidnes,

il lait -;< — H; donc
a: M! .. . ;D.

Il tontinue de la un iiir manière en laisanl .r ej^al ii la dcriiiiTi-

valeur de x, y à ravaiit-dernière, = ii la dernière valeur de > et // à

ravanl-ilernièro.

Substituant ensuite suecessivenu-nt ces valeurs de x et 1'. dans l'ex-

pression raliiiiiiielii' de |{ i|iii résulte des deux é(|uati()ns, on a ridies

lie (/ el />, d'iillliilil pins exaclellieni (pie Ji'S (ipeialiiiUS sur y. el > «Mil

été poussées plus loin.

Pour eu donner un exemple, je vais rapporter lelni ipie l'un irniive

dans les Mcmoircs de l'Aradcruic de ly-'iy- |'- (J/^.

Soit l'équation

X- — Zx -H I =; o;

eomme (die se rapporte ;i la formule x" — mx -• n. en laisanl m — '3,

H =; I , si l'on examine les eiindilinns relatives ii celle formnle d;ins la

'fal)le ilonnée ci-dessus, mi trouve ([in' celle-ci

/;;- — i w > <>

a lieu; d'où l'on cunclnl (jne les doux facteurs sont de la forme

[x — a) [x — b).

On a donc, en développant, a -f- i = 3 et «ft = i

.

Soient a = Ry., !> — ^^•, on aura Rfr. -+- fi) = 3, R^afJ = i; donc

R =^ el 9«(3 = («+(3)^

savoir
U-- 7a;3 + (32 = o,

où l'on fera a = a^cp -+-j el '^ = z'^ -^r ii.

VIII. ^1
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Soient :

1° ce = i, y = o, z = o, M — I ; donc v. = 9, p = i ; substituant ces

valeurs, on a
9- — 7cp -!~ 1 = 0;

faisant 9=1, 2, ... jusqu'à 9 = 6, on a des résultats négatifs; mais

9= y donne le résultat i, donc 9 = 6; donc

cc = 6, [3 = 1, R = --

2" a; = G, y ^ I , s = I , « = o ; donc a. = 69 -+- i ,
[i = 9, et l'on a

l'équation

5cp- — 59 — 1^0.

Ici 9 = 1 donne le résultat — i, o = ?. donne 9; donc 9 = 1, et

de là

a=7, p=:i, R = ^.

3" a; = -j, y = 6, :; = I , « = i ; donc a = 79 -h G, [i = 9 + i , el,

substituant, on a l'équation

9- — 59 — 5^0.

Faisant 9 = 1,2, ... jusqu'à 9 = 5, on a des résultats négatifs; mais

9 = 6 donne le résultat i, donc 9 = 5; et de là

oc = ^i, (3 = 6, R = ^'

et ainsi de suite.

8. Telle est la métbode d'approximation (|U(' Fontaine a donnée sans

démonstration dans son Mémoire de 1747 f't qu'il a redonnée de même

dans le Recueil de ses Mémoires. Elle suppose, comme l'on voit, (|iie

l'on peut toujours, par la substitution des nombres t, 2, 3, ... au lieu

de 9 dans les différentes équations en 9, trouver deux nombres (jui

donnent des résultats de signe différent, ce qui, par ce que nous avons

démontré dans le ("liapitre I (n° 5 et suiv.), n'a lieu qu'autant que ces
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équations ont dvs raiines |iu!>ilivfs dont la iiitiiinlir tlifTiTciicr est |iliis

fliaiiilr r|U«' riinitr. D'aprJ's rt-ttr consiiltTatioii, il est larilc tic iroiiMi

tlf> i-M'Hiplfs oii la nii'llnnli' tli' Kniilaiin" sera en ilrlaiil.

Soit, par rxi-niplr, ri'(|iialiiiii

x' — j .1 • ix -+- oo = o,

qui se ia|»p(irt«' à la roinnilf ar' — mx^ — /ur-h/'. iii l:ii->:iiil ///

n = 2^, p - (")(>. I.a Talilf lir la |)a^(' '>f\~ ilu Hiiuril ilrs Mciiioiirs dr

Fiintaitii' iliiniif if> Iioi> ruinlilioiis

i
/«- -H 3n') (rt- -(- Iffi/l) — (

— fflrt -1- 9^,' > o , nin ji ». III- - Il "
pour le sysli'iiu'

{x-^-a)(x — b)(x — v],

lesquelles se trouvant niiiplies ici. il s'ciisiiil (jne ee système est celui

lie i"c(|ualinn prtqïosée.

l'uui' liiiiivcr les trois quantités positives et inégales a, h, c on

cuiiiparcra le piiidiiit îles facteurs

x'' -h [a — b — c] X- -i- [
— al) — av -i- bc) X -^ abc

avec rcijiiation donnée; on aura ees trois équations

Il — h — r =: — '., — ab — ar -\- bc =^ — i'i, abc ;:^ 6o.

l'éliminant c, on aura c~a —h-^i, et les deux autres é(|nali(in>

deviell(ll(inl
«- — «6 -+- 6- -H 9, ( a — i ) = îi,

(fl — b] ab -i- lab = 6o;

et, faisant a — Ry, b — R;i, on aura

K^oc"-- a^ -h ^'] -^ iR{x - [3) = 23,

R'(a - (3) «(3 + 2R»aP = 6o.

Enfin, ermiiiiaiil R, dm aiiia une éiiiiatioii lioMioi^i'iie du sixiciiie

detïré en a et i, lédiietilile ii celle l'orme

24.
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Maintenant on fera, suivant Fontaine, a = xo + y, p = ::ç -+- u, et

l'on supposera dans la première opération x= i,y= o, = = o. u= i.

ce qui donne
« = 9. [3 = 1 ;

l'équation sera donc

[20(92+,) _4,(j,][,5(cs=+i) — 34Q][l3((p2+,)+25o] = 0.

et il faudra faire successivement ç = 1, 2, 3, . . . jusqu'à ce que l'on

trouve deux valeurs de o qui donnent des résultats de signe contraire,

ce qui n'arrivera jamais, les résultats étant toujours positifs, comme il

est facile de s'en convaincre par la simple inspection de l'équation.

Ainsi la méthode sera en défaut dès la première opération.

U est aisé de voir qu'on ne peut avoir des résultats négatifs qu'en

donnant à 9 une valeur intermédiaire entre i et 2. Par exemple, en

faisant o = -? on trouve le résultat — •

"

; mais cela est contraire'2 16

à l'esprit de la méthode de Fontaine, qui suppose que a. et p sont tou-

jours des nomhres entiers. D'ailleurs, si l'on voulait admettre pour o

des nomhres fractionnaires, il serait hien plus simple d'opérer immé-

diatement sur l'équation proposée, en cherchant deux valeurs de l'in-

connue qui donnent des résultats de signe contraire; mais la connais-

sance de la forme des facteurs, qui est l'ohjet des Tahles de Fontaine,

devient inutile pour cette recherche, et la difficulté du prohlème

demeui'c en son entier.

Nous remarquerons encore que, puisque dans la première opération

on fait o — ~ = j, l'équation en o sera toujours, généralement par-

lant, d'un degré plus haut que l'équation proposée, car, si a et b sont

deux racines réelles, les racines de ré(|uation en ^ seront tous les

quotients qu'on peut former en divisant une racine par l'autre; de

sorte que, si m est le degré de la proposée, m{m— 1) sera celui de

l'équation en o, laquelle sera d'ailleurs nécessairement du genre des

réciproques.

Mais si, a étant une racine réelle, L> était la partie réelle de deux
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laciiH's iiiKi^iiiairi-s, alors t si-rait If (|iii)ticiit triiiu' ratinf divisrf pai

la ilt'iiii-soiiiiiii- lie deux auln-s raciiii's, vl rf(|iia(iuii en 9 sorail «lu

iN'glT -

î). An ifstr , idiniiH' l'i-iiiiatioii l'ii y. t-l 'i> (|iii' l'iiii Iichim- pai h'

procédi- cil' Foiilaiiic rsl lu-fcssaiiniiciil uni' i''(|iialiiiii liiimo^'tin", illi-

n'a. à propi-t-nii'iit parli-r. (in'inu' si'iilc iiiconntii' f » ri la siilislitulioii

(le xo -hy à la |i1;m c ilr 7. cl (II- cj H- H à la plac»' ilf [i ri'vii'Mt à stihsli-

liirr iininciliali'inrnl ' ' à la placf de riiicitiiiiUL' de coUc i-ijuation;

or (•••tli- rminiilf rsl l'cxpri-ssion ^ii-riiTalr des fractions ronvcrpcntfs

i|iii irsiilli'ul d'une Iraeliim eonùniie. dans la(|U('lle ^ représente sui-

cessivenienl 1rs (Iriinniinali'nrs de relie rrarlion, et » - sont les deux
Il z

fraetions successives (lui piéei'dent la IVaction ——-1 enniuie il irsulle
' ' 29 -4- «

(le la tlu-oiie connue des fractions continues. Ainsi il paiail (|ue Fon-

taine a cliecclié à exprimer If rap|tiiil riilrr les (juaulili'-s y. et [i, (|ui

est Ir iiirmr ([Ile rrliii riilre 1rs (juantit(!'S rt ri fj. par les fractions

convergentes dé'penilantes des fractions continues; mais la diiririillr

consiste à dt'terminer les valeurs de o lorsque la fraction ,- n'est don-

nrr (|ur par une (équation. [Voir ci-dessus l'Article IV (n"78).J

If mr suis un peu étendu sur l'analyse de la méthode de l'onlaiiie,

parce que je ne connais jusqu'à présent ([iir deux Ailleurs (juien aieui

parlé, d'Alembert dans VEncyclopédie, au mot Equation, et (^ondorcet

dans VHistoire de l'Académie des Sciences pour les années 1771 et 1772,

et que l'un et l'autre se sont contentés de jeter des doutes sur cette

méthode sans donner les moyens de l'apprécier.
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NOTE VIII.

SlTv LES LIMITES IJES RACINES DES EQUATIONS ET SUR LES CARACTÈRES

DE LA RÉALITÉ DE TOUTES LEURS RACINES.

La recherche des limites des racines est le premier probli?me qui se

présente dans la théorie des équations, après celui de leur résolution

générale. Comme cette résolution est bornée jusqu'ici au quatrième

degré, et comme il est démontré par la considération des fonctions

des racines que, si elle est possible au delà de ce degré, ce ne peut

être qu'en résolvant des équations d'un degré beaucoup plus élevé, ce

qui donnerait des expressions intraitables par leur complication, on

peut dire que c'est du problème des limites que dépend maintenant

tout l'art de résoudre les équations. En effet, dès qu'on a trouvé des

limites particulières pour chaque racine, on peut les resserrer par des

substitutions successives et approcher ainsi de la valeur de la racine

autant que l'on veut.

1. On a senti avant la fin du xvii" siècle la nécessité de s'occuper

de ce problème, et, dès qu'on eut trouvé que l'équation formée en

multipliant chaque terme d'une équation donnée par l'exposant de

son inconnue renferme les conditions de l'égalité des racines de la

proposée, on découvrit bientôt que les racines de cette même équa-

tion ainsi formée étaient les limites de celles de l'équation primitive.

On sait que Hudde est l'auteur de la première de ces deux importantes

découvertes, et je crois que la seconde est due à Rolle, qui l'a donnée

dans son Jlgèbre, imprimée en 1690, et qui en a fait la base de sa

méthode des cascades. Suivant cette méthode, les limites des racines



I» ES fini \llii\-- \ I (.KIlItlolES. l'M

iriiiif <-(|iiatii)ii (li>|)i-ii(li-iil il'niii- {•i|ii:ilii>ii il'tiii dr^rc iiilV-iifiir il'iinr

iiiiilc, et les liiiiiti's «li's nriiifs (liM-olK'S-ci iit'|)fii(lnil île iiM'iiif il'iim-

iiiitri' t>(|iiution tl'iiu (If^rt- inoiinln- iriiiir iiiiiti', r( iiiiisi Ar siiilc ; «Ir

sorli' <|iif, pour |);ir\rnir aux limilrs tirs ratiiK's tli' rcqualinu |irii|i<i-

si'c, il Tant it'suuflit' tIfs »'ijuali()ris tlilIV-ri'iilcs vl siicccssivfs, (|(ii viiiil

toujours i-ii haïssant <run dcj^ri". l'oirVAriiitysc Ji'monlrcc tic itcvui-au.

où ci'ttc uiftiiodr l'st t\|)(is('c avec l)raU('oii|i de ili-lail.J .Mais la loii-

^uiMir «lu calcul (inillr demande cl l'incertitude (|ui nait des racines

inia^'inaires l'ont lait aliandoniicr depuis lon;^'lcnip>, cl l'un aurait

peut-être été obligé de renoncer à avoir une iihiIhkIc génërali- \«<^^\

résoudre les ét|uations .-^i i'nii n'a\ait pas trniivé. pour déli'i iiiinei

les limites des racines un moyen indépendant de la résolution de

tonte équation, comme on l'a vn dim^ ji' C.liapilre I el dans la

Noie IV.

I.a consideralion des maxima el iiiinima des li;;;nes paralioli(|iie> a

londuit Stirling ji une méliiode pour déterminer le noniI)re el les

iiniile> des racines réelles du troisième et du ijualrii-me dtïgré, la-

quelle a été généralisée par Euler dans sou Calcul dij/irc/ilicl. Celle

n)élliode revient à celle de Hnllc (|aii> le l'oiid; mais elle end)rasse éga-

lement les racines réelles et les racines imaginaires, et poiii rail l'oinnir

(les formules générales pour disliniiiier ces lacines dans les é(|iiaiions

du cinquième degré, au moyen des racines du quatrième.

La même considération a fait troiivei' à De Gua une méthode pour

déterminer les caractères de la realile de toutes les racines d'une équa-

tion quelconque. [Mémoires de l'Académie des Sciences, année \'j^i.)

Nous avons vu que ce pndili'uie peiil se résoudre aussi par le iiio\eii

di' ré(|ualiou dont les racines sont les carrés des difrérences enlrc les

racines de ré(jiialion donnée; mais cette sulmioii est fondée sur la

forme même des racines imaginaires, au lieu que la théorie de De

(liia est indépendante de cette forme, et sa méthode a de plus l'avan-

tage de n'exiger (|uc le calcul d'éiiualions de degrés inférieurs à ctdui

de l'équation proposée.

Comme ces différentes melliudes sont intéressantes par elles-mêmes.
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et encore plus par l'usage dont elles peuvent être dans plusieurs occa-

sions, j'ai cru qu'on serait bien aise de les trouver ici réunies et dé-

duites d'une même théorie, fondée uniquement sur les premiers prin-

cipes de l'analyse des équations.

2. Soit en général F(.r) une fonction rationnelle et sans diviseur,

telle que
a'"' -^ Ax'"-' -+- Bx^-'-^ Cx'"-^-h. . . + V;

si l'on nomme a, [i, y, . . . les racines réelles de l'équation

F(x) = o,

c'est-à-dire les valeurs de x qui peuvent satisfaire à cette équation,

on aura l'équation identique

F(x] =[x-a){x—§][x — y]... Xf{x),

/(x) étant une pareille fonction de x, mais d'un degré moindre que m,

et qui ne pourra jamais devenir nulle ni négative , quelque valeur

qu'on donne à x (Note II).

Cette équation devant avoir lieu quelle que soit la valeur de x, elle

aura lieu aussi en mettant x -h i à la place de x, quelle que soit la

valeur de i; donc, développant les fonctions suivant les puissances

de /, il faudra que tous les termes affectés d'une même puissance

de /se détruisent mutuellement, ce qui donnera encore autant d'équa-

tions identiques qu'on pourra trouver ainsi par le développement ac-

tuel. Mais, comme ces nouvelles équations ne sont autre chose que

celles que nous avons appelées dérivées dans la Théorie desfonctions,

nous emploierons ici, pour plus de simplicité, la notation et l'algo-

rithme de cette théorie, et l'application que nous allons en faire aux

équations fournira un nouvel exemple de son usage dans l'Algèbre,

dont elle n'est proprement qu'une branche.

3. Désignons, pour abréger, par ^(ir) la fonction

{x-x){x-p){x-y)(x—d]...;
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1)11 aui;i ri-(|iiulioii iilciiliquf

F'T^-:-?(x)X/».

il'ijLi I un lirira Mir-lc-('liiitii|i ri'i|iialiiiii lU-rivi'C

ri l'un liiiincra

+ (ai-ci){a:-^){x-d)...-i-{x-a){x-P){x-Y)...

-t-

Sii|i|i()s()iis (|iir It's raciiits a, Ji, y. . . . soifiil lanj^tcs par oidri' ilr

firamK'iir. en comnieiiraiil par les |)liis giaiidcs positives cl liiiissaiil

pal' les plus f,'iamlrs iic^ati\(>. Il rsl facile ilc viiii-, par la iialiiir ilf

la Ibnclioii o' .li. «pi'iii taisant .i -- / un aura ç'(a:) > o, (|n'rn laisaiil

a;=[i on aura ^'(xj^o, ([u'en Taisant .r = y on aura -^ .r
,

«i, l't

ainsi de snilc. D'un antri' rt'dc, t-n laisaiil a* = a, (i, y n a tou-

jours o (a- j =^ o ety(a:J^i), par la naliur de vcs fonctions. Donc

X—» donnera F'(x)>o,

x = p » F'(a:)<;o,

X — y » F'(x] >o,
et ainsi (!f suite.

Or, tu prenant la loucliou dérivée ilii polynôme \'\yi-/, on a

F'[x) = nix"' ' -h [m — i) A.x'" - -+- [iii — i] Bx'" •' + . . .H-T;

donc réquation F'{x) = o, qui est du degré m — i , aura néccssaireineni

des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des racines a et [i,

Jiety, y etS, ... (Note I).

•i. Désignons par a,, fi,, y les racines réelles de lequati

¥'[x) = o, et l'on démontrera de la nièuie manière que

x = a:i donnera F"(x)>o,

jr = p, » F'>)<o,

a:=:yi )r F"(x)>o,

et ainsi de suite.

VllI. ?5

on
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D'où il s'ensuit que l'équation F"(j?) = o, dans laquelle

T"[x) = m ( m — I
) a.-'" ---i- [m— i) [m — i) Ax'"-^

-f- (m — 3) (m — 3) Bx"'-*-f-.. .-1- 2S,

aura aussi des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des

racines a, et {i,, [i, et y , et ainsi de suite.

Il résulte de ces formules différentes conséquences que nous allons

développer.

Si l'équation primitive f{jc) = o a deux racines égales, l'équation

dérivée F'{a;) = o aura une racine qui, devant tomber entre ces deux,

leur sera encore égale; par conséquent, le focteur qui contiendra cette

racine sera un diviseur commun des deux polynômes F{x) et F'(a;), ce

qui est d'ailleurs évident, parce que le polynôme F{x) contenant le

facteur carré {x — a)-, le polynôme V{x) contiendra encore le facteur

simple a; — 3c. Ainsi l'équation F'(a;) = o renferme la condition pour

qu'une des racines de l'équation 7{x) = o soit double.

On prouvera de la même manière que, si l'équation F(a;) = o a trois

racines égales, le facteur qui contiendra cette racine sera un diviseur

commun des trois polynômes f{x), f'{x) et ¥"{a;), et que les deux

équations f'{cc) = o, ¥"{x) = o contiennent les conditions pour que

l'équation ¥{x) = o ait trois racines égales, et ainsi de suite, ce qui

donne les théorèmes connus sur les racines égales.

5. Considérons d'abord les racines réelles de l'équation F{a;) = o, en

tant qu'elles peuvent être positives et négatives, et supposons qu'elle

en ait un nombre p de positives et un nombre q de négatives. Donc

l'équation V'{x) = o aura nécessairement /j — i racines réelles positives,

q — I racines réelles négatives, et de plus une racine réelle qui pourra

être positive ou négative, car, puisque entre deux racines consécutives

de l'équation f{x) = o il en tombe nécessairement une de l'équation

F'{x) = o, il en tombera p — 1 positives entre les /> positives, q — i

négatives entre les q négatives, et une entre la plus petite positive et

la première négative, qui pourra être positive ou négative.



itF.s i:ni \TiMNs M.(;i:ititi(.)i KS. jos

Donc, si ri-(|uatioii t\x-j ^ o a pins de raciiifs |iiisilivi's (|Uf l'fciiia-

liim ¥ x^ = o, l'Ilr ne |)pnt on avdir (|irinu' dt" |»liis. ri. si cllf a |iln>

tic racines négatives (|iic cdlc-ci, clic n'en pi-iil avoir (|iriinc ilc plus.

Or, comme tuute c(|ualion a toujours un iiouilirc pair ou impair de

racines positives, suivant (|ue son ileriiiir Itiiue est positif ou négatif

(Note II), il s'i'usuil que, si lis ilrmiers liruics sans x îles é(|ua(ions

F(j7) = o, V[x) = n soûl lie nii'iiii' signe, rci|iiiiliou 1' i o ne

pourra |)as avoir une racine p(»siti\r île plii> i|iii' I ri|iialiciu K'(a-) = o;

donc, dans ce cas, elle ne pourra avoir qu'une racine négative dr plii-

(|tie celle dernii-re éi|uation, el par consé(|uent aussi elle ne pourr:i

avoir une racine positive de plus que celle-ci (|ue dans le (as ou les

derniers lern)es des inêuies é(|uations seront de signe did'érent.

Donc, en général, l'eciualion F(a") = o ne pourra avoir qu'une racine

positive ou négative de plus(|UO rc(|ualion F'(j;) = o, suivant qur liiiis

derniers termes sont de signe dilléreiii on A,- même signe. I';ir l;i iiiniii'

raison, l'équation F'{a:) = o ne pourra avoir tiu'uiie laciiie positive ou

négative de plus ipie ré(|ii;itioii F"(x) = o, suiv;inl (|iir leurs derniers

termes seront de signe diilerent ou de même signe, cl ainsi de suite.

Or on voit, par les formules ci-dessus, (pie le deruir-r terme de

l'équation V{x) — o est V, que le dernier Icrnic de léquation F'(a') = n

est T, que le dernier terme de l'équalion V"{t) = o est 2S, et ainsi de

siiile; lie seule que, en prenant i es i'(|n;ili(ms ii tehiMirs,

La (ffi — i
ji*»"-- aura pour dernier icrnie >. .3...(«i— i)A,

La (m — a)"'"' » }..'i...{m — -i]li,

La m — 'if''-"" a 2.3. . .(wi — 3) C,

el ainsi de suile. .Mais la (/n — i)''""' équalion, nu K"'^''fa;) = o, de\ieiil

9. .3
.
1 ... mX -h i .1 .'i ... [m — I; A =^ o,

qui a, comme l'on vnil, la racine positive ou négative > suivant que

A est négatif ou positif. Donc la (m — 2)'''""' équation ne pourra avoir

une racine positive ou négative de pins que celle-ci (|ii';mlaMl que i>

sera de dillérenl ou de même signe que A. De même, la [m — 3j"""'

i5.
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équation ne pourra avoir une racine positive ou négative de plus que

la [m — ^f'"'' qu'autant que C sera de différent ou de même signe

que B, et ainsi de suite.

D'où l'on peut conclure que l'équation Y{x) — o, ou

ne peut avoir plus de racines positives ou négatives qu'il y a dans cette

équation de termes consécutifs de différent ou de même signe, c'est-à-

dire que de variations ou de permanences de signe; par conséquent,

si l'équation a toutes ses racines réelles, elle aura précisément autant

de racines positives que de variations et autant de négatives que de

permanences.

C'est là le fameux théorème de Descartes, que les Anglais attribuent

à Harriot, et dont on a différentes démonstrations données par De

Gua dans les Mémoires de Paris, par Segner et yEpinus dansceux de Ber-

lin, par Ka^stner dans le Commentaire sur VArithmétique de Newton, etc.

J'ai rapporté la précédente parce qu'elle découle naturellement de notre

analyse; cependant la plus simple de ces démonstrations est celle que

Segner a donnée dans les Mémoires de Berlin de l'année 1756. Elle

consiste simplement à faire voir qu'en multipliant une équation quel-

conque par X ^ a on augmente d'une unité le nombre des variations

de signe, et qu'eu la multipliant par x + a on augmente aussi d'une

unité le nombre des permanences, quelle (jue soit la valeur des coeffi-

cients de l'équation.

6. Nous allons considérer maintenant les racines de l'équation

Y[x) — o comme réelles ou imaginaires.

Soient, comme ci-dessus, a, p, y, . . . les racines réelles de l'équation

F(^) = o,eta,, [i|, Yi. ••• les racines réelles de l'équation Y'[x) — o, ces

racines étant rangées par ordre de grandeur. ,)e dis que des racines a,

[i, y, ... il ne peut y en avoir qu'une qui soit plus grande que a,,

qu'une qui tombe entre a, et 'i,, qu'une qui tombe entre [i, et y,, et

ainsi de suite, et enfin une seule plus petite (|ue la plus petite des
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i|ii;iiiliti'S a,, 'i,, Yi. •••; •':>'. ^i " ''• '"
l'-"'

i'MMii|ilr, .'lan'iil à la l'ois

plus gruruli-s i|uo x,, ruiiiiin' riitn' les deux nnims 7. ri > il dnit liiinlii-r

Mi'fessaiirnitMit une raciiif ilc rn|uati<iii F\x) = <), ci'tlc raciiir si-iail

alors plus ^'l'unile (|U0 %, ; «luuc z, Uf srrait plus la plus ^rauilr des

rai'iuis de F a- =:o, coniuif ou li' suppose. De uuMue , si deux laeiues

|1 et Y touillaient à la ("ois entre les deux a, et Ji,, eoiiiiue entre ['> et ;

il doit nécessaii-eiiieiit toiiilicr iiin- laeiue de ré(|uatioii V .v .- o. cflte

raciuf loinlierait aussi entre x, et |i, , routn- l'Iivpotlii'Se, piiis(|ue

celles-ci sont supposées se suivre relativeiiient à leur fiiaiideiir, ri

ainsi de suite, iùiliii, si (diisifiirs des raeines a, fl, •, ... se licnivaicnl

|du-> pi'lili's i|iii> la plus (letite des racines x,, fl,, y,, .... coiiinie il

touillerait néeessaireiiieiil entre elles des raeines de ré(|ualion V'ixi = o,

ces racines seraient iloiic encore jilns petites (|ii(' la plus petite des

nièiiies racines x,, [i,, •• ce ipii iic m' peut.

Or, puisqu'on a en général

F[X) = ,X~ a; !i- — ,3j(a-- •/; ...X/(X),

il est clair (|u'en substituant z, an lieu de .v, si aucune des raeines

a, Ji, y, ... n'est plus grande (|ue /,, la valeur de F(.x;) S(?ra positive,

et, si la seule racine % est plus grande ipie a,, la valeur deF r devien-

dra négative, puis(|ue dans le premier cas tous les i'acleurs simples

seront positifs, et (jne dans le second il n'y en aura (|u'un de négnlif,

le polynôme /i.r) conservant toujours une valeur positive.

Supposons ensuite qu'on substitue pi au lieu de x, et, si aucune

des racines 7., [i, v, ... ne tombe entre -/, et [i,, cette subsliliition

donnera une valeur de F(a;) de même signe que la substitution de /, ;

mais elle donnera une valeur de signe contraire si une des racines

tombe entre y., et ^i,. Car il est visible que tout produit, comme

(x, — x)(^, — a), est toujours nécessairement positif" tant que la quan-

tité x est à la fois plus grande ou plus petite que cbacune des quan-

tités X|, [i, , qu'au contraire il est nécessairement négatil' si la quan-

tité X se trouve entre les deux (juantités x, et J:;,,
c'esl-ii-diir plus

grande que l'une d'entre elles et plus petite que l'autre. Or la substi-
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tution de a, au lieu de x dans F{x) donne

(a,-a)(«,-(3)(a,-y)...x/(a.),

et la substitution de fi, au lieu de x dans la même fonction donne

(î3.-«)(f3,-p)(î3,-y)...x/(p,);

donc le produit de ces deux quantités, savoir la valeur de F(a,) x F(p,),

sera de" la forme

(«.-«)(p,-«)(«,-|3)((3.-p)(«,-y)(p,-y)...x/(«,)X/(p,).

Donc ce produit sera positif si aucune des quantités a, p, -', ...

ne tombe entre les quantités a,, fi,, et il sera négatif si une seule des

quantités a, fi, y, . . . tombe entre les quantités a,, p,, puisque les

quantités /(a., ) et/(p,) sont toujours essentiellement positives; par

conséquent, les valeurs de F(a,) et de F(fi,) seront de même signe

dans le premier cas et de signe différent dans le second.

On démontrera de la même manière que la substitution dey, au lieu

de X dans F{w) donnera un résultat de même signe ou de signe con-

traire à celui de la substitution de fi,, suivant qu'aucune des racines

a, fi, y, ... ne tombera entre a, et y, ou qu'il en tombera une, et ainsi

de suite.

Enfin, si l'on désigne paru, la dernière en grandeur des racines a,,

[i,, y,, ..., on trouvera, par l'expression de ¥{x) en facteurs, que le

résultat de la substitution de u, au lieu de œ dans f{oc) sera positif ou

négatif, suivant qu'aucune des racines a, [i, y, ... ne sera plus petite

que u, ou qu'il y en aura une plus petite que u,, le nombre de ces

racines étant pair, et que, lorsque ce nombre sera impair, le même

résultat sera au contraire positif ou négatif, suivant qu'une des mêmes

racines sera plus petite que u, ou qu'aucune d'elles ne sera moindre

que u,. Or, comme le nombre des racines imaginaires est toujours

pair, le nombre des racines réelles a, p, y, ... de l'équation V{cc) = o

sera nécessairement pair ou impair, suivant que le nombre total des
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rai-iiies, c'rst-à-din' li- (lc;,'rf m de ri'i|ii;ilinii. mmm liii-iiniiM' p.m mt

iin|):iir

7. On pitmia tloiii- tmijoiiis jiijjiT tic la iiatiiii" dis ra(iiii'> d'iiiir

i'><|uutii)ii i|iii'|i iiiii|iii- Ai- (lijiic m, F(x) = <>. |>ar celles <le ré(|iiatiiiii

(lérivéf Fa- <•, i|Mi est tiHijoiiis d'un dr^'ie nioindie d'nne nnilé. ear,

ayant les racines réelles x,, {J,, •; , .>, de celle-ci, i|n'iin suppose

rangées par ordre de grandeur, il n'v aura (|u'à les snltstitin-r sueei's-

sivenient au lieu île .i- dans ré(|nalii>n pniposée; el l'on en conclura:

I" Ou'elle aura ou n'aura pas une racine pins ;,'randc ijuc y.,, .>elon

(|iic I /, ) sera <C ou "
• n;

2° Qu'elle aura on n'aura pas une racine comprise eiilie y, et [i,,

selon .|iir F(^, ) sera de signe dillércnt ou de luénie signe (|iic F(a,);

'V' Qu'elle aiiiM ou u'iMii;! pas une lacine coMiiHi-i' ciilr'e |/, el •^^,

scion (|ur F(y,) sera de signe diU'éi'ent ou de iinine signe (|ue F({J,),

et ainsi de suile ;

'\° \-A qu'enlin elle aura ou n'aura pas une racine plus petite (|1M' m,,

selon (|ue m, sera positif ou négatif dans le cas de m impair, el négatif

ou positif tiaiis le cas de m pair.

Ainsi l'on connaîtra par ces règles non-seulcmnii le nomlirc des

racines réelles dr la i)roposée, mais encore Iciiis limilcs, d, si l'on

veut compléter ces limites à l'égard des raciaes plus grandes que -/, ou

plus petites (|ue v,, il n'y aniMil (|u';i dirrrlicr nicurr. par 1rs iuciImmIcs

du Chapitre IV(n°12), 1rs limilcs des racines positives el des racines

de l'équation proposée.

Nous remarquerons ici. ii l'uecaslon des règles données dans cet en-

droit d'après Newton cl Maclaurin [tour liouver ces limites, que Rolle

les connaissait déjà, comme on h; voit par les Chapitres Y et VI du

second Livre de son Algèbre.

8. Nous avons supposé jusqu'ici que l'équarKui proposée pouvail

avoir des racines imaginaires mêlées avec les réelles; examinons pré-

sentement ce qui doit résulter de la supposition que toutes ses racines

soient réelles.
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Il est d'abord évident que l'équation Y{x) = o du degré m aura m ra-

cines réelles et que l'équation dérivée F'(a;) = o du degré m — i aura

aussi nécessairement m — i racines réelles, puisque, entre deux ra-

cines réelles consécutives de l'équation f{x) -— o, il tombe toujours une

racine réelle de l'équation F'(ir) = o. Par la mènie raison, la seconde

équation dérivée f"{x) = o aura aussi nécessairement toutes ses ra-

cines réelles, et ainsi de suite.

Ainsi la première condition pour qu'une équation ait toutes ses ra-

cines réelles est que ses équations dérivées aient aussi toutes leurs ra-

cines réelles; mais celles-ci pourraient avoir toutes leurs racines

réelles sans que l'équation primitive en eût aucune.

Supposons donc que les m— i racines a,, [î,, y,, ... de l'équation

F'{cc) = o soient toutes réelles, et voyons quelles sont les conditions

nécessaires pour que les m racines a, {i, •-, ... de l'équation F(a:) = o

soient aussi nécessairement réelles. Puisque nous avons démontré, en

général, que les racines réelles de l'équation Y{x) = o ne peuvent tom-

ber plus d'une à la fois dans chaque intervalle entre deux racines consé-

cutives de l'équation Y'{x) = o, et (ju'il ne peut y en avoir aussi qu'une

plus grande et une plus petite que la plus grande et la plus petite de

cette équation, il est encore évident que, lorsque ses racines sont toutes

réelles et au nombre de m, elles doivent nécessairement être telles que

a soit plus grande que a,, que [i tombe entre a, et fi,, que y tombe

entre fi, et y,, et ainsi de suite. Au contraire, si elles n'étaient pas

toutes réelles, comme le nombre des réelles ne pourrait alors surpasser

m — 2 et serait par conséquent moindre que celui des racines a,, [i,,

y,, ..., il est visible que la même disposition ne pourrait plus avoir

lieu et qu'il y aurait nécessairement quelque intervalle entre ces der-

nières racines dans lequel il ne tomberait aucune de celles de l'équa-

lionF(ic) — o, ou au moins qu'aucune de celles-ci ne serait plus grande

ou plus petite que la plus grande ou la plus petite des racines a,,

Donc, par ce qui a été démontré ci-dessus, si l'on substitue succes-

sivement au lieu de ir dans V{cc) toutes les racines a,, fi,, y on
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aura iit*e(>ssuirt>iiifiil ilaiis li- |iri-iiiici- cas

F.>,^<o. F[p, . l(y,)<o

et. riaiis h- sccoml las, il y aura iiiif ou |)liisii'urs (le ces con<li(ii»iis qui

li'aiiriint pas lien.

I) un autre c()tc. en sul)>tiluaiil suitcssiviinciil les iiitiucs rariiirs

«.. î^i. Y tlaiis la seconde functiun tlérivée F" .r , on aura toujours,

connut' on l'a vu plus liant,

F-(a,)>o, F-ip,)<o. F-(y,)>o

Dono. on combinant ces conriitions avec les précédentes, on en «(tn-

cliira (juc, lorsque les racines de réi|ii:iliiiiMlonnée F(.t) = o sont tontes

réelles, les (|uuntités

l-ia.lxF'ta,), F{(3,)XF"(|3.). F(y,) X F"iyO. ••

seront tonlcs néj^atives, et (|u'au conliairc il y en aura nccessainiiiiiil

de positives si l'équation donnée a des racines imaginaires.

On aurait Ii' inriiic n'siillat si l'on ((Hisiilciiiil Ic-^ iindliciits

F(«,) F((3,)

h'\a,y F'{^,y
'

et en général des l'oiiclions de la lomic

M[F(«,)]KF"(«.)]'. M[F(p,)>[F"i?.)P

y\ éi:iiit lin coeiïicient positif (ui une l'oiictioii ([udconquc essentielle-

ment positive, et ;a, v des nombres entiers impairs positifs ou négatifs.

Or, si l'on fait

F{x)xF''(a;)=,r, ou, en général, M [F(x)]i^x [F''(x)p= ,)-,

et qu'on élimine ensuite a; au moyen de l'équation

F'(x)=o,

dont les racines sont a,, 3,, y, on aura une équation en jdu même

VIII. 26
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degré que cette équation, et dont les racines seront les valeurs de ,y

qui résulteraient de la substitution successive des racines a,, [î,,-;,, ...

à la place de x. Donc, si ces valeurs sont toutes négatives, l'équation

en y n'aura que des racines négatives, et, par conséquent, tous ses

termes auront le signe +. Et réciproquement, si tous les termes de

cette équation ont le signe H-, elle n'aura que des racines négatives,

et les valeurs de j seront toutes négatives.

9. On peut conclure de là que les caractères de la réalité des racines

de l'équation F(a7) = o sont que l'équation dérivée

F'(.r) = o

ait toutes ses racines réelles, et que l'équation en j résultante de l'éli-

mination de X au moyen de cette dernière équation et de l'équation

F(x)xF'(x)=j ou M[F(r)]i^[F"(.r)]'' = j

ait tous ses termes positifs.

En appliquant les mêmes raisonnements à l'équation dérivée

F'(a;) =^ o, on en conclura aussi que les caractères de la réalité de ses

racines sont que la seconde équation dérivée

F"(^)=o

ait toutes ses racines réelles, et que l'équation en y résultante de l'éli-

mination de X par le moyen de celle-ci et de l'équation

ait tous ses termes positifs, et ainsi de suite.

Donc enlin, pour avoir tous les caractères de la réalité des racines

de l'équation V{x) = o :

1° On fera

X--^Y[x)x?"[x),

et l'on éliminera x au moyen de l'équation

r(x] = o;

on aura la première équation en y.
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j" ( iii lira

il l'iMi rliiiiiiicrii a- ;iii luo^tu lie Ifijualiuii

Ml aura la .si-cuinli' i'i|ii;iiii>ii iii ^ .

S" Un fera

.r=F'(x)xF"(x),

l't l'iiii t'IiiiiiiK ra a ad iiiuvtii ilc rr({iiati()i)

F-;xl=:o:

ou aura la Irui^iuuii' i-i|tiatiuu ru v, i-t aiusi de suilt-.

Ces équutiuns en v seiout au Uduilue île m — i si réi|ualinu [iiiuii-

li\ I' F(.i) = o est (lu (lefîié m, \\.>\rr i\iu' la m''""" loue liou (lérivée de ¥{x)

sera eunslanle et ne roulifuiiia [iliis a-.

10. Cela posé, les caraelères de la réalilé des racines de ré(|uatiou

Fa-; = o se réduiront à ce que tous les termes de ces dilTéreiites é(|ua-

lions en v soient |)usitirs, c'est-à-dire du même signe que le premier

dans iliaque équation.

()i- il est aisé île voir que, l'équation F{x) = o étant du degré m, les

lonctions dérivées V'{x), F"(a;), ... seront suceessivenieni des degrés

m — i, m — 2, .... ri (jiii' 1rs éiiualioiis en y seront aussi de ces

mêmes degrés; elles Iniii'nironl, par conséquenl, diai une autant de

condiiiiins, de sorte que le iiumiirc Inial des loiidilions sera

(nj — i) -(-(m — 2) H- (m— 3) -t-..., ou i-h -i-t-S-^...-}- (m — 1)
=

Nous avons déjà vu (Cliap. V, n" 28) qu'on peut déduire les carac-

tères de la réalité de toutes les racines d'une équation de son équation

des différences, laquelle doit avoir pour cela tous ses termes alternati-

vement positifs et négatifs, ce qui donne autant de conditions qu'il y a

d'unités dans le degré de cette équation; de sorte que, m étant le

1 .11.. • m [m — 1 1 1 1 I 1 •
.

degré de 1 équation proposée, —^ sera le nombre des conditions

a6.
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nécessaires pour la réalité de toutes les racines. Ainsi les deux mé-

thodes donnent le même nombre de conditions, ce qui est d'autant plus

remarquable que, dans les équations du troisième et du quatrième

degré, les conditions de la réalité des racines sont réductibles à un

moindre nombre, comme on l'a vu dans le Chapitre cité (Art. III).

Mais la méthode précédente a cet avantage, que les conditions trou-

vées pour la réalité des racines des équations d'un degré quelconque

peuvent servir pour tous les degrés plus élevés, ce qui n'a pas lieu à

l'égard de celles qui résultent des équations des différences. Ainsi l'on

pourrait facilement construire des Tables qui contiendraient successi-

vement les caractères de la réalité de toutes les racines, en commençant

par l'équation du second degré, et remontant successivement aux

équations plus élevées.

1 1. Pour donner un essai de ces Tables, nous commencerons par la

fonction la plus simple de x, qui est ce'* ou i, que nous désignerons

par X, et nous remonterons successivement aux fonctions primitives,

que nous désignerons par X,, X,,, X,„, . . . , en sorte que X sera la fonc-

tion dérivée de X,, X, la fonction dérivée de X,^, et ainsi de suite. Nous

aurons ainsi, en multipliant ces fonctions par les nombres 2, 3, 4. • • •

pour éviter les fractions, et ajoutant successivement les constantes

A,B, C, ...,

X =.,

\, =x -+- A,

2X„=r^-+2Ax -h B,

2.3X,„ = :t;3-f-3Ax2-r-3Bx h- C,

2 . 3
.
4X,v= :c^ + 4 A;r^ -+- 6Bx2 -H 4C;r + D,

Maintenant, pour l'équation du second degré

a:- -H •i A.r 4- B == o,

on fera

J= 2 XX„ r= X- 4- ! A A- -h B,
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et l'on éliiniiiiM;! -r au iiiiivcii tli- rf(|iiati<)ii

X, -=o, ou x-i-A = o;

011 aiiru ri(|iialioii en v

Dniii-

i05

V B > .1

si^ra la ('(jiKliiion dr la réalité des raeines de ré(|iiatinn |trii|i(isée.

Pour re(|uation du troisii-nie degré

x'-H 3Ax3-i-3B;r-f-C:: o,

on aura d'aliord la eonditiun piéeédente ; ensuite on fera >• :>. ).\,\„.

savoir

y= {x + k) [x^ -h 3Ax=-h 3Bx-i- C;

=:x»-4- ^Ax'-t-3'A=-+-B1x5-i-'3AB ^r r M..

cl l'on eliinliii'ra .r au moyen de ré(|iiatii)ii

X„ = o, on X- +- '.>. A X 4- B :^ o ;

on trouvera cette é(ination du second degré

y'' -h 7.[\a — b) y -h a-B — >. ab A -h b- —- o,

en faisant pour abréger

fl= 2A' — 3AB4-C,

6=:A=B-aB2 -T-AC;

ainsi l'on aura de plus ces deux conditions

Aa — i>o, a-B — irtiA 4- t-'>o.

Pour l'équation du quatrième degré

x< +4Ax' + 6Bx=-i- 'iCx -T- 1) -o,

on aura d'abord les trois conditions précédentes; ensuite on leia

y— x=-r2Ax+ B) x'-t- 'tAx'-H6Bx2-4-4Cx -D;,
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et, éliminant x au moyen de l'équation

X,„=o ou a;'+ 3Aj?- -+- 3Bjr -t- C = o,

on aura une équation en y du troisième degré, qui, étant représentée

par

donnera de plus les trois conditions

M>o, N>o, P>o,

et ainsi de suite.

12. Au reste, nous ne devons pas oublier une très-belle conséquence

que De Guaa tirée de sa théorie; voici en quoi elle consiste.

Si dans l'équation ^{x) = o on substitue a + g à la place de x, on a,

par la formule du développement des fonctions, la transformée

dont on peut faire disparaître un terme quelconque, contenant par

exemple la puissance z", en déterminant a de manière que l'on ait

F"(«) = o. Or, nous venons de voir que, si toutes les racines de l'équa-

tion F(ar) = o sont toutes réelles, les valeurs de Y"~\x) et Y"^\x) sont

nécessairement de signes contraires pour toutes les valeurs de x qui

résultent de l'équation F" (ic) = o; donc aussi les valeurs de F''"'(a)etde

F"^'(a) seront de signes contraires pour toutes les valeurs de a résul-

tantes de l'équation Y"[a) = o. D'où il s'ensuit que, si l'on fait évanouir

un terme quelconque de la transformée en s, les deux termes voisins

auront nécessairement des signes différents si la proposée a toutes ses

racines réelles; par conséquent, elle aura des racines imaginaires si les

termes voisins de celui qui disparaît ont les mêmes signes, et de là on

peut conclure aussi que toute équation à qui il manque des termes a

nécessairement des racines imaginaires si les termes voisins de ceux

qui manquent sont de même signe.
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\.\. I.iii->i|iic toiitis les racines de l'*-(|ii::ti()ii sitiil n'cllcs, on |ii'iit

tniuviT leurs liiiiili-s sans li* secours iraucune aiilri* i''(|iialinii, |i;ii' l.-

moyen de la seule rl-gle de Descaries dont nous avons |»arle plus liaiil

f n" 5 ; car, si l'on diminue, par exemple, loules les racines d'une é(|ua-

(ion en a.- de la (|uanlite a. en y sul»liluau( z -r- a ii la place de j-, la

IransCormée en : on en x—a aura autant de variations de sij^ne de

moins i|ii'il y ;iiir:i de racines positives de ré(|nation en x i|ui seront

dcveiUK'S négatives dans ré(|uation en x — </, el piii' eiiMM'i|iieMl, p:iiiiii

les racines positives de l'écjnation en .r, il y en aura autant i|ui s"ront

moindres i|ne a. Dom', si l'nu l'orme successivenieMl les Irauslormées

en X — I , a: — 3, .1- — '5 cliaipie variation de sif,'ue (pii dispa-

raîtra d'une transformée à l'aulre, pai- exemple de la transformée en

.r — /; il la transformée en .r ii — \ , iudi(|iiera une racine positive

moindre (|ue « -f- i , mais non moindre t|ue n, el par consé(|m'nl con-

tenue entre les limites n el n -f- i . <>n [)ourra trouver ainsi successive-

ment les premières limites des racines positives, et l'on aiiia de Miéine

celles des racines négatives. par la considération des permanences dans

les transformées en n + i , n -^ ?.

14. J'ignore si celte reniar(|ue avait été faite avanl le Mémoire (pie

.M. Budan présenta à l'inslitul en r8o3, el (|u'il vient de publier avec

des augmentations, sous le titre de Nouvelle méthode pour la résolution

(les équations nurnérujues. L'Auleiif y (Idiiiu' un moyen simple et élé-

gant de former les coelli( iinls <les tiansformées en x — \,x— 2

et, appli(iuaiit la il'i^le de Descartes à ces transformées ainsi (|u';i

d'autres déduites de celles-là, il trouve les limites de toutes les racines

et leurs valeui;s aussi approchées qu'on veut. On peut dire que cet

Ouvrage ne laisse rien à désirer sur la résolution des équations numé-

riques dont toutes les racines sont réelles, et il pourrait à cet égard

servir de supplément au présent Traité.

Au reste, si l'équation avait des racines imaginaires, il pourrait dis-

paraître des variations de sign(> d'une transformée à l'autre sans

qu'aucune des racines réelles positives devînt négative, comme on |)(iil
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s'en convaincre aisément par des exemples; ainsi l'équation

x' — IX- + 6x — 1 1 = o

a pour transformée en a; — i

(j7 — i)'+ (x — i)-H- 5(:r — i) — 6 = 0,

OÙ l'on voit que deux variations de signe ont disparu; cependant, elle

n'a pas de racines entre o et 1

.

Mais, si le nombre des variations de signe qui disparaissent d'une

transformée à la suivante était impair, on en pourrait toujours conclure

l'existence d'une racine réelle positive, car cela ne peut arriver à

moins que le dernier terme ne change de signe. Or il est visible que

les derniers termes des transformées en x — n, œ — n — i ne sont

autre chose que les résultats des substitutions de n et de n + 1 à la

place de x dans la proposée, parce que ces transformées se réduisent

à leur dernier terme en y faisant a? — /i — « + i ; ainsi il doit néces-

sairement y avoir une racine réelle entre « et n + i (Chap. I, n° 1 ).

La transformée en a: — 2 de l'équation ci-dessus est

[x -- -iY ^ !\[x — 1.Y -{- io[x — 1) -\- i — o,

qui a une variation de moins que la précédente; aussi y a-t-il une

racine de la proposée entre i et 2.
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MiTi: i\

SI II LA KOltMK DKS n.VCINt.S IMAi.I.NAinF-S.

1. I.iii-^i|iriiii cul Irniivr II'-; ruriiinlrs fjriKTiIrs tlfs i"iriiirs ilis

rqiintioiis du liuisiomi- il du i|uutni-nie tlc^'iT, mi rciii;ii'(|M:i (|iic Irv

iiiciiHS iiii;ij,'iii;iin's dt' ces équalions se ri-diiisaii'iit, cniiiiin' ccllis dis

r(|ii;itiiuis du si'cdiuI dc^Ti', ii l;i luiuic /< -f-
c/

\ — i, /' l'I '/ cliinl di'--

«|Uaiitil('s réelles, et l'un lui poilé ii eoneluti' ([ue les r:itiucs iuiaj;i-

naii'CS de toutes les équations étaient toujours réduetildes ii la iiiénir

forme. Cependant on ne pouvait pas adopter eette proposition générale

sans déniiiiistiatidii , et ce n'êsl (|n'api'i'S |)liisieui's Icutalives (|ii'(im

est parvenu ii .s'en CDUVaiiUTc par des preuves lij^oiiicust'S. (iouuue ce

point de la théorie des équations est un de ceux dont les Géomètres se

sont le |iliis occupés dans ce siècle, j'ai cru (|ii'iui ne serait pas iàclie

de iniiivcr ici un exposé succinct des didérentes recherches (juil :i

occasionnées.

"2. D'Aleiuhcrl est le picinicr (jiii ail envisagé celle (incsliim d'iiiic

manière générale dans sa Pièce Sur les J'ents et dans les Mémoires de

rAcadémie de Berlin pour l'année 17/1G.

Il demoiilrc d'alioiil qu'une (|iiantité algébrique quelconque, com-

posée de tant d'imaginaires (|u'(in VDiidiadc la lurnic </ -f- i V — '• I"'"'

toujours se réduire ii la uiènn' l'orme. (]ela se voil racilciiieiit pi)iir les

quantités formées par multiplication, division et élévation aux puis-

sances entières;, on pourrait le démontrer en général pour les (|uan-

tités (le la forme

Mil. . 27
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par le développement ordinaire du hinôme; mais, pour avoir des ex-

pressions finies, d'Alembert emploie d'une manière ingénieuse la dif-

férentiation et l'intégration, en faisant varier les quantités a, h, p et q

dans l'équalion _

Cependant il faut avouer que l'emploi du Calcul différentiel est peu

naturel dans une question comme celle-ci, où la considération des

infiniment petits ou des fluxions est tout à fait étrangère, puisqu'il

ne s'agit que d'une simple transformation algébrique. Mais les fonc-

tions dérivées se présentent au contraire très-naturellement et offrent

même ici un des exemples les plus propres à montrer l'usage de leur

algorithme dans l'Algèbre.

3. En effet, si l'on considère l'équation identique

{x+y,~^Y"^"^^'=p + q^—.

en regardant jK comme une fonction donnée de x, v\ p, q comme des

fonctions inconnues de x qu'il s'agit de déterminer, les fonctions déri-

vées des deux membres formeront encore une équation identique; on

aura ainsi

divisant cette équation par l'équation primitive, on aura

{m ^ M y — i) il -h.r'y— i) _ p'+<i' si
— '

équation qui sera, par conséquent, encore identique.

Qu'on multiplie le haut et le bas de la fraction du premier membre

par X —y\l— i, et le haut et le bas de la fraction du second membre

par/; — q\— ', pour l'aire disparaître le radical \/~, ' du dénomina-

teur, et qu'ensuite on compare la partie réelle du premier membre

avec la partie réelle du second et l'imaginaire avec l'imaginaire, on
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iiiiia ci's deux équations

m{x-*-yy) — n{x/ —r'i ^ /r '/'/.

n{x + yy ) •*- mjxr' — r) _ pq' - qp
x'-hx' p^-^q^

nii'iiii |triiiiii> iiiiiintfiiaiit Irs lonclioiis priinilivt's, on anra. iri doi-

},'nanl|»ar loj; les lo},'arillini<'s liy|icrl)orK|iics et par arc lanj,' l'anjiltMli' lu

langrnti',

Ym\o^\x^-^y^— narclaiig - = log\/<^-+- ^^ K,

/ilogv''j^'-*-_>'^ -*-/;/ arc laiig ardang'' • H,

K t'I II claiil ilcii\ clln^l;llllcs :iiliili;iiir> (|ii'il s"ii^'il de (Iclriiiiiiicr

conlornicnicnt à liMinaliun |iriiiiilivc (lunncc. Or, m l'aisant dans celte

é(|nalion >' -- o cl .r ^ i . on a y — o et p - i, et ces sii|ip()sitiiins,

étant inltiidiiiles dans les équations précédenles, donnent K = o cl

Il = o.

Si donc on t'ait pnnr pins de sini|ilicilé ir = u co.s;, / = m siii r. ce

i|ni donne

Il --.

y X- -+-/•', iang= = ->

et ensuite

p -— rcoss, q ^ : r s\\\s,

on aura
log/= m logti — nz,

s = n iog« -+- mz,

cl. en icpassaiil des l(ii;arillin)es anx nonilires.

f= «'" em a~nz

c étant le nonil)re <lonl le iogaritlinie liyperholiquc est l'unité.

Ainsi /• et s, et par conséquent/? et q, seront des fondions réelles, en

supposant X, y, m, n des quantités réelles.

27.
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4. On peut, par ces formules, réduire à une forme réelle l'expression

.les racines des équations du troisième degré dans le cas irréductible;

car. l'expression générale de x dans l'équation

étant, comme l'on sait,

laquelle, dans le cas irréductible où M'>N=, devient

VN+ v'M' - N2 4^\ 4- VN - sjW - N^ sf^x

si l'on fait dans les formules précédentes

.r = N, 7= v'M'-N^'- '" = 5' " = "'

on aura . .

V'M= - N-i

M=:VM-', lang5=
j^

>

et de là
\_ . -

f = i<' = V'M' *~i'

donc on aura

VN ± vM' - N2 V— I = y/M (ces - rh sin
^^ y
-

et la somme des deftx radicaux sera 2 y/Mcos^-

Or, comme à la même tangente ^^MlZL?^ répondent les angles z,

;+ 2A, 2 + /iA, A étant l'angle droit, l'expression ayMcos;^ aura

ces trois valeurs dilférentes

3vMcos|, 2v/Mcosf|-l-^j. 9.v/Mcos(^^-hi^j.

qui seront les trois racines de l'équation proposée, et qu'on trouvera

ainsi facilement par les Tables trigonométriques.
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îi. Au l'fslo, il ol 1)1)11 ilo i-iMiiiiri|iii-r (|iif, l<)rM|ii il m- ^ ;i^il (|iir ili-

radicaux pairs, ou peu! l'aire la rrtluiliou iloul il s'agit par l<-s siiiiplf>

opérations de l'Alyèhre onlinain*. Kii rllrt, soil la *|uautilf

\it -i- b\ — I

à rtMluiro; je i-ousidl-n' la (|uanliti-

\it b \ I + V a — 6 V
— I = // ;

j'aurai, en éli-vanl au larré,

ia -h 1 yrt^ -*- /'• "'.

(|naiitili'' toujours iirccssaii'iiiniii ihinhIm' en |ii<'ii;iiil le radicul |Mi-<ili-

vcMU'ut; donc u sera une (juautitc réelle.

Je consi(!lTi> ensMite la (|iianlilé

Va H- 6 \/— I — Va — * V— ' = /

;

jr trouve (le uiéuic, l'U lari'aiit.

ia — -i yja- -+- b- = l-,

(|uaiitilé essentiellement négative; ainsi l'on aura

r.--\i ei /:=Vv'^,

V étant une quantité réelle; de lii on aura

Considérons de UÈénie la (juanlilé

Va -+- b V — \ + S a — f> \ — \ — s;

on aura, eu carrant,

Va + // V
— ' + 2 ya- + b- 4- va — b y— i = i- = « + i \ a- + b-.
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quantité essentiellement positive, en prenant le radical positivement;

donc s sera une quantité réelle.

Coiisidérons ensuite la quantité

Va -h 6 y— I — Vu — 6 y — !=:/•;

on aura de la même manière

\'a -+- b v/— 1 — 3 \/a- -+- b- -\- \Ja — b \— \ = r- = u — i ya- -(- b-,

(juantité essentiellement négative, car

M2 = art+ 3 v«''+ 6-<4v'«--l- b^,

et par conséquent

Donc, faisant r'- = — S-, on aura

S étant une quantité réelle; donc

v«±/'v — i = -(*±Sv — 0-

et ainsi de suite.

6. Ces réductions supposées, d'Alembert considère une courbe

(|uelconque, dont l'ordonnée j soit nulle ou infinie lorsque l'abscisse a;

est nulbî. <'t il observe que, quelle que puisse être l'équation de la

courbe, on peut toujours, lorsque x est très-petit, avoir la valeur de

y en x, au moyen du parallélogramme de Newton, exprimée par une

série très-convergente de la forme

w r ^
^- = rtX" + 6x'-t- C-X" -t- . . ,

ilaiis laquelle les exposants de x sont imaginés aller en augmentant, et

dont on peut toujours supposer que tous les termes sont réels, en t'ai-
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sant j: positive, car on pt'iit lairc répondre les x positives ii hi Immih lie

Di'i le> ) soiil iiilles.

Km faisant ,r né^jative, les leinies oi'i x se tronve élevée à des puis-

sances fractionnaires tlonl li- ili-nnininateur est un iionilu-e pair de-

viennent imaginaires, et, p;ir If tliéori'uie précédent, ils seront toujours

réductibles ;i la forme /' ; '/ \ ' • /' •"' '/ él;"it ilc> (|uanlités réelles.

Donc toute la série, et par eonsé(|Uent la valeur d<- v lcir>(|u'elle de-

VM-nt ima^^inaire, sera aussi de la méuie forme tmil que .v sera très-

petit*'.

.M.iintenant, (|iielle que soit la vaieui- de v pour une .»• (|iielcoin|iir.

DM pi'lll tOMJDIIIS supposer V --^ -+- y \" ' /' •"' '/ '''!l"l drs (|ll;illllll'S

iiiili'Ifniiinées, et, comme cette valeur est réidleinnil iliHilijc ii raisnii

du radical ^ i, li-s (|uanlités /) cl </ seront e\|iriiiiirs |):ir dciiv i-qua-

tions qu'on aura eu substituant p -t- q \ ~ y an lieu de v dans reipia-

tinn de la courbe, et éj^alant séparément à zéro la partie toute réelle dr

la transformée et la partie multipliée par \ i; ces équations contien-

dront les (|uantités /J et 7 mêlées ensemble, mais on pourra, |iar les

métbodes connues, les changer en deux autres, dont l'une ne rcnliime

que j) et .1' et l'autre q et x.

Oi', si >' n'est pas toujours de la méiiic l'orme/) 4-
</ \ 1 . // il y étaiil

des ([uantités réelles pour toutes les valeurs de j?, soit a la plus grande

valeur de .r pour la(|ii('lle j' sera de cette forme, et soilyy -- h, q =. c

lorsque x = a. Supposons .r = a + f, cA p^=b + r, y = t- 4- v : en

substituant ces valeurs dans les deux équations en /» et </, on aura deux

ét|uations, l'une en r et i et l'autre en s et /, dans lesquelles i = n don-

nera r = o et 5 = o, et qui, par la démonstration précédente, donne-

ront r et 5 de la forme /> -f- 7 v — ' > lorsque i sera très-petite , si /• et a

deviennent imaginaires. On aura donc alors

/• = flc -t- 13 v'— r , 5 = / + 5 v'
— I

,

*, ^, y, (5 étant des quantités réelles; donc
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et par conséquent

j=/) + a — ô + ((3-i-c + y) \,/— I
,

c'est-à-dire de la même forme /j -f- g \J-— i

.

Donc a n'est pas, comme on l'a supposé, la plus grande valeur de or

(jui donne j de cette forme; donc la valeur de y, lorsqu'elle est imagi-

naire, sera toujours de cette même forme, quelle que soit la valeur

de a-.

Cette conclusion générale s'applique naturellement aux équations

d'un degré quelconque, à une seule inconnue, car, ilommant y l'in-

connue de l'équation et supposant le dernier terme égal à a-, on aura

une équation entre x et y, dans laquelle ce — o donnera y = o, et qui

sera susceptible de la démonstration précédente. Donc, quelle que soit

la valeur du dernier terme x, celle de y, si elle devient imaginaire,

sera de la forme p + q y' — i •

L'équation ayant ainsi une racine imaginaire de cette forme en aura

nécessairement une autre de la forme p — q \— i , puisque le calcul

est le même pour les deux racines, à cause de l'ambiguïté du radical

V
— i; elle aura donc les deux facteurs

y—p — q^—^, r — p + q\'-',

qui forment le facte.ur double réel

r-~'^py-^ p- + g-,

et sera par conséquent divisible par co fiU'teur, ce qui l'abaissera à un

degré moindre de deux unités, et l'on pourra appliquer à cette nouvelle

équation les mêmes raisonnements et les mêmes conclusions, et ainsi

de suite.

7. Cette démonstration est incomplète, car, quoique dans une

équation à deux indéterminées on puisse toujours exprimer l'une des

indéterminées par une série de puissances ascendantes de l'autre in-

déterminée, il peut arriver que les coefficients des termes de la série
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(lt-|)fiut)-iit iiiviiniiics il'cquatioiis (|iii ii'uiriil jiniiil de nuiiifs iitIIi-s.

(•!• i|iii iiitrndiiiiîiil thiiis lu si'rii' il';iiiln^ iiiiii^iiiaircs i|iii' ccllo <|iii

viriiiifiit (li's piiissaiiifs (II- riiitli'ti TiniiHc. Maison |ifiil, sur li-s iiiriiics

|iiiii(i|)i's, l'oïKltT uni- (li-moiislialiiiii plus ri^nuri'usf , i-t en iiiriiif

temps plus •;i-ii(-i'alt' i-t plus simple, ili- la maiiii-n- siiivaiilr.

Suit l'i-quatiuii

a""-t- Ax""-' -^ Bx"' -V — o,

(|Uc UDUS ifpieseutfiiuis. pnm plus do simplicité, par

f .. V n.

/{Xj élaul une luucliou ratinunclii- cl culicrc ilc .i , ijui cuiiliciii .r il.ins

tous ses termes. Nous suppuserous (|ue cette é(|ualiiiu n'ait point «h

racines réelles, |»arce (juc, si l'ilc en :i , on pc ni les cliMiim i m ili\i-

sant rt'(|uatio[i [)ar les facteurs simples réels (jui résultcnl «le ces ra-

cines.

Il est clair iiuc. si ré(|nation proposée n'a pas de racines réelles duns

l'état où elle est, c'est-à-dire tant que ses coedicients ont les valeurs

données, elle peut en recevoir eu chanfreant seulement la valeur du

dernier terme V, car. en prenant une (juanlilé (juelcouque K et laisanl

V = —/(K), l'équation

/(x)-/(K) = o

aur'a la racine réelle K. (lunsidérons donc une des racines imaginaires

(le ré(|uation
/(x)H-V = o,

laquelle devienne réelle en faisant varier la valeur de V, et supposons

qu'elle ne demeure imaginaire que tant (pie la valeur de V sera entre

les limites a et b, a étant < b, de manière (|ue .r ait une valeur réelle a

dans l'équation

f(x]-¥a = (y

et une valeur réelle ^ dans l'équation

f[x) + b = o,

et que cette racine soit imaginaire dans les équations

/(x)-+-a + i = o, f[x) + b- i^o.
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/ étant une quantité quelconque positive, aussi petite qu'on voudra.

Soit « + w la valeur imaginaire de ce dans l'équation

f{x) + rt + /=; o;

la fonction /(a;) deviendra, par la substitution de a + a à la place de j:,

par la formule connue du développement des fonctions; mais, puisque /

est la racine de l'équation

^ f{x) + a = o,

on ay"(a) + a = o, donc a = -—/{%); ainsi l'équation

f{x) -H a -f- /= o

deviendra

«/'(«) -• /'V) + . + « = o.

Or, si le coefficient /'(a) n'est pas nul, il est évident qu'en suppo-

sant i une quantité très-petite, à volonté, on pourra toujours avoir //

par une série très-convergente et toute réelle, car on aura d'abord

i

ensuite, en substituant cette première valeur de u, on aura

[
/•Tlgi

et ainsi de suite. Donc a sera une quantité réelle, contre riiypothèsc.

Il faudra donc, pour que u devienne imaginaire, que l'on ail

f{y.) = o; alors l'équation deviendra

et la première valeur approchée de u sera

v/-
11

7>)
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lai|uell*' ser;i n-flli' ou iiiia^iiiairc, suuaiil i\uv J [7. , sera iiiif i|iiaiitilf

négative ou positive, puistjue / est supposée positive.

Si le premier ternie île u est réel, il est aisé île voir ijue tous les

autres le seront aussi; par conséquent, toute la valeur de u sera

réelle. Si le eoellieieiit /"'(«) csl positif, le pninier ternie de u sera

iina^'inaire de la tiiriiie

\/>

et lis termes 'suivants seiiint uris mi iina^'iiiaiies de la même l'orme.

de sorte que Imite la \aleur de u sera de la Inrme /> 1/ \ 1 . /> it y

étant réelles.

.Mais, si Ton avait en iiiéiiie lempsy""{x) = <>, alors, ré(|ualioii deve-

nant

7!Î-^<*'-^rTl-^'"'«'-*--'--^' = "'

il est aise de voir iiiie la valeur de // serait de iiuuveaii réelle, à moins

(ine le teiiiie (jui (diiruul // nr disparaisse et (|iir /"'*'(«) ne soit posi-

lir. ear. dans ce cas, on aurait

1 /» .
3

. 4 /'
4

•

mais, par le théorème démontré plus liaut (n°5), \ — i est réductible

à la ruriiii' rfi n \ i, m et n étant des quantités réelles; donc la

première valeur approchée de a sera de la forme /> + 7 \ — i , et les

teiines suivants seront aussi de la même forme, en sorte que toute la

valeur de u sera encore de cette forme, et ainsi de suite.

8. Il résulte de là cette conclusion que, lorsqu'une racine a de l'é-

quation
f[x] + az=o

est dans le passage du réel à l'imaginaire, on a non-seulement

/(a)-+-a = o, mais encore /'(a) = oet/"(a)>o, et que, si/"(a) = o.

on aura di- plus /"(«) = o et/"'(a)>o, et ainsi de suite. Or, en

28.
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faisant/(a;) + a — F(iF), on a

/'(^)==F'(^), f"[x]=Y"[x], ...;

donc, par ce qu'on a vu dans la Note précédente (n" 4), /'(a) = o sera

la condition pour que la racine a de l'équation

f[x] + rt = o

soit double, /"(a) = o sera la condition pour que cette racine soit

triple, etc.

D'où il s'ensuit qu'une racine ne peut passer du réel à l'imaginaire

sans devenir double ou quadruple, et, en général, multiple d'un

ordre pair.

On prouvera de la même manière , en faisant a; = p + « dans l'é-

quation

f[x] + b — i — o,

que la valeur de a ne pourra devenir imaginaire, à moins que l'on

n'ait/'(p) = o et/"(p) < o, et, si/"((i) = o, il faudra de plus que l'on

ait/"(!î) = o 6t/"'(p)<o, et ainsi de suite; d'où l'on conclura que,

dans le passage de l'imaginaire au réel, la racine devient aussi double,

ou quadruple, ou etc.

Cette proposition n'avait été démontrée jusqu'ici que par la tbéorie

des courbes, ou comme une suite du théorème sur la forme des racines

imaginaires.

9. Maintenant, puisque, quand la valeur de V est très-près des

limites a et b, une des racines imaginaires de l'équation

/(^)+V=o

est nécessairement de la ïovme p -\- q \j— i , si cette racine n'est pas

toujours de la même forme pour toutes les valeurs de V comprises entre

ces limites, soit c la plus grande valeur de V pour laquelle x sera

de cette forme, de manière que dans l'équation

f[x) -^r = o

on ait X — m -\- n y- i , met n étant des quantités réelles, et soit
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m -h n \ I • // l;i \,iliiii- ili' .1 l(iisi|iif \ siTU (• -r- 1, i l'Iaiil niif (|ikiii-

litr (Misiiivi- rt Iri'S-pt'lili' à viilmitr. (lu aiiin ddiic

/(/M -»- /i y — i)-f-c — o, el /^m -4-
ny'~

-t- m) + c-+- I
— o;

il(\('lii|i|iaiil la valctii' ilf ii ilaii> la At'coiidc n|iiatiiin r( i'<'traiii'lianl la

|)rciiiii-i'i>. 1)11 aura

.Mais h's functiuiis «ii'rivôi's

f{m-i-n\f^), /"(/«-»- n v/~ ) .

m- coiiti'iiiinl (|iii' (1rs |>uissaii<'i's ili- r/i fi\ i, smil luiilcs irdiic-

tiMi's il l:i Iniiiii' /> '~ '/ \ — i; ainsi, en |ti'i'iiaiil des (|iiaiililt''S rrcllrs

M, N. I', tj ri(|ualinii pii'crdfiito dfvit'iidra

Donc la pifiiiii'ie valeur appiodiéo de a sera

M -I- N v'- 1
M^ + N^

et par conséquent d(! la l'orme p + q\'~ i, et l'on trouvera (lUe Ions

les ternies suivants de la série, (|u'on peut ifudre aussi convergente (|ue

l'on veut en prenant/ tri's-petite à volonté, seront aussi de la niènie

Ibrnic, (le sorte (|iie la série riiii('i'<' le sera aussi. Ou aura ddiic, pom

une valeur de / aussi pelilc (|ii'iiii vuiidra,

M ^ /+ i ^— i;

donc la valeur de a- sera

m -+- /• -f- ( /H- i
) v'— '

.

et par conséquent encore de la même forme p + q\'— i, contre l'Iiy-

potlièse. Donc il n'y a aucune valeur de V intermédiaire entre les

limites a et ^ pour laquelle la racine x ne soit pas de cette même

forme.
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Si la (oncûon /'{m + n \ — i) devenait ilulie, alors réquation en u

serait

^/"(m -4- n V'^) -4- ^/"'( '" + n V-^) -t- . . . h- / =: o,
•j

et l'on prouverait de même que la valeur de u serait toujours de la

forme p + q v — i - ("t ^'usi de suite.

Cette démonstration a l'avantage de pouvoir s'appliquer également

aux équations qui renfermeraient des fonctions logarithmiques ou cir-

rulaires, et, en général, à toute équation de la forme F(.r) = o, dans

laquelle la fonction dérivée F'{x) sera réductible à \a forme p -\- q \ — i,

en faisant x:=m-{-n\ — i, car alors toutes les autres fonctions déri-

vées F"(j"), F"{x), ... seront aussi réductibles à la même forme; mais

ce détail nous écarterait trop de noti-e objet.

10. Nous venons de démontrer que, dans les équations qui n'ont

que des racines imaginaires, il y en a au moins deux de la forme

p±q \J
— i; on pourra donc trouver les valeurs de /> et y par la mé-

thode du Chapitre II (u° 17), et l'équation sera divisible par

X- — npX -\- p- + q- =^ o
;

après la division, elle ne contiendra plus que les autres racines imagi-

naires, et, en y appliquant les mêmes raisonnements, on prouvera de

même que deux de ces racines seront nécessairement de la forme

pàzq \j— I , et ainsi de suite.

Quoique la démonstration précédente soit suffisante pour prouver la

vérité de la proposition dont il s'agit, on ne peut disconvenir qu'elle

ne soit indirecte et qu'elle ne laisse encore à désirer une démonstra-

tion tirée uniquement des principes de la chose. En effet, nous avons

déjà observé que toute racine imaginaire de la forme y^ + q\ - i sup-

pose le facteur réel du second degré

X- — -j-px + p- -i- q-;

ainsi la question se réduit à prouver que toute équation est toujours
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tlivisihle par «les facteurs rt-rls du prtiiiici- et du xinml di-ir, .i

.

roiiiiiif les équations iroii de^ré impair ont loujoiirs uni- r;nine léelli-

t't sont, parronsf(|Ufnt, divisiltli-s par un l'aclcnr réid du premier tlr^rr,

ee (|ui les rahaisse à un de;,'rt' moindre d'une unité, il s'ensuit tiii'il

sullit de considérer les équations des degrés pairs.

I I liiscartes a trouve que ré(|uation du (|uatrii'ine dej;ré

X* +- px^ -h qx -h r--~o

a ces deux lacleurs du second degré

x^ ±:yx -h- h il» 3: -^- — o,

la quantité V étant donnée par l'équation

;' -1- ipx ' 4- (/>- — 4 r)/» — 7« — o.

Donc, eoninie cette équation a son derniei- (ninr iicj^Miil, elle ;i inu-

jours nécessaiit-Mieiit une rjuine léelle (Cliap. I, m"3J; par eonsé(|ueiil.

les deux facteurs seront réels en employant celte racine.

llniMe a considéré eiisiiile re(|ii;iti()ii générale <lii sixii'nie degré

dans son Traité De rcfhictionc œt/italiuriurfi, inq)rinié ii la suite du

Commentaire de Schooten sur la Géométrie de Descartes, et il a trouvé

que cette équation est divisible par une équation du second degré,

comme
X- — yX -)- M =: O ,

dans laquelle le coefticientjy est donné par une équation du quinzième

degré et le coefficient m est une fonction rationnelle de v. Or, l'équa-

lidii (lu (juinziènie degré ayant néeessairemeni une racine réelle, ji

s'ensuit que le diviseur du second degré pourra tnujours être réel en

employant cette racine, de sorte que, l'équation se trouvant ensuite

abaissée au quatrii'Uie degré, on aura encore deux autres diviseurs

réels.

Hudde n'a pas été plus loin, et, comme il n'avait trouvé ré(|iiation

en V du quinzième degré qu'en faisant le calcul tout au long, il a dn
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senlir qu'il tomberait dans des calculs impraticables par leur longueur

s'il voulait traiter de même les équations des degrés plus élevés.

12. On trouve à la fin de VAlgèbre de Saunderson , imprimée en

17/10, après sa mort, cette remarque importante, que, dans le diviseur

x'^ — yx -\- it = o

de l'équation du quatrième degré, le coefficient y est donné par une

équation du sixième degré, parce que, ce coefficient devant être la

somme de deux racines de l'équation du quatrième degré, l'équation

en y doit avoir pour racines toutes les différentes sommes qu'on peut

faire des quatre racines de la proposée, prises deux à deux, et, comme

ces combinaisons sont au nombre de six, l'équation en y doit être du

sixième degré, comme Descartes l'a trouvé; mais l'Auteur n'applique

cette remarque qu'à un exemple particulier et n'en tire d'ailleurs

aucune autre conséquence.

Le Seur, l'un des commentateurs des Principes de Newton, a généralisé

ce résultat dans un petit Ouvrage sur le Calcul intégral, imprimé à

Rome en 1748. Il prouve par la tliéorie des combinaisons que, quand

on cherche à diviser une équation du degré m par une équation d'un

degré moindre n, les coefficients de celle-ci sont donnés nécessaire-

ment par des équations du degré

m [m — i]'\ni — •?.].. .{m — « -t- i )

i .x.'i. . .11

parce que, le diviseur devant avoir, ce (jui est évident, n racines com-

munes avec l'équation proposée, on peut former autant de diviseurs

différents qu'il y a de manières de prendre n choses sur /w choses; et

de là il conclut que toute équation du degré /jw + 2 est toujours divi-

sible par un fiicteur réel du second degré, parce que ce facteur dépend

d'une équation qui se trouve d'un degré impair et qui aura, par consé-

quent, une racine réelle; mais on n'en peut rien conclure pour la

réalité des diviseurs du second degré des équations dont le degré est
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lin iiomlirc (|iii u'rsl pas «h- lu Ioiiik' \n -r- j, |)airc i|iif les diviseurs

ili|iirHliiii ;ilnis ir('i|iialiiiiis di' (lrj;iés [»airs.

13. lùili r a aiiprofitiiili (cltc llit-orir daii.s un .Mciiioirc iinprinir iii

1751 dans If Hccncil des Mémuins de l' Acailt'mic f/c Hcrlin |imir l'annci-

i~'l<.)> *'t il s est atliK In- |)r'iiii'i|)alt*ni)'nt ii |ii'nti\ii' i|nr lonii- i''(|iiatiiin

iliin dc^ré fxprinir |)ai' nm- puissance de a est di'>i-iini|)osaldi' en deux

*-(|uations récllrs d'un di-^ré nniindii' dr la ninitic; |>(iur cela, il sup-

pose (|ui' l'ii|ualiiMi proposée esl piivée de son second ternie, ce ipii

lail (|iie le coenicienl du second ternie est le même avec des signes

contraires dans les deux équations dont elle est le produit, et il trouve,

par la théorie des conil)iiiais(Uis, (pie ce coellicieiil est donne par une

é(|nation d'un déféré iinpairemenl pair, (|ui nian(|ue de toutes les puis-

sances impaires, et tlonl le ileniirr terme esl le carré iluiie loiicliun

des racines de la proposée, précède du ^igne —

.

Kuler sii|ipose (pie celle l'oiiclioii des racines |)eiit touj(Hirs élre dé-

terminée sans irrationnalilé par les coellicients de réipiation proposée,

ei il en conclut que son carré est nécessairement une (piaulité positive

et iiue par conséquent ré(|uation (|iii détermine le ((lelliciciil dont il

s'ai;it a deux racines réelles; il arrive en ellét (pic cela a lieu lorsipie

l'équation proposée n'est que du (|ualiiciiie dej^ré, comme on le voit

par les formules de Descartes rapportées ci-dessus; mais, pour les

e(|iiarniiis (les (lei^ies pins élevés, il faut mie (léiiioiisliarKHi a />rio/i.

qu'Eulcr n'a poinl donnée, et (|iii esl inciiie (raiitaiil [dus nécessaire

(|iie celle 1(111(11(111, ne contenaiil pas loules les racines de la même

manière, ne parait pas déterminable par une l'onction rationnelle des

coeHicients, qui sont eux-mêmes, comme l'on sait, des fondions où

toutes les racines entrent également.

Euler considère, de plus, les équations dont les degrés sont exprimés'

par les nombres 2/, 4/, 8/, «étant un nombre impair quelconque,

et il trouve qu'elles admettent des diviseurs réels des degrés 2, '1,8

parce que les équations dont ces diviseurs dépeiideiit smit loules ilc

degrés impairs; de sorte que, par ce moyen, loule équation peut se

Mil. 29
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décomposer en équations réelles de degrés exprimés par des puis-

sances de 2; mais la difficulté de décomposer ensuite celles-ci, lors-

qu'elles passent le quatrième degré, reste en son entier dans la théorie

d'Euler.

14. On peut éviter cette difficulté, comme Foncenex l'a fait dans

le premier Volume des Miscellanea de Turin, imprimé en 1709, en ne

considérant que les diviseurs du second degré. Car, soit i^^i le degré

de l'équation proposée, v étant un nombre impair; si l'on cherche à la

diviser par une équation du second degré

X- — UX + \] ^ o
,

on trouve, par la théorie des combinaisons, que le coefficient a est dé-

terminé par une équation du degré

iV-viiV-v — 1) . , ,

^ ! ^^-îV^-^vliV-v — 1 = -îI^-'îD,
1

TA étant, comme l'on voit, un nombre impair.

Donc, si ;x = I, cette équation sera d'un degré impair et aura néces-

sairement une racine réelle; de sorte que, comme le dernier terme U

est exprimé généralement par une fonction rationnelle de a, l'équation

proposée aura un diviseur ralionnel du second degré et s'abaissera

par là à un degré moindre de deux unités.

Si
Y-

est plus grand que l'unité, on cherchera à diviser pareillement

l'équation en u par une équation du second degré, comme

u- — lu -H T = o,

et le coefficient l sera donné par une équation du degré

^ f.V- -ro '->> ' ro — 1=21^-0,

p étant, comme l'on voit, un nombre impair, et le terme t sera exprimé

généralement par une fonction rationnelle de /.

Donc, si |7. = 2, cette équation sera d'un degré impair el aura une
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fiicinp ri't'llf; <li>iii / cl 1' juiroiil ilt-s valeurs réclU's, cl rc(|n;ili(iii

«'— ut -i- T : <

ilniiiicni pitiiiw/ une v;ilciir rcillcdu inin^'iiKiirc de l;i Inniic/î ff \ i.

Dans le premier cas, « cl l seront îles (|iianlilcs réelles; dans lesemnd,

ces quantités senint iina^'inaires de la incnie rurnic, pnis(|uc V est une

funclion rationnelle de u. Mais ré([uation

.r- lix -T- L' Il

duiiiie

-'i-Vf^--

dune, |>ar la rédinlinn des radiianx in)aj,'inaires, cette valeur devien-

dra aussi de la l'iirnie /' -f- 7 \ — i

Si a est un nombre plus j^'rand (jue 2, on continuera le luènie 1 ;ili ni.

et l'on divisera l'éiiualion en/, du dej,'ré a"* -;, [lar mie e(|iiatiiiii du

second degré, comme
/= — 5/ -»- S = o;

on aura, pour la délerminatinn de .^, une équation du de^rré

1 étant, comme l'on voit, un nombre impair, et la quantité S sera

généralement une fonction rationnelle de s.

Donc, si >j.= 3, cette équation, étant d'un degré impair, aura une

racine réelle; donc s et S auront des valeurs réelles; donc réijuatioii

donnera pour/ une valeur réelle ou imaginaire de la l'orme/^ + Ç\~ '

Donc, dans l'équation
U- — (11 + 1 = o,

les coefficients / et T auront des valeurs réelles ou imaginaires de la

même lorme; et de là résultera aussi pour u une valeur réelle ou

29.
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imaginaire de la même forme /j -f- y s/— ' » comme nous l'avons vu

ci-dessus, parce que

donc enfin l'équation
X- — ux -\- U =0

donnera aussi pour œ une valeur réelle ou imaginaire de la même

forme.

Si [j. est plus grand que 3, on continuera le calcul de la même ma-

nière, et l'on parviendra nécessairement à un diviseur du second degré

dont les coefficients seront réels; et de là, en remontant successive-

ment aux diviseurs précédents du second degré, on trouvera que leurs

coefficients seront réels ou imaginaires de la forme p -\- q \ ~ \

,

jusqu'au diviseur
X- — MX + u ^ O

de l'équation proposée, lequel donnera aussi pour x une valeur réelle

ou imaginaire de la même forme.

Telle est la démonstration donnée par Foncenex; on voit qu'elle est

très-rigoureuse, en admettant le principe que les coefficients de l'é-

quation du second degré, qui est un diviseur d'une équation du

degré n, ne dépendent que d'une seule racine d'une équation du degré

"^" ~
• Ce principe est vrai généralement; mais j'ai remarqué de-

puis qu'il était sujet à des exceptions qui pouvaient mettre la dé-

monstration précédente en défaut. En eti'et, lorsqu'on cherche à rendre

un polvnàme d'un degré quelconque m divisible par un autre poly-

nôme d'un degré moindre n, soit qu'on fasse la division à la manière

ordinaire et qu'on égale ensuite à zéro chaque terme du reste, soit

(|u'ou multiplie ce polynôme par un autre du degré m — n et que l'on

compare le produit terme à terme avec le polynôme proposé, on par-

vient toujours par l'élimination successive, en prenant un des coeffi-

cients du polynôme diviseur pour l'inconnue principale, à déterminer

les autres coefficients du même polynôme par des fonctions ration-
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iifllcs (lo celiii-ri , rt i'iisnilf on liniisc, |>:ir les siihslitutions, um-

équation on il n'y a [iliis i|nc «flui-ti irinconnue ri t»ii l'ini-onnui*

nionif an dr^'ir

/Il m — 1 1 (m - - 1 ... w — « -» I
^

i.a.i. . .n

riiiiitin- nii l'a i|ii |iins haut.

1.'). Mais, s'il aiiivi' i|m' n'ttf tM|ualion ait deux ou piusicurs racines

éfîaU'S, alors, ii moins (|ii(; les valeurs des autres coellicienls (jni répon-

di'iil à cis iMiint's (••,'ales ne soient aussi éjjales, ce i|iii n'a lirn (|in-

lors(|ue le diviseur i>l liii-iiiriiH' un diviseur donlile ou triple, clr.. il

est visible ([ne ees valeurs ne peuvent plus être exprinn-eseu lonelions

rationnelles de ees mêmes racines , mais (|u'elles doivent (li'|iendre

ellts-ménies d'et|ualions du second, du troisième dej^ré, elc, sui\ant

je (le;;ré d'éjïalité des racines. Dans ce cas, en substituant dans les

rmiciioMs ralionnclirs Inmvccs uiii' des racines égab'S, les fonctions

deviernlionl iiulrlri niiiii'rs par rcNaiiniii^srniciil siiiiiillaiii' du niinii'-

lateiir cl du (leiKuiiiMateiii'. et, en irvciiaiil sur les éliminations, on se

trouvera arrête ii une é(|uation du second ou du troisième degré, etc.,

parce (|ue l'étiuation à laquelle il faudrait la comparer pour l'abaisser

à un degré moindre sera identique avec elle. (]'est de quoi l'on peut se

convaincre par le calcul, et nous en donnerons dans la Note suivante

une démonstration générale. Comme la même dilTicullé peut se présen-

ter dans liiiilcs les eliminalions. je suis bien aise d'appeler rallmlion

du iecleui' sur ce point, pour qu'il ne se trouve point embarrassé dans

l'occasion.

On voit que cette circonstance peut mettre en défaut la théorie que

nous venons d'exposer.sur les diviseurs du second degré, car, lorsque

ré([ualion d'où dépend un des cocIRcients a des racines égales, l'antre

coellicient, en employant ces racines, dépendra d'une équation d'un

degré égal au nombre des racines égales, et qui par c()nsé(|iient, si

elle n'est pas d'un degré ihipaii, demandera de nouvelles comliiiiai-

sons poui' pouvoir s'assurer qu'elle a une racine réelle de la forme
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p-^q V^ ; et, si l'on ne voulait pas employer ces racines égales, alors,

en les éliminant par la division , on aurait une équation d'un degré

moindre, à la vérité, mais qui ne serait plus exprimée par un nombre

de la même forme i"'"'u ou 2"' -p, etc.

Si l'on considère, par exemple, la formule trouvée par Descartes,

pour la résolution des équations du quatrième degré, que nous avons

rapportée ci-dessus, et d'après laquelle nous avons conclu tout de suite

que l'équation est toujours décomposable en deux facteurs réels du

second degré, on voit qu'il y a néanmoins un cas qui échappe à cette

conclusion : c'est celui où l'on aurait ^ — o, car alors la réduite en v

a deux racines égales v = o, et, en employant ces racines, le terme

— du facteur du second degré devient -•
>) ^

"
.

, .

On pourrait employer d'autres racines; mais l'équation en r, étant

divisée par j-, devient

y •
-t- ipy"- + />- — 4 r r^ o,

laquelle étant de nouveau du quatrième degré, et son dernier terme

n'étant pas essentiellement négatif, la difficulté est ramenée au même

point. Ce n'est pas que dans ce cas particulier on ne puisse prouver,

par ces formules mêmes, la réalité des deux facteurs; car, si p- < /)/•,

le dernier terme de l'équation en y sera négatif, et par conséquent il

y aura deux racines réelles. Si/>->4r, alors l'équation proposée,

devenant, à cause de y = o

,

X'' -'r p-x"^ 4- 4'' = 0>

aura les deux facteurs réels

a;- + ^ =c V /ÇV^
16. Ces difficultés ont occasionné les recherches que j'ai données

sur cette matière à l'Académie de Berlin en 1772, et dans lesquelles

je me suis particulièrement attaché à compléter la théorie commencée

parEuler(*).

(*) OEiwres de Lngrange, t. III, p. J79.



!)!> r(,U VTlnNS MC i:iUl InlTS. îm

J'ai ili'inoiitrc tl'iiiif iiciiiii-rr li^ouiru.se (|»r, si l'on veut ilt'-ioiii-

|«)scr lin polyiniiiif du i\v^\(' 2'" en di-iix pnlviKUiics du ^\^'^•l^^ 2'" ',

Iris i|Ui' n tl;tiit a™ '

)

M x"-« -4-N x*-»-+-l» X" '-. ....

l'f l|ll illl las.si'

./ M M,) + A(N -N,j-+-c I' 1',

«, A, 1-, ... l'tant di's (|uantitt''s f|iii'I(()iH|ii('> , un |i()iirr:i dt'lormiinr

gi'Ut'ralriuciil les cocriiciciils .M, .\, I' .M,. .\,, I',. ... dis dciiv

polviiruiics par îles roiirtioiis ratioiiiudlcs de //. et (|ui' Inn Ikhim'i;!

|)uur // uni; ('quatidii d'un di'^'n- iiii|i:iii'i'iiii'iil p:iii', n\i\;iiil i|iir des

puissancr.s paires di' u , diuil ]< cliiniii- Iciiiir sera cssontirllrinriil

iK'jiiitir; l'I, il cause des arliitiairi'S a, h, r mi pcimr;i Imiidiiis |-iirc

en sorte (jue le dernicf Irrnir de i rlli- i'i|iialiiin ne soit pas nul. ce i|ui

lui donnerait les deux racines égales u =; o, ni (in'cllc ail d'anlrcs ra-

cines égales. De siutc (|u'un sera toujours assure d'avoii- par lii des

valeurs réelles pour les eoel'lieienis dont il s'agit, et par conséquent

de pouvoii' décom|)oser l'équation (lu degré 2'" en deux du degré ?."' ',

et ensuite cliacuiic Ar celles-ci en deux du degré 2'" -, et ainsi de

suite, jusqu'aux cipialions du si'cond degré.

A l'égard des équations du degré 2'"/, / étant un noinlire impair.

Euler avait trouvé qu'en employant un diviseur du degré ?.'" lUi loinhe

dans une c(|ualion d'un degré impair pour la (leleriiiinaliuM il'iii: i|nel-

conque de ses coel'ticients, et j'ai remarqué que, si elle a des racines

égales, les racines doubles, (juadruples, etc. pourront être éliminées,

parce ((ue ré([uation restante sera encore d'un degré impair, il que les

racines triples, quintuples, etc. pourront être employées dans la dé-

tenuinaiiou des autres coefficients , parce qu'elle dépendra alors d'é-

quations du troisième, du cinquième degré, etc., qui aiinml, jtar

conséquent, toujours des racines réelles.
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17. De cette manière, la décomposition des équations en diviseurs

réels du premier et du second degré était rigoureusement démontrée;

mais Laplace a donné depuis, dans les Leçons de VÉcole Normale, un

moyen plus simple d'établir cette vérité, en partant de l'analyse em-

ployée par Foncenex. Au lieu de considérer simplement l'équation qui

détermine le coefficient u du diviseur quadratique

il considère l'équation qui détermine la quantité ii + a\], que je dési-

gnerai par M|, a étant un coefficient quelconque. Cette équation sera,

par la théorie des combinaisons, du même degré que l'équation en a.

Donc, si l'équation proposée est du degré 2v, v étant impair, l'équa-

tion en «, sera d'un degré impair et aura toujours une racine réelle,

et, comme on peut donner à a une infinité de valeurs, on aura une

infinité d'équations qui auront toutes une racine réelle. Parmi ces

racines, il y en aura nécessairement plusieurs qui se rapporteront au

même diviseur. Soient a, p deux de ces racines, et a, b les deux valeurs

du coefficient a; on aura

d'oii l'on tirera les valeurs de u et U, qui seront par conséquent

réelles.

Si l'équation proposée est du degré f\v, v étant un nombre impair

quelconque, l'équation en m, sera du degré 2nj, w étant aussi un

nombre impair. Cette équation aura donc, par ce qu'on vient de dé-

montrer, un diviseur quadratique réel de la forme

u] — /«i -4- T =; o,

qui donnera pour u^ une valeur de la forme a -i- A \J
— i , et, en donnant

à a une infinité de valeurs, on aura une infinité d'équations en ?/, dont

chacune aura une racine de la forme a -i- Ay-- i; parmi ces racines,

il y en aura nécessairement deux qui se rapporteront au même divi-
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si'iir; tri les di-si^iiant par x -f- A v
— ' el {4 -+- B \ - i , il |i;ir a , l> |t>

• îfiix valt>tirs ilr tt i|iii y n'-poiulfiil. un ;Éiiia

M-f-aU-a- Av . " -+- Al! t=p^ Bv":

donc M ot r S)-ront riiiii' l't l'autre (II- la loriiir// • y \ i . cl la valeur

de X, lirée de rei|iiatniii

.T'' - iix -h L --
(>,

sera eiicure de la iiiêiiie tmiiie. Dmir, luule é(|iiatiiiii du de^ré \t aui;i

deux racines de la loi iiie /; J c/ \ i, et par c()nsé(|iieMt un diviseur

réel du second dejjré, et ainsi de suile.

dette démonstration ne laisse rien à désirer comme sinijde démons-

tration; mais, si l'on voulait résoudre eireetivemenl une écpiation

donnée en ses l'acleurs réids de deux dimensions, il serait comme im-

possible de suivre le |U(ii ede indi(|ué par l'analyse (jue nous venons

d'exposer, dépendant cette résolution est nécessaire pour trouver les

iDiicrniiis |iriinilives ou les intégrales des l'onclions rationnelles liac-

linnnaires d une seule varialde, et dii la suppose dans tous les Traités

de Cal( ni inlej,rral. Cette raison m'engage à m'arréter encore sur cet

objet impoilant et à en l'aire le sujet de la Noie suivante.

VIII. 3o
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NOTE X.

SUR LA DECOMPOSITION DES POLYNOMES » UN DEGRE QUELCONQUE

EN FACTEURS RÉELS.

1. Je me propose démontrer dans cette Note comment tout poly-

nôme d'un degré quelconque peut toujours se résoudre en polynômes

réels du premier ou du second degré. En regardant un polynôme comme

composé d'autant de facteurs simples qu'il y a d'unités dans l'exposant

de la plus haute puissance de l'indéterminée, on voit clairement qu'il

ne peut avoir pour diviseurs que des polynômes composés de quel-

ques-uns de ses facteurs; d'où il suit d'abord que, si m est le degré du

polynôme donné, il pourra avoir autant de diviseurs différents du de-

gré n qu'il y a de manières de prendre n choses sur m choses, c'est-à-

dire, par la théorie des combinaisons, qu'il y a d'unités dans le nombre

m'\m — A[fn — 9.

1

... fm — « + i )

I . -2 . 3 . . . /t

que nous désignerons par [y. dans la suite.

Cette seule considération nous met en état de déterminer a priori les

coefficients du polynôme diviseur sans passer par les opérations

longues et pénibles de la méthode ordinaire, fondée sur la division ou

sur la comparaison du produit de deux polynômes indéterminés avec

le polynôme diviseur, et sur l'élimination successive des inconnues.

2. Soit, en effet, le polynôme du degré m

X"'— ax"'-' -+- bx'"'- — cx"'-^ +. . .±/),
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que nous supposerons coinposé des m l'acteurs .simples

X a, r — ^, X — •/, X -- S

Kn développant le pimluil de ces fiteteuis et le eomparant li'iiiif à

ternie avec le pi)|viir>tiif duiiné, un aura, eoiiiiiii' l'un sait,

a — x -*- ^ H- y -t-â -+-...,

b = at^ -h gr/ 4- (3/ -4- «3 -t- . . .

,

c = »^y -t- «^ -+- Py3 -t- . . .

,

fi = aP/i

Si l'un i'e[irrscnle i\<- im'iiic par

X" — px'>-* + qx"--~- rx"-'-H. . .dzit

un diviseur du même polynôme, ce polynôme diviseur ne pourra être

composé que d'un nond)re n des mêmes l'acteurs simples; ainsi l'on

aura, en ne prenant que n quantités parmi les m quantités «, p, y, ....

p = x -+-3-t--/-4-...

r=«;3-/

u = cc^y ,

Comme les coefficients donnés a, b, r, .... h sont des fonctions des

quantités a, 'p, y, ..., dans lesquelles ces quantités entrent toutes éga-

lement, et qui demeurent ainsi invariables en faisant entre ces mêmes

quantités tels échanges que l'on voudra, il s'ensuit que toute expres-

sion rationnelle de ces coefficients aura la même propriété; et, comme

les coefficients />, q, r, . . . , ii du diviseur sont de semblables fonctions,

mais seulement d'un nombre n des quantités a, [i, y, . . . , il est évident

que ces coefficients ne peuvent pas être exprimés par des fonctions

rationnelles des coefficients a, l>, c, ...; mais on pourra les faire dé-

3o.
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pendre chacun d'une équation dont tous les coefficients seront des

fonctions rationnelles de a, b,c en composant cette équation de

manière qu'elle ait pour racines toutes les différentes valeurs de p, ou

de <7, ou de r, etc., dont le nombre est égal au nombre [>. donné ci-

dessus.

3. Considérons le dernier coefficient u, qui est formé du produit

de n des quantités a, p, y, ... ; on aura

a|3y.. ., (3yô.. ., ocyô..., . ..

pour les différentes valeurs de u. Donc, si l'on forme un polynôme du

produit de ces facteurs simples

u — (x^y . .
. , u — [3-/0 . . . , u — xyo

.

ce polynôme aura la propriété d'être une fonction invai'iable de a, fi,

y, ..., indépendamment de l'indéterminée u; par conséquent, étant

développé, tous ses coefficients auront encore la même propriété.

Car soit ce polynôme

uv- — kuv--^ + ^uV- - — CmH--3 _,_. . .rh V;

on aura

A— a(3y . . + (3yâ . . . -f- xyô ... + ...,

B — x^y... X (3yô. . + a-/ô. . . X ayo . . . + (3-/o . . . X ayô. .. + ...,

• •••!

V = a:,3y. . .X (3yô. ..y<ayè. . .X. . .,

où l'on voit que les coefficients A, B, C, ... sont en effet des fondions

invariables de a,p,y, Or, on sait que ces sortes de fonctions peuvent

toujours être déterminées par des fonctions rationnelles des coefficients

a, b, c, . .
.

, h.

4. En effet, on peut d'abord déterminer par ces fonctions la somme

des puissances d'un même degré des quantités a, [i, y, ..., comme nous

l'avons vu dans la Note VI (n" 1). Ensuite, si l'on multiplie ly?, somme
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des imissanccs a', par ia**, suiiiiik- îles |)uiss.iii('i's ».", li- |iriiiliii(

ix^Xix'' sera ôj?;»! à ix'*'' -f- ix';if : ainsi Ion aura la soinim- «les

IfrMH's 7.' -.' ail iiiuycii «le cclli' îles |)iiissaii('f.s. On Iritiivi-i-.i |i;irfillc-

nii'iil

ainsi IDn aura aussi ii-ttf ilerniiTt* suniiin- en l'unclion îles stHonics

(It's pnissani'os, oi ainsi df suite.

.Maintenant il est facile «le voii'<|ue tunic tuiicliitn rationnelle el inva-

riable des i|uarilités x, 'i, •, ... m- |niil être l'oinni' <|in' ilune ou |>lii-

sieurs sommes des foriins préeedejiles; elle pourra donc toujours être

dt'terminée en fonetion des eoellicieuls <i. If, c

C'est là un des principes les |)lus féconds de la lluMU'ie des é(|na-

tions. .Newton, cl lon^'leinps avant lui .Vlltert (ïirard, avaient donné la

manière de déterminer la somme des puissances des racines d'une

éiiiialinii par des fonctiiuis de ses coeflicients. [l'ovcz, dans l'Ouvrage

d'.Mltert Girard, iiililulé liiwnlion nouvelle en .Mf^èhrc rt imprimé à

Aiiisiciilaiii CM iG.îQ. l'exemple sccniid du llicniiine second. lùiier,

dans les .Mémoires de iAcadémie de heiiin pour l'année i -/|8, el (Iramer.

à la lin de son Introduction à l'analyse des lignes courbes, ont l'ail voir

que l'on pouvait toujours déterminer par les coellicients d'iiiu' é(|iia-

tion les sommes des produits de sî's racines, prises deux à deux , trois

il trois, etc., et élevées à dillérentes puissances, et Wariiig a donné

ensuite des formules générales pour trouver ces sortes de fonctions

des racines; mais, dans les cas particuliers, il est pciit-étrc plus simple

d'employer la méthode iiiili(|uée ci-dessus.

5. A l'égard des coeiticienls A, B, C, ... du polynôme, mi pourra

les calculer de la manière suivante.

On commencera par déterminer les sommes des puissances par ces

formules
2a = a,

'Lx-^=a1c/. — ib,

I«^ = fl2a2-6Ia-*-3c,
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Ensuite on cherchera les termes w'™" des séries

2a=[3-^x2a-
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Donc. |)ttisi|iu-

m III /H — /» -t- n
u = »
'

. . /»

DM 1\{IVI\

{m — i){m m-i-n — t)
V= —

: -f
t ' . Il I :

l'I \a valeur «li- \ si m //'.

Ayant ainsi la vali-iir Au ilcinicr i-oi>t1i('1<-ni \ liii pnlviioin*- i-ii ii, on

pourra se fonlfutt-r ilo calculer dirccUMncnl la juciuilii' moitié ilcs

coetllcicnls A, H, C. ... de ce polynôme. Car soient T. S, It, ... les

termes (|ui preccilciit le dcinicV \ ; il e>l facile de voir (|u'on aura

V «'^y.-. ^'/^••- sr/ô...

(1r. .si l'on dcsij;ne par [n) le coeniiieiU de la puissance a" dans le

pidynome donné, on aura aussi

A ot^y . . . jS'/o . . . ayo . .

Donc -rr = V-' et par conséquent 1 =^-~-

Ensuite, si l'on désijfne par^.y", e, ... les coerficieiils du polynôme

donné (jui prcci'dont le dernier /i, lorscju'oii aiM;i Irouvé l'expression

de B en a, f>, r, ..., il n'y aura qu'il y cliaiiger n en ^5 /> en j->

c en ^» etc., pour avoir la valeur de ^, et, faisant les niênies cliange-

nients dans l'expression de C, on aura la valeur de ^f» et ainsi de suite.

Ayant ainsi formé le polynôme en 11, si on le fait égal à zéro, on aura

une équation dont les racines seront x';!>y..., |iyî^..., ayîî..., ... et

qui servira, par conséquent, à déterminer la valeur de a. Il ne restera

donc plus qu'à trouver les valeurs de tous les autres coefficients />, q,

r, . . . du polynôme diviseur.

6. La manière la plus simple de trouver ces coefficients est de faire
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la division actuelle du polynôme

par le polynôme
X" — px"-' -i- . . .±11,

jusqu'à ce qu'on soit parvenu à un reste dans lequel la plus haute

puissance de ^ soit moindre que a?"; alors, en égalant à zéro chacun

des termes de ce reste, pour qu'il devienne nul indépendamment de

l'inconnue a-, on aura n équations entre les n coefficients/?, q, ..., u,

et l'on pourra, généralement parlant, par ces équations, déterminer

les valeurs de p, rj, . . . en fonctions rationnelles de u. On aurait ensuite

l'équation même en u par la substitution de ces valeurs dans l'équa-

tion restante; mais, comme on ne voit pas de cette manière de quel

degré devrait être cette équation finale en u, qu'on pourrait même par-

venir à une équation en u d'un degré plus haut qu'elle ne devrait être,

ce qui est l'inconvénient ordinaire des méthodes d'élimination, nous

avons cru devoir montrer comment on peut trouver cette équation

a priori et s'assurer du degré précis auquel elle doit monter.

Par la même raison, nous croyons qu'il est nécessaire d'avoir une

méthode directe pour trouver les expressions des coefficients yo, cj, ...

en M et pour être assuré que ces expressions peuvent toujours être

rationnelles, excepté les cas particuliers où elles doivent dépendre

d'équations du second ou du troisième degré, comme nous l'avons

déjà observé dans la Note précédente. Voici donc comment, en suppo-

sant l'équation en u, on peut avoir la valeur des coefficients p, g, ...

en fonction de //.

7. Je considère que, la quantité .r étant indéterminée, on peut mettre

X — i h. la place de x, tant dans le polynôme donné

X'" — ax'"-' H-. . .

que dans le polynôme diviseur

X" —px"-' -H. . . .
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[';ir ct'lli' .siil)slitiitioii. If |mmu r de ir> |ii>|\ iiiniii's »lfvifii(li:i

i>ti l'iiii ;iiir:i

rti II -+- mi

,

, , mim — i) ^
O, =:: U- III 1 m -»- — #ï,

. # 1
1 • . wi — I

) ( /n — n ) .. m (m — I
) ( #n — » ) ..

a a, 1

// ,
-: /» -u ^'/ -J- /"/' — **l* -t- . . . ,

ri It- .sfCDiiil |iii|\ iiiiiiic (li'\ ii'tiilr':i |i:ii'i'il|i'iiii'iit

.r" ;;,x" ' -t- <;,x" 3— . . .±«1,

«n luisant

p,=p^ ni,

, . Il' n — il
.

,

(], = q -h ' n — I ip/ J /-.

/( -I « — ?.) ., nfrt — i)(n — al.,
/•( =r-f- ;n — a;Ç/ -- —^;>/-H ^ i-^— i\

II, z= M -i- // -i- si- -4- r/' -+-... .

D'où l'on priit conrliirt' que, si dans l'équation en u

iiv-— kuv- ' -+- BhIa-2 — .. .zi: V = o,

dans laquelle les coefticienis A, B, (], ... sont des fonctions de a , b,

c //, on substitue respeetivement a,, ù,, c h, au lieu de ees

(]nantités, la valeur de « deviendra celle de u,, quelle que soit la va-

leur de /. de sorte que, en développant les termes suivant les puissances

de /, il faudra que la somme de tous les termes multipliés par une

même puissance soit nulle, ce qui (luiiiit ra plusieurs équations, dont

chacune servira à déteiniiiier un des coefdcients /, s, /•,... p;tr les pré-

cédents.

Mil. 3t
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8. On pourra même trouver directement ces équations par l'algo-

rithme des fonctions dérivées. En effet, si l'on met partout — à la place

de ;', il s'ensuivra des formules précédentes que, a devenant a + i,

b deviendra
, m — I . m'\m — 1 1 .

,

b + ai ~\ — i-,m 11)1-

c deviendra

m — 2 , . (m — !Wm — i] .„ mim — i][m — a 1 .„

m nin- i.iin^

etc., et enfin u deviendra

l . 5 ., r .

u ^ i -{ i - H z ' + . . . .

ni m- m'

Donc, si l'on regarde, ce qui est permis, les coefficients h, c

h et u comme des fonctions de a, et qu'on se rappelle que, a devenant

a -\- i, toute fonction de a, comme u, devient

i- • i^
u -^ lu -\ u" H u'" -\' . . .,

2 i.i

on pourra supposer

ni m-

m m- m-'

„ ni — 3 ,„ (
//) — 2 1 ( /?) — 3 ) , „,, ( /» — 1 1

i
m — 2

) (m — 3
)d = c, d = o, d = -!— a,m m- nf'

j,v_ r»{'n — t){m — i){m — 3]{m — i]
^ d' = o

I „ is ,„ 2.3r
<( = — , « = —- î u =

ni m- ni''

et il n'y aura plus qu'à prendre les fonctions dérivées successives dt

l'équation en u et y faire les substitutions précédentes.
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9. Su|>|njS()iis

/ »(•' — \ «'^ ' • Wii.' 5 - C.iii' ' -^ . . .rt V,

rii SDilc i|iii' Z : o soit rt>(|iialioii )|iii ilitii iniiic l.i v;ilriii ilc // ; itltc

(|ii;iiililf Z, cliiiil rr^arth'r iiiiiiiiH- mie runclioii dr n, iluniicia Irs ciiiia-

lioiis dérivées
Z - II, Z" : o, Z" - o, ....

Mais, pour pouvoir <listiiif{Ui>r dans ces fondions ee qui esl dû en

parlieMliiT aux variati(Uis des (juaulités <i, h, r /( el //, iums re-

présenterons en général, ii riiiiilatinn de ce iiiTon pralicpie dans le

ealeul i|ii'on a|i|Hlli' aux di/fcrenccs parlif/lcs, par
( ;)> (r^)' (t)'"'

les eoellieients des fonctions dérivées a' . //, r', ... dans l'expression

lie Z', par (-7^)' (-/;)» (/ u)'
'• '*'** eoeflicienls des (|uanlilés « -,

(ï fj ,
//-, ... dans l'expression générale de Z , et ainsi de snile, el

nous appellerons de nniiie ces fonctions funnio/is dcrivces parliellcs.

Lorsque a est la vaiial)le principale dont les aiilres sont (mi pcnveni

èlrc censées fonctions, on aura a' — 1 ; mais nous retiendrons la Iclhe <i'

sous les lettres Z'. Z . ... pour représenter en général les coefiicients

des ternies de Z', Z". ... i\n\ ( uniicndraient cette même lettre, si a était

une fonction quelcon(|n(' trune autre variahle principale, et pour dé-

noter par conséqueiil ci' (|ni esl dû en particuliei' à la variation de a.

Cette notation est plus ncllc cl plus expressive que celle que j'ai

employée dans la Théorie dis fondions, en plaçant les acccnis diiïé-

remmenl, suivant les différentes variables auxquelles ils se rapportent.

En la substituant à celle-ci, ralgoritlinie des fonctions dérivées con-

servera tous les avantages du Calcul dill'érenliel, et aura de plus celui

de débarrasser les formules de cette multitude de d (\\\\ les allongcnl

et les défigurent même en quelcpie façon, et cpii rappcllcul conlinucl-

lement à l'esprit l'idée fausse des inllniiiient petits.

10. On aura ainsi, en regardant toutes les quantités r/, h, c, ....

3i
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/; et H comme les fonctions quelconques d'une variable primitive,

et, prenant de nouveau les fonctions dérivées,

/ Z" \ , ,
/ Z" \ ,, , / Z" \ , ,

(Z"\ ,.,

\u'u j \b u j \c H / \"

et ainsi de suite.

Donc, faisant'

,
, m — I

, „ /// '/» — I ) , ,,, ,
m — '.

,

fl=i, a =o, ..., 0= a, 0= ——-

—

1 b =^c^, c; = o.

comme nous l'avons trouvé ci-dessus, on aura les équations Z'=(),

Z"= o, . .
. , savoir

« / \ /; / m \f / m X'^ J '»

7J\ m[m — i) i'7J\(in — ^][m — 2) jZ'\ -xs

l?
a

b' j ni- \c' / ni-
'"'

\'t' I m-

\a -j \<c J m
y = o

,

m — I / Z" \ m — a ,
• rt +— r- b -f-

[ \au'j m \b'u' tu- \c u J m-

Il-\ il
u' - in-

et ainsi de suite, dans lesquelles les fonctions dtsivées partielles

seront des fonctions connues de a, h, c, . . . , u.

V)' iPi'
•• (S)- {^
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l.n |Ht'mil'ii' i-(]ua(u>ii tloiiiina diMic hi valeur ilr /. la s(>(-oii(lc dnii-

ilcra ttllc (le v. t'tr., i-ii roiithitiis ralioiiiicllfs <lr <i. />, c, .... //, ii iiiiiiii>

que la loiicliiui partirllc / ';j no (IrviriiiH- iiiillc. aiii|iii'l cas la iiivmiiTi'

équation ne coiilicihlra |ilii> /, ni la ^fioiidc s, clc. Dans te cas donc,

il raiitlia tiiiT la \alciir i\f i ili- la seconde é<|iiati(in, dans la(|tielle /

ninnie an secdnd ilej^ié. et les e(|iiali(ins suivantes doiineriint alors les

valeurs de s, r, ... par des rciiirliniis rationnelles. Si la runctinii déri-

vée (-^j était aussi niillr. reiiiialion m / ne serait pin-- i|iic du |ire-

mier de^'ré, et, si la somme des l'ointions (|iii multiplient / était nulle

eu même temps, la (|nantilé / disparaîtrait de la seconde é(|iiation el

ne pourrait être donnée t|iie par la troisii-oje, on elle iiM)titrtait an troi-

sième degré, et ainsi de suite.

Or, la l'onclion |)arlie||e l'A est égale à

aiiv- > — [u— i] \.uv--- -h [y. — i)BuV'-^

et I un v^nl (pie 1 ('(jualion

i^) =
°

reiifei'nie les conditions do l'égalité des racines de l'écinalioii

Z:=o.

D'où il s'ensuit que, si cette équation a des racines égales, et qu'on

emploie pour la valeur de u une des racines égales, en soitc; (lue la

l'onction
(

',| devienne nnlle en même temps que Z, le coefficient /

dépendra alors d'une é(ination particulière du second degré, et, par

conséquent, tous les autres coenieieuts du polynôme diviseur dépen-

dront à la fois de la résolution des deux é(|nalions en u et en /. Nous

en avons donné ci-dessus (Note précédente, n" 13) la raison niéta-

pliysique tirée de l'égalité des racines; mais on en a ici une démons-

tration analytique rigoureuse.
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11. Une conséquence essentielle qui résulte des formules précé-

dentes, c'est que, tant que la fonction i—j ne sera pas nulle, tous les

coefficients /, s, r, ... seront donnés en fonctions rationnelles du coef-

ficient//, et que, par conséquent, cela aura lieu nécessairement lorsque

l'équation en u n'aura point de racines égales, ou du moins lorsqu'on

n'emploiera pour la valeur de u que des racines inégales.

Or, j'observe qu'on peut toujours faire en sorte que l'équation en u

n'ait point de racines égales, à moins que le polynôme donné n'ait

lui-même des facteurs égaux; mais, comme on peut éliminer ces fac-

teurs d'avance, on pourra toujours supposer que tous les facteurs de

ces polynômes soient inégaux. Cela supposé, si l'on substitue dans ce

polynôme af — >. à la place de x, ce qui changera les coefiicients a,

It, c, . . . en
a -1- ml,

I I \ 1 /» f w — 1 ) .

,

les facteurs du nouveau polynôme seront

X — y. — 7.,x — [3 — X, X — y — ).,...,

c'est-à-dire que les quantités a, [i, y, . . . deviendront

Donc les racines de l'équation en u seront tous les produits pos-

sibles de n quantités prises parmi les m quantités y.~\-\, P -)- ^.

,

Y
-+- 'X, . .

.
, et il est clair que deux de ces racines ne sauraient devenir

égales, à moins qu'il n'y ait deux produits égaux de deux ou de plu-

sieurs dimensions, formés de ces différentes quantités. Or il est visible

que, tant que les quantités a, p, y, ... seront inégales, on pourra tou-

jours prendre 1 de manière qu'aucune de ces égalités n'ait lieu; car,

en considérant, par exemple, les deux produits

[a + l)[p + l] et [y + l)[è + \).
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i|iii SI- iL-iliiisi-iil a

)—f- at-Hp)A-»- at^ Cl >'-•- y-i-d)X-»-y3,

Kii M>it qu'il ii'v :i (ju'uiic v;ilrur ili- "a (jui |iiiiss(' Ifs iciitirc i-^mux. il

i|iic pur r(insi'-t|iii>nt il y en aura um> iiitinili'' (|ui les ri'inlroiit iin'j;aii\,

il moins (|ue l'on ii'iiil

a -+. P — y -i- ^ pl a3 — yi

,

ri' qui cmiiorlrrait r»'galitô de i cl |'> avt'c •; cl S.

Il ru sera de inèuie des produits d'un plus ^'raixl uondire <le l'ar-

leurs, d'oii l'un rouelura, eu •j;éuéral, (|u'ou peut toujours Iranslornier

ainsi le polynôme primitif, en au^meutaul l'indéterminée .r d'une

quantité quelr'>iii|ur. <l>' manière ([iic l'e(|uation résultante m ii n'ail

point de racines éj^ales.

12. Nous venons de donner non-seulement la manièrp, mais les

l'ormuies mêmes par les(|uelles on pourra toujours trouver un diviseur

d'un de;;ré n d'un polynôme queleoncjue du degré m, et nous venons

de démontrer par ces formules que ce diviseur ne dépendra (jue de la

racine d'une seule é(juatiiiii du degré ;/, savoir

m m — j){in — a) . .
.

( n» — » -)- i

)

1 . 3 . 3 . . . ;t

Il suitira donc (|ui' celle é(|iiali(Ui ait une racine l'éelic poui' (juc loiii

le diviseur soit reci; mais, eomme il n'y a, en général, (|ue les é(|iia-

lioiis d'un degré impair, ou celles des degrés pairs dont le (lirnier

terme est négatif, où l'on soit assuré de l'exislence d'une racim- réelle,

il reste à voir (|iiellcs suiil les valeurs de ri pour lesquelles ces condi-

tions auront nécessairement lieu.

Quel que soit le nond)re m, il est toujours rédiiclilde ii la lonue 2^i,

i étant un nombre impair. Supposons n ~ ?}; on auia

•ïP/(9.P/ - (aPj - ?.)- •(*''' — î"* + ')

V. = 1

i.-2.i...af
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ou bien, ce qui est la même chose,

>iP;-(;,P/-0 (gP/- 9,].. (?.''/- -2t'+n
^

f'-" 3P(^P_l)(3P_^)...(^P_2p-hl)

et, divisant le haut et le bas de cette fraction par 2?, ensuite par 2,

par 4, etc., on aura

Comme le numérateur et le dénominateur ne contiennent plus que

des facteurs impairs, et que le nombre a est par sa nature un nombre

entier, il s'ensuit qu'il sera nécessairement impair.

Il s'ensuit de là que tout polynôme du degré 2Pj peut toujours avoir

un diviseur réel du degré 2?; le polynôme restant après la division sera

donc aussi réel et du degré 2?/— iP, savoir 2f(« — i); or, i étant un

nombre impair, i—i sera un nombre pair, qu'on pourra représenter

par 2'/;, k étant un nombre impair; le polynôme restant sera alors du

degré 2?+"^ et aura un diviseur réel du degré 2^^", et ainsi de suite.

Comme de cette manière tout nombre entier peut être décomposé en un

certain nombre de puissances croissantes de 2, comme 2? + 2?^" -t- . . .,

il s'ensuit que tout polynôme d'un degré quelconque pourra être dé-

composé immédiatement en un pareil nombre de polynômes dont les

degrés seront ces mêmes puissances de 2.

13. Il reste donc à considérer les polynômes dont le degré est une

simple puissance de 2. Faisons dans la formule générale de ;x

m ^11^ el 71 ^ — = ï'^

1
— o" Pi n — — — o'^ '

on aura

_ iP(9.P_,](o.P-a)...(.2P— gP' + l)

"~
I.-2.3...0.P-'

_ ^.P(,.P_i)(,.P_,.)...(.2P-^p-l+i)
~

CiP-' (2P-' - l) (2P^' - 2). . .(C>P'' - 2P-' + Ij'

divisant le haut et le bas de cette fraction par 2? ' et ensuite par 2,
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|)ur 4> •'(<. lin :iiii-:i

,1 P-

>

I 1 . . . i*^ — V r

y--
(a*" '-i)(a''^» — i)...(a''''-af' '

(loiiuiif Imis les lailnirs tlii iiiiiiuiJitiiir, :i ri-xci-ptinii ilii |iiiiiii»'r -.

ainsi (|iu> tous les raclfurs <lti (IciHUiiiiiati-iii-. suiil iiii|iaii-s, il s'eiisiiil

i|iii' le iiiiiiilin- y., (|ni est d'aillfiiis entier par sa nature, sera uécessai-

lenienl ilr \.\ l'ornie j.i, /étant un noitilire impair.

Cunsideions dans ce ras ré(|uatiiin m // : puiscpie le de^re du divi-

seur est la ninitié de celui du polynùaie, les raeini's de c rite e(|ii;ili(iii

seront tous les produits (judu pourra faire en prenant la moitié des

(luantités x, ['^, dont le noud»re est snpj)ose pair. Donc, piiis(|uc

le produit de toutes ces (pianlites est h, il s'ensuit que, si u est un de

ces produits paitiids, en seia un aulte; par e(»nsé(piciil , >i // est imc

racine de rct|ualioii dont il s'agit, - en sera une aussi, (lette équation

devra donc ileniiiirer la même, eu v substituant pour //.

Par cette sulislitution , l'équation

«!^— A«!^ ' -i- \iuv- - — Ciiv-^-k-. . .— Wiû -t-Sm- — Tm -t- N = o

deviendra, après avoir été multipliée par a'- et divisée par V,

AT . /(^S „ /('R , Iiv-^^C , Ai^ =B , Ai^ 'A Ai*

et, comme ces deux équations doivent être ideiiticpies, on aur;

, AT ,, A-^S „ A 'H
^—

S '
'5
= -y"' T^' '

mais on a trouve ci-dessus v =« , v étant = ^— z= ^ a cause de

m— 2/1, dans le cas présent), et par conséquent impair; on aura donc

T=:AA' ', S=BA'-=, R = CA'-', ...;

Mil. 32
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ainsi, en substituant 2v à la place de a et réunissant les termes égale-

ment éloignés du milieu, l'équation en u deviendra

„iv+ /,v_A(„2v ,+/(-.-.„) + b(m2''-2 -+-/(-'- = «=) -C («^-'-3 + /i-'-^ «')+...= o.

14. C'est la forme générale des équations qu'on appelle réciproques.

cl qui peuvent toujours s'abaisser à un degré moindre de la moitié.

En effet, en divisant l'équation précédente par iC, elle devient

Or, si l'on fait

on aura
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V \.

Il U V //

.

fCl = C-(v- I //A.

Kiisuite on a uni u tu i |i;n' rctiiialioii

«' — H^H- /i = o,

Ll(lllrllc (Idlilio

a

1."). Miiinlriiaiil nii \iiil ([ii'il siil'lil ilr ( ;i|i iilir (rnrcli'iiiciil la iiioillr

lies coelliciiMils A, H, (., ... de rtMiiialinn en //, ir (|ni icilnil le calnil

à la nioilir. Oii voil de plus (|ii<', coiiiiiic rcxposaiil y. est ilaiis le cas

présfiil un uoiiihir de l;i toriiic ?.t\ i riant iiii|tair, le iiomlin- •/ scia

impair, cl pai- consctiuciil l'équalioii en y aura nécessaireiiient une

racine réelle.

Mais, |i(uir (|iic // ait une \alcur réelle, il ne siiltit pas (|uc la valeur

(le 1' soit n'cllc , il l'a ut cnciuc (|iic \ \/i soit niic (|uaiilité positive.

(!ela aura lieu iiécessaireiucul l()is(|uc // a une valeur iiéi;ati\i'; ainsi,

dans ce cas, le polynôme du dei^ré j.'^ f^l résolulile par deux polynômes

réels du degré 2? '. I\Iais, si /i a une valeur positive, il i'aut voir île

plus si l'on |)eiit toujours trouver une valeur réelle de y, telle (]iie

10. Soit donc

qu'on substitue, dans l'équation précédente en y, \z-i-/{/i au lieu

de >-, on aura, après avoir fait disparaître le radical par l'élévation au

carré et ordonné les termes suivant les puissances de z, une équation

en ; du inéine degré v, laquelle aura nécessairement une racine réidli'

32.
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positive si son dernier terme est négatif. Or, puisque v est un nombre

impair, le dernier terme sera le produit de toutes les racines, pris né-

gativement; ainsi la question est réduite à voir si le produit de toutes

les valeurs de z est essentiellement une quantité positive, en supposant

que la valeur de /i soit positive.

.Puisque

z ^ y- — lit el r = j<H—

,

'' u

on aura

z ^ u- -i — îll = [ u
u- \ u

Or u a pour valeurs tous les produits qu'on peut ftiire en multipliant

ensemble une moitié des quantités a, [5, y, . . . , et nous avons déjà vu

que les valeurs de - sont les produits qu'on peut faire en multipliant

ensemble l'autre moitié des mêmes quantités; donc les valeurs de

u seront deux à deux égales et de signe contraire; par conséquent,

on aura toutes les valeurs différentes de :; en ne donnant à u que la

moitié de ses différentes valeurs, et il est évident que le produit de

toutes les valeurs de s sera positif si le produit des valeurs de u

peut être exprimé par une fonction rationnelle des coefficients a, b,

c, . .., car alors son carré sera nécessairement une quantité positive.

S'il n'y a, par exemple, que quatre quantités a, p, •-, î5, toutes les

valeurs de u seront

3c3, xy, aô, ;3y, |3o, yo,

et les valeurs différentes de u seroni, en ne prenant pour n (|ue

les trois premiers produits,

a^ — yo, «7 — pô, ao — [3-/;

l(> produit de ces trois quantités, étant développé, donne

a-'j3y/ô + ap-iyô+«py3a^_a(|3yâ3_5f2p2y2 -«ajâ^ô- — o^-y-à- - ''fi-y-o-.
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iiù l'on voit i|iir la piiiln' j)osi(ivp cl la partii- iir;,'alivi' >.iiit rlianiiic

une loiictioti invariable cl .syii)clri(]iic ilcs i|iiaiitilcs y., li,--, .^ . ci

[U'uvcnt parconst-qucnt cire dclcriiiiiiccs en </, />, c, f/ par les rorninlcs

données plus haut.

17. (iénéralisoiis maintenant ce résultai d ijcsijjnons, pour pins île

simplicité, |»ar !\ O, W. ... les ilillérents pimlnils qu'on peut l'aire

avec la moitié des (|uanlilés y, ['j. ••, .... eu y conservant une même

(juanlité y., et |)ar /*. y, /•, ... les produits formés par l'autre moitié

des mêmes (|uantilés, cl <|uc j'appellerai nTi/>ri)ffurs. Je vais d'abord

prouver (|ue les (|uanlites I', n. li. ... et liurs réci|)ro(|ucs />. 7, /. ...

iiiilenii. iil Imilrs les valeurs de //. ( >ii ;i \ii (|iie ces valeurs sniii ,111

nonilue de y., et, ;i cause de m — 2/1, ou a

an(^B — i)faw — a)...fre-t-i)
'^~

i.ji.l...rt

D'un nuire cùlé, couiiiie ou a supjtosé (|ue les ([uantilés I', (). \{. ...

conlieniienl toutes une même (|u;inlité -/., il est dnii' i|iii' le uomlire de

ces quantités sera celui de tous les pidduils (|u'nii pciii l'airr eu ne

prenanl (|ue // - i (|uantités sur 2n — 1 quantités; donc ce nouiltre sera

(in — i)(-xn — 1). . .(n-T- 1) /jl

I .2. . .(« — IJ -2

Donc, puisque les quantités P, Q, H, ... fornient la moitié de lunlcs

les valeurs de //, il suClira de lucndi'e ces quantités pour les dirréreiites

valeurs de 11, et />, q. r. ... seront les valeurs correspondantes de •

.Vinsi il s'agira de voir si le produit

{P-p)[Q-q][R-r)...

est nécessairement une fonction invariable des (juanlités 7., ;î.
•-

auquel cas on sera assuré (ju'il peut éli'c délerniiiié r:ili(iiine!leuieMl

par les coefiicients a, b, c, D'abord il est évident qiir luiiles les

permutations qu'on peut faire des quantités [i, y, ^, . . . iiiliv elles iic

peuvent que faire écbanger les produits P, Q, H, ... entre eux, et huis
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réciproques en même temps entre eux, de sorte qu'il ne peut résulter

de ces permutations aucun changement dans le produit

{P-p)[Q-q){R-r)....

Considérons ensuite les échanges de a contre chacune des autres

quantités fi, y, î^, ... ; il est clair que, en échangeant k en {i, celles des

quantités P, Q, H, ... qui contiennent à la fois a et ^ ne souflriront

aucun changement; il n'y aura donc à considérer que celles qui ne

contiennent point [i. Or, si P par exemple ne contient point [ï, comme

les deux produits P et p contiennent toutes les quantités a, p, y, . .
.

,

il s'ensuit que fi sera contenu dans p, et ainsi des autres; donc, par

l'échange de a en p, toute quantité P ou Q, etc., qui ne contiendra

poiut p ne pourra que devenir une des réciproques p, q, r, ..., qui

sont supposées ne point contenir a; ainsi P deviendra par exemple q,

et alors Q deviendra nécessairement />; donc P —/> deviendra q — Q,

et en même temps Q — q deviendra p — P. D'où l'on peut conclure

en général que, par les échanges de oc en fi, y, . .
. , les ditTérents fac-

teurs P — /j, Q — y, R — /, ... ne pourront que rester les mêmes, ou

s'échanger entre eux, en changeant en même temps de signe.

18. Maintenant, si l'on cherche le nomhre des produits P, Q, R, ...

qui ne changeront pas par l'échange de a en fi, ce nombre sera celui

de ces produits où a et p se trouveront ensemble; donc, le nombre total

des quantités x, ji, y, ... étant 2n et le nombre de ces quantités dans,

chaque produit étant n, le nombre des produits qui contiendront à la

fois 7. et fi sera celui des combinaisons qu'on peut faire en prenant

7/ — 2 choses sur 2/1 — 2 choses; par conséquent, il sera exprimé par

( 2 « — 1] ( 9. « — 3 ) . . .
( rt -+- 1

) _

j« — 2

comparant ce nombre au nombre v donné ci-dessus, il pourra s'expri-

mer par
vln—i
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Oc, le noiiihif Inlal dis i|u;ilililfS 1', tj, I!. ... cliiiil v, si l'uii fii ir-

• Il I
v{n ~ i

,

ti;iiiilii' 11' miiiihre — » on aiini

nv

xn

pour le iionil)i-e des produits !'. i.>. II. ... <|iii. p;ii ritliahfîc de a t'ii >, m-

(•|ian;<t'roiil dans les rt''(ipio(|urs/>, y. /. ... ; pai' consi'iiiu'nl, et' noiiilirc

sera aussi n-lui des racituis I' /^ (J y, U r (|ui rliaUfiiTonl

di' sij;ne par ce niriiii' irliaiij,'c; donc, (anl (|ut' n st'ia un nondiic pair,

fl par consi'{|Ut'nl tant i|ui' l'i'xposanl m= a/i sera une puissaïu'c de Jt

plus grandi- (|Uf j:, Ir Miiiiilin- dont il s'ayit si'ra nécessaircnii-nt |iair.

d'un il s'i'iisiiil i|iii' II' |iriiiluil Inlal

(P_^)(Q_ç)(R_r)...

ne cliangera pas par l'éthangi' di- x i-n [i; il en sera de nirrnc des aulrrs

t'i'hanges do x en •-, •'î

Donc enfin ir pntduil sera une fonction invariables des (juantitos

X, 'p, ••, . . ., et pourra, par conséciuent, se déteriniiier par des fonctions

rationnelles des coellicients fl, b,c, ... du polynôme donné. Donc l'é-

quation en :: du degré impair v aura son dernier ternie négatif; par

consé((uent, elle aura nécessairement une racine réelle positive (n^St.

En prenant celte valeur positive pour c, on auia

.'td e la

V-"»

donc

(>t de là

("-=)'

A
«

u

u \Z

u==U^:±s/\

o,

fl.
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quantité nécessairement réelle, puisque nous avons supposé la quan-

tité /* positive (n° 16).

Donc tout polynôme du degré aP, tant que p sera plus grand que

l'unité, soit que son dernier terme li soit positif ou négatif, pourra se

décomposer, par les formules que nous venons de donner, en deux

polynômes réels du degré 2?"', et l'on aura ces deux polynômes à la

fois en employant la double valeur de u. Donc, en combinant cette

conclusion avec celle qu'on a trouvée plus haut pour tout polynôme du

degré -x^i, on en conclura généralement qu'on peut toujours résoudre

un polynôme quelconque en facteurs réels du premier ou du second

degré.

19. En appliquant aux équations la théorie que nous venons de

donner sur la décomposition des polynômes, on voit qu'on peut tou-

jours résoudre une équation quelconque en deux autres équations,

dont les coefFicients seront réels et ne dépendront que de la racine

réelle d'une équation de degré impair. Or nous avons va dans le

Chapitre I qu'on peut tout de suite avoir les limites de cette racine par

la simple substitution des nombres naturels i, 2, 3, .... et que, ayant

les premières limites, il est facile de les resserrer à volonté par des

substitutions successives.

Ainsi, lorsque l'équation donnée est numérique, on pourra la ré-

soudre en deux autres équations numériques dont les coefficients seront

aussi exacts qu'on voudra, et, résolvant de même chacune de celles-ci

en deux autres, on parviendra enfin à des équations du premier ou du

second degré, lesquelles donneront par conséquent immédiatement

toutes les racines réelles et les racines imaginaires. De là naît une

méthode de résoudre les équations numériques qui est indépendante

de la recherche des limites entre racines et qui, à cet égard, parait

avoir quelque avantage sur la méthode des deux [)remiers Chapitres.

Mais, d'un autre côté, il faut avouer que, à l'exception de quelques cas

particuliers où la décomposition de l'équation est facile, cette méthode

sera impraticable par la multiplicité et la longueur des opérations
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iin'cllc [iiiii i|t'iii;imliT. Aussi l'ol)]»-! |)riii('i|i:il ilf (tllf NdIc i>I dr

|niiMMr it /irid/i \.i |K)ssiliililr ilf l:i ili'ioinposiliiiii il<'> |iiil\ mniu-s

tl (lis i'(|ii;iliiiii> III larteiirs ri-rls ilii |iiiiniiT mi ilii mtoihI iIc^iv,

ohjft i|iii n'iiviiit |iiis iMiriiir tir iriii|ili iliiiir iiiaiiii'if tlin'ctf cl inin-

|.li-|r.

Mil. 33
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NOTE XI.

SUK LES FORMULES D APPROXIMATION POUR LES RACINES DES EQUATIONS.

Nous avons vu clans la Note V que la méthode de Newton consiste à

substituer successivement dans une même fonction les résultats des

substitutions précédentes; ainsi l'on peut réduire en formule le résul-

tat général de ces substitutions.

1 . Soient

l'équation proposée, et a la première valeur approchée d'une des ra-

cines de cette équation. Suivant la méthode dont il s'agit, on substitue

a -h p à la place de œ, et l'on rejette dans le développement tous les

termes ou p monte au-dessus de la première dimension.

Par le développement connu des fonctions, l'équation F(a?) = o de-

vient

F(a)-i-/>F'(«) + ÇF"(a) +...= <),

et se réduit d'abord à

F(a) -hp¥'{a) = o,

d'où l'on lire

_ F(fl)

^ F'(«)'

Y [a]
Ainsi, a étant une première approximation, si l'on l'ait f' = —

t^,
—
y

on aura a + l> pour seconde approximation, et celle-ci donnera de la

,, . , Fi'rt + b] . , -,

même manière, en laisant c = — j^. -^ la troisième approximation
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ti -^ fi -f- c, fi ainsi ilr suilr; (le soilr i|iir la \al«nir ili* j- st-ra L'\|)riiiii'-i-

|iar la sfiii-

Il ~» It .- (• *- (/

Or je reniar(|iif (jiir. si h i>( nrn- •|iiaiilil(* lirs-prlitc, la \aliMii- ih

K a-^b) sera très-iu-lilc dr ronlio dr h-; lar le tlivt'lo|i|iiiii(iil ili

F(a -f- i) doiiiif

F,n; -+-AF'{al-f- *^F'(a) + ...;

mais h = — - : iliHic
r (/

F^rt 4- fc) — !• ./

a

<lniir. piiisniic r - ,„ , i la vali'iir de c scia aussi du rminr

ordir A-'. |)i' mriiii-, la vali'iir de F(a 4- ^ -f- c) scia i\v rindcc ilc c\

et par coiisc(|iiciit de l'ordre de /y'; car

Fffl-t-/n-c) = F(a-t-i) + cF'(a-f-ft) -t- ^ F"(«n- 6) -H. . . ;

F;rt~6;
,mais r = — — ~ -, donc

F'{a-+-6)

F(a -f- A + c) = - F", fl + A) -+-
• • ;

I
• j F ( rt + 6 + f '

, . . , •
1 I

• 1

donc, puisque rf= — j^tt
-. ,, la valeur de d sera aussi de I nrdre

' ' V [a -^^- b -i- c]

de b' , el ainsi de suite. D'où il s'ensuit que, si F(a) est une (|iiaiililé

tl'i'S-petite, les erreurs des ap|iniximalioiis

<i ~ b, a -\- b -^- c, a + b -i- c -r- i/

,

seront respectivement de l'ordre des puissances -,'.,
.'i,

8, . . . de F « .

Ce procédé est assez commode pour le caliul arillimélii|ue; mais, si

l'on voulait avoir une formule ordonnée suivant les puissances de V!a\

il faudrait développer successiveiiHjnt toutes les fonctions, et l'on trou-

verait la série

• 17/ ^
f"'>'*) uo, N ,

F'(«)F"'(a)-3F"=(«',,3,
« — TH-,

—tF a .-,,1, X F- a) H —
..

'

,,,—r—^— I-' a, -f-. . . .

33.
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2. On pouirait parvenir plus simplement à cette formule, en tirant

la valeur de p de l'équation

F [a) -^pr{a)-h'^F"[n) + i^ F"V) + = <>;

on aurait (l'abord

' F
(
fl

)
1'

(.
«

) L 2 2.3 ^ '

J

et l'on substituerait successivement les premières valeurs de/j dans les

((Mines qui contiennent/?-, /»', ...; ou bien on supposerait tout de

suite

/? = AF(«) + BF2(«) + CF3(a) +...,

et, égalant à zéro les termes affectés des mêmes puissances de F(a),

ce qui donnera les équations nécessaires pour la détermination des

coenicients indéterminés A, B, C, .. ., on aurait

AF'(a) + . = 0,

BF'(a) + — F"{«) = o,

CF'(a) -i-ABF"(«)-l-:7^F"'(«) = o,

d'où l'on tire

A =

't la série

F'(«)

2F'^(tf)'

F"^(^) ¥"'[a)

2-F'"(«)"^ i.:WHa]

« + AFi'rt) 4-BF-Ma] H- CF-'(«1 +•

sera la même que celle ([u'on a trouvée ci-dessus; ce qui prouve la cor-

respondance des deux métbodes.
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'.\. Mais DU [triil atiiMT ii n- im-iiu' irsiillal par mu niln m. ili.Ml.-

plus ilircrlf vi |)l(is uiiulvlitiiit'.

I.a iiiif.sliuii ruilsisir ù liifr île ri'i|ua(ii)ii

F ,1 -, ji ..

la valeur de /> t-n sérif. Jo |uiis rc^aiiliT la (|iiaiililr n ••iiiinnr um-

("iiiiitiDii (l'uni' auln- (|uauti((> v. cl supposer <|Ui' a tli-vicnui- a /<

lursipii' X (Ifvifudra 7 . /. Mun). iiiiiiiii'' >> ili'\ii-iil rii •.''•iirnil

. , /- , / ' „
a -f- ut -i a -f —— a

i j . 1

li»is(|ui' 7. (Icvicnl 7. -: /, lin aura

'-' , '* m
p = ia -i a -i :; a

1 >

coninit* la (|uaM(i(é x rs( imlclri iniuii', je puis la sup|)iiscr lilii' i|ii('

l'on ait F^a; = x; alors Va-i-p) licvicudra xi. cl ri(|nalinii

F\« -i-/>) — o sera z 4- / = <>, !a(|ut'llt' (Idumc sur-lf-diainp

/ = — a = — F ( a ] ;

(lo sorte (|ii'iiii aura

^ = _a'F(«)+^F"-(fl)-^FMa)+...,

et il n'y aura plus (|ii';i trouver les valeurs de «', o", à

Ces valeurs sont les louetious dérivées de a, considérée eoinuie

('onction de x\ or on a pour la détermination de x. en a ré(|ualioM

F(a) = x; donc, si l'on prend les fonctions dérivées relativement ii a.

en regardant a comme la fonction de a, et qu'on désigne, comme on

l'a fait plus li.iut. par F'(a), F"(a), F"'(«). • • • les fonctions dérivées de

F(a) par rapport à a, les fonctions dérivées de F(a), F'(a), . .. relali-

vement à x seront rt'F'(a), a'F"(rt) et l'équation F(a) = y. don-

nera d'aljord «' F'(a) = i, d'où l'on tire

F'(aj
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et de là, en prenant toujours les fonctions dérivées et substituant

cette valeur de a'.

a' F'" [a)



DES l.i.U \llii\s \l.(.i:iUUi.»rES. ni:\

suiviiiil les [)uissaiu-fs tic />; cl, si 1//^ i-l \ />^ ' sunt dniv Iriincs «oii-

si-ciitils, on ;iiii,i |iiuii l;i \;tltiir île /', d'aiit;!!!! |ilns exacte »nn' n-s

Ici'iiics scruiit |)liis cloi'jiics ilii ciiiiiiiicncciiiciit ilc la série.

Dans la niétliode ortlinaire, les Ici nies d'une série récurrente se jnr-

iiM ni les uns d'apri-s les antres; mais eelte nianii-re. ijui est très-eitni-

inode |Minr le calcul arilliniétii|ue, n'est pas propre à donner le Icrnu-

jîénéral en fonction des coellicients de ré(|nalioii, cl il tant pour cela

em|doyer d'autres moyens.

5. pour donner à cette reclierclie tonic la généralité dont elle e^l

suset'ptilile, je vais considérer la fonclitui fractionnaire

M— X +/(*)'

dans la(|iielle je siijipose cpie fx) et 9(0--) sont des fonctions de a-

(elles que
f^x] — A H- B j: + Cx- -+- Dx' -(-...,

9(.r)-=P-t-Qjr+ \\x-+ Sx^ +

Je représente par

la série résultante du développement de cette fonction suivant les

puissances de a:, et je me propose de Iroiiver l'expression du cnclli-

cient [n] de la puissance a;".

Je commence par développer la fondioii suivant les puissances de

/" J7j ; j'ai la série

o[x) o [x)f{x)
^
0[.T)r-[x)

^

u — x [u — x]- '\u—xY

Je considère chacune de ces fractions en particulier, et je clierclie les

termes multipliés par x" qui peuvent résulter de leur développenieiil.

La fiaction donne la série connue
« — x

I X x"^ x'^
--f-— -i-— 4--r-t-..,
H II- K' m*
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laquelle, étant multipliée par la série représentée par '^{cc), donnera les

termes suivants afTectés de x"

P Q R S \
1- " H 1 r + . . . X",

"+' u" II"-' II"-- 1

où il faut remarquer que, comme les puissances de u dans les dénomi-

nateurs vont en diminuant, il faudra s'arrêter au terme divisé par u.

6. Or, si l'on considère la fonction o{x), qu'on la divise par a-"^',

qu'ensuite on y change x en u, et qu'on ne retienne que les termes

divisés par u ou par des puissances de u, il est aisé de voir qu'on aura

de cette manière la série qui multiplie x" . Donc la partie multipliée

par x" provenant de la fonction ^' pourra être représentée par

^-^ a;", en ayant soin de ne retenir que les termes de Ï-—
- qui au-

ront u au dénominateur.

De la même manière, si l'on cherchait la partie multipliée para:"

provenant du développement de la fraction ———-^—- suivant les puis-

I < •. 9(") A") « . .1 ^[u] f[u]
sances de .r, on trouverait ^^

„i;
' x", en ne retenant dans „:^,

—
que les termes qui auraient une puissance de u au dénominateur. La

quantité ^^";;|^, est donc identique avec le coefficient de x" dans le

développement de ^^

—

—-—^; donc l'identité suhsistera encore entre

les fonctions dérivées relativement à u\ d'où il suit que la fonction

, , . , , ffi ( M ) f ( M ) , , . V a[u.] f[u)\ ,
,

dérivée de • ^

\f_^\
> que nous dénoterons par ^ '

,;;;,
— > sera égale

au coefficient de x" dans le développement de la fonction dérivée de

yi'^l/l^) relativement à u.
Il — X

Or, comme u ne se trouve ici que dans le dénominateur, cl (|ue la

fonction dérivée de est — -, -,> on en conclura tout de suite
u — X [Il — x)-

que ^^
\f_^]

' x" sera la partie du développement de — J-^-laj—I
lu — X 2
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i|iii M'ia iiiiilliplii't' |»ara-", cil ayant totijniirs soin ilf m- niinir, ihnis

la InMclioii ' il [lar L'uiisr(|ii<-iit aussi dans sa lonclioii lU'ii-

Vri I • i|Mr Ifs li-riiii-s i|Mi auninl // an ili-numinatiiir.

On ti'iMM'ia |)arcillt'iiii-nt i|nr la partif innltiplifc |iai- r' dans Ir

dévt'loppi-nn-nt de ^—— " snivuiit los puissaiiros ^\^• .r sera expri-

nirr |i,ii . (11 ne rclt-naiit (|ne les lerincs divises par des puis-

saïues de ii; doue I idinlile subsistera eiicttie à l'éj^ard des lonctions

dérivées relativement à m; par eonsé(|nenl, la seeonde roiieliuii dérivée

de ——-rrr. relativeineiil a n, ciue nous dénoterons par ' -,—

;

'

sera eneore éj^ale à la partie allcelée de ce" dans le dével(>p|ienient de

la seconde fonilioii dérivée de — ^. ^"^ • Mais la première ronclinii
u — X

dérivée de étant —
-, ;> la seconde sera ; rr; donc, di-

'
I r9(«) /*(«iT'^, I I

Visant par ?., nn on conclura (pie ^^
•;,^, x" sera la iiarlu- dn

développement de ^)^_ w <!"' ^^era ninltipliée para-", en ayant soin

de ne retenir dans la valenr de ^^
Z^, que les ternies divisés

pai' des puissances de u.

On piouvera, par une analyse semblable, (|ii'rii (ii'iininni imr

[ ?(« j («)
I t,.yisii.|ii(. foiictioii dérivée, relativenicnl ii //, de la

I
.. ÎH"-^'

J

fonction SAiil/ilii], et supposant (in'on m- n liiiine dans celle fonction

que les termes divisés par des puissances de u, la partie multipliée

par a" dans le développement de —
''',\'^[fj^,

suivant les puissances
« — a:

de X sera exprimée par f °'J 3^„i, j
•^"' '"' '""»' »!': -"^uitt--

Donc, en rassemblant toutes ces parties, on ania l'expressioii com-

plète du terme (n)a'' du développement de la quantité -
_^'^y(.t,)

Mil. 34
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suivant les puissances positives de ce, et l'on trouvera

'«1-^^i«)- ««+.

en ayant soin de ne retenir que les termes qui contiendront des puis-

sances négatives de u.

7. Nous remarquerons ici que, en prenant encore successivement

les fonctions dérivées suivant u, on pourra avoir les expressions des

termes multipliés par œ" dans les développements de r ' \ ,,
—t^^^11 1 t^ [u — X -\-J[x)j-

de r
^—

'-TT,—rïïï' ue f
J'

' , y,,
-, — Ainsi, en désignant par

(«)', («)", («)'", ... les fonctions dérivées, première, seconde, ... de

la fonction de u désignée par («), on aura

pour les expressions des termes dont il s'agit. Et, pour avoir les va-

leurs de(/2)', (n)", ..., il n'y aura qu'à ajouter un trait, deux traits, ...

aux fonctions ^-^» 9\"iJ\'^
, ... ^\^> l'expression de (n).

8. Supposons qu'on demande le terme général {n)x" de la série

provenant du développement de la fraction rationnelle

P-4-Q.r

1 — ïx ces M + X-

()n divisera d'abord le numérateur et le dénominateur par 2cosoj

?(«)
pour le réduire à la forme

"^^'
' —r; et l'on aura, par la comparai-

" M — X-\-j[X)

son avec cette formule.

^ .,

f[x]:*' 2C0SW

U = •

ICOSW

aCOSCO 2C0S(U

X-
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Diiiic (in aura

P U
,11 : 1- - —M,

acuscu -i eus 61

r, .
«»

acusu

M»

Duiii
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On aura ainsi

(n) = P (2COSC))'' — (« — i) (2C0Sw)«-2+
i " — ][n — i

] |2(.Qgj_,j„-

(„_5)(«-4)(„_3)
2.3

2C0S&J)

q[(-- cosw)"-' — {n — 1) (acosci)"-» -h — ^^^!—^ (acos&))«-

{n — 6][n — 5)[n-- i) , , ,'* 2C0S&) «-3-4-.
2.3 •]•

oïl il suffira de ne point admettre de puissances négatives de cosco.

Cette expression peut se réduire à une forme plus simple en em-

ployant les formules connues des sinus des angles multiples; on aura

par ce moyen
, , _ sin 7î -1- I M _ sinnw
n =P !-_ 1 (.Q _ ,

siiiw smu)

comme Euler l'a trouvé dans VIntroduclion à l'Analyse; mais la formule

précédente a l'avantage de pouvoir s'appliquer facilement aux fractions

dont le dénominateur est une puissance quelconque.

En effet, pour la fraction -=^ 1 on aura le terme ifé-'
(

I — 2.r cosw -t- X- j- ^

néral — [n)'x", et; en prenant la fonction dérivée de l'expression

de («) en u, on aura

_ [n]' = P
["'("+ O"^""- _ («-)/»<-"-'

_^
(«-3)(/t-2)(w-i)M-" _" ..T

L 3C0S&) (aCOS&y)- 2(2COS0o)^ J

Q r»M "~' _ (« — ->.)(« — 1)«-" (/r — 4) (» — 3) (» — ?.)«-"+' 1
_

L2COSM (-iCOSO))- 3[2C0SW;^ J'

et, substituant pour u sa valeur —^— 1 il viendra
' -2 eus M

P (/l + l) (2C0SW)"+I — [il — l) «(2COS&))"*'

( K — 3 } ( W — 2 ] ( « — 1 1

2C0SW
2

Q n(2coso))"— (« — 2) [n — i) (acos&j)"--

(7t-4)(7l- 3)(ft — 2), , ,

-]
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011 il siillira :iiissi île poiissiT Ifs .snif> jiiM|iruux pnissniii'cs iirj,';»livcs

•Je cosu> uxcliisivciiifiil, «•! ïiiiisi ilr siiili-.

!•. Itf|iri>ii)iii.s iiiaiiiti-iiaiit ri-xprcssion péiirnilf ni // du riH-lli-

cinil n (le l;i puissance x" dans le développeimul ilr la Irariinn

j^ ^

• fi supposons »|iu' !<• iiiiniiTalfur '^ .r soit i —/'{x,, on

plus ^l'iicralt-nii-nt «ic la roniir '.
i \ - l i . r'est-ii-diic ipi'il sdil

II' |iriiduit di- la l'onction dcrivéc du dcnoiiiinali-ur prise né};ativeMienl

par une loiictioii l[x), (ju'on suppose enlièro et ralioiinellr. laisaiit la

sulisliliilioii de vi«)[l —/(«)) au lii-u de o «)• "" •"""'

It"*' «"+'
I

M"-i

t{,(M^/( «)/(«) r

Or

M"*' •'
I

u" '

•'

[ a"- ' ]•

el. par consé(|ii(iil,

buiic, lalsanl CCS réduclions et suppusaiil, pour abrégée,

I L ^-'3
I

CeUe formule servira ii trouver Texprcssion du terme général [n)x"

dans le développement de la fraction

^;(X][.-/'(X)]
U — X -i-f(x)

on aura

(„, =vi„s..•.,.,/>„,, ^[Biiimy.f^ïiii,
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suivant les puissances de x, pourvu qu'on ait soin de ne retenir que

les termes qui contiennent des puissances négatives de u.

10. Supposons i}- ( a;) =1, et par conséquent ^{u)--= i ,W{u) = u "~';

on aura le terme général {n)x" du développement de la fraction

' ^f
^^J— Or, si a, B, y, . . . sont les racines de l'équation

,i-x+f(x)

u — X -\- f[x) ^= o,

ce terme sera exprimé par

,«+1 ft«+-i v""*"'pll + i y.

par ce qu'on a démontré dans la Note YI (n" 6). On aura donc, en

mettant n à la place de /* + i

,

a" p" y" \
I J \ I

y^
2 J L * • ^

.

en ne conservant que les puissances négatives de u.

II. Soit proposée, par exemple, l'équation

a — bx -+- ex- = o

,

dont les racines soient a et [i.

On la divisera par b pour la réduire à la l'orme u — x -\-f{x), on

aura /(a;) = '-y-' fit la valeur de u sera j- Donc, changeant x en n

dans/(j7), on aura/(M) = -r-' et de là

,, -, , ncit "+"

(«-")/(«) =
1

'

(«-")/-(«) =

6'-
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Donc

r ^r- = « " ï- « - n— '^ 2J— M «nH "•

»" ^'

où il n'y aiin |ilii^ <|ii ;i iuh' (/ • <>ii aiini ainsi

i /' nc/b\" 'un i <?»/6\" ' /i /i- "> n — 4)c'//»\" 'I _/''." ni/b\" ' lin i c^ lb\'

1/.'

(Il ri(nliiiiianl ci-ilp sôrio tant (|ii'il v aura de piiissancps pnsitivps de

Si l'un voulail avoir la soninit' tli's |iui.ssances positives a" -+- ;i",

n'y aurait qu'à l'onsitlrrcr ri'(|nation

ax- — &a: -+- c = o,

(|ni n'-siillp (If roqnalion prôrodonlo. on <Iian£;(>nnt .r en -• i-l iloiil les

racines sont pai' consé(|ncnl - et „> ce i|iii ne (icinandi- que ilf rlmn-

<^{'v a ("Il c et c en (i. On aura donc ainsi

/*\" na/h\"-' Il ii-V,a- /b\"~'i n(« -5) (n - i)rt' /''\" ''

^"-^^" = {c) -T[c) -^-^-^F^(c) ..363 y -^-

12. Kn général, x. 'i, y, . . . étant les racines de récjuation

Il — X -i-f[x) — o,

on aura
Il - X -hf{ x^ z= l(!x - x) (x - ?>) {x -~ y) . .

. ,

.

yt étant le coelficient de la pins haute puissance de .r, et prenant les

fonctions dérivées de part et d'antre,

-,.i-f'{x) = /((x-^){x-y]...-hk{x-a][x-y]...-hlf{x-x]{x-^)...-^.

donc, divisant et changeant les signes,

u — x—J\x) a — x p — x y — X
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pt, niultipli;inl par '^{cc),

u — X -\-f{x) a. — X (3 — X y — J^

Or, ^[x) étant supposé une fonction entière de x, on pourra la divi-

ser par 7. — X jusqu'à ce qu'on parvienne à un reste sans x, et, pour

trouver tout de suite ce reste, il n'y a qu'à considérer que (}/(a) — '\{x)

est divisible par a — x, le quotient étant une fonction entière de x

et c, que nous désignerons par F(a7, a); et, si '^{x) est une fonction du

degré m, il est clair que Y{x, a) sera du degré m — t. Donc, puisque

^[a.) — 'i^[x) = V{x,a).[cf.~x),

on aura

4/(^) r= J;(o;) — F(X, «).(« — x);

donc

a. — X * a — X

On trouvera de même

et ainsi des autres. Donc, en faisant ces substitutions, on aura

^^lt^^ = _F,.,.!-Fl..p,-F„.„-...

a — a; p — X y — x

En résolvant ces fractions en séries, on aura, après les m pre-

miers termes, dans lesquels se fondent les parties entières — Y[x, a),

— Y{x, p) une suite régulière dont le terme général sera

L «"+'
P"""'

y"*' "^•••J-*
'

de sorte qu'on aura, n étant >w,

P,M
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C'esl If U-riiii' géiivrul dr lu suile ii-i'urn-mc (|iii lésiilu- dv lu l'iuiliuii

M — X -i-f^x]

»-.\|iiiiiii' |i,ir les r;iiiiu's r. >, y. •• 'If l'tWnialinn

M •— XH-/[x) =o.

lui I iiiii|);iiaiil cpllf expression avec riX|iri'ssiiiii m'iicralc de < n

m // lioiivfc ii-(l»'ssiis ft iiii'tiuiil, [xitir plus di- siiiipliiili'. // à lu plun-

di' /< I , on aura

*r3>iÇii!ii%....
L »-^ J

oii U'fu) = -i-^,
<'t oïl l'on Ile dnit retenir (|iif les ternies (jni ((Hitirii-

dronl des puissances négatives di- ii.

l;i. Sii|tposons maintenant (|iK' l'exposant // soit iiilininient grand,

en sorfe que le terme {n)x"~\ auquel il répond dans la série léenr-

rente, soit pris à une très-grande dislanee de l'origine; on pourra

alors regarder la l'onction T(«) =
„

coiuine ne conlcnanl que des

puissances négatives de u, et mémo toutes les fonctions W{u)/{u),

W{u /-[il], ... comme ne contenant aussi que des puissances néga-

tives de m; du moins, cette supposition sera d'autant [dus exacte (|iie

le nombre n sera plus grand. Dans cette hypothèse, il n'y aura ain iiii

terme à rejeter dans l'expression de [n}, et l'on pourra regarder la

série

W(u) -!-¥'(«)/(«) -f- ' ;" ^

'
-+-

. > H

comme allant à l'infini sans aucune interruption.

Mil. 35
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iï. Or j'observe que toute série de cette forme, clans laquelle ^i'{u)

et/(jf) sont des fonctions quelconques de u, a cette propriété reniar-

(|ual)le (juc, si on la multiplie par une autre série semhla])le, dans

laquelle, à la place de la fonction *ï'"(m), il y ait une autre fonction

quelconque II(m), le produit sera encore une série semblable, mais

dans laquelle il y aura W{u)îl{u) à la place de W{u). En effet, si l'on

multiplie ensemble les deux séries

ou a

¥(M)n(M)

+ [W{u]W{u]+U[u)T[u)]f{u]

H.xF(„)[EMZiN]'+H-(«)n'(«)/^

Or
W{u)n'{u)-i-n[u)T[u) = [W(u]n(u]]',

j-
n'(«) r-(«) j'^ n-» Piu) + n'(«) f[n]f{u],

^TMpMJ= ^^-''(u]p[u)+W'{u]f[u]f'{u]-,

donc la série devient

W(u]U{u] -^[^[u]H[u)]'f{u)

+ [¥(«)n(«)]'/(«)/'(«)+....

savoir
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lit I un liiiiiMia la iiièiii<> cliiisi' t-ii |iiiiiss:iii( la iMiillipliratinii |)|ii> loin

*'t rri rassi-iiililanl lis (i-riiifs i|iii rtiiiticiiiiclit les iiiriiiis iliiiifiisiiiiis

ilf /" (/ .

Doiii-, l'ii ;;«''rnTal, si l'on (Icnoli- par '1 ii la sj'tIp i|ui ronlirnl la

foiirtioii <r u , et ilr iin'-iiif par II ii la st'rir <|iii toiiliciil II // , la

roiU'tioii y M tlriiuMiraiit la iin-mf ilaiis li-s deux séries, il résulte tie

ce (|ue nous venons <l)- tiouvrr i|m>' l'on aura

l'I u ||II,liJ_['l » Il u \.

et, eoniinr cille propriété a lim (jiicllts i|ue soient les fonctions 'r(«/

et II // , si l'on l'ail '1 (/ Il m
i
= <l> m . on aura

[»F(«)][m«)] = [«D(«)]:

(Inni-

Mai; 11, h) = vJ—:; donc

t""'J=l4t^-

c csl

til'lll

l>lal>

à-diic (|iic le (|iiiiliriii (If ilnix séries semblables, lesquelles con-

ii'iit driiN roiiciiolis (lillfiTiiics <I>(a) et ^'(u), sera aussi une scin-

I' ronclion (jui coiilifiidra le (|uolieiit de ces nièiiies rondions.

15. Donc, si l'on picud deux nombres très-grands// cl n + r, dont

la dill'erence r soit un nombre quelconque positif ou négalil, le (pio-

lienl de la (|uantité

i(^ + iiêi + lilil _. . .

.

a" P'i y"

divisée par la quantité

(fif-r ^>i-*-r yfi-i-r
-I- ...

35.
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sera exprimé par la série infinie

en faisant W{u) = ^^ divisé par 'jj^, c'est-à-dire W{u) = u'

.

D'un autre côté, n étant un nombre infiniment grand, il est visible

que les deux quantités ci-dessus se réduisent à leui's premiers termes

iW ( iW ,j, ^ja„i 1;, pl^,s petite des racines a, {i, y Donc le

<x" 6l"+''
' '

quotient de la première des quantités divisée par la seconde se réduira

à c.', d'où résulte ce tbéorème très-remarquable :

Si 0, esl la plus petite des racines de l'équation

u — X + f[x] =: O,

on aura

r étant un nombre quelconque positif ou négatif.

Ainsi l'on a, par cette formule, non-seulement la racine a, mais

encore une puissance quelconque de la même racine.

10. Si l'on fait maintenant r=n,n étant un nombre Uni quelconque,

et que l'on compare cette formule avec celle qu'on a donnée plus haut

pour la valeur de -- 4- ^^ + -^, + • . , on en tirera la conclusion sui-

vante tres-singuliere :

Si. dans la formule

o/i ne relient que les termes qui ont des puissances négatives de u. elle

donne la valeur de la somme des puissances - - n de toutes les racines

y., [i, •', .... et, si l'on y conserve tous les termes, elle ne donnera que la

même puissance de la plus petite racine x.
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17. Ainsi, t-oiiiiiii- nous uvons tlcjà Uoum- plii^ li;iiil, |iuur les racines

X el ;i lie re(|iiali(»n rx' — bx + a — o, on u la iDiinnlf

en ne euntinuaiil la série ijiie tant qu'il \ a de puissunees positives

,/..,.
•le - ; SI 1 on eoiitiiiiie eetle iiieiiie série a 1 inliiii sans aiieime iiiterriin-

\\n\\, on aura alors la valeur du seul terme
,^

• eu |irenanl [xuir y. la |iliis

petite des deux racines x et [i>, et iiniiie mi pourra y Taire n positif ou

négatir à vohuilé.

Les deux racines de l'équation ex- — bx.-h a - o étant a el [i, celles

de l'équatiuii d.i' — h.r -- r u seront - el - < et l'on aura

01. lit lia ^ -lu ta

X étant sup[)osée la plus pclile des deux racines. Ainsi la série

/b\" ne ib\"-i n[n—3](:-/b\"-<

(«) -tU) -^ .0^ («)
^•••'

I
. . . I

^'
• ' I

'
r

en ne releiiaiit que les puissances positives de - ! cest-a-dire les puis-

sances négatives de a, sera égale à

(b -4- v7>- - i ffc)" +•(&- v/6^
- ^a>-)\

(ia)»

n étant un nombre entier quelconque, et, si l'un cniiliiiue i:i série à

rinlini, elle deviendra égale à

, n étant un nombre quelconque positif ou négatif.

La première partie de cette proposition est facile à véritiei pai
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lo simple développement des puissances n'""", puisque le radical

\h'- ~ [\ac disparait de lui-même, et d'ailleurs elle est déjà connue

par le tliéoi'ème de Moivre.

Pour véritier l'autre partie, il faut réduire en série le radical lui-

même. Ainsi, en faisant, par exemple, « = i, la série devient

b c. 'y.nc- 3.4a-£'^

a b ib-' 2.'ib'^

laquelle peut se mettre sous cette forme

b b I 2(? II Sar- 1.1.3 3?. «-(;'

ia 1(1 -! b 3.4 b'^ i.^.G 6>

Or cette série est évidemment égale à

b Jb- — ^ac
!• •

ia -m

18. Soit l'équation indéfinie

a — bx + ex" — dx^ -+ ex'^ — fx' H- . . . = o ;

on fera, dans la formule générale du théorème ci-dessus,

-, , eu- — du^ -+- eu'' — fu'^ + . . .

•./^v«) = 1
'

d'où l'on tire

e- u' — xcdu-' -1- (rf- -I- 2ce j
h" -(- . . .

b'

c^u« — 3cdu'' +. . .

F'
'

1 //8<' U
/'(«)=

^.

•••
>
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(ïv (
u'' — ru' '; iloiif

CM' ' ilW • -t rir- ' filw 'f ni
«' /' « »•

fc5

«' 7 ' " - - » r: '

l'i-rnaiil lis l'oiiflions ili-rivrt's cl siilisliliniiil dans la rtninnli- ilnul

il s'agit, on aura, apri-s avoir lait " = •
'"' «Iiangr x en x,

W /a'^^'c n'~^''(l a'-^'e (f*^/ \

—
I,r' \ br^- Or*' i---' hr-^

)

r r ;r+5)(r-f-4)<i'^'c' _ (r+ 6) (r + jja'^'.lt // ^ ]

r [[r 4-
7 )

( r+ 6 ) ( r+ 5 ) a'^ ' c»

1 0. Si / - I . iiii aura

a a'-c a^il a'' e a\f

Ai />» ^ b-

5rt>c' îia''cd

b»
-i

1 îa''c'

('/est la formule connue de Newton, poui' le retour des suites, (iiTuii
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n'avait encore trouvée que par la méthode des indéterminées. L'ana-

lyse précédente, en même temps qu'elle donne la loi de cette formule

et le moyen de la continuer aussi loin qu'on voudra, fait voir que la

valeur de ce qu'elle exprime est la plus petite des racines de l'équation

proposée.

20. Si l'on veut appliquer la formule précédente à la détermination

de la valeur de p dans l'équation

F(«) + »F'(«)-H.^F"(a) + -^F"'(a)+...= o,
2 2.0

que nous avons considérée au commencement de cette Note, il n'y aura

plus qu'à substituer F(aj, — F'(a), -F"(a), — ;^F"'(«), ... au lieu

de a, h, c, cl et p au lieu de x\ on aura ainsi

. „ ^ V"[n] ^„, , F'fal F"V)- 3 F"2 («],„, ^

P = — -pr-.^Fitt ,„., , F- a H ' „,,, ,

— l^[a] + . . .

,

' F («) ^ ' ih^[a] ^ ' 2..31<^(fl) ^ '

ce qui donne la même série que nous avons trouvée par deux méthodes

dillérentes.

Nous pouvons généraliser encore la formule du théorème donnée

plus haut. En effet, puisque a est une des valeurs de x, ce théorème

peut se présenter ainsi.

21. L'équation
X ^ u -\-f[x)

donne, en général,

, v^' > r(«'')'/"'(«)T [[w)'p['i)Y '

xr=ur^[W]fj,l +
Y

^-'^ ^
'

I

+
Y

>^.^'
'

J
+....

Or, soit F(a' une fonction quelconque donnée de x\ on peut la sup-

poser réduite à la forme

Ma-'--i-Nx'-v- Px'-t-. . .;

ainsi, pour la valeur de f{x), il n'y aura qu'à ajouter ensemble les
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valeurs lie 4:', or', a', ... iiiiilli|iliees respeetiM-iiieiil |i:ir .M, .N. P. ...;

tiii uuru (lai-eo iiuiyeii une roriiiule dans la(|iielli-. il la place île //' , il \

aura

M// \(r r

i'esl-ii-ilire F(m), l'I par couseciueiil F u à la plare île u' .

De là résuite onlin ee nouveau théuriMue, reniarijualile autaul par >a

généralité <|ue par sa siniplieile :

/. ri/ttatiu/t

x = «

i/on/ie

F[x) = F(tt) + F'(«)/(«) + ^ [t'V',/- ,«,J -^ ^ [F'l«)/^"jr-t-. . .

.

DÛ ics fiifirtions désignées par les curactérislùjticsfvl V /icincfil ôlre qnvl-

vonqius.

Vax ell'et ce tliér)rènie, présenté de celle manière, est indépendant de

la considération des racines et n'est plus qu'un résultai de la Iranslor-

inalion des fondions, (|u'on peut vériliei- par l'éliuiination successive

de .r ou de it. J'ai donné le |)reniier ce lliéorème dans les Mémoires de

rAcadémie de Berlin pour l'année ijtiS; j'y étais parvenu par une aua-

Ivse à peu près senddable à la précédente, mais moins rigoureuse,

l'iusieurs géomètres se sont occupés depuis à le démontrer a posteriori

[)ar le développement des fonctions; mais Laplace en a donné, dans les

Mémoires de l'Académie des Sciences de Paris pour l'année 1777, une

démonstration directe et élégaiilc, liiéc <lii Calml difrércntiid; c'est

cette démonstration (|iic j'ai transportée dans la Théorie des fondions

(n" 99;.

Il est bon de remarquer qu'en faisant u = o l'éciuation x = u 4-/, J
,

devient x=fyx), laqucdle peut représenter une équa~tion quelconque

en X, et l'on aura la valeur d'une fonction quelconque F(a;) en faisan!

« = o dans la série

F(«) +F'(«)/(«) H-
\
[F'(«)r-(«)]'-f-^ [F'(«)/M«)]" + • •

•

après le développement des fonctions, ce qui csl beaucoup plus simpii-.

Mil. 36
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22. Avant de tcrniincr colto Note, j.e vais taire voir commeiil la

méthode du n° 13 , pour résoudre par approximation l'équation

F(rt+/j) = o, peut être appliquée à la résolution simultanée de plu-

sieurs équations à plusieurs inconnues.

Supposons que l'on ait deux équations entre les deux inconnues x

cl V. que nous désignerons en général par

F(r,j) = o el f(x,x) = o.

Supposons en même temps que l'on connaisse déjà deux valeurs appro-

chées a et b de x et y, en sorte qu'en taisant x =^ a ->r- p, y = b + q

les quantités/? et q aient des valeurs fort petites. Tl s'agira de tirer

ces valeurs des deux équations

F(« -)-/), 6 + </) = o, f[a -hp, b + q) = o.

Suivant l'esprit de la méthode de Newton, on développerait les deux

fonctions en séries; les deux équations deviendraient ainsi

F(rt, b] + M/> + N^+. . .= o,

f'd, b) +- mp -h nq -t- . . . =i o,

d'où l'on tire pour première approximation

N/(«, b)- nT{a.b)
P

«7
=

M« — Nw

M « — Nw

Ainsi, a el b étant les premières valeurs approchées de x et y,

a -h p, b -\- q seront des valeurs plus approchées, qu'on pourra substi-

tuer à la place de a et b dans les fonctions p et q: et, désignant

par />,, q, ces nouvelles valeurs de p el q, on aura r/ +/; + /;, et

b -^ q + q, pour les valeurs de x et y encore plus approchées, et ainsi

(le suite.

Ce procédé a été donné par Thomas Simpson dans ses Essais sur

plitsicius stijcts rndlhcnialiques, et il est assez commode pour le ('alcul
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;ii'itliiiK-li(|iK-: mais il M-ruit tlilVitilf il en tin r di-s cxiirfsttiuiis di- a

fl y fil snifs oriloiiiu'-fs stiivaiil li-s |missaiufs îles i|iiaiili(fs !•*•«, /'

f[/ u, h . <|ui f\|)riiiii-iit les fiiviiis pruvciiaiitcs (U-s |iii-iiiii-|-cs «iiip-

|ii)si(ioiis, et Mii'tiiiil iTavitir la lui ilr ces M-iii-s: voii'i l'uiiiniciil mi |ii'ijl

y |Kii-v*>iiii-.

On ii-^anicra l)-s t|iiaiilitrs ti tt /> coiiiiiti- di-s fuiK-liuiis i|ti<-lt'iHii|ui->

ili- ilrii\ aiilns i|iiaiiti(és x rt 'y, il<- inatiii>r«> i|iii', rcs i|iiaiilili-s dcvi--

iiaiit X -r- i cl > • /'. les i|(iaiiti(cs (/ fl /' ilf\iiiiiifiil ii ji fl li ^ ijx

f( l'on snpposfra «pif i-cs foiu-lions soifiil Ifllcs (|iif V n, h x fl

/(i, l> . - /, yv i|ui ilomif la , en iiifltanl / ri el ;i -f o au lifii «If

X f I ;i,

F rt -• /^, /' - , /. I II jl. h - (/
'j

: i>;

ilf siiilf i|ih' Ifs f(|iialions |)rii|>usffs ilfvifinlroiil alors

il'oii rmi liii-

/ = — a = — Fl rt, (i , i< ?->~ - /(«! ^

Or, fil a(lo|iliiiil la iiitlaliuii ilc^ ruiicliniis ilfi'ivffs, iii(li(|iiff liaii^ la

Noie prt'Cfilfntf i ii" il , IfS roiiclions d fl A do (iiiaiililfs x fl [i,

lorsque Cfs (iiiiiiililfs tk'vif iiiif ni x -4- / c l > H- f>. ^f df Vf lii|iiif ni daii>

IfS séries

"-(?)'"(s')"-(î^)î*(;T)'""'(f=)°^--"

Doue, suiistiluant — V\a, h pour / cl / </, /* [louro, ou aura

,=-(j)Fi«,i.)-(|;)/(«.i)

3(3.
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)ii il n'y aura plus qu'à substituer les valeurs des fonctions partielles

qu on tirera des équations—, I'

F(rt, b) = a et f[a, b] = (3,

en prenant successivement les fonctions dérivées relativement à x et {i,

et substituant à mesure les valeurs déjà trouvées dans les suivantes.

Ainsi l'on aura d'abord

F'(«, b F'{a, b
o,

Mais on a en général, relativement à a et b,

„,, ,. /F'(«. ^)\ ,
/F'(«, />)\,,

na,b^,=i-n^y-.(n^ b';

donc, en regardant a el b comme fonctions de y. et [i, on aura, relati-

vement à cbacune de ces quantités en particulier,

F'(«. b]\ _/F'[a, b)\ [à
a.x a'

'^'[a,b)\/ ¥[a,b) \ fa

f'{'^^b)\ff[a,b)\(a
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iltiii l'un tinta les valeurs lifs i|uulrc ri»iU'lioiis tli'rivfi-s |iarti<-l|t'S tlii

pniiiirr uiilif

cxpriiiift's par les ttnichoiis parhcllt's

/ F'(<i. &U /FV'.A)\ /no.h\\ //ja^n

<|ui soiil lat-ilcs à dciliiiri' dos IVinrtions données Va, h , / a, 1/ , t-u

pit'nanl leurs functinns dérivées, relaliveinenl à a et h en parlieulier.

KiisniU*. en prenant «le nouveau les tonetions dérivées «les valeurs

[—)i \^)' ••• relativement ii % et >, un aura h-s valeurs di'(-rjl-

( ',-.)' • • » et ainsi de suite.

Si Itin lait, pour abréger,

on ailla

/«x " /î!:\_ N

Va'/ Mn-N/n' \^'

J

Mn-Nm'

\x)~ Mrt-Nm' [ii)" Mn-Nm'

et les premii'res valeurs de p et q seront

__ nV a, b)
,

N/;^, b]

" ~ M « — N /n ^ M H — N ni
'

mF'a, b] M /"
rt, b]

^ " M«-Nm Mn — Nm

Ces premières valeurs de /; et 7 eoineidenl avec eelles que nmis

avons trouvées ci-dessus; mais les formules que nous venons de donner

pour les expressions générales de p et 7 ont l'avantage de présenter

des séries toutes développées et faciles à continuer aussi loin (|iii' \'i>\\

veut.
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NOTE XII.

sur. LA MAMÈUE DE TRANSFORMER TOUTE EQUATION, EN SORTE QUE LES TERMES

OUI CONTIENNENT l'iNCONNUE AIENT LE MÊME SIGNE ET QUE LE TERME TOUT

CONNU AIT UN SIGNE DIFEÉRENT.

.lai observé, tlaiis l'Introduction, que les méthodes de Viète' et de

Harriot pour la résolution des équations numériques ne peuvent

s'appliquer d'une manière certaine qu'aux équations dont tous les

Icrmes qui contiennent l'inconnue ont le même signe et le terme tout

connu a un signe dillërent, et j'ai dit qu'on peut toujours ramènera

cette forme toute équation, pourvu qu'on ait deux limites d'une de ses

racines, lesquelles soient assez rapprochées pour que toutes les autres

racines réelles, ainsi que les parties réelles des racines imaginaires,

s'il y en a, tombent hors de ces limites. Comme j'-ignore si cette trans-

lormation est connue, je crois devoir l'exposer ici, afin que ceux qui

désireraient se servir des anciennes méthodes puissent toujours les

employer avec succès.

1. Soient rt, h les deux limites données ou connues d'une manière

(|uelconque, a la limilc en moins, h la limite en plus. En supposant

.. ,,. 11».- • i- " -^ l'y
(jue X soit I inconnue de 1 équation proposée, on tera x = -> et,

après les substitutions et les réductions, on aura une équation trans-

formée en y, du même degré que l'équation en x, qui aura la forme

demandée si la limite a est assez près de la valeur de la racine.

Car soient a, [i, y, . .. les racines de l'équalion proposée en x, et y.
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nirillc iliiiit II >l /' sont les limites. I*llis(|ll(> .;

•iH7

l'y
- 1 on :iiii-:i

(loiif les i"i('iiii-s lie rc(|ii;ilioii i-ii y si'innl

î_ziî, ?JLi?, isUL

Oi- on ;i, |i;ir rii\|)ollii-sf, a~^%- h: dont' y / ". /- / u;

ilonc hi r;ifiut' sci'a |M»silivf ri ir;iii(;inl |iliis |m lilr (|iir lu ililli-

l't'iiri- i-nli'(> l:i liniiti* a et la lacin*- -/ sria nioiii<li'<-. liMsiiilr, roinnii' Ir-

auh'cs fiicinos p, y. ... sont suppciséos lomlnr liors îles liniilrs a i{ />.

(I . on .iiiia aussi nt-ccssaifcmcnt 'i<'/': iIoik' '. // n ii/

h '- 'i > o: (jonc la facine
/--

sera nccfssaiiTnnnl nry;alivc. Si-, ai

t'ontraire, fi > ^, on aura aussi [i > a\ donc [i — « > f) ri b ,i - u;

•loue T—s sera (MIcoic nnc niianlité néiialivc. Donr la racine r—s sera— p
' '

" — ?

dans Ions les cas négative. Il en scia de iijéiiie de toute autre laeiiie.

/-a
coîiiiiie V ' tiui c'Orrt'si)ond ii une racine réelle • de reiiiKitioii en r.

h — y '
'

.Mais snpposfuis (]iic [-> cl soient iinai^inaires; elles seront néces-

sairement lie la forme

a -i- 7 \j— I , p — ff \/— I
,

: et T étant des qtianlilés réelles ; Note l.\ ; donc, faisant 'y-- p -i- r;\ r

.

I i^
— «

I 1

la racine j ^ (Icvieiidra
ft-(3 ^

p — a -H ff ^/^ I
_

è — p — yy—l'

multiplions le liant l'I le l>as par A ^ s -f- t \ i , un ani'a

p — a][b — p)
— n- -h [b — a)<7^— i

'

(6 — p)2-t-52
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Mais on suppose que la partie réelle p tombe aussi hors des limites a

et b; donc, si p < «, on aura aussi p < 6, par conséquent p — « < o,

è — p>o, donc (p — a)(è — p)<o; et, si p>i, on aura aussi ?>«,

donc p --a>o, ^— p<o, et par conséquent aussi (p — a){b — p) <o.

Donc la quantité (p — a){h — p) sera dans tous les cas négative.

Donc, puisque rr et [b — p)- sont essentiellement des quantités po-

sitives, la racine r

—

-. deviendra, dans ce cas, de la forme
b ~ [j

-P-fQvZ-'i,

P et Q étant des quanlités réelles, et P étant essentiellement positive.

De même, en faisant y = p — «ï y— i , la racine ^--—- deviendra

-P-Qv'",

et ainsi des autres racines imaginaires.

Donc, en prenant des quantités positives />, 9, r, . . . , P, Q, R, . .
.

,

les racines réelles de l'équation en x donneront dans la transformée

en X les racines réelles

p, -q, -/•, ...,

et les racines imaginaires de la même équation donneront dans la

transformée les racines

-P-i-Qv/^, -P-Qv/^, -R + Sv/^^, -R-Sv'^, ....

Donc la transformée en y sera formée des facteurs

r — P' r + 1' r + '". ••'

r-^P-Qv'~, r + P + Qv-^, y-hli-S^J'^, j + R + Sv^, ....

Or les deux facteurs imaginaires j + P — Q y— x et j + P -t- Q y i

donnent le facteur double réel

;-2-i-aPj-i-P-'-t-Q%

et ainsi des autres. Donc l'équation en y sera

ir-p) [r -t-
(i) (r + '•)• • Ar- + aPj + 1*= + Q-) (;•- + ^Rj -h r- + s^) . .

.
= o.
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2. Coiisiilt-nins It- pnxliiil dr Imis n-s raclriirs, ('X(t'|»li- Ir |irriiiii-r

v — /': roiniiii' tous U'S lfniif< ili- rcs lactciirs sont posilirs, il i-i vi^lilf

quf leur proiluil, (iriloiim* par ra|i|Miil ii y, iir |Hiiiira tdntiiiir i|iii- ili-s

tiTims ()ii>ilirs. I.c |in>iliiil sna dune ilc la loriiif

> "• ' -t- A »--» -f- B.»*-» H- ...-+- K

.

uii les ciicnicifiils A. Il, i. k scnnil Itnis ixi^ilils. sans (lu'aninn

[misse ••lit' nul. .Mulli|iliijns niaintiMiant ( r |iiilvnonif par le liulcnr

y — />' "Il itiira

y -t- [^ —- p,y" '-f-,b— V/' _'^" ' + 1'' "/' *'" ^ --
• • 1^/' ".

pdiir rci|ii:iliiiii en y.

On viiil ici i|iii' il- iji'inirr Icthic K/> est ossiMilicllcniiiit Mi-fralir

et (iiif ii's Iriiiics |irL'ci'<U>nls scinnl luiis positifs si l'un :i A />,

B p> A/>, (^ ^ • !{/' (liirniiic en rappritcliant la limiter/ de la ra-

Cille y. la valeur de />, i|iii est . - |ieut devenir an^M petite i|ii lin

vomira, il est eiair i|n'()ii |M>uiia tunjiinis prendre a telle que l'un ail

^<^A, <C"r' <^ "jT'
•••' l't! qui lendia tons les termes posilil's, excepté

le dernier.

On ne doit pas craindre (ju'eii diniiniianl ainsi la valeur de /> les

valeurs de (7. /-, .... I\ O, ... diminuent en même temps, de manii'i'e

à devenir nnlles avec/?, car, en faisant a — x, ce (|ni donne /i n, la

valeur de y, (|ui est —
/ _ o ^ deviendra

(3-a

et Cs va eiirs de P et Q, qui sont — " ,.
'^

... ..
— et -j-r ,., , ..

'

deviendront

(6-p)--'-l-(r--' . (6-p)-4-(7^

et ainsi des antres.

Mil. 3-
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Donc on est assnré que l;i substiLution de -^ .
an lien de a- don-

nera nne transformée en j qui aura la condition demandée, pourvu que

la ]imi((> a en moins soit assez près de la racine dont elle est limite, ce

qu'on pourra toujours obtenir en essayant successivement pour a des

valeurs de plus eu plus grandes.

3. On a trouvé dans le Chapitre IV (n'*27) que l'équation

a trois racines, deux positives et une négative, et que les deux racines

positives sont exprimées par des Tractions continues, dont les termes

sont 1 , 1 , 2, 4. • • et I, 2, I, 4, . . . ; de là on peut former ces frac-

tions convergentes vers les deux racines

119.^ 11
-! -> -> -55 —TTÎ • • • 101 i o 10

1 I 3 4 19
-5 -1 -1 7r> —7> • • •01 1 i \ \

(3n voit d'abord que i et 2 sont deux limites de la première racine;

3
mais, comme la seconde racine est renfermée entre les nombres r et -,

elle se trouve aussi nécessairement renfermée enlre les mêmes limites;

;)
, . 5

on prendra donc les limites suivantes 2 et t,-> et l'on fera a = ^) Z/ = 2,

et par conséquent

f + iy 5 -+- &r

Mais, puisque les multiples dej' ne changent pas les signes de l'équa-

lion en j, on pourra faire simplement

5 -)- ?. r

en mettant/ pour 3/. On trouvera ainsi la transformée

qui est, comme l'on voit, à l'éiat demandé.
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t >

De iiiéiiu', si IVmi |)ri'ii(l [imir lniiln' ratiiii- Ifs limilos - et )> eu f;ii-

saut (/ 7 ot ft = -» un aura la siilisliltilioii
J 1

ou liiiii, ru niillaut >iui|>lrunnt _»• au lieu de Sy,

X -
., .y

et l'on liouvera la traiisloriuée

qui a aiKssi la l'ornu' (leuianilci-.

Les limites i|ue nous avous erupluvées oui cuiuliiil diieeteuieul au\

Iranslormées (|ue l'on cliereliail; mais, si l'un avait pris, par exemple,

pour la preuiii're raeiue les liiuiles 2 et 1 (|ui uni ej;al(MueMt la [no-

prieté (ju'aui une autre raeiue ne s'y trouve eomprise, |)uisf|ue l'aulrc

aeine positive est moindre

iiirail (l(uiué la sulislilulion

. , { . 3 ,

raeine positive est moindre <\\w --, on aurait eu « ^ -, 6 - 1, ee (|iii

\±2Z_ 3 + \y
1 -t-j 2(1 -H_)-^

ou i)ieii, eu metlaut y pour ^y,

3 4- ar« =

et l'on aurait trouvé la transformée

> ' -f- ^- — iy — 1 = 0,

qui n'a pas encore la l'orme demandée, parce (jue la racine positive se

trouve trop grande.

Mais, sans recourir à une nouvelle subsliluliuii eu augmentant la

valeur de a, il sullira de diminuer loules les racines d'une luéiiir quaii-

37.
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tité /, en faisant/ = z + i, et cherclier ensuite par des essais une valeur

de i qui satisfasse aux conditions qu'on demande. On aura ainsi cette

transformée

5^ + (3« + 1)2- -+- (3/2 -1-2/ — -2)2 + «3 + i- — -îi — i — O,

et il s'agira de prendre «positifet tel que 3i--i- 2t>>2 etr'-t-j-^aî-f- r

.

On voit tout de suite que i=^ i satisfait, et l'on a la transformée

qui est la même que la transformée en y trouvée d'abord.

4. Nous avons vu dans l'Article III du Chapitre V (n°72) que, si —,

I

et ^ sont deux fractions convera;entes vers une des racines de l'équa-
P

tion en œ, la transformée en t, qui doit servir à trouver la fraction

suivante, résulte directement de la substitution de 4^—^ au lieu de x
p t -hxn

dans l'équation proposée. Faisons t = —f-? on aura

pus' r p ro

__p __p_l ^X ==
sï'(j+') r-

Cette substitution est, comme l'on voit, analogue à celle que nous

avons employée ci- dessus, en prenant -7 et 4 pour les deux limites

que nous avons nommées a et b.

Or, comme deux fractions consécutives sont elles-mêmes des limites

alternativement plus grandes et plus petites que la racine cherchée, et

qui se resserrent continuellement, il s'ensuit que les transformées qui

répondent aux fractions plus petites que la racine approcheront de

plus en plus d'avoir les conditions nécessaires pour pouvoir être de la

forme proposée; et les transformées intermédiaires auront la même

propriété, en y substituant -. au lieu de y, car, si , > 4? l'exprès-
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siuli (II- .r .l.siriil |i;ir ct,'lle Mllolilutiiiii

iB a~ »• + 4m • p

I.;i (liHércint' irilrc les ili-iix fi-iit-tiiins ": i-t "!- rtiiiil . lorstitic
m

f.
in r>

'

cette (lilIV-iTiici' si-ni dovoiUH' iiioiiidri' (|iir hi |iliis |u'lil<' ilillÏTiiur

nitrc h's r;iriin's ilc |'('(|u;itii>ii proposet', c'fst-ii-diif iiiniii<lif <|iu' l;i

liiiiilr Noti- l\ , un sci;i iissiiri' i|iril in' p(Miir;i tninlicr rntic tt-s

Inictioiis (|ii'iiiic sfiili' niciiic; niiiis, ii l'éj^Mid des |t;utics rt'i-llt's des

niciiirs im;i^'iii:iin's, il ni' si'i"i pas ratilc dr s'assuirr </ i>rii<ii <|u'cil<'s

toinix'iit hors de ci'S Iraclions, à iiiuiiis de loriiicr ri'(|iialiiin duril les

racines sciaicnl % — ' '- ot de clHTclicr cnsiiilr nnc liiiiilr plus pi*-

tilc (|nc cliaiinir de ces racines, |)niir- lu (iUMpaicr avec la nniin' dill'é-

I

renée —-r-

An reste, (|n()i(]ue les fractions consécutives fournissent des limites

qui se resserrent de |)lns en pins autour de la nièine rncinr, il est pos-

sible (lue les transformées n'aci|ui(.'rent jamais la loinii' dunl il s'a^'il,

parla raison que, les deux limilesse resserrant à la fois, la racine posi-

tive peut aller en augmentant au lieu de diminuer. Mais, lorsqu'iui

sera parvenu à des fractions entre lesquelles il u'v auia (|(i'uiie seule

racine réelle et aucune des parties réelles des racines imaginaires, il

sudira de diminuer toutes les racines de la Irausfniniée correspondante

d'une même (juantité qu'on pourra trouver par (|U(l(|ues essais, comme

on l'a vu plus haut.

Lursiju'une é(jUation est réduite à la forme dont nous |)ailuus, c'est-

à-dire que tousses termes ont le même signe, à l'exceitlion du dernier

terme tout connu, on fera passer ce dernier terme dans le second

nienibre, et l'on pourra en extraire la racine à peu près comme dans

les équations à deux termes où il n'y a (ju'unc seide puissance de l'in-

connue; seulement on aura besoin de plus d'essais et d'épreuves, à

raison des dilTérentes puissances de l'inconnue qu'elle contiendra.
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Ainsi, par exemple, si l'on a l'équation du troisième degré

j.i
_i_ A_v^ + By — N = n,

dans liKiuelle A, B, N sont supposés des nombres positifs, en la mettant

sous la forme
j^ + Ax--i- Bj= N,

on voit que, au lieu d'extraire simplement du nombre N la racine de la

puissance r'', il s'agit d'en extraire celle de la somme des puissances

y' -+- Ay- + Bj; et, si a est la partie de cette racine déjà trouvée et p
le reste, on aura

(3«2+ 2Art-t-B)p+,(3a + A)y;>- + p3 = N — «5 — Aa- - B«,

et par conséquent

^ N —

«

(fl- -t- A a -hB)
" ^ 3 «'- -4- 2 A « + B

formule qui répond à celle-ci

N — ^3

P<
3rt^

sur laquelle est fondé le procédé de l'extraction de la racine cubique.

Prenons l'équation trouvée plus haut

la formule sera ici

^ 1
— g (a- + 4« + 3)

11 est d'abord facile de voir que le premier chillre de la valeur de a

ne peut être que 0,2; faisant donc a— 0,2, on trouvera /?< -y-^ <o,o5.

En prenant p = o,o4, la nouvelle valeur de a sera 0,24 , et l'on trouvera

0,035776p<-^ ^< 0,008, —
' 5,0720



IiKS EOl MhiNH M.dl.IllUi.HES. 295

MlTi: Mil.

SLU LA Ut.StiM iliiN 1.1- l.iiMI().>S AU.KimiUl r.s.

La ri'Soliilmii di-s i'(|ii;ili()iis tlii soconil cU'gre se Irouve tiaiis Din-

pliiiiilc cl pciil aussi SI' (Ifiltiin* de (iticlquos proposiliims îles Dala

d'Iùicliili'; mais il parait (|iii' 1rs pn-iuicrs al^rlirislcs italiens l'avaii'iil

apprise des Arabes. Ils mit résolu ensuite les éijualinris du troisii-nie i-t

(lu (|uatri('ui(; degré; mais toutes les leutalives qu'un a faites depuis

pour pousser plus loin la résolution des é(|ualions n'ont abouti qu'à

l'aiie trouver de nouvelles inélliodes |)our le troisii-nie et le ([uatrii-rne

degré, sans qu'on ail pu entamer les degrés supérieurs, si ec n'est pour

des elasses parlieulières d'é<|ualions, telles que les é<|uations récipro-

ques, (|ui peuvent toujours s'abaisser à un degré nioindie de la moitié,

eelles dont les racines sont semblables aux racines des équations du

troisit'ine degré el que Moivrc a données le premier, el quelques autres

du même genre.

1 . Da ns les Mémoires de l'Académie de Berlin (années r 770 et 1 77 1
) (

'
),

j'ai examiné el comparé les principales métbodes connues pour la réso-

lution des équations algébriques, et j'ai trouvé que ces métbodes se

réduisent toutes, en dernicMe analyse, à employer une équation se-

condaire qu'on appelle résohante, dont la racine est de la forme

x' -4- y.x" -^- OL-x'"+ a^x"-(-. . .,

en désignant par x, x", x"\ ... les racines de l'équalion proposée, el

(*) CEtivres de Lagrtmgc, t. III, p. 2o5.
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para une des racines de l'unité, du même degré que cefui de l'équa-

tion.

Je suis ensuite parti de cette forme générale des racines, et j'ai

cherché a priori le degré de l'équation résolvante et les diviseurs

qu'elle peut avoir, et j'ai rendu raison pourquoi cette équation, qui est

toujours d'un degré plus haut que l'équation donnée, est susceptible

d'abaissement pour les équations du troisième et du quatrième degré

et peut servir à les résoudre.

J'ai cru qu'un précis de cette théorie ne serait pas déplacé dans le

présent Traité, non-seulement parce qu'il en résulte une méthode uni-

forme pour la résolution des équations des quatre premiers degrés,

mais encore parce que cette méthode s'applique avec succès aux équa-

tions à deux termes, de quelque degré qu'elles soient.

2. Représentons l'équation proposée par la formule générale

x"' — A^"'~' + Bx'"-- — Cx"'-^ +...== o,

et désignons ses m racines par x', a:", x"\ ..., x'^'"^; on aura, par les

propriétés connues des équations,

S.= x' -\- x"+ x'" -\-. . .-^ .r("'>,

B = x'x"+ jr'.z"'+ . . . + x"x"'+ . . .

,

C =x'^".r"'-f-. . . .

Soil / l'inconnue de l'équation résolvante; nous ferons, d'après ce

que' nous venons de dire,

/ = jc'+ 3cx"-h OL-x'" -\- a:^x"' + . . . + a'" ''.rt'"',

la quantité a étant une des racines /??''""^' de l'unité, c'est-à-dire une

des racines de rc(|uation à deux termes j'" — i = o.

Pour avoir ré(juation en /, il faudra éliminer les m inconnues a-', x"

,

x"\ ... au moyen des équations précédentes, qui sont aussi au nombre

de m\ mais ce procédé exigerait de longs calculs, et aurait, de plus,

1 inconvénient de conduire à une équation finale d'un degré plus Jiaut

qu'elle ne devrait être.
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3. On |Miil |i:ii venir tliri'cU'iiient ri ilf la iiiaiiii-rf lu [tins hinipli- à

réqtiation ilont il s'agit, m cniidoy:!!!! la nu-llioili- diuit nous avinis l'ail

un rrc(|uenl usa^t> jusqu'it-i. Iai|uillf lonsistc à (rouvtM- <l'al)iiiil l;i

lornu' tic U)Utt's li-s racim-s de rf(|uali<in rlicrclu'»', ri à coni|>i)scr i-n-

suilf telle t^MpialiDn par li* moyen île ses ratines.

Il es! il'aliord elair t|iie, dans l'expression «le /, on peul eclian^^er

t'ulre elles à vt)lonli.> les rarincs j
', .r", .... puisi|iif' rien iw Ifs tlis-

tin^'ue jns(|n'i('i l'uiie de r^inlii' ; il'oii il suil iin'on aura tonte> le> dit-

férenles valeurs de / en lais:inl toutes les permutations possilde.> entre

les racines a*', a', a-', .... et tes valeurs seront nécessairement les

racines de la rt'-tlnile en /(|iril s'a;iil de (•nn>lrniri'.

Or on sait, par la théorie îles conihinaisuns, tpie le nonilire des per-

mutations (|ni peuvent avoir lieu entre ni ilit)ses est exprime en j,'i''nt;-

ral par le |)roiluil 1.2. '3... m; tlone létiuation en / aura eu },'euéral

autant de racines qu'il y a ilunili-s tiaus ce nonilire, et sera par eonst*-

quenl il'iin degré exprimé par le nombre i .7.i. . .ni; mais nous allons

voir tjue cette équation est susceptible d'abaissement p;ir la lurnn

même de ses racines.

Comme celle forme dépend île la (|uantité v. ((u'on suppose être une

racine de l'équation y"' — 1 = 0, nous commencerons par (|iiil(|ues ic-

marquessur les propriétés des racines de cette éi|uation, et, pour cela,

nous consiilérerons séparément les cas où l'exposant m est un nombre

premier et celui où cet exposant est un nombre composé.

4. Supposons d'abord (|ue le nombre rn soit premier. Dans ce cas.

toutes les puissances de / jiis(]ii':i 7.'" auiont des \aleiiis diirérentes, à

moins que l'on n'ait a — 1; car, si deux puissances a" et y.' étaient

égales, on aurait %" — a', et île là a" '= i; or, aucune puissance de 7.

moindre que m ne peut être = 1, tant que a n'est pas = i . En effet,

puis(|uc 7.'" —1=0, si l'on avait en même temps a" — i = o, « étant

<ffj, il faudrait que ces deux équations eussent une racine commune:

et, en cbercbant par les règles ordinaires le plus grand commun divi-

seur des deux quantités v."' — i et a" — i, on trouve nécessairement

VIII. 38
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'j. — I pour ce diviseur, à cause que m est un nombre premier, de sorte

(jue la racine commune aux deux équations a."' — i = o et a." — i = o

ne peut être que l'unité.

5. Il s'ensuit de là : i^que les puissances a, %-, a', ..., a'" repré-

sentent toutes les racines de l'équation j™ — j = o, en prenant pour a

une quelconque des racines de cette équation, autre que l'unité; car,

puisque a'" = i , on aura aussi a'-"' = i ,
«^"' = i , de sorte que les

puissances a, a-, a\ . .
.

, a,'" seront aussi des racines de la même équa-

tion, et, comme elles sont au nombre de m, et ont toutes des valeurs

(lifTérentes, elles donneront nécessairement toutes les racines de l'é-

quation j'" — I = o.

G. Il s'ensuit aussi : 2" que, si dans la série des puissances a, y.-,

y.', ..., a"' ' on substitue pour a une quelconque de ces puissances,

comme a", n étant < m, la nouvelle série a", a-", y?'\ ..., en rabais-

sant toutes les puissances au-dessous de a'", à cause de a'" = i, con-

tiendra encore les mêmes puissances, mais dans un ordre différent; car

il est visible que tous les exposants n, 2n, 3n, ... sont différents et

(juc leurs restes de la division par m le sont aussi, parce que m est un

nombre premier; de sorte que ces restes, étant au nombre de m et tous

différents entre eux, ne peuvent être que les nombres i, 2, i, . . . , m.

7. Considérons maintenant le cas où m est un nombre composé.

Dans ce cas, si n est un diviseur de m, toutes les racines de l'équation

v" — 1 = o seront communes à l'équation j'" — i = o, parce qu'en

supposant le nombre r racine de l'équation j" —1 = on aura r" =1,

et par conséquent aussi r"' = i, de sorte que r sera aussi racine de l'é-

(|uation y'" — i = o. En faisant donc cf. = r, on auia y."' = i, et, si

m^np, il est visible que dans la série des puissances «,a'-, y.^ a'"

chacune se trouvera répétée /> fois; par conséquent, ces puissances ne

pourront plus représenter toutes les racines de l'équation y'" —1 = 0,

parce que cette équation ne peut avoir de racines égales.
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8. Soit m "
p'i, i>

il '/ rtiiiii (lru\ iKiiiilircs |iri'inii'i's, et soient > une

di's raiitirs di- ri'(|ualiiin y*' - \ — o kX. -^ une des rarines de re(|iialion

j'— I - o; il est clair que " et y seront aussi raeines de l'etiualion

/'"— I -0. parce (|ue. y et y' étant i, on aura aussi >'"' t,

yW —
, ; mais toutes les racines de rei|uation >'"' -1-0 ne |H)urronl

pas être représentées par le-s puissances successives de ces racines ^ et •;.

Ou voit aussi (|ue le produit 'y; sera racini' de la uuuir e(|iialion

>•'" —
1 = 0; mais aucune puissance décrite ratine, dont ri\|Mis:iMl

serait inlcrieur ii //;. ne |)niirr;i èlic égale à l'unilé. à moins ipie [i

ou Y ne soit = 1; car il l'audrail <|ue l'exposant de celte puissance IVii

un diviseur de m, et par consé(|uenl égal à p m\ à y; on aurait donc

(?Y)''= "" (?T '' - '• r^i'"^ I'' pi<'iuier cas, on aurait y'' - '. <"' «ausc

de 'p'' = I (hyp.). t't, comme on a déjà v' — 1 =n (liyp.\ il m rcsiil-

lorait Y — I = o, h cause que p et q sont premiers entre eii\ ; dans !<•

second cas, on aurait p — 1 = o.

9. Ainsi, tant que 'i et y srtnl dillérents de l'unilé, la racine 'y; de

l'équation y— 1 = a, lors(|ue m^pq, la niénie propriété (jue la

racine x lorsque m est un nombre premier, savoir, que toutes les ra-

cines de cette équation peuvent être représentées par les puissances

successives de jîy.

10. Comme les valeurs de [i soûl au uoiuljre de /; cl (t'Ilcs de y au

nombre de q, les valeurs de fiy seront au nombre de /yy, c'est-ii-dire

de m, cl il est facile de [udiivci' (pie ces valeurs seront toutes difTé-

rentes entre elles, parce qu'elles peuvent être représentées par fi'^y',

en faisant successivement /• = i , 9, 3 /; cl .v i , 2, 3 q, à

cause que les nombres/? et q sont supposés premiers; d'où il suit que

toutes les racines de l'équation y'" — i =o,m étant =^pq, peuvent être

représentées par les produits [W des racines des équations y''— i =0,

V* — 1 = o, /> et q étant des nondjres premiers.

On prouvera de même que, si m=pqr, en supposant /^ q, r des

nombres premiers, et que ^, y, S soient respectivement des racines

quelconques des trois équations jk^— i = o, y"/ — i = o, y' — i = o, le

38.
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produit !3y<5, en donnant successivement à |î, v, S toutes leurs valeurs,

pourra représenter toutes les racines de l'équation j'" — i =o, et que

celles de ces racines qui seront exprimées par PyS, en excluant l'unité

des valeurs de fi, y, '^, auront les mêmes propriétés que les racines de

l'équation y'" — i = o, lorsque m est un nombre premier.

Et ainsi de suite.

11. IMais, si l'on avait 7?i —p-, p étant un nombre premier, en pre-

nant [i pour une quelconque des racines de l'équation j^— i = o, il est

clair que p serait aussi racine de l'équation j'"— i = o, et que Çîi le

serait aussi. On prendrait donc, dans ce cas, pour y une quelconque

des valeurs de y[i, et l'on aurait également fiy pour l'expression de

toutes les racines de y'" — i = o.

De même, si m^p^, en conservant les valeurs de [i et y, on ferait

de plus S = Yy, et l'on aurait [îyS pour l'expression de toutes les ra-

cines de j"'— I ^= o, en donnant successivement à [i, y, S toutes leurs

valeurs. Et ainsi de suite.

12. Donc, .en général, si m =p^q''r~..., et que p, y, ^, ... soient

respectivement des racines quelconques des équations

yP — i — o, j? — I = o, y- —1 = 0, . . .

,

p, q, r, ... étant des nombres premiers; si l'on fait de plus

on aura
[3^' p"...X "//•/'... Xôô'ô"...

pour l'expression générale des racines de l'équation y'" — i = o, en

donnant successivement à [i, p', . . . , y, y', . .
.

, S, ^', ... toutes les va-

leurs dont ces quantités sont susceptibles chacune en particulier.

On voit par là que, pour avoir les racines de l'équation à deux termes

y'"— i=o, lorsque m n'est pas un nombre premier, il suffit de ré-

soudre des équations semblables des degrés dont les exposants soient

les nombres premiers qui composent le nombre m.
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l'5. Kiiliii lions iviiiar(|ueruiis t|iii', i-uiiiiiM* rcqnalion j"" — i r= «»

iiiaïKiiie (le tous li's Utiiics iiiItTim'tliain'S, si l'on noiniiu' i, «,?.••, ...

ses racini's. on aura, |iar Ji-s lormuli-s j,'i'nt'i"ili'S ilonnét-s an coiiiint'n-

cfiiii-nt ilf la Noie VI,

I -f- a» -4- ;i ' - o.

i-+-a" '-»-k"' '-+-y'»-'4-...= o;

ensnilf, à cause île a"' = i , .V" = i , tn aura

I -H X'" -f- lî" + y" -+-...= m,

1 -(- a"'+' -+- ;i""^' -f- y"»*' -+-...= o,

I -+- 3t'"*'-l-P'»+»-f- y""-s-h. . .= o,

cl ainsi (le suilc.

Ces (lillcrentcs rcmar(|ucs nous seront Inii miles ilaiis la siiilc

1 'i. (".es préliminaires posés, considérons la ium lion

l — x' -h xx" -^ x-x"-h x^x'-'i- a'j;"-)-. . .-+- x'" < x('"\

dans hujuelle x', x", x'", ..., x'-'"' sont les racines de l'équation [tiopo-

sée du degré m, et y. est une racine quelconque de l'équation j'"' — i = o,

(le iiianii'ic que l'on ait a'" = r

.

On voit d'abord que cette expression est une fonction invariable des

quantités yfx', y.x", x-x'", .... et qu'ainsi le résiiilat des permutations

des racines x', x", x"', . . . entre elles sera le même que celui des puis-

sances de 7. entre elles.

15. Il s'ensuit de là que a/ sera le résultat des permutations simiil-

lanées de a?' en jc", x" en x'", ..., x'"'^ en x', à cause de «'"= i. De

même, d-t sera le résultat des permutations simultanées de x' en x'",

x" en x" x''"'^ en x' et a;'"'* en x", à cause de a'" = i, a"'"' = y.,

et ainsi de suite.
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Donc, t étant une des racines de l'équation résolvante en t, a.t, a-/,

a''/, . . . , a"'^'/ seront aussi des racines de la même équation ; par con-

séquent, l'équation en t devra être telle qu'elle ne change pas en y chan-

geant t en lA, en al-t, en aV, . .
. , en a'"^'/, d'où il est facile de conclure

d'abord que cette équation ne pourra contenir que des puissances de t

dont les exposants soient multiples de m.

Si donc on fait t" = 0, on aura une équation en 9 qui ne sera que du

degré i . 2 . 3 . . . [w — i] et dont les racines seront les différentes valeurs

de 6 résultant des permutations des m—i racines œ", x'", ..., a;''"'

entre elles.

16. L'expression de sera, à cause de a'" = i, a-'" = i, ..., de la

forme

dans laquelle les quantités l'\ l', l", ... seront des fonctions détermi-

nées de œ', x", x", ..., lesquelles auront en général la propriété d'être

invariables par les permutations simultanées de x' en x", x" en x'"

x'-'"^ en x', de x' en x'", x" en x^", .... x'"'-'^ en x', x^"''> en x", et ainsi

de suite, ce qui suit de ce que 9 est également = t'" = [%t)"' = (a-/)'", ....

Lorsque les quantités l", l', l", ... seront connues, on aura tout de

suite les valeurs de toutes les racines x', x", x'", ... de la proposée;

car, puisque = t'", on aura t= '\f), et, si l'on dénote par i, x, p, y, ..

.

les racines de l'équation y'"— 1 = 0, et qu'on dénote aussi par H", 0',

0", ... les valeurs de qui répondent à la substitution successive de

I , y., p, y, ... à la place de v. dans l'expression de 0, on aura, à cause de

t = x' -\- xx"+ x-x"'-i-. ..-t- a"'-!*-*'"),

les équations suivantes

x' + x" 4- x'"-h...-+- x("'^= "v
'ë»,

x' -h ax"-+- X- x'"-^. . .-+- x'"-' art"')= "(/'&',

x' -^- (3jf"+ |32.r"'-f- . . . + (3™- ' ar("')= 76^',

x"-h yx" -h y-x'" + • + •/'"-"*("'' = "{'Q"',
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Ces rqiiatiuns, i-taiil ajoult'rs ciisciiililc, iloiineroiit il'uhtnil, |i;ii- U's

|)i'o|)i-iétés drs raciiu's i, x, ;•>. ••. ••• (ii" 13),

Knsiiilf, si un les iiiulti|)lif rrspfctivriiuMit par i. x""', fj"
', •"•

'

fl tjiroii les ajoute de nouveau i-nscnible, on aura, par les mêmes pro-

priétés,

j,_ 'v6»-t-«'»-' W-t-^"'-''v'o^-4-y-' ";

m

On li'Diivi-r.iil ilr l;i niétrie niaiiiere

i = r 1

in

i'\ iiinsi (le .suite.

17. .Nous remarquerons surces rciiiinlis (|iic le inine \h", étant é{{al

il la somme x'+ x'-i-x"+ . . . des racines, est ddiiiié immédiateiiH ni

par ré(|uation, de sorte qu'on a "yO"=-A(n" 2j, équation néces.saire-

Mient identi(jue, et qui pourrait servir, si! en était besoin, à s'assurer

de la bonté du caleul.

Il s'ensuit de là aussi iiiie, (dni me 0° = ;"-+-;'-[-;"+•••. <mi fiiisiinl

a = I, on aura

l" -+- ;' + r+ •••-+- :;('"" = 0» = A'",

et par conséquent

valeur qui, étant substituée dans l'expression générale de 0, la réduira

à cette forme plus simple

et l'on aura les valeurs de 0', 0", 0", ... en mettant les racines z, ['j,

-;, . . . de l'équation

il la place de x jx" i6 .
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18. La ilifficLilté se réduit donc à trouver les valeurs des quantités

E', ç", E", ... qui entrent dans l'expression de 6, lorsqu'elles ne sont

pas données immédiatement. Dans cette recherche, il convient de dis-

tinguer le cas où l'exposant m est un nombre premier de ceux où m est

un nombre composé.

Supposons d'abord que m soit un nombre premier; nous avons dé-

montré ci-dessus (n° 6) qu'alors, en prenant pour a une racine quel-

conque de l'équation j'"'— i = o, autre que l'unité, si dans la série des

puissances a, a-, a% ..., a'"^' on substitue à la place de « une quel-

conque de ces mêmes puissances, on retrouvera toujours la même série

de puissances, seulement dans un ordre différent. Or il est visible que,

dans la fonction /, le changement de a en c- répond aux substitutions

simultanées de x" à x" , x" à x"', . . . , que le changement de a en 'j?

répondra aux substitutions simultanées de x" à x^^ , x" à .ï", . . . , et

ainsi de suite. Donc les changements successifs de a en a-, 'y.% ...,

a'""' répondront à autant de permutations où x" prendra la place de

x" , .r", . . . , .r''"*, ce qui fait m— i permutations, dont chacune pourra

ensuite être combinée avec toutes les permutations possibles entre les

autres m — 2 racines x"\ .r", . . . , x'"'\

Il en sera donc de même de la fonction 0, et, comme dans cette

fonction les changements de a en a-, a', ... répondent à des sub-

stitutions de E' à 1"
, à ç", ... correspondantes à celles de x" à x"

,

à a:"', ... dans la fonction /, il est facile d'en conclure que les quan-

tités E', E", E' > ••• seront les m — i racines d'une équation en E du

degré m — i , dont les coeflicienls seront des fonctions de x' , x", x'", . .

.

qui ne seront susceptibles que d'autant de valeurs différentes qu'il y

aura de permutations entre les m — 1 racines x'", ,r", . .
.

, a''"', c'est-

à-dire de 1 . 2.3. . .(/?2— 2) valeurs, et dépendront par conséquent

d'équations du degré i. 2.3. . .(m— 2).

19. On peut même démontrer que tous ces coefficients ne dépen-

dront que d'une seule équation de ce même degré, car, si l'on repré-

sente par
^m -

1 _ M l">-"- + N 4"'-5 — . . .= o
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rt'(|ti;ilii)ii fil ; iloiit ;', ;", l , ... sont les nciiics, ni l'aisaiil dans les

l'oiutiuiis .M, N, . . . los 1 . 3.3. . .(w — a) pi-riiiiilatiittis iMilir les racinvs

•«". '" Il aura autant tic part'illi'S i'M|iiali(>iis(|iii, claiil iiiiilli|ilii''(<s

fiisciiilili'. tlDiiiuToiit uni' r-i|iialiiin linalc en ; du dt-git' i .•.>.'i... //* — i ;,

ilaiis lai|ticlU' les l'oflliticnls snoiit des loiirliitiis in\arialdcs des la-

eines .r', .r", .r", ... et par eonséqueiit detenniiiahles par les e()ellieieiil>

\. lî. <•. ... dr ré(|uali(iii proposée,

i/équatiun

sera doiK nu i!i\i.siiir de ((llc-ri; l'iiisaiit la division à la maniiir oiili-

iiaire et é^'alaiit à zéro les m — i termes du reste, un aura aulanl

d'équations, dont les |ireniii'res «j ^duiiiieiont les valeurs de N, I'. ..

eu lonetions ralioniielics de iM. Ainsi il siiltii;i de ironver ré(|nali>iii

eu M du degré i .>..'>.. .im — •>. .

Si donc eette é(|uali(iu pouvait si- résuudie, d il Milliiail d'iii cim-

nailre une seule raeiiie, ou aurait lis valeurs des eoeflieientsde l'équa-

lion en ;, (|ui est d'un degré nioiiidic d'une unité qm' la proposée, et

dont les lit — I racines seraient les valiins des quantités ;', $", ç ", .. .

qui riiinnl dans l'expression de 0.

20. Mais, au lieu de elierclier les racines^', ç", ç", .... il pourrait élie

|)lus simple de elierclier direetonienl 0', 0", 0", Il est clair ijuc ces

(|uautités seront les racines d'une équation en du f /« — i
)''""' degré,

qu'on trouvera en éliminant / île l'expression de 0, au moyen de

reqiialion

a'" — I = o,

après en avoir oté la racine i, c'est-à-dire de l'équation

("elle équation en sera ainsi débarrassée de la racine a, et ses coelFi-

cients exprimés par les quantités ;", ç', ;", . . . , étant considérés comnic

fonctions des racines .r', .r", .v" ne seront susceptibles que de

1 . 2.3. . .(m - 2) variations par toutes les permutations possibles entre

Mil. 39
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ces racines; car, comme les changements de place de .r" répondent

aux substitutions de a-, y.\ ... au lieu de a, et que la quantité y. a

disparu de l'équation en 0, il s'ensuit que, dans l'expression de ses

coefficients, on pourra regardera:" comme fixe, ainsi que x .

Sans employer la voie de l'élimination, on pourra parvenir directe-

ment à cette équation en au moyen de ses racines 0', 6", 0", . . . ,
dont

l'expression est connue; car, en représentant cette équation par

6'"-' _T5'«-2_,_ u(?"'--3 — . . .= o,

on aura, par les formules connues,

1 = 9' +G" +6'" +....

\i = B'B"+B'0"'+e"0"'+...,

21. On pourra faciliter beaucoup la détermination de ces coeffi-

cients en les déduisant des sommes des puissances successives des

racines 0', f)", ... jusqu'à la w'^""' puissance. En etïet, si l'on élève suc-

cessivement le polynôme

l" -\- a;' + a:'-^;"+ a^r+ • • + yju- \ ':(in- t )

aux puissances a"™', 3'""'" et qu'on dénote par l.,, Ç;,, Çj, ... les

termes de ces puissances qui ne seront point alTectés de la quantité y.,

après avoir substitué partout i pour a'", a pour a'"^', et ainsi des

autres; que, de plus', on fasse pour l'uniformité

m-i )

en sorte que les quantités 0", 0', 0", ... répondent aux racines i, x,

(i, . . . , il est facile de voir qu'on aura, par les propriétés de ces racines

exposées plus haut, m;", t?iI.,, «i;.,, ... pour les sommes des puis-

sances I''"^ 2'^™", 3'""% ... des quantités 0", 0", 0", ....

Or 0" = A'" (n" 17); donc, si l'on retranche respectivement des quan-

tités ml", ml.,, ml,, ... les puissances de A'", les restes m;" — A'",

ml., — \'-"', ml., — A""j ... sont les sommes des m — 1 racines 0', 0",
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, ... (I<" leurs rai-iés, de li-nrs nilies, clc.. d'oi'i l'on liii-ni li-s soinincs

de leurs produils deux ii tlt-ux. trois à Irois, elc. par les loriiiules don-

nées dans \v CliapHre I n" 8 , ainsi iju'il suit :

I /»;•— \"'
1 m \'

\ -
S

22. .Maintenant , si l'ini lail dans les expressions des eoelVieient^

I. I
• ^- •• en .»•', x, cr", ... Innlrs les permutations possibles entre

b'es raeines x', x", .... on ne Ininvcra pour i liai un de ces coellieienis

(|ue 1 . 2.3. . Jm -- -j) permutations, provenant nni*)uement des |)eiiiiii-

lalions entre les m 2 raeines x", x'

.\insi, on aura pour la détermination de T une é(iuation de ci- niénir

degré, qu'on pourra l'ormer par le moyen de ses raeines; ensujie on

trouvera les valeurs des atitres coeflieients L'. V. ... en romtions ra-

tionnelles (le r par la iiiélliodf donnée plus liant, rcialiveiiii'iil aux

(•oeriieients de ré(|ualioii en ; f n° 19 ;.

Le |irol)lènu' .'îe trouvera doue réduit à la résohilioii de ré(|uation

en T du dc;,Mé i .2.3. . .' m — 2). Ia(]uellc sera toujours d'un degré plus

haut (pic la proposée lors([ue m sera au-dessus de 3. Il est possible que

telle é(|ualion puisse être abaissée à un degré moindre, mais c'est de

((uoi il me parait très-diClicile, sinon impossible, de juger </ /^/to/V.

23. A l'égard des raeines a, fl,
-• comme elles sont avec l'unité

les racines de rciiiiaiion

si l'on divise cette équation par v — i pour en éliminer la racine r , on

aura l'équation du degré w— r

dont y., [ti, y, . . . seront les m — i racines.

39.
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Cette équation est d'aboril, comme l'on voit, d'un degré moindre

d'une unité que l'équation proposée; mais, étant d'une forme conver-

tible, elle peut toujours s'abaisser à un degré moindre de la moitié;

de plus, par la belle découverte de M. Gauss, on peut la résoudre à

l'aide d'autant d'équations qu'il y a de focteurs premiers dans m— \,

et qui ne montent qu'aux degrés marqués par ces facteurs. On peut

même la résoudre directement sans passer par aucune équation inter-

médiaire, comme on le verra dans la Note suivante.

24. Nous avons supposé (n° 18) que l'exposant m du degré de

l'équation est un nombre premier; considérons maintenant le cas où

cet exposant est un nombre composé. Dans ce cas, nous avons vu que

les racines de l'équation y'" — i =o sont de deux espèces : les unes

sont communes à l'équation y" — i = o, n étant un diviseur de m, et

leurs puissances ne peuvent pas représenter toutes les racines de l'é-

quation primitive, parce qu'elles n'ont de valeurs différentes que

jusqu'aux puissances n, après quoi les mêmes valeurs reviennent tou-

jours dans le même ordre; les autres n'appartiennent qu'à l'équation

y'" — I = o et jouissent des mêmes propriétés que les racines de cette

équation lorsque m est un nombre premier. Ainsi, il faudrait d'abord

borner le raisonnement du n" 18 aux seules racines a, qui sont propres

à l'équation y'" — i =o, et modifier en conséquence les conclusions

que nous en avons déduites relativement à l'équation en l. De plus, en

n'employant même que ces racines pour a, on ne peut pas dire que la

substitution d'une puissance quelconque de a à la place de ce. dans la

série «, y.-, a', . . . ,
7.'"' i-edonne toujours les mêmes termes, parce que,

si OT = fip, la substitution de a" pour a ne donnera jamais que les puis-

sances x". Cf.'-", ..., 7."'', à cause de a"/'= i. Il résulte de là que les

quantités l', ;", '€", ... ne pourront plus être les racines d'une même

équation, mais devront dépendre d'équations différentes qu'il faudrait

chercher séparément, ce qui allongerait le calcul.

Mais, en employant les racines communes à l'équation y"— i = o,

la méthode générale se simplifie et la résolution du degré m se réduit
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a relit' «i aulaiil il'i'i|iiali()iis ik-s tlfgies iiiliTicms n (|iii' ri\|iii>;iiil /;/

a ili' lailrtirs |iiriiiicis; c'csl ce (|iii' iiiiiis allons <li'V('lii|i[ici-.

:i.). Siipposoiis (loiif (|iic ri(|iialiiiii /// ail iiii iii\i,s.iir //; nous avons

vu(n"7 <|ni' tonu-slos lacims dr l'i-inialion v" — i = osont coninuint-s

à riM|ualion »'" - r =o; ainsi, dans la lontlion

/ =: *' + a*' -*- a- .j a"* 'x'"",

nous pourrons |in'mln" pour y. tint' des racims dr l'iiiualinu r ' -
i =o.

On aura alors

a" = i, a"*'=3f, a:"-5 = a5, .... at^" — i , aî'«*-"= a, «»«+» i^ a^, ...

jusqu'à x'" -- I, Il i'.xpri'ssiou de / sr réduira à celte forme plus >iui|de

/ — X' --- a\" -+- a- \ 4-
. . . -p. y" ' \"),

en laisaiil, pour ;ilirt'';,'ei',

X' =x' +a:("*-') + x(»«-^"-t-. . .+ x("'-"*^<',

X" =^x" -f-
*"'+-' -f-jr(=" ^2' -+-.. .-f-x("'-"+2),

X" —x" -+-a:("-^"+ j:(-"-^-'" + . . . + xi"' '"-",

X'"'= jr("' + x(-"' -i-x(^"' -H. . . + xi'"'.

Hegardaul uiainteiiaul les (|iiaulilrs .\ , X", \" \" eouinic les

racines d'une équation du degré n, il est clair ([u'ou poui'i'a appliquer

à la lonerKiii / les iiiènies raisonnemenis (|u"()ii a laits dans les n"" lô

l'I IG, et (|u'on parviendra à des conclusions senibialdes.

Ainsi, eu faisant /" = 0, on aura, à cause de %" = i, une expression

de de la forme

(? = ;"-(-«;'-+- «2^"+ . . .-+- a"-' ;("-'),

dans !a{juelle les quantités ç", ;', ^", ... seront des fonctions connues

de \', X", X', ..., lesquelles auront la propriété d'être invaiialiles par

les échanges simultanés de X' en X", X" en X", . . . , X "' eu X'.
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Connaissant ces quantités, on aura immédiatement les valeurs des

laeines X', X", X", . . . par des formules semblables à celles du n° 16.

Ainsi, en prenant i,a, [î, . . . pour les racines de l'équation y"~ i = o,

et supposant que 0", 0', 0", ... soient les valeurs de 9 qui répondent à

a : I, 7., [i, y, ..., on aura

x-_"'^+



DES ÉOIATIONS \ IC lltRIOlES. tll

Il '>! flair (|ue. en sulislituaiit pour X , \ . \ ... leurs valniis ni

.r ,
j.- .X li'S coenicit'iits «iuiil il s'agit >ii-\i«-iiilroiit des fuiiilions

fonniics (les raiiiit's y, j', a" il. pour Imiivir li-s rtiiialioiis il'où

ri's fonctions ili-pi-nilroiit. la (liniiiilU' si- réiluira à iliiTiiii'r île roiiihii-n

lie vali'urs dillfri-nti-s n-s roiirlioiis si-roiil susceplihli-s par (onlos li-.s

pcrimilatioiis possihli's eniro les racines x'. a-", x" x''"'.

27. I.f nonilirc total îles periniilatinns entre ces ni racines est en

général 1.2. 3...///; mais, s'il v a (ll•^ periiinlalinns ipii ur produisent

aucun cliangenieiit dans les roncti(»ns dont il s'aj,'il. il faudra diviser

pai- il- iiitndii'i' de ers pcrniutations le iioinlire total >\i-. pirniulalions,

parce que cliaque permutation se coniliinant avec toutes les autres ne

s'ajfuile pas aux autres, mais les multiplie.

Or les racines r'. ,»•'"' ,.m /,..
^j,,-, ,.„|,.,.„i ,|.,,m r,.xpression

de X , el qui sont an nnniiirc de/;, à cause di- nt = nj>, sont susceptildes

de 1.3. i.../j permutations; mais, comme tdies entrent dans X' sous

une l'orme invarialde, leurs pcrmiilatinns ne produisent auiiin rlian-

jîen)enl dans la valcui- de X'; par conséqiiciil. un amii d";ilinr(l Ir divi-

seur I .2.3. . .p.

L'expression de X", étant dans le même cas, donnera de nouveau le

diviseur f.a.î.../», de sorte (|u'on aura le diviseur (1.2.3.../.»/', à

raison des deux fondions .X' et X ': par la même raison, les trois fonc-

tions X', X", X" donneront le diviseur , 1 . .i . 5 .. ./?)', et les n fonctions

X', X", \\ .... X" donneront par conséquent le diviseur(j.2.3. . .p)".

Knlln les n (|uantités X', X", X ", . . . sont susceptibles en elles-mêmes

de 1.2. >.../( [leiiiiulaliniis, et, comme les ci)efficienls de ré<]iiatioii

en X sont des fonctions invariables de ces (pianlilés. il en résultera

encore le nouveau diviseur r . 2.3. . .«.

D'où l'on peut conclure (pie les coefficients de cette équation, regar-

des comme des rom lions des rn racines x', x", .r'", ..., ne seront

susceptibles ipie di-

1 . 9. . 3 ... m
I .i.'6. . .H{i .-î-i. . ./;/"
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valeurs différentes, et ne dépendront par conséquent que d'une équa-

tion de ce dooré.

Ainsi, les coefficients de l'équation du degré i.2.3. . .(n— 2 ), qui

sont des fonctions rationnelles de ceux de l'équation en X, dépendront

d'une équation de ce degré.

Donc, en donnant à ces coefficients toutes les valeurs qui répondent

aux racines de cette dernière équation, et multipliant ensemble toutes

les équations résultantes, on aura enfin une équation du degré

\ .1.3 . . .m _ ,
, . 1 . 1 . 3 ... m

Xi .1.3. . .{n — 1), savoir
1 .1. . .n[i .-1.6. .p)"

^ ' [n — \]n[i.i.i. . .p]"

ce sera l'équation d'où dépendront les coefficients de l'équation en \ du

degré n — i, dont les racines seront les valeurs de ç', ç", E'", Ainsi,

on peut dire que c'est à une équation de ce degré que la résolution

de l'équation proposée se réduira en dernière analyse.

28. Pour achever la résolution de l'équation proposée en x, il faudra

encore tirer les valeurs de ses racines œ' , x", x" , ..., a;'"'' de celles

des racines X', X", X'", ... (n°25). Pour cela, on regardera les/? ra-

cines a;', a;'"^'', ... qui composent la valeur de X' comme étant les

racines d'une équation du ^'™'= degré et qui sera de cette foi'uie

xP — X'jT/'-' + XxP-- — ij.xP-^ -+- VXP~^ — . . . = O,

dans laquelle les coefficients 1, [>., v, ... seront inconnus; mais, comme

cette équation est censée renfermer/» des W racines de l'équation pro-

posée
X'" — Ax"'-' -I- Bx'"-- — Cx"'^^-h. . .= o,

où 7)1 = np, elle devra être un diviseur de celle-ci; par conséquent, il

n'y aura qu'à faire la division ordinaire, en supposant nuls les termes

affectés de a;'' ', x'''-, . . . dans le reste. On aura, par ce moyen,/? équa-

tions en X', )., [j., ..., dont les/)— I premières donneront les valeurs

de 1, [j., ... en X' par des équations linéaires. Ainsi, X' étant connu,

on aura aussi "a, u. et il ne s'agira plus que de résoudre cette
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i'M|iiatioii (lu (Ilmf p. De iiiiiiir, iii siilihtiluaiit la Nalciir de \' à la

|)hui; de celli' de \ , (iii aura l'ciiiialiou (|iii dniMu ra lis ratines ,j .

.i'"^', x'-"'- .1 ainsi de siiilc

i2!>. Ou voit par lii (|ni' celle dernii-re uietlnidc revient à (l(''t(UU|Kisci

l'équalion du dcj^rô //* — np en ii f(|uali(ins du degré p\ niais, si pour

('(.'ttc dérouipusitidu on suivait la uiellidde nrdinaii'e, il faudrait ré-

soudre une ('(lualioii du dej;r(''

m «1 — I
) ( m — a ) , . . ( /n — /> -+- 1

)

comme nous l'avons vu dans la Note X, au lieu (|ue ((Ile-ci lU' deuiaude

que la résolution du dc^M'i'

[n — i)n(i.-i.3. . ./>)«'

qui est toujours moindre que le précèdent.

Soit /« - /|, // = 2, /> = 2; CCS degrés seront

4.3 ,. 1.9.. 3. 4 ,-i— = 6 cl ——-Ï = J.
1 .1 2(2)-

Soit m — {j,n=^ 2, p — i ; ou aura

6.5
. 4 _ i.-ii.3.4.5.6 _

1.2.3 '
•i.[\ .1. .Z)''-

et, si l'on t'ait « — 3, /;
— 2, on aura

6.5 _ 1.1. 3. 4-5. 6 _
=i5, , ,, =i5.

et ainsi du reste.

30. Appluiuons la théorie précédonic aux ('([nations du second, du

troisième et du quatrième degré.

Soit d'al)ord récjuation du second degré

X- — kx +^-—0,

dont les racines soient x' et x"

.

VIII. 4»
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On a ici/n = 2, qu'on peut regarder comme un nombre premier;

prenant pour a une racine de l'équation

)•= — 1 = 0,

on fera
t = x' + ax"

,

d'où l'on déduit
9 = /- = x'- + x"- + ic/.x'x"

,

a cause de a'- = i ; donc 'i!—-}.x'x", fonction invariable des racines x et x"

.

En eifet, on a V, = x'x", et par conséquent E'= aB. Or l'équation

y"- _ I =: o

donne j= i, — i; donc a= — i et (n" 17) 6' = A' - 2ç' = A- - 4B.

Ainsi les expressions des deux racines seront (n"' 16, 17)

A +
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Li'S i|uai)tités ;', 5' seront donc les i-drinis d'iim' r(|iialii)n <lii sccoml

(Ifgrr, iluiil les cocIViriiMlls tlc|M-iiilniiit iriiin- i''i|ii:ili<)ii ilii (lt•^l•^'

1 . 3. . .(ffi — a), c'est-à-din- ilii |)n-iiiii>r di'^iT, et (|iii scroiil |»;ir toiisé-

(|iirnt des fonctions rutittnnfllis de roux dr rt(|ii;tliiiti |no|u»sé«'. Kn

l'Ilfl un voit qui', [cir toutes les peruititalions [tossildes entre les trois

racines .i ', y , .i ', les deux loiiclions ;', ; n-sleiit les mêmes ou se

cliaii^eul l'une dans l'autre, dv >.iiiic i|ii"iii lis su|i|iosant racines de

rei|uati(in

$' M N=o,

on aura M =Ç'-f-$", N — E'^". fonctions inv.Trial)les de a-', .r", .»', et par

eonsê{|uenl delcruiinaLles |iar les coellicieiils A, it, <! de la proposée.

Kn ellet (Ml tiuiive racileiiMiil, par les l'orniules de la Note X ( n" i ,

M = $'-t-r=^AB-yC,

N =5'?'=9B' + 9(A'-GAB)C-r8if:'.

Ainsi l'un n'aura à résoudre ([ne ré(|ualiiin du scioiid dr;,Mc

l-
— (3 AB - 9C) ï -4- 9B' H- 9( A' — 6AB)G -1- 81 C^ = o,

dont un prendra les deux racines pour les valeurs de ;'el5".

Faisant ensuite (n" 17)

6' — \3 -h [x - 1)1' -i- [» - i]l"

.

6"=A'-+-((3-iir-*-((3=-i)ç".

et substituant, dans les formules du n" 10, 3 au lieu de r/i cl A ;iii liin

de \h" n" 17 , on aura

, A + '/ô'-f-v^
1

I , A + v^+ VO
X = -;; 1 ^ = J'y., ^lùT,

r

A + a^^ô'-l-fl-v^/" .. 1 „ A 4- pj^^H-oi^
—^ ^-—^— » / ou bien < a:'

=

—
r,

i

^„^ k-hocyO'-h?h\ \ ^.„^ \-^oi\V+'^W\
o

à cause de |i = x-, et par consétiueiil y --^ i-

40.
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Et les deux quantités a, p seront (n" 23) les racines de l'équation

J-+J -1-1 = 0.

laquelle donne

^^-^_,^:^~^^ p^
---^-3

.

32. Mais on peut avoir des expressions plus simples par le moyen

de l'équation en qui sera ainsi du second degré.

En représentant cette équation par

on trouvera les valeurs de T et U par les formules données plus haut

(m«21).

On aura ainsi

T= 3;»— A',

^^ T(3g°-A3) 3^,-A"
^

où 1., est le premier terme dégagé de a. dans le développement de

(^»+ aç' + «-;")% et l'on trouve, à cause de a^ = i

,

Or on a (n" 17)
^o=r A'-^'-^"=A3 — M;

donc, puisque Ç'^''= N, on aura

T = 2Ai-3M,

^, T^ 3(A'— M)=-i-6N- A»

1 1

et, substituant les valeurs de M et N trouvées ci-dessus, on aura

T =:-2A^ — 9AB + 37C,

U = A«-9A'B-t-?.nA2B2- avB^iA'^- 3B)-'.

L'équation en sera donc

(i2_ (2A^-9AB-4-?.7C)9+ (A2-3B)3 = o,
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iloMi, It's deux racines ét:int prises pour 0' et 0", et substituées «laiis

les expressions préeétleiites «le x', x' , x" on auni l:i résolution ht

plus simple dr l'é(|ii:itiiiii (lu troisième dej;ré.

3.J. NciiDii.s il rét|ualion ilii ifiiutrièine de^ré représentée par la

loruMile

*'- A.r'-i- Mx'-Cx-- I»

(lomme ou a ici /| = a.-j, il est plus sim|)le de suivre la iiietliiMlr

du n"25; iii Taisant n :>, on prendra pour y. une raiine dr rr<|ua-

lion

>•* — I =: n,

en sorte (|ue a' — i . On tiia ainsi

/ = X'-+-«\', \'= x'+x-, \'-x''+x'\

De là, on aura

(' = ;•' + «;', el ?»=X'2-^-\"•^ ï'=2X'X".

Ainsi ré(|ualion on ç, dont ^' est racine, ne sera que du degré n — \,

c'esl-à-diit' lin premier dej,'ré, et ses coefficienls \\v (ir|iciiilinni (pie

I. . Il . I . ?.. 3 .4 o ->- 1

d une e(|iialioii du de^rc —;—rr^ := j n 2/ , de surlc (lu on :iiiia en :
' ° 2(2 )-

^ '

nn(> é(|nalioii du troisième degré, telle que

$''-M5'2-i-Nç'-P= o.

Les raiines de eett(! é(|nalion seront les valeurs de

l'
=: l\'\"= l[x'+ X"')[X"+ x'"]

qui proviendront des pciniiilations entre les (rois racines, el il est

facile de voir en eiïet que ces valeurs ne seront que les trois suivantes :

lix' + x"" )[x" -hx"),

2(a:'-t-ar" )(.r"+.r"),

i{x' -^- x'')[x" + x'" ].

D'après ces racines, on pourra former les coefficients M, iN, (jui se*
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trouveront exprimés par des fonctions invariables de x', x", x'", x'",

et seront déterminables en A, B, C, D.

34. Pour faciliter cette recherche, nous remarquerons que l'on a,

par l'équation proposée,

15 = x'x"-i- x'x-"'-+- x'x'"-]- x"x"'+ x"x'''-hx"'x'''

= [x' -h x'" ][x" ^ X") + x'x'" + x" x'"

= [x' + x"
)
(x"'+ x") + x'x" -H x"'x'-'

= (x'+ x") (x" + x"' )
-\- x'x^' -\- x" x'"

,

d'où il suit que, si l'on fait ^'= 2B — 2m, l'équation en E' se trans-

formera en une équation en u dont les racines seront

x'x'" -)- x"x'\ x'x"+ x"'x'\ or'x"+ x"x"'.

Soit
u^— Rm= + Sm— T=o

cette équation en u\ on aura

R = x'x'" -f- x"x" H- x'x" + x'"x"'+ .r' x'" -h x"x"'= B,

et l'on, trouvera de la même manière, en employant les formules

données dans la Note X, les valeurs suivantes :

S = AC-4D, T={A2-4B)D + C2.

Désignons par u une quelconque des racines de l'équation en a

«'-B«-+(AC-4U)«-(A2-4B)D-C2= o;

on aura ;' = 2B 211', et de là, en faisant a = — i et « = 2, on aura

Ô'= A2— 2^'=A2 — 4B-f- 4«',

't enfin

X'=^±^, X"=^—^.

35. Maintenant, comme X' = x'-hx"', on peut regarder x' et x'"

comme les deux racines de l'équation du second degré (n° 28)

x- — \'x + ), ^ O,
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(*(, pour avoir '/., il n'y ;iura qu'a divisi-r l'i-t|ii:iti<)u proposiV tlu (|na-

Irit'UH? ilt'gii' |t;tr (•cllt-ii; le |iii'iuii r ti riiii' ilii rtsli', i-ftalé à /rrn,

(lounera

1 _ X"- J^X' »j BX' - r.

Ainsi, en résolvant r«'i|ualii)U ilu sfcoutl «Icgiv, on aura

_,_ X'-n/\-^-4Â _,_ X'-vfV^ -jA
•T = 1 ar = »

•1 -À

t't, comme \" = x"+ x'" , on .nura les racines ar", a-"', en changeant

dans ces expressions X' eu \", ce i|iii ne ilemande (|ue de cliauj^er le

sifjne du railical s
') .

Celte solution rcsicut it ti-lie de DeM-ailes, dans lai|ni'lli- nu résout

l'équation ilu (|ualrièuH' degré eu deux du deuxii-uie, uioyeniiant une

du truisième.

3G. On peut simplifier ces formules en sultstiluant d'abord - -^-7

il la place de ii, ee (|ni (ii)iinrra celle équation en ^

O3_:3A2-8B)O2-t-(3A'-i6A=B-Hi6B=-+-iGAC-64D)0-(A»-4.\B-(-8C)2=<),

dont 0' sera une quelcon(]ue des racines à volonté; mais, eu employant

les trois racines, ou peut avoir (oui d'un coup les (|uatre racines x\

Car, en faisant a = — 1 , (ui a

t = s:' + x"'— x"—x'\

et, par conséciucnt,

Oz=t-={.v' + x'" — x"— x'")^.

Celte expression de n'esl en cllét susccplihle (|Lie de ces Irois

valeurs dilléronles

(x'-+-*-"'-^"-x")2, {x'-^-x"-x"'—x-'Y-, {x' + x'''-x'-x'"y^,

qui seront, par conséquent, les trois racines do l'équation en 0.
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Nommons H', 0", 0'" les trois racines de cette équation; on aura donc

ces trois équations _
x' + x"' — x" — x'''='^'6',

x'-+-x" — x'" - x'" zzz slV

,

x' H- x^"— x" — x'" — V
&".

(|ui, étant jointes à l'équation

x' -{- x"^ x'"^ x'"= A,

laquelle répond à o!.= i, serviront à déterminer chacune des quatre

racines x' , œ", x"\ cr"', et l'on trouvera

, _ A-h v'ô^+ v'^-t- v^
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Au rontrairc, en ni- cliiin^'iMiil à hi luis qu»' les signes il»- ilrii\ ili-s

radicîiiix, on a toujours le niêni»' syslrnii' tle racines. Ainsi, pour savoir

lei|uel «les deux systèmes il faut employer, il n'y a <|ii';i iléliiininir le

signe (|iie doit avoir le produit \'j'\0 \*)'.

Or ré(|(ialiun en donne

donr, extrayant la racine earrée,

V&'s .
s ±(A»-4AB-f-8r,\.

et, renieltani pour \')',
v'Ô", \'i" leurs valeurs m ./ , ./

[X' + ^' - J." - x'", ^x -i- x' - j.'— x"-][x' -^ x'"— x"— x'] =±(X-' - 4AU iSL

Pour déterminer le si^'iie ;iiiiliij,'ii, il n'v a (iii'à c(»nsidén r un cas

partieulier, par exeni[)le. eeUii oii les trois raeines x", x~, a:'* sont

nulles. Dans ce cas, on aura A t . H ; o, {] --- o, H o. el l'iMpia-

tion précédente deviendra
x'' -d: A»,

|)ar oii l'on voit (ju'il lanl prendie le signe supérieur pi)ur l:i rendre

identi(|ue. Ainsi on aura nécessairement

^Vs¥'\0"'= A' - 4 AB + 8C,

d'où l'on doit conclure que, lorsque la quantité

A='-4AB-»-8C

aura une valeur positive, il faudra employer le premier système des

racines, et que, lorsque colle quantité aura une valeur négative, il

faudra employer le second système, en douiiaiit toujours aux radicjiiix

\ô', \i)", \ô une valeur positive (*).

(*) La règle donnée dans cet article, pour savoir lequel des deux systèmes d'équations on

doit choisir dans chaque cas, n"est pas assez générale.

M. Bret, professeur de Mathématiques au Lycée de Grenoble, a trouvé un exemple où elle

est en défaut.

Soil l'équation

j * -+- 2x- — 8 j: -4- 3 = o
;

VIII. 4'
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38. Passé le quatrième degré, la méthodi', qiuiique applicable en

général, ne conduit plus qu'à des équations résolvantes de degrés

supérieurs à celui de la proposée.

Pour le cinquième degré, soit la formule générale

X' — Ax' -+- Bx^ — Cx- + Tlx — E = o,

dont les racines soient x', x", x" , as", x''

.

On aura ici /w = 5 nombre premier, et l'on fera

t — x' ^ a.x"+ c/?
x'"+ oi^

x^^ -\- ol'^x^,

où y. est une des racines de l'équation

^^•3 — I = o,

autre que l'unité.

On fera ensuite = /', et l'on parviendra à une équation en du

la transformée en est

03 + \C>V- — 2560 — (64 y- = o,

dont les racines sont — i6, — i6, i6, ce qui donne

La fonction A' — 4 AB + 8C est > o, parce que A = o, C ^ 8 ; ainsi il faudrait prendre

le premier système. On aurait d'abord

J-' = I -H 2 /— I
,

qui ne satisfait pas. En effet,

(h-2\/-m)- = — 3-i-4v/^, (— 3-+-4/-i)^ = — 7 — 24v-"i^;

ainsi l'équation serait

- 7 — 2i v^^ — C + 8v/^ - 8 — lOy/^ -i- 5 = — lO - 32v'^,

ce qui n'est pas zéro.

Le deuxième système donnerait

x' = — 1 — 2 v'— '
;

donc

— 7 — 24 v'— 1 — 6-1-8 \^— 1 -H 8 -t- 1 6 tj— 1 +- 5 = o.

Mais je remar(|ue que l'analyse donne simplement la condition

^V yJV- /Ir = .\3 _ 4AB + 8C;

d'où il suit que le produit des trois radicaux \/0', y/ô", \/0"'doil élre égal et par conséiiuenl
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ilc;;iv i.a.j. '|, iiiuis )|tii scni (Jft-i)iii|iiisal>lf cil a. 3 i'i|liuli<)iis rlianiiii-

ilii i|iialiii'iiii' ilf^Tf. i\r iii:inii-ri* i|iH', ni n-|)iTSciilalit «liarmu- dr ri's

iM|iiatiuiis par la riiiiiiiili-

les ('OfUirii'Uls T, l', ... m* .scronl .susccptilili-s cliai'Uii ipif ilr m\

valfiirs diirriTnIi'S par t«)Uli'S \v<i |)i'riiiiilatioiis possilili-s fiiln- les

riii(| raciiu's .r', a", .r', .i'\ a", «lonl n-s «ocllicicnls sont riiiitli(tiis. cl

CCS six valeurs ne (icpciKJroiit par coiisc(|iiciil t|iic «rniic c(|iiatioii ilti

sixii-nic (Ic^Mc; ilc sttric qu'en ilcrnii-rc analyse la résdliitioii «le rc(|Ma-

tion tin cin«)nii'inc tlc;;rc serait rcdnilc à i ille (riiiie e(|n:ilinii du

sixii-me. Il e>t dune iiinlih' d'iiilrepieinlrc ce calcnl, ilonl i>n jm'iiI an

reste voir le ciiinnn-iioMnent dans \v^ Mcrnoires de l' Aratlvmic de Itrihn

(année 1771. p. 1 3o cl sniv. \' .

;i',l. Niuis n'avons considéré jiis(|ii'ici (pic ili> luiiclions rcsoUanles

de la lornic .r' -f- aj;"-(- %^x' -{- . . .; mais les principes que nous a\on>

dp môme sisne que la qiiantiU' A'— iAB -+- 8C. Donc, si en prunanl Iw trois radiraiix |>o-

silivemi-nl leur produit est de mt-ma signe que celle quantité, ce sera le premier système

(|ui aun lieu; mais, s'il est de si;;ne contraire, alors il faudra donner le signe — à l'un de-

trois radicaux, ce qui donnera le second système.

Dans l'exemple dont il s'agit, on a

/9'
V'ô^ v'f? = 4 -4/^ • 4 \/^ = - G.i,

tandis que
.V- i.VBH-8C = 64.

Ainsi c'est le second système qui a lieu.

La méprise vient de ce qu'on a supposé (juc le produit des trois radicaux, pris positiNe-

ment, serait toujours positif.

Au reste, on peut oter toute ambiguïté en prenant dans le premier système

rr„_ A'— 4ABH-8C

Dans l'exemple proposé, pour lequel

.\»-4AB-+- 8C = G.{,

ayant fait ^/V = \, v'r= Jv'^- «n «>"' V'^ = — 4v^^; alors le premier système

donnera
^

x'=i, x'= — i-i-2v'-i, x"=i. x"^-i-?.v'-i,

véritables racines.

(*) OEiivrcs fie Lngrangr, t. 111, p. :>.o5.

4..
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employés poui" trouver directement l'équation dont ces fonctions

seraient les racines peuvent s'appliquer à toute autre fonction des

racines x , x", x'", ... de l'équation proposée. Il ne s'agit que de cher-

cher toutes les différentes formes dont la fonction proposée est sus-

ceptible par toutes les permutations des racines x', x", x'", .

.

. entre

elles, et former une équation qui ait toutes ces différentes formes pour

racines. Les coefficients de cette équation, étant des fonctions inva-

riables de ses racines, seront aussi des fonctions invariables des racines

de la proposée et pourront, par conséquent, se déterminer par des

fonctions rationnelles des coefficients de celles-ci, qu'on trouvera tou-

jours par les formules données dans la Note X. •

On pourrait croire que chaque fonction différente des racines d'une

même équation dépendrait aussi d'une équation différente; cela a lieu,

en effet, pour toutes les fonctions qui ne sont pas semblables, mais

pour celles que j'appelle semblables, et dont la propriété consiste en ce

que, par les mêmes permutations, elles varient ensemble ou demeurent

les mêmes, on peut les faire dépendre toutes d'une même équation,

parce qu'on peut toujours les exprimer par des fonctions rationnelles

d'une quelconque d'entre elles.

.l'ai donné dans les Mémoires de rAcadémie de Berlin à& l'année 1771

(p. 2o3 et suiv.) (*) une méthode générale pour la détermination des

fonctions semblables des racines d'une équation quelconque donnée;

je ne la rapporterai point ici, pour ne pas trop allonger cette Note.

40. ^lais je ne saurais la terminer sans dii'e un mol du beau travail

que feu Vandermonde a donné dans les Mémoires de l'Académie des

Sciences de Paris (année 1 771) sur la résolution générale des équations.

Son Ouvrage et le mien ont été composés et lus à peu près en même

temps, l'un à l'Académie des Sciences de Paris et l'autre à celle de

Berlin. Vandermonde, en partant d'un principe général, est arrivé à

des résultats semblables à ceux auxquels m'avait conduit l'examen des

{') UEiwrcs (/c Lti!^r/i/igr, t. III, p. 2o5,
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(iill'eretitcs iintliDilcs <i>inaifs jtis<|irali)i-s. (lumiiK' (<• nipprocliriiK-nt

••st intvrt'ssant pniir l'anal} se, mi si-ra hirii aise di- les liouviT iv't.

I.i' [iriiifipc dont il s'a^'il est t|iii> rt>x|)iTSsioii aiialv(i(|(ii' (li>s racines

d'unu é(|iiatioii tioil riro tiiit* f'oDclioii do cos racinrs, (idic iiu'ellf piiissi-

éf^alcr iiiiliHcn-iiiiiifiil (.liacuiu* des racines, cl (|iii ne soit <|ii'iiii<> iunr-

liiiii lie leur somme, de la somme <le lenrs prodnits deux ii deux, de

celle de Inirs piinltiils Iniis à trois, el ainsi de snile, alin (|ne celle

(onclion puisse en même temps se délerminer par les seuls coeiruienls

de réipialicin ilnnn»''e.

î I . \'.\i examinant, conrormémenl ;i ce principe, la résolnlion ( nninie

ili' !'( (|ii;iliiiii (lu srciiud ilr^'ré, Vandermonde ohserve ipie la rnintion

(|in (hiniir celte résolution est de la l'ormo

,

a el h étant les deux racines de l'eciualiuii. Km ellét, à cause de l'aml)!-

jruité du radical carré, cette expression devient indinereninicnt a ou />,

cl. (Il iiuine temps, les deux »|iiantilés a 4- ^ et (a — b)- sont expri-

mables [)ar les coelficienis de ré([uation

cai' on a

a + b — A, (rt — 6]- — rt- + l)-— 7.ab -- a + /'V-— {«6 = A- — 4B,

ce (|ui ilniine la résolnlion cunnni'

a±Va2--4b
2

L'auteur applique ensuite le niénn' principe aux équations du lioi-

sii'uie degré, et il trouve (|ue la Couctiou (|ui donne leur résolution

peut se réduii'e à la foi'Uie

a -4- A -h c + \/(a + rb-i-r"c)^ -+- V[a + >^'b + r €)'
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OÙ a, b, c sont les trois racines de l'équation, et r', r" les valeurs qui

satrsfont avec l'unité à l'équation

En effet, cette expression devient d'abord égale à a, à cause de

i+/'-H/'=o; ensuite, comme chaque radical cube peut être mul-

tiplié par r' ou /•", la même expression deviendra b ou c en multipliant

les deux radicaux par r' et /•", ou par r" et /•', à cause de r"= r'- (n" 5).

De là Vandermonde conclut que, pour un nombre quelconque m de

racines, la fonction (jui deviendra indifféremment a, ou b, ou c, etc.

sera de la forme

— [( rt + 6 -+- f -4-
. . . ) -h"i In-h r'b + r"c + . . . )"'

m

-h"^[a H- r'-b -4- r"-c + . . . )"' -i-"i'(a + /-"^^ -h r"^c + . . .)'" + • •]>

/•', r", r'", . . . étant avec l'unité les racines de l'équation

,.m _ I =t o.

Si l'on compare cette expression à celle de la racine œ' du n° 16,

on verra facilement leur accord, en considérant que est en général

= {x' -{- oix"+ oi''
x'"

-h ...)"' (n° 15), et que 6', 0", . . . sont les valeurs

de qui répondent aux racines a, p, y, ... de l'équation

i=o,

lesquelles sont désignées par r\ r", r", ... dans l'analyse de Vander-

monde, et que, lorsque m est un nombre premier, toutes les racines

sont représentées également par i, a, a-, %\ .. ., par i, [i, p-, ri% ...

(n° 5).

Pour déterminer les valeurs de {a + /•'
h -{- r"c -h . . .)"' en fonctions

des coefiicients de l'équation donnée, en quoi consiste toute la diffi-

culté du problème, l'Auteur emploie un algorithme ingénieux, fondé

sur une notation particulière; il ne cherche pas a priori, comme nous

l'avons fait, le degré de l'équation d'où cette détermination doit
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ilf|iriiili-i-, mais il (Idiiiii* piuir It-s t'M|tiali(iiis du tmisièiiK» i>( ilti i|iia-

trii'iiie drmv Inir n-sulutiitii ft)iii|ili'ti', ri [niiir rcllfs du ('iii(|uii-iiir il

du si\iiiiit' ili'gré di-s l'oruiulrs ^wiirralcs )|u'il :i|t|irllf {»/'". <'l i|iii

loiit vuir (|u*! la résululinn dr r)-(|uatiiin du ('iMi|uii'Uii' di'^rr di-pt-nd

rn dtTiiii'iT analyse d'uni- iM|ualit)ii du sixil-uif i-l <|Uf la ri-stdutimi de

»fllr-<'i dt-pi-nd ^\^' l'cllc d'uni' ('(lualiiin du r|uiii/.ii"nii' nu ilu dixil-nn-

<l(>gri-, l'cininii- nous l'aviuis ImuM-.

-i2. \arnlrrniiindi' a aussi i'ciiiai-(|ué 1rs simplilirations dont la li)!--

uiuii- générale des laeines est suseeptilde dans les degrés dont l'expo-

sant est un iioriilirc eoin|)osé; par exemple, il trouve ipie, pour les

éi|Uati(ins du (|ualrii'ine degré, les racines n, />, <•, il peiiveiil élre

représeiilées par la Innelidii

J [a -4- A -f- f 4- (/ -I- V (tf-l- 6— c — t/ j»H- virt -k-c— b— rf)»-*-^i« -Jt-d—b— a)*\

,

en prenant les radicaux carres en plus et en moins, el il en dednil la

résolution donin'-e pins liant ! n" 36 .

Coniiiic la iiii'IIkiiIc de \ aiidei'inonde découle d'un pjincipe l'unile

sur la nature di's équations, el (pi'à e(;l égard elle est plus dirn le (|ue

celle (|ue nous avons exposée dans cette Noie, on pciil regarder les

résultats communs de ces méthodes sur la résolution générale des

équations qui [)assent le quatrième degré comme des consé(|nences

nécessaires de la théorie générale des éi|iialions.
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NOTi: XIV.

ou l'on donne la résolution générale des équations a deux termes.

1 . Quoique les équations à deux ternies telles que

a!^— A = o, ou plus simplement a-i^— i;=o

(puisque cette forme-là peut se réduire à celle-ci, en y mettant x\iA

pour x), soient toujours résolubles par les Tables des sinus d'une

manière aussi approchée qu'on puisse le désirer, en employant la

formule connue

X = cos - 3Go°+ sin -Sôo"»/— i

lA [J.

et faisant successivement v = i, 2, 3, . . ., a, leur résolution algébrique

n'en est pas moins intéressante pour l'Analyse , et les géomètres s'en

sont beaucoup occupés. Ils ont d'abord réduit la difficulté à résoudre

les équations dont le degré a pour exposant un nombre premier,

comme nous l'avons vu au commencement de la Note précédente. Ils

ont trouvé de plus que, comme l'équation

XV-— I =: O

a nécessairement i pour l'une de ses racines, en la divisant para; — 1,

on a pour les autres l'équation du degré [j.
— i

xV--^ -+- xl'--- -+- XV--3 -f . . . -1- I = o,

laquelle, étant du genre des équations qu'on appelle iccipioqiies,

parce qu'elles demeurent les mêmes en y changeant x cx\-i est décom-
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posabic en ''^—
' équations «lu sfcontl «Irfrré, lelli-s que

.r' — f.r - I o,

dans lt'S(|Ufllfs j»- (IrjK-ntl iriinc (-(luation du degré ^ dr la forme

où v^' » eunimc nous l'ayniis vu dinis la Nnii- X n" 1 il.
a '

De cette manière un avait pu résninlrc r((|iialiiiii

|)aree (|u'elle se réduit à uin- ((|iiarniii du ||oi>itiiii' dij,'ic; mai» mi

était arrêté à ré(|ualIoii

X" I :^ 11,

(|ui ne se réduit [lar ce movi'ii (|irii nue du (in(|iiii'inc.

2. Ou eu était là lorsque M. Gauss donna, eu itioi. dans sou exi ei-

lent Ouvra^'e intitulé Uisquisitiones aritluneticœ (*), une méthode aussi

orij^iuale qu'ingénieuse pour' réduire la résoluliou de l'cqualion

X'f-— 1 :-" O.

lors(|ue y. est un uoudtrc picmier, à la résolution d'autant (r((|iiatiims

partieulii'res que le nombre y. — i contient de facteurs |)reniieis, et

dont les degrés soient exprimés par ces mêmes facteurs. Ainsi l'équa-

tion

ne demande (jue la résolution de deux équations du second et (ruuc «In

troisième, parce que i3 - i = 2. 2.'^. L'équation

(*) Cet Ouvrage vient d'être traduit en français, sous lu Utru du licchcichcs ariiltmc-

tiqties, cliez Courcicr.

VIll. 4^
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ne demande que la résolution de quatre équations du second degré,

et ainsi de suite.

Mais, en appliquant les principes de la théorie de j\I. Gauss à la

méthode exposée dans la Note précédente, j'ai reconnu qu'on pouvait

ohtenir directement la résolution complète de toute équation à deux

termes dont le degré est exprimé par un nomhre premier, sans passer

par aucune équation intermédiaire ni avoir à craindre l'inconvénient

(|ui naît de l'ambiguïté des racines. C'est ce que je vais développer

dans cette Note.

3. Soit l'équation à résoudre

X''^— 1 = o,

fx étant un nombre premier; si l'on en sépare la racine =i, elle

s'abaisse à celle-ci du (tegré ;^-
— i

Soit / une racine quelconque de cette équation; on pourra représenter

ses 'j. — I racines par les termes de la série géométrique

;, r-, i', !•', . . ., ;••"',

comme nous l'avons démontré dans la Note précédente (n" 5).

IM. Gauss a eu l'idée ingénieuse et heureuse de subst'Uuer à la pro-

gression arithmétique des exposants de /• une progression géomé-

trique, en venu du fameux théori'me de Feiinat sur les nombres pre-

miers.

Par ce théorème, démontré d'abord par Euler et ensuite par tous

ceux qui se sont occupés de la théorie des nombres, on sait que, si [j.

est un nombre premier et a un nombre moindre que jj., le nombre

«'' ' — I sera nécessairement divisible par [j., de sorte que le reste de

la division d(^ a"^ ' par a sera l'unité.

Euler a démontré de plus que, si en divisant tous les termes de la

progression a, cr, à\ ..., a"^"' pai' v. il se trouve d'autres puissances

de a qui donnent aussi l'unité pour l'csle, les exposants de ces
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puissances seront nécessuireenent des diviseurs de ;a — i . «le sorte que.

|)iiur savoir si parmi les piii.ssiinco de a moindres «pie a'"^
'

il v.i-n a

aussi (|ui étant divisées par -i. donnent le reste i, il siillira d't-^saM-i

et'lles dont l'exposant sera un di>iseur de ;>. i.

\. <iii nniiinie racines pri/nilùcs les ni>iiil»rfs <i linnl am une |(iiis-

same moindre <|ue it^ ' ne donne If reslt- i par la division par ;/., et ces

racines ont la propriété <|ue tous les terun-s île la progression ti, a-,

</", .... ti'^ ', fiant divises par >j. , donnent des reslfs dillérents el

donnfut par i'onsé(|tifnt tous les nond)res nioindrfs que -i. pour rfstes,

puisque ces restes sont au nond)rf de y- — i . Car, si deux puissaners a",

af" donnaiful If uienie reste, n et p étant •:i-j. et /» "w. leiii- dillV--

rence a"— a''= «'(a"""'— i) serait néeessairennnt (li\i>ililf p;ii- y.;

mais, (i n'étant pas divisiiile et <j. étani priiuiri , il l'aiidrail i|iii' n" '*—
i

If IVit: (ln[ii- il y ani;iil iitif piiissancf d" '' iiiniinlif i|iif ii^ ' (|ni diui-

nerail I unité pour reste: par conséquenl, a iir ^<i;iil pas racine pri-

mitive, contre l'Iiypollii-Sf .

On n'a pas, jus(|u'à préstnl, df iiicliitulf directe poui' trouver lo

racines primitives pour clia(|ue noniiire premier; mais ou jx'ul toiijour.s

les trouver racilement par le lâlonnement. liule r en a donné, dans les

Commentaires de Pctershourg (T. XVIII), une Table pour tous le.

s

iKMiiliii's premiers jusqu'à '\-, (jue nous [ilaicKPiis ici :

3

5

I r

i3

•:

'9

23

^9

3i

37

2, 3,

3, 5.

2, <>, 7, «,

a, (>, 7. I I,

3, 5, 6, 7, 10, I r, I?,, 14,

2, 3, 10, i3, I î, i5,

5, 7, 10. Il, i3, 14, i5, 17, 20, 21,

2, 3, <S, 10, ti, 14, i5, 18, ig, 21, 2(J, y.'j.

3, II, 12, i3, 17, 21 , 2-'., 24,

2, 5, i3, i5, 17, 18, K), 20, 2>., 24. 32, 35,

42.
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où l'on remarque que le nombre de ces racines primitives, pour un

nombre premier <j. donné, est toujours égal à celui des nombres

moindres que [j. et premiers à <j. — i. On peut voir sur ce sujet la

Section III des Disqnisiliones aritlimeticœ.

Au reste, pour notre objet, il suffira de connaître une seule des

racines primitives pour un nombre premier donné, et il sera toujours

plus avantageux pour le calcul d'en connaître la plus petite.

5. Soit donc a une racine primitive pour.le nombre premier <j., de

manière que les a — i termes de la progression géométrique a, a",

«•',
. .

.
, a*" ', étant divisés par [j., donnent pour restes tous les nombres

moindres que [j., dont l'unité sera le dernier; il est facile de voir que

les p.
— I racines r, r-, /•% ..., r^~' (n" 3) pourront aussi, en faisant

abstraction de l'ordre, être représentées par la série

car, comme on a par l'équation x^'— i = o, dont /• est supposé racine,

r'^= I, il est visible qu'à la place de cbaque puissance de /', commcvr'^,

lorsque >. > |x, on pourra toujours prendre la puissance r', où v sera le

reste de la division de 1 par ;a. Auisi, dans la série précédente, on

pourra toujours réduire les exposants de /• à leurs restes après la divi-

sion par jx, restes que nous avons vus comprendre tous les nombres i,

2, 3, ... jusqu'à [J. — I, mais dans un ordre différent de l'ordre natu-

rel, ce qui est ici indifférent pour les racines /•, r-, r% ....

L'avantage de cette nouvelle forme des racines consiste en ce que, si

dans la série des racines

r, r", r"\ r'\ r"', .... /"'''"'

on met r" à la place de r, elle devient

P'f !«- /.^r' ..-/' i''i'' »•

et, si l'on y met /'"' à la place de /', elle devient

et ainsi de suite.
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En l'ITi'l il osl visilili' qui-, par la siibslilitlioii lU- r" à la plart- «le r,

r" ilt'vit;iil r"f' — r"\ r' ilivifiit i- '' --- r'', iMc. et U* «Icrnii r h-riiH-

<li'v'u'iil r" "''— r"' '

/. il laiisc (|nf li- rrsti' «If </' ' apii-s la ilivi-

sioii par ;/. est rmiili'.

Ih' MUMiif. par la siilisliltilion (liT"'aii litMi ilf r. r"' tU'vii'lil Ir'')"— r"'.

r" (lf\ii;iit /•"'''
r"'. «!<•. . l'avant - ilcriiicr ternit' /•"' '

tirvii'nilni

[r''')""" = r""' : r. h- .l.rni.-r .l.-virndra (r"']"' ' :^- /-'= r". à cause

«jnc If ri'stc ili- la ilivision ilc u^ par ;/. l'st f/, puisqnc <i'' «.«'* '. et

que If rfstf tic la ili\ision df «'^ ' fst i.

fi. Cfla poM-, si pour rfsuiulic ri'i|iialiciii du dfgré jx — i (n" ."»

*•'-' H- X^* 4- X"*-' -4- ...-+- 1 = o,

I

<l(HJt If S racines sont 'n"5^

' .1' .1.' '

r"* étant = i.fii vertu ile rei|iiatiiiii x*— i = o, on fuiploie la inélliode

de la Note prccéd<'nte, et ()n'en pniiaiit ( es laiim-. |inui- x', a;", x", .

.

.

on fasse (n° t4. Note précédente)

/ - r -+-«;••' H- «-;•"' H- a^ /•"'+ . . . + «'=/•"''',

OÙ y. est uni' des racines de l'c(|iiation 7'^ ' — i = n; (|u'ensiiile un

développe la puissance (y. — 1
)'•""' de /, en faisant attention de rabaisser

les puissances de '/ et de r au-dessous de y."' ' cl de /', |i;ir les ((ludi-

tions OL^' = 1 et/''= 1, de manière (|u'nii ail cette fonction ordonnée

suivant les puissances de y.

= /"-
' = ^" -t- a;' -f- a=;"-t- a^ç"'-t-. . .+ 3:;'-2ï"^2',

les quantités l", l', ;", ... seront des Ibnctioiis ralioniiellcs et entii-rcs

de r, telles qu'elles ne changeront pas par la substitution de /", /•"',

r"\ ... à la place de r, puisque nous avons vu (n" l(i. Note précédente)

que ces quantités, regardées comme des fonctions de œ',x", x", ....

sont invariables par les permutations simultanées de a;' en x", a" en
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a-'", etc., ainsi que par les permutations simultanées de x' en ce'", x"

en x'", etc., auxquelles répondent les changements de /• en r", en

r"\ etc. (n"5).

7. Maintenant il est clair que toute fonction rationnelle et entière

de r dans laquelle /'' = i peut toujours se réduire à la forme

les coefficients A, B, C, . . . étant des quantités données, indépendantes

de r. On peut même prouver que toute fonction rationnelle de /• est

réductible à cette forme, car, si elle a un dénominateur, on pourra

toujours le faire disparaître en multipliant le haut et le bas de la frac-

lion par un polynôme convenable en r, comme nous l'avons vu dans

la Note IV (n" 3).

Or, puisque dans notre cas les puissances /•, /-, /•', ...,/•'' ' peuvent

être représentées, quoique dans un autre ordre, par les puissances /•,

/•", r"' ,
/•"', /"''', on pourra également réduire toute fonction ration-

nelle de r à la forme

«•(1'A H- B ; + C ;•" + D/-«' -i- E r«' + . . . + N ;

en prenant pour A, B, C, . . . des coefficients quelconques indépendants

de r.

Donc, si cette fonction est telle qu'elle doive demeurer la même en

y mettant /" à la place de r, il faudra que la nouvelle forme

A + B/"-'-+-Cr«'+I)r«'+ .. . + Nr

(la puissance /"''"'devenant r"''' se change en r, puisque i^= i et a**"'

divisé par jj. donne le reste i) coïncide avec la précédente, ce qui donne

ces conditions

B = C, C = D, D=E, ..., N = B,

e\ réduit la forme de la fonction à celle-ci

A -f- Bf/'T- r" -f ;•"'-(- r"'-4- . . .+ »•"'*"')•
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8. Doiir, si l'on déiiDlt' |»:ir s la soiiiiiil' il«'S rdciiifs r, r , r' r** ',

lin mira f};ali-iiifiit

t'I les i|iKii^lités ;*, Vt ;'. • • <l'" la Itnu'lioii 'J siToiil Imilcs ilc la riniiir

A-r l!v.

Les l'oiliiriciits A rt it se <li-(iTiiiiiiiToiit |i:ii- Ir (l(V<-lu|i|iciiirlil aclnrj

lit' la roiu-lioii h ~ t'^ ', et II i|ii:iiililr s csl «iiininr |i;ir l;i niihin- <li-

rninaliDii à ri-soiidiv ii" (l

la(|U<'llo (loiiiit* siir-U--( liaiii|i v i. Ainsi, on a le cas où 1rs vali-iirs

tIfs i|iiantilrs ;". ; . V. ••• smil < onniirs iiiiiiirilialcintiil. sans ili''|iiii(lic

iraiH'iiiii' l'tiiialioii , lie s(jrl<' (|n'rn (li'sij,'ii;inl |i;ir i. r, '% ••, ... h^

y. — I laciiii-s ili- rf(|ualiini

^^ ' — I ".

l'I |»;ir 0", h ,
0',

, . . . les valeurs Av h i|Mi irpoiulriil aux stibsliliillinis

(le CCS racines à la place de %, on aura sui-lr-clKiiii|i. par les rniiiiiiles

Av la Noie précedcnle n" 1 (i , en siihslilniiiil / puiir .r cl ;'• i pnui ///.

|1
— I f—J_ y—' !-'

_ s/^''+ y/Q' + \'j" -4- -h yj'}'*
-"

**"
p. -I

Telle est l'expression d uik; des racines de rc<|nalion

x'f-— 1 =^ o;

on aura (otites les antres par les |iiiissanccs /-, /'.'..., /'^ '. mais on

pent aussi les avoir direelenieiil p;ii' les niènies lorinulcs. en pienanl

/" ponr x" ,
/•"' pour x" , etc.

tJn aura, de celle manière,

^-\_ ^-\_ ^.-j_

^ _ x/9» -I- «!'-=' y/y 4- P^-'. y/O" -^
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9. Oirpourra aussi, si l'on veut, se dispenser de calculer ces quan-

tités E"* et 6", car, par ce que nous avons dails l'article 17 de la Note pré-

cédente, le terme VO" (en faisant ici m = [j.— i) est toujours égal a

la somme des racines que nous dénotons en général par s, t;t l'expres-

sion de peut se mettre sous la forme

qui ne renferme pas ;", et il n'y a plus qu'à substituera, fi, y, ... au

lieu de y. pour avoir les valeurs de 0', 0", ()'",

De cette manière, la résolution de l'équation

ne dépendra que de la résolution de l'équation

dont I, a, [i, y, ... sont les racines. Or celle-ci est d'un degré moindre

que la proposée; mais de plus, comme \j-
— ^ est nécessairement un

nombre composé, on aura les racines a, [i, y, ... par celles d'autant

d'équations y^ —
i = o qu'il y aura de facteurs premiers ra dans le

nombre i^. — i, comme on l'a vu dans la Note précédente (n" 12).

10. Soit, par exemple, l'équation

X'' — I =:: o

dont on demande les racines. Cette équation étant résoluble par les

métliodes connues, on pourra comparer cette solution avec celle qui

résulte de la métbode précédente.

En ôtanl par la division la racine i, on a l'équation du quatrième

degré
x'' -\- x^ -^ x- + X + \ ^ o,

dont les racines seront /, /-, 7% /''.

Puisqu'on a ici y. = 5, on trouve par la Table donnée ci-dessus (n" 4)

(juc la plus petite racine primitive est 2, de sorte qu'on a a = 2, et
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i|in' les nu-ines dnnt il >';i;;ii |)iii\tiit tin' it'|ir»'SenltVs pnr li-s piiis-

sami'S r, r ,
/', r' , li-si|iicllrs sr laliiÉissclil, à laiisr ilr i i , ii

CflIfS-ci r,r\ r' . r\ m |iiiii;iiit, au lini ili- l'iNposaiil 'j'— H, li- irslc

ilr la ili\i>inri |iai' '>.

ttii lira (loue

/= r-»- ar* - a»r' -+- a^r*,

i-ii piriiaiil pour y. iim- ruciiic tli* rcqnatiiin

.** — •= o,

(If iiianii'if (|iic l'nii ait a'— t.

.Maii)ti'iiaii(, [unir lioiisii la liiiirtion 0, il ii'\ a (|ii':i i-lcvri' ii la qiia-

tiii'iiii' puissanct' ]<• |i'>l\ iiniiic / il le cIcNcluppiT Minant les puissances

(le a, en rabaissant i rilcs-i i an-dessous de 7.', et ecdles de r au-dessous

de r'. pai' les eondilions a' ^= 1 et r" ^ 1. On tinuve, par un ealenl (|ni

n'a aucune ilillicnllé,

= 5»+ a;' -+-«-;"+ a';-.

OÙ les quantités ;". ;'. • • ont les valeurs suivantes, dans les(juellcs je

mots s poui' la sdinnie des racines r, r'"', /', r'

:

5»=i2-f-i3i, l'^iG + 1-y.s, ;."=9/iH-i(.i, l'"=i6s.

Ainsi, cunime s = — i par l;i nature de réiiualioii iMi r, nu aura

el la luncliun deviendra

= — I -+- '[x -i- t^x"-— \6x^.

Or l'équation
>•' -1 = 0,

se décomposant en ces deux-ci

j-= — I = o el r- -^ I = o,

donne tout de suite les (|iialrc racines 1. —1, y — '- — v'— '
'1" ''

VIH. 4"'
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faudra substituer successivement pour a, pour avoir les valeurs de h",

0', e", 0'".

Ou aura ainsi

0'=^-î5, (y"^ — i5 + 20y/— I, 5'"= — i5 — •>.ov'— I.

Donc, substituant ces valeurs dans l'expression de r du n° 8 et mettant

^ = — I au lieu de \ 0" (n° 9),. on aura sur-le-champ

;= 7 (— I + v5 +V— i5 -H '2ov'— i-t-S/— i5 — 20v'— i).

4

11. Mais on peut avoir une expression plus simple de la même

racine r en faisant usage de la méthode du n° 25 de la Note précé-

dente, laquelle est toujours applicable aux équations du genre que

nous traitons, parce que l'exposante— i est nécessairement un no4iibre

composé.

Supposant donc en général

p. — I = ycj,

et prenant pour a une racine de l'équation

la fonction t du n" 6 deviendra de la forme

/ = X' + x\" + a- X'"+ . . . + a'- ' X('),

dans laquelle

X' = / -h r"" -}-/"' -+-/«'' -H. . .-h
/•"'""'''',

X" = r« + r"''' 4- r"''*' 4- /•«"*' + . . . -^ r"'"-""^' ,

X'" = r"' + /•«""= -h /•«" ^^+ /••''""+ r"
ltI_lJV+2

On formera ensuite la fonction = l\ laquelle, à cause de a'= i,

sera de la forme

^" + a;' H- a^-
;" H- a-i ;'"-+-

. . . + x''-' ;'"-",
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cl :i(iru la |)rii|irifli> (|(it* li's (|(iaiititcs ;*, ;'« \', • • soront tirs rmirtioiiK

lit' \ . \ . \ . . . . (flics. i|ii'i-lli>s «IfiiifiitTroiit iiivari:il)lfs <'ii crliaiififaiil

il la Idis \ .11 \ , \ fil \'. \' fil X". fir., fl X ' fii \ .

Or on voil, par lis fxpifssioiis prffftlfiilfs ilf X . X <|ii'iii \

siilislitiiaiit r" à lu plarr i\v r. X' ilix'nnl X', X' ilixinit X'. rlr.rl \ '•

«Ifvifni X', far X "* Sf f liaii^'f < n

mais ov = ji - i fl /"'^ = r, fonmif >in l'a vu 'i-ilfssns ii
" .'>

.

Dmir Ifs (|naiilitfS ;", t,', Ç', ... tlfvnnil l'Iic i!r> r<inrliuiis ilf /

Ifllrs i|ii'illi'S ilcinriiiciil iii\ari;ilili's |i;ir \r cliaii^'iincnl ilc / i'M /";

par (iiiisfiiiif ni . par le n" 7. flics ne pourront cire t|iic ilc la l'ornif

.\ ^- M.v, A, \\ claiil lies cofllififiils ipii scroiil iloiincs par la lor-

maliiMi (le ces inèiiics (juaiitilcs. d s «Icnolaiil la soninic ilcs racines

/ -t-
r"

-t-
r"'

-+-
r"' -<-... -t-

r"'' ', lai|iiclic est = - i itai'» rf(|iialioii pm-

pos«''f; (If soric i|iic les (|uanlilfs ;", ;', ;". •• seroiil lonifs ilonni-fs,

ininiiie ilans le cas prccedcnl ii" !<• . il l'nii aura sur le-ili.iui|i par' les

foruiule^ lin n 2.") île la Noie pr('r(''(lcule, eu y uiellaul v ii la |ilaic île

//, cl .V, siiunue (les racines, à la place ilu leiuie \'j".

\

X"=

X'=
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l'expression de du n° 9, laquelle devient ici

12. Le cas de v = '^-^-^^ mérite une attention particulière, parce qu'il

donne la division de la circonférence en [j. parties.

Soit donc v = '——5 et par conséquent cj= 2; on aura X'^r+z-"

Or, puisque a^ ' — i est divisible par [j. et que a est supposé une

racine primitive, a ' — i ne sera pas divisible par [j.; mais

al'-' — I =(a^~— i)\a~^ + i);

donc, [J. étant un nombre premier, a - -h i sera divisible par ij.; par

conséquent, — f sera le reste de la division de a * par [j.; donc /"

1 ' '

sera esai a -•

Ainsi on aura

Or on a, par les formules connues du tbéorème de Cotes (n" 1),

360° . 36o" ,

—

et, en général.

; = cos h sin V— ' >

;•"'= COS — 36o" 4- sin — Sbo"^— > •

F- y-

Donc

X = 2Cos 5 \"= 3Cos 360", X" = 2 cos — 360°,

IJ.
[J. p.

Ainsi les valeurs de X', X", X", . . . sont toutes réelles dans ce cas

et donnent immédiatement les cosinus des divisions de la circonfé-

rence en [J. parties.



DKS ÉOTATIONS AlJiKIlinni KS. 3VI

13. Ayaul trouve, |);ir les roniiiilcs générales du n" 1 1 , 1rs raciufs \',

X". X il fautlia poursuivre le ealnil île lu iihum' iii;uiiiir |iour

arriver a la raeine v. Ou regardera doue les o raeiues qui eoni|iosent

la fouelinu \ eoninie les raeiues d'inu' é(|tiatiou du dej;ré n, et ou les

suhsliliiera pour .r", a", .r" i
'' thius l'evpressiou néuérale de la

loneliou /; on aura ainsi

ni'i il Ciiudra prendre pour r une raeine df ré(juation ^ — f = o.

Dr la on aura, ii cause do a" i,

(J'éeris ici /,,0,, ;, pour dislinj;uer ees (|nanlilés de cilles (jue nous

avons désignées plus liant par /, 0, ;.) Comme les (pianlilés ;", ;,

,

;',. •• • sont en ;,'énéral des romlions de ce', x", a','. .. (|ui ne varient

pas par les permutations de .r' en .1", œ" en .r", ele., a" en x' { n" 1(5,

Note préeédeiite), elles seront ici des lonelions de /(jui ne varieront

|»as en y clianj^eant r en r"', puisque par ce cliauj;cmenl les racines /.

r"', r"' r"" ' (lc\ iciiiirnl rcsjircliMincnl r"', r"", r" , ...,/•.

Or il n'est pas (lit'ticilr de |iriiiivcr. pai' un proeédé scmhlable à celui

du n" 8, que toulc i'iuiclloii ralinniirlli' de /-(jui aura la |inijiiii'ié il'i'lrc

invariable par le elianjiçement de /• eu /"' sera nécessairenieni de la

(ncMie

A + BX' -+- CX" 4- DX-+ . . . + HXW,

en conservant les expressions de X', X", X", ... dii n" II.

Car d'abord toute fonction rationnelle de /• pciil se réduire à la

turnie n"7)

A 4-Br-f-Cr«+Dr«'+Er"'+ ... + Nr"'' ';

et, pour (|ue cette fonction demeure la même on y cliangeant ren r"',

il faut que les coefficients des termes qui renferment /"*, r"' ,
/"

', . ..

soient les mêmes que celui de /, ipie les eoeflicients des ternies qui

renferment /•""', r""*', r"'"", ... soient les mêmes que celui de /", que
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ceux des termes /""', r"'"''\ r"^''*\ . . . soient les mêmes que celui de r"\

cl ainsi de suite; ce qui réduit la fonction à la forme que nous venons

de lui assigner. En effet, on voit que chacune des quantités X', X",

X", . . ., X''' demeure la même en y substituant /•"' à la place de r, car

le dernier terme /•"'"""' de X' devient 7-"°"= /"'"' = /, le dernier r"^"'''""'

de X" devient
/-""""' = /•", et ainsi des autres.

14. Donc chacune des quantités ;", ç', ç", ... deviendi'a, après le

développement, de la forme

A + BX'+CX"H-DX"' + ...

et aura par conséquent une valeur connue. Ainsi la fonction sera

connue, et l'on aura les valeurs de 6', 9", 0', ... en y substituant, au

lieu de a, les u — i racines a, [3, y, ..., qui, avec l'unité, résolvenl

l'équation

On aura ensuite pour r une formule semblable à celle du n" 8, en y

mettant u> ii la place de [j.
— i, et X', somme des racines, au lieu du

terme \0". On aura ainsi

__ '-1- \/9 + s/5'
-1- V 6 +. .

.

15. On aurait aussi, si on le désirait, les expressions des autres

racines /•"', /"", r"'\ ... qui composent la fonction X'(n'' 11), en mul-

tipliant dans l'expression de r les radicaux \ 0', yO", ..., d'abord par

a"-', [i"-', . . . , ensuite par a'^-, f.'^^-, . .
. , par a''-', [i^''

On pourrait même, sans faire un nouveau calcul, avoir également les

racines /". r""*', ... qui composent la fonction X", par la seule consi-

dération (|ue X' devient X", X" devient X", etc., en y changeant r en /";

de sorte qu'il suffira de changer, dans l'expression générale de 0, X'

en X", X" en X'", etc., X" en X'.

Par la même raison, comme X' devient X", X" devient X"', etc., j)ar

la substitution de /"' à la place de /•, on pourra déduire des expres-

sions des racines (jui composent la fonction X' celles des racines qui
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l'onipospiit l:i luiictioii X" <mi rlKiii^'i-aiit siin|ili-iiicii(, dans ri-\|)rfssioii

j;t'in>rali' de 0, X m \ . \ .-ii \", iti-.. \ ' ' ni \ , \ en \ . d ainsi

di> stiili'.

Hi. Si le iiiiinhi'i' n ii'isl pus |irtiniiT, un |M)iirra, ni le dn-oniixi-

saiil ni SCS l'aclnirs, diM-iiiii|MisiT i-ncun' l'ii|in°ati()ii uri'ri'di.'nlf rn

ilaiiliis jiliis sini|ili'S.

Ainsi, si a r;= v'c', on pniirra nr piiinlir pdiir / (|ii'iiiii' raciiif ilc

r(-*|nati()ii

r' - ' ".

en sorli' (|iU' x' 1, l'I la rimctioii /, n" 11 (lc\ mihIi,!

/i — X', -T- a\', -f- a- \7 -T- . . . -i-
«''-' X/',

ni supposant

X', —r -t-f»''' +/-''•• ... /
• -,

X' =/"" -(-/«"""•-(- r«'="^"-f-.., -H/-''
••'•,

x; = /"'^ + /-»"*'"+ r""'*'"+ . . . 4- ,•«'-''-".

Xr'=/^' '"+/-"'-"'+ r"^^-l).
,

„„iiv-i).

On fna nistiitc 0, - /;, cl l'expression de 0, étant développée sons

l;i rniiiie

r, — ï" _i ;' _, -.2;» 1 j v'-i i .

:l »(5. = V, + a;', + «2;' + . . . + a-''-'
'>''-

à cause de a''*=^ i, les quantités ç", E',, ;'. ... seront des fondions de

X,, X", X7. •• qui ne clianf]feront pas par le cliangemenl siimillaiic

de X', en X", , ili' X', ni X^, X" en X',', etc., X," en X', ('Note précédente,

n" 25). Or on voit, par les expressions précédentes de .\,, \" que

ces cliangenients ont lieu en changeant siiiiplniinil / ni /"'. Donc les

quantités ;", ;, ,
;" regardées comme des fonctions de r, devront

être invariables par le cliangemenl de r eu r"' ; par conséquent, elles

seront nécessairement de la forme

A -t-BX'-+-CX"+DX"' -+-...,

par ce qu'on a démontré ci-dessus (n" 13).
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Donc, puisque les valeurs de X', X", X'", . . . sont déjà connues par

l'opération précédente, celles de ^", ç,, E'j, ... seront connues aussi.

Ainsi la fonction 0, sera connue aussi, et de là on aura les valeurs

des v' racines X',, X" , X", ... par des formules semblables à celles du

n° 11, en y changeant v en v', X en X,, en 0,, et prenant pour a, [i,

y, . . . les racines de l'équation

excepté l'unité.

On remarquera aussi que 5 étant la somme des racines X',-i-X"+X",'+...

sera ici égal à X'.

17. La valeur connue de X', ne donne que la somme des ni' racines /•.

/""', /•"'", ..., T-"""'"'; il faudra, pour avoir la valeur de r, regarder

encore ces n' racines comme données par une équation du degré tô', et

faire de nouveau

en prenant pour cC une racine de l'équation

y^ — I =: o ;

on fera ensuite

et l'on suivra le même procédé que nous avons exposé •dans les n"' 13

et suivants. Que si le nombre u est composé de manière que l'on ait

nT'=v"c7", on pourra, pour éviter le développement d'une puissance

trop haute, prendre pour a une racine de l'équation

y^ — I = o,

ce qui donnera à /, la forme

/.= x; -h ax; + K^x'^-i- . . . + «•'"-!
x'/'',

et l'on poursuivra le calcul comme ci-dessus, et ainsi de suite, jusqu'à

ce qu'on arrive à un dernier facteur indécomposable.
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l,';ivaiit;i<îc »li' ces di-compositions ronsislc dans raliaisM-iiiciil drs

piiissaïut'S aux(|iirlli's il faut i-lrvcr les |i(dviiiiriu's / |K)iir aviiir les

loiictioiis 0. ce (|iii diiiiiiuit- la lon-îm'iir du ralciil. et fiisiiili- dans

l'ahaissmiciil di-s radicaux (|ui cnircnl dans rcxprcssioii de la racine /,

ce ipii siniplilic celle expressiiin.

Telle esl la marelle générale el nnitoiine du calcul; lutus allons

rap|di(|iii r ii (|iiel(|ues exeiuples piiur la l'aire mieux cuiiceviiir, el utiu^

re|ireui|l'nns d'aixil'ii celui de reiiualinu

<|ue nous avons résolue ci-dessus (n" 10).

18. On a ici a — 1 = 4 = 2.2; ainsi on fera v == 2, o = a (n" 1

1

Ou [Ui'udia pour y une des racines de ri''i|ii:ili(i:i

de sorle que, à cause de % ^^ 1, i'expressinu de la ronclion / du ii" 10

ilcvieiil

/ = X'-+-a\", où \' ----/•-(- /•', X"=r2H-r'.

De lii ou trouve, en laisaiil le carré de /, à cause de y.- = i,

5 =/-•= ;"+«;', ;''=X'-+X"-, H'^lX'X".

Substiluaiil les valeurs de X', X" en /•, cl développant les carrés et les

produits, en rahaissant les puissances de /au-dessous de /", à cause

de r' = I , on Irouve

^' = 2(rH-i'2-l-r^4-/-').

Donc, comme /-i-r'+ r^-i-r', somme des racines, est = —
1 , par l'équa-

tion, on a ;'' = 3etç'= — 2. Ainsi l'expression générale de (Irsicn-

dra = 3 — 0.1..

De là, à cause que les valeurs de * sont 1 et — 1 , en faisant a = — 1

,

on aura 0'= 5, et, comme

s^x -V- x" -^ x'" -\- i "== — I ,

VIII. 44
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les formules ilu n° 11 ci-dessus donneront

X'=.=llty5, ^«^^IzU^.

On aura ainsi par la valeur de X' celle de r+r'-'', somme de deux des

quatre racines de la proposée. Pour avoir la racine r en particulier, on

fera de nouveau un calcul semblable, en considérant les deux racines

r et r" comme racines d'une équation du second degré.

On fera donc /,= /• + a/'', x étant, comme ci-dessus, racine de

et de là, on aura

e, ==<—;',' + «;',, où ^'|=rr2+r3 el '^, = ir'.

Ici, on voit tout de suite que les valeurs de ç" et ç, sont données

au moyen des valeurs déjà connues de X' et X". En effet, à cause de

r^=:i, et par conséquent r^ = r\ on a ç" = /- + r' = X" et X^— 2.

Donc on aura 6, = X"-t-2a; de là, en faisant a = — i, on aura

0', = X"— 2, et la formule du n" 14 donnera, n étant = 2,

__ X: + y/X" - 1

Entin, substituant ici les valeurs X' et X" trouvées ci-dessus, ou aura

— I -+- v'5 + v'— 10 — 1 v'5r= ^ ,

et, par les remarques du n" 15, on aura aussi

X' - v'X^-^
r ' = î

)

i

et, changeant X' en X", X" en X',

r-= 5 r' — ,
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d'itii l'on aura, par U-s sulisliluliuns îles valeurs «If X' el X".

' \ >

r'=
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liiaiit cette valeur, on a

— I ± i/5 d= V— I o qr a V 5ar= 7 '

4-

où,les signes supérieurs et inférieurs de v^ doivent se répondre, niais

sont indépendants de ceux de l'autre radical, de sorte qu'on a les

quatre racines par l'ambiguïté des signes des deux radicaux.

20. Passons à l'équation

x' — I ^ o,

laquelle, étant dégagée de la racine i, devient

.r" + x-' -+- x'' + x'^ + a- + .r -{- I = o,

dont les racines seront r, f-, /•^ r'', f', z-".

La plus petite racine primitive pour le nombre 7 est 3, d'après la

Table du n° 4; ainsi on aura la progression 3", 3', 3-, 3', V, 3', savoir,

r, 3, 9, 27, 81, 243, dont les termes, étant divisés par 7, donneront

les restes i, 3, 2, G, 4- 5, qu'on prendra pour exposants de r. On aura

ainsi, pour les racines de l'équation proposée, les termes r, /% r-, i",

/•', 7'^ qu'on prendra pour x',x", x", ....

21. Nous remarquerons ici que, pour avoir les exposants de /• qui

doivent former toutes les racines, il n'est pas nécessaire d'élever la

racine primitive aux puissances successives et de diviser ensuite ces

puissances par le nombre premier auquel la racine primitive se rap-

porte; il suffît de multiplier cbaque reste par la racine primitive et

de ne retenir que le reste de la division par le nombre premier donné.

Ainsi, en commençant par i, on a, dans le cas présent, les deux pre-

miers termes i, 3; multipliant 3 par la racine primitive 3 et divisant

par 7, on a le reste 2 troisième terme; 2 multiplié par 3 donne 6 qua-

trième terme; 6 multiplié par 3 et divisé j)ar 7 donne 4; enfin 4 nuil-

tiplié par 3 et divisé par 7 donne 5. Si l'on voulait continuer en

multipliant 5 par 3 et divisant pai' 7, on retrouverait l'unité et succes-

sivement les autres termes déjà trouvés.
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/ — r-*- ar' 4- a-r^ -i- a'r»+ a'r' -4- aV,

l'Ii pri'lKilll |iii(ii' 7. tllir l'iicilic lie rt-i|ll:iliiiii

:}'i»

l'iisuih' lin ronni-ra la foiuiioii C; mais, roiniiif Tt-xposanl <>

on |)<iiiri-a siiiiplilifi- le «aliiil i-t les rcstillats par la iii*-iIiimIi' du n" I I.

l'ii iii> pi'i'tiiitil iriilxii'i! pour X iin'iiiic r:i('iii)' lii- rci|ii:iliuii

ce i|tii, à caus»' df x" - i , ivduiia l'oxprt'ssioii dr / à (•cllc-ri

/ ^ X' > \ .

ihiiis laqiii'lli'

X' —/•+»•- -t- ;•'
, X" H4-i-«+r'.

()ii aura ensuite

0--ti-^<>-^ xi', où c^^X'î+X'ï, r XA .

il \'tn\ trouvera a|)r('s le devrioppenient, ii cause de r i,

;»— 3 • /• -I- #•' + /•- + r'' -+- r> + /•'
),

;' = 5 (3 -4- r -T- r> 4- /•- + r« -I- /' 4- ;••
).

Or /•-!-
r' -+-/•- + /-'-)- r'-l- r", somme des racines, est = — r; dune

;" = -* 3, ;'= /|, et la valeur deO se réduira à 0= — 3 -i- 4-/. De lit. iii

faisant x = — i , on aura 0'= — 7, et l'on trouvera sur-le-clianip les deux

racines

23. Considérons maintenant les trois termes de l'expression di- \

comme les racines d'une équation du troisième degré; prenant y. pnui-

r;i(ine de l'équation
y'—i — o.
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on 1era

t,^ /• -T- a /- -7- y.'-r'' ;

ensuite, en faisant

on trouvera, à cause de y.^ = i et /' = i

,

ç» =: 6 + /-^ + r° -i- ;•"',

t"= 3[r^ -+- r^ -i- r^
,

,

savoir,

^<'=6-f-X", |'=3X', ç"=3X":

de sorte qu'on aura

6, = 6-i-X"-h3aX'+3a2X",

donc, en nommant a. et ^ les deux racines imaginaires de

j'— 1 = 0, savoir, de y--i-y-r- 1 =o,

lesquelles sont

5:= , 5= ,

1 ' -1

et faisant

&', = 6 + X"+ 3aX'+ 35c=X",

6'; = G + X"-^ 3;3X' -+- 3p2X",

on aura (n" 14), en faisant c = 3,

X' + vZ&'.-f-v^"= 3

24. Venons à l'équation

a;" — I = o,

laquelle, étant divisée par x — \, s'abaisse au dixième degré et devient

x'" -+- a:* + x' 4- :r' -i- x" -f- x5 H- x' + jr' -I- X- H- x -+- I r= o.

On voit, par la Table du n"4, que la plus petite racine primitive pour

le nombre r i est 2; ainsi la suite des restes, qu'on trouvera facilement
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par If procédé ilu ir21, srra ici i, 2, '\. H, '>, 10, ij, -, i, '•. <l • -urlc

t|iic la série des racines sera

diiiii la somme sera par consé(|iJeiil • 1. et l'iiii aura pour / celle

expression {jjéiiérale

/=: r-i- ar--+- a=r'-+- a'r"->- a'/^-f- a-r'o-f- 3[''/-'-h x''r'-i- «•r»+ a»r*,

bquelle, en |)reiiaiil |iuur z une racine de l'équation

r'"- ' '•

ilonnera, à cause de *'"= i,
•

d'oii l'on tirera la valeur de r pai' la turmiili' générale tlii 11" S, en y

lai sa ni y. =^11.

Mais, pour se dispenser d'élever le polynôme / à la dixii-un- puis-

sance, on pourra décomposer l'opération en deux autres correspon-

dantes aux deux facteurs 2 et 5 du nombre 11 — 1 = 10, par la méthode

du n" 11.

Prenons d'abord pour y. une racine de l'équation

J-— I = o,

de sorte que l'on ail y.- = i . l'ar là, l'expression de t se réduira à celle

forme plus simple

en faisant, pour abréger,

X' = r -i- /-• -4- rî -f- r»+ r',

X"— r- -+- r» H- r'» -f- r" 4- r»,

et la valeur de sera

0:=r-=^\'-'-i-\"--h2x\'\".

En développant les carrés des fonctions X' et X", et rabaissant toutes
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les puissances de /• au-dessous de /•", à cause de /" = i, on trouve

X'2 = aX'-H3X", X"^= 3X"+3X',

l'I par conséquent

X'^ + X"^= 5
{
X' -h X"j = - 5,

il cause fjue X'-f-X" est la somme de toutes les racines.

On trouve de même, par la multiplication,

• X'X"=5 + i[X'-^\")=z5-i=--3.

On aura ainsi 6 = — 5 -i- 6oc, et, faisant a = — r, on aura 0= — 1 1

.

Donc on aura par les formules du n" 11, en y faisant v = 2,

— i-^-y-ii v„_ — t — \/—

"

A =: î A. — —: •

1 1

25. Ayant ainsi les valeurs de X' et X", pour avoir celle de r, il fau-

dra considérer les cinq termes qui composent la quantité X' comme les

racines d'une équation du cinquième degré, et, puisque 5 est un

nombre premier, on ne pourra employer que l'expression générale

de /,

l^= V -\- y.r'' + oc"- !•> -+- a? r^ + a'' /•'',

en prenant pour a une racine de l'équation

.r' -1 = 0^

Ensuite il faudra faire

= /»= ç'» -I- al' -f a"-l"-\- x^l"'+a' l'\

et il ne s'agira que de trouver les valeurs en r des coefficients E". E', . . .

par l'élévation de l'expression de / à la cinquième puissance, en ayant

soin (]t) rabaisser les puissances de a au-dessous de a.^ et celles de r

au-dessous de /", à cause de ot^= i et /" = i. Par un calcul qui n'a

de difficulté qu'un peu de longueur et sur l'exactitude duquel on

peut compter, j'ai trouvé, en retenant les expressions de X' et X" en /
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ilii iiuini-rii |ift'c»Mlciil,

$• =no-f 1iX'-+-7i>X'.

$' _ioo-t-<H)X'+r»X'.

5* = 5oH-«5X'-»-»..X-.

5*=6oX'-»-G5X'.

(ioiiiiiic Ifs valeurs de X , \ muM dcjii coiiiiiics pai' rii|)('T:ilii)ii |)i'f-

(•(•tlfiilf. l'i-xpii-ssioii (Ir la roiicti'iii de ni- |trrsciilf plus rini (rimlr-

Icrminc, cl rllc (lomicia siii-lc-tliaiii|» la valeur dt- la preiiiii-re raeiiie r

par la rurimile ^M'iiérale du u" 1 i, en y faisant rr, -- 'î et prenant pour «.

|i. V, S les i|iialir iM(iiir> i|in, :i\i( l'iinilé, rrMiKciil ri'(|uali()n

y — I :n o,

el piiiu" 0', h'\ 0", 'j'* les valeurs de 'j (|ui i(|iuiideMt aux siihstiintHins

de 7.. |i, --, (^ il la place de -j. dans l'expiessidii Intuvée pour î.

2(». Si dans les vaieuis de ;", ;'. ... on substitue eelie^ de X el X

(humées dans le n" 2i, un a

ïo
.39-
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piriiiior, et qu'on rabaisse les puissances de a au-dessous de -/% on aur;

5" =^» + a-;'+ a''^"-f-o:^"' +5:^;'%

V" — >" + a^ç' + a;" + «'' ;"'+ «-;"<

6"-=çO-H a''4'+ a;''ç"H- 3:-ç"'+ aç",

et l'expression de la racine r sera

où il n'y aura plus qu'à mettre pour a, x-, o(.\ a' les valeurs de /, /-,

r\ /•' que nous avons données plus haut (n" 18).

27. On trouverait par les mêmes principes les valeurs des puissances

(le / qui forment les autres racines de l'équation

a?" — 1 = o,

excepté l'unité.

Et d'abord on aura les valeurs des racines r" , r% /", r' qui entrent

dans la fonction X' en multipliant, dans l'expression de /•, les radi-

caux v^', yO", V^'". V'f)'% respectivement, par a'', fl', y'', ?)' pour la ra-

cine r', par a.'', [i% y'', ()^ pour /', par a.-, [i-, y-, (5- pour r', et par -/,

[i, y, S pour /', c'est-à-dire par y.', a\ a'-', «,, par a^ a, x', y.-, par y.-,

a', a, a' et par a, y.-, y.% y.'.

Ensuite, pour avoir les valeurs des autres racines r-, r" ,
/'", r, r",

qui entrent dans la fonction X", il n'y aura qu'à cluuigei', dans celles

de r, r\ r^ , /\ /•', X' en X" et X" en X', ce qui ne demande que de

changer le signe du radical \ — 1 1 dans les expressions de ç", ç', . . .

.

28. Je donne ici d'autant plus volontiers ces expressions des racines

de l'équation

a' ' — I := O,

qu'elles n'ont jamais été données et qu'elles n'auraient pas même pu



l'I.x lijl \l |ii\N \ I (,| i;k|(i| i:s. 355

l'i'-lif |i:ir les incllioilos coniiiifs, (|in (Iciiuiiulfiil lu résoliilioii <riiiir

r(|u:i(ioii ilii riiii|iiii-iiii- (lt>^ri-.

Il y :i ('t'|iciiil:iiit une i-\rr|itioii ii l'airt' à i <' i|iir tmiis \riiiiii> lii' iliit-;

I ;ii' un tiixivr il la lin «lu Mcinnirr di- \:ititl*Tini>iiilf >nr l:i lUsolulioii

(les ctfiitiiio/is, iliint nous avons pailf dans la Noir prtHi'ilfnlc, l'cxpn's-

sion (If la racint' il'nnf i>i|natliin *ln i'ini|iniini' ili-^'ic, iIdIi (li-|H'n(l la

rcsoliiliiin ili* r)-<|iialiiin

x" - I
— o.

Car iTtIf i'i|natniii, riant (li\is('r par r i, ilr\irnl

.r'O-H X* -t- X* -h . . . + I = o,

la(|iu'll('. riani du ^'rnrc des rc(i|U'i)(|ncs, |)rnl s'aliaissn- an ( in(|iiii'nM-

defîrc', i>ai- la siilistilnlinn iji' .v -\— r //. cl l'on nliiicnl, |iar les tm-

ninlcs dr la .Noie \ u '

I i , celle c(|iialiiin en //

H -I- «' - 4 "' '- 3«- -)- 3« + I II.

tin prenant // hiL;aH\riiii'nt. n^ (jni dianice les signes de tmis les

termes pairs, mi a re(|iialicin lesuliie par- \ andeinionde. Cet Anienr

ne diiniie l'expression ilmil il >'Aii'\\ qy\v, connne un icMillat de sa

niélhode générale, sans indiquer en détail les o|)éralions par lesquelles

il y esl |)arvenu. et personne, après lui, ne s'est oceupé, <|Me je saelie,

:i vérifier ce résultai, qui paiait nn'-nie élre lesté ignoré.

29. La valeui- iiue nous venons de Iniuvcr [lour la racine / de re(|iia-

tion

ar" — 1 = o,

iHinrrait sei'virii celle vériticaliiui : mais on peiil parvenir dircclemciii

il un résultat eoniparahle à eidui de \andernionde en prenant pour -/.

dans l'expression générale de / du n° 24, nin.' racine de l'équation

f^ — I = o,

au lieu de l'equalion
:>•'- — i — o

45.
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que nous avons employée, ce qui est permis, puisque, 2 et 5 étant les

facteurs de 10, on peut partir de l'un ou de l'autre à volonté.

30. Faisant donc a'' = r, l'expression générale de t {\\° 24) deviendra

/ = X' + :.X" + a-X'" + a'X''-+- X' \\

dans laquelle

\'=r-hr'", \" = r^ -{-!•' ,
\"'— !• -h r' , X"=/'< + /•', X"= / H- /\

et l'on regardera maintenant les quantités X', X", ... comme les

racines d'une équation du cinquième degré; c'est le cas que nous

avons considéré en général dans le n" 12.

On fera donc

et l'on cherchera les valeurs de ;", £', ç", ... en fonction de r par le

développement de la puissance cinquième de ^, en y rahaissant conti-

nuellement les puissance» de a au-dessous de a' et celles de /-au-des-

sous de r", à cause de a.' r= i et r" = i . Le calcul n'a d'autre diffi-

culté que la longueur. Voici les résultats que j'ai trouvés et dont je

crois pouvoir répondre.

En faisant, pour ahréger,

^ — ,. _j_ ,..; .^ ,.; _)_ ,.s ^ ,.-, _j_ ,.i II _^ ,.9 _,_ ,.7 _^_ ,.:t _j_ ,,ti^

OU a

^' = 1700 -+- l830Sy

?" ^2o5o + 1795 s,

4
' = 1800 H- 18205,

ï"^^ '900 +- i8in«

Or s est la somme des racines, qui, par la nature de l'équalion du

dixième degré en x, dont le second terme est .r", doit être égale à — 1

.

Faisant donc ,v = — i , on aui'a

';o - igG, ;':^_,3o, ;"=a55, ï"'=-3o, 4"-=9o.
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Aillai l:i \;iliiir ilr h >cr.i

9= — igG — iToa -»- 155«*— aoa' + 9"a'.

lin iiiciCiiit siieri'ssivfiiifm it la jiliii r iU- x !<•> *|iiiilr*- nirim-s «. «î. •-. ^

ilr ri'i|ll;itiiiii

nii :iiir,i lis (|ii:tiililfs , . \ 0'\ ri, si l'iiii |iiiii<l i ..n ci-drsMis

M" 2<> . |i«mr res raciiifs, les piiissaïu-fs x, *', a*, a*, iloiit Irs xalciirs

sont |f«, iiicriirs i|Mi' icllis ilr r, /-, /•', a' iIii II" IS, Dti :iiii:i, il caiisr

lit' X' -
I ,

'^ '<)'> l'iojt -f- •i'iîa'— aoa'-t-goflf»,

0' = — iy<> — il(>a!2-+- iMa' — aoat -+- «)"«',

0" = — ig<) — i3oa' -f- iTia - jcia' + «.)*>«',

0'* =: — i()f> -^ i'{i)a:' + a'iifl!' — loa'-f- i(<ia ,

fl la l'onmile g(''iicr;ili' ilii n" Il (Inniicia loiil dr siiilr, en l;iis;inl

-.,_ - X +W+W +';/¥ ^-W'
'3

(liilc iMiaiititr X' est = r + r'" = r -f- -. à cniisc de /" -^ i ; c'csi |;i
' /•

'56o"
vairnr t\f ^. cos (a" 12); c'est aussi (•clic <lc la racine n de rri|ii,i-

linii cil // dii ciii(|iiii'iiic degré ' n" 28 , |iiiis(|iic / est la i;i(iiic i\r

réi|iiati(iii

Ainsi l'expression préeédenic, |irisc iici;ativciiiciit, doit s'accorder avec

celle de \"aiidei'iiiniidc.

31. Pour [xnivoir les comparer l'acilciiienl, nous substituerons dans

les expressions précédentes de 0', '/', \ 0" les valeurs de •/. y.', -/', y.\

(|iii soMi les mêmes que celles de r, r- , r", /* du n" IS.

Kn l'aisaiil, |innr a!>i'i\uer.
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I -h\'5 + m

v5 — "

—
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32. l'citir r;i|>|inM'|iri- <l;i>;iiit:i^'c nus i'\|>rfssii)iis ilc ll•lll•>^ ilf \ ;iiiiIit-

iimiihIi-, iitiiis i-iii|ili>i(M'<in.s ii-s lr:iiisriiriii:iliiins

m^^p-i-q, n ~
f> >/,

l'ii sii|i|>()s:iiit

/' \ "• s . 7 \ V
•.

li'M|Mflli's se vt'iilii'iil ni r;ii>:iiil 1rs r:iri'i's cl en hIisitmiiiI c|iir

pq = -\S, parce (|iii' le |ii'iii|iiii des «Iimin riidiciiux ici-ls cl iiiisilils

\'t -+- 2 v'5. yS —2^5 l'sl \ î>; (liiiic

l';ir CCS siiliNlilnliiiiis, les (|ii;iiitilcs 0', h , ') ,
0" ili'\ifiiilii)iil

0' = Y( - 8y - -iS ^~i H- '-./; - T"/ ).

0" == J^(- &, -t- -^,5 v'^ - I

"'/' 'x? )

0* — -\-{ — &) 4- •;>)
V J -t- 4 ">/^ -i- 5r/ ;,

33. \ ;inilriiiioiiilr ;i (liuiiir, diiiis \l'^ Mémoires de l' .\e<i(lénne des

Sciences y\r r;iiiiitM' 1771 1>. 'ii(> . poiii' la n'-soliilioii de r('(|iiaH(iii

x-' — x'' — .f'^^ + 3ar--i- 3j: — I =0,

cctlc ('\|)r('ssioii de la l'aciiio

x.-^i(i4-A' + A"+A'"-}-A"),

dans iailllrllr

A' =V¥(89 + -i5v/5-5ç + 45;;),

A" =V-V-(89 + ^5 v/5 + 5? - ^5p),

M" =vV(89-^5s/"5-5î-45p),

A"= VY(89 ~ '-S v/5 -^ 5(7 -I- 45/j),

en conservant les valeurs de p cl q supposées ci-dessus.
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Ou voit que les expressions ilo A'" et A'" coïncident avec celles de

V — f)'"et V— 9", et que les expressions de A' et A" ne diffèrent de celles

de V — 6' et V ~ 0" que par l'échange des quantités p et q entre elles,

ce qui ne tient qu'au signe du radical ayS sous le radical carré. A

cette différence près, qui peut venir d'une faute d'impression dans le

Mémoire de Vandermonde, ses résultats s'accordent parfaitement avec

les nôtres, puisque la racine de son équation en x répond à la racine

de notre équation en ii, prise négativement, et que tout radical cin-

quième V — est la même chose que — yO. On peut donc dire que

Vandermonde est le premier qui ait franchi les limites dans lesquelles

la résolution des équations à deux termes se trouvait resserrée.

34. Pour ne laisser aucun doute sur la correction à faire à la for-

mule de Vandermonde, nous allons prouver qu'elle résulte des prin-

cipes mêmes de sa théorie. En effet, si l'on désigne, comme lui, par r',

/", /", z" les quatre racines qui, avec l'unité, résolvent l'équation

il est facile de voir, par la formule générale de l'Article VIII de son

Mémoire, que la quantité A ne peut être que de la forme

^A-f-B/-'-hCr"+I)/-"'-f-E;-"'

et que, en prenant cette expression pour l'une des quantités A', A", A'",

A'", les expressions des trois autres doivent résulter de celle-ci par la

substitution de /-, r\ r' à la place de r, les quantités A, B, C, D, E

étant des fonctions des racines de l'équation à résoudre, indépendantes

des racines r', r", r", /"'.

Or, parles relations données dans le même Article entre ces dernières

racines, on a

,.-2_,."'^ ;"!=/', r"'-=r", r"'^=r',

,•'3 =z r'/-'" = r'\ /•"•' = /"/' = /'", y'"» = ;•"/'"= /', /•'^=

/> = //"=/", r"' — /•"/•'" = /•', /"'' = /'/•"'=/•% /•""=:<
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|)i'lir li'N c|ll:itlf r\|ilr>>|ii||> ilulil il >";i^'ll (li\ iiMltlloUl

^A -t- Br" -+- C/' -t- Dr- -- E#".

ï A + Bf- -- Cr" -+- 1»/-* -+- E/^

vA = »/•• : Cl" II/' -t- Er*.

^ A lii I - 11/ • Iw .

35. Dans l'Arlirli' Wlll iln unme Mmidlir, un troiiM' |miiii- li-.

"iciiics <li' Il i|iialiiiii

X' — I I)

CCS cxpicssioiis, dans !cs<|iicllcs j'iiilrodnis, |Hiiir plus de simplicilc, les

iiitMMcs Ictlics p r[ ij cmiiliivccs ci-dcssiis.

V.w prcnanl la pii'iiiii'ic de ces racines |i(MII- /', de soile qm' Idii ail

1'— \{ — \ + \,1 -\- p ^ q)

,

il l'andi'a, d'apri'S les Ini'ninles du ii" 31 , en inenanl'-/ [loiir /•
, cl snlisli-

liiaiil p - <j.p '1 |ionr m, n. sii[)posei'

/•'" = /•'-•= i(— I - v/5 -(-/>- 7 ,

/'=|-'3={(— I— y5— y)-+-ç),

Siilislituaiit ces valenis dans les expressions ci-dessns, elles se clianL;e-

Vi(F
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en faisant, pour abréger,

F =4A-B-C -D- E,

G= B+C-D-E,
H= B— C + D-E,

K= B— C-Dh-E,

lesquelles doivent coïncider avec celles de A', A", A ", A" rapportées

ci-dessus (n" 33). Mais on voit au premier coup d'œil que cette coïn-

cidence ne peut avoir lieu, à moins qu'on ne change à la fois/? en q et

q en p dans A' et A" ou dans A" et A"', parce que, dans les formules

précédentes, les coefticients de/» et q ne sont les mêmes que dans les

deux où la racine y 5 est affectée du même signe, au lieu que dans

les expressions de A', A", A", A" les quantités p et q ont partout les

mêmes coefficients.

36. En Aiisant ce changement dans A' et A", comme nous l'avons

indiqué (n° 33) pour accorder les formules de Vandermonde avec les

nôtres, on pourra supposer

A' =VT(F + Gv5-l-H/7-t-Kg),

A" =:v/i(F + Gv/5-H/>-Kg),

A"'=V'T(F-tiv5-K/)+ llq),

A-'^VIlF-Gv^ + K/j-Hg),

ce qui se vérifiera en faisant

F=:ii.8.,, G = M.'25, H = ~5, K^/jS.

De là on aura, par les formules du nuuiéro précédent,

B = A-ii.(i, C-A-ii.?r>, I)=A — 11.41, E = A — ii.ili,

et la quantité A restera indéterminée, parce que, à cause de

1 -H r' + /-''m- /•'"+ ;"= o,

elle disparaîtra des expressions des quantités A du 11" 34.
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Si I un hiii A = M)(), ou liDiiNf

B - i3o. <: _ -<)i>, I»
•''. K •".

et la loriiiiilc

\ A - B/- t-Lr r lir -t- t/-

«lu II" .'H fuliniilrni îivcc crllr Je \ ') ilil M' 'M). |i;iicc i|lir, CM l;ii^:ilil

« = r' ;i r" 7.', / 7-, /•"= a' (n" 35), el les loriiiuU's dérivées

lie cfllr-lii l'diiii'itlt'i'oiit aussi avec ccllfs <li- \ 0' , \ '> , \
')'"•

.'J7. l'iciiuus [loui ilcriiifr cxt'iiiiilc Ifciuatiou

(idiiiiiK' l'i — I = la = 2. 2.3, l'opéralioii |>nuiia se (Ir((iiii|>i>s('i- eu

tniis (le la iiiauièir suivaiilc.

Il l'atit il'aliitrd avoir mu- iMciiii- |iiiiiiilivi' |ioiir Ir iioiiiluf 1 î, rt la

Talili- (lu 11" \ louriiit le iiuiiilirc 2, dont les puissances sureessives

jusqu'il la oii/.iiiiic, divisées par i3, duniienl les restes 2, /j, 8, ), G,

12. 11. <), :>. 1(1,-.

Ainsi, fil iinlllllialll / mil' i;i(llii' de rc(|ii;irnill

.r' - -1- ,r" -!- ;r'

»

-I- ar" -i- X* -+-... -I- 1 = o,

Ifs autres oii/e racines seront

;••-, /•', ;•«,
,

( )ii Irra donc, en tjénéral,

/ := r-i- XI- -+ x-r^ -+- se^/-* + a'/-^ -i- a'/* -H aV= H- x' r' ' -i- x^r^ + «"/"H- a' "y"' -i- a"/",

et l'on piriidra d'aijurd pour y. une racine de lequation

j2— 1=0,

en sorte quea-=: i, ce ([ni réduira la fonction t ;i la foriiie

l = \'^x\",

dans la(|iH'Iic

\' = r -f-
/•i + ;-^-i-r"2+ /-"-I- ;•'",

X"= /•= + /-s H- /-o + /•! 1 -i- I" -+- ;•

.

4G.
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Do là 011 aura

On peut se dispenser de chercher la valeur de ç" en se servant de

l'expression de du n° 11, qui ne renferme pas ç" et qui donne ici, ii

cause de v = 2 et de * = — i, somme des racines de l'équation pro-

posée, = i+(a — i)ç', de sorte qu'en faisant a, = — i on aura la

valeur de 0', et les deux racines X', X" seront (numéro cité)

I /' -^^'
v//_- — I— \/i — ai;'

Pour avoir la valeur de ;', il faut développer le produit X'X" en puis-

sances de i\ ayant soin de rabaisser les puissances supérieures ;w'-, à

cause de 7'^'= 1, et l'on trouve X'X"= 3*, en mettant .v pour la sommé

des racines /•, r-,r''. ..., laquelle est = — i, de sorte qu'on aura ç'= — G,

et les valeurs de X', X" seront

38. On regardera maintenant les six racines qui composent la quan-

tité X' comme celles d'une équation du sixième degré, et l'on fera de

nouveau

mais, au lieu de prendre en général pour y. une racine de l'équation

J-O — I =: O,

ce qui demanderait ensuite le développement de la sixième puissance

-

du polynôme /,, nous prendrons de nouveau une racine de l'équation

y- —1 = 0,

de sorte (|ue, au moyen de %-= \, la fonction /, redeviendra de la forme

t,=:\\ + x\'\,

dans laquelle on aura

X', — r+ r' + ;", X" = r' +;•' = + /•' °.



iiL> Lui \iit)N> u.i.i.iiiin.n i:s. :Ui5

Hli ;iiil';i l'iisllili-, cuiiillH' l'i-drssiis,

ri, à c;!!!»' i|iii- hi Miiimii' des imiimcs csl iri \ . mi ;iiii;i siii-lr-ili.iiii(i

X,_ , \,_ ,

i»n aura en iiifiiic li'iii|)> 0, - \ - 4- ;* — i )ç, cl, (aismil / 1,

/, — .\ -1-,,

l'iim- avilir ;',, il ramlia (lc\clip|)|iri- le |ir<M|iiii di- X
^

|i;ii \^, en m'

soiivriiaiil liiiijoiirs (1110
/•'

' = I , il l'on lidiixcri

Cl' tiiii iliiiiiicra

X',X"=<-f-\",

cl par ci)iisci|nriit

•^1 "~—:
::

^,_ X'-v/X'-'-i-i-4vx^_ -

3D. Nous ri'iiiai(|iiiToiis iri i|n(', coiiiiin' en niellant ;•- an lien ilc /•

la l'undion X dcsicn! .\ cl la roiiclioii X" devient X', si l'on di'noir

|)ar(X','. X" ce i|in' devienncul les ('onctions X',, X" r-n v snhsiiinani

/•- au lieu de /• dans toutes les puissances de r, ce qui donne

on aura les valenis de (X',), (X") en écliangeanl dans celles de .X'^, X'|

les iinanliles X', X" entre elles. On lionvera ainsi

(X-;) = ^"-v^^'--'^-4X'

Ce sont les l'ouctions ciuTcspondantes à \\, \'\ (jn'on ohliendrail en
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procédant à l'égard des racines qui composent la fonction X" comme

un a fait sur celles de X'. Ces valeurs sont nécessaires pour parvenir à

c(dles de /'.

40. Pour cet effet, il faut encore regarder les trois racines qui com-

posent la fonction X', comme celles d'une équation du troisième degré,

et faire, en conséquence,

/:;=: r-h 3t/-' + a-/-%

en prenant pour a. une racine de l'équation y'— i = 0.

De là, on formera la fonction

5,=:/^ = $^ + 3:4; + «=;;,

et l'on trouvera, par le développement, en faisant a^= i et/'^= 1, ces

expressions

2^ = 6 + x',, £;=3{x',), i': = ^[X]-

Donc, nommant a et [i les deux racines de l'équation

et faisant

6; = 6 -t- X', -f- 3a(X',) + 3a=(X';),

&'; = 6 H- X', + 3(3(X',) + 3ji5=(X",:i,

ou aura, comme dans le n" 23,

X'. + v^+ Î/ô:r= ^•

Ainsi la valeur de r est entièrement déterminée; nous ne chercherons

pas à la simplitier, parce que, dans tous les cas, il est toujours plus

avantageux d'employer pour la résolution de l'équation

x'^ — 1 = 0,

ainsi que de toutes les équations de ce genre, les formules connues en

sinus et cosinus.



l)V.> r.(U VTIDN'i \I,C, IIMUf.U r.s. :1G7

\\ . Jf i'i-inan|ii<-r:ii, i-ii liiiissaiit, qiir l:i iiu'IIkkIc i-xpiisùr (hiiis tfllc

.Niilc [ii'iit t'in' it'jjaidri- ((imiiic iinr siiii|ilili(;ilioii de crllc (|in'

.M. (iiuiss a iiiiru|iii>i> il'iiiH- iiianilTi,' ^t'-rifiali' iliiiis l' Aiiitlr 'M'A) dis

/)is//iiisitinnes aril/inn'lii(P. Crllf-ci est l'iiiHlff aussi sur Ir ili'VcItippc-

llli'lll illllir r<)li(-(ii)ll srliil)lal)li- :i la rniictiiili (|iir iinlis aM>ii> ili-si}^lli-r

|>ai- 'j; mais elle (li'iiiainlr ilr pliis la runiialidii et If ilrvrli)|i|ii-iiii'iil

li'uutaiit (l'aiiliTS tun('(i(iii> liii niiini' iikIic i|ii(' ri'i|iiali<in a «ir laciiics.

(•!• i|iii alidiif^i" (-oiisi(léral)k-iii('iit le caltiil. Notii' iiiflliodf rsl iiidt'|irii-

daiiti' di' ces rmirliuiis aiixiliaii'rs, ri ((inilull iliirclriiniil :iii\ i\|ir<'s-

siiiiis les |)liis siiii|>lcs di's laiiiios.

IN \)V ToM i: iirniKMi-;
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