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PRÉFACE.

Le nouveau Volume que je soumets aujourd'hui au juge-

ment du public mathématique est le résumé de leçons que

j'ai faites, depuis 1872, soit à l'Ecole Normale supérieure,

soit à la Faculté des Sciences de Paris. Avant d'être ensei-

gnées en public, les matières qui le composent ont été

exposées en grande partie, avec d'autres encore, devant mes

chers élèves de l'École Normale, de 1872 à 1876. Les

théories générales qui forment la substance des quatre

premiers Livres ont été l'objet de mon Enseignement à la

Sorbonne, dès l'année scolaire 1879-1880. C'est en 1895-

1896 que j'ai développé les principes de la Géométrie Cay-

leyenne. I^nfin, les propriétés essentielles des cycUdes ont

fait, depuis l'année 1 880-1 881, partie intégrante de tous

mes cours sur les systèmes triples orthogonaux.

Il ne faut pas regarder le présent Ouvrage comme un

exposé didactique et systématique des principes et des

méthodes de la belle création de Descartes. Il suppose une

connaissance préalable des éléments de la Géométrie analy-

tique. Son but essentiel est de préciser les notions relatives à

l'imaginaire, à l'infini, etc., et de montrer qu'en Géométrie

elles doivent prendre toute la place et toute l'importance qui

leur ont été attribuées, depuis longtemps, en Analyse. Dans

l'exposé de ces notions, je me suis attaché à rester aussi

élémentaire que possible, et me suis interdit, à regret quel-

quefois, tout développement qui ne serait pas de nature à

être compris par un bon élève de mathématiques spéciales.
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GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.

LIVRE I.

LE liAPPORÏ ANHARMONIQUE.

CHAPITRE I.

INTRODUCTION.

Le but de ces Leçons est l'exposé des principes sur lesquels reposent les décou-
vertes quon doit à Monge et à son école. - Étude du rôle que jouent l'imagi-
naire et l'infin, dans les recherches géométriques modernes. - On peut employer
deux méthodes; l'une, se rattachant aux coordonnées de Descartes, est celle qui
sera su.v.e dans cet Ouvrage; l'autre, imaginée par Michel Chasles et complétée
par von Staudt, ne parait pas avoir prévalu.

Caractère propre des méthodes de TAnalyse et de la Géométrie moderne - Emploi
d un pet.t nombre de principes généraux doù découlent les conséquences par-
ticulières. Défauts de la Géométrie des Anciens.

Les premiers pas dans la vo,e moderne ont été faits par Desargues, les suivants
sont en quelque sorte le résultat d'une nécessité logique. - Exemple emprunté
a 1 étude du développement de l'Algèbre.

Géométrie. - Le principe de continuité de Poncelet. Controverse avec Cauchy -
Introduct.on de l'imaginaire et de l'infini en Géométrie analytique. - Notions
élémentaires sur les plans et les droites imaginaires. - Examen de l'objection
qui a ete faite par von Staudt à l'emploi des coordonnées pour définir les points
imagmaires. ^

I. Le sujet f|ue j'ai rintenlion d'aborder dans le Cours de celle
année esl certamemenl un des plus inléressants de Ja Géométrie
moderne. Je me propose d'exposer les principes sur lesquels
reposent les découvertes géométriques qu'on doit à Monge et à
son école. Cette étude des principes a un grand intérêt philoso-
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phique; elle est trop négligée aujourd'hui. Et ce n'est pas sans

injustice qu'on l'abandonne aux classes élémentaires, où elle ne

peut être traitée avec l'ampleur qu'elle comporte, qu'elle mérile

et que je serai libre de lui donner ici.

L'imaginaire et l'infini jouent aujourd'hui, dans toutes les

recherches géométriques, un rôle important et quelquefois mal

interprété; je vais donc commencer en rappelant comment on

peut appuyer sur des bases solides l'emploi qu'on fail, dans hi

Géométrie moderne, de ces éléments, imaginaires ou rejetés à

l'infini, inconnus à la Géométrie des Anciens.

2. En ce qui concerne les imaginaires, on peut suivre deux

méthodes différentes : l'une, que j'exposerai d'une manière dé-

taillée, est exclusivement analytique et re|)Ose sur l'emploi des

coordonnées de Descartes. L'autre, au contraire, due à Chasles,

exposée par cet illustre Maître dans la Géométrie supérieure,

et complétée ensuite par un géomètre allemand, von Staudt,

repose sur des considérations de pure géométrie. Chasles a montré

d'abord, dans son Traité de Géométrie supérieure, comment

on peut définir et introduire les éléments imaginaires en associant

à chacun d'eux l'élément imaginaire conjugué et définissant ensuite

l'ensemble de ces deux éléments par des fonctions symétriques,

nécessairement réelles, de ces deux éléments. C'est ainsi qu'étant

donnés deux points imaginaires conjugués sur une droite, néces-

sairement réelle, on peut les définir par l'intersection de cette

droite et d'un cercle réel, ce qui fait connaître à la fois leur point

milieu et le produit de leurs distances à un point quelconque de

la droite, ou même de l'espace. Mais on voit que, dans cette

méthode, deux points imaginaires conjugués ne sont pas séparés.

Gela n'a pas d'inconvénients dans beaucoup d'applications où ces

éléments entrent d'une manière symétrique. Cependant le rapport

anharmonique de quatre points imaginaires sur une droite ne

peut être ainsi défini. Supposons, |)Our fixer les idées, que, dans

le courant d'une démonstration, on ait à considérer le rapport

anharmonique de quatre points. Il peut se faire que, suivant les

positions respectives des parties, ces quatre points soient tantôt

réels, tantôt imaginaires; il faudrait donc distinguer les différents

cas, faire pour chacun d'eux des démonstrations différentes, ou se
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priver de l'emploi, si commode quelquefois, du rapport anhar-
monique.

3. Dans ses Beitrage zur Géométrie der Lage, parus en iSSf)-
1860, von Staudt a fait disparaître la difficulté que nous signalons
ICI et, par une extension donnée à la méthode de Chasies, il est
parvenu à définir géométriquement chaque élément imaginaire
et à le distinguer de l'élément imaginaire conjugué. Celte exten-
sion, bien que rigoureuse, est très pénible et très abstraite. On
peut la définir en substance comme il suit : deux points imagi-
naires conjugués peuvent toujours être considérés comme les
points doubles d'une involution sur une droite réelle et, de même
qu'on passe d'une imaginaire à sa conjuguée par le changement
de len — i, de même on distinguera les deux points imaginaires
sur la droite en faisant correspondre chacun d'eux à l'un des deux
sens différents qu'on peut attribuera la droite. 11 y a là quelque
chose d'artificiel; le développement de la théorie est nécessai-
rement un peu compliqué. Aussi cette méthode de von Staudt
n'a pu réussir à prévaloir. Il semble que, pour l'introduction et
l'interprétation des imaginaires, il vaut mieux s'en tenir à la
méthode analytique qui repose sur l'emploi des coordonnées
rectihgnes. Nous nous bornerons donc exclusivement à ce mode
d'exposition et nous développerons, en les précisant et en les
rattachant à leur véritable origine, les notions analytiques qui se
rapportent à ce sujet.

^
4. Le caractère propre des méthodes de l'Analyse et de la

Géométrie modernes consiste dans l'emploi d'un petit nombre de
principes généraux, indépendants de la situation respective des
différentes parties ou des valeurs relatives des différents symboles-
et les conséquences sont d'aulant plus étendues que les principes
eux-mêmes ont plus de généralité. Les Anciens ne s'étaient pas
élevés à cette conception; toutes les fois, par exemple, que, dans
une figure, deux droites auxiliaires étaient, tantôt parallèles, tantôt
concourantes, ils donnaient des démonstrations distinctes pour
chaque cas. Si, dans une figure, se présentaient une droite et un
cercle, .1 pouvait se faire que la démonstration dut considérer
successivement, et séparément, les trois cas où la droite était

I
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sécante, tangente, ou non sécante, du cercle. Les démonstrations

étant toujours faites sur une figure déterminée, toutes les fois que

les rapports de situation venaient à changer, il y avait lieu aussi

de recommencer la démonstration. Cela explique comment des

Traités entiers ont élé consacrés à des problèmes célèbres, qui se

trouvent résolus en quelques lignes, soit dans la Géométrie de

Descaries, soit dans la Géométrie supérieure. J'ajoute que les

énoncés des propositions elles-mêmes devaient êlre multipliés

de la même manière; et, bien que les démonstrations fussent tout

à fait semblables pour tous ces cas particuliers, la nécessité de

faire une foule de distinctions, de considérer tant de cas, de faire

tant de divisions, aurait toujours arrêté les progrès de la Géo-

métrie et l'aurait empêchée de s'élever beaucoup au-dessus des

Eléments.

5. C'est Desargues (pii a fait le premier pas dans la voie moderne

en considérant deux droites parallèles comme concourantes et en

introduisant ainsi implicitement ce qu'on appelle aujourd'hui les

points à V infini. Depuis, toutes les méthodes se sont perfectionnées

d'une manière en quelque sorte fatale. L'esprit humain, dans ses

recherches, obéit à des lois dont il ne se rend pas toujours compte.

Rien n'est plus compliqué, ni plus obscur souvent, que les pre-

mières voies par lesquelles il atteint les vérités scientifiques. Les

inventeurs ne procèdent |)as d'une manière didactique, ils ne se

préoccupent pas d'obtenir la plus grande généralité possible; mais

les problèmes qui leur ont été proposés sont devenus tellement

vastes qu'une nécessité inéluctable les a conduits, sans même qu'ils

s'en rendissent toujours compte d'une manière tout à fait précise,

à constituer peu à peu les méthodes générales sans lesquelles la

Science n"eût pu faire de grands progrès.

(3. Considérons, par exemple, l'Algèbre. 11 est aisé de recon-

naître, dans l'histoire des progrès de cette science, la vérité des

remarques précédentes. Viète., son véritable créateur, désigne pour

la première fois les inconnues et les données par des lettres, sur

lesquelles il effectue certaines opérations. Mais il ne fait pas passer

dans un seul membre tous les termes d'une équation, il ne connaît

pas les quantités négatives; et, dans une équation du second degré
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par exemple, il distingue autant de cas qu'il y a de combinaisons

de signes pour les coefficients. Plus tard, Harriot et Descaries

emploient les quantités négatives; Harriot, le premier, fait passer

tous les termes dans un membre. Plus tard encore, les imaginaires

s'introduisent sans qu'on puisse donner une théorie satisfaisante

de ces éléments nouveaux dont s'enrichit la Science, par suite

même des problèmes qu'elle rencontre successivement, et non

certes en vertu d'un raisonnement a priori. Ouvrez les deux

meilleurs Ouvrages d'enseignement du iviii*^ siècle, VAlgèbre
d'Euler et VIntroduction à fanalyse des infiniment petits du

même Auteur. Vous verrez^ dans le premier de ces Ouvrages, une

théorie (très sommaire) des c(uantités négatives qui ne serait au-

jourd'hui acceptée par personne, et^ dans l'autre, une abondance

mer\eilleuse de formules exactes relatives aux imaginaires ou

reposant sur leur emploi. Mais ces formules, il aurait été bien

difficile alors de les justifier rigoureusement, autrement que par la

concordance de leurs résultats et l'intérêt des recherches auxquelles

elles servaient de base. Aussi est-ce à cette époque qu'est prononcé

le mot de d\4lenibert : Allez en avant et la foi vous viendra. La-
place^ après avoir établi des formules relatives aux intégrales dé-

finies où tous les éléments sont réels et supposés tels dans la dé-

monstration, ne craint pas de les étendre au cas où quelques-uns

de ces éléments deviennent imaginaires. Et, bien que son habileté

merveilleuse le préserve des erreurs, il n'invoque, pour justifier

cette extension, que « la généralité de l'Analyse », expression qui

revient souvent dans ses Mémoires et dans ses Ouvrages. C'est à

notre é[)0(pie qu'il était réservé de produire, en Géométrie et en

Analyse, une théorie vraiment satisfaisante des (piantilés négatives

et imaginaires, qui a permis d'introduire en Algèbre une rigueur

et une pié-cision comparables à celle de la Géométrie ancienne,

mais avec la généralité qui était inconnue à celle-ci.

7. La Géométrie donne lieu aux mêmes remarques. Monge
d'aboid et quelques-uns de ses disciples employaient ouvertement

dans leurs lecherches la méthode des coordonnées de Descaries.

Poncelet au contraire, voulant constituer un corps de doctrine

tout à fait indépendant, rencontra les difficultés que je viens de

signaler, l'our les vaincre, ou plutôt pour les éluder, il inventa le

fameux Principe de continuité, qui a donné naissance à tant de
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discussions, notamment enire lui et Cauchy, et qu'on peut énoncer

comme il suit : Toutes les fois que la démonstration d'une pro-

position a été obtenue en supposant réelles certaines parties de

la figure (|ui interviennent dans la démonstration, la pro|)Osition

subsiste quand ces parties disparaissent ou deviennent imagi-

naires, quoique la démonstration ne subsiste plus.

Ce principe est excellent et jieut rendre de grands services;

mais Poncelet lui a fait du tort en ne voulant pas le présenter sous

son vrai jour et en ne proclamant pas nettement qu'il est simple-

ment une conséquence de l'Analyse. Voici comment on peut le

justifier analjtiquement. Dans l'immense majorité des cas, une

proposition géométrique se ramène à la vérification d'une ou de

plusieurs relations rationnelles entre des quantités. Or, cette ou

ces relations étant indépendantes de la réalité ou de i'imaginarité

de certains éléments accessoires, il suffit de les démontrer, quand

ils sont réels, pour en conclure qu'elles sont encore vraies lorsque

ces éléments deviennent imaginaires.

Cauchy, d'autre part, se trompait en voulant réduire le Principe

de continuité à une forte induction et en se refusant à remarquer

que, dans toutes les applications de son principe, Poncelet ne

considérait jamais de ces figures transcendantes auxquelles les

objections de l'illustre Analyste auraient pu s'appliquer.

De ces deux grands géomètres, aucun n'avait complètement

raison, il faut bien le dire, ni complètement tort. 11 est des cas,

comme ceux considérés par Poncelet, où le principe était appli-

cable et avait plus que la valeur d'une forte induction. Il en est

d'autres, au contraire, où il aurait pu conduire à des cireurs (' ).

(') Pour préciser, par un exemple, la nature du difTérend enlre Caucli}' et Pon-

celet, supposons que, dans une question de Géométrie, on ait montré que la rela-

tion entre deux éléments réels x, x' est telle qu'à une valeur de l'un de ces

éléments correspond une seule valeur de l'autre. Si, par la nature de la question

on sait que cette relation est algébrique, on pourra conclure qu'elle est de la

forme
h.xx' + Ba; 4- Cx' + D = o

où A, B, G, D sont des constantes. Mais si l'on ne sait pas que la relation est

algébrique, on pourra imaginer une foule d'autres formes de la relation; par

exemple
x' = '•o{x),

. où tp désigne une fonction qui croît de — co à -f- x lorsque x croit de la même
manière. Ainsi on pourrait prendre

x' = e"— «-•'.
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8. Après ces remarques historiques, j'arrive à mon sujet, et je

me propose de montrer comment l'application de cette loi que je

viens de signaler, à savoir que les méthodes scientifiques ont une
tendance naturelle à ne prendre pour appui que des propositions

absolument générales, indépendantes, et de la grandeur des élé-

ments, et de la situation relative des parties, a conduit par une
voie inéluctable à toutes nos conventions de l'Analyse et de la Géo-
métrie modernes, à l'introduction successive des quantités négatives,

des quantités imaginaires, des points à l'infini, des points imagi-

naires à distance finie ou à distance infinie.

Je passe rapidement sur la théorie des quantités négatives. On
sait que, si Ton se refusait à les introduire, cette proposition fon-

damentale de l'Algèbre qu'on applique à chaque instant dans les

calculs, à savoir que, dans une somme algébrique, on peut inter-

vertir Tordre des parties, verrait son emploi soumis à un foule de

restrictions, dépendantes de la grandeur et de la place des termes

de la somme, et qu'elle conduirait, par suite, à une foule de dis-

tinctions et de subdivisions, de manière à rendre fastidieuses les

recherches les plus élémentaires. C'est par des considérations ana-

logues que se justifie l'emploi et l'introduction des imaginaires en

Algèbre. Si l'on envisage, par exem|)le, les équations du second

degré, les unes ont deux racines, les autres une seule, d'autres pas

du tout. On réunit tous les cas en disant que ces équations ont

deux racines, réelles et distinctes, réelles et égales, ou bien imagi-

naires. On sait d'ailleurs quelle importance prennent les imagi-

naires dans l'étude de l'Algèbre supérieure, et je n'y reviendrai

[pas ici.

9. Mais il y a une autre convention, ou plutôt un artifice tout

;à l'ail moderne, dont la portée et l'utilité ne sont pas aussi bien

appréciées. Je veux parler de l'emploi des quantités homogènes. Je

suis loin de le mettre sur le même rang que l'emploi des nombres
n(''galif's ou imaginaires; mais il se justifie par les mêmes
^raisons et tend, comme les conv(;ntions précédentes, à donner plus

^de précision et de généralités Finstrument analytique. Justifions

|cetle remarque par quelques exemples des plus simples.

Supposons qu'un problème ait conduit à une équation du second

|degré

A a:-2 -+- B 37 4- G =0,
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OÙ A, B, C sont des fonctions des données. Cette équation aura gé-

néralement deux racines. AJais si les données, en variant, prennent

des valeurs telles que A. devienne nulle, l'équation précédente

s'abaissera au premier degré et n'aura plus qu'une racine. Si l'on

considère le nouveau problème comuie un cas particulier du pré-

cédent, on remarquera que, dans le passage au cas particulier, une

des racines de l'équation du second degré est devenue infinie. En
résulte-t-il que, si l'on considère une équation du premier degré

B^-t-C = o,

on puisse toujours dire qu'elle a une racine infinie? Évidemment
non. Cela n'arrive que si elle se présente dans un problème comme
cas particulier d'une équation du second degré. On voit qu'il y a

là une question dont l'appréciation |)eul être délicate et qui, dans

tous les cas, exige, pour certains problèmes où la valeur infinie

de X serait acceptable, une discussion spéciale.

Par l'emploi des homogènes, cette difficulté se trouve entiè-

rement levée. Remplaçons .r par -• L'équation devient

A ^2 _(_ B xz 4- G ^- = o

et si A est nul, elle se réduit à

zi'Qx^Q.z) = o.

Elle reste toujours du second degré et entièrement différente

du poljnome
B:r + G:;.

Toujours elle admet pour— ou - deux svstèmes de solutions. Il

restera à voir si chacun donne une réponse satisfaisante; mais le

fait essentiel est (\vi aucune racine ne se perd.

Les avantages algébriques de l'emploi des homogènes apparaî-

tront mieux dans l'élude de la question suivante : chercher les

solutions du système

ax + by -1- c ^= o,

dont l'interprétation géométrique est la suivante : Trouver les
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points d'iiiterseclioxi d'une droite et d'une courbe. Si m est le

degré de la seconde équation, on est conduit généralement à

771 systèmes de solutions, réels ou imaginaires, distincts ou con-

fondus. Mais il peut arriver que ce nombre soit diminué, ou

même réduit à zéro, comme cela a lieu pour les systèmes

^ = G, 37 = o,

x^ 4- axy -h bx -h y -\- d := o, xy — 2 = 0.

On considère ces cas comme des limites du cas général, et l'on

dit que un ou plusieurs systèmes de solutions ont été rejetés à

l'infim". Mais il vaut mieux opérer comme il suit :

l^osons

X
r= y'

et au problème proposé substituons le suivant : Trouver les rap-

poils mutuels de X, Y, Z satisfaisant aux deux équations

aX-t-èY + cZ = o,

/rx' Y, z) = o,

la seconde équation étant homogène et du degré m. En écartant

le cas où / contiendrait aX -\~ bY + cL en facteur, on reconnaît

que le problème proposé a toujours 77i solutions. Car, si l'on

élimine Z par exemple, on est conduit à une équation homogène
'ordre 771 en X et Y, (|ui définit m systèmes de solutions pour le
"

X -^

.

.

-

>port
Y' Si l'une de ces solutions est fournie par la formule

on aura évidemment

-c'^

aX + Î^Y

\_

cy. a'^ — b'x

lit bien 77i systèmes de solutions.

IDes conclusions analogues s'appliquent à l'étude du système

/m(''^, 7)=o, On{x,y)=^o.

Jndant ces deux équations liotnogènes et chassant le déno-
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minatenr Z, on obtiendra deux équations

/,„(X, Y, Z) = o, cp„(X, Y,Z) = o.

Toutes les difficultés relatives à l'infini sont levées et le théo-

rème de Bézout peut s'énoncer ainsi : Deux équations homogènes,

d'ordres m el n respectivement, admettent toujours mn systèmes

de solutions à moins qu'elles n'en admettent une infinité.

11. Il importe d'insister ici sur le caractère commun de toutes

les conventions précédentes. Elles perfectionnent la Science, elles

font de chaque proposition un instrument d'une sûreté parfaite

dans la main de celui (|ui l'emploie et, par là, elles conduisent

avec une rapidité bien plus grande au but et à la solution. Mais il

convient, pour en mieux faire comprendre l'importance et l'utilité,

d'éclaircir une objection qu'on peut leur adresser. Supposons,

par exemple, qu'il s'agisse de l'intersection d'une droite et d'une

courbe, que ce soit là un problème final, et non une question posée

en vue de la solution d'une autre question. Par exemple, dans les

bureaux d'un ingénieur, on aura ramené la solution d'une question

de pratique à la détermination elfective des points communs à

la droite et à la courbe. Il semble que les conventions précédentes

ne nous ont rien fait gagner. 11 est vrai que, si m est le degré de

la courbe, nous avons m solutions, propres ou impropres. Mais si

nous sommes obligés de rejeter maintenant les solutions imagi-

naires ou infinies, à quoi sert de les avoir introduites?

On peut répondre d'abord que nous ne sommes pas libres

d'écarter toutes ces solutions. Du temps de Descartes, les racines

négatives s'appelaient des rucines fausses. On aurait bien voulu

les écarter; mais cela était impossible. Et d'ailleurs, en admettant

que ces conventions nouvelles présentent, dans les cas tels que le

précédent, des inconvénients réels, par quels avantages ne sont

pas compensés ces inconvénients ! Que de questions d'Analyse où

l'on emploie seulement comme intermédiaires les solutions com-

munes à deux équations, par exemple. Et si nos conventions

n'étaient pas admises, que de cas à distinguer! Toutes ces diffi-

cultés disparaissent avec les introductions et les conventions pré-

cédentes. Il est vrai f[u'une fois le rôle de l'Algèbre terminé, il j
aura lieu sans doute à une discussion finale pour reconnaître,
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parmi les solutions s'il y en a plusieurs, celles qui conviennent

au problème proposé. Mais cette discussion, il ne dépendrait

jamais de nous de l'éviter, et elle se fera plus simplement.

1^. Après ces remarques générales relatives à l'Algèbre, arrivons

maintenant à ce grand problème qui constitue la Géométrie ana-

lytique. Les inconnues qu'on choisit sont alors les coordonnées

d'un ou de plusieurs points. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse

de trouver l'intersection de deux courbes. Voici les principales

difficultés qu'on a rencontrées.

i" Plusieurs systèmes de solutions peuvent être confondus en
un seul. On dit alors que le système est multiple; l'Algèbre nous
apprend les caractères distinctifs des systèmes d'un ordre de

multiplicité donné. Il n'y a rien à ajouter en Géométrie analytique.

•On drra simplement que plusieurs points d'intersection, en nombre
égal au degré de multiplicité du système, sont venus se réunir en
un seul.

2" Les valeurs de x et de y peuvent être imaginaires. Nous
dirons que ces valeurs définissent un point imaginaire, point qui

est conçu, qu'on pourrait appeler idéal, d'après une dénomination
due à Poncelet. Cetle convention est bien connue.

3" il reste la difficulté relative aux solutions infinies. Supposons
qu'on ait obtenu la solution délinie par le système

X Y _ Zabc
d'où l'on déduit

a b
X = —y y = - .

c -^ c

.Si c devient nul on aura

., X Y
a b

il M y a plus de système de valeurs pour x et pour y; mais
nous dirons que le svstème précédent représente un point à

I infini dans la direction de coefficient anmdaire -• Ce point

sera imaginaire si - 1 est.
a

(>cllc délinilion est absolument pareille à celle du point imagi-
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naiie à dislaoce finie. Le point à l'infini est, comme le point ima-

ginaire, un point simplement conçu, un point idéal. Dans les

deux cas, la convention est également facile à admettre. 11 y a

pourtant entre eux une différence essentielle que nous allons

signaler.

Pourquoi dit-on que le point est à l'infini dans la direction de

coefficient angulaire -? Parce que, si c est très pelit, le point se

trouve très loin sur la droite

h
y =L — X
'' a

el qu'il s'éloigne de plus en plus, dans un sens ou dans l'autre,

lorsque c devient de plus en plus petit. Ainsi, le point à l'infini est le

représentant idéal d'un point qui s'éloigne à l'infini dans une

direction de coefficient angulaire -• On peut., en quelque sorte

^

Vobtenir par un passage à la limite. Il n^en est plus de même
pour le point imaginaire à distance finie, qui se trouve

toujours isolé.

La convention que nous venons de faire s'applique d'elle-même

aux points de l'espace. Si x, y., z désignent les coordonnées ordi-

naires d'un point, on peut poser

X Y Z

et alors nous dirons qu'au svstème

X Y _ Zabc
il correspond un point à l'infini dans la direction réelle ou imagi-

naire définie par les équations

X y z

a b c
'

el ainsi se trouvent géométriquemenl interprétées toutes les solu-

tions de l'équation homogène

ç(X, Y, Z, T) = o,

sauf la solution
X = Y = Z = T=o,
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qu'on regarde comme inadmissible toutes les fois qu'on emploie

des coordonnées homogènes.

13. Cette convention une fois admise ainsi que celle relative aux

imaginaires, le lecteur comprendra de lui-même ce qu'il faut

entendre par une surface ou une courbe imaginaire.

Toute équation du premier degré représentera un plan, réel ou

imaginaire.

Une droite, réelle ou imaginaire, sera l'intersection de deux

plans.

Toute droite qui ne sera pas contenue dans un plan le coupera

en un seul point. Par suite, toute droite qui aura deux points

communs avec un plan y sera contenue tout entière.

Tous les points à l'infini satisferont à l'équation

On pourra donc dire qu'ils sont dans un plan, le plan de l'infini.

Tous les points à l'infini d'un plan dont l'équation est

aX-f-èY + cZ-f-^T = o

seront sur une droite définie par les deux équations

T = o, aX-i-6Y + cZ = o.

Une droite qui ne sera pas tout entière à l'infini aura un seul

point à l'infini.

Deux droites ou deux plans seront parallèles lorsqu'ils auront les

[mêmes points à l'infini.

li. Si ces propositions ne paraissaient pas évidentes, elles le

deviendraient immédiatement grâce à l'emploi de la substitution

suivante :

X = a X1-+-6 Yj-hc Zi-\- d Ti,

Y = a' X,-f b' Yi+c' Zi-4-^' T,,

Z = a" X, + b" Yi + c" Z, ^d" T,,

T == a"'X, .4- //" Y, -f- c"'Zi 4- ^'"T,,

0)

où rt, b, c, d, . . ., a" , h"\ c'", d!" désignent 16 constantes et qui

définit, comme on sait, la transformation homographique la plus

générale.
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Celte Iransfonnalion conserve évidemment les degrés des lieux

et des courbes; en particulier^ elle fait correspondre un plan à un

plan, une droite à une droite. Mais, pourvu que ci" ^ b'" ,.c" ne soient

pas nulles toutes les trois, elle fait correspondre au plan à l'infini

de la première figure un plan à distance finie de la seconde. On
s'explique ainsi très bien pourquoi les énoncés relatifs aux plans,

aux points et aux droites de l'infini ne diffèrent en rien de ceux

qui concernent les éléments correspondants situés à distance finie.

L'emploi des conventions précédentes simplifie beaucoup l'étude

de la ligne droite et du plan. C'est ainsi que, si l'on veut définir

l'intersection de trois plans, l'emploi des liomogènes faisant dispa-

raître toute impossibilité, il ne peut se présenter que trois cas : ou

bien les plans se coupent en un point unique, ou bien ils ont une

droite commune, ou bien ils sont confondus.

Si l'on considère de même ce problème fondamental : Faire

passer un plan par trois points, on verra qu'il comprend les sui-

vants :

Faire passer par une droite un plan parallèle à une droite

donnée
;

Faire passer par un point un plan parallèle à deux droites don-

nées, ou à un plan donné,

suivant qu'un ou deux des points donnés sont rejetés à l'infini.

De même encore le problème suivant : Faire passer une droite

par deux points, comprend comme cas particulier le suivant:

Faire passer par un point une droite parallèle à une droite

donnée.

Dans le plan, la droite de l'infini doit être considérée comme
une droite réelle, et toute droite imaginaire a un point réel et un
seul. Car son équation

P + iQ = o

admet toujours la solution réelle définie par les deux équations

P = o, Q = o.

Dans l'espace, de même le plan de l'infini est un plan réel. Tout
plan imaginaire contient une droite réelle. Mais, en ce qui concerne
les droites imaginaires, il y a lieu de faire une distinction.
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Les unes, représentées paroles éqiialions telles que les suivantes :

P-+-tQ = o, R-i-iS=o,

où P, Q, R, S sont quatre fonctions réelles linéairement indépen-

I

dantes, ne contiennent aucun point réel. Car les coordonnées de

1^
ce point ne sauraient annuler les fonctions P, Q, R, S en même

f temps. Ces droites ne sont, non plus, dans aucun plan réel. Pour

qu'elles fussent dans un tel plan, il faudrait que, dans l'équation

(2) (a-^ip)(P-f-îQ)-f.(y-l-f^)(R + tS) = o,

qui représente tout plan passant par la droite, on pût annuler le

coefficient de i, ce qui établirait, contrairement à l'hypothèse, une

relation linéaire entre les quatre fonctions P, Q, R, S.

La méthode suivie montre que^ si une droite a un point réel, elle

est aussi dans un plan réel. Car alors les quatre équations

P = o, Q = o, R = G, S = o

ayant une solution commune, les fonctions P, Q, R, S ne sont

plus linéairement indépendantes et il est possible de disposer

de a, [i, y, o dans l'équation (2) de manière à faire disparaître le

coefficient de i.

Dans le plan et dans l'espace, la droite qui joint deux points

imaginaires conjugués est réelle. Et, par suite, un plan est réel

quand il contient un point réel et deux points imaginaires conju-

gués qui ne sont pas en ligne droite avec le point réel.

lo. Je glisse rapidement sur toutes ces propriétés élémentaires.

Mais, avant de continuer, il ne sera pas inutile de répondre à une
objection que von Staudt adressait à la théorie analytique des

imaginaires et qui s'appliquerait aussi à celle que nous venons

d'exposer. Ce savant géomètre a prétendu que les points imagi-

naires, tels que nous les avons définis, n'avaient en quelque sorte

qu'une existence dépendant des axes coordonnés. L'objection

pourrait s'appliquera toute étude dans Inquelle on emploie de tels

axes. Et, pour y répondre, il suffira de montrer que, si un point

iiuiiginaire appartient à une ou plusieurs surfaces, il ne cessera

pas de leur appartenir quand on changera de coordonnées. C'est

ce qui aura lieu certainement si l'on convient d'appliquer aux
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points imaginaires et aux points à l'infini les formules du change-

ment de coordonnées, démontrées pour les points réels.

Considérons, en efîet, ces formules écrites sous la forme ordi-

naire
/ X = a Xx-^ h yx-^ c Zx + d^

(3)
I
jK= a'-z-i-H 6'j,-+-c'^i-(- <:/',

( z = a" Xi-^- h"yi-\- c" Zi-\- d"^

et écrivons-les sous forme liomogène en remplaçant x^ y, z par^?

Y 7 X Y Z
^, ^el 57,, r,, 5, par ^, 7^, 7^-. Elles prendront la forme11 "^ A 1 i 1 1 1

eX = a X,+ 6 Y, + c Z, + ^ Ti,

e\ = a'Xi + 6'Yi+c'Zi + 6?'T,,

^^^
^ eZ =a"Xi+é"Yi+c"Zi-4-^"T,,

eT=:T„

e étant un facteur de proportionnalité qu'on peut supposer égal à

l'unité.

Sous cette forme, elles s'appliquent évidemment aux points

réels à l'infini. Car si l'on a T = o, il \ ient T, = o. Et comme, par

hypothèse^ on les étend à tous les points imaginaires, elles doivent

être considérées comme convenant à lous les cas. Or soit

<p(X, Y, Z, T) = o

une équation homogène quelconque. Elle deviendra, par le chan-

gement de coordonnées,

4;(X„ Y„Z,, T,) = o.

Et tous les points imaginaires qui appartenaient à la surface définie

par la première équation ne cesseront pas de lui appartenir, après

le chant^emcnt d'axes.



CHAPITRE II.

LES COORDONNÉES TÉTRAÉDRIQUES.

Leur définition. Ce sont des fonctions linéaires des coordonnées cartésiennes homo-
gènes. - Pourquoi on les appelle télraédriques ? - La connaissance du tétraèdre
de référence ne les détermine pas entièrement. - Mobius, qui les a employées
en 1827 dans son Traité de Calcul barycentrique, en a donné une définition
fondée sur la théorie du centre de gravité et différente de celle que nous avons
adoptée d'après Plucker. - Celte interprétation ne lient plus dès qu'un des
sommets du tétraèdre de référence est rejeté à l'infini. Démonstration d'un
élégant théorème de statique qui permet de maintenir avec quelques modifica-
tions la définition de Mobius lorsqu'un ou plusieurs sommets du tétraèdre de
référence sont rejetés à l'infini. - Application à la Géométrie plane et à la
détermination des figures qui sont la perspective d'une figure donnée -
L'emploi dans le plan des coordonnées trilinéaires permet d'étudier, en même
temps qu'une figure, toutes celles qui s'en déduisent par la perspective

On termine le Chapitre en démontrant une propriété caractéristique de la trans-
formation homographique. Elle est la seule transformation ponctuelle qui con-
serve les plans, c'est-à-dire les transforme en des plans. - La démonstration
s obtient par la résolution d'une équation fonctionnelle que Cauchy avait déjà
étudiée dans son Analyse algébrique (t. III de ses Œuvres -e série)

16. Au n" 14 nous avons obtenu un système de formules qui
définissent la transformation homographique la plus générale. On
peut donner à ces formules une interprétation nouvelle et définir
ainsi un système de coordonnées, comprenant les coordonnées car-
tésiennes comme cas très particulier, et qu'on pourra employer au
même titre que ces coordonnées dans beaucoup de recherches,
sans avoir à apporter une restriction quelconque aux résultats
obtenus. Nous nous bornerons à la Géométrie de l'espace, qui
comprend la Géométrie plane comme cas particulier.

Considérons quatre fonctions homogènes X, Y, Z, T des coor-
données cartésiennes homogènes x,y^ 5, t ;

I X = ax -\-by +. cz -^ dt,

i Z = a!'x + b"y -+- c" z -^ d' t,

\
T = a"'x + b"'y -H c"'z -h d" t

D.
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que nous supposerons linéairement indépendantes. Si nous con-

naissons les valeurs de ces quatre fonctions pour un point quel-

conque de l'espace, les formules précédentes, qui pourront être

résolues par rapport à x, y, z, t, détermineront les coordonnées

cartésiennes homogènes du point, par des formules qui seront

évidemment de la forme suivante :

Ix
= k\ -+-BY +GZ +DT,

j = A'X -hB'Y -+-G'Z -i-DT,

z = A'X ^- B'Y + CZ -4- D'T,

t = A"'X + B"'Y -i- G"'Z ^ D"'T.

On peut donc considérer X, Y, Z, T comme des coordonnées

homogènes propres à déterminer un point.

17. On leur a donné le nom de coordonnées télraédriques

parce qu'en égalant à zéro l'une d'elles, on a les quatre équations

X=o, Y=o, Z = o, T = o

qui, d'après l'hypothèse faite, représentent quatre plans n'ayant

aucun point commun et, par conséquent, formant un tétraèdre

au sens le plus général du mot. Ce tétraèdre peut avoir un, deux

ou trois de ses sommets à l'infini.

11 importe de remarquer que la connaissance du tétraèdre ne

suffit pas à définir les coordonnées. Si le tétraèdre de référence

est donné, les coordonnées K, Y, Z, T pourront encore être mul-

tipliées par des constantes quelconques.

Par exemple, si le tétraèdre est formé par les plans coordonnés

et le plan de l'infini, les coordonnées correspondantes pourront

être ax, by, cz, ht, a, b, c, h étant des constantes et x, y, z, l

désignant les coordonnées cartésiennes homogènes du point.

Il est clair qu'avec ces nouvelles coordonnées, l'équation d'une

surface de degré n restera homogène et du degré n. En particulier,

l'équation d'un plan restera du premier degré.

18. La définition que nous venons d'adopter pour les coor-

données tétraédriques est la plus simple; elle est presque la seule

qui soit absolument générale. Elle s'applique dans tous les cas,
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que les fonctions X, Y, Z, T soient rédles ou imaginaires, que
le tétraèdre ait ou n'ait pas de sommets à l'infini, etc.

Ce n'est pas elle, cependant, qui s'est présentée tout d'abord
\oici comment Môbius, le premier, les a introduites dans son
Iraite de Calcul barycenlrique, paru en 1827.
Reprenons les formules (2), qui sont résolues par rapport

a X, y, 3, t. Elles nous montrent immédiatement que les coor-
données homogènes des sommets du tétraèdre de référence sont :

A, A', A", A'" pour le sommet Y = Z = T = o•

B, B, B", B '

,> X=Z = T=o;
G, G', G", G'" „ X = Y = T = o- •

D,D',D",D'"
>, X = Y = Z=.o.'

Supposons que ces sommets soient tous à distance finie et
changeons de notations en posant

(3) A"'X = À., B"'Y=X,, G"'Z = A3, D"'T-}.

A _ ^^ G D

(4)
'' — =r, -^-v ^' D'

A'" ^'^ ^-^1, ^=^3, ^,=z,.

Les formules (2) prendront la forme suivante :

(5; ;z^
^ >^1-^X2+X3+X4

f f _ ^'1 ^1 "^ ^^2 ^-2 -H X3 Z;j+ X4 ^i

El l'on voit immédiatement qu'elles définissent les coordonnées
cartésiennes du cenire de gravité de quatre masses X„À„ a, ).
placées respectivement aux quatre sommets d„ tétraèdre. Ainsi

:'

Le point de coordonnées télraédriques X, V, Z, T est le centre
de gravite de quatre masses A"'X, ir Y, G'"Z, \y"T placées res
pectivement aux quatre sommets correspondants du tétraèdre.

Si l'on snniiose \'"

—

\\"'— C" ~ W^' ^^ . 1M L V _n __v_, _jj
, on retrouve les coordonnées

ijarvienlrupit's de iMohius.
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19. Cette interprétation tombe en défaut et devient inadmis-

sible dès qu'un des sommets du tétraèdre est rejeté à l'infini. Pour-

tant on peut la sauver, en la compliquant un peu, si l'on fait usage

d'un théorème dont la première origine remonte à Leibniz.

Ce théorème peut s'énoncer comme il suit (' ) :

Considérons p points A,, Ao, . . . , A;, affectés de coefficients

positifs ou négatifs À, , ).2, • • . , '^^p^ dont La somme n'est pas nulle.

O désignant un point quelconque de Vespace, la résultante des

forces \s ÔÂT, >.2C)Â"2, . .
.

, \p ÔÂ^, appliquées en O, ira passer

par un point fixe C et sera égale à L OC, L désignant la

somme À, -f- Xj + .. . . H- ^^.

Si cette somme est nulle, la résultante conservera une gran-

deur et une direction invariables quand le point O se dépla-

cera; en particulier, si elle est nulle pour une position du

point O, elle sera nulle pour toutes les autres positions de ce

point.

Pour démontrer celle proposition, on peut faire usage, soit de

l'Analyse, soit de la Géométrie. Commençons par la démonstration

géométrique.

Soit OR la résultante des forces l/OA/. Cherchons la résul-

tante O'S quand le point O est remplacé par le point O' et les

forces A,âÂ~ parX,0'A,-. La force O'A, est évidemment la résul-

tante des deux forces Ô^ et ÔÂ7, le point d'application de la se-

conde étant, bien entendu, supposé transporté en O'. Donc la

force \iO'ki sera la résultante des deux forces 'kj O' O et )vtOA/.

On obtiendra donc la résultante de toutes les forces A/O^A , : i° en

composant toutes les forces égales et parallèles à X^OA/, ce qui

donnera une résultante égale et parallèle à OR; 2° en composant

toutes les forces X,0'0, ce qui donnera une résultanle L 0^ 0; 3" en

composant les deux résultantes partielles, l'une égale à LO'O et

l'autre égale et parallèle à OR.

Supposons d'abord que L ne soit pas nulle, et déterminons

Despeyrous, Cours de Mécanique, l. I, p. 879. Note de M. Darboux.
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sur OR un point G par la condition

ÔR^LÔG.

Alors O'S élant la résultante de L x OC et de L x O'O sera

I

évidemment égale à LxO'C. Elle passera donc toujours par le

point C et sera égale à L x O'C, ce qui démontre la première

et la plus importante partie du théorème.

Supposons maintenant que la somme 1^ soit nulle. Alors l'une

des résultantes partielles envisagées plus haut, LxO'O, sera nulle,

et O'S sera égale et parallèle à OR, ce qui achève de démontrer la

proposition.

20. L'Analyse conduit au même résultat par une voie également

simple. Soient x,, j^/, z-i les coordonnées cartésiennes du point A/

et soient x, j', z les coordonnées du point O. Les composantes

.
parallèles aux axes de À/OA/ seront

(6) \i{xi—x), li{yi—y), hizi—z).

Les projections de leur résultaule seront donc

(7) I.hu;i—Lx, ^Xifi—Ly, :^iZi-Lz.

Si donc on pose

(8j I.XiXi=LX, :ùliyi=LY, SX/z/= LZ,

les projections de la résultante prendront la forme

L(X-:r), UY-y), L(Z-z).

Ces expressions démontrent immédiatement le théorème, puis-

qu'elles mettent en évidence que^ si C est le point défini par les

équations (8), la résultante est L x OC
Si L est nulle, les formules (n) montrent immédiatement que la

direction et la grandeur de la résultante sont invariables.

21. Bevenons à la démonstration géométrique. Il est facile de

voir qu'elle conduirait sans eflbrt à la notion du centre des foixes

parallèles.

Il est évident que le point C par lequel va passer la résultante
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quand L n'est pas nulle, rte dépend que des rapports mutuels des

coefficients )./. En mettant à profit cette remarque, considérons les

forces X, —r-i, • •f^-p—f^', elles auront pour résultante -T OG.

Prenons k = OA, et supposons que le point O s'éloigne indéfî-

1 1 • • 1 il O Aj OAn
ment dans une direction quelconque. Alors —7— j • • •> —~ auront,

tous, pour limite l'unité. Les différentes forces ^^hjrr^^ qu'on peut

faire glisser sur leur ligne d'action de manière à transporter leur point

d'application en A;t finiront par devenir parallèles à une direction,

d'ailleurs quelconque; elles auront pour grandeurs X,, X23 •••> ^^/>j

deux forces correspondantes à des coefficients de signes contraires

ayant des sens opposés. Quant à la résultante qui passe par G et

a pour valeur Lttt-' on peut transporter son point d'application

en G et sa valeur deviendra égale à L. On reconnaît la proposition

fondamentale de la théorie des forces parallèles; et l'on voit que

G est le centre de gravité des masses ht placées aux points A, res-

pectivement.

Les formules (8) mettent également en évidence la proposition

à laquelle on a été conduit par la Géométrie. On voit que la notion

et les propriétés du centre de gravité se déduisent comme cas

particulier du théorème fondamental énoncé plus haut.

Signalons encore cette conséquence particulière du théorème.

Si des forces concourantes se font équilibre, leur point d'ap-

plication est le centre de gravité de masses égales placées en

leurs extrémités; ce qui est proprement le résultat remarqué par

Leibniz.

2i2. Revenons aux coordonnées tétraédriques et à l'interpréta-

tion de Mobius. Le théorème précédent nous met sur la voie

d'une interprétation beaucoup plus large.

Soit O l'origine des coordonnées. Désignons para,, 0.2, «3, a-, les

sommets du tétraèdre de référence. Les formules (5) expriment

que les quatre forces appliquées en O, dirigées vers les som-

mets a,, aa, as, ol^ et ajant respectivement pour valeur

X, Oai, X2 0a2, XjOas, XjOai,
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ont pour résultante ()v, +^2+ )v3 + )v4)0M, M étant le point dont

les coordonnées homogènes tétraédriques sontX, \ , Z, T. Comme
on peut, d'après le théorème précédent, substituer au point O un

point quelconque de l'espace, on est conduit à la nouvelle inter-

prétation suivante :

O étant un point quelconque de l'espace, les forces appli-

quées en O, dirigées respectivement vers les sommets du

tétraèdre et ayant pour valeurs

(9) A"'XxC)^, B"'Yx()^, C'ZxÔ^, D"'TxCi74,

X, Y, Z, T étant les coordonnées tétraédriques définies par le

système (2), ont une résultante dirigée vers le point M défini

par ces coordonnées et cette résultante est égale à

ÔM ( A'" X + B'" Y + C" Z -+- D'" T ).

Si le point O s'éloigne à l'infini, et si l'on remplace les forces

par d'autres qui leur soient proportionnelles et soient appliquées

aux sommets du tétraèdre, on retrouve l'interprétation donnée

en premier lieu.

Mais, tandis que cette dernière interprétation tombe en défaut

dans le cas où le tétraèdre de référence a ses sommets à l'infini,

il n'en est pas de même de celle que nous venons de lui substituer.

Revenons à notre théorème général, et supposons que quelques-uns

des points A/ s'éloignent -à l'infini. Soit, par exemple, A^ l'un de

ces points. S'il s'éloigne à l'infini dans une direction dont les

paramètres directeurs soient a^, |3yv, y/f et si l'on désigne par ;j./; la

limite du produit A/r OA/^ dans lequel kh tend vers zéro, tandis

que OAa devient infini, on voit que la force aura pour compo-

santes [J-Aa^, \J-k^\->ki \^h^{k'i et notre théorème général prendra l'énoncé

suivant :

Si l'on a un groupe de points A,, . . ., A« affectés de coejfi-

cients À,, ..., A«, la résultante des forces ayant un point O
quelconque pour point d^application, respectivement égales à

X|OA,, .,., X„OA„,

et d'autres forces, parallèles à des directions fixes et de compo-
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saules |JLAaA, [jl^^a, [^aTa, ira passer par un point fixe G et aura

pour grandeur (X| + . . . -H /.«) OC.

Revenons à nos coordonnées tétraédriques, et supposons

qu'un des sommets du tétraèdre, le sommet a, par exemple,

s'éloi'^ne à Finfini. La force A,Oa, relative à ce sommet et dont

les composantes étaient

X, y, z étant les coordonnées du point O, aura maintenant pour

composantes, si l'on remarque que A, est nul et si l'on applique

les formules (3) et (4):

AX, A'X, A"X.

Elle sera donc parallèle à une direction fixe et proportionnelle

à X. Telle est la substitution qu'il j aura lieu de faire dans l'inter-

prétation que nous avons donnée.

Par exemple, si le tétraèdre fondamental se réduit à celui qui

est formé par les axes coordonnés et le plan de 1 infini, X, Y,

Z, T désignant les coordonnées cartésiennes ordinaires, il faudra

prendre la résultante de trois forces X, Y, Z dirigées respective-

ment suivant les axes et diviser par T cette résultante.

23. Les résultats que nous venons d'obtenir s'appliquent évi-

demment à la Géométrie plane, et ils vont nous permettre de

résoudre 1res simplement, et dans toute sa généralité, le problème

suivant :

Étant donnée une figure plane quelconque, on propose de

déterminer ce qu'elle devient lorsqu'on la met en perspective

sur un plan quelconque, le point de vue étant quelconque.

Soient {fig. i) O le point de vue, (P) le plan de la figure proposée,

(P) le plan sur lequel on projette. Si l'on prend un triangle ABC

dans le plan(P), il aura pour perspective un triangle A'B'G' dans

le plan(P'). Si, dans le plan (P), on passe des coordonnées carté-

siennes homogènes aux coordonnées trilinéaires pour lesquelles

ABC est le triangle de référence, on aura des formules telles que
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les suivantes

<io)

X = aX -+- bY +- cZ,

y = a'\ -\- b'Y -f- c'Z,

z = a"\ -+- b"\ -\- c"Z,

et nous savons que le point m déterminé par ces formules sera le

centre de gravité des trois masses a"X, ^"Y, c"Z, placées respecti-

Fis. I.

èment en ses trois sommets. Il sera donc aussi sur la résultante

des trois forces

(il) a"X X ÔÂ, b"\xÔB, c"Z X ÔC,

appliquées au point O et cette résultante sera égale à

Ô7^{a''X.-hb''Y -^c"Z).

Or^ les trois forces définies par les formules précédentes (i i) ont

leurs expressions qui peuvent être mises sous la forme

. ^ a" X OA .. -—7
(ri) —=— \ X OA',

b
OA'

b"x OB

OB'
YxOB',

OC

OC
Z X OC

il résulte du théorème fjue nous avons établi que le centre de

, ,
«"XÔÂ V 6"xÔB,r C"X'ÔC r,

,
,

gravite m des masses — — X, — — i ,
— — A placées

OA' ojr oc
respectivement en A', B', G' sera sur la résultante Om et sera, par

suite, la perspective du point m. Cette résultante aura d'ailleurs

pour valeur, toujours d'après le même théorème,

, , a"x OA
O m 1

—-

—

— X
OA'

b" X OB ^ c'x OG

OB' OC
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Le problème que nous nous étions proposé peut être considéré

comme résolu. On voit que des coordonnées harycentriques a"X,

b"Y, c"Tj du point m, on déduit celles du point m' rapporté au

triangle A'B'C. En égalant les deux expressions de la résultante,

A 1 O ni
on aura même le rapport -rr

Le résultat essentiel de cette recherche est le suivant : Les coor-

données trilinéaires du point m par rapport au triangle ABC
peuvent être aussi considérées comme des coordonnées trilinéaires

du point m' par rapport au triangle A'B'C; en sorte que toutes

les propriétés d'une figure qui ne dépendent pas de la forme du

triangle de référence s'étendront d'elles-mêmes à toutes celles

qu'on en déduira par la perspective.

Si. Pour bien montrer la portée de la méthode précédente,

nous l'appliquerons au cas où le triangle A'B'C a deux de ses

sommets à l'infini.

Soient toujours {/ig. 2)0 le centre de perspective et ABC le

triangle de référence qui devra être choisi de manière que le

plan OAB soit parallèle au plan P'. Le point m étant le centre

de gravité de trois masses a"X, b'Y, c"Z placées respectivement

en A, B, C, la droite 0mm' est la direction de la résultante de

trois forces

rt"X X ÔÂ, 6" Y x'ÔB, c"Z xÔG

ayant leur point d'application en O. Par conséquent, les coor-

données du point m' de cette résultante relatives aux trois axes Ox,
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Oy, Os seront proporlionnelles aux composantes de cette résul-

lante. Or si X,, Y, désignent les coordonnées de m' par rapport

aux axes C'A', G'B', X,, Y, et OC seront les coordonnées du

même point par rapport au trièdre Oxyz. On aura donc

t o^ X, Y, OC
(i3)

OA X a"X OB X b" Y OC x c''Z

Ces formules résolvent la question proposée.

25. On voit tout le parti qu'on peut tirer des définitions

adoptées par Mobius. Il j en a d'autres, équivalentes. Par exemple,

on sait que, si un point M est le centre de gravité de masses )>, , X^,

X3, \; placées respectivement aux sommets a, [3, y, o d'un tétraèdre,

ces masses sont proportionnelles aux volumes affectés de signe

des tétraèdres M,3yo, Maro, Ma[iô, MajîJy. Dans son Mémoire sur

les pyramides {^Œuvres complètes^ t. III), Lagrange avait eu l'idée

de définir un point par les rapports de ces volumes; mais l'objet

de son Mémoire ne l'entraînait pas à poursuivre cette idée.

Notre première définition concorde avec celle qui a été donnée

|)ar Pliicker dans le Journal de Crelle. Il est évident qu'elle se

prête immédiatement à une interprétation géométrique. Si l'on se

reporte aux formules (i), on voit qu'on peut les mettre sous la

forme

h,, /ia, /i3, hji étant des constantes et /?,, p^, p^i, f/, les distances

du i^oint considéré aux quatre faces du tétraèdre.

Mais cette interprétation, qui est souvent adoptée, exige la

définition de la distance d'un point à un plan, quand l'un au moins

de ces éléments est imaginaire. Elle est en défaut quand une des

faces du tétraèdre devient isotrope, ou est rejetée à l'infini, La

seule définition générale est celle de Pliicker, et une autre que

nous donnerons plus loin et qui repose sur la notion du rapport

anharmonique.

26. Nous terminerons ce Chapitre en établissant une propriété

fondamentale et caractéristique de la transformation homogra-
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d'équations du premier degré dont le déterminant ne serait nul que

si, contrairement à l'hypothèse, A, B, G, D étaient daus un même
plan..

Gela posé, soit S la transformation ponctuelle cherchée. Puisque,

par hypothèse, elle transforme les plans en plans, elle devra faire

correspondre à un tétraèdre ABGD de la figure (F) à laquelle on

l'applique, un tétraèdre A, B, G, D, de la ligure transformée (F,).

i\ous venons de voir qu'on peut appliquer à la figure (F,) une trans-

formation hoiTîOgraphique H qui donne une nouvelle figure (Fj)

et amène le tétraèdre A, B, G( D, à coïncider avec ABGD. D'après

cela, si nous considérons la transformation S' par laquelle (F2) se

déduit de (F) et qui résulte de la composition de S et de H, cette

transformation S' devra : 1° conserver les quatre points A, B,

G, D; 2° transformer un plan en plan. Du leste, si nous démon-

trons le théorème pour S', il le sera pour S, puisque S résulte de

la composition de S' avec la substitution inverse de H, qui est une

transformation homographique ; et il est clair (jue la composition

de deux homographies donne encore une homographie.

Examinons donc la transformation S' et, prenant pour tétraèdre

de référence le tétraèdre ABGD, désignons par X, Y, Z, T; X', \',

Z', T' les coordonnées de deux points homologues quelconques
;

X', Y', Z', T', ou du moins leurs rapports, seront des fonctions

de X, Y, Z, T. Mais puisque la transformation respecte les sommets

du tétraèdre, il faudra qu'à tout plan passant par une de ses arêtes

elle fasse correspondre un plan passant par la même arête. Par

exemple, à un plan défini par l'équation

Y = hZ

îvra correspondre un plan

Y'=/i'Z'

et K devra être une fonction de h. Ainsi les équations qui défi-

nissent la transformation doivent être telles qu'on ait

et de même pour deux coordonnées ([uelconques.
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27. Ecrivons d'abord les trois équations

-/(^)' ^=/.(l). i-f^(^

En les multipliant membre à membre, on aura l'équation fonc-

tionnelle

/©/(l)/>G) =

qu'il faudra résoudre en premier lieu.

On peut tout ramener à la détermination de la fonction /. En
effet, en faisant successivement X = Z et X = Y, on a

'/(l)/.(|)/.(0 = .

(i8)

Ces deux relations permettent d'éliminer/, et/o et nous con-

duisent à réo:alité

/(l)=/,(.)/,(.,/(^)/(l)

qui va nous permettre de définir/. Faisant d'abord X = Y=Z
on trouve

^9) /,(0/.(i) =^
et si l'on pose ensuite

il vient
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Avec cette valeur de/, les relations (i8) nous donnent

sous la condition

(22) C Cl G2 = I.

Ainsi, on aura ce premier système de formules

3i

X' Y' Z'

aX'" 6Y'« cZ"'

Si l'on avait considéré de même le groupe X', Y', T', on aurait

1"
eu à adjoindre aux. rapports précédents ^y^r^- On a donc, comme

solution définitive, celle qui est fournie par les formules

(23) pX'=aX"S pY'=6Y"', pZ'=cZ'«, pT'=û?T'«,

où p est un facteur de proportionnalité.

Ces formules nous donnent bien une transformation répondant

aux conditions que nous avons posées. Tout plan passant par une

des arêtes du tétraèdre est transformé en un plan. Mais un plan

ne passant par aucune des arêtes devient, si m est différent de i,

une de ces surfaces très intéressantes qu'on appelle tétraédrales

et qui ont été étudiées d'abord par Lamé. Pour qu'il devienne un

plan, il faut que m soit égal à 1, et alors la substitalion deinent

une homographie.

28. Notre proposition est donc démontrée. Il nous reste à faire

voir comment on démontre le lemme sur lequel nous nous sommes

appuyé et comment ou trouve les fonctions satisfaisant à l'équation

(^-4) ?(«*') = ?(«)?(^')-

De cette équation fonctionnelle on déduit immédiatement la

suivante :

i>{x\Xi ... Xn) — 'f(a7i)cp(a^2). ..«(ar,»),

et par conséquent

"25) ?(^ï) = [?(^i)]"-
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Changeanl x" en x, on trouve

(26) o{x) = [^{x^')\'\ o(a:^) = [(p(a7)J",

et la combinaison des deux relations précédentes nous donne

(27) ^^(^^.y^Tj = ,^\xn).

Regardons maintenant x comme une constante, qu'on pourra

remplacer para et - comme une variable. Posons, en outre,

p

l'équation précédente nous donnera

ce qui est l'expression admise plus liant.

Dans son Analyse algébrique^ Cauchj emploie la méthode
que nous venons de suivre. On peut en donner une autre si l'on

admet l'existence d'une dérivée pour 'f(M). Si l'on prend, en effet,

les dérivées logarithmiques des deux membres de l'équation {i/\)

par rapport à w, il vient

/,o\ uvo'dw) __ uo'(u)

doù l'on déduit que le quotient

uo'(u)

doit être constant. Le reste de la recherche ne présente plus de

difficulté.

La démonstration que nous avons préférée offre l'avantage de

ne pas reposer sur la notion de dérivée.



CHAPITRE m.
LE RAPPORT ANHARMONIQUE.

Définition du rapport anharmonique de quatre points en ligne droite. Celte défi-'
n.tion repose exclusivement sur l'emploi des coordonnées. - Le rapport anhar-
monique des quatre points où quatre plans fixes se coupant suivant une même
droite (ou bien quatre droites concourantes dans le plan) sont coupés par une
drote variable est un nombre constant qu'on appelle rapport anharmonique
des quatre plans {ou des quatre droites). - Application à la démonstration de
1 existence .l'une surface doublement réglée. - Expressions du rapport anhar-
monique usitées en Géométrie pure. - Relations entre les 24 rapports anharmo-
n.ques qu on peut former avec quatre éléments. - Le rapport anharmonique
ne peut devenir indéterminé que si trois des éléments coïncident. - Étude des
cas dans lesquels deux des six valeurs du rapport anharmonique formées avec
quatre éléments sont égales. - Coïncidence, proportion harmonique, propor-
tion equ.anharmonique. - Identité remarquable à laquelle conduit cette étude- Application à l'équation du quatrième degré. - Identité de Cauchy et de
Cayley. - Résolution de l'équation du quatrième degré par la méthode de
I^errar. telle que l'a présentée M. Hermite. - Comment l'identité de Cauchy
et de Cayley peut conduire à la résolution de l'équation du troisième degré.

^

29. Les développements que nous avons donnés dans les Cha-
pitres précédents s'applicpienl sans difficulté à la Géométrie plane

;

il y a même grand intérêt à les employer aussi dans la Géométrie à
une dimension. Nous allons êlre ainsi conduits à la notion du rap-
port anliarmonique.

Soient

^> y^ ^, f, x\ y, z\ t'

les coordonnées homogènes, cartésiennes ou télraédriques, de
deux points V et B. On pourra représenter les coordonnées de
tout ponil M situé sur la droite AB par les formules

\x-\-Y.x', XjK+[.ty, \z-^^z', \t+ixt'

ou, plus simplement, parles suivantes :

x^lx', JK + Xy, z-i-\z\ t-i-lt'

si l'on suppose que a puisse prendre des valeurs infinies.

1).
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En effet, si un plan passe par A et B, on reconnaîlra qu'il passe

aussi par M. Du reste, comme on peut disposer de A de telle ma-

nière que M soit dans un plan quelconque ne contenant pas AB,

le point M pourra occuper toutes les positions sur la droite AB.

Par exemple, si les coordonnées sont cartésiennes, le point à l'in-

fini de AB correspond à la valeur de A définie par l'équation

t -^-Xt' ^ o.

Cela posé, considérons quatre points en ligne droite A, B, M, M'

dont les coordonnées seront

X, y, z, t (pour A),

x\ y, z\ t' (poiirB),

x-^-lx', y-^-y^y\ 2-+-lz', f-^-lt' {pour M),

x-\-l'x', JK-hX>', 2 + X'z', f-^l't' (pour M').

Quand on changera les coordonnées des deux premiers points en

les multipliant par un même nombre, les valeurs de A et de V

pourront être changées. Supposons, par exemple, qu'on ait mul-

tiplié les coordonnées de A par a, celles de B par a'; il faudra,

\ n'y'

pour avoir les mêmes points M, M', remplacer ). par -^, V par -^ •

Si donc on n'avait que les trois points A, B, M en ligne droite,

on ne pourrait attacher aucune signification géométrique à A,

puisque 1 dépend de la nolation et peut être réduite à une

valeur quelconque, i ou — i par exemple.

Mais si l'on a quatre points A, B, M, M', on constate que le rap-

port ^ ne dépend plus de la notation et, par suile, définit une

certaine grandeur géométrique relative aux quatre points.

Cette grandeur géométrique ne dépend en aucune manière de

la position des quatre points par rapport aux axes. En effet, si

l'on fait un changement d'axes, une perspective et même une

transformation hoinographique, ou si l'on emploie des coordon-

nées tétraédriques, les nouvelles coordonnées sont des fonctions

linéaires des anciennes. Soit, par exemple, x^ une des nouvelles

coordonnées
Xy = ax -\- by ->r cz ^ dt.

Si a?), x\ correspondent respectivement à A et à B, ar, -h AX,
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correspondra à M, la valeur de X oe sera pas changée. Cette gran-

deur géométrique ne dépend donc que de la situation respective

et de l'ordre des quatre points. Nous l'appellerons le rapport

anharmonique des quatre points^ et nous la désignerons comme
il suit :

A{k, B, M, M')= ^.

On verra facilement qu'on a

i Jl(A, B, M, M'),?R(B, A, M, M') = i;

^
( <iR(A, B, M, M')^(A, B, M', M) = 1.

30. Nous allons maintenant faire connaître au sujet du rapport

anharmonique un théorème fondamental :

Si Von considère dans Vespace quatre plans se coupant sui-

vant une même droite {ou dans le plan quatre droites concou-

rantes)^ le rapport anharmonique des quatre points où les

quatre plans (ou les quatre droites) sont coupés par une droite

quelconque est un nombre constant.

Soient, en effet,

a = o, P = o, y = oL-h />:^ = o, o =: a -f- /Z j3 = o

les équations des quatre plans. Appelons a^,, ^^ le résultat de la

substitution des coordonnées d'un pointM dans les polynômes a, (3.

Soient^r, y, z, t] x', j', z', t', x + \x'^y + \y\ z + \z\ / + )vi';

X -\-V x'
.^

y-\-^i'y\ ^-h V^', t -\-V t' les coordonnées de quatre

points A, B, C, D en ligne droite. Si l'on suppose que A soit dans

le premier plan et B dans le second, on aitra

«A = O, ^B = O.

En substituant les coordonnées de C et de D dans les polynômes ).

et 8 respectivement, on aura évidemment

p Yc = «A -H À«B H- k{ [^A -^ A^B ) = Àaii -l- / [i.v = o,

et de même

5|) = 2tA -f- y au -t- A'(îiA -f- >-'!*«) = )-'3tit H- A'^A = o.
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Il viendra donc

À _ A
a'
" k''

Et, par conséquent, ^ sera constant. o. o. v. n.

Nous appellerons j-, le rapport anharmonique des quatre plans

(ou des quatre droites) et nous le désignerons par la notation

A (a, 3, Y, 3).

On voit que ce rapport est égal à celui des quatre points où une

sécante quelconque rencontre les quatre plans ou les quatre droites.

31. Le théorème précédent conduit, nous le verrons, à de nom-

breuses conséquences. Dès à présent, nous signalerons la suivante :

La surface engendrée par une droite qui s'appuie sur trois

droites fixes admet un double système de génératrices rectili-

gnes. Quatre génératrices de l'un des systèmes coupent toutes

les génératrices de l'autre système en quatre points dont le

rapport anharmonique est constant.

Soient, en effet, d, ^,, do trois droites données de l'espace et 8 la

droite variable qui est assujettie à les rencontrer. Soient o,, Oo

deux positions particulières de 3 et désignons par A, B, G; A', B', (7

les points où 5,, Oo coupent o?, d,, d.^. On peut évidemment déter-

miner une correspondance entre deux points M, M' sur ces deux

droites par la condition qu'on ait

A(A, B, C, M) = A(\', B', C, M').

Et alors, d'après le théorème que nous venons de démontrer, les

quatre plans qui passent respectivement par A, B, C, M et une

position quelconque de o iront couper la droite ôo en quatre

points A', B', C, M',, tels qu'on ait

A{A, B, C, M) = ^iR,(A', B', C, M\) = A( A', B', C, M').

Donc m; coïncidera avec M'. C'est dire que la droile MM' ira

rencontrer toutes les positions de o et, par consé(iuent, appartiendra

à la surface engendrée par o.

Prenons maintenant (juatre génératrices d'un même système de la

surface, d', d\, d'^, d'.^. Comme elles vont toutes couper une gêné-
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ratiice o de l'aiUre système, elles sont dans quatre plans passant

par o; elles sont donc coupées par toutes les génératrices de

l'autre système en quatre points qui se trouvent dans ces quatre

plans et dont, par conséquent, le rapport anharmonique est

constant.

On peut appliquer les méthodes précédentes au cas où deux

droites d, dt sont dans un même plan. Alors, si l'on prend arbi-

trairement trois points A, B, C sur Fune et trois points A', B', CV

sur l'autre, une correspondance pourra être établie entre deux

points M, M' pris respectivement sur les deux droites par la con-

dition que les rapports anharmoniques

c'R.(A, B, C, M), <a(A', B', G', M')

soient égaux. Nous verrons alors que les droites MM' sont, en

général, tangentes à une conique admettant les cinq tangentes

d, di, AA', BB', ce.

Mais, dans le cas particulier où les droites AA, BB', CC iraient

concourir en un point unique, la droite MM' devra aller passer par

ce point. C'est une condition que l'on peut toujours réaliser en

a menant, par une translation, le point A, par exemple, à coïncider

avec le point A'.

32. Avant d'aller plus loin, il ne sera pas inutile de montrer que
la définition précédente du rapport anharmonique est identique,

pour les points réels, à celle qui a servi aux géomètres purs.

Reprenons, en effet, l'auxiliaire X, et soient x, y, z, t; x'
,
j',

s', /'; x-\-\x', J^ + Xy, 5 + as', /-f- Ai' les coordonnées homo-
gènes de trois points en ligne droite A, B, M. Supposons que les

coordonnées soient cartésiennes. Alors les coordonnées ordi-

naires de M seront

X -^\x' V 4- À y' z -f- X z'

^^'=-r;-x7' y^^^-TTij-' ^"=7-TxF-

ILxaminons d'abord le cas où t et i' sont dififérenls de zéro ; on aura,

par exemple,
X 11' x'

{-) ^.= —;
t
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et, par suite, d'après une formule l)ien connue, on aura

(3) ^'^_^,
^ BM

A.M, BM désignant des abscisses.

Si maintenant l'un des points, B par exemple, est à 1 infini, on

aura

et si p désigne le segment dont les projections sur les axes sont x\

y, s', on trouvera

(4) ÂM = ^^p.

Enfin, si A et B sont tous deux à l'infini, il faudra revenir aux

coordonnées homogènes et l'on aura, pour le point M,

^Mî JKm' ^m définiront les composantes de deux forces appliquées

à l'origine; l'une o dont les composantes seront x, y, z', l'autre Xo,

dont les composantes seront 7.Xi, Ay, , a;;,. La considération du

triangle formé par les forces et leur résultante nous donnera immé-

diatement, en grandeur et en signe,

( 5 ) ^' = -
i

^
•

Pi • ' An
sin (moo)

De ces diverses expressions de À résultent les expressions

connues du rapport auharmonique.

Si trois points au moins sont à distance finie, on a

^ / . r. ». •,„>. ^ '^iVl AM'
(6) ^(A,B,M,M')=^-, = j^:^.

Si les points sont à distance infinie,

(7) <^(A, B, M, M')= î^^îl^
:
!!!Li^.

sin(6om) sin(bom')

Quant au rapport anharmonique de quatre plans ou de quatre
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droites, leur expression srésiille de celles que nous venons de

donner et du théorème fondamental.

Nous glisserons rapidement sur toutes ces définitions du rapport

anliarmonique, parce qu'elles ne pourront s'appli(|uer aux points

et aux plans imaginaires que lorsqu'on aura étendu à ces éléments

les notions d'angle et de distance, ce qui est assez délicat. Reve-

nons donc à notre première définition et continuons à développer

notre théorie analytique. Nous verrons plus tard qu'au lieu de

rattacher la notion du rapport anharmonique à celles d'angle ou

de distance, c'est le contraire qu'on peut faire en rattachant

à l'unique considération du rapport anharmonique les notions, si

différentes l'une de l'autre, d'angle et de distance.

33. Nous commencerons par résoudre le problème suivant :

Etant donnés sur une droite quatre points A, B, C, D, corres-

pondants aux valeurs a, ^, v, o de A dans les expressions

X-\-Ax', y-h^^y, S-l-X^', t^lt',

déterminer leur rapport anharmonique.

Faisons le calcul pour une seule coordonnée. Nous poserons

Xi^= X -r ÏX'

.

X2-= X -T- '^x'

,

X-i=X-h-(x'

ce qui nous donnera
Xi I a

xa I 3

J^3 I T

Xi = X ~{- ÙX
,

et par suite

^3

On aurait de même

^1(7 — ?} — ^i(y— 'J-)

X^(rj — ''^) — Xijr, — (X)

a —

3

On peut donc écrire les coordonnées des quatre points comme

suit :

(A)

(B)

(D)r,

^1,
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Et, par conséquent, on aura

<fFl(A, B,G, D)=^:^.
La fonclion qui figure ici dans le second membre est ce qu'on

appelle le rapport anharmonique des quatre quantités a, [ÎJ, y, o.

D'après la manière dont nous l'avons obtenn, il est clair qu'il ne

changera pas, si l'on elTectue sur a, [i, y, S une même substitution

linéaire. En le désignant par cU (a, ^, y, S), on a

^(A, B, G, D) = .;a(a, ^, 7, S).

La démonstration précédente s'étend évidemment aux plans

(ou aux droites) définis par les équations

P + aQ = o, P-^pQ = o, P-+-yQ = o, P-^oQ = o.

34. L'expression que nous venons d'obtenir nous permet de

reconnaître comment varie le rapport anharmonique de quatre

points ou (le quatre 'plans quand on change l'ordre des éléments.

On a évidemment

(8) c'R(A, B, G, D)=c'R.(B, A, D, G) = c'a(C, D, A, B) = ,îa(D,G, B, A).

On peut : 1° échanger le groupe des deux premiers éléments et

le groupe des deux derniers; 2" échanger les deux premiers, pourvu

qu'on échange les deux derniers. 11 est donc possible d'amener

toujours une lettre à la première place, et il j aura au plus six rap-

ports anharmoniques distincts. Le procédé suivant permet de les

trouver et montre quHls sont fondions les uns des autres.

Considérons, par exemple, quatre points A, B, G, D. On pourra

toujours supposer qu'ils correspondent aux valeurs

o, oc, X, I

du paramètre. On aura alors

l
c'îl(A, B, C,D) = cîn.(B, A, D, G) = ia(G, D, A, B) = <îR(D, G, B, A) = X,

^Fl(A, B, D, G)=:.'R(B, A,G, D)=c'îl(G, D, B, A)=z A(D,G, A, B) = \,

^(A, G, B, D)==^(G, A, D, B) = c'fl(B, D, A, Gj = .'11(0, B, G, A) = i — À,

(9)( cft(A,G, D, B)=^(G, A,B,D)=c'Jl(B, D,G, A) = <;îl(D, B, A,G)
'

1 — /,

À
,;R(A,D,G, B) = A(D, A,B, G) = c'a(G, B, A. D) = c'a(B, G, D, A)= ^——

^

,fl(A,D,B,G) = c'H.(D, A, G, B) = ,îR(B,G, A, D) = c^R (G, B, D, A)= i - l-
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Ce Tableau s'obtient en a^)pHquant les deux règles suivantes :

Si l'on échange les deux premiers ou les deux derniers élé-

ments, le rapport anharmonique est remplacé par son inverse.

Si l'on échange les deux éléments du milieu ou les deux éléments

extrêmes, le rapport anharmonique est remplacé par son com-

plément à l'unité.

On obtiendrait les mêmes résultats eu partant de l'identité

d'Euler

(10) (a-;3)(Y-8) + (a-v)(5-^) + (a-8)(a-Y) = o

qui peut s'écrire

(11) ^^(a, p, Y, o) + <^(a, Y, ?, S)=i.

Mais la première méthode fait mieux comprendre pourquoi les

six rapports sont fonctions l'un de l'autre.

3o. Avant de continuer, nous allons présenter quelques remarques

sur la théorie analytique du rapport anharmonique.

Soit

' ' " (a — S)(8 — Y)

Pour qu'il devienne indéterminé, il faut qu'on ait

(a-Y)(.3-o) = o, (a-ô)(13-Y) = o

et, par suite, que trois éléments coïncident.

Dans tous les autres cas, le rapport anharmonique est déterminé.

Examinons maintenant si deux des valeurs différentes de ce

rapport peuvent devenir égales.

Il suffît évidemment de chercher dans quel cas X est égale à une

des valeurs qui le suiventdans le Tableau (9). Faisons d'abord

X = i,
A

ce qui donne
X2 = I , X = ±: I .

!*• Si A = I , tR.(a, y, p, 0) = o. Les éléments a et [î* ou y et

coïncident. Les valeurs des six rapports se réduisent à trois et

sont
I, I o, o, 00, X.
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Ainsi, quand le rapport prend une des trois valeurs i , o, oc, il y a

coïncidence de deux éléments.

'i" Faisons maintenant }.= — i. Alors les valeurs des six rapports
sont

I I— I, — I, 2, 2, -, -.
'i.

•!

Elles se réduisent encore à trois distinctes. On a

.!R(a, p, y, o) = -i,
OU, en développant,

('2) 2a^-j-2YÔ — (a-l- P)(y-+.S) = o.

Il y a symétrie en a et ^, aussi l)ien qu'en v et o. Pour préciser,

nous dirons que les couples a, ,3 et y, 5 sont en relation harmo-
nique.

3" Supposons enfin qu'on ait

ce qui donne les deux valeurs

X = - 0, À = - 62,

Q étant une racine cubique imaginaire de l'unité. Alors les valeurs

des six rapports sont

-6, -02, _02^ _o, -0, -62.

Ici, elles se réduisent à deux distinctes. On dit alors que la pro-

portion est équianharmonique.

Tandis que la proportion harmonique peut exister entre des

éléments réels, la proportion équianharmonique ne relie que des

éléments dont un au moins est imaginaire.

Nous avons épuisé tous les cas dans lesquels deux rapports an-

harmoniques sont égaux.

Revenons à la proportion équianharmonique. L'équation qui

la définit peut s'écrire

>.2-i-( I — X)2-f- I =o,
où

(i3) (a — [B)2(Y-o)2+(a — Y)2(8- p)2+ (a - 5)2(p - y)« = o.

Elle est symétrique par rapport aux quatre éléments et plus
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simple à certains égards qire la proportion harmonique. Si l'on a,

par exemple, à exprimer que les racines d'une équation du qua-

trième degré sont en proportion équianharmonique, la relation

précédente sera symétrique par i^apport aux racines_, et du qua-

trième ordre seulement. Si l'on veut que les racines soient en pro-

portion harmonique, il faudra former le produit des trois facteurs

[2a|ii -+- 270 — (a -(- 3)(y -+- 6)],

[2aY + 2fiS-(a-t-Y)(P-+-S)],

[2aô-H2i3Y-(a + o)(P + Y)].

qui est du sixième degré, et écrire qu'il est égal à zéro.

36. Les notions précédentes conduisent à une helle identité,

découverte par Cauchy et Cayley.

Supposons qu'il s'agisse de déterminer le rapport anharmonique

des racines d'une équation du quatrième degré.

Si deux racines étaient coïncidentes, on aurait

S'il y avait proportion harmonique, on aurait

^H Cela
I

I

cp(X) = (X-hi)(X-2)('X- M = o.

Cela posé, considérons la fraction rationnelle

/g)
cp(X)

Elle change de signe sans changer de valeur quand on change "k

en ^ ou I — A. Donc le quotient

demeurera invariable quand on permutera les racines de l'équation
;

ce sera donc une fonction symétrique de ces racines; et l'équation

aux rapports anharmoniques sera de la forme

(i4)
<f2(X)

a étant une fonction symétrique qu'on pourra calculer.
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Ainsi, l'équation précédente, où a est quelconque, donne les six

valeurs du rapport anharinonique qui correspondent à un même
groupe de quatre éléments.

Faisons maintenant
)« = — ;

on aura

4

Donc l'équation du sixième degré

/H>0 _ 4

aura deux racines triples — 9 et — 0-. De là résulte l'identité

remarquable

4

qu'on peut aisément vérifier.

Avant d'en faire des applications, nous pouvons remarquer
qu'elle se décompose en deux autres,

('6) o(X) -^
-J{\)

/33 ^ (X -+- 0)3,

('7) ?(>0- -./(>Ov/^^=(À + 02;3^

où l'on a pris pour B la valeur

(i8) = =-l-±-

Mais ces identités, qui sont les conséquences nécessaires de la

précédente, peuvent, comme elle et par la même méthode, se

démontrer directement. Nous laissons ce point à l'examen du
lecteur.

On peut d'abord faire usage des identités précédentes pour
résoudre l'équalion du sixième degré

^'^'^^=a.

Cette équation se décompose tout d'abord dans les deux sui-
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vantes :

/(X) = 'f(X)v/«,

où sja peut avoir deux déterminations.

En faisant usage des identités (i6), (17), il vient

cprXjfn- ^Av/— 3 1 = (X + 0)3,

et, par suite, on a

X ^02 V
x -h 3 \J— 3 a

?. — 3 v'— 3 a

37. Les remarques précédentes jettent beaucoup de jour sur la

résolution des équations du troisième et du quatrième degré.

Reprenons l'identité (i5) et remplaçons-y K par le rapport

anharmonique de quatre éléments a, ^j, v, 0. Elle prend la forme

(19) [ra-Y)(p-5)-f-(z-r:)(p_Y)]2[(a_^3)(Y_S) + (a-Y;(3-o)J2

x[ra-5)(.3-Y) + (a-P)(5-Y)?-^27!:-^(oc, 3, y, 0)

= i[(a_v)2(j3_ô;2^(a_5)^(3-Y)^+(a-;3)^(Y-o>]3,

OÙ !^(a, ,3, Y, û) désigne le produit des six différences des quatre

éléments a, 'p, v, :

^(a, 3, Y, S) = (a-[î)(a-Y)(«-2j(p-Y)(?-^)(Y-^^)•

Si l'on suppose que a, ,S, y, soient les racines d'une équation

du quatrième degré

(20) a x^ -^ ^ h x^ -i- d c x"^ + ^b' X -\- a' = o^

l'identité précédente deviendra celle qui a été trouvée par Caucliy

et Cajlej.

Désignons par i et y les deux fonctions des coefficients qui ont

pour expressions

(•21)
i = aa'— 4 bb' ~ 3 c-,

j = aca' -f- ibcb' — ab''^— a'
b'^— c'

;
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un calcul de fonctions symétriques nous donnera

^[(a_f3)2(y_8)2+(a-Y)2(^_8)2-f-(a-o)HP-Y)•^J=^

x[(a-y)(p_o)^(a-S)(^-Y)][(a-5)(!î-X)-+-(a-^)(o-Y)]=y,

de sorte que notre identité prendra la forme

(23) a«^^(a, ,a, Y' 5) = 28(^-^- 27/^).

Ainsi, le discriminant de l'équation du quatrième degré s'exprime

de la manière la plus simple au moyen des invariants i et y.

38. Au reste, on peut éviter le calcul de fonctions symétriques

que nous venons d'indiquer si l'on emploie, pour résoudre l'équa-

tion du quatrième degré, la méthode de Ferrari, telle qu'elle a été

présentée par M. Hermite.

Posons l'identité

(24) a{ax'*^ \bx^-\-Ç,cx^-\- ^b'X + a' ) r= {ax"--^ ibx -^ c -^ •i.K)'^

— 4(62— ac-f-aX)^^— 4(6c — a6'-f-26X)a7 — [(C-+-2X)*— aa'j.

En exprimant que le polynôme du second degré formé par les trois

derniers termes est un carré parfait, on sera conduit à l'équation

{bc — ab' -H 7.b\y^— (b^— ac -+- a\)[{c -+- 2A)2— aa' ] = o,

qui est du troisième degré en À. On a choisi les notations de telle

manière qu'elle soit privée du terme eu À^
; et, en effet, elle se

réduit à la suivante :

(25) 4X3_A^-y = o,

OÙ i et j sont les polynômes définis plus haut. Si Ton prend
pour X une des trois racines de cette équation, le premier membre
de notre équation (20), multiplié par a, sera mis sous la forme
d'une différence de carrés; il deviendra le produit des deux fac-

leurs

IX* -i- 2.bx -\- il -h c ±zt/jT,
T bc — ab' -{- ibX~]

i..v \/ b'- — ac -{- ak -h -—====
yb'^ — rtc -f- aX J



LE RAPPORT ANHARMONIQUE. 4?

et l'on aura les quatre racines de l'équation en égalant successi-

vement à zéro ces deux facteurs. Appelons a, p les racines qui

appartiennent au premier facteur, y, 5 celles qui appartiennent au

second. On aura

a(a + P) '.b -h "i \/b^— ac -+• aX,

a
(
Y -f- ô ) ~ — ib — '2 ^b^— ac -h al,

et de là on déduit

(26) \/6- — ac + aX = — (a -I- 3 — Y"— 0)

ou, en élevant au carré et remplaçant 6 et c par leurs expressions

en fonction des racines,

(^•7)

Cette expression de X explique bien pourquoi elle dépend d'une

équation du troisième degré. En permutant les racines a, [3, y, 0,

on n'obtient que trois valeurs dififérenles de )w

39. Nous pouvons maintenant indiquer comment on fera le

calcul de fonctions symétriques qui conduit aux formules (22).

Désignons par X|, ^2, A3 les trois racines de l'équation (20) en A.

On aura, par exemple,

X3 = — ['^la -+- 2 ^Y ~ ^ ^ -^- ^ )( ? "^ ï '1

et de là on déduit

>.2-Àa-7(a-;ï)(Y-0), A:

4
X,= ;(a-Y)(o-?),

4

k
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En se servant des relations évidentes

X, A2 A3 = -)

4

on retrouvera les équations (22).

On peut même se servir des relations précédentes pour obtenir

l'identité de Cauchy et de Cayley.

On sait, en effet, que le discriminant de l'équation du troisième

degré
X3-i-/>X-|-^=0

a pour expression

Z('h\, "kii A3) désignant ici encore le produit

(Xi-X2)(X,-X3)(X,-X3)

des différences des racines.

Appliquons ce résultat à l'équation (20), il viendra

2^Cn>M, X2,X3) = /3-^.7/^;

si l'on remplace les différences des racines A par leurs expres-

sions (29), on retrouve l'identité déjà obtenue

(23) a^r-(o^, ?, Y. ô) = 2Hi^-2yji).

Nous ne quitterons pas ce sujet sans faire remarquer que la for-

mule (26) nous conduit directement à la résolution de l'équation

du quatrième degré. En l'appliquant successivement aux trois

racines X, elle nous donne, en effet, les résultats suivants :

i y ( a + ^ — Y — 5 ) = ^b'^ — ac -t- a X,
,

( 3o) ] V ( a + Y — hi
— 5 j = \/b^~ac-hal,,

I

- (a -t- — ^ — Y) = V^^— «c+ aXa

En joignant à ces équations la relation évidente

- ( a -h [j -+- Y + ô ) = — è,
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et en ajoulant, on obtient la formule élégante

(3i) aa = — b -\- \Jb- — ac — «Ài -\- \> b- — ac -\- aX^t-k- \Jb- — ac -r- ak'^.

L'inconvénient de cette formule, c'est qu'elle comporte huit

déterminations. Mais, si l'on se reporte aux équations (3o), on

constate que le produit des trois radicaux \Jb'-— ac -\- ciKi est

une fonction symétrique des racines et, par suite, doit être ra-

tionnel. Le calcul très simple de cette fonction symétrique con-

duit au résultat suivant :

v/62 — ac -H a). 1 ^ b- — ac -H «A-i V^^"
— «t' -i- «Xs = - (3 abc — a b^— a'- b').

On voit que, lorsque le signe de deux des radicaux sera fixé,

celui du troisième le sera également. La formule (3i) ne nous

donne donc que quatre déterminations pour a.

iO. L'identité de Cauchy et de Cayley, dont nous avons fait

usage et qui dérive de la considération du rapport anharmonique,

nous donnera de même la résolution de l'équation du troisième

degré. Si cette équation est

f{x) = o,

et si nous désignons par a, îi, y ses racines, nous n'aurons (ju'à

écrire cette identité, en y remplaçant (J par la variable x. Nous

serons ainsi conduits à une relation de la forme

/2(a:) = H3(^)+ Q2(a?),

où II(x), Q(^) sont des polynômes dont les coefficients se cal-

culeront aisément et qui seront respectivement du second et du

troisième degré. Pour qu'elle ait lieu, il faudra nécessairement

quey*(a7) — Q(^) et/(^) --H Q(^) soient des cubes parfaits.

En écrivant donc

f{x)-(l{T)=}{'^(x\ f{x)^(l{x)=\\"H^x),

H' et H" désignant des polynômes du premier degré, on aura

l'identité

ij'(x)= H'3(ar)-4- W'Hx),

qui conduit immédiatement à la résolution de l'équation.

D. 4
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41. Nous nous contenterons de ces indications, et, revenant à

l'équation du quatrième degré, nous indiquerons en terminant un

moyen très simple de calculer la fonction symétrique

K — \/b^— ac-\- «Xi s/b'^—ac^ «Xj \/b^— ac -^ al»

= ^ (a -+- ri _ Y
- ô)( 7. + Y - [3 - )(a -h 8 - [5 - Y )•

Nous remarquerons qu'on a, par exemple,

a^P— Y — o = 2(a4-[3)+ ^r

ce qui permet de donner à K l'expression

Cela posé, dans l'identité

remplaçons a: par — a ; il viendra

De là nous déduisons

/C

ce qu'on j)eut écrire

ib\ i6K . .
^— )= —- (asL^b),

/(---^')-.A-)
i6K = a3

puisque /(a) est nulle. En supprimant, dans le second membre,

le facteur aa + 6, on aura pour l'expression de 1 6 Iv un polynôme

du troisième degré en a.

K étant une fonction symétrique, l'expression précédente ne

devra pas changer quand on y remplacera a par [i, y ou o. Cela

ne peut arriver que si elle subsiste pour toutes les valeurs de x

quand on y substitue x à a. Sans cela, on aurait une équation du

troisième degré admettant les quatre racines a, [3, y, ô. Puisqu'on a,
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pour toules les valeurs de x^

5[

i6K = a3
f\- --'^)-M

ax 4- b

on pourra prendre la valeur du second membre lorsque x lendra

vers 1 ce qui donnera, en appliquant une règle connue,

8K = -a.r(-^)

K =: - (3a6c — 2 63— «26');

ce résultat concorde bien avec la valeur que nous avons indiquée.



CHAPITRE IV.

LA MÉTHODE DES NOTATIONS ABRÉGÉES DE BOBILLIEK

ET L'HOMOLOGIE DANS LE PLAN.

Définition tout à fait générale des coordonnées trilincaires et tétraédriques par

l'emploi du rapport anharmonique. — Méthode des notations abrégées de

Bobiliier. — Application aux propriétés harnrioniques du quadrilatère complet.

— Triangles homologiques.— Parti qu'en a tiré von Slaudt pour sa théorie. —
Tétraèdres homologiques. — L'homoiogie de Poncelet. — Deux coniques dans

le plan peuvent être considérées comme homologiques de douze manières diffé-

rentes. — Sauf dans un cas très spécial, l'homographie de deux figures planes

peut, de deux manières différentes, être ramenée, par le déplacement relatif de

l'une des figures, à une homologie. Sauf dans le cas oîi le centre d'homologie

se trouve sur l'axe d'homologie, deux figures homologiques peuvent être mises

en perspective d'une infinité de manières. — Deux coniques étant données

dans le plan, en faire la perspective de telle manière qu'elles se transforment

en deux cercles.

42. Au n" 25, nous avons annoncé que l'on peut donner, poul-

ies coordonnées tétraédriques ou trilinéaires, une définition tout

aussi générale que celle de Ptûcker. Les notions que nous avons

données sur le rapport anharmonique vont nous permettre de jus-

tifier cette assertion et de donner une nouvelle définition de ces

coordonnées.

Considérons à cet effet un tétraèdre quelconque, que nous pren-

drons pour tétraèdre de référence. Nous avons déjà remarqué que,

même lorsqu'il est donné, les coordonnées correspondantes ne

sont pas entièrement définies; car elles peuvent être multipliées

par des constantes arbitraires .sans que le tétraèdre de référence

soit changé. Mais, pour compléterla définition, il suffira d'adjoindre

au tétraèdre le point dont les coordonnées sont toutes égaies. Si

l'on désigne^ en effet, les équations des faces par les formules

p = o, Q = o, R = o, S = o,

les coordonnées relatives à ce tétraèdre sont définies par les rela-

tions
pX = aP, pY = 6Q, pZ = cR, pT = ^S,
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OÙ rt, bj c, d sont des conslanles et p un facteur de proportionna-

lité, qu'on peut même remplacer par l'unité si les équalions des

faces sont homogènes. Or, si les coordonnées doivent être égales

pour un point déterminé, on devra avoir

P,, 0(, R,, S| désignant les valeurs que prennent P, Q, l\, S en

ce point. Les rapports des constantes a, Z>, c, d sont donc pleine-

ment déterminés, quel que soit le point choisi, pourvu qu'il soit

en dehors des faces. Ainsi, un système de coordonnées télraé-

driques est pleinement déterminé si Von se donne le tétraèdre

de référence et le point dont les coordonnées doivent être

éga les

.

D'après cela, soient X, Y, Z, T les coordonnées relatives à un

certain tétraèdre et soient X|, \^^ Z^ T) les coordonnées d'un

point quelconque M. Considérons l'une quelconque des arêtes du

tétraèdre, par exemple celle pour laquelle on a

X = o, Y = o.

Nous avons quatre plans passant par cette arête : les deux faces

précédentes du tétraèdre, le plan passant par M dont l'équation

est

X-^Y = o
11

et le plan passant par le point P dont les coordonnées sont égales.

Ce plan est défini par l'équation

X - Y ^ 0.

Or, le rapport anliarmonique de ces quatre plans, que nous dési-

X
gnerons par la notation cfR (M, P, X, Y), est évidemment égal à r^-

Cela résulte du théorème établi au n" 30; mais on peut aussi le

voir en prenant les points d'intersection de ces quatre plans avec

l'arête opposée du tétraèdre, définie par les équations

Z — G, T — o.

Ainsi, le quotient de deux quelconques des quatre coordonnées
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s'exprime par un rapport anhavmonique . On a, par exemple,

c'tl(M,P,X,Y)=^.

Gomme les rapports seuls des coordonnées inlervienoent dans

les recherches, on voit que le système de coordonnées est pleine-

ment défini par l'adjonction au tétraèdre de référence du point

dont les coordonnées doivent être égales.

43. A peu près à la même époque que Mobius et avant Pliicker, un

géomètre français, Bobilliei\ dans deux Articles Sur un nouveau

mode de recherches des propriétés de Cétendue^ insérés en jan-

vier 1828 au Tome XVllI des Annales de Gergonne^ indi(juail

des méthodes plus compréhensives que l'emploi des coordonnées

tétraédriques, et faisait un emploi très habile de ce que l'on appelle

aujourd'hui la méthode des notations abrégées. On trouve déjà

dans son travail les équations générales des coniques inscrites ou

circonscrites à un triangle. Nous choisirons d'autres exemples.

Signalons d'abord les propriétés harmoniques du quadrilatère

complet.

Si ABCD {fig. 3) est un quadrilatère plan, désignons respecti-

vement par

les équations des côtés AB, BC, CD, DA. l-es quatre polynômes a,

P,
V, sont liés par une relation linéaire

qu'on peut évidemment ramener à la forme

(1) a -H P -+- Y-H = o
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I

en faisant entier les constantes «, b, c, cl clans les pol^'nomes y., p,

Y, 8. Ce point étant admis, l'équation

pourra aussi s écrire

a -f- (3 = G

Y T- = o.

Elle représentera donc la droite BD. En raisonnant de même pour

les autres combinaisons, on voit que

la droite BD aura pour équation a -h ^ — — y — o = o,

» EF .) a -h Y = — 8 — 6 = (j,

» AC » a -h = — [i — Y ?= f>.

D'après cela,

la droite OE aura pour équation r, — !i = o,

» OF » a — Y == *^'

Si donc on pose

a -f- (3 — ar, a •+- Y = '>-yi
»-+-§ = •>. z.

les équations
ar = o, j»

= o, ^ = o

représenteront les trois diagonales BD, EF, AC du quadrilatère

complet, et l'on aura

('^)

Y=-X4-JK-
P =^ — y — -2,

=— X — y -\-

On aperçoit immédiatement (pie chaque diagonale est partagée

harmoniquement par les deux autres; car, sur la droite BD, par

exemple, pour laquelle on a

>ints B, D, O, G sont déterminés par les équations

y -\- z =^ o, y — 3 = o, c = o, y = o,

(|ui mettent en évidence la relation harmonique annoncée.

Si, à la place de x, c, on introduit les deux polynômes

W ~i- Z = X
^

X — Z ^=^ -3
,

Fë^xpressions de a, jii, y, ^ deviendront

(3) CL=^y-\-x', 'p=—y^z', -(^- — x'-^y, ?j=—y-
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Le quadrilatère sera rapporté au triangle OEF et les formules pré-

cédentes mettront cette fois en évidence la pro])riété des diago-

nales AC, BD d'être divisées harmoniquement par les droites Oli,

OF. Cette méthode conduirait rapidement à l'équation des

coniques inscrites ou circonscrites au quadrilatère ABCD.
Gomme second exemple, nous prendrons le théorème qui sert

de base à la théorie de von Staudt et que l'on peut énoncer ainsi :

Si deux triangles ont leur sommet sur trois droites concou-

rantes^ leurs côtés se coupent en trois points situés sur une
droite (et réciproquement).

Soient {fig. 4) ABC, A'B'C les deux triangles tels que les

droites AA', BB', CC concourent en G. Nous allons envisager suc-

cessivement les deux quadrilatères OABC, OA'B'C.
Si les équations des côtés OA, AB, BG, GO du premier sont

respectivement

= 0^

on peut supposer, nous l'avons vu, qu'elles peuvent être écrites de
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manière à donner naissance à l'identité

La diagonale OB aura pour équation

a -h = G.

Donc le second quadrilatère, dans lequel les côtés OA', A'B',

B'C, C'O sont représentés de même par les équations

a = G, [3' = o, 7' = o. = 0,

devra, puisque OB coïncide avec OB', donner naissance à une

identité

(.i) a -H ji' -t- y' H- = G.

Des deux identités (4), (5) on déduit la suivante :

Dans le premier quadrilatère, la diagonale AC a pour équation

a -+- ^ —. o

et, dans le second, la diagonale A'C aura de même pour équation

Donc, dans les deux triangles, les côtés correspondants ont pour

équations
a H- j3 = G, [i = G. Y = <^'

a -1- 6' := o, ji'=o. Y = *^'

En vertu de l'identité (6), ces côtés se coupent sur la droite repré-

sentée par l'une ou l'autre des équations équivalentes :

P
— [î'=o, Y-T'=f>-

Test la proposition qu'il s'agissait d'établir.

4i. llàlons-nous de dire que, pour sa théorie, von Staudt avait

besoin d'une démonstration purement géométrique. Voici com-

ment on peut l'obtenir.

Supposons que les triangles \BC, A' B'C ne soient pas dans un
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même plan. SI les côtés BC, B'C; CA, C'A'; AB, VB' se coupent,

leurs trois points d'intersection seront nécessairement sur la ligne

d'intersection des plans des deux triangles. Puisque BG et B'C se

coupent, il en est de même des droites BB', CC. En étendant la

remarque aux autres cotés, on voit que les trois droites AA', BB',

ce se coupent deux à deux ; et, comme elles ne sauraient être dans

un même plan, elles concourent en un point unique.

La démonstration s'étend au cas où les deux triangles AB(^,

A'B'C sont dans un même plan. Il suffit de prendre comme inter-

médiaire un triangle \"B"C', non situé dans leur plan, et dont les

côtés vont passer par le j)oint d'intersection des côtés correspon-

dants des deux triangles.

De cette proposition, von Staudt déduisait aisément une défini-

tion de la proportion harmonique, indépendante de loute rela-

tion métrique. Il suffit de remarquer, en s'appuyant sur la pro-

position précédente, que, si le quadrilatère ABCD {fig. >) se

déforme de manière que les points B, D, G demeurent fixes, il

en sera de même du point O. On saura donc, avec la règle, con-

struire le conjugué harmonique du point G par rapport au seg-

ment BD.

45. Une méthode analogue s'appliquerait à deux tétraè-

dres ABCD, A'B'C'D' dont les sommets correspondants A, A';

B, B'; C, C; D, D' seraient sur des droites concourantes.

Soit en effet O le point de concours de ces quatre droites. Les

trois plans OBC, OAC, O \B seront représentés par des équations

telles que
a = o, ;i = o, Y = o.

On peut multiplier les premiers membres de ces équations par des

nombres tels que la droite OD, qui passe en O, ait pour équa-

tions

Alors le plan

OGD aura pour équaliou a — 3 = o,

OAD ). !3 — Y = o,

OBD ) -/ — xz=o.

On verra, pour des raisons analogues, que l'on peut donner à
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l'équation
^

8 =

du plan ABC une forme telle que le plan

BGD ait son équation de la forme a -4- = o,

ACD » ,3
- = o,

ABD » Y-; o = o-

De même, dans le second tétraèdre, le plan A'B'C ayant pour

équation
0' = o,

le plan
B'C'D' anra pour équation a ^ 0'== o,

A'C'D' » 3 + 5'= o.

A' B' D' » Y -T- 0' = o.

Donc, le plan défini par l'équation

contiendi^a les intersections des faces et des arêtes correspondantes

des deux tétraèdres.

46. Les deux pro|)Osilions précédentes peuvent se rattacher à

une transformation célèbre, l'homologie de Poncelet, dont l'intro-

duction dans la Science a précédé celle de l'homographie.

Considérons la transformation homographique particulière

définie par les équations

(7) X = X', Y=Y', Z = Z', T = aX'-4-6Y'+cZ'-t-^T',

où X, Y, Z, T; X', Y', Z', T' désignent les coordonnées tétraédriques

des deux points que l'homographie met en correspondance. Si l'on

cherche les points qui, dans cette transformation, coïncident,

chacun avec sou homologue, il faudra faire

X'=pX, Y'= pY, Z'=pZ, T'=pT,

ce qui donnera les équations

X(i — p) = o, Yu — p)=:o, Z(i — p)=o,

T{i — dp) = p(a\-^bY -hcZ).

On ne peut envisager (jue deux solutions : ou bien l on aura p = 1
;



6o LIVRE I. — CHAPITRE IV.

il suffira alors que X. Y, Z, T vérifient la condition

( 8 )
a \ -^ /> Y -+- c Z 4- ( 0?— 1 j T = o

,

et tous les points situés dans le plan défini par cette équation

coïncideront avec leurs homologues. Ou bien, p étant différent

de I , on aura

(9) \=:o V=o, Z=o, ? = ^,

ce qui donnera le sommet du tétraèdre opposé à la face

T = o.

La transformation est alors celle que Poncelet appelait une

homologie.

Le plan représenté par l'équation (8) est appelé plan d'homo-

logie. Aucun de ses points n'est déplacé dans la transformation.

Le point défini par les équations (9) s'appelle centre cVhomo-

logie. Lui aussi demeure invariable par la transformalion.

Toute droite passant par le centre d'homologie se correspond à

elle-même.

L'homologie est définie quand on donne le centre, le plan

d'homologie et un couple de points correspondants.

Soient, en effet, O le centre d'homologie et(P) le plan d'homo-

logie. Soit de plus A. A' un couple de points correspondants. Pour

trouver l'homologue d'un point M quelconque, on remarquera que

la droite AM a deu\ points dont on connaît les homologues, le

point A et aussi celui où elle coupe le plan (P) et qui se corres-

pond à lui-même. Son homologue pourra donc être construite

sans difficulté, et le point W homologue de M sera à la rencontre

de cette droite et de OM.
Les triangles et les tétraèdres que nous avons considérés plus

haut sont évidemment homologiques.

L'homologie devient une transformation involutive si d=^— 1;

elle se réduit à une homothétie si le plan d'homologie est rejeté à

l'infini.

i7. Dans le plan, deux coniques quelconques peuvent, généra-

lement, être regardées comme homologiques de douze manières

différentes. Cela est aisé à démontrer.
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En effet, si deux courbes sont hoinologiques, il ne peut se pré-

senter que deux cas. Ou bien elles passent par le centre d'homo-

logie et y ont la même tangente; ou bien les tangentes menées à

l'une du centre d'homologie sont aussi tangentes à l'autre. Ces

deux hypothèses, inconciliables dans les coniques, peuvent même
se trouver réunies pour les courbes de degré supérieur. Ecartons

la première, qui se rapporte à une relation particulière; nous voyons

qu'alors le centre d^homologie ne peut être qu'un des six som-

mets du quadrilatère circonscrit aux deux coniques. Choisis-

sons l'un de ces sommets et prenons un triangle de référence dont

deux côtés soient les tangentes communes à ces coniques passant

par le sommet choisi. Les équations des deux coniques seront

(lo ) xy — P- = o, 3:y — Q- = o.

Donc l'homologie qui les transformera l'une dans l'autre devra,

comprendre les deux équations

X = x\ y = y'.

La troisième de ces équations sera donc

P=±Q',

Q' étant ce que devient Q lorsqu'on y remplace x^ y, z par x\

y' , s'. On voit que l'axe d'homologie aura pour équation

P = ± Q.

Ce sera donc une des deux cordes communes aux deux coniques

qui passent par le point de concours des polaires du centre

d^homologie relatives aux deux coniques.

48. Dans l'espace, on peut considérer deux quadriques. Les

raisonnements précédents montrent ici que les deux quadriques

doivent être inscrites dans un même cône du second degré ayant

pour sommet le centre d'homologie. Elles doivent donc se couper

suivant deux courbes planes, et leurs plans tangents communs
doivent envelopper deux cônes distincts. Les deux équations (lo)

peuvent être remplacées par les deux suivantes :

(il) tp(a7, JK, -) = PS cp(^, _/, 5) = Q2,

et le reste du raisonnement s'applique sans difficulté.
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La plus belle a|)plicaiion qu'on ail faite de l'homologie se rap-

porte à la théorie des foyers. Si l'on ra|)portc une conique à son

foyer, son équation en coordonnées homogènes reclangulaires

est

.r- --.- y* —
( ax -- by -^ es)* = o

et riioinologie définie par les formules

.r = x', y =J' , <fx - by -+- cz = R-:'

la transforme en un cercle de rayon R.

On pourra lire dans le Traité des propriétés projectives des

figures^ l'Ouvrage célèbre de Poncelet paru en 182a, le parti que

l'illustre géomètre tire de cette méthode de transformation, qu'il

obtient dans le plan en faisant la perspective de la Iransfornialion

homothétique. ("est dans un Mémoire présenté en i83o à l'Aca-

démie Royale de Bruxelles et imj)rimé seulement en iSS'iy, dans

VAperrii historique sur l'origine et le développement des

méthodes en Géométrie
^
que Chasies a fait connaître pour la |)re-

mière fois les propriétés générales des figures homographiques.

Voirie Mémoire qui forme la seconde partie de VAperçu historique

et qui est intitulé : Mémoire sur deux principes généraux de la

science^ la dualité et VJiomographie. Nous allons bientôt étudier

le principe de dualité; mais auparavant nous examineroiis certains

cas particuliers de la transformation homographique.

49. Poncelet se plaisait à remarquer que, si l'on a dans le plan

deux figures homographiques, on peut toujours dé|)lacer l'une

d'elles par rapport à l'autre de manière à les rendre homologiques.

Cette proposition n'est pas absolument générale; elle est en défaut

dans le cas où la droite de l'infini se correspond à elle-même dans

les deux figures. L'examen de celte hypothèse particulière va

d'abord nous occuper.

Les formules qui définissent la transformation homographique

sont alors
i a- = « a:i + 6 jKi -4- c ^i,

(12)
I

j,^ = a'.ri-4- 6'71-i- c'^i,

\ z = Zi,

le déterminant «6'— ^a'étant différent de zéro puisque les fonctions
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X, y, z doivent être indépendantes. Sans changer la figure (F)

lieu du point (x, y, z), on peut imprimer à la figure (F,) une

translation qui fera disparaître c et c et réduira les formules aux

suivantes :

(l'i) x = axi-h byi, y = a' Xi-h b' )i,

Imprimons maintenant à la figure (^F,) une rotation autour de

|. l'origine, c'est-à-diie effectuons sur ^i,^>^ la substitution

ari|.riCosa — j^'i sina, j'i | a^i sin a -!-^i cosa.

Imprimons une rotation pareille à (F), c'est-à-dire effectuons

sur Xj y la substitution

X [arcosfi — j^sin^, y |
.r sin j3 -4- J' cosp.

L'emploi simultané de ces deux substitutions nous donnera

X cos^ — jsin p = a {x\ ces a — Vi sina) -t- 6 ( Xi sin a -4-^i ces a),

X %\n ^ -^ y ces p = a' {x\ cosa — yi sina) -+- b' {x^ sinci -\- y\ cosa).

Disposons de a et de [5i de manière que ces deux relations se

réduisent à la forme très simple

(i4) X = Kxu y = Bj,.

Il faudra, pour cela, qu'on ait

1 AcosP = «cosa -f- 6sin a, Asin[i= a'cosa h- é'sin a,

(i5
i
— Bsin p =— asin a -f- 6 ces a, Bcos[i = — a'sin a -i- 6' ces a.

Ces équations vont nous donner des valeurs réelles pour A, B,

a, p. On peut d'ailleurs les résoudre d'une manière élégante. Si

Ton pose

(i6)

on aura

(
a -h b' = r cosY,

I
a — b' — t'ccsy',

(A -+- B) cosp = /• cos(a — y)»

(A -4- B)sin p = rsin (a — v),

ce qui permet de prendre

b — a' =: r siny,

b -h a' = /''siny',

(A — B^ cos{i = r'cos(Y'— a),

( A — B) sin p = r'sin (y'— a),

17) A B = Y + ï
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On trouvera aisément la relation

(i8) AB = rt//— 6rt',

dont nous aurons à faire usage plus tard.

En résumé, par un déplacement relatif des deux figures (F),

(F,) et par un choix convenable des axes, on peut ramener les

formules qui définissent la transformation liomographique à la

forme simple

(19) x^Kxi, y = Byi, z = zi.

Celte forme ne correspond à une homologie (|ue si A est égal à B,

auquel cas les deux figures (F), (F,) sont liomothétiques, et l'axe

d'homologie est à l'infini.

30. Passons maintenant au cas le plus général, celui pour lequel

la droite de l'infini ne se correspond pas à elle-même quand on

passe de (F) à (F, ). Soit <i, la dioiie de (F,
)
qui correspond à la

droite de l'infini de (F), Elle va couper cette droite de l'infini en

un point Ai qui, considéré comme appartenant à (F,), a pour

homologue un autre point A de la droite de l'infini. A toutes les

droites de (F) passant par A correspondent toutes les droites de

(F4) passant par A,. Nous avons donc un faisceau de droites paral-

lèles dans (F), et un seul, auquel correspond un faisceau de

droites parallèles dans (F,). En changeant l'orientation de l'une

des figures par rapport à l'autre, on peut faire en sorte (et cela de

deux manières différentes) que les deux faisceaux soient composés

de droites parallèles les unes aux autres.

Choisissons des axes rectangulaires tels que l'axe des y soit

parallèle à ces droites. Alors les formules qui définissent l'homo-

graphie seront de la forme

(20)

a et b" étant essentiellement différents de zéro. Si l'on déplace les

axes parallèlement à eux-mêmes dans les deux figures, c'est-à-dire

si l'on effectue les substitutions

x\x-i-a.z, rlr+P-s, xi\xi-i- :iiZi, ^il/i+Pi^i»

X
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on verra facilemeni, qu'en prenai)t

h—^b"=o, b'— ^36"=«, aa[H-c — ac"=o, a'^\-\-c'— pc"=o,

les formules (20) se réduisent aux suivantes :

(•2O x = ax^, J' = «>'! 3 = è'>,-4-(c"~J-6"|3i)^i,

qui définissent une homologie.

11 y a même une seconde manière d'obtenir une homologie. Si

l'on fait subir à la figure (F,) une rotation de 180" autour de

l'origine, ce qui se fait en changeant simplement le signe de 5), les

formules (21) deviennent

(22) X — aXi. y = o.y\, •= = ^".Xi — (<î"+ ^"^t)-Zi

et caractérisent une nouvelle liomoiogie dans laquelle le centre

d'homologie est resté le même, mais l'axe d'homologie a été

remplacé par un axe parallèle.

Ainsi, toute transformation liomographique dans laquelle la

droite de l' infini ne se correspond pas à elle-même peut être

ramenée de deux manières différentes à un déplacement^ suivi

ou précédé d^ une homologie.

Notons cette ('onséquence des calculs précédents. Dans toute

homographie plane, ne conservant pas la droite de l'infini, il y a

deux droites seulement auxquelles correspondent des droites telles

que les points homologues tracent sur les deux droites correspon-

dantes des divisions égales. Ces deux droites sont parallèles.

Ce sont elles qui deviennent les axes des deux homologies

précédentes.

51. Quand deuxfiguresplanes (F), (F|) sont homologiques^

il suffit de faire tourner le plan de V une autour de Vaxe
d'homologie., et d'un angle arbitraire^ pour qu'elles deviennent

la perspective V une de Vautre.

Soient, en eflet, A, A,; B, B| ; M, M| trois couples de points

correspondants dans les deux ligures. AB et A,B,, AM et A, M,,
B\l et B,M, viennent couper l'axe d'homologie aux trois mêmes
points. Cette propriété ne cessera pas d'avoir li^u quand on fera

tourner (F,). Par suite, AA, et BB,, AA, et MM,, BB, et MM,
seront concourantes deux à deux. 11 faudra donc cpi'elles concou-

D. 5
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renl en un point unique; el, par conséquent, que MM, aille passer

par un point fixe. Il est donc établi que les deux figures sont

devenues la perspective l'une de l'autre. Il est aisé de déterminer les

différentes positions du point de vue. Construisons (fig. 5) le plan

qui passe par le centre d'homologie et est perpendiculaire à l'axe

d'hoM.ologie; il coupera la figure (F) suivant une droite fixe AX

et la figure (F,) suivant une droite qui tournera autour du point

D où AX rencontre l'axe d'homologie. Les droites qui joignent

les points correspondants sur DX et DY iront passer par le point

de vue. Si donc on mène par ce point de vue des parallèles OA,

OB à DY, DX, les points A et B seront fixes; car A est le point

qui correspond à l'infini sur DY et B le point qui correspond à

l'infini sur DX. Le point de vue décrira donc un cercle de centre A

et de rayon égal à DB.

Après une rotation de i8o% la figure (F,) revient dans le plan

de (F) et l'on obtient la seconde position dans laquelle les deux

figures sont bomologiques; C et C sont les deux centres d'homo-

logie.

Si le centre d'homologie se trouve sur l'axe d'homologie, et

c'est une hypotlièse qui ne saurait être exclue, la proposition

précédente n'a plus d'application. Le lecteur reconnaîtra aisément

que, dans ce cas, les deux figures (F), (F,) peuvent être regardées

comme la perspective de deux autres figures qui se déduisent 1 une

de l'autre par une translation.

m. Puisque deux coniques peuvent toujours être regardées

comme bomologiques, on voit qu'on peut toujours les placer, et

cela d'une infinité de manières, de telle sorte que l'une soit la per-

spective de l'autre. A ce sujet, on doit à Poncelct un théorème

général dont voici l'énoncé : Deux coni'iucs étant données dans

M/i plan, on peut toujours en faire la perspective de telle
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manière qu'elles se transforment en deux cercles. Voici com-

ment on établit cette belle proposition, avec les restrictions qu'elle

compoite et dont Poncelet ne tenait nul compte en invoquant son

principe de continuité.

Tous les cercles, dans un plan, peuvent être considérés comme
ayant en comnuin deux points à l'infini, définis en coordonnées

rectangulaires par les équations

x'^-\- y- = 0, ^ = o.

Il faut donc faire la perspective de manière que deux points com-

muns A et B aux deux coniques considérées soient rejetés à l'infini

et deviennent les points précédents. Pour cela, il suffira de prendre

le point de vue O sur le cercle d'intersection des deux sphèies de

rayon nul ayant pour centres A et B, et de projeter ensuite sur

un plan parallèle à OAB.
Gomme on peut combiner les quatre points d'intersection de

six manières dilFérenles, il y aura six cercles sur lesquels on pourra

placer le point de vue. Aucun de ces cercles ne sera léel si les

quatie points d'intersection des coniques le sont. Mais dans tous

les autres cas, où deux au moins des points d'intersection sont

imaginaires, on tï'aura qu'à associer ceux de ces |)oints qui sont

imaginaires conjugués pour obtenir un cercle réel. Si donc les

coniques n'ont aucun point commun réel, on pourra placer le

point de vue sur deux cercles réels. Si les coniques n'ont que

àen\ points communs, réels, le point de vue ne pourra être placé

que sur un seul cercle.

Remarquons que l'opération précédente est de celles que l'on ne

saurait effectuer, en général, avec la règle et le compas; car elle

exige la résolution de l'équation du troisième degré dont dépend

la détermination des points d'intersection.
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L'HOMOLOGIE BIAXIALE.

L'homologie biaxiale de Sylvester. - Comment on la définit. - Elle dépend de

neuf constantes et Sylvester paraissait croire <,ue, par un déplacement relat.t

de deux figures en relation homographique la plus générale, on peut les amener

à èlre les transformées l'une de l'autre dans une bomologie biaxiale. - Elude

de cette question. -Par le déplacement relatif de deux figures homographiques

on peut ramener les formules qui définissent l'homograpbie à une forme parti-

culièrement simple qui ne dépend plus que de trois constantes. - Dans le cas

Dû l'homograpbie est une bomologie biaxiale, ces trois constantes doivent satis-

faire à une relalion; de sorte que l'homographie ne peut s'obtenir, en gênerai.

par la combinaison d'une bomologie biaxiale et d'un déplacement. - Cela peut

se faire au contraire, et d'une infinité de manières, si la relation entre les con-

stantes est vérifiée. ... n

Étude du cas particulier de deux quadriques. Elles ne peuvent se déduire I une

de l'autre par une homob.gie biaxiale que si elles satisfont à une condition.

Le Chapitre se termine par l'étude des homographies qui conservent le plan de

l'infini -Celles qui conservent en outre le cercle de l'infini se réduisent a une

homothétie, dont le centre peut être choisi arbitrairement, précédée ou suivie

d'un -léplacement. - Celles qui, sans conserver le cercle de l'infini, conservent

le plan de l'infini, peuvent être amenées par un déplacement relatif des deux

figures à une forme particulièrement simple.

53. Si, dans le cas général, et comme le croyait Poncelet,

l'homographie des figures planes se ramène à l'homologie, il n'en

est plus de même lorsqu'on passe du plan à l'espace. El H est aisé

de s'en rendre compte. Une transformation homologique est

définie, nous le savons, si l'on se donne le cenlre, le plan «l'homo-

logie et un couple de points correspondants. Cela représente sept

constantes qui, ajoutées aux six autres constantes introduites par

le déplacement relatif des deux figures, donnent en tout treize con-

stanies. Or, l'homographie la plus générale dépend de quinze con-

stantes arbitraires.

Pour retrouver dans l'espace une proposition analog.ie à celle

que nous avons établie pour le plan, Sylvester avait eu l'idée,
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en i885, de considérer" dans l'espace une homographie plus

étendue que l'homologie ('). On la définit comme il suit.

5i. Soient D et A deux droites quelconques ne se coupant

pas. Elles pourront être considérées comme les arêtes opposées

d'une infinité de tétraèdres et représentées par les équations

X = o, Y = o pour D,

Z = o, T = o pour A,

si l'on prend des coordonnées tétraédriques se rapportant à l'un

quelconque de ces tétraèdres. Cela posé, les formules

X = aX,, Y = aY,, Z = 6Z,, T = èT,

représentent l'homographie que nous avons en vue. On peut la

caractériser en disant que tous les points des deux droites D, A se

correspondent à eux-mêmes, ou encore que les plans qui passent

par l'une des deux droites ne sont pas altérés par la transforma-

tion, ainsi que toutes les droites qui rencontrent à la fois D et A.

Cette transformation est définie dès qu'on donne les deux

droites D, A et le rapport -j- Nous l'appellerons homologie bi-

axiale; elle comprend évidemment l'homologie plane comme cas

particulier. Elle se réduit même à cette homologie si l'on consi-

dère seulement les points situés dans un des plans passant par D.

ou par A.

Une homologie biaxiale est entièrement déterminée lorsqu'on

donne ses deux axes D, A et ur» couple de points correspondants,

nécessairement situés sur une droite qui rencontre à la fois

De< A.

En effet, soient a, a' ces deux points. Pour avoir l'homologue m'

d'un point quelconque m, on construira la droite d qui passe en m
et rencontre à la fois D et A. La droite a/n, les axes D, A déter-

minent un hjperboloïde (H) qui doit se conserver dans la trans-

formation ; car il peut être engendré par des droites qui rencontrent

à la fois D et A. L'homologie transformera donc les génératrices

(') Voir les deux Notes: Sur Vhomographie de deux corps solides et Sur
Vliomographie de deux corps solides infiniment étendus, insérées aux pages 35

et l'Jç) des Comptes rendus de VAcadémie des Sciences, t. 101, 2" semestre i885.
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reclilignes de même système que D, A, les unes dans les aulres, et

par conséquent elle fera correspondre à la droiie am la génératrice

du même sjstème qui passe par a' . Cette génératrice coupera la

droite d an point m' cherché.

On voit que des constructions purement linéaires définiront

complètement cette espèce particulière d'homo<;raphie.

Elle dépend de neuf constantes : huit, qui déterminent les deux

droites, et une, qui fait connaître un couple de points correspon-

dants. Il semblait donc qu'en ajoutant les six constantes propres à

définir le dé[)lacement de l'une des figures par rapport à l'autre,

on devait introduire les quinze constantes dont dépend l'homo-

graphie la plus générale et, par suite, obtenir toute homographie

en combinant Ihomologie biaxiale avec un déplacement de l'une

des figures par rapport à l'autre. Sylvesler l'a cru un moment. En

tout cas, il a laissé la question en suspens. Nous allons l'examiner

ici d'une manière complète.

oo. Considérons deux figures homographiques (F) et (F,). On

peut évidemment déplacer la seconde de telle manière que le

plan (P,) qui, dans (F,), correspond au plan à l'infini de (F), soit

parallèle au plan (P) qui, dans (F), est l'homologue du plan à

l'infini de (F,). Cette relation n'étant pas troublée par la trans-

lation, on peut ajouter la condition que le point O' qui, dans la

seconde figure, correspond au point de la première qui se trouve

à l'infini dans la direction |)erpendiculaire au |)lan (P), coïncide

avec le point O qui, dans la première figure, correspond à ce même

point considéré comme appartenant à la seconde.

Alors, si l'on a choisi des axes rectangulaires en prenant pour

origine le point O et pour axe des z la perpendiculaire au

plan (P), les formules générales

/ X — a XI-+- b yi' - c Zi-^ d ti,

\ y =^ a' Xi-^ b' yi-\- c' Zi-+- d' il

,

j z — a" Xi-+- b"yi~>r c" Zi-\- d" ti,

[ t = à"xi-r- b"'yi-\- c"zx-r d"'tx

se simplifieront beaucoup; les conditions relatives au parallélisme

des plans (P), (Pi) nous donneront

a" =//=«"'=//"= o ;
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les deux autres, relatives aux points O, O', nous donneront

= c' = c" — (^/ = cV = d" = o

,

et les fonniiles prendront la forme simple

' X =: a xx -^b yi,

\ j- = a'xi-r-b'ji,

[ t =D3,.

Nous avons vu plus haut (n" 49) que, par des opérations qui

équivalent ici à des rotations autour de O^, on peut ramener les

deux premières équations à la forme

(3) .r = Aa^i, j = Bj-,,

le produit VB ajanl pour valeur

(4) AB = «6'

—

ha'.

On voit donc (pi "en déplaçant la figure (F,) par rapport à (F) et en

choisissant des axes lectangulaiies convenables, on peut ramener

les formules qui définissent l'homographie à la forme très simple

Des seize constantes qui figurent dans les formules générales (i),

on a éliminé les douze qui correspondent à la position particulière

des deux figures.

56. Appliquons ces résultats, (jui sont dus à Hichelol^ à deux

figures en homcdogie biaxiale. Comme, dans cette transformation,

les plans parallèles aux deux axes de l'homologie ont pour homo-

logues des plans [)arallèles; comme d'autre part la perpendiculaire

commune aux deux axes de l'homologie se correspond à elle-même,

on voit qu'en prcri;inL cette perpendiculaire pour axe des z, les

formules qui définissent cette transformation seront nécessaire-

ment de la forme

(6)
( h X \- k y ~ j ( h Xi-<- k y^), z — y ^ = p (^i — Y 'U i

I
h'.r-^k'yi^^'/ih'xx—k'yi), z — ^ i = p' {zi — -(' ti),

et, pour obtenir les formules (5), on ne pourra plus imprimer à la
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figure (F^) qu'un déplacement dans lequel l'axe des z ne cessera

pas de coïncider avec lui-même, c'est-à-dire un déplacement héli-

coïdal d'axe Os ou une symétrie par rapport à une droite rencon-

trant cet axe à angle droit. Les formules qui caractérisent un tel

déplacement sont les suivantes :

(7).

£JKl = ^

/, = t

cosa — j'i sina,

sin a -t-jk'i cosa.

Sr

a, désignant deux constantes et 3 l'unité, positive ou négative.

En substituant les valeurs de ^,,^,, s,, t^ dans les formules (5) et

exprimant ensuite qu'elles se réduisent aux relations (3), où l'on

.... on obtient les conditionsaurait remplacé x^^

suivantes :

par

(8) <

h K = çt {h cosa -t- A s sina),

1 h'A = p'{ h' cos a -4- /c' £ sin a )

,

G = p (eo — y),

G =p'(3S_y'),

h h'

/c B = ç, (— // sin a -f- A £ cosa),

A-'B — p'(— A'sina -f- A'£ cosa),

-Dy=p£,
-Dy'-p'£.

L'élimination de y» 77» y, y' entre ces équations nous montre que

et ù' devront être les racines de chacune des deux équations du

second degré

•9)

(10)

p(A-|- £B)cosa -+- sAB = o,

DS,: — £GD = o.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut évidemment que Ion ail

(,,) AB==-GD.

Cette condition n'est pas remplie en général. Donc l'homologie

biaxiale ne saurait condtiirc, même par un déplacement lelatif des

deux figures qui se correspondent, à l'homographie la plus géné-

rale. Mais, comme la relation précédente peut toujours être véri-

fiée quand on multiplie les constantes A, B, C par un même
nombre, on voit que l'homologie biaxiale, si elle ne fournit pas

toutes les figures homographiques à une figure donnée (F<), pour-

rait fournir, du moins, une figure semblable à (F,).
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Dans le cas où l'homographie considérée vérifie la condition

que nous avons reconnue nécessaire (11), les calculs précédents

conduisent à celle conclusion qu'il v a une infinité d'homologies

biaziales donnant la solution du problème proposé. On choisira a

arbitrairement, p et p' seront les deux racines de l'équation (9),

puis les autres inconnues seront déterminées par les formules

/t = p£sina, /i'=p'£sina,

A- = A — pcosa, k'= A — p'cosa, Do=— (p-^?'),

p£ , p's-

de sorte que les deux axes de l'homologie biaxialc seront définis

par les équations

{ eoa; sina-i- (A

—

pcosa)y = (», l so'a' sina-f- (A

—

p'cosa)r= o,

(
Dz-Jr-pet — o,

f
Dz-\-ptt = o,

p et p' étant les racines de l'équation (9).

La surface engendrée par ces axes est le conoïde ayant pour

équation

(l4) (Aîjî-f- B^X^)r-= D2;;2(.r2-i-j)/2).

Les relations entre deux axes conjugués sont données par les

formules

Q
(i)) sz'= — ^k'^'j Ayy'— Bzûrx'= a,

auxquelles on peut joindre la relation

z(x-+ y^) _ z'(x'^-^y'-)

t xy t! x'
y'

indépendante de A et de B.

57. Une propriété très simple de l'homologie biaxiale aurait

pu nous permettre de prévoir quelques-uns des résultais précé-

dents. Soient D, A les deux axes d'une telle homologie et E une

droite quelconque ^^de l'espace. La quadrique déterminée par ces

trois droites jouit évidemment de la piopriété que toutes celles de

ses génératrices rectilignes qui s'appuient sur D, A et E se corres-

pondent à elles-mêmes. Réciproquement, s'il existe une quadrique
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telle qu'une homographie ne déplace |)as les génératrices recti-

lignes d'un système déterminé de cette surface, l'homographie se

réduit à une homologie hiaxiale dont, à la vérité, les deux axes

peuvent être imaginaires ou confondus. En effet, puisque cette

homographie ne déplace pas les génératrices de l'un des sjsièmes^

que nous appellerons le premier, elle doit échanger entre elles les

génératrices du second syslrme et, pour définir les lois ,de cet

échange, il suffit de considérer le point m où ces génératrices vont

couper une génératrice déterminée d du premier système
;
car ce

point m est soumis à une homographie qui le déplace Sur la

droite d. Il y aura donc deux génératrices D, A du second système

dont aucun point ne sera déplacé par la transformation^ et l'homo-

graphie sera une homologie hiaxiale d'axes D, A.

D'après cela, considérons une homologie hiaxiale d'axes D, A et

construisons l'un quelconque des paraboloïdes hyperboliques qui

contiennent D, A et leur |)erpendiculaire commune P. Par le

sommet de ce paraboloïde situé sur P passe une seconde généra-

trice P' qui est, comme P, un axe de symétrie de la surface, et les

génératrices qui rencontrent D, A rencontrent aussi P' et lui sont

perpendiculaires. Par suite, ces génératrices, qui sont à elles-

mêmes leurs propres homologues dans l'homologie considérée, ne

cessent pas de coïncider avec elles-mêmes si l'on imprime au

paraboloïde une rotation de 180° autour de P'. Si l'on combine

l'homologie hiaxiale primitive avec cette rotation, on aura comme

résultat une nouvelle transformation homographique dans laquelle

les génératrices d'un système du paraboloïde ne cesseront pas de

coïncider avec elles-mêmes et qui sera, par conséquent, une nou-

velle homologie hiaxiale.

Les droites P' dépendent d'un paramètre variable et engendrent

un conoïde droit du troisième degré contenant D, A et ayant pour

axe P. Puisqu'on peut imprimer à la figure (F) un déplacement qui

dépend d'un paramètre variable sans qu'elle cesse d'être en rela-

tion homologique avec (F,), il est clair que rhomoloi;ie hiaxiale

combinée avec des déplacements peut donner naissance à une

transformation contenant au plus qu;itorze constantes, soit une de

moins que n'en comporte l'homographie la plus générale.

Nous avons ainsi une explication des résultais précédents^ mais

nous avons aussi une construction géométrique très simj)le des
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deux séries d'homologies l)iaxiales, qui peuvent remplacer une

hômologie biaxiale donnée. Soient D, A les axes de celte homo-

logie et P leur perpendiculaire commune. Les paraboloïdes qui

passent par ces trois droites nous donneront les moyens d'oblenir

toute une série d'homologies donnant des ligures égales à celles

que donne la première. En appliquant à une de ces. horaologies

la même construction qu'à la picmière. on aura une seconde série

d'homologies dont rhomologie initiale fera partie. Les deux séries

d'homologies ainsi obtenues sont celles (|ue nous avons déter-

minées par nos calculs.

58. Pour terminer ce sujet nous montrerons, de même, que

deux quadriques ne peuvent être mises en correspondance et

déduites l'une (h; Taulre par une liomologie biaxiale si elles ne

satisfont pas à une certaine relation.

Soient (Q) et (())) les deux quadriques que nous envisageons.

Les deux axes de Ihomologie ijiaxiale qui les transformeia l'une

dans l'autre, si cela est pos>ible, doivent ('-videmment rencontrer

les quadriques aux quatre mêmes points. Rapportons les surfaces

au tétraèdre dont ces quatre points sont les sommets. Les deux axes

de l'homologie seront représentés, par exemple, par les équations

,r = o, y = o

et

Z := O, t = O.

Quant aux quadriques, elles seront dédinies par des équations telles

que les suivantes :

( Byz -hB'iPZ -hB"xy -f- C,r/ +-<;>/ --Czf = o,

\ Biyz -hB[xz -h B'\ xy -r- Ci .r t — C

,

y t <:;;;/= o.

Les formules qui définissent rhomologie biaxiale sont évidemment

de la forme suivante :

(17) X = axi, y = ayi, z-hzi, t — O/i.

Par cot)sé([uenl. la (juadrique ((), ) sera d<''rivée de (Q) par Téqua-

tion

(j8) {Byz -i- B'xz ,- (.xt -4- ^yt) <il) - \X' (C^xy -^ Ch^zt = o,
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qui devra être identique à la seconde des équations (i6). Si l'on

multiplie par ab l'équation de la quadrique (Q)et qu'on retranche

de la précédente, on obtiendra, en supprimant le facteur a— 6,

l'équation

(ig) Waxy ~ G'bzt = o

d'une quadrique (Q') qui passera par l'intersection de (Q) et

de (Q«). Cette quadrique, contenant les côtés du quadrilatère

gauche défini par les équations

xj'- = o, zt = o,

donne lieu au théorème suivant : Les deux axes de Vhomologie

biaxiale cherchée doivent être les diagonales d'un quadrilatère

gauche inscrit dans la courbe d'intersection de {Q) et de (Q,)

et situé tout entier sur une quadrique contenant cette courbe

d'intersection.

Nous ne suivrons pas l'indication donnée par ce théorème ;
mais

nous allons montrer que les deux axes de l'homologie cherchée

rencontrent deux arêtes opposées du léiraèdre conjugué commun.

A cet effet, et pour obtenir ce tétraèdre conjugué commun, nous

ajouterons à l'équation de la quadrique (QO» P'»se sous la

forme (i8), celle de la quadrique (Q) multipliée par —X, ce qui

donnera

(Byz-^B'xz 4- Cxt + C'j'/)(). — ab) -+- B"(A — a*-)xy^C"(l—bi)zt = o,

et il ne restera plus qu'à exprimer que l'équation précédente

représente un cône. En égalant à zéro les quatre dérivées par

rapport à x, j", z-, t nous obtiendrons le système

!(B'^ -+- Gt)0. — ab)-i-E"{\-ai)j = o,

{Bz -+- C'^)(X— a6)-4- B'CX — a2)a; = o,

{B'x-i- By){l-ab)-hG"{l — b^)t = o,

(Gx -+- Gy){\ — ab)-^ G" {l — bi)z=^o.

1^'élimination de A nous conduirait aux deux équations

(•2i) i (B'z -+- Gt)x — (Bz -^ G't)y = o,

l
{B'.T-hBy)z —{Gx^Gy)t =o,

d'où l'on déduit immédiatement deux équations du second degré

eu -et en-. Eu interprétant ce résultat, nous obtenons la pro-
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position suivante : les quatre sommets du Irlraèdre conjugué

commun à (Q) et à (Qi) sont sur deux droites lenconlrant les

deux axes de l'homologie clierchée. En d'autres termes, les deux

axes de Vliomologie clierchée doivent rencontrer deux arêtes

opposées du tétraèdre conjugué commun à (Q) ef à (Q) ).

Ce n'est pas tout. On peut aisément éliminer, dans les équa-

tions (20), X, y, 5, t et former l'éqiialion en À, qui se présente

immédiatement sous la ("orme

4 BC B'C'()v — aby* — [B" (;"(>. — a'-) (À - f/i) — (À— al^Y- (BC+ B' G')]^ = 0.

Cette équation se décompose en deux équations du second degré,

qui sont

B"G"(X — a^-
)
Çk — b^') -- (1 — ab )"- (v/BG ± yJV>' C^Y = o.

Pour chacune d'enire elles, le produit des racines est égal à d-b'-.

Cette remarque nous donne la solution : Les deux (juadriques (Q),

(Q,) ne pourront se déduire l'une de l'autre par une homologie

Ijiaxinle que si l'équalion en A doni dépend la détermination du

tétraèdre conjjigué commun est telle que le produit de deux de

ses racines soit égal au produit des deux autres, ce qui n'a pas lien

en général.

Comme ces racines sont des invariants, il faudra donc que les

équations des deux quadriques puissent être ramenées à la fornie

(
372 -h yî -I- j2 _u ^2 _ o,

( iS ) {'

I
A.2a^2 + B2jK-M-G2:;2_^D2/2 =0,

OÙ l'on aura, par exemple,

{'xi) AB-^CD.

Cette condition, qui est néce-^saire, est aussi suffisante et même,

quand elle est remplie, les deux quadri(jues peuvent se déduire

l'une de l'autre par une infinité d'homologies biaxiales.

Pour le montrer, nous remarquerons qu'on peut déduire la

seconde quadrique de la première à l'aide de la substitution définie

par les formules
1 37 = A^i cosa — Bvisina,

/ y = Aa^i sina \- B^, cosa,

(25)
t t- 1 t-,

[ t — G^i sin p -t- D/i cosp,
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OÙ a et [3 désignent deux arljitraires. La première de ces substitu-

tions peut être mise sous la forme canonique

( // r -+- /. )- = p ( h .7-1 -- /f 7i ),

i
h'.r -i- /.> :-- o'ih'xi -+- k'y^).

11 suffit pour cela de prendre

/< = — Asina. Ii' — Asina,

A = A COS7. — p. /i' = A cosa — p',

p et p' étant les racines de l'équation

(2-) c"2 — ( A -'- B) cosa.p -4- AB = 0.

]Je même, les formules (âij) peuvent être ramenées à la forme

( Iz A~ mt =o{lZi -i- mtx),
(•18)

^

( r z 4- /??'/ — p'(/'^i -f- /n ^i),

/. /«, /', /7i' ayant les valeurs suivantes :

( l = — C sin [i, r = — C sin ^,
^^'^ (m= Gcosp — p. //i'= Ccosp — p',

et 0, 0' étant les racines de l'équation

C^o) p2 — (C + D)cosp + CD = o.

En vertu de la relation ("îS), il suffit que les arbitraires a, [j

satisfassent à la condition

(A+ B)cosa = (C-i-D)cos[3

poJir que les deux équations (•2'j) et (3o) en p aient les mêmes

racines. Et alors les deux systèmes (26) et (28) définiront une

boniologie biaxiale dont les axes seront déterminés par les équa-

tions
hx -\- hy — o,

(3i) , ,

Iz -H nit = o

(
h!X -\- ky = o,

\ l z -h m t — o.

Ces axes engendreront une surface du quatrième ordre, qui aura

pour équation

(^2 _i_j^2) (C252 -h 0^2) = (^2 -t- f2) ( A2a;2 ^_ B^y2)
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€l passera par l'interseclion des deux quadriques (Q)v(Q')' L'ho-

mologie sera involiilive si l'on a

k (A-f- B)cosa =(C-^ D)cos|i

oc = axi -+- b^i
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De même, les coordonnées des trois points A,, B,, C, par rap-

port au trièdre OA, B, C, seront

(36) Ri, o, o; o, Ri, o; o, o, Ri.

Si les deux trièdres OABC, 0,A,B,G, ont la même disposition,

on peut les amener à coïncider par un simple déplacement. Si celle

condition n'est pas remplie, on substituera au trièdie OjAiBiC,

le trièdre symétrique OjA', B', C, et les points A,, B,, Ci auront

toujours leurs coordonnées exprimées par les formules, pourvu

qu'on donne à R, un signe négatif.

Dans l'un et dans l'autre cas, amenons à coïncider les deux

trièdres qui ont la même disposition. L'homographie que nous

étudions aura maintenu sa propriété caractéristique de conserver

le cercle de l'infini ; car tout déplacement conserve ce cercle. Mais

maintenant, elle devra faire correspondre aux trois points A, B, C
situés respectivement sur les axes rectangulaires Ox, Oy, Os, à

une distance égale à R de l'origine, trois points situés respective-

ment sur les mêmes axes à la distance R|. En exprimant que les

formules satisfont à cette condition et que l'origine des coordonnées

n'est pas déplacée par l'homographie, on trouve qu'elles se

réduisent à la forme simple

R R R

Elles définissent une homoihétie dont le centre est l'origine des

coordonnées et [)our laquelle le rapport de similitude, positif ou

négatif, eslô-* Ainsi^

Toute homographie qui conserve le cercle de V infini^ et par

conséquent le plan de Vinfini, peut être remplacée par un

déplacement^ précédé ou suivi d'' une homoihétie dont le centre

peut être choisi arbitrairement.

Si TT- est égal à l'unité, l'homothélie disparait ; s'il est égal à— i

,

Ri

elle est remplacée par une symétrie.

60. Examinons maintenant les homographies qui, sans con-

server le cercle de l'infini, conservent néanmoins le plan de l'infini.
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Soient (F) et (F,) deux figures correspondantes dans une telle

homographie: au cercle de l'infini de (F)) correspond, dans (F),

une certaine conique (G). L'homographie qui transforme (F)

en (F,
)
pourra donc se composer de deux homographies, l'une qui

pourra être choisie arbitrairement parmi celles qui amènent la

conique (G) à coïncider avec le cercle de l'infini; l'autre qui

devra conserver le cercle de l'infini.

Pour déterminer une des homographies qui amènent la

conique (G) sur le cercle de l'infini, nous prendrons le cône ayant

pour sommet un point quelconque de l'espace O et pour base la

conique (G). Ge cône, rapporté à son sommet et à ses axes, aur^

pour équation
k^X^ -4- B2j3 -f- C2 22 = O.

Lue des homographies qui amèneront la conique (G) à coïncider

avec le cercle de l'infini sera donc définie par les formules

(37) x = kxi, jK = Bj'i, z = (:zi, t = ti,

et il ne restera plus qu'à lui adjoindre une transformation conser-

vant le cercle de l'infini. Or nous savons que cette transformation

résulte de la combinaison d'une homolhélie, ayant pour centre le

point O, par exemple, avec un déplacement quelconque. L'homo-

thétie ne pourra que changer les valeurs des constantes A, B, G.

Nous obtenons donc le résultat suivant :

Si deux figures (F), (F,) sont correspondantes dans une

homographie qui conserve le plan de V infini, on peut, par un

déplacement de Vune d^elles, ramener Vhomographie à être

représentée par les formules {^'j) où les coordonnées sont

rapportées à des accès rectangulaires.



CHAPITRE VI.

LE PRINCIPE DE DUALITÉ.

La création par Poncelet de la théorie des polaires réciproques a conduit Ger-

gonne à dégager un principe général auquel il donna le nom de P-nc.p^ de

dualité des propriétés de l'étendue. Ce principe une fo.s adm.s devait conduire

à la notion des coordonnées tangentielles qui ont été introduites en preoi.er

lieu par Plucker et par Chasles. - Quelques tl.éorènnes corrélatifs des plus

simples relatifs aux coordonnées ponctuelles et auv coordonnées tangentielles

dans l'espace. - Degré et classe d'une surface. - Propriétés de la tangente;

tangentes conjuguées. - Définitions diverses que l'on peut donner des coor-

données tangentielles. - Théorème de Carnot sur les transversales. - Centre

des moyennes harmoniques.

61. Dans un Chapitre anlérieur, nous avons expliqué comment

l'homologie de Poncelet avait conduit Chasles à l'homographie la

plus générale dans le plan et dans l'espace. Une autre découverte

capitale de Poncelet, celle de la théorie des polaires réciproques,

conduisit Gergonne à dégager un principe général, auquel il donna

le nom de principe de dualité, et qui permettait de deduu^e, de

toute proposition de Géométrie plane où figurent des relations

entre des points et des droites, une proposition nouvelle où les

droites de la première figure sont remplacées par des points et

vice versa. Il était tout naturel qu'une telle méthode de transfor-

mation assimilant une droite de l'une des figures à un point de

l'autre conduisît à introduire, à côté des systèmes de coordonnées

définissant des points, d'autres systèmes de coordonnées propres

à définir les lignes droites. Ce pas a été franchi simultanément par

Chasles et Plucker. Mais c'est Plucker qui a, le premier, publie

ses résultais. Pour gagner du temps, nous nous bornerons à l'es-

pace.

Étant donné un plan défini par Téquation

ux ->rvy -{' WZ -H />< = o,

nous dirons que a, c, ^v, p sont les coordonnées homogènes du
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plan eL le parallélisme entre ces coordonnées dites tangentielles,

et les coordonnées />o/2c/Me//e5 pour tout ce qui concerne le pre-

mier de-i^ré s'établira de la manière suivante par le système à deux

colonnes, cher à Gergonne.

Coordonnées ponctuelles.

Toute équation du premier degré

définit les points d'un plan, c'est-

à-dire est l'équation d'un plan.

Deux équations du pi'en)ier degré

définissent les points communs à

deux plans, c'est-à-dire l'intersec-

tion de deux plans.

Trois équations du premier degré

définissent le point d'intersection de

trois plans.

Si X, y, z, t; x', y\ s', t' dési-

gnent les coordonnées de deux

points A, B,

X -\- \x'

,

z +- \z\ \t'

l les coordonnées de tout point M
situé sur AB, et le rapport anhar-

monique des quatre points M qui

correspondent à quatre valeurs dif-

férentes de X est égal à celui de ces

quatre valeurs.

Si X, y, z, t; x\ y\ z, t'; x", y",

z", t" sont les coordonnées de trois

points A, B, G non en ligne droite,

1 X -h ï.'
x'

-\- }" x'\

^'^ + >>>'+ >^'y

.

Iz -hW z' -+ \" z'\

\t -t- V t' -4- \" t"

sonl les coordonnées de tout point

dans le plan ABC.

Coordonnées tangentielles.

Toute équation du premier degré

définit les plans passant par un point,

c'est-à-dire est l'équation tangen-

tielle de ce point.

Deux équations du premier degré

définissent les plans passant par

deux points, c'est-à-dire la droite

de jonction de ces deux points.

Trois équations du premier degré

définissent le plan passant par trois

points.

Si u^ p', (V, /) ; u' , v' , w\ p' dési-

gnent les coordonnées de deux

plans a, ^,

u -\- X«', V -\-\ {>',

w 4- \w\ p -+- Xp'

sont les coordonnées de tout plan

passant par l'intersection de a et

de [3, et le rapport anliarmonique

de quatre plans correspondants à

quatre valeurs différentes de X est

égal à celui de ces quatre valeurs.

Si u, V, (V, p ; u', p', w', p'; u", ç"

,

w", p" sont les coordonnées de trois

plans a, p, y ne passant pas par une

même ligne droite,

X M H- X' a' H- X" u",

Xç -4- X'p' -t- h"l>",

X w -+- 1' w' -\- X"(v",

Ap -+- X'/)' -I- X"//'

sont les coordonnées de tout plan

passant par leur intersection.
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Coordonnées ponctuelles.

Si X, y, z, t; x', y', z', t'; x"
,
/',

z"^ t"\ x"\ y'", -'", t'" sont les coor-

données de quatre points A, B, C, D
non situés dans un même plan,

•Kx'^Vx'-hyx"-^y'x'\

ly + ry-^ry + ry,
Iz-^l'z' -^rz" -hV'z'",

It -hl' t' -hX" t" -h Vf"

sont les coordonnées de tout point

de l'espace.

Coordonnées tangentielles.

Si u, r. (P, p; u\ p', <v', />'; u", v",

w", p"; u'", t^'", w'", p'" sont les coor-

données de quatre plans a, p, Y; ^

ne se coupant pas en un point,

X a + À' u' -+- X" u" -h X'" u'",

X tv -+- X' w' -i- X" w" -h X'" w",

ip ^ x>' + XV -4- X">"'

peuvent être prises pour les coor-

données de tout plan de l'espace.

Le parallélisme, comme on voit, est parfait, et nous pouvons

même remarquer, ce que Poncelet et Gergonne ne savaient pas,

qu'il s'étend aux rapports anharmoniqnes. Pour montrer qu'il se

conserve dans les équations de degré supérieur, nous allons traiter

simultanément deux questions fondamentales.

L'équation homogène de degré

supérieur

défînit une double infinité de points.

Nous dirons qu'ils forment un lieu.

Si X, y, z, t; Xi, yi, Zi, ti sont les

coordonnées de deux points A, Ai

de l'espace, l'équation

/(x-^lxi, y -^-'kyi,

z -+ X^i, t -+-\ti) = n

fera connaître les points du lieu

situés sur la droite AA]. Le degré

dey sera dit le degré du lieu; c'est

le nombre de points qu'il a sur une

droite quelconque.

L'équation homogène de degré

supérieur

^{U, V s W , p) =: O

définit une double infinité de plans.

Nous dirons qu'ils ont une enve-

loppe.

Si u, V, tv, p; Ui, Pi, Wi, pi sont

les coordonnées de deux plans a. a,

de l'espace, l'équation

cp( W + Xmi, p -4- Xc»!,

(V -H X MP
1 ,

yO -f- \px ) = O

fera connaître les plans de l'enve-

loppe passant par l'intersection des

plans a, aj, ... Le degré de
(f

est

appelé la classe de l'enveloppe; c'est

le nombre des plans de l'enveloppe

passant par une droite quelconque.
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Supposons que le point A se Supposons que le plan a soit un

trouve sur le lieu. L'équation pré- des plans de l'enveloppe. L'équation

cédente développée prendra la précédente développée prendra la

forme forme

dx

X2.

Par conséquent, l'équalion

¥ àf df df

ax ^ oy dz ôt

où X, y, z, t sont considérés comme
des données et x^, y\, Si, ^i comme
des coordonnées variables, représen-

tera un plan qui passera évidem-

ment par le point A et sera le lieu

des points Ai tels que la droite AAi
coupe le lieu en deux points con-

fondus en A, c'est-à-dire soit tan-

gente en A.

Mu
du

do do
A2...= O.

Par conséquent, l'équation

do do do do

du dv d(v ^ dp

où u, p, w, p sont considérés comme
des données et U\, v^, Wi, py comme
des coordonnées variables, repré-

sentera un point qui se trouvera évi-

demment dans le plan aet par lequel

passeront tous les plans ai tels que

deux des plans tangents menés à

l'enveloppe par la droite d'intersec-

tion des deux plans a, aj se con-

fondent avec le plan a.

Gomme il n'est pas doiileux pour nous que l'enveloppe ne soit

en général une surface, on voit que les deux méthodes fondées sur

l'emploi des deux systèmes de coordonnées fournissent deux pro-

priétés distinctes de la tangenle. C'est la droite de jonction de

deux points infiniment voisins. C'esl aussi la droite d'intersection

de deux plans tangents infiniment voisins. Pour opérer la liaison

entre ces deux résultats il faut ajouter le raisonnement suivant :

Considérons le plan dont les coor- Considérons le point défini par les

données sont définies par les rela- relations

tions

u i' iv
f)

X y z t

àf
~

df
~

df
~

df dcp
~

dcp
~

d'f
~

()cp

dx dy dz dt du dv dw dp

qui donnent lieu à la relation

ux -\- vy -¥ wz ^ pt — o,

qui donnent lieu à la relation

ux -+- vy -\- ivz -h- pt = o,
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OU, en employant le signe C de ou, en employant le signe j^
de

Lamé qui désigne une somme éten- Lamé qui désigne une somme éten-

due à toutes les coordonnées, due à toutes les coordonnées,

C MX = o. § "X = o.

Si l'on différentie cette relation, il Si l'on différentie cette relation, il

vient vient

Cif^x+ Ca7rf« = o ^ « c?a:- -^ ^ a? rfa = o

et, comme la première partie de et, comme la seconde partie de cette

cette somme est nulle en vertu de somme est nulle en vertu de la rela-

l'équation l'on

S^"-- SE"--
il reste il reste

^xdu = o. N " dx = o.

Ce qui prouve que le point (57,jK,^, Ce qui prouve que le plan tangent

se trouve sur la droite d'intersection contient la droite qui joint deux

de deux plans tangents infiniment points infiniment voisins,

voisins.

Ainsi se trouve établi le lien entre les deux propriélés de la tan-

gente.

Diipin a inlroduit dans la tliéorie des surfaces une notion d'in-

térêt capital : celle des tangentes conjuguées. Si l'on se déplace sur

une surface, la droite d'intersection des deux plans tangents en

deux points infiniment voisins M, M' est dite la tangente conjuguée

de la tangente MM'. Il est facile de voir que la relation entre ces

deux tangentes est réciproque ou involutive. Chacune est la con-

juguée de l'autre.

Reprenons en effet les relations

^«37=0. ^udx = o, S^xdu^o,

entre un point d'une surface et le plan tangent en ce point. La

caractéristique d se rapporte à un certain déplacement du point

sur la surface. Désignons par o la caracléristique relative à un
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autre dépiacement. On aura

V « car = o, V xoii = o.

Si l'on \e\\\ que ce déplacement soit celui qui se rapporte à la

direction conjuguée, il faudra que la première des deux équations

précédentes soit vérifiée quand on y remplacera m, c, «r, p
par u + du, v + «if, (v + dw^ p + dp, ce qui donnera la condi-

tion

S 0?«0ax

qui exprime la propriété considérée. Or, si l'on remplace w, P,

1

'

• ' • ^^ df df df df ., ,

a', p par les quanlites proportionnelles —, -pj -7^> j-. 1 équation

précédente devient

r-^.dx oa: -H. . .H- -

—

^(dx ûy -4- rfv oa?) -H-. . . = o.

Comme elle est parfaitement symétrique par rapport aux caracté-

ristiques c/, 0, on voit que la relation entre deux tangentes conju-

guées est bien involutive comme nous l'avons annoncé. Elle pourra

s'exprimer, par exemple, par la relation

^ ttu dx = o,

(jui montre que l'on peut échanger les coordonnées ponctuelles

et les coordonnées tangentielles. En d'autres termes, la propriété

des tangentes conjuguées est daalislique (').

62. On peut se proposer pour les coordonnées tangentielles,

comme nous l'avons fait pour les coordonnées homogènes, de

donner une définition géométrique de ces nouvelles coordonnées.

D'abord si, dans léqualion

(') Un pf)urra lire une autre (lémonslratiou dans l'Ouvrage de l'Auleur :

Leçons sur la théorie des sur/aces et sur les applications géométriques du
Calcul iiijinitésimal, a» édition, Première Partie, n° 106.
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X, y, 2, t sont des coordonnées cartésiennes homogènes, il est

clair que

y ~y

désignent les inverses des longueurs interceptées sur les axes

coordonnés par le plan précédent.

S'il s'agit de coordonnées tétraédriqnes générales, nous avons

vu que ces coordonnées ont leurs rapports parfaitement définis dès

que l'on donne le tétraèdre de référence A^BCD et le point P dont les

coordonnées sont égales. Par ce point P et l'une des arêtes, AB par

exemple, faisons passer un plan qui coupera l'arête opposée CD
en un certain point P'. Ce point P' étant défini par des relations

telles que les suivantes :

il est clair que son conjugué harmonique sera dans le plan (cr)

défini par l'é(|uation

(i) X + Y-f-Z4-T = o.

Ainsi nous avons ce théorème : Si^ par un point quelconque et

les six arêtes du tétraèdre, on fait passer six plans, qui coupent

les arêtes opposées en six points, les conjugués harmoniques de

ces six points par rapport aux sommets du tétraèdre situés sur

rarête qui les contient sont dans un même plan.

Ce théorème peut donner de deux manières une définition tout

à fait générale des coordonnées tangenlielles. Voici la première :

Le point où le plan défini par l'équation

ux -^ vy -\- wz -\- pt = o

coupe l'arête du tétraèdre intersection des deux faces

^ = o, t — o

est déterminé par la relation

x — p

Or, sur l'arête considérée, on connaît quatre points : d'abord les
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deux sommets du tétraèdre cléHnis respectivement par les équations

X =. o, Y = o
;

nous les désignerons par B et \; on connaît aussi le point/» défini

par l'équation précédente et le point p' où le plan (ro) coupe la

même arête et qui est défini par l'équation

X + Y = 0.

Le rapport anharmonique des quatre points A, 13, />, p est donc

égal, d'après les règles données, à — • On a

Ainsi, le quotient de deux quelconques des coordonnées tangen-

tielles s'exprime par un rapport anharmonique.

Dans le cas d'un véritable tétraèdre et de points réels, on a évi-

demment
A£ _ 8a a/ _ S^

BjD ~ 8b
'

B/>' ~ S'b

'

0^, ô(5 désignant les distances afi'ectées de signes des points A, B

au plan considéré et o^, Og les dislances an plan fixe (nr) qu'il faut

adjoindre au tétraèdre de référence pour définir entièrement les

coordonnées; et alors on peut écrire la proportion

8a 8b 8 c 8d

En d'autres termes, les coordonnées tangentielles sont propor-

tionnelles aux distances du plan aux quatre sommets du tétraèdre

multipliées par quatre nombres fixes.

On verra facilement que ces]Jnombres sont tous égaux quand les

coordonnées ponctuelles sont barycenlriques; car alors le plan

défini par l'équation (i) est rejeté à l'infini.

63. En résumé, tout, dans les considérations préliminaires que

nous venons de dévelop|)er, repose sur la considération des substi-

tutions linéaires et du rapport anharmonique. On peut même
rattachera celte considération des théorèmes qui ont une apparence
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absolument métrique. Nous choisirons comme exemple le célèbre

théorème de Garnot sur les transversales.

Soit

f{x, y, z, t) = o

l'équation homogène d'une surface, que nous su[)poserons du

degré n. Si .r, r, ^, i', x', y'-, 2', // désignent les coordonnées de

deux points A et B, on pourra, pour obtenir l'intersection de la

droite AB avec la surface, exprimer (pie les coordonnées

x-h'kx', JK + '-j', s-+-Às', l-{-lt'

d'un point quelconque de la droite AB vérifient l'équation de la

surface, et l'on sera ainsi conduit à l'équation

f{x-{-\x'. y -h\y', z -^\z\ t -{-ht') = o

qui définit « valeurs de X. Soient A,, X2, ..., A,* ces valeurs. On
aura évidemment

(3) JL + _L+...+ J_

,
" V, dnx,y.z.t)

^ ôf
,

^,<)f
^
^,ùf\

/(•^, r, -, L ^-^ ^y '

'^- '^O

Ces relations donnent lieu aux conséquences suivantes.

Prenons sur AB le point H qui se trouve, par exemple, dans le

plan (P) représenté par l'équation

(f(x, y, z, t ) ~ ax -{- by -\- cz -i- dt ~ o.

La valeur )/ de \ qui correspond au point H sera déterminée par

l'équation

^(^'> y, -3', t' ) .

Désignons par M/ le point de AB qui se trouve sur le lieu et corres-

pond à la valeur À/ de À; d'après noire écpiation fondamentale, on

aura donc

(4) jr ->•'!( V B, M/. H)

et l'équation (2) ])rendra la forme

1-1- ^ '
' ^ /(x',y',z\f) o"{x,y,z,t)
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Désignons le premier nieinbre par (AB). Il résulte de la formule

|)récédente que, si l'on considère un poljgone plan ou gauche

ABC . . . LA, on aura

(AB)(BC)...(KL)(LA)=i.'

f C'esL le lliéorème de Carnol mis sous ("oriue projeclive. L'interpré-

tation de tous nos raisonnements pourrait d'ailleurs se faire en

coordonnées ta ngenti elles.

Pour retrouver la forme ordinaire du théorème de Garnot, il

suffît de supposer que le plan (P) soit le plan de l'infiui. Alors

on a

et, par suite,

et si l'on pose

.:fl(A, B. M„H) = 4^
BM/

..^^ AM,.AM2...AM„

BM, .BM2... BM,t

[AB] =ÂÂTi .ÂTTî. ..ÂM„,

l'équation fondamentale prend la forme

(7) [AB] [BC] ... [LA] = [
AL] [LK] . . .[CB] [BAJ.

Si nous interprétons de même l équation (3) en tenant compte

de la formule (4), on voit que le plan défini par l'équalion

S^ dx

définit, le point A étant considéré comme fixe, le lieu des points B

tels que l'on ait

2 .^m,b'.m,,H) °I'"<''-"'"-'"> = °-

Si l'on remplace le rapport anharmonique par son expression, il

vient

I Hj > = o.^ AM,

Telle est l'équation qui définit le point B sur chaque sécante passant

par A. Poncelet l'a nommé centre des moyennes harmoniques du

point \ par rapport au groupe des points M,-.
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Dans le cas d'une quadrique, on a deux points seulement M, , Ma
et 1 équation

BMi BMz _
Â¥, Â¥j

~

ou, si l'on veut^ la relation

Xj -t- X2 = o

montre que B est le conjugué harmonique de A par rapport au

segment M, Mj.

Pour un lieu de degré supérieur, on peut transformer comme il

suit la relation (8). Remplaçons-y BM/parÂMi— ÂB", elle prendra

la forme

(9)
ni.
AB AM, AM2 AM„

qui semble avoir perdu son caractère projeclif.

On pourra lire^ dans le Mémoire sur les centres des moyennes
harmoniques inséré par Poncelet au Tome III du Journal de
Crelle et dans VApej'çu historique de Chasles^ de nombreuses pro-

priétés du centre des movennes harmoniques.



CHAPITRE VII.

LES FIGURES CORRÉLATIVES.

Opinion de Michel Cliasies relative à l'«mploi des méthodes de Iransfoimalion.

— Elle paraît trop absolue. — Emploi des coordonnées langenlielles dans

l'homographie et dans la transformation corrélative, — Définition complète de

cette dernière transformation. — Dans le cas le plus général, elle se réduit à

une transformation par polaires réciproques, précédée ou suivie d'un déplace-

ment. — Application de cette proposition générale aux transformations consi-

dérées pour la première fois par Mobiu.« et dans lesquelles à un point corres-

pond un plan passant par ce point.

64. Chasles, qui a tant fait pour développer l'iiomographie et

la corrélation, pensait que les méthodes de transformation ne

doivent pas être utilisées sjslématiquemenl en Géométrie, parce

qu'elles masquent la véritable origine des théorèmes qu'on obtient

par leur emploi. Cette opinion est trop absolue, et contrairement

aux prévisions de Chasles, les transformations jouent en Géométrie

et en Analyse un rôle de plus en plus important. Lorsqu'on n'en

abuse pas, comme on l'a fait au début, elles nous permettent, au

contraire, de nous arrêter à des démonstrations qui n'introduisent

aucun élément étranger au but que l'on veut atteindre et mettent

en évidence les connexions essentielles des théorèmes. Dira-t-on

par exemple que, lorsqu'on déduit du théorème de Pascal le

théorème de Brianchon par la méthode des polaires réciproques,

on n'a acquis aucune notion sur le lien qui rattache ce dernier

théorème aux autres propriétés des coniques; mais il suffit de

remarquer que, parmi les démonstrations différentes que l'on peut

donner du théorème de Pascal, il n'en est aucune qui, convena-

blement interprétée, ne conduise au théorème de Brianchon.

Les remarques que nous avons faites précédemment sur la trans-

formation hotnographique justifieni ces affirmations. Nous avons

vu, par exemple, que la transformation homographique la plus
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générale est définie par des équations de la forme

X = ax -^by -i-cz -{- dt,

Y = a'x -hb'y -h c' z -hd't,

^ Z = a"x -4- b"y -h c" z -h d"t,

T = a"'x -+- b'y -h c"'z -^ d"'f,

où X, Y, Z, T; X, r, z, t désignent les coordonnées homogènes

de deux points correspondants. J^'emploi des coordonnées tangen-

lielles va nous permettre d'abord de compléter ces formules en

leur adjoignant celles qui établissent une correspondance entre les

plans des deux figures.

Soit
UX + VY-f-WZ-+-PT = o

l'équation d'un plan de la première figure. Si l'on y remplace X,

Y, Z, T par leurs expressions (i), on trouve un résultat de la forme

UX -r- Vy -h iV z -+- pt = O,

OÙ l'on a

u = a U -4- «' V + a"W -+- a"'P,

V == 6 U -f-
è' V -f- 6"W + b"'P,

(2) (
^ ^ ^ ». = cU -+- c'V + c"\V + c"'P,

Ces nouvelles formules définissent la relation entre les plans

correspondants des deux figures.

Revenons aux formules (i) ; les fonctions linéaires de x, y, z, t

qui figurent dans leur second inembre peuvent être prises pour les

coordonnées x,, yt, Z\, t, du point (x^ y, g, t) par rapport à un

tétraèdre (T,) différent de celui (T) auquel se rapportaient les

relations (1).

Ainsi, les formules de la transformation homographique la plus

générale peuvent être mises sous la forme

X=Xi, Y =7,, Z = zi, T = /i,

en sorte que deux points correspondants ont les mêmes coordon-

nées, mais par rapport à deux tétraèdres différents, dont l'un peut

être choisi arbitrairement. Dans ces conditions les formules (2)

nous donnent

m = U, (', = V, (v'i = \V, Pi = P.
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63. L'emploi des coordonnées tangenliellesnous permet d'asso-

cier à la transformation homographique une autre transformation

linéaire dans laquelle un plan correspond à un point. Elle est

définie par des formules telles que les suivantes :

U = «a:- -+- (l'y -h a" z -h a'" t,

\ — hx -t- b'y 4- b" z -i- b"' t^

W = ca; -(- c y -\- c" z -t- c'"^,

P = rfj? -4- dy -I- d' z -i- d" t.

En raisonnant comme tout à l'heure, ou verra qu'au point(X, \ ,
Z,, T)

de la première figure correspond le plan

ux -\- vy -\- wz -{- pt = o

de la seconde, m, v, (v, p ayant pour valeurs

(4)

«— aX -I-6Y -i-cZ -i- c?T,

(' = rt'X + ^/ Y -+- c'Z -{- c^'T,

II' = «''X -t- 6" Y -\- c"Z -H d"Y

,

p = d" X -+- //" Y -I- c " Z + ^"' T

.

Opérons comme précédemment. Les fonctions linéaires qui

figurent dans les seconds membres des formules (3) sont les coor-

données ûCi, j'i, Zi, tt du point (x,JK, -, ^^ ^^ seconde figure

relatives à un nouveau tétraèdre (T, ) ; en sorte que les formules

de la transformation corrélative la plus générale peuvent être

ramenées à la forme

V = Xi, \=yu W = ^,, P = /i,

les coordonnées U, V^, W, P et a:,, j,, ^i, ^, étant relatives à deux

tétraèdres différents. Les formules (4) nous donnent alors

X = «1, Y = ('i, Z = ii'i, T=/)i.

On voit donc que toute proposition dans laquelle n'intervien-

dront, ni la forme du tétraèdre, ni la valeur des paramètres de

référence, s'appliquera d'elle-même à toutes les figures homogra-

phiques et corrélatives. Les démonstrations qui la donneront ne

pourront, par cela même, employer que les éléments sur lesquels

cette [)roposition rej)0se essentiellement.
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66. Avant de continuer cette exposition des principes, nous

examinerons une question qui nous paraît nouvelle. C'est Poncelet

qui, par sa théorie de Thomologie et sa théorie des polaires réci-

proques, a été le grand initiateur. A l'exemple de ce que nous

avons fait pour l'homographie, demandons-nous si la transforma-

tion corrélative peut donner des figures plus générales que la

méthode des polaires réciproques.

Cette méthode, remplaçant un point par son plan polaire, nous

conduit évidemment à des formules lelles que les suivantes :

(5)

Il = Ax -¥- B'j -+-B'z -hCt,

V =B"x + A'y-hBz 4- C'^,

w = B'x-i-By -+- A"^ -+- C" t,

p =Cx -^-C'y -+- C"z + Dt,

où nous pouvons supposer que les coordonnées soient cartésiennes

et rapportées à un S3'stème d'axes rectangulaires.

Soit, d'autre pari,

H = ax -\- by '\- cz- -\- dt^

V = a'x -t- b'y + c' z -+- d' t,

w ^= a"X -i- b"y + c" z -t- d" t,

p = a"'x + b"'y -+- c"'z -+- d"'t

une transformation corrélative quelconque, rapportée aux mêmes

axes. Il faut examiner si, en soumettant la figure lieu du

point (^, J', z-1 t) à un déplacement défini par les formules

X = axi -H a!yi -+- ol" Zi + a"'fi,

y= pxi-h^'yi-i-^"zi-^j^"'ti,

z = Y^i -t- Yri + t"-2i -^ t"'^i.

(6)

(7)

on peut ramener les formules (6) aux précédentes; c'est-à-dire

faire en sorte que, dans le déterminant

b
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mules (7) dépendent bieri^de six arbitraires, a'", ^'", y'" et les trois

quantités dont dépendent les neuf cosinus. 11 y aura donc autant

d'inconnues que d'équations. Nous étudierons d'abord les trois

relations qui doivent être satisfaites et qui contiennent les neuf

cosinus. Elles sont

/ a'a"+ é'P''+ c'Y' = a"cx' -+- b"
fj'
+ c"y',

(8)
I

a"a. + 6"§ -t- c'y = aa" 4- 6p" -4- cy",

\ aa' -f- èp' + cy' = a'a -f- 6'p 4- c'y,

et elles doivent, à elles trois, suffire à déterminer ces cosinus.

A cet effet, remplaçons les neuf cosinus par leurs expressions

en fonction de trois arbitraires

DOL = p2-i- X-— IJI-— V2, Dp =2X[JL—'2vp, Dy =2Xv-l-2[Xp,

Da'= 2X[JL-h avp, DP' = p2+ [x2 — Xî— v2, Dy' = 2 [jlv — aXp,

Da"= 2Xv — 2[Jip, DP"= 2[JlV-l-2Xp, Dy"= p2-+- V2— X2— [Jl2,

où l'on a

(lo) D = p2-(- X2+ [JL^-f- v2.

En substituant ces expressions dans les relations (8), on obtiendra

trois équations du second degré qui, si l'on y regardait )., pi, v, p

comme des coordonnées homogènes, représenteraient trois qua-

driques et, par conséquent, fourniraient généralement huit solu-

tions. Mais on ne saurait se contenter de cet aperçu; et nous allons

obtenir le résultat essentiel en poursuivant cette élude.

67. Pour cela nous remarquerons qu'on peut simplifier les

formules (6). En effet, on peut toujours les écrire comme il suit.

Posons

lai — c'— b", 2bi=^a"— c, 2Ci=^b — a';
(")

les formules (6) pourront s'écrire

" - :^/^ H- c, JK - ^1 - + dt,

I ,, ,

V = -fy -+- «1 c - CiX -^- a t,

»' = -/; -+- bi.T — asy -H d"f,

p ~ a"X -t- b'"y -)- c" z .- d'" I .

D.
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On veira facilernenL que ces expressions conservent la forme pré-

cédente quand on change les axes sans changer l'origine des coor-

données. En effet, si X, Y, Z désignent les coordonnées d'un point

quelconque, on a

Xu4-Yp + z.v = -(X/; + y/;.

X Y Z

«1

~r-t{d\ + d'\^d"'L).

Il est clair que les trois parties dont se compose le second membre

se reproduisent lorsqu'on soumet X, Y, Z et x,jK, s à cette substi-

tution homogène qui définit un déplacement autour de l'origine.

Il en est de même du premier membre de la relation précédente

ainsi que de p. Notre proposition est donc établie.

Ce point étant admis, choisissons comme axes coordonnés les

axes principaux du cône défini par l'équation (')

/(•^.r.. 5) :.- o.

On pourra donner aux équations (12) la forme plus simple

u
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(15)

relalions

l ai(p2— X2) _ ^,(jj,> _^- vp)>-h Cl ([j-p — Xv ) -f- 6([JLv •+- Xp) -t- c(Xp — [av) = o,

^ <Ç'i(p2— |ji2) — Cl (vijL -i-Xp)-f-ai(vp — X[jl) + c (vX -H [JLp) -t-«([J.? — Xv) = o,

( c, (pS— v2) _a,(Xv ^- ;jLp)-i- ^;,(Xp — [xv) -t- a (XiJi-f- vp) -t- 6(vp — Xa) = o,

dont la discussion, comme on va le voir, peut être entreprise avec

succès.

Remarquons d'abord que, si l'on connaît une solution du

problème, on peut choisir les axes de telle manière que l'on ait

ni =^ bi = Cl = o,

et les équations précédentes se réduiront aux suivantes :

( ib — c) \vi -t- ( 6 -+- c ) Xp = ,

(i6) } {c — a) vX -f- (c -i- a) jj-p = o,

f ( a — ^ ) XjjL -t- ( a -I- 6 ) vp = o.

Elles admettent, comme il fallait s'y attendre, la solution

X = [J(. = V = o,

qui correspond à celle qui a été prise comme point de départ,

mais elles ont sept autres solutions convenant toutes au problème

proposé.

Les huit solutions du système (i6) peuvent se distribuer dans

les deux groupes suivants :

(17)

X = o,

p == o,

X = o,

1-1 = 0,

\x = o,

p = o.

A = o, \x = o,

V = o;

v = o;

V = o;

p = o:

()^^ ./(^ + «)(« Al
b)

b){b-^-c)

b}{b — c)

-" .
/(b ^ c )

(c ->r a
''

^ V {b — c) {c — a

e, s', e" étant trois valeurs de l'unité positive ou négative, liées par

a relation

(t8) S£'e" = _,.

Les quatre solutions du second groupe sont à rejeter; car elles

sont imaginaires et d'ailleurs liées par la relation

X-+ ;jl' -+ V- -+- 0- = o,
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qui est inadmissible el donnerait à tous les cosinus des valeurs

infinies. Il ne nous reste donc que les solutions ("ournies par le

premier des groupes (17). La première équation de ce groupe

correspond, nous l'avons remarqué, à la solution du problème qui

nous a servi de point de départ. Les autres s'obtiennent en prenant

des symétries par rapport aux axes coordonnés, c'est-à-dire eu

changeant le signe de deux des coordonnées x, y, z. Leur

existence pouvait donc être prévue.

Mais alors, il nous reste à résoudre le problème suivant :

Gomment éliminer, paruii les solutions du système (to), celles qui

ne conviennent pas au problème proposé? On peut effectuer cette

élimination en remarquant que la relation

>2-+- IJl2-f- v2-f- p2= O

est invariante quand on fait un changement d'axes et, par consé-

quent, que les solutions à éliminer seront celles qui satisferont à

celte relation.

Nous opérerons comme il suit. Résolvons les équations (i5) par

rapport à a, b^ c. Si nous éliminons 6 et c, par exemple, nous

serons conduits à la relation

X [a, [JLv(p2-t- Xî) — 6iX[jt(p2— ;j.2) — CjX|ji(p2— v2) — 2aX|Jivp] = o.

Les solutions propres du problème devront donc satisfaire à l'équa-

tion

(19) a,|Jlv(p2+X2)-èiXv(p''— iJL2)-CiX(JL(p2-v2) — '2aX[JLVp =

et à celles qu'on en déduit par des peimutations circulaires

6,Xv(p*-+- [i.^) — CiX,u(p* V2) — ai[JLV(p2— X*) — 2iX;jLvp = o,
(19')

.

Cl Xfji ( p2+ v2 )
— a, ;jLv

(
p2— X2 ) — 6, Xv

( p2 — X2 ) — -i c Xuvp = o

En retranchant membre à membre ces équations, on obtient les

suivantes :

( 20) -r^ — a = —- — b = —

*

c,
A IX V

qui permettent de poser, en profitant de l'homogénéité,

«j_P _^_^ _^ _ £i_£ _ __3
X [i V '

'
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OU encore

(2.)
ai p b\ Q

c — p

Ces valeurs, substituées dans l'une quelconque des équations pré-

cédentes, conduisent à l'équation du quatrième degré

(22) — a — b — c + bl

a — p b — p c — p

= o,

qui fournil les quatre solutions véritables du problème.

La substitution des valeurs — oo, a, 6, c, + oo dans le premier

membre montre que l'équation aura toujours ses quatre racines

réelles.

68. La solution du problème précédent permet donc de

ramener les formules qui définissent la corrélation à la forme

plus simple
u = ax -i- b"y -\- b' z -\- lit,

V —b'x-k-a'y-^bz -\-li't,

w = b'X -\- by -\- a"z -l- h' t,

p = kx -4- k'y -i- k" z -\- It.

(23)

Gomme nous l'avons fait tout à l'heure, prenons pour axes

coordonnés les axes principaux du cône représenté par l'équation

ax^-\- a!y''--\- a" z^--{- ibyz + ib' xz -i- 'ib"xy = o;

les formules se simplifieront encore et deviendront

u = ax -h ht, v = by -+- h' t, w — cz -{- h" t;

p = kx -+ k'y +• k" z -h //.
(24)

Déplaçons les axes parallèlement à eux-mêmes dans la figure

lieu du point {x,y, z, t), c'est-à-dire faisons la substitution

x\x-+-xot, y\y-^y«t, z\z-\-zot.

En prenant pour j^qî^o; ^o les valeurs suivantes :

k — h k'—h' k"~h"
Xo = Jo

ît posant

<f(r,y, z, 1) = ax^-h by^-\- cz'i-{-7.kxt -\- -xk'yt-h xk" zl

-h ( / -t- kx^ -h k'y^ -f- ^'zo ) <S
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on ramènera les formules (24 ) à la forme cherchée

/jr\ I,.I, I, 1,
(25) a=-cp^, t^=-<p^., (P=-tp^, ;?=-»,.

Et, si l'on rapporte à son centre la quadrique obtenue en égalant

^ à zéro, on sera conduit aux formules plus simples

(«6) M = ar, v = by^ w = cz, /? = H^

11 faut observer toutefois que, la méthode tombe en défaut dès

que l'une des quantités a, b, c est nulle. Supposons, par exemple,

que c soit nulle : h" ne pourra l'être, sans quoi iv serait nulle; k" ne

pourra être nulle non plus, et l'on pourra disposer de Zq de manière

à annuler le coefficient de t dans l'expression de p. Alors, les for-

mules de transformation se réduiront à la forme

(27) u = a.v -+- ht, V = hy + AV, w = h" t, p = kx H- k'y -i- k" z,

ou, plus simplement,

u ^= ax, i> — by, w = h"i, p = kz. ,
-,

Si k est égal à h", on pourra poser encore

(28) " = J'r-
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d'un de leurs points, toutes celles de ces droites qui passent par

un point engendrent un plan, et toutes celles qui sont dans un

plan y passent par un point, le foyer du plan. La relation entre

un plan et son foyer nous donne un premier exemple des transfor*

mations que nous voulons envisagei'.

De même, en Statique, si l'on considère un système de forces

appliquées à différents points d'un corps solide, les droites par

rapport auxquelles la somme des moments des forces est nulle

donnent naissance à une transfoi-mation analogue.

Les transformations corrélatives auxquelles on est ainsi conduit

sont celles pour lesquelles les fortïuiles générales prennent la forme

plus simple

111 = c'y — b' z -k-at,

V = a' z — ex -+- bt,

I iv = b'X — n'y-\- et,

f p = — ax — by — cz

qui entraîne la relation caractéristique

(3i) ux-^vy-\-wz-^pt^Ç).

On |jeut déduire des remarques que nous avons faites, et il serait

facile de démontrer directement, qu'en changeant les axes on peut

les ramener à une forme dans laquelle c et c' seules ne seront pas

nulles.

Adoptons cette hypothèse et appliquons notre méthode géné-

rale. Les équations (i5) et (19), qui déterminent A, ijl, v, p, devien-

dront ici

;jtp — À V = (), viJL -t- Xp = o, p-— V- = o,

Xijifp-— v^) = o, X[jt(p- 4- v^
) = o.

Ces équations admettent la solution

V = o, p = o.

Nous aurons donc à soumettre la figure lieu du point (:r, y, z)

au changement d'axes défini par les formules

' = F^T^ ^^ -^
)JT^.>''

= '^i <^«^^ -^r^ s.na,

(39.)
<'

•>.Xa X2— a*
• r= v^;

—^—„ ^1 — r-; ^yi = .TiSina — vi cosa,
•^

X--l-[x2 ' A^H-jji»-^' '
ji^

^
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c'est-à-dire à prendre sa symélrique par rapport à une droite

située dans le plan des xy et rencontrant Os.

Les formules (3o) qui définissent la transformation deviendront

alors

M = c' (a^i sina — jKt cosa), v t=. d ( — x^ cosx — yx sina),

w = c^i, p = cz\
;

et si l'on pose

cp(xj, yx-, Z[, ti) = c' x} sina — tlc' x^y^ cosa — c'jk| sina -i- iczt,

elles prendront la forme requise

(33) i<=-<p_r, t;=-cp^, ,^. = -œ,, ;, = -ç^.

Les deux figures corrélatives selon la définition de Môbius seront

devenues polaires réciproques l'une de l'autre par rapport à un

paraboloïde hyperbolique.



CHAPITRE VI] I.

LES CONIQUES ET LES DIVISIONS HOMOGRAPHIQUES.

Uu rapport anharmonique dans la théorie des sections coniques. — Les coniques

sont des courbes unicursales. — Relations entre leurs divers modes de repré-

sentation. — Intersection des coniques et des courbes de degré supérieur. —
Théorème de Paul Serret. — Le rapport anharmonique des droites qui joignent

un point variable d'une conique à quatre points fixes de cette courbe est cons-

tant. — Réciproque. — Théorèmes corrélatifs. — Définitions diverses du rap-

port anharmonique de quatre points pris sur une conique. — Faisceaux et

divisions homographiques. — Théorème fondnmental sur le lieu du point

d'intersection de deux rayons homologues ou sur l'enveloppe de la droite qui

joint deux points homologues. — Théorème de Pascal. — Théorèmes de Newton
et de Maclaurin. — Démonstration nouvelle du théorème de Pascal. — Théo-

rèmes de Desargues et de Sturm. — Premières notions sur l'involution, —
Différentes manières de la définir. — Application du théorème de Desargues à

la construction d'une conique déterminée par cinq points. — Les divisions

homographiques sur une conique. — Comment elles conduisent à des solu-

tions élégantes pour les principaux problèmes relatifs aux divisions et aux

faisceaux homographiques. — Etude du problème dans lequel il s'agit de

construire un poljgone dont les sommets soient sur une conique donnée et dont

les côtés passent par des points donnés ou soient tangents à des coniques ins-

crites dans la proposée. — Applications nouvelles du théorème de Paul Serret.

— Si deux triangles jouissent de l'une des propriétés suivantes : être conju-

gués par rapport à nne conique, être circonscrits ou inscrits à une même
conique, ils possèdent les deux autres. — Corollaires. — On ne peut, en géné-

ral, inscrire à une conique un triangle circonscrit à une autre conique, et quand

le problème est possible, il a une infinité de solutions. — Conditions de possi-

bilité dans le cas de deux cercles. — Etant données deux coniques, il existe

en général quatre coniques par rapport auxquelles elles sont polaix-es réci-

proques l'une de l'autre.

70. Avant d'aborder toute étude générale et, en particulier, celle

des relations métriques, nous allons montrer comment le rapport

anharmonique joue un rôle fondamental dans la théorie des

courbes du second degré. Nous commencerons par la propriété

suivante :

Les coniques sont des courbes unicursales; c'est-à-dire qu'on

peut exprimer les coordonnées d'un quelconque de leurs points
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en fonction rationnelle d'un paramètre. Pour le démontrer, rappor-

tons une conique quelconque à un triangle de référence ayant un

de ses sommets sur la conique. L'équation de cette courbe sera

alors de la forme

(i) Ax^-+- A'/- 4- 'iByz -+- i\i' xz -h iWxy = o

et elle passera par le sommet défini par les équations

a? = o, jK == o.

Toute droite passant par ce point a une équation de la forme

où A désigne un paramètre variable. Pour trouver son intersection

avec la conique, il faudra remplacer, dans l'équation (i), ^parXx,

ce qui donnera

:r[Ârr + A'X2;r-l--.î(BX -+- B')3-i-'iB"Àr] =o.

r^a solution
X = ô

correspond au sommet du triangle. En égalant à zéro le second

facteur, on obtiendra le point variable où la droite coupe la

conique. On a ainsi

^ _ _ A'X^+v.B'X-i-

A

" —~~ ^ 9(BX -F- B') '

ce qui permettra de prendre

:r =— 5..BX — V'B',

y ^_g.BX2— aB'X,

z = A'X2 + 9.B"X + A,

En remplaçant X par — et rendant homogène, on a des expressions

de la forme
!x = a(^ + btu -hcu'^,

y = a' t"^
-i- b' tu -h c' u-^

z — a" t^-h îb" tu -^r c" u-,

et, réciproquement, il est évident que toutes les formules de ce
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genre dans lesquelles le déterminant

X b c

i b' c'

i" b" c"

n'est pas nul représentent une conique.

Une conique peut être représentée d'une infinilé de manières

par des formules telles que les précédentes (2). 11 est aisé d'éta-

blir la relation entre tous les systèmes que l'on peut obtenir. Con-

sidérons, en effet, deux droites représentées par les équations

a = o, P = o,

et se coupant en un même point P de la conique. Si l'on substitue,

dans les polynômes a et ^, les valeurs (2) de x, y^ z, on obtiendra

évidemment des résultats de la forme

a =(/»,— «/i)(\/H- Bm), P = (««1— uti){Ct -+- D«),

— étant la valeur de — qui correspond au point P. On aura donc

P

Ci ~ D u

Avec tout autre système de formules de la forme (2), on trou-

verait de même
a (7 1' -+- D' u'
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dans l'équation de celle courbe les expressions (2) de x, y, 5, on

obtienl bien une équalion de degré 2/) en -•

Nous pouvons aussi démonlrer de la même manière une propo-

silion éléganle el peu connue de Paul Serret. Cet habile géomètre

a établi dans sa Géométrie de Direction que, si l'on prend sur

une conique six points de coordonnées xi^ jk/, ^i-, on peut attri-

buer à chaque point [xt^ jk/, Zi) un coefficient X,- tel que cp(a:, y, z)

désignant un polynôme homogène quelconque du second degré,

on ait

(3) ^\i<:j{xi,yi, Zi) = o.

i

Faisons, en effet, u ^i dans les formules et soit tt la valeur de t

qui correspond au point (xi, yi, Zi). Si l'on pose

f{t) = (t — ti){t-t,)...{f-t,),

on sait que la somme

où o{t) est un polynôme du quatrième degré au plus, est égale à

zéro. Or, si l'on substitue dans o(x, y, z) les valeurs dexi, yi, Zi,

on obtient un polynôme du quatrième degré au plus. On a donc

ce qui donne le théorème de Paul Serret et fournit une expression

élégante de ses coefficients Xi.

72. Nous allons voir comment le théorème conduit, sans autre

postulat, à l'équation générale des coniques passant par quatre

points. Soient S et T deux polynômes tels que çp(a7, j', z), s'annu-

lant pour les quatre premiers points d'indices i, 2, 3, 4- En leur

appliquant la relation (3) on aura

À5S5-I- XfiSo^ o, X5T5-)- XeTe^ o,

d'où
S5 _^
T. Te*
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Cette équation, qui s'applique à tout point (6) quand le point (5)

est donné, nous montre bien que l'équation générale des coniques

passant par les quatre points est

S — AT = o.

Ce résultat a été établi pour la première fois par Lamé dans un

Opuscule célèbre publié en 1818 (' ).

D'après cela, si l'on prend deux systèmes de droites passant par

les quatre points 1 , 2, 3, 4 {fig- 6), on voit que l'équation de toute

Fig. 6.

conique passant par ces quatre points pourra s écrire

De là se déduit la propriété fondamentale des coniques, relative

au rapport anharmonique.

Les équations
a = X^, 8 = Xy

représentent évidemment deux droites qui se coupent en un même
point M de la conique. Quand X varie, la première équation repré-

sente un faisceau de droites ayant pour sommet le point 2; la

seconde, un faisceau de droites ayant pour sommet le point 4-

Comme les rapports anharmoniques des quatre droites de chaque

faisceau ne dépendent que des valeurs de X, nous obtenons le résul-

tat suivant : le rapport anharmonique des quatre droites qui

joignent le point 2 à quatre points de la conique est égal au rap-

port anliarmonique des quatre droites qui joignent le point 4 à

ces mêmes points.

(') Lami-; ((i.)> l'Xamen des dijj'érentes méthodes employées /*our résoudre

les problèmes de Géométrie. Paris, 1818.
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Considérant les quatre points comme fixes et Jes points 2 et 4

comme variables, nous sommes conduits au théorème fondamental

suivant :

Étant donnés quatre points .4, B, C, D sur une conique, le

rapport anharmonique des droites MA, MB, MC, MD qui

joignent un point M quelconque de la conique à ces quatre

points est un nombre constant.

La réciproque est aisée à démontrer.

Soient X[, yi, ^i, ..., ^r^, ^4, Zi, les coordonnées des quatre

points A, B, C, D ; ^, jKi ^ celles du point M. L'équation de l'une

quelconque des droites MA, MB, MC, MD sera

(4)

Pour avoir le rapport anharmonique de ces quatre droites, sup-

posons que l'on ait

a?! Xi x^x^^ o

et prenons le rapport anharmonique des quatre points où elles

coupent la droite
X = o.

Introduisant cette hypothèse dans l'équation (4), on aura

Y _ xyi— yXi

X
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L'expression que nous tenons de donner pour le rapport anhar-

monique nous permet d'indiquer quelle est sa valeur quand on

introduit les paramètres t figurant dans les formules (2) où l'on aura

fait ii^=\. Un des déterminants qui entrent dans l'expression pré-

cédente, le premier par exemple, devient égal à

a h

a' h'

a!' h"

{t — ty){t--t-,){t,-ti),

\/, ^,, ^3 étant les valeurs du paramètre pour les points M, A, C.

En appliquant la même expression aux trois déterminants, on
"^

trouve que le rapport anliarmonique des quatre droites MA, MB,

MC, MD est égal à celui des paramètres relatifs aux quatre points.

73. En coordonnées tangentielles, les mêmes calculs nous

donneront les théorèmes suivants. ^

Une tangente variable à une courbe de seconde classe inter-

cepte sur quatre tangentesfixes quatre points dont le rapport

anliarmonique est constant.

Si une droite se meut de manière à couper quatre droites

fixes en quatre points dont le rapoort anliarmonique soit

constant^ elle enveloppe une courbe de seconde classe tangente

aux quatre droites.

Et il ne reste plus qu'à montrer qu'une courbe de seconde

classe est aussi du second degré, ce qui appartient aux éléments,

mais la démonstration suivante ajoutera quelque chose à ce que

nous savons.

Comme une courbe du second degré el, pour les mêmes raisons,

une courbe de seconde classe peut être représentée par les équa-

tions

! u = a "k^-h 'ib \ -h c,

(3) < V = a' X^ -^ ?.
b' 1 -h c'

,

\^
w — a"X'-h 1 b" X -H c",

où A désigne un paramètre variable et qui sont analogues aux

équations (2). Le point de contact de la droite qui correspond à

une valeur de A avec son enveloppe sera défini par les relations

iix + vy -H iv s = <), X dit -\- y dv -\- z dw = o



Itl LIVRE I. — CHAPITRE VllI.

qui nous conduisent aux expressions suivantes de x^y^ z :

l X = (h'I -h c')(a"l -f- b") - (b"l -\- c") (al -^ b'),

(6)
I
^ = (6"X + c")(a X-t- 6 ) — (6 À + c )(a"X-f- b"),

( z = (bl-^c){a'\-^b') — {b'l-i-c')ia'k~b).

Ces valeurs, quisonldii second degré en À, définissent bien une

courbe du second degré. La démonstration prouve en outre qu'on

peut employer le même paramètre X dans les deux systèmes de

formules relatives aux coordonnées ponctuelles et aux coordonnées

langentielles.

Il résulte de ce qui précède qu'on peut définir nettement le

rapport anharmonique de quatre points sur une conique. C'est : ou

bien le rapport anharmonique des quatre droites qui joignent ces

points à un point variable de la conique, ou bien le rapport anhar-

monique des quatre points où' une tangente variable de la conique

coupe les tangentes en ces quatre points à la conique, ou enfin le

rapport anharmonique des quatre valeurs du paramètre ). qui

figure dans les formules (5) ou (6).

74. Les démonstrations précédentes nous conduisent naturel-

lement à introduire une notion dont on fait grand usage en Géomé-

trie, celle des faisceaux et des divisions homographiques.

D'une manière générale, nous dirons que les deux faisceaux

(ponctuels ou tangentiels) définis par les équations

(7) a = X^, o = X'Y

sont homographiques quand X et )/ sont liés par la relation

(8) AXX'+ BX-i-GX'-f-D = 0,

où A, B, C, D désignent des constantes quelconques. Nous avons

déjà rencontré le cas où la relation précédente se réduit à ).= )/.

Si l'on élimine X, )/ entre les trois équations ('j), (8), on est

conduit à une relation du second degré. Donc

Le point d'interseciio/i des La droite de jonction des points

rayons correspondants de deux correspondants de deux divisions

faisceaux homographiques de homographiques sur deux droites

droites décrit une conique passant décrit une conique tangente à
parlessommets des deuxfaisceaux. ces deux droites.
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Celte conique se décompose dans les deux cas suivants :

i" Se, 0, O' étant les centres des

deux faisceaux, 00' correspond à

O'O. Alors le point d'intersection

de deux rayons correspondants

décrit une droite.

2" Si Vhomographie est telle

que la relation (8) se décompose
en deux facteurs

i" ^S'f A, point d'intersection des

deux droites, se correspond à lui-

même dans les deux divisions.

Alors la droite de jonction de

deux points correspondants va

passer par un point fixe.

i" Si Vhomographie est telle que

la relation (8) se décompose en

deux facteurs

{k\ + G)(AX'+ B) = o.

Alors la conique se réduit à deux Alors la conique se réduit à deux
droites passant respectivement points situés respectivement sur les

par et 0'

.

deux droites.

7o. Les propositions précédentes sont fondamentales dans la

théorie des coniques. On en déduit d'abord le théorème de Pascal.

Soient I, 2, 3, 4i >) 6 (fig'. 7) six points d'une conique. Met-

F'g- 7-

tons à part les points i et 5. Les deux faisceaux qui ont ces j)oints

pour sommets
I (2346), 5 ('2346)

donnent quatre droites ayant le même rapport anharmonique.

Les droites du premier faisceau coupent la droite 34 aux points

a, 3, 4) 1^1 celles du second faisceau coupent la droite 9.3 aux

points 'i, 3. "1 0. Puisque les divisions liomographiques sur deux

droites dillérentes a34,3 el 2?)'ro ont en commnn le point d'inler-

D. 8
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seclion 3 de ces deux droites, les droites 2 a, 4 Y el 1^^ sont con-

courantes, ce qui est le théorème de Pascal.

Dans la figure précédente considérons le triangle [^60. Quand
le point 6 décrira la conique, ce triangle aura ses côtés qui passe-

ront par trois points fixes i, £, 5. Deux de ses sommets j3, décri-

ront deux droites fixes, 34 et 23 respectivement. Ces conditions

suffisent à définir le mouvement du triangle. On a donc le théo-

rème suivant de Newton et de Mac Laurin :

Quand les côtés dun triangle passent par trois pointsJixes^

tandis que deux de ses sommets décrivent des droites fixes, le

sommet libre décrit une conique.

Mais la théorie des faisceaux homographiques nous conduit à un

théorème bien plus général, qui a été aussi donné par Mac Lauri^n :

Considérons un polygone A|A2...A/j dont tous les côtés

passent par des points fixes, A, A^. par a, , Aj A3 par ao, et ainsi

de suite, A„A., par a,i. Si les /i — i sommets A,, A^, ..., A,,_,

décrivent des droites fixes, le sommet libre décrira une co-

nique.

Gela résulte immédiatement de ce que les faisceaux formés par

les dillerents côtés sont homographiques les uns aux autres.

76. Nous avons donné plus haut une démonstration du théorème

de Pascal. En voici une très simple, qui est peut-être nouvelle :

Considérons {fig. 8) l'hexagone inscrit et soient

a = o, Mo, Y = o, ?'=o,

Fig. 8.

les équations des côtés 12, 23, 34, 45, 56, 61 respectivement. Soit

en outre

=
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l'équation de la diagonale 36. La conique étant circonscrite au

quadrilatère 1286, son équation pourra s'écrire

(9j ao + PY'=o.

Elle est circonscrite de même au quadrilatère 3645. Son équation

pourra donc aussi s'écrire

(10) a'S -\- !5'y = o.

Les deux équations (9) et (10) re[)résentant la même courbe, on

peut admettre qu'elles ont été écrites de manière que leurs pre-

mi( rs membres soient identiques. On aura donc

aS -t- 8-;' = a'o -t- yP'
OU encore

S(a — a') = Y[i'-pY'.

Les deux équations

8(a — a') = o, yP'— Py'^^o

représenteront donc la mêuie courbe. Comme la première se réduit

à un couple de droites, il faut qu'il en soit de même de la seconde.

Or celle-ci contient les quatre points définis par les équations

Y = G, 3 = 0; y'=o, P'=o; y = o, Y'=t); ^ = o, p'=o.

Les deux premiers sont évidemment sur la droite

= 0.

11 faut donc que les deux autres soient sur la droite

oc — a' = o.

qui se trouve ainsi contenir les points de concours des côtés opposés

de l'hexagone. C'est le théorème de Pascal.

77. Une autre proposition fort importante, le théorème de

Desargues, généralisé et complété par Sturm, permet d'établir une

relation entre six points d'une conique. Mais, avant de l'exposer,

il faut que nous donnions quelques notions sur l'involulion.

La relation homographiquela plus générale, celle qui relie deux

éléments tels qu'à une valeur de l'un d'eux corresponde une seule

valeur de l'autre est nécessairement de la forme

(11) .\XX'+BX + Ca'+ I) == o.
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Généralement, cette relation change quand on permute A et X'.

Mais, si Ton a B= (], elle est symétrique relativement aux deux

variables X, V ; nous dirons qu'alors elles sont en involution.

Dans toute relation homographique, il y a lieu de considérer les

éléments doubles. Ils sont donnés par l'équation

obtenue en faisant A = X' dans la relation (i i). Ces éléments sont

généralement distincts. Désignons-les par a, |3. Si A, X'; Xo, X|, dé-

signent deux couples d'éléments correspondants, on aura évidem-

ment
<fR(X,Xo, a, ^) = S^{\', X'o. a, ^)

et, par conséquent, la relation homographique pourra prendre la

forme canonique

X — a X — a

Ainsi le rapport anharmoniqne

c"^(X, X', «, p)

est un nombre constant.

Si l'homographie devient une involution, ce nombre constant, ne

devant pas changer quand on échangera X et )/, sera nécessairement

égal à — I. Ainsi, deux éléments en involution sont ceux qui

divisent harmoniquement un couple donné d'éléments a, [3.

Dans le cas où a = [S, la relation involutive prend la forme

(X — a)(X'— a) = o.

Elle se décompose en (acteurs. C'est bien là un cas limite de la

division harmonique.

Quant à la relation homographique, on s'assurera aisément qu'elle

prend la forme

(3) ^L_ = _L_+A.
A — a À — a

78. Une relation homographique est délerminée quand on

connaît trois couples d'élérjients correspondants a, «' ; 6, b' ; c, c'

;

et cela se comprend puisque alors la relation entre deux éléments
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correspondants quelconques m, ni! est déterminée par la relation

c'R(m, «, 6, c) =t^îl(/«', rt', 6', c').

Mais il suffit de deux couples d'éléments correspondants pour

déterminer une involution. La condition pour que trois couples

a, a'; jS, [ii' ; v, y' soient, comme on dit, en involution, c'est que

l'on ait

a-/' a -r a' i

(i4) ^^' p + P' I

r;' T-^ï' '

Cette relation se transforme d'un grand nombre de manières. En
multipliant le déterminant précédent par le suivant :

X X'

y y"-

(i5)

qui n'est pas nul tant que x^y^ z sont différents, on trouve

i<x — x){%'—x) (7. — y)(cc'—y) (a — z)(a'— ^)

('i^T){^'-x) (J^-y)(^'-y) ([B-3)(j3'-^)

(v_^)(Y'_x) (y_j)(y'-7) {^;—z)(Y-z)

Donnons d'abord k x, y, z des valeurs choisies parmi les trois

couples, par exemple a', [i', y'. Il viendra, a[)rès la suppression

de ^{yJ, §', y')('), la relation

(16) (a-!3')fp-Y')(ï-a')-(p-.a')(Y-P')(a-Y').

équation que l'on obtiendrait aussi en écrivant l'égalité des deux

rapports
Jl(a, 'i, a', y'), Si{oL', 3', a, y;-

En échangeant dans la (ormule (i6) quelques-uns des éléments a

et a', [i et [3', y ety', on obtiendra quatre relations de même forme.

La remarque suivante a plus d'intérêt. Dans la relation (i5)

faisons x =^ y., y = a'; elle prendra la forme

{,-,
(a-fj)(a-^') ^ (a'-rj)(a'-J')
(a — Y)(a-Y') («'— y) («' — y')

(') La fonction %( u, v, iv) a déjà été employée plus haut (Cliapilre III).



Il8 LIVRE \. — CHAPITRE VIII.

que l'on obtiendrait aussi en écrivant l'égalité des deux rapports

anharinoniques

_\insi, lorsqu'on a deux coup/es de V involution. ([i, ^') et (y, y'),

tout autre couple est déterminé par Véquation

(i8) {x-^){x—^)-k{x--[){x — '() = o,

OÙ k est un paramètre variable.

On peut prendre cette dernière propriété comme une définition

de l'involution et dire que l'équation

(19) ax^ -\- ibX -\- c -\- \{t' x^ -{- ib' X -\- c' ) = o,

où \ est une variable, définit tous les couples appartenant à une

involution qui est déterminée, par exemple, par les deux couples

fixes

aar^-t- 2 037 + c = o, a'ar^-i- 26'^; -I- c' = o.

Nous dirons que des points sont en involution sur une droite, que

des droites passant par un point sont en involution, quand les

éléments qui les déterminent forment une involution.

Desargues, qui, le premier, a défini et étudié l'involution, a fait

connaître le théorème suivant :

Une transversale quelconque coupe les côtés opposés d\in

quadrilatère et ses diagonales suivant trois couples de points

qui forment une involution.

Les couples de côtés opposés d'un quadrilatère el les deux diago-

nales peuvent être considérés comme des coniques passant par les

quatre mêmes points, les sommets du quadrilatère. Par conséquent,

le théorème de Desargues peut être considéré comme un cas parti-

culier du suivant, qui a été donné par Sturm :

Les coniques passant par quatre points ou, plus générale-

ment, appartenant à un faisceau ponctuel, sont coupées par
une droite quelconque suivant des segments qui forment une
involution.

Les remarques précédentes nous permettent de donner une

démonstration presque immédiate de cette importante proposition.
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Soit, en effet,

(20) S-+-XT = o

Téquation du faisceau de coniques considéré. On les coupe par

une droite (|uelconque. On peut évidemment supposer que l'on a

choisi le triangle de référence de telle manière que l'équation de

cette droite soit

^ = G.

Si l'on introduit cette hj|)0thèse dans l'équation (20), on voit que

les points d'interseclion des coniques du faisceau avec la transver-

sale considérée sont déterminés par une équation de la forme

ax^-i- ibxy 4- c» *-t- \{ a'x^-^ ib'xy -4- c'y^) = o

([ui, d'après les remarques faites plus haut, met en évidence le

théorème à démontrer.

Il est clair que, si une conique du faisceau devient tangente à la

transversale, le point de contact devient un point double de l'invo-

liition. Ainsi

Ily «, dans tout faisceau ponctuel^ deux coniques qui sont

tangentes à une droite quelconque. Les points de contact de

ces coniques sont les points doubles de l'involution déterminée

sur la droite par les coniques du faisceau.

En interprétant autrement les équations, ou en transformant par

polaires réciproques, on obtient le théorème suivant :

Si Ion mène d^un point des tangentes à toutes les coniques

d' un faisceau tangentiel, les couples de tangénies ainsi obtenus

engendrent une involution dont les rayons doubles sont les

tangentes aux deux coniques du faisceau qui passent par le

point considèi 'é

.

Un faisceau tangentiel est formé généralement des coniques

inscrites dans un quadrilatère.

Si, par exemple, deux sommets opposés du quadrilalère cir-

conscrit sont les deux points I et .1, les autres couples de sommets

opposés sont les foyers des coniques du faisceau. Ces coniques

sonl homofocales; celles d'entre elles qui passent par un point M
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j ont pour tangentes deux droites'qui divisent liarmoniquement

l'angle IMJ et sont, par conséquent, rectangulaires. De plus, les

tangentes menées de M à l'une quelconque des coniques homo-

focales déterminent une involiition dont les rayons doubles sont

les tangentes en M; elles sont donc placées symétriquement par

rapport à ces tangentes. Nous retrouvons ainsi un théorème bien

connu.

79. Dosargues a fait usage de son théorème pour construire

avec la règle le sixième point d'une involulion quand on connaît

les cinq autres.

Soient, en elFet, sur une droite deux couples AA.', BB' détermi-

nant une involution et proposons-nous de trouver le point C qui

correspond à un point C dans cette involulion (yt». g). Par A, A.', C

Fig. 9-

on mènera arbitrairement trois droites formant un triangle at^y-

On joindra Ba, B'^ et l'on formera ainsi un quadrilatère [îioae dont

les côtés opposés couperont la transversale suivant les couples A A'.

BB' et dont une diagonale passera par C. Pour avoir l'homologue C
de C, il suffira donc de mener la seconde diagonale Ss.

Cette construction permet évidemment de suppléer au théorème

de Pascal et de construire avec la règle la conique déterminée par

les cinq points i, 2, 3, /\, 5.

Considérons en effet la conique définie par les cin([ points i, 2,

3, 4î 5 (Jig. lo). Appliquons la construction précédente. Une
droite 5x menée arbitrairement par le point 5 coupe les côtés

opposés du quadrilatère i, 2, 3, 4 suivant deux segments AA', BB'

qui déterminent une involution dans laquelle le point cherché x de
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la conique est l'homologue du point 5. Les trois droites i4, 2,3 et

une droite arbitraire fixe .l'/j' menée par le point 5 jouent le rôle

des côtés du triangle a^y de la construction précédente. On
joindra 4'!^, 3'B'^ ce qui déterminei'a les poinis i', 2'. Le quadri-

latère i'2'3'4' sera tel que deux de ses côtés opposés i'4', '>/3' dé-

termineront sur la transversale le segment AA', que ses diago-

Fis. 'o.

nales r'3' et 2' 4 détermineront sur la même transversale le

segment BB' et, enfin, que l'un de ses côtés 3'4' iia passer par le

point 5. Donc l'autre côté l'i' ira couper la transversale au point

cherclié.

Cette construction nous donne le point x comme le sommet de

deux triangles variables Vti' x ou ,ri'B'. Prenons le second, par

exemple. Deux de ses côtés passent par des |)oints fixes: l'B', qui

passe par 3', et ,r B', qui passe par le point 5 ; deux de ses sommets

décrivent des droites : i' décrit la droite i4 et B' décrit la

droite 34 ;
mais le (:(')l('' i'2'ne passe pas g(Mi( ralement par un point

fixe; car, 1' et 2/ étant en relation homographique, la droite \' 1!

enveloppe une conique tangente aux droites i4 et aS. Cette

construction est donc toute dllïerente de celle de Newton et de

Mac Laiirin. Mais elle la comprend comme cas particulier et

elle la donne immédiatement si l'on suppose que la transversale
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fixe 3' 4', assujeltie à passer par le point 5, va passer aussi par le

poinl 3.

80. Dans ce qui précède, nous avons envisagé les relations

homographiques entre les points d'une droite ou entre les droites

d'un faisceau. On peut aussi considérer les divisions honiogra-

phiques sur une conique.

\ étant le paramètre dont dépend la position de chaque point de

la conique conformément aux formules données plus haut, la

relation

(20) AXX'h- BX + (;)/+ D = o

définira la relation homographique la plus générale entre deux

points d'une conique. Voici les propriétés essentielles relatives à

cette relation :

D'abord, la corde qui réunira les deux points correspondants

enveloppera une conique doublement tangente à la proposée si

la relation n'est pas invotutive. Si Chomographie se réduit à

une involution^ la corde passera par un point fixe.

Pour le démontrer, supposons que l'on ait choisi le triangle de

référence de telle manière que les équations qui définissent un

point de la conique proposée soient de la forme simple

37 = X^. y ^z\, 5 = 1.

Alors l'équation de la conique sera

(21) ^2 — X5 = o.

Les valeurs de À qui déterminent les points de la conique situés

sur la droite

( 22 ) ux -\- Vy -\- w z r=L o

seront déterminées par l'équation

(23) «X^ 4- (^ X + 1^ = o,

en sorte que l'équation tangentielle de la conique proposée sera

(24) v^ — !\uw = o.
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Si l'on veut que la droite définie par l'équalion (2 i) rencontre la

conique en deux points qui se correspondent dans la relation

liomograpliique considérée, il faudra exprimer que les deux racines

(le l'équation (28) satisfont à la relation (20). On est ainsi conduit

par un calcul facile à l'équation

(2:ï) [iXw — iB-h C)v + iD uY = (B — C)Hv-— 4«"^),

qui représente, en coordonnées tangentielles, une conique double-

ment tungenle à la proposée. Les points de contact sont évidem-

ment les points doubles de la division homographique.

Si l'on a B =: C, l'homogTriphie devient une involution et la

relation (23) se réduit au premier degré. La droite qui joint les

points homologues va passer par un point fixe. Les tangentes

menées de ce point à la conique la louchent aux points doubles de

l'involution.

Revenons au cas où B est di lièrent de C. Si l'on considère une

conique doublement tangente à la proposée, son équation est de

la forme
(A'tv -f- B'i' -+- C u)'^— V-— 4««'.

En identifiant cette équation avec la précédente (25), on voit que

toutes les tangentes à cette conique couperont la conique proposée

en deux points liés par la relation homographique

A'XX'— B'(X-f-X')-+-C'±(X -À') = 0.

Le double signe lient à ce que l'on peut intervertir les deux points

d'intersection.

Voici une autre pro[)riété fondamentale. Considérons deux

divisions homographiques sur une conique. Si, prenant deux points

fixes quelconques O, O' sur la conique, el deux points m, m' qui se

correspondent dans les deux divisions, on mène les droites Om,
0'/?î', d'après la propriété fondamentale des coniques, les deux

rayons Om, O' m' engendreront deux faisceaux homographiques.

Car le rapport anharmonique de quatre rayons du premier

faisceau sera égal à celui des points m correspondants, (pii est

égal lui-même à celui des points homologues m' dans la divi-

sion homographique et, par suite, égal à celui des quatre

rayons O' m' . Or, prenons arbitrairement deux points //, n' qui se
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correspondent dans les deux divisions, et plaçons le point O en n'

et le point O' en n. Alors, dans les deux faisceaux de droites ayant

pour sonim<'ts O et O', le rayon O'O et le rayon OO' seront corres-

pondants; par suite, deux rayons homologues quelconques des

deux faisceaux se couperont suivant une droite d. Cette droite est

pleinement déterminée, car elle va couper la conique aux deux

points doubles de la division homographique. Ainsi on a cet

élégant théorème :

Etant données deux divisions houiograpliiques suf une

conique, et deux couples m, m' \ /z, n' de points homologues

dans cette division, les deux droites mn' et nm' se coupent sur

une droite fixe qui va rencontrer la conique aux deux points

doubles de Vhomographie considérée.

Ce tliéorème peut se déduire de celui de Pascal. Il peut aussi

servir à le démontrer. Considérons, en efïet, six points d'une

conique i, 2, 3, 4, 5, ti. On peut imaginer une homographie dans

laquelle les points 1, .3, 5 ont respectivement pour homologues les

points 4, 6, 2. Alors les droites 16 et 34, 12 et 45, 23 et 56 se

coupent en trois points qui sont en ligne droite. C'est le théo-

rème de Pascal. Et cette démonstration est moins artificielle que

celle qui re|)osc (n" 75) sur la considération de deux divisions

homogi'aphiques.

Si l'on joint deux points fixes O, O' d'une conique à un point

variable jj. d'une droite fixe, les droites Ojjl, O'jjt. coupent la conique

en (\eu\ points variables /?i, m' qui sont en correspondance homo-

graphique sur la coni(jue, le point O faisant partie de la seconde

division ei le point G' de la première. On obtient ainsi évidemment

la relation homographique la plus générale ealre deu\ points d'unt'

même conique. Cela lésulte du théorème précédent.

Pour obtenir les involutions les plus générales, il suffira de

couper la conique par une droite tournant autour d'un point fixe.

81. Les propositions précédentes nous fournissent des construc-

tions élégantes pour les principaux problèmes relatifs aux divisions

honiographiques.

Considérons d'abord les divisions homographiques sur une

droite. Une telle division est déterminée quand on connaît trois



LKS COMQUIÎS ET LES DIVISIONS HOMOGRAPHIQUES. 125

couples de points correspondants /«, ni'; n, n'; p, p'. Comment la

construire? On tracera une conique quelconque, un cercle par

exemple, et l'on prendra un point O sur ce cercle. Les droites Om,
Om', On, On', Op, Op' couperont ce cercle en de nouveaux

points M, M', N, N', P, P'. Et M, N, P correspondront à M', N', F
dans une division liomographique tracée maintenant sur la coni(|ue.

Les points d'intersection des droites MIN' et i^M', MP' et PM', NP'

et PN' détermineront une droite (|ui permettra de résoudre tous

les problèmes relatifs à l'homographie considérée. Par exemple,

elle coupera la conique en deux points qui, projetés de O sur la

droite, donneront les points doubles de Ihojnographie. Pour avoir

l'homologue Q' d'un point Q de la conique, il faudra faire en sorte

que MQ' et M'Q se coupent .siii- la droite précédente, puis projeter

les deux points (), O' sur la droite lieu des points m, m', etc.

De même, si l'on \ eut construire deux faisceaux homograpliiques

composés de droites passant par un point O, on fera passer une

conique quelconque, un cercle par exemple, par le point O, et l'on

sera ramené aux mêmes problèmes que précédemment.

Remai'qnons que, si l'on triinsforme par polaires réciproques le

théorème sur lequel nous nous sommes appujé, on sera conduit

au suivant qui pourrait servir de base à de nouvelles construc-

tions :

Etant donnés trois couples de points correspondants m, m'
;

//, n'
', />, p' dans une division honiogi apliique tracée sur une

conique, les droites qui joignent te point de concours des tan-

gentes en m, n' et des tangentes en n, m' ; des tangentes en n, p'

et des tangentes en p, n' \ des tangentes en p, m' et des tan-

gentes en /n, p' concourent en un même point oii viennent

concourir aussi les tangentes à la conique aux deux points

doubles de la division homographique

.

82. La théorie des correspondances homographiqurs sur une

conique permet de résoudre avec élégance des problèmes qui,

depuis longtemps, ont fait l'objet des éludes des géomètres.

Etant donnés une conique (C) et n points fixes n',, «o, . . ., a,ii

proposons-nous de trouver un polygone de n côtés inscrit

dans la conique et dont les côtés passent respectivement par a,,

<Ï2, . .., a„.
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Considérons un point quelconque M de la conique, la droite M«,

ira couper la conique en un point variable M, qui sera en correspon-

dance involutive, c'est-à-dire Iiomographique, avec M. Joignons

M, à «21 'a droite Mfa-, coupera la conique en un point Mj qui

sera évidemment en relation hoinographique avec M. En continuant

de cette manière, c'est-à-dire en construisant la droite M2a3, qui

coupera la conique en M3, puis enjoignant M3 à a, et ainsi de suite,

on finira par obtenir un point M„ qui sera en relation honiogra-

phique avec M. Il n'} a aucune difficulté à définir cette correspon-

dance Iiomographique. A trois positions du point M correspondront

trois positions du point M„ et les trois couples de points ainsi

obtenus définiront la correspondance Iiomographique entre M
et M«. Soient, par exemple, M', M", M'''' trois positions de M
auxquelles correspondent trois positions M^^, M^,, M™ de M„. Nous

avons vu que les points doubles de la correspondance homogra-

phique seront à l'intersection de la conique avec la ligne droite

sur laquelle se trouvent les intersections des trois couples de

droites M'M; et M"i\i;,, IVFM; et M;M'", M"'M;, et M;;M'. Toutes

ces constructions pourront se ("aire sans même que la conique soit

tracée. Si , par exemple, elle estdéterminée parcinq points, l'emploi

de la règle seule et du théorème de Pascal permettra de déter-

miner les trois couples de points correspondants M'M^^, M"M^,,

M'"M)^'. Seule, la détermination des points doubles exigera une

construction quadratique, qui pourra se faire par l'emploi du

théorème de Desargues.

Ces points établis, le problème (pie nous nous étions proposé se

trouve résolu. Il suffira, pour que le polygone MM| ... se ferme, que

le point M coïncide avec un des deux points doubles que nous

venons de déterminer. Il y aura donc en général deux solutions,

réelles ou imaginaires, du problème. Mais nous devons remarquer

que la relation Iiomographique entre M et M„ peut se réduire à la

coïncidence. S'il en est ainsi, le poljgone se fermera toujours et

il j aura une infinité de solutions.

Ainsi, le problème posé a deux solutions, réelles ou imaginaires,

ou bien, s'il en a plus de deux, il en a une infinité.

(considérons par exemple un triangle conjugué abc. Si les côtés

d'un triangle vai iable ABC doivent passer par ces trois points, la

théorie des polaires nous montre immédiatement que, lorsqu'on
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prendra pour côté AB lîïie droite quelconque passant par c, le

triangle ABC se fermera toujours.

83. On peut donner une autre solution élégante du problème

proposé. Elle repose sur la remarque suivante :

Si l'on joint le pointM à a, puis le pointM, à «25 '1 J ^ (/^^- '

Fig. II.

entre M et Mo une correspondance homographique; mais cette

correspondance est si simple que nous [pouvons la définir immé-

diatement. Ses points doubles, par exemple, sont, évidemment,

à l'intersection de la conique avec la droite a, «2-

D'après cela, joignons le point M à un point quelconque M', de

la conique. Les droites MM',, M', M 2 coupent la droite «102 en

deux points a',, a', dont l'un au moins, le premier ou le second,

pourra être choisi arbitrairement. Il est aisé de voir que l'on pourra

substituer a\, à^ à «(, a^. En effet, la correspondance définie par

le premier couple a évidemment mêmes points doubles que celle

qui est définie par le second. J3e plus, elle fait correspondre M
à M2. Or, une correspondance homographique est évidemment

déterminée lorsqu'on donne ses points doubles et un couple de

points correspondants. Notre proposition est donc établie.

Servons-nous en pour déplacer a,, a-^ de telle manière que le

point «2 vienne se placer au point de concours a^ de rt,, «2 6t

de «3, a,
;
puis déplaçons de même les points a,.,, a-, de telle
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manière que a^ vienne coïncider avec 7.3. Alors le sominel JVJ3

viendra en M,. On pourra supprimer 7.3 et tout se passera comme
si le polvgone avait deux côtés de moins.

Si le polygone primiiif est d'un nombre pair de côtés, la

méthode précédente permettra de réduire les points à deux a,, a-,-

Alors la solution est évidente ; la: droite cisa^ coupe la conique en

deux points A, B et le polygone final est la droite double AB
ou BA. Il y a donc deux solutions seulement, à moins que «2 ne

coïncide avec «i, auquel cas il y en a une infinité.

Si l'on a un polygone d'un nombre impair de côtés, on pourra le

réduire à un triangle dont les côtés AB, BC, GA devront passer

par les. points fixes c, «, b.

On pourra supposer qu'on ait fait glisser les points a et c sur la

ligne qui les joint de manière que le point a soit sur la |)olaire de b

{Jig. 12). Alors, si l'on joint B6, Art, ces deux droites se couperont

Fig. 12.

en un point D de la coni<|ue, et le point c' d'intersection de AB et

de CD sera le pôle de ab. Ce poini est donc connu, et le côté AB
est déterminé, en général, par les deux points c, c'

.

L;i méthode que nous venons de suivre conduit à des corollaires

évidents. Pai- exemple, prenons un polygone inscrit d'un nombre
pair 2/i de côtés et conpons-le par une droite. On peut établir que,

sans cesser d'êlie ins( rit, il peut se déformer de manière que ses

côtés pivotent autour de leurs points d'intersection primitifs avec

la droite considérée. En efl'et, dans ce cas, nous pouvons considérer

que nous avons trois polygones satisfaisant aux conditions posées :
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d'abord le polygone proposé, puis le polygone aplati dont les

sommets de rang pair sont confondus avec im des points où la droite

coupe la conique et les sommets de rang impair avec le second de

ces points. Puisque nous avons trois solutions du problème, il y en

aura une infinité.

84. La méthode que nous avons suivie s'appliquerait aussi

au problème suivant : Inscrire clans une conique (C) un polygone
dont tous les côtés soient tangents à des coniques qui soient

elles-mêmes doublement tangentes à ((^). Car, si l'on considère

un côté PQ de ce polygone, la condition à laquelle ce côté doit

satisfaire d'être tangent à une conique doublement tangente à (C),

c'est-à-dire de couper cette conique en deux points P, O qui soient

en relation homograpliique^ peut se remplacer par la suivante : on

peut adjoindre aux deux points P et Q un point P' de la conique

tel que les droites PP', P'Q aillent passer par deux points fixes

situés sur la ligne droite qui joint les points doubles de la division

homographique. Et alors le problème à résoudre est ramené à

celui que nous avons étudié dans le cas où le nombre des côtés du

polygone à inscrire est pair.

Comme conséquence de ces méthodes, le lecteur démontrera

aisément le théorème suivant :

Quand un polygone inscrit dans une conique (C) se meut de

telle manière que tous ses côtés moins un soient tangents à des

coniques doublement tangentes à (C), ou passent par des points

fixes, le côté laissé libre enveloppera une ou plusieurs coniques

inscrites de même dans (C). ou passera par un point fixe.

85. Nous allons indiquer maintenant quelques conséquences

intéi'essantes du théorème de Paul Serre t.

Nous avons vu que, si ^/, yi, zi désignent les coordonnées

homogènes de six points sur une conique, on peut écrire l'identité

6

I

'^(ar,y, s) étant une fonction homogène arbitraire du second

degré et les X/ étant des coefficients, analogues à des masses,

D. Q
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affectés aux différenls points de la conique. Prenons pour la fonc-

tion (D{a^,y, z) \e carré d'une fonction linéaire

(f(x, y, z) = {iix -^ vy -\- w zf.

L'identité précédente pourra s'écrire

3 6

(-27) VX/(Ma^/-+- <'jr/-+- (vz,)2 = —2^w("a7,--t- PJ/+ n'ZiY.

1 4

Il suit de là que les deux équations

3

( 28 ) 2 '^' ( " ^' "^ ''^' -+- M' -, )'^ = O,

1

C

( 29 ) V ^'' ' " ''^i+ ^'yi -^ WZif—O

représentent, en coordonnées tangentielles, une seule et même
conique; et, comme cette conique est conjuguée à la fois par rap-

port aux triangles formés respectivement par les points 1, 2, 3 et

par les points 4> 5, 6, on peut énoncer le théorème suivant :

Si Von partage cVane manière quelconque six points d\ine

conique en deux groupes de trois points^ on obtient deux

triangles qui sont conjugués par rapport à une même conique.

Cela constitue bien un tliéorème, caria condition pour que deux

groupes de trois points donnent deux triangles conjugués se tra-

duit par six équations.

Réciproquement, si deux triangles sont conjugués par rap-

port à une conique^ leurs six sommets appartiennent à une

autre conique.

Pour le montrer, il suflit de reprendre en sens inverse les rai-

sonnements précédents. La conique par rapport à laquelle les

deux triangles sont conjugués pouvant être représentée par l'une

ou l'autre des équations (28), (29), dont on peut toujours sup-

poser les premiers membres égaux et de signes contraires, on sera

conduit à l'identité (26) et, celle-ci devant être vérifiée pour toutes

les valeurs de //, f, ce, on verra aisément qu'elle conduit à l'iden-
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tilé qui, d'après le théorème de Paul Serret, caractérise six points

d'une conique.

Si l'on applique la méthode des polaires réciproques, ou si l'on

reprend les raisonnements précédents en remplaçant les points

par des droites et les coordonnées langentielles par des coordonnées

ponctuelles, on sera conduit au théorème suivant :

Si l'on partage d\ine manière quelconque six tangentes

d'une conique en deux groupes de trois tangentes^ on obtient

deux triangles qui sont conjugués par rapport à une même
conique.

Réciproquement, si deux triangles sont conjugués par rap-

port à une conique^ leurs six côtés sont des tangentes dUine

autre conique.

En rapprochant ces théorèmes des précédents, on en obtient

de nouveaux qui n'ont pas moins d'intérêt. Il suffit de remarquer

que la relation d'une conique à l'un de ses triangles conjugués est

dualislique.

Si deux triangles sont inscrits Si deux triangles sont circons-

dans une même conigue, ils sont crits à une même conique., ils sont

circonscrits à une autre conique. inscrits dans une autre conique.

Pour démontrer la proposition de gauche, par exemple, il suffit

de remarquer que, d'après deux des propositions précédentes, les

deux triangles sont conjugués par rapport à une même conique et

que, par conséquent, leurs côtés sont tangents à une autre conique.

86. Les conséquences des propositions précédentes, qui pré-

sentent sous une forme nouvelle les relations entre six points ou

six tangentes d'une conique, sont nombreuses. Nous signalerons,

plus particulièrement, les deux suivantes :

D'abord, si deux coniques sont telles quil existe uti triangle

inscrit à V une (C) et circonscrit à l'autre (C), il existe une

simple infinité de trianglesjouissant de la même propriété.

En eftet, soit a|'îiy un triangle inscrit à (G) et circonscrit à (C).

Si, d'un autre point a' de (G), on mène les deux tangentes à (G'),

elles coupent (G) en deux nouveaux points j3', y'. Les deux
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triangles a^v et a'^S'y', étant inscrits clans une même conique (C),

seront circonscrits à une même conique. Cette conique ne peut

être que (C), qui est déjà tangente à cinq des six côtés des deux

triangles. Donc ^'y' sera tangente à (C).

Le point a' ayant été choisi arbitrairement, on voit que l'on aura

une suite continue de triangles inscrits dans (G) et circonscrits

à(C').

Il suit de là qu'étant données deux coniques (G), (G'), il n'existe

pas, en général, de triangle inscrit à l'une et circonscrit à l'autre.

Car, s'il existait un tel triiingle, on pourrait choisir un de ses som-

mets arbitrairement^ etil faudrait une condition pour exprimer que

le côté ^y est tangent à (C).

On reconnaît, dans les résultats précédents, le cas le plus simple

des célèbres théorèmes de Poncelet.

87. Cherchons, par exemple, la relation qui doit exister entre

fleux cercles pour qu'un triangle inscrit au premier soit circonscrit

au second.

On peut prendre les équations des deux cercles sous la forme

(30)
i

;'-^'=«'-
^

I
(37— rf)2+ j2= 7-2.

Un sommet du triangle pouvant êlre choisi arbitrairement sur le

premier cercle, nous supposerons qu'il ait été placé au point de

coordonnées y= o, a? = R. Les deux tangentes menées de ce point

au second crcle ont pour équation

[{x — dy'-hy^ — r'-][i\\ — dy-—r''] — [(a; — cl)(K — d) - ,-'-]' = o.

Elles coupent le premier cercle en deux points^ et il faudra ex-

primer que la droite qui les joint est tangente au second cercle.

Un calcul facile donne l'équation de cette droite, qui est

(R-4-a-)(R- (/;2_.^R,.2^o.

En exprimant (|ue la valeur de x donnée par cette équalion a

pour valeur d zh /•, on est conduit à la relation cheichée qui se

présente sous la forme

(R -h d zt r) {R — dy - iRr- z= o
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et se décompose en deux~^acteurs

(R — c/rp7)(rf2— R2zp2Rr) = G.

Le premier facteur est évidemment à rejeter, et il reste la condi-

tion clierchée ^ sous la forme

(3.) dt^ R2±.iR7-.

Telle est la relation entre le cercle circonscrit à un triangle et

lundes cercles inscrit ou exinscrits. C'est celle qui a été donnée

l)ar Euler.

88. Voici maintenant la seconde conséquence que nous signa-

lerons :

Si un triangle variable est ins- Si un triangle variable est cir-

er it dans une conique (G), il existe conscrit aune conique (*^^), il existe

une conique qui touche ses trois une conique qui lui est circon-

cîtes aux points où ces côtés scrite et qui est tangente, en ses

touchent eux-mêmes leurs enve- trois sommets, aux courbes décrites

loppes. par ces sommets.

Par conséquent, les droites qui Par conséquent, les points d'in-

joignent chaque sommet au point tersection des tangentes aux
de contact du côté opposé con- courbes décrites par les trois som-

courent en un même point. mets avec les côtés opposés sont

trois points en ligne droite.

Ces propositions, qu'on obtient immédialement en considéiant

deux positions infiniment voisines du triangle mobile, permettent,

soit de construire le point de contact d'un côté quand on connaît

ceux des deux autres côtés, soit de construire la tangente en un

sommet quand on connaît les tangentes aux deux auli-es sommets.

Considérons, pai- exemple^ sur une conique (C) une homogra-

j)liie, déterminée {fig- i3) par les deux points «( , a^, que l'on con-

viendra de joindre à un point variable M de la conique. Les droites

rtjiNJ, ^2 M couperont la conique suivant deux nouveaux points

M,, Ma qui seront en relation liomographique et la droite M,M\.

enveloppera une conique (C) doublement tangente à (C) aux

points où celle-ci est coupée par la droite «,«2- Pour avoir les
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points où la droite M, Ma touche (G'j, il suffira de remarquer que

les côtés a, AJ, a, M ont respectivement pour enveloppes rt, et «a-

Il faudra donc joindre M, ao^ Mort). La droite qui passera par leur

point d'intersection viendra couper M, Ma au point de contact

cherché a.

Fi g. .3.

M

Ce point jj. est évidemment le conjugué harjnonique par rapport

au segment M, Mo du point ui' où la droite M, Ma vient couper 15

corde de contact. Ainsi: Quand on a une conique (C) bitan-

gente à une conique (C), chaque point de (C) est conjugué

par rapport à (G) du point oii la tangente à (C) en ce point

vient rencontrer ta corde de contact.

Cette proposition pourrait d'ailleurs se déduire du théorème de

Desargues-Sturni. Car toutes les coni(|ues tangentes en b, b' à (C)

déterminent sur la droite M, Ma une involution dont les points

doubles sont évidemment jx, jj.'.

89. Nous terminerons ce Chapitre en rappelant une proposi-

tion dont on fait souvent usage : Étant données deux coniques

indécomposables, onpeut toujours les considérer comme polaires

réciproques l'une de l'autre par rapport à une troisième

conique.

Pour le démontrer, bornons-nous au cas général , où les deux

coniques ont un triangle conjugué commun, et soient alors

ax"--^ by'^-i- cz"- — o, a' x^ -h b'y^ -^ c' z- = o.

les équations des deux coniques. On verra aisément qu'elles sont

polaires réciproques l'une de Tauli^e par rapport à l'une quelconque
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des quatre coniques doiikréquation esl

± v/«rt'.r2± sJTb' y'^-±. /ce' z^= o.

Comme, dans la correspondance ainsi établie entre deux coniques

(G), (C), chacune des tangentes communes aux deux coniques est

Ja polaire d'un de leurs points d'intersection, on peut dire, par

exemple, que le rapport anharmonique sur l'une des coniques, (G)

par exemple, des quatre points où elle est touchéepar les tangentes

communes à (G) et à (G') est égal au rapport anharmonique des

quatre points communs, évalué par rapport à la conique (G').





LIVRE II.

DÉFINITIONS MÉTRIQUES.

CHAPITRE I.

.ES RELATIONS MÉTRIQUES DANS LE PLAN.

Déliniliun de l'angle et de l'abscisse. — Droites isotropes. — Discussion de hi

formule donnant la distance de deux points. — Relation établie par Laguerrc

entre l'angle et le rapport anharinonique. — Transformation qne subissent les

iclalions contenant des angles lorsqu'on fait une lioriiographie dans le plan. —
Applications diverses. — Tliéorèine de Carnol. — E.xtension des relations trigo-

noméLriqucs au.v triangles imaginaires. — Sj'stème particuliei- de coordonnées

rectilignes formé avec des axes isotropes. — Propriétés du quadrilatère dont

les quatre côtés sont des droites isotropes. — Points associés. — Les propriétés

de ces points permettent d'établir une relation entre deux définitions fonda-

mentales du cercle. — Définition d'une classe de courbes planes de tous les

degrés auxquelles on peut étendre les propositions établies pour le cercle. —
Quand une courbe peut être définie par l'une ou l'autre de ces propriétés : elle

est le lieu des points tels que le rapport des produits de leurs distances à deux

groupes de points soit constant ou le lieu des points tels que l'on voie de ces

points certains segments fixes sous des angles dont la somme soit constante,

elle possède ces deux propriétés avec une double infinité de systèmes de pôles

ou de segments. — Systèmes orthogonaux formés avec les courbes de cette

nature. — Comment les propriétés des points associés permettent de déduire

la définition focale des coniques des propositions relatives au rapport anhar-

inonique.

90. Aptes ces études préliminaires, dans lesquelles nous

n'avons guère uliliséque la notion du rapportanharinonique, nous

aborderons l'examen des relations métriques, et nous commence-
rons par la (jéométrie pL'ine.

On peut définir en même lemps la distance, l'abscisse et luni^Io

de la manière suivante :

^JC^y, x'
^
y' étant les coordonnées rectangulaires de deux |)oiiits

réels ou imaginaires A et 13, on peut, en général, définir deu.v élé-
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menls t/ et a par les formules

(i) x'— a? = <^cosa, y'— y = cl?>\na.

On aura alors

(l) tan<?5( = ^^ -, d= -^^——•
X — X cosa sin a

L'angle a sera défini à un multiple près de tc.

Si l'on a choisi la valeur de a parmi celles qui sont déterminées

par la première des formules (2), <^ sera déterminé en grandeur et

en signe. Pour tenir compte de l'ordre dans lequel on prend les

points A, B, nous appellerons d l'abscisse AB. On aura évidem-

ment
AB + BA =0,

et, si l'on considère plusieurs points A, B, G, ... sur une droite, on

a de même
AB + BG+.. .+ LA = o.

Gomme AB ne change ni de signe ni de valeur lorsque a aug-

mente ou diminue d'un multiple de 27t, tandis qu'il change sim-

plement de signe lorsqu'on augmente ou qu'on diminue a d'un

multiple impair de 7:, nous dirons qu'il y a lieu de distinguer seu-

lement deux sens sur une droite réelle ou imaginaire.

Gomme on a

(3) d'^^{x-x'y^{y-y'r-,

nous appellerons distance de deuxpoints la valeur de d déterminée

par cette formule; on voit que d a deux valeurs égales et de signes

contraires.

91. Toutes ces notions tombent en défaut si l'on a

(4) d'^ = {x — xy-^{y—y'y- = o.

Alors le second membre se décomposant en facteurs, il vient

(5) zziz;=±£.
X — x

La droite AB a pour coefficient angulaire + / ou — /. On
désigne de telles droites sous le nom de droites isotropes, et l'on
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voit que la dislance de deux quelconques de leurs points situés à

dislance finie est nulle; c'est ce f|ui fait qu'on les appelle quelque-

fois droites de longueur nulle.

Si l'on met l'équalion d'une telle droite sous forme liomogène

y ^^zh ix -\- hz^

ou voit qu'elle passe, soit par le point de l'infini dont les coordon-

nées sont

(6) x = \, y = -k- i, z = o,

soit par le point de l'infini dont les coordonnées homogènes sont

(7) x = \, y = — i, 5 = 0.

Nous appellerons ces deux points les points circulaires à l'infini.,

les points focaux ou plus simplement les points I et J. La pre-

mière appellation se rattache à leur propriété fondamentale ;

ils appartiennent à tous les cercles du plan; car soit

x^-^ y'^ -+- axz -\- byi-\- cz''-=^ o

l'équation homogène d'un cercle quelconque; il est clair qu'elle

est vérifiée par les coordonnées des points 1 et J. Réciproquement,

si une conique passe par ces deux points, elle est un cercle. Cela

est aisé à vérifier.

Poncelet, qui a introduit dans la science ces notions relatives

au cercle, leur attachait avec raison beaucoup de prix.

Pour les droites isotropes, la notion d'angle disparaît entière-

ment. Si l'on fait en ellel <;/=: o dans les formules (1) il vient

cosa = oc, sina = îc

et, par conséquent, si l'on remplace ces lignes par leurs expressions

en exponenlielles, on trouvera

Ainsi, Vangle devient infini imaginaire.

D'après les formides (i), les valeurs de a sont les mêmes pour

deux droites parallèles. Nous dirons que a est l'angle qu'elles

forment avec l'axe des x. Si m est le coefficient angulaire de ces
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droites, on aura

(8) langa = m, cos
y/i -I- m- y/i -+- m*

Assignei- un signe déterminé au radical^ c'est fixer un sens

sur les droites.

L'angle (D, D') de deux droites est égal à la différence a'— a.

Il est déterminé à un multiple près de t:, qui devient un multiple

pair si l'on a fixé un sens sur les droites. L'angle d'une droite

quelconque avec une droite isotrope est infini imaginaire.

92. Les notions fondamentales une fois définies, tout ce qui

en découle s'applique aussi bien aux éléments imaginaires qu'aux

éléments réels. Par exemple, la dislance d'un point à une droite

sera exprimée par la formule

, , ^ V — inx — n
(9) . = "—

,

/ 1 -(- m^

Sans insister sur lout cela, nous allons discuter les formules qui se

présentent le plus souvent et d'abord la dislance de deux points.

Mise sous forme homogène, elle s'écrit comme il suit :

{xz — zx'y-^ (yz — zy y-

(10) d^=- r^ :L-L..

Examinons tout d'abord daris quels cas elle deviendra indéter-

minée. Pour qu'il en soit ainsi, il faudra que l'on ait, en premier

lieu,

zz' = o.

Supposons

(il) z' = o.

En annulant le numérateur de c?, on trouvera

z^{x'-+ y^) = o.

11 y a donc deux solutions : ou bien

(12) Z^O,

OU bien

("iS) a?'* -H y- = o.
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La première nous montre que la distance cle deux points à l'infini

est indéterminée. La seconde, jointe à l'équation (i i), nous montre

que le point (x', y', z') sera l'un des points I ou J.

Ainsi, la distance de tout point à Pun des points i ou S est

indéterminée. Cette conclusion ne saurait nous étonner puisque

nous savons que tous les cercles, quels que soient leur centre et

leur rayon, passent par ces points 1 et J.

Au premier abord, on comprend moins bien que la distance de

deux points à l'infini doive être regardée comme indéterminée. Il

semble que cette distance devrait être infinie. Mais imaginons

deux droites quelconques d, d' coupées par une droite isotrope en

deux points M, M'. Quand le point M s'éloigne à l'infini sur la

première droite, le point M' s'éloigne à l'infini aussi sur la seconde,

et cependant leur distance est toujours nulle. Imaginons encore

deux points sui- la parabole; ils peuvent s'en aller à l'infini, leur

distance devenant infinie ou gardant telle valeur cju'on le voudra.

Examinons maintenant dans quel cas la dislance sera infinie. 11

faudra que l'on ait, par exemple,

c'est-à-dire qu'un seul des deux points soit à l'infini et ne soit pas

un des points 1 ou J.

Nous avons déjà étudié les cas dans lesquels la distance devient

nidle. Il faut que les deux points ne soient pas à l'infini et soient

sur une droite isotrope.

On discuterait de la même manière la distance d'un point à une

droite; elle devient indéterminée quand le point est à l'infini sur

la droite. Si la droite est isotrope, elle devient indéterminée ou

infinie suivant que le point est ou n'est pas sur la droite.

93. C'est ici le lieu de rappeler rrne remarque d'intérêt capital,

faite par Lagueire ('), alors qu'il était candidat à l'Ecole Poly-

technique.

Niius avons vu que tous les cercles du plan peuvent être

définis comme des c<)ni(]ues passant |)ar les deux points imaginaires

à l'infini 1 et J. D'après cela, considérons un cercle passant par

(') Laguekue, Œuvres, t. II, i853, p. 6 : Sur la théorie des foyers.
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deux points fixes A el B. Pour tout point M de ce cercle,

l'angle AMB sera constant, mais il en sera de même aussi, d'après

la propriété générale des coniques, du rapport anharmonique

des droites qui joignent le point M aux quatre points A, B, I, J.

Ce rapport anharmonique et l'angle AMB sont donc ff)nctions l'un

de l'autre. Cette remarque nous conduira naturellement à la pro-

position de Laguerre.

Considérons les deux droites D, D' définies en coordonnées

rectangulaires par les équations

y — mx -^ hz, y =^ m'x -^ h' z.

Les angles qu'elles font avec Ox seront définis par les formules

tanga = /)2, tanga'=/n',

et, d'après la définition donnée plus haut, leur angle (D, D') aura

sa valeur déterminée en grandeur et en signe, à un multiple près

de Tc, par l'équation

(i4) lang(D, D'j = tang(a'— g)=
m — m

^

Quant au rapport anharmonique des quatre droites D, D', 01, OJ,

il sera donné par la formule générale

c'a(D'D, 01, 0J) = ^^^^ \:- ^•m -{- i m -h i

Si nous remplaçons /«, m' j)ar leurs expressions en a, a', il vient

(i5) i'^ii)', D, 01, OJ) = e'-'UMn

ou encore

(i6) (D, D')= -5^log^îl(D', D, 01, OJ).

Telle est la formule donnée par Laguerre. Elle lui a permis de

résoudre immédiatement une question relative à la transformation

homographique.

94. On savait depuis longtemps reconnaître ce que deviennent,

après une transformation homogra|)hique, les relations qui ne

contiennent que des longueurs. 11 ny avait qu'à les mettre sous
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une forme où ne fîguraieni plus que des rapports anliarinoniques

de points. Prenons, par exemple, la relation

AB4-BC = AG

entre les abscisses de trois points en ligne droite. En introduisant

le point à Tinfini sur la droite, on peut lui donner la forme

.a (A, 00, B,G)-h^(C, 00, B, A) = i.

Une transformation homographique fait correspondre aux quatre

points A., B, G, 00 quatre points en ligne droite A', B', C, D'^ géné-

ralement à distance finie, et la relation précédente nous donne

c'RCA', D', B', C') + ca(G', D', B', xV) =1

ou, en développanl.

A'B'G'D'-f- A'G'D'B'-4- A'D'B'G'= o.

Une méthode analogue pourrait être appliquée à toutes les relations

ne contenant que des longueurs, mais on ne savait transformer les

relations où figurent des angles que dans des cas particuliers. Avec

la formule de Laguerre, toute difficulté disparaît; il suffit de

chercher Ce que deviennent les points I et J dans l'homographie

considérée. Supposons qu'ils se transforment dans les points A etB.

Si D et A sont deux droites concourantes en O, on aura, d'après la

propriété fondamentale de la conservation du rapport anharmo-

nique,

(D, A) = -L.log^-a(A', D', O'A, O'B),

D', A' étant les homologues de D, A, et O' désignant leur |)oint

d'intersection.

Voici une application indiquée par J^aguerre. Considérons cette

relation : la somme des angles d'un polygone plan ABC ... L est

égale à un multiple de 2tc. La transformation conduit à la relation

suivante.

Prenons, dans le plan du polygone, deux j)oinls quelconques f,y
;

le produit des rapports anharmoniques

^i\(AB, AL, M, Aj)A{ BG, BA, Bi, By; . . . .t\( LK, LA, Li, Lj)
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est égal à i . Transformé par polaires réciproques, ce théorème

prend la forme suivante :

Si Von considère un polygone plan quelconque ABC ... \j et

deux droites quelconques D, D', qui coupent les côtés i\B, BG en

des points que nous désignerons par a, a', 6, 6', . . ., le produit

des rapports anhaimoniques

^a(A, B, «,a')c'R.(B, C,^>,6')...(Jl(L, A, l, l')

est égal à i

.

11 suffît de supposer que la droite D' est rejetée à l'infini, pour

obtenir le ihéorème de Carnot relatif à la section d'un polygone

plan par une transversale.

9o. Considérons encore ce théorème, dans lequel interviennent

à la fois des angles et des longueurs : Le lieu des sommets des

angles droits circonscrits à une conique est un cercle ayant

même centre que la conique. La formule de Laguerre nous

montre immédiatement que_, lorsque deu:x droites sont perpendi-

culaires, leurs points à l'infini divisent harn)onit|uement le

segment TJ. Cette remarque avait été déjà faile par Salmon^ qui y
attachait une grande importance et l'a donnée dans la première

édition, parue en 1848, de son Traité des Sections coniques.

Appliquée à la proposition précédente, elle donne le théorème

suivant :

Etant donnée une conique (C) quelconque et deux points A, B,

le lieu des points M tels que les tangentes menées de ce point

à la conique divisent harmoniquement Vangle AMB est une

conique (C) passant par les points A et B et telle que le pâle

de AB soit le même dans les deux conicjues.

96. Voici une dernière a[)plication qui nous sera utile : Consi-

dérons une conique et deux de ses tangenies. Elle pourra être

représentée par l'é(juation

(17) xy = z^

où les deux tangentes données ont pour équations :c = o, y = o.
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Les points de la conique pourront être définis par les équations

(i8) y = "K^x, z = \x,

en sorle qtie le rapport anharmonique de quatre points de la

conique sera celui des valeurs correspondantes de \. Or, consi-

dérons {fig. i4) deux points quelconques M, M' de la conique

Fig. i4.

correspondants aux valeurs )., X' de \ et les deux points A et B
qui correspondent aux valeurs o, oo du paramètre. On aura donc

<!a(M,M', A,B) = p.

Mais considérons^ de même, le faisceau des droiles CA, CB, CM,
CM' qui passent par le point de concours des tangentes en A et B.

D'après la première des formules (18), on aura

.'il(CM,CM', GA,CB) =
X'2

et, par conséquent, on pourra écrire la relation

(19) .!R(CM, CM', CA, CB) = ^î(M, M', A, B) = ^«(PM, PM', PA, PB)^,

P élant un point quelconque de la conii^ue.

Celte r< lalion dont nous aurons à faire usage, appliquée au cas

où la conique est un cercle de centre C, nous rappelle que Cangle
au centre est double de l' angle inscrit.

La foi mule de Laguerre (16) ne détermine l'angle qu'à un

D. 10
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multiple près de tt. Il est facile maintenaat d'expliquer pourquoi

la fixation d'un sens sur les droites (D), (D') permet de déterminer

leur angle à un midtiple près de 27r.

En effet, fixer un sens sur une droite, c'est choisir entre les

deux points suivant lesquels le cercle de rayon de i

372 4- JJ'S
—

I

est coupé par une droite

7 = mx,

menée, par l'origine, parallèle à la direction considérée. Ces deux

points ont des coordonnées

qui seront pleinement déterminées dès que le sif^ne du radical

sera fixé. Soient a, a' les deux points qui correspondent ainsi à

deux droites données D, D'. L'angle inscrit dans le cercle dont les

côtés passent par a, a' s'exprimera, par la formule de Laguerre, en

fonction du rapport anliarmonique des quatre points a, a', I, J sur

le cercle. Il sera donc connu à un multiple près de tz. Mais alors

l'angle des deux directions D, D', qui est le double de l'angle

inscrit, sera connu à un multiple près de au.

97. Une fois introduites avec précision ces notions d'angles et

de distances que nous venons de donner, il est aisé de montrer que

les formules de la Trigonométrie s'appli(|uent aux triangles ima-

ginaires. Nous envisagerons d'abord les triangles dont un des côtés

est une droite isotrope.

Soient

Sx
— Xç)=^rcosix, X — a7o=/*icos^,

(20)

les équations qui définissent les points de deux droites D, A se

coupant au point (a?o, jKo)-

Cherchons la relation qui existe enire les abscisses /•, r^ de deux

points M, M, situés à la rencontre de ces deux droites et d une

droite isotrope <|uelconque, par exemple de celle qui est repré-

sentée par l'équation

(21) X -^ iy= \.
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Eu substituant les valeurs de a; et de y qui correspondent aux

points M, M,, on aura évidemment

7-
e''« = Il e'P

ou encore

(22) /• = /•, e'(».A).

Telle est la relation dont nous allons faire usage. Mais auparavant,

nous allons définir avec précision les éléments d'un triangle ima-

ginaire.

Soient A, B, C les sommets de ce triangle; fixons un sens

arbitraire sur chacun de ses trois côtés. Les abscisses BG, CA,

AB seront parfaitement définies en grandeur et en signe. Nous

poserons
BC = a, CA = 6, AB = e.

L^angle de deux côtés quelconques sera aussi défini à un multiple

près de 2 7t, puisqu'on a fixé des sens sur ces côtés. Et, pour nous

conformer à l'usage, nous poserons

( a, b ) = T. — G, (6,c) = 7r — A, (c, a) = tz — B.

Les angles A, B, G seront déterminés à un muliiple près de 27t.

Gela posé, coupons le triangle ABG {Jig'' lo) par une droite

isotrope MNP telle que celle qui est déterminée par l'é(jualion (21).

En appliquant trois fois la formule (22), on aura

AP AN e''A-7i)^ B.Vl = BFe'(B-T^), GN = GM C'C-iî'.

D'autre part les abscisses AP, AN, ... sont liées [)ar les trois

relations

BM = a + GM', CN = ÂN + è, ÂT' = c-f-ÏÏP
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qui permettent d'éliminer le point N et conduisent aux deux rela-

tions

CM -+- ÂP e'B -+- a — c e'B = o, CM e'C — XF e-'A -+- 6 = o.

Comme le point M peut être choisi arbitrairement, ces deux équa-

tions doivent donner la même valeur pour AP, ce qui entraîne les

deux relations

( 23 ) e-'C =— e'-'B+A- ^ "" ~^ ^'"
.

o

Si l'on avait choisi une droite isotrope de coefficient angu-

laire— /, on aurait eu de même

( 24 ) e'C= - e-/(U+A) = 11 ^
On obtient donc les trois équations

(25)

a =^ b cosC -f- c cosB,

Â-+-B + C = (2A- + i)u,

b __ c

siriB sinC

qui contiennent, à elles seules^ toutes les relations possibles entre

les six éléments.

Si l'on change successivement, ou simultanément, les sens des

côtés ou le sens du triangle, on voit que ces relations subsistent

loisqu'on fait, sans modifier les autres éléments, les substitutions

suivantes :

A B C
I
-A — B —

C

aBC| —a B — ttC — 7t

A6C|A — ir —b C — ir

A B c
I
A — 7t B — Tt — c

a b c \
— a — b — c

98. En 1869, nous avons employé, pour l'étude de certaines

courbes, un système de coordonnées que nous allons définir.

Posons

(26) X -h iy = u, X— iy^=v\

« et p pourront être substituées k x, y ç.\. servir à la détermination
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des points. Elles seront iiiiaginaires conjuguées pour tout point

réel^ et seulement pour un point réel.

Soient w, p; m,, Pj lescooidonnéesdedeux points A, B. En faisant

usage des formules déjà données, on aura

(27) î<i
— a = ÂÏÏ c'a, Cl— (' — ÂB e-'a,

AB étant la distance des deux points A, B, prise avec un signe

déterminé par le sens de AB et a étant l'angle, déterminé à un

multiple près de a-n:, que fait AB avec l'axe des x.

Les deux relations (27) nous donnent la formule

(28) ÂB^ = (ii,— j/)(ci— p)

qui "nous présente le carré de la distance de deux points décom-

posé en deux facteurs. Mais, pour faire d'autres applications, nous

allons adjoindre à deux points A, B deux autres points A', B' que

nous appellerons associés aux premiers.

Considérons {Jig. 16) le quadrilatère formé par les quatre

Fig. 16.

droites isotropes qui passent par l'un des points A, B. Il a pour

sommets opposés A et B en même temps que les deux points [ et J.

Si nous introduisons le troisième couple de sommets opposés

formé par les points A', B', on peut admettre que les coordonnées

des sommets seront

pour A a et v^ pour B », et Cj,

pour A' ;/ et ci, pour B' ui et c.
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Cela posé, soit M un point quelconque du plan el soient U, V ses

coordonnées. Si w, 9, w', 6' désignent les angles que font avec

l'axe des x les rajons AM, BM, A'M, B'M, on aura, diaprés les

formules (27),

(29)

AM e'w = U — «, BM e'9 = U — «1,

ÂM e-'w =. V — P, BM e-'9 = V — v^

A' M e^'W = U — i^ B' M e'6' = U - Wj

,

A'M e-'w' = V — Pi , B'M e-'6' =: V — p.

En égalant les valeurs des différences U — «, ..., on a les relations

géométriques

( AM e'w= A'M e''"', A'Me-'w'= BM e-'^,

(30)
( BM e'9 = B'M e^\ AM e-'w = B'M e-'9'.

L'élimination des abscisses nous donne d'abord la relation

g2j(to+9—w'-6') = \

qui entraîne la suivante :

(31) W + 6 — W'— 0'= /CTT,

k étant un entier. On trouve ensuite

(32) AM.BM =(— i)^A'M.B'M,

puis

(33) A|,==(_,)A-e.w-9'), ^ ^(_,y.e'(a,-9);
BM B' M

w — 9, (o'— 6' ont une signification géométrique simple. Ce sont

les angles sous lesquels, du point M, on voit les segments asso-

ciés AB, A'B'. Si l'on pose

(34) w — e=BMA, w'— 0'=B'MA',

on aura ces deux formules

,„.. ÂM /X A'M /\
(35) -=• =(— l)A-e'B'MA' - (_t)/rgi;BMA

BM ^ ^ B'M ^ '

qui se ramènent l'une à l'autre.
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Quanta la formule (3i), elle exprime que les bissectrices des

angles AMB, A' MB' sont les mêmes. On peut donc énoncer les

théorèmes suivants :

Quand deux segments AB, A! \^' sont associés^ si Von joint

leurs extrémités à un point quelconque M :

1° Les bissectrices des angles AMB, A'MB' sont les mêmes;
1^ Le produit des distances du point Maux extrémités de Vun

des segments est égal, au signe près, au produit des distances

du même point aux extrémités de Vautre segment;
3° Le rapport des dislances du point M aux extrémités de

Vun des segments est égai , au signe près, à e'^, V étant Vangle
sous lequel on voit, du point M, Vautre segment.

Signalons encore la relation

(36) MÂ^ + MB" — MV^ — MB'" = XÏÏ^ =— A'B'^

qui, jointe à l'équation (3a), nous donne

(37) (MA + eMB)^— (MA' + £A-MB')'= AB
,

e désignant l'unité positive ou négative. Cela permet de vérifier

que, si A et B sont deux fo_yers d'une conique. A' et B' sont les

deux autres fojeis.

La plupart des applications de ces théorèmes concernent le cas

où deux des points A et B par exemple sont réels. Alors A' et B'

sont deux points imaginaires conjugués. Si donc M est réel et qu'on

prenne AM et BM de même signe, on pourra faire /f = o.

La relation déjà donnée

(38) ^^e'.^

nous permet de reconnaître un lien entre deux propiiélés du cercle

qui paraissent, au premier abord, tout à fait indépendantes l'une

de l'autre.

On sait que, si l'on prend arbitrairement sur un cercle deux

points A', B', l'angle A'MB' sous lequel on voit d'un point

quelconque du cercle le segment A'B' est constant. Adjoignons à

ces deux points A', B' les points associés A, B. En vertu de la

formule précédente, nous pourrons dire que le rapport des distances

d'un point du cercle aux deux points fixes A et B est constant.
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Ainsi se trouve établie la relation entre les deux propriétés fon-
damentales du cercle. Quand la droite Â.'B', sans cesser d'être

réelle, ne coupe plus le cercle, les deux points A', B' sont iroagi-

naires conjugués, mais les deux points A, B deviennent réels.

Ainsi, on reconnaît que le cercle peut, d^une double infinité de

manières, être défini par la propriété du segment capable ou

par la constance du rapport des distances de ses points à deux
points fixes, et que ces deux définitions se rattachent directe-

ment Vune à Vautre.

99. Cette connexion établie entre deux définitions difFérenles

du cercle s'étend d'elle-même à toute uneclasse de courbes, dont

plusieurs ont été l'objet des études des géomètres.

Définissons une courbe par la condition que le produit des

distances de chacun de ses points à /i pôles fixes soit constant, ou,

plus généralement, proportionnel à la distance du même point à

p autres pôles fixes. On aura le cercle si n = i, p = o.

Appelons R, , R2, . . .; R« les distances du point de la courbe aux

pôles de la première série, ;•,, r-i,..., /-p les distances du même
point aux pôles de la seconde série. On devra avoir

(39) R?R|...R,V=A:2/'/f ...r^.

Si, comme on peut le supposer, on a p'^n, la courbe sera généra-

lement de degré 2/i; mais ce degré s'abaissera si A" =: i etsi n = p-

Par exemple, si n=p=^2, la courbe pourra être soit une cubique,

soit une hyperbole équilatère.

Soient ai, a'^ les valeurs de u et de ç relatives au pôle de rang i

de la première série, soient de même 6/, b'^ les valeurs de a et de v

pour le pôle de rang i de la seconde série; ai, a'^ et bi, b\ seront

imaginaires conjuguées toutes les fois que le pôle correspondant

sera réel. On aura

(40) R? = («-«,:)(p-ai), /?--= (M -«.,)( ('-6',).

Et par conséquent, si l'on pose

(f
(m) = (a — «,)(« — ^s^j). . .(H_a„),
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on aura, pour l'équation de la courbe,

Remarquons que les polynômes cp, cp, sont imaginaires conjugués

ainsi que les polynômes ^j;, '^,.

On obtient une équation analogue à la précédente en cherchant

le lieu des points tels que, si on les joint à a points fixes A,, ..., A^

et à p autres points fixes B,, ..., B^, la différence entre la somme

des angles que font, avec un axe fixe, les n di^oites A, M, ...,

A/2M et la somme des angles que font, avec le même axe, les

p droites B, M, By,M soit constante. L'axe fixe peut, évidem-

ment, être choisi d'une manière arbitraire. Kemarquons même
qu'il n'intervient pas si p = n; car alors le lieu est défini par la

propriété que la somme des angles A/MB/sous lesquels on voit du

point M les n segments A/B/ soit constante.

Désignons par Oi, a[ les valeurs de u et de v pour le point A/,

par bi, b\ les valeurs des mêmes variables pour le point B,; «/, a, sont

imaginaires conjuguées si A, est réel et, de même, 6/, b\ si B/ est

réel. Si l'on appelle mi l'angle que fait A/M avec l'axe des x et 0/

l'angle que fait B/M avec le même axe, l'équalion du lieu sera

(43) (Oi -4- C02-f-. . .-t- io„— 0,-02— • • •— 0,, = /(.

Et comme on a, d'après les équations (29), pour un point M de

coordonnées w, p,

(44 )
-—-f = e^'<^^, ^ = e^'O»,

il est clair que Técpiation du lieu pourra s'écrire

V — a). X 1. (' — b'i,

Si donc on pose

<4»)

Cf. (m) = (« — «1) ...(// — «„),

cp,((') = {v — a\).. .((• "-«'„),

^i(v) — e-i''{u — b\)... ( Il - f>'j,K

l'é([ualion de la courbe prendra la forme

(40; c&(«)4/i(p) = 4/(«)9i(f)
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qui ressemble beaucoup à celle (42) que nous avons obtenue pour

le premier lieu.

Au point de vue de la réalité, il J a cependant une différence

essentielle enlre les deux équations. Dans la première, chaque

polynôme est multiplié par le polynôme conjugué. Dans la seconde,

les deux polynômes du premier membre sont quelconques; leurs

conjugués figurent seulement dans le second membre.

Nous' allons montrer que cette différence peut disparaître, et

établir le théorème suivant :

Quand Véqualion d'un lieu se présente sous V une ou. Vautre

des deux formes (42) et (46), elle peut être mise^ d'une infinité

de manières^ sous chacune de ces deux formes.

C'est la propriété que nous avons remarquée déjà, pour le cas le

plus simple, dans le cercle.

Pour établir le théorème précédent, nous prendrons pourpoint

de départ l'équation (42).

On peut évidemment la mettre sous la Ibrmc

et, par suite, la transformer comme il suit

OU encore

(48) [»(«) + X 4'(«)] ['î'iW + /^'ïi (^')] = [?(«) -+- >^' 4'(")] [4'i (^) + ^^ ?i i^')]-

C'est la forme primitive (4 2); mais obtenue avec d'autres fonctions.

Pour que les deux polynômes qui figurent dans chaque membre
puissent être ramenés à être conjugués, il faut évidemment que \

et
Y'

soient imaginaires conjugués. Posons donc, în et a étant des

constantes réelles,

(49) • À = m e<*«, X'=— e«'; ,

l'équation (48) prendra la forme

(50) <l>{u)^i{v) = W{u)Wi{v),
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' 1'
^

OU 1 on aura

l ^ (u) = ^ (u) -h nie^' '\i (u), W(«) = 4' («0 + "' ^~'^ ?(")>

Les fonctions 4>, <l>, sont imaginaires conjuguées, ainsi que les

poljnomes W, W,. C'est l'équation qui nous a servi de point de

point de départ, mais «rec cVautres systèmes de pôles.

Remarquons- qu'il y aura généralement le même nombre de

pôles dans les deux nouvelles séries.

Les pôles de la j)remière série seront donnés par les équations

( <|> (i<) = tp ( u) -4- m e""' ^ (u) = o,

(52) ]

Ceux de la seconde seront donnés, de même, par les équations

i W (u) = 4* (") -i- Ht e-*'!* (m) = o,

(53)
( <ï>i ( (; ) = '^1 ( {, } -r- m e*' cp, ( t' ) =^ o

Un des pôles réels pourra êlrc choisi arbitrairement, ce qui

déterminera les constantes réelles m et a; il pourra aussi être rejeté

à l'infini.

Revenons maintenant à l'équation (48), et supposons-v que

les constantes X, X' soient des imaginaires pures, que l'on ait

En posant cette fois

e (m) = e-a'<f («)+-«*' '\' ("Jj ^ («) = <? (u)e-^'-i-e^' -^ (u),

l'équation fondamentale deviendra

(55) e(u)Qi{v) = ei(i>)Q{u).

Nous retrouvons ainsi la forme {/\i)), puisqu'ici ce sont les

fonctions placées dans deux membres différents qui sont imagi-

naires conjuguées.

Les fondions 6 et li sont généralement du même degré ; on voit

donc que la courbe peut, d'une infinité de manières, être définie

comme le lieu des points d'où l'on voit n segments A/B^ sous des

angles dont la somme est constante. Les extrémités de ces
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segments sont nécessairement sur la courbe, et définies par l'un

des systèmes

(56) e(«) = o, e,((0 = o,

(57) Û(«) = o, Oi(«0 = o.

On pourra choisir arbitrairement l'un des segments, ce qiîi déter-

minera les constantes réelles a, ^.

100. Ces conclusions, que l'on aurait pu étabb'r en partant^ non

de l'équation (42), mais de l'équation (46), démontrent complè-

tement le théoième que nous avons énoncé. Nous allons indiquer

deux applications.

Soit d'abord

l'équation de la courbe de Gassini. D'après la théorie générale, on

pourra ramener son équation d'une infinité de manières à la

forme
R( R2 = k f'i >'%•

On verra aisément que les deux pôles de chaque série sont placés

symétriquement par rapport au centre. On pourra aussi, et d'une

infinité de manières^ trouver deux segments inscrits dans la courbe

et tels que la somme des angles sous lesquels on voit ces deux

segments d'un point de la courbe soit constante. On reconnaîtra

aisément que ces deux segments, dont l'un est entièrement arbi-

traire, sont placés symétriquement par rapport au centre. Nous

laissons ces points à l'examen du lecteur.

La courbe lieu des foyers des coniques inscrites dans un quadri-

latère a été aussi l'objet d'un grand nombre de recherches. Voici

comment on établit d'ordinaire son équation :

Soient pi,p2, p^, Pa les distances d'un point quelconque du

plan aux quatre côtés du quadrilatère. 11 y a, entre ces quatre

dislances, une relation homogène de la forme

(58) ai/»i-+-«2/?2H- a3/>3-+- «4/'4 = 0,

a,, «25 «31 «4 étant des constantes que l'on déterminera aisément.

Or, d'après une propriété bien connue des coniques, le produit des

distances des deux foyers à une tangente quelconque de la conique
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est constant* en grandeur et en signe. Si donc/»,, /?2, /O3, /?/, ;

P'\^ P'ïi Pz-) P * désignent les distances respectives des deux foyers

aux quatre côtés du quadrilatère, on aura

P\P\=PlP'i =P3P3 =PiPi'

En remplaçant, dans la relation identique (58), p\iP2, Pz-, Pi pai"

les quantités proportionnelles — * -7, —j-, —p, il vient, pour l'équa-
Pi P2 P3 Px

tion du lieu,

... «1 «2 a., «i
(59) — -H_4- — + — = 0.

P\ Pi Pi P<.

On voit qu'il est du troisième degré, et il ne serait pas difficile de

montrer qu'il passe par les points à l'infini sur le cercle.

Une autre propriété des coniques permet d'obtenir l'équahondu

lieu et plusieurs de ses propriétés. Soit A| A2 A3 A4 le quadrilatère

qui doit êlre circonscrit à toutes les coniques. De chaque foyer F
de l'une des coniques, on doit voir sous le même angle les deux

portions de tangentes AaA, et A3 A4. Si donc a/, «^désignent

les valeurs de u et de v pour le sommet A/, on devra avoir pour le

foyer
u — aj u — ai u — «5 u — «4

ce qui donne l'équation cherchée sous la forme

(60) (m — a2)(u — ctit)iv — ^'i) (v — a'j )

En appliquant notre théorème [général, nous voyons que le lieu

peut, d'une double infinité de manières, conserver sa définition si

l'on substitue au quadrilatère donné tous ceux qui sont déterminés

par les équations

(61)

et

(62)

e«^ ( M — a2 ) ( M — «4 ) -t- «-«' (u ~ ai) (u — Us) = o,

e«-i{ v~a'^){v — a\) -t- «-«' ( p — a', ) ( p — a'3 ) = o

eP' (m — a^){u— «4) + e-P'(« — ax){u — as) = o,

eP'(v —a'^){v —a\) -He-P'(^ — a\) {v — a'^) = o,

chacun de ces couples d'équations déterminant deux sommets

opposés du quadrilatère.
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101. Dans le système de coordonnées que nous avons adopté,

la direction de la tangente à une courbe se détermine d'une manière

élégante. Appliquons les formules fondamentales (2^) à deux

points infiniment voisins sur une courbe; nous aurons

(63) da=:dsei^', di> = dse-i'^,

ds étant la dilFérenlielle de l'arc et V l'angle de la tangente avec

l'axe des x. On déduit de là

(64) ^ = e'-.

Et par suite, pour deux directions se coupant à angle droit, on

aura

du hi
(65) =— -—

. dv ùv

Telle est la condition d'orlhogonalité de deux combes.

Il suit de là que, quelles que soient les fonctions $(m), 4>,(t')^

les deux familles

*(«)-+-*,((>) = const.,
(66)

( *(") — 'ï'ift') = const

sont composées de courbes se coupant mutuellement à angle droit.

Les systèmes ainsi obtenus sont dits orthogonaux et isothermes.

Ils peuvent être évidemment composés de courbes réelles; il suffit

de prendre pour $ et <!>< des fonctions imaginaires conjuguées.

Si, changeant les nolalions, on remplace <ï> el$, par log^, log4>,

les équations prennent la forme

i 4»( i<) <!>] (f) = const.,

(67) *(m)
^i{v)

const..

sous laquelle elles sont souvent employées.

Supposons, par exemple, que l'on prenne pour ^ {n) et <&,((')

les fractions rationnelles

{u-b,)...{u-b„) *'^^^-(,,_6',)...(r-è;,)

l'équation de la première famille de courbes prendra la forme
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entièrement géométrique

R1R2...R,,

159

(68) = const.,

Rj désignant la distance au point A/ de coordonnées «,-, a!^ et 7'/

désignant la distance au j)oint B, de coordonnées 6/, b\. Quanta la

seconde famille, elle sera définie par l'équalion

(69) ai ^.-h- ^p = const.,

a/ étant l'angle que fait avec l'axe des x la droite A/M qui joint le

point A/ à un point quelconque M de la courbe, et p/ désignant

l'angle que fait avec le même axe le rajon B/M.

Ces systèmes orthogonaux, dont le plus simple est composé de

deux familles de cercles, sont bien connus, et souvent employés en

Physique mathématique.

102. Nous reviendrons sur la théorie des points associés quand

nous traiterons de la Géométrie sphéiique. Nous teiininerons en

montrant comment les propositions établies plus haut (n° 98)

peuvent conduire aux propriétés métriques focales des coniques.

Etant données quatre tangentes fixes à une conique, on a vu que

le rapport anharmonique des quatre points a^ 6, c, d {flg. 17), où

Fig. 17.

elles sont coupées par une tangente variable^ est un nombre

constant.

L'application de cette proposition générale va nous donner le

résultat cherché. Supposons que deux des tangentes fixes, celles

qui passent en c et en d^ soient celles qui onX été menées d'un

foyer F d<î la coni(|ue. D'après la définition générale des foytrs que

nous (levons à Plucker, ces deux t;ing(!ntes auront pour coeffi-

cients angulaires -\- i et — i. Donc les deux points associés à c et

à d seront le foyer F et son symétrique /par rapport à la tangente

variable.
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Le rapport anharmoniqiie des points a, 6, c, d

ac , bc

ad ' bd

peut être transformé comme il suit. D'après les relations entre les

points associés, on a

«c ./^ bc ./N

ad ' bd

Donc, d'après la propriété relative au rapport anharmonique, la

différence Fa/— F 6/ est constante. Or cette différence est

évidemment le double de l'angle aFb sous lequel on voit, du

foyer F, le segment ab. Nous retrouvons donc cette propriété

bien connue : Sangle sous lequel on voit d'un foyer la portion

de tangente mobile comprise entre deux tangentes fixes est

constant.

Supposons maintenant que les deux tangentes fixes qui contien-

nent a et b soient celles qui sont menées par le second fojer F';

les points a et 6 seront associés à F' et à son symétrique f par

rapport à la tangente. On aura donc

^ -FF'

et, par conséquent, F/' sera constant.

Ainsi, le symétrique de Cun des foyers par rapport à la

tangente décrit un cercle dont le centre est Pautre foyer.
Lorsqu'un cercle variable passe par un point fixe, il touche son

enveloppe en un point qui est évidemment le symétrique du point

fixe par rapport à la tangente de la courbe décrite pir son centre.

Dans le cas particulier que nous envisageons ici, la conique enve-

loppe de la tangente peut être définie comme le lieu du centre du

cercle qui est assujetti à passer par im point fixe et à loucher un

cercle fixe. C'est la propriété métrique focale qui sert de définition

aux deux coniques à centre (').

(') Celle dimonsiraliott des propriétés focales des coniques se trouve déjà dans

l'Ouvrage de l'Auteur publié en 1873 : Mémoire sur une classe remarquable de
courbes et de surfaces algébriques et sur la théorie des imaginaires

.
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ÉTUDE D'UNE CLASSE PARTICULIÈRE DE COURBES ANALOGUES
AUX CONIQUES.

On cherche d'abord la courbe dont la langenie intercepte sur n droites fixes des

segments lies par la relation linéaire la plus générale. — Cette courbe est, en

général, de «ièmo classe et elle admet la di-oite de l'infini pour tangente multiple

d'ordre n— i. — Extension à cette courbe de la propriété fondamentale de la

parabole, qui correspond à l'hypothèse n =2. — En l'étudiant on est conduit

à un problème d'analyse intéressant : Étant donnée une forme algébrique,

trouver deux formes dont elle soit le jacobien. — Autres propriétés géomé-

triques de la courbe. — Extension de ses propriétés à toute courbe de p'ème

classe, ayant une langenie multiple d'ordre p — i. — Cas particulier des

coniques. — Courbes de /j'^mc classe pour lesquelles la droite de l'infini n'est

phis qu'une tani,'cnle multiple d'ordre n — 2. — Courbe enveloppe de la droite

mobile qui forme avec n couples de droites fixes n triangles dont les périmètres

sont liés par une relation linéaire quelconque. — Elle conserve cette définition

avec une infinité d'autres couples de droites fixes. — Problèmes nouveaux

d'analyse auxquels on est ainsi conduit.

103. Aux n"** 98 et 99, nous avons monlié comment on petit éta-

blir un lien entre dlfTérentes propriétés du cercle et les étendre à

des courbes de tous les degrés. Il est d'autres propriétés du cercle,

relatives aux périmètres des triangles circonscrits, auxquelles on

peut a[)pli(^uer des méthodes analogues. Nous allons voir aussi

qu'on peut généraliser certaines propriétés de la parabole et des

coniques à centre.

Commençons par traiter la question suivante :

Chercher la courbe dont la tangente intercepte sur dés

droites fixes des segments qui^ comptés à partir de points fixes

quelconques pris respectivement sur ces droites^ soient liés par
la relation linéaire la plus générale.

Si A est le point où la taiigenle mobile coupe une des droites

fixes et O un point fixe piis sur cette droite, la définition de la

D. II
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courbe sera donnée par l équation

G et les m désignant des conslantes quelconques. '

Cotte définition géomélrique permeltfa de construire sans diffi-

culté la tangente parallèle à une direction donnée (^).

Soit

(2) a" costo -f-j' ?in(o — tr = o

l'équation de la tangente à la courbe cbercbée et soit

X cosa -T- j>' sina —p = o

celle d'une des droites fixes. Si l'on désigne par a le segment qui

définit un point de la droite, com|)té, par exeni|)le, à partir du pied

de la perpendiculaire abaissée de l'origine, on aura, pour les coor-

données de ce point, les expressions

(3)
X ^^ p cosa — ). si II a,

y = p si n a -I- X cosa.

Portant ces valeurs dans l'équation de la tangente, on obtiendra la

valeur de X qui correspond au point A. pris sur la droite fixe consi-

dérée et la valeur de ()A sera

( 4 ) OA = À -f- /. = "'-/>co^(^-^'^) ^ ,,

siii((o — a)

/. étHnt une constante r|ui variera avec la position du point fixe O
sur la droite, mais qui n'a, omme il est évident a priori^ aucune

influence sur le résultat.

(')Garsoit A une droite quelconiue, parallèle à la direction donnée, qui coupe
les droites fi-ces en des points A.', t) terminons la constante C par la relation

Xm. ÏÏÂ'-C.

Si l'on retranche celte relation de l'équation (i), il vient

S m. ÂÂ'= C— C.

Or toutes les quantités AV sont dans des rapports constants. Donc il sera très

aisé de les déterminer.
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Posons

(5) e'w=$, e'"a=a.

Nous aurons

ef, par suite, la relation (i) qui définit la cour!)e nous donnera

(6) ?.?»' 7 7- -f- C — > T^; = o.

Cette équation, ramenée à la forme entière, peut s'écrire

(7) 2S.r/(r^)-f-F(ï2)^o,

le degré en ç- du polynôme F(^-) étant, au plus, égal au nombre

des segments et celui (le/( ç-) étant, au plus, inférieur d'une unité

à ce nombre.

104. [^'équation de la tangente à notre courbe, si l'on y
introduit les notations précédentes, prend la forme très simple

et elle met en évidence le résultat essentiel : La courbe obtenue

est dUine classe^ au plus, égale au nombre des segments, et

elle admet une seule tangente parallèle à une droite donnée.

Par conséquent, si p est sa classe, la droite de l'infini est, pour elle,

une tangente multiple d'ordre p — i

.

Réciproquement, soit

l'é.juation tangentielie d'une courbe écrite avec les variables ^ et (V

qui donnent à l'écjuation de la tangenic la forme

(lo) {x — i'y)^^- -^ X -^ iy— 2ç(*' = o.

Supposons que /"(^^), F(ç-) soifintdes polynômes arbitrairement

clioisis, de degrés p et q respeciivem Mit, et soit n un nombre égal

ou supérieur au plus gr.ml des deux nombres p-\- i, q. Prenons
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un polynôme quelconque

^œ) = œ- a^i) a'- ^i) -a'- Ci?,),

et décomposons en fractions simples la fraction rationnelle

nous aurons un rt'sullat de la forme

et il n'y aura aucune difficulté à identifier cette équation avec

celle (6) que nous avons obtenue plus haut. On pourra faire,

par exemple,

(i i) a^m/, = Ak, — •>./?/ «I w/. = A^ C'= B

et l'on retrouvera les n droites qui interviennent dans la définition

primitive. Celte définition montre, d'ailleurs, que ces droites sont

toutes tangentes à la courbe, car lorsqu'une droite mobile se con-

fond avec l'une des droites fixes, un segment tel que OA devient

indéterminé et peut être choisi de telle manière que la relation

fondamentale soit vérifiée. Nous pouvons donc énoncer la propo-

sition suivante :

Etant donnée une courbe de n"'""' classe admeltcuil la droite

de Vinfini pour tangente multiple d'ordre ii — i, il y a une

relation linéaire entre les segments interceptés par une tan-

gente variable sur n tangentes fixes quelconques^ ces segments

étant comptés à partir de points fiixes pris sur ces dernières

tangentes.

lOo. Cette propriété est bien connue dans le cas de la parabole,

qui est la plus simple des courbes que nous venons de définir.

On peut ici se poser un problème qui conduit à une question

inléres>anie d'algèbre. Esl-il possible de trouver n langenles fixes

de la couriie telles que ce soit la somme des segments OA qui

demeuie constante? D'après les résultais précédenls^ cela revient
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a déterminer an pol^'nome ^i^) tel c[ue l'on ait

li^=n.' 17 j — m y -—
l*osons

(la) /i(0-I2(?-^).

On aura

et l'équalion à résoudre prendra la forme

/(;^)=/'i(0/i(-0+/i($)/'i(-0-

Telle est l'équation qui devra déterminer y, (^). Pour la résoudre

posons

(/i(«) =8(«)-)-cr(M),

/i(-«)=0(")-^("),
(.3)

de telle manière que 9(w) contienne tous les termes de degré pair

et 3"(m) tous les termes de degré impair de/, (w). Alors, l'équation

à résoudre prendra la forme

(•4) ^/(e^) = 0(Ocr'(O-0'(r)^(O-

Le second membre est ce que l'on appelle le jacobien des deux

polynômes 0(i), <J"(i), et nous nous trouvons, dans un cas particu-

lier, en présence du problème d'algèbre suivant :

Pétant donné un polynôme entier quelconque^ déterminer

deux autres polynômes dont il soit le jacobien.

Ce problème se présente dans un grand nombre de questions de

géométrie, par exemple dans la recherche des courbes unicur-

sales de l'espace dont les tangentes appartiennent à un complexe

linéaire. Il est tout nouveau dans la théorie des formes algé-

briques. Un des auditeurs de mon cours de i88o, dans lequel j'avais

indiqué l'intérêt qu'il faut attacher à sa solution, M. Cyparissos

Stephanos^ aujourd'hui professeur à l'Université d'Athènes, en a
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fait l'objet d'études approfondies, exposées dans un Mémoire pré-

senté à l'Académie 'des Sciences en 1881 (').

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de la courbe de troisième

classe. On aura alors

Il faudra prendre

Q{u) = bu^-h d, G {u) — au^+ cii,

et l'équation à résoudre prendra la forme

ce qui donnera, en faisant 2/71 z= i

,

A = ab, B = 3ad—bc, C — cd.

Si l'on prend comme inconnue auxiliaire

B'= 3 ad -+- bc,

B' sera déterminé par l'écjuation

B'2_B2= loAC;

Puis on aura

^ A , B-4-B' (B'—B)a
O = —, d = > C = r

i

a oa 2A

de sorte que a demeureia arbitraire.

L'équation

•^^^^ ^ a ^
2

A

ba

donnera tous les groupes de tangentes cherchés.

Nous ferons remarquer que, dans tous les cas, dès qu'on aura

obtenu une solution quelconque de l'équation fonctionnelle (14)7

on en aura une plus générale, contenant une constante arbi-

(') Voir le Mémoire Sur les faisceaux de formes binaires ayant une même
jacobienne, présenté le 12 décembre 1881 à l'Académie des Sciences par M.Stephanos

( Comptes rendus, t. 93, p. 994). A la suite d'un rapport de M Jordan, inséré au

Tome 94 des Comptes rendus, page laSo^ le Mémoire de M. Stephanos a été

inséré dans le Recueil des Mémoires des Savants étrangers.
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traire, en remplaçant re^pectivrnicnl 0(«), '^{ii) par aO(M),

a ^ ^

106. J.a définition (jiio nous venons de donner des courbes

de /i"'™« classe pour lesquelles la droite de l'infini est tangente

multiple de Tordre n — i peut se transformer de la manière suivante:

Soient («)), (/>,),.... (/)) n tangentes fixes de la couibe, et

(T,), ..., (T„^i)/i-hi tangentes variables qui couperont, par

exemple, la tangente («i ) on ii-\- i points A,, A.j, .... A„^(. • . .,

la tangente (^i ) eu // -j- i points G,, Go, ..., G^^.), et ainsi de

suite. La définition primitive, appliquée successivement à foutes

les tangentes (T,). nous conduira aux équations

a,OiA, -f-^aOolii — . . .
4- 0!„O„Lt = /.,

(lo)
. - - -

a,()i A„+i-- a^OsH/j+iH-. . .-i- a„0„L„_Hi = /.-.

L'élimination des constantes a^ nous conduit à un& lelation qui

s'obtient (n égalant à zéro le détci minant ( ')

I
OjA, OoB, . . . U„L/ il u' = ], '., ,«

Écrivons qui) j a une relation entre les lignes de ce déterminant.

xNous serons conduits aux équations

'ii+\ = o.

;7.i O] Al -t- y-îOi A.> + . . .-T- iJi„+i Oi A„^_i = o,

('6) '
[^1 O2B1 -r- I-la Oolii -T-. . .-H î.l«+l OîBw+ l

= o,

Or, les rapports de ces nombres 'ji|, ..., fj.,i+i sont dc'linis par les

n premières équations précédentes qui ne mettent en œuvre que les

tangentes («,), {0,}. .... (Â-,), (T,), (To), . . . , (ï„+,). Si donc

on considère ces tangentes comme fixes, les rapporlsdes nombres [jl<

(') J'emploie ici. pour abréger l'écriture, une notation par laquelle Kroncclier

désigne le délcrniinym <|u'<ni form<' avec les lignes obtenues en donnant à i

SCS n + 1 valeurs.
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seront pleinement déterminés
; et la dernière des. équations précé-

dentes devra s'appliquer à une tangente quelconque de la courbe.

On a donc le théorème suivant":

Si Von considère une tangente variable de la courbe et n-\-\

tangentes fixes ^ les n-\-\ points A, B, C, , .., L oii cette tan-

gente variable coupe les tangentes fixes donnent lieu à la

relation

(17) (J.lÔÂ-h(a2ÔB-|-...-+-jJ.„^-lÔL = o,

{Ji.<, . . ., jJL„^( désignant des constantes liées par la relation

("8) [J.1 -(- [^2 4- • • .+ IJi«+i = o

et O étant un point quelconque de la tangente, qui ne joue

aucun rôle en vertu de la relation précédente.

On peut, par exemple, faire coïncider le point O avec A, ce qui

donne la relation

[JI2 A B -+- . . . -H \j.fi + 1 AL =. o

.

La réciproque de la proposition précédente est aisée à démon-

trer. Il suffît de se servir de la relation qui nous a permis de cal-

culer OA, et l'on est conduit à l'équation

v^ lapi — iv (a- -T-c^

)

7 [^
—

:;

—

-7-. = '^>
;

en tenant compte de la condition

V^ ap — J(i

on trouvera l'équation

V ,.:

qui nous ramène à la forme déjà obtenue

C'est la généralisation de la propriété anbarmonique de la para-

bole, qui peut s'écrire

AB _
ÂC

~

ou

ÔB — /.-. ÔG + (/. - i) ÔÂ = o.
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107. Les deux propositions précédenles s'étendent par projec-

tion à toute courlie de «'*"" classe ayant une tangente multiple

d'ordre n — i

.

ï*renons, par exemple, la première

V /« ÔX = k.

Sur chacune des droites, associons au point fixe O un autre point

fixe A,.

En substituant à la constante m la suivante

m Ox\i = m',

la relation peut s'écrire

2;n'otl(A, A,,0,->:) = A-

et ne contient plus que des rapports anharmoniques. Dans la pro-

jection, il faut substituer au point ce celui, P, où la droite fixe

coupe la tangente multiple, et l'on a

OÂ PA

OA) et PA, étant des constantes, cette relation prend la forme

OA
2'" PÂ

=

ou encore

7?i", ni!" , k désignant de nouvelles constantes.

Ainsi, quand la tangente multiple est à distance finie, la défini-

tion primitive se transforme dans la précédente.

Voyons maintenant la seconde propriété, exprimée par l'équa-

tion

[X2 AB -+-...-+- (ji„ + 1 AL = o.

On peut l'écrire

[li H- [A3 c'a ( A, se, C, B ) -i- . . . ^- <in + 1 A ( A, X, I., B ) ^ O.

Kn faisant la peispective et désignant par P le point où la tan-
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génie variable renconli^e la tangente multiple, il viendra

[jLî -H ;ji3 a ^, A, P, C, B) + . . . + [jt„+i <3l (A, P, L, B) = o,

ce qui peut s'écrire

AB AC AL
."^2 pg- H- !-l3 p^ + • . + [J-n + i pj^

= O-

En introduisant la quantité p.|, égale el de signe contraire à la

somme des u,, on pourra écrire

OA OB OL
(2i) IM

-px
"" !'-

PÎB
"^-

• -^ '""+' PL "^ °'

O étant un point quelconque de la droite ou, plus simplement

encore,

(2i) j,^ ^ j,j^-^...+ p^ _o.

Pour monirer l'intérêt de cette [)roposition, il suffit de l'appli-

quer aux coniques. Ici, on peut prendre pour la tangente multiple

une quelconque des tangentes de la conique; n est égal à 2. Si

donc on écrit l'équation (21), en faisant coïncider le point O avec

le point L (ici le point C), il vient

CA CB
Pl = PB = const.

C'est la propriété fondamentale relative au rapport anharmo-

nique des quatre points où une tangente variable coupe quatre

tangentes fixes.

108. Les propositions précédentes, transformées par le principe

de duidité, s'appliquent aux courbes d'ordre n ayant un point mul-

tiple d'ordre n — i

.

Prenons, par cxenq>le, la première définition

qui définit la courbe de classe n ayant la droite à l'infini pour tan-

gente multiple d'ordre /i — 1, et écrivons-la sous la forme déjà

donnée

2]'«'cî»U0,x, A,A,) = C.
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Si nous appliquons la nîéthode des polaires réciproques, nous

voyons qu'aux quatre points fixes en ligne droite O, x
,
A, A(

correspondent quatre droites concourantes en un point fixe a; au

point O correspond une droite fixe aO', le point oo a pour polaire

une droite passant par le point a et le point /?, pôle de la droite de

l'infini; le point A a pour polaire la droite aM qui joint a à un

point quelconque M de la courbe; quant au point A(, il lui corres-

pond une droite fixe passant par le point a. Le rapport anharmo-

nique étant conservé, on a donc

V^ .sinMaO' sinVIa» ,,

> m —— :
—i- = C.

sin[3aO' sin^ay?

Cette équation est de la forme

v^ „ sin iVl aO' = C.

sin Ma/)

Quant au point/?, c'est évidemment un point multiple d'ordre

n — I pour la courbe transformée.

Comme on a

MaO'= Ma/? -t-paO
,

l'équation se transforme et peut s'écrire

X/t- cot(/>aM ) = const.,2
les

\i^.
désignant de nouvelles constantes.

Prenons, par exemple, une conique, et plaçons le point p sur la

courbe ainsi que les deux points a, j3, on aura

(9.3) Xcol(/)aiM) -r-X'col(/;^M) = coiist.,

les ). étant des constantes convenablement choisies.

Celte curieuse relation donne l'équation de la conique dans un

système qui n'est, pour ainsi dire, jamais employé, celui des

coordonnées hiangiilaires.

On peut, dans le plan, déterminfu- un point quelconque M par

deux angles, par exemple par les angles Ma/?, iM|3/i. La relation
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précédenle serait réquation de la conique dans ce système de

coordonnées, pourvu que Jes trois points a, |3, p fussent sur la

conique.

109. Nous allons maintenant examiner d'autres problèmes qui

conduisent à des courbes de /i'*'"*' classe n'ayant plus qu'une tan-

gente multiple d'ordre n — 2.

Cherclions d'abord la courbe telle que, si l'on appelle BC le

segment intercepté sur la tangente par deux droites fixes, on ait,

en considérant plusieurs couples de droites,

2, "> i^<-' = a/»"?

?n et k désignant toujours des constantes.

Soient
.T cos (x — y sin a — p = o,

X cosp -+- j' sin 3 — q = o,

a? cos(o -;- j>' sin to — ip =:: o

les équations des deux droites fixes et de la tangente variable. Si

l'on pose

un calcul analogue à ceux que nous avons faits nous donnera

•dT p% — aw ql — bw
i BC = >. a^ ib ^^ r— j

en sorte que l'équation du lieu sera

Cette équation est de la ("orme

Si n est le nombre des segments BC, F(^-) est de l'ordre in

par rapport à ^'^,fi (^^) est de l'ordre in — 1 au plus, f(l^) est de

l'ordre m — 1 en ç^^ L'équation de la tangente étant
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on voit que la courbe sera de la classe ^n. Et comme elle a deux

tangentes parallèles à une droite donnée, cjui correspondent à des

valeurs de S égales et de signes conliaires, on peut conclure que la

droite de l'infini est une tangente multiple de l'ordre /\n— 2. On
reconnaîtra aisément que la courbe passe par les deux points I et J

et y louche la droite de l'infini.

Si la constante A" n'est pas nulle, la fonction F(i^) est parfaite-

ment déterminée, et par suite la courbe n'est susceptible que d'un

seul mode de génération avec n segments.

Si k est nulle, nous retombons sur un cas que nous avons déjà

étudié. Nous le laisserons de côté^ et nous passerons à un problème

qui comprend tous les précédents comme cas particuliers.

ilO. On sait que le cercle peut, d'une infinité de manières, être

défini comme l'enveloppe d'une droite mobile qui forme avec

deux droites fixes un triangle de périmètre constant. Cela nous

conduit à examiner si celte propriété, comme celles que nous

avons déjà généralisées, pourrait s'étemlre à une classe de courbes

de degré supérieur. Proposons-nous donc le problème suivant :

Déterminer la courbe enveloppe d'une droite mobile qui

forme, avec n couples de droites Jl ces, n triangles dont les

périmètres sont liés par une relation linéaire.

Pour résoudre ce problème, commençons par déterminer le péri-

mètre d'un triangle formé avec les trois droites suivantes :

!(a; — yi) a--{- x -^- yi— 2 ap — o,

(^x— yi)b''--\- X -\- yl— 'ihq =0,

(a? — yi) \^ -ï- X -\- yi— 2 w^ = o.

Si nous désignons par A, B, G les sommets de ce triangle op-

posés respectivement au premier, au second et au troisième côté

définis par les équalions précédentes, on aura, par un calcul ana-

logue à ceux que nous avons déjà (aits,

t BG = 2a ~ 10 J-^
\^— a^

(2O) < ,-GÂ==26^^^-2^
a^— b^-

i AB — 2 ? —, /— — 'la ,

.

ly-— c'^ o^—
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En ajoutant, on trouve la valeur suivante du demi-périmètre P
du triangle

(.7) - il> ^ ElfZ^ ^-
'y"-

f^ +
lnv-q\^

^-t-rt a-t-6 b -^\

Si l'on se reporte à la dciînilion du lieu que nous étudions et si

l'on suppose que sa tangente soit représentée par la troisième des

équations (aa), il faudra écrire que l'on a

(28) y^ïp = C,

la somme étant étendue à n systèmes de valeurs dert, h^ p^ q^ c'est-

à-dire à 11 couples de droites. On trouve ainsi

(29) —Cl — y m -^ j- = 7 m[ ^ -^ j—

En posant

C i -i- > m1'
aq — hp

(3o)

ù

JJ(^ + «)(^ + 6) = e(0,

.m)

!^i^.4j^

_^a i + 6/ 0(0

l'équation (29) prendra la forme

(3i) F(0 + ^ï'/(?) = o. •

Si n est le nombre des triangles, F(^) sera généralement du

degré in en ;; /(i) sera seulement du deiiré ^{n — i). La classe

de la courbe sera donc égale à 2//, dans le cas général.

L'équation (3i), faisant intervenir deux polynômes de degrés

2/i et 2/1 — 2, dépend de 4'* — i constantes. Le mode de généra-

tion que nous avons employé en comporte beaucoup plus : 5 pour

chaque couple de droites (en y comprenant la constante w), ce

qui tait 5/z en tout. Il est donc à prévoir qu'il pourra être réalisé,

en laissant arbitraires n -H i quantités. Voici comment on peut le

démontrer.
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Si l'on connaît les quantités a el b qui déterminent les directions

de-; droites fixes eniplojéiîs pour former les triangles, ainsi que les

quantités /», onauia les p et q et la constante A", en décomposant

en fractions simples la fraction rationnelle TTr^r' C^ela permet de

vérifier un fait qui est évident ycotnétriquement : à savoir que les

droites fixes doivent être des ian<:;eiites de la courbe. Car, lorsqu'une

droite variable se confond avec une des droites fixes, le périmètre

de l'un des triangles devient indéterminé et l'équalion (29) se

trouve vérifiée d'elle-même. Tout revient donc à trouver les 3/î

quantités a, b^ m, de manière à vérifier l'équation

^3"^> 2'"(r^-rb)
Nous nous trouvons ici en présence d'un problème d'algèbre

intéressant et nouveau : /i tant donné an pohnome /{^) d^iin

degré inférieur â a/i — i , ilfaut trouver un polynôme 6(i) de

degré 2 n tel que les racines se partagent en n couples (
— «, — b)

pour chacun desquels les coefficients de
^

? t j dans la dé-

composition en fractions simples de la fraction ration-

nelle ~-h soient éi^aux et de sif^nes contraires.

Cela donnera évidemment /i — i conditions auxquelles devront

satisfaire les eo iples («, b) ; car on pourra se dispenser d'écrire la

condition pour un des couples. Il restera donc n-\-i arbitraires.

Pour montrer combien le problème est difficile, imposons-nous

la condition que tous les coefficients /n soient égaux, c'est-à-dire

que ce soit la somme des péiimètres qui soit constante. Alors, si

l'on pose

l'équation à résoudre prendra la forme

Nous sommes ainsi ramenés à un problème que nous avons

déjà signalé : trouver diHix formes dont la jacobienne soit

connue.

Nous ferons seulement remarquer que, lorsqu'on aura obtenu
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une solution, on en aura une infinité d'autres en prenant

j
03(0 = /^0.(5) + /c 0^(0,

car on aura

OjO'i — OvO'3 = (kh'- AA-') (O-^ei - Oi G'^
)

et il suffira de choisir quatre constantes A, /. , //, k' satisfaisant à

l'unique relation

(34) /7t'— /jA'=i.

Ainsi, quand une courbe peut être obtenue comme Venve-

loppe d^une droite qui détache dans n angles différents

n trianglespour lesquels la somme des périmètres est constante
y

elle peut être obtenue d'une infinité de manières par ce mode
de génération.

Ici encore, nous oblenons la i^énéralisation d'une des propriétés

les plus importantes du cercle.

Il est à remarquer que les courbes étudiées plus haut (n"^ 103

à 109) sont comprises comme cas particulier dans celles que nous

étudions ici. Considérons, en effet, un angle fixe de sommet A
dans lequel la tangente mobile détache un triangle ABC. Gomme
nous avons tenu compte du sens des droites fixes AB, AC, nous

pouvons changer le sens de ces droites et considérer que nous

avons formé deux triangles, l'un dans lequel le |)érimèlre sera

AB + BCh-CA, l'autre dans lequel il sera — AB + BC — CA;

la somme des deux périmètres sera donc 2BC et, en introduisant

de telles sommes, nous retrouverons la définilion du n'^ 109.

En changeant le sens d'un seul des côtés, on pourrait obtenir

un nouveau triangle dont le périmètre serait, par exemple,

— AB + BC-f-CA. La différence entre ce périmètre et le précé-

dent étant aAI^, on voit qu'en employant de telles différences,

on pourrait être conduit à la définition du n" 103.

Parmi les courbes auxquelles s'appliquent les |)ropositions pré-

cédentes, on peut citer une série d'hjpocycloïdes et, en particulier,

l'hypocycloïde à trois rebroussements.
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LES ÉLÉMENTS MÉTRIQUES DANS L'ESPACE.

Discussion de la formule qui donne la distance de deux points. — Droites isotropes.

— Plans isotropes. — La géométrie dans un plan isotrope. — Définition de

l'angle et de l'abscisse. — V'aleurs diverses que l'on peut attribuer à l'angle

de deux directions. — La définition de l'angle par un rapport aiiharmonique.

—

Droite perpendiculaire à un plan. — Distance d'un point à un plan, à une

droite. — Discussion. — La distance d'un point à une droite a son carré décom-

posable en deux facteurs. — Propriété du tétraèdre dont les faces sont des

plans isotropes.

111. Après avoir reconnu comment, dans le plan, on étend aux

imaginaires les définitions et les propriétés établies pour les points

réels, nous allons poursuivre notre étude en considérant les élé-

ments imaginaires de l'espace.

Conunençons d'abord par ce qui concerne la distance. Par défi-

nition, la distance de deux points imaginaires aura la même
expression que s'il s'agissait de points réels. Si donc on désigne

par ,r, y, z, t; x'^y', z', t' les coordonnées rectangulaires homo-

gènes de deux points, leur distance d sera déterminée par la

formule

{xt'—tx')'^-\-{yt'— ty'Y-^{zt' — tz'y
(•} d'' =

t-t"^

qui donne naissance aux mêmes remarques que la formule analogue

relative au plan.

Cette distance aura, en général, deux valeurs égales et de signes

contraires; mais elle pourra être indéterminée. Pour qu'il en soit

ainsi, il faudra que son numérateur et son dénominateur soient

nuls, et, par suite, que l'un des points au moins soit à l'infini.

Supposons, par exemple, que l'on ait

t'—o.

Le numérateur se réduira alors à

ti(x"i-\- y'^ _l_
-'2

^ = O.

D. 12
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Il faudra donc, ou bien que t soit nul, et alors les deux points

seront à l'infini, ou bien que, l'un des points étant quelconque,

l'autre vérifie les deux équations

(2) ^'=0, x'^-^- y''^-\- z'-— o.

Ces deux équations définissent une courbe située dans le plan

de l'infini et qui, comme les points I et J dans le plan, joue un rôle

fondamental en tout ce qui concerne les relations métriques.

Comme l'équafion générale d'une sphère est

X'-\- y^ -f- z2_i_ -iaxt -+- xby t -+- iczt '\- ht^= o,

on voit que la courbe représentée par les deux équations (2)

appartient à toutes les sphères possibles. C'est pour cette raison

qu'on l'a nommée le cercle imaginaire de V infini. Le fait qu'elle

appartient à toutes les sphères explique très bien pourquoi la

distance d'un de ses points à tout point de l'espace apparaît comme

indéterminée.

Pour deux points à distance finie, la dislance d peut être nulle;

cela arrive seulement lorsque la droite qui joint les deux points

va rencontrer le cercle de l'infini.

Soient, en efi'et,

; X = az -h p,

y = bz^q

les équations d'une droite quelconque. Deux de ses points {x,y, z)

et(a7oj^o? ^0) donnent naissance aux relations

x— Xo=a(z — Zo), y — yo=b(z — Zo).

Leur distance aura donc pour expression

et elle sera nulle toutes les fois que l'on aura

(4) a^^b^-i- [ = o.

Comme «, 6, i sont les coordonnées homogènes du pointa l'infini

sur la droite, on voit bi<*n que ce point est sur la conique définie

parles équations (2), c'esi-à-dire sur le cercle de l'infini. On dit

alors que la droite est de longueur nulle ou qu elle est isotrope.
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Toutes les droites isotropes qui passent en un pointa distance finie

engendrent une sphère de rayon nul ayant son centre en ce

point, ou encore un cône isotrope ayant ce point pour sommet.

Si les équations d'une droite en coordonnées rectangulaires sont

données sous la forme

( A^+Bj'-f-C 34-D =o,

( A'ar-f- B'_7 -+- G';; -f- D'— o,

il faudra, pour qu'elle soit isotrope, que l'on ait

(6) (BC — CB'j2+(CA'— AG')2+(AB'-BA')2=o

ou encore

(7) (A2-+- B2+ C2)(A'î-H B'*+ G'2)— (AA'-i- BB'+ GG')2=: o.

112. Un plan quelconque de l'espace coupe, en général, le cercle

de l'infini en deux points distincts. Dans un tel plan, il y a donc

deux séries de droites isotropes. Mais si le plan est tangent au

cercle de l'infini, il ne contient plus qu'une série de droites

isotropes. On dit alors que le plan lui-même est isotrope. Pour

qu'un plan, représenté par l'équation homogène

(8) Ax + Bj' + Gs-^ D^ = o,

soit isotrope, il faut et il suffit que l'on ait

(9) A2 .4- B2+ G" = o.

La géométrie des dislances dans un plan isotrope se simplifie

considériablement. En effet, si deux points, de coordonnées homo-
gènes ^,j^, z, t; x'

,
y\ ^'l'^'i sont dans le plan défini par l'équa-

tion (8), on a évidemment

k{xt'— lx')-^li{yt' — ty)-^-C{zt'— tz') = o. ^

Supposons, par exemple, que C ne soit pas nul ; on peut tirer de

cettt" é(|uati()n la valeur àa tz' — zt' et la porler dans l'expression de

la distance des deux points qui devient, en tenant compte de la

condition (9),

\ hjxt' - tx') - k{y t: - ty

)

Y-
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OU, en faisant t et l' égaux à i

,

'd = ±{iB{x-x')-ik{y-y)].

Ainsi la distance devient rationnelle et l'on voit alors que, si

1 on considère trois points i, 2, 3 dans le plan isotrope, on a

certainement, entre leurs distances^ la relation

exactement comme si les points étaient en ligne droite.

il3. On peut, pour définir la distance, employer une autre

méthode qui nous conduira, en même temps, aux deux notions de

l'angle et de l'abscisse.

Soient

(10)
^ — ^^0 _ y — jo _ ^ — -gp

les équalions d'une droite. Si elle n'est pas isotrope, a^ + ^-H- c^

sera différent de zéro et l'on |)0urra définir les angles a, ^, y qu'elle

fait avec les axes par les formules

, , cosa cosS cosy ±1
(II) =_^_ L-abc ^«2 _|. ^2 _j_ c2

Déterminer un sens sur la droite, c'est choisir entre les deux

déterminations, égales et de signes contraires, du radical. Quand
on aura choisi ce sens, on pourra poser

(...)
:v-^^y-r^^z-^^
cosa cos

p

COSY

et p sera, en grandeur et en signe, Vabscisse MqM, Mq et M étant

respectivement les points de coordonnées X(^, y^, Zq et x, y, z.

Par définition, l'angle de deux droites non isolropes sera donné

par la formule

(i3) cosV = cosa cosa'-i- cos3 cos ^'-1- cosy cosy',

a, [i, y et a', ^', y' étant les angles que font les deux droites avec

les axes.

D'après ces définitions, on peut se rendre compte des différentes
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valeurs que l'on peut attribuer à l'angle de deux droites. Soient

(i4) f = Z = f, l^Z^l
^ ' abc' a! b' c'

les équations qui définissent deux directions. Leur angle V sera

donné par la formule

, ., -, aa' -\- bb' -\' ce'
(lo) COSV = -r=:=^===.—-======.

v/a2+ 6» -+- c2 v/a'2 -h b'^ -^ c'^

et de là on déduira la valeur de sinV, qui sera

. ., ^(bc'—cb'y-^{ca'—acy-^(ab'—ba')i
(i6) sinV= -•

^rt2+ b^ -f- c2 /«'^ H- f>'^ -+- c'^

Les deux formules contiennent trois radicaux dont les signes

sont tout à fait indépendants. Donc toutes les valeurs de l'angle

sont comprises dans la foi^mule

(17) V=±Vo-HA-7r,

Vq désignant l'une d'elles et k un entier, positif ou négatif. Même
si l'on avait fixé un sens sur les deux dioites, l'indétermination

subsisterait, quoique moins grande, et V serait compris dans la

formule

(18) V =±V'„+'2/i:7:.

L'indétermination ne disparaîtra que si un signe est fixé pour

chacun des radicaux. Nous savons que, pour ceux qui figurent

dans l'expression de cosV, la fixation d'un signe équivaut à la

détermination d'un sens sur les deux droites dont on cherche

l'angle. Essayons d'interpréter la signification géométrique qu'on

peut donner à la fixation du signe du troisième radical

)/{bc'— c6')2-f-(ca'— ac')--i-( ab'— ba')-,

qui figure dans l'expression de sin V.

Pour cela, nous remarquerons que la perpendiculaire aux deux

droites dont on cherche l'angle a sa direction déterminée par les

équations

/ \
-r _ y _ ___£___.

bc' — cb' ca — ac' ab'— ba"
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fixer un signe au radical qui figure dans le sinus équivaudra

donc à assigner un sens à cette perpendiculaire.

114. Tous ces faits, et d'autres encore, s'expliqueront sans

difficulté si, dans J'espace comme sur le plan, on rattache la notion

de l'angle à celle du rapport anharmonique.

Soient A, A' deux poinls à l'infini, donl les coordonnées a, è, c, o,

a\ b' , c', o définissent deux direclions. Cherchons l'intersection

de la droite AA' avec le cercle imaginaire de l'infini. En appliquant

une méthode générale, nous aurons à déterminer A par l'équation

(a-t- lay--\- {b -\-\b'Y -+- {c -^ Kc'y- = o,

qui fera connaître les deux valeurs de A relatives aux points \)., <x

d'intersection avec le cercle de l'infini. En ordonnant l'équation

précédente, il vient

(20) X2(a'2 4- 6'2-t-c'2)-t- 2X(aa'-i- 66'-i- ce') -+-«2-1- 62_i_c2= o.

Soient X, a' les deux racines qui définissent les deux points a, a'.

On aura, nous le savons,

<'R(A, A', ijt, ;ji') = r-,'

Si l'on désigne par / ce rapport, il aura évidemment deux

valeurs p et 4-> puisqu'on peut échanger les deux racines. Il sera

déterminé par l'équation du second degré

Ck -j-W )' _ 4 ( aa' -+- bb' -+- ce'

y

( r ~- i
)-

(21)
XX' ( a^ H- 62 4- 6-2

) ( a'2 H- 6'2 ^- c'^
)

Si donc on introduit l'angle V, qui est défini par l'équation (ij),

on aura

(21) (r-f- 1)2= 4/-COs2V

et de là on déduira les deux valeurs de /

/• = e-''^',
/•' = e-2'^\

On a donc, en remarquant que les deux valeurs sont réciproques,

( 23

)

e^/v ^ ,. V = —. Lo" ( A , A '. a, a' ).
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Ainsi , l'angle s'exprime de la même manière qu'en Géométrie

plane
^
pourvu qu'on prenne pour les points 1 et J du plan parallèle

aux deux directions les deux points [ji., [jl' où ce plan couj)e le cerclé

de Tinlini. L'indélernunalion plus complète de l'angle dans

l'espace lient à ce que rien ny dislingue les points a, a', qii'on

peut échanger, lun avec l'autre.

Pour obtenir une détermination de l'angle aussi |)récise que

dans le plan, il suffit de fixer un sens, non seulement sur les deux

directions, mais encore sur la droite qui leur est perpendiculaire; si

nous conservons les notations précédentes, la direction perpendi-

culaire aux deux droites est définie par les équations

(.i)
- _ r _ = ..

t>c' — cb' C(('— ac' ah' — ha'

Fixer un sens sur une droite non isotrope, c'est évidemment

distinguer entre les deux points où In parallèle menée par l'origine

à sa direction

f = ^ = -
a b c

coupe la sphère de rayon i

(a5) 37* -h jK^-i- s- = ••

Pour bien définir les sens sur les deux droites et sur leur perpen-

diculaire, on peut donc donner les coordonnées x, y^ z\ x'
y
y' , z';

x"
, y\ z" des trois points où les deux droites 1), D' et leur perpen-

diculaire A coupent la sphère. Vlors, les formules (19), rapprochées

des relations (i5) et (lO), nous permettent d'écriie le système des

relations

cos(D,D'j z= xx -^ yy' -\- zz\

(afj)
; .r"sin(D, 13')= j5'— sj-',

y" s\n{ D, 1>') = zx — xz
,

3" si 11 (D, 1)') = xy' — yx

qui définissent l'angle en giandeur et en signe, à un multiple près

de 2.7C. Elles concordent avec les conventions que l'on a faites dans

le cas où les directions sont réelles. Si on les applique à deux

directions parallèles au plan des xy, elles concordent avec celles

que nous avons données en Géométrie plane.
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Nous reviendrons sur ces forinules; mais auparavant nous

ferons remarquer qu'il n'y a pas lien de recommencer une discus-

sion pour ce qui concerne les angles d'un plan et d'une droite, ou

l'angle de deux plans.

Une droite sera perpendiculaire à un plan quand elle sera

perpendiculaire à toutes les droites de ce plan. Comme deux direc-

tions perpendiculaires coupent le plan de l'infini en deux points

qui sont conjugués par rapport au cercle de l'infini, un plan et

l'une de ses perpendiculaires couperont le plan de l'infini suivant

une droite et un point lels que la droite sera la polaire du point

par rapport au cercle de l'infini. La perpendiculaire à un plan ne

sera donc jamais dans ce ])lan, à moins que le plan ne soit langent

au cercle de l'infini. Alors le plan sera isotrope; et, si A est son

point de contact avec le cercle de V infini, toutes les droites qui

lui sont perpendiculaires iront passer en A.

La méthode pour obtenir la distance d'un point à un pian

subsistera quand les éléments deviendront imiioinaiies ; el la

formule

Kx-+- Br-+-G3-i-D
(.7) d = ±

y/A 2-^ B2

sera toujours valable tant que le plan ne sera pas isotrope. Si le

plan est isotrope, la dislance d de\iendra infinie à moins que le

point ne soil dans le plan, auquel cas elle sera indéterminée.

Ho. Envisageons maintenant ce qui concerne la distance d'un

point à une droite.

Soient

[ Q := a' .r -h b'y +- c' z -^ d = o

les équations d'une droite, prises sous la forme la plus générale.

D'un point (^, y, z) de l'espace, abaissons une perpendiculaire

sur cette droite el soient Xt, ),, :;, les coordonnées du pied de

cette perpendiculaire. Elles satisferont aux trois équations

!{bc'— cb')(x— Ti)-h(ca' —ac')(y — „Ki )
-(- (ab'— ba') (z — Zj) = o,

P ^a (x — xi) + b (y — yi)-+-c iz — zi),

Q=a'(x — .r,)-h b'(y — jki )
— c'( 3 - - Zi ).
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La distance du point à laMroile sera donnée par la formule

si l'on forme les combinaisons a' P — aQ, ^'P — 6Q, c'P— cQ,

et si l'on ajoute leurs carrés ainsi que celui de la première équa-

tion (i>.Q ), on \erra aisément c|ue l'on a

i'3o) d^{{hc'—cb'Y+{ca—acy--V-{ab'—ba'Y]

= (rt'P — aQ)2-f-(6'P — 6Q)2+(c'P — cQ)2.

Si l'on avait adopté des coordonn('es homogènes en désignant

par .r, j", 5, / les coordonnées du point considéré et par P et Q
les fonctions

(3i) V — ax-^by^cz-^dt, (^ z= a'x -^ b'y -\- c'z + d' t,

on aurait

' ^"
f^\{bc'—cb'y'-^{ca'-~ac'f-\-{ab'—ba')^'

On inlerprète 1res simplement le numérateur. En effet, soit

P — X Q = o

l'équation d'un plan passant par la droite. Si l'on exprime qu'il

est isotrope, on aura la condition

(a — Xa')2 4-(6 — X6')2-f-(c — Xc')2= o,

P
el si I on remplace \ par—» on trouvera la relation

(33) r«'l' — aQ)2+(6'P — 6Q)2-+-(c'P — cQ)î=.o

dont le premier membre est le numérateur de l'expression de d-.

Ainsi, ce numérateur^ égalé à zéro, représente les deux plans

isotropes passantpar la droite.

Ces deux plans sont en général distincts, ils passent par l'une

ou l'aulre des deux tangentes que l'on peut mener au cercle de

l'inlini du point où la droite coupe le plan de l'infini. Mais ils se

confondent si la droite elle-même est isotrope.

D'a|)rès cela, on |)eut interpréter très simplement le cas d'indé-

termination que présente lu formule (Sa). Pour que o? soit indé-
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terminée, il faut que le point (iP, y, ;, t) soit à la fois dans le

|)lan de l'infini et dtins un des plans isotropes passant parla droite.

Toutefois, si la droite est isotrope, le coefficient de /- dans le

dénominateur de d- sera nul, et il suffira que le point soit dans

l'unique plan isotrope passant par la droite.

Dans le cas général, quand la droite n'est |)as isotrope, la dis-

tance sera nulle toutes les fois que le point, à distance finie, sera

dans un des deux plans isotropes passant par la droile. Alors, la

perpendiculaire abaissée du point sur la droite sera elle-même une

droite isotrope.

On le voit, c'est la distance d'un point à une droite qui se

rapproche le plus de la distance des deux points dans le plan. Car

ces deux éléments ont en eommun celte propriété fondamentale,

qui n'appartient pas à la distance de deux points dans l'espace,

d'avoir leur carré -décomposablc en un produit de deux facteurs.

Si l'on a choisi, pour déterminer la droite, les deux plans P et O
qui la contiennent et sont isotropes, on aura

a- -i- 62 _(_ c2 _ Q^ ^'2_j_ ^'2_|_ c'2= o

et l'expression de la distance deviendra

i PQ
(34) d^ =

t^(aa'-\- bb' -+- ce')

Cette formule permettra de constituer |)Our les droites une

théorie analogue à celle des segments associés. Par exemple, si l'on

envisage un tétraèdre dont toutes les faces soient des plans iso-

tropes, les produits des distances d'un point quelconque de

l'espace aux trois couples d'arêtes opposés seront proportionnels.



CHAPITKE IV.

GÉNÉHATKICES RECTFLIGNES DE LA SPIIKUIÎ.

f,es qiiadriques el leurs génératrices rectilignes. — l'rojeclion sléréograpliique. —
l-xpressions diverses du rapport anliarmonique de quatre génératrices. — Il est

égal au rapport anliarmonique des quatre points où elles coupent une section

plane de la surface, pris par rapport à cette section. — Génératrices rectilignes de

la sphère. — Système de coordonnées déterminé sur la spliéie par les deux

l'amillcs de génératrices. — On peut choisir les deux coordonnées de telle

manière qu'une même substitution linéaire cffecluéc sur ces coordonnées déli-

nisse, soit une rotation finie de la sphère, soit un déplacement des axes

coordonnés. — Formules relatives à ce sujet. — Expression en fonction des

nouvelles coordonnées de la distance de deux points de la sphère et, par consé-

quent, de l'angle de deux directions. — Relation métrique fondamentale rela-

tive à une génératrice reciiligne de la sphère.

116. Pour approfondir ce qui concerne les relations mélriqiies

précédemment données, il est nécessaire que nous fassions con-

naître quelques propriétés des quadriques* relatives à leurs i;éné-

ratrices rectilignes et à leur repiéseulation paramétrique.

Ecrivoris l'é(piatioii d'une quadrique quelconque rapportée à un

télraèdie conjugué, c'est-à-dire ramenée par une décomposiliuii

en carrés à la forme

rt P» -f- 6 Q2 -H c R2 + dS^ ^ 0.

Il est clair que, si l'on néglige toute distinction cnlrc le iv'el et

l'imaginaire, on peut donner à cette équation la forme encore

plus simple

(i) PQ = RS.

Il suffit, par exemple, de décomposer en deux fadeurs </P--}-6Q-

el cl\2-j-c^S^. Or, la forme réduite précédente met en évidence

les deux sjrslèmes de génératrices rectilignes de la surface; ils



p X = a X [Jt -{- 6 X -+- c
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sentée sur le plan. En chassant les dénominateurs, on peut tou-

jours rendre entières les fonctions/, /, ,
/o: /s et en remplaçant X^

a, par -> — j on peut les rendre homogènes et du même degré. Ainsi

on peut ramener les formules (6) à la forme générale

(7) pX=/(X, [jL,v), pY=/,(X,a,v), ,oZ=/2(X,;ji,v), pT =/,(X, .u, v)

où les fondions// sont des polynômes homogènes du même degré.

En éliminant les rapports -, -, - entre les équations précédentes,
P P i^

on aurait l'équation de la surface. On peut admettre qu'à un point

de la surface correspond un seul système de valeurs des ra|)ports

de A, u., V. Si donc on considère ces trois quantités comme les coor-

données homogènes d'un point du plan, la correspondance entre les

points de la surface et ceux du plan sera univorpie; c'est-à-dire à

chaque point de l'une des surfaces correspondra un seul point de

l'autre.

117. Des correspondances de ce genre avaient élé reconnues

depuis longtemps en Géomélrie. Dès l'antiquité, on avait étudié

la projection stéréographique, qui étal)lit une correspondance uni-

forme enti'e les points de la sphère et ceux de l'équateur (si le

point de vue est placé au pôle). Chasles avait étendu à toutes les

quadriques la projection stéréographique. Si l'on place le point de

vue en un point quelconque de la quadriqueet si l'on choisit pour

plan du tableau un plan quelconque, il est clair qu'à un point de

la surface correspondra un seul point du plan et vice versa. 11 y a

cependant une exception importante à cette proposition. Si A est

le point de vue et si B et G sont les points du plan situés sur les

génératrices rectilignes de la surface qui se croisent en A, il est

clair qu'à l'un des points B ou G du 'plan correspondent tous les

points de la surface situ(''s sur l'une ou sur l'autre des généra-

'trices AB ou AG.

Si Ton considère une section de la surface par un |)lan F, le cône

de sommet A ayant pour base cette section coupera suivant une
conir|uc]e plan du tableau. Ainsi, les sections planes de la surface
sont représentées f)ar des coniques; mais ces coniques ne sont

pas quelconques, elles passent par /es pointsB et G oii le plan V
coupe les deux génératrices rectilignes qui se croisent en A.
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Si, par exemple, le point A est placé en un ombilic, qui, ])ar

définition, est l'un des points par lesquels passent deux génératrices

rectilignes isotropes, et si l'on projette sur un plan parallèle au

plan tangent en A, les sections planes de la surface seront repré-

sentées par des coniques passant aux points I et J, c'est-à-dire par

des cercles. Mais c'est seulement dans le cas où la quadrique est

une sphère que la projection stéréographique conserve les angles.

Cela est aisé à démontrer.

Dans le cas où la quadrique a ses génératiices réelles, les sec-

tions |danes sont représentées par des coniques qui passent en

deux points réels, par exemple, pai- des hyperboles ayant leurs

asymptotes parallèles.

118. Revenons aux formules (2), (3) qui nous ont servi de point

de départ. Nous dirons que les génératrices reclilignes qui corres-

pondent à une valeur déterminée de X forment le premier système;

et que celles qui correspondent à une même valeur de [x forment

le second système. Deux génératrices d'un même système ne se

coupent pas, mais deux génératri(;es de système différent se coupent

toujours. Nous allons montrer que le rapport anharmonique des

(juatre |)oints où quatre génératrices fixes de l'un des systèmes sont

coupées par une génératrice variable de l'autre système est un

nombre constant.

Considérons, en effet, quatre génératrices du premier système,

par exemple, correspondant aux valeurs À|, ).2, X:i, ^^4 de \. Elles

sont coupées par tonte génératrice du second système en quatre

points /«i, m^, nis, m, qui sont évidemment dans les plans

(8) R = X,P, R^X.I», R^XsP, R = XiP.

Ces quatre plans se coupant suivant une même droite, le rapport

anharmonique des quatre points nii est évidemment égal à celui

des valeurs correspondantes "ki de X. I^a proposition est donc

démontrée.

Elle peut être beaucoup généralisée. Considérons une section

plane quelconque (2). Elle coupe la droite

R = o, F =

en un point a, elles quatre plans représentés par les équations (8)
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coupent le plan de (S) suivant quatre droites rencontrant la

conique de section, d'abord au point a, puis en quatre autres

points u-i, [JLa, [Xg, jj.,. Quant aux quatre plans définis par les

équations (8), ils coupent le plan de section suivant les quatre

droites aiXi, aji-o, ajji.3, o^y.-, dont, le rapport anharmonique est le

même que celui des quatre plans, c'est-à-dire est égal au rapport

anharmonique des paramètres X,, Xa, X3, A,. Or, ce rapport

anharmonique des quatre droites x\J.i est, par définition, celui des

quatre points [jl, sur la conique.

Ainsi, nous pourrons parler du rapport anharmonique de quatre

génératrices rectilignes appartenant à un même système; c'est

celui des quatre points où elles coupent une génératrice quelconque

de l'autre système et nous aurons aussi la proposition suivante,

qui nous sera très utile :

Si Pou considère quatre points [jL), |jl2, |«-3, ijl, sur une section

plane quelconque de la surface, leur rapport anharmonique,

évalué en les considérant comme appartenant à cette section,

sera égal à celui des génératrices de Vun ou de Vautre système

qui se croisent en ces quatre points. Le rapport anharmonique

sera donc le même pour les génératrices appartenant aux deux

systèmes différents.

119. Les résultats que nous venons d'établir sur les génératrices

rectilignes des quadriques vont nous permettre de présenter d'une

manière intuitive quelques-unes des remarques que nous avons

faites sur la définition des angles.

Considérons la sphère de rayon i. qui joue dans cette définition

un rôle si essentiel. Elle est représentée par l'é(|uation

(9)
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on aura les deux systèmes d'équations qui définissent les généra-

trices rectilignes de la sphère. J^es expressions de x^ y, z en (onc-

tion de a, |3 seront

(il) x= ^, r = i jr, z— )r.
a —

J3
a — p a— p

Ici, les courbes qui serviraient de représentation aux sections

planes de la surface seraient des hyperboles équilatères ayant leurs

asymptotes parallèles aux axes. Les variables a et (3 définissent un

système de coordonnées curvilignes imaginaires sur la sphère. Les

génératrices rectilignes pour lesquelles a = const. seront dites,

dans ce qui va suivre, les génératrices du premier système; celles

sur lesquelles [3 demeurera constante seront dites les génératrices

rectilignes du second système. Pour passer d'un point au point

diamétralement opposé^ il suffit d'échanger a et ^.

Ily a lieu de remarquer quel'on auraitpu déterminer autrement

les génératrices rectilignes. Faisons, par exemple, une permuta-

tion circulaire sur x, y, z ; on aurait été conduit à suhstituer à a,

,3 les variables

I — X ^
\ -^ X

En substituant dans ces expressions les valeurs (1 1) de x, y, :-,

on trouve

/ON ,.[-+- X . I -f- 3
(l3) a'=t , ?^i-ô ^•

a — I

'

p — I

Une nouvelle permutation circulaire donnerait les valeurs

(.4) a«=^, 3'-^ + ^

On passe des premières variables aux autres en effectuiint, on le

voit, des substitutions linéaires très simples.

Mais ce changement de notations conduit à une conséquence

très importante. On sait, depuis Euler, que tout changement

des axes coordonnés, dans lequel le trièdre formé par les axes

conserve la même origine et la même orientation, peut se ramener

à trois changements successifs dans chacun desquels on conservera

l'un des axes. Effectuons le premier, par exemple autour de Oz.
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Les formules qui le définiront seront

étant l'angle dont on feia tourner le premier système d'axes

autour de O^ j)Our avoir le second. Si donc on désigne par a,, p,

ce que deviennent les variables a et [^ dans le nouveau système de

coordonnées, on aura

(i6) a = a, e'O^ ^ ^ ^^ g/9.

En d'autres ternies, a et ,3 seront tirinsformés par la même
substitution linéaire.

SI l'on a à eft'ectuer un changement dans lequel on tournera

autour de Ox^ on aura de même

?!->'

a et [S se transforment encore par une même substitution linéaire ;

et il en sera ainsi évidemment si l'on elïectue un changement de

coordonnées en conservant Oy\ Mais, en combinant ces change-

ments d'axes partiels, on sait, nous l'avons rappelé, que l'on

obtient le changement d'axes le plus général. On a donc ce beau

théorème, du, pour les points essentiels, à l'Illustre géomètre anglais

Cayley.

Le changement cVaxes le plus général se traduit par une

même substitution linéaire effectuée sur les paramètres a et [3

des coordonnées rectilignes, tels que nous les avons définis.

Soient

/ , moL-{- n ,, /?î 8 -1- n
(17) a,= ; , [ix = —K >

les formules par lesquelles on passe du système de coordonnées

primitif à un système quelconque. Si Jî-,,y,, s, désignent les nou-

velles coordonnées, on aura

(|»j Xi— — —-, J'i = f — ^—

,

Zi =

En portant les valeurs de a,, [i, dans ces expressions, on trouve

D. ,3
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un résultat de la forme

(19)
j

jKi = a'.r + .6>-+-c'3,

' Zi = a"X "'- b"y -+- c z.

«, />, C, a', ... ayant les valeurs suivantes :

W - -+- <7- «2 -- p2 ,^^2 _!._ /j? _ pi _ ^2 ^j^ — ,nji
' = pr —

J O — l p- , C =
;

(.0) < « = .
^ -^^ '-, b = , c = /—j3— :

„ nq — inp „ . nip ^~ nq „ _ mq -)- np
''^

D
' b=-i

^
, c = ,

et D étant le déterminant de la subslitution

D = inq — np.

Ces formules ont l'inconvénient de ne pas mettre en évidence les

changements réels de coordonnées. Mais si l'on remarque que,

d'après la définition même de a et de [i, la première de ces coor-

données a relative à tout point réel a pour imaginaire conju-

guée — -^j on verra que la formule
1

m% -4- Il

ai =
p%-^q

se transforme, si l'on y change i en — /, dans la suivante :

I_ _ — OIq -+- IIq \i

Pi
~ — Po-r- qo[i

'

mo, noj pf,, Ço étant les constantes imaginaires conjuguées de m,

/i, /?, q. Il faudra que cette relation nouvelle entre ^ et |^, soit

identique à la seconde des formules (17). Posons

(2.)

on verra aisément qu'il suffit, pour que la condition soit remplie,

que )., ji., V, p soient réels et que cette hypothèse donne tous les

changements d'axes réels. On aura alors

_ (p — iv)a-l-u— ïX _ ( p — tv)^ + ;a — il
^'^^ ='>-(_

ja _O0a + p -H r/ 1^'- (_,,_,->.)^^ + p4-r;'

/n = p — ij,
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et les expressions (20) des neuf cosinus deviendront

/ P--4-X2— u.'-;— v2 },j. _|_vp Xv <JlO

a = —-î
, (?,

— 2 _i. ' ^ _ .. Il
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2'
vitesse angulaire sérail tang -, la vitesse du point M serait, en

grandeur et en signe, égale au segment MQ.

Fig. .8.

H

Si donc on désigne par x,y, z les coordonnées du point M et

si l'on pose, a, ^3, y désignant les angles de OH avec les axes,

(25) - = cosa tang ->
1^ «- = cosa tang-j — = cosY tan 2 - j

p
'2

-) -} - seront les trois comnosanles, relatives aux axes coordonnes,
P P P

de la rotation infiniment petite considérée et les projections de MQ
sur les trois axes seront

'y Iz ly

Pour obtenir les coordonnées x\ y\ s' du point Q, il faudra

ajouter les projections de OM à celles de MQ, ce qui donnera

(26)

px = p.r + \xz — V j',

^y' = py -h V .r — X 5,

p z' = p z -h \y — n X.

Envisageons maintenant la figure dans sa seconde position ; on

remarquera que M4 Q serait la vitesse du point M, si l'on imprimait

à la figure une rotation infiniment petite^ égale et de signe

contraire à la première. Si donc Xi, yt, z-t désignent les coordon-

nées du point M, on aura de même, en changeant le signe de p,

(-*:)

pX = pXi— [XZi

py = Pli —'>xi

pz' — pzy — lyi

'>yu

X.S),

[>.Xi.
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Egalant les expressions différentes de x\ y', :;', on trouve

( '^x -r- \J.z — ^ty = ox\ — ;xzi -i- v_;Ki,

(28) \ py-h'jx— \z = pyi— vxi-\-lzi,

f pz-^ly— ij.x = pzi— \yi-+- [xxi.

On peut résoudre ces équations d'une manière élégante. Si on les

ajoute^ après les avoir multipliées respectivement par -> -j -? on

obtient la relation

( '29

)

X 37 -f- [xy -i- vz = X a?! + [J1./1 -f- V 5i

qui était évidente par la Géométrie, car elle exprime que la

droite MiM, est perpendiculaire à l'axe de rotation. Cela posé, pour

avoir une quelconque des six inconnues, il suffit d'ajouter les quatre

équations après les avoir multipliées par ±: A, ± jjl, d= v, ± p de

telle manière que le coefficient de l'inconnue cherchée devienne

égal à

X2+ ;x2-|-v2H-p2.

On obtient ainsi les formules

(' .ri = ax -+- a'y -!- a"z,

(3o) ) y^= bx-\-b'y-i-b"z, (3o)'

{ Zi:= ex -i- c'y -[- c" z,

où a, b, c, ... ont les valeurs données par les formules (28) et (24).

La comparaison des formules précédentes avec les équations (19)

qui définissent le changement d'axes montre que l'on passe des

unes aux autres en changeant le signe de p et que la rotation

définie en direction et en grandeur par les équations (25) est celle

qui amène le premier système d'axes à coïncider avec le second,

121. Revenons aux formules (17) qui, d'après ce que nous

venons de voir, définissent le déplacement le plus général,

^ ,
in%-k- Il „ /?i B -4- /i

(3r) a,= , 8,= —^- .

p'X -\- q p% -^ q

Faisons a = a», ^ = p, ; nous aurons deux points de la sphère

de rayon i qui coïncideront avec leurs homologues ; a et
f>
sont les

deux racines différentes de l'équation du second degré

(Sa) px^-\-{q — 7n)x — n = o.

Désignons-les par h et k. On sait que les substitutions linéaires

X =^ a Xi
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définies par les formules (3i) peuvent prendre la forme

(33)
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Ces formules, que j'ai données avec plusieurs autres en 18^2 (^),

peuvent se déduire par l'application de la propriété générale établie

plus haut et de la remarque faite au n° 118. Associons aux deux

points M, M' les points diamétralement opposés M,, M',; nous

obtenons ainsi quatre points sur une section plane de la surface, et

le rapport anliarmonique de ces quatre points sur la section est

égal au rapport anharmonique des quatre génératrices rectilignes

d'un même système qui passent en ces points. Si l'on prend celles

du premier système, les paramètres de ces génératrices sont a, a'

pour les points M, M'; pour les points diamétralement opposés, ce

sont ^, |3', puisque, lorsqu'on passe d'un point au point diamétra-

lement opposé, il faut échanger a et [3. On a donc, par exemple,

.'fl(M, M', M„IM;) = cfl(a, a', p, ^').

Le rapport anharmonique qui figure dans le premier membre est

. MM,
sin

. mm;
sin

sin
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sera celui qui se trouve sur la génératrice du premier système qui

passe en P, l'arc MM' sera déterminé par la formule

gA-MM'^^^I^^ÎVl, M', I, J),

le rapport enharmonique du second membre sera celui des quatre

points sur le grand cercle MM'. On voit qu'ainsi l'angle est déter-

miné, en grandeur et en signe, à un multiple près de 2~. 11 clian-

gerait de signe si l'on échangeait le pôle P avec son symétrique.

Comment déterminer les variables a, p relatives à ce pôle quand

on connaît celles qui sont relatives aux points M, M'? Il suffira

d'exprimer que OP est perpendiculaire à OM et à OM'. Si a, |i;

a', P' désignent les valeurs connues des coordonnées curvilignes pour

M et pour M', celles qui conviennent au point P, ai, [i,, sont déter-

minées par les équations

'^

1 2a,^, + 2a',3'-(a'+P')(a,-+-[î,)=.o,

d'après lesquelles a, et [3( seront les racines de l'équation en A

(38) A2(a'-|- [î'— a— .3) - iK(ol'^'-^.- x^) -^ a' ,3' (a -f- p) — aP(a'-H f/)
= o.

Ces racines sont données par la formule

(39) A(x'-i-p'-a-(3) = a'[i'-ap±v/(a-a')(a-p')([î-a')([i-ji').

Choisir celle qui représentera le paramètre de la première géné-

ratrice, c'est choisir entre les deux déterminations du radical;

et quand le choix sera fait, l'angle sera déterminé en grandeur et

en signe, à un multiple près de 27:.

MM'
C'est ce que montre d'ailleurs la formule qui donne tang—;—

;

elle peut être écrite comme il suit

.^JIM' ,
v/(a-a')(a-[i')(^-a')([J-P')

(,o) tang-—-.
(,,_3')(3_,/)

On retrouve ici le même radical que dans la formule qui donne A.

Dès qu'on aura choisi entre ses deux déterminations, l'angle sera

connu à un multiple près de 27z. On a aussi

(4.) sinMM=-y"'-'''»'-f"î'^';''<^-^''.
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124. Ces points étant fîx^s, nous allons établir une relation qui

jouera un rô!e important dans ce qui va suivre.

AM étant un arc de grand cercle, construisons le grand cercle (C)

dont A est l'un des pôles et supposons qu'on ait ciioisi, sur ce

grand cercle (C), l'un des pôles de AM, que nous appellerons y.

Puisque nous connaissons ce pôle y, nous aurons fixé un sens

positif pour les arcs sur le grand cercle AM ; et d'autre part,

comme A est le pôle connu de (C), nous pourrons faire la distinc-

tion entre les deux points I et J de ce cercle (C). Cela posé, considé-

rons une génératrice rectiligne, du premier système par exemple,

qui passe en M, elle ira couper (C) en un point ij.; et l'arc de cercle [xy

sera déterminé, en grandeur et en signe, par l'équation

e'>T = ^{l(Y, IX, I. J),

le rapport anharmoniquedu second membre étant celui des quatre

points sur le grand cercle (C).

On sait que ce rapport est égal à celui des quatre génératrices

du premier système qui passent en ces quatre points ou encore,

d'après le même théorème, à celui des (|ualre points où ces mêmes
génératrices coupent une autre section plane de la surface. Pour

cette section, nous choisirons précisément le cercle AM.
Or, la génératrice qui coupe (C) en jx coupe AM en M, la généra-

trice qui passe par v, pôle de AM, le coupe en son point à l'infini 1',

les génératrices du premier système qui passent en I et J sont

celles qui passent respectivement par le pôle A de C et par le

point diamétralement opposé de la sphère, A'. On a donc

ei^= c'tl(Y, rjL, I, J) = c'R(I', M, A, A').

Le rapport anharmonique des quatre points F, M, A, A' se

détermine immédiatement si, dans le plan du cercle, on prend des

axes rectangulaires dont l'origine est en A et dont l'axe des oo est

la tangente en A au cercle AM. On trouve ainsi qu'il est égal à

AM
l cot

2

On obtient donc la formule

/, X
AM . —

(4'^) tang = i C'Y!-»-.

Pour éliminer le point a, nous prendrons un autre grand cercle

passant en A et coupant la génératrice rectiligne en M', il donnera
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naissance à la formule

. . A:\r . —
(43) tang— = le'y \>:

On aura donc, en divisant,

A M'
tang

(44) e^yy= ^;
tang—

yy' mesure, évidemment, avec précision, c'est-à-dire en grandeur

et en signe, l'angle des deux cercles AM, VM',

12o. Si nous n'avions pas recherché une exactitude rigoureuse,

nous aurions pu obtenir très simplement la formule précédente eu

raisonnant comme il suit.

Re|)reiions l'équation d'une génératrice du premier système

(^^) ^ = a.
I — z

Au lieu de ^, jk, ^5 introduisons les variables 9, o définies par

les équations

(46) a; = cosip sinO, j' = sin cp sinô, 2 = cosO;

9 sera la distance du point (^, JK, ^) a» pôle du plan des xy) et

l'équation précédente prendra la forme

(47) cot - e'? = %.

Si on l'applique à un autre j)oiiit de la génératrice rectiligne, carac-

térisé par les valeurs 9', cp' de 9 et de 'j, on aura

0'
. ,

cot — e'ï" = a.
•).

Eliminant a entre les deux équations précédentes, on trouvera

la formule
0'

lang

(48) «'<?'-?)

lang



CHAPITRE V.

TUIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE.

Les triangles que l'on éludiera dans ce Chapitre ne sont pas soumis aux res-

trictions habituelles. Ils peuvent être réels ou imaginaires et, s'ils sont réels,

leurs côtés ne sont pas assujettis à la condition dètre positifs et inférieurs à ~.

— Triangle polaire d'un triangle donné.

Première méthode : Elle repose sur la considération de triangles dont un des

côtés est formé par une génératrice reclilignc de la sphère; et elle conduit à

trois formules fondamentales dont découlent toutes les autres relations de a

Trigonométrie sphérique. — Seconde méthode plus large, reposant sur l'emploi

de formules données précédemment. — Relations diverses; formules de De-

lambre. Analogies de Néper. — Différents changements qu'on peut faire subir

aux éléments sans que les formules cessent d'être vérifiées. — Définition de

l'aire d'un triangle sphérique. Les lignes trigonométriques de celte aire sont

des fonctions rationnelles des coordonnées des trois sommets du triangle.

126. A la fin du Chapitre précédent, nous avons fait connaître

une propriété géométrique qui est, en quelque sorte, l'équation de

toute génératrice rectiligne de la sphère. Nous allons montrer

d'abord, à l'exemple de ce qui a été fait au n°97 pour la Géométrie

plane, comment cette relation peut conduire à toutes les formules

de la Trigonométrie sphérique. jNous ne supposerons pas que les

côtés soient réels, ni même qu ils soient jiositifs et inférieurs à ti.

Soit ABC un triangle ainsi défini. Si nous choisissons arbitrai-

rement un des deux pôles de chacun de ses côtés nous formerons

un triangle polaire A'B'C tel que A', B', C soient respectivement

les pôles deBC, G A, AB; et, d'après les explications qui ont été

données précédemment, le sens des arcs positifs sera pleinement

connu sur chacun des six côtés de ces triangles. Nous poserons

BC = a, GA = 6, AB = c,

B'C'=a', C'A' =6', A'B' = c'.

Toutes ces longueurs seront déterminées à un multiple près

de 2TÎ.
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Coupons le triangle ABC par une génératrice rectiligne du

premier système, qui rencontrera respectivement les côtés BG, GA,

AB aux points M, N, P. En appliquant la relation (44) du Ghapilre

précédent au triangle ANP par exemple, on aura

(I) e'«'=

On aurait de même
RM

tang
^

/ n\ nih'
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2o5

d'où l'oD déduira deux relalions semblables par des permutalions

circulaires. Ecrivons la suivanle :

b . , c . . a .. a h c
tan" h e "'" tanff r-

e"' Iaxis:- — e"^'' " taii"; — taii"- - tang - •

En la retranchant de la précédente multipliée par e'^', on trouvera

tan"- tans- = — ,.-.,.. •

Si l'on pose

(5) a ~ b' -V- c' = ip\

la relation précédente deviendra

b siny>'
tanp - tan g

}. ^\U[ p — c )

en sorte que, par des permutations circulaires, nous serons con-

duits au groupe de trois équations

b c sin/>'
tanû — tan.f —

2 sin(/>'— a)

c a sin/;'
{(')) ' tang-tang- -

X sin ( />'— b'

a b sin//
tang — tang—

2 ^ 2 sin(p'— c'

j

d"où découlent, en efl'et, tontes les relalions entre les éléments du

triangle.

l^T. 11 est une voie plus large par laquelle on parvient aux rela-

tions Irigonomélriques et que nous allons suivre de préférence.

Considérons un triangle s|)liérique quelconque, placé sur la

sphère de rayon i, ayant son centre à l'origine, et soient a:(,y,, Z\\

^1-1 y11 ^2*? ^zi ysi ^3 les coordonnées rectangulaires de ses trois

sommets A, B, C. Désignons, de même, parX), Y,, Z,
;
X^, Y^,

/j2] ^3? Y3, Z3 les coordonnées rectangulaires des pôles A', B', C
des côtés BG, CA, AB. Ces coordonnées doivent satisfaire aux

«'•c|uations

(7) X?-»-Y?-^Zf =1,

( 8 )
X,- x/, -h Y, y/, -i- Z/ z/,= o
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cjui ne les déterminent pas entièrement; de sorte que, pour cliaque

pôle, on a le choix entre deux positions dianiélraieinent opposées.

Faisons ce choix d'une manière arbitraire; nous obtiendrons ainsi

un triangle polaire qui sera tout à fait défini. Le choix effectué, il

est facile de voir que, si nous posons

( B G = a, <: A = />, A B = c,

-^
JB'C'=a', CA'==b\ A'B'=c',

les côtés des deux triangles sont définis, en grandeur et en signe^

à un multiple près de 2r.. En effet, pour le côté a, par exemple,

du triangle, on a

(10) COSrt = ^.2:r3-4- J^, jjH- ^2^3

et

i Xi sina — 72-3— -2^3;

(11) l Yisin« = ^2a"a— '''"233,

(
Z, sina =^ x^y^— y^x^,

de sorte que l'angle a est défini à la fois par son sinus et son cosi-

nus. Un raisonnement tout semblable s'appli(|ue au triangle polaire.

Cette méthode, on le voit, n'exclut pas, parmi les triangles réels,

ceux dont les côtés sont négatifs ou supérieurs à —, ce qui est la

même chose; elle s'applique également aux triangles imaginaires.

Voyons comment elle conduit aux relations cherchées. Nous avons

d'abord

( cos a — Xi Xi -r- y-xy-i -i- ^2 33,

(i'2)
I

COS 6 = a:-3^i -4- J'3j)-l-4- 33 ^1,

f cos c = xi ^2 -+- X\ y-1 -H -3] -2 ;

/ cosa'= X2X3-1- Yj Y3-!- z, Z3,

(i'5) cos6'=X3Xi + Y3Y,-^Z,,Z,,

' cos c'= X1X2-1- Y'i 1%-+- Z| Z,,

puis

( Xi sin« = J'as-s— -2j>'3, Xj sin b := y-^z^—y^ z^, Xssinc =7, -2— -1JK2,

(i4) < Yi sin a = ^2 373 — X0S3, ¥3 sin 6 = ^3 ,r, — ^1.^3, Y3sinc = Si,r2 — Xi z^,

{ 7.i?,\na = x.y-i— y^xz, Zj sin 6 = rrjjj— a^i jKs, Z3 sine == j",,/»— Ki ^2',

( Xi sina' = Y2Z3— Z2 Y3, x-2 siii6'= Y3Z1 — Y1Z3, ^3 sinc'= Y1Z2— Zj Y2,

(i5)
I

jKi sina'= Z2X3~X2Z3, jK2 9inZ»'= ZjX, — Zi \3, jks sinc' = Z, X. — Xi Zj,

f ^1 sina'= X2Y3 — Y2X3, *2 sin i'= X1Y3— X, Y3, ^3 sine' == XjYg — YjXj.
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Posons
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on a
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I -r- 1 cos« cosô cosc — cos^^a — cos-6 — cos-c

= 4 sin/j sin(/> — a) è\n{p — b) sin(/? — c).

On peut donc écrire

(•2î) o-=sin/)sin(/> — a)sin(/j — 6)sin(/o — c)

et de même, en posant

(•->.5) a'-f- 6'-i-
c' -- 2/)',

on aura

(26) \- = sin/>' sin (/)'— a') s\n{p' — b') sin(p'— c').

Pour obtenir les autres syslèmes de formules, on considère, par

exemple, les deux syslèmes linéaires

^i y\ -1 ^1 JKi -1

^3 y-i -:i

Xi
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De la preini«;i e (les lorimiles ('^'j) on déduit cosa'. ci- qui |)eritut

<l(; calcnler cos^ — > sin-— • On lr<nive
}. >.

>\\\\p— b)s\\\{p — cj

sin A sin r

'i sin iW sin( p -- (()
SIM- — = i—. j-^

>, sm h sm r

Mais il lien résulle pi»s ([ualre déiei luinalions |)our ran^le —
Dans ce qui va suivre, nous ferons la convenlion suivanl<' :

Lorsque nous aurons une formule irrationnelle telle que

(>-<)/ /sin/? sin(/? — rt)sin(/> — h) ^'\\\( p — c ,.

nous conviendrons que la détermination de o résultera de celles

qui seront données à y/sin/>, y/sin(/y — r/), ... : en sorte que loiii

se passera comme si l'on écrivait

Ô = v/sinyo y^sin { p - a) v/sin {
p — h) \/^in i // ' i.

el. dans deux formules dillt renies, nous ne supposerons jamais

que y/sin/>, par ex(;mple, soit pris avec deux déterminations diffé-

rentes. Alors on aura pour sin — j cos — deux déterminations diflfé-
^ 2 2

rentes

.a /sinjo sin (/> — «)

sin 6 sin r

a /sin(yD— b) sin

2 y sin A sin

ip— c)

£ désignant ± i et les radicaux du numérateur étant pris comme
dans : ce qui permet tia de satisfaire à la relation

( )n aura aussi

(il;

et, par suite,

( 3'2
)

sin A sin c

tan}.- = / ^nxp%m{p-a)
'' y sin(/> — 6)siii(/? — c)

b'
lang— tang-

sni/)

et de là on déduit

lang/>

2 sinfyo — c )

a b— sine tan a — ta"n—
"

>.
^ 2

«' 6'

I — cosc tane - lane —
2 2
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OU encore
a! y

1 — e"" lang — tang —

(34) .->=
1, ^- •

1 — e'^^tang — tani,' —
' >. ' i

Comme on peut échanger tout ce qui concerne les deux triangles,

on aura de même
. . a b . , a b

I
— e'f tang - tang - «me tang— tang-

(3:î) e->'= ^, lang^' = ^.

I — (?-'c tang — tang— i—-cosc tang — tang-ua ^ a "
-i " 2

129. Nous reviendrons sur ces relations, mais auparavant nous

allons rappeler comment on est conduit aux formules de Delambre

et aux Analogies de Néper.

Joignons aux deux équations (3o) les suivantes :

. b' 1 /sinosin(/> — b)
Sin — = £ 1 / :

:

•2 \ sina sine

(3(V)

b' , /sin(/» — c)sin(/> — a)

sina sin c

h' , /sin

'

y sin rt sin b '

c _ ^„ /sin(/> — a) sin

2 \/ sin a sin^

ip — b

où s', z" désignent, comme s, l'unité prise avec le signe + ou le

signe —

.

Par des multiplications, on obtient des formules telles que les

suivantes :

: . y . c' sino a
sin — sin — = ri -: cos — ?

2 >. SI 11 a 'i

(37)

y c sinlp — rn a
cos — cos — = Y] cos — j

•2 -A ^\w<t •>.

. y c' sin( « — b) . a'
sin — cos — = fj —. sin — ,

•2 ?. s I n rt ',

y . c' sin( p — c) . rt'

cos— sin — = f\ -. sin —,

ou l on a

(37)' v,=Eî'£";
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et de là résultenl par addition les formules de Delambre

(38)

l>'~c'
cos = r,

//-+-C

. b'- c'
sin — — T,

cos —

,

sin —

b-i-

os -

b —

sin —

A' -H r'
sin — y

aiix(|uel[es ou peut ajouter toutes celles que Ion obtiendra par des

permulations circulaires.

Par division, on est conduit aux Analogies de Néper

. b — c
, Slll

b — c

(39)

ta 11!

taiii^

a
tane —

,

b-\-c ^

b —

—, lane —

c|ui ne comportent aucune indéteruiinalion (piant au signe, et

a«ixquelles on peut joindre les suivantes :

(|o)

laiu
b-h-c

sin
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130. Il \ a quel(|ue6 remarques générales à présenter sur ces

systèmes de formules. On voit d'abord que, si l'on se donne les

côtés d'un des triangles, par exemple «, 6, c, il y a deux systèmes

de valeurs pour a' , b\ c', à cause du double signe que l'on peut

donner à o; et que l'on passe de l'un à l'autre de (us systèmes en

changeant à la fois les signes des trois côtés.

Ce premier résultat vaut la peine d'être expliqué. Soii \\\( . un

triangle pour lequel les côtés a, ^, c soient connus en grandeur

et en signe. Si l'on passe au triangle symétrique A,B,C,, les

deux côtés AB, A,B,. par exemple, seront sur un même grand

cercle. Pour qu'ils puissent être égaux en grandeur et en signe, il

faut et il suffit que, sur ce grand cercle, les sens positifs soient

conservés, c'est-à-dire que l'on conserve pour A,B|C) le même
triangle polaire A'B'C que pour ABC. Mais les pôles des côtés

de ce triangle A'B'C devront être cbangés ; ils seront devenus A|,

B,, C, et comme ils sont diamétralement opposés à A, B, C, les

signes des côtés a' . b\ c' devront être changés, relie est l'explica-

tion du résultat mis en évidence par nos formules.

Voici maintenant d'autres remarques essentielles. Si, sur les

deux triangles ABC, A'B'(y, on change le sens positif de l'un des

côtés, de BC par (;xemple, il faudra changerez en — (i\ mais aussi

remplacer le pôle A' par le point diaméiralemeni opposé, ce qui

revient au fond à changer a' en a' -\- tc, h' en h' -{--rz. Ainsi, on peut

changer le signe de l'un des côtés «, b, c, a , b., c' de l'un des

triangles à condition d'ajouter - aux deux eôtés non correspon-

dants de l'autre triangle.

On peut faire usage de cette remarque pour obtenir sans calcul

certains résultats. Par exemple, si l'on change dans les formules (.35)

c' en — c\ a el b en a + t: et 6 -(- tt, il vient

a b
I

1 — e-^^ col — cot —
,

(4i)

I

I

I — cosr; cot — cot

—

VM . Nous avons introduit le périmètre p' du triangle polaire.
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Il est lié à l'airo du triangle VBC ()ai' une relation qu'il convient de

préciser.

Siipposon'i d'abord (|iril s'agisse d'jin triangle lel qu'on a

1 habitude de les considérer, de ceux suivant lesquels la sphère est

( oupée par les trois faces d'un angle trièdre. Et supposons, de plus,

<|ue le sens de rotation de ce triangle soil positif, de telle manière

(ju'un observateur, lorstpril «si à lintérieiir, tourne dans le sens

direct lorsqu'il regarde successivemenl A, B, (].

Choisissons, pour le triangle polaire qui figure dans nos formules

initiales, celui qui est défini dans les Elémenis. Alors, tous nos

côtés rt, b, c, a', b'. c' pourront être stjpposés positifs et l'aire S

du triangle AB(i anra pour valeur

S =^ tr. — •//>'.

Passons niainlenani au cas où le tiiangle ABC a son sens de

roJalion négatif. Il suffira de changer, dans les fornudes initiales, les

signes de toutes les coordonnées. On aura alors

Nous prendrons, dans tous les cas, pour définition de l'aire la

Utinmle

/. ('tant un cnlicJ- quelciuujuc
;

et le lecteur sassurera aisément

qu'à un multiple près de -aiz elle donne la somme ali^éb/ique des

aires bala\«''eN |);u l'arc de grand cercle qui joint un point fixe d<;

la sphère à un point mobile, lorsque (;e |)oint mobile parcourt, dan.»*

le sens ARC, les côtés du triangle \BC, que l'on peut toujours

supposer |)Ositifs, puisqu'ils ne sont définis qu'à un multiple près

(h- M T. Dans le cas d'un triangle imaginaire, la formule (42)
s«'i\ii'a (Il «iclinil ion à laiie.

Si on la rappi'ochc de la forninlc ( H5 1. <»n obtiendra, pour l'ex-

pressM>n de l'aire, la formule

^/ A
, , . I — < " Uni" — Unit; -

" f>

\'— p" lîiii;; '''ir^' -

Il ist digne de remarque que les lignes tiigonoinétriqiies^ de
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celle aire soient des fonclions rationnelles des coordonnées

des sommets du triangle ABC.
Pour Je démoiilrer, leportons-nous à la formule (35). Elle nous

donne
,

a h— smc tans — tanK —
langyo r=. _.

,
a b

I — cosc tant; — lang -

Or, on a, d'après les formules (21J et (a'j),

I sine' sina sin6 = 20,

'43) <
, cosacos/.» — cosc

\ cosc = : : ;

f sin« sin b

Remplaçant dans la formule qui donne lan^y)', on trouve

(4'1) lang/>'= —
;

I -t- cos a -+- cos b -1- cos c

6, a, h^ c s'expriment, par les formules que nous avons données

plus haut, en fonction des coordonnées des sommets A, B, G. Notre

proposition est donc démontrée.

On peut donner à l'expression de/>' et, par conséquent, à celle

de S, une forme extrêmement élégante en introduisant les coor-

données imaginaires a et ,3 étudiées plus liaul (n" 119). Si l'on

pose

/ , -
^

I — a/, p/,- . I -\- a/, 8/, a/, -^ 3/,.

un calcul facile nous donnera

(«1— pi) (a2— P2) («3— ^3) !
H- cosrt -i- cos 6 + cosc

J

= 2(qt,- |i2)(«2- p3) ra.i- Pi) ^-?.(ai- 33)(a2- ^,)(a,- 3j),

ô(at,_[3,)(a2-[i2)(a3-P3)

= t-[-(a,-p,)(a,-p3)(a3-?,)-f-(a,-83)(a2-[i,)(a3-«,)],

en sorte que la formule {/\\) nous conduira à la suivante :

(a,-P2)(a2-p..,Ha3-.3i)

Si l'on remplace le point C par le point diamétralement opposé,

ce qui équivaut à échanger a., et ,^3, les formules (i5j montrent
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que, dans le triangle polaire, c' seul changera de signe. On aura

donc

d'où, en divisant,

. , o . , ,-,, _ ( «1 - [^3) ( ^3 - 3.) ( lii- ::^3 ) (aa— ^-2)

^' ^
'^

(«•2-?3)(a3-3,)(p2-p3)U3-ai)*

Ainsi, les doubles des côtés, eux aussi, auront leurs lignes Irigono-

métriques déterminées rationnellement.

Si, dans la formule (4^), on remplace ip' par son expression {\'>.)

vn fonction de l'aire du triangle, il vient

^''^ ~ ('/,-,B3)(a,-|3,)(a3-(32)

On voit que les valeurs dé S changeraient de signe sans changer

de valeur si l'on échangeait deux sommets, c'est-à-dire si le sens

de rotation du triangle était changé.



CHAPITRE Vf.

SKGMKNÏS ASSOCIÉS SUR LA SPHÈRE.

J>éliiiilion du segment associé à un scgntenl donné.— Pour une lliéorie complèl*-

il faut associer à ces segments les segments diamétralement opposés. Relations

entre ces segments. Cinq théorèmes fondamentaux. — Démonslratidn géo-

métrique du troisième théorème qui établit une relation entre Taire d'un triangle

sphérique et le rapport des distances de l'un de ses sommets à deux points de

la sphère. - Propriétés focales des coniques sphériques. — Courbes sphériques

lieux des points tels que le rapport des produits de leurs distances à deux séries

de pôles fixes, »n même nombre dans les deux séries, soit constant. — Une
courbe sphérique peut être définie, soit par la propriété précédente, soit par

celle-ci : elle sera le lieu des points M tels que les triangles sphériques formés

par ce point avec n segments fixes aient des aires dont la somme algébrique

soit constante. Quelle que soit celle des deux [propriétés par laquelle elle sera

définie, elle pourra l'être par l'une et par l'autre d'une infinité de manières

différentes. — Courbes sphériques lieux des points tels que les produits de leurs

dislances à deux séries de diamètres de la sphère, en même nombre dans les deux

séries, soient dans un rapport constant. ^— Principales propriétés de la conique de

<lhasles.— Systèmes orthogonaux formés avec les courbes définies par les diflé-

rentes propriétés que l'on vient d'énumérer. — Application de la méthode des

figures supplémentaires. — Indication de l'appui que la Géométrie sphérique peut

apporter à la Géométrie plane.

IH2. Lh formule ( 44 ) <!*' "" 124, d'oii iioii.s avons pu déduire

les lelalions fondainen laies de la Tiigonomélrie sphérique, va nous

permetlre d'élendre à la Géométrie .sphérirpie les propriétés des

points associés dans le plan que nous avons développées au Cha-

pitre !'' de ee Livre.

iÙHUt donnés d(!ux points A el l> sur la sphère, il passe par ces

poiuls (pialie ;4<'n(''i"alr"ices rectilignes de celle surface qui se ren-

eoulrent en deux autres points A'. B'. Nous dirons que le couple

( V'B'j esl associé au couple (ABh 11 est clair <|ue la relation entre

ces deux couples est réciproque. Les deux droites VB. A'B'sont

polaires réciproques, l'une de I auli-e, par rapport à la sphère. Si

luii des couples esl formé de deux points réels, l'autre l'est de

deux points imaginaires conjugués.
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< -<Ml;iiiies propriétés des segmenls associés sont aisées à démon-

irer. Voici la plus importante : désignons par d et 5, les généra-

trices, du premier et du second système respectivement^ qui passent

vAï A; soient de même 6^2 et 5., les deux génératrices qui passent

en B. Le point A' ser.i le point d'intersection des génératrices d,, o,

et de même \o. point B' des génératrices d et Q3.

Si A et [j. désignent les paramètres des génératrices rectilignes

d'un point (quelconque M de la sphère, les formules (.^6) du n" 122

nous donneront les relations suivantes :

. \\\ I >, — <ri() (u — 0| ) . liM ( A — <:/2 ) ( !Jt— Oï)
(Il Mil :— -^

;
—-, SIH- =1- — —

i

I I. — ').
< If/ 0| )

•? ( I. ^-- 'i ) ( d., - o,
)

A 'AI {'K — d.,)\[x 0,) . .,
H'iVI _ (A ^/m;/ — 03)

';•. O. — <J.) ( d-i—rj^ )
/ ""Ta — a)(r/ — ?x)

et

( V r s II I

-

De là on déduit inimcdiiitiMiicnl I ciiiilité

\M . liiVI
'"' *'"" 1^1^ > >

'JL •}.
( r/o —- Oi ) ( d — (i;j ) an

. A'IVI . R'M {d--l,Md^^ 0:,)
sin^ sin'^

Vax désignant par /\ la dislanco (K; M à un point \ , on peut donc

('«riiT

. AM . liiM
Slll Slll

'A '1! '> 'i- AB
/•v /•!!' . A IVl . B'M >.

sin sin

(îiMIr formule (!sl analogue à 1 Une de ((^lles que nous avons

établies dans le plan. Kn ('<'liani;eant l<s dnix segments, on sera

coiidiiil à la relation

\\\ A' H'
I \j eus co'i - I.

fjii»" non- lel i(Mi\flous plus l<iin.

133. Pour laire une tliéoiie plus complète, il faut a^so<;ier aux

points A, B, A', B' d'autres couples de points et, en particulier,

les points diamétralement opposés. Nous d('signerons par la petite

lettre a' le point diamétralement oppose- à \' cl, de même, par 6'

le point (liaiiK'li alrnienl opposi' à 15'.
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INous avons déjà vu que, si ^/, o, sonl les deux généralrices, du

premier et du second système respectivement, qui passent en A
et, de même, d^: 03 celles qui passent en B, les points \', B' sont

respectivement les intersections des génératrices d^^ 0, et d^ O;,.

Ainsi, le Tableau suivant donnera les génératrices qui se croisent

en chaque point

A B A' B'

jNous désignerons par ô, f/i , Oo, d-n les généralrices respectivement

opposées à d^ 0,, d.^^ §3, ce (|ui nous donnera en tout quatre géné-

ratrices du premier système d^ df, d^, d^, diamétralement opposées

aux génératrices S,, Oo, Ô3, ô', du second. Ces génératrices se cou-

peront en seize points, dont quatre seront à l'infini; et leurs douze

points d'intersection à distance finie, respectivement, distribués

évidemment sur trois grands cercles orthogonaux, seront définis

<:omme il suit :

A B A' B' A" B" a h à b a" h"

(ISi d^^s d20i rfSj diz <3?|0;{ diO ^.-(Oj di^z d^o d^Z d^r>^

A chaque point nous associons les génératrices <|ui le déterminent,

et les points, diamétralement opposés, sont désignés [)ar les grandes

et petites lettres qui se correspondent.

En permutant les généralrices de telle manière que leurs points

d'intersection à l'infini restent à l'infini, c est-à-dire en permutant

les indices o, 1,2, 3, on verra facilement qu'on peut effectuer sur

les douze points des substitutions telles (pie les suivantes :

{Ka
) ( A'a") (B'B") ( A"a') ( // b"

)

{k\'){WB)ik''a"){aa' ){bb'
)

(A&")(B a")(B'è' )(k."b )(Wa )

(AA")(BB" )(\'a'){aa" ) (bb" )

OÙ chaque parenthèse indique une permutation de deux lettres.

On verra facilement que nos douze points forment six couples

de points associés

AB \b X'b' ab rtB a'W

B'A' \"b" a b" a b' W"
a" B"A"
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les points mis en cortesponclance étant sur une même généralrice

rectiligne du premier système. Les trois grands cercles orthogonaux

(|ni contiennent quatre des douze points sont ceux qui passent

parAB, A'B', A"B".

134. En appli(|uanl les formules (i),(!2i, nous pourrions déjà

olitenir des relations enire les dislances dun point M de la sphère

aux douze points A/, a'. La niétiiode suivante nous donnera des

résultats plus complets :

Soit M un point quelconque de la sphère. Pour ahréger, nous

désignerons par A^, «a les arcs de grand cercle A*M, a^M et par

aAi ^fik
les ahscisses curvilignes, comptées à partir d'une origine

(quelconque, des pôles des arcs A^M, O^IVI, tous situés sur le cercle

polaire du point M.

Appliquons la relation fondamentale (44) <'" "" l^'^ ^^"^ quatre

génératrices lectilignes (f, df, di^d^. iNous aurons les formules

A „, B' „ A"
e'» tang — = e'P lang — = e"* tang — ,

A .
,

A' „„ B"
e-'*taiig — = e'* tans — = — e-'P'col — >

o H .

,
A' . „ A"

e'ptaiig — = e'* tane; — = — e'« col— ^

X % t.

« H „, B' .„„ B"

L'élimination des tangentes nous conduit aux relations

(pii nous donnent, à des multiples près de 2-,

(
<>

) 2 a +• >. p = a a' -4- '2 !i' = X a" -+- >. 'il'

.

Ces relations expriment évidemment que Um angle?, AMB,
A' MB', A"MB" ont les mêmes bissectrices. Ce sera noive premier

théorème fondamental.

On pourra toujours supposer (|ue les sens de trois cotés A.M,

BM, ... aient été choisis de telle manière (|ue l'on ail

a -f- {i = a' -T- [i' = a" r 'i"

.

Alors, en désignant [)ar .>.H la valeur commune de ces sommes,

(5
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oj) |)(>nira pospf

= - -'. a' -- 4- ''.

el >.y, ?.y', oy" seiont les angles BMA, B'iMA', B"MA" sous lesquels

on voil de M les trois segmenls AB, A/B', A"B". En substituant

ces valeurs de a, p. ... dans les formules (5), on trouve aisément

A H , , A ,15

ce qui permet d'écrire, en achevant de (ixer les sens,

lane: - ^ <e'(Y r \ lane- — «f-'^T 'Y"'.

Ces inconnnes une lois fixées, on peut établir le Tableau suivant :

[
A A' . „ A" . . ,

l lanj;— = ie''~ -.'
. lai»;; — =-. /r"T Y' lanfi — -- ^ ?^"Y-Y

',

(H) .

^

i t! . B' . ., „ B" . ., „
/
tan^ - -— /r' V * 7 . tang - rrz;(?'(Y+Y, lanj; — rrz i<?'(Y+Y »,

\ ' }. :>. X

qui fournil déjà des ielali(M)s

^9.'

entre les distances de M aux ditlérenls points fixes. iNous verrons

pbis loin des résultats pins coinpiels : mais, dès à présent, la relatiou

B'
tang —

A
lan^ -
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Si mainter)ant nous calculons AB par la formule

cos AB = cosAcosB + sin A sin B cosi-/.

nous aurons. «!n remplaçant les lignes Irigonomélriques de A et

de B par leurs valeurs déduites des é(|ualioi)s (8).

(m . AB (('2'Y" e^'l ) ( tf^'Y"-- «--2'Y )

cos' . =: - -

, A B . A . li

COS'^ — cos"^ — SUl- — Slll* —
2 2 2 2

el. de inén)e

A' ,B' . \' . B'

>. 1 }. X

. B A B . A
sin*— cos'^— cos^— sin' —

Ali 2 2 2 «

• B" „ A"
sin-— cos^—

en tenant compte des relations (9). Ces résultats sont bien d ;t( < ord

avec la formule (3) déjà établie.

En extrayant les racines carrées et faisant les permutations indi-

<|uées au n'^183. on obtient les formules comprises dans le Tableau

suivant :

('••'.,)

Ces relations entre les distances constituent noire troisième théo-

rème fondamental. On en déduit les relations suivantes :

AB A'B' . AB' A"B" . AB . A"B"
(iti (OS cos =^ I . sn» cos =1, siti sni — 1,

2 >. 2 2 2 >.

entre les élémenls fixes.

Remarquons, d'ailleurs, que la formule (• 1) peut s'<''crire

AB _ cos- Y — cos^y" _ cos 2 Y — cos2y"

VI5
l'OS
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On déduit aisément des équations précédentes les suivantes :

A 4- sB AB A' -eB'
CO? = COS COS y

^''^
^

. A--3B . AB . A"-
Si II = sin sin

£ désignant lunité positive ou négative conime on voudra. Ainsi

les trois sommes A + sB, A'H- sB', A"+ sB" sont fonctions l'une

de l'autre. En d'autres termes, toute conique spliéi'ique qui admet
pour foyers Vun des trois couples A, B: A', B' ; A''B" admet aussi

les deux autres.

135. Au n" 131, nous avons établi une formule très simple pour

l'aire du triangle sphérique. On a

A B
I -f- tan" — tan» — e--n

A B
1 -H tang — tang — ^!-'Y

Ici.
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Enlîn, la formule

Sabm+ Sa,, m = '>. BAM -^- a MB.V = 2 X,

qui donne la somme S des angles à la base du Iriangle sphérique

ABM. nous conduira à la relation

, ,,.v '•(!' /•// [d\v\'
(19) e^'- =

1"
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iriangle sphérique a' b'M, qui a pour sommets un point M quelr

conque du cercle et. les deux points a' . h' diamétralement opposés

à A', !)', demeurera constante quand le point M se déplacera sur

le cercle. Supposons que le point M \ienne en un des points V, B',

en A' par exemple; le triangle se réduira évidemment iin Insean

formé par le grand cercle A'Wa'b' et le grand cercle tangent

en A' à (C). Ainsi, son aire sera égale an double de l'angle A' sous

lequel la tangente à (C) en A' coupe la langente en ce point au

grand cercle A'B' a'b'.

Considérons les deux points A, B associés ii A', B': si Ion fait

une projection stéréographique de la sphère en prenant le point

de vue sur le grand cercle A'B', le cercle (C)se transformera en un

<;ercle (C), les points A'. B' deviendront deux points y.\ 3' du

cercle (C) et les points A, B deviendront les deux points 7., |i

associés à a', [3'. Quanta l'angle A', comme la projection conserve

les angles, il sera égal à l'angle a' sous lequel le cercle YC) coupe

la droite yJ [i' . Or, dans le plan, d'a| rès la ("ormide 1 38^ du n" 98.

où l'on peut évidemment remplacer lan^lc IVMA' pai- a . on a

/'a et /p désignant les distances d'un point quelronquc m du plan

aux points a, ^.

Si l'on revient à la sphère, et si l'on ien)arqueque le point de \nv

est dans le plan perpendiculaire sur le milieu de la droite ajîi, le rap-

port— sera remplacé par — > /a et /'b désit;nant les (lisi;in(<*s du

point M de la sphère dont m est la projection aux poinlN \ cl B :

et comme a' est égale ;'i A', c'est-à-diie à la moitié de l'aire du

Iriangle a'b'M, on retrouve bien l'équation

/•y -Sn»//>l

c'est-à-dire la formule (22).

Cette démonstration présente quelques difficultés (pianl aux

signes, mais elle nous montre bien l'origine de la proposition :

c^est le théorème de Lexell qui esL^ en Géométrie sphérique

.

Vanalogue de la propriété du segment capable dans le plan.
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138. Les propositions précédenles nous permettraient d'appli-

quer, sans aucune modification, aux coniques sphériques la méthode

qui nous a donné (n" 102) les propriétés focales des coniques

planes. Nous allons montrer comment elles conduisent aux.

propriétés de certaines courbes sphériques dont la définition

est analogue à celle des courbes planes que nous avons étudiées

précédemment (Livre II, C^hap. I).

Faisons, suivant les procédés habituels, la projection stéréogra-

phique de la sphère. Si P est le pôle et (E) le plan de l'équateur,

désignons par d el B les deux génératrices rectilignes du premier

et du second système qui passent en P. Tout plan passant par le

pôle et par une génératrice recliligne du second sjslèine S, con-

tiendra d. Par conséquent, les projections stéréographiques des

génératrices du second sjstème seront des droites isotropes allant

passer par le point à l'infi^ni sur d, c'est-à-dire par le point 1 de

l'équateur; et, de même, les projections stéréographiques des géné-

ratrices du premier système seront des droites isotiopes qui iront

passer par le point J de l'équateur. Ces remarques donnent tout

de suite la propriété (ondamentale de la projection stéréographique.

Car, si deux courbes se croisent en un point M de la sphère, le

rapport anharmonique de leurs tangentes et des deux génératrices

rectilignes qui se croisent en M devient, en projection, le rapport

anharmonique des deux tangentes aux courbes planes qui sont la

projection des courbes sphéricpies et des deux droites isotro|)es

(|ui passent par leur point de concours; en d'autres termes, les

angles sont conservés, au signe près, dans la projection

stéréograpliique.

139. Considérons, dans le plan, les courbes définies par l'équa-

lion

(24) K,R,...R„,--=/.rir2.../>,

où Ra, ri( désignent les distances du point de la courbe à des [)ôles

lixcs. Pour fixer les idées, nous supposerons

/>^ m.

Comme la dislance de deux points A, B sur la sphère est liée à

D. i5
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celle de leurs projeclions stéréographiques a, b par la relation

AB
OA.OB

= h ab^

OÙ O désigne le pôle et h une constante qui dépend du rayon de la

sphère, on voit que l'équation précédente se transformera dans la

suivante :

—

—

m—p
(25) RiR2...R,«=Â-,0M r,r....rp,

où Ra, f'k désignent de^ dislances à des points fixes de la sphère,

et qui est pareille à celle que nous avons obtenue pour le plan.

Seulement la présence du fadeur OM nous montre que le point

de vue O sera devenu un pôle multiple d'ordre m — /?; en sorte

que, pour les courbes spliériques, nous devrons supposer que /e

nombre des pôles est toujours le même dans les deux séries.

Au reste, si l'on prend, pour délerrniner les points, le système

de coordonnées fourni par les génératrices rertilignes, on peut

écrire sur la sphère l'équalion de la courbe définie |)ar l'équation

Ri R2 . . . R/« = A- rx r-2 . . r,„.

Si u et (' sont les coordonnées de M, si a/c, '^k sont les coordon-

nées du pôle de rang k de la première série, yk-, oa celles «l'un pôle

de la seconde, Téquation précédente prend la forme, tout à fait

pareille à celle que nous avons obtenue dans le plan,

1[(« — a/,)ïJ(t>— p/,) ^ ,, ri(». — Y/,)II(p-S/,)
^ '^ Il(a,.-P/,)

"

n(Y/,-ô/,)

Mais il est inutile de recommencer la théorie. Il suffira de se rap-

peler les propriétés des courbes planes.

Nous avons vu que, si une courbe plane réelle est, définie par

l'équalion

Ri R2 . . . R/« = A" /'i . . . /'/H,

elle conserve cette définition : i" avec une infinité de systèmes de

pôles réels dans les deux systèmes; 2" avec une inlinilé de sys-

tèmes de pôU'S imaginaires tels que chaque pôle A^ de la première

série soit imaginaiie conjugué dun pôle Bk de la seconde. Ces

résultats s'appli(|U<nt immédialenK-nt aux courbes sphériqiies.
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Mais, avec le second système de pôles, on peut appliquer la for-

mule

- _ e
,

et, comme lorsque \/,, B/; sont imaginaires conjugués, a^ et b]^ sont

réels, on voit que la définition se transforme et que la courbe

devient le lieu d un point M formant avec m segments réels des

triangles sphéri(|ues pour lesquels la somme des aires est constante.

Ou [)eut donc énoncer la proposition suivante, simple consé-

quence des propositions établies pour le plan :

Une. courbe sphériqae peut être définie par Vuiie ou Vautre

des propriétés suivantes :

Ou bien elle sera le lieu des points tels que le produit de

leurs distances à n pôles fixes de la sphère soit proportionnel

au produit de leurs distances à n autres pôles fixes de la même
sphère.

Ou bien, elle sera le lieu des points M tels que les triangles

sphériques formés par le point M avec n segments fixes aient

des aires dont la somme algébricjae soit constante.

Ouidle que soit celle des deux propriétés par lesquelles elle

sera définie., elle pourra Vêtre à volonté par V une et par
Vautre., et dVune infinité de manières différentes.

Il résulte de «'e (|ue nous avons vu au n" 99 pour le plan que, dans

la première définilion, on peut choisir arbitrairement un des pôles

réels. Voyons re (|ui a lien pour la seconde. Si Ton considère un

des triangles sphériques A/^By^M, il est généralement déterminé;

mais il en est tout autrement si le point M vient coïncider avec un

des points a^, b^ diamétralement opposés à A/t, Ba. Supposons,

par exemple, (jue M coïncide avec a^; l'arc de grand cercle A^y^M

ne sera pis déterminé en position et l'aire du tri-mgle sphérique

sera indéterminée
; elle pourra donc être choisie de manière que

ré(|uation de la courbe soil vérifiée. Ainsi, la courbe contiendra les

extrémités de ton^ b-s segments diamétralement opposés aux seg-

ments A/v, B/i et noii> pouvons éiioncer le résultiil sni\ant :

> ans la seconde définition, les extrémités des segments A^, B^t

doivent être prises sur la courbe diamétralement opposée à la
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proposée^ et l'un de ces segments pourra être choisi arbitraire-

ment.

Appliquons ces propositions à celle de nos courbes qui est Ja

plus simple et pour laquelle il n'y a qu'un pôle dans chaque série.

C'est un petit cercle de la sphère. On siiit, en effet, qu'il peut être

défini d'une infinité de manières par l'équation

R— = const..
r

et le théorème de Lexell nous apprend que, si A, B sont deux

points de la sphère diamétralemenl opposés à deux points fixes du

cercle, le triangle ABM conserve une aire conslanle quand le

point M parcourt le cercle.

Le théorème général que nous avons établi doit donc nous

apparaître ici encore comme une généralisation des deux propriétés

fondamentales du cercle. Mais il y a des cas parliculiers propres à

la Géométrie de la sphère et que nous devons examiner spéciale-

ment. Voici le premier.

140. Supposons que, dans chaque série, les pôles soient en

nombre pair 2/1, et diamétralement opposés. En verlu de l'équa-

tion

RaR«= 2^A,

l'équation de la courbe prendra la forme

(27) D,D2...D„= Krf, ^2 ...«?«,

Da, d/f désignant les distances du point M à deux séries de dia-

mètres fixes de la sphère.

Ces courbes particulières jouissent de toutes les propriétés géné-

rales de celles qui onl été définies plus haut. Elles peuvent êlrc

définies avec une infinité de ssstèmes de 2/1 pôles ou de 2/1 seg-

ments; mais il J a lieu de se demander si leur équation peut

conserver la forme (2^) avec d'autres systèmes de rayons.

En d'auires teimes, parmi les systèmes, en nombre doublement

infini, de pôles que l'on peut substituer aux pôles primitifs, yen

a-t-il pour les(|uels les pôles soient encore diamétralement opposés

dans chacune des deux séries?



SEGMENTS ASSOCIÉS SUR LA SPHÈRE. 229

Pour répondre à cette qi^eslion, nous remarquons que, dans le

cas qui nous occupe, l'équation (26) prend une forme particulière.

Soienl par exemple cik-, ^k les valeurs de a et de v pour un pôle de

la première série; pour le pôle diamétralement opposé, ces valeurs

seront interverties fjk e\.o.k\ de là il suit qu'en posant

;t d e même

?(«)=" -,
^A-— HA-

j(u)—k\\
7/.— Ok

l'équation de la courbe sera

(•.>.8) cp(«)?(^^)=/(«)/(^')-

En lui appliquant notre méthode générale, nous pouvons l'écrire

= [/(")->^>(")][/(0+>^?(0]-

Si donc on prend ).= )/, on lui conservera la forme qu'elle avait

primitivement. Ainsi, quand une courbe est représentée par

Véquation (27), elle peut être définie de la. même manière avec

une infinité de systèmes de rayons. Les nouveaux pôles qui

servent à la définir sont donnés par les équations

(;jo) o(ii) + X/(k) = O, «(i--) H-X/(l') = o

[Ujur le premier groupe et

(3i) f(u)^K'^{u) = o, /((')-+- >,cp(,') = o

pour le second. On voit aisément qu'ils sont réels dès que \

est réel ; les uns et les autres sont sur la courbe

(39.) ?(w)/(»') — ?('')/(") = 0,

<pii contient le cercle de l'infini, caractérisé parla relation u -- <*.

Si. au lieu de supposer \ réel dans les équations (3o) et (3i), on

piciul j)oui), une imaginaire de module i, on verra (|iie les pôles

de la première série sont imaginaires conjugués de ceux de la

seconde ; et, en vertu de notre troisième équation, on pourra trouver

n segments réels Ay^, B^ tels que la somme des angles à la base des
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triangles Ay^B^M soit constante. Réciproquement, cette propriété

entraînerait la première.

Parmi les courbes les plus simples apparlenanl à cette catégorie

se trouve une conique que nous appellerons la conique de Chastes.

Elle est le lieu des points tels que le rapport de leurs dislances à

deux rayons de la sphère soit constant. Elle conserve cette propriété

avec une infinité de systèmes de rayons, tous situés dans le même
plan que les premiers ; et elle est aussi le lieu des points tels que la

somme des angles à la base du triangle sphérique ayant pour

sommets le point de la courbe et deux points fixes qu'on peut

choisir d'une infinité de manières soit constante.

141. Nous devons envisager maintenant un autre cas particulier

remarquable : c'est celui oii les pôles de l'une des séries sont dia-

métralement opposés à ceux de l'autre. Alors, d'après l'équa-

tion (21) du n° 136, on pourra choisir n segments fixes tels que la

somme des angles sous lesquels on verra ces segments d'un point

quelconque de la courbe soit constante. D'après la formule (21),

l'équation de notre courbe prendra la forme

nv,. >•„',.
(33) ez^ATMiu^^TT

A *-
"A-

où, en introduisant les coordonnées u et ^',

(34) f{u)^{v)=--e-^i'^fii>)o{a).

On peut l'écrire comme il suit :

[cp(M) + Àe'V(M)][o(p) + X'e-'/'/(p)]

Pour qu'elle puisse conserver la forme qui lui a servi de défini-

tion, il faut et il suffit que les deux polynômes

o(u)-^le'''f{u), 0. ( f ) -f- X e-'f\f{ v
)

aient les mêmes racines^ ce qui exige que l'on ait

e2^'/< = i.

Si celte condition est remplie, on obtiendra une infinité de solu-

tions.
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Si on FinLerprète à l'aid^ de la relation (33), on voif qu'elle

exprime que la somme des angles sous lesquels du point M on voit

les n segments est un multiple de tt. Cette conséquence résulte

aussi de ce fait qu'alors la courbe donnée doit contenir le cercle

défini par l'équation u = v, c'est-à-dire le cercle de l'infini. Son

équation prend la forme

(31j /(«)'f(0-/(^)?('0 = o.

Parmi les courbes appartenant à cette catégorie, la plus simple

est le lieu des loyers des coniques spliériques tangentes à quatre

grands cercles. On peut lui appliquer presque tous les développe-

ments que nous avons donnés dans le cas du plan (n" 100).

142. Nous signalerons enfin une relation remarquable entre les

deux cas particuliers que nous venons d'examiner.

Reprenons l'équation de la courbe définie par la relation (a'i)

entre les distances D^, d^ à deux séries de droites. Si, dans

l'équation (29) de celle courbe, on prend X=i,X'=— 1, et si

l'on pose

9(«) ~-f{u) = *(«), cp((.)--/(0 ^ F(v),

l'équation devient

(36) 'P(u)F(v)^~^(v)F(u).

Ce n'est pas tout à fait la forme (35) que nous avons obtenue

plus haut. Mais il suffît, pour obtenir la concordance, d'élever

l'équation précédente au carré, ce qui donne

Alors tous les pôles deviennent doubles et la courbe peut être

définie comme le lieu des points M tels que la somme des doubles

des angles

A/, MB/,

soit égale à un multiple de - qui sera nécessairement impair.

On aura donc
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Dans le cas de la conique de Ghasles, il y aura un seul angle et

la conique sera le lieu des sommets des angles droits dont les

côtés vont passer par deux points fixes. Celle définilion sera

d'ailleurs unique.

La même conclusion s'applique au lieu des sommets des angles

constants dont les côtés passent par deux points fixes. Cette courbe

est la plus sim|)le de celles qui rentrent dans la catégorie con-

sidérée plus haut, et nous avons vu quelles ne sont susceptibles

d'autres définitions de même nature que si la somme des

angles A/i^MJ3/t est un multiple de ir.

143. Il ne nous reste plus qu'un mot à dire du système ortho-

gonal qu'on peut former avec les courbes précédentes. Nous nous

bornerons aux énoncés suivants :

l^es courbes lieux des points pour lesquels il y a un rapport

constant entre les produits des distances à deux séries de pôles

fixes A,, Ao, ..., A„. B,, B25 ••.? B« sont coupées à angle

droit par les courbes lieux des points tels que la somme des

aires des triangles sphériques ayant pour sommets ce point et

deux des points au-, bu diamétralement opposés à Aa cl à 1>a, soit

constante.

Les courbes lieux des points pour lesquels il y a un rapport

constant entre les produits des distances à deux séries de

rayons fixes OA, ...,0A„, OB, ..., OB,, sont coupées à angle

droit par les courbes lieux des points tels que la somme des

angles A/tMB^ soit constante.

Ce dernier théorème, énoncé dans le cas le plus simple. |)rend

la forme suivante :

Les coniques sphériques lieu des points pour lesquels le rap-

port des distances à deux diamètres fixes OA, OB est constant

sont coupées à angle droit par les courbes du quatrième ordre

lieux des points M pour lesquels les deux grands cercles MA , M 1>

font un angle constant.

C^est une seconde généralisation de la pro])riété du segment

capable dans le plan.

iài. En terminant, nous indiquerons en quelques mots une
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transformation que Ton pe^t faire subir aux propositions précé-

dentes.

Substituons aux courbes définies par l'équation générale leurs

courbes polaires. Elles peuvent évidemment être définies comme

enveloppes d'un grand cercle qui fait avec deux séries de grands

cercles fixes des angles variables a,, ..., a„j et [5li, ..., [j/m liés par

la relation

(
3- 1 siii «1 sut - a,. . . sin - 7.,,, = k sin li .'<in — 3-, ... sni - j,„ •

2 i>.
' >. •>

' 2 2

Alors, si l'on se rappelle que, dans une telle transformation,

l'aire d'un triangle est remplacé par le périmètre du triangle polaire,

notre théorème fondamental du n" 139 prendra la forme suivante :

Si une courbe est Venveloppe cVun grand cercle qui fctit^

avec deux séries de grands cercles Jixes^ des angles a/^, ^y^ liés

par une relation de laforme (^S-)^ elle conservera cette définition

avec une infinité d^auties systèmes de grands cercles fixes^

l'un d''eux pouvant être choisi arbitrairement. De plus, elle

pourra être définie^ d^ une infinité de manieres, comme Cenve-

loppe d' un grand cercle quiformera avec n couples de grands

cercles fixes n triangles sphériques pour lesquels la somme des

périmètres sera constante. Réciproquement, cette définition

entraînera la première.

iSous voyons ainsi que la méthode des figures supplémentaires

établit un lien entre les propositions de Géométrie plane que nous

avons dû étudier séparément aux Chapitres 1 et II de ce Livre.

Il y a là un exemple intéressant des services que la Géométrie

sphérique peut rendre à la Géométrie dans le plan.
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LES THÉORÈMES DE PONCELET.

CHAPITRE I.

ÉTUDE D'UN SYSTÈME PARTICULIER DE COORDONiNÉES.

Définition du système de coordonnées que l'on va étudier. — Les lignes coor-

données sont les tangentes d'une conique. — Comment on est conduit à ce

système. — Représentation étudiée par Chasles d'une surface du second degré

sur un plan double. — Représentation des sections planes, des génératrices

rectilignes. — Examen de diverses équations; équations symétriques par rapport

aux deux coordonnées; équations non symétriques. — Emploi du système pour

montrer que certaines formes typiques contenant en apparence le nombre de

constantes nécessaire sont impropres à représenter une courbe du quatrième

degré.— Couri)cs passant par les intersections de deux systèmes de n droites.

—

Cas où ces droites sont tangentes à une conique. — Si un quadrilatère inscrit

à une conique est circonscrit à une autre conique, il y a une infinité de qua-

drilatères ayant la même propriété. — Applications du théorème général con-

cernant les courbes du troisième degré.— H y a une double infinité de quadri-

latères complets dont les six sommets appartiennent à une cubique.— Courbes

dordre n^i passant par tous les points d'intersection de « droites. — Cas oi'i

ces droites sont tangentes à une conique.

14o. A l'occasion de nos définitions relatives aux éléments

métriques, nous avons été amenés à considérer, dans le plan et sur

la sphôre, deux systèmes spéciaux de coordonnées. Dans le plan,

nous avons défini un point par l'intersection des deux lignes iso-

tropes sur les(|uelles il est situé (n" 98). Sur la sphère, nous avons

employé le système de coordonnées formé par les génératrices recti-

lignes imaginaires de la surface. Il est clair que l'on passe de l'un à

l'autre de ces systèmes par une projection stéréograpliique, qui

transforme les droites génératrices de la sphère dans les droites

isotropes du plan de projection. Mais ce mode de projection peut
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être généralisé, et, si l'on prend le point de vue hors de la sphère,

on est conduit dans le plan à un système de coordonnées qne nous

allons définir d'une manière précise et qui mérite d'être étudié.

Considérons, d'une manière générale, une surface queh^onque du

second degré (Q), un point A, hors de cette surface, et un plan (m). Si

l'on joint un point quelconque M de (Q) au point A, la droite AM
rencontrera le plan (717) en un point m et la perspective que l'on

aura faite ainsi des différentes régions de ((^) nous donnera une

représentation de cette surface sur le plan. Mais cette représen-

tation, dont Ghasies a fait une étude approfondie, sera essentiel-

lement distincte de celles que nous avons considérées jusqu'ici.

\in effet, tandis qu'à un point M de la surface correspond tou-

jours un seul point m du plan (w), il corres|)ond au contraire à un

point m de ce plan deux points M', M" de la quadrique. Ce sont

ceux où la droite Am rencontre cette quadrique. Ils peuvent être

réels ou imaginaires ; ils seront confondus seulementsi la droite Am
est une génératrice recliligne du cône (C) de sommet A circons-

crit à (Q), c'est-à-dire si le point m est sur la conique indécom-

posable (Iv) qui est l'intersection du cône (C) par le plan (ra).

liCS représentations de ce genre méritent d'être étudiées. Pour

les distinguer de celles que nous avons envisagées au n"^' 117, on

dit que la surface est repj'ésentée sur un plan double. Exami-

nons ce qui caractérise la précédente.

Toute section plane de (Q), étant doublement tangente au

cône (C), sera re|)résentée sur le pian (ttt) par une conique dou-

blement tangente à (K). Réciproquement, toute conique doublement

tangente à ( K) sera la base d'un cône de sommet A doublement tan-

gent à (Q) et qui coupera, par conséquent, cette quadrique suivant

deux courbes planes. Ainsi, toute conique doublement tangente

à (K) est bien la représentation de deux sections planes de la sur-

face.

Les génératrices rectilignes de (Q) sont toutes tangentes au

cône (C), elles se projettent donc suivant les tangentes à la

conique (K). Réciproquement, toute tangente à (R) est la

projection de deux génératrices rectilignes de ((^) qui appar-

tiennent à des systèmes différents.

146. H suit de là que, si Ton emploie, pour déterminer les points

de la quadrique, le système de coordonnées formé par les deux
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systèmes de génératrices, réelles ou imaginaires, il aura pour

représentation, d;ins le plan (ht), un système de coordonnées dans

lequel chaque point sera déterminé par l'intersection de deux

tangentes à la conique (K). C'est ce système que nous allons

étudier.

Ecrivons l'équation de la conique (K) sous la forme

(0 J''
— •3"-3 =^ O,

il est clair que l'équation

(2) p- ce — JLpy-t-z = o,

OÙ p désigne un paramètre variable, représentera une tangente

quelconque de la conique. Les paramètres p et p, des deux tan-

gentes qui passent en un point arbitraire (x,y,z) du plan seront

déterminés par l'équation précédente, en sorte que Ton aura

(3) j

2^=^(0-4-?,),

l
z ==ot;ppi;

p et p, seront les coordonnées du point dans le système de coor-

données considéré.

Avec ce système, l'équation de la conique (R) prend la forme

(4) (p-p,)2^o= ^^-^'j-^""^

qui était évidente a priori.

Si donc on ajoute aux coordonnées homogènes a?, y, z une

quatrième coordonnée f, définie par- la relation

(5) 2^ =:= .rtp— pi),

on obtient l'équatiorj

(6) t'^ = y'^^xz

qui représente une certaine qnadrique (Q) représentée sur le plan

double selon le mode que nous avons indiqué. Le point de vue A
serait le sommet du tétr-aèdre de référence opposé au plan (cr ).

147. Les formules (3) sont symétriques par rapport à p et à p,;

de sorte t^ue toute coirrbe représentée par l'équation homogène

(7) F(a7,j',^) --=0
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sera définie, dans le nouveau système de coordonnées, par l'équa-

tion

parfaitement sjm'''trique par rapport à p et à p,. Cliacune de ces

coordonnées figurera dans Tcqualion à un degré égal au degré

même de la courbe.

Examinons maintenant ce que représente une équation

(9) /(p,pi)=o,

non symétrique par rapport à p et à p,. Gomme on peut l'éciire

/(g, Pi )-h/(Pi,?) __ /(p.p, )—/(;,, p) _—
5

j. 1

on voit qu'elle se compose de deux, parties, l'une syméliiqut; par

rapport à p et à p,, l'autre qui cliange de signe quand on échange

et 0) et qui, par suite, est divisible par p — p, . Ainsi, touie équa-

tion non symétrique peut s'écrire

(10) cp(p,pi)-|-(p - p,) J^(?,?i) =0,

'j et h étant deux fonctions symétriques par rapport à p et à p,.

Il pourrait se faire (jue les deu\ fonctions co et «]> tussent un

diviseur commun, que l'on peut toujours supposer symétrique en

p et p). S'il en était ainsi, on déterminerait ce facteur par les

méthodes usuelles et on l'étudierait à |)art. Nous pouiions donc

supposer dans la s uite (|ue cp et di n'ont aucun faclenr commun ; et,

eomme ils sont symétriques en p etpi, on pourra le^. exprimer

rationnellement en x^y^ z de .sorte qu'en tenant compte de la

relation (4), l'équation (10) prendra la forme indécomposable

(i i) ^^{x,y,z)— (y^—xz) W^-{x,y,z) = o.

Elle représente une courbe qui est tangente à la conKjue (K.)

en tous les points où elle la rencontre et admet comtne points

doubles tous les points d'intersection ties deux couibe> définies

par les équations

(12) *(.-r,jK,-) = 0, W{x,j,z) = o.
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Soit, par exemple,

(i3) A ppi -(- Bp -t- Cpi-H D — G

l'équation la plus générale qui soit du premier degré en p et p,.

II y a lieu de distinguer deux cas :

Si elle est symétrique, c'est-à-dire si l'on a B = C, elle repré-

sente la droite
Az -i- iBy -\- Dx = o

qui est une droite que/conque du plan.

Si l'équation n'est pas symétrique, elle représente la conique

(14 )
[As4-(B + G)jK + Dip]--(B — G)2(j'--^3)=.o,

qui est doublement tangente à la conique de hase. Réciproquement,

toute coni(|ue inscrite dans la conique ( K) peut être représentée

par une équation de la forme (i3), ou plutôt par deux équations de

cette forme ; car on peut échanger p, p<.

Considérons maintenant une équation du second degré en p,p).

Si elle est symétri(|ue, elle peut s'écrire

(l'j) Ap2pf -1- Bppi(p -f- pi)-HC(p-Hpi)'-l-2Dpp,-i-E(p-f-pi) + F = 0,

En se servant des formules (3), on obtient la conique

(16) Az'-4- -iByz-h 4CjK^-t- iD zx -h 'iKxf -^ F x^ = o

qui n'est assujettie à aucune condition.

Si l'équation (1 5) n'est pas symétrique, on peut l'écrire, comme
nous l'avons vu,

<p(p, p,)-+-(p — pi) t];(p, pi) = 0,

CD et 'b étant symétriques et respectivement du second et du pre-

mier degré par rapport à chacune des variables. En passant aux

coorij »nnées homogène-;, on aura donc pour l'équation de la

courbe

(17) ^i(x^y^z) — (y^-~xz) W^(x,y,z) = 0,

^'' et <ï> étant respectivement du premier et du second degré. On
obtient ainsi une courbe du quatrième ordre à deux points doubles

tangente en quatre points à la conique (K.)-
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148. Le système de coordonnées que nous venons d'étudier est

très propre à la solution des questions relatives aux polygones

circonscrits à une conique. Proposons-nous, par exemple, le pro-

blème suivant :

Etant donné un polygone de n côtés circonscrit à la conique

(K.), on connaît les trajectoires de ses n — i premiers sommets;

déterminer la trajectoire du /i"^'"'^.

Désignons par p, p, les coordonnées du premier sommet; celles

du second seiont évidemment p, et pa ; de même, celles des sommets

suivants seront p^ et pg; p3 et p, ; ...
; p„_, et p. Puisqu'on connaît

les trajectoires des n — i premiers sommels, on pourra écrire les

équations qui les déterminent

(18) /(p,pi) = 0, /i(p,,p2)=0, ..., /„_2(p„_2, p„-,) = 0.

Il suffira d'éliminer entre ces n — i équations pi, po, ..., a,i_., et

l'on aura la relation entre p et ^n-\f c'est-à-dire la trajectoire

du dernier sommet.

Supposons, par exemple, que les n— i sommets soient assujettis

à décrire des coniques doublement tangentes à (K). On pourra,

de deux manières différentes, réduire chacune des relations (18) à

la forme homographique

Appi-i-Bp-i-Cpi-}-D = o,

et l'élimination des variables intermédiaires conduira à une relation

de même forme. Ainsi le dernier sommet décrira une ou plusieurs

coniques inscrites à (K.).

Si les sommels du polygone circonscrit étaientassujetlis à décrire

des coniques quelconques, les relations (18) seraient tontes dou-

blement quadratiques et symétriques.

149. L'emploi du système de coordonnées précédent permet

également de montrer qu'il est impossible de prendre certaines

formes typiques comme point de départ pour l'élude de diflerenles

coui'bes algébriques.

Si l'on introduit, par exemple, cinq fonctions linéaires fpiel-

conques A, des coordonnées homogènes x, y, z et cinq cons-
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tantes c/,, il semble ({iie l'une ou l'autre des équations

9.41

(Il «) a-i ai^ a^

-Vi \2 .'V5 i\4 /i.5

a 1 A ['
--- a-i A .]

-;- (^3 A ^ -f- ai A^ + «5 A| =

pourrait représenter la courbe la plus générale du quatrième

ordre, puisque clucune de ces équations contient i5 constantes

arbitraires.

Les raisonnements de ce genre, qui reposent sur une énumé-

ralion des constantes, doivent n'être employés qu'avec la plus

grande précaution. Nous allons voir qu'ici, [)récisément, ils se

trouvent en défaut.

Prenons pour la conique ( K. ) celle (jui est tangerite aux cinq

droites représentées par les équations

A , = o

.

Alors, chacune d<; ces fonctions pourra être mise sous la forme

ki— h] x — -y.hi y -^ z — x{hi— p) (/*/— pi),

et les équations (19) et (20) deviendront

<'".))".

(•'<) )„

Cionsidérous d'abord la première. En la multipliant par

cl [)Osant

elle peut prendre l;i forme

^'9 M ?(p) _ «?(pi)

'f
cl / désignant des polynômes du (piatrième et du cinquième

degré respectivement. Or, ou peut remplacer l'équation précé-

dente par la suivante :

r{?) ?(?i)
/(p)-+-Acp(p) /(pi)-1-A:(f(p,}

16
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et l'on voil que, si Von pose
s

/(p) + ;tc?(p)^P|(p-/,;),
1

on retombera sur une émulation

2^(h(^/ — ?)(/î/ - pi)

absoluinenl de même foiine que l'équation (i9)rt, mais où aura été

introduite une arbitraire /c, qui permettra, par exemple, d'attribuer

à l'une des racines h] telle valeur que l'on voudra. Ainsi, l'équa-

tion (19)^ ne saurait contenir le nombre de constantes nécessaire

pour représenter la courbe générale du quatrième ordre.

Passons à la seconde équation (20). Pour l'étudier, nous adjoin-

drons au polynôme

(21) /(P)='jf[(?-/'/)
1

un autre polynôme

(22) F(? >=£][(?— ;^i/),

1

OÙ les ^/ seront cinq nouvelles constantes. Si l'on pose

et si l'on désigne par ^''(pj un poljnome quelconque du huitième

degré, la théorie des fVactions rationnelles nous conduit à l'iden-

tité

^*'(p,-)

où 0/ désigne l'une quelconque des racines de <ï*(p)- Tenant

compte de ce que *l^(p) est le produit de deux facteurs, nous trou-

vons

2" W(hi) ^ V W(l^i)

f'(h,)F(h,) Zaf(Pi)V'(^o'
1 1

Prenons pour ^"(p) le polynôme

(p-.T — •.>. p7 -+- z)'*,
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I identité précédente deviendra

M'i

( ï\ \

A/

fihi)b\ki) 1
Déterminons iiiainteiianl le polvnoine Vin) par la condition que

l'on ail

( >-4 I

f (hf) P( fi, ' m

qui laissera évidemment subsister une arbitraire dans l'expression

de ¥(u). Le premier jnembre de l'identité (2.)) sera identique

à celui de l'équation (ao), divisé par m, et Ion voit ici encore que

cette équation ne saurait représenter la courbe générale du qua-

trième ordre, puisqu'elle peni être obtenue avec une infinité de

systèmes de constantes.

Pour- résoudre les équations (^^4)» '' suflit de décomposer en

fractions simples la fraction rationnelle

Ou trouve ainsi

y \ :

loO. La métliode (|ue nous avons suivie dans lélude des ques-

tions pr«'cédentes peut être appliquée à des problèmes plus

entendus.

Supposons, pai- exemj)le, (jue Ion ait deux systèmes de /i droites

représentés parles équations

V,A, o, H,li,...B„= o.

L'équation générale des courbes du n"""'' ordre (pii passent par

leur intersection sera de la forme

(•>,(ii A, A,... \„z^^l5,h,...B„.

Examinons l'Iiypotlièse où toutes lesdroito \,. B/, seraient tan-

gentes à une même conique. Alors, on pourra écrire

A/= xiui— p}(ai — p,),

a,,— x(b,,— p)(6/,— p,),
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et si l'on pose

(27) 9(p) = n(p-rt/), '}^(p) = ^In{p — bn),

l'équation de la courbe deviendra

(28) cp(p):?(Pi)=.4;(p)'^(p,)-

Nous avons déjà rencontré (n° 99) cette forme d'équation, et

nous avons remarqué qu'on peut la conserver en introduisant une

arbitraire. Car, si l'on pose

( -29 ) (

l
W(u) — in^( u) -\- m 'i^{u)^

l'équation

(3o) <ï>(p)*(p,) = w(p)wrp,)

sera équivalente à la piécédenle (28).

Ainsi, si une courbe d'ordre n contient les intersections de

deux systèmes de droites^ toutes tangentes à une conique^ elle

conserve la même définition avec une infinité d autres systèmes

de n droites.

Considérons, par exemple, le cas où //=2. On a le théorrme

suivant :

Si un quadrilatère est inscrit à une conique et circonscrit à

une autre conique., il y a une infinité de quadrilatères jouis-

sant de la même propriété.

D'après les équations (29), deux côtés opposés sont définis par

une équation de la forme

o{p) -\- X(j/(p) = (),

où À est une arbitraire pouvant recevoir toutes les valeurs, ce qui

montre qu'ils déterminent une involution sur la conique. Par con-

sé(juent, le point de concours de deux côtés opposés décrira une

droite. Comme celte droite est la polaire du point de rencontre

des diagonales, ce point de rencontre restera lixe.

Nous obtenons ainsi un nouveau cas particulier des théo-

rèmes de Poncelet.

loi. D'autres applications concernent les courbes du troisième

degré. Etant donnée une telle courbe (Cs), coupons-la par deux
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droites quelconques A,, Â.j. Si l'on joint les trois points où A,

coupe la courbe aux trois points où la courbe est coupée par A3,

on obtient trois droites B,. Bo, B.j. Soient

(1 = o

léquation de la courbe et

IJ, =z o, Bj = o, IJj^^O

les équations des Irois droites B,, B^, B;(. L"éi^[uation

<3ii G + AB, 8263 =

représente, quel que soit /r, une courbe du troisième degré qui

contient les points d'intersection de (C;,) et des droites A,,A2. Si

l'on dispose de // de leJle nianière qu'elle contienne un des points

de A, qui ne sont |)as sur la courbe, la cubique représentée par

l'équation précédente coupera en quatre points la droite A|, et

par conséquent la contiendra tout entière. A, sera donc en facteur

dans le |)reinier jnembre de l'équation (3i). Si on le supprime, il

nous restera l'éc] nation d'une conique qui contiendra les trois

|)oint5 où la droite A.j coupe la cubi(]ue (G3) et qui se composera,

par conséquent, de Vo el d'une autre droite A;,. Ainsi, on pourra

cboisir k de manière à obtenii' l'identité

C-A-B,BjB3= A,A,A3,

ce qui permettra d'écrire l'équation de la cubique sous la forme

( 3>.

)

C = — X- B, Bo B3 -^ A, A, A3 = o.

Ainsi,

Elanl (Idiin/w une cubique^ si on la coupe par deux

droites quelconques A,, A2 et que VonJoigne comme on voudra

les trois points d' intersection de la première droite avec la

cubique aux trois points d^ intersection de la seconde^ on obtient

trois droites B,. Bo, B., qui vont couper la cubique en trois nou-

veaux points qui sont en ligne droite, et l équation de la cubique

peut être ramenée à la forme (3y).

('.(tte fonnc fait intervenir six droites A/, B^^ qui ne sont pas en

5^<''iiéral tangentes à une conique; mais, quelle que soit la cubique,

il c^i iiis<- d indiquer des cas particuliers assez nombreux dans les-

fpiels elles satisfont à cette condition.
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Supposons, par exemple, que Jes deux droites A,, A,, aient ô\('-

[)rises coi'ncidenles. 1^' équation (3vi) deviendra

AfA..,— X-BiHoBsz^ o

et elle n'emploiera plus que cinq droites, qui seront tangentes à

une conique. En employant le système de coordonnées qui a pour

base cette conique, la voie sera ouverte à l'applicaliou de la propo-

sition générale. Ici senlemeni, il faudra supposer que »(p) a un

facteur double et prendre

? (?) = ^= — «1 '-'
? — «3)^

<h (p) = ^Ji(p — b,)(p-h,)(p- 63),

<l>(p), W(p) se détermineront ensuite par les foruuiles (-^9).

152. Nous ferons usage de l'un dés résultats précédenls |»our

établir une proposition qui nous sera utile danis la suite.

Etant donnée une cubique quelconque, menons une droite V|

(jui la coupe en trois poinls //?,, /n.,, ni^. Menons la tangente

en /?z,, B,. Elle va couper la conique en un point |jl duquel on

peut mener à celte courl)e une tangente autre que \xni\. Soit m' \c

point de contact de cette tangente. Si l'on joint le point m' aux

deux points /«ot in-i de A,, on oblient deux nouvelles droites Bo, B;.

(|ui, avec B,, jouent le rôle de celles qui figurent dans Téquation

générale (Sa). Donc les deux poinls d'intersection m'.^, /n.^, diffé-

rents de m', mo, /?î3, des deux droites Bo, B3 avec la cubique déter-

minent une di'oite qui va passer par le point m^.

\insi, il existe une double infinité de (/uadrilati'res eoni-

plets nif m' m.^ni^ msm.^ dont tous les sommets sont snr la

cubique.

jNous reviendrons sur celte proposition.

153. Etant données 11 droites définies par les équations

( 33

)

A/ = o, i = i, x. . . . . n,

il est aisé de jnonlrer que l'équation générale des courbes d'ordre

n — I passant par tous leurs poinls communs peut se mettre sous

la forme

Al A2 A„
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(li^ ((o. ..., (fji désignant des constantes arbitrairement choisies.

Soil, en elTet,

C = o

l'é<)iialion d'une telle courbe. L'équation

,:_,., ....„(^^._^)...

représente évidemment, si elle ne se réduit pas à une identité, une

autre courbe jouissant de la même propriété. Car, si G devient nul

pour A/= Vyi-r^o, il en est évidemment de même du premier

membre de l'équation précédente.

Or, on peut disposer des constantes a,, a.2, .-., Un de telle

manière que ce premier membre s'annule pour un point de chaque

droite A,- distinct de ceux où cette droite est coupée par les autres

droites A/;. (3n aurait donc une courbe de degré n — i qui serait

coupée en n points par n droites et qui devrait par conséquent

les contenir tout entières, ce (pii est évidemment impossible,

r^'équation précédente doit donc se réduire à une identité, et

Téquation (34) est bien l'équation générale des courbes de

degré n — i qui passent par tous les points d'intersection des

droites A/.

On rencontre des équations de cette forme quand on considère

les polygones inscrits à une conique. Soient A,, \2, . . ., A/, les

côtés du polygone, pris dans leur ordre, de lelle manière que la

conique contienne tous les sommets \, A^, ..., A, A,^_,, ..., A„ \|.

Si l'on joint le sommet A„ A , au troisième, (piatrième, ...,

n— I
"'"*' sommet, on obtient des droites B, , 83. ••., B„_3. 1.a conique

étant circonscrite aux triangles formés par les droites A,, A2, B,,

puis B,, A3, B^, puis Bo, Ai, Bp. et ainsi de suite, son équation peut

être mise sous les différentes formes suivantes :

(i\ a*
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L'éliininalion des f'oncllous B^ entre ces n — •^ relations conduit

évidemment à une équation de la forme (34). Mais alors cette

équation représente, en même temps que la conique circonscrite

au polygone, une courbe d'ordre n — 3 qui coiUient les points

d^intersection des côtés qui ne sont pas des sommets du poly-

gone.

loi. Ces résultats généraux étant établis, supposons que toutes

les droites A, qui figurent dans l'équation (34) soient tangentes à

une même conique, que nous prendrons pour conique de base.

Alors l'équation (34) prendra la forme

(35)
(p — a/)(p, — ot/)

et si l'on pose

(3ti) y_^^ = ./lL\

l'équation pourra s'écrire, après multiplication par o — o,,

(X-^ /(?) _ /(pl)
\^/ j —7—^ — — •

En répétant un raisonnement déjà fait, on peut lui donner la

forme

(38) —^LLîl ^ liîll ,

/.désignant une constante arbitraire, ce <pii permet d'énoncer le

théorème suivant :

* Si une courbe d'ordre n — i contient tous les points d' inter-

section de n tangentes à une conique, elle contient aussi {es

points d^interseclion d''une infinité d'autres systèmes de n tan-

gentes à la même conique. Chacun de ces systèmes est défini

par Véquation

(39) çp(p)^A/(p) = o,

o/V /.- désigne une constante arbitraire.

iNous avons vu qu'étant donnée une cubique, il sera toujours
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possible de trouver une infinité de quadrilatères complets dont

tous les sommets appartiendront à la cubique. Si l'on admet (|u'il

existe un tel quadrilatère, la proposition que nous venons de

démontrer permettra de les déterminer tous. Il suffira de prendre

comme conique de base une quelconque de celles qui sontinscrites

ins le quadiilatère et d"appli(|uer ensuite la proposition précé-

ite.



CHAPITRE II.

LES Tm.()UI>MI<:S i)K PONCELET.

Application nouvelle du lliéorc'ine cléiiiontré à la tin du Chapitre précédent. Si

un polygone est circonscrit à une conique ( K ) et inscrit à une conique (C),

il existe une suite continue, sinriplement infinie, de polygones satisfaisant aux

mêmes conditions. Par conséquent, il sera, en général, impossible de circonscrire

à une conique un polygone d'un nombre de C('ilcs détermini- inscrit dans une

autre conique.

Ktude de la suite contiiuic de polygones inscrits à une conique et circonscrits à

une autre quand elle existe. Tr)us les points <rinlersecti()n de deux cotés de ces

pol^-^gones décrivent des coniques on des droites. Quand le polygone a un

nombre pair de côtés, les points de (concours des côtés opposés décrivent une
droite et les diagonales joignant les sommets opposés passent par un point fixe

qui est le pôle de la droite. — Application au cas de deux cercles. Condition

pour qu'un quadrilatère circonscrit à l'un soit inscrit à l'autre.

Compléments ajoutés aux résultats précédents par la considération d'une ligne

brisée inscrite dans une conique et circonscrite à une autre conique. — Démons-
tration nouvelle du théorème de Ponceict. — Quand un polygone est inscrit à

une conique (C) et circonscrit à une conique (K), les coniques décrites par les

intersections de ses cc')tés font partie du faisceau tangentiel déterminé par (C)
et par (K); et les coniques enveloppes de ses diagonales font partie du faisceau

ponctuel déterminé par les mêmes coniques.

Kxplication du paradoxe soulevé par les théorèmes de Poncelet. Elle se trouve

dans l'existence de polygone-; dont les côtés sont repliés les uns sur les autres.

Si l'on écrit d'une façon suflisamment précise les conditions auxquelles doit

satisfaire un polygone pour être inscrit dans une conique et circonscrit à une

autre, on obtient un système d"<;quations en nombre supérieur d'une unité à

celui des inconnues.

Quand il y a une suite continue de polygones inscrits à une conique (C) et

circonscrits à une conique ( K ), certains d'entre eux se réduisent à des lignes

repliées. Il y a trois espèces de lignes repliées donnant lieu à des identités

remarcuiables. — Rapports de celte théorie avec celle de la transformation des

fonctions elliptiques.

loo. Â. la lin (Jti Chapitre préciHlent, nous axons tlonné un

théorème général relatif aux courbes d'ordre n — i qui passent

par tous les points d'intersection de ?i tangentes à une conique el

nous avons montré que ces // langentes |)eii\ent, sans que hi

définition de la courbe soit changée, être remplacées par une

infinité d'autres sjstènjes de n langenles dont les paramètres sont
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(loniu's par une é(|iialion de la lorine

(i) o(o) -+-/./( p; ^ ..

où k ilésigne iia [)arainèlre arbitraire. Nous allons niaiulenanl

faire une étude spéciale du c.a^ où Ir polygone formé par les // tan-

gentes \,, A2, .... \,t de la eonicjue (K.^ est inscrit dans une

autre conique qui contiendra, par exemple, les // soniinets A, Ao,

A2A3, ..., \„A,. Nous avons vu ( n" lo'^ ) (jtie cette conique (C)

satisfera à une équation de la forme (.54 ), dans laquelle il sera

permis de substituer à '>2(p) le polygone
'f (p) -h kf(o).

I^our A= o, le polygone dont les côtés sont définis par l'équa-

lion

cp ( p ) = o

sera, d'après lin pollièse, inscrit à la conique (C). Lors(pie / \ariera

d'une manière continue, ré(p«ation (i) déterminera une suite

de polygones (pii, par raison de continuité, ne cesseront pas,

évidemment, d'être inscrits dans (G), et dont les sommets

seront l'intersection de cette conique ((]) avec les tangentes de (K)

dont lc> paratnctrcs seront (b'Iiuis pai' r(''qnation (t). Et ainsi se

Ir'ouve t'iablie, dans le cas général, cl par- une méthode toiil édé-

mentaire, la plus belle découverte de l'oncclei.

Quaiifl lin polygone est circonscrit à une conique (Kj et

inscrit <l<ins une autre conù/ue (G), il existe une suite continue

«le polygones du incme nnwhre de côtés qui satisfont aux
mentes conditions.

Il suit é\idemmenl de là (|u étant données {\eu\ coni(pies (G)

^^ et ( K ), il n V a pas, en général, rie polygone d'un nombre déter-

^K; miné de (•('»l('s inscrit à ((ï) et circonscrit à (K). (^ar. s il c\isiall

^K \\\\ tel polygone, il v en aurait une intinité. On pourrait prendre

^^ arbitraircmenl le sonimel de l'un d'eux. I{n essayant de le cons-

truire, un pourra oblenir de proche l'ii proche ses sommets

IH| successifs: mais il hiudr;i iin<' condition poui- (pie le sommet de

rang // i. par exemple, si le ()ol\gorie doit avoii- // côlés. vienne

eoMKMdei ii\e( U' premier. Ainsi.

Si rou reiit construire un polygoiw d un uoinhrc de côtés

déterminé inscrit dans une conique et circonscrit à une autre

conitiue^ le problème est impossible ou indéterminé.
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Nous reviendrons plus loin sur l'explication de ce paradoxe.

156. Dans le cas où le |)roblèine est possible, nous avons vu

que l'équation (34) du Chapitre précédent représente, en même
temps que la conique (C), une autre courbe (C) d'ordre n — 3. Il

est aisé de montrer (]ue cette courbe (C) se décompose en "
~

Il — \ . ...
coniques si ii est impair, en —;— coniques et une droite si n est

pair.

Soil, en eflet,

A p2^0'^ -H Bpp,{ p -;- p,) -+- G(p2-4- p| ) -f- DppiH- E(p -4- pi) -+- F = (>

l'équation de la conique (C). Envisageons le polygone variable

AjAa.-.A,, inscrit à (G) et circonscrit à (K ). Soit p/ le paramètre

du /i"""* côté A,A,_^,. Pour assurer la généralité des raisonnements,

convenons que, si f dépasse n, on aura

Alors, en vertu de l'équation de la conique (G), deux paianièlres,

consécutifs seront liés par la relation

( '2
) A p ? p ?+ , -f- B Pi p/.^, ( p,- -4- p,-^., )

-h C ( pf -f- p;v , )
+• D Pi p^^,, -+- E

( Pi -4-
P/+1 )-^V =^o.

D'après cela, on voit que, par des éliminations successives, «m

obtiendra une relation algébrique entre deux quelconques des

paramètres p^, par exemple entre p/ et pz+zi. Examinons quelle

est la nature de celte relation.

Si l'on se donne le côté A/A/^, c'est-à-dire le paramètre p,,.

l'équation (2), qui est du second degré, nous fera connaître les

paramètres p/^, et p,_, des côtés adjaceiUs. Si a désigne un de

ces deux paramètres, toutes les équalions de la forme (2) nous

feront connaître les paramètres suivants en fonctions rationnelles

de u et de p/. De sorte que l'un quelconque d'entre eux sera de la

forme
p/±/, = F/,(p,-, u),

Vh désignant une fonction rationnelle de a et de p,. Donc p/+A, p/_A-

seront déterminés par une équation

C^; H(p/)pji/,-4-K(p/)p,--/,-4-L(p/) = 0,
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OÙ H,'K, L seronl tles fondions rationnelles de p,. Prenons, dans

celle équation, k avec le signe +, ce qui donnera

Cl) H (p/ '?!+/. -i- K(p,-)p,-+/,-+- L(p,-) = o;

puis remplac-ons t par i— k. ce (jui esl permis puisque l'équation

précédente a lieu poui- toutes les valeurs de /,-; nous aurons

( ^ ) H (p,-_ 7, ) ?;- + K ( ( p,_/, ) Oi^ L ( p,--/, ) = o

et cette écpialion devra être compalible avec la suivante :

(6; H( p/)p?_/,-f- K(p,)p/-/,-i- L(p/) = o

que l'on obtient en prenant le signe — dans l'équation (3). Pour

que les deux relations précédentes soient équivalentes, il laut évi-

demment qu'elles puissent être ramenées à une forme dans laquelle

elles seiont doublement quadratiques et symétriques par rapport

Ce point étant établi, et nous y serons conduits plus loin d'une

autre manière, nous pouvons énoncer la proposition suivante :

Le point tV inierseclion de deux côtés de rang i et i-\- k du

polygone variable inscrit à (C) et circonscrit à ( K) décrit aussi,

quand on donne à k une valeur fixe, une conique, comme le

point dUnterseclion de deux côtés consécutifs.

157. Il y a cependant un cas |)arliculier qu'il convient de signaler

à pari. Si le polygone variable a un nombre pair de côtés im,, il

est clair qu'à un côté de rang i ne correspond qu'un côté de

rang i±m. Par conséquent, la relation entre p, et p/_|.,„ sera seule-

ment du premier degré, et comme elle est symétrique, le point

d'' intersection de deux côtés opposés du polygone décrira une

droite.

Il suit des propositions [)récédcnles (pie, si // esl impair, la

courbe (C) définie plus liant (u" lo.'î) se décomposera en co-

niques et que, si n est pair, elle se décomposera en coniques el

une droite.

Examinons plus particulièrement le cas oii n est pair. Puisque

le point de concours de deux côtés ()ppos('s (b'crit une droit(> d^
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la droite qui joint les points de contact avec ( K) de ces deux

côtés va passer par un point fixe O, qui est le pôle de d par

rapport à (K). Nous allons montrer que ce point O a même polaire

par rapport à (C) et à (K); qu'il esl, par (conséquent, un des

sommets du triangle conjugué commun à ces deux coniques.

On peut présenter le raisonnement qui établit ce résiillat essentiel

sous une forme qui le rendra plus intuitif. Employons une homo-
graphie ou une perspective qui rejette à l'infini la polaire d àe O
par rapport à (K); () deviendra le centre de cette conique. Le

poljgone circonscrit aura maintenant ses côtés opposés parallèles,

puisque la droite qui joint leurs points de contact passera par le

centre. Il sera donc symétrique par rapport au point O, et par

suite les diagonales (pii joignent ses sommets opposés passeront

par ce point. La conique (G) circonscrite au polygone aura, elle

aussi, pour centre le point O, puisque plusieurs de ses cordes

auront leur milieu en ce point. Ainsi, O aura même polaire par

rapport aux deux coniques; et celte propriété, par sa nature, se

conservera lorsqu'on reviendra à la (igtiie primitive.

158. Supposons, par exemple, que les coniques (C) et (K)
soient des cercles. Hors, les sommets du triangle conjugué sont le

point à l'infini sur la direction perj)endiculaire à la ligne des

centres et les centres des deux cercles de rayon nul qui passent

par l'intersection des deux ( ercles proposés.

Si l'on demande qu'un quadrilatère ABGD circonscrit à (R) soit

inscrit à (C), on aura donc le choix entre deux hypothèses.
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Dans la première, I un tics quadrilatères circonscrits à (K.) aura

la position indiquée dans la figure 19, les deux diagonales AC
et BD allant concourir au sommet du triangle conjugué qui se

trouve à l'infini. Le cercle (C) sera celui qui sera circonscrit à ce

quadrilatère. On reconnaît immédiatement qu'il doit passer par

t le centre >' de (K), le (|ua(lrilaière BvDC étant évidemment

inscriptible.

Dans le second cas, l'un des quadrilatères circonscrits à (K) aura

la position indiquée dans la ligure 20. Pour qu'il soit inscriptible, il

Fisr. 30.

faudra que les angles B et D soient droits. En exprimant que les

deux angles BAC et BCA, dont les sinus sont p; -. et — -,,^ R — <f R -f- <z

R désignant le ravon du cercle (C), /• celui du cercle (K) el d la

distance des centres, sont complémentaires, on obtiendra la

relation

I II
/•-

"^
(R — dy-

'^
{ \\'\-df''

159. Revenons au théorème général. Nous avons vu que tous les

points d'intersection des côtés du polygone variable inscrit à ((j)

et circonscrit à (K) décrivent des coniques. Nous savons d'ailleurs

(n" 89) (pi'il existe plusieurs coniques par rapport auxquelles (C)

et (K) sont polaires réciprofjues l'une de l'autre. Si nous elTecluons

celle transformation de (C) en (K) et de (K.) en (G), aux polygont's

inscrits dans (C) et circonscrits à (K) correspondront des poly-

gones qui jouiront des mêmes propriélrs : mais aux points

d'interseclion des côtés du polygone primild cot lespondronl
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mainleuaiil les diyj^onales du second. Gomme elles sont les

polaires de points qui décrivent des coniques, elles envelopperont

d'autres coniques qui seront les polaires récipr()(|iic> des pre-

mières. Kn particulier, comme nous l'avons démontre directe-

ment, quand le polygone sera de degré paii-, les diagonales qui

joindront les sommets opposés passeront par un point (ixe. Ainsi,

Quand il y a une suite continue de polygones inscrits dans

une conique et circonscrits à une autre, les diagonales de ces

polygones envelopperont des coniques. Quand les polygones

auront un nombre pair de cotés, l'enveloppe des diagonales

<iui joignent deux sommets opposés se réduira à un point, qui

aura même polaire par rapport aux deux coniques.

160. On peut compléter quelques-uns des résultats précédents

et obtenir une démonstration nouvelle du théorème de Ponceleten

raisonnant de la manière suivante :

Supposons que, d'un point quelcon(|ue de la conique (G), on

mène à laconique (K) les deux tangentes qui passent par ce point;

(jue, des nouveaux points où ces tangentes coupent la conique (G)

on mène de nouvelles tangentes à la conique (Iv) et que l'on con-

tinue ainsi indéfiniment de manière à former une ligne brisée ins-

crite dans (G) et circonscrite à (K); cette ligne brisée sera indéfinie

en général et pourra être prolongée dans deux sens différents. Si

M est un point quelconque de (G), nous désignerons par p et p, les

paramètres des tangentes de (K) qui se croisent en M^ c'est-à-dire

les coordonnées de M; celles du point M, où la tangente de para-

mètre p4 coupe (G) de nouveau seront p, etoo; celles du point !V1_|

où la tangente de jiaramètre p coupe (G) de nouveau seront p_i

et p; et ainsi de suite; en sorte que la ligne brisée M_AM_/i^i ...

V[_,MM, Mo ••• M^'... sera telle que p, sera le paramètre du côté

Mj_, M,, i étant positif^ nul ou négatif. Si la ligne brisée se fermait,

il suffirait de supposer (pie Ton a r)^_^.=z Oi pour toutes les

valeurs de /; elle se réduirait alors à un pol^'gone de n cotés

inscrit dans (G), circonscrit à (K).

Puisqu'elle est inscrite dans (G), les cooidonnées de chacun de

ses sommets vérifieront l'équation de cette courbe; cest-à-dire

que deux paramètres consécutifs p,, p,_,., satisfeionl, quel que soit i,
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à une relation de la forme suivante :

(7) f (?i-9i+\) =f {?uu9i) = ^9f pUi -+-Bp,-p,vi(p/-f-p/+i)

^ C(p2+ p?^,) 4- Dp,-p,-+,-+- E(p,-4- p,vi)-4- F = o.

Nous allons montrer, de même, que toutes les intersections
de deux tangentes dont le rang diffère de k et dont les para-
mètres sont, par conséquent, p„ p,^,t, demeurent sur une même
conique (Ca_,), lorsque la ligne brisée se déplace, c'est-à-dire

qu'il existe entre p, et p,^yt une relation

tout à fait semblable à la précédente (7), quel que soit i, positif
ou négatif.

En effet, l'équation (n) étant vérifiée pour toutes les valeurs
de i, nous pouvons écrire les deux relations

f(?i^Pi+0 = o, /(p,-,p,_i) = 0.

Si nous éliminons
p, entre ces deux équations, nous obtiendrons

une relation du quatrième degré par rapport aux deux variables

?i-i,Pi+, ;
mais le facteur p,_, — p.^,, qui était évident a priori,

apparaîtra immédiatement dans la résultante, où il sera élevé au
carré. 11 restera donc une équation doublement quadratique

qui sera évidemment symétrique par rapport aux deux variables
et qui se changera dans la suivante :

^^) /i(p/,p/+î) = o

quand on remplacera / par i+ i. C'est le résultat que nous avons
annoncé, pour le cas le plus simple, celui où l'on a A-= 2.

Supposons maintenant que la proposition ait été établie jusqu'à
une certaine valeur de A et que l'on ait obtenu les relations dou-
blement quadratiques

/(p,,p,^0=o,/,(p,,p,^,) = o, ...,/,^,(p,,p,^,._,)=o,/,_.(p,,p,;/,)= o.

Nous allons montrer qu'elle subsistera lorsqu'on augmentera k d'une
unité. En effet, pour obtenir la relation entre p, et p,+A+,, il faut

D.
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éliminer p,^^yi entre les deux équations

(9) fk-\ (pi, Pi+k) = O, fipMc, P/+-/, + l ) = (>.

L'élimination conduira à une équation

(•oj *(P6Ph-/,-)-i) = «,

entre p, et p/^/f^.!, du quatrième degré par rapport aux deux varia-

bles qu'elle contient. Mais comme la seconde des équations (9) est

vérifiée quand on j remplace 0,+^+» par P/+A-i l'équation précé-

dente devra l'être aussi quand on effectuera la même substitution,

c'est-à-dire que son premier membre devra contenir le facteur

fk~i{^h^i-\.k-\)\ qui, égalé à zéro, donne la relation entre p, p,4.;t_|.

On aura donc

1 I * =fA-i(pi, pi+k+\ )//ciPi-, P/+^+l )•

C'est le second facteur, doublement quadratique lui aussi par

rapport aux deux variables p/, pj+^+i, qu'il faudra égaler à zéro

pour obtenir la relation cherchée. Comme fk est de même forme

que//!-), //f- 2, • -, notre proposition est démontrée.

161. Nous pouvons ajouter deux propriétés essentielles de ces

polynômes y;f

Comme, d'après la constitution de la ligne brisée, on peut

changer de signe les indices, on aura, en même temps que la

relation

( la) /a-1 ( Pi, pi+k) — o,

la suivante :

(i3) //v-i (pw, p-i-k) —o.

Comme i est quelconque, on peut changer / en — i — k dans la

seconde relation^ ce qui donnera

fk^\{pi+k,9i) = o.

C'est la relation primitive dans laquelle on aurait échangé les

variables. Cette i^elation est donc symétrique par rapport à ces

variables.

D'autre part, en changeant i en — / dans la relation ( i.> ), on a

f/c-l(pi,?i-^A) ^ O-
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On voit donc que les deux racines de l'équation (i'a) en p,^/;

sont pi^i( et pi—k- D'après cela, reprenons la relation entre deux

paramètres consécutifs

/(p/, p,+i) = o.

Si l'on résolvait par rapport à pj+i, on trouverait deux racines

p,_^i etp/_,. Si l'on veut que ces deux racines soient égales, il

faudra que p,- satisfasse à une équation du quatrième degré

F(?/)-o,

que l'on formera très aisément en se reportant à l'équation (7).

D'après les remarques que nous avons présentées plus haut,

0/4.* est une fonction rationnelle de p, et p,+i, on a

et de même
pl-fc— i^A:(pi,pi--l )•

Donc, lorsque pj_, deviendra égal à p<+i, pz+A deviendra égal

à p,_A. Ainsi, c'est pour les mêmes valeurs de p/ que toutes les

équations

(M) //._i (p/,p/+/) = o

auront leurs racines égales.

162. Interprétons géométriquement les résultats précédents.

Puisque les équations

fi,-i{pi,pi+k) = o

sont symétriques par rapport aux deux variables qu'elles con-

tiennent, le point de coordonnées p,-, p/^^ décrii*a une conique

(Ga—i). Gomme, d autre part, les points de cette conique pour

lesquels les deux valeurs de p/^/t deviennent égales sont ceux oij

elle est touchée par une des tangentes qui lui sont communes avec

la conique fondamentale (K), et comme ces points correspondent

à des valeurs toujours les mêmes de p/, nous pouvons énoncer

le théorème suivant :

Lorsqu'une ligne brisée se meut en restant inscrite dans (G)

et circonscrite à (K.), les intersections de deux côtés de cette

ligne dont les rangs diffèrent d'un même nombre k
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demeurent sur une conique (Ca-i), qui est inscrite dans le

quadrilatère circonscrit à (C) et à (K-).

La proposition précédente conduit, comme nous l'avons annoncé,

à une nouvelle démonstration des théorèmes de Poncelet. Soit, en

effet, A, A2 ... Art un polygone inscrit à (C) et circonscrit à (K).

Construisons une ligne brisée A', A., . . . A^^, inscrite dans (C),

circonscrite à (K.) et partant d'un point quelconque A', de (C).

Nous savons que le point d'intersection des côtés A', A., et A^ A'„^,

doit décrire une conique. Mais cette conique doit passer par

chacun des sommets du polygone A)A2...A„; par exemple,

si A'^ vient en A,, h!n+\ vient aussi en A,. Cette conique, passant

par tous les sommets du polygone, doit évidemment se confondre

avec (C).

Le raisonnement ne s'applique pas lorsque n est égal à 3 ou 4-

Mais nous avons traité ces cas directement (n"'86 et 150).

La démonstration précédente est moins simple que celle à

laquelle nous avons été conduits tout d'abord. Mais elle offre

l'avantage de mettre en évidence le corollaire suivant de notre

proposition relative à la ligne brisée :

Lorsqu^ un polygone variable se meut en demeurant inscrit

dans (C) et circonscrit à (K), laconique (C^-i ) décrite par le

point d'intersection de deux côtés du polygone dont les rangs

diffèrent de k est inscrite dans le quadrilatère circonscrit à (C)

et à (K.). De mênie^ les diagonales du polygone enveloppent des

coniques passant par V intersection de (C) etde (K).

163. Ce qui fait l'intérêt des théorèmes de Poncelet, c'est qu'ils

mettent en ésidence, dans un cas très étendu, un de ces pro-

blèmes qui devraient, semble-t-il, avoir toujours une solution et

qui sont cependant impossibles en général, à moins qu'ils ne

deviennent indéterminés. Les remar(|ues suivantes contribueront

à éclaircir ce paradoxe.

Soit

(i5) /(P,Pi) = o

l'équation de la conique (C); nous avons déjà remarqué que, si

l'on exprime que l'équation en p, a ses racines égales, l'équation
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du quatrième degré

(16) F(p)=o

à laquelle on est conduit détermine les paramètres des tangentes

communes à (C) et à (K.). D'autre part, si l'on fait pi = c, l'équa-

tion

(•7) /(P.p) = 0)

du quatrième degré également, déterminera les points communs
à (C) et à (K). Cela posé, s'il existe un polygone circonscrit à (K)

et inscrit dans (G), les paramètres p,, po, ..., p« de ses n côtés

devront satisfaire aux équations

(18) /(pi,p2) = 0,/(p2,?3) = 0, ..., /(p„_,,p„) = 0,/(p„,p,) = O,

qui sont au nombre de nel devront, par conséquent, avoir toujours

des solutions, puisque les valeurs infinies des paramètres ne sont

pas exclues. Il est intéressant d'expliquer comment ce résultat

analytique, qui est incontestable, se concilie avec les théorèmes

de Poncelet.

On voit immédiatement une solution des équations (i). On peut

supposer que tous les paramètres p/ sont égaux. Alors, il suffira

de vérifier l'équation

/(p/,pi-) = o

([ui détermine les points a communs à (G) et à ( K). Le polygone

correspondant aurait tous ses sommets confondus en un point a et

tous ses côtés confondus avec la tangente à (K) en a. Mais il y a

beaucoup d'autres solutions.

La tangente en un des points a à (R) coupe (G) en a et en un autre

point OL^. De ce pointa, on peut mener une seconde tangente à(K)

qui coupera (G) en un point a^. En continuant de cette manière,

on obliendra des points as, «4, ..., a^,, généralement en nombre

indéfini. Si, partant du point a^,, on remonte cette série on obtiendra

un polygone ay,a^_, a/,_2 ••• a, aaa ... aaiag... a^o-, a^, q|ui sera

fermé. Ses premiers côtés formeront la ligne brisée a^ ... a, a ; les

côtés suivants seront formés de la tangente à (K) en a répétée

un nombre arbitraire de fois. Le polygone se terminera par la

ligne aa, ... a^, qui se confondra avec sa première partie.
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Celte hypothèse correspond au cas où l'on prendrait pour les

inconnues p), ..., p^ qui figurent dans les équations (i8) les valeurs

suivantes :

(19) Pl)?2) •••) ?p-i: ppy ?!> •••' ?py 9p-i-> 9p-i^ P2'

qui devraient satisfaire aux conditions

(20) /(p/„p/,)=0, f{pp.Ç>p-y)=0, /(p^_i,p,,_2)=0, ..., /(pj,p,)= 0.

Si k est le nomhre de fois que Op figure dans la suite (19), on

devra avoir
ip -\- k — 3 = rt,

et, par conséquent, on pourra ainsi obtenir plusieurs solutions

distinctes du système (18).

Il y a plus. Si n est pair tout au moins, on peut former des solu-

tions de ce système (18) qui contiendront une arbitraire. Supposons

ti=:'2n' ^ei construisons arbitrairement une ligne brisée a.^^2---^n + \

inscrite à (G) et circonscrite à (K). 11 est clair (jue le polygone

a, ... a„.^, a»'a„'_, ... an a,, formé par cette ligne brisée parcourue

dans les deux sens, donnera une solution du problème et que les

équations (18) seront vérifiées si l'on prend pour pi ... p2«, la

suite

les quantités qui figurent dans cette suite étant uniquement assu-

jetties à vérifier les conditions

/(Pl-?2)=0; /(p2,P3)=0, ..., /(p„'+,,p„') = 0,

qui laissent subsister au moins une arbitraire.

164. On pourrait indiquer d'autres solutions du système des

équations (18); les remarques précédentes suffisent à montrer

qu'elles ne sont pas incompatibles; il reste à expliquer comment

ce résultat s'accorde avec les théorèmes de Poncelet.

Pour cela, nous remarquerons que ces équations (18), dont nous

venons de mettre en évidence certaines solutions, ne traduisent

qu'imparfaitement les conditions du problème. Lorsque nous

envisageons ces polygones circonscrits à (K) et inscrits à (G), nous

supposons implicitement que deux de leurs côtés consécutifs sont
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les deu^ tangenles, en général distinctes^ que Ion peut mener

à (K) du sommet du polygone qui est à leur point d'intersection;

en sorte que, si l'on a trois côtés consécutifs de paramètres p,_i , p^,

P/4.1
donnant naissance aux deux équations

/ ( ?/-! :?i) = O, / ( Pi, pi+t ) = O,

pi—i 6f ?/+! sont les deux racines de l'équation ea u

f(pi,u)r= o.

En exprimant qu'elles sont distinctes, que leur somme par

exemple est celle des deux racines de l'équation précédente, on

sera conduit à une équation de la forme

f' (?/) (P(-i + ?i+\ )
-^- Q( p/) = o.

P et () étant deux polynômes du second degré, cette équation peut

aussi s'écrire

(•AI

?i+i — Pi-t
O,

en sorte que, au système des équations (18), nous devons substi-

tuer le système des /i + \ équations

( .>.7.
) /(pl,p2) = 0. 61 = 0, 0.2=0, 0,,= o,

<jui sont en nombre surabondant.

V la vérité, comme on a

0,
/(P1.P2) -/(pl,P/;j

?2 — Pn

/(p2.p.-t)— /(p2,pl)

0. = f{z„.?l)—f{p„, pn 1)

on obtiendra la relation

0,(p2— p„) -^ 0.2(^3— p,)_+- .. . ^-0„(p, — p„_i) = o.

Mais cette identité ne suffit pas à montrer que l'on puisse sup-

primer une des équations {'à-à). Si l'on a, par exemple.

0,=. 0^ = 0„ 1 = o,
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on n'aura pas nécessairement

il pourra se faire que pi égale pn-t-

165. L'explication précédente du paradoxe soulevé par les

théorèmes de Poncelet offre l'avantage de nous montrer que,

même dans le cas où il y aura une infinité de polygones inscrits

dans (C) et circonscrits à (K), certains d'entre eux, ajantpour som-

mets un des points que nous avons désignés par a et ^, se rédui-

ront à des lignes repliées. Mais comme chacun de leurs sommets

devra être l'intersection des deux tangentes que l'on peut mener de

ce sommet à (K), nous voyons tout de suite que deux sommets con-

sécutifs ne peuvent venir se confondr-g que lorsqu'ils se réunissent

en un de ces points j3 où la tangente à (C) est aussi tangente à (K)
;

alors un des côtés du polygone se confondra avec cette tangente;

et nous voyons, de même, que deux côtés consécutifs ne peuvent se

confondre que si le sommet qui se trouve à leur intersection vient

se placer en un des points a communs à (C) et à (K). Nous ne

trouverons donc que trois espèces de lignes repliées : les unes qui

commenceront en un des points a communs à (G) et à (K.) et se

termineront en un autre de ces points a'; les autres, commençant

encore en un des points a, mais se terminant en un des points [i

de (C) pour lesquels la tangente est comn)une à (G) et à (K);

enfin les dernières, commençant en un des points [i et finissant en

un autre point p', de même définition. Pour les premières, tous les

côtés seront doubles; pour les secondes, un des côtés, la tangente

en ,8, devra être regardé comme simple; pour les troisièmes, il y
aura deux côtés simples, les tangentes en [i et en ^'.

Nous avons vu que les paramètres des côtés du polygone

variable sont donnés par l'équation

(M) cp(p)-+-//(p)=.o,

où /i est un paramètre arbitraire. Supposons d'abord que (p(p) soit

impair; les lignes repliées seront toutes de la seconde catégorie^ et

il y aura, parconséqùent, quatre valeurs de A' pour lesquelles auront

lieu les identités suivantes :

''^
I <p(p) 4- A-,/(p) = (p - PO p:;, cp(p) - /.-./(p) = (p - p,) P^,
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P<, Pa^ P3, P4 étant des carrés parfaits, et p,, (3o, [ia, (^4 désignant

les paramètres des tangentes communes à (C) et à (K).

Si ^(p) est de degré pair, il ne pourra y avoir que des lignes

repliées de la première ou de la troisième catégorie. Celles qui

auront deux de leurs sommets en des points communs à (G) et

à (K) donneront naissance à deux identités de la forme

?(p) + ^-./(p) = Pf. ?(p) + /^^'/(p) = Pi-

Celles qui auront pour sommets extrêmes deux des points [îi con-

duiront à deux identités telles que les suivantes :

(26) ( ?(P) -+- ^"3/(p) = (? - Pl) (? - h) P5.

pi, jSa, [^3, (^4 désignant toujours les paramètres des tangentes com-

munes à (C) et à (R).

166. Les polynômes <2(p) et ./(p). qui figurent dans l'équa-

tion (24) par laquelle on détermine les paramètres des côtés du

polygone, mériteraient un examen approfondi. Leurs propriétés se

rattachent aisément aux relations que l'on peut établir entre la

théorie précédente et celle qui concerne la transformation des

fonctions elliptiques. Ces rapports ont été signalés dans une

élude de l'Auteur, Sur les polygones inscrits à une conique et

circonscrits à une autre conique^ parue en 1880 au Tome XC
des Comptes rendus de VAcadémie des Sciences; mais ils n'ont

pas un caractère assez élémentaire pour figurer dans cet Ouvrage.

.Te me bornerai donc à traiter le cas particulier où le polygone

considéré a un nombre pair de côtés, '^n.

Alors, la conique (C) pourra être représentée par une équation

de la forme

(u7) A, \2... A„=:/B,i;, ...H„,

les équations A/= o leprésentant les côtés de rang impair elles

équations B^= o les côtés de rang pair. On démontrerait directe-

ment, et il résulte des propositions précédentes, que la courbe

représentée par l'équation ("J'y) se décompose en coniques (et en

une droite si n est impair). En conservant les notations du n°150,
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nous avons vu qu'on peut mettre son équation sous la forme

(iS) «ï>(p)<ï.(p,) = W(p)W(p,),

où l'on a

<I>(p) = m!p(p) -+- m'<ii(p), ^"(p) = f^'Hp) ^~ in'tçip).

Il suit de là que l'on peut obtenir séparément les équations qui

déterminent les paramètres des côtés de rang pair et celles qui

déterminent les côtés de rang impair. Ce seront les suivantes :

(p(p;H-X4'(p) = o, <\)(p)-^'kto(p):= O.

Eu multipliant, on aura l'équation qui déterminera les paramètres

de tous les côlés

Le premier membre deviendra un carré parfait lorsque X deviendra

égal à l'unité, soit positive, soit négative.
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CHAPITRE III.

LE THÉORÈME GÉNÉRAL DE PONCELET.

si un triangle mobile est circonscrit à une conique (K) et si deux de ses som-

mets décrivent des coniques inscrites dans un quadrilatère circonscrite (K), il

en est de même du troisième sommet.

Pour établir cette proposition fondamentale, on s'appuie sur un lemme

démontré au n" 88. Si un triangle mobile demeure circonscrit à une conique

fixe, il existe, à chaque instant, une conique tangente en chacun de ses sommets

aux trajectoires de ces sommets.— Ce lemme, qui donne le moyen de construire

la tangente à la courbe décrite par l'un des sommets quand on connaît les tan-

gentes aux courbes décrites par les deux autres sommets, permet de déduire le

théorème fondamental d'une propriété presque évidente des coniques homofo-

cales. — Extension à un polygone d'un nombre quelconque de côtés du théo-

rème démontré pour le triangle. — Emploi de l'Algèbre pour démontrer les

théorèmes précédents par l'intégration d'une équation différentielle. — Com-

ment, du théorème général, on peut revenir au eas particulier où le polygone

est inscrit dans une conique. — Forme que Chasies a su donner aux théorèmes

de Poncelet. — Polygones de périmètre inaximum inscrits dans une ellipse, ou

de périmètre minimum circonscrits à une ellipse.— Propositions diverses rela-

tives à ces polygones.

167. Pour terminer l'élude précédente, nous démonUerons le

théorème le plus général que Poncelet ait donné sur celle question

des polygones inscrits el circonscrits.

Considérons un triangle mobile assujetti à demeurer circonscrit

à la conique (K). D'après la proposition démontrée au n" 88,

nous savons que, si l'on construit pour une de ses positions les tan-

gentes aux courbes décrites par ses trois sommets, ces tangentes

seront aussi celles d'une conique circonscrite au triangle, c'est-

à-dire que les trois points où chaque côté du triangle est coupé

par la tangente à la courbe décrite parle sommet opposé seront en

ligne droite. Considérons des coniques inscrites dans un quadrila-

tère circonscrit à (K) el supposons que deux sommets du triangle

décrivent des courbes admettant la même tangente qu'une des

coniques du faisceau tangenliel passant par ce sommet. Nous

allons montrer que le troisième sommet aura la même propriété.

Pour cela, il faut établir <jue, si l'on considère les coniques d'un
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faisceau tangentiel et un triangle circonscrit à Tune d'elles, les

tangentes aux six coniques du faisceau qui passent par les trois

sommets peuvent être groupées trois à trois de telle manière que

leurs points de concours avec les côtés opposés du Iriangle soient

en ligne droite. C'est ce que l'on peutvoir sans calcul de la manière

suivante.

Transformons par l'homographie notre faisceau tangentiel en

celui qui est formé des coniques homofocales. Il suffît, pour cela,

de prendre deux sommets opposés du quadrilatère circonscrit

commun et de les transformer dans les points circulaires à l'infini.

Si nous construisons le triangle circonscrit à l'une des coniques

homofocales, nous savons que les tangentes aux six coniques homo-

focales qui passent par les trois sommets de ce triangle sont les

bissectrices des angles du triangle; elles peuvent donc être grou-

pées de quatre manières différentes pour former les tangentes à une

conique circonscrite au triangle. Si celui-ci est réel, il suffit, par

exemple, d'associer deux bissectrices intérieures et une exté-

rieure, ou les trois bissectrices extérieures.

Revenant à la figure primitive, nous pouvons donc admettre que,

si un triangle ABC est circonscrit à une conique fixe (K.) du

faisceau et si deux de ses sommets B et C décrivent des coniques

(C), (C") du faisceau tangentiel, le troisième somniet A décrira

une courbe qui, pour chaque position du triangle, sera tangente

à l'une des deux coniques du faisceau qui passent par A. Il faudra

donc, ou bien que cette trajectoire de A soit une troisième

conique (G'") du faisceau? ou bien qu'elle soit l'enveloppe d'une

suite continue de coniques de ce faisceau. Or, celte dernière

hypothèse est inadmissible, puisque nous connaissons celle enve-

loppe des coniques du faisceau, composée uniquement du quadri-

latère circonscrit, commun à toutes les coniques du faisceau. Il

faut donc que le sommet A décrive une conique (C") du faisceau.

Ainsi,

Quand un triangle circonscrit à une conique (K) se meut de

manière que deux de ses sommets B, C décrivent des coniques

inscrites dans un quadrilatère circonscrit à (K), le troisième

sommet A décrit aussi une conique inscrite dans le même qua-

drilatère.
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Si l'on se donne la conic^e (K) et les deux coniques déci'iles

par les sommets B et C, on verra aisément qu'il y a quatre

coniques décrites par le sommet A.

168. Le lemme sur lequel repose la démonstration précédente

a été établi par l'homograpiiie. On peut aussi le démontrer direc-

tement.

Soient

u--\- v^ -i- iV- = o.

aU^ -f- Oi'^ -+- CW- =; o

les équations tangentielles de deux coniques rapportées à leur

triangle conjugué commun. Soient encore

iux
-\- i'y -r- wz = o,

u'x-+- v'y -f- w' z — o,

u"cc -r- v"y-h tv"-3 = o

les équations de trois tangentes à la première des deux coniques.

On aura

Iu-
-T- V- -+- w- = o,

tt'2_,_ t>'2_i_ w'^— o,

„"2h_ (."2+. „,"2_ o;

et l'équation du faisceau déterminé par les deux coniques sera

(a — A)a2-+-(6 — A-)('2-i-(c — /otv2= o.

Le triangle formé par les trois droites (2) est circonscrit, par

hypothèse, à la première des coniques du faisceau. Cherchons les

tangentes à celles des coniques du faisceau qui passent par un de

ses sommets, par exemple par celui que déterminent les deux pre-

mièr'cs é(|uations (2).

Une droite passant par ce sommet a pour équation

vy -^ wz— ^(u' X -^ v'y -+ iv' z) = o.

Pour qu'elle soit tangente à la conique de paramètre k, il faut

donc que l'on ait

(a — k) (u — l u' y -h {h — />) ( u — Iv'y -4- (c — A) ( w — X iv'y- = o,

ce qui donne deux valeurs pour \. Ces deux valeurs deviennent
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égales pour les deux coniques du faisceau qui passent par le point

considéré. On obtiendra donc les paramètres de ces deux coniques

en exprimant que l'équation précédente en À a une racine double.

Si l'on tient compte des relations (3), cette équation peut

s écrire

a?<2-i- 6t^2-l- cw*— '.X [(a — /c) uu' -+- {b — k) Vi^'-i- (c— k) ww'\

-t- Xî ( a a'"'' -t- 6 p'2 -f- c ^'2
) = o.

J^'équation

[(rt — /.) uu' -^ {b — k) vv' ->!- (c — k) ivw']^

= {au'^-+- bv^ -+- cw^ ) ( au'^ +- bv'^ -f- c(v'2 ) = o

déterminera donc les paramètres des deux coniques qui passent an

sommet considéré et les valeurs correspondantes de X seront four-

nies par l'équation

, ,. , , Jau^ -+- bv'^ -)- cw2
(4) X=±:''

\/au"^ -+- bi>''^-\- Gw"^

11 suit de là que les tangentes aux deux coniques du faisceau qui

passent au sommet considéré auront pour équations

vy -+- wz u X -+-V y
\/au^ -\- bv^ -+- cw"^ \/au'- -4- bv'- -+- cw'^

Les tangentes relatives aux deux autres sommets du triangle

seront données de même par les équations

u X -H v'y -\- w' z
,

u X 4- v"y -+- w" z

\Jau"^ -f- 6p'2 -i- cw'''' \Jau'- -h bv"'- -1^ cw"^

u" X -+- v"y -\- w" z _ _, ux-i-vy-hwz

\Jau!"'- -H bv"'- -i- cw '^

\Jau^ -\- bv- -t- cw^

et l'on voit tout de suite que les six droites ainsi obtenues sont

dans la même relation descriptive que les bissectrices des trois

angles d'un triangle. Les coniques auxquelles elles sont tangentes

ont pour équations

s/ctu'^ -\- bv^-^ cw'^ , Jau!'--\- bv''--\~ cw''-
,

\/au"''--\-bv"'^+-cw"'^
( j ) ;t ^ ; -t~ ^, = o.

ux -t- vy -+- wz u X -\- V y -^ w z 11 x -i- v y -+ w z

169. Le théorème que nous avons établi au n" 167 pour le

triangle s'étend de lui-même à un polygone d'un nombre quel-

conque de côtés.
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Considérons, en effet, un polvgone AjAo.-.An circonscrit à

une conique (K) et dont le déplacement est défini par la condition

que les n — i sommets A,, A2, . . ., Ay,_, décrivent des coniques

(G,), (Cj), . . /{0,i_\) appartenant, comme (K), à un même fais-

ceau tangentiel. Si l'on considère le triangle formé parles côtés

consécutifs A, Ao, A2A5, A3 A4, il est circonscrit à (K) et deux de

ses sommets, A2, A3, décrivent les coniques (C2), (C3) du faisceau

.

Donc, le sommet B2 intersection des côtés A, A2 et A3 A4 de ce

triangle décrira, lui aussi, une conique (C,) du faisceau. Nous

pourrons donc supprimer, dans le polygone considéré, le

côté A2 A3 ; nous lui substituerons un nouveau polvgone de

n — I côtés A1B2A4... A„ dont le mouvement sera défini de la

même manière que celui du polygone primitif; car tous ses som-

mets, moins un, décriront des coniques du faisceau. En continuant

à supprimer des côtés, si cela est nécessaire, on finira par réduire

le polygone à un triangle dont deux sommets décriront des co-

niques du faisceau tandis que ses côtés demeureront tangents

à (K). Donc le troisième sommet A„ décrira, lui aussi, une conique

du faisceau.

Il est clair que, si l'on se donne les coniques (iv), (Gj),

(C2), . .
., (Grt_i), il y a 2"~2 positions initiales distinctes du poly-

gone et autant de trajectoires distinctes pour le sommet A„.

170. La démonstration donnée au n" 167 repose sur un Jemme
d'analyse emprunté à la théorie des enveloppes. On peut éviter ce

genre de considérations par l'emploi de la méthode suivante, qui

exige d'ailleurs des calculs étendus :

Etant données deux coniques (^f) et ('^), représentées en coor-

données tangentielles par les équations

y= aç)U^-\- ciiV^-h a4(f*-4- T.aiVvi' -•(- zaiUw h- aaj «r = o,

ç = p* — 4 "^ï^ == o,

cherchons l'équation ponctuelle du faisceau tangentiel

y -f- //« <p = o,

déterminé par ces deux coniques. Gette équation se présentera
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SOUS la forme d'un déterminant

(8)

o
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Si Tou pose

M 4 ) /( p ) = «0 p
• ^ .\ a

I
G-* -T- r)<72 ?- -+- 4 «3 p -^ «4,

on trouvera

,,-,. K2_/,HL=/(p)/(p,).

Ordonnons niaintenaut lV''(|rialion (lo) par ia|)port à p,,nous

trouverons une équation

Fpï -i-Qpi-r- R = o,

R seront délerniinés par les ('•(piations

V —~ m- -t- («o p2 -4- xai p -f- «2)'" -^ («o''2— «^ )?^

-^ {a(,a;^— aia,)p -!- -(«o";— «? ),

4

Q = 2 p /«ï + 2 ( a ,
p-+ 2 «2 p -r- «3 ) /« -H ( ao «3— ai «o

)
?^

H ^ p -+- 2 ( «i «3 « :> ) p -i~ «1 «4— Cl-ldz-,

R = — 0- /«-— (" c/-^ 0- -+- 2 (73 -f- «t )m H- 7 ( «0 «t— «î ) ?^
' ' '

4
-

-i- (ai«i «2<^3)p + «2 «4 — «iî*.

|n a ici ('
)

;) Q2_ ,/, I» |> = /( p )

f
',
,„:i_ {,„ _ / 1,

en posant, conformément aux noialions du Livre I", Chapitre ill,

^
i = aorii — 4^i'''3"T- 3a§,

En raison de la symétrie, si Ion écrivait ré<|ualion (10) sous la

^'7)

foruK;

1'- »'ip--+-QiP-4-R, = o.

(
'

) Le calcul de Q-— 4P'> csl l'.islitlieiix. On peut le faire d'une manière 1res

-ytnéti'ique en «jpérant comme il suit :

Soit A le déterminant
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on aurait

(19) Q?-4PiRi-/(pi)[4'n'-"«-yJ-

Nous poserons

( 20 ) ^{ '« ) = 4 '«' — iff^ -
./

•

D'après cela, si nous différenlions l'équalion (10), en y cousi-

déranl m, 0, 0, comme des variables, nous aurons

( •>.!
)

{7.Lm -+- K) dm -h{-iPpi -+- Q) rfpi -+- (2P1 p -+- Q, ) <ip = o,

et, si l'on remarque que l'on a

2?.) ' 2P?, -t-Q =±v//(p)A(/n),

•2P,p-+-Qi=±v//(p,)A(m),

zéros, la llicorie des déterminants nous foucniiM l'identité bien connue

On a ici

-^ia,{yz —zy'){zx'— xz') + (205— ', m) (a;y' — j'-z^'
)
(>'.-'— ^j')

+ la.Xxy'— yx') {yz'—zy'),

rr-A

da.^^dix^
= — l\m^-i- iin + j

.

Dans les formules précédentes, attribuons à x, y, z; x\ y', z' les valeurs sui-

vantes :

p -\- 0,
X = 1, y = — , z = pp.,

, , 9 -^ p'<
, ,X—l, v' = — ! '—

, Z =pp\.
2

Nous aurons

4

_ =-Pp.p,-Q-^ R,

et l'identilc (a), après la suppression du facteur (pi— p',)" dans les deux

membres, nous donnera précisément la formule (16) du texte, qu'il s'agissait de

démontrer.
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l'équalion aux différenlielles (21) nous donnera

dm .
do , da.

(23)
v/A(m; V/(p) //(?.)

D'après cela, nous voyons que, si l'on se déplace sur une des deux

coniques du faisceau qui passent par le point (p, p,), on aura

(.4) 4___^_J^?^_.
s//(?) v//(Pi)

Réciproquement, si et Oi varient en satisfaisant à celte

équation dilTérenlielle, on se déplacera sur une des courbes du

faisceau. Car, m et m' étant les paramètres des deux courbes du

faisceau qui passent au point (p, p,), on aura évidemment

dm rfp dpi

^^{m) v//(p) v//(p.)

dm da ap 1

/A (m*) //-(p) //"(p,)

Ainsi, l'an des /taramèlres m, m' demeurera constant.

Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui nous

donne, par des procédés élémentaires, l'intégration d'une équation

(lifFérenlielle :

Si p et p, varient de manière à satisfaire constamment à l' une

ou à Vautre des équations différentielles

i.iV)
d9 --^ dp,

\^f(9) v//(?.)

le point (p, p() décrit une des coniques du faisceau, et réci-

proquement.

171. Ce point étant établi, considérons un polygone de n côtés

circonscrit à la conique de hase du faisceau langetitiel, et dont tous

les sommets, moins un, décrivent d'autres coniques du faisceau.

Nous allons montrer que le sommet libre du polvgone décrira aussi

iiiic (!(> coniques du faisceau. En eflet, soient 0,, p^, p.), ..., ^n

les paramètres des différents cotés; et supposons que les n — 1 som-

mets (p,, po), (pa, Pu), ..., (p//-i. p//) décrivent des coniques
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du fiJisceau. D'apiès le llicorèine précédent, on aura

dpi _ ,

dp

2

dp,i^i _ _|_ dp,,

l'ar l'élimination des inlermédiaires p^, ..., p„_, , on obtiendra

la relation

àp\ __^ dpn .

, v/yxpT)

~ "
v/7(p7)

qui montre que le sommet libre (p,,G„) décrira, lui aussi, une

conique du faisceau. Ainsi, nous retrouvons le théorème établi

au n" 169 :

Quand un polygone se meut en demeurant circonscrit à une

conique (K) dételle manière que tous ses sommets^ moins un,

décrivent des coniques (K,), ...,(K„_,), toutes inscrites dans un

quadrilatère circonscrit à (K), c'est-à-dire faisant partie

avec (R) d' un faisceau tangenliel, le sommet laissé libre de

ce polygone décrit aussi une coniqucdu faisceau.

En Iransformant par [)olaires réciproques, on obtient la propo-

sition suivante :

Si un polygone se meut en demeurant inscrit dans une

conique (C), de telle manière que tous ses côtés, moins un,

enveloppent des coniques (C,), (C^), ..., (C„_i) coupant toutes

la conique (C ) aux mêmes points, c est-à-dire faisant partie

avec (G) d'un faisceau ponctuel, le côté laissé libre de ce

polygone enveloppera aussi une conique du faisceau.

17!2. Voici des exemples de ces deux tbéorèmes.

Si l'on considère des cônes du second degré ayant leur sommet

au centre d'une sphère et tangents à quatre plans isotropes, ils

constituent un faisceau tangentiel dont fait partie la sphère de

rayon nul qui a son centre au centre de la sphère. Ces cônes

coupent la sphère suivant des coniques tangentes à huit généra-

trices rectilignes de la sphère, c'est-à-dire des coniques liomo-

focales. Ils sont d'ailleurs coupés par un plan quelconque suivant

les coniques d'un faisceau tangentiel. En appliquant donc le

premier théorème et le projetant en quelque sorte sur la sphère,

on obtient la propositi<jn suivante :
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Quand an polygone splîérique dont les côtés sont des arcs de

grand cercle se meut en demeurant circonscrit à une conique

sphérique ( K.), de telle manière que tous ses sommets, moins un,

décrivent des coniques homofocales à laconique (K), le sommet
laissé libre du polygone décrira aussi une conique homofocale

«(K).

II est clair que ce théorème s'applique immédialetncnt à la

Géométrie plane. On peut, de même, indiquer le cas |)arlicnlief

suivant du second théorème:

Si un polygone se meut, en demeurant inscrit dans un

cercle (G), de telle manière que tous ses côtés, moins un, de-

meurent tangents à des cercles [0^), (Ga), ..., ( G^.
, ) admettant

avec (G) le même axe radical, le côté laissé libre de ce poly-

gone enveloppera aussi un cercle admettant avec (G) le même
axe radical que les précédents.

173. Avec ces théorèmes généraux, on a quelque dilhculté à

retrouver le cas particulier si intéressant qui nous a servi de point

de départ.

Gonsidérons, par exemple, un polygone A, A^ ... A„, circonscrit

à une conique (K) et inscrit dans une autre conique (G), et cher-

chons à démontrer qu il existera une infinité de tels polvgones. Pour

cela, nous rendrons jnobile le polygone et nous le remplacerons

par un autre A', A'j . . . A^^, toujours assujetti à demeurer circonscrit

à (K) et dont les sommets A.,, A.j, ..., A^, devront demeurei-

sur (G). Alors, d'après noire théorème général, le sommet Aj

devra décrire une conique faisant paitie du faisceau tangentiel

Hp déterminé par (G) et par ( K j.

Gomme A, est la |josition initiale du point A'j, cette conique

décrite par \\ devra être l'une des deux coniques du faisceau qui

passent par A,. Elle |)ourra donc se confondre avec (G); mais il

faut étahlir qu'elle ne peut être la seconde coni(|ue du faisceau

qui passe par A, . A la démonstration déjà donnée au n" 162, on peut

joindre la suivante.

Soit

<p(p, pi) = o

lérpiation doublement (juadratique et symétricpic de la courbe (G).
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Sio,, Go, ..., prt désignenl les paramèlres des côtés A', Al, A'^Aj,, ...,

A,'^ A', du polygone mobile, on aura les relations

(ai) Cpi^'^CpijPa) =0, 0., = '~!>(pi, p3) = 0, ..., 9/1-1 — '?(o„-i, p„) = o

auxquelles il faut joindre, pour la position initiale, la suivante :

(27) œ„= ç(p/i, Pi) = o-

Remarquons de plus que, pt_i et o/^, étant les deux racines de

l'équation

que l'on peut écrire

o,_i et 0/^1 donneront deux signes diflerents à la dérivée

(28) 2P(p,-)^-t-Q(?/)=±v/Q'(p/)-4P(?^)R(p/)-

On aura donc nécessairement

pour /= 2, 3, ..., /i — I . Et l'on devra joindre à ces équations les

suivantes :

dp„_| dpi âp,i (ip-2

qui sont vérifiées seulement pour la position initiale du poly-

gone.

D'après cela, difTérenlions les équations (24) qui définissent le

mouvement du polygone variable. Nous aurons

t^pi ^ op^_
'

-i-dp^==~ -^dp3, -i- dp,t-i = \
dp„.

dpi ^^
<^P3 àpn^i dpn

Si nous multiplions ces équations membre à membre, nous aurons,

en tenant compte des équations {29),

-i rfp, = -^ dp,,.
opn-l wp2

Appliquons cette équation générale à la position initiale du
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polvgone; nous pourrons faire usage des deux équations (3o), et

il viendra

-i— dp 1 + -i- (lp„ — o,

àpi àpn
c'est-à-dire

do,i = o.

Ainsi, la trajectoire du sotnniet libre A.\ du [)oljgone devra être

tangente en A, à la courbe (G); et, comme cette trajectoire doit

être une des deux courbes, à tangentes distinctes, qui passent

en A, et font partie du faisceau tangentici, elle se confondra avec

la courbe (C).

174. Nous terminerons cette élude élémentaire des théorèmes

de Poncelet en faisant connaître la forme très élégante que

Chasles a su leur donner {Comptes rendus de VAcadémie des

Sciences^ t. 17, p. 838). Mais auparavant, nous démontrer-ons un

leinme, qui est d'ailleurs intéressant en lui-même.

Désignons sous le nom de réseau l'ensemble des coniques

qui sont définies par une équation de la forme

( 3 1 ) X S -i- a T -+- V U = o,

où S, T, U sont trois poljnomes déterminés et A, tji, v des para-

mètres arbitraires. Si les coordonnées employées sont ponctuelles,

le réseau sera dit ponctuel. Il sera tangentiel s\ l'on emploie les

coordonnées tangentielles.

Si l'on considère A, [Ji, v comme les coordonnées homogènes

(11111 point du plan, à tout point du plan correspondra une conique

du réseau; à toute droite du plan correspondra un faisceau de

coniques compris dans le réseau et qui sera déterminé par deux

d'entre elles comme une droite est déterminée par deux points.

Il suit de là que deux faisceaux compris dans le réseau auront

toujours en commun une conique du réseau; celte conique

correspondra au point d'intersection des deux droites qui défi-

nissent les deux faisceaux. La propriété que nous venons de

rap[)eler, quoique très simple, est fondamentale dar)s l'élude des

réseaux.

Considérons, par exemple, le réseau langentiel défini de la

manière suivante : il comprendra la conique formée des deux
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|)oiiils circulaires l cL .1, une conique composée de deux points

distincts l\ F' et enfin une conique composée de deux points

confondus en un point quelconque V. Ptu^mi les faisceaux con-

tenus dans ce réseau, nous pouvons signaler celui qui comprend

les deux coniques (IJ) et (FF'), c'est-à-dire qui est formé de

toutes les coniques ayant F, F' pour foyers et aussi celui qui

comprend les deux coniques (VA) et (1.1) et qui est formé de

tous les cercles de centre A.

Soit (G) une quelconque des coniques liomofocales. Si de A on

lui mène des lanj^entes, dont les points de contact seront H, H'.

toutes les coniques tangentes à (C) en ces deux points forineioni

un faisceau compris dans le réseau. En sorte que la coiwi^yxeJorméc

des deux points H, W fera partie du réseau.

11 est facile de montrer que la construction précédente donne

tous les couples de points (H, H') qui font partie du réseau, (aw.

soit (H, H') un tel cotqile. Toutes les coniques passant en H. Il' cl

tanoentes en ces points à AU, AH' formeront un faisceau qui fera

partie du réseau itl comprendra., par conséquent, une des coniques

liomofocales.

D'après cela, considérons le faisceau formé avec les deux coniques

suivantes du réseau : une des coniques liomofocales (C) et l'un

qnelcon(pie des cercles qui ont pour centre le point V. Ce faisceau

comprend, comme on sait, trois cou|)les de points H, H' qui sont

les sommets opposés du quadrilatère circonscrit à (G) et au cercle.

En se rappelant la propriété des points H, H', on oljtient donc ce

beau théorème de Graves et de Cliasles :

Etant donnés une conique quelconque [(^) et un cercle (V) de

centre A, deux sommets opposés quelconques du quadrilalnc

circonscrit à ((^) et à (F) sont sur une même conique homo-

focale à (C^), et les tangentes à la conique en ces deux points

vont concourir au centre du cercle, en A.

Si le cercle (F) est tangent à la conique en un point b, (;ette

tangente commune doit être -comptée pour deux ; il J a deux aiilie>

tangentes communes au cercle et à la conique qui se coupent en

un point B' et viennent couper en H, H' la tangenle commune.

Les irois couples de points faisant partie du faisceau tangentiel

sont le couple (BB) et le couple (HH'), qui devra compter
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pour deux. Donc, il y aura une conique lioinofocale à (C),

qui passera par les points H, H' et y admettra les tan-

gentes AH, AH'. Telle est la proposition dont nous aurons à

faiic usage.

175. Cela posé, proposons-nous de trouver les polygones d'un

nombre de côtés déterminé et de périmètre maximum inscrits dans

«ne ellipse. Nous nous appuierons sur la remarque suivante.

Si A, B, C sont trois sommets consécutifs d'un polygone de

périmètre maximum 'inscrit dans une courbe quelconque (K), il

faut que le point B soit choisi sur l'arc de la courbe AC de telle

manière que AB -f- BG soit un maximum el, pour cela, il faut que

l'ellii^se de foyers A, C, qui passe par B, comprenne dans son

intérieur l'arc AC, c'est-à-dire quelle soit tangente en B à la

courbe. Cette conclusion, qu'il serait aisé d'obtenir par d'autres

voies, nous montre que le polygone cherché doit satisfaire à la

condition suivante : En chacun de ses sommets^ la tangente à

la courbe doit faire des angles égaux avec les deux côtés qui

y aboutissent; elle doit être la bissectrice de l'angle formé
par un de ces côtés et par le prolongement de Vautre.

Appliquons cette condition à une ellipse (E)- Si A, est un des

sommets du polygone cherché, les côtés A/A/_(, A/A/^, doivent

faire des angles égaux avec la tangente en (A/) à (E) ; et, par

conséquent, ils doivent être tangents à une même conique (l'V)

homofocale à (E), conique qui, d'après la disposition de la

figure, ser.i nécess.iirement une ellipse (').

Comme il y a une seule conique homofocale tangente à une

droite, on reconnaît immédiatement que l'ellipse (E') tangente à

(') Il faudrait ajouter : si le polygone esl convexe, on si. du moins, un (!<• ses

cùLés ne passe pas entre les foyers de l'ellipse (E). Il peut exister, en ed'cl. des

polygones inscrits dans (E) et circonscrits à une hyperbole homofocale (II). Ces

polygones, dont tous les côtés passent entre les foyers de l'ellipse et qui, par

suite, ne peuvent ôtrc convcM;-. donnent lieu à des propriétés de maximum ou de

minimum, analogues à celles (jue nous avons étudiées. Si nous les laissons de

côté, nous devons du moins signaler ufi excmi)lo dans lequel ou les obtient.

Soit

<"-' S + ?^ = '

l'équation de l'ellipse ( li). Considérons l'hyperbole homofocale ( Il ) déliiiie par



J.S'?. LIVRE tll. — CHAPITRE HI.

deux côtés conséculifs sera langenle aux deux côtés adjacents et,

de proche en proche, à tous les autres. Ainsi, nous obtenons ce

beau théorème de Chasies :

Les polygones de périmètre maximum et d'un nombre de

côtés donné inscrits dans une ellipse (E) devront être cir-

conscrits à une ellipse (E'), homofocale à (E).

D'après cela, si nous voulons inscrire le polygone de n côté?, on

pourra procéder de la manière suivante.

Prenons l'ellipse (E'), suffisamment voisine de (E), et inscrivons

dans (E) une ligne brisée AjAo ... A„A„^, circonscrite à (E').EIle

ne se fermera pas tout d'abord. Mais, si l'ellipse (E') diminue, le

point A„^.i s'avancera sur (E), et il arrivera nécessairement un

moment où il rejoindra A,. Alors la ligne brisée se transfor-

mera en un polygone convexe satisfaisant à toutes Iss cor)ditions

géométriques que nous avons énoncées. Si l'ellipse (E') continue

à diminuer, le point A,j^,, avançant toujours sur (E), \iendra

coïncider une seconde fois avec A, de manière à donner un

|)olygone qui ne se fermera qu'après deux tours, et ainsi de suite.

On aura donc, comme dans le cercle, à envisager à la fois des

polygones convexes et des polygones étoiles.

176. D'après les théorèmes de Poncelet, nous savons que, dès

que l'on aura obtenu un de ces polygones, il y en aura une infinité.

Comme ils satisfont tous à la condition du maximum, il est à prévoir

(|u"ils auront tous le même périmètre. C'est une propriété dont on

l"é([iiation

(H)

Si a' a pour valeur

y

= — yj-ic^— a-,

M existera une infinité de quadrilatères circonscrits à (H) et inscrits dans (E).

L'un d'eux sera formé par les deux asymptotes de l'hyperbole et par ses tangentes

aux sommets.

Cette solution exige, comme on le voit, que l'ellipse (E) soit telle que l'on

ait

« <c ^2, <»u < c.
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peut lallacher la dénionslration à une proposition élégante de

Chasles.

Considérons deux ellipses hoiuofocales (E), (E'), et supposons •

(|ue,d'un point quelconque M de l'ellipse extérieure (E),on mène

les deux tangentes MP, iMQ à l'ellipse intérieure (E'). Nous allons

dc'inontrer que, lorsque le point M se déplacera sur ( E), /a

dij/'ére/ice entre la somme des tangentes MP, MQ et Varc PQ
de l'ellipse (E')

D = MP + MQ — arcPQ

demeurera constante.

Pour établir cette proposition, nous emploierons la formule

connue

,; AB = — AA' cos A AB - BB' cos BTIÂ,

relative à la difï'érenlielle d'un segment de droite AB qui, de sa

position ^)rimitive A.B, passe à la position infiniment voisine A' B'.

Si nous l'appliquons successivement aux deux segments MP, MQ
en supposant que le point M vienne dans la |)osition voisine M',

nous aurons

dWC=^— MM' nos M'MP-H PF,

<^MQ=— MM^cosM'MQ — 00^.

Si Ion ajoute ces deux relations, en remarquant que, d'après la

l'iDpriété (le la tangente en M, les deux angles M'MP et M'MQ
sont supplémentaires, il vient

rf(MPH-MQ)= pF-QQ^ = (^arcPQ.
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La difTérence

D = MP4-MQ — arcPQ

est donc conslaiile, comme il fallait le démontrer.

Supposons maintenant que les ellipses (E), (E') soient telles

qu'il y ait un polygone et, par conséquent, une infinité de poly-

gones inscrits dans (E) et circonscrits à (E'). En calculant la diffé-

rence précédente pour les sommets de chacun de ces polygones et

ajoutant toutes les équations ainsi obtenues, on sera conduit à

l'égalité

nD= P — Ap',

V étant le périmètre du polygone, k le nombre de tours qu'il fait

avant de se fermer et/?' le périmètre de l'ellipse (E'). V sera donc

le même pour tous les polygones considérés.

177. Une autre propriété importante de ces polygones est la

suivante :

S^ils sont de périiuèire maximum parmi ceux c/ui sont ins-

crits dans (E). ils sont de périmètre minimum parmi tous ceux

qui sont circonscrits à (K').

Pour le démontrer, nous allons cbercher la condition à laquelle

doit satisfaire un polygone circonscrit à une courbe (F) pour avoii"

son périmètre minimum. A cet effet, nous maintiendrons inva-

riables tous les côtés du polygone circonscrit, moins un, et nous

cliercberons la condition à laquelle doit satisfaire le (;ôté variable

pour former, avec tous les autres côtés laissés fîxes^ un polygone

de périmètre minimum. Cette condition devra être remplie par

tous les côtés du polygone cherché.

Or, so\eï\ii fig. '21) AB, AC les deux côtés du polygone circons-

crit qui comprennent le côté variable. D'après les propriétés des

ma\Ima et des minima,il y aura deux tangentes à (F), DE et D'
E'

inlinimenl voisines de la position de la tangente (pii donne le

minimum cherché et pour 'lesquelles les portions variables du

périmètre BDEC, BD'E'Ci seront rigoureusement égales. Donc,

d'après une proposition bien connue de géométrie élémentaire, le

cercle inscrit au triangle ADh^ le sera aussi au triangle AD'E'. En

supposant que les ileux côtés DE, D' E' se rapprochent indéli-
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I

niment de celui qui convient au minimuin, on est conduit à la con-

clusion suivante :

Chaque côté du polygone circonscrit touche la courbe (Y) au

même point où. il est touché par le cercle inscrit au triangle

formé par ce côté et les côtés adjacents.

On arriverait à la même conclusion si, considérant dans la figure

précédente DE comme le côté du polygone cherché, on admettait

V\ii,. 23.

<]u il est louché par le cercle inscrit au triangle ADE en y\n point II

diderent de celui, R, où il louche la courbe (F). Car alors, on

pourrait mener à (T^ une infinité de tangentes qui ne rencontre-

raient pas le cercle inscrit, et toutes ces langenles donneraient des

polygones de périmètres inférieurs à celui du polygone proposé.

Appliquons à l'ellipse (E) la condition générale que nous venons

de trouver. Puisque {fig. ;^3), CD, DD', D'C étant trois côtés

consécutifs, le cercle inscrit au triangle ADD' louche DD' au

même point 11 que relli[)se (E'), il existe, d'après le lemme établi

au 11" 17i. une conicpie (E) homofocale à (E'), |)assaiit par Ir-.

points D, D' el y aduietlanl pour laiigentes les bissectrices exlé-
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rieures des angles du polygone circonscrit. Cette conique (E) est

évidemment une ellipse, qui est entièrement définie parla condition

de passer par un des sommets. Comme elle passe aussi par les

sommets adjacents, on reconnaîtra aisément, en laisonnant de

proche en proche, qu'elle devra passer par tous les autres som-

mets du polygone. Ainsi, ce polygone sera, lui aussi, inscrit dans

une ellipse et circonscrit à une ellipse homofocale.

178. Les raisonnements précédents s'appliquent presque sans

aucune modification aux coniques sphériques homofocales. Nous
laisserons au lecteur le soin de le démontrer, nous bornant à faire

remarquer que la considération des figures supplémentaires permet

alors de déterminer les polygones d'aire maximum inscrits dans

une conique. Ils sont circonscrits à une conique homocyclique et

sont d'aire minimum par rapport à tous les polygones circonscrits

à la même conique.

L'application des lemmes précéilents permet aussi de construire

la ligne brisée de périmètre maximum inscrite dans un segment
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d'ellipse. Ix's côlés de cetle^iiyne devront être tangents à une ellipse

homofocale.

De même, le |)olygone de périmètie minimum eirconscrità un

segment d'ellipse aura tous ses sommets sur une ellipse homofo-

cale.

Dans le plan, la question des polygones d'aire maximum ou

minimum inscrits on circonscrits à une ellipse ne présente aucune

difficulté. 11 suffit de projeter l'ellipse de telle manière qu'elle

devienne un cercle, et l'on est ramené à une question bien connue

de géométrie élémentaire.





LIVRE IV.

LA GÉOMÉTRIE CAYLEYENNE.

CHAPITRE I.

ORIGINES DE LA GÉOMÉTRIE CAYLEYENNE.

Différence essentielle entre la Géométrie plane et la Géométrie sphérique; dans

celle-ci, les notions d'angle et de distance sont en étroite corrélatinn; il n'en

est plus de même pour celle-là. Ce que devient la Géométrie spliérique quand

on projclle la sphère sur un plan en plaçant le point de vue an centre. — On
est ainsi conduit à une Géométrie plane dans laquelle toute mesure dérive du

rappoit anliarmonique. — Géomélrii- sur nie droite. — Géoinélrie dans le plan

et dans l'espace. — Toutes les défiiiiiions métriques se rattachent, dans l'espace,

à une quadrique fixe qu'on appelle Vabsolu. — Distance de deux poiiiis. —
Angle de deux plans ou de deux droites, — On n'étudiera dans la suite que les

cas où Vabsolu est une surface imaginaire ou bien une surface réelle c<mvexe.

— La Géoméirie Caylcyerrne comprend comme ras limite la Géométrie Errcli-

diennc; il sirffit de supposer que l'absolu se réduit au cercle imaginaire de l'in-

fini. — Discussion de la formrrie qui donne la distance de deux points. — Pro-

positions relatives à deux droites qui ne se coupent pas; elles ont, en général,

deux perpendiculaires communes; propriétés de maximum et de minimum rela-

tives à ces perpendiculaires communes. — Distance d'un point à une droite.

—

Formules relatives aux courbes et aux surfaces.

179. Dans les Cliapioes précérlcnls, où nous avons étudié des

questions de Géoinélrie spliirique et de Géoméirie p'ane, nous

avons pu conslaler des dillV'renccs e-senlielles entre le> deux.

Géomélries. Tandis (|ue, d;ins la premièie, les notions d'iingle et

de dislance sont en corrélation éttoiie et peuveni être lal lâchées

de la mènïe manière à celle du r;ip| oïl anliaimonique, il semble

que, dans la Géoniérie plane, ces mêmes notions d'angle et de

dislanrte soient nettement .sépar» es ei ne pui>seni éire r; menét s à

une commune origine. Notre luit est tléludier maiiilcnant une

D. ,cj
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Géométrie due au grand géomètre anglais Cayley^ et dans laquelle

toutes les notions métriques sont obtenues par un procédé uni-

forme. Voici comment on y est conduit.

Imaginons que, du centre O d'une sphère, on projette ses diffé-

rents points sur un plan (P). Les grands cercles de la sphère se

projetteront suivant les lignes droites du plan (P); le cône iso-

trope qui a le point O pour sommet et pour base le cercle de

l'infini coupera le plan (P) suivant un cercle imaginaire (G). L'arc

de cercle qui réunit deux [)oinls M, M' de la sphère est, nous

l'avons vu, égal à

arc MM' = —.log,ill(OM', OM, 01, OJ),

I et J étant les points oii le grand cercle MM' vient couper le cercle

de l'infini. Les deux points M, M' se projettent suivant deux

points m, m! du plan (P) et les deux points I et J se projettent

suivant les points «', y où la droite mm' rencontre le cercle imagi-

naire (G). On aura donc

arcMM'= — logc')l(»i', m, «,/).

De même, sur la sphère, l'angle V de deux arcs de courbe qui se

croisent en M et y admettent les tangentes M^, M^' est égal à

V = —.log<^(M^', M^, a, P),

a et 1^ étant les génératrices rectilignes du premier et du second

système qui se croisent en M. En projection, le point M vient en m,

les génératrices a et \j se projettent suivant les tangentes a' ,
[3'

menées de m au cercle (G), les tangentes M^', M^ suivant les tan-

gentes m^'j, mti aux courbes planes qui sont les projections des

courbes sphériques ; et l'on a

V= —. logia.(mi'i, mti, a', [3').

On voit donc que, si l'on constitue une géométrie des relations

métriques dans le plan en introduisant un cercle imaginaire (G)

que l'on appellera V absolu, en prenant, pour la distance de deux

points, le quotient par 21 du rapport anharmonique formé par les
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deux points et ceux où la droite qui les joint va rencontrer le

cercle (G) et, pour l'angle de deux courbes, le quotient par 'li du

rapport anliarmonique des tangentes à ces deux courbes en leur

point commun et des deux tangentes que l'on peut mener de ce

point au cercle (G), on aura, dans le plan, une Géométrie qui

seraTéquivalent de la Géométrie sphérlque et, surtout, qui pourra

comprendre comme cas limite notre Géométrie plane ordinaire,

puisqu'on sait que la Géométrie de la splière se réduit à celle du

plan, quand le rayon de la sphère grandit indéfiniment.

Ces di'finitions nouvelles^ qui reposent uniquement sur l'emploi

du ra|)port anliarmonique, subsistent, par cela même, quand on

effectue une transformation homographiqiie cpielconque, en sorte

que l'on peut substituer au cercle (C) une conique quelconque.

180. Les remarques précédentes, sur lesquelles nous aurons à

revenir, feront comprendre comment Gayley a été conduit à sa

nouvelle Géométrie. Commençons par examiner le cas le plus

simple.

Soient, sur une droite quelconque, deux points fixes A et B et

des points variables M, M', . . . qui corres[)ondent respectivement

aux diverses valeurs d'un paramètre variable m. Le rapport anliar-

monique des quatre points M, M', A, B aura pour expression,

comme on sait,

m — a m'— a
^(M,M', A,B) =

ni — b

m, /«', a cl b étant les valeurs du paramètre qui correspondent

respectivement aux points M, M', A et B.

Si l'on pose

m — a

le rapport précédent peut s'écrire

Jl(M,M'.A.B;= ^^,
?(»o

et de là résulte l'identité

(?.) Sl(M,M',X,ïi) >il(M',M",A,H) c'Jl( M", M, A, B) = i.
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Si, au lieu de prendre le rapport anharmonique, on pose

(3) 8(MM')=^Logc'Jl(M',M, Â, B),

G désignant une constante quelconque, l'identité précédente

deviendra

(4) o(MM') + 8(M'M")-h8(M"M) = o.

On reconnaît la relation caractéristique entre les abscisses de

trois poinis en ligne droile. Il est donc naturel d'appeler distance

de M et de M' la fonction 8 déteiminée par l'équaiion (3).

Cette distance sera donc délinie par cette foimule, dès que l'on

aura fixé les poinis qui servent «le base ou â^obsolii, A el B.

D'après les propriétés du logarithme, elle n'est déterminée qu'à

un midlipîe près de -^- Elle change de signe, sans changer de

valeur, quand on échange M et M', ou encore A et B.

Si les deux poinis A et B sont réels, il peut se présenter deux

cas : ou bien les deux segments AB et MM' empiètent l'un sui-

l'autre, auquel cas le rapport anharmonique est négatif, et, quelle

que soit la valeur donnée à la constante C, 8(MM') est imaginaire;

ou bien les deux segments MM', AB n'empiètent pas l'un sur

l'autre, et alors la constante (] peut prendre une valeur réelle

quelconque. 11 n'y a donc de géométrie intéressante dans ce cas

que si l'on considère uniquement des points entre A et B, ou uni-

quement des points hors du segment AB.

Supposons maintenant que les deux points A et B soient imagi-

naires conjugués, M, M' étant réels. Si l'on change i en — i, le

point A est remplacé parle point B et, réciproquement, B est rem-

placé par A. Le rapport anhaimonique est remplacé par son

inverse. Cela ne peut a\oir lieu que si son module est égal à j.

Le logarithme sera alors une (juiintilé purement imaginaire el,

pour que 8(MM') soit réelle, il sera nécessaire et suffisant que C

soit une imaginaire pure de la forme Ki. On prendra C = -j^ »

pour donner à S(M, M') la période tîR, et l'on aura alors

(5) e^' =<!fl(M', M, A, B).
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Les déCniitioiis précédeHtes s'appliquent immédiatement aux

plans qui passent par une droite fixe et aux droites d'un plan qui

passent pir un point fixe. Dans le premier cas, Vabsolu sera donné

par deux plans fixes conlenant In droite et, dans le second, par

deux droites fixes contenant le point. On aura, dans l'un et l'autre

cas,

(6) angle (au') ^ -^ logAd^', u, a, p),

a, |3 étant les paramètres fixes qui déterminent la base, et [jt., jjl'

ceux qui déterminent les plans ou les droites.

181. Toutes ces définitions étant admises, on peut en faire

dériver un système entier de Géométrie métrique en introduisant

nue coni(|ue dans le plan, une quadrique dans l'espace. Nous
nous bornerons à l'espace, qui comprend le plan comme cas parti-

culier.

Etant donnée une quadrique quelconque que nous appellerons

Vabsolu^ nous prendrons, |)our mesurer la distance de deux points

quelconques M, M', la base formée |)ar les deux points A et B où

la droite MM' rencontre Vabsolu. Nous aurons donc

'^'' MIM'= -iLog^CM, .M, A, B).

Pour déterminer l'angle d(î^deux plans ]x, ij.', nous prendrons la

base formée par les deux plans a, [i qui passent par leur intersec-

tion et sont taniienls à Vabsolu. JNous aurons donc

l'Lnfin, pour déteiininer l'angle de deux droites qui se coupent,

d,d', nous prendrons la base formée par les deux tangentes à

Vabsolu a., />, qui sont dans le [)lan de ces droites et passent par

leur intersection. Nous aurons donc

dd' = — Log t'fl ((/', d, a. b).

Nous prendrons toujours C'=C', et nous verrons comment on
peut disposer de G et (b; (7. Mais, dès à [)résent, nous remarque-

rons que ces définitions sont, en quelque manière, indépendantes
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de toute transformation homographique, ou de toute transfor-

mation par polaires réciproques.

Cela est tout à fait évident pour la transformation homogra-

phique, qui conserve les rapports ariharmoniques. En particulier,

et cette remarque est importante pour la suite, toute transfor-

mation homographique qui conservera Vabsolu ne changera

rien aux définitions précédentes. Voyons ce qui arrivera quand

on transformera par polaires réciproques.

Dans ce cas, les points M, M' seront remplacés par des plans

iji, !jl'; les points A et B de l'absolu seront remplacés par les deux

plans tangents au nouvel absolu qui passent par l'intersection

des plans |Ji, tjt.'. La formule qui donne les dislances sera remplacée

par celle qui donne les angles, et réciproquement . Il n'y aura

qu'une modification à faire : échanger les constantes C et C.

Quant à la formule qui donne l'angle des deux droites, il \\'^

aura rien à y changer; les deux droites <:/, d' seront remplacées par

leurs polaires réciproques, et les deux droites a, ^ par deux autres

droites de même construction. La constante C devra être con-

servée.

182. Ces remarques préliminaires et essentielles étant faites,

voyons comment on évaluera les'éléments que nous venons de

définir. Soit

(7) /(^.JS-s, = "

l'équation ponctuelle homogène de Vabsolu. Si a:, y, -s, /;

a?', j ', z', t! sont les coordonnées homogènes de deux points M, M',

nous avons vu comment on obtient les points d'intersection de la

droite MM' et de la quadrique;

X -^\x'
., JK + ^^^', z-^\z\ t -\-\t'

étant les coordonnées d'un point quelconque de la droite MM', les

valeurs de À correspondantes aux points cherchés seront déter-

minées par l'équation

(8) f^x\y\z\t')\'^
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Nous rencontrerons souvent dans la suite la combinaison

qui est symétrique par rapport aux deux systèmes de variables

x,y^z,t et x',y',z', t' . Nous la désignerons, pour abréger,

par /(a?, x')^ ou par (M, M') (juand nous voudrons mettre en évi-

dence les points, et non leurs coordonnées. Elle donne lieu aux

identités

'':

\ fi.^+ f^^'-, ^"+ ^^'") = /(^) ^")+ hf{x', x")-\- kf{x, x'") -I- hkf{x\ x'").

D'après l'équation (8), le rapport anharmoni(jue <R = ^ iles

deux points M, M' et de ceu\ où la droite MM' rencontre la qua-

drique sera déterminé par la formule

(X +>/)'- (i-f-c'a)2_ fHx.x') _ (MM')2
(lo)

4 XX' ..c'R. /(:r, x) f{x', x') ( iVl\l
) (M'M')

On voit qu'il a deux valeurs inverses l'une de l'autre^ ce ijui

était évident a priori puisqu'on peut écbanger les deux points où

la droite MM' coupe Vabsolu.

Si l'on écrit la constante C de l'équation (3) sous la forme -^j

on aura

(M) ^I\1M'= log.'R,

et la formule précédente nous donnera

fHx.x') (M\l')2

(l-i)

MM' _
'~K~ ~ J'{x,x)f{x\x') ~ (MM)(M'M')'

MM' _ f(x,x)f{x',x')—p{x,x') (MM)(M'M') — (MM'j2

f{x,x)f{x\x') (MM) (M'M')

La seconde de ces formules a une application intéressante. Si l'on

y suppose les deux points M, M' infiniment voisins et si Ton y
remplace x\ y' ^ z', t' par x -\- dx, y + dy., z-+-dz, t-\-dt, elle

nous donnera Vêlement linéaire de Cespace dans la nouvelle

(jiéométr ie, sous la forme

(i3)
fl£_ _ f{x. T) fidr, (lx)~f-^{:r, dx)

Rï"
~

J'Hx,x)
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S'il s'agir, maintenant de deux plans pi, ik', on devra, nous l'avons

dit, déterminer leur angle en prenant la base formée |)ar les deux
plans tangents à Vabsolii qui passent par leur intersection.

Soit

(i4) œ(e<, V, w,p) — o

l'équation tangenlielie de V absolu; étendons les notations précé-

dentes, en convenant de poser

(15) Cp(M, «')= -U'^',^{U,V, w^p)^Li>''f^-^ l.w'^[„-\- -p'^'p^i^,^').

On aura la formule

(16)
(l-'r-c-ft')^ ^ oHu,,r)

où ê{.' désigne le rapport anliarmonique des deux plans a, a' et des

deux plans tangents à Vabsolu menés par leur intersection. Ici,

nous prendrons toujours la constante G' égale à ar et nous

poserons

(17) e'^'\>-V-' = M',

ce qui donnera

(18) cos^ixti'—^^—i——^

r
—_ ^ V rr ; —

o(u, u) cp(w. , ?/
)

([-l[-t)([J. [-1 )

183. La même méthode peut être appliquée enfin à deux droites

concourantes. Il suffira de prendre pour- base les deux tangentes

menées de leur point de concours, et dans leur plan, à Vabsolu.

Le calcul peut se faire comme il suit.

Soit A le point de concours de deux droites d, d' , et soient B, C
deux points pris arbitrairement sur les droites. Le rapport anliar-

monique ^' des deux droites et des tangentes menées par A à

Vabsolu dans leur plan est évidemment égal au rapport anharmo-

nique des deux |)oints B, C et des deux points où la droite BC
coupe le cône de sommet A circonscrit à Vabsolu. Pour calculer

ce rapport, il suffira donc d'appliquer la formule (10) en substi-

tuant à Vabsolu ce cône circonscrit.

En adoptant les notations précédentes, l'équation de ce cône est

(AA)(MIV1) — rAM)5= o.
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IVapplication de la formule (lo) nous donnera donc

(i4-c-r)^ _ ,x\ [(AA)(BG)-(AR)(AG)l-^
^'^' 4.< ""''''' ~ [(A.\HBB)-(AB)^] [(AA).(GG)-(AC)-^J*

184. Ainsi, nous avons défini la distance de deux points, l'angle

de deux plans, l'angle de deux droites concouranles. Nous avons

laissé arbitraire la constante G qui figure dans le premier de ces

trois éléments. En vue des ap|)licalions, nous avons donné à

cette constante la valeur li quand il s'est agi de la définition des

angles. Examinons maintenant ce que nous donnent ces défini-

tions quand on choisit différentes formes de Vabsolu.

Si celte quadritpie est imaginaire, les éléments qui fournissent

les bases dans les trois déterminations métriques seront toujours

imiii;in.iir'(;s conjugués. Donc, d'après la remarque faite au n" 180,

les trois lapports anliarmoniques qui ont été désignés par cft, <3l', ^"

seront des imaginaires de module égal à l'unité. D'après la for-

mule (17), à laquelle ou peut joindre la suivante :

(0,0) e'^''f''' = A",

les angles de deux plans réels ou de deux droites concourantes

réelles seront toujours réels. Quant à la distance de deux points

r('(ls, il siij/i/a, pouf qiCelle soit loujoius réelle, quil en soit

de même de la constante K, que nous remplacerons par R.

Jletnarquons que ces définitions laissent subsister une certaine

ambiguïté. Les tiois éléments ne sont déterminés qu'au signe près

et à un multiple près de tt ou de zR, suivant qu'il s'agit des angles

et des distances. Il n'y a rien là qui doive nous étonner. Une indé-

termination analogue se présente pour les angles dans la Géométrie

ordinaire; elle se présente même pour les distances en Géométrie

spliéricpic.

Si Vabsolu est une quadrique réelle, il y a lieu de distinguer.

Supposons d'abord que ce soit une surface réglée. Alors, dans

(pielque région que l'on soit placé, les droites qui passent en un

point M se diviseront en deux catégories. Les unes, à l'extérieur

du cône circonscrit de soinmetM, ne rencontreront pas la surface;

les ml r<-> lu couperont.

l'our les premières, le rapport anliarmonique <!R formé avec M et
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un point voisin de la droile sera une imaginaire de module i; pour

les autres, ce même rapport sera réel et positif. Donc, quelle que

soit la valeur donnée à la constante K dans la formule (i i), il y
aura des points réels voisins de M pour lesquels la dislance pourra

être réelle; il y en aura certainement d'autres pour lesquels elle

sera imaginaire. Des conclusions analogues pourraient être établies

pour les angles. Ce cas peut être intéressant à étudier; mais il ne

correspond à cincanc réalité pratique et nous Cécarterons

dans notre étude.

Des difficultés analogues se présenteront si Vabsolu est une

surface i-éelle convexe et si l'on est et ^extérieur de cette sur-

face. Alors, par chaque point ^1, il passera des droites qui coupe-

ront la surface, d'autres qui ne la couperont pas. Nous écaitcrons

ce cas comme le précédent et pour les mêmes raisons.

Mais si Von est à l'intérieur de la surface^ toute droite de

cette région coupe Vabsolu en deux points ; le rapport .tl (M, M',

A, B) est toujours positif. D'après la formule (i i), il suffira, pour

que la distance soit réelle, que Iv soit une imaginaire pure de la

forme Vvi. Alors, la distance de deux points n'aura que deux

valeurs réelles, égales et de signes conlraires. Pour les angles, les

formules (l'y) et (20) donneronllieu à quelque difficidlé, les plans

tangents et les tangentes qui servent de base dans les mesures

n'étant pas toujours imaginaires conjugués.

Si la droite d'intersection de deux plans réels est sécante de

Vabsolu., nos formules donneront pour l'angle de ces plans une

valeur réelle. Si nous appelons espace accessible celui qui est à

l'intérieur de Vabsolu et espace inaccessible celui qui est à l'exté-

rieur, ce premier cas est celui où les deux plans ont des points

communs dans l'espace accessible.

Si, au contraire, tous les |)oinls communs aux deux plans sont

dans l'espace inaccessible, il n'y aura plus lieu de parler de leur

angle, il sera devenu imaginaire.

De même, deux droites qui se coupent ne forment un angle réel

que si leur point commun est dans l'espace accessible.

I80. En résumé, nous n'étudierons que deux hypothèses : l'une

dans laquelle Vabsolu est une surface imaginaire et qui embrasse

tous les points réels; elle a été introduite dans la Science par
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B. Riemann ; l'autre, dans laquelle Vabsolu est une surface

convexe telle que la sphère, mais où l'on n'envisage que la portion

de l'espace comprise à rintérieiir de la surface. Cette dernière

Géométrie est au fond, comme l'a montré M. F. Klein (•), celle à

laquelle ont été conduits, par leurs études sur les principes,

Lobatscliewsky, Bolyai, Gauss^ etc. C'est la Géométrie dite non

Euclidien ne.

Nous allons tout d'abord établir ce résultat essentiel, que l'une

et l'autre comprennent comme cas-limite la Géométrie ordinaire.

Il suffit de su|)poserqne Vabsolu s'aplatit indéfiniment et se réduit

au cercle de l'infini.

Prenons, en effet, pour absolu la sphère représentée en coor-

données rectangulaires homogènes par l'équation

(21) a-^-f-JÎ^. 32_t_ R2^2= o.

Si l'on envisage deux points M[x, y^ z, t), M.'{x',y', z' , t') et

si l'on prend pour jK. la valeur R, la formule (12) nous donnera,

pour leur distance, la valeur suivante :

MM' xx'-^ ry'-\-zz'-h R2
CCS

R ^(^2_^_^2_^;32 4_ R2)(^^'2_,_y2_L-^'2_^_fl2)

Quand la sphère se réduit au cercle de l'infini, R devient infini.

Développons donc les deux membres de l'équation précédente sui-

vant les puissances de ^; nous aurons

i
^(^^^^'>^-l^

En comparant les développements des deux membres, on

obtient

(22) MM''= (x — x'y- -{- (y —y y- -+- (z — z' )^

pour la valeur limite de MM'. C'est l'expression bien connue de

la distance de deux points en coordonnées rectangulaires.

(') On pourra lire une Iracluction du Mémoire de M. Klein Sur la Géométrie

dite non euclidienne dans le Bulletin des Sciences mathématiques et astro-

nomiques (r" série, l. II, 1871, p. 340-
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Voyons maintenant ce que deviennent les angles. Nous nous bor-

nerons à l'angle de deux plans. L'éqnation tangentielle de li s|)lière

<' la n t

( ^.B
)

«2 -f- (;2 _^ ,vî 4_ L_ = o,

l'angle V de deux plans sera défini par la formule

,
pp'

un -f- (>v -+- wfv -+- ~—
cosV — — ==,

'liii se réduit, lorsqii' on y suppose R infini, à L^expression bien

connue en Géométrie Euclidienne.

La démonstration s'applique aux deux Géomélries que nous

avons réservées ; l'une, la Géométrie de Ri(!mann, s'obtient en

supposant R réel; l'aulre, la Géométrie non iiuclidienne, corres-

pond à l'hypothèse dans laquelle on prend pour R une imaginaire

puie.

186. Les définitions précédentes ne sont pas les seules qu'on

pourrait adopter, même en restant fidèle au point de dépari, qui

exige le choix de deux éléments servant de base pour toute mesure

métrique. Par exemple, sur chaque droite c/, on pourrait choisir

comme base les deux points divisant harmoniquement deux qua-

(Iriques fixes, ou bien les deux points formant une proportion

équianharmonique avec les trois points d'intersection delà droile et

d'une surface cubique fixe. On pourrait aussi diminuer l'ambi-

i;uïlé qui se présente dans les formules en suppo-ant que la qua-

drique se réduise au système formé par deux plans ei par deux

points pris sur leur intersection. Sophus Lie a démontré que la

définition adoptée est la seule (pii conduise à une Géométrie

iidmettant tous les déplacements (pie l'expérience nous permet de

constater autour de nous.

187. Avant d'étudier ces déplacements, nous discuterons rapi-

derjient les formules qui nous ont servi de définition.

Reprenons d'abord la formule (12)

( 'lf\
)

cos
i^

"""
v'VM:vj)(ivrivi')
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Elle nous monire immedialemenl, comme nous l'avons déjà

remarqué, que MM' est une fonction multiforme et que toutes ses

valeurs s'exprimenl, en fonction de l'une d'elles 80, par la formule

(25) M\l' = ±ôo+rtTi:K,

n élant un entier, positif ou négatif.

La (li^iance ne deviendia indéterminée que si l'un des points est

sur Vabsolu el si l'nulre se trouve dans le plan tangent à Vabsolu

en ce |>reniier point. On It- verrait encore en considérant le rapport

anli;irmonique Jl(M, M', A., B).

Pour que la distance devienne nulle, il faut que ce rapport

anharmonique soit égal à l'unité, c'est-à-dire que M coïncide

avec M' ou A avec B. Si donc M et M' sont distincts, la distance

ne sera nulle que si la droite qui les joint est tangente à l'absolu.

Si les points M, M' sont réels, les deux hypothèses (|ue nous

venons de faire ne pourront se présenter dans aucune des deux

(jréoinéliies (|ue nous ;ivons réservées.

Pour (|ue la distance MM' devienne infinie, il faut que le

ra|)porl anharmonique c'a (M, M', A, B) soit nul ou infini, ce qui

exige que l'un des poinis soit sur Vabsolu. Lorsque M et M' sont

réel>, cetie hypothèse ne peut se présenter (|u'en Géométrie non

Euclidienne; M, M' élant à l'intérieur de l*absolu, leur dislance est

réelle (i croît indéfiniment si l'un des points s'approche de

Vabsolu.

Signalons encoie une valeur particulière remarquable de la dii—

tanc<'. Lors(|ue les deux points M, M' sont conjugués par rapport à

Vabsolu., on a

^(M, M', A, B) = — I, MM'=— ^-/^ITK,

n élanl entier.

Ainsi, il revient au même de dire que deux points sont conjugués

>u (lue l'une des valeurs de leur distance est éi^ale à — En

d'autres termes, le lieu di s points à une distance -;— d'un point M
est le phin conjugué de M.

irK
En Gi'omélrie, non Euclidienne, ce lieu n'existe pas, puisque -7-
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est imaginaire et que le pian polaire d'un point à l'intérieur est
tout entier hors de l'absolu.

Les remarques précédentes expliquent certaines particularités
relatives aux surfaces qui jouent dans la Géométrie Caylejenne le
rôle de la sphère, c'est-à-dire qui sont le lieu des points à une
distance donnée ù d'un point donné.

Si A est le point donné, que nous appellerons le centre de la
sphère Cayleyenne, l'équation de cette sphère sera, d'après la
formule (12),

(26) (AM)2=:cOS2^(AA)(M.VI).

C'est une quadrique inscrite à r«^5o/« suivant le plan polaire du
centre A. On s'explique très bien pourquoi le lieu doit contenir la
section de Vabsolu par ce plan polaire, quel que soit le rajon
donné 0. Car cette section est le lieu des points dont la distance au
point A est indéterminée.

188. Comme on passe des plans aux points par la méthode des
polaires réciproques, les conclusions précédentes peuvent faci-
lement être transportées aux plans, et par suite aux droites, si l'on
passe de la Géométrie dans l'espace à celle du plan.
On verra facilement ;

1° Que les diverses valeurs de l'angle de deux plans, ou de deux
droites concourantes, sont de la forme

2° Que cet angle ne devient indéterminé que si l'un des plans
ou l'une des droites touche la surface, l'autre passantpar son point
de contact;

3° Qu'il ne devient infini que si l'un des plans ou l'une des
droites est tangente à la surface;

4° Qu'il ne devient nul que si les deux plans se coupent suivant
une tangente à Vabsolu, ou si les deux droites sont dans un plan
tangent à cette surface ou bien se coupent en un de ses points;

5° Qu'il ne devient égal à ^ que si les deux plans sont conjugués

ou si les deux droites sont conjuguées. On sait que deux plans sont
conjugués quand l'un d'eux, que l'on peut choisir arbitrairement,
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conlient le pôle de l'autre. iVous dirons alors qu'ils sont perpen-

diculaires.

Rappelons de même que deux droites sont conjuguées lorsque

l nue des deux, choisie arbitrairement, rencontre la polaire de

l'aulre. Alors, il y a, sur chacune d'elles, un point dont le plan

polaire passe par l'autre; cette définition, on le voit, est dualis-

tique. Quand deux droites qui se coupent seront conjuguées^ nous

dirons aussi qu'elles sonl perpendiculaires.

L'emploi des polaires réciproques montre également que l'angle

de deux droites est égal à celui de leurs polaires.

Pour définir les angles des droites et des plans, on suivra la

même marche que dans la Géométrie ordinaire.

On dira qu'une droite d est perpendiculaire à un plan ro quand

elle passera par le pôle de ce plan. Alors, elle sera évidemment

perpendiculaire à toutes les droites qui passent par son pied dans

le plan; car ces droites vont toutes rencontrer la polaire de d,

nécessairement située dans le plan tu.

Par un point quelconque M, on peut toujours mener une perpen-

diculaire à un plan nr, 11 suffit de joindre M au pôle de rs, de sorte

que, si M coïncide avec ce pôle, toutes les droites menées par M
seront perpendiculaires à rar. En dehors de ce cas exceptionnel, la

perpendiculaire sera unique.

Par un point M, on peut mener un plan perpendiculaire à une

droite d et un seul, à moins que M ne soit sur la polaire d' de c?,

auquel cas tous les plans menés par d' sont perpendiculaires à d.

En effet, tous les plans perpendiculaires à d doivent avoir leur

pôle sur d\ ils passent donc par la polaire d' de d. Si donc M n'est

pas sur cette polaire, il y a un seulplau per[)cndiculaire, déterminé

par M et par d'

,

Deux plans distincts m et m' ont toujours une perpendiculaire

commune, cpii passe par les pôles des deux plans.

Quand une droite Jest perpendiculaire à un planrïT, tout planer'

passant par cette droite est perpendiculaire au plan nr. En effet,

I la polaire de d se Irouxe dans le plan 777; il en est donc de même
du pôle du plan ttî'.

Les propositions précédentes permettent de compléter nos défi-

nitions en leur ajoutant celle de l'angle d'une droite et d'un plan.

Ce sera le complément de l'angle <^ue fait la droite avec la perpen-

f diculaire au plan menée par son piod dans le |)lan.
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189. Avant de continuer, nous allons examiner quelles sont les

conséquences des propositions précédentes, au point de vue des

relations entre les éléments réels, dans les deVix Géomélries que

nous avons retenues.

Dans la Géométrie de Riemann, où V absolu est imaginaire, la

dislance de deux points réels ne sera jamais infinie : c'est ainsi que

les choses se passent dans la Géométrie spiiériqne.

Dans la Géométrie non Euclidienne, où Vabsolu est une surface

convexe et où l'on reste, par hypothèse, dans l'intérieur, la dislailcc

de deux points deviendra infinie quand l'un des points se rappro-

chera de Vabsolu. De sorte qu'un point ne pourrait sortir de la

surface sans que sa distance à tous les points de l'intérieur devînt

inlinie. C'est pour cela que nous avons qualifié di'inaccessible

l'espace extérieur.

Si l'on envisage, dans la Géométrie de Riemann, un point M el

une droite *'/, la distance de M à tout point de d restant finie, il n'y

aura plus lieu d'admettre la notion de parallèle. Ici encore, ce sera

comme dans la GéomtUrie sphérique, où cette notion a disparu.

Au contraire, si Vabsolu est une surface convexe, les deux

points />, p' où la droite d^ prise dans l'espace accessible, coupe

l'absolu seront à une distancée infinie de M. 11 y aura donc ici deux

parallèles ou, plus exactement, on pourra faire passer par M deux

séries de droites : les unes, comprises dans l'angle pMp', rencon-

treront d dans l'espace accessible ; les autres, comprises dans l'angle

supplt-mentaire, rencontreront la portion de d située daias l'espace

inacce-isibh; : et si nous considérons cet espace inaccessible comme
inexistant, (*lles ne rencontreront pas d.

Il y a lieu de faire des distinctions analogues pour les perpendi-

culaiies à un planro. Dans le premier cas, deux perpendiculaires à

un même plan se rencorit reroni toujours en un point réel, le pôle de-

ce plan. iJans le second cas, el si le plan ro eoupt; Vabsolu, toutes

ses perpendiculaires vont passer par le pôle, qui est dans l espace

inaccessible et devront être considérées comme ne se coupant pas.

Ainsi, dans la Géométrie de Riemann, deux perpcndicidaires à un

plan se rencontrent toujours; dans la Géométrie non Euclidienne

au contraire, deux peipendiculaires à un plan de l'espace ac(;essible

ne se rencontrent jamais, lu, |)ar un point de cet espice, on ne

peut mener qu'une perpendiculaire à un plan.

On établira sans peine des distinctions analogues j)Our ce qui
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concerne les plans menés par un point M, perpendiculairement à
une droite d. Les plans cherchés doivent contenir la polaire d' de d.
Ils pourront donc être indéterminés dans la Géométrie de Riemann
si M est sur d'

;
ils ne le seront jamais dans la Géométrie non Eucli-

dienne.

190. Les remarques précédentes ne contiennent rien qui con-
cerne deux droites qui ne se coupent pas. Nous allons étudier leur
ensemide, et nous démontrerons d'abord qu'elles ont, en général,
deux perpendiculaires communes.

Soient, eu effet, d, d, les deux droites, et 8, S, leurs droites
polaires. Nous avons vu que toute droite perpendiculaire à d, par
exemple, doit rencontrer 8. Donc, les perpendiculaires communes
à .i et à d, doivent rencontrer aussi S et S, . Or on saii qu'il existe,
en général, deux droites rencontrant quatre droites données. Notre
proposition est donc établie.

Il est elair que les deux perjiendiculaires communes ainsi
obtenues sont polaires l'une de l'autre; cela se voit tout de suite si

l'on transforme par polaires réciproques relativement à Vabsolu.

191. La proposition précédente tombera en défaut si les quatre
droites d, S, d,. S, sont des génératrices d'un même système d'un
hyperboloïde; car alors elles seront rencontrées p;.r toutes les
génératrices de l'autre système, et notre problème aura ac(|uis une
infinité de solutions. Examinons si ceit hypothèse peut se réaliser.

S'il en est ainsi, désignons par M la quadrique déterminée par
les droites d, d^, S, 8,. Toute générairi<;e reciiligne du second
système de H doit couper VaOsolu en deux points m, m ^ divisant
harmoniquemcnt les deux segments de celte droite compris respec-
tivement entre d, 8 et entre </,, 8,; cela rés.die des propriétés
des droites polaires. D'après les propriélés développées au n" 118,
cette remaïque suffit à montrer que les points ,n, m, décrivent
deux diories de H : à savoir celb-s (pii divisent liarmonicpiement les
couples de génératrices d, S et ./,, 8, ; et ces deux droites appar-
tiennent évidemment à ïabsolu.

^

Réciproquement, si l'on prend un hyperboloide coupant
Vabsolu suivant une génératrice rectiligne e ei conlenani deux
droites c/, 8, polaires l'une de l'autre, il coïncidera avec sa polaire
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réciproque par rapport à Vabsolu. Pour obtenir le cas d'indéter-

minalioti que nous recherchons, il suffira d'associer à d une quel-

conque di des génératrices de H, du même système que d.

On peut d'ailleurs donner une construction beaucoup plus

simple des couples des droites rf, di.

Prenons arbitrairement la droite d. Elle cow\)eVabsolu en deux

points Mo, M'q. Construisons les deux génératrices rectilignes d'un

même système de cette surface vi, T),, qui passent respectivement

par Mo, M'j,; ce qui peut se faire de deux manières différentes.

Toute droite c^, rencontrant à la fois T) et Tj, pourra être associée

à d pour donner une solution du problème. Comme on peut,

obtenir deux couples ?), Tj) en s'adressant successivement aux

génératrices des deux systèmes, on voit qu'il passera par tout

point de l'espace deux droites o?, que l'on pourra associer à d.

Laissant au lecteur le soin de justifier cette construction, nous

nous contenterons de remarquer que, si Vabsolu est imaginaire et

la droite d réelle, cette construction nous donne des droites

réelles di passant par tout point réel de l'espace.

192. On peut étudier plus complètement cette question des

perpendiculaires communes à deux droites à l'aide d'une formule

que nous allons établir et qui nous sera, plus tard, très utile.

Considérons un segment AB et cherchons sa différentielle lors-

qu'il se déplace d'une manière quelconque dans l'espace. D'après

les principes relatifs à la difïérentiation, on peut supposer que la

variation de ses exlrémit 's a lieu successivement, et ajouter ensuite

les résultats obtenus. Supposons d'abord que l'extrémité B se dé-

place seule et vienne en B'. Dans le plan des trois points A, B, B',

la Géométrie nouvelle est, nous le savons (n" 179), identinue à

celle de la sphère. On aura donc, comme sur la sphère,

rf. AÏÏ = — bF cos B' b a,

formule que l'on vérifierait d'ailleurs très aisément à l'aide des

relations étaldies précédemment. Si donc on suppose (|ue les deux

exiréiiiilés du segment se sont déplacées, ou aura, comme dans la

Géométrie ordinaire,

(26) c/.ÂÏÏ = — AA'cosA'AIJ— ÏÏÎFcosB'BA.
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Celte formule a de nombreuses conséquences. Appliquons-la à

la question qui nous occupe.

193. Nous commencerons par supposer que Vabsolu soit une qua-

drique imaginaire, et nous envisagerons deux droites réelles <f, d^.

Si l'on prend un point réel P sur la première et un point réel P,

sur la seconde, la distance PP, ne peut devenir ni nulle, ni infinie,

ni indéterminée. Elle aura donc au moins un maximum et un mi-

nimum. Si le segment PP, se déplace infiniment peu et devientP'P',

,

la formule (26) nous donnera la relation

fl^.PP, = — PP'cosP'PP, — PiH'i cosP; P,P,

et nous voyons que, lorsque PPj passera par un maximum ou un

minimum, on devra avoir, PF' et P, Pj étant arbitraires,

cosP'PPi=o, cosP'i PiP = o,

c'est-à-dire que le seguient PP, devra êlre perpendiculaire aux

deux droites d^ d^. Ainsi, il est établi a priori qu'il j aura au

moins d(!ux jierpendiculaires communes, réelles si les dioiles o?, c/j

le sont. Nous savo is, d'ailleurs, qu'il ne pourrait y en a\oir plus de

deux, au moin-; dans le cas général.

Ces résultats sont confirmés par le calcul suivant.

Soient Mo, M,, les deux points imaginaires conjugués où la

droite réelle ir/ rencontre Xabsolu; soient de même M,, M', ceux

où la droite d^ rem outre \ absolu. Si Xq, j'o? ^o^ 'm ^''^t x'oi Sq? ^'0

désignent les coordonnées de M», M„, un point P de la droite d
aura pour coordonnées

.To-f-Xa^o, 7o-+-^7oi Zq^Xz'^, /oH-X/'o,

et comme M,,, M|, sont imaginaires conjugués, on verra aisément

que le point P ne peut être réel que si A a son module égal à 1

et est, |)ar suite, de la forme e^^.

De mêmt;, les coordonnées d'un point P, de la droite c/, seront

Xi + Ktx\, Ji-hXijk'i, ^i-f-Xi^'i, /,^-X,«',.

.37(, jK,, C|, /, ei iP|, jK,i ^p ^'1 désignunl respeclivemcni les coor-



3o8 LIVRE IV. — CHAPITRE I.

données de M,, M',, et )., devant avoir un module égal à i si le

point P, est réel.

Cela posé, d'après nos notations, on doit avoir

, ,
ÏÏÏÏ; (PP,)

(27) cos

Si l'on tient compte des équations

( MoMo ) = ( M 1 M , ) = ( M'„M'„ ) = ( M\ M\ ) = o,

qui signifient c|ue les quatre points Mo, M,,, M,, M'j sont sur

Vabsolu, on trouvera, en a|)pliquant l'iilentité (g),

(PF) = 2X(MoM'o), (P,P,) = 2X,(M,M',),

( PP, ; = (Mo M , ) 4- X ( M'o M , ) + Xi (Mo M',) + XX, ( iM^ M\).

Posons

= ./Ve'*, : :r:r=^—r^ = A C"'*
,

s/( M .. M '0 ) ( .M , AJ ', )
^{M:M ; ) ( M ,

Al ', )

v/(M,Vi'„)(AI,M,) v/('M»Mo)(AImM',)

On verra facilement que A, B, a, |3 sont réels, ce (|ui permet de

supposer A et B positifs. Si l'on effectue en outre le changcmeul

de notations
X = e'>, Xi = e'><,

d'après lequel p. et [x, sont réels pour les points réels correspon-

dants P, P|, il viendra

(ig) cos—-i =: A cos (
-——

*

al -t- B co- I —^

—

p I
•

On voit lout de suite que la vaL ur absolue du piemier membre

oscille entre |A — B| et A -h B. Ainsi, il y ;iura une plus courle

et une plus longue distanc»- d<s deux droites. Elles correspondent

aux positions des points P, \\ pour lesquelles on a

— — % =nr., ;i — « TT

.

n et n' d('sign;mL des entiers.
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Gela donne

[Xi— a — â =: ( « -t- n') TT, [j.
—

• a -t- p = ( /i — li ) tz.

Eu négligeant les multiples de air, ce qui est évidemment permis,

on a seulement les deux solutions

(3o) tji, = a -h 3 -+- Tt, IX = ce — ^ -{-
-a:

et

(3i) ,u, = a -I- ^, [ji=a — 3.

Ainsi, il y a une plus courte et une plus longue distance

pour deux points pris respectivement sur les deux droites.

194. Notre solution g'^nérale nous a appris que les deux per-

pendiculaires communes sont les deux droites /?, /?, qui rencon-

trent, en même tem|)s que <i, c/, , leurs droites polaires 0, 8,. De là

il résulte que chacune des droites p, pi est la po'aire de Vautre.

Car la droite /? rencontrant c/, c?,, S, ^,, sa polaire doit rencontrer

0, 5,, d, ds et, p;ir conséquent, se confondre avec /),. C'est ce

qu'il serait aisé de vérifier ici, les deux positions de la perpendi-

culaire commune divisant liarmoniquement les segments MoM„
et M|M', . Nous préférons insister sur une notion plus impor-

tante.

Si, au lieu de considérer des points sur les droites t/, û^i , on

envisage des plnns passant par ces droites, on est conduit à

étudier les variations de Tiingle de ces plans. Or, cette question

revient à celle que nous avons traitée; car les deux plans ont pour

pôles deux points m, rn, des deux droites 5, 8, polaires de c/, di ; et

leur angle est égal à la distance tot^), divisée par la constante R.

Donc cet angle aura un maximum et un minimum qui correspon-

dront aux deux cas où la droite rncTi est perpendiculaire commune
à et à 8, et, par conséquent^ à d el à dt. Ainsi, le maximum et

le minimum de cet angle auront lieu lorscfue les plans contien-

dront une des deux perpendiculaires communes à d et à d^.

Mais ce n'est pas tout; il y a des relations plus étroites encore

entre cette question et la précédente. Soient «,a,, a, a, les points

où l'une des perpendiculaires communes coupe c?,o?,,5,o, ; soient

de même h, ^,, p, [i, les points où l'autre perpendiculaire commune



3lO LIVRE IV. — CHAPITRE I.

coupe les mêmes droites. Les plans qui passent par d^ di el

par a, a^ ont pour pôles les deux points ^, [3, ; leur angle sera

donc égal au quotient par R de la distance ^^|. Mais, sur la seconde

perpendiculaire commune bb^^ les deux points p,^, ont è, 6, pour

conjugués harmoniques relativement à l'a65o///; donc leur distance

sera égale à la longueur de la seconde perpendiculaire commune
aux deux droites données d, <i,

.

195. En résumé, les deux droites ont deux perpendiculaires

communes ««, et bbi. Si l'on étudie la variation de la distance

de deux points pris sur les deux droites, on trouve qu'elle est

maximum, par exemple pour la position «a,, et minimum pour

la position />6,. Si l'on étudie la variation de l'angle de deux plans

passant respectivement par les deux droites, on trouve que cet

angle est minimum lorsqu'ils conliennent la perpendiculaire

maximum aa, et alors il est égal k bbt, divisé par la constanle R.

11 est, au contraire, maximum quand les deux plans contiennent bb,

et alors il est égal à ««,, divisé par la constante R.

En terminant ce qui concerne celte question, je ferai remarquer

que la méthode suivie met en évidence le cas d'indétermination.

Si l'on a, à la fois,

(32) (MoM,) = o, (M'oM',) = o,

ou

(33) (MoM',) = o, (M'„M,) = o,

ce qui signifie que les deux droites MoM,, M'„M', ou bien MoM',

,

M'q m, , sont des génératrices de Vabsolu, la formule qui donne PP,

se réduit à un seul terme, l'un des modules A ou B étant nul.

Supposons, par exemple, que ce soit B. Alors il suffira, pour qu'il

y ait maximum ou minimum, que l'on ait

n étant entier.

L'indétermination serait plus grande encore si les droites d, di

étaient polaires léciproques l'une de l'autre. Alors les relations (Sa)

et (33) seraient vérifiées en même temps, et la distance de tout

point de d k tout point de df serait égale à
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196. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que Vabsolu

est imaginaire. Si Vabsolu esl une surface convexe et si l'on consi-

dère les portions des droites d, dt qui sont dans l'espace acces-

sible, on verra aisément (\i\^elfes auront une perpendiculaire

co/nniune et une seule. En effet, la dislance d'un point âe d k un

point de d^ devient infinie lorsqu'un de ces points s'approche de

Vabsolu. Celte distance a donc, dans l'espace accessible, un ou plu-

sieurs minimums. On peut affirmer qu'il y en a un seul, puisque

le problème comporle, au plus, deuxsolutions. Donc, une des per-

pendiculaires communes coupera les deux droites dans l'espace

accessible; l'autre, qui est la polaire de la première, sera tout

entière dans l'espace inaccessible. C'est ce que confirmerait un

calcul analogue à celui que nous avons fait dans le premier cas.

197. Les questions relatives à deux droites qui ne se coupent

pas 'étant élucidées, les autres notions métriques ne présentent

aucune difficulté. Par exemple, la dislance d'un point à un plan

sera la dislance du point au pied de la perpendiculaire abaissée de
T K

ce point sur le plan; elle est le complément à -^^— de la dislance

du point au pôle du plan par rapport à Vabsolu.

De même, d'un point quelconque M, on peut, en général^

abaisser une seule peipendiculaire sur une droite donnée d. C'est

la droite qui, |)artant de M, rencontre à la fois d et sa droite

polaire o. La dislance de M à la dioite sera celle de ce point au

pied de la perpendiculaire; elle sera le complément à 7t- de la

distance de ce même point à la polaire 8; de sorle que le lieu des

points à égale dislance d'une droite d sera aussi le lieu des points

â une dislance constante de sa polaire 8.

Ce résullat se confirme par un calcul direct. Soient A, B les

points où ^ coupe Vabsolu, Cet D les points où la jjolaire o coupe

la même (|uadrique. On sait que les quatre droites AC, AD, BC, BD
sont des généialrices de Vabsolu. Si donc on prend le lélraèdre

ABCD pour h'iriK'dre de rc'férence, l'équation de Vabsolu prend

la forme

('54)
. xy -+ zt = o,

la droile d étant représenU'C, par exemple, |)ar les équations

(J-)) a- = o, 7 = o,
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et la droite S par les équations

(36) z = o, f — G.

Soient .070,^01 ^oi ^o les coordonnées d'un point M. La perpendi-

culaire à d passant par ce point aura pour équations

•'^J'o— 7-^0= o, zto— tZ(, = o.

Les coordonnées du pied P de cette perpendiculaire seront

Donc la distance MI* qui est, par définition, la dislance à la

droite r/, aura son expression donnée par la formule

(37) cos-j^ =

qui est une simple application de l'équation générale (12) (n'' 182).

On déduit de là

(38) ,angî^ = 4/î^^

en sorte que le lieu des points à une distance donnée de la droite d
(et par conséquent de sa polaire) est la quadrique définie ])ar

l'équation

(39) '-^ = const.

On peut la définir en disant qu'elle coupe Vabsolu suivant le qua-

drilatère gauche formé par les quatre génératrices rectilignes qui

passent aux poinls d'intersection de la droite et de Vabsolu.

198. Après avoir étudié les questions relatives aux points, aux

plans et aux droites, nous allons examiner celles qui concernent

les courbes et les surfaces. L'angle de deux courbes qui se croisent

en un point sera celui de leurs tangentes en ce point, et il sera

aisé de l'évaluer.

Appliquons, par exemple, la formule (19). Ln désignant

par x,y., z, t les coordonnées du point A et par d et 8, respecti-

vement, les caractéristiques relatives à des déplacements sur les

courbes dont nous voulons mesurer l'angle, on pourra prendre

X -+- dx, y -h df, z -+- dz, t -^ dt\
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pour les coordonnées des poiiiLs B, (1; el la formule (19) nous

donnera, V dé.>ignant l'angle des deux courbes,

fiT,x) f'dr^r>r) — f(x, fix) f(x, or)
( io) COS V = ;•

v[/(^,-'y)/(«^^, <-l^-)-pK''-, '^--^^J l/(^.^-)y^S^-, ox)—J-^{x, ^x)\

La condition de perpendicularité des deux tangentes sera donc

(/il) /(^'f •'^) f{d^, ^oc) — f(x,dx)f(x, 8.t) = o.

199. C'est ici le lieu de rappeler une notion introduite par Bel-

trami. Considérons une forme quadratique ds"^ définie par la

formule

( ^ </s« = SS aiu dxi dxj^ (i, k = i, >., ...,/«),
/, A-

où les coefficients Oi/^ sont des fonctions quelconques de rr,,

X21 . . ., x,i satisfaisant à la condition

(43) ciik=aki\

en sorte que d&- peut s'écrire

(44; ds''-= ax\dx\~- . . .-'r'xa'^idxxdx^-^ . . . .

Si l'on fait un changement de variables quelconque, en substi-

tuant aux Xi des fonctions yi de ces variables, on aura

( 4 ) )
ds"- =11 a tu dxi dxk = ^ ^ bu, dyi dy,,

;

et, en considérant deux systèmes de différentielles, on verra aisé-

ment que Ton a

(4r)
)

ilï aihdxi ox/, = y:^ hik dyi oy/,.

Il suffit de remplacer dans l'équation précédente dXf par

dxi-+-'/.0Xi, ce qui conduira à remplacer dyijmr </k/+ a8j^/, et

d'égaler les coefficients de X dans les deux membres. De là il suit

que l'angle 8 défini par Véquation

Y.-Lan.dxi^jx,,
i \- cosU

/SS «//,. dxi dx/c v/SX a,/.- oxi oa™/.-

est un invariant. JSoiis Vappellerons Vangle des deux direc-

tions définies par les caractéristiques d et 8, relativement à la
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forme quadratique déterminée par la formule (44)- Quand
cette forme est définie^ c'est-à-dire lorsqu'elle peut se ramener à

une somme de carrés tous de même signe, h est essentiellement

réel

.

On voit que l'angle ne change pas lorsque tous les coefji

cients de la forme quadratique sont multipliés ou divisés par
une même fonction^ d\iilleurs quelconque^ des variables.

Si nous appliquons ici celte notion, nous pourrons dire que

l'angle Y de deux directions, défini par la formule (4o)? n'est autre

que l'angle de ces deux directions, évalué par rapport à la forme

quadratique (i3) qui donne l'élément linéaire de l'espace Cav-

leyen.

200. Les méthodes précédentes peuvent être étendues et appli-

quées aux questions concernant deux surfaces. Nous avons vu

que, si

cp (a, (', iv, p) = o

est l'équation tangentiellc homogène de \ absolu^ l'angle de deux

plans est déterminé par la formule (i8). S'il s'agit de deux sur-

faces représentées par les écpiations homogènes

(48) F{x, y,z.t) = o, Fi{iv,y,z,t) = o,

leurs plans tangents auront pour équations

et il suffira d'appliquer la formule (i8^ à ces deux plans pour

avoir l'angle des deux surfaces en un de leurs points communs.

Soit

( i9) /(^) J'î -2) ^) = A 372 H- A.'j'2_j_ \"2î_;.. •_>B_^s -f- •;; IV az -+- i.W'xy

-+- i Ga-/ -f- 9.C' yt -!- 2 C"zt -+- Dt-= o

l'équation ponctuelle de Vabsolu. Pour avoir son équation tangen-

tiellc, on écrira les équations

A.T -r- \y'y-\-B'z-\-Ct = u^

H" x-\- k' y -^\iz -i-C'^ = f,

^
' B'a7-+- Bj -4- A"^ + C"/= tr,

Cx -h C'y -+- C/z -t- D/ — p,
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qui délerminent le pôle du plan («, v, n
., />), et l'on exprimera

que ce pôle est dans le plan, ce qui donnera la nouvelle relation

(5\) ux -}- vy -4- wz -h pt = o.

L'élimination de x, y, 5, t entre ces relations fournira l'équa-

tion tangentielle demandée. Posons

( à2 )
\\ =

A B" B' C

B" A' B C

B' B A" G"

C C C" D

on aura, pour le premier membre de l'équation tangentielle.

(5!) /P{u,v,ir.p) = —
Yi

A B" B' C H

B" A' B a r

B' B A" C" n-

C G' C" D p
U V »' p o

i [ àl{
,

5g"^"

On verra alors très aisément que, si Ton introduit les notations

suivantes :

(''-i) \( o. 'i. I
=

A
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de Aco, A(co, cî,). Puisque les coordonnées sont homogènes, admet-

tons qu'on ait choisi le facteur de proportionnalité de telle manière

que l'on ait

(57) f{x,y,z,t) = i.

Alors, les formules que nous avons données pour l'élément linéaire

et pour l'angle de deux courbes se simplifieront beaucoup. Les

expressions que nous avons désignées pary(:r, dx), f{^i ^^) seront

nulles, et l'on aura,

(58) ds^=f(dx,dcc).

Quant à l'angle V de deux courbes, il sera donné par la formule

très simple

(59) ds os cosY =f(da:, 5.t).

D'après cela, voici comment on déterminera la normale à une

surface définie par l'équalion

(60) o [x, y, z, t) = o.

Pour tout déplacement s'effectuant à partir du point (x, y-, z, t)

sur la surface, on a

ri Sa- •+ —!- 8 >' -f- -^ Z 4- -^ 8 « = O.
dx dy -^ dz ât

Donc, d'après la condition d'orthogonalité exprimée par l'équa-

tion

/(dx, ^x) = o,

le déplacement pour lequel on aura

I

\ dx-i- Wdy -^B'dz + Gdt = X ^,
l

-^ dx

1 B" dx -+- X' dv -h B dz -^ C'dt =}. -^f

(61) '

^
i

B' dx + B dy -{- k!dz -\- G'dt = X -^,
I

-^ az

\ C dx-i- C'dy + C/dz 4- D rf< = X ^

,

sera perpendiculaire à tous les déplacements qui peuvent se pro-

duire sur la surface. Il aura donc lieu nécessairement suivant la
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normale à la sniface. Ainsi, les équations précédentes définissent

la direction de la normale.

Adjoignons-leur l'identité

/.. N do , d<o , âo , ào , ,

(62) V- «-^ -r- -T^ ay -+• -r^ az -\—-^ dt ^^ d^,
dx dy -^ dz dt '

qui fait connaître la variation de o quand on se déplace suivant

celte normale.

L'élimination de dx^ dy, dz^ dt entre les équations (6i), (62)

nous donnera
</cp = X Acp.

D'autre part, si nous ajoutons les équations (61), après les avoir

multipliées respectivement par dx, dy^ dz^ dt^ il vient

ds'^z:^ l d<f.

Et, en joignant cette relation à la précédente, nous avons

Ainsi, v Acp représente la dérivée de o quand on se déplace suivant

la normale.

Si, an lieu d'adjoindre au système (61) l'équation (62), on avait

employé la suivante :

—i- dx -\ ri— dy H '— dz -\ ^ dt = do^
,dx dy - Oz dt ^ '

on aurait été conduit à la relation

(64)
rfo,^AOp^)^

la variation de o^ se rapportant encore à un déplacement suivant

la normale à la surface définie |)ar Téqualion (60).



CHAPITRE II.

LES DÉPLACEMENTS CAYLEYENS.

Quelques mots sur les diverses Géométries que l'on pourrait imaginer et sur une
propriété caractéristique de la Géométrie Cayleyenne. - Transformation d'une
lorme quadratique homogène en elle-n.ème par des substitutions linéaires -
Cas particulier des formes à quatre variables. - Quelques propriétés 'des
génératrices rect.lignes d'une quadrique, intervention du Ilessien, distinctions
en deux systèmes. - Toutes les transformations continues d'une quadrique
en elle-même s'obtiennent en soumettant à deux homographies distinctes les
paramètres des deux systèmes de génératrices. - Application aux dépla-
cements Cayleyens. - Etude préliminaire du cas où les génératrices delun des systèmes ne sont pas déplacées par la transformation. - Théorie
géométrique des déplacements correspondants que l'on appelle Riemanniens
parce qu ils ne sont réels que si Yabsolu est imaginaire. La théorie analy-
tique de ces déplacements se rattache à l'identité célèbre de LagranL
d après laquelle le produit de deux sommes de quatre carrés est une somme de
quatre carrés. Emploi des quaternions. - Retour à la théorie générale. On ob-
tient, en dehors des déplacements précédents, trois espèces distinctes nouvelles •

es retournements, les rotations et les déplacements hélicoïdaux
; ces derniers sont

les plus généraux. - Définitions et propriétés de ces déplacements; analogies
avec la Géométrie ordinaire. - Tout déplacement résulte, d'une infinité de
manières, de la composition de deux retournements. - Surface lieu des points
a egae distance dune même droite. - Déplacement continu. Courbes analogues
a 1 hélice, au cercle.

201. Au n" 186, nous avons déjà remarqué que l'on obtiendrait
un grand nombre de géométries nouvelles en conservant la notion
de base, mais en choisissant des bases toutes difl'érentes de celles
que nous a données l'emploi d'une quadrique comme absolu. Ce
point de v.,e peut élre beaucon|, élargi. Par exemple, on peut
définir les distances en introduisant une surface quelconque (S).
Si l'on désigne par A, A', A", ... les points d'intersectiot. de cette
surface avec la droite qui joint deux poinis quelconques M, M', la
formule

MM'=. cp(M', A, A', A", . . .) - ^(M, A, A', A", . . .),

où
<p désigne une fonction quelconque des coordonnées des points

qui j figurent, donnera une expression de la dislance dans laquelle
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les propriétés addilives des abscisses et des segments portés sur une

même droite seront conservées. On pourra, de même, définir l'angle

de deux plans pi, ^' ou de deux droites qui se coupent d, d' par des

formules telles que les suivantes :

fi[A'= Uf([x', a, a', a", . . .) — ^^([ji, a, a', a", . . .),

/\
, , ,

dd' = y (d', a, a, a", . . .) — ^^(d, a, a ^ a" , . . .),

où a, a , a" désignent les pians tangents à une surface quelconque

(T) menés par l'intersection de pi et de pi.'; et de même a, a', a", ...

les tangentes menées à une troisième surface (U) dans le plan des

droites d, d' et par leur point commun, et où les fonctions W et -j^

auront été choisies d'une manière arbitraire. On pourrait même
obtenir un grand nombre de géoinétries de ce genre qui compren-

draient comme cas-limite la Géométrie ordinaire. Considérons,

par exemple, n qnadriques (S,), (S2), •••, (S«) et définissons

chacun des éléments, angles ou distances, comme la somme des

éléments homologues calculés successivement avec les diverses

qnadriques. Si l'on suppose que la première de ces quadriques se

réduise au cercle imaginaire de l'infini, dans les conditions énu-

mérées au n° 185, et que les constantes G, G', G" relatives aux

antres quadriques, qui figurent dans les formidfîs (a), (6), (c) du

n° 180, deviennent tontes infinies, on retombera sur la Géométrie

Euclidienne.

Ainsi, la Géométrie Gaylejenne est bien loin d'êtie la seule qui

puisse se rapproiher indéfiniment de la Géométrie ordinaire, mais,

comme l'a démoniré Sophits Lie, elle est lu seule c|ui |)ariage

avec la Géométrie Euclidienne une autre propriété ftmdamenlale.

Gelle-ci utilise à cha(|ue instant, pour ses démonstrations, les

déplacements des figures dans le plan et dans l'espace, c'est-à-dire

des translormitions homographi(|ues dans les(|uelles les angles et

les distances sont conservés. Il existe aussi de telles transformations

dans la Géométrie Gavlejenne et, comme les di'placements dans la

Géomélrie ordinaire, elles (lé(>ei)denide six paramètres. Norrs allons

maintenant les éiirdier.

202. Pour qu'une trinsfoiination homograplii(|ue conserve les

distances, il ftut ei il suffit évidemment qu'elle conserve Vabsola,

c'est-à-dire (|u'ell(; tranfornie celte quadiicpre en elle-même. La
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transformalion homographique devra donc remplacer l'éqt.alion
de [absolu par „ne équation proporlionnelle. On peut mê>ne
de.nan.ler que la nouvelle équ.aion soit i.lenti(|ue à la pren.ière-
car ,1 est permis de multiplier par une constanie arbitraire tous \e[
coedicieuis d'une s.ibslituiion homographique.

Nous soM.mes donc couduits à .etie hrlle cp.estion des transfor-
matious d'une forme quadnaiq.M. en elle-même par des substitutions
linéaires; et, bien que, dans le c.s parliculi.r que ,m,us avons à
envi.ager, elle soit susceplible d'une solution particulièrement
simple, je vais dire queb|ues mois de sa sol.,lion dans le cas
général.

Considérons une forme quadraliqne homogène à n variables

et soient
f{^l, ^2, ..., X„),

(l) .^..^2=1,7,^^. I, 2. A = i , 9., ., n)

les formules qui définissent la s..bstliution cherchée et (,ui assuren.
1 identité

En écrivant que la forme qiiadmii.pie

9(71,7"-, 7„),
obtenue par la substitution (,), a s- s coefficients é.anx à ceux
de /(r., .-., y.), on sera conduit f. ^LH-L^ n-lations entre les

n' constantes a,,. Et, par suite, la soluiion comportera ^^^"'^

arbitraires.
'^

On obli.nl aisément celte solution en ramenani la (orme /à unesomme de carrés. M.is il n'esl pa. néeessaire d'enherdans le
détail pour établir nu résultat fondamental.

D'après une propnélé générale, dans toute substitution /.V^ea/,-^
le Hess.en ,1e la forme /(^,, ..., :^„), c'csi-à-dire !e .lé.erminam

(3)

àj„ <)j-x
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se reproduit, multiplié par le carré du déterminant de la substi-

tution.

Si donc, la forme redevient elle-même, il faudra que le détermi-

nant de la substitution ail son carré égal à i. Il J aura donc deux

classes de substitutions linéaires; pour les unes, le déteruiinant

sera — i
,
pour les autres il sera H- i

.

Il y a entre elles une dillereuce esseulielle. Imaginons (|u'une

substitution varie d'une manière continue; son déterminant, qui

est -|- • ou — I, ne pourra changer de signe, et la substitution

restera dans sa classe primltiv»;. On conçoit donc que, par une

variation continue des paramètres indt'peudants, on puisse déduire

de chaque substitution toutes celles qui appartiennent à la même
(dasse. Or la substitution idenlique^ définie par les relations

:ri^ Yi (t = I, V),, n).

est de celles pour lesquelles le détern)inanl est H- i , et nous dirons

que ces substitutions (ormenl la première classe. Nous voyons

donc que c'està la première classe qu'appartiendia nécessairement

toute Iransforntalion continue de la forme (juadratitpie en elle-

même.

On sait qu'en a|)pliquant successivement deux transformations

données, le déterminant de la substitution (uimposée est le produit

des déterminants des deux substitutions.

Il suit de là que le produit de deux substitutions de la même
classe est une substitution de 1 1 première classe, et (pie l'on obtient

toutes les substitutions de la seconde classe en appliquant une

substitution particulière quelconque de cette classe à toutes les

substitutions de la première classe.

Au reste, il est aisé d'obtenir une siM)stitution particulière de

seconde classe. Si le carré de ^, figure dans la forme, on peut tou-

jours, eu posant

./.r,(^1j 'i-, • •> *«) — •"'{,

ramener /'(j?,. . . ., Xn) à la forme suivante :

ax'^ 4-
(f

(.^j, ./.'a, . . .
, x„ \.

il suffira, pour obtenir une substitution de seconde (lasse, de

changer le signe dex',, en <H>nservanl toutes les autres variables.

D. 2,
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203. Dans le cas qui doit nous occuper, où / ne dépend que de

quatre variables, la solution la plus simple, celle qui nous sera le

plus utile, sera fournie par la considération des génératrices recti-

lignes.

Soit

une équation à coefficients réels représenlanl une quadrique. JNous

présenterons d'abord une remarque essentielle relative au signe de

son Hessien. Ce signe ne change pas si Ton multiplie les coefficients

par un nombre quelconque, posilif ou négatif, si l'on effectue une

substitution homographique quelconque, de déterminant posilif

ou négatif. // indique donc une propriété de la surface. Et, en

effet, on voit immédiatement sur les formes réduites que, si le

Hessien est positif.^ la surface est imaginaire ou réelle et réglée;

au contraire, elle est réelle et convexe si le Hessien est négatif.

Dans l'un et l'autre cas, nous l'avons vu (n" 116), les deux systèmes

de génératrices, réelles ou imaginaires, peuvent être représentés

par deux équations telles que les suivantes :

(4) P==XH, S-XQ

et

(5) P = HL&, R--=(xQ,

où P, Q, R, S sont des fonctions linéaires et qui conduisent à

l'équation de la quadrique, mise sous la forme

(6) PQ — RS = o.

Si l'on calculait avec cette forme le Hessien H, on trouverait évi-

demment
H == 8^

8 étant le déterminant des fonctions P, Q, R, S prises, par exemple,

dans Tordre que nous indiquons ici.

Si H est positif, 8 est réel. Si H est négatif, 8 est une imaginaire

pure.

Comme on peut échanger Rei S, on fera en sorte que, dans le

premier cas, 8 soit positif, et, dans le second cas, qu'il en soit de

même de son quotient par î.
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Quand celte condition sera remplie, nous dirons que le sj»-

lème (4) représente les génératrices du premier sjslème, et le sys-

tème (5) celles du second.

Si l'on employait, pour représenter la surface, les formules à

deux paramètres déjà données

(7)

et si l'on posait

r = a X{x -t- 6 X -4- c fx -+- rf,

y z= a' X^x -h b' X -h c' [x -+- d',

z = a" lij. -^- b' X -+ c" [x -h d'

,

t =: a"'Xfji +- b" l -+- c'" [Ji -4- cf",

A =

a
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salisfassc à une équation fonctionnelle telle que la suivante :

Cp(X) — Ç>(Xo) Cp ( X2 ) O ( X I ) _ X — Xq X;— X
I

(p(X) — <p(Xi) (p(X.>) — cp(Xo) X — X| Xj — Xo

(Voù l'on déduit immédiatement, en donnant à )vo, X,
? ^2 *^les valeurs

constantes, que <5(X) doit être une ("onction rationnelle du premier

degré. On peut donc énoncer le résultat suivant :

Pour obtenir toutes les transformations lioniograjihii{Uis

continues de Vabsolu en lui-même il faut soumettre les para-

mètres des deux familles de génératrices rectilignes à deux

substitutions linéaires quelconques.

Ainsi apparaissent les six conslanies qui, d'après le n" 202,

doivent figurer dans les substitutions cherchées. Mais notre analyse

ne sera complète que lorsque nous aurons démontré que la condi-

tion précédenie, qui esl évideniment nécessaire, est aussi suffi-

sante.

Pour établir ce résultat essentiel, nous prendrons l'rqnation de

Vabsolu sous la forme

(9) rQ-RS = o.

Alors les formules

(10) V ^l\i, Q = '. 1^ = [A, S = X.

qui conviennent à tout point de la surface, mettent en évidence les

paramètres X et [jl des génératrices rectilignes. Si l'on cfFectue sur

ces paramètres les deux substitutions linéaires définies par les

formules

aX'-t-6 Cil -i- d

les équations

{\-x) P'=X>', Q'=i, R'=îJt', S'=X'

définiront un autre point de Vabsolu. En éliminant A, [jl, V, jx', on

trouve aisément les relations

pV := acV + bdQ' -h /?c\\' -+- adS'.

pQ ^ ay P' -f- pôQ' -+- PyR' -H aSS'.

^'
' ^ pR = acP'-f- ^dQ'-h pcR'-f-r/aS',
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OÙ désigne un facteur de proporlionnalilé. Si Ton considère ces

équations comme s'appliquant à deux points quelconques de

l'espace, elles définissent une transformation homographique; et,

comme elles donnent naissance à l'identité

(i4) o*(PO
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< ar loule homographie qui ne déplace aucun des points d'une

quadrique conserve lotîtes les droites et se réduit, par conséquent,

à la substitution identique. Mais cette circonstance pourra se pré-

senter pour l'un des deux systèmes de génératrices.

Supposons, par exemple, que les formules (i i) se réduisent aux

suivantes :

cix' -\- d
:i6), x = x'

Tf^'-+- 8

Â.lor.s aucun point des deux génératrices du second système dont

les |)aramètres sont définis par l'équation

(17) YI^^-^"(S — c) [JL — d — o,

ne sera déplacé. A.insi, il y aura sur l'absolu deux génératrices

dont tous les points demeureront immobiles dans le déplacement

considéré.

Avant d'étudier plus complètement cette hypothèse, nous allons

monirer que le déplacement précédent ne peut être réel que si

Vabsolu est une cjuadrique imaginaire.

En effet, si le déplacement est réel, les deux génératrices recti-

tignes qu'il laisse invariables sont nécessairement imaginaires

conjuguées. Et comme elles appartiennent au même système, elles

n'ont aucun point commun. Donc aucune des deux n'a de

point réel. Uabsolu n(> saurait donc être une surface léelle con-

vexe; car, sur une telle surface comme sur la sphère, toute géné-

ratrice rectiligne imaginaire contient un point réel, celui où elle

est coupée par la génératrice rectiligne imaginaire conjuguée.

Supposons donc que Vabsolu soit une quadrique imaginaire et

que l'on ail pris sur cette surface deux génératrices rectilignes

imaginaires conjuguées, nécessairement du même système, d^ df.

Voici comment on définira le déplacement correspondant.

Soit M un point quelconque de l'espace. On peut toujours, par

ce point, mener une droite Dqui rencontre à la fois of, r/,, et celte

droite sera évidemment réelle. Comme elle coupe Vabsoluen deux

points qui demeurent immobiles, elle ne fera que glisser sur elle-

même dans le déplacement. Ainsi si M' désigne la nouvelle posi-

tion de M, M' sera sur la droite D.

Pour achever de définir la relation entre M et M', nous consi-

dérerons un antre point quelconque P, dont la nouvelle position
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seraP'. Toutes les droites s'appuyant sur MP, sur d el sur <i, ren-

contrent évidemment M'P'. Donc MP, M'P', û?, ri, sont quatre .i;éné-

ralrices rectilignes d'une même quadrique. Désignons par a, a,

et b^bi les points où les droites MM', PP' rencontrent <i et c?,.

D'après les propriétés des <^uadriques réglées, le rapport anharmo-

nique Si. (M', M, a, ^i) sera évidemment égal au rapport anharmo-

nique,^ (P', P,^,6|); c'est-à-dire la distance MM' devra être toujours

égale à la distance PP' el, par conséquent, sera constante. Il s'agit,

bien entendu, des distances relatives à Yabsolu.

Ainsi, on peut définir les déplacements considérés en disant

que tous les points de l'espace sont déplacés de la même lon-

gueur et que la droite réelle qui joint un point à sa position

nouvelle va rencontrer deux génératrices fixes de l'absolu^

imaginaires conjuguées Vune de Vautre,

207. On peut rattacher l;i théorie analytique des déplacements

précédents à l'identité célèbre donnée par Lagrange,, et d'après

laquelle le produit de deux sommes de quatre carrés est encore une

somme de quatre carrés. Si l'on pose

!X = ax -+- by -+- C5 -f- dt,

\ z= - ' h X -^ ay -\- dz — et,

T = — dx -I- cy — b s -+- at,

on vérifiera aisément que l'on a

(19) X^-f. Y2 -H Z« -H T2 .-. («2+ ^•^-+-r;2-f-rf2)(a72-)-.x2^ Z^-ht^).

Si donc on suppose (^ue l'on ait

( 10 )
a^ ^- fy^ -+- c« -+- fl?2 r-= I

,

les formules (18 j donneront une transformation delà forme qua-

dratique

(21) x^ -^^ y^ -h z^ ~h t'^

en elle-même; et l'on verra aisément que cette transformation est

de preujière classe, son déterminant étant égal à i . Dans le cas qui

nous occupe, on peut toujours supposer que l'on ait choisi le

tétraèdre de référence de telle manière que l'équation de Vahsolu
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s'obtienne eu égalanl à zéro la forme (21). Alors, si l'on cherche à

reconuaîtie comment se transforment les génératrices reclilignes

de la quadriqtie, on arrive à celte consécjuence singulière que,

seules, les génératrices de l'un des systèmes sont déplacées. Défi-

nissons, en eflet. les paramètres de ces génératrices parles formules

X — t Y \ -I- / Y X -- iy :r -+- i y ,.

A—

M

/. — Il z — it z, — Il ^

on trouve, comme conséquence des équations (18),

(a — <6 ) [i -+- c + id
(23) \--^'X, B r^

(— r -«- /«f ) 3 -h «7. -f ih

ce qui démontre la proposition.

Si, au lieu d'employer les formules (18). on eût eflecluë la sub-

stitution définie par les formules très voisines

!X = ax -\- by -i- c z -+ dt^

Y = — hx -+- « V — dz f- et,

/, — — ex -{- dy -\- Il z — bl.

T = — dx — ey -\~ bz -\- ut,

que Ton déduit des précédentes en (diangeant bs signes de Y, y,

b. on eût trouvé

. (a -h ib) a -+- e -4- id
(•>5) B = p,

(— c -f- id) a. +- a — ib'

de sorte que L'api>licalion successive des formules (23) cl des

précédentes où Von aura remplacé a, />, c, d par af, b,yCt, </,

donnerait le déplacement le plus général.

208. Les formules précédentes permettent de vérifier très aisé-

ment les piopriétés géométriques que, dans le numéro précédent,

nous avons assignées aux déplacements considérés. Quel que soit

celui des deux systèmes de formules (18) ou (y,4) que l'on adoptera,

on obtiendra les deux identités

( X.r-+- Yj,- + Z5 4-T< = a(^--'4-^î-4-zîH-/îj,

I
X« -4-Y2 I-Z2 ^-T«= ^îH_j.M- .s2_^ <î

entre les coordonnées d'un point m (x^y^ z,t) et de sa nouvelle

position M (X, Y, Z,T).
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( )t\ amn donc

M m
(9.7) coi-j^=^a.

Heinar(|uons que. si la conslante a est nulle, les deux points M,

m sont conjugues par rapport à Vabsolu. On obtient alors un de

ces déplaccineuts qui joueront plus loin un rôle essentiel dans nos

déductions, <| donl la r<'pélition ramrne tout point de l'espace à

sa position piiniilive.

209. Je ne (piillerai pas (-c sujet sans rappeler les rapports que

I identité de La^ranf^e présente avec la théorie des quaternions

(V [lamilton.

On sait que, si Ton (convient de tenir compte de l'ordre des

factpurs et d'introduire trois unités complexes /, /, A" satisfaisant

aux relations

i
/^=y^ = X-^ = -.,

les formules i 18^ peuvent être remplacées par l'une ou l'antie des

identités

( X -4- t Y -+-.// -4- /. r = (a — bi — cj — dk) (x -- iy -h/s -t- kt),

'

I
\ — t Y — y Z /. T = (ar — iy — j 2 — kt ) { a ~- bi -f- cj -H dk),

iJe même, les foiinules ( 24 ) sont (upiivalentes à lune des iden-

tités suivantes :

\
\ -^ /Y -hy /. --

/. T — {x -^ iy -4-y s -^ kt ) ( a — bi — cj— dk),

) \ — i\ —y/ — / T = (rt 4- bi -4- cj ! dk\ (x — iy —j z — kt).

De là, on déduira aisément (pie la substitution la plus j^t'nérabî

de première classe sera définie par l'identité

{\\) X-h/Y—yZ^ XT
= (d hi— cj — dk) (x -^ iy -r /s h- kl )i ll^ />, / — r,y — di k)

011 li's constanti's ti, ..., a^, ... devront satisfaire aux conditions

(3>. ) ai-h-b^-hc'i-^-d'^-i, tij i- b^^ -hc} -i-d] = 1.

Les formules que l'on obtiendra ne dilïéreronl que par la nota*-

lioii de celles (i.H) que nous avons dt'-jà données au n'V^Oi.
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210. Passons maintenant au cas général, où les deux substitutions

auxquelles on soumet les génératrices reclilignes de Vabsolii sont

quelconques.

Si le déplacement est réel et si VabsoUi est une quadrique ima-

ginaire, les deux homographies auxquelles on soumet les généra-

trices reclilignes de chaque système sont telles que leurs droites

doubles sont imaginaires conjuguées. Ainsi, le quadrilatère ABCD
formé par les deux couples de droites doubles sera tel que AB
et CD, ainsi que AG et BD, seront des droites imaginaires conju-

guées. Il suit de là que les points A et G, qui ne sauraient être réels,

serontimaginaires conjugués. 11 en sera de même évidemment deB

et D; par suite, les diagonales AG, BD du quadrilatère ABGD
formé par les quatre génératrices de l'absolu 'seront réelles.

Supposons, au contraire, que, le déplacement restant réel,

Vabsolu soit une ipiadrique convexe. Alors, les deux droites doubles

AB et GD de l'une des homographies ne pourront être imaginaires

conjuguées. Ce seront les deux droites doubles AD et BC de l'autre

homographie qui seront imaginaires conjuguées des premières.

Si AD, par exemple, est imaginaire conjuguée de AB et, par consé-

quent, GD de CB, les points A et G seront réels et les points B

et D imaginaires conjugués. Ainsi, les diagonales AG, BD du

quadrilatère ABCD seront encore réelles et Cune déciles ren-

contrera ^absolu en deux points réels.

Remarquons que, dans les deux cas et par suite de leur conslruc-

tion, ces deux diagonales sont polaires, l'une de l'autre. Ainsi,

Dans tout déplacement^ il existe deux droites D, A, polaires

Vune de Vautre par rapport à r absolu, qui glissent sur elles-

mêmes, et ces deux droites sont réelles quand le déplacement

est réel.

Nous les appellerons les axes du déplacement.

Pour achever de définir le déplacement (|uand les deux droites

D, A sont données, nous raisonnerons comme il suit.

Soit M un point de la droite D, par exemple; le déplacement

l'amènera en un autre point M' de D; et, par conséquent, M' se

déduira de M par une homographie. Les points doubles de cette

homographie sont évidemment ceux, A et G par exemple, où la

droite D rencontre Vabsolu. Par suite, le rapport anharmonique
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.'R(M', M, A, B) demeurera constanl. C'est dire que la dislance MM',

évaluée par rapport à ïabsolu, demeurera constante.

Ainsi, 5M/' chacune des droites D, A, le déplacement aura pour

effet de déplacer les points d^ une quantité constante^ qui ne

sera pas nécessairement la même pour les deux droites.

Nous sommes maintenant en mesure d'indiquer comment on

pourra construire la nouvelle position P'que le déplacemeni donne

à un point quelconque P de l'espace.

On mènera par le point P la droite ^qui rencontre à la fois D, A

et, par couséquent, leur est perpendiculaire. Soient m et |x ses

points d'intersection avec D et A. Li nouvelle position m' de m
s'obtiendra en portant sur D une longueur constante a\ de même
la nouvelle position ix' de [x s'obtiendra en portant sur A une lon-

gueur constante a, et /w'a' sera la nouvelle position d' de la

droite d. Pour obtenir la nouvelle position P' de P, il suffira de

porter sur d' , à partir de m', une longueur m'P' égale à /?« P.

On peut énoncer cette construction de manière à mettre mieux

en évidence l'analogie avec la Géométrie ordinaire. On peut passer

de m[j. à m'a' en prenant comme intermédiaire la droite wî'jjl.

Alors, dans le passage de mpi à m'fji, le point jx demeurera immo-

bile et mmJ sera égal à a. Dans le passage de /n'jx à m'{jL',le point m'

demeurera immobile et pip.' sera égal à a. Go sera comme si la

droite m'a axait tourné d'un angle constant proportionnel à a,

dans un plan perpendicidaire à D.

Si Vabsolu se réduit au cercle de l'infini, le premier dé|)lacement

de ni]x à m' ^ devient hi translation le long de l'axe d'un dépla-

cement hélicoïdal, le second se réduit à une rotation autour de

(•et axe,

211. (^uoi qu'il (M soit, la construction précé(l(;nl<' nous con-

duit à une classification très simpb; des déplacement^. Si les con-

stantes a, a ne sont pas nulles, tous les points de l'espace seront

déplacés, sauf ceux où les ax«'s D, A coupent Vabsolu; car la

dioilc /rt[ji.,qni conlicnt le point P, est remplaci'e par la droite m' jji',

qui n'a aucun puini commun avec elle. Donc P' ne peut se con-

fondre avec P. Le déplacement correspondant sera dit hélicoïdal.

Si une seule des constantes a, a est nulle, a par exemple, tous

les points de la droite D demeureront immobiles. Nous dirons que

le déplacement est une rotation autour de D.
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Enfin, si les conslanles (f, a sont nulles lonles les deux, tous les

points (le I), A, loules les droites telles que «ipi, seront conservés

f)ar le déplacement. Pour construire le point P' correspondant au

point P de /?ïu, on remarquera que P, P' se correspondent dans

une homographie dont les points doubles sont m. a et lioiit un

couple de points correspondants est fourni par ceux/> cl p' où la

droite mjji rencontre l'absolu. Or />, p' sont conjugués harmo-

niques par rapport au segment mu; il en sera donc de même
de P. P'. \insi.

/^c drplace/nc/i/ q(u correspond au cas où a, a sont nulles-

s^obtient en prenant deux djoites fixes D, ^. polaires réciproques

Vune de Vautre et en construisant le conjugué harmonique P'

d\in point qu(dconque P par rapport au segment déterminépar
les axes D, A sur la droite qui passe par P et rencontre ces

deux axes.

Nous avons ici un exemple nou\eau, et plus général, de ces

déplacements dont la répétition ramène toute figure à sa position

primitive. Nous leur donnerons le nom de retournements.

lu) résumé, nous avons trois es|)èees de déplacements, pouvant

lotis être réels :

i" l^es déplacements hélicoïdaux dans les(|ucls restent seuls

immobiles quatre points de Vabsolu. Les diagonales I), A du qua-

drilatère formé par ces quatre points sont polaires l'une del autre.

Ce sont, avec les côtés du quadrilatère, les seuhîs droites qui

glissent sur elles-mêmes dans le déplacement. Si Vabsolu est une

surface convexe, et si le déplacement e«t réel, deux des quatre

points sont réels.

>." I.,es rotations, \ioyw lesquelles tous les points de rmi des

axes D, A sont immobiles.

3" Les retournements, pour lesquels demeurent immobiles

tous les points des axes D. A.

Il est ;'i renia r(| lier (pie, pour èl le (Mitièreimiil exiiels, < es énoncés

doivent exclure les déplacements <|uc nous avi)us étudiés aux

n"~''2()6 à !2(H). Nous avons vu, encllet, qu une des propriétés carac-

terislupies de e<'s déplacements est de faire glisser sur elles-mêmes

une double infinité de droites, toutes celles <jui rencontrent deux
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\^m^' génératrices imaginaires conjuguées de Vabsolu, choisies arbitrai-

rement. Pour distinguer de ceux qui précèdent ces déplacements,

qui, r)ous l'avons vu, ne sont jamais réels quand Vabsolu est une

quadriquc réelle convexe, nous les appellerons des déplacements

Biemanniens.

212. On peul détinii' anal ) liquement, et delà manière la plus

simple, tous les déplacements que nous venons d'envisager.

Dans le cas, le plus général, où aucun des deux systèmes de

génératrices rectilignes de l'absolu ne reste invariable dans le

déplacement, nous prendrons pour télraèdre de référence celui

ARCD qui a été défini plus haut et dont les arêtes AB, BC, CD, DA
appartiennent à Vabsolu, tandis que les deux autres arêtes AG, BD
sont polaires réciproques, l'une de l'autre, par rapport à cette sur-

face. Si l'un des systèmes tie génératrices n'est pas déplacé par la

transformation, il suffira de prendre arbitrairement, dans ce

système, deux génératrices imaginaires conjuguées, de les asso-

cier aux deux génératrices de l'autre système qui sont le lieu d( s

points laissés invariables par le déplacement, et Ion aura ainsi

constitué un télraèdre AB(>D ayant exactement les mêmes pro-

priétés que le précédent.

L'équation de Vabsolu^ lapportée à ce télraèdre, sera évidemment

<le la forme

(33) xy -^ zt — o.

Si cet absolu est imaginaire, on pourra supposer que les coor-

données X, y soient, comme z et ^, imaginaires conjuguées. Si

c'est une surface réelle convexe, x et y seules seront imaginaires

conjugu('es, s et i seront réelles.

Le déplacement devant conserver les sommets du tétraèdre, les

équations qui le déterminent seront de la forme

a;'=ax, y'=by, z' = cz, t' = clt\

a, />, c, d désignant des constantes quelconques; et, pour que h;

premier membre de l'équation (33) se reproduise, il faudra (jue

l'on ait

ab = cd ^= i.

On pourra donc écrire les formules qui définissent le déplace-
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ment sous la forme

(34) x'r^hx. y' ^\y^ z^kz, t'^j^-

Gomnjeiiçons par chercher les points qui demeurent immobiles

dans le déplacement. Il faut, pour cela, écrire que l'on a

(35) x'—px, y = py, z'—pz, t' = pt,

p étant une inconnue à détermiuer. En portant ces valeurs de x',

y ^ z'. t' dans les formules (31), on a les relations

(36) {p — II) a- z=o, (p
— — |^ = o, (p — ^)^=o, (p — -u = o,

qui conduisent nécessairenïent à l'équation

(37) (p-h) (p
-i) (p-k) (^p_^)=.o.

Supposons d'abord que les quatre racines de cette équation

soient distinctes. Alors, en égalant p à l'une d'elles, on trouvera

l'un des sommels du tétraèdre; de sorte que, dans ce cas, les som-

mets du tétraèdre seront les seuls points qui resteront immobiles.

Le déplacement obtenu sera celui (jue nous avons appelé héli-

coïdal.

Supposons maintenant que deux au moins des racines de l'équa-

tion (Si^) soient égales. Si l'on a

h = —, h'i = i

,

h

on pourra supposer h= i . Et si l'inégalité suivante :

ki—i^o,

est vérifiée, les deux autres racines de l'équation (S'y) seront dis-

tinctes. A l'hypothèse o= i correspondent tous les poinis de la

droile

z — o, / = o
;

aux deux auirci lacincs conespoudent seidement les sommets du

tétraèdre qui sont situés sur l'arête opposée et sont définis par les

équations
X = o, y = o, zt ~ o.
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Le déplacement sera alors une rotation. Il sera défini par les

formules

(38) .r'=:a7, y' — y ^
z'—kz, l' — -t.

Si, h étiinl égala i , on a k'^ — i = o, il faudra supposera = — i
;

sans cela, on aurait la substitution identique. I^es formules qui

définiront le déplacement seront

(39) J7'=.T, y'^y. z' = —5, t' = ~-t.

Ce sera un retournement; car il laissera invariable tous les points

<les deux arêtes du tétraèdre qui n'appartiennent pas à Vabsolu,

Une dernière hypothèse reste à envisager : c'est celle oîi h serait

égale à une des racines A", j- On pourra supposer

h = k.

Alors les formules qui définissent le déplacement seront

( 40) x' = hx, y'~--y z'=:hz, t' = — t

.

' • h h

Celui-ci laissera invariables les deux génératrices reciilignes de

Vabsolu définies respeclivemenl par les équations

X — z — o el y r= t = o.

Ce sera un déplacement Riemannien. Il sera réel si k est une

imaginaire de module égal à i

.

On peut reconuiiître anssi dans quel cas il se réduira à un

retournement. Sa répétition conduit, en effet, aux formules

x'—h'^x, y" — 4^ y, z"—h^z, t'^l-t.

Pour (juex, j^", z", l" soient proportionnels à x, y, z, t, il sera

nécessaire et suffisant que l'on ait

A» = - I .

On sera alors conduit aux formules

(4i) 3?'= ï'ar, y —— iy, z'=iz, t' = —it,

«jui définissent le retournement Riemannien.
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213. On se rendra mieux compte des propriétés des déplace-

ments particuliers et des différences (|ui les séparent si l'on sup-

pose qu'on répète chacun d'eux nn certain nombre de fois.

Prenons d'abord les formules générales

I
, , ,1

(42) x'^h.r, y=^jj^ z'=Az, f'=ji-

Si nous répétons/* fois le déplacement, nou^ aurons les formules

(43) Xn ^ h''x', y„ -- -^JK. s« = k" z. /„ - -^ t.

Au lieu d'y considérer n comme un entier, supposons (|ue ce

soit un paramètre variable jiouvant prendre toutes les valeurs

réelles de — oo à + oo. Pour n = o, nous obtiendrons la position

primitive de toute figure. Quand n variera d'une manière continue,

nous aurons un déplacement, qui sera continu aussi, de la ligure

primitive.

Dans ce déplacement continu, on aura toujours

et, d'après les développements donnés au n" 197, cette é(|uation

exprime que le point mobile demeurera sur une sniface lieu des

points qui sont à une distance invariable de l'un quelconque des

deux axes. Nous donnerons à de telles surfaces le nom de pseudo-

cylindres. Sur cette surface, le point mobile décrira une courb(î

transcendante, analogue aux hélices de la Géométri(; ordinaire. Si

Vabsolu est imaginaire, x,y\ ainsi que s, /, étant imaginaires con-

juguées, la trajeclolie seia définie d'^ine manière réelle par des

é(|uations telles que les suivantes :

Si Vabsolu est une surface l'éelle convexe, on pourra prendre

(4^) x=--e'"'^a\„ r-^:e'"<^ro, z = k" z«. / = f,-'/o.

Dans le cas on le déplacement se réduii;i à une rotation, il

faudra faire h —- i, et la trajectoire transcendante se réduira à une ^
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conique plane délinie par les deux équalions

^ — - ^nyn ^ xy
yn Jk' Zntn ~' Zt -

Celle conique, dont le plan passera par la polaire de Taxe de

rotation, est l'analogue du ceixle dans la Géométrie ordinaire.

Elle est, dans sou plan, le lieu des points qui sont à une distance

constante de l'axe de rotation ou, ce qui revient au même, du

point où cet axe perce le plan de la courbe; elle est doublement

tangente à Vabsoln.

Si l'on a /i == 1 , A"= — i , le déplacement se réduit à un retour-

nement, et il n'j a plus lieu de parler de mouvement continu.

Enfin, si l'on a h = /c, on obtient un déplacement Riemannien,

et la trajectoire se réduit à la droite définie par les deux équations

^ = - La -:, L
Z,i Z t,i l

comme nous l'avons déjà montré directement au n^.SOô.

214. Après avoir indiqué la définition et les propriétés des

déplacements dans l'espace Caylejen, nous allons montrer comment

la proposition fondamentale du n° 21.1 relative à ces déplacements

permet de les représenter à l'aide des plus simples d'entre eux.

Nous nous appuierons à cet effet sur le lemme suivant :

Toute transformation koniographique peut être remplacée.,

dUine infinité de manières^ par deux Iran sformations involu-

tives.

INous avons déjà obtenu celte proposition sous ("orme géomé-

trique au n" 83; mais on peut aussi la démontrer très simplement

par l'analyse.

Soii

X — a , À'— a
r r ^^ Il -

la formule qui définit une trausfonnaliou liomographique, les

éléments doubles a el b y élanl mis en évidence. On peut évidem-

ment la remplacer par les deux suivantes :

X — a X] — a Xj — Il X'— a k

X - 6 X, - 6 '

X, - h A' - b ^ /i

f/ui sont toutes deux involutives et contiennent l'arbitraire k.

D. Î2
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Si les deux points doubles sont confondus, le résultat sera le

même. La relalion homograpliique sera de la forme

h.
X — a X'—

ei elle pourra être remplacée par les deux involutions

= k, r \- ^, = k — h,
X — a X|

—

a
'

X| — a X'-

où A est encore arbitraire.

Enfin, si la relation homographique se réduit à l'identité

X = X',

il suffira, pour la remplacer, d'appliquer deux fois successivement

une involution, d'ailleurs quelconque.

Il n'est pas difficile de démontrer que, dans chaque cas, la

suite de deux involulions que l'on substitue à l'homographie est

la plus générale que l'on puisse obtenir.

Supposons, par exemple, que les deux éléments doubles de

l'homographie soient distincts, et désignons-les, comme nous

l'avons fait, par a et b. La première involution substituera à « et ^

deux éléments a', b' ; la seconde devra ramener a' en a et b' en b.

Si donc les couples a, a' cl b,b' étaient distincts, la première et la

seconde involution ne sauraient être distinctes, ce qui est inadmis-

sible. Jl faut donc que a' coïncide avec b et b' avec a. Ainsi, les

deux involulions successives doivent échanger, l'un dans l'autre,

les élémenls doubles de l'homographie. C'est ce que montrent les

formules données plus haut.

21o. De la proposition précédente il résulte que les deux

transformations homographiques auxquelles doivent être soumises

les génératrices recli lignes de la quadrique peuvent chacune, et

d'une infinité de manières, êlre remplacées par un couple d'involu-

tions; en sorte que le déplacement le plus général résultera, d'une

infinité de manières, de la composiiion de deux déplacements

caraitérisés, l'un et l'autre, par la propriété de soumettre à une

involution les génératrices rectilignes de chaque système. Ces

déplacements ont donc la propriété caracLéristique de ramener
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la figure à sa position primitive, si on les efTectue deux fois suc-

cessivement. Ce sont des retournements.

On peut les définir comme il suit. Gardons toutes les notations

précédentes; désignons par A, B, G, D les sommets du tétraèdre

de référence. Les déplacements éiénientaires que nous avons à

considérer s'obtiennent en soumettant les génératrices rectilignes

des deux systèmes à deux involutions : l'une, dans laquelle AB est

remplacée par GD ; l'autre, dans laquelle AD est remplacée

par BG. Le retournement qui en résulte échange donc A et G,

B et D. Donc, d'après les propriétés déjà établies, les deux axes

de ce retournement doivent diviser harmoniquement les deux

axes AG et BD du déplacement primitif. Ge sont deux droites,

polaii'cs l'une de l'autre, perpendiculaires à A(^ et à BD. Ainsi,

Tout déplacement résulte, d,\uie infinité de manières, de la

composition de deux retournements dont les axes sont des

perpendiculaires communes aux deux axes de ce dépla-

cement.

216. On pourrait construire et définir complètement par la

Géométrie les deux retournements composants. Nous préférons la

méthode analytique suivante.

Reprenons les formules

(46) .v'=hx. y=-j, z'=kz, ^'= ^^'

qui définissent le déplacement le plus général. Elles peuvent évi-

demment être remplacées par les suivantes ;

( 47 ) ^1 = «7'
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traînent les relations

on voit iinmédialeuienl qu'elles conservent Vabsolu el, par-consé-

quent, définissent un déplacement. Comme elles laissent inva-

riables tous les points des deux droites

(5o) X — oy = o, s — bt ^= o

et

(.5i) .V -+- ay = o, z -\-bt =^ o,

on reconnaît tjue ce déplacement est un retournement, dont les

deux axes sont donnés par les équations précédentes.

Ces deux axes, qui sont des droites polaires l'une de l autre,

rencontrent les deux axes du déplacement considéré el leur sont,

par suite, perpendiculaires.

Les formules (48) définissent un retournement de même nature

dont les axes sont donnés par les équations

(Sa) ./ — rtj^ — o, z — hit = o

et

(53) x^aif — o, z-^hit — o.

Ainsi, nous retrouvons le ihéorème (ondamental et nous voyons,

de plus, comment on pourra construire les deux retournements

dont la composition reproduit un déplacement donné.

217. (^e théorème fondamental est analogue à celui que l'on

connaît depuis longtemps dans la Géométrie Euclidienne, et il

donnera lieu aux mêmes conséquences ('). On verra, par exemple,

que tout déplacenicnl peut être remplacé d'une infinité de ma-

nières par deux rotations; on saura composer deux déplacements

hélicoïdaux, etc. Nous laisserons tous ces |)oints à l'examen du

lecteur.

(') Voir, par exemple, dans les Leçons de Cinématique professées à la Sor-

bonne, de M. Gauiuei. Kœnigs, une Noie de l'Auteur Sur les renversements et

les inversions planes. [». 34'^.
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LA TRIGONOM^iTRFE CAYLEYENNE.

Les propositions relatives au déplacement montrent immédiatement que, dans la

Géomélrie Cayleyenne comme dans la Géométrie ordinaire, il y a trois relations

nécessaires entre les six éléments d'un triangle. — Rechcrclie de ces relations.

Elles sont les mêmes que celles qui existent entre les éléntents d'un triangle

sur une sphère dont le rayon est réel ou est une imaginaire pure. — Au con-

traire, les relations entre les six éléments d'un trièdrc sont les mêmes que dans

la Géométrie Euclidienne. — Application de la théorie des déplacements à la

définition du volume dans la nouvelle Géométrie. — Si Yabsolu est imaginaire,

le volume total de l'espace est fini. — Défmition de l'aire. Aire d'un triangle

rectiligne quelconque. Son expression en fonction des angles du triangle. —
Propriété des sphères Cayleyennes. Sur une telle sphère, la trigonométrie est

la même que sur une sphère Euclidienne de rayon convenablement choisi. —
Système triple orthogonal analogue à celui qui sert à définir les coordonnées

polaires. — La ligne droite, comme dans la Géométrie ordinaire, est le plus

court chemin d'un point à un autre. — Des trois sortes de sphères qui se pré-

sentent dans lu Géométrie non Euclidienne. — Étude particulière des hori-

sphères, c'est-à-dire de celles qui ont leur centre sur Vabsolu. — Application à

la classification des déplacements réels que l'on peut uliliseï; dans l'espace non

Euclidien. — Équations qui déterminent les trajectoires des différents points. —
Système triple orthogonal comprenant deux familles de plans perpendiculaires

et une famille de surfaces pseudocylindriques ayant toutes le même axe.

218. Les propositions relali\es aux déplacements, que nous,

venons d'élablir dans le Cliapilre précédent, jouent un rôle fonda-

mental dans la Géométrie Cajle^yenne, et nous en déduirons de

nombreuses conséquences. Elles nous montrent tout d'abord que,

dans celle Géomélrie comme dans la Géométrie ordinaire, il y
aura une Trigonométrie, c'est-à-dire qu'il existera trois relations

nécessaires entre les côtés et les angles d'un triangle plan. Ces

six éléments dépendent bien de neuf quantités, les coordonnées

des trois sontmets. Mais, comme on pourra déplacer le triangle,

on pourra réduire à zéro six de ces coordonnées; en sorte que les

éléments ne dépendront plus que de trois paramètres et devront

être liés, par suite, par liois relations. Si, par exemple, on prend

pour tétraèdre de référence celui (pii est fOrmé par les som-
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mets A, B, G du triangle considéré et le pôle D de son plan par

rapport à Vabsolu, l'équation de cette quadrique pourra être

ramenée à la forme

xi -h y^ -^ z^± t^ -h -i-Byz h- aB'a?^ -h iWxy = o,

et les six éléments s'exprimeront d'une manière très simple en

fonction de B, B', B".

Comme ces expressions contiennent des radicaux affectés de

signes, elles présenteront quelque ambiguïté. On peut faire dispa-

raître toute difficulté de la manière suivante.

219. Commençons par supposer que Yabsolu soit une qua-

drique imaginaire, et considérons un triangle ABC dont nous dési-

gnerons, suivant l'usage, les côtés par a, 6, c et les angles

par A, B, C, Les formules données aux n^MSS et 183 nous per-

mettront d'écrire les relations

(1)

(3)

a
cos^

(BC)

v/(BB)v/(CG)

sm-

cos A

a _ v/(HB)(GC) — (BC)Z

/(BB) v/(G(J)

(AA)(BG)-(AB)(AG)

v/(AA)(BB) — (AB)-'î v/(AA)(GG)-(AGr

d'où l'on déduira

(4) sinA
v/(AA) v/a

v/(AA)(BB) — (AB)2 v/(AA)(GG) — (AG)î

A ayant pour valeur

(AA) (AB) (AC)

(5) A = (AB) (BB) (BG)

(AG) (BG) (GG)

Si nous effectuons des permutations circulaires sur A, B, C, nous

obtiendrons, par des formules toutes semblables, les lignes trigo-

b c
nométriques de Tr'-rr' BetC. Convenons gue^dant toutes les for-

mules, les radicaux v/(ÂÂ), y^BB), s/(GC), v/(AA)(BB)— (AB)^,

V/(AA)(CC)— (AC)S ^(BB)(CC) — (BC)--^, sjl seront pris par-

tout avec la même détermination. Alors la formule (3) pourra
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s'écrire

. b . c , a b c
sin — sin — CCS A = ces — — ces - ces — ,

K i\ K K t\

et de là on déduira, par des permulalions circulaires, le système

a b c . b . c
CCS -jr — CCS — CCS 7- -f- sin -^ sin — ces A,

, b c a . c . a ^
(6) ; CCS— = ces — CCS— -t- sin -^ sin —CCS B,

c a b . a . b ^
cos -jr = CCS — cos ô -i- sin — sin — ces t..

De même, l'équation (4) pourra s'écrire

,
. . . b . c k/I

(7) sin A sin — sin
ï^ l^ v/(AA) v/(BB) /(CG)

et nous conduira à la proportion des sinus

,„ sin A sin B sinC
( 8 ) = 7- =

. a . b . c
s,n_ sin- sin-

Nous retrouvons les formules de la Trigonométrie sphéiique sur

une sphère de ra}'on R.

S'il s'agit d'un triangle réel, en prenant pour les radicaux tels

que y/(Bl3) (CC) — (BC)^ des signes convenables, on pourra

obtenir des valeurs positives de sin ^r» sin — > sin — > et de même,
' K n rv

en choisissant une détermination convenable de y/A, on obtiendra

des valeurs positives de sin A, sinB, sin G. On pourra donc

prendre pour les six éléments A, B, C, k-» p^» -g- des valeurs com-

prises entre o et n.

220. Si l'on suppose maintenant que Vabsolu soit une (|ua-

drique réelle convexe, il suffira de changer quelques signes. On
pourra prendre

. . a (BC)
(9) cos^-, =

,
,-—= '

(10) i sin TT-. = -2-^ ' -^-^—-

R* V^(BB)v/(GC)
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el

( M j cos A = — '

,

v/(AB)2-(AA)(BB) v/(AC)î-('AA)(CC)

. . \/( AA) \fk
(12) sinA = ^ '^

v/(ABV^-( AA)(BB) /(AG)2- (AA)(CC)

A ajanl la valeur donnée par la foriiiiile (5); en sorle que, si l'on

prend partout les radicaux avec la même détermination, on retrou-

vera les formules (6) et (8), où R aura été remplacé par Ri, c'est-

à-dire

I

a b c . b . c
l cos——. = cos -f—. cos —-: + Slll ^r—. SI 11 tt—. COSA,
1 H/ Kl Ri Rj Ri

/ ON . 1 b c a . c . a ,.

(15) { cos -jr-: = COS -^7-. COS -r—-. + Slfl ;—-. SU! •=:-• COS B,
ni Ri Ri Rt Ri

et

c a b . a . b ^,
COS —-: = COS-J-—. COS 7—: -h SI 11 —-. sin —-. cos(.

Ri Ri Ri Ri Ri

sin A siiiB sinC

. . a . b . c

'^'"rI- ^'"r7 ^'"r7

Si le triangle ABC esl réel etdans l'espace accessible, on pourra

prendre l'équation de Vabsolu de telle manière que (AA),

(BB), (CG) soient positifs. On \eira facilement que les expres-

sions telles que (BC) le sont aussi. Car le signe de (BG), par

exemple, ne saurait changer lorsque B et G se déplacent en restant

à l'intérieur, puisqu'alors ces points ne deviennent jamais conju-

gués l'un de l'autre, et ce signe est positif lorsque B se confond

avec C.

Un raisonnement analogue montie que les expressions telles

que (BG)'-^— (BB)(CC) demeureront positives. Si donc on prend

tous les radicaux avec le signe H-, on obtiendra pour -p' d » d

des valeurs positives, et l'on pouira prendre, pour les angles A, B,G,

des valeurs comprises entre o el ti.

221. Il V a une autre manière d'obtenir les résultats précédenis.

Soit

f(x,y,z, t) = o

l'équation de Vabsolu. On peut toujours clioisir la fonction y de



L\ TIUGONOMÉTRIE CAYI-EYENNE. 34^

lelle manière qu'elle soit positive, pour tout point de l'espace, si

Vabsolu est imaginaire; pour tout point situé dans l'espace acces-

sible, si Vabsolu est une (|uadri(jue réelle convexe. Alors, on

pourra choisir les coordonnées liomoi^ènes de tout point liors de

rabsolu de telle manière que l'on ait

(i5) f{x,y,z.t) = \.

Chaque point hors de l'rt^so/// sera en quelque sorte dédoublé et aura

deux systèmes de coordonnées [x, y, z, t) et (

—

x, —y, — z, — t).

Ce dédoublement sera réalisé d'une manière effective par une sub-

stitution que nous étudierons plus loin (Livre V, Chap. VII).

Mais, dès à présent, nous pouvons convenir de prendre partout

(iGi //\^, J^, 3, /) = I

et la formule donnant le cosinus de l'angle de deux plans ne pré-

sentera plus aucune ambiguïté. Pour plus de netteté, bornons-nous

au cas où Vabsolu est imagir)aire, et remarquons d'abord que la

recherche des relations entre les éléments d'un triangle est une

question de Géométrie plane; car si l'on prend la section (F) de

[absolu par le plan du triangle, on pourra évidemmeni substituer

cette conique (F) à Vabsolu dans ta définition des éléments.

D'après cela, choisissons pour triangle de référence un Iriangle

conjugué par rapport à la conique imaginaire (F). L'équation de

cette conique pourra être mise sous la forme

(17) m'^-h y'^-h z'^ = o,

et, si Ton a choisi les coordonnées des trois sommets A, B, C du

triangle de telle juaniric qu'elles satisfassent à la relation

X- -^- y--+- z- — II-,

la définition des éléments du triangle sera . la même <jue si les

poinis A, B, C élaient sur une sphère de rajon R. On voit donc

a priori que les relations entre ces éléments doivent être celles,

de la Trigonométrie sphéri<pic.

Des considérations analogues, mais uu peu moins simples,

s'appliqueraient dans le cas où Vabsolu serait une quadriquc réelle

convexe.



346 LIVRE IV. — CHAPITRE III.

222. l^es méthodes précédentes conduisent à un résultat qu'il

fiaul mettre en évidence.

Dans les deux Géométries que nous avons considérées^ les

relations entre les six éléments dhin trièdre sont les mêmes
que dans la Géométrie Euclidienne, ce trièdre étant quelconque

si ^absolu est imaginaire^ et ayant son sommet dans Vespace

accessible si ^absolu est une quadrique réelle et convexe.

Rapportons, en effet, Vabsolu à un tétraèdre conjugué dont

l'un des sommets sera le sommet S du irièdre. Dans l'un et l'autre

cas, l'équation de Vabsolu prendra l'une des deux formes

±: <2_^ x'^ -^ y- -\- z'^ = o.

Les arêtes du trièdre percent le plan polaire du sommet de

ce trièdre en trois points A, B, C pour lesquels t sera nulle et dont

on pourra choisir les autres coordonnées de telle manière qu'elles

satisfassent à la condition

x'^ -\- y^ -h z^ = i

.

Alors, on pourra faire correspondre aux trois points A, B, C
trois points A', B', G' d'une sphère de rajon i ajant pour coor-

données rectangulaires les coordonnées homogènes des points A,

B, G; et l'on verra aisément que les éléments du trièdre se cal-

culent par les mêmes formules que ceux du triangle sphé-

rique A'B'G'. Noire proposition est ainsi démontrée. Nous l'ob-

tiendrons plus loin par une autre méthode.

223. Nous n'insisterons pas davantage sur ces recherches trigo-

nométriques; la Géométrie analytique a des méthodes qui lui

sont propres et qui sont moins étroites que celles de la Trigono-

métrie. Nous indiquerons donc d'autres conséquences de notre

théorie des déplacements.

Nous ferons remarquer tout d'abord que leur emploi permet

d'étendre à la Géométrie Gajlejenne certaines notions, par

exemple celle de volume d'un solide ou d'aire d'une surface. Dans
la Géométrie ordinaire, l'élément de volume peut être caractérisé

par cette propriété essentielle qu'il ne change pas lorsqu'on effectue

le déplacement le plus général. Adoptons, ici encore, cette défi-

nition.
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Prenons l'équation de Vabsolu sous la forme

(18) .r2-f-j^2-4-z2_^., ~ o.

Toute intégrale triple sera de la forme

(19) y=
I I I

(f(x,y,z)dxdydz,

et nous aurons à déterminer cp par la condition que cette intégrale

demeure inaltérée sil'on effectue l'une quelconque des substitutions

homographiques qui conservent Vabsolu.

Considérons d'abord celles de ces substitutions qui sont entières

et reproduisent .^2+ y^ -h 3-. Elles sont de la forme

X = ax' -+- by' -h cz\ y = a' x' -i-b'
y' -h c' 3\ z = a x' -^ b'y' -\- c' z'

\

et comme leur déterminant est l'unité, elles transforment l'intégrale

triple V dans la suivante :

/ / I ^{ ci^-^',by'-{-cz', a'
x'-^ b'y' -+- c'z\ a"x' -\- b"y' -\- c" z'

\ dx' dy' dz'

.

Pour que V se reproduise, il faudra donc que la fonction cp ne

dépende que de x^ -\-
y- -\- z-

. Ainsi on pourra mettre V sous la

forme

\ =z
j j

fv (I (- x^ -^ y^ -\- z^) dx dy dz.

Faisons maintenant la substitiilion

/ X
x' y' I

(20) :r = —- j \ r=. 'i—-, 3 = -1

z z z

qui, elle aussi, conserve Vabsolu. L'intégrale V deviendra

V — C C fv (
'-+-^'^+y-+--g'''

\ dx' dy' dz'

et, d'après ce que nous avons vu, elle devra être indépendante de z'

.

11 faudra donc que l'on ail

a*

(> désignant une constante. Le volume sera donc défini par une

intégrale telle que la suivante :

~ J J J /*(^>r, Jf, I)'
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l'équalion homogène de Vabsolu élanl

{•ri) f {x, y, z, t) ^= o.

Si Vabsolu était une surface réelle, la substitution (20) ne le

serait pas; mais il est aisé [de la remplacer par une autre

substitution fractionnaire qui conduirait au même résultat.

Pour déterminer la constante C, on a le choix entre diverses

conventions. Par exemple, on peut demander que l'élément de

l'intégrale V devienne celui de la Géométrie ordinaire quand la

Géométrie Cajleyenne se réduit à la Géométrie ordinaire suivant les

hypothèses du n" 185. Cette hypothèse conduit à la valeur

(jue nous allons obtenir par d'autres considérations.

224. Au n" 182, nous avons vu que l'élément linéaire de l'espace

peut se mettre sous la forme

(iZ)
p{x, X)

Faisons-y i= i; nous aurons une forme quadratique des ditlé-

rentielles dx, dy, dz

(•24 ) ^/52 = A dx"^^ M dy^ -H M'dz^ H- iB dy dz -i- -i^' dx dz-\- xWdxdy.

Or, on sait que, lorsqu'on fait un changement de variables quel-

conque, l'intégrale triple

(25)

où l'on a

V = / / I A dxdy dz ,

A« =
A
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H étant le Hessien de/(j7, jk, z, t). On aura donc

Si {^absolu est imaginaire, H sera positif et K. réel. Si, au con-

iraire, Vabsolu est réel et non réglé, H sera négatif et R deviendra

une imaginaire pure.

Nous retrouvons ainsi, avec un léger changement de notations,

l'expression du volume donnée par la formule (21).

A^ppliqiions la formule au premier cas, en prenant l'équation de

Vabsolu sous la forme

(•29) x^ -\- y^ -¥ Z^ ->r t^ = o .

Il viendra

Si Ton emploie la substitution classique

(3i) a:- = p sin eus çp, j' = p sin 6 siii cp, 2 = pcos6,

la valeur de V prendra la forme

z'^ dgd^dQ

Étendons cette intégration à tout l'espace, il faudra faire varier 8

de o à 7:, c3 de o à itz et p de o à 00. Le volume total de l'espace

sera

•X

Il sera donc fini.

Si, au contraire, Vabsolu est une surface réelle, dont on pourra

mettre l'écjuation sous la forme

( 'il) X'^ -t JK2
-+- S2 __ fl r-- ,),

il faudra remplacer K pai- [\i, cl l'expression du volume

deviendra

(33) \^\vf f f
dxdydz__
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La substilution définie par les formules (3i) nous donnera

et le volume deviendra infini quand p tendra vers i, c'est-à-dire

lorsqu'on s'approchera de Yabsolu.

225. On peut employer des considérations analogues pour les

aires, et en particulier pour les aires planes. Si l'on recourt, par

exemple^ à l'élément linéaire, on aura, dans le plan,

(34)
ds^^K^fi^^y^^\fid.r,<ly)~p{x,dx)

en supposant toujours que

soit l'équation homogène de Vabsolu. L'élément linéaire sera de

la forme
ds''- = A dx^ -t- A' dy^ -+- >. B dx dy

et l'intégrale double

C C /B2_ AA' dx dy

sera un invariant. Son calcul est facile et nous conduit à prendre

pour l'aire

(35) .j{.= KWtiJJJ—
dx dy

H étant encore le Hessien de Vabsolu.

Pour en faire une application, supposons que l'on ait choisi

dans le plan deux points réels quelconques A, B et qu'on leur

adjoigne, pour former le triangle de référence, le pôle de AB.
L'équalion de Vabsolu sera de la forme

(30) f{x,y,z)—ax^-^'î.bxy-i-cy--\'Z'^^=^o,

l'équalion z = o représentant la droite AB. Le point A aura pour

coordonnées y= o, ;î= o et le point Bj7 = o, 2 = o.

Soit C un point quelconque du plan, dont les coordonnées

soient ^, jk, i, et cherchons à évaluer l'angle ACB. Cet augle ô
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peut, par exemple, être calculé par l'application de la formule

déjà obtenue

, (CG)(AB)-(AC)(BG)
CCS t) = —==:^:^===::^:^=^=======z «

v/L(AA)(GG)-(GA)2J[(BB)(CG)-(BG)*]

qui nous donne ici

i-i \ fi
b — hxy

(37) cost)

ô étant le Hessien de Vabsotu, déterminé par la formule

(38) 8 = ac — />*.

On déduit de la relation précédenle la valeur de sinO,

v/6 \/f(x,y,\)
(39) .

sinf)

/a -t- 8/2 ^c -H 8.r2

Les signes ont été choisis de telle manière que l'angle 9 se réduise

à -r; quand le point C vient se placer, entre A et B, sur AB.

L'angle défini par les formules précédentes satisfait à une

équation aux dérivées partielles qu'il est aisé de vérifier,

en sorte que l'aire peut s'écrire

Cette formule est fondamentale.

Pour l'appliquer, construisons le quadrilatère C'D'CD en

menant deux rajons par A et deux rayons par B,

L'intégrale double, étendue à ce quadrilatère, sera évidemment

la différence entre la somme des valeurs de 6 pour G et C et la

somme des valeurs du même angle pour D et D', c'est-à-dire qu'elle

sera égale à la somme des angles intérieurs du quadrilatère, dimi-

nuée de 2TC. Si le point C vient se placer entre A et B, l'angle C
deviendra égal à tt et la somme précédenle deviendra égale à

A -4- B + G — iT,

A, B, (j désignant les angles du triangle ABC. INous avons donc le

théorème suivant :
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Vaire du triangle formé par trois lignes droites situées

dans un même plan est égale à

K2(A-4- B + C — :r).

Donc, dans le cas où l'absolu sera iinaginaiie, A + B -j C — -

sera positif, puisque K^ l'est. Il y aura un excès de la somme des

angles sur tt. Au contrairi', si \ absolu est une quadrique convexe

à l'ir)térieur de laquelle on se trouve placé, l^excès se changera en

déficit^ parce qu'il faudra remplacer K- par — R-.

226. Les surfaces que nous avons appelées des sphères out

leurs équations qui prennent une forme très simple lorsqu'on

rapporte Vabsolu à un tétraèdre de référence convenablement

choisi. Soit A un point quelconque, non situé sur Vabsolu. Il

pourra toujours être considéré comme le sommet d'une infinité de

tétraèdres conjugués et, si l'on prend l'un d'eux pou/ tétraèdre de

référence, l'équation de Vabsolu prendra la forme

x-i- y^-+- z^-\- tt^=^ o,

e étant l'unité, positive ou négative, suivant qu'il s'agira d'une

surface imaginaire ou d'une surface convexe.

Soient X, jKj 5, t les coordonnées d'un point de l'espace. Nous
supposerons qu'elles satisfassent à la condition

(42) <2-+-e;r2-+-ej'*-H£S^= I,

et alors la distance o de ce point au sommet A du tétraèdre pour

lequel on a
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sera donnée par l'équation

(43) cos|=^

On pourra donc, en vertu de la relation (42), écrire

X ^^ \/t sin -jr: sinO cos o,
IV

1(44) ''^ jK = /esin j^sinO sincp,

\ /~ 9
\ z =\/z sin ^ cosO.

L'élément linéaire de l'espace sera donné par la formule

^ ds^ = dt^ -Jr B dx^ -h zdy^--hsdz'^.

En remplaçant dx, dy, dz, dt par levirs valeurs, on trouvera

({5) t;,y2=:^p2 + K2sin2^
j
d/G^-f- sin^O f/cp2

{

.

Si Vabsolu est imaginaire, Ksera réel; sinon, K sera une imagi-

naire pure. Dans tous les cas, le complément de <fp2 dans Je

I second membre sera essentiellement positif.

Cette formule appelle plusieurs conséquences.

D'abord elle met en évidence un résultat essentiel. Dans la

Géométrie Cayleyenne comme dans la Géométrie ordinaire, la

ligne droite est le plus court chemin d^ un point à un autre.

Pour le démontrer, il suflîtde remarquer que l'arête du tétraèdre

tde référence définie par les équations

I

a7=:j'=:0 OU =

est, en fait, une droite quelconque sur laquelle le sommet A du
tétraèdre occupe une position quelconque. Il suffira donc de

montrer que la proposition est exacte pour cette droite particu-

lière.

Or, si l'on va du sommet A du tétraèdre, pour lequel p =: o, à

un point M de la droite, p variera d'une manière continue, de|)uis

la valeur zéro qu'on peut lui attribuer en A jusqu'à l'une des

valeurs p' qu'il prend en M; et la longueur du chemin que l'on aura

choisie pour joindre A à M, longueur qui a pour valeur l'inté-

D. P.3
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grale

(46) L= r 4/c;p2 + K2sin2-|((^02 4-sin2Ôc/cp2),

sera évidemment plus grande que l'inlégrale

dp,./

où p
prendra la même suite continue de valeurs que sur le chemin

considéré. Or, cette dernière intégrale est évidemment l'une des

valeurs que l'on peut donner à AM. Ainsi, la longueur de tout

chemin réunissant A à M sera supérieure, en valeur absolue, à

l'une des valeurs de la distance AM. Elle sera donc supérieure à la

plus petite d'entre elles et ne peut lui devenir égale que si, dans

l'intégrale (46), on suppose

sinO = o,

c'est-à-dire

ce ^= y = o.

Les variables p, 0, '.p qui figurent dans les formules (44)

constituent évidemment un système de coordonnées curvilignes

propre à représenter tous les points de l'espace el analogue aux

coordonnées polaires dans l'espace Euclidien. Les surfaces sur les-

quelles p demeure constant contiennent tous les points à une

même distance de A; et, comme ce dernier point |)eut être choisi

arbitrairennent en dehors de ïabsolu, ce sont les sphères les plus

générales de la Géométrie Cajiejenne.

Soit (Se) l'une de ces sphères, de rajon p. D'après la for-

mule (45)1 son élément linéaire a pour expression

(47) ^^2= K2sin2:|(fi?62-f-sin2ôfi?(p2).

Il ne diffère pas de celui qui conviendrait, dans Vespace Eucli-

dien^ à une sphère (S) de rayon

' 1^ • P
p =Ksm^;

et, comme dans les deux sphères, les giands cercles sont repré-

sentés parla même équation, on voit que les formules de la Trigo-

nométrie sphérique s'appliqueront sans modification dans la
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Géométrie Gajiejenne, pourvu que l'on modifie convenablement

le rayon de la sphère considérée.

On peut même obtenir un résultat plus complet.

Soient M, M' deux points dont les coordonnées x^ y^ z^t\

x' ,
y' , z', t' satisfont à l'équation (42), t et t' ayant tous deux les

valeurs définies par l'équation (43). La distance MM' de ces deux

points sera donnée par la formule

MM' , , , ,

cos = tt -h zxx -t- zyy -\- zzz ,

De là on déduit

(48; ^t%[n^-^^{x-x'Y-\-{y-y'Y-^{z— zy^z{t-t'y-,

en sorte que, sur une sphère (Sg), pour laquelle t= i', l'expres-

sion 2 y/s sin est toujours égale à la distance Euclidienne de

deux points dont les coordonnées rectangulaires seraient (x, y, z)

et (x',y'jz')j qui appartiendraient, par conséquent, à une

sphère Euclidienne de rayon y/esin^-

K
Si l'on multiplie par--, on voit que l'on peut établir par les

\/ë

forinules réelles

a"i = K sin 7T sinO cosç, Vi = K sin 77 sinB sincp, zt = K sin -I7 cosO

une correspondance entre un point M de (S^;) et un point P d'une

sphère Euclidienne (S') de rayon Ksin^ de telle manière que

l'expression 2 K sin —^ soit toujours égale à la distance Euclidienne

des deux points correspondants sur la sphère (S').

1227. Dans les recherches qui précèdent, nous avons supposé

que le centre de la sphère était réel, et même qu'il se trouvait dans

l'espace accessible lorsque Vabsolu est une quadrique réelle.

Pour compléter notre étude de la Géométrie non Euclidienne, il

convient d'examiner toutes les positions que peut prendre le

centre de la sphère.
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Nous, signalerons d'abord quelques propriétés générales des

sphères Cajlejennes. Nous avons vu, au n° 187, que ce sont des

quadriques inscrites à Vabsolu suivant la conique située dans le

plan polaire de leur centre. Comme la distance du centre à tout

point de ce plan polaire est constante, on peut dire aussi qu^elles

sont le lieu des points qui sont à la même distance de ce plan

polaire. Si l'on transforme leur définition par la méthode des

polaires réciproques, on verra également (qu'elles sont les enve-

loppes de tous les plans qui coupent sous un angle constant

un plan donné., à savoir le plan polaire de leur centre.

C'est ainsi que, dans la Géométrie sphérique ordinaire, un petit

cercle est susceptible d'une triple définition : il est le lieu des

points situés à une distance constante d'un point fixe, ou bien le

lieu des points à une distance constante d'un grand cercle, ou

enfin l'enveloppe des arcs de grand cercle coupant un grand cercle

donné sous un angle constant.

De cette triple propriété des sphères Cayleyennes découlent

plusieurs proposiiions, analogues à celles de la Géométrie ordi-

naire. Par exemple, la section de toute sphère Caylejenne par un

plan (P) est un cercle, c'est-à-dire une courbe plane lieu des

points situés à une dislance constante d'un point fixe du plan

dans lequel elle est tracée. Soit A, en efiet, le centre de la sphère;

abaissons de A, sur le pian (P), une perpendiculaire dont le pied

sera Aq. Toute rotation autour de la droite AA„ laissera invariable

la sphère, le point Aq, le plan (P) ei, par conséquent, fera glisser

sur elle-même la courbe de section de la sphère par le plan (P).

Cette courbe aura donc tous ses points à la même distance de Aq.

Ces diflérentes propositions vont nous permettre de discuter

les diver ses formes des sphères Cajlc} ennes dans la Géométrie non

Euclidienne. Rapportons Vabsolu à un tétraèdre conjugué quel-

conque, de telle manière que son équation devienne

372 -H j2 _|_ ^2 _ ^2 _ o_

Le seul sommet du tétraèdre qui soit dans l'espace accessible sera

défini par les relations

x = y =:^ = o,

et ce sera, d'ailleurs, un point quelconque de cet espace. D'après
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nos formules générales, l'équation de toute sphère ayant ce point

pour centre et p
pour rayon sera

a;2-f.J/2-+- 32= A'2/2,

en posant

/ • P^'^^"^
r7'

ce qui donne
7.2 <i.

On obtient ainsi des surfaces qui sont tout entières situées dans

l'espace accessible, convexes par conséquent; mais comme le plan

polaire du centre est dans l'espace inaccessible, il n'y a plus lieu

de parler de la distance à ce plan, ni de l'angle du plan tangent

avec ce |)lan. Des trois définitions de la sphère Cajlejenne, deux

doivent être laissées de côté.

2:28. 11 est facile de voir cjue le centre d'une sphère Cayleyenne

peut être rejeté à l'infini, c'est-à-dire peut venir se placer sur

Vabsola sans que la sphère se réduise à vin plan. Considérons le

point de l'espace accessible défini par les relations

(49) X — y — o, z — ht. /i<i.

L'équation de la sphère de rayon p ayant ce point pour son

centre sera définie par l'équation

(5o) (l— /r2 tCOS" -7§-: = (z/i —ty-
X'— v^

Or, lorsfjue h tend vers l'unité, c'est-à-dire lorsque le centre

vient se placer sur Vabsola, on peut disposer de p de telle manière

que le produit

reste égal à une quantité finie quelconque — • Alors l'équation de

la sphère prendra la forme

(5l) /2„ j.î_^2_-2-^, ,.2(^ _ ^)î.

Elle sera toujours inscrite k Vabsofi/, mais cette fois suivant un
de ses plans tangents.

Ces sortes de surfaces ont été appelées des liorisplières.
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La démonstration que nous avons donnée précédemment

montre, ici encore, que les sections d'une horisplière par

des plans qui ne contiennent pas le centre sont des cercles iden-

tiques aux sections planes d'une sphère Cayleyenne. Mais si le

plan sécant contient le centre de l'horisphère, il la coupe suivant un

cercle particulier ayant même centre que l'horisphère. Les cercles

de cette nature, dont le centre est à l'infini et dont le rajon est

infini, s'appellent des horicercles ou des horicycles.

229. Nous avons examiné deux hypothèses : l'une où le centre

de la sphère est dans l'espace accessible, l'autre où il vient se

placer sur Vabsolu. On peut encore supposer que le centre A
soit dans l'espace inaccessible. C'est ce qui aura lieu, par exem[)le,

si l'on prend la surface représentée par l'équation

(5-2) «2_a;2_j'2= ^2^2^

Vabsolii étant toujours défini par l'équation (Sa).

Alors, il n'y a plus lieu de parler de la distance au cenlre, qui

est défini par les équations

X = y =^ t =^ o

et se trouve dans l'espace inaccessible. Mais les deux autres pro-

priétés subsistent, et la sphère est le lieu des points qui sont à une

dislance invariable du plan défini par l'équation

(53) ^ = o,

ou l'enveloppe des plans qui font avec ce plan fixe un angle

constant.

L'une de ces deux propriétés, la première, peut être mise en

évidence de la manière suivante :

Prenons, pour déterminer un point de l'espace accessible, les

formules suivantes :

i cos —-. sinOt cosu. r = i cos -r^sinO j sincp,

<^^'
; . .

z =tsinî!^j t =z cos -=r-:Cos6i,
Kl ni

analogues à celles (44) que nous avons données plus haut. On
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aura encore

(55) f^—x^— y'^—z^-^i;

et l'élément linéaire de l'espace Cajieyen sera donné par la for-

mule

(56) f/52= d'/-+ R2cos2 -|^ (^62— sin2 6j^'f2)^

qui est analogue à la relation (45) et met, comme elle, en évidence

un système triple orthogonal. En se déplaçant sur les droites

définies par les équations

= const., o = const.,

qui sont évidemment les perpendiculaires au plan défini par l'équa-

tion (53), oh reconnaîtra immédialement que, pour chaque point

de l'espace, p représente la distance à ce plan.

En résumé, dans la Géométrie non Euclidienne, il y a trois

espèces différentes de sphères réelles. Les unes, c|ue l'on pourrait

appeler des endosphères, ont levir centre dans l'espace accessible.

Les autres, qui ont leur centre dans l'espace inaccessible, pourraient

être nommées des exosphères. Enfin, nous aurions comme inter-

médiaires les horisphères^ qui ont leur centre sur Vabsolu.

230. Dans les développements qui précèdent, nous avons mis

en évidence des systèmes triples orthogonaux dont une des

familles est composée de sphères concentriques, ayant leur centre

hors de Vabsolu. Il ne sera pas inutile de montrer que ces svstèmes

subsistent avec toutes leurs propriétés quand les sphères concen-

triques qui composent une de leurs familles deviennent des hori-

sphères et ont leur centre commun sur Vabsolu.

Prenons l'cqùation de Vabsolu sous la forme

(57) -izt — x''-— y''- = o,

qui met en évidence un de ses points, d'ailleurs quelconque, de

coordonnées
X ^= y z:^ t = o.

Toute horisphère ayant ce point pour centre sera définie par une

équation telle que la suivante :

(58) 'xzl — x'^ — y'^=^^t'^,

OH p désignera une constante arbitraire.
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Si Ton suppose que l'on ait choisi les coordonnées homogènes

d'un point de manière à satisfaire à la condition

(59) ^zt-x^-y'^=i,

on pourra prendre

(60) t= -'

p

D'ailleurs, l'élément linéaire de l'espace sera donné |)ar la for-

mule

(61) -r:- =—2dzdt-h dv^-i-dy^.

Si l'on remplace / et z par leurs valeurs déduites des formules

(og), (60) et si l'on pose

... . X Y
( b).

) X — —, y — —,.99
on aura

ds''-

(63) p2 " = rfX2-+-^Y2-f-(/p2.

Ainsi, nous obtenons, dans l'espace Cajlejcn, un sjtème triple

réel, formé d'une famille d'horisphères concentriques e\ de deux

familles de plans représentés par les équations

3P yX = — = const., Y = — = const.,

ces plans passant tous par le centre commun des horisphères et se

coupant mutuellement à angle droit.

Sur chacune des horisphères, il faut faire

p = const., do = o.

Vêlement linéaire est donc le même que celui du plan dans

la Géométrie ordinaire^ d'où l'on doit conclure que, sur une telle

surface, les triangles formés par trois horicercles ont toutes les pro-

priétés des triangles plans et qu'en particulier, la somme de leurs

angles est égale à deux droits.

Ici encore, on peut obtenir un résultat analogue à celui que

nous avons donné pour les sphères générales. Si l'on considère
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deux points quelconques dont les coordonnées seront, par consé-

quent, définies parles formules

1Z = { X2^- Y2)f + y, -iZ' = (X'2 H- Y'2 )r+ 1 ,

(64) \
x = Xt,y = \t, X ^\'t\ y = \'t',

< = -; t' ——,

on trouvera, pour leur distance Cajieyenne o, la formule

(63; -4p?'sin'^^. -(X-X')^-i-(Y-Y')î4-(p-pV,

d'où Ton peut déduire la précédente (63), en supposant infiniment

voisins les points considérés.

231. Nous mettrons à profit les résultats précédents pour bien

définir les diverses espèces de déplacements dans la Géométrie

non Euclidienne. Nous avons vu que tout déplacement réel se

rattache à deux droites réelles qui sont polaires l'une de l'autre.

Ici, une de ces droites, que nous désignerons par D, coupera

r«A5o/^^en deux points réels ; l'autre, que nous désignerons par A;

sera tout entière dans l'espace inaccessible.

Si le déplacement est hélicoïdal, on devra, pour avoir la position

nouvelle d'un point M, opérer comme en Géométrie ordinaire. On
abaissera de M la perpendiculaire MP surD; on fera ensuite glisser

celte perpendiculaire, eu laissant invariable le })oint où elle

coupe A, de telle manière que P se déplace sur D d'une quantité

constante PP': pni- on fera tourner la nouvelle position de MP
d'un angle cousliuil, dans le plan qui est perpendiculaire en P'

à D.

Quand le déplacement se réduira à une rotation, il y aura lieu

de distinguer deux cas. Si l'axe de la rotation est la droite D, la cons-

truction précédente s'appli(juera en se simplifiant. 11 suffira de

faire tourner MP d'un angle constant autour de P. Si l'axe de la rota-

lion est la droite A, il suffira de déplacer MP dans le plan de MP
et de V) , sans la faire tourner ensuite autoui- de D, de telle manière

qu'elle demeure perpendiculaire à D.

Knfin, si le déplacement est un iclournement, il suffira de



362 LIVRE IV. — CHAPITRE III.

prendre sur le prolongement de MP le point P' tel que MP' soit

égal à MP.
Ainsi, dans ces différentes hypothèses, on pourra définir le

déplacement, sans faire appel à la droite A située dans Tespace

inaccessible.

Les surfaces pseudocylindriques définies au n°213 seront, dans

tous les cas, les lieux des points situés à la même distance de D. Si

nous envisageons les mouvements continus déjà considérés au

n° 213, elles contiendront, dans tous les cas, les trajectoires des

points de l'espace. Quand le déplacement sera hélicoïdal, ces trajec-

toires seront des courbes transcendantes; mais si le déplacement se

réduit à une rotation, elles deviendront des cercles, qui seront

situés dans des plans perpendiculaires à l'axe de rotation et auront

leur centre sur cet axe. Lorsque c'est la droite D qui est l'axe de

rotation, cette définition n'offre aucune difficulté. Si, au contraire,

l'axe de rotation est la droite A, les trajectoires ayant leur centre

sur A seront des courbes planes, des coniques, situées dans des

plans passant par D et lieux des points situés à la même dis-

tance de D. Elles seront donc entièrement définies au moyen des

éléments situés dans l'espace accessible.

Quant aux surfaces pseudocylindriques, qui coupent Vabsola

suivant les quatre génératrices rectilignes rencontrant à la fois D
et A, elles sont convexes, tangentes à l'absolu aux deux points

réels oîi cette surface est coupée par D, et elles sont situées tout

entières dans l'espace accessible.

232. Ici encore, nous pouvons constituer un système de coor-

données curvilignes orthogonales qui met bien en évidence toutes

ces propriétés. Les trois familles en seront formées : i° des pseudo-

cylindres ayant pour axes les droites D, A ;
2" des plans passant

par D; 3° des plans passant par A. Si l'on prend les formules

l 37 = tangp coscp, ^ = tangp sinç,

(66)
{ isiniiL cosi<l
' - = -, t = -

cosp COSf

qui conduisent au résultat suivant :

(67) ^2_a;2_^2_^2=I_
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l'élément linéaire de l'espace sera déterminé par la formule

(68)

qui donne ici

{69)

—- ds^ = dx"^ -+- dy-i -+- dz'-— dt'-

,

R2
ds-

dp^

cos'^ p

tang^p df^ dà^.

On voit que cet élément linéaire ne cliangera pas si, laissant
p

constant, on ajoute des constantes quelconques à o el k ^', cela

correspond au déplacement le plus général ayant pour axes D, A.

Si l'on remplace «p par o^^-i-av et à par '}oH- bv, les formules

X = tangp cos (tpo-H «t"), y = tangp sin(oQ-^ av),

(70) i sin (i<\iQ-\- ibv) cos (i 4^0-1- i^^
)

représenteront, lorsque r variera seule, la trajectoire d'un point

quelconque, trajectoire qui correspond à l'hélice de la Géométrie

ordinaire. Si l'une des constantes a ou b est nulle, on obtiendra

les cercles dont les plans passent par D ou par A, les seconds seuls

ayant leur centre dans l'espace accessible et les autres étant des

courbes parallèles à D.

Nous aurons plus loin à étudier une transformation de l'espace

qui se rattache étroitement à la Géométrie Cayleyenne. Dans le

cas où Vabsolu est réel, cette Géométrie, nous l'avons dit, est

identique à celle qui a été créée par Lobatschefsky, par Bolyai, par

Gauss et qui porte le nom de Géométrie non Euclidienne; mais

la méthode que nous avons suivie avait surtout pour but de

montrer combien l'étude de ce beau sujet est simplifiée par la con-

sidération de ce que nous avons appelé Vespace inaccessible.





LIVRE V.
DE L'INVERSION.

CHAPITRE I.

L'INVERSrON. — SES PROPRIÉTÉS ESSENTIELLES.

L'inversion a été inlroduile clans la science par Sir William Thomson (Lord

Kelvin). — Comment on peut la rattacher à l'inversion quadrique de Hirsl.

—

Relation entre les points homologues. '— Les droites isotropes <int pour homo-
logues des droites isotropes.— Cône isotrope correspondant à un plan isotrope.

—

Principe de la conservation des angles. — Relations entre deux courbes ou

deux surfaces homologues. — Des développables isotropes; leurs principales

propriétés. — Focales d'une surface ou d'une courbe. — Focales singulières.

—

L'inversion, qui ne conserve pas les focales singulières, conserve les focales

ordinaires. — Ti-ansformations qui résultent de l'application successive de plu-

sieurs inversions. Elles peuvent toujours se réduire à une inversion ou à une

homothélie^ précédées ou suivies d'un déplacement. — Élément linéaire de

l'espace; comment il est transformé par une inversion.

233. Après avoir éludié, comme disait Chasles, deux principes

généraux de la science, la dualité et l'homographie, il importe que

nous abordions un sujet essentiellement nouveau, en examinant

de nouvelles méthodes de transformation des figures, où se pré-

sentent des faits géométriques que nous n'avons rencontrés ni dans

l'élude de l'iiomographie, ni dans celle de la corrélation. La plus

simple de ces transformations est celle qui a été découverte par

Sir William Thomson (Lord Kelvin) et à laquelle on donne au-

jourd'hui le nom ùHtwersion. Voici comment on peut la définir

géométriquement.

Considérons une sphère (S), que nous appellerons ia sphère

principale de l'inversion. Tout point M de l'espace peut être con-

sidéré comme le centre d'une sphère de rayon nul (M). Par

l'intersection de (S) et de (M) passe une seconde sphère de rayon
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nul (M'). Le centre M' de cette sphère sera le point qui, dans

l'inversion, correspondra à M.

Si l'on prend pour origine des coordonnées reclangulaires le

centre de la sphère principale (S), appelé pâle de l'inversion, les

formules qui la définissent seront les suivantes :

X Y Z R2
(0

La sphère principale est donc le lieu des points qui coïncident

avec leurs homologues. Le rayon R de cette sphère peut, d'ailleurs,

être une imaginaire pure sans que la transformation cesse d'être

réelle. On désigne le carré de ce rayon sous le nom de module de

l'inversion.

Nous ne nous attarderons pas à établir les propriétés élémen-

taires, bien connues, de l'inversion; mais nous étudierons très

complètement la correspondance qu'elle établit entre les points.

234. A cet efTet, nous remarquerons qu'elle est comprise comme
cas particulier dans une transformation proposée par llirst.

Considérons une surface du second degré et le cône du second

degré circonscrit à cette surface suivant une conique (G). Soit O
le sommet de ce cône; la droite menée par le point O et par un

point quelconque M coupera la surface en deux points P,P'. Si

nous faisons correspondre au point M le point M' conjugué har-

monique de M par rapport au segment PP', nous aurons réalisé ce

que Hirst a appelé V inversion quadrique. D'ailleurs, celle trans-

formation sera involutive^ c'est-à-dire que la relation entre deux

points correspondants M, M' sera réciproque, de sorte que la

transformation, appliquée deux fois, ramènera à la figure primitive.

Si l'on suppose que la surface considérée soit une sphère et

que O soit son centre^ on retrouvera l'inversion ordinaire. Alors,

la courbe de contact (C) du cône de sommet O sera le cercle ima-

ginaire de rinfini.

Etudions d'abord la correspondance entre les points.

i" Au pôle O correspondent tous les points du plan de contact,

c'est-à-dire du plan de l'infini.

2" Les seuls points qui se correspondent à eux-mêmes sont

situés sur la surface du second degré, c'est-à-dire sur la sphère.
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3'^ A tout point a situé sur le cône circonscrit^ c'est-à-dire sur

la sphère de rajon nul ayant son centre en O, correspond un
point a! situé sur le cercle de l'infini.

4° Mais à un pointa' situé sur le cercle de l'infini correspondent

tous les points de la droite isotrope 0«'; car la droite Oa' coupe

la sphère en deux points qui se confondent avec a' , et, par consé-

quent, le conjugué harmonique de a est indéterminé sur la

droite Oa'.

On voit donc qu'il existe des points pour lesquels le point

homologue est indéterminé : le pôle d'abord, auquel correspondent

tous les points d'un plan, le plan de l'infini; et ensuite les points

du cercle de l'infini, pour lesquels l'indétermination est moindre;

car à chacun d'eux correspondent seulement tous les points d'une

droite, la droite isolrope qui joint le point au pôle de l'inversion.

Examinons maintenant comment se transforment les droites et

les plans. Si la droite passe par le pôle, elle est évidemment
conservée par l'inversion. Si la droite ne passe pas par le pôle,

elle coupe le plan de l'infini en un point a qui a pour homologue
le pôle O; elle coupe le cône isotrope de sommet O en deux
points h et b' dont les homologues sont sur le cercle de l'infini;

elle a donc pour homologue une conique passant par le pôle O et

coupant en deux points le cercle de l'infini; c'est-à-dire un cercle

passant par le pôle. H j a lieu cependant de distinguer des cas

particuliers.

Si la droite est isotrope, soit a le point où elle coupe le cercle

de l'infini ; le point a ayant pour homologues tous les points de
la droite 0«, il en résulte que le cercle qui correspond à la droite

se décompose en deux droites isotropes, l'une qui sera la droite Oa,
l'autre que l'on construira de la manière suivante :

En général, la droite isotrope coupe la sphère principale en un
point 6, distinct de a, et le plan Oa^ coupe le cercle de l'infini en
un point a distinct de a. C'est la droite isotrope 6a qui sera

l'homologue de ab.

Cette construction tombe en défaut si la droite isotrope est tan-

gente en a à la sphère principale. Mais alors la définition même
de l'inversion nous fournit le résultat. Le plan passant par la droite

et par le point O est tangent en a à la sphère principale, qu'il

coupe suivant deux génératrices reclilignes se croisant en a.
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L'homologue de la droite considérée est sa conjuguée harmonique

par rapport à l'angle formé par ces deux génératrices rectilignes.

Des résultats analogues s'obtiennent en ce qui concerne

les plans. Généralement, à un plan qui ne passe pas par le pôle

correspond une sphère qui passe au pôle G et y adniet un plan

tangent parallèle au plan donné. Cette sphère est donc déterminée

par cette condition de passer en G et par celle de couper la sphère

principale suivant le même cercle que h; plan. Si ce plan n'est pas

isotrope, la sphère correspondante ne saurait avoir son rayon nul.

Car son plan tangent au centre G de la sphère princi|)ale, étant

parallèle au plan propost-, n'est pas isotrope. Mais, si le plan con-

sidéré devient isotrope, la sphère correspondante admettra un plan

tangent isotrope en un point à distance finie et se réduira néces-

sairement à un cône isotrope. Si a est alors le point de contact

du plan considéré et du cercle de l'infini, ce cercle et la sec-

tion du plan par la sphère principale sont tangents en a\ on peut

donc les placer sur un cône isotrope dont le sommet sera sur la

droite Gâ. C'est ce cône isotrope, cette sphère de rayon nul, qui

correspond au plan isotrope considéré.

235. Les résultats précédents nous permettent de démontrer

d'une manière intuitive la propriété fondamentale qu'a l'inversion,

celle de conserver les angles des courbes et des surfaces.

Soient, en elïét, (C), (D) deux courbes tracées sur une surface (S)

et se coupant en un point M. Soient M^, M« les deux tangentes

aux courbes en ce point. Menons les deux droites isotropes M1,]MJ

qui passent en M et sont situées dans le plan tangent en M. Si Ton

applique l'inversion à la suiface (S), le point M devient un

point M'; les deux tangentes Mt, Mm ont pour perspectives, dans

le plan tangent en M' à la transformée (S'), les tangentes M' <', M' ff'

aux courbes Ir-ansformécs de (C) «t de (D). Quant aux droites

isotropes MI,M.J, elles se transforment dans les deux tangentes iso-

tropes M'I', M'J' (|ui passent en M' et y sont tangentes à (S').

Comme le rapjjort anharmonique des quatre droites M^, Mm,

MI, MJ est égal à celui d<'S droites qui en sont les perspectives,

M'^', M'a', MT, M'J', on voit, d'après la relation (pie Laguerre

a établie entre les angles et les lapporls anharmoniques de cette

nature, que les anghîs seront conservés par l'inversion.
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236. Dans ce qui précède, nous n'avons étudié que les iransfor-

inaiions des droites et des plans. Nous allons maintenant consi-

dérer des figures moins simples.

Envisageons d'abord une courbe quelconque, et supposons

qu'elle renronire le plan de l'infini en p points, non situés sur le

cercle de l'infini, et en i points situés sur ce cercle. Son ordre «,

c'est-à-dire le nombre des points dans lesquels elle est rencontrée

par un plati, sera donc p -h /. Supposons^ en outre, qu'elle coupe

te cône asymptote de la sphère princi[)aie de l'inversion en /-points

situés à distance finie et que le nombre de ses branches passant

au pôle soit égal à q. Désignons par des lettres accentuées les

mêmes nombres relatifs à la courbe transformée. On aura, en

général,

(2) ,jr' = jD, p' — q^ i' = f~, r'—i, n' = q -h f\ n = p -r-

L

Considérons, par exemple, un cercle quelconque de l'espace,

Ici l'on a

p = o, q = o, î = 2, r = 2, n = 2,

et l'on trouvera les mêmes nombres pour la transformée, qui sera,

par conséquent, un cercle.

237. Les formules analogues relatives aux surfaces se trouvent

aussi sans dilfi< ulté. Si l'on désigne par n l'ordre de la surface, si

sa section par le plan de l'infini se compose d'une courbe de

degré p et du cercle de l'infini, qui sera ligne multiple d'ordre i, si

le pôle O est un point multiple d'ordre q et enfin si la surface

coupe le cône isotrope de sommet O suivant une courbe qui ren-

contre chaque génératrice du cône en r points distincts de ceux

qui soni en O et sur le cercle de l'infini, on aura, pour l'ordre a

de la surface, la valeur
n = p +- ii.

Pour la surface transformée, les nombres précédemment définis

seront donnés par les formules

(3) q' — p, p'=9-: r'—i, i'=r, n'—q-^-i.r.

Par exemple, pour une surface du second degré ne passant pas

au pôle, on a

p = 1, Ç =0, 1 = 0, r = 2.

D. a4
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Pour la transformée, on obtiendra les valeurs suivantes :

gr' = ?,, ^'=0, r'=0, i' = 2, /l'=4-

Ce sera une surface du quatrième ordre, qui admettra le cercle

de l'infini comme ligne double et aura un point double au pôle.

Si la surface du second degré passait au pôle, on obtiendrait

une surface du troisième degré ayant toujours le pôle pour point

double et contenant le cercle de l'infini.

238. Nous avons vu que, dans l'inversion, toutes les droites

isotropes se transforment en droites isotropes. Ainsi^ les surfaces

réglées formées de ces droites se transforment en surfaces réglées.

On peut compléter ce résultat et démontrer que les surfaces

dâveloppables formées avec ces droites se transforment en sur-

faces développables.

Considérons, en effet, une telle surface; le plan tangent tout le

long d'une de ses génératrices d est tangent au cercle de l'infini,

c'est-à-dire il est isotrope. 11 se transforme donc en un cône iso-

trope qui est tangent à la surface transformée en tous les points de

la génératrice homologue de d. La surface transformée admet le

même plan tangent en tous les points de chaque génératrice; c'est

donc une surface développable.

Nous appellerons de telles développables des développables

isotropes. Elles interviennent, nous le verrons, dans l'étude de

questions importantes et ont les propriétés les plus singulières.

Comme elles sont les enveloppes de plans isotropes, leur nor-

male en un point quelconque est précisément la génératrice reCli-

ligne de la surface qui passe en ce point. Si l'on définit ligne de

courbure d'une surface toute ligne telle que les normales à la

surface en tous ses points forment une surface développable, on

peut dire que toute ligne tracée sur une développable isotrope est

ligne de courbure de cette surface.

De là celte conséquence, que nous avons signalée dès 1864 :

La courbe de contact de toute surface avec la développable

isotrope qui lui est circonscrite est une ligne de courbure ima-

ginaire de la surface^ que Von peut déterminer sans aucune

intégration.
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Voici d'autres résultats.

Si l'on considère une courbe quelconque (K) de la développable

isotrope, les génératrices rectilignes de cette surface lui seront

normales, et, comme elles sont toutes tangentes à l'arête de

rebroiissement (R) de la surface, celte arête de rebroussement

sera une développée commune à toutes les courbes (K).

Supposons que la courbe (K) soil une section plane ; d'après les

propriétés générales des courbes planes, la projection de (R) sur

le plan de (K) sera la développée de cette courbe. Donc, toutes

les sections d\ine développable isotrope par les plans paral-

lèles se projetteront sur Vun de ces plans suivant des courbes

parallèles.

De même, si l'on coupe la développable par une sphère, la déve-

loppée sphérique de la courbe de section sera la projection

conique de l'arête de rebroussement, cette projection étant faite

du centre de la sphère. On sait, en elKet, que le Heu des développées

d'une courbe sphérique est un cône dont le sommet est au centre

de la sphère qui contient la courbe. Il résulte de là que les sections

de la développable par des sphères concentriques se projettent

coniquement sur une de ces sphères suivant des courbes paral-

lèles.

Voici enfin une dernière propriété des développables isotropes.

Leur arête de rebroussement ayant pour tangentes des droites

isotropes^ son élément linéaire est nul. On a

ds^ = o.

Et réciproquement, toute courbe dont l'arc est nul a ses tan-

gentes isotropes et 'est l'arête de rebroussement d'une dévelop-

pable isotrope.

239. Nous renverrons, pour une étude plus complète des

développables isotropes, à d'autres travaux; mais nous montrerons

ici comment elles permettent d'étendre à l'espace une notion

donnée par Pliïcker pour les courbes planes. Ce géomètre a

montré comment on peut obtenir, pour les courbes planes de tous

degrés, une définition des fojers, qui, avant lui, n'étaient consi-

dérés que dans les courbes du second degré. Le foyer d'une

courbe de degré supérieur est le centre d'un cercle de rayon nul
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dont les deux droites sont tangentes à la courbe; de sorte que,

pour avoir tous les foyers d'une courbe, il faut mener, des deux

points à l'infini sur le cercle, des tangentes à la courbe. Les points

d'inlerseciion de ces deux faisce:iux de taugenles seront les

foyers, réels ou imaginaires, de la courbe.

On peut donner de même, en généralisant la notion âefocale.,due

à Chastes pour les surfaces du second degré, la définition suivante

des focales d'une surface quelconque.

Circonscrivons à celle surface et au cercle de l'infini une surface

développable. Cette développable isotrope aura des lignes doubles,

dont une seule suffira évidemment à la déterminer, puisqu'alors

ses plans tangents devront être langents à la fois à la ligne double

et au cercle de l'infini. Ces lignes doubles seront appelées les

focales de la surface. Par chaque tangente de la focale, on peut

mener deux plans langenls à la surface et au cercle de l'infini. Par

conséquent, tout point de la focale sera le centre d'une sphère

de rayon nul doublement tangente à la surface, et réciproquement.

Tout point de cette nature sera dit un foyer de la surface.

Ces définitions concordent avec celles de Chasles pour les sur-

faces du second degré ; nous les appliquerons aux surfaces de

degré supérieur.

L'inveision, conservant les dévelop|)al)les isotropes, conservera,

par cela même, les foyers et les focales ordinaires.

240. A la définition que nous venons de donner, Laguerre a

ajouté un complément utile. Considérons d'abord le cas du plan.

Nous avons vu que, pour avoir tous les foyers, il faut mener, des

points I et J, des tangentes à la courbe considérée. Mais, si cette

courbe passe aux points I et J, il est un groupe de tangentes que

l'on peut séparer : celui qui est formé de celles dont les points de

contact sont précisément en I et en J. Elles donnent naissance à

des foyers particuliers, que Laguerre a nommés foyers singuliers.

Par exemple, une conique générale a quatre foyei s, dont deux

sont imaginaires.

Si elle devient un cercle, elle n'aura plus qu'un foyer singulier,

son centre.

Celte distinction est d'autant plus ulileque les foyers singuliers,

à la différence des autres, ne sont pas conservés par l'inversion.



l'inversion. — SES PROPRIÉTÉS ESSENTIELLES. SyS

On opérera de même dans l'espace; si une surface passe par le

cercle de l'infini, la développable qui lui sera circonscrite en tous

les points de ce cercle pourra avoir des lignes doubles. On les

appellera des focales siiigaltères ; elles ne sont pas conservées

par l'inversion.

La définition des focales étant tangentielle, c'est-à-dire n'em-

ployant que les plans tangents, les focales d'une courbe quel-

conque se déterminent comme celles des surfaces; ce sont les

lignes doubles de la développable circonscrite à la courbe et au

cercle de l'infini. Cette développable aura pour lignes doubles la

courbe proposée et d'autres courbes, qui seront les focales de la

première.

On voit que les différentes lignes doubles d'une développable

isotrope sont les focales, les unes des autres.

i241. Nous terminerons ces généralités en examinant les trans-

formations (jui résultent de l'application successive de plusieurs

inversions.

Nous ferons usage, dans cette étude, d'une remarque qui résulte

immédiatement de la définition, donnée plus baut, de l'inversion.

Quand la sphère principale se transforme en un plan, l'inversion

se transforme en une symétrie relative à ce plan. Car, si l'on a un

plan (P) et un pointM, il n'j a que la symétrique M' de M par rap-

port à (P) qui soit le centre d'une sphère de rayon nul coupant ce

plan suivant le même cercle que la sphère de rayon nul dont le

contre est en M.

D'après cela, soientl et I, deux inversions, définies par les sphères

principales (S) et (S,). L'inversion I transforme toute figure (F)

en une figure (F»), que la seconde inversion L transforme en une

fi<;ure (Fj). J'applique à l'ensemble de ces figures une inversion,

d'ailleurs quelconque, H. liCs trois figures (F), (F,), (Fa) sont

transformées en de nouvelles figures (F'), (F,), (F,), les deux

sphères (S), (S,) en deux nouvelles sphères (S'), (S,); mais jedis

<[in' !(•> rchiiioiis |)riiniiiv(!s ueseronl |);»s troublées : (F',) se déduira

de (F') par l'inversion 1' qui admet (S') pour sphère principale,

et (F'j) se déduira de (F',) par l'inversion l'j qui admetttra (S'J pour

sphère principale.

(^es f)ro[)osilions sont, pour ainsi dire, évidentes, si l'on se reporte
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à la définition de l'inversion lelle que nous l'avons donnée. Si M
et M, sont denx points correspondants dans une inversion dont la

sphère principale est (S), c'est qu'ils sont les centres de deux

sphères de rayon nul se coupant sur (S). Cette relation n'est nul-

lement troublée par une inversion quelconque, à condition qu'on

substitue à (S) la sphère (S') qui en dçrive par cette inversion.

Notre proposition est donc établie. Appliquons-la au cas actuel

en prenant, pour l'inversion H, une inversion dont le pôle soit sur

le cercle commun à (S) et à (S,). Alors, les deux sphères cor-

respondantes (S'), (S'j) se réduiront à des plans, et les deux inver-

sions F, F, deviendront des inversions planes, c'est-à-dire des

symétries par rapport aux deux plans (S'), (S',).

Or, deux symétries effectuées successivement par rapport à deux

plans équivalent à une rotation autour de l'intersection des deux

plans, rotation d'un angle double de l'angle des deux plans. Donc,

les deux inversions planes déterminées par les plans (S'), (S',)

peuvent êlre remplacées par deux autres inversions planes quel-

conques dont les plans principaux se coupent suivant la même
droite que les précédents et font le même angle que les plans

(S'), (s;).

En revenant à la figure primitive, on a donc le théorème

suivant :

Deux inversions déterminées par les sphères (S), (S() peu-

vent être remplacées par deux autres inversions dont les sphères

principales passent par Vintersection de (S) et de (S)) et font

un angle égal à Vangle de (S) et de (S,), et de même
sens.

On peut objectera la démonstration précédente qu'elle suppose

l'existence d'un cercle réel commun à (S)età(S|). Sans nous

arrêter à cette difficulté, déduisons-en une règle qu'il sera aisé de

vérifier dans tous les cas.

Par la ligne des centres de (S) et de (S,), faisons passer un plan

quelconque (P), qui coupera en A le cercle commun à (S) et à (S,).

Autour de A, et dans le plan (P), faisons tourner l'angle CAC,,

G et G) étant les centres des deux sphères, et soit DAD, une quel-

conque de ses nouvelles positions, D et D, étant les points où

ses côtés coupent la ligne des centres. Les sphères {->), (i^,) qui
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ont pour centres D, D, et passent par A. seront les sphères princi-

pales des deux inversions qui peuvent remplacer les inversions

considérées. Cela résulte des raisonnements précédents.

Or on sait, et il est évident, que lorsqu'un angle constant tourne,

dans son plan, autour d'un point fixe A et coupe une droite fixe en

deux points variables D, D|, la relation entre ces deux points est

homographique; et il résulte de la définition de l'angle que les

points doubles de cette homographie sont ceux où la droite fixe

est rencontrée par les droites isotropes qui passent en A. Ici, ces

points doubles sont les centres des sphères de ra^'on nul passant

par l'intersection de deux sphères (S) et (S|). Nous pouvons donc

énoncer le théorème suivant, que nous laissons au lecteur le soin

de démontrer directement :

Etant données deux inversions I et 1, dont les sphères princi-

pales sont (S) et (S i)j elles peuvent être remplacées d^ une infinité

de manièrespar deux inversions don t les sphères principales ont

même plan radical (jue {'$>) et (S,). Quant à leurs centres D
ef D, , ils peuvent être choisis parmi les couples de points homo-
logues d'une homographie qu'on peut définir de la manière

suivante : Elle a pour points doubles les centres des sphères de

rayon nul passant par Vintersection de (S) et de (S,) et un de

ses couples de points homologues est donné par les centres C
et C, des sphères primitives {^), (S,).

Ce théorème n'aurait plus de sens dans le cas où les deux

sphères (S), (S,) seraient concentriques. Mais alors, il est évident

que les deux inversions peuvent être remplacées par une homo-

thétie dont le centre est le centre commun des deux sphères.

242. Les propositions précédentes nous permettent l'étude de

la transformation qui résulte de l'application répétée de plusieurs

inversions.

Soient I,, I.j les deux premières. Si leurs sphères principales ne

sont pas concentriques, elles peuvent être remplacées, d'une infi-

nité de manières, par deux inversions dont les pùles sont deux

points D, D,, le premier de ces points étant choisi arbitrairement

sur la ligne des centres. Si nous le rejetons à l'infini, la |)remière
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inversion deviendra plane. Désignons-la par P,; nous aurons rem-

placé I<, I2 par deux inversions P,, l',.

Opérant de même avec l'^, I3 et continuant de la sorte, on voit

que nous aurons remplacé nos inversions par une série d'inver-

sions planes P<, Po, ..., Pyf_i, suivies généralement d'une inver-

sion sphérique ly;.

On peut toujours supposer que k soit impair. Car toute inver-

sion sphérique I/,, dont la sphère principale est (Syt), peut être

remplacée par trois inversions planes relatives à trois phms rectan-

gulaires passant par le centre de (Sy;) et par une inversion relative à

la sphère (S'^) qui est concentrique à (S/t) et a son rayon égal à celui

de (Sa) multiplié par y/— 1

.

Puisqu'on peut supposer k impair, les inversions planes P,,

Po, ..., P/f_i sont en nombre pair et équivalent à un déplacement.

Ainsi, dans le cas général, une suite d'' inversions peut être

remplacée par un déplacement^ suivi d' une seule inversion.

En renversant les opérations, on peut dire m\' une suite d""inver-

sions peut aussi être remplacée par une seule inversion, suivie

ûf 'un déplacemen t.

Nous avons laissé de côté le cas singulier où, au cours des

opérations, on aurait rencontré des inversions ayant pour sphères

principales des sphères concentriques. Cette difficulté peut se lever

de la manière suivante.

Supposons qu'il reste à effectuer les inversions

Si leurs sphères principales sont toutes concentriques, on verra

facilement qu'elles se ramènent soit à une homothéùe, soit à une

seule inversion.

Si les sphères principales ne sont pas toutes concentriques, sup-

posons que les premières

le soient, mais que la sphère principale de la suivante I//4., n'ait pas

même centre que les précédentes. Alors, d'après la théorie précé-

dente, on pourra remplacer 1^-, U+i , d'une infinité de manières, par

dçux inversions dont les pôles seront changés. 11 faudra donc
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retirer 1^. de la série précédente. En continuant de même, on

finira par avoir des inversions dont lessphcres principales ne seront

pas concentriques.

Ainsi, le cas singulier que nous venons d'examiner n'a d'intérêt

que si toutes les inversions ont leurs sphères principales concen-

triques. Et alors nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Une suite quelconque d'inversions peut se i amener à une

homothétie^ précédée ou suivie d'un déplacement^ ou bien à une

inversion^ précédée ou suivie d^un déplacement.

243. Si nous sommes entrés dans les développements qni pré-

cèdent, c'est surtout pour indiquer la manière dont on réduira les

diverses transformations successives. Quantau théorème lui-même,

on aurait pu l'établir directement de la manière suivante.

Considérons une suite quelconque d'inversions, appliquées suc-

cessivement. Elles réalisent une transformation ponctuelle qui

jouit évidemment de la propriété suivante : A tout plan ou à toute

sphère de la figure primitive correspond un plan on une sphère de

la figure transformée.

Cherchons donc d'une manière générale toutes les transforma-

tions dans lesquelles, à un plan ou à une sphère, correspond un plan

ou une sphère.

Soient A un point de la première figure (F) et A' le point corres-

pondant de la seconde (F'). A. toute sphère passant par A corres-

pondra une sphère passant par A'. Si donc on soumet (F) à une

inversion de pôle A qui donnera (F,) et (F') à une inversion de

pôle A' qui donnera (F,), la correspondance entre (F,), (F',) sera

telle qu'à un plan de (F,) correspondra un plan de (F',). Donc,

d'après les résultats que nous avons établis, ce sera une correspon-

dance homographique.

D'autre part, elle doit encore transformer une sphère en une

sphère. Donc elle doit conserver le cercle et le plan de l'infini,

et, [)ar suite, se ramener (n" 59) à un déplacement ou à une

symétrie, |)récédés ou suivis, s'il y a lieu, d'une homolhélie.

Revenons aux figures (F) et {V). D'après les résultats obtenus,

on peut dire qu'aux plans de la preutière correspondent des

sphères de la seconde passant par u\\ poiiil !i\c 1!.
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Il suffira donc d'appliquer à la seconde figure une inversion

ayant B pour pôle pour en déduire une figure (F\) qui sera,

avec (F), dans la relation précédemment définie. Ainsi, toute

transformation ponctuelle dans laquelle à une sphère correspond

une sphère se réduit à des déplacements et des homotliéties, ou à

un déplacement, précédé ou suivi d'une inversion.

L Nous bornerons là notre étude de l'inversion; mais nous

ferons remarquer en terminant que la propriété fondamentale rela-

tive à la conservation des angles peut s'établir analytiquement de

la manière suivante.

Reprenons les formules (1) et supposons que le point m(a:^y',z)

subisse un déplacement infiniment petit, ses coordonnées devenant

(.X -\- dx^ y -\- dy^ z + dz). Le point M (X, Y, Z) subira lui aussi

un déplacement infiniment petit et ses coordonnées deviendront

(X + <iX, Y -|- û?Y, Z + f/Z). Un calcul facile nous donnera la

relation

(4) c?X2+6/Y2-f-./Z2=-- % ^^(^^2+^^-2+ ^^2).

Cette formule, à laquelle on pourrait joindre la suivante, relative

à deux déplacements,

^ ^ .N R*
(5) c?X oX -h ^Y oY -I- dZ oZ = ;

—

(dx Zx -+ dy oy -h dz os),
(a"2-i- j2^_ -2^2 ^ -^ -^

nous montre que l'inversion assure la similitude des infiniment

petits et, par conséquent, la conservation des angles. Cette pro-

priété caractérise les transformations composées de déplace-

ments, d'homolhéties ou d'inversions. On pourra lire la

démonstration de ce résultat dans les Traités de Géométrie infini-

tésimale (').

(
'
) Voir par exemple Darboux, Leçons sur les systèmes orthogonaux. Livre 11^

Chapitre I.
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CHAPITRE II.

LES COORDONNÉES PENTASPHÉRIQUES.

Helation quadratique homogène entre les puissances d'un point par rapport à

cinq sphères distinctes. — Définition du système de coordonnées pentasphé-
riques le plus général; on se bornera, dans la suite, au cas où les sphères
coordonnées sont orthogonales. — La théorie de cinq sphères deux à deux
orthogonales se rattache directement à celle des substitutions linéaires ortho-
gonales. — Conséquences, relations identiques entre les puissances d'un point
relatives à cinq sphères orthogonales. — Chacune des cinq sphères admet pour
tétraèdre conjugué celui qui est formé par les centres des quatre autres. —
Groupe de 16 points, dont les coordonnées ne diffèrent que par le signe —

.

Elément linéaire de l'espace. — Angle de deux directions. — Sphères et plans.
— Comment on détermine le centre et le rayon d'une sphère dont l'équation
est donnée. — Les six coordonnées d'une sphère; formules qui s'y rapportent.
— Changementde coordonnées. — Problèmes élémentaires relatifs aux sphères.
— Formules de Géométrie infinitésimale en coordonnées pentasphériques.

245. Nous avons reconnu, au cours de nos études précédentes,

qu'à chaque transformation est lié un système particulier de
coordonnées. X l'homographie se rattaclient les coordonnées
télraédriques, qui permettentde comprendre dans une même étude,

en même temps qu'une figure, toutes celles qui lui sont homogra-
phiques. A la corrélation correspondent de même, et dans les

mêmes conditions, les coordonnées tangentielles. Nous allons voir

qu'à l'inversion on peut rattacher aussi un système de coordon-
nées particulier : les coordonnées pentasphériques.

Nous commencerons par établir une relation fondamentale entre

les puissances d'un point, prises- par rapport à cinq sphères

distinctes.

Soient

(1) S/= (.r— a7,)î-4- (jK -jkO'+ (- - -/)2- R/ = (i =1,2,3, 4, 5, <)),

les équations de six sphères distinctes (S,), ..., (So). La quantité

(2) K/,=z= (^,_ xj)^+{y,-yjy^(z,- zjY- RJ _ R;
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s'appellera \di puissance commune des deux sphères (S/), (Sy); il

est clair qu'elle est nulle quand les deux splières sotjt orthogonales

et que, si l'une des sphères se réduit à un point^ elle devient la

puissance de ce point par rapport à l'autre sphère.

Cela posé, considérons les deux systèmes linéaires

et
yi ^- ~-J — ^1 ^i Yi

— >.yi —'ïZi xf-+-j R?

formés, l'un et l'autre, de six lignes correspondant aux valeurs i,

y, ..., 6 de /.

D'après le théorème de Binet et Cauchj, le nombre des colonnes

étant inférieur à celui des lignes, le déterminant des éléments K/y

obtenus en multipliant les lignes des deux systèmes sera nul. Ainsi

l'on aura
•^13 Ki4 Ki5 K]

(3)

Kl,

Ko,

Kl 2

K,.,

K« K«,

Supposons maintenant que la sixième sphère ait son rayon nul et

désignons les coordonnées de son centre par a?, y, z (au lieu de Xa,

y^, Za). On aura

Kb A - K/(6- (.r — xuy- -f- (y —yuY + (- — -/, )-— H/, = S/„

Il étant différent de 6, et S^ désignant la puissance du point

(ar, j", 5) par rapport à la sjjhère (S^). On a, d'ailleurs,

ija relation (a) prendra donc la forme

(4)

K,i

K,,

Kl 2

K22

K,3 K,

K5,

S, S s

s,

s.

S5

o

et il est ainsi établi qu il y a une relation homogène du second

degré entre les puissances d\in point quelconque de l' espace

par rapport à cinq sphères distinctes.
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1

Gela conduit à déterminer un point par les rapports mutuels de

ses puissances relativement à cinq sphères quelconques. On aura

ainsi, pour la première lois, un système de coordonnées surabon-

dantes qui devront satisfaire à la relation (4).

246. Après avoir indiqué la forme la plus générale de ce sys-

tème de coordonnées, nous allons nous borner, pour plus de

simplicité, au cas où les splières qui lui servant de base sont

orthogonales.

Ecrivons l'équation d'une sphère sous la forme

()) \\{x^--^y^-[- z^-)^-xS.x-^-i\iy -r--xCz-r- K = o;

son rayon o sera donné par la formule

, A2-4-B2+C^— IIK

OÙ le numérateur est une forme quadratique des coefficients. Cette

forme quadratique joue un rôle important dans la théorie de la

sphère. H y a intérêt à la ramener à une somme de carrés et à

écrire l'écpiation (5) sous la forme

, , ^ ^3^2-4- r2_^ 22_ R2 _ .^2^_y2_^.22_,_ R2
(-) 'i-xx -^ lay -^ -i^'z -+-0 \- iz = o,

K K

K désignant une constante quelconque, que nous supposerons

réelle.

Alors les coordonnées Xq^ yo, Zq du centre de la splière et son

rayon p seront données par les formules

_ -gR — 8R - yR
^0 — ^ ;—77 ' yo — 5—;—77 > -^o = 5——:—

(8)
R s/%^ ^- '-2 ^ Y' + ^' -^ £'

_, . , . _, 2 = _ R2
^

ù-^it « ..
V. " .

(S -h te

Si la sphère n'est [)as de rayon nul, on pourra poser

(9) a2 -+- |Î2 -+- 72 ^_ §2 ^_ =2 = I
^

et le rayon sera déterminé, en grandeur et en signe, par la

formule
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Avec l'hypothèse (9), le premier membre de l'équation (7) aura

une signification géométrique déterminée. On aura

x^ -+- y- -\- z- — R-
(11) 2a.r 4- 'jt^^ — avz -+-

0'—;

—

5

. :r^+y2-4-32^R2 S „-+ le — = — ou 2r,
'^ P

S étant la puissance du point relativement à la sphère et P dési-

gnant, quand la sphère se réduit à un plan, la distance à ce plan,

affectée de signe.

Associons à la sphère précédente une autre sphère^ définie par

l'équation

,, .rî-H r5-4-52_ H2 3^2 ^_ -^2 _|_ ^2 ^_ R-2
IX X-h 'i^ J-h 1'( 3 -H 1- l z TT = 0,

obtenue en accentuant toutes les lettres, et pour laquelle on aura

encore

(l'i) a'2+ p + y'2 -4- ô'2 _j_ £'••!=
f ;

il viendra, ^'o,y'o, 5,,, p' se rapportant à cette nouvelle sphère,

(i3) (a^o— ^0)'+ (J'o-yo)' -+-(^0-^0 )-—?' -p''

=— 2pp'(aa'-+- P^'h- Yy'"Î~ ôS'-t- '£')•

Si donc on définit l'angle V de deux sphères par la relation

(14) C?2 = p2_)_p'2 Jtpp'cOsV,

OÙ d désigne la distance des centres, on obtiendra la formule fon-

damentale

(i5) cosV = aa'-4- p§'-t- Yy'-t- oS'-f- ti',

qui subsiste encore si l'une ou l'autre des sphères se réduit à un

plan.

Si l'on ne supposait pas satisfaites les relations (9) et (12), on

aurait

aa'-i- Pj3'-1- 7y'"^ 88' -h es'
(16) cosV =

v/a2 -4- [i2 -1- yï -+- 32 _,_ £2 /a'2-l- Ji'2_,_Y'M-8'2
-+-£'*'

et l'angle serait moins bien défini.

La formule (i5) permet de rattacher la théorie des sphères
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orthogonales à celle des substitutions orthogonales. On voit, en

effet, que si l'on considère un groupe de cinq sphères (S/f) définies

par les équations

(17) -5- = 2 a^. :r -+- ?. [î/,7- -H 1
Y/,

z

^2 _^ jr2 H_ 32 __ Rî -r2_^. y2_^_ -2_i_ R2+ 0. —^^ +.S,. ^-^ = 0,

où K;t désigne le rajon de (S*) et où l'on a

('8) *l+?l+ Ti+32+^l='>

elles seront deux à deux orthogonales si Ton a

(19) a/,aA-'-+- ^/.^A'-+- Y'tY^'-^- S/.-8/,'-f- £/,£a'= o (A' j^ A-'),

c'est-à-dire si les coefficients a^, (^y^;, • • • sont les éléments d'une

substitution orthogonale de aS éléments.

Ces substitutions dépendent de dix arbitraires, ce qui est bien

d'accord avec les considérations géométriques. Leurs propriétés

bien connues vont nous fournir les résultats essentiels. On sait que

les équations (i8) et (19) sont équivalentes aux suivantes :

et

(21)
I

S[3/Y/=o, 2p,-8,-=o, S[3f£,-=o,

(2Y(0, = o. 2y/£/=o, 2S,£/=o,

les sommes sont étendues aux valeurs i, 2, ..., 5 de l'indice i.

l'on se rappelle que les raj'ons R/^ sont déterminés par la

formule

(22) lU^ . J^. >

les formules précédentes conduisent immédiatement aux trois

identités

<^') 2(lf)'=- c'^) SU— ('') 2ii = ».

dont nous aurons à faire usage plus particulièrement. Remarquons,

une fois pour toutes, que, si l'une des sphères Sk se réduit à un
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c
plan, ~ doit être remplacée par le double 2Pa de la dislance à ce

plan. Le terme correspondant disparaîtra donc dans les identités

(24)et(25).

L'identité (23) est celle qui remplace la relation (4) quand les

sphères deviennent orthogonales. On peut en déduire toute la

théorie de ce groupe de sphères. Par exemple, si l'on considère la

sphère (S^), il résulte de l'identité (aS) que son équalion peut

aussi être écrite

(^6) >^ —. = o,

et, sous cette forme, elle s'interprète aisément. Car elle exprime

que les quatre plans radicaux de la sphère (S/j) et des quatre autres

sphères forment un tétraèdre conjugué de (S/;). Comme le plan

radical de (Sa) et de (S^) est le plan polaire |)ar rapport à (S^) du

centre de (S^), le tétraèdre conjugué dont il vientd'être(|ueshon a

pour sommets les centres des quatre sphères autres que (S^). Ainsi,

chacune des sphères est conjuguée par rapport au tétraèdre

formé par les centres des quatre autres.

Si l'on désigne par x/(, y/s, z^ les coordonnées du centre de (S^),

l'identité (2^) fournit les relations

(27)

1 ÏÏI
="' 1 ïï|

=^"' 1 rI

5 3 5

o,

où Xk-j ykl zis désignent les coordonnées du centre de (S^) et dont

l'interprétation n'offre aucune difliculté.

247. Ces préliminaires une fois admis, nous donnerons la défi-

nition précise des coordonnées pentasphériques. Elles auront pour

expressions

(28 ) .r^. = X —^ ou x/c— 1

1

P/.-,

X désignant un facteur de proportionnalité. Ce sont des coordon-
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nées homogènes surabondantes^ qui, d'après l'idenlité (aS),

doivent satisfaire à la relation

(•29) •Lxl=o.

Le facteur de proportionnalité se détermine si l'on fait usage de

l'identité (9.4)5 qui nous donne

) 2£=-
Au reste, on peut le retrouver et obtenir les coordonnées rectan-

gulaires X, y, z en résolvant les équations

( 3 1
)

2 a/,ar -h 2 ^/,y -H 2 7/. - -^ 0/, :^—

. .-^2 _}_ j/2 _|_ -2 _}_ R2 3^^,

^''' —K = T
qui donnent

l(x'^-+-y^-^z^-—R^)= Rl.8/,x/,,

l{x-^-h-y^-+-z^--h R2)=— tR2£/,a7A,

et, par suite,

(33)
j.>.=-^..,.(ô,..+ .-..)=-2g'

( 2 X (a^'- -4-72+ ^2
) = R V

^^,( 5^._ j
.^^. ^_

248. Vu début, nous avons (ait lemarquer que le nouveau sys-

tème de coordonnées permet d'étudier, en même temps qu'une

figure, toutes ses inverses. C'est un point que nous pouvons établir

dès maintenant.

limployons l'analyse et soit, en coordonnées rectangles,

(34) S = (X — a:)2-+-(Y— 7)2-+-(Z — ^)2— R2=o

l'équation d'une sphère quelconque (S). Si on la soumet à l'inver-

sion définie par les formules

X Y Z Â-2

( o>)
X' Y' Z' X'2+ Y'2-hZ'*'

on aura identiquement

/.,,• c-
x^ -i- y- -^ z'^ — IV- ^,

35
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S' ayant l'expression suivante :

Z'

x'i -\- y- -\- z''— W'^ j \ a7^-+-jK--+--s^— H^

k^z y- /-' R2

J2_^S2~KV {X-^ -r-
J^ -^ Z-' — W^y

A la sphère (S) correspondra la sphère (S') obtenue en égalant S'

à zéro. Les coordonnées x'
^
y' ^ z' du centre de cette sphère et son

rayon, auquel on attribuera un signe convenable^ seront déter-

minés par les formules

(37)
? ~ •'" - - - "' -

'•'

X y Z \\ X- -{-
y'^

-\-
z'^— R'^

qui seraient celles de l'inversion, appliquées dans un espace à

quatre dimensions, à un point de coordonnées rectangulaires .r,

y, z et Ri.

En tenant compte des formules précédentes, l'équation (36)

prend la forme

S /f2 S'
(38)

ou, mieux encore

(39)

R X'2-i-Y'2-4-Z'^ R'

_s_ _ _s;_

pR ~ p'R''

p et p' désignant les distances au pôle de l'inversion des points qui

se correspondent dans les deux figures.

La formule précédente montre que les rapports mutuels des
S

quantités -^ ne sont pas altérés par une inversion quelconque. En

particulier, nous voyons qu'appliquée à une figure quelconque,

l'inversion ne change pas les coordonnées pentasphériques de ses

points, pourvu que les coordonnées des nouveaux points soient

prises par rapport aux cinq sphères orthogonales que l'inversion

fait dériver des cinq splières coordonnées primitives, et dont le

rayon est défini en grandeur et en signe.

249. On peut déduire des formules (3-) quelques conséquences

intéressantes. Appliquons-les d'abord à une sphère orthogonale à

la sphère principale et pour laquelle on a, par conséquent,
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Elles nous donnent

Ainsi, toute sphère orthogonale à la sphère principale conserve

à la fois son centre, ce qui était évident a priori, et son rayon avec

le signe qui lui a été attribué.

Au contraire, pour la sphère principale, on a

x=y = z = o, R = ±A, R'= — R.

Le rayon R est donc changé de signe par l'inversion.

On voit donc que, si l'on change le signe d'une seule des cinq

coordonnées pentasphériques Xk-, cela revient à remplacer le point

par son inverse relativement à (Syt). Et de là on peut déduire que

cinq inversions successives par rapport aux cinq sphères coor-

données se détruisent, puisqu'elles ont pour effet de changer le

signe de toutes les coordonnées.

Si l'on envisage le groupe des seize points dont les coordonnées

sont

±Xi, ±372, ±.^3, ±374, ±^5,

on reconnaît qu'ils se déduisent de l'un quelconque d'entre eux

par les inversions qui admettent comme sphères principales les

sphères coordonnées.

250. Nous devons insister maintenant sur une propriété parti-

culièrement intéressante de notre système de coordonnées. C'est

une espèce d'axiome qu'un point devrait toujours être bien défini

par ses coordonnées, et que deux systèmes de valeurs différentes

des coordonnées devraient donner deux points différents. Ni V une
ni i^autre de ces propriétés n^est ici pleinement vérifiée. Elles

sont vraies seulement pour les points à distance finie, et tombent

en défaut pour les points à l'infini.

Si l'on rend, en effet, homogènes les formules (3i) en y rem-
X }

plaçant x par - et X par -^ , elles deviennent

(4o) , X^^ ^ {-Z0ikXt-^'iS,/,.Yt-h9.'lkSt-\ -Rt^.

Oa voit déjà que, po\ir tous les points du plan de l'infini non
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situés sur le cercle de l'infini, les coordonnées sont les mêmes. Oi»

peut prendre, pour tout point de ce plan,

(40 ^^^'^IT'

et ces coordonnées conviennent à tout point du plan de Vin-

fini, en sorte que leur valeur ne permet pas de distinguer l'un de

l'autre les différents points de ce plan.

Au contraire, pour tout point du cercle de l'infini, les coordon-

nées sont indéterminées, et, si l'on désigne par 9 la limite du

rapport

Tt
'

lorsqu'on s'approche d'un point P du cercle de l'infini, on peut

prendre pour ces coordonnées les valeurs

( 42 ) x/i= a.i;X -+- Pajk -1-
Y/,-5 R/

Q étant une variable arbitraire.

Ainsi, un point du cercle de l'infini a une infinité de coordon-

nées de la forme

Elles satisfont évidemment, quel que soit G, aux deux équations

(43) 2"'^' = "' 2^="'

qui définissent le cercle de l'infini.

Les résultats que nous venons d'obtenir sont en corrélation avec

la propriété qu'a le système de coordonnées d'être indifférent à

l'inversion. Celle transformation a, en effet, la double propriété :

1° de faire correspondre un seul point à tous les points du plan de

l'infini qui sont hors du cercle de l'infini; 1^ de faire corres|)ondre

à un point du cercle de l'infini tout point de la droite isotrope qui

le joint au pôle de l'inversion. Il faut donc que tous les points du

plan de l'infini hors du cercle de l'infini aient mêmes coordonnées

qu'un point unique, et que tous les points du cercle de l'infini

aient une infinité de coordonnées, toutes celles des points en les-

quels les transforme l'inversion considérée.



I

LES COORDONNÉBS PENTASPHÉRIQUES. 889

251. Les relations que nous avons établies nous conduisent sans

difficulté aux résultats suivants.

Soient Xki ^'^les coordonnées de deux points M, M'. On trouve,

en appliquant les formules (Sa),

(44) MM' = '—^,^ 3-/, iy X,.

ce que Ton peut écrire, en tenant compte de l'identité (aS),

z{x„—x',:f
<45) MM' =

"^ a^A- yi x'i,

2d K,, Zji Ku

et l'on déduit de là, quand les deux points sont infiniment voisins,

la formule fondamentale

(40) ^52= ^"^^^^

asr
qui donne l'élément linéaire de l'espace. En changeant dx^

en dxh-\- ^^dxki ^\' égalant les coefficients de ;ji dans les deux

membres, on obtient la formule plus générale

(47) «5 05 cos(as, os) =

qui, jointe à la précédente, donne l'angle de deux directions.

232. Passons maint.enant aux sphères et aux plans. D'après les

formules (Sa), l'équation d'un plan ou d'une sphère quelconque

sera de la forme
s

(48) 2^ mi,xi,= o.

1

Ici encore, on voit que les points du cercle de l'infini ne sauraient

avoir des coordonnées fixes. Sans cela, les constantes rrik devraient

vérifier des équations de condition.

La formule (44) nous permet aussi d'écrire l'équation d'une

sphère dont le rayon est p et dont le centre a pour coordon-
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nées 37/,= Oh. On a ainsi

(49) '^'"•-•-?'2ïïi2t = ''-

En identifiant cette équation et la précédente, on aura le centre et

le rayon de la sphère définie par l'éqnation (48). Un calcul facile

nous donne le résultat suivant :

( îo ) au = mu T. 1 p = =h
•>. K/,- ^ mu "S^ niu

La sphère se réduira à un plan si l'on a

1

La présence du radical dans les formules (5o) nous conduit à

introduire une sixième quantité mg, définie par la condition

(5'2) l/«G :

ou
c

(53) ^ ml= o,

1

qui permettra^ une fois connue, de définir le rayon_, en grandeur

et en signe^ par la formule

(a4) p = -ïï >

y mu
Zà ^u

et d'introduire ce dédoublement de la sphère qui est si précieux

et apporte tant de netteté dans une foule de recherches. La pre-

mière formule (5o) pourra s'écrire alors

( 55 ) au— mu -^- >

et l'on aura, pour tout point de l'espace, l'identité

(56) / niuxu-im^, —
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S
Lorsque la sphère se réduira èi un plan, il faudra remplacer —

par le double de la dislance, affectée de signe, à ce plan.

253. Dans ces derniers temps, plusieurs géomètres, et Plilcker

au premier rang, ont eu l'idée d'étendre aux êtres géométriques

les plus complexes la notion de coordonnées qui, introduite par

Descartes pour les points, avait été déjà employée pour les plans,

en vertu du principe de dualité. Les six quantités m;;, liées par

l'équation identique (53), déterminent complètement une sphère.

Nous dirons qu'elles sont ses coordonnées. Ces coordonnées sont

à la fois homogènes et surabondantes . Si l'on éliminait /«o, la

sphère ne cesserait pas d'être bien déterminée, le signe seul de

son rayon demeurerait indécis.

Les formules que nous avons données permettent de traiter

toutes les questions relatives à la Géométrie des sphères. Soient,

par exemple, (S), (S') deux sphères ayant les coordonnées m*, nfi)..

Si p et p' sont leurs rayons, «a et a)^ les coordonnées de leurs

centres, la distance d de ces centres sera donnée par la formule

(5;) ./^ = -
> m/, m/,

•>.Y.a,.a,. ,

2 ait ^ a). •^ //?/,. •^ irij,

Si donc nous voulons calculer l'angle V des deux sphères, en le

définissant d'une manière précise parla relation (!?4)j nous aurons,

en appliquant les formules (^4), (^7),

(58) //^; ///,^ cds \ ;: — ^^ in'ijni,.

1

Ces formules vont nous conduire à la définition géométrique des

coordonnées de la sphère. Supposons que la sphère (S') se réduise

à l'une des sphères coordonnées. Pour (Sa), par exemple, toutes

les coordonnées sont nulles, sauf /«a, que l'on peut prendre égale

à 1 , et mo qui doit alors être égale à :— /, d'après la formule (54).

Si Va désigne l'angle de (S) et de (Sa), on aura donc

( »'J ) /?î/. = inxç, cos V/.

,
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d'où il suit que la formule (58) se mettra sous la forme

5

(6o) cos V = N^ cos V/.- cosV/^.,

et que l'on aura l'identité

(6i) Scos'-V/, = i.

Il est inutile de souligner l'analogie de ces relations avec celles qui

se rapportent aux coordonnées cartésiennes.

Revenons à la formule (58). Nous en déduisons la suivante :

c

V v^
(G2) 2 /ng/??

fi
sin^ — = >/??/,. m/,,

1

qui, en tenant compte de l'identité fondamentale (53), peut

s'écrire
6

V v^
(63) 4"ÎG«Î6 sin-— = — > (m/.— ni'/^.)-.

1

Appliquée à deux sphères infiniment voisines, cette équation nous

donne, pour leur angle dv^ l'expression

fi

(64) dv^^-^,ydml.
1

Notons enfin qu'appliquée à une sphère et à un point, l'équa-

tion (5^) nous conduira à la relation

d-— p" _ S „ **- f ^m,',x/,-

P p
~

"le, V^_fA-
'

S étant la puissance du point par rapport à la sphère.

254. Ces différentes formules vont nous permettre d'élucider la

question suivante :

Elfectuons sur les coordonnées une substitution linéaire ortho-

gonale, qui sera définie par les équations '

(66) ^''~^ (^kk'yk- (/', /i'= I, 2, 3, 4, 5)



LES COORDONNÉES PENTASPHÉUIQUES. SgS

et entraînera l'identité

<G7) I..Tl=Zyl.

Les coefficients «aà' seront liés par les relations bien connues

( 68 ) ^ a^^., — i, ^ au' a-kk" = o, ^ aj.,., = i
, ^ «a/, ' «A /," = o,

k k k' A"

qui laissent subsister dix arbitraires. On pourra envisager la sub-

stitution sous deux points de vue difTéients :

i" On pourra résoudre les équations par rapport aux^^, ce qui

donnera

(69) jA=^«/.7.a7A',

k'

€l envisager les cinq sphères (o-y;) définies par les équations

\ a/,7,a^A = o,

et pour lesquelles nous jnendrons — i comme sixième coor-

donnée. En vertu des relations (68), ces sphères sont évidemment

orthogonales. Alors, si nous désignons par p^^ le rajon de la

sphère (<ta) et par ^k la puissance du point (.r,, ..., x i) par

rapport à cette sphère, la formule (65) nous conduira aux sui-

vantes :

iS ai,'

<:<')

Zd Ka'

À étant le facteur de proportionnalité qui entre dans la défi-

nition (3o) des Xk et nous donne

~ Sa-
a.A.= A-.

Ainsi, on peut dire que les quantités y^ sont cinq nouvelles

coordonnées du point considéré, rapportées aux cinq nouvelles

sphères (o-y^) avec le même coefficient de proportionnalité. Remar-

quons que les rayons de ces sphères orthogonales sont bien défi-

nis, en grandeur et en signe.
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Il y a là une analogie évidente avec le changement d'axes rectan-

gulaires.

2" Considérons maintenant les formules (66) comme réalisant

une transformation ponctuelle, les Xi et les yi étant les coor-

données de deux points, rapportés aux sphères coordonnées pri-

mitives. Comme cette transformation fait correspondre une rela-

tion linéaire entre les yi à toute relation linéaire entre les Xi, elle

fera correspondre une sphère à une sphère; elle sera donc de

la nature de celles que nous avons étudiées plus haut et qui

résultent de la composition d'inversions, de déplacements et d'ho-

mothéties (11° 242).

Soient M, M' deux points, de coordonnées x/,- et x'/^ respective-

ment, auxquels correspondent deux points P, P' de coordonnées-

j-/, ely[. On a, d'après la formule,

V^V^ V //>- V .y'/c

Zd \\k Zu Wk Zd \\i, Z4 K/..

Comme, d'après les formules de la substitution orthogonale, on a

il viendra

, V :2J: V ZA-
\LM'' Là K/, Zd H/,

PP' ^ xi,. ^ x'i.

^ïï7 Zd'vTu

Pour que la Iransformation considérée résulte d'une simple

combinaison d'homothélies, de déplacements et de symétries, il

e y
I

MM' . , , ,. ,• •

laudra que le rapport -^^ soit constant, c est-a-dire que 1 on ait,

comme conséquence des formules de substitution,

h étant une constante qui sera nécessairement différente de l'unité

quand la Iransformation comprendra une homolhétie. On obtien-

drait des relations équivalentes en exprimant que le plan de l'infini

se correspond à lui-même.
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255. Nous terminerons cette partie élémentaire de notre étude

en montrant comment les formules précédentes permettent de

résoudre les problèmes les plus difficiles de la géométrie de la

sphère. Envisageons, par exemple, le problème suivant :

Trouver une sphère coupant quatre sphères données sous

des angles donnés.

Soient ak^ b/t, Ca, c/^^ (A" = i , ^, ..., 6) les coordonnées respectives

des quatre sphères données; soient, de même, nit, ...,m^, les

coordonnées de la sphère cherchée, qui doit couper les sphères

données sous des angles donnés V,, V2, V3, V4. La formule (58)

nous donne immédiatement les conditions suivantes :

«1
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Yi/( désignant l'angle des deux sphères données de rangs i et k. On
tirera de là une équalion de la forme

(76) \=±DmG,

qui sera du premier degré et qui, jointe aux relations (72), déter-

minera les rapports mutuels des six inconnues nii.

2o6. Pour obtenir les constructions géométriques, nous nous

appuierons sur les remarques suivantes :

Toute relation linéaire

6

(77) y^ A/,m/, = o

1

entre les six coordonnées m^ d'une sphère exprime que cette

sphère coupe une sphère fixe sous un angle constant.

11 suffît de comparer la relation précédente à la formule (58).

Si l'on considère la sphère définie par l'équation

s

(78) ^A,..T/,= 0.

1

et dont la sixième coordonnée est, par conséquent,

(79) a,; = ty/Af -t- A
I -f- XI ^- AJ -H A I,

la relation (77) exprime que la sphère variable coupe la sphère

précédente sous un angle V défini parla formule

(Ho) Ac = «G cosV.

On voit que l'angle V est droit lorsque Ac est nul, c'est-à-dire

lorsque m^ ne figure pas dans la relation linéaire.

D'après cela, considérons d'abord une sphère variable (S) assu-

jettie à couper sous des angles donnés deux sphères fixes (A)

et(B).

Si les équations de ces sphères sont

(81) \^ a/,x/,: = 0, ^ ù/,cr/, = o,
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es coordonnées nik de (S) satisferont à deux équations

( 82 ) 5j "'' "^'' + ^"^6=0, ^ ^/, mi, -f- [3 mo = o,

1

OÙ aet j3 seront des constantes. Ces constantes sont d'ailleurs liées

aux sixièmes coordonnées des sphères (Al) et (B) par les

relations

(83) a = a6CosVi, p=6oCOsV2,

V, et V2 étant les angles sous lesquels les sphères (A) et (B) sont

coupées par la sphère variable.

Combinons linéairement les deux relations (8•^). Nous aurons

une nouvelle relation linéaire

5

(84) V (a/,+ >,6/,)/?iA.-+-mG(a-+-Xp) = o,

1

dont l'interprétation est évidente. Elle exprime que la sphère

variable coupe, sous un angle constant, toute sphère définie par

l'équalion

(85) S(a/,+ X6A-)a7/,= o,

c'est-à-dire toute sphère passant par Tintersection de (A) et

de (B). Ainsi, nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Lorsqu'une sphère variable est assujettie à couper deux

sphères fixes sous un angle constant^ elle coupe aussi sous un

angle constant toute sphère passant par Vintersection de ces

sphères fixes.

Et comme l'on peut disposer de \ de manière à faire disparaître

le terme en /ne dans l'équalion (84), nous pouvons ajouter le ré-

sultat suivant :

Parmi les sphères passant par V intersection des sphères

fixes^i il y en a toujours une qui est coupée à angle droit

par la sphère variable.

On peut remarquer encore que la sphère variable est assujettie à

demeurer tangente aux deux sphères qui passent par l'intersection
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des sphères fixes pour lesquelles À est déterminé par l'équa-

lion

(80) ^((//.-hlbA.y-^('jL-^l^^f=o.

1

La proposition précédente s'étend immédiatement au cas où
une sphère variable est assujettie à couper trois sphères fixes (A),

(B), (C), sous des angles donnés et doit satisfaire, par conséquent,

à trois relations telles que

5 6 5

(87) ^ «/, w/. -+-am6= o, ^ è/,m/,-f- ^mc= o, \^ CAm/t+ y'^e = o.

1 1 1

En répétant le raisonnement précédent, on voit que la sphère

Nariable doit couper sous un angle constant toute sphère définie

par l'équation

(88) \ (a/,-(- lù/,-h [JLC/,).r/,= o,

1

c'est-à-dire toute sphère passanlpar l'intersection des trois sphères

fixes. Cet angle sera droit pour toutes les sphères, déterminées par

l'équation (88), pour lesquelles A et ij. seront liés par la

relation

(89) a -+- Xp + ;ay = o,

et qui auront, par conséquent, même plan radical. La sphère

variable sera, de même, tangente à toutes les sphères pour lesquelles

A et \x satisferont à l'équation

(9") _2(«/.H-À6/,-+- [jic/,)2+(a -t-X^-f- ^.1-)"= o.

1

Les propositions précédentes vont nous permettre, comme nous

l'avons annoncé, de donner la solution géométrique du problème

proposé. Nous nous appuierons, pour les appliquer, sur la consi-

dération des cas particuliers où les sphères variables se réduisent à

des plans.

257. Etant donnée une sphère (A) de rayon R, les plans qui la
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coupent sous un angle donné V enveloppent évidemment une

sphère concentrique dont le rayon /• est donné par la formule

{91) r = R cos V.

D'après cela, étant données deux sphères (A,) et (A.2), les plans

qui les coupent respectivement sous des angles V, et Va sont tan-

j;ents à deux sphères (A'j) et (-A-j) concentriques à (A,) et à (A2).

Ils vont donc passer par le centre de similitude Gja de (A',) et(Aj).

Piéciproquement, tout plan passant par G)2 et tangent à (A'j

coupera les sphères (A|) et (A2) sous les angles prescrits. Il résulte

d'ailleurs de l'expression (91) de r donnée plus haut que tout

plan passant par G, 2 et non tangent à (Aj) coupera les

sphères (A,), (A2) sous des angles dont les cosinus seront

proportionnels à cosV), cos V2. Gar le centre de similitude G,

2

demeure le même lorsque cosV,, COSV2 sont augmentés dans le

même rapport. Nous ferons usage de cette remarque.

Le point G|2 est toujours réel, mais le cône ayant ce point pour

sommet et tangent à (A',), (A^) ne l'est pas nécessairement.

258. Revenons maintenant au problème que nous avons en vue,

el cherchons les sphères qui coupent sous des angles V,, V2, Va
etV, les sphères données (A,), (A2), (A3), (A,,), SI nous nous repor-

tons aux équations (72), nous verrons que toutes les sphères (S)

définies par l'équation

5

1

où X, jjL, V, p sont des arbitraires liées par la relation

(g'j) XagCOsVi 4- \i.b^ cosVa-t- vce cosVj-i- pc^o cos ¥4= o,

seront coupées orthogonalement par les sphères cherchées. Réci-

[)roquemenL, en vertu de la relation [)récédente, toute sphère cou-

pant orthogonalement les dilTérentes sphères (S) coupera les

sphères (A,) sous des angles V^ dont les cosinus seront proportion-

nels à ceux des angles prescrits V/. Examinons la suite des

sphères (S).

¥.n vertu de la relation (9.^; entre les paramètres A, jjl, v, p, ces

sphères passent par deux points, réels ou imaginaires; et comme.



400 LIVRE V. — CHAPITRE II.

d'après leur équation, elles coupent à angle droit la sphère (B) qui

est orthogonale aux quatre sphères (A/), leur axe radical ira passer

par le centre O de (B), et leurs deux points communs, réels ou
imaginaires, seront conjugués par rapport à (B). Ainsi, la suite des-

sphères (S) peut être définie comme formée de toutes celles dont

les centres sont dans un plan (P) nécessairement réel et qui sont

orthogonales à (B),

Parmi toutes ces sphères (S), une infinité se réduiront à des

points; ce sont celles dont les centres sont sur le cercle (C) d'inter-

section de la sphère (B) et du plan (P).

Par conséquent, toutes les sphères (S') orthogonales aux sphères

(S) passeront par le cercle (G); elles couperont les quatre sphères

(A,) sous des angles dont les cosinus seront proportionnels à ceux

des angles prescrits; et c'est parmi ces sphères (S') qu'il faudra

chercher la solution, qui sera ainsi ramenée à celle du problème

suivant: Mener par le cercleiOi) une sphère coupantsous Cangle
prescrit une des sphères (A^•), choisie arbitrairement. Examinons
comment on effectuera toutes ces constructions.

D'abord, pour déterminer le plan (P), on choisira deux quelcon-

ques des sphères (A/) et, pour chacune d'elles, on déterminera la

sphère concentrique (A^. ) enveloppe des plans qui coupent (A/)

sous l'angle Vj. Le centre de similitude de G/y de deux quelcon-

ques de ces sphères (A'), (A'j) sera le centre d'une des sphères (S'),

celle qui passe par l'intersection de (A,) et de (Ay). Donc il appar-

tiendra au plan (P). Ge plan sera donc bien déterminé par la con-

dition de contenir les points G/y, et il sera toujours réel.

Ayant le plan (P), nous aurons le cercle (G), qui est l'intersection

par ce plan de la sphère orthogonale aux quatre sphères (A/), et il

restera à mener, par ce cercle (G), une sphère coupant l'une des

sphères (A/) sous l'angle qui aura été prescrit pour cette sphère. 11

y a lieu de distinguer deux cas.

Si le cercle (G) est réel, faisons une inversion dont le pôle sera

sur (G); ce cercle sera transformé en une ligne droite par laquelle

devront passer les transformées des sphères (S'), qui deviendront

des plans. Nous aurons à faire passer par cette droite un plan cou-

pant sous l'angle prescrit la transformée d'une des sphères (A/).

Gela ne présentera aucune difficulté, le plan devant être tangent à

une sphère conceniriqué à cette transformée.

Supposons, au contraire, que le cercle (G) soit imaginaire. Alors,
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les sphères de rayon nul passant par ce cercle auront des centres

réels c, c' . Et si l'on fait une inversion dont le pôle soit un de ces

points, les splières (S') qui devaient passer par (G) se transforme-

ront en sphères concentriques ayant pour centre commun le

transformé de l'autre point. On sera ramené au problème

suivant :

Déterminer, parmi des sphères concentriques^ celles qui cou-

pent sous un angle donné une sphère donnée.

La solution ne présente aucune difficulté; car, si l'on considère

le triangle foimé par les centres connus de la sphère donnée et de

la sphère cherchée et par un de leurs points communs, on connaît

dans ce trianj;le deux côtés et l'angle o[)posé à l'un d'eux.

259. On pounait imaginer beaucoup d'autres constructions du

problème final que nous venons de résoudre. Nous préférons

insister sur le cas particulier où l'un au moins des angles V/ serait

nul et où les sphères cherchées devraient, par conséquent, être

tangentes à une des sphères (A/), à (Ai) par exemple.

Dans ce cas il faut chercher parmi les sphères (S') passant par (C)

celles qui sont tangentes à (A.,). Les sphères (S') coupent (A<)

suivant un cercle dont le plan est assujetti à passer par une

droite d <lu !>liti (P), celle (pii est l'axe radical commun aux

sphères (S'; et à lu sphère (A|). Cette droite se construit sans

difficulté; elle est dans le plan radical de (A,) et de l'une quel-

conque des sihères (S'). I^orsqu'on l'aura obtenue, il suffira de

mener par »lle d<*s plans tangents à (A,); les points de contact

seront ceux des deux sphères qui donnent la solution du

problème.

La droiie d' qui joint ces points de contact est la polaire de d
par rapport à (A,); elle contient donc le pôle p du plan (P) par

rapport à (A,). Il est facile de voir qu'elle passe aussi par le centre

radical Odes quatre sphères données (A/). En effet, la sphère (A,)

étant orthogonale à la sphère (B), le plan polaire du centre Ode(B)
par rapport à ( A, ) est le plan radical de ( B) et de (A,). Or ce plan

radical va pa>ser par la droite <i, puisque (B) est une des Sjihères

qui contient enl le cercle (C).

On aura donc les points de contact des deux sphères cherchées

D. a6
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avec la sphère (A() en joignant le centre radical O au pôle de (P)

par rapport à (A, ).

Dans le cas où les sphères cherchées doivent être tangentes aux

quatre sphères (Aj), (P) devient un plan de similitude des quatre

sphères, et l'on retrouve la solution de Gergonne. Mais celle que

nous avons donnée en premier lieu est moins souvent en défaut que

celle de Gergonne et peut la remplacer avec avantage dans beau-

coup de cas.

260. Il ne sera pas inutile, en terminant, de remarquer que les

constructions précédentes donnent implicitement la solution du

problème suivant :

Déterminer une sphère coupant cinq sphères données sous des

angles égaux ou, plus généralement, sous des angles dont les

cosinus soient proportionnels à des nombres donnés.

Soient, en effet, (A(), (Aa), ..., (A;,) les cinq sjdières données.

Nous avons vu que, pour deux quelconques d'entre elles, (A,)

et (A2) par exemple, on saura construire la splière (S), passant

par l'intersection de (A,) et de (A2),que devra couper à angle

droit la sphère cherchée. En combinant (A,) successivement avec

les quatre autres sphères (A/), on obtiendra quatre sphères (S) que

la sphère cherchée devra couper à angle droit. Cette condition la

détermine, en général, et permet de la construire. Mais il pourra

arriver que le problème soit indéterminé (').

261. Après avoir montré comment l'emploi des coordonnées

pentasphériques permet d'aborder et de résoudre ces problèmes

relatifs aux sphères qui ont fait, depuis l'Antiquité, l'objet de

tant de recherches, nous terminerons en donnant quelques for-

mules qui s'appliquent à des surfaces quelconques.

Si nous considérons deux déplacements à partir d'un même
point, définis par les caractéristiques d, 0, les dx/(, ^Xk devront

(') Pour plus de déUils sur ces (juestions, le lecteur pourra consulter le

Mémoire de l'Auteur Sur les relations entre les groupes de points, de cercles et de

sphères dans le plan et dans l'espace, inséré dans les Annales scientifiques de

l'École Normale supérieure, 2" série, t. I, 1872.
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satisfaire uniquement aux équations

{ 94 ) ^ ^k dxk =0, S X]^ oxk = o,

et la formule (47)7 qui nous donne l'angle des deux directions

dans lesquelles on s'est déplacé, nous montre que la condition

nécessaire et suffisante pour qu'elles soient rectangulaires est

exprimée par l'équation

(95) I.dxh8x/, = o.

D'après cela, considérons une équation quelconque

(96) tfiXi, X^, X3, X,,, x~^) = 0,

définissant une surface. Nous aurons, pour tout déplacement sur

cette surface,

2 -r-^ dXf^= O.
OX/c

Si l'on pose

(97) ^^'^=^^'

les ùxm définiront un déplacement pourvu qu'ils vérifient l'identité

2 a7A' S:r^.= X S x/,- —^ = o,
àx/,-

ce qui arrivera toujours si l'équation de la surface est homogène,

comme nous le supposerons. Le déplacement correspondant à la

caractéristique 8 satisfera donc toujours à la condition d'orthogo-

nalité

( y8 )
S dx/,- 8x/c = o.

11 se fera par conséquent suivant la normale à la surface.

Supposons maintenant que la caractéristique d s'applique à un
déplacement s'effectuant, non plus sur la surface, mais dans une

direction quelconque. Si l'on porte les valeurs de ùXfs définies par

les formules (97) dans les équations (46), (4"), on aura

(99) 85= /-^o,

, do
(100 ) ds \/^'s cos (<:/*, N )

=
V X,,
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Aîp désignant l'expression

<<") "f-^liÂ'\àxk/

et {ds, N) l'angle que fait la direction du déplacement avec la nor-

male à la surface. Si cet angle devient nul, on a

Telle est l'expression de ce que Lamé appelait le premier para-

mètre différentiel.

La formule (47) montre également que l'angle de deux surfaces

représentées par les équations homogènes

(io3) cp(ari,a72, iPsî ^/f, ^5) = Oî J'C^i, '^2, ^3, ^i, 2^5) = o,

c'est-à-dire l'angle de leurs normales au point commun, est défini

par la formule

A(9, J;)

(io4) cos(cp, <];)= _I _;

OÙ A(o, «1^) désigne l'expression

A-

11 est inutile de faire remarquer l'analogie de cette relation avec

celle qui se rapporte aux coordonnées rectangulaires.

11 suit de là que la condition pour que les deux surfaces repré-

sentées par les équaiions (io3) se coupent à angle droit en un de

leurs points est que la condition

k

soit vérifiée en ce point.



CHAPITRE III.

LES CYCLIDES EN COORDONNÉES CARTÉSIENNES.

La cyclide de Dupin. — Définition des cyclides les plus générales; celles du
quatrième ordre ont le cercle de l'infini comme ligne double; celles du troi-

sième ordre passent simplement parce cercle. — Rapports avec la théorie des

surfaces générales du troisième ordre et des surfaces du quatrième ordre à

conique double. Toute cyclide ayant un point double à distance finie est

l'inverse ou la podaire d'une quadrique. — Sections planes et sphériques d'une

cyclide. — Recherche des sections circulaires et des sphères doublement tan-

gentes. — Cyclides du quatrième ordre, équation réduite; cyclides du troisième

ordre, deux méthodes. — Résultats généraux; il y a cinq séries de sections

circulaires; leur génération. — Plans tangents doubles. — Surfaces anallag-

matiques de Moutard. — Étude d'une famille de quadriques inscrites dans une

cyclide du quatrième ordre. — Des quadriques qui coupent la cyclide suivant

deux biquadratiques sphériques. — Ce que deviennent ces quadriques lorsque

la cyclide se réduit au troisième degré. — Propriétés diverses relatives aux

inversions quadriques qm conservent la surface cubique la plus générale.

262. Après avoir défini les coordonnées pentasphériques et

indiqué comment on peut les employer dans la Géométrie de la

sphère, nous nous proposons de les appliquer à l'étude d'une

classe remarquable de surfaces du troisième et du quatrième ordre.

Si l'on considère les deux coniques définies respectivement par

les équations

(i) z = o,

el

où nous supposerons 6'-<rt-, la première de ces courbes sera

une ellipse, la seconde une hyperbole, et l'on vérifiera aisément

qu'elles .sont des lignes doubles d'une développable isotrope. Par

conséquent, suivant notre définition des focales (n*'239), chacune
de ces courbes sera la focale de Vautre.
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Si ^,JK, o sont les coordonnées d'un point M pris sur la pre-

mière etx', o, ;^', celles d'un poinlM'pris sur la seconde, on aura

(3) MM'^ == (if— a7')2-+-y2 4-5'2 = (Icc— -x'
^ ^ -^ \a c

Si donc on prend une sphère (S) dont le centre sera en M sur

l'ellipse et dont le rayon sera — x -^ k, k désignant une constante

quelconque, puis une sphère (S') ayant son centre en M' sur

l'hyperbole et dont le rayon sera - x' + k^ les deux sphères (S)

et(S')seront constamment tangentes, puisque la distance MM' de

leurs centres est égale à la différence de leurs rayons. Ainsi, Von

aura constitué deux familles de sphères telles que toute sphère

de l'une des familles sera tangente à toute sphère de Vautre

famille. 11 suit de là que les sphères des deux familles auront la

même enveloppe. C'est ce que l'on peut vérifier aisément. L'équa-

tion d'une sphère de la première famille peut se mettre sous la

forme

(4) X2+Y2+Z2— 237 ('X -+-—') — 2YjK+a-— C2— /.•2=0,

et un calcul facile conduit à l'équation de son enveloppe, qui est

(5) (X2-+-Y2-f-Z2-Ha2_c2_A-2)2— 4a2/'x-i-—V— 4(«-— c2)Y^ = o.

Si l'on avait pris la seconde famille, on aurait obtenu la même
équation sous la forme équivalente

(6) (X2+ Y2-+-Z2-+-C2— a2— /c2)2_4c2/'x-H—V — 4(c2— a2)Z2=o.

La surface représentée par l'une ou l'autre des équations précé-

dentes avait été rencontrée par Dupin dans l'étude d'une belle

question de Géométrie infinitésimale : la détermination de la sur-

face dont toutes les lignes de courbure sont circulaires. L'illustre

géomètre lui avait donné le nom de cyclide. Pour la distinguer

des surfaces plus générales que nous allons étudier et pour rendre

hommage à celui qui, If premier, l'a fait connaître, nous l'appelle-

rons la cyclide de Dupin.
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263. FiCs surfaces plus générales que nous voulons étudier, et

auxquelles nous donnerons le nom de cyclides^ ou de cycLides

générales quand il y aura lieu de distinguer, sont celles qui sont

définies en coordonnées rectangulaires par l'équation

où cpoi f 15 92 désignent des fonctions de x^ y, z, d'un degré égal à

leur indice. On peut même supposer, sans diminuer la généralité,

que cp, ne contient pas le terme indépendant de ^, JK, -s; et, par

suite, Féqualion ne renferme que i3 constantes arbitraires. Elle

comprend l'équation (5) comme cas très particulier.

Si Oq n'est pas nul, elle est du quatrième ordre et elle définit

des surfaces du quatrième ordre, ayant le cercle de Cinjini

comme IIgne double. On le reconnaît immédiatement en la rendant

homogène, ce qui lui donne la forme

tfo(ar2+ jK2-h;3 2)2-+- i^ct,(a7, jK, z){x''--\- y"--^ z"^) -^ t''":f^(^x, y, z, t) = o.

On peut même affirmer que l'on obtient ainsi la surface la plus

générale de cette définition.

Si cpo est nul, le facteur tesl en évidence. En le supprimant, on

obtient la surface la plus générale du troisième ordre contenant le

cercle de l'infini. Comme une conique indécomposable peut tou-

jours, par une homograpliie, être transformée dans le cercle de

l'infini, toutes les propriétés que nous établirons dans cette étude

des cyclides du quatrième et du troisième ordre pourront, par une

transformation homograpliique, être appliquées, soit à toute sur-

face du quatrième ordre admettant une ligne double formée
par une conique indécomposable^ soit à la surface générale du
troisième ordre. On peut même dire que, dans ce dernier cas,

il y aura une certaine indétermination, puisqu'il suffira de trans-

former le cercle de l'infini en une quelconque des coniques qui

appartiennent à la cubique. On sait que ces coniques forment,

dans le cas général, 27 séries distinctes.

Les cyclides du quatrième ordre n'ont, en généial, aucun point

double en dehors de ceux qui sont sur le cercle de l'infini; celles

du troisième ordre n'ont,- en général, aucun point double. Mais,

s'il arrive que l'une de ces surfaces ait un point double à distance

finie, son étude se rattachera directement à celle d'une quadrique.

On peut, en effet, établir la proposition suivante :



4o8 LIVRE V. — CHAPITRE III.

Toute cyclide admettant un point double à dislance finie

est Vinverse d'une quadrique ou la podaire d^ une autre qua-

drique.

Pour le démonlrer, transportons l'origine des coordonnées

au point double. L'équation de la cyclide conservera la forme

Mais ici (po sera une fonction homogène du second degré des

coordonnées x^ y, z. Si donc on fait l'inversion définie par les for-

mules
x' _ y' _ z' _ A-2

X y z x^-h y'--\- z^

l'équation précédente se réduira à la suivante :

k'* cfo+ 2A:2 cpi-t- cp2= o,

qui représente évidemment une quadrique (Q). Gomme le plan

perpendiculaire à l'extrémité de chaque ravon de \\\ cyclide enve-

loppe la polaire réciproque (Q') de la quadrique (Q) par rapport

à la sphère principale de l'inversion employée, on peut dire aussi

que la cyclide est la podaire de (Q'), et ainsi notre proposition se

trouve complètement établie.

Au reste, cette proposition résulterait aussi des formules géné-

rales établies au n" 237.

Ces formules, il est bon de le remarquer, nous conduisent à

cette conclusion intéressante que l'inverse d'une cyclide, dans une

inversion quelconque, est encore une cyclide, qui se réduit au

troisième degré si le pôle de l'inversion a été pris sur la surface

primitive. Cette remarque expliquera la concordance que nous

constaterons plus tard entre certains résultats relatifs aux cyclides

du troisième et du quatrième ordre, notamment en ce qui concerne

les seclions circulaires.

264. On ne saurait séparer l'étude des cyclides de celle de leurs

sections planes, qui sont, ou bien des courbes du quatrième ordre

ayant pour points doubles les points à l'infini sur le cercle, des

quartiques bicirculaires comme les appellent les géomètres

anglais, Ou bien des courbes du troisième ordre passant par les
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mêmes poinls à l'infini, c'est-à-dire des cubiques circulaires.

Les méthodes que nous emploierons pour traiter les cjclides

s'appliquent d'elles-mêmes à ces courbes planes. En particulier,

celles qui ont un point double à distance finie sont des réciproques

ondes podaires de coniques. C'est ce qui a lieu pour les sections

des cyclides par leurs plans tangents, qui ont un point double au

point de contact. Celles qui ont deux poinls doubles sont des

réciproques de coniques ayant un point double, c'est-à-dire les

rééiproques d'un couple de droites. Elles se réduisent donc à un

couple de cercles.

On peut énoncer des propositions analogues relatives aux sec-

tions sphériques des cyclides. Si nous coupons la surface par la

sphère dont l'équation est

(8) a72-i- j^-His^^ P,

P désignant un polynôme du premier degré, on pourra remplacer

l'équation (^) de la surface par la suivante :

(8)' 'foP2-H 'iOiP-l- 552= O,

qui représente une quadrique. Ainsi,

La section de toute cyclide par une sphère se trouve sur une

quadrique.

Dans la suite nous appellerons, avec Laguerre, biquadratiques

sphériques les courbes qui forment l'intersection d'une sphère et

(l'une quadrique. Toute section de la cyclide par une sphère est

donc une biquadratique

.

Quand la sphère est tangente à la cyclide, la section acquiert

un point double au point de contact; et, d'après sa propriété fon-

damentale, elle est l'intersection de la sphère par un cône du second

degré qui a son sommet au point de contact. Toute inversion

ayant son pôle en ce point la transformera donc en une conique.

11 suit de là, comme pour les sections planes, que, si une sphère

touche la cyclide en deux points, la section de la cyclide par cette

sphère sera l'inverse d'une conique a^ant un point double, c'est-

à-dire d'un couple de droites. Cette section se composera donc de

deux cercles.

Réciproquement, si un cercle se trouve sur la surface, le j)lan
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de ce cercle et toute sphère passant par ce cercle doivent couper

la cyclide suivant un autre cercle, et, par conséquent, être tangents

à cette surface en deux points.

263. Il suit de là que l'on obtiendra tous les cercles de la sur-

face en cherchant les sphères qui sont tangentes à la cjclide en

deux points à distance finie ('). Toutes ces sphères couperont la

cj'clide suivant deux cercles, et les plans tangents doubles pour-

ront être obtenus comme limites de ces sphères. Tout se réduira

donc à exprimer qu'il passe, par l'intersection d'une sphère sécante,

définie par l'équation (8), et de la quadrique définie par l'équa-

tion (8)', une autre quadrique se réduisant à un système de deux

plans.

Pour faire le calcul de la manière la plus simple, nous remar-

querons que l'on peut, en choisissant des axes convenables, dimi-

nuer beaucoup le nombre des coefficients arbitraires qui entrent

dans l'équation de la cjclide.

Supposons d'abord qu'elle soit du quatrième ordre et soit

son équation, où co, a pour expression

cpi = ttx H- ^y -f- Y^.

L'équation pourra s'écrire

et, en transportant les axes parallèlement à eux-mêmes, on pourra

évidemment lui donner la forme

(10) (;r2+ jK'--l--2)2+^2=o,

t|>2 étant un polynôme quelconque du second degré. Si, sans

changer l'origine, on prend maintenant des axes coordonnés

parallèles aux axes de symétrie de la quadrique représentée par

l'équation

({>2 = O,

(') On examinera plus loin le cas où ces deux points seraient sur une même
2[énératrice rectiiigne de la sphère.
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les rectangles disparaîtront de l'expression de ^2 et l'équation de

la cjclide prendra la forme suivante :

(11) (a-2+y2_)_~2)2_t_ 4Aa?2-|-4A'j2_,_ 4A"^2

+8Ca?-+-8G> + 8G"2-}-4D = 0,

qui nous servira de point de départ.

Coupons la surface par la sphère (S), dont l'équation est

(12) S = x^ -i-
y- -+- z^— 2P = o,

P ayant l'expression suivante :

(i3) P = aa7H-PjK-i-Y- + 5;

a, p, y seront les coordonnées du centre de la sphère, et la courbe

d'intersection pourra être représentée par les deux équations

( P2^_ A:r2+A'v2 + A"^2^2C,r+2G'r-4-2C"zH-D ==0,

( x^ -\- y^ -i- z-— 'j.P = o.

Si l'on veut que la sphère (S) coupe la cjclide suivant deux

cercles, il faudra exprimer que l'une des quadriques représentées

par l'équation

(r5) P2+Aa;2-+- A>2+A"s2
-r-2Gar + 2C>-i-2C"- + D — \(x^-^y^-hz'^—2P} = o,

où X désigne un paramètre arbitraire, se réduit à deux plans.

Par un calcul très simple, qu'il est inutile de reproduire, on

obtient les trois équations de condition suivantes :

("2 f'2 r"'2

a2 32 yî

(.8) 6 =_X-^ C'^ ""''--

A X— A' A - A"

La première, dont nous avons désigné, pour abréger, le premier

membre par fÇ^), ne contient que l'inconnue X, et elle détermine

cinq valeurs pour cette inconnue. 11 suit de là que les sphères

doublement tangentes à la surface se partagent en cinq séries

distinctes.
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Quand X a été choisi, la deuxième équation devient une relation

entre a, ^, y. C'est donc, si l'on y regarde a, [î,y comme variables,

l'équation du lieu des centres des sphères doublement tangentes.

Nous voyons que les sphères de chaque série ont Leurs centres

sur une quadrique^ et la forme de l'équation (i'^) nous montre

que les cinq quadriques correspondantes aux cinq valeurs de \

sont homofocalcs.

Enfin, la troisième équation (i8) fera connaître o, c'est-à-dire le

rayon de chacune des sphères doublement tangentes, quand le

centre aura été choisi. L'équation de cette sphère se présentera

sous la forme

(19) a^2_^^2_|_^2_._>a \x —
^
_^A

' Y A — A'/ 'V k — y

j

où \ et a, j3, y vérifieront les relations (16) et (17). Comme cette

équation de la sphère doublement tangente contient a, p, y au

premier degré, on reconnaît immédiatement que toutes les sphères

doublement tangentes dUine même série auront même centre

radical.

Les coordonnées de ce centre sont

, ,
C C G"

(20) a^ = r -, yA —

A

•" À — A'
A — A"

et sa puissance par rapport à l'une quelconque des sphères a pour

expression

La sphère décrite du centre radical comme centre avec le

rayon y— f'Q^) coupe donc à angle droit toutes les sphères dou-

blement tangentes à la cyclide qui font partie de la série con^-

dérée. L'équation de cette sphère est

2 G a? -xC y ?.€."z ^
(2.) 0.^^y^^^,^.^---^-^^-—^--,.'K = O.

Remarquons de plus que le rayon y/

—

f'Çf^) de cette sphère

n'est nul que si ), est une racine multiple de l'équaiion (16). Dans
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ce cas particulier, toutes les sphères doublement tangentes à la

cyclide qui font partie de la série considérée passent par un point

fixe, le centre radical déterminé par les équations (20).

De même que les quadriques lieux des centres des sphères bi-

tangentes sont homof'ocales, de même les cinq sphères représentées

par l'équation (22), où l'on remplace A par les cinq racines de

l'équation (16), sont orthogonales.

Il résulte de ce qui précède la belle proposition suivante, qui

est due à Moutard :

Une cyclide du quatrième ordre peut, en général, être consi-

dérée, de cinq manières différentes, comme Venveloppe d'une

série de sphères qui coupent à angle droit une sphère fixe et

dont les centres décrivent une quadrique fixe.

Comme il n'y a aucune relation particulière entre la quadrique

et la sphère qui figurent dans la génération précédente, on peut

dire que, réciproquement, l'enveloppe des sphères qui ont leurs

centres sur une quadrique à centre unique et coupent à angle droit

une sphère fixe quelconque est une cjclide du quatrième ordre.

C'est ce que permettrait, d'ailleurs, de vérifier un calcul direct.

266. Examinons maintenant le cas où la cvclide est du troi-

sième degré.

On verra aisément que, par un choix convenable des axes coor-

données, son équation peut être ramenée à la forme suivante :

(.^.3) _ ~(a:2_t_ j2_j_^2)_^_ Aarî-H A'j2+2G.rH- 2G>-f- iC'^-hD = 0,

que nous emploierons dans la suite.

Si l'on coupe la surface par la sphère dont l'équation est

( '24 )
a;2 -f- j/2 _|_ ^2— 2 a a? — -i^y — 'j^[z — '20 = 0,

on voit que la courbe d'intersection se trouve aussi sur la qua-

drique

(?.5) — 22(aa:
-+- P^ -+-"

Y-^ ~t~ ^)

H- A 372-1- A'72-H2Ca7-+- iC'j-f-aC^-t-D = o.

C'est donc une bi(|uadrique sphérique. Il suit de là que, si la
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cyclide contient un cercle, tonte sphère passant par ce cercle

coupera la surface suivant un autre cercle. On sera donc assuré

d'obtenir toutes les sections circulaires de la cjclide en exprimant

que la courbe définie par les équations (24), (aS) se décompose en

deux cercles, c'est-à-dire qu'il passe un système de deux plans

par l'intersection des quadriques que définissent ces deux équa-

tions.

L'équation générale des quadriques qui passent par cette inter-

section est, comme on sait,

{26) (A — l)x^-+- (A'— >.)jK*— (2Y + X)z2— 2^7^ — -zaxz

-t-2(G-HXa)^H-2(C'-i-X,3)jK-4--i(G"-+-XY — 0)3-4- D -+- 2X0 = o,

À désignant un paramètre variable. Il faut exprimer que l'on

pourra disposer de ce paramètre de telle manière que l'équation

précédente représente deux plans. Pour cela, on devra exprimer

que les quatre équations

( A — X).r— az + G -t- Xa = o, (A'— X)jk — [iz + G'-^ Xp = o,

— (X -{- 2y)z — <^y — ax -{- G"-i- Xy — = 0,

(G4-Xa)^ + (G'-HXp)jK-t-(C''+XY — 0)3+ D-f-2Xo =

représentent une ligne droite et se réduisent à deux. Jl faudra donc

qu'en tirant des deux premières les valeurs de x,y et portant ces

deux valeurs dans les deux autres, celles-ci soient vérifiées identi-

quement.

On est ainsi conduit aux trois équations suivantes :

(27) X3-2G"X-D-^^-5-^=/(Xj = o,

<28) X + 2Y = ^^^^ + ^;^,

(29) °=G-Xy-X--^—^-^—^,

qui sont à la fois nécessaires et suffisantes.

La première détermine X, qui doit ainsi être racine d'une équa-

tion du cinquième degré. Ici encore, il y aura donc cinq séries

de sections circulaires.

La seconde (28) nous montre que, dans chacune des cinq

séries, le centre de la sphère décrira un paraboloïde et que les
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paraboloïdes correspondants aux cinq séries différentes sont

homofocaux.
La troisième (29) nous fait connaître 0. Si l'on porte cette

valeur de 3 dans l'équation de la sphère bitangente, on trouve

qu'elle devient

C
X- A

{3o; x"- -\-
y'- ^ z''- — l'xix —

La forme linéaire de cette équation nous montre que le point de

coordonnées

aura même puissance par rnpport à toutes les sphères d'une même
série, cette puissance étant

(r^^(T^-".=-.c-=/(X).

Et, par conséquent, toutes ces sphères bitangentes seront ortho-

gonales à la sphère fixe dont Véquation est

(3-2) a;2 -+- y2 -+- z2— 2 ^—^ — 2r ^ _,,X5 4- 2 C"— 2X2=0.
^ '

-^ X — A X — A

On verra aisément que les cinq sphères qui correspondent aux

cinq racines K sont, deux à deux, orthogonales.

En résumé, dans chaque mode de génération, le centre de la

sphère bitangente doit décrire le paraboloïde défini par
Véquation (28) oii \ est une des racines de inéquation (27), et

son rayon doit être tel qiCelle soit orthogonale à la sphère fixe

définie par Véquation (32).

Les cinq sphères fixes qui correspondent aux cinq racines

de Véquation [i~) sont, deux à deux, orthogonales.

On vérifiera aisément qu'ici leurs centres sont sur la cyclide.

267. On peut se placer à un autre point de vue pour déterminer

les sections circulaires de la cyclide du troisième degré.

Il est évileiit (jue, s'il existe un cercle sur la surface, le plan de

ce cercle la coupera aussi suivant une droite qui ne devra pas
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rencoatrei- le cercle de l'infini. Nous sommes donc conduits à

rechercher les droites de la cyclide qui ne rencontrent pas le cercle

de l'infini; elles devront couper, par conséquent, la droite (A)

qui, avec ce cercle, complète l'intersection de la surface par le

plan de l'infini.

On voit tout de suite, sur l'équation (28) de la cjclide, que

cette droite (A) est l'intersection commune de tous les plans paral-

lèles au plan des xy. Nous aurons donc à rechercher les droites (D)

de la surface qui sont |)arallèles à ce plan.

Les plans parallèles au plan des xy coupent la cubique à distance

finie, suivant la conique représentée par l'équation

{k. — z)x^ -\- {k!— z) y"- -^ iQ.x ^ iQJy ^ 1QI'z -^ \y — z^ = o;

il faudra donc exprimer que cette conique se décompose en deux

droites. Comme l'équation précédente peut s'écrire

^—>[— d:bv]'-<^'-->[-^-i:^]'-/(-^=<"

/(5) ayant la signification définie par l'équation (ai^), il faudra

que l'on ait

(33) /(^) = o.

Ainsi, dans la nouvelle méthode, on retrouve la même équation du

cinquième degré que dans la première.

Toutes les fois que z satisfera à l'équation précédente, le plan

qui lui correspond contiendra les deux droites (D'), (D") qui sont

définies par les équations

Leur point d'intersection M a pour coordonnées

C C
y = ^

—

T< ' - = >^'
X — A- -" X— A''

où X est une des racines de l'équation

/(X)-o.

On voit donc qu'il est identique à celui que nous avons obtenu
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dans noire première méthode el dont l«;s coordonnées sont données

par les équations (3i ).

Le point M nous apparaît ici comme le point de contact avec la

cyclide de l'un des (;inq plans qui passent par la droite (A) et

coupent la surface suivant deux autres droites. Ces plans sont tfi-

langents^ el M est celui de leurs points de contact qui est à dis-

tance finie.

Cela posé, envisageons deux plans quelconques (cj), (tu") pas-

sant respectivement parles deux droites (D'), (D"). Nous savons

qu'en laissant de côté ces deux droites, ils couperont la cyclide

suivant deux cercles (C), (C'). 11 est aisé de montrer que ces deux

cercles seront toujours sur une même sphère et que le point M
aura même puissance parra[)port à toutes les sphères ainsi obte-

nues.

En effet, les deux plans (nr'), (rs") se coupent suivant une droite d
(jui, en dehors du point M, contient deux points jjt., jjl' de la cy-

clide. Or, ces deux points appartiennent à la fois aux deux

cercles (G), (G') et, par conséquent, les deux cercles appartien-

nent à une même sphère (S). D'autre [)art, la |)uissance Mij-Mpi' du

point M sera la même, soit qu'on la prenne par ra|)port à (S),

soit qu'on la prenne par rapport aux cercles (C), (G"). Gomme
ces deux cercles ont été choisis arbitrairement parmi ceux dont les

plans passent par (D') et (D"), on voit que celle puissance sera

constante, et l'on retrouve le mode de génération précédent. Toutes

les tangentes menées de M aux cercles (G'), (G") seront égales, et

leurs points de contact engendreront la sphère fixe (S) qui est ortho-

gonale aux cercles (C), (G) el aux sphères (2) qui les contien-

nent. On peut donc énoncer la proposition suivante :

Si Von considère V an (fuelconque des cinq plans tritangents

qui passent par la droite {^)^ il existe une sphère qui a pour
centre le point M de contact de ce plan tritangent situé à dis-

tance finie et qui contient la courbe de contact du cône de som-

met M circonscrit à la cyclide. Les cercles des deux séries qui

se rattachent à ce plan tritangent sont orthogonaux à cette

sphère.

Nous reviendrons sur ce théorème à la iin de ce Chapitre.

En résumé, on retrouve les mêmes modes de génération que pour

D. 27
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les (;vciides du quatrième degré. Seulement les quadriques à centre

sont remplacées par des paraboloïdes, et les plans des sections cir-

culaires de chaque série passent par une même droite de la sur-

face, une de celles que nous venons de déterminer.

268. Dans le cas des cj'clides du quatrième degré, les plans des

sections circulaires suivent une loi moins simple. Remarquons

d'abord qu'on les obtiendra aisément, et sans exception, en expri-

mant que les sphères doublement tangentes se réduisent à des

plans. En elFet, si un cercle est sur la cjclide, toutes les sphères

passant par ce cercle couperont la cjclide suivant un autre cercle;

elles lui seront donc toutes doublement tangentes, et quand leur

rayon deviendra infini, elles se réduiront aux plans des sections

circulaires. Si nous supposons que, dans les équations (17) et

( 19J, a, [3, y deviennent infinis, leurs rapports mutuels restant

finis, il nous restera les deux équations

aï pî yi

X — A ' A — A' >> — A"

dont la seconde déterminera le plan de la section circulaire, et la

première donnera la relation à laquelle doivent satisfaire les rap-

ports mutuels de a, [3, v. Un calcul facile montre que le plan de la

section circulaire enveloppera le cône défini par l'équation

(35) (X_A)|^:r-^-^y

Il y aura cinq cônes, correspondants aux cinq séries ou aux cinq

valeurs différentes de A et, si l'on tient compte de la relation (16),

leur équation pourra être écrite comme il suit :

(36) (X — A)iF2+(X — A'Xr^

H- (X — A") G'-— i Cx— 1 C'y - •> C"z -^ X2 — D = o.

269. Si l'on remplace, dans cette équation, A par les cinq racines

de l'équation (16), ouobtientles (;inq cônes enveloppes des plans
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tangents doubles ou des plans des sections circulaires ; mais, si l'on

y attribue à A des valeurs tout à fait arbitraires, l'équation (36)

représente une famille de quadriqties dont l'élude a les rapports

les plus étroits avec la tbéorie des cjclides. Si l'on veut, en effet,

prendre l'enveloppe de ces quadriques, il n'y aura qu'à exprimer

que l'équation (36), du second degré en A, a ses racines égales, ce

qui donnera les deux équations

( 37 ) X- -f- y- -+- Z- -î- >. A = O,

(38; (j--2^y2-i-z-iyi^\ A.r2-f-4 A>2h-4 X"z'^-^S Gx -+- 8 G> -4- 8 C ; -h 4 D = o

dont la seconde repi'ésente la cyclide elle-même. Nous j)ouvons

donc énoncer la proposition suivante :

Les quadriques l'eprésenlées par réqi/ation (^6), où 'k peut

prendre toutes les valeurs possibles^ sont inscrites dans la cyclide

proposée^ suivant des courbes sphérit/ues appartenant respecti-

vement aux sphères concentriques définies par V équation (3'j).

Cinq cVentre elles se réduisent à des cônes, qui sont les enve-

loppes des ])lans coupant la cyclide suivant des cercles.

Nous désignerons ces quadricjues sous le nom de quadri-

ques(y). Elles font partie d'un réseau; mais ce réseau est très

particulier. Il est déterminé par les trois surfaces dont les é(|ua-

lions, où l'on a rétabli l'homogénéité, sont

r^ = o, .«2 ^- jrî -+- 22 _ o,

\.T-i-{- A'j2-f- \'Z'->r }.C.Xt-^ 'i'C'yt -h iC" Z/ ::= o.

Vu li(u de passer par huit points distincts, elles passent |)ar quatre

points seulement, mais, en chacun d'eux, elles sont tangentes à

une droite fixe. Ces quatre points sont situés sur- le cercle de l'in-

fini et définis par les équations

/ = o, X- -i- y- -+- z'=o, Ax--h k'y- -'- \" z- = o.

i\e sont ceux où se raccoidcnt les deux nappes de la cjclide qui

passent par ce cercle; et les tangentes communes aux qua-

driques (V) en ces points sont celles (|ui (H)upent la cyclide en

quatre points confondus.

^70. Avant de poursuivre celte étude, il est bon que nous fas-



420 LIVRE V. — CHAPITRE III.

sions remarquer que les méthodes précédenles s'appliqueraient

sans modification aux courbes planes du quatrième ordre (|ui ont

pour points doubles les deux points 1 et J de leur plan ou, si l'on

veut, qui sont les sections planes des cyclides du quatrième ordre.

Nous avons vu que les cjciides du troisième et du quatrième ordre

peuvent, de cinq manières dift'érentes, être obtenues comme les

enveloppes d'une famille de sphères dont les centres décrivent une

quadrique pendant qu'elles coupent à angle droit une sphère fixe.

On peut énoncer cetle proposition sous une autre forme en

utilisant une piopriélé 1res simple des surfaces enveloppes de

sphères.

Si l'on considère une famille de sphères qui dépendent de deux

paramètres, chaque sphère touche l'enveloppe en deux points et

la corde de contact peut être considérée comme l'axe radical de

cette sphère et des sphères infiniment voisines. Quand les sphères

de la famille sont assujetties à couper une sphère fixe (S) sous un

angle droit, la puissance du centre de (S) par rapport à toutes les

sphères de la famille est constante et égale au carré du rayon R
de (S). La corde de contact de toute sphère d(! la famille va donc

passer par le centre O de (S); les deux points de contact //?, m' de

cette sphère avec son enveloppe sont inverses l'un de l'autre par

rapport à (S) et donnent lieu à la relation

(39) Om.Om' = R2.

La surface enveloppe est donc, comme disait Moutard, anallag-

matiqiie; c'est-à-dire qu'elle se reproduit par une inversion

dont (S) est la sphère principale, de sorte que l'on peut énoncer

la proposition suivante :

L^enveloppe d^ une famille de sphères toutes orthogonales à

une sphère fixe (S) est une surface anallagmatique dans une

inversion dont (S) est la sphère principale.

Et il serait aisé d'établir la proposition réciproque. Toute sur-

face anallagmatique peut être obtenue par le mode de génération

précédent. La sphère (S) sera appelée la s\û\ere directrice ; la sur-

face lieu des centres sera, suivant une expression proposée par

de la Gournerie, la surface déférente de l'anallagmalique. Le

centre de (S) sera appelé pôle principal.
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Dapiès cela, les propositions que nous avons établies relative-

H|inent aux cyclides du troisième et du quatrième degré recevront la

forme suivante :

Toute cvclide est anallagmatique de cinq manières diffé-

rentes. Dans chacun de ses modes de génération., la déférente

est une quadrique, à centre si la cyclide est du quatrième

ordre, dépourvue de centre si la cyclide est seulement du troi-

sième ordre.

Si l'on mène par un des pôles principaux une droite quel-

conque, elle coupera donc la cyclide en quatre points qui se

partageront en deux couples de points., inverses Vun de l'autre

par rapport à une sphère ayant son centre au pôle prin-

cipal.

Quand la cyclide est du quatrième degré, ily a une famille

dequadriques (S) qui lui sont inscrites suivant des courbes

situées sur des sphères concentriques. Cinq de ces quadriques

se réduisent à des cônes dont les sommets sont les cinq pôles

principaux.

Les méthodes précédentes s'appliquent sans modification aux

i'ourbes planes du quatrième ordre qui ont pourpoints doubles les

points à l'infini sur le cercle, ou aux courbes du troisième ordre

qui passent par ces deux points. Si nous considérons plus particu-

lièrement les courbes du quatrième ordre qui sont les sections

planes des cjciides du quatrième ordre, nous verrons qu'elles

admettent quatre pôles princi|)aux, c'est-à-dire qu'elles sont anal-

lagmatiques par rapport à quatre inversions dont les sphères prin-

cipales ont leurs centres en ces quatre pôles, qu'elles sont les

cn\elo|)pcs d'uue famille de coniques, parmi lesquelles quatre se

léduisent à des couples de droites ayant leurs points de concours

€n un des pôles principaux. Ces propriétés nous suffiront pour ce

qui va suivre.

271. Il j aurait lieu d'étudier ici les relations entre les cinq

modes de génération de la cyclide. Cette étude sera reprise plus

loin par d'autres méthodes. Nous poursuivrons, au contraire, l'exa-

men des propriétés des quadriques inscrites (V), qui se présente

mieux avec les coordonnées cartésiennes.
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Mais remarquons d'abord qu'il y a quatre de ces quadriques qui

sont tangentes à un plan quelconque.

Si l'on exprime, en efl'et, que le plan (n) défini par l'équation

u a; -h vy -\- w z -h p = o

est langent à la quadrique (V) telle (|u'elle est définie par l'équa-

tion (36), on trouvera aisément la relation

(4o)
if^

X — A X — A' X — A"

\X — A X — A X — A

/ Gu Ci' C"(v \2

qui est de quatrième degré en A.

Considérons la section (ï) de la cjclide par le plan (II). Les

quadriques (V) coupent ce plan suivant des coniques inscrites

dans (2). Quatre de ces coniques se réduisent à des couples de

droites; ce sont celles qui résultent de l'intersection des qua-
driques (V) tangentes au plan (II). D'après les propriétés des

quarliques bicirculaires que nous avons signalées plus haut, nous

pouvons donc énoncer la proposition suivante :

Les quatre pôles principaux de la section (S) par le plan (P)

sont les points de contact des quadriques {W) qui sont tan-

gentes au plan (P).

Considérons maintermnt, parmi les (piadri(pies (V), celles qui

sont tangentes;! une droite (D). On reconnaîtra aisément ((u'elles

sont au nombre de trois. Soit O le point de contact de l'une d'elles

et soient et, a', a", d" les points d'intersection de la droite (D) et

de la cjclide. Le plan langent en O à la quadrique (V) contient la

droite (D) et il coupe la cyclide suivant une courbe (2) dont O
est un des pôles principaux. Comme «, «', a', a'" sont des points

de celte section situés sur une droite passant par O, ils doivent se

partager en deux couples, par exemple a, a' et a", n!" tels que l'on

ait

TTâ'Oa — Oa" .Oa'".

Cette égalité nécessaire définit les trois positions que peut
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prendre le point O, lorsque rt, «', «", a'" sont donnés; et l'on voit

(jiie, comme on |)eut partager les points de trois manières diffé-

rentes en deux couples, il y aura bien trois quadriques (V) tan-

gentes à (D). L'équation qui les fait connaître est la résolvante

de Véquation du quatrième degré qui détermine les points

d''intersection de (D) et de la eyclide.

272. On peut donner |)lus de précision aux relations précédenles

en raisonnant de la manière suivante :

Soit

(/, 1 ) V == A2 4- X(a:2 -I- j2 -i_ -2
j

— Aa?2— A'j2_ ^" z-^— iCx — iGy — -iC z — D = o

l'équation déjà donnée (n* 268) de l'une (juelconque des qua-

driques inscrites et soit

(/|'2) <\> = ix'^+ y"^ -\- z-)-

-^ .\ A .-r" -+- 4 A'j2 •:+- 4 A''^-^ + 8 C.r -h 8 C'y 4- 8 G"^ + 4 D = o

l'équation de la cjclide. On aura Videntité

(43) cj, = (^2^_^2^ -2_(_ .,X^2_4V.

Soient ,ro, yo, ^o les coordonnées d'un point quelconque M de la

quiidrique (V) et a, jS, y les cosinus directeurs d'une tangente

quelconque de (V ) en ce point. Cherchons l'intersection de cette

1^^ tangente et de la cjclide.

I^P^ Les coordonnées de l'un <pielconqne de ses points seront données

par les formules

où p sera la distance à M du point considéré. Kn les portant dans,

l'identité ( 4^> )- ^'> aura le résultat suivant.

Puisque la sécante considérée est tangente à (V), on aura,

d'après l'équation (4i)'

V -^ ( X — A ai— A' P'-i — k"X' )
p''

;

et l'identité (4->) nous doinieni ;dors

(44 ) 4» = lp2-f-'/(aaTo-l- pJo-HYSo)?-f- J^ii ^ y\ ''r- -6 -^^
'-^'X-

— 4 ( X — A a2— A'^î • - A"y2 )p2.
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On voit que l'équation du quatrième degré en p, qui définit les

points d'intersection de la tangente à (V) et de la cyolide, se décom-

pose immédiatement en deux équations du second degré. De plus,

si m, m' sont les points donnés par une de ces denx équations et

m", m"' les points donnés par l'autre, on a

(45) 'Om.'Ôm' = Onf. O m!" = xl^ yl^zl^-i >.,

O étant le point de contact avec la quadrique (V).

Ce résultat est bien d'accord avec les précédents. De plus,

lorsque la quadrique { V^ se réduit à un cône, il donne le mode de

génération de Moutard ; car alors les tangentes de (V) conq)rennent

toutes les droites passant par le sommet du cône, et .v^,,y,)\ z^ sont

les coordonnées de ce sommet.

^73. On peut rattacher, à la considération de la famille des

quadriques inscrites (V), celle d'autres quadriques plus géné-

rales (W), qui coupent la cyclide suivant deux hiquadratiques

sphériques.

Envisageons, en etlet, une quadrique (VV) inscrite dans (V).

Son équation sera de la forme

Q ('tant une fonction linéaire, et l'identité (43) nous donnera,

pour tous les points de W,

Ainsi, le poljnome <1> se décomposera en deux facteurs, qui don-

neront deux hiquadratiques sphériques de la cvclide.

Réciproquement, toute hiquadralique de la cyclide est définie

par deux équations telles que les suivantes:

^2 _j_ j,2 _|_ ^2 _t_ 2 X -I- 9.Q = o,

* = O,

qui, en vertu de l'identité (4'')? donnent la relation

\ = OJ.

Ainsi, toutes les quadriques (W) qui passent par une des

hiquadratiques sphériques de la surface sont bien inscrites à

V une des quadriques (V).
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274. Puisque les surfaces (V) sonL inscrites dans la cyclide suivant

une coiirlje sphérique, leurs génératrices rectilignes sont des tan-

gentes doubles de la surface. Il est aisé de reconnaître que Ton

obtient ainsi toutes les tangentes doubles de la cyclide.

En effet, la section de la cyclide par l'un quelconque de ses

plans tangents est, nous l'avons vu, la réciproque d'une conique

dans une inversion dont le pôle est le point de contact. On ne

peut donc lui mener de ce point de contact, qui est un point

double de la section, que deux tangentes touchant la cyclide en

un point différent de ce point de contact. 11 n'y a donc que deux

tangentes doubles passant par un point déterminé de la surface

et, comme il v a une quadrique (V) tangente à la surface en (-e

point, ces tangentes doubles sont les deux génératrices recti-

lignes de cette quadri(|ue qui |)assent en ce point.

(^es généi'atrices rectilignes, (|ui dépendent de deux paramètres,

forment un de ces ensembles que /*/«c/re/" désignait sous le nom de

congriiences. Il résulte des propositions que nous avons obtenues

qu'il passe quatre de ces droites par un point quelconque de l'es-

pace et qu'il V en a huit dans un plan quelconque.

275. A côté des génératrices rectilignes des surfaces (V), il

convient de considérer celles des surfaces (W). Elles sont évi-

demment tangentes aux surfaces (V), et leur ensemble n'est assu-

jetti à aucune condition puisque, étant donnée une droite quel-

conque, il y a trois surfaces (V) qui lui sont tangentes. Elles

donnent lieu néanmoins à une proposition très intéressante.

Considérons un cercle (pielconque de l'espace (G). 11 coupe la

cyclide en quatre poirjts a, a' ^ 6, h' situés à distance (inie. Par ces

quatre points passent une infinité de l)l(ju<idiali(jues sphériques de

la cyclide: toutes (X'iles qui se trouvent sur une s^\\ère quelconque

<;ontenant le cercle (G). Donc, par ces mêmes points passent une

infinité de surfaces (W), distribuées en une inlinii*- de faisceaux,

com|)renanl chacun l'une des sphères qui contiennent le cercle (G).

Dans chacun de ces faisceaux, choisissons la quadrique (W)
qui contient la droite a(t'\ elle contiendra aussi évidemment la

droite bb' . Les deux droites an' ^ bb\ étant deux génératrices rec-

tilignes d'une même surface (W), seront, l'une et l'autre, tangentes

à la nit-tnc surface (V). Or. celte surface (V) est déterminée |>ar la
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condition d'être tangente à la droite ao! . Nous pouvons donc

énoncer la proposition suivante :

Considérons tous les cercles (C), en nombre doublement

infini, qui passent par deux points fixes «, a' de la surface.

Ils vont couper la cyclide en deux nouveaux points m, m' tels

que la droite mm' demeure toujours tangente à Vune des qua-
driques ( V) inscrites à la cyclide, choisie parmi les trois qui
sont tangentes à la droite aa'

.

Voici comment on déterminera d'une manière tout à fait précise

la quadrique (V). Soient a", a'" les deux nouveaux points oii la

droite aa' rencontre la cjclide. Lorsque le rayon des cercles (G)

grandira indéfiniment, les deux points m, m' se rapprocheront

de a!', a!" , et la droite mm' coupera aa' %x\ un point 1res voisin de

celui O où celle-ci est louchée par la quadrique (V). V la limite,

on voit que ce point O sera tel que l'on ait

et, par conséquent, on saura le déterminer et choisir entre les

trois quadriques (V) qui sont langenles à la droite.

276. Les théorèmes relatifs aux (juadriques (V) et (\^ ) ne

concernent que les cjclides du quatrième degré. Il ne sera pas

inutile de voir ce qu'ils deviennent quand la cjclide se réduit au

Iroisième degré.

Alors, elle coupe le |)lan de Tinlini suivant le cercle de l'infini et

suivant une droite (A), <|ui va jouer un rôle important dans nos

déductions.

Soit

( i 7 ) ?o ( ^- + J''^ H- ^- 'f H- > 9 1 ( 3^2 -+- y^ -4- ;:-'
)

-4-
'f 2
= o

l'équation générale de la cjclide du quatrième ordre. Si l'on v

suppose c3o= o, la cjclide devient du troisième degré, ou plutôt

elle se réduit à l'ensemble formé par le plan de l'infini et cette

cyclide du troisième degr('. La section de cette cjclide par le plan

de l'infini contient, non seulement le cercle de l'infini, mais la

droite (A) intersection commune des plans avant pour équation

oj = const.
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Voyons d'abord ce que deviennent les surfaces V. Avec Téqua-

Itiun {/\~)i elles seraient définies par la relation

X-— 2X| -^o(^--^- JK--+- --,) -^- ?l] + ?î — 'fo'-?2= '>>

ou À désigne un paraniclre variable. Si '^„ s'annule, cette équation

devient
(X — 9,)-=o-

Ainsi, les quadriques (V) s'aplatissent et se réduisent aux

coniques de la surface dont les plans passent par la droite de

Pinfini (A).

On pourrait le voir encore «.mi remarquant que les génératrices

rectilignes des surfaces (V) sont les tangentes doubles de la cyciide.

Or, (|uand la cjclide se réduit au troisième degré, elle peut être

considérée comme acquérant la droite double (A); et ses tangentes

doubles deviennent celles des tangentes simples de la cyclidc du

troisième degré qui rencontrent la droite (A).

Quand aux surfaces (W), qui sont inscrites aux surfaces (V),

elles se réduisent à des quadriques qui passent par une des coni-

ques de la cyciide dont les plans passent par (A) et qui coupent, en

outre, la cjclide suivant une biquadratique spbériqiie. Récipro-

quement, toute quadrique ()assant par une »|uelconque des bi([ua-

draliques spliériques de la cyciide sera ime surface (W); c'est-à-

dire qu'elle coupera en outre la cyciide suivant une des coniques

Idout
les plans passent par (A).

Si Ton clieiclic ce que devient le théorème démontre'' au niiiiitTo

pr«''c('(l(;iil, on verra ai,s(;iiienl (pTil prend la forme suivante :

Etant donnée une cyciide du troisième degré contenu n l la

droite à C infini (^1)^ les cercles en nombre doublement infini qui

passent par deux points fixes de la surface vont la couper en

deux nouveaux points m, m' tels que la droite mm' rencontre

toujours une des coniques de la surface parmi celles dont les

plans passent par (A). Cette conique est celle qui va, passer par
le troisième point où la droite aa' coupe la oclidr.

Nous laissons an lecteur le soin de clicrcber une démonstration

directe de cette proposition dont on peut faire diverses appli-

cations.
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277. Au n°263, nous avons fait remarquer que loule cjclide du

troisième ordre peut être regardée dune infinité de manières

comme la transformée par l'iiomographie de la surface générale du

ti'oisième ordre. Comme, par une homographie, l'inversion ordi-

naire se transforme dans l'inversion quadrique de Hirst (n^^Si), il

suit des propriétés que nous avons établies que la cubique la plus

générale se correspondra à elle-même, au moins dans cinq inver-

sions quadriques distinctes.

Proposons-nous, d'une manière générale, âfe trouver toutes les

inversions quadriques par rapport auxquelles la cubique est

anallagmatique.

Il faudra évidemment que le pôle A de l'inversion cherchée soit

sur la cubique. Sans cela, les droites passant par A couperaient la

surface en trois points qui ne sauraient être échangés entre eux.

Si l'on prend le point A pour sommet du tétraèdre de référence

ou, si l'on veut pour origine des coordonnées, l'équation de la

cubique sera donc

(49) (y>l/--f- 2 02< -^ f;i= o,

'j,, çjj, (pg désignant des polynômes homogènes en x, y\ z d'un

ilegré marqué par leur indice. De même, léqualion d'une qua-

drique (Q) sera

(5()) (|;(,<2 -^- 5, (i)j ^ _i_ tl/, — o,

'lo, (|/,, <]^2 étant encore homogènes et de degrés o, i, a respective-

ment. Une droite passant par l'origine est caractérisée par des

valeurs de x, y, g, qui |>euvent être considérées comme données.

Les équations (49) et (5o) déterminent les valeurs de t qui corres-

pondent respectivement à la cubique et à la quadrique.

Pour que la cubique soit anallagmatique dans l'inversion définie

par le point A et la quadrique (Q), il faut évidemment que les

deux segments ^^J et [jl, Uj déterminés dans la cubique et dans la

quadrique par une sécante se divisent harmoniqueinent, c'est-à-dire

que les racines t des équations (49)5 (5o) soient en relation harmo-

nique. On devra donc avoir identiquement

çi -i^, -+- Ç3 <];o
— '*

'f 2 't^i
= o.

D'après celte condition, les six solutions communes aux
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équa lions

(Ç, = O, 93 =

loivent vérifirr l'équahon

tp, v|;j r= o.

()ualrc au plus de ces solutions peuvent annuler 'I.2', sans cela,

'1-2 serait proportionnel à Oo. H IVint donc que deux des solutions

annulent '^,

.

Puisque c5,, C52, ts^ s'annulent simultanément pour deux systèmes

de valeurs de 37, j^, 5, il passe deux droites de la surface par le

point A. En d'autres termes, Xesf fun des points de contact d'un

plan trilangent.

Admettons ce |)remier résultat, et voyons comment on [)Ourra

poursuivre la recherche. Nous allons choisir les axes de la manière

la plus simple. Admettons que l'on a rejeté le plar) tritangent à

l'infini et que les axes des .r, des y, des z ont été choisis de telle

manière que les points de contact du plan tritangent soient, tous

les trois, dans la direction des axes coordonnés. On reconnaîtra

aisément (|u'en choisissant convenablement l'origine, on peut

ramener r<'(|ualion de la surface à la forme simple

( 5 1
)

y. j:yz -^ x- -\- r* -f- z--t- -iC^x -\- >.Cy -\- >. C" 3 -h D = o.

Prenons pour le point A celui qui se Irouve dans la direction de

l'axe des z et voyons si l'on peut lui adjoindre une quadrique (Q),

telle que la cubique soit anallagmalique dans l'inversion (juadrique

déliiiic par A et par (Q).

Menons de A des tangentes à la cul)i({ne. Leur point de contact

doit se correspondre à lui-même dans l'inversion cherchée. Il

faudra donc que la quadrique (Q) ch* iclu'c passe par la courbe de

contact du cône de sommet A circoriscril à la cubique.

r)r cette courbe de contact est définie par l'équation

z -+- xy -4- C" = o

qu'il faut joindre à l'équation de la surface, ce qui donne les deux

relations

( 2 -+- C" H- .r^ = o,

( a?- -f- y" — 3"^ -i- a C a: H- 9. C j- + L) = o.
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On voit donc que cette courbe de contact est une biqua-

drali([ue.

L'cqualion yétiérale des (|uadrlquc.s qui la contiennent est

(53 )
j;'- -+-.)-— Z'-i- 'ilTy -^ 'iG,/--+- aC'j' -H 'Jl'/.z ~ D +- xCl — o

et il est maintenant aisé de vérifier que, quel que soit )., toutes ces

quadriques donnent une solution de la question.

Si l'on ordonne, en effet, par rapport à z les équations (5i) et (53),

on reconnaît que leurs racines sont en involution.

Les quadriques (O) représentées par l'équation (53) contiennent

toutes la courbe de contact définie par les équalions (5'^); elles

doivent donc couper, en outre, la cubique suivant une conique. Et,

en effet, si l'on retranche, l'une de l'autre, les équations (5 1), (53),

on fait apparaître le facteur z — /. qui fournil la conique

cherchée.

Elle sera donc tléfinu' par les équalu))is

( z = l,

(54) ^ , ,

( a-'- -+- y- + •}. xy X -i- 2 C a? -t- 2 C'y -1- A- -+- 2 G" À -1- D = o.

Comme elle appartient à la fois à la cubique et à la quadrique (Q),

les propriétés de l'inversion quadrique exigent que le cnne de

sommet A ayant pour base cette conique soit circonscrit suivant

elle à (Q). C'est ce qu'il est aisé de vérifier.

En résumé, nous pouvons énoncer le résultat suivant :

Considérons Cuti des i6\) points V oii se croisent deux droites

de la cubique. Le cône de sommet A circonscrit à la cubique

la touche suivant une biquadratique (K). Toute quadrique {Q)
passant par (K) définit., conjointement avec A, une inversion

quadrique par rapport à laquelle la cubique est anallagma-

tique. Le cône de sommet A circonscrit à (Qj la touche suivant

une conique qui appartient également à la cubique. Le plan

de cette conique va passer par celle des droites de la cubique

qui se trouve dans le plan tangent en A, mais qui ne passe pas

par A.

Ce théorème est bien |)lus général que celui d où nous lavons

déduite et qui concerne les cjciides. Non seulement, il nous donne

des propriétés delà surface, mais il nous fournil aussi des méthodes
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de conslriiclion. Par (îxeinple, si Cou envisage toutes les qaa-

driqaes (Q) relatives à an même point A, on voit qu'on engen-

drera la cubique en construisant les courbes de contact des

cônes de sommet A circonscrits à toutes ces quadriqaes. Si Von

en prend deux seulement^ (Q) et (Q'), le segment de la cubique

situé sur toute droite passant par A sera déterminé, puisqu'il

doit diviser liarmoniquement les deux segments analogues que

la droite détache dans (Q) et dans (Q'j-

Parmi les qiiadriques (Qj, on peut signaler celle qui passe par A
etconlienl les deux droites <Je la ctdjique qui se croisenlen A. ^//^

donne lieu à une inversion spéciale dans laquelle le pôle A est

sur la quiidrique.

On peut aussi signaK'i-, |)arini les (juadriques (Q), les quatre cônes

qui passent par la biquadratique. Ils coupent la cubique suivant

deux droites passant par leur sommetetqui tiennentlieu de la courbe

de (onlacl des [)liiiis tangents menés au cône par le point V. Ils

IHL.donnent lieu au théorème suivant :

Etant donnée une droite (A) de la cubique^ on mène les cinq

plans tritangents quipassent par cette droite. Soient M,, Ma,

M;,, Mi, M5 les cinq points de contact de ces plans qui se

trouvent Intrs de (A). Si (K/) est la biquadratique courbe de

contact du cône de sommet M, circonscrit à la cubique^ les

quatre cônes du second degré passant par (K/) auront pour

sommets les (juaire points M/, autres ([ue M/. Le cône (jui a

pour sommet un de ces points M/, contient les deu.r droites

de la ruhique (jui passent en M^, et les plans tangents au cône

suivant cn.s //eux droites ront passer par M/.

I 278. On peut obtenir les mêmes résultats par une méthode

beaucoup plus intuitive quoique moins rigoureuse. Elle repose sur

quelqties proprié'iés élémentaires des faisceaux de quadriques.

Soient ((^), (Q'j deux quadri([nes re()résentées en coordonnées

ponctuelles par les é(jualions

f 0')
I Q = <») Q'= o-

Les quadri(|iit < dc-fiuies par l'équalion

(56) Q-f-/Q'=o,
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OÙ A désigne un paramètre variable, forment ce que nous avons

appelé un faisceau ponctuel. D'après le théorème de Sturm, qui

leur est évidemment applicable (n" 77), les quadriques du fais-

ceau déterminent, sur une droite quelconque de l'espace, des seg-

ments qui forment une involulion et les points doubles de cette

invoLution sont ceux dà la droite est touchée par les deux qua-

driques du faisceau qui lui sont tangentes.

D'autre part, si les équations

(57) P = o, P'=o

définissent les plans polaires d'un point A de l'espace par rapport

aux deux quadriques (Q), (Q'), l'équation

(58) P + XP'=o

représentera le plan polaire du mên)e point A par rapport à la

quadrique définie par l'équation (56). Si donc on élimine \ entre

les équations (56) et (58), on obtiendra une équation du troisième

degré

(59) PQ'-QP'=o,

qui représentera le lieu des points de contact des tangentes menées

de A à toutes les quadriques du faisceau. Or cette équation, qui est

du troisième degré, contient autant de constantes arbitraires qu'il

}' en a dans celle de la cubique la plus générale. En choisissant

convenablement (Q), (Q'), on ne trouve que i6 constantes dans

l'équation générale du faisceau. Si l'on adjoint à ces i6 constantes

les trois coordonnées du point A, on voit cjue l'équation (dq)

dépendra de 19 constantes^ autant qu'il y en a dans l'équation delà

surface cubique la plus générale. Admettons donc, et c'est là le

point faible de la démonstration, que l'équation de toute cubique

générale pourra être écrite sous la forme (59).

Alors, on aura mis en évidence toute une série de coniques

de la surface dont les plans sont représentés par l'équation (58)

et passent, par conséquent, par la droite (A), intersection des

plans définis par les équations

P = o, P=o.

Toute droite passant par A coupera la cubique en deux points M
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el M' qui, d'après le théorème de Slurm, diviseront harmonlque-

inent le segment déterminé sur cette droite par toute quadrique du

faisceau.

La cubique sera donc anallagmalique^ par rapport à Vin-

\ersion quadrique déterminée par le point A et une quadrique

quelconque du faisceau.

Ces résultats sont bien d'accord avec ceux que nous avons obtenus

parla première méthode. Fl d'ailleurs, si l'on considère la quadrique

du faisceau qui passe en A, le plan polaire de ce point par rapport

à cette quadrique sera le plan langent en A, et les deux généra-

trices rcctilignes de la quadrique (|ui passent en A appartiendront

également à la cubique. A sera donc le point de rencontre de deux

droites de la cuhique ou, si l'on veut, le point de contact d'un plan

tri langent.

Nous signalerons, en terminant, la conséquence suivante des

résultats précédents.

Si l'une des quadriques du faisceau est une sphère ayant pour

centre le point A, la cubique contiendra le cercle de l'infini et

deviendra, par suite, une cjclide. On a donc le théorème suivant:

Toute cyclide du troisième degré est le lieu des points de

contact des plans tangents menés par le centre d\ine de ses

sphères directrices à toutes les quadriques qui passent par

I

Cintersection de celte sphère et de la cyclide. La déférente sera

P la polaire réciproque par rapport à la sphère de celle de ces

quadriques qui passe par le centre de la sphère.

a8



CHAPITRE IV.

LES CYCLIDES EN COORDOiXNÉES PENTASPHÉRIQUES,

Notions préliminaires sur les formes quadratiques homogènes. — Rappel delà loi

•. d'inertie. — Définition de la forme adjointe. Quand le déterminant de la forme

devient nui, sans que tout ses mineurs le soient, la forme adjointe est un carré

parfait. — Réduction de deux formes quadratiques à des sommes composées des

mêmes carrés. — Discussion du problème dans le cas où l'équation dont il

, dépend a toutes ses racines inégales — L'une ou l'autre des deux formes con-

tient au moins autant de carrés positifs, ou de carrés négatifs, que cette équa-

tion a de couples de racines imaginaires conjuguées.

'Application à l'étude des cyclides. Elles peuvent être représentées par une

équation homogène du second degré si l'on emploie les coordonnées penta-

sphériques. — Tant qu'elles ne sont pas des inversRS de quadriques, leur

équation peut être débarrassée de tous les rectangles. Il suffit, pour cela
,

de résoudre une équation du cinquième degré qui a, au plus, deux racines

, i
, ijnaginaires.

279. Nous pouvons maintenant procéder à l'étude des cyclides

en employant les coordonnées |)entaspliériques.

Mais auparavant, nous démontrerons quelques propriétés des

formes quadratiques, qui nous seront utiles dans la suite.

Soit

(') /= 2S aucXiXic, aïk— aia {i, /' — i, 2, . . ., n)

l'équation qui définit une forme quadiatique. Si le déter-

minant

«H «12 ... (i\ii

<^ii
(2) ^ =

a,i\

=
I ^ilc I,

formé avec ses coeffiicients, est différent de zéro, nous savons que

la forme sera réductible, et d'une infinité de manières, à une

somme algébrique de n carrés. Nous savons aussi que, dans toutes
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ces réductions, si les coefficients aïk sont réels, il y aura le même
nombre de carrés positifs ou de carrés négatifs. C'est ce que

Sylvester appelait la loi d'inertie des formes quadratiques.

Nous allons rappeler également la notion de la forme adjointe.

Posons

(3)
I df V {i = I, 2, ..., n).

En vertu de l'hypothèse faite sur A, les Ui sont des fonctions

indépendantes que nous allons substituer aux Xi. Gomme on a, en

vertu du théorème des fonctions homogènes,

(4) J — " U-iXi,

on pourra éliminer les a^^ entre les équations (3) et (4) et l'on aura

l'équation

«11 «12

«21 '^22 • • • <^2« ^2

<5) ^f-

«1

««2

«2

qui fournira l'expression cherchée.

Si l'on désigne par A/;t le mineur de A obtenu en supprimant la

ligne et la colonne à laquelle appartient aïk et en multipliant par

(— j)'^*> ^® second membre de l'équation (5) pourra s'écrire

<6) Ay = 22 A,7,- Ui u/,..

On aura

<~

)

^a-= A/ci— - pour i^/(,
i aaiu

Ki = 1^
dan

Adoptant une définition donnée par Gauss, nous dirons que le

déterminant

<8) ? =

"1

Oui



436 LIVRE V. — CHAPITRE IV.

déjà rencontré la forme adjointe lorsque nous avons étudié le prin-

cipe de dualité.

D'après la définition de w/, on a évidemment

(9) df= l'Lui dxi.

Si l'on différentie l'équation (4);, on aura aussi, en tenant compte

de l'équation précédente,

(10) df = nl.Xidui.

Le rapprochement de celte équation et de la précédente nous

montrerait aisément que la forme adjointe de o reproduit f à un

facteur près, qui est la puissance [n — ly^mc jg ^^ mais nous

n'aurons [)as à faire usage de ce résultat.

280. Voici, au contraire, une pro})Osition qui joue un rôle fon-

damental dans notre analyse :

Quand le déterminant de la forme devient nul, sans que tous

ses mineurs du premier ordre le soient, la forme adjointe

devient un carré parfait.

Pour le démontrer, remarquons d'abord que la relation (8)

montre qu'alors la formées ne sera pas nulle.

D'après la relation bien connue

A /, A/,/,— A
Ji
= A ,

on voit même que quelques-uns des mineurs Ka ne seront pas

nuls et que la forme cp contiendra au moins les cairés de certaines

variables.

Supposons, par exemple, que A„« ne soit pas nul. Alors, si nous

désignons, pour un instant, par a„^„, a„„^i, a„+,„, a„^, „^i les

quatre éléments du déterminant o appartenant aux deux dernières

lignes et aux deux dernières colonnes, l'identité bien connue

nous donnera ici

A -: -[
)
= ?A„„,
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I
c'est-à-dire

^-^-im-
J/A proposition est donc établie. Nous allons l'appliquer à la

démonstration d'un résultat essentiel, relatif à deux formes qua-

dratiques.

Soient

ces deux formes. Considérons le faisceau des formes/-!- \g^ où X

désigne un paramètre variable. Pour obtenir la forme adjointe

At j '\-kg, il faudra poser

(19.)
2 dxi 'i. dxi

Cl l'identité (5) nous donnera la relation

(.3) /-X^ =

où l'on aura

(>'.) A(X) =

A(X)

«!„-!- X 6, „ «1

«1 « o

a,,--- X^i,

=
I
«a-»- X6,a|.

Dans le cas général, l'équation A ().) = o aura ses racines iné-

gales. Ce cas est le seul que nous étudierons, en renvoyant le lecteur,

pour une étude complète, à un Mémoire sur la théorie algébrique

des formes quadratiques^ inséré en 18^4 ^^ Tome 19 du Journal

de Liouville^ 2" série.

Il est facile de voir que, pour chaque racine simple de l'équa-

tion A (X) = o, les mineurs de A ne sauraient être tous nuls. Car

on a

(i>) A'(X) = Si:A,v,(X)6,/„

^ik étant le coefficient de a,* -h A^/a dans le déterminant A. Comme,
par hypothèse, X n'est pas une racine multiple, A'(X) ne sera pas

nul et, par conséquent, quelques-uns des mineurs A /a ne le seront

pas.
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Donc, pour chaque racine de A (a), la forme adjointe sera un

carré parfait.

D'après cela, décomposons le second membre de Féquation ( i3)

en fractions simples, nous aurons

(i6) •^-^^^^=2x^1;^*'^'

Xk étant une des racines de A (X) et O^ désignant ce que devient la

forme adjointe quand on y remplace X par A/f. <I>;t sera donc un

carré parfait et l'on aura, par exemple,

(17) */t= ( «Al Ml -4- a/,2 «2+ • . • -i- a/v« Un )"

D'autre part, reportons-nous à l'expression de $/; sous forme de

déterminant
«11-1- Xa 61, ... «!«-+- X/lèi,j Ml

*/.=

Un O

Remplaçons-y les Uk par leurs valeurs (12), retranchons de

la (/i + i)'^""® colonne les précédentes multipliées respectivement

par Xi, X2, •••> ^'111 et de la ( /i + i
)''^"'^ ligne les précédentes

multipliées aussi respectivement par a?,, .To, . . . , .r„. 11 viendra la

même expression de <Ï>a, dans laquelle les Uk seront remplacés par

-a -h.)
ÔXk

Effectuant donc celte substitution dans la formule (17), nous

trouverons

(,8) ,,= (,,_i,,.[i,„^^+..,+ i„,„|£.]' = (X-),.)=Pî,

et, en portant cette valeur dans l'équation (16), nous trouverons

Cette équation se décompose dans les deux suivantes :



LES CYCLIDES EN COORDONNÉES PENTASPHÉRIQUES. 4'3^

et nous donne les deux formes/et ^, décomposées en deux sommes

composées des mêmes carrés.

Il résulte évidemment de la démonstration que les fonctions

linéaires Py^ de :r,, ^2-. .••, ^« so"t nécessairement indé-*

pendantes. '

: ; 1

281. Nous pouvons compléter cette théorie par les remarquçs,

suivantes :

A chaque racine de l'équation

(2i) A(X) = o
"'

correspond un système de solutions x^^ x^^ ..., Xn pour les

équations

df d^
(..) _^ +X— =o (.-^.i,.,...,«).

il est connu, et d'ailleurs facile à démontrer, que si l'on

appelle A/a le mineur coefficient de a,vt + ^^tA? dans le détermi-

nant A, ce système de solutions satisfait aux relations

Cî) |£=...= îp=,...= I,

p étant une inconnue auxiliaire. D'après cela, on aura

A'(X) = SSA//,6,/,= pi:i:6,-A-^-/a7/, = p ^(a-,, . . ., a7„)

et, par conséquent, la condition nécessaire pour que \ soit une

racine multiple sera que le svstème de solutions des équations (22)

satisfasse aussi à la relation

(24) S{Xu -fj, • .., Xn) — O,

qui entraîne évidemment la suivante :

/(^i, x-i a-,,) = 0.

Le raisonnementserait eu défaut si tous les mineurs de A étaient

nuls; mais la conclusion subsisterait. Car alors il y aurait au moins

deux systèmes de valeurs linéairement indépendants qui satisfe-

raient aux équations (22), et, en les combinant linéairement,

on en aurait au moins un pour lequel l'équation (24) serait

vérifiée.
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282. Supposons maintenant que f el g soient deux formes à

coefficients réels; il en sera de même de A (X) et, si l'équation (ai)

a une racine réelle, le carré de la fonction P;t correspondante sera

aussi réel. Donc, à toute racine réelle de A (X) correspondent, dans

les deux formes, deux carrés f/^fQI., ^/tQ!. dans lesquels O* sera

une fonction linéaire réelle; mais les coefficients réels a^t, bk pour-

ront être soit positifs, soit négatifs.

Si l'équation (21) a une racine imaginaire, elle admettra aussi la

racine imaginaire conjuguée. Les carrés correspondants à ces deux

racines dans/ et dans g seront donc de la forme

(a + ^SOCP-f-QO^+Cs'
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<1es couples de racines imaginaires,

/i ^/>, k £ n — p.

D'après la loi d'inertie, rappelons que p est un invariant et peut

s'obtenir avec une décomposition en carrés choisie arbitrai-

rement.

iJ'après cela, on voit que, si le faisceau des formes af-\-bg

comprend une Seule forme définie, c'est-à-dire une forme dont

tout les carrés soient de même signe, l'équation en X aura toutes

*es racines réelles. Nous n'avons pas besoin de signaler les appli-

cations de ce résultat à la Géométrie analytique : réalité des racines

<Ie l'équation en S, réalité du tétraèdre conjugué commun à deux

quadriques dont l'une est imaginaire, etc.

Si le faisceau des formes comprend une forme dont tous les

carrés, satif un, soient de même signe, l'équation en A aura au plus

un couple de racines imaginaires.

Tous ces résultatSjpourraient être établis par la méthode de sub-

stitution. Nous aurons à en faire usage plus loin, dans l'étude des

/;yclides.

^283. Nous avons vu que leur équation, en coordonnées rectan-

gidaires, est de la forme

'^0, 'i,, cp2 étant des fonctions de x, y, :;, d'un degré marqué par

leurs indices.

Si l'on prend pour coordonnées pentasphériques les cinq quan-

tités suivantes

/ a;x='i.x, Ti = -xy, x^^-iz,

I X; — , .l's = f
'

r: »

qui donnent

/ - V
•

i>
• a-* -i- r2 -1- ^2

K

on pourra transformer l'équation (a.')) en une autre, quadratique et

homogène par rapport aux -r^.
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Assocîons-Iui la relation quadratique

(29) g^— ^Xr

entre les coordonnées. Nous aurons deux formes quadratiques,

auxquelles nous pourrons appliquer les résultats précédents.

Auparavant il faut remarquer que, par suite de l'emploi des for-

mules (26), laformef ii'aura pas ses coefficients réels. Mais si, à

la coordonnée ^5, on substitue la variable ^5= ix-^^ tous les coef-

ficients de /"deviendront réels, et la forme g aura quatre carrés

négatifs et un carré positif.

Tant que le déterminant Ae f -\-kg aura ses racines inégales, on

pourra ramener les deux formes à des sommes composées des

mêmes carrés. 11 suffira de résoudre l'équation du cinquième

degré

«12 «13 CL\i

(30)

«15

«21

«31

«41

«51 «52

qui n'aura, on s'en assure aisément, que des coefficients réels et

d'appliquer la méthode précédemment indiquée. Puisque la forme ^
a quatre carrés négatifs, l'équation en X aura, au plus, deux racine*

imaginaires. 11 ne pourra donc se présenter que deux hypothèses :

ou bien l'équation en X aura toutes ses racines réelles, ou bien

elle aura deux racines imaginaires conjuguées, et trois racines

réelles.

Il suit de là que, si elle acquiert une racine multiple, cette racine,

étant la limite de racines réelles, ou de deux racines imaginaires

conjuguées, sera nécessairement réelle.

Or nous avons vu que cette équation du cinquième degré ne peut

avoir de racine multiple que s'il existe pourcette racine un système

au moins de valeurs des xi vérifiant les équations

-^ + X -^ =
dxi ôxi

' ^ = 0, f-

Si l'on substitue, ce qui est évidemment permis, y + A^' ày, ces
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équations prennent la foiune

— = 0, J = o, g = 0.

Elles expriment, par conséquent, qu'il existe un point de la

cyclide pour lequel toutes les dérivées de / par rapport aux ^j

sont nulles.

Ce point, qui est évidemment réel et à dislance finie, sera un

point double de la cyclide, car les dérivées de f par rapport aux

coordonnées cartésiennes a;, y, z sont des fonctions linéaires des

dérivées par rapport aux xi et, par conséquent, seront nulles en

même temps que/.

Par conséquent, la cjclide dérivera d'une quadrique réelle par

une inversion, également réelle.

284. En dehors de ce cas exceptionnel, on voit (|u'en faisant

une substitution linéaire qui transforme ^xf en une autre somme

de carrés SyJ, on peut ramener l'équation de la cyclide à la

forme

Za^yf =0.

Ce résultat fondamental signifie rju\l existe f.ouj'ours, sauf dans

le cas où la cyclide est Vinverse d^une quadrique, un système

de coordonnées pentasphériques dans lequel Véquation de la

surface est débarrassée des rectangles.

Cette proposition a des conséquences nombreuses. Dès à pré-

sent, elle nous permet d'établir à nouveau la propriété des cjclides

découverte par Moulard. A tout point de la cjclide, défini par les

coordonnées jKn ^2? •-•i y-o-, oii peut faire correspondre quinze

autres points de la surface que l'on obtiendra en changeant d'une

manière arbitraire les signes des cinq coordonnées. Ces seize

points, nous l'avons vu, se déduisent de l'un quelconque d'entre

eux par des inversions répétées dof)t les sphères principales sont

les cinq sphères coordonnées. Ainsi :

// existe un groupe de cinq sphères orthogonales telles que

la cyclide se transforme en elle-même quand on la soumet à

une inversion admettant pour sphère principale une quel-

conque de ces sphères.
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Comme nous l'avons déjà dil (n^270), les centres de ces sphères

ont été nommés par Moutard pôles principaux de la cyclide.

11 avait réservé le nom de pôles secondaires à dix autres points

que nous allons définir.

Considérons deux quelconques des sphères coordonnées, (Sj)

et (Sa) par exemple. La cjclide demeurera invariable quand on Ja

soumettra aux deux inversions dont (S| ) et (Sg) sont les sphères

principales. Mais, d'après les résultats donnés au n^Sil, ces deux

inversions peuvent être remplacées par une symétrie relative an

plan radical (Pia) de (S,) et de (Sa), jirécédée ou suivie d'une

inversion dont la sphère principale (Sio) a pour grand cercle le

cercle commun à (S,), (So). Le centre de cette sphère, situé au

point où la ligne des centres de (S,), (So) coupe le pian radical,

avait été nommé par Moutard pôle secondaire de la cyclide. Il

jouit de cette propriété que l'inversion par rapport à la sphère (Si 2)

dont il est le centre transforme la cyclide en sa symétrique par

rapport au plan (Pi 2). On peut dire aussi que, si l'on considère la

sphère (S',,) concentrique à (Si^) et ayant pour ravon celui

de (S12) multiplié par y/— i, l'inversion piir rapport à (S',,) trans-

formera la cyclide en sa symétrique relativement à la ligne des

centres de (S,), (So).

285. Examinons maintenant comment est constitué, au point

de vue réel, le système de nos cinq nouvelles sphères coordon-

nées. Il ne pourra se présenter que deux cas :

i" L'équation en \ aura ses cinq racines réelles. Alors, les

carrés des fonctions yi seront réels et, par conséquent, en vertu

de l'identité
V ,.2 _ V

quatre de ces fonctions seront réelles, et la cinquième sera une

imaginaire pure. De plus, comme on a, pour tout système de coor-

données pentasphériques,

g.
j', = A-j^ OU jK,==^.XP,,

(n° 247), on voit que le signe du carré yi sera le même que celui

de RJ. Il y aura donc, dans le svstème de coordonnées pentasphé-
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riques, quatre sphères réelles et une sphère donl le rayon sera une

imaginaire pure. On sait que les quatre sphères réelles ont pour

centres les sommets d'un tétraèdre dont les arêtes opposées sont

perpendiculaires ei dont les hauteurs se coupent en un point inté-

rieur, qui est le centre de la cinquième sphère, celle dont le rayon

est une imaginair e pure. Nous avons déjà fait remarquer que clia-

cune des sphères admet pour tétraèdre conjugué celui qui est

formé par les centres des quatre autres sphères.

Des cinq coor<ionnées d'un point réel, les quatre premières sont

réelles ; celle qui est relative à la sphère imaginaire est elle-même

une imaginaire pure.

2" Examinons maintenant le cas où l'équation en X a un couple

déracines imaginaires. Alors deux des fonctions y/;, par exemple

y* et ys, seront imaginaires conjuguées. La relation entre les

coordonnées devant contenir quatre carrés positifs, il sera néces-

saire, non seulement que y,, j^2j JK3 soient réels, mais encore que

ces trois coordonnées se rapportent à des sphères de rayons réels.

Ces trois sphères se couperont nécessairement en deux points

réels A,, Aal les deux sphères imaginaires auront pour centres

des points imaginaires, situés sur l'axe radical A^AoCt divisant

harmoniquement le segment A( Ao.

En ce qui concerne les coefficients ai qui figurent dans l'équa-

tion de la cyclide, ils sont tous réels dans le premier des deux cas

que nous venons d'examiner. D.ms le second, «i, «21 <^i seront

réels; a^ et «5, au contraire, seront imaginaires conjugués.

Nous aurons à faire usage plus loin de toutes ces remarques.

Nous allons maintenant étudier les propriétés de la cycliile qui

résultent de la lorme simplifiée

I,aixj = o,

donnée à son équation.



CHAPITRE V.

LES CYCLIDES ET LEURS SPHÈRES PRINCIPALES.

Condition de contact d'une sphère et de la cyclide. — Conséquences : la cyclide

est de douzième classe; d'un point on peut lui mener douze normales. —
Sphères doublement tangentes; elles se partagent en cinq séries et coupent
chacune la cyclide suivant deux cercles. — Définition de chaque série; les

sphères bitangentes sont orthogonales à l'une des sphères coordonnées et leurs

centres décrivent une quadrique. — Relations entre les cercles de la cyclide;

plans tangents doubles; démonstrations géométriques et analytiques. - Focales

singulières et focales ordinaires de la cyclide. — Les seize droites de la cyclide;

leur construction et leurs relations. — Comment, lorsque l'on connaît un mode
de génération de la cyclide, on peut en déduire tous les autres. — Théorème de

Chastes relatif aux quadriques homofocales.

286. Nous comme ncerons par remarquer que, si

(l) f{Xx, Xi, ..., a-5) = o

est réquation homogène d'une surface quelconque, réquation

où les X, désignent les coordonnées d'un point variable, représen-

tera une des sphères tangentes à la surface au point de coor-

données Xi, ..., x^. En effet, l'équation précédente représente

bien une sphère passant par ce point; car elle est vérifiée quand

on y remplace X^ par xi. D'autre part, d'après l'équation (97)
(n''261), la sphère et la surface ont même normale an point consi-

déré. Donc elles sont bien tangentes.

Comme
Sa7/X,=: o

est l'équation de la sphère de rayon nul ayant pour centre le point

de coordonnées j?/, on voit que l'équation générale des sphères
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langenles en un point sera

On aurait le plan tangent en déterminant X par la condition

par laquelle on exprime que la sphère se réduit à un plan.

287. Appliquons ce résultat général à la cyclide, dont nous pren-

drons l'équation générale sous la forme réduite

(4) ^a/,xl = o.

Nous obtiendrons

( 5 )
S ( a/, -F X

) x/c X/c= o

pour l'équation générale des sphères tangentes au point de coor-

données X/(.

Pour qu'une sphère définie par l'équation

(6) ^ni/cX/.-— o

soit tangente à la cjciide, il faudra que l'on puisse identifier celte

équation avec la précédente. En tenant compte de l'homogénéité,

on peut prendre

(7; ^/ =

I

a, -h X

et, en substituant dans l'équation de la surface et dans la relation

identique entre les coordonnées, on sera conduit aux deux équa-

tions
s 6

dont l'une est la dérivée de l'autre. Donc, pour que la sphère soit

.tangente, il faudra que l'équation du quatrième degré en a

5

^ ai -+- X
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ail une racine double. On sait que cette condition d'égalité des

racines se présente sous la forme

(lO) 13— 27J2=0,

où I est du second degré et J du troisième degré par rapport aux

coeflîcienls de l'équation. Ici I sera une fonction homogène du

quatrièuie degré des m/, et de même J sera du sixième degré; en

sorte que la condition de contact d'une sphère sera du douzième

degré par rapport aux coefficients de son équiition.

Si l'on cherche combien, par l'intersection de deux sphères

données, on peut faire passer de sphères tangentes à la cyclide, il

faudra, dans la condition de contact, remplacer mi par mi-\- km\
,

et l'on obtiendra pour k une équation du douzième ordre.

Donc, par un cercle, on peut faire passer, en général, douze

sphères tangentes à la cyclide.

Si ce cercle devient une ligne droite, les sphères qui le con-

tiennent sont des plans. Donc la cyclide est de douzième classe.

Enfin, si les deux sphères données de coordonnées m,-, ni'^ sont

conceniriques, toutes les sphères de coordonnées m, 4- Xm^ auront

le même centre. Donc, dans une suite de sphères concentriques,

il J en a douze qui sont tangentes à la cyclide. En d'autres termes,

dhin point on peut mener douze normales à la cyclide.

Toutes ces propositions, si différentes en apparence, sont ici

des conséquences d'un principe unique.

A^jouions que l'équation (10) est Véquation tangenlielle de la

surface si l'on y regarde les mi comme les coordonnées d'un plan.

288. Nous allons signaler maintenant des conséquences d'un

autre genre. Etant donnée une sphère tangento, les coordonnées

du point où elle louche la cyclide sont déterminées en général sans

ambiguïté par les formules (7). Si l'on veut que la sphère soit

doublement tangente, il faudra que l'une au moins des coor-

données du point de contact ne soit pas définie, que l'on ait par

exemple

m/i = 0, A = — aii

auquel cas, l'équation en \ devant admettre la racine double — «a.
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il faudra que l'on ait

(II) > ^— = o,

la somme étant étendue aux quatre valeurs de i qui sont différentes

de k.

Aiusi, nous obtenons cinq séries de sphères doublement tan-

gentes à la cyclide.

Nous avons vu que toute sphère coupe la cyclide suivant une

courbe située sur une quadrique. Cette courbe, ayant deux points

doubles, se décomposera en deux courbes plaues, c'esl-à-dire en

deux cercles. Nous retrouvons ici une proposition déjà dérnonlrée

au n° ^260 ; il y a sur la cydide dix séries de sections circulaires, se

groupant eu cinq couples rattachés chacun à la mêuie série de

sphères bitangentes.

Ces cinq séries de sphères doublement tangentes, les lieux de

leurs cenires, les sections circulaires qui s'y rattachent forment

un des ensembles les plus intéressants de la Géométrie. Nous allons

successivement faire connaître ses piincipales propriétés.

289. Commençons par considérer une des séries de sphères bi-

tangentes, celles qui sont orthogonales, par exemple, à la sjihère

coordonnée (S^). l^es formules ('^) déterminent sans ambiguïté

toutes les coordonnées de leui's points de contactt, sauf Xh qui, en

vertu de la relalion identi(|ue enire les coordonnées, peut ie<evoir

des valeurs égales et de signes coniraires. Donc, les deux points

de contact <le chaque sphère bitangente (S) de la série considérée

sont inverses l'un de l'autre pnr rapport à la sphère (Sa^); et les

deux cercles suivant lesquels la sphère (S) coupe la cyclide, pas-

sant nécessairement par ces deux points de* contact, seront ortho-

gonaux, l'un fi l'autre, à la sphère coordonnée ypk)-

On déduit de là, sans calcul^ que la surface lieu des centres des

sphères bitangentes (S) est nécessairement une quadrique.

Désignons, en effet, par (C) l'un (juelconf|ue des cercles de la

cyclide qui se irouvent sur une des sphères bitangentes (S). Toute

sphère (S') passant par (C) ne pouria compléter son intersection

avec la rydide (|u'en lui empruntant un seconl cercle (C). Elle

sera donc bitangente à la cyclide aux deux points d'intersection

D Q9
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de (C) et de (C). Et, comme elle est orthogonale à (S/t)^ elle fera

partie de la série des sphères bitangentes (S).

Comme (S') n'est assujettie qu'à contenir le cercle (C), son

centre pourra être choisi arbitrairement sur l'axe du cercle (C),

ce qui nous conduit immédiatement à la conclusion suivante :

La surface lieu des centres des sphères bitangentes (S) con-

tient les axes de tous les cercles suivant lesquels ces sphères

coupent la cyclide, et^ par conséquent^ c'est une surface dou-

blement réglée^ c''est-à-dire une quadrique.

Nous désignerons cette quadrique par la lettre (Qa)-

290. Nous pouvons maintenant nous rendre compte de la dispo-

sition des sections circulaires qui se rattachent à l'un quelconque

de nos cinq modes de génération. Tandis que les sphères bitan-

gentes forment une série doublement infinie, les cercles corres-

pondants se distribuent en deux séries simplement infinies, cor-

respondantes aux deux systèmes de génératrices rectilignes

de (Qa).

Lorsque le centre de la sphère (S) décrit une des génératrices

rectilignes, la sphère (S) elle-même passe par un cercle fixe de la

cjclide dont l'axe est cette génératrice rectiligne et (pii se trouve

dans le plan mené perpendiculairement à cette génératrice par le

centre de (S^). Nous obtenons bien, comme on le voit, deux

familles de cercles orthogonaux à (S^); les uns ont pour axes les

génératrices d'un système de (Qa)j les autres ont pour axes les

génératrices de l'autre système. Deux cercles appartenant à une

même série ne se coupent pas; deux cercles appartenant à

deux séries différentes se trouvent sur la sphère bitangente

dont le centre est le point de rencontre de leurs axes et se

coupent par conséquent en deux points, réels ou imaginaires.

Les plans des cercles passent par le centre de (Sy^) et sont

orthogonaux aux génératrices de (Qa^); ils enveloppent, par con-

séquent, un cône du second degré concentrique à (S^v) et supplé- •

mentaire du cône asymptote de (Qa)- Chaque j)lan tangent de ce

cône coniient deux cercles dont les axes sont les deux génératrices

de (Qa) qui sont perpendiculaires à ce plan. C'est donc ce que Ton

appelle un plan tangent double de la surface. Comme tout plan
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tangent double de la cyclide la coupe suivant une courbe du qua-

trième ordre ayant quatre points doubles, dont deux à l'infini sur le

cercle, cette section doit se décomposer en deux cercles, saul dans

le cas que nous rencontrerons plus tard, où elle se décompose en

une droite et une cubique gauche. Sous cette réserve, on voit, comme
nous l'avions déjà remarqué au n° 268, que l'emploi des sphères

bitangentes nous donne tous les plans tangents doubles de la sur-

face. Ils enveloppent cinq cônes du second degré.

291. Les propositions précédentes se rapportent aux cas les

plus généraux et doivent, dans certaines hypothèses particulières,

subir des modifications que l'on découvrira aisément. Par exemple,

si l'une des sphères (Sy^) se réduit à un plan, les centres des

sphères orthogonales (S) sont dans ce plan, la quadrique (Qa)
vient s'aplatir et se réduire à la portion de ce plan limitée par une

conique; les axes des cercles de section par les sphères (S)

deviennent les tangentes à cette conique.

De même, si la cyclide se réduit au troisième degré, les plans

des sections circulaires ne peuvent pas la couper suivant un autre

cercle; ils ne peuvent la couper que suivant nue droite. Et en

eflet, on a vu que, dans ce cas, la section de la cyclide par le plan

de l'infini se compose du cercle de l'infini et d'une droite d. On
peut mener, par cette droite d^ cinq plans Iritangents à la cyclide.

Chacun d'eux est tangent à la cyclide en un point à distance finie

et il contient deux droites d\ d" qui passent par ce point et vont

nécessairement couper la droite <i. Les dix plans qui passent par ces

droites donnent les dix séries de sections circulaires de la cyclide.

Pour les plans passant par des droites telles que <i', d\ les axes

des cercles correspondants sont perpendiculaires, soit à d\ soit

à d" . C'est le cas où la quadrique (Qa) devient un paraboloide (dont

les plans directeurs seront perpendiculaires à o^'et à d'). Les plans

tangents doubles n'enveloppent plus un cône, mais sont assujettis

à passer par les droites telles que d! ^ d"

.

292. La démonstration analytique des principales propriétés

que nous venons d'établir va nous permettre de compléter cer-

taines d'entre elles, (cherchons d'abord l'équation du lieu des

<;entres des sphères bitangentes.
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Reprenons les équations

(12) nik—o, > — = o,
" ' ^^ ai— cil:

qui définissent les sphères bitangentes de chaque série. Nous avons

vu (n" 252) que le centre de chacune de ces sphères (S) a ses

coordonnées définies par les formules

I
y, ml

2 mh

Gomme on a ici m/t= o, il viendra

(i4) ^/c = 5 —>
2R/t Y /H,,

on aura donc

nii— —- ( RiXi — R/cX/, ),

en sorte que l'équation ponctuelle du lieu des centres sera

^•^ R/ (ai— a/,)

la somme étant étendue aux quatre valeurs de «distinctes de k.

Si Ton désigne par S/ la puissance d'un point par rapport à la

sphère coordonnée (S,), l'équation précédente peut s'écrire

(S/-S,)2 ^^
«/.)

On voit qu'elle représente, en général, une quadrique admettant

un télraèdie conjugué dont les faces sont délinies parles éciuations

S/- S/,= o.

Comme on obtient ainsi les plans radicaux de (S/f) et des autres

sphères coordonnées, le tétraèdre par rapport auquel la qua-

drifpie ( Qa) est conjuguée a pour sommets les centres des sphères

coordonnées autres que (S^). Nous savons, ei c'est une remurque

essentielle, qu'il est aussi conjugué par ra| port à ht sphère (Sa),
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qui peut être définie (n° 247) par l'équation

(17) • ^^(^i-^ky-=o.

293. En résumé, la cyclide peut, de cinq manières diffé-

rentes, être considérée comme Venveloppe d^ une sphère dont

le centre décrit une quadrique (Qa) et qui est assujettie à

couper à angle droit une sphère (S/;). Cette sphère variable

louche la cyclide en deux points et la coupe suivant deux
cercles. Les cinq sphères (S^) relatives à ces cinq modes de

génération sont deux à di^ux orthogonales, et le tétraèdre

conjugué commun à [Sk) et à (Qa) est formé par les centres

des sphères orthogonales autres que (Sa).

Nous rappellerons que la quadrique (Qa) a été appelée la défé-

rente relative à un des modes de génération, et la sphère corres-

pondante (S/t), la ?,\i\\ève directrice relative à ce même mode de

génération.

^H Nous savons que les cinq sphères directrices sont orthogonales;

nous allons démontrer de nouveau que les cinq déférentes (Qa)
sont homofocales.

Soit, en effet, (Qa) l'une d'elles; toute sphère qui a son centre

en ut) point m de(QA) et est orthogonale à (S^) touche la cyclide en

deux points M, M'inverses par rapport à (Sa), tels, par consé-

quent, que la droite MM' aille passer par le centre de (Sa). Celte

droite MM est d'ailleurs nécessairement, comme il arrive pour

toules les enveloppes de sphères, perpendiculaire au plan tan-

gent en m à la déférente. Par conséquent, les deux points M, M'

demeureront à distance finie tant que le plan (P) tangent en m à

|H| la déférente ne sera pas isotrope. Mais supposons (|ue ce plan (P)

devienne isotrope, c'est-à-dire que le point m vienne se placer sur

, la ligne di; contact de la développable isotrope tangente à la défé-

Hp rente. Le plan (P) sera tangent au cercle de l'infini en un certain

point
Y-1

et il sera aussi tangent en ce point à la sphère de centre m
qui est orthogonale à (Sa). D'autre pari, la droite MM', qui est

constamment perpendiculaire à (P), deviendra isotrope et ira

passer par le point pi, qui deviendra ainsi la position limite de l'un

des points de contact M, M'. La cyclide, devant admettre en ce
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point tj. le même plan tangent que la sphère (S), y sera nécessaire-

ment tangente au plan (P).

Ainsi, les plans tangents en tous les points du cercle de l'in-

fini aux deux nappes de la cyclide qui se croisent sur ce cercle

sont ceux qui sont tangents à la déférente (Qk)-

Cette proposition s'appliquant aux cinq modes de génération,

on reconnaît immédiatement que les cinq déférentes sont inscrites

dans la même développable isotrope. En d'autres termes, elles

sont homo/ocales.

Empruntant à Laguerre (n°240) la définition des focales singu-

lières, nous aurons la proposition suivante :

Les focales singulières de la cyclide sont les coniques focales

de Vune quelconque des cinq déférentes^ qui sont liomo-

focales.

294. Cherchons maintenant les focales ordinaires de la cjclide.

Nous avons vu (n^SSO) que la développable isotrope circonscrite à

une surface quelconque est le lieu des centres des sphères de rayon

nul tangentes à cette surface. Puisque nous avons appris (n°287) à

trouver la condition de contact d'une sphère et de la cyclide, il

suffira d'appliquer cette condition à l'hypothèse où le rayon de la

sphère devient nul.

L'équation d'une sphère décentre (ip<, . .
. , 5:3) et de rayon nul

est évidemment (n° 251)

Sa7/Xj= o.

En appliquant la condition de contact on voit que l'équation de

la développable isotrope circonscrite à la cyclide s'obtiendra en

exprimant que l'équation en \

(8) y-^=o

a une racine double. Cette condition, nous l'avons vu, s'obtiendra

sous la forme

(19) P— 27J2=0,

où I sera du quatrième ordre et J du sixième par rapport aux xi.

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que l'arête de
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rebroussement de la développable isotrope est définie par les

équations

(20) 1=0, J =: O.

Nous avons vu que les lignes doubles de la développable iso-

trope circonscrite à une surface quelconque contiennent les centres

de toutes les sphères de rayon nul tangentes à la surface. Ces

lignes doubles sont ce que nous avons appelé les iocdXes oi^dinaires

de la surface et nous avons donné à leurs points le nom àe foyers.

Puisque, dans le cas de la cyclide, nous avons déterminé toutes

les sphères doublement tangentes, il nous suffira de choisir, parmi

elles, celles qui sont de rajon nul. Dans le mode de génération

défini par la déférente (Qa) et la sphère (S/f), ces sphères sont

évidemment celles dont le centre se trouve sur (S/^). Ainsi, la

cyclide a cinq focales ordincdres qui sont les hiquadratiques

sphériques^ intersections de chaque déférente par la sphère

directrice correspondante

.

D'après les remarques présentées au n" 2i0, chacune de ces

courbes admet les quatre autres comme focales. Chacune d'elles

détermine toute la développable isotrope circonscrite à la cyclide.

Car, soit d une génératrice rectiligne de cette développable tan-

gente en /w à la cyclide ; elle coupera la sphère (Sa) en un point w/t

qui sera le centre d'une sphère de rayon nul qui touchera la

cyclide en m et, par suite, la touchera aussi au point m' qui est

l'inverse de m par rapport à (S^). I^a sphère de rayon nul ayant

son centre en m^ sera donc doublement tangente; elle appar-

tiendra, par conséquent, à la focale, intersection de (Sa) et de (Qa).

I

295. La théorie des sphères doublement tangentes va nous con-

duire à d'autres conséquences et nous montrer que, surla cyclide,

il y a seize droites rencontrant le cercle de l'infini. Pour cela, nous

allons déterminer les sphères doublement tangentes qui appar-

tiennent à deux modes distincts de génération. Comme elles

I
auront quatre points de contact avec la cyclide, elles la couperont

suivant quatre droites, nécessairement isotropes, formant un qua-

drilatère gauche dont les sommets seront les [)oints de contact des

sphères et de la cyclide. Cherchons, par exemple, les sphères

appartenant aux deux modes de génération pour lesquels les

sphères directrices sont (S,) et (Sj).



4^<"> LIVRE V. — CHAPITRE V,

On aura, pour ces sphères, les conditions

/ni = o, nii = o,

ml ml m?
«3— ai ai— ai a^ — ai a^— a^ ai— 02 (li— «2

qui les déterminent entièrement. On trouve ainsi, pour leur équa-

tion.

(a.,— a^)x3 </f'{a3) -+ (a^— «3)37^ v//"'(«4) + («3— «4)^;. //'(«s) = o,-

en posant, pour abréger,

/{u) — (u — ai){u — a2)(u — 0.3) (u — «4) (« — «s)-

Si donc on désigne par f, k, l trois indices pris dans la suite

i, 2, 3, 4, 5, on voit que les sphères cherchées seront définies par

les équations

(•P. r) {au—ai)Xi sffjâï) -4- {a,— ai)xk\/f' {a,,) -\~ (a/— «/,)a7/ s/f\ai) = o.

On obtient ainsi, en tout, quarante sphères et quarante quadrila-

tères gauches suivant lesquels elles coupent la cjclide.

Si l'on prend partout les radicaux \f'{o,i) avec le même signe,

on voit que les dix sphères correspondantes ont en commun lu

ligne définie par les équations

(22) Xi^f{ai) = aiK-h\i. (i = I, 2, .... 5),

OÙ X et {X désignent deux arbitraires. Comme les dix sphères n'ont

pas le même plan radical^ cette ligne ne peut être qu'une droite, qui

leur est commune à toules.

Ainsi, les équations (22), où Von peut faire varier les signes

des radicaux^ représentent les seize droites de la cyelide.

Quand on change le signe d'un radical, \f\(ti) par exemple,

cela revient à remplacer la droite par son inverse, relative à (Sj).

Ainsi, toutes les droites se déduisent de l'une d'elles par les inver-

sions dont les sphères principales sont les cinq sphères (S/).

296. On peut encore obtenir les droites en raisonnant de la

manière suivante :

Toules les droites isotropes situées sur la cyclidc, et ce sont les
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seules que puisse contenir une cyclide du quatrième ordre, appar-

tiendront à une infinité de sphères qui couperont la cyclide suivant

une de ces droites et une cubique gauche rencontrant cette droite

en deux points. Nous avons vu (n°287) qtiel'on obtient la condition

de contact d'une sphère en exprimant que l'équation en X

a une racine double. Ici il faudra exprimer que cette équation a

deux racines doubles. Si on les appelle a et p, cela donne l'identité

/"(X) éiant le polynôme déjà défini. On en déduit, pour chaque

valeur de l'indice /f,

(g/,— a)(a/,— P)m/c= inis

sUÏ^)

f

et les points de contact correspondants seront déterminés par les

formules

(23) ^/>-= ; 37/,== / -̂.
.

//(«/,) \IS\ak)

Lorsqu'on fera varier a ou j3, on aura des formules équivalentes

à celles (22) que nous avons données plus haut.

Voici encore quelques propriétés relatives à ces droites. Soit d
l'une d'elles et mi le point où elle coupe la sphère directrice (S,),

point nécessairement situé sur la focale que contient (S,).

L'inverse di de d par rapport ù (S,) passe évidemment par m,,

t les deux droites d^ di constituent un cercle de rayon nul, situé

p la fois sur la cyclide et sur la sphère de rayon nul dont le centre

est //jj. Ce point ///, se distingue des autres points de Ja focale par

une propriété particulière. On peut faire passer par d et de une
infinité de sphères dont les centres sot)t sur la droite qui passe

par m,- et est perpendiculaire k d el k di. Cette droite 8 est évi-

dennnent tangente en mi à la sphère (S/). Les sphères qui con-

tiennent le cercle (c/, di) sont doublement tangentes à la cyclide,

et, comme elles sont orthogonales à (S/), elles appartiennent au

mode de génération défini par (Q/) et (S/). Donc, la droite ô est
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une génératrice rectiligne de (Qi) et, comme elle touche la

sphère (Sj) en m/, elle est tangente à la focale.

Ainsi, les points où les droites de la cyclide rencontrent V une
des focales sont ceux ^ au nombre de huit^ où cette focale est

touchée par les génératrices rectilignes de la déférente qui la

contient. Ce sont les ombilics de la cjclide. H y a donc qua-

rante ombilics.

Pour traiter complètement ce sujet, il ne nous reste plus qu'à

indiquer une notation schématique permettant de définir toutes

les droites et de retrouver celles qui se coupent.

Choisissons-en une au hasard d. Désignons par di celle qui se

déduit de d par l'inversion dont la sphère principale est (S/) et

par diki... la droite que l'on obtient en faisant successivement les

inversions par rapporta (S,), (S^), (S/), Commedeux inversions

par rapport à deux sphères rectangulaires sont interchangeables,

<^tA et â?/f/ représenteront la même droite. D'autre part, on n'aura

jamais besoin d'employer plus de deux indices, parce que les inver-

sions par rapport aux cinq sphères (S^) se détruisent. On pourra,

par exemple, remplacer (^,03 par 6/45, 0^,034 par <ig, d^2Z',â parti.

On ne trouve donc que les seize droites

d, di, f/2, c?3, di,, d^,

"12î <^13) <^Ui <^15j <^23) ^241 <^23) <^3i) ^35j <^45-

Pour savoir celles qui coupent l'une d'elles, d\2 par exemple, il

suffira d'ajouter à 1,2 successivement chacun des cinq indices,.

ce qui, en tenant compte des remarques précédentes, nous don-

nera
«2, â?j, ai,5, «^35, d-i!,.

En particulier, deux droites dih se coupent quand elles n'ont

aucun indice commun.

297. Nous terminerons cette étude des sphères doublement tan-

gentes en montrant comment, lorsqu'un mode de génération défini

par la sphère directrice (S^) et la déférente (Q/f) est donné, on

peut en déduire tous les autres.

Désignons par Cj le centre de la sphère directrice (S/) et par

(P,y) le plan radical de (S,) et de (Sy). Nous avons vu que chacun

des centres Gj est le point de concours des hauteurs du tétraèdre
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formé par les quatre autres centres, que ce tétraèdre est conjugué

à la fois [)ar rapport à (S/) et à (Qj). Il suit de là que le segment

formé par deux centres quelconques C,-, Cy divise harmoniquemeut

les trois sphères et les trois déférentes dont l'indice est différent

de i et dey; que le plan (P/y) a pour pôle Gy par rapport à(S<) ou

à (Q/) et pour pôle Cj par rapport à (Sy) ou à {Qj)-
Il suit de là également que, si l'on nous donne (Syt) et (Qa); les

centres d des sphères directrices correspondantes aux quatre

autres modes de génération seront les sommets du tétraèdre con-

jugué commun à (S/t) et à (Qa)- Les sphères elles-mêmes seront

déterminées puisque l'on connaîtra leurs centres et qu'elles devront

être orthogonales à (S^)- Quant aux déférentes (Qi), elles doivent

être homofocales à (Qa) et? de plus, on connaît, pour chacune, un

de ses tétraèdres conjugués, qui est formé par les centres des cinq

sphères autres que G,. Gette double condition sera plus que suffi-

sante pour les déterminer (
*
).

298. Pour résoudre la même question, Laguerre a donné des

règles élégantes, mais moins simples. Nous allons les faire con-

Hpnaître.

D'après un théorème de Poncelet^ la développable (A/t) cir-

conscrite à (Sa) et à (Qa) admet quatre lignes doubles, qui sont

des coniques situées dans les quatre faces du tétraèdre conjugué

commun à (Sa) età(QA). Nous les désignerons par la notation (G^),

i étant différent de k.

(') En effet, soil

l'équation d'une famille de surfaces homofocales. Le plan polaire d'un point

x', y', z' aura pour équation

xx' yy' zz' _
a — X b — X c — X

Si l'on désigne par x", y" , z" les coordonnées respectives des points où il coupe
les trois axes, on aura

x'x"—a — 'K, y'y" = b — \, z' z" = c — \.

Par suite, quand on connaîtra un point cl son plan polaire, les trois axes
s'obtiendront par des moyennes proportionnelles.
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D'autre part, la développable (A/;) vient loucher la sphère (S^^)

suivant une courbe (r>t) qui, d'après les propriétés des dévelop-

pables circonscrites à la sphère^ admet pour normales les géné-

ratrices rectilignes de (Ayj^). Cette courbe (r^) appartient évidemment

à la cyclide; car elle est le lieu des points de contact des sphères

orthogonales à (S^) dont les centres décrivent la courbe de contact

de ( A/t) et de (Qa). On voit ainsi que la cyclide coupe à angle droit

la sphère (S/t) suivant la courbe (Fa). Désignons par m un point

quelconque de cette courbe et par d la génératrice recliligne

de Aa^ qui est normale en /n à (F/f). Toute sphère ayant son centre

sur d et passant en m sera orthogonale à (S^) et tangente en m
à (Tk) et à la cyclide. Soit p le point où la génératrice d vient

rencontrer l'une quelconque (Q) des coniques doubles de (A^).

Par ce point yo, puisqu'il est double, vient passer une autre géné-

ratrice recliligne de (A^) qui, elle aussi, sera orthogonale à (Fy^)

et tangente à la cyclide, mais en un point m', différent de m.

Puisque pm et pm' sont des tangentes de (S^), nécessairement

égales, la sphère de centre p qui passera en m passera aussi en m' et

sera, [>ar conséquent, doublement tangenle à la cyclide.

Ainsi, chacune des quatre lignes doubles (Q) nous donne une

nouvelle série de sphères doublement tangentes à la cyclide. Ces

nouvelles séries de sphères appartiennent évidemment aux autres

modes de génération; elles nous font donc connaître les déférentes

correspondantes, qui sont plus que déterminées par la condition

d'être homofocales à(QA) et de contenir l'une des coniques (G,).

Au reste, il sufhra de connaître un seul point p de (C,); car le

plan tar)gent en ce point à la déférente correspondante sera celui

qui est perpendiculaire sur le milieu de mm! et passera, par suite,

par le centre de (S^); et la déférente, elle-même, sera déterminée

par la condition de passer en p et d'y admettre un plan tangent

donné.

299. Les constructions précédentes mettent en évidence une

belle proposition donnée par Chasles et relatives aux surfaces

homofocales.

Etant données une sphère (S| ) et une quadrique (Qj ), désignons

par la notation (S,
) ( Q, ) la développable circonscrite à ces deux
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surfaces. Soient (Co), (C3), (C/,), (G3) les quatre lignes doubles

de celle développable, respeclivemenl situées dans les quatre faces

du tétraèdre conjugué commun à (S,) el à (Qi)- Nous venons de

montrer que, par chacune de ces coniques passe une surface homo-

focale à (Qi). Nous désignerons par(Q2), (Q3), (Q/,)^ (Qs) '^^

surfaces qui passent respectivement par les conifpies (C2), (C3),

(C4), (G5), el, si nous leur associons les qualre sphères (So), (S3),

(S4), ( S5) orthogonales à (S, ) el dont les centres sont les sommets

du tétraèdre conjugué commun à (Si) et à (Qi), la sphère (S,)

étant celle dont le centre esl le sommet opposé à la face qui con-

tient
( Q) et qui coupe (S, ) suivant le cercle de celte sphère situé

dans le plan de (G,), on aura, nous venons de le voir, les cinq

modes de génération d'une cjclide déterminés par chaque

sphère (S^) el la quadrique (Q/).

Le plan radical P,2 des deux sphères (S|), (S^) est celui qui

contient la conique G2 et nous avons vu que (Go), (Qi ), (S) ) sont

inscrites dans une même surface développable. Si nous éi^han-

geons les deux modes de génération correspondants aux indices i

et 2, nous pourrons donc conclure que le plan radical P,a cou-

pera (Qj) suivant une conique (G'j) telle (]ue (G'j), (Q2)j (Sa)

soient inscrites dans une même développable. Gela nous permet

d'énoncer le théorème de Ghasles :

Etant données une (jiiadrique (Q) et une sphère (S), les

lignes doubles de la développable (Q)(S) sont sur des qua-

I

driques honiofocales à (Q). Etant donnée une de ces surfaces

(Q,) qui passe par la ligne double (G|), le plan de (G,)

coupe (Q) suivant une conique (K, ). La développable K.O,

est circonscrite à une sphère (S,) orthogonale à (S) et ayant

pour centre le pâle, par rapport à (S) et à (Q), du plan

de (Ci).



CHAPITRE Yl.

LE SYSTÈME TKIPLE ORTHOGONAL
FORMÉ DE TROIS FAMILLES DE CYCLIDES.

On peut, avec des cyclides, obtenir un système triple orthogonal tout semblable

à celui des surfaces homofocales du second degré. — Les cyclides qui le com-
posent sont toutes homofocales, et les trois familles du système sont représentées

par une seule équation. — Toutes les fois que deux ou trois familles de surfaces

orthogonales sont, comme il arrive ici, représentées par une seule équation,

elles sonthomofocales. — Emploi du système pour la discussion des différentes

formes de cyclides. — Ombilics. — Sections circulaires. — Nombre des séries

de sections circulaires réelles pour chacune des familles du système triple

orthogonal.

300. Avant de [)oarsuivre cette étude, et pour lui donner le

développement qu'elle comporte, nous allons établir une propriété

essentielle des cyclides, et montrer qu'on peut obtenir avec elles

un système triple orthogonal, (|ui constitue la généralisation la plus

directe de celui que l'on forme avec les surfaces homofocales du

second degré.

Mettons l'équation d'une cyclide sous la forme

(^> 2^7^ = "'

qui rappelle celle des surfaces homofocales du second degré. Nous

allons montrer qu'ici aussi, les cyclides correspondantes à deux

valeurs différentes de A sont, à la fois, orthogonales et homo-

focales.

Le premier point s'établit sans difficulté si l'on applique aux

deux cyclides représentées par les équations

la condition d'orthogonalilé donnée au n° 261. En vertu de
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l identité

^^ '^{ai—\){ai—k') jLdai—\ jL^ai—l^''

cette condition se trouve vérifiée en tous les points communs aux

deux surfaces.

(pliant à la seconde propriété, on peut la mettre en évidence de

deux manières différentes. Clierchons d'abord la déférente et la

sphère directrice relatives au mode de génération d'indice k. En
appliquant les formules (i6), [l'j) du Chapitre précédent et

tenant compte du changement de notations, nous avons, pour la

déiérente, l'équation

et, pour la sphère directrice, l'équation

La comparaison de ces équations montre immédiatement que la

courbe d'intersection de (Sy^) et de (Qa) ne change pas lorsque X

varie. Donc, toutes les cvclides représentées par l'équation (i), où X

varie, ont les mêmes focales.

On peut encore donner la démonstration suivante qui subsiste

si quelqu'une des sphères directrices se réduit à un plan.

Nous avons vu au n° 294 comment on obtient l'équation de la

développable isotrope circonscrite à la cj'clide. En appliquant au

cas actuel la condition que nous avons donnée et choisissant des

notations a|)propriées, nous avons à exprimer que l'équation

en a

a une racine double. Or, si l'on tient compte de la relation iden-

tique qui relie les coordonnées a?/, on peut réduire cette équation

à la forme simple
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On voit que la condition d'égalité des racines ne dépendra pas

de X. Et, par conséquent, la développable isotrope circonscrite sera

la même pour toutes les cjclides représentées par l'équfition (i)t

Les lignes doubles de celte développal)le, qui sont les focales

communes à toutes les cjciides, sont définies par les équations

2

(3) ^^=0, >-

—

'-— = o,
Jmd ai— aie

la somme étant étendue à toutes les valeurs de i différentes

de A".

301. Si l'on ra')proclie le système orthogonal précédent de celui

qui est formé avec les surfaces liomoforales du second degré, on

voit que l'un et l'autre sont obtenus avec des surfares qui sont

représentées par une équation unique, et sont à la fois oitliogonales

et homofocales. Il y a là une coïncidence que l'on peut rattachera

une proposition générale.

Soit, en coordonnées rectangulaires, une équation

"^{^,7, -s, >^) = o,

indécomposable par rapport à X, et représentant une famille de

surfaces. Supposons qu'ellesoit du deuxième ou du troisième degré

par rapport à X. Il v aura deux, ou trois, surfaces de la famille

passant en un point de l'esp;ice. Si ces surfaces sont toujours

orthogonales, leur enveloppe ne pourra être qu'une développable

isotrope, et par consé(|uent elles seront homofocales. En effet,

soient a, ^, y; a', j3', y' les cosinus directeurs des normales à deux

quelconques des surfaces qui passent en un point de l'espace. En

vertu de la condition d'orthogonalité, on aura

aa'H- [3|3'+ yy'== o-

Or, s'il y a une enveloppe, deux des surfaces précédentes vien-

nent se confondre en chaque point de cette enveloppe, et elles j
admettent le même plan tangent que l'enveloppe. La condition

préci dente se réduit à la suivante :

qui est vérifiée en tons les f)oints de l'enveloppe et montre que

cette enveloppe doit être une développable isotrope.
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302. Revenons au système orthogonal formé par les cyclides. Il

faut remarquer d'abord qu'il possède une propriété qui n'existe

pas pour le système du second degré. La forme de l'équation (i)

subsiste quand on soumet les ai et X à une même substitution

linéaire.

Si l'on effectue, en effet, la substitution

I
mai-^ n . I mX -f- n

I
pat -+- q \

p\ -h q

on verra aisément, pourvu qu'on tienne compte de la relation iden-

tique entre les coordonnées, que la forme de l'équation (i) n'est

pas changée.

Celte remarque permet de simplifier beaucoup la discussion des

différents cas particuliers.

Commençons par examiner l'hypothèse où quatre des sphères

sont réelles, (S,), (S2),(S3),(S,) par exemple, la cinquième (S5)

ayant pour rayon une imaginaire pure. Alors tous les coefficients «/

seront réels. Si Ton fait la substitution

I

on pourra évidemment disposer de k et de t de manière que la

nouvelle valeur de a^ soit, relativement, la plus petite de loutes.

Nous pourrons donc toujours supposer l'ordre de grandeur suivant :

(4) «!> «2> «3> «l> «5.

Si cela était même nécessaire, on pourrait, en ajoutant une cons-

tante à X, rendre positifs tous ces coefficients.

Si nous prenons alors un point réel de l'espace, nous pourrons

supposer réelles les cinq quantités

0C\^ •'^2? ^3» *^'f 9 tÛOt^,

Et, par conséquent, si nous voulons obtenir celles des cyclides

représentées par l'équation (1) qui passent par le point considéré,

l'équation en X qui les déterminera aura ses trois racines réelles et

comprises respectivement entre a, et «a, entre a-i et «3, entre «3

el a^ . Comme dans les surfaces du second degré, nous aurons décom-

posé la famille unique représentée par l'équation (i) en trois

D. 3o
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autres familles distinctes, composées de surfaces qui se couperont

mutuellement à angle droit.

Passons au cas où deux sphères coordonnées sont imaginaires

conjuguées, par exemple (S^) et (S.;). Alors, pour un point réel,

;r,, Xo, ^3 sont réelles x^ elx^ imaginaires conjuguées. L'équation

prendra la forme

... x\ xl x\ (z-^iz,)^ {z-iz,Y

où l'oti peut supposer

«l> «2> «î-

Il y aura une racine A entre Ut et «2 "ne autre entre a^ et «3; la

troisième seia donc réelle et hors de l'intervalle {aiU^). Ici

encore, il existe trois familles nettement séparées.

303. Désignons par p, p,, pa les paramètres des trois familles

de cyclides que nous venons de séparer. Dans les deux cas que

nous avons examinés, on pourra supposer que l'on a

(6) «i> p > a2> Pi> a,,

et il est clair qu'en choisissant un multiplicateur convenable pour

lésa:/, on pourra toujours écrire l'identité

(X_p)(X-p,)(X-p,)
^Li X — ai (X— ai)(X — a2)(X — «3)(X — cii)0^ -~ ««)'

qui devra être vérifiée pour toutes les valeurs de X. Si l'on introduit

les notations suivantes :

, .
( Cp(w) = (« — P)(« — Pl)(« — ?2),

(
/(m) = (m — «!)(« — asX" — «3)(« - «^)(" -«»),

on aura

?(«/•) (a/— p)(a,— p,)(a,— pî)
(8) x}=^

f'{ai) fiai)

Commençons par envisager le cas où (Sj), (S2), (S3), (S*) sont

réelles. Les inégalités (4) nous montrent que les valeurs de a?,, arj,

X3, 374, iX'^ sont toutes réelles. Il y aura seize points réels corres-

pondants à un même système de valeurs de p, p,, pa, et ces seize
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points se déduiront de l'un d'eux parles inversions dont les sphères

principales sont les sphères coordonnées.

Supposons maintenant que (S^), (S5) soient imaginaires con-

juguées. D'après les inégalités (6), les carrés x-^, ôc*, ^l seront

de même signe. On pourra donc les ramener à être positifs, et les

coordonnées Xi, x^, x^ deviendront réelles; mais, comme les déter-

minations de Xji et de x^ doivent être choisies imaginaires con-

juguées, il n'y aura plus que huit points réels correspondants à un

mémo système de valeurs de p, p^, 02.

30i. Examinons maintenant les formes différentes que peuvent

prendre les cjciides dont se compose le système orthogonal.

Nous nous appuierons sur la remarque suivante, qui est à peu

près évidente. Supposons que nous voulions discuter l'une des

surfaces, celle qui correspond à une valeur donnée de p, par

exemple :

Sur cette surface, les paramètres p^ et p/ devront varier libre-

ment entre les limites qui leur sont assignées. Si, au cours de

cette variation, l'un ou l'autre peut prendre la valeur a^, la

coordonnée .r/j pourra s'annuler, et les deux régions de la cyclide

qui correspondront aux valeurs de signes contraires de ce radical,

c'est-à-dire qui sont inverses l'une de l'autre par rapporta (Sa),

viendront se raccorder le long de la courbe x/i= o, suivant laquelle

elhîs couperont à angle droit la sphère (S/i).

Ce point étant admis, examinons d'abord l'hypothèse où les

sphères (S, ), (Sa), (S3), (S^) sont réelles.

Remarquons d'abord qu'en aucun cas ^275 ne s'annulera. On

pourra donc lixer arbitrairement le signe du radical I / ^,
^ » par

exemple de telle manière que ix^ soit positive.

Pour les surfaces de la première famille, celles de paramètre 0, il

faudra faire varier pi entre «2 6t «3, 03 entre «3 et a.j. Donc le

premier radical Xf ne s'annulera pas. lî^t par suite, en lui donnant

successivement le signe -h et le signe — , on aura deux nappes

distinctes delà surface, inverses l'une de l'autre par rapport à (S|)

et séparées par cette sphère. Gomme x-i, x^, x^ peuvent s'annu-

ler, on voit, au contraire, .que ces deux nappes couperont les trois

autres sphères réelles.
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Ces conclusions s'appliquent avec les modifications convenables

à la troisième famille. Les cjclides qui la composent sont formées

de deux nappes qui sont séparées par la sphère (S^) et coupent à

angle droit les trois premières sphères. On pourrait le voir directe-

ment, mais il vaut mieux remarquer qu'il n'y a aucune distinction

essentielle à faire entre la première et la troisième famille, qu'on

peut échanger l'une dans l'autre par une substitution linéaire de la

forme
h

k — 1

Considérons maintenant les cyclides de paramètre O). Ici, p varie

de ttx à «2, pa de «3 à a^. Donc les radicaux :r), ^To, x^-, X;, peuvent

s'annuler, et les cjclides se composent d'une seule nappe rencon-

trant à angle droit les quatre sphères réelles.

Il est aisé de reconnaître et de discuter la forme des focales

communes aux trois familles. On sait que la focale (F/), située sur

la sphère (S^), s^obtienL en exprimant que deux des racines de

l'équation (i) (n" 300) deviennent égales à a/. On ne peut donc,

dans le cas actuel, obtenir de focale réelle que si et 0, devien-

nent égaux à «21 ou si pi et p2 deviennent égaux à «3. Il n*_y a donc

que deux focales réelles, l'une (F2) située sur (S2), l'autre (F3)

sur (S3). A cause de la symtitrie que nous avons constatée et qui

nous permet d'échanger (S,;, (S2J avec (S/,), (S3), tout ce que

nous dirons de (F2) pourra s'appliquer à (F3).

Or, la focale (F2) est définie par les équations

= V/«I — ?!

ai— «2

a-i — aI L€,;j — «2 .
—

où P2
varie enlie a-^ et «,. Puisque Xi ne s'annule pas, celte focale

se compose de deux traits, inverses l'un de l'autre par rapporta (S,).

Elle partage donc la sphère (S2) en trois régions, deux, que nous

dirons être à l'intérieur de (F2) et qui seront inverses, l'une de

l'autre, par rapport à (S|j; l'autre, que nous appellerons l'extérieur

de (Foj, qui sera à elle-même sa propre inverse relativement à (S))

el contiendra, par conséquent, le cercle d'intersection de (So) et

de (S,).
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En faisant l'échange indiqué, nous voyons que la focale (F.V) se

composera de deux traits et partagera la sphère (S3) en trois

régions; deux d'entre elles, que nous appellerons l'intérieur

de (F;,), seront inverses, l'une de l'autre, par rapport à (S/,);

la troisième, qui les sépare et que nous appellerons l'extérieur

de (F3), contiendra le cercle d'intersection de (S;t) et

de (S4), Les deux focales (Foj, (F3 j rencontrent, l'une et l'autre, le

cercle d'intersection de (83) et de (S3). Sur ce cercle, les quatre

sommets de l'une seront les fojers de l'aulre.

Cela posé, considérons successivement les trois familles de notre

système orthogonal, et d'abord les surfaces de paramètre p. Quand

est très voisin de «, , la coordonnée Xt est infiniment petite. Les

deux nappes de la cyclide séparées par (S,) sont très voisines de

cette sphère, qu'elles viennent recouvrir, l'une et l'autre, dans sa

totalité, quand p tend vers «,.

Si tend xersa-,, x-, diminue indéfiniment, et la cjclide vientse

confondre avec (So); mais elle ne la recouvre pas dans sa totalité.

La nappe de la cyclide qui est à l'intérieur de (S,) ne peut venir

s'appliquer que sur une région qui est à l'intérieur du cercle d'in-

tersection de (S,) et de (S:>); de même la nappe qui est à l'extérieur

-de (S,) ne peut venir s'appliquer (|ue sur une région à l'extérieur

de ce cercle. Donc, la cyclide de paramètre p vient se confondre

avec les deux régions séparées que nous avons appelées l'intérieur

de (F,).

Pour la raison de symétrie invoquée tout à l'heure, les surfaces

de paramètre p;> se composent de deux parties, inverses par rapport

à (S,), qui, après avoir recouvert (S,), viennent s'appliquer sur

les deux régions séparées que nous avons appelées l'intérieur

de (F:,).

Il nous reste à examiner la famille intermédiaire, composée des

surfaces de paramètre p,. Nous savons déjà que ces surfaces se

composent dune seule nappe. [*our p,, très voisin de a.2, cette

nappe est très voisine de (So) <l, couime elle coupe le cercle d'in-

terseclionde (S)) et de (S2), on voit qu'elle entoure en quelque

sorte la région que nous avons appelée l'extérieur de (Fj); puis,

quand pa tend vers «;,, elle vient s'appliquer sur la région de (S;t)

que nous avons appelée l'extérieur de (F3). Celte famille joué le

I
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même rôle que les hjperboloïdes à une nappe dans le syslème de>

quadrlques hoinofoeales.

Pour bien nous rendre compte de la disposilion des trois

familles, supposons qu'on ait. par une inversion, réduit les trois

sphères(Si), (S2),(S4) à des plans et que, en effectuant au besoin

une substitution linéaire, on fasse «5 =: oc. F^'équation du système

deviendra

(9)
4 x^ i.r- {U--

fïi — X ai— A

avec les conditions

y' \V-)^

(«3-X)R5

Alors les deux locales seront composées, la première (F;,) de?

deux branches de la courbe plane ayant pour équations

(10)
(t-^ R2)2

( «.{ — «2 ) R*

la seconde (F^j, des deux branches de la conique sphérique ayant

pour équations

du
ai — aj a-y — a^ «4 — a;.

= o, x^ -h y- -h z-— K'^ — o.

disposées comme le montre la figure ai).

I^es cyclidesde la première famille, composées de deux portions
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séparées par le plan des zy et symélriques par rapport à ce plan,

seront d'abord appliquées sur ce plan dans toute son étendue et

viendront se rabattre à l'intérieur des deux branches de la locale

plane.

La seconde famille sera composée de cyclides à une seule nappe,

recouvrant d'aboi d la partie du plan des xz qui est à l'extérieur

de la focale plane, puis venant s'appliquer sur la portion de la

sphère qui comprend le g-i\nid cercle >ilué dans le plan des xy et

qui est placée entre les deux branches de la (ionique sphérique.

F^nfin, la troisième famille se composera de cyclides à deux

nappes, (jui commenceront par recouvrir la sphère à l'intérieur de

la conique sphérique et viendront ensuite s'appliquer sur le plan

des a"jK dans toute son étendue.

D'après cela, les cyclides de la première et de la troisième famille

couperont l'une des focales en huit points, qui seront des ombilics

réels. Au contraire, les surfaces de la deuxième famille ne coupe-

ront au(;une des focales et n'auront pas d'ombilic réel; ce qui les

rapproche encore de la famille des hyperboloides à une nappe

homofocaux.

Ajoutons cette remarque, (jui s'appliquera aussi au cas suivant.

[jC plan de l'infini devant être assimilé à un point réel de coordon-

nées ./;<= —, il y aura, dans chacune des trois familles orthogo-

nales une cvclide, eL aneseale^ qui sera du troisième degré. L'équa-

tion i|(ii détermine ces cyclides particidières est

(i-^) V ' ' _

305. M nous reste à faire la discussion pour le cas où deux des

sphères coordonnées sont imaginaires conjuguées. Nous connais-

sons déjà les limites du paramètre pour chatpie famille. Nous savons

que p est compris entre a) et «j, que p, doit se trouver entre a^

et «3, que p., enfin est hors de l'inteivalle a, n^. Mais la possibilité

d'effectiier sur«,, a.,, «:,, X une même substitution linéaire nous

montre qu'en réalité // ny a lieu de faire aucune distinction

^géométrique entre les trois familles. Une substitution linéaire

les ramènerait sans peine l'une à l'autre. Celte remanjue éclairera

la discussion.
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Remarquons d'abord qu'il y aura ici trois focales réelles (F,),

(F^), (F-j), au lieu de deux. Mais en revanche, elles se composent

d'une seule branche.

Faisons, par exemple.

Pi = ?2= «3>

nous aurons

(.3) or, = (a,-a,)^/^^, .r,= (a,- a-,) ^J^Ill, ^3 = 0;

Xi et ./ ;, pourront s'annuler puisque p varie de a, à tij. Quant à x,,

.z's, ils devront être imaginaires conjugués pour les points réels.

Donc le signe de l'un des radicaux x.-,, x^ déterminera celui de

l'autre. Ainsi, chaque focale se composera d'une seule branche.

On peut faire une inversion de telle manière que les

splières(S,), (S^), (S») deviennent des plans, et alors l'équation

des cjclides homofocales prendra la forme suivante :

X — «1 X — a-i X — «3

(
37* -f- jK-+ -z-

—

hP'if jx"-^ y"--^ z--+- li-i)"^ = o,

oii il faut supposer a, et «5 imaginaires conjuguées.

Par une substitution linéaire réelle, on peut toujours amener «4

et «s à être respectivement égaux à + / et à — i; et l'équation

précédente peut s'écrire

/i2 X — «1 X — Ui
-^ X — aj

Si l'on pose

(.6) A2 Ltilifi == A, ,r-'-±^^^ = H, A.ilt^^^c,

es équations des trois focales sercmt

/ X = o, (y- -\- z^ )-— h'*— i.Cy--<r T-Yi z-= o,

(17) y = o, (x^-+- z^f— h^—i\ 3^-h-iCx*' = o,

[ z = o, (a7*-T-j^*)*— A^

—

-iïix--^- 2\y-= o,

où Ton aura
AB -H AG H- BC = h\
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Cette dernière relalion résulte immédiatement de ce fait que si

l'on pose

(18) ai=:lani;ai, rtî=tanga2. «s^tangas,

on a

(19) X = /i-co[(:t3— X.,), B = /j*cot(ai— a^). C = h- col{7.i — a,).

On [)eul toujours supposer que l'on a

^l< ^2< X3< '^1-+- ~.

I

ce qui permet de reconnaître (|ue les focales sont enchevêtrées

comme le montre la fij^ure 26, où nous avons représenté un qua-

drant de chacune d'elles.

Chacune des trois familles va de l'extérieur de l'une des focales

à l'intérieur de l'autre, ainsi que l'indiquent les traits pointillés.

Par conséquent, les c^-clidés de chaque famille coupent l'une des
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focales, et une seule, en quatre points réels, qui sont des

ombilics.

Un ras particulier mc-rite d'être signale. (Test relui où

l'on H

A == B = C.

\lors, les trois locales deviennent égales. Ce sont des ellij)ses de

Gassini pour lesquelles la tangente au sommet de la courbe qui ne

se trouve pas sur l'axe focal coupe cette courbe en (|uatre points

eonséculifs. I^es trois familles de cyclides orthogonales devien-

nent identiques ; elles se déduiront Tune de l'autre par tout

mouvement de rotation (|ui superposera à lui-même le trièdre Oûcyz

en amenant chacune de ses arêtes sur une arête difterente.

30(). Nous avons vu plus haut (n" 288) que toute cyclide admet

cinq séries doubles de sections circulaires, de telle manière que

les cercles appartenant à une série double soient normaux à une

des cinq sphères directrices. Si nous associons à la sphère {S/t) la

déférente (Qa), toutes les sphères (|ui auront leurs centres sur (Q^)
et couperont (S/^) à angle droit détermineront dans la cyclide

deux sections circulaires, normales à (S^). Si le centre de la sphère

s'éloigne à l'infini, elle se transforme en un plan passant par le

centre de (S^). Ou peut donc dire (jue les cercles appartenant à

une même série double ont leurs plans qui enveloppent un cône

(C/s) ayant pour sommet le centre de (SA^)et polaire réciproque de

la section de la déférente par le plan de l'infini. Nous avons déjà

remarqué (n" '269) (pie les cônes (G/t) sont homocjcliques et qu'ils

contiennent les quatre points où se raccordent, le long du cercle de

l'infini, les deux nappes de la cyclide qui passent par ce cercle.

Pour obtenir sous une forme simple les équations des sections

circulaires, on procédera comme il suit. Ecrivons l'équation des

cyclides homofocales

et profitons de la relation identique entre les coordonnées pour

éliminer l'une d'elles, par exemple X/,. Nous aurons

"iri {ai— akjxj
(20) 7 7^ T-rr = "•
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Posons, d'une inanirre générale,

rt(— «A
(/i) afk =

( 1 — a,) (X — a/,.)

et remarquons dès à présent que le symbole (7,/, donne naissance

aux idenlilés

[j'ëqualion (20) prendra la i'ornie

1
Supposons, par exemple, A' = i . Nous pourrons récrire romine

il suit :

a] 2 :rl — rt| , ar'z = «? ,
:rr— «j - ^|.

(>elle ('quiilioii peut être reiuplac*'-»' p;ir le système des deux sui-

vantes :

( «i-)^.2 — ''ai.r-; -jLiaii.Ti — ai>iX^) = (},

I fl( «1237.2 -+- a3i./:j) — «4 1 -ï^i -|- "^J 5 -''ô = <>i

ou par le suivant :

/ •/{ (I f.,.T.,-+- aji-r,-, ) H- «•, j.?*!— «15 ^"5 = o.

Ca's deux systèmes, lorstiiron v l'esarde a et v comnic <l<;> cons-
I ^ o t

tantes, représentent des cercles appartenant ;'i In siiiface ; et, comme
les éipiations ne coniK.'nneni pas j:^', , ces cercles sont ceux qui sont

ortli()<;onaii\ ù la sphère (S,). Deuv cercles appartenant au inême

système (a.'i j ou i j
j i ne se coupent pas ; mais les cercles apparte-

nant à deux systèmes difli-rcnts se coupent en deux points et sont

sur une même sphère. Par exemple, les deux cercles représentés

respecti\eineiit par les é(piations (a.H), (24) "^ont sur la sphère

définie [)ar lécpiation

-7- V ( a n 3"j -H nf
I r,

-r,-, )
-+- uv C a ,

,

:r., ; a-n j-.i ) = o

.

307. Utilisons cellr ih'tcrmination pour chercher coujbien il y
a, dans chaque cas, de x'-ries réelles de sections circulaires.
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La méthode que nous allons suivre est, exactement celle par

laquelle on déterminerait les génératrices rectilignes de la qua-

drique définie par l'équation

(25) ^aha;f = o,

i

où les Xi seraient regardées comme des coordonnées tétraédriques

ordinaires. Nous commencerons par envisager le cas où quatre

des sphères (S/) sont réelles. Alors, pour tout point réel de la

cjclide, .r,, j?,, ^3, ^i-, par exemple, seront réelles, et Xg sera une

imaginaire pure, que l'on pourra remplacer par iy-^. A tout

point réel de la cjclide correspondra un point réel de la qua-

drique (20). Et, par conséquent, à toute nappe réelle de la

cjclide, correspondra certainement toute une région réelle de la

quadrique (25).

D'après cela, si un cercle de la cjclide orthogonal à (S>t) est

réel, comme il ne peut élre représenté que par deux équations

où Xf( ne figurera pas et qui seront linéaires par rapport aux quatre

autres coordonnées :r/, il correspondra certainement à une géné-

ratrice réelle de la quadrlcpie (25). Et, réciproquement, si cette

quadrique est réglée, on pourra mener les deux génératrices recti-

lignt's qui passent par l'un quelconque M des points réels de cette

surface qui correspondent à des points réels de la cjclide. A ces

deux génératrices rectilignes correspondront deux cercles réels de

la cjclide. orthogonaux à (Sa) et passant par le point M' qui

correspond à M. Ainsi, pour savoir si l'une quelconque des séries

doubles de cercles est réelle, il suffira d'examiner si la quadriqtie

cori'espondanle (25) est réglée.

Pour qtje cette quadrique soit réglée, il faudra évidemment

que son Hessien soit positif (n" 203), c'esl-à-dire que l'on ail,

pour /i= 5,

(v.6) ''si ^lî^Iî^!» ^ f>,

et pour A^ ^ 5,

(^•7) «Il «1-2 ...«/;•, <o.

parce (|ue, dans celte dernière hypothèse, x^ reste dans l'équatiou

et doit être traitée comme une imaginaire pure.
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1^'inégalité (2.6) peut aussi s'écrire

et chacune des inégalités (i^ty) devient

Désignons par /'""^ série celle qui est formée de tous les cercles

normaux à (S,). En tenant compte des inégalités déjà rtablies

«1 > «2 > «3 > «4 > «:;,

on verra aisément que les conditions de réalité des diverses séries

s'expriment par les inégalités

X — r/, X — a-, X — a-i "a — fti X — «5

7iTr<'" 7âf>°' 7Tx7<°' 7Û7>''' 7ây>°'

la i'""" de ces inégalités s'appliquant à la «"""' série.

D'après cela, on peut former le Tableau suivant qui s'applique

aux trois familles de cyclides homofocales :

Sections Famille I. Famille II. Famille III.

circulaires. a.j<X<ar|. a^<C'^ <.a^. a^ < X < 03.

("série imaginaire réelle imaginaire

>/ série imaginaire imaginaire réelle

3' série , réelle imaginaiie imaginaire

r série imaginaire réelle imaginaire

5* série imaginaire réelle imaginaire

On voit que les cyclides à deux nappes, celles de la première et

de la troisième famille, admettent une seule série double de sec-

lions circidaires réelles, normales respectivement à (S^ j et à (Sa ).

(^uanl aux cyclides à une seide nappe, elles ont trois séries doubles

do sections circulaires réelles.

Ainsi, par un point d'une cjciide à deux nappes, passent seule-

ment deux cercles qui se coupent en un autre point. Au contraire,

par un point d'une cvclide à une seule nappe, passent six cercles,

dont chacun est coupé par l'un des cinq autres en un second point

et n'a, avec les quatn; qui restent, aucun autre point commun.
Remarquons que, si l'on envisage la série entière des cyclides
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homofocales, elle n'offre qu'une seule série de sections circulaires

réelles orthogonales à chaque sphère directrice.

308. Nous avons laissé de côté, dans ce qui précède, le cas où

deux des sphères coordonnées sont imaginaires conjuguées. Alors,

il ne peut être question que de trois séries de sections circulaires,

normales respectivement aux trois sphères réelles (Sj), (Sj), (S3).

Il faudra appliquer la méthode précédente en remplaçant 374, x^ par

des quantités imaginaires conjuguées j'i + «ya, jk» — fjKa. Si nous

adoptons les inégalités

du n" 302, nous serons conduits au Tableau suivant ;

Famille I. Famille II. Famille III.

1" série imaginaire réelle imaginaire

•i" série imaginaire imaginaire réelle

3* série réelle imaginaire imaginaire

Ce résultat confirme bien ce que nous avons dit de la similitude

du rôle des trois familles orthogonales. Il n'y a, sur chaque surface,

qu'une seule série de seclions circulaires réelles. Mais il est évi-

dent que les séries formées des cercles orthogonaux aux sphères

imaginaires (84) (S5) sont imaginaires conjuguées (').

309. C'est ici le lieu de faire une application nouvelle d'une

méthode, dont nous avons déjà dit quelques mots aux n°* il6

et 117. Les propriétés des sections circulaires de la cjclide

permettent de représenter cette surface sur le plan. En conservant

(') Dans un Mémoire sur le contact des courbes et des surfaces inséré en

1880 au Bulletin des Sciences mathématiques, 2* série, t. IV, p. 848, l'Auteur a

établi les théorèmes suivants :

Si, en un point simple d une sur/ace, il passe plus de dix cercles coupant la

sur/ace en cinq points consécutifs réunis en ce point, ce point simple est un
ombilic.

Il n'existe pas de surface admettant plus de dix séries de sections circu-

laires.

Si une surface admet dix séries de sections circulaires, c'est une cyclide.
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toutes les notations précédentes, envisageons les deux systèmes

et

/ [J.i Uti-r^ • (l3,X:i) -h «41^4-+- «16 3^5 =0

\ an Xi— ai,iX>, -h i-t' { a^xi — ast^s^^o,

/ !Ji'(a34ar3-+- rti2-^'î) -+- «4i^! -t- «si^", = o,

qui représentent, liin et l'autre, un cercle variable de la surface.

Ces deux cercles, qui sont orthogonaux à deux sphères différentes,

se coupent en un seul point; car si l'on associe leurs équations,

elles déterminent les rapports mutuels des cinq coordonnées xi.

On Irouve ainsi, p désignant un facteur de proportionnalité,

r par-j— 2<^/3ja54 {i.'(i -+-
fJi- ) -t- ^aigasv fji ("i — fji'-) — P ((ji, jji'),

Cio)) 0x3— 2ai5a42 |JL (r -+- [Jl'2) +- aasta,., ix'^i — jx^) = Q((ji, jz'),

(
,oa75 = a,2«34(« — ÎJt^)(' - a'*)— a:ij«42(i - f^-)(i ^H-'^'i^ R(fx,,fji')

el

j
?a41-^'l = — «42 [^' f (f^, 1^ j — «a4 p'Q(fA, [a'; — «54 H(fi.. </),

I pav,.r4 = — a, 2 jjl P(|x. jx') — a», ;x Q([x, [x') — a,-, R(îx, {jl').

( :i 1 )

Ces formules, qui donnent, pour les rapports mutuels des coor-

données Xi^ des fonctions rationnelles de p. et de jji', réalisent bien

ce que nous avons appelé la représentation de la cyclide sur le

plan. Les coordonnées cartésiennes d'un point de la surface seraient

des fonctions rationnelles de (jl, jjl', el il résulte de la méthode que

nous avons suivie que, si l'on considère [x, |x' comme les coordon-

nées d'un point dans le plan, à tout point de la c_yclide correspond

un seul point du plan, et à tout point du plan correspond généra-

lement un seul point de la cyclide.

Il résulte des formules (3o) et (3>) que toute fonction linéaire

des Xi (multipliée par p) sera de la forme

(i-i) A tji*u'*-t- [jl;x'(B jx -l-- G^i.') + ipîfjji, |x' ).

A, B, C désignant des constantes et ©2 une fonction du second

degré de jx et de [x'.

En d'autres termes, les sections de la cyclide par une sphère

quelcoiHjue sont représentées sur le plan par des courbes du qua-

trième ordre, (|ue l'on obtiendra on égalant à zéro des polynômes

de la forme (32), c'est-à-dire par des courbes du quatrième ordre
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ayant deux points doubles à l'infîni dans la direction des axes

coordonnés. Nous allons voir de plus que ces courbes passent,

par quatre points fixes du plan situés à distance finie.

Les cinq coordonnées xi sont, en effet, des fonctions linéaires

des polynômes P([j., |jl'), Q(jJt, (jl'), R([ji., jx'), et ces polynômes sont

les trois déterminants qu'on peut former avec la matrice

«12(1— H-') — «3l(l -T- I-t^) — 2rtis;JL

- «42(1 -4- ti.'2) «3^(1 _ ,j,.'2) — aasvjji'

Ils s'annulent donc pour le système de valeurs détermirjé par les

équations

«12(1— \iP') _ g.jiÇi -<-
f^^) __ «15.'^

«42(1-+- f^'*)
""

«34(1— !J>-"^)
~

«34 f''

Si l'on tient compte des identités (22), on résoudra aisément les

équations précédentes, et les valeurs de [x, jji' seront données par les

formules

/50, _ £«2S<Ï34— £'«42«53
,

e'^i^a;;;) Za<i^^a^x
\ii) fx , [i. = ,

OÙ £, s' désignent l'unité, prise avec le signe + ou le signe — . //

y a donc bien quatre points communs aux courbes planes qui

représentent les sections sphériques des cyclides.

310. Nous ne poursuivrons pas dans le détail cette étude de la

représentation plane des cyclides, nous nous contenterons de ren-

voyer le lecteur à deux Notes publiées par l'Auteur en 191 5 dans

les Comptes rendus (t. 160, avril et mai igiS, p. 53i et 675);
mais nous ferons remarquer que les calculs précédents mettent en

évidence un fait qu'il importe de signaler.

Deux géomètres, A. Clebsch et L. Cremona, ont tiré grand

parti, pour l'étude de plusieurs surfaces, de leur représentation

plane, quand cette représentation a pu être obtenue. On dit alors

que la surface e?,l rationnelle ou unicursale. Nous avons reconnu

à diverses reprises que les quadriques sont unicursales; il en est

de même des cyclides, nous venons de le démontrer. L'emploi de

l'homographie (n**263) nous perniet donc d'étendre ce résultat à la

surface cubique la plus générale et à la surface du quatrième ordre

à conique double, qui, elles aussi^ serontdes surfaces unicursales.
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Mais si l'usage de la représentation plane permet d'étudier, avec

succès, certaines propositions générales, il donne lieu à de réelles

difficultés, lorsqu'il s'agit de représenter sur le plan une surface qui

se compose de plusieurs nappes. Dans ce cas, la représentation

ne saurait être réelle. Car, si elle l'était, on pourrait réunir deux

points réels quelconques de la surface par une infinité de chemins

réels tracés sur la surface, ce qui est impossible lorsque la surface

ne se réduit pas à une nappe unique et lorsque l'on choisit les

deux points à réunir sur deux nappes distinctes.

Ainsi, les représentations planes que nous venons d'obtenir

pour les cyclides ne seront réelles dans aucun cas, si l'on considère

des cjclides à deux nappes. On pourra, au contraire, les obtenir

réelles si la cjclide se réduit à une seule nappe. En ellet, dans le

cas où quatre des sphères orthogonales sont réelles, nous avons vu

que toute cyclide à une nappe contient trois séries de sections

circulaires réelles. On choisira arbitrairement deux d'entre elles;

les valeurs correspondantes de jj., yJ seront réelles et la représen-

tation sera ainsi obtenue.

Si, au contraire, deu^ des cinq sphères orthogonales sont ima-

ginaires conjuguées, il y aura deux séries de sections circulaires

qui seront imaginaires conjuguées. Si on les choisit pour appliquer

la méthode, il faudra donner à tj. et à jjl' des valeurs imaginaires

conjuguées; de sorte que les formules (3o), (3i) donneront une

représentation réelle lorsque l'on y effectuera la substitution

V et v' étant réelles.

D. 3,



CHAPITRE Vil.

UN MODE DE TRANSFORMATION DE L'ESPACE

QUI SE PRÉSENTE DANS L'ÉTUDE DES CYCLIDES.

Des sui-faces que Moutard nommait anallagmatiques. — Modes de génération de

ces surfaces donnes par Moutard ti\Laguerre. — On peut leur rattacher une

transformation ponctuelle de l'espace, envisagée par l'Auteur dès i865. — Cette

transformation est la plus générale de celles qui font correspondre à tout plan une

sphère. — Ses principales propriétés; elle n'est pas birationnelle et fait corres-

pondre à toute figure du premier espace une figure anallagmatique du second.

— Applications à la théorie descyclides. — La transformation permet de subs-

tituer à la Géométrie Cayleyennc une géométrie nouvelle, dans laquelle les

géodésiques ne sont plus des droites, mais des cercles orthogonaux à une sphère

fixe (S) et dans laquelle les angles se mesurent comme en Géométrie Eucli-

dienne. — Comment, dans le plan, tous les résultats précédents pourraient être

déduits de quelques considérations géométriques. — Quand on transforme par

une inversion la sphère (S) en un plan, on obtient une géométrie qui a été

utilisée par Poincaré dans ses admirables travaux sur les fonctions fuch-

siennes.

311. La théorie des cyclides a son point de départ dans deux

Communications présentées le même jour (i'^'" août i864) à

l'Académie des Sciences par Moutard et par l'Auteur ('). Les beaux

résultats obtenus par Moutard reposaient sur la considération de

ce qu'il appelait les surfaces anallagmatiques^ c'est-à-dire les

surfaces qui se reproduisent elles-mêmes quand on les soumet à

une inversion convenablement choisie. Moutard a démontré, nous

l'avons vu (n** 270) que ces surfaces peuvent être définies comme

enveloppes d'une famille de sphères dont les centres décrivent

une courbe ou une surface, que nous avons appelée la déférente,

tandis qu'elles coupent à angle droit une sphère fixe, qui est la

sphère principale de l'inversion et que nous avons nommée la

(* ) G. Dauboux, Remarques sur la théorie des surfaces orthogonales {Comptes

rendus, t. 59, p. a.'io).— Moutard, Lignes de courbure d'une classe de surfaces

du quatrième ordre, même tome, p. 243 ; voir aussi des Observations de .I.-A.

Serret, présentées à la séance du 8 août, même tome, p. 269.
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sphère directrice. Et il a fait connaître les propriétés des cyclides

qui résultent de ce mode de génération.

Lagueire a montré ensuite que le mode de génération des anal-

lagmatiques peut être remplacé par le suivant. On prend les deux

sphères de rayon nul qui passent par l'intersection de la sphère

directrice et d'un plan tangent variable à la déférente. Les centres

de ces sphères décrivent l'anallagmatique cherchée.

Voici comment on peut rattacher ce résultat au mode de géné-

ration proposé par Moutard.

Soient (S) la sphère directrice, (D) la déférente. Si l'on construit,

suivant le mode proposé par Moutard, la sphère variable (S) ayant

son centre en un point m de la déférente, il faudra, pour obtenir

l'anallagmatique, déterminer les points de contact M, M' de cette

sphère avec son enveloppe. Or, si l'on adjoint à (S) les sphères (il')

qui ont leurs centres en des points m' de la déférente voisins de m,

il est clair que leur axe radical ira toujours passer par le centre O
de la sphère (S), qui a même puissance par rapport à chacune

d'elles. A la limite, quand les points m' seront venus se confondre

avec le point m, cet axe radical deviendra la corde de contact

de (S) avec son enveloppe. Pour l'obtenir, il suffira donc

d'abaisser, du centre O de (S), une perpendiculaire sur le plan

tangent en m à la déférente. Cette perpendiculaire coupera la

sphère variable (!') aux deux points M, M' cherchés, qui sont

évidemment inverses l'un de l'autre par rapport à la sphère direc-

trice, et qui seront placés symétriquement par rapport au

plan (P) tangent en m à la déférente. Telle est la construction de

Moutard.

Dans notre définition de l'inversion, nous avons remarqué

(n"!232) que les deux points M, M' peuvent être considérés comme
les centres de deux sphères de rayon nul qui se coupent suivant

un cercle situé sur la sphère princi|iale de l'inversion. Ici, le plan

de ce cercle ne peut être que le plan (P) tangent à la déférente.

D'où résulte la proposition de Lagnerre :

L'anallaginalique est le lieu des centres des sphères de rayon
nul qui passent par l'intersection de la sphère directrice et des

plans tangents à la déférente.

Et Ton voit ainsi que les points réels de l'anallagmatique ne
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peuvent correspondre qu'à ceux des plans langenls réels de la

déférente qui ne renconlrenl pas la sphère directrice.

312. Dès 1 865, l'Auteur avait fait connaîlre un mode de transfor-

mation des figures dans l'espace (<) qui comprend les résultats

précédents et permet de les étendre notablement, comme on le

verra.

Celte transformation, qui est ponctuelle^ peut être définie,

quand on choisit des axes rectangulaires convenables, par les

formules suivantes :

X Y Z 2R2
(0

jc y z ^ï-+-72-h5-''-i- R2

où R- peut être pris avec les deux signes.

Avant de l'étudier, nous allons démontrer sa propriété caracté-

ristique. Si on la fait précéder d'une transformation homogra-

phique, on obtient la transformation ponctuelle la plus générale

qui fasse correspondre à tout plan une sphère.

Cherchons, en effet, une telle transformation.A trois plans passant

par un point M de la première figure, elle fait correspondre trois

sphères de la seconde, se coupant en deux points. Donc, à un

point M de la première figure correspondent deux points de la

seconde. A deux plans passant par une droite de la première figure,

elle fait correspondre deux sphères de la seconde; et, par suite,

l'homologue d'une droite de la figure ne peut être qu'un cercle de

la seconde.

Il suit de là que si, à deux plans (P) et (P')de la première figure,

représentés respectivement parles équations

p=:o, P'=o,

correspondent deux sphères représentées par les équations

(') Recherches sur les surfaces orthogonales (Annales de l'École Normale,

t. II, i" série, p. Cg). Pour plus de détails, on pourra consuller le Mémoire Sur

une classe remarquable de courbes et de surfaces algébriques et les Leçons sur

la théorie des surfaces de l'Auteur, 3' Partie, p. 492 et suiv.
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au plan défini par l'équation

P -+- X P' = o

correspondra nécessairement une sphère définie par l'équation

S -+- (Ji2'=o.

De là résulte évidemment que, si à quatre plans représentés par

les équations

P = o, P' = o, P'^o, P'"=o,

correspondent quatre sphères représentées par les équations

i'i) 2 = 0, S'=o, S'^o, S'"=o,

au plan représenté par l'équation

(3) XP + X'P'-f-X''P'-+-X"'P'"=o

correspondra une sphère définie par l'équation

(4) fxS-4-|ji'i:'-4- j/x'^ |ji'"s'"=o.

Si donc on introduit la transformation auxiliaire définie par les

formules

(5) -X. = 2, V = S', Z^zS', T = i:"',

on voit que la transformation cherchée résultera de la composition

des deux suivantes : l'une qui transformera tous les plans définis

par l'équation (3) dans les plans définis par l'équation

fxX-i-[ji'Y-+-[ji''Z4-fJL"'T = o

et qui, d'après ce que nous avons vu (Livre I, Chapitre II), sera

nécessairement une transformation horaographique ; l'autre qui

sera définie par les formides (5) et que nous allons étudier.

En général, les sphères définies par les équations (2) ne passent

pas par un même point fixe; mais elles sont orthogonales à une

sphère (S). En prenant pour origine le centre de cette sphère, on

peut ramener tous les polynômes ï à la forme

a(ar*-t- J---I- z*-|- R'/') -h ibxt -^ xcy t-^ j.dzt,

en sorte qu'une nouvelle transformation homographique nous
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permet de réduire les formules (5) aux suivantes :

(6) X = 2R2a7^ \ = iK^yt, Z = iR^zt, T = x"^ -h y^ -^ z^ -\- R^ t*

,

évidemment identiques, aux notations près, à celles que nous avons

données plus haut.

Si la sphère (S) se réduit à un plan, une inversion faite sur la

seconde figure nous ramènera au cas précédent.

Si elle se réduisait à un point, une inversion analogue nous

ramènerait à une simple homographie.

313. Après ces remarques préliminaires sur notre transfor-

mation, étudions les formules (i) ou (6) qui la définissent. Leur

interprétation géométrique est très simple. Désignons, comme pré-

cédemment, par (S) la sphère dont l'équation est

A. tout point m (a?, y, :;) de la seconde figure, les formules font cor-

respondre le point M(X, Y, Z) de la première (|ui est le pôle, par

rapport à (S), du plan radical de cette sphère et de la sphère de

rayon nul ayant pour centre le point m. Par suite, à tout point

M(X, Y, Z) de la première figure, la transformation fait corres-

pondre les deux points m, m' de la seconde qui sont les centres

des sphères de rayon nul passant par l'intersection de la sphère

fixe (S) et du plan polaire du point M par rapport à celte sphère.

Ainsi, la transformation n'est pas birationne lie; à un point M,

elle fait correspondre deux points m. C'est ce (pie montrent, d'ail-

leurs, les formules (i), qui peuvent être rf'-solues par rapport

k oc, y^ z et nous donnent

(^)
;r_y_^_R_ R(R=pQ)
X Y Z R±i> \i^Y2-+-Z2'

OÙ l'on a posé

/ 372 , y'i _i_ 2-2 R2\2
(8) «2-2= R2( ^,

, ,
^) =R-^-X2-Y2-Zî.

'
\x'^ -h y- -i-

z'^
-T- \\-

/

Sous forme homogène, ces formules pourraient être écrites

(y) :f=RX, j=RY, z^RZ, /= RT±v/R-^Ts— \2— Y2 — Z2
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Examinons maintenant les conséquences de ces diverses rela-

tions et de la définition géométrique.

Quel que soit le point m de la seconde figure, pourvu qu'il ne

soit pas sur le cercle de l'infini, le point correspondant M de la

première figure est pleinement {déterminé. Les deux points m
et M ne peuvent coïncider que si m est sur (S), ou bien au centre

Si le point în est sur le cercle de l'infini, les formules (9), qui

peuvent aussi s'écrire, en changeant le facteur de proportionnalité,

nous montrent que le point M peut occuper toutes les positions

sur la droite qui joint le point m au centre de (S), puisqu'on peut

attribuer telle valeur cpie l'on veut au quotient

Au point M correspondent généralement deux points m distincts.

Ces deux points ne coïncident que si M est sur la sphère (S). Pour

qu'ils deviennent indéterminés, il faut que l'on ait

X = o, Y = o, Z = o, R=dz\/û;

c'est-à-dire que le point M coïncide avec le centre de (S). Alors,

à ce centre, considéré comme appartenant à la première figure,

correspondent dans la seconde, d'après les formules (7), et ce point

lui-même, et tous les jioints à l'infini.

314. Les deux points m, m' étant inverses l'un de l'autre par

rapport à (S), à toute figure du premier espace correspond

une figure du second qui est anallagmatique ^ dans Vinver-

sion dont{^) est la sphère principale.

Considérons, par exemple, une surface algébricpic dont l'équa-

tion sera

Oi{\, Y, Z)-+-cp,+,(X, Y, Z)+...-^cp„(X, Y, Z^ = o,

(p;t(X, Y, Zj désignant une fonction homogène de degré /*

de X, Y, Z.

il lui correspondra, dans le second espace, la surface anallagma-
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tique ayanl pour ('q nation

-+- 2 R2 0/+, (.-P, y, Z)(X'^ -4-JK^ -hZ^-h R2)«-'-l _H...-H (2R2)« '(p„(a7, j, z) = o.

L'examen de celte équation conduit à la conséquence suivante :

A toute sur/ace d'ordre n du premier espace^ ayant le centre

de (S) pour point multiple d'ordre i, correspond une anal-

lagmatique d'ordre in — i, qui admet le cercle de Vinfini

comme ligne multiple d'ordre n — /, le centre de (S) comme
point multiple d'ordre i, et qui a, en ce point, les mêmes tan-

gentes que la sur/ace proposée.

Exemples :

Un plan passant par le centre de (S) se correspond à lui-

même.

Un plan quelconque de la première figure a pour homologue

une sphère passant par son intersection avec (S) et orthogonale

à (S).

Une quadrique ne passant pas par le centre de (S) a pour homo-
logue dans la seconde figure unecjclide du quatrième ordre, anal-

lagmatique par rapport à (S).

Si la quadrique passe par le centre de (S), il lui correspond une

cjclide du troisième ordre, admettant, au centre de (S), le même
plan tangent que la quadrique.

De même, à une courbe d'ordre n passant i fois par le centre

de (S), correspond une courbe anallagmatique d'ordre in — i

coupant le cercle de l'infini en i{n — i) points. On le verra aisé-

ment en se rappelant qu'à tout point de la première figure, situé

sur le cône

correspond, dans la seconde, un point situé sur le cercle de

l'infini.

A une droite correspond un cercle orthogonal à (S) et rencon-

trant (S) aux mêmes points que la droite.

Puisque à une quadrique correspond une c}'clide, et à un plan une

sphère ou un plan, à toute conique correspond une section plane

ou sphérique d'une cjclide.
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3Io. Quelquefois l'anallagmalique se décompose. Supposons,

par exemple, que la surface du premier espace soil inscrite dans (S)

et que son équation puisse êlie mise sous la forme

P2(X, y, Z) + (X'-'-hYî-4-Z2— Rî)Q2(X, Y, Z) = o.

En tenant compte de la relation (8), l'équation précédente se

décomposera et nous donnera les deux surfaces qui ont pour

équations

/ aR^a- 2R^r ___Jiil!5___\

= ± R
a:2 -+- _^« -f- Z* -f- R2

/ 2R-^:r iR^-y i R^

z

\

elles sont inverses l'une de l'autre par rapport à (S) et la coupent

suivant la courbe définie par l'équation

P(a:, y, z) = o.

Plus généralement, quand la surface ou la courbe du premier

espace est tangente à (S) en un point, ce point devient un point

double de Panallagmatique correspondante

.

Considérons d'abord une surface, et supposons que, par un

changement d'axes, on ait ramené le point considéré à être défini

par les équations

X = Y = Z — R = o.

L'équation de la surface sera

Z-R=.ç,(X, Y)-t-cp,(X. Y)+...,

'spa, C53 désignant des fonctions homogènes de X, Y. D'après les

formules (i), l'équation de l'anallagmalique correspondante pourra

s'écrire

Elle admettra évidemment un point double, pour lequel l'équation
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(lu cône des tang^entes sera

Ce cône aura pour axes principaux le rayon de la sphère (S) et

les deux langentes principales de la surface donnée dans le pre-

mier espace.

Un calcul analogue peut êlre fait pour une courbe tangente à la

sphère en un point. Par un choix convenable des axes, on peut

ramener les équations de celte courbe aux formes suivantes :

Z — R = aX24-6X3-t-..., Y = «'.V^ 6'X3+ . . ,,

ce qui donne, pour la transformée,

— «p y ( ^ — K )' = —-

X- -h y- -+ z'^ -h R-

y(x^-^y^-^z^-r- R2) = la'R^x^--^

On peut déduire de là les développements de y el de z. On
trouve ainsi

y = a'x--h .

.

.,

{z— R)2= (_i — oaR)a724-...,

d'où l'on déduit

z — R = dr :r \/
— i — 2 a R -r- . . .

.

Ces formules définissent bien un point double de la courbe.

316. Comme application, considérons la cjclide qui correspond

à une quadrique (Q) du premier espace, et cherchons à définir

les courbes de (Qj auxquelles correspondent les sections circu-

laires de la cyclide.

Il y a d'abord les génératrices de (Q) auxquelles correspondent,

nous l'avons déjà remarqué, des cercles normaux à (S). Ainsi nous

obtenons les sections circulaires correspondantes à la sphère direc-

trice qui est associée à (Q).
Considérons maintenant les sections planes de (Q). Comme à

un plan correspond un plan ou une sphère, il leur correspond, dans

la seconde figure, les sections planes ou sphériques de la cyclide.

Ces sections se décomposeront en deux cercles toutes les fois

qu'elles auront deux points doubles. C'est ce qui arrivera si la sec-

tion plane de(Q) est doublement tangente à (S); car alors la
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courbe correspondante de la cyclide aura deux points doubles

sur (S) et se décomposera en deux cercles, inverses l'un de l'autre

par rapport à (S).

Pour que la section plane de (Q) soit doublement tangente à (S),

il faut et il suffît, comme on sait, que son plan enveloppe un des cônes

qui passent par l'inlerseclion de (Q) et de (S). Comme il y a ({uatre

cônes, nous trouvons ainsi les quatre séries qui nous manquaient.

On verra aisément que les sphères directrices relatives à ces dilTé-

rents modes sont celles qui ont pour centres les sommels des

cônes et sont orlhogonales à (S).

317. Nous ne reviendrons pas sur notre théorie des cjclides;

mais nous poursuivrons l'étude de la iransformation précédente eu

établissant les relations très simples qui existent entre les plans

tangents ou le^ tangentes aux points correspondants.

Soient M, M, deux points de la |)remière figure, auxquels cor-

respondent, dans la seconde (igure, deux couples m, m' et /;/,, ni\.

r^a droite MM, de la première figure a pour homologue dans la

seconde le cercle (G), qui est orthogonal à (S) et passe par les

points d'intersection de (S) et de MM,. Ce cercle (C) contient donc

les couples m, m' et m,, m',. Comme les droites mm', m\m\ se

coupent au centre O de (S), le point d'intersection de /«/?i, et

de m' m\ se trouve sur la polaire de O par ra|)port à (C), |)olaire

qui est la droite MM,.
Si le point M décrit une courbe du premier espace, à laquelle

correspondent les courbes du second espace décrites par les

points w, m', on voit que les droites concourantes MM,, mm^,
m' m\ sont trois cordes correspondantes des trois courbes. En
supposant que le point M, se rapproche du point M et en passant

à la limite, on a le résultat suivant :

Les tangentes en M, m, m' aux trois courbes correspondantes

se coupent en un même point.

Comme les courbes décrites par m, m' sont inverses l'une de

l'autre, leurs tangentes concourent en un point du plan perpendi-

culaire sur le milieu de mm'
,
plan dont le pôle est le point M. On

peut donc ajoiiicr le complément suivant i~i la proposition précé-

dente :
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Le point de concours des tangentes en M, m, m' est placé dans
le plan polaire de M par rapport à (S).

Appliquant cette proposition à toutes les courbes passant par

un point d'une surface, on obtient le théorème suivant :

Si le point M décrit une surface^ le plan tangent en M. à

cette surface va couper le plan polaire de M par rapport à (S)

suivant une droite par laquelle passent aussi les plans tangents

en //j, m' aux deux surfaces décrites par les points ni, ni', homo-
logues de M.

Ces relations ne sont pas les seules que nous ayons à signaler

relativement aux tangentes et aux plans tai)genls. Pour en obtenir

de plus complètes, nous nous appuierons sur la propriété suivante

de la transformation :

Si M est un point du premier espace, toute sphère passant par

les points correspondants m, m' du second espace aura son centre

dans le plan polaire de M par rapport à (S) et sera orthogonale

à (S). Inversement, toute sphère ayant son centre dans ce plan

polaire et orthogonale à (S) passera par les deux points m, ni'.

Il suit delà : i° que si nous considérons, dans le premier espace,

deux points M, M, auxquels correspondent respectivement, dans

le second espace, les couples m, m'; nif, m',, toute sphère ortho-

gonale à (S) et ayant son centre sur la droite polaire de MM, par

rapport à (S) contiendra les quatre points m, m', mi, m'^
;
que si

nous considérons, dans le premier espace, trois points M, M,, M2
auxtpiels corresponder)t dans le second espace les couples m, m']

m,, m\ ; ma, m'^, la sphère qui aura son centre au pôle par rapport

à (S) du plan MM, Mo et sera orthogonale à (S) contiendra les six

points ni, ni' , nit, ni\, ni-^, ni'^. JNous allons appliquer ces proposi-

tions générales aux cas où les points se rapprochent indéfiniment.

Supposons d'abord que le point M décrive une courbe (C) à

laquelle correspondra une courbe anallagmalique (c) décrite par

les points /??, m' homologues de M. En considérant un point M,

voisin de M, on obtient la proposition suivante :

Les sphères orthogonales à (S) et ayant leurs centres sur la

polaire d de la tangente à (C) en M se coupent suivant un

cercle cjui est tangent en m, m' à la courbe (c).
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Nous savons, en effet, que les tangentes à (c) en m, m' et la tan-

gente à (C) en M \onl concourir en un point P, situé dans le plan

polaire de m par rapport à (S).

Si nous considérons maintenant trois points infiniment, voisins,

nous obtenons le résultat suivant :

La polaire par rapport à (S) de la tangente en M à la

courbe (C) enveloppe une courbe (C) lieu du pôle du plan

osculaieur à (C). La sphère orthogonale à (S) et ayant son

centre en ce pôle contient les cercles osculateurs en m, m' à la

courbe (c). Pour déterminer ces cercles osculateurs^ il suffit

de remarquer que les plans osculateurs en w, m' doivent con-

tenir la tangente à la courbe décrite par le point de concours

des tangentes à (c) en ces points. Ce point de concours, nous

favons vu, est celui où la tangente en M à la courbe (G) vient

couper le plan polaire de M par rapport « (S).

Supposons mainlenanl que le point M décrive une surface. Alors,

en considérant les points infiniment voisins de M, on sera conduit

à la construction suivante :

La sphère tangente en m, m' à Vanallagmatique décrite

par ces points, sphère qui est nécessairement orthogonale à (S),

a pour centre le pôle du plan tangent en M à la surface décrite

par ce point.

En d'autres termes, la déférente de Vanallagmatique est la

polaire réciproque, par rapport 'à (S), de la surface décrite

par le point M.

318. Dans ce qui va suivre, et pour plus de netteté, nous suppo-

serons que la sphère (S) ait son ravon réel. R- sera donc positif et

il ne pourra correspondre à M de points réels m, m' que si M est à

l'intérieur de (S). Cela est évident d'après la construction géomé-

trif|ue et résulte d'ailleurs des formules ['j). Nous désignerons

par m et nous considérerons presque exclusivement celui des deux

points m, m' qui se trouve à l'intérieur de (S).

Nous avons déjà vu (n" 96) qu'étant donnée une conique

<|uelconque et deux de ses tangentes OP, OQ {fig. 27), le rapport

anharmonique de deux points M, M, pris arbitrairement sur la corde
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de contact et des points P, Q est lié au rapport anharmonique des

quatre points m, /?2j, P, Q sur la conique (m, m, désignant

deux des points où les droites OM, OM, rencontrent la conique)

par la relation très simple

c!R(lM, M,, P, Q) = S{Hm, m,, P, Q).

Si les points M, M, se trouvent entre P et Q et si les points m
et m, sont d'un même côté par rapport à PQ, les deux rapports

anharmoniques qui figurent dans la relatior) précédente seront

tous deux positifs et l'on pourra écrire

(10) logcftCM, M,, P, Q) = 2log<.l(m, m,, P, Q).

Appliquons cette relation à notre transformation et supposons

que M, M| désignent deux points du premier espace situés, comme
nous l'avons supposé, à l'intérieur de (S). Alors, la droite MM,
coupera la sphère (S) en deux points P et Q; elle aura pour

homologue le cercle qui, passant en P et Q, est orthogonal à (S)

et admet par suite pour tangentes les rayons OP, OQ de (S). Les

points m, m, seront ceux qui, situés à l'intérieur'de (S), corres-

pondent à M, M,. Interprétons la relation précédente.

Supposons que, dans le premier espace, nous définissions les

distances suivant les méthodes de la Géométrie Caylejenne, en pre-

nant pour absolu la sphère (S) et déterminant la distance de deux

points M, M) par l'expression

(H) ^d{M, iVI,) = logc'i\(M„ M,P, Q).

On voit qu'en évaluant, dans le second espace, la distance de

deux points par la formule

(12) -^d(m, m, ) = logc'fl(mi, m, P, Q),

la distance de deux [)oinls quelconques du premier espace sera

égale à celle des points correspondants dans le second.

Nous n'avons pas besoin de revenir sur la signification de la

formule (i i). Le rapport anharmonique qui figure dans le second

membre est celui des deux points M,, M et |des deux points P

et Q où la droite MM| rencontre la sphère (S); ce rapport est réel

et positif.
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La formule (12), au contraire, appelle quelques explications.

Quand on aura choisi arbitrairement, à l'intérieur de (S), les

points m, m,, voici comment on obtiendra les points P et Q. Il faudra

faire passer par /n, m< le cercle, parfaitement défini, qui est ortho-

gonal à (S); les points PetQ seront ceux où ce cercle rencontrera

la sphère (S) {fig. 27).
Fis. -il.

Ainsi, dans la Géométrie qui correspond à la formule [ii)^

pour obtenir la dislance de deux points m, m,, on construira

le cercle orthogonal à (S) qui contient ces deux points; il cou-

pera (S) aux deux points P, Q, et la distance mmt sera alors

dé/inie par la formule (12), qui deviendra ainsi tout à fait

indépendante de la transformation

.

319. Celte distance peut être obtenue par un calcul direct. On a

sur le cercle

A{niu m, P, Q)
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ce qui permet d'écrire

- tl[mrn, nii V.mQ

/«i Q./n P

Si l'on utilise la relation de Ptolémée

mmj . l'Q = miP./nQ — m, Q.m H,

il viendra

'xmm\ PQ

\ m P.m Q./n) P./?ii Q
Gomme on a

m\>. wQ _ m, p. m,Q PQ

1

on trouvera

2 2 ,> K
0/n R2_0m, -'^

(.3) ^7K_^-?7r_ -^^^'«1

yR2_0m' \/r2--0oti

On peutohtenirun résullatéquivalent en utilisant la relation (10).

Nous avons vu (n° 182) que, si l'on prend pour absolu la sphère (S),

la distance d des deux points M, M, , de coordonnées X, Y, Z ; X,

,

Y,, Z,, est donnée par la formule

^ -J H2_xx,— YY,— ZZ,

v/R2 — X2— Y^— Z2 \/R2_ X-^— \\ — Z\

Si nous remplaçons les coordonnées des points M, M, en fonc-

tion de celles j:, j^ 2; a?i, j^,, s,, qui conviennent aux points

correspondants m, m,, un calcul facile nous conduira à la

relation

^^
\ 2R / (R2_a72—J2_^2)(R2__^2_^2_^2)'

qui ne diffère que par les notations de la formule (r3).

320. Après avoir examiné les dislances, voyons ce qui concerne

les atigles.

Soient M un point du premier espace et M/, M^' les tangentes à

deux courbes qui se croisent en ce point. Elles vont couper le plan

polaire de M par rapport à (S) en deux points a, a', et nous savons



TRANSFORMATION DE l'eSPACE ET ÉTUDE DES CYCLIDES. 497

que les tangentes aux courbes correspondantes de la seconde

figure, menées au point m qui est l'homologue de M, dans le

second espace, iront couper le plan polaire de M aux mêmes
points a, a' que les tangentes en M. Gela suffira pour établir la

relation cherchée.

Soient P et Q les deux points où la droite aa' rencontre la

sphère (S). Les droites MP, MQ sont tangentes en Pet Q à la sphère;

et les droites mP, mQ sont isotropes. D'après la définition

de l'angle que nous avons donnée dans la Géométrie Gayleyenne,

l'angle par rapport à (S) des deux courbes qui se croisent en M
est égal à

i-.log^(a', a, P, Q).

D'autre part, ma, ma' sont les tangentes aux deux courbes de la

seconde figure qui se croisent en m; et comme mP, mQ sont des

droites isotropes, l'expression précédente définit également Vangle

Euclidien des deux tangentes /wa, ma.'

.

Ainsi notre transforrhation conserve les angles; d'une manière

plus précise, elle fait correspondre à Vangle Cayleyen de deux
courbes^ évalué par rapport à (S), un angle Euclidien égal

des deux courbes qui leur correspondent dans le second espace.

321. Ge lésultat fondamental peut être aussi obtenu par la

considération des éléments linéaires dans les deux espaces.

Dans le premier, l'élément linéaire sera donné par la formule

(n« 182)

^ ^_ (R2-X2_Y2— Z-^)(rfX^-^t/Y2+ </Z2)-t-(X^X -+-¥«:/¥ -4-Z^/Z)2
'''^

R2 - (R2_X2— Y2— Z2j2

et, dans le second, par la suivante, qui se déduit immédiatement

de l'équation (\/\)

R2 + (R2_a:2_^jj_^2)2

en sorte que le second membre de l'équation précédente est la

transformée du second membre de l'équation (i5).

Or nous avons, au n° 199, défini l'angle de deux directions par

rapport à une forme quadratique, et nous avons remarqué que cet

D. 32
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angle était un invariant, c'est-à-dire qu'il subsistait lorsqu'on

effectuait une substitution ^we/co/î^we sur Jes variables dont dépend

la forme. D'après cela, l'angle sera le même quand on l'évaluera

avec l'une ou l'autre des deux formes (i5), (i6). Or, dans le

premier cas, nous l'avons vu, cet angle sera celui que l'on obtient

dans la Géométrie Gaylejenne, en prenant pour absolu la

sphère (S) définie par l'équation

Dans le second cas, il sera le même (n° 199) que si l'on réduisait

la forme (i6) à l'expression plus simple

dx'^+ dy'^ -i- dz-

^

c'est-à-dire, ce sera l'angle tel qu'on le définit dans un espace

Euclidien. L'égalité de ces deux angles est donc ainsi établie de

nouveau.

322. Parmi les conséquences de cette proposition, nous nous

attacherons d'abord à la suivanie.

Supposons que, dans le premier espace, celui où les relations

sont régies par la Géométrie Gajlejenne, les plans tangents à deux

surfaces qui passent en un point, ou les tangentes à deux courbes

qui se croisent en un point, soient perpendiculaires, c'est-à-dire

soient conjugués par rapport à la sphère (S); dans le second

espace, les surfaces ou les courbes correspondantes seront ortho-

gonales, dans le sens Euclidien.

Si, par exemple, dans le premier esj)ace, on a trois familles de

surfaces telles que les plans tangents aux surfaces des trois familles

qui passent en un point quelconque de l'espace soient conjugués

par rapport à la sphère (S), il correspondra, dans le second espace,

à ces trois familles trois autres familles qui constitueront un svs-

tème triple orthogonal, au sens ordinaire du mot.

La théorie des surfaces du second degré nous conduit à une

belle application de cette proposition générale.

Considérons le faisceau des quadriques qui passent par la courbe

d'intersection de deux surfaces données du second degré. Cette

courbe d'intersection étant du quatrième ordre, toutes les surfaces

qui composent ce faisceau ponctuel sont coupées par un plan
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quelconque (P) suivant des coniques ayant quatre points com-

muns. Si donc on veut chercher les quadriques du faisceau qui

sont tangentes au plan (P) et qui, par suite, sont coupées par ce

plan suivant deux droites, on reconnaît immédiatement qu'elles

sont au nombre de trois, et que leurs points de contact sont les

centres des trois couples de droites qui passent par les quatre points

situés dans le plan (P) de la courbe d'intersection commune à

toutes les quadriques du faisceau. Ces trois centres sont les som-

mets d'un triangle conjugué commun à toutes les quadriques du

faisceau; ils seront donc nécessairement réels si leur plan coupe la

biquadratique commune à toutes les surfaces du faisceau en quatre

points réels, ou s'il ne la coupe pas.

Transformons par polaires réciproques. Au faisceau ponctuel

formé de toutes les surfaces passant par une même biquadratique

correspond un faisceau langentiel îovmé de quadriques inscrites

dans une même développable ; aux quadriques du premier faisceau,

tangentes à un plan, correspondent, dans le second faisceau, des

quadriques passant par un point. On pourra donc énoncer le

résultat suivant :

Si Von considère le faisceau tangentiel formé par les qua-

driques inscrites dans une même développable, il y a trois

quadriques du faisceau passant par un point de Vespace. Ces

trois quadriques sont réelles si les plans tangents de la déve-

loppable quipassent par le point considéré sont tous les quatre

réels^ ou tous les quatre imaginaires. Les plans tangents aux
trois surfaces quipassent par un point forment un trièdre qui

est conjugué par rapport à chaque surface du faisceau^ ou, ce

qui est la même chose, par rapport aux cônes ayant pour
sommet le point considéré et circonscrits aux diverses sur-

faces du faisceau. Ces cônesforment eux-mêmes un faisceau

tangentiel, car ils admettent les quatre plans tangents que
l'on peut mener par leur sommet à*la développable dans

laquelle sont inscrites toutes les quadriques.

D'après cela, imaginons, dans le premier espace de notre trans-

formation, un faisceau lanj^entiel de quadriques dont fera partie la

sphère (S). Ce faisceau sera évidemment déterminé dès que l'on

connaîtra une des sur faces, autres que (S), qui en font partie. A.
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chacune des surfaces du faisceau correspondra, dans le second

espace, une oyclide, anallagmatique par rapport à la sphère (S).

Nous allons montrer que toutes les cyclides ainsi obtenues forment

le système triple orthogonal étudié dans les Chapitres pré-

cédents.

En effet, dans le premier espace, il passe trois quadriques du

faisceau par un point quelconque A; et les plans tangents à ces

quadriques forment un trièdie conjugué par rapport à la sphère (S),

c'est-à-dire un Irièdre ortiiogonal lorsqu'on prend cette sphère

pour absolu. Puisque notre transformation couserveles angles, les

trois cyclides qui passent par le point m, homologue de A dans le

second espace, s'y couperont à angle droit. Il ne reste plus qu'à

montrer que ces cyclides seront réelles quand le point /w sera réel.

C'est ce que l'on peut faire de la manière suivante.

Puisque le point m est réel, le point M qui lui correspond dans

le premier espace est nécessairement à l'intérieur de (S). Les trois

quadriques qui y passent sont donc réelles puisque le trièdre

formé par leurs plans tangents est conjugué par rapport au

cône imaginaire de sommet M circonscrit à (S) et, |)ar suite, est

nécessairement réel. Il en sera de même si, R^ étant négatif, la

sphère (S) est imaginaire.

Les quadriques étant réelles, il en sera de même des trois cy-

clides qui leur correspondent.

323. La transformation dont nous venons de faire connaître les

|)rincipales propriétés a été simplement définie par des formules,

les équations (i) ou (6).

Si l'on se bornait à la considérer dans le plan, il serait aisé de

l'obtenir par de simples considérations géométriques.

Envisageons des figures quelconques tracées sur une sphère (S)

de rayon R et faisons-en la projection stéréographique. Soient A
le point de la sphère choisi pour point de vue et(E) l'équateur sur

lequel on projette, perpendiculaire au rayon OA de la sphère.

Nous savons que la projection stéréographique, comme toute

inversion, conserve les angles. Voyons comment elle transforme

les dislances.

Soient M, M' deux points situés sur la sphère (S). Nous

savons que l'arc de grand cercle qui les joint sera donné par la



TRANSFORMATION DE l'eSPACE ET ÉTUDE DES CYCLIDES. 5oi

formule

(17) MM' = -^.log^îl[0(M', M,I, J)],

le rapport anharmonique qui figure dans celte formule étant celui

«les deux rayons OM, OM' et des deux rayons 01, OJ qui vont aux

points où le grand cercle MM' coupe le cercle de l'infini. D'autre

part, d'après une propriété que nous avons invoquée à diverses

reprises (n" 96), ce rapport anharmonique est égal au carré du

rapport anharmonique des quatre points M, M', I, J pris sur le

cercle MM'. On peut donc écrire

(18) MM'= 5log<!îl(M', M, I, J),

le rapport anharmonique étant pris maintenant par rapport au

cercle.

Voyons ce que cette formule devient en projection.

D'après les propriétés générales delà projection, tous les cercles

de la sphère se projettent suivant des cercles; mais les grands cercles

ont cette propriété caractéristique de se projeter suivant les cercles

orthogonaux à celui qui a pouréquation

(19) a:2-f- j2-t- R2=o

et q«ie nous désignerons, dans la suite, sous le nom de cercle (G).

Il est l'intersection, par le plan de l'équateur, de la sphère de rayon

nul ayant son centre en A.

Pour le reconnaître sans calcul, il suffit de remarquer que, dans

l'inversion, de pôle 'V, qui équivaut à la projection stéréogra-

phique, le plan de tout grand cercle se transforme en une sphère

qui contient le point A et le point A' diamétralement opf)osé de (E).

Or, toute sphère passant par ces deux points coupe le plan de

l'équateur suivant un cercle orthogonal au cei'cle (G); car la puis

sance du <;entre de (2) par rapporta cette sphère est égale à — R-.

Ainsi, si m, m' sont les projections des points M, M', nous pour-

rons construire le cercle qui est la projection du grand cercle MM';

ce sera celui qui passera par m, m' et sera orthogonal à (G). Il est

facile de voir quels sont les points de ce cercle suivant lesquels se

projettent les points L et .1, où le grand cercle MM' coupe le cercle
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de l'infini. En effet, les droites qui joignent le point A aux
deux points I et J sont des droites isotropes, et, comme telles, elles

appartiennent à la sphère de rayon nul ayant pour centre le

point A. Donc elles viennent couper l'équateur sur le cercle (C).

Ainsi, les deux points I et J de la formule (17) se projettent

suivant les deux points où le cercle qui sert de projection au

grand cercle MM' vient couper le cercle (C), auquel il est ortho-

gonal.

Si nous désignons ces deux points respectivement par a et [i et

si nous nous souvenons que le rapport anharmonique de quatre

points sur une conique n'est altéré ni par une homographie, ni

par une projection^ nous voyons que la formule (17) pourra être

remplacée par la suivante :

MM'= — logcft(/n', m, a, ^).

Laissons maintenant de côté la sphère (S), et convenons de

prendre pour la distance des deux points m, m' l'expression

r>

mm'= — logt'R(m', w, a, S);

nous aurons ainsi constitué une Géométrie dans laquelle les angles

se mesureront comme dans la Géométrie Euclidienne, mais dans

laquelle la distance de deux points s'obtiendra de la manière

suivante : on fera passer par les deux points m, m! un cercle ortho-

gonal au cercle (C) et, ce cercle une fois construit, la distance

sera donnée par la formule précédente où interviendront les

deux points a, ^ communs au cercle orthogonal et au cercle (C).

Dans cette Géométrie, qui dérive directement de celle de la

sphère, les lignes les plus courtes réunissant deux points ne

seront plus généralement des droites; ce seront les cercles ortho-

gonaux au cercle (G), projections des grands cercles de la sphère.

Si l'on convient que l'on pourra prendre le carré du rayon

de (C) avec tel signe qu'on le voudra, on retrouve ainsi directe-

ment, et pour la Géométrie plane, les résultats que notre transfor-

mationnousa donnés pour la Géométrie de l'espace. On peut même
retrouver cette transformation de la manière suivante.
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324. Soit m le point de l'équateur qui est la projection du

point M de (S). Associons à m le point M' où la droite menée par

le point de vue A, parallèlement au rayon OM, vient rencontrer

l'équateur. La correspondance entre m et M' est, dans Je plan,

identique à celle que nous avons étudiée dans l'espace.

Pour le démontrer, nous remarquerons que, si l'on prend le plan

polaire (P) de M' par rapport à la sphère de rayon nul ayant son

centre en A, ce plan polaire, qui sera perpendiculaire à AM', coupera

cette sphère de rayon nul suivant deux droites isotropes Aa', A^'

telles que la droite a'3' soit la polaire de M' par rapport au

cercle (G). D'autre part, le plan (P) étant perpendiculaire à OM,
les droites Aa', A^' sont parallèles aux génératrices rectilignes de

la sphère qui passent en M; les projections stéréographiques de ces

deux génératrices, qui sont les droites isotropes passant par m, con-

tiennent, par conséquent, les points y/, ,3'; et, par suite, ces points

sont ceux où le cercle de rayon nul qui a pour centre m vient

couper le cercle (G). La relation entre m et M' est donc bien iden-

tique à celle que nous avons reconnue et étudiée, dans l'espace

à trois dimensions.

Ges considérations géométriques nous donnent d'ailleurs direc-

tement, pour le plan, tout ce c|ue nous avons obtenu, parle calcul,

pour l'espace. Gar les deux droites AM' et OM étant parallèles, il

est évident que les déterminations métriques relatives au point M
de la sphère sont identiques à celles que l'on obtient pour les

points M' du plan, si l'on adopte comme absolu le cercle (G)

intersection du plan de l'équateur par la sphère de rayon nul

ayant son centre en A.

32.'). Nous terminerons l'étude de notre transformation par les

dçux remarques suivantes :

Si elle a l'inconvénient de substituer aux lignes droites de l'espace

Tavleyen, qui sont les lignes les plus courtes entre deux points,

des cercles orthogonaux à la sphère (S), qui sont encore les lignes

géodésiques dans le second espace, mais qui sont moins simples

que des droites, elle a, par contre, l'avantage de dédoubler en

quelque sorte l'espace Gayleyen, puisqu'elle lait correspondre, à un

point M de cet espace, deux points m, m' du second. Gela nous

permet d'envisager des géométries qui seront aussi voisines qu'on le
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voudra de la Géométrie Euclidienne quand le rayon de la sphère (S)

sera assez grand, mais qui s'en distingueront cependant par les

propriétés les plus essentielles.

Quand le ravon de la splicre(S) est réel, elle partage l'espace en

deux régions dans lesquelles les points m, m' se mouvront sépa-

rément et qui se déduiront l'une de l'autre par l'inversion dont (S)

est la sphère principale. Si l'on considère, par exemple, la région à

l'intérieur de (S), on aura une géométrie dans laquelle il ne passera

qu'une géodésique par deux points et dans laquelle chacune de

ces géodésiques qui remplacent les droites aura deux points à l'in-

fini (et non plus un seul comme dans la Géométrie Euclidienne).

Par un point, on pourra mener une seule géodésique perpen-

diculaire à la surface qui remplace le plan, c'est-à-dire à une

sphère orthogonale à (S).

Mais, si le carré du rayon de la sphère (S) est négatif, les deux

régions décrites par les points m, m' ne seront plus séparées.

Toute géodésique passant par un de ces points ira passer par

l'autre. On aura une géométrie dans laquelle deux droites se cou-

peront toujouis en deux points. Deux perpendiculaires à un plan

se rencontreront toujours, etc.

Imaginons un être vivant dans l'espace à deux dimensions com-

pris entre deux sphères concentriques, infiniment voisines. Pour

lui, les lignes droites, c'est-à-dire les lignes les plus courtes,

seraient les arcs de grand cercle tracés sur l'une des sphères.

Deux lignes droites se couperaient toujours, aussi bien que

deux perpendiculaires à une même droite. Une droite cesserait

d'être déterminée par deux points, s'ils étaient diamétralement

opposés. C'est cette géométrie que l'on obtient dans l'espace, si

(l'on emploie notre transformation avec une sphèr.e imaginaire. Les

géométries de ce genre sont celles qui ont été envisagées par

Puemann.

326. Nous ferons enfin une dernière remarque. Supposons que

la sphère (S) soit réelle. Nous pourrons la soumettre à une inver-

sion qui la transformera en un plan. Nous obtiendrons ainsi une

géométrie dans laquelle les lignes géodésiques seront des cercles

orthogonaux à un plan \\yie.

Par raison de symétrie, on peut se borner à employer une
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inversiorv dont le pôle sera le point de coordonnées

X = O, ^' = G, Z =: R,

En choisissant le module de manière que la sphère (S) ait pour

homologue un plan passant par l'origine, on aura à employer les

formules

X y z — I ! •>. R2

I

(•-'•<>)

x' y' z'— \\ x'--\- y'^-\-{z' —K)-'

x,y^ z-, x' , r', z' désignant les coordonnées de deux points homo-

logues M et M'. Si l'on désigne de même par ^,, j',, -, ; a:[, y\^ z\

les coordonnées d'un autre couple de points homologues M(, M',,

la formule (i4)j où l'on remplacera les coordonnées des points M
et M, en fonction de celles de M', M^, prendra la forme simple

<2I )

(,.4î_ ,À)' ^ (.V-x\y^-^(y'-y\y^{z'-z\y

I

relie sera l'expression delà distance dans la nouvelle Géométrie.

Si l'on suppose que les deux points M', M'j deviennent infiniment

voisins, l'élément linéaire de l'espace se présentera sous la forme

réduite

^,dx'-^-^dy"^-hdz"'-
ds- = n =-7- •

z ^

Cette Géométrie est celle qui a été employée par Henri

Poincarc dans ses mémorahles travaux sur les fonctions

fuchsiennes.

Nous pourrions montrer encore comment la résolution de ce

problème :

Trouver toutes les transformations de Vespace Cayleyen

qui conservent les angles et assurent^ par conséquent, la

similitude des éléments infiniment petits

se ramène, par l'emploi de la transformation précédente, à celui

qui concerne l'espace Euclidien et qui a été résolu depuis

longtemps. Nous nous bornerons, en terminant, à cette brève

indication.

F 1 N .
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Étant donnée une forme algébrique, trouver deux formes dont elle soit

le jacobien. — Autres propriétés géométriques de la courbe. — Exten-

sion de ses propriétés à toute courbe de yjicme classe, ayant une tan-

gente multiple d'ordre p — i. — Cas particulier des coniques. —
Courbes de w'èrae classe pour lesquelles la droite de l'infini n'est plus

qu'une tangente multiple d'ordre n— 2. — Courbe enveloppe de la droite

mobile qui forme avec n couples de droites fixes n triangles dont les péri-

mètres sont liés par une relation linéaire quelconque. — Elle conserve

cette définition avec une infinité d'^autres couples de droites fixes. —
Problèmes nouveaux d'analyse auxquels on est ainsi conduit.

CHAPITRE III.

Les éléments métriques dans l'espace 177

Discussion de la formule qui donne la distance de deux points. — Droites

isotropes. — Plans isotropes. — La géométrie dans un plan isotrope. —
Définition de l'angle et de l'abscisse. — Valeurs diverses que l'on peut

attribuer à l'angle de deux directions. — La définition de l'angle par un
rapport anharmonique. — Droite perpendiculaire à un plan. — Distance

d'un point à un plan, à une droite. — Discussion. — La distance d'un

point à une droite a son carré décomposable en deux facteurs. —
Propriété du tétraèdre dont les faces sont des plans isotropes.
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de l'angle de deux directions. — Relation métrique fondamentale rela-

tive à une généi-atrice rectiligne de la sphère.

CHAPITRE V. »
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Les triangles que l'on étudiera dans ce Chapitre ne sont pas soumis aux

restrictions habituelles. Ils peuvent être réels ou imaginaires et, s'ils

sont réels, leurs côtés ne sont pas assujettis à la condition d'être positifs

et inférieurs a t.. — Triangle polaire d'un triangle donné. — Première

méthode : Elle repose sur la considération de triangles dont un des

côtés est formé par une génératrice rectiligne de la sphère; et elle

conduit à trois formules fondamentales dont découlent toutes les autres

relations de la Trigonométrie sphérique. — Seconde méthode plus large,

reposant sur l'emploi de formules données précédemment. — Relations

diverses; formules de Delambre. Analogies de Néper. — Différents

changements qu'on peut faire subir aux éléments sans que les formules

cessent d'être vérifiées. — Définition de l'aire d'un triangle sphérique.

Les lignes trigonométriques de cette aire sont des fonctions rationnelles

des coordonnées des trois sommets du triangle.

CHAPITRE VI.

Segments associés sur la sphère :2 16

Définition ilu segment associé à un segment donné. — Pour une théorie

complète il faut associer à ces segments les segments diamétralement
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des coniques sphériques. — Courbes sphériques lieux des points tels que

Je rapport des produits de leurs distances à deux séries de pôles fixes, en

même nombre dans les deux séries, soit constant. — Une courbe sphé-

rique peut être définie, soit par la propriété précédente, soit par celle-ci :

elle sera le lieu des points M tels que les triangles sphériques formés

par ce point avec n segments fixes aient des aires dont la somme algé-

brique soit constante. Quelle que soit celle des deux propriétés par
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laquelle elle sera définie, elle pourra Irtrc par l'une cl par l'autre d'une
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que l'on vient d'énumérer. — Application de la méthode des figures

supplémentaires. — Indication de l'appui que la Géométrie spliériqiie peut

apporler à la Géométrie plane.
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Définition du système de coordonnées que l'on va étudier. — Les lignes

coordonnées sont les tangentes d'une conique. — Comment on est con-

duit à ce système. — Représcnlalion étudiée par Chasles d'une surface
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CHAPITRE 11.

Les théorèmes de Poncelet uSo

Application nouvelle du théorème démontré à la fin du Chapitre précé-

dent. Si un polygone est circonscrit à une conique ( K ) et inscrit à une

conique (C), il existe une suite continue, simplement infinie, de poly-

gones satisfaisant aux mêmes conditions. Par conséquent, il sera, en

général, impossible de circonscrire ù une coni(]ue un polygone d'un

nombre de côtés déterminé inscrit dans une autre conique. — Etude de

la suite continue de polygones inscrits à une conique et circonscrits à une

autre quand elle existe. Tous les points d'intersection de deux côtés de

ces polygones décrivent des coniques ou des droites. Quand le poly-

gone a un nombre pair de côtés, les points de concours des côtés opposés

D. ;53
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décrivent une droite et les diagonales joignant les sommets opposés
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aux trajecloiies de ces sommets. — Ce lemme. qui donne le moyen de

construire la tangente à la courbe décrite par l'un des sommets quand

on connaît les tangentes aux courbes décrites par les deux autres som-
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Polygones de périmètre maximum inscrits dans une ellipse, ou de péri-

mètre minimum circonscrits à une ellipse. — Propositions diverses rela-

tives à ces polygones.
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Origines de la Géométrie Cayleyenne 289

DilTérence essentielle enlre la Géométrie plane et la Géométrie sphérique:

dans celle-ci, les notions d"angle et de distance sont en étroite corré-

lation ; il n'en est plus de même pour celle-là. Ce que devient la Géométrie

sphérique quand on projette la sphère sur un plan en plaçant le point de

vue au centre. — On est ainsi conduit à une Géométrie plane dans

laquelle toute mesure dérive du rapport anharmonique. — Géométrie

sur une droite. — Géométrie dans le plan et dans l'espace.— Toutes les

définitions métriques se rattachent, dans l'espace, à une quadrique fixe

qu'on appelle Vabsolu. — Distance de deux points. — Angle de deux

plans ou de deux droites. — On n'étudiera dans la suite que les cas où

Vabsolu est une surface imaginaire ou bien une surface réelle convexe.

— La Géométrie Cayleyenne comprend comme cas limite la Géométrie

Euclidienne; il suffit de supposer que Vabsolu se réduit au cercle ima-

ginaire de l'infini. — Discussion de la formule qui donne la distance de

deux points. — Propositions relatives à deux droites qui ne se coupent

pas; elles ont, en général, deux perpendiculaires communes; propriétés

de maximum et de minimum relatives à ces perpendiculaires com-

munes. — Distance d'un point à une droite. — formules relatives aux

courbes et aux surfaces.
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Quelques mots sur les diverses Géométries que l'on pourrait imaginer et
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formation d'une forme quadratique homogène en elle-même par des
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— Quelques propriétés des génératrices rectilignes d'une quadrique,
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carrés. Emploi des quaternions. — Retour à la théorie générale. On ob-

tient, en dehors des déplacements précédents, trois espèces distinctes
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coïdaux; ces derniers sont les plus généraux. — Définitions et propriétés
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homothétie, précédées ou suivies d'un déplacement. — Elément linéaire

de l'espace; comment il est transformé par une inversion.
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Géométrie Cayleyenne une géométrie nouvelle, dans laquelle les géodé-

siques ne sont plus des droites, mais des cercles orthogonaux à une

sphère fixe (S) et dans laquelle les angles se mesurent comme en Géo-

métrie Euclidienne. — Comment, dans le plan, tous les résultats

précédents pourraient être déduits de quelques considérations géomé-

triques. — Quand on transforme par une inversion la sphère (S) en un

pian, on obtient une Géométrie qui a été utilisée par Poincarë dans ses

admirables travaux sur les fonctions fuchsiennes.
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