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PREFAZIONE

p Jja buona accoglienza fatta dal pubblico ma-

tematico alla prima parte di quest'opera,* mi ha

indotto ad occuparmi con maggior cura e diligenza

di questa seconda parte, la quale è riuscita assai

più estesa, e ricca di particolari e di notizie, e mi

è costata assai maggior fatica.

Avendo, nella Prefazione della prima parte, già

trattato degli scopi del mio lavoro, e degli intenti

che con esso io mi proponevo di raggiungere, posso

ora ritenermi dispensato dal ripetere le cose già

dette in quell'occasione.

Un lavoro come questo che io pubblico, può an-

che rendere, parmi, il gran servigio di estendere

con una relativa facilità la cultura dei giovani ma-
tematici, che molte volte hanno il grave torto di

specializzarsi troppo, cioè di dedicarsi, con troppo

esclusivismo, ad una specialissima parte delle ma-
tematiche, trascurando tutte le altre.

* Una traduzione tedesca di quest' opera, per cura di A.

fSciiEPP, è in corso di stampa a Leipzig pei tipi del celebre

editore Teubner, e una traduzione polacca per cura di S.

DiCKSTEiN 8i sta pubblicando a Warszawa.



XVI Prefazione.

La specializzazione negli studi è venuta a mauo
a mano come una necessaria conseguenza dell'im-

menso sviluppo che in questo secolo hanno preso

le varie parti della scienza, ma anche nella spe-

cializzazione una misura ci vuole, e io ho sempre
pensato che non è bello il vedere dei matematici

limitare, quasi deliberatamente, la propria cultura

solo ad un ristrettissimo campo, e credersi legit-

timamente dispensati dal volgere anche un solo

sguardo ai campi vicini: è poi meno bello ancora
il vedere dei giovani acquistare troppo presto

una siffatta tendenza.

Ora io credo che noi dobbiamo combattere, con

tutte le nostre forze, una così pericolosa tendenza.

Una dieta intellettuale che comincia e finisce con
un cibo solo non può essere profittevole per alcuno,

e può essere invece causa di grandi mali, perchè,

come una volta disse Gladstone in un discorso te-

nuto nel 1879 agli studenti dell'Università di Gla-

sgow, con cotesta esclusività ci si priva del bene-

fizio di quella luce di fianco che i regni della

scienza gittano l'uno sull'altro, e ci si dispone ad
esagerare la forza, il valore e forse la importanza

del proprio particolare merito. Ora se ciò è vero

per i rapporti che le varie scienze hanno le une
colle altre, quanto non sarà vero per le varie parti,

divisioni e suddivisioni della medesima scienza?

E quanto non sarà vero ancor piii per le scienze

matematiche, i cui più recenti progressi hanno
sempre viemeglio mostrato quanto sieno fragili le

barriere che pareva ne separassero le varie parti?



Prefazione. xvit

Alla fine di questo volume ho fatto seguire un

particolareggiato indice alfabetico di tutte le cose

contenute nel 1.*' e nel 2.*^. Quei critici che si sono

meravigliati della mancanza di un tale indice alla

fine della prima parte, non hanno pensato che

sarebbe stato inutile e assai meno comodo il fare

due separati indici alfabetici.

Nelle indicazioni bibliografiche sono stato al-

quanto più diffuso in questo secondo volume. Però

non si creda che abbia citato tutto ciò che c'era

da citare, il che mi sarebbe parso eccessivo ed inu-

tile; ciò che è necessario, parmi, si è solo di porre

bene in vista i lavori piìi importanti riflettenti un

determinato soggetto, quelli cioè che hanno trac-

ciato l'orma piìi profonda e che sono da repu-

tarsi il fondamento degli altri; che se invece ci

si lascia dominare dalla manìa di citar troppo si

finisce col far perdere al lettore l'orientamento più

naturale e più semplice.

Nella disposizione generale delle varie parti,

sono stato costretto alle volte, per seguire un certo

ordine di simmetria, da cui ho creduto bene non

allontanarmi, a non seguire l'ordine logico, e a

porre in precedenza qualche teoria, per le dimo-

strazioni riguardanti la quale (ma, si badi bene,

non per comprenderne i risultati) occorrerebbe

qualche concetto che appartiene a teorie poste

dopo; per l'indole del nostro libro non mi sembra
che ciò possa reputarsi un inconveniente.

Devo poi ancora avvertire che il posto più na-

turale del Gap. XXTI (Geometria del triangolo)

sarebbe stato alla fine del Cap. II; ma i fogli di

questo capitolo erano già stampati quando pensai
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alla opportunità di fare anche un cenno dei mo-
derni studi sulla Greometria del triangolo.

Terminando questa Prefazione debbo infine ren-

dere pubbliche grazie al solerte e operoso Editore

Comm. U. HoEPLi alla cui larga liberalità si deve

se libri di tal genere possano pubblicarsi in Italia;

e devo infine ringraziare di cuore il Sig. Dottor

U. Aeschlimann di Winterthur che, offertosi

spontaneamente, si è addossato il non lieve com-
pito di rivedere tutte le bozze di stampa di que-

sto secondo volume.

Yoglio augurarmi che il penoso lavoro da me
durato per condurre a compimento quest'Opera,

possa essere utile, e non sia stato durato indarno;

e spero poi che il lettore vorrà essere indulgente

nel giudicarmi, e che vorrà perdonare qualche

menda nella quale per avventura, avrò potuto in-

correre, e ciò specialmente considerando che que-

st'Opera, nella quale trovan posto tutte le più

svariate parti delle matematiche pure, non è il

risultato della collaborazione di molti e diversi

intelletti, ma del lavoro di un intelletto solo.

Pavia, 31 agosto 1899.

Ernesto Pascal.
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GEOMETRIA.
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CAPITOLO TRIMO,

La geometria delle forme continue fondamentali.

§ 1. - Definizioni e concetti introduttoei.

Si indicano col nome di forme geometriche fon-

damentali di l.^ specie le seguenti tre figure geo-

metriche :

1. La retta punteggiata, cioè l'assieme di tutti

i punti (elementi della forma) situati su di una

retta, che si chiama sostegno della punteggiata.

2. Il fascio di rette^ cioè l' insieme di tutte le

rette di un piano passanti per un punto (sostegno

centro del fascio).

3. // fascio di piani^ cioè l'insieme di tutti i

piani dello spazio passanti per una retta (sostegno

asse del fascio.)

Si indicano col nome di forme geometriche di

2.* specie le seguenti quattro figure geometriche:

1. Il piano punteggiato, cioè l'assieme di tutti

i punti di un piano.

2. Il piano rigato^ cioè l'assieme di tutte le

rette di un piano.

3. La stella di rette^ cioè l'insieme di tutte

le rette dello spazio passanti per un punto.
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.

4. La stella di piani^ cioè F insieme di tutti i

piaai deHo.Tpa?io ì»>assanti per un punto.

- Si chiamano poi infine forme geometriche di S.^

^p^ch' le-se'g.aeiìti:- :

i. Lo spazio' punteggiato, cioè l'insieme di

tutti i punti dello spazio.

2. Lo spazio di piani, cioè l'insieme di tutti

i piani dello spazio.

Per brevità suole poi anche indicarsi col nome
di sistema piano V assieme del piano punteg-

giato e del piano rigato; col nome di stella^ l'as-

sieme delle due stelle, di rette e di piani; e col

nome di spazio l'assieme delle due forme di 3.*

specie.

Data una forma geometrica di 1.* sj^ecie si può
stabilire una corrispondenza fra i suoi elementi e

i numeri della serie naturale in modo che ad ogni

elemento corrisponda un solo numero^ e ad ogni

numero corrisponda uno e uno solo elemento^ e in

modo inoltre^ chct fissato un numero N e V ele-

mento corrispondente a, data una quantità ^ pic-

cola a piacere^ si possa sempre trovare un^ altra

quantità "^ tale che per tutti i numeri compresi

fra Ne ^+ t, gli elementi corrispondenti abbiano

una distanza da a (se si tratti di punteggiata) o

facciano un angolo con a (se si tratti di fasci)

minore di a. Per queste due proprietà la corri-

spondenza si dice biunivoca e continua.

Data una forma geometrica di 2.* o 3.* specie

si può similmente stabilire una corrispondenza biu-

nivoca e CONTINUA fra i suoi elementi e le coppie

ovvero rispett. le terne di numeri naturali. (Dando
per " corrispondenza continua „ una definizione
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analoga a quella data sopra per il caso delle forme

di 1.^ specie.)

Questi numeri che in siffatto modo corrispou-

dono all'elemento della forma data si indicano col

nome di coordinate degli elementi della forma
stessa.

Le forme di 1.", 5/, 3.^ specie sono rispettiva-

unente forme ad una, due, tre coordinate.

Si suol dire anche che le forme di 1.^, 2/^, 3.*^

specie sono rispettivamente ad una, due^ tre di-

mensioni, anche che esse contengono rispettiva-

mente c»\ tx>2, oo^ elementi.

Proiettare da un centro fisso (centro di proie-

zione) una figura composta di punti e rette, signi-

fica costruire le rette che passano per il centro e

per i punti della figura, e i piani che passano per

il centro fìsso e per le rette della figura.

Proiettare da una retta fissa (asse di proiezione)

una figura composta di punti, significa costruire i

piani passanti per la retta fissa e per ciascuno dei

punti dati.

Segare con un piano una figura composta di

piani e rette, significa costruire le intersezioni del

piano segante coi piani e colle rette date.

Segare con una retta una figura composta di

piani significa costruire le intersezioni della retta

con tutti i piani della figura.

Le forme geometriche della stessa specie si dedu-

cono runa dalValtra mediante proiezioìii e sezioni.

Nella geometria moderna ha grande importanza

lo studio delle corrispondenze fra le figure o fra

le forme geometriche, nell'intento di ricavare le
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proprietà di una figura da quelle di una figura ad
essa corrispondente.

Una corrispondenza può essere biunivoca o no.

E biunivoca quando ad un elemento di una delle

due forme corrisponde uno e un solo elemento

dell'altra, e viceversa.

Le due forme messe in corrispondenza possono

anche essere sovrapposte cioè avere il medesimo
sostegno. In tal caso la corrispondenza può essere

tale che ad un elemento corrisponda sempre il

medesimo altro elemento, sia che il primo si con-

sideri appartenente ad una forma, sia che si con-

sideri appartenente all'altra; una siffatta corrispon-

denza si chiama involutoria; si dice anche che al-

lora gli elementi si corrispondono in doppio modo.
Fra le più semplici corrispondenze sono da no-

tarsi la proiettività^ detta anche collinearità o omo-

grafia-., (di cui son casi particolari la omologia^ e

la prospettività) e la dualità detta anche correla-

zione reciprocità.

Due forme geometriche fondamentali si dicono

riferite proiettivamente.^ o in corrispondenza pro-

iettiva^ semplicemente proiettive^ se fra i loro

elementi può stabilirsi una tal corrispondenza che

l'una può dedursi dall'altra, mediante un numero
finito di proiezioni o sezioni. In luogo della deno-

minazione forme proiettive si può anche adope-

rare l'altra di forme omografiche o collineari.

Questa definizione non vale per forme di 3.* spe-

cie. Per queste può valere la seguente altra:

Due forme di 2."" o 3.^ specie si dicono proiet-

tive se i loro elementi di medesima specie si cor-

rispondono biunivocamente, e in modo che ad eie-
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menti che si appartengono corrispondono anche

elementi che si appartengono.

Due forme proiettive ad una terza sono anche

proiettive fra loro.

Due forme fondamentali sono prospettive nei se-

guenti casi :

a) Due punteggiate, se sono sezioni di uno

stesso fascio di raggi
;

b) Due fasci di piani, se proiettano da due

centri diversi uno stesso fascio di raggi
;

e) Due fasci di raggi, se proiettano una stessa

punteggiata da due centri diversi, o sono sezioni

di uno stesso fascio di piani;

d) Una punteggiata e un fascio di raggi (o di

piani); ovvero un fascio di raggi e uno di piani,

se la prima forma è una sezione della seconda;

e) Due piani punteggiati o rigati, se sono se-

zioni di una stessa stella
;

fj Due stelle, se proiettano da due centri di-

versi un medesimo piano punteggiato o rigato;

g) Un piano punteggiato o rigato e una stella,

se la prima forma è una sezione della seconda.

Due sistemi piani sovrapposti si dicono omolo-

gici se sono sezioni di .due stelle prospettive; e

due stelle col medesimo centro si dicono omologi-

che se proiettano da un centro due sistemi piani

prospettivi.

Due sistemi piani si dicono duali^ reciproci, o

correlativi se i punti dell'uno corrispondono biu-

nivocamente alle rette dell'altro, e viceversa, e

in modo che ad elementi che si appartengano
corrispondano anche elementi che si appartengono.
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Due spazi si dicono duali^ reciproci o correla-

tivi se i punti^ le rette e i piani dell'uno corri-

spondono biunivocamente e rispett. ai piayii^ alle

rette e ai punti dell' altro, e in modo che ad ele-

menti che si appartengano corrispondano anche

elementi che si appartengono.

Si dice proprietà proiettiva di una figura quella

che si conserva quando alla figura se ne sostitui-

sce un'altra ad essa proiettiva. Una proprietà di-

pendente essenzialmente da misure di distanze, an-

goli, aree, ecc. si dice proprietà metrica.

Alcune proprietà ìnetriche possono anche essere

proiettive.

Si dice poi proprietà grafica o descrittiva o di

posizione una proprietà che si riferisce esclusiva-

mente alla posizione degli elementi di una figura

(come il passare una linea o superficie per certi

punti, l'avere più linee o superficie certi punti

comuni linee comuni, ecc.) e da cui è eliminata

ogni qualsiasi idea di quantità.

Ogni proprietà grafica è sempre proiettiva.

Le proprietà grafiche delle figure sono sotto-

poste ancora alla legge che si chiama principio di

ducdità di correlazione nel piano e nello spazio:

Ogni teorema esprimente nna proprietà grafica

di nna figura piana^ continua a sussistere se mu-
tiamo dappertutto gli elementi retta e punto ne-

gli elementi punto e retta, e sostituiamo ad ele-

menti che si appartengano ancora elementi die si

appartengano.

Ogni teorema esprimente una proprietà grafica

di ìina figura solida continua a sussistere se mu-
tiamo dappertutto gli elementi punto e piano negli
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elementi piano e punto, e lasciamo inalterato Vele-

mento RETTA, e sostituiamo ad elementi die si

appartengono ancora elementi che si apparten-

gano.

Le due operazioni del proiettare da un centro

(o da un asse) e del segare con un piano (o con

una retta) sono due operazioni duali nello spazio;

come le altre due del proiettare da un centro in

un piano e del segare con una retta in un piano

^

sono operazioni duali nel piano.

Due forme geometriche correlative ad una terza

sono proiettive fra loro.

Una dualità di due forme sovrapposte (aventi

il medesimo sostegno) può essere anche involu-

toria e allora si dice polarità.

Il principio di polarità non è dunque che un

caso particolare di quello di dualità. '

Secondo il principio di dualità ad una curva

piana, considerata come luogo di punti, ne cor-

risponde un^altra considerata come inviluppi di

tangenti, cioè ai punti di una curva corrispondono

le tangenti di un'altra.

E fondamentale nella geometria il concetto di

elemento all' infinito.

Si dice che:

tutte le rette parallele in un piano, si incon-

trano in un punto a distanza infinita;

in un piano vi sono tanti punti a distanza infi-

nita quante sono le possibili direzioni di una retta

in quel piano;

tutti questi punti stanno su di una retta; la

retta aW infinito di quel piano ;
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tutu i piani paralleli dello spazio si incontrano

in una retta a distanza infinita;

tutte le rette a distanza infinita dello spazio^

come anche tutti i punti a distanza infinita, stanno

tutti in un piano che si chiama^ il piano aW in-

finito dello spazio.

Nel c^-pitolo seguente si tratterà delle forme
discoìitiniie. Intanto per intendere le cose conte-

nute nei seguenti paragrafi occorre conoscere le

seguenti definizioni del quadrangolo e quadrilatero

completo.

Si dice quadrangolo piano completo la figura

formata da quattro punti (vertici) di un piano, (di

cui tre non sieno mai su di una retta) e dalle 6

rette (lati) che congiungono a due a due questi

punti ; i tre punti d' incontro dei lati opposti (cioè

quei lati che non si incontrano in uno dei ver-

tici dati) formano un triangolo che si chiama
triangolo diagonale.

Si dice quadrilatero piano completo la figura

formata da quattro rette (lati) di un piano, (di cui

tre non passino mai per un punto) e dai 6 puuti

(vertici) in cui questi lati si incontrano a due a

due; le tre rette che congiuugono i vertici oppo-

sti (vertici non situati sullo stesso lato) formano

il cosiddetto trilatero diagonale.
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8 2. — La geometria delle forme di 1.* specie.

1. La retta punteggiata. — Una retta può
essere percorsa da un suo punto in due direzioni

;

una di queste direzioni si chiami direzione posi-

tiva^ e l'altra negativa. Ogni segmento della retta

abbia il segno 4- o — secondochò è percorso in

direzione positiva o negativa.

Colla notazione A B intendiamo il numero che

misura il segmento che va da A sino a B. Per
modo che A B= — B A.

Fra i segmenti determinati da tre punti di una
retta si ha la relazione:

AB + BC-\-CA = 0.
*')

Fra i segmenti determinati da quattro punti

A^ J5, 0, D di una retta si ha la relazione

AB.CD-^AC.DB-{-AD.BC = 0.

Chiamando ^12 ^13 • • • le distanze dei punti

1,2,3,...

fra le distanze di tre punti in linea retta si ha la

relazione (sotto forma di determinante)

Olii
'^21

°31

'13

0.

Si dice che quattro punti A, B^ (7, D su di una
retta sono armonici., quando fra i segmenti da essi
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limitati sussiste la relazione

1 1 _J 1

AC AB" AB AD

ovvero
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monia^ die sia cioè coniugato armonico di C ri-

spetto alla coppia A^ B.

Se AB CD è mia forma armonica, sono anche

armoniche le forme B AC D, AB B C, B A D C.

Nella forma armonica AB C D^ i punti coìiiu-

gati A^ B sono necessariamente separati dagli

altri due C, B.
In un quadrilatero completo ciascuna diagonale

è divisa armonicamente dalle altre due.

Dati quattro punti A, 5, 0, D su di una retta

il rapporto delle distanze

A C AD
B C' BD

si dice doppio rapporto o rapporto anarmonico o

hirapporto dei quattro punti, e si indica col sim-

bolo {AB CD).
Un doppio rapporto non si altera se si scam-

biano fra loro due punti, e fra loro anche gli

altri due.

Permutando i quattro punti fra loro in tutti

i 24 modi possibili, il doppio rapporto assume solo

6 valori diversi, che si esprimono poi in modo sem-
plice mediante uno solo di essi.

Se l è il doppio rapporto {A B C D], tali sei

valori sono

UBCD) = l

UBDC)=-^

(ACBD) = l~l
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{AC DB)
^

{ADBC) =

{ABDC) =

1-X
X-1

X

X

Se due dei quattro punti coincidono^ il loro dop-
pio rapporto acquista uno dei valori 0, i, oo.

Se i quattro punti sono armonici^ il loro dop-

pio rapporto acquista uno dei valori — 1, -^, 2.

I sei rapporti anarmonici di quattro punti reali
sono in generale disuguali^ almenochè non si tratti

di uno dei due casi jjrecedenti^ in cui essi sono

eguali a due a diie^ e quindi i sei rapporti si ri-

ducono allora a soli tre distinti.

Se uno dei punti va alV infinito^ il doppio rap-

porto diventa

Se il doppio rapporto (A B C Dk è eguale ad r

si ha

^—1 r r ._... .

-AB- = AC-AD ^^'''''''^

Si fissi sulla retta un punto (origine)^ si sta-

bilisca la direzione positiva e si fissi un'unità di

misura. Ogni punto A della retta può determi-

narsi allora mediante il numero che misura la di-
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stanza di esso dairorigine, avendo cura di consi-

derare positivo negativo tal numero secondochè

il segmento A h positivo o negativo.

Il numero positivo o negativo, che corrisponde in

tal maniera al punto A si dice coordinata ordi-

naria ascissa di A.

Supponiamo invece fìssati due punti A^ j5, e dato

un altro punto C. Il rapporto

si chiama coordinata baricentrica del punto C.

La coordinata baricentrica del punto all' infinito

della retta è — 1.

Fissati tre punti ABC della retta, si può assu- \

mere come coordinata di un qualunque punto D \ -s.

della retta, il doppio rapporto {A B C D). Questa I

coordinata si suol chiamare proiettiva. I punti ^, B
hanno allora per coordinate oo e e si dicono punti

fondamentali; il punto C ha per coordinata 1 e

si dice punto imita.

Questo sistema di coordinate ha per caso parti-

colare quello delle coordinate ordinarie:, basta

supporre A all'infinito, B origine delle coordi-

nate, e C situato alla distanza + 1 da ^.

Cioè: la distanza di due punti è eguale ed rap-

porto anarmonico della quaterna formata dai due
punti^ dal punto all' infinito e dal punto unità.

Se invece C è medio fra i punti A^ 5, allora le

coordinate proiettive^ diventano le coordinate ba-

rìcentriche.

Passiamo ora a dire qualche cosa sulle coordi-

nate omogenee dei punti di una retta.
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Supponiamo fissato sulla retta un qualunque si-

stema di coordinate; sia x !§-- ordinata di un
punto P e poniam'^' otto la li>.

V = ^ .

le quantità Xi^ X2, il cui rapporto determina la

coordinata di P si chiamano coordinate omogenee

di P.

Fra i sistemi di coordinate omogenee è notevole

il seguente :

Supponiamo assegnati due punti (fondamentali)

yi, P, e chiamate p^ q le distanze di un punto P
dai due punti J., 7^, per modo che p -\- q= AB ;

fissate indi due costanti a, &, poniamo

^1 __h p
00-2 a q'

allora ad ogni punto P corrisponderà una coppia

di valori oOi x^ il cui rapporto è costante^ e ad ogni

siffatta coppia di valori,, corrisponderà un unico

punto P. Le quantità Xi x^ possono assumersi per-

ciò come coordinate omogenee del punto della retta;

ad ^1 = corrisponde il punto J., e ad x^, = cor-

risponde il punto B ; il punto all'infinito ha per

coordinate Xi^ — Z), x^ = a. Il punto U per cui

—= 1 cioè il punto per cui — = -- si chiama il

X2 q h

punto unità.

Questo sistema di coord. omog. ha come caso

particolare il sistema di coord. ordinarie (ascisse)

NON omogenee; basta perciò supporre che B si al-
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lontani all'infinito; resta allora inutile considerare

la coordinata* y^ |?crchè q è sempre infinito, e la

posizione dU fs^iKO è dete 'Wv'Juta solo da x^ cioè

dalla distanza di esso da A

E facile inoltre vedere che il rapporto —, pò-
OCi)

tendosi scrivere — : — , ed essendo — il rap-
a p \ a

porto delle distanze del punto unità U dai punti

5, ^1 non è altro che il doppio rapporto dei

punti BA TIP. Quindi in fondo il sistema che
abbiamo sviluppato non è altro che quello che si

ottiene ponendo sotto forma omogenea, al solito

modo, la coordinata^ 'proiettiva ; esso è perciò ìin

sistema di coordinate omogenee proiettive»

Facendo assumere alla coordinata dei punti di

una retta, anche i valori immaginari, possiamo
immaginare introdotti degli enti che chiameremo
i punti immaginari della retta.

In coordinate ordinarie il doppio rapporto di
quattro punti si esprime colla formola

ix^^x") '

Ix' - x"/)

se le X sono le ascisse dei quattro punti dati.

Con questa formola può allora calcolarsi il dop-
pio rapporto anche di punti immaginari della retta.

Estendendo così il concetto di doppio rapporto
sì trova anche un altro caso, oltre quei due sopra
enumerati, nei quali i sei doppi rapporti di quat-

Pascal. q
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tro elementi non sono tutti distinti^ e quest'altro

caso si ha quando il valore di uno dei doppi rap-

porti è una radice cubica complessa dell'unità ne-

gativa. Allora i quattro punti si dicono equi-

anarmonici e i sei doppi rapporti si riducono a

soli due distinti.

Si dice che un^equazione algebrica in x di gra-

do w, rappresenta un gruppo di n punti su di una
retta; con ciò si intende dire che si immagina ri-

soluta Inequazione, e si interpretano come coordinate

di n punti (reali o complessi) di una retta, le n

radici di quella equazione.

Due punteggiate sono peoiettive (v. § 1) (o an-

che OMOGRAFICHE COLLINEARI) quatido ad ogui

punto dell' una corrisponde uno e un solo punto del-

Valtra, e il doppio rapporto dei quattro punti del-

l'una è sempre eguale al doppio rapporto dei quat-

tro punti corrispondenti dell'altra.

Questa proprietà potrebbe anche servire a fon-

damento perla definizione di punteggiate p>roiettiV(\

Un'altra definizione può essere la seguente (di

Staudt) :

Due punteggiate sono dette proiettive o riferite

proiettivamente., quando sono riferite fra loro in

modo che a gruppi armonici neWuna corrispon-

dano gruppi armonici nell'altra.

Il punto corrispondente in una punteggiata, al

punto all'infinito dell'altra, si dice punto di fuga
punto limite.

Se i due punti di fuga sono anche all'infinito le

due punteggiate si dicono simili.
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La definizione della proiettività può anche darsi

nel seguente modo:
Due punteggiate si dicono proiettive quando si

corrispondono in modo che dai punti dell' una si

passi a quelli dell' altra con un numero finito di

proiezioni e sezioni.

La corrispondenza è determinata se sono fissate

ad arbitrio tre coppie di punti corrispondenti.

Se X e y sono le coordinate ordinarie dei punti
di ima punteggiata e dell'altra.^ una relazione hi-

lineare del tipo

axy ^^ h X -\- cy '\- d=^0

è la relazione che deve sussistere fra x e y^ per-
chè le due punteggiate sieno proiettive (equazione
della proiettività).

Se I' e J sono i punti di fuga di due punteg-
giate proiettive, e A A' due punti corrispondenti, il

prodotto JA.r A' è costante, qualunque sia la

coppia yl, A'.

In due punteggiate simili, è costante il rapporto

fra i segmenti corrispondenti (rapporto di simi-

glianza).

Se questo rapporto è rfc 1 le due punteggiate si

dicono congruenti o eguali.

Se due punteggiate proiettive, a sostegni di-

stinti, hanno un punto unito (cioè un punto che
ha per corrispondente sé stesso) esse sono pro-

spettive (v. § 1).

Date tre coppie A A\ B B\ C C di elementi
corrìspondenti in due punteggiate proiettive, per
costruire le altre coppie, cioè, come si dice, per
costruire la proiettività, si può procedere cosi : Sulla
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retta che unisce due punti corrispondenti p. es. A A'
si prendano due centri S, S' ; si conducano S B^
S' B' che si incontrino in B" ; indi SO, S' C
che si incontrino in G'\ e si congiunga B'^ C"

;

da un punto I) della prima punteggiata^ colla pro-

iezione da S si ottenga D" su B' G" ; si proietti

indi D'' da S' e nelV incontro colla seconda retta

si avrà il punto D^ corrispondente a D.
Se le due punteggiate sono sovrapposte^ si pro-

ietti una di esse da un centro sic di un^altra retta^

indi si operi come precedentemente.

Se si scelgono SS' nei punti A A^ la retta

B" C" che si ottiene si dice asse di proiettività o

di omografia.

Essa taglia le due punteggiate nei punti che cor-

rispondono al loro punto comune. Per una pro-

prietà di quest'asse v. pag. 27.

Se i sostegni delle due punteggiate omografiche

sono la medesima retta, le due punteggiate si di-

cono sovrapposte.

Due punteggiate omografiche sov?^apposte , se

non sono coincidenti (cioè se tutti i loro elementi

non sono uniti) possono avere al massimo due

pmiti UNITI reali. La equazione

a x^ -\-ih-\- c)x^- d =

ha per radici le coordinate di tali punti.

I punti uniti si chiamano anche punti doppi o

fuochi.

Se le radici di questa equazione sono immagi-

narie, noi diremo che esistono anche allora i due

punti uniti, 7na sono immaginari.
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Il punto medio del segmento limitato dai punti

uniti coincide con quello del segmento limitato dai

due punti di fuga.

In due punteggiate omografiche sovrapposte è

costante il doppio rapporto di due punti corrispon-

denti qualunque coi due punti uniti.

La corrispondenza fra tali due punteggiate è

involutoria^ (cioè ad un punto corrisponde sempre

un medesimo altro punto) solo quando tale doppio

rapporto ha per valore +1 o — 1.

Nel primo caso le due punteggiate sono iden-

tiche^ e nel secondo caso formano una omografia
involutoria o semplicemente una involuzione (De-

SARGUES).

Analiticamente, una involuzione è determinata

da una equazione del tipo

axy + h{x + y) + d= Q.

1 punti uniti delV involuzione sono dati dalla

equazione

ax^-\-2boc i- d = 0.

Se i coefficienti a, h, d sono reali, secondochc

i punti uniti sono reali, immaginari^ o coincidenti,

V involuzione si dirà iperbolica, ellittica, parabo-

lica.

Nel caso dell' involuzioyie idue punti limiti coin-

cidono in un unico punto detto centro dell' in vo-

luzione, e che è il punto medio del segmento de-
terminato dai due punti uniti.

Se in due punteggiate omografiche sovrapposte

vi sono due punti distinti i qucdi si corrispondono

in doppio modo (v. § 1), lo stesso accadrà per due
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punti corrispondenti qiialimque, e si avrà V invo-

luzione.

Se è centro delV involuzione, e A A' sono due

inmti corrispondenti sarà sempre

OA.OA' = cost.

Una involuzione è determinata da due coppie

di punti corrispondenti A A', BB'.
Date le coppie A A\ B B' . di punti corrispon-

denti., per costruire V involuzione si procede così:

assumasi un punto arbitrario G fuori della retta

e descrivansi i cerchi G A A' , G B B\ che si se-

(jheranno in un altro punto II. Il punto in

cui la retta data incontra Gilè il centro delVin-

voluzione^ e ogni circolo descritto per G H incon-

tra la retta data in due punti corrispondenti del-

l' involuzione.

Se A A'., BB', C C' sono coppie di punti in in-

voluzione si ha fra i segynenti che questi punti de-

terminano sulla retta, la relazione

AB' .BC'.GA' + A' B.B' C.C' A = 0.

Se x^
ì/i,

X.2 y.2 sono le coordinate di A A\ B B\
la equazione dell' involuzione e

\
ocy X \ y 1

I

Se fi {co) = 6^ l'equazione di 2.° grado avente

per radici x-^
^/i, e f2[x) = è quella che ha per

radici x.^Vi^ Vequazione delVinvoluziojie è

fl{x) + lf2Ìx)=:.0,
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Se un angolo retto ruota intorno al suo vertice

nel i^ì'oprlo piano, i suol lati descrivono su di una
retta, due punteggiate in involuzione.

Le tre coppie di lati opposti di un quadrangolo

completo sono segate da una trasversale arbitraria

in tre coppaie di punti coniugati in involuzione.

I sei punti che si ottengono proiettando da un
centro arbitrario su di una retta, le tre coj^pie di

vertici opposti di un quadrilatero completo, sono

accoppiati in involuzione.

Se due punteggiate omografiche sovrapposte han-

no AA\ B B' per coppie di elementi corrispon-

denti, ed E, F per due punti uniti (distinti o no)

saranno E, F; A, B' ; B,A' tre coppie di punti

coniugati in una involuzione.

Una proiettività di punteggiate sovrapposte può
essere ciclica di ordine n, cioè tale che se di un
punto A si cerchi il corrispondente A\ indi di A',

considerato come appartenente anche alla prima
punteggiata, si cerchi ancora il corrispt)ndente A",
e così di seguito, dopo n di siffatte operazioni si

giunge ad ottenere sempre daccapo il punto A.
fJ involuzione è ima proiettività ciclica di 2.^

ordine.

Prendendo i punti uniti come punti fondamen-
tali di coordinate proiettive (non omogenee), la

equazione della proiettività ciclica di ordine n può
scriversi y —sw=^0 dove e è una radice primi-

tiva n"'^ dell'unità.

Le proiettività cicliche ebbero questo nome dal

Clebsch (Creile, LXVIII) ; se ne erano occupati

prima Mòbius ( Werhe, II) e Battaglini {Accad.
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Napoli, 1863) cho le avea chiamate involuzioni di

ordine superiore.

Per le corrispondenze generali fra due punteg-

giate sovrapposte (in generale fra due forme fon-

damentali di 1.* specie sovrapposte) è importante

il seguente teorema detto principio di corrispon-

denza di Chasles :

Se fra i punti di due punteggiate sovrapposte

si stabilisce una corrispondenza tale che ad ogni

punto delVuna ne corrispondono m delValtra, e ad

ogni punto dell'altra ne corrispondono n dell'una,

vi saranno m + 7i punti che corrispondono a sé

stessi (Chasles, Compi. liend. 1864, 1866),

2. Fascio di rette. - Fissata nel fascio una certa

retta (retta origine) il fascio può essere descritto

facendo rotare questa retta intorno al centro del

fascio stesso. La rotazione può avvenire in due

sensi; stabiliamo di chiamare rotazione positiva

quella che avviene in un certo senso, e rotazione

negativa la opposta. ^Se a, h sono due rette del

fascio, noi intenderemo per angolo (a h) il più

piccolo angolo che deve descrivere il raggio a ro-

tando nel senso positivo per andare a coincidere

con h. Il numero che misura l'angolo che la retta

origine fa con ciascuna retta del fascio, può chia-

marsi coordinata ordinaria o anomalia della retta

del fascio. Per modo che {b a) -{- {ab) — r..

Il doppio rapporto di quattro raggi del fascio ò

quello dei quattro punti in cui il fascio ò segato

da una trasversale qualunque. Esso è anche rap-
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presentato da

. . ,, seii (a e) sen {a d)
[abcd} = -j

—
-

: ,7—^
seii [0 G) sen (6 a)

ovvero anche da:

, , , CA DA

dove G A^ G B^ B A^ D B sono le distanze di due

punti 0, Z) dei raggi e, t;^, dai raggi r/, ò.

l^onendo (abcd) = r si ha

(MoBius.)
igab tga e tg ad

Se (ab e d)^=^ — ] si dirà che le quattro rette

sono armoniche.

Quattro raggi ab e d di un fascio sono armo-
nici se si può costruire un quadrilatero completo

in modo che due vertici opposti stanno su a, due

opposti su b; un quiìito sta su e, e il sesto su d.

Se si può costruire uno di tali quadrilateri se

ne potranno costruire infiniti.

Fissati nel fascio due raggi a, b^ si può pren-

dere come coordinata di un raggio e il rapporto

7-^- : si ha così un sistema di coordinate aoa-
sen (e 6)

lego a quello detto baricentrico^ nel caso della pun-

teggiata.

Fissati invece nel fascio tre raggi a, 6, e si può
prendere come coordinata di un raggio d il rap-
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porto anarmonico {ab ed); si ha così il sistema di

coordinate proiettive.

Facendo assumere alla coordinata valori imma-
ginari, si hanno le rette immaginarie del fascio

(per definizione).

Due fasci di rette sono omografici o collineari

^noiettivi (v. § 1) quando si corrispondono in

modo che i rapporti anarmonici di quattro raggi

deWiino è sempre eguale al rapporto anarmonico
dei raggi corrispondenti (coniugati) delVcdtro.

Anche qui, come per le punteggiate, si può dire

che questa proprietà potrebbe servire alla defini-

zione di fasci proiettivi.

Un' altra definizione può poi anche essere la

seguente (di Staudt : Due fasci sono proiettivi se

si corrispondono in modo che a gruppi armonici

nell'uno corrispondono gruppi armonici nell'altro.

Se i due fasci hanno il medesimo centro (soste-

gno) allora vi saranno sempre due raggi (reali o

immaginari) i quali corrispondono a sé stessi

(raggi uniti o doppi).

Se poi la corrispondenza è involutoria (senza

essere tale che ogni raggio corrisponda a se stesso)

allora si dice che le coppie di raggi corrispon-

denti formano una involuzione. Due rette coniu-

gate (corrispondenti) sono allora armoniche con

le due rette doppie.

Come per le punteggiate, anche qui potrebbero

poi definirsi le proiettività cicliche di ordine n.

Un angolo retto che rota in un piano intorno

al proprio vertice descrive coi suoi lati due fasci

di raggi in involuzione. 1 raggi doppi sono im-

magiìiari e sono quelli che vanno ai due punti ci-

clici (v, § 3).
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Le tre coppie di vertici opposti di un quadrila-

tero completo sono proiettate da un centro arbi-

trario per mezzo di tre coppie di raggi coniugati

in involuzione.

L'omografia fra due fasci di raggi è determi-

nata da tre coppie di elementi corrispondenti.

Se due fasci omografici a centri diversi hanno
un raggio unito sono prospettivi (v. :,^ 1).

Per costruire romografia di due fasci di raggi,

assegnate tre coppie a a\ h b\ e e' di raggi corri-

spondenti, si proceda in modo correlativo a quello

seguito pel caso di due punteggiate. Pel punto co-

mune a due raggi corrispondenti a, a' si condu-

cano due rette s, s', e sia h" la retta che con-

giunge i punti s b, s' b\ e e" la retta dei punti

s e, s' e' ; il punto b" e" è il centro di un fascio

che sarà prospettivo ad aynhedue i fasci dati; dato

perciò un raggio d del primo fascio^ se ne trovi

V incontro con s; questo punto d'incontro si con-

giunga col punto (b'' e' ) e di questo raggio si

trovi rincontro con s; la retta che unisce il centro

del secondo fascio con questo punto sarà il rag-

gio corrisponderìte d '.

Se per s, s' si assumono rispett. le rette a\ a,

si avrà che le rette congiungenti i punti ab\ bei
\

a e', e a' ; b c\ cb' ; . . . concorrono in un punto che
si chiama centro di proiettivltà o di omografia
dei due fasci.

Il ce7ìtro di p>roiettività gode della proprietà che

ogni retta passante per esso sega i fasci secondo
due punteggiate in involuzione, e viceversa ogni
retta siffatta passa per quel centro.

L'asse di proiettività di due punteggiate proiet-
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tive (pag. 20) gode della proprietà correlativa, che

ci esoneriamo dall'enunciare.

Due fasci di raggi si dicono simili se (essendo

i loro centri all' infinito) una sezione dell'uno è si-

mile ad una sezione dell'altro (v. § 2).

Due fasci di raggi si dicono eguali se l'uno non
è che l'altro trasportato in altra posizione.

Due fasci eguali sono proiettivi.

3. Fascio di piani. — La geometria del fascio

di piani non ha niente di sostanzialmente diverso

da quello della retta punteggiata e del fascio di

rette. Si possono introdurre le stesse nozioni in-

trodotte precedentemente ; la nozione di coordinata

quella di doppio rapporto, di armonia, di omo-
grafìa, di involuzione.

§3. — Geometria delle eorme di 2/ specie.

Piano punteggiato e rigato.

Fra le aree dei triangoli aventi per vertici tre

di cinque dati punti A^ 5, 0, Z>, E del piano, sus-

siste la relazione

ABE.GDE+BGE.ADE \ CAE.BDE^O
e similmente per 6 punti del piano si ha

ABC.DEF* ACD. BEF* ADB. CEF= BCD. AEF
(MONGE, MOBIUS).

Chiamando Oj^ O13 . . . le distanze a due a due di

quattro punti Ai A^ ^3 ^4 di un piano si ha la
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relazione :

1 1 1

1 81/ 82/ h

1
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fissi nel piano un punto (polo) e una retta A
uscente da esso, della quale si fissi la direzione

positiva (asse polare). Un punto P del piano può
essere determinato dalla distanza (sempre posi-

tiva) del punto P dal punto 0, e dall' ampiezza

dell' angolo (positivo o negativo) che la direzione

positiva della retta A deve compiere, girando in

senso positivo o negativo (v. § 2. Fascio di rette)

^

per andare a sovrapporsi alla retta P.

Finalmente un altro sistema di coordinate e

quello detto bipolare. Fissati nel piano due punti

0, 0' come centri di due fasci
;
per ogni punto P

del piano passa un raggio del primo fascio e un

raggio del secondo; le coordinate di tali due raggi

in ciascuno dei fasci, possono prendersi come coor-

dinate di P.

Se le due coordinate ooy ài un punto in un

piano si pongono sotto la forma ce - -\ y = -^
,

le quantità oc^ x.^ x^ si dicono coordinate omogenee
dei punti del piano. Fra i sistemi di coordinate

omogenee ò notevole quello cosiddetto trilineare o

trlmetrico.

Consideriamo tre rette del piano, non passanti

per un punto, e chiamate p^ g, r le distanze di un

qualunque punto P del piano dalle tre rette, e

a, h^ e tre costanti qualunque, poniamo x^ x^ x.^

proporzionali ai rapporti

P q r

a
'

h
'

e
'

Si può far vedere che in tal maniera ad ogni

terna di valori p ./'i, p r., e x.^ (dove p sia un qua-
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liinque fattore di proporzionalità) corrisponde im
UNICO punto del plano^ e viceversa; dunque le

quantità x^ x^ x-^ possono rappresentare un sistema

di coordinate omogenee. I vertici A lì C del trian-

golo formato dalle tre rette hanno per coordinate

rispettivamente

x^ 0. X '

*^
^

TI triangolo A B C si chiama triangolo fonda-
mentale delle coordinate.

Esiste nel piano un ptmto U tede die le sue di-

stanze dalle tre rette sono proporzionali ad a, h, e;

le coordinate omogenee di esso sono 1, 1, 1; esso

perciò si chiama punto-unità.

Il rapporto di due delle coordinate di un pun-

to P, p. es. i rapporti --,-- possono rappresen-
x^ x^

tarsi come doppi rapporti di fasci di raggi. Giacche

.Ti ^
^3



32 J, 5. — Coordinate Oìnogenee.

Se TI è il centro del circolo iscritto al trian*

golo fondamentale, le coordinate x^ X2X^ di P sono

proporzionali alle distanze del punto P dai tre

lati del triangolo fondamentale.

Se uno dei lati del triangolo foììdamentale di-

venta la retta all' Ì7ifin ito del j^iano, il sistema di

coordinate trilineari (omogenee) diventa il sistema

di coordinate cartesiane {non omogenee).

Le forinole generali per la trasformazione di un
sistema di coordinate cartesiane in un altro siste-

ma anche cartesiano sono le seguenti: Se {(oo y)

sono le coord. di un punto^ riferite a due assi pas-

santi per un punto 0, e faesiti un angolo w /"ra

loro, e (X Y) sono le coord, del medesimo punto

riferite ad altri due assi passanti per un altro

punto 0' che ha per coordinate (a h) rispetto agli

antichi assi, si hanno le relazioni

senB
,

^seuj^'

sen 0) sen o)

sen oc senc^'
2/ = 5 + X + Y

sen w sen w

dove '3t, p sono gli angoli che il nuovo asse X fa

cogli antichi e a' B' sono gli angoli che il nuovo

asse Y fa cogli antichi (essendo

a + p = a' + p' = 0)).
*

* Per nugoli di a.sf^ì si intendono ^lì angoli che fanno

fra loro lo direzioni positive di essi.
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Il determinante del coefficienti di X e Y in

SGll "
c/ueste formole ha per valore , essendo ii
^

sen 0)

rangolo dei nuovi assi.

Se ambedue i sistemi di coordinate . sono orto-

c/onah\ e se y- è Vangolo che il nuovo asse di X
forma colVantico asse di x, le formole di trasfor-

mazione sono semplicemente le seguenti

x= a -}- Xcosy- àz Y sen y.

yz=h-\'X sen a =F F cos a.

In queste formole bisogna considerare i seg-ni

superiori o inferiori secondochè le direzioni posi-

tive di Y e y formano fra loro un angolo a o un
angolo - — y-.

Le formole di trasformazione di coordinate car-

tesiane ortogonali in coordinate polari sono:

a;
—

- p cos cp, 2/ =^ p sen cp

P= + V^?M^, tg? =
-f,

ce ij

cos 9 = . sen o = -— '

\/ a;' -{- y'' '

\/ x^ y'

dove p, © sono le coordinate polari del punto di

coordinate cartesiane x y ^ e dove si suppone che il

polo coincida coW origine delle coordinate^ e che

l'asse polare coincida coWasse su cui si contano
le X.

Se {x y) (x' y') sono le coordinate cartesiane di

due punti^ la distanza dei due punti e data, dalla

Pascal. , 3
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formala :

^^=.(.jc'— xf + {y' — yY +2 'x' — x){y'—y)Go^^y

essendo w l'angolo che formano fra loro gli assi.

Se a, S sono gli angoli che iena retta del plano

forma cogli assi coordinati si ha la relazione fon-

damentale

cos^ a + cos^ P — 2 cos y. cos S cos o) = scd^ w.

Se 01.^ p e a'
f>' sono gli angoli che due rette for-

mano cogli assi coordinati, l'angolo delle due rette

è dato dalle formale

1
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denti diventano

cos (r r') = cos « cos y-' + cos 8 cos S^,

seii (r r) - cos x cos p' — cos a' cos %

Se (xy) (x'ì/) {x" y") sono le coordinate dei

tre vertici di un triangolo^ V area di questo è

data, in valore assoluto^ da

X y 1

sen w x' y' 1

x" y" 1

La condizione perchè tre punti di coord.

{xy; [xy') \x" y')

sieno in linea retta e

= 0.

Una equazione fra le coordinate di un punto nel

piano, rappresenta un luogo di punti.

Fra le coordiniate x y di un punto appartenente

ad una linea retta sussiste una relazione di 1.^ gra-

do (equazione della retta) del tipo

ax-\-hy-\~c = ^

dove a, h^ e sono coefficienti costanti.

Vequazione della retta che passa per due punti
di coordiniate ipc' y')^ {x" y") può scriversi sotto

X
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ciascuna delle forme
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l'equazione di questa può scriversi

oc cos y- + y cos S — p = (equaz. normale).

Per ridurre Vequazione ax \ hy \- e ~0 alla

forma normale, basta dividere i suoi coefficienti

per

SGll w

\/ a^ ^ P — 2 ah cos oj

dove il radicale si prenderà col segno + o — se-

condochò il prodotto csen w è negativo o positivo.

Se ax -\-hy ^ c^=0 è Vequazione di una retta,

gli angoli che essa forma cogli assi sono dati dalle

formale (dove w è l'angolo degli assi)

a sen m
cos y.

—
V a^ T b^ — 2 ab cos to

„ b sen w
cos p —

\ a^ + b^ — 2 a b cos w

e la distanza dtirorigine dalla retta è data dalla

formola

__ e sen (•>

\/ a^ i b^ — 2 ab cos o

r;?ore p(?r ?7 segno . f/e^ radicale vale la medesima
osservazione di sopra.

La distanza, di un punto di coordinate X Y da
una retta di equazione

ax -i-by + c =
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è data dalla forinola

(a X + ò Y-\- e) sen w

s/ a^ + P - 2 ab cos w

dove per il segno del radicale vale Vosservazione

come sopra^ e tale distanza sarà positiva o negativa

secondochè il punto sta^ rispetto alla retta, dalla

stessa parte dell'origine o da parte opposta.

Le coordinate del punto d'intersezione di due

rette

a 00 + b y + c =0
a'x i b'y -{-c'=0

sono date dalle formole

b e' — b' e _a^ e — ac'

ab'-a'b' ^ ~ ^b'^^^a^'
oc =

L'angolo ^ compreso fra due rette è dato da

(a b'— a' b) sen w
seii

cos

\J
a^ ^b"^ -2ab cosw v^ a^ +è'^- 2 a b' cos

aa' + bb' — {ab' -»- a' b) cos w

\l a^ *b^-2abcos w \J a"- *b^-2a' b' cos'o

Condizione necessaria e sufficiente perchè le due

rette sieno parallele è

ab'-a'b-'=^0.

Condizione necessaria e sufficiente perchè le due

rette sieno ortogonali è

aa' -\-b b' — (a b' r a' b) cos w= 0.
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Ueqiiazione della retta che passa pel punto

{x y') ed è perpendicolare alla retta

ax + by f e= 0,'

o^ — x' y — y

ècos a cos w

Condizione necessaria e sufficiente perchè tre

rette di equazioni

a x-\-hy +c =-0

a'x \-h' y -fc' —0
a!'x + h"y-\-c"= ^

passino per un medesimo punto è

= 0.

L'area del triangolo limitato dalle tre rette di

cui le equazioni sono quelle soprascritte è data da
2

a
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Se in questa equazione consideriamo fìsse w, f,

e variabili x, y, abbiamo una relazione fra le coor-

dinate di ogni punto di una retta ; ma se inrece

consideriamo variabili u^ y, e fisse iX y, abbiamo

ima relazione cui devono soddisfare le quantità

u^ V corrispondenti a qualunque retta che passi

per il punto fisso di coordinate x y. Date le quan-

tità Uj V si individua una retta; perciò esse si pos-

sono chiamare coordinate della retta.

Quelle rette le cui coordinate soddisfano ad una
stessa equazione lineare, passano tutte per un
punto.

Condizione necessaria e sufficiente perchè le tre

rette di coordinate [u v) (ti v') {u" v' ) passino per

un punto è

ivi

Le coordinate di una retta che passa per V in-

tersezione delle due di coordinate {u' v') (u" v")

sono del tipo

u' ^lu" 7/ t- Iv"

1 + x
'

Le rette di coordinate

1 t-X

V 1+-X ' 14- X j ^ V T^X~' 1 - X j

dividono armonicamente Vangolo delle rette

{u' v') iii/'v").
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Una relazione fra le coordinate w, v di rette^

rappresenterà in generale un assieme di infinite

rette tangenti ad ima curva; si dice che rappre-

senta un inviluppo

Uangolo delle due rette («, v) (u\ v') è dato dalla

formola:

cos X

V u^ + v' s! u"'

Sono notevoli i due punti immaginari all'infinito

del piano rappresentati dall'equazione (in coordi-

nate di rette) u' -j- v^ = 0. Essi si chiamano i punti

ciclici perchè _?;er essi jmssano tutti i cerchi del

piano (v. il Cap. sulle coniche).

E notevole la seguente definizione proiettiva del-

l'angolo di due rette, introducendo i punti ciclici

del piano:

L'angolo di due rette è eguale al prodotto di

\/^^ i—^ = — per il rapporto anarmonico della qua-

terna formata dalle due rette date e dalle altre

due rette che vanno ai due punti ciclici (v. p. es.

Clebsch-Lindemann, Geometr.^ I).

Due sistemi piani (piani punteggiati e rigati) si

dicono omografici o collineari o proiettivi^ se fra

i loro punti e le loro rette (reali) si stahilisce una
corrispondenza tale che ad ogni punto corrisponda

un punto F e ad ogni retta p corrisponda una
retta //, colla condizione che se P appartiene a

p, anche P' appartenga a p .
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Per il caso più generale in cui si vogliano com-
prendere elementi reali e immaginarli, la defini-

zione analitica per la omografia di due sistemi

piani è la seguente: chiamate X y \q coordinate

cartesiane di un punto del piano e x' y' le coor-

dinate del punto corrispondente del secondo, i due
sistemi sono omografici se sussistono le relazioni

f _ aO) -\-by ^ e
f

a' X -{-h' v -4- e'

a"x + b"y-\-c"' ^ a"x-{-ry + c"

ove il determinante {a V e'') è diverso da zero.

Ovvero: chiamate «f, v le coordinate di una retta

del primo, e id v' le coordinate della retta corri-

spondente del secondo, i due sistemi sono omo-
grafici se sussistono relazioni del tipo

, au + b V ~\- e , a' u ^-b'v -h c^
U = -77 777 77. V =

a' u + b" V

Due rette punteggiate corrispondenti o due fa-

sci di rette corrispondenti^ coìitenuti in due sistemi

piani omografici^ sono sempre proiettivi.

La omografia fra due sistemi piani è determi-

nata quando si stabilisca che ai quattro vertici di

un quadrangolo nelVun piano corrispondano i

quattro vertici di un quadrangolo nelValtro., ov-

vero ai quattro lati di un quadrilatero nelVun
piano corrispondano i quattro lati di un altro

quadrilatero nell'altro.

Due sistemi piani omografici si dicono affini

quando alla retta all' infinito dell'uno corrisponde

la retta all'infinito dell'altro.
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Le equazioni dell'affinità sono del tipo

w'= a X -ì- b !/ + e, y' = a' oo -f b' y [ e'.

L'affinità è determinata quando si stabilisca la

corrispondenza fra tre punti (non in linea retta)

deWun piano e tre punti (non in linea retta) del-

l'altro; ovvero fra tre rette (non di un fascio)

dell'uno^ e tre rette delValtro.

Nella corrispondenza affine due punteggiate

corrispondenti sono simili^ e il rapporto fra le

aree di due triangoli corrispondenti è costante.

Caso particolare dell'affinità è la simiglianza.

Due sistemi piani si dicono simili quando ^li an-

goli corrispondenti sono sempre eguali.

hi due sistemi simili il rapporto di simiglianza

fra due punteggiate corrispondenti e sempre il

medesimo^ e i fasci di raggi corrispondenti sono

eguali.

Se i due sistemi piani omografici sono sovrap-

posti, si possono cercare i punti, (o le rette) che

corrispondono a se stessi (punti uniti o doppia

rette unite o doppie).

Esistono in generale tre punti riniti^ e tre rette

imite^ che sono rispettivamente vertici e lati di uno
stesso triangolo.

I tre punti uniti si ottengono cercando le ra-

dici t dell'equazione cubica

a -t
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e indi cercando runico punto comune alle tre rette

di equazioni

a X -\~ b ij r e =tx
a' X i h' y f e = t y

a"x-{-h"y-\-c" = t.

Collo scambio di jc^ y in Uj v si ricaverebbe il

procedimento per ottenere le rette unite, se la o-

mo^'rafia è scritta in coordinate di rette.

Due sistemi piani omografici sono omologici

quando le cougiungenti i punti corrispondenti si

incontrano in un punto (centro di omologia o di

prospettiva). In tal caso le rette corrispondenti si

incontrano in punti di una retta (asse di omolo-

gia). Si potrebbe prendere anche questa seconda

proprietà a fondamento della definizione, e allora

la prima ne deriverebbe di conseguenza.

La omologia è una omografìa nella quale esiste

una retta di punti uniti (asse di omologia) e un

fascio di rette unite (il cui centro e il centro di

, omologia).
^'^''^^ Se in due sistemi piani omografici, tre punti di

mia retta hanno per corrispondenti se stessi, i due

sistemi sotto omologici.

La omologia ha luogo quando il determinante

X -^ t h e

D h'-t e

h" e" - t

ha, per un certo valore di t, eguali a zero, tutti

i suoi minori. Quel valore di t è allora radice
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doppia tripla delVequazione i)==0; in quesf ul-

timo caso si ha che il centro d'omologia sta sul-

Vasse d'omologia.

Due sistemi piani omografici (non affini) si

possono sempre situare in modo da essere omo-

logici.

Due sistemi piani omologici sono definiti dal

centro^ dall/asse d'omologia^ e da ima coppia di

punti corrispondenti.

Due sistemi piani omogrctfici e sovrapposti si

deducono l'uno dalValtro mediante un numero fi-

nito di omologie^ come anche mediante un numero
finito di proiezioni e sezioni-

Le rette limiti (o di fuga) di due sistemi piani

omologici (rette di un piano corrispoìidenti a

quelle all'infinito dell'altro) sono parallele alVasse

di omologia. ^-^

Una omologia di due sistemi piani sovrapposti l

si dice armonica o involutoria quando due punti
]

(e due rette) si corrispondono in doppio modo,
cioè ad UQ punto P corrisponde sempre un me-
desimo altro punto P\ sia che P si immagini ap-

partenente ad un piano, sia che si immagini ap-

partenente all'altro, e così per due rette.

Nell'omologia involutoria, due punti corrispon-

denti sono separati armonicamente dal centro e

daWasse di omologia (di qui ne viene la denomi-
nazione di armonica)^ e lo stesso per due rette

corrispondenti.

E importante notare che: Una omografia (pia-

na) in cui la corrispondenza sia involutoria (nel

senso sopraindicato) è necessariamente un'omologia.
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Se l'asse di omologia si suppone all'infinito, i

due sistemi piani si dicono omotetici. Se anche il

centro va all'infinito i due sistemi si dicono con-

gruenti.

Nella corrispondenza omotetica le rette limiti

coincidono alV infinito.

Nell'omotetia il rapporto di due segmenti retti-

linei corrispondenti è costante (rapporto di omo-
tetia).

I sistemi omotetici sono un caso particolare dei

sistemi simili.

Un caso più generale della omografia involu-

toria è la omografia ciclica di ordine n per due
sistemi piani' sovrapposti. Essa è tale che cercando
il corrispondente A' di un punto A^ indi il corri-

spondente di A' (considerato come appartenente

al primo sistema piano) e così di seguito, dopo n
operazioni si giunga di nuovo al punto A.
Adoperando coordinate omogenee per i punti

del piano, e scegliendo il triangolo fondamentcde
coi vertici in tre punti uniti della omografia ci'

elica di ordine n, le equazioni di questa possono
sempre ridursi alla forma

essendo le £ radici primitive w"*^ dell'unità.

Se gli elementi (reali) di due sistemi piani, so-

vrapposti no, si fanno corrispondere in modo
che ai punti dell' uno corrispondono le rette del-

l'altro, e viceversa, e che a punti in linea retta p
deir un piano, corrispondano nell'altro rette pas-

santi per un punto P corrispondente di p, e vice-

versa, allora i due piani si dicono in corrispon-

denza correlativa duale^ reciproca.
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Per il caso più generale in cui vogliano consi-

derarsi elementi reali e immaginarli, la dualità è

analiticamente definita da relazioni del tipo

a.T -^ hy + e ,
a' x -\-b'y ^ e

Il = " ~
x+h"ij + c"' a''x + b"y + c"

doye co, y sono coordinate di punti, e u\ v' coor-

dinate di rette, e il determinante {a h' e") è di-

verso da zero.

La dualità è determinata se ai quattro vertici

di un quadrangolo si fanno corrispondere i quat-

tro lati di un quadrilatero.

Due sistemi piani correlativi, ad un terzo sono

omografici.

Una reciprocità o dualità per due sistemi piani

sovrapposti, può essere involutoria, cioè tale che

ad un punto corrisponda sempre la stessa retta

sia che il punto si consideri come appartenente

al primo sistema piano, sia che si consideri appar-

tenente al secondo; una siffatta dualità involuto-
|

ria prende il nome di polarità. I

Il punto e la retta corrispondenti si chiamano *

allora rispett. polo e polare.

Quando una dualità è tale che esista un trian-

golo ai cui vertici, considerati come punti di uno /

dei due sistemi piani, corrispondano nelValtro, i

lati opposti (triangolo polare, autoreciproco, ajitg-

comugalp) essa è ima polarità.

'Tnuna polarità esistono infiniti triangoli polari.

Una polarità è determinata assegnando un triadi-

golo polare (cioè avente la proprietà indicata nel

precedente teorema), e dando la polare di un
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punto non situato su alcun lato del triangolo

stesso.

In una polarità due punti si dicono reciproci se

l'uno sta sulla polare dell'altro. E similmente per

due rette reciproche.

Se la polare di un punto passa per il punto

stesso, il punto si dirà punto unito, e la sua po-

lare si dirà retta unita della polarità.

Analiticamente, la polarità è definita da rela-

zioni simili a quelle della dualità, dove però

a' = h, a" = e, h" = e'

Adoperando coordinate omogenee per i punti e

le rette del piano, le equazioni della dualità sono

ui = - aihiìCk (i, Z; = 1, 2, 3)
h

e quelle della polarità sono queste stesse dove p>erò

aik = ajd.

I punti uniti sono dati dalla relazione

(che corrisponde ad una conica).

Se il triangolo fondamentale delle coordinate è

polare, questa espressione diventa del tipo

In quanto alla geometria delle altre due forme

fondamentali di 2.'^ specie cioè la stella di rette

e la stella di puani, non crediamo necessario esten-

derci su essa, e solo osserviamo che le proprietà

della stella possono ricaA^arsi da quelle del sistema
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piano, immaginando proiettato questo da un punto

situato fuori di esso. Le definizioni di stelle omo-

grafiche o proiettive, sfelle correlative o recipro-

che^ ecc. e le proprietà fondamentali di tali corri-

spondenze sono le analoghe a quelle pei sistemi

piani.

§ 4. - Geometria delle eorme fondamentali

di s.'^ specie.

lo spazio di punti e di piani.

Fra i tetraedri aventi per vertici quattro di 6

punti dati A, B^ C, D, E, 7" dello spazio, sussiste

la relazione:

ABEF.CDEF+BCEF.ADEFi-
-\-CAEF.BDEE = 0',

per sette punti si ha

ABCG.DEFG-rACDG.BEFG^
-{- A I) B G . CE F G ^ B C n G . A EF G;

e per otto punti si ha infine

BCDE. AFGIl * ACED.BFGH* ADEB.CFGH^
V AB EC . B FGII \ ABCD.EFGH=

(MONQE, MOBIUS).

Indicando con ò^^, ^13... le mutue distanze fra

Pascal. 4



50 /, 4. — Coordinate nello spazio.

cinque punti dello spazio si ha

Olili
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così tre punti proiezioni, ciascuno in ciascuna delle

tre rette date; epperò se in ciascuna di queste sta-

biliamo un sistema di coordinate per la determina-

zione dei proprii punti, le tre coordinate delle tre

proiezioni di P potranno assumersi come coordi-

nate di P. Si ha così il sistema di coordinate che

si suol chiamare cartesiano.

Il caso più comune è che le coordinate sulle

tre rette punteggiate sieno coordinate cartesiane

coll'origine comune 0, e calcolate colla medesima
uuità di misura.

Se i tre assi sono ortogonali a due a due, il

sistema di coordinate si dice ortogonale.

Supponiamo dato un punto (polo)^ una retta

per esso (asse polare) e un piano per questa (piano

polare).

Ogni punto P dello spazio può essere determi-

nato quando ne sia assegnata la distanza p da 0,

l'angolo che la retta P fa coll'asse polare, e

l'angolo cp che misura il diedro compreso fra il

piano polare e il piano di P e della retta polare.

I tre numeri p, 0, co possono prendersi come
coordinate di P; si ha così il sistema di coordi-

nate polari. Si può stabilire che p debba essere

una quantità sempre positiva, e debba essere

sempre compreso fra e ^, mentre o debba esten-

dersi fra e 2i^.

Ponendo le tre coordinate di un punto dello

spazio sotto la forma
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le quantità X-^ x^ x^ x^ si dicono coordinate omo-

genee.

Fra i sistemi di queste è notevole quello delle

coordinate quadriplanari o fetrametriche.

Diamo quattro piani dello spazio formanti un

tetraedro (fondamentale). Siene p^ q, r, s le di-

stanze di un punto P dai quattro piani, e a, ^,

e, d, quattro costanti
;
poniamo x^ x^ a?3 Xj^ propor-

zionali a

jD q r s

a' T' V' ~d'

I quattro vertici del tetraedro si chiamano punti

fondamentali, e i quattro piani, piani foìidamen-

tali. Il punto U di cui tutte le coordinate sono

eguali, cioè il punto di cui le distanze dalle quat-

tro facce sono proporzionali ad a, h, e, t?, si dice

punto unità.

Similmente come al § 3 si riconosce che i rap-

porti di due qualunque di tali coordinate omo-
genee sono eguali ai doppi rapporti dei quattro

piagli di un fascio, che ha per asse uno degli spi-

goli del tetraedrof e di cui i quattro piani sono:

le due facce del tetraedro che passano per quello

spigolo, il piano passante per U, e quello passante

per P.

Le coordinate cosi definite sono dunque coordi-

nate proiettive.

Se uno dei piani del tetraedro va all' infinito,

il sistema tetrametrico si riduce al sistema carte-

siano, come al § 3.

Come pel piano, il primo problema che ci si

presenta e quello cosiddetto della trasformazione
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delle coordinate, cioè la ricerca delle formole me-

diante le quali le coordinate ia un certo sistema

si esprimono mediante quelle in un altro sistema.

Se i due sistemi sono ambedue cartesiani le re-

lazioni sono le seguenti:

Xcos (Xx') + YgobìYx') -k Zgos {Z x')
,X " —

—

—7— r a
co^{xx)

Xcos [Xij') 4- Fcos (F/) 4- if cos {Zy')
, ,

cos ^y y')

Xqo^ìXz') -+- rcos(r^') + Zgo^{Zz)
,

Q,0^{ZZ]

dove [xy z^ (X Y Z) sono le coordinate di un me-

desimo punto nelVuno e nell'altro sistema^ (a h e)

sono le coordinate dell'origine del 2,^ sistema ri-

spetto al i.", x' y' z rappresentano le rette normali

ai piani y z, z x, xy, e

cos (xx) . . , cos (X^O ...

rappresentano i coseni degli angoli formati dalle

rette x, x\ ovvero X e x', etc.

Per sistemi ortogonali le formole diventano più

semplici:

x = a f Xcos(X^)+ Ygos{Yx)-{-Zgos{Zx)

y = b -[-Xcos(X2/)+ YGos{Yy)i- ZGosiZy)

z=c-ì-Xgob (Xz) 1 Ygos{Yz) i- Zcos (Zz).

In questo caso fra i nove coseni cos(Xìp)...

sussistono varie relazioni, cioè

cos' {Xx) + cos^ (X y) + cos^ {Xz) = l
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e le altre cinque che sì ricavano da questa collo

scambio di X in Y o Z, ovvero collo scambio nelle

tre così ottenute di xyz in XYZ;
cos ( Fa) cos (Zx) + cos ( Yy) cos (Zy) +

-f cos(F^)cos(Z^) =

e le cdtre due che si ricavano permutando circo-

larmente X, F, ir, insieme alle altre tre che si

ottengono da quelle così ottenute scambiando xyz
con XYZ.

Si hanno in tutto 13 relazioni, delle quali solo

6 sono indipendenti.

Le formole colle quali le coordinate polari si

esprimono per le cartesiane ortogonali o viceversa

sono le seguenti: supponiamo che l'origine delle

coordinate cartesiane ortogonali coincida col polo

del sistema di coordinate polari, e che l'asse po-

lare coincida coli' asse di z^ mentre il piano po-

lare coincida col piano xz. Si hanno allora le

formole

x = p sen cos 9 p = \l x^ -^ y^ -\- z^

z
2/ — P sew ^ sen © cos ~

p cos tg 9

si x'^-^y'^ -Y

y
oc

Nel sistema di coordinate cartesiane, se {x^ yi z^)

fe ;^2 ^2) (•'^3 Vr^ %) 8^^^^ ^^ coordinate di tre punti,

le condizioni perchè i tre punti sieno in linea

retta sono

00\ - ^2 ^ 2/1 — 2/2 _ ^1 -^2 .

^1 — ^3 2/1 — 2/3 ^i — ^z'
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le stesse condizioni possono essere espresse dalVan-

nullarsi dei determinanti della matrice

I

^1 y\ ^1 1

I

^2 y-Z ^2 1

!j

I
3-3 V'ò ^3 1 II

La distanza dì un punto di coord. {-t y z) dal-

Vorigine delle coordinate è data dalla formola

rj =z x^ \ y^ + z^ + 2x1/ cos [xy) + 2y z cos y z)
-+-

-}• 2zx cos {z x)

Fra i coseni degli angoli che una retta r fa coi

tre assi sussiste la relazione

1 cos (r oc) cos (r y) cos (r z)

cos (.r r) 1 cos (ic y) cos (^ 2;)

cos {y r) cos (;y ^^ 1 cos (y z)

cos {z r) cos (e ;/:) cos (z y) 1

==0.

Per assi ortogonali si ha sempUceìnente

cos^ (r .t) + cos^ (r 1/) -r cos^ [r z) —l.

Per assi ortogonali l'angolo di due rette r r' è

dato dalle formole

cos (r r) = cos {xr) cos {oc r') + cos y r) cos (// r') +
+ cos [z r) cos (z r)

sen^ (r /) =
cos (a? r) cos (y r) cos (0 r)

cos (ic r') cos {y r) cos (0 r')

* Basta che se ne annullino duQ.
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éA
y\ ^1 1
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dove i tre primi elementi di ciascuna linea sono

le coordinate cartesiane dei quattro j^unti.

Il j)iano die passa per i tre punti di coord.

(y\yiz{) (^22/3^2) (^^32/3-3)

è dato dalla stessa equazione precedente, dove (xy z)

si suppongono le coordinate di un punto indeter-

minato del piano (coord. correnti).

X il z
La equazione h -^

1 = 1 e quella del
p q r

piano che determina sugli assi i segmenti p q r, a

contare dall' origine.

Due piani

aco + hy + cz-\-d= 0, a'x + b'y ^ e z +6^ —

sono paralleli allora e allora solo che

Una retta nello spazio è individuata da due

equazioni che sono quelle di due piani che passano

per essa.

Tre piani appartengono ad un fascio cioè Jianno

in comime una retta^ quando si annullano i de-

terminanti di 3.^ ord. della matrice

e
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Quattro piani passano per un punto quando si

annulla il detetminante di 4.^ ordine dei 16 coef-

ficienti delle equazioni dei quattro piani.

Indicando con a p y gli angoli che la retta per-

pendicolare al piano fa cogli assi, e con p la di-

stanza dell'origine dal piano, l'equazione di que-

sto può scriversi (forma normale)

X cos a + 2/ cos P + 2; cos Y ~ p = 0.

Per assi ortogonali, l'equazione generale di un
piano, si riduce a forma normale, moltiplican-

dola per

1 .

dove il radicale va preso col segno contrario a

quello del termine ìioto dell'equazione.

La distaìiza di tin punto X Y Z da un piano

si calcola ponendo nel primo membro (cambialo

di segno) dell'equazione normale del piano^ in luogo

delle coordinate correnti, quelle del punto.

L^angolo ^ di due piani per assi ortogonali è

dato da

aa' + bb' -\- e e'

cos 24 =
\/ a^ + b' + c' \l a"' + b" -!- c'^

a b e

a' b' e'

La condizione di ortogonalità di due piani

(p>er assi ortogonali) è:

a a + b b' + e e' — 0.
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Ponendo l'equazione del piano sotto la forma

u X -\- vy -H 2^' 2; + 1 =

i coefficienti u v w possono assumersi come coor-

dinate del piano.

Possono allora farsi considerazioni simili a quelle

relative alle coordinate di rette nel piano, ma su

ciò non ci dilunirheremo.

Due spazi (a tre dimensioni) sono omografici

collineari proiettivi se si corrispondono in modo
che ad ogni punto e piano (reali) dell'uno corri-

spondono un punto e piano dell'altro colla condi-

zione che se nel primo spazio il punto appartiene al

piano, anche il punto corrispondente appartenga al

piano corrispondente; in altri termini se nel primo
spazio un punto si muova in un piano, il punto cor-

rispondente nel secondo spazio si muova anche in

un piano e questo sia il corrispondente al primo
piano.

Le definizioni analitiche (che includono la pre-

cedente, e si estendono poi anche al caso di ele-

menti immaginarli) per due spazi omografici sono
le seguenti: se xyz e ce' y z' sono le coordinate
dei punti corrispondenti nei due spazi, questi si

diranno omografici se sussistono le relazioni

, ax^ hy-\-cz + d

a" X + })" y + c'"z + d"'

' — (^' ^ + ^' y + e' ^ "'" ^'

a" X -i- b'" y -ir c'z + d'"
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, _ a X -^ h" y + e z --\- d"

~
a" co 4- b'" y + e" z + d'"

dove il determinante (a h' e" d'") sia diverso uà

zero.

Ovvero: se ?^ f ?r, u v' io' sono le coordinate di

due piani corrispondenti nei due spazi, fra esse

sussistano relazioni lineari analoghe alle sopra-

scritte.

Vi sono in generale quattro piani uniti (cioè

punti e piani che corrispondono a sé stessi).

La- omografia fra due spazi è determinata sta-

bilendo la corrispoìidenza fra i quattro vertici (o

le quattro facce) di un tetraedro nelVuno^ e i ver-

tici (o le facce) di un tetraedro nell'altro^ e un
piano dell'uno spazio., non passante per alcuno dei

quattro punti (o un punto non situato iìi alcuna

delle quattro facce) con un piano dell'altro^ non
passante per alcuno dei quattro punti corrispon-

denti (ovvero con impunto non situato in alcima

delle quattro facce corrispondenti).

Se i piani all'infinito dei due spazi si corrispon-

dono allora la omografìa diventa affinità.

L'affinità di due spazi è determinata assegnan-

do la corrispondenza fra quattro facce (o vertici)

di un tetraedro ìielVuno con quattro facce (o ver-

tici) di un tetraedro nelValtro.

In due spazi affijii^ due punteggiate corrispón-

denti sono simili^ e due piani corrispondenti sonai

affini.

In due spazi affini le distanze di due punti

corrispondenti, da due piani fissi^ hanno un rap-

porto costante.
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In due spazi affini i volumi di due corpi cor-

'spondentl stanno in nn rapporto costante.

Caso particolare delFaffinità è la siìniglianza

.

Due spazi si dicono simili se gli angoli corrispon-

denti sono sempre eguali. In due spazi slmili due

sistemi plani corrispondenti sono anche slmili

(v. § 3).

Due spazi omografici che contengono una stella

di clementi uniti, ovvero un sistema piano di ele-

menti uniti (Ihina cosa e conseguenza delValtra),

si dicono omologici ; il centro della stella si dice

centro d'omologia^ e il piano si dice plano d'omo-

logia. Se la corrispondenza fra i due spazi è in-

volutoria si ha al solito la omologia involutorla o

armonica.

Bue spazi omologici sono definiti mediante il

centro^ il plano d'omologia e la corrispondenza fra

due punti (necessariamente allineati col centro di

omologia, e di cui nessuno coincida con esso).

Se il centro va all' infinito, si ha Vomologla af-

fine ; se, invece il piano d'omologia va all'infinito

si ha Vomotetia. L'omotetia è un caso particolare

della similitudine. Bue spazi simili possono sem-

pre^ situarsi in posizione omotetica.

E da notarsi anche la omografia assiale la quale

ha per punti uniti tutti quelli di due rette

sghembe (le quali saranno anche inviluppi di

piani uniti). Nella omografia assiale due punti

corrispondenti stanno sempre su di una retta che in-

contra ambedue le rette dei punti uniti, in due punti

aventi coi primi un rapporto anarmoìiico costante.

Una siffatta omografia è involutorla se tale qiia^

terna di punti è armonica.
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Ogni omografia spaziale invohitoria può essere

un'omologia involutoria o un'omografia assiale

invohitoria.

Caso più generale della omografia involutoria ò

anche qui la omografia ciclica d'ordine n per la

quale vale la analoga definizione del § preced.

Fra i punti e i piani di uno spazio e i piani e

punti di un altro può immaginarsi una corrispon-

denza biunivoca simile a quella di cui abbiamo
trattato nel § 3, e che si chiama dualità o corre-

latività reciprocità.

In coordinate omogenee di punti e piani, le equa-

zioni della dualità spaziale sono

u'i = ^ aik ^'k i^, k = 1, 2, 3, 4'.

La dualità è involutoria in due casi; cioè quando
aik^^aki, e quando aik^= — an, donde an=0;
nel primo caso si chiama polarità ordinaria e nel

secondo polarità nulla o sistema nullo.

Nella polarità ordinaria il luogo dei punti

uniti è una quadrica (v. Cap. Yj.

In una polarità nulla ogni punto sta nel piano

ad esso corrispondeìite, e ogni piano passa per il

proprio polo ; e V assieme delle rette unite è un
complesso lineare (v. Cap. XIY, § 3).

Delle polarità nulle, o sistemi nulli si occupa-

rono prima Giorgini {Mem. della Soc. it. delle

scienze, XX, 1827), indi Mòbius, Chasles, v.

Staudt, ecc. (v. Cap. X, § 2).

È utile ora fare cenno delle cosiddette anti-

proiettivltà di Segui-:.
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Sieno xi le coordinate omogenee dei punti (reali

complessi) di uno spazio (a 2 o a 3 dimensioni)

e similmente sieno ui le coordinate omogenee del-

l'elemento duale al punto in quello spazio (cioè

della retta o del piano secondochè lo spazio è a

due tre dimensioni); indichiamo con ^/ , m le

quantità complesse coniugate di Xi , m .

Poniamo allora in luogo delle relazioni solite

della omografia e della dualità, le altre:

x'i = ^ auc Xh
h

u'i = ^ aik Xk .

k

Con queste formole restano stabilite due corr'i-

spoìidenze biunivoche fra gli elementi (x^ x\ ovvero

x^ u\ di due spazi. Per la prima a punti di una
retta o di un piano corrispondono anche (come
nelle omografie) punti di una retta o di un piano;

e per la seconda a punti di una retta o di un
piano corrispondono rette o piani di un fascio

ovvero piani di una stella (come nelle dualità).

Queste corrispondenze si chiamano rispett. an-

ticolUneazione [o antiproiettività) e antidualità.

Per esse si conserva la proprietà che ad ele-

menti armonici corrispondono elementi armo-
nici.

Se queste corrispondenze sono involutorie si

hanno le antiinvoluzioniy e le ayitipolarità.

La considerazione degli elementi uniti di una
antipolarità porta alle cosiddette iperconiche e

iperquadriche rappresentate da un'equazione del
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tipo

dove sia aa- = aid*

Su queste corrispondenze si possono vedere le

quattro note di Segee {Un nuovo campo di ri-

cerche geometriche. Atti di Torino, 1890), e Math.

Ann., XL.)

La prima geometria analitica si può dire essere

stata la Geometria di Descartes comparsa per la

prima volta nel 1637; indi comparsa in altre edi-

zioni colle note di De Beaune^ e di Schooten.
In questo libro sì introduce in modo sistematico

e per la prima volta, il concetto di coordinate nel

piano, mentre il concetto di coordinate nella retta

punteggiata si può dire che era stato già intro-

dotto da Viete (1540-1603). Le coordinate bari-

centriche furono introdotte da Mòbius (Der hary-

c'entr. Calcili^ 1827'; le proiettive da Staudt {Bei-

trdge^ 1858) e da Fiedler {Darsi- Geom.)^ e le

coordinate omogenee furono estesamente studiate

da Mòbius, Plììcker ed Hesse.
Il concetto di doppio rapporto si trova in Mò-

bius (che lo chiamò rapporto di doppia sezione)

e in Chasles che lo chiamò rapporto anarmonico.

Alcuni ora lo chiamano anclie birapporto (Si^igre).

Altre ricerche su esso furono fatte da Steiner,

e da Staudt che lo definì indipendentemente da

concetti di grandezze.

Il principio di omologia fu applicato da Ponce-
let, quello di omografia da Mòdius, Steiner,
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Ohasles, e quello di dualità si deve specialmente

a GrERGONNE (Ann. des math.^ 1827), Chasles e

Plùcker.
Ij involuzione di punti fu studiata (senza con-

tare i geometri greci) fra i moderni per la prima

volta da Desargues 1593-1662) a cui si deve an-

che la denominazione.

La Geometria proiettiva^ cioè quella che tratta

delle proprietà proiettive delle figure, si compose
in scienza verso la prima metà di questo secolo.

[ primi trattati importanti possono ritenersi quelli

di PoNCELET ( Traité des propr. project, des figu-

res. Paris, 1822», Steiner {System. Entwick. der

Abhàngigkeit geom. Gestalten von einander^ etc.

Berlin, 1832), Staudt, (Geom. der Lage. Niirnberg,

1847), Ohasles (Géom. super. Paris, 1852; Sect.

coniq. Paris, 1865 . Fra i più moderni noteremo

quello del Ceemona {Elementi di Geometria pro-

iettiva. 1873), tradotto in varie lingue, 1' opera di

Rete {Die Geom. der Lage, 1877-1880 , di Pasch
{Neuere Geom. 1882), di Weye [Project. Geom.
Wien, 1883-87) e le più recenti di Sannia (Na-

poli, 1891, 1894) e di Enriques (Bologna, 1898).

A queste opere potrebbero aggiungersi quelle

di Geometria Descrittiva^ le quali trattano anche
della Proiettiva, per es. le reputate opere di Fie-

dler {Darst. Geom. Leipzig, 1883-88), e di Wie-
ner {Lehrbuch der Darst. Geom. Leipzig, 1884).

È importante notare che la geometria proiettiva

ha preso varii nomi secondo i diversi autori; così

fu chiamata Nuova geometria o geometria supe-

riore da Chasles, Geometria di posizione o di si-

tuazione (Geom. der Lage) da Carnot, Cayley,
Pascal. 5
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V. Staudt, GrERGONNB, etc. ; Geometria proiettiva

da Cremona, Klein, etc.

Assai affine alla Geometria Proiettiva è la co-

siddetta Geometria Descrittiva il cui scopo è la

rappresentazione su di un piano, mediante proie-

zioni centrali o parallele ortogonali, delle figure

solide, e lo studio delle proprietà di tale rappre-

sentazione.

Si deve a Monge i1795) il primo trattato siste-

matico di geometria descrittiva, la quale si svi-

luppò appunto nel principio di questo secolo per

opera di Monge, Lacroix, Olivier, Hachette,
DuPiN. Per la storia dettagliata della geometria

descrittiva si vegga il primo capitolo della opera

(cit.) di Wiener, e un recente libro di Oben-
RAUCH (Gesch. der darst. und proiect. Geom.
Briinn, 1897).

Fra i concetti che hanno servito a dare la mag-
giore unità, semplicità, e generalità ai risultati

geometrici, ed evitare inutili classificazioni di casi

di eccezione, sono da annoverarsi quello degli ele-

menti all'infinito^ e quello degli elementi immagi-

narii. Il primo di essi risale sino a Desargues;
il secondo è venuto come conseguenza dell'appli-

cazione dell'analisi alla geometria.

Vari Autori hanno cercato di introdurre que-

st'ultimo concetto nella geometria pura, e intro-

durlo, si intende, indipendentemente da concetti

analitici. Per ciò fare possono servire le involu-

zioni ellittiche ì cui punti uniti, come si sa, sono

immaginari, e di cui le coppie di punti reali pos-

sono servire perciò ad una definizione di una cop-

pia di punti immaginari. Considerazioni di questo
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genere furono fatte principalmente da Staudt; i

trattati moderni di geometria proiettiva (per es.

quello sopracitato del Sannia) sviluppano detta-

gliatamente questi concetti.

Fra i trattati di geometria analitica citeremo

quello conosciutissimo del Salmon, di cui si son

fatte parecchie edizioni e traduzioni, quello di Balt-
ZER (Leipzig, 1882', quelli vari di Hesse (Leip-

zig, 1866-76) e quello di D'Ovidio (Torino, 1885,

1895).



CAPITOLO IL

Geometria delle forme discontinue.

§ L — Generalità.

Le forme che consideremo in questo capitolo

sono figure composte di punti, rette, piani, in nu-

mero finito; esse si sogliono chiamare forme di-

scontinue in opposizione alle altre che abbiamo
studiate nel Gap. I, perchè evidentemente non si

può passare con continuità da un loro elemento

ad un altro elemento, passando sempre per ele-

menti della stessa specie tutti contenuti nella forma.

Un gruppo di un numero finito di punti di una
punteggiata o di un piano o dì uno spazio o un
gruppo di un numero finito di rette o di piani di

un fascio, ecc. sono forme discontinue. Oltre que-

ste vi sono poi le seguenti altre:

Ennagono piano completo è il sistema di n
punti (vertici) di un piano, tre dei quali non sono

mai per diritto, insieme alle -—^ rette (latij

che li uniscono a due a due.

L'intersezione di due lati non passanti ambedue

per uno degli n punti si dice punto diagonale.
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, nin-ì)in — 2){n — S)
Il loro numero e .

o

Ennilatero piano completo è il sistema di n

rette (lati) di un piano, tre delle quali non con-

... .. n{n - \)
corrono mai in un punto, insieme agli —

—

punti (vertici) secondo cui si segano a due a due.

La retta che congiunge due vertici non situati

sullo stesso lato si dice retta diagonale.

j, , , n{n-\){n ~ 2) (n - 3)
Il loro numero e —— •.

o

\ì ennagono o ennilatero piano semplice è il si-

stema di n punti di un piano considerati in un
dato ordine circolare, insieme alle n rette che

congiungono ogni punto col successivo.

Proiettando l'ennagono piano completo da un
punto fuori del suo piano si ha V angolo ennispi-

golo completo, e proiettando V ennilatero da un

punto fuori del suo piano, si ha Vangolo ennaedro

completo.

Ennagono gobbo completo è il sistema di n punti,

di cui quattro mai situati in un piano, insieme
^1 lyl 1

I

alle rette che li congiungono a due a due

e agli

n (n — l)(n — 2)

2.3

piani (facce) che li congiungono a tre a tre.

Ennaedro completo è la figura correlativa a que-

sta, cioè il sistema di n piani, di cui mai quattro
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passanti per uà punto, insieme a tutte le loro rette

e punti (V intersezione.

Due ennagoni piani completi riferiti fra loro si

dicono prospettivi se le congiungenti i vertici cor-

rispondenti concorrono in uno stesso punto, e si

dicono anche omologici se inoltre i lati corrispon-

denti si segano in punti di una stessa retta (asse

di omologia).

Due ennilateri piani corrispondenti riferiti fra

loro si dicono prospettivi se i lati corrispondenti

concorrono in punti di una stessa retta, e si di-

cono anche omologici se inoltre le congiungenti i

vertici corrispondenti concorrono in uno stesso

punto (centro di omologia).

Analoghe definizioni possono darsi per due an-

goli ennaedri e due ennispigoli.

Due ennagoni gobbi completi, riferiti fra loro,

si dicono prospettivi se le rette congiungenti i ver-

tici corrispondenti concorrono in uno stesso punto

e si dicono poi omologici, se inoltre le facce cor-

rispondenti si segano in rette di uno stesso piano

(piano d'omologia).

Due ennagoni si dicono proiettivi se l'uno può

dedursi dall'altro mediante un numero finito di

proiezioni e sezioni.

Due ennagoni prospettivi situati in piani diversi

sono necessariamente omologici. Analogo teor. per

due ennaedri prospettivi con centri diversi.

Due triangoli^ o due trilateri^ o due triedri.^ o

due trispigoli prospettivi sono anche omologici.

Due quadrangoli 2^iani sono sempre proiettivi.

Due quadrangoli gobbi completi prospettivi sono

anche omologici.
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Se in due ennagoni completi

A,A2.,. An, A\ A!2

.

. . A'n,

riferiti fra loro e situati in uno stesso piano o in

piani diversi^ un lato Ai A^, del primo e tutti gli

altri 2^—4 lati che passano per Ai o A2, con-

corrono coi lati corrispondenti dell'altro ennagono

in altrettanti punti di una retta s, i due ennagoni

sono omologici; ed indicando con S il centro di

omologia, due punti diagonali corrispondenti qua-

lunque P, P' dei due ennagoni sono allineati

con S.

Analogo teor. per due ennilateri piani completi,

due angoli ennaedri completi, e due angoli enni-

spigoli completi.

Le definizioni di questo paragrafo provengono

in gran parte da Steiner {Op. I, 288-396).

§ 2. -- Proprietà proiettive delle coppie
,

TERNE, quaterne DI PUNTI SU DI UNA RÈTTA.

Centri armonici. Apolarità. Involuzioni.

Un gruppo di n punti su di una retta può es-

sere analiticamente rappresentato dalle radici di

una forma binaria di ordine n. Lo studio degli

invarianti e covarianti di tale forma, conduce alla

ricerca di speciali proprietà invariantive, 0, altri-

menti, proiettive del gruppo di punti.

Per i valori n = 2, 3, 4, . . . abbiamo nel vo-

lume I, Gap. XII indicati i risultati che si otten-

gono dal punto di vista della teoria analitica delle
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forme. Ora riferiamo i risultati geometrici che cor-

rispondono a quelli analitici allora ottenuti, e perciò

intenderemo che si abbiano presenti quei risultati

e quelle notazioni e denominazioni.
'^

(Polarità.) Data una forma a
,
possiamo forma-

X

re le polari a ay,a a , ... e considerare i

i punti radici di queste forme eguagliate a zero,

quando si supponga che y sia un punto assegnato.

Questi gruppi di punti si chiamano rispettivamente

il 1.**, 2.°, . . . gruppo polare di y. Alcuni li chia-

mano anche gruppi armonici di y ovvero centri

armonici di n — l*^'^, n — 2"^^
. . . grado. ( Jon-

QUiEKES, J, de Liouville., 1851.) L'ultimo gruppo

polare è formato di un punto solo che Poncelet
chiamò centro delle medie armoniche {Creile^ III).

Se il polo va all'infinito il centro delle medie

armoniche diventa il centro delle medie distanze

che ha la proprietà che la somma algebrica delle

distanze di esso dagli n punti è zero.

Indichiamo ora alcune delle fondamentali pro-

prietà dei centri armonici o, altrimenti detti, dei

sistemi polari.

Se M è un centro armonico di grado r di un

dato sistema di n punti risjìetto al polo 0, vice-

versa è un centro armonico di grado n — r del

medesimo sistema rispetto al polo M.
Se M1M2. ' . Mr sono i centri armonici di gra-

do r rispetto ad un polo di un sistema di n punti,

i ceyitri armonici di grado s is < r) del sistema

M^. .'Mr rispetto al polo sono anche i centri

armonici di grado s del sistema dato rispetto allo

stesso polo 0.
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Se Mi . . . Mr sono i centri armonici di grado r

rispetto ad un polo Or, e Ni. . . Ns sono quelli di

grado s rispetto ad un polo Os, i centri armonici

di grado r -f- s - n del sistema Mi . . . Mr rispetto

al polo Os coincidono coi centri armonici di grado
r -\- s — ndel sistema Ni... Ns rispetto al polo Or .

Se Al è il centro armonico di 1.° grado del si-

stema A2 A^. . . An rispetto ad un polo 0, esso è

anche il centro armonico di 1.^ grado del sistema

AiA2Az...An rispetto allo stesso polo.

Se nel sistema Ai. . . An., r punti coincidono in

uno solo, in questo punto coincideranno r—p
centri armonici di grado n — p rispetto ad un
polo qualsiasi.

I centri armonici di grado r rispetto ad un
punto sP^^ del sistema dato, preso come polo, si

compongono di questo punto contato s volte e dei

centri armonici di grado r — s degli altri n — s

punti del sistema dato rispetto allo stesso punto.

Se nel sistema dato s punti coincidono in uno,

i centri armonici di grado r<is rispetto a questo

preso come polo, sono indeterminati»

Le proprietà dei centri armonici sono proiettive.

Se ax'^ .in notazione simbolica) è la forma bi-

naria che eguagliata a zero dà il gruppo di n

punti, la forma E— {ah)" a h (dove a, hXX
sono coefficienti simbolici equivalenti) rappresenta
il così detto Hessiano del gruppo dato. Ora si ha
il teorema:

Esiste una forma di grado 2 n — 4 'i cui punti
nulli (gruppo Steineriano) sono quelli i cui gruppi
di centri armonici di n — 1"'^ ordine hanno dei
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punti doppia i quali sono dati poi dai punti nulli

dell' Hessiano H^O. Questa forma di grado

2n — 4

è data eliminando z fra

ax az "~^ ^1 =

e

hx hz "-2
1)2 ^ 0.

Vi sono 3 n - 6 poli di cui i gruppi di centri

armonici di n — 1"'^ ordine rispetto alla forma
data e di 2n — s'"*^ ordine rispetto alla forma
Hessiana^ hanno un punto comune. — I punti co-

muni sono dati da (nelle solite notazioni del cal-

colo simbolico) :

T={ab) (h cy a^^-i b^ ^-2 c^^-s.

U annullarsi identico della forma Hessiana è

condizione necessaria e sufficiente perchè gli n
punti del gruppo dato coincidano in uno solo.

(Apolarità) — Una teoria interessante è quella

deWapolarità. Diremo che una forma binaria di

ordine n^ «a;", o un gruppo di n punti, è apolare

con quella i cui punti sieno y zt . . . (in numero
di n) quando la polare

ay az at . .

.

è zero. Le due forme apolari sono allora Ox^^ e

(xy) (xz) {xt)...
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Questo concetto si trova prima in Battaglini
{Accad. Napoli^ 1864-68) il quale lo estese anche
alle forme ternarie ; indi fu svolto e felicemente

applicato da Rosanbs [Creile^ LXXY, LXXYI,
Math. Ann., VI; e da Reye (Math. Ann.^ IV), il

quale ultimo introdusse il nome di apolarità; il

Battaglini aveva chiamato le due forme coniu-

gate armoniche considerando l' apolarità come ge-

neralizzazione dell'armonia ordinaria, cui infatti

essa si riduce per ^ = 2.

La condizione per l^ apolarità delle due forme
ax'', hx"" è {ab''= 0.

Ogni forma binaria di grado dispari è apolare

con sé stessa., ed ogni forma binaria di grado pari

lo è, se è zero V invariante bilineare {aa')^., che

perciò si chiama armonizzante (Battaglini, loc.

cit.) Il risultato più importante nella teoria del-

l' apolarità è il seguente dovuto a Rosanes loc.

citato) :

L' apolarità di due forme binarie di ordine n

è condizione necessaria e sufficiente perdio una
delle forme sia esprimibile linearmente mediante
le n."^^ potenze dei fattori lineari dell'altra (forma
canonica).

Date n forme binarie di ordine n, esse possono

rappresentarsi con combinazioni lineari di potenze

n"*^ di n forme lineari., il cui prodotto è una
forma apolare con tutte le n date.

Queste ricerche suU'apolarità di forme si esten-

dono al caso di forme qualunque e si ottengono
allora notevoli risultati riguardanti la rappresen-
tabilità di forme ternarie, quaternarie, ecc. me-
diante potenze di forme lineari.
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Affini a queste ricerche sono quelle più antiche

di Sylvestee, nelle quali si volea che il numero
(Ielle forme lineari mediante le cui 12'"^ potenze

doveva esprimersi la forma data fosse inferiore ad

. n . , n-r ì

n e propriamente — per n pan, ed —-— per n

dispari. — Allora occorre clie sia soddisfatta una
certa relazione fra i coefficienti della forma solo

nel caso che n sia pari ; il primo membro di que-

sta relazione iavarianti\a si dice catalletti-
cante; pel caso di n dispari la rappresentazione

di tal genere è invece sempre possibile.

§ 3. — Sistemi lineasi di gruppi di punti.

Involuzioni generali.

Si abbiano k -V \ forme binarie di grado ;/

,

(A: -^ n) linearmente indipendenti *

e si formi con k + 1 parametri omogenei la

forma

* Si dice che le forme date sono linearmente indipen-

detìti quando non sussiste identicamente fra esse alcuna re-

lazione lineare omogenea, cioè quando non si possano deter-

minare dei parametri costanti rj r.^ in modo che moltipli-

cando per essi rispettivamente le forme date, la somma dei

prodotti così formati sia identicamente zero.
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Questa forma di grado w, eguagliata a zero rap-

presenterà, ogni volta che sieno assegnati i va-

lori per le costanti >^, un gruppo di n punti; si

sarà dunque determinato, mediante le ^ + 1 for-

me date, un sistema lineare k volte infinito o,

come si suol dire, oo^ gruppi di n punti. Si dice

che questo sistema, è un' involuzione di grado n e

di specie k. L'equazione

>i ax'' T\bx'' + ... =

si chiama ^equazione della involuzione-

Per n = 2, k = i si ha l' involuzione ordinaria,

cioè le infinite coppie di punti che si ottengono in

questo caso, sono le coppie di punti coniugati della

involuzione ordinaria determinata dalle due coppie

dì punti che rappresentano le due quadratiche

date.

Un' involuzione di grado n e specie k è deter-

minata da k + 1 gruppi di n punti che non ap-

partengano ad una involuzione di specie inferiore.

Se r punti di un gruppo di un' involuzione, coin-

cidono in un punto, si dice che quel punto è r^^'^

per l'involuzione.

Un' involuzione di grado n e di specie k am-
mette un numero finito di punti k -t- 1^^*, propria-

mente ne possiede (k \- \) {n — k)» (Cremona, Pre-

liminari^ ecc. Bologna, 1866-67.)

Un'involuzione digrado n e specie k contiene

2^ (n - k) (n - k — \)... (n — 2 y^ + 1)

kl

gruppi^ ciascuno dei quali è dotato di k punti

doppi.
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Sono specialmente interessanti le involuzioni di

grado n e prima specie. In esse vi sono 2n — 2

punti doppi nniti^ i quali sono determinati dal-

l' Jacobiano

(ah)aa:''-^ ex "-1 = 0.

L' insieme delle prime polari di un gruppo di n
punti forma un' involuzione di grado n ~ 1 e pri-

ma specie.

Le involuzioni si possono far corrispondere fra

loro proiettivamente stabilendo delle relazioni bi-

lineari fra i parametri di una e quelli di un

altra.

Per due involuzioni di prima specie e digradi

m e n, sovrapposte., in corrispondenza proiettiva, ac-

cadrà m + n volte., che un punto dell'una coincide

con uno dei suoi corrispondenti nell'altra. Questo

teorema è un caso particolare del cosiddetto prin-

cipio di corrispondenza di Chasles (v. Capitolo I,

§ 2^
(Forme quadratiche.) — Se di un punto dato

si prende il putito iwlare rispetto ad una quadra-

tica (centro qrmonico di primo grado), i due ele-

menti di questa, il punto dato ed il punto polare

sono in armonia.

L'annullarsi dell' iìivariante Af(i: delle due for-

ane quadratiche f e ^ (v. I, pag. 291) esprime che

i punti-zero della prima forma sono situati ar-

monicamente rispetto ai punti zero della seconda.

I punti rappresentati dal covariante ^ =- (Ja-

cobiano) sono i punti uniti dell'involuzione di cui

due coppie di punti coniugati sono rispettivamente

quelli di f=0 e quelli di cp = 0.
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Altrimenti: Esistono due punti di cui Vuno è

polare dell' altro (e quindi coniugato armonico)

rispetto a ciascuna di due quadratiche date; tali

punti sono quelli di .3-= 0.

L'annullarsi dell' invariante R di tre forme

quadratiche esprime che le tre coppie di punti

appartengono ad una stessa involuzione.

Una forma quadratica può con trasformazione

lineare ridursi alla forma canonica Xi' 4- X2 con-

tenente cioè solo i quadrati delle coordinate ; per

ciò fare basta prendere per nuovi punti fonda-

mentali delle coordinate omogenee due punti co-

niugati armonici fra loro rispetto alla forma qua-

dratica^ cioè il punto y (arbitrario) e il punto ce

radice di axa^/^^O^ e inoltre scegliere convenien-

temente il punto unità.

Scegliendo per punti fondamentali delle coor-

dinate omogenee i due punti radici di ^ = 0, cia-

scuna di due quadratiche si riduce a forma ca-

nonica. Questi teoremi sono interessanti anche

perchè trovano i loro analoghi nella teoria delle

coniche e delle quadriche. Per essi si può vedere

Clebsch, Bin. Form., § 33, 37 ; essi sono poi an-

che casi particolari di quelli sopra accennati ri-

guardanti la apolarità.

(Forme cubiche.) — I punti di una forma cu-

bica f—0 sieno a, è, e. Per l'apolarità della for-

ma cubica con sé stessa si ha:

Se di un punto a della forma cubica si consi-

dera il gruppo polare di 1.^ ordirle (che è costi-

tuito di due punti) uno di questi coinciderà con
a, e l'altro sarà il coniugato armonico di a ri-

spetto alla coppia b, e.
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Si hanno così tre altri punti a\ h\ e i quali

sono i punti radici del covariante Q= 0.

Ciascuno degli elementi di Q ha il suo punto

polare (gruppo di 2.° ordine) rispetto alla cubica^

coincidente con un punto della cubica data f.

I punti di f insieme con quelli di Q formano
tre coppie di punti coniugati in involuzione^ di

cui i punti doppi sono quelli dell' Hessiano A := 0.

Ciascuno dei due punti di A — ha il gruppo
polare di 1.° ordine rispetto alla cubica costituito

di dice elerneìiti coincidenti.^ e con questo coincide

poi anche il punto polare di 2.^ ordine dello stesso

elemento di A = rispetto alla cubica.

Se rispetto ad una forma cubica e alla sua Ja-

cobiana si prendono le coppie di elementi polari

di 1.^ ordine di un elemento arbitrario^ tali cop-

pie sono coniugate armoniche fra loro, e al va-

riare dell'elemento arbitrario^ costituiscono una
involuzione di cui i punti doppi sono quelli di

A = 0.

Se un punto ha, rispetto alla cubica, i due ele-

menti polari di primo ordine fra loro coincidenti^

quel punto insieme ai tre elementi della cubica^

costituisce una quaterna equianarmonica (v. Ca-

pitolo I, § 2) ;
quindi ogni punto dell' Hessiano

insieme ai tre punti della cubica forma una qua-

terna equianarmonica.

Prendendo per punti fondamentali di coordi-

nate omogenee i punti di A = 0, la cubica si ri-

duce a forma canonica^ cioè contenente solo i cubi

delle due variabili; e allora anche Q si riduce a

forma canonica (v. Clbbsch, Bin. Form. § 38 .



J/, 3. — Quaterne di punti. 81

I tre elementi di f (come anche quelli di Q)
sono fra loro in proiettività cìclica, di cui gli ele-

menti doppi sono quelli di A = 0.

In due terne di elementi ah e, a p y apolari Vuno
dell'altro, due qualunque punti del primo gruppo,

per es. a, ò, sono coniugati armonici rispetto al

primo gruppo polare di e rispetto alla terna {y- p y).

Due forme cubiche sono apolari Vuna delValtra

se è zero V invariante J={f^ cp/ ••.

• Prendendo di ciascun elemento di una cubica

il coniugato armonico rispetto agli altri due, si

hanno tre punti; la condizione 2^ercìiè questi siano

apolari con quelli dell'altra cubica è data dalUan-

nullarsi dell'invariante Jzto o A^e, di terzo grado
nei coefficienti di una cubica e di primo grado in

quelli dell'altra.

L iì — la condizione perchè sieno apolari le

due terne di punti che si ottengono nella mede-
sima indicata maniera da ciascuna delle due
cubiche.

Ij annullarsi di A.dp^ rappresenta che la coppia

di punti, ognuno dei quali forma una quaterna

equianarmonica cogli elementi della prima cubica

è armonica colla coppia analoga relativa alla se-

conda cubica.

(Forme biquadratiche.) "* — Se V invariante j è

zero, i quattro punti rappresentati da una binaria

* Per le notazioni qui adoperate si vegga il voi. I di

quest'Opera, pag. 297.
** TralaBciamo di notare le proprietà già notate nel vo-

lume I del Repertorio.

Pascal. 6
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biquadratica sono armonici] se invece i è zero

i quattro punti sono equianarmonici ; in quest'ul-

timo caso la f è apolare con sé stessa.

U Hessiano di una forma biquadratica rappre-

senta quattro elementi ciascuno dei quali ha il

gruppo polare di 3° ordine rispetto alla forma
coincidente col gruppo polare di 2." ordine (for-

mato di elementi coincidenti). Ciascun punto di li

forma coi tre punti del proprio primo gruppo po-

lare una quaterna equianarmonica.

La forma T=0 rappresenta sei elementi eia-

senno dei quali ha il 3.^ gruppo polare (rispetto

ad f) coincidente con uno dei tre punti del 1.^

gruppo polare, e forma con questi tre una qua-

terna armonica.

Le tre involuzioni determinate dalle coppie de-

gli elementi della biquadratica, ovvero del suo

Hessiano, hanno per elementi doppi quelli del co-

variante T, e ciascuna di queste tre coppie di ele-

menti doppi rappresenta anche gli elementi doppi

deW involuzione determinata dagli altri due.

Se j=0, la f si può ridurre alla forma cano-

nica contenente solo le quarte potenze di due forme
lineari, le quali sono quelle di una delle coppie di

T. In tal caso gli elementi di f costituiscono una
proiettività ciclica di cui gli elementi doppi sono

due di quelli di T.

Queste considerazioni sulla rappresentazione geo-

metrica delle forme binarie, si trovano, oltre che

nelle opere degli autori tedeschi, anche in antiche

memorie di Battaglini {Accad. Nap., 1864 e seg.)

ingiustamente dimenticate.
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§ 4. — Propeietà peoiettive dei triangoli,

quadrangoli, esagoni, ecc.

Se in due quadrangoli piani completi^ riferiti

fra loro^ cinque lati del primo segano i lati cor-

rispondenti del secondo in cinque punti di una
retta^ anche i sesti lati si incontreranno in un
punto della stessa retta, e le congiungenti i ver-

tici corrispondenti concorreranno in un punto
unico; inoltre anche i triangoli diagonali saranno
omologici.

Di qui si ha: Se un quadrangolo completo si

deforma in modo che cinque dei suoi lati passino

per punti fissi di una retta, anche il sesto roterà

intorno ad un punto fisso della stessa retta^ che

con quei cinque costituisce una involuzione di sei

punti.

Le tre coppie di lati opposti di un quadran-
golo completo sono segate da una trasversale ar-

bitraria in tre coppie di punti coniugati in invo-

luzione.

Di qui: se una trasversale incontra in A e A\
B e B', C e C le tre coppie di lati opposti di un
quadrangolo completo

,
fra i segmenti della tra-

sversale ha luogo la relazione

AB' .BC .CA' + A' B.B' C.C' A=0.

Possono poi naturalmente enunciarsi per il qua-
drilatero, i teoremi correlativi a questi.
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I tre cerchi aventi per diametri le tre diago-

nali di un quadrilatero completo^ passano per gli

stessi punti.

1 tre punti medi delle tre diagonali di un qua-

drilatero completo sono in linea retta.

In un quadrangolo completo^ due lati concor-

renti in un punto diagonale sono separati armo-

nicamente mediante gli altri due.

In un quadrilatero completo ciascuna diagonale

è divisa armonicamente dalle altre due

Indicando con L, L' ; il/, M' ; iV, N' i punti

che insieme con una trasversale s dividono armo-

nicamente i lati AB, CD, AC, B D, A D, B C
di un quadrangolo completo, le rette L L\ M M ',

N N\ concorrono in impunto che insieme ad esse

divide armonicamente L L\ MM\ NN'.
Se una trasversale sega i lati di un triangolo

R S Q in tre punti A^ B' C i quali siano rispett.

accoppiati in involuzione con tre altri punti ABC
della stessa trasversale, le rette B A, S B, Q C
concorrono in un punto.

Se da un punto S si proiettano i vertici di un
trilatero r s q mediante tre raggi a' h' e' i quali

siano accoppiati in involuzione con tre altri raggi

a, h, e uscenti da S, i punti r a, sh, q e saranno

in una retta.

Se i lati di un triangolo sono segati da una
trasversale arbitraria, e se i vertici si proiettano

da un punto arbitrario sui lati risp. opposti, il

prodotto dei rapporti anarmonici dei gruppi di

quattro punti che si ottengono sui tre lati è Vtinità

negativa.
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Se tre rette uscenti da un punto e passanti pei

vertici di un triangolo A B C^ incontrano i lati

opposti in A' B' C \ fra i segmenti dei lati si ha

la relazione

AB'.BC .CA'^ AC .CB'.BA'=:0

ovvero

AB' BC CA
GB' AC ' BAy = -\ {teor. di Ceva, 1678)

e reciprocamente se per tre punti A' B' C sui lati

di un triangolo sussiste la precedente relazione,

le congiungenti A A\ B B\ C C concorreranno

in un punto.

Se una trasversale sega i lati di un triangolo

ABC in tre punti A! B' C", fra i segmenti dei

lati sussiste la relazione

A B' . B C . G A' - A C . C B' . B A' =
ovvero

AB' BC GA'
GB' 'A G' ' BA'

{teor. di Menelao)

e reciprocamente.

Se si dividono armonicamente i lati di un trian-

golo A B C, nei punti A', B', C, A", B", G" in

modo che sia

AB' BC GA' AB' BG' GA" .

GB' AG' ' BA' B' G ' G' A 'A" B
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i circoli eli diametri A^ A' ; jB, B' ; 0, C passano
per gli stessi due punti PP' tali che si ha

A P: B P: C P= A P' : B P' : C P\

e la corda P P' è divisa armonicamente e nor-

malmente dal circolo dei tre punti ABC.
Se un esagono piano semplice ha i vertici di

ordine dispari in una retta e quelli di ordine pari

in un^altra retta, le tre coppie di lati opposti si

tagliano in punti per diì'itto.

Se un seilatero piano semplice ha i lati di or-

dine impari concorrenti in un punto., e quelli di

ordine pari concorrenti in un altro punto, le con-

giungenti le tre coppie di vertici opposti concor-

rono in uno stesso pwito.

Questi due teoremi sono casi particolari di quelli

chiamati teoremi di Pascal e Brianchon (vedi

più sotto) relativi alle coniche, e si ottengono dal

caso generale supponendo che la conica fondamen-

tale si scinda in due rette, o in due punti.

§ 5. — Geometria metrica del triangolo piano.

FORMOLE DI trigonometria PIANA.

Indicando con a, b, e i tre lati e con A^ B, C
ì tre angoli (rispett. opposti) di un triangolo ret-

tilineo si hanno le relazioni

sen A sen B sen C

t^ = P + c^ — 2b e sen A
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e le altre due che si ricavano dalla seconda per-

mutando fra loro le lettere a, 5, e, A^ B, C.

Indi si hanno le altre formole (dove con s si

indica la semisomma dei lati) :

a
cos C + sen C ctg A

= bco9 C f b sen C ctg B
= è cos ± \J e' — b' sen^ C
= 6 cos e + e cos B •

2 s sen A
sen A + sen B + sen C

1 .

s sen— ^

cos " i? cos -— e

sen A ^=:^ ~
\J s [s — a] (s ~b){s — e)

o e

\/'

c^ + b^ — a^

2cb

Beu~A = il(^ -h)(s-c)

/2 V j,

, a sen C
tg A = ~-

— a cos C

(« - ^») tg - (^ + j5) == {a -F è) tg 1^ {A - B)

(analogia di Neper)
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{s - a) tg ^ A -= Cs - h) tg y S = > - e) tg |- C

s = (s — a) ctg — 5 ctg —

e sen ( J. — B) = a sen ^ — ò sen 5

a cos Y (7? — C) -- (ò + e) cos y (^ + QJ {doppio

(? sen - (Z? — C) =- (ò - e) sen -^ (5 + C)\ Gauss)

a^ sen (5 — 0) = (/^^ _ ^.2) ^^^ ij^ ^ q^

sen ^ + sen 7? + sen (7=4cos— -icos _ -Bcos—

C

ù Li U

sen 2 J. -{- sen 2 5 + sen 2 C = 4 sen ^ sen B sen

cos^ + cos 7? + cos C*= 4 sen ---J sen -^5 sen—- C-\
u u u

cos 2 J^ + cos 2 5 + cos 2 C=—4 cos ^ cos 5cos C - 1

tg.4H- tg5+ tgC-tg^tg5tg(7

ctg /l + ctg 5 + ctg C—qX'^A ctg j5 ctg 4-

+ cosec A cosec 5 cosec C

sen_4 + sen 7? ^ sen C= 4sen-^sen-- 5sen—
u Z u

sen 2 A + sen 2 jB + sen 2 =: 4 cos J. cos 7? cos G

sen^ ^ + seu^ B - sen^ 0—2 sen A sen 7? cos C

sen^^ + sen^B f sen^ C = 1 — 2 cos ^ cos 5 cos 0.
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L'area del triangolo può poi essere espressa dalle

seguenti forinole:

. 1 c^sen A seti B
Area =— p^2 sen C

=: — ab sen

^^
\J s{s — a) {s — b) (s — e)'

§ 6. — Geometria metrica del triedro

E DEL triangolo SFERICO.

FORMOLE DI TRIGONOMETRIA SFERICA.

Consideriamo tre piani di una stella (non di un
fascio, quindi non passanti per una stessa retta);

supposti i tre piani limitati alle rette colle quali

si intersecano a due a due e al punto d'interse-

zione comune, si ha un triedro; supposto questo

-triedro secato con una sfera di raggio 1 e che ab-

bia per centro quello della stella, si ha sulla sfera

im triangolo sferico, di cui i lati sono archi di

circoli massimi, che possono essere misurati da-

gli angoli al centro della sfera, cioè dagli angoli

contenuti nelle facce del triedro; inoltre gli an-
goli del triangolo sferico sono gli angoli che fanno
fra loro le tangenti ai lati nel vertice del trian-

golo, e tali angoli sono quelli che fanno fra loro

le facce del triedro, cioè quelli dei diedri conte-

nuti nel triedro. La geometria metrica del triedro

cioè la triedrometria^ si confonde così con quella
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del triangolo sferico , cioè colla trigonometria

sferica.

Fra i triangoli sferici sono da notarsi i rettan-

goli, i birettangoli e i trirettangoli. Questi ultimi

sono formati di tre archi di circoli massimi fra

loro a due a due perpendicolari ; tutti i lati e tutti

gli angoli sono di novanta gradi.

In ogni triangolo sferico rettangolo i tre lati

sono minori di 90 gradi, ovvero uno solo di que-

sti lati è minore di 90 gradi.

In ogni triangolo sferico rettangolo, un angolo

non retto y e il suo lato opposto sono ambedue mag-
giori minori di 90 gradi.

Se in un triangolo sferico ciascun lato ed an-

golo è minore di 180^, la %somma degli angoli è

maggiore di 180^, e la differenza fra questa som-

ma e 180^ dicesi eccesso del triangolo sferico.

Il triangolo sferico è allora equivalente ad un
altro triangolo sferico birettangolo il cui terzo an-

golo è V eccesso del triangolo dato. (Questo teor.

fu dimostrato incompletamente da Girard nel 1629;

indi dimostrato in modo semplice da Cavalieri
nel 1632.)

Come unità delle aree sferiche si assume il trian-

golo birettangolo, il cui terzo angolo sia V unità

angolare. Allora si ha : U area di un triangolo

sferico è eguale al suo eccesso.

Dato un circolo massimo sulla sfera, i due estremi

del diametro perpendicolare si chiamano poli del

circolo massimo. Supposto il circolo massimo per-

corso in un certo senso (che si chiamerà positivo)

da un viaggiatore che appoggi i piedi sulla sfera,

si chiamerà propriamente polo del circolo, quello
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fra i due, oiie resta a sinistra del viaggiatore; per

modo che dato il polo di un circolo è determinato

su questo il senso positivo del cammino. Quella

faccia del piano del circolo massimo che guarda

verso il polo si chiamerà positiva.

Spostandosi di un certo angolo il piano di un
circolo massimo, il polo si sposta del medesimo

angolo-

Dato un triangolo sferico A B (\ cerchiamo i

poli rispettivamente dei lati B G, C A, A B (dove

si intende che su questi lati il senso positivo

debba essere rispett. quello delle direzioni B C,

C A, ecc.)

Questi tre poli che indicheremo con A' B^ C
formano un altro triangolo sferico che si chiama

polare o reciproco del dato.

Il triangolo A' B' C ha a sua volta per polare

il triangolo ABC.
Gli angoli di un triangolo sono rispettivamente

i supplementi dei lati del triangolo polare.

L'area di un triangolo e il perimetro del trian-

golo polare sommati insieme danno 360'^.

Supponiamo il contorno di un triangolo sferico

percorso in un certo senso, per es. nel senso ABC,
e che questo sia il senso positivo rispettivamente

su ciascuno dei circoli massimi AB, B C, CA;
questi lati percorsi in questo senso abbiano rispet-

tivamente i valori e, a, b.

Per angolo B A C intendiamo l' angolo fatto

dalle due direzioni AB, AC, di cui dunque una
è positiva e l'altra è negativa; così per gli angoli

A GB, G B A. Tali angoli sieno indicati rispetti-

vamente con A, (7, B,
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Intendendo per angolo di due piani del triedro

che corrisponde al triangolo sferico, l'angolo rac-

chiuso dalle due facce, una positiva e 1' altra ne-

gativa dei due piani, si ha:

Gli angoli di un triangolo sferico sono supple-

mentari degli angoli racchiusi dai tre piani del

triedro corrispondente al triangolo dato.

Se per angolo dei due piani del triedro^ si in-

tende invece l'angolo racchiuso dalle due facce

positive^ si ha allora che gli angoli racchiusi dalle

tre facce del triedro fra loro sono rispettivamente

eguali a quelli che abbiamo indicati con A^ JB, C,

e che non sono gli angoli formati dalle direzioni

positive dei circoli massimi.

Supposto A = 90^, le formolo principali per i

triangoli sferici rettangoli sono le seguenti:

cos a = cos b cos e

i cos b — sen a sen B

( cos e = sen a sen C

( tg b —tga cos C = sen ctg B

[ tg e = tg a cos B = sen big G

cos a — ctg 5 ctg C

( GosB= cos b sen C

{ cosC^ cos e sen B.

Le formolo fondamentali per i triangoli sferici

qualunque possono ritenersi le seguenti:

sena sene sene

sen A sen B sen
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cos a — cos h cos e -f sen h sen e cos A
cos .4 =• — cos B cos C f sen B sen (7 cos a

e le altre che si ricavano da queste cogli scambi

i

di lettere.

La prima di queste formolo si trova sino nelle

opere degli antichi geometri (Menelao, Spherica^

III); le altnj si chiamano le formole di Eulero
{Meni, de Berlin., 1753\ Da esse possono ricavarsi

tutte le formole della trigonometria sferica, il che

fu fatto per la prima volta da Lagrange (Joiirn.

de VEc.polyt., 1799) e Gauss [Aggiunte alla Geo-

metria di posizione di Carnot, trad. da Schu-

macher).

Ponendo a + è + c= 2s A + B+C:=^2S

altre formole sono le seguenti:

ctg a sen b = cosò cos C + sen C ctg A
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dalle quali, colla divisione, si ottengono facilmente

le formole per tg^ — A^ ctg^ —a; formole che

servono specialmente per il calcolo numerico di un
angolo mediante i tre lati, o di un lato mediante
i tre angoli.

Se tutti gli angoli e i lati di un triangolo sfe-

rico sono minori di 180^ si hanno le formole (dette

di Gauss o di Delambre]

sen -^{A — B) sen -^ e =^ 8en— {a — h) cos — C

cos —- {A — B) sen -— e = sen— (a + è) sen -^ C

sen — (^ + ^) cos ^ e — cos — (a - h) cos -- C

cos — (^ + ^) cos — e = cos ~ (a + h) sen -_- C.
cu u u u

Queste formole furono pubblicate quasi contem-

poraneamente da GrAuss \Th. motus, etc), da De-
lambre {Connaiss. des temps, 1808) e da Moll-
WEiDE {Zach monatl. Corresp., 1808. Yol. XVIII).

Dividendo queste formole fra loro si hanno i

valori di

tgjU + B), tgj{A~-B),

tg|-(« + &), tgj(a-b);
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le formole corrispondenti si chiamano analogie di

Neper perchè pubblicate da questo Autore nel

1614.

Altre formole adoperate da Gauss sono le se-

guenti:

(sen A — sen B) sen e = (sen a — sen b) sen C
(sen A + sen 5) sen e = (sen a + sen b) sen C
(cos A + cos B) sen e = sen {a + ò) (1 — cos C)

sen {A + ^) (1 + cos e) = (cos a -f cos b) sen C.

Da oj?ni vertice del triangolo sferico conducia-

mo il circolo massimo perpendicolare al lato op-

posto; esso divide l'angolo e il lato opposto in

due parti M, N; m^ n in modo che M ^ N = A,

m-\- 7i^=-a (se tale circolo perpendicolare è stato

condotto dal vertice A). Si hanno allora le rela-

zioni:

tg— (m + n) tg — {m - n) =

= tgj(b + c)tgj(h-c)

tg ~(M-N)
—^ =tg-(B.;C)tg^(B-C)
tg^{M+ N)



96 11^ 6. — Area del triang. sferico.

^4^"^-^^ _ sen(^-(7)

1 ,
, ,

sen {B + C)

tg il/ tg m
tg N t<^ n

scn (M -i- N) sen (/« -f- n)

sen (M — N) sen (m — n)

La quantità avanti designata con S (pag. 93)

ha relazione (come abbiamo sopra detto, pag. 90)

coll'area del triangolo sferico; si hanno per essa

le seguenti formole importanti:

cos _- a cos -^ /; -} sen~ a sen — o cos C

sen D = —

—

cos "C

__ 1 -f cos a + cos & -r cos e

~
A

ì 1^ l"
4 cos — a cos -- b cos —- e

Ci U ù

cos^ ~ a + cos^ 17 ^ + <^os^ "^ ^ — 1
a Z u^ -

j Y~ i
2 cos -- a cos — 6 cos - e

J!i u u

ctg — a ctg — è + COS C
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sen a sen b sen G
ctg S= —

1 + cos a -\- cos è + CCS e

tg^{(^-90o)-

= tg— stg-- (s-a)ti? -^ (s -&)tg— (s e).

A queste formole corrispondono naturalmente

quelle colle quali si calcola il perimetro 2s del

triangolo sferico; basta sostituire al triangolo dato

il suo triangolo polare e a questo applicare le

formole precedenti.

Se in un triangolo sferico resta costante un an-

golo e il prodotto delle tangenti delle metà dei lati

che comprendono l'angolo^ resta costante Varca del

triangolo.

Se in un triangolo sferico resta costante un lato

e il prodotto delle tangenti dei semiangoli adia-

centi al lato^ resta costante il perimetro del

triangolo.

Se i rapporti dei lati del triangolo sferico al

raggio della sfera sotto piccoli^ gli angoli del

triangolo sferico superano approssimativamente

della terza parte f/e//' eccesso, gli angoli corri-

spondenti di un triangolo piano che ha i lati or-

dinatamente uguali a quelli del triangolo sferico

(teor. di Legendre, Mem. de Paris, 1787).

Gli studi di trigonometria sferica, che erano ne-

cessari i per le ricerche astronomiche, risalgono

sino ai geometri greci. Fra i moderni se ne oc-

Pascal. 7
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cupo nuovamente con nuove importanti ricerche,

l'EuLEEO, Mém. de Berlin^ 1753, e Ada Petrop.^

1779); indi se ne occuparono Legenbre {Trigon.),

LexeFìL {Ada Fetrop.^ 1782), Lagrange (Journ.

de VEc. polyt.^ cah. VI e Gtauss. Sono poi im-

portanti le opere di Mòbius (Analyt. Sphdrik,

1846) e Gudermann {Nied. Sphàrik, 1835).

Fra le opere più moderne, oltre il notissimo

trattato di Serret (tradotto anche varie volte in

italiano) citiamo l'eccellente piccolo trattato di

Baltzer (tradotto in ital. da Cremona, 3.* ediz.,

Genova, 1881).



CAPITOLO III.

Teoria invariantiva delle forme algebriche.

Connessi.

§ 1. — GeNEBALITÀ sulle forme ALaEBElCHE.

Nel voi. I, Gap. XII abbiamo trattato delle forme
algebriche binarie. Ora diremo qualcosa sulle forme
algebriche ternarie. Lo studio di queste appartiene

più propriamente alla Geometria, inquantochè è

nella Geometria che si possono utilizzare i risultati

ottenuti dallo studio delle formazioni invariantive

appartenenti a quelle forme.

Si dirà forma algebrica ternaria una funzione,

intera, omogenea di tre variabili x^ x^x^^ i coeffi-

cienti di questa forma possono poi essere a loro

volta funzioni intere omogenee di altre tre varia-

bili ViV-iVi, e si ha allora la forma a due serie

di variabili, ecc.; similmente si definirebbero le

forme quaternarie, quinarie, ecc.

Con principi simili a quelli adoperati nel caso
delle forme binarie, (che qui non ripeteremo^ pos-
siamo simbolicamente porre una forma ternaria di
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ordine n, sotto la forma

Il n

X X

La teoria invariantiva delle forme algebriche

studia quelle formazioni razionali intere omogenee
dei coefficienti di una o più forme originarie, e

delle variabili, le quali formazioni per una trasfor-

mazione lineare delle variabili (per un'omografia)

restano inalterate a meno di un fattore, potenza

del cosiddetto modulo della sostituzione. Siffatte

formazioni si chiamano perciò formazioni inva-

riantive.

E facile riconoscere che fra tali formazioni in-

variantive, devono includersi anche di quelle le

quali non hanno le loro corrispondenti nel caso del

campo binario.

Interpretiamo, infatti, le x come coordinate omo-
genee di punti del piano. Nella trasformazione li-

neare delle coordinate x di punti, conviene tener

conto anche dell'elemento che nel piano è duale al

punto, cioè della retta, e quindi conviene consi-

derare insieme, anche la correlativa trasformazione

delle coordinate di rette nel piano. Questo è un

fatto nuovo che' nel campo binario non si presen-

tava.

Indicando perciò con iti u^ u^ le coordinate omo-

genee di rette nel piano, conviene più general-

mente considerare formazioni le quali oltrecchè

contenere coordinate-punti, contengano anche coor-

dinate-rette.

Propriamente distingueremo quattro specie di

formazioni invariantive :
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1. Invarianti; non dipendono che dai coeffi-

cienti della forma originaria. II grado in tali coef-

ficienti si dice grado dell' invariante.

2' Covarianti;' dipendono^ oltreché dai coeffi-

cienti, anche dalle coordinate-punti. Il grado in

tali coordinate si dice ordine.

3. Contravarianti o forme aggiunte; dipen-

dono, oltrecchè dai coefficienti, aaché -dalle coor

dinate-rette. Il grado in tali Coordinate si dice

classe.

4. Forme miste; dipendono, oitrecciiò dai coef-

ficienti, dalle coordinate-punti, e dalle coordinate-

rette.

Da questo punto di vista allora possiamo più

generalmente immaginare che la forma o le forme

originarie fondamentali, contengano, oltrecchè coor-

dinate-punti, anche coordinate-rette, e anche che

contengano più serie delle une, e piìi serie delle

altre.

Se una di esse contiene solo una serie di coor-

dinate punti , la sua espressione simbolica sarà

a , ed eguagliata a zero rappresenterà una curva

algebrica di ordine n (v. Cap. sulla teoria delle

curve).

Se contiene solo una serie di coordinate-rette, la
11

sua espressione simbolica sarà u ed eguagliata a

zero rappresenterà mia curva algebrica di classe

n (v. Idem).

Se contiene una serie di coordinate-punti, e una
serie di coordinate-rette la sua espressione simbo-
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lica sarà
m n

X «

ed eguagliata a zero rappresenterà un connesso ;

di questi tratteremo alla fine di questo capitolo.

I casi in cui le serie di coordinate delle due

specie sono in nun^ero maggiore di uno, si ridu-

cono ai soli casi sopra enunciati, mediante il se-

guente teorema fondamentale:
' Un' ìiistcma di forine ternarie in numero qua-

lunque, di cui ciascuna contiene più serie di coor-

dinate-punti^ e jjìù serie di coordinate-rette^ può
sempre essere sostituito da un sistema equivalen-
te, di cui ogni forma non contiene che solo una
serie di coordinate-punti^ e una serie di coordi-

nate-rette, e di cui tutte le formazioni invarian-

ti ve sono le stesse di quelle del sistema primitivo

(v. Clebsch, Abh. Gottingen, 1872, e Clebsch-
LlNDEMANN, GcOm.).

Come pel campo binario, così anche per il ter-

nario si ha il teorema, che esiste sempre un si-

stema COMPLETO di formazioni invariantive^ nel

senso che mediante esse e con funzione razionale

intera può esprimersi ogni altra formazione inva-

riantiva appartenente alle forme fondamentali

date.

Esaminiamo ora come si trasformano, colla so-

stituzione lineare, le coordinate-punti, le coordi-

nate-rette, e i coefficienti simbolici della forma

originaria.

Indicando con Xi le nuove coordinate-punti, si

abbia ;

Xi ss a/1 Xi + a,-2 OC2 + a/3 ^3
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e sia

42

^22

43

^31 ^32 '33

il modulo della trasformazione.

Indicando allora con A^y; i complementi alge-

brici degli elementi a/y in A, si hanno le seguenti

formole :

Xi s Al/ Xi + ^2i X2 + Asi X3

IH = y-u Ui + ^2i U2 4- ^-31 U^

Ut = A/i Ui + A,-2 2/2 + ^«'3 %.

Sapendo, che se si indicano con ì/i y^V^ le coor-

dinate di un altro punto della retta u, le coordi-

nate UiU^u^ sono proporzionali ai minori della

matrice

X, X. «3?s

Vi 2/2 2/3

e correlativamente, indicando con v^ v^, v^ le coor-

dinate di un'altra retta passante per il punto x^ le

coordinate Xi x^ x^ sono proporzionali ai minori

della matrice

Vi

U2

^2 «^3

si ha: che i minori di queste matrici si trasfor-

mano nella sostituzione lineare, colle stesse for-

inole con cui si trasformano rispett. uì , e ' i .
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La espressione ux^ colla trasformazione lineare,

si riduce a Ux (a meno di un fattore A); tale

espressione è dunque una forma mista apparte-

nente a qualunque forma originaria fondamen-
tale (perchè è indipendente dai coefficienti della

forma originaria). Si chiama perciò covariante

identico.

Sussiste il se^^uente teorema:

Se una forma invariantiva di un sistema di

forme date^ non contiene i coefficienti di queste, e

contiene ima sola serie di coordinate-punti., e una
sola serie di coordinate- rette^ essa è necessaria-

mente una potenza del covariante identico Ux (a

meno di un coefficiente numerico).

Passando ora alle formolo di trasformazione dei

coefficienti simbolici ai a^ % di una forma ternaria

data, noi osserveremo quanto segue:

Se una forma originaria data contiene solo una
serie di coordinate-punti ed è quindi esprimibile col

n
simbolo a , i coefficienti simbolici a^ a^ a^ si trasfor-

mano colle medesime formole con cui si trasfor-

mano le coordinate di rette Ui U2 u^.

Se una forma originaria data contiene solo una
serie di coordinate-rette ed è quindi esprimibile col

m
simbolo u , i coefficienti simbolici a^ ag «g si tras-

formano colle medesime formole con cui si tras-

formano le coordinate di punti x^ X2 ^3.

Se infine una forma originaria è simbolica-

mente del tipo a u ^ i coefficienti a si trasfor-
X a

mano come le u, e i coefficienti oc come le x.
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Se^ è una formazione invariantiva che dipende

dai coefficienti effettivi au di una forma origi-

naria^ e se i coefficienti omologhi di un'' altra

forina simile a quesVultima si indicano con hij^ la

espressione

aij

contiene le a ad un grado di un unità inferiore a

quello con cui le contiene n, coìitiene linearmente

i coefficienti b, e ])ossiede ancora la proprietà in-

variantiva. L'operazione

aij

si dice operazione di Aronhold.
In questo modo da una forma invariantiva di

un qualunque grado nei coefficienti di una forma
data, si può ricavare uu' altra la quale contenga

linearmente i coefficienti di tante forme omologhe
alla data. Ciò è utile per trasformare in espres-

sione simbolica la forma invariantiva data.

Mediante l'introduzione della notazione simbo-

lica ogni forma invariantiva di un sistema di

forme originarie, resta espresso come forma inva-

riantiva di un sistema di forme lineari.

Date le forme lineari a^, Ua, Ufì, l'operazione

(h h - H h) ~- + («3 Pi + ^^1 P3)
~~ +

Ct\ «2

«3

applicala su di una forma invariantiva n che con-
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tenga i coefficienti a^a^ «3, lascia inalterata la

proprietà invariantiva.

Ogni formazione invariantiva di un sistema di

forme ternarie può simbolicamente essere rappre-

sentata come l'assieme di prodotti simbolici di cui

i fattori sono dei tipi:

Ux, ax, Ua , aa, {ab e), (a b u), (a ti v), {u v tv)

(aSv), (x^x), {^ooy), (xyz)

dove or, è, e, . . . sono coefficienti di forme lineari

in coordinate-punti; a, S, y, . . . sono coefficienti di

forme lineari in coordinate-rette ;
x 11 z . . . sono

coordinate-punti', e w, v, u\ . . . sono coordinate-rette.

Per il calcolo simbolico delle forme ternarie e

di specie superiore sono fondamentali certe iden-

tità analoghe a quelle che si adoperano per il cal-

colo simbolico delle forme binarie. Per il campo
ternario tali identità sono:

iabc) (def)-{bcd (aef)Mcda (bef)-(dab)(cef)=:^^

(a b e) dx — (b e d) ax ^ (e d a) bx — (d ab) Cx=
ax ay az

bx by bz{a b e) (.r y z) =
Cx Cy Cz

(x yz)at—(yz t) ax + (^ t .r) ay - (txy^ az =
(ryz)(trs) — (yzt)(xrs) + {ztr){yrs) (txy)(zrs) =

dove ab ed e f rappresentano coefficienti di forme

lineari ìq coord. punti, ovvero anche coordinate-

rette; -''yztrs rappresentano coordinate-punti,

ovvero anche coefficienti di forme lineari in coor-

dinate-rette.
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Per le forme di specie superiore, si hanno anche

cinque tipi di identità analoj^^he a quelle di sopra.

Queste identità sono le uniche primitive che pos-

sano sussistere fra formazioni simboliche di tipo

invariantivo ; nel senso che ogni altra identità ap-

parentemente diversa, deve necessariamente et^sere

lina combinazione delle identità soprascritte. Que-

sto teorema fu dimostrato per forme binarie e ter-

narie da GroRDAN e Study [Math. Ann, Ann. XXX,
pag. 120) e per il caso generale da Pascal (Liti-

cei, Rend. 1888; Memorie F, 1888).

Un problema interessante per la teoria delle

forme ternarie e superiori, è quello riguardante

una possibile estensione della formola di Clbbsch-

GoBDAN, che esprime una funzione con più serie

di variabili mediante polari di funzioni con un nu-

mero minore di serie di variabili.

Di questo problema si occupò come abbiamo già

detto sopra, il Clebsch nel 1872; esso fu poi ri-

preso e trattato da un altro punto di vista, senza

cioè la introduzione di coordinate-rette, da Ca-
pelli ( Giorn. di Batt. XVIII; Lincei^ Memo-
rie^ XFI, 1882).

E evidente come molte delle considerazioni qui

fatte per le forme ternarie si possano anche fare

in generale per le forme di specie superiore, r. Si

possono, come nel campo ternario, anche nel campo

delle forme di specie qualunque, definire delle coor-

dinate n, le quali per la trasformazione lineare,

si comportino come i determinanti minori della

matrice formata con r — 1 serie di variabili

^, ?/, 0, . . .
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cogredienti di specie r. Kappresentaiido le x
come le coordinate dei punti di uno spazio ad
r — 1 dimensioni, le ti sono le coordinate dell'ele-

mento che in tale spazio è duale al punto.

In quanto ai sistemi completi per le speciali

forme ternarie, ne riferiremo in capitoli appositi,

e cioè per le forme ternarie quadratiche nel cap.

sulle coniche, per le forme ternarie cubiche nel

cap. sulla curva di 3.° ordine, ecc.

Trattati sulle forme ternarie, quaternarie, ecc.

non ne esistono, e la teoria di tali forme non è

così sviluppata come quella delle forme binarie.

Fra le opere che ne trattano citeremo V Algebra
der linearen Transf. di Salmon-Fiedler, dove si

tratta, oltreché delle forme binarie, anche di quelle

di specie superiore ; il noto trattato di Geometria
di Clebsch-Lindemann, e finalmente uti libro di

Study {Methoden zur Theorie der ternaren For-
men, Leipzig, 1889).

§ 2. — Peincipio di trasporto.

È interessante nella teoria delle formo ternarie

il cosiddetto principio di trasporto di Clebsch
(Uehertragungsprincip)^ che serve a ricavare certe

particolari forme invariantive ternarie, da noti in-

varianti covarianti binari.

Consideriamo il caso in cui si abbia una forma
il il

fondamentale ternaria a ^ b = . . . in coordi-
X X

nate-punti.
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Sieno 2/1 2/2 ^31 ^\^2^3 ^^^ punti; le coordinate

di un punto della retta che li oongiunge sieno

^2 — \ Vi + ^2 ^2

^3 == ^1 2/3 + ^2 ^3.

n

Sostituendo questi valori in a =0 e ponendo

simbolicamente

•

si ha X =0, le cui radici X corrisponderanno ai

punti d' incontro della retta {y ^) colla curva

n
a =0.
X

Si abbia ora un invariante o covariante della

forma binaria a e sia n
; esso sarà formato di

termini ognuno dei quali ha per fattori, determi-

nanti binari del tipo (^ P) , e fattori lineari del

tipo a;i B2
. . . dove con ,S . . . si indicano simboli

equivalenti ad a.

Eguagliando n a zero si ha la condizione per-

chè il gruppo di n punti nei quali la retta taglia

la curva, abbia speciali proprietà proiettive; se

dunque si trasforma 11 in modo da contenere i

coefficienti della ternaria data, e le coordinate w
della retta (y z)^ si ha una formazione invariantiva

la quale eguagliata a zero, rappresenterà l'assieme
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di tutte le rette u che secano la curva data in

gruppi di punti aventi quelle determinate proprietà.

Ora è facile verificare che o^ni determinante
(v- S equivale ad un determinante {abu), e ogni

fattore a;, equivale ad ax dove però le variabili oc

ed u non sono indipendenti ma legate dalla condi-

zione iix= 0, e perciò, chiamando Vi V2 v^ le coor-

dinate di un' altra retta che passa pel punto j\

possiamo al fattore ax sostituire il determinante

{a ti v)»

E evidente che se invece di una sola forma pri-

mitiva se ne hanno più, i calcoli e i ragionamenti

precedenti sarebbero gli stessi.

Si ha dunque la seguente facile regola per tra-

sportare dal campo binario al campo ternario, for-

mazioni invariautive: ogni determinante binario

fa S) si sostituisca con un determinante ternario

(a h u), dove a, b, . . . sono i simboli di quelle forme
ternarie^ che corrispondono^ secondo le formole so-

prascritte, ai simboli a, P, . . . : inoltre ogni fattore

lineare come ^-i si sostituisca con un determinante

[auv) dove le v si considerano come delle quan-

tità arbitrarie.

Una siffatta forinazione eguagliata a zero rap-

presenterà, nelle coordinate u, una curva (0 un
sistema di curve se nella formazione entrano an-

che le v) le cui tangenti segano la curva le curve

date in punti godenti di speciali proprietà inva-

riantive.

Le applicazioni di questo principio sono sva-

riatissime; una delle più importanti è la seguente:

Si voglia trovare l'equazione tangenziale di una
n

curva data in coordinate-punti., f ~ y. =0. Baste-
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rà conoscere l'espressione simbolica del discrimi-

nanfe di una forma binaria di ordine n, oc ,etn

essa mutare ogni determinante (y- S) in un deter-

minante {a h u).

Un principio di traslazione simile a questo qui

sviluppato può applicarsi anche nel caso in cui la

forma primitiva fondamentale sia più generalmente

un connesso (v. § 1) cioè una forma contenente una

serie di coordinate-punti e una serie di coordi-

nate-rette.

Sia dato il connesso a u =0. Consideriamo
X ce

la retta dei punti t/ e ^, e il punto delle rette v e

w^ e poniamo la condizione che quella retta e que-

sto punto appartengano al connesso. Ponendo al-

lora, come sopra,

si ha

%= ^1 , az= Ac^

Va= Al ,
Wa= A2

n ni

A^ A =0
/. fi.

dove le X e le ^«^ sono variahili binarie.

Mediante questa relazione ad ogni retta u cor-

rispondono m punti di una retta e ad ogni punto
X corrispondono n raggi di un fascio.

Sia n un invariante di questa forma binaria a

due serie di variabili, invariante la cui forma sim-

bolica non contenga alcun determinante del tipo

(^A); mutiamo, come sopra, in esso ogni deter-

minante {A B) in un determinante (a b u)^ e ogni
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determinante (Ah) m un determinante (^S^);

avremo un espressione composta di fattori simbo-

lici {a b u) e {y- ?> X), che sarà una forma inyarian-

tiva del connesso dato, e che eguagliata a zero

rappresenterà, per ogni punto ^, una curva le cui

tangenti segano la corrispondente curva del con-

nesso dato in 7i punti aventi speciali proprietà

proiettive; e per ogni retta u^ una curva dai cui

punti condotte le m tangenti alla corrispondente

curva del connesso dato, il fascio di tali m rette

ha altre speciali proprietà proiettive.

lì principio di trasporto fu enunciato da Clebsch
{Creile^ LIX; Georn.); vedi anche Gundelfinger
{Matli. Ann.', Yl), e Study {Methoden^ etc. Leip-

zig, 1889).

§3.-1 CONNESSI. Le coincidenze.

Abbiamo già detto nei paragrafi precedenti che

la figura rappresentata simbolicamente da

n m
a U =0
X a

si dice connesso di w"*^ ordine, e m^^^ classe.

Il connesso suole indicarsi col simbolo (w, m).

Ad ogni punto x corrisponde una curva in coor-

dinate tangenziali, di w""* classe; e ad ogni retta

corrisponde una curva in coordinate-punti, di n."*^

ordine.

Fra i connessi è notevole quello la cui equa-

zione è ux = 0. Esso si dice connesso identico.
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Si dice elemento del connesso l'assieme di un
punto e di una retta che nel connesso si corrispon-

dono.

Se un punto è tale che ad esso corrispondono

tutte le rette del piano, esso si dice fondamentale;

e così retta fondamentale del connesso è quella

cui corrispondono tutti i punti del piano.

L'insieme degli elementi, in numero doppia-

mente infinito, che sono comuni a due connessi,

forma una coincidenza.

In una coincidenza a ciascuna retta corrisponde

un numero finito v di punti, e a ciascun punto un
numero finito [/• di rette; i numeri v, [x si dicono

ordine e classe della coincidenza.

La coincidenza che un connesso dato ha comune
col connesso identico Ux—^ si dice coincidenza

principale del connesso.

Dati due connessi (n^ m), (n\ m')^ Vordine e la

classe della corrispondente coincidenza sono dati da

"j — nn' ^ u.=:mm'.

Dato un punto a*, le h- rette della coincidenza

si trovano cercando le tangenti comuni delle curve

che nei due connessi corrispondono a quel punto ;

similmente per i v punti corrispondenti ad una
retta.

LMnsieme degli elementi comuni a tre connessi

forma una coppia di curve. Eliminando fra le

equazioni dei tre connessi, le x^ si ha l'equazione

di una curva in coordinate-rette, e eliminando le

z^, si ha r equazione di una curva in coordinate-

punti. La classe della prima curva è data da

mn' n"
-i- m' n" n + m'^ nn'

VkfinkT. Q
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e Vordiìie della seconda da

n m' m" + n' ni" m + n" m m'

se (n m) (n^ m^) (n" m") sono i tre connessi.

Il mimerò degli elementi (punto e retta corri-

spondenti) comune a quattro connessi (n m) (n' m')

(n" ni') {n" m'") è

m m' n" n'" 4- m' m" n'" n + m" m'" n n' +
+ m m" n' n'" + tì^' w'" ?i" n + m m'" n" n'.

Si chiama connesso coniugato del dato un con-

nesso che rispetto al dato ha la seguente rela-

zione invariantiva: Ogni suo elemento (?/, v) ha la

proprietà che al punto y corrisponde nel connesso

dato almeno una retta doppia, e alla retta v cor-

risponde nel connesso dato almeno un punto

doppio.

La formazione dell'equazione del connesso co-

niugato si ottiene adoperando il principio di tra-

sporto (v. ^ 2). Bisognerà formare il discrimi-

nante della equazione doppiamente binaria (ado-

perando le stesse notazioni del i? 2.)

n ni

^ ^ A A , (n., m > 1)

cioè l'invariante che eguagliato a zero dà la con-

dizione perchè tale forma abbia contemporanea-

mente una radice doppia in X e una radice doppia

in [f-, * indi mutare col principio di trasporto ogni

* Cioè che esistano due valori >i Mi, di > e y-, tali che

ji sia radice doppia di »(), ^x) = 0/6 yi sia radice doppia

di f (>j,y) = 0,
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determinante binario in uno ternario. Tale inva-

riante si ottiene eliminando \ >^2 !^i !^2 A*<^ ^^ equa-

zioni

7/ suo grado è 2 [m n + 2 (m — 1) n — 1)].

^Se uno dei numeri n, ?w, p. eS' m è eguale ad 1,

allora

e r invariante richiesto è il risultante di P^ e P^.

Il connesso coniugato del connesso (1, 1)^

axUa — è:

[a h u) (a B x) = 0.

Il connesso coniugato del connesso (2^ 1)

a'^xtia= è:

(a b uf (e d uf (^ Y ^ ) i:'- ^ ^) = 0.

Il connesso coniugato del connesso (2., 2)^

a^a;U^a-=0 è:

{W-rSU'y-21(UW— U^- F2)2=0

dove

U=:-~{abuny.?x;

V =^ — j-(a b u) (b e u) {e a u) (oc p x) (3 ^{x) (y a x)

W= ^{ab uf (e d u)' (a Y xj^ {?^x)~-9 V\
o
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Si può dire che in certo modo il connesso co-

niugato sta al connesso dato, come l'assieme delle

tangenti ad una curva sta ai punti della curva

stessa.

Il connesso coniugato del coniugato non è altro

che il primitivo*

Gli elementi di due connessi, l'uno coniugato

dell'altro si corrispondono biunivocamente.

Il numero

(n—ì)(n — 2) {m — ì){m—2^^ ^ _

è caratteristico per un connesso generale e si

chiama genere.

In un connesso (1^ 2), a-xu^a = i punti le cui

coniche corrispondenti si scindono in due punti

formano la curva di 3.^ ordine

ax hx Cx {^^^{f — O,

e le rette che congiungono fra loro i due punti in

cui ciascuna di tali coniche., si scinde, sono le tan-

genti della curva di 5.* classe

{a bc)(^p Y) Ua Up Uy = 0,

mentre le stesse coppie di punti si trovano a loro

volta sulla curva di 3.^ ordine

(abc)(^f>x (p Y •^) • ^( ax) = 0.

Nella coincidenza principale del connesso (1, 2),

ad ogni punto x corrispondono due rette passanti

per esso, e ad ogni retta corrisponde un punto su

essa situate. 1 punti che in tale coincidenza prin^
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eìpale corrhpondono a due rette coincidenti sono

situati su di una curva di 4.^ ordine la cui equa-

zione è

ax bx (oc S i»)= 0.

La teoria dei connessi si può dire fondata da
Clebsch, (v. le lezioni di Geom. di Clebsch-Lin-
demann).

Il connesso (1, 1) fu studiato da Clebsch-Goe-
DAN (Math. Ann.^ lì e il connesso (1, 2 da Godt
[Diss, Gottingen, 1873); indi molti risultati di

GoDT furono generalizzati al connesso (1, u), nelle

citate lezioni di Geometria di Clebsch-Linde-
MANN.

§ 4. ~ Alcune prophietà generali sulle for-

me algebriche qualunque. Jacobiani. Hp]S-

siANi. Legge d' inerzia delle forme quadra-

tiche. Apolarità.

Yogliamo raccogliere in questo paragrafo alcune

proprietà delle forme algebriche con un numero
qualunque di variabili e con grado determinato,

ovvero con grado qualunque, ma determinato nu-

mero di variabili.

Date r forme di grado qualunque con r varia-

bili, (di specie r) rappresentiamole simbolicamente
con

Il n' n"
a . . eXXX
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adoperando criteri di rappresentazione simbolica

analoghi a quelli adoperati per le forme binarie e

ternarie.

Fra le più semplici formazioni invariantive di

tali forme sono da annoverarsi V Jacohiaìio o de-

terminante funzionale delle r forme^ espresso sim-

bolicamente da

[aoc . . .) a eXXX
e VHessiano di ciascuna forma^ espresso da

{aa'a"...fa a' ...
X X

dove con a' a" . . . si intendono simboli equiva-

lenti ad a.

Queste formazioni si possono esprimere facil-

mente mediante le derivate delle forme date (vedi

Bepertorio, I, pag. 68-71).

Un teorema importante sugli Jacobiani è il se-

guente di Clebsch:
/ determinanti funzionali formati cogli r deter-

minanti funzionali di r -\- 1 forme di r variabili

sono proporzionali alle forme primitive (Clebsch,

Creile LXIX, LXX ; Rosanes, Id. LXXV, Pasch,

Id^ LXXX).
Una proprietà interessante degli Hessiani è quella

che si riferisce al loro identico annullarsi.

Solo per le forme binarie^ ternarie e quaterna'

rie sussiste il teorema :

Uanmdlarsi dell'Hessiano è condizione neces-

saria e sufficiente perchè la forma data si possa

con trasformazione lineare^ ridurre ad tm' altra
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con una variabile di meno. Questo teorema era

stato creduto vero in generale da Hesse ( Creile^

XLII, LYl) e da altri Baltzee, I.* ediz- del trat-

tato sui determinanti; Salmon-Fiedler, Alg. der

Un. Transf. 1863); fu poi dimostrato vero solo per

r — 2, 3^ 4 da Gordan-Noether (Math. Ann. X)
(v. anche per altri particolari il § 65 del mio trat-

tato sui determinanti).

Un'altra proprietà degli Hessiani è la seguente:

UHessiano dell'Ilessiano di una forma cubica

a quantesivoglia variabili è mia combinazione li-

neare della forma data e del proprio Hessiano.

Questo teorema fu dimostrato per il campo ter-

nario in Bauer {MUncìi. Akad.^ XIY, 1883), per

il campo quaternario in Rohn [Math. Ann»^ XXIfl)
e pel caso generale si trova in Yoss {Math. Ann.,

XXYII).
L'Hessiano di una forma quadratica qualunque

l...n

/"= - aijXixj

è il suo discriminante^ di cui la espressione me^

diaìite i coefficienti effettivi è

^ =

('hi ^12 ^13 • • •

^21 ^^^22 ^^23 • • •

^31 ^^32 %3 • • •

// sistema completo di una sola forma quadra-

tica^ di specie qualunque^ è formato oltrecchè di A,
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del contravariante:

Wi

F=:

U2 ^3

Ui «n ^12 ^13

U2 ^21 ^22 ^2 5

(?oi;6 ?g w sono le variabili contragredienti alle x^

cioè che nella trasformazione lineare, si compor-

tano come i determinanti minori della matrice for-

mata con r — 1 serie diverse di variabili di spe-

cie r.

Se f=0 si interpreta come la equazione di una
varietà di 2.^ ordine niello spazio a r — ì dimen-

sioni^ il contravariante F= darà la equazione

delia stessa varietà, espressa nell'elemento duale

al punto in quello spazio.

Per gli invarianti simultanei di <lue quadratiche

a r variabili si veg^a Segre (Math. Ann. XXIV).
Una forma quadratica può in infiniti modi ri-

dursi ad una combinazione lineare di quadrati

(forma canonica):

AiOC^'^ A2X2'-\-... + Ar^\

Se tale riduzione la si vuol fare con sostituzione

ortogonale, cioè in modo che resti inalterata la

forma speciale

allora i coefficienti A1A2... della forma ridotta

,
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sono^ col segno contrario, le radici ^ delVequazioìie

aii -\- 5^, «12 1 ^13 1 ' •

«31 , «32 > «33 -f ^
0.

Se i coefficienti aij sono tutti reali, le radici ?^ di

tale equazione sono reali.

Per la trasformazione delle forme quadratiche

in un'espressione lineare di quadrati, è interes-

sante il teorema conosciuto sotto il nome di legge

d'inerzia delle forme quadratiche.

Se una forma quadratica di r variabili a coef-

ficienti reali, si trasforma, con sostituzioni lineari

reali, in due modi diversi in espressioni contenenti

i soli quadrati delle variabili, il numero dei ter-

mini con segno positivo è sempre il medesimo.

Questo teorema fu enunciato da Stlvestee
(Phil. Mag., 1852, II, pa<,^ 13S; Phil. Tram., 1853,

pasr. 407); indi Borchardt fece sapere [Creile,

LUI, pa^. 275) che una le^^e simile era già co-

nosciuta da Jacobi fin dal 1847. Sullo stesso teo-

rema si può vedere HerM-ite {Creile, LUI, pa-

gina 271), G-LTNDELFiNaEK {Creile, XCI), Pìiesle
{Soc. math., XY, pag. 179) etc.

La teoria à^Wapolarità da noi esposta per il

caso delle forme binarie (v. Cap. II) si può esten-

dese al caso delle forme qualunque.

Si abbiano due forme di r variabili, l'una in
11

coordinate x, a di ordine n, l'altra in coordinate
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n
contragredienti ii. u della medesima classe n. Si

dirà che le due forme sono coniugate (RoSanes,

Creile LXXV) ovvero apolari ReyE; Math. Ann.
Il

IV) se è zero l'invariante bilineare a .

a

Della forma data si prenda la prima polare ri-

spetto ad un polo 2/, poi di essa la polare rispetto

ad un polo z, e così di seguito, sino ad ottenere

la polare mista

ayazttt...

lineare in ciascuna delle serie di variabili

y, z, t,. ..

Se tale polare mista è zero^ la forma data è

apolare con quella che in coordinate u rappresenta

Vassieme degli n poli y^ z,t^ . . . Si ha così l'apo-

larità di uua forma con un'altra decompósta in n

fattori. L'ennagono formato cogli n punti

y, z, t,...

si dice ennagono polare rispetto alla varietà geo-
n

metrica rappresentata da a = 0.
X

Gli n vertici dell'ennagono polare possono inde-

finitamente variare; dati n — 1 di essi, l'ultimo

non è neanche determinato in modo unico, perchè

esso evidentemente si trova sulla varietà lineare

la cui equazione (in r) è:

ayazat . . . aa;=^0;

per le forme binarie invece ciò non si verificava.
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Si possono però trovare dei gruppi di w 4- 1

punti tali che ogni gruppo di n punti in esso con-

tenuto, costituisca i vertici di un ennagono polare.

(Per n= 2, e r= 3, questo teorema corrisponde

a quello dei triangoli autoconiugati rispetto ad

uDa conica; vedi cap. lY.)

Limitandoci al solo campo ternario (r = 3) si ha:

Una forma ternaria di ordine n si può espri-

mere mediante le n^"^ potenze di

n {n + 1)

1.2

forme lineari, che corrispondono alle rette che

congiungono a due a due gli n + 1 punti indicati.

Questo teorema serve a dare un' interessante

applicazione alla teoria dell'apolarità di una forma

rispetto ad altre decomponibili in fattori lineari.

Per due forme quadratiche a"x, ti^a di r varia-

bili, non decomponibili in fattori lineari, è note-

vole il seguente teorema di Hesse {Creile, XLV):
Uapolarità delle due forme a^x, u^a è la con-

dizione perchè con una trasformazione lineare,

una delle forme si riduca a contenere solo i qua-

drati delle variabili, e Valtra solo i prodotti.

Per la teoria àoìVapolarità , rimandiamo oltre

che alle opere già citate qui e nel cap. II, anche

ai lavori di Feanz Meyer {Apolaritàt. ecc. Tii-

bingen, 1883; e Bericht uber Invariantenth., Jah-

resb. der deutsch. Math. Yereinigung, I, 256).



CAPITOLO lY.

Le coniche.

§ 1. — Geneeazione pboiettiva delle coniche.

PboprietIchene dipendono immediatamente.

La teoria delle coniche può essere trattata con

metodo sintetico proiettivo, e con metodo ana-

litico.

Con metodo proiettivo le coniche possono essere

definite nel seguente modo:
S'immaginino due piaui omologici (v. Cap. I)

sovrapposti o no, col centro S e coll'asse s d'omo-

logia. Ai punti di un cerchio situati in un piano,

corrispondono nell'altro piano i punti di una curva

che si chiama conica e che ha le due proprietà fon-

damentali cioè:

1 Ogni retta del suo piano la sega in due

punii, in un punto solo o in ìiessuno;

2) Da ogni punto del piano si possono con-

durre ad essa due tangenti, o una, o nessuna.

Da questa definizione risulta quest' altra, che è

quella che si poneva a fondamento di tutta la

teoria, dagli antichi geometri greci: la conica è la
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curva generata dalla intersezione di un piano con

un cono circolare ; il cerchio e la conica sono così

collocati in posizione prospettiva.

Le tangenti al cerchio corrispondono alle tan-

genti alla conica.

Se nel primo dei due piani omologici la retta

limite (retta che corrisponde alla retta all' infinito

del secondo piano) sega il cerchio in due punti^

la conica corrispondente avrà due punti reali al-

l' infinito e si chiama iperbole; se la retta limite

è tangente al cerchio., la conica ha un sol punto
reale air infinito e si chiama parabola, e se infine

la retta limite non taglia il cerchio, la conica non
ha punti reali alV infinito e si chiama ellisse.

Definendo le coniche come le curve intersezioni

di un piano con un cono a base circolare, cioè

come la figura prospettiva di un cerchio, le tre

distinzioni di coniche corrispondono alle tre di-

verse posizioni che può assumere, rispetto al cono,
il piano segante; questo cioè può o tagliare tutte

le generatrici (ellisse), o essere parallelo ad una
generatrice (parabola), o essere parallelo a due
generatrici (iperbole).

Un'altra definizione proiettiva delle coniche è la

seguente:

Si abbiano in un piano due fasci di raggi pro-
iettivi, a centri distinti 0, 0'. Le intersezioni dei
raggi corrispondenti formano una conica che passa
per i due centri dei fasci, e che ha per tangente
in questi punti la retta corrispondente alla con-
giungente 0'

.

Correlativamente;
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Si abbiano in un piano due punteggiate proiet-

tive, a sostegni distinti. Le rette che congiungono

i punti corrispondenti sono le tangenti di una
CONICA che tocca le due rette date nei punti che

corrispondono alla loro comune intersezione.

Un'altra definizione delle coniche è anche la

sef?ueute, per la quale occorrono le considerazioni

del Gap. I, § 3:

Una conica è il luogo dei punti uniti di una
dualità involutoria o polarità.

Ovvero anche:

Una conica è l'inviluppo delle rette unite di una
polarità.

La parabola ha per tangente la retta aW infi-

nito del piano.

Vi sono due rette del piano, le quali si incon-

trano a distanza finita^ e che sono tangenti al-

l' iperbole nei suoi due punti all'infinito. Tali rette

si chiamano assintoti dell'iperbole.

Se il centro 0' è all' infinito in una data dire-

zione il raggio del fascio (0') che corrisponde al

raggio di (0) parallelo alla data direzione, potrà

essere al finito o all'infinito ; nel primo caso si ha
un'iperbole^ nel secondo una parabola.

Se ambedue i centri 0, 0' sono all'infinito in

due diverse direzioni, la conica è una iperbole.

Le rette congiungenti le coppie di punti corri-

spondenti in due punteggiate simili., inviluppano

una parabola.

Da queste definizioni risulta subito :

Il rapporto anarmonico delle quattro rette che

da quattro punti della conica vanno ad un punto

variabile della stessa è costante (tal rapporto suol
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chiamarsi eapporto anarmonico dei quattro
PUNTI DELLA CONICA).

Il rapporto anarmonico dei quattro punti in

cui quattro tangenti di una conica sono segate da
una tangente variabile è costante al variare di

questa (rapporto anarmonico delle quattro
TANGENTI DELLA CONICa).

// rapporto anarmonico di quattro tangenti di

una conica è eguale a quello dei quattro punti di

contatto.

Le tangenti di una parabola segano due tan-

genti fisse della stessa, in punti costituenti due

punteggiate simili.

Due tangenti fisse di una parabola sono segate

da tutte le altre tangenti in parti proporzionali.

Le rette che congiungono i punti corrispondenti

di due punteggiate simili situate in un piano, in-

viluppano Zina parabola tangente alle due rette che

sono sostegni delle punteggiate.

In una conica, il prodotto dei segmenti che una
tangente variabile determina in due tangenti pa-

rallele fisse, a partire dai loro punti di contatto,

è costante.

§2. — Proprietà fondamentali proiettive
DELLE CONICHE. TEOREMI DI PASCAL, BrIAN-
CHON, DeSARGUES.

Se un esagono è iscritto in una conica, le tre

coppie di lati opposti si segano in tre punti di una
stessa retta (teor, di Pascal (1640)),



128 FJ, 1. — Teorema di Brianchon.

Se un esagono è circoscritto ad una conica^ le

rette che congiimgono le tre coppie di vertici op-

posti concorrono in ìino stesso punto (teor. di

Beianchon (1806)).

Se due triangoli sono omologici^ i punti nei quali

i lati delVuno segano i lati non corrispondenti

deWaltro^ appartengono ad una conica^ e le rette

che dai vertici dell'uno vanno ai vertici non cor-

rispondenti dell'altro toccano iin^altra conica (teor.

di Steiner).

Se un triangolo si deforma in modo che i suoi

lati ruotino intorno a punti fissi^ mentre due ver-

tici scorrano su due rette fisse, il terzo vertice de-

scrive una conica (teor. di Maclaurin [112\]).

Se un triangolo si deforma in modo che i suoi

vertici scorrano su rette fisse, mentre due lati ro-

tino intorno a punti fissi, il terzo lato inviluppa

una conica.

Se un pentagono è iscritto in una conica^ il

punto d'incontro di due lati non consecutivi, quello

d''incontro di altri due lati non consecutivi, e il

punto d' incontro del quinto lato colla tangente nel

vertice opjmsto sono in linea retta e correlativa-

mente.

Se un quadrangolo è iscritto in una conica il

punto comune alle tangenti in due vertici opposti

è in linea retta coi due punti d'incontro delle cop-

pie di lati opposti.

Il quadrilatero completo formato da quattro tan-

genti di una conica, e il quadrangolo completo

formato dai quattro punti di contatto, hanno il

medesimo triangolo diagonale (v. Gap. II).

Se un quadrilatero è circoscritto ad una conica,
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le rette che uniscono i punti di contatto di due

lati opposti, passano pel punto comune alle dia-

gonali. Per questo punto passano anche le diago-

nali del quadrilatero iscritto e avente per vertici

i quattro punti di contatto dei quattro lati del

primo, e le quattro diagonali formano un gruppo
armonico. Infine i punti d'incontro delle coppie

di lati opposti dei due quadrilateri, stanno in li-

nea retta, e formano ancìie un gruppo armonico.

Se un triangolo è iscritto in ima conica, le tati-

genti nei vertici incontrano i lati opposti in punti

in linea retta.

Se un triangolo è circoscritto ad una conica le

rette che dai vertici vanno ai punti di contatto dei

lati opposti concorrono in un punto.

Una trasversale incontra una conica e i lati op-

posti di un quadrangolo iscritto in tre coppie di

punti coniugati in involuzione (teor. di Desaegues)
e correlativamente.

Se un quadrangolo, restando sempre iscritto in

una conica, si deforma in modo che tre dei suoi

lati ruotino intorno a tre punti fissi in linea retta,

anche il quarto roterà intorno ad un cdtro fisso

della stessa retta.

In un triangolo circoscritto, ogni lato è diviso

armonicamente dal suo punto di contatto e dalla

retta che unisce i punti di contatto degli altri due,

e correlativamente per un triangolo iscritto.

Se la corda di contatto di due tangenti passa

pel punto di concorso di due edire tangenti, le

prime sono separate armonicamente dalle altre due^

e reciprocamente.

r Pascal. 9
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Se due tangenti di una conica concorrono in un
punto della corda di contatto di due altre^ vice-

versa il punto d' incontro di queste^ sarà sulla

corda di contatto delle due prime.

Il punto d' incontro S di due tangenti, e la

corda di contatto s si chiamano rispettivamente

polo e polare^ cioè S si dice polo di s e s polare

di S,

Il polo e la polare rispetto ad una conica coin-

cidono col polo e la polare in una polarità di cui

la conica è il luogo dei punti uniti.

La polare s di un punto S può anche definirsi

come il luogo del punto d^ incontro delle coppie

di lati opposti d'un quadrangolo iscritto, le cui

diagonali passino per S, ovvero il luogo di un
punto separato armonicamente da S e dalla conica.

La polare di un punto della conica è la tan-

gente in esso.

Se un punto si muove su di una retta^ la sua

polare rota intorno ad un punto.

Due punti di cui ciascuno stia sulla polare del-

l'altro si dicono coniugati o reciproci rispetto alla

conica^ e così due rette di cui ciascuna passi pel

polo dell'altra si dicono coniugate o reciproche.

Se due punti sono reciproci anche le loro polari

sono reciproche.

Un triangolo di cui ciascun vertice è il polo del

lato opposto si dice un triangolo autoconiugato

rispetto alla conica.

I plinti diagonali del quadrangolo completo for-

mato da quattro punti di una conica^ formano un
triangolo coniugato; e correlativamente^ le rette

diagonali del quadrilatero completo formato da
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quattro tangenti di una conica, formano un trian-

golo coniugato.

Se un triangolo è iscritto in una conica, una
retta reciproca (rispetto alla conica) ad un lato,

taglia gli altri due lati in due punti reciproci

(Staudt).

Se due coppie di vertici opposti di un quadri-

latero completo si compongono di punti reciproci

in una polarità (v. Gap. I, § 3) rispetto ad una
conica reale o immaginaria, anche i rimanenti due

vertici opposti saranno reciproci in quella polarità

(Hessr).

Se due triangoli sono polari Vuno dell'altro in

una polarità, essi sono omologici, e viceversa due

triangoli omologici sono polari Vuno dell'altro in

una polarità.

Per due triangoli ognuna delle tre proprietà

seguenti ha per conseguenza le altre due:

l.*' Cile sieno coniugati a sé stessi (autoconiu-

gati) in una stessa polarità ;

2." CJie sieno iscritti in una stessa conica;

3.^ Che sieno circoscritti ad ima stessa conica.

§ 3. — FOEMOLE PEINCIPALI
DI GEOMETRIA ANALITICA DELLE CONICHE.

La definizione analitica delle coniche è la se-

guente :

Sieno a?i X2 Xg le coordinate omogenee di un
punto del piano.

La conica ò il luogo geometrico rappresentato

analiticamente da una relazione di 2." grado fra
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le 00 del tipo

3

/" (.^) = - ctij ^i '^j = {aij = aji)

dove «ii,«22i--' soi^o coefficienti costanti (equa-

zione della conica).

Perciò le coniche si sogliono anche chiamare

lìioghi dì 2.^ ordine.

Se il triangolo fondamentale delle coordinate è

un triangolo autoconiugato l'equazione della co-

nica si riduce alla forma canonica ^ ai .x'-^i =0.
Supponiamo ora invece che ?<i, u^, u^ sieuo le

coordinate omogenee di una retta del piano; una
simile relazione di 2.° grado fra le u rappresen-

terà un inviluppo (cioè una curva che ha per tan-

genti tutte le rette le cui coordinate soddisfanno

a quella relazione, v. Gap. I, pag. 41) che è an-

che una conica; perciò si dice che questa è anche

un inviluppo di 2.^ classe.

La equazione in coordinate di punti si suol

chiamare equazione puntuale^ e quella in coordi-

nate di rette, equazione tangenziale.

Dall'equazione della conica risulta che essa è

determinata fissando i valori dei rapporti di cin-

que coefficienti dell'equazione, all'ultimo.

Una conica è determinata in un numero finito

di modi se sono dati r punti per cui deve passare

e s rette che deve toccare^ dove r + s = 5.

Propriamente :

Per 5 punti passa una sola conica.

Per 4 punti passano due coniche tangenti ad
ima retta data.
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Per 3 punti passano quattro coniche tangenti a
due rette date.

Per 2 punti passano quattro conichejangenti a

tre rette date.

Per un punto passano due coniche tangenti a
quattro rette date.

Vi è una sola conica tangente a cinque rette

date.

Poniamo

A-

a\\
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Per qualunque trasformazione di coordinate car-

tesiane le quantità A^ B, C conservano sempre il

lóro segno.-

Per il caso di coordinate ortogonali la quantità

C diventa aii-^-tì'22; dunque:

Passando da assi ortogonali ad altri anche or-

togonali^ la quantità an + a.22, resta inalterata.

Secondo i valori dei coefficienti (die si suppon-

gono reali) il luogo rappresentato dalFequazione

di 2.^ grado, avrà forme diverse. Mantenendo le de-

iiuizioni di poc'anzi cioè quelle di ellisse, parabola,

iperbole (vedi sopra) si hanno i seguenti risultati:

Supposto A diverso da zero, se è B>0, si ha
un'ellisse, se è B>0 si ha iin^ iperbole, se è B—-^
si ha mia parabola.

Nel caso B>0 1/ellisse è formata di punti reali

solo quando e ^4 a^ < e A %2 < (queste due
disuguaglianze sono, essendo B>0, Vuna conse-

guenza deWaltra); in altro caso si ha un'ellisse i

cui punti sono immaginari (ellisse immaginaria)

;

nei casi poi B <0 ovvero B= si ha sempre ttna

iperbole una parabola reale, jmrchè A sia diverso

da zero.

Finalmente se ^ = si ha in ogni caso una
coppia di rette, e non più una conica propria; que-

sta coppia e di rette immaginarie incontrantisi in

un punto reale a distanza finita se è B>0; è di

rette reali incontrantisi in un punto reale a di-

stanza finita, se è B<0, ed è infine di due rette

parallele reali immaginarie, ovvero di due rette

coincidenti in un' unica retta reale, se B= 0.

Se la conica è ellisse reale, la sua equazione (in

coord. noìi omog.) potrà con spostamento degli assi
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oordinati, porsi sotto la forma

a^
"^

h
,.5» I 7-2 ">

e se è ellisse immaginaria la sua equazione può ri-

dursi a

a^
~^

h^

Se la conica è iperbole, la sua equazione potrà

ridursi^ con spostamento di assi, alla forma

I ^ _ ^ _ 1

Se la conica è parabola., la sua equazione potrà

ridursi alla forma semplice

Un'equazione generale di 2.° grado (del solito

tipo) in cui i termini a secondo grado formano un
quadrato perfetto^ rappresenta una parabola (se A
è diverso da zero).

Un'equazione omogenea^ razionale^ intera^ di

2.° grado fra x e y rappresenta una coppia di

rette passanti per Vorigine.
Perchè V equazione di 2.^ grado rappresenti una

coppia di rette è necessario che il suo primo mem-
bro si scinda in due fattori razionali interi di 1,"^

grado in x e ij.

L'equazione generale di 2.^ grado rappresenta

un cerchio quando^ essendo A diverso da zero^ a
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a.22= aii e Ui^= a^ cos w essendo w Vangolo de-

gli assi. Il cerchio sarà reale o immaginario se-

condochè è Aaii<0 ovvero Aaii> 0.

Per assi ortogonali, deve quindi essere

<^ll = %2 «12= 0-

^equazione del cerchio per assi ortogonali, può
porsi sotto la forma

{x - a)2 + (2/
- P7 = r\

dove a, S sono le due coordinate del centro, e r è il

raggio
;
per assi obliqui l'equazione del cerchio può

Invece ridursi alla forma

{x — a)2 4- (?/ — p)2 4_ 2 (a; — a) {y — ?) cos w = r^

essendo w l'angolo degli assi.

Data Vequazione generale del cerchio

le coordinate del centro sono

— «13 + «23 cos w

«11 sen^ oj

^ __ «13 cos (0 — «23

«11 sen^ w

e il raggio è dato da

2
«13^ + «23'"^— 2 «.3 «23 cosw — «11 «33 sen^w

«H^ sen''^ co
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Un'iperbole in cui gli assintoti sono ortogonali

si dice iperbole equilatera.

Per l'iperbole equilatera deve essere

^11 + ^22 " 2 «12 COS w =: 0.

Tutti i cerchi del piano sono segati dalla retta

all'infinito nei due medesimi punti immaginari^

che si dicono punti ciclici del piano.

Una conica è cerchio se passa per i due jninti

ciclici.

L'equazione tangenziale dei due punti ciclici è

1 coefficienti angolari delle tangenti al cerchio

in tali punti sono tg a =: ± i= dts/ — 1; perciò:

le tangenti di tutti i cerchi nei punti ciclici sono

da considerarsi tutte parallele.

L'angolo a è da considerarsi infinitamente grande.

L'equazione della tangente alla conica in un
punto di coordinate x y' e

(«11 x' 4 «12 /y' + «,3) ^ + fei ^' + ^22 2/' + «23) y -+•

+ («31 X' -f «32 y' -+• «33) = 0.

La normale^ cioè la perpendicolare alla tan-

gente nel punto di contatto., ha per equazione

X~X' y — y

«11 x' -{- ai2y' -+ «13 «21 ^' + ^22 y' + (^23

'

Indicando con f {x y) il primo membro della

equazione della conica, le tangenti che da un punto
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ce' y' possono condursi alla conica sono reali e di-

stinte^ reali e coincidenti^ o immaginarie^ secondo-

che il prodotto

Afix'y')

è negativo, nullo., o positivo.

La condizione perchè la retta di equazione

sia tangente alla conica data dalla solita equa-

zione^ è

Aiiii^+ 2Ai2iiv+ A22 v'^-{-2 Ai^u -{- 2A23V -h ylss ^—

dove Aii^ ^22? • • • ^0710 i complementi cdgebrici de-

gli elementi omonimi nel determinante A.

Se u V si interpretano come coordinate di rette,

la precedente relazione è la equazione tangenziale

della conica.

La equazione

(«n x -\- «12 y' + «13) ^ + («21 ^' -T c('22 y' -r a-ìù V +
+ («31 ^' H- CI 2 y -V «33) =="

dove x' y non siano più le coordinate di un punto

della curva, ma in generale di un qualunque
punto del piano, rappresenta la polare (v. § 2) del

punto x' y (polo) rispetto alla curva.

Perchè due punti {x' y') {x" y") sieno coniugati

(v. § 2) deve verificarsi la condizione

«11 x' X ] «12 (x y" -f X y') + «22 y y +
+ (<,3 {^' + ^0 + «23 {y' r y) f «33 == 0.
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Il polo della retta

ha per coordinate

^12^ + ^21^ +^32
ju -

. ^ . -, y
^13^ + ^3^^ + ^ 33 A^ol ]- Ao^V- -V A•^33

La condizione perchè due rette

X' ^ 4- [x" 2/ + v"

Steno coniugate è

X' fx' v'

X ai\ a\-2 tìjj3

P-" «21 «22 «^23

r
V «31 «32 «33

= 0.

Il luogo dei punti medii di un sistema di corde

parallele a una stessa direzione è una retta, che

si chiama diametro della conica.

Il diametro è la polare del punto all'infinito

nella direzione delle corde bisecate da esso.

Tutti i diametri passano per un punto che si

eli lama centeo della conica. Ogni retta passante

pel centro è un diametro.

Il centro è il polo della retta all'infinito del

piano.

Le tangenti nei punti ove un diametro seca la

curva sono parallele alle corde da esso bisecate.

Se Vorlglne delle coordinate è il centro della co-

nica, l'equazione di questa mancherà del termini

a primo grado nelle coordinate,
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^equazione del diametro che biseca le corde pa-

rallele alla retta — = — è
y n

(«11m -h ai2n)x + {a^im + «22^)2/ + («31'-'^ + «32'^)= 0-

In particolare, i diametri che bisecano le corde

parallele agli assi sono:

«11 X -\- ai2Ì/ -^ %3 =
«31 X + «22 y + a23= 0-

Nella parabola il centro è all'infinito^ e quindi

tutti i diametri sono parallelL

Le coordinate oo^ ijq del centro di una conica

sono

^23 ^21 ^22 ^13
U/Q —

2
^11 ^22 — ^12

__— ^13 CCn + 0^12 <"^
13

«11 «22 «12"

Nell'ellisse e nell'iperbole due diametri si di-

cono coniugati se l'uno biseca le corde parallele

alFaltro.

Le infinite coppie di diametri coniugati for-

mano una involuzione, di cui i raggi doppi sono

gli assintoti (reali nelV iperbole, immaginarli nel-

rellisse).

m in
Fra i coefficienti angolari"^ —, —r di due dia-

71 n
metri coniugati sussiste la relazione

«11 m m' + «12 (m n' + m' n) -f «22 ^ ^^' — 0-

* Propriamente si suol chiamare coefficiente angolare di

una retta, il rapporto (col segno contrario) fra i coefficienti
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Il coefficiente angolare dei diametri della para-

bola è

a\2 0^22
ovvero .

a\\ a\2

'ÌYl

I coefficienti angolari — dei due assintoti del-
n

V iperbole sono dati dall'equazione

aii m^ -f 2 «12 ^^ ^* + <^22 ^^ = 0-

L'equazione complessiva delle parallele agli as-

sintoti condotte per Vorigine è :

«n ^^ f 2 «12 ^ ^ + ci22 y^ — ^'

E costante Varca del triangolo formato dalla

tangente e dai due assintoti neW iperbole.

NelVellisse e fieli' iperbole, fra le infinite coppie

di diametri coniugati, ve n''è una formata di dia-

metri fra loro ortogonali: questi due diametri si

chiamano assi, e vertici sono i punti in cui essi

incontrano la curva.

Nella parabola vi è un solo diametro perpendi-

colare alle corde da esso bisecate, e si chiama an-

che ASSE.

Gli assi sono sempre reali, e sono assi di sim-

metria per la curva.

Neil' iperbole gli assi sono le bisettrici degli an-

goli degli assintoti. Uno di essi taglia la curva in

Ai X Q y nell'equaziione della retta in coordinate cartesiane

ortof/onalì. Noi però qui continuiamo ad adoperare la stessa

denominazione anche por coordinate ohliqiic.
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due punti reali e si dice asse reale o focale o

trasverso; l'altro si dice asse immaginario.
L'equazione complessiva degli assi della conica è

(au cos w - ^12) {x ' XqY * («11 - «22) (^ - ^0) 0/- 2/0)
-

— («22 cos (o — «12) (ij— ijoY=

dove w è l'angolo degli assi coordinati^ e oc^ i/q sono

le coordinate del centro.

L'equazione dell'asse della parabola è

«11 ^ + «12 2/ -H 0^13 +
(«12 ^23 — 0^22 ^^23) + (Cù\3 Ci\2 - ^^11 «23) COS to __

^
«11 -1- <^22 -" ^ «12 COS 0)

Se gli assi coordinati sono due diametri coniu-

gati della conica (in particolare coincidono cogli

assi stessi della conica) Vequazione di questa avrà

la forma

a,' - V~ '

le quantità «i, bi si chiamano le lunghezze dei se-

midiametri coniugati.

Se gli assi coordinati sono gli assi della conica,

le quantità «i bi si chiamano semiassi. Se l'asse

incontra la conica^ i semiassi sono le distanze del

centro dai punti d^ incontro.

Le lunghezze dei semiassi si trovano colle for-

inole

f^ f Bh



JF, S. — Eqimz. ridotte delle coniche. 143

dove Pi p2 sono le due radici dell'equazione

I
^11 — P ^1^ ~ P cos w

i
«12 — p COS w «22 — p

ovvero

sen^ w . p2 --
. p + 7?= fz^. sopra

J

Vequazione delV ijm'hole riferita agli assintoti

è della forma xy -\- p= 0.

IJ equazione di tm^ellisse o iperbole riferita ad
un diametro (asse di x) e alla tangente in un suo

estremo (asse di y) è del tipo:

«1 x^ + hi y^ -f Ci X = 0.

Vequazione della parabola in questo ultimo caso è

y^=pX.

Il numero p si chiama parametro corrispondente

al diametro scelto. Se questo ò l'asse?, p si chia-

merà parametro principale.

U equazione polare delV ellisse o iperbole sce-

gliendo per x>olo il centro è

0^=. ^^l -
^ ±(1 -e^cos^Oi)

il segno -f per Vellisse e il segno — per V iper-

bole^ dove 6 e la cosiddetta eccentricità (v. § 5).
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§ 4. — Principali peoprietà metriche
delle coniche.

Se ima conica sega i lati B C^ CA^ AB di un
triangolo nei punti /), D' ; £/, E' ; F, F' si ha la

relazione

BD.BD' CE. CE' AF.AF'
CD. CD' ' AE.AE' ' BF.BF = 1

(teor. di Carnot, Geom. de posit. p. 437); e reci-

procamente se ipunti D, D\ E, E\ F, F' sui lati di

un triangolo soddisfanno ad una siffatta relazione^

essi sono situati su di una conica.

Neir ellisse è costante la somma dei quadrati di

due semidiametri coniugati, e nell'iperbole è in-

vece costante la differenza dei quadrati di due

semidiametri coniugati.

NelVellisse o iperbole è costante l'area del pa-

rallelogrammo costruito su due semidiametri co-

niugati.

Il rettangolo dei segmenti che due diametri co-

niugati determinano sopra una tangente fissa, a

partire dal punto di contatto^ è costantemente eguale

al quadrato del semidiametro parallelo alla tan-

gente fissa.

Se si costruisce un parallelogrammo su due se-

midiametri coniugati delV iperbole., una delle dia-

gonali è un assintoto e Valtra diagonale è paral-

lela al secondo assiìitoto.

TI rettangolo dei segmenti che una tangente va-

riabile fa su due tangenti fisse paì^allele^ a par-
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tire dai loro punti di contatto^ è costantemente

eguale al quadrato del semidiametro parallelo alle

tangenti fisse.

Il rettangolo dei segmenti che due tangenti pa-

rallele variabili fanno su di tuia tangente fissa, è

eguale al quadrato del semidiametro parallelo a

questa.

Il parallelogrammo costruito sui due semidia-

metri è equivalente a quello costruito sui dite se-

midiametri rispett. coniugati.

Le due tangenti condotte da ttn punto alla co-

nica (ellisse iperbole) sono proporzionali ai se-

midiametri ad esse parcdleli.

Il prodotto dei dice segmenti di una secante pas-

sante per un punto fisso, è proporzionale al qua-

drato del semidiametro parallelo ad essa.

I quadrati di un sistema di corde parallele sono

proporzionali ai prodotti dei segmenti da esse

determinati sul diametro coniugato alla loro di-

rezione.

I prodotti dei segmenti che ìina retta parallela

a un assintoto nelV iperbole, ovvero che un dia-

metro della parabola, taglia sopra un sistema di

corde parallele, sono proporzionali ai segmenti che

queste corde staccano da quella retta.

II prodotto dei segmenti tagliati da una tan-

gente qualunque di un' iperbole sui due assintoti,

contati a partire dall' intersezione di questi, ha un
valore costante.

L'area del triangolo formata da una tangente

all'iperbole e dagli assintoti è costante-

La porzione di una tangente all' iperbole inter-

Pascal. io
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celta fra gli assintoti, è divisa per metà dal punto
di contatto.

I due segmenti che una iperbole e i suoi assin-

ioti intercettano su di ima trasversale^ hanno lo

stesso punto medio.

Se un quadrangolo è iscritto in una conica^ il

prodotto delle distanze di un punto qualunque
della curva dai due lati opposti., ha un rapporto

costante col prodotto delle distanze dello stesso

punto dagli altri due lati opposti (teor. di Pappo).

Se un quadrilatero è circoscritto ad una conica^

il prodotto delle distanze d' una tangente qualun-

que da due vertici opposti ha un rapporto costante

col prodotto delle distanze della tangente medesima
dagli altri due vertici.

Se intorno a due punti fissi d'una iperbole si

fanno girare due raggi che si intersechino costan-

temente sulla curva., il segmento intercetto da que-

sti raggi sopra un assintoto e di grandezza co-

stante.

Ogni parallelogrammo che abbia due vertici op-

posti suW iperbole e i lati paralleli agli assintoti^

ha una diagonale diretta al centro.

Nella parabola la simnormale (distanza fra il

piede della perpendicolare abbassata dal punto

della parabola sulVasse e il p>unto d^ incontro della

normale coltrasse) è costante ed eguale alla metà

del parametro principale.

Uarea del triangolo formato da tre tangenti

alla parabola è la metà di quella del triangolo

formato dai loro punti di contatto.

In ogni triangolo iscritto in mi^ iperbole equi-

latera il punto d'incontro delle altezze sta sulla

curva.
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In ogni triangolo rettangolo iscritto in una iper-

bole equilatera^ la tangente al vertice dell'angolo

retto è perpendicolare all' ipotenusa.

Il circolo iscritto ad un triangolo coniugato ri-

spetto ad un' iperbole equilatera^ passa pel centro

della curva.

§ 5. — Peopeietà focali delle coniche.

Esistono in generale quattro punti (reali o im-

maginarii) tali che tutte le coppie di rette conili-

gate passanti per ciascuno di essi, sono coppie di

rette fra loro ortogonali ; tali punti si chiainaoo

Euocm.
Per l'ellisse e V iperbole., di questi fuochi ne esi

stono due reali, a distanza finita, situati su di un
asse, simmetricamente rispetto al centro, e intern

alla curva, cioè tedi che le tangenti da essi con

dotte alla curva sono immaginarie.

Per la parabola esiste un sol fuoco reale a di

stanza finita, situato sull'asse e interno alla curva

L'asse su cui sono i fuochi reali si chiama asse

focale.

Chiamando a, p i semiassi delPellisse o dell' i-

perbole i fuochi reali dell' ellisse stanno sul suo

asse maggiore alla distanza ± v'
^^ — p dal centro

e quelli dell'iperbole stanno alla distanza ± ^/a^-f- ^2

dal centro e situati su quello dei due assi che in-

contra in punti reali la curva.

Si chiama direttrice la polare di un fuoco.

NelVellisse e iperbole ve ne sono due reali e per-

pendicolari all'asse focale. Nella parabola ve n'è
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celta fra gli assintoti, è divisa per metà dal punto
di contatto.

I due segmenti che una iperbole e i suoi assin-

loti intercettano su di ima trasversale^ hanno lo

stesso punto medio.

Se un quadrangolo è iscritto in una conica^ il

prodotto delle distanze di un punto qualunque
della curva dai due lati opposti^ ha un rapporto

costante col prodotto delle distanze dello stesso

punto dagli altri due lati opposti (teor. di Pappo).

Se un quadrilatero è circoscritto ad una conica.,

il prodotto delle distanze d' una tangente qualun-

que da due vertici opposti ha un rapporto costante

col prodotto delle distanze della tangente medesima
dagli altri due vertici.

Se intorno a due punti fissi d'una iperbole si

fanno girare due raggi che si intersechino costan-

temente stilla curva., il segmento intercetto da que-

sti raggi sopra un assintoto è di grandezza co-

stante.

Ogni parallelogrammo che abbia dice vertici op-

posti suir iperbole e i lati paralleli agli assifitoti,

ha una diagonale diretta al centro.

Nella parabola la simnormale (distanza fra il

piede della perpendicolare abbassata dal punto

della parabola sulVasse e il punto d^ incontro della

normale colVasse) è costante ed eguale alla metà

del parametro principale.

L'area del triangolo formato da tre tangenti

alla parabola e la metà di quella del triangolo

formato dai loro punti di contatto.

In ogni triangolo iscritto in un'' iperbole equi-

latera il punto d'incontro delle altezze sta sulla

curva.
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In ogni triangolo rettangolo iscritto in una iper-

bole equilatera, la tangente al vertice delVangolo

retto è perpendicolare alV ipotenusa.

Il circolo iscritto ad tm triangolo coniugato ri-

spetto ad un^ iperbole equilatera, passa pel centro

della curva.

§ 5. — Peopeietà focali delle coniche.

Esistono in generale quattro punti (reali o im-

niaginarii) tali che tutte le coppie di rette coniu-

gate passanti per ciascuno di essi, sono coppie di

rette fra loro ortogonali ; tali punti si chiamano

EUOCHL
Per Vellisse e V iperbole, di questi fuochi ne esi-

stono due reali, a distanza finita, situati su di un
asse, simmetricamente rispetto al centro, e interni

alla curva, cioè tali che le tangenti da essi con-

dotte alla curva sono immaginarie.

Per la parabola esiste un sol fuoco reale a di-

stanza finita, situato sull'asse e interno alla curva.

L'asse su cui sono i fuochi reali si chiama asse

focale.

Chiamando a, p 1 semiassi dell'ellisse o dell' i-

perbole i fuochi reali dell' ellisse stanno sul suo

asse maggiore alla distanza ± \J
oi.^ — P dal centro

e quelli dell'iperbole stanno alla distanza ±\j ^^-\-^^

dal centro e situati su quello del due assi che in-

contra in punti reali la curva.

Si chiama direttrice la polare di un fuoco.

NelVellisse e iperbole ve ne sono due reali e per-

pendicolari all'asse foccde. Nella parabola ve w'è
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una sola reale^ e anche perpendicolare alV asse

focale.

La equazione di una direttrice si otterrebbe so-

stituendo nella equazione della polare le coordi-

nate di un fuoco.

E costante il rapporto fra le distanze di un
punto della curva dal fuoco, e dalla direttrice cor-

rispondente. Esso si chiama eccenteicità.

Per rellisse Peccentricità è minore di 1; j)er la

parabola è eguale adi; per l' iperbole è maggiore

di 1. I punti della parabola sono equidistanti dal

fuoco e dalla direttrice.

NelVellisse la somma dei raggi che da un punto

della curva vanno ai due fuochi reali è costante
;

neir iperbole è costante invece la differenza degli

stessi raggi.

E costante il prodotto delle distanze dei due

fuochi da una tangente alla curva.

La tangente e la normale in U7i punto della

curva bisecano gli angoli dei due raggi focali.

Nella parabola la tangente e la normale in un
punto bisecano gli angoli del raggio focale e del

diametro passante pel punto considerato della

curva.

I due fochi reali deWellisse sono sull'asse mag-

giore; e la distanza di uno di essi dal centro è il

secondo cateto d'un triangolo rettangolo di cui la

ipotenusa è il semiasse maggiore e il primo cateto

è Valtro semiasse.

NelV iperbole la distanza di un fuoco dal centro

è Vipotenusa di quel triangolo rettangolo di cui i

cateti sono i semiassi.
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Se un'ellisse e un'iperbole passano per lo stesso

punto e hanno gli stessi fuochi, esse si tagliano

ad angolo retto.

La 7iormale alla conica divide la distanza fra

i fuochi in parti proporzionali ai raggi focali.

L'angolo sotteso nel fuoco da una corda è bi-

secato dalla inetta che congiunge il fuoco col polo

della corda.

Se si congiunge il fuoco col polo di una corda

che passa per il fiioco^ questa congiungente è per-

pendicolare alla corda.

È costante Vangalo sotteso nel fuoco dalla por-

zione di una tangente variabile compresa fra due

tangenti fisse.

Il rettangolo dei segmetiti di una corda focale

serba un rapporto costante coirintera corda.

La somma di due corde focali parallele a due

diametri coniugati è costante.

La somma delle reciproche di due corde focali

ortogonali e costante.

La distanza di un punto di un' iperbole dal

fuoco., è eguale alla retta condotta da quel punto
parallelamente all'assintoto ed arrestata alla di-

rettrice.

Nella parabola il punto d' incontro d' una tan-

gente coir asse focale^ e il punto di contatto sono

equidistanti dal fuoco.

Nella parabola V angolo di due tangenti è eguale

alla metà dell' angolo dei raggi focali corrispon-

denti ai punti di contatto.

Nella parabola il circolo circoscritto al trian-

golo formato da tre tangenti passa pel fuoco.

Nella parabola le tre altezze del triangolo for-
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inaio da tre tangenti si incontrano sulla diret-

trice.

Nella parabola le dìie tangenti condotte da un
punto della direttrice alla curva, sono ad angolo

retto.

Nella parabola il parametro di un diametro

qualunque (v. § 3) ^ eguale a quattro volte la di-

stanza della sua estremità dal fuoco.

Uequazione polare delVellisse o iperbole sce-

gliendo per polo uno dei fuochi è

a 1 + e cos 6

essendo a, b i semiassi ed e V eccentricità.

U equazione polare della parabola prendendo

per polo il fuoco è

1

1 — cos

essendo p il parametro principale della parabola.

Se —w à: -—- = 1 è una conica (ellisse o iper-
a^ b^

bole), Vequazione di una conica omofocale (avente

i medesimi due fuochi reali) è

«2 4- p òM- p

Le coniche, considerate come intersezioni di un

cono circolare con un piano, furono studiate fin

dagli antichi geometri greci, Apollonio, Pappo,



7F, 5. — Cenno storico sulle coniche. 151

ecc., i quali trovarono quasi tutte le principali

proprietà riguardanti i fochi, gli assintoti, i dia-

metri coniugati, ecc.

A Desargues, Pascal, Delahire, Newton,
Maclaurin e altri matematici del XYII e XYIII
secolo si devono ulteriori studi sulle coniche; a

Desargues e a Delahire si deve p. es. l'intro-

duzione sistematica della teoria dei poli e polari

e a Biagio Pascal la scoperta di quel famoso
teorema (v. § 2), che ha così grande importanza
nella geometria proiettiva delle coniche.

L'introduzione del metodo delle coordinate, fatta

da Cartesio, servì a studiare queste curve da
un punto di vista nuovo e a dimostrare con for-

molo analitiche le proprietà già dimostrate per via

sintetica.

Trattati sulle coniche coli' uno o coli' altro me-
todo sono quelli stessi da noi già citati alla fine

del capitolo primo, cui aggiungeremo ora anche
il primo volume della Oeometria di Clebsch-
LiNDEMANN, e le lezioni di Steiner {Vorl. iiher

syntliet. Geom. ; Theorie der Kegelschnitte^ pubbli-

cate da Geiser (1.'' parte) e da Schroeter (2.*

parte), Leipzig\ Per dettagliati ragguagli storici

rimandiamo nW Apercu hist. di Chasles.

§ 6. — Fasci di coniche.

Due coniche si fagliano in quattro punti (reali

immaginari)^ e hanno quattro tangenti comuni.
Se /"= 0, f - sono le equazioni delle due co*
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niche in coordinate di punti (o di rette) la equa-

zione

dove X è un parametro costante qualunque^ rap-

presenta una conica che passa per i quattro punti

d'incontro delle due date^ (o rispett. che è tan-

gente alle quattro tangenti comuni alle due date).

Si dice che tutto le coniche rappresentate dalla

equazione /" -f- X /*'= formano im fascio (se /"= 0,

/*' = sono equazioni in coordinate puntuali) ov-

vero formano una schiera (se /"^O, f' = sono

in coordinate tangenziali).

I quattro punti d' intersezione delle due coniche

si chiamano punti-base del fascio.

Fra le coniche del fascio ve ne sono tre che si

spezzano in due rette; fra le coniche della schiera

ve ne sono tre che si riducono a una coppia di

punti.

II triangolo diagonale del quadrangolo completo

avente per vertici i quattro punti-base del fascio è

un triangolo autoconiugato rispetto a tutte le co-

niche del fascio.

Per ogni punto del piano passa una conica del

fascio^ e ad ogni retta del piano è tangente una
conica della schiera.

Ogni retta del piano è toccata da due coniche

del fascio; e per ogni punto del piano passano

due coniche della schiera.

1 punti d'incontro delle coniche d'un fascio con

una retta, formano su questa un' involuzione, i

cui punti doppi sono i punti di contatto di quelle

due coniche del fascio che toccano la retta. E cor-

relativamente.
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Se si ha

il discriminante di una conica del fascio è

«11 — X ^11 «12 — X hi2 ^13 — ^ ^13

A (X) = Qr.21 — ^ ^21 ^22 — ^ ^22 «23 — ^ ^-3

%1 — ^ ^31 «32 — ^ ^32 «33 — ^ ^33

/Se l'equazione di 5.^ (7ra(^o A (X) r= /i« una ra-

dice doppia, due dei punti-base del fascio coinci-

dono; e il fascio quindi risulta di coniche fra

loro tangenti in un punto.

Se A (X) = ha una radice doppia, e per tal va-

lore di X, tutti i minori di 2.^ ordine del determi-

nante A si annullano, tutte le coniche del fascio

(e quindi anche le due date) si toccano in due

punti; e la congiungente questi due punti si

chiama la retta doppia del fascio.

hi tal caso esistono infiniti triangoli autocon-

iugati rispetto a tutte le coniche del fascio; tutti

questi triaìigoli hanno di comune un lato cioè la

retta doppia.

Se le radici di A (X)= sono tutte tre eguali,

senza che per tale radice si annullino i determi-

nanti di 2.^ ordine di A, tutte le coniche del fascio

hanno fra loro in un punto un contatto di 2.^ or-

dine (cioè tre punti infinitamente vicini, comuni)
e hanno poi comune un altro punto. In tal caso

non esiste più triangolo autoconiugato comune,
propriamente detto.
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Se finalmente tutte le radici di A(X) =0 sono

eguali e contemporaneamente^ per tal valore di >^,

si annullano i minori di 2.^ ordine di A, allora le

due coniche e quindi anche tutte quelle del fascio.,

hanno in un punto un contatto di S!" ordine^ cioè

le quattro intersezioni si riuniscono in una sola.

§ 7. — Le formazioni invariantivpj del si-

stema DI UNA O dite eorme TERNARIE QUA-

DRATICHE.

Riferiamo ora i risultati riguardanti la teoria

invarianti va delle forme ternarie quadratiche (si

vegga il Cap. III).

Il sistema di una sola conica non ha invarianti

assoluti^ * il che., geometricamente^ corrisponde a

dire che colla trasformazione ogìii conica può tras-

formarsi iti ogni altra.

Se a^x è la ternaria quadratica^ il sistema com-

pleto risidta (oltre del covariante identico) di:

f=a\, F={ahu)\ A^{ahcf

dove F=0 è la equazione della stessa conica in

* Non si trovi contraddizione fra questa asserzione e quella

del § 3, perchè gli invarianti considerati nel § 8 non dipen-

dono solo dai coefficienti della conica, ma anche dagli assi

coordinati, i quali devono restare sempre assi cartesiani ;

quindi le trasformazioni compatibili colle considerazioni del

S 3 non sono tutte lo possibili, ma solo quello che lasciano

fissa la retta all'infinito del piano.
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coordinate di rette, e A rappresenta il discrimi-

nante.

Il sistema completo di due coniche^ cioè di due

forme a^x, a'^x è composto (oltre del covariante

identicoj di 20 formazioni.

Ponendo, per semplicità,

•b =^25 *3

02 C2
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4) Otto forme miste:

B[ = {a b e) a'x (u h e)

B.2 = (ah' c')ax(uh' e)

N = [aa' u]axa'x

N'= {OLX' X) Ila Uà'

Ci = [a a u) a a ax iia

Pj = (a a' x) aa' Uà ax

C2 = 'a a' u) aa' a'x Ua

Fg = (a a' 00) a a Ua a'x .

Questo sistema completo fu trovato da Goedan
e si trova riportato nel l.*' volume della Geom. di

Clebsch-Lindemann (ediz. frane, pag. 362;. Tedi
anche Goedan, Math. Ann., XIX.

Il prodotto dei quattro punti d^ intersezione di

f e f è dato dalla forma

Fr — Fi2^=
e correlativamente, il prodotto delle quattro fan-

genti comuni alle due coniche è dato da

La forma ^12 ^ rappresenta il luogo dei punti

pei quali passano due coppie di tangenti ad f e f
formanti un sistema armonico^ e dualisticamente^

jp\?=0 è V inviluppo delle rette che segano le due

coniche in quattro punti armonici.

Se A122= esiste un numero semplicemente in-

finito di triangoli polari (autoconiugati) rispetto

adf^ e chesieno circoscritti alla conica f e iscritti

in f.
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Proprietà analoga per ^n2=^0.
La equazione N=0 considerata nelle coordi-

nate u rappresenta il punto d'' intersezione delle

polari del punto {oc) rispetto alle due coniche.

La equaz ione. B1=^0^ considerata nelle coordi-

nate x^ è qupMa di una retta luogo di punti le cui

polari rispetto alla conica f sono coniugate ar-

moniche della retta u rispetto alla conica f.

Uequazione D = rappresenta i tre lati del

triangolo polare comune a fé f, e ^~ rappre-

senta i tre vertici dello stesso triangolo.

Tutte le coniche covarianti di f e f {per es.

<l)j2= 0) hanno mi medesimo triangolo polare co-

mune D= 0^ A = 0.

Se gli invarianti Aiyi e Aio-z sono contempora-

neamente zero^ il rapporto anarmonico dei quattro

punti d' intersezione delle due coniche è equianar-

monico su ciascuna di esse.

La condizione perchè le due coniche abbiano un

contatto semplice è

4 (.4ni ^li22— ^112^) (^112 -^222 " ^122^) "
— ('/Ini A22 ~ ^112 -4i22.^ ^ 0.

Le condizioni perchè le due coniche abbiano in

un punto un contatto di 2.° ordine (tre punti d'in-

tersezione riuniti) sono :

^111 __ ^112 __ ^122

A.112 -4i22 -^222

Il sistema di due coniche ha due invarianti as-

soluti.
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Per questi possono scegliersi, come pia semplici,

l seguenti:

À 2

^111 ^122

A,- ^-
^4no -Ao^o112 ^-»222

E importante il teorema:

Il rapporto anarmonico a delle linee che con-

giungoìio un punto di f ai quattro punti d'inter-

sezione di f e f è dato dalla formola

0^ - g + ^^f (yJi - 1)^ Al Aj
(TTc^)n'2^'Tr^"2 a)^

^
(3 Al A^ -2A,''A2'ìr

e da formola simile è dato il rapporto anarmo-

nico dei quattro raggi che congiungono un punto

di f coi quattro punti d' intersezione.

Per il sistema di due coniche, oltre i citati la-

vori di GoRDAN, vedi anche Perrin [Soc. matli.

de France, XYIII), Rosanes {Math. Ann., YI),

GrERBALDi {Annali di mat.^ XYII).

Per il sistema di tre coniche si vegga un lavoro

di CiAMBERLiNi (Giom. di Batt,^ XXIY); il si-

stema contiene 127 formazioni; gli invarianti sono

undici. Si veggano poi i lavori di Gundeleinger
(Creile, LXXX), di Mertens {Sitz. ber. Akad.

Wien, xeni), Gerbaldi (Accad. Torino, XXY,
1890), Fischer und Mumelter (Monatshefte f.

Math., YIII, 1897).



CAPITOLO V.

Le quadrìche.

§ 1. - Generazione proiettiva delle quadrighe.

Polarità.

Immaginiamo due stelle a sostegni distinti S, S'

e correlative (v.' Gap. I, § 3); ad ogni raggio del-

l'una corrisponde un piano dell'altra e viceversa

e se il primo raggio si muove in un piano, il piano

corrispondente gira intorno ad una retta. I punti

d'incontro dei raggi di ciascuna stalla coi piani

corrispondenti dell'altra formano unmedesimo luogo

che è una superficie detta quadrica.

Siene dati due sistemi piani correlativi, non so-

vrapposti. I piani che congiungono i punti delFuno

colle rette corrispondenti dell'altro, inviluppano

una stessa superficie che è anche una quadrica.

Questa generazione proiettiva delle quadriche si

trova in Seydewitz {Grunert's Arch.^ IX, 1847)

e Steiner {Opere^ 1, pag. 325). Per essa si può
vedere anche' Salmon-Fiedler (Aual. Geom. d.

Raum.^ I, pag. 333).

Un'altra definizione delle quadriche ò la se-

guente :
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Una quadrica è il luogo dei punti uniti di una
dualità spaziale involutoria cioè di una polarità

spaziale.

anche:

Una quadrica è l' inviluppo dei piani uniti di

una polarità spaziale.

Due punti qualsivogliano della quadrica sono

centri di due stelle reciproche^ mediante cui si può
generare la quadrica stessa, e due piani tangenti

qualisivogliano della quadrica sono sostegni di

due sistemi piani reciproci atti a generare la qua-

drica stessa.

Una retta arbitraria dello spazio, se non è tutta

situata sulla quadrica^ incontra questa al più in

due punti; e per una retta dello spazio, non situata

sulla superfìcie, passano al più due piani tangenti

della superficie. Perciò si dice che la quadrica è

di 2.^ ordine e 2.^ classe.

Se per un punto della quadrica xmssano due

rette di essa, distinte o coincidenti., o nessuna, lo

stesso avviene per ogni altro punto della quadrica.

Se in un piano tangente della quadrica vi sono

due rette, o una retta o nessuna, appartenenti

alla superfìcie stessa, lo stesso avviene per ogni

altro piano tangente.

Ogyii piano taglia la quadrica secondo una co-

nica. Un piano che la tocca la taglierà secondo

due rette reali, distinte., coincidenti o immaginarie.

Secondoche per ciascun punto della quadrica

passauo due rette reali appartenenti alla quadrica

stessa, ovvero una sola retta reale ovvero due

rette immaginarie, la quadrica sarà una quadrica

rigata o gobba (o a punti iperbolici), un cono qua-



F, 1. — Varie specie di qtiadriche. 161

drico, (o anche detta quadrica a punti parabolici)

ovvero una quadrica a punti ellittici.

Se la quadrica rigata è tagliata dal punto al-

F infinito nel sistema di due rette (toccata dal

piano all'infinito) si ha il Paraboloide iperbolico;

se è tagliata secondo una conica propria, si ha

V Iperboloide ad una falda.

Le quadricìie rigate contengono due sistemi di

rette reali; le rette di un sistema sono segate da
quelle delV altro in punteggiate proiettive. Di qui

deriva la generazione di quelle quadriche mediante

due punteggiate proiettive non situate nello stesso

piano.

Il paraboloide iperbolico è il luogo delle rette

che congiungono le coppie di punti corrispondenti

in due punteggiate simili^ non situate nello stesso

piano.

Il paraboloide iperbolico è in due modi diversi
il luogo di una retta che si muove appoggiandosi
a due rette fisse^ che non sono in uno stesso pia-

no, e mantenendosi parallela ad un piano fisso^

che si chiama piano direttore.

Vi sono due piani direttori.

U iperboloide a una falda è il luogo di una
retta che si muove ctppoggiandosi a tre rette fisse

che non si incontrano e che non sono parallele ad
uno stesso piano.

Similmente le quadriche a punti ellittici si di-

stinguono secondo il modo con cui sono tagliate

dal piano all'infinito dello spazio: possono essere

tagliate dal piano all'infinito in una conica reale
e allora si ha V Iperboloide a due falde; possono
essere tagliate secondo una conica immaginaria e

Pascal. H
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si ha V Ellissoide; e possono finalmente essere

toccate dal piano all'infinito, cioè essere segate

secondo una conica degenerata in due rette, e si

ha allora il Paraboloide ellittico.

Le rette di un cono quadrico si dicono genera-

trici; esse passano tutte per tm punto chiamato

vertice. Meno che per questo punto, per il quale

passano dunque infinite rette della superficie, per

tutti gli altri punti di questa passa sempre una
sola retta della superficie stessa. Se il vertice è

all'infinito si ha il cilindro; la sezione di un ci-

lindro con un piano perpendicolare alle genera-

trici si dice base del cilindro.

I piani tangenti ad una quadrica condotti per

un punto P, sono i piatii tangenti di un cono

quadrico avente il vertice in P, e le cui genera-

trici sono le rette che congiungono P coi punti di

contatto dei piani tangenti; questo cono si dice

cono tangente alla quadrica, ed esso tocca la qua-

drica secondo una curva piana che è quindi una
conica. Il piano di questa conica si dice piano po-

lare ài P, Q P si dice a sua volta polo di quel

piano.

La corrispoìidenza fra poli e polari rispetto ad

una quadrica è una dualità involutoria {y. Capi-

tolo ], § 4).

P. piano polare contiene le rette polari di P ri-

spetto a tutte le coniche in cui i piani condotti per

P segano la quadrica.

Ogni retta condotta 2^er P sega la quadrica in

Q, Q' e il piano polare in P\ in modo che il

gruppo P F' Q Q' è armonico.

di una retta, il piano polare
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rota intorno ad un' altra retta, e se P si muove
in un piano, il piano polare rota intorno un
punto che è il polo di quel piano.

Due rette si dicono polari reciproche se i piani

polari di tutti i punti di una di esse, passano per

l'altra.

Se due rette polari reciproche si tagliano, il loro

punto comune apparterrà alla superfìcie, e il loro

piano sarà piano tangente alla superficie.

Le coppie di rette polari reciproche giacenti in

un piano tangente, sono rette coniugate in una in-

voluzione di cui le rette doppie sono le rette lungo
le quali il piano tangente taglia la superficie.

Se due rette si tagliano^ anche le loro polari

reciproche si tagliano.

Due punti si dicono coniugati se uno di essi sta

nel piano polare dell'altro.

Un punto e una retta si dicono coniugati se

questa sta nel piano polare del punto.

Vn piano e una retta si dicono coniugati se

questa passa pel polo del piano.

Due rette si dicono coniugate se una di esse sta

nel piano polare di un punto dell'altra.

Due piani si dicono coniugati se uno di essi

passa pel polo dell'altro.

Triangolo coniugato rispetto alla quadrica è un
triangolo in cui ogni vertice ha per coniugati gli

altri due, e quindi per retta coniugata il lato op-
posto.

Tetraedro coniugato (o anche autoconiugato,
autoreciproco) rispetto alla quadrica è un tetraedro
in cui ogni vertice ha por coniugato gli altri tre,

e quindi ha per piano polare la faccia opposta.
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Ogni triangolo del tetraedro coniugato è un
triangolo coniugato.

Due spigoli opposti del tetraedro coniugato sono

polari reciproci rispetto alla quadrica.

Se due rette sono coniugate^ la polare reciproca

delVìcna sega r altra, e viceversa.

Se una retta è coniugata a due che si tagliano,

è coniugata al loro piano e al loro punto co-

mune.
Il polo del piano all'infinito si dice centro della

quadrica; ogni retta passante pel centro si dice

diametro, e o^^nì piano passante pel centro si dice

piano diametrale.

Il centro è a distanza finita se il piano all'in-

finito non tocca la quadrica, quindi nelV iperbo-

loide ad una fcdda, nelV iperboloide a due faide,

nelV ellissoide, e nel cono quadrico; perciò queste

superficie si dicono quadriche a centro.

Il paraboloide iperbolico e r ellittico sono qua-

driche senza centro a distanza finita.

Un plano diametrale sega la quadrica in una
conica il cui centro coiyicide con quello della qua-

drica stessa.

I diametri si dividono per metà nel centro.

Se tre corde si bisecano in un punto e non sono

nello stesso piano, quel punto è il centro della su-

perficie.

Un plano diametrale è il luogo dei punti medll

di tutte le corde (parallele) coniugate ad esso.

I punti di contatto del piani tangenti condotti

dal centro alla quadrica sono airinfinito (reali o

Immaginari) ; il cono tangente cì^e ha per vertice

il centro si chiama perciò cono assintotlco.
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Esistono tre diametri, a due a dice perpendico-

lari^ tali che il piano di due di essi ha per rette

coniugate le corde parallele al terzo (e quindi ad

esso perpendicolare)'^ tali diametri si àiQoxìO prin-

cipali, e i loro piani si dicono piani principali.

J piani principali sono di simmetria per la qua-

drica.

Neir ellissoide ogni piano diametrale taglia la

superficie secondo un'' ellisse ; nell'iperboloide a una

falda due piani principali tagliano la superficie

secondo due iperboli aventi in comune l'asse im-

maginario^ e il terzo piano principale la taglia

secondo un'ellisse; neWiperboloide a due falde due

piani principali tagliano la superficie secondo due

iperboli aventi in comune l'asse reale^ e il terzo

piano la taglia secondo un'' ellisse immaginaria.

In un paraboloide si dice diametro ogni retta

che passa per il punto di contatto della superficie

col piano all' infinito.

Tutti i diametri di un paraboloide sono fra loro

paralleli.

Fra tutti i diametri, in un paraboloide^ ve n'è

tino tale che il piano tangente nel punto in cui esso

incontra la superficie è ad esso perpendicolare;

questo diametro si chiama asse, e il punto in cui

esso incontra la superficie si dice vertice.

Le sezioni del paraboloide (ellittico o iperbo-

lico) fatte con piani paralleli all' asse^ sono pa-

rabole.

Le sezioni del paraboloide fatte con piani per-

pendicolari all'asse^ sono iperboli per il parabo-

loide iperbolico (o gobbo o rigato)^ e ellissi per il

paraboloide ellittico.
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La sfera è un ellissoide in cui o^ni piano dia-

metrale è perpendicolare al diametro che va al

suo polo.

Inoltre le sfere dello spazio hanno in comune
un circolo immaginario all' infinito. Qaesto circolo

si dice assoluto o limite dello spazio- Esso contiene

tutti i punti ciclici di ogni piano dello spazio (v.

cap. lY, § 3).

Chasles e P. Serret fecero tentativi per esten-

dere alle quadriche i teoremi di Pascal e Brian-
chon; per ciò si può vedere Salmon-Fiedler
(Anal. Geom. des Eaum., I, art. 144), Klein
{Math. Ann., XXIl, pag. 246, (1883)).

§ 2. Principali formole di geometria analitica

delle quadriche.

La quadrica e il luogo di punti rappresentato

da un'equazione razionale intera di 2.° grado fra

le tre coordinate cartesiane di un punto dello spa-

zio. Una siffatta equazione generale contiene 10

coefficienti, cioè i tre coefficienti dei quadrati delle

tre coordinate, i tre coefficienti dei termini nel

prodotto delle tre coordinate a due a due, i tre

coefficienti dei termini di l.*^ grado, e il termine

indipendente dalle coordinate. Il luogo dipenderà

solo dai nove rapporti di nove di tali coefficienti

all'ultimo
;
perciò si dice che il luogo di 2.*^ grado

è determinato da soli nove coefficienti, non omo-

ire nei.
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L'equazione della quadrica la porremo sotto

la forma (chiamando cc^x^iX-^x^ le coordinate omo-

genee di un punto dello spazio).

1...4

f {x) == ^ aij Xi Xj = {aij= aji).

dove il sommatolo si intende esteso a tutte le

possibili combinazioni i^j^=-\^ 2, 3, 4 colla condi-

zione aij = aji. Ponendo x^ = ì si passa all'equa-

zione della quadrica m coordinate non omogenee.

Se il tetraedro fondamentale delle coordinate ò

un tetraedro autocouiugato, l'equazione della qua-

drica si riduce alla forma canonica

^ ai Xi 2=0.
1

Chiamiamo A il determinante

I

«n . . . «14
I

J =
I

i

(Discriminante)

\ au . . . (744
I

e Aij il complemento algebrico di aij in A.
Chiamando iii^ w^i ^^35 ^U 1© coordinate omogenee

di un piano, cioè, posto Tequazione del piano sotto

la forma

Wi ^1 + ìi.i
nr.^ + w^ .Tg -h u^ T^ — 0,

Vequazione della medesima quadrica^ in coordinate

di piani^ è

1...4

F{ii^ Ho u. n.i = :ì: Aij m uj = {Aij = Aji).
i,J
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Questa equazione rappresenta dunque la qua-

drica, non più come luogo di punti, ma come in-

viluppo di piani tangenti. Essa può anche consi-

derarsi come equazione di condizione cui devono
soddisfare i coefficienti delFequazione di un piano

perchè questo sia tangente alla quadrica data dalla

primitiva equazione.

Una quadrica è determinata se sono dati 9 punti

per cui deve passare^ o nove piani che deve toccare.

Nel paragrafo precedente abbiamo stabilite le

proprietà geometriche delle varie specie di qua-

driche; vediamo ora come dall'equazione generale

(che si suppone a coefficienti reali) si possano di-

stinguere fra loro le varie quadriche.

Poniamo

I

a II «12 «13
!

B= «21 ^^22 «23

«31 «32 «33 i

e chiamiamo Bij i complementi algebrici degli ele-

menti au nel determinante B.

Se B non è zero si hanno le quadriche a cen-

tro ; se B = si hanno ì paraboloidi.

Se A è eguale a zero, e solo allora^ sì hanno i

coni. Se contemporaneamente A=0^ B=0 si hanno
i cilindri.

Indichiamo con (12) U3) ... gli angoli degli assi

coordinati ^i Xo^ x^x-^^. . .
^
poniamo

1 cos(12) cos(18)

i2= cos(12) 1 cos(23)
'

cos(l8) co9(23) 1 '
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(quantità positiva compresa fra e 1) e indichia-

mo con ì2j^ì:2^2... i complementi algebrici degli

elementi di ^.

Poniamo inoltre

== J5n + ^22 +- ^33 +- 2 B,.2 cos (12) +
+ 2^i3Cos(13) + 2J523Cos(23)

4- 2 «13^3 + 2 «23 ^23.

Abbiamo allora i seguenti risultati:

/ rapporti ^y, —, -^y, -^^ non si alterano per

trasformazione di coordinate cartesiatie (sono in-

varianti).

Il segno delle quantità A^ B^ C^ D è indipen-

dente dal sistema di coordinate cartesiane che si

sceglie.

Per il caso di assi ortogonali le quantità C, D
diventano rispettivamente

Bn + i^22 + B,,

«11 + «22 + «33

e 0, diventa 1 e perciò:

Le quantità a^ +- «22 + «331 ^11 + -^'12 "*" -^33 ^*^"

stano inalterate in valore passando da coordinate

ortogonali ad altre coordinate anche ortogonali.

Uequazione

A»0p'" + /)p2 . (7p 4-^ =

ha tutte le radici reali^ e in. generale distinte.
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La equazione precedente può scriversi anche:

aii + p c/i2*rCos(12) ai3+f:cos(13)

Afp)= a2i + pcos(12) <^/22 + P f^23*?cos(23) =0.

«3itpcos(13) (73--»pcos(23) a33 -!-
p

La classificazione delle quadriche dipende dallo

stadio dei segni delle quantità A^ B^ 0, D.

I) B è diverso da zero. Si hanno le quadri-

che a centro, cioè:

1. Ellissoide reale, se OO, BD>i\ A <

2. Ellissoide immaginario, seC>0, B 1)>0, A>0

3. Cono immaginario, se C>0, BD>0, .4 —

\C%0,BD<0I
^ ^

4. Cono reale, se
\ [

4 —
\C<0,BD^O^,

^CnO.BD<Ol^^^
5. Iperboloide a una falda, se.

\C<0,BD'^0^

\C^O,BD<Oj
^ ^

6. Tperholoide a due falde, se > ^<0.

'0<0,j5D-:0^

li) B è eguale a zero. Si hanno i parabo-

loidi i cilindri o le coppie di piani, cioè :

7. Paraboloide ellittico, se C>0,D^O, A<0
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8. Paraboloide iperholico, se (7<0, 7)^0, ^4 >0

9. CiUndro a base ellittica^ se (7>0, D 0^ A~0

10. Cilindro a base iperbolica, se C<0, 1) ^0^ A =

11. Cilindro abase parabolica^se (7=0, 7)^0, A — O

12. Due piani imma-

ginari con una

retta reale a di-

stanza finita^ se C > 0, /) ^ 0, A = 0, Aa —

(^= 1,2,3)

IH. Due piani reali che

si incontrano in

una retta a di-

stanza finita, se C < 0, 7) "I 0, yl - 0, Aa —

14. Due piani paral-

leli^ reali distin-

ti^ immaginari^ o

coincidenti, se = 0, 7) ^ 0, A = 0, Aa - 0.

Co7i trasformazioni di coordinate cartesiane, le

equazioni delle varie specie di quadriche^ possono
ridursi alle seguenti forme ridotte (in coordinate
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non omogenee):
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taìigente alla quadrica è similmente

F{u)F{v)- F'-['^=0.

Questa condizione equivale alla seguente:

aii a^i or,

3

«14 Ui i\

«21 «'22 ^23 ^<24 ?^

«31 «32 «33 «34 '^^,) ^'s

«41 «42 «43 «44 ^^4 ^4

Z^2 ?^3 1^4

'1 V-i V-i V4

-
L

U

= 0.

Mutando in questa formola le a in A^ e le u,

V, in X, y si ha un'altra forma della condizione

perchè la retta (xj (y) tocchi la quadrica.

Il piano polare di un punto iy) ha per equa-

zione

e le coordiìiate del polo di un piano

Ui .Ti + i«2 ^2 + • • • =
sono:

^1 - --^11 ^'1 -T Ayi U2 -f ^13 n^i f Au n,i

X, = A-ix Ui + .I22 ^^2 ^ A23 it-s h ^24 ?'4

^3 = J31 ?^i + J32 112 + ^433 1^3 -f- ^34 "4

x^^ Aii ui + A.,2 n.> i- ^43 % + J44 u.i.
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Se il punto iy) apioartiene alla qiiadrica, la e-

quaziom

Alh^
rappresenta il piano tangente.

La condizione perchè due punti [oc) iy) sieno

coniugati è naturalmente anche /*
. = 0, e la

condizione perchè due piatii {u) {v) sieno coniugati

I Queste due condizioni possono anche esprimersi

sotto le forme:

I

^11 • • • -^14 ^1

e

j

^41

I 2/1

«11

. 2/4

. a^i ìli

-0

«41

i'i

Le condizioni pterchè due rette {u v) > u' v') sieno

coniugate sono quattro^ cioè

F\-\^o, F[-\^,, f;m=o, i.h
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U equazione comjjlessiva dei due piani tangenti

condotti da una retta {u v) alla quadrica^ è

Mutando F in f e scambiando x con u^ e y con

V, si ha^ correlativamente^ l'equazione (in coord. di

piani) dei due punti cV incontro della retta {oo y)

colla quadrica.

Le coordinate di questi medesimi punti d'incon-

tro della retta (xy) colla quadrica sono della

forma

m 'Ti 4- n yi

m + n

m
dove — lue per valore ciascuna delle due radici

n
dell' equazione

L'equazione di un piano diametrale qualunque

è della forma

df df ^ df .

dove «1 y-i ^3 sono tre costanti arbitrarie. La retta

che va al punto all'infinito di coordinate (y-i ^2 ^s^)

corrisponde alla direzione coniugata al soprascritto

piano diametrale.
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1 plani diametrali coniugati alle direzioni di

ciascuno dei tre assi coordinati ^j,^,-, oo. sono dati

dalle equazioni

Xi

d x^

Le coordinate del centro della quadrica sono

^4li __2i
^"^34

B ' B~' B
'

IJ equazione del cono assintotico è

che si ricava da f{x)~0 mutando solo a 14 in

I piani principali sono quelli diametrali e per-

pendicolari alla direzione ad essi coniugata; le

rette secondo cui si intersecano sono i diametri

principali assi.

Per ottenere i tre piani principali basta porre
per «1 y-2 ^31 nell'equazione:

Pascal. 12
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valori proporzionali alle radici quadrate dei tre

minori principali nel determinante A(p) (v. sopra)

quando per p sì ponga ciascuna delle tre radici

(reali) dell^equazione ^{p) = 0.

Le forinole riescono naturalmente molto più

semplici nel caso in cui gli assi coordinati sieno

ortogonali.

Una quadrica di rotazione o rotonda è quella,

un asse della quale è tale che tutti i piani per

esso passante sono principali. La sfera è una qua-

drica in cui ogni piano diametrale è principale.

Condizione necessaria e sufficiente perchè una
quadrica sia rotonda è che A (p) = ahhia due

radici eguali.

Condizione necessaria e sufficiente perchè una
quadrica sia sfera è che A(p)=:0 ahhia una ra-

dice tripla.

In coordinate ortogonali le condizioni per la

quadrica rotonda sono espresse da due delle rela-

zioni

^23 ^31 <^^12 ^22 ~ ^33 <^33"~^11 ^11 ^22

lìt coordinate ortogonali le condizioni per la

sfera sono

«11 zi: a-io =^ «33, «23 -^ ^Z\ "^ ^12 " ^^

In un paraboloide vi sono solo due piani prin-

cipali a distanza finita^ che segano la quadrica

secondo due parabole.

In coordinate ortogonali, le equazioni dell'asse

del paraboloide (intersezione dei due piani prin-
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cipali) sono :

IfA^l USà UM
f'Bn VÌJ22 V^as

L'equazione di mia quadrica a centro riferita

al centro è (in coordinate xy z non omogenee) del

tipo :

a\i .T^ f a'20 y^ 4- of'33 s^ 4- 2 a\.i x y -\- 2 a\-^ x z -\-

+ 2 a/23 2/ 5; + --g == 0.

V equazione di una quadrica a centro riferita

ad una terna di diametri coniugati e

a"u ^' + «"22 y' ^ «"3
"'

^' +- 4" ^' ^•

Se questi diametri coniugati sono i tre assi, le

quantità

V - lU\i ' V ~ Ra\^ ' V
~ B^,

sì dicono lunghezze dei semiassi della quadrica.

Esse si trovano ponendo per

a 11, a 22i ^ 33

e tre radici (reali) di A (p) =: (v. sopra).

NelV ellissoide recde tutti tre gli assi segano in

punti reali la superficie^ e le distanze del centro
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da tali punti d'incontro sono proprio i semiassi

dell' ellissoide. In un ellissoide qualunque i tre se-

miassi sono disuguali; in un ellissoide rotondo (di

rotazione) due semiassi sono eguali ; in una sfera

tutti tre i semiassi sono eguali.

In un iperboloide a uria falda due soli degli

assi segano in punti reali la superficie, e le di-

stanze del centro dal punto d'incontro coincidono

colle lunghezze di due semiassi.

In un iperboloide a due falde uno solo degli

assi sega in 7;/i^^^i reali la superficie^ e la distanza

del centro da tal punto d'' incontro coincide colla

lunghezza di un semiasse.

Questi assi che segano gli iperboloidi in punti

reali si dicono trasversi

Il piano

Ul '^i + Uo se2 + Ih -^3 + U^ 0^4^=0

taglia la quadrica in un^ ellisse^ iperbole^ o para-

bola secondochè la quantità

G

«11 Qfi2 «13 U^

«21 «22 ^23 '^h

^31 ^^02 ^J3 ^3

tii u-i Us

è negativa, positiva, o zero.

Due piani paralleli segano la quadrica secondo

coniche della stessa specie.

Per ciascun asse della quadrica passarlo due

piani (reali o immaginarii) tali che essi e i loro

paralleli segano la quadrica secondo circoli; que-
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sti piani si dicono piani ciclici; essi danno le co-

siddette sezioni circolari della quadrica.

1 due piani ciclici per ciascun asse sono in po-

sizione simmetrica rispetto a ciascun piano prin-

cipale.

Dei sei sistemi di piani ciclici, due soli sono

reali.

In ciascun sistema di piani ciclici vi sono sem-

pre due piani tangenti, i cui punti di contatto si

dicono ombelichi.

Dei dodici ombelichi quattro al più sono reali.

I dodici ombelicìii si trovano allineati a tre a

tre su otto rette immaginarie della quadrica.

I dodici ombelichi di una quadrica a centro

stanno a quattro a quattro sui tre piani princi-

pali.

Due sezioni circolari crppartenenti a ciascuno

dei due sistemi di piani ciclici che corrispondono

ad uno stesso asse della quadrica^ stanno sempre

su di una medesima sfera.

Nelle quadricìie rotonde i due sistemi di piani

ciclici reali si riducono al sistema dei paralleli.

La condizione analitica perchè un piano sia

ciclico per una quadrica è data da due delle e-

quazioni

ì
<?n _ (^ìì _ (^33 _ Gii _ Gu
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minante

11=

1 cos(12) cos(13) u^

cos(21) 1 cos(23) U2

cos(31) cos(32) 1 ?^3

n-z

essendo cos(12), cos (13), . . . i coseni degli angoli

degli assi coordinati.

Per un ellissoide reale a tre assi disuguali

r
1 {a>h> e)

i piani ciclici reali sono quelli che passano per

l'asse di media lunghezza [b).

Le coordinate dei quattro ombelichi reali sono

a'

a"

P
.2' V a^ - c^

Neir iperboloide ad una falda i due sistemi di

piani ciclici reali sono paralleli al maggiore dei

due assi trasversi., e gli ombelicìti sono tutti im-

maginari.

Neir iperboloide a due falde i due sistemi di

piani ciclici reali sono paralleli aW asse non tra-

sverso pia lungo^ e i quattro ombelichi sono reali.

X^ y^ z^
Se = 1 è l'equazione dell'iper-

boloide a due falde e b> e, le coordinate dei quat-
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tro ombelichi reali sono

Ja' -l^b-' n i /
^' ~ e'

Il cono ha due sistemi di piani ciclici reali., che

sono gli stessi di quelli degli iperboloidi a una o

due falde cui esso è assintotico.

In un paraboloide ellittico esistono due sistemi

di piani ciclici reali; essi sono paralleli agli assi

maggiori delle sezioni perpendicolari all'asse; due

ombelichi sono reali e sono i punti

f b^
b>c)

è l' equazione del paraboloide.

In un paraboloide iperbolico i due sistemi di

piani ciclici reali sono quelli paralleli ai due piani

direttori (v. § 1); i circoli degenerano in una retta

al finito e in una retta all' infinito.

Se - ,y -\— 2— x= è Vequazione del para-

boloide., i due sistemi di piani ciclici sono quelli

di piani paralleli ai due piani

b e b e
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§ 3. — Pbopeietà focali delle quadeiche.

Il luogo dei punti tali che i coni da essi circo-

scritti a una quadrica dotata di centro, sieno coni

di rotazione (coni rotondi), si compone di tre co-

niclie situate nei tre piani principali della qua-

drica ; ciascuna conica ha gli stessi fuochi della

sezione prodotta nella quadrica dal piano princi-

pale. Queste coniche si dicono focali, e i loro punti

sono i fuochi della quadrica a centro.

Le coniche focali passano per i quattro ombe-

lichi contenuti nel proprio piano.

Un ellissoide o iperboloide ammette, in generale,

un' ellisse focale (reale) e un'iperbole focale situate

nei due piani die passano per Vasse trasverso più

lungo.

I due fuochi di una conica focale sono vertici

di un'altra conica focale.

Le coniche focali per i coni quadrici si ridu-

cono a tre coppie di rette; due sole di queste rette

sono reali.

Per ogni cono quadrico esistono due rette reali

(rette focali) per ciascuna delle quali passano in-

finite coppie di piani coniugati ortogonali. Se il

cono è rotondo, le due rette focali si confondono

coli' asse di rotazione.

La cofiica prodotta nel cono da un piano perpen-

dicolare ad una retta focale, ha per fuoco questo

punto.

Le rette focali del cono assintotico di tcna qua-

drica a centro sono gli assintoti delle coniche fo-

ccdi della quadrica.
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In un paraboloide il luogo dei punti tali che il

cono circoscritto condotto per esso sia rotondo (di

rotazione) è formato di cine parabole (focali) si-

tuate 7iei due piani principali^ aventi lo stesso asse

del paraboloide^ le aperture rivolte in sensi opposti

e gli stessi fuochi delle due parabole prodotte nel

paraboloide dai due piani principali.

Le parabole focali nel paraboloide sono si-

tuate in modo che il fuoco dell'una è vertice del-

l' altra.

I parametri delle due parabole focali sono

eguali fra loro^ ed eguali alla differenza dei pa-

rametri delle due parabole prodotte dai piani prin-

cipali.

1. Per V ellissoide reale

^2 -t- j2 i- ^2

di semiassi a>b>c le tre coniche focali soìio:

:r = 0, —

,

t:^ -]—

5

r,= - 1 (ellisse immag.)
<:r — ir a^ — c^

x^ z-

y — ^^ a2~^^
~
P~^^^ ^

^ (iperbole)

^ = 0, -^2 ^"^ -[
J2 2

" ^ (ellisse recde).
a" e e

2. Per Vellissoide immaginario

x'^ y'^ z^

2 + 7
2~ + '>" = ~" ^ \a>b> e)
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le coniche focali sono:

^ = 0, —

„

7^ 4

—

z z ^^ 1- (ellisse reale)
a^ — h^ rr — c^

^ "= ^^ 'h^-rj2
- ^2^7^ == 1 (iperbole)

^ = 0, - ., -|-
, ,,

' = — 1 (ellisse iinmag.j.

3. Per riperboloide ad una falda

rt" o-' e

le coniche focali sono:

a^ — ò'"^ a^ + e'

.'c rr= 0, —

2

^;j
1

—

^ T—2 =^ """ ^ (clUsse iììimaf/.)

2/ = 0, , ,"2 — ,,'V :>
= 1 (iperbole)

cr — ¥ b^ -\- c-

2; 1=0, -:;--

—

'^ + r.,-',
--9— 1 rc//?s8e reale),

a- -f- e- ^-^ + c^

4. Pigr V iperboloide a due falde

a^ b^ c^

le coniche focali sono:

^2 ^2
^' ^ O1 ~2^n"Ti + "^~T~" o = "^ 1 Ce//isse iynmciff.)

a^ + b^ a"^ -]- e-
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5. Per il cono reale

a'^ * b^ e

le due rette focali reali sono:

''r + 4--V = o. («>i)

y ^ ^'
a^ _ è^

"" pqr7^ "" ^•

6. Pe/' un paraboloide (ellitt. o iperb.) di equa-

zione

,
py^ r qz^-x-=0, [p^ (^

(dove j) q hanno lo stesso segno per il parab. el-

litt.^ e segni contrarli per il parab. iperb.) ^ le

due parabole focali sono:

-». "=(:--})(-fj

\p qì\' 4 gj"
• i z

Gli assi di rotazione dei coni circoscritti alla

quadrica dai fochi^ sono le tangenti alle coniche

focali.
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Le tangenti alle conicìie focali sono le inette per

le quali passano infinite coppie di piani coniugati

rispetto alla quadrica e fra loro ortogonali.

Il piano perpendicolare a una tangente di una
conica focale nel punto di contatto sega la qua-

drica lungo una conica^ che ha per fuoco questo

punto e per direttrice una retta perpendicolare al

piano della conica focale.

Se da un punto qualunque si conduce la retta

perpendicolare al proprio piano polare rispetto alla

quadrica, le intersezioni della retta e del piano
con un piano principale sono polo e polare ri-

spetto cdla conica focale ivi contenuta.

Le intersezioni con un piano principale di un

piano tangente cdla quadrica e della normale, sono

polcire e polo rispetto alla conica focale.

E costante il prodotto delle distanze di un piano

tangente alla quadrica da quei due punti di una
conica focale, in cui le tangenti sono parallele al

piano.

Dato V ellissoide

V equazione

x^ 2/^

! = >'

doce X è un parametro arbitrario, rappresenta una

quadrica confocale al dato ellissoide, cioè avente

le stesse coniche focali.

Potendo variare X in infiniti modi, si ha una

semplice infinità di quadriche confocali alla data.
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Per Offni punto dello spazio passano tre di tali

quadricJie^cioè un ellissoide, un iperboloide aduna
falda, e un iperboloide a due falde, le quali si

segano ortogonalmente nel punto comune.

I tre valori di 'k corrispondenti alle tre quadri-

clie confocali passanti per un punto dato, possono

prendersi come coordinate del punto, e si dicono

coordinate ellittiche.

§ 4. — PkOPEIETÀ METJilCHE DELLE QUADKICHE.

Quadrighe equilatere.

In un ellissoide è costante il prodotto del seg-

mento di normale compreso fra V ellissoide e un
piano principale, per la distanza fra il centro e

il piano tangente; e tal prodotto è eguale ed qua-

drato del semiasse perpendicolare al piano tan-

gente.

In un ellissoide è costante la somma dei qua-
drati di tre semidiametri coniugati.

E costante il volume del parallelepipedo costruito

su tre semidiametri coniugati.

E costante le somma dei quadrati delle proie-

zioyii di tre semidiametri coniugati su di una
retta o piano.

In un paraboloide ellittico e costante la somma
dei parametri principali di due qualunque se-

zioni coniugate e diametrali. Nel paraboloide iper-

bolico è costante invece la differenza dei medesimi.
In un paraboloide ellittico il luogo dei vertici

dei triedri t rirettangoli circoscritti , è un piano
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perpendicolare alVasse e distante dal vertice della

quantità

4

è al solito l'equazione del paraboloide.

Per Vellissoide lo stesso luogo è una sfera con-

centrica alVellissoide e il cui raggio è

\Ja^ -h b^ + c^

se a, è, e sono i semiassi delV ellissoide. Per una
qualunque altra quadrica a centro lo stesso luogo

è sempre una sfera (Monge).

In un iperboloide ad una falda se un piano

perpendicolare ad una retta delV iperboloide, sega

questo secondo un'' iperbole equilatera^ tutti gli altri

simili piafii lo segheranno secondo iperboli equi-

latere.

Siffatto iperboloide si dice equilateeo.

Se in un iperboloide a una falda, ad una retta

ad esso appartenente ne corrispondono due altre

jjerpendicolari fra loro e alla prima, anche ad esso

appartenente, e dello stesso sistema, lo stesso ac-

cadrà per tutte, e V iperboloide sarà un iperboloide

equilatero.

Un iperboloide a una falda è equilatero quando

è D=--0 (y. § 2).

Quindi se la sua equazione è, al solito,

x^ .v! _ ^' _ 1

Ci^'

'^'

b^ e'
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la condizione perchè esso sia equilatero è

a^ ì)^ c^

Se in un cono quadrico una sezione perpendi-

colare alle generatrici è iperbole equilatera, lo

stesso avverrà per tutte le sezioni perpendicolari

alle generatrici; il cono si dice allora equilatero.

In un cono equilatero., ad ogni generatrice ne

corrispondono altre due perpendicolari fra loro e

colla prima.

Un, cono è equilatero quando è D=^0.
Se in un iperboloide a due falde una sezione

perpendicolare ad un assintoto (generatrice del

cono assintotico) è iperbole equilatera^ lo stesso av-

verrà per tutte le simili sezioni.

L'iperboloide si dice allora equilatero.

In ogni iperboloide a due falde equilatero, ad
ogni assintoto ne corrispondono due altri fra loro

perpendicolari e perpendicolari al primo.

L' iperboloide a due falde è equilatero quando
è D=
Li un paraboloide ellittico non può essere D = 0.

Un paraboloide iperbolico è equilatero quando
sono fra loro perpendicolari i due piani direttori.

Perchè un paraboloide iperbolico sia equilatero

deve essere D = 0.

In un paraboloide iperbolico equilatero ogni se-

zione perpendicolare all'asse è iperbole equilatera.
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§ 5. — Fasci e heti di quadeiche.

Date due quadriche /* — 0,
/"' -= (in coord. di

punti di piani) il sistema di quadriche rappre-

sentate da

si dice rispett. fascio o scJiiera di quadriche.

Ihitte le superficie del fascio si intersecano in una
curva storta di quarfordine (curva base).

Tutte le superficie di un fascio di quadriche

sono segate da un piano in nn fascio di coni-

che, e da una retta in un fascio di gruppi di

due punti cioè in coppie di punti coniugati in

involuzione.

Per un punto dello spazio passa in generale ima
sola superficie del fascio; esistono due quadriche

del fascio tangenti ad una retta data ; esistono tre

quadriche del fascio tangenti ad un piano dato.

I piani polari di un punto P rispetto a tutte le

quadriche di un fascio, passano per una retta fissa

p, e formano quindi un fascio di piani. La retta p
si dice coniugata di P.

I fasci di piani polari relativi a due punti

P P' sono fra loro proiettivi.

Le rette reciproche di una retta rispetto a tutte

le quadriche di un fascio sono le generatrici di

un iperboloide, di cui V altro sistema di genera-

trici è costituito dalle rette coniugate di tutti i

punti della retta data.
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I poli di un piano rispetto a tutte le quadriche

di un fascio stanno su di una cubica storta; quindi

anche:

I centri di tutte le quadriche di un fascio stan-

ilo su di una cubica storta ; in un fascio esisto-

no in generale tre paraboloidi di cui almeno uno
è reale.

In un fascio di quadriche esistono in generale

quattro coni.

Tutte le quadriche di un fascio hanno di co-

mune un tetraedro polare^ di cui i vertici sono

quelli dei quattro coni appartenenti al fascio.

Date tre quadriche /"=0, f — 0, f —0 le

quali non appartengono ad un fascio, tutte le su-

perficie rappresentate da

formano ciò che si chiama una rete di quadriche.

Tutte le quadriche di una rete hanno otto punti
comuni (punti base della rete).

Fra le quadriche di una rete ve ne sono infinite

tangenti ad un piano; i punti di contatto stanno
su di una curva generale di 3.^ ordine*

Tutte le quadriche che passano per sette punti
dello spazio^ passano tutte ancora per un altro

medesimo punto.

Gli otto punti base di una rete di quadriche
hanno la proprietà che la cubica storta determi-
nata da sei di essi ha per secante la congiungente
gli altri due.

I piani polari di un punto P rispetto a tutte le

quadriche di una rete passano per un medesimo
punto (punto coniugato di P).

Pascal. 13
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Il luogo del polo di un piano rispetto a tutte le

quadriche di una rete è una superfìcie generale di
3.^ ordine, su cui esistono anche i punti coniugati;

rispetto alla rete, di tutti i punti del piano.

Fra le superficie della rete ve ne sono infinite

che si riducono a co?ii; il luogo del vertice è tma
curva di 6.^ ordiate; su questa curva vi sono an-
che tutti gli infiniti punti i cui piani polari ri-

spetto alle superficie della rete passano tutti per
ima retta.

Gli antichi geometri non aveauo fatta una clas-

sificazione sistematica delle varie quadriche; la

prima classificazione si deve ad Eulero (Intro-

ductio in Anal. infin., 1748). La teoria delle qua-

driche progredì moltissimo nella prima metà di

questo secolo per opera dei geometri della scuola

francese, Monge, Hachette, Lacroix, Binet,

Leroy, Poncelet, Chasles. Le ^coniche focali

furono trovate da Dtjpin {Corr. Ec. polijt., II) e

studiate poi da Steiner {Creile, I) e Chasles
{Apercu hist., nota 31).

Dal punto di vista della geometria proiettiva

furono fondamentali per la teoria delle quadriche

le memorie speciali di Hesse ( Creile, XVIII, XX,
XXYI, etc), di Seidewitz 'Grunerfs Arch., YII,

Vili, IX, X), Sturm [Creile, LXX, IO, etc), ol-

tre quelle di Staudt e Rete (v. Geom. der Lage)

e di altri.

Una lista estesa di lavori sulle quadriche si

trova neir opera di Loria (Il passato e il pre-

sente delle teorie geometriche. Torino, 1896, pa-

gina 91-99) a cui rimandiamo per ulteriori rag-

guagli bibliografici.
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Trattati sulle quadriche dal punto di vista della

geometria analitica sono quelli di Salmon-Fie-
DLER, di Hesse, di Baltzer, di D'Ovidio, e il

2.'' volume della Geometria di Clebsch-Linde-
MANN, Leipzig, 1891, dal punto di vista sintetico

ricordiamo quello assai esteso di Schròter, Leip-

zig, 1880.

La geometria descrittiva delle superfìcie di 2.^

grado si trova nella Darsi. Geom. di Fiedler.
In fine del trattato del D'Ovidio si trovano poi

parecchie accurate indicazioni sugli scopritori di

alcuni fra i principali teoremi sulle quadriche.

Per le proprietà focali delle quadriche citiamo

il recente libro di Staudt {Die Focaleigenschaf-

ten der Flcich. 2^''- Ord. Leipzig, 1896).

Dal punto di vista della teoria delle forme qua-

ternarie quadratiche le ricerche sono pochissime.

Citeremo un lavoro di Mertens {Wien. Bericht.^

XCYHI) in cui si dà il sistema completo di forme
iuvariantive di una quadrica, ridotto a 20 forma-
zioni, e si dà qualche indicazione sul sistema com-
pleto di due quadriche.



CAPITOLO YI.

Teoria generale delle curve piane algebriche.

§ 1. — Generalità. Punti singolari.

FoRMOLE di Plùcker. Discriminante.

Il luogo di punti, rappresentato analiticamente

da un^ equazione algebrica di grado n fra le due

coordinate cartesiane, o fra le tre coordinate omo-

genee, di un punto del piano, è ima curva-luogo

piana o semplicemente una curva pianta di or-

dine n. Il luogo di primo ordine è la retta.

La tangente di una curva-luogo ò il limite della

posizione della congiungente due suoi punti inde-

finitamente vicini.

Correlativamente: F inviluppo delle rette rap-

presentate da un'equazione algebrica di grado n,

fra le coordinate della retta del piano ò una cur-

va-inviluppo di classe n. V inviluppo di prima

classe è il punto.

Il punto di una curva inviluppo è la posizione li-

mite dell'intersezione di due tangenti infinitamente

vicine.
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Le curve o inviluppi le cui equazioni non si

spezzino in fattori interi, si dicono semplici o in-

decomponibili.

Una curva piana di ordine n è segata da qua-

lunque retta del piano sempre in n punti (reali d
immaginari).

Per ogni punto del piano passano sempre n rette

(reali o immag.) tangenti ad una curva inviluppo

di classe n.

Due curve di ordini Wi, ^2, hanno in generale

ni n.2 punti comuni (reali o immag.) ; e due invi-

luppi di classi n^^ i?2 hanno Ui ^2 tangenti comimi.

T^ ,. 7 7 ., . , . n(n + ^)
Vati ad arbitrio nel piano ~ punti, vi e

una e una sola curva di ordine n che passa per
essi e correlativamente.

Un punto di una curva si dirà r^^^ o multiplo

di ordine r, se per esso la curva passa r volte, e

però in quel punto la curva ha r tangenti; se

queste sono tutte distinte, il punto r^^^ si dirà or-

dinario. Una tangente si dirà r^^^ quando tocchi

la curva-iuviluppo r volte, e quindi ammetta r
punti di contatto; se questi sono distinti si avrà
la tangente r^^^ ordinaria.

Se una curva di ordine n ha un punto w^^^,

essa non è altro che Vassieme di n rette che par-
tono da quel punto.

Una curva semplice di ordine n non può avere

oltre un punto n — Ip^^ anche un punto doppio.

Una curva semplice di ordine n non può avere

.. ,.(n-l)(«- 2) . ^ .

più ai punti doppi.

L
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Se una curva semplice d'ordine n ha punti mul-

tipli ordinari i cui ordini sieno ri r^ . • . rr sarà

'^=!' ri in - 1) _^ {n- m±:z^)
i=i 2 " "2

Per tutti questi teoremi possono enunciarsi i

loro correlativi.

Tutte le infinite curve di ordine n che pas-

sano per

^ n in 4- 3) - 1

dati punti, passano anche per altri

|-(» -1)(» -2;

altri punti determinati dai primi.

Se degli w- pìinti comuni di due curve di or-

dine ti, n m (m < n) di essi stanno su di una curva

di ordine m, gli altri n 'n — ?w) punti stanno su

di una curva di ordine n — w.

Il massimo numero di punti che si possono

prendere ad aebitbjo su di una curva di ordine

m neW intento di far passare per essi una curva

semplice di ordine n>m, è

1
, ^,, ^. iteor. di JacobiA

«,«-2(,M-I),M-2)
y Creile, XV \

Tutte le curve d'ordine n descritte per nm — h

puìitl di una curva di ordine w, e per

n (n — m) — h'



VI, 1. — Intersez. di due curve. 199

punti di una curva di ordine n - m, segano la

prima curva in altri h punti fissi e la seconda

in altri li punti eissi (teor. di Plùcker, Alg.

Ourven, p. 11).

Ogni curva di ordine n che passa per

nm ~ - [m— 1
. (m — 2)

punti di un'altra curva di ordine m < n, la taglia

ancora in altri - (m — 1) (m — 2) punti rissi.

Qualunque curva d'ordine n descritta per

m in' -— — (m + w' — n — 1) [m 4- ni' — n — 2)

intersezioni di due curve, d'ordine m, m' (m, m'

non maggiori di n) passa anche per tutti gli altri

punti comuni a queste curve (teor. di Cayley,

Camh. Math. Journ. Ili, 1843).

Se nei punti in cui una curva d'ordine n è se-

gata da una retta, si conducono le tangenti alla

curva, esse incontrano la curva medesima in altri

n {n -— 2) punti situati sopra una curva d'ordine

n — 2 (Poncelet).

Un teorema importante massime per la cosid-

detta Geometria su di una curva algebrica (v. § 4)

è il seguente di Noether:
Si abbiano due curve <p = 0, •['^O; uno dei loro

punti d' incontro Fi sia multiplo secondo qi per cp

e secondo ri per '\> e sia qi r^n ; sia /"^==0 una
curva la quale passi per ciascuno dei punti d'' in-
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contro di ^ e '\' e abbia in Pi un punto multiplo

d'ordine qi -\- n — 1\ la sua equazione potrà al-

lora sempre esprimersi colla forma

dove J.= 0, B= rappresentano due altre curve

di ordine conveniente.

Perchè f possa rappresentarsi sotto questa forma

non è però necessario che essa abbia in Pi un punto

multiplo d/ ordine qi -\- n ~ 1, ma è però neces-

sario che lo abbia almeno d'ordine qi (il minore

dei due ordini) : in quesVultimo caso devono però

sussistere fra i coefficienti dell'equazione di f delle

relazioni lineari.

Per questo teorema vedi Noether [Matli. Ann.

YI, 352), Halphen {Bull, de la Soc. matìi. Y),

Bacharach (Math. Ann. XXYl), Yoss (Idem

XXYII), Cayley {Id. XXX), Stickelberger
{Id. Id.\ Noether {Id. Id.\ Zeuthen {Id. XXXI),
GucciA {Compt. lìend. 1888) e altri. Si può poi

anche vedere la Geom. di Clebsch-Lindemann.

Un punto midtiplo d'ordine k può considerarsi

come la riunione di ^
— punti doppij e una

tangente multipla d'ordine k può considerarsi come

la riunione di ~ tangenti doppie.

Una tangente ad una curva di ordine >^, ha

colla curva ancora altri n — 2 punti comuni^ oltre

quello di contatto ; e da un punto di una curva

di classe n, possono condursi alla curva ancora

altre n — 2 tangenti, oltre quella nel punto.
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In un punto doppio le due tangenti possono es-

sere reali e distinte, immaginarie, e coincidenti;

nel secondo caso si ha il cosiddetto punto doppio

isolato^ e nel terzo caso si ha la cuspide o punto
di regresso o punto stazionario.

La tangente nella cuspide (tangente cuspidale)

conta come tre delle tangenti che dalla cuspide si

possono condurre alla curva.

Correlativamente alla cuspide è da considerarsi

la cosiddetta tangente d^ inflessione o stazionaria^

una tangente alla curva i cui rimanenti punti di

intersezione colla curva sono n— 3, il cui punto di

contatto, cioè, è da considerarsi come la riunione

di tre punti infinitamente vicini. Tal punto di con-

tatto si chiama flesso della curva. La tangente di

inflessione è da considerarsi come una tangente
doppia i cui punti di contatto coincidono ; tale con-

siderazione però bisogna farla immaginando la

curva come inviluppo di tangenti.

I punti multipli e le tangenti multiple si chia-

mano generalmente punti e tangenti singolari.

E però da notare che un punto doppio o una
cuspide non è da considerarsi come singolarità che
solo quando la curva è considerata come un luogo
di punti, e non quando è considerata come invi-

luppo di tangenti, perchè in tale ultimo caso ogni
inviluppo possiede sempre un certo numero di punti
doppi. Similmente una tangente doppia o una tan-

gente d'inflessione è da considerarsi come singo-
larità solo quando la curva è considerata come
inviluppo e non come luogo.

Di una curva sia n l'ordine, v la classe, d il

numero dei punti doppi, r il numero dei punti di
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regresso o cuspidi, t il numero delle tangenti dop-

pie e i il numero delle tangenti di Hesso.

Fra questi numeri sussistono allora quattro re-

lazioni rimarchevoli che si chiamano le formole di

Plùcker (Creile, XIJ).

V :=n{n- l) — 2d-'^r

n = v(v - D — 2t — 3^

t = 3 /z (n - 2) - 6 ^ — 8 r

r = 3 V (v — 2 ;
- 6 T — 8 i.

Da queste formole^ di cui una è conseguenza

delle altre tre^ risultano le altre relazioni :

3 (v — n) = t — r

Una curoa-luogo generale, cioè senza punti

doppi e cuspidi ita la classe, il numero delle tan-

genti doppie, e il numero dei flessi, determinati

^ dalle relazioni

y = n(n - 1)

i ==3ìi (n — 2/

^ n n — 2)'n'~^\

e correlativamente.
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Per la presenza di d punti doppii e r cuspidi,

il numero delle tangenti doppie diventa

T=~n{n-2){n^— d)-(2d+ 3r)[n{n-ì)-Q] +

-V2d{d-\)^^r (r - 1) + 6 ^ r.

Introducendo il cosiddetto genere (Riemann,
Creile, LIV; Clebsch, Zcl, LXIII, LXIY) di una
curva le formole di Plììcker acquistano altra

forma.

Poniamo

(/^~l)(n-2y ,

v-= 2 '^~''

(v_l)(v_2)

il numero p si chiama geniere della curva-luogo e

della curva-inviluppo. Esso rappresenta la diffe-

renza fra il numero massimo di punti doppi e

cuspidi che può avere la curva-luogo senza sprez-

zarsi, e il numero di quelli che effettivameìite ha.

Ovvero: la differenza fra il numero massimo di

tangenti doppi e flessi che può avere la curva in-

viluppo e il numero di quelli che effettivamente

possiede.

Le formole di Flilcker diventano allora:

2p 2 = v + r-2w
= n 4- t — 2 V

= n {n — 3) — 2 ((^ -f r)

=::v(v_3) 2(t + c).
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Nelle forinole di Pliìcker non si fa distinzione

fra puuti e tangenti singolari, reali o immagina-
rie. Esiste però una relazione fra le sole singola-

rità reali (v. su questo Klein, Math. Ann. X
;

Peerin, BulL de la Soc. math. YI).

Il genere p per una curva semplice non può es-

sere che o zero o positivo.

Una curva di genere zero si dice razionale o

unicursale (Cayley) e le coordinate dei suoi punti
si possono esprimere come funzioni razionali di

un parametro. Essa ha — (w — 1) [n — 2) punti
u

doppi e cuspidi.

^ ,. (n - l)(w — 2) ,. , .

J^ra gii — punti doppi e cuspidi

di una curva di genere zero^ non vi possono es-

. ,. 3 n - 2) .,.
sere cu massimojche -—^r cuspidi.

z

Il concetto di genere fu introdotto da Iìiemann

(cit.), e indi applicato da Clebsch alla geometria

(cit.). Il Cayley adoperò invece di genere (detto

Geschlecht dei tedeschi) la parola defect (London
math. soc. 1865).

In quanto alla forma di una curva cioè alla figura

formata da tutti i punti reali di essa ecco alcune

fondamentali nozioni: Una curva può risultare di

diversi rami, intendendo per ramo di una curva

l'assieme di tutti quei punti reali della curva stessa,

tale che si possa con continuità passare da un

punto ad un altro, incluso anche il caso che si

debba passare per l'infinito; cosi p. es. le due

parti di un' iperbole formano, secondo il nostro

punto di vista, un ramo solo.
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Un ramo di una curva può essere pari o dis-

pari secondochè è tagliata da una retta in un nu-

mero pari dìspari di punti reali. Un ramo dis-

pari può generarsi colla deformazione di una
retta, e un ramo pari colla deformazione di una
conica.

Due rami dispari si incontreranno sempre,

quindi :

Una curva senza punti doppi non può conte-

nere che un solo ramo dispari^ al più. Propria-

mente :

Una curva senza punti doppi e di ordine dis-

pari conterrà sempre un ramo dispari, e se è di

ordine pari non ne conterrà alcuno.

Queste distinzioni vengono da Staudt (Geom.

der Lage, Niirnberg, 1847) ; vedi anche Klein
{Math. Ann. YI); Zeuthen {Id., VII), etc, etc.

Una curva di genere p non può avere più di

p V 1 rami, se (w — 1) (n — 2) h eguale o mag-
giore di p, esistono sempre curve di ordine n
aventi p -V \ rami (Harnack, Math. Ann., X).

Stabiliamo ora alcune formolo fondamentali per

la geometria analitica delle curve piane algebriche.

Supponiamo scritta l'equazione della curva in

coordinate cartesiane ovvero in coordinate omo-
genee proiettive.

Nel primo caso supponiamo raccolti tutti i ter-

mini di grado zero, uno, due, . . . nelle coordinate,

e messa quindi l'equazione sotto la forma

f ^'Uq-V Ui+ ti2 f . . . Un =
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dove in generale Ur e una espressione intera omo-

genea nelle due coordinate x e y.

Nel secondo caso, chiamando 'i -^2^3 1® ^^'g coor-

dinato omogenee, possiamo porre l'equazione sotto

la forma

f = u^ X^» + U^ ^3^-1 -[-...-{- Un—

ovvero adoperando i principi del calcolo simbo-

lico delle forme ternarie (vedi voi. I, Gap. XII;

e voi. II, Gap. Ili) sotto la forma simbolica

f = ax '' = hx '' -^cx ''= ...= 0.

Se Uo= allora la curva passa per Vorigine

delle coordinate (nel primo caso), ovvero passa per

il vertice (Xi = 0, 0^2= 0^ del triangolo fondamen-
tale delle coordinate (nel secondo caso).

In tal caso l'equazione Ui = 0, rappresenta la

tangente nel medesimo pnnto.

Se è tiQ= 0, ìli = 0, quel punto è tm punto dop-

pio per la curva f; le due tangenti in tal punto

doppio sono date da u^ = 0. Se u^ è un qua-

drato perfetto^ senza che la base di esso cioè \Jti2

sia fattore razionale di u^, allora quel punto è

uìia cuspide ; se invece \J U2 è fattore razionale di

%, allora il punto non è propriamente una cu-

spide, ma ìin punto in cui la curva tocca se stessa

(Selhstherilhrungspunht), il quale è da considerarsi

come la riunione di due punii doppi ; in tal caso

la tangente ha quattro intersezioni., infinitamente

vicine., colla curva., e non solo tre come nel caso

della cuspide.
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Se in generale Uq =Ui = .- » = Ur-i= allora

il punto orìgine è un punto r^^^ della f=0, eie

r tangenti in esso sono determinate da u,- = 0.

Per UQ punto doppio le tre derivate di /' ri-

spetto ad Xi X2 ^3 devono essere zero, cioè deve

essere

n-\ n—\ n-\
a ai = a ao= a ct^^ 0.

ce X X

Eliminando x fra queste tre equazioin si ha

un'equazione

R=
dove R è una formazione invariantiva dei coeffi-

cienti dell'equazione della curva.

Tale invariante si chiama discriminante della

curva.

Il suo annullarsi è condizione necessaria e suf-

ficiente perchè f abbia un punto doppio.

Tacendo di altri lavori speciali più antichi, le

prime ricerche sistematiche sulla teoria generale

delle curve sono contenute nella Introductio in

anal. infin. di Eulero (1748) e nella Introduc-

tion à Vanal. des lignes courbes algeb. (1750) di

Cramer. Appartiene anche ad Eulero {Sur une

contradiction apparente dans la doctrine des cour-

bes. Acc. di Beri. 1748) la spiegazione del para-

dosso che due curve di w'"^ ordine si tagliano in

un numero di punti maggiore di quanti ne occor-

rono per determinarne una.

Dopo questi, tralasciando altri lavori di Lame,
di Gergonne, etc. furono importantissimi il Sy-

stem der analyt. Geom. (1835) di Plììcker, la
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Theorie der alg. Curven (1839) del medesimo Au-
tore, e altri lavori dello stesso {Journ. de Lioti-

ville, 1834, 1837) nei quali il Plììckee dette le

famose formolo, che prendono il nome da lui.

Sui punti singolari lavori notevoli furono quelli

di PuTSEAUx {Journ. de Liouville, 1850), di Cay-
LEY {Quart. Journ. YII, XI, Creile, LXIY, etc),

di Halphen [Mém. des sav. étrang. XXYI, Compi.

Rend. LXXYIII, LXXX), Stolz {Math. Ann.
YIII), etc.

Un lavoro fondamentale sulla teorìa generale

delle curve fu VIntroduzione a una teorìa geome-

trica delle curve piane di Cremona (Bologna,

1862; tradotta anche in tedesco nel 1865) e i li-

bri in cui sono sistematicamente raccolti, e con

metodi analitici, tutti i principali risultati, sono

quelli molto conosciuti di Salmon (Sulle curve

piane di grado elevato) tradotto in varie lingue,

e quello di Clebsch-Lindemann (Lezioni di Geo-

metria). Nei seguenti paragrafi daremo altre indi-

cazioni storiche e bibliografiche, relative ai sog-

getti che vi si tratteranno.

§ 2. — Teoria della polarità.

Curve covarianti.

Data la curva rappresentata simbolicamente

con

f=a =.h =... = (v. Cap. Ili)
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le curve rappresentate da

n-
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La n — 1'"^ polare (retta polare) di un punto,

che appartiene alla curva fondamentale, è la tan-

e/ente in quel punto.

Gli n (n — 1) punti, nei quali la prima polare

di un putito (y) taglia la curva data, sono i punti

di contatto delle tangenti condotte da iy) alla

curva data.

Un punto r-t^^^ della curva fondameìdale è mul-

tiplo di grado r — s per la polare s'"^'' di qua-

lunque polo.

Se una curva si spezza in una retta e in un'altra

curva di ordine n — 1, la prima polare di un
punto della retta è composta di essa inetta e della

prima polare rispetto alla curva di ordine n — 1.

La polare >•''"* di un punto Or rispetto alla po-

lare 8"'^* di un punto Os coincide colla polare s""^

di Os rispetto^ alla polare r"'" di Or.

Se la curva foìidamentale ha un punto doppio

D, la prima polare di un qualsivoglia polo passa

per D ed ivi ha per tangente la retta coniugata

armonica di I) rispetto alle due tangenti nel

punto doppio. Se il punto dop>pio è una cuspide,

la tangente alla prima piotare è la stessa taìigente

cuspidale»

Le prime polari di tutti i punti di una retta

formano un fascio di curve cogli stessi {n — l)-^

punti base.

La conica polare d'un punto doppio si decom-

pone in due rette clic sono le due tangenti nel

punto doppio.

La conica polare d' un flesso si decompone in

due rette, una delle quali è la tangente d^ infles-

sione.
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Se un punto della curva fondamentale ha per

conica polare il sistema di due rette^ esso è o un
punto doppio un flesso per la curva fondamen-

tale.

Se il polo percorre una curva d'ordine w, la retta

polare inviluppa una curva di classe m(n — 1).

Sopra ogni retta esistono 2 (^ — 2) punti di cui

le prime polari sono toccate dalla retta; le coniche

polari dei punti di contatto sono tangenti a que-

sta stessa retta.

Un 2^olo che sta in linea retta con n punti di

una curva di ordine n^ ha la Hessa retta polare

rispetto alla curva, e rispetto al sistema delle n
tangenti negli n punti.

La retta polare di un punto all' infinito in una
determinata direzione si dice diametro della curva

di ordine n.

Il diametro è il luogo dei centri delle medie
distanze (v. Gap. II, § 2) di tutti i sistemi di n
punti tagliati sulla curva da un sistema di corde

parallele.

Considerando la curva come inviluppo di classe v,

il polo della retta all' infinito si dirà centro.

Il centro è V inviluppo (punto) di una retta pa-

rallela ad un sistema di v tangenti alla curva

fra loro parallele, e passanti per il centro delle

medie distanze dei v punti che le v tangenti deter-

minano su di una retta ad esse perpendicolare.

Se da un punto si conducono due rette che

tagliano la curva nei punti

III R'2

.

. . Ru .^ Si S-i ' . ' Sh\
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il rapporto

OR^...ORn
OSi ...OSn

è costante qualunque sia il punto purché la di-

rezione delle trasversali resti costante (teor. di

Newton, Enum. Un. tertii ordinis).

Si abbia un poligono ABC... i cui lati taglino

una curva di n"'^ ordine in 7i punti; si indichino

con {B)i (J5)2 i prodotti dei segmenti (contati da B
sino agli n punti) segnati rispett. sui lati B C, B A;

con (Ci), (O2) i prodotti analoghi, ecc.; si avrà la

relazione

U)x(Bi{C)i... = {A:,(B)ACh...

(teor. di Cabnot, Géoni. de position, pag. 437).

Se su ogni retta condotta per un pmito 0, e

segante la curva in Ri R-z. . . Rn si determina un
punto R in modo die

OR ORi ' 0R<

oYvero

1 \0R ORiì
'

il luogo di R è una retta (teor. di Cotes, llar-

monia me^isurarum, 1722) la quale è propriamente

la retta polare di 0.

Similmente: la conica polare del punto è il

luogo di un punto R che soddisfa alla relazione

4 1 __J__U_i l-]^o
ij\OR ORiì\OR ORjì '

ecc., ecc.
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Per un punto si conduca una retta che tagli

la curva in n punti, e in questi si conducano le

tangenti alla curva
;

per si conduca poi una
qualunque altra trasversale che tagli la curva in

i?i . . . Èn , e le tangenti in r^ . . . rn ; si ha allora

n \ n \

T OK ^
i On fteor. di Maclaurin).

Introduciamo ora tre importanti curve cova-

rianti, la Hessiana , la Steineriana e la Cayle-

yana.

Il luogo dei punti doppi delle prime polari dei

punti del piano è la TTessiana; il luogo dei punti

le cui prime polari hanno un punto doppio è la

Steineriana ; i punti di queste due curve si cor-

rispondono hiunivocamente ;V ìxvnWm^'^o delle rette

che congiungono un punto della Steineriana col

punto corrispondente della Hessiana è infine la

Cayleyana.
w « n

oe f== a = b =c =...=:0 (in notaz. sim-

bolica, V. Gap. Ili) è la equazione della curva data,

quella della Hessiana è

/ 7 NO "-2 11-2 n-2
{abcYa h e =0XXX

ovvero (ponendo fo =
y^}f;^:)

fu
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La equazione della Steinerìana si ottiene poi

eliminando x fra le tre equazioni

11-2

a ai/ai=0

a " % «2=

n~2
a ay «3= 0.
X

Il seguente quadro dà i valori per i numeri

plùckeriani (ordine, classe, ecc. ecc.] relativi alle

tre curve ora introdotte.

Si suppone che la curva data sia g-euerale, cioè

non ammetta punti doppi e cuspidi, e sia di or-

dine n.

I. TIessiana.

genere = -|- (3 n - 7 ) (3 ?? - 8)

ordine = 3 (n - 2)

classe = 3 [n - 2) (3 n — 1)

punti doppi =
cuspidi =

taug. doppie =*^^ (n — l)(w - 2)(n— 3)(3n - 8)

flessi =9(w -2) (3 71 — 8).
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IL Sfeineriana.
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Se la curva data ammette dei punti doppi e

cuspidi, allora a questa tabella devono farsi delle

modificazioni.

Per n --= 3 le formole relative alla Cayleyana ca-

dono in difetto; in questo caso la Hessiana e la

Steineriana sono una sola e medesima curva di

S.'^ ordine, e la Cayleyana anziché di 6.* classe è

solo di 3.* classe; anziché di 12.^ ordine è solo di

6.^* ordine, e anziché 18 cuspidi ne ha solo 9.

Della Hessiana, Steineriana e Cayleyana si pos-

sono dare varie definizioni che corrispondono ad
altrettante loro proprietà specifiche.

UHessiana di una curva è:

a) il luogo di un punto nel quale si toccano

due fepperò infinite) prime polari
;

h) il luogo dei punti doppi delle prime polari;

e) il luogo di un polo la cui conica polare si

scinde in due rette;

d) il luogo di un polo le cui rette polari ri-

spetto alle prime polari della curva, concorrono
in un punto.

La Steineriana di una curva è:

a) il luogo dei poli delle prime polari dotate

di punti doppi
;

h) il luogo dei punti d' intersezione delle cop-

pie di rette che rappresentano coniche polari;

e) V inviluppo delle rette polari dei punti del-

l' Hessiana;

d) il luogo dei punti le cui prime polari toc-

cano V Hessiana;
e) il luogo di un punto nel quale concorrono

le rette polari di uno stesso polo rispetto cdle prime
polari della curva fondamentale.
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La Cayleyana di una curva è :

a) V inviluppo delle rette che uniscono i punti

corrispondenti della Hessiana e della Steineriana ;

h) V inviluppo delle tangenti comuni ìiei punti

di contatto fra le prime polari.

In un punto doppio della curva fondamentale,

la Hessiana ha anche un punto doppio colle stesse

tangenti.

In mia cuspide della curva fondamentale^ la

Hessiana ha un punto triplo, e due dei suoi rami

toccano la tangente cuspidale; in tal pimto sono

da considerarsi riunite otto delle intersezioni della

curva colla Hessiana.

U Hessiana passa per i flessi della curva fon-

damentale.

La Steineriana e Cayleyana toccano ambedue le

tangenti di flesso della curva fondamentale.

L'IIessiana in un suo punto qualunque è tan-

gente alla seconda polare del corrispo7idente punto

della Steineriana.

La tangente in un punto deW Hessiana è la

coniugata armonica della retta che congiunge esso

col punto corrispondente 0' della Steineriana., ri-

spetto alle due rette che toccano la prima polare

di 0' nel punto doppio; e la tangente in 0' alla

Steineriana è la coniugata armonica di 0' ri-

spetto alle due rette nelle quali degenera la conica

polare di 0.

La teoria delle polari trova i suoi inizi nei la-

vori di Cramer, Newton e altri, sui diametri ret-

tilinei curvilinei delle curve. E a Bobillter
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che si devono concetti più generali {Ann. de Gcr-

f/onne, XVIII, XIX, 1828). Indi se ne occupa-

rono Plììcker {Creile, Y), Grassmann {Creile,

XXIV), De Jonquieues {Journ. de Liouville,

1857), Cayley {Pilli. Trans. CXLVIII). Indi il

Cremona pose la teoria delle polari a fondamento
di tutta la teoria delle curve, nella sua citata In-

troduzione.

La Hessiana fu introdotta da Hesse [Creile,

XXVI1I,XLI) e cosi chiamata da Sylvester (P/«7.

Trans., CXLIII); la Steineriana fu introdotta da

Steiner {Creile, XLVIIj e così chiamata da Cre-
mona (Intr.) mentre da Steiner era stata chia-

mata curva nodo (Kerncurve); la Cayleyana fu

introdotta da Cayley per le curve di 3.^ ordine

(Phil. Trans., CXLVII, 1857) e indi studiata da

Steiner {Creile, XLVII). È importante il lavoro

di Clebsch {Creile, LXIV) sulla Steineriana.

Sono stati parecchi i lavori che hanno cercato

di dimostrare la proposizione della mancanza di

punti singolari nella Hessiana corrispondente ad

una curva generale. Questa proposizione era stata

ammessa come postulato dal Cremona, e per le

curve di 4.*^ ordine fu dimostrata da Geiser

{Ann. di mat., IX). Altri lavori sulla Hessiana

sono quelli di Del Pezzo {Rend. Napoli, 1888),

Brill {Matk. Aìin., XIII), Segre {Rend. Lhicei,

1895), etc.
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§ 3. — Sistemi lineari di curve piane.

Il

Se a = 0, h — 0, . . . sono le equazioni di k -{-l

X X
curvo piane di ordine n, il sistema rappresentato

da

dove ^i^^2--* sono k ~\- 1 parametri arbitrari, co-

stituisce ciò che si chiama un sistema lineare di

specie k. Per k= 1 si ha il fascio, per k = 2 si

ha la rete.

Un sistema lineare di specie k è determinata da

k + 1 curve di ordine n, le quali non apparten-

gano ad un medesimo sistema lineare di specie

inferiore.

Se /> >! le curve del sistema non avranno in

generale alcim punto comune (punti base) ;
però

se tutte le k + 1 curve che individuano il sistema,

hanno nn punto comune, questo punto apparterrà

anche a tutte le altre curve del sistema.

Se k=^l vi saranno sempre n' punti base del

fascio, cioè punti pei quali passano tutte le curve

del sistema.

Un sistema lineare di -curve di ordine n e di

specie k determina su di una trasversale un'invo-

luzione di punti di ordine n e specie k (v. Capi-

tolo II, § 1).

Fra le curve di un sistema lineare ve ne sono

{k + 1) {n — k) le quali hanno un contatto di /j'"^
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ordine con una retta data (cioè k + 1 punti Ì7ifì-

nitamente vicini comuni).

Fra le curve di un sistema lineare ve ne sono

2^^'{n~k}'n-k — ì). ..{n-2Jc + 1)

lei

ciascuna delle quali tocca k volte una retta data.

Fra le curve di mi fascio ve ne sono 2(n— 1)

che toccano una data retta ; e ve ne sono m (2 n + m-S)
che toccano una data curva di ordine m, senza

punti doppi e cuspidi. Nel caso che questa avesse d
punti doppi e r cuspidi., bisognerebbe da quel nu-
mero ancora sottrarre 2d -^ 3r,

Fra le curve d'una rete ve ne sono 3 (71 — 2)

per ciascuna delle quali una data retta è tangente

di flesso.

Se si considerano i due fasci di rag^n che hanno
per centri due degli n^ punti base di un fascio di

curve di ordine 71^ e si considerano come corri-

spondenti i due raggi che sono le tangenti con-

dotte nei due punti base ad una medesima curva

del fascio, i due fasci di raggi so7io proiettivi;

quindi il 7'apporto a7iarmonico delle quattro tan-

genti a quattro curve del fascio in ìin 7nedesimo

pu7ito base, è lo stesso di quello delle quattro tan-

genti Ì7i un altro qualunque punto base; questo

rapporto anarmonico lo possiamo perciò chiamare

rapporto a7ìaì'7no7iico delle quattro curve del fascio.

F7^a le curve di U7i fascio che si focca7io tutte Ì7i

im punto base P, ve n'è una per cui P è flesso, e

un^altra per la quale P è pu7ito doppio.

Fra le curve di un fascio di cui U7i pimto base

P è punto doppio per tutte le cu7've (a tangenti
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distinte e variabili da curva a curva) ve ne sono

due per cui P è cuspide; se una delle due tan-

genti è comune a tutte le curve, allora ve n' è una
sola di queste per cui P è cuspide; e se ambedue

le tangenti sono fisse^ vi è una curva del fascio

per cui A è punto triplo.

In un fascio esistono in generale 3 (n — I)^

curve a punti doppi.

Questo teorema subisce modificazioni quando le

curve del fascio hanno dei punti multipli di varia

natura. Su ciò vedi Cremona (Introduzione^ ecc.

e Annali di Mat. YII, 1864).

Date tre curve di cui le equazioni sieno

n
a =0
X

n
b =0
X

n
c =0
X

la condizione perchè appartengano allo stesso fa-
scio è che il loro jacobiano

{ab e) a b eXXX
sìa identicamente zero (v. Gordan-Noether, Math,

Ann. X).

Se da impunto si conducono le tangenti a tutte

le curve di un fascio^ i punti di contatto giacciono

in una curva d'ordine 2 n — 1 che passa per e

per gli n^ punti base del fascio.
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I pimti doppi delle curve di un fascio ìuinno la

medesima retta polare rispetto a tutte le curve del

fascio stesso.

II luogo di un punto in cui si tocchino due (e

quindi infinite) curve di una rete è una curva di

ordine 3 (n — 1) che si chiama Hessiana della

rete o anche Jacobiana della rete. Colle solite

notazioni del calcolo simbolico^ la sua equazione è

n-l n—l n—1
(ah c) a e =-^ 0.

X X X

Essa è un combinante del sistema delle tre curve

fondamentali della rete ; cioè il primo membro della

sua equazione si moltiplica solo per un fattore co-

stante se ad una delle tre curve si sostituisce

una combinazione lineare di esse.

U Hessiana di una rete èli luogo dei punti

doppi delle curve della rete; ovvero^ è il luogo dei

punti le cui rette polari rispetto alle curve della

rete concorrono in un punto.

11 luogo dei punti in cui concorrono le rette po-

lari, rispetto alle curve della rete, di tutti i punti

dell'Hessiana ò la curva detta Steineriana ; e l'in-

viluppo delle rette congiungenti i punti corrispon-

denti dell'Hessiana e della Steineriana ò una curva

detta Gayleyana.

La Steineriana è di ordine 3 {n — 1)^, e la Cay-

leyana è di classe 3 n (n — 1).

Considerando la rete delle prime polari rispetto

ad una curva data, la Hessiana, la Steineriana e

la Gayleyana della rete, diventano le omonime
curve relative alla curva fondamentale 4ata (vedi

§2).
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La Hessiana o Jacohiana della rete è una curva

d'ordine: 8(n — 1)

di classe: 3 (li — 1) (3 n - 4)

di genere : -^ (3 n - 4) (3 n — 5)

con panti doppi:

con cusjndi:

27
con tang. doppie :

-- n {n - 1) (n - 2) (3 n — 5)

con flessi: 9 {n — 1) (3 n - 5).

La Steineriana della rete è una curva

d'ordine: 3 (m -- 1)^

di classe: 3 w (^— 1)

di genere : -y (3 n — 4) (3 n — 5)

con punti (lopp i

:

^^
{n—l) (n— 2) (3 /r'— 3 /^ — 1 1 )

con cuspidi: 12 {n— 1) {n — 2)

con tang. doppie : ~ [n — 1) {n - 2) [Sn^ + Sn —8)

con flessi: 3 {n — 1) (4 n — 5).

La Gayleyana della rete è una curva

d'ordine: 3 [n - 1) (5 n — 6)

di classe: %n {n— 1)
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Similmente nella rete genenile vi sotto

12 (n - 1) (^ - 2)

e tenie dotate di una cuspide;

l ,r{n - 1, {n --2){Sn'-\~Sn - 8)

fasci di curve che hanno fra loro due contatti^

3 (n - 1) (4 n — 5)

fasci di curve che hanno fra loro un contatto di

2.^ ordine (contatto d'osculazione) cioè che hccnno

di comune tre punti infinitamente vicini.

Tutti i numeri precedenti subiscono modifica-

zioni quando la rete ha dei punti-base, semplici o

multipli, cioè dei punti pei quali passino tutte le

curve della rete.

Una rete di cui tutte le curve si incontrino a

due a due in un solo punto mobile si dice refe

omaloidica.

Tutte le curve di una rete omaloidica sono di

genere zero.

Se Fi F2 • • • f*' s^^o ^(^ molteplicità^ per ciascuna
curva di una rete omaloidica, dei punti-base^ si

hanno le relazioni:

1

%9i(oi-\) _(ji- \)(n~2)
1 2 2

Pascal. 15
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t F/ (pi + 1) __ i^n -f_3) _ ^^

T 2 '"" 2 ~ "^

^ p,- rzr 3 in - 1).

1

Date tre curve degli ordini ni n^ % si possono

costruire delle curve covarianti relative al sistema

delle tre curve, e che sono analoghe alla Jaco-

biana e alla Steineriana di una rete (quando ni =
= n.2= ns = n).

La Jacobiana del sistema di tre curve è una

curva (di ordine w^ -+ ^2 + % ~ 3) luogo dei punti

le cui rette polari rispetto alle tre curve concor-

rono in uno stesso punto. 11 luogo di quest'ultimo

punto è una curva che, pel caso degli ordini eguali,

diventa la Steineriana della rete, e che è di ordine

ni n-i + n.2 n-^ 4- n-^ ni — 2 (n^ + n-i + W3) + 3.

La Jacobiana delle tre curve è anche il luogo

dei punti in cui si segano le prime polari di uno
stesso punto^ relative alle tre curve.

Se le tre curve hanno punti comuni a tutte tre.,

la Jacobiaìia e la Steineriana passano per essi.

La Jacobiana passa anche pei immiti doppi delle

curve date.

La teoria dei sistemi lineari di curve ò stata

studiata in varie direzioni negli ultimi tempi, in-

quantochò questa teoria si rannoda a varie altre

teorie geometriche quali la trasformazione biuni-
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voca, la rappresentazione piana delle superficie, e

anche la cosiddetta geometria dei gruppi di punti

su di uua curva algebrica.

Due fasci di curve poi possono considerarsi fra

loro in corrispondenza proiettiva^ e allora si ricava

l'importante teorema che ogni curva algebrica

può considerarsi come il luogo dei punti d' inter-

sezione delle curve corrispondenti di due fasci pro-

iettivi di curve, teorema enunciato e dimostrato

da Chasles per le curve di 3.° ordine {Compi.

Rend. XLI, 1853) e dimostrato pel caso generale

da JoNQuiERES (Mém. de VAcad. des sciences, XYI,
1858), e che generalizza la nota generazione pro-

iettiva delle coniche.

Fra i lavori sui sistemi lineari, oltre la Intro-

duzione del Cremona, citeremo quelli di Jonquie-

RES (Math. Ann., I), di Caporali (Collect, Math.,

1881), di Jung {Ann. di mat., XV, XYI), di Guc-
ciA {Eeyid. Palermo, VII) e di altri, oltre tutti

quelli altri lavori che trattano della geonietria dei

gruppi di punti su di una curva e di cui tratte-

remo a suo luogo.

Per lo- studio delle singolarità della Jacobiana
di tre curve si può vedere il lavoro di Gerbaldi
{Rend. Palermo, Vili).

§4.-1 GRUPPI DI PUNTI SU DI UNA

CURVA ALGEBRICA.

Nella cosiddetta Geometria su di una curva al-

gebrica si studiano le proprietà dei gruppi di punti
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che sono segati, su di una curva fondamentale di

ordine w, da sistemi di altre curve di ordine qua-

lunque, e specialmente quando tali sistemi sono

lineari, cioè le loro equazioni contengono linear-

niente dei parametri variabili.

Se la curva fondamentale è una retta, questi

gruppi di punti costituiscono le cosiddette involu-

zioni di ordine superiore di cui abbiamo trattato

nel Gap. II. § 2.

Occorre premettere alcuni teoremi sui punti di

intersezione di due curve.

Si abbia una curva fondamentale f di ordine n,

e la si seghi con una curva 9 di ordine m, la

quale passi per punti singolari di f {nel numero
si intende computato il numero delle volte che

o passa per un punto singolare di /'.} I punti di

intersezione delle due curve non sono fra loro in-

dipendenti; alcuni di essi sono determinati dagli

altri. Sia k il numero dei punti d' intersezione

delle due^ curve, che sono determinati da tutti i

rimanenti; abbiamo allora le disuguaglianze fon-

dameiìtali:

se m < n — 2, e k ^mn

[ (w-l)(n-2) . (n-m-l)(n-?w-2i\(-—2 ' 2
)

se m ^ n — 2, e k-^ —z 0.

Si dice che una curva è una curva aggiunta

quando passa r — \ volte per ogni punto r^^^
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di /'; se quindi f non ha altri punti multipli che

punti doppi e cuspidi, una curva aggiunta è una
curva non sottoposta ad altre condizioni che di

passare semplicemente per ogni punto doppio o

cuspide di f.

Supponiamo allora che cp sia una curva aggiunta

di ordine m.

In tal caso, se con k si indica il numero degli

nm punti d.^ intersezione di f e
'f,

determinati dai

rimanenti, sussistono le disuguaglianze (indicando

con p il genere di f)

(n— m — \){n— m —2)
per m<in — 2, hr^p - —

per m^n — 2, k^p.

E notevole che, nel secondo caso, il numero k
non dipende piti daWordine m della curva segante

e nel primo caso per m = n — 3, si ha k^p — 1

.

La curva cp sia una curva aggiunta. Nella sua

equazione vi entrino linearmente, un certo numero
di parametri arbitrari per modo che tutte le cp ot-

tenute facendo variare tali parametri formino un
sistema lineare.

Sia Q il numero dei punti d'intersezione mobili

di f con cp, cioè il numero dei punti d'interse-

zione che variano da una cp ad un'altra; se k di

essi sono determinati dagli altri Q — k, il numero
di quelli che possiamo scegliere arbitrariamente
su /"sarà Q — k= cj[ che noi chiameremo molte-

plicità del sistema di Q punti inquantochò vi sa-

ranno allora ocq gruppi di Q punti segati su f da
curve della specie di cp. // numero q rappresenta
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il numero dei parametri arbitrari che entrano li-

nearmente nella equazione di 9. Il teorema sopra-

indicato ci dà allora:

he m ^ n— ò sarà q^Q - p-\ ~
,

Ci

se m > n — 3 sarà q — Q — p.

Queste stesse forinole possono porsi sotto un'al-

tra forma che serve a dare un limite superiore

per il numero Q quando sia nota la molteplicità q
del sistema. Si può dire:

Se m = n — S r Q ^q-\- p — \,

se ni> n — 3 è Q ^ q -{- p.

I signori Brill e Noether {Math. Ann. YII)

hanno poi trovato anche un limite inferiore per Q ;

propriamente è sempre

Inoltre^ ponendo

<?fe+l) -qiq^-p+D-r,

esistono <x)'' sistemi di Q punti e molteplicità q.

Se r -= 0, il numero di tali sistemi è finito ed è

propriamente

2!3!.,.g ! 2^. . -ip-l^Q + q)\ p !

2!3!;..{2g + p-^r!
(Castelnuovo, Lincei^ 1889.)



VL 4. — Gruppi speciali. 231

Per q= l tal numero è

pi

(P-Q + Ì)lip-Q-{^2)1
(Brill-Noether, Math. Ann., YII.)

Col simbolo G indichiamo un gruppo di un

sistema lineare di Q punti e di molteplicità g, e

col simbolo Q indichiamo tutto il sistema di tali

gruppi.

Se Q è maggiore di 2p — 2 deve essere esatta-

mente q= Q — 2^.

Se Q = 2p — 2 deve essere q= p — \,

Se f è ima curva indecomponibile^ esistono p
curve aggiunte linearmente indipendenti di ordine

n — B, le quali non hanno su f altri punti co-

muni che i punti midtipU.

Se f si decompone in k fattori, esistono

"" p + k — 1

curve aggiunte linearmente indipendenti di ordine

n — 3 (Christoffel, Ann. di Mat.; X).

Le curve aggiunte di ordine ìi — 3 tagliano la

curva fondamentale f in 2 p — 2 punti (esclusi i

punti singolari fissi). Ora esiste questo teorema

interessante:

Og7ti sistema lineare q volte infinito di Q punii,

può essere sempre segato sulla curva f fondamen-
tale da un sistema, di curve aggiunte di ordine

n — 3, purché sia
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la quale condizione esclude (per un teor. dianzi

accennato) che possa essere jQ > 2 p — 2.

In particolare:

Se nn fascio (g -= 1) di curve aggiunte ha p
intersezioni mobili colla curva f, ogni gruppo di

tali p punti è situato su una curva aggiunta di

ordine n— 3.

Un gruppo di Q punti pei quali passa almeno
una curva aggiunta di ordine ^ — 3 si dice un

gruppo speciale; il sistema cui esso appartiene si

dirà speciale.

p-i
Il sistema g si suol chiamare sistema ca-

nonico.

Esso (v. sopra) non ha punti fissi ed è unico.

Uno dei teoremi fondamentali della teoria che ci

occupa è il cosiddetto teorema del resto (Kestsatz)

che fa vedere in certo modo che i gruppi di punti

su di una curva si possono concepire come qual-

cosa di indipendente dalle curve che servono a

segarle.
*'

Due gruppi di punti Gq, Gq', si dicono corresi-

duali fra loro, se esiste un altro gruppo Gr tale

che i due gruppi Gq e Gr rappresentino tutte le

intersezioni mobili (esclusi i punti singolari) di una

curva aggiunta con /", e i gruppi Gq' e Gr rap-

presentino anche tutte le intersezioni mobili di

un'altra curva aggiunta con f. I due gruppi Gq e

Gr si chiamano poi fra loro residuali.

Il teorema del resto dice:

Se Gq e Gq' sono corresiduali fra loro rispetto

al gruppo Gr ^ lo saranno anche rispetto a qua-

lunque altro gruppo Gr', che insieme con uno di
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essi formi il sistema completo delle intersezioni

mobili di una qualunque altra curva con f. In

altri termini: la proprietà di due gruppi di p)unti

di essere corresiduali fra loro è indipendente dal

gruppo di punti residuo di ambedue, cioè è indi-

pendente dalle curve seganti che determinano su

. f quei gruppi di ininti.

I
anche: Se per Gq faccio passare un'altra

''' qualunque curva aggiunta che seghi la f in un
gruppo Gr-, i gruppi Gii', e Gq-, formeranno il

sistema completo delle intersezioni mobili di una
curva aggiunta con f.

Questo teorema, dal punto di vista algebrico, si

trova in Beill-Noether {Gotting. Nadir., 1873,

e Math. Ann.^ YII). Esso però ricevette la sua

prima origine per il teorema di Abel (v. Eepert.^

I, pag. 400 e seg.) sugli integrali trascendenti.

Si abbia un gruppo di Q punti die appartenga
q

ad un sistema lineare g , Sia T=:r + 1 il nu-

mero delle curve aggiunte linearmente indipen-

denti di ordine n — 3 che passano p)er i Q punti;

la molteplicità q è data dalla formala

q-^ Q - p-^-r + ì.

Questo teorema è quello detto di Riemann-Roch
[Creile, LXIV). Esso fu trovato per l'occasione

della teoria delle funzioni algebriche (v. Bei^ert.,

I, pag. 385\ Il numero r rappresenta il numero
dei jjarametri non omogenei che entrano linear-

mente neir equazione generale di una curva ag-
giunta di ordine n — 3 che passa per i Q punti;

esso rappresenta ht ìnolteplicìtà drl xIsh'Dx/ di tali
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curve. Per un sistema generale (non speciale) è

r + 1 = 0. Il teorema di Riemann-Roch può porsi

sotto la seguente altra forma e prende allora il

nome di teorema di reciprocità di Brill-Noether
(nome datogli dal Klein) :

Tina curva, aggiunta di ordine n — 3 seghi la

f in 2 p — 2 punti che si distinguano in due gruppi
di Q + B ^=2 p — 2 punti. Il gruppo dei primi

Q punti appartenga ad un sistema lineare di mol-

teplicità q\ il gruppo dei secondi R punti apparterrà

ad un sistema lineare di molteplicità r in modo
che sussisteranno le relazioni

q — r=Q~p 4- ]

r — q = R — p ~r ì'

Ya sotto il nome di teorema di Clifford {Phil.

Trans, 1878) il teorema seguente che ò una con-

seguenza del teor. di Riemann-Roch:

Se il sistema g è speciale (cioè il corrispon-

dente numero r -\- \ è maggiore di zero) deve es-

sere Q^2 q»

q
Dato un sistema lineare g vi saranno certi

V

gruppi di Q punti, appartenenti al sistema, aventi

due più punti coincidenti; questi punti si di-

cono punti multipli del sistema.

Il numero dei punti (g -f 1>'^' appartenenti al

sistema è dato dalla formola

(v. Brill, Math. Ann., lY; Clebsch-Lindemann,
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Geom. (edit. frane), H, 172\ Questioni di questo

genere furono trattate da De Jonquieres (Creile,

LXYI), Cayley {Phil. Trans., CLYIII) e altri.

p—i
Nel sistema a cioè nel sistema di tutti i

gruppi di punti segati sic f da tutte le sue curve

aggiunte di ordine n — 3, vi è in generale un nu-

mero finito di gruppi di soli p — 1 punti ciascuno

contato due volte; tal numero è 2^'"^ (2^' — 1);

questi gruppi corrispondono a curve aggiunte^ di

ordine w — 3, di contatto con /*, cioè tali che

toccano f in ogni punto in cui la incontrano.

Esistono poi 2^""i (2p + 1) curve aggiunte di or-

dine n — 2 che toccano f in p punti.

Però la f può essere una tal curva che di tali

gruppi ne esistono infiniti e propriamente (X)"«— i.

{m = 2, 3, . . .). Le studio di tali sistemi ha impor-

tanza per la teoria delle funzioni abeliane, e fu

cominciato da Weber {Math. Ann. XIII), Kraus
{Id. XYI).

Vog-liamo riferire i risultati di Kraus relativi

alla natura della curva f quando possiede tali si-

stemi di gruppi di punti:

Un tipo di curva f che possiede <x>^ gruppi di

p — \ punti in cui è toccata da una curva ag-

giunta di ordine n — 3, è (per ^ > 3) una curva
di p -t- l"'f^ ordine con un punto in cui la curva
tocca sé stessa (Selhstherilhrungspunkt) e con

(jo-4)(p + l)

punti doppi situati su di una .curva di ordine
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p — 4. Per p — S si ha invece una curva di quin-

Vordine con un punto triplo.

Un tipo di curva f su cui esiste un sistema di

oo- gruppi di p — 1 punti come dianzi^ è una

curva di ordine p — 1 con -^{p — 1) (^ — 6 punti
Li

doppi che stanno su di una curva aggiunta di or-

dine p — 6. Il minimo genere per una curva sif-

fatta è p^ %.

Un tipo di curva f su cui esiste un sistema di

oow-i (^ > 3) gruppi come dianzi^ è una curva di

p — m -\- 2"'^ ordine con

- [(p — mf — (p-\- m)]

punti doppi che stanno su di una curva aggiunta

di ordine p ~ rn + 3 la quale tocca anche la curva

normale in m — 3 altri punti. Il minimo valore

di p per il caso di m =4 è p= q.

L'esistenza di tali sistemi di gruppi corrispondb

all'esistenza di funzioni 3- le quali si annullano in-

sieme alle loro derivate di vari ordini, per argo-

menti zero; ma su questi dettagli non possiamo

entrare (v. Weber cit.)

E importante a questo proposito il seguente

altro teorema (di \Yeber):

I {p — ì) -^ {p — ì) = 2p — 2 punti di contatto

di due curve aggiunte di contatto di ordine n — 3

appartenenti allo stesso sistema, sono situati su di

un'altra medesima curva aggiunta di ordine n — 3.

Di qui risulta l'esistenza di certe relazioni qua-

dratiche identiche che devono allora sussistere fra
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i primi membri delle equazioni delle curve ag-

giunte di ordine n — 3.

Una categoria molto importante di curve è quella

delle cosiddette mirve iperellittlche' Dal punto di

vista della teoria dei gruppi di punti, queste curve

sono definite dalla proprietà di possedere un si-

stema (/2^.

In questo sistema g\ esistono 2p f 2 coppie di

punti coincidenti.

In una curva iperellittica i pmiti sono accop-

piati in modo che ogni curva aggiunta di ordine

n — S che passi xìer uno dei punti della coppia^

passa necessariamente ancìie per Valtro.

Una formola che, nella teoria che ci occupa, ha
molta importanza e svariate applicazioni è quella

cosiddetta formola di corrispondenza di Caylby
e liiiiLL, e che può reputarsi una generalizzazione

di quella di Chasles (v. Gap. I, § 2).

Supponiamo assegnata una relazione

di grado r in {x) e s in (?/).

Dato un punto (r), questa determinerà una curva

del piano che segherà la f fondamentale in n s

punti, e dato un punto (t/), si avrà una curva che

segherà la f in nr punti.

Si scelgano i punti (x) (y) sulla curva f; va-

riando [x) sulla curva /' si avrà una serie di gruppi
di n s punti su /", e variando (y) anche su f si
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avrà una serie di gruppi di n r punti. Si ha dun-

que uìia corrispondenza fra due serie di (/ruppi

di punti su f. La forinola in discorso dà il numero
dei punti uniti di questa corrispondenza.

Supponiamo che ad un punto {x) corrispondano
B punti (?/), dati dalle intersezioni di ima curva

della seconda serie con f, la quale curva della

seconda serie incontri poi ancora f in y punti

coincidenti con (^), e che ad un punto 'y) corri-

spondano OL punti dati dalle intersezioni con f, di

una curva della seconda serie. Questa curva della

seconda serie deve passare ancora y volte per (?/),

e il numero dei punti {x) che coincidono con

punti corrispondenti (y) è dato da

Se p =: (cioè se /' è razionale) questa formola

si riduce a quella di Chasles.
/ punti di coincidenza formano sempre il si-

stema completo delle intersezioni di f con un' al-

tra curva.

Il teorema sopraindicato fu enunciato prima da
Cayley {Compi. Bend.^ LXII; Proc. Lond. matìi.

Soc.^ I); indi fu dimostrato da Bbill (Math. Ann.^

YI, Vii, XXXI; V. anche Junker, Diss. Tiibin-

gen, 1889). Altre dimostrazioni sono quelle di

ScHUBERT (Calcili der abzdhl. Geom., § 18), Bo-
BEK {Wien Ale, XCIir, Lindemann 'Creile,

LXXXIY), HuRWiTZ {Math. Ann., XXYIII),
Zeuthen [Math. Ann., XL), Segre (Ann. di mat.

XXII, § 12\ etc. Alcuni di questi autori (p. es.

IlLaiwiTZ) hanno anche considerato un teorema
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più generale. Si può anche vedere un paragrafo

dedicato a questo teorema nella Geoìti. di Clebsch-

LlNDEMANN.

La geometria dei gruppi di puuti su di una

curva si può dire fondata da IIiemann il quale

però considerava tale teoria dal punto di vista

(che iu fondo è lo stesso) della teoria delle fun-

zioni algebriche su di una superfìcie liiemanniana

(v. Reperì., I, Cap. XY); indi questa teoria si è

svolta secondo vari indirizzi; l'indirizzo, che po-

tremo chiamare, funzionale e che fa capo appunto

a RiEMANN, e ai numerosi lavori che riguardano

gli integrali abeliani; l'indirizzo algebrico-geome-

trico che fa capo ad una fondamentale Memoria
di BiiiLL-NoETHER {Malli. Ann., VII); l'indirizzo

algehrico-arilmelìco (Kkoxecker, Dedekind, We-
ber). In questi ultimi tempi si è aggiunto anche

l'indirizzo geomeirico jmì-o, per il quale si può

vedere con profitto un recente lavoro di Segre
(Ann. di mal., XXII).

L'importanza della teoria dei gruppi di punti è

grandissima nello studio della trasformazione biu-

nivoca delle curve piane (vedi sotto), perchè per

quella trasformazione le proprietà dei gruppi pre-

sentano caratteri invariantivi.

Per amore di brevità tralasciamo di citare tutti

i numerosi altri lavori di Noether, Brill, etc.

I signori KiippER, Bobek, Amodeo (cfr. Lincei,

1893; Ann. di mal., XXI, XXIV; Acc. Nap., 1896)

hanno anche studiato le cosiddette curve k-gona\i

cioè quelle che possiedono una serie lineare g'^k
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senza avere una serie lineare semplicemente infi-

nita, eli grado minore, e di cui le curve iperelit-

tiche sono caso particolare.

Naturalmente ogni curva è /i;-gonale, purché k

abbia valore conveniente.

Aggiungeremo che un lavoro recente in cui si

può trovare trattata la teoria col metodo algebrico

è quello di Bertini (Ann. di niat., XXII). * Al-

tre indicazioni si trovano in un lavoro storico di

Brill-Noether (Jahresber. d. D. Maflt. Verei-

nig., Ili, 1892-93).

§ 5. — Trasfoemazioni biunivoche del piano

o di curve piane. — trasformazioni multiple.

Poniamo

2/.- -A- (^1^2 ^3)** (i-l, 2, 3; (1)

essendo le fi funzioni razionali intere di ordine n

nelle ^1 ^2 ^3 (senza fattore comune) ; e suppo-

niamo che risolvendo queste due relazioni rispetto

alle X si abbia

^i^'^iiyiVoy,) O'^ii, 2, 3) (2j

dove le ? sieno anche funzioni razionali intere.

* Le note di A:\[odj;<) contengono qualche svista facil-

mente corregj^ibile. 11 lavoro del Bertini contiene poi, per

conto suo, altre sviste nei punti in cui corca di correggere

(luelle di A^iodeo.
** Il segno = significa pvopoì-z tonai ih) ; le relazioni so-

vrascritte sono perciò sostanzialmente (/i"'; non tre.
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Allora diremo che le (1) determinano tina trasfor-

inazione hirazionale, o biunivoca piana, nel senso

che per esse si possono far corrispondere i punti

di due piani (piano x e piano y, che potrebbero

anche essere sovrapposti) in modo che ad un
punto dell'uno corrisponde uno e uno solo punto

dell'altro e viceversa.

Una siffatta trasformazione si dice anche trasfor-

mazione birazionale o Cremoniana dal nome di

chi per il primo l' ha stabilita in tutta la sua ge-

neralità.

Una prima proprietà fondamentale è la seguente:

Il grado delle ©/ deve essere il ^medesimo del

grado delle fi.

Inoltre :

Percliè la trasformazione sia biunivoca e neces-

sario che la rete formata colle tre curve

abbia n^ — \ punti fissi (punti fondamentali della

trasformazione). Una tal rete, come si sa, si chia-

ma omaloidica (v. pag. 225).

Lo stesso naturalmente deve anche verificarsi

per la rete delle tre curve cp/ = 0.

Le curve fi = 0, oi = devono essere tutte di

genere zero, e i loro punti midtipli devono tro-

varsi tutti nel punti fondamentali della trasfor-

mazione.

Se supponiamo che fra gli n^ — ì punti fonda-

mentali Ye ne sieno
y-i

semplici per tutte le curve,

«2 doppi per tutte le curve . . . «n- 1 {n — 1)^'^''' per

tutte le curve, fra i numeri oc devono sussistere le

Pascal. 16
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tre relazioni di cui una è conseguenza delle altre

due :

H + 4 «2 -f 9 ag -f . . . 4- (n - 1)- a,i_i ==: n^ - 1

«2 ^ 3 a^ + . . . + y(n-lKn-2)a,,_.i = Ì-(7?-l)(M-2)

aj -f Sap -f 6x3 + ... +" M (n— 1) a„_i = -—7ì{n f 3)—2.

Dato il valore di n si possono da queste forinole

trovare i valori possibili per i numeri a; delle ta-

vole sono state costruite a questo scopo da Cre-

mona e Cayley.
Un punto fondamentale k^^*^ per tutte le curve

della trasformazione si dice un punto fondamen-
tale cVordine k.

Le precedenti formolo sussistono se le f (e le 9)

non hanno tangenti comuni nei punti fondamentali.

Ad un punto fondamentale d'ordine k in un

piano, corrisponde nell'altro una curva d'ordine k

e di genere zero (curva fondamentale k^^).

Le curve fondamentali di un piano ìianno i

loro punti multipli nei punti fondamentali del

medesimo piano, e non si tagliano fra loro che in

questi.

La curva fondamentale k/""' passa per il punto

fondamentale d'ordine h, lo stesso numero c(./^.j, di

volte che la curva fondam. d'ord. li passa per il

punto fond. d'ord. k.

Si ha dunque y-ia- = ^-kh. Inoltre il determinante

['^hk\ = ± n.
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i Una curva fondamentale passa per un punto
' fond. d'ord. k, Sk — Ì volte.

Se, come sopra, ^i è il numero dei punti fonda-
mentali cVordine i, in uno dei piani, e S* l'analogo
numero nelValtro piano, si ha ^ olì = ^ Pi, e i nu-
meri p non differiscono dai numeri a che solo nel-

Vordine (teor. di Ceemona).
La somma dei tre numeri d'ordine dei tre punti

fondamentali d'ordine più elevato è sempre mag-
giore di n.

E importantissimo il seguente teor.:

Og7ii trasformazione Cremoniana può essere
sempre surrogata da un numero finito di trasfor-
mazioni quadratiche, di cui i tre punti fondamen-
tali sono nei tre punti fondamentali di ordine più
elevato della trasf primitiva.

Questo teor. fu dato da Oltfpord (v. Cayley
Proc. of the Lond. math. Soc, III), Noether
(Math. Ann., Ili, Y), Rosanes (Creile, LXXIII).
Per lina trasformazione quadratica {n=2), alle

rette di un piano corrispondoìio nelV altro, coni-
che che passarlo per tre punti fissi, e al punto
d'intersezione di due rette, corrisponde il quar-
to punto d'intersezione delle due coniche corri-
spondenti.

Le equazioni della trasf. quadratica possono
sempre ridursi alla forma (Cayley)

^1 Vi ^ x.> y^ = x^ ?/3

.

Ponendo i tre punti fondamentali, due nei due
punti ciclici del piano, e il terzo nell'origine delle
coordinate cartesiane, si ha la cosiddetta trasfor-
mazione per raggi vettori reciproci, o inversione;
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alcuni danno il nome di inversione alla trasfor-

mazione quadratica i^enerale.

Per una trasformazione quadratica, a una curva

di m'"^ ordine, passante ki, 7^2, Ih volte per i tre

punti fondamentcdi, corrisponde una curva di or-

dine 2 ni — ki - h^ — 7:3 passante m — (7^2 + Iì'ì>X

m — (7:3 -h 7:i), m — (ki + 7^:2) volte per i punti

fondamentali del proprio piano.

Per una trasformazione cf ordine n, ad una
curva d'ordine m passante li volte per nn punto

fondamentale d' ordine ri, corrisponde ìina curva

d'ordine \x = nin — ^ n l;, passante

rolte per un punto fondamentale d' ordine su (le

'^ik hanno il significato sopraindicato).

Se vo<,^liamo che la trasformazione non sia bi-

univoca per tutto il piano^ ma solo per i punti

di due curve F e F' corrispondenti, allora non è

più necessario che la rete di trasformazione sia

omaloidica. Bisognerà però che le curve della rete

die si tagliano in un punto di F, ìion si taglino

'dteriormente in altro pulito di F almenochè gue-

st' ìdt imo punto non sia un punto fondamentale,

cioè comune a tutte le curve della rete.

Per ujia trasformazione Inrazionale il genere

di /Ola curva resta inalterato (teor. di Riemann,
detto della conservazione del genere).

Una riirija^ non riduttilnle^ razionale si può tra-

sforma l'e hiì'azìcyualmcntc lìt una retta.
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Una curva di (/enere 1 (citrr(( ellUticaJ si può

hìrazionabnenfe trasformare in una curva di d."

ordine.

Le curve agijiunte di ordine n — 3 (v. § 4) go-

dono di una nmarchevole proprietà per una tra-

sformazione hirazionale
;
propriamente:

Se per una trasformazione hirazionale una cur-

va F di ordine n diventa F' di ordine v, il si-

stema dei punti d'intersezione colle curve aggiunte

di ordine n — 3 di F si trasforma nel sistema dei

punti cV intersezione di F' colle sue curve aggiunte

di ordine v — 3.

Considerando una rete di curve aggiunte di

ordine n — 3, relative ad una data curva F^ di ge-

nere p, prendendo i punti base della rete tutti sulla

curva F, e assumendo infine tale rete come base

di una trasformazione birazionale della curva, la

curva F si trasforma in una di ordiìie />> + 1 con

punti multipli equivalenti a ,, p (p — 3 ) ;:>?iy/^/

u

doppi.

Una tal curva può prendersi come tip)0 normale

per una curva di genere x>.

Scegliendo poi in maniera speciale su F i p — 3

punti base della rete, la curva trasformata diventa

quella di minimo ordine possibile in cui può tra-

sformarsi una curva di genero/;; tale minimo or-

dine è rispettivamente

2 7r-f 2
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A questi problemi si riattacca quello della de-

terminazione del numero dei moduli di una curva

di dato genere, cioè del numero di quelle funzioni

dei coefficienti dell'equazione della curva che si

comportano come invarianti assoluti rispetto ad

una qualunque trasformazione birazionale.

Il risultato cui si giunge è il seguente (Rie-

mann) :

Per p = 0, cioè jjer le curve razionali^ il numero
dei moduli è zero; per p==l, cioè per le curve

ellittiche^ il numero dei moduli è 1\ per ^>1 il

numero dei moduli è 3p - 3.

Un'importante applicazione della trasformazione

Cremoniana del piano e quella cosiddetta della

scomposizione delle singolarità.

Mediante una trasformazione Cremoniana si può
ottenere da una curva con punti multipli a tan-

genti coincidenti., una curva con sole singolarità

ordinarie., cioè con soli punti multipli a tangenti

distinte.^

Questo problema fu trattato specialmente da

NoETHEE (Gott. Nach., 1871; Math. Ann., IX).

Indi con trasforinazioni birazionali della curva

si può ridurre la curva che ha sole singolarità

ordinarle, in altra con soli punti doppi (v. Ber-
TiNi, Math. Ann.., XLIY).

Le trasformazioni birazionali quadratiche erano

state considerate da Magnus {Sammlung von

Aufg., etc. Berlin, 1833) e da Steiner (Creile,

YIII), ma la teoria generale delle trasformazioni
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birazionali fu stabilita da Cremona (Acc. Bolo-

gna, 1863, 1865; Giovn. di Batt., I, III). Altri

lavori importanti furono : Cayley {Proc. London
math. Soc, III, 1870), Rosanes (Creile, LXXIII),

Clebsch {Math. Ann., Ili), Noetheh {Id., Y).

Per una esposizione della teoria delle trasfor-

mazioni birazionali sia fra piani, che fra curve, si

può con profìtto consultare la Geom. di Clebsch-

LlNDEMANN.

Sono state considerate anche le trasformazioni

non biunivoche (multiple) fra due piani; e le tra-

sformazioni multiple fra due curve.

Una formola che lega i generi di due curve in

corrispondenza non biunivoca è quella di Zeu-

THEN.

Si abbiano due curve in corrispondenza tale che

ad un punto della prima (di genere p) corrispon-

dano ni punti della seconda (di genere p) e ad

un punto della seconda, m' punti della prima. Sulle

due curve vi sieno rispett. ^j-, \>'' coincidenze, cioè

accada [J- volte che sulla prima curva fra i punti

corrispondenti ad un punto della seconda, ve ne

sieno due coincidenti, ecc. Si ha allora la for-

inola (Zeuthen, Math. Ann., III).

y. — ix' =z 2 m' (p — 1) - 2 m {p' — 1).

Par m = m' -== 1 si ha la corrispondenza biuni-

voca, e da questa formola risulta p ==' p' (teor. di

Riemann).
Fra le corrispondenze multiple fra due piani

sono comprese le isogonali, cioè quelle che cor^'
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servano gli angoli (vedi l'opera di Holzmììller
(Tìì. dei' isog. Venvandsch. Leipzig, 1883).

I principali lavori sulle trasformazioni multiple

SODO quelli di Wiener (Math. Ann.^ Ili), De
Paolis {Mem. Lincei, 1877-78), Noether {Ed.
Ber., 1878), Jung {lìend. Lincei, 1886; Ist. Lomb.,

1888), Bertini {Ist Lomb., 1889).



CAPITOLO YIL

Le cubiche piane.

§ 1. — Generalità sulle cubiche.

Punti di elesso. Punti tangenziali.

L'equazione generale di una curva di S.^ or-

dine contiene omogeneamente dieci coefficienti;

quindi dati nel piano nove punti ahbitkahia-

mente, 'peì' essi passerà in generale una sola

cubica.

I nove punti possono essere però dipendenti fra

loro in modo che per essi passino infinite cubiche.

Tutte le cubiche che passano per otto punti del

piano., passano anche per un nono punto deter-

minato dai primi.

La cubica e in generale di 6'." classe e di ge-

nere 1; ha nove punti di flesso.

Se la cubica ha un punto doppio., il suo genere

è zero, ed essa è di 4.^ classe, ha tre punti di

flesso allineati. I/equazione di una tal cubiccc di-

pende da otto costanti.

Se la cubica Ita una cuspide, il suo genere è

ancora zero, la .^ua classe è 3. e il numero dei
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suoi flessi è 1. Uequazione di una tal cubica di-

2)ende da sette costanti.

La congiungente due punti di flesso passa sem-

pre per un terzo flesso.

1 nove punti di flesso sono situati a tre a tre

su 12 rette, e per ciascun fesso passano quattro

di tali rette.

I nove punti di flesso non possono essere tutti

reali; al massimo ve ne sono solo tre reali.

Le quattro di tali rette passanti per un flesso

formano un grupjpo equianarmonico.

Queste 12 rette formano quattro terne di rette,

tali die ogni terna contiene tutti i nove punti di

flesso; ognuno dei triangoli che ha per lati le tre

rette di una terna, si dice triangolo d'' inflessione.

Per i nove punti di flesso di una cubica pas-

sano infinite cubiche aventi tutti i medesimi punti

di flesso; il fascio di tutte queste cubiche si dice

fascio sizigetico.

Indicando con f =--0 V equazione della cubica

data e con i/=0 l'equazione della cubica Hes-

siana (v. Gap. Y), il fascio sizigetico ha per

equazione

\f-^X.H--=^0.

Fra le curve di questo fascio sono compresi

dunque anche i quattro triangoli d' inflessione.

La conica, polare di un flesso si scinde in dite

reftCj di cui Vuna è la tangente d' inflessione, e

r altra è ìin' altra, retta che si eli lama la polare

armonica del flesso.

La polare armonica del flesso Ini la proprietà

che ogni retta condotta per il flesso, la taglia in
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un punto che è il coniugato armonico del flesso

stesso rispetto agli altri due punti in cui la retta

segante incontra la eubica. Di qui viene il nome

di polare armonica.

Quindi anche:

La polare armonica di un flesso taglia la cu-

bica nei tre plinti di contatto delle tangenti con-

dotte dal flesso alla cubica stessa.

Tutte le cubiche del fascio sizlgetico hanno an^

che le medesime polari armoniche.

Le tangenti di due flessi si incontrano sulla pò-

lare armonica del flesso che è allineato col due

girimi.

Le pjolari armoniche di tre flessi allineati si

incontrano In un punto-

Ad ogni punto di una cubica ne corrisponde un

altro, che è il punto d'intersezione colla cubica

della tangente nel primo punto.

Tal punto si dice punto tangenziale o satellite

del dato.

I tre punti tangenziali di tre punti lìi linea

retta sono anche in linea retta (retta satellite della

prima).

Esiste una retta del piano (la retta satellite

della retta all'infinito) che ha la proprietà^ che

la distanza di un punto della curva da essa sta

in un rapporto costante col prodotto delle distanze

dello stesso punto dai tre assintotl (le tangenti nei

tre punti all' infinito).

I quattro punti di contatto delle quattro tan-

genti che da un punto P della curva possono con-

dursi alla curva stessa, formano un quadrangolo

di cui i tre punti diagonali soìio situati anxhe



252 VII, 1. — Citrvc rontriaìifi della cahicu.

Sitila caroa; e le tangenti (iella curva in lali tre

punti, insieme alla tangente in F concorrono in

ìin ìnedesimo punto della curva stessa.

Jl HAPPORTO ANARMONico delle (jucdtro tan-

genti che da un punto della curva si possono coìi-

durre alla curva stessa, è costante al variare del

primo punto. Questa proprietà è molto importante.

Per un punto A di una cubica conduciamo una
retta che incontri la curva in due altri punti P, Q ;

e formiamo indi il (juadrangolo completo avente

per vertici i quattro punti di cui A è punto tan-

genziale ; due lati opposti di questo quadrangolo

tagliano la retta data in due punti coniugati ar-

monici fra loro rispetto a P e Q. (teor. di ^Fa-

CLAUEIN.)

Si abbiano tre punti A, B, C in linea retta di

una cubica; da A e B si conducano due tangenti

alla curva; la retta che congiunge i due punti di

contatto taglia la curva in un punto di cui il

punto tangenziale è G.

Se i punti tangenziali di tre punti ^J, B, G sono

in linea retta, saranno in linea retta i punti AB' G'

in cui BG, GA, AB tagliano nuovamente la

cubica.

Esiste un numero infinito di poligoni di 2 //.

lati e 2 n vertici, tali che mentre i vertici sono

situati sulla cubica, i lati pari si incontrano tutti

in ttìi punto A, e i lati dispari in uìi puìito B
(poligoni di Steiner, Grelle, XXXII). I due punti

A e B si dicono associati.

Lo studio di questi poligoni si fa ottimamente

mediante la teoria delle funzioni ellittiche (vedi

più sotto).
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L(f Hessiana e la Steinerlana d'una cubica sono

ìdenfiche e sono curve di S."" ordine.

La Cajileyana di ima cubica è una curva di

3/' classe e di 6.^ ordine; essa è r inviluppo di

tutte le coniche polari dei punti del piano, le

quali si scindono in due rette.

Una cid)ica qualunque può considerarsi come la

; Hessiana di tre altre cubiche^ e ogni curva di 3.^

\
classe può considerarsi come Cayleyana di una

\ cubica.

Si abbiano due rette u, u\ e si consideri il fa-

scio di coniche polari dei punti di u rispetto alla

cubica. Il polo di u\ rispetto a ciascuna di que-

ste coniche del fascio, percorre una conica che si

chiama ia poloconica mista delle due rette (Cre-

mona). Se le due rette coincidono si ha:

La curva inviluppata dalla retta polare., ri-

I'

spetto ad una cubica^ di tutti i punti di una retta,

è una conica die si chiama la poloconica pura
della retta.

La Hessiana è toccata dalla poloconica pura di

, una retta nei tre punti in cui la retta taglia la

I
Hessiana stessa.

Se da un punto del piano si conducono le sei

tangenti ad una cubica^ i punti tangenziali dei

• sei punti di contatto si trovano su di una conica

r la quale si chiama la conica satellite (Cremona)
del punto «, o della conica polare di a (su cui

stanno i sei punti di contatto delle sei tangenti).

La conica polare di un punto, e la conica sa-

tellite dello stesso punto si toccano nei due punti
in cui esse sono tagliate dalla retta polare del

punto.
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Se una conica ha coìi una curva di 3.^ ordine

due punti di contatto di 2.^ ordine (due punti cia-

scuno dei quali è da considerarsi come la riunione

di tre punti infinitamente vicini) la congiìingente

tali due punti passa per un -flesso. Di tali coniche

ne esistono nove sistemi.

Per ogni punto di contatto di una tangente con-

dotta alla cubica da un punto di flesso, passa una
conica die ha colla cubica in quel punto nn con-

tatto di 5.° ordine.

Un siffatto punto, cioè un punto su di una curva

tale che in esso una conica può avere colla curva

un contatto di 5.° ordine, si dice un punto sesta-

tico della curva.

Sulla cubica esistono 27 punti sestatici. Essi

corrispondono anche ai 27 punti d'' intersezione

della cubica colle nove polari armoniche.

Esistono tre sistemi diversi e composti ciascuno

dhm numero doppiamente infinito di coniche che

toccano una curva di 3.^ ordine in tre punti.

I punti tangenziali dei tre punti in cui una di

tali coniche tocca la cubica sono in linea retta-

Le cubiche piane furono studiate da Newton
(Enumeratio linearum tertii ordinis, 1704) e Ma-
CLAURiN {De linearum geom. proprietatibus gene-

ralibus Tractatus). Nei tempi più moderni esse

furono studiate da Plùcker {System der anal.

Geom., 1835), da Steiner {Op., Il), da Hesse
{Creile, XXYIII, XXXVI, XXXVIII), da Sal-

MON [Creile, XLII), da Cayley, da Chasles, da

Cremona, da Durege e da molti altri autori.
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Le curve di 3.* classe furono studiate da Cay-

LEY {Journ. de Liouville,lX, 1844; PJìil. Trans.,

1857), da Hesse fcit.), da Bellavttis {Istituto

Veneto, 1852), ecc.

Le opere principali dove si trovano raccolte le

proprietà delle cubiche sono quelle di Cremona
(Introd., ecc.), Salmon (HigJier piane curves),

Durege {Die ehenen Ciirven 3.*^^' Ordn. Leipzig,

1871), Schroeter {Theorie der ehenen Curven

3J^'' Ordn. Leipzig, 1888), Clebsch-Lindemann
{Geom.).

La teoria delle funzioni ellittiche fu applicata

allo studio delle cubiche piane, per la prima volta

in una Memoria di Clebsch (Creile, LXIII).

Per questo argomento si può vedere la Geom.
di Clebsch-Ltndemann e un capitolo del II voi.

dell'opera di Halphen (Fonct. ellipt.).

Per le proprietà delle varie cubiche di genere

zero (unicìirsali, razionali) citeremo l'opera re-

cente di Btnder [Theorie der unicì(rsalen Pian-

curven. Leipzig, 1896).

§ 2. — Genera;5ioni protettive delle citbiche.

Date nel piano tre coppie di punti A, Ai; B Bi;
C, Ci tali che non sieno i vertici opposti di un
quadrilatero completo, il luogo di un, punto P tale

die le tre coppie di raggi P A, PAi; P B, PBi;
P C, P Ci siano in involuzione, e una curva ge-

nerale di .^." ordine, che passa per i sei punti dati.

A tale luogo appartengono i punti d'intersezione
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di A B, AiBi^ e cosi di A 7>i, A^ B\ chiamiamoli

rispett. I), Di ; così si avranno i punti

E= [A C, Ji Ci), E, - (A Oi, A, C), ecc.

I punti come J, ^i; B, B^; D, 7)i, ecc. si chia-

mano 'punti coniugati.

La proprietà caratteristica di due punti coniu-

gati e la seguente:

Le tangenti in dìie punti coniugati si incon-

trano sulla- curva stessa in un punto cJie è a sua

volta il punto coniugato del terzo punto d'inter-

sezione colla curva della retta che congiunge i due
primitivi punti coniugati.

Altre generazioni proiettive delle cubiche sono

le seguenti:

Si consideri uu fascio di coniche e un fascio di

rette rispett. fra loro proiettivi (i parametri di una
conica e di una retta dei due fasci sieno legati da

una relazione bilineare) ; il luogo dei punti d^ in-

tersezione di un raggio colla conica corrispondente

è una cubica die passa per il centro del fascio di

rette e per i quattro punti-base del fascio di co-

niche (Chasles).

Se su di una cubica si assumono quattro punti

come punti-base di un fascio di coniche, ogni co-

nica di tal fascio segherà ancora la curva in due

pìinti la cui congiungente passa per un punto fisso

della cubica stessa (punto opposto ai quattro

punti dati).

Si consideri il sistema (schiera) di coniche tan-

genti a quattro rette date; da due punti dati si

conducano le due coppie di tangenti a ciascuna

conica del sistema ; il hwgo dei punti d'interse-

zione di tali tangenti è una cubica generale.
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Un'altra generazione delle cubiche è quella detta

di Grassmaxn :

Un punto P descrive una curva di 3.^ ordine

se le rette che lo congiungono a tre punti fissi in-

contrano tre altre rette fisse in tre jmnti allineati.

In tal caso questa retta mobile in cui sono alli-

neati i tre punti inviluppa una curva di 5.* classe.

Per un'altra costruzione geometrica di ScHfiOE-

TER V. Math. Ann., Y.

Per la costruzione di una cubica, dati nove

punti di essa, e per la costruzione del nono punto

per cui passano tutte le cubiche del fascio deter-

minato da 8 punti, vedi principalmente Chasles
{Compt. Rend., 1853), Cayley {Quart. J. of math..,

Y, 1862), Cremona {IntrodX ecc.

§ 3. -— FoflME .CANONICHE DELL'EQUAZIONE DI

UNA CUBICA. — Classificazioni varie delle

CUBICHE.

1 Prendendo per vertice (x^= 0, .^3 = 0) del trian-

golo fondamentale delle coordinate un punto di

flesso della curva, per retta x^-=0 la tangente di

flesso, e per retta a^2 = la polare armonica del

medesimo flesso, Vequazione (in coordinate omo-
. genee) della cubica è

i x-i xi = a x^ + 3 è r^i^ éTo + 3 e x^ x-P' + d x^^.

Scindendo il polinomio del secondo membro nei

suoi tre fattori lineari, ciascuno di questi, egua-

gliato a zero, rappresenta una delle tre tangenti

che dal flesso possono condursi alla curva.

Pascal. 17
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Scegliendo per retta ^^i
= una di tali tangenti^

l'equazione della curva può ridursi alla forma

^3 ^2^ = ^1 0^1 — ^3) (^1 — /^' ^3) ;

ovvero anche alla forina (con altra opportuna

scelta dell'asse Xi ==^ 0)

'^3 ^2 -^^ 4 a*! g2 ^i ^3 9d^3 •

liiducendo l'equazione della cubica sotto una

delle forme precedenti si vede che le coordinate

di impunto della curva sono proporzionali a fun-

zioni ellittiche di un parametro. Propriamente

può porsi

cc^'.x^-.cc-^^p (u) : p' {u) : 1

dove p, p' sono le funzioni ellittiche di Weierstrass.

Quando, ridotta la equazione della cubica sotto

l'ultima forma indicata, si lia g^ = allora si ha

hi cosiddetta cubica armonica la quale ha la pro-

prietà che le quattro tangenti condotte da un
punto della cubica alla curva stessa formano un
gruppo armonico.

Quando invece è g2 = 0, allora si ha la cubica

equianarmonica, la quale ha la proprietà che le

quattro tangenti condotte da un punto della curva

alla curva stessa., formano un gruppo equianar-

monico.

Se si assume come triangolo fondamentale delle

coordinate uno dei triangoli d^ inflessione, Inequa-

zione di una cubica generale diventa:

a (^1^ + ^2' + ^s^ì + 6 è ^1 .^2 ^3= 0.

Se si assume come triangolo fondamentale delle

coordinate quello formcito da tre tangenti d' in-
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flessione l'equazione della cubica è

[x^ + a^2 + -^3)' + 27 k ^1 x^ ^3 =- 0.

L' equazione di una cubica con un punto dop-

pio (cubica razionale) si può ridurre alla forma

^iM- ^2^ + 6^1 1^2% =
prendendo per triangolo delle coordinate quello

formato dalla retta 00.^ = in cui sono allineati

i tre punti di flesso, e dalle due tangenti nel punto

doppio {00 1= 0, 3^2= 0).

L'equazione di una cubica con una cuspide si

può ridurre alla forma

xi— 3 x^ x^ =
prendendo per triangolo fondamentale quello for-

mato dalla tangente cuspidale, {xi = 0), dalla tan-

gente ìielVunico punto di fesso (^3= 0) e dalla

congiungente la cuspide col flesso (0*2=0).

Se V equazione della cubica si pone sotto la

forma

Xi^ + X2^ + x^^ f- 6 m Xi eTg x^ = 0,

l'equazione della Hessiana è (v. § 4)

H- — 6m^{x^^ + X2^ + .^3^) + 6 (1 + 2 m'^]x^oc.,x,= 0,

e Vequazlone della Cayleyana è (in coordinate di

rette)

8 = — 6 m (wi'"^ + ui 4- ^3^) — 6 (l - 4 nv^) Ui U9U-i = 0.

L'equazione di una cubica si può ridurre a con-

tenere solo i cubi di quattro forme lineari nelle

coordinate.
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Una di queste si scelga arbitrariamente; essa

eguagliata a zero rappresenterà una retta, e si con-

sideri il fascio delle coniche polari dei punti di

questa retta rispetto alla cubica.

Le tre diagonali del quadrangolo che ha per

vertici i quattro punti-base di tal fascio di coniche

corrispondono alle altre tre forme lineari die in-

sieme alla data, possono, mediante i loro cubi, ser-

vire a rappresentare Vequazione della curva data

(v. su ciò Salmon-Fiedler, Hlìh. Curv. nota 55).

Una curva genercde di 3.° ordine (senza punti

doppi) di cui Vequazione è a coefficienti reali può
avere due forme diverse, cioè o risidta di un sol

ramo reale (che si estende all' infinito) o di due

rami reali separati (v. Gap. Y, § 1). Quella che

risulta di un ramo solo ha la proprietà che da ìin

suo jmnto si possono condurre alla curva (oltre

la tangente nel punto stesso) due tangenti reali

(le altre due sono immaginarie). Quella che ri-

sulta di due rami (un' ovale e un ramo che si

estende all'infinito) ha la proprietà che da ogni

punto dell' ovale non si può condurre alcuna tan-

gente reale alla curva (oltre la tangente nel punto

che si considera), e da ogni p>unto del ramo che

si estende alV infinito si possono condurre quattro

tangenti reali alla curva, due all' ovale, e due al

ramo cui appartiene il punto.

Le cubiche ad un sol ramo si distinguono se-

condo il modo con cui sono tagliate dalla retta

all'infinito del piano; cioè:

a) La serpentina ellittica ha un sol punto

reale all'infinito, e la tangente in esso si estende

al finito ed è perciò un assintoto della curvar



VII 3. ~- Forme delle cubiche. 261

b) La serpentina parabolica ha oltre un punto

reale alVinfinito^ ancora reali e coincidenti gli altri

due punti d'intersezione; quindi essa ha un assin-

toto al finito^ ed è tangente alla retta all'infinito.

e) La serpentina iperbolica ha tre punti reali

all'infinito e perciò tre assintoti al finito.

IjC cubiche a due rami si distinguono simil-

mente in:

a) Serpentina ellittica con ovale ellittica, con

un sol punto reale alVinfinito, situato sulla ser-

pentina.

b) Serpentina ellittica con ovale parabolica^ con

un punto reale alV infinito^ e gli altri due coinci-

denti situati sull'ovale, che ha una forma parabolica.

e) Serpentina ellittica con ovale iperbolica,

con un punto recde alVinfinito sulla serpentina,

e due punti reali ali/ infinito sidVovale che ha una
forma iperbolica.

d) Serpentina parabolica con ovale ellittica;

tre punti reali alVinfinito; di cui almeno due

coincidenti., tutti situati sulla serpentina.

e) Serpentina iperbolica con ovale ellittica
;

tre punti reali distinti alVinfinito, tutti situati

sulla serpentina.

Un^altra classificazione delle curve di 3.^ ordine

di cui l'equazione è a coefficienti reali è quella

fatta da Newton in cinque specie di parabole di-

vergenti. Come abbiamo già detto, con opportuna

trasformazione reale di coordinate, l'equazione di

ogni siffatta curva del terz' ordine può ridursi al

tipo :

^3 «V= « ^1^ + 3 b ^1^ ir3 -f 3 e .T^ x^^ -\- dx.3 7
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dove a, />, e, d sono reali. Basta prendere per

retta x^=^0 una delle tangenti d'inflessione (reale)

della curva, per punto (^i = 0, ^3= 0) tal punto

d' inflessione (reale), e per retta x.2 — la polare

armonica di tal punto rispetto alla curva.

Trasportando all'infinito la tangente d'infles-

sione ^3 == 0, si ha: l'equazione in coord. carte-

siane d'ogni cubica può ridursi alla forma

y^ = ax^-\-Sbx^-\-Scoc-\-d.

Tenendo allora conto della natura dei fattori

del polinomio che figura al 2.^ membro in questa

equazione, abbiamo la distinzione delle cubiche in

cinque specie di parabole divergenti (Newton),
cioè:

a) I tre fattori del polinomio sono tutti rea-

li ; la curva risulta di un'ovale e di una serpen-

tina.

b) Un solo fattore è reale; la curva risulta

solo di una serpentina.

e) Due dei tre fattori sono eguali., cioè il po-

linomio si scompone in {x — of.,^ (x — S) dove y-<^;
la curva è formata di ima serpentina^ e V ovale si

riduce a due punti immaginari coniugati ad

un punto unico reale.

d) Il polinomio si scompone anche in (x — y-Yx

>^{x — S) ma sia ^ > f^ ; Vovale e la serpentina si

riuniscono in modo da formare un solo ramo con-

tinuo e segante sé stesso ; la curva ha un punto

doppio.

e) I tre fattori del polinomio sono tutti e-

guali; la curva viene ad acquistare un punto cu-

spidale.
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Trasportando all'infinito invece la polare armo-

nica X.2 = 0, Vequazione cartesiana della cìiòica

può sempre anche scriversi

Questa cubica ha un centro, che è il punto eli

inflessione {x = 0^y =- 0) cioè ogni corda condotta

per tal punto è bisecata in esso ; eseguendo allora

sui fattori del secondo membro la stessa distinzione

fatta sopra, si ha la distinzione delle cubiche in

cinque specie di curve a centro (Chasles).

Un'altra classificazione delle cubiche è finalmen-

te quella fatta da Plììcker, e studiata anche da

Cayley, nella quale si prende per punto di par-

tenza la posizione e natura delle tangenti (assin-

toti) nei tre punti all'infinito della curva.

Per la letteratura sulla classificazione delle cu-

biche citeremo Newton {Op. cit.), Euler (Tntrod.^

1748), Chasles (Apercu hist)^ Plììcker {System

der anal. Geom.), Cayley {Transact. of Cambrid-

ge, ecc., XI, 1865), Bellavitis (Società italiana

delle scienze^ Modena, 1851), Mobius {Abh. der

Sachs. Gesellschaft, 1851), Durege {Creile, LXXY,
LXXYI), ecc.

i? 4. — La forma cubica ternaria.

Suoi invarianti e covarianti.

Sia la cubica ternaria espressa simbolicamente

da f--=^ax^= bx^= ...^ ovvero, mediante i coeffi-

cienti effettivi, da /"= ^ aihh'^i xh xi-,

Dalle tre formazioni invariantive A, Q^ E della

cubica binaria, col principio di traslazione (vedi
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Cap. Ili) si ottengono tre formazioni invariantivo

per la cubica ternaria, cioè

(-> =(ab2iyaxb,^

Qi~ {ab uY (e a ti) Cx ^ bx

F ={ab icY (e d uY {a e ii) {b d u).

La relazione F^O è la equazione di f in coor-

dinate di rette (equazione tangenziale della cubica).

Vequazione © = dà per x = costante l'equa-

zione tangenziale della conica polare di oo; e per

u= costante dà l'equazione della poloconica della

retta u (v. § 1).

Uequazione Qi = dà jìcr ogni retta u, una

cubica luogo di punti x di cui le rette polari in-

contrano la retta u in un punto che è coniugato

(v. Cap. Ili) di X rispetto alla poloconica di u.

La cubica Qi=^0 incontra la retta n in tre

punti che insieme con quelli in cui u incontra la

cubica /"=0, formano tre coppie di una medesima

involuzione di cui i punti doppi sono quelli in cui

u incontra la jjropria poloconica.

Ponendo

._! d'f
'" 6 d(iOid ccj

e,-y =
d cci 'd Xj

si hanno le formole

e,o e
12 13

Ì/--2 21 Ooo Bo

e.. Bc31

Ui

(").

U^ Ih

Ul

U2
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0=r

Al f\2 fl3 '^h

Al A2 /23 ^H

/31 /32 /33 ^'3

?^1 1^2 «''3
>

Ponenrh) simbolicamente:

s/ Aa anche

Q, = uhicSu)c^x('>x.

Il sistema completo di ima cubica ternana ri-

sìdta di 34 forme.

Altre importanti formazioni invariantive della

cubica sono:

r Hessiana

L H = {abcy axbxCx

la Cayleyana

V s ={ab e) {a b u) [a e u) (b e it)

=^{^ e ìlY Ct>ìld\

il contravariante

t = [a b d) [a b u) [a e n) {b f u) (d ef^

e i due invarianti

S= {ab e] (a b d) (a e d) ib e d)

. = 02;/' 0'2.^

_ 2 (— y it'^122^]33-«^23^'^'(^222f%33-«"2.3)(^'lll«133-^'^13) +
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-{- (flt223 %33 ~ ^^ 233) (^111 ^122 ^^ II2) H"

+ (<'^222 %33 + ^223 ^233) (^112^113 "" ^111 «^123) +
+ (^122'^*^33J*<^2?3<^133"'^^123^^233)(^^112^123~^113^122)*

"T (% 22^233 *%33'^222~20^123^2:3)(^113''^123~^'^1 12^^133)!

T= {a h e) {a h d) {a e e) (b cf) {d e ff
= ah.

Non esistono altri invarianti fondamentali oltre

i due S e T, cioè ogni altro è sempre una fun-
zione razionale intera di quei due.

Se si pone f sotto la forma canonica (v. § 3).

f= x{^ -r- X.-} + x^ + 6 m x^ x^ x^

si ha:

t = _ 2 (1 - 10 m^) {u,^ + ni + u^^) -
+ 2 (30 m^ + 24 m'') u^ u^ u^

5f = 24 m {m^ - 1)

r=6(8m«+20m3- 1)

mentre la equazione di f in coordinate tangenziali

diventa :

— — F- ?^i« + U2^ -f u^' — (2 + 32 nr^) 0i^'u2^ +

+ U2^ ?/3^ + u^^ Ui^) — 24 m^ ui u^thW * ^h^ * %^) —
— (24 m -f 48 w^) u^^ u^^ u^^ =

(per le espressioni di He C vedi il § 3).

La condizione S=^0 esprime die la Hessiana
di f si decompone in tre rette; la Cayleyana si

compone allora dei tre punti doppi della Hessiana,
e il triangolo formato da questi è triangolo po-

lare rispetto a tutte le coniche polari della curva
primitiva.
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Se >S' — 0, la curva di 3." ordine è detta equi-

anarmonica; in tal caso formano un gruppo equi-

anarìnonico le quattro tangenti condotte da un
punto della curva alla curfa stessa (v. § 1).

Se T=0 la curva di 3." ordine è detta armo-
nica; in tal caso formano un gruppo armonico
le quattro sopraindicate tangenti.

Se è T= 0, la Hessiana della Hessiana si con-

fonde colla curva primitiva^ e la Gayleyana della

Hessiana si confonde con t =0.
Il discriminante della curva di 3."^ ordine, cioè

la funzione che eguagliata a zero esprime la con-

dizione del punto doppio^ e

Per il caso in cui la f sia data sotto la sopra-

indicata forma canonica^ il discriminante è

(1 + 8 m^)\

Chiamando aij/c e hijk i coefficienti di f e del-

l' Hessiana H, la espressione effettiva del discri-

minante è

^^111 ^h'22 ^h33 <"*fl23 «113 '^IIS

«211 «222 «233 «223 «213 «212

«311 «322 «333 «323 «313 «312

filli "122 '^133 '^123 "113 "112

"-11 ."222 "233 "223 "213 ^'212

"311 "322 "333 "323 '^313 "312

B =
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La espressione — ^ è invariante assoluto per la

cubica.

Posta la cubica sotf^ la solita forma canonica,

si ha

T^ ~ (8^6 + 20 m^ — 1/2
•

Chiamando ^ il rapporto anarmonico (costante)

delle quattro tangenti condotte da un punto della

cubica alla cubica stessa, si ha la rimarchevole

relazione

S' _24 (l-a + c^^)^

Le condizioni necessarie e sufficienti perchè una
cubica possieda una cuspide sono S = 0, T=0.
Le condizioni necessarie e sufficienti perchè una

cubica si decomponga in una conica e in una retta

sono date dall'annullarsi identico di

Ts-8t',

se poi la retta deve essere tangente alla conica,

allora le condizioni sono espresse dalVannullarsi

identico di t.

Per la decomposizione della cubica in tre rette,

è necessario e sufficiente che f e II sieno propor-

zionali, cioè che la forma

{a h il) ct^jc h'ir

sia identicamente nulla.

Le condizioni necessarie e sufficienti per la

decomposizione di f in tre rette concorrenti in un
punto^ sono date dalVannullarsi identico di H.
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L'annullarsi identico di F dà le condizioni

perchè f si decomponga in una retta semplice e

in U7ia doppia, e finalmente Vannidlarsi identico

di B dà le condizioni perchè f si riduca ad una
retta tripla.

Se la cubica ha un punto doppio, le tangenti

in questo, tagliano Punica linea d'inflessione in

due punti che sono rappresentati dall' Hessiano A

della binaria cubica che rappresenta i tre punti

di flesso. Il covariante Q di tale binaria cubica

rappresenta allora i tre punti in cui le tre rette

armon ielle dei tre flessi (v. § 1) tagliano la linea

d'inflessione.

JJue cubiche ax^^=^0, ^x''^= ìtanno gli stessi

flessi se è zero identicamente il contrccvariante si-

midtaneo [a oc uf^^^O.

Quindi supposto che la seconda cubica è ITIes-

siana H della prima si ha :

Il contrai ariante (ah uY è identicamente zero.

Nello studio della forma ternaria cubica è inte-

ressante lo studio della binaria biquadratica

a {\ \) = x^i - s \' Ag^ _ 1 T\ \'-~ >s^ x./

la quale si presenta nella formazione dell' Hes-
siano di una cubica qualunque del fascio sizige-

tico (v. § 1).

\f-i-hH.

La equazione delle 12 rette inflessionali è:

G{H,-f):=^0.
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L' invariante i della biquadratica G è identica-

mente zero.

2(8^ \
L'invariante j di G è eguale a -^\—^ ^^l,

cioè e eguale, a meno di un fattore, al discrimi-

nante di f.

U Hessiano di G, differisce solo per un fattore

numerico dalV invariante Sx^h di ima curva del

fascio sizigetico>

Il covariante sestico di G, differisce solo per un
fattore numerico, dalV invariante Ti,i^ di una curva

del fascio sizigetico.

Delle cubiche ternarie si occuparono Hesse,

Aronhold {Creile, XXXIX, LV), Cayley {Mem.
upori quantics, 1856; Phil. Trans., 1861; Am.
Journ., lY), Gordan (Matìi. Ann., I), Clebsch-
Ctoedan [Math. Ann., I, YI, YIII), Gundelein-
GER {Math. Ann., lY, Y, YIII), Harnack (Math.

Ann., IX), Mertens ( Wien. Berich., 1888 , Din-

GELDEY {Math. Ann., XXXI), Maisaxo (Eendic.

Palermo, lY), Gerbaldi {Atti Torino, XY, 1880).

Per una esposizione dettag-liata si vegga la Geo-

metria di Clebsch-Lindemann, della quale ci

siamo serviti in questo riassunto.

Analoghe ricerche si trovano anche nelle opere

di Salmon (Higher pian. curv. e Modem, algeb.

trad. da Fiedler in tedesco. Leipzig, 1863-1882).



CAPITOLO Vili.

Le quartiche piane.

§ 1. — GrENERALITA. GrENERAZIONI DELLE QUAR-

TICHE. Tangenti doppie. Coniche e cubiche

DI contatto.

Dalle forinole di Plììcker risultano le seguenti

dieci possibili combinazioni per i numeri caratte-

ristici di una quartica piana:

n
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1:

i
"
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Non si perde alcuna generalità , se si suppone

a^X, g V'= V; cioè:

L'equazione di ogni curva del 4.^ ordine può

sempre porsi sotto la forma

IJ W= V-

dove r^=0, W — O, V= rappresentano tre co-

niche non passanti tutte tre per un medesimo

punto.

Per ridurre l'equazione della quartica a questa

forma basta assumere per coniche U^ W due co-

niche di contatto^ cioè coniche che toccano in quat-

tro punti la quartica.

Propriamente sussiste il teorema :

Esistono 63 sistemi di coniche di contatto ; ogni

sistema è costituito di infinite coniche tali che per

gli otto punti di contatto di due coniche di uno
stesso sistema passa, una medesima altra conica.

Nell'equazione superiormente scritta, tale conica è

rappresentata da F==0.
In ciascuno dei 63 sistemi di coniche di con-

tatto figurano 6 coppie di tangenti doppie

Se Ti^O, To^O, ^3= 0, ^4= sono le equa-

zioni di quattro tangenti doppie di due di tali

coppie appartenenti allo stesso sistema, Vequazio-

ne della quartica potrà sempre porsi sotto la forma

dove le T sono espressione lineari e la S è espres-

sione quadratica.

Messa l'equazione della quartica sotto la forma

Pascal. 18
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essa può considerarsi come V inviluppo del sistema

di coniche:

Una quartica piana può anche essere generata

mediante due fasci proiettivi^ uno di rette e Valtro

di cubiche (v. Milinowski, Schlomilch Zeitscìi.

XXITI, 1878).

Dalla equazione Ti Tg T^ Ti= S^ risulta che

si possono raggruppare a 4 a 4 le tangenti doppie^

in modo che gli otto punti di contatto stiano su

di una medesima conica. Di tali coniche ve ne

sono 315.

Uequazione di una quartica può ancìie porsi

sotto la forma

r, F, = iP

dove Ti=^0 è l'equazione di una tangente doppia,

F^= è Inequazione di una cubica, la quale tocca

in 6 punti la quartica^ e che perciò si chiama cu-

bica di contatto^ e Q = è l'equazione di una
conica.

Esistono 64 sistemi di cubiche di contatto tri-

plamente infiniti. Questi 64 sistemi si distinguono

in due specie; ve ne sono 28 di tma specie e 36

dell'altra. Quelli della prima specie hanno la pro-

prietà che ad ognuno di essi corrisponde una delle

28 tangenti doppie in modo che i sei punti di con-

tatto^ insieme ai due della tangente doppia stanno

su di una stessa conica. Quelli della seconda spe-

cie non hanno invece questa proprietà ; essi con-

tengono un sistema semplicemente infinito di cu-

biche degenerate in una tangente alla quartica e
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in una conica passante per i due punti in cni la

tangente incontra ancora la quartica, e tangente

a questa in altri tre punti.

Ponendo l'equazione della quartica sotto la for-

ma !^lF3 = ^^ la cubica i^3=0 è una cubica di

un sistema di 1.^ specie.

Le cubiche di contatto di 1.^ o 2.^ specie hanno

sempre la proprietà che per i 12 punti di contatto

di due cubiche dello stesso sistema passa una nuova

cubica.

In ogni sistema di cubiche di contatto esistono

64 cubiche che hanno colla quartica un contatto

di 3.^ ordine in tre punti. Di tali cubiche ve ne

sono dunque 4^ = 4096.

Esistono 728 sistemi di cubiche aventi un con-

tatto di 2.^ ordine colla quartica in quattro punii.

Questi 728 sistemi si scindono in 364 coppie in

mcmiera, che i punti di contatto di una cubica di

un sistema, e quelli di una cubica del sistema ad

esso accoppiato, stanno su di una medesima conica.

Una curva generale di 4.^ ordine può generarsi

anche nel seguente modo indicato da Hesse (Creile^

XLTX).
Si abbia una rete di quadriche

4 4 4

Xi - a,-z; Zi ZI' V X^ - hk Zi Zk + X^^ fik Zi Zk =

dove le x^ x^ x^ sono i parametri omogenei della

rete, le Z'^ z^ z^ z^ sono le coordinate di punti dello

spazio, e 'Mk = ^ki, ^ik= %i^ Vk = ^ki. 1 vertici

dei CONI contenuti in questa rete sono situati su

ìli una curva storta di 6.° ordine. Interpretando
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poi le X come le coordinate di punti del piano,

ai punti della indicata sestica storta (vertici dei

conij, corrispondono nel piano i jjunti di una
curva piana generale di 4.^ ordine, la cui equa-

zione si ottiene ponendo eguale a zero il discri-

minante di una quadrica della rete.

Ponendo

-^ik= ^1 ^ik + ^2 Pi^ + ^3 Y»^-

IJ equazione della quartica è
'

i
Hi ^^12 '^IS ^14 '

a = i

^42 ^-43

= 0.

Ponendo l'equazione della quartica sotto que-

sta forma., la equazione

r^ . . . t:^^ Ui

^2

"^uu =

Ul

. . ^44 «^4

. . Ui

è quella di una cubica di contatto di un

di 2.°- specie^ e V equazione

^14

<^uv—
'^41

^1

'44

. . ^4
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è quella della cubica che passa })er i punti di con-

tatto di *!>?».= e ^vv^O.
Ponendo la equazione della rete di quadriche

simbolicamente sotto la forma

(le X sono yariab. ternarie\

160 sono variab. quatern./

la equazione di C^ è

(a ,S Y of ax hx Cxdx=
e quelle delle cubiche ^mif *^hv sono

^un = (a P Y uY ax bx Cx =^

^uv — (a p Y u) (a fJ Y v) ax bx Cx = 0.

E interessante notare ancora che si può stabi-

lire una corrispondenza biunivoca fra le rette che

congiungono a due a due gli otto punti fonda-

mentali della rete di quadriche e le 28 tangenti

doppie.

Un altro modo di generazione di una curva ge-

nerale di quart' ordine è il seguente di Geiseh
(Math. Ann. I).

Se da un punto P conduciamo il cono tangente

ad una superficie cubica^ abbiamo un cono di 6.^

ordine; ma se il punto sta sulla superficie^ si lu<

un cono di quarf ordine, insieme al piano tan-

gente in quel punto F contato due volte. Segando
questo cono con un piano^ si ha ima curva gene-

rale di 4.^ ordine, che Jia per tanr/ente doppia la

retta intersezione del piano segante col piano tan-

gente in P,
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Le sezioni piane della superficie cubica si pro-

iettano in cubiche di contatto alla quartlca; siìia

propriaìnente il sistema triplamente infinito di cu-

biche di contatto di 1-^ specie che è correlato colla

tangente doppia risultante dal piano tangente in

P. Le 27 rette della superficie cubica si proiettano

nelle altre 27 tangenti doppie della guartica piana.

Per lo studio della configurazione delle tangenti

doppie della quartica piana ò utile adoperare per

esse una notazione o una rappresentazione da cui

])ossa facilmente risultare la configurazione ri-

chiesta.

Una delle rappresentazioni adoperate e che può

essere suggerita dalla figura di Tiesse sopra indi-

cata è quella mediante le 28 rette che congiungono

a due a due otto punti fondamentali.

Un'altra rappresentazione ò quella mediante le

cosiddette caratteristiche dispari di genere 3 (vedi

voi I, pag. 465)

Ogni tangente doppia può rappresentarsi col

simbolo

p j h\

dove i,j, /?, i^Ju ^h s^^io numeri o 1^ e la somma

i'h -\-JJ\ + ^^K

è dispari.

Secondo la prima rappresentazione un gruppo

di quattro tangenti doppie pei cui punti di contatto

passa una conica è rappresentato odai quattro lati

di un quadrilatero (210 volte) ovvero da quattro
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rette due delle quali non hanno mai in comune
uno degli otto pienti (105 volte).

Secondo la seconda rappresentazione un siffatto

gruppo è invece rappresentato da quattro caratte-

ristiche dispari tali che le somme degli elementi

che occupano i medesimi posti sieno tutti pari.

Parteudo da questi principi si può esaminare

quante terne, quaterne, ecc. di tangenti doppie,

esistono che sieno dotate di i)roprietà speciali,

p. es. terne i cui 6 punti di contatto non stanno

su di una conica, quaterne dei cui 8 punti di con-

tatto solo 6 (ovvero mai 6) stanno su di una co-

nica, ecc.

Fra i gruppi di sei tangenti doppie sono da

notarsi quelli studiati da Hesse e Steiner; esistono

1008 gruppi di sei tangenti doppie tali che per i

punti di contatto di esse passa una curva propria
del 3.° ordine.

Nella prima delle rappresentazioni suindicate

tedi gruppi sono rappresentati da tre figure di-

verse, cioè: a) i lati di due triangoli che hanno
per oertici 6 degli 8 punti; b) la retta che con-

giunge due punti, e le rette che congiungono un
altro punto agli altri cinque-, e) le rette che con-

giungono un punto a tre altri, e un altro punto

ai tre riìnanenti.

Esistono poi 5040 gruppi di 6 tangenti doppie

tali che i 12 punti di contatto si dividono in 6 -^6,

in modo che per ogni gruppo dei 6 punti passa Mia
conica.

Le 6 tangenti doppie di tino dei 1008 gruj^pi

della prima specie toccano la medesima conica;

mentre ciascuno dei 5040 gruppi di 2.^ specie, si
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divide in tre coppie di tangenti doppie in modo
che i tre punti d' incontro delle tangenti di ìina \

cojj^pia stanno in linea retta.

Fra i gruppi di sette tangenti doppie ve ne
sono 288 i quali si chiamano i sistemi completi di

Aronhold; essi sono formati di sette tangenti

doppie tali che mai i sei punti di contatto di tre

di esse stanno su di una conica.

Tali sistemi completi sono rappresentati dalle

sette rette che congiungono uno degli otto punti
agli altri sette; ovvero dalle rette costituenti i tre

letti di un triangolo e le quattro congiungenti uno
dei rimanenti punti cogli altri quattro.

Esistono 72 sistemi di Aronhold contenenti

una data tangente doppia; e ne esistono 16 con--

tenenti due date tangenti doppie.

Mediante le sette tangenti doppie di un sistema

di Aronhold si possono con costruzioni lineari^

costruire tutte le altre.

Viceversa : Date nel piano sette rette arbitrarie,

si può sempre costruire una quartica che abbia

per tangenti doppie le sette rette date, le quali

formino rispetto alla quartica un sistema completo
di Aronhold (Aronhold, Beri Monatsb., 1864;
Salmon-Fiedler, Hoh. Curv., § 264 e seg., Fro-
benius, Creile, IO).

Fra le varie forme che può avere una quartica

ò interessante quella cosiddetta di Flììcker for-

mata di 4 ovali esterne l'una all'altra. xVd ognuna
di queste ovali corrisponde una tangente doppia
che la tocca in due punti.

Tale quartica ha tutte le tangenti doppie reali.
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Le curve di 4.*^ ordine furono studiate da Plù-

CKER {Alg. Curc'.)^ da Hesse {Creile^ IL, LV,
LIX), Steiner (IcL IL). Cayley (lei, LXVIII),

Clebsch {hi, LXIII), Geiser {Idem, LXXIII,
Math. Ann., I), Zeuthen (Matìi. Ann., YII, YIII)

il quale ultimo si occupò molto della classifica-

zione delle quartiche.

La determinazione della curva che passa per i

56 punti di contatto delle tangenti doppie fu fatta

da Hesse (Creile, XXXYI, XL, XLI), da Sal-

MON {Quart. Journ., III \ Cayley {Pìiil. Trans.,

1859, 1861) e Dersch (Math. Ann., YII).

Fra i lavori sulla determinazione delle tangenti

doppie della quartica è anche da notarsi quello di

Aeschlimann {Diss., Ziirich, 1880).

Le curve di 4.^ ordine sono state anche larga-

mente studiate dal punto di vista della teoria delle

funzioni abeliane di genere 3, teoria colla quale

esse hanno i più intimi rapporti. Lavori su ciò

sono quelli di Riemann", Clebsch, Weber (vedi

la Geoìn. di Clebsch-Lindemann).
Altri studi sulla configurazione delle 28 tan-

genti doppie sono quelli di Aronhold (cit.), Klein
(Math. Ann., X), Noether (Math. Ann., XY,
XLYI), Frobenius {Creile, IC), Weber (Math.

Ann., XXIII), Pascal (Rend. Lincei, 1892-93) ecc.

Lo studio della configurazione delle tangenti

doppie si riduce a quello delle cosiddette carat-

teristiche Y. Pascal, Ann. di mat. XX).
Sulla configurazione dei 24 flessi della quartica

generale conosciamo molto poco. Una dissertazione

di Grassmann [Berlin, 1875'; a questo proposito

(in cui si volea dimostrare che la conica passante
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per cinque flessi, passa sempre per un sesto) è er-

ronea (v. Klein, Math. Ami. X); dell'equazione

di 24." grado da cui dipendono i flessi si occupò
GrERBA.LDr [Rend. Palermo, VII).

§ 2. ~ QuARTICHE CON PUNTI SINGOLARI.

Si ponga r equazione della quartica sotto la

forma I\ T^ T^ T,^= S^. Se dei 6 punti d'incontro

delle rette T=0, uno, due, tre stanno sulla co-

nica S= 0, si ha la quartica con uno, due, tre

punti doppi.

Si ponga l'equazione della quartica sotto l'altra

forma U W= V^. Se le tre coniche

U=0 W=0 W=0
hanno uno, due, tre punti comuni, si hanno quar-

ticlie con uno, due, tre punti doppi.

Una quartica con un punto doppio ha solo 16

tangenti doppie. Nella rappresentazione di Geiser
(v. § 1) essa si otterrebbe ponendo il centro di

proiezione P su di una delle rette p della super-

ficie cubica ; allora l' intersezione di questa retta

col piano segante ò il punto doppio ; le proiezioni

delle 16 rette che nella superfìcie cubica non ta-

gliano la retta p, danno le 16 tangenti doppie.

Nella rappresentazione di Hesse (v. § 1) essa si

otterrebbe invece facendo coincidere due degli 8

punti fondamentali della rete di quadriche.

Ija configurazione delle tangenti doppie si può
studiare nello stesso modo con cui si studia la
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configurazione generale, immaginando che due de-

gli otto punti fondamentali coincidano, e quindi

rappresentando le 16 tangenti doppie mediante le

congiungenti a due due sei punti fondamentali, e

mediante un'altra retta passante per un settimo

punto. Le congiungenti questo settimo punto cogli

altri sei, corrispondono alle sei rette tangenti alla

curva condotte dal punto doppio.

Le 16 tangenti doppie si possono in 60 modi
riunire in gruppi di quattro, in modo che per gli

otto punti di contatto delle quattro tangenti di un
gruppo, passi una conica.

Delle quartiche con un punto doppio si occupa-

rono Bkioschi, Cremona {Math. Ann., TV), Bkill
[Creile, LXV, Math. Ann., YI), ecc.

'

Fra le quartiche co7i due punti doppi è

stata studiata specialmente quella in cui tali due

punti doppi sono i punti ciclici immaginari al-

l' infinito. Una tal curva si chiama curva bicirco-

lare di quarf ordine (Casey, B. Irish Trans.,

1871, XXIY).

In una quartica coìi due punti doppi, da cia-

scuno di questi possono condursi quattro tangenti

alla curva; il rapporto anarmonico delle due qua-

terne di raggi così formate è il medesimo.

Le 16 intersezioni delle prime 4 tangenti colle

seconde 4 tangenti stanno a quattro a quattro su

coniche le quali passano p)er i due punti doppi.

La curva hicircolare può essere considerata come
Vinviluppo di un cercìiio di raggio variabile^ il

cui centro si muove su di una conica e che si

mantiene sempre ortogonale ad un altro dato cer-

cìiio. Se la conica è una parabola, allora la curva
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bicircolare si scinde nella retta all' infinito e in

una curva di 3.^ ordine.

Delle curve di 4.*^ ordine con due cuspidi sono

caso particolare quelle chiamate le curve Carte-

siane, in cui le due cuspidi sono i due punti ci-

clici immaginari all'infinito.

Le curve cartesiane hanno la proprietà: esistono

su di lina retta sempre tre punti A, B, G fissi,

tali, che chiamando p,
p' p" le distanze di un punto

della curva da essi, sussistono le relazioni

l
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Cora un punto doppio, e nella seconda questo

punto doppio è degenerato di nuovo in una terza

cuspide.

L'equazione di una curva di 4.^ ordine con

tre punti doppi, si può porre sotto la forma se-

guente :

aiiX.fOOs^ + «22 ^3^ ^1^ +- asiXi^X2^ -f 2^23 ;ri^^2% +
+ 2 tìfcjt ^2^ iPg ^1 + 2 «12 ^3^ «^1 ^2 —

ponendo nei tre punti dop]ji i vertici del triangolo

fondamentale delle coordinate omogenee.

Dividendo il primo membro dell'equazione per

Xi x^ x^, l'equazione precedente può porsi sotto

una forma da cui appare che essa può ricavarsi

da quella di una conica ponendo, in luogo di cia-

scuna coordinata la sua inversa.

Questa osservazione può utilmente servire allo

studio della curva.

Li una curva di 4.*^ ordine a tre punti doppi,

le sei tangenti alla curva in questi punti, sono

tangenti ad una medesima conica.

Le sei tangenti che dai tre punti doppi possono

condursi alla curva j sono anch'esse tangenti ad
una stessa conica.

Gli otto punti di contatto delle 4 tangenti dop-

pie di ima siffatta curva stanno su di una stessa

conica.

^equazione di una curva di 4.^ ordine con tre

cuspidi può sempre porsi sotto la forma

_Ì- —1- _1
^1 ^ +00o - + ^3 ^ =
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e le tre tangenti cuspidali sono allora elafe dalle

equazioni

Xi = X2

X2= ^3

e passarlo quindi per un medesimo punto.

Le curve di 4.° ordine con tre punti doppi fu-

roiio specialmente studiate da Bìiill {Math. Ann.^

XIIj e Bbetschneider (Diss., Erlangen, 1875).

§ 3. — La forma quartica ternaria.

Posta simbolicamente la quartica ternaria sotto

la forma

la prima forma invariantiva che si presenta è il

contravariante :

'y = [ab uY.

Il contravariante cr eguagliato a zero rappre-

senta^ in coordinate tangenziali., una curva le cui

tangenti tagliano la curva f =^ in quattro punti

formanti un gruppo equianarmonico.

Un altro contravariante è

{ah uY{h cuY {e a uf^

il quale., eguagliato a zero., rappresenta una curva

le cui tangenti tagliano la quartica data in quat-

tro punti formanti un gruppo armonico.
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Il più semplice invariante è quello espresso sim-

bolicamente da

A — (ah cY
m

(li 3.*^ grado nei coefficienti.

Un altro invariante è B espresso mediante i

coefficienti effettivi colla formola:

\

a^^,ai,a^\ a^a^, a^a^, a^a^

B^aiVh/c^^d^ckeseifJi
Cl^c2^c3^ C2C3, cgci, c^cz

^l^'^2^f4^ (kci^, r^^i, did2

e\% <?2^ 63^ «2 ^3, es ^1, ei e^

; fiìf'i^ /s^j fifz-^ fif\^ f\fi

di 6.° grado nei coefficienti. Questo invariante si

ottiene eliminando col metodo dialitico le x, fra

le sei derivate seconde di f.

L'invariante B ha speciale relazione colla espri-

mibilità di f mediante una combinazione lineare

delle quarte potenze di forme lineari.

Ogni quartica ternaria f jniò sempre rappre-

sentarsi mediante le quarte potenze di sei forme
lineari; se poi B=0 allora la f si potrà rappre-

sentare mediante le quarte potenze di cinque for-

me lineari; e se infine sono zero tatti i minori di

r>.^ ordine del determinante B, allora f si potrà

rappresentare mediante le quarte potenze di sole

QUATTRO forme lÌ7ieari{Y. Reye, Creile, LXXYIII
;

Clebsch, Jf/., LIX; Lììroth, Matli. Ann., I).

Non crediamo utile dilungarci sulla espressione
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delle altre conosciute forme invariautive della quar-

tica ternaria e solo aggiungeremo le seguenti

notizie:

11 GoRDAN considerò il sisteum completo d'una

speciale quartica e trovò 54 forme {Math. Ann.^

XYII, XX) ; il Maisano considerò tutte le forme

sino a quelle di 5.° grado nei coefficienti (Giorn.

(il Batt.^ XIX), e infine altre ricerche sullo stesso

argomento si trovano nel trattato di Salmon-Fie-
DLER {HoJier. Curveyi^ § 293 e seg.), in Scherreji
{Ann. di mat., X) e in Matsano {Rendic. Pa-

ìermOy T\



CAPITOLO IX.

Teoria generale delle superficie

e curve gobbe algebriche.

§ 1. — Generalità. — Superficie sviluppa-

bili E GOBBE. — Intersezioni di superficie.

— Geometria sulle superficie algebriche.

Il luogo di punti rappresentato analiticamente

da un'equazione algebrica di grado n fra le tre

coordinate cartesiane di un punto dello spazio, si

chiama una superficie di ordine n.

Superficie di 1,^ ordine è il piano.

Ogni retta dello spazio taglia la superficie di

ordine n, in n punti (reali o immaginari)^ e

ogni piano la taglia secondo una curva di or-

dine n.

L'equazione di una superficie di ordine n con-

tiene omogeneamente

yn(n2+6n + ll) + l=(''^ ^\ = N {n) ^-

l

coefficienti.

Pascal. 19
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Betta tangente ad una superfìcie è la posizione

limite (li una retta la quale passa per due punti

della superficie, quando tali punti restando sem-

pre sulla superficie, si avvicinano indefinitivamente

(contatto hipunto).

Retta osculatrice ad una superficie è la posi-

zione limite di una retta, la quale passa per tre

o più punti di una superfìcie, quando tali punti

si avvicinano indefinitamente (contatto tripunto^

quadripunto, eie).

Tutte le rette tangenti ad una superficie in un
punto giacciono in generale in un piano^ che si

chiama piano tangente alla superficie in quel

punto.

Il piano tangente ad una superficie in un punto

P, taglia la superficie secondo una curva avente

un punto doppio in P. Se questo è una cuspide

il piano tangente si dice stazionario.

Le due taìigenti nel punto doppio sono due rette

osculatrici alla superficie. Secondochè tali tangenti

sono reali, coincidenti, o immaginarie, il punto

della superficie si dice iperholico, parabolico^ el-

littico.

I punti parabolici di una superfìcie formano una

curva che si chiama curva parabolica.

II numero dei piani tangenti che si possono

condurre ad una superficie da una retta situata

comunque nello spazio si dice classe della super-

ficie.

Una superfìcie di ordine n è in generale di

classe n {n — 1)^, se la superfìcie non contiene al-

cuna singolarità.

Si abbia l'equazione della superficie in coordi-
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nate omogenee ^i, ^2, ^3, ^4, e si supponga or-

dinato il primo membro secondo le potenze di x^,

cioè l'equazione posta sotto la forma

rio ^\'' + u, x^>'-'^ -f u., nrn-^ _^ _ ^
-_

essendo ii^^^ u^, u^^ . . . funzioni omogenee intere di

grado 0, 1, 2, . . . in .>^i
-t^ x^.

Se il punto ^r^ = .r^ = ^-3 = è un punto della

superficie, sarà ìIq= 0, e il piano tangente in tal

punto sarà rappresentato da Ui=^0
Conducendo un piano parallelo al piano tan-

gente e infinitamente vicino ad esso^ esso taglia la

superficie secondo una curva^ la quale^ trascurando

infinitesimi di ordine superiore^ può approssima-

tivamente considerarsi come una conica (indica-

trice di Dupin); il punto della superficie è ellit-

tico^ parabolico^ iperbolico^ secondochè tale co-

nica è ellisse^ parabola^ iperbole-

Ponendo V equazione della superficie sotto la

forma z^=f(xy)^ il punto (xy z) della superficie

sarà ellittico, parabolico^ iperbolico^ secondochè è

\
Xdxdy) >\doc^) \dyH

L'intersezione una parte dell'intersezione di

due superficie algebriche si dice curva gobba (0

storta) algebrica.

Una curva gobba (0 storta) algebrica è tagliata

da un piano qualunque dello spazio in un nu-

mero fisso di punti (reali, coincidenti^ immagina-
ri). Tal numero si dice ordine della curva gobba.

Il minimo ordine per una curva gobba è il 3.
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Si noti che 7ton si può a tutto rigore^ come per

le curve piane, considerare sempre l'assieme di

due curve gobbe di ordini d, d' come la degene-

razione di una curva gobba di ordine d -{-
d'

;

giacche se una curva gobba di ordine d + d' si-

tuata su di una superficie algebrica, si decompone
in due curve di ordini d e d\ queste avranno in

generale dei punti d'intersezione, il che non av-

verrà in generale se le due curve date sono as-

segnate comunque nello spazio.

La posizione limite di una retta che passa per

due punti della curva quando questi si avvicinano

indefinitivamente è al solito la 7'etta tangente alla

cAirva, e la posizione limite di un piano che passa

per tre punti della curva quando questi si avvi-

cinano indefinitamente è il piano osculatore alla

curva.

Classe di una curva gobba è il numero delle

sue rette tangenti incontrate da una retta arbi-

traria dello spazio, ovvero il numero dei piani che

passano per una retta fissa arbitraria dello spazio

e per tangenti della curva gobba.

Una superficie generata dal movimento di una

retta è una rigata. Queste si distinguono in svi-

luppabili e gobbe.

Una superficie sviluppabile è 11 luogo delle tan-

genti di una curva gobba. La sviluppabile è dun-

que generata dal movimento di una retta due po-

sizioni consecutive della quale sono in un mede-

simo piano.

Generatrici della sviluppabile sono le tangenti

della curva gobba, la quale a sua volta si dice
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spigolo di regresso o curva cuspidale della svilup-

pabile.

Uordine di una superficie sviluppabile è eguale

alla classe della curva gobba.

Questo numero si suol chiamare rango del si-

stema costituito dalla curva gobba e dalla sua svi-

luppabile.

Un piano osculatore della curva gobba è un
piano tangente alla superficie sviluppabile, la quale

è perciò Vinviluppo dei piani osculatori della curva

gobba. Perciò essa si suol chiamare sviluppabile

osculatrice. Segando la sviluppabile con un piano^

il punto in cui questo piano taglia la curva gobba

è una cuspide per la curva sezione.

I punti in cui si incontrano due generatrici non

infinitamente vicine della sviluppabile, formano
una curva che si chiama la curva doppia o no-

dale della sviluppabile.

La curva sezione della sviluppabile con un pia-

no^ ha un punto doppio in ogìii punto in cui la

curva nodale è tagliata dal piano.

Una generatrice qualunque della sviluppabile

d'ordine n, incontra altre n — 4 generatrici non
infinitamente vicine.

1 piani passanti per due generatrici non conse-

cutive iìiviluppano ima nuova sviluppabile la quale

è bitangente (tangente in due punti) alla curva
gobba^ e si dice perciò sviluppabile bitangente alla

curva gobba.

Per una curva gobba si dice numero dei suoi

punti doppi apparenti^ il numero delle rette che
da un punto dello spazio possono condursi ad in-

contrare due volte la curva (tal numero è fiatu-
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ralmente costante qualunque sia il punto dello

spazio).

Per una superficie sviluppabile si dice numero
dei suoi piani doppi apparenti, il numero delle

intersezioni fra due dei suoi piani inviluppanti, e

che si trovano in un piano arbitrario dello spazio

(anche tal numero è naturalmente costante).

Classe della superficie sviluppabile è il numero
dei suoi piani tangenti che passano per un punto

arbitrario dello spazio, ovvero il numero dei piani

osculatori alla curva cuspidale della sviluppabile,

passanti per un punto arbitrario dello spazio.

Caso particolare della superfìcie sviluppabile è

il cono. Tale superfìcie è generata dal movimento
di una retta di cui uno dei punti sia fisso.

Supposto che la curva sezione del cono con un

piano sia una curva algebrica di ordine 7i, anche

il cono si dice algebrico, ed n si dice il suo or-

dine. Classe del cono è la classe della curva se-

zione.

Superficie gobba o rettilinea è quella generata

dal movimento di una retta due posizioni conse-

cutive della quale non sieno generalmente in uno

stesso piano.

Una superficie gobba dell'ordine n è anche della

classe n e viceversa (Cayley, Camb. Math. Journ.

VII, 1852).

I punti in cui si incontrano due generatrici non

consecutive della superficie gobba formano anche

in questo caso una curva doppia o nodale della

superficie.

I piani passanti per due generatrici non conse-

cutive di una superficie gobba sono bitangenti per
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la superficie. Essi inviluppano una superficie svi-

luppabile che si dice sviluppabile bitangente della

superficie gobba data.

La classe della sviluppabile bitangente di una
superficie gobba è eguale all'ordine della curva

doppia (Caylet).

Consideriamo ora alcune relazioni fondamentali

riguardanti una superficie generale di ordine w,

senza singolarità (v. § 4). Insieme alla superficie

generale si considerano le altre due superficie svi-

luppabili inviluppate dai piani bitangenti alla su-

perficie, e dai piani stazionari.

Indichiamo con:

n l'ordine della superficie,

a l'ordine del cono circoscritto alla superficie col

vertice in un punto arbitrario dello spazio,

il numero delle generatrici doppie di tal cono,

>c il numero delle generatrici di regresso di tal

r cono.

n' la classe della superficie,

a la classe di una sua sezione piana,

ò' il numero delle tangenti doppie di questa,

// il numero delle* sue tangenti di flesso,

b' la classe della superficie sviluppabile invilup-

pata dai piani bitangenti della superficie;

^•' il numero dei piani doppi apparenti di tale

superficie sviluppabile, cioè il numero delle

intersezioni di due dei suoi piani, le quali si

trovano in un piano arbitrario dato.
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t^ il numero dei piani tritangenti della superfìcie,

cf l'ordine della sviluppabile dei piani bitangenti,

p' F ordine della curva dei punti di contatto dei

piani bitangenti,

e' la classe della sviluppabile dei piani tangenti

stazionari della superficie,

il il numero dei piani doppi apparenti di questa,

r' l'ordine di questa stessa superficie,

f^'
il numero dei piani comuni alle due superficie

sviluppabili, (quella dei piani bitangenti, e

quella dei piani stazionari^, e che sieno an-

che stazionari per quest'ultima superficie,

7' il numero dei piani comuni alle stesse super-

ficie sviluppabili, ma che sieno anche stazio-

nari per la prima superficie,

ff' l'ordine della curva parabolica.

Si hanno allora le seguenti relazioni:

a z=a'= n (n — 1),

5 = ^n{n—ì){n - 2) (n -3),

9),

Xw
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// = ^7i (n - 2)
0^lo — 6 n^ ^ 16 n^ - 54 n' +

o

+ 164 n^ - 288 n^ + 547 n' - 1058 n^ i-

+ 1068^2 -1214^ + 1464),

/^' = — /i (n — 2) (w^ — 4 w'5 + 7 n^ — 45 ìi^ +
6

-^ 114;ì'^ - 111^2 4-548^^-960),

e/ =:n{n- 2) (n - 3; (^i^ + 2 /i - 4),

p' zrr /? (^ - 2) (fi^ _ ^j2 ^n — 12),

c' = 4 ?i (n — ì){n — 2),

/i' == \- n {n - 2) (16 ^i^ — 64 n"" -v- 80 n"" - 108 n +

-r 156),

r' =:2n[n—2){Sn - 4\

i'^'
=:2n(n — 2;(lln -24).

y' = 4 n (w - 2) (n - 3, (w^ + 3 n - 16),

g' =z4:n{n --2\

Due superficie di ordini ni e n.^ si segano se-

tcondo una curva storta di ordine Wi n<^.

Tutte le superficie di ordine n che passano per

punti dati arbitrariamente nello spazio^ si segano
secondo una stessa curva gobba d'ordine n^.

Ogni superficie di ordine n che passa per
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N (n) — 1 punti arbitrari di una curva gobba di

ordine n^ intersezione completa di due superficie

d'ordine n, contiene per intero questa curva.

Data una curva gobba d'ordine {^, per essa si

può sempre far passare una superficie d'ordine /?,

purché sia

N (n) > n <J-f

percliè allora prendendo sulla curva arbitraria-

mente n it- + 1 punti^ ogni superfìcie d' ordine n
passante per essi conterrà interamente la curva

d'ordine [f.

Il numero delle condizioni semplici cui corri-

sponde, per una superficie d'ordine ??, il passare

per la curva d'ordine [j-, ha per limite superiore

il numero

n [J- + 1.

Per una curva di genere zero fv. § 4) tal nu-

mero di condizioni è esattamente n [j- -}- ì.

Per una curva di genere 1 (curva ellittica), tal

numero di condizioni è n [f- (Hermite, Creile,

LXXXII).
Per una curva di genere p (^ [->• — 3), tal nu-

mero di condizioni semplici è ?i «^ + 1 — P (Lin-

DEMANN, Creile, LXXXIY; PIalphen, J. Ecole

polyt. LII, pag. 15).

Se la curva è intersezione completa di superfi-

cie degli ordini Ui, n^, allora le condizioìii sem-

plici corrispondenti, per una superfìcie di ordine

n, alla condizione di passare per la curva soyio

ancora in numero di

n^-^X —p
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qualunque sia p, purché sia

n ^ Ui + «2 3
;

in altro caso^ ponendo

n = ni f n.2 — §

il richiesto numero di condizioni è sempre

(ò-l)(S-2)(5-3)
n :^ + 1 — p -\'

6

(v. Halphen, op. cit. pag. 18).

La curva gobba intersezione completa di due

superficie d^ordini Wi, ^2 è individuata da

N{n{} ~N(n^ - Wg) - 1

punti dati ad arbitrio nello sp>azio.

Se la linea d^ intersezione di due superficie di

ordine n contiene una curva di ordine np la quale

è situata per intero su di una superficie di ordine

p, la rimanente parte è una curva d'ordine n {n —p)
situata su di una superficie d'ordine n — p (Pon-

CELET, 1830).

Tutte le superficie d' ordine n che passano per

N(7i)— 2 punti dati ad arbitrio nello spazio, pas-

sano per cdtri n^ — N {n) -\- 2 punti individuati

dai primi.

Tre superficie di ordini n^,nc,^n-i si tagliano in

ìli ìh^ò punti^ di cui alcuni sono determinati da-

gli altri; propriamente:

Se Ui ^ ^2 + % saranno arbitrari

2 ^^2 ^3 (2 n^ — n^ — w^ + 4) - 1
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2mnti^ e gli altri saranno determinati da questi.

Se invece- è ni < ^2 h 7i^ , ina Wj > >?,2 -, '^h > n^

saranno arbitrai^

~ W2 «3 (2 ^1 - 7?2 - % + 4) + iV(w2 + n^ - ni - 4)

punti. Queste forinole non valgono per n^ = W3

(Jacobi, Creile, XY).
5e c^e^Zi n^ punti comuni di tre superfìcie di

ordine n, n^ p stanno su di una superficie di or-

dine p^ gli altri n^{n — p) starammo su di una su-

2)erficie di ordine n —p (Poncelet).

Tre superficie di ordini Wj, ^2, % le quali hanno
in comune una curva d'ordine n e di classe frango)

r, si segarlo ulteriormente in

ni 712 na — n {ui + ng + % — 2) + r

punti.

Se la curva è doppia per la prima superficie

(v. § 4) il numero dei punti comuni è

ni Wg % — 71 {ni + 2 ^2 i- 2 ^3 — 4)

(v. Salmon-Fiedler, Geom. d. Eaumes, II, 146,

3.^ ediz.).

Se un punto comune a tre superficie di ordini

nij7i2,ns ^ ìnultiplo (v. § 4) di ordini ^, (>-, v per

esse rispettivamente, è condizione necessaria e suf-

ficiente che in quel punto sieno raccolte ^^ y- v delle

Ui 712 71^ intersezioni, che i coni tangenti alle t7'e

superficie 7iel punto comune, 7ion abbiano alcuna

generatrice comune. Una dimostrazione rigorosa

di questo teorema (estensione di altro simile per

le curve piane, v. p. es. il lavoro di Voss citato
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a pag. 200 di questo volume) si propose di darla

Berzolari (Ann. di mat. XXIY),
Di teoremi sulle intersezioni di superficie si oc-

cuparono PoNCELET (Prop. project., etc. II), Ja-

coBi (Creile, XV), Pliìcker (M, XYI, XIX),
Cayley (Papers, I, 259), Iìeye (Math. Ann., II),

etc, etc.

A proposito di tali ricerche sono interessanti

quelle relative ai casi in cui le superficie abbiano

in comune punti o linee multiple.

liisultati su ciò son dovuti a Cayley nella sua

Mem. sulla trasf. birazionale dello spazio {Proc.

math. Soc. Ili, 1870) colle sue formolo cosiddette

di equivalenza e di postulazione. Indi se ne oc-

cuparono Noether [Ann. di mat. Y) e altri.

Si possono enunciare per le superficie e curve

storte, teoremi che sono da reputarsi estensioni

di quei che costituiscono i fondamenti della teoria

dei gruppi di punti su di una curva piana.

Sia data una superfìcie generale Fu di w*^*^ or-

dine. Due curve It, li' che insieme formano l'in-

tersezione completa di Fn con un'altra superficie,

si dicono residuali, e l'una il resto dell'altra. Due
curve si dicono poi corresiduali, se ciascuna è re-

siduale rispetto ad un'altra medesima curva. Ana-
loghe definizioni per i gruppi di punti segati da
superfìcie su di una curva storta.

Si possono enunciare allora i teoremi del resto

(Restsdtze) per le superfìcie e per le curve gobbe :

Se su di una superficie, due curve B, li' sono
residuali ad una medesima curva R" e quindi
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corresiduali fra loro, e se R è residuale ad un'al-

tra curva R"f anche R' sarà residuale ad E".

Sia una curva R data come intersezione di

due superfìcie F^ <!>, e sia R' una curva-resto
di R; le superficie passanti per R' taglino R in

gruppi di punti corresiduali ad un altro dato

gruppo; mutando F^ *l* e Pv e lasciando inalte-

rato solo R, il sistema dei gruppi di punti resta

inalterato.

Le ricerche di questo genere (la geometria su

di una superficie algebrica) di cui la prima idea

è dovuta a Clebscpi, furono fatte specialmente da

NoETHER {Matìi. Ann. II, YIII); negli ultimi

tempi se ne sono occupati principalmente Castel-
nuovo e Enriques in varie pubblicazioni.

Una esposizione dei risultati ottenuti si può ve-

dere in un lavoro degli stessi ultimi autori nei

Math. A7in. XLYIII.

Le prime ricerche sulla teoria delle superficie

datano dai tempi di Eulero, a cui si devono an-

che i fondamenti della teoria delle superficie svi-

luppabili.

Trattati sistem.atici sulla teoria delle superficie

dal punto di vista della geometria superiore, non

ne esistono molti. Riserbandoci di citare ai luoghi

opportuni le memorie speciali, ricorderemo qui

solo, come opere fondamentali, il libro di Cre-
mona (Frelim. di una teoria geom. delle sup. Bo-

logna, 1866; trad. in tedesco da Curtze, Berlin,

1870) e il libro di Salmon sulla Geometria ana-

litica dello spazio (trad, in tedesco da Fiedler,
3.^ ediz. Leipzig, 1880). Si noti che nella tradu-
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zione tedesca del libro di Cremona sono aggiunti

moltissimi altri paragrafi che non figurano nel te-

sto originale; per molti argomenti bisognerà in-

tendere dunque citato sempre il testo tedesco.

§ 2. — Rappresentazione analitica delle

CURVE STORTE. Le SUPERFICIE MONOIDI DI

Cayley.

Un problema interessante nella teoria delle curve

storte algebriche è quello sulla rappresentazione

analitica di tali curve.

Se le coordinate di un punto della curva sono

assegnate in funzione di un parametro, allora il

problei;na è risoluto, ma tale esprimibilità è rare

volte agevole.

L'idea di rappresentare la curva mediante le

equazioni di due superficie passanti per essa, ò

naturalmente la più naturale che si presenta; ma
è facile riconoscere l'esistenza di curve che non
sono Intersezioni complete di due superficie

;
quindi

la precedente rappresentazione cade in difetto come
quella che non può servire ad individuare in ge-

nerale la curva storta.

Allora si pensò di individuare la curva mediante
le equazioni di tre superficie passanti per essa, le

quali non avessero altri punti in comune. Però si

è riconosciuto che in generale tre superficie non
bastano, e, come conseguenza di un teorema di

Kronecker {Creile, XÒII nella teoria delle fun-

zioni algebriche, si trova che per individuare una
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curva generale possono occorrere fino alle equa-

zioni di quattro superficie. Il Yahlen trovò Creile,

CVIII) il seguente esempio al proposito: Suppo-

niamo che r intersezione di due superficie Fu , Fv
V p'

di ordini w-, v si scinda in due curve R , R ,m m'

di ordini m, m\ e di genere p^p', * Il numero dei

punti d'intersezione delle due curve è

s = m(a + v - 4) - 2(p - 1).

p
Si conduca una nuova superficie Fo solo per R ;

•
in

P
questa sarà tagliata da R in

tn'

5f — p. V p — m (u. f V -1-
p — 4) + 2 (p — 1)

punti che sono su tutte tre le superficie, ma non

su b\
m

P
Ora per una data R non sarà possibile in

m
generale determinare tre superficie in modo che

S si annulli; infatti consideriamo una quintica di

genere zero R avente una quadrisecante ; se
5

S dovesse annullarsi, poiché per R^ non passa
5

alcuna superficie di 2.^ ordine, dovrebbe essere

a = V = p -= 3 ; ma da tre superficie di 3.<* or-

dine non può essere determinata isolatamente la

7^ perchè è facile vedere che ogni tale superficie.

* Per la dofinizione di g-eiiere delle curve storte v. il § 4.
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contenendo la R , viene a contenere anche la
5

quadrisecante.

Un altro metodo per la rappresentazione di una

curva storta è quello di considerare l'insieme di

tutte le corde della curva stessa; introducendo le

sei coordinate di rette nello spazio, il complesso

delle corde sarà analiticamente rappresentato da

una relazione fra tali sei coordinate ; ma viceversa

non ogni relazione fra le sei coordinate di rette

rappresenterà in siffatto modo una curva (v. la

Geometria della retta). Di siffatta rappresentazione

si occuparono Caylet {Quart. Journ., Ili, Y,

^ 1860, 1862) e Yoss {Math. Ann., XIII).

I Finalmente un altro metodo di rappresentazione
* è quello anche di Cayley, e cosiddetto delle su-

perficie monoidi.

Siene .^i, ^21 '^'31 -^4 ^^ coordinate omogenee di

un punto della curva, e dal punto 0, ^^1= ^2==^'^3=0
vertice del tetraedro fondamentale proiettiamo sul

p
piano a?4= 0, la curvaE di ordine m e genere 23.

m
^ L'equazione della curva proiezione sia

dove supponiamo scelte le coordinate l in modo
che

P Si hanno allora le relazioni

^i:^2:-^3:^^^4-"n:^2:^3:^^_^^.^

dove le 4^ sono funzioni razionali intere delle l di

ordine n e n - 1 rispett.

Pascal. 20
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La curva R appare allora anche come inter-
m

sezione delle due superficie

fm (x)^0 e ^4 'K-i i^) — +« (^) ^
di cui la prima è un cono di m'^^ ordine col ver-

tice nel punto (^i = X2^=^00q = 0), e la seconda

è una superficie di n^^ ordine avente il punto

per punto n — 1^^^ (v. § 4) e che da Caylet fu

chiamata una superficie monoide.

Il cono e il monoide si tagliano, oltre che in
V

E , anche in m[n ~\) rette passanti per 0, le
m

quali sono le intersezioni dei due coni fm=^0 e

•}«-!= 0; queste rette si dividono in

(n — 1) {m — n) -\- of.

rette^ ciascuna contata due volte e che sono rette

doppie del cono fm=0', e in

(w - 1) (2 n — m) - 2 a

rette le quali insieme colle precedenti sono situate

sul cono '\n {n) — 0.

I due coni 'l;*
- e '^n-i =^ si chiamano ri-

spettivamente cono superiore e inferiore del mo-
noide.

p
Se R non è curva piana, sarà sempre

m
1

n^-^m;
u

del resto l'ordine del monoide non è determinato,

potendo un monoide sostituirsi con un altro di

ordine diverso.
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Questo artifizio fu esposto da Cayley {Compi.

Rend. 1862), e servì poi a vari autori (Noether,

Halphen, WeyR; etc.) nei loro studi sulle curve

storte.

§ 3. — Classificazione delle curve storte.

Al problema della rappresentazione analitica di

una curva storta è intimamente legato quello della

classificazione delle medesime, giacché per le curve

storte non sussiste più, come per le curve piane,

per le superficie, il fatto che basta l'ordine a

caratterizzare la specie di curva; infatti già per

l'ordine 4, esistono due curve diverse caratteriz-

zate da proprietà affatto distinte, come fu ricono-

sciuto da Salmon (Carni). Journ. Y, 1850) e poi

da Steiner (F/ac/i. 5/^''' Grad., Creile, LUI, 1856).

Il problema di cui parliamo si può enunciare

nettamente nel seguente modo:
Enumerare., definire e distinguere tra loro le

diverse famiglie di curve del medesimo grado, in

modo che ciascuna famiglia non possa giammai
essere caso particolare d' un' altra più generale.

In queste ricerche non si considerano che curve

senza punti singolari, (v. § 4) ammettendo come
postulato che ogni curva a punti singolari è caso

particolare di una curva dello stesso ordine senza

punti singolari. Y. Halphen, sottocit.

Di questo problema si occuparono specialmente

Halphen e Noether in due Memorie le quali

furono premiate col premio Steiner dall'Accademia
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di Berlino nel 1882 (v. Journ. de VEcole poh/t.,

Cahier LTI, 1882; Berlin. Abhand., 1883; Creile,

xeni), ai quali lavori ne seguirono degli altri fra

cui quello di Yalentiner {Acta Math. II , di

NoETHER {Id., YIII) etc.

Queste ricerche non giungono ancora a risol-

Tere il problema in tutta la sua generalità, ma
solo per casi speciali.

Stabilito che l'ordine solo non basta per carat-

terizzare una curva storta, vien l'idea di intro-

durre altri numeri che potrebbero chiamarsi ca-

ratteristici^ e che insieme all'ordine possano ca-

ratterizzare la curva. La prima idea che si pre-

senta (dalla considerazione delle due specie di

quartiche storte) è di considerare, insieme all'or-

dine, il numero h dei punti doppi apparenti, (cioè

il numero delle corde che possono condursi alla

curva da un punto arbitrario dello spazio .

Ma si trova che per l'ordine eguale a 9, esi-

stono due curve diverse, e in cui il numero dei

punti doppi ò il medesimo (/^ = 18). Queste due

curve si possono però distinguere fra loro per un

altro numero che Halphen indicò colla lettera n,

e che è Vordine minimo dei coni che contengono

tutte le h corde che da un punto arbitrario dello

spazio possono condursi alla curva^ inquantochè

per l'ima è n= 4: e per l'altra è w = 5. Ma Hal-
phen stesso si accorse che per il 15."^° ordine si

trovano due curve diverse per le quali è però

sempre li = 63, n= 9.

Inoltre Cayley [Creile, CXI; Math. Pap., V.

6l3j fece osservare che in certi casi nei quali

Halphen avea trovato una curva, tale curva non
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può effettivamente esistere se non per speciali con-

figurazioni delle lì linee nodali
; p. es. per le curve

di 9.^ ordine per le quali è /i = 16 e w =^ 4, Cay-

ley trovò che per la loro esistenza non basta che

le 16 linee nodali sieno situate su di un cono quar-

tico, ma che stieno contemporaneamente su due;

onde oltre che i tre numeri (ord = d, /i, n) non

bastano in generale per individuare la curva, c'è

da aggiungere anche la ricerca delle condizioni

perchè la curva avente quei tali numeri caratte-

ristici, sia effettivamente esistente.

Esporremo ora i principali teoremi trovati da

Halphen e altri.

Le curve di grado d^ con li punti doppi appa-

renti^ formano ima sola famiglia se h è compre-

so fra

id-ì)(d- 2) (d-2)id-~- 3)

2
"

' 2
"~"^^-

Il massimo valore di li e- , e il

minimo è il numero intero massimo contenuto inm
Però non si può scegliere arbitrariamente h fra

tali limiti, epperò per un dato d la serie degli li

presenta lacune; non presenta invece pia lacune
a partire dal massimo intero contenuto in

(d — 1) {d ~ 2)

tu poi.
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Le curve di ordine d, per le quali è h inferiore

al massimo intero contenuto in ~
,

o

sono situate su superficie di 2.° grado ; se h è mag-
giore di tal numero le curve corrispondenti stanno

su di una superficie cubica; se li è maggiore di

3
, le curve corrispondenti stanno su su-

o

perfide di quarf ordine^ etc.

Ogni curva di ordine d^ per la quale il numero
2

n (v. sopra) è minore di -^(d — 3), è situata su
o

di una superficie di 2.^ ordine.

Ogni curva di ordine d, non situata su di una
3

quadrica, e per la quale è n<-~(d - 4) è situata

4
su di una superficie cubica; se è n < -r- ((i -- 5) la

D

curva è situata su di una superficie di 4° ordine,

se non è già situata su superficie di 2.° o 8.^ or-

5
dine; se è n<C w (d — 6) e la curva non è situata

D

SU superficie di ordine inferiore, essa è situata su

superficie di 5.° ordine.

Le seguenti tabelle danno, per ciascun ordine r/,

il numero delle famiglie di curve esistenti; queste

tabelle le riproduciamo dal lavoro citato di PIal-

PHEN, però ci limitiamo solo ai primi casi, tanto-

più che i risultati di Halphen non sono comple-

tamente sicuri; per il caso del nono ordine la

tabella di Halphen deve essere p. es. corretta nel

modo indicato da Catley {Papers, Y, pag. 616).

Per la definizione di genere vedi il § 4:
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1) curve STORTE, non degenerate , di 2.^ or-

dine non ne esistono
;

2) ordiate d==3 — Esiste una sola famiglia

di cubiche storte; il numero dei punti doppi ap-

parenti è d ^=1; il genere é p= ;

3) ordine d= 4: — Esistono due famiglie di

quartiche storte; esse si differenziano per il nu-

mero dei punti doppi apparenti che sono rispet-

tivamente 2 e 3. I loro generi sono rispettivamente

1 e 0;

4) ordine e? = 5 — Esistono tre famiglie di

quintiche storte.

Nella seguente tabella sono indicati i valori cor-

rispondenti di /?, n, gli ordini minimi delle super-

ficie dalle cui intersezioni risultano quelle curve^

le curve complementari risultanti dalle intersezioni

di quelle superficie^ e finalmente il massimo ge-

nere p delle curve di ciascuna famiglia :

d= b
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Tutte siffatte curve sono determinate da 20 con-

dizioni.

Il Salmon nella Geom. des Raumes II, distingue

quattre famiglie di quintiche
;
però la quarta è da

considerarsi un caso particolare della terza (yedi

Halphen, Ec. polyt. LII, pag. 12 nota);

5) ordine d= 6 ~ Esistono cinque famiglie

di sestiche storte. Il numero delle costanti di tutte

tali curve è 24^ cioè ciascuna di esse è determi-

nata da 24 condizioni.

La tabella corrispondente è la seguente:

d=Q
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6) ordine d = l. Esistono sette famiglie di

curve storte di 7."^^ ordine. Il numero delle loro

costanti è se?npre 28.

d=l h=
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massimo (propriamente ^= 10) e da considerarsi

come distinte.

Per le particolarità riguardanti specialmente le

secanti multiple relative alle varie famiglie di

curve sopra enumerate, rimandiamo a Noether
(op. cìt.

; p. es. Creile^ XCIII, pag. 310).

Prima di terminare questo paragrafo vogliamo

aggiungere che si è anche immaginato da alcuni

di classificare le curve storte secondo la natura

della superficie sviluppabile corrispondente. Di ciò

si occuparono Chasles {Comp. Èend. t. LIY) e

ScHWARZ [Creile, LXIV).

§ 4. — Punti singolari di superficie e curve

GOBBE. — Loro numeri caeatteristici. —
Secanti multiple delle curve gobbe. —
Genere. — Formole di Catley. — Con-

tatti di superficie.

Se un punto di una superficie è tale che ogni

retta passante per esso incontra ivi la superficie

in due punti coincidenti, quel punto si dirà doppio

per la superficie.

Vi sono infinite rette che, passando per il punto

doppio P, hanno ivi un contatto tripunto colla

superfìcie (tre intersezioni infinitamente vicine). Il

luogo di queste rette è un cono di 2° ordine, di

cui ogni piano tangente sega la superficie secondo

una curva che ha una cuspide in P.

Questo cono può scindersi in due piani distinti

in due piani coincidenti; si hanno allora tre
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sorta (li punti doppi
;
punto conico^ punto bipla-

nare^ punto imiplanare.

Se F=0 è in coord. omogenee^ l'equazione della,

superfìcie^ la condizione perchè la superficie ah-

hia un punto doppio è che sia zero il suo discri-

minante; cioè il risultato dell' eliminazione delle

X fra le quattro equazioni

M'-o M-o M_o ^''--o-
ea^i^"' dx.^-^' dco,

"' dee,'

e le condizioni perchè un punto {x) sia doppio

sono che le sue coordinate soddisfino contempo-

raneamente queste quattro equazioni.

Vi sono in generale sei generatrici del cono tan-

gente^ le quali hanno colla ^ superfìcie un contatto

quadripunto (quattro intersezioni infinitamente

vicine).

Se un punto di una superficie è tale che ogni

retta passante per esso incontra ìyì la superficie

in r punti coincidenti, quel punto si dirà r^^^ per

la superficie. Anche qui, come nel caso prece-

dente si può costruire un cono d'ordine r, di cui

ogni generatrice ha colla superfìcie in quel punto

r -f 1 punti comuni (cono osculatore); in questo

cono vi sono poi in generale r(;r-\- 1) generatrici

aventi colla superfìcie r + 2 punti comuni.

Una superfìcie d'ordine n con un punto n^^^

è necessariamente un cono di vertice 0.

Una superficie può avere linee multiple o sin-

golari cioè linee tutti i punti delle quali sieno

multipli. Lungo una linea multipla d^ordine r pas-

sano r falde della superficie.
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t punti eli lina linea multipla d'ordine r sono

punti multipli d'ordine r pei quali il cono tan-

gente di cui si è sopra parlato, si scinde in r

pittili.

Per r = 2, se i due piani tangenti coincidono

si ha la curva cuspidale della superficie, ogni

punto della quale è un punto uniplanare.

Come per le linee piane, così anche per le su-

perficie si può definire un numero che si chiama

genere, e che dipende in generale dal numero
delle linee doppie e cuspidali della superficie, sup-

posto che questa non abbia altre linee singolari

di ordine più elevato.

Un siffatto numero fu introdotto da Clebsch
{Comptes Rendus, LXYII, 1868) ed è definito, per

una superficie di ordine n, come il numero dei

coefiScienti ancora indeterminati che restano nel-

l'equazione di una superficie di n — 4'"^ ordine la

quale passi per le linee doppie e cuspidali della

superficie data.

Se questa non ha linee doppie e cuspidali, il

genere è

(n — \)[n~2){n-^)^^ 2:1 •

Questo numero p resta invariato per una tra-

sformazione hirazionale. Questo teorema fu an-

nunciato da Clebsch (Compt. Rend. 1868) indi

dimostrato da j^oethek {Math. Ann. II; e Zeu-

THEN (Id. IV). Accanto a questo genere il Noe-
THEE (Id. Vili) considerò altri due numeri che

godono di analoga proprietà.

I
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Se la superficie ha una curva doppia dell'ordine d
(^ 0) e di genere tt, e un certo numero finito t

(^0) di punti tripli per essa e per la curva, il

numero

pn
— ^ {n—4)d + 2t-\-rc— 1

si chmma genere numerico (CayleY; Matìu Ann.,

III). Si chiama poi genere geometrico pg (detto

anche primo genere) il numero dei coefficienti in-

determinati delle superficie di ordine n — 4, cui

si è sopra accennato. Si ha sempre pg ^ pn . Se è

pg ^= Pn, la superficie si suol chiamare regolare.

Per le superficie razionali (rappresentabili sul

piano, V. pag. 341) è pn =^ pg = 0.

Per GENERE di una rigata si assume il genere

p, delle loro sezioni piane, queste essendo eviden-

temente tutte dello stesso genere. Per una rigata

si ha pg= 0, pn-^ — p.

Per un altro carattere delle superficie v. Segre
{Atti Torino, 1896), e per altre considerazioni ri-

guardanti i vari generi delle superficie v. Castel-
nuovo-Enriques, 3£ath. Ann., XLYIII).

La superficie generale di ordine w>3 non pos-

siede alcuna retta.

Se una superficie di ordine n contiene una curva
multipla secondo V ordine (n — 2), essa conterrà

delle rette; se la curva multipla è una retta, la

superficie conterrà 2 (3 n — 4) altre rette, oltre

quella. Per una tal superficie v. Noether (Math.

Ann., Ili, pag. 175).

Una superficie di n'^^ ordine non può avere più

di n(\ì n —24) rette.
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Per una retta di una siiperf. di ord. w, passano

sempre {n + 2] {n — 2)^ piani^ i quali toccano la su-

perficie ancora in un altro punto fuori della retta.

Se è n l'ordine di una rigata^ l'ordine della

sua curva doppia (v. § 1) è compreso fra {n — 2)

e —(n—ì)(n—2) (Cayley).

Kicerche sulle relazioni che intercedono fra i

numeri caratteristici e le singolarità delle super-

fìcie furono fatte da Salmon, Cayley, Zeuthen
;

V. Salmon-Fiedler, G. d. B., II, pag. 671.

Quando un punto di una curva gobba è tale che

ogni piano passante per esso, incontra ivi la curva

in due punti coincidenti, allora quel punto si dice

doppio per la curva. Esistono in generale due rette

tangenti e due piani osculatori alla curva nel

punto doppio. Se quelle due tangenti coincidono

si ha la cuspide o il punto stazionario della curva.

Nel punto stazionario coincidono anche i due piani

osculatori della curva.

Se due superficie si toccano in un punto P
(hanno il piano tangente comune) la curva in-

tersezione di esse ha in P un punto doppio.

Se questo punto è in particolare una cuspide si

dice che le due superficie hanno in P un con-

tatto stazionario.

Se la curva d'intersezione delle due superficie

ha in P un punto triplo, si dice che esse si oscii-

laìio in P. In tal caso ogni piano per P taglia le

due superficie secondo linee osculantesi fra loro.

Se un punto comune a due superficie è r^^^^ per

Vuna e r.jP^^ per Valtra, esso è multiplo d'ordine

ri rg per la curva intersezione; se r^ ^ r> e le due
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superfìcie hanno in quel punto lo stesso cono oscu-

latore^ quel punto è invece multiplo di ordine

r {r -\-l) per V intersezione.

Se due superficie hanno un contatto d^ ordine

k — 1 lungo una curva d'ordine n, esse si seghe-

ranno secondo un'altra curva d'ordine ^i Wg — hn.

Il massimo numero di punti in cui due super-

ficie di ordini «i, n^, si possono toccare è

2' ^1 '^h hh + n^ - 4) +- 1

Per una curva storta e per !la corrispondente

sviluppabile osculatrice sono interessanti le se-

guenti formole (dette di Cayley, Journ. de Liou-

ville X, 1845 ; Òpere, I, 207) le quali legano i di-

versi numeri caratteristici della curva e sono ana-

loghe alle formole di Pliicker (v. Cap. YI, § 1)

mediante le quali possono in parte trovarsi.

(Si riscontri il § 1 per le definizioni riguardanti

il sistema costituito dalla curva gobba, dalla svi-

luppabile osculatrice, dalla curva nodale, e dalla

sviluppabile bitangente.)

Sia:

71 l'ordine della curva gobba,

r la classe della curva gobba, il suo rango,

// il numero dei punti doppi apparenti della

curva, cioè il numero delle rette che da un

punto arbitrario possono condursi ad incon-

trare due volte la curva,

il numero dei piani che passano per un punto

arì)itrario dello spazio e toccano in due punti

distinti la curva (bitangenti), cioè la classe

della sviluppabile bitangente.
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B il numero delle cuspidi (punti stazionari),

H il numero dei punti doppi,

V il numero delle tangenti d' inflessione (stazio-

narie) della curva (tangenti aventi comuni
colla curva tre punti infinitamente vicini).

Sia poi:

m la classe della sviluppabile osculatrice alla curva,

r il suo ordine, o il suo rango,

(j il numero delle rette di un piano qualsivoglia,

per ciascuna delle quali passano due piani

tangenti della sviluppabile, ossia la classe

della congruenza delle rette intersezioni dei

piani osculatori della curva (v. Geom. della

retta).

X il numero dei punti situati in un piano qual-

sivoglia, per ciascuno dei quali passano due

diverse generatrici della sviluppabile, ossia

l'ordine della curva nodale,

a il numero dei piani stazionari (piano che tocca

la sviluppabile lungo due generatrici infinita-

mente vicine, ovvero dei piani che hanno co-

muni colla curva quattro punti infinitamente

vicini),

G il numero dei piani bitangenti (tangenti in due
punti) alla sviluppabile,

V il numero delle generatrici per ciascuna delle

quali passano tre piani tangenti consecutivi

(generatrici d' inflessione),

w il numero delle generatrici doppie della svi-

luppabile.
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Sì hanno allora le seguenti relazioni (c^/Cayley).

m=^ ;•(>•- 1) — 2 [x -i a>) — 3 {n r v,

n = r (r — 1) — 2 [y --[- "0 ~ 3 (m +- y)

r = ;/« (m - 1) - 2 (^ + 6^) - 3 a=
= n(« - l)~-2(/H- //) -3B

a = 3 r (r — 2) - 6 (:r 4- 0.) - 8 (n + ?0 .

8 = 3 r [r - 2) ~ 6 {y + o.) - 8 {m + i))

ti + y =.3 m (m - 2) — 6 (^ + (y) — 8 a

,u -h i;= 3 ;ì (n - 2) - 6 (h ^ H) — S p

che corrispondono a sei indipendenti.

Si dice genere di una curva gobba o della sua
sviluppabile osculatrice il numero definito dalle

seguenti formolo:

j«= |«-l)(« -2) - (/M-ff+8)

= -„ (»• - 1) (' - 2) — (»/ + w 1- m + v)

-: y (m - 1) (^/^ - 2) - (^ + 6^ + a)

= y (r - 1) (r - 2) - (:r + co + n + ?;).

Introducendo ora queste altre caratteristiche:

h il numero dei punti doppi apparenti della curva
nodale,

Pascal. 21
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A il numero delle rette tangenti e secanti altrove

la curva data,

T il numero dei punti tripli della curva nodale,

o dei punti tripli della sviluppabile, o il nu-

mero dei punti d'incontro di tre tangenti (non

infinitamente vicine) della curva data,

À' il numero dei piani osculatori e tangenti altrove

alla curva data,

t' il numero dai piani tritangenti della curva data,

R il rango o la classe della curva nodale,

p' il genere della stessa,

si hanno le seguenti altre relazioni :

X ^ n (r + 4) - 6 (>• + S) - 4 (co -f H)~-2v

T =:--[{x — m ~ 3 n — 3v -2o.) {r - 2) + 8 m +
o

+ 20 V + 10 B - !- 18 (o]

y = m (r + 4) — 6 (r + ^) — 4 (co + 6^) - 2 v

t' ^i. [(y _- n — Sm-3v — 2co)(/- - 2) + 8ìi +
o

+ 20i;+10a+ 18 co]

Rz=rm f 6 r - 3 n — 9 m — 3 y - 2 G

k =^[r^~-Qr^i^ 11 r^ i- 66 r -
o

— 2 r (/• — 5; (?w + 3 ^ + 3 y f- 2 oj) f

+ (m +- 3?i + 3t? + 2co/ —
- 58 m— \2Qn - 126 y— 76 cu - 24 //

)

p —2)' [r— 14) ^^ -^ (r - 5) (r- 6) - ^o. . 6^ . //).
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Queste formole furono considerate da Salmon
{Trans. II. I. Acad. XXIII, 1857), Cayley [Quart.

Journ. XI; Op. Vili. 72), Cremona (trad. tede-

sca dei Preliminari., cap. lY), Zeuthen {Ann. di

mat. III). Esse si trovano anche riportate in Sal-

MON-FiEDLER [Au. Geoni. d. E. II, pag. 660 e

seg., 3.'^ edizione). *

* Poiché i vari autori hanno adoperato simboli diversi

per indicare le caratteristiche, sarà qui utile, per comodità

del lettore, porre, nella seguente tabella, in

loro le diverse notazioni adoperate:
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Alla curva stórta di ordine n^ ^2 intersezione

completa di due superf. di ordini /?i, n^ le quali

si toccano semplicemente in S punti, e hanno x
contatti stazionari^ corrispondono le seguenti ca-

Notazioni
di Cayley
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ratferistiche:

P = Y ^^1 ^h Oh + "2 — 4) - (3 + / — 1)

m = 3 f^i 7i.p {ni + 7i2 ~ 3) — 6 — 8 X

r = 71^ ??2 (^h + '^h
— 2j — 2 3 - 3 X

A =: — Wj ,22 [m - 1) (^?2 — 1)

g — ^^- 72, 722 (ni + ^2 - 3) [9 n^ 712 (^i + ^3 — 3) -

- 6 (6 5 + 8 x) — 22] 4-

+ Y ni ^2 + (3 5 + 4 /) (6 5 4- 8 7. + 7)

y = Y ^^1 ^^2 (^h -1-
'^h - 2; fni n? (wj + Wg — 2)

—

-2(25 + 37.)-10]-|-

1 27
+ 4 ni n2 + 2 (5 ò + 3 /J^ f 10 B + - -

y,

0^ = Y ^1 ^^2 (^h "^ ^h — 2) [nj n2 (ni ~[- ng — 2) —

- 2 (2 3 + 3 x) — 4] 4-

+ |(2S + 3-/.)^ + 45+^2^/..

a = 2 ni «2 '3
22i + 3 n^ - 10) - 3 4 3 + 5 y)

^r=:3

(?=0
V ~0
w = 0.

I
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Se due superficie di ordini 7ti 7ì2 si segano se-

condo due curve (complementari) di ordini n^ n\

di classi r, r\ aventi rispett. A, 5
; h' o' punti doppi

apparenti e effettivi^ /, // cuspidi^ indicando con

k il nuìnero delle loro intersezioni apparenti, cioè

il numero delle rette che da un punto dello spazio

possono condursi a segare amhMue le curve e con

i il numero delle intersezioni effettive, si hanno
le relazioni:

h -f // + /.• - j (n i- n') (n^ - 1) 0^2 - 1)

,. - r' -= (n — n') {ui n-i
— 1) — 2 (h — //) —

~2(5-a0-3(/.-/;)

(;/i + ??2 - 2) n - r + ^ + 2 S + 8 /,

(7?i + n^— 2) n'^ r' + i + 2h' + 3 //

donde anche

n (ni- !)(% — l) = 2/i +k
n' (ni - 1) (^2 — 1) =- 2 /i' + k.

Per una curva gobba descritta su di un iperbo-

Ioide la quale incontri in a^ e «g punti rispett.

ciascuna generatrice del primo e secondo sistema

deir iperboloide, ed è dotata di S puìiti doppi e /
cuspidi, si hanno i seguenti numeri caratteristici :

r =2 «1 «2" 25 — 3/.;

^ z= 6 aj «2 — 3 (a^ 4- a.^) — 6 ~ 8 X ;

y :=.l[2(a,a2-S)-3/.P-10(ai.2-^^-X) +
7
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2/=l[6(aia,-8) -3(ai.a.3)-8/j2-22ocia2.

27
-f- y (ai -ha,) 4- 2 (11 3 + 14/.)

^ = Y 1^^ ^^"^ ^2 - ^) - 3 XÌ- - 4 (ai a^ — S) + - X

a == 4 [3 ai «2 - 2 («1 + ^2)] — 3 (4 a - 5 x).

S^é in particolare la curva gobba è l' intersezione

completa delV iperboloide con una superficie gene-

rale dell'ordine e^; basterà in queste formole porre

ai = a2=[x, per ricavarne i numeri caratteristici

pel nuovo caso.

Una curva gobba descritta su di un iperboloide,

la quale incontri in <^i e ^2 punti rispett. ciascuna

generatrice del 1.° e 2.® sistema., non può avere

più di

aj ofg — a^ — ag 4- 1

punti doppi e cuspidi. Per a^= 5(2 ^ v- si ha il

teorema corrispondente al caso in cui la curva sia

intersezione completa dell'iperboloide con una su-

perficie di ordine a.

I precedenti teoremi possono ottenersi mediante

la cosiddetta rappresentazione piana dell'iperbo-

loide (v. § 7).

Siano n Q p l'ordine e il genere (v. sopra) di

una superficie rigata algebrica; v e ti l'ordine e il

genere di una curva algebrica tracciata sulla ri-

gata e che sia curva semplice per questa ; sia h il
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numero dei punti d' incontro della curva con cia-

scuna generatrice della rigata, e o il numero dei

suoi punti doppi; si ita allora la relazione ri-

marchevole

{k - 1) V - :: - =^'' ^^'~ ^^
fi -hip- 1) - 1.

u

Per il caso in cui la rigata è un cono questa for-

mola fu trovata da Sturm (Math. Ann. XTX,
487); per il caso generale la formola si trova in

Segre [Lincei. 1887; Math. Ami., XXXIY).

Alle formolo di questo paragrafo, sono affini

quelle riguardanti le rette che incontrano una

curva storta in più di due punti fseccinti multiple),

che incontrano due o più curve storte.

Le secanti triple di una curva storta di or-

dine n., con h pienti doppi apparenti, formano una

superficie rigata di ordine

(.-..(.-'^V')
Questa formola fondamentale si trova per la

prima volta in Zeuthen (Ann. di mat. 1870);

indi in Picquet (Bull, de la Soc. math. T, pag. 268,

1872), in ScHUBERT {Kalkiìl der ahz. Geom. Leip-

zig, 1879, § 43), in Geiser (Collect. math., etc.

Milano, 1881) e in Berzolari {Rend. Palermo.

IX, 1895).

Il numero delle quadrisecanti di una curva

gobba di ordine n con h punti doppi apparenti è

4- // ^/^ - 4 n 4- 11) - ^ n {n - 2) (n - 3) (n- 13).
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Questa forinola si trova prima in Zeuthen (Op.

cit.), indi in Picquet (Op. cit. e Compi. Remi.

LXXYII, 1873) e Berzolari (Op. cit.).

Il numero delle rette trisecanti di una curva di

ordine n con h punti doppi apparenti^ e che in-

contrano un^altra curva di ordine n' avente- colla

prima un numero di punti comuni eguale ad i, è

n' {n - 2) ih -^-n(n — l)\-i {h - 2).

Le rette che incontrano iìi due punti una curva

di ordine n e con h punti doppi apparenti^ e in

due punti un'altra curva cui corrispondono le ca-

ratteristiche n^ e h' e che ha colla prima un nu-

mero eguale ad i di punti comuni^ sono in nu-

mero di

h h' + jn 7ì' (n - 1) (n'— 1)- i (n - 1) (n^— 1) +-

Le rette che incontrano in due punti una curva

(n, h) e in un punto ciascuna di due altre curve

di ordini n\ n" aventi i\ i" punti comuni colla

prima e j punti comuni fra loro, sono in nu-

mero di

n' n" ih + |- n (n ~ l)ì— [n - 1) [i' n" ^- i"n') -

I —hj-i-i'i'^

Le rette appoggiate a quattro curve di ordini

Ui n^ n^ Ui tali che quelle degli ordini nr , Us ab-
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biano irs punti comuni^ sono in numero di

4

2 ni no Us n^ — ^ np nq irs + - ipq irs
1

dove gli indici _p, g, r, s sono tutti diversi.

Per tutte queste forinole si suppone che i punti

comuni alle curve sieno tutti distinti. Esse si tro-

yano in Picquet (cit.)
;
per una correzione ad al-

cuni dei risultati di quest'autore si veg-ga Guccia
[Eend. Palermo.^ 1\

§ 5. — Superficie polari.

Superficie covarianti.

Tralasciamo di stabilire le definizioni e le pro-

prietà fondamentali della teoria della polarità, per-

chè queste non sono che le analoghe di quelle sta-

bilite al § 2 del Gap. YI pel caso delle curve

piane.

Ci limiteremo solo a ciò che si presenta di

nuovo nel caso delle superficie.

La prima polare di un punto qualunque 0, ri-

spetto ad una superficie^ sega questa in ima curva

che è la curva di contatto della superficie col cono

circoscritto di vertice 0.

Se il polo è sulla superficie fondameyitale^ que-

sta e tutte le sue superficie polari hanno ivi lo

stesso piano tangente e le stesse rette osculatrici.

La quadrica polare ({n — 2)'"^ superficie po-

lare) di un punto parabolico della superficie^ è un
cono tangente al relativo piano tangente staziona-
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r/o, e la generatrice di contatto è la retta che in

quel punto oscilla la superficie fondamentale.

Un punto parabolico della superficie data è an-

che parabolico per tutte le proprie superficie polari.

Le (n — r ,'"^ polare di un punto r^^^ della su-

perficie fondameìitcde, è un cono d'ordine r col

vertice nel plinto^ e le polari seguenti sono inde-

terminate. Quel cono d'ordine r è il luogo delle

rette aventi in quel punto r -\- l punti comuni

colla superficie^ e le intersezioni di esso colla

(n — r— 1)'"^ superficie polare^ sono le rette (in

numero di r(r + l)) che hanno r -f 2 punti in-

finitamente vicini comuni colla superficie.

Il luogo dei punti i cui piani polari passano

per una retta., è una curva gobba d''ordine n — ì.

Questa curva si chiama curva polare della retta

data.

L'inviluppo dei piani polari dei punti di una
retta è una sviluppabile di classe n — 1, e di or-

dine 2(n — 2), che si chiama la polare n — 1"*^

della retta.

La linea nodale di questa sviluppabile è una
curva di ordine 2 (w — 3) {n — 4) che è il luogo

dei poli di cui le prime superficie polari sono tan-

genti alla retta in due punti distinti.

IJ inviluppo dei piani polari dei punti di una
curva d''ordine m è una sviluppabile di classe

m(n — 1), che è anche il luogo dei punti le cui

prime superficie polari sono tangenti alla curva.

Analogamente possono enunciarsi molti altri si-

mili teoremi sugli inviluppi dei piani polari dei

punti di una superfìcie, luoghi dei poli dei piani

tangenti ad una superficie, ecc., ecc.
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Il luogo dei punti doppi delle prime polari di

una superficie Fu è una nuova superfìcie che si

chiama la superficie Hessiana della data, ovvero

la Jacohiana del sistema delle prime polari.

Il luogo dei punti le cui prime polari hanno
punti doppi è una superfìcie detta Steineriana

della data.

Le equazioni di queste superficie si ritrovereh-

bero colle formole analoghe a quelle relative alle

omonime curve del § 2, Gap. YI.

Altre definizioni di queste superficie sono:

IJHessiana di Fn è il luogo di un pimto i cui

piani polari rispetto alle prime polari di Fn pas-

sano per uno stesso punto^ ovvero:

il luogo dei punti di contatto delle prime polari

di Fn, ovvero:

il luogo di un punto la cui quadrica polare

rispetto ad Fn è un cono.

La Steineriana di Fn è il luogo di un punto

che è il vertice di un cono di 2.^ grado costituente

una quadrica polare^ ovvero:

rinviluppo dei piani polari dei punti delV Hes-

siana.

L^Hessiana e di ordine 4in — 2) , ed ha in ge-

nerale 10 (n — 2y punti doppi.

La Steineriana è ima superficie di classe

4 (n - ly (n - 2),

e possiede 10 (n — 2/^ rette, ognuna delle quali

corrisponde ad un p>unto doppio delV Hessiana ;

cioè propriamente:

La quadrica polare di un punto doppio del-

l' Ilessiaìia è costituita da una coppia di piani
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passanti per la corrispondente retta della Steine-

riana^ e il piano polare di un punto doppio della

Hessiana è tangente alla Steineriana lungo la

corrispondente retta.

La curva parabolica di una superficie data, (la

quale è di ordine 4 n {n — 2)) è l' intersezione com-

pleta della superficie colla sua Hessiana.

Se la superficie data possiede una retta semplice

questa è tangente in 2 {n — 2) punti alla Hessiana^

e quindi alla curva parabolica.

§ 6. — Sistemi lineari di superficie.

Se a =0, b = 0, . . . sono (in notazione sim-
X X

bolica) le equazioni di k -^ 1 superficie di ordine

n, il sistema rappresentato da

\a -f ^2 è 4- . . .
---

dove
)^i, >2'-- • • sono k -}- ì parametri arbitrari,

costituisce ciò che si chiama un sisterna lineare di

specie k.

Per /ì; =: 1 si ha il fascio ; per k = 2 la rete.

Tutte le superficie di un fascio hanno in co-

mune una curva d^ordine n^ (curva base del fa-
scio) e tutte quelle di una rete hanno in comune
n^ punti base.

Per k= N[n, = |^ -^
^J
_ 1 (y. § i) u sistema

è costituito da tutte le superficie di ordine n dello

spazio.
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Data una superficie dfordine w, le prime polari

del punti di un plano formano una rete, e le

prhne polari dei punti dello spazio formano un
sistema lineare di 5.* specie.

Un sistema lineare di specie k è determinato da
k -f- 1 superficie dello stesso ordine che non ap-

partengano ad un medesimo sistema lineare di

specie inferiore.

Fra le superficie di un sistema lineare di spe-

cie k^ ve ne sono {k -r 1) {n~k) che hanno un
contatto d^ordine k con una retta data, e ve ne

sono

9k (^^ — ^O in-k-Vj...{n-2k-{-l)
k\

ciascuna delle quali tocca k volte una retta data.

Fra le superficie di un fascio ve ne sono

2 in — 1)

tangenti ad una data retta, e S{ìt — 1)- tangenti

ad un plano dato.

Fra le superficie di una rete ve ne sono 3 (n — 2)

osculatrlcl ad una retta data,

-^ {n - 1) {n — 2) (3 n^ - 3 n - 11)

die hanno un doppio contatto con un plano dato,

e 12 (n — 1) {n — 2) che hanno un contatto sta-

zionarlo con un plano dato.

Il luogo del poli di un plano dato rispetto a

tutte le superficie di un fascio, è ima curva gobba

d''ordine 3 (n — 1)^.
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In un fascio di superficie ve ne sono 4 (n — 1)^

con un punto doppio; ciascuno di questi ha il

medesimo piano polare rispetto a tutte le superficie

del fascio.

Il luogo dei poli di un piano rispetto a tutte le

superficie di una rete, è una superficie d' ordine

3(w~ 1).

Il luogo dei punti di contatto fra un piano e le

superficie di una rete è una curva d' ordine

3(n- 1).

Il luogo dei punti doppi delle superficie dì

una rete è una curva gobba d'ordine 6 {n — 1)^, la

quale è anche il luogo dei punti di contatto fra

le superficie della rete stessa, o amiche il luogo di

un punto i cui piani polari rispetto alle superficie

della rete passino per una stessa retta. Questa

curva prende il nome di curva Jacobiana della

rete.

Il luogo di un punto i cui piani polari rispetto

alle superficie di un sistema lineare di 5.* specie^

passano tutti 2^er un punto è una superficie d'or-

dine 4 (n — 1), che si cìùama la Hessiana o Ja-

cobiana DEL sistema; essa è anche il luogo dei

punti doppi delle superficie del sistema, o il luogo

dei punti di contatto delle superficie dello stesso.

Se il sistema liticare è quello delle prime polari

di una superficie data, si ha la Hessiana o Jaco-
biana della superficie (v. § 5).

Si può definire una superficie analoga anche per

il caso in cui sieno date quattro superficie, ma
non dello stesso ordine, cioè non formanti un si-

stema lineare; propriamente:
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Il luogo di un punto i cui piani polari rispetto

a quattro date superficie di ordini Wj, n^^ %, ??4,

jKissano per uno stesso pimto^ è una superficie di

ordine

che si cliiaiiia Hessiana o Jacohiana delle quattro

superficie.

Si possono poi anche qui considerare sistemi li-

neari di specie k^ di superficie, fra loro in corri-

spondenza proiettiva^ o proiettivi^ e studiare i luo-

ghi generati dalle intersezioni delle superficie cor-

rispondenti.

Per i molti teoremi su questo soggetto riman-

diamo specialmente alla citata Introduzione di

Cremona.

§ 7. — Trasformazione birazionale dello

SPAZIO, DELLE SUPERFICIE. — IÌAPPRESENTA"

ZIONE PIANA DELLE SUPERFICIE.

Come nel piano si può immaginare la trasfor-

mazione biunivoca fra due piani (Cremoniana) o

semplicemente fra due curve dei due piani, senza

che lo sia fra i due piani, cosi nello spazio, pos-

siamo immaginare trasformazioni biunivoche fra

due spazi, o solo fra due superficie dei due spazi.

Quest'ultimo j^roblema è quello della cosiddetta

rappresentazione di una superficie su di un'altra,

di cui è caso particolare la rappresentazionepiana

delle superficie.



7X, 7. — Trasform» di spazi. 337

Sieno Wi x^ .Tg ^4 le coordinate omogenee dei

punti di uno spazio e 2/1 2/2 Vz V\ quelle in altro

spazio, e si pongano le relazioni

yi == fi [x^ x^ x.^ x^ (^ = 1, 2, 3, 4) (1)

dove le f sieno funzioni razionali intere omogenee
di grado n

;
queste relazioni sieno tali che da esse

si ricavino le x per mezzo delle y :

^i ^ '^i iVi 2/2 2/3 2/4) (2)

dove anche le 9 sieno funzioni razionali., intere,

omogenee di grado m. Una trasformazione di que-

sta specie si dice hiunivoca^ hirazionale Cremo-
niana

; per essa i punti dei due spazi si corri-

spondono uno ad uno.

Dato il punto (a;), colle formolo (1) si trova il

corrispondente punto (?/); dato il punto (y) come
intersezioue dei tre piani444

^hVi-=0, ^u.iyi=0, :iviyi=zO,
1 1 1

i punti X corrispondenti saranno le intersezioni

delle tre superficie

V l- fi fx) =r 0, ^ Vi fi (x) = 0,
^^

v/ fi 'X) = 0'^

1 1 1

^ Perchè la trasformazione sia biunivoca, bisogna
che queste tre superficie abbiano un sol punto di

intersezione variabile, tutti (jli altri punti d' in-

tersezione rimanendo fissi comunque si variino i

parametri \ ^ , v. Di qui si ha :

Pascal. 22
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Pei' la trasformazione biunivoca occorre che

tutte le superficie del sistema lineare di 3.^ specie:

1

passino per n^ — 1 punti fissi.

Per la trasformazione binnivoca è necessario che

le superficie fi {x) == sieno di genere zero. Le
coordinate dei loro punti si possono esprimere in

funzione razionale di due parametri. Tali super-

ficie furono chiamate omaloidi da Ceemona e uni-

cursali da Caylijy.

L'intersezione E variabile (cioè non comune a

tutte le f) di due guaUmque delle supierficie f i =
è ima curva razionale (di genere zero) di or-

dine m.

Un sistema di superficie come quello formato

dalle /' si suol chiamare omaloidico.

È da osservarsi che non si verifica più qui ciò

che si verifica pel caso della trasformazione bira-

zionale piana, che cioè i gradi w ed n devono es-

sere eguali.

Si dicono principcdi o fondamentali i punti e le

linee comuni a tutte, le superficie del sistema oma-

loidico.

Delle n m intersezioni di una curva R (v. so-

pra) con una superficie f su cui non giaccia per

intero^ ve 7ie sono nm — \ situate nei punti e nelle

curve foìidamentali della trasformazione.

A ciascun punto di una curva fondamentale

che sia ìp^^ per tutte le superficie del sistema oma-
loidico, corrisponde una curva razioncde d'ordine

/, lìfogo geometrico della quale è una superficie
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che fa parte della Jacobiana del sistema lineare

delle superficie '^i=0.
Una curva fondamentale dello spazio (co), ii^^^

per le superficie /'=0, se è segata dalle curve R^

è multipla secondo l'ordine 4 i — 1 per la Jaco-

biana delle f. Se poi non e incontrata dalle curve

i?, è multipla secondo Vordine 4 i per la Jacobia-

na delle f.
'

Un punto fondamentale dello spazio (.^\ l^^^ per

le /", è ?nultiplo secondo 41 — 2 per la Jacobiana

delle f.

Per le relazioni numeriche fra gli ordini di mol-

teplicità dei punti e delle curve fondamentali, ana-

loghe a quelle che si trovano nel caso della tra-

sformazione piana, e che noi abbiamo citato al

§ 5 del Cap. YI, si vegga Noether {Ami. di mai.

Y, pag. 175-176).

La teoria della trasformazione birazionale dello

spazio non ò stata ancora studiata così perfetta-

mente come quella del piano.

Le opere principali sull'argomento sono quelle

di Cayley {Proc. of the London Math. Soc III,

17l,\ Cremona (Gòtt. Nach., 1871, Math. Ann.
lY., Uend. Ist. Lomb.^ 1871, Annali di mat., Y,

Acc. Bologna, 1871-1872), Noether {Math. Ann.,

Caso particolare è la trasformazione per raggi

vettori reciproci o inversione, che ha la p>roprietà

di conservare gli angoli.

Se vogliamo che la trasformazione non sia bira-

zionale per tutto lo spazio, ma solo per due su-

perficie F[x) = 0, e 'l*(2/)= contenute nei due
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spazi allora non è necessario che le superficie del

sistema lineare

- 9i fi (^) =
1

abbiano n^ — 1 punti comuni; è necessario solo che

tutte le superficie di questo sistema che passano

per un punto di F=0^non si interseghino con-

temporaneamente sulla stessa superficie.

Sussiste anche qui il teorema da reputarsi come
estensione di quello di Kiemann, che cioè è il me-

desimo il genere delle due superficie che si tra-

sformano hiunivocamente Vuna nelValtra. Yedi su

questo Clebsch (Gompt. Rend.^ 1868; Math. Ann.,

II), Cayley {Math. Ann. IH), Noether {Annali

di mat. Y, Math. Ann. II, YIII), Zeuthen {Matìi.

Ann. lY).

Come pel caso delle curve piane così anche per

le superficie si è tentato qualcosa di simile alle ri-

cerche di Noether sulla scomposizione dei punti

singolari; si è cercato, cioè, se è possibile con tra-

sformazioni birazionali di spazio, o di superficie,

ridurre una superficie con singolarità elevate, in

un'altra con sole singolarità ordinarie. Di questo

problema si sono occupati in vario senso Noetheh
{Math. Ami. XXIX, Beri. Sitzungsh. 1888); Del
Pezzo (Rend. Palermo, II, III), Seqee {Ann. di

mat. XXY) Pannelli(M XXY) Levi {Id. XXYI^.
Per il problema simile riguardante le curve gobbe

si vegga Poincaré (Compt. Rend. CYIII, 1888

Pannelli, Rend. Ist. Lomb., 1893.

Caso particolare della trasformazione birazio-

nale delle superficie è la cosiddetta rappresenta-
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zionc piana delle superficie. Secondo la denomi-

nazione di Cremona sopra citata, ima superficie

che è rappresentabile sul ptiano è un omaloide.

Perchè una superficie sia rappresentabile sul

piano, deve essere di genere zero.

Una condizione sufficiente per la rappresenta-

hilità piana di una superficie è che essa possieda

una schiera semplicemente infinita di curve razio-

nali le quali sieno segate sulla superficie da un
fascio di altre superficie (Noether, Goti. Nach,

1870; Matli. Ann. III).

Si abbia una superficie S di ordine w ; e le coor-

dinate omogenee dei suoi punti si possano espri-

mere colle formole

^i = A" ^^1 2/2 2/3) (^=1» 2, 3, 4)

dove le f sieno funzioni razionali omogenee di

ordine w, e supponiamo che i rapporti fra le y si

possano, reciprocamente, da queste formole espri-

mere come funzioni razionali delle x. Si dirà che

la superficie 8, è rappresentabile sul piano, per-

chè interpretando le y come le coordinate omo-
genee dei punti di un piano, le precedenti formole

stabiliranno una corrispondenza biunivoca fra i

punti del piano e della superficie S.

Le curve del sistema lineare piano

y,lrfi(y)-=^0
1

abbiano comuni a^ punti semplici, «2 punti doppi,

3^3 punti tripli, ecc.
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Si lia allora la relazione

n = m-^ - a^ — 4 y-o — 9 3^3 — . .

.

Chiamaudo pi il genere di una sezione piana della

superficie, d l'ordine della curva doppia della stes-

sa, r V ordine della curva cuspidale, si ha la re-

lazione

[n - 1 ) [n ~ 2) .

Pi
— — d— r —

-

(m-l)(w-2 )==
2 5^2 — 3 ^3 - 6 0C4 — . .

.

Sussiste inoltre la disuguaglianza

4 < aj - 3 ag - 6 ^3 - . .

.

Da queste relazioni si hanno le altre

Pi ^ n — 2

7 ,

=(m— l)(m-2)

Per la rappresentabilità piana di una superficie

di 4.^ ordirle, è necessario che questa possieda al-

meno una retta doppia; per la rappresentabilità

di una superficie di 5.^ ordine^ è necessario che

questa possieda almeno una curva doppia di 3.^

ordine, ovvero una curva doppia di 2." ordine^

purché questa si scinda in due rette che non si

taglino.

Le superficie di 2.^ e 3.^ ordine sono evidente-

mente sempre rappresentabili sul piano. Per le
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superficie di 2." ordine basta proiettarne sul piano

i punti, da uno dei loro punti; e per le superficie

dì 3.^ ordine basta considerare due delle loro rette,

che non si intersegliìno, indi da un punto arbi-

trario di un piano condurre la retta che incontra

le due della superficie ; essa incontrerà ancora la

superficie in un altro punto che corrisponderà biu-

nivocamente al punto del piano.

Per la costruzione geometrica della rappresen-

tazione piana di una superficie di 4." ordine a co-

nica doppia si può procedere nel seguente modo:
Consideriamo una delle 16 rette g della super-

ficie, la quale taglia la conica doppia. Per un
punto P di un piano e per g conduciamo il piano,

che taglierà ancora la conica in un punto, che con-

giunto con P dà una retta la quale si appoggia

alla conica doppia e a ^, e quindi taglia la su-

perficie ancora in un punto Q] la corrispondenza

fra P e Q è biunivoca.

So la superficie di 4.^ ordine ha una retta dop-

pia, si può fare una costruzione analoga sapendo

che vi sono allora sulla superficie delle coniche

le quali tagliano la retta doppia.

Per una superficie di 5."* ordine con due rette

doppie non intersecantesi, si può fare evidente-

mente una costruzione geometrica analoga a quella

che si è eseguita per le superficie di 3." ordine.

Per una superficie di 5.^ ordine con una cubica

doppia, si possono evidentemente prendere come
raggi proiettanti, le corde della cubica le quali ta-

gliano la superficie ancora in un punto. Analoga
costruzione può farsi se la cubica si scinde in una
conica e in una retta che taglia la conica in un



344 TX, 7. — Rappresent. piana delle siiperf.

putito, in tre rette di cui una interseca le altre

due. I casi in cui la cubica sia piana, ovvero si

scinda in una conica e in una retta che non la

incontra, ovvero in tre rette non intersecantesi,

non sono possibili.

La rappresentazione piana delle superficie può
essere utile per lo studio delle curve tracciate

sulle superficie stesse. Le più antiche ricerche

sulla rappresentazione piana delle superficie pos-

sono dirsi quelle relative alla proiezione stereogra-

fica e in generale a tutte quelle proiezioni imma-
ginate per la costruzione delle carte geografiche.

La rappresentazione piana delle superficie di

2.^ ordine fu fatta da Plùcker {Creile^ XXXIV,
1847), Chasles (Compi. Rend.^ 1861), Catley
{Phil. Mag.^ XXII, 1861), i quali se ne servirono

per lo studio delle curve tracciate su di uua qua-

drica (v. anche Clebsch-Lindemann, Geom.^ II e

il Gap. X, § 1 di questo volume).

La rappresentazione piana della cubica fu fatta

da CREMONA [Creile, LXIX) e Clebsch [Creile^

LXY; quelle delle superficie di 4.*^ ordine a co-

nica doppia retta doppia o di quelle di 5.° or-

dine con cubica doppia, furono fatte da Clebsch
(Creile, LXIX; Math. Ann., I), Koendorfer
{Math. Ann., I, lY), Feahm (Id., YII).

Rappresentazioni piane delle superficie rigate

razionali furono studiate da Cremona (Annali di

maU, I), Armenante (Ami. di mai., lY, 1870).

Clebsch {Math. Ann., II, Y), Noether {Id., II).

Nel caso che la superficie non sia algebrica, ma
qualunque, il problema della rappresentazione pia-
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na di tutta la superficie o di una sua parte, di-

venta un problema che può trattarsi coi metodi
della Geometria Differenziale (vedi).

Come sul piano così anche per lo spazio sono
state considerate le trasformazioni midtiple (vedi

Gap. VI, § 5). Fra i lavori su ciò citeremo quello

di De Paolis {Mem. Lincei. 1885).



CAPITOLO X.

Le curve storte di vari ordini.

Le CUflVE SULLE SUPERFICIE DI 2." ORDINE.

Le curve sferiche.

Come abbiamo detto, nell'ultimo paragrafo del

Cap. IX, lo studio delle curve situate su di una
superficie di 2.^ ordine si può agevolmente fare

mediante la rappresentazione piana di tali super-

ficie. Proiettando da uu punto P della quadrica,

(che può essere anche uu punto all'influito) i punti

di questa su di un piano, p. es. sul piano tan-

gente alla quadrica nel secondo punto d' incontro

colla quadrica del diametro passante per P, si

ha una rappresentazione piana della quadrica, che

può chiamarsi, per analogia con quella della sfera,

proiezione "stereografica.

1 punti situati sulle due generatrici della qua-

drica passanti per Psi proiettano tutti in due me-
desimi punti all' infinito P^ P2 che si chiamano
punti fondamentali; la retta Pi P3 (che in questo
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caso è la retta all' infinito) si dice retta fonda-

mentale.

L'assieme di tutte le rette della quadrica si

proietta nei due fasci di raggi aventi i centri in

P, e P^.

Stabiliamo ora sulla quadrica un sistema di

coordinate.

Prendiamo per origine delle coordinate il punto

e per assi X, Y le due rette secondo cui

il piano tangente in taglia la quadrica. * Sia A
un punto di questa; per esso passeranno due ge-

neratrici, una del primo e una del secondo si-

stema, le quali audranno rispettivamente a tagliare

le generatrici fìsse X, e F, nei punti A^
(su OX) e ^2 (su F); le distanze \=0A^
e '/; = Al possono assumersi come coordinate del

punto A della quadrica. Tali coordinate soglionsi

chiamare iperholoidaU, e furono immaginate da
Plììcker (Creile, XXXIY).
È notevole il fatto che il punto situato nel piano

tangente X Y e avente per coordinate le medesime

; e v], è la proiezione da P del xjunto A della

quadrica.

Un'equazione di primo grado

fra le coordinate \ v], rappresenta sulla quadrica

una curva piana passante per il punto P.

Prendendo come assi di coordinate cartesiane

nello spazio gli assi X, Y, e un terzo asse

* Volendo eseguire queste costruzioni nel campo reale,

basterà supporre che la quadrica sia un iperboloide.
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Z qualunque, le coordinate cartesiane xy z di

un punto A della quadrica sono legate alle coor-

dinate iperholoidali \ r^ del medesimo punto A,

dalle relazioni

._ _ dz
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diametro), il tetraedro fondamentale delle coordi-

nate abbia per vertici i punti P, 0, Pi, P-i (dove

P] e P2 sono i due punti fondamentali nel piano

tangente alla quadrica in 0).

L'equazione della quadrica sarà della forma

Xi X2 — ^3 Xi=
se i piani .r^ =0, 00.2 = 0, x.^= 0, .r^ = sono ri-

spettivamente i piani P Pi^ POP)^ OP1P2,
PP.P^.
Indicando allora con l^ l^ \^^ le coordinate omo-

genee del punto (nel piano Pj P^) proiezione di

un punto della quadrica; sì hanno le formole

./ 1 . j;2 • -^3 • -^4 '1 ^3 • ^2 ^3 • •»! ^2 • ' 3-

OC ce
Le quantità —, —

- possono assumersi come coor-
x^ X2

dinate del punto sulla quadrica (Cayley, Op., Y,

70); esse corrispondono in fondo alle coordinate

iperboloidali di Plììcker.

Ogni curva piana sulla quadrica si proietta in

una conica la quale diventa cerchio se P è un
punto ciclico od ombelico della quadrica^ e è il

punto diametralmente opposto; tutte le coniche sif-

fatte sono fra loro simili e sono similmente di-

sposte; i loro assintoti sono paralleli ai due assi

OX, Y intersezioni del piano tangente in

colla quadrica.

Una curva di ordine n sulla quadrica, e che

non passi per P, si proietta in una curva piana
di ordine n.

Se la curva passa m volte per P, la proiezione

sarà di ordine n - m.
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Ogni curva di ordine n sulla quadrica, incontra

sempre k volte una qualunque generatrice di un si-

stema^ Jc volte un'altra qualunque generatrice del-

l'altro sistema^ in modo che k-\~k'=^n; la proie-

zione di tal curva passerà allora k volte per Pi e k'

volte per P2. I due numeri k, k' caratterizzano

la specie di curve sulla quadrica; tale specie si

suole perciò indicare col simbolo [k, k'].

Se uno dei numeri k, k' è zero, allora la curva

si scinde nell'assieme di n rette della quadrica.

Non considerando come sostanzialmente diverse

fra loro le due specie di curve [kh'] e W k]^

si ha:

Vi sono su di una quadrica ——— (se n è di-

spari) e - (se n è pari) diverse specie di curve

proprie di ordine n>

V intersezione completa della quadrica con una
superfìcie generale di ordine m è del tipo fm, m].

Per kk' -\- k-\- k' punti dati ad arbitrio sulla

quadrica si può far passare una e una sola curva

del tipo [k, k'].

Due curve dei tipi [kjc] e [ki, k\] si incon-

trano in k k\ + k' ky punti.

Una curva del tipo [k^ k'J dotata di 2 punti

doppi e X cuspidi, tocca

2k'{k -\)-2o-3/,

generatrici del primo sistema e

2k{k' — ì) — 2o — Sy,

generatrici del secondo sistema.
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Per le sìngolcarità e i numeri caratteristici delle

curve tracciate su di una quadrica Tedi • il § 4

del Gap. IX.

Sulla quadrica non esistono altre curve proprie

di 2.^ ordine che le sezioni piane, le gitali sono

del tipo [1, 1].

Non esistono altre curve proprie di 3.^ ordine

che quelle del tipo [1, 2] o, ciò che è lo stesso, [2, 1] ;

sono le cubiche storte.

Esistono due diverse famiglie di quartiche rap-

presentate rispett. da [2, 2] (quartiche di 1.^ spe-

cie) e [1,3] (quartiche di 2.^ specie).

La rappresentazione piana delle quadriche fu

ideata prima da ChA-Sles, come estensione della

proiezione stereografica della sfera {Ann. de Ger-

gonne, XY!!!, XIX; Apercu hist., p. 219(1837)).

Lo studio delle curve sulla quadrica fu fatto da

Plùckeh in due Memorie [Creile, XXXIY, 341-

360). Dello stesso argomento si occuparono Cay-
LEY in una breve nota {Phil. Magaz., XXIT, 1861;

Opere, Y, 70) e Chasles (Compi. Rend., 1861).

Si vegga anche Clebsch-Lindemann {Geom., II,

pag. 414 e seg.).

|. Casi particolari di queste ricerche sono quello

sulla proiezione stereografica della sfera, e sulle

curve sferiche, in particolare sulle cosiddette co-

niche sferiche. La proiezione stereografica della

sfera era conosciuta sin dai geometri greci; la

sua proprietà più importante è quella cosiddetta

della rappresentazione conforme, cioè Vangolo di

due curve sferiche è eguale alV angolo delle proie-

zioni piane delle medesime, ponendo, come sopra,
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il centro di proiezione in un punto P della sfera,

e il piano di proiezione parallelo al piano tangente
in P, in particolare, facendo che il piano di

proiezione sia il piano tangente nel punto dia-

metralmente opposto a P.

Questa proprietà sembra trovata da Hooke e

MoiVRE (v. HalleY, Phil. Trans. 1696
;
però qual-

cuno crede che fosse già conosciuta sin dal 1587
da Mercator (v. A. Breusing, Das Verebnen
der Kugeloherflciche etc. Leipzig, 1892); indi stu-

diata da Lambert, Eulero, Lagraxge, Gauss, ecc.

(vedi Chasles, Apercii hist. pag. 219 e 235).

Ogni sezione piana della sfera si 'proietta in un
cérchio.

La proiezione del polo del piano segante è il

centro del cerchio secondo cui si proietta la se-

zione piana {teorema di Chasles; v. Hachette,
Géom. à 3 dim. 1817).

Le coordinate sulla sfera e le coniche sferiche

(intersezioni della sfera con coni di 2.° ordine

furono studiate da Chasles (Mém. de Belgique^

YI), GfuDERMANN {Creile, VI), Mònius [Opere,

II), etc. Un' esposizione dettagliata della loro teo-

ria si può vedere in Hesse [Anal. Geom. des E.,

3.* ediz., pag. 51j e Salmon-Piebler [Id., I, 3.''

edizione, pag. 340 e seg.).

Una conica sferica ò una curva storta di 4.^ or-

dine e di 1.* specie (v. § 3); essa è l'intersezione

della sfera con un cono di 2.*^ grado avente il

vertice nel centro della sfera.

Per una conica sferica è costante il rapporto

anarmonico dei quattro raggi che congiungono

un punto variabile della curva con quattro punti
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fissi della curva stessa^ intendendo per rapporto

anarmonico dei 4 raggi (non situati in un piano)^

quello dei 4 piani che li proiettano dal centro

della sfera ;
proprietà analoga a quella delle coni-

che piane.

Per una conica sferica è costante il rapporto

fra il prodotto dei seni delle normali che da un
punto della sfera si possono condurre a due archi

di circoli massimi tangenti alla conica^ e il qua-

drato del seno della normale condotta all'arco di

circolo massimo passante per i due punti di contatto.

Conducendo per il centro della sfera i due piani

ciclici del cono di 2.*^ grado (che lo tagliano se-

condo cerchi), i circoli massimi corrispondenti sulla

sfera a tali piani si chiamano i circoli ciclici cor-

rispondenti alla conica sferica.

Se un circolo massimo taglia la conica sferica

in due punti P e Q, e i circoli ciclici in A e B^
è AP=BQ, e in particolare:

L'arco di circolo massimo^ tangente alla conica

e compreso fra i due circoli ciclici., è tagliato per
metà dal punto di contatto.

§ 2. — Le cubiche storte o gobbe.

Due quadriche ayenti di comune una retta, si

intersecano in una curva residua che è una cu-

bica gobba.

Riferendoci alle notazioni adoperate al § 4 del

Capitolo IX per i numeri caratteristici e le sin-

golarità delle curve storte, abbiamo i seguenti

Pascal. 23
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valori :

71 =3
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f)e due quadriche si segano in mia cubica, e

quindi anche in una retta, questa^ in ciascuna

delle due quadriche.^ appartiene a quel sistema le

cui generatrici sono tagliate in due punti dalla

cubica.

Per cinque punti dati ad arbitrio su di una
quadrica passano due cubiche giacenti sulla qua-

drica stessa (una per ciascuno dei due sistemi^ v.

sopra).

Per sei punti ad arbitrio dello spazio^ passa

sempre una cubica.

Per costruire questa cubica basterà condurre il

cono quadrico che ha per vertice uno dei sei punti,

e che passa per gli altri cinque, e poi ancora l'al-

tro cono quadrico che ha per vertice un'altro dei

sei punti, e che passa per gli altri cinque. I due

coni si intersegheranno nella retta congiungente

i due vertici, e in una cubica che sarà la cubica

richiesta.

Una cubica gobba è il luogo del punti comuni
alle terne di piani corrispondenti di tre fasci di

piani fra loro proiettivi.

La sviluppabile osculatrice di una cubica gobba
può considerarsi come V inviluppo dei piani pas-

santi per le terne di punti corrispondenti di tre

punteggiate proiettive.

Degenerazione della cubica gobba con un sol

puuto doppio apparente, è l'assieme di una conica

e di una retta situata così nello spazio che tagli

la conica in un sol punto.

(Proprietà varie delle cubiche.) I quattro piani

che passano per una corda variabile della cubica

e per ciascuno di quattro punti fissi della stessa^

hanno rapporto anarmonico costante.
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Quattro piani osculatori della curva sono ta-

gliati in quattro punti aventi rapporto anarmo-
nico costante, da una retta qualunque intersezione

di due piani osculatori.

In particolare:

I quattro piani che congiungono una tangente

alla curva con quattro punti della stessa^ hanno
rapporto anarmonico costante al variare della tan-

gente-

1 quattro punti in cui quattro j^i^^^ii osculatori

sono tagliati da una tangente variabile^ hanno
rapporto anarmoììico costante.

Dati sette punti 1, 2, ... 7, di una cubica^ i piani

712 e 745

723 e 756

734 e 761

si intersecano in tre rette di un piano, il quale

passa per una corda fissa della cubica^ se, restan-

do fissi i primi sei punti^ muta di posizione solo

il punto 7 (Cremona).
Date due cubiche passanti per i medesimi cin-

que punti., le corde della prima passanti per punti

della seconda^ incontrano tutte le corde della se-

conda passanti per punti della prima.

I piani osculatori di tre punti i, 5, 3 della cu-

bica si tagliano in un punto (4) del piano 123.
I punti di contatto dei tre piani osculatori con-

dotti alla cubica da un punto (4) stanno in uno
stesso piano col punto (4) (Chasles).

La retta intersezione di piani osculatori^ esi-
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stente nel piano 12 3^ è la polare armonica del

punto 4 rispetto al triangolo (1 2 3).
*

La corda della cubica passante pel punto 4 è

la retta polare armonica del piano 12 3 rispetto

al triedro dei tre piani osculatori. **

Quattro punti di una cubica formano un tetrae-

dro^ e un altro tetraedro è formato dai piani oscu-

latori nei quattro pmiti; ciascuno dei due tetrae-

dri è nello stesso tempo iscritto e circoscritto al-

l' altro (MòBius, Creile, III, 273).

Il teorema di Chasles fa vedere che per mezzo
di una cubica gobba, si stabilisce nello spazio una
corrispondenza speciale fra i punti e piani, in

modo che ad ogni punto corrisponde un piano
passante per esso, e ad ogni piano corrisponde un
punto in esso situato. Tale corrispondenza è una
dualità polare o involutoria, e propriamente una
di quelle chiamate polarità nulle (v. pag. 62 di

questo volume) o sistemi nulli (Nullsystem dei te-

deschi; V. MoBius, Statik, I, 151 e Creile, X, 317).

Il punto e il piano corrispondente si chiamano
polo e piallo polare.

La corda alla cubica, passante per un polo dato

P, e la retta situata nel piano polare di P, e in

cui si incontrano due piani osculatori della cu-

* La polare armonica s di un punto Sipolo armonico di

s) rispetto ad un triangolo è quella retta che taglia i lati

di un triangolo ABC in tre punti A' B'C tali che le cop-
pie di raggi SA, SA-, SB,SB'; SC^SC sieno in invo-
luzione (v. il teor. 7.i»o alla pag. 84 di questo volume).

** Ciascuno potrà facilmente estendere da sé al caso del

triedro, la definizione dì polare armonica contenuta nella

nota precedente.



358 X, 2. — Costruzioni di ciihicìie.

hica^ sono dtie rette corrispondenti nella polarità

nidla.

(Costruzioni varie.) I problemi di cui enuncie-

remo le soluzioni in questo paragrafo sono quelli

riguardanti la costruzione di una cubica gobba
date che sieno certe condizioni cui essa deve sod-

disfare.

1. Dati sei punti 1, 2, 3, 4, 5, 6, della cubica,

costruire la cubica stessa.

Si faccia passare per (12) un piano arbitrario

a, e si determinino le intersezioni:

K (345)] = a, [a, (456)] =:&

[(23), (561)]=.^, [(61), (234)] -Z>>

[a,(i^4)]-:C, [a,(^5)] = Z>

[(CD), a\ = E, [(CD\ h] = F',

il punto

appartiene alla cubica-

Ovvero anche :

Si determinino

[a, (45)] = ff

[\AG] = '^, \2BG\ = t

[ft,(34)] = ff, [T,(56)]= ir;

i tre piani

[6 1 HI a, [2 3 K]

si tagliano in un punto della cubica; si ha na-

turalmente il terzo jnmto della cubica esistente nel

piano a.
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2. Dati cinque punti 1, 2, 3, 4, 5, e una se-

cante (a) della cubica, costruire la cubica.

Per la secante (a) si faccia passare un piano ar-

bitrario a, il quale taglia i piatii

1123], [124], [134], [234]

in quattro rette che insieme con (a) determinano

una conica ad esse tangente; il piano a taglia

inoltre i piani

[123], [125], [135], [235]

in altre quattro rette che insigne ad (a) determi'

natio un'altra conica; le due coniche hanno per

tangenti comuni (a) e /"a, (1 2 3)]. Il punto d'in-'

contro delle altre due tangenti comuni è punto

della cubica.

3. Dati quattro punti e due secanti, costruire

la cubica. Questo problema o non ha soluzioni a

ne ha infinite.

4. Dati tre punti e tre secanti, costruire la

cubica.

Basterà considerare i tre fasci di piani che

hanno per assi le tre secanti^ e porre in corrispon-

denza proiettiva i piani dei tre fasci, considerando

come corrispondenti i piani che passano per cia-

scuno dei tre punti assegnati ; i punti della cu-

bica si determinano come intersezioni di tre altri

qualunque piani corrispondenti.

5. Dati 2 punti A^B^ e 4 secanti a, a\ ò, h\

costruire la cubica.

Si costruisca la retta che passa per A e incon-

tra le rette a, a' ; e la retta che passa per A e
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incontri 5, 1/ ; tali rette sieno e, e' ; indi si costrui-

scano similmente le rette d^ d' che passano per B
e incontrino a^ a' ovvero b, V . U intersezione dei

piani [e d] e [e' d'] sia l ; allora i due iperboloidi

[aa'l]; [bb'l]

si incontrano nella cubica richiesta.

6. Il problema: costruire la cubica passante

per un punto, e avente per secanti cinque rette

date, ammette anche sempre una soluzione.

7. Invece il problema : costruire la cubica

avente sei secanti date, ammette in generale sei

soluzioni.

Per queste costruzioni rimandiamo alle opere

sottocitate di Schhoter, Ceemona, Stuem.
(Varie specie di cubiche.) Nello stesso modo con

cui le coniche si distinguono in specie secondo la

realità o meno dei loro punti all' infinito, anche

per le cubiche storte possono stabilirsi analoghe

distinzioni. Propriamente :

1. Se il piano all'infinito taglia la cubica in

un sol punto reale., si ha la ellisse cubica.

2. Se il piano all' infinito contiene tre punti

reali della cubica, si ha la iperbole cubica.

3. Se in particolare di tali tre punti reali,

due sono coincidenti, si ha la iperbole cubica pa-

rabolica.

4. Se infine tali tre punti sono tutti coinci-

denti, cioè il piano all' infinito è piano osculatore,

si ha la parabola cubica.

Per una iperbole cubica passano tre cilindri

iperbolici reali di 2.^ grado.

Per una ellisse cubica passa un solo cilindro

reale di 2.*^ grado che è ellittico.
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Per un'iperbole cubica parabolica passano àue

cilindri reali di 2.^ grado^ di cui uno è iperbo-

lico e Valtro è parabolico.

Per una parabola cubica passa un solo cilindro

reale di 2.^ grado^ il quale è parabolico.

Chiamando assintoto la tangente reale (al finito)

in un punto all'infinito della curva, si ha:

La ellisse cubica ha un solo assintoto.
^

La iperbole cubica ha tre assintoti.

La iperbole cubicaparabolica ha un solo assintoto.

La parabola cubica non' ha alcun assintoto.

Le cubiche gobbe furono studiate per la prima

volta da Mòbius {Baryc. Calcul, 1827, pag. 120;

Creile^ X) e poi da Chasles (Apercu hist. Note
XXXIII; J. de Liouville^ II, 1854; Compi. Bend.
XLY). Indi se né occuparono Setdewitz (Arch.

V. Grunert, X), Hesse (Creile, XXVI), Scheoter
(Id., LYI), V. Staudt (Beitrage, III, 1860), Cre-
mona {Aìin, di mat. I, II, Y ; Creile, LYIII, LX,
LXIII; Nouv. Annales, etc, I, 2." serie), Sturm
{Creile, LXXIX, LXXX, LXXXYI), Mììller
(Math. Ami., I).

Per altre ricerche sulle cubiche storte, special-

mente per r applicazione ad esse della teoria de-

gli invarianti delle forme binarie, si vegga Bel-
TRAMi {Ist. Lomb., 1868), Sturm (cit.), Yoss {3Iath.

Ann., XIII), D'Ovidio (Acc. Torino, XXXII,
1879; Giorn. diBatt., XYII; Collect.math., 1881),

Pittarelli {Giorn. di Batt., XYII), Gerbaldi
{Mem. Torino, 1880).

Per trattazioni sulla teoria delle cubiche gobbe
citeremo Salmon-Fiedler {An. Geom. d. E., II),
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e più specialmente Scheoeter {Th. der Oherf.
2^'^' Ordii., etc. Leipzig, 1880),

§ 3. — Le quaetiche gobbe di ì^ specie.

Una quartica gobba di L* specie ò l'interse-

zione completa di due quadriche; su ciascuna di

queste, essa taglia in due pienti ogni generatrice

di un sistema, e in due punti ogni generatrice

deir altro (v. § 1).

Le caratteristiche per tale curva, supposto che

le due quadriche sieìio qualunque, sono le seguenti:

n =4
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p =0

V =0

6^=
w ==0

p =0

Se le due quadriche hanno in un j^itnto un con-

tatto stazionario y la quartica acquista una cuspide^

e .le sue caratteristiche diventano:

n =4:
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specie^ taglia la stessa in due punti la cui con-

giungente è la generatrice di una quadrìca su cui

sta tutta intera la guartica.

In tal fascio vi sono quattro piani tangenti alla

quartica.

Otto punti dati ad arbitrio nello spazio deter-

minano una quartica di 1.'^ specie.

Due quartiche di 1.^ specie situate sulla stessa

quadrica si incontrano in otto punti.

Tali otto punti sono quelli nei quali si incon-

trano tre quadriche ; dati sette di essi, V ultimo

può determinarsi con costruzioni lineari ; essi for-

mano un gruppo di otto punti associati; per essi

passalo infinite quartiche (v. p. es, Hesse, Creile,

XXVI; Reye, Id., C; Zeuthen, ic?., IO, Ada
math.^ XII, etc).

Per sei punti di un gruppo di 8 punti associati

si conduca la cubica gobba; la retta degli altri

due punti è ima corda della cubica ; e reciproca-

mente otto punti di una quartica aventi questa

proprietà, sono otto punti associati.

Per cinque punti di una quartica di 1.^ specie

si facciano passare tutte le quadriche possibili, le

quali tagliano ancora la quartica in tre punti. Il

piano di questi tre punti passa per un punto fisso

della quartica stessa.

Si abbiano su di una quartica, due gruppi di

otto punti associati, cioè in tutto 16 punti, e fra

questi se ite possano scegliere otto da formare un
nuovo gruppo di punti associati; allora anche i

rimanenti otto formeranno un gruppo di punti

associati.
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Si conducano tre piani che taglino la quartica

nei punti

A, B, C, A
^2 A ^2 D2

-^3 ^3 ^3 A;

z /9Ìa?zi A^ A2 As ; B^ B2 B^ ; Cj Og C3 ; A A A
tagliano ancora la quartica in quattro punti si-

tuati in un piano.

I quattro piani osculatori in quattro punti si-

tuati in un piano ^ tagliano la curva in quattro

punti di un piano (Rete).

Vi sono sulla quartica delle terne di punti
A^ A2 A^ dotate della proprietà che i tre piani

osculatori in essi^ si tagliano in un plinto S della

curva, per il quale passa poi anche il piano

Al A2 A^ . Il punto S si dice punto satellite della

terna.

Si abbia la quartica su di una quadrica; i tre

punti A AA ^^^ ^^^ ^^ generatrici di un mede-

simo sistema., passanti per A^ A2 A^ incontrano

ancora la quartica^ formano ancora una terna.

Sia un punto della quartica; i tre punti in

cui itre piani 0^i^2^ OA^A^^ OA^Ai incon-

trano ancora la quartica, formano ancora una
terna.

I tre punti in cui i tre piani passanti rispetti-

vamente per Ai,A2,A-^ e per una secante per

una tangente della quartica, incontrario ancora
la quartica, formano ancora una terna.

Per costruire una terna di punti, data la quar-

tica, si può procedere nel seguente modo: si as-
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suma un punto S della quartica come punto sa-

tellite; indi si proietti la quartica da S su di un
piano, in una curva di 3.° ordine; il piano pas-

sante per S e per una delle rette d' inflessione

della cubica piana , taglia la quartica nei tre punti

di una terna.

Abbiamo sopra detto che nel fascio di piani

che ha per asse una corda della quartica^ vi sono

quattro piani tangenti alla stessa; diremo che i

quattro punti di contatto formano una quaterna
DI PUNTI.

Il rapporto anarmonico di siffatti quattro piani

del fascio è costante al variare della corda che

è l'asse del fascio stesso^ o anche:

È costante il rapporto anarmonico dei quattro

punti in cui le tangenti nei quattro punti di

una quaterna tagliano la- corda ad essi corri-

spondente.

1 piani passanti per una corda della curva^ e

per ciascuno dei quattro punti di una quaterna^

tagliano la curva in quattro punti formanti a

loro volta una quaterna.

Le quattro facce del tetraedro avente per ver-

tici quattro punti di una quaterna^ tagliano la

. curva in quattro punti di un' altra quaterna^ i

quali non sono altro che i quattro punti nei quali

la curva è incontrata dai quattro piani osculatori

nei punti della prima quaterna.

Esistono sulla quartica 24 coppie di punti tali

che il piano osculatore in un punto della coppia

passa per V altro punto della coppia,, e reciproca-

mente.

È stata studiata la configurazione dei 16 punti
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di contatto colla quartica dei piani stazionari della

sviluppabile osculatrice, cioè dei 16 punti della

quartica in cui il piano osculatore ha un contatto

di 3.° ordine colla curva.

Tali 16 punti sono i punti di incontro della

curva colle quattro facce del tetraedro polare^ cioè

di quello avente per vertici i vertici dei quattro

coni passanti per la quartica.

Ogni piano che passa per tre di tali 16 punti^

passa ancora per un quarto di essi, il quale però

può essere coincidente con uno dei tre già consi-

derati. Si hanno così 116 piani.

1 16 punti si possono rappresentare coi simboli

(i, J) dove i^ /=^0, 1, 2, 3, e stanno in un piano

quei quattro punti per cui la somma dei primi in-

dici, e quella dei secondi indici sono separatamente
= (mod. 4).

Le coordinate di un punto della quartica gobba

di 1."^ specie si possono esprimere per fmizioni el-

littiche di un parametro; propriamente si può
porre

oo=-p{u), y=p'(u), z= p"'u)

dove pè la nota funzione ellittica di Weiersthass
(v. Reperì., I, Gap. XYI, § 4). Quattro punti in

un piano sono allora quelli pei quali la somma
dei quattro argomenti è ^ (mod. 2 m, 2 to').

Da questo punto di vista la quartica gobba di
1.''^ specie si trova studiata in Haenack, Matli.

Ann., XII ; Lanqe, Diss , Dresden, 1882, e Schio-

mllch's Zeits., XXVIII; v. anche Halphen, Fonct.

elllpt., II, pag. 449 e seg.

Le quartiche gobbe di l."" specie si trovano stu-
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diate in Chasles (Compi. Bend.^ LII, LIV}, Reye
{Ann. di niat.^ II), Gegenbauer (Wien. Berich.^

XCIII\ Ameseder [Id., XXXYII;, oltre che nelle

altre opere sopra citate. Un trattato su tali curve è

quello di Schroeter (Grundzilge einer reiìi-geo-

metrischen Theorie der lìaumcurven 4.^^^' Ord.

F^^ Species. Leipzig, 1890) dove possono trovarsi

moltissime altre indicazioni.

A tale specie di quarticlie appartengono le co-

niche sferiche di cui abbiamo trattato nel § 1.

§ 4. — QUAETICHE GOBBE DI 2.* SPECIE.

La quartica gobba di 2.* specie è definita come
quella quartica per la quale passa una sola qua-

drica.

In generale se una quadrica e una cubica han-

no in comune una curva piana di 2.** ordine (due

rette in un piano, o una conica) la intersezione

residua è una quartica di 1.* specie; quindi la

quartica di 2.* specie è l'intersezione residua di

una quadrica e di una superficie cubica le quali

hanno in comune due rette sghembe.

Si ha anche una quartica di 2." specie, se la

quadrica e la cubica hanno in comune una retta

unica la quale sia doppia per la superficie cubica.

Alla superficie cubica generale può sostituirsi

una rigata gobba; cioè:

Ogni quartica di 2.^ specie può considerarsi co-

me V intersezione di una quadrica e di una super-

ficie cubica gobba, la quale ha per direttrice dop-

pia una corda della curva (Ceemona).

Ogni quartica di 2.°" specie può considerarsi co-

me il luogo dei punti comuni ai piani corrispon^
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denti di tre fasci proiettivi^ il primo semplice, il

secondo doppio involutorio^ e il terzo omografico

al secondo (Ciiemona).

La proiezione piana della guartica di 2/' spe-

cie^ è in generale una curva di 4.^ ordine, dì 6^
classe^ con tre punti doppi, quattro tangenti dop-

pie^ e 6 flessi.

Se il centro di proiezione è situato sidla curva

si ha ima curva di 3.° ordine e 4.^ classe.

Per la quartica di 2^ specie passano 4 coni di

ó\^ ordine e 5.* classe.

1 numeri caratteristici per la quartica di 2.^

specie sono:

n =4
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Questa curva può in particolare avere una o

due tangenti stazionarie (v = 1, 2\ ciò che invece

non può verificarsi per la quartica di 1.* specie.

I mimeri caratteristici per questi casi partico-

lari sono:

n =4
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riare della trisecante. Esso può perciò chiamarsi

U rapporto anarmonico dei quattro punti della

quartica.

Su di una quadrica si possono descrivere due

sistemi di quartiche di 2.* specie, secondochè que-

ste incontrano in un punto le generatrici di un si-

stema (1.° sistema) e in tre punti le generatrici

dell'altro sistema (2.« sistema), ovvero viceversa.

Due quartiche appartenenti a sistemi diversi si

incontrano in 10 punti^ e due quartiche dello stesso

sistema si incontrano in 6 punti.

Una quartica di 1.^ specie e una di 2."^ specie

tracciate sulla stessa quadrica^ si incontrano in 8

punti.

Una curva cubica gobba e una quartica di 2.^

specie, tracciate sulla stessa quadrica^ le quali in-

contrano ciascuna in un sol punto una stessa ge-

neratrice di questa^ si segano in cinque punti.

Se invece la cubica incontra in due punti, e la

quartica in un sol punto la medesima generatrice,

le due curve hanno in comune sette punti.

Per otto punti arbitrari dello spazio passano

quattro quartiche di 2.^ specie.

Per sette punti su di una quadrica, si possono

descrivere due quartiche di 2.^ specie situate sulla

quadrica stessa.

Da un punto P della curva possono condursi

tre piani osculatori alla medesima ; i tre punti di

contatto di questi, stanno in un piano che passa

per P, e che è il piano polare armonico della tri-

secante passante per P rispetto al triedro dei tre

piani osculatori (per la definizione di piano po-

lare armonico ci riferiamo a quanto si è detto in

nota al § 2 di questo stesso capitolo).
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Variando il punto M, il piano dei tre punti di

contatto inviluppa un cono quadrico (Ceemona).

Si chiamano corde principali della curva quelle

per le quali passano due piani osculatori alla curva

i cui punti contatto sieno i punti nei quali le corde

incontrano la curva (Beetini).

Esistono tre corde principali; esse passano per

uno stesso punto.

Per un punto dello spazio passano tre corde

della curva (perchè h=^S); ora se per il mede-

simo punto conduciamo i sei piani passanti per

le tangenti alla curva nei sei punti d'intersezione

colle corde, abbiamo:

Tali sei piani toccano un medesimo cono qua-

drico.

Si ha poi ancora:

I sei piani osculatori condotti da un punto alla

curva toccano uno stesso cono quadrico.

Le otto rette condotte da un punto dello spazio

ai punti di contatto dei quattro piani hitangenti

condotti per tale punto, sono generatrici di un cono

quadrico.

I piani osculatori della curva sono tangenti ad

una quadrica, i cui piani tangenti tagliano la

curva secondo quattro punti formanti un gruppo

equianarmonico. Quella quadrica è iscritta nella

sviluppabile osculatrice della curva (Cremona).

I piani che tagliano la quartica in quattro punti

forinanti un gruppo armonico., inviluppano una
superficie di Steiner (di i.^ ordine e 3." classe)

iscritta stella sviluppabile osculatrice della quar-

tica (Cremona).
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Consideriamo il fascio di piani che ha per asse

una retta che taglia in due punti la quartica ; il

i
luogo della retta che congiunge gli altri due punti

di incontro di ciascun piano colla quartica^ è una
superficie cubica gohha^ la cui direttrice doppia e

V asse del fascio di piani.

Dalle tabelle al principio di questo § risulta

che la curva di cui stiamo trattando ha quattro

piani osculatori stazionari (oc = 4) ; ora si ha :

Le quattro tangenti nei quattro punti stazionari

(chiameremo punti stazionari i punti di contatto

dei piani stazionari) sono situate sul medesimo

iperboloide.

Tali quattro punti stazionari appartengono alla

curva nodale (del 6.^ ordine) della sviluppabile

osculatrice (v. Gap. IX, § 1); in essi i piani sta-

zionari sono anche piani osculatori per la curva

nodale.

La curva nodale ha anche quattro punti stazio-

nari^ e non ha altri punti multipli; essa è l'in-

tersezione di una superficie di 2.° ordine, e di una
di 5.^ ordine, le quali hanno un contatto stazio-

nario in quattro punti.

La quartica di 2.^ specie incontra la corrispon-

dente curva nodale in otto punti, di cui quattro

sono punti stazionari per la quartica, e gli altri

qucdtro sono punti stazionari per la curva nodale.

L'esistenza delle quartiche di 2.'' specie fu no-

tata da Salmon e Cayley {Camb. Math. Journ.

Y, 1850), e indi da Steiner {FUlchen 5'^" Gra-
des, Creile, LUI, 1857).
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Il primo lavoro importante sull' argomento fu

queljo di Cremona {Acc. Bologna, 1861, ovvero

Ann. di TortoUni, TV) ; indi si successero molti

lavori di Weye {Math. Ann. lY; Wien. Berich.

1871-75-76-78), il lavoro di Bertini (Ist. Lomh.

1872), quello di Armenante {Giorn. di maf. XI,

XII), e molti altri.

Per la quartica di 2.^ specie Studt ha trovato

che, dato un punto dello spazio, resta determinata

sulla curva un'involuzione di 4.*^ ordine e di 1.*

specie {Leipz. Berichte^ 1886); un caso particolare

di tale involuzione era stato già notato da Ber-
tini (cit.J. Tale involuzione supplisce in certo

modo alla mancanza di quell' altra esistente su

tutte le curve gobbe razionali di ordine n > 4

(V. §6)._
La cosiddetta teoria delle oscidanti è connessa

colla teoria di tali involuzioni, (v. Jolles, Th. der

Osculanten., Aachen, 1886; Stahl {Creile, CI, CIY).

Per più particolari notizie bibliografiche e sto-

riche si vegga la prefazione di un recente lavoro

di Berzolari sul medesimo argomento {Ann. di

mal. XX) il quale ha dimostrato che la precedente

involuzione non è altro che la apolare di quella

che si ottiene tagliando la curva con piani passanti

pel punto dato.

Per i casi particolari sopra accennati (pag. 370),

in cui la curva possiede delle tangenti stazionarie,

V. Cremona {Re?id. Ist. Lomh. 1868), Appell
{Compt. Rend. 1876), ecc.
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§ 5. — Le cueve storte di 5.^, 6.^, ecc. cedine.

(Curve di 5.^ ordine.) Come abbiamo detto (v.

Gap. IX, § 3) vi sono tre famiglie di curve storte

di 5." ordine, una con 4 punti doppi apparenti e

di genere massimo 2, l'altra con 5 punti doppi ap-

parenti e di genere massimo 1, e F altra con 6

punti doppi apparenti e di genere zero. Si intende

naturalmente che le curve non abbiano singolarità

effettive, cioè punti doppi effettivi, cuspidi, ecc.

Indichiamo queste curve rispettivamente con

E^, B\, Bo,.

Per ogni curva storta di quinf ordine^ passano

infinite superficie cubiche.

I numeri caratteristici per la R^^ sono :

r =12 a; =48
m= 2ì 2/ ==32

h=:4: a =32.
^=156

Gli altri numeri caratteristici sono zero.

Da ogni punto della curva B^^ parte una sola

trisecante della curva stessa.

Questa curva è r intersezione parziale di una
quadrica e di una cubica^ le quali hanno in co-

mune una retta, che è una trisecante della curva.

II luogo delle trisecanti della curva è la qua-

drica su cui sta la curva.

Esistono otto punti in cui la tangente alla curva

taglia ancora la curva stessa. (X= 8 ; v. Gap. IX,

§4.)
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Vi sono 96 punti d' incontro di tre tangenti

non infinitamente vicine (puntk tripli della curva

nodale della sviluppabile).

Vi sono 72 piani oscillatori e tangenti altrove,

alla curva data»

La curva li^:, non ha alcuna qiiadrisecante.

La curva lì^r^ può generarsi mediante tre fasci

proiettivi^ uno, di superficie di 2.^ ordine, e gli

altri due, di piani; la quadrica passante per R^r,

è quella determinata dalle intersezioni dei piani

corrispondenti dei due fasci di piani.

La li^r^ può anche definirsi come la intersezione

parziale di due superficie cubiche, le quali abbiano

in comune ancora una quartica gobba di 1.^ spe-

cie. Questa incontra allora otto volte la E^.,.

I numeri caratteristici per la EK, sono:

r =10
ni =. 15

A = 5

.7 --70

ic =30
2/ =20
a =:20.

Questa curva può considerarsi come la interse-

zione parziale di due superficie cubiche, le quali

si iìicontrano ancora in una quartica di 2.''^ specie.

Da ogni punto della curva si possono condurre

ad essa due trisecanti.
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Vi sono 10 tangenti della curva le quali ta-

gliano ancora altrove^ la curva stessa.

Vi sono 30 piani osculatori e tangenti altrove

alla curva data.

Vi sono 40 punti d'incontro di tre tangenti non
infinitamente vicine della curva data.

Il luogo delle trisecanti della R^^ è una rigata

di 5.^ orchite.

La R\ non ha alcuna quadrisecante.

I numeri caratteristici per la R^r^ sono:

r = 8

m = 9

h ^(y

^ -20

y = 12

a ==8.

Per ogni pìinto della curva passano tre trise-

canti.

Vi sono 12 inette tmigenti e secanti altrove la

curva.

Vi sono 12 piani osculatori e tangenti altrove

alla curva.

Vi sono 8 punti in cui si incontrano tre fan-

genti non infinitamente vicine della curva.

Di curve R^^ ve ne sono di due specie caratteriz-

zate da ciò che una contiene una sola retta qua-
drisecante^ e V altra ne contiene infinite formanti
una quadrica.
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Una JS^5 della prima specie si può generare
come luogo del punto comune ai piani corrispon-

denti di tre fasci proiettivi^ due doppi involutori,

il terzo semplice.

Una J?% della seconda specie si può generare
come luogo del punto comune ai piani corrispon-

denti di tre fasci proiettivi^ due semplici, il terzo

triplo involutorio.

La i?^5 della prima specie è V intersezione par-
ziale di due superficie cubiche aventi ancora in

comune una cubica gobba e una retta che non la

tagli; ovvero anche r intersezione parziale di due
superficie cubiche rigate aventi di comune una
retta doppia., e due altre rette^ di cui una tagli

la prima e l'altra no.

La R^5 della seconda specie è V intersezione

parziale di una quadrica e di una rigata di 4.°

ordine avente per retta tripla mia quadrisecante

di R\.
Le trisecanti di una i2°5 della prima specie for-

mano una rigata di 8.° ordine, per la quale la

li^^ è tripla e la sua quadrisecante è retta qua-

drupla.

Dal punto di vista della classificazione delle

curve storte, la seconda i^% non deve conside-

rarsi come rappresentante una famiglia distinta

rispetto alla prima ii^^s, ma un caso particolare

di essa (v. su ciò Halphen, J. Ecole polyt.^ LII,

pag. 12).

Le curve di quint' ordine furono considerate pri-

ma, da Catley {Compt. Bend., LIY, LYIII, 1862,

1864; Opere, V, 15, 24); indi da Sturm {Flach.
3^^'' Ord. Leipzig, 1867) studiando le curve situate
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sulla superficie cubica; poi se ne occuparono (in

quanto alla R^^) Bertini {Collect. matìi.^ 1881),

Berzolari {Lincei, Meni., 1893), e, in quanto

alla R\, AVeyr {Wiener Berichte, 1884-85-88) e

MoNTESANO (Acc. NapoU, 1888).

(Curve di 6."^ ordine.) Di curve storte di 6.*^

ordine ve ne sono cinque famiglie, caratterizzate

dal numero dei punti doppi apparenti (v. Gap. IX,

§ 3). Per ogmtìia di esse passa sempre una cubica.

Fra esse la più importante è quella di genere 4,

intersezione completa di una guadrica e di una
cubica. Questa curva è specialmente importante

nella teoria delle funzioni abeliane di genere 4,

perchè per tale teoria essa fa lo stesso ufficio, che

la quartica piana per le funzioni abeliane di ge-

nere 3.

I numeri caratteristici per questa curva sono:

r =18

m==36

/i =6
^=531
X =126

y=m
a =60.

Per un suo punto passano due irisecanti (le

due rette della guadrica su cui essa è situata).

II numero delle rette tangenti e secanti altrove

è 24.
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Il numero del piani osculatori e tangenti al-

trove è 324.

La sviluppabile oscidatrice ha 480 punti tripli.

La curva possiede 120 piani tritaìigenti, e non
può naturalmente possedere alcuna quadrisecante.

Si è cominciato a studiare la configurazione dei

120 piani tritangenti della sestica storta, e dei 360

punti di contatto corrispondenti. Tale configura-

zione ò da considerarsi come un'estensione per il

genere ^ = 4, di ciò che è per il genere /? = 3 la

configurazione delle 28 tangenti doppie della quar-

tica piana.

I 360 punti di contatto della sestica coi suoi

piani tritangenti, stanno a 12 a 12 sopra 32130

guadriche.

Tali quadricìie si possono riunire a coppie ed

esistono otto specie distinte di tali coppie; una
coppia di 1.^ specie è caratterizzata dalla pro-

prietà che esistono 4 altre delle quadriche che in-

contrano in 6 + 6 punti (sulla sestica) ciascuna

delle due date, ed esistono inoltre 16 altre quadri-

che che incontrano in 6 punti (sulla sestica) una
delle due della coppia^ e solo in tre punti l'altra^

non esistendo poi quadriche aventi la proprietà

opposta; come si vede^ questa coppia possiede dun-

que nna certa dissimmetria.

Ci basti d'aver dato questi cenni; per altri par-

ticolari si vegga Pascal (Lincei^ 1893).

Se si conoscono due radici dell' equazione da

cui dipende la determinazione dei 120 piani tri-

tangenti della sestica storta, le altre 118 si scin-

dono in 54 + 64 e V equazione delle 64 ha per

risolvente quella delle 54 la quale a sua volta si
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scinde in 27 fattori quadratici dopo la risoluzione

di wì^ equazione di 27'*^^ grado la quale non ha
risolventi di grado inferiore.

Se se ne conoscofio tre^ il problema dipende ancora
da un' equazione di 27J^^^ grado non avente risol-

venti di grado inferiore. Questo teorema è ana-

logo a quello relativo alle 28 tangenti doppie della

quartica piana o alle 27 rette della superjRcie cu-

bica (v. Pascal, Lincei, 1.° sem. 1893, pag. 120.)

Delle sestiche storte si occuparono Clebsch
Creile, LXIII), Baule (Diss. Gottingen, 1872),

Weyr (Compi. Eend.^ LXXYI), Noether {Creile^

xeni), London {Math. Ann., XLY), Petot
[Compt. Rend., CU), ecc.

Per le curve di 7.° ordine citeremo un lavoro

di AVeyr (Wien. Berichte, LXIX), e della curva

di 9.*^ ordine intersezione completa di due super-

ficie cubiche (cioè curva base di un fascio di su-

perfìcie cubiche) riferiremo qui i numeri caratte-

ristici.

Essi sono:

r = 36

m = 81

A == 18

g = 3006

X ^ 576

2/ =^504 ^

a =144, p — lO.

Per ogni punto della curva passano 11 trise-

canti.
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. Vi sono 144 rette tangenti e secanti altrove, e

2160 piani osculatori e tangenti altrove.

Vi sono 3360 piani tritangenti.

Per tutte le varie degenerazioni della curva in-

tersezione di due superficie cubiche vedi Sturm
{Flcich. 3t'^>- Orci Leipzig, 1867).

§ 6. — Le curve storte razionali.

Le curve di genere zero si dicono razionali, o

anche tinicursaU. Sono state stabilite delle loro

proprietà generali. Eccone alcune fra le più ele-

mentari, riferentisi specialmente ai loro numeri

caratteristici. Si suppone naturalmente che la curva

sia priva di punti singolari.

La sviluppabile osculatrice cV una curva gobba

razionale d'ordine n^ è d'ordine 2 in — 1).

Vi sono {n — 1)^ ^^ette appoggiate a due rette

arbitrarie e bisecanti della curva.

Tina retta mobile appoggiata ad una retta fissa

e bisecante della curva^ descrive una superficie

gobba d'ordine {n — ìY di cui la retta fissa è mul-

,. , ,, j. [n — l){n— 2) ^ , >

ttpla a ordine ^
, e la curva data e

multipla d'ordine n — 1, e avente 2 (n— 1) (w — 2)

punii cuspidali situati sulla curva razionale.

La curva razionale ha evidentemente

(ìi~-_r){n--^

2

punti doppi apparenti.
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(^ — 2)(w-3) , .

Per ogni suo punto passano ^ tri-

secanti.

T/. (n-2)(n-3)M^-4) ,. .
Vi sono -— ^— quadrisecanti.

La superficie gobba formata dalle trisecanti è

di ordine

{n—ì)in — 2)(n-S)

La classe della curva è 3 {n — 2).

Per un punto della curva passano 3 {n— 3) piani

osculatori altrove.

Per ogni punto dello spazio passano

2 {n - 2) (w — 3)

piani bitangenti.

Per ogni punto della curva passano

2 {n - 3) {n - 4)

piani bitangenti altrove.

Ciascuna tangente è incontrata da 2 (n — 3) al-

tre tangenti.

La curva ha 4 (l^ — 3) piani stazionari.

Vi sono Q(n — 3) (n - 4) piani osculatori e tan-

genti altrove.

Vi sono 2(n — 2) (n— 3) rette tangenti e se-

canti altrove.

^ , 4(n-3)(n -4)(n-5) . . ,

.

La curva ha —— piani bi-
o

tangenti.



384 X^ (k — Curve storte razionali.

Una proprietà importante delle curve razionali

ò quella relativa alla cosiddetta involuzione fon-

damentale esistente sulla curva.

Le coordinate x^ X2 x^ x^ di un punto della curva
si possono esprimere in funzione razionale di un
parametro X mediante le relazioni

n
Xi = a

X2 - b^

n

n
X^ ^ d^

n n
. .

(dove con a. , è, , . . . si intendono, in notazione

simbolica, forme binarie di grado n). Si costrui-

scano le n — 3 forme di grado n^ apolari (vedi

Gap. II) con ciascuna delle quattro date, e quindi

con una qualunque del sistema lineare individuato

da quelle quattro.

Il sistema lineare individuato dalle n — 3 forme

così costruite rappresenterà una involuzione (v.

Cap. II) di gruppi di n punti sulla curva data;

si ha dunque:

Sulla curva razionale data esiste una involu-

zione di ordine n e di specie n — 4, i cui gruppi

di n punti ^ sono apolari con tutti i grup^n di 7i

punti tagliati sulla curva da un piano qualunque
dello spazio.

Questa involuzione ò stata chiamata da Stahl,

fondamentale.
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Quando n -= 4, allora l' involuzione evidente-

mente si riduce ad un gruppo solo di 4 punti.

Per la quartica storta di 2.* specie (razionale)

tal gruppo di quattro punti è quello dei quattro

punti di contatto dei piani osculatori stazionari

(v. § 4). Però in tal caso intervengono altre in-

voluzioni trovate in generale da Study, come ab-

biamo accennato nel § 4.

Per lo studio della involìizione fondamentale

sulle curve razionali si vegga specialmente Stahl
{Creile, CIY; j¥ath. Ann., XL). Altri lavori sulle

curve razionali sono quelli di Weyr {Giorn. di

Bau. IX; Ann. di mat., lY; Creile, LXXTV; Ist.

Lomh., 1882; Prag. Berichte, 1883, etc), Korn-
DORFER (Math. Ann., Ili), Brill (M, XXXYI),
etc. Berzolari (Ann. di mat., XXI) estende al-

cune delle considerazioni precedenti alle curve ra-

zionali in uno spazio ad un numero qualunque di

dimensioni.

Pascal. 25



CAPITOLO XI.

Le superficie di d."" ordine.

§1. — Generalità. Le superficie a punti doppi.

Generazioni geometriche.

Lfi superficie generale di 3.^ ordine è di 12."-

classe; Vordine del cono ad essa circoscritto e col

vertice in un punto qualunque dello spazio^ è 6;

le generatrici di regresso di tal cono sono 6 e

non vi sono generatrici doppie. Uordine della

curva parabolica è il 12.^

L'equazione generale della superficie generale di

3.° ordine contiene 19 coefficienti non omogenei.

Su di una superficie cubica generale vi sono

27 rette.

Se ima superficie di 3.^ ordine ha una linea

doppia, questa non può essere che una retta sola;

in tal caso però la superficie cubica è una rigata.

Per una siffatta superficie cubica., vi sono sulla

retta doppia due punti uniplanari (v. Gap. IX,

8 4) r gli altri ^ono hiplanari.
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Una superficie cubica può avere al massimo

quattro punti doppi.

Non esistono superficie sviluppabili phoprie di

3.^ ordine^ ma solo superficie impkoprie, come i

coni e i cilindri di 3.° ordine.

Ecco una tabella delle varie specie di superfìcie

cubiche a punti singolari, e di rigate cubiche (di

queste ultime ve ne sono solo due specie).

Questa classificazione fu fatta in modo completo

da Cayley {Phil Trans., 1869); i casi (5) (7) (11)

(15) (20) erano già stati considerati da Schlaefli
{Phil. Trans.

.^
1863). Le rigate cubiche erano già

state studiate da Cremona (Istit. Lombardo, 1861;

Creile, LX); si vegga anche un lavoro di Em.
Weyr, Geom. der rduml. Erzeugnisse. Leipzig,

1870)

*

* Nelle seguenti tabelle rappresenteremo coi simboli
1^(1), w(2), . . . MI), vi-) . . . funzioni omogenee di gradi 1, 2, . . .

in Xy x^ x^.
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.. .



XI, 1. — Varie specie di superf. cubiche. 389
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Classe

i

Equazione

della

superficie

t
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Equazione

della

superficie
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5^
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Equazione

della

superficie

i
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\
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