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RÉFLEXIONS

3IÉTAPHYSIQUE

CALCUL INFINITESIMAL.

Je cherche à savoir en quoi consiste le véritable esprit

du Calcul infinitésimal; les réflexions que je propose à

ce sujet sont distribuées en trois Chapitres : dans le

premier j'expose les principes généraux de l'Analyse infi-

nitésimale ; dans le second j'examine comment cette

analyse a été réduite en algorithme par l'invention des

Calculs diflerentielet intégral; dans le troisième je com-

pare cette analyse aux autres méthodes qui peuvent

la suppléer, telles que la méthode d'exhaustion, celle

des indéterminées et indivisibles, celle des indétermi-

nées, etc.





CHAPITRE PREMIER.

PRINCIPES GÉNÉRAUX DE L'ANALYSE INFINITÉSIMALE.

1. Il n'est aucune découverte qui ait produit dans les

Sciences mathématiques une révolution aussi heureuse et

aussi prompte que celle de l'Analyse infinitésimale ; au-

cune n'a fourni des moyens plus simples ni plus efficaces

pour pénétrer dans la connaissance des lois de la nature-

En décomposant, pour ainsi dire, les corps jusque dans

leurs éléments, elle semble en avoir indiqué la structure

intérieure et l'organisation; mais, comme toutce qui est

extrême échappe aux sens et à l'imagination, on n'a ja-

mais pu se former qu'une idée imparfaite de ces élé-

ments, espèces d'êtres singuliers, qui tantôt jouent le rôle

de véritables quantités, tantôt doivent être traités comme
absolument nuls et semblent, par leurs propriétés équi-

voques, tenir le milieu entre la grandeur et le zéro,

entre l'existence et le néant ['].

(') Je parle ici conformément aux idées vagues qu'on se fait commu-
nément des quantités dites injinitésimales, lorsqu'on n'a pas pris la

peine d'en examiner la nature; mais, dans le vrai, rien n'est plus

simple que l'exacte notion de ces sortes de quantités. Qu'est-ce, en effet,

qu'une quantité dite infiniment petite on Mathématiques? Rien autre

chose qu'««e quantité que l'on peut rendre aussi petite qu'on le veut,

sans qu'on soit oblige pour cela de faire varier celles dont on cherche

la relation.

Quelles sont dans une courbe, par exemple, les quantités dont on

veut obtenir la relation? Ce sont, indépendamment des paramèlres, les

coordonnées, les normales, sous-tangentes, rayons de courbure, etc. Eh
bien, les dx et dy sont des quantités infiniment petites, non parce qu'on
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Heureusement celle difficulté n'a pas nui au progrès

de la découverte : il est certaines idées primitives qui

laissent toujours quelque nuage dans l'esprit, mais dont

les premières conséquences, une fois tirées, ouvrent un

les regarde en effet comme très petites, ce qui est fort indifférent, mais

parce qu'on les considère comme pouvant devenir encore plus petites,

quelque petites qu'on les ait supposées d'abord, sans qu'on soit obligé

de rien changer à la valeur des autres quantités dont nous venons de

parler, et qui sont celles dont on cherche la relation.

Or il suit de cette seule définition que toute quantité infiniment pe-

tite peut se négliger dans le cours du calcul, vis-à-vis de ces mêmes
quantités dont on cherche la relation, sans que le résultat du calcul

puisse en aucune manière s'en trouver affecté.

En effet, en négligeant, par exemple, dans le cours du calcul dx ou

tf)', par comparaison à l'une quelconque des quantités dont on cherche

la relation, comme x owy, l'erreur que l'on commet est aussi petite

qu'on le veut, puisqu'on est toujours maître de rendre dx et dy aussi

petites qu'on le veut. Donc, si le résultat demeurait affecté de cette

erreur, on pourrait y atténuer cette même erreur autant qu'on le vou-

drait en diminuant de plus en plus les valeurs de dx et dj ; donc ce ré-

sultat contiendrait nécessairement ifa: ou dj, ou quelques-unes de leurs

fonctions, ce qui n'est pas, comme on le sait, et ce qui ne saurait être,

puisque ces quantités ne font point partie de celles dont on veut obtenir

la relation : elles n'entrent dans le calcul que comme auxiliaires, et ce

calcul n'est regardé comme fini que du moment où ces auxiliaires en

sont toutes éliminées. C'est donc dans cette double propriété, i°de pou-

voir toujours être rendues aussi petites qu'on le veut, a" de pouvoir

l'être sans qu'on soit obligé de changer en même temps la valeur des

quantités dont on veut trouver la relation, que consiste le véritable ca-

ractère des quantités infiniment petites. C'est faute d'avoir fait atten-

tion à la seconde de ces propriétés qu'on a laissé si longtemps sans ré-

ponse directe et satisfaisante les objections captieuses qui ont été si

souvent renouvelées contre l'exactitude de la méthode leibnitzienne, car

ce n'est pas répondre directement que de se borner à faire voir dans

chaque cas particulier la conformité des résultats de cette méthode avec

ceux des autres méthodes rigoureuses, telles que celle d'exhaustion,

celle des limites, ou l'Algèbre ordinaire : c'est éluder la difficulté et

rejeter, pour ainsi dire, parmi les méthodes secondaires celle qui doit

tenir le premier rang, autant par la rigueur même de sa doctrine, qui

sous ce rapport ne le cède à aucune autre, que par la simplicité de sa

marche, par où elle l'emporte incontestablement sur tous les autres pro-

cédés connus jusqu'à ce jour.
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clianip vaste et facile à parcourir. Telle a paru celle de

l'infini, et plusieurs géomètres en ont fait le plus heu-

reux usage, qui n'en avaient peut-être point approfondi

la notion; cependant les philosophes n'ont pu se con-

tenter d'une idée si vague : ils ont voulu remonter aux

principes, mais ils se sont trouvés eux-mêmes di-

visés dans leurs opinions, ou plutôt dans leur manière

d'envisager les objets. Mon but dans cet écrit est de

rapprocher ces différents points de vue, d'en montrer

les rapports et d'en proposer de nouveaux.

2. La difficulté qu'on rencontre souvent à exprimer

exactement par des équations les différentes conditions

d'un problème et à résoudre ces équations a pu faire

naître les premières idées du Calcul infinitésimal. Lors-

qu'il est trop difficile, en effet, de trouver la solution

exacte d'une question, il est naturel de chercher au

moins à en approcher le plus qu'il est possible, en né-

gligeant les quantités qui embarrassent les combinai-

sons, si l'on prévoit que ces quantités négligées ne peu-

vent, à cause de leur peu de valeur, produire qu'une

erreur légère dans le résultat du calcul. C'est ainsi, par

exemple, que, ne pouvant découvrir qu'avec peine les

propriétés des courbes, on aura imaginé de les regarder

comme des polygones d'un grand nombre de côtés. En
effet, si l'on conçoit, par exemple, un polygone régulier

inscrit dans un cercle, il est visible que ces deux figures,

quoique toujours différentes et ne pouvant jamais de-

venir identiques, se ressemblent cependant de plus en

plus à mesure que le nombre des côtés du polygone aug-

mente, que leurs périmètres, leurs surfaces, les solides

formés parleurs révolutions autour d'un axe donné, les

lignes analogues menées au dedans ou au dehors de ces

figures, les angles formés par ces lignes, etc., sont, sinon
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respectivement égaux, au moins d'autant plus appro-

chants de l'égalité, que ce nombre de côtés de^ient plus

grand, d'où il suit que, en supposant ce nombre de côtés

très g^rand en effet, on pourra sans erreur sensible at-

tribuer au cercle circonscrit les propriétés qu'on aura

trouvées appartenir au polygone inscrit.

En outre, chacun des côtés de ce polygone diminue

éxàdemment de grandeur à mesure que le nombre de

ces côtés augmente, et, par conséquent, si l'on suppose

que le polygone soit réellement composé d'un très grand

nombi'e de côtés, on pourra dire aussi que chacun d'eux

est réellement très petit.

Cela posé, s'il se trouvait par hasard dans le cours d'un

calcul une circonstance particulière où l'on pût simpli-

fier beaucoup les opérations, en négligeant, par exemple,

un de cespetitscôtésparcomparaisonà une lignedonnée,

telle que le rayon, c'est-à-dire employant dans le calcul

cette ligne donnée au lieu d'une quantité qui serait

égale à la somme faite de cette ligne et du petit côté en

question, il est clair qu'on pourrait le faire sans incon-

vénient, car l'erreur qui en résulterait ne pourrait être

qu'extrêmement petite et ne mériterait pas qu'on se mît

en peine pour en connaître la valeur.

3. Par exemple, soit proposé de mener une tangente

au point donné M de la circonférence MBD [Jig. i ).

Soient C le centre du cercle, DCB l'axe ; supposons

l'abscisse DP = x^ l'ordonnée correspondante MP = j,

et soit TP la sous-tangente cherchée.

Pour la trouver, considérons le cercle comme un po-

lygone d'un très grand nombre décotes. SoitMN un de

cespôtés; prolongeons-le jusqu'à l'axe : ce sera évidem-

ment la tangente en question, puisque cette ligne ne pé-

nétrera pas dans l'intérieur du polygone. Abaissons de
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plus la perpendiculaire MO sur NQ, parallèle à MP, et

Fig.

noiniiious a le ra\oii du cercle; cela posé, nous aurons

évidemment

MO : NO : : TP : mp, ou
MO _ ÏP

D'une autre part, l'équation de la courbe étant, pour

le point M-, yy=: lax—rx, elle sera, pour le point N,

(v-hNO)2 = 2«(,/;H-MO) = (.r-+-MO)2;

ôtant de cette équation la première, trouvée pour le

point M, et réduisant, on a

NOMO
NO 2rt — 2.f — MO'
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- 11 II MO, ,, . , ,

égalant donc celte valeur de —- a celle qui a ete trouvée

ci-dessus, et multipliant parj , il vient

Tp^ j(2J + N0)

2« —- -y.x — MO

Si donc MO et NO étaient connues, on auraitla valeur

cherchée de TP; or ces quantités MO, NO sont très

petites, puisqu'elles sont moindres chacune que le côté

MN,qui,par hypothèse, est lui-même très petit. Donc (2)

on peut négliger sans erreur sensible ces quantités par

comparaison aux quantités ij et ix— ^a auxquelles

elles sont ajoutées. Donc l'équation se réduit à

a — a:

ce qu'il fallait trouver.

4. Si ce résultat n'est pas absolument exact, il est au

moins évident que dans la pratique il peut passer pour

tel, puisque les quantités MO, NO sont extrêmement pe-

tites ; mais quelqu'un qui n'aurait aucune idée de la

doctrine des infinis serait peut-être fort étonné si on

lui disait que l'équation TP = -^ ^non seulement ap-

proche beaucoup du vrai, mais est réellement de la plus

parfaite exactitude : c'est cependant une chose dont il

est aisé de s'assurer en cherchant TP, d'après ce prin-

cipe que la tangente est perpendiculaire à l'extrémité

du rayon, car il est visible que les triangles semblables

CPM, MPT donnent CP : MP :: MP «TP, d'où l'on

tire 1F=—- = ——-, comme ci-dessus.
C.P a — .X

5. Pour second exenij^le, supposons qu'il soit ques-

tion de trouver la surface d'un cercle donné.
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Considérons encore cette courbe comme un polygone

régulier d'un grand nombre de côtés; l'aire d'un poly-

gone régulier quelconque est égale au produit de son

périmètre par la moitié de la perpendiculaire menée du

centre sur l'un des côtés; donc, le cercle étant consi-

déré comme un polygone d'un grand nombre de côtés,

sa surface doit être égale au produit de sa circonférence

par la moitié du ravon : proposition qui n'est pas moins

exacte que le résultat trouvé ci-dessus.

6. Quelque vagues et peu précises que puissent donc

paraître ces deux expressions de très grand et de très

petit, on autres équivalentes, on voit, par les deux exem-

ples précédents, que ce n'est pas sans utilité qu'on les

emploie dans les combinaisons mathématiques et que

leur usage peut être d'un grand secours pour faciliter la

solution des diverses questions qui peuvent être propo-

sées, car, leurnotion une fois admise, toutes les courbes

pourront, aussi bien que le cercle, être considérées

comme des polvgones d'un grand nombre de côtés
;

toutes les surfaces pourront être partagées en une mul-

titude de bandes ou zones, tous les corps en corpuscules;

toutes les quantités, en un mot, pourront être décompo-

sées en particules de même espèce qu'elles. De là nais-

sent beaucoup de nouveaux rapports et de nouvelles

combinaisons, et l'on peut juger aisément, par les exem-

ples cités plus haut, des ressources que doit fournir au

calcul l'introduction de ces quantités élémentaires.

7. Mais l'avantage qu'elles procurent est bien plus

considérable encore qu'on n'avait d'abord eu lieu de

l'espérer, car il suit des exemples rapportés que ce qui

n'avait été regardé en premier lieu que comme une
simple méthode d'approximation conduit, au moins en
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certains cas, à des résultats parfaitement exacts. Il se-

rait donc intéressant de savoir distinguer ceux où cela

arrive, d'y ramener les autres autant qu'il est possible,

et de changer ainsi cette méthode d'approximation en

un calcul parfaitement exact et rigoureux. Or tel est

l'objet de l'Analyse infinitésimale.

8. Voyons donc d'abord comment, dans l'équation

.r(2.r + N0)
Pï —

—

MO

trouvée (3), il a pu se faire qu'en négligeant MO etlNO

on n'ait point altéré la justesse du résultat, ou plutôt

commentée résultat est devenu exact par la suppression

de ces quantités, et pourquoi il ne l'était point aupara-

vant.

Or on peut rendre fort simplement raison de ce qui

est arrivé dans la solution du problème traité ci-dessus

en remarquant que, l'hypothèse d'où l'on est parti étant

fausse, puisqu'il est absolument impossible qu'un cercle

puisse être jamais considéré comme un vrai polygone,

quel que puisse être le nombre de ses côtés, il a dû

résulter de cette hypothèse une erreur quelconque dans

l'équation

r (2r + N0)
TP

MO

et que le résultat TP= — étant néanmoins certaine-
' a — X

ment exact, comme on le prouve par la comparaison

des deux triangles CPM, MPT, on a pu négliger MO et

NO dans la première équation, et même on a dû le faire

pour rectifier le calcul et détruire l'erreur à laquelle

avait donné lieu la fausse hypothèse d'où l'on était
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parti. Négliger les quanlilés de cette nature est donc

non seulement permis en pareil cas, mais il le faut, et

c'est la seule manière d'exprimer exactement les condi-

tions du problème.

9. Le résultat exact TP = n'a donc été obtenu
a — .'•

que par une compensation d'erreurs, et cette com-

pensation peut être rendue plus sensible encore en

traitant l'exemple rapporté ci-dessus d'une manière un

peu différente, c'est-à-dire en considérant le ceixle

comme une véritable coui'be, et non pas comme un po-

lygone.

Pour cela, par un point R, pris arbitrairement à une

distance quelconque du point M, soit menée la ligne

RS parallèle à MP, et par les points R et M soit tirée la

sécante RT'; nous aurons évidemment

T'P:MP::MZ:RZ,
et partant

T'P ou rP-^T'T = MP^.
KZ

Cela posé, si nous imaginons que RS se meuve parallè-

lement à elle-même en s'approchant continuellement de

MP, il est visible que le point T' s'approchera en même
temps de plus en plus du point T et qu'on pourra par

conséquent rendre la ligne T'T aussi petite qu'on voudra

sans que la proportion établie ci-dessus cesse d'avoir

lieu. Si donc je néglige cette quantité T'T dans l'équa-

tion que je viens de trouver, il en résultera à la vérité

une erreur dans l'équation TP=MP-— , à laquelle la

première sera alors réduite ; mais cette erreur pourra

être atténuée autant qu'on le voudra en faisant approcher

autant qu'il sera nécessaire RS de MP, c'est-à-dire que
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le rapport des dcu\ membres de celle équation différera

aussi peu qu'on voudra du rapport d'égalité.

„ .,, MZ 2.4-RZ
Pareillement nous avons — = et celte

RZ 2« — 2.r— iMZ

équation est parfaitement exacte quelle que soit la

position du point R, c'est-à-dire quelles que soient les

valeurs de MZ et de RZ. Mais plus RS approchera de

MP, plus ces lignes MZ et RZ seront petites; et partant,

si on les néglige dansle second membredecetteéquation.

,, . , , , ,,, . MZ 1-

1 erreur qui en résultera dans 1 équation —— = —;-^,
' ' RZ a — X

à laquelle elle sera réduite alors, pourra, comme la

première, être rendue aussi petite qu'on le jugera à

propos.

Cela étant, sans avoir égard à des erreurs que je serai

toujours maître d'atténuer autant que je le voudrai, je

traite les deux équations

^ _ AIZ MZ VTP=MP— et ^ = -
RZ RZ « — ./

que je viens de trouver comme si elles étaient parfaite-

ment exactes l'une et l'autre ; sul,stituant donc dans la

1 -. 1 1 1
i^iz . , 1 ,, ., .

, ,

dernière la valeur de—— tirée de 1 autre,
]
ai pour resul-

RZ

tat TP = —'— > comme ci-dessus.
a — .r

Ce résultat est parfaitement juste, puisqu'il est con-

forme à celui qu'on a obtenu par la comparaison des

triangles CPM, MPT, et cependant les équations

MZ MZ
RZ ^ BZ^ a — x

nement fausses toutes deux, puisque la distance de RS à

MP n'a point été supposée nulle, ni même très petite,

mais bien égale à une ligne quelconque arbitraire. Il

faut par conséquent de toute nécessité que les erreurs

TP= 7'^;r7; et -;rT7 = -^
» d'où il a été tiré, sont certai-
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se soient compensées mutuellement par la comparaison

des deux équations erix)nées.

iO. Voilà donc le fait des erreurs compensées bien

acquis etbien prouvé; il s'agit maintenant de l'expliquer,

de rechercher le signe auquel on reconnaît que la com-

pensation alieu dans les calculs semblables au précédent,

et les moyens de la produire dans chaque cas parti-

culier.

Or il suffit pour cela de remarquer que, les erreurs11.- T-T^ MZ ^ j\iZ r
commises dans les équations 1 1^= ) —— et -—-= —^^

—

^ - RZ RZ a— .r

pouvant être rendues aussi petites qu'on le veut, celle

qui aurait lieu s'il s^en trouvait une dans l'équation ré-

r-
sullante TP= -^ pourrait également être rendue

a — X ^

aussi petite qu'on le voudrait, et qu'elle dépendrait de la

distance arbitraire des lignes MP, P».S. Or cela n'est pas,

puisque, le point M par où doit passer la tangente étant

donné, il ne se trouve aucune des quantités «, .r, -) , TP
de cette équation qui soit arbitraire; donc il ne peut y
avoir en effet aucune erreur dans cette équation.

Il suit de là que la compensation des erreurs qui se

, , . ™„ MZ MZ V
trouvaient oans les équations 1P=) -—- et -^rn^^

—-—
se manifeste dans le résultat par l'absence des quantités

MZ, RZ qui causaient ces erreurs, et que par conséquent,

api'ès avoir introduit ces quantités dans le calcul pour

faciliter l'expression des conditions du problème, et les

avoir traitées dans les équations qui exprimaient ces

conditions comme nulles par comparaison aux quan-

tités proposées, afin de simplifier ces équations, il n'y a

qu'à éliminer ces mêmes quantités des équations où

elles peuvent se trouver encore pour faire disparaître les

C. — Métaphys. -j
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erreurs qu'elles avaient occasionnées et obtenir un ré-

sultat qui soit parfaitement exact.

11. L'inventeur a donc pu être conduit à sa découverte

par un raisonnement bien simple : si à la place d'une

quantité proposée, a-t-il pu dire, j'emploie dans le

calcul une autre quantité qui ne lui soit point égale, il

en résultera une erreur quelconque ; mais si la différence

des quantités employées l'une pour l'autre est arbitraire,

et que je sois maître de la rendre aussi petite que je

voudrai, cette erreur ne sera point dangereuse; je

pourrais même commettre à la fois plusieurs erreurs

semblables sans qu'il s'ensuivit aucun inconvénient,

puisque je demeurerai toujours maître du degré de

précision que je voudrai donner à mes résultats. Il y a

plus encore : c'est qu'il pourrait arriver que ces erreurs

se compensassent mutuellement et qu'ainsi mes résultats

devinssent parfaitement exacts. Mais comment opérer

cette compensation et dans tous les cas? C'est ce qu'un

peu de réflexion aura pu faire découvrir ; en effet, aura

pu dire l'inventeur, supposons pour un instant que la

compensation désirée ait lieu, et voyons par quel signe

elle doit se manifester dans le résultat du calcul. Or, ce

qui doit naturellement être arrivé, c'est que, les quantités

qui occasionnaient ces erreurs ayant disparu, les erreurs

ontdisparu de même, car, ces quantités telles que MZ,

RZ ayant par hypothèse des valeurs arbitraires, elles ne

doivent plus entrer dans ces formules ou résultats qui

ne le sont pas, et qui, étant devenus exacts par supposi-

tion, dépendent uniquement, non de la volonté du cal-

culateur, mais de la nature des choses dont on s'était

proposé de trouver la relation exprimée parces résultats.

Donc le signe qui annonce que la compensation désirée

a lieu est l'absence des quantités arbitraires qui pro-
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duisaient ces erreurs, et partant il ne s'agit, pour opérer

cette compensation, que d'éliminer ces quantités arbi-

traires.

Tâchons maintenant de donnera ces idées le degré de

précision qui leur convient.

DÉFIMTIOINS.

12. Les quantités se distinguent généralement en

quantités constantes et en quantités variables.

Les quantités qu'on nomme cojistantes ou déterminées

sont celles dont les valeurs sont supposées fixes, et

celles qu'on nomme variables ou indéterminées sont

celles auxquelles on est maître, au contraire, d'attribuer

successivement diverses valeurs.

Mais il faut observer que Fexpi^ession de quantités

variables ne sauraitètre prise dans un sens absolu, parce

qu'une quantité peut être plus ou moins indéterminée,

plus ou moins arbitraire; or c'est précisément sur les

divers degrés d'indétermination dont la quantité en

général est susceptible que repose toute l'analyse, et

plus particulièrement cette branche qu'on nomme
analyse infinitésimale.

13. Je divise toutes les quantités admises dans un

calcul en trois classes ; i° celles qui se trouvent déter-

minées et invariables par la nature même de la question;

1^ celles qui, étant d'abord variables, prennent ensuite

des valeurs déterminées par des conventions ou des

hypothèses subséquentes; 3" enfin celles qui doivent

rester toujours indéterminées.

De la première de ces trois classes sont ce qu'on

nomme les constantes ou données, telles que les pa-

ramètres dans les courbes. De la deuxième sont les va-
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riables ordinaires, lelles que les coordonnées des courbes,

les sous-tangentes, les normales, etc., auxquelles on

attribue telles ou telles valeurs déterminées lorsqu'on

veut en découvrir les propriétés ou relations. De la

troisième sont celles qui, étant plus ou moins indépen-

dantes de celles des deux premières classes, demeurent

aussi plus ou moins arbitraires, jusqu'à ce que le calcul

soit entièrement achevé, et que pour celte raison

j'appellerai quanlitês toujours variables.

Mais, quoique les quantités de cette troisième classe

demeurent toujours variables, elles ne sont pas pour

cela entièrement arbitraires, et, de même que les

simples variables qui composent la deuxième classe sont

liées avec les constantes qui composent la première par

des équations ou conditions quelconques, en vertu des-

quelles elles ne peuvent varierque suivant certaines lois,

de ïuéme aussi les quantités toujours variables sont

liées avec les variables ordinaires et les données tant

par les conditions mêmes de la question que par les

hypothèses sur lesquelles le calcul est établi, de sorte

qu'elles ne peuvent varier elles-mêmes que suivant cer-

tains modes.

14. J'appelle quantité infiniment petite \.on\,e quan-

tité qui est considérée comme continuellement dé-

croissante, tellement qu'elle puisse être rendue aussi

petite qu'on le veut sans qu'on soit obligé pour cela de

faire varier celles dont on cherche la relation.

Lorsqu'on veut trouver la relation de certaines quan-

tités proposées, les unes constantes, les autres variables,

on considère le système général comme parvenu à un

état déterminé que l'on regarde comme fixe
;
puis on

compare ce système fixe avec d'autres états du même
svstè T:i, esquels sont considérés comme se rapprochant
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continuellement du premier, jusqu'à en différer aussi

peu qu'on le veut. Ces autres états du système ne

sont donc à proprement parler eux-mêmes que des

systèmes auxiliaires que l'on fait intervenir pour faci-

liter la comparaison entre les parties du premier. Les

différences des quantités qui se correspondent entre

tous ces systèmes peuvent donc être supposées aussi

petites qu'on le veut sans rien changer aux quantités

qui composent le premier, et qui sont celles dont on

cherche la relation. Ces différences sont donc de la na-

ture des quantités que nous appelons infiniment petites,

puisqu'elles sont considérées comme continuellement

décroissantes et comme pouvant devenir aussi petites

qu'on le veut sans que pour cela on soit obligé de rien

changer à la valeur de celles dont on cherche la rela-

tion.

L'unité divisée par une quantité infiniment petite est

ce qu'on nomme (jaantité infinie ou infiniment grande.

On comprend sous le nom de quantités infinitési-

males les quantités infinies et celles qui sont infiniment

petites.

\JAnalyse infinitésimale n'est autre chose que l'art

d'employer auxiliairement les quantités infinitésimales

pour découvrir les relations qui existent entre des quan-

tités proposées.

4o. On voit d'abord que, en leur qualité de simples

auxiliaires, toutes ces quantités dites infinitésimales et

leurs fonctions quelconques doivent nécessairement se

trouver exclues des résultats du calcul, car ces i-ésultats,

ne devant être que l'expression des relations prescrites

par les conditions de la question proposée, ne peuvent

contenir que les quantités entre lesquelles existent ces

relations. Donc les quantités qui n'ont été employées
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qu'auxiliairement ne doivent plus s'y rencontrer. On ne

les avait fait intervenir au commencement du calcul que
pourfaciliterl'expression des conditions; mais, cet objet

une fois rempli, elles ne sauraient demeurer dans les

formules et doivent par conséquent en être nécessaire-

ment éliminées. Il est d'ailleurs de leur essence de ne

pouvoir être employées qu'auxiliairement, car, leur na-

ture étant d'être toujours variables, môme lorsqu'on a

donné des valeurs déterminées aux quantités dont le

résultat du calcul doit exprimer la relation, si elles se

trouvaient dans ce résultat, elles le feraient varier lors-

qu'il doit rester fixe ; et, en effet, les résultats de cette

nouvelle analyse ne peuvent être différents de ceux de

l'analyse ordinaire : donc, puisque celle-ci n'admet point

de quantités infinitésimales, il faut bien que celles qui

peuvent être admises dans l'autre finissent toujours par

être éliminées.

16. On voit par ce qui précède que les quantités

appelées infiniment petites en Mathématiques ne sont

point des quantités actuellement nulles, ni même des

quantités actuellement moindres que telles ou telles

grandeurs déterminées, mais seulement des quantités

auxquelles les conditions de la question proposée et les

hypothèses sur lesquelles le calcul est établi permettent

de demeurer variables, jusqu'à ce que le calcul soit en-

tièrement achevé, en décroissant continuellement, jus-

qu'à devenir aussi petites qu'on le veut, sans que l'on

soit obligé de changer en même temps les valeurs de

celles dont on veut obtenir la relation. C'est en cela uni-

quement que réside le véritable caractère des quantités

auxquelles on a donné \enom.à^infiniment petites, etnon

dansla ténuité dont leur dénomination semble supposer

qu'elles sont effectivement douées ni dans la nullité ab-
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soiue qu'on pourrait leur attribuer, et la notion, comme
on le voit, en est parfaiteuient simple et dégagée de toute

idée vague ou contentieuse.

17. Pour éviter les circonlocutions, je comprendrai

dans la suite sous le nom de c/na/itités désignées toutes

celles qui composent les deux premières classes dont

nous avons parlé (13), c'est-à-dire toutes celles qui font

le sujet de l'analyse ordinaire et dont on veut obtenir

la relation, ou qui peuvent entrer dans le résultat du cal-

cul. J'appellerai, au contraire, quantités non désignées

toutes celles qui composent la troisième classe, c'est-

à-dire celles qui demeurent toujours variables et sont

par conséquent plus ou moins indépendantes de celles

qui composent les deux premières classes. Ainsi, c'est

parmi les quantités non désignées que l'on doit compter

les quantités infinitésimales, et, d'après les définitions

données ci-dessus, il est aisé de voir que les quantités

infiniment petites ne sont autre chose que des quantités

non désignées, qui sont considérées comme décroissant

graduellement et simultanément jusqu'à devenir aussi

petites qu'on le veut.

18. Appliquons tout ce qui vient d'être dit à l'exemple

déjà traité.

Le rayon MC étant donné [fig- i) se trouve être une

quantité déterminée dès le commencement parla nature

même de la question ; ainsi elle est désignée et de la

première classe de celles dont nous avons parlé (13).

Les lignes DP, MP, TP, MT sont d'abord variables

et ne deviennent déterminées que par l'hypothèse subsé-

quente que la tangente doit passer par le point M
;

mais, cette supposition une fois faite, toutes ces quan-

tités doivent être considérées comme fixes jusqu'à la lin
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du calcul : ainsi, elles sont aussi des quanlilés désignées

et de la deuxième classe de celles dont nous avons parlé

(13). Ces mêmes quantités, qui sont les coordonnées, la

tangente et la sous-tangente de la courbe au point M,

composent donc, avec la constante MC et celles qui en

sont des fonctions quelconques, le système général

des quantités désignées, c'est-à-dire celles dont on

cherche la relation et qui peuvent seules entrer dans le

résultat du calcul ou faire le sujet de l'Algèbre ordi-

naire.

Au contraire, les lignes DQ, NQ, TQ, T'Q, MZ,

RZ,.,. sont celles que nous avons appelées (juantités non

désignées et qui forment la troisième classe dont nous

avons parlé (13), parce qu'elles demeurent toujours varia-

bles ; car, comme nous restons toujours maîtres de faire

MZ et RZ aussi petites que nous le voulons sans chan-

ger la valeur des quantités désignées doxit nous avons

parlé ci-dessus, ces quantités MZ, RZ sont de celles

que nous nommons injîniment petites , et les autres DQ,

NQ, TQ, Ï'P, T'Q, qui sont évidemment fonctions de

ces quantités infiniment petites, demeurent également

toujours variables et par conséquent sont de celles que

nous nommons quantités non désignées.

\S). Deux quantités quelconques sont dites infini-

ment peu différentes l'une de l'autre lorsque le quotient

de Tune par l'autre ne diffère de l'unité que par une

quantité infiniment petite.

On dit qu'une quantité est itfiniuient petite relativc-

nient à une autre quantité lorsque le quotient de la

première par la seconde est une quantité infiniment

petite, et réciproquement alors la seconde est dite infinie

ou infiniment grande relativement à la première.

On voit par là qu'une quantité, même infiniment
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petite, peut se trouver infiniment grande relativement à

telle autre quantité, et que réciproquement une quan-

tité, même infiniment grande, peut se trouver infiniment

petite relativement à telle autre. Car si Ton suppose que

X, par exemple, soit une quantité infiniment petite, x-

sera une quantité infiniment petite relativement à la

première, quoique cette première soit infiniment petite

elle-même, puisque le rapport de la seconde à la pre-

mière est X, qui par livpothèse est une quantité infini-

ment petite.

Pareillement, si X représente une quantité infiniment

grande, elle n'en sera pas moins infiniment petite relati-

vement à X-, puisque le quotient de celle-ci par la pre-

mière sera X, qui par hypothèse est une quantité

infinie.

20. Cette observation donne lieu de distinguer les

quantités infinitésimales en différents ordres. Si x, par

exemple, est prise pour i-eprésenter une quantité infini-

ment petite du premier ordre, x- sera une quantité infini-

ment petite du second ordre, x^ une quantité infiniment

petite du troisième ordre ; ainsi de suite.

Pareillement, si X est prise pour représenter une

quantité infiniment grande du premier ordre, X- sera

une quantité infiniment grande du second ordi'e, X^ une

quantité infiniment grande du troisième ordre ; ainsi de

suite.

Deux quantités, de quelque ordre qu'elles soient, sont

dites du même ordre lorsque leur rapport est une quan-

tité finie.

Toutes les fois que, de deux quantités quelconques

ajoutées ensemble ou soustraites l'une de l'autre, l'une

se trouvera infiniment petite relativement à l'autre, celle-

ci se nommera quantité principale et l'autre quantité
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(iccessoire. Ainsi, par exemple, clans la somme X-f-a'

des quantités dont on vient de pailler, X est la quantité

jDrincipale et x la quantité accessoire, et, dans la somme
or-f-x-, X est la quantité principale et x- est la quantité

accessoire.

21. Comme il est important que les diverses notions

données ci-dessus deviennent familières, nous entrerons

encore dans quelques détails à ce sujet.

L'objet de tout calcul se réduit à trouver les relations

qui existent entre certaines quantités proposées ; mais

la difficulté de trouver immédiatement ces relations

oblige souvent de recourir à l'entremise de quelques

autres quantités qui ne font point partie du système pro-

posé, mais qui par leur liaison avec les premières peu-

vent servir comme d'intermédiaires entre elles. On
commence donc par exprimer les relations qu'elles ont

toutes ensemble; après quoi on élimine du calcul celles

qui n'y sont entrées que comme auxiliaires, afin d'ob-

tenir entre les quantités proposées seules les relations

immédiates qu'on voulait découvrir.

Lorsque, parmi ces quantités auxiliaires, il s'en trouve

d'une nature telle qu'on soit maître de les rendre toutes

à la fois aussi petites qu'on le veut sans faire varier en

même temps les quantités proposées, cette circonstance

donne lieu à des simplifications accidentelles très impor-

tantes, et ce sont précisément ces simplifications qui ont

fait naître cette branche de calcul qu'on nomme Ana-
lyse injinitésiinale, laquelle n'est autre chose que l'art

de faire choix de semblables auxiliaires, les plus conve-

nables suivant les différents cas, de s'en servir de la

manière la plus avantageuse pour exprimer les con-

ditions des diverses questions et pour opérer ensuite

l'élimination de ces mêmes quantités, afin qu'il ne reste
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pliis dans les formules que les seules quantités dont on

voulait connaître les rapports.

22. Cela posé, concevons un système quelconque de

quantités, les unes constantes, les autres variables, et

qu'il s'agisse de trouver les rapports ou relations quel-

conques qui existent entre elles.

Pour établir nos raisonnements , commençons par

considérer le système général dans un état quelconque

déterminé que nous regarderons comme fixe. Examinons

les relations qui existent entre les diverses quantités de

ce svstème fixe ; ce sont ces quantités et celles qui en

dépendent exclusivement que nous appelons quantités

désignées (17).

Considérons maintenant le système proposé dans un

nouvel état quelconque différentdu premier, et, puisque

chacune des quantités qui le composent n'est qu'une

quantité auxiliaire, attendu que ce nouvel état n'est

imaginé que pour trouver plus facilement les relations

des quantités qui composent le premier, nommons ce

nouvel état du système système auxiliaire.

Concevons enfin que ce système auxiliaire s'approche

graduellement du système fixe, de sorte que toutes les

quantités auxiliaires qui composent le premier s'appro-

chent simultanément des quantités désignées qui leur

correspondent dans le système fixe, tellement qu'on soit

maître de supposer leurs différences respectives toutes

en même temps aussi petites qu'on le veut ; ces diffé-

rences respectives seront ce que nous avons appelé quan-

tités injininient petites ( i4).

Comme les quantités de ce second sj^stème sont pure-

ment auxiliaires, elles ne peuvent entrer dans le résul-

tat du calcul, puisque ce résultat n'est que l'expression

des relations qui existent entre celles qui composent le
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premier, d'où il suit que les quantités infiniment petites

dont nous venons de parler et toutes leurs fonctions

doivent nécessairement se trouver exclues de ce même
résultat.

23. Maintenant je me demande ce qui serait ar-

rivé si dans le cours du calcul on eût rencontré une

quantité constante et une de ces quantités infiniment

petites ajoutées ensemble, et que, en considérant que celte

dernière peut être supposée aussi petite qu'on le veut

tandis que l'autre ne change pas, on l'ait négligée, pour

simplifier le calcul, comme de nulle importance vis-à-vis

de la première.

La conclusion naturelle serait sans doute que l'eri-eur

occasionnée ainsi pourrait toujours être rendue aussi

petite qu'on le voudrait en diminuant de plus en plus

la valeur arbitraire de la quantité négligée.

iMais pour cela il faut que cette valeur arbitraire elle-

même ou quelques-unes de ses fonctions entrent dans le

résultat de ce calcul ; autrement, elle n'aurait sur lui

aucune intluence et ne pourrait par conséquent servir

à le rectifier par sa diminution successive.

Donc, si elle ne s'y rencontre pas, c'est une preuve

que l'erreur se sera rectifiée d'elle-même, car d'après la

marche du calcul, si elle subsistait encore, elle ne pour-

rait être qu'infiniment petite : or elle ne peut être telle,

puisqu'il n'y a point de quantité infiniment petite dans

le résultat
; donc l'erreur commise dans le cours du cal-

cul a dû disparaître d'une manière quelconque, et c'est

ce que les propositions suivantes démontreront rigou-

reusement.
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l'RINCIPE FONDAMENTAL.

24. Deux qucmlilês non a/hifrai/es ne peuvent dif-

férer entre elles ijue d'une quantité non arbitraire.

Démojistration. — Puisque les deux quantités pro-

posées ne sont point arbitraires, on ne peut rien chan-

ger ni à l'une ni à l'autre ; donc on ne peut rien chan-

ger non plus à leur différence; donc cette différence

n'est point arbitraire. Ce qu'ilfallait démontrer.

COROLLAIRE PREMIER.

25. Deux quantités Jion arbitraires sont rigoureu-

seniejit égales entre elles du moment que leur diffé-

rence prétendue peut être supposée aussi petite qu'on

le aieut.

En effet, soient P et Q les deux quantités non arbi-

traires proposées ; nous venons de voir que leur diffé-

rence ne saurait être arbitraire : elle ne peut donc pas

être supposée aussi petite qu'on le veut, ce qui est

contre l'hypothèse. Donc cette prétendue différence

n'existe pas. Donc les deux quantités proposées P, Q
sont rigoureusement égales.

COUOLLAIUK II.

26. Pour être certain que deux quantités désignées

sont rigoureusement égales, il suffit de prouver que leur

différence, s'ily enavait une, ne saurait être une quan-

tité désignée.

En effet, des quantités désignées sont des quantités

non arbitraires : donc leur différence ne saurait être

arbitraire ; donc cette différence est nécessairement une

quantité désignée ; donc, pour prouver que cette diffé-
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rence n'existe pas et que par conséquent les quantités

sont égales, il suffit de prouver que, si elle existait, elle

ne saurait être une quantité désignée.

COUOLLAIRE 111.

27. Toute valeur qu on peut rendre aussi approxi-

maii'^e qu'on le veut de la véritable (pianlité qu'elle

représente, sans qu'il soit besoin pour cela de rien chan-

i^ei- ni à Vune ni à l'autre, est nécessairement et rigou-

reusement exacte.

En effet, dès qu'il n'est besoin de rien changer ni à la

quantité proposée ni à sa valeur pour rendre celle-ci

aussi approximative qu'on veut de la première, c'est-à-

dire pour qu'elles diffèrent l'une de l'autre aussi peu

qu'on veut, on peut les regarder l'une et l'autre comme
fixes, et par conséquent comme non arbitraires. Donc
elles se trouvent dans le cas du corollaire II. Donc elles

sont nécessairement et rig-oureusement égales.

COROLLAIRE IV.

28. Toute quantitéqu ^on est maître de supposer aussi

petite qu'on le veut peut être négligée comme absolu-

ment nulle, encomparaisoji de toute autre quantité qui

ne peut être, comme la première, supposée aussi petite

qu'on le veut, sans que les erreurs qui peuvent naître

ainsi dans le cours du calcul puissent en affecter le

résultat, du moment que toutes les quantités arbitraires

en seront éliminées.

En effet, en négligeant comme absolument nulles les

quantités qui peuvent être supposées aussi petites qu'on

veut, lorsqu'elles se trouvent ajoutées à d'autres qui

ne peuvent de même être supposées aussi petites qu'on

le veut, ou qu'elles s'en trouvent retranchées, il est évi-
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dent que les erreurs qui pourront en naître dans le cours

du calcul ou en afFecler le résultat pourront être pareil-

lement supposées aussi petites qu'on le voudra; donc il

restera dans ce résultat quelque chose d'arbitraire, ce

qui est contre l'hypothèse, puisque toutes les quantités

ai'bitraires sont supposées entièrement éliminées.

COROLLAIKE V.

29. Toute quantité dont le rapport auec une autre

quantité peut être supposé aussi petit que l'on veut

peut être négligée coimne absolument nulle en compa-

raison de cette dernière, sans que les erreurs auxquelles

cela peut donner lieu dans le cours du calcul puissent

en affecter les résultats, du moment que toutes les quan-

tités arbitraires en sont éliminées.

Ce corollaire n'est qu'une extension du précédent.

Dans le corollaire IV, il était supposé que les quantités

en comparaison desquelles on peut négliger les autres

ne peuvent elles-mêmes être supposées aussi petites

qu'on le veut; mais, dans le corollaire V, on suppose que

les unes aussi bien que les autres puissent être rendues

aussi petites qu'on le veut, mais que le rapport des unes

aux autres est susceptible aussi d'être supposé aussi petit

qu'on veut ; dès lors, de quelque nature que soient les

unes et les autres de ces quantités, je dis qu'on peut

négliger vis-à-vis des autres celles dont le i^apport à ces

dernières peut être supposé aussi petit qu'on le veut; et

la démonstration est la même que, pour le corollaire IV,

car il est évident que, s'il naissait quelques erreurs de ces

suppressions, on serait toujours maître de les atténuer

autant qu'on le voudrait, soit dans le cours du calcul,

soit dans son résultat; mais cela ne peut avoir lieu quant

à celui-ci, puisque alors il faudrait qu'il y entrât quelque
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chose d'arbitra ire, ce qui est contre rhypotlièse, attendu

<jue toutes les quantités arbitraires sont supposées être

éliminées.

30. Les propositions précédentes renferment toute la

théorie de l'Analyse infinitésimale, car ce sont précisé-

ment ces quantités qui, d'après les hypothèses sur les-

quelles le calcul est établi, peuvent être rendues aussi

petites qu'on le veut, tandis que les autres quantités du

système général que nous avons nommées 'infiniment

petites, et qui peuvent par conséquent être négligées

dans le cours du calcul, comme on l'a vu ci-dessus, sans

que le résultat puisse en être affecté, ne le peuvent pas.

Leibnitz, quile premier donna les règles duCalcul infi-

nitésimal, l'établit sur ce principe : qu'on peut prendre

à volonté l'une pour l'autre deux, grandeurs finies qui

ne diffèrent entre elles que d'une quantité infiniment

petite. Ce principe avait l'avantage d'une extrême sim-

plicité et d'une application très facile. Il fut adopté

comme une espèce d'axiome, et l'on se contenta de re-

garder ces quantités infiniment petites comme des quan-

tités moindres que toutes celles qui peuvent être appré-

ciées ou saisies par l'imagination. Bientôt ce principe

opéra des prodiges entre les mains de Leibnitz lui-même,

des frères Bernoulli, de L'Hôpital, etc. Cependant il ne

fut point à l'abri des objections ; on reprocha à Leibnitz :

1
° d'employerl'expression de quantités injininient petites

sans l'avoir préalablement définie ; i° de laisser douter,

en quelque sorte, s'il regardait son calcul comme abso-

lument rigoureux ou comme une simple méthode d'ap-

proximation.

L'illustre auteur et les hommes célèbres qui avaient

adopté son idée se contentèrent de faire voir, par la

solution des problèmes les plus difficiles, la fécondité
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du principe, raccord conslant de son résultai avec ceux

de l'analyse ordinaire et l'ascendant qu'il donnait aux

nouveaux calculs. Ces succès multipliés prouvaient vic-

torieusement que toutes les objections n'étaient que spé-

cieuses ; mais ces savants n'y répondirent point d'une

manière directe, et le nœud de la difficulté resta. Il est

des vérités dont tous les esprits justes sont frappés d'a-

bord, et dont cependant la démonstration rigoureuse

échappe longtemps aux plus habiles.

« M. Leibnitz, dit d'Alembert, embarrassé dos objec-

tions qu'il sentait que l'on pouvait faire sur les quantités

infiniment petites telles que les considère le Calcul dif-

férentiel, a mieux aimé réduire ses infiniment petits à

n'être que des incomparables, ce (pii ruinerait l'exacti-

tude géométrique des calculs. »

Mais, si Leibnitz s'est trompé, ce serait uniquement

en formant des doutes sur l'exactitude de sa propre ana-

lyse, si tant est qu'il eut réellement ces doutes, ce qui

ne paraît nullement probable, et il pouvait répondre :

i" Vous me demandez ce que signifie l'expression de

quantités infinitésimales ; je vous déclare que je n'en-

tends point par là des êtres métaphysiques et abstraits,

comme cette expression abrégée semble l'indiquer, mais

des quantités réelles, arbitraires, susceptibles de deve-

nir aussi petites que je veux, sans que je sois obligé pour

cela de faire varier en même temps les quantités dont je

m'étais proposé de trouver la relation.

2° Vous me demandez si mon calcul est parfaite-

ment exact et rigoureux; j'affirme que oui, du moment
que je suis parvenu à en éliminer les quantités infinité-

simales dont je viens de parler et que je l'ai ramené à

ne plus renfermer que des quantités algébriques ordi-

naires. Jusque-là je ne regarde mon calcul que comme
une simple méthode d'approximation. Ceux qui, pour

C. — Mctaphys. ^
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cuncilici' la nyin-ur du calcul, clans tout le cours des

opérations, avec la simplicité de mon algorithme, ont

imaginé de considérer les quantités infiniment petites

comme absolument nulles, ne se dispensent point de

l'élimination dont je viens déparier, et, sans contester la

justesse de leur métaphysique, j'observe qu'ils ne ga-

gnent rien sur moi relativement à la simplicité des pro-

cédés, qui sont toujours les mêmes, et qu'ils rencon-

trent une autre difiiculté : c'est que tous les termes de

leurs équations s'évanouissent en même temps, de sorte

qu'ils n'ontplusque des zérosà calculeret les rapports in-

déterminés de o à o à combiner. Ne vaudrait-il pas autant

mes quantités infinitésimales tellesque je les avais d'abord

proposées, c'est-à-dire considérées comme moindres

que toute grandeur imaginable? De purs zéros sont-ils

plus faciles à concevoir? En regardant mes quantités inap-

préciables comme chimériques, ne pourraient-elles pas

aussi bien que ces zéros purs être comparées l'une à

l'autre? Concevez-vous mieux ce qu'est une quantité

imaginaire, telles y — i
,
qu'une quantité inappréciable?

Et cependant hésitez-vous à dire que le rapport de

a \^
— 1 h b

\J
— 1 est -? Les Mathématiques ne sont-

elles pas remplies de pareilles énigmes, et ces énigmes

ne sont-elles pas ce qui distingue essentiellement l'ana-

Ivse de la svnthèse, et même ce qui fournit à la première

ces ressources précieuses dont manque la seconde? Si

je vous demande ce que signifie une équation dans

laquelle il entre des expressions imaginaires, comme
dans le cas irréductible du troisième degré, vous me ré-

pondez que cette équation ne peut servir à connaître les

véritables valeurs de rinconnue. que quand, par des

transformations quelconques, on est parvenu à en éli-

miner lesquantitésimaginaires. Je vous réponds la même
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<"liose pour mes quantités inappréciables : je ne les em-

ploie que comme auxiliaires. Je conviens que mon cal-

cul n'est rigoureusement exact que lorsque je suis par-

venu à les éliminer toutes : jusqu'alors il n'est point

achevé, et il n'estpas susceptible d'application. Le vôtre

l'est-il davantage avant que vous l'ayez purgé de tous

vos zéros? Au surplus, dans ma nouvelle manière d'en-

visager la question, c'est-à-dire en considérant mes
quantités auxiliaires, non comme infiniment petites ab-

solues, mais seulement comme indéfiniment petites, je

mets mon analvse à l'abri de toute chicane, j'en fais une

méthode, non d'approximation, mais de compensation,

c'est-à-dire une méthode qui réunit la facilité d'un simple

calcul d'approximation à l'exactitude des méthodes les

plus rigoureuses, et je démontre qu'elle n'est autre chose

que la méthode même d'exhaustion réduite en algo-

rithme. Je sais qu'on peut y suppléer par la méthode

d''exhaustion elle-même, par celle des limites, ou même
par la seule Algèbre ordinaire ; mais il faut savoir si ces

autres méthodes réunissent au. même degré que la

mienne la simplicité à la fécondité. Je m'en rapporte sur

cela aux illustres géomètres qui proposent bien d'autres

méthodes en théorie, mais qui dans la pratique se servent

de la mienne.

31 . Mais s'il est bon d'écarter les vaines subtilités qui

-seraient plus propres à entraver la marche des sciences

qu'à leur donner une meilleure base, il n'en faut'pas

moins établir solidement et directement les principes

sur lesquels on s'appuie et les procédés quel'on emploie,

car la première condition à remplir en Mathématiques

est d'être exact, la seconde est d'être clair et simple

autant que possible.

Il y a des personnes, par exemple, qui cioieiil avoir
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s II Misa ni ment t'-labli le principe de l'Analyse infinitési-

male lorsqu'elles ont fait ce raisonnement : il est évident,

disent-elles, et avoué de tout le monde que les erreurs

auxquelles les procédés de l'Analvse infinitésimale don-

neraient lieu, s'il V en avait, pourraient toujours être

supposées aussi petites qu'on le voudrait; il est évident

encore que toute erreur (pi'on est maître de supposer

aussi petite qu'on le veut est nulle, car, puisqu'on peut

la supposer aussi petite (pi'on lèvent, on peut la suppo-

ser o ; donc les résultats de l'Analyse infinitésimale sont

rij^oureusement exacts.

Ce raisonnement, plausible au premier aspect, n'est

cependantrienmoins que juste, car il est faux dedireque,

parce qu'on est maître de rendre une erreur aussi petite

qu'on le veut, on puisse pour cela la rendre absolument

11 1^ 1 / /• \ iw • TM^ y
nulle, l'ar exemple ( //i' . i ). l équation ---, = — trou-

' .'
<^ j j\2 n — .1-

vée (9) est une équation toujours fausse, quoiqu'on

puisse en rendre l'eiTcur aussi petite qu'on le veut, en

diminuant de plus en plus les quantités MZ, RZ , car,

pour que cette erreur disparût entièrement, il faudrait

réduire ces quantités MZ, RZ au o absolu ; mais alors

1.

,

• ,!••,<> y , 1

1 eouation se réduirait a - = —'-

•> équation qu on ne
1 oc/ — X ^ ^

j)eut pas dire précisément fausse, mais qui est insigni-

fiante, puisque - est une quantité indéterminée. On se

trouve donc dans l'alternative nécessaire ou de com-

mettre une erreur, quelque petite qu'on veuille la sup-

poser, ou de tomber sur une formule qui n'apprend rien,

et tel est précisément le nœud de la difficulté dans l'A-

nalyse infinitésimale.

S'a. D'autres personnes se bornent à regarder les quan-

tités appelées infiniuient. peliles comme des incompd-
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rables, dans le sens qu'un grain de sable, par exiMuple,

est incomparable par sa petitesse avec le globe entier d»-

la Terre, car alors, disent- elles, les erreurs commises

sont inappréciables et doivent conséquemment être en-

tièrement négligées dans le résultat du calcul.

Mais l'Analvse infinitésimale envisagée de cette nui-

nière ne serait plus qu'une méthode d'approximation ;

tandis qu'on sait j)arl"aitement qu'elle est absolument

fig'oureuse.

Cette comparaison du grain de sable au globe de la

Terre peut être utile cependant pourlaciliterrexpresslon

desconditionsduproblème, en indiquant cequi peut être

négligé; mais dans les équations finales l'erreur même
du grain de sable ne doit plus subsister. Elle a dû dispa-

raître, par cela même qu'elle a été commise, non pas une

fois seulement dans le cours du calcul, mais plusieurs

fois, dans des sens opposés, de sorte qu'il s'est opéré une

compensation nécessaire, qui se trouve indiquée d'une

manière certaine, dans ces équations finales, par l'élimi-

nation de toutes les quantités arbitraires.

33. Je crois avoir suffisamment démontré l'exactitude

des principes de l'Analyse infinitésimale leibnilzienne:

mais, pour en rendre l'application plus facile, je crois

devoir les présenter encore sous un jour un peu différent.

J'appelle équation imparfaite toute équation dont

l'exactitude rigoureuse n'est pas démontrée, mais dont

on sait cependant que l'erreur, s'il en existe une, peut

être supposée aussi petite qu'on le veut , c'est-à-dire

telle que, pour rendre cette équation parfaitement exacte,

il suffit de substituer aux quantités qui v entrent, ou

seulement à quelques-unes d'entre elles, d'autres quan-

tités qui en diffèrent infiniment peu.

D'après cette définition, il est clair qu'on peut faire
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subir aux équations imparfaites diverses transformations

sans leur ôter le caractère d'équations imparfaites,

comme, par exemple, de transposer les termes d'un

membre dans Taulre , de multiplier ou diviser ces deux

membres par des quantités égales, de les élever aux

mêmes puissances ou d'en tirer les «lêmes racines.

Bien plus, on peut, au lieu des quantités quelconques

qui y entrent, en substituer d'autres qui en diffèrent in-

finiment peu, négliger les quantités infiniment petites

relativement aux quantités finies, et plus généralement

les quantités accessoires vis-à-vis des quantités princi-

pales, sans que ces équations perdent jamais pour cela

leur caractère primitif d'équations au moins imparfaites

et qui peuvent enfin se trouver exactes par compensa-

tion d'erreurs.

Mais ce qu'il est important de remarquer, c'est que

ces erreurs accumulées, au lieu d'éloigner de plus en

plus du but, qui est de ramener ces équations impar-

faites à l'exactitude absolue, comme il semble d'abord

que cela doit arriver, servent au contraire à y conduire

par le chemin le plus court, et le ])lus simple, parce

qu'en écartant ainsi successivement ces accessoires in-

commodes, avec la seule attention de ne jamais dépouil-

ler les équations dont il s'agit de leur caractère princi-

pal, on parvient enfin aies dégager absolument de toute

considération de l'infini, par l'élimination complète de

tout ce qui s'y trouvait d'arbitraire , et qu'il n'v i^este

plus que les quantités dont on voulait obtenir la rela-

tion . Cela posé, toute la théorie de l'infini peut être

regardée comme renfermée dans h' théorème suivant.

j nÉoiiiiMi:,

3i. Pour iHie certain <jii'uik- étjiKiliiMi est iirrcs-
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suucntcnl cl tigoiLicuseineni exacte, il '<nfjit de s as-

surer :

i" Qu'elle a été (teduife (l'ét/nalio/is vr(des ou du

moins i/)i/>ai/'aites, ])ar des ti-aiisformations qui ne leur

ont point ôte le caractère d'ê(/uatio/is au moins impar-

faites:

2" Quelle ne renferme plus aucune ipiantité injini-

lésimale, c'est-à-dire aucune (piantité autre que celles

dont on s'est proposé de trouver la relation.

Démonstration. — Puisque, par hypothèse, les Irans-

Ibrmalions qu'on a pu l'aire subir aux équations d'où

l'on est parti ne leur ont point ôté le caractère d'équa-

tions au moins imparfaites, ces équations ne peuvent se

trouver affectées que d'erreurs susceptibles d'être ren-

dues aussi petites qu'on le veut.

Mais, d'un autre côté, ces équations ne peuvent plus

être de celles que j'ai nommées imparfaites, car celles-

ci ne peuvent exister qu'entre quantités qui contiennent

quelque chose d'arbitraire, puisque par leur définition

même l'erreur peut en être supposée aussi petite qu'on le

veut. Or, par hvpothèse, toutes les quantités arbitraires

sont éliminées, puisqu'il ne reste plus que celles dont

on s'est proposé de trouver la relation.

Donc les nouvelles équations ne peuvent être abso-

lument fausses, c'est-à-dire afïectées d'erreurs qui ne

puissent être rendues aussi petites qu'on le veut, ni de

celles que j'ai nommées imparfaites. Donc elles sont

nécessairement et rigoureusement exactes. Ce qu'il fal-

lait démontrer.

COnOLLAIRE P1\EMIEU.

35. Que les équations dont il s'agit soient expriuiées

par des svinboles algébriques ou qu'elles soient sup-
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pléées par des propositions exprimées eli lang-ag'e ordi-

naire, la démonstration précédente a toujours lieu. Donc,

si pour arriver à la solution d'une cpieslion quelconque

on établit ses raisonnements sur des propositions telles

que les erreurs qui pourraient en résulter soient aussi

petites qu'on le veut, et qu'enfin, de conséquences en

conséquences semblables, on parvienne à des proposi-

tions qui soient dégagées de toute considération de l'in-

fini, et par conséquent de toute quantité ai^bitraire, ces

dernières propositions seront nécessairement- et rigou-

reusement exactes.

t;UltOLLAIl!E II.

36. 11 suit du tbéorème et du corollaire précédents

que l'Analyse infinitésimale se réduit à trois points qui,

strictement observés, ne peuvent jamais conduire qu'à

des résultats parfaitement exacts, et par les moyens les

plus simples que l'on connaisse, savoir:

1° Exprimer les conditions de la cjuestion proposée

soit par des équations exactes, soit au moins par des

équations imparfaites ou par des propositions équiva-

lentes.

2" Transformer ces équations ou propositions de di-

verses manières, sans jamais leur faire perdre leur ca-

ractère primitif d'équations au moins imparfaites.

3" Diriger ces transformations, pour l'élimination

complète des quantités infinitésimales et des fonctions

quelconques de ces mêmes quantités, de manière à en

37. En terminant cet exposé de la doctrine des com-

pensations, je crois pouvoir m'honorer de l'opinion

qu'en avait prise le grand homme dont le monde savant
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déplore la perle récente, Lagrange. \ oici coinineiir, il

-s'exprime à ce sujet dans la dernière édition de sa Théo-

rie des fonctions analj tiques :

« Il me semble que, comme dans le Calcul diflerenliel

tel qu'on l'emploie on considère et on calcule en effet

les quantités infiniment petites ou supposées infiniment

petites elles-mêmes, la véritable métapbysique de ce

Calcul consiste en ce que l'erreur résultant de cette fausse

supposition est redressée ou compensée par celle qui

naît des procédés mêmes du calcul, suivantlesquels on ne

retient dans la différentiation que les quantités infiniment

petites du même ordre. Par exemple, en regardant une

courbe comme un polygone d'un nombre infini décotes,

chacun infiniment petit, et dont le prolongement est la

tangente de la courbe, il est clair qu'on fait une suppo-

sition erronée ; mais l'erreur se trouve corrigée dans le

calcul par l'omission qu'on y fait des quantités infini-

ment petites. C'est ce qu'on peut faire voir aisément

dans des exemples, mais ce dont il serait peut-être dil-

ficile de donner une démonstration générale. »

Voilà toute ma théorie résumée avec plus de clarté et

de précision que je ne pourrais en mettre moi-même.

Qu'il soit difficile ou non d'en donner une démonstra-

tion générale, la vraie métaphysique de l'Analyse infini-

tésimale, telle qu'on l'emploie et telle que tous les

géomètres conviennent qu'il faut l'employer pour la fa-

cilité des calculs, n'en est pas moins, suivant l'illustre

auteur même que je viens de citer, le principe des com-

pensations d'erreurs, et je crois au surplus qu'il ne

manque rien ni à l'exactitude ni à la généralité de la

démonstration que j'ai donnée.

38. Ce qui précède ne renferme encore que les prin-

cipes généi'aux de l'Analyse infinitésimale, et nous allon>
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les applique!' à (jnelcpies exemples pai licullers, avanlde

l'aire voir coinnieiil ces principes généraux ont élé ré-,

duils en algorithme par Leibnitz, ce qui leur a imprimé

le caractère d'un calcul régulier. Ainsi ce que nous avons

dit n'appartient encore qu'à la synthèse et à l'analyse

ordinaire, mais cette nou\elle svnthèse est déjà par elle-

même très importante et très lumineuse, et, si les anciens

l'eussent possédée, au lieu de la méthode d'exhaustion

qu'elle supplée, ils eussent grandement simplifié leurs

travaux et ils eussent probablement poussé leurs décou-

vertes beaucoup plus loin qu'ils ne l'ont fait, car ils

employaient leurs forces à vaincre les difficultés, cjui se

trouvent surmontées tout de suite par la seule notion de

l'infini.

Quant à l'usage que l'analvse algébrique ordinaire

peut faire de la même notion, absti'action faite de l'al-

gorithme qui lui est propre, si l'on veut savoir le parti

qu'il est possible d'en tirer, il n'y a qu'à lire VIntro-

duction à l'analyse des infinis d'Euler, et l'on sera

étonné de la puissance d'un pareil Instrument dans une

main habile.

PROBLIiME 1.

39. Blener une tangente à la cycloïde ordinaiie.

Soit [jig- ^) AEB une cycloïde ordinaire, dont le

cercle générateur soitE/^yF. La propriété principale de

cette cycloïde est que, pour un point quelconque m, la

portion mp de l'ordonnée comprise entre la courbe et

la circonférence génératrice est égale à l'arc E/> de cette

circonférence.

Cela posé, menons au point /^ de cette même circon-

férence une tangente />T, et proposons-nous de trouver

le point T où cette tangente sera rencontrée par celle luT

de la cvclnïdc.
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Pour cela, je mène une nouvelle ordonnée //</ inlini-

iienl proclie de la jîreniière ////;, cL par le point m je

Fig.

mène mr pai'allèle au petit are/^y, que je considère, ainsi

que nin, comme une lij^ne droite.

11 est clair alors que les deux triangles iniu., Triip se-

ront semblables, et que par consécjuent nous aurons

mr : ni- '.'. Tp '. m/). Mais, puisque par la propriété de la

cycloïde on a Kf/ = ju/ et E/7 = mp, on. aura, en retran-

chant la seconde de ces équations de la première,

E(/— Ep =z ncj — 1)1p, ou p<j = /?/, ou m/' = nr. Donc,

à cause de la proportion trouvée ci-dessus, on aura

T /) = nip ou T f) = Ep, c'est-à-dire que la sous-tan-

gentcT/; est toujours égale à l'arc correspondantE/7. Or,

comme cette proposition est dégagée de toute considé-

ration de l'infini, elle est nécessairement et rigoureuse-

ment exacte.

;OBLEME 11.

40. Pruin'er tpic deux p) raniides de niénies hases et

de même liauLeiir sont égaies en voliuiie.

(concevons les deux pyramides proposées partagées eu
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un même nombre de tranches infiniment minces paral-

lèlement à leurs bases et d'épaisseurs respectivement

égales. Comparons deux des tranches correspondantes,

prises l'une dans la première et l'autre dans la seconde de

ces pyramides. Or je dis d'abord que ces deux, tranches

ne peuvent différer qu'infiniment peu Tune de l'autre.

En effet, chacune de ces tranches est elle-même une

pyramide tronquée, et, si de tous les angles de la plus

petite de ces deux bases on conçoit des parallèles qui

aillent rencontrer la plus grande, il est clair.que le tronc

de pyramide se trouvera décomposé en deux parties,

l'une prismatique, comprise entre ces parallèles, avant

pour épaisseur la dislance des deux bases du tronc et

pour base la plus petite des deux de ce même tronc

,

l'autre en forme d'onglet, ayant aussi pour épaisseur la

distance des deux bases du tronc et pour base la diffé-

rence entre la plus grande et la plus petite de ce même
tronc. Mais ces deux dernières bases pouvant se rappro-

cher l'une de l'autre autant qu'on le veut, leur différence

peut évidemment être rendue aussi petite qu'on le veut

relativement à chacune d'elles. Donc l'onglet est lui-

même infiniment petit relativement à la tranche à la-

quelle il appartient.

Cela posé, nommons T et T' les volumes des deux

tranches correspondantes dans les deux pyramides, jt

et// les portions prismatiques, q et (f
les onglets; nous

aurons les deux équations exactes

T=:;/^-t-(7, T'= /j'+^', ou y;=T — (j, p'=:T— q'

.

[Mais /> et // sont des prismes de mêmes bases et de même
hauteur; tionc on a /> = //; égalant donc leurs valeurs,

on aui'a T -\- q = T'+ q' : négligeant q et q', que nous

venons de voir être infiniment petites relativement à T
et T'. on aura T =: T',
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("-onime cette équation n'esL pas dégagée de rinfini,

nous ne pouvons encore savoir si elle est exacte ou seu-

lement imparfaite; mais, comme on peut appliquer à

toutes les tranches qui composent les pyramides entières

ce que nous venons de dire de deux d'entre elles, il suit

qu'en nommant P et P' les volumes entiers des deux py-

ramides on aura P = P'. Or ces deux volumes des py-

ramides entières sont des quantitésfixes.Donc l'équation

P = P' est entièrement dégagée de toute considération

de l'infini. Donc elle est nécessairement et rigoureu-

sement exacte.

A l XRE DÉMO ^ STU AïIOlV

.

Ât\ . Il est évident que chacune des tranches dont nous

avons parlé peut être imaginée comprise entre deux

prismes de même hauteur qu'elle, dont l'un aurait pour

base la plus grande des deux hases de la tranche et

l'autre la plus petite. La tranche est donc moindre que

le plus grand de ces deux prismes et plus grande que

l'autre. Donc la somme des tranches qui composent

chaque pyramide entière est moindre que la somme des

prismes circonscrits aux tranches et plus grande que la

somme des prismes inscrits. Mais il est clair que la dif-

férence de chaque prisme circonscrit au prisme inscrit

de la même ti anche est le produit de la différence des

deux bases par la hauteur de la tranche. Donc la somme
des prismes circonscrits aux tranches de l'une des pyi^a-

mides, moins la somme des prismes inscrits aux mêmes
tranches, est le produit de la hauteur de l'une quel-

conque des tranches par la somme des différences entre

les grandes et les petites bases. Or, si l'on fait la projec-

tion de toutes ces différences sur la base même de

la pvramide, on verra facilement que ces projections
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couvrent cxaclement cette Ijase. Donc la somme des

prismes circonscrits, moins la somme des prismes inscrits,

équivaut à ]a base même de la pvramide, multipliée par

la hauteur de Tune quelron(jue des tranches. Or cette

hauteur est aussi petite qu'on le veut; donc la somme
des prismes circonscrits ne diffère qu'infiniment peu de

la somme des prismes inscrits dans la même pyramide.

Maintenant, si l'on compare les prismes inscrits et cir-

conscrits dans chaque pyramide aux prismes correspon-

dants de l'autre, on trouvera qu'ils ont tous respective-

ment mêmes bases et même hauteur. Donc ils sont

respectivement éyaux. Donc la somme de ceux dune
des pyramides est égale à la somme de ceux de l'autre.

Mais chaque pyramide elle-même est moindre que la

somme des prismes circonscrits et plus grande que la

somme des prismes inscrits. Donc, puisque ces sommes

sont toutes ou égales ou infiniment peu différentes les

unes des autres, les pyramides elles-mêmes sont infini-

ment peu différentes Tune de l'autre. Donc, en faisant

abstraction des quantités infiniment petites à l'égard des

pyramides entières, on peut dire que ces pyramides sont

égales, et, comme cette dernière proposition est entiè-

rement dégagée de toute considération de l'infini, elle

est nécessairement et rigoureusement exacte. Donc deux

p\Tamides de mêmes bases et de même hauteur sont

égales entre elles.

riîoiîLÈMF. m.

-42. Pi-oin'cr (jiir l'aiie d'une zone spliéiicjiie est é^alc

à l aile de la portion correspondante du c} lindre cpd

lui est circonscrit.

Soient AGB ifii^' 3 la demi-circonférence génératrice

de la surface sphérique prop{»>ée. i\ le centre, \B le dia-



nièlre, ADEB le quadiilatère généraleur du cvlindro cii-

conscrit, mr une portion inlininient petite de la demi-

circonférence génératrice, sinjK irq des perpendiculaires

sur le diamètre AB. prolongées jusqu'à sa parallèle DE,

mn une perpendiculaire menée du point m sur //y/, dm
le rayon mené au point m. Je vais d'abord prouver que

la zone engendrée par le petit arc nir est égale à Taire de

l'anneau cvlindrique engendré par/>c/.

Pour cela je considère le cercle comme un polygone

d'une infinité de côtés et l'arc mr comme l'un de ces cô-

tés. Cela posé, les triangles semblables mur, msc donnent

mn : mr '.'. ms : me, ou, parce que l'on a mn = /)(/ et que

les circonférences qui ont pour ravons 7//\, m C sont entre

elles comme ces rayons, p(/ '. mrW cire, ms '. circ./j/C, ou

cire. 777.? X nir = cire. 777 C. jxj

.

Mais il est évident que le premier membre de cette

équation diffère infiniment peu de l'aire convexe du pe-

tit cône tronqué engendré par le trapèze mstr ou de la

petite zone engendrée par l'arc 77/7- considéré comme

ligne droite, et que le second membre est l'aire de l'an-
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iicau cvlliuliiqiic (|iii lui correspond. Donc Taire de la

petite zone est égale à celle du petit anneau.

Cette égalité n'étant point dégagée de l'infini, nous ne

pouvons encore savoir si elle est exacte ou seulement

imparfaite; mais, comme nous pouvons appliquer à

toutes les zones infiniment petites ce que nous avons dit

delà première, nous en conclurons que généralement

une zone quelconque de grandeur déterminée est égale

à la portion de surface cylindrique qui lui correspond,

proposition qui, étant entièrement dégagée de l'infini,

est nécessairement et rigoureusement exacte.

'UOBLEME

43. Prouver que le volume du paraboloïde est la

moitié du cylindre de même hase et de même hauteur.

Soient [Jig. 4) Am/zC la parabole génératrice, TA/;D
son axe. \p l'abscisse répondant au point ///, pm l'or-

A
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;//, Il sur cette tangente, mt le prolongement de inr jus-

qu'à la rencontre de cjn.

Je considère la courbe comme un polygone d'une in-

finité de côtés, et vin comme l'un de ces côtés. En ima-

ginant la figure tourner autour del'axe TA/j>, le petit tra-

pèzey77n/iy engendrera un des éléments du paraboloïde, et

le petit trapèze rsmn l'élément correspondant du volume

qui fait le complément de ce paraboloïde, relativement

au cylindre engendré par le quadrilatère A ^/z^. Or je dis

que ces deux éléments sont égaux entre eux. En effet, il

est clair que le premier, c'est-à-dire celui du paraboloïde,

est, en négligeant les quantités qui sont infiniment pe-

tites relativement à celles qui restent, (ip.pm^circ.pm,

et que l'autre élément sera rs.mr. cire. A/'.

Mais on a rs= tn, A/' -- pm, et comme dans la para-

bole la sous-tangente est double de l'abscisse, on a aussi

7?2/-= j/>T. Donc le second élément indiqué ci-dessus

devient nt^pT c\vc.pjn. Or les triangles semblables mnt,

Tnip donnent tn '. rnt : : pm '. Tp ; donc Tn. Tp= mt.pm.

Substituant donc cette valeur de tn.Tp dans l'expression

précédente, elle deviendra mt.pm. ^ cire. pm, qui est la

même que celle qui a été trouvée ci-dessus pour le pre-

mier élément. Donc les deux éléments sont égaux ou

diffèrent infiniment peu.

Mais, comme cette égalité reste encore affectée de l'in-

fini, j'imagine tout le paraboloïde composé de sem-

blables éléments, et, appliquant à chacun le même rai-

sonnement que ci-dessus, je conclus que la somme de

tous les éléments du paraboloïde, c'est-à-dire le volume

même de ce corps, est égale à la somme des éléments du

volume complémentaire, et par conséquent la moitié

seulement du cylindre, proposition qui, étant dégagée

de toute considération de l'infini, est nécessairement et

parfaitement rigoureuse.

C. — Métaphjs. A
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PROBLEME V

44. Démontrer que dans le mouvement uniformé-

ment accéléré les espaces parcourus sont comme les

carrés des temps, à compter de l'instant oii la 'vitesse

était o.

Le mouvement vuiiformément accéléré est celui dans

lequel les vitesses acquises depuis l'instant où la vitesse

était o sont proportionnelles aux temps écoulés depuis

la même époque. Si donc on nomme v^ cette vitesse, t le

temps et E l'espace parcouru, et que pour un autre in-

stant on nomme v' la vitesse, t' le temps écoulé et E'

l'espace, on aura, par hypothèse, v '. v' :: t '. t' , et il s'agit

de prouver qu'on a E : E' : : t- : i'-.

Considérons la vitesse comme croissant par des degrés

infiniment petits égaux, et soit p l'augmentation infini-

ment petite qu'elle reçoit à chaque fois. Cette vitesse sera

donc successivement depuis le commencement o, />, 2/>,

3/', 4/'> ainsi de suite, selon les termes de la progression

par différence croissante, dont le premier terme est o et

la raison p.

Nommons q l'intervalle de temps infiniment petit qui

s'écoule d'un accroissement de la vitesse à l'autre. Ces

accroissements étant égaux et les temps étant propor-

tionnels aux vitesses, l'intervalle q sera toujours le même,

et pendant cet intervalle la vitesse étant regardée comme
uniforme, les espaces pai'courus successivement seront

o, pq, "i-pq, ^pq,- . -, aussi selon les termes d'une pro-

gression par différence. Donc l'espace total parcouru,

c'est-à-dire la somme des espaces parcourus à chaque

instant, sera la somme de tous les termes de cette pro-

gression.

Or la somme de tous les termes d'une progression par
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différence dont le premier terme est o se trouve en

multipliant le dernier terme par la moitié du nombre

des termes. Mais le temps total t est évidemment égal

au petit temps q multiplié par le nombre des termes

moins un ; si donc on nomme n ce nombre de termes, on

aura

t =1 q[n — 1 ou « =: ,

q

ou, en négligeant dans le numérateur (jr comme infini-

ment petit à l'égard de t, on aura /; = -; donc la vitesse

finale est pin— i ) ou /;-• Donc la somme des termes

ou Viespace5pa parcouru est-/?- > c est-a-dn-e ou on aura
^ i' q .q

^

E := —-• Par la même raison on aura E'^=—-: donc
lq- 9.q-

E:E':: V-'.l'-, proportion cpn', étant dégagée de toute

considération de l'infini, est nécessairement et rigou-

reusement exacte.

45. Ces exemples suffisent pour montrer comment on

peut employer dans le raisonnement et l'Algèbre ordi-

naire les principes de l'Analyse infinitésimale ; nous al-

lons voir maintenant comment on est parvenu à réduire

ces principes en algorithme dans les Calculs différentiel

et intéo:ral.
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CHAPITRE II.

DE L'ALGORITIiaiE ADAPTÉ A L'ANALYSE INFINITÉSIMALE.

46. Une fois les principes généraux de la nouvelle

doctrine bien établis, on a pu remarquer, dans les nom-

breuses applications dont elle est susceptible, que parmi

les quantités infiniment petites qu'elle met en œuvre il

en est d'une classe particulière qui s'offrent beaucoup

plus fréquemment que toutes les autres : ce sont celles

qu'on a nommées différentielles

.

On entend par le mot différentielle la différence de

deux valeurs successives d'une même variable, lorsque

l'on considère le système auquel elle appartient dans

deux ou plusieurs états consécutifs, dont l'un est regardé

comme fixe et les autres comme se rapprocliant conti-

nuellemept et simultanément du premier jusqu'à en

différer avissi peu qu'on le veut.

47. L'expression diminutivede quantité différentielle

indique tout à la fois que la quantité qu'elle exprime est

une différence, et que cette différence est une quantité

infiniment petite. Elle marque la quantité infiniment

petite dont la variable a augmenté en passant de son

premier état au second.

La différentielle d'une quantité s'exprime ordinaire-

ment dans le calcul par la lettre d mise au devant de

celle qui exprime la variable : ainsi dx signifie différen-
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tielle de x, dy signifie différentielle dej , f?- signifie

difTérentielle de la fraction -i c'est-à-dire la quantité

infiniment petite dont cette fraction augmente lorsque a:

augmente àe dx c\j de dy. La lettre d ne représente

donc point une quantité, mais elle est employée comme
simple indice; ce n'est qu'une abréviation de ces mots

différentielle de, et elle porte dans le calcul le nom de

cafacté?'isti(fne.

Les quantités constantes n'ont point de différentielles,

ou, si l'on veut, leur différentielle est o, puisque par

leur nature elles n'augmentent pas ou que leur augmen-

tation peut être supposée nulle lorsque le système est

considéré comme passant de son premier état au se-

cond.

48. Lorsque le calcul donne pour la différentielle

d'une quantité une valeur négative, c'est une preuve

qu'on a fait une fausse supposition et que la variable

dont il s'agit, au lieu d'aller en croissant comme on

l'avait supposé, va au contraire en diminuant, par le

changement général de l'état du système. Ainsi, par

exemple, un arc de cercle moindre que le quart de la

circonférence étant représenté par s, sa différentielle

sera ds, celle de son sinus sera dsins et celle de son co-

sinus dcoss. Or, comme on suppose que s va en crois-

sant, il est évident cpie le sinus ira de même en croissant,

mais que le cosinus au contraire ira en diminuant. Donc

le calcul algébrique devra assigner à d coss une valeur

négative, et c'est ce qui a lieu, en effet, comme on le

verra plus loin. Mais, soit que la variable aille en aug-

mentant ou en diminuant, on entend toujours par sa dif-

férentielle la différence de sa seconde valeur à la pre-
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mière, et on la désigne conslaniment par la caiactéris-

tique d, suivie de la variable et prise positivement,

laissant à l'ordinaire au calcul le soin de redresser par

lui-même les fausses suppositions qu'on pourrait avoir

faites.

Lorsque plusieurs quantités variables sontliées par une

loi quelconque, comme le sont par exemple l'abscisse et

l'ordonnée d'une courbe, l'accroissement de l'une déter-

mine nécessairement l'accroissement de l'autre. Ainsi,

en désignant l'abscisse par x et l'ordonnée. par j, il y
aura entre dx et dj une relation déterminée par celle

de X elàej elles-mêmes. Et réciproquement, la relation

de X et j^ dépend de celles qu'elles ont elles-mêmes avec

leurs différentielles dx, dj. De là les deux branches de

l'Analyse infinitésimale, l'une ayant pour objet de trouver

la relation qui existe entre les différentielles de plusieurs

variables et ces variables elles-mêmes lorsque Ton con-

naît celle qui existe entre ces dernières seulement, l'autre

ayant pour objet de retrouver la relation qui existe entre

les variables seulement, lorsque l'on connaît celle qui

lie ces variables avec leurs différentielles.

49. Or il est aisé de concevoir combien les règles de

ces calculs, une fois trouvées, peuvent aider à résoudre

les diverses questions qu'on peut se proposer, car toute

question se réduit à trouver la relation qui existe entre

certaines quantités désignées. Or, si je ne puis aperce-

voir immédiatement cette relation, je cherche naturelle-

ment à y parvenir par l'entremise de quelques quantités

auxiliaires. Mais de toutes les quantités auxiliaires,

l'usage apprend qu'aucune ne donne lieu à plus de sim-

plifications que celles qu'on nomme ùijinitésirnales ', il

est donc naturel de les introduire autant que possible

dans les combinaisons. Alors il arrive, ou qu'elles s'éb-
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minent d'elles-mêmes à la manière des quantités algé-

briques ordinaires, et, dans ce cas, tous les procédés

suivis dans le cours des opérations appartiennent à ce

qu'on nomme Calcul différentiel, ou il faudra recourir

à certaines transformations inusitées dans l'Algèbre ordi-

naire, mais dont l'objet est toujours d'éliminer ces auxi-

liaires appelées infiiitésimales, et ces transformations

sont de la compétence de ce qu'on nomme Calcul inté-

gral.

Le premier de ces calculs est beaucoup plus facile que

le secojid, parce qu'il ne renferme, à proprement parler,

aucun procédé qui ne lui soit commun avec l'ancienne

analyse ; mais le Calcul intégral exige des procédés fort

différents et qui sont loin encore d'être complets, mal-

gré les travaux des savants de premier ordre qui s'en

sont occupés. Mon objet ici n'est que de faire connaître

l'esprit de ces méthodes et d'indiquer la marche géné-

rale de ces calculs. Je commencerai par le Calcul diffé-

rentiel, comme le plus simple, et comme indispensable

pour parvenir à la connaissance du Calcul intégral, mais

en me restreignant aux premières notions, pour l'un

comme pour l'autre.

DU CALCUL DIFFÉREÎiTIEL.

50. Nous avons dit que la différentielle d'une quan-

tité variable était la différence infiniment petite du se-

cond état de cette variable avec le premier ; il s'agit donc

de trouver cette diflTérentielle pour tous les cas possibles,

c'est-à-dire pour toutes les fonctions possibles des va-

riables proposées, telles que x, j, z, . . . , dont les diffé-

rentielles particulières sont déjà exprimées par dx, dy,

dz,....

Il faut d'abord examiner quelle distinction nous de-
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vons metlre entre l'opération par laquelle on prendrait

une différence ordinaire ou finie el celle par laquelle on

doit se borner à prendre une différentielle ou une diffé-

rence infiniment petite. Si nous considérons le système

proposé dans deux états quelconques déterminés diffé-

rents l'un de l'autre, la différence des deux valeurs delà

même quantité prise dans les deux systèmes sera égale-

ment déterminée et ne pourra par conséquent être sup-

posée aussi petite qu'on le voudra ; ainsi l'on ne pour-

rait rien y négliger sans commettre des erreurs qu'on ne

serait plus à même de rectifier. Mais si les deux S3'slèmes

sont supposés se rapprocher l'un de l'autre autant qu'on

le veut, la différence des deux valeurs de la même va-

riable pourra être rendue aussi petite qu'on le voudra;

elle deviendra ce qu'on nomme une différentielle et ne

sera autre chose que la différence ordinaire simplifiée

parla suppression des quantités qui, dans son expres-

sion, pourraient se trouver infiniment petites relative-

ment aux autres termes dont elle est composée. Tel est

le principe général de la différentiation.

51. Il suit évidemment de ce principe général que,

pour difféi^entier une quantité ou une fonction quel-

conque de cette quantité ou de plusieurs quantités com-

binées, que j'exprimerai par o(jr, t , z, . . . ), il n'y a qu'à

Ja considérer dans le second état, c'est-à-dire lorsque,

j", j'iZ, ... devenant respectivement x -+- dx, y -f- dj,

z -{- dz, . . . , cette fonction devient elle-même

(j) (.r H- dr, y -i- d\\ z -\- dz, . . . ,

reti-ancher de cette fonction ainsi accrue ce qu'elle était

d'abord, c'est-à-dire cp (j^, }, c, . . .), ce qui donnera pour

la différence de la fonction proposée

y (,/; -I- d.r, j -f- dy, z -\- dz, . . .\ — (^[ .r, j, z,. . .],
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et alors pour passer de celte différence à la différen-

tielle, il n'y aura plus qu'à réduire l'expression en y né-

gligeant les quantités qui se trouveraient infiniment

petites vis-à-vis de celles auxquelles elles seraientajoutées

ou dentelles seraient retranchées. Il ne nous reste donc

plus qu'à appliquer cette formule générale à chaque cas

particulier.

Soit proposé de différentier la somme

« -h /> -4- .r -f- j 4- z

de plusieurs quantités dont les unes a-, h sont constantes

et les autres .T-,j}, z variables, c'est-à-dire soit proposé

de trouver d{a -\- h -^ x -^ y -^ z^.

Suivant la formule générale donnée ci-dessus, les con-

stantes «, & n'ayant aucune différentielle et les variables

X, jn^ z ayant respectivement pour différentielles dx^ dy.

dz, nous devons avoir

<•/( rt -f- è -4- .r 4- j -f- z) =: rt -I- è 4- (.r -+- <r/.r
j
-<-

( r -+- dy]

H- ( c H- ^/z )
—

( a + ô H- .r + j -f z
)

,

équation qui se réduit à

<r/( rt H- 6 + .r- 4-j -+- z
)
= rf.r H- dy 4- dz

,

c'est-à-dire (^weladifféventifiLle d'une somme quelconque

de construites et de variables est éaa
difjérentielles des seules ^lariables.

de constantes et de iHiriahles est éscile à la somme deso

52. Soit proposé de différentier x—j\ on aura, d'a-

près la formule générale,

d['^ —r] = [-^ + (i-^) — [.r + dy] - [x - j)

OU, en réduisant,

d[x — y) z^ dx — dy,

c'est-à-dire que la différentielle de la di^erence de
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fleux variables quelconques est égale à la dijjérencc de

leurs différeiil telles.

Soit proposé de différentier ax -\-bj— cz\ on aura,

par la formule générale,

d[ax -\- by — cr. ) z=:i a dx ^ h dy — c dz.

S3. Soit proposé de différentier le produit xy\ on

aura d'abord pour différence, par la formule générale,

[.r. -^ dx][y ^ dy] — .ry

ou, réduisant,

X dj- -h y dx -4- dx d) .

Mais, comme ils'agitnond'une différence quelconque,

mais de la différentielle, on remarquera que le dernier

terme dx dy est infiniment petit relativement à chacun

des deux autres, puisqu'en le divisant par le premier il

donne—- et par le second ^i qui sont évidemment
X ^

)

l'une et l'autre des quantités infiniment petites. Donc

ce troisième terme doit être négligé vis-à-vis des autres;

donc la formule se réduit à

dxy = X dy -\- y dr.

On trouverait pareillement

dxyz = xy dz H- xz dy -i- ); dx
;

et de même pour un plus grand nombre de facteurs,

d'où suit cette règle : Pour dijjérenûer le produit de

plusieursfacteurs ^variables, ilfaut prendre la somme
des différentielles de chaque variable, multipliées cha-

cune par le produit de toutes les autres variables.

S^. Soit proposé de différentier la fraction-'
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Suivant la formule générale, la différence sera

.r -}- ri r .V

ou, en réduisant au même dénominateur,

tv/.r — .rr/)_

or, comme ce n'est point la différence absolue qu'on

demande, mais seulementla différentielle, il faut effacer

de cette expression la quantité jf?}' au dénominateur,

parce qu'elle se trouve infiniment petite relativement à

l'autre terme j>
-. Donc on aura

X yrt.r — .vdv
cl - = "

: —
?

r J

c'est-à-dire qu'en général la dijjérentielle d'une frac-

tion est égale au dénonnnateur de cette fraction uiulti-

plié par la différentielle du numérateur, moins le nu-

mérateur multiplié par la différentielle du dénomina-

teur, le tout divisé par le carré du dénominateur.

55. Soit proposé de différentier x'"

.

Si l'on fait successivement m =r o.,m= ?>, m = 4, . . . ,

on pourra regarder .r'" comme le produit de x multipliée

par elle-même une fois, deux fois, trois fois, etc. ; ainsi

on pourra y appliquer la règle établie (53), d'où l'on ti-

rera en général

d.i'"^^. nix"'-^d.r.

Si l'on suppose successivement m^= — i, m=— 2,

m =— 3. . . . , ou, ce qui revient au même, si l'on veut

différentier les quantités -5 — ,1 — : • • • 5 il n'v aura qu'à

leur appliquer la règle trouvée ci-dessus pour différen-
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lier les fractions, et l'on |)arviendra également à la for-

mule
(/./'"=: w.i-"'^'c/.r.

Si l'on suppose que l'exposant ui soit une fraction --•

p

on fera x*? = 3 ; élevant chaque memljre à la puissance ^,

on auraa:^=: z^, et, différentiant chaque membre par la

règle ci-dessus, on aura

d'où je tire

p.'P-^ dx — qzl-^ dz,

dz = —^—
;

substituant dans le second membre pour z sa valeur

x'i . on aura

dz= '- — — '-x'i d.i: = m ./^"-' d.r,

qa''-''
'l

qui est encore la même formule que ci-dessus.

C'est-à-dire donc cjue généralement la diûérentielle

d'une puissance quelconque positive ou négative, entière

ou fractionnaire, est le produit de Vexposant de la

puissajice par la variable élevée à une puissance

moindre d'une unité que la puissance donnée, le tout

multiplié par la dijférentielle de la variable.

06. Si les quantités proposées étaient affectées de ra-

dicaux, on commencerait par les convertir en quantités

affectées d'exposants. Ainsi les règles précédentes suffi-

ront pour différentier toutes les quantités algébriques.

Mais les quantités dont les exposants sont variables n'y

sont pas comprises ; cependant elles n'en sont pas moins
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susceptibles de différentiation, ainsi que les autres quan-

lités auxquelles on a donné le nom de transcendantes

,

telles que les quantités logarithmiques et angulaires.

Nous allons parcourir les règles qui ont été trouvées

pour cela.

57. Proposons-nous de dijffé/e/itier a-'-', a étant une

quantité constante et x un exposant variable.

Suivant le principe général, la différentielle cherchée

sera
fii-^dx— ^,.r^

^^^^ n" d'^'' — a'' ^ nu a' 'a''"^— I ),

c'est-à-dire qu'on aura

(A) (Jfi^— a^ [a^^— \)

.

Mais, pour rendre cette équation utile, il faut faire en

sorte que la quantité infiniment petite dx ne soit point

employée en exposant.

Pour cela je fais a^^ i -+- h\ j'aurai donc

ou, en développant par la formule du binôme de Newton,

, , , flxb- [cl.r-— I
"1 d.r b^ {dx— i i

(chr — ':>]

n"^'— \ -'^ dxb -\

'

1

'

' - -

'1.6

et, comme la quantité infiniment petite dx disparaît de-

vant les nombres finis i, 2, 3 l'équation, en trans-

posant le premier terme du second membre, se réduit à

, /, /;2 b^ /;V

V 2 3 4

Substituant donc cette valeur de a'^'^— i dans la for-

mule (A) et remettant pour b sa valeur a— i, on aura

(B) da^= a-dx[{a - i]- \[a -ly--^ ^-[a-iY- . . .].

. 58. La différentJation des quantités exponentielles



69. CHAPITRE II.

qu'on vient de voir donne le moyen de diff'érenlier

aussi les quantités logarithmiques. En effet, suivant la

définition générale des logarithmes, on a, quelle que soit

la base a du système, x = log^-^ ; donc dx = dlo^a''.

Substituant cette valeur de <fj: dans l'équation (B), on aura

f/«^= «-^^log«•'[(«— i)_±(«— ,)2.Hi-(a— 1)3— . . .],

d'où, en faisant a-^^=. y , on tire

Supposant donc, pour abréger, que ce dernier facteur,

qui est constant, soit re|)rcsenté par m, on aura, pour

un système quelconque de logarithmes,

m dy
(C) ,nogr=—L.

Le nombre m, qui est, comme l'on voit, une fonc-

tion connue de la base n du système logarithmique, est

ce que l'on nomme module de ce svstènie.

Le cas le plus simple est celui où l'on suppose m = i

,

ce qui réduit la formule (C) à

C'est pourquoi les logarithmes de ce système se nom-

ment logarithmes naturels ou logarithmes népériens,

du nom de leur célèbre inventeur, le baron de Neper,

ou encore logarithmes hyperboliques, à cause de leur

connexion avec la quadrature des portions de la surface

comprise entre l'hyperbole équilatère et ses asymptotes.

59. Puisque nous avons fait en général

[a — I )
— i

( a — I )^ -I- -j (
<7 — I }3 — . . .
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pour le cas où 77*1=1,

(
r/ — I ;— ^ (

<-; — I )- -+- -j (
<7 — 1 )•' —

. . . = I
,

ce qui donne par approximation

« = 2,7i828i8?.8459o45...,

c'est-à-dire que la base des logarithmes naturels, ou le

nombre dont le logarithme est i dans ce système, est à

très peu près le nombre précédent, qu'on est convenu

de représenter en général par la lettre e dans les calculs,

algébriques. Ainsi, dans ce système, on a x = loge* :

f = 9., 7 1828 18-^8459045....

Mais nos Tables ordinaii^es de logarithmes, faites

principalement pour l'usage de l'Arithmétique, sont cal-

culées sur une autre base. Notre numération étant déci-

male, on y suppose a = 10, c'est-à-dire qu'on y suppose

X = logio-* ; on y suppose donc successivement

1 O* =: I , I G '''= 2
,

I G ' = 3
,

....

et les valeurs de a: qui satisfont à ces équations sont les

logarithmes des nombres naturels 1, 2, 3, 4> • • • •

En substituant cette valeur 10 de la base dans l'équa-

tion trouvée ci-dessus,

('' — ')—}(« — i)'-h ;(" — ij'— • • •

on a par approximation

777—-G, 4 34 '294 48. . .
,

c'est-à-dire que ce nombre est le module des Tables

ordinaires.

60. Tous les systèmes possibles de logarithmes ont

entre eux une liaison intime, de manière que, ces loga-
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rithmes étanl supposés calculés pour un certain système,

il suffit de les multiplier tous par un même nombre pour

passer à un autre.

En effet, soient K un nombre quelconque, logK le lo-

garithme de ce nombre pris dans un système dont la

base soit n, et l'og K le logarithme du même nombre

pris dans un autre système dont la base soit a' . Nous

aurons donc

Donc

Prenant les logarithmes dans le système dont la base

est «, on aura

ou

l.)gK.log«=r()gK.l<)grt'.

Donc

logKil'ogK :: l()g«' :logr/.

Mais par la même raison on aurait, pour tout autre

nombre K',

logK' : l'ogK' : : l<)g« : log^.

Donc
logR;l'(,gK::l..glv':l'ogK'

ou enfin

logK: log-K' :: l'og K:l'()gK'.

Donc les logarithmes des deux nombres pris dans le

premier système sont entre eux comme les logarithmes

des mêmes nombres pris dans le second.

61 . Cette quantité constante par laquelle il faut mul-
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li plier tous les logarithmes d'un système pour avoir ceux

(l'un autre est facile à trouver, car la proporlioa trou-

vée ci-dessus

donne

loi^K:lWK::lo"./:iot

ou plus simplement, à cause de log « = i,

c'est-à-dire que la quantité constante par laquelle il

faut multiplier les logarithmes d'un système pour avoir

ceux d'un autre est l'unité divisée par le logarithme de

la base de cet autre système pris dans le premier.

62. Si l'on difiérentie l'équation précédente, d'après

le principe général établi (S8), elle donnera

md^ I c/K
,

r

K ~" îôgV "k~
"" "^'" ~ 'ni

Ainsi, au lieu de diviser les logarithmes népériens par

logrt' pour avoir ceux d'un autre système quelconque,

il n'y a qu'à les multiplier par /?/, c'est-cà-dire par le

module de ce système.

Or nous avons trouvé ci-dessus (S9), pour le module

des Tables ordinaires, m =^ 0,4342944^- C'est donc par

ce nombre qu'il faut multiplier les logarithmes naturels

ou népériens pour avoir les logarithmes tabulaires.

Donc, réciproquement, si l'on a les Tables ordinaires

calculées, il faudra diviser chacun des logarithmes de

ces Tables par 0,43429448 pour retrouver les loga-

rithmes naturels, ou, ce qui revient au même, les multi-

C. — Métaphrs. 5
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iilier tous par 2,3oy.585oQ, qui est éffal à —t~> - ,,, »
C7 1 D

0,43429448

et, d'après réqualion trouvée ci-dessus, ]o^a' = —1 ce
^ ' m

dernier nombre doit être le logarithme de 10 pris dans

les Tables népériennes.

63. Nous venons de voir que, /•i'exprimant la liase d'un

svstème quelconque de logarithmes et m son module,

on a loo^rt' = — ou m = -^ losa' exprimant le lo<?a-^ m logr/ Cl o

rithme népérien de a'. Donc, dans fout sysLeuie, le mo-

dule n'est autre chose que l'unité divisée par le loga-

rithme népérien ou naturel de la base logarithmicpie

de ce système.

Si donc nous reprenons les dénominations de l'ar-

ticle 58, c'est-à-dire que nous exprimions par a la base

d'un svstème quelconque de logarithmes et par m son

module, nous aurons m =. •, loff « désienant le loca-
logrt ^ ^ o

rithme naturel de (7, et non le logarithme pris dans le

système dont a est la base et/7i le module.

Mais nous avons vu (39) qu'on a aussi généra-

lement entre le module et la base d'un svstème quel-

conque

Donc, en général, on a

(D) iog« = ;>-,)-!(«- 1)2+ i(«-.:^-...,

logrt exprimant toujours le logarithme népérien de a, ce

qui donne une formule générale pour calculer les loga-

rithmes de ce svstème.
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Si dans celte formule on met pour a sa valeur i H- b

(57), elle deviendra

l„gfl + ô)= ^_^/,2 + L^^_

Si dans cette équation on fait h négatif, elle de-

viendra

retranchant cette équation de la précédente et observant

que

log(i-f-^) _ ,

formule très connue qui donne le moyen de construire

avec facilité les Tables des logarithmes naturels.

64. D'après ce qui a été dit (o7 et 58), nous pouvons

facilement différentier toute quantité, soit exponen_

tielle, soit logarithmique; mais nous obsei'verons que

les logarithmes naturels ou népériens sont les seuls qu'on

emploie en Algèbre, comme étant les plus simples, que

la lettre e est généralement prise pour représenter la

base de ce système, c'est-à-dire le nombre dont le loga-

rithme est 1 , et qu'enfin ce nombre est i, j 1828 182845,

à très peu près (59). Cela posé :

Soit propose de différentier loga-; nous aurons

dx
f/logx=z —

,

X

ce qu'on exprime plus simplement ainsi:

d\x r=. — .
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On trouvera de même

d.r ^ a d.r
^l(r/ + ,r) = , d\

X a -^ X

X dx dy- j 1
" "^ '" ^^'^ '^'^

y X y
'

a — ,r
"'

a + x a —
,

IXdx
d\ \aa -\- x

au H- XX

Soit proposé de âiffèrentier <?^; nous aurons

de^= e^dx.

Soit proposé de différenlicr «*; on aura

dn^ = a^dx\n. \

Pareillement on trouvera

/ . t
'''''•^

dxf z= X? dy I X -4-
'

r
^

-y.x^dx
"I

d'aa -^ x.xY^=^ [(tu + xxVdxX \\aa-\- xx\ H U • • • •

' ^

L ' iia-V- XX\

D'après tout ce qui vient d'être dit sur les quantités

exponentielles et logarithmiques, on voit que leur diffé-

rentiation se réduit aux deux règlessuivantes, qui dérivent

l'une de l'autre (57 et 58) :

1° La différentielle du logarithme d'une ijuantité

(fuelconque est égale à la différentielle de cette quan-

lité, divisée par cette même quantité.

"iP La différentielle d'une quantité exponentielle se

trouve en multipliant cette quantité exponentielle par

la différentielle de son logarithme.

Je passe à la différentiation des quantités angulaires.

65. Soit proposé de différentier ûnx^ X élani un arc

quelcoïKjur de cercle dont le trnoji es! i.



DE LALGORITIlMi:. G9

Suivant le principe général de la clillérentialion, on

doit avoir

d s.inx =^ s'm[.v -{- d.r) — sin .r

= s'in.rcosclx + s'indx cos.r — sinx.

Mais il est aisé de voir que : i" le cosinus d'un arc infi-

niment petit ne diffère du rayon que d'une quantité infini-

ment petite du second ordre, puisque cette quantité estle

sinus verse et que le sinus verse est égal au carré du sinus

qui est une quantité infiniment petite du second ordre,

divisé par le diamètre moins le même sinus verse, qui

est une quantité finie; d'oix suit d'abord qu'on peut sup-

poser cosdx = I, et par conséquent sinx cosf/j^.'= sinx;

2" la circonférence pouvant être considérée comme un

polygone d'une infinité de côtés, sindjc et dx diffèrent

infiniment peu l'un de l'autre, puisque dx est l'hypoté-

nuse d'un triang'le rectangle ; donc un des petits côtés est

sindx, et l'autre cosinus verse dx, qui est un infiniment

petit du second ordre.

Donc l'équation trouvée ci-dessus se réduit à

d sin.r = d.v cosj:.

Soit pi'oj>osé de différent ier cosx.

Suivant le principe général de la différentiation, on

doit avoir

r/cosa;= cos [x -\-dx] — cosjr

= cos .r cos ^.r— sin.rsinû?.r — cos.r,

équation qui, d'après les observations ci-dessus, se ré-

duit à

d cos .r =r — dx sin.r.

Soit propose de différentier tang.^-. On a

sin X
tiingjr = ;

cos.r'
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(hx- = (). Mais aucun des termes ne doit se trouver mul-

tiplié par les puissances supérieures de dx, parce que

ces termes, étant iniiniment petits relativement aux

autres, ont dû être négligés.

Par la même raison, si la fonction contient plusieurs

variables .r, y, z, la différentielle ne peut contenir que

des termes multipliés par dx, dj, dz à la première

puissance seulement, et il ne doit s'en trouver aucun

qui ait pour facteur ces différentielles élevées à des

puissances supérieures ou multipliées les unes par le?

autres.

Lasomme des termes qui ont pour facteur commun dj-

compose la différentielle do la fonction proposée rela-

tivement à X, c'est-à-dire en regardant x seul comme
variable, et de même pour la somme des termes qui ont

pour facteurs communs dy, dz, ....

Donc la différentielle totale de la fonction proposée

n'est autre chose que la somme des différentielles par-

tielles que l'on obtient en faisant varier cette fonction

successivement par rapport à chacune des variables qui

s'y trouvent.

Pour exprimer ces différentielles partielles, on emploie

la notation suivante. Soit P une fonction de x, j,z, ....

La différentielle partielle de cette fonction prise par rap-

. . '/P , , , dP jport a X s exprime ainsi -— dx ; de même -y- aj exprime

la différentielle de la fonction P par i-apport à j ; ainsi

des autres : de sorte qu'on a

dP r/P , f/P
,

dx (ly " (Iz

68. Au lieu de considérer le système des quantités

variables dans deux états consécutifs, comme nous

l'avons fait jusqu'à présent, nous pouvons le considérer
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successivement dans deux, trois, quatre ou un plus

grand nombre d'états consécutifs, tous infiniment peu

différents les uns des autres. Alors, à mesure que le pre-

mier des systèmes auxiliaires se rapproche du svstème

proposé, les autres s'en rapprocheront aussi, tellement

que, si ce premier système auxiliaire vient à coïncider

avec le système proposé, tous les autres coïncideront en

même temps et toutes les différentielles de l'un de ces

systèmes à l'autre s'évanouiront à la fois.

Les différences infiniment petites des quantités du

premier système auxiliaire aux quantités correspon-

dantes du système désigné ne sont pas les mêmes que

celles des quantités du second svstème auxiliaire à celles

du premier, et de même elles varieront du second au

troisième, du troisième au quatrième, ainsi de suite;

ainsi ces différences sont des variables qui auront, comme
toutes les autres, leurs différentielles, et, en conservant

toujours la caractéristique d pour exprimer la différen-

tielle de toute espèce de quantités, ddx exprimera la

quantité dont dx augmente du premier système auxi-

liaire au second, de la môme manière que dx exprime .

la quantité dont x augmente en passant du système

désigné à ce premier svstème auxiliaire. Pareillement,

dddx exprimera la quantité dont ddx augmente en

passant du second système auxiliaire au troisième; ainsi

de suite.

Les quantités dx, ddx, dddx, ... se nomment dif-

férentielles premièj^e, seconde, troisième, etc., de la

quantité x. Pareillement dj, ddy, dddj, ... sont les

différentielles première, seconde, troisième, etc., de 7;

ainsi des autres.

Au lieu d'écrire ddx, dddx, ddddx, . . ., on écrit

souvent par abréviation d'-x, d'-^x, d'x, ..., ce qui

n'indique point des puissances, et ne doit pas être con-
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l'ondu avec [dx)-, (f/j")S {d.v)'', . . .. qui sont aussi des

abréviations et signifient r/j?<fj?, dxdxdx, dxdxdxdx,
qui sont réellement les puissances de dx^ qu'on exprime

encore en supprimant la parenthèse et écrivant seule-

ment dx-, dx'-', dx'^, . . ., et qu'il faut également distin-

guer des quantités dix)-, d{xy', ..., qui sont les

dil'ierentielies des puissances x-, x^, x^ . ... de x,

tandis que les autres sont, au contraire, les puissances

des différentielles de x.

69. Il suit de ce qui vient d'être dit que les différen-

tielles de tous les ordres se différentient comme toute

autre variable, et qu'il ne faut point de règles particu-

lières pour cela. Ainsi, par exemple, eu différen-

tiant XV, on trouve xdy -\-jdx', différcntions cette

différentielle, et nous aurons

dx cl) 4- .rchJv +- clY cl.t -h ydcl.r;

différcntions de nouveau celle-ci, et nous aurons

3d.i'clcly -f- 3dfdd.r 4- .rcPj ->r JcP.r;

ainsi de suite.

70. Il est bon d'observer que, quoique d'-x et dx- ne

soient pas la même chose, ce sont cependant deux quan-

tités infiniment petites du second ordre, car, par

exemple, la première différentielle de l'équation

yy = 2«.r — .rx

est

J dy := adr — xd.r

et la différentielle seconde est

y cl-y 4- dy- = ad-x — x.d-x — dx'-

,

OÙ l'on voit que l'équation ne peut être homogène, à
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moins que tous les termes ne soient du même ordre,

cesl-à-dire tous du second.

71. Il faut encore observer que, quand diverses

varialjles sont liées par des équations, on peut toujours

prendre pour constante la différentielle de l'une quel-

conque de ces variables, laquelle est alors prise pour

terme de comparaison et sert à régler toutes les autres.

Car, par exemple, dans une courbe, nous pouvons bien

supposer que les accroissements successifs.de l'abscisse

se font par degrés égaux infiniment petits ; alors tous

les dx seront égaux, et par conséquent on aurarf(ix = o;

mais à ces degrés égaux d'accroissement de l'abscisse

répondront des accroissements de l'ordonnée qui ne

seront point égaux ; ainsi ddj ne sera pas zéro, et la loi

suivant laquelle varieront ces dven passant d'un système

à l'autre, tandis que dx restera constant, sera précisé-

ment ce qui fera connaître la nature de la courbe, c'est-

à-dire que la nature de la courbe dépendra des relations

qui existeront entre les différentielles successives, «^7,

ddy, dddy, ... de la variable désignée y.

Appliquons ces règles générales du Calcul différentiel

à quelques exemples.

7â. Soit. proj)os('. de trouver la sons-tangente de la

courbe qui a pour équation

ay"'^" z= x'" [a — .r)''

.

Considérons la courbe proposée comme un poljgone

d'une infinité de côtés. Soit MN un de ces côtés (/%• i);

si Ton prolonge ce côté jusqu'à l'axe de la courbe en T.

ce sera la tangente. Soit cet axe ou ligne des ab-

scisses TB; des deux extrémités M, N du petit côté MN
soient menées les ordonnées ^IP, NQ, infiniment proches
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lune de raulrc, et tlii point M soit menée la petite

droite MO. parallèle à l'axe et terminée à Tordon-

née MQ. La ligne TP est donc la sous-tangente cherchée.

Or il est clair qu'on a MO = dx, NO = dy , et que

les triangles semblables MNO, TMP donnent, par con-

séquent,

dy.dxWy.T?.

Donc nous avons l'équation imparfaite

(A! TP=,-;|.

Maintenant je dillerentie l'équation donnée pour en

tirer la valeur de — et la substiluerdansl'équation ( A).
(Iv . ^ ^ '

Cette équation diflérentiée me donne

( m H- n )
rtj'"'-H''— 1 cJy

:= ni [a — .T " x"'~^ (l.r — n.r'"
(^
a — .r\ "-' dx,

qui est aussi une équation inipariaite, d'où je tire

dy m a — x " ,/-"'^' — ii.i:'" \(i — x ''~'

Substituant cette dernière valeur de -— dans l'équa-

lion ( A ), j'aurai

< -{- n){ax — ,rx]
TP

m X — iix

équation qui, étant dégagée de toute considération de

l'infini, est rigoureusement exacte et me donne la

valeur cherchée de la sous-tangente TP.

73. Soit proposé de délcnuiner les plus gi'andes et

les plus peiites ordonnées de la courbe tpù a pour

éiiuaiion

rj -f- J7J: = 3 ri X — '1 (ta H- 2 hy — hh
[fi'j;.

">

)

.
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11 est clair que les plus grandes et les plus petites

ordonnées de la courbe proposée sont celles qui ré-

pondent aux points où la tangente devient parallèle aux

abscisses, ou, ce qui revient au même, en considérant

la courbe comme un polygone d'une infinité de côtés;

ce sont les ordonnées qui répondent aux petits côtés

parallèles aux abscisses, d"où il suit que l'ordonnée reste

la même sur toute l'étendue de ce petit côté, c'est-

à-dire qu'au point du ninxiniwn ou du ininimumàe cette

ordonnée sa différentielle devient zéro, quoique celle de

l'abscisse ne le soit pas, et qu'on a par conséquent

l = °;

Applic[uons ce principe à l'équation proposée ; en la

différent! an t, elle nous donnera l'équation imparfaite

d.r

3 « I.T

c'est donc cette quantité qui doit être égale à zéro, ce

qui donne

3a — 2x = o ou .r =: ~a.
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et par conséquent

équations qui. étant dégagées de toute considération de

l'infini, sont rigoureusement exactes.

74-. Soit proposé de (roiiver le maximum ou le mini-

mum (le la fonction ax'-^— hxv- -+- f- z- — g^J'^ 'f^-''

variables x, j, z.

Lorsqu'une fonction est parvenue à son maxiinuiii.

elle cesse d'augmenter pour diminuer ensuite, soit que

les variables particulières qui y entrent continuent

d'augmenter, soit qu'elles diminuent, et, lorsqu'elle est

parvenue à son minimum, elle cesse nécessairement de

diminuer pour augmenter ensuite, soit que les variables

particulières augmentent, soit qu'elles diminuent. Ainsi,

dans le cas des maxinm et des minima^ la dilïérentielle

de la fonction est toujours égale à zéro, quoique les di(-

férentielles des variables particulières ne le soient pas.

Pour appliquer ce principe au cas proposé, je suppose

d'abord qu'on ait trouvé les valeurs déterminées dej et

z qui satisfont à la condition proposée : il ne restera

donc plus qu'à déterminer celle de x, ce qui se fera, par

conséquent, en différentiant la fonction proposée relati-

vement à X seulement, égalant à zéro et divisant par dx^

ce qui donnera

Zax^ — br' — gy z = o.

En appliquant ce même raisonnement aux variables j^'

et z, on aura pareillement

lh.rY — gxz = O,

9./ -3 - i,'-.r> =0,

équations qui, étant toulos indépendantes de la considé-
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ration de Tinfini, sont rigoureusement exactes. Telles

sont donc les trois équations finies auxquelles il laut

satisfaire, ce qui ramène la question proposée à l'ana-

lyse ordinaire.

Ces trois différentiations successives reviennent évi-

demment au même c[ue si Ton différentiait la fonction

par rapport à toutes les variables à la fois, et qu'on égalât

à zéro le coefficient différentiel de chacune de ces variables.

75. Soit propose^ de trouvoT le point d'inflexion de la

combe t/iii a pour
é(i

nation b'-j = ax- —• x^ , si elle en

a un.

Soit ABMN {fii^. (J j la courbe proposée, que AP soit

l'abscisse et MP l'ordonnée, correspondant au point

d'inflexion cherché M. Soit menée une tangente MK à

ce point d'inflexion; il est visible que l'angle KMP est

\\n maximum, c'est-à-dire plus grand que l'angle LNQ,
formé par une autre tangente quelconque NL et For-

donnée correspondante NQ; donc la tangente trigono-

métrique de l'angle RMP est aussi un maximum. Mais

, . dx , , .

cette tangente trigonometriquc e>t— :donc on doit
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.

Or, la courbe ayant pour éqiialion

(Ir

(ly la.i- — 3./-

donc on doit avoir

ce qui donne
X =:z -^a,

équation qui, étant dégagée de toute considération de

l'infini, est rigoureusement exacte.

76. Soll pi'Ojyosc (le irouver le rayon du cercle oscil-

lateur (le la coiirhe (jui a pour éiiual.ion jy = ax

Soit une courbe nhcdeY enveloppée d'un fil fixé par

l'une de ses extrémités à l'un quelconque F des points

de cette courl^e, plié sur elle, et dont l'autre extrémité

soit M. Si l'on conçoit maintenant que ce fil restant

toujours tendu se déroule, et que son extrémité M trace

une nouvelle courbe Minin\ cette nouvelle courbe s'ap-

pelle développanie de la première, et cette première

s'appelle la dés'eloppée.

La portion du fil comprise à chaque instant entre la

développée et la développante se nomme rayoïii de la.

de^udoppc'e : ainsi, pour le point ^I de la développante,

la droite M/? est ce qu'on nomme le rayon de la déve-

loppée, me est le rayon de la développée au point ///

;

ainsi de suite.

Si l'on considère la développée comme un polygone

d'une infinité de côtés ah^ ln\ cd les petites j)or-

tions Mut. luu/, . . . de la développan'e dcviendronl
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de petits arcs de ceixle qui auront leurs centres aux points

c, (/, ... ; c'est pourquoi les cercles qui ont pour rayons

resj)ectifs Me, jud, . . . , et dont les petits arcs se con-

fondentavecceuxde la développante, se nomment ce/-c/e.v

oscillateurs de cette courbe, aux lieux où ils se con-

fondent ; ainsi les rayons des cercles osculateurs, que

pour cette raison on nomme aussi rayons de courbure,

ne sont autre chose que ceux delà développée.

Il s'agit donc de trouver le rayon de la développée

pour un point quelconque M de la développante. Or, la

grandeur d'un angle étant estimée par l'arc qui en donne

la mesure lorsque le rayon est i, il est clair que (A)

rarcM/7/= ÎMc.îMc77i. . . ; mais, les rayons Me, 7??<^ étant

successivement perpendiculaires aux petits arcs Mm,
77177/', et par conséquent à leurs tangentes respectives

aux points M, 7?7, l'angle ^le7/7 formé par ces rayons sera
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le même que celui que formeraient ces tangentes. Or, il

est évident que dans une courbe quelconque l'angle

formé par deux tangentes est égal à l'accroissement que

reçoit, en passant de l'une à l'autre, Fangle formé par

l'ordonnée avec la première de ces tangentes; donc, si

les deux tangentes sont infiniment proches l'une de

l'autre, l'angle qu'elles formeront, et par conséqueni

aussi l'angle M cm que formeront les rayons de cour-

bure correspondants ]Mc, md^ sera la différentielle de

l'angle formé par la tangente de la courbe et l'ordonnée.

Supposant donc que MT soit la ligne tangente au

point M et MP l'ordonnée, si l'on nomme R le rayon de

courbure, s l'arc correspondant, x eVy les coordonnées,

on aura, par l'équation (A) trouvée ci-dessus,

(li) ds = K.dl:M?.

Mais la tangente trigonométrique de l'angle TMP est

dr— (72), et l'on sait (65) que la différentielle d'un angle

est égale à la difféi-entielle de sa tangente, multipliée

par le carré du cosinus : donc
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c'cst-à-dlre à la courbe qui a pour équation

j)
)-= <7jr.

En difTérentiant cette équation, on a

dv 9.r

(ly a

et par conséquent

clx i(ly

dy ('

ainsi Téquation (C) devient

ou, à cause de

ds = y d.v- -\- dy-

<.d) "(S-)^

Substituant dans cette équation impartaite pour -— sa

1 2 1-
, , .

valeur -^î et réduisant, on aura

équation qui, étant dégagée de toute considération de

l'infini, est rigoureusement exacte.

DU CALCIL INTÉGRAL.

77. Il ne faut pas perdre de vue que les quantités infi-

nitésimales ne sont jamais que des quantités auxiliaires,

introduites seulement dans le calcul pour faciliter la

comparaison des quantités désignées, c'est-à-dire des
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quantités dont on veut avoir la relation, et que le but

ultérieur qu'on se propose est toujours de les éliminer.

Lorsque cette élimination n'a besoin, pour être exé-

cutée, que des transformations ordinaires de l'Aloèbre,

les opérations se rapportent à ce qu'on nomme Calcul

différentiel; mais, lorsqu'on ne peut obtenir cette élimi-

nation que par l'opération inverse de celle qu'on fait

pour ditTérentier des quantités proposées, cette opéra-

tion devient l'objet de ce qu'on nomme Calcul intégral.

Intégrer une quantité différentielle, c'est retrouver la

quantité qui, par sa différentiation, donne cette quantité

différentielle proposée.

Mais cette opération inverse est beaucoup plus diffi-

cile que l'opération directe, de même que la division est

plus difficile que la multiplication, dont elle n'est cepen-

dant que l'opération inverse, que l'extraction des ra-

cines est plus compliquée que l'élévation des puissances,

dentelle est également l'inverse, et qu'enfin la résolu-

tion des équations est beaucoup plus difficile que leur

composition, puisqu'on n'y parvient même généralement

que pour les degrés inférieurs.

Il y a d'ailleurs un grand nombre d'expressions diffé-

rentielles, telles (\viejdx^ qui ne peuvent réellement

résulter d'aucune différentiation et qui, par conséquent,

ne sauraient s'intégrer; il y en a d'autres qui peuvent

être susceptibles d'intégration, mais le moyen d'y par-

venir n'est pas encore connu.

78. La quantité qui, par sa différentiation, produit une

différentielle proposée s'appelle intégrale de cette dif-

férentielle, parce qu'on la regarde comme ayant été for-

mée par des accroissements successifs infiniment petits;

chacun de ces accroissements est ce que nous avons ap-

pelé la différentielle de la quantité croissante; c'en est
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une fraction, et la somme de toutes ces fractions est la

quantité entière que l'on cherche, et que pour cette rai-

son l'on nomme intégrale de cette différentielle; c'est

par cette même raison que l'on appelle intégrer ou

sommer une différentielle chercher l'intégrale ou la

somme de tous les accroissements successifs infiniment

petits qui forment la série dont la différentielle proposée

est, à proprement parler, le terme général.

79. Une intégrale étant considérée comme la somme

des éléments qu'on nomme dijférentielles, on est con-

venu de la désigner dans le calcul par la caractéristique/,

qui est regardée comme l'abréviation des mots somme

de. Ainsi le signe f détruit l'effet du signe d, de ma-

nière que /f/X n'est autre chose que la quantité X elle-

même.

Il est évident que deux quantités variables qui de-

meurent constamment égales entre elles augmentent à

chaque instant autant l'une que l'autre et que, par con-

séquent, leurs difféi^entielles sont égales, et la même
chose aurait lieu quand même ces deux quantités eussent

différé entre elles d'une autre quantité quelconque lors-

qu'elles ont commencé à varier; pourvu que cette diffé-

rence primitive soit toujours la même, leurs différen-

tielles seront toujours égales.

Réciproquement, il est clair que deux quantités va-

riables qui reçoiventà chaque instant des augmentations

infiniment petites égales doivent aussi demeure rcon-

stamment égales entre elles ou différer toujours de la

même quantité, c'est-à-dire que les intégrales de deux

différentielles qui sont égales ne peuvent jamais différer

entre elles que d'une quantité constante.

Par la même raison, si deux quantités quelconques

sont infiniment peu différentes l'une de l'autre, leurs
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différentielles différeront aussi entre elles infini ment peu;

et réciproquement, si deux quantités différentielles sont

infiniment peu différentes l'une de l'autre, leurs inté-

grales, abstraction faite de la constante, ne peuvent aussi

différer l'une de l'autre qu'infiniment peu.

80. C'est sur ces principes qu'est fondée l'application

des règles du Calcul intégral. Soit, par exemple (//^. 8),

AMNR une courbe dont on veuille trouver l'aire,

c'est-à-dire la surface AMP, comprise entre l'arc AM de

cette courbe, son abscisse AP et son ordonnée MP.

Fig. 8.

^ ^^

/
I

Si l'on conçoit que l'abscisse AP ou x augmente de la

quantité infiniment petite PQ ou r/x, l'aire chercliée de

la courbe augmentera du petit trapèze mixliligneMiSQP;

ce petit trapèze sera donc l'élément ou la différentielle

de la surface cherchée. Ainsi nous aurons d'abord

(A) AMP=/MNQP.

Mais d'un autre côté, en négligeant le petit triangle

mixtiligne IMNO, qui est évidemment infiniment petit à

l'égard du trapèze, nous aurons pour l'aire de ce trapèze,

considéré comme égal au rectangle ^lOQP, le produit 7 r/x

de sa base y par sa hauteur r/a ; donc ydx diffère infi-

niment peu de la différentielle de l'aire cherchée. Donc
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(79) fjdx dilïérera infiniment peu de/M^QP ou AMP,
abstraction faite de la constante, c'est-à-dire donc que

(B) KM?=fjd.r^C

est ce que j'ai appelé une équation imparfaite.

Supposons, par exemple, que la courbe soit une pa-

rabole ordinaire dont le paramètre soit />; nous aurons

yj= px et, en différentiant, lydj = pdx ; donc

lydr

P

Siil)stituant cette valeur dans l'équation (A), on aura

r-y.y-fh

J P
AMP— / - + C.

P
Mais(o5)

9, V
•'

2.>"<'^1

3/j
~~

p

donc, réciproquement,

J P ^J ' '^P
~

'^P

Donc, l'équation (B) devient
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j'observe que l'origine des abscisses étant en A, si nous

supposons jg=^ o, nous aui'ons aussi j = o, et, comme
nous cherchons l'aire totale à compter du point A, nous

aurons aussi AMP= o. Donc l'équation

A:\IP = fxr-i-C,

devant avoir lieu quelle que soit la valeur de J?, donne

o = o H- C ou C = o.

Donc, l'équation qui donne Taire de la parabole se ré-

duit à

AMP = |.rr.

On conçoit par cet exemple l'usage qvi'on peut faire

du Calcul intégral et combien il est important de re-

chercher les moyens de passer des équations différen-

tielles qu'on peut avoir trouvées par l'expression des

conditions d'un problème aux équations intégrales qui

peuvent en dériver.

81. Les règles du Calcul intégral dérivent nécessaire-

ment de celles du Calcul différentiel, qui en est l'inverse.

Le détail de ces règles ne peut être l'objet d'un Ouvrage

tel que celui-ci. Contentons-nous d'en donner une idée.

Considérons d'abord le cas où il n'entre qu'une seule

variable dans l'expression différentielle.

Soit jy/'oposé d'intégrer le monôme ax"'^dx\ je dis

qu'on aura

I a.i:'"dx = 1

J '" -t- '

abstraction faite de la constante, que je sous-entends

pour plus de simplicité.

En effet, si l'on différentie — , suivant la rè^le

prescrite (o5), on aura ax^'^dx. Donc, réciproquement.
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l'inlégrale de ax"^dx est, comme nous l'avons dit,

•) c'est-à-dire donc qu'en général
m -+- I

Pour intégrer une dijjcrenticlle monôme à une seule

'Variable, ilfaut : i° augmenter Vexposant de la va-

riable d'une unité ; 2" diviser par cet exposant ainsi

augmenté de l' unité et par la différentielle de la va-

riable.

Celte règle a lieu, soit que l'exposant soit positif ou

négatif, entier ou fractionnaire.

Si la différentielle monôme avait un radical, il faudrait,

pour appliquer la règle précédente, commencer par con-

vertir ce radical en exposant fractionnaire.

exception dans le cas où l'on a m =^ — i
,
puisque alors

l'intégrale deviendrait-» quantité infinie. Dans ce cas,

la véritable intégrale est «logo:, c'est-à-dire qu'on a

I~
puisque, en effet, nous avons (64)

atlx
(la log.r z=; -•

l\Iais il faut remarquer que, pour rendre l'intégrale

complète, on doit y ajouter une constante C. Ainsi l'on

a réellement
' a (l.r.

f a los.T -+- C.

Si l'on veutmaintcnantquel'intégrale commence lors-

qu'on a X = o, c'est-à-dire si l'on veut que l'intégrale
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1 soit o quand x est o, on aura

o = a logo + G ou G r:= — a logo
;

donc l'intégrale complète sera

/
ad.r = a log.r — a logo = « io^

c'est-à-dire qu'alors l'intégrale complète sera infinie, ce

qui explique pourquoi la règle donnée ci-dessus fait

trouver pour/a.r"' r/.r une quantité infinie pour le cas

où l'on VL 7}i =—^ I .

83. Puisque nous savons intégrer un monôme quel-

conque, nous pourrons intégrer une suite quelconque de

monômes, telle que

c

car il n'y a qu'à appliquer la règle trouvée à chacun de

ces monômes en particulier. Ainsi, toujours abstraction

faite de la constante, nous aurons

/(
a.T^d.v + y <l.r\ = -— +— -f.r.

Il est évident que la même règle s'applique au cas où

il entre dans l'expression différentielle des quantités

complexes, pourvu qu'elles ne se trouvent point au dé-

nominateur et que leur exposant soit un nombre entier

et positif, puisque alors il n'y a qu'à exécuter l'opéra-

tion, c'est-à-dire élever à la puissance indiquée, pour

convertir la fonction en une suite de monômes.

84. La même règle s'applique encore au cas où la

fonction proposée, quoique complexe, se trouverait
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élevée à une puissance quelconque, fractionnaire ou né-

gative, pourvu que la totalité des termes qui multiplie

cette quantité complexe fût la différentielle de ce qui

est sous l'exposant, multipliée par une constante, car,

pour ramener ce cas au premier, il n'y a évidemment

qu'à faire cette quantité complexe égale à une nouvelle

variable simple.

Soit, par exemple, proposé d'intégrer la quantité dif-

férentielle

[a -h b.x)"'dx,

qui contient la fonction complexe [a+ hx)"\ l'expo-

sant m pouvant être négatif ou fractionnaire : je vois que

cette différentielle est intégrable, parce que le facteur (fo:

est la différentielle de la quantité complexe qui est sous

l'exposant, multipliée par une constante. En effet, soit

[a + bx)=y;

en différentianl, nous aurons

bdx =: dy on dx = -^ •

h

Donc la formule à intégrer devient '

—

-—
•> dont l'inté-

yin-l

grale est —- —•, ou, en remettant pour r sa valeur^ [m-{- i]b
' ^ ^

[a ^ ùx), on aura

/'
[a -+- bx]"'dxz=i

85. Cette application de la règle peut s'étendre à tous

les cas oii l'exposant de la variable hors du binôme,

augmenté d'une unité, se trouve divisible par l'exposant

de la môme variable dans le binôme et donne pour quo-

tient un nombre entier positif.
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Soit, par exemple, proposé d'inlégrer la quanti lé dif-

férenlielle

Je vois que l'exposant 3 de la variable hors du binôme,

étantaugmenté d'une unité, devient4, qui estexactement

divisible par l'exposant 2 de la variable dans le binôme,

et que le quotient est un nombre entier positif. J'en

conclus que la différentielle proposée est intégrable et

que, pour obtenir cette intégrale cherchée, il n'y a qu'à

faire le binôme a -{- bx- égal à une nouvelle variable. En
effet, si l'on suppose a -+- bx'-= y, et que l'on fasse les

opérations indiquées, on trouvera, abstraction faite de

la constante,

Ç{a-hb.T'-Y x^ d.r

2 b-
'

•2 = -4- I __ rt + b.r-'-\ a\-
L'4

^

' 9 .1

86. Lorsque les quantités différentielles à une seule

variable ne sont pas comprises dans la règle que nous

venons d'expliquer ou dans les cas qui en dérivent,

comme on vient de le voir, on tâche de les y ramener par

diverses transformations. Lorsqu'on ne peut y réussir,

on réduit les expressions proposées en séries, qui forment

des suites infinies de monômes, et l'on intègre ainsi

par approximation.

Soit maintenant proposé d'intégrer dz cosz.

Je dis que l'on aura

Jdz COS3 = sin ; + C.

C étant la constante qu'on doit ajouter à toute intégrale.

En effet, en différentiant sin z-\-C suivant la règle
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prescrite (6o\ on aura, dz cos z ; donc, réciproquement,

l'intégrale de dscosz est

sine -f- C.

Pareillement on aura, en général,

fdz (•( = — ^inmz -+- C.
m

Soit pj'oposé d'intégrer dz ûnniz. On aura

dz sin NI z ^ cos r/iz -i- C,f
car, en difterentiant cette équation (60), on retombe sur

une équation identique.

Soit proposé d'intégrer dz s'in z". Je remarque que

dzcosz est différentielle de sin -; donc cette intégration

rentre dans la règle générale des monômes, qui donne

sia3"+«.
« -f- I

87. Considérons maintenant les quantités difleren-

tielles qui renferment plusieurs variables.

Puisque, pour différenlier une fonction qui contient

plusieurs variables, il faut différentier successivement,

relativement à cbacune d'elles, en regardant toutes les

autres comme constantes, réciproquement, pour inté-

grer une fonction différentielle à plusieurs variables, il

faut d'abord n'en considérer qu'une comme variable,

intégrer par conséquent comme si toutes les autres

étaient constantes et que leurs différentielles fussent o;

l'intégrale ainsi trouvée, on la différentie par rapport à

toutes les variables, pour savoir si la différentielle ainsi

trouvée est identique avec la proposée. Si elle l'est, l'in-

tégrale est juste, et il n'y a plus qu'à y ajouter une
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constante; si elle ne l'est pas, en ôtant de la proposée

celle qu'on a trouvée, il restera une quantité que l'on

intégrera, pour la joindre avec ce qu'on a déjà.

88. Soit, par exemple, proposé d'intégrer la différen-

tielle

Zx-yd.r -\- x^dj -^ S.rj^dr -i-y'^dx.

J'intègre en regardant x seule comme variable, et par

conséquent comme si j' était constant et que dj fût

égale à o; j'ai par ce moyen x^j -i-y^x. Cette quantité,

différentiée en faisant varier x et 7 , me donne

3x- rdx -i-j^dx -j- x^dy 4- 5xy*dy,

qui est la même chose que la proposée. J'en conclus

que l'intégrale cherchée est réellement

.r')- -+- y"x.

plus une constante.

Soit proposé d'intégrer

x^dy -h 3x-jdx -h x-dz -\- Q.xzdx 4- xdx -\- y-dy.

J'intègre en regardant x seule comme variable, et par

conséquent dj et dz comme nulles. J'aurai

x^ >• -h .r^ 3 H •

Je différentie maintenant cette quantité en faisant varier

x, j)', z, et j'ai

Zx^ydx -1- x^ dy -f- o.xzd.r -f- x^ dz + xdx.

Je retranche cette différentielle de la proposée, et il me

Yes\.e y-dj. Je prends donc l'intégrale de cette dernière

_. ^-3 _^ ^ ^

quantité, c'est-à-dire—? que j'ajoute à ce que j'ai déjà
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trouvé, et j'ai pour l'intégrale complète

laquelle, étant dilTérentiée, redonne en effet la quantité

différentielle proposée.

89. Puisque les quantités différentielles sont elles-

mêmes susceptibles de différentiation, les fonctions dans

lesquelles il se trouve des différentielles secondes,

troisièmes, etc., peuvent se trouver susceptibles d'inté-

gration. Soit, par exemple, proposé d'intégrer la quantité

différentielle du second ordre

dx"' -!- jd d.r H- add.r — c() -,

dans laquelle dj soit considérée comme constante. En

suivant ce qui vient d'être dit ci-dessus, c'est-à-dire en

intégrant comme si ddx seule était variable, achevant

l'opération et complétant l'intégrale par l'addition d'une

constante Cd} , du même ordre que les autres quantités

de la formule, nous aurons

.rd.r -f- (id.r — J'dj -\- Cdy,

quantité différentielle qui, intégrée de nouveau, donne

i .r- -h a,r — {y- + Cj + G'.

Nous ne nous étendrons pas davantage sur les prin-

cipes du Calcul intégral; ce que nous venons de dire

suffit à notre objet. Nous nous bornerons donc à un

petit nombre d'applications, renvoyant pour le surplus

de cette vaste science aux Ouvrages des savants auteurs

qui en ont traité e.r pj-ofesso.

90. Soit /)roposé de tromper l'aire de la courbe dont

l'écjnation est
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en supposant, pour plus de simpHciLé, les coordonnées

rectangulaires.

Pour trouver Faire d'une courbe, nous la considéx'ons

comme formée en croissant continuellement par l'addi-

tion successive des petits trapèzes mixtilignes compris

entre les ordonnées consécutives qui l'épondent aux ac-

croissements infiniment petits de l'abscisse, de sorte que

le dernier de ces petits trapèzes es tla différentielle de l'aire

cherchée, et celle-ci l'intégrale de cette diflércnticUe.

Nommant donc Z l'aire clierchée, f/Z sera la valeur du

dernier petit trapèze mixtiligne.

Or, d'un autre côté, si nous négligeons le petit

triangle mixtiligne compris entre l'arc de la courbe et

les petites lignes <ix, dj., lequel est visiblement infini-

ment petit à l'égard de ce trapèze, l'aire de celui-ci se

réduira au rectangle qui a pour basej' et pour hauteur dx^

c'est-à-dire kjdx.

Donc, pour toute courbe, nous aurons l'équation

imparfaite

et par conséquent aussi

(A) Z=/j./.r.

Mais dans le cas présent nous avons, par hypothèse,

substituant cette valeur de j dans l'équation (Â), nous

aurons la nouvelle équation imparfaite

cn.~[.r -f a\"' d.v,

laquelle, étant intégrée, donne

in-\-\

Z= .r-f- rt) + C,
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équation qui, étant dégagée de toute considération de

l'infini, est rigoureusement exacte.

91. Soit proposé de rectifier la courbe qui a pour

équation
y^—ax\

en supposant les coordonnées rectangulaires.

Pour rectifier une courbe, nous la considérons comme

un polygone d'une infinité de côtés, et nous la supposons

formée en croissant continuellement par l'addition suc-

cessive de ces petits côtés, à mesure que l'abscisse

augmente elle-même, de sorte que le dernier de ces

petits côtés est la difTérentielle de l'arc cherché, et celui-

ci l'intégrale de cette différentielle.

Nommant donc s l'arc cherché, ds sera le dernier des

petits côtés du polygone, et, comme ce petit côté est

l'hypoténuse du triangle qui a dx et dj pour ses autres

côtés, on aura pour toute courbe l'équation imparfaite

cls^=i y f/.r- -I- cl)-;

je dis équation imparfaite, parce qu'en considérant la

courbe comme un polygone d'une infinité de côtés on

commet une erreur, mais cette erreur peut être sup-

posée aussi petite qu'on le veut; donc on a aussi l'équa-

tion imparfaite

(A) s —S sjd.r' -\- fly-

.

Mais dans le cas présent nous a\ons, par hypothèse,

d'où l'on tire
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et. en dilTérentiant,

ax = r—
,

donc

Substiluant cette valeur de dx' dans la ("orniule (A),

nous aurons

=.A-(!^-)

exécutant l'opération indiquée et ajoutant une con-

stante, on aura

équation qui, étant dégagée de toute considération de

l'infini, est rigoureusement exacte.

92. Soit propose de trouver le volume du paraho-

loïde formé par la rotation autour de son axe de la

parabole ayant pour équation

yy r^ px,

p exprimant le paramètre.

Pour trouver le volume d'un corps, nous le considé-

rons comme formé en croissant continuellement par

l'addition successive des tranches infiniment minces

comprises entre les sections perpendiculaires à l'axe

qui répondent aux accroissements infiniment petits con-

sécutifs de l'abscisse , de sorte que la dernière de ces

tranches est la différentielle du volume cherché, cl

celui-ci l'intégrale de cette différentielle.

C. — Métaphys. 7
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Nommant donc V le volume cherché, d\ sera la va-

leur de la dernière tranche.

Or, d'un autre côté, en négligeant les onglets compris

entre la surface extérieure du corps proposé et le petit

prisme qui a pour base la plus petite des bases de ia

tranche, lequel est évidemment infiniment petit à l'égard

de cette tranche, celle-ci se réduira à cette plus petite

base multipliée par sa hauteur dx. Donc, en nommant A

cette base, on a pour tous les corps cette équation im-

parfaite

et par conséquent

iA) y-^fU.r.

Cela posé, dans le cas présent, il s'agit d'un solide de

révolution, et A" est un cercle qui a pour ravon -) ; donc,

en nommant ny le rapport de la circonférence au dia-

mètre, on aura

«!onc l'équation imparfaite (A) devient

Mais, par hypothèse, nous n\ons y- = px: donc

V :^ f T7!pX fl.>\

ou, en effectuant l'opération indiquée,

V=-^ni/>>.r--f- C

ou

équation qui, étant entièrement dégagée de toute consi-

dération de l'infini, est parfaitement rigoureuse.

Pour déterminer C, il faut fixer le point d'où l'on veut

partir pour le volume cherché. Si l'on veut partir du
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sommet de l'axe par exemple, on aura a? = o et \= ,> ;

donc alors C = o, et la formule se réduira à

c'est-à-dire que le volume cherché sera égal au produit

de la hase tôj - par la moitié \.i- de la hauteur.

93. Soit propose^ de trouver le centre des moyeimes

distances ou centre de gravité d'une p} rainide.

Pour avoir la dislance du centre de gravité de plu-

sieurs corps à un plan donné, il faut multiplier la masse

de chacun de ces corps par sa distance au plan donné et

diviser le tout par la somme des masses.

Cela posé, concevons du sommet de la pyramide au

centre des moyennes distances de sa base une ligne

droite; il est clair que le centre cherché des movennes

distances de la pyramide sera dans cette droite : il reste

donc à savoir quelle est la distance de ce cenlre à la

base de cette pvramide, et c'est ce que nous de\ons

trouver d'après le principe établi ci -dessus.

Pour cela, je nomme H la hauteur de la pyramide.

B sa base et x la distance du sommet à l'une quelconque

des coupes faites parallèlement à cette base.

X venant à augmenter de dx, la petite tranche qui

répondra à cette augmentation sera la différentielle du

volume de la pvramide.

Or, comme les sections parallèles à la base sont pro-

portionnelles aux carrés des distances au sommet, ia

section correspondant à la hauteur x sera TTi-^'i ^^ le

volume de la tranche, en négligeant l'onglet comnie in-

finiment petit relativement à cette tranche, sera, par

conséquent,
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donc son moment relativement à la hase sera

^(H-.r),rV/^.

Donc c'est la somme de ces moments ou l'intégrale de

cette quantité différentielle qu'il faut diviser par le vo-

lume de la pvramide pour avoir la distance cherchée du

centre des moyennes distances de la pvramide à la base,

c'est-à-dire que, si l'on nomme \ cette distance, on aura

l'équation imparfaite

/—^' H — x)x-dx
El .

ou, en exécutant les opérations indiquées et réduisant.

Y =

équation qui, ne contenant plus de quantités infinitési-

males, est rigoureusement exacte.

Pour achever la solution, il faut déterminer les con-

stantes C, C; or, comme il s'agit de la pyramide en-

tière, il faut d'abord supposer x = o\ alors les deux

intégrales deviennent aussi chacune o ; on a donc C = o,

C'= o. Donc l'équation se réduit à

et, faisant x = lî, on a pour la pyramide entière

c'est-à-dire que le centre cherché des moyennes dis-

tances de la pyramide est sur la droite menée du sommet
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au centre des moyennes distances de la base et au quart

de cette ligne à partir de cette même base.

94. Soit pi'oposf^ de trouver Véquation de la courbe

dont la sous-tangente est à l'abscisse dans un rapport

donné, c'est-à-dire que, x étant l'abscisse, la sous-tan-

gente soit mx, oii m est supposée constante.

L'expression générale de la sous-tangente, dans une

courbe quelconque dont les coordonnées sont x et j,

est y-^') c'est-à-dire que y -- diffère infiniment peu de
" dr "^ dy

la sous-tangente. Nous avons donc dans le cas piésent

l'équation imparfaite

d'où je tire
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principal de ce Calcul est de résoudre d'une manière

générale les fameuses questions de mnxwiis et niininiis

qui occupèrent si longtemps les premiers géomètres de

l'Europe, peu après l'invention du Calcul infinitésimal.

Euler avait déjà traité ces questions avec sa profon-

deur et sa clarté ordinaires dans un Ouvrage à part,

intitulé iMethodus im'eniendi lint^as curi^as maxinia

ininimave propiietate gnndentes : mais c'est à Lagrange

qu'on doit l'algorithme qui a donné à cette belle théorie

un caractère propre et une maixhe uniforme et simple

autant que possible.

Dans les questions ordinaires de maximis et minimis,

il s'agit de trouver des valeurs déterminées qu'on doit

attribuer aux diverses variables qui entrent dans telle

ou telle fonction finie proposée de ces mêmes variables,

pour que cette fonction obtienne la plus grande ou la

plus petite valeur possible.

Dans le Calcul des variations, au contraire, ce sont les

relations mêmes qui existent entre les variables qu'il

s'agit de trouver, c'est-à-dire les équations qui doivent

avoir lieu entre ces variables pour satisfaire à la condi-

tion du maxiinuin ou du niininiuin. De plus, la fonction

qui doit être un maximum ou minimum n'est pas,

comme dans les questions ordinaires, uniquement com-

posée de quantités finies, mais elle doit être l'intégrale

seulement indiquée d'une fonctiou différentielle qui

n'est j)as susceptible d'intégration.

96. ( hi'il soit (pieslion, par exemple, de tracer sur

un plan {jig. 9 ), entre deux points A, D, une courbe

telle que, AK étant l'axe et DK l'ordonnée menée du

point D perpendiculairement à cet axe, l'aire comprise

entre la courbe et les coordonnées AK, DK soit un

maximum parmi toutes les courbes de même longueur.
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Quoique ce problème appartienne à la théorie générale

des maximis et miniinis, on voit cependant qu'il est

d'une nature bien différente de ceux dont nous avons

parlé (73), car il ne s'agit point ici de trouver les

valeurs déterminées AK, DK de x el j qui satisfassent

à la question proposée, puisque ces valeurs sont déjà

données; mais il s'agit de trouver la nature même de

cette courbe, c'est-à-dire l'équation générale ([ui doit

l'''S- 9-

A V PO O

avoir lieu pour tous ses points entre les coordonnées.

L'aire comprise entre cette courbe, quelle qu'elle

puisse être, et les coordonnées extrêmes AR, DK
est fj dx : c'est donc cette intégrale simplement indiquée

qui doit être un maximum. Ainsi, dans cette espèce de

questions, c'est, comme nous l'avons dit ci-dessus,

l'intégrale d'une certaine quantité difTérentielle non

intégrable qui doit ètie un inlnimnm, et il s'agit de

trouver la relation qui doit exister entre les variables

pour satisfaire à cette condition.

97. Cependant le principe général est toujours le

même que pour les ((iiestions oïdijiaires des maximis et

minimis, c'est-à-dire (|ue, ipiand la quantité <[ui doit
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devenir un maximum, par exemple, esl parvenue à ce

terme, elle ne peut plus augmenter. En approchant de

ce terme, elle augmente de moins en moins jusqu'à ce

qu'elle l'ait atteint; alors elle devient comme station-

naire, pour commencer ensuite insensiblement à dimi-

nuer : de sorte que, à cet état de jyiaximiwi, la quantité

peut être considérée comme constante ou ayant pour

différentielle o, quoique celles des quantités variables

dont elle est fonction ne le soient pas. Donc, si la forme

de la courbe venait à varier infiniment peu pour devenir

A.M'N'D, et qu'on désignât les nouvelles coordonnées

parx',j^, Vsiive jy dx' pourrait être considérée comme
égale à fjdx, ou, ce qui revient au même, l'accrois-

sement que prend fjdx pour devenir ^j^f/x' doit être

supposé égal à o lorsque la relation de x k j' est celle

qui convient au maximum cherché. Or c'est cet accrois-

sement qu'on nomme la variation de fj dx, comme on

va le dire.

98. Soit donc AM'N'R'D une courbe quelconque infi-

niment peu différente de la première ; si l'on considère

cette nouvelle courbe comme la courbe même AMNRD,
qui subit une transformation infiniment petite, nous

pourrons regarder chaque point M' de la transformée

comme un point M de l'autre qui a passé de M eu M',

de sorte que chacun des points de la nouvelle courbe a

son correspondant dans la première. Cela posé, l'accrois-

sement que reçoit dans ce changement chacune des

quantités qui entrent dans le système lorsqu'il passe de

son premier état au second se nomme variation de

cette quantité. Ainsi, par exemple, la variation MP est

M'F— MP; celle NQ est N'Q'— NQ; celle de la

courbe entière est

AMIS R'D — A"\L\RD;
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celle de sa surface est

A M' N' R'DKA — AMNRDKA ;

ainsi des autres.

99. Quoique la variation d'une quantité soit la diffé-

rence de deux valeurs infiniment peu différentes de la

même quantité, il ne faut pas la confondre avec sa

difféi^entielle , car celle-ci est la différence de deux

valeurs consécutives prises sur la même courbe, au lieu

que la variation est la différence des deux valeurs prises

d'une courbe à l'autre : ainsi, par exemple, la différen-

tielle de l'abscisse est AQ— AP, tandis que sa variation

est AP'— AP; la différentielle de l'ordonnée est

NQ— MP, tandis que sa variation est M'P'— MP, etc.

Pour ne pas confondre ces deux espèces de différences,

on désigne la nouvelle espèce, c'est-à-dire la variation,

par la caractéristique o, tandis que la différentielle a pour

caractéristique d. Ainsi PQ == dx, tandis que PP'= ox ;

NQ—MP= (^r, tandis que M'P'—MP= oj, etc.

Lorsqu'on passe du point M au point N sur la pre-

mière courbe, on passe du point M' au point N' sur la

seconde : ainsi, PQ étant la différentielle de x, c'est-

à-dire la quantité dont x augmente lorsqu'on passe de M
à N, P'Q' sera la différentielle de AP', c'est-à-dire la

quantité dont AP' ou x -{-ox augmente en même temps
;

de même N'Q'— M'F est la différentielle de M'P' ou

dej-t-Jj.

100. Les variations ne sont, ainsi quelesdifférentielles,

introduites dans le calcul que comme de simples auxi-

liaires, pour aider à découvrir la relation qui doit

réellement exister entre les coordonnées de la première
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coiirhc. Il laiidra donc s'altacher à éliminer toutes ces

variations après les avoir introduites, afin qu'il ne reste

plus que la relation cherchée entre les coordonnées,

ou, si Ion veut, entre ces coordonnées d'abord et

leurs différentielles, et ensuite, par voie d'intégration ou

autrement, entre les seules ordonnées et les constantes

qui composent le système des quantités désignées.

101. Nous avons déjà remarqué que les combinaisons

de l'Analyse en général sont fondées sur les divers

degrés d'indétermination dont jouissent les quantités

mêlées ensemble dans un même calcul. On en a ici un

nouvel exemple, car les variations sont des quantités

encore plus indéterminées que les différentielles, déjà

elles-mêmes, comme on l'a vu, plus indéterminées que

les simples variables.

En effet, lorsque l'on conçoit que la nature d'une

courb(* vient à changer infiniment peu, on regarde tou-

jours la première courbe comme un terme fixe auquel on

la rapporte dans ses divers états successifs. Les petits

changements opérés s'expriment par le moven des varia-

tions que subissent les coordonnées et autres quantités

du système, et ces variations peuvent être supposées aussi

petites qu'on le veut, sans rien changer au svstème

désigné, tandis que celui qui est donné parles variations

est un système auxiliaire qui s'approche continuellement

du premier, jusqu'à en différer aussi peu qu'on le veut.

Les différentielles sont assujetties à la loi prescrite par

la relation des coordonnées, au lieu que la loi qui lie

les variations à ces coordonnées est arbitraire, d'où il

suit que, quoique les unes et les autres soient de simples

auxiliaires, ces dernières sont plus indéterminées que

les premières, puisqu'elles pourraient changer encore.

quand même on regarderait celles-ci comme fixes.
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102. Si l'on suppose que x soit l'une des variables

et x' la quantité infiniment peu dilTérente qui lui corres-

pond dans le nouveau système, (a:'— x) sera la quan-

tité infiniment petite dont x aura augmenté pour de-

venir x', et par conséquent ce que nous avons appelé la

variation de a:, ou dx. Il est donc évident que pour

trouver la variation d'une fonction quelconque de x, il

n'y aura qu'à y substituer (x -f- ôx) au lieu de x, puis

en retrancher la première fonction : procédé qui, étant

absolument le même que celui de la différentiation,

montre qu'il n'y a de différence entre la variation et la

différentielle que dans la caractéristique, qui est ^ pour

la première et d pour la seconde.

103. Les i-ègles étant entièrement les mêmes pour les

deux calculs, sauf les caractéristiques, il est clair que la

variation de dx est ^ dx et que, réciproquement, la diffé-

rentielle de âx est dâx. Mais avec un peu d'attention

nous reconnaîtrons facilement que ces deux quantités

âdx et ddx sont les mêmes et ne diffèrent que par leurs

formes, c'est-à-dire qu'on a nécessairement

rjd.v = i/o.r.

En effet, nous avons quatre systèmes de quantités à

comparer, savoir : i" le système qui répond au point M;
2° le système qui répond au point N et auquel on passe

du premier par diderentialion ;
3" le système qui ré|)on(l

au point M' et auquel on passe du premier par variation ;

4" le système qui répond au point N' et auquel on passe

soit du deuxième, répondant au point N par variation,

soit du troisième, répondant iin point M' par dilférentia-

tujn.

Or la valeur de la variable qui répond au premier d<'

ces quatre systèmes, c'est-à-dire au système désigné,
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esta; par hypothèse; celle qui répond au second esL

(.r+ dx); celle qui répond au troisième est (x + ox),

et enfin celle qui répond au quatrième est, suivant la

route qu'on prend pour y parvenir, ou

(.r H- dr) + a (jc -h ch:),

ou
[x -\- ^.v) H- (Ifx -+- â.r).

( 'es deux dernières quantités expriment donc la même
chose, savoir la valeur de la variable, x dans le qua-

trième système ; ces deux quantités sont donc égales,

c'est-à-dire qu'on a

(.r -h dx) -h o(,r -r- d.r) = [x -\- §x) H- d [x 4- rjx)
;

exécutant les opérations indiquées, on aura

./• -f- d.t: -i- 3x -~ Sdx =1 j;- -|- ox -+- dx -f- dox,

et, réduisant,

dx —-. d ox,

c'est-à-dire que la vaiiation de la difféî'entielle d'une

quantité quelconque est toujours égale à la diflcien-

tielle de la variation : proposition qui est l'un des

principes fondamentaux du Calcul des variations.

104. Un autre principe qui dérive du premier et qui

est également fondamental est que la variation de l'in-

tégrale d'une quantité quelconque différentielle est

égale à r intégrale de la variation, cest-à-dire qu'en

général

P exprimant une fonction quelconque différentielle de

diverses variables, telles que x, y-, z. .... et de leurs

différentielles.
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En effet, soil

en différentiant, on aura

P = dlh

et, prenant les variations,

o^P = c7dV

ou, d'après le principe établi ci-dessus,

âï> = drJU
;

intégrant alors, on aura

/^P _-- rW,

ou, remettant pour U sa valeur,

/^;P == rjfp.

105. Maintenant, soit proposé de trouver la variation

d'une formule intégrale indéfinie f\c1x^ c'est-à-dire

de trouver dj\dx, ou plutôt de donner à cette expres-

sion une forme qui la dispose à être dégagée du signe

auxiliaire ô, lequel est toujours celui qu'on doit tendre

à faire disparaître le premier.

D'après le second principe fondamental, nous aurons

SfWdx ~j8[Ydx) =fdxrl\ + /\VMr,

ou, par le premier principe,

(A) SjNdx =fdxo\ -h fWdrlx-

mais
d[yrjx) z=dYrJx-+- YdSx,

OU, en intégrant et transposant,

jYdS.r = V^.r — fdW^x.
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Substituant cette \aleur de f\ clojc dans l'équation (A),

elle deviendra

r)fVd.r = Xrlr 4- fr/.rrJV -_
J\/\ ^.i

OU

(B) rl/Ych- = VoV -^-/i//./-oV — d\'^j:],

<'quation que, suivant la nature de la fonction \ , on

achèvera de dégager du signe â de la variation, ce qui

ramènera le problème aux procédés ordinaires des

Calculs différentiel etintéoral.
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CHAPITRE III.

DES MÉTHODES PAR LESQUELLES ON PEUT SUPPLÉER

A L'ANALYSE INFINITÉSIMALE.

106. Il est plusieurs manières de résoudre les ques-

tions qui sont du ressort de l'Analyse infinitésimale, et,

quoiqu'il n'y en ait aucune qui paraisse réunir les

mêmes avantages, il n'en est pas moins intéressant de

connaître quels sont les différents points de vue sous

lesquels les principes de cette théorie peuvent être envi-

sagés ; c'est pourquoi je me propose ici de jeter un coup

doeil sur les diverses méthodes qui s'y rapportent el

qui même pourraient la suppléer.

DE LA MÉTHODE d'èXHAUSTION .

107. La méthode d'exhaustion était celle dont se

servaient les anciens dans leurs recherches difficiles, cl

particulièrement dans la théorie des lignes et surfaces

courbes, et dans l'évaluation des aires et des volumes

qu'elles renferment. Comme ils n'admettaient que des dé-

monstrations parfaitement rigoureuses, ils ne croyaient

pas pouvoir se permettre de considérer les courbes

comme des polygones d'un grand nombre de côtés :

mais, lorsqu'ils voulaient découvrir les propriétés de

Tune d'entre elles, ils la regardaient comme le terme fixe

dont les polygones inscrits et circonscrits approchent
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continuellenienl et autant qu'on le veut, à mesure qu'on

augmente le nombre de leurs côtés. Par là ils épui-

saient en quelque sorte l'espace compris entre ces

polygones et la courbe, ce qui, sans doute, a fait donner

à cette marche le nom de méthode d' exhaiLsdoji.

Comme ces polygones terminés par des lignes droites

étaient des figures connues, leur rapprochement conti-

nuel de la courbe donnait de celle-ci une idée de plus

en plus précise, et, la loi de continuité servant de guide,

on pouvait enfin parvenir à la connaissance exacte de

ses propriétés.

Mais il ne suffisait pas avix géomètres d'avoir reconnu

et comme deviné ces propriétés : il fallait les vérifier

d'une manière incontestable, et c'est ce qu'ils faisaient en

prouvant que toute supposition contraire à l'existence

de ces mêmes propriétés conduisait nécessairement à

quelque contradiction: c'est pourquoi ils nommaient ce

genre de démonstration réduction à Vahsurde.

108. C'est ainsi que, ayant d'abord établi que les aires

des polygones semblables sont entre elles comme les

carrés de leurs lignes homologues, ils en ont conclu que

les cercles des difi"érents rayons sont entre eux comme
les carrés de ces ravons : ce qui est la seconde proposi-

tion du douzième Livre d'Euclide. L'analogie les a con-

duits à cette conclusion, en imaginant dans ces cercles

des polygones réguliers inscrits d'un même nombre de

côtés. Car, comme, en augmentant tant qu'on veut le

nombre de ces côtés, leurs aires demeurent toujours

entre elles comme les carrés des rayons des cercles cir-

conscrits, ils ont facilement aperçu que la même chose

devait nécessairement avoir lieu pour les cercles mêmes
dont ces polygones approchent de plus en plus, jusqu'à

en différer aussi peu qu'on le veut ; mais cela ne suffisait
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pas : il fallait démontrer rigoureusement que la chose

était réellement ainsi, et c'est ce qu'ils ont fait, en nion-

trantque toute supposition contraire fait nécessairement

tomber dans une absurdité.

Les anciens ont démontré de la même manière que

les volumes des sphères sont entre eux comme les cubes

de leurs diamètres, que les pyramides de même hauteur

sont comme leurs bases, que le cône est le tiers d'un

cylindre de même base et de même hauteur.

Souvent, pour mieux discuter leur objet, les anciens

faisaient intervenir tout à la fois, comme auxiliaires,

les polygones inscrits et les polygones circonscrits, qu'ils

comparaient les uns aux autres. Par là ils resserraient

de plus en plus la courbe comprise entre ces figures

rectilignes et saisissaient plus facilement les propriétés

de cettte grandeur movenne.

109. Ils en usaient de même à l'égard des surfaces

courbes et des volumes des corps. Ils les imaginaient

tout à la fois inscrits et circonscrits à d'autres surfaces,

dont ils augmentaient graduellement le nombi^ des côtés

et des zones, de manière à resserrer de plus en plus entre

les unes et les autres la surface proposée. La loi de con-

tinuité leur indiquait encore les propriétés de cette

figure moyenne, et ils les vérifiaient par la réduction à

l'absurde, en s'assurant par une démonstration rigou-

reuse que toute supposition contraire menait infailli-

blement à quelque contradiction.

C'est de cette manière qu'Archimède a démontré que

la surface convexe d'un cône droit est égale à l'aire du

cercle qui a pour rayon la moyenne proportionnelle

entre le côté du cône et le rayon du cercle de la base,

que l'aire totale de la sphère est quadruple d'un de ses

grands cercles, et que celle d'une quelconque de ses

C. — Métaphrs. 8
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zones est égale à la circonférence du grand cercle, mul-

tipliée par lahauleur de cette zone.

C'était encore par la réduction à l'absurde que les an-

ciens étendaient aux quantités incommensurables les

rapports qu'ils avaient découverts entre les quantités

commensurables. Cette doctrine est certainement très

belle et très précieuse ; elle porte avec elle le caractère

de la plus parfaite évidence et ne permet pas qu'on perde

son objet de vue : c'était la méthode d'invention des

anciens ; elle est encore très utile aujeurd'hui, parce

qu'elle exerce le jugement, qu'elle accoutume à la

rigueur des démonstrations et qu'elle renferme le germe

de l'Analyse infinitésimale. 11 est vrai qu'elle exige quel-

que contention d'esprit ; mais la méditation n'est-elle

pas indispensable à tous ceux qui veulent pénétrer dans

la connaissance des lois de la nature, et n'est-il pas

nécessaire d'en contracter l'habitude de bonne heure,

pourvu qu'on n'v sacrifie pas un temps trop considé-

rable?

110. En observant avec attention les procédés de

celte méthode d'exhaustion, on voit qu'ils se réduisent

toujours à faire intervenir des quantités auxiliaires dans

la recherche des propriétés ou des relations de celles qui

sont proposées; celles-ci sont considérées comme les

termes extrêmes dont les premières sont supposées s'ap-

procher continuellement, et la loi de continuité qu'elles

suivent dans ce rapprochement indique les modifications

par lesquelles on peut passer des propriétés connues de

ces auxiliaires aux propriétés jusqu'alors inconnues des

quantités proposées.

C'est ainsi qu'on applique la méthode d'exhaustion à

la recherche des propriétés des courbes, au moyen des

polygones inscrits et circonscrits, qui sont des systèmes
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auxiliaires de quantités connues, lesquels, se rappro-

chant graduellement de la courbe proposée, font con-

naître, par la loi de continuité qu'elles observent dans ce

rapprochement et par leur analogie qui devient de plus

en plus intime avec cette courbe, les affections et pro-

priétés de cette dernière.

111. La méthode d'exhaustion a donc essentiellement

le même but et suit dans sa marche les mêmes principes

que l'Analyse infinitésimale. C'est toujours le même sys-

tème auxiliaire de quantités connues, lié d'une part à

celui que l'on cherche à connaître, tandiscjue, d'une autre

part, il reste à ce système assez d'arbitraire pour qu'on

puisse à volonté le rapprocher par degrés du système

proposé, ce qui fait connaître par induction les relations

cherchées. 11 ne reste plus alors qu'à constater la certi-

tude de ces relations, et c'est ce qu'on obtient par la ré-

duction à l'absurde.

112. Newton fît faire à cette doctrine un grand pas

vers la perfection au moyen de sa théorie dés premières

et dernières raisons, qui sont précisément celles que fait

connaître la loi de continuité dans le rapprochement

graduel du système auxiliaire avec le système désigné.

Par cette nouvelle théorie, il étendit les principes de

la méthode d'exhaustion et simplifia ses procédés, en la

débarrassant de la nécessité qu'elle s'était imposée de

constater toujours par la réduction à l'absurde l'exacti-

tude des relations qu'elle parvient à découvrir, et en

prouvant que ces relations sont suffisamment établies

par le mode même employé pour les obtenir. C'est ce

qu'annonce en effet Newton en terminant l'exposé de

cette théorie ; « J'ai commencé, dit-il, par ces lemmes,

» pour éviter de déduire de longues démonstrations
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» par l'absurde, selon la mélliode des anciens géo-

» mètres. »

Ce grand homme fil faire dans la suite un second pas

bien plus considérable encore à cette doctrine, en ré-

duisant sa méthode des premières et dernières raisons

elle-même en un algorithme régulier par son calcul des

fluxions. Au moven de ce calcul, il introduisit dans l'ana-

lyse algébrique, non pas seulement ces premières et der-

nières raisons, mais encore leurs termes séparément pris,

c'est-à-dire isolément le numérateur et'le dénominateur

de la fraction qui représente chacune d'elles, modifica-

tion de la plus haute importance, à cause des nouveaux

moyens de transformation qu'elle fournit. C'est sur quoi

nous reviendrons plus loin. Mais Newton n'eut pas seul

cette gloire; il la partagea avec Leibnitz, qui môme eut

l'avantage de publier son algorithme le premier, et qui,

ayant été puissamment secondé par d'autres géomètres

célèbres qui embrassèrent aussitôt sa méthode, lui fit

faire avec eux des progrès plus rapides que ne put en

faire, dans le même temps, le calcul des fluxions.

DE LA MÉTHODE DES INDIVISIBLES.

1 13. Cavalerius fut le précurseur des savants auxquels

nous devons l'Analyse infinitésimale; il leur ouvrit la

carrière par sa Géométrie des indivisibles.

Dans la méthode des indivisibles, on considère les

lignes comme composées de points, les surfaces comme
composées de lignes, les volumes comme composés de

surfaces.

Ces hypothèses sont absurdes certainement, et l'on

ne doit les employer qu'avec circonspection, mais il

faut les regarder comme des moyens d'abréviation, au

moyen desquels on obtient promptement et facilement,
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dans beaucoup de cas, ce qu'on ne pourrait découvrir

que par des procédés longs et pénibles en suivant stric-

tement la méthode d'exhaustion. S'agit-il, par exemple,

de montrer que deux pyramides de même base et de

même hauteur sont aussi de même volume, on les re-

garde comme composées Tune et l'autre d'une infinité

de surfaces planes également distantes, qui en sont les

éléments. Or, comme ces éléments sont égaux chacun à

chacun, et que leur nombre est le même de part et d'autre,

on en conclut que les volumes des pyramides, qui sont

les sommes respectives de ces éléments, sont égaux entre

eux.

114. Soit AB i^fig. lo) le diamètre d'un demi-cercle

AGB ; soient ABFD le rectangle circonscrit, CG le rayon

Fi(î.

\i^ /
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dire ajaut même diamètre ; le triangle isoscèle rectangle

GGD engendrera un cône droit ayant les lignes égales

CG, DGponr hantciH' et pour rayon de sa base, et enfin

les trois droites ou segments de droite mg, iig, pg en-

gendreront chacune un cercle dont le centre sera au

point g.

Or, le premier de ces trois cercles est l'élément du

cylindre, le second est l'élément de la demi-splière et

le troisième du cône.

De plus, les aires de ces cercles étant comme le carré

de leurs rayons, et ces trois rayons pouvant visiblement

former l'hypoténuse et les deux petits côtés d'un

triangle rectangle, il est clair que le premier de ces

cercles est égal à la somme des deux autres, c'est-à-dire

que l'élément du cylindre est égal à la somme des élé-

ments correspondants de la demi-sphère et du cône, et,

comme il en est de même de Ions les autres éléments,

il s'ensuit que le volume total du cylindre est égal à la

somme du volume total de la demi-sphère et du vo-

lume total du côue.

Mais on sait d'ailleurs que le volume du cône est le

tiers de celui du cylindre ; donc celui de la sphère en est

les deux tiers ; donc le volume de la sphère entière est

les deux tiers du volume du cylindre circonscrit, ainsi

que l'a découvert Arcdiimède.

115. (]avalerius avertit bien positivement que sa

méthode n'est autre chose qu'un corollaire de la mé-

thode d'exhaustion, mais il avoue qu'il ne sainait en

donner une démonstration rigoureuse. Les grands géo-

mètres qui le suivirent en saisirent bientôt l'esprit; elle

fut en grande vogue parmi eux jusqu'à la découverte de»

nouveaux calculs, et ils ne tinrent pas plus de compte de&

objections qui s'élevèrent contre elle alors, que les Ber-
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noulli n'en ont tenu de celles qui se sont élevées depuis

contre l'Analyse infinitésimale. C'est à cette méthode des

indivisibles que Pascal et Roberval durent le succès de

leurs profondes recherches sur la cycloïde, et voici com-

ment le premier de ces auteurs fameux s'exprime à ce

sujet :

« J'ai voulu faire cet avertissement pour montrer que

» tout ce qui est démontré par les véritables règles des

» indivisibles se démontrera aussi à la rigueur et à la

» manière des anciens, et qu'ainsi l'une de ces méthodes

» ne diffère de l'autre qu'en la manière de parler, ce

» qui ne peut blesser les personnes raisonnables quand

» on les a une fois averties de ce qu'on entend par là.

» Et c est pourquoi je ne ferai aucune difficulté dans la

>» suite d'user de ce langage des indivisibles, la somme
» des lignes ou la somme des plans ; je ne ferai aucune

» difficulté d'user de cette expression, lasoneme des or-

» données, ce qui semble ne pas être géométrique à

)) ceux qui n'entendent pas la doctrine des indivisibles

» et qui s'imaginent que c'est pécher contre la Géomé-

» trie que d'exprimer un plan par un nombre indéfini

» de lignes : ce qui ne vient que de leur manque d'in-

» telligence, puisqu'on n'entend autre chose par là, si-

» non la somme d'un nombre indéfini de rectangles faits

» de chaque ordonnée avec chacune des petites portions

» égales du diamètre, dont la somme est certainement

» un plan. De sorte que, quand on parle de la somme
» d'une multitude indéfinie de lignes, on a toujours

» égard à une certaine droite par les portions égales et

» indéfinies de laquelle elles soient multipliées.

» En voilà certainement plus qu'il n'était nécessaire

» pour faire entendre que le sens de ces sortes d'exprés-

» ûons, la soîume des lignes, la somme des plans, etc.,

»» n'a rien que de très conforme à la pure Géométrie. "



J'20 CHAPITRE m.

H6. Ce passage est remarquable, non seulement en

ce qu'il prouve que les géomètres savaient très bien

apprécier le mérite de la méthode des indivisibles, mais

encore en ce qu'il prouve que la notion de l'infini ma-
thématique, dans le sens même qu'on lui attribue au-

jourd'hui, n'était point étrangère à ces géomètres ; car

il est clair, par ce qu'on vient de citer de Pascal, qu'il at-

tachait au mot indéfini la même signification que nous

attachons au mot infini, qu'il appelait simplement pe?/t

ce que nous appelons infiniment pet il,-ei qu'il négligeait

sans scrupule ces petites quantités vis-à-vis des quantités

finies : car on voit que Pascal regardait comme de simples

rectangles les trapèzes ou petites portions de l'aire de la

courbe comprises entre deux ordonnées consécutives,

négligeant par conséquent les petits triangles mixtilignes

qui ont pour bases les différences de ces ordonnées. Ce-

pendant personne n'a tenté de reprocher à Pascal son

défaut de sévérité.

Roberval emploie continuellement les expressions

mêmes à'infini et à^infiniment petit dans le sens qu'on

leur donne aujourd'hui, et il dit formellement qu'on doit

négliger les quantités infiniment petites vis-à-vis des

quantités finies, et celles-ci vis-à-vis des quantités infi-

nies.

On savait donc dès ce temps-là que la méthode des

indivisibles et toutes celles du même genre qu'on pour-

rait imaginer n'étaient autre chose que des formules d'a-

bréviation, très utiles pour éluder les longueurs de la

méthode d'exhaustion sans nuire en aucune manière à

l'exactitude de ses résultats.

Les géomètres qui sont venus ensuite en usaient de

même depuis longtemps lorsque les Calculs différentiel

et intégral furent imaginés. Il n'est donc pas étonnant

que Leibnitz ne se soit pas attaché à démontrer rigou-
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reusement un principe qui était généralement reconnu

comme un axiome. Les objections ne se sont élevées

contre ce principe que quand il a été réduit en algo-

rithme, comme si l'on avait regretté que les routes scien-

tifiques, jusqu'alors si difficiles à parcourir, eussent été

tout d'un coup aplanies et rendues accessibles à tout le

monde. Je termine ces observations par un ou deux

exemples.

117. L'Algèbre ordinaire enseigne à trouver la somme

d'une suite quelconque de termes pris dans la série des

nombres naturels, la somme de leurs carrés, celle de

leurs cubes, etc., et cette connaissance fournit à la Géo-

métrie des indivisibles le moyen d'évaluer Taire d'un

grand nombre de figures rectilignes et curvilignes et les

volumes d'un grand nombre de corps.

Soit par exemple un triangle : abaissons de son som-

met sur la base une perpendiculaire, partageons cette

perpendiculaire en une infinité de parties égales, et me-

nons par chacun des points de division une droite pa-

rallèle à la base et qui soit terminée par les deux autres

côtés du triangle.

Suivant les principes de la Géométrie des indivisibles,

nous pouvons considérer l'aire du triangle comme la

somme de toutes les parallèles qui en sont regardées

comme les éléments : or, par la propriété du triangle,

ces droites sont proportionnelles à leurs distances du

sommet^ donc, la hauteur étant supposée divisée en par-

ties égales, ces parallèles croissent en progression arith-

métique ou par différence, dont le premier terme est

zéro.

Mais, dans toute progression par différence, dont le

premier terme est zéi'o, la somme de tous les termes est

égale au dernier multiplié par la moitié du nombre de ces
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termes. Or, ici, la somme des termes est re[)résenlé«

par l'aire du triangle, le dernier terme par la base et le

nombre des termes par la hauteur. Donc l'aire de tout

triangle est égale au produit de sa base par la moitié de

sa hauteur.

118. Soit une pyramide : abaissons une perpendicu-

laire de son sommet sur la base, partageons cette per-

pendiculaire en une infinité de parties égales, et par

chaque point de division faisons pasi*er un plan parallèle

à la base de cette pyramide.

Suivant les pinncipes de la Géométrie des indivisibles,

l'intersection de chacun de ces plans par le volume de la

pyramide sera un des éléments de ce volume, et celui-ci

ne sera autre chose que la somme de tous ces éléments.

Mais, par les propriétés de la pyramide, ces éléments

sont entre eux comme les carrés de leurs distances au

sommet. Nommant donc B la base de la pyramide, H sa

hauteur, b Fun quelconque des éléments dont nous ve-

nons de parler, h sa distance au sommet et V le volume

de la pyramide, on aura

B : ^^ : : H-^ : h^;

donc

é^ale à la constante ^^ multipliée par la somme des

Donc V, qui est la somme de tous ces éléments, est

B

carrés A-, et, puisque les distances h croissent en pro-

gression par ditrérence dont Je premier terme est zéro et

le dernier H, c'est-à-dire comme les nombres naturels

depuis zéro jusqu'à H, les quantités /«-représenteront

leurs carrés depuis zéro jusqu'à H^.
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Or l'Algèbre ordinaire nous apprend que la somme

des carrés des nombres naturels depuis zéro jusqu'à H-

inclusivement est

-iH^+3[P 4-H
6

Mais ici, le nombre H étant infini, tous les termes qui

suivent le premier dans le numérateur disparaissent vis-

à-vis de ce premier terme : donc cette somme des car-

rés se réduit à |-H^.

Multipliant donc celte valeur par la constante —

trouvée ci-dessus, on aura, pour le volume cherché,

c'est-à-dire que le volume de la pyramide est le tiers du

produit de sa base par sa hauteur.

On prouve, par une marche semblable, qu'en général

l'aire de toute courbe qui a pour équation

aj'" = .t"

est — XY, Y représentant la dernière ordonnée,
172 -h "

X l'abscisse qui lui répond, ///, Ji des exposants quel-

conques, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs.

Ainsi, la méthode des indivisibles supplée à certains

égards au Calcul intégral; on peut la regarder comme
répondant à Tintégralion des monômes, ce qui était

certainement une grande découverte du temps de Cava-

lerius.

DE LA MÉTHODE DES INDÉTERMINÉES.

419. 11 me semble que Descartes, par sa méthode

des indéterminées, touchait de bien près à l'Analyse in-

finitésimale, ou plutôt il me semble que l'Analyse infini-
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tésimale n*esl autre cliose qu'une lieureuse application

de la méthode des indéterminées.

Le principe fondamental de la méthode des indétei'-

minées ou des coefficients indéterminés consiste en ce

que, si l'on a une équation de cette forme,

A -f- B.r -h C^- -t- Dj7* -h . . . = G,

dans laquelle les coefficients A, B, C, ... soient des

constantes, et x une quantité variable qui puisse être

supposée aussi petite qu'on le veut;. il faut nécessaire-

ment que chacun de ces coefficients pris séparément

soit égal à zéro, c'est-à-dire qu'on aura toujours

A = o, B = o, C = o, ...,

quel que soit d'ailleurs le nombre des ternies de cette

équation.

En efi"et, puisqu'on peut supposer x aussi petite

qu'on le veut, on pourra aussi rendre aussi petite qu'on

le voudra la somme de tous les termes qui ont x pour

facteur, c'est-à-dire la somme de tous les termes qui

suivent le premier. Donc ce premier terme A diffère

aussi peu qu'on le veut de zéro; mais A, étant une con-

stante, ne peut différer aussi peu qu'on le veut de zéro,

puisqu'alors elle serait variable : donc elle ne peut être

que zéro : donc on a déjà A = o ; il reste donc

Bx^-C.r•2+Dx^-l-.. .= o.

Je divise tout par .r, et j'ai

B-h C.r H-D.r^-f-. . . = o,

d'où l'on tire B = o, par la même raison qu'on a donnée

pour prouver qu'on avait A =:^ o. Le même raisonnement

prouvera qu'on a pareillement

C = o, D = (),
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120. Cela posé, soit une équation à deux termes

seulement
A + B.r = o,

dans laquelle le premier terme soit constant et le second

susceptible d'être rendu aussi petit qu'on le veut : cette

équation ne pourra subsister, d'après ce qui vient d'être

dit, à moins que les termes A et Bx ne soient chacun en

particulier égal à zéro. Donc nous pouvons établir en

principe général et comme corollaire immédiat de la

méthode des indéterminées que, si la somme ou ladijfé-

rence de deux prétendues ijuantitès est égale à zéi-o,

et que Vune des deux puisse être supposée aussi petite

qu'on le veut, tandis (pie l'autre ne renferme aucune

arbitraire, ces deux prétendues quantités seront cha-

cune en particulier égales à zéro.

121. Ce principe suffit seul pour résoudre par l'Algèbre

ordinaire toutes les questions qui sont du ressort de

l'Analyse infinitésimale. Les procédés respectifs de l'une

et l'autre méthode, simplifiés comme ils doivent l'être,

sont absolument les mêmes; toute la différence est dans

la manière d'envisager la question : les quantités que

l'on néglige dans l'une comme infiniment petites, on les

sous-entend dans l'autre, quoique considérées comme
finies, parce qu'il est démontré qu'elles doivent s'éli-

miner d'elles-mêmes, c'est-à-dire se détruire les unes

par les autres dans le résultat du calcul.

En effet, il est aisé de s'apercevoir que ce résultat ne

peut être qu'une équation à deux termes dont chacun en

particulier est égal à zéro : on peut donc sous-entendre

d'avance dans le cours du calcul tous les termes qui se

rapportent à celle de ces deux équations dont on ne

veut pas faire usage. Appliquons celte théorie des indé-

terminées à quelques exemples.
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12!2. Reprenons celui que nous avons déjà traité (9).

Nous avons trouvé ( fîg. i)

RIZ MZ 2J-H-RZ
TP + T'T = r -— et -—-

=

"^

RZ RZ la — i-T—MZ

équations parfaitement exactes Tune et l'autre, quelles

que soient les valeurs de MZ et de RZ ; tirant donc de la

première de ces équations la valeur de —- et la substi-
RZ

tuant dans la seconde, j'ai

TP -+- TT If -h- RZ
j" 2« — Q. r — MZ

équation exacte et qui doit avoir lieu quelle que soit la

distance qu'on voudra mettre entre les lignes RS et

MP.
Or il est aisé de voir que je puis mettre cette équation

sous la forme suivante,

/TP Y \ ["T'T rMZ + ^RZ — rRZ "1
__

\ j a — .Tj
\ y [a — .r)[2« — 2.r — MZ J

dans laquelle le premier terme ne contient que des quan-

tités données ou déterminées par les conditions du

problème et dont le second contient des arbiti'aires et

peut être supposé aussi petit qu'on le veut, sans rien

changer aux quantités qui sont contenues dans le pre-

mier terme, puisqu'on est maître de supposer RS aussi

proche qu'on le veut de MP. Donc, suivant la théorie

des indéterminées, chacun des termes de cette équation,

pris séparément, doit être égal à zéro, c'est-à-dire

que cette équation peut se décomposer en ces deux

autres,

TP y TT j MZ4-«RZ— rRZ
x]{ia — ix~ MZl
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desquelles la première ne contient que des quantités

désignées et la seconde contient des arbitraires. Mais

nous n'avons besoin que de la première, puisque c'est

celle qui nous donne la valeur cherchée de TP, telle que

nous l'avons déjà trouvée ci-dessus. Donc, quand même
nous aurions commis des erreurs dans le cours du calcul,

pourvu que ces erreurs ne fussent tombées que sur la

dernière équation, l'exactitude du résultat cherché n'en

aurait point souffert, et c'est effectivement ce qui serait

arrivé si nous eussions traité MZ, RZ et T'T comme
nulles par comparaison aux quantités proposées a, x, y
dans les équations primitives; nous eussions, à la vé-

rité, commis des erreurs dans l'expression des condi-

tions du problème, mais ces erreurs se fussent détruites

d'elles-mêmes par compensation, et le résultat dont

nous avons besoin n'en eût été aucunement altéré.

123. L'Analvse infinitésimale, envisagée sous ce rap-

port, n'est donc autre chose qu'une application ou, si

l'on veut, une extension de la méthode des indéter-

minées, car, suivant cette méthode, je dis que,lorsqu'on

néglige une quantité infiniment petite, on ne fait, à pro-

prement parler, que la sous-entendie et non la supposer

nulle
;
par exemple, lorsqu'au lieu des deux équations

exactes

IMZ
rp + T'T 3
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je sais fort bien que je commets une erreur et je les

mets, pour ainsi dire, mentalement sous cette forme,

RZ RZ a — X

^ et cp' étant des quantités telles qu'il les faut pour que

ces équations aient lieu exactement ; de môme, dans

Téquation
TP _ r

MP ~ h — j:'

résultante des deux équations imparfaites ci-dessus, je

sous-entends la quantité 'J' telle que

TP j
MP ~ V^

soit une équation exacte; mais je reconnais bientôt que

cette dernière quantité (^" est égale à zéro, parce que, si

elle n'était pas nulle, elle ne pourrait être qu'infini-

ment petite, tandis qu'il n'entre aucune quantité infi-

nitésimale dans le premier terme ; or cela est impossible,

à moins que chacun de ces termes pris séparément ne

soit égal à zéro, d'où je conclus qu'on a exactement

TP Y

MP a — X

et, parlant, les quantités ©,(ji'et d' ont été, non pas sup-

primées comme nulles, mais simplement sous-entendues

pour simplifier le calcul.

124. Pour second exemple, proposons-nous de prouver

que l'aire d'un cercle est égale au produit de sa circon-

férence par la moitié du ravon, c'est-à-dire qu'en nom-

mant R ce rayon, vs le rapport de la circonférence à ce

mume rayon, et par conséquent ctR cette circonférence,
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S la surface du cercle, on doit avoir

S — inTR2.

Pour cela, j'inscris au cercle un polygone régulier,

puis je double successivement le nombre de ses côtés

jusqu'à ce que l'aire de ce polygone diffère aussi peu

qu'on le voudra de l'aire du cercle. En même temps, le

périmètre du polygone différera aussi peu qu'on le

voudra de la circonférence tjR, et l'apothème aussi

peu qu'on le vou,dra du rayon R. Donc l'aire S différera

aussi peu qu'on le voudra de ^htR-; donc, si nous faisons

S=|rTR2

la quantité 9, si elle n'est pas zéro, pourra être au moins

supposée aussi petite qu'on le voudra. Cela posé, je mets

cette équation sous la forme

(S— i-niRS) — <î,= o,

équation à deux termes, dont le premier ne renferme

aucune arbitraire, et dont le second, au contraire, peut

être supposé aussi petit qu'on le veut ; donc, par la

théorie des indéterminées, chacun de ces termes en

particulier est égal à zéro. Donc nous avons

S — -T CI P»--= o ou S := j w R-

,

ce c/u ilfallait démontre/-.

125. Soit proposé maintenant de trouver quelle est

la valeur qu'il faut donner à a: pour que sa fonction

ax— a:x soit un maxiiniun.

Le cas du maxiiniun doit avoir lieu évidemment

lorsque, en ajoutant à l'indéterminée x une valeur arbi-

traire x', l'augmentation correspondante de la fonction

proposée ax— xx pourra être rendue aussi petite qu'on

C. — Mécaphys. 9
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le voudra, par rapport à x', en diminuant celle-ci de

plus en plus.

Or, si j'ajouleàxla quantité x', j'aurai pour l'augmen-

talion de la fonction proposée

a{.r -\- x') — (.>• -h x'Y— [ax — .rr)

ou, en réduisant,

[a -+- 2x]x' — x'^\

c'est donc le rapport de cette quan-tité.àx-', ou

a — IX — .i',

qui doit pouvoir être supposée aussi petite qu'on le veut.

Soit cette quantité = cp; nous aurons donc

a — 9. X — x' :=(ji

ou
^a — '2x]-{x'-^'f)=o,

équation à deux termes, dont le premier ne renferme

aucune arbitraire et dont le second peut être supposé

aussi petit qu'on le veut ; donc, par la théorie des

indéterminées, chacun de ces termes pris séparément

est égal à zéro. Donc nous avons

a — 7.x =z o ou .r = |rt,

ce qiiilfallait trouver.

126. Soit proposé de prouver que deux pyramides

de même base et de même hauteur sont égales entre

elles.

Concevons ces pyramides partagées en un même
nombre de tranches, toutes de même hauteur. Chacune

de ces tranches pourra évidemment être regardée comme
composée de deux parties, dont l'une sera un prisme
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ayant pour base la plus petite des deux qui terminent

la tranche, et l'autre sera l'espèce d'onglet qui entoure

ce prisme.

Si donc nous appelons V, Vies volumes des deux

pyramides, P, P' les sommes respectives des prismes

dont nous venons de parler, q^cf les sommes respectives

des onglets, nous aurons

V = P-f-r/, V'=rP'-f-<7';

mais il est clair que P = P' : donc

V — 7 = V'— 7' ou (V — V')— (<7 — fy') =0.

Mais le premier terme de cette équation ne renferme

aucune arbitraire, et le second peut évidemment être

supposé aussi petit qu'on le veut. Donc, par la théorie

des indéterminées, chacun de ces termes en particulier

est égal à zéro. Donc on a V— V'=:o ou V = V, ce

qu'il fallait démontrer.

127. Soit proposé de trouver le volume d'une pyra-

mide dont la base est B et la hauteur H.

Concevons cette pyramide partagée en une infinité

de tranches de même épaisseur; soient x la distance de

l'une quelconque de ces tranches au sommet de la pyra-

mide et x' l'épaisseur de cette tranche. Dans la pyra-

mide, les aires des coupes faites parallèlement à la base

sont comme les carrés de leurs distances au sommet
;

donc la base supérieure ou petite base de la tranche
T>

éloignée du sommet de la distance x est tt^x^ - Donc le

volume de cette tranche, abstraction faite de l'onglet,

est— a:*x'; donc le volume total de la pyramide, abstrac-

tionfaitc des onglets, est la somme de tous ces éléments.

Et puisque, x! pouvant être supposée aussi petite qu'on
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le veut, cliaque onglet peut également être supposé

aussi petit qu'on le veut relativement au volume de la

tranche, la somme de tous les éléments rTi-T^-r' diffère

aussi peu qu'on le veut du volume cherché de la pyramide.

Nommons donc V ce volume, nous aurons exactement

V = som — X- .V + y,

çp
désignant une quantité qui peufètre supposée aussi

petite qu'on le veut.

Mais, puisque B, H elx' sont des quantités constantes,

c'est-à-dire les mêmes pour toutes les tranches, il est

clair que
B „ .

est la même chose que

IP

Or -^ est évidemment le nomhre des tranches com-

prises depuis le sommet jusqu'à x; donc som( —
J

pour

la pyramide entière est la somme des carr-és des nombres
'

,
H

naturels depuis zéro jnsqu a — •

Mais on sait que cette suite de carrés des nombres

naturels est

I /2II' 3 H- H

Substituant cette somme dans l'équation trouvée ci-

dessus, nous aurons

6ÏP
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OU, en transformant pour séparer les termes arbitraires

de ceux qui ne le sont pas,

équation rigoureusement exacte à deux termes, dont le

premier ne contient que des quantités désignées ou non

arbitraires, et dont le second peut être rendu aussi petit

qu'on le veut. Donc chacun de ces termes pris sépa-

rément est égal à zéro : donc nous avons par le premier

V — iBH = o ou V = ^BH,

ce qu'il fallait trouver.

La solution qu'on vient de donner est analogue à la

méthode des indivisibles, ou plutôt c'est la méthode

même des indivisibles rendue lùgoureuse par quelques

légères modifications, au moyen de la méthode des indé-

terminées. Nous allons maintenant appliquer celle-ci à

la même question, en employant la notation del'Anah'se

infinitésimale, pour faire voir comment toutes ces mé-

thodes se tiennent, ou plutôt comment elles ne sont

toutes qu'une seule et même méhode envisagée sous dif-

férents aspects.

En conservant les dénominations ci-dessus, nous

avons c^V pour l'élément de la pyramide. De plus, nous

avons pour valeur du même élément, en négligeant l'on-

glet,

donc nous avons exactement

H"

o exprimant une quantité r|iii j)ent être su[)posée aussi
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petite qu'on le veut relativement à chacun des autres

termes.

Prenant de part et d'autre la somme exacte des élé-

ments, nous aurons l'équation rigoureuse

(A) V = som —
:,
x^dx H- som».

Or l'intégrale ordinaire

du premier terme du second membre est

311^'^ ^^'

C exprimant une constante ; mais la différentielle exacte

de cette intégrale n'est pas

B
^<,^^dx.

elle est

c'est-à-dire que nous avons exactement

^( 3|i
-^ + c) == |,.r^rfx -I- A (3.../,-^-+-./,r3);

donc, en prenant de part et d'autre la somme exacte,

nous aurons

f^ •'' + C
)
r=: som^ .T'^dx -h som~ [Zxdx^ + dx^)

^ \J il / il 11

ou, en transposant,

T> / R \ "R

iom— .T-dx -~ ( -— a;^ + C
j
~ som — [Zxdx'^ -\~ dx^].
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Substituanl dans l'équation (A), nous aurons cxacle-

V ^
(
^ .v^ H- C

j
— fsom ^ [3.vcU^+ dx^) — som y3H^

équation dans laquelle le dernier terme seul contient

des quantités arbitraires et peut être supposé aussi petit

qu'on le veut. Faisons donc, pour abréger, ce terme
(f';

l'équation deviendra, en transposant,

équation dont, par les principes de la méthode des indé-

terminées, chaque terme pris séparément est égal à zéro,

ce qui donne

Pour déterminer C, il n'y a qu'à faire x= o; alors on a

V = o.Donc C = o ; donc l'équation se réduit à

V — - j:^

c'est-à-dire que le volume de la pyramide depuis le

sommet jusqu'à la hauteur x est ttyi'i donc, pour avoir

le volume total de la pyramide, il n'y a plus qu'à sup-

poser X = H, ce qui donnera enfin

128. Celte solution, comme on le voit, n'est aijtre

chose que celle qu'on obtiendrait par les procédés de

l'Analyse infinitésiuiale, en ne négligeant rien, et l'Ana-

lyse infinitésimale ordinaire n'est qu'une abréviation de

ces procédés, puisqu'elle ne néglige que les quan-



l3() CilAi^lTHIi III.

tités (p, 'j', qui ne tombent dans le résultat du calcul que

sur celle des équations dont on n'a pas besoin, entre les

deux dans lescjuelles il se décompose. (3r, ce que l'Ana-

lyse infinitésimale néglige ainsi par simple fiction sous

le nom de quantités infiniment petites, on peut simple-

ment le sous-entendre pour conserver la rigueur géo-

métrique pendant tout le cours du calcul : on voit donc

que la métbode des indéterminées fournit une démon-
stration rigoureuse du Calcul infinitésimal et qu'elle

donne en même temps le moyen d'y suppléer, si l'on

veut, par l'analyse ordinaire, il eût été à désirer peut-

être qu'on fût parvenu par cette voie aux Calculs diffé-

rentiel et intégral; ce qui était aussi naturel que le

chemin qu'on a pris et aurait prévenu toutes les dif-

ficultés.

DE LA MÉTHODE DES PREMIÈllES ET DERNIÈRES RAISONS

ou DES LIMITES.

129. La méthode des premières et dernières raisons

ou des limites prend aussi son origine dans la méthode

d'exhaustion, et ce n'est, à proprement parler, qu'un

développement et une simplification de celle-ci. C'est

à Newton que l'on doit cet utile perfectionnement, et

c'est dans son Livre des Principes qu'il faut s'en in-

struire ^ il suffit, pour notre objet, d'en donner ici une

idée succincte.

Lorsque deux quantités quelconques sont supposées

se rapprocher continuellement l'une de l'autre, de

manière que leur rapport ou quotient diffère de

moins en moins et aussi peu qu'on le veut de l'unité,

ces deux quantités sont dites avoir pour dernière raison

une raison d'égalité.

En général, lorsque l'on su[)posc que diverses quan-
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tités s'approchent respectivement et simultanément

d'autres quantités qui sont considérées comme fixes,

jusqu'à en différer toutes en même temps aussi peu

qu'on lèvent, les l'apports qu'ont entre elles ces quan-

tités fixes sont les dernières raisons de celles qui sont

supposées s'en approcher respectivement et simultané-

ment, et ces quantités fixes elles-mêmes sont appelées

limites ou dernières valeurs de celles qui s'en approchent

ainsi.

Ces dernières valeurs et dernières raisons sont aussi

appelées premières valeurs et premières raisons des

quantités auxquelles elles se rapportent, suivant que

l'on considère les variables comme s'approchant ou

s'éloignant des quantités considérées c(ftnme fixes qui

leur servent de limites.

130. Ces limites ou quantités considérées comme
fixes peuvent cependant être variables comme seraient,

par exemple, les coordonnées d'une courbe, c'est-à-dire

qu'elles peuvent n'être pas données par les conditions

de la question, mais seulement déterminées par les

hypothèses subséquentes sur lesquelles le calcul est

établi. Ainsi, par exemple, quoique les coordonnées

d'une courbe soient comprises parmi les quantités qu'on

nomme variables, parce qu'elles ne sont point du nombre

des données, si je me propose une question à résoudre

sur la courbe dont il s'agit, comme celle de lui mener

une tangente, il faudra, pour établir mes raisonnements

et mon calcul, que je commence par attribuer des valeurs

déterminées à ces coordonnées et que je continue à les

regarder comme fixes jusqu'à la fin de mon calcul. Or
ces quantités, considérées comme fixes, sont comprises,

aussi bien que les données mêmes du problème, parmi

celles que nous appelons limites.
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J31. Ces limites sont précisément les quantités dont

on cherche la relation ; celles qui sont supposées s'en

approcher graduellement ne sont que des quantités

auxiliaires que l'on fait intervenir pour faciliter l'expres-

sion des conditions du problème, mais qui ne peuvent

rester dans le calcul et qu'il faut nécessairement éliminer

pour obtenir les résultats cherchés; elles sont, par con-

séquent, de celles que nous avons nommées quantités

non désignées, tandis que leurs limites ou dernières

valeurs sont les quantités dont on* veut obtenir la relation,

et que nous appelons quantités désignées.

On voit ainsi l'analogie qui doit exister entre la

théorie des premières ou dernières raisons et la méthode

infinitésimale, ^ar ce que dans celle-ci on nomme quan-

tités infiniment petites n'est évidemment autre chose,

d'après la définition que nous en avons donnée (14),

que la différence d'une quantité quelconque à sa limite,

ou, si l'on veut, une quantité dont la limite est o ; et

les quantités qui ont pour dernière raison une raison

d'égalité ne sont autre chose que celles qui, dans l'Ana-

lyse infinitésimale, sont nommées quantités injiniment

peu diljéventes l'une de l'autre.

132. On voit encore par là que la notion de quantité

infiniment petite n'est pas moins claire que celle de

limite, puisque ce n'est autre choss que la différence de

cette même limite à la quantité dont elle exprime la

dernière valeur. Mais la différence qu'il y a en ce qu'on

appelle proprement méthode des Huâtes et celle qu'on

appelle méthode infinitésimale, consiste en ce que dans

la première on n'admet en effet dans le calcul que les

limites elles-mêmes, qui sont toujours des quantités

désignées, au lieu que dans la méthode infinitésimale on

admet aussi les quantités non désignées, qui sont sup-
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posées s'en approcher continuellement, et les difFérences

de ces quantités non désignées à leurs limites : ce qui

donne à la méthode infinitésimale plus de moyens de

varier ses expressions et ses transformations algébriques,

sans qu'il puisse y avoir la moindre différence dans la

133. La faculté que se procure ainsi la méthode infi-

nitésimale la rend susceptible encore d'un nouveau

degré de perfection bien plus important : c'est de pouvoir

être réduite en un algorithme particulier, car ces diffé-

rences entre les quantités non désignées et leurs limites

sont ce qu'on a distingué sous le nom de différentielles

de ces mêmes limites, et les simplifications auxquelles

donne lieu l'admission de ces quantités dans le calcul

sont précisément ce qui donne à l'Analyse infinitésimale

de si puissants moyens.

Néanmoins la méthode des limites, quoique restreinte

par la faculté dont elle se prive d'introduire dans le

calcul les quantités auxiliaires dont ces limites ne sont

que les dernières valeurs, cette méthode, dis-je, l'em-

porte encore de beaucoup pour la facilité des calculs

sur la simple méthode d'exhaustion, j)arce qu'elle s'af-

franchit au moins de la réduction à l'absurde pour

chaque cas particulier, opération la plus pénible de celles

qui constituent la méthode d'exhaustion ; tandis que

dans l'autre méthode, pour établir l'égalité de deux

quantités quelconques, il suffit de prouver qu'elles sont

toutes deux limites d'une même troisième quantité.

134. Il n'y a aucune distinction à faire entre la mé-

thode des limites et celle des premières ou dernières

raisons. Newton n'en fait aucune ; il emploie indiffé-

remment le nom de limite d'une quantité ou dernière
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'Valeur de celte quantité, liuiite du rapport de deux

quantités ou dernière raison de ces deux quantités. Je

fais cette réflexion parce qu'il y a des personnes qui

croient vaguement qu'il existe quelque différence entre

la méthode des limites, telle que d'Alembert l'a expli-

quée à l'article Différentiel de l'Encyclopédie, et la

méthode des premières et dernières raisons, telle que

Newton l'a expliquée dans le Livre des Principes. C'est

absolument la même chose, et d'Alembert déclare posi-

tivement dans cet article qu'il n'y est que l'interprète

de Newton. Cette méthode étant très connue, il nous

suffira d'en donner un exemple.

13o. Il est clair, par ce qui a été dit (9), que, quoique

MZ . . , , . TP , , ., ,—-ne soit point égal a-r^, cependant la première de

ces quantités diffère d'autant moins de la seconde que

RS est plus proche de MP, c'est-à-dire que

I\IZ _ TP

1ÎZ~ ÂÎP

est une équation imparfaite, mais que (en désignant par

L l'expression de limite ou de dernière ^valeur)

MZ _ TP

RZ ~MP
est une équation parfaite ou rigoureusement exacte.

De même, on prouvera que

MZ _ y

est aussi une équation parfaite ou rigoureusement exacte;

égalant donc ces deux valeurs de L —^t il vient

TP _ y
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a — OT

comme ci-dessus. Ainsi, ce ne sont plus, dans ce nou-

veau calcul, les quantités infiniment petites MZ et RZ,,,,-,, MZ
qui V entrent séparément, ni même leur rapport —

?

MZ
mais seulement sa limite ou dernière valeur L

—

> qRZ
ui

est une quantité finie.

Si cette méthode était toujours aussi facile à mettre

en usage que l'Analyse infinitésimale ordinaire, elle

pouri-ait paraître préférable, car elle aurait l'avantage

de conduire aux mêmes résultats par une route directe

et toujours lumineuse.

Mais il faut convenir, ainsi qu'on l'a déjà observé ci-

dessus, que la méthode des limites est sujette à une

difficulté considérable qui n'a pas lieu dans l'Analyse

infinitésimale ordinaire : c'est que, ne pouvant y séparer,

comme dans celle-ci, les quantités infiniment petites

l'une de l'autre, et ces quantités se trouvant toujours

liées deux à deux, on ne peut faire entrer dans les com-

binaisons les propriétés qui appartiennent à chacune

d'elles en particulier, ni faire subir aux équations où

elles se l'encontrent toutes les transformations qui pour-

raient aider à les éliminer.

DE LA METHODE DES FLUXIOKS.

136. Newton considère une courbe comme engendrée

par le mouvement uniforme d'un point; il décompose à

chaque instant la vitesse constante de ce point en deux

autres, l'une parallèle à l'axe des abscisses et l'autre

parallèle à l'axe des ordonnées. Ces vitesses sont ce qu'il
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appelle fluxions de ces coordonnées, tandis que la

vitesse arbitraire du point qui décrit la courbe est la

fluxion de l'arc décrit.

Réciproquement, cet arc décrit est appelé \difluente

de la vitesse avec laquelle il est décrit par le point

mobile, l'abscisse correspondante est appelée fluente de

la vitesse de ce point estimée dans le sens de cette

abscisse, et l'ordonnée est appelée fluente de la vitesse

de cemême point estimée dans le sens de cette ordonnée.

Puisque la fluxion de l'arc est supposée constante, il

estévident que, à moins que le chemin du point décrivant

ne se fasse en ligne droite, les fluxions de l'abscisse et

de l'ordonnée seront variables, et que leur rapport à

chaque instant dépendra de la nature de la courbe, c'est-

à-dire de la relation même de ces coordonnées.

Réciproquement, la relation des coordonnées dépend

nécessairement de celle qui existe à chaque instant entre

les fluxions de ces coordonnées. On peut donc demander

quel est le moyen de découvrir la relation qui existe

entre les fluxions lorsque l'on connaît celle qui existe

entreles coordonnées, et, réciproquement, quel est celui

de découvrir la relation qui existe entre les coordon-

nées lorsque Ion connaît celle qui existe entre les

fluxions seules ou combinées avec les coordonnées elles-

mêmes. La première partie de ce problème est ce qu'on

nomme inélhode des Jluxiotis, et la seconde méthode

inverse des fluxions.

137. ^lais ces premières notions peu^ent être géné-

ralisées, car, à mesure que le point décrivant parcourt

la courbe, non seulement l'abscisse et l'ordonnée chan-

gent, mais encore la sous-tangente, la normale, le rayon

de courbure, etc., c'est-à-dire que ces quantités crois-

sent ou décroissent plus ou moins rapidement, ainsi que
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les coordonnées elles-mêmes. Toutes ces quantités ont

donc des fluxions, dont les rapports sont également

déterminés par le mouvement du point que décrit uni-

formément la courbe; ainsi ces quantités sont elles-

mêmes des fluentes. Or, c'est Fart de déterminer les

relations de toutes ces fluentes par l'entremise de leurs

fluxions employées comme auxiliaires, que l'on nomme
méthode directe et inverse desJlaxions, ou méthode des

Jîuxions et fluentes.

Cette méthode s'applique non seulement aux lignes

courbes, mais par analogie on l'étend aux aires que ren-

ferment ces courbes, aux surfaces courbes et aux volumes

qu'elles terminent, aux forces qui mettent les corps en

mouvement et aux effets qu'elles produisent ; on en

applique, en un mot, la théorie à tout ce qui fait l'objet

des Mathématiques et des sciences physico-mathéma-

tiques, aussi bien que la méthode d'exhaustion elle-

même et tous les modes de calcul qui en dérivent.

138. La méthode des fluxions n'admet, comme on le

voit, dans le calcul que des quantités finies, puisque

ces fluxions ne sont autre chose que des vitesses, qui

sont des quantités finies. On peut même prendre ces

vitesses respectives avec lesquelles les coordonnées

croissent pour coordonnées d'une nouvelle courbe,

lesquelles auront aussi leurs fluxions, qui seront pareil-

lement des quantités finies, et celles-ci pourront encore

être prises pour coordonnées d'une troisième courbe,

ainsi de suite, sans que jamais il entre dans le calcul

autre chose que des quantités finies.

139. Il y a une fluxion principale qui est choisie à

volonté, mais qui, étant une fois adoptée, règle toutes

les autres : on peut choisir celle que l'on veut. Nous
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a^ons supposé que c'était la vitesse absolue du point

décrivant, que nous avons regardée comme uniforme
;

mais on peut supposer également que c'est la vitesse

dans le sens de l'abscisse, ou toute autre qui soit uni-

forme et qui serve de terme de comparaison.

i iO. La méthode des fluxions etfluentes dérive natu-

rellement de celle des premières et dernières raisons,

car la vitesse variable d'un point n'est pas le chemin

décrit par ce point dans un temps donné, divisé par ce

temps, mais la première ou dernière raison de ce rapport,

c'est-à-dire la quantité dont ce rapport approche de

plus en plus, à mesure que ce temps est supposé plus

court.

1 41 . Cette observation a été le prétexte d'une objec-

tion élevée contre la méthode des fluxions, car, a-t-on

dit, c'est introduire dans la Géométrie, qui appartient

aux Mathématiques pures, la notion des vitesses, qui

n'appartient qu'aux Mathématiques mixtes, et définir

une idée qui doit être simple par une autre qui est

complexe.

r\Iais cette objection est assez frivole, car la véritable

chose à considérer est de savoir si la théorie est plus

facile à saisir de cette manière que d'une autre. Le clas-

sement que nous faisons des sciences est assez arbitraire.

Nous plaçons la Géométrie avant la Mécanique dans

l'ordre de la simplicité, mais les parties transcendantes

de la première sont bien plus abstraites que les parties

élémentaires de la seconde, et, comme le dit Lagrange,

(( chacun a ou croit avoir une idée nette de la vitesse «;

ce n'est donc pas prendre une marche contraire à l'esprit

des Mathématiques que de définir les fluxions par les

vitesses.
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44-2. Nous venons de voir que les vitesses qu'on

nomme fluxions sont les dernières raisons des espaces

parcoumis et des temps employés à les parcourir; mais, si

l'on compare ensemble deux de ces vitesses ou fluxions,

par exemple la fluxion de l'abscisse avec celle de l'or-

donnée, ces fluxions auront elles-mêmes entre elles

une raison, qui n'est autre chose que la limite du rap-

port des différentielles de ces coordonnées. Ainsi la

méthode des fluxions n'est encore, comme on le voit,

que la méthode infinitésimale, et par conséquent la mé-

thode d'exhaustion envisagée sous un nouveau point de

vue, et l'on aperçoit facilement le lien qui unit toutes

ces méthodes les unes aux autres.

143. Les procédés de la méthode des fluxions ne dif-

fèrent de ceux de l'Anal vse infinitésimale que par la no-

tation. Au lieu de la caractéristique d^ dont on se sert

dans celle-ci, on pointe les lettres dans la méthode des

fluxions, c'est-à-dire que la fluxion de la variable ou

fluente x, par exemple, est représentée parx, mais avec

cette distinction que x repi'ésente une quantité finie qui

est la vitesse du point décrivant dans le sens des ab-

scisses, tandis (\uQdx, dans le Calcul différentiel, repré-

sente une quantité infiniment petite, qui est l'accrois-

sement instantané de cette même abscisse.

De même, si l'on conçoit une nouvelle courbe dont

les coordonnées soient les fluxions respectives de x et

-)', les fluxions de ces nouvelles coordonnées seront des

fluxions de fluxions, et devront, d'après la notation in-

diquée, être exprimées dans le calcul par x, j , et ces

x,y seront encore des quantités finies, tandis que les

différentielles secondes ddx, ddj
,

qui leur corres-

pondent dans la méthode infinitésimale, sont des

C. — Métaplij s. lO
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f[uantil(''S infiniment pclites du second ordre ; ainsi de

suile.

114. Il ne m'appartient pas de prononcer entre New-

ton et Leibnitz sur la priorité de Tinvention. Il me semble

que la métaphysique de l'nne de ces méthodes est telle-

ment différente de celle de l'autre, qu'il est plus que pro-

bable que chacun a inventé la sienne. L'histoire des

sciences mathématiques est remplie de semblables ren-

contres, parce que, la vérité -étant une, il faut toujours

que ce soit à elle qu'on arrive, et sitôt qu'elle est pres-

sentie, chacun s'y précipite par le chemin qu'il s'est

frayé. Il faut faire attention qu'à l'époque de Newton et

de Leibnitz une foule d'idées analogues à celles de ces

deux grands hommes perçaient de toutes parts dans les

écrits des savants. C'était réellement un fruit mûr. Ca-

valerius. Fermât, Pascal avaient soumis au calcul les

quantités infiniment petites ; Descartes avait tronvé la

méthode des indéterminées ; Roberval avait imaginé de

décomposer la vitesse du point qui décrit une courbe en

deux autres respectivement parallèles aux deux coor-

données ; Barrow avait considéré les courbes comme
des polygones d'une infmité de côtés; Wallis avait en-

seigné à calculer les séries. Il ne manquait plus que d'as-

sujettir toutes les découvertes de même genre à un mode

unifoi'me par un algorithme ; n'est-il pas plus naturel de

penser que Newton et Leibnitz ont trouvé chacun le leiir

par des routes très opposées, que de supposer que l'un

de ces deux hommes, déjà justement célèbres à tant

d'autres égards, ait été plagiaire de l'autre?
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DU CALCUL DES (jUA>TITÉS ÉVAAOUISSAMES.

14o. La plupart des savants, pour concilier la simpli-

cité de la notation Icibnitzienne avec la rigueur géomé-

trique, prennent le parti de considérer les quantités

infiniment petites comme absolument nulles. La méta-

physique du Calcul infinitésimal est développée sous ce

point de vue avec une grande clarté dans la Préface du

Calcul différentiel d'Euler : « Le Calcul différentiel, dit

ce grand géomètre, est l'art de trouver le rapport des

accroissements évanouissants que prennent des fonc-

tions quelconques, lorsqu'on attribue à la quantité va-

riable dont elles sont fonctions un accroissement éva-

nouissant. »

Newton avait déjà admis, dans son livre àes Principes,

la notion des quantités évanouissantes. « Il faut, dit-il,

entendre par la dernière raison des quantités évanouis-

santes la raison qu'ont entre elles des quantités qui

diminuent, non pas avant de s'évanouir, ni après

qu'elles sont évanouies, mais au moment même où

elles s'évanouissent. »

D'Alembert rejette cette explication, quoiqu'il adopte

complètement d'ailleurs la doctrine de Newton sur les

limites ou premières et dernières raisons des quantités.

« Cette méthode, dit Lagi'ange, a le grand inconvé-

nient de considérer les quantités dans l'état où elles

cessent, pour ainsi dire, d'être quantités; car, quoique

l'on conçoive toujours bien le rapport de deux quan-

tités, tant qu'elles demeurent finies, ce rapport n'offre

plus à l'esprit une idée claire et précise aussitôt que ses

tei'mes deviennent l'un et l'autre nuls à la fois. «

Il sem.ble néanmoins que, les quantités infiniment pe-
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tites étant des variables, rien nenipèclie qu'on ne puisse

leur attribuer la valeur o, aussi bien que toute autre, il

est vrai qu alors leur rapport est -> qui peut être efjale-

ment supposé n ou Z», aussi bien que toute autre quan-

lité quelconque.

146. La considération de ces quantités évanouissantes

serait donc à peu près inutile, si l'on se bornait à les

traiter dans le calcul comme des quantités simplement

nulles : car elles n'offriraient plus que le rapport de o à

o, qui n'est pas plus égal à a qu'à 3 ou à toute autre

quantité; mais il ne faut pas perdre de vue que ces quan-

tités nulles ont ici des propriétés particulières, comme
dernières valeurs des quantités indéfiniment décrois-

santes dont elles sont les limites, et qu'on ne leur donne

la dénomination particulière à'évanouissantes qu'afin

d'avertir que de tous les rapports ou relations dont elles

sont susceptibles en qualité de quantités nulles, on ne

veut considérer et faire entrer dans les combinaisons

que celles qui leur sont assignées par la loi de conti-

nuité, lorsque l'on imagine le svstème des quantités

auxiliaires s'approchant par degrés insensibles du sys-

tème des quantités désignées; et c'est là précisément

ce qu'entend Newton, lorsqu'il dit que les quantités éva-

nouissantes sont des quantités considérées, non avant

qu'elles s'évanouissent, non après cju'elles se sont éva-

nouies, mais à l'instant même où elles s'évanouissent.

Dans lecas traité ci-devant (9), par exemple, tant que

RS ne coïncide point avec ^IP, la fraction -—- est plus

TP
grande que — ; ces deux fractions ne deviennent égales
'

^ J ^

(iu"au moment où ^1/ et RZ se réduisent à zéro. Il esl
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, , RIZ . , .
, , ,

vrai qu alors — est aussi bien égale a toute autre quaii-

• , ,, TP . o -, 1 1

lite qu a-—
,
puisque - est une quantité absolument ar-

bitraire; mais, parmi les diverses valeurs qu'on j^eut at-

MZ TP
tribuer à——-, est Ja seule qui soit assujettie à la loi

KZ )
' "'

de continuité et déterminée par elle ; car, si l'on con-

• struisait une courbe dont l'abscisse fût la quantité indé-

finiment petite MZ, et l'ordonnée proportionnelle à -—^»

celle qui répondrait à l'abscisse nulle serait représentée

TP . , , . .

par—, et non par une quantité arbitraire : or, c est ce

qui distingue les quantités que je nomme évanouis-

santes de celles qui sont simplement nulles.

Ainsi, quoique en général on ait

= 2X0=3X0 = 4x0=...,

on ne peut pas dire d'une quantité évanouissante, telle

que MZ,

MZ = 2 MZ = 3 MZ = 4MZ = . . . ;

car la loi de continuité ne peut assigner entre MZ et

MZ d'autre rapport que celui d'égalité, ni d'autre rela-

tion que celle d'identité.

147. Nous avons vu qu'en introduisant dans le calcul

des quantités indéfiniment petites et en les négligeant par

comparaison aux quantités finies, les équations deve-

naient imparfaites, et que les erreurs auxquelles on don-

nait lieu ne se compensaient que dans le résultat cher-

ché. On peut maintenant éviter, si l'on v^eut, cette espèce

d'inconvénient, par le moyen des évanouissantes, qui,

n'étant autre chose que les dernières valeurs des quan-
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lités indéfiniment petites correspondantes, peuvent,

comme tontes les autres valeurs, être attribuées à

ces quantités indéfiniment petites, et qui, d'un autre

côté, étant absolument nulles, peuvent se négliger lors-

qu'elles se trouvent ajoutées à quelques quantités effec-

tives, sans que le calcul cesse d'être parfaitement rigou-

reux.

148. On peu!; donc envisager l'Analyse infinitésimale

sous deux points de vue différents : en considérant les

quantités infiniment petites ou comme des quantités ef-

fectives, ou comme des quantités absolument nulles.

Dans le premier cas, l'Analyse infinitésimale n'est autre

chose qu'un calcul d'erreurs compensées ; et dans le se-

cond, c'est l'art de comparer des quantités évanouis-

santes entre elles et avec d'autres, pour tirer de ces com-

paraisons les rapports et relations quelconques qui

existent entre des quantités proposées.

Comme égales à zéro, ces quantités évanouissantes

doivent se négliger dans le calcul, lorsqu'elles se trou-

vent ajoutées à quelque quantité effective ou qu'elles

en sont retranchées; mais elles n'en ont pas moins,

comme on vient de le voir, des rapports très intéressants

à connaître, rapports qui sont déterminés par la loi de

continuité à laquelle est assujetti le système des quan-

tités auxiliaires dans son changement. Or, pour saisir

aisément cette loi de continuité, il est aisé de sentir que

l'on est obligé de considérer les quantités en question à

quelque distance du terme où elles s'évanouissent entiè-

rement, sinon elles n'offriraient que le rapport indéfini

de zéro à zéro ; mais cette distance' est arbitraire et n'a

d'autre objet que de faire juger plus facilement des rap-

ports qui existent entre ces quantités évanouissantes :

ce sont ces rapports qu'on a en vue en regardant les
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quanti lés infiniment petites comme absolument nulles,

et non pas ceux qui existent entre les quantités qui ne

sont pas encore parvenues au terme de leur anéantisse-

ment. Celles-ci, que j'ai nommées indéfîniment petites,

ne sont point destinées à entrer elles-mêmes dans le

calcul envisagé sous le point de vue dont il s'agit dans

ce moment, mais employées seulement pour aider l'ima-

gination et indiquer la loi de continuité qui détermine

les rapports et les relations quelconques des quantités

évanouissantes auxquelles elles répondent.

Ainsi, d'après cette hypothèse, dans la proportion

MZ : RZ : : TP : MP [fg. i ), les quantités représen-

tées parMZ et RZ sont bien supposées absolument égales

à zéro ; mais, comme c'est de leur rapport qu'on a besoin,

TP
il faut, pour apercevoir son égalité avec -— » considérer

les quantités indéfiniment petites qui répondent à ces

quantités nulles, non afin de les introduire elles-mêmes

dans le calcul, mais afin d'y faire entrer, sous la déno-

mination de MZ et de RZ, les quantités évanouissantes

cjui en sont les dernières valeurs.

149. Ces expi^essions MZ, RZ représentent donc ici

des quantités nulles, et on ne les emploie sous les formes

MZ, RZ, plutôt que sous la forme commune o, que parce

que, si on les employait en effet sous cette dernière

forme, on ne pourrait plus distinguer, dans les opéra-

tions où elles se trouveraient mêlées, leurs diverses ori-

gines, c'est-à-dire quelles sontles diverses quantités indé-

finiment petites qui leur répondent. Or, la considération,

au moins mentale, de celles-ci est nécessaire pour saisir

la loi de continuité qui détermine le rapport cherché

des quantités évanouissantes qu'elles ont pour limites,

et par conséquent il est essentiel de ne pas les perdre de
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vue et de les caraclérlser par des expressions qui em-

pêchent de les confondre.

150. Les quantités évanouissantes qui font le sujet du

Calcul infinitésimal envisagé sous ce nouveau point de

vue sont, à la vérité, des êtres de raison ; mais cela n'em-

pêche pas qu'elles n'aient des propriétés mathématiques

et qu'on ne puisse les comparer tout aussi bien que

l'on compai^e des quantités imaginaires qui n'existent

pas davantage. Or, personne ne i-évoque en doute l'exac-

titude des résultats qu'on obtient par le calcul des ima-

ginaires, quoiqu'elles ne soient que des formes algé-

briques et des hiéroglyphes de quantités absurdes ; à

plus forte raison ne peut-on donner l'exclusion aux quan-

tités évanouissantes, qui sont au moins des limites de

quantités effectives et touchent pour ainsi dire à l'exis-

tence. Qu'importe, en effet, que ces quantités soient ou

non des êtres chimériques, si leurs rapports ne le sont

pas, et que ces rapports soient la seule chose qui nous

intéresse? On est donc entièrement maître, en soumet-

tant au calcul les quantités que nous avons nommées in-

flnitésiviales, de regarder ces quantités comme efiectives

ou comme absolument nulles ; et la différence qui se

trouve entre ces deux manières d'envisager la question

consiste en ce que, en regardant ces quantités comme
nulles, les propositions, équations et résultats quel-

conques demeurent exacts et rigoureux pendant tout le

calcul, mais se rapportent à des quantités cjui sont des

êtres de raison, et expriment des relations existantes

entre quantités qui n'existent pas elles-mêmes ; au lieu

que, en regardant les quantités infiniment petites comme
quelque chose d'effectif, les propositions, équations et

résultats quelconques ont bien pour sujet de véritables

(juantités ; mais ces propositions, équations et résultats
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sont faux, ou plutôt ils sont imparfaits, et ne deviennent

exacts à la fin que par la compensation de leurs erreurs,

compensation cependant qui est une suite nécessaire et

infaillible des opérations du calcul.

151. La métaphysique qui vient d'être exposée four-

nit aisément des réponses à toutes les objections qui

ont été faites contre l'Analyse infinitésimale, dont plu-

sieurs géomètres ont cru le principe fautif et capable

d'induire en erreur ; mais ils ont été accablés, si l'on

peut s'exprimer ainsi, par la multitude des prodiges et

par l'éclat des vérités qui sortaient en foule de ce prin-

cipe.

Ces objections peuvent se réduire à celle-ci : Ou les

quantités qu'on nomme infiniment petites sont absolu-

ment nulles ou non, car il est ridicule de supposer qu'il

existe des êtres qui tiennent le milieu entre la quantité

et le zéro. Or, si elles sont absolument nulles, leur com-

paraison ne mène à rien, puis({ue le rapport de o à o

n'est pas plus a que b, ou toute autre quantité quel-

conque ; et si elles sont des quantités effectives, on ne

peut sans erreur les traiter comme nulles, ainsi que le

prescrivent les règles de l'Analyse infinitésimale.

La réponse est simple : bien loin de ne pouvoir en effet

considérer les quantités infiniment petites, ni comme
quelque chose de réel, ni comme rien, on peut dire, au

contraire, qu'on peut à volonté les regarder comme
nulles ou comme de véritables quantités ; car ceux qui

voudront les regarder comme nulles peuvent répondre

que ce qu'ils nomment quantités infiniment petites ne

sont point des quantités nulles quelconques, mais des

quantités nulles assignées par une loi de continuité qui

en détermine la relation
;
que parmi tous les rapports

dont ces quantités sont susceptibles comme zéro, ils ne
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consitlèrcnl <{ue ceux qui sont délerminés par celte loi

(le conlinulté ; et qu'enfin ces rapports ne sont point

vagues et arbitraires, puisque cette loi de continuité

n'assigne point, par exemple, plusieurs rapports diffé-

rents aux différentielles de l'abscisse et de l'ordonnée

d'une courbe lorsque ces différentielles s'évanouissent,

mais un seul, qui est celui de la sous-tangente à l'ordon-

née. D'un autre coté, ceux qui regardent les quantités

infiniment petites comme de véritables quantités peuvent

répondre que ce qu'ils appellent infiniment petit n'est

qu'une grandeur arbitraire et susceptible d'être suppo-

sée aussi petite qu'on le veut, sans rien changer aux

quantités proposées; que dès lors, sans la supposer nulle,

on peut cependant la traiter comme telle, sans qu'il s'en-

suive aucune erreur dans le résultat, puisque cette er-

reur, si elle avait lieu, serait arbitraire comme la quan-

tité qui l'aurait occasionnée. Or, il est évident qu'une

pareille erreur ne peut exister qu'entre des quantités

dont quelqu'une au moins soit arbitraire. Donc, lors-

qu'on est parvenu à un résultat qui n'en contient plus

et qui exprime une relation quelconque entre les quan-

tités données et celles qui sont déterminées par les con-

ditions du problème, on peut assurer que ce résultat est

exact, et que, par conséquent, les erreurs qui auraient

du être commises en exprimant ces conditions ont pu

se compenser et disparaître par une suite nécessaire et

infaillible des opérations du calcul.

152. D'autres géomètres, embarrassés apparemment

par l'objection qu'on vient de discuter, se sont attachés

simplement à prouver que la méthode des limites, dont

les procédés sont rigoureusement exacts dans tous les

points, devait nécessairement conduire aux mêmes ré-

sultats que l'Analyse infinitésimale. iMais, en convenant



rilKOUlli I)!;S FONCTIONS. l55

que le principe de cette méthode est très luiiiineux, on

ne peut se dissimuler qu'ils ne font qu'éluder la diffi-

culté sans la résoudre
;
que la méthode des limites ne

mène aux résultats de l'Analyse infinitésimale que par

une route difficile et détournée ; et qu'enfin cette mé-

thode, loin d'être la même que celle du calcul de l'infini,

n'est, au contraire, que l'art de s'en passer et d'y sup-

pléer par le calcul algébrique ordinaire : en quoi l'on

réussirait d'une manière plus simple, à ce qu'il me
semble, par la méthode des indéterminées.

153. Il suit de ce que nous venons de dire qu'on

peutàvolonté considérer les quantités infiniment petites

ou comme absolument nulles ou comme de véritables

quantités; un motif cependant me ferait préférer cette

dernière manière d'envisager l'Analyse infinitésimale ;

c'est que ceux qui la considèrent ainsi me semblent

traiter la question d'une manière plus générale que les

autres. Car ceux-ci, en attribuant aux quantités infini-

ment petites la valeur o, font une opération inutile : ils

paraissent regarder cette détermination comme néces-

saire et penser que sans elle ils ne pourraient obtenir ce

qu'ils cherchent; or c'est ce qui n'est pas, puisque ces

quantités peuvent toutes s'éliminer sans conditions,

c'est-à-dire sans qu'on leur attribue aucune valeur

déterminée, et pas plus celle qui est o qu'aucune autre.

La question paraît donc résolue d'une manière générale

lorsqu'on laisse dans l'indétermination des quantités

qu'on n'est pas obligé de déterminer.

DE LA THÉOniE DES FOiNCTlONS ANALYTIQUES OU FOKCTIOWS

DituiVÉES.

154. Aucune des méthodes pratiquées ou proposées

jusqu'à ce jour pour siq)plécr à la méthode d'exhauslion
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des anciens et pour la réduire en algorillime régulier

n'a paru à Lagrange réunir au degré désirable l'exacti-

liide et la simplicité requises dans les sciences mathé-

matiques. Il a pensé néanmoins qu'il n'était pas impos-

sible d'atteindre ce but important, et ses recherches à

cet égard nous ont valu le grand Ouvrage qu'il a publié

sous le titre de Tliéoric desfonctions analytiques, con-

tenant les principes du Calcul dijjcrentiel, dégagés de

toute considération dinfi7iiment]jctits, d'évanouissants

,

de limites et de Jluxions, et réduits à l'analyse algé-

brique des quantitésfinies . Lagrange a de plus donné,

sur le même sujet, un autre Ouvrage considérable,

\nl\\.\Ait Leçons sur le calcul des fonctions, lequel est

un commentaire et un supplément pour le premier.

Ces écrits sont marqués au coin du génie original et

profond auquel nous devions déjà le Calcul des varia-

tions et la Mécanique analytique; mais, comme ils doi-

vent se trouver entre les mains de tous ceux qui veu-

lent approfondir la science du calcul, je n'en dirai ici

qu'un mot.

Afin de conserver, dans tout le cours de ses opéra-

tions, l'exactitude rigoureuse dont il s'est fait la loi de

ne jamais s'écarter, Lagrange, qui fait aussi usage des

différentielles, sous une autre dénomination et sous une

auti-e notation, les considère comme des quantités finies,

indéterminées. En conséquence, il ne néglige aucun

terme et prend ses différentielles comme on le fait dans

le calcul aux différences finies. C'est à quoi il parvient

par le théorème de Tavlor, dont il fait la base de sa

doctrine, et qu'il démontre directement par l'analyse

ordinaire, tandis qu'avant lui on ne l'avait encore

démontré que par le secours même du Calcul diffé-

rentiel.

L'aulour par\i<nl ainsi à exprimer, par des écjuations



TiiKORir; i)(:s foxctions. iSj

rigoureusement exacles, les condilioiis de toute ques-

tion proposée. Ces équations paraissent sans doute

devoir être plus difficiles à établir et plus compliquées

que celles qu'on obtient par les procédés ordinaires de

l'Analyse infinitésimale, c'esl-à-dire lorsqu'on se permet

de négliger les quantités infiniment petites vis-à-vis des

quantités finies. Mais, comme les unes et les autres de

ces équations ne peuvent jamais conduire qu'aux mêmes

résultats, on sent qu'il doit nécessairement exister pour

les premières des moyens de simplification qui les

ramènent aux autres. C'est ce qui a lieu en effet :

l'auteur, par une suite de transformations ingénieuses,

parvient à dégager son calcul de tout ce qui l'embar-

rassait inutilement. C'est ainsi que ces équations revien-

nent d'elles-mêmes, et sans qu'on soit obligé de rien

négliger dans le cours des opérations, à la simplicité de

celles qu'on aurait pu obtenir immédiatement par les

procédés ordinaires de l'Analyse infinitésimale.

lo5. Quoique Lagrange prenne ses différentielles

comme si c'était des différences finies, elles ont un

caractère qui les distingue essentiellement de celles-ci :

c'est qu'elles demeurent toujours indéterminées , de

sorte qu'on reste maître, pendant tout le cours du calcul,

de les rendre aussi petites qu'on le veut, sans rien

changer à la valeur des quantités dont on cherche la

relation, ce qui fournit des moyens d'élimination qui

n'appartiennent point au calcul ordinaire des différences

finies, dans lequel ces différences sont fixes.

1S6. Il est facile de remarquer l'analogie qui existe

entre la théorie des fonctions analytiques, celle du Calcul

infinitésimal ordinaire et la méthode des indétermi-

nées dont nous avons parlé (119). En effet, les diOe-
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rcnccs prises sans rien négliger, comme on le lait dans

la théorie des fonctions analytiques, par la formule

de Taylor, sont des séries. Or, comme l'observe La-

grange lui-même, tous les problèmes dont la solution

exige le Calcul différentiel dépendent uniquement du

premier ternie de chacune de ces séries, et toutes les

méthodes nont d'autre but que de détacher et d'isoler,

pour ainsi dire, ce premier terme du reste de la séi-ie.

Le Calcul différentiel ordinaire remplit immédiatement

son objet, en négh"geant, dès le premier moment, tous

les autres, comme s'ils étaient nuls; dans la méthode

des indéterminées, on les sous-entend seulement comme
devant nécessairement se détruire les uns par les autres

dans le résultat du calcul; dans la théorie des fonctions

enfin, on les fait réellement entrer dans l'expression des

conditions du problème, et on les dégage ensuite par

diverses transformations fondées sur ce que tous ces

termes ont pour facteur commun un accroissement de

variable qu'on est maître de supposer aussi petit qu'on

le veut, tandis que le premier terme de la série en est

indépendant, ce qui rentre évidemment dans la méthode

des indéterminées, par laquelle on est conduit à des

équations dont chacun des termes pris séparément est

égal à zéro.

\o~ . Le véritable obstacle à l'adoption d'une méthode

aussi lumineuse est la nouveauté de l'algorithme pour

lequel il faudrait abandonner celui qu'une longue habi-

tude a consacré et d'après lequel sont rédigés tous les

Ouvrages originaux qui ont paru depuis un siècle;

ainsi, par exemple, il faudrait refondre toutes les col-

lections académiques, tous les écrits d'Euler et ceux de

Lagrange lui-même. Cette pensée était la sienne lors-

qu'il ])iib]iii lu nouvelle édition de sa. 3Iccani(jue ann-



TiiKoniK i)i:s roxcTioxs. i iig

lytique; il n'y emploie point son algorithme, et voici

comment il s'exprime à ce sujet, clans l'averlissement

qu'il a mis à la tête de ce dernier Ouvrage :

« On a conservé la notation ordinaii^e du Calcul dif-

férentiel, parce qu'elle répond au système des infini-

ment petits adopté dans ce Traité. Lorsqu'on a bien

conçu l'esprit de ce système et qu'on s'est convaincu

de l'exactitude de ses résultats par la méthode géomé-

trique des premières et dernières raisons ou par la mé-

thode analvtique des fonctions dérivées, on peut em-

ployer les infiniment petits comme un instrument sûr

et commode pour abréger et simplifier les démonstra-

tions. »

158. Depuis quelques années, John Landen, savant

géomètre anglais, avait tenté, non sans succès, de

ramener le Calcul infinitésimal à l'Algèbre ordinaire.

Lagrange, qui se plaisait à faire ressortir le mérite des

autres, parce qu'il se sentait assez riche de ses propres

découvertes, cite honorablement John Landen, et voici

comment il s'exprime à ce sujet :

« C'est pour prévenir ces difficvdtés qu'un habile

géomètre anglais, qui a fait dans l'Analyse des décou-

vertes importantes, a proposé dans ces derniers temps

de substituer à la méthode des fluxions, jusqu'alors

suivie scrupuleusement par tous les géomètres anglais,

une autre méthode purement analytique et analogue à

la méthode différentielle, mais dans laquelle, au lieu

de n'employer que les différences infiniment petites

ou nulles des quantités variables, on emploie d'abord

les valeurs différentes de ces quantités, qu'on égale en-

suite après avoir f-ait disparaître par la division le fac-

teur que cette égalité rendait nul. Par ce moyen, on

évite à la vérité les infiniment petits et les quantités
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('•vanoiiissanles, mais les procédés et les applicalions du

calcul sont embarrassants et peu naturels, et Ion doit

convenir cpie cette manière de rendre le calcul plus

rii;ourcux dans ses principes lui fait perdre ses princi-

paux avantages, la simplicité de la méthode et la facilité

des opérations. »

La théorie des fonctions analytiques n'est peut-être

pas elle-même exempte d'une partie de ces inconvé-

nients ; c'est à ceux qui ont accpiis l'habitude de s'en

servir qu'il appartient d'en juger.

COMCLUSIOJN GÉNÉRALE.

159. Les diverses méthodes dont nous avons donné

l'idée dans cet écrit ne sont, à proprement parler, qu'une

seule et même méthode présentée sous divers points de

vue. C'est toujours la méthode d'exhaustion des anciens,

plus ou moins simplifiée, plus ou moins heureusement

appropriée aux hesoins du calcul, et enfin réduite en un

algorithme régulier.

Mais cet algorithme est d'une haute importance ; il

est pour la méthode d'exhaustion ce qu'est l'Algèbre or-

dinaire pour la pure synthèse ; les anciens ne connais-

saient que la synthèse et la méthode d'exhaustion, qui

n'est elle-même qu'une branche de la synthèse : les mo-
dernes, en imaginant l'Algèbre ordinaire et l'algorithme

infinitésimal, se sont procuré des avantages immenses.

C'est un instrument avec lequel ils abrègent et facilitent

le travail de l'esprit, en le l'éduisant, pour ainsi dire, en

travail mécanique. Les symboles algébriques ne sont

pas seulement ce qu'est l'écriture à la pensée, un moyen
de la peindre et de la fixer ; ils réagissent sur la pensée

même, ils la dirigent jusqu'à un certain point, et il suffit

de les déplacer sur le papier, suivant certaines règles
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fort simples, poui- arriver inlailliblemenl à de nouvelles

vérités.

160. Les symboles algébriques font plus : ils introdui-

sent dans les combinaisons des formes purement imagi-

naires, des êtres fictifs qui ne peuvent exister ni même être

compris, et qui cependant n'en sont pas moins utiles.

On les emploie auxiliairement comme termes de com-

paraison, pour faciliter le rapprochement des véritables

quantités dont on veut obtenir la relation, et on les éli-

mine ensuite par des transformations qui ne sont elles-

mêmes, pour ainsi dire, que l'ouvrage de la main.

Cet admirable instrument des sciences exactes n'a pu

être que le produit des recherches accumulées des plus

profonds génies et peut-être de quelque hasard heureux.

Mais il ne faut pas perdre de vue que ce n'est qu'un in-

strument fait pour seconder les efforts de l'imagination

et non pour en détendre les ressorts ; c'est toujours un

m03xn indirect inventé pour suppléer à la faiblesse de

notre esprit; on ne doit l'employer qu'à regret et pour

vaincre les difficultés ou généraliser les questions, et

c'est un abus que d'y recourir sans aucun besoin, comme
dans les premiers éléments des sciences, où il cause plus

d'embarras qu'il ne jette de véritables lumières.

161. Bien loin d'employer l'Anahse à établir les véri-

tés élémentaires, nous devons les dégager de tout ce qui

nous empêche de les apercevoir le plus distinctement

possible et de reconnaître le chemin qui y conduit.

Ceux qui réussissent à nous faire voir presque intuiti-

vement des résultats auxquels on n'était parvenu avant

eux que par le secours d'une analyse compliquée ne nous

procurent-ils pas toujours autant de plaisir que de sur-

prise, pourvu que ce ne soit jamais que d'une manière

simple et sans augmenter les difficultés ?

C. — Métaphys. I 1
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1G2. Les principes de l'Algèbre ordinaire sont beau-

coup moins clairs et moins bien (jtablis que ceux de l'A-

nalyse infinitésimale, en ce qui distingue celle-ci de la

première (*); la métaphysique de la règle des signes,

lorsqu'on veut l'approfondir, est bien autrement diffi-

cile que celle des quantités infiniment petites : jamais

cette règle n'aété démontrée d'unemanière satisfaisante
;

elle ne pai^aît pas même susceptible de l'être, et cepen-

dant elle sert de base à toute l'Algèbre : que gagne-t-on

donc à substituer celle-ci à l'Analyse infinitésimale,

puisque les procédés de la première sont d'ailleurs beau-

coup plus compliqués que ceux de la seconde, pour les

objets qui sont du ressort natui^el de celle-ci ?

Jamais l'expression analytique d'un objet ne peut être

aussi nette que la perception immédiate de cet objet lui-

même : c'est regarder dans un miroir ce qu'on peut voir

directement. Cette expression analytique peut être em-

barrassée de formes imaginaires ou indiquer des opéra-

tions inexécutables : définir un objet sensible par de

semblables expressions, c'est non seulement employer

inutilement un moyen indirect, mais c'est représenter

une chose claire d'elle-même par un symbole qui Test

beaucoup moins. Je citerai à ce sujet un passage bien

remarquable d'Euler, l'analyste par excellence du siècle

dernier (Ménioiies de VAcadémie de Beidin, année

1754):

(( 11 y a des personnes, dit-il, qui prétendent que la

Géométrie et l'Analyse ne demandent pas beaucoup de

raisonnements ; ils s'imaginent que les règles que ces

sciences nous prescrivent renferment déjà les connais-

sances nécessaires pour parvenir à la solution et qu'on

(') f'oir, paf;e i-jj, la Note qui a été mise à la suilc de cet Oiivrajje,

parce (ju'ellc était lro|) lon{;ue pour être placée ici.
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n'a qu'à exécuter les opérations conformément à ces

règles, sans se mettre en peine des raisonnements sur

lesquels ces règles sont fondées. Cette opinion, si

elle était fondée, serait bien contraire au sentiment

presque général, où l'on regarde la Géométrie et l'A-

nalyse comme les moyens les plus propres à cultiver

l'esprit et à mettre en exercice la faculté de raisonner.

Quoique ces gens aient une teinture des Mathéma-

tiques , il faut pourtant qu'ils se soient peu appli-

qués à la résolution des problèmes un peu difficiles,

car ils se seraient bientôt aperçus que la seul eappli-

cation des règles prescrites est d'un bien faible secours

pour résoudre ces sortes de problèmes, et qu'il faut

auparavant examiner bien sérieusement toutes les cir-

constances du problème, et faire là-dessus quantité de

raisonnements, avant qu'on puisse employer ces règles,

qui renferment le reste des raisonnements dont nous ne

nous apercevons presque point en poursuivant le calcul.

C'est cette préparation, nécessaire avant que de recourir

au calcul, qui exige souvent une longue suite de raisonne-

ments, que peut-être aucuneautresciencen'exige jamais,

et où l'on a ce grand avantage, qu'on peut s'assurer de

leur justesse, pendant que dans les autres sciences on est

souvent obligé de s'arrêter à des raisonnements peu con-

vaincants. Mais aussi le calcul même, quoique l'Analyse

en prescrive les règles, doit partout être soutenu par un

raisonnement solide, au défaut duquel on court risque

de se tromper à tout moment. Le géomètre trouve donc

partout occasion d'exercer son esprit par des raisonne-

ments qui le doivent conduire dans la solution de tous

les problèmes difficiles qu'il entreprend, et, à moins

qu'il ne soit bien sur ses gardes, il est à craindre qu'il

ne tombe sur des solutions fausses. »
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163. La règle doit être, ce me semble, de prendre

toujours la voie la plus simple et, à difficultés égales, de

prendre la plus lumineuse ; aucun moyen ne doit être

exclusif. Ainsi, pour en revenir à notre objet, parmi les

méthodes dont nous avons parlé, il faut, pour Tusage

habituel, choisir celle fjui mène en général au but par

la route la plus courte et la plus facile, mais sans reje-

ter aucune des autres, parce que ce sont d'abord en elles-

mêmes de belles spéculations pour l'esprit, et ensuite

parce cju'il n'y en a pas une peut-être qui ne puisse

conduire à quelque vérité jusqu'alors inconnue, ou pro-

curer dans certains cas un résultat inattendu ou une

solution plus élégante que loules les autres.

161. Mais parmi toutes ces méthodes, qui ont leur

origine commune dans la méthode d'cxhaustion des an-

ciens, quelle est celle qui offre le plus d'avantages pour

l'usage habituel? Il me semble qu'il est généi-alem.ent

convenu que c'est l'analyse leibnilzienne.

Les travaux de Descartes, de Pascal, de Fermât,

d'Huygens, de Barrow, de Roberval, de AVallis, de JNew-

ton surtout, prouvent que l'on touchait depuis long-

temps à cette grande découverte lorsqu'elle fut procla-

mée par Leibnitz, et je pense qu'il n'est aucun de ces

illustres géomètres qui ne l'eût faite s'il eût soupçonné

<ju'il y avait à cet égard une grande découverte à faire
,

c'est-à-dire qu'il n'y en a pas un d'entre eux qui n'eût

trouvé un moyen pour réduire en algorithme la méthode

d'cxhaustion, si Fidée lui fût venue de la chercher, et

qu'il eût prévu toute la fécondité dont pourrait être

quelque jour un pareil moyen. Peut-être même que,

parmi les divers algorithmes créés par tant de génies

originaux, il s'en serait trouvé quelques-uns qui eussent

obtenu la préférence sur celui de Leibnitz, que l'habi-
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tude a consacré parmi nous, non moins que les précieux

et immenses travaux qui sont aujourd'hui revêtus des

formes de cet algorithme.

165. « Onpeut, ditLagrange, regarder Fermatcomnie

le premier inventeur des nouveaux calculs.

» Barrow imagina de substituer aux quantités qui

doiventôtre supposées nulles, suivant Fermât, des quan-

tités réelles, mais inliniment petites, et il donna, en

i6y4: sa méthode des tangentes, où il considère la

courbe comme un polygf)ne d'une infinité de côtés
;

mais ce calcul n'était encore qu'ébauché, car il ne s'ap-

pliquait qu'aux expressions rationnelles.

» Il restait donc à trouver un algorithme simple et

général, applicable à toutes sortes d'expressions, par

lequel on pûtpasserdirectement etsansaucuneréduction

des formules algébriques à leurs différentielles. C'est ce

que Leibnitz a donné dix ans après. Il paraît que Newton

étaitparvenu, danslememe temps ou un peu auparavant,

aux mêmes abrégés de calcul pour les différentiations.

Mais c'est dans la formation des équations différentielles

et dans leur intégration que consistent le grand mérite et

la force principale des nouveaux calculs, et sur ce point

il me semble que la gloire de l'invention est presque

uniquement due à Leibnitz, et surtout aux Bernoulli. »

ÎG6. Il paraîtrait bien difficile maintenant de quitter

la route qui nous a été ouverte par ces illustres géo-

mètres, de se rompre à une nouvelle manière de voir, à

une nouvelle notation, à de nouvelleslocutions.Lagrange

lui-même reconnaît, comme nous l'avonsdéjàdit (157),

que la méthode infinitésimale, telle qu'on l'emploie

aujourd'hui, est un moyen sûr d'abréviation et de sim-

plification, et il a cru devoir l'adopter dans la nouvelle
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édition de sa JMècaniqne analjtique, de préférence à

celle qu'il venait de proposer lui-même dans sa Théorie

des fonciioJis analytiques . Il est donc à présumer qu'il

n'a considéré ce dernier Ouvrage que comme un cadre

propre à rassembler sous un même point de vue une

multitude d'artifices analytiques qu'il avait découverts

dans le cours de ses travaux, et afin d'avoir une occa-

sion de développer méthodiquement les prodigieuses

ressources de son génie pour le calcul.

167. J'ai oui dire plusieurs fois à ce profond penseur

que le véritable secret de l'Analyse consistait dans l'art

de saisir les divers degrés d'indétermination dont la

quantité est susceptible : idée dont je lus toujours péné-

tré et qui m'a fait regarder la méthode des indéterminées

de Descartes comme le plus important des corollaires de

la méthode d'exhaustion.

En effet, dans toutes les branches de l'Analyse prise

généralement, nousvovons que ses procédés sont toujours

fondés sur les divers degrés d'indétermination des quan-

tités qu'elle compare. Un nombre abstrait est moins

déterminé qu'un nombre concret, parce que celui-ci

spécifie non seulement le combien du nombre, mais

encore la qualité de l'objet soumis au calcul ; les quan-

tités algébriques sont plus indéterminées que les nombres

abstraits, parce qu'elles ne spécifient pas même le

combien : parmi ces dernières , les variables sont plus

indéterminées que les constantes, parce que celles-ci

sont considérées comme fixes pendant une plus longue

période de calcul; les quantités infinitésimales sont

plus indéterminées que les simples variables, parce

qu'elles demeurent encore susceptibles de mutation,

lors même qu'on est déjà convenu de considérer les

autres comme fixes ; enfin les variations sont plus indé-
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terminées que les simples différentielles, parce que

celles-ci sontassujetties à varier suivant une loi donnée,

au lieu que la loi suivant laquelle on fait changer les

autres est arbitraire. Rien ne termine cette échelle des

divers degrés d'indétermination, et c'est précisément

dans cet assemblage de quantités plus ou moins définies,

plus ou moins arbitraires, qu'est le principe fécond de

la méthode générale des indéterminées, dont le Calcul

infinitésimal n'est véritablement qu'une heureuse appli-

cation.

Ces quantités, qui d'une part sont liées à l'état de la

question, tandis que de l'autre on demeure libre de leur

attribuer des valeurs plus ou moins grandes, ces quan-

tités, dis-je, qui sont en quelque sorte semi-arbitraires,

nous font sentir la nécessité de la distinction que nous

avons établie entre les quantités désignées et les quan-

tités non désignées, distinction qui n'est pas la même
que celle qui existe entre les constantes et les variables,

car les quantités désignées comprennent les constantes

et les variables dont on cherche la relation ou qui sont

des fonctions exclusives, c'est-à-dire toutes celles qui

peuvent entrer dans le résultat du calcul, tandis que les

quantités non désignées en sont nécessairement exclues.

Celles-ci ne peuvent donc entrer que comme auxiliaires;

elles ne servent qu'à rendre plus facile l'expression des

conditions du problème, après quoi tous les soins du

calculateur doivent se diriger vers leur élimination, qui

est indispensable dans tous les cas, et qui annonce tou-

jours, quand elle est faite, que ce calcul perd dès lors

son premier caractère deCalcul infinitésimal pour rentrer

dans le domaine de l'Algèbi'C ordinaire.

168. La méthode des limites ou des premières et

dernières raisons ne dispense point de la distinction, au
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moins tacite, de ces quantités désignées et non dési-

gnées, car la limite d'une quantité n'est autre chose que

le terme dont cette autre quantité est supposée s'appro-

cher continuellement, jusqu'à en différer aussi peu qu'on

le veut. Celte limite est donc considérée comme fixe, et

par conséquent comme une quantité désignée, tandis que

l'autre, pouvant s'approcher de celte limite aulant qu'on

le veut, reste toujours arbitraire ou non désignée, et ne

peut entrer dans le résultat du calcul.

1G9. On voit par là que l'expression de limite n'est

ni plus ni moins difficile à définir exactement que celle

de quantité infiniment petite, et que, par conséquent,

c'est une erreur de croire que la méthode des limites

soit plus rigoureuse que celle de l'Analyse infinitésimale

ordinaire ; car, pour procéder en rigueur par la méthode

des limites, il faut préalablement définir ce que c'est

qu'une limite : or la différence d'une quantité quelconque

à sa limite est précisément ce qu'on nomme ou ce qu'on

doit nommer une quantité infiniment petite. L'une n'est

donc pas plus difficile à comprendre que l'autre, et si la

méthode des limites est exacte, comme on ne saurait

en douter, il n'y a aucune raison pour que l'Analyse

infinitésimale ne le soit pas.

170. Mais celle-ci a sur la première de très grands

avantages : c'est que, dans la méthode des limiles, on ne

se permet point de faire entrer séparément dans le

calcul ces quantités semi-arbitraires que nous appelons

quantités non désignées; on n'y admet pas même leurs

rapports, mais seulement les limites de ces rapports,

lesquelles sont des quantités désignées. Par là on est

privé des moyens de combinaison et de transformation

que procure à l'Analyse infinitésimale la faculté qu'elle
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se donne, et qu'elle démontre avoir le droit de se donner,

d'opérer isolément sur ces quantités auxiliaires, faculté

qui constitue l'un des principaux avantages de son

algorithme. L'Analyse infinitésimale est donc un per-

fectionnement de la méthode des limites; c'est un usage

plus étendu, plus hardi de la première, et qui n'en est

ni moins exact ni moins lumineux.

171. Au reste, ce n'est pas dans l'exposé même des

principes quepeutse faire sentirl'avantagedelaméthode

infinitésimale sur toutes les autres. Toutes sont à peu

près également claires dans leurs principes ; mais il n'est

pas également facile de les appliquer à des questions

particulières. La principale difficulté est alors de mettre

les problèmes en équation, ce qui, au contraire, est géné-

ralement très-facile dans la méthode infinitésimale,

parce que, dès qu'on se refuse à admettre franchement

dans le calcul l'espèce de quantités que nous avons

nommées infiniment petites, les moyens de comparaison

se trouvent restreints ; on est obligé de prendre des

détours pour arriver au même but, et cette difficulté se

fait bien moins sentir encore dans les phrases algé-

briques et dans les opérations quelconques que dans les

propositions ou raisonnements qui les préparent ou qui

suppléent à ces opérations. Un exemple suffira pour

faire sentir à cet égard la supériorité de la méthode

infinitésimale.

Proposons-nous d'énoncer le fameux principe des

vitesses virtuelles. Le voici, d'après Lagrange, dans sa

Mécanique analytique :

« Si un système quelconque de tajit de corps ou points

que l'on veut, tirés chacun par des puissances quelcon-

ques, est en équilibre, et qu'on donne à ce système un

petit mouvement quelconque, en vertu duquel chaque
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point parcourt an espace infiniment petit qui exprimera

sa vitesse virtuelle , la somme des puissances multipliées

chacune par l'espace que le point où. elle est appliquée

parcourt suivant la direction de cette înéme puissance

sera égale à zéro, en regardant comme positijs les

petits espaces parcourus dans le sens des puissances et

comme négatifs les espaces parcourus dans un sens

opposé. ))

Maintenant je demande comment ceux qui rejettent

les expressions admises dans le Calcul infinitésimal

pourront énoncer cette proposition aussi clairement que

nous venons de le faire d'après le célèbre auteur de la

Mécanique analytique ? Or toutes les Mathématiques

ne sont, à proprement parler, qu'une suite de locutions

semblables ; ce serait donc se jeter dans des longueurs

et des difficultés inextricables que de les abandonner:

il faudrait, pour s'y déterminer, qu'on pût craindre

quelques erreurs dans les résultats. Or tout le monde

convient que la méthode est infaillible dans ses résultats.

172. Ilfautremarquer que, dans les recherches mathé-

matiques, c'est naturellement sur les quantités appelées

infiniment petites elles-mêmes que se fixe l'imagination,

et non sur les limites de leurs rapports. Si l'on me
demande 1^ volume d'un corps terminé par une surface

courbe, j'imagine réellement ce volume jjartagé en un

grand nombre de tranches ou même de particules. Ce

sont bien ces tranches ou ces particules elles-mêmes que

je considère, et non les divers rapports qu'elles peuvent

avoir entre elles, et encore moins les limites de ces

rapports. Mon imagination cherche un objet sensible;

des formes purement algébriques ne lui offriraient rien

que de vague. La division du volume en tranches ou

particules m'offre un tableau, éclaire mon esprit, le
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guide, et facilite la solution. Je regarde l'une de ces

particules comme l'élément de la quantité totale, queje

considère en effet comme la somme de tous ces éléments :

je cherche donc l'expression différentielle qui doit repré-

senter cette particule, en négligeant ce que les règles

du calcul m'autorisent à omettre. J'applique alors à

cette expression différentielle les formules connues du

Calcul intégral, et c'est ainsi que je parviens sans beau-

coup de peine à résoudre tel problème qui aurait peut-

être résisté à tous les efforts de la méthode d'exhaustion

ou de toute autre dans laquelle on ne pourrait faire

usage des moyens d'abréviation et de simplification que

fournit la méthode infinitésimale.

173. Il est permis de considérer les quantités infini-

ment petites, ou comme de véritables quantités, ou

comme absolument nulles; mais l'imagination s'accom-

mode encore mieux, ce me semble, de la méthode qui

considère les objets comme effectifs que de celle qui

les regarde comme réduits à zéro. La loi de continuité

même, qui seule peut fixer dans chaque cas la valeur de

chacune des fractions -> lesquelles sans cela resteraient
o ^

indéterminées, oblige à les comparer avant qu'elles

s'évanouissent entièrement. D'ailleurs, toutes ces quan-

tités doivent être éliminées et peuvent l'être sans leur

attribuer aucune valeur déterminée : c'est donc au moins

une chose superflue que 'de les supposer égales à zéro
;

c'est particulariser la question quand on peut s'en dis-

penser, et, par conséquent, c'est la résoudre d'une ma-

nière moins élégante.

174. Le mérite essentiel, le sublime, on peut le dire,

de la méthode infinitésimale, est de réunir la facilité des
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procédés ordinaires d'un simple calcul d'approximation

à l'exactitude des résultats de l'Analyse ordinaire. Cet

avantage immenseseraitperdu, oudumoins fort diminué,

si à cette méthode pure et simple, telle que nous l'a

donnée Leibnitz, on voulait, sous l'apparence d'une plus

grande rigueur soutenue dans tout le cours du calcul,

en substituer d'autres moins naturelles, moins com-

modes , moins conformes à la marche prol3able des

inventeurs. Si cette méthode est exacte dans les résultats,

comme personne n'en doute aujourd'hui, si c'est tou-

jours à elle qu'il faut en revenir dans les questions

difficiles, comme il paraît encore que tout le monde en

convient, pourquoi recourir à des moyens détournés et

compliqués pour la suppléer? Pourquoi se contenter

de l'appuyer sur des inductions et sur la conformité de

ses résultats avec ceux que fournissent les autres mé-

thodes, lorsqu'on peut la démontrer directement et

généralement; plus facilement peut-être qu'aucune de

ces méthodes elles-mêmes? Les objections que l'on a

faites contre elle portent toutes sur cette fausse suppo-

sition, que les erreurs commises dans le cours du calcul

en y négligeant les quantités infiniment petites sont

demeurées dans le résultat de ce calcul, quelque petites

qu'on les suppose; or c'est ce qui n'est point : l'élimina-

tion les emporte toutes nécessairement, et il est sin-

gulier qu'on n'ait pas aperçu d'abord dans cette condition

indispensable de l'élimination le véritable caractère des

quantités infinitésimales et la réponse dirimante à toutes

les objections.
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NOTE REUTIYE AU N'' 162.

1

.

Il y a une analogie remarquable entre la théorie

des quantités négatives isolées et celle des quantités infi-

nitésimales, en ce que les unes et les autres ne sauraient

jamais être employées qu'auxiliairement, et qu'elles

doivent nécessairement disparaître des résultats du

calcul pour que ces résultats deviennent parfaitement

exacts et intelligibles; jusqu'alors ce ne sont que des

formes algébriques plus ou moins implicites, et qui ne

sont susceptibles d'aucune application immédiate.

2. Il paraît beaucoup plus difficile d'expliquer nette-

ment ce qu'est une quantité négative isolée que de com-

prendre ce qu'est une quantité infinitésimale, car celle-ci,

comme on l'a vu, est une quantité effective, au lieu que

l'autre est un être de raison
,
puisqu'on ne pourrait

l'obtenir que par une opération inexécutable.

3. Avancer qu'une quantité négative isolée est

moindre que zéro, c'est couvrir la science des mathéma-

tiques, qui doit être celle de l'évidence, d'un nuage im-

pénétrable, et s'engager dans un labyrinthe de paradoxes

tous plus bizarres les uns que les autres ; dire que ce

n'est qu'une quantité opposée aux quantités positives,

c'est ne rien dire du tout, parce qu'il faut expliquer

ensuite ce que c'est que ces quantités opposées, recourir
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pour cette explication à de nouvelles idées premières

semblables à celles de la matière, du temps et de l'espace,

c'est déclarer qu'on regarde la difliculté comme insoluble

et c'est en faire naître de nouvelles, car, si l'on me donne

pour exemple de quantités opposées un mouvement vers

l'orient et un mouvement vers l'occident, ou un mou-

vement vers le nord et un mouvement vers le sud, je

demanderai ce que c'est qu'un mouvement vers le nord-

est, vers le nord-ouest, vers le sud-sud-ouest, etc., et de

quels signes ces quantités devront être affectées dans le

calcul.

La ressource des idées premières est sans doute com-

mode pour éluder les difficultés, mais elle est peu phi-

losophique lorsqu'elle n'est pas indispensable. La méta-

physique des sciences peut ne pas contribuer beaucoup

au progrès des méthodes, mais il y a des personnes qui

s'en font une étude favorite, et c'est pour elles que j'ai

composé cet Opuscule. On pourrait également renvoyer

la notion de l'infini mathématique aux idées premières,

et les calculs fondés sur cette notion n'en seraient pas

moins susceptibles de toutes les applications qu'on en

fait. Cependant, dit d'Alembert, « cette métaphysique,

dont on a tant écrit, est encore plus importante et peut-

être plus difficile à développer que les règles mômes de

ce calcul »

.

Il me semble qu'on peut dire la même chose des

quantités négatives isolées, et l'on peut en juger par les

discussions dont elles ont été l'objet parmi les plus

célèbres géomètres.

4. J'ai développé ailleurs ce qui m'a paru être la véri-

table théorie de ces sortes de quantités, et cette théorie

a reçu un accueil favorable parmi les savants. La seule

objection que je sache y avoir été faite est qu'elle peut
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paraître moins simple dans la pratique que celle qui

était généralement adoptée. Cet inconvénient, je l'avoue,

serait considérable s'il existait; mais, comme je crois que

c'est tout le contraire, je vais tâcher de résumer ici cette

théorie le plus brièvement possible.

PRINCIPE FOINDAMENTÂL.

5. Toute valeur négath'e trouvée pour une inconnue

par la résolution d'une équation exprime, abstraction

faite du signe de cette ^>aleur, la dijjérence de deux

autres quantités, dont la plus grande a été prise pour

la plus petite, et la plus petite pour la plus grande, dans

l'expression des conditions du problème.

Démonstration. — Pour mettre un problème en équa-

tions, on commence toujours par procéder comme dans

la synthèse, c'est-à-dire que toutes les quantités sur les-

quelles on établit le raisonnement sont considérées

comme absolues. Donc, si la solution du problème est

possible, et qu'on n'ait point fait de fausses supposi-

tions, on doit aussi trouver pour chaque quantité une

valeur absolue. Donc, si au contraire on ne trouve qu'une

valeur négative ou imaginaire, on peut déjà conclure

qu'il se trouve nécessairement quelque incompatibiité

entre les conditions du problème et les hypothèses sur

lesquelles le calcul est établi.

Maintenant, pour connaître en quoi consistent ces

fausses suppositions qu'on peut avoir faites, je nomme x
l'inconnue pour laquelle on a trouvé une valeur négative,

et je suppose que cette valeur négative soit— /r, on a

donc trouvé x =— p, équation dans laquelle p est une

quantité absolue : soit cette quantité absolue p = m— «,

met n étant aussi des quantités absolues. Nous aurons,

par conséquent, m^n\ mais, puisqu'au contraire dans
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la mise en équation on a considéré x comme une quan-

tité absolue, on a donc aussi supposé que sa valeur — p
était une quantité absolue, c'est-à-dire qu'on a regardé

— [m— Ji) on [n— /w) comme une quantité absolue.

On a donc supposé n'^m, tandis qu'au contraire on a

réellement, comme on l'a vu ci-dessus, in'^n. Donc la

fausse supposition qui a été faite consiste en ce que des

deux quantités /;/, Ji, dont p est la différence, la plus

grande m a été prise pour la plus petite et la plus petite

pour la plus grande, et, puisque cette quantité absolue p
n'est autre chose que la valeur — p trouvée pour l'incon-

nue, en faisant abstraction du signe, il s'ensuit que toute

'valeur négative, etc.; ce qu'il fallait dériiontrer.

6. On ne peut pas dire précisément que l'équation

x =— p soit fausse, puisqu'elle exprime exactement

les conditions proposées et les hypothèses sur lesquelles

le calcul est établi ; mais ce sont ces conditions elles-

mêmes ou ces hypothèses qui, étant contradictoires entre

elles, empêchent que le résultat du calcul ne puisse avoir

lieu sans modifications. Il s'agit donc de trouver quelles

sont les modiilcations propres à rendre ce résultat

explicite sans en altérer l'exactitude, c'est-à-dire propres

à le dégager des quantités inintelligibles qu'il contient

ou des opérations inexécutables qu'il indique. Or, pour

cela, il y a deux corrections à faire : la première consiste

à changer le signe de l'inconnue dans les expressions

algébriques qui la contiennent, afin que sa valeur dans

l'équation linale devienne positive ; la seconde est de

faire aux conditions et hypothèses sur lesquelles le calcul

est établi un changement analogue, afin que les expres-

sions algébriques se trouvent être toujours exactement

la traduction de ces conditions et hypothèses. C'est sur

quoi il n'y a pas plus de règles à donner que sur la
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manière de mettre un problème en équations, mais

avec un peu d'habitude on aperçoit pour l'ordinaire

très facilement quel doit être le résultat de ces modifi-

cations, et l'on se borne à l'aire la correction nécessaire

dans la solution indiquée par l'équation finale, sans

prendre la peine de recommencer le calcul : c'est ce qu'on

appelle prendre les valeurs négatives en sens contraire

des valeurs positives ; ou prendre l'inconnue dans un

sens contraire à celui qu'on lui avait attribué dans

l'expression des conditions du problème. La nouvelle

théorie ne change absolument rien à cet égard aux

anciens procédés ; elle ne fait quen rendre raison et en

démontrer l'exactitude.

7. Supposons, par exemple, que, voulant connaître

quelle est la valeur d'un gain présumé, on ait représenté

ce gain par x, et qu'on ait trouvé pour équation finale

.T = —p ;

tout le monde en conclut, sans hésiter, qu'au lieu d'un

gain présumé il y a une perte réelle, qui est égale à p;
mais il s'agit de le démontrer. Or, d'après les principes

exposés ci-dessus, voici comment je raisonne.

Puisque x est un gain présumé, si je nomme m la

fortune du joueur après l'événement de ce gain et n sa

fortune avant Tévénement, le problème aura été mis en

équation dans l'hypothèse qu'on avait

et par conséquent niy>n; donc, puisqu'on a trouvé

r=—p,
on a supposé aussi

m — n ^rr. — p on n — m = p ;

C. — Métaphrs. ,2
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donc, /; élanl une quantité absolue, on a supposé ti'^in.

On a donc supposé d'une part ni'^ji et de l'autre n'^-m
;

donc on a fait tout ensenble deux hypothèses contra-

dictoires.

Mais, puisque ii est la fortune du joueur avant l'évé-

nement et m après, le résultat du calcul qui donne

n'^m annonce que le joueur a perdu au lieu de gagner,

c'est-à-dire que, pour redresser l'hypothèse sur laquelle

le calcul était établi, il faut regardera- comme représen-

tant une perte et non un gain, et, pour ne pas altérer

par là l'exactitude du calcul, il faut en même temps

changer le signe, ce qui donnera alors

— rz=z—p ou .r=yA

8. Ce raisonnement peut s'appliquer à tout autre cas,

mais il n'est pas nécessaire de le répéter à chaque fois,

de même qu'il n'est pas nécessaire de répéter la démons-

tration d'une proposition quelconque chaque fois qu'on

en fait usage; il suffit qu'on puisse la donner au

besoin ; de même il sulfit d'avoir établi le principe fon-

damental, pour demeurer convaincu qu'il est plus

qu'inutile de recourir à des assertions aussi étranges que

celle de dire, par exemple, qu'une perte est un gain

négatif; ce n'est pas parce qu'une perte est un gain

négatif qu'il a fallu substituer — x k x et changer en

même temps la dénomination de gain en celle de perte,

mais uniquement parce qu'on s'était trompé dans la mise

en équation, en appelant gain ce qui était perte.. Il a

donc fallu rétablir la véritable dénomination et rectifier

en même temps la fausse conséquence qu'on avait tirée

de la première supposition.

On peut bien, dans la conversation, dire qu'une

perte est un gain négatif, parce que les expressions

figurées v sont admises ; mais elles sont absolument
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inintelligibles en Mathématiques. Supposons que des

joueurs assis autour d'une table soient convenus que le

dixième du profit sera mis dans un tronc pour les pau-

vres : ne rirait-on pas de celui qui, à la fin du jeu, vien-

drait réclamer 100 écus sur le tronc, sous prétexte

qu'avant fait un gain négatif de 100 écus il doit retirer

du tronc autant qu'il y aurait mis si son gain eût été

positif? Ne lui dirait-on pas : Nous comprenons tous

que vous avez perdu 100 écus, et nous en sommes

fâchés pour vous, mais il n'en faut pas moins que vos

looécusrestentdansle tronc, parcequevotrelangage,tout

clair qu'il est pour dépeindre votre aventure, n'est pas

celui dont on se sert quand il s'agit de compter ? Dans

le calcul, il faut appeler chaque chose par son nom.

9. Maintenant, pour généraliser cette doctrine, conce-

vons un système quelconque variable de quantités.

Supposons que les rapports ou relations quelconques

qui existent entre ces quantités soient exprimés par

des formules explicites, c'est-à-dire qui ne renferment

que des quantités absolues et des opérations immédiate-

ment exécutables.

Soient m et n deux quelconques de ces quantités,

dont Tune au moins soit supposée variable, et que ces

deux quantités, par reffet des changements qu'éprouve

le système, deviennent alternativement chacune la plus

grande des deux ; supposons enfin que les formules

demeurent les mêmes pour toutes les valeurs qu'on

attribuera aux deux quantités m et n ; cela posé, je

nomme p la différence variable de ces deux quantités

jii, n, c'est-à-dire la plus grande moins la plus petite.

Puisque, par hypothèse, m, n sont des quantités abso-

lues, et qu'elles deviennent alternativement chacune

plus grande que l'autre, il suit que la quantité p sera
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aussi toujours une quantité absolue, et que l'on aura

tantôt /? = /// — // et tantôt p = n — m, suivant qu'on

aura m^n ou ii^in.

Représentons par// la quantité p pour le cas où Ton a

ni'^n et par/;" pour le cas où l'on a 7i"j>in. Cela posé,

les valeurs de // sont toutes appelées directes les unes

à l'égard des autres, aussi bien que toutes les valeurs de

//' entre elles ; mais les valeurs Ae p' sont dites im^ei'ses

à l'égard des valeurs de //, et réciproquement.

Ces quantités n'en sont pas moins toutes des quan-

tités absolues, puisqu'elles n'exprimentjamais que la plus

grande des deux quantités absolues 7/?, 7i, moins la plus

petite; mais elles ne sauraient avoir lieu simultanément,

et elles se l'apportent à différents états consécutifs du

système.

Maintenant considérons ce système dans un état quel-

conque, et que dans les formules qui s'y rapportent se

trouve la quantité p'. Voyons comment je pourrais en

éliminer cette quantité // et y faire entrer à sa place la

quantité p", inverse à Tégard de l'autre.

Je commence par mettre au lieu de // la quantité

( /7i— 77) qui lui est égale; ensuite j'observe que les

formules s'appliquent par bypotlièse à toutes les valeurs

c|ui doivent être attribuées à 777 et à 77, lesquelles peuvent

devenir alternativement chacune plus grande que l'autre;

je puis donc supposer que le système change de manière

que 77 devienne plus grande que 777, sans que ces formules

entre 777 et 77 cessent d'avoir lieu. Supposons donc en

effet n^in\in— 77 devient une quantité inintelligible;

je la mets sous cette forme — (77— 777), et, puisque nous

avons alors (77— 777) = p" , nous aurons — p' k substituer

à — (77

—

m), qui avait elle-même été substituée à

(777— n), et celle-ci à //. Donc le tout se réduit à sub-

stituer immédiatement — p" au lieu de p', ou, ce qui
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revient au même, il n'y a qu'à mettre partout p, et,

lorsqu'on voudra passer d'un état du système à l'autre,

il faudra : i° changer le signe de cette quantité absolue;

2** lui attribuer en même temps la signification d'une

quantité inverse relativement à celle qu'on lui avait

attribuée d'abord, opération semblable à celle que nous

avons indiquée ci-dessus pour le gain et la perte. De là

nous pouvons conclure ce principe généi^al :

10. Toiii.es les fois cjiîon veut passer d'un élat

(juelconque du sjstènie à un autre et rejidre immédia-

tement applicables à celui-ci les formules qui étaient

immédiatement applicablesau premier, il faut changer

le signe de toutes les quantités qui se trouvent respecti-

vement inverses de lun à l'autre de ces états différejits

du même système.

Et réciproquement :

Si, dans les formules qui sojit immédiatement appli-

cables à un état quelconque du système, on 'vient à

changer le signe d'une ou de plusieurs quantités quiy
entrent, les formules ainsi tnodifées n'appartiendront

plus au même état de système, mais à un autre, dont

les quantités qui ont été changées de signe se trouvent

respectivement iîiverses, à l'égard de leurs correspon-

dantes dans le premier état du système.

11. Si l'on ne changeait pas le signe des quantités

qui, dans le nouvel état du système, se trouvent inverses

à l'égard de leurs correspondantes dans le premier, il

est évident qu'en tirant leurs valeurs par la résolution

des équations ces valeurs seraient négatives, parce

qu'elles porteraient partout le signe contraire à celui

qu'elles doivent avoir : c'est ce qui fait que l'on exprime

ordinairement cet état de choses en disant que ces
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quantités deviennent négatives ; mais cette expression

est très impropre, et capable d'induire en erreur, car ce

ne sont point ces quantités elles-mêmes qui deviennent

négatives, mais ce sont seulement les valeurs que leur

assignent les équations. Or ces valeurs sont fausses ; les

véritables valeurs sont celles qui n'ont lieu que quand

le changement de signe est fait. Jusque-là l'opération

n'est pas complète, les quantités appartiennent au nouvel

état du système quant à leurs valeurs absolues et à

l'ancien quant aux signes dont elles sont affectées.

Il ne faut donc point perdre de vue que les quantités

dites inverses ne le sont jamais que respectivement

d'un état à l'autre du même svstème, que ce ne sont

jamais que des quantités absolues, qui se trouvent tantôt

positives, tantôt négatives, suivant les transformations

que l'on fait sul)ir aux équations où elles se trouvent,

et qu'enfin aucune quantité n'est négative par sa nature,

mais seulement parle signe qui la précède transitoire-

ment dans les expressions algébriques. Le signe plus

marque l'addition, le signe 77iOi7z.ymarque la soustraction,

rien au delà ; tout autre emploi de ces signes n'est que

l'effet d'une transformation algébrique, qui ne s'admet

dans le calcul que par induction.

42. C'est l'habitude du calcul qui apprend à discerner

tout de suite les quantités qui deviennent inverses en

passant d'un état à l'autre du système, et qui par consé-

quent doivent changer de signe lorsqu'on veut rendre

immédiatement applicable à ce second état du système

les formules qui ne se rapportaient explicitement qu'au

premier. Tout le monde, par exemple, aperçoit que,

quand on veut appliquer les formules trouvées pour le

cosinus d'un arc moindre que le quart de la circon-

férence au cosinus d'un arc plus grand que le (juart et
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moindre que les trois quarts, il faut enchanj^er le signe,

mais ce n'est pas, comme on le suppose ordinairement,

que ce cosinus devienne négatif; il peut être tantôt

négatif et tantôt positif, suivant qu'on le fera passer

d'un membre de l'équation à l'autre, où il pourra se

trouver ; mais par lui-même c'est toujours une quan-

tité absolue, et c'est pour cette raison même qu'il faut

changer le signe qu'il avaitdansles formules du svstème

primitif, c'est-à-dire du premier quart de circonférence

sur lequel les raisonnements ont été établis. Autrement

ces formules, qui étaient exactes pour ce premier qua-

drant, ne le seraient pas pour le second, comme cela se

prouve évidemment en cherchant directement par la

synthèse les formules relatives à ce second (juadrant.

En supposant d'une part, comme on le fait ordinai-

rement, que les formules immédiatement applicables

aux angles aigus le sont également aux angles obtus, et

de l'autre que le cosinus des angles obtus est négatif,

on fait tout à la fois deux fausses suppositions ; mais ces

fausses suppositions se corrigent l'une par l'autre, car,

si l'on nomme a l'angle aigu, on aura

cos« = I — si n verse <7
;

ainsi, en supposant que la même formule s'applique à

l'angle obtus, on suppose également que le cosinus de

celui-ci est i — sinversert, tandis qu'au contraire il est

réellement sinversea— i. On met donc clans le calcul

1— sin verser au lieu de sinverse«— i ,ou i— sinversea

au lieu de — ( i — sinversea), ou cosa au lieu de— cosa.

Mais comme, en vertu de la seconde supposition, le

cosinus d'un angle obtus est regardé comme négatif,

c'est-à-dire comme devant changer de signe dans le

résultat du calcul, on remet dans ce résultat — cosa au

lieu de cosa. De sorte que par les deux opérations suc-
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cessives on met d'aboixl cos a au lieu de —-cosrr, et en-

suite — cos a au lieu de cosa, ce qui revient au même
que si l'on n'avait rien changé. Mais on y a trouvé ainsi

l'avantage de n'employer dans le cours du calcul c[u'une

môme formule pour l'angle aigu et pour l'angle obtus,

13. De même pour les courbes, en regardant comme
immédiatement applicable aux quatre régions l'équation

qui n'est immédiatement applicable qu'à une seule,

on fait dans le cours du calcul une fausse supposition,

mais on corrige cette fausse supposition dans le résul-

tat de ce calcul en y regardant comme négative, c'est-à-

dire comme portant le signe contraire à celui qu'elles

devraient avoir, les coordonnées qui se trouvent, par

rapport à leur axe, du côté opposé à celui pour lequel

l'équation se trouvait, en efi'et, immédiatement appli-

cable.

Tout cela se prouve facilement par la transformation

des coordonnées, mais il est inutile de recommencer à

chaque fois les raisonnements qui établissent cette es-

pèce de compensation, produite par des hypothèses qui

se corrigent l'une par l'autre. 11 faut considérer ces hy-

pothèses comme des moyens ingénieux de donner aux

questions plus de généralité, en réunissant sous une

même formule tous les problèmes du même genre, ou

qui, sans être absolument identiques, ont cependant

assez de connexion entre eux pour qu'on puisse passer

de l'une à l'autre par de simples modifications dans les

signes.

14. On connaît, par exemple, la formule

[ A )
cos

(
rt H- '^ ) = ^f^s a cos h — sin a sin b

;

mais cette formule ne se rai)porte immédiatement ([u'au
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cas où les trois arcs a, b, a-\-b, sont tous moindres

que le quart de la circonférence ; car si on voulait l'ap-

pliquer immédiatement et sans modification aux arcs

plus grands, on se tromperait, ainsi que l'on peut s'en

convaincre facilement en cherchant directement par la

synthèse les formules propres aux différents cas. Or,

voici ce que l'on fait pour étendre cette formule à tous

les cas. On la considère comme générale en effet pendant

tout le cours du calcul, ce qui est une fausse supposi-

tion; mais, pour corriger dans le résultat l'effet de cette

fausse supposition, on y regarde comme négatifs les co-

sinus des arcs plus grands que le quart de circonférence

et moins grands que les trois quarts, c'est-à-dire comme

devant changer de signe pour le second et le troisième

quadrant; et quant aux sinus, on les regarde comme
négatifs, c'est-à-dire comme devant changer de signe

pour le troisième et le quatrième quadrant; ce qui ra-

mène dans chaque cas la formule à ce qu'elle doit être,

c'est-à-dire à ce qu'elle serait réellement si on l'avait

cherchée directementpar la synthèse. Ainsi, parexemple,

si, a elh restant chacun moindre que le quart de circon-

férence, a-\~h est cependant plus grand^ il faudra don-

ner le signe négatif à cos(a-}-&), et la formule devien-

dra
— cos(a -h^l =:C()S<7cos h — sina siiiô,

ou

(B) cos(«-t- h )
:=sinflsini— cosrtcos è,

formule qui est en effet celle que l'on trouve directe-

ment dans ce cas par la synthèse.

Représentons en général par siv et par cov le sinus

verse et le cosinus- verse d'un arc quelconque; on aura

pour l'équation du cercle
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et cette équation s'applique immédiatement à tous les

points de la circonférence : nous pouvons donc nous en

servir pour donner à la formule (A) trouvée ci-dessus

toute la généralité dont elle est susceptible ; car, si l'on

élimine les sinus et les cosinus pour y faire entrer les

sinus verse et cosinus verse, on aura

, .
j

I — siv (
« + 6

)
=

( I siv «
]

( I — s'iv b)

\
—

(
I cov a

) ( I cov b
)

,

formule qui est immédiatement applicable aux quatre

régions de la circonférence, sans aucune modification.

Pour le premier quadrant, comme on a

siv {« + ^ ) <C ' j siv rt <^ I , s\vb <^ i , cov a <^ i , cov b <^i,

la formule entre les sinus et cosinus redeviendra la for-

mule (A) elle-même. Pour le second quadrant, en sup-

posant [a-+-b) plus grand que le quart de circonférence,

mais a et b chacun moindre, on aura

siv (rt -t- ^
)
> I , siv a <^ i , siv b <^ ] , ...

;

donc la formule deviendra

—
[ siv (

rt + ^ )
— I ] = ( I — siv «

) ( I — siv i
)

—
^ ^ 1 — cov fl

)
( I — cov b

)

,

ou, en rétablissant les sinus et cosinus et réduisant,

ces (
« -i- è

)
= sin rt sin /' — cns a cos b,

équation conforme à la formule (B).

On doit donc regai'der les formules (A) et (B) comme

relatives à des cas particuliers et comme dérivées d'une

même formule générale qui les comprend toutes ; c'est

la formule (C), et lorsque, dans l'usage habituel, on em-

ploie l'une de cc^s formules p;iiiiculières, telles que (A),

(^omme générale, on ne doit ponit oublier qii elle ne lail
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réellement que représenter cette formule générale, jus-

qu'à ce que le moment soit venu d'y faire les modifica-

tions convenables, mais que ce n'est pas la formule gé-

nérale elle-même, puisque, si c'était elle, il n'y aurait

besoin d'aucune modification.

15. Pour juger facilement quelles doivent être les

modifications qui doivent avoir lieu dans chaque cas

particulier, lorsqu'on n'emploie pas la formule générale,

nous formerons le Tableau suivant, qui contient les va-

leurs absolues de toutes les quantités angulaires relatives

aux quatre régions du cercle, toutes exprimées en va-

leurs des sinus et cosinus verses.
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16. Ce Tableau, dont la formation est évidente, in-

dique tout de suite la modilication qui doit être faite à

chacune des formules qui se trouvent immédiatement

applicables à un état quelconque du système pour les

rendre immédiatement applicables à un autre, par

exemple, en prenant pour terme de comparaison les for-

mules relatives au premier quadrant, comme on le fait

ordinairement. Nous y trouvons

et pour le second quadrant nous trouvons

cos a = siv a — i ;

donc, dans le second quadrant, le cosinus est inverse à

l'égard de ce qu'il est dans le premier quadrant. Donc,

suivant le principe général, pour rendre immédiatement

applicables au second quadrant les formules qui se

trouvent immédiatement applicables au premier, il faut

V changer le signe du cosinus.

Comme dans ce second quadrant on a

cnsrt=siva — i ou cos «7= — (i — sivo),

tandis que dans le premier on a, au contraire,

cosaz= (
— siv«),

on est dans l'usage d'exprimer cette corrélation des deux

cosinus, en disant que le cosinus devient négatif dans le

second quadrant; mais c'est une expression impropre,

comme nous l'avons déjà remarqué : le cosinus n'est né-

gatif ni dans le premier ni dans le second quadrant ni

dans aucun autre
;
pour qu'il fût négatif dans le second

quadrant, par exemple, il faudrait que sa valeur, qui est

alors, comme on vient de le voir,

(i sivfl)

,
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fût réellement négative comme elle en a l'apparence
;

mais comme, dans ce second quadrant, on a

siv <7^ I
,

il suit que
— siv a

)

est elle-même une quantité négative, et que par consé-

quent
—

( I — siv a
)

redevient une quantité positive.

\1 . Pour donner encore un exemple de l'usage de ce

Tableau, je chercherai comment on doit modifier les

formules du premier quadrant pour les rendre immédia-

tement applicables au troisième, en supposant que la

sécante s'y trouve.

Je vois que dans le premier (juadrant on a

I — SIV a

et dans le troisième

Or, pour ramener cette dernière équation à la même
forme que la première, il faudrait changer le signe

;
j'en

conclus que la sécante du troisième quadrant est inverse

à l'égard de celle du premier, et qu'il faut par consé-

quent changer en effet le signe dans les formules. Pour

nous en convaincre, multiplions, dans l'équation

du premier quadrant, le numérateur et le dénominateur
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de la fraction par le dénominateur

I — siva,

et nous aurons

I siv«
sec a

I

— siv « j'
i I — siv a |-

Faisons la même transformation sur la formule

sec I

du troisième quadrant, et nous aurons

i siv« — 1 j- (siv a — I )-

mais (siv a— i )- est la même chose que (i— siva)* :

donc les valeurs de séca dans le premier et le troisième

quadrant sont les différences des mêmes variables

I sivrt"

et : :
-.,

(I SlVC^ j-
( 1 S1V«

prises dans des sens inverses , d'où il suit que les sécantes

du premier et du troisième quadrant, quoiqu'elles se

confondent, tant pour leur grandeur que pour leur di-

rection, n'en sont pas moins des quantités opposées,

dans le sens que les analystes attachent à ce mot : ce qui

prouve que ce mot ne présente pas toujours à l'esprit

une idée bien claire , et que ces quantités opposées

ne sont autre chose que les quantités respectivement in-

verses que nous avons définies d'une manière claire et

précise (9).

18. Il faut pourtant convenir que, sauf quelques ex-

ceptions assez rares, il est facile de reconnaître les quan-

tités qui deviennent inverses, ou, comme on le dit im-
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proprement, négatives, chaque l'ois que l'on passe d'un

état à l'autre du système et par conséquent celles qui

doivent changer de signe. Mais ordinairement on n'exé-

cute point ces changements de signe à chaque mutation

de l'état du système : on les laisse subsister pendant tout

le cours du calcul, tels qu'ils seraient si l'on n'était pas

sorti du système primitif, c'est-à-dire de l'état sur le-

quel les raisonnements ont été établis pour la mise en

équation, et que l'on prend pour le terme de comparai-

son auquel on rapporte tous les autres : on se ré-

serve donc de faire, dans le résultat même, les change-

ments qui se trouvent nécessaires. Celte manière de

procéder est ce qui distingue essentiellement l'analyse

de la synthèse. Celle-ci n'admet jamais dans le calcul

que des formes explicites, c'est-à-dire des quantités ab-

solues et des opérations immédiatement exécutables.

D'où il suit qu'à mesure que l'état du système change,

il faut qu'elle modifie ses formules d'une manière ana-

logue, afin qu'elles ne cessent jamais d'être le tableau

fidèle de ce système qu'elle suit dans toutes ses muta-

lions. L'Analyse, au contraire, part d'un état déterminé

du système ; cet état déterminé est le système primitif

qu'elle prend pour terme de comparaison, et sur lequel

elle établit son raisonnement dans l'expression des con-

ditions du problème. Dans ce raisonnement pour la mise

en équation, elle procède absolument comme la synthèse,

c'est-à-dire en considérant toutes les quantités comme
absolues, et n'employant les signes plus et moins que

pour indiquer des additions et des soustractions réelles.

Mais ensuite, au lieu de modifier comme la synthèse ses

formules primitives à mesure qu'elle passe d'un état à

l'autre du système, elle regarde ces formules primitives

comme appartenant sans distinction à tous les états suc-

cessifs du système. Par ce moyen, elle se dispense d'exa-



NOTi:. i()3

miner séparément cliacun des cas particuliers, laissant

au calcul lui-même le soin de redresser l'effet des fausses

hypothèses, et renvoyant à la fin du calcul les modifica-

tions qui pourront se trouver encore nécessaires alors.

La synthèse ne s'occupe donc que des quantités abso-

lues et des opérations immédiatement exécutables qui

peuvent satisfaire aux équations proposées ; tandis que-

l'Analyse considère toutes les formes algébriques qui

peuvent satisfaire aux équations trouvées. Mais elle fait

disparaître ensuite les formes négatives et imaginaires,

en les soumettant aux transformations ordinaires de

l'Algèbre, comme si c'étaient de véritables quantités,

et ramène ainsi ses équations aux formes explicites

désirées, et sans lesquelles le calcul ne serait point

achevé, puisqu'il serait susceptible de nojivelles simpli-

fications.

Aucune quantité ne peut devenir soit négative, soit

imaginaire, sans cesser d'être une véritable quantité,

parce qu'il n'y a évidemment de véritables quantités que

les quantités absolues. Mais on dit improprement que

telle quantité devient négative ou imaginaire, pour dire

qu'il faut en effet, dans le cours du calcul ou dans son

résultat, substituer à cette véritable quantité une fonc-

tion négative ou imaginaire, afin de corriger par là les

formules qu'on avait faussement supposées être immé-

diatement applicables au nouvel état du système. Ce

n'est point cette quantité elle-même qui est négative

ou imaginaire, c'est la forme purement algébrique qu'on

est obligé de lui substituer pour maintenir l'exactitude

des formules.

Ainsi, en nommant a un angle aigu et tt l'angle droit,

ce n'est pas cos (2:1— a) qui est négatif : il est tout aussi

positif que cos«; l'un et l'autre sont des quantités abso-

lues parfaitement égales entre elles ; mais ce qui est né-
C. — Métaphys.

, 3
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ii,iilil", c'esl la lonclion algéhritjue — cos(2 7r— a), qu'il

laiil elTeclivenienl substituer dans le calcul ou dans son

résultat pour corriger les formules qui n'ont été établies

que pour les angles aigus, lorsqu'on veut par une fausse

supposition les étendre aux angles obtus.

De même, ce n'est point séc(?.7ï -+- a) qui peut jamais

être négative, puisqu'elle est parfaitement identique

avec séc a ; mais ce qui est négatif, c'est — séc(2rf-f-«)

qu'il faut absolument substituer à séc(2<7— a), pour

rectifier dans le résultat du calcul la première fausse

supposition que l'on avait faite, en regai^dant les for-

mules qui ne sont immédiatement applicables qu'au

premier quadrant comme indistinctement applicables

à tous les points de la circonférence. Et l'on ne peut

pas dire que la quantité substituée à l'autre lui soit

égale, car ce serait dire que —séc [-271 -\~ a) est égale à

séc( 27:--f-/7) ou que — i est égal à i , ce qui serait par

trop absurde.

De môme encore, en nommant y l'ordonnée d'une

courbe, ce n'est point cette quantité j qui devient né-

gative lorsqu'on passe d'un des côtés de l'axe des ab-

scisses à l'autre : r reste toujours une quantité absolue.

Mais ce qui est négatif, c'est l'expression algébrique— y,

qui doit, en effet, être substituée à cette quantité abso-

lue Y lorsqu'on pass(' d'un côté à l'autre de l'axe des

abscisses, pour con^iger la fausse supposition que l'on

avait faite en regardant mal à propos l'équation de la

courbe comme immédiatement applicable aux quatre

régions indistinctement, tandis qu'elle ne l'est réelle-

ment qu'à la première.

Il faut donc, lorsqu'on dit que telles ou telles quantités

deviennent négatives ou imaginaires, considérer cette

locution comme une manière abrégée de dire que ces

quantités devront être remplacées dans le résultat du
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calcul par des expressions algéhricpies en efiet négatives

ou imaginaires, afin de corriger la fausse supposition

que Ton a laite dans la mise en équations, en regardant

ces équations comme immédiatement applicables à tous

les cas. Ce n'est donc là qu'un langage fictif, mais d'ail-

leurs très utile, puisqu'il donne le moyen d'embrasser

par une même formule tous les cas particuliers d'un

problème, en se réservant d'y faire à la fin les modifica-

tions qui pourront se trouver encore nécessaires, à l'ef-

fer d'éliminer les contradictions que n'auraient pas en-

tièrement fait disparaître les transformations opérées

dans le cours du calcul.

Il semble qu'on pourrait éviter tout à la fois cette ex-

pression impropre, imaginée probablement pour abré-

ger, et les circonlocutions qu'indique le développement

d'une théorie exacte, en appelant valeur de corrélation

l'expression quelconque qui doit remplacer la valeur ab-

solue d'une quantité, afin de corriger les formules où elle

entre, lorsqu'on veut les rendre immédiatement appli-

cables à un nouveau cas non compris dans ces formules

primitives : ainsi, en nommant tt l'angle droit, l'expres-

— cos (arr— a) serait simplement, non, comme il est

absurde de le dire, la valeur de ce cosinus du supplément

de a, ou la valeur de cos«, lorsque a est un angle obtus,

mais sa valeur de corrélation, c'est-à-dire celle qu'il

faut mettre en effet pour cosa, dans les formules relatives

au premier quadrant, lorsqu'on veut les rendre immé-

diatement applicables au second, et de même —y ne

serait pas la vraie valeur de r correspondante à la partie

gauche de l'axe des abscisses, mais seulement sa valeur

de corrélation, c'est-à-dire celle qu'il faut en effet lui

substituer pour que l'équation, qui n'est immédiatement

applicable qu'à la première région de la courbe, le de-

vienne à^la seconde et à la troisième. Alors on pourrait
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dire, sans crainte d'induire en erreur, la valeur de coi-

rélation de telle ou telle c/uantité deuient Jiégatiwe, dé-

ifient imaginaire.

Les valeurs de corrélation des (jiianlités (jui appar-

tiennent à un état quelconque du système ne sont donc

autre chose que les fonctions algébriques qui doivent

être substituées aux quantités absolues correspondantes

du système primitif, dans les formules qui s'y rapportent,

pour que ces formules deviennent immédiatement ap-

plicables à ce nouvel état du même système.

Ces fonctions algébriqties peuvent être des expressions

positives, négatives ou imaginaires, suivant la manière

d'être du nouvel état du système à l'égard du premier ou

système primitif, c'est-à-dire de celui sur lequel les rai-

sonnements ont été établis : ce sont les valeurs qui satis-

font aux équations primitives, lorsqu'on veut les appli-

(juer immédiatement au nouvel état du système, ou, ce

qui revient au même, ce sont les valeurs que l'on tire de

ces équations primitives lorsqu'on les applique immé-

diatement à ce nouvel état. Comme ces deux états sont

différents, il peut arriver que ces valeurs soient négatives

ou même imaginaires, mais ce ne sont point là les vraies

valeurs, ce ne sont que les valeurs de corrélation ; les

vraies valeurs sont les quantités absolues qu'elles repré-

sentent; et d'après la théorie que nous avons développée,

ces véritables valeurs sont inverses à l'égard de celles

qui leur correspondent dans le système primitif, lorsque

leurs valeui's de corrélation sont des expressions néga-

tives ; c'est ce que nous pouvons exprimer en disant que,

quand la valeur de corrélation d'une quantité devient

négative^ sa 'valeur absolue devient inverse, et c'est aussi

ce qu'il faut entendre par le principe ordinaire que les

valeurs négatives doivent être prises en sens contraire

des valeurs positives. Ces valeurs négatives ne sont autre
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chose que des valeurs de corrélation, et les valeurs qu'on

doit prendre en sens contraire des valeurs positives

sont les quantités absolues qui répondent à ces valeurs

de corrélation, et qui en effet sont alors inverses à

regard de ce qu'elles étaient dans le svstènie primitif.

On peut donc ne rien changer même à Ténoncé de la

proposition reçue, et nous n'avons prétendu ici que lui

assigner le sens précis qu'elle doit avoir, et en don-

ner la démonstration par les seuls principes ma théma-

tiques.

Lors donc qu'on dit, suivant l'usage, que telle ou telle

quantité devient négative, cela doit s'entendre de sa va-

leur de corrélation relativement à tel ou tel autre étal

du système, et lorsqu'on dit qu'alors il faut prendre

cette quantité dans le sens opposé à celui qu'on lui avait

attribué dans l'expression des conditions du problème,

cela ne doit, au contraire, s'entendre que de la valeur

absolue, qui en effet doit être prise sous une autre accep-

tion que celle qu'on lui avait donnée, tellement que si

dans la mise en équation on lui avait donné l'acception

d'une quantité (ru — 71), dans laquelle on aurait sup-

posé iji'^n, il faudra au résultat du calcul la pi^endre

dans l'acception de la quantité inverse {n— m), dans

lequelle on supposera /i^ m.

Une valeur de corrélation négative n'est, comme l'on

voit, autre chose que la valeur absolue prise collective-

ment avec le signe moins, et par conséquent une forme

algébrique complexe, indiquant tout à la fois une quan-

tité et une opération à faire sur cette quantité, opé-

ration même qui serait inexécutable si cette expression

devait rester isolée. Mais toutes ces formes purement

hiéroglvphiques disparaissent par les transformations:

et les formides prinïili\<'S. cjui n'étaiciil d'abort! iui

médialcnirnt ajiplirabli^ (jn';! l'élal du sNstcmc sur le-



IcjS NOTE.

quel les laisonneiiienls avaient élé élablis, devienneuL

par ces mêmes transformations immédiatement appli-

caLles à tous les autres états du même système succes-

sivement.

19. 11 me semble qu'après ces développements toutes

les difficultés doivent être levées. Rien absolument n'est

changé dans la marche usitée jusqu'à ce jour ; on prouve

seulement qu'on a droit de la suivre, et qu'elle est en-

tièrement fondée sur des notions purement mathéma-

tiques. On met à l'ordinaire chaque problème en équa-

tion, en regardant toutes les quantités sur lesquelles on

établit le raisonnement comme des quantités abso-

lues. Ces équations primitives formées, on les regarde

comme immédiatement applicables à tous les états dans

lesquels le système peut se trouver successivement, en

se réservant de faire dans le résultat même du calcul les

modifications nécessaires pour chaque cas particulier.

Lorsqu'on est enfin parvenu à ce résultat, et qu'il in-

dique des opérations inexécutables, on en conclut que

l'on est sorti de l'état primitif sur lequel les raisonne-

ments ont dû être faits : on s'occupe donc alors de re-

chercher quel est le nouvel état du svstème auquel

doivent se rapporter les équations trouvées, en faisant

aux hypothèses sur lesquelles le calcul a été établi les

modifications qu'exige le- passage du premier état du

système au second; opération pour laquelle il n'y a que

riialjitude du calcul cjui puisse servir de guide, et que

l'on indique vaguement, en disant que les valeurs néga-

tives doivent être prises en sens contraire des valeurs po-

sitives. Telle est la marche qu'on a toujours suivie depuis

Descaries, et telle est aussi la conséquence des principes

fjue nous nous sommes eiforcé d'établir, en écartant

ou iccliiiaiit les l'ausses notions (pie semblenl indiquer
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les tournures de phrases employées dans l'usage ordi-

naire de l'Analyse.

20. On peut voir par tout ce qui précède que l'Analyse

ne diffère point de la synthèse, comme on le suppose or-

dinairement, en ce que celle-ci n'opère que sur des quan-

tités connues, tandis que l'Analyse opérei-ait sur les quan-

tités inconnues comme si elles étaient connues, mais

bien en ce que cette dernière opère réellement sur les

quantités négatives comme si elles étaient positives, ce

que ne fait jamais la svnthèse, quoiqu'elle opère aussi

bien que l'autre sur les quantités inconnues. C'est pré-

cisément cette différence qui donne à l'Analyse un si

grand avantage sur la synthèse, parce qu'elle englobe

sous une même formule générale tous les cas pour lesquels

il faut à l'autre autant d'examens et de formules parti-

culières, celle-ci n'employant jamais que les véritables

quantités qu'elle veut compa'rer, et ne les comparant ja-

mais que directement ou par l'intermédiaire d'autres

quantités effectives comme elles. L'Analyse, au contraire,

prend souvent pour termes de comparaison, entre les .vé-

ritables quantités des êtres imaginaires, de pures formes

algébriques; mais ces formes algébriques portent tou-

jours avec elles l'indice qui sert à les éliminer au moyen de

diverses transformations qui tendent sans cesse à apurer

le calcul, en le ramenant aux formes explicites, sans les-

quelles il resterait inutile, comme un calcul non achevé.

On ne peut s'empêcher de reconnaître , comme nous

l'avons dit au commencement de cette Note, une grande

analogie entre ces procédés et ceux de l'Analyse infinité-

simale. Celle-ci parvient à son but par des erreurs qui se

compensent, l'autre par des hypothèses contradictoires

qui se corrigent l'une par l'autre. Dans la premièi'e, les

quantités infinitésimales ne sont que des quantités auxi-
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liaires qu'il faut nécessairemenl éliminer pour obtenir

les résultats cherchés; dans la seconde, les quantités né-

gatives isolées et les imaginaires ne s'emploient de même

qu'auxiliairement et comme des instruments qui de-

viennent absolument étrangers à l'édifice, une fois qu'il

est construit.

FIN.
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