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出 版 说 明 

科学 技术 是 第 一 生产 力 。21 世纪 , 科 
学 技术 和 生产 力 必 将 发 生 新 的 革命 性 突破 。 

为 贯彻 落实 “科教 兴国 "和 “科教 兴 
战略 ,上 海 市 科学 技术 委员 会 和 上 海 市 新 
闻 出 版 局 于 2000 年 设立 “上 海 科 技 专著 出 
版 资金 ", 资 助 优秀 科技 著作 在 上 海 出 版 。 

本 书 出 版 受 * 上 海 科 技 专著 出 版 资金 " 
资助 。 

上 海 科技 专著 出 版 资金 管理 委员 会 





内 容 提 要 

由 各 向 同性 材料 形成 的 肥 星 泡 之 

类 的 膜 泡 一 般 都 是 圆 球形 的 ,而 人 类 

红细胞 却 呈现 双 凹 圆 盘 形 。 这 曾 是 一 

个 令 人 困惑 的 难题 。 

本 书 总 结 了 目 引 入 液晶 模型 研究 

生物 膜 泡 的 形状 以 来 生物 物理 方面 已 

经 取得 的 大 量 有 价值 的 成 果 。 本 书 第 

一 章 和 第 二 章 分 别 介 绍 了 生物 膜 的 液 
唱 模 型 . 张 量 和 经 典 微分 几何 学 ;第 三 

章 介 绍 液体 膜 曲面 弹性 理论 ,提出 了 

膜 泡 形状 的 普 适 方程 式 ; 第 四 章 介 绍 

了 普 适 方程 的 一 些 特殊 解 ,给 出 并 分 

析 了 一 些 特殊 形状 的 生物 膜 泡 ;最 后 

一 章 介 绍 了 倾斜 手 征 性 类 脂 双 层 膜 
理论 。 

本 书 由 浅 入 深 , 阑 述 精 辟 ,可 供 大 

学 物理 系 和 生物 系 高 年 级 学 生 以 及 研 

究 生 使 用 ,也 可 供 相 关 研 究 人 员 人 参考 。 





《科学 前 沿 丛书 ; 序 
人 类 文明 发 展 的 长 河 正浩 浩荡 荡 地 流向 又 一 个 干 年 ,在 世界 格局 的 

综合 国力 竞争 中 ,基础 研究 的 发 展 水 平 已 经 成 为 一 个 民族 的 智慧 、 能 力 和 

国家 科学 技术 进步 的 基本 标志 之 一 。 

基础 研究 是 人 类 对 未 知 世 界 的 探求 , 它 在 各 门 学 科 的 前 治 上 展开 ,以 

认识 客观 世界 的 物质 结构 、 各 种 基本 运动 形态 和 运动 规律 为 己任 , 它 的 重 

大 发 现 常常 带 来 社会 生产 的 革命 性 变化 。 

基础 研究 在 科学 前 沿 向 未 知 领域 迈进 的 每 一 步 ,都 有 融 于 创新 ,创新 

是 基础 研究 的 灵魂 ,而 创新 需要 很 高 水 平 的 理论 思维 。 正 如 19 世纪 的 一 

位 伟人 所 说 ,一 个 民族 想 要 站 在 科学 的 最 高 峰 , 就 一 刻 也 不 能 疫 有 理论 

思维 。 

自然 科学 的 理论 来 目 关 于 目 然 现象 和 探索 实践 认识 的 总 结 。 这 种 总 

结 通过 去 粗 取 精 去 伪 存 真 \ 由 此 及 彼 、 由 表 及 里 的 过 程 ,实现 关于 目 然 规 

律 认 识 的 飞跃 ,在 人 类 认识 自然 的 知识 体系 上 编织 出 新 的 结 点 。 这 样 的 

结 点 往往 义 是 在 新 的 高 度 编 织 下 一 个 结 点 的 支撑 点 。 一 个 民族 想 要 人 攀登 

到 科学 的 最 高 峰 ,进行 高 水 平 的 理论 思维 , 既 需要 一 批 批 科 学 家 不 懈 地 在 

科学 前 沿 上 探索 ,也 需要 他 们 不 断 地 进行 这 种 实现 认识 上 飞跃 的 总 结 。 

著 书 立 说 ,对 一 个 专题 或 一 个 领域 的 研究 成 果 ,进行 去 粗 取 精 去 伪 

存 真 .由 此 及 彼 、 由 表 及 里 的 总 结 ,使 之 系统 化 、 理 论 化 ,是 提高 理论 思维 

水 平和 持续 创新 能 力 的 必须 。 在 攀登 科学 高 峰 的 历程 中 ,一 部 好 的 基础 

科学 学 术 著 作 常 常 能 为 众多 继续 向 上 攀登 的 人 们 提供 一 块 坚实 的 平台 。 

因此 ,出 版 好 基础 性 研究 领域 的 学 术 著 作 ,是 一 件 十 分 有 意义 的 工作 。 

《科学 》 杂 志 的 编者 和 出 版 者 , 自 1915 年 科学》 创刊 以 来 ,始终 以 传 

播 科 学 为 己任 ,在 办 好 刊物 的 同时 ,积极 地 参与 出 版 科学 著作 这 件 有 意义 

的 工作 。 在 20 世纪 的 最 后 五 年 《科学 》 的 出 版 者 一 一 上 海 科学 技术 出 版 

社 推出 了 一 套 《 科 学 专著 丛书 》, 出 版 了 14 部 专著 ,受到 了 科学 界 和 出 版 
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界 的 欢迎 和 好 评 。 

我 高 兴 地 看 到 ,在 迎 来 21 世纪 之 时 ,作为 上 述 努 力 的 继续 ,该 社 又 推 

出 这 套 《 科 学 前 沿 丛书 》, 着 重 于 从 基础 性 研究 的 前 沿 交 叉 领 域 选 题 ,出 版 

学 术 著 作 。 我 期 望 ,这 套 丛 书 的 编者 、 作 者 和 出 版 者 能 通力 合作 ,通过 自 

己 的 闻 勤 劳动 ,以 一 部 部 精心 选 题 、 精 心 著 述 、 精 心 编 辑 、 精 心 出 版 的 著 

作 ,参与 铺 筑 通 向 中 国 科 学 再 度 辉 烛 的 大 道 ! 

(《 科 学 》 杂 志 编 委 会 主编 ) 
2001 年 元 且 
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由 各 向 同性 材料 形成 的 肥皂 泡 之 类 的 膜 泡 一 般 都 是 圆 球形 的 。 另 一 

方面 BIEN AAA AS RRMA. MARR HM A 

盘 形 曾 是 一 个 令 人 困惑 的 问题 。1973 Helfrich 教授 根据 红细胞 处 于 

液晶 态 这 个 观点 ,类 比 于 层 状 相 液晶 ,提出 了 一 个 描述 液晶 态 膜 泡 的 目 由 

能 密度 表达 式 。 根 据 这 个 表达 式 ,应 用 数值 计算 ,证 实 了 双 凹 圆 盘 形 膜 泡 

的 存在 。1987 年 在 Helfrich 自由 能 密度 表示 式 的 基础 上 得 出 了 一 个 液 

晶 态 膜 泡 需要 满足 的 膜 泡 形状 方程 式 。 由 于 它 是 一 个 高 阶 偏 微分 方程 

式 , 至 今 还 没有 人 从 数学 上 对 这 个 方程 式 进行 过 比较 详尽 的 讨论 ,也 未 能 

提出 这 个 方程 式 解 的 普 适 性 质 。 目 前 唯一 的 办 法 仍然 是 设想 一 个 具体 形 

式 的 图 形 解 ,在 代入 方程 式 后 看 看 能 不 能 在 一 定 条 件 下 成 为 这 个 方程 式 

的 一 个 特 解 。 经 过 努力 ,至 今 也 有 了 一 定数 量 的 具体 成 果 。 

为 了 总 结 这 方面 已 经 获得 的 成 果 ,1996 年 欧阳 钟 灿 建议 写 一 本 题 为 

Geometric Methods in The Elastic Theory of Memembranes in Liquid 

Crystal Phases 的 小 册子 ,并 得 到 了 新 加 坡 世界 科学 出 版 社 的 同意 ,可 以 

加 以 出 版 。 当 时 我 们 仅仅 做 了 一 些 粗 略 的 分 工 。 随 后 欧阳 钟 灿 去 了 日 

本 ,从 而 难于 随时 进行 讨论 ,并 且 拖 延 了 完成 全 书 的 时 间 。1998 年 欧阳 

钟 灿 回 国 后 ,在 刘 寄 星 参 加 之 下 ,匆忙 地 对 稿件 作 了 整理 就 付 印 出 版 了 。 

因此 ,全 书 结构 有 欠 完 善 ,并 且 稿 件 中 也 有 一 些 错误 KTR. 

在 此 ,我 们 以 英文 版 为 基础 进行 修订 ,增加 一 些 在 英文 版 出 版 后 出 现 的 

BOAR ,出 版 一 本 原 英 文 版 的 中 文 修订 版 ,并 简明 地 定名 为 “生物 膜 泡 曲面 弹性 

理论 ,以 代替 原 英 文 版 的 比较 复杂 的 书 名 。 中 文 版 的 主要 内 容 基 本 上 是 英 

文 版 的 中 文 译文 。 本 书 由 谢 毓 章 提供 初稿 ,经 欧阳 钟 灿 进行 修改 而 定稿 。 

Wee ”清华 大 学 物理 系 ”中 国 科 学 院 理论 物理 研究 所 

eS ”欧阳 钟 灿 ”中 国 科学 院 理 论 物理 研究 所 

北京 ”2002 年 5 月 
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第 一 章 ”液晶 访 生物 膜 简 介 
本 书 的 目的 是 向 读者 介绍 一 下 上 自 1973 年 Helfrich 教授 根据 液晶 

曲面 弹性 理论 提出 流体 膜 的 定量 理论 以 来 在 这 方面 已 经 取得 的 一 些 主 

要 理论 成 果 。 为 方便 读者 起 见 , 在 这 一 章 移 对 最 基本 的 所 谓 液晶 态 

(liquid crystal state) 生 物 膜 作 一 些 简 单 介绍 。 首 先 解释 一 下 什么 是 不 

同 于 通常 所 谓 的 固态 .液态 和 气态 这 三 种 物 态 的 液晶 态 物 质 。 构 成 液 

唱 态 物质 的 分 子 都 是 长 形 或 扇形 的 大 分 子 , 也 就 是 在 结构 上 具有 各 向 

异性 的 大 分 子 。 目 前 所 知道 的 液晶 都 是 由 有 机 分 子 构 成 的 。 像 液态 物 

质 的 分 子 那样 ,处 于 液晶 态 的 分 子 没 有 位 置 有 序 性 ,但 是 它们 的 排列 则 

具有 取向 有 序 性 。 由 于 温度 改变 而 在 一 定 温 度 范 围 内 出 现 液晶 态 的 系 

统称 为 热 致 液晶 系统 。 由 溶质 和 溶剂 两 种 组 元 形成 的 液晶 态 系统 称 

为 溶 致 液晶 系统 。 本 章 将 简单 地 介绍 一 下 两 亲 分 子 与 水 的 系统 , 特 

别 是 处 于 液晶 态 的 生物 膜 和 生物 膜 的 相 变 。 在 这 部 分 讨论 中 将 包括 

影响 类 脂 双 层 相 变 的 分 于 因素 这 一 水 及 生物 膜 的 生物 化 学 内 容 。 最 

后 将 简单 地 介绍 一 下 制备 合成 膜 泡 的 方法 。 后 面 这 部 分 内 容 对 研究 

膜 泡 形状 转变 的 实验 工作 者 可 能 会 有 些 帮 助 。 本 章 的 内 容 主要 取材 

于 几 本 大 家 熟知 的 书 "L 。 本 书 中 的 许多 图 解 都 取 自 Datta 所 写 的 那 

A AE, 

$1.1 液晶 

11.1 神奇 物质 

目 1960 年 以 来 已 经 出 版 了 几 本 很 好 的 关于 “液晶 "这 一 新 的 物质 形 

态 的 书 !2, 3] 。 在 诺 贝 尔 奖 获得 者 de Gennes Pr SH AALS?) 中 ,他 提 

到 液晶 既 优 美 又 神秘 。 这 种 状态 表明 液晶 同日 常 所 知 的 处 于 固 RS 
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态 的 物质 有 着 不 同 的 特点 。 首 次 遇 到 液晶 这 个 名 词 的 时 候 , 人 们 都 会 感 

到 有 些 困惑 :一 个 物体 怎么 能 同时 处 在 液态 和 结晶 态 这 两 种 截然 不 同 的 

状态 ? 

为 了 解答 这 个 问题 ,最 好 是 简略 地 从 其 历史 发 展 谈 一 谈 。 液 晶 

是 1888 年 植物 学 家 Reinitzer GMAW. ft WW Bl AA AS Be a OR 

C; H; CO, C27 Has (简称 CB) 晶 体 有 两 个 “熔点 " :在 145. 5 “CAN AB 

酸 酯 成 为 一 种 混浊 的 液体 ,继续 加 热 到 178. 5 人 时 混浊 液体 突然 会 变 

成 清亮 的 液体 。 当 时 人 们 还 不 知道 一 种 纯粹 的 物质 会 处 在 混 儿 液体 的 

状态 。 开 始 ,Reinitzer 曾 怀 疑 这 是 杂质 引起 的 问题 。 但 是 即使 他 把 CB 

高 度 纯化 之 后 “两 个 固定 熔点 ”的 现象 仍然 继续 存在 。 这 就 使 得 “杂质 

观点 "受到 怀疑 了 。Reinitzer 当时 建议 ,请 物理 学 家 Lehmann 同 几 位 化 

学 家 合作 ,对 它 进行 系统 的 研究 。 结 果 发 现 , 大 量 的 物质 都 具有 这 种 

“两 个 固定 熔点 "的 现象 。 实 验证 实 : 这 些 混浊 的 液体 在 光学 上 具有 与 

晶体 类 似 的 双 折 射 现 象 。 从 此 以 后 ,处 在 “两 个 熔点 "之 间 的 物质 就 被 

赋予 “各 向 异性 液体 "“ 仲 晶体 ”“ 介 晶体 "种 种 的 名 称 。 目 前 已 经 一 致 

接受 了 Lehmann 首先 使 用 的 “液晶 "这 个 名 称 。 这 一 新 的 物质 状态 同 

各 种 物质 状态 之 间 的 关系 见 图 1-1。 

EE EE SERS 

rs On AAA BERS see 和 0 ee x atetetete or 4 A 
作证 nn : ; Pattee oY ° 0 人 ff MA 5 ( iit i \ é, WANING 

i == OO nN Ha ‘ee 
站 WYK SS Vy ih POOL erat 
固态 晶体 BRR a chee. 各 向 同性 液体 

1-1 两 种 液晶 态 与 固态 和 液态 之 间 的 关系 

实验 发 现 ,并 非 所 有 物质 都 能 处 于 液晶 态 !2, 3 。 液 晶 态 可 以 出 现在 

某 些 轴 比 在 4:1 一 8:1 之 间 的 由 长 分 子 构成 的 有 机 化 合 物 。 不 过 应 该 

注意 到 ,一 些 盘 形 分 子 也 可 以 形成 液晶 !3] 。 基 本 上 可 以 说 ,分 子 几何 形 

状 上 的 各 向 异性 是 出 现 液晶 态 的 基本 要 素 。 液 晶 可 以 像 普 通 液体 那样 沪 

动 ,但 是 它 的 其 他 一 些 物 理性 质 是 各 向 异性 的 。 例 如 , 像 双 折射 和 旋光 性 

这 些 光 学 各 向 异性 使 它 显 出 了 结晶 相 的 特点 。 
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11.2 取向 有 序 

为 了 理解 液晶 态 的 性 质 , 可 以 先 回 顾 一 下 晶体 的 点 阵 结构 。 晶 体 中 ， 

各 个 分 子 都 是 位 于 三 维 周期 性 的 点 阵 上 ,这 是 一 种 具有 长 程 位 置 有 序 的 

状态 。 很 容易 辨认 出 结晶 态 的 X 射线 衍射 图 案 呈 点 状 布拉格 反射 ,与 之 

相反 ,各 向 同性 液体 中 的 分 子 就 只 有 短程 有 序 性 。 它 们 的 X 射线 衍射 显 

示 出 只 有 宽 的 扩散 的 布拉格 反射 。 在 液晶 中 分 子 长 程 位 置 有 序 消 失 了 ， 

但 它们 的 取向 有 序 (orientational order) 却 具有 长 程 性 。 也 就 是 说 ,在 宏 

观 尺度 上 ,从 热 平 均 来 讲 ,分 子 的 长 轴 取 向 都 相同 。 因 此 ,液晶 的 X 射线 

衍射 图 案 既 不 同 于 晶体 衍射 图 案 的 点 状 结构 ,又 不 同 于 各 向 同性 液体 的 

图 案 ,而 是 具有 一 些 由 于 柱 对 称 引 起 的 环 状 结构 。 

要 想 说 明 液晶 相 的 取向 有 序 性 需要 引用 两 个 物理 量 :分 子 的 局 域 从 

优 取向 mr) 和 有 序 的 程度 SCr)(r 是 液晶 中 的 位 矢 )。m(r) 称 为 指向 矢 

(director) ,是 一 个 单位 矢量 。S(r) 称 为 有 序 参 数 [23] 。 取 向 场 和 有 序 参 

数 场 的 同时 存在 反映 了 液晶 态 的 长 程 取 向 有 序 性 。 有 序 参数 S 是 度量 

分 子 长 轴 排 列 整齐 程度 的 物理 量 ,通常 定义 为 

| 2nP:(cos 9) f(8)sin gag (1.1) 

式 中 0 为 分 子 长 轴 的 局 域 取 向 与 指向 矢 之 间 的 夹 角 , S(O) AMM FY 

地 温度 的 分 子 取 向 分 布 函数 , P:(cos 0) = (3cos’@— 1)/2 就 是 二 阶 勒 让 

德 多 项 式 。 由 于 2rxj(b)sin 0 dbg ER Sn KO 角 和 6 十 dg 角 的 锥 体内 的 

分 子 份 数 ,因此 式 (1. 1) 就 是 P: (cos 0) 对 所 有 分 子 取向 的 平均 值 。 这 里 

需要 提醒 读者 的 是 :对 于 盘 形 分 子 (discotic molecule) , 指向 矢 可 以 取 分 

了 短 轴 ( 垂 直 于 分 子平 面 ) 的 平均 取向 。 

对 于 各 向 同性 相 , 分 子 长 轴 的 分 布 是 无 规则 的 ,也 就 是 说 7F(6) = 
1/4n; 从 而 式 (1.1) 给 出 S = 0。 在 分 子 完 全 整齐 排列 的 条 件 下 ，F(6) = 

8(cos0 一 1)X(2r)，8S(z) 是 狄 拉克 8 函数 ,而 S = 1。 从 这 两 个 极端 情形 

就 可 以 看 出 取 P:(cos 9) 的 平均 值 作 为 有 序 参 数 的 优点 了 。 实 际 的 情形 

是 ,在 液晶 态 和 各 向 同性 态 之 间 的 相 变温 度 T. RAE FS 的 数值 在 0. 3 

到 0.4 之 间 ; 而 在 远 低 于 T. 温度 时 ,S 的 数值 大 约 为 0.8。 相 变 理论 中 

有 序 参数 的 变化 反映 了 相 变 的 性 质 。 有 序 参 数 的 数值 可 以 通过 光学 、 磁 
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性 。 这 些 都 是 在 隐 含 液晶 分 子 具 有 镜面 对 称 ( 也 就 是 点 群 理 论 中 的 D_n 

对 称 ) 的 假设 条 件 下 得 出 的 结论 。 不 过 有 些 液 晶 分 子 具 有 空间 螺旋 对 称 

性 ,也 就 是 D- 对 称 性 。 具 有 这 种 对 称 性 的 液晶 在 光学 上 具有 二 向 色 性 ， 

也 就 是 说 对 偏振 光 中 的 一 个 分 量 的 吸收 大 于 对 另外 一 个 分 量 的 吸收 。 这 

种 分 子 具 有 旋光 性 ,它们 可 以 使 偏振 光 的 偏振 方向 发 生 旋转 。 要 想 区 分 

液晶 中 这 两 种 不 同 的 对 称 性 ,在 液晶 相 变 理论 中 需要 引进 必 外 的 有 序 参 

数 一 一 螺旋 性 有 序 参 数 (helicity parameter)。 宏 观 上 ,螺旋 性 有 序 参 数 

由 媒质 的 宏观 螺旋 结构 的 螺 距 表现 出 来 。 本 书 中 对 具有 Da 对 称 性 的 和 

对 具有 D- 对 称 性 的 生物 膜 (biomembrane) 都 将 有 所 讨论 。 它 们 将 被 分 

别称 为 流体 膜 (fluid membrane) 和 倾斜 手 征 性 膜 (tilted chiral mem- 

brane) 。 不 过 ,在 本 书 的 讨论 中 ,将 只 使 用 螺 距 这 个 宏观 螺旋 有 序 参 数 而 

不 引入 微观 螺旋 有 序 参 数 。 

11.3 热 致 液晶 的 分 类 

液晶 态 从 组 分 上 大 体 可 以 分 为 两 类 : 热 致 液晶 和 溶 致 液晶 。 前 者 属 

于 单 组 分 系统 而 后 者 包含 不 止 一 个 组 分 。 生 物 膜 这 种 类 脂 物 和 水 的 系统 

是 含有 两 个 组 元 的 溶 致 液晶 。 不 过 应 该 注意 到 ,这 样 的 分 类 并 不 是 严格 

的 ,如 在 改变 温度 时 溶 致 液晶 状态 可 能 发 生变 化 。 实 际 上 ,至今 对 液晶 态 

相 变 的 认识 主要 还 是 从 研究 热 致 液晶 的 相 变 得 来 的 。 因 此 ,在 下 面 的 讨 

论 中 将 更 多 地 侧重 于 热 致 液晶 。 

根据 Friedel 引用 的 分 类 法 [4 , 热 致 液晶 (thermotropic liquid crystal) FJ 

以 分 成 三 个 亚 类 : 丝 状 液晶 (nematic liquid crystal)N , 螺 状 液晶 (cholesteric 

liquid crystal)Ch 和 层 状 液晶 (smectic liquid crystal)S。 它 们 是 以 具有 不 同 

烩 值 的 液晶 分 子 的 排列 方式 加 以 区 别 的 。 图 1-2 说 明了 这 种 区 别 。 从 图 

上 可 以 看 出 , 螺 状 液晶 的 分 子 具 有 螺旋 式 的 排列 ,因此 也 常常 被 称 为 扭曲 

丝 状 液晶 (TN )。 

三 种 不 同 热 致 液晶 相 的 名 称 本 身 就 包含 着 它们 各 自 结构 的 特征 。 

“ 丝 状 "表示 "线段 "形式 , 它 来 源 于 整体 液晶 中 出 现 有 线段 状 的 内 错 。 

在 实验 观测 中 ,从 这 种 线 状 的 结构 就 可 以 认证 出 这 种 丝 状 相 的 存在 。 
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(a) (b) 

H1-2 热 致 液晶 态 

(a) 层 状 相 ;，(b) 丝 状 相 ;〈c) 螺 状 相 。 

丝 状 液晶 具有 一 定 程度 的 长 程 有 序 性 ,但 是 不 存在 长 程 平移 有 序 性 。 

N 相 具 有 D- 对 称 性 , 它 的 局 域 对 称 轴 [ 指 向 天 mr)] 在 媒质 中 可 以 缓 

慢 而 平 清 地 从 一 点 改变 到 羽 外 一 点 。 指 向 天 的 改变 主要 是 受 边 界 条 

件 、 向 错 的 分 布 以 及 电场 或 磁场 之 类 外 场 的 影响 产生 的 。 如 果 不 存在 

这 些 有 影响 作用 的 因素 , 丝 状 液晶 中 的 指向 天 将 保持 均匀 一 致 。 

如 宁 构 成 液晶 的 分 子 是 手 征 性 的 ,或 是 在 丝 状 液晶 中 挫 进 了 一 些 手 

征 性 分 子 ,那么 在 较 低 的 温度 条 件 下 , 丝 状 液晶 可 以 改变 成 螺 状 相 液晶 。 

其 中 指向 天 mr) 的 空间 变化 会 引发 一 个 具有 长 程 有 序 的 周期 性 螺旋 结 

构 。 如 果 螺 旋 轴 沿 = 轴 方 向 ,这 个 螺旋 结构 就 可 以 用 式 (1. 2) 表 示 。 

n(r) = [cos(2xz/p), sin(2nz/p), 0] C12 

AH p eRRAWN Sime MK RE. HHA —ENPS 

Toon AY , 螺 距 趋 于 无 限 大 。 这 时 指向 矢 场 变 成 一 个 与 z 轴 方 向 平行 的 均 

匀 场 ,液晶 从 而 呈现 出 丝 状 相 的 特征 。 因 此 , 螺 距 是 空间 螺旋 性 这 一 新 增 

加 的 有 序 度 的 量度 。Tcwx 可 以 用 来 度量 从 Ch 到 N 的 相 变 。 因 此 , 丝 状 

相 可 以 分 成 两 类 :一 类 不 含 手 征 性 分 子 ,而且 也 不 能 变 为 螺 状 ; 另 一 类 则 

含有 手 征 性 分 子 而 可 以 处 于 螺 状 相 。 这 样 需要 引用 两 个 名 词 来 区 别 它 

们 :通常 的 丝 状 (N) 相 和 手 征 性 丝 状 (N"* ) 相 。 在 下 面 的 讨论 中 会 经 常用 
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一 个 星 号 (* ) 来 表示 手 征 性 特征 。N 相 的 对 称 性 是 Du ,而 N 的 对 称 

性 则 是 D- 。 在 没有 螺旋 结构 的 丝 状 相 , 事 实 上 无 法 用 指向 矢 场 来 区 分 

N 和 N”*, 只 有 测量 它 的 旋光 性 才能 确定 它 是 N 还 是 N”。 

手 征 性 是 生物 系统 中 最 重要 的 性 质 之 一 ,因此 有 必要 对 螺 状 相 了 解 

得 更 深入 一 些 。 但 是 , 某 些 螺 状 液晶 在 形 勉 上 不 是 绕 一 条 单一 的 轴 发 生 

扭曲 ,而 是 在 短 距 离 内 可 以 绕 两 条 轴 发 生 扭曲 ,从 而 形成 一 个 具有 整体 三 

次 对 称 性 的 扭曲 结构 的 三 维 点 阵 。 这 种 亚 螺 状 相 出 现在 螺 状 相 和 各 向 同 

性 相 之 间 大 约 0.5 C 的 范围 内 ,并 形成 一 个 具有 数量 级 在 300 nm 的 超 短 

螺 距 的 螺旋 结构 。 这 一 亚 螺 状 相称 为 蓝 相 (blue phase) , 它 是 由 于 扭曲 点 

阵 引起 的 布拉格 反射 呈 蓝 色 而 得 名 。 它 的 点 阵 参 量 同 螺旋 的 螺 距 在 同一 

数量 级 。 

在 层 状 相 中 ,分 子 以 单个 分 子 的 厚度 形成 分 子 层 。Friedel 把 这 个 相 

命名 为 “ 层 状 相 ”, 隐 含 着 它 与 肥皂 膜 相 类 似 !] ,肥皂 膜 也 是 成 层 的 。 它 

与 肥皂 膜 的 差别 在 于 它 每 一 层 中 的 分 子 都 是 纵向 平行 的 。 因 此 ,对 每 一 

层 都 可 以 像 丝 状 相 和 螺 状 相 那 样 规 定 一 个 指向 矢 ar) ,不 过 还 要 增加 有 具 

有 一 维 周期 性 的 排列 。 如 果 指 向 矢 半 与 层面 垂直 ,那么 这 个 亚 相称 为 层 

状 A 相 (SA )。 如 果 灾 与 层面 相 倾斜 ,就 成 为 男 一 个 称 为 层 状 也 相 (Sas ) 的 

亚 相 。 如 果 除 去 倾斜 这 一 特征 之 外 ,分 子 还 是 手 征 性 的 ,那么 每 一 层 的 指 

向 矢 场 都 将 绕 层面 法 向 旋转 ,从 而 形成 螺旋 结构 。 这 种 情况 勾引 起 了 对 

一 类 称 为 倾斜 手 征 性 层 状 C 相 (Se ) 。 至 今 已 经 找到 有 六 种 以 上 的 层 状 

亚 相 (subphase of smectic liquid crystal) ,由 于 本 书 感 兴 趣 的 是 液晶 态 的 

生物 膜 ,因此 就 只 介绍 上 面 所 说 的 三 种 层 状 亚 相 , 并 且 在 图 1-3 中 列 出 了 

它们 的 部 分 图 形 。 

11.4 溶 致 液晶 的 类 别 

影响 热 致 液晶 相 变 的 只 是 液晶 的 烩 。 对 于 多 组 元 的 溶 致 液晶 
(lyotropic liquid crystal) ,影响 它们 相 变 的 因素 有 多 个 。 即 使 是 最 简单 
的 生物 膜 那样 的 由 两 亲 分 子 和 水 形成 的 具有 两 个 组 元 的 系统 的 相 变 现象 

也 是 非常 复杂 的 。 可 以 说 ,至 今 人 们 对 溶 致 液晶 相 变 的 认识 还 达 不 到 对 

热 致 液晶 系统 相 变 那样 的 程度 。 不 过 下 面 这 种 对 溶 致 液晶 系统 的 粗略 分 
类 仍然 是 目前 一 般 所 承认 的 : 片 状 (L) 相 (lamellar phase)、 立 方 (C) 相 



BS ”液晶 态 生物 膜 简介 7 

00000008 Oo ovoc 
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9000000 sop 

层 状 B 相 

层 状 C 相 的 一 个 周期 

图 1-3 层 状 液晶 亚 相 

(cubic phase) , 六 角 (H) 相 (hexagonal phase) Ail 4) fF FRR HR AA ( micelle 

phase), A] 1-4 是 这 些 相 的 示意 图 。 

(c) (d) 

图 14 溶 致 液晶 态 

(a) 片 状 相 ;(b) 立方 相 ; (c) 六 角 相 ; (d) 分 子 胶 束 相 。 

这 些 相 的 细节 将 在 下 一 节 中 进行 讨论 ,在 这 里 只 指出 一 点 :图 1-4 中 

各 相 之 间 的 相 变 取决 于 水 含量 的 改变 。 当 水 含量 缓慢 改变 时 ,两 亲 分 子 
系统 会 引起 车 人 注目 的 相 变 ,显示 出 所 谓 的 溶 致 液晶 性 。 
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$1.2 两 亲 分 子 和 溶 致 液晶 

1.2.1 两 亲 分 手 

在 这 里 主要 关注 的 是 把 溶 致 液晶 看 做 生物 膜 的 这 个 简单 模型 :一 个 

BA SR 57 F (amphiphile) 和 水 的 系统 。 两 杀 分 子 和 表面 活性 剂 都 是 如 图 

1-5 所 表示 的 那样 同时 具有 极 性 部 分 和 非 极 性 部 分 。 

图 1-5 具有 两 条 烃 链 ( 非 极 性 部 分 ) 附 着 在 单个 头 部 极 性 基 的 两 亲 分 子 示意 图 

关于 两 亲 分 子 的 材料 有 两 本 经 典 著 作 ,它们 分 别 为 Adamsonl5] 和 

TanfordL5j 所 著 。 比 较 近 期 的 关于 两 亲 分 子 物理 的 评论 有 Meunier, 

Langivan 和 Boccara 编辑 的 1987 年 在 Les Houches 举办 的 讨论 会 的 会 

议 录 [7] 。 不 过 ,在 很 早 以 前 Hartley!®) 就 提出 了 “两 亲 性 "这 个 名 词 来 描 

述 某 些 类 型 的 分 子 在 溶液 分 界面 被 吸收 或 者 形成 分 子 胶 束 的 趋势 。 它 表 

示 在 水 或 其 他 极 性 溶剂 中 以 及 在 油 或 其 他 非 极 性 溶剂 中 都 可 以 形成 均匀 

溶液 的 天 然 能 力 。 十 六 烷 基 硫酸 钠 CieHOSO; Na- 可 以 看 做 是 所 有 两 

亲 分 子 的 典型 。 其 中 非 极 性 的 十 六 烷 基 脂肪 链 是 疏水 ( 杀 脂 ) 的 ,而 极 性 

的 硫酸 钠 离 子 团 则 是 亲 水 的 。 两 亲 分 子 的 两 个 组 成 部 分 在 水 或 其 他 溶剂 

中 的 溶解 度 差别 很 大 。 在 上 面 这 个 例子 中 ,硫酸 钠 离 子 团 几 乎 可 以 无 限 

地 溶解 在 水 中 ,而 十 六 烷 酸 脂 部 分 在 水 中 的 溶解 度 则 比 在 大 多 数 非 水 溶 

剂 中 的 溶解 度 要 低 得 多 。 这 一 独特 的 性 质 引 起 了 在 溶液 中 出 现 不 同 的 两 
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亲 分 子 聚 集体 。 关 于 这 一 点 将 在 下 面 几 个 小 节 中 加 以 讨论 。 

1.2.2 两 亲人 分子 单 层 

当 水 中 两 杀 分 子 的 浓度 很 低 时 ,一 定数 量 的 分 子 将 形成 两 亲 分 子 单 

层 (amphiphilic monolayer) 。 两 杀 分 子 单 层 成 为 水 的 主体 和 水 表面 之 间 

的 分 隔 界面 。 这 个 分 子 单 层 中 的 分 子 的 非 极 性 尾 链 由 于 它 的 疏水 特性 将 

指向 远离 水 的 方向 。Gibbsl9] 在 一 个 世纪 以 前 曾 在 化 学 物理 学 中 把 这 种 

现象 当做 一 个 二 维 效应 处 理 。 两 杀 分 子 和 水 的 界面 具有 比 纯 水 面 低 的 表 

面 张力 或 能 量 ,于 是 在 图 1-6 的 假想 实验 中 ,表面 上 的 译 标 为 了 降低 总 的 

表面 能 将 自动 向 右 方 移动 。 

1-6 两 亲 分 子 单 层 表面 压强 的 假想 实验 

在 图 1-6 的 假想 实验 装置 中 ,为 了 保持 浮标 驻 立 不 动 ,需要 施加 一 个 
与 浮标 和 界面 的 接触 线 长 度 成 正比 的 力 。 这 个 力 可 以 看 做 是 一 个 二 维 压 
力 。 根 据 Langmuir! 1°) 典型 的 压强 -面积 等 温 线 ,可 以 用 一 个 模拟 三 维 真 
实 气体 方程 式 的 二 维 范 德 瓦 耳 斯 方程 式 

(IT + a/A; ) (Ao — 6) = kp T a P 

来 表示 。 式 中 IT Fe Pr Be DO SR, A, 是 每 个 两 亲 分 子 所 占有 的 平均 

BR kp 是 玻 尔 兹 曼 常 数 ,T 为 绝对 温度 ,a 和 2 是 涉及 分 子 间 吸 引力 ( 范 

德 瓦 耳 斯 力 ) 和 两 亲 分 子 有 限 大 小 的 常数 。 实 际 上 ,这 是 一 个 经 验 公 式 。 

责 (A。，T) 的 一 些 精细 结构 曾 被 解释 为 分 子 取 向 有 序 效应 L11, 12] 。 换 名 

主 说 ,两 杀 分 子 单 层 中 的 液晶 态 的 性 质 和 它 的 烩 及 其 几何 量 (A, ) 有关。 

如 果 把 两 亲 分 子 单 层 看 做 是 一 种 溶 致 液晶 相 , 那 么 取向 序 就 取代 了 热 至 

液晶 中 的 指向 矢 。 因 此 ,两 亲 分 子 既 可 以 是 溶 致 的 ,也 可 以 是 热 致 的 。 这 
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是 两 亲 分 子 和 水 的 系统 的 独特 特征 。 

1.2.3 分子 胶 束 

对 于 处 在 与 溶液 相 平 衡 的 单 层 , 计 布 斯 指出 , 劳 压强 开 是 周围 压强 P 

温度 T 和 溶液 中 两 杀 分 子 的 化 学 势 的 函数 。 物 理化 学 普遍 原理 指出 : 

w= potksTinX (1. 4) 

式 中 X 是 两 亲 分 子 在 大 块 溶液 中 的 活性 ,而 we 则 表征 分 子 的 两 亲 性 质 。 

在 低 浓度 条 件 下 ,X 与 两 杀 分 子 在 大 块 溶液 中 的 浓度 c 成 正比 。 式 (1. 3) 

和 式 (1.4) 合 起 来 表明 , 开 随 c 的 增 大 而 变 大 。 不 过 实验 指出 ,只 有 当 * 

低 于 基 一 临界 分 子 胶 束 浓度 (critical micelle concentration, CMC) fT , 7 

才 随 < 单调 增加 。 在 临界 分 子 胶 束 浓度 , 单 层 中 两 亲 分 子 的 化 学 势 将 达 

到 极 大 值 并 且 等 于 某 一 聚集 相 的 化 学 势 。 此 时 和 互 都 达到 极 大 值 , 并 

且 具 有 固定 的 数值 。 两 杀 分 于 这 时 将 进入 另 一 个 相 , 形 成 分 子 胶 束 。 这 

时 只 有 分 子 的 可 溶 (或 极 性 ) 部 分 暴露 在 溶液 中 ,同时 它 的 不 可 深部 分 埋 

藏 在 聚集 体 的 深 处 (参考 图 1-4)。 

分 子 胶 束 相 有 一 些 令 人 感 兴趣 的 问题 。 决 定 分 子 胶 束 (micelle) 的 大 小 

和 它 的 形状 的 物理 根源 是 什么 ? 读者 在 Israelachivili 所 写 的 一 本 书 中 [3] 可 

以 找到 一 些 比 较 详 细 的 答案 。 但 是 分 子 胶 束 的 形状 仍然 是 一 个 尚 待 解决 的 

问题 。 在 这 里 愿意 对 这 个 问题 提出 一 些 新 的 看 法 。 现 在 先 对 图 1-4 中 的 分 

子 胶 束 相 进 行 一 个 粗略 的 分 类 。 在 很 低 的 水 与 两 亲 分 子 比 的 条 件 下 , 相 邻 片 

层 中 两 亲 分 子 的 极 性 部 分 将 互相 面对面 地 形成 堆积 双 层 片 状 体 , 如 图 1-4(a) 

所 示 的 片 状 相 。 这 也 就 是 清洁 剂 工业 中 所 谓 的 整齐 肥皂 相 (neat soap phase) 。 

它 与 层 状 液晶 (图 1-2) 非 常 相像 。 这 也 说 明了 为 什么 Friedell4 使 用 了 层 状 

液晶 这 个 名 词 。Smectic 的 硕 腊 文 opnypo RETICLE. 

在 稍微 高 一 些 的 水 与 两 亲 分 子 比 (水 的 比例 仍然 低 于 50 弘 ) 的 情况 

下 , 片 状 相 变 成 立方 相 。 球 形 的 聚集 体 配置 成 立方 形 [ 图 1-4(b)]。 在 中 

等 的 水 与 两 亲 分 子 比 的 条 件 下 ,两 亲 分 子 形成 六 角形 排列 的 两 亲 分 子 柱 

[图 1-4(c)]。 在 相对 高 的 水 与 两 亲 分 子 比 的 条 件 下 ,形成 在 水 中 无 规 分 

布 的 孤立 球形 分 子 胶 束 , 称 为 分 子 胶 束 相 。 

把 分 子 胶 束 相 稀释 到 CMC 点 时 ,可 以 得 到 一 个 均匀 的 两 亲 分 子 水 
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溶液 ,并 且 在 空气 与 水 的 分 界面 处 形成 一 个 两 杀 分 子 单 层 。 

1.2.4 相 图 

溶 致 液晶 中 的 相 变 主 要 受 温 度 和 浓度 的 影响 。 至 今 大 部 分 关于 溶 致 

液晶 的 实验 研究 都 是 设法 建立 水 中 含有 一 定数 量 的 两 亲 分 子 的 相 图 (phase 

diagram)。 把 相 图 描述 为 温度 和 水 与 两 亲 分 子 比值 的 函数 。 典 型 的 例子 就 

是 Skoulius 得 到 的 肥皂 相 图 H4] 。 图 1-7 是 Skoulius 结果 的 重 绘图 。 

从 相 图 上 可 以 看 到 ,在 每 一 个 亚 分 子 胶 束 相 中 , 除 稀 释 效 应 外 ,还 存在 

一 个 临界 温度 T.。 温 度 在 T. 以 上 时 ,系统 处 于 溶 致 液晶 相 , 也 就 是 两 亲 分 

子 的 碳 氢 尾 链 比 较 柔 顺 ,或 者 说 是 类 似 流 体 。 相 反 , 当 工 天 工 NN RAE 

相对 刚 硬 而 类 似 固体 ,同时 两 亲 分 子 集体 进入 凝 胶 相 (gel phase)。 重 要 的 一 

点 是 ,要 想 保 持 生物 膜 (假设 是 两 亲 分 子 和 水 系统 ) 处 于 实用 的 状态 (假设 是 

在 液晶 态 ) ,就 需要 使 它 处 在 一 定 的 温度 范围 之 内 ,以 便 它 能 保持 在 水 当中 。 

水 的 百分比 

1-7 Skoulius 得 到 的 简单 肥皂 水 相 图 [14] 的 示意 重 绘图 

§1.3 生物 膜 的 相 变 

1.3.1 流体 镶 藤 模型 

现在 把 注意 力 放 到 生物 膜 中 的 溶 致 液晶 态 。 关 于 生物 膜 的 图 像 ， 
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一 般 被 接受 的 是 1972 年 Singer 和 Nicholson 提出 的 流体 镶 艇 模型 

(fluid mosaic model)!15], H1-8 是 它 的 示意 图 。 把 生物 膜 简单 地 看 做 

是 两 亲 类 脂 双 层 ,其 中 类 脂 分 子 像 普 通 液体 分 子 那 样 可 以 在 膜 表 面 上 

自由 移动 ,同时 蛋白 质 分 子 和 酶 分 子 则 骨 在 类 脂 双 层 之 中 。 有 一 些 蛋 

白质 分 子 和 酶 分 子 可 以 在 整个 类 脂 双 层 中 移动 ,沟通 着 细胞 的 内 部 和 

细胞 周围 的 环境 。 其 中 的 一 些 分 子 也 可 能 参与 了 输 运 过 程 。 另 外 一 些 

蛋白 质 分 子 和 酶 分 子 则 部 分 地 埋 置 在 双 层 之 中 ,起 着 别 样 的 生物 功能 。 

在 流体 镶 诺 模型 中 , 埋 置 的 蛋白 质 和 酶 可 以 有 相当 大 的 流动 性 。 

& 
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1-8 Singer 和 Nicholson 提出 的 生物 膜 流 体 镶 藤 模型 

1.3.2 类 脂 双 层 

生物 膜 模 型 中 的 类 脂 分 子 必 须 组 成 一 个 双 层 ,其 中 杀 水 的 极 性 头 部 

把 朴 水 的 尾 链 ( 烃 链 ) 从 膜 周围 的 水 环境 中 屏蔽 起 来 。 应 该 注意 到 ,生物 

化 学 家 所 谓 的 “类 脂 物 "是 指 那些 高 度 溶 于 有 机 溶剂 ,但 只 能 略微 溶 于 水 

的 所 有 来 源 于 生物 的 有 机 分 子 。 但 是 生物 膜 中 的 类 脂 物 则 指 的 仅仅 是 各 

种 磷脂 、 乙 二 醇 类 脂 和 胆 省 醇 。 磷 脂 和 乙 二 醇 类 脂 都 只 稍微 溶 于 水 ,而 胆 

省 醇 则 不 溶 于 水 ,而 且 生 物 膜 中 磷脂 双 层 内 胆 省 醇 的 含量 可 以 达到 胆 省 

醇 分 子 数 和 磷脂 分 子 数 成 1 : 1 的 程度 。 因 此 ,把 生物 膜 处 理 作 磷脂 (两 

亲 ) 和 胆 省 醇 ( 非 两 亲 ) 混 合 而 成 的 类 脂 双 层 (lipid bilayer) 同 前 面 所 讨论 的 

两 亲 双 层 并 不 太一 样 。 可 以 想像 到 ,在 一 定 限 度 之 内 把 生物 膜 看 做 液晶 腊 

可 以 表现 出 溶 致 介 晶 性 。 大 多 数 生 物 类 脂 物 有 两 个 烃 链 附着 在 一 个 单独 
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的 极 性 基 团 头 部 ,其 中 大 部 分 是 可 以 用 下 列 化 学 式 表 示 的 磷酸 甘油 酯 "1 。 

(1) 

AAR, 和 Rs: 是 烃 链 ,而 X 是 极 性 基 团 的 头 部 。 这 类 类 脂 分 子 只 有 当 它 

们 的 烃 链 很 短 时 才 形 成 小 的 分 子 胶 束 。 那 些 具 有 正 稼 长 度 的 烃 链 ( 大 约 

在 十 个 碳 分 子 的 长 度 ) 在 水 中 大 多 形成 双 层 结构 。 实 际 上 ,把 生物 膜 看 做 

类 脂 双 层 主要 是 由 于 构成 它们 的 磷脂 分 子 具 有 两 条 烃 链 。 从 理论 上 说 为 

什么 双 链 磷脂 可 以 很 容易 地 形成 双 层 ,仍然 是 一 个 尚未 解答 的 问题 。 

1.3.3 类 脂 双 层 的 相 变 

在 实验 方面 , 当 把 水 加 进 纯 磷 脂 的 时 候 , 样 品 会 膨胀 而 形成 不 同 的 液 

唱 相 ,因此 类 脂 物 也 称 作 膨胀 两 亲 分 子 (swelling amphiphile)。Luzzati 

和 他 的 同事 们 曾经 用 小 角度 X 射线 衍射 技术 广泛 地 研究 过 类 脂 物 与 水 

系统 的 液晶 结构 :16] 。 所 得 到 的 结果 同 前 面 关 于 分 子 胶 束 相 的 相 变 那 一 

节 所 谈 的 结果 基本 相同 ,不 过 具有 一 些 另 外 的 特点 。 

在 膨胀 类 脂 系统 中 ,添加 水 可 以 使 类 脂 弥 散 而 同时 并 不 破坏 它 的 有 

序 聚 集结 构 。 这 也 许可 以 用 来 说 明 形 成 洋葱 头 式 的 闭合 多 层 双 层 结构 。 

这 个 结构 在 不 破坏 单个 双 层 的 条 件 下 就 不 能 再 分 了 。 实 际 上 ,可 以 应 用 

诸如 超声 波 之 类 的 技术 把 多 层 结 构 破 解 成 小 的 可 溶 粒子 ,以 形成 单 壁 (或 

单个 双 层 ) 膜 泡 。 这 样 形成 的 粒子 就 是 闭合 的 泡 ,也 就 是 单个 双 层 的 闭合 

结构 [17] 。 关 于 制备 膜 泡 的 详情 将 在 下 一 节 再 讨论 。 实 验 表 明 , 从 热力 

学 角度 来 看 , 膜 泡 是 聚集 磷脂 的 有 利 状态 。 对 于 一 定 的 类 脂 物 和 溶剂 , 膜 

钨 具有 近乎 均匀 的 大 小 和 形状 。 这 些 特点 使 人 们 能 够 对 生物 膜 进行 物理 

的 和 几何 的 研究 。 这 也 就 是 下 面 所 要 讨论 的 一 些 内 容 。 

两 杀 分 子 和 水 的 系统 的 各 种 液晶 相 与 系统 的 水 浓度 和 烩 直接 相关 。 
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由 磷脂 、 乙 二 醇 类 脂 和 其 他 两 亲 分 子 形成 的 双 层 ,在 一 定 的 类 脂 相 转 变温 

ET. 可 以 经 历 一 个 从 凝 胶 ( 或 固 ) 态 到 液晶 态 的 吸 热 预 转变 。 类 脂 物 相 

变温 度 与 类 脂 分 子 的 酰基 链 长 有 关 。 例 如 ,对 于 在 两 个 位 置 具有 相同 酰 

基 链 的 磷脂 , 当 每 一 条 链 的 链 长 增加 两 个 亚 甲 基 单 位 时 ,T, 大 约 要 增加 

14 °C BJ 17°C. Chapman 和 他 的 同事 们 所 作 的 微分 扫描 量 热 测 量 !18] 结 

果 的 基本 特征 示意 图 见 图 1-9。 

热流 率 ( 吸 热 ) 

高 胆 当 醇 浓 度 

图 1-9 纯 类 脂 双 层 在 工 处 微分 扫描 量 热 测 量 结果 示意 图 

在 类 脂 双 层 中 胆 当 醇 的 挨 杂 量 增 加 后 ,两 个 相 变 都 消失 (下 面 一 条 曲线 )。 

从 图 1-9 可 以 看 到 , 纯 类 脂 双 层 在 T. 存在 一 个 吸 热 的 预 相 变 和 一 个 

iT. 的 主要 相 变 。 不 过 ,在 双 层 中 增加 胆 省 醇 的 挨 杂 量 时 ,两 个 相 变 

逐渐 消失 。 这 一 点 显示 出 ,真实 的 生物 膜 并 不 是 处 于 理想 的 溶 致 液晶 态 。 

1.3.4 类 脂 双 层 的 分 类 

类 脂 双 层 的 液晶 态 被 命名 为 L. 相 ,L 代表 溶 致 液晶 的 片 状 相 。 在 这 

个 状态 ,类 脂 分 子 的 两 条 烃 链 非常 柔顺 ,而 且 平 均 起 来 是 处 在 与 双 层 表面 

相 垂 直 的 取向 上 (参考 图 1-10)。 如 果 把 链 的 取 同 方向 作为 指向 天 的 取 

向 ,那么 简单 地 说 ,L. 相 就 是 热 致 液晶 中 的 层 状 A 相 。 

类 脂 双 层 的 固态 相称 为 Le 相 , 其 中 的 类 脂 分 子 在 双 层 平面 中 排列 成 

准 六 角形 阵列 。 它 们 的 两 条 烃 链 充分 伸展 而 更 具 刚 性 ,而 且 全 部 都 处 于 

横向 位 形 (图 1-10)。 这 个 相 与 热 致 液晶 中 的 层 状 B 相 相 对 应 。 下 标 a” 

和 ”8" 代 表 在 相应 相 中 烃 链 的 示意 画 法 。 

类 脂 双 层 还 有 另 一 个 固 相 。 在 这 一 固 相 , 类 脂 分 子 与 双 层 平面 法 同 
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RRRRRR FRR RR? BRRRPRR 
BE EBEE ASU! ae $e 

a 
液晶 相 固 相 5) F BER 

(a) (b) (c) (d) 

图 1-10 类 脂 双 层 各 种 相 的 示意 图 

(a) 液晶 相 双 层 (L); (b) IAA (La); (c) RIAA (Le); (d) FRR. 

成 一 倾角 (图 1-10)。 这 个 特殊 相 名 为 Ly TA, ETE we RR 

现 。Janick SU 提出 ,这 种 分 子 的 倾斜 来 源 于 它 的 头 部 基 团 的 特征 

取 癌 。 

类 脂 双 层 的 相 变更 为 复杂 。 例 如 ,图 1-9 中 在 有 序 无 序 这 一 主 相 变 

之 前 的 微小 吸 热 相 变 表 示 一 个 在 相 变 前 的 Pr 相 ,X 射线 衍射 之 类 的 实验 

测量 指出 , 它 具 有 一 个 周期 约 为 12 一 16 nm( 相 当 于 搁置 12 到 20 个 分 子 

的 宽度 ) 的 皱 波 结构 [18] 。 鉴 于 这 种 搁置 方式 的 几何 形式 ,这 个 相 也 被 称 

fF BURA ( AL 1-11)。 至 今 对 于 在 Pr 相 中 形成 长 程 一 维 有 序 的 机 制 尚 不 清 

芭 。 在 纯 类 脂 双 层 中 它 似乎 来 源 于 类 脂 - 类 脂 头 部 基 团 取向 的 合作 变化 。 

当 存在 有 其 他 类 脂 时 ,可 能 是 它们 干扰 了 长 程 有 序 分 布 。 应 该 注意 到 , 当 

YU aa saat mas UREA BBRRBERBS 
SRARBRR RRA PET Pip pee np iiPinnn * segnggnanannre 
Yes WD EUEEER CEE 

Lg Pp， 有 

1-11 相 变 前 的 皱 波 类 脂 双 层 (Pr ) 
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增加 胆 人 省 醇 含量 时 , 相 变 前 的 Py 相似 乎 是 被 抑制 了 。 类 脂 双 层 形成 皱 波 结 

构 的 理论 至 今 还 是 生物 膜 物 理学 中 的 一 个 具有 重大 挑战 性 的 课题 。 

除 L.，Ls，Lr 和 Py 相 以 外 ,类 脂 双 层 还 可 以 存在 更 复杂 的 面 间 类 脂 

(IL) 相 [20] 。 这 个 相 存 在 于 固 相 区 域 和 液 相 区 域 之 间 ( 图 1-12)。IL 相 

很 难 同 已 知 的 热 致 液晶 中 的 任何 相 相 联系 ,因此 在 类 脂 双 层 物理 学 中 它 

还 是 一 个 完全 未 解决 的 问题 。 

1-12 在 固 相 区 和 液 相 区 之 间 的 

ie) Rig IL ARTS 

$1.4 液晶 生物 膜 的 生物 化 学 简介 

1.4.1 链 长 效应 

在 这 里 无 意 对 膜 的 生物 化 学 进行 全 面 的 评述 ,只 准备 讨论 一 下 涉及 

在 膜 的 弹性 理论 中 对 生物 膜 相 变 行 为 有 影响 的 一 些 分 子 特 性 ,特别 是 链 

长 效应 (effect of chain length ) 。 

首先 必须 强调 ,大 多 数 生 物 类 脂 化 合 物 具 有 两 条 烃 链 , 只 有 很 少 一 些 

仅仅 具有 一 条 烃 链 ,而 且 生 物 类 脂 物 的 烃 链 都 很 长 ,其 中 只 有 很 少 烃 链 少 

于 15 个 碳 原子 。 通 常 , 生 物 类 脂 物 的 烃 链 大 约 有 20 个 碳 原子 。 具 有 7 

个 碳 原子 的 饱和 烃 链 的 链 长 可 以 用 Tanford 公式 !61 来 进行 估算 : 

P= ih. = C0954" 09126 Siam i 3) 

从 这 个 公式 可 以 得 出 ,具有 24 个 碳 原子 的 烃 链 的 长 度 大 约 为 nm. 

这 就 给 出 Le 相 双 层 ( 图 1-12) 的 厚度 和 流 相 的 厚度 应 该 小 于 7 nm, WK 
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际 的 蛋黄 磷脂 胆 碱 双 层 厚度 的 测量 得 到 的 是 & = 22 = Som, 完全 在 式 

(1.5) 估 计 的 范围 之 内 。 另 外 还 找到 ,在 同样 的 类 脂 双 层 中 ,每 一 个 头 基 

团 的 表面 积 大 约 为 0.6 nm ,也 就 是 每 条 烃 链 是 0. 3 nm'。 这 一 每 个 头 基 

团 的 面积 数值 大 于 密 堆积 链 头 基 团 的 面积 0. 21 nm’), Mite sre 

据 出 发 ,根据 化 学 理论 可 以 对 烃 链 的 轴 比 值 4. 8 进行 核对 。 令 人 注目 的 

是 ,生物 类 脂 物 的 轴 比 值 刚好 是 在 本 书 $1. 1 中 所 指出 的 可 以 形成 液晶 

态 的 分 子 轴 比 值 的 范围 之 内 。 这 也 是 令 人 相信 生物 膜 可 以 存在 于 液晶 态 

的 一 个 理由 。 

1.4.2 双 键 效应 

生物 膜 中 的 类 脂 物 具 有 一 个 非常 普遍 的 特点 一 存在 双 键 (double 
bond) ,也 就 是 烃 链 的 不 饱和 性 (unsatuation 

in hydrocarbon chains)。 在 1. 3. 2 小 节 

中 提出 的 分 子 式 为 式 (1) 的 磷酸 甘油 酯 的 
R, 链 多 数 是 饱和 的 [ 即 单 键 (single 
bond) ] 脂 肪 酸 基 团 ,而 Ro 是 不 饱 和 的 ( 即 
包含 一 些 双 键 )[21] 。 这 些 不 饱和 双 键 通 
常 导致 烃 链 成 顺 式 聚集 (cis-packing) (图 

1-13)。 顺 式 双 键 形成 一 个 永久 性 的 链 
环 , 使 得 类 脂 双 层 中 每 一 条 烃 链 的 实际 面 
积 都 比 密 堆 积 的 面积 要 大 。 这 一 点 从 上 
一 小 节 当 中 提 到 的 数据 就 可 以 看 出 。 同 “共有 饱和 链 ”具有 顺 式 双 键 
时 ,这 也 使 得 膜 中 液体 能 够 保持 在 流体 状 图 1-13 具有 饱和 超 式 链 ( 左 ) 
态 的 温度 比 饱和 性 链条 件 下 的 液体 保持 和 不 饱和 顺 式 双 键 链 ( 右 ) 的 
流体 状态 的 温度 工 要 低 。 有 

实验 指出 , 双 键 的 数目 越 多 ,类 脂 双 层 的 相 变 温度 工 也 越 低 。 这 一 
独特 的 性 质 使 得 某 些 鱼 类 在 冬季 可 以 及 时 增加 细胞 膜 中 类 脂 的 双 键 数目 
而 生存 在 非常 寒冷 的 水 当中 。 

1.4.3 离子 条 件 效应 

离子 条 件 也 可 以 影响 生物 膜 的 相 变 行为 。 大 多 数 生物 膜 含 有 一 定数 

双 酰 基 类 脂 物 
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量 的 带 负电 磷脂 。 这 些 带 负电 的 类 脂 双 层 对 pH 值 、 离 子 强度 和 阳离子 

浓度 等 的 变化 非常 敏感 。 高 pH 值 促使 膜 中 这 些 类 脂 电 离 而 降低 流体 相 

NT. fo BARR pH 值 的 改变 可 以 导致 细胞 发 生 形变 ( 见 第 二 章 ) ,这 

是 一 种 与 带 负 电 谷 类 脂 物 的 生物 膜 的 敏感 性 有 关 的 现象 。 细 胞 膜 的 电 致 

破裂 是 外 电场 和 带电 膜 的 合作 效应 。 这 种 效应 在 膜 的 形状 理论 中 是 一 个 

重要 的 课题 。 

1.4.4 胆 和 省 醇 效 应 

生物 膜 中 胆 当 醇 的 作用 非常 玄妙 。 在 动物 细胞 膜 中 , 胆 省 醇 是 一 

种 非常 普遍 的 成 分 。 虽 然 为 什么 生物 膜 中 必然 舍 有 胆 当 醇 成 分 仍然 是 

一 个 未 曾 解答 的 问题 ,但 是 对 于 挫 胆 省 醇 磷 脂 双 层 的 研究 却 非常 受 重 

ih. BUA, , 摊 有 磷脂 和 胆 省 醇 的 生物 膜 的 结构 的 研究 ,对 生物 膜 的 生 

物 作 用 可 以 提供 一 些 线索 。 不 过 这 里 所 关心 的 只 是 它们 对 膜 的 相 变 的 

影响 。 

CH 

CH ™~ ee 
3 CH .一 一 CH 一 一 CH 一 一 CH 

CH; 

CH, 

HO 

图 1-14 胆 和 省 醇 的 分 子 结构 

胆 省 醇 的 分 子 结构 见 图 1-14。 它 由 一 个 羟基 附着 在 具有 四 个 省 醇 

环 的 刚性 平面 上 构成 。 环 体 连 接着 一 个 具有 挠 性 的 短 烃 链 。 在 磷脂 双 层 

中 , 胆 省 醇 分 子 通过 磷脂 的 脂性 酰基 链 的 凑 基 氧 与 胆 当 醇 羟基 头 之 间 的 

氨 键 相互 作用 ,保持 着 与 磷脂 分 子 处 于 平行 排列 的 位 置 (图 1-15)。 这 种 

相互 作用 降低 了 双 层 中 分 子 的 流动 性 ,这 就 给 图 1-9 中 增加 胆 省 醇 含 量 

会 使 生物 膜 失 去 相 变 的 现象 提供 了 很 好 的 解释 。 从 这 个 角度 来 看 , 胆 省 

醇 在 生物 膜 的 凝固 效应 中 起 着 一 定 的 作用 。 

不 过 , 胆 当 醇 还 有 另 一 种 与 之 相 矛 盾 的 效应 :在 低 于 纯 磷 脂 相 变 温 

度 , 胆 省 醇 掺 杂 会 起 到 一 种 流体 化 效应 (fluidizing effect), RMB, + 

物 膜 中 存在 原始 浓度 的 胆 省 醇 时 ,可 以 通过 增强 它 的 刚性 和 扩展 它 的 液 

晶 态 温度 范围 来 改善 它 的 性 能 。 这 两 种 效应 统称 为 胆 省 醇 效 应 (choles- 
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一 一 挠 性 尾 
(0.8 nm) 

磷脂 胆 当 醇 

图 1-1S 胆 当 醇 与 磷脂 分 子 形成 氧 键 的 示意 图 

terol effect) ,它们 的 同时 存在 非常 有 利于 细胞 膜 的 生物 功能 。 

14.5 生物 膜 的 复杂 性 

至 此 ,上 面 的 讨论 还 是 不 全 面 的 。 应 该 指出 ,实际 的 生物 膜 [ 也 就 是 

细胞 膜 (cell membrane)] 的 结构 要 比 上 面 所 说 的 复杂 得 多 。 它 们 是 许多 

类 脂 和 胆 省 醇 以 及 细胞 骨架 (cytoskeleton) 等 等 组 元 的 混合 体 。 细 胞 骨 

架 包 括 一 个 交叉 结合 的 蛋白 质 网 络 ,主要 是 锚 泊 在 双 层 上 像 混 凝 土 中 的 

钢 结构 那样 的 血 影 蛋白 (spectrin) 。 它 对 细胞 膜 提 供 了 强度 和 剪 切 刚度 。 

在 强 应 力作 用 之 下 或 是 在 扰动 的 环流 环境 中 (如 红细胞 的 细胞 膜 ) ,没有 

细胞 骨架 的 类 脂 双 层 将 由 于 变形 而 破裂 。 

不 过 需要 强调 一 下 ,细胞 骨架 网 络 像 珠 串 网 那样 具有 高 度 的 挠 性 。 

因此 ,细胞 膜 的 正常 平衡 形状 主要 是 由 类 脂 双 层 的 弹性 来 决定 。 从 这 个 

意义 上 讲 ,细胞 骨架 应 该 更 像 线 状 体 而 不 是 像 “ 钢 棒 "”。 这 是 下 面 讨 论 中 

将 采取 的 观点 。 实 际 上 ,这 样 的 生物 膜 模 型 可 以 从 著名 的 红细胞 的 形状 

问题 加 以 证 实 。 
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$1.5 合成 类 脂 双 层 和 脐 泡 

许多 实验 工作 者 都 应 用 纯 磷 脂 双 层 的 合成 膜 泡 来 检验 纯 类 脂 双 层 

生物 膜 弹性 理论 的 正确 性 。 在 讨论 类 脂 双 层 形状 转变 理论 之 前 ,了 解 

一 下 如 何 制备 合成 膜 泡 也 许 是 有 益 的 。 下 面 把 Szoka 和 Papahadjopou- 

los 所 写 的 一 篇 关于 人 工 合成 膜 泡 制备 的 评述 文章 !221 加 以 节 略 ,提供 

给 读者 。 

15.1 制备 合成 膜 泡 用 的 类 脂 物 

合成 膜 泡 可 以 用 各 种 类 脂 物 或 类 脂 混 合 物 来 制备 ,其 中 最 常用 的 是 

磷脂 。 上 一 节 已 经 提 到 过 ,对 于 某 种 特定 的 磷脂 或 磷脂 混合 物 都 具有 一 

个 确定 的 相 变温 度 T,。 低 于 Ty 温度 时 所 形成 的 双 层 处 于 凝 胶 状态 ,而 高 

于 了 时 它们 将 处 于 液晶 态 。 表 1. 1 中 所 列 的 各 种 材料 是 所 谓 的 室温 液晶 

态 类 脂 物 。 由 它们 形成 的 合成 双 技 在 邻近 室温 范围 内 处 于 液晶 态 。 

表 1.1 参考 文献 [22] 中 为 制备 膜 泡 所 选用 的 一 些 类 脂 物 

类 is BD fF 5 T.(C) 

蛋 磷脂 酰 胆 碱 
(egg phosphatidylcholine) EPC 一 1.5 一 一 ?7 

二 月 桂 基础 脂 酰 胆 碱 (C 12 + 0) 
(dilauryloylphosphatidylcholine)(C 12 : 0) DLPC =e 

= BS 5k Be AB BAB a (C 14 : 0) 
(dimyristoylphosphatidylcholine)(C 14 : 0) 

‘ 

— Are 2S th 
(dilauryloylphosphatidylglycerol ) 

4 

M 
(dimyristoylphosphatidylglycerol) ee ti fi 

二 棕榈 酰 磷脂 酰 甘 油 
1 

( dipalmitoylphosphatidylglycerol) “ont ; 

— AS 5k Bie i 2 AR 
M 8 

(dimyristoylphosphatidylserine) — ' 
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15.2 多 层 片 状 膜 泡 

多 层 片 状 膜 泡 的 制备 并 不 需要 特殊 的 工艺 。 正 像 s 1. 2 中 所 说 的 那 

样 ,它们 可 以 自然 地 形成 平衡 片 状 相 。 具 体 步骤 是 ,首先 在 试验 盘 上 滴 一 

滴 溶 解 在 有 机 溶剂 中 的 类 脂 物 。 当 溶剂 挥发 后 ,在 盘 底 和 盘 边 就 留 下 一 

片 具有 片 状 结构 的 干 类 脂 。 这 时 对 样品 添加 液体 缓冲 剂 。 在 高 于 T 温 

度 条 件 下 , 施 以 轻 度 的 播 动 使 干 类 脂 物 水 化 。 显 然 , 这 时 缓冲 剂 就 插 进 了 

类 脂 层 之 间 ,使 得 片 层 被 隔离 而 形成 隆起 的 类 脂 相 (lipid phase)。 根 据 

类 脂 物 的 不 同 种 类 完成 这 种 水 合作 用 需要 几 分 钟 到 几 小 时 的 时 间 。 水 合 

作用 完成 之 后 ,溶液 里 就 出 现 了 洋葱 皮 式 的 多 层 片 状 类 脂 膜 泡 。 

在 形成 胶 束 过 程 中 ,多 片 层 膜 泡 的 大 小 取决 于 水 合 过 程 的 时 间 、 类 脂 

的 种 类 以 及 播 动 的 情况 。 例 如 ,短暂 的 声 致 过 程 可 以 获得 比较 小 而 且 更 

为 均匀 的 多 层 膜 泡 。DNA 和 药物 之 类 的 大 分 子 可 以 在 多 层 膜 泡 中 被 分 

离 出 来 。 因 此 ,研究 药物 在 人 体内 的 传送 问题 以 及 在 生物 工程 方面 如 何 

制备 多 片 层 膜 泡 ,都 是 非常 重要 的 问题 。 

1.5.3 单个 双 层 膜 泡 

在 制备 过 程 中 ,强烈 的 声 致 过 程 可 以 把 多 片 层 膜 泡 打 碎 ,从 而 形成 小 

的 单个 双 层 膜 泡 聚 集体 。 这 种 过 程 所 形成 的 是 悬浮 着 一 些 单个 双 层 膜 泡 

的 透明 溶液 。 

除去 声 致 法 外 ,还 有 一 些 其 他 的 办 法 可 以 获得 单个 的 双 层 膜 泡 。 注 

射 乙 醇 就 是 一 个 常用 的 办 法 。 这 种 方法 非常 方便 。 把 类 脂 物 溶解 在 乙醇 

当中 ,然后 把 它 迅速 注射 到 含水 的 组 冲剂 内 ,类 脂 物 就 可 以 自发 地 形成 单 

个 双 层 膜 泡 了 。 

不 论 是 用 声 致 法 或 是 用 乙醇 注射 法 ,得 到 的 双 层 膜 泡 的 内 部 体积 都 

差不多 是 0. 5 LZmol 类 脂 物 。 膜 泡 的 典型 大 小 在 10: 一 103 pms 范围 之 

内 。 膜 泡 大 小 的 分 布 和 平均 大 小 的 分 布 取 决 于 形成 它们 的 各 步骤 中 的 具 

体 情 况 。 在 乙醇 溶液 中 ,不 同 浓 度 的 类 脂 物 所 形成 的 膜 泡 具有 不 同 的 直 

径 。 在 大 约 3 molms: 的 低 类 脂 浓 度 下 ,可 以 得 到 直径 约 为 300 nm HR 

泡 。 在 大 约 36 mom’ 的 高 类 脂 浓度 下 ,可 以 形成 直径 约 为 1 100 nm 的 

膜 泡 。 
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膜 泡 的 大 小 和 膜 泡 形状 的 转变 是 类 脂 双 层 弹 性 理论 中 最 重要 的 课 

题 。 这 类 直径 在 1 一 10 pm 的 典型 膜 泡 可 以 用 视频 相 衬 显微镜 对 它们 作 

记录 进行 研究 。 膜 泡 形状 的 转变 可 以 用 调节 温度 [234 调节 渗透 压 !2 和 或 

者 二 者 兼用 的 方法 来 加 以 引发 。 单 个 双 层 膜 泡 的 形状 转变 将 是 本 书 中 所 

要 讨论 的 一 个 主题 。 为 了 简单 起 见 ,在 下 面 的 讨论 中 将 用 “ 膜 泡 "来 表示 

“单个 双 层 膜 泡 "。 
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微分 几何 学 简介 

膜 泡 的 形状 是 本 书 所 要 讨论 的 主题 。 在 第 一 章 曾 经 指出 ,类 脂 双 层 

的 厚度 约 为 5 nm, 比 膜 泡 (直径 约 为 1 一 10 xm) 要 小 得 多 。 于 是 ,在 数学 

处 理 上 可 以 把 双 层 膜 泡 处 理 为 厚度 为 零 的 数学 面 , 同 时 把 双 层 膜 泡 的 构 

形 处 理 为 一 个 闭合 的 或 者 是 疝 开 的 曲面 。 因 此 ,有 必要 对 曲线 和 曲面 的 

微分 几何 学 有 一 些 基本 的 了 解 。 摘 述 曲 面 和 曲线 可 以 用 不 同 的 坐标 

A ,也 就 是 不 同 的 独立 变量 。 为 了 对 不 同 的 独立 变量 描述 的 系统 用 统 

一 的 数学 表达 式 表示 出 来 ,就 只 能 使 用 张 量 形式 。 因 此 ,为 了 方便 读者 

起 见 ,本 章 将 对 张 量 分 析 和 经 典 微 分 几何 学 作 一 些 必 要 的 简单 介绍 。 

本 章 内 容 基 本 取 自 SpainL1j，Fliggel2] ，EddingtonL3] ，EisenhartL4] , 

WeatherburnL5] 和 ForsythL6] 几 位 作者 所 写 的 书 。 其 中 Eddington 所 写 

的 书 对 张 量 有 非常 简洁 的 介绍 ,后 面 三 本 书 是 微分 几何 学 的 经 典 著 作 。 

另外 还 有 一 本 比较 新 一 些 的 、 由 do Carmo J 写 的 微分 几何 学 也 是 很 适 

用 的 。 

$2.1 ke 

2.1.1 反 变 张 量 和 协 变 张 量 

a ¢* (2' $ 二 $ i » J xz), Qa = tf 2, 和 9 N, 为 N*N 维 空间 坐标 系 

(2', 好 ,…，z) 中 的 独立 . 单 值 、. 连 续 并 且 可 微分 的 函数 ,那么 

a 二 (a=, 2,.-*, N) 2. 1) 

就 可 以 用 来 在 同一 N 维 空间 中 定义 一 个 新 的 坐标 系 ( 工 ， 工 ，…， 工 )。 

由 于 各 个 多 互相 独立 ,因此 它 的 雅 可 比 行列 式 |az《arz | 不 等 于 零 , 从 而 
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使 式 (2.1) 可 以 作 逆 变 换 而 得 到 

o>) 2 (z", Capel =) (:=1, z; <5 Ne) (2.2) 

ae Se gy = Be PST Py) 
ms ax 

(2) 3) 

axa — EL ee i ; ; | eee 

ag aah OP? ax aes 9; 人， Foeme hy 2, pa ) 

(2. 4) 

式 中 

1 mee 
noite: | alas (2.5) 

0,4 Ba zy 

这 里 和 本 书后 面 的 计算 中 , 除 特 别 指 出 外 ,都 使 用 求 和 约定 (summation 

convention) :任何 一 项 中 如 果 有 两 个 相同 的 指标 (如 守 或 w) 时 ,表示 对 

该 指标 作 从 1 到 六 各 项 的 求 和 。 这 里 要 提醒 读者 注意 ,在 后 面 讨 论 曲 

面 时 将 使 用 独立 变量 x 和 ,因此 求 和 约定 中 相同 的 指标 是 指 对 wx 和 

的 求 和 ,所 以 在 求 和 前 上 下 指标 不 用 w“ 和 来 表示 。 例 如 , 2H IL — 
dx’ a x 

on az’, ag az’ ax az" dog j 
i a 3 A? 在 式 (2.2) 的 变换 下 FRBNY 2 

的 函数 A (过 ) 和 变换 了 的 函数 At = 4 (ze), 如 果 满 足 

Ea ey eee (2.6) 
Ox 

的 关系 , 则 4 和 4 都 被 称 为 一 阶 反 变 张 量 (contravariant tensor) at JZ 

天 量 。 显 然 , 反 变 矢 量 4,B,C,… 的 乘积 

A” = BC; (7,j=1,2,°-°,N) 

a = BCD (i, deeetee.) , 2... seme) 
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将 分 别 满足 

As = (2 Re][azi)(a x*/dazx') A? 

A’ = (2 x*/dz') (a Z?/az!)(a z’/dz" )A* 2.7) 

( i, hes k, ms Q, B; eee ly a a. vee N ) 

的 关系 。 它 们 分 别称 为 二 阶 三 阶 ……N 阶 反 变 张 量 。 

与 反 变 张 量 的 变换 相反 ,作为 一 组 独立 变量 二 (1 一 1,2,…,，ND) 的 

标量 函数 f(z’, 2’, +, oY) RRA A-AMV EB (a= l, 

2,7, N ) 时 将 满足 

(2. 8) 

的 关系 。 如 果 一 组 独立 变量 (zz 2, , eV) HRM A(z’, 2’, ，…， 

aN) (i=1,2,…,，N), 在 变换 到 另 一 组 独立 变量 为 ( 关 , 2’, +, 2%) 

的 函数 A, (z', se | dealt Er) (a — Fy 2 ey N ) 时 满足 关系 式 

A, in Aji, A; Ar IE (2: 9) 

那么 4 和 4 称 为 一 阶 协 变 张 量 (covariant tensor) ,或 协 变 矢 量 。 高 阶 协 

变 张 量 的 定义 是 

元 dz 3 Aw = — SA, 
B 元 “ 了 元 8 2 

val i k 
Ripe 22 A 

A lle az a xuA (2. 10) 

z dz' azi * 

Ae ax az AaAzs 

Fa ae ake 

ted» k, 办 a; Bs Y; mae a 二 2; a N) 
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一 个 各 分 量 为 * 阶 反 变 张 量 的 分 量 与 之 阶 协 变 张 量 分 量 的 乘积 所 形 

成 的 张 量 是 一 个 * 阶 反 变 和 之 阶 协 变 的 混合 张 量 (mixed tensor)。 一 个 

分 量 为 * 阶 反 变 思 阶 协 变 的 混合 张 量 与 一 个 上 阶 反 变 9 阶 协 变 的 混合 张 

量 的 乘积 是 一 个 * 十 上 阶 反 变 娟 十 qd 阶 协 变 的 混合 张 量 。 这 个 张 量 称 为 组 

成 它 的 两 个 混合 张 量 的 外 积 。 在 坐标 变换 下 RK A= AGG" 满足 

Ane, 一 Peter’ On us Cee or? parte 
Akt — och Ozh az aah aah 

ort Ox? Adz ax a xm rh i en apna 5. Sal ee 
Age, 4, az 9 ym Oz 92% Ax® Ox Anat, 

这 里 有 一 点 必须 特别 注意 ,上 标的 次 序 和 下 标的 次 序 都 不 能 任意 改换 。 

不 同 的 次 序 意味 着 不 同 的 张 量 。 只 有 具有 相同 反 变 次 序 和 相同 协 变 次 序 

的 各 个 张 量 才能 相 加 在 一 起 。 在 同一 张 量 方程 式 中 ,所 有 各 个 项 都 必须 

是 同一 反 变 和 同一 协 变 阶 。 

REKBA=A'(z', 2’, +, oc’) MRR B= Bl(z', 2’, -, 

zv) 的 乘积 满足 关系 式 

也 就 是 说 ,A:B, 是 一 个 标量 或 称 为 零 阶 张 量 。 对 于 任何 混合 张 量 ,例如 
A= Aly, 存在 着 

Ax’ Ax’ az’ az a ZF 

a" dz’ ax” 了 = 22 az Ia" yyy 
Ax’ alx’ az 

OX @f Ga ae 

ic aweaw @ 

的 关系 。 这 个 关系 指出 , A = AY, 是 一 个 一 阶 反 变 二 阶 协 变 的 混合 张 
量 ,因此 这 个 步骤 称 为 张 量 收缩 (contraction of a tensor)。 也 就 是 说 , 当 

混合 张 量 中 有 一 对 上 标 和 下 标 相 同时 , 张 量 就 缩小 了 两 个 阶 次 。 当 两 个 

张 量 中 一 个 的 某 个 上 标 与 另 一 个 的 某 个 下 标 相 同时 ,它们 的 外 积 将 有 收 
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缩 作 用 而 形成 一 个 比 两 个 张 量 的 反 变 阶 次 之 和 以 及 协 变 阶 次 之 和 都 降低 

一 次 的 张 量 。 这 个 过 程 称 为 两 个 张 量 的 内 积 (inner product of two ten- 

sors) ,例如 Az Bi, = Cho 

2.1.2 商定 律 

用 式 (2. 11) 来 检验 一 个 量 是 否 满足 张 量 的 条 件 是 非常 麻烦 的 。 一 个 

简便 的 检验 办 法 是 应 用 所 谓 的 商定 律 (quotient law) :如 果 一 个 由 Ne 个 

x TEN p 阶 量 与 一 个 任意 的 已 知 张 量 的 内 积 是 一 个 张 量 的话 ,这 个 量 

就 是 一 个 张 量 。 下 面 这 个 最 简单 的 例子 足以 说 明 商 定律 的 有 效 性 。 假 设 

有 一 组 并 HARA, ,如 果 它 同 任意 一 个 张 量 吾 = 忆 的 内 积 是 一 个 协 变 

iki C=C, 的 话 , 即 

二 

ABZ. ZEEE =? 坐标 系 时 ,应 该 有 

二 

应 用 式 (2. 11) , 它 将 成 为 

即 

将 上 式 与 3 瑟 作 内 积 ,于 是 有 

由 于 B=B 是 任意 的 反 变 张 量 ,因此 要 求 

SU 8 ® 8 

这 就 证 明了 4=Ai 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 。8% = 第 是 一 个 标量 ,可 以 认为 

是 零 阶 张 量 。 
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§2.2 空间 曲线 

三 维 空间 中 曲面 的 曲率 是 一 个 二 维 问题 。 要 想 并 清楚 它 ,必须 先 讨 

论 空间 中 一 条 曲线 的 曲率 。 在 微分 几何 学 中 ,一 条 空间 曲线 是 用 一 个 标 

量 参数 x 来 确定 曲线 上 各 点 ~ AUN, r= r(x)。 如 果 把 标量 参数 u 取 

作曲 线 上 该 点 到 曲线 上 茶 一 给 定点 的 长 *, 那 么 曲线 元 的 长 度 (或 者 称 

为 线 元 )ds 将 由 dr + dr = ds 给 出 。s 称 为 自然 参 变量 。 

描述 一 条 空间 曲线 需要 知道 曲线 上 各 点 的 三 个 单位 天 量 必 *) m(s) 

和 1(s) 沿 曲线 上 各 点 的 变化 : 

(s) = Sr(s) =r, 

ai) = Erte) /| Crs) r(s)|__ 

b(s) = t(s) X m(s) 

由 于 ¢(s) eH ee EAA A elo te Sox RZ LEA ARR, Atk et 7S A 

MAB, rer, =1. TH, t(s) > m(s) = 0, hl m(s)mRA—-*45 t(s) 8 

HANES. b(s)#—-T5 ts) fl m(s MEBNKE, MH Ws) - 

b(s) = [t(s) X m(s)] + [t(s) X m(s)] = t(s) » t(s) — t(s) - m(s) = 

t(s) -t(s) 一 1,， 因 此 也 是 一 个 单位 矢量 。!(s*). m(s) 和 8(s) 分 别称 为 曲 

线 的 单位 切线 矢量 (tangent vector) 、 主 法 线 (main normal) 单 位 矢量 和 副 

法 线 (binormal) 单 位 矢量 。 在 以 后 的 讨论 中 ,一 个 量 后 面 的 逗号 和 逗号 

后 面 的 量 表示 该 量 对 逗号 后 面 各 量 依 顺 序 求 导 数 而 不 再 重复 加 以 说 明 。 

显然 ,上 s*),，m(s) 和 2(s) 形 成 右手 系 互相 垂直 的 三 个 单位 矢量 。 图 2-1 

说 明了 它们 之 间 的 关系 。 

曲线 上 一 点 的 曲率 (curvature)c(s) 的 定义 是 该 点 切线 矢量 的 改变 率 : 

asf | (2. 12) 

ke ia 区 一 | rs(s) | (2; 13) 

从 几何 学 来 看 ,如果 Ad 是 曲线 上 相 邻 两 点 切线 间 的 夹 角 ,那么 
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2-1 空间 曲线 上 一 点 的 三 个 单位 矢量 

形成 一 个 Frenet 参照 系 

Ag 
As 

(2.14) c(s) = lim 
As>0 

这 反映 了 曲线 在 * 点 的 弯曲 程度 。 空 间 曲 线 上 s 点 的 切面 (tangent 

plane) 的 定义 是 图 2-1 中 由 上 ss) 和 天 (*) 规 定 的 平面 。 因 此 ,这 个 平面 的 

法 矢量 就 是 副 法 线 矢 量 (s*)。 于 是 平面 曲线 的 副 法 线 单位 矢量 D = 

b(s) 是 一 个 常数 ,也 就 是 方向 不 变 的 单位 天 量 。 

显然 ,从 式 (2.12) 和 式 (2.13) 很 容易 看 出 

t, =c(s)m (2. 15) 

At t-m=0, Alkt,-mt+t-m,=0,. VAK(2.15) RA 

c(s)m+>m+t-m,=0 

Bb, bFm-m=t-t=1, 因此 上 式 可 以 写成 

t-[m,+c(s)t] =0 (2..16.) 

BA, AF m-m,=0flm-t=0, MUA 

m-[m,+c(s)t] =0 ce. 17) 

式 (2. 16) 和 式 (2.17) 说 明 m,, + c(s)t Ft lm 形成 互相 垂直 的 三 个 天 

量 。 换 句 话说, m.+c(s)t Sb HFA. RAMANA 
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b = [m,+c(s)t]/r (s) (2.18) 

式 中 的 = (5) RA HARE KA _E WY $8 (torsion) 。 

式 (2.12) 中 的 第 三 式 给 出 ,三 上 Xm+txXm,, WAZ. 15) Ah 

(2. 18) 后 可 以 得 出 

b,=tXm,=r(s)tXb=rc(s)m 
| (2.19) 
o(s)=b,°5, 

Th (2. 19) LBA r(*) 是 空间 曲线 上 相 邻 两 点 s 和 s + As 的 副 法 线 的 旋转 

率 , 也 就 是 曲线 在 * 点 的 切面 的 旋转 率 。 它 表现 了 空间 曲线 的 扭曲 程度 。 

它 可 以 是 正 值 也 可 以 是 负 值 。 换 名 话说 ,可 以 在 两 个 相反 的 方向 发 生 扭 

转 。 因 此 ,在 式 (2.19) 中 的 *(*) 和 rz(s) 并 没有 区 别 ,是 同一 曲线 的 挠 率 。 

Atm=bxXt, 所 以 及, 一 六 Xt 十 Xt 应 用 式 (2.15) 和 式 

(2.19) BLA 

m.,=—c(s)t—r(s)b (2. 20) 

HL (2.15). (2.19) #1 (2. 20) 这 三 个 关系 式 合 在 一 起 称 为 空间 曲线 的 

Frenet-Serret 公式 (Frenet-Serret formulae), 它们 是 关于 室 间 曲线 的 基 

本 定理 。 知 道 了 曲线 的 曲率 c(*) 和 挠 率 r(*) 就 可 以 从 式 (2. 15) OK 

《2. 19) 的 积分 得 出 除 曲 线 的 刚性 平移 和 刚性 转动 之 外 曲线 的 方程 式 。 这 

里 再 提醒 读者 一 下 ,曲线 的 挠 率 = 可 以 选 正 值 也 可 以 选 负 值 ,而 曲线 的 曲 

率 总 是 正 值 。 曲 线 上 一 点 与 该 点 曲线 相 垂 直 的 平面 称 为 曲线 上 该 点 的 法 

平面 (normal plane) 。 

§2.3 曲面 

2.3.1 第 一 基本 形式 

在 微分 几何 学 中 ,三 维 空间 中 的 曲面 上 任意 一 点 了 将 由 两 个 独立 的 

标量 参量 x 和 v 来 决定 ,也 就 是 

Y= Y(u, v) (2. 203 
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Y 既 可 以 用 协 变 矢 量 ( 一 阶 张 量 ) 双 (2 三 1，2，3 ) 来 表示 ,也 可 以 用 反 变 

矢量 丸 ( 和 双生 1,，2,， 3 ) 来 表示 。(1,，2,，3) 是 右手 坐标 系 的 三 个 独立 坐 

标 , 每 一 个 坐标 都 是 标量 参量 x 和 im 的 函数 。 曲 面 上 相 邻 两 点 YY 和 并 十 

dy 之 间 的 线 元 由 下 式 决 定 : 

ds’ = dY - dY = dY'dY, 一 gordadp 

(l=1, 2,3; a, B=u,v) (2:22) 

Zag(u, v) ais te 2 Y » 二 Mis si, Zp. (Uy, v) 

rd 《全 
Ye Ja’ Ya dadB’ 22) 

(a, B) = (u, v) 
g Mtoe OY 本 
a aa ’ Lt; @p dad’ 

注意 RMF Hi, k, HE MB 1, 2,3, mA Sea, p, -- 

指 参量 x，v, 并 且 上 式 中 采用 了 求 和 约定 。g = Sap 称 为 度 规 张 量 (metric 

tensor) 。 对 坐标 1、2、3 进行 线性 变换 时 ,参量 x 和 也 将 作 线 性 变换 ， 

因此 按照 式 (2.6) 的 规定 ,dx 和 dz 都 是 一 阶 反 变 张 量 。 两 点 间 的 距离 平 

方 ds’ 是 不 变量 ,也 就 是 零 阶 张 量 。 按 照 商定 律 , g = gp 是 一 个 协 变 二 

阶 张 量 。 与 g = go 相对 应 的 反 变 张 量 的 定义 为 

1,4B=ymj =k (70 7, 8 =TySS3) 

0, 4BPAYRIFAR (a, 8B, Y=u, v) 

(2. 24) 

3 或 83 是 一 个 标量 ,因此 是 一 个 零 阶 张 量 。 行 列 式 |go| 将 简单 地 用 g 

来 表示 : 

Page ee ar oY = %= | 

E> Subic ke (2. 25) 

oe 

本 

[re + 8 fate © Latta fat 2 

"85 = £ 

(2. 26) 
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式 (2. 22) 通 常 称 为 第 一 基本 形式 (first fundamental form)I, 而 三 个 sy 称 

为 一 阶 基本 量 。 

度 规 张 量 8 = Bap 同一 个 反 变 矢量 A = A? 的 内 积 g.,A* Ee Sk 

ERB A= A 相对 应 的 协 变 矢量 ,也 就 是 说 把 反 变 矢量 的 上 标 换 成 相应 

NMRA AY Pi. RH, g = oe” 同一 个 协 变 天 量 4 = As 的 内 

积 是 把 协 变 矢量 的 下 标 变换 成 相应 的 反 变 矢量 的 上 标 。 把 这 两 个 例子 推 

广 , 可 以 说 用 度 规 张 量 或 相应 的 反 变 张 量 与 一 个 混合 张 量 形成 的 内 积 是 

一 个 把 该 混合 张 量 的 一 个 上 标 变 换 成 相应 的 下 标的 过 程 ,或 者 是 把 下 标 

变换 成 相应 的 上 标的 过 程 。 这 个 结果 在 进行 张 量 计 算 中 非常 有 用 。 

从 几何 图 形 来 看 ,曲面 Y(x，v) 可 以 看 做 是 由 一 系列 无 数 条 平行 的 

u= ii BA 一 向量 的 相交 参数 曲线 (parametric curve) 形 成 的 。 在 u= 

常量 曲线 上 的 线 元 为 ds —/godv, 而 在 v 一 常量 曲线 上 的 线 元 为 d — 
Vgu dx。 在 曲面 上 一 点 ,两 条 相交 参数 曲线 的 切线 方向 单位 矢量 分 别 为 

YAVg. 和 Y.。Vgu。。 它 们 之 间 的 夹 角 w 满足 关系 

ES 了 7 VB = 2alV Suk w (2, 27) 

因此 ,两 组 参数 曲线 正 交 的 条 件 是 

ga 一 0 (2.08) 

这 些 关 系 可 以 参考 图 2-25 

2-2 曲面 上 的 xv 截面 
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2.3.2 曲面 的 法 线 和 切面 

曲面 上 一 点 的 法 线 方向 是 与 曲面 上 该 点 所 有 切线 方向 相 垂直 的 方 

向 ,也 就 是 Y, XY. 的 方向 ,因此 曲面 的 单位 法 线 (unit normal line)mz 的 

| ir AE, 

ve 

l tn ee hore l (2. 29) tne ED 
8 

C1. ae ae 

式 中 置换 符号 (permutation symbol)e“ 和 em 的 定义 是 

- 4(1, m,n) AC), 2, 3) 的 偶数 置换 

er" = Cm = 54—1, 4(l, m,n) AC, 2,3) 的 奇数 置换 (2.30) 

0, 其 余 置换 

而 且 满足 关系 式 [21 

ER 信人 

与 置换 符号 相对 应 的 置换 张 量 (permutation tensor) 的 各 分 量 是 

al a Gn ee a ae (l,m, n=1, 2,3) (2.32) 

在 讨论 仅仅 涉及 曲面 本 身 而 不 涉及 曲面 外 部 的 问题 时 ,会 遇 到 

eam (min, p,g=1,2) NM. Ke 3 由 于 求 和 的 关系 而 不 再 

起 作用 ,因此 可 以 把 坐标 3 选 作 指向 曲面 外 部 的 方向 ,而 其 余 的 1 和 2 两 

个 坐标 就 可 以 选 作 描述 曲面 的 两 个 参量 x 和 zz。 于 是 eesm 可 以 换 成 

e*e.s(a, B, Y, O=u, v), mM 5 函数 也 就 可 以 换 成 中 了。 相应 的 ”和 

cam 这 时 也 就 可 以 分 别 换 成 ee 和 ea。 于 是 ,由 式 (2.31) 和 式 (2.32) 有 

ret = 6273 14 830% 

ee. kay (2. aa) 
€3 ape 620% 88 a 

另外 有 一 点 要 提请 读者 注意 ,经 典 微分 几何 学 中 对 开 曲 面 一 般 把 曲 
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面 法 线 的 正 向 取 从 凸 面 指向 凹面 的 方向 ,对 闭 曲 面 则 取 指 向 曲面 内 部 的 
方向 ,但 在 本 书 则 恰恰 相反 , 开 曲 面 法 线 的 正 向 是 从 凹面 指向 凸 面 , 闭 曲 
面 法 线 的 正 向 则 是 指向 曲面 的 外 部 。 
”曲面 上 一 点 Y(x，z) 与 该 点 法 线 相 垂直 的 平面 称 为 曲面 上 该 点 的 切 
面 开 (x,z)。 如 果 尽 (2 , Y’, YY) =Ru, v) 表示 曲面 上 的 任意 点 ,那么 

[R(u, v) —Y¥(w, w)J} + n(u, v) 一 0 (2. 34) 

这 就 是 曲面 上 Yim, wo ) 点 的 切面 开 (“，z) 的 方程 式 。 

2.3.3 第 二 基本 形式 

与 曲面 上 各 点 二 次 微分 量 相 关 的 量 Los(x，z) 和 工 “(x，z) 以 及 行列 

a= | 的 定义 是 

Lig 一 天 "一 MYop 一 加 Y = La 

ber) Ls i= Lida, — ES 

C“L., = & 

(l=T, ‘2, 3;'a, B= u, -v) 

(2. 35) 

上 式 的 第 三 式 给 出 

Uk OO ED OME OOS 

GE yd ME De) Se Se ae (2. 36) 

L“L., = 2 

5| FAK (2. 33) BEAT VA FESR (2. 26) 和 式 (2. 36) 分 别 写 成 

BP 一 exoye 8gJAE = care Sg7sVAS 

a Zexye rg” a Se eg” 

L*? = e,,,e°°L/L = ey L g/L (2. 37) 

Lip = Lemye@L”® = Legge L” 

(a, B, Y> 8 一 1， v) 

PC: 29 ) #2 BA n 5Y ,.(a=u, v FMEA, AL L; 又 可 以 写 做 
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Dh, Sn Vi oe Yea or, 

sree a 

(1=1,2, 3; a, B=u, v) (2. 38) 

从 曲面 上 相 邻 两 点 PP LY(u, v) JAI Q [Y(x 十 dx，z 十 do)] 之 间 的 距 

离 dY = FG 来 看 ,可 以 有 

人 FV a du? 

+ 2Y ,,dudv+Y,dv’)+-: 

MQA2HHLP 点 切面 的 距离 可 以 表现 曲面 在 己 点 的 弯曲 强度 ,也 就 

是 说 

2n - dY = L,,, du’ + 2L,,dudv+ L,,dv’ 三 工 qd2d8 (2. 39) 

描述 曲面 上 一 点 的 弯曲 程度 。 在 经 典 微分 几何 学 中 ,上 式 称 为 第 二 基本 

形式 (second fundamental form) I] ,各 个 工 。 称 为 曲面 的 二 阶 基 本 量 (co- 

efficients of the second fundamental form of surface) 。 

§2.4 张 量 的 微分 

2.4.1 克 氏 符号 

在 继续 讨论 曲面 问题 之 前 还 需要 讨论 一 些 有 关 的 数学 问题 。 首 先 引 

进 一 个 与 度 规 张 量 g = 2, 对 参量 x 和 hSRAKHSI). TERN 

氏 符 号 (Christoffel symbol) 。 它 的 定义 是 

1 Og; Og; Ig 5 made 3) ea 
度 规 张 量 g = g 是 一 个 二 阶 协 变 张 量 , 满 足 变 换 可 ,一 2 si .将 

int 2" RS, GH 
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9 gm 汪 = ( ate! tarts (dae S au ) dx' az’ ax ag; 
axaz" az" axiazmaz'/** "az agn az az 

(2,41) 

把 下 标 (2,， m, n) RRM (m, n, 1)FR(n, Ll, m) AVA 

| | a af! 9 129° x! ) Ax! dx) gze Igy 

azaxiaz" axz™aztag/*i" a5” "37x 97 ax 

(2. 42) 

age ( op Ee eee ag aa pz dg, 
azaz ax axazgax/*§ "35597 aq" ax 

(2. 43) 

将 式 (2.42) 和 式 (2.43) 相 加 再 减 去 式 (2. 41) 得 到 

I Zinn 4 是 [ a gee og). sag. Pe. ae 

ax6 ax”) =z" aa 了 DR axraxz"az axzaxz"axz" 

dai 9 心 ga 巡 ie od ek oi le od 
oe, | ee ee eae 7 dx Fede ag IF FL 

= ae Or, 4 IgV Ie Oe de SO ' as" | 

of Aro? ag er ox er oF ax 

ht 2, = 2,, LREDS— 一 项 简化 为 2 = 一 一 ph, 元 :3 元 

由 于 gy wa ee 所 以 

axsiaxr ag, 和 28 Age Og; 
ax" axgaxz™ ax 9798 az” Ax 

将 上 式 右 方 的 7 Sk 对 调 ,于 是 有 

ee om dz! Az dg; > a dz’ Az! Ax' agi 

ax az axz™ ax az az az" Az’ 

类 似 地 ,可 以 有 

Memes; dr Og, 20600290 daz’ daz! az* Iga 

Ox" az" AZ! Ax" ax" az" az! Ax az’ Ax" az" AZ’ 

于 是 得 到 
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a ce ee = ee 

人 (2 IS is — $84) ox Adz! DZ 

Az! Ax’ 并 

(cece whew 

— gy Ax 0x? Adz’ daz 
NE - 一 一 一 一 一 3 一 一 一 2 

Dm Ox’ az'A x” a tug zig ( z) 

将 式 (2. 45a) 两 边 都 乘 以 525 ,于 是 上 式 可 以 写成 

a’ x’ = Axi daz’ 
一 一 一 一 有 = 2.45b 
agaz” "az  “axax : 

式 (2.45a) 显 然 指 出 ,由 于 右 方 存在 第 一 项 ,因此 区 氏 符 号 不 是 一 个 张 量 。 

PiN—-S RRB ET. KRRA(2. 400O)H eM, I; 

s s ( IF 
- 

. ’ 

age © Oe set) Ee e, Al47 1 Mi WANA 

Ig; ae. 
‘ ay, ; = ’ ai te 

= x il I Zi 二 | uu DZ uv OFS, wv “es 

25 ai (i 2 8 3 Az! +8 Oz! 

os —=-—2 uv uu 
二 (gr Az! gw Jains 性- 

本， 2 
2 fad 
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9 

尺 外 ,如 果 当 半天 7 时 , sr 三 0, 那么 

_ 1 w(9g2 , Ign Igy 
MS gels pt oo a8 

“4 “ (28s 全 一 有) 
22 Naat. cad + ac! (xt k ARAL) 

At kA~i,j, Alt ge =~ on =0. FHEAI AINA PF oy 一 0 时 有 

r =0 (2. 45d) 

fEix~j, Rij 一 0 的 条 和 件 下 ,由 于 g = gugw， 因此 g” = gw/g = 

l/ gu, 8” = Vewo 于 是 有 

3 a8 3, Der az’ (2. 45e) 

Ae Ei Aj, sr ~OMRAP, g = ea, MMA(2. 45) BAW 

Py =sS(invgn), Ps = (nas) (2. 45f) 

2.4.2 PERDANA RAD 

对 于 一 个 反 变 一 阶 张 量 4, A 一 3， 求 它 对 了 的 导数 可 以 得 出 

由 于 上 式 中 右 方 第 二 项 的 存在 ,因此 2 

(2.45b) ,上 式 变 为 
Re — TRE. MAH 
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= 24 az az 4 Ape az dx" 一 Te oz 

dz" Az’ AZ Ox’ az ar 

dA’ ae ar\d Zz" ax i 4A P| Re ay 
(3 xz" elon az ore (2 46) 

4 

At, = 24 ssa A, = 24 + Ar. (2.47) 
区- 

则 式 (2. 46) 变 为 

(2. 48) 

显然 , 式 (2.48) 说 明 4 = At, 是 一 个 二 阶 混合 张 量 , 称 为 4 对 于 之 的 协 

变 导 数 (covariant derivative) 。 

关 似 地 ,对 于 协 变 一 阶 张 量 到 ,元 = Ai 3 ,可 以 应 用 同样 的 步 耿 得 

到 Ai; WM xc" 的 协 变 导 数 A),: 

Aj,n = Pate 一 1 人 

(2. 49) 
A; ; > (Pigey ca is 

adxz' az 

根据 式 (2.47) 和 式 (2. 45) 可 以 得 到 

At, = 24 4 (invT aT) 

eae 和 BA )= = 2 (/eg*A, ) (2. 50) 

不 变量 AL PRARERBA = At MALE (divergence of a vector), $T 

DERBA=A,, g*A,  FA=-A WME. ERED, KEANE 

BEAV- 4 来 表示 的 。 对 于 标量 +, CHD SAMAR $Y x 

nmsKe, — 2-22 aa ee RIE, ERIE oh FV 
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表示 。g; = 5 = VERA $ WEEE (gradient) . 

把 式 (2， 有 48) 推 广 到 任意 混合 张 量 4 = Anon, Ext 2" 的 
协 变 导 数 是 

JAR Cp > DA 
Ane , = 十 之 (TU Ana 

a=1 
go Ox 

Pp 

有 这 (TP Aeae hz, (2.51) 

根据 式 (2. 51) 可 以 得 到 

8ij, =< —Tagy —Trei nas 

gi, = 28 + Dag! +Fig* = 0 (2, 52) 

0 一 了 +130, —T;o; = 0 

协 变 导数 满足 下 列 三 条 规律 。 

(1) 两 个 张 量 之 和 ( 差 ) 的 协 变 导 数 是 各 自 协 变 导 数 之 和 ( 差 ) 。 

(2) 两 个 张 量 外 (内 ) 积 的 协 变 导数 是 其 中 一 个 张 量 与 另 一 个 张 量 的 

协 变 导数 的 外 (内 ) 积 之 和 。 例 如 ， 

(A,;B*) |, ~~ A,B’ + A;B', 

(A;B’), — A,B’ + A,B’, 

(3) 由 于 式 (2.52) 的 关系 ,在 求 协 变 导数 过 程 中 gsy 2, 0} 都 可 以 

看 做 是 常数 ,因此 可 以 保留 &j SEE ,而 不 是 gy 的 协 变 导数 。 
在 一 条 曲线 z = zi) 上 ,如 果 混 合 张 量 4 = An 的 各 个 分 量 都 

是 参量 上 的 函数 ,那么 

dAn ae? dx" 
Seas Soe (2. 53) 

ASK EY AY SB (intrinsic derivative), —KENWABSHe— 

个 与 张 量 本 身 同一 类 型 和 同一 阶 次 的 张 量 。 高 阶 次 的 内 豪 导 数 可 以 根据 
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内 豪 导 数 的 定义 来 和 计算。 例如， 

ae 7 Bae) > (Als Ge) Ge 
HM SASIAS-t+SAVRE ME BR $ HME VE = 6, 和 一 

SQERBA=AHREV-A=A\,. ENSUES HLA SIE 

三 维 空间 中 与 算 符 V 相 关 的 矢量 4 的 旋 度 VX4 line $ 的 梯度 的 散 度 

V.Vg 一 V2g。 矢量 4 的 旋 度 (curl of a vector) B= VX ANKBRA 

式 是 

B= A (2.54) 

HHhe=  2H(2. 32 EXNRRKE. V 算 符 称 为 拉 普 拉 斯 算 符 或 

拉 普 拉 斯 -贝尔 特 拉 米 算 符 (Laplace-Beltrami operator) 。 为 方便 起 见 ， 

按照 梯度 的 定义 ,Vg 一 %; (暂时 令 罗 ;一 少 ), 是 一 个 协 变 张 量 。 与 它 相 

对 应 的 反 变 矢量 是 yw = 儿 。 因 此 ,按照 散 度 的 定义 和 式 (2. 50) 就 有 

'Aad : a8 V4=V-V¢= Ooo el aay jk == —(v kg -) 

(人 
因此 , 拉 普 拉 斯 算 符 V: 可 以 写成 

Vor lg 5 ( oR PS, P59) 

$2.5 与 曲面 有 关 的 一 些 量 

2.5.1 Weingarten 方程 式 、 高 斯 方程 式 和 第 三 基本 形式 

在 空间 曲面 上 Y,, 和 了 ,是 两 个 不 同 的 矢量, 而 且 它 们 都 与 曲面 的 法 

线 柬 相 垂 直 。 因 此 ,Y.. 可 以 用 和 YY, 来 表示 。 按 照 式 (2. 25) L NEM 

可 以 把 Y..。 写 成 

Yo. = A%Y,+Lgn (2.56) 

的 形式 ,其 中 AL 2-—THREAM. BHP nomY MEBRMAn-n 

= 1, 因此 又 可 以 把 me 写成 
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nm， 一 piY 。 (2.57) 

的 形式 。 根 据 式 (2. 23) MIKE go 的 定义 可 以 有 

Bape = Yea *V¥ pt. * Yas 

Bos.p =~ Vag *YaetY. * V0 

Bae —VYa*VYetV.° Ys 

HF Yo 一 Y.w ,应 用 式 (2. 40) WE K=EtRFA 

Tepgye 一 5 (Boo. Bisa’ Band) OY Jy Ye ALB ye 

FE, Swe” = Ange”, KI, = Ap。 因 此 式 (2.56) 中 的 待定 系数 

Arlee BARES Ps ,而 式 (2. 56) 成 为 高 斯 公式 

Y op 一 了 YY 十 工 oo7 (2. 58) 

由 于 和 YY,. 互 相 垂 直 , 因 此 

Ye"“7 十 YY 1 一 0 

把 式 (2. 57) 和 式 (2.58) 代 入 上 式 就 得 出 

Hp =— 8° gy 

Alt, x0(2.57) KA Weingarten 公式 

Nn» =— g’ Ly, (2.59) 

从 式 (2. 59) 可 以 得 到 

n°,» = BLY. * g’LyY,, 

= BPEL yl kas 

= g ORL pL, 

= L,,Lag” (2.60) 

二 项 式 Ley Ls ge” dads 称 作 曲面 的 第 三 基本 形式 (third fundamental 

form) {J 。 
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2.5.2 曲面 上 的 曲线 

根据 线性 微分 方程 式 解 存 在 定理 可 以 证 明 : 对 于 给 定 的 一 组 go 和 

Lp, 式 (2.58) 和 式 (2. 59) 完 全 决定 了 相应 的 曲面 ,当然 不 包括 曲面 在 

空间 中 的 平移 和 转动 。 这 两 个 式 子 同样 也 可 以 用 来 探索 曲面 上 曲线 的 

弯曲 特性 。 引 用 曲线 上 的 长 * 作 为 参量 ,那么 曲面 上 任意 一 条 曲线 

就 由 

Y(u, v) =r(u, v) =rlu(s), v(s)] = r(s) (Zz. oY) 

来 确定 。 空 间 曲 线 上 一 点 Y(x,，z) 的 单位 切线 矢量 区 *) 按 照 式 (2. 12) 

dv _y. du 
is) = ¥ ds TY, ds 

2H. MH E—- AP RER NEMA. 2907 etn-t=0.8 

此 ,曲面 上 任意 一 条 曲线 上 一 点 Y(x, v) 的 切线 是 在 该 点 的 切面 上 。 这 

也 就 是 曲面 上 一 点 切面 的 定义 。 把 ds 用 (gdadp8) 一 代替 后 ,上 式 表 明 曲 

面 上 通过 任意 一 点 书 的 曲线 的 切线 方向 完全 由 dxw/do 决定 。 因 此 ,由 于 

dr 一 rdx 十 rd 和 Sr 一 r,3vx 十 rv8u, 通过 曲面 上 一 点 忆 的 两 条 分 别 

由 du/dv 和 8u/dvu 确定 的 曲线 之 间 的 夹 角 0 将 满足 关系 式 

ay oY _ du du du dv se bu) dv dv 
sak Gore os ou aa, + owl ae ds ds ds S~ ‘ds os 

yp — | | _ -|du dv dv du 
aa! ae Wiss =a ere osveds $s 

(2. 62) 

因此 ,曲面 上 两 条 曲线 相互 垂直 的 条 件 是 

du du du , du Ww 
Sa on tees em ee 0 (Zz, 63) 

二 阶 微分 方程 式 

P(u, v)dw’? +Q(u, v)dudv+ R(u, v)dv’ = 0 (2. 64) 

的 两 个 根 du/do 和 du/do 决定 了 空间 一 点 的 方向 。 由 于 SE + SH 
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~Q(u, v)/P(u, v), Ti St = R(u, v)/P(u, v), Alte P(u, v), dv 8 

Qu, v) FA R(u, zw) 所 决定 的 两 个 方向 互相 垂直 的 条 件 就 是 

waka, 7) 2,.0Cu, Yew (xu, 0) = 0 (2.65) 

2.5.3 曲面 上 曲线 的 法 曲率 

对 于 式 (2.61) 的 曲线 ,Frenet-Serret 公式 (2.15) 给 出 

die 
ds’ 

式 中 c(*) 是 r(x&，z) 点 处 曲线 的 曲率 。 如 果 0 是 曲面 上 r RKAn IH 

BEER m 之 间 的 夹 角 ,那么 

r(s) = c(s)\m 

n- ane = ¢(s)cos.§— c,(s) (2.66) 
ds 

由 于 

d? Ay dq dn M7 —de d da 
tag Ra a (" “eS sat ds ee ds’ 

( a; B aS Ui ) 

Mr.(=Y,,) 5niEXR, Ab AZ. 22) FN (2.583) HMARA 

= ™ L.gdadB ee 
és'ts) rv ROSOSG Fa aa T (2. 67) 

式 中 工 和 下 分 别 为 第 一 和 第 二 基本 形式 的 式 (2. 22) 和 式 (2. 39). 3h 
(2. 67) 说 明 c,(s) 的 数值 由 决 定 ,也 就 是 说 由 曲面 上 曲线 的 切线 方向 来 
Rie A ,曲面 上 一 点 所 有 具有 相同 切 矢 量 的 曲线 都 有 相同 的 cv(s) 

值 。 这 就 是 Meusnier 定理 (theorem of Meusnier) ,c,(s)#RH s 点 曲线 的 

法 曲率 (normal curvature) 。 

Meusnier 定理 的 特点 可 以 用 图 2-3 来 说 明 。 图 中 是 曲面 上 一 点 也 

的 某 一 给 定 切 线 方向 。z 是 曲面 上 忆 点 的 法 线 方向 。 由 于 和 mw 确定 的 平 

面 称 为 曲面 在 己 点 的 正 截面 (normal section)。 曲 面 与 正 截面 相交 处 为 
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平面 曲线 (c,)。(c) 的 主 法 线 疾 和 m HET. (, DE 也 点 的 曲率 就 是 法 

曲率 c,。 

2-3 曲面 上 一 点 的 正 截面 

2.5.4 曲率 线 和 主 曲率 

曲面 上 相 邻 两 点 Y 和 Y 十 dY 的 单位 法 线 和 Fl n + dn 一 般 并 不 相交 。 

如 果 相 交 的 话 , 二 者 必须 是 在 同一 平面 上 ,也 就 是 说 m, n+dn 和 dy 共 

面 。 用 数学 式 表 示 的 话 ,就 是 要 求 满足 

nn。dzXxdy 一 0 

HF n=n(u, v), Y=Y(u, v), 因此 上 式 成 为 

n-[(n, XY,)d’ +(n, XY,-+n, XY,,)dudv+ (n, XY,,)dv ] =0 

(2. 68) 

根据 严 的 定义 式 (2. 29). m pA RARK (2.59), 、gsp 的 定义 式 (2.23) 以 及 8 

的 定义 式 (2. 25) ,可 以 得 出 
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1 
nen, XY, = —(gualw — Sul wm) 

Jg 
1 

mn-n., XY, = —(g D2) 

Vg 
; (2. 69) 

ne nN. a ba —( gul w TO 

Vg 
1 

28 AN * (gle ~ Balen) 
Vg 

Alttn,n+dn 和 dy 共 面 的 条 件 是 

(giake mw — Zale m du 十 (g 工 。 一 goL。)dxdv 

不 KE 一 Ens0 (2. 70) 

FF sh (2.70) FA du’, dudv 和 dv’ 的 三 个 系数 刚好 满足 式 (2. 65 ) 的 条 

件 ,因此 这 两 个 du/du 的 方向 互相 垂直 。 所 以 在 曲面 上 任意 一 点 有 两 个 

互相 垂直 的 曲面 主 方向 (principal direction at a point on a surface), + 

主 方向 上 一 方面 2 和 dy 垂直 , 另 一 方面 由 于 m 是 单位 矢量 , 故 半 又 与 dm 

垂直 ,因此 在 主 方向 上 dy 和 dn 平行 。 

决定 法 曲率 cv(s) 的 式 (2. 67) 表 示 c*(s) 是 du/dv WAM. c.(s) AA 

极 值 的 条 件 是 de,(s) / d( 笠 ) 一 0。 这 个 条 件 也 正好 是 式 (2. 70)。 因 此 ， 
在 曲面 上 一 点 有 两 条 相互 正 交 的 曲线 ,每 条 曲线 上 的 法 曲率 都 具有 极 值 ， 

同时 它 的 切线 方向 是 沿 主 方向 的 ,这 两 条 曲线 称 为 曲率 线 (line of curva- 

ture) 。 两 条 曲率 线 的 法 曲率 称 为 曲面 的 两 个 主 曲率 ( principal curva- 

ture) ,因此 曲面 上 每 一 点 有 两 个 主 曲率 Moe, 它们 分 别 对 应 于 最 大 法 

曲率 和 最 小 法 曲率 。 式 (2. 70) 可 以 说 是 曲率 线 方程 式 。 曲 率 的 倒数 称 为 

曲线 的 曲率 半径 (radius of curvature). 

当 曲 面 上 一 点 满足 

Bat Boi Bo — Le *Ly YL, fe. 74) 

IX— RAN , 式 (2. 70) 成 为 恒等式 ,这 时 式 (2.67) 给 出 的 法 曲率 为 一 

数 , 也 就 是 说 在 这 一 点 上 曲线 的 法 曲率 在 各 个 方向 是 相等 的 。 这 样 的 点 

称 为 曲面 上 的 脐 点 (umbilical point ) 。 
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2.5.5 平均 曲率 和 高 斯 曲率 

主 曲率 的 正 或 负 取 决 于 于 的 方向 。 在 》2. 3 中 已 经 规定 了 开 曲 面 的 

正 向 是 从 止 面 指向 凹面 ,而 财 曲 面 的 正 同 是 指 稀 曲面 的 外 部 。 令 曲面 上 

一 点 Y(x,， z) 的 曲率 中 心 位 置 为 ,那么 

s=—n/c+Y (2372) 

SUE c EE HR. HP HB ERR AAI s fA c 值 , 因 此 

ds\=— dn/c+ dY¥Y = 0 (2.73) 

这 就 是 罗 德 里 格 斯 公式 的 矢量 形式 。 写 成 参量 x 和 的 形式 时 成 为 

(=F . +h dati ck, 2a eee (2. 74) 

把 式 (2.74) 分 别 求 对 Y. 和 对 Y, 的 点 积 后 ,消去 du A dz, 并 应 用 式 

(2. 59) 就 得 出 

c+ g?L ic +L/g = 0 (25.75) 

—S = KR FE KY BA AB BI A Be (BOS Ae) A 

(2.75) 的 两 个 解 就 是 曲面 的 主 曲率 c 和 c: 。 它 们 满足 关系 式 

2H =— (ec, +e.) = g™Lip 
| (2.76) 

K=cc,=L/g 

H 称 为 曲面 的 平均 曲率 (mean curvature), K 称 为 曲面 的 高 斯 曲率 

(Gaussian curvature) 。 曲 面 上 一 点 的 两 个 主 曲率 Mo 具有 相同 符号 

时 称 为 同 向 曲面 (synclastic surface), 具有 相反 符号 时 称 为 反 向 曲面 

(anticlastic surface). 

如 果 把 式 (2.74) 分 别 对 YY 和 对 YY,, 求 点 积 之 后 消去 c, 得 到 的 正 是 

式 (2.70)。 如 果 把 曲率 线 作为 x 王 常量 和 v 王 常量 的 参量 曲线 ,那么 曲率 

线 方程 式 (2. 74) 就 相当 于 

dudv = 0 (2 Yuko 

这 时 就 要 求 式 (2.70) 中 的 各 项 满足 
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Sui 一 guooLww = 0 

Eee — Boolns — 0 (2. 78) 

Saul ov — Solu 天 0 

把 第 一 个 式 子 乘 以 La BOPRAFRV Lin AIG TAR TF Bl 

(gel wt Zubia lie 0 

由 于 式 (2.78) 中 的 第 三 式 的 关系 ,于 是 要 求 

Ly» = 0 (2:79) 

WO ARIEL (2. 78) HAY SB — FEA gw, 第 二 式 乘 以 ow , FRSA PA AAA DN 

得 到 
GE = 0 

因此 要 求 
gm 二 0 (2. 80) 

BL (2.79) FU (2. 80) 是 参量 曲线 为 曲率 线 的 充 要 条 件 。 比 较 一 下 式 

(2.77) MIX (2.64), VARWA(2. 64) pr P=R=0,Q=1. fk 

入 式 (2.65) 后 可 以 看 出 式 (2. 80) 正 是 曲面 上 各 点 的 曲率 线 正 交 的 

条 件 。 

现在 把 曲率 线 选 作 参 量 曲线 。 由 于 式 (2. 79) 和 式 (2. 80) 的 要 求 , 沿 

3 和 三 0 方向 和 治 yx = 0 方向 的 主 曲 率 c 和 co 按照 式 (2.67) 将 成 为 

on is 
| Pages 2 Zu (2. 81) 

现在 考虑 曲面 上 一 点 忆 的 正 截面 。 如 果 正 截面 是 在 (dx，dz) 的 方向 ,并 

且 与 dz 方向 成 2 角 , 那 么 根据 式 (2.62) ,由 于 yo=0 而 且 g。 =0, 因此 

ds = /gdu 而 

cos 0 = Via H 

sind = Vg $e /Vem = View © 

PLE du=O ARAN EMRE = Le/gu。 ,在 dx 一 0 方向 的 主 曲率 是 

ca 二 Los/gui 而 在 主 截面 上 的 法 曲率 按照 式 (2. 67) 是 c = Lea (下 二 

(2. 82) 
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(于 ) , 因此 有 关于 法 曲率 的 欧 拉 定理 (Euler theorem) 是 

C, = clcos20 十 czsin20 (2. 83) 

从 欧 拉 定 理 可 以 直接 得 到 迪 潘 定理 (Dupin theorem) :曲面 上 两 个 互相 垂 

直方 向 的 法 曲率 之 和 等 于 两 个 主 曲率 Sep 之 和 ci 十 cz。 

2.6 曲面 上 的 二 维 微分 不 变量 

曲面 上 的 各 种 场 都 是 曲面 上 各 点 位 置 的 函数 ,因此 这 些 函 数 是 曲面 

上 描述 各 点 位 置 的 标量 参量 x 和 v 的 冰 数 。 与 曲面 上 的 标量 场 和 和 天 量 场 

有 关 的 微分 不 变 式 ,在 讨论 与 曲面 有 关 的 各 种 物理 问题 (特别 是 关于 膜 的 

弹性 问题 ) 中 占有 重要 地 位 ,因此 有 必要 对 这 些微 分 不 变 式 作 一 些 必 要 的 

介绍 。 

2.6.1 标量 场 的 梯度 

对 于 三 维 欧 几 里 得 空间 中 的 标量 函数 六, 由 于 是 标量 ,因此 在 不 同 的 

三 维 空间 坐标 系 中 具有 相同 的 数值 。 对 于 不 同 的 坐标 系 (z: ,好 ， 袜 ) 和 

( 包 ,， 多 ， 交 ) 应 该 有 

f(z') = f(y’) (i= 1, 2, 3) 

fBaRHRE (ARV 是 矢量 函数 ,其 定义 是 

Vz ze) = (54 af sf) (2. 84) dz!’ 37z2 ax’ 

它 的 方向 是 沿 了 在 空间 具有 最 大 变化 的 方向 , 它 的 大 小 给 出 了 最 大 变化 

BANK. AF 

eee, 2 j= ieee dxi 

因此 f 的 梯度 VF 是 一 个 一 阶 协 变 张 量 ,或 称 作协 变 天 量 。 式 (2. 84) 说 明 

一 个 标量 函数 在 空间 一 点 的 梯度 是 由 空间 中 不 在 同一 平面 上 三 个 方向 的 
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函数 的 改变 率 来 决定 。 现 在 的 问题 是 ,如 果 这 个 点 是 在 一 个 空间 曲面 上 ， 

那么 将 如 何 用 描述 曲面 的 参量 来 表示 梯度 ?” 显然 ,可 以 把 空间 中 一 点 的 

三 个 非 共 面 方向 中 的 一 个 取 做 曲面 上 该 点 的 曲面 法 线 方向 ,而 把 其 余 两 

个 方向 取 在 沿 曲面 的 方向 。 换 句 话说 ,就 是 把 曲面 上 一 点 的 函数 的 梯度 

分 解 成 垂直 于 曲面 的 分 量 和 沿 曲面 的 二 维 梯 度 两 个 部 分 

w=VFtnct (2. 85) 

1 是 曲面 上 该 点 的 单位 法 向 天 量 。 后 面 这 一 项 不 是 这 里 所 关心 的 问题 ， 

但 是 二 维 梯度 V“y 的 意义 和 它 的 具体 表示 形式 又 是 什么 呢 ? 

一 个 标量 函数 几 x，v) 在 曲面 上 一 点 

的 二 维 梯度 V f 是 一 个 沿 曲面 上 该 点 fA 

有 最 大 绝 向 增长 率 方 向 的 矢量 。 矢 量 的 大 

小 就 是 在 该 点 了 具有 最 大 弧 向 增长 率 的 大 

小 。 在 曲面 上 % 王 篆 量 的 曲线 称 为 函数 的 

阶层 曲线 (level curve)[51。 如 图 2-4 所 

示 ,c 和 < 是 两 条 相 邻 的 对 应 于 风 和 光 十 de 

(dg 之 0) 的 阶层 曲线 。PQ 是 c 和 ec 之 间 

阶层 曲线 的 正 交 轨 道 线 元 , 它 的 长 度 是 se wie: MD 
dng PRESB P AMMA. wos —eeeree 
与 局 相交 在 民 A. PR 的 长 度 为 dy。 显 

然 ,PQ 是 < 和 <c“ 之 间 通 过 己 点 的 最 短 距 离 , 它 的 方向 也 正 是 P 点 具有 最 

大 增长 率 的 方向 ,所 以 己 点 的 上 的 梯度 沿 PQ 方向 ,并 具有 dé/dn 值 。 在 

PR 方向 风 的 增长 率 为 dg[ds = (d¢/dn)(dn/ds) = (d¢/dn)cos 0, 也 就 是 

dé = dy .六 学 。 式 中 0 是 PR 相对 于 PQ 的 倾斜 角 。 
如 果 在 曲线 <c 上 各 点 的 V% 值 都 相同 ,那么 这 些 g% 王 常量 的 阶层 曲线 

将 是 互相 平行 的 ,因此 % 王 常量 的 阶层 曲线 互相 平行 的 充 要 条 件 是 (V$) 

只 是 和 的 函数 。 如 果 曲 面 上 y 王 常量 的 阶层 曲线 组 与 % 一 常量 的 阶层 曲 

线 组 正 交 , ABZ, $ PAKS p 函 数 在 曲面 上 各 处 的 梯度 都 互相 垂直 。 因 此 ， 

两 组 曲线 呈正 交 的 条 件 就 是 VY% + Vb = 0。 

虽然 函数 风 的 梯度 V g 与 所 选 的 参数 无 关 ,为 了 在 实际 应 用 中 方便 

起 见 , 下 面 将 设法 找 出 梯度 用 参数 x 和 包 来 表达 的 形式 。 假 设 沿 阶层 曲 
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线 %zx, v) = Be E—AY(u, z) 作 du A ov 的 无 限 小 的 位 移 ,那么 应 该 

Al (¢/du)du 十 (a¢/av)dv = 0。 于 是 ,根据 式 (2. 63), 对 于 二 个 与 

(3x，8u) 相 垂直 的 无 限 小 位 移 (dx，dv) 应 该 满足 关系 式 

ET 
dz 一 pet da Saab 

dz dg ag 
& uu Ago 2% 2a: 

因为 这 时 0 = x/2, ii dv —— (0¢/du/ad/av) du. HF (du, dv) GREE 

直 于 阶层 曲线 ,也 就 是 平行 于 Vy 的 方向 。 在 发 生 位 移 后 ,Y(x，z) 成 为 

Y(u, v)+dY(u, v), fi d¥(u, v) =Y,,dut+Y_.dv. XPUBEER TY 

层 曲线 %x，z) 王 常量 的 。 因 此 ,矢量 V 与 V% 平行 。 

Kp t Ob ve Ae 294 i ae 
Vv = ts an Sw eae ak (g。 ad) Ew Aki 

这 个 矢量 在 了 .方向 的 分 量 和 在 了 .方向 的 分 量 分 别 为 了 。, WXVE = 
(a//iu OE AY. WV 本 = (8/V 配 ) 芳 。 由 于 在 * 轴 上 的 线 元 是 

ds 一 Vguwdx, 在 立轴 上 的 线 元 是 ds =/g.dv, AV EY FANS 

Ee gt EY FANSM. RUM VEY FAN Be? EY 

向 导数 的 g 倍 。 于 是 ,二 维 算 符 V 的 具体 形式 成 为 

ued Se £6 ops ae 

9 
— aB = 一 三 三 ree 对 (a，B) = (u, v) (2. 86) 

一 个 与 二 维 梯度 算 符 有 关 的 结果 是 :曲面 上 一 条 曲线 上 的 函数 风 的 

梯度 ,其 在 曲线 的 切 向 分 量 从 曲线 上 一 点 和 到 曲线 上 一 氮 如 的 积分 等 于 

BRN? HSA RN? zz, Bl 

| V'$ds =$.—# (2.87) 

这 个 结果 是 明显 的 ,因为 上 ̀V% 是 沿 s FA NRE dg, 因 此 积分 等 

于 如 一 加。 用 式 (2.86)V 的 表示 式 来 计算 的 话 就 是 
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Bie AO ie dv\ ay oF 
ee ue Yo apo 

FEM veg a = iF (¥.. 4 4 Y ; aio 

a2 dy a¢ 
=| gg, 3% 

= |, 3 98° 
={- ods 

= $3 — $a 

从 式 (2. 87) BSS) Ro SPAN NTAAHAWA 

by $+ ds = 0 (2. 88) 

另外 ,如 果 一 个 与 曲面 相 切 的 矢量 正 对 曲面 上 每 一 条 闭合 曲线 都 存 
在 和 + dr = 0 的 结果 ,那么 下 是 一 个 标量 点 函数 的 梯度 。 这 是 因为 在 昌 

面 上 所 有 连接 A 点 与 B 点 的 积分 | 下 dr 必然 都 有 同一 的 数值 。 对 于 

固定 的 A 点 ,| 下 .dr 就 必然 是 一 个 由 也 点 决定 的 点 函数 。 这 样 , 对 于 B 
点 在 曲面 上 的 任何 位 移 dr 都 要 满足 关系 下 ,dr = db = V'$- dr, BR 
关系 对 所 有 与 曲面 相 切 的 dr 都 得 满足 ,因此 下 必然 等 于 V4。 
2.6.2 ”曲面 上 矢量 的 散 度 和 拉 普 拉 斯 算 符 
在 2. 4. 2 小 节 中 已 经 提 到 过 反 变 张 量 4 = At HME A’, EK 

BAA, 的 散 度 是 gA。 类 似 于 上 一 小 节 中 处 理 曲 面 上 标量 函数 

du, v= HEN ABEND ,把 三 维 空间 中 的 一 个 坐标 选 作 曲面 上 

的 法 线 方向 ,从 而 得 到 算 符 V 的 表达 式 (2. 86), HH LW RBH F(u, v) 

可 以 分 解 成 为 

F(u, v) = Plu, v)Y,+Q(u, v)Y,+R(u, v)n (2. 89) 
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的 形式 , 式 中 美 是 曲面 上 (w，z) 点 的 单位 法 线 矢量 。 矢 量 场 R(w, 加) 在 曲 
面 上 (w，v) 点 的 散 度 就 定义 为 w + F(u, v), Ait 

V+ F(u, 0) = V+ (PY) +V + (QY.)+V + (Rn) (2.90) 

BAB LRTI « (Rn), A(R) = Sn + Rn, i 
Y. 与 n” 垂直 ,因此 按照 式 (2. 38) 4 

Y,° (CR 

从 式 (2. 86) 的 V' 的 具体 形式 并 应 用 式 (2. 76) 可 以 有 
Venm= 攻关 人 

因此 

V - (Rn) =— 2RH (2.91) 

WV’ . (PY ,) 项 可 以 有 

V (PY,,) = oY, : q( PY) 

= gy, . (ray + PY) 

7 | ae or ase: 7 aT Y 2 

Utd 7 leew Yi, ei - ML 

as Sw 2 加 ¥ 2 YY, - i af )] 

1 1 
= Tp 一 = (FB 二 了 Sm8mw 区 5 

& 

=P, + (gab ee Py 
g 

2 (/gP) (2. 92) 



第 二 章 ” 张 量 和 经 典 微分 几何 学 简介 55 

类 似 地 可 以 有 

V (QY..) = 一 一 (VgQ) (2.93) 

因此 ,综合 式 (2.91)、(2.92) 和 (2.93) 可 以 有 

本 = (VgP) += (VS8Q) |- 2HR 24 
WE 

Fa 9q((8F*) — 2HR Pap fo 

(2.94) 

有 了 式 (2. 86) 关 于 二 维 梯度 算 符 V 的 表示 式 和 式 (2. 94) 关 于 二 维 散 

度 算 符 V “的 表示 式 后 ,很 容易 地 就 可 以 得 出 二 维 拉 普 拉 斯 算 符 V“? 的 

表示 式 。 既 然 考虑 的 是 曲面 上 标量 函数 内 x，v) 的 二 维 散 度 、 梯 度 和 拉 普 

拉 斯 算 符 的 问题 ,那么 式 (2. 89) 中 的 R4x，v) 项 就 可 以 忽略 了 。 于 是 , 相 

当 于 Fl 一 己 的 项 现在 是 式 (2. 86) 中 的 &" MF F = Q 的 项 是 

aa 
a 5g AltA 

fg 

人 ap 2 
= Fe 9g (V8 39)8 

也 就 是 说 ,二 维 拉 普 拉 斯 算 符 (two dimensional Laplacian operator) KZ 

起 是 

2 (Vee =) (2. 95) 

2.6.3 曲面 上 矢量 的 旋 度 

对 于 式 (2. 89) 的 天 量 函 数 F(x，v) , 它 的 二 维 旋 度 V 义 王 的 定义 是 

同和 二 从 2 + W, + Rn) (2. 96) 
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首先 看 最 后 gy. & an 

g°T x sq(Rn) = = "Pp ae Xn+Rg"Y, Xn, 

LRAAB-GIEZVR Xn, BOTH EM AH (2. 58) 的 Weingarten 4 

式 后 成 为 

再 让 六 全 一 

把 c 和 9, PAY 同时 对 调 , 就 可 以 得 出 

Y 。X 久 了 =—yY, xY,=0 

Fx 

gepY 。 x 所 (Rn) —V/RXn (2.97) 

另外 ,应 用 式 (2.58) 的 高 斯 公式 形式 可 以 有 

; g 
g° Y\ x ap PY) 

= g°Y ; x eet +r, +L 

其 中 

By XP MK. =o Poy t XY... =— 2" P ee 

ee er ee ie 
Vg 

a — 1 Pop 了 ED IS Iw at OS ok 5 Pg g* 人 ap = aa 35 ee ea 

he a I 2s CS p If 
page tee ge”) ("Eee ae 

gY, X Len = eg"L Yu X (Yu XY) 
Vg 
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1 
= —(L,Y., 7s | ee ge hw Je 

& 

FRA 

@ eee See BY. X 55(P¥ a) = Fal 55, (BaP) — 55 (eP) Jn 

要 + = (Lw¥ a — LY») (2. 98) 
ve 

类 似 地 可 以 得 出 

了 gepy 。 x 55( Qo) hie (g.Q) — 元 (geQ) |n 
al 

Q 
me Ce LN he (2.99) 
Vg 

FA TK (2. 89) .(2. 97) . (2. 98) FA (2. 99) BLA 

VXF= aie (GmP + BQ) — $-( BaP + BQ) | 

] 1] , 
+ —(PL,, + QL,,)Y,, — —(PL,, +QL.)Y.+VR X 
Je ie f 

(2. 100) 

WF F=V?¢ 的 特例 ,按照 式 (2.86) 可 以 有 

F=V'$= a(e- 3 —e eee (gu 36 — gn Ey . 

因而 

/ / 1 1 

V X(V¢) = —(PL,, + QL. )Y,, — =(PL. + QL. )Y., 
VE VS 

因此 V X(Vgy) 与 曲面 相 切 。 反 过 来 ,可 以 证 明 [5] oR FAV’ X FR 
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与 曲面 相 切 ,那么 下 必然 是 一 个 标量 函数 的 梯度 。 

式 (2. 100) N—MFBl P= Q=0,R=1, XN F=n, FEA 

VY Xm='0 (2.101) 

2.6.4 曲面 上 的 面积 元 

如 图 2-5 所 示 , 在 曲面 上 x 王 常量 的 曲线 上 的 线 元 dy 和 三 常量 曲 

线 上 的 线 元 ds, , FRIAR (2. 22) 45 BIW ds, =/g. dv Fil ds, =/ gu duo u HH 

eA v HARA DARA ARK BN V/V ew = Yie/V Bw BOYS Vow 

=Y,.//gu (l=1, 2,3). MR LAW u HAM 曲线 之 间 的 

夹 角 为 w, AA 

ie o= Y Vis / Beko = Gal Veale 

sinw = / 2/ 2wuE w 

因此 图 2-5 HARTA (ua, v), (utdu, v), (u, v+dv) M (ut+du, 

vtdv) 的 曲面 面积 元 dA 和 曲面 的 面积 A 分 别 为 

dA = ds,ds,sinw = g’’ dudv 

(2. 102) 

A= ogi” dudv (2. 103) 

u= 常量 

2-5 曲面 上 的 面积 元 
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2.6.5 一 些微 分 不 变量 

根据 二 维 梯度 算 符 V 的 定义 式 (2.86) 和 高 斯 公式 (2.58) 以 及 Wein- 

garten 公式 (2.59) ,可 以 导出 许多 有 关 曲 面 上 的 微分 不 变 式 。 这 些 不 变 

式 在 讨论 流体 膜 问 题 中 会 遇 到 。 读 者 目 己 可 以 对 它们 加 以 证 明 。 

V’Y = 2Hn (2.104) 

n-V?n=2K—4H’ (2.105) 

2K=n-V?-V -V’Y (2. 106) 

MR $= $(u, v) e—-PNeBwR, F= Flu, v) MG=Glu, v) z 

两 个 矢量 函数 ,那么 就 存在 下 列 三 个 关系 式 : 

V :- ($F) =V¢-F+$V- F (2. 107) 

V X ($F) = VEX F+¢V XF (2. 108) 

V -(FXG)=G:-V XF-F:-V XG (2.109) 

另外 一 些 有 关 曲 面 矢量 Y(x，v) 的 关系 式 是 

y «¥=2 (2.110) 

V - (HY) =Y-VH+2H (2,497) 

V X (HY) = (WH) XY (27112) 

Hib H = H(u, v). 

上 面 这些 都 是 与 本 书后 面 章节 有 关 的 关系 式 。 
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第 三 章 ”液体 膜 曲面 章 性 理论 
在 生理 学 中 长 期 以 来 有 一 个 令 人 难以 解释 的 问题 :为 什么 人 体 中 的 

红细胞 (red blood cell) 总 是 呈现 双 止 圆 盘 形 ? 不 论 是 用 各 向 同性 流体 腊 

模型 还 是 用 固体 外 壳 生 物 膜 模型 都 无 法 解释 这 个 双 凹 圆 盘 形 问题 。 太 一 

方面 ,生物 膜 本 身 基 本 上 具有 类 脂 双 层 结构 ,因此 目 然而 然 地 令 人 想到 

去 探索 一 下 这 个 双 凹 圆 盘 形 的 出 现 会 不 会 是 来 源 于 液晶 态 。 本 章 将 用 

两 种 不 同 的 方法 来 推导 Helfrich 自 曲 率 模 型 的 弯曲 能 表达 式 。 一 种 方 

法 是 遵循 Helfrich 1973 年 所 用 的 原始 方法 。 鸡 一 种 更 严格 的 方法 是 应 

用 二 维 微分 几何 学 的 方法 。 后 一 种 方法 将 是 本 章 的 主要 内 容 。 两 种 方 

法 都 是 根据 与 液晶 曲面 弹性 理论 的 类 比 而 来 。 目 曲率 这 一 Helfrich 模 

型 中 的 重要 概念 在 膜 和 它 所 处 水 溶液 环境 的 物理 化 学 研究 中 有 许多 

讨论 。 

$3.1 红细胞 形状 问题 

3.1.1 2ARRAR 

在 生物 学 的 发 展 过 程 中 物理 学 起 了 很 重要 的 作用 ,一 些 历 史 事实 清 

楚 地 说 明了 这 个 问题 。1665 年 胡 克 应 用 简单 的 显微镜 认 出 细胞 是 生命 

的 单位 ,并 且 认 为 ,没有 细胞 膜 , 细 胞 就 不 能 存在 。19 世纪 30 年 代 发 展 

了 复 显微镜 ,从 而 能 够 对 单个 细胞 进行 观测 。1858 4E, Virchow!!! 认识 

到 每 一 个 细胞 都 来 源 于 另外 一 个 细胞 。 这 一 发 现 标志 着 细胞 系统 科学 的 

开始 。20 世纪 40 年 代 初 期 ,电子 显微镜 的 出 现 使 得 人 们 可 以 对 细胞 膜 

的 精细 结构 直接 进行 观测 ,从 而 对 细胞 结构 的 描述 深入 到 分 子 的 层次 。 

显然 ,人 们 对 细胞 结构 的 认识 同 光 学 和 电子 学 的 发 展 是 同步 的 。 

分 子 生 物 学 的 研究 指出 ,细胞膜 不 但 是 细胞 与 其 周围 环境 之 间 的 隔 
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离 物 ,使 细胞 内 部 保持 稳定 状态 ,同时 也 是 用 来 控制 细胞 与 其 周围 环境 之 

间 的 物质 能量 和 信息 定向 交换 的 "部门 ” ,并 且 和 蛋白 质 分 于 和 酶 分 子 也 只 

有 和 镰 庶 在 细胞 膜 上 才能 发 挥 它们 的 生化 功能 。 由 于 这 些 “ 生 物 学 要 求 ”， 

大 多 数 细 胞 器 都 具有 膜 结构 。 

细胞 膜 按照 它们 的 生物 功能 大 致 可 以 分 为 几 种 不 同 的 类 型 。 图 3-1 

是 细胞 的 简略 图 。 每 一 个 细胞 都 是 被 一 层 薄膜 所 包围 。 薄 膜 将 两 种 不 同 

的 流体 媒质 分 隔 开 。 细 胞 内 部 是 细胞 质 , 外 部 是 细胞 外 媒质 。 这 一 层 膜 

称 为 质 膜 。 它 就 是 第 一 章 中 曾经 谈 到 的 与 胆固醇 、 蛋 白质 和 酶 有 关 的 磷 

脂 双 层 。 细 胞 的 组 态 ,也 就 是 细胞 的 形状 ,将 是 本 书 所 要 讨论 的 主题 。 

细胞 腊 

高 尔 基体 

3-1 细胞 的 膜 结 构 

另外 ,大 部 分 细胞 都 是 由 一 个 细胞 核 同 细胞 质 所 组 成 。 这 里 应 该 注 

意 到 ,细胞 核 本 身 也 是 被 一 层 类 似 于 具有 磷脂 双 层 结构 的 双 层 膜 所 包围 。 

不 过 AZAR (nuclear membrane) 具 有 更 复杂 的 化 学 成 分 ,而 且 它 是 由 一 对 

互相 平行 的 双 层 所 组 成 。 值 得 指出 的 是 ,由 磷脂 双 层 所 组 成 的 大 多 数 别 

种 细胞 膜 也 与 上 述 情形 类 似 !2 ,这 在 线粒体 (mitochondria)、 高 尔 基体 

(Golgi organ) 内 软骨 (endochondria) 等 等 之 中 都 可 以 看 到 。 换 名 话说 ， 

从 原则 上 讲 ,目前 对 细胞 质 膜 (plasma membrane) 的 讨论 也 同样 可 以 适 

用 于 大 多 数 细胞 器 的 膜 系 统 。 可 以 相信 ,细胞 和 细胞 器 的 美丽 而 且 神 秘 
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的 形状 正 是 生物 膜 的 “停止 不 前 问题 "的 天 然 的 经 验 表现 。 

3.1.2 细胞 膜 形 状 的 高 度 可 变性 

质 膜 曾 被 看 做 是 具有 橡皮 那样 弹性 的 薄膜 。 但 是 这 种 看 法 同 小 细胞 

能 够 迅速 发 生 高 度 形 变 的 事实 不 相 适 应 。 红 细胞 的 情形 就 是 典型 的 例 

子 。 在 血液 循环 过 程 中 ,红细胞 可 以 发 生 高 度 的 形变 。 在 静止 状态 ,人 类 

的 红细胞 是 典型 的 如 图 3-2 BR AR AY a AH (circular biconcave dis- 

coid)。 人 们 称 之 为 盘 形 细胞 (discocyte) 。 

图 3-2 ”静止 双 凹 圆 盘 形 人 类 红细胞 

当 通 过 狭 罕 血管 时 , 盘 形 细胞 的 扁平 部 分 会 转变 成 非常 长 的 柱状 延 

伸 体 。 对 薄 橡 皮 来 讲 , 不 可 能 有 这 样 大 的 变形 ,因为 橡皮 的 厚度 将 变 得 非 

贡 非 党 薄 。 与 之 相反 ,电子 显微镜 的 观测 表明 :不 论 红 细胞 是 处 在 圆 盘 形 

的 状态 还 是 处 在 伸 长 了 的 手指 形状 态 , 它 的 膜 的 厚度 是 相同 的 。 红 细胞 

腊 的 这 种 高 度 可 形变 性 在 微 循环 过 程 中 可 以 观测 到 :在 正常 状态 下 大 约 为 

8 km 直径 的 红细胞 可 以 挤 过 小 于 0. 2~0. 5 pm 宽 的 内 皮 间 的 间隙 "3] 。 

尺 一 方面 , 当 血 液 循环 通过 大 血管 时 ,红细胞 会 把 它 的 双 凹 圆 盘 形 改 

变 成 长 轴 与 血 流 方向 平行 的 椭 球 形 。 可 是 ,在 静止 状态 条 件 下 ,如 被 遏制 

在 玻璃 上 上 的 血浆 ,正常 的 人 类 红细胞 会 还 原 成 双 凹 圆 盘 形 。 所 有 这 些 

现象 表明 ,细胞 膜 不 但 具有 高 度 的 可 形变 性 ,而 且 还 具有 高 度 的 弹性 。 这 

两 种 特性 构成 了 红细胞 高 度 形变 的 来 源 。 
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3.1.3 解释 双 止 圆 盘 形状 的 困难 

人 类 红细胞 在 静止 状态 下 呈 双 凹 圆 盘 形 这 个 问题 ,在 生物 力学 领域 

引起 了 很 大 的 兴趣 。 基 本 的 原因 在 于 红细胞 内 部 并 没有 细胞 核 Alte 

的 形状 取决 于 作用 在 细胞 膜 上 的 力 的 平衡 。 换 句 话说 ,研究 红细胞 形状 

的 改变 可 以 简明 地 显示 出 膜 的 力学 特性 ,因此 正确 的 细胞 膜 的 弹性 模型 

首先 应 该 能 够 解答 为 什么 静止 状态 下 的 红细胞 总 是 呈现 为 双 凹 圆 盘 形 这 

一 问题 。 

1948 年 生理 学 家 Ponder 建议 , 双 凹 圆 盘 形 是 氧气 循环 的 最 佳 形 

状 上 4 。 不 过 ,这 样 却 不 能 解释 为 什么 在 毛细 血管 里 气体 交换 过 程 中 的 红 

细胞 却 把 盘 形 改变 成 为 拖鞋 形 。 在 文献 中 有 许多 位 研究 生物 力学 的 科学 

家 对 双 止 圆 盘 形态 提出 过 一 系列 的 解释 。 例 如 , 1968 年 Fung 和 

Tongl5j 假 设 红 细胞 是 一 个 由 膜 包围 、 充 满 流 体 的 壳 , 为 了 控制 成 双 凹 形 

状 , 膜 的 厚度 在 各 处 可 以 改变 。 可 是 这 样 的 模型 与 电子 显微镜 观测 到 的 

膜 厚 度 是 均匀 的 这 一 事实 相抵 触 。1968 Lopez A!) 提出 ,红细胞 表 

面 各 处 具有 不 同 的 电荷 分 布 可 能 是 形成 它 的 形状 的 决定 因素 ,可 是 

Greer 和 Baker[7] 指出 红细胞 表面 的 电荷 分 布 是 均匀 的 。1965 年 Mur- 

phy! 8! 试图 把 红细胞 的 形状 同 细胞 膜 上 胆固醇 的 区 域 分 布 变化 联系 在 一 

起 ,但 是 1973 年 Seeman 等 人 的 实验 [9] 却 不 支持 这 种 说 法 。 除 去 上 述 一 

些 模型 之 外 ,文献 中 还 有 大 量 关 于 红细胞 形状 的 理论 ,但 是 没有 一 个 理论 

是 成 功 的 。 这 些 模型 之 所 以 失败 ,根本 原因 在 于 它们 没有 正确 认识 到 细 

胞 膜 的 物质 状态 。 事 实 上 ,细胞 膜 处 于 液晶 态 。 不 幸 的 是 ,所 有 这 些 模型 

都 未 曾 考虑 到 这 一 点 。 下 面 将 清楚 地 指出 ,不 考虑 液晶 态 这 一 特点 就 不 

可 能 对 红细胞 的 双 凹 圆 盘 形 作出 恰当 的 解释 。 

$3.2 液晶 态 流 体 膜 的 曲面 弹性 理论 

3.2.1 液晶 态 的 流体 脐 

生物 膜 同 液晶 之 间 的 相互 关系 早已 被 人 注意 到 。1854 年 , Vir- 

chowl1oj 在 研究 活 细胞 的 结构 时 就 对 人 磷 脂 的 形状 作 了 描述 。 般 磷脂 的 
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形状 曾 被 描述 为 液晶 结构 。 直 到 1933 年 ,法拉第 学 会 会 议 时 ,生物 结构 

具有 液晶 性 质 的 观点 才 出 现 。 到 1965 年 ,在 Kent 大 学 召开 的 第 一 次 国 

际 液晶 会 议 上 ,液晶 与 生物 结构 成 了 一 个 热烈 讨论 的 问题 。1974 年 ,在 

瑞典 首都 斯 德 哥 尔 摩 第 五 次 国际 液晶 会 议 的 讨论 中 , 才 确定 了 分 子 长 程 

取向 有 序 性 是 生物 膜 系统 与 溶 致 液晶 系统 的 共同 性 质 。 根 据 第 五 次 国际 

液晶 会 议 的 会 议 录 , Freiberg 编辑 了 一 本 题 为 " 溶 致 液晶 与 生物 膜 " 的 小 

册子 1 。 其 后 ,一 本 题 为 “液晶 与 生物 结构 ”121 的 书籍 的 出 版 极 大 地 推 

动 了 液晶 在 生物 系统 中 的 作用 的 研究 。 不 过 ,即使 到 1979 年 ,人 们 对 生 

物 膜 和 液晶 之 间 关 系 的 讨论 基本 上 仍然 处 于 简单 定性 类 比 的 阶段 。 只 有 

柏林 自由 大 学 的 Helfrich 教授 根据 液晶 曲面 弹性 理论 首先 提出 了 一 个 

流体 膜 的 定量 理论 !13] 。 

3.2.2 Helfrich 处 理 方 法 

在 3. 1 一 节 中 曾经 谈 到 ,引起 人 们 研究 流体 膜 的 弯曲 弹性 问题 源 

于 难以 解释 红细胞 的 双 凹 圆 盘 形 问题 。 在 文献 中 可 以 看 到 ,对 于 红细胞 

形状 问题 的 处 理 主要 有 两 种 方式 。 第 一 种 是 机 械 工 程式 的 方式 !14] ,用 

机 械 张力 ̀\ 拉 伸 应 变 等 等 来 处 理 红 细胞 形状 问题 。 用 这 种 方法 经 常会 

到 需要 改变 膜 的 面积 和 厚度 的 问题 [5] 。 为 了 克服 这 种 困难 ,1970 年 生物 

膜 专家 Canham 提出 ,红细胞 形状 完全 由 弯曲 弹性 ,也 就 是 单位 面积 膜 的 

弯曲 能 量 ,来 决定 这 一 假设 !15] ,具体 的 表达 式 就 是 

ph se SH? (3.1) 

不 过 , 随 之 发 现 这 个 模型 将 导致 红细胞 会 出 现 观察 不 到 的 哑铃 

形 !16] 。 另 一 方面 ,力学 工作 者 试图 用 薄 壳 理论 来 解释 红细胞 形状 的 改 

变 ,但 是 又 无 法 确定 在 零 应 变 条件 下 的 状态 !17] ,而 且 固 态 壳 与 红细胞 沿 

血管 壁 的 毛细 流动 也 有 矛盾。 因此 ,在 相当 一 段 时 间 内 ,红细胞 形状 问题 

一 直 未 能 得 到 解决 。 

第 二 种 方式 是 物理 学 家 提出 的 。 他 们 把 生物 膜 同 物理 学 中 已 知 的 某 

种 凝聚 态 物 质 联 系 起 来 。 类 脂 双 层 的 厚度 在 8 nm 的 数量 级 ,类 脂 双 层 

中 的 每 一 层 大 约 有 4 nm 厚 。 类 脂 双 层 中 的 分 子 主要 是 磷脂 分 子 。 磷 脂 
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分 子 含 有 强 有 机 分 子 ,而 它们 的 非 极 性 部 分 却 又 取向 于 远离 极 性 的 环境 。 
在 水 之 类 的 极 性 液体 和 葵 之 类 的 非 极 性 液体 的 交接 面 上 ,类 脂 分 子 的 亲 
水 头 部 停留 在 水 里 ,而 疏水 的 脂肪 酸 链 则 停留 在 非 极 性 液体 中 ,这样 就 形 
成 了 一 个 类 脂 单 层 。 在 单纯 的 水 里 ,由 于 朴 水 链 拒绝 与 水 相 接触 ,于 是 两 
层 类 脂 单 层 聚 集 在 一 起 形成 一 个 类 脂 双 层 。 在 一 定 浓度 条 件 下 ,类 脂 双 
层 将 自动 卷曲 而 形成 一 个 闭合 的 泡 。 这 就 是 细胞 膜 的 基本 模型 。 在 双 层 
膜 里 , 烃 链 的 排列 具有 一 定 程度 的 有 序 性 。 在 正常 生理 温度 范围 内 , 烃 链 
的 从 优 取 向 垂直 于 双 层 膜 的 表面 。Helfrich 认识 到 ,如 果 把 烃 链 处 理 作 

为 单 轴 液晶 的 指向 矢 ,那么 流体 膜 就 正 像 一 个 厚度 为 两 个 类 脂 分 子 长 度 
的 垂直 排列 丝 状 液晶 盒 。 根 据 单 轴 液 晶 Frank 自由 能 密度 (Frank free 
energy density) 表 示 式 [18] ,并 以 膜 的 单位 法 线 作为 液晶 指向 矢 ,Helfrich 
导出 了 膜 的 单位 面积 曲率 弹性 能 g 的 表达 式 [13] 。 

一 aa + c —c)’ + ke co 

F = hedA (3: 2) 

式 中 c Alc, 就 是 式 (2.76) 中 的 曲面 的 两 个 主 曲率 ,常数 oo 称 为 膜 表 面 

的 自 曲 率 (spontaneous curvature)[13] 。 正 表示 膜 的 总 弯曲 能 。 常 数 oo 

与 液晶 的 自 展 曲 (spontaneous splay) (BPR 7k FE HH) so '18) 紧密 相关 , ES 
虑 了 双 层 的 不 对 称 性 或 周围 环境 的 不 对 称 性 。 常 数 & (> 0) 是 弯曲 刚度 

(bending rigidity) ,k (>ORK<0) 是 高 斯 曲率 clc: 的 弹性 模 量 。 与 液晶 

曲面 弹性 理论 相 比较 ,和 的 数量 级 都 是 在 液晶 弹性 常数 和 膜 厚 度 的 

乘积 的 数量 级 ,也 就 是 在 10 MI HBR. K(3.2) AT ARRBY He 

frich 自由 能 表达 式 , 在 处 理 L. 相生 物 膜 的 力学 性 能 问题 时 ,一 般 认 为 它 

是 一 个 基本 物理 量 。 

1973 年 Helfrich 原来 推导 式 (3. 2) 的 过 程 是 与 Frank 推导 液晶 曲率 

弹性 能 !18] 相 类 比 而 得 到 的 。 他 考虑 一 个 局 域 笛 卡 儿 坐 标 系 ,其 中 系统 

的 x 轴 与 液晶 的 指向 矢 相 平行 。 在 局 域 坐标 系 中 , n = (n,, 2,, 

vV1L 一 到 一 好 ) 是 zx 和 y 的 函数 。 由 于 转动 的 单 轴 对 称 性 , 展 曲 形变 和 才 

形 展 曲 形变 (saddle splay deformation ) 分 别 成 为 
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dn,/dx + dn,/dy (3. 3) 

和 (dn,/Ix)(An,/dy) — (An, /Ay)(An,/Ix) (3. 4) 

显然 ,到 二 次 项 为 止 ,曲率 弹性 能 量 密度 可 以 写成 

w= (Be + Me — cy) +b ( Ste Se — Se 
dz dy day ‘dx (38) 

SHAK n Ni AREA, MAYA eB) Helfrich 曲率 弹性 能 公式 

(3.2). HM 

pale) cl 十 cy > ay (3.6) 

5 ee eee le i Ra (3.7) 

Th(3. 6) MAA IES HK(2.91)HV mn。 结合 式 (2.76), 于 是 有 

cl te. =—2H =— g®L,, (3. 8) 

另外 , 式 (2.101) 已 经 指出 V Xn = caren = 0, 因此 在 液晶 的 Frank 

自由 能 密度 中 所 包含 的 mm .V XnWflnxXV X7 项 在 这 里 都 不 再 存在 。 

Helfrich 后 来 在 一 次 讲课 中 曾 提出 一 个 简单 论证 式 (3. 2) 的 办 法 : 弯 

曲 形变 可 以 用 膜 表 面 的 曲率 来 表示 。 第 二 章 中 已 经 指出 ,曲面 上 任意 一 

点 的 弯曲 特性 可 以 用 两 个 主 曲率 cs 和 co 来 描述 ,因此 弯曲 能 是 与 c 和 

cz 相关 的 不 变量 的 组 合 。 用 级 数 展 开 的 话 , 到 二 次 项 为 止 ,弯曲 能 应 该 

是 所 有 这 些 线性 不 变量 和 二 次 项 不 变量 的 复杂 组 合 , 也 就 是 那些 把 ck 和 

co 互 换 后 不 发 生 改 变 的 项 。 线 性 项 只 有 c 十 c: 一 项 能 够 满足 要 求 。 二 次 

项 却 有 (cr 十 cs) cree, ci +03 和 (ci 一 cz) 这 些 可 能 的 组 合 能 够 满足 要 

求 。 四 个 二 次 项 中 只 有 两 个 是 独立 的 ,因此 可 以 只 采用 (c tee)? 和 cics 

这 两 项 。 这 样 ,包括 cy; te. (ate)? Man 的 自由 能 密度 表示 式 就 只 

能 是 式 (3. 2) 的 形式 了 。 

Helfrich 把 流体 膜 与 液晶 相 类 比 的 最 重要 的 成 就 在 于 , 它 正 确 地 给 

出 了 流体 膜 弹性 模 量 上 和 A& 的 数量 级 。 这 个 数量 级 应 该 是 在 液晶 的 曲率 

Ki (~~ 107" N) 和 类 脂 双 层 厚 度 ( 盖 5 nm) 的 乘积 的 数量 级 ,也 就 是 说 大 
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和 无 的 数量 级 为 x 10 J。 把 式 (3. 2) 和 Frank 的 液晶 曲率 弹性 能 量 密 
度 表示 式 018] 

Ric. S len (V -n—s)’ +ko(n>VXn+t)* +ha3(n - Vn)’ | 

— ka (V+ n)(n VX 0) — (be the UV +m) + (0 Xa) 

— Yn : Vn] (3.9) 

作 进 一 步 的 比较 时 ,可 以 估计 出 5?1 

k a kid 

| (3. 10) 

ke (Roz + kos )d 

Hd 是 膜 的 厚度 。 液 晶 的 展 曲 弹性 常数 en 10M N 的 数量 级 。 应 用 

这 些 数值 ,Helfrich 首次 估计 出 &= 5X102 J 13), MON BEAR MIEN 2 

值 是 (0.9 一 2.3)X102 本 20]。 这 两 个 数值 符合 得 相当 好 。 因 此 可 以 认 

为 ,流体 膜 和 液晶 是 非常 类 似 的 ,它们 可 以 用 类 似 的 数学 方法 进行 处 理 。 

不 过 , 式 (3. 10) 的 第 二 个 式 子 可 能 会 引起 一 些 困 惑 。 液 晶 的 梅 尔 - 绍 珀 模 

型 (Maier-Saupe model)!21J At ky, =—3hky/2, IXFEG BI k = RdZ2。 对 

WIRE ko KWAI. FR KIER. (A, Meld 结果 
指出 , 膜 处 于 大 量 水 环境 中 时 可 以 有 通道 点 阵 结 构 !23] .单个 大 膜 泡 和 许 

多 小 膜 泡 这 样 三 种 不 同 的 平衡 组 态 。 后 两 种 组 态 都 相当 于 & 为 负 值 的 

情形 。 因 此 ,对 这 个 问题 需要 进一步 加 以 考虑 。 在 下 一 节 中 将 应 用 

Nehring 和 Saupe 发 展 的 更 为 全 面 的 理论 !24] 来 代替 原 有 理论 进行 类 似 

的 计算 。 

在 Frank 理论 (Frank theory) fl Helfrich 理论 (Helfrich theory) 中 ， 

都 只 考虑 了 指向 矢 ( 或 者 是 曲面 法 线 m) 的 一 阶 导 数 。 可 是 Nehring 和 

Saupe 指出 !24 ,必须 考虑 指向 矢 严 的 二 阶 导数 。 他 们 指出 ,弹性 自由 能 

密度 中 除去 式 (3.9) 中 的 项 以 外 ,还 有 画 外 两 项 。 

38 一 As VV PE 一 Rs VE VXP) fa. 44) 

HYn-n=1, 很 容易 证 明 7 和 项 对 gic 的 贡献 可 以 与 n;, jnN;, ”的 贡献 相 
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比拟 ,因此 不 能 忽略 gg 项 。 现 在 看 一 看 膜 的 曲面 弹性 理论 中 与 ki 和 

kos 项 相 类 似 的 项 。1978 年 Mitov 证 明 :与 丝 状 液晶 相反 ,在 类 脂 双 层 的 

二 阶 弹性 自由 能 密度 表示 式 中 不 存在 与 As 相对 应 的 项 [35 。 下 一 节 将 

指出 ,加 进 与 kis 和 zs 相关 的 项 并 不 会 改变 式 (3. 9) 的 Helfrich 自由 能 ， 

不 过 弯曲 刚度 和 高 斯 曲率 模 量 上 将 取 新 的 形式 。 

= (ki, — 2k; )d 

i. (3,12) 

k= (2k; — ko» —ky)d 

在 液晶 理论 方面 至 今 仍然 有 许多 工作 涉及 kis 和 kM Tie!7o!, Ki 

上 ,As，Azas 和 co 与 整体 中 分 子 长 链 的 取向 序 以 及 流体 膜 的 两 个 分 界面 都 

密切 相关 ,特别 是 目 曲 率 c。 与 膜 两 表面 的 有 序 参 数 之 差 密 切 相 关 。 它 们 

所 描述 的 正 是 膜 或 者 是 膜 周 围 环 境 的 非 对 称 性 的 效应 。 在 3. 2. 4 小 节 中 

将 与 一 些 已 知 的 实验 结果 进行 比较 ,并 提出 一 些 可 以 进一步 进行 的 实验 。 

3.2.3 二 维 微分 不 变量 的 推导 

本 小 节 将 用 第 二 章 提 出 的 二 维 微分 不 变 式 对 Helfrich 曲率 弹性 能 

量 密 度 式 (3. 2) 进 行 推导 。 在 进行 具体 计算 之 前 , 先 对 流体 膜 的 物理 模型 

作 一 些 简单 的 描述 。 

一 般 ,可 以 把 流体 膜 ( 亲 水 双 层 ) 理 想 化 为 一 个 水 溶液 中 的 二 维 曲面 ， 

而 膜 本 身 则 是 由 长 形 分 子 双 层 组 成 的 [27] 。 膜 中 亲 水 分 子 的 长 轴 ( 长 链 ) 

的 取 癌 差不多 是 沿 垂直 于 曲面 的 方向 。 水 溶液 与 分 子 的 亲 水 头 部 的 相互 

作用 以 及 与 分 子 朴 水 尾 链 的 相互 作用 保持 了 膜 的 完整 性 。 同 时 ,这 些 相 

互 作 用 也 使 膜 中 分 子 垂直 于 膜 面 取 向 。 因 此 ,可 以 把 流体 膜 处 理 为 垂直 

于 基 卢 排列 的 单 轴 液晶 盒 。 液 晶 盒 中 的 液晶 指向 矢 ,简单 地 对 应 于 膜 面 

的 法 线 单位 天 量 。 为 简单 起 见 ,可 以 把 膜 的 厚度 d 处 理 为 各 处 均匀 的 不 

变量 。 

为 了 找 出 膜 的 单位 面积 曲率 弹性 自由 能 的 表达 式 , 可 以 把 假想 的 * 液 

BB fe 的 两 个 表面 分 别 取 作 Y(x, zw) 和 Y(x, wz) 十 dm,，x flv 为 两 个 实数 参 

量 ,也 就 是 实质 坐标 。 为 了 在 计算 中 避免 涉及 具体 的 位 置 坐标 , 故 采 用 微 

分 几何 形式 ,并且 引用 下 列 一 些 符号 : 
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1 4 dh fae 站 
和 aad a 5i* Y ap 3 Jad QR’ Sap = : ge Y 2 

8 二 detgop， BS = 5), Leg 二 了 op si (3. 13) 
1 

n=—Y,XY,., L*®L, =, L= detL,, 
a.) 
(a, B, ya; v) 

为 了 简单 起 见 ,把 Y 称 为 内 表面 ,而 把 了 十 dn KARA. EAR 

面 上 ,二 维 梯度 算 符 V 定义 为 

/ 9 aE ap — 
V & Ys dB (a, B u, v) (3. 14) 

En Ty OB ELE Dy me AE Sh (3. 9) 和 式 (3. 11) 中 的 三 维 梯度 算 
符 V 成 为 -23 

VaVit+ne og 

平均 曲率 A ORs HSS K 分 别 为 

H=—Flata) 一 sales 
(3. F6) 

K = coc. = L/g 

另外 ,来 源 于 式 (2.92) 的 V + (fn) MRI (2. 100) 的 V X FAIA 

V (fn) =— 2H¢ 

VX E = Fa] 5 (Sahat Boho) — Fo (Behe + Boohe) 

1 1 / 
+ —(L,, 2 ot @ ced + Divide aed ts xn TE SA Cu AS 

C3417) 

ter = f+ p24 fin, 8, fo 大 和 六 都 是 标量 函数 。 式 
Uu 

(3.17) 的 特殊 情形 是 式 (2. 91) 和 式 (2. 101) BY 

V .7 一 一 2 万 

| (3. 18) 

Vv xXn=0 



第 三 章 ”液体 膜 曲面 弹性 理论 71 

上 面 这 些 关 系 式 都 是 第 二 章 中 已 经 得 出 的 结果 。 这 里 把 它们 搜集 在 

一 起 是 为 了 便于 推导 下 列 一 些 结果 。 由 于 在 “液晶 盒 " WRAY + dn 

上 的 单位 法 线 撩 量 半 和 内 表面 上 的 单位 法 线 之 间 只 差 一 个 与 d: 成 

正比 的 零 阶 数量 , no = n+O(d’), 因此 式 (3. 13) 和 式 (3. 14) 给 出 

ae ee Ca. 18") 
an 

于 是 可 以 有 

V:-n=V-n=—2H 
| (3.20) 
VX rs WK a SO 

上 式 中 的 第 二 个 关系 式 在 层 状 液晶 中 是 熟知 的 结果 29] 。 式 (3. 20) Re 

给 出 了 

n-VXn=0 

(Vn)(n-V Xn) =0 (3. 21) 

n-VYV(n-VXn) =0 

由 于 式 (3. 21) 的 存在 ,因此 式 (3.9) 中 的 Aye HANK (3. 11) HAY kos 项 都 不 

FTEs FAM, (3. 19) 的 存在 表示 式 (3.9) 中 的 As 项 也 不 存在 。 

不 过 , 式 (3.11) 中 的 忆 * 项 需要 进一步 考虑 。 应 用 式 (3. 20) 可 以 有 

dH n-VV-n=n-V(—2A) =—-—2— 

aon 

由 于 膜 的 厚度 o 远 比 膜 的 面积 要 小 得 多 ,因此 可 以 把 52 用 im (224) 来 
代替 ,其 中 王 = 五 一 五 是 两 层 膜 面 Y 十 dz MY STARE, 

应 用 Ou-Yang 和 Helfricht30j 所 得 到 的 结果 (下 节 将 详细 加 以 讨论 ) 

at = 2H’ —K (3. 22) 

Fe LARA 

n-VV-n=2K—4H’ (3,23) 

作为 式 (3. 23) 的 验证 ,可 以 考虑 半径 为 > 的 球面 。 这 时 A =—1/r, K= 
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2H’ — K, IE Sf i ETL (3. 22), 

关于 式 (3.9) 中 的 V : Vn 项 , 式 (3. 14) 和 式 (3. 19) 给 出 

on on 
= = ‘ - ‘ = ap — 3 Ye 一 Vn: Yn=Vn: Vn BY 2 36 有 3 

DY FA Weingarten 公式 (2.59)， 

12.8 一 一 ele 5, nN. 二 区 “ a 

Vn ' Vn = gy .g "Lp Y : ey ge Lay, 

I 
lh tak OY Lx 

本 

二 《有 二 【二 2 

= [(e°Lw + g”L..)’ 一 28 了 | 下 

= (Ley) AB Ly OB Ln) C8 Le 

fe 2g rte Dee Be oe Se ee 

2 
= ATT ce Se ar Pee. Biles 十 Bide 

2 
+ ge Bela FE, Elin Se Su。 x gu 二 vv) 

人 
& 

= 4H? —2K (3. 24) 

膜 的 单位 面积 的 曲率 自由 能 的 最 后 形式 可 以 应 用 下 列 近 似 来 求 取 : 

本 | (ec + 68 -)dV 

= AP Bic + Gg,,)aa (3.25) 

式 中 dV 是 指 两 层 膜 了 和 Y 十 dm 之 间 的 体积 元 ,而 dA 是 了 表面 的 面积 元 。 
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由 于 膜 的 厚度 4 近似 等 于 两 倍 杀 水 分 子 的 长 度 而 远 小 于 膜 的 线性 长 度 , 因 

此 式 (3. 25) 中 的 dV 可 以 近似 等 于 & 和 dA 的 乘积 。 把 式 (3.9)、(3. 11)、 

(3.20)、(3. 21)、(3. 22) 、(3. 23) 和 (3. 24) 代 入 式 (3. 25) 可 以 得 到 

F = ddl (hu a 2ki3)(2H)’ + (2k; — ko» —ky)K 

+ 2ky oH + huss |dA (3. 26) 

另外 , 式 (3. 2) 给 出 

F 一 中 ad4 = $[ FR(2H +o)? +K |aA (3. 27) 

把 式 (3. 26) FISK (3. 27) 相 比较 ,除去 一 个 无 关 紧 要 的 常数 之 外 ,得 到 的 除 

式 (3. 12) 以 外 还 有 一 个 目 曲 率 ce 的 表示 式 

tf ki2 So 

d(ki, — 2h; ) 

Frank 把 % PR ARENA RBH), KBWitRAW, A: AE 

HIE RW RBH IN bs k 有 关 。 这 个 结果 与 Mitov 的 论证 [25] 

不 同 ,Mitov 的 结论 是 :与 丝 状 液晶 不 同 ,在 双 层 的 二 阶 弹性 自由 能 表示 

式 中 没有 与 局 : 相关 的 项 。 不 过 他 的 结论 无 法 加 以 检验 。 这 里 的 证 明 清 

楚 地 表明 , 司 * 在 液晶 和 在 类 脂 双 层 的 二 阶 弹性 自由 能 中 都 存在 ,并 且 它 

还 是 解决 式 (3. 10) 的 & 只 有 正 值 的 关键 。 

3.2.4 从 Landau-de Gennes 理论 看 自 曲率 

式 (3. 28) 表 明 :不 考虑 忆 3 的 话 ,ce 简单 地 成 为 /Xd ,也 就 是 液晶 自 展 

曲 效 应 。 当 然 这 一 点 并 不 能 说 明 为 什么 不 存在 &s ,因此 这 种 co 包含 is 

的 情形 可 能 是 理解 Helfrich WAH co 的 关键 。 不 过 ,即使 是 对 液晶 来 

讲 , 这 也 仍然 是 一 个 困难 的 问题 。 

在 液晶 自由 能 密度 中 , 

(3. 28) Co 

kizn+VV> n (3. 29) 

这 一 项 是 1930 年 左右 由 Oseen 唯 象 地 引入 的 [381 ,此 后 它 被 人 们 忽略 了 
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it 40 年 。 直 到 1971 年 ,Nehring 等 才 重 新 发 现 这 一 项 [24] 。 事 实 上 ， 

这 一 项 相当 难处 理 , 它 几乎 成 了 一 个 长 时 期 难以 解决 的 问题 。 至 今 态 * 的 

大 小 ,甚至 它 的 正 负 ,仍然 是 未 知 的 。 研 究 这 一 项 的 困难 主要 在 于 ,在 自 

由 能 表示 式 (3. 29) 中 可 以 用 

kizV:(nV°-n) (2, 30) 

来 替换 ,而 把 As(V: nn) 项 归并 到 展 曲 自由 能 密度 项 中 去 。 式 (3. 30) 形 

式 的 这 一 项 ,显然 只 对 样品 的 表面 能 起 作用 ,因而 不 能 从 大 块 液晶 的 平衡 

结构 实验 中 测量 出 来 。 另 一 方面 , Nehring 等 !24] 以 及 近来 Barbero 和 

Olandol21] 从 分 子 角度 导出 的 有 关 局 :的 表示 式 都 包含 有 很 多 项 ,因而 也 

难以 从 分 子 的 角度 来 解决 它 。 在 这 里 提 一 个 折衷 的 办 法 :用 de Gennes 

的 处 理 方法 529J 来 寻求 一 个 态 : 的 表达 形式 。 

为 了 获得 二 类 相 变 的 定量 理论 , 朗 道 引 用 了 系统 的 有 序 参 数 S$ 这 个 

物理 量 。 把 系统 的 自由 能 密度 展开 成 S 的 寡 级 数 。de Gennes 又 把 朗 道 
理论 推广 应 用 到 单 轴 液晶 系统 。 对 于 单 轴 液晶 系统 ,在 系统 中 一 点 ”, 序 

参数 SCr) 可 以 定义 为 

S(r) 三 〈P:(ecos 6) ) (3231) 

式 中 0 为 ” 点 分 子 的 长 轴 与 该 处 指向 矢 z(r) 之 间 的 夹 角 ,而 Po Re iL 

德 二 次 多 项 式 。 不 过 de Gennes 的 广义 序 参数 So。 却 是 一 个 其 迹 为 零 的 

二 阶 张 量 

SF) — 6.6/3 | (3. 32) 

式 中 (a, B=1, 2, 3), RN BEILYOMNHNPERD SE, M4ae=—PH 

Oe = 1, KS aAPN 8. = 0. RAF OVS ) 项 ,自由 能 密度 gc 的 非 齐 

bye 5 Shi (Ved py 1 Vadgy ) 二 Sl: (VaS a ) (VaS gy ) (3; 33) 

式 中 Li FIL, 可 以 归结 为 弹性 常数 。 作 为 很 好 的 一 级 近似 ,它们 可 以 被 

UDA 

FE st (3. 31) FOR (3. 32) RAK (3. 33) 就 得 到 
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gc = + (Li + 2) (v5) + Lin - VS)? + LL. S[2(V + m)(n + VS) 3 6 6 3 

+(nXVXn)-VS] 十 引 | 工 Vn : va +21 (V -n)’ 

+ >Le(n - Vn) | (3. 34) 

在 S 为 常数 时 , 式 (3. 34) AIR A Frank-Nehring-Saupe 的 自由 能 密度 表 

达 式 ,不 过 忽略 了 表面 能 的 部 分 ,并且 

=k; 一 4 (1, tr =) 

“ (3. 35) 

ko» — 2S i 

同时 ,弹性 党 数 ki, kis AL ko 以 及 自 展 曲 常数 Ss 和 自 扭 曲 常数 也 都 等 

于 零 。 因 此 ,在 S$ 为 常数 的 条 件 下 ,Landau-de Gennes 的 自由 能 密度 表 

示 式 对 于 丝 状 相 只 在 定性 上 是 正确 的 。 

流体 膜 具 有 弯曲 的 表面 , 它 的 表面 法 线 m 和 有 序 参数 S 都 是 空间 坐 

标的 函数 。 应 用 式 (3. 19) (3. 20) 和 (3. 24) ,可 以 看 到 式 (3. 33) 右 边 最 

末 一 项 成 为 

卫 ， g. = S*[4(L. +B) Ht — 21K] (3. 36) 

式 (3. 34) 中 其 余 各 项 都 与 VS 直接 相关 。 对 于 非 对 称 双 层 ,可 以 作 一 个 简 

FEA) (Bea 

our) = S(u, v, z) = ie as ge 

«cred 
式 中 第 数 S 和 Si 就 是 双 层 中 两 个 单 层 的 分 子 取向 有 序 参 量 。 在 式 

(3. 37) 中 ,局 域 笛 卡 儿 坐标 系 的 x 轴 与 局 域 法 向 半 重合 。 应 用 式 (3. 15) 

可 以 有 

VS(r) = (Y +n 元 ) 一 (S. 一 S)na(z 一 号 ) (3. 38) 

式 中 i(z 一 入) 是 狄 拉克 8 函数 。 双 层 的 单位 面积 曲率 弹性 能 G 就 是 
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d 

G= | ic dz (3. 39) 
0 

sh (3. 34) 中 前 两 项 与 VS 的 平方 成 正比 , 它 所 提供 的 只 是 一 个 无 关 大 体 的 
常数 而 可 以 不 子 考 虑 。 式 (3. 34) 中 的 第 三 项 Ci 与 VS 成 正比 。 应 用 式 
(3. 20) 和 式 (3. 37) ,有 

ee (=) [2 2H)(S, — $,)$8(z— 分)dz 

= (#2) s -syn(2) 3.40 
由 于 式 (3. 22) ,因此 有 

H(5)-H ss S (2H —K)+0(d?) (3. 41) 

Gs “(Si ~ 93) Ha SH —K) |}+0(4") (3. 42) 

用 类 似 的 办 法 可 以 求 出 式 (3. 34) 中 右 方 最 后 一 项 对 G DTK Ge , 

G, = | edz 

= Lis +3)[4(L 二 学) 下 —21,K |+ 0(4") (3. 43) 

于 是 合 起 来 有 

G=6, +6, 

= 2kH? +kK + 2k.H (3. 44) 

式 中 

tae (o eS es(n +8) 
k =—d| Si(L, +)4 S3(Li — =) (3. 45) 

co = a(S! — 3)L。 
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这 个 结果 除去 一 个 平庸 营 数 外 ,正好 与 Helfrich 的 结果 式 (3. 27) 相 

比较 一 下 式 (3. 12)、(3.35) 和 (3. 45) ,在 令 S +S0 = 2S 的 条 件 下 

可 以 看 出 Oseen-Frank-Nehring-Saupe 的 各 个 弹性 常数 成 为 

kn = kes = (S$ 十 S3) 人 (局 +=) 

koe = (Si + So)Li 

ki; 一 一 (Si 汪汪 这 

(3. 46) 

kn, =0 

对 于 对 称 的 双 层 ， S; = a 因而 &is 和 Co 都 为 零 。 这 一 忆 也 证 宝 了 目 曲 

率 cc 和 弹性 常数 局: 都 与 膜 的 对 称 性 直接 相关 。 

3.2.5 从 液晶 角度 看 Helfrich 弯曲 能 量 

由 于 As 随 流 体 膜 表面 附近 指向 矢 的 畸变 而 改变 [21] ,因此 式 (3. 12) 

和 式 (3. 28) 指 出 了 &, & 和 c。 都 不 再 是 常量 。 于 是 , 式 (3. 46) 说 明 ,Si 和 

S。 不 但 与 膜 分 子 的 极 性 有 关 , 而且 与 膜 的 边界 表面 两 边 所 受到 的 力也 有 

关 。Helfrich 理论 已 经 预言 自 曲 率 c 并 非常 数 ,这 里 又 指出 了 & 和 下 也 

不 是 贡 数 ,它们 可 能 与 膜 两 边 的 化 学 结构 有 关 。 

一 些 实验 室 兽 对 卵 磷 脂 双 层 的 弯曲 刚度 & 进行 过 测量 。& 的 实验 值 

是 通过 测量 形状 涨 落 幅 度 的 均 方 值得 到 的 。Helfrich 组 和 Webb 447°! 
用 的 都 是 管状 膜 泡 。 两 组 测 得 的 & 值 在 0.9X102 本 到 2.3X102 丁 之 

间 。 所 有 实验 测 得 的 数值 都 比 Helfrich 理论 预期 的 0.5 X 10-8 J = 

高 043  。 用 式 (3. 12) 计算 & 值 ,如 果 As 取 负 值 的 话 , 计算 值 将 高 于 
0.5 X 10 ”J。 它 与 已 有 的 实验 值 将 符合 得 比较 好 一 些 。 

Ou-Yang 和 Helfrich 曾 指出 !30] :一 个 波动 的 .半径 为 wm 的 圆柱 状 

膜 泡 (cylindrical vesicle) ,如 果 稳 定 的 话 ,需要 满足 

Copo = 1 (3. 47) 

的 条 件 (圆柱 膜 泡 的 稳定 性 问题 将 在 下 一 章 作 仔细 的 讨论 )。 这 样 , 式 

《3.45) 和 式 (3. 46) 说 明 As > 0, 因此 ,至 少 从 定性 来 说 ,上 面 的 计算 和 实 
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验 测 得 的 结果 是 相当 符合 的 。 当 然 , 如 果 能 有 更 多 关于 & 和 上 与 膜 两 边 

化 学 成 分 关系 的 实验 数据 ,将 更 能 验证 上 述 理论 正确 与 否 。 

显然 ,上 面 引 用 两 个 有 序 参量 Si 和 S。 只 不 过 是 一 个 简化 的 假设 。 一 

般 来 讲 ,应 该 在 Landau-de Gennes 自由 能 展开 式 中 引入 更 多 的 项 。 例 

如 ,可 以 一 

2; a 2> 

S(r) = Sa, -$<2<¥$ (3. 48) 

S; = < 一 了 

在 这 种 假设 下 将 给 

k = 2S. d[(Li+L,)+AL ] 

k= —2S¢d(L; +AL) 

Co. =S,4(S,— 8, )L: (3. 49) 

-要 2 wag (ete) 

onal (3 rl | 

这 时 Su。，Si 和 S。 分 别 描述 膜 内 部 和 膜 两 边 的 取向 有 序 性 ,同时 co 仍然 描 

述 膜 的 非 对 称 性 。 当 然 , 对 这 个 模型 还 可 以 作 更 深入 的 计算 。 

3.2.6 自 曲 率 与 弯 电 效应 

在 上 两 小 节 里 已 经 提 到 , Helfrich 模型 的 一 个 基本 观点 是 : 目 曲率 co 

与 膜 两 边 的 取向 序 参 量 有 密切 的 关系 。 在 机 制 方面 , 膜 泡 中 分 子 的 化 学 

结构 的 改变 所 含 盐 量 的 改变 以 及 温度 的 改变 都 会 强烈 地 影响 到 co BY RL 

值 '32] 。 最 简单 的 定量 描述 办 法 可 以 把 co 用 相关 的 液晶 自 展 曲 % ,或 是 

双 层 的 膜 外 层 和 内 层 分 子 长 链 的 序 参量 S\ 和 Si 表示 出 来 !13] 。 不 过 ,其 

缺点 是 ,s% ，S。 和 Si 也 都 缺乏 经 测量 得 到 的 数值 。 因 此 ,在 这 里 提出 一 个 

新 的 从 宏观 上 研究 oo 的 意义 的 方法 。 从 前 面 的 讨论 中 可 以 看 出 ,c。 是 

控制 膜 泡 几何 形状 与 大 小 的 参量 。 另 一 方面 ,Kaler 等 人 报道 了 一 个 用 

电荷 作为 控制 手段 以 制备 具有 确定 平均 大 小 的 膜 泡 的 办 法 :3 。 因 此 ， 
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在 % 和 作用 于 膜 上 的 电场 之 间 应 该 有 密切 的 关系 。 唯 象 地 说 ,可 以 假定 

膜 的 非 对 称 性 这 一 复杂 因素 产生 了 一 个 电场 百 = (4 )n, shih g = y — 
gy? 是 作用 在 厚度 为 4 的 膜 上 的 电压 。 这 个 电场 将 对 膜 的 弯曲 产生 影响 。 
类 比 于 固体 的 压 电 效应 ,对 于 液晶 , Meyer 引进 了 曲率 电荷 的 概念 [34] 。 
对 于 膜 的 能 量 来 讲 , 曲 率 电荷 对 系统 的 自由 能 下 增添 了 一 项 AF。 

d 

AF =—$4a | P- Ede (3.50) 
0 

式 中 忆 是 由 于 弯曲 引起 的 极 化 , 它 的 表示 式 是 

P=—e,nV-n+e;(V Xn) Xn (375 b) 

这 个 唯 象 的 己 项 考虑 到 了 所 有 与 Vm 一 次 项 有 关 的 项 ,而且 弯 电 常 数 en 

和 es 又 与 分 子 的 几何 形状 以 及 分 子 的 电 偶 极 矩 有 关 。 由 于 式 (3. 20) 的 

VXn=0MV: n=—2H,Alt AF 简化 为 

AF = 2en PHaA (3. 52) 

结合 式 (3.2) ,于 是 有 

Co 一 7 Ca. 53) 

当然 ,还 必须 经 过 对 膜 的 电压 进行 实际 测量 才能 验证 这 个 关系 式 是 否 

正确 。 

理论 :13] 和 实验 [35] 都 指出 ,& 的 数值 是 在 10° MER PRS 

今 还 缺乏 膜 的 弯 电 常数 ea 的 数值 。 幸 好 在 参考 文献 [36] 中 有 估计 的 数 

值 :ei ~ 10° N“… 。 应 用 这 一 估计 数值 并 取 oR. ~— 1.62, Ro = 

3. 25 pm (与 红细胞 面积 相同 的 球形 的 半径 )[3?] ,从 式 (3.53) 可 以 得 到 

y ~— 15.0 mV (3.54) 

把 微 电 极 引入 红细胞 来 测量 膜 间 的 电压 ,从 技术 上 看 似乎 是 不 可 能 

的 ,但 是 确实 有 两 个 独立 的 小 组 [38] 曾经 分 别 盯 住 了 人 的 红细胞 ,并 且 测 

出 了 红细胞 的 电压 为 一 14 mV(Lassen 等 人 )[381] 和 一 8 mV(Jay 和 Bur- 

ton) 38 。 前 一 个 数值 与 式 (3. 54) 异 常 符合 。 如 果 把 Helfrich 对 en AY fH 
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tt 4 1074 N39] AR ASK (3. 53) ,那么 得 到 的 也 几乎 就 是 一 8 mV。 

显然 ,这 些 测量 值 支持 了 这 里 提出 的 理论 。 另 外 ,观测 到 的 红细胞 形状 随 

pH 值 的 改变 53] 也 可 以 作为 另 一 个 证 明 ,因为 细胞 的 电压 图 是 随 溶 液 的 

pH 值 的 变化 而 改变 的 。 特 别 是 红细胞 玻璃 效应 (glass effect of red 

blood cell) 也 可 能 就 是 出 于 同一 的 原因 。 当 不 同 的 玻璃 作为 具有 不 同 电 

压 的 化 学 电极 接近 红细胞 时 ,将 会 改变 红细胞 的 电压 >, MT PR co 值 。 

co 值 的 改变 于 是 引起 与 高 阶 球 谐 函数 相关 的 红细胞 形状 的 改变 [4 。 

从 上 述 的 这 些 结 果 看 , 弯 电 效应 (flexoelectric effect) 引 起 的 膜 电 压 

可 能 部 分 地 与 膜 的 自 曲 率 的 物理 机 制 相 关 。 以 往 所 得 到 的 一 些 实验 测 量 

结果 能 够 相当 符合 这 一 点 ,看 来 也 证 实 了 理论 的 预言 。 

u 

$3.3 膜 泡 形状 普 适 方程 式 

红细胞 的 双 凹 圆 盘 形 引 起 了 Helfrich 对 流体 膜 的 形状 问题 的 注意 ， 

他 进而 提出 了 膜 的 自 曲 率 弹 性 形变 理论 。 由 于 理论 的 复杂 性 ,一段 时 间 

以 来 都 是 应 用 数值 计算 方法 来 研究 膜 泡 的 形状 问题 ,但 是 数值 计算 方法 

难以 给 出 普遍 性 的 规律 ,直到 1988 年 才 由 欧阳 钟 灿 和 Helfrich 根据 目 曲 

率 理论 导出 了 一 个 普 适 的 膜 泡 形状 方程 式 (shape equation of vesicle), 

不 过 ,这 个 方程 式 是 一 个 高 阶 非 线性 微分 方程 式 , 目 前 只 找到 了 一 些 比较 

简单 的 特殊 解 , 尚 无 人 对 它 进 行 过 普 适 解 的 研究 。 本 书后 面 的 章节 将 对 

它们 逐个 加 以 讨论 。 

3.3.1 一 些 基 本 量 的 变 分 

在 推导 膜 泡 形状 所 满足 的 方程 式 过 程 中 ,需要 应 用 一 些 基 本 量 的 变 

分 量 。 本 节 就 推导 这 些 基 本 量 的 变 分 量 。 

相对 于 Y(x，z) 的 膜 面 RES E-T+5 CIN RET RENE 

MY’(u, v). 

Y'(u, v) =Y(u, v) +¢g(u,v)n (3. 55) 

式 中 yu, 2) 是 一 个 微量 的 (v， 让) 的 函数 ,于 是 有 
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Y.=Y,+y,n+yn,  (a=u, v) (3. 56) 

下 标 ,a 表示 对 自 变量 v KRSM. BHA gy 的 变 分 量 ggy。 按 照 式 

(2. 23)gop 的 定义 ， 

8809 一 了 YY.p 一 YoY,p 

应 用 go 和 WE Mn ALY IER KAW R Weingarten 公式 (2.59) 可 

以 得 到 

8829 =— 2Leph + bhp Yn. * Ng 

借助 式 (2. 37)、(2.59) 和 (3. 16) 可 以 证 明 

N*M, 一 一 了。1op = LyLag” 一 2 一 天 gop 

因此 ,go 成 为 

68。p oil ZL ph + Pap + (2HL., a Kg.) (a, B =u, v) 

(3, 57) 

ARs) 8g 由 下 式 给 出 : 

人 让] 一 人 

应 用 式 (3. 57) ,于 是 有 

og = gl— 4H + 8p ap + (4H? + 2K) yp 

— 2KL bb ig — 4HKg* ] + O(¢') (3.58) 

式 中 O(g" ) ALE n(n > 2) KRBW.Y 以 上 的 项 。 

8 “的 变 分 量 为 

og = (g +82)" — 2” 

seit ithe kad 
应 用 式 (3. 57) Ash (3. 58) 可 以 很 容易 得 到 

be? = g"|—2Hp + Seba + Ky + (He — KL yids | 十 OO) 

(3. 58) 
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关于 8g" ,HK(2. 37) 4601 

dg” = ewe S87 — (£7 + d60)(°E) [1 a4 vas (22) + Bi} 

应 用 式 (3. 57) FISK (3. 58) 后 可 以 有 

Sg? — 2(2Hg** fu KL* )g+ | (— ewe’ ee preg? loos 

+ 3( 4He ge" = 2HK ly". — Ke" )ut 2) 4Hg?g” —Kg*L” 

— Kg” L? — (ae |W. + 4(8H? g"* — 4H? KL? 

— 4HK gz” + K*L*)¢? + O(¢") (3. 60) 

n 的 变 分 on 是 

+ 3(28) —5(28) 4 JEM Xm) gw + X Ye) 

+(¥,Xn,+n, XY, +tnXnw. tn, X mp.) 

+(n, Xnv)P | (3. 61) 

不 难 证 明 

YX mp. tnXY 一 ep(XY)0y =—Vee"Y ws 

Y,Xn,+n,XY,, =—2V7gHn 

(nX 1. )put (Nay XN). = Crys (n X 15) h,7 (3. 62) 

Ad gL OV, de, 

n, Xn, =VgKn 

式 中 es 是 式 (2. 30) 的 置换 符号 ,于 是 有 

‘a 8nd .s — (2Hg* — KL” )Y wb g 
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* S82 Y hb. — (2Hg* — KL \nbd oh 9 

— (4H’ g*” — 2HKg* — Kg" )Y_ wb, + O(¢' ) (3. 63) 

Lp 的 变 分 Slap N 

Oleg 一 了 0 十 (VD) p> N+ (gn) ap * On (3. 64) 

根据 式 (2. 37) 和 式 (3. 16) ,经 过 适当 的 项 组 合 ,不 难 证 明 

3 = 2F},Hy,, — Sel s (3.65) 

KgyL” (gL, ),ap.s = 2A(g Lay ),9),3 — 8 Ly (a Do) 

应 用 高 斯 方程 式 (2.58)、(3.63) 和 (3. 65) 可 以 得 到 

1 Yo On = —Dinh.y — FB” Leah wos — TL rps 

+ SP heb. h.a — (2He” — KL” Leah hs 

+ (ri.K — 2r*,Hg?L,, Pf pst OC) 

(yn) op *M = bap — (2ZHL sg — Kg ag) 

(gn) ap ° 82 = BX (Lgl +L. 83) bis + (Pag Ll, 

+ (2! Len).9 Wha — FOP ao 

+ [(2g*H — KL") (Lp.8% + L,.85) 

+ 2 (2HLp — Keep)e” Wis 

十 [ (a Li Pr iad PO +The’ LL» le bs + O(Y¢') 

(3. 66) 

因此 得 到 

3 = 8 Lag +O LG +L, + OC") (3. 67) 

式 中 
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aL a Va) ,8 2 (2HL,- =o 天 gp) 

LDL = [a (Lad! + L..3) — Fe" Les Wbrbs 

=i tere. ) .6 让 = Fee ie ld), 

wg es 1 x6 
Clg = 98 Ys Va ,p 

# | (2Hg" 一 KL*) (Lg 8% + L,,8%) — He” Leg 

x6 1 yo + K(L" Ly — 5 B08 ) mw 

Ne bg) ae ee 

se Sat aga BR aa fr ar hg”. +I2,.K legs 

同时 ,根据 式 (2. 51) ,% 的 协 变 导 数 Viy je 

Van= ¢6 - Pod, 

x8” fin = 1, 2, 3) RAY RHE Sf. 

(3. 67a) 

(3. 67b) 

AS 8g" Fl 8Los 的 表示 式 , 就 可 以 对 后 面 计 算 中 非常 重要 的 平均 曲 

0 

人 

率 五 的 变 分 OH 进行 计算 。 由 于 Og All OL MIRA SPM, Alt 

BH = gS Lay + (8g? )Lag + (8 g*)(B™ Lag) + (3 gt (8 Lap) 

gg (Le +L dh) Ps = 2g°% "Lad aP.s 

= 2(2Hg*” — KL® ) bg 

L pl sxe PY yp.s = LL? hb ., 

Zapl rae PW ,e — ge Wp 

下 面 三 个 关系 式 只 要 把 它们 展开 ,然后 应 用 式 (2. 37) MK (2. 76) BEATA 

得 到 证 实 。 

(3. 68 ) 
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另外 ,在 把 一 些 单 项 作 适 当 组 合 后 ,就 可 以 得 到 下 面 的 一 些 关 系 式 : 

gL ps = 2r2,Hy.s 一 KP soda” dae 

gL PL ths ea: a Wh,s 
(3. 69) 

Pye a0, = Bigg" > KUY 

Fiat Leb 3. re Peng? 

借助 式 (3.68) 和 式 (3. 69) ,可 以 证 明 

sOH oo oe Veg + (2H? —K)¢ 

8° H = (2Hg" — KL“) Vap.p + 5 (He? — KL* agp 

+ Slat (gt Le, gtr Ge? BM Ly lbs + (3H® — 3HK )¢ 

a 和 3 3 3) a . ono, £2 2 opi ye 2 ap 
6 万 一 和 (ee 7 8” 8 Pw Veg + > (4H* g 

— 2HKL* — Kg" )g? Ved g + (3H? g” 一 2HKL — Kg” dub ipo 

中 | (2He" RL ME Linde 5 (s"L., ) fe” L 

1 + <1, (8H? g? — 4HKL* — Kg?) — 76 (4g — KL*)g”L, 0. 

+ (8H' — 8H?K + K?)¢' 
(3. 70) 

曲面 上 的 面积 元 dA FA AAR A 已 经 由 式 (2. 103) 给 出 ,它们 分 

别 是 

dA = g “dxdv 

3 = bei dudv 

引用 式 (3. 59) 可 以 得 出 面积 元 的 变 分 8(dA) 和 总 面积 的 变 分 OA ID 
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8(d4) = [—2Hp+ 5°" ob. + Kp? + (He — KL") pop \dA + O(Y') 

$A = | - 2Hy+ 80.0. + Ky’ + (Hg** — KL") bp a.a |dA +OCg") 

fa.71) 

闭合 曲面 内 所 包含 的 体积 可 以 看 做 是 由 一 系列 的 锥 体 组 成 的 , 锥 体 

的 底面 积 44 王 8 “dxdv, 它 的 高 度 正 是 了 Y' m ,因此 体积 元 dV 成 为 

ay i sy nal = i (Y - n)dede 

3(dV) = 地 (8 十 3g)22(7 十 mp) . (n+ 8n)dudv 

一 到 8 (Y . n)dudv 

BY FAK (3. 62) 可 以 得 到 

1 十 3 一 (gE 十 Sg) -2(Y 十 ip) X(Y 十 mp) ， 

= (g+6g) lg’? (1 —2Hy + Ky’ )n 

+2&?(nXY¥ po, tevr(n+n.,)dy.] 

FRA 

a(dV) = S[ 2’ (y— 2g? + Ky’) 

— g'? (2Hyg — Ky’ )(n - Y) 

+ (n+ ¥, XY.) 

+ (n+ ng XVpb,.) ]dudv REL 

式 中 

eF(n-Y,XYyp.) =e [(n- Vp XY). 一 

—(n¥ 4 XY) ¢]) 
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e“ (18XYW。) = sel (n “me XY¥p°)..— (m. Xn YY ) 

—(n-n,XY_W’)] 

应 用 Weingarten 公式 (2. 59) 不 难 证 明 

ep( -Y,xXY) =— g”’2H(n-Y) 

e?(n-¥.pXY,,) =— 2g” 
ta. 73) 

e“p( +n ,XY) = 2g’’K(n-Y) 

ef(n-n, XY.) 一 5 2H 

将 式 (3.73) 代 入 式 (3.72) 就 可 以 得 出 

3(dV) = = [e'? (3y— 3Hy" + Kg’) +e (n-Y,XY¢). 

+fe"*(n ny XYe?). +O(¢') ]dudv 

5V =$(H— Hy’ 十 二 KW )dA + O(y") 

(3. 74) 

3.3.2 普 适 形状 方程 式 

任何 处 在 平衡 状态 的 物理 系统 , 它 的 能 量 必 然 是 处 在 最 小 值 ,也 就 是 

说 该 系统 在 平衡 状态 时 的 能 量 必 然 小 于 该 系统 在 微小 变易 状态 下 的 能 

量 。 类 比 于 层 状 A 相 液晶 的 双 层 ,Helfrich 认为 膜 泡 的 形状 能 量 可 以 用 

下 式 表 达 : 

F = F.+ap|dV + ahaa 

= TaG(2H+e)*dA+apfav+afdd (3.75) 

式 中 F. fe HH 85% te BE ft A. RY SR A 

变 分 分 别 由 式 (3. 71) 和 式 (3.74) 给 出 !80, 40) ; 式 中 五 是 膜 表面 的 平均 曲 
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率 , 而 目 曲 率 co 则 考虑 了 膜 表 面 的 不 对 称 性 或 是 膜 与 周围 环境 的 非 对 称 

性 ;Azp 一 加 一 加 是 膜 外 与 膜 内 的 压强 差 ; 可 以 认为 是 作用 在 膜 上 的 拉 

伸 应 变 或 是 膜 的 表面 张力 。 从 数学 角度 来 看 ,Ap MA 可 以 看 做 是 拉 格 朗 

日 未 知 乘 子 。 对 应 于 膜 泡 表面 作 pn 的 变 分 时 的 各 个 量 的 变 分 表示 式 已 

经 在 上 一 节 中 给 出 ,现在 为 了 求 得 形状 方程 式 还 需要 求 出 相应 的 下 的 一 

阶 变 分 量 $ “下 ,也 就 是 在 SF 中 与 少 成 正比 的 项 。 

根据 已 知 的 一 些 有 关 的 变 分 量 可 以 得 到 下 .的 一 阶 变 分 OOF. EA 

PRS 

9 F, = Rl (2H + co) (2H — oH —2K)¢+ 2° 

— g*T?,(2H+)p,] Vgdudu (3. 76) 

对 于 任意 两 个 图 数 wx，z) 和 d(u, v) ,存在 着 下 列 两 个 关系 式 : 

of dudu = $( f8) .dudv—Pf.$dudv 

=— bf .bdude 

(3.77) 

$B opdudo = 1 (f8).o9 — Fhe fob.9— faphldudo 

= OLB) 02 — (faa — (FaB).9 + fies Mdudo 

=f .ghdude 

AH a 和 有 等 于 “或 "。 把 式 (3.77) 的 关系 应 用 到 式 (3. 76) 就 可 以 得 到 

SOF, = kb| (2H +o) (2H —c)H — 2K) Vg 

+ [Veg (2H + co) Ves + [Vee ip(2H + co) ],,} pdudv 

式 中 [Vge"(2H + oc) Jee DUS me (Vee) (2H + c)],。 十 

[(Vge") (2H +c) ,).a0 DLFAK (2. 23). (2. 26) 和 (2. 40) ,对 任意 函数 

flu, ma) 可 以 证 明 ( 见 本 章 附录 ) 有 
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[(Vge") of lie =— (了 ?VSgSoF) (3. 78) 

根据 式 (2.95) 的 二 维 拉 普 拉 斯 算 符 表示 式 , 显 然 ， 

[Vege (2H + c0).9],0 — VSgV (2 再 十 如 ) 

因此 可 以 得 到 

50 F. = kl (2H + 2) (2H? —aH—2K) + "(2H +o) lovgdude 

(3. 79) 

FOF KA 

60 F = 和 [az 一 2 五 十 As(2 互 十 co)(2 瑟 :一 co 五 一 2 天) 

+k.V (2 五 十 co)]%Vgdxdv (3. 80) 

HAF gu Mv 的 一 个 任意 的 .足够 小 的 而 且 非 常平 滑 的 函数 ,因此 要 求 

3 丰 王 0 就 需要 满足 关系 式 

Ap — 2aH +k.(2H + ¢o)(2H*® —coH — 2K) +k. V (2H +c) = 0 

这 就 是 膜 泡 的 普 适 方程 式 。 除 非 膜 本 身 以 及 膜 与 周围 环境 之 间 的 对 称 性 
在 各 点 不 同 ,也 就 是 说 除非 =co(x，z) ,那么 co 一 般 是 一 个 常数 ,而 普 

适 方程 式 也 简化 成 为 

Ae fal 4h. 2H -+-.ce)(2H* —co H—-2K) 十 2 多 百 冯 0 

(3. 81) 

oUF = 0 ReRANREBRARENRE, CHAAR NES 

定然 是 在 最 小 值 。 换 名 话说 , 普 适 形状 方程 式 (3. 81) 的 解 并 非 必然 是 一 

个 稳定 膜 泡 解 ,但 是 实验 观测 到 的 只 能 是 稳定 的 膜 泡 。 稳 定 解 需要 8° F 

是 确定 的 正 值 。 二 阶 变 分 8” 下 由 下 式 给 出 : 

9 F = apa | av + Adda 4 Fh 2H + cs JidA 

a fav =—$Hy" eer (3. 82) 

aba = 中 58 bt + Ky’ |Vedude 
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8) 眉 表 达 式 中 的 第 三 项 8? F. = Tk.BPO(ZH + co)"dA 比较 复杂 ， 

9° F, = Tks (2H + 0)3” H + (8 H)?] /gdudu 

1 (1) (1) 1 2 (2) + Lacha(2H +e)(3 H) (3 dA) + LAG(2H +e)* (8 4A) 

(3. 83) 

DY FAK (3. 70) PRY BT AK (3. 82) PH AHHH 

BF. = O{ Shee"? Vop.p)? — 2ke(K + co Wp Vat 

+ 2k.(2H + co)(2Hg" — KL pap + he (H +) (3He" 

+ Seog? — 2KL )f.agig + kel 2H + La (a Lay) 4 

—IX,gg"L,, —Dig(2Hg” — KL¥ ) gps 

+ | 2k. (2H? +e 2k. ( H? 十 全 ) ly} Jedudv (3. 84) 

92 F = 3 F, 十 中 SAE y 4。 + (AK — ApH) Wgdude 

(3. 85) 

由 于 We = SP )ar Wap = FG ies — Gulbis (3.86) 
因此 式 (3. 84) Ash (3. 85) 分 别 成 为 

BF, 一品 和 (8 Vaya)! — 2ke(K + co Hap Vobp 

EA Meee || (ea +2(KL* ~ 3Hg"*) ys 

+ k.(2H + cy )(2Hg” — KL” )(¢ ) ap +k.(H+ F etal 

人 

十 | 2k. (2H ieee 2k.K ( 于: "= oly | Vgdude (3. 87) 
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52 F = 3 F. +$[ FAs Da + OK — ApH)y Wedudv (3.88) 

应 用 式 (3. 76) ,于 是 最 后 得 出 

69 F, = 中 去 (er Veo)” — 2k. (K + coH) gb Vet). 

+k.(H+ 2) | (H+ shat + 2(KL* 一 3He"*) |$.o$.9 

+ lVe(2H +0) (Her ? — KL*)] app? 

— hive g(H+ &) 8(y"L, Amel Vel aL, 

—ve(H+$)ri(2He — KL) | 9 

+ 2k.| (2H? — K)' — K(H? — 2) |p \Vgdude Loney 

sO F = 3” F. +o[ 4 edu + (AK — ApH) ¢ |Vedude (3. 90) 

对 于 稳定 的 膜 泡 ,在 任何 多 天 0 的 条 件 下 ,82 F 必须 是 确定 的 正 值 。 

通常 这 就 要 求 与 式 (3. 90) 相 关 的 、 作 用 于 Y 的 算 符 的 本 征 值 满足 一 定 的 

条 件 。 不 过 式 (3. 90) 固 然 提供 了 对 任何 稳定 膜 泡 形状 作 稳 定性 分 析 的 工 

具 ,但 实际 上 一 般 很 难 完成 这 样 的 分 析 。 只 有 在 一 些 比较 简单 的 情形 才 

有 可 能 进行 这 样 的 解析 计算 ,而 且 , 式 (3. 90) 的 运用 ,其 成 败 还 取决 于 是 

人 否 有 恰当 的 少 函 数 。 

附录 式 (3.78) 的 证 明 

式 (3.78) 指 出 ,对 于 任意 函数 flu, vA 

[(Veg™) of]. =— (Pivge"f)., (3. 78) 

由 于 
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[ee Da lie = (Weg) apf + (Vee) of v0 

(Tivge*f), = Vives"), ft ae 

= (4vge"),.f + (Teves ote 

而 /为 x 和 mv 的 任意 函数 ,因此 式 (3.78) 相 当 于 要 求 

— (Tevgg*’),. = Veg") ap (3. 78a) 

— (Tivgg") = (Vee) 8 (3. 78b) 

显然 ,如 果 式 (3. 78b) 能 够 成 立 , 式 (3. 78a) BEB A BEB eI, Ave 

(3.78) 是 否 正确 依赖 于 式 (3. 78b) 是 否 正确 。 

按照 式 (2. 40) 0s, EMA 

/ 1 te Igy, dg a By = at a8 ie BY 

az” Ba Ox’ Az* Bx elem Ox 

& 4 [Ae ga ag" AEB) x ag = age Vege 

( dg” eee 
~ Ba SEy — Bo Gag 8 Siar EE” 

ae ae 9 
=- 5 (S452 + gna” “Be ) Mg 

Ix Ox! Ox 

1 dg 
三 二 ag (Lh Se ac BY By oo playset daa ter 

由 于 

9 9 9 9 
BY 2Z8p7 三 一 uu CSvzx vv P28w 六 uv PSuv 

2 Ox 8 Ox v8 9 1 28 Ox 

1 Cl I Zw Ae) =- -一 uv 

, ( gv ao 本 Be ae ce 

) ca 1 = = Eo apy 
eg days 
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1 PayVSSEP 一 一 Vgg"“ 一 ote (3. 78c) ayVE8 gg aie 4 

男 一 方面 

a 1 a (Jeg) = Vega + gg s (3. 78d) 
2V g 

从 而 证 明了 (3. 78b) 式 的 正确 性 ,也 就 证 明了 式 (3.78) 是 正确 的 。 
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BS BePKHEW 
的 一 些 特 殊 解 

第 三 章 已 经 导出 了 根据 Helfrich 自 曲 率 理 论 所 得 到 的 膜 泡 普 适 形状 

方程 式 , 本 章 将 根据 这 一 方程 式 以 及 在 第 三 章 中 导出 的 二 阶 和 三 阶 Het 

frich 自由 能 的 变 分 ,系统 地 对 球形 膜 泡 (spherical vesicle) 和 圆柱 形 膜 泡 的 

严格 解 进行 稳定 性 分 析 。 另 外 ,还 将 对 椭 球 形 、 克 利 福 德 圆 环 形 . 迪 潘 四 次 圆 

纹 曲 面 形 以 及 其 他 一 些 常见 形状 的 膜 泡 进行 比较 详细 的 讨论 。 

§4.1 球形 膜 泡 

4.1.1 球形 膜 泡 的 变形 

在 讨论 膜 泡 的 形状 能 量 和 它 的 稳定 性 时 ,一 般 都 把 膜 泡 的 面积 取 做 

不 变 的 常数 。 在 这 种 条 件 下 , 球 的 形变 只 能 认为 是 球面 所 包含 的 体积 可 

以 改变 。 形 变 后 的 球面 可 以 在 不 同 压强 差 或 不 同 目 曲率 条 件 下 稳定 下 

来 。 前 一 种 情形 可 以 由 渗透 作用 来 完成 ,或 者 是 用 微 吸 移 管 插 进 膜 泡 内 

部 来 完成 。 球 面 可 以 用 下 式 表达 : 

Y = R(sin 6cos ¢, sin sin ¢, cos 0) (4.1) 

这 里 自 变 量 x 和 v THOS 取代 。 于 是 ,一 些 非 零 的 基本 项 有 下 列 

各 个 数值 : 

=) a ae sin’, g=R snd, 2” = VE 

g* =1/R'sin’@, Loe =—R, Ly =—Rsin’?, L=R sin’? 

[7=—l/R, L* =—1]/(Rsin’@),., L?=——Kee (4.2) 

r3,=—sinécos6é, Li 一 ctg0 H=—1/R, K=1/R 

n = (sin @cos ¢, sin sin ¢, cos @) 
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于 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 符 Y “成 为 

si = eg i! ao) mee dahl 

同时 

ge8 Veh p =— (1/R)L* Veh pg = Vp (4.4) 

(3. 81) 的 普 适 形状 方程 式 指 出 ,如果 各 个 参量 满足 关系 式 

ApR® + 2aR? 一 AcoR(2 一 coR) = 0 (4.5) 

的 条 件 ,那么 式 (4. 1) 的 球形 方程 式 就 是 普 适 形状 方程 式 的 一 个 解 。 式 

(4.5) 是 一 个 人 作为 Ap MR 的 函数 的 关系 式 。 

分 别 由 式 (3. 79) 3. 84) 和 (3. 85) 给 出 的 OY FL, O° F. AO FH 

在 成 为 

90 F, = ROL (oR — 2) (co +RV )g]sin edodd (4.6) 

9° F = (&./2)0L RW 2p)? + (2+ 2ceR 

— R’/2)¥ V'o+ cy ]sin bdbdg (4.7) 

8 F = (k./2)0LR? (Vp)? + (OpR*/2k, + oR+2)9V 2p 

+ (ApR/k. + 2co/R)¢* ]sin 6dod¢ (4. 8) 

上 面 各 式 的 求 得 是 应 用 了 式 (3.77) (3.86), (4. 5) 以 及 下 式 。 

和 ee Ve (Yo — (a? Vals) (g) dude 

= 和 (er Ve) .o + (pe? Ve) alg dude = 0 

对 于 式 (4. 1) 描 述 的 球面 , 拉 普 拉 斯 算 符 V" 成 为 
1 open 

Vv = 55 (808 

r # 
eri sin20 a¢? 

球 谐 函数 Yw (0, $) HE HAD PRK!) (4. 9) 和 正 交 条 件 式 (4. 10), 
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[ 1 a (sina 2)+ 2 nat |¥n (, $) =—1(1+1)Y,, (6, $) | sin 6 90 00)" sin20 ag? 

V4r Yo (0, ) = 1 

(4.9) 

| | ipl $) Yyn(8, $)sin Oddds = af am (4, 10) 

sth Y;,(0, $)2 Yn (0, $) SHEN, At , 球 谐 函数 满足 

VY, (0, $) =—-1L+1) Yn (0, $)/R? (4.11) 

于 是 ,对 于 计算 球面 的 8 F. A? F. Yin (0, $) 5 AT VATS EHH RE 79 

FEAR. 

现在 设 

b= YiamYu (6, 和 L=0,1,2,+-, | mle Bede) 
l,m 

令 om 三 am 就 可 以 保证 少 是 一 个 实 函 数 。 式 (4.6) 是 少 的 一 次 图 数 ,利用 

式 (4.9) 的 第 二 式 , 将 式 (4. 6) 式 (4.7) 和 式 (4.8) 的 右 方 积 分 与 内 乘 以 

V4rYoo(0, g) ,然后 应 用 式 (4. 10) 就 可 以 得 出 

BUF = b.CAg)'”* ange (colt + 2) (4.13) 

oF = [k./(2R*)) > | am [2 (2+1)? —11+1)(2+2eR 

— 3 R’/2) copes (4. 14) 

or = 2 | am |2{(1/2)ApR + k.co/R — WL +1)[ApR/4 

RE ore, | ee Ga 

a (ke/2) 之 /| am | 7/R)z[2CE 二 1) 一 2][2C 十 1) 

Oe Sida (4. 15) 

不 论 是 保持 球 的 面积 为 常数 、 体 积 为 常数 或 是 半径 为 常数 , 式 (4. 15) 

都 同样 需要 能 够 得 到 满足 。 这 一 点 可 以 从 下 面 的 论证 加 以 说 明 。 从 式 
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(3.71) 和 式 (3.74) 计 算得 到 的 SA 和 OV, EMME] O(Y ) 的 条 件 下 , 它 

们 是 

8A 一 2V4raoR 十 >) | am |?[1+100+1)/2] 
l,m 

V = V4naR’? + >) | ain |?R (4. 16) 
l,m 

在 固定 面积 (8A 王 0) 条 件 下 ， 

4rao =— (1/2) >) | am 12[1 十 2 十 1)X2]XR 
l,m 

因此 , SF = 8 F. +8 Fe 十 ApsV 。 这 正 是 式 (4. 15)。 如 果 是 体积 固定 

Nia, dV oo U, 将 有 

ATA =e b ai. |?/R 

l,m 

i SF = 89°F, +0%F, +AdA, 同样 是 式 (4. 15)。 不 过 应 该 注意 到 ,在 

3A = 0 的 情形 需要 有 一 个 体积 储 蘑 槽 ,而 在 OV = 0 的 情形 则 需要 一 个 

面积 储蓄 模 。 在 这 两 种 条 件 下 ,Yo 模式 都 不 能 单独 地 加 以 激发 。 在 ! 三 

LAE FET 标志 着 O° F=0, 这 时 所 表示 的 是 球 的 平移 运动 。 在 半 

径 固 定时 必须 同时 有 面积 储蓄 槽 和 体积 储 某 槽 ,这 时 就 要 求 ao = 0, 于 

是 lan |? = > | am (720 +1) = 0, fh 8? F = dF, +8F, = 

0. 这 种 情形 仍然 是 包括 在 式 (4. 15) 之 内 。 

式 (4. 15) 指出 , 当 Azpn 大 于 一 个 只 与 : 有 关 而 与 KRHA 

Ap. 时 ， 

= (2k./R® (ll 十 1 一 coR] (4.17) 

RAL<j <1 Hla, |? 都 是 负 值 。 显 然 , 在 这 种 情形 下 非 零 的 ai 将 降 

低 曲 率 能 而 可 以 出 现 相 当 于 高 次 球 谐 函 数 Ywm 的 形变 。 

球 谐 函数 Yo 相对 于 极 轴 具 有 旋转 对 称 性 ,也 就 是 说 沿 轴 向 的 形状 

截面 具有 1 WINK. Deuling 和 Helfrich!4] 曾 对 具有 各 种 不 同 旋转 

对 称 性 的 膜 泡 进行 过 计算 ,其 中 周 线 为 三 角形 五 角形 和 七 角形 的 截面 就 

是 球形 膜 泡 发 生 形变 后 的 例子 。Ou-Yang 和 Helfricht2] 对 这 些 图 形 作 

了 检验 ,并 指出 这 些 形变 正好 分 别 对 应 于 2 = 3.5 和 7。 对 于 Ap, WH 
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值 ,理论 和 数值 计算 两 者 符合 得 非常 好 。 观 测 到 的 红细胞 形状 的 改变 

可 以 说 是 提供 了 夯 一 个 例子 。 在 低 渗透 压 介质 中 产生 的 所 谓 三 次 下 思 

的 和 四 次 下 凹 的 红细胞 [5 可 能 就 是 分 别 对 应 于 ! = 3 A 4 的 情形 。 所 

谓 盘 形 的 正常 红细胞 ,从 某 种 意义 上 讲 , 由 于 它 的 双 凹 形状 , 故 可 以 说 

是 属于 := 2 的 一 文 。 参 考 文献 [4] 中 给 出 了 这 类 计算 所 得 出 的 周 线 。 

式 (4.17) 还 指出 ,在 给 定 的 Ap RFE co 的 改变 也 可 以 引起 球形 膜 

泡 的 形变 。 另 外 ,对 于 红细胞 还 会 发 生 玻 璃 效应 !41 。 当 红细胞 接近 

玻璃 棒 时 会 变 成 钝 锯齿 形 。 这 种 效应 可 能 是 化 学 效应 ,玻璃 可 能 会 

令 红 细胞 的 c。 值 增加 ,从 而 在 Ap 不 变 的 条 件 下 使 7 值 增加 。 不 过 也 

可 能 是 由 于 在 玻璃 附近 红细胞 的 切 变 模 量 受到 影响 ,以 至 它 的 形状 

4.1.2 三 阶 能 量变 分 和 球形 膜 泡 的 稳定 性 

上 节 指 出 , 当 Ap 达到 Ap, 值 时 球形 膜 泡 变 得 不 稳定 而 开始 发 生 形 

变 。 在 具有 旋转 对 称 性 的 情形 中 ,振动 的 增长 和 缩减 所 产生 的 情况 并 不 

相同 ,前 者 成 为 长 椭 球 形 而 后 者 是 扁 椭 球形 。 但 是 根据 式 (4. 15) ,两 种 情 

形 的 二 阶 能 量 相 同 ,因此 尚 无 法 解除 对 称 性 。 要 想 能 加 以 分 辨 就 需要 考 

虑 能 量 的 三 阶 变 分 O° F.. 

三 阶 能 量变 分 O° F. 是 

30 F, = (1/2)k.c88 dA Dh se 中 da # 2k.3° PHP AA 

根据 式 (3.71)》, 上 式 中 右 方 第 一 项 成 为 

(1/2)R a DAA = (1/2) ch Ha"? — KL*) fh 9A 

WAX. 2),e6SFSs. OR 的 第 二 项 是 

2k.co8PHAA = 2keco (PA HAA +8 Ha dA 

+48” Hs dA + pHa 4A) 
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很 容易 证 明 ， 

0 

应 用 式 (3. 69), (3.70), 、(3.71) 和 (4. 18) 各 式 可 以 得 出 

3 中 Had4 二 {> (ene = ge” \ wba Vai) es au (2H? g* 一 HKL*# 

— Kg) gp Veg + (4H’g “8 2HKL*? 一 3 Kg" )y oe. 

十 | 一 二 ERKegw + (2He" — KL”)(gLy).p— GK ("Le ). 

g*g,L* + 1%, (He < + KL" \Kg,L* |p’ ba} dA (4.19) 

类 似 地 ,应 用 式 (4. 18) 可 以 得 到 

ie 中 Fad4 = | (> gL | Jp Ves Vet = Am sda ae cr" 

— Kg*L \p ps Vea tole? (aL gg +P pK 6, L” 

—T°,KL® ]op.s Vv + (12H ge? — 6H? KL“ —7HKg”® 

+ 2K°L)g? Yab.g + (9H? g” — 5H? KL” — 4HKg* 

oe” iil hg - (6H et — ZAKL“ — Kg” )(e"L) 

— HK (g"L,,) gg yL* 十 Fo(4H2Kgo 一 HK?L* 

Ug Ng). L” — Ti, (2A REY ei Oe EY) lg p's 

+ (8H® — 12H*K + 4HK*)g' | dA (4. 20) 

对 于 发 生 畸 变 的 球形 膜 泡 ,如 果 只 限制 在 旋转 椭 球 形 的 话 , 可 以 把 yY 

取 做 

~ = R[a 十 azP:(cosb0)]， P:(cos0) = = (3cos*@— 1) (4. 21) 

到 OUY ) 为 止 ,也 就 是 说 到 O(a?) Aik, H(3. 71), (3. 74), (3. 79) 和 
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(3. 88) 分 别 成 为 

SA = 4rR? (2a, 十 ai + 4a3/5) 

8V = 4rR (a, 十 ai +.3/5 +.a3/3 +a ,a3/5 + 2a3/105) 
(4, 22) 

oF. = Ark.(c,R? a Zigkt ao 

8 F. = 4rk.[c3R’ai/2 + (12 — 6coR + 203 R’ )a3/5] 

同样 , 式 (4. 19) 和 式 (4. 20) 分 别 成 为 

5 中 HadA ws 4nrR(3a,a3/5 — 6a3/35) 

(aD) 

je 中 HPdA =— 47(12a,a3/5 + 1243/35) 

因此 ,到 O(Y ) 为 止 可 以 有 

8G) 下 . = 4k. [ (6coR/5 — 24/5 )ayas — (12coR/35 + 24/35 )a} | 

oF, =? F438 FL + 8 F, 

= 4rk[(ci 民 一 2cR)ao +R’ ai/2 (4, 24) 

+ (12/5 — 6c) R/5 + 26 R’/5) ai 

+ (6coR/5 — 24/5 )aya3 — (12c)R/35 + 24/35 )ai |] 

在 高 达 O(a? ) 的 条 件 下 ,面积 守恒 条 件 OA = 0 要 求 ay =— 2072/5, 从 而 

给 出 

ae Fhe RS (4. 25) 

式 中 7 = 8V/(4nR*/3) 是 相应 的 体积 变 分 ,是 一 个 负 的 微小 量 。 在 这 种 

条 件 下 ,到 O(az ) 为 止 , 式 (4. 24) 给 出 

Ae [ F(coR — 6)ad + 32 (coR+ 2)ai | 

lal, (5 (24 + 20cR)ai + 6(a@R+2)q| (4.26) 

$a, =7/(b+5), 式 (4. 25) 成 为 一 个 标准 三 次 方程 式 
1 3, call fy 合作 一 
Ey 5 bare Gey p 
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为 了 求 得 此 式 的 解 ,可 以 令 

1+ 107/49 = cos 30 (4. 27) 

是 一 个 近 于 零 值 的 微小 角度 。 三 次 方程 式 的 解 Cardan AHA b N= 

个 根 分 别 为 :(1) AY + BY, (2) Sl 1+iv3a)av’ i? ive) | 

和 (3) $[(—1—iV3)A’ + (—1+i3)BY], Her 

rd i ee PAD phere a A = cos 30) + | g7c0s*30 ve =e 

I i | ys: 34 : » pfs 172 wy zr men 

B= 3 cos 34 人 30。 sa = 3¢ 

因此 ,2 的 三 个 根 成 为 :cos A 、 cos(@ +> =x) 和 cos (a + = =n) 于 是 式 

(4. 25) 的 三 个 根 分 别 为 : 7(cos b +1/2). at = 7| cost 十 4x/3) +3] 

> 0 fl ay = 7[cos(® +2x/3) + 1/2] <0, 而 

(az)? — (az)? = 49 /3sin & (1 — cos & ) > 0 (4. 28) 

由 于 6 接近 于 零 ,因此 az 和 az 也 非常 接近 于 零 。az MRAW KAR 

解 而 a2 的 解 给 出 扁 李 球 解 。 另 一 方面 , 7(cosb 十 1/2) ~ 10.5, 不 是 一 

个 微小 量 ,因而 引起 的 不 是 一 个 微小 量 畸 变 解 。 式 (4. 26) 和 式 (4. 28) 表 

明 ,对 于 不 变 体 积 SV ,也 就 是 不 变 7, RE 

ok <1 (4. 29) 

TREK A RA Ag Be AY EE AT LE RAE. XARA 

Peterson! ®] #f] Milner 及 Safran!) 的 稳定 性 分 析 结 果 一 致 。 

在 84A=0 的 条 件 下 ,到 O(a; ) 级 , 式 (4.22) 给 出 体积 变 分 3V = SVA。 

8V, = rR: (一 ai + Soa! ) (4. 30) 

式 (4. 26) 的 曲率 弹性 能 的 变 分 量 SF. 可 以 写成 

vel i pig, (4,31) 32 
li .三 一 订 TAe(co 玉 +1.2)a3 一 R 
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于 是 总 能 量 的 变 分 OF = SF. 十 Apsy 成 为 

ar = (ae EGR) av, — So ak. (coR + 1.2)a? (4.32) 

式 (4.32) 的 首 项 (也 就 是 az TH) AHA, SH Ap > 2k.(6 — oR)/R* 时 ， 

OF <0, REI, 4 Ap > 2ke(6 一 coR)MR 时 ,球形 开始 成 为 不 稳定 

形 。 式 (4. 32) 中 末 一 项 指出 , 当 Ap 一 2&e(6 一 co 及 )XR 为 无 限 小 时 ,如果 

coR<—1.2, BA rai ar 又 成 为 稳定 形状 。 由 于 SVA BS a2 项 , 因 

此 使 扁 机 球 成 为 稳定 状态 的 目 曲率 与 Ap 有 关 。 

$ 4.2 BARB 

圆柱 形 可 以 用 下 式 表示 : 

Y = (Rcos @, Rsin@, z) (0= 0= 2x, 0S ze 2 eee 

AHu=6,v=2, MER n 于 是 成 为 

n = (cos @, sin@, 0) (4. 34) 

各 基本 量 是 

5o = RF’, ge = 1, g=R’, 2" = VR’, g* =1 

Le =—-R, L=0; H=-VERA SK —0 (4. 35) 

Jw =0, gp Vo.» = Vp = (0°/R ag +2°/a 2p 

当下 列 条 件 得 到 满足 时 ， 

ApR? +. aR? + Sk (GR’ say = 0 (4, 36) 

式 (4. 33) 成 为 形状 方程 式 (3. 81) 的 解 。 柱 状 膜 泡 也 可 以 看 做 是 两 端 具 有 

半球 形 盖 的 封闭 式 圆柱 。 当 柱 的 长 度 工 六 尽 时 ,两 端 半球 形 盖 的 影响 可 

以 忽略 不 计 。 这 时 , 式 (3.75) 的 形状 能 成 为 

po [二 (we 一直) 十 1]2xRL 十 AprRe (4, 37) 
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在 SFZ 江 一 0 的 条 件 下 可 以 得 到 另 一 个 平衡 条 件 

ApR: 十 2)R- +k.(ooR—1)? =0 (4. 38 ) 

式 (4. 36) 和 式 (4. 38) 的 同时 存在 说 明 ,处 于 平衡 状态 下 的 圆柱 形 膜 泡 的 

Ap 和》 的 数值 固定 在 

7! = 2b.(1 —c,R)/R® 

A= k.(3 —coR)(coR — 1)/(2R’ ) 

这 一 点 同 球形 膜 泡 的 情形 不 同 。 对 于 球形 膜 泡 ,Ap AA 两 个 数值 当中 ， 

有 一 个 可 以 自由 选择 ;而 对 于 圆柱 形 膜 泡 则 两 者 都 是 固定 的 。 

为 了 考虑 柱 形 膜 泡 的 稳定 性 ,可 以 把 Y 函 数 取 做 

a > 8m exp i(md + 2nxz/L) | 

(4, 39) 

| = Jo. exp[— i(mf + 2nxz/L)] (4. 40) 

应 用 式 (4. 35) ,于 是 有 

bya? Ve» Vg dudv = byy ? /gdudu 

=— 2nRL >) (oz +n’) | Bm |?/R? (4, 41) 

式 中 g = 2xR/L. 

由 式 (3.71)、(3. 74)、(3. 79)、(3. 84) 各 式 , 可 以 求 得 A, VF. 

变 分 量 分 别 为 

SA 一 2rRL(boo/R) 十 rxRL >) (m? +n°q’) | Om |?/R? + OCB, ) 

8V = 2nR?L(bo/R) 十 xR2 >) | bm |?/R? + O(83, ) 

OF, 一 人 rLR (CER — 1) (boo/R) + box LR™ YY {| $(aR? = 1) 

— 2c R | (于 + nq) + 2coRm? 

+ (im? +n°q?)? +1—2m*} | bm |2/R? + O(bin) 

(4. 42) 
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于 是 总 能 量 的 变 分 量 为 

SF = k.(x/R)L >) [2(coR —1)(m? 一 1) 十 (za 

t+n'¢ 17] | Bm |?/R? + O(B2,, ) (4, 43) 

式 中 Ap FIA 已 用 式 (4. 39) KA. 

4 EAB RONEN, m = 0, 而 SF 简化 为 

SF = k.(x/R)L >) [— 2(coR— 1) + (n’q? —1)?] | bon [?/R? 

QREENAR ARENA, RARE oR>INRA. WR 

ng? = (2nnR/L)*? L1+V72(coR—1), BA n( n> 1 RRA AE 

定 的 。 对 于 无 限 长 的 圆柱  RKANBERAA oOR=1M nr’? =1KR 

定 , 也 就 是 说 沿 = 轴 畸 变 的 周期 工 为 工 王 LA = 2xR。 由 Deuling 和 He 

frich'®)] 用 数值 计算 所 得 到 的 关于 艇 磷脂 的 四 个 具有 转动 对 称 性 的 形状 

与 上 述 的 预计 符合 得 很 好 !3] 。 在 = 1 的 情形 , 式 (4.43) 简 化 为 

4 

这 时 ”= 0 对 应 于 不 需要 能 量 的 简单 横向 平移 。” > 0 的 模式 表示 圆 管 发 

AHH. ATR OF Sc 无 关 , 因 此 圆 管 的 弯曲 能 量 总 是 正 值 。 对 于 

奴 盖 ] 工 的 情形 ,圆柱 可 以 由 于 负 值 的 co 而 产生 失 稳 .2 = 0 的 最 简单 情形 

表示 沿 管子 方向 发 生 均匀 变形 。 当 co/ 尺 和 一 1/2 时 ARK, ENR 

Ze HAIG ( m= 2 )。 在 不 存在 储 某 槽 的 条 件 下 , 它 的 长 度 将 缩短 。 当 

Co 的 绝对 值 越 来 越 大 的 时 候 (cs 此 时 为 负 值 ) ,圆柱 将 变 成 带 形 。 

$4.3 ”对称 椭 球形 膜 泡 

OT PRA ER AB YG (axisymmetric ellipsoidal vesicle) @ Fath Ek #0 K HH ER 

两 种 不 同类 型 。 它 们 可 以 用 下 式 表 示 : 

Y=(asin bcosyg, asin bsing， ccos0) (ON AOX xr, 0X $<c2n) (4.44) 
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AHu=0,v=% 4a>ch Arm, MAa<ccHhAKMR, 4a= 

< 时 , 式 (4.44) 退 化 成 球形 表达 式 ; 而 当 c > ce 时 ,退化 成 为 椭圆 柱 表 

达 式 。 

椭 球 在 包含 > 轴 的 垂直 平面 上 的 截面 是 横 轴 为 gc、 纵 轴 为 < A. 

当 a 之 < 时 , 李 圆 是 扁 椭 圆 。 局 椭圆 的 两 个 焦点 在 横 轴 上 ,距离 球 心 分 别 

为 土 Va 一 c 。 局 椭圆 的 离心 率 e。 的 定义 为 

ee a” — 6) fae (hi et Na cha <a] 

当 & < 二 < 时 椭圆 是 长 椭圆 。 长 椭圆 的 两 个 焦点 在 纵 轴 上 ,距离 球 心 分 别 

Atk(c?—a’)”’, KMANB Dee 的 定义 为 

本 0)727][6EFi 人 一 站 芭 克 NM mW a/c <1 

关于 式 (4.44) 有 下 列 各 个 基本 量 。 

go 一 M, Ze 一 0， 一 a’ sin’@ 

5 一 asin20 .NM 

2 一 AM ， a =. 0, ee = 6 ams 

n = M’ (csin @cos $, csin Osin ¢, acos 6) 

Lie — QcM 9 Les = 0, Libs ae ac sin’ @ = i le 

L = a’c’sin’?9- M 

9H =— acM~” ~ a cM” 

kK =? 

V’=a'sin'§@-M™” 5; | asin 8 ~-M’ 这 
00 a0 

SS ein lA cA”? et = ~Mn2 2. sin @6-M 5,(sin 4 M a) 

M = a’cos’6@+c’sin’@ 

从 上 面 各 个 量 可 以 得 出 

is 9(SacM~** + <M-**) 
90 Q 

从 而 有 

V?(2H) = — (a? 一 cz)118ac(a2 — c?) sin’ 6cos?@M~” 
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下 [4(-<) (a? — c’ )sin’ 6cos’ 6 + 3ac (2cos’ 6 — sin’ @) [
a 

a 

+ 的 ) (2cos20 一 sin20)NM >” (4. 46) 

Fa ra EK A ER AAA], PR I OA ie} 

4.3.1 扁 椭 球形 膜 泡 的 约束 条 件 

Wa>ct,x0(4. 44) RRA & Re RA ER AR 78 (oblate ellipsoidal vesi- 

cle)[9] 。 为 了 书写 简单 起 见 ,现在 引用 下 列 符号 : 

Bb 一 1 一 M =1-—(ca)’* >0 

X 一 Ma 一 1 一 psin20 

1 一 和 十 KeciL2 

k’ = (m/a’ )k, 

这 时 式 (4. 46) 成 为 下 列 形式 : 

V (2 五 ) = — (c/a) X 11804(sin20 一 sin40) 

+ [ 46! (sin?@ — sin’@) + 62 (6 — 9sin’?@) |X 

+ b2(2 — 3sin’@) X’ | 

应 用 式 (4.47) 中 的 前 两 个 关系 式 , 经 过 适当 的 配方 可 以 得 到 

1863 (sin’?@— sin‘@) =— 18X? + 18(1 + c’?/a’?)X — 18c*/a’ 

4b} (sin’?@ — sin'@) + 62(6 — 9sin’@) =— 4X*° + (13 + 4c°?/a’ )X — (3+cC/a’) 

b2 (2 —sin’@) = 3X — (1+ 2c’/a’) 

因此 有 

(4. 47) 

vy ?(2H) = (&)x-*[18(£) 三 (1s+85)x+ (s—25)x ae | 

K = (£) x" = m?X~ 

(4. 48) 

于 是 ,形状 方程 式 式 (3. 81) KA 

ApX*? — 2 



第 四 章 “ 普 适 形状 方程 式 的 一 些 特殊 解 109 

=—a'(™)xe— [a (4 Sa’ +08) |x? — S83 +)" 

+ Pe’ (3— 0) X — 2a (1-88) (4, 49) 

式 (4. 49) 是 一 个 sind NSVARK WEE OKO< nr THAN 

(ABV IZ AES SE. RADA, A BA sind 项 的 系数 都 应 该 等 

于 零 。 由 于 式 (4. 49) 的 左 方 不 是 X 或 singb0 的 整数 才 图 数 , 因 此 需要 把 

左右 双方 加 以 乘 方 。 不 过 , 乘 方 过 程 将 引进 额外 的 解 。 这 些 额外 引进 的 

解 需要 用 适当 的 处 理 加 以 排除 。 乘 方 后 得 到 的 各 个 不 同 医 的 psin0 项 

的 系数 应 当 分 别 等 于 零 ,这 样 就 得 到 在 0 天 和 到 二 1 条 件 下 的 各 个 结果 。 

(b2sin’@)°: 

[ap—2(2) bec] —4(2) [ (a+tad)—4(#) (十 一 1)e.] 29 

(4, 49a) 

(psin20)1 

(4. 49b) 

(2sin20)2 : 

4| 3ap — 2(@) eco |[ 300 — 5(2) kee 让 (2) | 55 (a + Shock ) 

-1(2)'(3.+1)(s+ daa)a aly (Jaen 
(2sin20)3 ; 

?| 21ap* — 35(2) apk.ce 十 10( 亚 ) aes iS (2) [73(a+ Shack ) 
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+3(2) (S18) + Fess —a(2) (eBay 
(4, 49d) 

(b2sin’6)' ; 

?| 63ap" ~ 70() apkec +10() ec: - (2) [155(a+ pec) 

(2) (Bs) 4 dea i sa(2) (SB a)a] a 
(4. 49e) 

(62 sin’@)° : 

2[ e3ap'—42(™) apkeco+2(2) a |—-(2) [104(at pad) 

+9(@) (2-7) (at+ted)e+3(2) (S-3+1)e ]=0 (4, 49f) 

(b2sin’@)° : 

28Ap| 34p— (2) ke |- (2) [43(at+tacc ) 
a 2 

) (4-1) @]=0 (4. 49g) “(2 (Bom) or decent (2 
(psin20) ; 

sap[oar—(2)'kos}- (BY (0+ Ena) [i0(at Be 
(2-16) = Ge 

(62 sin’6)* : 

9Ap* — (@) (A+ pad) =0 (4, 493) 

(62 sin’@)?° : 

Ap’? = 0 (4, 49j ) 

原始 方程 式 (4. 49) 是 一 个 低 于 5 次 震 的 交 sin 0 的 多 项 式 , 因 此 无 需 
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考虑 (4. 49f) BI (4. 49j) 这 五 个 方程 式 , 因 为 它们 所 涉及 的 是 比 和 sin 0 项 

高 的 项 。 实 际 上 , 式 (4. 49h), (4, 49i) 和 (4. 49j) 三 个 方程 式 给 出 的 是 

Ap=aA=k=0 

这 个 平庸 奇异 解 。 同 时 , 它 也 是 所 有 从 式 (4. 49a) 到 式 (4. 49j ) 这 十 个 方 

程式 的 平 良 奇 异 解 。 另 一 方面 ,方程 式 (4. 49a) 给 出 两 个 可 能 的 约束 

条 件 。 

Apa*® = 2m’ k.coa + 2m| (a =F Shock Ja’ —4(1 一 me) |= 0 

A m= ca 委 1。 这 两 个 条 件 中 只 有 一 个 是 正确 的 约束 条 件 。 另 一 个 

条 件 是 由 于 上 面 把 式 (4. 49 ) 进 行 乘 方 导致 的 结果 ,因此 应 该 加 以 排除 。 

要 想 知 道 哪 一 个 是 正确 解 ,只 要 看 一 看 a = 的 简 并 特例 就 可 以 做 出 决 

定 。 当 a 一 < 时 , 椭 球 退化 成 为 球体 ,而 球体 的 约束 条 件 由 式 (4. 5) 决 定 ， 

因此 扁 椭 球 膜 泡 的 约束 条 件 应 该 是 

Ap(m)a*® — 2m*k.co (mya 十 2m| (A == 

—4(1—m’)k. ]= 0, m= —<1 (4.50) 

实际 上 , 式 (4. 49b) 也 包含 这 个 解 。 另 外 ,由 于 对 一 定 面积 的 膜 泡 来 讲 ， 

Ap, ARR. 都 只 与 膜 的 组 分 以 及 周围 环境 有 关 而 与 m 无 关 , 因 此 不 难得 

出 结论 : Azp = 和 =&.=0 的 平庸 奇异 解 也 是 式 (4. 49c), (4. 49d) 和 

(4. 49e) 各 式 的 奇异 解 。 

4.3.2 长 机 球形 膜 泡 的 约束 条 件 

对 于 c>a 的 长 李 球 形 膜 泡 (prolate ellipsoidal vesicle) ,可 以 引用 下 

NTFS : 
太一 1 一 到 三 1 一 07Ze [0 

(4.51) 
Z = M/c’? = 1—8icos’6 

这 时 

2H =— (n’/a)Z*"* — (1Va)Z 

K ='(n*7a"* JZ? 
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4H(H? — K) =— (1/2a*)Z°? (nn — nt Z—n’ 2 +2Z') 

V2? (2H) =(1/a" )[ 18n' Z°? — (152° +8n' )Z 7? + (6n' —2 IZ ZT 

Fe, RMR RAN BRABEKKA 

六 &R.(3075 + 15n*)Z ie et ee 
a 2a° 2a? 

VAG 

_ke(12nt — nb )Z ae 
2a° 2a’ 

JF ane RAW ,这 个 方程 式 对 任何 在 0 科 0 委 r 范 围 内 的 0 

值 都 应 该 能 得 到 满足 ,也 就 是 说 任何 整数 才 的 cos 0 项 的 系数 都 应 该 等 于 

零 。 把 上 式 乘 方 后 可 以 得 到 各 个 不 同 攻 的 ecos'0 项 的 系数 。 

(b2cos’@)°: 

Z 

(Ap—2k,.con’/a’ )? = | (1+77,) (atjhd ) fa (1-+7? +3n‘ —5n’ )k./ (2a° )| 

(4. 51a) 

(bzcos“ 0) : 

(Ap—2k.con*/a? )(9AP—10k conta?) =[ (I+n") (at feed) ja 

Z 4 6 3 2 1 2 =f in an 50 )k./20 |[24+3n (at pad) ja 

= 3(T- Sarda )k./a | (4. 51b) 

(bzcos 20) : 

2 

4(3Ap—2k.con’/a’ )(3Ap—5k.con’/a’ ) = (at sect (28+42n’ 

15x )/a’ Sie (at pec )(7+ 62’ —10n' +20n° +25n* )/a 

+ 3k2(5 — 22n* + 36n° + 13n® 一 (4072 + 300n”)/(4a°) (4. 51c) 
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(b2cos’@)? : 

4(21Ap’ —35Apk.con’/a® +10R con’ /a* )=2(28+35n’ +10n' ) (ath ) |e 

ig (. 4 Shock (7 + 2n® —20n' + 20n® +17n*)/at + B25 —5n? 

— 31n' +53n' + 14n® — 180n" )/a’* (4. 51d) 

(picos20) : 

2(63Ap’ —70Apk. con’/a® +10R co n'/a*t )=5 (athe (14+14n’ +37! )/a’ 

Sh. 人 ) 《7 二 27 一 2 人 6 入 C 3k? (5—10n’ 

5561 十 8 )/(4a° ) (4. 51e) 

ARF rai ERIE RB TIE ,更 高 级 医 的 cos 0 的 系数 可 以 不 加 考 

虑 。 显 然 , 式 (4. 51la) 和 式 (4.51b) 都 给 出 能 够 满足 式 (4. 5) 球 形 膜 泡 约束 

条 件 和 圆柱 形 膜 泡 约束 条 件 式 (4. 36) 的 长 顶 球 形 膜 泡 约束 条 件 

Ap(n) — 2k.con’/a® =— (1+ 7’) (a + Shack )/a 

+(1+n’ + 3n'* —5n®)k./(2a?) (4,52) 

另外 ,对 于 所 有 式 (4.51a) 到 式 (4. 5le) 这 五 个 方程 式 还 存在 一 个 无 需 考 

虑 的 平庸 解 : 

对 于 膜 泡 形状 的 处 理 , Helfrich 理论 中 含有 下 列 各 量 : 膜 泡 的 大 小 、 

材料 的 弯曲 刚度 &、 材 料 的 拉 伸 应 变 人 膜 泡 内 外 压 差 Aba 和 一 个 描述 腊 

泡 内 外 不 对 称 的 自 曲 率 c。。 前 面 四 个 量 都 是 关于 膜 泡 具有 明确 界定 的 物 

理 量 。 虽 然 目 前 关于 这 些 量 的 具体 实验 测量 的 报道 还 不 多 见 ,它们 都 是 

具体 可 以 直接 测量 的 物理 量 。 但 是 ,和 目 曲 率 ce 却 不 同 。 它 描述 的 是 膜 内 

外 的 不 对 称 这 样 一 个 缺乏 明确 能 进行 直接 测量 的 量 。 这 里 ,在 测 得 的 具 

体 膜 泡 线 度 以 及 它 的 力学 参量 &, AA A 娟 的 数值 的 基础 上 , 李 球 形 膜 泡 

(包括 球形 和 圆柱 形 ) 的 约束 条 件 式 (4. 50) 或 式 (4. 52) 提 供 了 计算 出 膜 泡 

CNA. SR ,这 样 得 到 的 oo 值 仍然 只 限于 观测 到 的 具体 形状 的 腊 
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泡 的 o 值 , 而 无 法 知道 co 随 膜 泡 形 状 改变 的 规律 。 

4.3.3 ”对称 扁 椭 球 形 膜 泡 的 形状 能 

对 称 椭 球 可 以 表示 为 ze + y’/a? 十 z Le =]1。 如 果 a>c, LKR 

示 的 是 扁 顶 球 。 回 顾 式 (4. 44) ,可 以 令 

全 =7+/y° 

R=27+y4+2 =a —(a —C )cos’6 = a’(1—&cos’9), r>dS>0 

于 是 面积 元 dA 成 为 

dA = 2xrRd@ = 2xa’ sin 6(1 — b2cos’6)* dé 

=— 2n(a’/b,)(1— 2)? dE (4.53) 

式 中 一 bocos0O 

Fai HR A 成 为 

b 

y tye ’ 2n(a*/b,)(1— &)de 
=a 

= 2na"(m+6,'sin'b,), m=c/as.1 (45) 

Fate ARV 显然 是 

y = i, nr dz = 4na’*c/3 (4.55) 

对 于 给 定 的 扁 椭 球形 膜 泡 ,) 和 Ab 有 一 定 不 变 的 数值 。 按 照 式 

(3.75) ,应 用 式 (4. 54) 的 结果 , 膜 泡 的 形状 能 Fo 可 以 表示 为 

Ee at TkO(2H + co)'dA +adA + Ap| dV 

= kb2H(H + co)dA + (a+ Shed )A+4na’cAp/3 

x kb2H(H + co )dA + 2na® (4+ Shed ) (m + 65" sin™,) 

+ 4xa’*cAp/3 (4, 56) 

应 用 式 (4.45) 的 M 和 2 互 表 达 式 可 以 有 
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2H(H+ cy) = (m’/2a’)|[m? + (1 —m’ )cos’ Oy 

+ 2[m? + (1 — m’)cos’a}? + [m? + (1 — m? )cos’6}" } 

— (cgm/a){[m* + (1 — m*)cos*a]™” 

+ 2[m? + (1 —m’)cos’6]” | 

于 是 , m = c/a Th) ati RAZ AY BE Fo (mm) A 

P,(m) = (Fy): + (Fa)e + 2na? (A+ Shed ) (m+ 05} sin") + dna cl\p/3 

(4, 56a) 

式 中 

m= c/a 

Sit ime (4, wnt / Tam) ae 

+ (m* ee ee 

(F,)> = (2rkeac: i a Sot 

+ (m? + ¢)- 次 (和 二 = eye de 

¢° = (1—m’)cos’6 

[Cm FEY + 2m? 4 BY? 

[ (im? 十 ¢° * aie 

(4. 56b) 

天 于 (Fo) ,可 以 把 被 积 函数 用 部 分 分 式 法 展开 成 为 下 式 : 

(Pos = (FESS) [$+ Fe  v 

Se = thee a tm tm | 

ae 

) aa 二 (sin [1+ m* VT mF im! 
@ mr ij/i~—t wa 
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5 人 
而 sn ((1+m’)/1—m +im’] = sin’ /1—m* +i8= cos'‘m’ +i 

* We 
同时 eral sin) ./1—m? 

因此 

| J ee oe ee 
(Fe): = mke{m| > +73 EC 

3 sin Vl—-' 2... si ee 
+ 2m + 2x0 |). 一 -一 一 一 2 rt? 一 一 一 

/ 1 — m* J/1—m? 

a1 WCF, ):—8xkeg 

(F, )2 的 积分 比较 复杂 。 对 于 

[ ah 2 “ae 2 2 7 ve i= 2 72 q 

elt + EY (mn? + EY NA — BY 

这 一 项 ,可 以 令 !10, 111 

C(1+m’)/(m’ + 0) = sn’u 

于 是 

十 

式 中 

R= (lt+m’)", k? =m /(14+m’) 

而 dy = 双全 生生 

同时 m+ =m'ndu, 1-f =cd’u 

At, 34 ¢=+V1—m’ WHysnu=t/1—m‘, nu=m’, dnu=m, TH 

| aed 2 2 \—3/2 2 2)-21(7 — #)V2q 4 —[(m oe)? oe EO ae co ee 

Er, 1—m* 
/ 一 | 四 (nd zx 十 12 nd ucdz)R cnztnd udzx 

Re 
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ca ie [二 一 cn’ u 4 cd’ u ja 

了 Vita 
1 

一 VI +m (—5 —1)E(u) +VT +m? (1 — = Theos 

+ } sn u cd u| Ws . 
itm im 

ne a aa a 41 — ot = 2/1 +m ( sa mE (sn i-th) + oe -sn' /1—m 

4 2my1—m! 

1+ m’ 

所 以 

/ Hs 4 一 和 SS 4 

(F,)2 =— Ankecoam| ee E(sn! /1—m‘) +m’ eee +s 

4% m1 WY, (F.)2>—82xk.coa. 

综合 上 面 结 果 可 以 得 到 

“a : 3 
F, = xk.{m| 5 4 rs ton 4( b+ ok Prose 袜 证 二 

+2 42m +2m° | sin /1—m* tia 5 | 
m ge, vig at 

re “ots 

— 4xk.Co (m)a| A —"" E( sn /1—m‘*)+m? ie +m | 
/l—m 

ee 

+ 2xa’ [让 on ](m + $2 NF asp) 
1 — m’ 

(4. 56c) 

式 中 co(m) Fl Azp(m) 分 别 表示 具有 m (NR BRA Sb 

式 (4.51) 给 出 了 扁 椭 球形 膜 泡 需要 满足 的 约束 条 件 。 把 这 个 条 件 的 

Ap(m) {EKA BE SD ek (4. 56c) 可 以 得 到 半径 比 为 mm = c/a 的 扁 椭 球 

形 膜 泡 的 目 由 能 下 。( ) 为 

32 

Fal) = wkd [pe + get toate 
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+ ty te te tem Ont |B — one sin!) /1—m 
4m(1+nt) 4m” m eer a ap 

一 Ark.co (ma) APE BCs /1—m') +m [ea Jl 测 +} nt | 
m /1—m' 

os ie a. 4.4), sm v¥l—@e 十 2x| a+ 于 cs) Ja [m 了 + ae | (4. 56d) 

当 闷 二 1 工时, 扁 顶 球 形 膜 泡 成 为 半径 为 尺 的 球形 膜 泡 。 它 的 形状 能 

F,(1) A 

& (4). = Gad. — 8nkeco(1)R+4[ 2+ heed (1) |RY + 2nR’Ap(1) 

= 8xk, — Babeco(1)R + [a+ Shack (1) JR (4, 56e) 

上 式 的 最 后 一 步 是 应 用 式 (4. 50) 的 结果 。 

对 于 具有 固定 面积 A 的 扁 椭 球体 , 它 的 <a 值 和 ec 值 作为 到 的 图 数 分 

AA 

\" = [A/(2x)] [m+ sin (V1 — m?/ /1— mm?) onan 
° a 

c = [A/(2x)]?m[ m+ sin (1 — m?/ /1 — mm?) 02 

而 相应 的 球体 的 半径 R 为 

一 (4) (4. 57b) 

具有 相同 材料 ̀. 相 同 面积 和 相同 厚度 的 扁 椭 球体 的 AD A 值 都 相同 ,并 

且 不 是 闷 的 函数 ,但 是 它们 的 co(m) 值 和 Azp(m) 值 随 着 2 值 的 不 同 却 可 

能 有 差别 。 在 这 些 不 同 记 值 的 具有 相同 面积 的 局 椭 球 形 膜 泡 中 ,只 有 形 

TRAE Fe(m) 具 有 最 小 值 的 那些 扁 椭 球形 膜 泡 才能 稳定 地 存在 而 被 实验 

观测 到 。 也 就 是 只 有 那些 能 满足 

dF, (m)/dm = 0 

条 件 的 膜 泡 才 能 被 观测 到 。 但 是 ,由 于 co(m) 和 Ap(m) Ba m REN ME 

目前 还 不 清楚 ,因此 仍然 无 法 应 用 上 式 来 找 出 答案 。 不 过 ,由 于 式 (4. 50) 
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的 存在 ,因此 只 有 得 到 co (rm) BK Ap(z) 随 闷 变 化 的 规律 才能 从 理论 上 找 

Bl) Fra Hh EX FE BR BE A CW BI BY) om 值 。 

4.3.4 对 称 长 椭 球 形 膜 泡 的 形状 能 

WKRMR, c>afin=a/c< 1, KH ARIUS kK 

‘s 一 一 ec ( 9? wd vi yve dy 

7 = 6,cos 0 = (1— 17?) cos 6 (4. 58) 

因此 ,长 椭 球 的 面积 为 

A= 站 二 + yf )? dn 

_ 2ra’ n° 1+J/1—7? 4 
= 一 | 1 十 一 jn 

和 2wV 1] 一季 ee. —nf L— 9" | ai 

am, 2H =— — [ni (1 — of) + (1 — of), OER AREF 25 

= (Fw) 十 (Fo): + 2na® [A+ yhecd(n) | 

a! fren }+ 站 th ra Ap(n) 

式 中 

了 ki 中 2EdA 

lias Tl 

n/1—n’ 

aay) | (n° + )' "de 

a 1 4 2 \ 一 3 2 2 \ 一 2 SOF Ln* (1 igh PREP ea 本 

村 ,= be |co(m)2HAA 

_ 2nk.co(n)c oe 
Sang "Oa! (1— 人 + 7)? dy 
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关于 (Fo): 中 的 各 个 积分 项 可 以 先 用 

(1-7) = Sv +)+V0—9)1 

(1-7)? = FU + 9) +1/(1— 9) + 1/0 49) + ee 

(=f )4 = S10 +9) + V0 9) 1 + S00 + 9) 

+ YC —9)'1+31V0+9)+V0-9)1 

展开 ,然后 应 用 积分 式 [121 

[Se = ere ee ort 2 os a al rw, 
X=atbrt+er®?, v=at+bx, q=4a—-P 

p= tb’ —2a'c, k= ab" —abb Pa” 

就 可 以 求 得 。 结果 是 

(Fynsk aa aq eon lee 275 +n +n 

if jitvi=w in LWT 
Jl—nt 1 一 V1 一 对 nVYl—-n 1-VJV1—7n’ 

lim(F,); = 8nk. 
n—>1 

一 

n 

KF (F,)2 PAAR , te AY VA SY AA a a cr CF.) AY A A ES RR 

= [n’/(1+n’) ]sd’u 

而 得 到 

(F, )s =— Ark, ai FeO 1/1—n' +,/1—n' E(snt Ta +7 | 

lim(F, ) =— 8rk.cy(n)c 

因此 有 
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3 
eye sel ot —n +n tn 

alt joven 

28 jitvi—n pat 
Jl—nt 1 一 V1 一 7 Wak J/1—n’ 

+ Amkees(n)e| = had least ot Li otf E(sn VI—a) +2 | 

A ey 1 n Tetvel-—a 
+ 2na [at Bene ee Heid 3 ra “cAp(n) 

lim F, = 8nk, — 8xk.co (1)R + 4nR° E 十 到 tc + 人 arR: Ap(1) 

(4, 59a) 

QO SR DY FA TR PR ERIE RS AR RE SK (4. 52) Ap(n)WMAKNE, RA 

— eh ( [29 4217 pe AE ee Pee atat te alte" tie 
十 到 十 za 十 二 | 1 1 a dh oe sal 1 a 

Na/1—n 1—/1l—n nVfl—n 1 一 V1 一 7 

sn /1—n 十 V 一 允 了 (sn JI=W) + S48 +a a n 

+ Inkl) $ | Fes 

i n 14+/1=—7 2 1 ae OMB Pe Ces is ry Ee = [ats a(n) ](- a" a so (4. 59b) 

TF] ra ER AZ BR BY TB AB JR A Ap (1) BK co (n) Bi n BLN A 

体 规 律 后 ,才能 应 用 式 (4. 59) Rik oy ERA ABI) TR BIRD KER 

形 腊 泡 中 哪些 ” 值 的 膜 泡 能 真正 被 观测 到 。 

$4.4 克利 福 德 锚 环 

让 形状 方程 式 (3. 81) 是 一 个 非常 复杂 的 方程 式 。 至 今 还 无 人 解析 

地 讨论 过 它 的 解 的 问题 ,甚至 也 不 存在 任何 指导 寻求 它 的 特殊 解 的 办 法 。 
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对 于 具有 轴 对 称 性 的 问题 ,显然 , 普 适 方程 式 可 以 大 为 简化 。 不 过 ,至 今 

也 仅仅 对 一 些 处 于 平衡 状态 .具有 轴 对 称 性 的 膜 泡 进行 过 比较 详细 的 数 

(Ait Blt, 6 13 一 20] 。 寻 找 任 何 特殊 的 轴 对 称 解 析 解 仍然 是 一 个 自 启发 

的 过 程 。 除 去 亏 格 为 零 的 球面 外 ,第 一 个 找到 的 亏 格 为 1 的 解析 解 是 锚 

环 解 [21] 。 

锚 环 (anchor ring) 由 一 个 半径 为 > 的 圆 绕 一 条 距离 圆心 为 

R(R>r) 并 且 平 行 于 圆 平面 的 x 轴 旋 转 而 成 。 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ,表示 

这 一 锚 环 族 的 方程 式 是 [221 

CO ip 

另外 一 种 描述 锚 环 的 方法 如 下 :如 图 4-1 所 示 , 通 过 原点 OLE z 轴 并 与 

工 轴 成 风 角 的 直线 上 取 两 个 与 原点 相距 各 为 < 的 点 和 恕 点 ,AB = 2c。 

4-1 锚 环 的 生成 

令 卫 为 一 g% 一 常量 且 平 行 于 = 轴 的 平面 上 的 一 点 ,而 ZAPB= Z0 。 如 

RR y = In(AP/BP), 那么 ?一 常量 的 曲面 将 是 以 A ANB 点 分 别 为 圆 

心 . 半径 为 的 一 族 圆 绕 > 轴 旋 转 形 成 的 锚 环 。 这 族 锚 环 的 参量 方程 式 
是 [23] 

@ 人 csinh ycos p csinh ysin 史 csin @ ) (4. 61) 

cosh y— cos 8’ cosh 7— cos 6’ cosh y— cos 6 
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(0<¢< 2x) ws OX 7) 

su(4. 61) 24 

x’ + y’ = c’sinh’ 7/(cosh 7 — cos 6)? 

x+y +2 =c’(sinh’ 7+ sin’@)/(cosh y— cos 0)? 

从 两 式 消去 2, 得 到 

ee et te )7césh 48h" Fy" )7 (Cost yp —'T) = 0 

(4. 62) 

th Best (4. 60) AUK (4. 62) 可 以 看 出 , 当 

c= 9, cosh’n = (R/r)?,  sinh’7 = (R?—1)/r? 《4. 63) 

时 ,两 式 相 同 。 

应 用 式 (4. 61) 和 式 (4. 63) 可 以 求 出 下 列 各 个 非 零 量 : 

Boo = 1/g” = c’/(cosh y— cos 6)’ 

8 = 1/g* = c’sinh’ 7/(cosh 7 — cos 6)’ 

Le = csinh /(cosh 7 — cos 6) 

Lys = csinh (cosh qcos 6 — 1)/(cosh 7— cos 6)” (4. 64) 

H = (1/2)gLy = (1/2c){ sinh 7+ (cosh qcos 6 — 1)/sinh 7] 

K = (cosh cos 8— 1)/c’ 

V’ H =— (cosh 7 一 cos 0) cosh ycos 6/(2c’ sinh 7) 

于 是 ,形状 方程 式 成 为 

Ab 一 24c ?co(ecosh eos 6— 1) — (A+ kecé )[sinh 7 

+ (cosh ycos @— 1)/sinh y]/c — k.c~*cosh (cosh? y 
— 2)(cosh 7— cos §)*/2sinh' 7 = 0 (4.65) 

由 于 0 值 是 在 一 rz 到 r Zia), Ate LH RAZ cos"0(m=0, 1, 3) 的 所 有 

系数 均 为 零 时 才能 得 到 满足 。 于 是 得 出 
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At 思 王 二 22ascoLec; (4. 66 ) 

jae == (RRA)? 42 

Aen 2RAct cor + GAA) 

式 (4.66) 的 第 一 个 条 件 说 明 , 只 有 母 圆 半 径 比 为 V2 的 锚 环 才能 满足 形 

状 方程 式 。 对 二 烽 磷 脂 膜 泡 的 实验 观测 也 定量 地 符合 这 一 结论 24 26 。 

由 于 cosh 7 总 是 正 值 , 而 式 (4. 66) 给 出 coshy=+R/r, ALL, WR R lr 

在 同一 方向 , 则 coshy = R/r, RZ, Il) coshy=—R/r. c Fil sinh y BA] VA 

是 正 值 或 是 负 值 。 式 (4. 65) 中 第 二 项 与 c 的 正 负 无 关 , 但 第 三 项 的 正 负 

MAT cf sinh 7 是 否 具 有 相同 的 符号 。 如 果 与 snh7 具有 相同 符号 ， 

MW A =— 2k. (oo/r+5/4), BM A =— 2k. (— O/r+ 0/4). BAI Ha 

的 c 有 不 同 的 符号 ,实际 上 表示 的 是 同一 非 对 称 性 。 一 种 情形 是 从 膜 泡 外 

向 内 观测 ,而 另 一 种 情形 是 从 膜 泡 内 癌 外 观测 。 

对 于 R-~co ,同时 一 ~ {ARI R—r = o 的 无 限 大 销 环 来 讲 , 如 果 

当 c 一 一 ce 时 (外 法 线 为 正 向 )c/cosh 7 一 一 ,同时 c/sinh 97> — oo , XY 

式 (4. 64) 给 出 
= 一 1/2mw) K=0, VH=0 

而 形状 方程 式 成 为 

Appi 十 (A+ Fhecd os — Fk. = 0 

这 显然 就 是 式 (4. 36) 关 于 圆柱 形 膜 泡 的 形状 方程 式 , 所 以 极限 条 件 下 的 

锚 环 形 膜 泡 正 是 圆柱 形 膜 泡 。 

求解 锚 环 的 稳定 条 件 比 较 复 杂 。 一 个 试探 函数 风 可 以 取 作 

» = > la, (0)sin m¢+ 6,,(8)cos mg] (4. 67) 

SUH an (8) = an(— 8), On(O) = bn(— 0). AF R’ = 27°, 因此 非 零 的 项 有 

一 

Ly = 7° (V2cos 6—1)/(V2 — cos 6)* 

H = V2cos @/(2r), K = (V2cos@—1)/r 

r§,=— 1'3,= F'4,=— sin 6/ (2 — cos 6) 

形状 能 量 的 二 阶 变 分 式 (3. 89) 成 为 

(4. 68 ) 
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区 = Ro! (1/2) 2"? (g" Vib)? — 2CK +H) gg” gb Vid; 

+2? [— (5H? + 20H +o/r)g* + (2H +o) KL* ldb.i¢,; 

+ [g’?(2Hg — KL*)(2H +0) ).5¢’ 

fe Cite, /2) (a (ea) TG 2 

~T;(2Hg* — KL* ))) gp? 4-26 [GaP OK) (4H7.+ K) 

— (e/r)(K — H/r) |g? | dod¢ (4. 69) 

下 列 各 式 不 难得 到 验证 : 

Am.eSing \ . bn, sin 8 
本 cs isi! eo ert oo Da fo 

Volo >| (2 ot og sin mt + | pe 5 )c08 

an ssinO b,,.gsin @ : 本 Vs ssl = = — +m b,, 

Vets > Caer ade }sin mb + (a 和 cos mt | 

8 Vidi = aah [(Qm,@ — ma, )sin mb + (bn,@ — mb, )cos mp | 

gies = Dane +55, 0), | “visas = Dim* (ai 和 

| 人 用 = S) (ane +8h0)e, [dled = Dom (ai, + b5)x 

| wd 一 一 2m? (aim + 6;,)x, [gas = 2 (a2, +02,)x 

\" db .0d$ = >) (ananae + bnb mo) 

= Sai +82) (2/2) — ary tho)x 

| pov. 一 2m (az 十 及) 一 Dyn" (an +82.) 9 (90/2) 

| Geass +bnPm)49 = 4" flO) eb, 十 区)agg 一 | flO) aig + Bas) 

| £00) (at 十 如),edg = [ f(A) (am + Bn) 2 — (df/d0) (az, + ;,)]*, 

+" (d’ f/d# ) (az, + b;,) dd = fF (d? f/d@ )(a2 + b2,) dO 

(4.70) 
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式 中 每 项 逗号 后 面 的 0 或 上 表示 该 项 对 0 或 对 % 求 微分 ,同时 S(O 

sin 0 和 cosO 的 函数 。 有 了 这 些 关 系 不 难得 到 以 下 各 式 : 

和 ya)ge (vodlly = (v2)| 1L(2 — 008 6)/rP YY Caine 

+ bie) 2a (abi) 6s &) + m* (a’, + 5;,) | “7 2[(1 +./2cos 6 

— 2cos’6)/r’ | >) m? (a2, + 67,)}dé 

b2(K + oH) ggg ViV jdbdg | > ,1[(2V2cos0 一 2 

十 corV2cosb)《P][(e2 + Bg) +m’ (a2, 十 到 )] 十 [V2(2 

+c r)cos 6/2r’ |(a?, + b%,)}dé 

ogi [— (5H? +2c,.H+o/r)g? +2K(H +o/r)L® |b, dbdd 

s (ri 3} {— [(1/2)cos?6-+V/Zcos 6+ 2cor] (a2, + 83,0) 

+ [— (5/2)cos’9+2cos 6 —V2corcos |m’? (a2, + B,)} dO 

bl 2!" (2Hg# — KL®)(2H + co) 5 Jay" d0dd 

as | (./2cos 6/7’ ) > (a2, + b2,)dé 

|g” (H-+0/2)L 8 (gL) —P58%s" Ln —T's (2He® — KL" )]} ig dB 

全 [r/(2P)]| (4cos20 一 2 十 corV2cos0) (a*, 十 及)d0 

和 zer [一 (了 是 

| [(2cos20 一 V2cos 0 十 1)《XP2 +/20)/r/ (V2 — cos 8) | >) (a2, + &, do 

(4.71) 
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把 式 (4. 71) 代 入 式 (4. 69) 后 ,最 后 得 到 

BF = (nk./r*)|" 3) {[(1/2) (2 — cos 6)" (aie + One) 

+ [ (V2 — cos 0)?m? — (1/2) cos’?@+V2cos 6+ 2 

+ cor(2 —V2cos 8) ] (ain + Bn.0) + [ (1/2) 4/2 — cos 8)? m! 

up é Scos*6+ 2 V2cos 0 一 3)m’ +2—J2cos 0 

十 VZcur(V2 — cos 0)? |(am + bn) } dO (4.72) 

稳定 性 分 析 要 求 : 当 PAO 时 ,% 下 应 该 是 正 值 。 式 (4. 72) (aig + 

bine) 的 系数 为 正 值 的 必要 条 件 是 

Cot <—1 = cos 6/[2 /2(/2 — cos 0) ] <= 3/2 —/2/4,227 1,853 6 

AFH, (an 十 加) 的 系数 为 正 值 的 条 件 是 

cor >— (V2 — cos 6)? 

也 就 是 说 ,cor BY EBB cor >— 5. 8284, XP BES cur <—1. 8536 并 

不 矛盾 。 因 此 , 锚 环 的 稳定 条 件 是 cor 满足 

— 5. 828 4:< cor <i od. 8536 (4. 73) 

$4.5 HRAKARHH 

FE WY — JR ABR HS TA TG FR Ya BS OB, BR EAST ot OY A TE BY 

外 ,还 存在 有 非 轴 对 称 环 !24 ?6 。 由 于 两 亲 分 子 膜 与 层 状 液晶 的 相似 

性 ,Ou-YangL27 感到 环形 膜 泡 与 层 状 液晶 的 结构 很 有 关联 ,从 而 研究 了 

普 适 形状 方程 式 的 四 次 圆 纹 曲面 解 的 问题 。 

如 图 4-2 所 示 , 四 次 圆 纹 曲面 与 一 对 圆锥 曲线 直接 相关 。 

Xe 十 他 [1 (4. 74a) 

(X/c)*?— (2/1) eS 抽 (4. 74b) 
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a” = 6" 48 (4. 74c) 

以 椭圆 [ 式 (4. 74a)] 上 各 点 

M(X, Y, 0) 为 球 心 , 作 半 径 为 一 cXLa 

十 w (为 任意 的 稼 数 , a 之 六 二 c) 的 

各 族 球 面 。 以 双 曲 线 [ 式 (4.74b)j] 

十 各 点 M (和 ,0 的 生生 人 

径 为 一 aX /cec 十 w 的 球面 族 。 这 两 族 

球面 的 半径 差 cXAa 一 aX Ac 正好 是 

M 点 和 M 点 之 间 的 距离 。 因 此 ,两 

族 球面 在 已 点 相 切 而 具有 同一 包 络 

面 。 这 个 包 络 面 就 是 迪 潘 四 次 圆 纹 
42 生成 四 次 圆 纹 曲 面 的 圆锥 曲线 

i 曲面 。M 族 球面 FF(z，y，z，X) 的 
方程 式 [ 应 用 式 (4. 74a) 

F(x, y, z, X) 一 (一 X): 十 (y 一 Y)2 +22 — (— cX/a tp)? 

= 2 +f +2 —2X(x—q/a) 2(T — Xa) yt F — 2 

=0 (4. 75) 

式 中 X 是 参 变 量 而 Y SX 的 关系 由 式 (4. 4a) RE. HOOKAH 

面 的 方程 式 可 以 由 解 式 (4.75) 和 3F《aX = 0 这 一 对 联 立 方程 式 得 到 。 

式 (4.75) 给 出 的 aF《aX = 0 的 形式 是 

C “4 (x— X)+(y—Y)av/ax—£(-4X+y)= 0 

或 者 在 应 用 式 (4. 74a) 后 写成 

区 外 (x—cp/a)’ 
a... (77 ads 二 人 

联 立 方程 式 (4.75) 和 (4. 76) 给 出 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 方程 式 

人 三 Aart) + 4a —e ee 

(4. 77a) 

(4. 76) 

另外 ,对 于 M 族 球面 ,同样 的 处 理 给 出 
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下 

(4. 77b) 

式 (4. 77a) 和 式 (4.77b) 是 等 价 的 。 在 <=0 的 条 件 下 ,两 式 分 别 简化 成 

两 个 等 价 的 锚 环 方程 式 

(f2+y+2—-a—p) = 4q?(z?+y*) 

和 (22 +y+2—a—p)? 一 4a2(02 一 好 

作为 比较 , 式 (4. 77) 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 的 投影 和 式 (4. 60) 克 利 福 德 锚 环 

的 投影 见 图 4-3。 

迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 的 参量 方程 式 是 28] 

x = [u(c— cos 6cos ¢) + b’ cos 6]/(a 一 ccos gcos #) 

y = bsin 0(a — pcos f)/(a — ccos gcos ~) (4. 78) 

z = bsin 6(ccos 0 — 2)/(a — ccos bcos W) 
(050, P< 2x) 

式 (4.78) 给 出 下 列 各 非 零 项 : 

go = 6’ (a— pcos d)’/(a— ccos gcos wp)’ 

Sw = 0’ (u—ccos 6)’/(a—ccos gcos w)’ 

Lo = 6° (a— pucos ))cos ¢/(a — ccos bcos w)’ 

Ly =— 0’ (u—ccos 8)/(a — ccos Ocos )’ 

n, = (c—acos gcos w)/(a — ccos gcos wp) (4. 79) 

n, =— bsin Ocos ¢/(a — ccos Ocos ~) 

n, =— bsin 6/(a — ccos @cos ~) 

H = (1/2)[cos ¢/(a — poos g) — 1/(u — ccos ¢) |] 

K =— cos ¢/(a — pcos ~) (pu — ccos 8) 

为 了 找 出 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 式 (4. 78) 能 满足 形状 方程 式 (3. 81) MAE, 

引用 符号 !29] 

a. Y=VWk.+0/2, y =y—-c/2 
4, 80 

A=cos@, B=cosy, D=(a-—ypcos $)*/(u—cos 6)' 
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(b) c=0 

图 4-3 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 (a) 和 锚 环 (b) 投 影 图 (不 同 尺度 ) 

式 (2.55) 的 拉 普 拉 斯 算 符 现在 成 为 

= et ge ay 3 CES) SLC=DAI a0 00 u—cA Jag 

(4. 81) 

详细 的 运算 给 出 ( 注 :参考 文献 [29] 中 有 一 些 印刷 错误 ,这 里 作 了 修正 。) 

— B(a—pB)(p— cA) a — pB Ip 
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Ap’ — (2y—¢3)H = D"[(pAp’ +7’) p’c? A’ B’ 
— (3uAp’ + 27’ )pac* A’ B’ + (3nAp’ + 7’ )a’c? A*B— Ap’a*c' AS 

— (3nAp’ + 47’) pc? A? BS + 9(uAp’ +7’)? ac? A? B? 
— (9nAp’ + 67’) ya? A°B+ (3nA'p +7 aie? A’ 

+ (3uAp’ +57’) ut cAB* — (9uAp’ + 127’) pi acAB? 

+9(uAp’ +7’ )pa’®cAB — (3uAp’ + 2y')pa*cA 一 (Ab + 27’) B® 

十 (3wAzp + 5y’)p'aB® — (3pAp’ + 47’) pia’? B+ (uAp’ +7')p’a*] 

(4, 82a) 

(2H +0 )(2H? — 2K — eH) = (2D) [(u2§ — 1) AB’ 
paepooac*A® B? + cpa’c? A* B= (4p? 6 — 4yc6 = 2) ec? A’ B? 

BB COp' co = Bp +1 Jac? A’ B? — 2(3nch—-2) qa@eA* Bs da’ cA’ 

+ (Spicy — 8) pe? coc AB*® — (12n? ch — 16uco + 4) uacAB? 

+ (9° c5 — Buco +1)a’cAB — 2ycpa*cA — 2( peo — 2) py‘ co B® 

+ (Spico — 8) pe? coaB’ — (4p? ch — 4yco — 2) ya® B+ (pw? co — 1)a*] 

(4. 82b) 

2V?H = (1/D)[ (a? — p’ 6’ c? A® B® — yc’ A’ B? 

Se. 2a ce ac AB 2mcAB" 

Fier ea 2c Jab CAB = e's 

ape eae BT" (4. 82c) 

SIR AN (0, 2x) EIA ER 0 FN yp (6 ab AE 7 Bl 

AlN bA0 ft D>O , Alt A" BTA ARON A m 和 ?7 值 都 必须 

为 零 。 由 于 式 (4. 74c) 的 关系 , 迪 潘 四 次 圆 纹 曲 面 形 膜 泡 的 存在 需要 满足 

下 列 关系 式 : 

(n, m) 

Meee, Cla (udp + 7) — (2p — a? =" )4(28’)] =0 (4. 83a) 

i, 2) pac’ (3nAp’ +2y)=0 (4. 83b) 

(3,1) ac? (3npAp +7) = 0 (4. 83c) 

GF, OF a* cap’ = 0 (4, 83d) 

ares we (on Ap + 447'—2c,) = 0 (4. 83e) 

(2, 2) ac’ [p(9n? Ap’ + 9uy — 40) 

SC2 — a’ —-° JON ha 8 (4. 83f) 
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(2,1) @e (Sr Ap 十 部 ss2e0e0 (4. 83g) 

(2.00 a’c’ (3nAp’ + y¥)=0 (4. 83h) 

(1,3) pic(3W?Ap +5yy —4e) = 0 (4. 83i) 

(1,2) p®ac(9p’ Ap + 12yyx — 8cy) 三)0 (4. 833) 

(1,1) a’c[y(9p? Ap’ + Inv 一 4co) 

— 3(2y? —a’ —c’)/(20’?)] =0 (4. 83k) 

(1,0 pa*c(3uAp’ + 27) = 6 (4. 831) 

(0,3) p(w Ap + 2py — 2c.) = 0 (4. 83m) 

(0,2) pia(3y’Ap’ + 5uy — 4c.) = 0 (4. 83n) 

(0,1) pa?(3p? Ap’ + 4uy — 2c.) = 0 (4. 830) 

(0,0) a®[u(uAp’ +7) + (2 — a’ — c?)/(26°)] = 0 (4. 83p) 

式 (4.83d) 的 条 件 指 出 

c= 0, Ap =0 (4, 84a) 

或 ¢=0, Ap #0 (4. 84b) 

或 c0, Ap =20 (4. 84c) 

第 一 种 情形 (< = 0, Ap = 0 ) 属 于 销 环 形 膜 泡 。 这 时 从 式 (4. 83a) 到 式 

(4. 831) 所 有 各 式 都 能 得 到 满足 。 同 时 ,(4. 83m) 到 (4. 83o) 各 式 和 式 (4. 

83p) 分 别 要求 
| so ee 

(4. 85) 
p/a = 1A/2 

BPE (c= 0, Ap A0)HEBT HARM. HN, A(4. 83m) 到 
(4. 83p) 各 式 给 出 

Co = ¥p/2=2 2/a— (8/a* —2d/k.)” 

Ap’ =—4c/a’ (4. 86) 

p/a=1//2 

BPE (cA0, Ap = 0 ) 对 应 于 非 轴 对 称 的 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 。 这 

时 , 式 (4. 83) 中 的 b, c, e, g, h, i,j, 1, m,n 和 oo 各 式 以 及 式 (4. 80) 给 出 

y¥=0, o =0, A=0O (4. 87) 

同时 , 式 (4.83) 中 的 a, f, kM pena 
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uw =(ae +c’ )/2 (4. 88) 

Auth, cA 0, Ap’ = 0 和 式 (4.87) 以 及 式 (4. 88) 是 迪 潘 四 次 圆 纹 曲 面 为 

膜 泡 解 的 充 要 条 件 。 式 (4. 88) 的 条 件 限 制 了 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 生成 圆锥 

曲线 的 形状 ,因此 迪 潘 四 次 圆 纹 曲面 形 的 膜 泡 比较 难以 出 现 。 

$4.6 双 止 圆 盘 形 膜 泡 

人 类 以 及 哺乳 类 动物 的 成 熟 红 细胞 中 没有 细胞 核 。 红 细胞 的 形状 又 

是 被 施加 在 红细胞 上 的 力 的 平衡 所 控制 。 因 此 红细胞 的 形状 成 为 研究 生 

物 膜 的 一 个 理想 课题 。 实 验 观 测 指出 :成熟 的 人 类 红细胞 呈 双 凹 圆 盘 形 。 

正 是 这 个 问题 引起 了 Helfrich 教授 对 生物 膜 研 究 的 兴趣 。 在 具体 讨论 

WM] Bl EF RY (circular biconcave discoidal vesicle) 之 前 , 先 对 普遍 的 

具有 轴 对 称 性 的 曲面 的 形状 方程 式 进 行 一 些 比较 详细 的 讨论 是 有 益 的 。 

4.6.1 轴 对 称 曲面 的 形状 方程 式 

对 于 具有 轴 对 称 性 的 曲面 ,比较 方便 的 办 法 是 引用 曲面 上 一 点 到 对 

称 轴 (z 轴 ) 的 距离 o 作为 独立 参量 (如 图 4-4 所 示 ) ,把 该 点 曲面 周 线 的 

切线 与 对 称 轴 之 间 交 角 的 余 角 少 看 做 是 o 的 函数 ,Y = o(o). THA 
0sin0 z=z, dz=dptany 

ds? = do” +p d@ + dz’? =sec’ do +a df 

Bop = Sec’ yb, Se=p ; g=p sec’ 

—— <1, 2,0, n,—cos¢ 

n,=—singcosé@, n,=—singsin#, n,=cos 

Ly = see oo, | ad Log =psin pb (4. 89) 

2H=—(c, +e) =cos p +528, K=c,c, = Sin poos odd 

ep e = do 

ene c= —cosp 和 

O O 

12 _COS Pf 2 9 9 a 

” p [sp (ecos ¥ 元) 十 区 p 36) 
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4-4 描述 轴 对 称 曲面 的 坐标 

式 中 6(0 <0 < 2x) 为 转动 角 , 曲 面 上 外 向 法 线 半 已 经 被 明确 规定 ,这 样 
的 曲面 称 为 光滑 曲面 。 根 据 式 (4. 89) , 普 适 形状 方程 式 -3 (3. 81) 成 为 

cosy 9 划一 4sin yeosy 和 ace + 60s yl sin’ a 到 cos 的 相 
人 二 (at) +| 亚 yy — 2cos" oS eee | 

Z 

do” 20 学 

nee dy, fsing(1+cos’g) _ (A 1 co \sin Ap) 
3 Jeosoe + [5 25 Ge al ae hired : 

(4. 90a) 

它 也 可 以 写成 下 列 形式 [3 : 

tf », ay sin2p/dy\’ , cos gdy _ sin 2~ 
p apices 4L cos ? ae? 4 (uo) 和 e do 20° 

_. pap Sepsin’y » sity (24.0) ]| = (0 (4. 90b) 
2k.cosw Recosm 2cosw~\ pe j 

tht ATE p 40 Fl cospK OMAK FA 

cos'p St sin 29 (ae) 4 cos'pdy sin2% Asin g 
4 do p do 20° k.cos 

= sin fem |)" eS 
2cos Fi DO 4 ) 2k.cos wp oe ay 

式 中 
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2 (4. 90d) 
0 

K 为 积分 常数 。 

4.6.2 成 熟 红细胞 

式 (4. 90a) 是 一 个 三 阶 非 线性 微分 方程 式 。 能 够 满足 它 的 解析 形式 

的 解 已 知 的 非常 少 ,而 且 很 难 找到 。 幸 而 ,Naito，Okuda 和 Ou-Yang[32] 

找到 一 个 能 描述 双 凹 圆 盘 形 的 解 。 它 的 具体 形式 是 

nati i ob) |=arcsin[ aoln(o/pz ) | 
(4.91) 

ps —exp(—b/a) 

式 中 和 2 为 常量 。a 的 量 纲 为 长 度 的 倒数 ,由 形状 方程 式 和 对 膜 泡 所 

规定 的 符 与 来 决定 。 对 式 (4. 91) 求 导 得 出 

dy _ (822+ a) 
do cosg\ po 

dy _ < in f sin p a (4, 92) 

do” —cos® ok +a) eer 

0 加 下 ) 人 ly. ae 

FETK (4. 92) 代 入 式 (4. 90a) 可 以 得 到 

2(a+e)(Sa#) ig | *t--1n)* ale [ge — alc a) —# |= 0 

FAT ESO FEA yb 角 都 应 能 得 到 满足 ,因此 要 求 

2 十 二 三 

(atc)? + 2A/k. = 0 

Ap/k. — (1/2)a(c2 — a?) — ad/k, = 0 

a 一 一 cc， A=Ap=0 (4.93) 
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的 等 信 下， 

人 
| Y= — copln(o/ps ) =Baln x (4:94) 

x= p/pp, B=— Cops 

成 为 普 适 形状 方程 式 (3. 81) 的 解 。* EWM K. 

为 了 讨论 方便 起 见 , 先 看 

ga U Ags = OF, fete (4.95) 

WE. BA,42cz=0(0o=0)Mxr=1l(o=po)N, sing=0 ; me 

maz=e'(o= om = -s/e) XM, sing RARXKE singm, ，sin yw = copos/e。 

FE x= Fc = pc/pn > 1K, PH W/2.0 TS HIER ART 

23 7EX 2 oy ANIER REIMAN SA. WM zcln zc = 1X(coos) 的 情形 ， 

数值 计算 指出 :在 式 (4. 95) 的 条 件 之 下 ,只 有 一 个 大 于 1 的 zc 数值 ,也 就 

是 只 有 一 个 大 于 on 的 oc 数值 能 够 得 到 满足 ,所 以 有 

(Pc > (PB = (PM > 0 

相对 于 式 (4. 94) AVA cos ¢ AR. 

cos =+ (1— fPz?ln’x)” =+[1— pln? (p/ps)] (4.96) 

在 正 号 条 件 下 , o= OR tany=0. 。p 值 增加 时 tang 的 负 值 的 绝对 值 增 

大 ,到 达 o=e :处 tan 少 负 值 的 绝对 值 达 到 最 大 值 tan du. op 峙 增加 时 ,y 

开始 向 正 向 增加 ,于 是 tan 几 负 值 的 绝对 值 降 低 。 当 o BA ps N, tang 

= 0. 0 继续 增加 时 ,tan 水 成 为 正 值 。 在 o=o. 处 ,tany 一 ce。 国 数 zx(po) 

的 轮廓 见 图 4-5 , 它 也 就 是 双 凹 圆 盘 形 在 oz 平面 上 方 的 图 形 。 式 (4. 96) 

的 负 号 部 分 描述 的 应 是 图 4-5 中 曲线 关于 o HEN RNB. BOON 

形 与 8<< 0 的 情形 完全 类 似 , 只 不 过 把 式 (4. 96) Pa MAIER S we — 

下 而 已 。 对 于 a = c = 0 的 特例 ,如 果 令 2 = VR , 式 (4.91) 将 简化 成 p 

= Rsin gy, 这 是 一 个 半径 为 尺 的 球形 膜 泡 。 

函数 >(o) 由 下 式 决 定 

bi = tan g =— copln(o/pp )/cos 

; (4. 97) 
z(p) — 2(0) = ["tan y(p)dp 
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O Pu Pa Pc p 

4-5 co 二 0 时 式 (4.91) 描 述 的 轮廓 图 

具有 D-n 对 称 的 膜 泡 包括 对 po 轴 对 称 反射 部 分 

可 惜 ,对 本 问题 无 法 求 得 简单 的 解析 形式 的 zx(o) 函 数 。 从 图 4-5 可 

以 看 出 ,由 于 zx(0) > z(o.) = 0, 因此 

=(0) =— | tanwp)dp 

= |" copln(e/ps)dp/C1 — chp? In* (e/pn ) 1 

FAS , MH AB RIM RAR co 和 pos RE. AT RAN HR 

Ao 为 

= ell An| PN es PE, (4. 98) 

FAN Sb 0 Y VA tht) DR I AR LA AIK EB co 和 膜 泡 面积 A。 决定 。 

值得 注意 的 是 ,如 果 把 式 (4. 91) 的 轮廓 线 绕 o 轴 转 动 一 周 的 话 ,形成 

的 将 是 一 个 哑铃 形 曲 面 (dumbbell shaped surface) ,但 是 还 不 曾 观测 到 过 

稳定 的 哑铃 形 红细胞 。 由 于 没有 解析 形式 的 =(o) 函 数 , 因 此 无 法 讨论 由 

式 (4. 91) 形 成 的 哑铃 形 曲面 的 问题 。 

4.6.3 MAA MBBS HK 

式 (4. 91) 的 双 凹 圆 盘 形 表示 式 可 以 写成 另外 一 种 形式 

区 b = o[po + copln p = copln(p/ pz ) 
(4. 99) 

ps = exp(— 1/cyp) 
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当 cy 的 数值 是 在 (一 ce， co) 范围 内 ,同时 o 的 数值 是 在 (0，ce) 范 围 内 
取 不 同 数值 时 , 式 (4. 99) 将 给 出 不 同 的 图 形 ,也 就 是 不 同形 状 的 膜 泡 。 
上 节 已 经 提 到 ,标识 膜 泡 形状 的 是 和 膜 泡 表面 面积 A, 这 两 个 量 。 
通常 为 了 便于 识别 ,对 于 每 一 种 形状 都 赋予 一 个 标量 不 变量 c= Oop, 

六 一 VE7CR  。 为 了 简单 起 见 , 可 以 取 单 位 半径 的 球面 作为 标 
准 , 于 是 这 个 不 变量 的 数值 wo 就 等 于 cm。 由 于 sin 的 数值 限制 在 
一 1 到 十 1 之 间 , 因 此 各 种 图 形 也 就 存在 于 不 同 的 o 值 区 域 。 图 4-6 给 
出 了 各 个 区 域 的 范围 。 

4-6 sinV(p) 与 p 的 关系 以 及 各 种 图 形 出 现 区 域 图 

4 cp > co > 0, O> sing(pg) 二 一 1 时 ,图 形 出 现在 [0, p | KH; 4 oo > &, 

—1>sin ¢(p,) F AHR, oj] 和 [es ,pc] 两 个 不 同 的 区 域 。 

对 于 式 (4.98) , 当 cs = OIA o > OM, EE—TEBN m 的 球面 

方程 式 。 式 (4. 99) 是 一 个 o HIS. PBX sin 内 po) 的 极 值 ( 取 

oo = 1)MF pos, 并 满足 关系 式 

ine = 1+ +coln ps = 0 

oa = exp[— (1+ 060)/co | 

因此 

sin ~(os) = ps + copsln pp =— Cops 

=— coexp[— (1 +c )/eo J (4. 100) 
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当 co 二 0 时 , 它 是 负 值 ;而 当 ce<0 时 , 它 是 正 值 。 对 于 cs >0 的 情形 ,不 

同 的 co 值 将 给 出 不 同 的 类 椭 球 形 膜 泡 。 这 里 使 用 了 ”类 椭 球 形 ” 而 不 是 

如 文献 [32] 中 那样 直接 称 为 “ 椭 球 形 "。 李 球 在 包含 x 轴 的 平面 上 的 投影 

FEA p’/a’ 十 二 MLc = 1, FMA LER A MAN KRS o 轴 之 间 夹 

FRAY IESE EKA 

sin g = dz/ds = dz/(do’ + dz’ )”” 

mec p/(a ze +c py 

这 个 关系 式 显然 不 同 于 式 (4. 91) 的 各 种 特例 的 情形 。 只 有 在 特例 条 件 下 

两 者 才能 近似 相等 。 因 此 ,严格 说 来 这 不 是 李 球 形 , 只 是 类 椭 球 形 。 首 

先 , 当 c.=co 盖 3.59112 时 , 式 (4.100) 给 出 siny(os) = 一 1。 式 (4. 89) 指 

出 ,这 时 膜 泡 的 主 曲 率 co = 一 cosy(dydo) = d(sing)/do = 0, 因此 膜 泡 

是 一 个 无 限 长 的 有 盖 圆 柱 ,圆柱 半径 oa = 1/co 之 0.278。 

其 次 , 当 cs <c,N,0> sing(os) > 一 1。 这 种 状态 下 的 图 形 将 出 现 

在 o 从 0 到 ec 的 范围 内 ,其 中 sin yoc) = 1。 同 时 ,poc 是 图 形 的 赤道 半 

径 。 这 些 图 形 属 于 类 局 椭 球形 。 

当 co 之 c 时 ,sinWpos) 到 一 1, 这 时 图 形 可 以 在 po 人 [0,，o] 和 po6E 

Los, ec ] 两 个 范围 内 出 现 。 在 [0, po ERA. 是 图 形 的 赤道 半径 ,同时 

sin 多 A ) =— 1, 这 些 图 形 属于 类 长 椭 球 形 。 不 过 ,这 时 一 1 和 sinyW(o) 

<0, 因此 图 形 的 法 线 是 指向 内 部 的 。 在 Le ,poc] 范 围 内 ,数值 计算 表明 ， 

只 能 出 现 目 交 的 结 点 形 圆柱 体 。 图 4-7 绘 出 了 下 列 图 形 : 

(a) 类 长 李 球 Cops =— 0.72, sing = p—0. 6olnp, o € [0, 1]; 

(b) 有 盖 圆 柱 cp, =—2.06, sing=p—0. 99plnp, oE [0, 1]; 

(c) 26 FataEr Cops = 0.46, sing = p+ 0. dolnp, op € [0, 1]; 

(d) M4) Bl a coo: = 1.51, sing = p+1. 8olnp, o € [0, 1]; 

(e) BRAM AB cp, =2.72, sing=pt3. 2olnp, oE [0, 1]; 

(f) B24 AP AK Co os = 3.28, sing = p +3. 60oln po， 

oe € [0. 301, 1]. 

这 六 种 图 形 加 上 cop. = 0, sing = 0, 9 € [0,，ce] 的 平面 和 op, = 0, 

sing = p/p, 0 10, wm] ERM est (4. 96) APA AT REM LMA. fe 
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(b) 

(€) 

447 NUASCRHSHIEFT AR 

(a) 类 长 椭 球 ; (b) 有 盖 圆 柱 ; (c) RRR; (d) RAB; (e) BRAM 

Ala; (f) 自 交 结 点 形 圆 柱 。 

注意 的 是 ,所 有 图 形 的 自 曲 率 都 是 在 一 个 很 小 的 数值 范围 内 ,而 不 是 

CoE [—so, ceo] 的 无 限 大 范围 。 
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4.6.4 双 凸 圆 盘 形 解 的 变异 

膜 泡 的 形状 [34, 35) 在 温度 [351 和 渗透 压 !37 改变 的 时 候 可 以 发 生变 

化 。Heotanil37] 应 用 暗 视 场 显微镜 观测 到 如 图 4-8 PRM BAL 

脂 质 体 向 椭圆 形 、 三 角形 、 四 边 形 或 五 边 形 变化 的 情形 ,并 且 指 出 这 种 变 

化 是 由 于 渗透 压 的 改变 引起 的 。 因 此 ,可 以 把 膜 泡 的 初始 条 件 取 作 式 

(4.93) 的 Az 王 1 和 王 0, 并 把 双 凹 圆 盘 形 取 作 式 (4. 94) 。 形 状 方程 式 的 解 

就 由 co 和 ps 完全 决定 ,也 可 以 取 式 (4.98) 的 膜 泡 面积 A, 作为 参数 。 

ss  AV/V,=-2.931 X 10° 
Ap=24.42 
AV/V,=-7.503 X 10° 

Ap=25.95 
AV/V,=-0.030 01 

Ap=-4.311 
AV/V,=-1.980 X 1075 
Ap=-4.292 
AV/V,=-5.069 X 10° 

Ap=-4.236 
AV/V,=-0.020 28 

ne Ap=17.77 
<< AV/V,=-6.734 X 10 

SS AV/V,=-4.516X 10° SS Ap=17.94 

Ap=14.96 和 iSite Se 

AV/ V =—0.011 56 Ap=18.50 

AV/ V =—0.689 6 
Ap=15.40 

Ap=23.05 
AV/V,=-9.586 8X 10° 

Ap=23.11 
AV/V,=-6.136 X 10° 

Ap=23.32 
AV/V,=-0.024 54 

图 4-8 LANMASRERAHSUCRSHAAe 

(a) 不 对 称 形 ; (b) BB; (c) 三 角形 ; (d) 四 边 形 ; (e) 五 边 形 。 

图 中 Ap 是 渗透 压 差 (单位 为 一 &ci ) ，AVZV 为 膜 泡 体 积 相 对 改变 量 。 
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Naito 等 人 [3 在 拟 合 Evans 和 Fung!L38] 实验 结果 所 得 出 的 关于 人 

类 红细胞 形状 经 验 公 式 后 ,利用 第 三 章 中 对 膜 面 施加 微量 扰动 的 办 法 

求 得 系统 形状 能 的 变 分 量 。 对 形状 能 量 的 极 小 化 证 实 了 在 高 于 渗透 压 

差 的 国 值 情形 下 , 双 凹 圆 盘 形 膜 泡 可 以 出 现 如 图 4-8 所 示 的 不 对 称 双 

MAA MAW 三角形、 四边形 或 五 边 形 的 情况 。 具 体 的 计算 读者 

可 以 参阅 文献 [33] 。 

把 双 凹 圆 盘 形 红细胞 放 在 某 些 高 浓度 的 化 学 试剂 中 可 以 变 成 有 刺 的 

PRE ,也 就 是 说 双 凹 圆 盘 形 的 顶点 发 生 移 动 。 式 (4. 91) 的 双 凹 圆 盘 形 

解 在 人 = Ab 三 0 条 件 下 是 成 立 的 。 把 红细胞 放 在 高 浓度 化 学 试剂 中 相 

当 于 增加 了 膜 泡 内 外 压 差 而 使 渗透 压 差 Ab 天 0。 在 Azb 夫 0 的 条 件 下 , 令 

g(o) = sin f(o), 由 于 表面 张力 基本 上 等 于 零 , 因 此 可 以 令 fo) = 

cooln(o/ps) + Apg (p)o HAE RAKE. 90a) 就 可 以 得 到 一 个 关于 gs(o) 的 

二 阶 微分 方程 式 。 方 程式 的 齐 次 部 分 有 两 个 正则 奇 点 2 拓 0 和 po=pc。 

可 以 证 明 ,在 两 个 奇 点 附近 ,g(o) 具 有 下 列 形式 : 

g(0) = apt+c/po+p*/(16R) 

数值 计算 说 明 ,这 个 结果 是 合理 的 ,所 以 在 小 的 渗透 压 差 Ooh, 

f(e) = copln o/ps 十 SpbLo Al16R)] 

当 渗透 压 差 增 大 时 , 顶点 将 向 中 央 移 动 。 移 动 的 大 小 由 Apos te) =OR 

定 , 式 中 e = 一 0.06os[32L(cy )]。 这 个 结果 表明 ,红细胞 周围 化 学 试剂 

浓度 的 增加 将 使 细胞 顶点 向 中 心 移动 。 这 正 是 实验 中 看 到 的 圆 盘 形 细胞 

向 有 刺 形 细 胞 和 圆 盘 形 细胞 向 球形 细胞 变化 的 结果 。 关 于 上 面 计 算 的 详 

细 情 形 读者 可 以 参考 文献 [34] 。 

$4.7 ”具有 恒定 平均 曲率 的 回转 曲面 和 它 的 扩展 曲面 

1841 年 ,Delaunay[39] 指出 , 欧 几 里 得 空间 中 具有 不 变 平 均 曲率 的 回 

转 曲面 只 有 球面 .圆柱 面 . 悬 链 曲面 (catenoid) 波形 曲面 (unduloid) 和 续 

点 曲面 (nodoid)。 这 些 曲 面 统称 为 Delaunay 曲面 (Delaunay surface). 
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前 面 已 经 比较 详细 地 讨论 过 前 两 种 曲面 。 生 成 Delaunay 曲面 的 一 般 过 

程 是 把 一 条 圆锥 曲线 沿 它 所 处 平面 上 的 一 条 直线 滚动 ,这 时 圆锥 曲线 的 

一 个 焦点 绕 该 直线 (例如 = 轴 ) 所 描绘 的 迹 就 产生 了 Delaunay 曲面 。 

Delaunay 曲面 的 普 适 方程 式 是 [39, 10) 

sin po) = ao hrs (4.101) 

式 中 参量 上 和 也 决定 了 曲面 的 类 型 。(1) a= 0 为 由 抛物 线 的 焦点 所 
生成 的 悬 链 曲面 ,也 就 是 具有 固定 两 端点 不 可 伸缩 的 自由 悬挂 链 生 
MA HH. (2)0< ad < 1/4 

为 波形 曲面 ,也 就 是 由 椭圆 的 一 Rae velco aig 
个 焦点 生成 的 波形 曲线 所 形成 
的 曲面 。(3) ad <0 为 结 点 曲 
面 。 由 双 曲 线 的 一 个 焦点 生成 
的 曲面 如 图 4-9 所 示 。 图 中 的 
结 指向 绕 转轴 。 由 于 几 可 以 控制 在 顺 时 针 方 向 也 可 以 控制 在 着 时 针 方 
向 ,因此 可 以 把 参量 w 认为 是 正 值 。 曲 面 式 (4. 101) 的 平均 曲率 HK 
3 (oso $+ 有 对 正好 等 于 ac。 这 也 说 明了 au > 0。 式 (4.101) 的 一 个 

4-9 以 底线 为 绕 转 轴 的 结 点 曲面 

简单 的 推广 是 ,在 Delaunay 方 程式 (4. 101) 中 增加 一 个 常数 2 项 [4] , 

si ) = % 革 击 放 (4. 102) 

式 (4. 102) 描 述 的 回转 曲面 并 不 一 定 具 有 不 变 的 平均 曲率 。 当 = 0 时， 

式 (4. 102) 简 化 为 Delaunay 曲面 。 

现在 看 一 看 在 什么 条 件 下 式 (4. 102) 成 为 普 适 方程 式 (4. 90a) 的 解 。 

简单 的 求 导 给 出 下 式 : 

> (2-5) see y 

ie (2-4) tan Wsec ‘y+ 2(5) sec y (4. 103) 

diy _ (2-4) (sec p+ 2tan psec’ y+e (< 一 
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把 式 (4. 103) 代 入 式 (4. 90a) 得 出 

sysin' y— 4 (44+ 32)sin'y—| 4 py 
25sin yp 5 (<i Ee )sin y 20 + (ad + 2ad+1) 3 

ge 444)1 sing #+a(1— Saad (+a + 2ace+5- + F)- sing toa td(l zad ) 

3. gf A 4 £0) dee ly otf de te kde 0 d(A+$)|5 5a hold) geen 

(4. 104) 

应 用 式 (4. 102), x0 (4. 104) 成 为 

2G? peate, +2a(A +2) + 可 2ac。 + Geek 

+6(50 ~2ad —2evd = 1) 5 +406 yi ga 7 —0 (4,105) 

由 于 式 (4. 102) 对 于 不 同 的 o 值 都 应 能 得 到 满足 ,因此 只 有 当 

— Ap/k, + 2a*co + 2a(A/k. + 3/2) = 0 

b[ 2acy + (A/k. +5/2) ] = 0 

MS /2 —2ad = 264-0 

d(b? —4ad —2ad) = 0 

这 些 条 件 都 得 到 满足 时 , 式 (4. 102) 才 是 普 适 形状 方程 式 (4. 90a) 的 解 。 

式 (4. 106) 指 出 ,有 下 列 四 种 不 同 的 情形 。 

(1)b=d=0 这 时 sing = ao. MA eo = 2° +y AMtang= 

dz/do = + sin g(1— sin’ gg)? 的 关系 ,对 dze/do NROAW SHEAR 

=| 1/a| 的 球面 解 。 这 时 , 式 (4. 106) 的 第 一 个 式 子 就 是 简单 的 式 (4.5) 

的 球形 解 的 要 求 。 

(2)b=0,dF0 这 时 sing = ao + d/o. 它 就 是 具有 不 变 平 均 

曲率 H = a 的 Delaunay 曲面 解 。Delaunay 曲面 是 膜 泡 形状 的 条 件 为 co 

=— 2a Ml Ap—2ax = 0, 

(3)b6A40,d=0 这 时 sing = ao 十 5。 在 这 种 条 件 下 ,对 dzxdpo 的 

积分 给 出 了 锚 环 解 。 

(4. 106) 
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[e? ty +2?4+ (8 —1)/a’ |? = 4(b/a)? (2? + y’) (4.107) 

同时 , 式 (4. 106) 的 第 二 个 式 子 给 出 了 约束 条 件 太 = 2, Ak. =— (2aco + 

c0X2) 和 Ap = 一 2&a cu。 把 式 (4. 107) 同 式 (4.62) 和 式 (4. 63) 相 比较 ,可 

以 看 出 | 1Xal| 就 是 锚 环 的 小 圆 半径 。 

(4) bd 40 这 时 sing = ao +b+d/p. FE IAPR FE PACA. 106) 

给 出 下 列 约束 条 件 : 

=— 2aco, Cod = 一 位 已: er (2 二 各) 

0 

(4, 108) 

在 (3) 和 (4) 两 种 情形 下 , 式 (4. 102) 78H ,曲面 并 不 具有 不 变 的 平均 曲率 。 

第 (4) 种 情形 比较 复杂 ,有 必要 对 它 更 仔细 地 讨论 一 下 。 

在 好 天 0 的 条 件 下 要 想得到 实数 的 值 ,a 和 cs 必须 具有 不 同 的 符 

与 ,而 且 要 求 一 2aice S 1, (4. 108) HHH ,b 可 以 有 两 个 可 能 的 数值 。 

END AA b.=+ (— 40/q, — 2)”, 与 相 对 应 的 曲面 是 

siny 三 ap 十 2 一]《cop (4. 109a ) 

eo = [1/(2a) J[ (sin g— bs) + (sin’p — 264 singy—2)”?] (4.109b) 

式 中 o 限 制 为 正 值 实 数 。 由 于 | sing |<1 ,因此 式 (4. 109b) HAY 0 不 能 

存在 。Deuling 和 Helfrich 曾经 用 数值 计算 Delaunay 波形 曲面 来 解释 红 

ARE PEAS RFE AR'S!) 。 他 们 的 计算 并 未 包括 式 (4. 109) 所 描述 的 曲面 。 

式 (4. 109) 似 乎 可 解释 Bar-Ziv 和 Moses[421 观 测 到 的 珠 串 形 柱 体 结 构 。 

& p = om FW dsin ¢(o)/do = 0 XbA 0 ho IKFF om = (— aco). F 

是 ,2- 那 一 支 曲 面 可 以 用 一 个 无 量 纲 的 变量 z 来 表示 成 为 

midi) = a(z+2°) Ce — 4? 

Pty 二 全 os (4. 110) 
a= (— a/c)” 

sin 加 = 2a 一 (4o — 2)!” 

约束 条 件 | sing |< 1 要求 = (—a/~)” 3/4, 2 HARARE 

a, = [1/(2a)]{1+ (40? —2)”? + [2(4e? — 2)”? —1]"”} 
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kn > 717.624) ] {bite — 2)8* + [2 e* — 2) eee 

(4.111) 

的 范围 之 内 ,其 中 sinV(z) = sing(z.) = 1, cos g(x) = cos P(z2) = 

0。 对 应 于 每 一 个 sin %z) 有 两 个 数值 相等 的 tan WZz) 值 ,其 中 一 个 是 正 

值 , 另 一 个 是 负 值 。 在 zx 和 z* 这 两 个 端点 ,z(z) 曲 线 都 与 (也 就 是 x) 

轴 垂 直 。 式 (4. 110) 表 明 FE Mea, HAA, BM xzo) 不 存在 水 

平方 向 的 切线 。 这 两 点 表明 zx(o) 是 波形 的 ,同时 式 (4. 110) 的 曲面 是 波 

形 曲 面 。 

值得 注意 的 是 e = a = 3/4 这 一 特例 。 这 时 式 (4. 110) 成 为 

a= 20 a 2sinwd) 2/3 Le 

这 个 方程 式 存在 z 的 实数 根 的 条 件 是 (1 十 2siny) >9, At, RA sing 

王 1 和 z=1 才 能 满足 要 求 。 换 名 话说 就 是 ,波形 回转 曲面 退化 成 为 一 

个 a/co = 9/16 的 半径 为 om = (aco) AYIA (cylindrical surface) 。 

这 时 , 式 (4. 38) 的 圆柱 形 膜 泡 的 约束 条 件 也 目 动 得 到 满足 。 图 4-10 绘 出 

了 不 同 值 的 曲面 轮廓 线 的 半 周 期 。 

式 (4. 110) 并 不 包括 H =a = 一 coX2 的 结 点 曲面 。 这 一 点 并 不 表示 

非常 数 平 均 曲率 的 结 点 形 解 不 是 普 适 形状 方程 式 (4. 90a) 的 解 。 式 

(4.91) 的 解 描述 的 曲面 可 以 看 做 是 另 一 类 Delaunay 曲面 的 延伸 。 4. 6 

已 经 指出 ,在 a = 一 cc， Ap = 和 =0 和 |181=|co lo 二 ee 的 条 件 下 , 式 

(4. 91) 描 绘 了 双 凹 圆 盘 形 曲面 。 现 在 看 一 看 在 

|Bpl>e (4.112) 

RAE PRI). ECS | PI e BBNAAZHEBZETFRER 

个 位 置 21, 2. Mz, RARE clnz=1/|8| NRE MFEMA—-*F =z. 

=P A AAR 

De (4.113) 

三 个 范围 内 。 另 外 ,由 于 式 (4. 9) WNKA, £1 <r<2; 范围 内 ,每 一 个 

工 值 一 般 有 两 个 大 小 相等 但 符号 相反 的 tan V, 特 别 是 

y(0) 和 0，tanVW(zi) 一 十 ce， tan g(r.) >to 
(4.114) 

tang(1) = 0, tang(z;) >to 
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0 ] 2 x 

410 不 同 w 值 (以 w = 3/4 为 单位 ) 的 类 波形 曲面 轮廓 线 的 半 周 期 

小 插图 给 出 了 e = 1. lo- 的 三 个 周期 。 

16 0.5 1 ee 

图 4-11 不 同 5 值 结 点 形 的 半 周 期 

小 播 图 给 出 三 个 半 周 期 ,8 = 1.000 le, 
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tan (zz) 的 这 些 性 质 提示 ,在 ze Sex, 范围 内 轮廓 线 x(z) 具 有 结 点 。 

数值 计算 证 实 了 图 4-11 的 结 点 形 。 

这 里 的 结 点 形 与 Delaunay 曲面 的 结 点 形 的 不 同 之 处 在 于 :此 处 的 结 

点 是 向 外 伟 的 而 不 是 如 图 4-8 那样 向 曲面 内 部 内 切 的 。 从 图 4-11 上 看 ， 

似乎 结 点 形 将 退化 成 生成 环 并 非 圆 的 锚 环 。 当 8 一 se 时 , 锚 环 具有 一 个 

无 限 小 的 生成 圆 ,同时 环 面 不 是 圆柱 形 而 是 》4. 2 中 所 说 的 呈 带 状 。 

$4.8 非 圆 截面 柱 面 

细胞 膜 有 许多 呈 柱 形 结构 :33]。 例 如 ,线粒体 内 旺 经 常 是 管状 ,并 且 

大 体 上 呈 六 角形 堆积 。 另 外 ,还 有 截面 呈 三 角形 的 棱柱 形 内 旺 4。 在 

理论 方面 ,Seifert 在 研究 二 维 的 膜 泡 黏附 问题 时 曾 对 非 圆 截面 柱 形 面 进 

行 过 讨论 14] 。 近 来 ,Zhang 和 Ou-Yangl46, 47] 对 Helfrich 变 分 法 中 的 

普遍 柱 形 解 进行 了 讨论 。 沿 > 轴 的 柱 形 可 以 用 它 的 截面 曲线 

(证 (4, 115a) 

RRR. CHARLER-ARcNDRS 2x HZANRAD ¢ = f(z), 那 

么 曲线 上 的 线 元 dd 和 柱 面 上 的 空间 线 元 ds 之 间 满 足 关 系 式 

一 dicosW， dz =dlsing 
(4. 115b) 

ds’ = dz’ + dy + de’? =dl’+dy’, g= dll) 

lay 为 独立 参量 ,区 有 至 一 gw = g=1,n= (—sing, 0, cosg), 
Ly dy/dl — cos > dy/dz, Ae = ‘a = » (了 2h oS €3) + c,) — 

dy/dl = cosy: dd/dlL 以 及 天 =0。 柱 面 的 两 个 主 曲率 是 一 cl = t= dd/dl 

A — cz = 00 Fe, W(2. 95) 给 出 

A 3 , 2 d 3 

2V2: = cos | cos y <4 — asin 2y St ot — cos 2 放 52) | 

普 适 形状 方程 式 (3. 81) 现 在 成 为 

d'g, 1 (dg), 7db 1 GH ae > drs a eee (4. 116a) 
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或 “cosy 和 -2sin 24008 y MY FH — cos y( Joost y— sin’) (2) 
一 xcosy S¢ + Bp 一 (4. 116b) 

式 中 和 一 MAR. 十 ci][2, Ap = Ap/k. (4. 116c) 

柱 形 的 周 线 由 

z 一 {tan Y(x)dz 

给 出 。 应 用 曲率 

一 = 4 = cosy (4,117) 

和 变换 d/dl = (dy/dl)d/dgp = t d/dp BK d/dx = (dywdz)d/dy， 式 

(4. 116a) 成 为 

Ay 4: dt we he ‘a 人 =) +58 ua — Ap =0 

应 用 d/dgy = (dt/dy)d/dt 的 关系 ,上 式 成 为 

<(¢ = +23 —24r—2 Ap =0 

此 式 的 一 次 积分 ;成 为 

dt _ Pr 2 Ap fo 1/2 

nad TthAckos ees) (4. 118) 

式 中 C/4 是 积分 常数 。 由 于 dy = ed, EXN-KEDRAMAR 
分 [10, 11] 

A a ae l 

| (— 72 +442 +8 Apt+C)™ | (1/2)ldl (4,119) 
0 0 

于 是 曲线 的 曲率 ct AT A es 

t = dy/dl 一 A(Z]2) (4. 120) 

1 TE pe 3c JH aL, — 7 SBCA HA — 4 ES, Tf AR Ob 
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解析 函数 。 对 于 膜 泡 来 讲 , 只 需要 考虑 实数 周期 轴 数 。 由 于 曲率 上 是 曲 

线 张 长 2 的 周期 性 函数 ,因此 只 需要 讨论 一 个 周期 。 在 一 个 周期 内 所 转 

的 角度 如 由 

nie [cai (4.121) 

给 出 st T AHA Ra ARN A(t/2). WEABEN A MAS, 可 以 看 

做 是 C 的 函数 。 截 面 曲线 就 由 式 (4. 115b) MIN (4. 120) Bi. RAS 

(C) 满 足 一 定 的 条 件 的 C 值 时 ,截面 曲线 才 是 一 条 闭合 的 曲线 。 

式 (4. 119) 中 的 四 次 方程 

P(t) 一 C 一 1 一 4 一 8Ap) (4,122) 

RRA 和 Az 的 函数 。 积 分 常数 C 相当 于 把 上 P SHAW AI P 轴 

vET HAL. P(t) INRIA dP(t)/dt = 0 决定 ,也 就 是 由 方程 式 © 

t — 241-2 Ap=0 (4, 123) 

决定 , 它 与 积分 常数 CLK. WAGIEN A AR. 值 的 膜 泡 ,之 0 ,但 Azp 

却 是 可 正 可 负 。 式 (4. 122) 和 式 (4. 123) 在 同时 改变 上 和 Az 的 符号 时 都 是 不 

变 的 。 这 说 明 P(z) 曲 线 的 形状 在 Ap 和 一 Ab 条件 下 是 对 称 的 ,它们 互 为 镜 

像 。 式 (4. 123) 是 一 个 标准 的 地 十 加 十 4=0 式 的 三 次 方程 式 。 它 的 判别 

式 4 是 4 三 和 /4 十 大 [27, 4A<0(f/4 <— p’/27) N ER=TASH 

根 : zi = 2r'? cos(@/3), x2 = 2r'* cos[ (9+ 2x)/3 | 和 FE 2r'”* cos[ (A+ 

4x)/3], Hr r = (— p*/27)”, cosd= (— q/2) (— 27/p?)””,. HA=0 

(q°/4 =— p°/27) 时 ,方程式 有 一 个 实 根 zi = 2(— 9/2) 和 一 个 三 重 根 

Za = Ta =— (— @G/2), HA>0 (PA > — 7'/27) F  A—TSH 

Zi =(—q/2+-VA)” +(—q/2—-VA)” 和 在 膜 泡 形状 问题 中 不 具有 物理 

意义 的 一 对 复 共 斩 根 。 式 (4. 123) 的 判别 式 是 A, = Ap — 82°/27. FA 

将 对 此 加 以 详细 讨论 。 

一 、 第 一 类 : 4, < 一 0, Ap 一 (21/3)3 

与 之 相对 应 的 > 和 0 er = (22/3)? 和 cosd = (3/2/A)*? Apo 由 于 

Ap 所 (2MX3): , 因此 对 于 Abp > 0 的 情形 ,cos0 在 (0, 1) 的 范围 之 内 ,也 
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就 是 0 是 在 (0, 5) MBIA. MIZE cos(4/3), cosl (8+ 2n)/3] 和 

cos[(0 十 4r)/X3] 4) BIE (V3/2, 1). (V3/2, —1/2)#(—1/2, 0) 范 围 内 。 

因此 ,有 一 个 正 根 和 两 个 负 根 。 它 们 可 以 分 别称 为 万 ,如 和 万, 友 二 0> 

tt >t, MWe >lel, lel. WAN. KH WF ADK ONE 

WZ ,cos 0 和 0 47 AI TE(—1, 0) M1 (n/2, x) HA. Alt, cos(#/3), 

cos[ (@+2x)/3]# cos[ (@+4x)/3 ]4} BFE (1/2, J/3/2). (—1, —V3/2) 

RI(O, 1/2) 7EHIA. eB RW, 2 > >Oo>t ,mMA le |>t. 

据 d’ P(t)/de? =—4(3¢° —2a), A¥EBW, P(t.) A P(t. EAPRAEM 

P(t, )eRAMB. HE-AMH 4. 122) FISK (4. 123) AAA HEH, P(t.) 一 

P(t.) = (t. +] t. |) [ (ta —| t. |)? + Ap]. R-KARRA, 4 Ap>on, 

P(t,) > P(t.); M4 AP< OM, P(t.) 之 了 (二 )。 这 些 结果 也 证 实 了 Ap 

>>0 和 Ab<0 的 P(i) 曲 线 互 为 镜像 。 

为 了 简单 起 见 ,在 下 面 的 讨论 中 , 除 特 别 指出 之 外 ， 将 令 Ap> 0, 而 

& C(i=a,b,¢,5)hW 

—C, = t—4)t?-—8Apt;, i= (a, b,c, j) (4,124) 

4-12 是 P(i) 与 寺 的 关系 示意 图 。 图 4-13 是 C = 0、 与 上 相对 应 的 = 

1. 0&. 时 的 P(i) 二 图 ,其 中 (a) 对 应 于 Ap = 0.3&.，(b) 对 应 于 Az = 

— 0. 3k., (c) 对 应 于 Ap = p. = (2/3)*k. , (d) 对 应 于 Abp = 0。 

4-12 (ti) 曲 线 示意 图 
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(d) 

图 4-13 C=0 P(t)-- ARAB 

(a) Ap = 0. 3k; (b) Ap =— 0. 3k; (c) Ap = pe = (2/3)3 ke; (d) Ap = 0. 

图 4-12 表明 ,任意 一 条 P(t) = P(t) = BRAY = PRONHBARS 

P(t) HARmAMRE ao, 8, y 和 6 MAR BH, >y>4y > RA, 

就 是 方程 式 

P(t) — P(t;) 一 一 (三 一 站 ) +4A(2 —#)4+ 8Ap(t—t;) =0 

(4, 125) 

的 四 个 解 是 坟 , te, ty Mts. MHRASCHMAAK. H4-1 中 所 列 的 

六 种 状态 的 情形 分 别 如 下 。 

状态 (1): C =—C, 

在 这 一 状态 下 到 三 t., 方程 式 (有 125 戌 为 

—(t—#)+4a(2 —2)4+8Ap(t—t,) 三 0 

A+ t. 满足 式 (4. 123) ,因此 很 容易 得 出 

(t—t,)(t. —t)[(t+t.)? +4 Ap/t.] = 0 

FHI BRE =t,=t,, M-WHPSRE tL =—t.4+2i(Ap/t.)” 和 

ty =—t,—2i(Ap/t,) 。 RRA t, = 2( 21/3) cos(/3) A—AA, AH 
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cos0 = (3/2/A)*” Ap. 与 它 相 对 应 的 柱 面 是 一 个 半径 为 尺 = 1/1. NB 

柱 面 。 式 (4. 117) 的 积分 给 出 了 柱 面 的 圆周 工 三 2rR。 式 (4. 123) hie 

是 圆柱 膜 泡 的 约束 条 件 式 (4. 38), MRIs Me SRAAN A, HK 

(4. 119) 就 不 能 导致 一 个 顶 圆 积分 ,而 角 在 转 一 圈 时 也 不 一 定 是 周 

期 性 的 。 不 过 ,在 Ap = 0 的 情形 , 式 (4. 123) 2A=4. Fe, x 

(一 人 而 式 (4.'122) 成 为 P(OD) = 

的 (4.119) AH A = it, tan(t,L/2) 而 式 (4. 121) 给 

由 三 一 2ilncos(tLZ2),， 式 中 工 是 柱 面 截 面 的 周 长 !12] 。w 的 表示 式 可 

以 写 做 cos(t,.L/2) = cos(W/2) 十 isin(WZ2) ATK. cos(t,.L/2) MAE 

实数 的 要 求 指出 ,ww 应 该 等 于 2zr,? 为 整数 ,因此 正如 它 所 应 该 的 那样 ， 

tL, =o2NTNc 

表 4-1 BR P(t) = P(t;) 5 P(t) HAA a ( BP P(t) —P(t;) 一 0 的 各 个 根 ) 

C Bo KA CHR ) P(t) 

ze —/\ — BHR t. = 如 (= 如) 和 一 对 共 oy 

ba He SAR ty Ats = t7 P(t) = P(ta) 

两 个 实 根 to(> ta) > te M—-WMH HE 

. 复 根 ty 和 好 三 万 
i) te Cre P(t,) = P(t) 

aay 两 个 实 根 和 一 对 二 重 根 4. (> ta) > 
Behe i) hb (=*) 

og a POA SEHR t.(> ta) > (> &) > | P(t) = P(t.) = P(tg) = P(ty) 

C=—c 两 个 实 根 和 一 个 二 重 根 4. (> ta) > 
tg = ty(= t >t.) > te 

ee PAS SCAR ta(> ta > ty > te) > ts MI | P(t) = P(t.) = P(tg) = P(ts) 
a — AT FR PE TR te Mt, = tf 

状态 (2) : 一 C. > C>—C, 

在 这 种 状态 下 式 (4. 125) RA (t, —t)(t—t,) (t—-t,)(t-t3) =0, FB 

At, >t > te. WARM e = [(t, —t)B—(t-t AV[(t, —t) B+ (t 

— t,)A], (4.119) KA 

P(t) = P(t) 

P(t) = P(ts) 

—, 
h(t, — t)(- th (ety) Gee) de 

t 

‘9 
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s| [a 一 奏 )(R 十 有 2 这 )]-2dr 

= 1/2 (4. 126) 

式 中 

g = (AB), kb? = [(t, —t,)? — (A—B)’ ]/(4AB), k? =1—#? 

A’? = (t,—6,)’ +ai, B’ = (t, 6)? +a} 

ae Par Clg wh Nar b, = (t, +t; )/2 

按照 定义 , cr = cn(l/2g, &)。 于 是 

_ (4,B +tA) — (4,B — tA )en(l/2g, k) 

A (A+ B)+(A— B)cn(l/2g, k) ne, 

a cn(1/2g, b) AMEE SS — ASSES BLY K(&) 的 四 倍 ,因此 二 的 
周期 也 是 4K(&) ,而 在 一 个 周期 内 转动 的 角度 ye (C) 

4K(R) 

W(C) =|" 2gedL 

=| |-“a8 tle a /D + ate lle 
给 出 , 式 中 工 = ww(2g)。 上 式 中 第 二 个 积分 可 以 应 用 关系 式 [01 

[du/(1+pen w) = (By {MLS 6/1), A] — pfs}, $= arm, BA 1 
fi —_ (1s 67) [p"4+ 21 — Bp? ton | (1 — 2 ee 

+k? (1—B")]’sdu}, p?/(p?—1) < # 

25 th nt ERA Ay (4, B, kA). WARY, 1 > p= (A- 

B)/(A+ B) >0, 由 于 sd[L4K(A)] = sd0 = 0, At A = 1-8)” [p?+ 

RP(1—B°)) 2pr, 力 是 任何 整数 。 由 式 (4. 126) 可 以 证 明 : 在 一 个 周期 

内 ,转动 的 角度 hb (C)A 

一 2g[ MRO eA 1B) + ABO a (25, a, b) |- 2pm 

(4. 128) 
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UH a = B’/(B°—1) =— (A— B)’/(4AB). RR, 

2n 

ie | d6/[ (1 — a’ sin?9) (1 — B’sin?6)”? ] 
0 

= 2(1—a)'(1—#) “Ol x2, e/(1—a), 

a’/(1—k’)] +21 (2/2, a, k) (4.129) 

由 于 可 以 适当 移动 ww(C) 的 零点 而 且 mw(C) >— oo, Aes (4. 128) 

常数 项 2pn 可 以 忽略 不 计 。 

Se -—-C. WW, — t= te & =—t + 2i(Apsi,), Ak .ai = 

Sees =i, Ao = B= 4(2 4 AR), co = 8 = k= 0,2 = 

5 (+ Bp/t.), 同时 K(0) = 7/2. HFt=t4,A = B, 因此 式 

(4. 127) 指 出 上 与 cn(1/2g) CX. FE, HEWNRDSA 

二 (4. 130) 

这 正 是 状态 (1) 中 的 圆柱 面 的 情形 。 在 这 个 范围 内 一 ce < hm < 48ter， 

只 有 那些 相当 于 C 能 满足 (C) = 2x — 2n/n(n = 正 整 数 ) 条 件 的 周 线 

才 是 闭合 曲线 。 由 于 刀 >0, 因此 与 之 相对 应 的 截面 具有 半 个 外 向 结 ,如 

4-14 所 示 。 每 一 条 值 的 曲线 具有 一 个 ” BHR. 

(d) (€) (f) 

图 4-14 4-C,>C>-C,t>t KMAA=—1, Ap=0.2 状 态 下 的 截面 形状 图 

(a) C=—C,; (b) n= 1; (c)n = 2; (d)n=3; (e)n = 4; (f)n=5, 
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当 C>— CO A =H afoS 25 2, = 2(— Apo ae 

— 2(Ap/t.)” —1t,, by =t., A=t,—t., B=%—t., e= (4-2 

tt.) ,a=—, —ty)°/1ACt, — #2.) (tp — 2.9) < 1 

K(k) =7r/2,. HE a< 1 I(¢, a, 0) = (1—a) “tan [(1—a)” tana], 

于 是 W(2n, a, 0) = 0. RRA RBM 2px, (4. 128) 给 出 

fo = 4gt.n (4. T3P) 

EM MF-t*BA R= 1 的 圆柱 面 。 

状态 (3) : C =—C, 

在 这 种 状态 下 式 (4. 125) 成 为 

—(¢#— 2) +4A(? —2)+8 Ap(t—z.) = 0 

AH? <0, MH 

td, 2 Bp a S 

此 式 也 可 以 写成 

—(t—2,)?(2 +222 +32 —4A) =0 

的 形式 。 于 是 

t, =— t, + 2(— Ap/t,}75 tp =— te — 24= Apt) 

SCA) — BARS F 2(22/3) cos[ (0+ 2n)/3]; 同时 cos 一 (3/2A)*? - 

Ap. WF t. , 柱 面 是 半径 为 尽 = 1/*、 周 长 为 工 = 2xR 的 圆柱 面 。 类 似 
于 状态 (1) 的 情形 ,如 果 把 六 和 zt 考虑 进去 的 话 ,4 的 形式 将 变 得 相当 复 

杂 。 不 过 在 Ap = 0 的 条 件 下 , 式 (4. 119) 和 式 (4. 120) 给 出 !121 

A = it,tan(Lt,/2) 

同时 式 (4. 121) 给 出 

三 一 2iln cos(Lt,/2) 

应 该 是 实数 这 一 要 求 , 显 然 导 致 上 一 2r。 

TRAS (4) : an? = aS eC 

FE IX PIR AS FAA EME Bt, St St Mt, St S4no.NT.e 



SUS SSEPKAHRAN-—ELRAR 157 

;三 六 的 情形 ,应 用 变换 [10, 12) 

x? = (t,— ty) (t— ty)/L (ta — tg) (t= ty) ] 可 以 得 到 

| (@, —Oe—H)e—-4)@—4) de = | [0-2 2) ae 
ty 0 

= psn “r; &-) 

= 1/2 (4, 132) 

式 中 和 (了 

人 

a = (1,4 ya tt, yee 

同时 t = [tp — a’ t,sn’(1/2g', 是) 和 [assh2 (人 (1725 3 k’)] 

由 于 sn(u+2K) =—snu, 同时 上 只 与 sm 和 xx 有关, 因此 上 的 周期 可 以 取 作 

2K(R) 而 不 必用 4K(R) 。 由 于 工 = MA[2g ,因此 在 一 个 周期 所 转动 的 角度 

go (C) SUE FA 

d(C) = 4 OG PTT er LO PAL 

= 29° [2K(k’)t, + (t, —t,) M(x, @”, k’)] (4. 133) 

给 出 。 如 式 (4. 129) 那 样 ,其 中 的 W(x, a’, ALAA (2/2, B, 2’) 

PHAN ZezRo 24 C-C., ty = ty = t., a? = (t,—ty)/(t, —t.), k =O, 

M(x, a”; 0) =A1l—e’)>”’ tan [| (1 a?) tan x] = 0, & = 2g tens 由 

F ge =2¢, 因此 它 也 就 是 式 (4. 131) & = 4et.n, HF t. <0, AW 

应 于 那些 能 使 w(C) =—2n—2n/n (n 为 正 整 数 ) 的 C 值 的 曲线 是 具有 ?7 

个 内 向 结 的 闭合 曲线 。 

当 CC 一 一 C 时 ,由 于 如 三 妃 三 志 ,上面 所 用 的 变换 将 不 能 应 用 。 用 

另 一 个 变换 [0 二 = (t, — 05) (t, —t)/[(t, — te) (t — ty) JAAS 

[*tc, megtr— ¢,)(t — t, (—&) | "die oe on Cae ke) = 1/2 

(4, 134) 

式 中 
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es (t, — ts) 2 _ ta — ty id | 
6 Toe? 

在 一 个 周期 内 转动 的 角度 & ST 

2K(k’) 

Jy = 2g'[ dl = 2g! [2K (Jt + (4, — Mn, 一 ae， 
0 

在 这 种 情况 下 Ek” = 1, K1) =o," (a, —a”, 1) =, sn(L, 1) 

=tanhL, Ak: FEARHEN. 4Leo,t>n,=—4wh RPAKA*E 

R = 1 的 圆柱 面 , 因 此 一 个 周期 所 转动 的 角度 由 于 如 去 0 成 为 负 无 

穷 大 。 

对 于 疙 过 纪 全 的 情形 ,应 用 变换 09] 

ct = (t, —t,)(t—t)/[(t, — ts) (4. — t)] TARE 

[C(t = 2) — 8) (ty — 2) (2) de = g's (/24", 8”) 
= /2=eL (4.135) 

sur t= t, —(t, —t;)/[1 +a@?sn’*(L, k')], a> = (t, -t5)/, —4,) = 

1, 于 是 一 个 周期 内 转动 的 角度 &(C)SF 

Jo(C) = | tdl = 2g’[2K(k’)t, — (t, — ts) I(x, —a”, —k’)] 

(4, 136) 

4 C>—C.W,t, =t =2., k= 0,0 =0, 2 = (f+ Ap/t.) 是 

go = Int./(t2+Ap/t.)? = 2g't.n, Mt. <0, 这 再 次 与 式 (4. 130) 相 同 。 

如 图 4-15 所 示 ,在 这 一 区 域 的 截面 具有 内 向 的 结 。 当 C 一 一 Co 4 =t, 

人 

DAFA? = (ty — ty) (t, — t)/[ (ty — te) (te — t) ] BRU SH 

| [ (ta — t) (te te —t)(t—t
,) 7’ dt = g’sn?(1/2g’, K’) = ae ZL 

HH t= i Aig— feet l—a’’sn’ (Lh, R’)\,a" = (t,—t,)/G@, ae 对 

于 这 种 情形 , eo” = 0 和 := 为, 柱 面 成 为 半径 为 尺 = 1 的 圆柱 面 。 这 

种 情形 下 ,一 周 内 转动 的 角度 & 等 于 = 4e’K(R.). AT R= 1， 因 
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(b) (c) 

(d) (e) (f) 

图 4-15 在 一 C >C>-C,t<t4 RMAA=1, Ap=0.2 状 态 下 的 截面 形状 

(a) 三 一 C5; (b) 7 一]1;(c)72 = 2; (d) n= 3; (e)n = 4; (f)n=5, 

此 名 成 为 负 无 穷 大 。 

(a) 

状态 (5) : C =—C, 

IEA tg = t, = t, MM —(t* — 48) +4A(2 —4) +8Ap(t—2,) 三 0， fl 

BY t <0 if } —2a,-20p =0. 4 APAOM KF tc MHHERAYS 

— (t—t,)? [2 +24¢+ (38 —44)] =0, 于 是 有 到 =—1,+2/— Apt, 和 

ty =— t, —2/— Ap/t. — EHR t, “EF 2(29/3)” cos (0+4n)/3], FIN 
cos 0 = (3/2/A)*” Ap. WF t HEME LAW R=1/t,, AK 2nR 的 

圆柱 面 。 考 虑 到 t. Ft. 时 ,与 状态 (1) 和 状态 (3) 相 似 ,A 的 表示 式 非 常 

复杂 。 应 该 注意 到 ,上 面 的 大 Me RARE Ap =0 的 条 件 下 不 再 适用 。 

4 Ap = OR 0 (4.123) 4th 4 = 0 Alt. = 2A, Alte, = 2VA, 4 = 

一 2V。 这 时 ，P(i) =2(4A—2°), 而 式 (4. 119) 指 出 ,曲率 上 是 非 周期 性 
的 。 这 种 情形 将 在 第 四 类 情形 中 再 进行 讨论 。 

状态 (6): C >—C, 

在 这 种 状态 下 P(t) A PATS SCAR t, (> ty > t,) > ts FI— HE AUR 

志和 有 一 大 ,同时 天 StS. MAB RO, = [(, -—YNB-(t- 
ts)A\/[(t, —t)B+ (t—t,)A] 可 以 导出 

J [G2 g)(e—1, (ee = ef T(E) de 
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一 1/2 (4. 137 ) 

式 中 

g = (AB), k? = [(t, — ts)? —(A— B)’? /(4AB), 2? =1—F? 

A’ = (t, —b)’ + ai, B’ = (t;—b)’ 十 ai 

ai =— (tg—t; )*/4, b, = (tg +tg )/2 

于 是 

t= (tA —t,B)/(A — B) + [2AB/(t, + ts — 2b, ) |/ 

[1+ (A—B)en(l/2g, k)/(A+B)] 

同时 

by = 2g| 4K (4) (EE) 4+ ABD —I(an, a, b)] + 2pm 

(4. 138) 

PARR, LX a =—(A—B)’/(4AB),. 4 C>-GWN, ai = 0,8 = 

Ly , A?’ i‘. StF 5 B’ a (ti 2,)7;, k’ 二 af cn(L, 1) 二 和 sech L, 同时 + 

为 非 周期 性 。 当 工 一 ce ，cn( 工 ,，!) 一 0, 同 时 上 一己 时 , 柱 面 成 为 半径 尺 二 

1/t, 的 圆柱 面 。 图 4-16 BHT A=1, Ap = 0.2 时 ,这 种 状态 下 的 一 些 

a 
ie 

4-16 #4C>-C, 范围 内 ,和 = 1, Ap=0.2 的 状态 下 一 些 截面 形状 

(a)n =1; (b) n= 2; (c) n= 3; (d) n= ©, 
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Ai. AT 2. <0, 式 (4. 121) 指 出 , 当 C 一 一 C 时 ,如 成 为 负 无 穷 大 。 

另 一 方面 , 当 C 一 ceo 时,P(i) 趋 于 无 穷 大 而 加 一 0。 数 值 计 算 指 出 ,在 

C=—C, 和 C 一 ce 之 间 存 在 一 个 C = C,, 在 那里 bo 达到 最 大 值 dno 

小 结 “在 Abp>>0 的 条 件 下 ,P() -曲线 下 面 的 空间 可 以 分 为 三 

个 不 同 的 区 域 :(I) -C, > CS>—-C. K FxxX-KAPtS4,4 ARG; 

een ee oC, Rs oe; (B)C>-C KR. 4A—1, Ap 

一 0.2 时 ,在 三 个 不 同 区 域 中 加-C 的 关系 见 图 4-17。 

YP, Y, 

6 0.1 

-6 -4 -2 0 C 0 20 8 

(a) (b) 

4-17 1 和 一 1,Ap 一 0.2 条 件 下 yo(C) 与 C 关 系 图 

(a) 上 面 曲线 对 应 于 I 区 。 当 C>—C, 时 曲线 趋 于 4gtor(< 2x), 4C>-G 时 曲线 趋 于 

一 ce。 下 面 曲线 对 应 于 I 区 。 当 C>—C. 时 曲线 趋 于 4et-n(<— 2x), 4 C- 一 C 时 曲线 趋 于 一 ce。 

(b) 曲线 对 应 于 亚 区 。 当 C-~ 一 Cs 时 曲线 趋 于 一 ce ,而 当 C->coe 时 曲线 趋 于 零 。 

一人 (2 

在 这 种 情形 下 , 如 图 4-13(c) 所 示 , 式 (4. 123) 具 有 一 个 实 根 天 = 

2(Ap)”* 关 2(2273) FlI—74 — BR t, = t. =— (Ap)? =— (2773). 

这 里 ,分 一 Cs > C>—C, 和 C >—C, 两 个 区 域 ,具有 四 种 不 同 的 状态 : 

ec =; (2)—C¢, > CS—C,, (3) C=—C,, (8 CS—C,. RB 

(1) 同 第 一 类 情形 中 的 状态 (1) 类 似 , 只 不 过 有 一 个 不 同 的 到 值 而 已 。 状 

态 (2) 与 第 一 类 情形 中 在 一 Cs >CS—C, 区 域内 的 状态 (2) 类 似 , 只 是 不 

FEC>—C. 的 区 域 。 各 种 截面 的 形状 见 图 4-18。 在 状态 (3)，C = 
—C,, 式 (4. 125) 成 为 
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2 Ore 
a g 

(b) 

多 
4-18 2=1, Ap= p. = (2/3)? 条 件 下 截面 形状 图 

(a), (b) 处 于 一 C > C> 一 C. K, >t; (c) 处 于 C = 一 Cs 的 边界 ; (d)，(e)， 
(f) AF C>—C, Ke 

—( —§)+4aA(f —8)+8 Ap(t—4,) =— (t—4)? (2 + 24¢ + 3G — 4a) 

= (t+ /21/3 2 (38/2143—8) = 0 

也 就 是 说 , 式 (4. 125) 有 一 个 根 是 到 = 3(2 MX3)“ ， 另 一 个 是 三 重 根 名 

= 一 (2MX3)2: 。 对 式 (4. 119) 的 直接 积分 1121 给 出 

| 全] 让 下 ka 和 = -= (=4)"]=-+ 

也 就 是 

enn 人 人 二 eg 
曲率 是 非 周 期 性 的 。 当 /一 ceo 时 ,上 一人 一 性 。 状 态 (4) 和 第 一 类 的 状态 

(6) 相 似 。 

三 、 第 三 类 : 人 之 0, Ap’ > ( 21/3): 
在 这 种 情形 , 式 (4.123) 只 有 一 个 实 根 。 换 句 话 说 ,也 ( 切 曲 线 只 有 一 
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t, = [Ap + (Ap — 84°27)? J + [Ap — (Ap’ — 823727)” 

当 C = 一 C. 时 ,情况 同 第 一 类 状态 (1) 相 同 。 当 C > 一 C. 时 , 式 (4. 125) 

AAT SEAR t, Fl ts 以 及 一 对 共 力 复数 根 妈 Pt, = ty 0 HH ¢ PFE A fo 

与 式 (4. 138) 相 同 。 为 了 同 第 二 类 相 比 较 , 图 4-19 BU HEA = 1 的 条 

件 下 ,不 同 Az 值 的 Wo(C) 和 C 的 关系 图 。 

i rn Ap =0.8 

+R, 

0 2 = 6 - 

1 图 4-19 A= ; Ap = 0.8, Ap = po ~ 0.6987, Ap = p. = (2/3)3” 

条 件 下 的 wy(C) 与 C 关系 图 

= Ai = OF go (C) FE —C, 4/3 处 接近 于 一 c。 央 (C) 有 两 个 实 根 

Co 和 Coo ,分 别 位 于 C = 一 Co, 的 两 侧 。 与 之 相对 应 的 图 形 分 别 为 图 4-18 

FE (b)#I(f). 4 Ap > (2/3) 近 时 ,(C) 是 C 的 连续 函数 。 当 Az = 

Po ~ 0. 69 IN, oo (C) =0 有 一 个 二 重 根 Cs。 于 是 ,图 4-18 HA (b) ANCE) 

退化 ,图 中 所 有 的 精细 结构 图 形 全 部 消失 。 当 Azp > 加 时 ,加 总 是 正 值 

(或 者 是 相应 的 负 值 ), 只 有 相当 于 使 m = 2n/p (p 为 整数 ) 的 C 值 的 曲 

Ren An 阶 对 称 轴 的 闭合 曲线 。 不 过 ,对 于 不 同 的 Az 值 ,具有 相同 1 和 

n 的 曲线 其 形状 是 不 同 的 。 图 4-20 指出 ,只 有 大 的 Azp 值 的 图 形 才 能 ; 

免 有 相交 点 。 对 于 六 Ales 的 分 析 加 上 对 相应 y 的 数值 计算 得 出 了 上 述 

的 结果 。 
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图 4-20 1 和 =1I 的 三 角形 

(a) Ap = 2; (b) Ap = 6; (c) Ap = 10; (d) Ap = 30, 

四 、 第 四 类 : Ap=0 
“4 Ap 一 0 时 ,P(zi) 曲 线 是 对 称 的 ,如 图 4-13(d) 所 示 。 图 中 到 = 

JV2A,t=0,t. =— V2A. WF 0=—-G > C > 一 C. = 一 C。 的 情形 , 式 

(4.125) BA DOA t., te, ty 三 一 如 和 三 =—t,. Et, >t >, =O 

围 内 ,由 于 到 =— t,t, 一 一 性 ,因此 在 应 用 变换 [10, V2 = (4,44) (t- 

te)/((t, — tg) (t+ tg) ] 后 可 以 得 到 

| [G.-2)@—)— )(t—) de = gis (Z-, hs) 
; = 1/2 es ee 

式 中 
gi = 2/(t, + ts) 

Ri = (t, —ty)?/(te +t)? <a = (t. —ty)/ (ta +t) <1 

t = t,{—1+2/[1—e’sn?(L, k:)]] 

所 以 ,在 一 周 内 转动 的 角度 yo (C) Il) 
Yo (C) — 4g, K(k )ts +4gitgII (x, ai, ki) (4, 140) 



第 四 章 ” 普 适 形状 方程 式 的 一 些 特殊 解 165 

入 兴 二 和 一 08 三] 

= 7/2, I(x, 0, 0) =x, FH wh = 2n, 4¥C>—-C=0N 7,4, =—-t = 

t.,tg=t,=t=0, ki =a = 1, M\MPLABHNSRTARGAH. A 

— ae WI = (4, —%)(t, —t)/[ (t, — te) (t— ts) ] 可 以 有 

[l= @—4)(@—4)(e—) at = (2/1,)sn"(it,/4, 1) = 1/2 

由 于 sn(u, 1) = tanhu, 因此 

t = t,[1 — tanh’ (z,/4) ]/[1+ tanh? (z,/4) ] (4. 141) 

这 是 一 个 非 周 期 性 的 量 。 当 一 ce 时 ,曲率 成 为 零 , 同 时 柱 面 成 为 平面 。 

由 于 忆 ( 芒 与 二 的 关系 曲线 相对 于 上 =24,=4=02NRN Altes > 

1 过 慷 范 围 内 的 情况 和 在 刀 盖 上 盖 妇 范围 内 的 情况 除了 以 一 al 代 换 al 以 

外 完全 相同 。 

对 于 C > 一 Cs 的 情形 , 式 (4.125) 有 两 个 实 根 坟 和 六 以 及 一 对 复 共 

Pott, Pts = te 。 对 于 这 种 情形 ,第 一 类 状态 (6) 中 所 作 的 计算 都 仍然 可 

三 Lbisiek = 

ts , WR tp = if, t, =— if. (4. 137) HEMMAKA b =0,ai =f, 

APS BPH t+h, g— tty)’, RP =e/(e+¢4) Mt =—t,cn(L, 

&)。 角 do 现在 成 为 [10] 

Gril 2e| en 人 Sb 

=— 2gt,{sin '[ksn 4K(k) ] — sin '(ksn0)} = 0 

Re HT t, = 0 MA — 2gt.nxn =— 2nx, 

现在 返回 来 看 看 形状 方程 式 式 (4.116)。 当 Ab =0 时 ,平面 = 党 

量 是 它 的 一 个 解 。 令 9 = dyWwdz, 由 于 ddz = Od/dy, 因此 式 (4. 116) 

成 为 

d’@’/dy’ 一 4tan yd9:[dy 一 (3 一 2sec20)8: — 2 Asec’y = 0 

(4. 142) 

在 》4. 2 中 曾经 指出 , 普 适 形状 方程 式 有 一 个 半径 满足 式 (4. 36) HR A 

fe ER A = d/k. 十 ciX2)。 在 Azb=0 的 条 件 下 , 式 (4. 36) 成 为 
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2)MR "一 1 (4. 143) 

具有 圆 截面 的 柱 面 方 程式 可 以 写成 

X = Rsin ¢ (4, 144) 

的 形式 ,而 式 (4. 144) 直接 给 出 了 式 (4. 143). RA DEA, sec y MM 

sec gtan % 是 式 (4. 142) 齐 次 部 分 的 两 个 解 ,因此 , 式 (4. 142) 的 通 解 可 以 

写成 
@ 一 secWR + Asec ¢/R’ + Bsec ytan ¢/R’ (4. 145) 

的 形式 AHAB eATERRA. Al. Ao 

[cos ydy/ (1+ Acos $+ Bsin g)”? = | dX/R = (X+X)/R 

(4. 146) 

决定 , 式 中 X。 WARD RR. APRN, CH=A+B (C>0), 
sin go = A/C Fil cos & = B/C. (4. 146) PI Ra TERA 

Joos ydy/(1 + Acos + Bsin 4)? = [cos yocos ad6/(1 + Csin 6)” 

+ [sin yo sin a46/(1 + Csin 8)” 

式 中 0 = Y 十 g 第 一 个 积分 显然 是 

[cos yo cos 846/(1 + Csin 8)”* = (2/C)cos go (1 + Csin 8) 

但 是 第 二 个 积分 却 不 很 简单 , 它 与 C 的 数值 直接 相关 。 对 于 C< 1K 

形 ,应 用 

sn’ = CCl — sing)/C1 + C) — (ian B/G), = (1 生 仆 站 

的 变换 !10] 可 以 得 出 

| sin ad6/(1 + Csin 9)” =— [1.28 sntu)du 

= [as 

Am g = (2/C)”’, 7 E(u, k) = | (1 —e?sin’9)” db = | dn? ude 是 第 
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二 类 正 椭圆 积分 。 对 于 C > 1 的 情形 ,应 用 

sn’u 一 (1 一 sinb)M2， k® = 2C/(1+C) 

的 变换 [10] 可 以 得 出 

| sin ad6/(1 + Csin )”? =— g’| (1 — 2sn?u)du 

= g'[(2/k? —1)u+ (2/k’)E(u, k)] 

其 中 g = 2/(11+C)” NF C=1H18,MA 

1+sin@ = 2y’ = 2z 

的 变换 可 以 很 容易 地 得 到 非 周 期 性 的 结果 。 

|sin 0d@/(1 + Csin 9)”? = | zz 一 1)dz/[zV/2(1— z)] 

因此 ,在 C<1 和 C>>1 的 条 件 下 ,的 周期 性 解 分 别 为 

4 + (2/C)"” sin & [u — 2E(u)] = (X+ X,)/R 

Big) = Ele, (1 44.6)7/(2C)* |, 7 eC= 1 

(4. 147a) 

和 

(2/C) cos % (1 + Csin 0) +2(1 +C)7 sin go [u/C — 

(1/C + 1)E(u)] = (X+ X,)/R (4. 147b) 

E(u) = El[u, (2C)'?/(1+C)”), C>D>1 

并 且 ， 

6=g+tm, C=A’+B’, sing =A/C, cose = B/C 

(4. 147c) 

MAK (4. 147a) 和 式 (4. 147b ) 都 难以 解 出 %, 不 过 有 一 些 简单 的 情形 

(iH. A= ONAFE,AC=B, sing = 0, cose = 1, 因此 

wh (4. 146 ) 给 出 

sing = B(X + X,)’/(4R?) —1/B (4. 148) 
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这 个 结果 在 召 <<0 的 情形 下 也 同样 成 立 。 适 当选 择 zx 轴 上 的 原点 ,上 式 

中 的 积分 贡 数 Xe 可 以 取 作 零 。 在 Xe =0,1>LIB>0 的 条 件 下 , 式 

(4. 148) 表 示 的 是 一 个 溉 形 的 曲面 。 令 

X, = 2R(1/B+1/B’)” = 2R(1+B)*/B, X= X/X. 

在 Xo = 0 的 条 件 下 , 式 (4. 148) eA 

sin 三 (1 十 1/B:)X —1/B (一 1 入 X 过 1) (4.149) 

式 (4.97) 给 出 轮廓 线 的 截面 

0 =— |" tan ydX (4. 150) 

sth Z = >/X。。 上 式 的 右边 积分 导致 椭圆 函数 。 图 4-21 绘 出 了 不 同 

1ZB 值 条 件 下 由 数值 计算 得 到 的 在 一 个 周期 内 截面 的 轮廓 线 [4] 。 可 以 

看 出 ,截面 的 周期 在 1/B->0 时 达到 最 大 值 。 在 该 处 sn 省 = X ,而 最 大 
1 

jal 3] T = ?| vaya —%')”? ~ 2.4, A 4-21 中 的 情形 , Harbich 和 

2 -0.0 0 0.6 1:2 7 4 

图 4-21 Ai 1/B(= x) 值 条 件 下 的 一 个 周期 性 的 波形 柱 面 截 面 

小 插图 给 出 召 = 100 时 的 三 个 周期 。 
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Helfrich 在 过 量 水 中 卵 磷脂 的 膨胀 实验 里 :所 ] 曾经 观察 到 。 不 过 ,他 们 并 

没有 给 波形 曲面 作出 解释 。 其 实 , 它 是 普 适 形状 方程 式 的 一 个 解 。 

4-22 Ale 1/B(= w) 值 的 类 结 点 形 柱 面 的 截面 半 周 期 

小 插图 给 出 吾 = 171.01 时 的 三 个 周期 。 

当 ]《B >1 时 , 式 (4.149) 表 现 的 是 类 结 点 形 圆 柱 面 的 周期 结构 ,如 

4-22 所 示 !4] 。 这 时 ,如 果 把 积分 常数 Xe。 取 作 2R/B, > X = X/B, 

那么 式 (4. 149 ) 成 为 

sin ~ = (B/4)(X + 2/B)* —1/B (4. 151) 

同时 

2 — 2/B > X > 2(1/B’ — 1/B)"” — 2/B 

在 B—0 的 极限 条 件 下 ,由 于 

lim[ (1/B) (BX/2 十 1) =1V B® = Zz 
+0 

lim[ (1/B)(B+ 1/B°)" —1/B] = 1/2 
0 

lim[ (1/B* — 1/B)"? —1/B] =— 1/2 
0 

PAE BH TE BR AL a 7 EAE. I B= 1 的 情形 ,这 时 相当 于 
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= 1 。 在 把 X, 取 作 零 , 同 时 X = X/R 的 条 件 下 , 式 (4. 149) 成 为 siny 

= 2X 一 1。 如 前 所 示 ,截面 是 非 周期 性 的 。 

$4.9 轴 对 称 膜 泡 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 形状 方程 式 

在 无 外 力 场 作用 下 ,任何 物理 条 件 或 化 学 成 分 的 改变 必然 要 引起 具 

有 不 变 面积 或 不 变 体 积 的 膜 泡 沿 膜 泡 表面 法 线 方向 发 生变 化 。 这 也 了 束 是 

推导 膜 泡 普 适 形状 方程 式 (3. 81) 时 物理 方面 的 基本 考虑 。 对 于 具有 轴 对 

称 性 的 膜 泡 , 式 (3. 81) 约 化 成 为 式 (4. 90) 的 形式 。 为 了 简便 起 见 , 式 

(4. 90) 被 称 为 H-O 方程 式 , 它 是 首先 由 Helfrich 和 欧阳 钟 灿 提 出 的 。 不 

过 ,对 于 具有 轴 对 称 膜 泡 的 形状 方程 式 还 有 另 一 种 更 为 数学 化 的 推导 方 

法 ,就 是 把 式 (3. 75) 的 形状 能 量 用 作用 量 的 形式 来 表示 ,形状 能 量具 有 极 

值 的 条 件 就 是 形状 方程 式 。 从 数学 上 来 讲 , 这 是 一 个 简单 的 具有 或 不 具 

有 辅助 条 件 的 变 分 问题 [1 。 关 于 独立 变量 ,可 以 有 不 同 的 选择 。 为 简 

单 起 见 ,这 里 只 提 两 种 选择 :一 种 是 用 包含 膜 泡 对 称 轴 的 截面 曲线 的 弧 长 

s 作为 独立 变量 ( 称 为 参量 化 法 ) , 允 一 种 办 法 是 用 曲面 到 对 称 轴 的 距离 

o 作为 独立 变量 ( 称 为 p 参量 化 法 )。p 参量 化 法 是 Helfrich 首先 提出 来 

的 [59] ,被 许多 数值 计算 工作 者 加 以 应 用 。 从 图 4-4 上 可 以 清楚 地 看 到 

面积 元 dA 和 体积 元 dV 分 别 为 

dA = 2xo(s)ds = 2xpdp/cos (4. 152a) 

ee ae dy aes 和 dV = xo (s)dz 2nk.|| =e — st a do + +e r 一 al 

+ 4 Dpp’ tan p|dp (4, 152b) 

str A =aA/k., i Ap = Ap/k.o. MAK (4. 89) ,对 于 具有 轴 对 称 的 膜 泡 ， 

形状 能 量 式 (3.75) 成 为 下 列 形式 : 

5 参量 化 法 

F, = 2nk.|[ 8 (G+ 2+) rr 加 ?siny |ds 

(4. 153a) 
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op 人 参量 化 法 

F, 一 2xk [xe cle tae J+ Ae, + 5 Bip' tan yd 

(4. 153b) 

这 里 需要 指出 的 是 ,在 变 分 计算 中 得 出 的 解 ,不 但 与 能 量 积分 本 身 有 关 ， 

而 且 取 决 于 所 考虑 问题 中 的 边界 条 件 与 能 量 积分 中 的 变量 之 间 的 约束 条 

件 。 对 于 目前 的 问题 ,这 些 约束 条 件 有 

6 一望 = cosy， :一 全 一 siny 

dev? (4. 154) 
a = = =e = 
do ae (as) a = ; 

它们 都 与 所 选用 的 独立 变量 有 关 。 

在 人 参量 化 法 中 ,作用 量 函 数 工 的 形式 是 

于 《外 db, P> 0; 和 5) 一 nd +30 ++ App’sin g 

+ 70s) Cp — cos g) + 7(s)( 2 —sing) +(s)(p? + 27—1) (4.155) 

其 中 YX(s)，7s) 和 es) 是 对 应 于 三 个 约束 条 件 的 拉 格 朗 日 乘 子 。 式 子 当 

中 加 入 三 个 约束 项 是 为 了 在 求 工 的 变 分 时 对 三 个 约束 条 件 可 以 各 自 独 

立 进行 。 积 分 | Leds 的 变 分 SF: 由 下 式 给 出 [50] : 

oF = | [5p aelag) OO [5p ~ alae) JP a 5) 
+ Scby + 57+ 于 8 ds — (Hi As: — HoAs) 

上 | (5g), 一 (3g). ant+[(36) so ~ (52),2% 

5 RE = ($3) d= | (4. 156) 

式 中 下 标 1 和 0 分 别 指 在 端点 1 和 0 处 的 数值 ,同时 哈密 顿 函数 互 的 定 

义 是 
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ae - aL (R “al. a Fd H=—L+4¢ ) Pas hae (4, 157) 

式 (4. 156) 中 最 后 四 项 来 源 于 在 边界 两 端点 so 和 5 的 变 分 。 工 的 极 值 在 

oF, 和 0 处。 由 于 8¢, Sp, dz, dy, dn 和 & 这 些 变 差 各 自 互相 独立 ,因此 

就 要 求 这 些 项 前 面 的 系数 以 及 式 (4. 156) 中 与 端点 有 关 的 那 四 项 各 自分 

别 等 于 零 。 这 样 就 得 到 了 六 个 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 式 和 四 个 与 边界 相关 

的 方程 式 。 

当 As, 和 Aso 可 以 互相 独立 变化 时 , Hi As: 一 责 vAso =0 的 条 件 要 求 

H, =H 天 0。 由 于 工 函 数 和 互 图 数 都 不 显 含 * ,因此 互 在 两 个 终点 和 

整体 当中 是 守恒 的 。 这 就 导致 

H=0 (4. 158) 

利用 式 (4. 155) , et — 2 aL, ANS LS BF a FF 

条 件 以 及 式 (4. 158) 45 

ysin 峭 一 Tcos 峭 一 十 Yecosy 一 sin ycos Wp 一 (1]/[2) App’ cos p 

(4. 159a) 

yy 一 (1/2)[(V 十 co) 一 sin2yo] 十 1 十 Abphosiny 一 2ecos P+ Zapsin 

(4. 159b) 

7 =— 2apcos p— 2esin ¢ (4. 159c) 

p= cos ¢ (4. 159d) 

z= sing (4. 159e) 

pas = 1 (4, 159f) 

a(gt+sin Wo 十 co)i = po(gt+sin d/ptc)o = 0 (4. 159g) 

M1 +2 pa = % +20 = 0 (4. 159h) 

m2 2a = pt2 xo = 0 (4, 159i) 

ycos p+ ysin g =— (1/2)og’ + sin’ Y/ (20) + eosin g+ (1/2) cop 

+o + (1/2) Apo’ sin p— 2¢ (4, 159j) 

从 这 十 个 方程 式 可 以 解 出 
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Y = psin gb + sin gcos gp — (1/2) ocos gy’ — sin’ gcos ¢/ (20) 

+ (1/2) ci pcos p+ cosin pcos J+ Aocos W — 2ccosy (4. 160) 

n = — pcos yp — (1/2) ap’ sin g— cos’ wp + sin Y(1 + cos’ p)/ (20) 

+ (1/2)chosin p+ cosin’ w+ Aosin P+ (1/2) Apo’ — 2esin yg 

(4. 161) 

将 式 (4. 160) ANSE (4. 161) 分 别 代入 式 (4. 159b) FISK (4. 159c) 可 以 得 到 下 

列 方程 式 : 

p Ooo Seg" + 2cos yp — = sin yp 一 boa ee 2 sin? Zcocos 

+ Febo+io)j + [Sev cose) — 2 sin y— Zein p— Bhp 
oid (4. 162a) 

0 aa Seg" + 2cos yp — = sin oe — 人 2p sin dot, 008g 

+ Zeke +o) $+ [Simo cos ) — Fcsin g— Asin p— Bpp 
aS (4. 162b) 

式 (4. 162a) FISK (4. 162d) op 5s 无 关 的 条 件 下 ,或 是 在 

ee (4. 163) 

WARP SEMA. WAH Ss CRE. BWR HWE 

AAEARARAEA RN. RMHAKRME, p-HEWNRALEERK 

拉 - 拉 格 朗 日 形状 方程 式 。 不 过 ,在 这 种 情形 下 式 (4. 162) 直 接 给 出 一 个 

与 式 (4. 36) 相 类 似 的 约束 条 件 。 另 一 方面 ,在 式 (4. 163) 条 件 下 把 s 变换 

Mo 的 话 , 式 (4.162) 正 是 式 (4. 90a) 乘 以 o 的 H-O 方程 式 。Jiilicher 和 

Seifert 曾经 指出 , 当 式 (4. 155) 中 没有 项 的 时 候 可 以 直接 导出 HOF 

程式 !52] 。 不 过 必须 注意 ,这 种 情形 只 适用 于 亏 格 为 零 、 两 个 端点 自由 并 

且 互 相 独 立 的 曲面 。 值 得 注意 的 是 , 式 (4. 155) 中 如 果 7 = 0 的话 , 式 

(4. 162) 这 一 对 方程 式 仍然 存在 ,只 不 过 这 时 e 夫 0 而 % = 0。 这 一 点 并 不 

奇怪 ,因为 o = cos, zx 王 sin 录 和 po 十 对 三 1 三 个 约束 方程 式 中 只 有 两 
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个 是 独立 的 。 注 意 到 式 (4. 159c) 4 = OM 4H n= 0, RL = mp (党 

数 ) 是 式 (4. 162b) 的 第 一 积分 。 把 * 变换 成 o 时 , 式 (4. 161) 成 为 

5° hee i: d cos sin 2 
cos p52 — Fain geos (52) ae ae 

— Sind (SH 4, )- asic Ate a ee aoa 
y\ pe cosw Z2cosp~ pcosp 

当 加 一 0 时 , 式 (4.164) 是 另外 一 个 可 以 称 为 DH(Deuling-Helfrich ) 方 

程式 的 形状 方程 式 。 事 实 上 , 它 是 最 早出 现 的 形状 方程 式 '51。 把 D-H 

方程 式 乘 以 ocos 0, 得 到 的 实际 上 是 积分 常数 三 0 的 H-O 方程 式 的 初 

积分 。 这 一 点 曾 由 Zheng 和 Liu FEW 。 

这 里 需要 强调 一 点 : H-O 方程 式 (4.162b) 的 出 现 是 由 于 有 元 

(4.158) 的 存在 ,也 就 是 说 是 由 于 As 和 As, 这 两 个 变 分 量 是 互相 独立 而 

且 是 自由 的 。 对 于 % Ms 互相 重合 因而 As = As, 的 那些 膜 泡 ( 例 如 具 

有 圆 环 拓扑 的 膜 泡 ) , 式 (4. 158) 的 条 件 并 不 存在 。 对 于 这 种 情形 ,只 存在 

H, = Ho 的 条 件 ,因而 没有 足够 的 方程 式 来 求解 y, 7 和 ,所 以 不 能 得 出 

形状 方程 式 。 甚 至 即使 在 承认 

H=K (与 无 关 ) 

的 条 件 下 ,形状 方程 式 也 将 成 为 

p 9 十 了 sep + 2cos yx — Ssin gf 一 | Geos" 太一 sin 而 元 

+ 2ceosin p+ 5 Gp+%o —K |p+ | sin y(2 — sin’ ) hy 

Beat aot ae 
— > eosin yg — Asin y— Dip |= 0 (4. 165) 

它 仍然 与 式 (4. 162b) 的 H-O 方程 式 不 同 。 互 纯粹 是 一 个 数学 函数 , 即 

使 把 它 看 做 是 系统 的 能 量 也 没有 理由 把 它 取 为 零 。 

在 > 参量 化 的 情形 下 , 式 (4. 153a) 并 不 显 含 泛 图 数 >。 从 数学 上 讲 ， 

完全 可 以 把 作用 函数 工 取 为 

L(g, d, p, ps 8) = (1X2)po(V 十 sin wp 十 ci 六 十 jp 
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+ (1/2) App’ sin p+ y(s)(p— cos ¢) (4. 166) 

的 形式 ,而 不 存在 式 (4. 155) 中 的 额外 7 项 和 项 。 三 个 关于 少 场 、.o HM 

7 场 的 欧 拉 - 拉 格 明日 方程 式 足 以 给 出 

dy cosg, 2cos gb: 2+ sin’ ¢)\ ;» sin’ 
ao sin o_o es [人 2osin pb jy * 人 eo 

Fe = 峭 A. pie. 下 4 [ss b( 5 sin’ p) 

+ (24+) ne ete 0 (4. 167a) 

把 * 变换 成 o 后 ,上 式 成 为 

osy SF (3sin y+ — )cos’ oer Ub sin? (cos ($4) 
ng do do’ 

_ (2+5sin’ g) ae “ath z 2cos pdb _ = y sin2y 

Qosing 4 p do O O 

— zee; eos #( Gh )+ (2 — sin’) sas (ci + 22) ete 

ae (4. 167b) 

这 个 方程 式 被 称 作 SB-L 形状 方程 式 04, 15.17, 18] 。 显 然 ,H-O 方程 式 、 

D-H 方程 式 和 SB-L 方 程式 ,甚至 式 (4. 165) SAMA, RADHA 

程式 是 H-O 方程 式 的 积分 常数 为 零 的 初 积分 。 

在 以 po 为 参量 的 条 件 下 ,作用 量 函 数 成 为 

Hz reo g (coro et Ete 十 -各 4 App’ sin g 
Z2cos p cos Zcos p 

sin +90) ($+ acre (4. 168) 

上 式 中 最 后 一 项 是 考虑 到 了 边界 的 约束 条 件 。 式 (4. 156) 中 关于 边界 变 

差 的 系数 等 于 零 的 条 件 对 于 整体 没有 什么 影响 ,因此 可 以 不 必 考 虑 。 对 

于 少 场 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 式 得 出 的 正 是 式 (4. 164), 4 = p = 0 

时 , 它 给 出 了 D-H 方程 式 。 与 * 参 量化 的 情形 相 类 似 , 式 (4. 153b) 并 不 

BE zo MRS LR, ,也 可 以 简单 地 把 作用 量 积分 取 为 
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ar dy , sing, 2\’ do, Apo’sing 
i ahs gs # dot 0 +) en 2cos wp 

(4,169) 

在 这 种 情形 ,bm 场 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 式 直接 给 出 了 D-H 方程 式 , 也 就 

是 积分 常数 为 零 的 H-O 形状 方程 式 的 初 积分 。 

Hu 和 Ou-Yang 曾经 指出 [3"] :对 于 球形 膜 泡 , o = Rsin g, 而 H-O 

方程 式 、.D-H 方程 式 和 S-B-L 方程 式 都 给 出 同一 的 约束 条 件 

ApR? + 2AR? + &.c3R? — 2k.coR = 0 

对 于 圆柱 形 膜 泡 , p=R, p=7r/2, H-O 方 程式 和 S-B-L 方程 式 给 出 约束 

条 件 

ApR? 十 )R: + Sh (GR’ 24) 9 

而 D-H Ate 

ApR? + 2aR’? +k.(coR+1)? = 0 

这 同样 是 圆柱 的 平衡 方程 式 ( 注 意 :cs 可 正 可 负 )。 对 于 克利 福 德 锚 环 ， 

4-1 指出 , o = R+rsing, 0 委 V 委 2r。》4.4 中 指出 ,HzO 方 程式 时 

致 约束 条 件 

(R/r)?.=2, . Ap 三 一 2Kco[cz ， ,三 一 28&.( 士 coXc 于 CD) 

式 中 c 生 三 二 。 对 于 D-H 方程 式 , 很 容易 得 出 

(R/ry =2,  A 方 三 有 [FM 827) TO 

对 于 S-B-L 方程 式 ,得 出 的 约束 条 件 是 

(R《Lr)2 =2, Ap=k/r, A=—&[1/(2°)+0/r+4/2] 

(4.171) 

GBA, 4 co = V/(2r) Yh (4. 67) (4.170) (4. 171) 完 全 相同 。 换 句 话 

说 ,D-H 方程 式 的 解 和 SB-L 方程 式 的 解 都 只 不 过 是 H-O 方程 式 解 的 特 

例 而 已 。 

对 于 用 式 (4. 91) 消 = arcsin[aoln(o/ps)] HAN MURAL RIA, 

H-O 方程 式 给 出 的 约束 条 件 是 
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a=—q, Ap=a=0 (4. 93) 

D-H 方程 式 给 出 5321 的 约束 条 件 是 

Ly ara 1 2 2 *. 2 2 + pe — = — [5 (a — 3) =A |In(o/pn) +a (a+ co )[In(o/pn) J° = 0 

(4 172) 

而 S-B-L 方程 式 给 出 [532 的 约束 条 件 是 

(FP) [in(Z)] +7 Bo 2 + aft SS Iin(Z) 
+a'(a+ey)[In(2)] LES) (4.173) 

FF A xh (4. 172) FISK (4. 173 ) 都 要 求 

4 一 一 co =Ap=aAa=0 (4.174) 

这 又 一 次 表明 ,D-H 方程 式 和 S-B-L 方程 式 给 出 的 都 只 是 H-O 方程 式 的 

特例 。 

对 于 用 式 (4. 109) 描 述 的 扩展 Delauney 曲面 sin 录 = ao +b+d/p, 

H-O 方程 式 要 求 

Ap — 2a°c, 一 a(ci 十 2A) = 0 

b| 2acy + (cb +24) |= 0 

b[ b?/2 — 2ad — 2cpd —1] = 0 

d[ b? — 4ad — 2c,d]| = 0 

WH D-H 方程 式 , 不 难得 出 ,要求 是 

Apt+a(ci + 2A) + 2acy = 0 

b[ 4acyp + (c2 + 2A)] = 0 

Bes 84g — (8 Vdad oe TG +24) =0 
2 (4,175) 
o| 50" OA whe 0 

d| 50" — 2ad — deo |= 0 
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式 (4.175) 比 式 (4. 106) 多 一 个 方程 式 。 在 bd HO 的 条 件 下 ,这 一 额外 方 

程式 导致 一 个 额外 的 条 件 

co =— Vd (4, 176) 

换 句 话说 ,在 这 种 情形 下 D-H 方程 式 的 解 比 H-O 7 FE SUBS AR 0 

对 于 S-B-L 方程 式 ,约束 条 件 将 是 

eee ee ee 

data ink 3 pta eal Yee 一 +24) — +0 a 

b[ 2a + 4a’d — ab® —d(c + 2A)] =0 

oo 2 — 

— 3d Bp — a'dey — $a'b — ab?) 一 的 tad )(c +24) + 2a°d 一 0 

mL MAP 2 1 1 = ger 
al Taig at za(d +24) |= 0 

4.477) 

在 abd AO WALK Fx (4. 177) RX 

b. = ad 

C ame ATS 
4 2 
ee (4. 178) 

d Ap+2a’ = 0 

5 ia Dies 2k= 7 74 

显然 , 当 ad = 一 1/cs 时 ,这 个 结果 同 H-O 方程 式 的 结果 相同 。 

对 上 面 的 那些 膜 泡 的 讨论 说 明 ,虽然 D-H 方程 式 和 SB-L 方程 式 都 

是 形状 方程 式 ,但 是 与 H-O 形状 方程 式 不 同 之 处 在 于 ,它们 都 只 能 给 出 

每 种 膜 泡 的 一 些 有 限 的 形状 。 欧 拉 - 拉 格 朗 日 形状 方程 式 只 能 给 出 在 这 

些 极 值 下 的 形状 能 量 ,并 不 一 定 是 它们 的 最 小 值 。 但 是 实验 所 能 观 凋 到 

的 , 则 是 具有 最 低能 量 值 的 形状 。 因 此 , H-O 形状 方程 式 更 为 通用 , 它 能 

够 容纳 所 有 可 能 的 解 。 各 个 常数 的 限制 条 件 由 》 下 三 0 来 确定 ,而 $ 开 

则 由 式 (3.88) 决 定 。 欧 拉 - 拉 格 朗 日 形状 方程 式 是 极 小 曲线 需要 满足 的 

方程 式 。 事 实 上 ,最 低 阶 的 方程 式 是 由 式 (4. 164) 这 一 最 低 阶 的 方程 式 
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H(o) = pocos aba ar arma wna ere
 4 cost dy _ sin 2p 

do e do 20 
_ sing /sing a Pee |- 

2cos a 0 ae ) cosW 2cosy 7 

给 出 。 用 函数 A(o) KARAM, H-O 形状 方程 式 (4. 90a), DH 形状 方 

程式 (4. 164) 和 S-B-L 形状 方程 式 (4. 167) 可 以 简单 地 分 别 写 成 

spit) =0, Hip) = » (4.179) 

we EL (4, 180) 

Alm = 0, gH (e) — Soe GH (0) = 0, H(o) = #2 X sin g 

(4. 181) 

Podgornik, Svetina 和 Zeks 应 用 双 层 相 耦 合 模型 在 面积 参量 化 的 条 件 下 

得 到 了 下 列 形状 方程 式 [53] : 

人 H(p) = 常数 xp (4.182) 

他 们 所 用 的 作用 量 函 数 就 是 式 (4. 168) 的 1/2. H(0)/o = 0 是 所 有 形状 

方程 式 的 共有 解 这 个 结果 同 变 分 学 中 参数 化 的 不 变性 :5 和 4 是 一 致 的 。 

膜 泡 形状 的 多 样 性 这 一 点 颇 能 引人入胜 。 长 期 以 来 ,除去 用 数值 计 

算法 进行 计算 以 外 ,还 没有 找到 过 成 功 的 理论 处 理 方法 。 普 适 形状 方程 

式 (3. 80) 的 出 现 , 对 于 解析 地 研究 这 个 问题 提供 了 一 个 开端 。 不 过 , 式 

(3. 80) 是 一 个 三 阶 非 线性 微分 方程 式 。 这 样 的 微分 方程 式 至 今 还 未 曾 有 

人 进行 过 仔细 的 研究 。 目 前 ,还 只 能 对 一 些 已 知 的 几何 图 形 试探 着 看 它 

是 否 是 形状 方程 式 的 解 。 具 有 解析 表达 式 的 几何 图 形 非常 有 限 , 因 此 有 

必要 对 这 类 微分 方程 式 的 解 的 问题 进行 深入 的 探索 。 形 状 方程 式 是 从 

Helfrich 的 类 脂 化 合 物 双 层 膜 理论 中 得 出 的 。 这 个 理论 是 从 类 脂 双 层 膜 

与 层 状 液 晶 相 似 这 一 点 发 展 起 来 的 ,而 类 脂 双 层 膜 与 生物 膜 又 紧密 相关 。 

形状 方程 式 在 描述 一 些 简单 膜 泡 方面 的 成 功 ,表明 我 们 对 生物 膜 的 形成 

有 了 进一步 的 认识 。 这 说 明 对 这 一 部 分 的 生物 物理 学 我 们 已 经 从 单纯 的 

观测 前 进 了 一 步 , 能 够 作出 一 些 理论 上 的 预言 。 这 是 重要 的 一 步 。 一 个 
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新 的 生物 物理 学 分 支 现在 已 经 在 望 。 

$ 4.10 双 层 腊 的 不 稳定 性 和 周期 性 形变 

在 水 环境 中 , 磷脂 类 分 子 之 类 的 类 脂 化 合 物 分 子 聚 集成 双 层 膜 

(BMs)。 对 于 闭合 的 BMs( 膜 泡 ) 的 弹性 和 统计 已 经 有 许多 探索 工作 。 

类 脂 浓 度 足 够 高 的 双 层 膜 会 从 膜 泡 的 形状 发 展 成 扩展 式 的 组 态 !5] 。 对 

于 扩展 的 膜 ,实验 显示 ,存在 有 一 维 的 周期 性 柱状 面 ![ 避 ] 。 前 面 已 经 指出 

过 ,这 类 形状 可 以 用 双 层 膜 的 Helfrich 曲率 弹性 理论 加 以 解释 !4, 4 。 
Sut All AR BUR BT SEEK (freeze fracture electron microscopy) 实 验 显 

ARH  FEBRUT RSS AN AHAB BR ATE ENS Aw 

20 #4] (periodic curved square texture, PCST) ,而 且 从 膜 的 两 面 来 看 都 是 

相同 的 [55 一 58] 。 后 来 ,Klosgen 和 Helfrich 在 蛋黄 磷脂 酰 胆 碱 双 层 中 用 

低温 传输 电子 显 微 术 找 到 了 晶 粒 状 结构 [59] 。 实 际 上 ,在 细胞 膜 中 有 很 

多 周期 性 的 形变 !60. 。 这 些 观测 结果 的 共同 点 是 ,所 有 这 些 弯曲 织 构 都 

是 通过 快速 冷却 过 程 产 生 的 !56 一 60] 。 

在 理论 方面 , 迈 耶 推测 认为 所 观测 到 的 周期 性 形状 是 无 限 周期 性 的 

i HHT (IPMS) (6) 。 参 考 文献 [62] 中 提出 ,IPMS 的 形成 需要 有 规则 
排列 的 蛋白 质 或 是 别 的 大 分 子 。 不 过 ,文献 [56] 和 [57] 中 却 报道 ,PCST 

的 形成 并 不 需要 这 种 条 件 。 近 来 ,Goetz 和 Helfrich 提出 了 一 种 解释 这 

个 问题 的 想法 。 他 们 提出 了 一 个 包括 高 于 主 曲率 二 次 弯曲 能 项 的 曲率 弹 

性 模型 ,并 在 应 用 蒙特 卡 罗 法 数值 模拟 下 得 出 了 PCSTL63] 。 他 们 发 现 ， 

如 果 从 一 个 平面 开始 进行 蒙特 卡 罗 法 模拟 ,那么 除去 出 现 涨 落 之 外 ,平面 

可 以 保持 不 变 。 这 一 点 表明 :在 平面 和 任何 周期 性 曲面 之 间 存 在 一 个 能 

量 势 又 [63] Yan, Zhou 和 Ou-Yang[64] 从 理论 上 证 明了 ,如 果 只 考虑 曲 
率 弹 性 能 量 ,那么 不 论 包 括 或 不 包括 高 阶 项 ,平面 将 永远 保持 为 稳定 组 

态 。 根 据 这 一 点 ,他 们 把 PCST 的 形成 处 理 为 另 一 种 压制 温度 下 降 的 机 

制 !64] 。 在 考虑 了 曲率 弹性 、 膜 在 高 温 状态 下 和 在 低温 状态 下 的 体 吉 布 

斯 自由 能 差 以 及 表面 张力 能 差 的 条 件 下 ,导出 了 双 层 膜 的 平衡 形状 方程 

式 。 这 三 种 能 量 的 总 和 可 以 看 做 是 形状 的 形成 能 !64] 。 平 面 组 态 是 形状 
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方程 式 的 一 个 平凡 解 。 在 略微 偏离 平面 的 条 件 下 ,如果 吉 布 斯 自由 能 密 

度 差 和 张力 密度 差 满足 一 定 的 阀 值 条 件 ,一 个 用 三 角 函 数 描述 的 PCST 

将 是 另 一 个 近似 解 。 在 低 于 这 个 靖 值 条 件 下 ARDEP RRR 

形状 形成 能 量 可 能 变 为 负 值 。 换 名 话说 ,在 冷凝 过 程 中 ,平面 双 层 膜 变 为 

不 稳定 。 于 是 ,为 了 保持 平衡 (也 就 是 形状 形成 能 为 零 ) ,将 自发 形成 弯曲 

的 双 层 膜 。 把 类 似 六 灭 的 冷却 过 程 的 平衡 条 件 考 虑 进去 的 话 , 上 面 的 论 

证 为 双 层 膜 的 周期 性 弯曲 方形 结构 的 形成 机 制 提 供 了 一 些 看 法 。 在 这 样 

的 过 程 中 ,所 形成 的 PCST 的 周期 与 振幅 的 最 佳 比值 大 约 等 于 V2r。 这 

个 结果 同 几 组 对 双 层 膜 形成 周期 性 弯曲 方形 织 构 的 观测 结果 相当 一 
致 156 一 58] 3 

Goetz 和 Helfrich 建议 [63] ,PCST 的 弯曲 能 的 形式 可 以 写成 

Fi = | [sex at ee +eecK* |dA (4, 183) 

HR A= (aq +e2.)/2fK = oc 分 别 为 膜 表 面 的 平均 曲率 和 高 斯 曲率 ， 

“是 弯曲 刚度 ,上 是 高 斯 曲率 模 量 dA 是 表面 面积 元 ,其 中 上 假定 是 负 值 。 

对 于 平面 膜 的 周期 性 形变 ,根据 Gauss-Bonnet 定理 ,可 以 忽略 上 项 。 在 

华 卡 儿 坐 标 系 中 ,表面 一 般 用 

Y(z, y) =I[z, y, z(z, y)] (4. 184) 

来 表示 。 与 之 相关 的 平衡 形状 方程 式 可 以 用 要 求 在 小 形变 条 件 下 式 

(4. 183) 弹 性 能 的 一 阶 变 分 8 Fe 为 零 来 得 到 。 这 个 条 件 在 

eH 一 KEHK + 2x, HK? 十 6 HK' +e V?H + 26, VK +44, 2K 一 0 

(4, 185) 

的 情况 下 可 以 得 到 满足 [2, 5], Sorby? = 728.8" 4;) 是 拉 普 拉 斯 算 
& 

hv = F28.(VaKL* 2) BASE Hh 2, =2,, 3, =2,, 2 
如 

ial det( gi; ) ’ 了 ”一 (Ly ir 、 gi ML, 分 别 为 与 曲面 的 第 一 和 第 二 基本 形式 

相关 的 量 。 式 (4. 185) 是 一 个 高 度 非 线性 的 微分 方程 式 , 一 般 很 难 找 出 它 

的 精确 解 。Goetz 和 Helfrich 找到 的 那个 装 鸡 蛋 用 的 纸 匣 形 的 表面 可 以 
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认为 是 式 (4. 185) 的 一 个 数值 周期 性 解 !63] 。 固 然 互 = 开 =0 的 平面 位 

WY = (xz, y, 0) 是 它 的 一 个 精确 解 , 计 算出 的 $“F 为 

el £l(anz +4,,z)’dzady (4. 186) 

式 中 z(2, y) REF M0, 0,，1) 法 线 方向 的 偏差 。 显 然 , 由 于 < 总 是 

正 值 , 因 此 对 于 任何 违反 平面 的 情形 式 (4. 186 ) 都 是 正 值 。 由 于 8 Ps 

与 c Me 无 关 ,说 明了 平面 的 稳定 性 与 任何 高 于 主 曲率 二 次 项 的 弹性 

能 都 无 关 。 为 了 更 广泛 地 说 明 这 一 点 ,可 以 分 析 一 下 包括 所 有 直到 主 曲 

率 四 次 项 的 曲率 弹性 的 弯曲 能 表示 式 。 

Fa = | (eH? +K + «;H* +%HK + «,H* +, H’ K + «f K*)dA 

(4. 187) 

这 时 可 以 发 现 , 平 面 仍然 是 相应 的 形状 方程 式 的 严格 解 ;同时 ,平面 的 能 
量 二 次 变 分 仍然 是 与 高 阶 能 量 项 无 关 的 式 (4. 186), 8° Fy > 0 表明 , 平 
滑 位 形 与 任何 可 能 的 稳定 弯曲 位 形 之 间 存 在 着 能 量 势 垒 。 这 一 点 同 
Goetz 和 Helfrich 的 模拟 计算 结果 一 致 [63] 。 因 此 ,文献 [56 一 58] 中 报道 

的 用 冷凝 法 使 平面 变 成 PCST 的 结果 不 能 单 用 曲率 弹性 能 来 加 以 解释 。 
由 于 这 个 困难 ,下 面 将 从 降低 温度 对 平面 构 形 的 不 稳定 性 具有 关键 作用 
这 一 观点 来 研究 一 下 这 个 问题 [64] 。 

一 般 地 , 当 双 层 膜 的 温度 从 一 降低 到 五 时 , 它 的 体 吉 布 斯 自由 能 密 
度 和 表面 张力 由 于 膜 中 的 类 脂 分 子 将 排列 得 更 为 有 序 从 而 相应 地 发 生 改 
变 。 因 此 ,在 这 种 类 似 于 淳 灭 的 过 程 当中 , 膜 从 高 温 状 态 变 换 到 低温 状 
a ,非常 类 似 于 液晶 从 各 向 同性 相形 成 管状 的 层 状 A 相 的 过 程 [65-67] 以 
及 从 含 碳 中 介 相 中 生成 多 壳 层 碳 纳 米 管 的 过 程 [566] 。 在 文献 [65 一 67] 中 
曾 指出 ,如果 把 高 温 状态 的 膜 取 作 零 能 态 ,那么 低温 的 形状 形成 能 就 是 下 
列 三 项 之 和 :(i) 低 温 五 态 和 高 温 LAMA AH A AES AES Fy 
= 一 goV = 一 godA( 式 中 V, A 和 do 分 别 为 双 层 膜 的 体积 面积 和 厚 
度 , 正 的 g。 是 五 态 和 了 全 态 之 间 的 体 吉 布 斯 自由 能 密度 之 差 ) (ii) ROK 
力 能 之 差 FA = 2[x( 厂 ) 一 x( 们 )]A[ 式 中 7y(T) 是 在 温度 工 条 件 下 的 表 

面 张力 ] ; (iii) Helfrich 曲率 弹性 能 Fe 。 对 于 具有 对 称 性 的 双 层 膜 , Fe = 
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“(HPA +e KdA。 由 于 在 下 面 的 计算 中 应 用 最 简单 的 自 曲率 弹性 模型 

已 经 可 以 满足 要 求 , 因 此 在 Fe 中 不 考虑 高 阶 项 ,同时 忽略 掉 < 项。 总 的 

形状 形成 能 量 下 于 是 成 为 

Por oF. 4s, = |= edodA+207(7)) —y(T,)/dA+<| Aaa 

一 afd A+ [Heda (4. 188) 

式 中 A =— gd, +21 y(T:) — v(T;) J 

变 分 方程 式 SF = 0 给 出 双 层 膜 的 平衡 形状 方程 式 [2, 65] 是 

nH’ — «HK + (> )V?H —2.H 2% (4, 189) 

显然 ,平面 双 层 膜 永 远 是 形状 方程 式 (4. 189) 的 一 个 解 ,同时 ,与 之 相对 应 

的 平面 双 层 膜 的 形成 能 量 是 下 = MA 。 把 形成 能 量 看 做 是 自由 能 ,那么 平 

PIAS HIRE AA F = 0 就 给 出 了 平面 双 层 膜 从 温度 Ty Bia 五 的 稳定 

性 的 判 据 。 

和 王 一 godo 十 2LY(T) 一 X(Th)] 王 0 (4. 190) 

AAAS HH FR MERRY ye. ZINA. eH Sl 

提出 :yx Meo 都 与 温度 和 环境 有 关 。 膜 泡 的 形变 过 程 是 一 个 突然 冷却 的 

过 程 , 因 此 实际 上 是 一 种 类 似 于 入 灭 的 过 程 。 只 要 平面 双 层 膜 的 形成 能 

量 从 国 值 条 件 向 下 改变 ,也 就 是 成 为 负 值 ,那么 总 的 能 量 剩 余部 分 将 阻 

止 平 面 双 层 膜 保 持 稳定 。 于 是 将 引发 形变 从 而 可 以 导致 形状 方程 式 的 另 

一 个 形成 能 量 又 等 于 零 的 解 。 实 际 上 , 当 温度 下 降 时 ,g。 将 增加 。 另 外 ， 

文献 [68] 中 论证 说 : 当 温度 降低 时 ,类 脂 分 子 的 烃 链 将 变 得 不 那么 柔顺 ， 

丛 而 厚度 do 将 略微 增加 一 些 。 考 虑 到 这 两 个 效应 ,按照 式 (4. 190) ,A 可 

能 会 变 为 负 值 而 平面 双 层 膜 在 快速 冷却 过 程 中 可 能 发 生 弯 曲 。 这 些 特 征 

都 给 双 层 膜 的 形变 提供 了 很 自然 的 解释 。 

寻找 式 (4. 189) 的 精确 周期 性 解 一 般 非 常 困难 。 不 过 要 想 解 释 实验 

方面 观测 到 的 从 平面 解 到 周期 性 弯曲 方形 织 构 的 阔 值 形变 解 L56 一 58] ,只 

要 考虑 一 个 脱离 平面 组 态 的 小 形变 而 试 求 式 (4. 189 ) 的 一 些 近 似 周 期 性 
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解 就 可 以 了 。 变 形 的 曲面 可 以 用 式 (4. 184) 来 描述 。 在 仅仅 保留 到 一 阶 

z(xz, y) BA FB , 式 (4. 189) 人 简化 为 

«WH 4H = 6 (4,191) 

式 中 H = +z (4, 192) 

而 V: = 92, 十 9> 就 是 二 维 拉 普 拉 斯 算 符 。 只 要 能 令 从 正 值 变 为 负 值 就 

可 以 找到 式 (4. 191) 的 周期 性 弯曲 方形 织 构 解 。 一 个 这 样 的 解 是 

Y(z, y)= (<x, y, g,| eos = 十 Hat — 90 (4. 193) 

式 中 x 和 yo NAD HAL, p= 2rVA/( 一 委 )，z 是 形变 的 幅度 。 这 一 位 

形 的 示意 图 见 图 4-23。 

图 4-23 周期 性 弯曲 方形 结构 解 示意 图 

(周期 与 振幅 之 比 取 为 V2r) 

4-23 与 实验 观测 到 的 结果 !56-58] 的 相似 是 显而易见 的 。 基 于 这 

种 一 致 的 情形 , 令 人 相信 式 (4. 193) 的 位 形 确实 表现 了 PCST 的 一 些 基 本 

特征 。 下 面 再 比较 详细 地 作 一 些 讨论 。 

周期 性 弯曲 方形 织 构 曲面 的 度 规 是 

gt it¥ (1 十 392z 十 gayz) 

(1+ 4m) 人 1 一 红尘 eas Bp a) ss Spt ae) I)” = Pe py + Aq? 2” 



第 四 章 ” 普 适 形状 方程 式 的 一 些 特殊 解 185 

(4.194) 
J (1 4 An’ 2 本 

p 

双 层 膜 的 总 面积 作为 守恒 量 , 于 是 式 (4. 194) 表 明 ,周期 性 弯曲 方形 织 构 

在 y 平 面 上 的 投影 面积 A, 小 于 未 发 生 形变 的 平面 组 态 的 总 面积 A。 

\ ee ee ede 2 2 oo NAD Se = (14+4n =) = p(p' + 4n°z) 

应 用 式 (4. 192). (4.193), (4.194) 各 式 以 及 总 面积 守恒 的 条 件 , 从 式 

(4. 188) 可 以 得 出 周期 性 双 层 膜 的 形成 能 量 下 为 

(4.195) 

DLE Ft Bl SF a A I] 9 Jd AE SAR AS , Pe FT VA GE RE 

F=0RA 

2% = 2x (4, 196) 

式 (4. 196) 给 出 了 周期 与 周期 性 弯曲 方形 织 构 的 振幅 的 最 佳 比值 。 在 这 

种 条 件 下 , AYA = 1l/V3 ~ 0.6, 也 就 是 说 ,面积 在 zy 平面 上 的 投影 将 

只 有 无 形变 平面 总 面积 的 60% 。 当 然 ,在 振幅 汪 与 周期 的 大 小 相差 不 大 

的 时 候 [ 例 如 在 式 (4. 196) 的 情形 ] ,由 式 (4. 193) 描 述 的 曲面 将 不 再 能 满 

足 式 (4. 189 ) 的 平衡 形状 方程 式 。 因 此 ,上 面 的 这 些 结果 只 不 过 是 实验 观 

测 到 的 真正 稳定 周期 性 弯曲 方形 织 构 的 粗略 近似 。 尽 管 如 此 ,仍然 可 以 

发 现 , 式 (4. 196) 对 实际 系统 还 是 能 满足 得 相当 好 的 。 这 说 明了 这 里 提出 

的 关于 周期 性 弯曲 方形 织 构 的 机 理 还 是 正确 的 。 文 献 [57] 中 的 图 3b 显 

示 出 有 一 部 分 双 层 膜 的 弯曲 是 有 规则 的 。 这 部 分 弯 形 织 构 的 振幅 可 以 从 

这 个 区 域 的 边界 曲线 估计 出 来 。 直 接 从 图 中 估算 的 结果 表明 , 式 (4. 196) 

可 以 相当 不 错 地 得 到 满足 。 对 图 中 具有 周期 性 形变 部 分 的 粗略 估计 得 

i, P= 25nm, z,~5nm, 也 就 是 说 tx = 王 5sV2r。 从 另 一 篇 文献 [56 ] 

HA 4d 的 方形 织 构 的 估算 ,给 出 tx. 兰 3/0.5=6。 这 同样 与 式 (4. 196) 

的 预期 值 相当 接近 。 

研究 一 下 文献 [56 一 58] 中 报道 的 一 些 实验 观测 到 的 周期 性 弯曲 方形 

织 构 的 go 值 也 很 有 意义 。 现 在 取 do =4nm!6, 69] ~=4x10719J 168) 。 
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关于 表面 张力 ,de Gennes 和 Taupint70j 给 出 y= 2e/R/R., 式 中 R 是 自 

曲率 半径 ,而 尺 是 实际 曲率 半径 。 因 此 ,在 一 条 件 下 ,对 于 平面 ,由 于 民 

= 一 co, T#V(T1) =0。 在 了 条 件 下 ,对 于 周期 性 弯曲 方形 织 构 ,作为 估 

BUS RSR ~ p, Alt (Ti) © 2e/p’. Fe WFP ETA 

45 nm 的 周期 性 弯曲 方形 织 构 应 该 约 需要 6 X 10° J/m’, KP REA 

Sternberg 等 人 的 实验 结果 一 一 “周期 性 弯曲 方形 织 构 的 形成 与 由 温度 感 

AAO RBA ECHR” OU 是 一 致 的。 根据 文 献 [69] ,如 果 要 发 生 相 变 

的 话 ,仅仅 在 相 变 点 最 少 就 要 释放 出 大 约 6. 3 一 8. 4 kJ/mol 的 热量 。 对 

于 典型 的 双 层 膜 ,每 个 类 脂 分 子平 均 大 约 占据 1 nm 的 体积 :63] ,这 就 相 

当 于 说 ,如 果 产 生 相 变 的 话 , 在 高 温 态 和 低 刘 态 之 间 存 在 着 最 少 约 1 义 

10’ J/m* 的 能 量 差 。 可 是 ,从 实验 数据 进行 估算 的 话 ,这 个 数值 大 约 只 有 

6 X 10° J/m*, Eb 10’ J/m* 要 低 得 多 。 因 此 ,可 以 说 在 降温 形成 周期 性 弯 

曲 方形 织 构 的 过 程 中 没有 发 生 相 变 。 这 一 点 同文 献 [57] 报 道 的 观测 结果 

Fz — BAY « 

$4.11 非 轴 对 称 膜 泡 的 一 些 数 据 

前 面 比 较 解 析 地 讨论 了 一 些 稳定 的 轴 对 称 膜 泡 的 各 种 组 态 。 在 实验 

方面 也 曾 观 测 到 各 种 具有 球 拓 扑 的 非 轴 对 称 形 膜 泡 。 它 们 具有 很 复杂 的 

组 态 , 其 中 一 些 甚至 没有 内 刘 几 何 对 称 性 。 在 Living Blood Cells and 

Their Ultra-Structure 一 书 ![51 中 有 许多 用 扫描 电子 显微镜 拍摄 到 的 红 细 

胞 照片 ,其 中 有 些 很 复杂 。 例 如 ,表面 具有 均匀 分 布 的 钝 锯齿 状 或 针 状 突 

起 的 有 刺 细胞 (echinocyte type cell), 见 文献 L5] 中 的 图 98; 具 有 类 似 有 

刺 细 胞 但 表面 只 具有 少许 不 规则 排列 而 且 未 端 后 弯 的 针 状 突起 的 杯 吉 形 

细胞 (acanthocyte type cell) , 见 文献 [5] 中 的 图 157 和 图 159; Be =H 

或 四 四 形 的 冕 状 细胞 (knizocyte type cell) , 按 原文 ,knizocyte 尚 无 正式 

中 文 译 名 ,从 图 形 看 颇 类 似 王 冕 故 暂 称 之 为 冕 状 细胞 , 见 文 献 [5] 中 的 图 

106 和 图 107 ; RFE aa fd (sickle type cell), 见 文献 [5] 中 图 198 ,等 等 。 此 

外 ,在 脂 质 体 由 渗透 压 引 起 的 变化 过 程 中 ,还 能 看 到 许多 其 他 的 复杂 形 

状 [387] 。Yan 等 人 [ 邹 曾 用 双 凹 圆 盘 形 作为 初始 状态 对 一 些 细胞 形状 的 
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改变 进行 过 讨论 。 另 外 ,在 实验 方面 也 曾 发 现 过 许多 稳定 的 .具有 挠 性 的 

薄 管 状 膜 泡 ,在 这 些 管状 膜 泡 充 分 发 展 以 前 ,可 以 出 现 某 些 能 用 具有 很 小 

头 部 的 瞬 变 形 细 丝 来 加 以 描述 的 状态 。 这 些 弯 曲 的 管状 膜 泡 也 是 非 轴 对 

称 的 。 

在 理论 上 ,这 些 复 杂 形 状 还 未 能 用 弯曲 能 模型 加 以 解释 。 有 一 些 研 

究 人 员 !?1 相 信 这 些 引 人 入 胜 的 形状 可 能 涉及 到 包括 膜 的 高 阶 曲率 和 范 

德 瓦 尔 斯 吸引 力 之 类 的 能 量 。 不 过 ,这 种 猜测 并 不 像 所 想象 的 那样 明显 。 

在 这 里 值得 探索 的 是 ,能 否 用 一 个 如 Helfrich 模型 之 类 的 简单 曲率 模型 

来 描述 这 些 复杂 的 形状 。 本 节 就 是 准备 在 Helfrich 目 曲率 (SC) 模 型 的 

构架 内 利用 数值 计算 办 法 来 寻找 具有 球 拓 扑 的 非 轴 对 称 形状 。 

在 能 成 功 地 找到 非 轴 对 称 椭 球 形 和 海星 形 膜 雹 (starfish shaped ves- 

icle)L72，?3 引 的 鼓舞 下 ,Yanl74 等 人 对 三 角形 曲面 的 能 量 进行 了 强力 极 小 

化 的 数值 计算 。 这 个 方法 是 把 总 能 量 直 接 极 小 值 化 ,得 到 的 是 一 个 原则 

上 取决 于 所 选择 初始 形状 的 具有 局 域 能 量 最 小 值 的 形状 。 下 面 比 较 详 

细 地 氢 述 一 下 Yan 等 人 !" 生 所 用 的 算法 以 及 他 们 所 得 到 的 主要 结果 。 

4.11.1 模型 .软件 和 计算 过 程 

为 了 找到 膜 泡 的 局 域 稳定 非 轴 对 称 位 形 , 他 们 应 用 SC 模型 ,用 数值 

法 计算 了 具有 一 定 体积 和 (或 ) 一 定 面积 的 膜 泡 的 弯曲 能 。 在 定 体积 的 约 

RAGE ,参量 被 理解 为 张力 系数 ;而 在 定 面积 约束 条 件 下 ,参量 Ap 

被 认 作为 渗透 压 。 

为 了 寻找 这 些 曲 面 , 他 们 所 用 的 软件 是 计算 机 程序 “surface evol- 
ver”[75] (曲面 演化 器 )。 它 是 根据 在 三 角形 曲面 上 把 曲率 能 量 面积 和 体 

积 都 加 以 离散 化 的 基础 设计 的 。 软 件 中 的 能 量 可 以 是 表面 张力 引力 能 、 

均 方 曲率 等 等 的 组 合 。 约 束 条 件 可 以 是 各 个 顶点 的 位 置 ,或 是 加 在 体积 、 

表面 面积 等 的 总 量 上 。 得 到 的 总 能 量 用 梯度 下 降 的 步骤 加 以 极 小 化 。 这 

样 得 到 的 形状 具有 局 部 最 小 值 。 演 化 器 的 这 些 特 点 使 它 在 研究 SC 模型 

中 的 非 轴 对 称 形 状 问题 非常 适用 。 在 使 用 演化 器 的 过 程 中 ,渗透 压 是 用 

内 压强 己 来 表示 的 。 它 在 处 理 能 量 谤 函数 

F = m,|(H— Hy)'dA +a/d.A— Pl dv (4, 197) 
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问题 时 非常 方便 , 式 中 my 称 为 弯曲 能 的 “权重 "。 在 互 = (ca 十 cs)Z2 的 

条 件 下 ,这 个 模型 等 同 于 ma = 2«,., P =— AP Fl Hy = &o/2 的 SC 模型 5 

在 演化 器 的 使 用 过 程 中 并 不 限定 使 用 任何 特殊 的 单位 制 。 不 过 要 想 把 程 

序 中 的 数值 同 实 际 情 形 相 联系 的 话 , 所 有 的 数值 就 应 该 是 用 一 致 的 单位 。 

近年 来 ,这 个 软件 曾 被 用 来 处 理 过 许多 几何 问题 ,例如 具有 不 变 平均 

曲率 的 曲面 .平衡 的 泡沫 结构 等 等 。 它 也 曾 被 多 次 用 来 处 理 各 种 涉及 表 

面 的 物理 问题 ,例如 由 表面 张力 和 弯曲 以 及 其 他 能 量 形成 的 曲面 。 文 献 

[76] 研 究 最 小 曲面 的 开尔文 猜想 的 作者 , 曾 使 用 该 演化 器 获得 边界 平 兴 

NS MRO RAW, CRS RAK it RE”. 78) 和 压 

缩 乳胶 [7?9, 80] 。 作 为 练习 ,我 们 曾 用 它 来 验证 过 在 SC 模型 中 立方 形 发 

展 成 为 完整 球形 的 平衡 条 件 。 能 量 泛 函 数 式 (4. 197) 的 平衡 条 件 是 

— Pr? + 2)r? 十 2m, Hor(—1+ Hor) = 0 (4. 198) 

式 中 ”是 球 的 半径 [参考 式 (4.5)]。 取 ma =1,H =1,A=2 Me TK 

BA V = 4.189 m , 从 演化 器 得 到 面积 4 = 12.577 4 m’ 和 拉 格 朗 日 未 定 

FEF P = 4.002 3 的 稳定 单位 球体 确实 可 以 满足 平衡 条 件 。 

从 这 种 算法 找到 的 曲面 对 应 于 能 量 最 小 值 的 曲面 ,演化 器 还 可 以 检 

验 对 所 产生 的 形状 施加 有 限 振幅 的 微 扰 时 曲面 的 稳定 性 。 令 三 角形 曲面 

的 每 一 个 顶点 进行 Asin(y .四 十 % 的 移动 (4 是 振幅 矢量, 是 各 顶点 的 

位 置 矢量 ̀.@ 是 波 矢 水 是 相位 )。 参 量 4, o Ay 可 以 用 手工 进行 调整 或 

是 令 它 无 规 变化 。 在 无 规 变化 情形 下 ,可 以 取 与 物体 大 小 相等 的 球 半径 

的 无 规 振幅 A 和 无 规 波长 工 。 我 们 曾 用 演化 器 的 这 些 特 点 检验 了 本 文中 

提供 的 所 有 形状 。 

在 运算 过 程 中 ,有 两 点 很 重要 ,需要 加 以 注意 。(1) 在 启动 曲面 演化 

器 时 必须 先 有 一 个 描述 初始 形状 的 数据 档案 。 对 于 复杂 的 形状 ,书写 数 

据 档案 是 相当 困难 的 。 通 常 选 多 面体 作为 初始 形状 。 从 这 个 初始 形状 经 

过 软件 的 提炼 指令 和 发 展 指令 可 以 得 到 能 够 满足 目标 体积 、 目 标 面积 等 

等 约束 条 件 的 最 终 目标 形状 。(2) 能 够 满足 约束 条 件 的 最 终 形 状 与 初始 

形状 的 选择 有 密切 的 关系 。 人 们 也 许 期 望 从 起 始 形状 经 过 一 步 一 步 的 扫 

描 就 可 以 得 到 所 有 在 1 Sv w Alo, So So, 的 参量 范围 内 可 能 得 

到 的 所 有 形状 。 但 这 是 做 不 到 的 ,这 是 因为 :(a) 对 于 任何 一 对 (zz，co ) 
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值 ,一 般 会 有 一 套 稳定 形状 同时 存在 (这 里 所 谓 的 “同时 存在 "的 形状 是 指 

具有 相同 参量 值 的 各 种 形状 );(b) 从 算法 得 出 的 形状 与 所 选择 的 初始 形 

状 强烈 相关 。 因 此 ,扫描 法 产生 的 形状 只 不 过 是 所 有 可 能 形状 中 的 一 个 

子 集 。 由 于 一 般 对 初始 形状 只 能 写 出 一 个 简单 的 数据 序列 ,因此 难于 通 

过 扫描 过 程 来 得 到 各 种 复杂 的 形状 。 例 如 ,从 一 个 ce 和 面积 A 为 常量 的 

稳定 或 非 稳定 初始 形状 ,通过 缓慢 改变 目标 体积 V 的 数值 ,可 以 得 到 一 

序列 不 包括 初始 形状 的 稳定 形状 。 但 是 由 于 第 ;十 1 次 得 到 的 形状 由 第 ; 

次 形状 决定 ,因此 所 产生 的 整个 序列 的 形状 都 是 由 初始 形状 所 决定 。 一 

个 非常 重要 的 问题 是 ,所 产生 的 序列 形状 对 初始 形状 并 不 敏感 , 换 句 话 

说 ,就 是 即使 初始 形状 有 一 些 畸 变 也 可 以 得 到 同样 的 形状 序列 。 上 面 所 

提 的 扫描 过 程 相 当 于 保持 对 比 目 曲率 不 变 而 逐步 沿 对 比 体积 扫描 的 过 

程 。 不 过 ,由 于 对 任何 一 对 给 定 的 (z，co ) 值 都 存在 一 套 共 存 的 形状 

Su, ,显然 ,在 这 一 序列 中 所 包括 的 形状 形成 了 在 这 一 扫描 范围 所 存在 

的 所 有 形状 的 一 个 子 集 。 因 此 ,由 于 一 般 只 能 对 初始 形状 提供 简单 的 数 

据 档 案 ,所 以 许多 复杂 的 形状 都 不 能 出 现 。 要 想 从 简单 的 初始 形状 得 出 

复杂 的 形状 必须 打破 初始 形状 序列 的 不 敏感 性 。 

在 这 里 提出 下 面 所 述 的 另 一 种 步骤 :如 果 将 间 子 形状 的 一 些 几 何 量 

(如 体积 面积 \ 对 比 体积 等 等 ) 选 择 在 与 初始 形状 相差 相当 大 的 条 件 之 

下 ,可 以 想象 到 ,从 初始 形状 到 最 后 达到 可 以 满足 所 有 几何 约束 条 件 的 稳 

定 构 形 之 前 ,将 会 通过 一 条 长 而 复杂 的 过 程 连续 地 发 展 下 去 。 可 以 预计 ， 

最 终 的 形状 (以 及 步骤 ) 由 于 过 程 之 长 和 复杂 应 该 对 初始 形状 相当 敏感 。 

两 个 相差 不 多 的 初始 形状 由 于 它们 之 间 的 差别 ,在 发 展 过 程 中 将 被 放大 

而 导致 具有 相同 约束 条 件 的 不 同 的 最 终 形状 。 因 此 ,参量 为 (w ，co ) 的 初 

始 形状 可 以 通过 不 同 的 渠道 变换 到 参量 为 (和 co ) 的 形状 。 

第 一 种 演变 过 程 是 从 w 开始 ,通过 逐渐 扫描 使 它 变换 到 凡 。 在 每 一 

次 扫描 过 程 当 中 ,形状 都 是 稳定 的 ,而 达到 的 最 终 形 状 对 初始 形状 并 不 灵 

敏 。 第 二 种 演变 过 程 是 “ 跳 变 "过 程 。 从 初始 形状 直接 演变 成 为 对 初始 形 

状 敏感 的 具有 最 终 参 量 值 的 最 终 形状 。 两 种 不 同 的 演变 过 程 可 以 从 同一 

急 始 形状 演变 成 为 不 同 的 但 是 能 够 共存 的 .具有 相同 终 值 参量 的 最 终 形 

状 。 显 然 ， 跳 变 " 过 程 可 以 从 初始 形状 得 出 复杂 的 最 终 形 状 。 把 应 用 由 

“ 跳 变 “过程 产生 的 形状 作为 初始 形状 再 继续 应 用 形状 转变 过 程 的 话 ,就 
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可 以 得 出 更 为 有 趣 的 形状 。 
不 过 ,对 上 述 “ 跳 变 ” 过 程 的 应 用 有 一 些 技术 上 的 困难 : 当 突然 改变 对 

比 体积 的 时 候 , 对 面积 A 和 体积 V 都 突然 加 上 了 约束 条 件 。 这 样 的 做 法 
经 常会 导致 软件 出 现 奇 异 行为 。 在 有 限 的 迭代 计算 步骤 以 后 ,演化 器 可 
能 会 不 收敛 而 出 现 奇 异 点 。 为 了 避免 出 现 这 个 问题 ,可 以 放松 面积 的 约 
束 条 件 而 突然 把 体积 改变 到 一 个 远离 初 值 的 数值 。 于 是 在 发 展 过 程 中 ， 
曲面 演化 器 对 形状 的 变化 获得 了 更 多 的 自由 ,从 而 在 计算 过 程 中 大 量 地 
减少 了 奇异 点 的 出 现 。 

Yan 等 人 [74] 计算 了 形状 的 对 比 自 曲率 和 对 比 体积 ,确定 了 这 些 形 
KE(v, ) 参 量 空间 中 所 处 的 区 域 。 下 面 是 这 一 过 程 的 概要 。 假 定 演 
化 从 单位 体积 的 球体 开始 。 

(1) 在 某 一 给 定 自 曲率 c 值 和 张力 系数 值 , 令 演化 器 把 球形 演化 
成 为 一 个 体积 为 V( 和 1) 的 靶子 形状 。 这 时 希望 这 样 一 个 体积 的 突然 变 
化 将 在 曲面 形状 的 位 形 空 间 中 最 终 定位 于 一 个 体积 为 V 的 非 平庸 局 域 
稳定 位 形 之 前 ,激发 起 一 个 “无 规 行走 过程。 这 种 步骤 可 以 应 用 到 任何 
形状 以 便 产 生 更 稳定 的 形状 。 

(2) 在 从 上 述 过 程 得 到 的 复杂 形状 中 ,Yan 等 人 [74] 选择 了 一 些 , 研 
究 了 它们 可 以 产生 更 为 稳定 .更 令 人 感 兴趣 的 形状 跃迁 过 程序 列 。 

4.11.2 主要 结果 

应 用 上 面 所 描述 的 步骤 ,Yan AL) RBI TMS SAE RNR 

形状 。 其 中 有 一 些 类 似 于 实验 中 观察 到 的 红细胞 形状 , 另 一 些 又 类 似 于 

旨 质 体形 状 。 在 下 面 描述 这 些 引 入 入 胜 的 形状 时 ,对 于 那些 类 似 于 观测 

到 的 红细胞 形状 就 采用 有 关 红 细胞 文献 中 所 用 的 术语 。 下 面 就 提供 关于 

五 种 形状 的 一 些 结果 :有 角形 形状 (corniculate type shape)、 免 形 形 状 

(knizocyte type shape) .#RIZIE KK (sickle type shape) . RREETZ IZ 1K (acan- 

thocyte type shape) 和 两 个 类 管 形 形 状 (tubelike shape)。 部 分 形状 见 图 

4-24] 4-25 4-26. 4-27 和 图 4-28。 | 
虽然 由 算法 所 搜寻 出 的 形状 具有 局 域 稳定 性 ,这 种 稳定 性 在 施加 有 

限 振幅 微 扰 后 曾 更 进一步 作 了 检验 。 在 施加 微 扰 后 所 有 六 种 图 形 都 是 稳 

定 的 。 按 照 Seifert SAM MIE! ,每 一 种 形状 都 映 入 了 对 比 体 积 和 对 
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(c) 

图 4-24 有 角形 细胞 形状 

(a) 有 角形 ,对 比 体 积 v = 0.95 ,对 比 自 曲 率 ce = 1. 35; 

(b) 有 角形 在 大 振幅 扰动 下 的 严重 变形 ; 

(c) 从 与 (a) 中 相同 v 值 和 c。 值 出 发 ,大 幅 变 形 下 所 形成 的 轴 对 称 椭 球形 状 。 
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图 4-25 ”四 四 形 细胞 形状 

XE RAR v = 0. 84, 对 比 自 曲率 co = 一 1. 41。 

图 4-26 ” 镰 形 细胞 形状 

对 比 体 积 w = 0.74, 对 比 自 曲率 ce 三 一 1. 48。 

比 自 曲率 的 二 维 相 图 内 。 

一 、 有 角形 

图 4-24 绘 出 了 具有 六 个 凸 起 的 有 角形 曲面 。 它 在 相 图 上 的 位 置 是 

(一 0.95, co 三 1.35)。 显 然 , 此 形 与 八 面 体 具 有 相同 的 转动 对 称 性 ， 

因此 与 S, 同 构 ,Sx 表示 X 集 的 置换 群 [51] 。 虽 然 在 文献 [51 中 没有 刊登 
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4-27 RFE HG aS aK 

AT He RAR v = 0.38, 对 比 自 曲 率 co = 1. 35。 从 图 4-24(a) 出 发 ,在 对 比 自 曲率 保持 不 变 ,但 

对 比 体积 逐渐 降低 的 条 件 下 得 到 的 棘 圳 形 细胞 形状 。 

(b) 

图 4-28 类 管 形 细胞 形状 

(a) SEE AAR v = 0.38, 对 比 自 曲率 ce = 1. 35, 具有 双 凹 头 部 的 类 管 形 ;(b) 对 比 体 积 v 

= 0.46, 对 比 自 曲率 ce = 1. 35 ,无 明显 头 部 的 类 管 形 。 

两 种 形状 均 属 从 图 4-24(c) 在 保持 co 不 变 , 但 逐渐 降低 w 时 得 出 的 形状 。 由 于 图 4-24 

(《a) 与 图 4-28(a) 为 共存 形状 ,因此 图 4-28(a) 与 图 4-27 共存 , 均 属 从 图 4-24(a) 开 始 的 一 系列 

形状 跃迁 的 产物 。 
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类 似 的 形状 , 它 可 能 暗示 文献 [5] 中 图 98 到 图 100 的 那些 有 10 到 50 个 

均匀 分 布 在 近似 球形 曲面 上 的 环 皮 细胞 亚 膜 泡 形状 的 形成 。 为 了 说 明 在 

固定 ("，co ) 值 所 涵盖 的 参量 空间 中 具有 不 同 的 共存 形状 ,可 以 对 图 4-24 

(a) 进 行 大 振幅 的 长 波长 微 扰 计 算 。 这 时 图 形 将 发 生 大 幅度 的 变形 而 成 

为 图 4-24(b) 的 形状 。 对 这 一 变形 的 形状 再 进行 曲面 演化 器 运算 ,最 终 

得 到 了 图 4-24(c) 这 一 与 图 4-24(a) 具 有 相同 参量 的 轴 对 称 类 椭 球 体 的 

新 稳定 形状 。 由 于 图 4-24(a) 和 图 4-24(c) 是 在 参量 空间 中 的 同一 位 置 ， 

在 图 4-29 DRA I 来 表示 这 两 个 图 形 。 显 然 ,在 相同 的 转变 过 程 中 ,这 

两 个 共存 的 稳定 形状 将 导致 不 同 的 形状 转变 序列 。 

4 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 Lo. 8 

图 4-29 SC 模型 相 图 示意 图 (经 原作 者 同意 复制 , 录 自 文献 [17] ) 

相 图 给 出 具有 最 低 曲率 能 的 形状 作为 对 比 体 积 ” 和 对 比 自 曲 率 co 的 函数 关系 。 稳 定 

的 长 哑铃 形 ̀ 梨 形 、 扁 盘 状 细胞 形 和 稳定 的 小 孔 细胞 形 之 间 以 相 变 线 加 以 分 开 。 原 始 相 图 中 

所 包括 的 形状 均 为 轴 对 称 。 暗 区 为 以 前 尚未 探讨 过 的 区 域 。 相 图 中 标 出 了 本 文中 找到 的 各 

种 形状 的 位 置 以 便 获悉 这 些 形 状 所 在 的 区 域 。 这 些 区 域 以 *>”(z 为 整数 ) 标 出 。1 对 应 于 图 

4-24(a) 与 图 4-24(b) 这 两 个 共存 形状 ;*2 对 应 于 图 4-25;“3 对 应 于 图 4-26;“4 对 应 于 图 

4-27 和 4-28(a) 这 两 个 存在 的 形状 ;5 对 应 于 图 4-28(b) 。 

二 、 蚁 形 形 状 

冕 形 细 胞 (文献 [5] 中 的 图 106 和 图 107) 是 在 红细胞 实验 中 找到 的 

具有 三 凹 和 四 凹 形状 的 细胞 。 图 4-25 是 四 凹 形状 的 , 它 同 文献 [5] 中 图 

106 所 给 出 的 由 实验 观测 到 的 形状 类 似 。 这 在 相 图 4-29 上 以 ”2 标明 , 它 

的 位 置 在 z = 0.84, co 王 一 1.41。 这 一 形状 具有 与 立方 体 相 同 的 转动 对 
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me. CSS, 同 构 !81] 。 这 个 形状 可 以 在 不 同 的 情况 下 看 到 。 在 某 些 

溶血 性 贫血 病 的 新 鲜血 液 中 可 以 观察 到 。 另 外 ,在 用 显微镜 观测 玻璃 片 

与 滑 片 之 间 的 悬 秀 细胞 时 ,如果 允许 有 红细胞 粘 附 在 玻璃 片上 , 当 液 体 标 

本 流动 使 细胞 产生 轻微 形变 就 有 可 能 产生 这 一 形状 [5] 。 

三 、 镰 形 形 状 

图 4-26 绘 出 了 类 似 棘 皮 细 胞 形 中 的 镰 形 细 胞 (文献 [5] 中 图 198 ) 。 

TEARS 4-29 中 它 的 位 置 在 "3 处 (= 0.74, co = 一 1.48 )。 镰 形 细 胞 涉 

及 到 遗传 变异 的 镰 形 细 胞 病 。 当 受 感染 的 血液 曝露 在 足够 低 的 氧 压 下 就 

会 出 现 镰 形 细胞 。 这 种 现象 在 把 制剂 样品 放 入 滑 片 和 盖 片 之 间 数 小 时 

后 ,或 把 血液 放 在 缺 氧 的 器 正中 24 到 48 小 时 后 就 可 以 看 到 82 。 

PO. ioe RE HG SH ALF AK 

4-27 表现 出 一 个 缺乏 任何 内 豪 几 何 对 称 性 的 令 人 注目 的 复杂 形 

状 。 这 种 形状 的 特点 是 它 的 不 规则 的 形状 和 具有 几 个 无 规 分布 的 与 在 红 

细胞 实验 中 所 观测 到 的 坏事 形 细胞 (文献 [5] 中 图 157 和 图 159) 相 同形 

状 的 钝 上 次。 在 相 图 4-29 中 , 它 的 位 置 在 一 0.39, cs = 1.35 "4 Bb, 

它 是 从 图 4-24(a) 开 始 , 在 逐渐 增加 对 比 体 积 ， 的 形状 转变 过 程 中 得 到 

Ko PREETI AME Singer AI 对 目前 认为 是 缺少 8 脂肪 蛋白 质 和 严 

重 神经 系统 变质 的 遗传 病 患者 的 钝 齿 形 红细胞 所 起 的 名 字 。 这 种 畸形 是 

在 整个 细胞 周期 的 循环 过 程 中 逐渐 发 展 形成 的 。 最 年 轻 的 细胞 当中 不 存 

在 这 种 畸变 ,即使 出 现 也 非常 少 !85 。 这 类 非常 复杂 且 不 规则 的 棘 圳 细 

胞 的 形状 在 Yan 等 人 的 研究 中 找到 很 多 [4 。 

五 、 类 管 形状 

图 4-28(a) 和 图 4-28(b) 是 两 个 很 有 趣 的 形状 。 其 中 一 个 具有 双 思 

头 部 的 弯曲 管状 形状 , 另 一 个 是 没有 明显 头 部 的 管状 形状 。 它 们 的 参量 

ThA) 0 = 0.38 , co = 1.35 A v = 0.46, cp = 1.35, GR 4-28(a) 

AN 4-27 共存 ,它们 都 是 在 相 图 中 的 "4 的 位 置 。 图 4-28(b) 是 在 相 图 

中 ”5 的 位 置 。 两 个 形状 都 是 从 图 4-24(c) 在 逐渐 增加 mw 的 形状 转变 过 程 

中 出 现 的 。 在 脂 质 体 变化 过 程 的 实验 研究 中 !37] ,图 4-28(b) 是 观测 到 的 

一 个 稳定 的 形状 。 图 4-28(a) 也 是 在 同一 实验 中 观测 到 的 , 它 不 过 是 在 

获得 最 终 形 状 图 4-28(b) 之 前 出 现 的 一 个 瞬 变 形状 。 不 过 ,Yan 等 人 的 

研究 "4 表明 ,图 4-28(a) 和 图 4-28(b) 都 是 稳定 形状 。 这 个 理论 和 实验 
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观测 方面 的 不 一 致 有 两 种 可 能 :第 一 种 是 可 能 存在 外 一 种 很 小 的 能 量 

页 献 阻 碍 了 在 实验 中 图 4-28(a) 成 为 稳定 形状 ;第 二 种 是 在 改变 实验 条 

件 的 情形 下 ,图 4-28(a) 这 一 种 位 形 可 能 成 为 稳定 形状 。 

在 关于 红细胞 的 各 种 实验 中 也 曾 有 过 类 似 的 观测 。 文 献 [5] 中 提供 

了 许多 具有 管状 尾巴 和 各 种 头 部 形状 的 膜 泡 的 例子 。 文 献 [5] 中 的 图 

182 是 一 种 类 似 于 图 4-28(a) 的 盘 形 异 形 红细胞 (poikilocyte)。 腊 形 红 

细胞 与 地 中 海 贫 血 病 有 关 。 患 了 这 种 病 可 以 有 各 种 奇怪 形状 的 红细胞 。 

虽然 看 起 来 它们 并 不 等 同 于 图 4-28(a) 的 形状 ,不 过 它 显 示 上 面 所 提 到 

的 假设 可 能 是 正确 的 ,也 就 是 说 在 一 定 条 件 下 图 4-24(a) 可 能 是 稳定 的 。 

4.11.3 讨论 

上 面 所 谈 的 算法 可 以 从 简单 的 初始 形状 通过 “ 跳 变 "过程 来 找到 复杂 

的 膜 泡 形状 ,再 把 这 些 比 较 复 杂 的 形状 作为 初始 形状 进行 下 去 融 可 以 获 

得 更 复杂 的 形状 。 这 样 ,在 SC 模型 的 框架 中 , Yan 等 人 生得 到 了 许多 

引 人 注 目的 形状 。 这 样 找到 的 一 些 形 状 与 实验 观测 到 的 非常 相似 。 显 

然 , 这 种 步骤 在 寻找 高 亏 格 的 新 形状 方面 也 可 以 应 用 ,并 且 也 可 以 用 到 别 

的 曲率 模型 。 从 上 面 提供 的 各 种 形状 来 看 , 令 人 强烈 感到 ,在 SC 模型 中 

可 以 存在 诸如 环 宫 细胞 形状 和 弯曲 管状 之 类 的 形状 ,因为 这 些 是 在 简单 

曲率 能 模型 中 首次 被 找到 的 不 规则 的 ̀  具 有 球 拓扑 的 形状 。 上 面 这 些 络 

果 表 明 ,要 想 说 明 这 些 不 规则 形状 并 不 需要 增加 新 的 诸如 高 阶 曲率 和 范 

德 瓦 尔 斯 吸引 力 之 类 的 能 量 项 。 事 实 上 ,我 们 还 找到 了 一 些 前 面 未 曾 提 

到 的 不 规则 形状 。 
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式 (3.75) 的 形状 方程 式 只 适用 于 处 于 L, 相 的 膜 泡 ,也 就 是 如 图 5-1 

(b) 所 示 的 那 种 多 少 有 些 柔 性 的 烃 链 沿 双 层 的 法 线 方 向 排列 的 膜 泡 。 对 

于 膜 中 类 脂 分 子 倾 斜 的 Le 相 和 具有 倾斜 的 手 征 性 分 子 的 L; 相 都 不 适 

用 。 实 验 表明 , 双 层 中 两 亲 分 子 的 手 征 性 对 形成 螺旋 结构 具有 关键 作 

用 [一 ”"] 。 在 报道 中 提出 ,有 两 类 螺旋 结构 。 一 类 结构 类 似 于 缠绕 在 圆柱 

LBA BRA ROA! ,同时 螺旋 的 斜 度 接 近 于 45"。 有 些 情况 是 间 

隙 闭合 使 组 带 形成 长 管 。 另 一 种 类 型 是 像 一 条 扭曲 的 带子 , 它 似乎 是 从 

小 泡 状 分 散 物 到 第 一 种 类 型 之 间 的 跨 接 体 !1, 2?] 。 从 技术 上 讲 ,这 些 结构 

可 以 用 作 电 光 元 件 、 微 电子 元 件 、 输 药 圳 以 及 微 外 科 材 料 等 等 器 件 异 , 9] 。 

Helfrich 用 膜 边 的 自 扭 转 与 膜 的 弯曲 之 间 的 相互 竞争 来 处 理 螺 旋 绕 

带 问题 [10」 。de Gennes 用 平面 固态 带 棱 边 的 铁 电极 化 引起 弯 折 来 说 明 

管状 的 形成 。 其 后 ,Helfrich 和 Prost 在 膜 的 弯曲 问题 中 引进 一 项 新 

的 .具有 C* KD. 对 称 的 .与 分 子 手 征 性 相关 的 线性 项 来 改善 原来 的 

Helfrich Hye!) 。 与 他 们 的 处 理 方法 不 同 ,Ou-Yang 和 Liu 在 强手 征 性 

的 假设 下 ,类比 于 螺 状 液晶 ,发 展 了 一 种 螺旋 结构 理论 L13, |), a, 

Komura 和 Ou-Yang 用 螺旋 相 Frank 目 由 能 整体 表示 式 解 释 了 新 近 实 

验 观 测 到 的 关于 低 螺 距 和 高 螺 距 的 螺旋 结构 !15] 。 本 章 将 对 后 面 这 两 种 

RIC TEES. 

$5.1 强手 征 性 的 倾斜 手 征 性 类 脂 双 层 的 自由 能 表 

类 脂 双 层 可 以 作为 一 个 单位 法 线 为 凡 均匀 厚度 为 tcos & 的 二 维 曲 



AHS ”倾斜 手 征 性 类 脂 双 层 理论 201 

tcos@, 

Y(u, v)+nt ofr 
Y(u, v) 

(a) 

Lye 

(b) 

E d 

到 

(c) 

图 S-1 类 脂 双 层 的 位 形 

(a) 双 层 的 几何 图 形 ; (b) 不 同 相 双 层 中 的 分 子 取向 ; (c) 曲面 上 的 几何 位 形 。 

面 Y(x，z) 来 进行 处 理 ,b% 是 图 5-1(a) 和 5-1(b) 中 所 示 的 膜 中 分 子 的 倾 

角 。 前 面 已 经 指出 过 , 由 两 个 参量 x 和 iv 描述 的 函数 Y(x，v) 本 身 , 在 

bp 一 0 时 已 经 足以 确定 一 个 均匀 的 L. 相 。 但 是 ,对 于 倾斜 类 脂 双 层 

(tilted lipid bilayer, TLB) L, 相 和 倾斜 手 征 性 类 脂 双 层 (tilted chiral 

lipid bilayer, TCLB)L; 相 则 除 函 数 Y(x，z) 外 还 需要 知道 分 子 的 取向 

dz，z) ,而 dx，z)L 如 图 5-1(b) 和 5-1(c)] 则 取决 于 倾斜 角 0 和 方位 角 

$ NWSW Le MALS 相 ,0=4 为 常数 。 在 曲面 上 由 于 它 依 赖 于 参 

照 系 的 曲线 坐标 ,因此 采用 标量 方位 角 具 x，z) 并 不 方便 。 取 而 代 之 的 可 

以 引用 一 个 与 坐标 无 关 的 单位 取向 矢量 d。 

d= d,(u,v)Y,, +d,(u,v) Y,+ncos & 

= d,Y,+ncos (555) 
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式 中 d, Fld, 是 两 个 与 曲面 Y(x， zw) 的 单位 法 线 矢 量 于 无关 的 xx Flv 的 

标量 函数 。 与 Frank 液晶 理论 相对 应 ,4 正好 取代 了 液晶 中 的 指向 天 , 因 

此 在 下 文中 就 把 4 直接 称 为 指向 矢 。 根 据 式 (2. 23) sr 的 定义 和 式 

(2. 29) 曲 面 法 线 柬 的 定义 , 式 (5.1) 的 目 点 积 给 

gydd; — sin’@ = 0 (i, 7 = 4u, v) eee 

实验 观测 指出 ,TCLB 分 子 的 手 征 性 在 形成 螺旋 结构 方面 起 着 关键 

的 作用 。 为 简单 起 见 ,在 这 里 先 抛 开 其 余 项 而 专注 于 手 征 效 应 (chirality 

effect) ,也 就 是 说 讨论 具有 强手 征 效 应 的 TCLB。 在 Frank 理论 中 , 螺 状 

相 液晶 的 标志 是 目 由 能 密度 (free energy density) 表 示 式 中 的 

&ch =— kod + (V Xd) (5.20) 

ii,k, >OWNMFAF BR MA <0 对 应 于 左手 螺旋 。 由 于 涉及 曲面 

Y(x，z) 和 曲面 Y(x,，z) +n(u, v)t, 因此 按照 式 (2.85) , 式 (5.3) 中 的 梯 

度 算 符 应 该 是 

V=Vtne (5. 4) 

其 中 V #is SF mY (u,v) LW AER ERG 

= 9 内 
V — pg a; = 生机 一 u,v) tre, 

gu =—hod- (VY Xd+nxXd,,) 

=—k,d-(gi¥;Xd,;t+nxXd,,) (5.6) 

由 于 式 (5. 1) 包 含 和 Y., 两 项 ,因此 需要 对 它们 先 加 以 考虑 。 严 是 一 

个 大 小 不 变 的 单位 矢量 ,因此 沿 它 自己 方向 的 变化 为 零 。 

n, =0 Ce 

另 一 方面 ,如果 在 曲面 Y(x,，z) 上 的 一 点 卫 SIN — PADD BME In, ABZ 

相应 的 Y 的 变化 就 是 简单 的 2!。 按 照 定 义 ayYxam = lim (dn/Z) =n, 因此 按 

照 式 (2.58) 有 
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。 = 2. p> Vines == ba” va 

因此 ,应 用 式 (2. 24) 可 以 有 

din a == dL _e™ (¥« x n) 

EP gad ue (gu | ee ee 

Sg ae yo (5. 8) 

式 中 e “是 式 (2. 30) 的 置换 符 与 。 

应 用 式 (2. 26) .(2. 29) 和 (2.57),V Xd 成 为 

Yeaoe YX 5 (a Y + west) 

= g'd,,;Y:XY:+e'd: Y; XY; +coshg* VY; Xn; 

= gg" (g*d,; — g%d,,,)n+ 2" (e*T3 —e°Ty)dn 

+ ge" g' dL; (gn Y.4 — 84 Y..)— coshe”’L,(g% eg” — 22") 

只 要 进行 简单 的 展开 就 可 以 证 明 下 列 各 个 关系 式 : 

gd et Oil, = 4 2 9. din 
& 

uj Jv j Pu i mn 
is £19 = = Z ind 

g’La( ga i = eae 了 ni} Pec Y m 

Eye" 2” — giz" FS 

式 中 7， k, fe m, Lies u, U;, 因此 得 到 

gd 十 十 五 了 4 

男 外 ,应 用 式 (5.7) 和 式 (5.8) 可 以 有 

(5.9) 

nXd, =—nX (d,Y,+ncos 6 )., 

一 g7tde"L,Y, (5.10) 

结合 式 (5.9) 和 式 (5. 10) 可 以 得 到 

Vv xd = git": [gu (dx nm +Tiud,)n +2L,d; Yi (5.11) 
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于 是 式 (5. 3) 成 为 

gen =— hog te [gn (dim + T*yd1)c08 0 +2Lingmdid,] (5.12) 

TCLB 整体 的 总 目 由 能 由 

Bes J eadV 

给 出 。 由 于 TCLBINEE tcos@ 大 约 是 两 亲 分 子 长 度 1/2 的 两 倍 , 比 起 

膜 的 线 度 大 小 可 以 忽略 不 计 , 因 此 体积 元 可 以 近似 为 tcos bmdA,dA 是 

Y(x，v) 曲 面 的 面积 元 。 于 是 可 以 有 

Pr => feos a | gadA == | 2”? grcindude (5. Ta) 

式 中 

SgTcLBa = 一 AztcoS ie. ee [gm fore os Vid: )cos A + 2S iml- nd xd: | 

+ (u,v) (gnnd man — sin’ A ) (k,l, m, n=4, 0) (a4) 

EXD AGRA AGS. 2NARAA. TBA RERF ACu, v) AY 

认为 是 由 于 分 子 的 倾斜 与 表面 曲率 的 耦合 所 引起 的 作用 于 膜 面 的 拉 伸 

$5.2 强手 征 效应 下 倾斜 平衡 和 曲面 平衡 方程 式 

在 平衡 状态 下 系统 自由 能 处 于 最 小 值 ,因此 关系 式 

oF = a Z1ctpdudv = 0 

确定 了 系统 的 平衡 状态 。 与 之 相对 应 的 欧 拉 - 拉 格 明 日 方程 式 为 

(55 — Sm age t eras = 0 (j,m = u,v) ) i 1S3 

根据 式 (5. 14) 的 grcua 表 示 式 ,由 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 式 (5. 1S) REN A 

统 处 于 平衡 状态 的 条 件 成 为 
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2g2hgyd， 一 和 [CgwT — Znj.m)COS Or + 2( Siinkin +e elm dd.cos & ) = 0 

(5. 16) 
OF 7s k, m,n—tUu, v) 

从 原则 上 讲 ,对 于 给 定 的 曲面 Y(x，z) , 式 (5. 16) 提 供 了 两 个 关于 d. ，d， 

RIA 的 线性 方程 式 。 从 这 两 个 方程 式 可 以 解 出 &. Fd. (EAA 的 函数 。 

把 这 两 个 解 代 入 式 (5.2) 就 决定 了 作为 sj， 和 有 瑟 这 些 对 于 给 定 曲面 

Y(u, v) SO AMARA. (5. 16) 可 以 称 为 倾斜 平衡 方程 式 。 

舅 一 方面 ,为 了 确定 一 个 平衡 的 曲面 ,首先 应 该 有 一 个 曲面 平衡 方程 

式 (surface-equilibrium equation ) 。 为 了 找 出 这 个 曲面 平衡 方程 式 就 需 

要 找 出 曲面 发 生变 化 时 曲面 目 由 能 的 变化 。 设 曲面 的 平衡 形状 为 Y(xw， 

v), if 

Y' (u, v) =Y(u, v) + o(u, v)n (5, 87) 

是 一 个 发 生 了 微小 畸变 的 曲面 , 式 中 (a, v) E— PB DY uw Av 的 光 

清 函 数 。 儿 引起 的 曲面 目 由 能 的 变化 由 

OF = dbgrisdA = dhe"? grausdude (5. 18) 

式 给 出 。 在 第 三 章 中 已 经 得 出 ,在 少 的 一 阶 近 似 条 件 下 ,存在 下 列 的 关 

AK: 

bay =— 2Lip 

dg =—4gHy 

sg? os 2g’ Hy (5. 19) 

él; = $ —Ti¢. — (2HLy — Kgy)¢ 

6(dA) =— 2HydA 

从 式 (5. 19) 的 各 式 可 以 很 容易 地 得 出 下 列 两 个 结果 : 

* = (8g4).. =—2(Ly). 
; (5. 20) 

Sg? =— ine Sg = 2g°” Hy 

应 用 这 些 关系 可 以 得 出 下 列 两 个 结果 : 
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ES 扩 幸 228ml 

O( gal mn) = 58 Bm. + Binks Bid (5: 27) 

SS [ Cant). + (Lach vm Lae ed 

FINES SF 可 以 写成 下 列 形式 : 

of = b(Sgrcun)dA + Pgrcisd(dA) 

= gi” (Sgrciz) dudv 一 2>Hg TcLBWdA 

式 中 

a (Ogres ) ca (ie ) grcrg 一 k,tcos Oe" | [8(gm (dina + Tiud,))cos A 

+ 2(8Lin ) Sind ed, + 2L x (88m )ded; }} +ACu,v)g”* (8g did; 

因此 ,可 以 有 

SF 三 = 4(- k, tcos Ae OL Sin (ae. + I*,d,) |cos rh = Z( BL, ) Zima. 

+ 2L in (Zien )did;} + A(Sgi )gdid; )dudv (3.22) 

注意 到 Sgind mie Y NBM, AL 

oO gin (di | a mn | CL <r (Lind) ) +¥ (Leg oies =— 0 

e Loe. aut; ce” LL 

eo" (8Lin ) Zimd =e [ Din 一 和 Kgn \b] Sind rd; 

= 2" (bin —Thdp — 2AL nd) Sind | 

A(dgi )did; =— 2AL yd id jp 

(S25) 

oF = 一 k,tcos &e”” L2(d.m a eg 2HL nb) Sind rd: | 

— 2g * tnd nd oy dudv 

BY FASK (3. 75) ASK (3. 76) , Fe te Bl 
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9 dad oF = 2 be tg” cos be (2HL» 一 ache )gimdids — md nd jeaa 

这 样 得 到 曲面 平衡 方程 式 为 

9 9 9 
k, tg” “cos ie" (2HL, rs a1 Bes cae aple ind ad oe MT ett tn = 

(k, i, m,n, 也 =U, v) (9. 24) 

式 (5. 2) (5. 16) FUELS. 24) 这 一 组 方程 式 是 确定 问题 性 质 的 基本 方程 

式 。 下 面 将 应 用 它们 来 处 理 一 些 具体 问题 。 

首先 将 要 讨论 的 是 盘 绕 在 圆柱 上 的 螺旋 带 , 简称 为 螺旋 绕 带 。 由 于 

它 涉 及 所 谓 的 螺旋 面 (helicoid) ,因此 下 面 先 简单 介绍 一 下 螺旋 面 。 

$S.3 Bm 

螺旋 面 [16, 17] 是 由 一 条 平 直线 段 或 是 一 条 扭曲 的 曲线 线段 围绕 一 条 

称 作 “螺旋 面 的 旋转 轴 "” 的 固定 直线 旋转 ,同时 以 与 旋转 角速度 成 正比 的 

. 不 变 线 速度 沿 旋转 轴 方 向 平移 而 形成 。 曲 面 在 一 个 包含 旋转 轴 的 平面 上 

的 截 线 称 为 该 螺旋 面 的 经 线 或 子午 线 。 所 有 经 线 都 是 相同 的 平面 曲线 ， 

而 曲面 本 身 也 可 以 由 一 条 经 线 以 与 给 定 曲 线 相 同 的 角速度 和 线 速度 运动 

而 形成 。 上 面 所 说 的 运动 方式 称 为 螺旋 运动 ,所 以 螺旋 面 可 以 由 一 条 平 

面 曲线 作 螺 旋 运 动 (helical motion) 而 产生 。 

设 螺旋 面 的 旋转 轴 为 > Hho 为 螺旋 面 上 一 点 到 > 轴 之 间 的 距离 ,9 

为 通过 该 点 和 > 轴 所 形成 的 平面 在 zz 平面 上 所 转 过 的 正 向 夹 角 ,那么 螺 

旋 面 的 一 般 方 程式 是 

Y(o, g) = [pcos $, psin¢, h(o) +o] (5. 25) 

式 中 z=h(p) 是 螺旋 面 上 通过 任意 点 o 的 母 曲 线 ( 生 成 曲线 ) ,2 是 两 

种 运动 速率 之 比 ,同时 标志 着 转动 的 宇 称 性 , b> 0 表示 右 旋 ,而 2 去 

0 为 左旋 ,扭曲 的 螺 距 为 2r|2| 。 当 8 王 0 时 ,Y(o, g) 是 一 个 回转 曲面 

(surface of revolution) , 也 称 转 成 面 。 当 站 (po) 为 常量 时 ,% 三 常量 表示 

垂直 于 z 轴 的 直线 , 这 种 曲面 称 为 正 螺旋 面 (right helicoid) =k IE 5¥ Ht 
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曲面 (right concoid) 。 曲 线 o= MAUR, 是 螺旋 面 上 的 螺旋 线 或 是 回 

转 曲 面 上 的 圆 。 

$5.4 螺旋 式 绕 市 

在 式 (5. 25), MRE OS ea 的 范围 内 关 (o) 随 z 线性 变化 ,而且 

2x|b|>a>0, 那么 正 螺旋 面 成 了 一 个 沿 = 轴 方 向 螺 距 间 阶 为 212| 一 

a 的 螺旋 式 绕 带 !L14, 18] ,以 下 简称 为 螺旋 绕 带 (helical wound-ribbon ) 。 
它 像 一 条 宽 为 ccos 炎 的 丝带 缠绕 在 一 个 半径 为 尺 的 正 圆 柱 面 上 ,而 为 

螺旋 相对 于 zz 平面 的 倾斜 角 。 螺 旋 绕 带 曲 面 不 再 是 op 和 乡 的 函数 而 成 

Ad Fl h 的 函数 ,可 以 用 

Y(¢,h) = (Rcosg, Rsin¢?, h+¢) (5776) 

来 表示 。 图 5-2 是 螺旋 绕 带 的 示意 图 。 不 难看 出 ,螺旋 的 倾斜 角 少 满足 

方程 式 
tan = 2nb/(2nR) = b/R (5.27) 

图 S-2 ”螺旋 式 绕 带 示 意图 

(a) 右 旋 螺 旋 ; (b) 左旋 螺旋 ,箭头 表示 局 域 倾 斜 方向 ; (c) 带 截面 ,为 带宽 ,a = t/cos po 

与 式 (5. 26) 曲 面相 关 的 各 个 基本 量 为 
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Y, = (—Rsin #, Rcos¢, 6), Y,=(0, 0, 1) 

fe He Eb. gw Heads gee Le ge Ke 

Sin =O (i,j,k =, h) 

n = (cos ¢, sin¢, 0) (5. 28) 

ae fo =f i. = fie 

2H =— x, K = 》 ri; = 0 (i,j,k =, h) 

式 (5.2) 关 于 d 的 约束 条 件 现在 成 为 

R’ dj + (bd, +d,)’ = sin’ (ae 29) 

bp 是 膜 中 分 子 相 对 于 膜 面 法 线 的 倾斜 角 , 它 说 明 Rd, 和 ba +d, 分 别 为 

矢量 4 的 风向 分 量 和 > 向 分 量 。 

很 容易 证 明 

L (Sind in — Zin,m )COS Ay + 2( Bink in + Ejnk in )d, | 

2R(2bd Ch 一 -| ( 学 : ) (7 8) (5. 30) 

2Rd; (j=h) 

应 用 式 (5. 30) ,倾斜 平衡 方程 式 (5. 16) 给 出 下 列 两 个 方程 式 : 

er + b(bdy+d,)] = kotlbds+(bdy+d,)]cos& (j =$) 

(5. 31a) 

A(bd +d,) = ko tds,cos A (7 = h) (5. 31b) 

它们 相当 于 

tii = (bd;+d,)’ (5. 32a) 

? = kt’ cos’@/R’ (5. 32b) 

式 (5. 29) FISK (5. 32a) 给 出 

2 
R dj 人 中 A ¢5: 33a) 

(bd he Sy (5. 33b) 
caeaill 

由 式 (5. 33) 决 定 的 四 组 d, Fd, 的 解 如 下 : 
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(1) dy = sin &/(V2R), bd, + d, = sin®/ V2, d, = (R—|b) - 

sin &/(V2R), Rd,(bd,+d,) = sin’Q/2, A = k,tcos&/R (5. 34a) 

(2) dy =— sin&/(V2R), bdy +d, =—sin®/ V2, d, =—(R—b) - 

sin &/(V2R), Rd,(bds+d,) = sin’@/2,A = kptcos &/R (5. 34b) 

(3) ds = sin@/(V2R), bdy +d, =— sin®/ V2, d, =—(R+5) - 

sin @/(V2R), Rd,(bd, +d,) =— sin’?@/2, A =— k2tcos@/R (5. 34c) 

(4) dy =— sin &/(V2R), bdy + d, = sin®/ /2, d, = (R+5) - 

sin @/(/2R), Rd,(bdyg+d,) =— sin’?@/2,A =—k2tcos@/R (5. 34d) 

TK (5. 34) FA 的 相应 值 由 式 (5. SID) RE. TAK 4 现在 成 为 

d = d,(— Rsin¢, Rceos ¢, 6) + d,(0, 0, 1) +cos@(cos ¢, sin ?, 0) 

W5.35)) 

与 液晶 理论 相 比较 ,在 液晶 理论 中 站 和 一 于 是 等 价 的 ,此 处 的 指向 矢 & 和 

一 和 也 可 以 看 做 是 等 价 的 。 对 于 右手 扭曲 ,2 和 As* 为 正 ; 而 对 于 左手 扭曲 

则 2 Fk, AR. HERA RIA, AS. 33) 的 四 组 解 (1)、(2)、(3) 和 (4) 

也 是 等 价 的 。 它 们 可 以 分 成 两 组 :第 一 组 为 (1) 和 (2) ,具有 正 的 dy (bd, + 

d,) 值 ;第 二 组 为 (3) 和 (4) ,具有 负 的 d,(bd,+d,) 值 。 由 于 尺 永 远 是 正 

值 , 因 此 在 Rd, (bd, +d,) > 0 的 条 件 下 ,一 个 正 的 Rd, 增 量 表示 垂直 分 

 bd,+d, 正 向 增加 。 它 对 应 于 一 个 右手 螺旋 。 另 一 方面 ，Ray (2 十 

d,) <0 时 对 应 于 一 个 左手 螺旋 。 

这 里 应 注意 ,在 曲面 上 任意 一 点 ,矢量 4 的 水 平分 量 Ra 和 垂直 分 

量 bd, 十 刀具 有 相同 的 大 小 ,不 过 对 于 右 旋 螺旋 和 左旋 螺旋 则 具有 不 同 的 

符号 。 这 一 点 说 明 ,d 的 倾斜 角 在 2 > 0 的 情形 下 等 于 45 (一 135 ) ,而 在 

b<0 的 情形 下 是 135 (一 45 )。 这 同 式 (5. 27) HW R=|6| 的 螺旋 线 

的 倾斜 角 相 符合 。 因 此 ,指向 矢 d 同 尺 三 |2 | 的 螺旋 线 的 边线 相 和 平行 。 

由 于 这 种 螺旋 线 的 倾斜 角 是 士 45" 或 干 135", 因 此 螺旋 线 的 螺 距 等 于 

2xR。 这 个 结论 对 实验 中 所 观测 到 的 螺旋 绕 带 的 45" 倾 斜 角 申 ,31 给 出 了 

一 个 解释 。 不 过 ,还 需要 有 更 多 的 实验 来 验证 是 否 存 在 有 倾斜 角 不 等 于 

45 "的 螺旋 绕 带 。45 的 倾斜 角 确 定 了 指向 矢 4 与 螺旋 的 边线 相 平行 。 式 

(5.35) 中 的 d, Ald, 都 与 8$ Mh 无关。 这 一 点 使 得 式 (5. 24) 中 的 曲面 平 
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衡 方程 式 成 为 

d,[— k2tcos @ (bd +d,) +AR’d;|/R = 0 (5. 36) 

这 个 方程 式 对 于 式 (5. 34) 的 所 有 解 都 能 目 动 得 到 满足 。 

现在 5 14) 的 grcua 国 数 成 为 

TS 2k.tg os Rd (bd, + d, ) Ga 37) 

的 形式 。 螺 旋 绕 带 的 面积 A 由 

| Rayan Mont aR (5. 38) 

给 出 , 式 中 a = V2t, 于 是 ,螺旋 绕 带 的 自由 能 Fw 成 为 
2nx (‘na 

Fy = 一 | | dh, 100s B Rated oe dy aba 
0 0 

一 一 2k, tAcos &d;(bd, +d, ) ti, 39) 

对 于 右 旋 的 螺旋 绕 带 (b > 0), 式 (5. 34a) 和 式 (5. 34b) 给 出 

Fw =— k,tAcos @sin’@/R (5. 40a) 

由 于 6 规定 为 锐角 ,因此 那些 由 已 之 0 的 分 子 所 形成 的 右 旋 螺 旋 绕 带 比 

起 由 忆 0 类 分 子 形成 的 右 旋 螺旋 绕 带 要 稳定 。 反 过 来 , 式 (5. 34c) 和 式 

(5. 34d) 给 出 的 左旋 螺旋 绕 带 (2 天 0) 的 自由 能 Fw 为 

FW = k2tcos &sin’?&/R (5. 40b) 

这 个 结果 说 明 ,左旋 螺旋 绕 带 (2 <0) HHA 二 0 的 分 子 形成 的 要 比 由 

ke 盖 0 的 分 子 形成 的 更 为 稳定 。 总 之 ,具有 相同 符号 的 上 Ae. 所 形成 的 

曙 旋 绕 带 具 有 比 不 同 符 号 的 和 As: 所 形成 的 螺旋 绕 带 的 自由 能 低 , 因 此 

更 为 稳定 。 这 一 点 同 螺 状 液晶 的 鸟 >>0 和 心 二 0 分别 对 应 于 右 旋 和 左 

旋 图 案 相 一 致 '12?」 。 除 此 之 外 ,上 面 的 计算 还 表明 ,指向 矢 的 方向 与 螺旋 

绕 带 的 校 边 平行 。 

在 本 节 开 始 处 曾 提 到 , 当 2 = 0 时 ,螺旋 退化 为 柱 面 , 这 时 扭曲 的 宇 

称 只 取决 于 扬 的 正 或 负 , ke > 0 WATE, ke 天 0 为 左旋 。 同 时 ,上 面 的 计 

算 也 表明 ,指向 矢 平行 于 螺旋 的 棱 边 时 , 式 (5. 34) 简 化 为 :14 

ds =msin&/(V2R), d,=amsin®&/(V2R), A=aktcos&/(aR) 

(5. 41) 
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HEAT ke > ON A (a, a) = (41,41), 而 在 左旋 已 过 0 时 有 

(a,a2) = (+1, 71). BHAKRd HERA 

d= oS sin $, cos ¢, Laker 0, 1) + cos &(cos $, sin, 0) 

(5. 42) 

AANA 为 

A = 2xRL (5. 43) 

AHL EK. Ba , 柱 面 的 自由 能 Fw 为 

FS =— aazk:tAcos &sin’6/R (5. 44) 

4k, >ON ABATE KE FRR R24 kk KON BATU RK 

左手 螺旋 带 柱 面 。 

螺旋 绕 带 的 面积 为 A = 2n’naR, 因此 式 (5. 40) 的 自由 能 Fw 可 以 

写成 

Fw =+ k,t2n’ xacos 00sin20。 

WEA R Neen aH ,a 的 最 大 值 为 2r|2|。 在 这 种 情形 之 下 ,螺旋 

带 之 间 不 再 存在 空隙 ,这 时 的 自由 能 达到 最 小 值 。 这 一 点 解释 了 螺旋 绕 

带 自 然 转 变 为 长 管 的 实验 现象 。 当 aa =V2+ 之 2r12| 时 ,曲面 将 变 成 类 

似 饮 用 苏打 水 时 所 用 的 多 层 长 管 。 这 两 种 情形 的 一 般 性 质 与 前 面 所 叙述 

的 相同 。 两 种 情形 在 实验 中 都 曾 看 到 过 [一 3?] 。 

§5.5 螺旋 式 扭 曲 市 

当 式 (5. 25) 中 A(p) =0, | pIX BER, MHO<$< 2nn (n HB 
绕 数 ) 时 , 式 (5. 25) KA 

Y (0,¢) ig (pcos ¢, posing, bp) , | P Ee” 0< ex 2nt (5; 45) 

它 所 描述 的 是 一 条 以 = 轴 为 扭曲 轴 的 螺旋 式 扭曲 融 (twisted strip he- 

— 
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niz)。 这 种 螺旋 结构 示意 图 见 图 5-3。 有 关 的 基本 量 如 下 : 

Y,, = (cos¢, sing, 0)， YY， 一 (—opsin#, pcos $, b) 

o-1l, gS =—8=—9, geeptv=g 

n= (po + 0°) ”’(bsin¢, — bcos $, p) 

Lp 一 0， Pgh. =— ble te) og 0... Lae HP) 

H =0, K =—B/(o? +8")? 

ee eens ple Fo), Daim =i =%=—e 
(5. 46) 

图 S-3 螺旋 式 扭 曲 带 示意 图 

(a) 沿边 线 扭 曲 ; (b) 垂直 边线 扭曲 。 箭 头 表示 局 域 扭 曲 方向 。 

根据 这 些 已 知 量 , 式 (5.2) 关 于 d 的 约束 方程 式 成 为 

d, + (o' +0 )dj = sim’, =.0 (5. 47) 

扭曲 平衡 方程 式 (5. 16) 中 7 = oj = ¢HRWH 

gid: = d, 

eas 人 (5. 48a) 

er" ( SimL jn + Zim in )dy =— 2b(o°.+.6" jas, 
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ety ( anF%. = ase} 2) = 0 Ch. 48b) 

gid; a (o + b°) ds 

I= g, 

or" (Jy Tt hinlas, ay = 2b( + bya 

Fe, (5. 16) 给 出 下 列 两 个 关系 起 。 

+ 0°)” [A+ 2k. thcos0)/(p +8)] 三 0 (Jj =~) (5. 49a) 

dy = (0° + 8°)” [A — 2k, thcos bo[(o +8¥)J=0 (fG=4$) (5. 49b) 

TA (5. 47) FAK (5. 49) 的 两 组 解 现在 分 别 成 为 如 下 形式 : 

第 一 类 解 

让 = 0 
dy =+(o' +0’) sin (5. 50a) 

A = 2k, thcos &h/(o° + 8’) 

第 二 类 解 

= + sin A 

A= — 2k,tbcos Oo/ (0° mia ) 

两 个 函数 4 和 必 分 别 表 示 单 位 指向 天 4 在 垂直 于 曲面 法 线 的 (o, $)-F A 

上 的 两 个 分 量 。 它 们 合 在 一 起 给 出 类 脂 双 层 中 一 点 上 分 子 的 平均 方 同 。 

类 脂 双 层 由 两 层 具 有 相反 取向 的 分 子 组 成 ,显然 ,在 (o, 办 平 面 上 d 和 

一 4 是 等 价 的 。 这 一 点 同 液晶 理论 中 的 指向 天 款 和 一 于 等 价 相 对 应 。 在 

螺旋 式 扭曲 带 的 情形 中 , 式 (5. 50) 指 出 ,对 于 & 和 < 有 两 组 解 z。 = 0 或 

是 必 王 0 。 在 (o, g 平 面 上 ,da 和 一 4 等 价 意 味 着 式 (5. 50) 中 的 正 负 号 无 

关 紧 要 ,而 可 以 加 以 忽略 。 忽 略 式 (5.1) 中 的 于 项 时 ,第 一 类 解 中 的 4 在 

zx 方向 有 一 个 常量 的 分 量 而 在 第 二 类 解 中 4 在 > 方向 不 存在 分 量 。 第 一 

类 解 对 应 于 4 沿 螺旋 的 边线 方向 ,而 第 二 类 解 对 应 于 4 垂直 于 螺旋 的 边 

线 。 另 外 ,第 二 类 解 表示 在 % 等 于 常量 的 平面 上 4 与 2 无 关 , 而 只 有 垂直 

于 曲面 方向 的 4 分 量 才 与 相关 。 在 螺旋 绕 带 情形 中 并 不 存在 4 垂直 于 

螺旋 边线 的 情形 。 因 此 ,第 二 类 解 不 是 一 个 有 实际 物理 意义 的 情形 ,对 它 

不 必 重 视 。 
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应 用 式 (5. 46) 给 出 的 各 个 量 的 分 量 值 ,在 把 各 个 单项 直接 展开 后 很 

容易 得 到 

eg in (dim + 有 让 cal AG + b’)ds | 

PL pS india: Sa DO 十 已? | Baal a + DO 十 b? i d,’ 

giidid,; — d,° + (o + b’)dj 

9 9 
dl an 

mas Pe) 
é a salle +8 )d,d6] 

* jay 5p The md ds) =— seeded) 

Limd nd, 一 一 22(o +.B) dd, 

We oe SHH Hr AY Fe EEF A 

2 2 \—l¥2 ch 2 2 9 = kot (p? +8°) EG + )+ 5p + 2b lds =0 (5,52) 

显然 , 式 (5. 50 a) Bk sh (5. 50 b)AI—48 d,, ds FA 的 解 都 能 满足 这 个 方程 式 。 

蜂 旋 式 扭曲 带 的 面积 A 为 

fe tea 
= 2nn|R(R’ +8 )”? +(8/2)in[ (R’ +8 )”? +R]—(8/2)In[ (CR +2 )”? —R]} 

显然 ,对 于 给 定 的 12| 值 , 右 旋 螺 旋 和 左旋 螺旋 互相 对 称 , 具 有 相同 的 面 

积 。 因 此 ,面积 A 可 以 写成 

2A. A 2nn|R(R? + °)” + 6’ In[ (R? + 6°)” +R] — fh? In | b | } 

现在 令 

二 er eT Pee (5.534 

那么 ,螺旋 式 扭 曲 带 的 面积 A 可 以 写 为 

A = 2nrb’ jx(1 +2’)? 4+In[(1+27)’+2z]} (5,54) 

式 中 工 可 以 大 于 1 或 小 于 1, 这 视 尺 是 大 于 12| 还 是 小 于 12| 而 定 。 
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根据 式 (5. 51) ,函数 orcs KA 

FTC = — ko 085 思 | (0 +’ )ds]cos bo 

— 26(o% +.B)? di + 2(oF +B) a}} 

对 应 于 式 (5.50) 所 给 出 的 两 组 .和 ds 解 ,于 是 grcue 具 有 下 列 的 形式 : 

第 一 类 

由 于 以 =0,d; =t(0e +0)’ sin&, 因此 

RS | 全 [二 (o + 6°)? |sin A cos 4 
0 

+ 2b(p' +8)” sin’9, | (5. 55a) 

第 二 类 

由 于 区 三 士 ,sin Oo ， ds = 0, 因此 

gin = 2hitbg”“ cos sin’. +e (5. 55b) 

在 求 螺旋 式 扭 曲 带 自 由 能 的 积分 过 程 中 ,应 该 注意 到 (0° +0’)? NO’ 

是 指 |2| ,而 在 〈o: +0)? 前面 的 因子 2 决定 了 扭曲 的 军 称 (parity) , 因 

此 对 应 于 第 一 类 和 第 二 类 螺旋 式 扭 曲 带 的 目 由 能 FY 和 FP KA 

FW =— FY =— 8nxrk,thsin’§)cos @Iln[(l+2z’?)'’*? +2] (5.56a) 

AF (+2’?)”?+2>1,Al4 2 Mo RAMA SH FY AF FY 

成 为 有 利 状 态 。 反 之 , 当 已 和 2 RSH FP 为 有 利 状态 。 按 照 一 般 的 观 

AO] ,的 正 或 负 , 取 决 于 分 子 的 手 征 性 。 这 里 的 分 析 提 供 了 一 个 特殊 

的 宏观 结构 :螺旋 的 旋 向 与 形成 它 的 微观 分 子 的 手 征 性 具有 不 同 的 结构 。 

不 过 应 该 注意 到 ,FE' 属于 指向 和 撩 4 垂直 于 螺旋 边线 的 情形 ,而 在 螺旋 绕 

带 情形 中 并 不 出 现 这 种 状态 。 除 非 实 验 中 证 实 有 这 种 状态 的 出 现 , 人 否则 

对 它 可 以 不 必 有 再 进行 讨论 。 

为 了 进一步 与 螺旋 绕 带 作 比较 ,现在 把 自由 能 F 写成 下 列 的 形式 : 

_ 4k, tAcos & sin’ @In[ (1 +2’)”*? +2] 

bialt2’)?+Inf[(l +2’)? +2]} 

按照 式 (5. 53) ,2 可 以 表示 为 士 RXz, 其 中 正 号 属于 & > ONE, mAs 

FY = FY? = 人 56b) 
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属于 2 到 0 的 情形 ,因此 Fr 可 以 写成 

FY =— FY =F 2k, Atcos bosin2b f(x)/R (5. 56c) 

的 形式  AANRS BF O> ONAL, MES RF >O<0 WIA, IY 

数 jz) 为 

2aln[(1+27)’+2] 
和 

数值 计算 给 出 F(z) 的 最 大 值 出 现在 
a =3.2, 54 (5. 58) 

而 其 值 为 f(z) <0. 984 

与 螺旋 绕 带 的 式 (5. 44) 自由 能 Fw 相 比 较 , 可 以 看 出 在 同样 半径 RA 

样 面积 条 件 下 ,螺旋 绕 带 有 利 状 态 的 自由 能 小 于 螺旋 式 扭 曲 带 有 利 状 态 

的 自由 能 。 这 一 点 看 来 解释 了 实验 中 观测 到 的 螺旋 式 扭曲 带 自发 转变 为 

螺旋 绕 带 的 现象 上 。 

$S.6 球形 膜 泡 

在 一 些 实验 研究 中 :1, 3] 观察 到 手 征 性 纤维 状 双 层 在 成 长 为 螺旋 结 

构 之 前 形成 了 球形 膜 泡 。 因 此 有 必要 研究 一 下 球形 表面 上 手 征 性 分 子 的 

指向 场 。 在 用 球 坐 标 (0, g 表 示 下 ,半径 为 尺 的 球面 可 以 用 

Y(0, ¢) = R(sin 6cos $, sinbsin 风 cos 6) (5.59) 

来 表示 。 与 之 相关 的 各 个 基本 量 为 

Pei hy gs = 26 — 0, oy = Rar’d) ¢ = Rsv’ 

n = (sin @cos ¢, sin Osin $, cos @) 

Eee=— Rf ile = Ly = 0, “Ly =— Rsin’9;° L = R’sin’6 

H=—1/R, K=1/R 

ete le — Te = Te = 0 

T% =— sin’ =— sin’?@t, =— sin cos 0 

(5. 60) 
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式 (5.2) 的 4 的 约束 条 件 和 式 (5. 16) 的 倾斜 平衡 方程 式 现在 分 别 成 为 

R’ di + R’sin’6dj 一 sin20 一 0 (5. 61a) 

Ad; ='0 (5. 61b) 

Asin’ 6d; = 0 (5. 61c) 

显然 , 式 (5.61) 的 两 组 解 如 下 : 

第 一 组 

d,=0, d, =+sin0/(Rsin@), A=@ (5. 62a) 

第 二 组 

LRC A S10 (5. 62b) 

这 时 , 式 (5. 24) 的 表面 平衡 方程 式 成 为 

(Zsin’o + <sin écos @ \dod = 

显然 ,两 组 方程 式 (5. 62a) 和 (5. 62b) 都 能 满足 这 一 方程 式 。 由 于 d 和 

一 4 等 价 ,因此 式 (5. 62) 中 的 正 负 号 已 无 关 紧 要 而 可 以 加 以 忽略 。 对 应 

于 式 (5.62) 的 指向 矢 方 位 角 场 分 别 表现 为 图 5-4(a) 和 图 5-4(b) 中 的 球 

面 上 的 纬 线 和 经 线 。 在 这 两 种 情形 当中 ,在 北极 和 南极 指向 天 的 取向 都 

是 不 连续 的 。 这 是 “在 闭合 拓扑 球面 上 的 线 场 最 少 有 两 个 奇异 点 [20] 这 

一 微分 几何 学 定理 的 自然 结果 。 这 两 个 奇异 点 对 应 于 TCLB 膜 泡 的 缺 

陷 。 如 果 假 设 这 些 缺 陷 会 导致 膜 泡 的 泄 凋 和 融合 ,那么 指向 场 的 这 一 特 

点 就 可 以 合理 地 解释 实验 上 观测 到 的 “TCLB 从 膜 泡 弥散 到 螺旋 式 超级 

结构 的 形成 "这 一 现象 。 

Nakashima 等 人 在 他 们 的 实验 中 [观察 到 , 当 降低 温度 时 , 膜 泡 与 

膜 泡 可 以 发 生 融 合 ,并 且 最 后 形成 为 聚集 的 螺旋 结构 。 这 一 过 程 似 乎 可 

以 认为 是 无 取向 倾斜 和 取向 缺陷 的 双 层 材料 进行 的 一 系列 从 LBL 

相 的 相 变 。 在 Li 相 , 分 子 的 倾斜 将 引起 取向 缺陷 ,从 而 导致 膜 泡 融 合 

(vesicle fusion) 而 形成 螺旋 结构 。 一 般 地 ,可 以 从 能 量 的 观点 来 解释 膜 

泡 到 螺旋 结构 的 转变 过 程 。 这 个 问题 的 grcua 函 数 的 形式 是 

— kotg cos’ 8 L ou (ds, 6 十 Idy ) 一 So(doy + Ids) ] 
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(a) (b) 

图 S-4 球形 膜 泡 示意 图 

(a) 对 应 于 式 (5. 62a) 的 倾斜 场 ; (b) 对 应 于 式 (5. 62b) 的 倾斜 场 。 

箭头 表示 局 域 倾斜 方向 。 

图 $S-5 ”从 球形 膜 泡 到 螺旋 结构 的 系列 转变 过 程 示意 图 

箭头 表示 局 域 倾斜 场 的 方向 。 

由 于 d fll 4 都 不 是 风 的 函数 ,因此 球形 膜 泡 的 自由 能 为 

Fs =—ketcos’t| | Re £(sin’aa,)dods 

因此 ,对 于 第 一 组 和 第 二 组 的 情形 可 以 有 
Fs = FS" = Fa = 0 (5. 63) 

把 它 同 式 (5. 40) 和 式 (5. 56) 相 比较 可 以 看 到 

Fs > Fr > Fw (5. 64) 
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这 就 证 实 了 从 球形 膜 泡 弥散 到 扭曲 螺旋 带 再 到 螺旋 绕 带 这 一 观测 到 的 转 

变 过 程 。 图 5-5 表明 了 膜 的 不 同形 状 的 转变 序列 。 习 惯 上 ,局 域 倾 斜 方 

向 一 般 取 作 沿 螺旋 结构 边线 的 方向 。 在 这 一 太 列 中 ,图 5-3(b) 所 表示 的 

第 二 类 扭曲 带 被 排除 了 。 

$S.7 倾斜 手 征 性 类 脂 双 层 自 由 能 普 适 公式 

式 (5.13) 和 式 (5. 14) 的 目 由 能 表示 式 在 讨论 给 定形 状 的 TCLB 问 

题 时 比较 方便 。 本 节 将 用 微分 几何 学 中 使 用 的 术语 来 给 出 TCLB 目 由 

能 普 适 公式 的 表达 式 。 虽 然 在 第 二 章 中 已 经 给 出 一 些微 分 几何 术语 ,为 

了 使 用 方便 起 见 ,在 这 里 将 更 加 综合 地 重新 加 以 引进 。 空 间 曲 面 上 任意 

一 点 了 可 以 用 两 个 标量 参量 x 和 ?来 加 以 描述 :了 三 Y(x,z) 。 曲 面 上 

任意 一 条 曲线 上 一 点 ~ 的 位 置 可 以 用 一 个 标量 参量 * 来 加 以 确定 : 

r(s) =Y[u(s), v(s)] = Y(s) 

为 了 方便 起 见 ,* 可 以 选 为 曲线 上 一 点 距离 曲线 上 辕 定 点 re = rm(so) 的 

MMAR o 

WF dH E—-SIEB RAE BA r(s) LRA PAP’, 

4 己 " 沿 曲线 向 己 点 趋 近 时 FI PP 将 趋 近 于 曲线 上 也 点 的 切线 。 在 三 

RUSH AIK s 增长 方向 的 切线 单位 矢量 上 4(s) 称 为 曲线 在 P 点 的 单位 切 

向 矢量 。 

t(s) =r.(s) =Y,,(s) 

P 忆 点 的 法 面 是 在 P 点 与 切线 相 垂直 的 平面 。 对 于 具有 .Mr.FASH 

室 间 曲线 r=r(s) ,包含 曲线 上 已 点 的 切线 和 曲线 上 己 点 的 邻近 点 忆 的 

平面 , 当 己 点 以 已 点 为 极限 而 与 之 相 靠 近 的 时 候 , 这 一 极限 平面 称 为 曲 

线 上 忆 点 的 密切 平面 。 曲 线 上 书 点 的 主 法 线 是 己 点 的 法 平面 与 密切 平 

面 的 相交 线 。 单 位 主 法 线 m(s) 的 定义 是 

m (sss he Wx (| 

BA,ATY.-Y.=1, AKY..5Y.8#B. Fe, t(s) i m(s) Pr 
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确定 的 平面 是 密切 平面 。 单 位 副 法 线 &s) 的 定义 是 

了 

三 个 单位 矢量 ts) ,ma(s) 和 8(s) 互 相 垂直 形成 一 个 右手 坐标 系 ,同时 

t(s) X m(s) + b(s) = 1 

当 己 点 沿 曲线 移动 时 ,切线 的 改变 率 称 为 曲线 上 已 点 的 曲率 c(s*)。 

1 

曲线 上 已 点 的 曲率 c(s) 的 倒数 称 为 曲线 在 P 点 的 曲率 半径 尺 。 

人 

曲线 上 已 点 的 密切 平面 上 有 一 个 唯一 的 半径 为 尺 (*) ,与 曲线 相 切 且 中 心 

在 主 法 线 上 的 圆 。 这 个 圆 称 为 密切 圆 或 称 为 曲率 圆 。 对 于 在 曲面 Y = 

Y(u, v) 上 一 条 非 直 线 的 曲线 C, u=u(s), v=v(s), MRE SHAE P 

点 主 法 线 柬 和 曲面 法 线 之 间 的 夹 角 ,那么 

d = 
a -n= cos¢/R 

eae SHA PAM RKER, 4¢=0R nN, R=R KAPPA 

的 法 曲率 半径 。 己 点 的 法 曲率 c, 为 cs = 1/Rio 不 难 证 明 

== gat [Le(G) +2-(F)(E)+4-(@) | 
将 式 (2. 12) HY Ks) 对 * 微 分 ,再 应 用 式 (2. 12) 的 m(s) ANSE (2. 13) 的 c(s) 
可 以 得 到 

= Ae 1 ;一 

类 似 于 曲线 的 曲率 , 当 已 点 沿 曲线 移动 时 ,密切 平面 绕 切 线 转动 的 

吸 长 改变 率 也 就 是 副 法 线 的 改变 率 , 称 为 曲线 在 已 点 的 挠 率 r(s*)。 

[ro1= | 束 @|=1 

DUH Ad se b(s + As) Al b(s) ZAIN RA. AF 8(s) 与 垂直 于 t(s) 
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1(5) 所 决定 的 密切 面 垂 直 , 同 时 由 于 8(s) 为 单位 矢量 ,因此 刀 , 在 密切 面 

A. AYy,ATt-t.=0, Ab. 5t#e. Alt,b HRS m(s) FF. 

于 是 导致 

db(s) 

ds 

Xf m(s) = b(s) Xt(s) HTM BAWm, =b,.Xt+bxt,. MAX 

(2.15) Axe (2.19), FHA 

m., =—c(s)t—r(s)b 

xt (2.15) .(2. 19) Fl (2. 20) 这 一 组 方程 式 称 为 空间 曲线 的 Frenet-Serret 

公式 。 对 于 曲面 上 一 条 非 直线 的 曲线 ,如 果 曲 线 上 每 一 点 的 主 法 线 与 曲 

面 上 该 点 的 法 线 重合 ,那么 这 条 曲线 称 为 曲面 上 的 测 地 线 [2] ,因此 在 测 

地 线 上 主 法 线 六 与 曲面 的 法 线 柬 重合 ,而 

b=tXn=Y,,Xn 

+  Frenet-Serret 公式 中 的 式 (2. 20) KA 

= r(s)m(s) 

<m(s) = £n(s) = 

bEX5 bh SRA Wh XX (geodesic torsion )r。 为 

AWAY! _ (dn), t =| c(s) |= b+ Sn(s) = (ar (Y, Xn) (5. 65) 

现在 返回 来 看 TCLB 的 自由 能 。 前 面 数 节 中 已 经 指出 ,TCLB 的 目 

由 能 除去 一 个 与 宏观 结构 中 分 子 的 取向 wm 有 关 的 常数 因子 外 ,只 与 在 

TCLB 表面 上 取向 矢 4 的 投影 有 关 , 而 4 的 投影 场 承 是 diY.:( =u, v). 

现在 看 一 看 由 变量 * 描述 的 在 曲面 Y(s*) = Y[u(s), v(s)] 上 的 单一 无 限 

曲线 族 ,同时 把 ds 取 作 沿 AY: 的 方向 。 这 样 ,dxw/ds 和 dv/ds 将 与 g。 和 

d, 成 比例 。 设 比例 常数 为 y, 那 么 

te 
ds 

由 于 YY.,, 是 切 向 单位 天 量 ,因此 

GAY v= 三 汪 ” 
Y Y ， yu ,v ds +Y 
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Y.-Y,= Y’ gidid; = J] 

根据 式 (5. 2) ,于 是 

7 = 1/sin A 

du/ds = d,/sin@, dv/ds = d,/sin bo (5. 66a) 

Y¥=¥,=dyY,/sna (iu, v) 

FRA He, XY HT EB a ER Rt on FA 

n=n, = dn.,/sin 0 =— Lyg*Y id;/sin % 

Gi pk (5. 66b) 

式 中 最 后 一 步 来 源 于 Weingarten 公式 (2. 58)。 把 式 (5. 66) KAR 

(5. 65) 就 得 到 

rs =—Lyg*di(Y. XY, + n)/sin 0 

=—L,g*did)(Y,. XY -n)/sin% 

根据 式 (2. 29) n 的 定义 ,将 上 式 展 开 并 把 oo” FAR (2. 24) 变 换 成 on, 

得 到 

te = [(Swl wv — Zl mde + (Sl w + Eile w — Zwlem — Lwlew dd, 

+ (lw — Sl w de V/V gsin’ & ) 

= freee. + fed. )( Ld. + Lode) 

— (gmwdu t+ Swdv) (Lads + Lids) V(Vgsin’ & ) 

= 6°" (Smd a + Sid vy) (Ld » + Ld» )/(Vgsin’ & ) 

= 6" g ml nd yd )/(Vgsin’ b ) (hy by my.n= uz 9). -(5.67) 

这 实际 上 就 是 式 (5. 14) 的 grcua 展 开 式 中 的 一 项 。 

式 (5. 14) 中 的 另 一 项 e gin (dem + Pmd:) ,根据 式 (2. 40) 4 WE 

义 , 可 以 有 

rts (di... +I%,d,) = eas | (ends) m 对 (Bm. “? Sass Enna | 
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ANS AF oe?" S mk =O FD CP" (Sinem + Emen) =O, At 

| em gn (dim + Pius )dudv = fe (gnds) mdudo 

= |[Flends) — F (ends) |dude 

DY AHO eA th ee ee) 27) FY DWAR: 

fem en 人 bead adi i bY, ae) i= ba bide 

(2) FoR, 1, my Radyo) (5. 68) 

式 中 ds = Y di 是 倾斜 手 征 性 类 脂 双 层 TCLBWARHRIT. EMAX 

(5. 67) 和 式 (5.68) 后 , 式 (5.13) 的 TCLB 上 自由 能 普 适 方程 式 成 为 

F =— k,tcos’ ahd - ds — 2k, tsin’@ cos @, | rad A (5. 69) 

st dA 是 TCLB 的 面积 元 。 对 于 流体 膜 , O =0, 同时 4 与 ds 垂直 , 因 

此 式 (5. 69) 给 出 下 =0 。 这 个 结果 说 明 , 只 有 取向 矢 处 于 倾斜 状态 时 才 

能 显现 出 手 征 性 (螺旋 性 ) 曲 率 弹 性 。 

测 地 挠 率 re 可 以 用 下 述 办 法 来 表示 。 由 于 式 (2. 29h n ZY; # 

直 , 因 此 可 以 有 mm Y. 三 一 有 了 =—n;-Y,. Fe, A(2.35) 58, 

Lj 一 有 .YY 一 一 i Yiji。 因 此, 式 (2.39) 的 第 二 基本 形式 正 可 以 写成 

[T=a-Y, =—n, -Yye= Lod?’ -2L,.dudo ie meee) 

的 形式 。 按 照 式 (2. 15) ,曲线 的 曲率 c(s) 满 足 关 系 却 

cls) ms) = 和 =Y sts) 

one eH AEA n FOHHAR AE P 点 的 主 法 线 严 (*) 之 间 的 夹 角 为 0, 那么 

c,(s) =.c(s)cos 0 = c(s)n(s) + m(s) = n(s) 0 

d /dY d du 

而 Kn ala) Vase ast ~ ds 2 . Os 

如 果 少 是 他 方向 与 v 曲线 之 间 的 夹 角 , 那 么 式 (2. 82) 指 出 ， 
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cos fp = V/ 2m “, sing 一 VE = ($.:71) 

于 是 式 (5. 67) 给 出 

re = (cl 一 cz)coswWsiny (5/72) 

而 少 就 是 局 域 倾斜 方向 和 一 个 主 方向 之 间 的 夹 角 。 

$5.8 其 余 弹 性 常数 的 影响 

上 面 的 讨论 只 涉及 到 手 征 曲率 模 量 RTH. RAS 已 有 关 的 自由 能 

密度 gc 以外, 螺 状 液 晶 的 Frank 自由 能 密度 还 包括 满足 Du, 对 称 性 的 曲 

28 BE Ee Oe gN 项 [23] : 

in = len (WV - d)’ +k»(d-V Xd)? +k33(d XV Xd)? ] 

ea S [en (V-d)? +hkn(d + V Xd)? +hy(d-Vd)?] (5.73) 

式 中 Rin, Roo 和 kes 3 ll Py oe BY FR Ht AS OE. TE 

性 常数 近似 下 , 式 (5. 73) 简 化 为 [23 

gx = Shx(V +d)? +(VXA)*], by = hy = hee = he (5.74) 

式 中 第 一 项 为 

Ys. J = (eT， ae =). (d\Y,+n cos & ) 

=d;,+"d;—2Hcos& Ca GS 

ESCH S$ YA TT xR (2. 29) (2.57). (2. 58), (2. 76) F(5. 7) SK. HK 

(5.11) 给 出 了 Vxd 的 表达 式 。 不 难得 出 

d.VXd 一 ee [gw (dim + Tizd;)cos & + 220ml ind ed: | (5. 76) 

由 于 
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Qe gh eT weds) [e*Y. on = 
7 on 

yids nd a tay eee 5c 

d-Vd= (4, 5 + cosa +) (a. +005 6) ‘aj Y ag i# ,i 0 

= (djd;,; + d;d J; a 2d,L xg” cos A :过 + did;Lin 二 77 ) 

应 用 式 (5.11)、(5.75)、(5.76) 和 (5.77) 各 式 就 不 难得 出 在 给 定 状态 下 上 自 

由 能 gn ATK. 

在 螺旋 绕 带 情 形 , 各 个 基本 量 由 式 (5. 28) 给 出 ,同时 dd, AX 

(5. 34) 给 出 。 很 容易 证 明 

oS ed ae 

因此 

六 这 全 ai: 记 ) 
pam 

而 

Fy = feos aa | gxdA = 1A cos G (1 + sin’ & ) (5. 78) 

按照 式 (5.38) , A = 2n’xaR. Att, Baie Seis SB a RE BE 

kn 
rag 

ho pee Al eer : sing Jeos 8, 

(5. 79) 

XPRKARU An ee MAB ARAM. MT Ee HA he Sei , 

Fwr 的 最 小 值 给 出 绕 带 管 的 半径 R BP ULE : 

a (5. 80) 
| ke. | sin’?@ x  sin’& 

式 中 po. SE RAKE AN BREE ,而 kw/ | ke |= poe 9], TR d 的 梯度 
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是 45 ,因此 螺旋 绕 带 的 螺 距 之 为 

1+ sin’@& 

sin’ 
p= 2n|b|= 2xR = 2pcr (5. 81) 

XPS Se AA WBA EE a BR ne 25 FFE Don AE AO 的 作用 。 在 4 = 

0 或 ac 一 0 WRIA ILA ER Ap 都 趋 于 ce。 这 意味 着 不 能 形成 螺 

旋 状 结构 (helical structure) 和 管状 结构 (tubular structure) 。 一 般 螺 状 

液晶 的 螺 距 在 0. 1 一 100 pm 的 数量 级 。 据 此 , 式 (5.80) 和 式 (5. 81) 给 

所 形成 的 管 的 半径 和 螺旋 的 螺 距 都 是 在 0.1 一 100 pm 的 数量 级 。 这 同 

实验 测 到 的 结果 "一 ] 一 致 。 

螺旋 式 扭 曲 珊 的 各 个 基本 量 已 由 式 (5. 46) 给 出 。 很 容易 得 出 在 第 一 

类 情形 中 有 

a = sin 4 2bsin & V:d=0, vxa + | Set ae (5. 82a) 

而 在 第 二 类 情形 中 有 

2bsin A yd = op psin he Xd == : per (5. 82b) 

两 类 情形 都 导致 

1 1 30° f 
gn = a’ | ae t ory isin A> (5. 83) 

和 

FN 王 AN2mzrtcos 6 sin’&[In(a +V/1+27)+3]|6]| tan'ez] 

—_ kxt(4) cos & sin’ 6, [In(z +/1+2°)+3 | b tan ‘x | 

b faV1+e2?+Infx+J/14+ 2’ ]} 

(5. 84) 

式 中 A 为 式 (5. 54) 给 出 的 扭曲 带 的 面积 ,而 过 = R/ 12|。 扭 曲 带 的 总 自 

由 能 密度 For = FN 十 Fr, 是 的 一 个 非常 复杂 的 函数 ,因此 难以 进行 更 

多 的 计算 和 讨论 。 

对 于 球形 膜 泡 ,根据 式 (5. 60) 的 各 个 基本 量 ,很 容易 得 出 ,在 第 一 组 
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SIE d, = 0, fi ds = sin®/(Rsind)., AL, 

.. 2608.6. 

Sie ne 
sin’ @ (1+ 3sin’@) ed Fi 0 

nea Rae 

于 是 有 
站 (5. 86) 

因此 可 以 得 出 

2n f『r2 

FY = tcos a | (1/2)kx (4sin 6+ sin’ @ cos @cot @)déd¢ 
0 —rn/2 

r/2 

= mrkytcos a, | (4sin 8+ sin’ @cos @ cot 8)dé 
—7/ 2 

由 于 sin0 和 cos 6cot 6 ah = 6 的 奇 国 数 , 因 此 

FY” =0 (5. 87) 

对 于 第 二 组 情形 , ds = sin®/R, ds =0, 有 

" - d = (sin @cos@+ 2cos &sin 6)/(Rsin 8) (5, 88) 

(xd) = 4enr0,/F 

了 

g&) 一 AN(sin20cos20 十 4sin20 十 4sinbcosbsin bcos0)A(C2R sin’) 

(5. 89) 

2n f『r2 

2) = tcos A | | (1/2 )kyx (4sin 8+ sin? cos cot + 4sin & cos & cos 9) déd¢ 
0 J —7r/2 

= 8rkxtsin cos’ A% (5.90) 

因此 有 两 种 不 同 的 情形 : 

(1) Fg = (5. 91a) 

和 

(2) F& = 8rkntsin @) cos’ 6, (5. 91b) 

显然 , 纬 向 情形 是 有 利 状态 。 

i 

De Se Cle cia ee 
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$5.9 高 螺 距 与 低 螺 距 结构 的 倾斜 类 脂 双 层 

自然 界 中 经 常 看 到 有 管状 结构 和 螺旋 状 结构 的 材料 241。 例如 ,在 

近来 的 一 些 实验 中 心 1 ,许多 作者 找到 了 各 种 螺旋 结构 的 手 征 性 类 脂 双 

层 (CLB)。 在 一 些 理论 处 理 中 ,都 是 采用 与 实验 相 一 致 的 \ 把 分 子 的 聚集 

作用 对 比 于 螺 状 液晶 (chiral liquid crystal, ChLC) fy eRe te. 25) 。 

按照 早期 的 理论 ,螺旋 的 螺 距 角 [ 图 5-6(a) 中 的 如 角 ] 被 预测 为 45 。 这 

一 点 同 早 期 实验 测 得 的 数值 -1 符合 得 很 好 。 

(b) (c) (d) 

图 S-6 ”螺旋 带 结构 示意 图 

(a) 曙 旋 带 的 几何 参量 ; (b) 倾斜 手 征 性 类 脂 双 层 TCLB 的 局 域 坐 标 系 ; (c) 分 子 “ 平 行 

聚集 螺旋 带 (P 螺旋 ); (d) 分 子 “ 反 平行 聚集 "螺旋 带 (A 螺旋 ) 。 

虽然 实验 证 实 了 !26. , 而且 理 论 上 也 扩展 了 [27, 28] 螺 状 液晶 ChLC 

中 分 子 聚 集 相互 作用 的 观点 ,最 近 的 挑战 是 如 何 去 理 解 新 发 现 的 、 在 天 然 

的 和 合成 的 胆汁 中 的 胆 笋 醇 结晶 293, 3 的 问题 。 先 配备 好 克 分 子 比 为 

97.5:0.8:1.7 的 胆汁 牛 磺 胆 酸 钠 、 卵 磷 酯 和 胆 省 醇 , 同 时 包含 有 分 子 胶 

RAR FT BORE A RBH. TERRES 2 到 4 小 时 以 内 可 以 观察 到 

有 丝 状 的 结构 。 过 了 几 天 以 后 ,这些 丝 状 结构 会 弯曲 而 形成 具有 高 (长 ) 

BR EB (pitch) AY Ra he | AKA 54 , 见 参考 文献 [30] 中 的 图 2(a)}。 这 些 螺旋 
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保持 螺 距 角 不 变 地 横向 生长 而 形成 管状 { 参 考 文献 [30] 中 图 2(b)}。 在 几 

周 以 内 ,长 螺 距 的 螺旋 和 螺 管 将 消失 而 出 现 新 的 低 ( 短 ) 螺 距 角 ( ~~ 11 ) 的 

螺旋 ,并 成 长 形成 新 的 螺 管 1 参考 文献 [30] 中 的 图 2(c) 和 2(d)}。 最 终 就 

剩 下 片 状 的 螺 状 分 子 胶 束 晶体 { 参 考 文献 [30] 中 的 图 2(e) 和 2(f)}。 重 

要 发 现 之 一 是 存在 有 两 个 不 同 螺 距 角 的 螺旋 带 结 构 (helical ribbon 

structure) :一 个 高 螺 距 角 (54 ) 的 螺旋 和 一 个 低 螺 距 角 (11 ) 的 螺旋 。 为 

了 解释 这 种 现象 ,Chung 等 人 [301 应 用 以 前 的 一 个 适用 于 各 向 异性 倾斜 

手 征 性 两 亲 分 子 双 层 理 论 131J 导 出 了 单位 面积 自由 能 表达 式 : 

g = (1/205) [R*cos* $y + Rk sin’ $ + (R®/2)sin’ 29 | 

— (k* /2pp )sin 2 加 (5. 92) 

式 中 pe FH b> At Bll Wy HR ie Tr AY 7K 2 BER BB FR (SI 5-6) 5k, RP, RAL 

k* 为 各 个 弹性 常数 。 对 于 处 在 平衡 状态 的 螺旋 ,他 们 得 出 J tan 加 王 

(RsA[Am )2 的 结论 。 
对 应 于 办 = 54 和 11" 的 情形 ,相应 的 7? 153 BUY 3. 4 AO. 001 5。 

不 过 ,最 近 Selinger 等 人 :321 认为 3. 4 这 个 比值 是 合理 的 ,而 0.001 5 这 
个 比值 却 令 人 感到 意外 。 因 此 ,Selinger 等 人 在 他 们 的 文章 中 假设 了 螺 
旋 带 上 分 子 倾斜 的 方向 (图 5-6 中 的 六 ) 在 跨越 螺旋 带 时 发 生 线 性 变 

化 532. 。 虽 则 他 们 把 测 到 的 11" 低 螺 距 角 归 诸 于 螺旋 方向 和 倾斜 方向 之 

闻 的 差 值 ,但 是 对 这 种 线性 说 法 目前 还 缺少 证 据 。 在 理论 上 目前 对 存在 

两 种 类 型 螺旋 也 还 没有 结论 性 的 解释 。 因 此 ,整个 问题 可 以 归结 为 存在 

两 种 类 型 螺旋 的 本 质 是 什么 ? 能 不 能 从 能 量 观点 对 上 述 系列 的 变迁 以 及 

每 一 种 结构 进行 理论 上 的 讨论 ? 
在 最 近 的 一 篇 文章 中 ,Komura 和 Ou-Yangl33]1 在 推广 以 前 一 个 理 

论 113, 14) 的 基础 上 把 螺 状 类 脂 双 层 螺旋 带 处 理 为 螺 状 液晶 来 讨论 手 征 类 

脂 双 层 螺 旋 带 上 的 分 子 的 聚集 问题 。 在 参考 文献 [13] 和 [14] 中 只 考虑 了 

手 征 性 自由 能 gc =—kod - VX dW, HH d SFT aT RIA 5-6 

(b) JAYS Az th ke 标 志 螺 状 液晶 的 手 征 性 。 应 用 这 一 简化 的 目 由 能 

预言 了 倾斜 角 为 45  。 本 节 将 按照 参考 文献 [33] 应 用 单位 面积 螺 状 液晶 

的 完整 自由 能 密度 表示 式 !191 

asp a 

i lO i i ih 站 
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Bic = (ku/2)(V + d) 十 (Rzz[2)d + VX d— ho/ Roe )” 

+ (k33/2) (d X V Xd)’ (5. 93) 

REET HH ke (i = 1, 2, 3) ral ean A A PEF BL, 而 

V 为 三 维 梯度 算 符 。 把 式 (5. 93) A iE 7 PAR REY kv AR, 可 以 看 

做 是 相应 的 螺 状 液晶 弹性 贡 数 乘 以 手 征 类 脂 双 层 的 厚度 。 因 此 , 手 征 类 

脂 双 层 的 总 自由 能 为 F = 中 giadA, dA 为 手 征 类 脂 双 层 的 表面 面积 元 。 
这 采用 了 Selinger 等 人 提出 的 分 子 倾 斜 方向 六 在 双 层 中 变化 的 意 

见 [25, 32] ,不 过 保留 倾斜 方向 是 沿 螺旋 带 棱 边 的 螺旋 方向 这 一 边界 条 件 。 

后 面 这 个 边界 条 件 在 以 前 的 理论 中 :12 ,27 30] 也 曾 讨论 过 ,并 且 被 X 身 

线 衍 射 实验 所 证 实 !344 。 在 这 里 特别 要 指出 的 是 ,代替 简单 线性 倾斜 场 

的 假设 :3 ,直接 从 解 grc 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 式 可 以 正确 地 得 到 这 一 

结果 。 进 行 了 这 些 改善 之 后 ,就 可 以 揭示 ,对 于 高 螺 距 的 螺旋 , 沿 双 层 的 

两 个 核 边 分 子 的 倾斜 将 是 互相 平行 的 [图 5-6(c)j]; 而 对 于 低 螺 距 的 螺 

旋 , 它 们 的 倾斜 将 是 互相 反 平 行 的 [图 5-6(d)]。 在 冷却 或 是 在 稀释 过 程 

中 !26] ,通过 从 流体 手 征 性 类 脂 双 层 ( 链 式 熔 化 的 L.) 相 到 倾斜 手 征 类 脂 

双 层 ( 链 式 冻 结 的 Le ) 相 的 相 变 过 程 形成 了 螺旋 结构 。 从 观测 到 的 由 于 

两 类 螺旋 结构 引起 的 从 丝 状 结构 到 螺 状 分 子 胶 束 (chiral micelle, ChM) 

结构 这 一 序列 可 以 证 明 , 这 是 一 系列 自由 能 逐渐 减少 的 一 些 亚 稳 态 中 间 

结构 ,可 以 把 它 看 做 是 分 子 倾斜 的 一 种 类 似 六 灭 的 冷却 过 程 。 

从 数学 上 看 , 绕 在 半径 为 om 的 圆柱 体 上 的 螺旋 带 曲面 可 以 用 含 两 个 

变量 的 矢量 函数 

Y (1, 5) = (~meos aol, msinaol, howl +6) 

来 表示 , 式 中 wo = (0 ths)” (BSA 5-6(a)]. HA ABR Be AY BR EB 

SANA $> = tan '(ho/po) FA 2x|hol. 2 Fd AE ONI<L fl —5,/2 

<6 6)/2 这 两 个 关系 ,其 中 O 是 沿 圆柱 中 心 轴 (> 轴 ) 的 带宽 ,而 工 是 

RINK. SAAN MA ERA d = ncosb +msin& , 其 中 

于 为 虹 旋 带 表 面 的 单位 法 线 , 而 m AE AT d 在 螺旋 带 表 面 上 投影 方向 

的 单位 矢量 ,同时 倾斜 角 b% Aen Pd 之 间 的 夹 角 [参考 图 5-6(b)]L31] 。 

b 标志 着 从 Oo = 0 的 流体 相 (L. 相 ) 到 常数 wm > 0 的 倾斜 手 征 性 类 脂 双 
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ELF AZINE. Ahm 可 以 用 一 个 单独 的 角 % (2，8) 来 表示 : 

m =zcos¢(1, 6) +esing(, 6) ,zx 是 沿 z 轴 方 向 的 单位 矢量 ,而 e 是 沿 圆 

柱 上 圆周 的 单位 矢量 。 

为 简单 而 且 不 失 一 般 性 起 见 ,可 以 考虑 少 仅仅 是 8$ 的 函数 的 情形 ,并 

上 且 引用 单一 常数 近似 态 ; = ke = 有 = ho FH, HS. 93) 成 为 

gic 一 [AL(2o)j[cos' 0 十 sinmb(4sin p+ Y5/ws ) 

— sin 20(hocosy 十 oosiny) 内 一 [LAA(2oo)jLsin20 (Ao sin 

一 pocosy)ys 十 2sin bosin20] 十 Re AL2 (5. 94) 

式 中 ys = di/dd, p = 忆 人 是 螺 状 液晶 螺 距 的 倒数 [13, 4.191, Ay 
为 常数 的 情形 ,可 以 证 明 , 当 Ree = Rcos:0 ,Re 一 R(Ccos 0 十 4sin 0 ) k® 

一 cos 0 , 同时 &” = 2k, sin’ 时 ,除去 一 个 常数 项 外 , 式 (5. 94) 与 式 

(5.92) 相 同 。 进 一 步 的 探索 是 看 看 水 不 是 一 个 常数 的 情形 。 这 时 从 式 

(5. 94) 导 出 的 欧 拉 - 拉 格 朗 日 方程 式 是 

Ye = 2wosin(2V 一 ao ) [cos ao (5. 95) 

式 中 Px = d’ f/ de , MM a = arctan( p00 ) 。 式 (5.95) 的 第 一 次 积分 的 普遍 

形式 是 

中 = 2wo[ cosh’ C — cos’ (b— ao/2) |” cos “a0 (5.96) 

AH C 是 积分 常数 。 

显然 , 式 (5. 95) 有 一 个 常数 解 % = 加 = ao/2。 为 了 满足 分 子 在 虹 旗 

带 两 条 棱 边 上 的 倾斜 互相 平行 ,可 以 令 抽 三 rw2 一 四 三 rw2 一 aoX2。 

5-6(c) 中 所 显示 的 这 种 组 态 可 以 称 之 为 "平行 聚集 "(parrallel packing, 

也 称 了 螺旋 )。 这 里 需要 检查 一 下 这 样 的 螺旋 是 否 处 于 机 械 平 衡 的 状 

态 。 令 螺旋 的 曲率 co 为 m = poor, 它 的 挠 率 为 m = how, 于 是 式 (5. 94) 

给 出 用 <。 和 to 表示 的 了 螺旋 的 弹性 能 量 密 度 为 

gp = (k/2)[4sin’ & (xo + 15) + cos’O (ko + 15/ to )” | — 2ke rosin’ 向 十 各 AL2 

把 这 个 弹性 能 表示 式 对 c 和 to 极 小 化 ,也 就 是 令 9gP/ako = 9gP/am = 

0, 就 得 到 螺旋 带 的 最 优 几何 形状 由 
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tan ¢ = (1+ tan’) (5.97) 

2(1 + 4tan’ 6) 

(1+ 4tan?6,)”? —1 C8, 9% 
Heo 一 一 tan 2, 一 一 

决定 ;同时 ,相对 应 的 单位 面积 的 能 量 为 gp = 以 /2。 这 些 结果 显示 出 P 

螺旋 的 一 些 重要 特性 。 首 先 ,注意 到 式 (5.98) 同 所 假设 的 边界 条 件 风 = 

t/2—ao/2 和 wo = arctan(yo.) 完全 相同 ,因此 这 里 的 计算 是 前 后 一 臻 

的 。 这 就 证 实 了 螺旋 是 处 于 机 械 平 衡 状 态 , 因 为 最 小 化 条 件 要 求 这 个 状 

态 是 处 于 无 外 力 和 无 外 力 和 抵 的 状态 。 其 次 , 式 (5. 97) 的 结果 实质 上 相当 

于 前 面 提 到 的 Chung 等 人 的 结果 [301 (特别 注意 RN, RAR VMK 
系 ) ,并 且 预 言 了 一 个 扣 > 《4 的 高 螺 距 角 。 在 不 使 用 单一 常数 近似 的 

极 小 化 计算 下 ,可 以 得 到 

k33 

cos’ 24) + E + ot? |cos 2% +1=0 

的 结果 。 由 于 这 个 方程 式 有 一 个 cos 26 为 负 值 的 解 ,因此 同 前面 一 样 也 

可 以 证 明 扣 之 rw4, 并 且 当 A =k 时 它 还 原 成 式 (5. 97)。 第 三 点 ,由 于 

半径 om SFE RM A 成 反比 ,因此 可 以 看 出 柱 面 曲率 来 源 于 分 子 

的 手 征 性 。 实 际 上 , 式 (5. 98) 显 示 出 螺 距 1 应 该 与 半径 成 比例 。 这 一 

点 正 是 实验 中 所 观测 到 的 显著 特点 (可 以 参考 文献 [30] 中 的 图 4-6 ) 。 

根据 实验 结果 ,合成 胆汁 在 结晶 过 程 的 初始 阶段 出 现 一 条 直 丝 , 它 可 

以 认证 为 o = 0179] 。 这 一 事实 表明 ,倾斜 手 征 类 脂 双 层 TCLB 在 初始 阶 

Pr BAK MK bp = 0/2 的 结构 [注意 式 (5.98) 和 岗 > 0/4 ]。 从 式 (5. 97) 

可 以 预计 ,倾斜 角 是 在 最 大 值 % = xx2 处 。 经 过 淳 灭 过 程 ,9。 值 将 从 2/2 

降低 到 一 个 稳定 的 数值 ,同时 直 丝 将 在 加 减 小 而 oo 增 大 的 过 程 中 发 生 

弯曲 (bend) 和 扭曲 (twist)[29, 30] 。 这 是 在 从 直 丝 状态 到 高 螺 距 螺旋 状 

态 转变 过 程 中 可 以 预期 会 出 现 的 机 制 。 

现在 笛 看 一 看 倾斜 方向 在 横 过 螺旋 带 的 双 层 中 发 生 改 变 的 情形 。 由 

于 倾斜 方向 同 螺旋 带 棱 边 的 螺旋 方向 相 重 合 , 因 此 对 于 非 均匀 解 的 边界 

条 件 可 以 是 内 一 6o/[2) 一 rw/2 一 如 和 Wo/2) = p(— 8/2) +2 = 3x/2— 

Boo MPF ix MD FAR EN ot FP AS RD “IE FT RE” (antiparallel pack- 

ing, hor A 螺旋 ) ,如 图 5-6(d) 所 示 。 下 面 将 证 明 , 从 反 平 行 聚集 分 子 产 
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生 的 螺旋 结构 确实 是 处 于 低 螺旋 角 。 式 (5. 96) 中 的 积分 常数 C 现在 由 

do = cos’? (ang) K(q)/wo Fl g = 1/coshC 这 个 边界 条 件 来 决定 ,而 单位 面 

积 的 能 量 则 可 以 从 式 (5. 94) 得 出 

Ba = (ku?/2){1 + (1+ sin’& )2’* + 2sin’ 2/1 + x’ (1 — 2/Q’) 

+ 8sin*z/ 1+ 2° E(q)/[¢’K(q) ] 

— 2sin 2@ J/z(1+2’)”*/[¢qK(q) ]} (5.99) 

式 中 工 一 cot ao, 而 K() 和 下 (9) 是 分 别 由 K(g) = | de — 

q'sin'g)"” #1 E(q) = | (1 一 wsinp)vsdp 给 出 的 第 一 和 第 二 完全 椭圆 
。 为 了 保证 螺旋 处 于 力学 平衡 状态 ,必须 把 g&A 极 小 化 。 由 于 4 是 

Bs. 了 和 w 的 函数 ,因此 把 g 对 这 些 量 同时 极 小 化 也 就 导致 了 agA/ag 
= 0。 利用 dK(q)/dq = 1E(q)MXeG1 一 9 ) — K(q)/q 和 dE(q)/dq = 

[E(q) — K(q)]/q 这 两 个 关系 式 [351 , 可 以 得 到 VEosaysin m = 
geot bu/[2E(q)] 这 个 wm 与 9 之 间 的 关系 式 。 把 它 代入 式 (5. 99) 就 得 到 

ga = (ku?/2)(1 + (1 十 Si 的) 二 4 —1)/2 + 2y’ sin’ 

— cos’)/E’ (q) | (5. 100) 

StH y = cos ao/sin ao, 同时 ao = arctan(p ) 

当 gA 三 gp 时 ,0% 可 以 有 一 个 临界 值 % 。 图 5-7(a) 绘 出 了 在 不 同 

t =tan® fh F ga—er 作为 g 的 函数 的 图 形 。 图 中 指出 ,在 6 盖 如 之 0 

的 区 域内 Ane” OE ae s4qa=a° WN, ga = gro FE W/2 > Hh > 

区 域内 ,gA 总 是 小 于 gp ,因而 存在 从 了 螺旋 (P helix) 3] A 螺旋 (A helix) 

的 转变 。 图 5-7(b) 绘 出 了 在 % > O > 0 KIRAN g* St = tanh 的 关系 ， 

其 中 6 Fg = 1AN gp = ga RE, HR tanh 六 0.654。 当 螺旋 带 闭 合 

形成 管状 时 , Oo = 2rj = (2n/p) tana tan $ . WAI TRAY 

BEN MASA $. 满足 下 列 关 系 式 : 

sin $ = [K(q)/(2m) ]{[q* + 4E*(q)tan*@ |” — 2E’ (9q)tan bo 
(5.101) 
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在 图 5-7(b) 中 还 绘 出 了 当 g=% 时 sin 轴 与 上 一 tanb 的 关系 图 。 图 中 

显示 出 ,除去 在 奇异 点 b = 00 外 ,一 般 扣 天 30 。 这 一 点 表明 , 反 平 行 聚 

集 存 在 于 低 俯仰 角 位 置 。 这 是 一 个 重要 结果 。 

9* 或 sin >, 

sin @, 

0.0 
9.0 ‘0.10.2’ 6.3°0 25°°0:.6°°0.T 4 

(b) 

A5-7 ”螺旋 带 中 的 几 组 关系 

(a) Ala] ¢ = tan & 值 条 件 下 2( ga 一 gp)/ 和 2 与 9 关系 图 ; (b) 在 好 之 b 二 

0(tanbf ~ 0.654 ) KW q* 和 sind 45 ¢ = tan® 的 关系 图 。 

FA, AS5-Tahg=0284 gA 的 最 小 值 的 位 置 ,因此 它 是 唯一 

的 稳定 态 。g = 三 0 的 状态 导致 wo = 0/2, HF a = arctan(yoo), 因此 它 对 

应 于 mo 一 co。 这 个 结果 证 实 了 在 天 然 胆 汁 和 在 合成 胆汁 中 观测 到 的 结 

有 洒 。 在 结晶 过 程 的 最 后 阶段 ,各 条 管子 的 尾 端 分 裂 形成 板 状 的 螺 状 分 子 

胶 束 { 参 考 文献 [32] 的 图 21。 换 句 话说 ,P 螺旋 和 A 螺旋 虽然 都 是 欧 拉 - 

拉 格 朗 日 方程 式 (5. 95) 的 静态 解 ,实际 上 它们 都 是 亚 稳 的 中 间 态 。 
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同 以 前 的 理论 !30, 32] 相 比 较 ,这 里 的 一 个 结论 是 ,图 5-7(a) 预 示 从 

低 螺 距 螺旋 (A 螺旋 ) 到 螺 状 分 子 胶 束 的 转变 可 以 是 连续 的 ,而 从 高 螺 距 

螺旋 (P 螺旋 ) 到 螺 状 分 子 胶 束 的 转变 是 不 连续 的 这 一 重要 特点 。 所 有 

gA(9) 曲 线 都 是 连续 的 ,并且 在 9 = 0 处 都 有 最 小 值 。 这 个 特征 表明 , 具 

有 低 螺 距 角 的 螺旋 管 可 以 连续 地 转变 成 为 螺 状 分 子 胶 束 , 如 参考 文献 

[30] 中 图 2( 纪 所 示 。 对 于 高 螺 距 螺旋 ,在 转变 成 螺 状 分 子 胶 束 时 ,需要 

经 过 溶解 过 程 才能 发 生 转 变 !30] 。 除 去 = r/2 的 情形 之 外 , 螺 状 分 子 

FBC BR ( ea-.0 ) 的 能 量 是 &chm 一 (hu?/2)(1 ooo (2/n)* cos’ |, 因此 5) 

ky? /2 总 是 比 gcaw 要 大 。 这 一 点 说 明了 为 什么 TCLB 初始 阶段 的 螺旋 结 

He) ELT KB) Oo = r/2。 参考 文献 [30] 中 的 实验 观测 结果 很 好 地 证 实 了 这 

些 预 言 。 

上 面 这 些 结果 提供 了 确定 最 佳 高 螺 距 角 的 途径 。 从 高 螺 距 螺旋 到 螺 

状 分 子 胶 束 的 转变 过 程 中 ,为 了 能 满足 图 5-7(a) 中 从 低 螺 距 螺 旋 那 一 支 

开始 的 gp = ga 这 个 条 件 ,2 必须 降低 到 07 。 因 此 ,从 式 (5.97) 可 以 得 到 

高 螺 距 角 为 

1/4 

¢, = arctan | | 本 cos (F-arccos 3)+ = } 52: 1° S. 282) 

这 个 结果 与 实验 观测 到 的 数值 加 = 53.7°+0.8° 39] 符合 得 非常 好 。 
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