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[127] Drittes Kapitel.

Erzeugung der Linien und der geradlinigen Flichen
zweiter Ordnung durch projectivische Gebilde.

35. Bei der obigen Untersuchung projectivischer Gebilde
wurde bei der schiefen Lage derselben die niihere Erfor-
schung der Gesetze, welchen bei zwei Geraden 4, A4, die
Projectionsstrahlen (§ 9, I), bei zwei ebenen Strahlbtischeln
B, B, die Durchschnitte der entsprechenden Strahlempaare,
oder die durch entsprechende Strahlenpaare bestimmten Ebe-
- nen (wenn z. B. B, B, im Strahlbtischel D liegen (§ 33)),
und bei zwei Ebenenbiischeln o, 2, die Durchschnittslinien
der entsprechenden Ebenenpaare (§ 31) unterworfen sind, ab-
sichtlich vermieden. Diese Untersuchung soll jetzt nachgeholt
[128] werden. ' Sie ftthrt, wie man sehen wird, zu den in-
teressantesten und fruchtbarsten Eigenschaften der Linien
zweiter Ordnung, oder der sogenmannten Kegelschnitte, aus
denen sich fast alle anderen Eigenschaften der. letzterem, in
einem umfassenden Zusammenhange, auf eine tberraschend
einfache und anschauliche Weise entwickeln lassen, nimlich
sie zeigt die nothwendige Entstehung der Kegelschnitte aus
den geometrischen Grundgebilden, und zwar zeigt sie dadurch
zugleich eine sehr merkwiirdige doppelte Erzeugung derselben
dureh projectivische Gebilde. Ebenso zeigt sie eine doppelte

1*



4 Erzeugnisse projectivischer Gebilde. § 36

Erzeugung der geradlinigen Flichen zweiten Grades, d. h.
aller derjenigen Flichen zweiten Grades, in welchen gerade
Linien liegen (d. i. Kegel, Cylinder, einfaches Hyperboloid,
hyperbolisches Paraboloid, zwei Ebenen).

Wenn man bedenkt, mit welchem Scharfsinne die Mathe-
matiker in #lterer und neuerer Zeit die Kegelschnitte erforscht,
und welche fast zahllose Menge von Eigenschaften sie an
denselber entdeckt haben, so ist es in der That auffallend,
dass die vorgenannten Eigenschaften so lange verborgen blei-
ben konnten, da doch aus ihnen, wie sich zeigen wird, fast
alle bekannten Eigenschaften (nebst vielen neuen) wie aus
einem Gusse hervorgehen, ja da sie gleichsam die innere
Natur der Kegelschnitte vor unseren Augen aufschliessen.
Denn wenn aunch Eigenschaften bekannt sind, die den genann-
ten nahe liegen, so finden sich doch, meines Wissens, letztere
nirgends bestimmt ausgesprochen, in keinem Falle aber wurde
ihre Wichtigkeit erkannt, die sie durch die gegenwiirtige Ent-
wickelung, wo sie zu Fundamentalséitzen erhoben werden, er-
halten, tbrigens bin ich auch nicht einmal durch jene auf
diese geftihrt worden.

Da der hier vorgestreckte Zweck die Betrachtung [129]
projectivischer Gebilde ist, so diirfen die Kegelschnitte hier
noch nicht so ausfithrlich untersucht werden, als es mittelst
der erwihnten Eigenschaften leicht geschehen kdnnte; sondern
ich werde mich bloss auf einige wenige Entwickelungen be-
schriinken, die entweder aus dem Gange der Betrachtung
jener Gebilde nothwendig hervorgehen, oder die zur Erfor-
schung derselben in der Folge dienlich sind. Spiiter, nach
vollendeter Durchfithrung der Untersuchung projectivischer Ge-
bilde, sollen alsdann die Kegelschnitte einer umfassenden Un-
tersuchung unterworfen werden, die sich auf ihre vorerwihnte
Erzeugung durch projectivische Gebilde griinden wird, wobei
letztere sodann nur als untergeordnete Hilfsmittel diemen,
und wodurch die vorstehenden Behaumptungen sollen gerecht-
fertigt werden.

Gegenseitiger Durchschnitt der Ebene und der Kegelfiiche.

36. Zun#cht soll hier eine kurze Betrachtung der eigent-
lichen Kegelschnitte, wie sich dieselben beim Kegel der un-
mittelbaren Anschauung darbieten, vorangeschickt und dabei
vornebmlich auf einige Umst#inde, die fir die synthetische



§ 36 Gegenseitiger Durchschnitt der Ebene u. der Kegelfliche. 5

Untersuchung derselben sehr wesentlich sind, aunfmerksam ge-
-macht werden. Nur muss ich bemerken, dass diese Betrach-
tung, genan genommen, dem zweiten Abschnitte (folgendes
Heft) angehort, woselbst sie in einem umfassenderen Zusam—
menhange ausgefithrt werden wird 1).

Denkt man alle diejenigen Strahlen 2, A, A, .... eines
Strahlbiischels D, welche durch irgend eine Kreislinie K
gehen, wie etwa Fig. 36, wo das Papier die Ebene E des
Kreises vorstellen und der Punkt D tber derselben liegen
soll (§ 34), so heisst die Fliiche, welche von diesen Strahlen
erfillt wird, Kegelfliche, [130] und zwar, weil sie, so wie
der Kreis, von irgend einer Geraden hdchstens nur in zwei
Punkten geschnitten werden kann, so heisst sie, aus Folgen
dieses Umstandes, Kegelfliche vom zweiten Grade. Wenn
man sich die Strahlen (oder Kanten) nicht durch den Kreis A
und durch den Punkt D begrenzt, sondern vielmebr unbe-
grenzt vorstellt, so sicht man, dass die Kegelfliche aus zwei
gleichen Theilen M, M, besteht, die mit ihren Spitzen in dem
Punkte D zusammenstossen, so dass dieser »Mittelpunkte
des Kegels oder der Kegelfliche genannt wird (Biot). Ferner
nennt man jede Ebene, welche durch den Mittelpunkt D und
durch irgend eine Tangente .4 des Kreises geht, Beriith-
rungsebene (berithrende Ebene), weil ndmlich nur ein ein-
ziger Strahl der Kegelfliche in ihr liegt, n#mlich nur.der-
jenige, welcher durch den Bertthrungspunkt B der genannten
Tangente geht. Nun nennt man ferner die Durchschnitts-
figur, welche irgend eine Ebene mit der Kegelfliche bildet,
d. h. die Gesammtheit aller Punkte, die sie mit ihr gemein
hat, Kegelschnitt. Das Gemeinschaftliche und das Beson-
dere oder Eigenthtimliche der gesammten Schnitte eines Ke-
gels liusst sich bequem auffassen und tibersehen, wenn vorerst
die Schnitte derjenigen Ebenen, welche durch den Mittelpunkt
D gehen, untersucht werden. Eine solche Ebene kann sich
- auf drei wesentlich verschiedene Arten zum Kegel verhalten,
nimlich wie folgt:

a) kein Strahl der Kegelfliche liegt in der Ebene, son-
dern alle werden von ihr im Punkte D) geschnitten;
dahin gehdrt also jede Ebene, die den Kreis K weder
schneidet noch berithrt. In Bezug auf jede solche
Ebene liegen die beiden Theile M, M, des Kegels auf
entgegengesetzten Seiten.

b) ein Btrghl der Kegelfliche liegt in der Ebene [131]
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I)a mem jede amdere Ebeme m Racme, cie micht durch
den Mittdpunkt D gelit, motiwendiger Weise mit irgend eimer
uster dem vorstehendem drei Abtheilungen begriffemen Ebenea
parallel ixt, 0 wird sie, ebenso wie die letztere, die Strahlea
der Kegelfiiche entweder alle sehmeidem, oder mur eimen,
oder nur zwei derselbem nicht in der That schoeiden, son-
dern pach ibren nnendlich entfernten Punkten gerichtet seim,
d. b. mit ihnen parallel sein, diese besonderen Strahlen sind
nimlich diejenigen, welche in jemer durch dem Mittelpunkt D
gehenden Parallelebene liegen. Daher gieht es folgemde drei
Klassen von Kegelschnitten:

1

Jede Ebene, welche mit irgend einer unter der obigen
Abtheilung (a) begriffenen Ebene parallel ist, schneidet
alle Strahlen der Kegelfliche in endlicher Entfernung,
vnd zwar schneidet sie nur einem der beidem Theile
M, M, der Kegelfisiche, so dass also der Durchschnitt,
wie er siech der unmittelbaren Anschanung darstellt,
eine geschlossene krumme Linie ist (durch die ein Theil
der Ebene ganz begrenzt wird). Ein solcher Schnitt,
oder [132] eine solche Linje, heisst Ellipse. Die Ge-
raden, in welchen die schneidende Ebene die Bertih-
rungsebenen des Kegels schneidet, sind simmtlich Tan-
genten der Ellipse, so dass also letztere in jedem ihrer
Punkte von einer bestimmten Geraden berdhrt wird.
Unter dieser Klasse von Kegelschnitten befinden sich
insbesondere auch Kreise, wie z. B. der Kreis K, von
welchem die Betrachtung ausging; fermer gehdren da-
hin, als Grenzfille, die Schnitte der Ebenen (a), wobei
ndmlich die Ellipsen sich auf den einzigen Punkt D
reduciren,
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11. Jede Ebene, die mit irgend einer unter (b) begriffenen

III.

Ebene parallel ist, schneidet nur einen der beiden Theile
M, M, der Kegelfliche, und zwar trifft sie alle Strah-
len in endlicher Entfernung bis auf denjenigen, in wel-
chem ihre Parallelebene den Kegel bertihrt, und nach
dessen mnendlich entferntem Punkt sie gerichtet ist, so
dass also der Schnitt, wie man in der Vorstellung sieht,
eine gebogene krumme Linie ist, deren beide Arme
sich nach derselben Seite hin ins Unendliche erstrecken,
pimlich nach demselben unendlich entferntenPunkte
hinstreben, nach welchem jener besondere Strahl ge-
richtet ist. Ein solcher Schnitt heisst Parabel. Die
Durchschnittslinien der schneidenden Ebene und der
Berithrungsebenen des Kegels sind Tangenten der
Parabel, so dass also letztere in jedem ihrer Punkte
von einer bestimmten Geraden berithrt wird; jenme Be-
rtihrungsebene aber, welche der schneidenden parallel
ist, ist nach einer unendlich entfernten Tangente
gerichtet, die n#imlich dem unendlich entfernten Punkte
der Parabel zugehort.

Die Schnitte der unter (b) begriffenen Ebenen [183]
gehdren als Grenzfille hierher, n#mlich bei ihnen re-
duciren sich die Parabeln auf die einzelnen Strahlen
der Kegelfliche.

Jede Ebene, welehe mit irgend einer unter der Abthei-
lung (c) begriffenen Ebene parallel ist, schneidet die
mit ihr auf einerlei Beite liegenden zwei Abschnitte
der Kegelfliche, und zwar schneidet sie alle Strahlen
der letzteren in endlicher Entfernung, ausgenommen
diejenigen zwei, welche in der Parallelebene liegen,
und nach deren unendlich entfernten Punkten sie ge-
richtet ist, so dass also der Schnitt, wie man sieht,
aus zwei gebogenen Linien besteht, wovon beide Arme
einer jeden sich ins Unendliche erstrecken, und zwar
so, dass die jedesmaligen zwei einander schief gegen-
ttber liegenden Arme beider Linien nach entgegenge-
setzten Richtungen, aber nach demselben unendlich
entfernten Punkte hinstreben, nach welchem nim-
lich einer von jenen zwei besonderen Strahlen gerichtet
ist; beide Linien h#ngen demnach durch diese unend-
lich entfernten Punkte zusammen, so dass sie nur eine
einzige Linie ausmachen. Eine solche Linie heisst
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Hyperbel. Jede Berihrungsebene des Kegels erzeugt
eine Tangente der Hyperbel, so dass also die letstere in
jedem ibrer Punkte von eimer bestimmten Geraden be-
rahrt wird; diejenigen zwei Ebenen, welche den Kegel
in den genannten zwei besonderen Strahlen beriihren,
erzeugen diejenigen Tangenten, die dem unendlich ent-
fernten Pankten der Hyperbel zugehdren, diese Tan-
genten selbst befinden sich in endlicher Entfernung,
vermdge ihrer besonderen Eigenschaft heissen sie
Asymptoten der Hyperbel.

Die Schnitte der unter (¢) enthaltenen Ebenen [134]
gehdren, als Grenzfille, hierher, nimlich die Hyperbel
reducirt sich dabei anf zwei Gerade, auf zwei Strahlen
der Kegelfliche.

Dieses (I, II, IIL) sind die drei Arten von Kegelschnit-
ten; fir die synthetische Betrachtung derselben sind die Um-
stinde: »dass die Ellipse keinen, die Parabel einen
und die Hyperbel zwei unendlich entfernte Punkte,
und dass nur die Parabel eine unendlich entfernte
Tangente hat«, als einfache unterscheidende Merk-
male wohl zu berticksichtigen3).

Nach der obigen Anmerkung (§ 33) folgt nun, dass, wenn
Eigenschaften irgend eines Kegelschnitts aus projectivischen
Gebilden entspringen, dieselben alsdann auch auf entsprechende
Weise bei der Kegelfliche und also auch bei jedem anderen
Kegelschnitt statt haben mitissen, so dass, wenn z. B. ein
Kegelschnitt durch projectivische Gebilde erzeugt werden kann,
dann auch die Kegelfliche und jeder andere Kegelschnitt aus
projectivischen Gebilden entspringen muss, und auch umge-
kehrt. Daher kann man, zur Erforschung solcher Eigenschaf-
ten, in vielen Fillen sich nur an den Kreis, den bekann-
testen und einfachsten Kegelschnitt (ausser den erwihnten
Grenzfillen), halten, welcher leicht zu behandeln ist, wie
z. B, in der folgenden Betrachtung geschehen soll4).

Erseugung der Kegelschnitte und der Kegelfiiche durch projectivische
Gebilde.

<
37. Aus der Elementargeometrie bekannte Eigenschaften
des Kreises zeigen fast unmittelbar die Erzeugungdesselben
durch projectivische Gebilde, n#mlich wie folgt.
Werden aus irgend zwei Punkten B, B, einer [135]
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Kreislinie M (Fig. 37) nach allen tibrigen Punkten a, b, ¢, ....
derselben Strahlen @, b, ¢, ....; a,, b,, ¢,, .... gezogen, 80
bilden diese unter sich gleiche Winkel, die paarweise tiber
denselben Bogen stehen, nimlich es ist Winkel (ab) = (g, b,),
(@c) = (a,¢,), (bc)=(d,¢),...., folglich sind die dadurch
entstehenden Strahlbtischel B, B,, in Ansehung der Strahlen-
paare ¢ und a,, 6 und b, ¢ und ¢, ...., projectivisch
gleich (§ 13, 1L). Denkt man sich etwa den Punkt a be-
weglich und lisst ihn dem Punkte B n#her rticken, bis er
endlich mit ihm zusammentrifft, wie ¢, so wird nothwendiger
Weise der eine zugehorige Strahl e den Kreis berihren; eben
so wird fir den Punkt b, der mit B, zusammenfillt, der
eine zugehdrige Strahl d, den Kreis berithren, so dass also
die "den vereinigten Strahlen e,, d entsprechenden Strahlen
e, d, den Kreis in B, B, berithren*). Die Strahlbtischel
B, B, befinden sich demnach in schiefer Lage (§ 14) und
zwar sind sie, wie man sieht, gleichliegend **) (§ 13, IL).

Sind andererseits 4, 4, (Fig. 38) irgend zwei Tangenten
eines Kreises M, und sind ¢, » die ihnen parallelen Tangen-
ten desselben, von denen sie wechselseitiz in dem Punkten
t, q, getroffen werden, so wird, wie leicht zu sehen, die Ge-
rade v g, durch den Mittelpunkt 3/ des Kreises gehilftet, so
dass My = Mq,, und es ist der Abschnitt re = bq, und
der Winkel [1368] « = «,. Ist ferner @ eine beliebige andere
Tangente, die jene ersteren .4, 4, in den Punkten a, a, schnei-
det, so bleibt, wenn man diese mit dem Mittelpunkt 3 des
Kreises durch die Geraden M a, Ma, verbindet, der Winkel
a Ma, von unverinderlicher Grdsse, wie auch die Tangente @
ihre Lage #ndern mag, nimlich er (oder sein Nebenwinkel
bei solchen Tangenten wie &) ist bestindig = a = a, ¥**¥),
und ausserdem sind die Winkel § = 8 und y = y, daher

*) Dieses stimmt auch damit iiberein, dass die Winkel, wel-
che die entsprechenden Strahlenpaare ¢ und 4,, » und 5,, .... an
den Punkten a, b, .... unter sich bilden, alle gleich sind, und
zwar gleich den Winkeln, welche die Sehne e¢b mit den Tangen-
ten in ihren Endpunkten bildet.

**) Dieser Umstand ist wesentlich, denn wenn die niimlichen
Strahlbiischel sich in schiefer Lage befinden und ungleichlie-
gend sind, so erzeugen sie, statt des Kreises, wie oben, die
gleichseitige Hyperbel, wie man zu seiner Zeit sehen wird.

**#*) Denn vermige des Dreiecks a Ma, ist 8 + y +a, =2 R,
und vermige des Vierecks arq,qa, ist 2842y + e« + ¢, =4 R,
folglich ist 2, = ¢ + o, und da'e = e, 80 i8t ay = a = a,.
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sind die Dreiecke a Ma,, ar M, Mq,a,, durch Gleichheit
ibrer Winkel, #hnlich, so dass, vermdge der zwei letzteren,
man hat:
ar:r M= Mq, : q,0,, oder
ar- a,q, = My - Mq, = My* = My},

das heisst, das Rechteck, ar - a,q,, unter den Abstinden der
Punkte q, a,, in welchen irgend eine Tangente a die beiden
festen Tangenten A, A, schneidet, von den Durchschnitten
v, q, der parallelen Tangenten r, ¢, hat eine bestindige
Grosse*), nimlich gleich dem Quadrate tiber My oder Mg,.
Daraus erkennt man die projectivische Beziehung der Tan-
genten A4, A,, in Ansehung der Punktenpaare a und a,, b
und b, ...., in welchen sie von den tiibrigen Tangenten
a, b.... geschnitten werden (§ 12, 1.), so dass also die letz-
teren die Projectionsstrahlen sind, und dass insbesondere 7, ¢,
was schon durch ihre Bezeichnung angedeutet ist (§ 9, I),
die Parallelstrahlen sind. L#sst man in der Vorstellung die
Tangente @ sich so bewegen, dass der Punkt a sich dem
Durchschnittspunkte b der festen Tangenten [137] 4, A4, nihert,
so wird gleichzeitig sein entsprechender Punkt a, dem Be-
rihrungspunkte b, der Tangente 4, niher riicken, und zwar
dergestalt, dass, wenn sich a mit b vereiniget, dann auch a,
mit b, zusammenfillt. Ebenso folgt, dass der dem Bertih-
rungspunkte ¢ der Tangente 4 entsprechende Punkt e, im
gegenseitigen Durchschnitte der Tangenten A, 4, liegt**).

Aus den beiden vorstehenden Untersuchungen folgen also
nachstehende Sitze.

»Irgend zwei Tangenten (A, A,) »Irgend zwetr Punkte (B, By)
eines Kreises sind in Ansehung eines Kreises sind die Mittel-
der entsprechenden Punktenpaare, punkte zweier projectivischen
in wele sie von den iibrigen  Strahlbiischel , deren entspre-
Tangenten geschnitten werden, chende Strahlen sich in den dibri-
projectivisch, und zwar entspre-  gen Punkten der Kreislinie schnei-

*) Brianchon hat diesen Satz fiir alle Kegelschnitte bewiesen
(Mémoire sur les lignes du second ordre, XXVIII. p. 27); spiiterhin
(§ 40, 1.) folgt derselbe unmittelbar.

**) Dieser Umstand kann auch daraus bewiesen werden, dass,
wenn man sich die Gerade Mb denkt, dann vermdge der recht-
winkligen, einander ihnlichen Dreiecke r b, re M man hat re-rd
=tM.vM, und da rd=q,¢,, also auch re-q,¢, =t M- -t M,
woraus man sieht, dass ¢, ¢, die obige Bedingung zweier entspre-
chenden Punkte erfiillen.
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chen den in threm Durchschnitte
vereintgten Punkten b, ¢, thre
wechee{seiﬁgm Beriihrungspunkte

Dy, e

den, und zwar entsprechen den
veretnigten Straklen d, e, die
wechselseitigen Tangenten d,, e in
Jenen Punkten (B, B,).«

38. Wie bereits oben bemerkt worden (§ 36, Ende), fol-
gen nun aus den eben aufgestellten S#tzen vom Kreise (§ 37)
unmittelbar entsprechende Sitze vom Kegel zweiten Grades
und dessen tibrigen Schnitten. Denn wenn die Tangenten
des Kreises K (Fig. 36) projectivisch sind, so sind auch die
ihnen zugehorigen ebenen Strahlbiischel im Strahlbiischel D,
deren Ebenen den dem Kreise zugehorigen Kegel D berith-
ren, unter sich projectivisch (§ 33), und wenn die Strahl-
btischel im [138] Kreise projectivisch sind, so sind auch die
ihnen zugehdrigen Ebenenbtischel im Kegel unter sich pro-
jectivisch, so dass also unmittelbar nachstehende Sitze folgen:

L. »In irgend zwes Beriihrungs-
ebenen eines Kegels zweiten Gra-
des befinden sich zwei projectivi-
sche ebene Strahlbiischel, deren
entsprechende Strahlenpaare nim-
lich tn den iibrigen .é]erlﬁhruggs-

I. »Irgend zwei Strahlen einer
Kegelfiiiche zweiten Grades sind
die Axen zweier projectivischen
Ebenenbiischel, deren entsprechende
Ebenenpaare sich in den ilbrigen
Strahlen schneiden, und tnsb

ebenen liegen, und
entsprechen den tm Durchschnitte
Jener Ebenen vereinigten Strahlen
(d, e,) diejenigen Strahlen (d, e),
in welchen dieselben den Kegel
beriikren.«

dere entsprechen den in der Ebene
Jener Strahlen vereinigten Ebenen
(0, &) diejenigen Ebenen (dy, &),
welche den Kegel in denselben be-
rilhren.«

Und umgekehrt:

II. »Jede zwei schiefliegende
projectivische ebene Strahlbiischel
B, B,, die sich in demselben
Strahlbiischel D befinden, erzeugen
einen Kegel zweiten Grades, der
thre Ebenen beriikrt, d. h., die
durch die entsprechenden Strah-
lenpaare bestimmten Ebenen, nebst
den Ebenen der Strahlbiischel,
sind die gesammten Beriikrungs-
ebenen eines bestimmten Kegels
zweiten Grades, und zwar berihrt
er die Ebenen (B, B,) der Strahl-
biischel in denjenigen Strahlen
(dy, €), deren entsprechende (d, e,)
sm Durchschnitte derselben ver-
etniget sind.<

II. »Jede zwei schiefliegende
prajectivische Ebenenbiischel A, N,
die sich in demselben Strahi-
biischel D befinden, erzeugen einen
Kegel zwesten Grades, der durch
thre Azen geht, d. h., die Durch-
schnittslinien der entsprechenden
Ebenenpaare nebst den Azen der
Ebenenbiischel, sind die gesamm-
ten Strahlen eines bestimmten Ke-
gels zwetten Grades, und zwar
wird er in jenen Azxen (U, A,)
von denjenigen Ebenen (d,, ) be-
riihrt, deren entsprechende in der
durch dieselben bestimmien Ebene
vereiniget sind.«
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Da nun zwei projectivische ebene Strahlbiischel [139)]
B, B,, die in irgend zwei Bertthrungsebenen des Kegels lie-
gen, von einer beliebigen Ebene £ in zwei projectivischen
Geraden A4, A, geschnitten werden, und da zwei im Kegel
liegende projectivische Ebenenbiischel o, A, von jener Ebene
E in zwei projectivischen ebenen Strahlbtischeln B, B, ge-
schnitten werden (§ 33), so folgen also weiter, wie oben er-
wihnt worden, fiir alle Kegelschnitte nachstehende merkwitr-
dige Sitze:

III. »Jede zwei Tangenten A, III. »Jede zwei Punkte B, B,

A, eines Kegelschnitts sind in
Ansehung der Punktenpaare, in
welchen sie von den iibrigen Tan-
genten geschnitten werden, pro-
jectivisch, und zwar entsprechen
den in threm Durchschnitte ver-
einigten Punkten (b, ¢;) thre wech-
selsestigen Beriihrungspunkte (b,,
e).«

eines Kegelschnitts sind die Mit-
telpunkte zweier projectivischen
ebenen Strahibiischel, deren eni-
sprechende Strahlen sich in den
iibrigen Punkten desselben schnet-
den, und zwar entsprechen den
vereinigten Strahlen (d, e,) die
Tangenten (dy, e) tn den gegen-
settigen Mittelpunkten (B, B).«

Und umgekehrt:

IV. »Jede zwei in einer Ehene
schiefliegende Gerade A, A, er-
zeugen einen Kegelschnitt, der sie
beriikrt, d. h., sie und alle thre
Projectionsstrahlen sind die ge-
sammten Tangenten eines be-
stimmten Kegelschnitts, und zwar
beriihrt dieser die Geraden in
denjenigen Punkten (e, b,), deren
entsprechende (e,, b) tn threm
Durchschnitte vereiniget sind. «

IV. nJede zwei in einer Ebene
schie {liegende projectivische (ebene)
Strahlbiischel B, B, erzeugen einen
Kegelschnitt, der durch thre Mut-
telpunkte geht, d. h., diese und
die Durchschnitte der entspre-
chenden Strahlenpaare sind .die
gesammten Punkte eines bestimm-
ten Kegelschnitts, und zwar wird
dieser wn jenen Mittelpunkten von
denjenigen Strahlen (e, d;) be-
riihrt, deren entsprechende le, d)
vereiniget sind.«

Es darf kanm erwihnt werden, dass zufolge der obigen
zweiten Anmerkung (§ 34) bei projectivischen [140] Gebilden
auf der Kugelfliche entsprechende Sitze statt finden.

39. Die so eben aufgestellten neuen S#tze iiber den Ke-

gel zweiten Grades und dessen Schnitte (§ 38) sind fiur die
Untersuchung dieser Figuren wichtiger, als alle bisher be-
kannten Sitze tber dieselben, denn sie sind die eigentlichen
wahren Fundamentalsitze, weil sie nimlich so umfassend
sind, dass fast alle iibrigen Eigenschaften jener Figuren auf
die leichteste und klarste Weise aus ibnen folgen, und weil
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auch die Methode, nach der sie daraus hergeleitet werden,
jede bisherige Betrachtungsweise an Einfachheit und Bequem-
lichkeit tibertrifft. Wiewohl ich mir vorbehalte, die genannten
Figuren erst spiterhin ausfithrlich zu untersuchen, so kann
ich doch nicht umhin, hier schon einige der nichsten Folge-
rungen aus jener Hauptquelle zu ziehen, die zar Bestitigung
der eben ausgesprochenen Behauptung als eine kleine Probe
dienen mdgen.

Was nimlich den weiteren Fortgang der gegenwiirtigen
Betrachtung betrifft, so soll nun zunichst noch auf einige
besondere Umstéinde und Grenzfille der erwihnten Sitze auf-
merksam gemacht werden; und sodann sollen einige wesent-
liche Eigenschaften der Kegelschnitte (so wie des Kegels),
die zum Behufe spiterer Untersuchungen ilber projectivische
Gebilde dienen, so wie auch einige Porismen aus denselben
in kurzen Andeutungen entwickelt werden. Nachgehends soll
zum eigentlichen Hauptgegenstande zurtickgekehrt, und zwar
die Erzeugnisse projectivischer Gebilde, die im Raume be-
liebig liegen, untersucht werden.

Besondere Fille.

40. Bei den obigen Sitzen (§ 38, I u.IV.) ist zuvdr-
derst noch anzugeben, welche verschiedene Gestalten [141]
die erzeugten Figuren haben konnen; woran zu erkenmnen, zu
welcher Klasse (§ 36) der durch zwei projectivische Gebilde
erzeugte Kegelschnitt gehdre, und ob durch dieselben zwei
Gebilde, je nachdem sie anders liegen, ein Kegelschnitt an-
derer Art erzeugt werde? Ftir einige Fille folgt die Antwort
auf diese Fragen unmittelbar aus vorangegangenen Sitzen,
fitr die iibrigen wird sie spiter folgen. Folgendes lisst sich
némlich in Beziehung auf diese Fragen unmittelbar angeben.

I. Da zwei projectivisch #hnliche Gerade 4, 4, einen
unendlich entfernten Projectionsstrahl haben, und umgekehrt
dieselben #hnlich sind, wenn ihre unendlich entfernten Punkte
sich entsprechen, oder wenn sie einen unendlich entfernten
Projectionsstrahl haben (§ 13, 1), und da von den Kegel-
schnitten nur die Parabel eine unendlich entfernte Tangente
hat (§ 36, IL.), so folgt also (§ 38, IV.):

»Dass zwei in einer Ebene schief liegende pro-
jectivisch ahnliche Gerade 4, 4, eine Parabel er-
zeugen.« Und umgekehrt:
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»Dass je zwei Tangenten einer Parabel von allen
tibrigen Tangenten derselben projectivisch &hmlich
geschnitten werden.«

Der letztere Satz ist, mit andern Worten ausgesprochen,
allgemein bekannt. Da bei zwei projectivisch #hnlichen Ge-
raden keine Parallelstrahlen statt finden (§ 13, I), so folgt
ferner: »Dass von den nicht unendlich entfernten
Tangenten einer Parabel keine zwei parallel sein
konnen.« (Die unendlich entfernte Tangente kann als mit
jeder anderen parallel angesehen werden)S).

(142] Zwei beliebige projectivische Geraden A4, 4,, die
nicht #hnlich sind, konnen also nie eine Parabel erzeugen,
wohl aber kénnen die nimlichen zwei Geraden sowohl Ellipsen
als Hyperbeln erzeugen, je nachdem die in ihrem Durch-
schnitte vereinigten Punkte (T, e,) beschaffen sind, welcher
Umstand spiter in Erwigung gezogen werden soll. Der Win-
kel, den die Geraden unter sich bilden, hat demnach auf die
Art des Kegelschnitts keinen Einfluss, sondern nur auf dessen
besondere Gestalt, so z. B. giebt es ein System von Punkten-
paaren, die so beschaffen sind, dass, wenn eins derselben im
Durchschnitte der Geraden vereiniget ist, alsdann die letzte-
.ren unter einem bestimmten Winkel einen Kreis erzeugen.
Werden insbesondere die Durchschnitte 1, g, der Parallel-
strahlen, d. h., die Punkte, deren entsprechende t,, q unend-
lich entfernt sind, im Durchschnitte der Geraden vereiniget,
go ist der Kegelschnitt offenbar eine Hyperbel und die Ge-
raden sind die Asymptoten derselben (§ 36, IIL u. § 38, IV.);
daher folgen unmittelbar die bekannten Eigenschaften der
Hyperbel: »Dass das Rechteck unter den Abschnitten
ra, q,4a,, oder th, q,b,, ..... , welche eine beliebige
Tangente @, b, ..... von den Asymptoten (A4, 4,) ab-
schneidet, eine bestindige Grdsse hat (§ 12)«; »dass
daher auch der Inhalt des Dreiecks raa,, welehes
die Tangente mit den Asymptoten einschliesst, con-
stant ist«, und andere Eigenschaften mehr, die spiter voll-
stindig aufgez#hlt werden sollen.

Da die Geraden A4, 4, im gegenwirtigen Falle (wo sie
nicht #hnlich sind) Parallelstrahlen 7, g haben, so folgt also:

»Dass sowohl bei der Ellipse als bei der [143] Hy-
perbel die Tangenten paarweise parallel sind«*)8).

*) Diese Eigenschaft folgt auch leicht aus der obigen Betrach-
tung des Kegels (§ 36), wie man im zweiten Abschnitte sehen wird.
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Hierbei folgt auch unmittelbar der oben (§ 37) in der
Note erwihnte Satz von Brianchon, in Bezug auf die Durch-
schnitte v, q, der Parallelstrahlen, wie leicht zu sehen.

Beobachtet man die Geraden A4, A,, wihrend sie allmih-
lich aus der schiefen in die perspectivische Lage tibergehen,
so sieht man, dass der Kegelschnitt zuletzt in diejenige Ge-
rade (¢e,) tibergeht, welche den entstehenden Projectionspunki
B mit dem Durchschnitte (ee,) der Geraden verbindet, und
zwar geht die Ellipse in das durch die Punkte (ee,), B be-
grenzte Sttick, die Hyperbel in die beiden tibrigen (unend-
lichen) Sticke, und die Parabel, bei welcher der Projections—
punkt B sich ins Unendliche entfernt (§ 13, 1), in die eine
Hilfte der durch den Punkt (ee,) getheilten Geraden (ee,) tber.

II. So wie bei zwei projectivischen ebenen Strahlbiischeln
B, B,, die in einer Ebene concentrisch liegen, entweder
zwei, oder nur ein, oder gar kein Paar entsprechender
Strahlen sich vereinigen (§ 16, IL), gleichermaassen werden,
wenn die Strahlbiischel beliebig liegen, entweder zwei, oder
nur ein, oder gar kein Paar entsprechender Strahlen parallel .
sein; denn lisst man, von jener Lage ausgehend, den einen
Strahlbiischel sich so bewegen, dass sich jeder Strahl sich
selbst parallel bewegt, so hat man die letztere Lage, und
die zuvor vereinigten entsprechenden Strahlenpaare werden
sodann parallel sein. Sind aber zwei entsprechende Strahlen
[144] parallel, so zeigt dies an, dass der erzeugte Kegel-
schnitt einen unendlich entfernten Punkt habe, nach welchem
sie gerichtet sind, daher konnen dieselben zwei Strahlbtischel,
im Allgemeinen, Kegelschnitte von allen drei Arten erzeugen,
je nachdem sie gegen einander gerichtet sind (§ 36 u. § 16, IL.),
und zwar wie folgt:

a) »Zwei gleichliegende projectivische ebene Strahl-
bischel B, B, konnen Ellipsen, Parabeln oder Hy-
perbeln erzeugen, je nachdem sie gegen einander
gerichtet sind, nimlich innerhalb eines bestimmten
Spielraums erzeugen sie nur Ellipsen, an den beiden
Grenzen desselben, also in zwei bestimmten Rich-
tungen, wo die Strahlen ¢, g,, oder 4,4, parallel
sind (§ 16, II.), erzeugen sie Parabeln, und jenseits
dieser Grenzen erzeugen sie nur Hyperbeln.« Und

b) »8ind die Strahlbitschel nnglelchhegend 80 er-
zeugen sie nur Hyperbeln.«

Da, im Falle die Strahlbtischel eine Hyperbel erzeugen,
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die zwei Paar paralleler entsprechender Strahlen nothwendiger
Weise den Asymptoten parallel sein miissen, weil sie mit
diesen nach denselben unendlich entfernten Punkten gerichtet
sind; und da die Hyperbel gleichseitig heisst, wenn die
Asymptoten zu einander rechtwinklig sind, so folgt also:
»Dass die Strahlbtischel in beiden vorstehenden Fil-
len (a, b) eine gleichseitige Hyperbel erzeugen, wenn
man sie so gegen einander richtet, dass die Schen-
kel (s und s,, ¢ und #,) der entsprechenden rechten
Winkel (§ 9, IL.) parallel sind.«

Sind insbesondere die Strahlbiischel B, B, gleich, [145]
80 erzeugen sie im Falle (a) einen Kreis (§ 37), und im Falle (b)
eine gleichseitige Hyperbel.

Lisst man die beliebigen Strahlbtischel B, B, allmihlich
in perspectivische Lage tibergehen, nimlich dadurch, dass
zwei parallele entsprechende Strahlen aufeinander fallen, wel-
ches also nur von der hyperbolischen und parabolischen Lage
aus geschehen kann, so sieht man, dass der Kegelschnitt zu-
letzt in zwei bestimmte Gerade iibergeht, wovon die eine der
entstehende perspectivische Durchschnitt 4 und die andere
der gemeinschaftliche (durch beide Mittelpunkte B, B, gehende)
Strahl BB, ist. Bei der parabolischen Lage werden diese
zwei Geraden parallel.

L#sst man die Strahlbiischel B, B, in concentrische Lage
iibergehen, so geht die Hyperbel in zwei und die Parabel
in eine Gerade iber, ni#mlich in diejenigen Geraden, in
welchen entsprechende Strahlen zusammenfallen, dagegen zieht
sich die Ellipse in den gemeinschaftlichen Mittelpunkt (B.B,)
der Strahlbiischel zusammen. .

III. Beim Kegel im Allgemeinen finden keine so wesent-
lich verschiedene Klassen statt, wie bei seinen Schnitten
(§ 36), wohl aber bei einem besondern Falle desselben, er
kann némlich, wie folgt, in Grenzfille itbergehen und beson-
dere Gestalt erhalten. }

Der von zwei projectivischen Ebenenbiischeln A, A, oder
ebenen Strahlbtischeln B, B, erzeugte Kegel (§ 38, IL.) in-
dert nothwendiger Weise seine Gestalt, je nachdem die Ge-
bilde so oder anders gegen einander gerichtet sind, er kann
runder oder platter werden, und wenn insbesondere die Ge-
bilde in perspectivische Lage kommen, so geht der Kegel in
folgende Grenzfille ilber: bei den Ebenenbiischeln ¥, A, in
zwei Ebenen, wovon die eine' der perspectivische Durch-
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schnitt [146) B (§ 31) derselben und die andere die durch
beide Axen ¥, A, gehende Ebene (¢, &) ist (in welcher lotz-
teren zwei entsprechende Ebenen ¢; &, vereiniget sind), und
bei den Strahlbiischeln B, B, in diejenige Ebene, welche
durch die Projectionsaxe A derselben und darch die Durch-
schnittslinie (ee,) der Ebenen B, B, geht.

Lasst man die nimlichen zwei Ebenenbtischel A, A, ibhre
Lage allmahlich so #ndern, bis ihre Axen %, %, parallel
sind, so milssen nothwendiger Weise alle Strahlen des Kegels
mit denselben parallel werden, so, dass sich sein Mittelpunkt
D ins Unendliche entfernt. In diesem besonderen Falle heisst:
die erzeugte Figur nicht mehr Kegel, sondern »Cylinder«,
und zwar Cylinder zweiten Grades. Bei dieser besonde-
ren Lage der Ebenenbiischel o, %A, kdnnen, ebenso wie bei
zwei projectivischen ebenen Strahlbtischeln B, B, in einer
Ebene (IL) entweder zwei, oder nur ein, oder gar kein
Paar entsprechende Ebenen parallel sein (§ 31, III), und da-
her kann die Cylinderfliche entweder zwei, oder nur einen,
oder gar keinen unendlich entfernien Strahl haben, wodurch
sich drei Klasgsen von Cylindern von einander unterscheiden,
die nach der Reihe hyperbolische, parabolische wund.
elliptische Cylinder heissen. Die Bedingungen, unter wel-
chen die Ebenenbiischel den einen oder den anderen dieser
drei Cylinder erzeugem, sind den obigen, unter welchen die
ebenen Strahlbtischel B, B, den einen oder den anderen der
drei Kegelschnitte erzeugen (II.), ganz #hnlich. Dies - gilt
auch von dem besonderen Falle, wenn die Ebenenbiischel
A, A, gleich sind, in welchem Falle sie nimlich entweder
den sogenannten geraden, oder den gleichseitig hyper-
bolischen Cylinder erzeugen?).

(147] Wird der Cylinder von irgend einer Ebene E ge-
schnitten, so werden die ihn erzengenden Ebenenbiischel o, ¥,
in zwei ebenen Strahlbtischeln B, B, geschnitten, die sich
nothwendiger Weise in Hinsicht paralleler entsprechender
Strahlen in gleichem Falle befinden, als die Ebenenbtischel
A, A, in Hinsicht paralleler entsprechender Ebenen (weil
parallele Ebenen von jeder anderen Ebene in parallelen Ge-
raden geschnitten werden), daher kann die Ebene E den
ersten Cylinder nur in einer Hyperbel, den zweiten nur in-
einer Parabel, ‘und den dritten nar in einer Ellipsé schnei-
den (IL). Wird die schneidende Ebene E den Strahlen der
Cylinderfliche, oder den- Axen 2, %, parallel, so geht det.

Ostwald’s Klassiker. 83. 2
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Scbnitt in zwei solche Strahlen tiber, daher folgt: »dass zwei
parallele Gerade als Grenzfall sowohl von der Hy-
perbel, als der Parabel, oder als der Ellipse anzu-
sehen sind.«

Andererseits kann der Cylinder nur durch solche beson-
dere ebene Strahlbischel B, B, erzeugt werden, die aus
parallelen Strahlen bestehen. Es findet bei ihnen Aehnliches
statt, wie oben bei den Geraden A, 4, (L).

Der von zwei projectivischen Ebenenbtischeln ¥, %,, oder
von zwei projectivischen ebemen Strahlbiischeln B, B, (deren
Strahlen parallel sind) erzengte Cylinder geht, wenn die Ge-
bilde in perspectivische Lage gelangen, im ersten Falle in
zwei und im anderen Falle in eine Ebene fiber, auf dieselbe
Weise wie oben der Kegel.

Einige Eigenschaften der Kegelschnitte,

41. Wie bereits oben erwihnt (§ 39), sollen nun einige
bemerkenswerthe Sitze tiber die Kegelschnitte [148] aus den
obigen Fundamentalsitzen (§ 38, III, IV.) in gedringter Kiirze
entwickelt werden.

1. Da die projectivische Beziehung zweier Geraden 4, A4,
bestimmt ist, sobald irgend drei Paar emtsprechende Punkte
oder irgend drei Projectionsstrahlen @, b, ¢ gegeben sind, und
da eben so die projectivische Beziehung zweier Strablbuschel
B, B, durch drei entsprechende Strahlenpaare ¢ und a,, b
und b,, ¢ und ¢,, oder durch deren Durchschnitte a, b, ¢, be-
stimmt ist (§ 10, 8), so folgen unmittelbar nachstehende Sitze
(§ 38, IV.):

»Durch trgend fiunf Tangenten
(A, Ay, a, b, ¢) 18t esn Kegelschnitt
bestimmt, d. h., finf beliebige
(Ferade tn einer Ebene kinnen
allemal von einem, aber nur von
einem cinzigen Kegelschnitt be-
rithrt werden. «

» Durch irgend fiinf Punkte
(B, By, a, b, ¢) in einer Ebene ist
ein Kegelschnitt bestimmt, d. h.,
Jinf beliebige Punkte in etner
Ebene liegen allemal in etnem,
aber nur in einem einzigen Ke-
gelschnitt.«

Diese S#tze finden immer statt, die gegebenen filnf Ele-

mente mdgen welche gegenseitige Lage haben als man will,
wenn ndmlich auch die Grenzfslle, in welche der Kegelschnitt
tbergehen kann (§ 40, I, IL), gestattet werden; nur in dem
einzigen Falle, wo von den ftinf gegebenen Geraden sich vier
in einem Punkte schneiden, oder von den finf gegebenen
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Punkten vier in einer Geraden liegen, ist der Kegelschnitt
nicht vollkommen bestimmt. Wie bei jedem vorgelegten Falle
die Gestalt oder Art des Kegelschnitts leicht zu erforschen
ist, wird spiter gezeigt.

II. Aus (§ 24, IIL) sieht man, wie, wenn irgend fiinf
Tangenten oder irgend fiinf Punkte eines Kegelschnitts ge-
geben sind, alsdann beliebige andere Tangenten oder beliebige
andere Punkte desselben, mittelst des Lineals .allein, zu
finden sind.

[149] III. Nach (§ 18) folgt:

1. »Dass durch irgend etnen 1. »Dass trgend eine Gerade

Punkt in der Ebene eines Kegel-
schnitts im Allgemeinen und hich-
stens nur szweir Tangenten des
letzteren gehen. Niimlich es gehen
zwet, oder nur eine oder gar keine
Tangente durch den genannten
Punkt, je nachdem derselbe aus-
serhalb, oder in, oder innerhalb
dem Kegelschnitte liegt.«

tn der Ebene eines Kegelschnitts
den letzteren im Allgemeinen und
hochstens nur in zwei Punkten
schneidet. Namlich die genannte
Gerade kann den Kegelschnitt
entweder in zwei Punkten schnei-
den, oder nur in etnem Punkt
treffen, d. h., thn beriihren, oder
thm gar nicht begegnen.«

Diese Eigenschaft der Kegelschnitte bewirkt, dass diesel-

ben »Linien der zweiten Klasse«*) und »Linien der
zweiten Ordnunge genannt werden. Dieselben Eigenschaf-
ten lassen sich auch, mittelst des Kegels {§ 36), vom Kreise

herleiten.
Es folgt ferner (§ 18):

2. » Dass und wie man, wenn
Siinf Tangenten eines Kegel-
schnitts gegeben sind, ohne dass
er selbst gezeichnet vorliegt, die
durch irgend “einen Punkt gehen-
den  Tangenten desselben  bloss
durch Hiilfe des Lineals ziehen
kinne, sobald in derselben Ebene
irgend ein Kreis (oder sonstiger
Kegelschnitt) gegeben ist.«

2. » Dass und wie man, wenn
Sinf Punkte eines Kegelschnitts
gegeben sind, ohne dass er selbst
gezeichnet vorliegt, die in irgend
einer Geraden 'Z'egendm - Punkte
desselben bloss durch Hiilfe des
Lineals finden kinne, sobald in
derselben Ebene irgend ein Kreis
(oder sonstiger Kegelschnitt) ge-
geben ist.«

42. L Da durch finf Elemente ein Kegelschnitt bestimmt

ist (§ 41, L), so milssen zwischen sechs Elementen [150]
desselben nothwendiger Weise bestimmte Beziehungen statt

*) Gergonne nennt eine Curve, an welche, von irgend einem
gnnkte aus, hchstens n-Tangenten gehen, eine Curve der nten
lasse.

2%
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§ 42

finden; diese Beziehungen sind zum Theil in (§ 24, 1) ent-
halten und lassen sich hier wie folgt tibertragen (§ 38, 1V.):

1. »Bei jedem einem Kegel-
schnitte umschriebenen Sechseck
(d. k., dessen Seiten Tangenten
des Kegelschnitts sind) treffen die
drei  Hauptdiagonalen, —welche
némlich die ng:genﬂber stehenden
Ecken verbinden, in irgend einem
Punkte zusammen. <

1. »Bei jedem einem Kegel-
schnitte eingeschriebenen Sechseck
(d. %., dessen Ecken wm Kegel-
schnitte liegen) liegen die dres
Durchschnitispunkte der einander
gegem‘lber stehenden Settenpaare
allemal tn irgend einer Geraden.«

Und umgekehrt:

2. » Treffen die drei Haupt-
diagonalen etnes Sechsecks in ir-
gend einem Punkte zusammen, so
werden seine Seilen von irgend
cinem bestimmten Kegelschnitte
berithrt. «

2. »Liegen die dres Durch-
schnitte der gegeniiber stehenden
Settenpaare eines Sechsecks in
irgend einer Geraden, so liegen
seine Ecken tn irgend einem Ke-
gelschnitte.«

Den Batz rechts (1.) hat Pascal*) und den links Brian-
chon**) zuerst bekannt gemacht. Pascal nannte das betref-
fende Sechseck » Hezagrammum mysticum«. In einer Ab-
handlung, die verloren gegangen ist, soll er eine vollstidndige
Behandlung der Kegelschnitte auf seinen Satz gegriindet haben.
Spiter wurde der Pascal’sche 8atz vornehmlich von Mac-
Laurin, Robert Simson und Carnot bewiesen, und auch
Schwab theilt denselben, im Anhange zu Euklides Data, ins-
besondere vom Kreise mit. 8eit Brianchon seinen Satz ent-
deckt hat, erkannte man [151] besonders die Wichtigkeit der
beiden Sitze fiir die Betrachtung der Kegelschnitte, und des-
halb wurden sie in neuerer Zeit so hinfig und verschieden-
artiz bewiesen, wie nur selten geometrischen S#tzen gleiche
Aufmerksamkeit zu Theil ward. Namentlich haben sich da-
mit die franzosischen Mathematiker Gergonne, Poncelet,
Chales, Sturm, Bobillier u. a. m., der belgische Dandelin,
und die deutschen Moebius und Pliicker beschiftigt. Die
gegenwirtige Ableitung der Bitze beleuchtet sie von einer
neuen Seite, sie zeigt, dass dieselben nicht die eigentliche
Grundlage fir die Untersuchung der Kegelschnitte sind, son-
dern dass sie vielmehr, mit vielen anderen Eigenschaften
zugleich, aus einer umfassenderen Quelle, nimlich aus der

* In seinem Essai sur les Coniques.
**) Im XIII Heft des Journal de I'Ecole Polytechnique.
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Beziehung projectivischer Gebilde, sehr leicht und klar hervor-
gehen. Eine wesentliche Vervollstindigung der beiden S#tze
habe ich zuerst bekannt gemacht im XVIIL. Bd. der Annales
de Mathématiques; dieselbe soll anch hier weiter unten (im
Anhange) wiederum zum Beweise vorgelegt werden.

Die friiheren Sitze (§ 23, IIL) sind als Grenzfille der
vorstehenden anzusehen, wie man leicht bemerken wird (§ 40).

Die oben stehenden Sitze (1, 2.) konnen auch auf eine
andere Art aufgefasst und ausgesprochen werden, und zwar
8o, dass statt des jedesmaligen Sechsecks zwei Dreiecke
betrachtet werden, welche durch dieselben sechs Elemente be-
stimmt sind, nimlich statt des umschriebenen Sechsecks die-
jenigen zwei Dreiecke, wovon das eine die erste, dritte und
finfte, und das andere die zweite, vierte und sechste Ecke
des Bechsecks zu Ecken hat, und statt des eingeschriebenen
Sechsecks diejenigen zwei Dreiecke, von denen das eine die
erste, dritte und fiinfte, und das andere die [162] zweite,
vierte und sechste Seite desselben zu Seiten hat. In dieser
Hinsicht lauten die S#tze wie folgt:

3. »Treffen die drei Geraden,
welche die Ecken zweier in einer
Ebene liegenden Dreiecke, in ir-
gend einer Ordnung paarwetse
genommen, verbinden, in irgend
einem Punkte zusammen, so wer-
den die iibrigen sechs Geraden,
welche die Ecken des einen Drei-
ecks mit denen des anderen ver-
binden, allemal von irgend einem
Kegelschnitte beriihrt.« Und auch
umgekehrt.

3. nLiegen die drei Punkte, in
welchen die Seiten zweier in einer
Ebene liegenden Dreiecke, in ir-
gend esner Ordnung paarweise
genommen, sich schneiden, in -
gend einer Geraden, so liegen die
ubrigen sechs Punkte, in welchen
die Seiten des einen Dreiecks die
des anderen schneiden, allemal in
trgend einem Kegelschnitte« Und
auch umgekehrt.

II. Vermége der Schlussbemerkungen in den Sitzen (§ 38,

1V.) folgt, dass, wie bei der obigen Aufgabe (§ 24, III, b, 8.)
bei zwei schiefliegenden projectivischen Gebilden (4, 4, oder
B, B,) die den vereinigten Elementen (v, ¢,, oder d, ¢,) ent-
sprechenden Elemente (b,, e, oder d,, ¢) gefunden worden,
durch dasselbe Verfahren aumch:

sWenn finf beliebige Tangen-
ten ez%waéekchnitts gengen
sind, die Berithrungspunkte der-
selben nur mit Hiilfe des Lineals
gefunden werden kinnen.«

» Wenn jm)l;f beliebige Punkte
etnes Kegelschnitts gegeben sind,
die Tangenten tn denselben nur
mit Hiilfe des Lineals gefunden
werden kinnen.
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Es sind darin zugleich die nachstehenden bekannten Sitze

enthalten:

»Bei jedem etnem Kegelschnitte
umschriebenen Ft'infeckge treffen
die Diagonalen, welche trgend
zwes Eci?enpaare verbinden, [158]
und die Gerade, welche die jedes-
malige fiinfte Ecke mit dem Be-
rihrungspunkte der gegentiber
etehendZn Seite verbindet, einan-
der in srgend einem Punkte.«

»Bei jedem einem Kegelschnitte
eingeschriebenen Fiinfecke liegen
die Durchschnittspunkte irgend
zweter Seitenpaare und der [153]
Durchschnittspunkt, welchen die
Jedesmalige fiinfte Seste mit der
Tangente in der gegentiber stehen-
den Ecke bildet, allemal tn irgend
einer Geraden.«

III. Die Bitze in (§ 24, II.) lassen sich hier, mit anderen
Worten, wie folgt, wiederholen (§ 38, IV.):

1. »Bet allen einem Ke’qel-

1. »Betr allen einem Kegel-
hnitte Y h Vier-

ohonon

schnitte umschriebenen Vier
bei welchen ein Paar gegeniiber
stehende Seiten tn trgend zwet
{ecten Tangenten desselben sich
efinden, liegt der Durchschnitts-
punkt der Geraden, welche durch
die gegeniiber stehenden Ecken
gehen (Diagonalen), in einer und
derselben bestimmten Geraden,
die ndmlich durch die Beriih-
rungspunkte jener zwei festen
Tangenten geht.«

ecken, bei welchen dus eine Paar
gegentiber stehende Ecken in ar-
end zwes festen Punkten dessel-
en sich bei/inden, eht die Ge-
rade, welche die Durchschnitts-
punkte der gegeniiber stehend
Setten verbinjet, durch emnen und
denselben bestimmten Punkt, der
nimlich in den zu jenen festen
Punkten gehtrigen  Tangenten
liegt (shr Durchschnittspunkt ist).«

Diese allgemein bekannten S#tze werden kilrzer, wie folgt,

ausgesprochen :

2. »Bet jedem einem Kegel-
schnitte umschriebenen Vierecke
gehen die beiden Diagonalen und
die Gerade, welche die Beriih-
rungspunkte zweter gegeniiber
stehender Seiten verbindet, durch
einen und denselben Punkt.«

2. »Bei jedem einem Kegel-
schnitte eingeschriebenen Vierecke
liegen die Durchschnittspunkte der
gegeniiber stehenden Seiten und
der Durchschnitt der Tangenten
in zwet gegeniiber stehenden Ecken,
in einer Geraden.«

Oder fiir das vollstindige Vierseit, welches durch irgend

vier Tangenten eines Kegelschnitts gebildet wird, und fiir
das vollstindige Viereck, welches durch irgend [154] vier
Punkte eines Kegelschnitts bestimmt wird, da jedes drei ein-
fache Vierecke (oder Vierseite) enthilt (§ 19), folgen daraus
unmittelbar nachstehende Eigenschaften:

3. »Werden irgend vier Tangenten eines Kegel-
schnitts als ein vollstindiges Vierseit und ihre vier
Bertthrungspunkte als ein vollstdndiges Viereck an-
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gesehen, sind etwa 4, 4,, 4,, A, (Fig. 39) die vier
Tangenten und a, a,, ,, a; die vier Berithrungspunkte,
so findet zwischen denselben folgende Beziehung

statt:

Die dres Diagonalen bg, cf, be
des vollstindigen Viersests fallen
mit den drei Geraden tY, T3, 93
welche die Durchschnitte ¢, ¥, 3
der gegeniiber stehenden Seiten
des vogatdndigen Vierecks ver-
binden, zusammen. «

Die drei Durchschnitte ¢, 9, 3
der gegeniiber stehenden Seiten
des vofhtands'gm Vierecks fallen
mit den dres Durchschnitten t,
Y, 3 der Diagonalen des vollstin-
digen Vierseits zusammen.«

Zufolge dieses Satzes kann man also, wie man sieht, sehr

leicht mittelst des Lineals:

4. sWenn irgend vier Tangen-
ten A, A, Ay, A, eines Kegel-
schnitts und der Beriihrurigspunkt
einer derselben, etwa a, gegeben
sind, die Beriihrungspunkte a,,
Ay, @y der dres tibrigen Tangenten
Jinden.« Denn durch die vier
Tangenten sind die Punkte 1,
v, 3 gegeben, durch diese und
durch a werden die Strahlen d,
¢, b bestimmt, welche durch die
gesuchten Punkte a,,a,, a, gehen.

4. »Wenn irgend vier Punkte
a, a,, 0y a3 ewnes Kegelschnitts
und die Tangente in einem der-
selben, etwa A, gegeben sind, die
Tangenten A,, Ay, A, in den drei
sibrigen Punkten en.« Denn
durch die vier Punkte sind die
Geraden 1Yy, £3, yr bestimmt,
durch diese und durch 4 sind
die Punkte b, ¢, b gegeben, wel-
che in den gesuchten Tangen-
ten d,, A4, A, liegen.

IV. Die B8itze in (IL. und IIL), nebst vielen anderen

S#tzen, kann man, wie es einige franzdsische Mathematiker
[155] gethan haben, dadurch aus den S#itzen in (L) ableiten,
dass man von den jedesmaligen sechs Elementen des Kegel-
schnitts allmihlich ein oder zwei Paar, u. s. w., sich vereini-
gen lisst. Auf diese Weise folgen z. B., wenn man in (I, § 3)
die beiden Dreiecke (sowohl links als rechts) sich allm#hlich
go verlindern li#sst, dass die Seiten des einen zuletzt den Ke-
gelschnitt berfthren, wobei dann nothwendiger Weise die
Ecken des anderen in die Berithrungspunkte der Seiten des
ersteren zu liegen kommen, unmittelbar nachstehende bekannte
Sitze:

1. »Bei jedem einem Kegel- 1.

»Bei jedem einem Kegel-
schnitte umschriebenen Dreseck

treffen die drei Geraden, welche
dte Ecken mit den Berihrungs-
punkten der gegeniiber steh
Seiten verbt'nd}n, tn trgend einem
Punkte zusammen.«

schnitte eingeschriebenen Dreiecke
liegen die drei Punkte, in wel-
chen die Seiten von den Tangen-
ten in den gegeniiber stehenden
Ecken geschnitten werden, in ir-
gend einer Geraden.«
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Und umgekehrt:

2. »Zieht man aus den Ecken
eines Dyeiecks durch irgend einen
Punkt drei Gerade, so begegnen
diese den gegeniiber slchenden
Beiten in dres solchen Punkten,
in welchen sie von irgend einem
bestimmten Kegelschnitte beriihrt
werden. «

2. » Schneidet man die Seiten
eines Dreiecks durch irgend eine
Gerade, so sind die drei Gera-
den, welche die Durchschnitte mit
den ; stehenden Ecken
verbi: Tangenten irgend eines
bestimmten, dem Dr';geke um-
schriebenen Kegelschnitts.«

Man sieht, wie man vermdge dieser Sitze sehr leicht:

3. »Wenn irgend drei Tangen-
ten eines Kegelschnitts und die
Bertihrungspunkte zweier dersel-
ben (186, gegeben sind, den Be-
Zﬂhrungspu t der dritten finden

ann, «

3. sWenn srgend drei Punkte
eines Kegelschnitts und die Tan-
genten in zweien derselben gege-
ben sind, (156} die Tangente im
dritten finden kann.

Die vorstehenden Sitze sind vieler Folgerungen fahig, die

aber gegenwiirtiz nicht ausgeftihrt werden diirfen; spiter soll
ein Theil davon entwickelt werden. Eine grosse Reihe von
84tzen, mit depen sie in Beziehung stehen, habe ich im ersten
und zweiten Hefte des XIX. Bandes der Annales de Mathé-
matiques bekannt gemacht.

43. 1. Andere Beziehungen zwischen sechs gleichnamigen

Elementen eines Kegelschnitts (§ 42, I.) griinden sich auf die
Gleichheit der Doppelverhiltnisse bei projectivischen Gebil-

den, und lauten wie folgt (§ 10, . und § 38, IIL):

1. »Bei z'rlqend sechs Tangenten
eines Kegelschnitts werden je
zwei von den jedesmaligen vier
tlbrigen 8o geschnitten, dass die
Doppelverhilinisse aus den Ab-
schnitten gleich sind.« Oder

»Irgend vier feste Tangenten
eines Kegelschnitts schneiden alle
tibrigen Tangenten desselben nach
einem und demselben Doppelver-
hitltnisse.«

1. »Bei srgend sechs Punkten

eines Keyekd{nitts bestimmen je

zwer mit den vier iibrigen solche

Strahlen, dass die Doppelverhdlt-

nisse der Stnusse der dazwischen

(l)z'e enden Winkel gleich sind.«
er

sIrgend vier feste Punkte eines
Kegelschnitts bestimmen mit je-
dem andern Punkte desselben vier
Strahlen, denen ein wund dasselbe
Doppelverhiiltniss zukommt.«

Und umgekehrt:

2. r»dlle miglicken Geraden,
welche von irgend vier festen Ge-
raden nach einem und demselben
Doppelverhiilinisse  geschnitten

2. »Alle miglichen Punkte, wel-
che mit irgend vier festen Punk-
ten vier solche Strahlen bestim-
men, denen ein gegebenes Dop-
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werden, sind, sammt den vier
Jesten Geraden, Tangenten [167]

trgend eines bestimmien Kegel-
schnitts. «

pelverhiltniss zukommt, liegen tn
irgend etnem, durch (157) die vier
Jesten Punkte gehenden Kegel-
schnitt.« .

Die S#tze links sind, unter anderer Form abgefasst, be-
kannt,

Die vielen Folgerungen, die sich aus den vorstehenden
Bitzen ziehen lassen, miissen hier #ibergangen werden; nur
der nachstehende besondere Fall soll gegenwirtig in Betracht
gezogen werden.

II. Wenn bei den vorigen Sitzen die erwihnten Doppel-
verhiltnisse den besonderen Werth = 1 haben, so dass also
die jedesmaligen betreffenden vier Elemente harmonisch sind
(§ 12, I1.), so lauten die Siitze insbesondere wie folgt:

1. »Schneiden vier Tangenten 1. » Bestimmen vier Punkte

eines Kegelschnitts irgend eine eines Kegelschnitts mit irgend
Siinfte har isch, so schneiden ;

sie auch jede andere Tangente
desselben ebenso.«

Siinften harmonische Strah-
len, so thun sie mit jedem anderen
Punkte desselben ein Gleiches.«

Und umgekehrt:

2. »Alle Geraden, welche von
trgend vier festen Geraden har-
snonisch geschnitten werden, be-
rithren etnen bestimmten Kegel-
schnitt, welcher auch von jenen
esten Geraden berithrt wird.«

2. »>Alle Punkte, welche mit
irgend vier festen Punkten vier
harmonische Strahlen bestimmen,
liegen in einem bestimmiten Ke-
gelschnitt, der durch jene festen
Punkte geht.«

Die vier fesien Tangenten sollen in Bezug auf den be-
treffenden Kegelschnitt »>vier harmonische Tangentens,
und umgekehrt soll der Kegelschnitt in Bezug auf das durch
jene gebildete Vierseit »der eingeschriebene harmoni-
sche Kegelschnitt« genannt werden. Eben so sollen an-
dererseits die vier festen Punkte in Bezug auf den zugehd-
rigen Kegelschnitt »vier harmonische Punkte¢, und um-
gekehrt [158] der Kegelschnitt in Bezug auf das durch die
Punkte bestimmte Viereck »der umschriebene harmoni-
sche Kegelschnitt« heissen. Um diese Eigenschaften voll-
stindig aufzukliren, miissen hier noch folgende Betrachtungen
hinzugefiigt werden.

Sind 4, A4,, 4,, A, {Fig. 40) irgend vier harmonische
Tangenten eines Kegelschnitts und ist 4, eine beliebige fiinfte
Tangente desselben, so sind also die vier Punkte B, i, I, [,
in welchen sie von jenmen geschnmitten wird, harmonisch. Nun



26 Erzeuguisse projectivischer Gebilde.

sind 2. B. 4 und A, in Ansechung der Punkte, in weichem
sic von den #brigen Tasgenten geschmitien werdem, projec-—
tivisch, snd zwar estspricht dem Pumkie §) in 4, der Be—
rahrungspunkt @ in 4 §35. 111 , so dass alko dem vier
Puskten §, i, f, [ in A, die vier Punkte a,[-,c,t in A ent-
sprechen ; folglich sind auch die vier letzterem Pumkte har-
monisch. Gleiches folgt fiir die dbrigen Tangentem A4,, A,.
A,. Wenn aber sowokl ¢, b, a, T als ¢, ¢, a,, § harmonisch
smd so missen die drei Geraden be, aa,, tg cinander in
einem und demselben Punkte | trefflen § 12 umd § 14). Aus
gleichen Grtinden liegen die Bertihrungspunkte a,, a, der sich
zugeordneten harmonischen Tangenten A,, A, mit dem Durch-
schnitte ¢ der beiden fibrigen 4, A4, in einer Geraden ca,aj,.

8ind aodererseits B, B, B,, B, (Fig. 41 irgend vier har-
monische Punkte in einem Kegelsehnitte, und ist B, ein be-
liebiger fanfter Punkt desselben, so sind also die vier Strahlen
h, %, &, I harmonisch, und da die Strahlbiischel B, und B in
Ansebung der Strablen 2, 1, £,/ und a, b, c, d, wWo nimlich
a die Tangente im Mittelpunkte B ist, projectivisch sind
'§ 38, III. , so sind folglich auch die vier Strahlen a, b, ¢, d
harmonisch. Gleiches findet fir die drei fibrigen Punkte [159]
B, B,, B, statt. Wenn aber sowohl ¢, b, 4, d als ¢, ¢, a,, g
harmonisch sind, so mfssen die drei Punkte B s ¢, By in
einer Geraden lxegen § 12 und 14). Aus shalichen Grﬂnden
mtissen die Tangenten a,, a, in den zwei sich zugeordneten
harmonischen Punkten B, B; mit der durch die zwei fibrigen
‘zugeordneten) Punkte B, B, bestimmten Geraden ¢ in einem
Punkte f zusammentreffen.

Aus dieser Betrachtung fliesst Folgendes:
»Irgend vier harmonische

§ 43

3. nIrgend vier harmonische 3.

Tangenten eines Kegelschnitts ha-
ben solche Beziehung zu einander,
dass a) der Berihrungspunkt einer
Jeden su den drei Puukten, in
welchen sie von den drei ilbrigen
geschnitten wird, der vierte har-
monische Punkt sst, und zwar
demjenigen zugeordnet in welchem
die jedesmalige Tangente von der
ihr_zugeordneten geschnitten wird;
und dass f) die Berﬂhrungspunkte
Je wweier zugeordneten Tangen-
ten und der Durchschnitt der zwei
tbrigen Tangenten in einer Ge-

Punkte eines Kegelschnitts haben
solche Beziehung zu esnander, dass
o) die Tangente tn jedem zu den
drei Strahlen, welche er mit den
drei iibrigen besttmmt, der vierte
harmonische Strahl sst und zwar
demjenigen zugeordmt welcher
durch den, dem Jedesmaltgen
Punkte zugeordneten Punkt geht;
und dass B) die Tangenten in je
zweien zugeordneten Punkten und
die Gerade, welche die zwei iibri-
gen Punkte verbindet, durch einen
Punkt gehen. Und’ umgekehrt:
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raden liegen.« Und umgekehrt:
7) »Erfiillen vier Tangenten eines
Kegelschnitts eine der zwei Be-
dingungen (), (8), 8o sind sie har-
montsch.« Daher folgt weiter (y
rechts): d) »dass vier harmonische
Tangenten eines Kegelschnitts die-
sen wn vier harmonischen Punkten
berithren.<
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y) »Erfiillen vier Punkte eines Ke-
gelschnitts eine der zwei Bedin-
gungen (), (8), so sind sie har-
monisch.« Daher folgt weiter
(y links): d) »dass vier Tangenten
eines Kegelschnitts, die ihn in
vier harmonischen Punkten beriih-
ren, ebenfalls harmonisch sind.«

(160] Mittelst dieser Eigenschaften lassen sich nach-
stehende Aufgaben sehr leicht l5sen.

4. » Die einem gegebenen Vier-
sett eingeschricbenen drei harmo-
nischen Kegelschnitte zu 6/inden,
d. h., die Punkte anzugeben, in
welchen sie die gegebenen Gera-
den beriihren.«

4. »Die einem gegebenen Vier-
eck umschriebenen drei harmoni-
schen Kegelschnitte zu finden, d.
h., die Tangenten anzugeben, von
welchen s&le in  den gegebenen
Punkten beriihrt werden.«

Da n#mlich die Seiten des gegebenen Vierseits, etwa A4,
A, A,, A, (Fig. 42), auf drei verschiedene Arten einander
zugeordnet werden kdnnen (§ 4), nimlich entweder a) 4 und
A, A, und 4,, oder b) 4 und A4,, 4, und 4;, oder c)
A und A4;, A, und 4,, so giebt es auch drei eingeschrie-
bene harmonische Kegelschnitte, deren Berithrungspunkte un-
mittelbar wie folgt gefunden werden. B8ind g, §), 3 die Durch-
schnitte der drei Diagonalen des Vierseits, so miissen, im
Falle (a), die Bertthrungspunkte i, i, einerseits mit g (3, 8),
und andererseits mit 3 (§ 42, IIL) in einer Geraden liegen,
folglich miissen sie in der Geraden g3 liegen. Ebenso sind
die zwei tibrigen Bertthrungspunkte i,, i, durch die Gerade
b3 gegeben. Aus gleichen Grinden sind im Falle (b) die
beiden Paar Berithrungspunkte a und a,, a, und a; mittelst
der Geraden fy, ct) gegeben; und ebenso werden im Falle
(¢) die gesuchten zwei Paar Berithrungspunkte § und §,, B,
und b, bloss durch Ziehen der Geraden ey, by gefundem, —
Andererseits, d. h., bei der Aufgabe rechts, werden die ge-
suchten Tangenten durch ein entsprechendes Verfahren ge-
funden, was Jeder leicht wird ausfiihren konnenS$).

5. »Zu irgend drei gegebenen 5. »Zu irgend drei gegebenen
Tangenten eines Kegelschnitts die  Punkien eines Kegelschmits den
vierte harmonische zu finden.< vierten harmontschen zu finden.<

[161] Es darf kaum erinnert werden, dass die Auflssung
dieser Anfgaben unmittelbar aus (3, 8) folgt. Jeder Aufgabe
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kommen, vermdge der verschiedemen Zuordnungen, drei Auf-
15sungen zu. )

So wie zu zwei festen Punkten §, I in einer Geradem A4,
‘Fig. 40, unzihlige Paare von zugeordneten harmonischen
Puankten i, [ mdaglich sind § §, IIL , ebenso sind also auch
zu irgend zwei festen Tangenten A4, A, eines Kegelschnitts
unzihlige Paare von zugeordneten harmonischen Tangenten
4A,, A, moglich, und es muss, zufolge (3, 8 der Durchschnitt
f eines jeden der letzteren Paare in der Geraden aa, liegen,
welche durch die Berdhrungspunkte jenes festen Tangenten-
paares geht, und die verschiedenen Paare Berithrungspunkte
derselben mtissen in Geraden a, q,, ..... liegen, welche simmt-
lich durch den Durchschnitt ¢ der festen Tangenten gehen.
Andererseits folgt Entsprechendes. Daher folgen weiter nach-
stehende Sitze:

6. >In Bezug auf irgend zwei 6.

§ 44

sIn Bezug auf srgend zwes

Tangenten A, A, eines Kegel-
schnitts giebt es unzihlige zuge-
ordnete harmonische Tangent.

Punkte B, B, eines Kegelschnitts
iebt es unziihlige zugeordnete
har ische Punktenpaare, nim-

paare, nimlich jede zwei Tangen-
ten (A,, A,), deren Durchschnitt
(f) in derjenigen Geraden aa,
liegt, welche durch die Beriih-
rungspunkte jener zwet geht, sind

lich jede zwei Punkte (B,, B,),
die tn einer Geraden (f) liegen,
welche durch den Durchschnitt
der Tangenten in jenen Punkten
geht, sind ein solches Paar.c

ein solches Paar.«

Diese 84tze gestatten verschiedene Umkehrungen, wovon
einige, als Theile umfassenderer S4itze, im nichsten Para-
graph folgen*).

(162) Harmonische Pole und Gerade in Bezug auf einen Kegelschnitt.

44. Aus vorhergehenden Sitzen folgt leicht eine merk-
wiirdige Eigenschaft der Kegelschnitte, die fiir mancherlei
Untersuchungen sehr fruchtbar und in neuerer Zeit, seit
Monge sie in Anregung gebracht, mit gutem Erfolge benutat
worden ist. Das Wesentlichste davon soll hier kurz ange-
deutet werden.

*) Auch enthalten sie besondere Fille, die spiiter, bei Unter-
suchuni der conjugirten Durchmesser der Kegelschnitte, in Be-
tracht kommen, nimlich man wird finden: dass die Scheitel irgend
zweier conjugirten Durchmesser eines Kegelschnitts vier harmoni-
sche Punkte, und die ihnen zugehdrigen Tangenten vier harmonische
Tangenten desselben sind.
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Es seien A4, 4, 4,, A, (Fig. 43) irgend vier Tangenten
eines Kegelschnitts und @, a,, a,, a; ihre Berithrungspunkte,
so kommen dem Vierseit 4.4, 4, A, und dem Viereck
aa, a,a,, ausser den in (§ 42, IlL, 3) angegebenen Beziehun-
gen, auch noch die in (§ 20, I.) ausgesprochenen Eigenschaf-
ten zu, wonach unter anderem z. B. die vier Strahlen 3a, 31,
44y, 3¢ harmonisch sind. Diese Strahlen werden also jede
Gerade harmonisch schneiden (§ 8, JI.), so dass-sowohl die
vier Punkte q, 1, ag, £, als a, §), a,, 1, als a,, b, a5, v, als a,,
8, a,, ¢ barmonisch sind. Vermdge dieser Punkie sind ferner
sowohl die vier Strahlen fa,, f4, fa,, fv, als ea,, e8, ea,, ex
harmonisch. Da zu den drei Punkten a, a,, 1 nur ein ein-
ziger, dem u zugeordneter, vierter harmonischer Punkt f)
moglich ist, so muss also, wenn der Kegelschnitt nebst den
Tangenten A, 4, und der Geraden cu fest bleiben, die Be-
riihrungssehne a,a, der Tangenten A4,, 4, stets durch den-
selben festen Punkt {) gehen, wo man auch den Durchschnitt
f der Tangenten auf der festen Geraden cit annehmen mag;
aus #hnlichen Griinden muss, wenn der Kegelschnitt nebst
den Tangenten 4, 4, und der Geraden by fest [163] bleiben,
die Gerade a,a,, welche die Bertihrungspunkte der Tangenten
A,, 4, verbindet, immerhin durch den festen Punkt ¢ gehen,
wo man auch den Durchschnitt e dieser Tangenten lings der
festen Geraden bt hinrticken mag. Wird noch bemerkt, dass
zufolge (§ 43, II, 3, B) die Gerade De durch die Bertihrungs-
punkte p, q der sich in x schneidenden Tangenten rp, rq
geht (dies wiirde auch folgen, wenn man die drei- Punkte
¢, a,, a, allmihlich mit p oder g zusammenfallen liesse), so
folgen zusammengenommen nachstehende Sitze:

1. »Bewegt sich ein Punkt (
oder ¢) n einer festen Geraden

1. »Dreht sich eine Gerade
(ay a3, oder a, a,), die einen Kegel-

schnitt schneidet, um irgend einen
(in thr liegenden) festen Punkt
(p oder r): «) so st der Ort des-
Jentgen Punkts (9 oder 8), welcher
zu den zwet Durchschnittspunkten

(Ia)u a,, oder a,, a,) und dem festen -

nkte der vierte, und zwar dem
letateren zugeordnete, harmonische
Punkt ist, eine bestimmte Qerade
(y oder z); und ) in dieser Ge-
raden bewegt sich zugleich der
Durchschnitt (§ oder e) derjenigen
zwei Tangenten (A,, A,, oder

(y oder z) tn der Ebene eines Ke-
gelschnitts: «) so geht diejenige
Gerade (v oder s), welche zu den
zwet durch den Punkt gehenden
Tangenten (A4, A,, oder A4,, 4,)
und der festen Geraden die vierte,
der letzteren zugeordnete, harmo-
nische Gerade (Strahl) s, durch
einen bestimmten Punkt (y, oder
v); und ) wm diesen Punkt dreht
sich zugleich diejenige Gerade
(a, aq, oder a, a,), welche durch die
Beriihrungspunkte (a, a3, oder
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Ay, Ay, durch deren Beriihrungs- a,a,) der jedesmaligen zwes Tan-
punkte jene bewegliche schnei- genten geht.«
dende Gerade geht.«

Vermdge dieser merkwiirdigen gegenseitigen Beziehung
des Punkts % oder ¢y und der Geraden y oder z im Verhilt-
niss zum Kegelschnitt («) soll in der Folge die Gerade »die
harmonische des Punkts«, und der Punkt »der harmo-
nische Pol der Geraden« [164] in Bezug auf den Kegel-
schnitt heissen*). Man sieht, dass, je nachdem der Punkt
innerhalb, wie f), oder ausserhalb, wie r, des Kegel-
schnitts liegt, seine Harmonische dem Kegelschnitt gar nicht
begegnet, wie y, oder ihn schneidet, wie z, und zwar
ihn in den Berihrungspunkten p, q der durch den Punkt p
gehenden Tangenten schneidet, wie bereits oben bemerkt
worden; so dass also nder Durchschnitt irgend zweier
Tangenten eines Kegelschnitts der harmonische Pol
der durch die Bertihrungspunkte gehenden Gera-
den ist«; dass also z. B. ¢ die Harmonische des Punkts e,
S die Harmonische des Punkts f, ¢ die Harmonische des
Punkts ¢, u. s. w., ist. Demnach geht die Harmonische jedes
Punkts (f, ¢, r, .....) der Geraden Y durch den harmonischen
Pol der letzteren. Gleiches findet auch bei der Geradem X
statt, nimlich nicht nur die Harmonischen der ausserhalb des
Kegelschnitts liegenden Punkte e, b, ....., sondern auch die
der innerhalb liegenden, wie etwa §, gehen durch den Pol g,
denn da die vier Punkte a,, 8, q,, r harmonisch sind, so
liegt ¢ in der Harmonischen s des Punkts 8. Daher folgt
(was zum Theil, mit anderen Worten ausgesprochen, im vor-
stehenden Satze (I, 8) enthalten ist):

II. » Die harmonischen Pole II. »Die Harmonischen aller

aller Geraden, die durch trgend Punkte, die tn irgend einer Ge-
emen Punkt (y oder r) gehen, in
Bezug auf enen Kegelschnitt,
Uiegen in einer bestimmien Gera-
den (y oder z), nimlich in der
Harmonischen jenes Punkts.«

[1685] Oder

» Geht etne Gerade durch ir-
gend einen Punkt, so geht die

raden (y oder z) liegen, in Bezug
auf ewnen Kegelschnitt, gehen
durch einen bestimmten nkt
(9 oder ), ndmlich durch den har-
montschen Pol jener Geraden.<

kiirzer:

»Liegt ein Punkt in srgend
einer Geraden, so liegt der Pol

¥) Die franzisischen Mathematiker nennen sie gewdhnlich

schlechtbin Polasre und Pol.
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Harmonische des letzteren durch der letzteren in seiner Harmo-
thren harmonischen Pol.« nischen.«

Man wird bemerken, dass Beides im Grunde nur ein und
derselbe Satz ist. In der Folge sollen irgend zwei solche
Gerade, von denen jede durch den harmonischen Pol der an-
dern geht, »zwei zugeordnete harmonische Geradec,
oder schlechthin >zwei zugeordnete Harmonische«, und
dhnlicher Weise sollen ihre Pole »zwei zugeordnete har-
monische Pole« heissen. Es sind also sowohl y und &,
als z und z, als z und y, u. s. w., zwei zugeordnete Harmo-
nische, und sowohl y und %, ¢ und 3, % und 3, u. 5. w., zwei
zugeordnete harmonische Pole. Fermer sollen je drei Gerade,
von denen jede dureh die harmonischen Pole der zwei ibri-
gen geht, wie z. B. z, y, 2, oder z, ¢, 5, »drei zugeord-
nete Harmonische«, und ebenso je drei Punkte, von denen
jeder der Durchschnitt der Harmonischen der zwei tibrigen
ist, wie z. B. g, 1), 3, oder g, ¢, 8, »drei zugeordnete har-
monische Pole« genannt werden Die Durchschnitte dreier
zugeordneten Harmonischen sind, wie man sieht, zugleich drei
zugeordnete harmonische Pole, und auch umgekehrt.

Da die drei Geraden z, y, z, so wie die drei Punkte
X, 9, 3, sowohl durch das vollstindige Vierseit 4.4, 4,.4,,
als durch das vollstindige Viereck aa, a,a; bestimmt werden,
so folgen unmittelbar nachstehende Sitze:

III. >Alle einem vollstiindigen IIL. »>Aile einem (vollstindigen)
Vierseit AA, A, A, eingeschrie-  Viereck aa,8,0, umschriebenen
benen [166] Kegelschmtte haben [166] K elschmtte haben gemetn-
gemeinschaftlich drei zugeordnete  schaftlich drei zzyeordnete har-
Harmonische und drei zugeord. he Pole und drei zugeord-
nete harmonische Pole, ndmlick nete Harmonische, nimlich die
die dres Duyonahm z, y, z des  dres Durchschnitte der dquenaber
Vierseits und thre Durchschnitte stehenden Sesten und die durch
L, Y, 3 sie bestimmten Geraden.«

Nach dem festgestellten Plane darf diese fruchtbare Be-
trachtung gegenwirtig nicht weiter entwickelt werden; nur
folgende Aufgaben, die mittelst des Lineals sehr leicht zu
l18sen sind, mégen hier noch Platz finden:

IV. »Die Harmonische trgend Iv.

> Den harmomschen Pol

eines gegebenen Punkls, in Bezug
auf einen gegebenen Kegelschmtt
zu finden.<

Es sei etwa r

oder f) der gegebene Punkt (links).

einer gegebenen Geraden, in Be-
zug auf einen gegebenen Kegel-
schnitt zu finden.<

Man

ziehe durch denselben irgend zwei den Kegelschnitt schnexdende
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Geraden d, ¢, oder ¢, f, verbinde die jedesmaligen vier Durch—
schnitte a, a,, a,, a, paarweise durch zwei Paar Geraden &
und ¢, ¢ und f, oder 4 und g, d und e, so liegen die Durch-
schnitte 3, ), oder 3, t dieser Geradenpaare, zufolge der oben
angegebenen Beziehungen, in der gesuchten Harmonischen
z oder y, welche also gefunden ist. Auf diese Weise suche
man, um die Aufgabe rechts zu ldsen, zu irgend zwei Punk-
ten der gegebenen Geraden die Harmonischen, so ist der
Durchschnitt der letzteren der verlangte Pol (II).

V. »An einen (gezeichnet vorliegenden) Kegelschnitt,
mittelst des Lineals, Tangenten zu ziehen, die
durch einen, ausserhalb desselben liegenden, ge-
gebenen Punkt ¢ gehen.«

[167] Man suche nach (IV) links, die Harmonische = des
gegebenen Punkts y, und verbinde die Punkte 9, q, in welchen
sie dem Kegelschniite begegnet, mit dem gegebenen Punkte
durch Gerade, so sind diese die verlangten Tangenten (zu-
folge der oben stehenden Betrachtung).

45. Die vorhin (§ 44) entwickelten S#tze tiber harmoni--
sche Geraden und Pole sind die Fundamentalsitze von einer
sehr fruchtbaren geometrischen Untersuchung, die in der
neuesten Zeit von franzdsischen Mathematikern mit grossem
Erfolge angewandt und ansgebildet worden. Ich muss mir
vorbehalten, spiter auf diesen Gegenstand zuriickzukommen
(im vierten Abschnitte), wo alsdann nicht allein grosse Reihen
von S#tzen und merkwiirdigen Eigenschaften entwickelt wer-
den, sondern auch das eigentliche Wesen des Gegenstandes
grindlicher und umfassender enthilllt werden wird. Denn in
der That wird sich zeigen, dass weder das Vorstehende (was
hier nur beiliufig entwickelt wurde), noch die Art und Weise,
wie der Gegenstand bisher von Anderen behandelt worden,
tiber die innere Natur und die eigentliche Bedeutung dieser
Eigenschaften gehdrige Auskunft giebt, sondern dass vielmehr
dieser-Gegenstand, wie er bisher aunfgefasst und erkannt wor-
den, nur ein Theil eines umfassenderen Ganzen ist, wovon
der andere Theil, der mit jenem in sehr naher Beziehung
steht, unter anderer Gestalt lingst allgemein bekannt war,
und dass endlich die gemeinschaftliche Urquelle beider Theile
aus einer eigenthtimlichen Verbindung projectivi-
scher Gebilde entspringt*).

*) Dadurch wird unter anderen auch die merkwiirdige Eigen-
schaft von sechs Punkten in einer Geraden, die von Désargues
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(168] Um hier nur an einem Beispiele die fruchtbare An-
wendung der im Vorhergehenden aufgestellten Eigenschaften
der harmonischen Geraden und Pole zu zeigen, ‘soll ein von
Brianchon gefundener merkwiirdiger Satz tiber Kegelschnitte *)

durch dieselben bewiesen werden.

gende Aufgabe herbeigefihrt.

> Wenn in einer Ebene sich ir-
gend z2wet Kegelschnitte K, K,
efinden, welchem Gesetz sind
dann die den Tangenten des einen
K,, in Beziehung auf den ande-
ren K, entsprechenden harmoni-
schen Pole unterworfenf<**)

Der Satz wird dureh fol-

> Wenn in _einer Ebene sich ir-
geﬂd zwes Kegelschnitte K, K,
efinden, welchem Gesetz sind
dann die den Punkten des einen
K,, in Bezichung auf den ande-
ren K, entsprechenden Harmoni-
schen unterworfen?<**)

Es seien @, b, ¢, d, ¢, f irgend sechs Tangenten des Ke-
gelschnitts K, und a, b, ¢, b, ¢, f die ihnen entsprechenden
harmonischen Pole. Das Sechsseit abcdef hat die Eigen-
schaft, dass die drei Diagonalen, welche die gegentiberstehen-~
den Ecken verbinden, einander {169] in irgend einem Punkte
treffen (§ 42, I, 1), daher miissen die drei Durchschnitte der
gegentiberstehenden Seiten des Sechsecks abcbef in einer Ge-
raden liegen, weil sie die harmonischen Pole jener Diagonalen
sind (§ 44, II); folglich muss das Sechseck abcdef irgend
einem Kegelschnitte K, eingeschrieben sein (§ 42, I, 2); und
da dieser Kegelschnitt durch irgend fiinf Punkte, etwa durch
a, b, ¢, £, e bestimmt ist: (§ 41, I), so ist er folglich der Ort
der harmonischen Pole der Tangenten des Kegelschnitts K,
weil jede beliebige andere Tangente .statt jemer sechsten f
gemommen werden kann. Lisst man die bewegliche Tangente
S allmdhlich mit einer der festen, etwa mit @, zusammenfal-

» Involution< genannt wurde, und mit der sich nach ihm verschie-

dene Mathematiker beschiiftigt haben, auf eine sehr einfache und

befriedigende Weise aufgeklirt werden. '
*) X. Cahier du Journal de I Ecole Polytechnique.

**) Wenn-in der Ebene eines Kegelschnitts mehrere Gerade
oder Punkte angenommen werden, die in Ansehung ihrer gegen-
seitigen La?-e irgend einem bestimmten Gesetze unterworfen sind,
so kann gefragt werden, welchem Gesetze die ihnen, in Bezug auf
den Kegelschnitt, entsprechenden harmonischen Pole oder Geraden
unterworfen seien. Und eine #hnliche Frage kann aufgeworfen
werden, in Bezug auf eine Fliche zweiten Grades im Raume. Die
aus diesen Fragen entspringende Untersuchung haben die franzi-
sischen Mathematiker » Théorie des polaires réciproques« genannt.
Das allgemeine Gtesetz, welches dieser Untersuchung zu Grunde
liegt, hat auch Moebius (Barycentrische Calciil, § 287) auf sehr ge-
schickte Weise bewiesen.. . g . )

Ostwald’s Klassiker. 83. 3



34 Erzeugnisse projectivischer Gebilde. § 46
len, so wird sich der Durchschnitt beider Tangenten mit dem
Bertthrungspunkte a, der festen Tangente @ vereinigen, und
dann mtissen auch ihre Pole f, a sich vereimigen, und also
die Sekante af des Kegelschnitts K, in die Tangente @, im
Punkte a tibergehen, und zwar muss diese Tangente @, die
Harmonische jenes Bertthrungspunkts a, sein. Also folgen
nachstehende S#tze:

»Wenn in einer Ebene sich irgend zwei Kegel-
schnitte K, KX, befinden, so liegen die den Tangen-
ten a, b, ¢, ..... des zweiten K,, in Beziehung auf den
ersten K, entsprechenden harmonischen Pole @, b, c,
..... in irgend einem bestimmten dritten Kegelschnitt
K,, und es berithren die den Punkten a,, b,, ¢,
des zweiten K, entsprechenden Harmonischen «,, b,,
Cry ovennn einen und denselben dritten Kegelschnitt X,
und zwar solcher Gestalt, dass jeder Tangente a
und ihrem Bertthrungspunkte a, des zweiten Kegel-
schnitts K,, ein bestimmter [170] Punkt a und des-
sen zugehdrige Tangente @, im dritten Kegelschnitt
K, entspricht.«

Wofern der zweite Kegelschnitt /A, nicht (oder wenigstens
nicht ganz) von dem ersten K eingeschlossen wird, folgt aus
diesem Satze, vermoge (§ 44) unmittelbar der anfangs er-
wihnte Satz des Brianchon, nimlich:

»Bewegen sich zwei verinderliche Tangenten
eines Kegelschnitts K, so:

dass thr Durchschnitt srgend etnen

dass die Gerade durch thre Be-
rithrungspunkte stets irgend einen
zweiten Kegelschnitt K, beriihrt,
8o durchliuft thr Durchschnitt
trgend einen dritten Kegelschnitt
Ky<*).

zweiten Kegelschnitt K, durch-
liuft, so berithrt die Gerade
durch thre Beriihrungspunkte stets
irgend etnen dritten Kegelschnitt

2¢*).

Zusammengesetztere Satze und Porismen.

46. Durch Zusammenstellung oder Verbindung projectivi-
scher Gebilde (Gerade und ebene Strahlbtischel) gelangt man,

" mit Beriicksichtigung

ihrer Erzeugung der Kegelschnitte

* Mittelst dieser Sitze kann von folgenden zwei Aufgaben:

» Die gemeinschaftlichen Tan-
genten zweter gegebenen Kegel-
schnitte zu finden«

» Die gemeinschaftlichen Punkte
zweier gegebenen Kegelschnitte zu
ﬁnden«

jede auf die andern zuriickgefiihrt werden.
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(§ 38, III, IV), zu zahlreichen merkwtirdigen Sutzen und Po-
rismen, wovon, gemiss der obigen Feststellung (§ 39), bei-
spielsweise hier einige entwickelt werden sollen.

1. Sind in einer Ebene irgend zwei Gerade 4, 4, (Fig. 45)
perspectivisch, und ist B, ihr Projectionspunkt, und sind sie
ferner mit irgend zwei Strahlbtischeln B, B, perspectivisch,
nimlich 4 mit B, und 4, [171] mit B,, so sind diese
Strahlbiischel B, B, unter sich projectivisch (§ 11, III), und
erzeugen folglich (§ 38, IV) einen Kegelschnitt, d. h., die
Durchschnitte a,, b,, ...,. ihrer entsprechenden Strahlen, also
insbesondere auch der Durchschnitt ee, der Geraden A, A4,,
weil in ihm zwei entsprechende Strahlen e, e, sich treffen,
liegen in irgend einem Kegelschnitt, der fortan durch [B B,]
bezeichnet werden soll. — 8ind andererseits B, B, (Fig. 44)
irgend zwei perspectivische Strahlbiischel; ist 4, ihr per-
spectivischer Durchschnitt, und sind sie ferner mit irgend
zwei Geraden A, A, perspectivisch, so sind diese unter sich
projectivisch und erzeugen also irgend einen Kegelschnitt
[44,]. Hieraus gehen unmittelbar folgende bekannte Bitze
hervor:

» Bewegen sich die Ecken a,
n,, 8, eines veridnderlichen Drei-
ecks aa,a, (Fig. 44) in drei be-
liebigen festen Geraden A, A,, A,,
und gehen zwei Seiten a, a, des-
selben stets durch irgend zwei
Jfeste Punkte B, B,, so beriikrt
die dritte Seile- a, bestindig ir-
gend etnen bestymmien Kegel-
schnitt (A A,), der nimlich auch
die beiden ersteren Geraden A, A,
nebst der Geraden e, durch die
festen Punkte B, B, zu Tangen-
ten hat.«

» Drehen sich die Seiten a, a,,
a, eines verdnderlichen Drevecks
aa,a, (Fig. 45) um drei beliebige
feste Punkte B, B,, B,, und be-
wegen sich zwet Ecken a, 6, des-
selben in trgend zwei festen Ge-
raden A, A, so durchliuft die
dritte Ecke ay trgend einen be-
stimmten Kegelschnitt [BB,], in
welchem nimlich auch die beiden
ersten Punkte B, B,, nebst dem
Durchschnitte ee, der festen Ge-
raden A4, A, legen.«

Und umgekehrt:

» Bewegt sich eine Seite a, eines
verinderlichen Dreiecks aa,a, als
Tangente eines festen Kegel-
schnitts [A A,), und drehen sich
die zwei ibrigen Setten a, a, um
irgend zwei feste Punkte ’[172]
B, B, in etner Tangente dessel-
ben, und bewegqen sich die diesen
Seiten gegeniiberliegenden Ecken
a, a, des Drevecks in irgend zwet
anderen festen Tangenten A, A,

» Bewegt sich eine Ecke a, etnes
verdnderlichen Dreiecks aa, a, in
trgend einem festen Kegelschnitte
[BB,), wihrend die zwes iibrigen
Ecken a, a, irgend zwei feste Ge-
raden A, A,, [112] deren Durch-
schnitt ce, 1m Kegelschnitt liegt,
durchlquf‘en, und drehen sich die
diesen [Ecken gegeniiberliegenden
Setten a, a, um irgend zwet feste
Punkte B, B, des Kegelschnitts,

3%
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des Kegelschnitls, so durchliuft
die dritte Ecke a, irgend eine
bestimmte Qerade A,.« Ebenso
kaon jede der zwei Geraden
A, Ay, 8o wie jeder der zwei
Punkte B, B, als Folge der je-
desmaligen flinf iibrigen Gebilde
gesetzt werden.

§ 46

80 geht die dritte Seite a, stets
durch einen bestimmten PunZt
B,.« Eben so kann jeder der
zwei Punkte B, By, so wie jede
der zwei Geraden 4, 4, als
Folge der jedesmaligen fiinf
iibrigen Gebilde gesetzt werden.

II. Sind irgend vier Gebilde 4, 4,, B, B, (Fig. 46) un-

ter einander projectivisch, und zwar liegen sowohl 4 und B,
als 4, und B, perspectivisch, dagegen sowohl 4 und A,,
als B und B, schief, so dass also die zwei letzteren Paare
irgend zwei Kegelschnitte [4 .4,], [BB,] erzeugen, so fol-
gen in Ansehung der entsprechenden Elemente, wie etwa
a, a,; @, @, und die durch diese erzeugten a,, a,, unmittel-

bar nachstehende Sitze:

1. »Drehen sich zwei Sesten
a, a, eines verdnderlichen Drei-
ecks aa,a, um irgend zwet feste
Punkte B, B, eines festen Kegel-
schnitts [B B, wihrend die ihnen
gegeniiberliegenden Ecken ay, a in
trgend zwei festen Geraden A,, A
sich bewegen und die dritte Ecke
ay den Kegelschnitt durchiiuft,
80 bewegt sich die dritte Seile a,
als Tangente trgend eines be-
stimmten Kegelschnitts [A A,), der
nomlich auch jene zwei festen
Geraden beriihrt.«

1. »Bewegen sich zwei Ecken
a, a, eines verdnderlichen Dresecks
aa,a, in irgend zwes festen Tan-
genten A, A eines festen Kegel-
schnitts (A A,), wihrend die shnen
gegeniiberliegenden Seiten a,, a
sich um irgend zwei feste Punkte
B,, B drehen und die dritte Seite
a, stets den Kegelschnitt beriihrt,
8o durchliuft ngz'e dritte Ecke a,
trgend einen anderen bestimmten

egelschnitt [B B,], der ndmlich
allemal durch jene zwei festen
Punkte geht.«

[173] Die Abfassung der tibrigen Sitze, wo n#mlich, statt
wie hier auf die Kegelschnitte [B.B,], [4 4,], umgekehrt auf
eins der Gebilde 4, 4,, B, B, geschlossen wird, tberlasse
ich dem Leser.

Die beiden Kegelschnitte {4 .4,], [BB,] haben eine eigen-
thitmliche Beziehung zu einander, die sich, so lange [44,]
ganz oder zum Theil innerhalb [BB,] liegt, durch folgende
merkwiirdige Eigenschaft kund giebt. Gelangt n#mlich der
bewegte Punkt a, in die Durchschnitte b,, c,, b,, ¢, der Ge-
raden 4.4, und des Kegelschnitts [B B,], so vereinigen sich
offenbar sowohl die Strahlen 4, und b,, als ¢, und ¢, als d
und d,, als e und ¢,, so dass also jedes der zwei Dreiecke
by¢, B, b,¢, B dem Kegelschnitte [B B,] eingeschrieben und
dem Kegelsehnitte [4.4,] umschrieben ist. Da durch diese
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zwel Dreiecke und durch den einen oder dem andern der
beiden Kegelschnitte die oben angegebenen projectivischen
Beziehungen der Gebilde 4, 4,, B, B, bestimmt sind, wie
man leicht bemerken wird, so folgen also nachstehende be-
kannte Sitze:

2. »Sind zwes Dretecke b, ¢, By, 2. »8tnd zwei Dreiecke b,¢, B,
by e, B einem Kegelschnitte [BB,] b,¢, B einem Kegelschnitte (A4, A}
eingeschrieben, so sind sie zu- umschrieben, so sind sie zugleich

lewch einem anderen Kegelschnitte  irgend einem anderen Kegelschnitte
EAA,] umschrieben. « [BB,] etngeschrieben.«

Und ferner folgt: _

3. »Haben zwei Kegelschnitte [4.4,], [BB,] sol-
che Lage, dass irgend ein Dreieck dem einen um-
schrieben und zugleich dem anderen eingeschrie-
ben werden kann, so lassen sich unzihlige andere
Dreiecke unter denselben Bedingungen beschreiben
(néimlich jeder Punkt des Kegelschnitts [BB,], der nicht
innerhalb des Kegelschnitts [174] [A4.4,] liegt, kann Ecke
eines solchen Dreiecks sein).«

III. Beweis der Auflosung in (§ 17, II). Das bei
dieser Auflgsung, die sich auf eine der fruchtbarsten Auf-
gaben bezieht, angewandte sehr bequeme Verfahren griéindet
sich auf folgende Verbindung. Haben ndmlich die vier Ge-
bilde 4, 4,, B, B,, ausser den vorhin angegebenen pro-
jectivischen Beziehungen, noch solche besondere Lage zu
einander, dass .4 und A4, aufeinander und B und B, concen-
trisch liegen, wie in (Fig. 23), und geht irgend ein Kegel-
schnitt durch den gemeinschaftlichen Mittelpunkt (B.B,) der
Strahlbtischel, welcher die Strahlen der letzteren in «, g8, 7,
..... 3 @ B4y 74y ----. sohneidet, so werden, wenn man etwa
o und o, als Mittelpunkte zweier Strahlbiischel ¢, @, an-
nimmt, sowohl die Strahlblischel ¢ und B, in Ansehung der
Strahlen a,, b, c,, ..... und a,, b, ¢, ..... , als die Strahl-
btischel a, und 5 in Ansehung der Strahlen a, &, c,, ..... )
und @, b, ¢, ..... projectivisch sein (§ 38, III), daher sind
auch die Strahlbiischel ¢ und ¢, in Ansehung der Strahlen
Agy byy €y oennt und a4, by, ¢, ...... projectivisch (§ 11, III),
und zwar, da zwei entsprechende Strahlen a,, a, vereiniget
sind, liegen sie perspectivisch, so dass also die Gerade 8, ¥,
oder A4, ihr perspectivischer Durchschnitt ist. Durch jeden
Punkt der Geraden 4, sind demnach irgend zwei entspre-
chende Strahlen der Strahlbtischel @, @, bestimmt, wie z. B.

|
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durch S, die Strahlen b,, b,, und durch die Punkte 8,, 8, in
welchen diese Strahlen dem Kegelschnitte begegnen, sind
wiederum zwei entsprechende Strahlen 4,, & der Strahlbtischel
B,, B bestimmt; daher ist klar, dass die auf diese Art von
den Punkten &, x, in welchen die Gerade 4, vom Kegel-
schnitte getroffen wird, abhingigen entsprechenden Strahlen-
paare [175) e und e,, £ und %, der Strahlbtischel B und B,
nothwendiger Weise aufeinander fallen mtissen, und dass da-
her auch in den Punkten, in welchen diese Strahlen den
aufeinander liegenden Geraden 4, A4, begegnen, entsprechende
Punktenpaare e und ¢,, ! und ¥, der letzteren vereinigt
sind, was bei der obigen Auflosung angenommen wurde.

Wenn man anstatt des Kegelschnitts, der durch den ge-
meinschaftlichen Mittelpunkt (B B,) der Strahlbiischel B, B,
geht, einen anderen Kegelschnitt zu Hilfe nihme, der die
aufeinander liegenden Geraden 4, 4, berihrte, so wilrde
man den Beweis fiir die entgegengesetzte Aufldsung erhalten,
welcher oben (§ 17, II, b) Erwidhnung geschah. Die Aus-
filhrung wird dem Leser iiberlassen.

IV. Wird ausser den oben (II) vorausgesetzten Beziehun-
gen der vier Gebilde 4, 4,, B, B,, dass sie nimlich unter
einander projectivisch seien, und sowohl 4 und B, als A,
und B, perspectivisch liegen, nun noch angenommen, es sol-
len entweder die Geraden .4, 4, gleich sein und aunfeinander
liegen und gleichliegend sein, wie etwa in (Fig. 48), oder es
sollen die Strahlbiischel B, B, gleich sein und concentrisch
liegen und gleichliegend sein, wie etwa in (Fig. 47), so fol-
gen unmittelbar nachstehende bekannte Sitze:

»Bleibt der Winkel (aa,) an » Bleibt die Grundlinte aqa, eines
der Spitze eines verdnderlichen verinderlichen Dreiecks aa,a,

Dreiseits aa, a,(Fig. 47)der Grosse
nach besténdig, aber dreht er sich
um_seinen festen Scheitelpunkt
(BB,, wiihrend die zwei tibrigen
Ecken a, a, des Dretecks irgend
zwes feste Geraden A, A, durch-
laufen, so bewegt sich die [176)
Grundlinie a, als Tangente ir-
end eines bestimmien Kegel
schnitts [A A,), der auch die zwei
Sesten Geraden beriihrt.« Ist so-
wohl der Winkel (dd,) als (ee,)
dem bestindigen Winkel (aa,)
gleich, so sind b, ¢, diejenigen

unkte, in welchen die Geraden

(Fig. 48) der Grisse nach bestiin-
dig, aber bewegt sie sich in trgend
eter festen Geraden (A A,), with-
rend die zwes iibrigen Seiten a, a,
sich um zwes feste Punkte B, B,
drehen, so durchliuft die Spitze
a, des Drelecks einen bestimmten
[176) Kegelschnitt (B B,], der na-
mentlich durch die zwet festen
Punkte geht.« 18t sowohl b,
als ee, gleich der bestiindigen
Grundlinie aq,, so sind d, ¢, die
den Punkten B, B, zugehorigen
Tangenten des Kegelschnitts
(Fig. 38, IV). Da die unendlich
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4, A, vom Kegelschnitte be-
riilbrt werden (§ 38, IV). Spiiter
wird sich zeigen, dass der Punkt
(BB,) allemal Brennpunkt des
Kegelschnitts sei¥).
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entfernten Punkte der Geraden
A, A, einander entsprechen
(§ 16, III), 8o muss nothwendig
(44, Asymptote des Kegel-
schnitts, und folglich muss die-

ser eine Hyperbel sein; u. s. w.

V. 8ind vier Gerade 4, 4,, A,, A, unter einander pro-
jectivisoh, und sind sowohl 4 und 4,, als 4, und A4, gleich
und liegen sowohl die ersteren als die letzteren aufeinander
und sind gleichliegend, wie etwa in (Fig. 49), und befinden
sich 4 und 4, in perspectivischer, dagegen sowohl 4 und
A,, als A, und 4, als 4, und 4, in schiefer Lage, wo-
nach also jene einen Projectionspunkt B haben und die letz-
teren drei Kegelschnitte [177) [A4.4,], [4, 4,], [4, 4,] er-
zeugen; — und sind andererseits von vier projectivischen
Strahibiischeln B, B,, B,, B, (Fig. 50) sowohl B und B,,
als B, und B, gleich, concentrisch und gleichliegend, und
befinden sich B und B, in perspectivischer, dagegen sowohl
B und B,, als B, und B,, als B, und B,, in schiefer Lage,
wonach also jene einen pérspectivischen Durchschnitt 4 haben
und die letzteren drei Kegelschnitte erzeugen miissen: so er-
geben sich ans dieser Zusammenstellung unmittelbar folgende
zum Theil bekannte Sitze?):

» Bleiben zwet gegeniiber stehende
Seiten aay, a,0; eines verinder-
lichen  vollstiindigen  Vierecks
aa,a.a, (Fig. 49) der Grusse nach
bestiindig, aber bewegen sie sich

»Bletben zwet gegentiber stehende
Winkel (aay), (a,a,;) eines verin-
derlichen vollstindigen Vierseits
aa,a,a, (Fig. 50) der Grusse nach
bestiindig, aber drehen sie sich

*) Liisst man die eine Gerade, etwa A,, sich entfernen, bis sie
zuletzt in unendlicher Ferne gedacht wird, so sieht man, dass als-
dann die Strahlen a,, a, parallel werden, und mithin der Winkel
(aa,) auch bestindig wird, wenn (aa,) es ist; da aber in diesem
Falle der Kegelschnitt [4.4,], vermUge der unendlich entfernten
Tangente 4,, eine Parabel sein muss (§ 36), so fliesst daraus der
folgende bekannte Satz: »Bewegt sich der Scheitel a eines
bestindigen Winkels (¢a,) in einer festen Geraden A,
wihrend der eine seiner Schenkel ¢ sich um einen festen
Punkt (BB, dreht, so bewegt sich derandere Schenkel q,
als Tangente eincr bestimmten Parabel, welche auch jene
feste Gerade beriihrt (und den festen Punkt zum Brennpunkt
hat).« — Andererseits (rechts) entsteht ebenfalls ein eigenthiim-
licher besonderer Fall, wenn man den einen Punkt B, sich ins
Unendliche entfernen lisst. Auch konnen hier die Geraden .4, A4,
dhnlich angenommen werden, wodurch der obige Satz wesentlich
verindert wird.
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in trgend zwei festen Geraden
(AA4y), (d,A4;), wihrend eine
dritte Seste (aa,) sich um irgend
esnen festen Punkt B dreht, so
bewegen sich die drei ibrigen
Seiten aq,, a,a,, 0,0, als Tangen-
ten dreier Kegelschnitte [4.A,),
[d, A5), [4y 4,), wovon jeder jene
zwet festen Geraden beriihrt.«*)

§ 47

um_ shre gesten Schestelpunkte
(B By), (By B;),wiihrend eine dritte
Ecke (aa,) sich in srgend einer

Jesten Geraden A bewegt, so

durchlaufen die drei iibrigen Ecken
(aas), (a,a,), (a,8,) trgend dres
Kegelschnitte [BB,), [B,B,],
[ByB,), wovon jeder durch jeme
zwes festen Punkte geht.«*)

[178] 47. Von der grossen Menge von Verbindungen pro-
jectivischer Geraden und ebener Strahlbtischel soll hier nur
noch folgende Verbindung Platz finden, welche zu solchen
zusammengesetzten Sitzen (oder Porismen) und Aufgaben
fahrt, die nach der Art, wie man dergleichen S#tze und Auf-
gaben bei bisher gewdhnlicher Darstellungsweise zu wirdigen
pflegt, leicht fir bedeutender und schwieriger gehalten wer-
den diirften, als sie es nach Maassgabe der gegenwirtigen
Entwickelung in der That sind.

Hat man in einer Ebene irgend eine Anzahl n beliebige
projectivische Gerade 4, 4,, 4, ..... A, _,, wovon je zwei
sich in schiefer Lage befinden (mithin je zwei einen Kegel-
schnitt erzeugen), so erzeugen sie im Ganzen {7 (n—1) Ke-
gelsehnitte, und zwar wird durch je eine Reihe entsprechen-
der Punkte, wie etwa durch a, a,, a,, ..... 0,_,, @in voll-
stindiges 7z Eck bestimmt, von dessen {7 (n—1) Seiten (§ 19)
jede einen von jenen Kegelschnitten bertihrt. Durch n— 1
der genannten Kegelschnitte, die zusammen von allen Gera-
den abhi#ingen, etwa durch die Kegelschnitte [4.4,], [4, 4,],
(4, 4,], ..... [4g—g Ay_,], d. b, durch die n—1 Kegel-
schnitte, welche, wenn man die Geraden in eine Reihe ge-
ordnet hat, von den unmittelbar auf einander folgenden Ge-
raden abhiingen, ist offenbar umgekehrt die projectivische
Beziehung der Geradem, und sind somit auch alle #ibrigen

*) Den Satz rechts (wenn niimlich nur der Kegelschnitt [By B,
beriicksichtiget wird) hat Newton zur Erzeugung oder Beschreibung
der Kegelschnitte angewandt (Princip. phil. nat. math.), und Mac-
ZLaurin benutzte ihn in seiner organischen Geometrie.

Die obigen Siitze sind iibrigens, wie man bemerken wird, nur
besondere Fille von denjenigen Siitzen, die stattfinden, wenn einer-
seits 4 und 4,, und andererseits B und B, nicht perspectivisch,
sondern schief liegen, wo alsdann die Seite aa, sich als Tangente
eines die Geraden 4, 4, bertihrenden Kegelschnitts bewegen, und
andererseits die Ecke (¢a,) einen durch die Punkte B, B, gehen-
den Kegelschnitt durchlaufen muss.



§ 47

Zusammengesetztere Sitze und Porismen.

41

Kegelschnitte bestimmt. — Da andererseits Entsprecheﬁdes
statt findet, so folgen also nachstehende umfassende Bitze:

1. » Wenn in einer Ebene sich
trgend eine Anzahl n beliebige
Seste Gerade A4, A,, A,
Ap_, befinden, von denen, der
Reshe nach genommen, je zwet
unmittelbar [119) aufeinander fol-
gende von irgend esnem belichbigen
Sesten Kegelschnitte berithrt wer-
den, welches also vm Ganzen n—1
Kegelschnitte (A A,),[4, 4, ..... ,
[An_s4,_,] sind, und wenn ein
verdnderliches vollstindiges n Eck
aa,a, ..... Ay, Sich s0 bewegt,
dass seine Ecken a, a,, a5, ..... ,
Ay, 1, der Rethe nach, jene festen
Geraden durchlaufen, wdihrend
diejentgen n—1 Setten desselben,
welche die nach der Ordnung un-
mittelbar aufeinander folgenden
Ecken verbinden, also die Setten
ady, @y, Gy ..... ) Gn—oly_yqy
sich beziehlich als Tangenten um
Jene festen Kegelschnitte herum-
bewegen; so bewegen sich die
4n (n—1)(n—2) iibrigen Seiten als
T'angenten um eben so viele Ke-
gelschm’tte, von denen jeder tns-

esondere diejenigen zwes festen
Geraden beriihrt, welche von den
Endpunkten der zugehdrigen Seite
durchlaufen werden. «

1. »Wenn tn einer Ebene sich
trgend eitne Anzahl n beliebige
feste Punkte B, B;, B,, .....
By, _ 4 befinden, von denen, der
Reihe nach gemommen, je zwet
unmittelbar [119] aufeinander fol-
gende tn_trgend einem beliebigen
Jesten Kegelschnitte liegen, wel-
ches also 1m Ganzen n—1 Kegel-
schnitte [BB,], [ByB,],
[Bn— o Bp— ] sind, und wenn ein
verdnderliches vollstindiges n Seit
aa,ay ..... @y Sich so bewegt,
dass seine Seiten a, ay, a,
@y_ 4, der Reihe mach sich um
Jene festen Punkte drehen, with-
rend diejenigen n—1 Ecken des-
selben, in welchen sich die nach
der Ordnung unmittelbar aufein-
ander folgenden Seiten schneiden,

also die Ecken aa,, a,ay, Gya,
wworey Gy oy y,nachder Ordnung
beziehlr

ch jene festen Kegelschnitte
durchlaufen; so durchﬂu en die
4 (n—1)(n—2) ibrigen Ecken des
n_Seits eben so viele verschiedene
Kegelschnitte, von welchen jeder
tnsbesondere durch diejenigen zwei
Jesten Punkte geht, um welche
sich die zwei Seiten, die sich in
der zugehdrigen Ecke schneiden,
drehen.«

Zu der grossen Menge besonderer Fille, welche in den

vorstehenden Sitzen enthalten sind, und die namentlich da-
darch entstehen, dass man den Gebilden 4, 4,, 4,, .....,
oder B, B,, B,, ..... eigenthiimliche Lage zukommen l&sst,
oder sie als gleich, oder die ersteren als #hmnlich annimmt,
u. 8. w., gehdren z. B. auch folgende, wo nimlich angenom-
men wird, von den Gebilden 4, 4,, ..... 4,_,, oder B, B,,
..... B,_, befinden sich, nach der Reihe, je zwei unmittelbar
aufeinander [180] folgende in perspectivischer Lage, In die-
sem Falle vereinfachen sich die obigen Sitze auf folgende
bekannte Sitze:

II. » Durchlaufen die Ecken

; II. »Drehen sich die Seiten a,
8 gy By venen y Bp—y eines verdn-

ay, agy ... s Gp .y etnes verdnder-
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derlichen vollstindigen n Ecks,
nach der Reihe, n beliebige feste
Gerade A, A,, ..... Ay, die
in einer Ebene liegen, wihrend
n—1 Seiten desselben, die srgend
einem wz:chm n Eck angehdren,
aus welc) das vollstindige be-
steht, etwa die Seiten aa,, a,da,,
..... s Qy—alp_,, 8ich um eben
80 viele beliebige feste Punkte B,
By, ....., B, _, drehen, so bewe-
gen sich die §(n—1) (n—2) iibri-
gen Seiten, einzeln genommen, als
Tangenten um eben so viele Kegel-
schnitte, von denen jeder diejeni-
gen zwei festen Geraden beriihrt,
welche die zwei Ecken, die in der
2ugehdrigen Seite liegen, durch-
laufen.« Auf die genannten n—1
Seiten aq,, aa,, ..... y g lpy g
kinnte man ferner denm neben-
stehenden Satz anwenden, wo-
durch der diesseitige Satz noch
ausgedebnter wiirde.

Erzeugnisse projectivischer Gebilde.
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lichen vollstindigen n Seits nach
der Reithe wum n beliebige _feste
Punkte B, B, B,, ..... ' — g die
in einer Ebene liegen, wakrend
n—1 Ecken desselben, die srgend
einem einfachen n Eck angehdren,
aus welc, das vollstindige be-
steht, etwa die Ecken aa,, a, a,,
..... y Op_oly_,, eben s0 wviele
beliebige feste Gerade A, A,,
..... s Ay _ o durchlaufen, so durch-
laufen die §n—1) n—2) tibrigen
Ecken, einzeln genommen, etne
gleiche Anzahl bestimmter Kegel-
schnitte, von denen nimlich jeder
durch diejenigen zwei festen
Punkte geht, um welche sich die
zwes Seiten, die sich in der zu-
gehirigen Ecke schnetden, drehen.«
Auf die genannten n—1 Ecken
Aay, G, dgy ... Gy _ 48, _( KODDte
man ferner den nebenstehenden
Satz anwenden, wodurch der
diesseitige Satz noch vollstiin-
diger wiirde.

Der 8atz links wurde zuerst von Brackenridge bewiesen*);
um die Erfindung eines Theiles dieses Satzes stritt er sich

mit Mac-Laurin (Phil. Trans.).

[181] Dass und in wie fern die obigen Sitze (§ 22, II)
wiederum besondere Fille der vorstehenden Sitze sind, wird

man leicht wahrnehmen.

Die folgenden zwei Aufgaben sind auf #hnliche Weise
umfassend, wie die oben stehenden Sitze (I).

. »Werden von den Seiten
A4, 4,,..... y A, _( eines beliebi-
gen n Ecks je zwei unmittelbar
aufeinander folgende von irgend
einem Kegelschnitte beriihrt, wel-
ches im Ganzen n Kegelschnitte
(A4, (4,4, ..oy [An_ i)
sind, 8o soll ein anderes n .b{'k
beschrieben werden, dessen Ecken
[ B PN s 8y — 4, nach der Reihe,
in den Seiten Jenes n Ecks liegen,
und dessen Seiten aa, a,a,, ..... ,
8, — 1 8, nach der Rethe, jene Ke-
gelschnitte beriihren. «

III. »ZLiegen von den Ecken
B, B, ..... y Byp—4 etnes beliebi-
gen n Ecks je zwei unmittelbar
aufeinander folgende in trgend
einem Kegelschnitte, welches sm
Ganzen n Kegelschnitte [BB,),
[By By, ..... ) [%,,_ B) sind, so
soll ein anderes n Eck beschrie-
ben werden, dessen Seiten a, a,
..... , Gy — 4, Nach der Rethe, durch
die FEcken jenes n Ecks gehen,
und dessen Ecken aay, a,a,, ..... ,
a, _,a, nach der Re"he, in jenen

Kegelschnitten legen.«

*, Exercitatio geometrica de descriptione linearum curvarum.
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Die Mittel, durch welche die vorliegenden Aufgaben leicht
geldst werden, sind in dem Bisherigen enthalten und bereits
mehrfach angewandt, so dass ich die Auflésung dem Leser
zur Selbstibung tberlassen darf. Die frithere Aufgabe in
(§ 25) ist tibrigens ein besonderer Fall von jeder der zwei-
vorstehenden Aufgaben,

Anmerkung,

48. Es ist fast iiberflissig, nochmals zu erinnern, dass
die von (§ 41) an bis hierher durchgefithrten Betrachtungen,
denen projectivische Gebilde (Gerade und ebene Strahlbtischel)
in der Ebene zur Grundlage dienten, auf entsprechende Weise
bei projectivischen Gebilden {ebene Strahlbtischel und Ebenen-
bitschel) im Strablbiischel {182] im Raume statt haben, ja
dass die Resultate jener Betrachtungen sogleich auf die letz-
teren Gebilde #bertragen werden kinnen, wenn man nimlich,
wie bereits oben angegeben worden (§ 33 und Ende § 36),
fiberall: Strahl, ebener Strahlbtischel, Ebenenbtischel,
n kantiger Kdrperwinkel, # seitiger Kérperwinkel, Ke-
gel (zweiten Grades), beziehlich statt: Punkt, Gerade,
ebener Strahlbtischel, » Eck, » Seit, Kegelschnitt setat.
— Ebenso finden die Betrachtungen auf entsprechende Weise
auf der Kugelfliiche statt, und es lassen sich die genannten
Resultate #hnlicherweise auf dieselbe tibertragen (§ 34 und

§ 38).
Erzeugnisse projectivischer Gebilde im Raume.

49. Es ist nun noch zu untersuchen (§ 39), was fir Fi-
guren durch die entsprechenden Elementenpaare irgend zweier
projectivischen Gebilde, die sich weder in derselben Ebene,
noch in demselben Strahibtischel, sondern beliebig im Raume
befinden, erzeugt werden. Die drei Arten von Gebilden, Ge-
rade, ebene Strahlbischel und Ebenenbiischel, geben in dieser
Hinsicht, wenn sie paarweise genommen werden, folgende
sechs Fille:

1) eine Gerade 4 und ein Ebenenbtischel 2,

2) zwei ebene Strahlbiischel B, B,,

3) ein Ebenenbtischel A und ein ebener Strahlbischel B,

4) ein ebener Strahlbilschel B und eine Gerade A4,

5) zwei Gerade A4, 4,, und :

6) zwei Ebenenbtischel %A, %,.
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Von diesen sechs Fillen sind der fiinfte und sechste un-
gleich wichtiger und folgenreicher, als die vier tibrigen ; letz-
tere sollen daher zumerst beseitigt werden.

(183] I. Liegen zwei projectivische Gebilde, eine Gerade
A und ein Ebenenbiischel %, beliebig im Raume, d. h., be-
finden sie sich in schiefer Lage, so findet kein unmittelbares
Erzeugniss durch ihre entsprechenden Elementenpaare statt.
Ein mittelbares Erzeugniss wird unten im Anhange gegeben
(§ 60, 26).

II. Liegen zwei projectivische ebene Strahlbtischel B, B,
beliebig im Raume, so geben sie ebenfalls kein unmittelbares
Erzeugniss, wohl aber findet bei ihnen der folgende Umstand
statt.

»Legt man, von irgend einem beliebig angenom-
menen Punkte D aus, Gerade, welche die entspre-
chenden Strahlenpaare ¢ und @,, & und ,, ¢ und ¢,,
..... , der Strahlbtdschel B, B, schneiden, so liegen
alle diese Geraden in einer Kegelfliche D zweiten
Grades.«

Dieser Satz griindet sich auf den fritheren (§ 38, II,
rechts). Denn denkt man sich zwei Ebenenbtischel A, %,,
deren Axen durch den Punkt D gehen, und welche mit den
gegebenen ebenen Strahlbiischeln B, B, perspectivisch sind,
so werden dieselben unter sich projectivisch sein, und mithin
werden die Durchschnitte der entsprechenden Ebenenpaare «
und ¢, 8 und B3, y und y,, ..... , zufolge des angefithrten
Satzes, in einer Kegelfliche D liegen, und da diese Durch-
schnitte offenbar die genannten, durch den Punkt D gelegten
Geraden sind, so folgt daraus die Richtigkeit des vorstehen-
den Satzes.

IIl. Liegen zwei projectivische Gebilde %, B — ein
Ebenenbtischel und ein ebener Strahlbiischel — beliebig im
Raume, »so liegen offenbar die Punkte, in welchen
die entsprechenden Elementenpaare « und a, 8 und §,

y und ¢, ..... sich schneiden, in irgend einem Kegel-
schnitt.« Denn die [184] Ebene des Strahlbtischels B
schneidet den Ebenenbiischel 9 in einem ebenen Strahlbtschel
B,, welcher mit dem Strahlbtischel B projectivisch ist, und
mit ihm den genannten Kegelschnitt erzeugt.

IV. Liegen zwei projectivische Gebilde 4, B — eine
Gerade und ein ebener Strahlbischel — beliebig im Raume,
80 wird durch je zwei entsprechende Elemente derselben eine
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Ebene bestimmt, d. h., durch jeden Punkt a, b, ¢, ..... der
Geraden 4 und durch den ihm entsprechenden Strahl a, b,
cy ... des Strahlbiischels B geht eine bestimmte Ebene, und

es frigt sich, welchem Gesetz diese Ebenen insgesammt un-
terworfen seien? Diese Frage kann leicht durch frithere Sitze
beantwortet werden, z. B. wie folgt.

Denkt man sich einen Strahlbiischel B,, welcher mit dem
gegebenen B concentrisch und mit der Geraden .4 perspec-
tivisch ist, so wird also derselbe mit B projectivisch sein,
und die Ebenen, welche durch die entsprechenden Strahlen-
paare der beiden Strahlbiischel B, B, gehen, werden offenbar
die vorgenannten, zu untersuchenden, Ebenen sein. Nun wer-
den alle diese Ebenen, zufolge (§ 38, II), von einem Kegel
zweiten Grades berihrt, und zwar findet dabei der besondere
Umstand statt, dass die Ebenen der Strahlbiischel B, B, vom
Kegel in denjenigen zwei Strahlen berithrt werden, deren
entsprechende in ihrem Durchschnitte vereinigt sind. Daher
werden auch die Gebilde 4, B vom Kegel in denjenigen
Elementen beriithrt, deren entsprechende in ihrem gegenseiti-
gen Durchschnitte zusammentreffen, d. h., trifft die Gerade
A den 8trahl d des Strahlbilschels B, und wird sie von dem-
selben im Punkte e getroffen, so wird sie vom Kegel im
Punkte b und die Ebene des Strahlbiischels wird von dem-
selben im ([185] Strahle e beriihrt. Demgemiss folgt der
nachstehende Satz:

»Befinden sich eine Gerade 4 und ein ebener
Strahlbiischel B, die projectivisch sind, im Raume in
beliebiger Lage, so berithren die Ebenen, welche
durch ihre entsprechenden Elementenpaare bestimmt
werden, irgend eine Kegelfliche zweiten Grades, de-
ren Mittelpunkt (Scheitel) mit dem Mittelpunkt B des
Strahlbiischels zusammenf#llt, und welche die Gerade
A und die Ebene des Strahlbtischels B in denjeni-
gen Elementen b, e beriithrt, deren entsprechende
d, e (im gegenseitigen Durchschnitte der Gebilde)
sich treffen.«

Bei diesem Satze konnen folgende§zwei besondere Fille
eintreten. 1) Die Gerade 4 kann den Mittelpunkt des Strahl-
btischels B treffen; dann reducirt sich der genannte Kegel
auf die Gerade A, d. h,, in diesem Falle bilden die genann-
ten bertthrenden Ebenen ein Ebenenbitschel, dessenfAxe A
ist. 2) Der Strahlbtischel B kann aus einem System paralleler
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Strablen bestechen; dann tritt an die Stelle des Kegels ein
Cylinder.

50. Von den obigen sechs Fillen sind nun noch die zwei
wichtigsten zu untersuchen (§ 49, 5, 6), nimlich es ist noch
zu untersuchen, welchen Gesetzen bei zwei projectivischen
Geraden A4, A4,, die im Raume beliebig liegen, die simmt-
lichen Projectionsstrahlen, und bei zwei projectivischen, im
Raume beliebig liegenden, Ebenenbiischeln o, A, die Durch-
schnittslinien der entsprechenden Ehenenpaare unterworfen
sind, d.h., welche Figuren durch sie erzeugt werden, und
welche bemerkenswerthe Umstinde dabei stattfinden. Nach
der Art, wie vorhin die vier ilbrigen Fille betrachtet [186)]
wurden, lassen sich tiber die gegenwiirtigen Fille vorliufig
folgende Eigenschaften angeben.

Befinden sich zwei projectivische Gerade A, 4, in belie-
biger Lage im Raume, so wird jeder beliebige Punkt D mit
allen ihren Projectionsstrahlen ein System von Ebenen
bestimmen, welche die gesammten Beriihrungsebenen eines
Kegels D zweiten Grades sind. Denn denkt man sich zwei
ebene Strahlbiischel B, B,, deren Mittelpunkte in D liegen,
und welche mit den gegebenen Geraden .4, A, perspectivisch
sind, so sind dieselben unter sich projectivisch (§ 11, III) und
erzeugen, zufolge (§ 38, II), den genannten Kegel; weil offen-
bar die Ebenen, welche durch die entsprechenden Strahlen-
paare der Strahlbiischel B, B, gehen, dieselben sind, welche
durch den Punkt D und durch die entsprechenden Punk-
tenpaare (oder die Projectionsstrahlen) der Geraden 4, A,
bestimmt werden, woher denn die Richtigkeit der eben aus-
gesprochenen Behauptung erhellt.

Befinden sich andererseits zwei projectivische Ebenen-
biischel A, A, in beliebiger schiefer Lage im Ranme, so wird
irgend eine Ebene E die gesammten Durchschnittslinien ibrer
entsprechenden Ebenenpaare in einem Kegelschnitte schnei-
den, d.h., die Punkte, in welchen die Ebene allen jenen
Durchschnittslinien begegnet, bilden irgend einen Kegelschnitt.
Denn die Ebene E schneidet die gegebenen Ebenenbilschel
A, A, in zwei ebenen Strahlbiischeln B, B,, welche projec-
tivisch sind (weil % und A, es sind), und welche also, zu-
folge (§ 38, IV), einen Kegelschnitt erzeugen, der offenbar
der vorgenannte Kegelschnitt ist.

Demnach folgt also zuvorderst:
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[187) »Wenn zwei projectivische
Gerade A, A, 'm Raume beliebig
liegen, so sind die Ebenen, welche
trgend ein beliebig angenommener
Punkt D mit allen thren Projec-
tionsstrahlen bestimmt, die ge-
sammten Beriihrungsebenen eines
Kegels zweiten Grades, welcher
jenen Punkt zum Mittelpunkt hat.«

- welche im Raume beliebig liegen. 47

[187] » Wenn zwet projectivische
Ebenenbiischel %, A, tm Raume
beliebig liegen, so wird die Figur
(Fliiche), welche durch -die ge-
sammiten Durchschnittslinien threr
entsprechenden Ebenenpaare be-
stimmt wird, von jeder beliehigen
Ebene E in irgend einem Kegel-
schnitte geschnitien.«

51, Um die begonnene Untersuchung (§ 50) nach ihrem
ganzen Umfange durchzuftthren, diene folgende Betrachtung,
durch welche der Gegenstand vollstindig und klar dargestellt
wird.

I. Bind zwei Gerade 4, A4, mit einem und demselben
Ebenenbiischel 4, (welcher zur Zweckmissigkeit fir die ge-
genwirtige Betrachtung durch A,, statt durch %,, wie bis-
her, bezeichnet werden soll) perspectivisch (§ 28, III), so
sind sie unter sich projectivisch, und wenn sie einander nicht
schneiden, so wird man ihre Lage als eine beliebige schiefe
Lage im Raume ansehen konnen. Da die entsprechenden
Punktenpaare a und a,, b und b,, ¢ und ¢,, u. s. w. der Ge-
raden 4, 4, in den Ebenen e,, 3,, 7,, u.s. w. des Ebenen-
biischels .4, liegen, so mtissen auch ihre Projectionsstrahlen
aq,, bb,, cc,, u.s. w, oder @, b, ¢, ..... , in diesen Ebenen
liegen und daher schneiden alle Projectionsstrahlen, a, b, c,
..... , die Axe A4,, so dass also dieselben ein System von
Geraden bilden, wovon jede die drei Geraden A4, A4,, 4,
schneidet. — Sind andererseits zwei Ebenenbiischel 4, A4,
mit einer und derselben Geraden A4, .perspectivisch, also un-
ter sich projectivisch, und liegen ihre Axen .4, 4, nicht in
einer Ebene, so dass also ihre Lage als beliebig schief an-
gesehen werden kann, so [188] begegnet die Durchschnitts-
linie je zweier entsprechender Ebenen derselben, d. h., die
Daurchschnittslinien der Ebenenpaare o und «,, # und g,, 7
und y,, u.s. w. offenbar jeder der drei Geraden A4, A4,, 4,.

II. Geht man umgekehrt von der Forderung aus, es sol-
len, wenn im Raume irgend drei Gerade 4, 4,, 4, wovon
keine. zwei in einer Ebene liegen, gegeben sind, andere Ge-
rade a, b, ¢, d, gefunden werden, welche jene drei
schneiden, so wird man, nach dem was man so eben (I) ge-
sehen hat, auf folgende zwei Arten der Aufgabe ihrem gan-
zen Umfange nach gentigen.

a) durch eine der drei gegebenen Geraden, etwa durch A4,
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denke man sich eine beheblge Ebene a,, so wird diese die
2wei tibrigen Geraden A4, A, in zwei Punkten a, a, schneiden,
durch welche eine Gerade aa, oder @ bestimmt wird, die
offenbar der Forderung genfigt. Lisst man nun in der Vor-
stellung die Ebene @, sich um .4, herumbewegen, so sieht
man die Gerade a lings der drei Geradem A, A4,, 4, fort-
gleiten, und zwar so, dass sie nothwendiger Welse nach und
nach in die Lage Jeder anderen Geraden b, ¢, d, ..... ge-
langt, die der Aufgabe genfigt. anlexch folgt darans dass
durch jeden Punkt jeder der zwei Geraden A4, A4, einme,
aber nur eine einzige schneidende Gerade geht. Denn da
die Ebene «, durch ihre Bewegung ein Ebenenbtischel A,
beschreibt, so sind die Geraden A, A4,, in Ansehung der ent-
sprechenden Punktenpaare a und a,, b und b, u.s. w., in
welchen sie nacheinander von jener bewegten Ebene geschnit-
ten werden, projectivisch (§ 28, III), d. h., sie werden von
den gesammten Geraden a, b, ¢, d, ....., welche die drei Ge-
raden A4, 4,, A, schneiden, projectivisch gesehnitten, so dass
diese Bchaar Gerader ihre Projectionsstrahlen [189] sind.
Diejenigen zwei schneidenden Geraden oder Projectionsstrah-
len ¢, r, welche nach den unendlich entfernten Punkten g, T,

der Geraden A, A, gerichtet sind, also .die Parallelstrahlen
(§ 9), erbalt man, wenn die bewegte Ebene o, in die Lage
kommt, wo sie mit A oder 4, parallel ist, nimlich ist sie
mit A parallel, so wird sie die andere Gerade .4, im Punkte
q, schneiden, und ist sie mit 4, parallel, so wird sie der 4
im Punkte v begegnen, und alsdann sind die Strahlen, wel-
che man durch diese Punkte q,, v den Geraden 4, .4, parallel
zieht, die genannten Parallelstrahlen ¢, 7. Hierdurch ist auch

zugleich die Aufgabe geldst: »Diejenige Gerade (g oder 7)

zu finden, welche irgend zwei (im Raume) gegebene

Gerade (4, und A4,, oder A, und 4) schneidet und mit
irgend einer gegebenen dritten Geraden (4 oder 4,)

parallel ist.«19)

Gleich wie die zwei Geraden .4, 4, von der Schaar Ge-
rader a, b, ¢, d, ..... projectivisch geschnitten werden,. eben
8o werden auch die zwei Geraden .4, A,, oder 4,, 4,, und
also alle drei Geraden 4, A,, 4, von denselben projectivisch
geschnitten,

b) In einer der drei gegebenen Geraden, etwa in 4,,
nehme man einen beliebigen Punkt a, an, und denke sich
durch diesen und durch die zwei tubrigen Geraden A, 4,

.
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zwei Ebenen «, @, so wird die Durchschnittslinie @ der letz-
teren offenbar der obigen Forderung genfigen, d. b., sie wird
die drei Geraden 4, 4,, A4, schneiden. L#sst man nun in
der Vorstellung den Pankt a, sich in der Geraden .4, fort-
bewegen, so wird die genannte Durchschnittslinie ¢ lings
der drei festen Geraden 4, A4,, A, fortgleiten, und zwar so,
dass sie. nach und nach in die Lage jeder anderen Geraden
b, ¢, d,..... gelangt, die der Aufgabe geniigt. Durch [190]
jeden Punkt der Geraden .4, geht demnach eine, und nur
eine Gerade, welche die drei festen Geraden A4, 4,, 4,
schneidet. Wihrend der Punkt a, die Gerade .4, durchliuft,
drehen sich die genannten Ebenen «, ¢, nm die Axen 4, A4,
und beschreiben also zwei Ebenenbiischel 4, 4,, die unter
sich projectivisch sind, weil beide mit der Geraden 4, per-
spectivisch sind, und deren entsprechenden Ebenen « und «,,
8 und B,, » und ¥, w. 8. w. jene Schaar Gerader @, b, ¢,
..... zu Durchschnpittslinien haben. Im Falle, wo der un-
endlich entfernte Punkt der Geraden .4, an die Stelle des
bewegten Punktes @, tritt, werden offenbar die zugehdrigen.
Ebenen (¢, ,) der Geraden .4, parallel, und folglich wird
auch ibre Durchschnittslinie dieser Geraden parallel, so dass.
man also daraus ein zweites Verfahren entnehmen kann, um
die vorhin (a) angefithrte besondere Aufgabe: »eine Gerade
zu finden, welche irgend zwei gegebene Gerade A4,
A, schneidet und mit irgend einer gegebenen dritten
Geraden 4, parallel ist,« zu lsen, nimlich man legt
durch 4, 4, diejenigen zwei Ebenen, welche der 4, parallel
sind, so ist ihre Durchschnittslinie die verlangte Gerade.
Eben so wie die gengnnte Schaar schneidender Geraden
a, b, ¢, d, ... die Durchschnittslinien der entsprechenden
Ebenenpaare « und o,, und 8 und @, u. 8. w. zweier pro-
jectivischen Ebenenbiischel A, 4, sind, so sind sie es auch
sowohl von zwei projectivischen Ebenenbtischeln 4, 4,, als
A,, A,, und mithin von drei projectivischen Ebenenbiischeln

’ 1) ?° .

IIl. Irgend drei beliebige Gerade A4, 4,, 4, im Raume,
wovon keine zwei in einer Ebene liegen, kdnnen also (II)
von einer unzihligen Schaar anderer Geraden g, b, ¢, d, .....
geschnitten werden, und zwar [191] finden dabei die Um-
stinde statt, dass je zwei von jenen drei Geraden durch die
Schaar Gerader projectivisch geschnitten werden, und dass
sie andererseits die Axen zweier projectivischer Ebenenbiischel

Ostwald's Klassiker. 83. 4
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gind, deren entsprechende Ebenen die Schaar von Geraden
zu Durchschnittslinien haben. Da die Lage von zwei solchen
projectivischen Geraden oder Ebenenbiischeln, wie etwa A4
und A4,, als eine beliebige schiefe Lage angesehen werden
kann, so ist zu vermuthen, dass auch umgekehrt die Projec-
tionsstrahlen @, &, ¢, d, ..... irgend zweier schiefliegender
Geraden A4, A,, oder die Durchschnittslinien e, b, ¢, d, .....
der entsprechenden Ebenenpaare irgend zweier schiefliegender
projectivischer Ebenenbiischel 4, A4, allemal von vielen an-
deren Geraden, wie etwa .4,, geschnitten werden  kdnnen.
Diese Vermuthung wird wie folgt als wahr erwiesen.

a) Befinden sich zwei projectivische Gerade 4, A4, in
beliebiger schiefer Lage im Raume, und man legt irgend
eine Gerade A, so, dass sie irgend drei Projectionsstrahlen
derselben schneidet, etwa die Projectionsstrahlen e, b, ¢ (II),
so werden, wenn man sich fir einen Augenblick die Schaar
Gerader denkt, welche die drei Geraden A, 4,, .4, schneiden,
die beiden gegebenen Geraden 4, 4, von denselben pro-
jectivisch geschnitten (II), da nun die drei Geraden a, &, ¢
sowohl zu dem einen als zu dem anderen 8ystem von Pro-
jectionsstrahlen der Geraden 4, A4, gehdremn, und da die
projectivische Beziehung der letzterem durch drei Projections-
strahlen bestimmt ist, so sind folglich die urspriinglichen
Projectionsstrahlen @, b, ¢, d, ¢, ..... der Geraden A4, 4,
und die genannte Schaar Gerader, welche die drei Geraden
A4, A,, A, schneiden, eine und dieselbe Schaar von Geraden,
und folglich schneidet [182]} jede Gerade .4,, welche irgend
drei Projectionsstrahlen a, b, ¢ der gegebenen Geraden 4, 4,
begegnet, auch alle tbrigen Projectionsstrahlen d, ¢, .....
derselben. B

b) Befinden sich zwei projectivische Ebenenbtischel 4, 4,
in beliebiger schiefer Lage und man legt irgend eine Gerade
A4,, welche irgend drei Durchschnittslinien von entsprechen-
den Ebenenpaaren schneidet, etwa die Durchschnittslinien a,
b, ¢ der Ebenenpaare « und o,, # und 8,, 7 und y,, so
wird dieselbe nothwendiger Weise auch allen tibrigen Durch-
schnittslinien entsprechender Ebenen begegnen; denn wollte
man. sich um die ndmlichen Axen 4, 4, zwei andere Ebenen-
btischel denken, die unter sich projectivisch und zwar beide
zugleich mit jener Geraden 4, perspectivisch wiren, so .dass
je zwei entsprechende Ebenen derselben durch den nimlichen
Punkt der Geraden 4, gingen, so wirden dieselben nicht
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von den gegebenen Ebenenbiischeln 4, 4, verschieden sein
konnen, weil sie mit diesen die genannten drei emtsprechen-
den Ebenenpaare gemein hitten, durch welche eben die pro-
jectivische Beziehung bestimmt ist.

Aus beiden vorstehenden Betrachtungen (a, b) folgt also:

1) »Dass die Projectionsstrah-
len a, b, ¢, d,..... zweter projec-
tivischer Geraden A, A,, die sich
in beliebiger schiefer Lage tm
Raume befinden, von unzihligen
Geraden Ay, A3, A, ..... geschnit-
ten werden kinnen, und zwar
schnetdet jede der letzteren alle
Jene Projectionsstrahlen, sobald sie
irgend drei derselben begegnet.«

1) »Dass die Durchschnittslinten
a, b, e d,..... der entsprechenden
Ebenen zweier schiefliegender pro-
Jectivischer Ebenenbiischel 4, A,
von unziihligen Geraden Ad,, A,
Ay .o geschnitten werden kin-
nen, und zwar schneidet jede der
letzteren alle jene Durchschnstts-
linien, sobald sie irgend dres der-
selben begegnet.«

(193] 2) »Demnach haben die Projectionsstrahlen
zweier schiefliegender projectivischer Geraden 4, 4,
im Raume und die Durchschnittslinien der entspre-
chenden Ebenen zweier schiefliegender projectivi-
scher Ebenenbitschel 4, 4, gleiche Eigenschaft, nim-
lich sie sind eine Schaar von Geraden g, b, ¢, d, ¢, .....
welche von einer anderen Schaar von wunz#hligen
Geraden 4, A4,, A4, A, A, ..... geschnitten werden,
und zwar sind, zufolge (II):

nje zwei Gerade, die zu der einen
oder zu der andern Schaar geh-
ren, unter sich projectivisch und
die jedesmalige andere Schaar
Gerader sind ishre Projections-
strahlen. «

nje zwei Gerade, die zu der einen
oder zu der andern Schaar gehy-
ren, die Azen projectivischer Ebe-
nenbiischel, deren entsprechende
Ebenen die andere Schaar zu
Durchschnittslinien haben. «

Oder (II):

3) »Wenn tm Raume irgend
dret Gerade A, A, A,, wovon
keine zwei in einer Ebene liegen,
gegeben sind, 8o giebt es in den-
selben unziihlige mal drei solche
Punkte, die in einer Geraden
liegen, so dass also dieselben von
einer unzdhligen Schaar Gerader
a,bed,..... geschnitten wer-
den Lkonnen, und diese letztern
kinnen hinwieder von einer an-
dern Schaar Gerader geschnitten
werden, zu welchen auch jene
drei Geraden gehiren; oder:

3) »Wenn im Raume trgend
dres Ebenenbiischel A, A, A,,
von deren Azen keine zwei n
einer Ebene liegen, gegeben sind,
80 gtebt es in demelgen unzdhlige
mal drei solche Ebenen, die sich
in einer Geraden schneiden, wel-
che den drei Axen begegnet, so
dass also diese von einer Schaar
Gerader geschnitten werden, wel-
che ebenfalls von einer andern
Schaar Gerader geschnitten wer-
den, zu welcher jeme drei Axen

. gehdren; oder:

4%
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»Wenn im Raume irgend drei Gerade 4, 4,, 4,
irgend drei andere Gerade a, b, ¢ schneiden, so
schneiden alle Geraden d, e, ..... , welche [194] den
drei ersten begegnen, alle Geraden 4,, 4,, ..... , wel-
che den drei letzten begegnen*); und es haben die
zwei Schaaren Gerader 4, 4,, 4,, 4,, A4,, ....., a, b,
¢, d, e ..... solche Beziehung zu einander:
»dass je zwet Gerade aus einer
Schaar die Azen projectivischer
Ebenenbiischel sin deren ent-
sprechende Ebenen die andere

Schaar zu  Durchschnittslinien
haben. «

ndass je zwet Gerade, die der
ndimlichen Schaar angehdren, un-
ter sich projectivisch sind und
zwar die andere Schaar Gerader
zu Projectionsstrahlen haben.«

IV. Zwei solche zusammengehorige Schaaren von Gera-
den, die einander gegenseitig schneiden, erfilllen eine krumme,
windschiefe Fliche zweiter Ordnung, ndmlich das »einfache
Hyperboloid« (hyperboloide & une nappe). Man kann da-
her, gemiss der vorstehenden Sitze, auch sagen:

1) » Irgend zwei tm Raume be-
liebig schiefliegende projectivische
Gerade A, A, erzeugen ein ein-
JSaches Hyperl’mlozd d. h. sie und
alle thre Projectionsstrahlen, nebst
der Schaar Gerader, welche die
letzteren schneiden, liegen tn etnem

1) »Irgend zwei im Raume be-
liebig schiefliegende projectivische
Ebenenbiischel A, A, erzeugen ein
einfaches Hyperbolozd d. h. die
Durchschnittslinien threr entspre-
chenden Ebenen, nebst der Se
Gerader, welche dieselben schner-

den, liegen in einem einfachen

einfachen Hyperboloid.«
Hyperboloid.»

Wenn in der Folge das einfache Hyperboloid als durch
zwei projectivische Gerade oder Ebenenbiischel 4, 4, er-
zeugt angesehen werden soll, so mag es durch [4.4,] be-
zeichnet werden.

(195] Aus dem Obigen folgen ferner unmittelbar nach-
stehende Eigenschaften des einfachen Hyperboloids:

2) »Das einfache Hyperboloid kann auf zwei Arten
durch Bewegung einer Geraden a oder 4, welche
sich lings drei festen Geraden 4, A4,, 4, oder a, b, ¢
fortbewegt, erzeugt werden (III, 3); oder es enthilt
zwei Schaaren von Geraden (oder zwei Systeme von

*) Diese Eigenschaft wird hier mittelst der prq;ectmschen
Beziehungen, unstreitig viel einfacher bewiesen, als es z. B. bei
dem Beweise der Fall ist, welchen Hachette im Journal fir Ma-
thematik, Bd. I, S. 342, mittheilt.
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Strahlen), welche einander schneiden, und welche die
vorhin (II¥, 3) angegebene Beziehung zu einander
haben, nimlich: , ,

- »Dass die Geraden jeder Schaar »Dass die Geraden jeder Schaar
unter sich projectivisch sind, und _Azen projectivischer Ebenenbii-
zwar die andere Schaar Gerader schel sind, deren entsprechende

zu Pragjectionsstrahlen haben.« Ebenen die andere Schaar Gera-
: der zu Durchschnittslinien haben.«

Da hiernach jede Gerade, aus der einen oder aus der
anderen Schaar, Axe eines Ebenenbiischels ist, dessen Ebenen
durch die jedesmalige andere Schaar Gerader gehen, so folgt
also von selbst die bekannte Eigenschaft:

3) »Dass jede Ebene, welche das einfache Hyper-
boloid in irgend einer Geraden schneidet, dasselbe
allemal noch in irgend einer andern Geraden schnei-
det, und dass diese zwei Geraden nicht zu einerlei
Schaar gehoéren.«

Jede soleche Ebene, in der zwei Strahlen des Hyperboloids
liegen, heisst »Bertihrungsebene« des Hyperboloids, und
der Punkt, in welchem sich die zwei in ihr liegenden Strah-
len schneiden, heisst ihr »Berithrungspunkt«. Mit Rick-
gicht auf diese Bemerkung lassen sich jetzt die obigen Sitze
(8§ 50) wie folgt aussprechen:

[196]) 4) » Alle Beriihrungsebe- [196] 4) » Der gegenseitige Durch-
nen eines Hyperboloids, die durch  schnitt eines einfachen Hyper-
irgend etnen bestimmten Punkt D  boloids und irgend einer beliebi-

gehen, umhiillen einen Kegel zwei-  gen Ebene E st irgend ein Ke-
ten Grades.« gelschnitt. «

Da je zwei Gerade aus einer Schaar projectivisch sind
und die andere Schaar zu Projectionsstrahlen haben (2), und
da sie im Allgemeinen, wenn sie nidmlich nicht #hnlich sind,
Parallelstrahlen haben (§ 9, I), so missen also irgend zwei
Gerade aus der andern Schaar mit ihnen parallel sein, und
daher folgt weiter:

5) »Dass die zwei Schaaren Gerader eines ein-
fachen Hyperboloids paarweise parallel sind, d. b,
dass mit jeder beliebigen Geraden aus der einen
Schaar eine bestimmte Gerade aus der andern Schaar
parallel ist.«

Spiter, im dritten Band, wird durch weitere Entwickelung
za dem letzten Satze noch folgende Eigenschaft hinzugefiigt
werden.
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6) Alle Ebenen, welche sich dureh die verschie-
denen Paare paralleler Geraden (5) eines einfachen
Hyperboloids legen lassen, schneiden einander in
einem und demselben Punkte, nimlich im Mittel-
punkte des Hyperboloids, und alle berithren einen
bestimmten Kegel zweiten Grades, welcher Asymp-
toten-Kegel des Hyperboloids genannt wird.«11)

Angenommen, es seien etwa @ und .4 zwei parallele Ge-
rade, so werden, wenn man sich den Ebenenbtischel 4 denkt,
dessen Ebenen 8, 7, 4, ..... simmtlich der Geraden @ parallel
sein, und da dieselben durch die Schaar Gerader b, ¢, d, .....
gehen, zu welcher auch @ gehdrt (3), so folgt also durch
Umkehrung der nachstehende Satz:

[197] 7) »Legt man durch eine 8chaar Gerader
eines einfachen Hyperboloids Ebenen, welche simmt-
lich mit irgend einer zu dieser Schaar gehdrigen
Geraden (@) parallel sind, so schneiden sich alle
diese Ebenen in einer und derselben Geraden (A),
welche der andern Schaar angehdrt, und welche je-
ner besondern Geraden (a) parallel ist.«

Von den Geraden, die in einem einfachen Hyperboloid
liegen, ist noch folgende merkwiirdige Eigenschaft, die sich
auf ihre Richtung bezieht, anzugeben. Betrachtet man das
Hyperboloid als durch zwei Ebenenbtischel, etwa durch die
Ebenenbtischel .4, A, erzeugt, und denkt sich einen dritten
Ebenenbtischel A, der dem 4 gleich, und der so liegt, dass
die entsprechenden Ebenen (und also auch die Axen) der
Ebenenbtischel 4, %A parallel sind, und dass sich die Axen
der Ebenenbiischel ¥, 4, schneiden, so werden also auch die
zwei letzten Ebenenbiischel projectivisch sein und einen
Kegel (A A4,] zweiten Grades erzeugen (§ 38, II). Da die ent-
sprechenden Ebenen der Ebenenbtischel .4, U parallel sind,
und mithin von den entsprechenden Ebenen des Ebenen-
bitschels .4, in parallelen Geraden geschnitten werden, so
folgt also, dass die Strahlen des Hyperboloids [4 .4,) mit
den Strahlen des Kegels [%.4,] parallel sind, d. h., es folgt
daraus der nachstehende interessante Satz:

8) »Alle Strahlen (Geraden) eines einfachen Hy-
perboloids sind mit den Strahlen irgend eines be-
stimmten Kegels zweiten Grades parallel, so dass,
wenn man durch irgend einen beliebigen Pankt
Strahlen sich denkt, welche den Strahlen des Hyper-
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boloids parallel sind, [198] dieselben eine bestimmte
Kegelfliche zweiten Grades erfiillen.«*)

Aus dem letzten Satze und aus den obigen Sktzen (2, 4
rechts) folgt weiter:

9) »Dass das einfache Hyperboloid, ausser den obigen
Fillen (1, 2), unter andern auch durch folgende Angaben
bestimmt, und auf die dabei bemerkte Art erzeugt wird;
nimlich:

a) »Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar gehd-
ren, und irgend ein ebener Schnitt (4 rechts) desselben
gegeben sind; d. h., wenn im Raume irgend ein Kegel-
schnitt K und irgend zwei ihn schneidende Gerade,
etwa 4, A,, wovon aber keine in seiner Ebene liegt,
und die anch nicht zusammen in einer Ebene liegen,
gegeben sind; denn wird alsdann eine dritte Gerade a
80 bewegt, dass sie stets die drei gegebemen festen
Elemente K, A, A, schneidet, so beschreibt sie die
genannte Fliche; oder wird alsdann durch jeden Punkt
des Kegelschnitts K eine Gerade gelegt, welche die
zwei gegebenmen Geraden A, A, schneidet (II), so sind
alle jene Geraden die eine Schaar, und die zwei
gegebenen Geraden gehdren zu der anderen Schaar
Gerader der genannten Fliche.«

b) »Wenn irgend zwei Gerade, die zu einer Schaar 'gehds-
ren, und irgend ein Kegel, mit dessen Strahlen beide
Schaaren Gerader parallel sind, gegeben sind; [199] d.h.,
wenn irgend ein Kegel K zweiten Grades und irgend
zwei Gerade 4, A,, welche mit zwei Strahlen des
Kegels parallel sind, aber nicht in einer Ebene liegen,
gegeben sind; denn alsdann beschreibt eine dritte Gerade,
die sich so bewegt, dass sie stets die zwei gegebenen
festen Geraden schneidet und bestindig irgend einem
Strahl des Kegels parallel lduft, die genannte Fliche;
oder wird alsdann mit jedem Strahl des Kegels eine
Gerade parallel gelegt, welche die zwei gegebenen

*) Die Strahlen des Hyperboloids sind-namentlich mit denen
seines Asymptoten-Kegels (6) parallel, und zwar liegt jeder Strahl
des letzteren in der Mitte zwischen denjenigen beiden Strahlen
des Hyperboloids, mit welchen er parallel ist und mit denen er
in einer Ebene liegt. Diese Eigenschaft nebst den obigen (3, 5, 6,
7,8 und 9, b) habe ich schon bei einer fritheren Gelegenheit, im
Journal f. Mathem., Bd. 2, S. 268, mitgetheilt.
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Geraden schneidet (II), so sind alle solchen Geraden die
eine Schaar und die zwei gegebenen Geraden gehoren
zu der anderen Schaar Gerader der genannten Fliche. «
¢) »Wenn irgend zwei zn derselben Schaar gehorige Gerade
A, A, und die Richtungen irgend dreier andern Ge-
raden gegeben sind; denn da diese Richtungen dreien
Geraden sowohl von der einen als der andern Schaar
angehdren (5), so sind, zufolge (II), diejenigen drei
Geraden zu finden, welche die gegebenen zwei Geraden
A, A, schneiden, d.h., welche nicht mit diesen aus
gleicher Schaar sind, wo sodann der obige Fall (2) ein-
tritt; (auch kann der gegenwirtige Fall auf den vor-
hergehenden (b) zuritckgefithrt werden).«12)

Endlich folgt noch, wie leicht zu sehen:

10) »Dass das einfache Hyperboloid der Form
oder Gattung nach bestimmt ist, sobald irgend fiinf
Strahlen desselben der Richtung nach gegeben sind,
d. b., es sind alsdann die Richtungen aller tibrigen
Strahlen, also der Asymptotenkegel, genau bestimmt.«

52. In besonderen Fillen, wo die betrachteten projectivi-
schen Gebilde entweder Zhnlich sind, oder eigenthiimliche
(200} Lage zu einander haben, erhilt auch die durch sie
erzeugte Fliche, welche vorhin im Allgemeinen das einfache
Hyperboloid war (§ 51, IV), besondere Gestalt, oder geht in
Grenzfille iiber, die zn verschiedenen, theils bekannten, in-
teressanten Sitzen fithren.

I. Angenommen, es seien irgend zwei Gerade aus einer
der zwei Schaaren von Geraden 4, 4,, 4,, 4, ..... und @,
b, e d ... , die einander schneiden (§ 51, IV), etwa die
zwei Geraden A, A4,, projectivisch dhnlich, so milssen
ihre unendlich entfernten Punkte einander entsprechen (§ 13,I),
und also muss einer ihrer Projectionsstrahlen, d. h., eine Ge-
rade der andern Schaar (a, &, c, ..... ), unendlich entfernt
sein, und daher folgt weiter, dass nicht nur jene zwei Ge-
raden, sondern dass je zwei Gerade der ersten Schaar A4, 4,,
A,y ... projectivisch shnlich sind, weil sie denselben
anendlich entfernten Projectionsstrahl haben. Denkt man sich
den Ebenenbilschel, welcher irgend eine Gerade der ersten
Schaar, etwa die Gerade A,, zur Axe hat, so werden dessen
Ebenen a,, 8,, 75 -.... durch die zweite Schaar Gerader a,
b ¢ ...... gehen' (§ 51, IV), und es wird diejenige Ebene,
welche nach der vorerwihnten unendlich entfernten Geraden
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gerichtet ist, nothwendiger Weise den Geraden .4, A4, parallel
sein, weil sie nach ihren unendlich entfernten Punkten ge-
richtet ist, und folglich vereinigt diese Ebene die Richtungen
der drei Geraden 4, A4,, A, in sich; .da. ein Gleiches statt-
findet, wenn anstatt der Geraden .4, irgend eine der itbrigen
Geraden 4,, 4,, ..... angenommen wird, und da durch die
Richtungen der zwei ersten Geraden .4, 4, alle Richtungen
einer Ebene bestimmt sind, so miissen folglich die Richtungen
aller Geraden 4, 4,, 4,, 4,, 4,, ..... einer einzigen Ebene
{201] angehdren, d. b., diese Schaar Gerader mtissen simmt-
lich einer Ebene parallel sein, und zwar kann durch jede
Gerade eine solche Ebene gelegt werden, mit welcher alle
parallel sind, und welche also alle Richtungen der Geraden
enthsilt; alle solche Ebenen sind folglich unter sich parallel,
sie bilden einen Ebenenbiischel, der aus einem System Parallel-
ebenen besteht nnd dessen Axe die genannte unendlich
entfernte Gerade der zweiten Schaar ist. Zur leichteren
Festhaltang mag diese unendlich entfernte Gerade durch e
bezeichnet werden, dann heissen die Parallelebenen, nach der
Reihe, in der sie durch die Geradem A4, 4,, 4,, 4, .....
gehen, ¢, ¢,, &, &, ..... Diese Parallelebenen werden, da sie
durch die erste Schaar Gerader 4, A4,, 4,, 4,, ..... gehen,
die andere Schaar lings derselben schneiden, und zwar wer-
den sie dieselben projectivisch #hnlich schneiden, weil
Parallelebenen alle Geraden, denen sie begegnen, in gleichem
‘Verbiltniss theilen, und folglich werden auch die zweite
Schaar Gerader a, b, ¢, d, ....., von der ersten projecti-
visch #hnlich geschnitten, daher miissen ibr auch diesel-
ben Eigenschaften zukommen, wie der ersten, nimlich es
muss einer ihrer Projectionsstrahlen, d. h., eine Gerade der
ersten Schaar, die .4, heissen mag, unendlich entfernt sein,
ferner. miissen sie simmtlich einer Ebene parallel sein, so
dass durch jede von ihmen eine Ebene geht, mit welcher sie
alle parallel sind, und dass alle diese Ebenen, die nach der
Reihe a,, 8, ¥n, Op, ..... heissen, unter sich parallel sind,
und einen’ Ebenenbiischel bilden, dessen Axe die genannte
unendlich entfernte Gerade .4, der ersten Schaar ist. Man
stelle sieh nun wiederum den vorhin erwihnten Ebenenbiischel
A,, dessen Ebenen e,, 3,, 74, -.... durch die zweite Schaar
Gerader a, b, ¢, ..... gehen, vor, und achte auf den [202]
ebenen Strahlbilschel, in welchem er von einer der Parallel-
ebenen @, By, Vpy------ , etwa von der Ebene «,, geschniiten
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wird, und welcher Strahlbtischel ebenfalls «, heissen soll, so
werden offenbar die Strahlen a,, d,, c,, ..... dieses Strahl-
bischels der zweiten Schaar Gerader a, b, ¢, ..... parallel
sein (weil, wenn z. B. eine Gerade 4 einer Ebene «, parallel
ist, dann jede durch a gehende Ebeme o, die Ebeme a, in
einem Strahl @, schmeidet, der mit a parallel ist), woraus
also folgt, dass diese Schaar Gerader genaun alle Richtungen
eines ebenen Strablbdischels «,, oder genau alle Richtungen
einer Ebene ¢,, enthalten. Aus gleichen Grtinden mtissen
auch die erste Schaar Gerader 4, A4,, 4,, 4,,..... alle Rich-
tungen eines ebenen Strahibtischels, oder einer Ebene, nim-
lich der durch sie gehenden Parallelebenen ¢, ¢, &, ..... ,
umfassen. Da der Ebenenbiischel A, einerseits mit dem ebe-
nen Strahlbtischel ¢, in Ansehung der Elemente «,, 8,, 7,
..... und ay,, b, ¢,, ....., und andererseits mit der Geraden
A in Ansehung der Elemente o, 3,, 7y, ..... und a, b, ¢, ..... ,
(wo nidmlich a, b, ¢, ..... die Punkte sind, in welchen die Ge-
rade A zugleich von der zweiten Schaar Gerader a, b, ¢, .....
geschnitten wird) perspectivisch ist, so sind folglich der ebene
Strahlbtischel ¢, und die Gerade 4 in Ansehung der Ele-
mente ay, b,, ¢y, ..... und a, b, ¢, ..... projectivisch, und
da ferner die Gerade 4 mit allen tbrigen Geraden der ersten
Schaar 4,, 4,, 4, ..... projectivisch ist, so folgt also: dass
die zweite Schaar Gerader a, &, ¢, ..... den Strahlen a,, b,
Cpy overe eines ebenen Strahlbtischels ¢, parallel sind, welcher
mit den Geraden der ersten Schasr 4, 4,, 4,, 4, ..... pro-
jectivisch ist. Desgleichen sind die erste Schaar Gerader A,
A, A, A4, ..... den Strahlen eines ebenen Strahlbiischels
parallel, welcher mit der zweiten [203] Schaar Gerader a,
b, ¢, ..... projectivisch ist, und welcher, z. B. in der Ebene
¢ dargestellt, ¢ heissen soll. Da, wie vorhin bemerkt wor-
den, die zwei Schaaren Gerader 4, 4,, 4,, A4,, ..... a, b,
e d..... mit zwei Ebenen &, ¢, (oder vielmehr mit zwei
Systemen Parallelebenen ¢, s,, &, ..... y Opy Buy Pay coee )
parallel sind, und zwar gemnau alle Richtungen derselben er-
schdpfen, wogegen sie frither beim allgemeinen Falle mit den
Btrahlen eines Kegels zweiten Grades (des Asymptotenkegels)
parallel waren (§ 51, IV, 8), so folgt also, dass dieser Kegel
im gegenwirtigen Falle sich in jene zwei Ebenen aufgelost
hat, und somit in einen Grenzfall #bergegangen ist. Jene
Ebenen haben ferner die Eigenschaft, dass, da jede durch
eine endlich entfernte und durch eine unendlich entfernte
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Gerade geht, und da der Durchschnitt zweier solchen Gera-
den nothwendiger Weise unendlich entfernt sein muss, ihre
Berithrungspunkte (§ 51, IV) mit der krummen Fliche (wel-
che durch die zwei Schaaren Gerader erfilllt wird) unendlich
entfernt ist, woher denn jede solche Ebene »Asymptoten-
ebene« genannt werden kann, so dass also im gegenwirtigen
Falle der Fliche zwei Systeme Asymptotenebenen ¢, ¢, &,
..... s @ny Bny Vny -+-.. zZukommen. Die Schaar Gerader A,
A, 4,, 4, ..... gind projectivisch #hnlich, und zwar in
Ansehung der Punkte, in welchen sie von dem Asymptoten-
ebenen ay,, B, Vn ... geschnitten werden (weil diese Ebe-
nen durch die zweite Schaar Gerader g, b, ¢, ..... gehen),
daher werden je zwei derselben, welche unter gleichen Win-
keln zu diesen Ebenen geneigt -sind, offenbar projectivisch
gleich sein, und dass sie in der That paarweise projectivisch
gleich sind, und dass ein Gleiches bei der zweiten Schaar
Gerader a, b, ¢, d, ..... stattfindet, kann leicht gezeigt wer-
den. Denn man denke [204] sich zwei Asymptotenebenen,
etwa ¢ und @,, nenne ihre Durchschnittslinie X, und denke
sich in der letzten Ebene o, den ebenen Strahlbiischel «y,,
dessen Strahlen @, b,, ¢, ..... den Geraden «, b, ¢, .....
parallel sind, so wird irgend ein bestimmter Strahl zu der
Durehschnittslinie X senkrecht sein, und sodann werden von
den tibrigen Strahlen immer zwei und zwei sowohl mit jenem
Strahl, als mit der Durchschnittslinie X gleiche Winkel bil-
den, und daher nothwendiger Weise zu der ersten Ebene ¢
unter gleichen Winkeln geneigt sein, woraus dann weiter
folgt, dass auch die ihnen parallen Geraden a, 3, c, .....
paarweise mit der Ebene ¢ gleiche Neigungswinkel bilden,
und folglich paarweise projectivisch gleich sind. Diejenige
Gerade aber, welche dem besondern Strahle, der zu der Durch-
schnittslinie X senkrecht ist, parallel ist, kann mit keiner
andern projectivisch gleich sein; angemommen, es sei dies
die Gerade @, durch welche die Asymptotenebene «, geht,
so wird also @ auf X senkrecht stehen; aus gleichen Griin-
den muss unter der ersten Schaar Gerader 4, A4,, 4,, 4,
..... sich eine bestimmte befinden, die mit keiner andern pro-
jectivisch gleich ist, angenommen es sei die Gerade .4, durch
welehe die Asymptotenebene ¢ geht, so wird also auch 4 zu
X senkrecht sein; demnach muss denn aunch die durch die
zwei Geraden @, 4 gehende Berithrungsebene (@ 4) auf der
Durchschnittslinie X, und folglich auf beiden Systemen
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Asymptotenebenen ¢, ¢, &, ..... )y %y Buy Vny +-... zugleich
senkrecht stehen; unter diesen Umstinden wird X rAxec
und der Durchschnittspunkt der Geraden a, 4, oder der Be-
rithrungspunkt der Ebene (a 4), welcher % heissen mag, wird
»Scheitel« der krummen Fliche genannt. Wird die krumme
Fliache von irgend einer beliebigen Ebene E geschnitien, so
muss der [205] Schnitt offenbar im Allgemeinen eine Hyper-
bel sein, denn da die Fliche zwei unendlich entfernte Gerade
hat, muss er zwei unendlich entfernte Punkie haben, nach
denen nimlich die zwei Durchschnittslinien, in welchen die
Asymptotenebenen ¢, @, von der Ebene E geschniiten wer-
den, gerichtet sind, er muss folglich eine Hyperbel sein, deren
Asymptoten diesen Durchschnittslinien parallel sind; in dem
besondern Falle aber, wo diese Durchschnittslinien der Axe
X parallel sind (wo niimlich die schneidende Ebene E der
Axe X, oder der Durchschnittslinie irgend zweier Asympto-
tenebenen parallel ist), und wo sie also nach einem einzigen
unendlich entfernten Punkte gerichtet sind, geht die genannte
Hyperbel in eine Parabel diber; den Asymptoten der genann-
ten Hyperbel sind ferner auch irgend zwei Gerade aus dem
-zwei Schaaren Gerader 4, 4,, 4,, 4, ..... , @, b, ¢, d,
..... parallel, nimlich jedesmal diejenigen zwei, welche jenen
Durchschnittslinien parallel sind, in welchen die Asymptoten-
ebenen &, ¢, von der Ebene E geschnitten werden. — Je
zwei Gerade aus einer der zwei Schaaren A4, 4,, 4,, ..... ,
a,be ... , wie z. B. die Geraden 4, 4,, sind Axen zweier
projectivischer Ebenenbiischel, deren entsprechende Ebenen
die jedesmalige andere Schaar zu Durchschnittslinien haben
(§ 51, III), diejenigen zwei entsprechenden Ebenen aber, wel-
che die unendlich entfernte Gerade ¢ der andern Schaar zur
Durchschnittslinie haben, also die Ebenen ¢, ¢,, miissen noth~
wendiger Weise parallel sein, und da dies die einzige Eigen-
thiimlichkeit ist, wodurch sich in diesem Falle die zwei Ebe-
nenbiischel auszeichnen, so ist klar, dass umgekehrt, wenn
irgend zwei projectivische Ebenenbiischel 4, A4, sich in sol-
cher schiefer Lage befinden, wo irgend zwei entsprechende
Ebenen parallel sind, alsdann alle oben [206] angegebenen
Umstéinde und Eigenschaften stattfinden miissen.

Unter diesen besonderen Umstiinden heisst die krumme
Fliche nicht mehr einfaches Hyperboloid, sondern »hyper-
bolisches Paraboloid«. Aus der obigen Betrachtung folgen
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nachstehende Eigenschaften und Erzeugungsarten des hyper-
bolischen Parabolo¥ds,

1) »Das hyperbolische Paraboloid hat unter an-
dern folgende wesentliche Eigenschaften: a) es ent-
h#lt zwei Schaaren Gerader 4, 4,, 4,, 4,, ..... , @ b,
¢, d, ....., die einander projectivisch #hnlich schnei-
den; auch sind die Geraden jeder S8chaar paarweise
projectivisch gleich, so dass jede Gerade einer be-
stimmten andern Geraden projectivisch gleich ist;
zwei Gerade A4, a, aus jeder Schaar eine, machen
hierin eine Ausnahme, d. h., sie haben nicht ihres
Gleichen; b) zwei andere Gerade 4,, ¢, aus jeder
S8chaar eine, sind unendlich entfernt; ¢) durch jede
Schaar Gerader geht ein B8ystem Parallelebenen,
welche nach der unendlich entfernten Geraden der
andern Schaar gerichtet, und weleche daher Asympto-
tenebenen sind, so dass es also zwei Systeme paral-
leler Asymptotenebenen ¢, ¢, &, ..... y Ony By Yy +oeee
hat; d) jede Schaar Gerader ist dem Asymptoten-
ebenen, welche durch die andere Schaar gehen, par-
allel und sie umfasst genau alle Richtungen dieser
Ebenen, so dass die Strahlen eines Strahlbtischels in
einer dieser Ebenen, genan die Richtungen aller je-
ner Geraden darstellen, d. bh., jeder Strahl ist einer
bestimmten Geraden parallel, und auch umgekehrt;
e) jeder [207] solche Strahlbiischel, dessen Strahlen
mit der einen Schaar Gerader parallel sind, ist mit
den Geraden der andern Schaar projectivisch (wobei
pimlich jeder Punkt, in welchem eine dieser Gera-
den von einer von jenen Geraden geschnitten wird,
demjenigen Strahl des Strahlbiischels entspricht,
welcher der letztern Geraden parallel ist); f) jedes
Paar projectivisch gleicher Gerader (a) aus der einen
Schaar ist zu den Asymptotenebenen, welche durch
die andere Schaar geben, unter gleichen Winkeln ge-
neigt, und auch umgekehrt; g) jene zwei besondern
Geraden A4, ¢, die mit keiner andern projectivisch
gleich sind, sind der Richtung nach zu den Durch-
schnittslinien der zwei Systeme Asymptotenebenen
rechtwinklig, so dass also ihre Ebene (¢.4) zu allen
Asymptotenebenen und zu deren Durchschnittslinien
rechtwinklig ist; ihr Durchschnittspunkt U heisst
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Scheitel und die Durchschnittslinie X der durch sie
gehenden Asymptotenebenen &, @, heisst Axe, ihre
Ebene (ad), die Berihrungsebene im Scheitel, ist
die einzige Bertthrungsebene, - die auf der Axe X
rechtwinklig steht; h) endlieh wird es (das Parabo-
lotd) von einer beliebigen Ebene £ im Allgemeinen in
einer Hyperbel geschnitten, deren Asymptoten demn
Durchschnittslinien, in welchen dieselbe die zwei Sy-
steme Asymptotenebenen schneidet, und daher auch
irgend zwei Geraden, die zu denm zwei Schaaren
Gerader (a) gehdrem, parallel sind, und nur in dem
besondern Falle, wo die schneidende Ebene E der
[208] Axe X parallel ist, wird es in einer Parabel
geschnitten.«¥)

2) »Das hyperbolische Paraboloid ist unter an-
dern in folgenden Fillen bestimmt und wird auf die
dabei bemerkten Arten erzeugt:

a) durch irgend zwei projectivisch #hnliche oder
gleiche Gerade 4, 4,, die im Raume beliebig
schief liegen; nimlich die Geraden gehdéren zu
der einen Schaar und ihre Projectionsstrahlen
sind die simmtliche andere Schaar Gerader;

b) durch zwei beliebige projectivische Ebenen-
btischel 4, 4,, die im Raume schief liegen, aber
so, dass irgend zwei entsprechende Ebenen
parallel sind; nimlich die Axen der Ebenen-
bischel gehtrem zu der einem Schaar, und
die Durchschnittslinien ihrer entsprechenden
Ebenen sind die andere Schaar Gerader;

¢) durch zwei projectivische Ebenenbtischel, wo-
von der eine aus einem System Parallelebenen
besteht, also eine unendlich entfernte Axe (4,
oder ¢) hat, wihrend die Axe des andern jene
Ebenen schneidet; nimlich ihre Axen gehdren zu
der einen Schaar und die Durchschnittslinien
ihrer entsprechenden Ebenen sind die andere

*) Das sogenannte schiefe Viereck, welches M. Hirsch im
zweiten Bande S. 238 seiner Sammlung geom. Aufgaben be-
trachtet, ist, wie man bemerken wird, ein begrenzter Theil eines
hyperbolischen Paraboloids, und die daselbst bewiesenen Eigen-
schaften folgen unmittelbar aus den hier oben stehenden.
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Schaar Gerader, und die Parallelebenen [209]
sind das eine System Asymptotenebenen;

d} durch irgend drei Gerade A4, 4,, 4,, die mit
irgend einer Ebene ¢ parallel sind, aber wovon
keine zwei in einer Ebene liegen; nimlich die
Ebene ¢, ist eine Asymptotenebene, und die Ge-
raden gehdren zu der einen Schaar und alle sie
schneidenden Geraden sind die andere Schaar
Gerader, oder eine Gerade a, die sich so
bewegt, dass sie stets jeme drei schneidet, be-
schreibt die andere Schaar Gerader, und somit
die vorgenannte Fléche;

e) durch irgend zwei beliebige Gerade 4, 4, im
Raume und durch eine beliebige, sie schnei-
dende, Ebene a,, welche als Asymptatenebene
angenommen wird; nimlich die Geraden gehd-
ren zu der einen Schaar, und alle Geraden, wel-
che dieselben schneiden und mit der Ebene «,
parallel sind, sind die andere Schaar Gerader,
oder eine Gerade @, die sich so bewegt, dass -
gie stets jene zwei schneidet und bestéindig mit
der Ebene parallel ist, beschreibt die genannte
Fliche;

f) durch irgend eine Gerade 4 und irgend einen
ebenen Strahlblischel ,, die projectivisch sind
und so liegen, dass jene nicht mit der Ebene
des letzteren parallel ist; nimlich die Ebene
des Strahlbtischels ist eine Asymptotenebene,
und die Gerade gehdrt zu der einen Schaar
und diejenigen Geraden, die sie schneiden, und
wovon jede demjenigen Strahl des Strahlbii-
schels [210] parallel ist, welcher ihrem Durch-
schnittspunkte entspricht, sind die andere
S8chaar Gerader, oder eine Gerade a, die sich
so bewegt, dass sie stets jene Gerade 4 schnei-
det und in jedem Augenblick dem ihrem Durch-
schnittspunkt entsprechenden Strahl des Strahl>
bischels parallel ist, beschreibt die genannte
Flachec*).

*) Bei dem Grenzfalle, wo die gegebene Gerade 4 der Ebene
des Strahlbtischels «, parallel wird (sie in einem unendlich ent-
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Die Zahl dieser Fille l#sst sich leicht vermehren, z. B.
dadurch, dass auch die Hyperbel und Parabel (1, h) als be-
stimmende Elemente angenommen werden. *)

II. Vom hyperbolischen Parabolotd findet ein besonderer
Fall statt, der sich zum allgemeinen Falle #hnlich verhilt,
wie die gleichseitige Hyperbel zur beliebigen, n#mlich der-
jenige Fall, wo die zwei Systeme Asymptotenebenen zn ein-
ander rechtwinklig sind. Haben A4, a die ihnen bei der
obigen Betrachtung (I) beigelegte Eigenschaft, dass sie zu
der Durchschnittslinie X der Asymptotenebenen &, ¢, recht-
winklig sind, so wird also im erwihnten besondern Falle
sowohl 4 [211] zu der Ebene «,, als @ zu der Ebene ¢
senkrecht sein, und daher wird 4 zu allen Geraden a, b, ¢,
d, ..... , und @ zu allen Geraden 4,-4,, 4,, 4,, ..... senk-
recht sein, weil diese Schaaren Gerader jenen Ebenen «,, &
parallel sind. Wird die krumme Fliche unter diesen Um-
stinden »gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid«
genannt, so folgen also fiir sie nachstehende besondere Eigen-
schaften und Erzengungsarten (I, 1):

1) »Beim gleichseitigen hyperbolischen Parabo-
lotd sind a) die zwei Systeme Asymptotenebenen zu
einander rechtwinklig; b) eine bestimmte Gerade aus
jeder S8chaar Gerader ist zu allen Geraden der an-
dern Bchaar (und zu den durch diese gehenden Asym-
ptotenebenen) rechtwinklig.« Und umgekehrt:

2) »Wenn bei einem hyperbolischen Paraboloid
eine Gerade aus der einen Schaar zu irgend zwei
Geraden der andern Schaar, oder zu einer Asympto-
tenebene, rechtwinklig ist, so ist es ein gleich-
seitiges.«

fernten Punkte schneidet), tritt an die Stelle der genannten krum-
men Fliche die Parabel, d. h., die auf die angegebene Art be-
stimmten Geraden (zweite Schaar Gerader), nebst der gegebenen
Geraden 4, sind die gesammten Tangenten einer Parabel, deren
Ebene mit der Ebene des Strahlbiischels parallel ist.

*) Das synthetische Hauptmerkmal, wodurch sich die gegen-
wiirtige Fliche vom einfachen Hyperboloid unterscheidet, besteht
nimlich darin, dass sie zwei unendlich entfernte Gerade enthiilt;
sobald daher aus irgend welchen Griinden folgt, dass die erzeugte
krumme Fliche eine (oder zwei) unendlich entfernte Gerade hat,
so ist daraus zu schliessen, dass sie nicht mehr das.allgemeine
einfache Hyperbolo¥d, sondern die oben genannte Fliche ist.
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3) »Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid
wird bestimmt und erzeugt:

a) durch irgend zwei projectivisech #hnliche Ge-
rade, sobald sie im Raume in solche schiefe Lage
gebracht werden, dass beide zu irgend einem
und demselben Projectionsstrahl rechtwinklig
sind;

b) durch irgend zwei projectivische Ebenenbii-
schel, sobald sie in solche schiefe Lage ge-
bracht werden, dass von den zwei entsprechen-
den Ebenenpaaren, welche die entsprechenden
rechten Winkel einschliessen (§ 30, VI), das
eine oder andere Paar parallel ist; nimlich die
Durchschnittslinie [212] des anderen Paars ist
alsdann eine der genannten Geraden 4, a;

c¢) durch zwei projectivische Ebenenbtischel, wo-
von der eine aus Parallelebenen besteht, auf
welchen die Axe des anderen senkrecht steht;
n#mlich diese Axe ist alsdann eine der genann-
ten Geraden A, a;

d) 1) durch irgend drei Gerade 4,, 4,, 4,, wovon
keine zwei in einer Ebene liegen, aber die
irgend eine vierte Gerade @ rechtwinklig schnei-
den; oder: 2) durch irgend zwei Gerade, die
nicht in einer Ebene liegen, wenn sie als zu
einer Schaar Gerader, und zwar die eine als
eine der genannten besonderen Geraden A4, a,
angesehen werden; n#imlich eine dritte Gerade,
die sich so bewegt, dass sie stets jene zwei ge-
gebenen festen Geraden schneidet, und zwar zu
der einen stets rechtwinklig ist, beschreibt die
genannte Fliche;

e) dureh irgend zwei Gerade, die nicht in einer
Ebene liegen, und irgend eine Ebene, welche
durch eine solche dritte Gerade geht, die der
Richtung nach zu jenen zwei Geraden recht-
winklig ist (sie kann diese auch schneiden), wenn
jene zwei Geraden als einer Schaar angehérend
und die Ebene als Asymptotenebene angesehen
wird; nimlich alsdann wird eine Gerade, die
sich so bewegt, dass sie stets jene zwei festen
Geraden schneidet und bestiindig jener festen

Ostwald's Klassiker. 83. 5
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Ebene parallel bleibt, die genannte Fliche be-
schreiben; (die Asymptotenebene kann ilbrigens auch
unter folgenden {213] Bedingungen gegeben werden, als:
welche auf irgend einer anderen Ebene, die den beiden
Geraden parallel ist, rechtwinklig steht; oder welche
solche Lage hat, dass die Ebenen der Neigungswinkel,
welche die zwei Geraden mit ihr bilden, parallel sind);

f) durch eine Gerade (4) und einen ebenen Strahl-
btischel (a,), die projectivisch sind, und erstere
auf der Ebene des letzteren senkrecht steht,
und wenn die Gerade als der einen Schaar Ge-
rader angehdrend und die Strahlen des Strahl-
biischels als der anderen S8chaar Gerader paral-
lel angenommen werden; nimlich alsdann wird
eine Gerade, die sich so bewegt, dass sie stets
die gegebene feste Gerade schneidet und in
jedem Augenblick demjenigen Strahl des Strahl-
btischels parallel ist, welcher ihrem Durch-
gschnittspunkt (in Ansehung der projectivischen
Beziehung) entspricht, die oben genannte Fliche
beschreiben.«18)

53. Andere besondere Fille (§ 52), wobei in Hinsicht
der Erzeugungsart, der Gestalt und der Eigenschaften der
durch projectivische Gebilde erzeugten krummen Flichen
eigenthiimliche Umstiinde stattfinden, sind folgende:

I. Zun#ichst mdgen einige Eigenschaften, deren Richtigkeit
sich aus den ersten Elementen der Geometrie ergiebt, voran-
geschickt werden. Wenn man n#mlich in einer Ebene zwei
beliebige Strahlbiischel B, B, betrachtet, so findet man, dass
auf jedem Strahl des einen ein bestimmter Strahl des andern
rechtwinklig steht; angenommen es seien die Strahlen a, 3,
e, dy..... [214] des Strahlbiischels B nach der Reihe zu den
Strahlen a,, b,,¢,, d,, ..... des Strahlbiischels B, rechtwink-
lig. Die Durchschnittspunkte der zu einander rechtwinkligen
Strahlenpaare liegen in einer Kreislinie, welche die Gerade
B B,, die die Mittelpunkte der Strahlbtischel verbindet, zum
Durchmesser hat. Daher sind die Strahlbiischel in Ansehung
der zu einander rechiwinkligen Strahlenpaare projectivisch
(8 38, III). Also:

»Irgend zwei ebene Strahlbiischel B, B,, die in
einer Ebene liegen, sind in Ansehung der zu ein-
ander rechtwinkligen Strahlen g, b, ¢, 4, ..... und q,,
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b,,¢,d, ..... projectivisch, und erzeugen einen Kreis,
in welchem ihre Mittelpunkte die Endpunkte eines
Durchmessers sinde*),

Mittelst dieses einfachen Satzes 14sst sich nun leicht zei-
gen, dass bei zwei ebenen Strahlbiischeln B, B,, die in einem
Strahlbtischel D liegen, und bei zwei Ebenenbtischeln 4, 4,,
die im Raume oder in einem Strahlbtischel D beliebig liegen,
fhnliche Sitze stattfinden, aus denen sich mehrere merkwiir-~
dige Folgerungen ziehen lassen.

II. Man denke sich zwei Ebenenbiischel 4, A4,, deren
Axen beliebige gegenseitige Lage haben (nur [215] nicht der
Richtung nach zu einander rechtwinklig sind), so wird auf
jeder Ebene des einen Ebenenbtischels irgend eine bestimmte
Ebene des andern rechtwinklig sein, so dass also ihre Ebenen
paarweise zn einander rechtwinklig sind. Angenommen es
seien die Ebenen ¢, 8,7, 6, ..... des Ebenenbtischels A4 nach
der Reihe zu den Ebenen c,, 8,, ¥,, J,, ..... des Ebenenbt-
schels 4, rechtwinklig, und die Durchschnittslinien der zu
einander rechtwinkligen Ebenenpaare heissen nach der Reihe
@y by, gy dy, ...... Man denke sich ferner irgend eine Ebene
E, welche zu der Axe des einen Ebenenbtischels, etwa zu A,
rechtwinklig ist, so wird dieselbe die Ebenenbtischel 4, 4,
in zwei ebenen Strahlbilscheln B, B, schneiden, deren Mittel-
punkte B, B, nimlich in den Axen A4, 4,, und deren Strah-
ler @, b, ¢, ..... y Gy by €4y ennne in den Ebenen «, 8, 7, ..... ,
@y By Vay ooeee liegen (§ 27, II), und es wird die Ebene E
zu sllen Ebenen «, 3, 7, ..... rechtwinklig sein, weil sie es
zu der Axe A4 ist. Sodann ist klar, dass, da z. B. die Ebenen
E, a, beide zu der Ebene « rechtwinklig sind, auch ihre
Darchschnittslinie .4, zu derselben rechtwinklig ist, und dass
diese somit auch zu der Geraden a senkrecht ist, weil letztere
in der Ebene o liegt; und da aus gleichen Griinden folgt, dass
je zwei gleichnamige Strahlen der Strahlbtischel B, B,, also

* Die bekannte Umkehrung dieses Satzes heisst:

»Bewegt sich einrechter Winkel (aa,) in einer Ebene
so, dass seine Schenkel 4, a, stets durch irgend zwei
feste Punkte B, B, gehen, so durchliuft sein Scheitel
(aa,) eine Kreislinie, welche den Abstand der festen
Punkte von einander zum Durchmesser hat.«

Dieser und der obige Satz sind tibrigens nur besondere Fiille
von denjenigen S#tzen, die man unter den gleichen Bedingungen
erhilt, wenn anstatt des rechten Winkels irgend ein anderer be-
stimmter Winkel angenommen wird.

L
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b und b,, c und ¢,, d und d,, u. 8. w. zu einander rechtwinklig
sind, so geht also daraus hervor: a) dass die Durchschnitts-
punkte aller dieser Strahlenpaare in einer Kreislinie liegen,
welche die Gerade B, B,, die die Mittelpunkte der Strahl-
bitschel B, B, verbindet, zum Durchmesser hat (I); woraus
denn weiter folgt, b) dass die Strahlbtischel B, B,, in An-
sehung jener Strahlenpaare, projectivisch sind, und ¢) dass also
auch die Ebenenbiischel 4, 4, in Ansehung ihrer [216] zu
einander rechtwinkligen Ebenenpaare « und «,, § und 2,, »
und y,, u. 8. w. projectivisch sind (weil sie mit jenen Strahl-
btischeln B, B, perspectivisch sind), und dass sie daher d) im
Allgemeinen ein besonderes einfaches Hyperboloid (§ 51,1V, 1),
oder e) wenn ihre Axen einander schneiden, einen besonderen
Kegel zweiten Grades (§ 38, II) erzeugen, welches oder welcher
von der Ebene E in dem genannten Kreise (a) geschnitten
wird, dessen Durchmesser B B, -zn der Axe A senkrecht ist
(weil diese zu E es ist), so dass also f) dieser Durchmesser
BB, ein gleichseitiges hyperbolisches Parabolotd beschreibt
(§ 52, 11, 3,d, 2), wenn die Ebene E sich selbst parallel
fortbewegt wird. Endlich folgt noch, g) dass der Ebenen-
biischel 4 und der ebene Strahlbiischel B,, in Ansehung ihrer
zu einander senkrechten Elementenpaare ¢ und «,, g und b,,

und ¢,, u. 8. w. projectivisch sind, weil beide es mit dem
ebenen Strahlbtischel B sind; oder man kann offenbar umge-
kehrt behaupten, dass, wenn man aus irgend einem Punkt
B, Lothe a,, b, ¢, ..... auf die Ebenen «, 8, 7, ..... eines
beliebigen Ebenenbtischels 4 fallt, alsdann alle Lothe einen
ebenen Strahlbiischel B, bilden, dessen Ebene E (oder B,)
zu der Axe A des Ebenenbiischels senkrecht ist, und der
mit diesem Ebenenbiischel, in Ansehung ihrer zu einander
rechtwinkligen Elementenpaare, projectivisch ist, und zwar
dergestalt, dass je zwei entsprechende Winkel, wie etwa (@ )
und (¢ @), d. h.,, der Winkel irgend zweier Strablen @, 4 und
der Winkel ihrer entsprechenden Ebenen «, @8, gleich sind
oder zusammen zwei Rechte betragen. Es ist ferner Folgen-
des zu bemerken. h) Fillt man aus einem beliebigen Punkte
D Lothe a, b, ¢, ..... ; @, b, ¢y .onn. auf die Ebenen o,
By ¥y eveney Cpy Boy Yiy onves der Ebenenbiischel 4, 4,, so
bilden [217) dxeselben zwei ebene Strahlbtischel B, 58,, die
beziehlich mit den Ebenenbiischeln 4, 4, prq;ectnvxsch sind
(g), sie sind folglich auch unter sich projectivisch, und zwar
dergestalt, dass je zwei entsprechende Strahlen, wie etwa a
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und @,, zu einander rechtwinklig sind, weil diese n#mlich
Lothe auf Ebenen &« und ¢, sind, welche auf einander
senkrecht stehen (g); also werden die Strahlbitachel B, B,
im Aligemeinen einen Kegel zweiten Grades erzeugen. (Das-
selbe folgt auch dadurch, dass im Falle die Axen 4, 4, sich
schneiden (e), man annimmt, die oben genannte Ebene E
gohe durch ihren Durchschnittspunkt, welcher D heissen
mag, stehe auf der Axe 4 senkrecht und schneide dem an-
deren Ebenenbiischel 4, in einem Strahlbtischel B,, so dass
also die Strahlen a,, ,, ¢, ....n des letzteren immerhin, wie
bei der obigen Betrachtung, zu den Ebenen ¢, 3, ¥, .....
des Ebenenbiischels 4 senkrecht sind, und dass man sich
ferner durch den Punkt D eine beliebige andere Ebene denkt,
die den Ebenenbilschel 4 in einem ebenen Strahlbtischel B
schneidet, es werden alsdann die Strahlen @, b, ¢, ..... des
letzteren zu den Strahlen a,, b,, ¢, ..... des Strahlbtischels
B, rechtwinklig sein, und es werden beide Strahlbfischel B,
B,, in Ansehung ihrer zu einander rechtwinkligen Strahlen-
paare, projectivisch sein, weil sie es mit den Ebenenbiischeln
A, A, sind (§ 30, V), und folglich werden sie einen Kegel
zweiten Grades erzeugen.) i) Werden die Strahlbiischel B,
B, (h) durch zwei beliebige Gerade A, A, geschnitten, so
werden diese, in Ansehung der Punkte a, b, ¢, ..... ; a,°B,, ¢,
..... , in welchen sie von den Strahlen @, b, ¢, .....; q,, b,,
¢,y --... der Btrahlbiischel getroffen werden, projectivisch sein
(weil letztere unmter sich es sind), so dass also je zwei ent-
sprechende Punkte derselben, wie etwa a und a,, von dem
Punkte [218] D aus unter einem rechten Winkel (¢a,) ge-
sehen werden, und so dass, im Falle die Geraden nicht in
einer Ebenen liegen, sie ein einfaches Hyperboloid (§ 51,
1V, 1), und im Falle, wo sie in einer Ebene liegen, einen
Kegelschnitt erzeugen.

Aus dieser Betfrachtung fliesst nachstehende Reihe von
Sitzen:

1) »Zwei Ebenenbtischel 4, 4,, deren Axen nicht
in einer Ebene liegen, sind in Ansehung ihrer zu
einander rechtwinkligen Ebenenpaare «¢ und e,, 8
und B,, y und y, u. 8. w., projectivisch (¢) und erzeu-
gen also ein besonderes einfaches Hyperbolotd, wel-
ches von jeder Ebene, die zu der Axe des einen oder
andern Ebenenbiischels senkrecht ist, in einem Kreise
geschnitten wird, von welchem die Endpunkte eines
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Durchmessers in jenmen Axen liegen, und wo alle
solche Durchmesser, bei dem einen oder anderen
System von Kreisen, in einem gleichseitigen hyper-
bolischen Paraboloid liegen.« Oder:

2) »Drehen sich die BSeitenflichen «, @, eines
rechten Flichenwinkels (xa,) um irgend zwei feste
Gerade (Axen) 4, 4,, die nicht in einer Ebene lie-
gen, so beschreibt die Kante @, desselben ein be-
sonderes einfaches Hyperboloid, welches durch die
zwei festen Geraden geht, und ausserdem die Eigen-
schaft hat, dass es von jeder Ebene E, die zu der
einen oder andern Geraden senkrecht ist, in einem
Kreise geschnitten wird, und dass die Endpunkte
eines Durchmessers dieses Kreises in jenen Geraden
liegen, und dass alle solche Durchmesser des einen
oder andern Systems [219]) von Kreisen, fdr sich
genommen, in einem gleichseitigen hyperbolischen
Paraboloid liegen»*).

3) » Zwes ebene Strahlbiischel B,
By, die in einem Strahlbiischel D
liegen (h), sind in Ansehung shrer
zu einander rechtwinkligen Strah-
lenpaare preojectivisch und erzeu-
gen also einen besondern Kegel
zwetten Grades, dessen Mittel-
punkt in D liegt, und der die
Ebenen der Strahlbiischel B, B,
in _denjensgen Strahlen beriihrt,
welche zu threr Durchschnittslinie
senkrecht sind, in der offenbar
die thnen entsprechenden Strahlen
vereinigt sein milssen (§ 38, Il).«

Oder:

4) » Dreht sich esn rechter Win-
kel (aa,) 80 um setnen festen
Scheitelpunkt D, der in der
Durchschnittslinie srgend zweter
Sesten Ebenen B, B, liegt, dass
stch seine Schenkel a, a, stets in
diesen Ebenen befinden, so be-

3) » Zwes Ebenenbiischel A, A,
die in einem Strahlbiischel D lie-
gen, sind tn Ansehung threr zu
einander rechtwinkligen Ebenen-
paare projectivisch, und erzeugen
also einen besonderen Kegel zwei-
ten Grades, dessen Mittelpunkt
in D liegt, und weicher von jeder
Ebmew%, die zu der Azxe des
einen oder anderen Ebenenbii-
schels semkrecht ist, tn einem
Kreise geschnitien wird, von wel-
chem die Endpunkte eines Durch-
messers jedesmal tn jenen zwet
Azxen legen. «

4) »Bewegt sich ein rechter
Fliichenwinkel (ae,) 80, dass seine
Ebenen a, o, stets durch irgend
2wes feste, sich in esnem Punkte
D schneidende, Gerade A, A,
gehen, so beschreibt seine Kante
ewnen bestimmten besonderen Ke-

*) Den ersten Theil dieses Satzes hat Binet zuerst bewiesen,
im zweiten Bande S.71 der Correspondance sur UEcole smpériale

Polytechnique.
Satz zum
schaften weggelassen worden.

Als ich im Journal fir Mathematik 1I. Bd. den
eweisen vorlegte, sind durch ein Versehen einige Eigen-
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riihrt seine Ebene bestiindig einen
bestimmten besonderen Kegel zwei-
ten Grades, dessen Mittelpunkt
jener feste [230] Scheitel D 1ist,
und welcher die zwei festen Ebe-
nen tn denjemigen Geraden be-
rithrt, die zu threr gegenseitigen
Durchschnittslinie senkrecht sind.«

Besondere Fille.

71

gel zweiten Grades, dessen Mittel-
punkt jener Durchschnittspunkt
D dst, und welcher von jeder
Ebene E, die zu der [220] einen
oder anderen jener festen Gera-
den senkrecht ist, in einem Kreise
geschnitten wird, von welchem die
Endpunkte eines Durchmessers in

- diesen Geraden liegen. <*)

Oder die letzteren Sitze (3) und (4) lassen sich, zufolge
(§ 34 u. § 48), wie folgt in sphirische Sitze dbertragen:

5) »Irgend zwei Hauptkreise
H, H, ewner Kugelfiiche sind in
Ansehung threr Punktenpaare,
die um etnen Quadranten von etn-
ander entfernt sind, projectivisch,
und erzeugen also einen besondern
sphiirischen Kegelschnitt, der jene
Hauptkreise tn denjenigen Punk-
ten berithrt, welche um einen Qua-
dranten von thren gegenseitigen
Durchschnittspunkten abstehen.«

5) »Irgend zwei Strahlbiischel
B, B, auf einer Kugelfiiche sind
tn Ansehung shrer zu einander
rechtwinkligen Strahlenpaare pro-
Jectivisch, und erzeugen also einen
besondern  sphiirischen  Kegel-
schnitt, der durch die Mittel-
punkte B, B, der Strahibtischel
geht, und dessen Tangenten in
diesen Punkten zu dem durch
diese gehenden Haupthreise BB,
rechtwinklig sind.«

Oder:

6) » Bewegt sich ein Quadrant
aa, auf einer Kugelfliche so, dass
seine Endpunkte aa, stels in ir-
gend zwer festen Haupthreisen
H, H, liegen, so beriikrt er be-
stindig einen bestimmien sphiiri-
schen Kegelschnitt, der auch die
Sesten quptkreise beriihrt, und
zwar in denjenigen Punkten, wel-
che in der Mitte [221) zwischen
shren gegensettigen Durchschnitts-
punkten liegen.« Oder: »Ist der
Winkel an der Spitze eines sphii-
rischen Dretecks der Grisse und
Lage nach gegeben, und ist die
Grundlinie diaselben ein Quadrant,
80 beriihrt diese in allen ihren
verschiedenen Lagen stets einen
bestimmten Kegelschnitt, der die
Schenkel des festen Winkels in
denjenigen Punkten beriihrt, welche
vom Scheitel des Winkels um den
Quadranten entfernt sind.«

6) » Bewegt sich ein sphirischer
rechter Winkel (aa,) so, dass
seine Schenkel a, a, stets durch
trgend zwei feste Punkte B, B,
gehen, so durchliuft sein Schei-
telpunkt (aa,) einen besttmmten
sphirischen Kegelschnitt, der durch
die festen Punkte geht und dessen
Tangenten in diesen Punkten auf
dem durch dieselben (221] gehen-
den Hauptkreise senkrecht sind.«
Oder: »Ist die Grundlinie eines
sphiirischen Dresecks der Griésse
und Lage nach gegeben, und ist
der Winkel an dqer Spitze dessel-
ben ein rechter, so ist der Ort
dieser Spitze ein bestimmter sphi-
rischer Kegelschnitt, welcher durch
die Endpunkte der festen Grund-
linie geht, und dessen Tangenten
wn diesen Punkten zu der Grund-
linte senkrecht sind.«

*) Diesen Satz scheint Hachette zuerst bewiesen zu haben,
Correspondance sur I'Ecole Polytechnique tom. I, p. 179.
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Es folgt weiter (i).

7) »Irgend zwei Gerade U, A, im Raume sind in
Ansehung ihrer Punktenpaare, welche von irgend
einem beliebigen Punkte D aus unter rechten Win-
keln gesehen werden, d. b, nach welchen von diesem
Punkte aus Strahlenpaare gehen, die zu einander
rechtwinklig sind, projectivisch, so dass die Schaar
Gerader, welche jene Punktenpaare verbinden, in
einem einfachen Hyperboloid liegen, und dass die
Ebenen aller jener rechten Winkel einen Kegel zwei-
ten Grades berithren, dessen Mittelpunkt in dem ge-
nannten Punkte D liegt (§ 50).« Oder:

8) »Bewegt sich ein rechter Winkel (¢a,) so um
geinen Scheitel, der in irgend einem festen Punkte
D liegt, dass seine S8chenkel a, @, stets irgend zwei
feste Gerade %A, %A, die nicht in einer Ebene liegen,
schneiden; so beschreibt die Gerade, welche durch
die jedesmaligen [222) beiden Durchschnittspunkte
geht, ein einfaches Hyperboloid, in welchem aunch
die zwei festen Geraden liegen, und so bertthrt die

"Ebene des bewegten Winkels stets einen bestimm-
ten Kegel zweiten Grades, dessen Mittelpunkt jener
feste Punkt D ist, und welcher auch von den zwei
festen Geraden A, A, berithrt wird.«*)

*) Poncelet hat diesen Satz zuerst bekannt gemacht, in einem
Memoire, welches er der Akademie der Wissenschaften zu Paris
vorlegte. Er folgerte ibn aus dem obigen Satze von Binet (2).
Die Siitze (7 und 8) sind nimlich, auch zufolge der gegenwiirtigen
Entwickelung, als Gegensiitze der Sitze (1 und 2) anzusehen, und
hiitten als solche neben diese gestellt werden kdnnen. So liessen
sich z. B. die Siétze (2 und 8), einander entgegengesetzt, wie folgt
aussprechen:

» Bewegt sich ein rechtwinkliger
dreifliichiger Korperwinkel e o, E
so, dass die Hypotenusen-Fliche
E stets in einer festen Ebene E
bleibt, withrend die zwei iibrigen
Seitenfliichen o e, sich um irgend
zwet feste Gerade A, A, drehen,
80 beschreibt die Kante a, des
rechten Winkels (aw,) ein ein-
Sfaches Hyperboloid, wn welchem
auch die zwes ersten Geraden A,
A, Uegen, und so durchliuft der

» Bewegt sich etin verinderliches
rechtwinkliges Dreieck aa, D so,
dass der Scheitel D des rechten
Winkels stets in einem festen
Punkte D bleibt, wiihrend die
zwet iibrigen Ecken a, a, sich
liings irgend zwet festen Geraden
A, A, fortbewegen, so beschreibt
die Hyg)otenuse aa, ein etnfaches
Hyperboloid, in welchem auch die
zwet festen Geraden A, A, liegen,
und 80 bewegt sich die Ebene des
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9) »Wenn bei den beiden letzten S#itzen (7 und 8)
alle Bedingungen dieselben bleiben, [223] nur dass
die gegebenen festen Geraden %, A, in einer Ebene
E liegen sollen, so bleiben auch die Folgerungen
die nimlichen, ausser dass alsdann an die Stelle des
einfachen Hyperbolotds irgend ein Kegelschnitt
tritt, der durch die Geraden erzeugt wird, also in
ihrer Ebene liegt, und durch welchen der genannte
Kegel D geht« »Und wenn ferner insbesondere der
feste Punkt D so liegt, dass der 8trahl, welcher ihn
mit dem Durchschnittspunkte der festen Geraden ¥,
%, verbindet, zu den beiden letzteren senkrecht ist,
80 ist alsdann der genannte Kegelschnitt eine Hy-
perbel, welche die Geraden A, A, zu Asymptoten
hat.« Die Richtigkeit des letzten Falles folgt, wie man leicht
bemerken wird, daraus, dass die unendlich entfernten Punkte
der Geraden %, %, offenbar den in ihrem gegenseitigen Durch-
schnitte vereinigten Punkten entsprechen (§ 40, I). Auch kann
dieser Fall dadurch aus dem obigen Satze (4, links) gefolgert
werden, dass man die dort genannten Ebenen B, B, durch
eine solche dritte Ebene E schneidet, welche zu ihrer Durch-
schnittslinie senkrecht ist, und welche mithin mit denjenigen
beiden Strahlen, in welchen jene Ebenen von dem daselbst
genannten Kegel D) berithrt werden, parallel ist (§ 36, III).

10) »Steht die Axe eines Ebenenbtischels 4 auf
der Ebene eines ebenen Strahlbtischels B, senkrecht,
8o sind beide Gebilde in Ansehung ihrer zu einander
rechtwinkligen Elementenpaare projectivisch {g) und
erzeugen einen Kreis, welcher in der Ebene des
Strahlibtischels liegt, und den Abstand des Punktes
B, in welchem jene Axe A4 diese Ebene trifft, [224]
vom Mittelpunkte B, des Strahlbtischels, zum Durch-
messer hat.«

Da durch drei Paar entsprechender Elemente die projec-
tivische Beziehung zweier Gebilde bestimmt ist, so folgen aus
den obigen Sitzen (I, 3, 5, 7 und 10), durch Umkehrung, die
nachstehenden :

Scheatel des ]sbrperwmlek etnen  Dreecks als  Beriihrungsebene

Kegelschnitt, nimlich eines bestimmten Kegels zweiten
den gegenseitigen Durchschnitt Grades, niimlich des Beriihrun, s-
der festen E'enc E und des Hy- kegels aus dem Punkte D an
perbolovds. « Hyperbolo¥d. «
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11) a) »8obald bei zwei projectivischen Gebilden
— seien es 1) zwei Ebenenbtischel 4, 4,, deren Axen
in einer Ebene liegen mégen (3) oder nicht (1); oder
2) zwei ebene Strahlbtischel B, B,, die in einer Ebene
E (I} oder in einem Strahlbtischel D (3) liegen; oder
3) zwei sphérische Hauptkreise H, H, (5); oder 4)
zwei sphiirische Strahlbtschel B, B, (5); oder end-
lich 5) ein Ebenenbtischel 4 und ein ebener S8trahl-
biischel B, (10) — irgend drei entsprechende Ele-
mentenpaare zu einander rechtwinklig sind, so sind
je zwei der ilbrigen entsprechenden Elemente eben-
falls zu einander rechtwinklig;« und b) »8obald bei
zwei projectivischen Geraden ¥, A, (7) irgend drei
Paar entsprechender Punkte von irgend einem Punkte
D aus unter rechten Winkeln gesehen werden, so
findet fidr jedes der tibrigen Paare entsprechender
Punkte ein Gleiches statt.«

Und daraus folgt weiter:

12) a) »Dass bei zwei beliebig liegenden projec-
tivischen Gebilden - von der Art, wie sie so eben
genannt worden (11, a), ansgenommen der finfte Fall
— im Allgemeinen und héchstens nur zwei Paar ent-
sprechender Elemente zu einander rechtwinklig sind,
nédmlich es sind entweder zwei, oder nur ein, oder
gar kein Paar zu einander rechtwinklig, eben so,
[225] wie bei zwei projectivischen Gebilden, wenn
sie in- oder aufeinander liegen, entsprechende Ele-
mentenpaare zusammenfallen;« und b) »dass bei zwei
beliebig liegenden projectivischen Geraden %, %, von
irgend einem beliebigen Punkte aus, gleicherweise
entweder zwei oder nur ein, oder gar kein Paar ent-
sprechende Punkte unter rechten Winkeln gesehen
werden.« Und zwar sind die erwihnten Elementenpaare
wie folgt leicht zu finden. 8ind z. B. zwei beliebig liegende
projectivische Ebenenbiischel .4, 4, gegeben, so denke man
sich einen solchen dritten Ebenenbtischel 4,, der mit A,
einerlei Axe hat, und der mit 4 in Ansehung ihrer zu ein-
ander rechtwinkligen Ebenenpaare projectivisch ist (1), so
sind alsdann anch 4, und A4, projectivisch, nnd so viele
entsprechende Elementenpaare der letzteren zusammenfallen,
eben so viele entsprechende Elementenpaare von A4,, 4,
missen offenbar zu einander rechtwinklig sein; die vereinigten
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entsprechenden Elementenpaare von .4,, 4, werden aber nach
(§ 31, III) gefunden. Bei den tibrigen Paaren von Gebilden
ist die Lidsung #hnlich.

Die obigen S#tze (2, 4 und 6) kdnnen unter andern in
folgende Grenzfille tibergehen:

13) »Wenn némlich in (2) und in (4) die gegebenen
festen Geraden 4, 4, zu einander rechtwinklig sind
(bei (2) der Richtung nach), so treten offenbar an
die Stelle sowohl des einfachen Hyperboloids (2)
als des Kegels (4), zwei Ebenen, wovon jede durch
eine der beiden festen Geraden geht und zu der
jedesmaligen andern senkrecht ist, und die daher
anch zu einander senkrecht sind; d. h., sollen die
Seitenflichen «, o, eines rechten Flichenwinkels
[226) (acq,) durch jene zwei zu einander rechtwink-
ligen festen Geraden A4, 4, gehen, so ist der Ort
seiner Kante g, auf die zwei genannten Ebenen be-
schrinkt. Und wenn in (4 links) die gegebemnen
festen Ebenen B, B, zu einander rechtwinklig sind,
8o reducirt sich der daselbst genannte Kegel auf
diejenigen Geraden, in welchen er zuvor jene Ebe~
nen beriihrte, oder vielmehr es geht die Kegelfliche
in die Fliche des durch diese Geraden eingeschlos-
senen Winkels tiber; denn alsdann ist jede von
diesen zwei genannten Geraden zu allen Geraden
in der andern Ebene senkrecht. Aehnliches folgt
fir die sphirischen Sitze (6).«

14) »Zwei gegebene projectivische Gebilde, nim-
lich entweder «) zwei Ebenenbtischel 4, 4,, oder §)
zwei ebene Strahlbiischel B, B,, so zu legen, dass
ihre entsprechenden Elementenpaare zu einander
rechtwinklig sind; und ferner: ) wenn zwei projec-
tivisehe Gerade %, A, in beliebiger schiefer Lage im
Raume gegeben sind, denjenigen Punkt D zu fin-
den, von welchem aus ihre entsprechenden Punk-
tenpaare unter rechten Winkeln gesehen werden.«

Aufldsung. o) Man halte den einen Ebenenbtschel,
etwa 4, in seiner gegebenen Lage fest, und fille aus einem
beliebigen Punkte B, Lothe auf seine Ebenen, so dass ein
ebener Strahlbtischel B, entsteht, welcher mit dem Ebenen-
bischel 4 (10), und mithin auch mit dem Ebenenbtischel 4,
projectivisch ist. Sodann kommt es nur darauf an, den
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Ebenenbtischel 4, so zu legen, dass er mit dem festen Strahl-
biischel B, perspectivisch ist. Man suche zu diesem End-
zweck die Schenkel s,, ¥, und Seitenflichen o,, 7, der ent-
sprechenden [227] rechten Winkel der beiden Gebilde B,, .4,
(§ 30, VI). Da die Strahlen s,, #,, der Voraussetizung ge-
miiss, fest sind, so ist der Ort der Kante .4, des rechten
Flichenwinkels (0, z,), wenn seine Flichen durch jene Strah-—
len gehen sollen, auf diejenigen zwei Ebenen S, T beschrinkt,
welche durch s,, #, gehen und beziehlich zu ¢, s, senkrecht
sind (13). B8ind ferner «,, 8, irgend zwei andere zu einan-—
der rechtwinklige Ebenen des Ebenenbtischels 4,, und sind
a,, b, die ihnen entsprechenden Strahlen im Strahibtischel
B,, so ist der Ort der Kante 4, des rechten Flachenwin-
kels (@, 8,), wenn seine Flichen durch jene Strahlen gehen
sollen, auf eine besondere Kegelfliche K zweiten Grades be-
schrankt (4), welche durch die Strahlen @,, 4, geht, und die
daher nothwendiger Weise von der einen oder der andern
der vorigen Ortsebenen S, 7" in irgend zwei Strahlen 4, ‘A4
geschnitten wird, in denen allein die Kanten der zwei ge-
nannten Flichenwinkel (0, 7,), (@, 8,) zusammentreffen kon-
nen, und in demen folglich allein die Axe .4, liegen kann,
um der Aufgabe zu gentigen, d. h., damit der Ebenen-
biischel 4, mit dem festen Strahlbtischel B, perspectivisch
sei. Um die genannten Strahlen ,.4, ‘4 in der That zu fin-
den, kann man danach z. B. wie folgt verfahren. Es stelle
(Fig. 51) das Papier die Ebene des Strahlbiischels B, vor,
wo man sich also die Ebenen S, 7' durch die Strahlen s,, ¢,
und senkrecht auf jemer Ebene zu denken hat. Da die ge-
nannten zwei rechtwinkligen Ebenenpaare o, und 7,, ¢, und
8, des Ebenenbiischels A, nothwendiger Weise abwechselnd
aufeinander folgen, etwa in der Ordnung ¢,, ¢,, 7,, §,, so
missen auch die ihnen entsprechenden Strablenpaare s, und
t,, @, und b, im Strahlbischel B, abwechselnd aufeinander
folgen, und zwar nach der Ordnung s,, @, ?,, b, [228]
(§ 29, I). Da ferner der genmannte Kegel A von jeder Ebene
E, welche zu einem der zwei Strahlen a,, b, senkrecht ist,
in einem Kreise geschnitten wird, wovon die Endpunkte eines
Durchmessers in diesen Strahlen liegen (4 rechts), so ist also
jede Gerade ab, die man zwischen diesen Strahlen und z. B.
auf a, senkrecht zieht, ein solcher Durchmesser, der noth-
wendiger Weise jedesmal einen der zwei anderen Strahlen
8,, t,, hier ¢,, schneiden muss; tber diessm Durchmesser
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beschreibe man sofort in der zugehdrigen Ebene E, welche
die Ebene 7'in einer Geraden ,a'a schneidet, den genannten
Kreis, so wird dieser jemer Geraden ,a‘a in zwei Punkten
0, 'a begegnen, durch welche die verlangten Strahlen , 4, *4
gehen. (Map konnte tibrigens aunch tiber demselben Durch-
messer in der Ebene der Figur einen Kreis beschreiben, und
hier die Linge der Abschnitte ,at, ‘at, so wie die Winkel,
welche die Strahlen ,.4, *4 mit dem Strahle ¢, einschliessen,
oder mit einem Wort, die Dreiecke, ,at.B,, 'at.B, finden, wie
leicht zu sehen ist.) Hat man auf vorstehende Weise zwei
bestimmte Lagen , A4, *A fir die Axe 4, gefunden, so kennt
man zugleich alle mdglichen Lagen derselben, indem sie aus
jenen dadurch, und nur dadurch, in andere, ihr zukommende,
Lagen ubergehen kann, wenn. sie mit sich selbst parallel fort-
bewegt wird. Es ist daher, wenn die Lage der Axe A ir-
gendwo fest angenommen wird, die Lage, oder der Ort der
Axe A, nicht beschrinkt, sondern nur ihre Richtung, und
zwar ist diese auf nur zwei bestimmte Richtungen , 4, ‘4
beschrivkt. Die Axe 4, kann daher auch in solche Lage
gebracht werden, wo sie jene andere Axe schneidet, und wo
alsdann die Strahlbiischel 4, 4, den mehrerwihnten beson-
dern Kegel erzengen. — Wenn inshesondere die gegebenen
Ebenenbiischel 4, 4, gleich [229] sind, so fallen, wie leicht
zu sehen, die zwei Strahlen ,4,'A in einen einzigen zu-
sammen, welcher zu der Ebene des Strahlbtischels B, senk-
recht ist, so dass alsdann die Axen .4, 4, der Ebenenbtischel
parallel werden, und wo alsdann letztere dem sogenannten
geraden Cylinder erzeugen.

p) Aus den obigen Sitzen (3 und 4, links) folgt zuvorderst,
dass, um die gegebenen Strahlbiischel B, B, in die verlangte
Lage zu bringen, von den Schenkeln ihrer entsprechenden
rechten Winkel (s¢), s,¢,) (§ 9, II) zwei ungleichnamige, also
entweder s und 7., oder ¢ und s,, vereinigt werden milssen.
Ist dieses geschehen, und zwar so, dass zugleich die Mittel-
punkte. der Strahlbilschel zusammenfallen (in D), so ist sofort
nur noch no6thig, den letzteren solche Lage zu geben, d. h.,
ihre Ebenen so gegen einander zu neigen, dass irgend ein
Paar andere entsprechende Strahlen derselben, etwa @ und a,,
za einander rechtwinklig sind, demn alsdann sind drei Paar
entsprechende Strahlen s und s,, ¢ und ¢,, ¢ und @, zu ein-
ander rechtwinklig, und folglich die Aufgabe geldst (11).
Allein bei genaner Untersuchung dieses Verfahrens gewahrt
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man bald, dass von jenen ungleichnamigen Strahlenpaaren
nicht jedes, sondern nur eins von beiden vereinigt werden
darf, und zwar verhilt es sich damit wie folgt. Von den
zwei Winkelsummen (@s) + (a,¢,) und (@?t) 4 (a,s,) ist nim-
lich, im Allgemeinen, die eine grésser und die andere klei-
ner als ein rechter Winkel, weil beide Summen zusammen
zwei rechte betragen, diejenige Summe numn, welche grdsser
ist, enth#lt jedesmal die zwei Strahlen, welche allein ver-
einigt werden dtirfen. Durch die wirkliche Aufldsung wird
dies, wie folgt, klar dargethan. Es sei z. B. die Summe
(at) 4+ (a,s,) > R, so lege man die Btrahlbtischel so, dass
sowohl ihre Mittelpunkte [230] B, B,, als die Strahlen ¢ und
s, vereinigt sind. Wird sodann die Lage des einen Strahl-
biischels, etwa die des B, als fest angenommen (Fig. 52), so
kann der andere B, seine Lage nur noch dadurch indern,
dass er sich um den gemeinschaftlichen festen Strahl #s,
herumbewegt, wobei der Strahl a, offenbar einen (geraden)
Kegel zweiten Grades beschreibt; es soll aber diejenige Lage
dieses Strahls gefunden werden, wo er zu seinem entspre-
chenden Strahle @ rechtwinklig ist, fir diesen Fall muss er
also auch in der Ebene E liegen, welche im Punkte B auf
dem Strahle a senkrecht steht, und die also durch den zu a
rechtwinkligen Strahl e¢ geht, folglich kdnnen nur diejenigen
zwei Strahlen ,a, '@, in welchen diese Ebene E jenen Kegel
schneidet, die gesuchte Lage des Strahles @, darstellen, wo-
durch sofort auch die Lage des Strahlbtischels B,, in der
dieser allein der Aufgabe gentigt, bestimmt ist. Wie die
Strahlen ,a, ‘a in der That zu construiren sind, ist nach die-
sen Angaben leicht zu sehen. Auch sieht man jetzt, warum
die Auflssung unmoglich wird, wenn (a?) -+ (a,s,) < R ist,
weil niimlich alsdann Winkel (e, s,) < (et), so dass folglich
die Ebene E den durch a@, beschriebenen Kegel nicht in
zwei Strahlen schneiden kann. — Wenn insbesondere die
Strahlbtischel B, B, gleich sind, so berithrt die Ebene E den
genannten Kegel, weil dann Winkel (¢#) = (a,s,), so dass
beide Strahlen ,a, ‘¢ mit ¢ zusammenfallen, nund so dass als-
dann auch die Ebenen der Strahlbiischel aufeinander fallen.
In diesem Falle ktnnen aber die Strahlbtischel anch in sol-
cher Lage der Aufgabe gentigen, in der sie anfangs oben (I)
betrachtet worden, wo sie alsdann einen Kreis erzeugen. —
Ki#me es darauf an, die Strahlbtischel so zu legen, dass. ihre
entsprechenden Strahlen bloss der Richtung nach zu einander
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[281] rechtwinklig wiren, wenn z. B. ihre Mittelpunkte in
fester Lage gegeben wiren u. s. w., so diirfte man nur eben
so verfahren, wie vorhin, und sodann den Strahlbtischel B,
so legen, dass er mit sich selbst parallel wiire und ausser-
dem jenen iibrigen gegebenen Bedingungen gentigte.

) Man beschreibe ttber irgend drei Projectionsstrahlen
der gegebenen Geraden A, %A,, etwa tber aa,, bb,, cc,, als
Darchmesser genommen, Kugelflichen, welche sich, im Allge-
meinen, in irgend zwei Punkten D), D, schneiden werden,
von denen offenbar jeder der Aufgabe gentigf (11, b). Schnei-
den sich die drei Kugelfiichen nicht zusammen in zwei Punk-
ten (oder bertthren einander wenigstens in einem Punkt), so
ist die Aufgabe filr die gegebene Lage der Geraden A, U,
unmdglich, sie kann aber, wofern eine Aenderung dieser Lage
gestattet wird, leicht mdglich gemacht werden. 14)

Es ist hierbei noch zu bemerkem, dass jede der zwei
obigen Aufldsungen (a), (8) auch auf die andere zuriickge-
fihrt werden kann (h), und dass ferner auch die ihnen ent-
sprechenden sphirischen Aufgaben sich anf #hnliche Weise
l6sen lassen.

Daurch die erste Auflssung (a) ist auch zugleich die fol-
gende, zu (§ 30) nachiriigliche, Aufgabe geldst:

15) »Zwei projectivische Gebilde 4,, B,, nimlich
einen Ebenenbtischel und einen ebenen Strahlbiischel,
die in beliebig schiefer Lage gegeben sind, in per-
spectivische Lage zu bringen.«

Wie die genannte Auflgsung zeigt, kommen dieser Auf-
gabe, im Allgemeinen, zwei Auflosungen zu, d. h., wird die
Lage des einen Gebildes als fest angenommen, [232) so kann
das andere in zwei verschiedenen Liagen der Aufgabe gentigen.

In Bezug auf die oben betrachteten besondern Erzeug-
nisse projectivischer Gebilde, deren entsprechende Elemente
zu einander rechtwinklig sind, ist endlich noch zu bemerken,
dass sie bei gewissen Untersuchungen (im Raume und auf der
Kugelfiiche) ihnliche Hitlfe leisten, wie man sie vom Kreise,
vermdge. seiner in (I) angegebenen Eigenschaft, allgemein zu
benutzen gewohnt ist, und was z. B. auch schon bei der vor-
stehenden Aufldsung (8) zu sehen ist. Deshalb mag in Hin-
sicht des besondern einfachen Hyperboloids (1, 2) und des
besondern Kegels zweiten Grades (3, 4 rechts) hier noch ins-
besondere erinnert werden: .»Dass diese Figurenm, vor
den tbrigen ihrer Art, daran zu erkennen sind,
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dass jeder Kreisschnitt in ihnen zu einem ihrer
Strahlen senkrecht ist, und dass sie daher unter an-
dern, wie folgt, bestimmt und erzeugt werden (§ 51,
IV, 9): :

16) »Das genannte besondere einfache Hyperbo-
lotd wird bestimmt und erzeugt:

a) wenn irgend ein Kreis A und zwei ihn schnei-
dende Gerade 4, 4,, wovon die eine A4 senk-
recht und die andere 4, beliebig schief auf
gseiner Ebene steht, und welche Geradem sich
nicht schneiden, gegeben sind; n&mlich bewegt
sich alsdann eine dritte Gerade a so, dass sie
stets die drei gegebenen festen Elemente K,
A, A, schneidet, so beschreibt sie die genannte
Fliche; oder:
wenn irgend zwei feste Gerade 4, 4,, die nicht
in einer Ebene liegen, gegeben sind, und ein
verdnderlicher Kreis K sich so [233] bewegt,
dass seine Ebene stets zu der einen Geraden
A senkrecht ist, und dass stets die Endpunkte
eines Durchmessers desselben in den zwei festen
Geraden liegen, so beschreibt er die genannte
Fliche.« TUnd:

17) »Wenn irgend ein Kreis K und irgend eine
ihn schneidende und auf seiner Ebene senkrecht
stehende Gerade A gegeben sind, so wird durch
jeden Punkt D in der Geraden und durch den Kreis
der genannte besondere Kegel erzeugt, d.h., so ist
der Kegel, welcher durch den Kreis geht und jenen
Punkt D zum Mittelpunkt hat, ein solcher besonde-
rer Kegel.«

III. An die vorstehende Reihe von Sitzen h#tten fast
unmittelbar noch mehrere andere Sitze angeschlossen werden
konnen, wovon ich einige im Anhange aufstellen werde. Hier
soll nur noch ein eigenthiimlicher Fall (I), der mit einer
Einschriinkung schon in der vorigen Betrachtung (I, h) vor-
kam, Platz finden.

Fallt man nimlich aus einem beliebigen Punkte DD Lothe
auf die Ebenen a, 8, 7, ..... y Cuy Biy Vay eoeee irgend zweier
beliebig schief liegender projectivischer Ebenenbiischel 4, 4,,
8o bilden dieselben zwei ebene Strahlbiischel B, B,, welche
beziehlich mit den Ebenenbtischeln 4, 4, (II, g), und folglich

b

—~
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anch unter sich, projectivisch sind, und welche somit, im
Allgemeinen, einen Kegel zweiten Grades erzeugen, dessen
Mitelpunkt D ist. Ferner folgt, dass die Ebene irgend
zweier entsprechender Strahlen (Lothe) der Strahlbtischel B,
B,, wie z.B. die Ebene (¢a,) der Strahlen a, a,, zu der
Durchschnittslinie @, der diesen Strahlen entsprechenden Ebe-
nen «, «, der Ebenenbiischel .4, 4, senkrecht ist. [234]
Wird endlich noch erinnert, dass die Ebenenbtischel 4, 4,,
da sie sich in schiefer Lage befinden, im Allgemeinen, ent-
weder ein einfaches Hyperboloid oder einen Kegel zweiten
Grades erzeugen, so folgen also nachstehende Sitze:

1) »Alle Ebenen [(e¢q,)], welche durch einen be-
liebigen festen Punkt D gehen, und wovon jede zu
irgend einem S8trahle (a,) eines einfachen Hyperbo-
loids senkrecht ist, umhilllen irgend einen Kegel D
zweiten Grades.«

2) »Falt man aus irgend 2) »Legt man durch irgend
einem Punkte D, (Durchschnitt einen Punkt D Ebenen, welche
der Azen A, A,) Lothe auf die ?f den Strahlen eines gegebenen
Berithrungsebenen eines gegebenen cgek. [4A4,] zweiten Grades
Kegels D zweiten Grades, so lie- rechtwinklig stehen, so umbhiillen
gen sie in einer andern Kegel- und berilhren sie irgend einen an-

Aiche [A4A4,] von demselben dern Kegel D wvon demselben
Grade« *). Grads«*).

.

Zusammengesetstere 8dtze und Aufgaben.

54. Die in den vorhergehenden Paragraphen (§ 50—53)
entwickelten Eigenschaften beliebig schief liegender projec-
tivischer Gebilde und deren Erzeugnisse fihren, durch Wie-
derholung und Verbindung, zu zusammengesetzteren S#tzen,
und zwar sind sie sehr dazu geeignet, eine Menge von Auf-
gaben leicht zu ldsen, viele Sitze einfach zu beweisen, den
inneren Zusammenhang von Porismen klar darzustellen, so
wie endlich auch die Abb#ngigkeit gewisser Systeme ungleich-
artiger Figuren von einander zu begriinden, und die [235]
Gesetze fir die Uebertragung der Eigenschaften des einen
Bystems auf das andere nachzuweisen. Einige passende Bei-
spiele werden hinreichend sein, um dieses alles ins Klare zu

* Diesen Satz, nebst einigen mit ihm zusammenhingenden
Eigenschaften, habe ich zuerst bei einer Gelegenheit im Journal
athem. Bd. 1I, Heft III, ausgesprochen.

Ostwald’s Klassiker. 83. 6
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getzen. Ich muss jedoch bemerken, dass man hier auf #ihn-
liche Weise, wie friher (§ 19—25), (§ 41—43) und (§ 46),
zu Werke gehen konnte, niémlich durch stufenweise Verbin-
dung der Gebilde und mit genauer Oekonomie, alle verschie-
denen Reihenfolgen von S#tzen und Aufgaben zu entwickeln.
Mehrere hierhin gehdrige Siitze und Aunfgaben werde ich im
Anhange, zur Selbstibung, aufstellen.

55. Zum Behufe einiger nachfolgender Sitze und Aufga-
ben, so wie zur Erleichterung fiir alle spiteren #hnlichen
Betrachtungen, sollen hier vorerst einige Erklirungen festge-
stellt werden, welche als Ergiinzung oder als Erweiterung sich
an die obigen Erklirungen (§ 19) anschliessen, und welche
eigentlich schon frtther (§ 32, oder § 33) ihre Stelle hitten
finden konnen. Aehnlicherweise niimlich, wie in (§ 19) die
Figuren in der Ebene erklirt und in ibrer Vollstindigkeit
aufgefasst worden sind, sollen hier Figuren, im Allgemeinen,
mdogen sie in einer Ebene E, oder in einem Strahlbtischel D,
oder im Raume tiberhaupt liegen, erklirt und aufgefasst wer-

den, und zwar wie folgt. !9)

Irgend n Ebenen, die als zu-
sammengehtrend ins Aug ge-
fasst werden, sollen fortan »voll-
stindiges n Flachc« heissen,
nimlich die Ebenen sollen seine
Flichen und die Geraden, in
denen sie sich paarweise schnei-
den, sollen seine Kanten ge-
nannt werden; es hat also im
Ganzen 4 n (n—1) Kanten. Fer-
ner sollen die » Ebenen, wenn
sie in irgend einer bestimmten
Aufeinanderfolge [236] aufge-
fasst werden, wobei nimlich die
erste als auf die letzte (nte)
folgend angesehen wird, »ein-
faches n Flach« heissen, und
zwar sollen nur allein die Ge-
raden, in denen sich die unmit-
telbar aufeinander folgenden
Ebenen schneiden, Kanten des-
selben genannt werden; das voll-
stindige n Flach umfasst also
3,4,5 ... (n—1) einfache n Flach
(§ 25, Note). Endlich soll das
vollstiindige 7z Flach, so wie
jedes einfache » Flach, »im

trahlbtischel« oder »im

Irgend » Punkte, die als zu-
sammengehdrend ins Aug ge-
fasst werden, sollen fortan »voll-
stindiges n Ecke« heissen,
nimlich die Punkte sollen seine
Ecken und die Geraden, in dé-
nen sie paarweise liegen, sollen
seine Seiten genannt werden;
es hat also im Ganzen § n (n—1) -
Seiten. Ferper sollen die =
Punkte, wenn sie in irgend einer
bestimmten  Aufeinanderfolge
aufgefasst werden, [286] wobei
nimlich der erste als auf den
letzten (nten) folgend angesehen
wird, »einfaches n E ck« heis-
sen, und zwar sollen nur allein
die Geraden, in denen die un-
mittelbar aufeinander folgenden
Punkte paarweise liegen, Sei-
ten desselben genannt werden;
das vollstindige » Eck umfasst
also 3, 4, 5... (n—1) einfache n
Ecke (§ 25, Note). Endlich soll
das vollstindige » Eck, so wie
jedes einfache n Eck »in der

bene« oder »im Raume«
heissen, je nachdem seine n Ecken
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Raumec« heissen, je nachdem
seine n Flichen simmtlich durch
einen und denselben Punkt D
gehen oder nicht. Wenn iibri-
gens in der Folge die unvoll-
stindigen Benennungen »n
Flach«, »n Flachim Raumec
gebraucht werden, so soll dar-
unter beziehlich: »einfaches
n Flach im Strahlbifischels,

Zusammengesetztere Sitze und Aufgaben. 83

simmtlich in einer und dersel-
ben Ebene E liegen oder nicht.
Wenn tibrigens in der Folge die
unvollstindigen Benennungen:
»n Ecke, »n Eck im Raume«
gebraucht werden, so soll dar-
unter beziehlich: »einfaches
n Eck in der Ebene«, »ein-
fachen » Eck im Raumec«
verstanden werden.

»einfaches 2 Flach im
Raume« verstanden werden.

Auch ist zu bemerken, dass ein »einfaches » Flach
im Raume« zugleich als »einfaches » Eck im Raumec
_oder als seinfaches » Kant oder » Seit im Raume« auf-
gefasst werden kann, so dass also derselben Figur jeder von
diesen vier Namen beigelegt werden kann, je nachdem es
den Umstéinden angemessen ist; und zwar sind diese Namen
einander dergestalt paarweise zugeordnet, dass man z. B.,
wie oben geschehen, sagt: das einfache ~» Flach im Raume
habe n Kanten, und das einfache » Eck im Raume habe 7
Seiten, und auch umgekehrt; d. h., es sind die Namen Fli-
che und Kante, so wie Ecke und Seite einander zu-
geordnet. ' :

[237] Ferner ist tiber » Seit und » Kant noch folgendes
zu bemerken:

Irgend » Gerade in einer
Ebene E zusammengefasst, heis-
sen »vollstindiges » Seit in
der Ebene« (§19).

Irgend » Strahlen in einem
Strahlbiischel D zusammenge-
fasst, sollen »vollstindiges
# Kant im Strahlbiischel«
heissen.

Das vollstéindige » Kant steht also dem vollstindigen 7
Flach im Strahlbiischel ) #hnlicherweise entgegen, wie das
vollstindige 72 Eck dem vollstindigen 7 Seit in der Ebene E
(§ 19); denn wird der Strahlbtischel D der Ebene E entge-
gengestellt, so entspricht das genannte » Kant dem 7= Eck
und das » Flach dem n Seit (§ 33).

Es giebt nur einfache » Seit und » Kant im Raume,
aber keine vollstdndige, es sei denn, dass man irgend »
Gerade im Raume (wovon keine zwei in einer Ebene liegen)
so nennen wolle; allein da zwischen solchen Geraden keine
unmittelbare Verbindung stattfindet, so mdchte diese Bemen-
nung unpassend sein.

6*
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§ 56

56. Zu den obenerwihnten Beispielen (§ 54) gehdren nun
zun#ichst die folgenden ausgedehnten S#tze (Porismen) und

Avufgaben.

1) » Wenn im Raume trgend eine
Anzahl n beliebige Gerade %, %,,
Ay oevery Ay y, und desgleichen
eine andere, um eins geringere,
Anzahl n—1 beliebige Gerade A,
Ay, A, ..... y Ap_ o, gegeben sind,
wovon weder bes jenen, noch bei
diesen, keine zwes in einer Ebene
liegen, und wenn n Ebenen a, a,,
..... y @pn_y, die der Rethe
durch [338] jene ersten n
Geraden gehen, sich so bewegen,
dass die Durchschnittslinien der
nach der Reihe unmittelbar auf-
einander folgenden Ebenenpaare,
also die n—1 Durchschnittslinien
GGy Gylgy Gglgy ouu.. y Bp_gOn_y,
nach der Ordnung beziehlich jene
andern n—1 festen Geraden
schneiden, so beschreibt nicht allein
Jede dieser Durchschnittslinien,
sondern so beschreibt jede der
i n (n—1) Durchschnittslinien, in
welchen die n Ebenen tm Ganzen
einander paarwesse schneiden, ein
esnf aches Hyperboloid, in wel-
che m auch dse zwes festen Gera-

den liegen, um die sich die jedes-
maligen zwei Ebenen drehen.«

1) »Wenn im Raume srgend eine
Anzahl n beliebige Gerade U, U,

y reeeey Ap—y, und desgleschen
eine andere, um eins geringere,
Anzahl n—1 beliebige Gerade A,
Ay Ay ... y Ay gegeben sind,
wovon weder bes Jenen, noch bes
diesen, keine zwes in einer Ebene
Uegen, und wenn n Punkte a, a,,
| T Qp—y, dte der Rethe nach
in jenen ersten n [238] Geraden
Uegen, sich so bewegen, dass die
Geraden, welche durch die un-
mittelbar aufesnander folgenden
Punktenpaare gehen, also die n—1
Geraden aqa,, @,a5, A3q3, ..... ,
0, —30y 4 nach der Ordnung be-
z1ehlich jene n—1 andern festen
Geraden schneiden, so beschreibt
nicht allein jede dieser schnevden-
den Geraden, sondern so be-
schreibt jede der §n (n—1) Ge-
raden, in welchen die n Punkte
paarwesse genommen liegen, ein
einfaches Hyperboloid, welches
auch durch diejenigen zwes festen
Geraden geht, in welchen sich
die jedesmaligen zwes Punkte be-
wegen.«

Die Richtigkeit dieser Si#tze folgt ohne Schwierigkeit aus

den obigen Fundamentalsitzen (§ 51, IV).

Auch ist leicht

zu sehen, dass und wie diese Sitze, in gewissem Sinne, die
fritheren Sitze (§ 47, I und II) als besondere Fille umfassen,

und dass ihr Beweis dem der letztern #hnlich ist.

dem umfassen sie sehr viele
z. B. die nachstehenden.

2) » Wenn im Raume ein be-
liebiges n Kant A A, ¥, ..... Ay
und irgend n—1 Kegelflichen
zwetten Grades (AY,], (A, A,],
Ny oA s], welche nach
der Rethe den n—1 ersten Kan-
tenwinkel (AY,), (A, %,),

Ausser-
andere besondere Fille, als

2) » Wenn tm Raume ein be-
liebsges n Seit AA, Ay ... Ay _
und irgend n—1 Kegelschnitte
[A Ai]’ [Al A2]v et [‘_411— A,._ l]v
welche nach der Rehe den n—1
ersten Winkeln (AA,), (A4,4,),

veee (ApooAp_,) des n Seits
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(W, oA, ;) des n [289] Kants
umachrieben sind®), gegeben sind,
und wenn ein verilinderliches ein-
Jaches n Flach aaya, ..... @y
sich so0 bewegt, dass seine Fliichen
@y, ..... Gy_4, nach der Reihe,
stch um die Kanten %, A, .....
A, _ Jenes n Kants drehen, wih-
rend seine n—1 ersten Kanten
aa, Q@ ..... y O — o8y _ ¢, nach
der Ordmmg, csch als Strahlen
wn jenen Kegelfilichen bewegen:
80 bewegt m auch seine nte
Kante a,_ ¢ in einer bestimm-
ten nten Kegelfliche 2ten Gra-
des [A,_,%N), welche dem nten
Kanten- Winkel (%,, _ %) des ge-
gebenen n Kants umachyiehen tst,
und 0 beschreibt jede der ilbngen
4n (n—3) Kanten des durch das
genannte n Flach ce, .....

beattmmtm vollstiindigen n Flachc
etn einfaches Hyperboloid, wel-
ches durch digjenigen zwei Kan-
ten des gegebenen n Kants geht,
um welche sich die zwet Fl«.’lchm
denen die jed et
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[289] eingeschrieben sind*), gegeben
sind, und wenn ein verandgrhchea
ein achu n Eck aqaq,..... [

80 bewegt, dass seine Ecken
..... a,_ 4, nach der Rethe
dce Seiten 4, 4,
nes n Seits durchlaafm, wahrend
setne n—1 ersten Sesten aq,, a,c:i,
..... y O _398y_ 4, nach der Or
nung, swch als Tangenten um jene
Kegelschnitte herumbewegen: so
bewegt sich auch seine nte Seite
a,_.a als Tangente um einen
bestimmten nten Kegelschnitt
[4,_,A), welcher dem nten
Winkel (A, _,A) des gegebenen
n Seits eingesc }cneben 1st, und so
beschreibt jede der 4 n (n—3)
Gibrigen Seiten des vollstindigen
n Ecks, welches durch das ge-
nannte emfache n Eck aa, .
a,_ y bestimmt wird, ein einfaches
Hyperboloyd, in welchem  auch
dieenigen zwes Seiten des gege-
benen n Seits liegen, lings denen
.nch dce zwet Ecken, welche die
de Seite

bende Kante anyeh&rt drehm «
3) »Wenn im Raume ein be-
liebiges n Kant A%, ..... . S
und srgend n—1 Ebenen B, 8‘
..... p g, welche durch die
n—1 ersten Ecken AU, AU,
..... , Ny oN,_, des [240] 7
Kants gehen, gegeben sind, und
wenn esn verdnderliches emfaches
n Flach ca, ..... &, _, 8ich 80 be-
wegt, dass seine Flichen, nach
der Rethe, sich um die Kanten
Jenes n Kants drehen, wdhrend
seine n—1 ersten Kantm, nach
der Ordnung, sich in jenen festen
Ebenen bewegen: so beschreibt
seme letzte Kante eine bestimmte
g;lﬂachc zwesten Grades, wel-
letzten Winkel des ge-

¥ d. h die Kegelfliche geht
durch die jedesmaligen zwei
Kanten uncf fhr Mittelpunkt
liegtalso in ihrem Durchachnitts-
punkt.

best:mmen, bewegen. «
3) » Wenn tm Raume em be-
liebiges n Seit A A, ..... Ay _
und srgend n—1 Punkte B, B,,
. B, _,, welche in den n—1
ersten Flichen (kael-Ebenen)
AA,, A,4,, Ap_ o4

[240] "des'n Seti.;'l.z.egen :b—er:
sind, und wenn ein verd sches

ein aches n Eck agy ... Ay g
sich so bewegt, dass seine Ecken,
nach der Reshe, die Seiten jenes
n Seits durchlaufen, wikrend seine
n——-l ersten Seiten, nach der Ord-
’inacch um jene festen Punkte
dre 80 bewegt sich seine letzte
Sette als Tangente um einen be-
stimmten Kegelschnitt, welcher
dem letzten Winkel des gegebenen

¥ d. h. der Kegelnchnitt be-
rilhrt die zwei Schenkel des
Winkels und liegt also mit ihnen
in einer und derselben Ebene.
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gebenen n Kants umschrieben ist,
und so beschreibt jede der abrtgen
in (n—3) Kanten des durch das
genannte einfache n Flach be-
atammten vollstindigen n_Flachs

..... o, ein einfaches Hy-
perboloid welches durch diejent-
gen zwes Kanten des gegebenen
n Kants geht, lings denen sich
diej edecmahge beschresbende Kante
bewegt. «

4) »Wenn im Raume irgend
eine Anzahl n behebo e Gerade
A A, ... » An_yss etne glet-
che Anzahl andere behebtge Ge-
rade 4, A, ....., Ay_, wovon
weder von dieaen "noch ton Jenen
ketne zwet in einer Ebene liegen,
gegeben sind, so soll ein n Flach
(sm Raume) so beschricben wer-
den, dass seine Ebenen der Rethe
nach durch die ersten n Geraden
gehen, und seine Kanten der Ord-
nung nach die letzten n Geraden
schnetden. «

§ 56

n Seits eingeschrieben ist, und o
beschresbt jede der t‘ilm'gen in
(n—3) Sesten des durch das ge-
nannte einfache n Eck bestimm-
ten vollstiindigen n Ecks aa,
Ay, en einfaches Hyperboloid
welches  durch digjenrgen  zwes
Seiten des gegebenen n Seits geht,
lings denen sich die jedesmalige
beschreibende Seite bewegt.«

4) »Wenn sm Raume irgend
eine Anzahl n beliebige Gerade
...... y Uy _ gy und eine gles-

che Anzahl andere beliebige Ge-
rade A, A4, ..... y Ap_ 4, wovon
weder von diesen noch von jenen
keine zwes in etner Ebene liegen,
gegeben sind, so soll en n Eck
(tm Raume) so beschrieben wer-
den, dass seine Ecken der Reihe
nach n den ersten n Geraden
liegen, und sesne Seiten der Ord-
nung nach die andern n Geraden

schneiden.a

[R41] Aehnlicherweise, wie die obigen S#tze (1) andere
Sitze, umfassen auch die vorliegenden Aufgaben (4), in ge-
wisser Hinsicht, die frttheren Aufgaben (§ 25 und § 47, III)
als besondere Fille in sich, und ihre Lgsung ergiebt sich aus
denselben projectivischen Eigenschaften, auf welchen die Lo-
sung der letzteren beruht. Némlich man nimmt, um z. B.
die Aufgabe (4, rechts) zu 18sen, in der ersten Geradem A
irgend einen Punkt a an, legt durch diesen einen Strahl g,
welcher die zwei Geraden 4, W, schneidet (§ 51, II); so er-
hilt man in der letzteren einen bestimmten Punkt a, (den
Durchschnittspunkt); durch diesen wird weiter ein Strahl e,
gelegt, welcher die zwei folgenden Geraden .4,, %, schneidet,
wodurch man in der letzteren 2, einen Punkt a, findet, und
so fihrt man fort, bis man endlich durch einen bestimmten
Punkt a,_,, in der Geraden A, _,, einen Strahl a,_, legt,
welcher die zwei Geraden A4, ,, U schneidet, wodurch man
in der letzteren 2 einen zweiten Punkt erh#lt, welcher g,
heissen und als schiefe (oder gebrochene) Projection des ersten
a angesehen werden mag. Eben so sucht man zu irgend
zwei andern beliebigen Punkten b, ¢ der Geraden A zwei
ihnen entsprechende Punkte b,, c, in derselben, sieht sodann
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die Punkte a, b, ¢ und q,, b,, c, als entsprechende Punkte
zweier aufeinander liegender projectivischer Geraden A, A,
an, und sucht (§ 17) die vereinigten entsprechenden Punk-
tenpaare der letzteren, wodurch sofort die vorgelegte Aufgabe
als geldst zu betrachten ist. Die andere Aufgabe (links) ist
dadurch offenbar zugleich gelést. Wenn die Rangordnung der
gegebenen Geraden, jede Abtheilung filr sich genommen, nach
Belieben gewihlt werden darf, so ist die Zahl der Aufldsun-
gen, welche jede der vorgelegten Aufgaben im Allgemeinen
[242] zul#sst, offenbar dieselbe, wie bei der obigen Aufgabe
(8§ 25, Note). 1)

Den obigen Sitzen (2) und (3) entsprechen nachstehende
Aufgaben.

5) »Wenn im Raume ein belie-
biges n Kant und irgend n Ke-
gelfldchen zweiten Grades, welche
den n Winkeln desselben umschrie-
ben sind, gegeben sind, so soll ein
n Flach so beschrieben werden,
dass seine Flichen mnach der
Rethe durch die Kanten jenes n
Kants dqehen, und seine Kanten,
nach der Ordnung, in jenen
Kegelfiiichen liegen.«

6) » Wenn sm Raume esn belie-
biges n Kant und irgend n Ebe-
nen, welche nach der Rethe durch
seine n [Ecken gehen, gegeben
sind, so soll ein n Flach so be-
schrieben werden, dass seine Fli-
chen, nach der Rethe, durch die
Kanten jenes n Kants gehen, und
setne Kanten, nach der Ordnung,
n jenen Ebenen liegen.«

5) »Wenn 1n Raume ein be-
Uiebiges n Seit und irgend n Ke-
gelschnitte, welche den Winkeln
desselben eingeschrieben sind, ge-

eben sind, so soll ein n Eck so
eschrieben werden, dass seine
Ecken nach der " Rethe sn den
Setten jenes n Seits liegen, und
seine Seiten, nach der Ordnung,
Jene Kegelschnitte berithren.«

6) »Wenn sm Raume ein belie-
biges n Seit und srgend n Punkte,
welche nach der Rethe in setnen
Winkel-Ebenen liegen, gegeben
sind, so soll ein n Eck so be-
schrieben werden, dass seine Ecken,
nach der Reihe, in den Seiten
Jenes n Seits liegen, und seine
Seiten, nach der Ordnung, durch
Jene Punkte gehen.«

Die Losung dieser Aufgaben (5 und 6) beruht auf den-

selben Eigenschaften, wie die der obigen Aufgabe (4), von
welcher sie, in gewissem Sinne, besondere Fille sind. Die
zwei letzten Aufgaben (6) sind, im Grunde gemommen, eine
und dieselbe, auch wurde die eine davon schon frither (§ 32,
Ende) mit anderen Worten ausgesprochen.

57. Ein sehr specieller Fall der vorhergehenden Haupt-
aufgabe (§ 56, 4) ist in neuerer Zeit in einigen mathemati-
schen Zeitschriften unter verschiedenen Gesichtspunkten auf-
gefasst und geldst worden; dieser Fall [243] kann hier, unter
allen seinen verschiedenen Aussagen, nebst einigen Folgerungen,
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mittelst projectivischer Eigenschaften, auffallend leicht geldst
und klar dargestellt werden. Die erste Aussage dieses Fal-
les, wenn man ihn namlich aus der obigen Aufgabe ableitet,
und zwar |[dadurch, dass daselbst die Zahl der gegebenen
festen Geraden bei jeder Abtheilung auf nur zwei be-
schrinkt wird, lautet wie folgt:

1) »In irgend vier gegebenen 1) » Durch srgend vier gegebene
Geraden A, U, A, A,, wovon Gerade N, U, 4, A,, wovon keine
keine zwes wn einer Ebene liegen, zwei in einer Ebene liegen, vier
vier Punkte zu_finden, in jeder  Ebenen zu legen, durch jede eine,

einen, welche sn einer Geraden welche sich n einer Geraden
liegen.« schneiden. «

Oder diese beiden Aufgaben lassen sich in folgende be-
kannte Aufgabe zusammenfassen:

2) »Diejenigen Geraden zu finden, welche irgend
vier gegebene Gerade 4, 4,, A,, A,, wovon keine
zwei in einer Ebene liegen, schneiden.«

Aufldsung. Die obige Aufldsung, (§ 56, 4) vereinfacht
sich fiir den gegenwirtigen Fall wie folgt. Durch eine der
gegebenen vier Geraden, etwa durch 4, lege man irgend drei
Ebenen «, 8, 7, welche die drei tibrigen Geraden 4,, 4,, A,
beziehlich in den Punkten a,, a,, a4; b,, by, by; ¢, ¢, €
schneiden, wobei das Bild (Fig. 53) der Vorstellung behtilf-
lich sein mag, ziehe sodann die Strahlenpaare a, a, und a, a,,
b, b, und b,b,, c,c; und c,c,, welche der Geraden .4 in den
Punktenpaaren a und a,, b und b,, ¢ und ¢, begegnen, sehe
diese als entsprechende Punktenpaare zweier aufeinander lie-
gender projectivischer Geraden 4 und 4, an, und suche so-
fort deren vereinigte entsprechende Punkte (§ 17), so kann
endlich durch jeden dieser Punkte (und [244] nur durch diese)
eine Gerade gelegt werden, die der Aufgabe geniigt, nimlich
die Gerade, welche alsdann durch den einen oder andern die-
ser Punkte so gelegt wird, dass sie irgend zwei der drei
Geraden A4,, A,, A, schneidet, trifft auch die jedesmalige
dritte, und schneidet somit alle vier gegebenen Geraden. Es
giebt demnach im Allgemeinen zwei Gerade, die der Auf-
gabe gentigen; es kann aber auch nur eine, oder gar
keine geben (§ 16, II).-

Die Richtigkeit dieser Auflosung fillt in die Augen.
N#mlich vermdge der Strahlem aa,, bb,, cc,, ..... , welche
durch die Ebenen c, 8, 7, ..... des Ebenenbtischels A be-
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stimmt werden, und welche die drei Geraden 4, 4,, 4,
schneiden, sind die Geraden 4 und 4, in Ansehung der
Punkte q, b, , ..... und ay, b,, ¢,, ..... projectivisch, und aus
gleichen Grinden sind die Geraden 4, und A4, in Ansehung
der Punkte q,, b, ¢, ..... und a,, b, c,, ..... projectivisch,
folglich sind auch die Geraden A und A4, in Ansehung der
Punkte a, b, ¢ ..... und a,, b, ¢, ..... projectivisch und es
miissen bei ihren vereinigten entsprechenden Punkten noth-
wendigerweise auch die zugehdrigen Strahlen aufeinander fallen,
die sodann jene Geraden sind, welche der Aufgabe gentigen.

Die vorstehende Aufgabe (2) wurde von Gergonme im
XVIIL Bd. 8. 83 seiner Annales de mathématiques zur Lisung
aufgestellt, und zwar mit der Forderung, dass die gesuchten
Geraden in aller Strenge construirt werden sollen (construire
rigoureusement la droite qui etc.), weil er vermuthlich die
Constructionen bei den damals bekannten Aufldsungen, wel-
che mittelst Coordinaten oder durch Projection (Géométrie
descriptive) ausgefihrt waren, ungeniigend fand. Ich habe
darauf im Bd. 1I. 8. 268 des Journal fiir [245] Mathema-
tik eine Aufldsung dieser Aufgabe bekannt gemacht, und
fast gleichzeitig erschien auch in den genannten Annales
Bd. XVIII. 8. 182 eine Aufldsung derselben von Bobillier
und Garbinsky. Diese zwei Aufldsungen stimmen jedoch in
Einigem mit denen tberein, welche Petit und Brianchon
schon friher (im Bd. I. 8. 434 der Corresp. sur I'Ecole
Polyt.) gegeben hatten, die mir aber erst spiter zu Gesichte
kamen. Im erwihnten Journal Bd. V. 8. 174 erschien ferner
eine dritte Auflosung, die indessen vor den fritheren wenig
Vorztige zu haben scheint, nur dass sie durch Htlfe der Co-
ordinaten geftihrt ist. Die vorstehende Aufldsung ist un-
streitig unter allen hier genannten bei weitem die einfachste
und bequemste, und dtirfte als solche wohl der Gergonne-
schen Forderung Gentige leisten. 17)

Eine andere Aussage der obigen Aufgabe, unter welcher sie
von Brianchon und Petit a. a. O. geldst worden, ist folgende:

3) »Die gegenseitigen Durchschnittspunkte eines
gegebenen einfachen Hyperboloids und einer ein-
fachen Geraden zu finden.«

Werden irgend drei Gerade des Hyperboloids, die zu
oiner Schaar gehdren, als die vorgenannten (2) drei Geraden
4,, A,, A,, und wird die gegebene Gerade als die vorige
Gerade 4 angesehen, so sind alsdann die vereinigten ent-
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sprechenden Punkte der Geraden .4, A4, die hier zu finden-
den Durchschnittspunkte.

Dieselbe Aufgabe kann ferner auch in.nachstehende Aus-
sage eingekleidet werden:

4) »Wenn.irgend zwei einfache Hyperbolotde H, H,
und irgend zwei Gerade A4,, 4,, die in beiden Hy-
perboloiden, aber nicht in einer Ebene liegen, ge-
geben sind, so sollen die ttbrigen [246] Geraden
gefunden werden|, welche die Hyperboloide gemein
haben.«

Da die zwei gegebenen Geraden A4,, A, nicht in einer
Ebene liegen, so gehdren sie in jedem Hyperboloid zu einer
Schaar Gerader (§ 51, IV); wird aus jeder dieser zwei Schaa-
ren irgend eine dritte Gerade angenommen, und werden diese
zwei neuen Geraden als die obigen (2) Geraden A4, 4, an-
gesehen, so werden offenbar diejenigen Geraden, welche die
vier Geraden A4, A4,, 4,, A, schneiden, der gegenwirtigen
Aufgabe geniigen, so dass also die Hyperboloide, ausser den
gegebenen Geraden A4,, A4,, im Allgemeinen noch zwei andere
Gerade, etwa ¢, £ (§ 17), gemein haben, welche die ersten
zwei schneiden, und also nicht mit ihnen aus einer Schaar
sind. Dass die Hyperboloide H, H, nicht mehr als zwei
Gerade von jeder Schaar gemein haben kénnen, ist einlemch-
tend, weil jedes von ihnen durch drei zu einer Schaar ge-
horige Gerade bestimmt wird (§ 51, IV). Hierdurch ist also
zugleich der nachstehende Satz erwiesen.

5) »Wenn zwei einfache Hyperbolofde irgend zwei
Gerade 4,, 4,, die nicht in einer Ebene liegen, ge-
mein haben, so schneiden sie einander ausserdem
im Allgemeinen in noch zwei anderen Geraden ¢, %,
welche mit jenen zweien, in Bezug auf jedes Hyper-
boloid, nicht aus einer Schaar sind; oder sie kdn-
nen aber auch einander ausserdem entweder «) in
(lings) einer andern Geraden (ek), die mit jenmen
zweien nicht aus einer Schaar ist, berthren, oder
B gar nicht treffen (2, Aufl).«

Im letzten Falle (8) kann man sagen, die Hyperboloide
schneiden einander ausserdem in zwei imagindiren [247]
Geraden. Der zweite Fall () giebt durch Umkehrung den
folgenden besondern Satz.

6) Wenn zwei einfache Hyperboloide einander
in einer Geraden (e£) berihren, so schneiden sie
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einander nebstdem im Allgemeinen in zwei Geraden
A,, A,, welche in jedem Hyperboloid zu einer Schaar
gehdren; oder sie kdnnen sich auch in einer zwei-
ten Geraden (4,.4,), die mit jener (ek) in jedem Hy-
perboloid nicht zu einer Schaar gehdrt, berihren,
oder sich gar nicht weiter begegnen.«

58. Der erfinderische Moebius hat zuerst den Satz be-
kannt gemacht und bewiesen *):

»Dass es nimlich solche Paare (irreguliire)
Tetraéder geben konne, wovon jedes dem
andern (um- oder) eingeschrieben ist, d. h.,
wovon die Ecken eines jeden in den Flichen
des andern, oder in deren Ebenen, liegen.c

Die vorhergehenden Untersuchungen gewihren nicht nur
eine anschauliche leichte Darstellung der Richtigkeit dieses
Satzes, sondern sie gestatten auch eine deutliche Einsicht
in den S8pielraum seiner Moglichkeit unter gewissen gegebe-
nen Bedingungen. Zu diesem Endzweck mdge folgende Auf-
gabe aufgestellt und tiber ihre Losung einige Andeutungen
hinzugefiigt werden.

»Wenn ein beliebiges Tetraéder 7 gegeben ist,
ein anderes 7 zu beschreiben, dessen Ecken in den
Flachen des ersten, oder in deren Ebenen, liegen,
und dessen Flichen, oder deren Ebenen, durch die
Ecken des ersten gehen, [248] und zwar wenn zwei
Ecken des zweiten Tetraéders = gegeben sind.«

Ueber diese Aufgabe kann zuvodrderst folgendes bemerkt
werden.

Es seien 4, B, C, D die Ecken des ersten Tetraéders 7,
und @, B, 7, 0 die des zweiten z. Man nehme an, die Ecken
des zweiten sollen nach folgender Ordnung in den Flichen
des ersten, oder in deren Ebenen, liegen:

L. «BCD, ACD, yABD, 6ABC,
wo z. B. a BCD heisst: die Ecke ¢ liege in der Ebene der
Fliche BCD. Nach dieser Annahme bleibt nun noch die
Rangordnung frei, nach welcher die Flichenebenen des
zweiten Tetraéders 7 durch die Ecken des ersten 7' gehen
sollen; diese gestattet, nach der blossen Combination der
Buchstaben, 24 verschiedene Fille (§ 25, Note). Diese 24

*) Im Journal fiir Mathematik Bd. III, 8. 273.
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Fille sind in Hinsicht der Zahl der Auflgsungen, die sie zu-
lassen, wesentlich von einander unterschieden, und zerfallen
in dieser Beziehung in drei Abtheilungen, wovon z. B. zur
ersten Abtheilung folgende vier Fille gehdren:

1. AByd, Bayd, CaBd, Dafy ...... (a)
. 12 4eBy, Bapd, Cayd, DByd
*13. 4Aapd, BaBy, CByd, Dayd;...... (b)
4. Aayd, BByd, Cafy, Dapd

welche, wie durch die Unterabtheilungen (a), (b) angedeutet
wird, im Wesentlichen nur zweierlei Art sind. In jedem
dieser vier Fille kommen der vorgelegten Aufgabe unendlich
viele Auflésungen zum, (dagegen scheint bei den ibrigen
Fillen theils nur eine einzige, theils gar keine Aufldsung
mdglich zu sein).

Als Beispiel soll nun der vorstehende Fall (1) hier niher
betrachtet werden.

Es sei ABCD (Fig. 54) das gegebene Tetraéder T, [249]
und etwa @, y die zwei gegebenen Ecken des zweiten, zu
beschreibenden, Tetraéders z. Da durch die drei gegebenen
Punkte B, @, y die Ebene Bayd bestimmt ist, in welcher
die Ecke 0 liegt (II, 1), und da letztere auch in der Fla-
chenebene 4 B C liegen muss (I), so ist folglich ihr Ort auf
die Durchschnittslinie Bb dieser zwei Ebemen beschrinkt.
Ebenso muss die andere, zu suchende Ecke § einerseits in
der Ebene Day und andererseits in der Ebene .ACD lie-
gen, so dass folglich ibr Ort auf die Durchschnittslinie Db
dieser zwei Ebenen beschrinkt isti8). Da nun ferner von den
zu findenden zwei Flichenebenen AByd, CaBd (II, 1) jede
durch die zwei Ecken 8, J geht, so dass die Kante #J in
ihrer Durchschnittslinie liegt, so kommt es folglich nur darauf
an, durch die zwei gegebenen Geraden .4y, Ca zwei Ebenen
so zu legen, dass ihre Durchschnittslinie die zwei gegebenen
Geraden Bb, Db schneidet, oder, was eben so viel-ist, eine
Gerade zu finden, welche die vier Geraden Aya, Bb, Cat,
Db schneidet. Wird aber bemerkt, dass diese vier Geraden
bereits von den drei Geraden AC, BD, oy geschnitten
werden, so folgt, dass es von einer unziihligen Schaar Gera-
der geschehen kann, zu welchen diese drei gehdren (§ 51),
und zwar folgt, dass jede Gerade, welche irgend drei der-
selben schneidet, auch jedesmal der vierten begegmet. Daher

N
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sind auch unzihlige Tetraéder = mdglich, welche der vor-
gelegten Aufgabe geniigen, und zwar dergestalt, dass z. B.
jeder Punkt in der Geraden Bb als die zu suchende Ecke
angenommen werden kann, wodurch sodann die andere Ecke
B bestimmt und nach (§ 51, II) leicht zu finden ist (und
zwar bei der hier zu Grunde gelegten Figur »bloss durch
Ziehen dreier Gerader zwischen gegebenen Punk-
tena gefunden wird). Oder es folgt daher, dass der [250]
Kante BJ des zu beschreibenden Tetrasders, fir alle ihre
verschiedenen Lagen, in welchen sie der Aufgabe genfigen
kann, ein Spielraum frei stehi, in welchem sie ein einfaches
Hyperboloid beschreibt (§ 51, IV), und dass dabei die zwei
Ecken g, 0 die ihnen zukommenden Ortslinien Db, Bb pro-
jectivisch theilen.

Aus dieser Aufldsung ergiebt sich somit zugleich der
folgende Batz:

»Wenn ein beliebiges Tetraéder 7' und irgend
zwei Punkte @, 7, welche in zwei Flichenebenen des-
selben liegen, gegeben sind, so giebt es unzihlige
andere Tetraéder 7z, welche jenem nach der obigen
Art (II, 1) zugleich um- und eingeschrieben sind,
und wovon jedes jeme zwei Punkte zu Eckpunkten
hat; der Ort ihrer ttbrigen Eckpunkte 3, J ist auf
zwei bestimmte Gerade /b, Bb beschrinkt, und
zwar dergestalt, dass diese Geraden in Ansehung
der zusammengehdrigen Eckpunktenpaare projec-
tivisch sind, und dass folglich der Ort der diese
Eckpunkte verbindenden Kante SJ ein einfaches
Hyperboloid ist.«

Es mag noch bemerkt werden, dass bei den drei iibrigen
Fillen (II, b) Zhnliche Aufldsungen stattfinden, wie die vor-
stehende, und dass aus ihnen gleiche Resultate folgen.*)

*) Es wire wohl zu wiinschen, dass sich Jemand die Mtiihe
gibe, die obige Aufgabe vollstindig zu erbrtern, d. h. dasjEigen-
thiimliche aller mdglichen Fille derselben ins Klare brichte, und
die dabei stattfindenden Umstinde erforschte. Die vorstehende
Auflbsung zeigt, wie diesem Gegenstande durch projectivische
Eigenschaften beizukommen sei. Bei meiner fllichtigen Untersu-
chung fand ichunterandern noch: »Dass, wenn zwei Tetraéder
T, t nach einer der obigen drei Arten (II, b) einander
umschrieben sind, sie alsdann ausserdem solche gegen-
seitige [281] Beziehung haben, dass jedes Paar gegen-
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fiber liegender Kanten des einen Tetra&ders mit einem
bestimmten Paar gegeniiber liegender Kanten des an-
dern in einem einfachen Hyperboloyd liegen;« u. s.-w.
Bei der Lisung der iibrifen 20 Fille der obigen Aufgabe (die
ausser den 4 erwihnten (II) anscheinend stattfinden knnen) diirfte
die frithere Aufgabe (§ 57, 2) behiilflich sein. Werden solche Auf-
losungen, wo das zu beschreibende Tetraéder z in einen Grenz-
fall, d.i. in eine Gerade iibergeht, mit gez#hlt, so m&chten wohl
bei jedem der 20 Fiille zwei Aufldsungen stattfinden; so vertrat
z. B. beim oben betrachteten Falle (II, 1) jede der drei Geraden
AC, BD, ey einen solchen Grenzfall.

Bei der obigen Aufgabe kinnten ferner auch, anstatt der zwei
Eckpunkte «, y, entweder zwei Flichenebenen, oder eine Flichen-
ebene und eine Ecke des zu beschreibenden Tetra&ders als ge-
geben angenommen werden. Uebrigens sind alle diese Aufgaben
nur die einfachsten Fille von andern, ausgedehnteren Aufgaben,
die sich dhnlicherweise durch projectivische Eigenschaften ldsen
lassen, wie jene in (§ 56).




[251] Allgemeine Anmerkung.

Ueber Abhingigkeit einiger Systeme verschiedenartiger Figuren
von einander.

59. Das einfache Hyperboloid giebt, vermdge der ihm
zukommenden Eigenschaften und namentlich vermdge seiner
doppelten Erzeugung durch projectivische Gebilde, ein Mittel
an die Hand, die gegenseitige Abhingigkeit gewisser Systeme
verschiedenartiger Figuren von einander klar darzuthun, die
Uebertragung der Eigenschaften jedes Systems auf alle ibri-
gen leicht zu bewerkstelligen, und zugleich auch jedes System
in jedes andere zm verwandeln. Dieser Gegenstand gehort
eigentlich dem zweiten Abschnitte an (weil dieser das Auf-
einanderbeziehen der Ebenen und der Strahlbtischel enthalten
wird), wo er (sowie im vierten und fiinften Abschnitte) seine
vollstindige Erorterung finden wird; wegen seiner nahen Ver-
wandtschaft mit dem eben [252] Abgehandelten glaubte ich
jedoch ihn schon hier kurz berithren zu missen.

I. Bei den vorhergehenden Untersuchungen wurde eine
Gerade A im Raume auf doppelte Weise, d. h., in Hinsicht
zweier Gebilde, betrachtet, nimlich entweder als eigentliche
Gerade % (d. i. als eine unendliche Menge Punkte enthaltend),
oder als Ebenenbiischel U (d. i. als Axe des Ebenenbiischels).
In dieser doppelten Hinsicht steht daher eine Gerade A mit
allen Punkten und allen Ebenen im Raume in folgender Be-
ziehung:

Als Ebenenbiischel ¥, Als Gerade A.
sJeder Punkt liegt in irgend »Jede Ebene geht durch irgend
einer seiner Ebenen. etnen threr Punkte.
‘ Oder:
»Ste (die Aze UA) bestimmt mit »Sie bestimmt mit jeder Ebene

Jjedem Punkt (der nicht in thr (in der sie nicht liegt) einen
liegt) eine Ebene.« Punkt.« v
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Werden nach dieser zweifachen Hinsicht zwei Gerade ¥, %,
im Raume zugleich betrachtet, und zwar mit Beziehung auf-
einander, so sind dabei folgende wesentliche Umstéinde zu

bemerken:

»Jede Ehene des einen Ebenen-
bitschels schneidet den andern
Ebenenbiischel n einem ebenen
Strahlbiischel; die  gesammten
Strahlen aller dieser Strahlbii-
schel, oder die gesammten Strah-
len, in welchen die Ebenen beider
Ebenenbiischel einander paarweise
schneiden, erfiillen einfach den
ganzen Raum, d. h. durch jeden
Punkt des Raums (der nicht in
einer der zwes Azen Uegt) geht
[288)srgend einer von diesen Strah-
len, aber nur ein einziger; so dass
also jede beliebige Ebene sich mit
irgend gwes Ebenen der zwer

chel sn einem solchen
Strahle schneidet.«

sJeder Punkt der einen Gera-
den bestimmt mit den Punkten
der andern Geraden einen ebenen
Strahlbiischel;, die gesammten
Strahlen aller dieser Strahlbii-
schel, oder die gesammten Strah-
len, welche die Punkte betder Ge-
raden, paarwetse genommen, mit
esnander bestimmen, erfiillen ein-
Jach den ganzen Raum, und zwar
liegt in geder Ebene (die durch
kesne der zwes Geraden geht) sr-
gend[258) esner von diesen Strahlen,
aber nur esn einziger; 8o dass
also jeder beliebige Punkt mit ir-
gend zwes Punkten der zwet Ge-
raden tn einem solchen Strahle

liegt.«

Von diesen Strahlen, welche auf die eben angegebene
Weise durch zwei Ebenenbiischel oder durch zwei Gerade
A, A, im Raume bestimmt werden, weiss man nun aus frithe-
ren Untersuchungen (§ 51), dass jedesmal diejenige Schaar
unter ihnen, die irgend einer beliebigen dritten Geraden 4
(oder ¥A,) begegnen, in einem einfachen Hyperboloid liegen,
und dass einerseits die Ebenenbiischel %, %, in Ansehung der
Ebenenpaare, welche diese Schaar Strahlen zu Durchschnitts-
linien haben, und andererseits die Geraden ¥, %, in Ansehung
der Punktenpaare, in welcheu sie von dieser Schaar Strahlen
getroffen werden, projectivisch sind, u.s. w. Mit Rticksicht
auf alle diese Umstinde lassen sich nachstehende interessante
Betrachtungen leicht bewerkstelligen.

II. Bringt man mit den zwei Doppelgebilden o, A, irgend
zwei Ebenen E, E, in Verbindung, so kdnnen die letzteren,
mittelst der durch die erstern bestimmten Strahlen (I), auf
eigenthiimliche Weise aufeinander bezogen werden. Um bei
dieser Untersuchung der Vorstellung zu Hillfe zu kommen,
stelle etwa in (Fig. 55) das Papier die Ebene E dar, wo
nimlich alle nicht punktirten Linien in dieser Ebene lie-
gen. Es sei die Gerade ee, die Durchschnittslinie der Ebenen
E, E,, und r und s, z, und y, seien die Punkte, in welchen
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die Geraden oder Axen %, A, von den Ebenen E, E, ge-
troffen werden, so dass also rs, z,y, oder z, ¢, diejenigen
zwei Strahlen des genannten, [254] durch die Axen U, ¥,
bestimmten Strahlsystems (I) sind, welche in den Ebenen
E, E, liegen. Ferner seien f, z, die Punkte, in welchen die
Strahlen ¢,, z den Ebenen E, E, begegnen, und welche mit
den vorgenannten Punkten die Geraden ¢», ¢s oder y, z;
z, 2,, %,9,, oder s,, r, bestimmen. Hat man alle diese Ele-
mente genau fixirt, so lassen sich weiter folgende Eigenschaf-
ten angeben.

1) Die zwei Ebenen E, E, werden mittelst des genannten
Strahlsystems dergestalt aufeinander bezogen, dass, im Alige-
meinen, jedem Punkt der einen Ebene ein bestimmter Punkt
in der andern Ebene entspricht, d. h., durch jeden beliebigen
Punkt a in E geht ein einziger bestimmter Strahl @ (der die
Axen ¥, A, schneidet, in B, B, und), der die E, in irgend
einem bestimmten Punkte a, trifft, welcher der »entspre-
chendec jenes Punktes, oder dessen »schiefe Projectiong,
heissen soll. Von dieser bestimmten Beziehung machen nur
folgende Punkte eine wesentliche Ausnahme.

Da n#mlich allen Punkten 7, s, g, ..... der Ebene E, wel-
che in dem vorhin erwihnten Strahle 2 liegen, offenbar dieser
Strahl gemeinschaftlich zugehdrt, so wird folglich der einzige
Punkt z,, in welchem derselbe die Ebene E, trifft, allen
jenen Punkten zugleich entsprechen. Und da ferner alle
Strahlen, welche von dem Punkte y,, in E,, ausgehen, in
der Ebene y, U liegen und in dieser einen ebenmen Strahl-
bischel y, bilden (I), so werden sie nothwendiger Weise die
Ebene E lidngs der Geraden y, d. h. lings der Durchschnitts-
linie der Ebenen y, U und E, treffen, so dass folglich allen
Punkten 7, ¢, §), ..... dieser Geraden y in E der einzige Punkt
y, in E, entspricht. Eben so haben alle Punkte s, ¢, 3 ....:
der Geraden z in E den Punkt [255] 2, zu ibrem gemein-
schaftlich entsprechenden Punkte in E,. Aus gleichen Griin-
den entsprechen #hnlicherweise den simmtlichen Punkten der
drei Geraden r,, s,, ¢, in der Ebene E,, die drei einzelnen
Punkte 7, s, ¢ in der Ebene E. Diese besondere Eigenschaft
der Punkie r, s, ¢ und z,, y,, #, hat auf die nachfolgenden
Resultate grossen Einfluss, so dass die meisten sich mehr
oder weniger auf dieselben beziehen, daher mdgen die Drei-
ecke s, z,y,7, unter dem Namen »Hauptdreiecke« der
Ebenen E, E, festgehalten werden. Die Hauptdreiecke haben

Ostwald's Klassiker. 83, 7
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nach den eben bemerkten Eigenschaften solche gegenseitige
Bezichung, dass die simmtlichen Punkte der Seiten (z, y, =z,
oder r,, s,, ¢,) eines jeden, den einzelnen Eckpunkten (z,,
Y., 2, oder 7, s, t) des andern entsprechen.

Endlich mag auch noch bemerkt werden, dass jeder Punkt
in der Durchschnittslinie ee, der Ebenen E, E, sich selbst
entspricht, oder mit seinem entsprechenden vereinigt ist, weil
offenbar der einem solchen Punkte zugehdrige Projectionsstrahl
beide Ebenen in demselben zugleich trifft.

Wie zu irgend einem gegebenen Punkt in der einen Ebene
der entsprechende in der andern Ebene gefunden wird, ist
leicht zu sehen, n#mlich: wenn etwa a, in E, der gegebene
Punkt ist, so wird der zugehdrige Projectionsstrahl a offenbar
dadurch gefunden, dass man die Ebenen a¥, a¥, legt, deren
Durchschnittslinie er sein muss (I), und sodann wird dieser
Strahl @ der Ebene E, in dem gesuchten entsprechenden
Punkte a, begegnen. Der Punkt a, kann daher aumch bloss
durch Ziehen zweier Paar Gerader in den Ebenen E, E, ge-
funden werden, denn zieht man aus dem gegebenen Punkt a
durch den Punkt  die Gerade arx, welche die Durchschnitts-
linie e, in dem Punkte vr, trifft, und [256] zieht sodann,
in E,, die Gerade z,1,, so muss in dieser der gesuchte Punkt
a, liegen; und da ghnlicherweise durch die Gerade as8, in
E, eine Gerade y, 8,, in E,, bestimmt wird, so ist folglich
der letztere der Durchschnittspunkt der zwei Geraden z, r,,
Y, 8-

' ‘2) Es ist nun weiter anzugeben, welche Beziehung irgend
zwei entsprechende Figuren in den Ebenen E, E, zu einan-
der haben, und nach welchen Gesetzen ihre Eigenschaften
von einander abhingen; und zwar entsteht zunichst die Frage,
welche Figur einer Geraden, und sodann, welche Figur irgend
einer bestimmten krummen Linie entspreche? Die Antworten
hierauf ergeben sich aus dem Vorhergehenden fast unmittel-
bar, nimlich wie folgt:

a) Einer beliebigen Geraden in einer der zwei Ebenen
E, E,, z. B. der Geraden A in E, entspricht offenbar in der
andern Ebene E, irgend ein Kegelschnitt [4,]; denn alle Pro-
jectionsstrahlen, welche jene Gerade treffen, oder welche ihre
simmtlichen Punkte auf die Ebene E, projiciren, liegen in
einem einfachen Hyperboloid (I), welches die Ebene E, in
dem genannten Kegelschnitte schneidet (§ 51, IV, 4). Da die
Gerade A die Seiten z, y, z des Hauptdreiecks in den Punkten
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I, ©, 3 schneidet, so geht folglich, vermdge dieser Punkte, der
Kegelschnitt {4,] durch die drei Punkte z,, y,, 2z, (I), so
dass er also dem Hauptdreieck z,y, z, umschrieben ist. Fer-
ner geht der Kegelschnitt anch duich den n#mlichen Punkt
ee,, in welchom die Gerade 4 der Durchschnittslinie ee, be-
gegnet (I). Nattirlicherweise muss auch umgekehrt jedem
beliebigen, dem Hauptdreieck z,7,z, umschriebenen Kegel-
schnitt [4,], irgend eine Gerade A4, in E, entsprechen; dieses
folgt auch in der That daraus, dass alle Projectionsstrahlen
[257] eines solchen Kegelschnitts (d. h. alle Strahlen, die
durch seine simmtlichen Punkte gehen), zufolge (§ 51, IV,
9, a), ebenfalls in einem einfachen Hyperboloid liegen, und
da dasselbe von der Ebene E offenbar in dem Strahle z (der
dem Punkte z, zugehdrt) geschnitten wird, so muss es. von
ibr noch in irgend einer andern Geraden A geschmitten wer-
den (§ 51, IV, 3), welche dem gegebenen Kegelschnitte |A4,]
entspricht.

Es ist klar, dass alles, was hier von der Ebene E, ge-
sagt worden, auch umgekehrt in entsprechendem Sinne von
der Ebene E gilt.

In dem, was tther die Gerade 4 gesagt worden, findet
nur dann eine wesentliche Ausnahme oder ein besonderer Fall
statt, wenn diese Gerade durch einen der drei Hauptpunkte
7, 8, t geht, nimlich alsdann entspricht ihr in der Ebene E,
ebenfalls eine Gerade A4,, welche beziehlich durch einen der
drei Punkte z,, y,, z, geht. Denn geht z. B. die Gerade A4
darch den Punkt r, wie etwa arr, so liegen offenbar alle ihr
(oder ihren s#immtlichen Punkten) zugehérigen Projections-
strahlen in der Ebene AU oder v, und daher muss ihr
nothwendigerweise diejenige Gerade .4, entsprechen, in wel-
cher jene Ebene die Ebene E, schneidet, und welche also
durch den Punkt z, geht (also die Gerade 1, q,z,); und zwar
miissen die Geraden 4, 4, perspectivisch sein, und nament-
lich den Punkf, in welchem die Axe A, von jener Ebene A%
getroffen wird, zum Projectionspunkt haben (I) und einander
in der Durchschnittslinie ee, schneiden (im Punkte rr,). Aehn-
liches findet statt, wenn die Gerade A durch den Punkt s
geht. Geht sie aber durch den Punkt ¢, so liegt sie zwar
nicht mehr mit der Geraden A4,, die dann durch den Punkt z
geht, in einer Ebene, sondern (258] in diesem Falle liegen
sie in einem einfachen Hyperboloid, welches die Ebene E in
den Geraden 4 und z, und die. Ebene E, in den Geraden

7%
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A, und z, schneidet; denn da die Gerade .4 durch den Punkt
¢t geht, so ist allemal #, ein Projectionssirahl derselben, und
dann muss die Ebene E, das genannte Hyperboloid noch in
einer andern Geraden .4, schneiden, welche ‘nothwendiger-
weise durch den Punkt z, geht, weil z jedesmal Projections-
strahl der Geraden A ist.*)

Es giebt demnach in den zwei Ebenen E, E, drei Paar
Strahlbtischel, nimlich » und z,, s und y,, ¢ und z,, deren
Strahlen, als Gerade 4 und A4, betrachtet, einander paar-
weise entsprechen, und welche, wie leicht zu sehen, in An-
sehung dieser Strahlenpaare projectivisch sind, und zwar liegen
sowohl » und z,, als s und y, perspectivisch, weil sie die
Durchschnitte der Ebenen E, E, und der Ebenenbiischel %, ¥,
sind, oder weil ihre entsprechenden Strahlen (wie r¥, z,1,)
sich in der Geraden ee, schneiden.

Demnach hat man fiirs erste das. folgende Gesetz:

»Den gesammten Geraden in einer der zwei Ebe-
nen E, E,, ausgenommen die Strahlen der drei 8trahl-
btschel (r, s, ¢ oder z,,y,, z,), deren Mittelpunkte die
Spitzen des Hauptdreiecks sind, entsprechen in der
andern Ebene die gesammten Kegelschnitte, wel-
che dem Hauptdreieck umschrieben werden kénnen,
und auch nmgekehrt.c TUnd ferner: »Die Geraden,
welche Strahlen der genannten Strahlbiischel sind,
[259] entsprechen einander paarweise, nimlich es
entsprechen sich die Strahlen der Strahlbiéischel r
und z,, s und y,, ¢ und #,, und es sind diese Strahl-
btischel, in Ansehung ihrer entsprechenden Strah-
lenpaare, projectivisch, und zwar sind die zwei ersten
Paar Strahlbtischel perspectivisch, so dass jedes Paar die
Durchschnittslinie ee, zum perspectivischen Durchschnitt hat,
wogegen vom dritten Paar (¢ und z,) zwei entsprechende
Strahlen in dieser Linie vereinigt sind; auch sind ferner je
zwei entsprechende Strahlen von r und 2z, oder s und y, per-
spectivisch, und ihr Projectionspunkt liegt in der Axe ¥,
oder ; dagegen erzeugen je zwei entsprechende Sirahlen
von ¢ und z, ein einfaches Hyperboloid, und diese Bchaar
Hyperboloide haben die vier Geraden U, ¥,, , #, gemein.«19)

*) Gehen die Geraden A, 4, durch die Punkte r und z,, oder
s und y,, so sind sie in zwel bestimmten Lagen projectivisch
#hnlich, gehen sie aber durch die Punkte ¢ und z,, so findet
dieses nur in einer Lage statt.
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b) Ein eigenthiimlicher Fall, der zwar, wie man sehen
wird, schon in dem vorstehenden Gesetz mit inbegriffen ist,
verdient, wegen seines Einflusses auf spitere Resultate, hier
noch n#her erdrtert zu werden. Es kann nimlich gefragt
werden, welches in jeder der zwei Ebenen E, E, der Ort
derjenigen Punkte sei, deren entsprechende in der andern
Ebene unendlich entfernt liegen? Diese Frage lisst sxch fol-
gendermaassen leicht beantworten.

Alle Projectionsstrahlen, welche nach den unendlich ent-
fernten Punkten einer der zwei Ebenen, z. B. der Ebene E,
gerichtet sind; sind nothwendigerweise mit ihr parallel, und
liegen folglich in einem hyperbolischen Paraboloid (§ 52,
I, 2, e}, welches von der Ebene E, in einem Kegelschnitt,
und zwar im Allgemeinen in einer Hyperbel, geschnitten wird.
Dieser Kegelschnitt, der durch [Q,] bezeichnet werden mag,
geht offenbar durch die drei Punkte z,, y,, z,, weil [260)]
durch jeden dieser Punkte ein der Ebene E paralleler Pro-
jectionsstrahl geht (denn auch der Strahl z, welcher darch
den Punkt z, geht, ist als dieser Ebene parallel anzusehen).
Auch folgt, dass eine Asymptote des Kegelschnitts [Q,], oder
im Fall er eine Parabel ist, dass seine Axe der Durchschnitts~
linie ee, parallel sei, weil nimlich £ eine Asymptotenebene
des Paraboloyds ist (§ 52). (Aus gleichen Grilnden folgt, dass
die andere Asymptote derjenigen Geraden parallel ist, in wel-
cher die Ebene E, von derjenigen Ebene geschnitten wird,
die durch % oder A, geht und mit A, oder A parallel ist).

Da nun aber jedem dem Hauptdreieck 2,y z,, in E,,
umschriebenen Kegelschnitt irgend eine Gerade in £ ent-
spricht (a), so sind demnach alle unendlich entfernten Punkte
der Ebene E als in einer Geraden Q liegend anzusehen *),
welcher ni#mlich jener Kegelschnitt [Q,] entspricht. Aehn-
licherweise muss den unendlich entfernten Punkten der Ebene
E,, oder ihrer unendlich entfernten Geraden, welche R,
heissen mag, ein bestimmter Kegelschnitt [R] in E ent-
sprechen, welcher dem Hauptdreieck rs¢ umschrieben ist,
u. 8. w. Wenn inshesondere einer der zwei -Kegelschnitte
R], [Q,] eine Parabel ist, so ist es der andere ebenfalls,
was leicht nachzuweisen ist; u. s. w.20)

*) Dieses ist in der Perspectivlehre ein bekannter alter Satz;
im zweiten Abschnitt wird er einfacher und klarer dargestellt
werden.
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Also folgt:

»Dass den unendlich entfernten Punkten jeder
der zwei Ebenen E, E, ein bestimmter Kegelschnitt
[Q,] oder [R] in der andern Ebene entspricht, wel-
cher dem Hauptdreieck umschrieben [261] ist, so
dass also jene Punkte als in einer Geraden Q oder R,
liegend angesehen werden miissen; von jedem der
zwei Kegelschnitte, die im Allgemeinen Hyperbeln
sind*), ist eine Asymptote der Durchschnittslinie ee,
parallel; ist einer derselben eine Parabel, so ist es
auch der andere, und dann sind ihre Axen der Linie
ce, parallel.«

c¢) Ueber die vorstehenden Resultate (s, b) sind noch fol-
gende nihere Umstinde anzugeben. Wenn nimlich der Ge-
raden 4, wie sie in (Fig. 55) gezeichnet vorliegt, der Kegel-
schnitt [4,] entspricht, so wird jedem Kegelschnitt, der sie
bertihrt, und zugleich dem Hauptdreieck rs¢ umschrieben ist,
z. B. dem Kegelschnitt, der sie in a berihrt und der durch
[T] bezeichnet werden mag, eine solche Gerade T,, in E,,
entsprechen, welche den Kegelschnitt [4,] in demjenigen
Punkte a, bertibrt, der jenem erstgenannten Pankte a ent-
spricht; denn da 4 und [7'] nur den einzigen Punkt a ge-
mein haben, und da jedem Punkt in E, im Allgemeinen, nur
ein einziger Punkt in E, entspricht, so konnen folglich auch
[4,] und T, nicht mehr als einen Punkt gemein haben.2!)

Da ferner die Strahlen ra und z,q, einander entsprechen,
und zwar da den Punkten q, 3, die Punkte a,, z, entspre-
chen, so sieht man, dass, wenn der Strahl ra sich um r
dreht, bis die Punkte a und 3, mit 3 zusammenfallen, dann
der Punkt a, sich nach z, bewegen wird, bis er sich zuletzt
mit ihm vereinigt, so dass alsdann der Strahl z,t, den Ke-
gelschnitt [4,] in z, bertihrt. Eben so wird die Tangente
¥, b,, welche [262] den Kegelschnitt [4,] in y, berithrt, durch
den Strahl shb bestimmt und gefunden. Und ebenso ist die
Tangente im Punkte z, derjenige Strahl, welcher dem Strahl
tr entspricht. Also:

»Wenn in den zwei Ebenen E, E, irgend eine Ge-
rade und der ihr entsprechende Kegelschnitt, z. B.
die Gerade 4 in F und der Kegelschnitt [4,] in E,,

*) Die unendlich entfernten Punkte dieser Hyperbeln entspre-
chen einander.
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gegeben sind, so entspricht jeder beliebigen Tan-
gente 7, des Kegelschnitts ein bestimmter Kegel-
schnitt [7'] in der andern Ebene, welcher jene Gerade
A berthrt, and zwar in demjenigen Punkte a, der
dem Bertthrungspunkt a, jener Tangente entspricht;
denjenigen Tangenten aber, welche den gegebenen
Kegelschnitt in den Hauptpunkten z,, y,, 2, bertth-
ren, entsprechen die Geradenm ¢z, sy, r3, die in der
andern Ebene die Ecken des Hauptdreiecks mit
denjenigen Punkten ¢, §), 3 verbinden, in welchen
die gegeniiber liegenden Seiten 2, ¥, z von der ge-
gebenen Geraden A4 geschnitten werden.«

Fir den vorerwihnten (b) Kegelschnitt [Q,) findet man
hiernach seine Tangente y,b, im Punkte y,, wenn man den
Strahl sb der Seite y parallel zieht, weil néimlich in diesem
Falle die ihm entsprechende Gerade 4 (oder Q), und mithin
auch der Punkt ) in y, unendlich entfernt ist. Ebenso wird
dessen Tangente am Punkte z, und #hnlicherweise wird des-
sen Tangente am Punkte z, gefanden; oder die letztere kann
anch mittelst der zwei erstern gefunden werden (§ 42, IV, 1).
Gleiches folgt fir den Kegelschnitt [R].22)

Zufolge des vorstehenden Satzes und mit Riicksicht auf
(§ 36, Ende) und (b) kann man nun auch leicht erkennen,
von welcher Art der Kegelschnitt sei, [268] welcher irgend
einer Geraden in einer der zwei Ebenen E, E, entspricht,
némlich:

»Der Kegelschnitt, welcher z. B. der Geraden 4
entspricht, ist entweder 1) Hyperbel, oder 2) Para-
bel, oder 3) Ellipse, je nachdem die Gerade 4 den
Kegelschnitt [R] 1) schneidet, oder 2) berihrt, oder
3) gar nicht trifft.«23)

d) Mittelst der bisherigen Resultate lassen sich nun weiter
leicht die Haupteigenschaften derjenigen Figur angeben, wel-
che irgend einer gegebenen krummen Linie entspricht. Denn
angenommen, es sei C' eine beliebige Curve nten Grades in
der Ebene E und C, sei die ihr entsprechende in der Ebene
E,, so wird, da C von jedem dem Hauptdreieck rs¢ um-
schriebenen Kegelschnitt [rs¢], im Allgemeinen und hdch-
stens, in 27, Punkten géschnitten werden kann, und da allen
diesen Kegelschnitten die gesammten Geraden in der Ebene
E, entsprechen (a), die Curve C, von jeder dieser Geraden,
im Allgemeinen und hdchstens, ebenfalls in 2z Punkten
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geschnitten, und folglick wird diese Curve. im Allgemeinen,
vom 2nten Grade sein.

Da fermer die Curve CjedederdreiSeita.t,y,zdes
Hauptdreiecks, im Aligemeinen, in n Punktea schmeidet, so
muss die Curve C, die drerﬂauptpnktez,, Y,y 2, 3u 80~
genannten slngnliren Punktea habea, nimlich jeder dersel-
ben ist in Bezug auf sie ein nfacher Pnkt (1'. Dien
Tangenten der Curve C, in jedem der drei Punkte z,, y,, 2,
sind vermdge der Durchschnittspunkte, in welchen die Seiten
z, ¥, z von der Curve C geschnitten werdem, sehr leicht zu
finden, denm ist etwa 1 eir solcher Durchschmittspunkt, so
ist der dem Strahle svb entsprechende Strahl y, b, eine Tan-
gente der Curve C, im Punkte y, (¢'. Berihrt die Curve C
eine der drei Geraden z, y, z, 80 entspricht {264] dem Be-
rthrungspunkt ein Rieckkehrpunkt in der Curve C,, und
zwar, 80 oft eine jener Geradem vom C berihrt wird, so
viele Rickkehrpunkte der C, sind in dem, der jedesmaligen
Geraden, entsprechenden Punkte z,, y,, z, vereinigt. Die
einem Riickkehrpunkt zugehdrige Tangente ist, ebenso wie
vorhin, leicht zu finden, sobald nimlich der ibm entspre-
chende Bertthrungspunkt gegeben ist. (Sind umter den ge-
nannten Rtickkehrpunkten auch die Wendungs- oder Beu-
gungspunkte mit inbegriffen?)

Die Curve C, wird nothwendigerweise um 1, oder 2, oder
3 Grad erniedrigt, wenn die ibr entsprechende gegebene Curve
C durch 1, oder 2, oder alle 3 Hauptpunkte r, s; ¢ geht
(d. h. durch jeden nur einmal geht), weil nZmlich unter
diesen Umstinden jeder der genannten Kegelschnitte [rs¢] die
Caorve C, ausser jenen Punkten, mur in 27n—1, oder 2n—2,
oder 27—3 Punkten schneiden kann.

Wenn insbesondere die gegebene Curve C nur vom 2ten
Grad, also ein Kegelschnitt, ist, so ist demnach die ibr ent-
sprechende Curve C, im Aligemeinen vom 4ten Grad und
hat die drei Hauptpunkte z,, y,, z, zu Doppelpunkten *).

*) Berfihrt der gegebene Kegelschnitt C alle drei Seiten z, y, 2
des Hauptdreiecks rs¢, so ist C,, zufolge des Obigen, eine solche
Curve 4ten Grades, welche die drei Hauptpunkte z,, y,, 2, zu
Riickkehrpunkten hat; und weiter folgt, mit Rilcksicht auf (42,
IV, 1, links), dass die drei Tangenten in den drei Riick-
kehrpunkten der Curve C, einander allemal in irgend
einem Punkte treffen. — IFindet dieses letztere bei jeder be-
liebigen Curve 4ten Grades, welche drei Riickkehrpunkte hat,
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Oder wenn man die besondern [265] Fille mit zusammen-
fasst, so kann man sagen: »es sei C, entweder vom 4ten,
oder 3ten, oder 2ten, oder 1ten Grad, je nachdem der
gegebene Kegelschnitt C entweder durch keinen,
oder 1, oder 2, oder alle 3 Hauptpunkte », s, ¢ geht.«
Der dritte Fall, wo nimlich C, vom 2ten Grade, und also
auch ein Kegelschnitt ist, folgt auch aus (§ 51, IV, 9), wo-
nach, wenn z. B. der gegebene Kegelschnitt C' durch die
Punkte 7, s geht, dann seine simmtlichen Projectionsstrahlen
in einem einfachen Hyperboloid liegen, welches von der an-
dern Ebene E, in einem Kegelschnitt C, geschnitten wird,
.der nothwendigerweise dureh die Punkte z,, y, geht. Das-
selbe folgt tbrigens auch aus der Eigenschaft, dass die Strahl-
btischel 7 und z,, s und y,, ¢ und z, projectivisch sind (a).
Denn geht der Kegelschnitt C' etwa durch die Punkte s, ¢,
8o erhalten die Strahlbiischel s, ¢ durch ihn eine projectivi-
sche Beziehung (§ 38, III), da sie aber, wie schon bemerkt
worden, beziehlich mit den Strablbiischeln y,, 2, projectivisch
sind, so sind folglich auch die letztern unter sich projecti-
visch und erzeugen einen Kegelschnitt C,, welcher durch ihre
Mittelpunkte ¥,, 2, geht, und welcher offenbar dem Kegel-
schnitt C entspricht. Also:

»Jedem Kegelsehnitt C' in der Ebene E, welcher
durch irgend zwei der drei Hauptpunkte 7, s, ¢ geht
(aber. nur durch zwei), entspricht in der andern
Ebene E, ebenfalls ein Kegelschnitt C,, welcher
durch die jedesmaligen zwei entsprechenden Haupt-
punkte z,, y,, , geht; nnd auch umgekehrt.c

3) Die vorstehenden Resultate (2) sind die Fundamental-
sitze tiber die Abhiingigkeit der Figuren in den zwei Ebenen
E, E, von einander. Es lassen sich aus [266) ihnen un-
mittelbar eine grosse Reihe weiterer Folgerungen entwickeln,
die zu einigen interessanten S#tzen filhren. Nach der Art,
wie die Figuren in den zwei Ebenen von einander abhingen,
ist nimlich klar, dass gewisse Eigenschaften und Sitze, wel-
che Figuren oder Gebilden in der einen Ebene zukommen,
also die meisten Eigenschaften, Sitze, Aufgaben etc., die im

statt? Oder: entsprechen den gesammten Kegelschnitten, welche
dem Hauptdreiseit zyz eingeschrieben werden kionnen, auch die-
gesammten Curven 4ten Grades, welche die drei Punkte z,, y,,. %,
zu Riickkehrpunkten haben?
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ersten und - gegenwiirtigen dritten Kapitel itber projectivische
Gebilde und sonstige Figuren in der Ebene aufgestellt oder
betrachtet worden sind, auch auf irgend eine analoge Weise
in der andern Ebene (wenn auch bei ganz verschiedenartigen
Figuren) stattfinden miissen. Einige Beispiele werden hin-
reichen, dies zu erlintern.

Den Figuren und Gebilden, ihren Eigenschaften und den
ihnen zukommenden Sitzen und Aufgaben in der Ebene E,
entsprechen folgender Gestalt die Figuren und Gebilde, deren

Eigenschaften, Sitze und Aufgaben in der Ebene E,:

In der Ebene E .....

1) Einem bestimmien Punkte a:

2) Den einzelnen Eckpunkten
r, 8, t des Hauptdreiecks:

3) Den drer Strahlbiischeln r,

8 t:

4) Einer QGeraden A, welche
durch keinen der dres Haupt-
punkte r, s, t geht:

5) Vier harmonischen Punkten
der Geraden A (vermbge 3):

6) Irgend zwei Punkien a, ¢;
der durch dieselben bestimmten
Geraden A; und (267 dem durch
dieselben und durch die Haupt-
punkte r, s, t bestimmten Kegel-
schnitt [T]:

7) Irgend einem Strahibiischel
B, d. h. der Schaar Gerader, die
durch irgend einen Punkt B
gehen:

8) Da sich unter den Strahlen
dieses Strahlbiischels B, m All-
gemetnen und hichstens, zwes be-
Jinden, welche den oben (2, c)
genannten Kegelschnitt (R] be-
rithren:

9) Irgend vier harmonischen
Strahlen des Strahlbiischels B,
also vier harmonischen Geraden
a, b, ¢ d:

Diese vier Geraden schneiden
Jede andere Qerade A in vier
harmonischen Punkten (§ 8, II):

Und jeden Kegelschnitt [T,
der durch ihren Mittelpunkt B

entspricht .....

in der Ebene E, .

1) Ein bestimmter Punkt a,.

2) Simmtliche Punkte der Sei-
ten ry, 8,, t, des Hauptdretecks.

3) Die dres Strahlbischel z,

Yo 2y

4) Ein Kegelschnitt [A,], der
durch die dret Hauptpunkte z,,
Yy, &, geht.

5) Vier harmonische Punkte des
Kegelschnitts [A,] (§ 43, 1I).

6) Zwei bestimmte Punkie a,,
¢,; der durch ste und durch die
Hauptpunkte z,, y,, «, (267
gehende Kegelschnitt [A,]; und
die durch dieselben bestimmte Ge-
rade - T,.

7) Eine Schaar Kegelschnitle
[B,), die durch die Hauptpunkte
24, Yy, &, und durch einen bestimm-
ten vierten Punkt B, gehen.)

8) So befinden sich unter der
Schaar Kegelschnitte [B,), welche
durch vier gegebene Punlte z,,y,,
z,, By gehen, tm Allgemeinen und
hochstens, zwes Parabeln.

9) Vier harmonische Kegel-
schnitte [a,], [b,], lc,), [dy] der
Schaar Kegelschnitte [B,).

Diese vier Kegelschnitte schnei-
den jeden Kegelschnitt [A,) in
vier harmonischen Punkten;

Und jede Gerade T, die durch
thren vierten Durchschnittspunkt
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geht, ebenfalls in vier harmont-
schen Punkten:

10) ZLsegt der Mittelpunkt B
des Strahlbiischels insbesondere in
einer der drei Seiten z, y, % des
Hauptdreiecks, etwa in Y in der
Seite y:

11) Den projectivischen Be-
gtehungen der Geraden und Strahl-
biischel, den Etigenschaften des
vollstéindigen Vierecks und Vier-
seits, wund iberhaupt den metsten
Sitzen, Aufgaben und Porismen,
welche tm ersten Kapitel unter-
sucht worden :

U s w.
(268]

1) Einem Kegelschnitt (T); der
Schaar Gerader ®, die thn beriih-
ren; undihren Bertihrungspunkten:

2) Da sich unter dieser Schaar
Gerader ©, tm Allgemeinen und
hichstens, vier befinden, welche
den Kegelschnitt [R) beriihren,
d. h. gemeinsame Tangenten der
Kegelschnitte [ T), [R)] sind:

3) Irgend vier von diesen be-
rithrenden Geraden &, die har-
monisch sind (§ 43, II):

Sie schneiden jede der iibrigen,
zur Schaar ® gehtrige Gerade,
in vier harmonischen Punkten:

Und shre Beriihrung
sind vier harmonische Pu
Kegelschnitts [T):

4) Da srgend zwei Kegelschnitte
[M], [N] von vier bestimmten Ge-
raden a, b, ¢, d beriihrt werden:

5) Den zahlreichen Siitzen und
Aufgaben, die oben, von (§ 42)
bis (§ 48) aufgestellt sind, und
welche sich auf einen Kegelschnitt
[T) und auf dessen Sekanten und
Tangenten, so wie auf beliebige
andere Gerade beziehen, als z. B.
den Sitzen ilber die dem Kegel-
schnitt [T'] um- und eingeschrie-
benen Sechsecke, Filnfecke, Vier-
ecke und Dreiecke; iiber harmo-
nische Pole und Gerade, u. 8. W.:

nkte
te des
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B, geht, auch in vier harmoni-
schen Punkten.

10) So vereinigt sich der vierte
Punkt B, mit dem Hauptpunkt

und die Schaar Kegelschnitte
]'fl.i?i] haben tm Punkte y, eine ge-
meinsame Tangente y, b,.

11) Analoge Bezichungen, Ei-
genschaften, Sitze, Aufgaben
und Porismen bei Kegelschnitten
(2, y,2,], d.h. bei Kegelschnitten,
welche durch die drei Haupt-
punkte z,, y,, z, gehen.

U. s w

1) Eine Gerade T,; die Schaar
Kegelschnitte (®,), die sie beriih-
ren; und shre Beriihrungspunkte.

2) So befinden sich unter der
Schaar Kegelschnitte [®,] die
durch 3 Punkte ,, g,, z, gehen
und eine Gerade 1' beriihren, im
Allgemeinen und hichstens, vier
Parabeln.

3) Vier von diesen beriihrenden
Kegelschnitten [®,], die harmo-
nisch sind;

Sie schneiden jeden der ibri-
gen, zur Schaar [®,] gshllriieen
Kegelschnitte, invier harmonsschen

Punkten;

Und ihre Beriihrungspunkte
sind vier harmonische Punkte der
Geraden T (1).

4) So giebt es vier Kegelschnitte
{ay), [b), [e4), |dy), wovon jeder sr-
gend zwet gegebene Gerade M, N

eriihrt.

5) Analoge Stitze und Aufgaben,
die sich simmtlich auf die Ge-
rade T und auf die sie schnei-
denden und beriikrenden Kegel-
schnitte [z,y,2,], 8o wie auf an-
dere  bestimmte  Kegelschnitte
[z, ¥, 2,) beztehen.
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1269] C.

1, Einem Kegelschnitt, der 1, Ein Kegelschnitt, der durch
durch irgend zwei der drei Haupt- die entsprechenden zwei Haupt-

unkte r, s, t geht, etwa einem
Kegelschnitt [rs), der durch r, s
geht; den sammtlichen Geraden
O, die ihn beriihren, und thren
Beriihrungspunkten :

Da von der Schaar Gerader ®,
im Allgemeinen und hichstens,
tier den Kegelschnitt {R] be-
riihren:

2) Den vorerwihnten Sitzen
und Aufgaben ‘B, 3 u. 5):

3) Der Schaar Kegelschnitte,
welche durch die vier Punkte r,
8, 3, v (Fig. 55) gehen:

. 4) Der Schaar Kegelschnitte,
die durch zwei Hauptpunkte r, s
und durch einen beliebigen Punkt
p gehen, und irgend eine Gerade
A beriikren:

Oder, der Schaar Kegelschnitte,
welche durch r, s gehen und die
Gerade A in einem gegebenen
Punkte a berithren:

Oder, der Schaar Kegelschnitte,
welche durch r, s gehen und ir-
gend zwei gegebene Gerade M, N
beriihren:

Oder, der Schaar Kegelschnitte,
welche durch r, 8 gehen und den
Kegelschnitt (R) in irgend einem
Punkt q beriihren:

(270] 5) Da srgend zwei Kegel-
schnitte [rs] tm Allgemeinen von
vier bestimmten Geraden a, b, ¢, d
bertihrt werden:

punkte geht, also ein Kegelschnitt
[z,y,); die sammtlichen . Kegel-
schnitte (@], die ihn beriikren,
und ihre Beriihrungspunkite.

So befinden sich unter der
Schaar Kegelschnitte (@], sm
Algemeinen und hochstens, vier

2) Analoge Sitze und Auf-
gaben.

3, Die Schaar Kegelschnitte,
welche in den Punkten z,, y, zwes
ggdmchaﬂlbhe Tangenten ha-

4) Die Schaar Kegelschnitte,

welche durch die drei entspre-
chenden Dunkie z,, y,, p, gehen,
und einen bestimmten Kegelschnitt
{4, berithren.
Die Schaar Kegelschnitte, wel-
che durch z,, y, gehen und einen
Kegelschnitt [ A,] in esnem Punkte
o, beriikren.

Die Schaar Kegelschnitte, wel-
che durch z,, y, gehen und zwei
bestimmte Kegelschnitte [ M), [N,]
berithren.

Eine Schaar Parabeln, welche
durch 2, y, gehen und deren Azen
parallel, nach einem wunendlich
entfernten Punkte q, gerichtet sind.

1270] 5) So werden irgend zwei
Kegelschnitte [z,, y,] von vier be-
stimmten Kegckcfnittcn [a,], [B,],
[ey, [dy) beriihrt.

U. 8. w.

1) Einem beliebigen Kegel-
schnitt C; den shn beriikrenden
Geraden ®; ihren Beriihrungs-
punkten:

2) Den Sitzen und Aufgaben
von (§ 42) bis (§ 48), namentlich
den Porismen in (§ 47):

1) Esne bestimmte Curve 4ien
Grades; die sie beriihrenden. Ke-
gelschnitte [®,); shre Beriihrungs-
punkte.

2) Analoge Siitze, Aufgaben
und Porismen.
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Hiernach sieht man, dass, wie schon erwihnt, die meisten
Resultate, welche bei frtthern Betrachtungen entwickelt wor-
den, und welche sich auf Figuren in der Ebene beziehen,
und ‘zwar vorzugsweise das Netzgewebeartige derselben be-
treffen, sich nach den vorstehenden Schemata anf mehrfache
Weise travestiren lassen; niimlich diejenigen S#tze, Aufgaben
etc., wobei bloss Punkte und Gerade (Vielecke, Vielseite, pro-
jectivische Gerade und ebene Strahlbiischel etc.) vorkommen,
nach (A), kommt ausser diesen Elementen noch ein einzelner
Kegelschnitt, oder eine gewisse Schaar Kegelschnitte vor,
nach (B, C und D), und kommen in den Sitzen etc., ausser
jenen Elementen, beliebige Kegelschnitte vor, nach (D). Auch
lassen sich die neunen Resultate wiederum auf dieselbe Weise
umwandeln, u. 8. w. Wollte man jedoch diese Umwandlungen
weiter wiederholen, so wiirden sie ins Langweilige filhren, sie
wiirden nichts wesentliches Neues enthalten, mithin weniger
wichtig sein, als die einfachen Elementarsitze, ven welchen
sie hergeleitet, und von welchen sie im Grunde nur als Car-
ricaturen erschienen.

[271] Die obigen 8#tze (rechts), welche meist nur an-
gedeutet sind, wird man leicht vollstindig aussprechen kon-
nen *). Uebrigens fihrt der Gang der Betrachtung projec-
tivischer Ebenen und Strahlbéischel noch von einer andern
Beite nothwendigerweise auf dieselben zurtick, wo sie als-
dann theils umfassender, theils mehr ins Einzelne und Be-
sondere eingehend, dargestellt werden sollen.

II. Der vorhergehenden Betrachtung (II) steht, wie es
der in diesem Werk ilberall beobachtete Gegensatz erheischt,
die folgende Betrachtung zur Seite, von welcher ich aber
nur sehr kurz einige wesentliche Hauptmomente andenten
werde. :

1) Bringt man nimlich mit den Doppelgebilden ¥, A, (I)
irgend zwei Strahlbitschel D, D, in Verbindung, so lassen
sich diese, miftelst des den erstern zugehdrigen Strahlsystems,

- *) Es bedeutet niimlich bei den obigen Sitzen (was iibrigens
auch schon aus dem ganzen Zusammenhang zu schliessen ist), z. B.
das Zeichen [z, y,2,]): ein oder mehrere Kegelschnitte, welche durch
die drei Hauptpunkte z,, y,, z, gehen; [z,y;]: ein oder mehrere
Kegelschnitte, welche durch die zwei Hauptpunkte z,, y, gehen;
[NV,], oder [a,], oder [®,]: ein Kegelschnitt, welcher durch die drei
Hauptpunkte z,, y,, #; geht, und einer bestimmten Geraden N,
oder a, oder @, in E, entspricht; u. s. w. Aehnliches gilt von E, .
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entsprechenderweise aufeinander beziehen, wie vorhin die
Ebenen E, E,. Denn durch jeden Strahl des 8trahlsystems
[ANA,] geht, im Allgemeinen, eine Ebene sowohl des einen
als des andern Strahlbiischels D, D,, z.B. durch einen be-
stimmten Strahl ¢ wird eine bestimmte Ebene «, in D, und
eine bestimmte Ebene «,, in D,, gehen; je zwei solche Ebe-
nen sollen »entsprechende Ebenen« (oder jede soll die
sschiefe Projection« der andern) heissen. Jeder Ebene
in einem der zwei Strahlbiischel D, D, [272] entspricht dem-
nach irgend eine bestimmte Ebene im andern Strahibaschel,
und von diesem allgemeinen Gesetz finden, wie man sogleich
sehen wird, nur wenige Ausnahmen statt.

Zuvdrderst mdgen fir gewisse Elemente besondere Be-
zeichnungen und Benennungen festgesetzt werden. Nimlich es
sollen die zwei Ebenen in D), welche durch die Axen %, ¥,
gehen, durch r, s und ihre Durchschnittslinie durch z, und
andererseits sollen die zwei Ebenen in D),, welche durch ¥,
%A, gehen, durch z,, y, und ihre Durchschnittslinie durch ¢,
bezeichnet werden; z und ¢, sind also diejenigen Strahlen
der Strahlbiischel D, D,, welche beide Axen ¥, A, schneiden,
und folglich zugleich dem Strahisystem [A¥,] angehdren.
Ferner soll diejenige Ebene in 1), welche durch den Strahl
t, in D, geht, durch ¢ und die Durchschnittslinien, welche
sie mit den Ebenen 7, s bildet, durch y, z, und andererseits
soll diejenige Ebene in D),, welche durch den Strahl z in D
geht, durch z, und ihre Durchschnittslinien mit den Ebenen
z,, y,, durch s, r, bezeichnet werden. Die Ebenen 7, s, ¢
und z,, y,, 7, sollen fortan die »Hauptebenene, die Strah-
len z, ¥y, z und r,, s, {, die vHauptstrahlen«, oder die
Dreiflache 7s¢ und 2z, y,z, sollen die »Hauptdreiflachec
der Strahlbtischel D und D, heissen. Auch mdgen die Ebe-
nenpaare r und z,, s und y,, ¢ und z, entsprechende
Hauptebenen, und die Strahlenpaare z und r,, y und s,,
und ¢, entsprechende Hauptstrahlen genannt werden. End-

- lich soll derjenige Strahl, welchen beide Strahlbiischel D, D,

gemein haben (die Gerade durch ihre Mittelpunkte D, D,),
durch ee, bezeichnet werden. Sodann lassen sich die vor-
genannten Ausnahmen folgender Gestalt angeben (vergl. II, 1).

[278] »Die simmtlichen Ebenen der Ebenenbtischel
2,y, z und r,, s, {, haben beziehlich die einzelnen
Hauptebenen z,, y,, z, und r, s, ¢ zu entsprechenden
Ebenen; und fermer: jede Ebene des Ebenenbiischels



§ 59 Ueber Abhiingigkeit verschiedenartiger Figuren. 111

ee, entspricht sich selbst, oder es sind in ihr zwei
entsprechende Ebenen vereinigt.

Mittelst der Hauptebenen r, s, ¢ und-z;, y,, z, ldsst sich
zu jeder gegebenen Ebene des einen oder andern Strahl-
biischels D, D, die ihr entsprechende Ebene finden (#hn-
licherweise wie oben entsprechende Punkte (II, 1)). »

2) Es entsteht nun weiter die Frage, wenn in einem der
zwei Strahlbtischel D, D, irgend ein bestimmtes System von
Ebenen gegeben sind, welchem Gesetz dann die ihnen ent-
sprechenden Ebenen im andern Strahlbiischel unterworfen
seien? Die Antwort hierauf ergiebt sich sehr leicht.

a) Man denke sich zuniichst irgend einen Ebenenbiischel
A im Strahlbtischel D, so werden dessen Ebenen e, 8, 7,
..... durch solche Strahlen «, b, ¢, ..... des Strahlsystems
[ANA;] gehen, welche in einem einfachen Hyperboloid liegen
(1) oder (§ 51), und daher werden die ihnen entsprechenden
Ebenen a;, 8,, 7,, «..-- in D, irgend eine bestimmte Kegel-
fliche zweiten Grades [4,] umhtllen (§ 51, IV, 4), welche
nothwendigerweise dem Hauptdreiflach z,y, z, eingeschrieben
ist, weil durch jeden der drei Hauptstrahlen z, y, 2 (in D)
eine Ebene des Ebenenbiischels 4 geht, und weil diesen
Ebenen jene Ebenen z,, y,, z, entsprechen (1); (auch bertthrt
die Kegelfliche [4,] diejenige Ebene A(ee,), welche durch
die Axe A4 und durch den Strahl ee, geht, weil dieselbe sich
selbst entspricht (1)). Also:

»Den gesammten Ebenen irgend eines Ebenen-
biuischels [274] in einem der zwei Strahlbitschel D, D,,
wie etwa den Ebenen des Ebenenbiischels 4 in D,
entsprechen im andern Strahlbtischel D, die gesamm-
ten Bertthrungsebenen irgend einer bestimmten Ke-
gelfliche zweiten Grades [4,], und zwar befinden
sich unter den letztern allemal die drei Hauptebenen
2, Y, 2.« Oder: »Jedem Strahl in einem der zwei
Strahlbtischel D, D,, wie etwa dem S8trahl 4 in D,
entspricht im andern Strahlbtischel D, irgend eine
bestimmte Kegelfliche zweiten Grades [4,], welche
dem Hauptdreiflach z,y,z, eingeschrieben ist, und
auch umgekehrt; so dass also den gesammten Strah-
len des einen Strahlbtischels die gesammten Kegel-
flichen zweiten Grades entsprechen, welche im
andern Strahlbiischel dem Hauptdreiflach einge-
schrieben sind.«
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Bei diesem allgemeinen Gesetz finden folgende Ausnahmen
statt. Liegt die Axe des genannten Ebenenbtischels A in
einer der drei Hauptebenen r, s, £, so entspricht ihm in D,
ebenfalls ein Ebenenbtischel 4,, dessen Axe beziehlich in
einer der drei Hauptebenen z,, y,, z, liegt; (die Ebenenbiischel
A, A, sind projectivisch, liegen ihre Axen in r und z, oder
in s und y,, so sind sie perspectiviseh, liegen dieselben .aber
in £ und z,, so erzeugen jeme ein einfaches Hyperboloid,
welches allemal durch die vier Geraden A, U,, z, ¢, geht;
alle mdglichen znsammengehorigen Axen A4 und A4, erzeugen
drei Paar projectivische ebene Strahibtischel » und z,, s und
Y, t und z, (in D und D,), wovon die zwei ersten Paare
perspectivisch sind, p#mlich sie haben U, A, zu perspectivi-
schen Durchschnitten und jedes hat den 8trahl ee, zur Pro-
jectionsaxe, u. s. w.).

[275] b) Denkt man sich nun weiter ein System von
Ebenen in D, welche irgend eine Kegelfliche A vom nten
Grad umhillen, und frigt, was fir eine Kegelfliche K, die
ibnen entsprechenden Ebenen in D), berithren, so ergiebt sich
die Antwort ebenfalls sehr leicht. Denn da irgend eine Ke-
gelfliche zweiten Grades [7'], welche dem Hauptdreiflach rs¢
eingeschrieben ist, mit der gegebenen Kegelfliche K, im All-
gemeinen und hdchstens, 2n(n—1) gemeinschaftliche Beriih-
rungsebenen hat, so gehen durch irgend einen bestimmten
Strahl 7, (der jener Kegelfliche [7'] entspricht (a)) in D,,
eben so viele Ebenen, welche die Kegelfiiche K, berithren,
und folglich ist die letztere, im Allgemeinen, von der
2n(n—1)ten Classe § 41, III, Note). Da ferner durch jeden
der drei Hauptstrahlen z, y, z, in D, im Allgemeinen #n(n—1)
Ebenen gehen, welche die gegebene Kegelfiliche A berithren,
so muss die Kegelfliche K, jede der drei Hauptebenen z,,
Y., Z,, im Allgemeinen, 7#(n—1)mal bertthren, u. s. w.*).

Ist die gegebene Kegelfliche K insbesondere nur vom
zweiten Grad, so ist die ihr entsprechende Kegelfliche K|,
im Allgemeinen, von der 4ten Classe, und bertihrt jede der
drei Hauptebenen 2,, z,, y, doppelt; oder es ist in diesem

" *) Ist z. B. die gegebene Kegelfliche X vom zweiten Grade,
und geht sie durch die drei Hauptstrahlen z, y, 2z, so ist die ihr
euntsprechende Kegelfliiche X, von der vierten Classe, und hat drei
Wendungsstrahlen, in welchen sie von den drei Hauptebenen
2y, ¥y, z, beriihrt wird, und welche in einer Ebene liegen; u. s. w.
(vergl. oben II, 2, d, Note).
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Falle die Fliche K, entweder von der 4ten, 3ten, 2ten, oder
1ten Classe, je nachdem jene Fliche A entweder keine,
eine, zwei, oder alle drei Hauptebenen r, s, ¢ beriihrt.
Also: .

»Jeder Kegelfliche zweiten Grades K in [276] D,
welche irgend zwei der drei Hauptebenen 7, s, ¢ be-
rihrt, entspricht in D, ebenfalls eine Kegelfliche
zweiten Grades K,, welche die zwei entsprechenden
(1) Hauptebenen 2z,, v,, #, berithrt; und auch umge-
kehrt.«

3) Mittelst der vorstehenden Fundamentalsitze (1 und 2),
tiber die gegenseitige Beziehung der zwei Strahlbiischel D, D,,
lassen sich nun #hnlicherweise, wie oben (II, 3) bei den Ebe-
nen E, E,, die daselbst angezeigten Reihen von Eigenschaf-
ten, Sitzen, Aufgaben, u.s. w. [wenn diese zuerst, vermdge
(§ 33 und § 48), auf einen der zwei Strahlbilschel tibertragen
werden], auf eine neue Art travestiren; ich begntige mich
aber damit, hier darauf aufmerksam gemacht zn haben; im
Nichstfolgenden (IV) sollen einige dahin gehdrige Beispiele,
wenn auch unter abgeinderter Gestalt, herausgehoben werden.

1V. Die Resultate, welche durch die zwei vorhergehenden
Betrachtungen tiber die zwei Paar Gebilde E und E,, D und
D, entwickelt worden, lassen sich, zufolge (§ 33), unmittelbar
von jedem Paar dieser Gebilde auf das andere iibertragen,
d. h., die von den Ebenen E, E, aufgefundenen Eigenschaf-
ten (II) lassen sich auf die Strahlbtischel D, D,, und die
von diesen angedeuteten Eigenschaften (III) lassen sich un-
mittelbar auf jene tibersetzen.

1) Nimlich werden z. B. die Strahlbttschel D, D,, nach-
dem sie nach obiger Art (III) mittelst des Strahlsystems [A%,)
auf einander bezogen, durch zwei beliebige Ebenen &, &, ge-
schnitten, so miissen in diesen entsprechende Hauptelemente
entstehen, wie sie jemen zukommen, d. h., es entstehen in
den Ebenen € und €, zwei Hauptdreiseite rét und 3,9,1,,
deren Seiten 1, 8, t und 3,, 1),, r, Hauptgerade und deren
Eckpunkte (nach der Ordnung, in der sie den Seiten [277)
gegentiber stehen) 3, §, r und r,, §,, t, Hauptpunkte sind,
und diese Hanptelemente werden beziehlich durch die Haupt-
dreiflache rs¢ und 2,, y,, z,, Hauptebenen r, s, ¢ und z,, y,, ,,
und Hauptstrahlen 2z, y, = und r,, s,, ¢, der Strahlbiischel D
und D, (III, 1) bewirkt; ferner wird z. B. eine Kegelfliche
zweiten Grades, welche einem der zwei Hauptdreiflache

Ostwald’s Klassiker. 83. ]
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eingeschrieben ist, in der zugehdrigen Ebene einen Kegel-
schnitt erzeugen, welcher dem Hauptdreiseit eingeschrieben
ist; u. s. w., so dass also zwischen den zwei schneidenden

Ebenen €, €, folgende Beziehung stattfindet:

Den Elementen und Gebilden

in der Ebene € ... entsprechen ... in der Ebene &,:

A.

1) Irgend einem Strakl a (Ge-
rade):

- 2) Dem unendlich entfernten
Strahl O (11,2, b):

3) Einem gewsssen besondern
Strahl R:

4) Den einzelnen Seiten x, 8, t
des Hauptdreisests (als Strahlen
angesehen, :

5) Den gesammten Strahklen der
Strahlbiischel 3, v, t.

6) Den drei Hauptgeraden t,
8, t (als Gebilde angesehen):

1) Irgend einem Strahlbiischel
B, d. k., irgend einem Punkte B
und den gesammien durch ihn
gehenden Strahlen.

1) Ein bestimmter Strahl a,.

2) Ein bestimmter, endlich ent-
Sernter, Strakl ..

3) Der unendlich entfernte
Strahl R,.

4) Die gesammten Strahlen der
Strahlbiischel t,, 8, t,.

5) Die einzelnen ( Haupt-) Strah-
len 31 bg; & .

6) Die dres Hauptgeraden 3y,
B1s Ty

1) Bin bestimmter Kegelschnitt
[B,], der dem Hauptdreisest 3,
Yy, I, eingeschrieben, und dessen
simmtliche Tangenten (11, 2, a).

oder schlechthin:

Irgend einem Punkte B, wel-
cher nicht in einer der dret
Hauptgeraden t, 8, t liegt:

Ein bestimmter Kegelschnitt
[8B,), welcher dem Hauptdressest
3s941, eingeschrieben 1st;

und also:

. [218] Den gesammien Punkten,
welche nicht in den dres Haupt-
geraden t, 8, t liegen:

Den Punkten tn den dres
Hauptgeraden t, 8, t*):

8) Irgend etner Geraden ©,
d. h., der Schaar Punkte, die tin
irgend etner Geraden ® liegen:

9) Jener besondern (3) Gera-
den R

[278] Die gesammten Kegel-
schnitte [3,9,%,], welche dem
Hauptdreiseit 3, 9,1, eingeschrie-
ben sind;

Die Punkte tn den drei Haupt-
geraden 3y, %y, ¥, *). .

8) Eine Schaar Kegelschnitie
[®,), d. k., alle Kegelschnitte, wel-
che die dret Hauptgeraden 3y, Y,
1, und eine bestimmte vierte Ge-
rade ®, beriikren.

9) Die Schaar Parabeln [R,),
d. h., alle Parabeln, welche dem
Hauptdreisest 3, 9,1, eingeschrie-
ben werden kinnen.

* Und zwar sind die Geraden r und 3, 8 und y,, t und g, in
Ausehung der entsprechenden Punktenpaare, projectivisch.
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10) Da die Gerade & (8) der
besondern Geraden R nur in
einem einzigen Punkt begegnet:

11) Geht die Gerade & durch
einen der drei Hauptpunkte 3,

, T (5):
hE U. 5. w.

1) Irgend zwei Strahlen a, b;

dem durch sie bestimmten Punkt
B, d. h., shrem Durchschnitts-
punkt;

und dem durch sie und durch
die Hauptgeraden t, 8, t bestimm-
ten Kegelschnitts [T]: .

2) Irgend einem Kegelschnitt
[Z), (der dem Hauptdreiseit t8t
eingeschrieben 1ist) ; .

[279] ‘irgend einen Punkt P in
dessen Umfang;

und dem thn in diesem Punkte
beriihrenden Strahl a:
3) Irgend einem Kegelschnitt

lier Schaar Punkte B, die in
setnem Umfange liegen;

und den gesammten Strahlen,
die shn beriihren:

4) Da von der Schaar Punkte
B, die in dem Kegelschnitte (%)
liegen (3), im Allgemeinen und
hochstens, zwet in die besondere
Gerade R fallen:

S

5) Da irgend zwei Kegelschnitte
[P, (N] (die dem Dresseit t8t
eingeschrieben sind) einander im
Allgemeinen und hischstens in vier
Punkten a, B,Uc, b schneiden:

.8 W

1) Irgend einem Kegelschnitt,
der srgend zwes der drei Haupt-
geraden T, &, t beriihrt, z. B. trgend
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10) So befindet sich unter der
Schaar Kegelschnitte (®,] (welche
4 Gerade 3, Y, Ty, ®, beriihren),
nur etne einzige Darabel.

11) So vereinigt sich die Ge-
rade ®, mit einer der dres Haupt-
geraden 3, 9,, Ly, die dann von
der Schaar Kegelschnitte [®,] in
etnem bestimmten Punkt beriihrt
wird. U. s w.

l)b Zwet bestimmte Strahlen
ay, 045

der durch sie und durch die
Hauptgeraden 3,, 9,, t, bestimmte
Kegelschnitt [B,];

und der durch sie bestimmte
Punkt, d.h., shr Durchschnitis-
punkt T,.

2) Ein bestimmier Punkt T,;

[279] ein bestimmier Kegelschnitt
[Py, der durch ikn geht (und dem
Hauptdreiseit 3,9,1, eingeschrie-
ben 1st;

und der in thm von diesem
Kegelschnitte beriihrte Strahl a,.

3) Ein bestimmter Punkt %,;

die Schaar Kegelschnitte [B,],
die durch thn gehen;

und die gesammten Strahlen des
Strahlbiischels T,.

4) So sind unter der Schaar
Kegelschnitte [P,], (welche drei
Gerade 3, 9,, Ty bertihren und
durch einen Punkt L, gehen), tm
Adllgemeinen und héchstens zwes
Parabeln.

5) So giebt es im Allgemeinen
und hichstens vier Kegelschnitte
(ay];, [By], [c1), [Dy)y woelche durch
zwet bestimmte Punkte M,, N,
gehen (und drev Gerade 3, v, ¥,
beriihren). U. 8. w.

1) Ein bestsmmter Kegelschnitt,
der durch die entsprechenden zwet
Hauptgeraden (3, Y, t,) geht, also

8*
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einem Kegelschnitt [t8], der t, 8
berithrt; der Schaar Punkte P,
die in seinem Umfange liegen;
(und der Schaar Strah a, die
thn beriihren):

2) Da von der Schaar Punkte
P (1) des Kegelschnitts [t8), sm
Allgemeinen und hischstens, zwés
in der besondern Geraden R
liegen:

(280] 3) Da trgend zwei Kegel-
schnitte [t8] einander im Allge-
meinen in vier Punkten a, b, ¢, b
schneiden :

U. s w

D.

1) Irgend einer beliebigen Curve
C des nten Grades.

Da durch jeden der dres Haupt-
punkte 3, 9, t tm Allgemeinen
n(n—1) Strahlen gehen, welche die
gegebene Curve C beriihren:

2) Irgend einem beliebigen Ke-
gelschnitt C, der keine der dres
Hauptgeraden v, 8, t beriihrt,

der Schaar Punkte P, die in
seinem Umfange liegen, und der
Schaar Strahlen a, die thn in
diesen Punkten berithren:

3) Irgend einem beliebigen Ke-
gelschnitt C, welcher durch jeden
der drei Hauptpunkte 3, v, ¢ geht:

U. 8. w.
U. s. w.
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2. B. ein bestimmter Kegelschnitt
(3,%,); die Schaar Kegelschnitte
[B,), die thn beriikren; (und die
Schaar Strahlen a,, die thn (und
diese Kegelschnitte) berithren).

2) So sind wunter der Schaar
Kegelschnitte [P,), \die einen Ke-
gelschnitt [3,9,], zwes Tangenten
IR desaelzm, und eine dritte
Gerade 1, beriihren), im Allge-
meinen zwet Parabeln.

|280] 3) So kbnnen trgend zwei
Kegelschnitte [3,9,] tm Allﬁcmei-
nen von vier bestimmien egel-
schnitten [a,], [b,], [c,], [D,] beriihrt
werden. U. 8. W.

1) Eine bestimmte Curve C,
der 2nin—1)ten Classe (III,2,5).
So muss jede der drei Haupt-

" geraden 3, 9, T, 1m Allgemeinen

n(n—1) von der genannten
Curve C; beriihrt werden.

. W.

2) Eine bestimmte Curve C,
4ter Classe, die jede der drei
Hauptgeraden 3,, Y,, T, doppelt
beriihrt;

die Schaar Kegelschnitte P,
die sie beriihren, und die Schaar
Tangenten a,, die sie mit diesen
(tn den Beriihrungspunkten) ge-
metn hat.

3) Eine solche Curve C, 4ter
Classe, die drei singulire Punkie
hat, sn denen ste von den drei
Hauptgeraden 3y, Yy, ¥, beriikrt
wird, und die in einer Geraden
liegen.

Hiernach sieht man, wie die gegenseitige Beziehung der

Ehenen €, @,, (oder der Strablbiischel D, D,), mit der ge-
genseitigen Beziehung der Ebenen E, E, (II) einerseits tiber-
einstimmt, und andererseits sich von dieser unterscheidet;
nimlich sie stimmt dem Umfange nach ganz mit der letzteren
iiberein, so dass alle jeme Eigenschaften, Sitze, Aufgaben
etc., von welchen oben (II, 3) Erwihnung geschah, sich eben
so vielfiltig durch sie umwandeln lassen, und dass tiberhaupt
alle daselbst gemachten Bemerkungen auch auf sie Anwendung
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[281] finden; dagegen aber unterscheidet sie sich von' der
andern durch die Art der entsprechenden Elemente, und
zwar dergestalt, dass, wenn z. B. irgend ein Satz tber Figu-
ren in den Ebenen E, E, gegeben ist, dann der entsprechende
Satz in den Ebenen @, €, (oder in den Strahlbtischeln D; D,)
unmittelbar daraus abgeleitet werden kann, wenn man hier
iiberall: Gerade, Punkt, Hauptdreiseit, eingeschriebe-
ner Kegelschnitt, u. s. w. (oder bei D, D,: Ebene,
Strahl, Hauptdreiflach, eingeschriebene Kegelfliche
etc.) setzt, wo dort, bei E, E,, respective: Punkt, Gerade,
Hauptdreieck, umschriebener Kegelschnitt u. s. w.
steht; und auch umgekehrt. Das Zugleichstattfinden der ein-
ander entsprechenden Eigenschaften und Sitze in den ver-
schiedenartigen und verschiedenartig auf einander bezogenen
Gebilde-Paaren E und E,, D und D,, oder € und §,, ist
eine nothwendige und natiirliche Folge davon, dass die bei-
derseitigen Beziehungen durch das Strahlsystem [A¥,] be-
wirkt worden. Aus denselben Griinden findet iibrigens auch
sogar eine Abhiingigkeit zwischen den Eigenschaften irgend
zweier ungleichartiger Gebilde statt, was, wie folgt, gezeigt
werden kann.

2) Man kann ndmlich auch zwei ungleichartige Gebilde,
z. B. die Ebene £ und -den Strahlbiischel D,, mittelst des
Strahlsystems [AY,] auf einander beziehen. Werden zu die-
sem Endzweck die Punkte, in welchen £ von den Axen ¥,
A, getroffen wird, wie oben (II), durch r, s, der durch sie
gehende Strahl durch z; und werden andererseits die Ebenen
in D,, welche durch die Axen %, %, gehen, wie oben (ILI),
durch 2,, y,, ihre Durchschnittslinie durch ¢,; wird ferner
der Punkt, in welchem E vom Strahle #, getroffen wird,
durch ¢, und werden die Geraden, in welchen sie von den
Ebenen [282] z,, y, geschnitten wird, durch z, y; und wird
endlich diejenige Ebene in D,, welche durch den Strahl z
geht, durch z,, und werden die Strahlen, in welchen sie die
Ebenen z,, y, schneiden (oder welche durch jeme Punkte r, s
gehen), durch 7,, s, bezeichnet: so kann, in #hnlichem Sinne,
wie oben (II und III), das Dreieck rs¢ Hauptdreieck der
Ebene E, und das Dreiflach z,y,2, Hauptdreiflach des
Strahlbiischels D,, und ferner konnen z. B. derjenige Punkt
a in E und diejenige Ebene ¢, in D,, welche beide durch
irgend einen und denselben Strahl @ des Strahlsystems [A,]
bestimmt werden, entsprechende Elemente der Gebilde
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E, D, genannt werden, u. 8. w., so dass sich alsdann zwischen
diesen zwei Gebilden eine analoge Beziehungstabelle aufstellen
lasst, wie oben zwischen gleichartigen Gebilde-Paaren, und
was etwa durch folgende einzelne Beispiele erliutert werden
mag, :
' o) Den Elementen und Gebilden

in der Ebene E ... entsprechen ... im Strahlbtischel D,:

1) Irgend einem Punkte a (im
Aligemeinen):

2) Irgend einer Geraden A,
d k., gesammten Punkten,
die tn irgend einer Geraden A
liegen, welche durch keinen der
drei Hauptpunkte r, 8, t geht:

3) Irgend einem Strahlbiischel
B, d. h., den gesammten Geraden,
die durch trgend esnen Punkt B
gehen, welcher in keiner der drei
Hauptgeraden z,y, x liegt:

4) Irgend einem dem Haupt-
dreseck rst umschriebenen Kegel-
schnitt [A]:

[288] 5) Irgend etnem Kegel-
schnitt, welcher durch irgend zwet
Hauptpunkte geht, etwa einem
Kegelschnitt [rs)]:

1) Esne bestimmte Ebene .

2) Eine bestimmte Kegelficiche
[4,), d. k., die gesammten Beriih-
rungsebenen  ewner Kegelfliche
zwetten Grades, welche dem Haupt-
dreiflach z,y, , eingeschrieben 15t.

3) Eine besttmmte Schaar Ke-
gelfiichen [B,] zweiten Grades,
welche ausser den dres Haupt-
ebenen z,, y,, z, eine bestimmte
vierte Ebene B, beriikren.

4) Ein bestimmter Strakl A,
(oder Ebenenbiischel 4,), der n
ketner der drei Haupte})emm %y,
Yy, x, liegt.

[288] 5) Eine Kegelfiiiche 2ten
G'rades, welche die entsprechenden
zwev Hauptebenen beriihrt, also
eine Kegelfiiche (2,y,].

Oder denkt man sich nun wieder die Ebene €,, welche

den Strahlbiischel D, schneidet, und behilt die oben (1) fir
die Hauptelemente derselben festgesetzten Bezeichnungen und
Benennungen bei, so hat man zwischen den Ebenen E, G,
folgende gegenseitige Beziehung.

f) Den Elementen und Gebilden

in der Ebene E ... entsprechen ... in der Ebene G,:

1) Irg.end einem Punkte a, m
Allgemeinen:

2) Den gesammiten Punkten,

welche in ewner der drei Haupt-
geraden z,y, z liegen:

3) Den einzelnen Hauptpunk-
ten r, s, L:

4) Einem gewissen besondern
Punkt R:

5) Irgend einer Geraden G,
welche durch keinen der dres

1) Irgend eine bestimmte Ge-

rade G,.

2) Ziine und dieselbe Gerade,
ndmlich etne der drei Hauptge-
raden I D1 31 .

3) Ine simmtlichen Strahlen
der Hauptstrahlbiischel vy, 8, t,.

4) Die unendlich entfernte Ge-
rade R,.

5) Ein bestimmter Kegelschnitt
[®,], welcher dem Hauptdreiseit
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Hauptpunkte r, s, t geht; der
Schaar Punkte, die sn thr liegen:
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3.0,y esngeschrieben 1st; die
:g'chaar Gerader, die thn beriihren.

Daher:

Den gesammten Geraden (in
der Ebene):

6) Der unendlich entfernten
Geraden O:

7) Irgend einer Geraden, wel-
che durch einen der dres Haupt-
punkte r, 8, t geht; der Schaar
Punkte, die in thr liegen:

Die gesammten Kegelschnitte
(319, 54).

sf Ein bestimmter besonderer
Kegelschnitt [O,].

7) Ein besttmmter Punkt, der
tn einer der drei Hauptgeraden
3y 9y Ly legt; die Schaar Gera-
der, die durch ihn gehen.

Oder:

[284] Irgend einer Geraden,
welche durch einen der dres Haupt-
punkte r, 8,t geht:

Und

Den gesammten Strahlen eines
der dres Strahlbiischel r, s, t:

8) Irgend etnem Strahlbiischel
B, d. h., den gesammien Geraden,
welche durch irgend einen Punkt
B gehen, (der in keiner der drei
Hauptgeraden z, y, z liegt):

9) Dem besondern Strahlbiischel
R 4):

10) Da von den Strahlen des
Strahlbiischels B (8) nur ein ein-
ziger durch den besondern Punkt
R geht:

11) Irgend einem Kegelschnitt
[T], welcher dem Hauptdreseck
rst umschrieben ist; der Schaar
Punkte, welche tn shin legen;
und der Schaar Gerader, welche
thn bertikren:

[284] Ein bestimmter Strahi-
biischel, dessen Mittelpunkt in
einer der drei Haupltgeraden 3,
Dy, Ty liegtl.

also:

Die gesammten Punkte der
entsprechenden Hauptgeraden j,,

Rt
" 8) " Bine Schaar Kegelschnitte
[B,], d. k., alle Kegelschnitte, wel-
che ausser den dres Hauptgeraden
31 By, Iy noch etne bestimmie vierte
Gerade B, beriihren.

9) Die Schaar Parabeln [R,],
(welche dem Hauptdreiseit 39,1,
etngeschrieben werden kinnen).

10) So befindet sich unter der
Schaar Kegelschnitte (B,], welche
irgend vier Gerade 3, 9y, Ly, By
beriikren, nur eine ewnzige Para-
bel (9).

11) Ein bestimmnter Punkt T,
die Schaar Gerader, die durch
thn gehen (d. i. der Strahlbiischel
%,); und die Schaar Kegelschnitte
[T,], die durch thn gehen (und
dem Hauptdreiseit 3Y,t, einge-
schrieben sind).

Daher:

Den gesammten Kegelschnitten

[rst]:

12) Da der Kegelschnitt [T']
(11), sm Allgemeinen und hich-
stens, von zwet Strahlen des
Strahlbiischels R (9) beriihrt wird:

Drie gesammten Punkte.

12) So sind unter der Schaar
Kegelschnitte [X,], welche durch
einen Punkt T, gehen und dres
Gerade 3§, Yy, ¥y berithren, tm All-
gemeinen, zwes Parabein [R,).
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13) Der Schaar Kegelschnitte

[P], welche durch trgend einen
Punkt P gehen, und [285] dem
Hauptdreteck rst umschrieben
sind:
14) Der Schaar Kegelschniite
[G], welche trgend eine Gerade
G berithren (und dem Haupt-
dreteck rst umschrieben sind):

15) Der Schaar Parabeln [Q),
die dem Hauptdreieck rst um-
schrieben werden kinnen:

16) Unter der Schaar Kegel-

hnitte [P), Iche durch vier
gegebene Punkte r, 8, t, P gehen
(13), befinden sich tm Allgememen
zwet Parabeln:

17) Da irgend zwei Kegel-
schnitte [M), [N], (welche dem
Hauptdreieck rst umschrieben
sind), im Allgemeinen und hich-
stens, von vier Geraden a, b, ¢, d
beriihrt werden:

18) Durch drei gegebene Punkte
7, 8, t gehen, im Allgemeinen und
hichstens, vier Kegelschnitte [a),
(8], [e], [d], wovon jeder irgend
zwes gegebene Gerade M, N be-
riihrt.

U. s w.
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13) Die Schaar DPunkte P,
welche in srgend esner Geraden
P, liegen, (die durch [285] kei-
nen der dres Hauptpunkte 1,, 8,,

t, geht).

14) Die Schaar Punkte G,
welche in einem bestimmien Ke-
gelschnitt [G"] liegon, (der dem
Hauptdreiseit 3,9,%, eingeschrie-
ben 1st).

15) Die Schaar Punkte £2, des
besondern (dem Haupldretseit
310, eingeschriebenen) Kegel-
schnitts

16) Weil die Gerade P, mit
dem Kegelschnitt [D,], vm Allge-
meinen und hichstens, zwei Punkte
gemein hat.

17) So giebt es, sm Allgemeinen
und hichstens, vier Kegelschnitte
{a}, [6,), [c,], (b,), welche drei ge-
gebene Gerade 4, Yy, ¥y berithren,
und durch zwer gegebene Punkte
My, N, gehen.

18) Weil irgend zwei Kegel-
schnitte [Gm,], ™., welche dem
Hauptdreiseit 1,35, eingeschrie-
ben sind, einander, tm Algemei-
nen und hiichstens, in srgend vier
Punkten a,, by, ¢, D, schneiden.

U. s w

Wenn insbesondere die Ebene &, mit der Ebene E zu-

sammenf#llt,
das Hauptdreieck rs¢,

dann decken sich das Hauptdreiseit 3 ), r, und
und es finden sodann einige merk-

wiirdige Umstinde statt, welche spiter beréicksichtigt werden
mogen. Eben so giebt es eine besondere gegenseitige Lage
fiir die Ebene E und fiir den Strahlbuschel D,, durch wel-
che eigenthiimliche interessante Umstinde verursacht werden,
und welche gehorigen Orts (im zweiten Abschnitte) ausfithr-
lich entwickelt werden sollen.

[288] Es kann nun ferner noch erinnert werden, dass,
da alles, was so eben iiber die zwei Ebenen E, €, bemerkt
worden, #hnlicherweise von zwei Strahlbiischeln D, ©,, oder
da tiberhanpt alles, was in den vorstehenden Betrachtungen
tiber die Ebenenpaare E und E, (II), € und €, (1), E und
@, (2) gesagt und angedeutet worden, #hnlicherweise von
Strahlbtischelpaaren D und D, (III), D und D,, D und D,
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gilt, dass also, sage ich, die gesammten Resultate, wel-
che in den vorstehenden Betrachtungen (von II bis
hierher) theils entwickelt, theils bloss angedeutet wor-
den, sich mittelst der Strahlbtischelpaare D und D,,
D und D,, D und D; auf die Kugelfliche ibertragen
lassen (siche Anmerkung § 34 und § 48).

V. Bei den vorstehenden Betrachtungen sind, #Zhnlicher-
weise wie bei vielen fritheren Betrachtungen, verschiedene
besondere Fille moglich, die nimlich dadurch entstehen, ddss
man den Axen U, U, und den Gebilden £ und E,, D und
D,, u.s. w., eigenthiimliche Lage zukommen lisst, dass man
z. B. die eine oder andere Axe, oder das eine oder andere
Gebilde in unendliche Ferne versetzt, u.s. w.; dadurch er-
halten dann auch die Resultate eigenthiimliche Aussagen, wo-
durch sie oft mehr Interesse erregem, als die allgemeinen
Resultate. In der Folge wird sich Gelegenheit darbieten,
alle diese Fille zu erértern, wo alsdann, nach vorangegan-
gener Entwickelung der Eigenschaften projectivischer Ebenen
und Strahlbtischel, die Masse der Resultate etwas ausgedehnter
und umfassender sein wird. Hier mag zum Schlusse mit den
betrachteten Figuren noch folgendes Mandver vorgenommen
werden, wodurch einige Eigenschaften, die vorhin mit Still-
schweigen lbergangen worden, klarer und bestimmter hervor-
treten, und wodurch man eines [287] Theils eine freiere
Uebersicht tiber die vorhergehenden Betrachtungen, fiber deren
Zusammenhang und ither die daraus entsprungenen Resultate
gewinnt.

Das den obigen Betrachtungen zu Grunde liegende Strahl-
system [A,], welches einerseits durch zwei Gerade A, A,,
und andererseits durch zwei Ebenenbtischel A, 2, erzengt
wird, indem nimlich jeder Strahl desselben sowohl durch
irgend zwei Punkte dieser Geradem, als durch irgend zwei
Ebenen dieser Ebenenbiischel bestimmt wird, kann durch Ver-
#nderung der Lage dieser Gebilde in folgende besondere Fille
tibergehen. Man kann n#mlich einerseits die Geraden, fir
sich betrachtet, so legen, dass sie einander schneiden, mithin
in irgend einer Ebene liegen, die durch E, bezeichnet wer-
den mag, wodurch dann offenbar alle Strahlen in diese Ebene
hineingezogen werden, und zwar dergestalt, dass sie genau
die gesammten Strahlen (Geraden) dieser Ebene sind; und
andercrseits kann man die Ebenenbtischel, filr sich betrachtet,
8o legen, dass ihro Axen sich schneiden, dass sie mithin in
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irgend einem Strahlbfischel liegen, der durch D, bezeichnet
werden mag, wodurch dann offenbar alle jene Strahlen in
diesen Strahlbiischel zusammengedringt werdem, und zwar
dergestalt, dass sie genau, oder einfach, die gesammten Strah-
len dieses Strahlbtischels sind. Denkt man sich nun nebst
diesen zwei besondern Strahlsystemen E und D), auch noch
zugleich jenes urspriingliche Strahlsystem [% 9;], und bezeich-
net das letztere, um anzudeuten, dass es im Raume beliebig
liege, durch R, so findet alsdann zwischen den drei Strahl-
systemen R, E,, D, die Beziehung statt, dass jedem be-
liebigen Strahl in einem derselben irgend ein bestimmter
Strahl, sowohl in dem einen, als in dem andern, der zwei
ttbrigen (Strahlsysteme) entspricht; z. B. irgend einem Strahl
a, in R, welcher die [288] Geraden ¥, 2, in den Punkten
a, a; trifft, und in welchem hich die zwei Ebenen «, «,
der Ebenenbtischel 2, %; schneiden, entspricht in E, ein
bestimmter S8trahl aa,, und in D, ein bestimmter Strahl
ac, (d. i. die Durchschnitislinie der Ebenen «, @,). Daher
ist leicht zu erachten, dass gewisse Eigenschaften, welche
einem der drei Strahlsysteme zukommen, auch, in irgend
einer entsprechenden Form, auf die jedesmaligen beiden
tibrigen Systeme ibergehen missen, und zwar beruht diese
Abhéngigkeit vornehmlich auf den projectivischen Eigenschaf-
ten der Grundgebilde, d. h., auf den vielfiltigen projectivi-
schen Beziehungen der Geraden %, %A, und der Ebenenbiischel
U, A,. Man denke sich z. B. im ersten Strahlsystem R irgend
eine Schaar Strahlen, welche in einem einfachen Hyperboloid
liegen, so werden durch sie einerseits die Geraden A, A,
und andererseits die Ebenenbtischel %A, A, projectivisch auf
einander bezogen, und daher werdem, im Allgemeinen, die
ihnen entsprechenden Strahlen in FE, einen Kegelschnitt um-
hilllen, welcher die Hauptgeraden ¥, %, bertihrt (§ 38, IV),
und die ihnen entsprechenden Strahlen in D, werden in einer
Kegelfliche zweiten Grades liegen, welche durech die Axen
(der Hauptebenenbtischel) o, %A, geht (§ 38, II). Werden die-
jenigen zwei Punkte der Geraden U, U, in E,, welche in

* ihrem gegenseitigen Durchschnitte vereinigt sind, durch e, e,

bezeichnet, und werden diejenigen zwei Ebenen der Ebenen-
biischel A, A, in D,, welche auf einander fallen, durch ¢, ¢,
bezeichnet, und wird ferner angenommen, es sei e derjenige
Strahl in B, welcher zugleich einerseits die Punkte e, e, der
Geraden U, A, verbindet, und andererseits die Durchschnitts~
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linie der Ebenen ¢, ¢, der Ebenenbtischel o, A, ist, 5o werden
also, im Falle dieser Strahl e zu der Schaar Strahlen des
genannten Hyperboloids gehdrt, [289] einerseits die Haupt-
geraden in E,, und andererseits die Haupiebenenbiischel in
D,, allemal perspectivisch sein, so dass folglich in jedem
solchen Falle dem Hyperboloid in R irgend ein Punkt B
(der Projectionspunkt der Hauptgeraden ¥, %,) in E,, und
irgend eine Ebene B (der perspectivische Durchschnitt der
Hauptebenenbiischel %, A,) in D, entspricht. Einem Hyper-
boloid aber, welches nicht durch den Strahl e geht, wird in
E, irgend ein Kegelschnitt, welcher dem Winkel A, ein-
geschrieben, und in D, irgend eine Kegelfliche zweiten Gra-
des, welche dem Winkel A%, umschrieben ist, entsprechen.
Es ist klar, dass, wenn man umgekehrt die Hauptgeraden
A, A, in E, von irgend einem Punkte B aus perspectivisch,
oder mittelst eines sie bertthrenden Kegelschnitts [A,] pro-
jectivisch auf einander bezieht, dass dann diesem Punkt, oder
diesem Kegelschnitt, irgend ein einfaches Hyperboloid in R
entspricht, welches im ersten Falle durch den Strahl e geht;
und dass Entsprechendes in Hinsicht der Hauptebenenbtischel
A, A, in D, stattfindet. Demnach entsprechen den gesamm-
ten einfachen Hyperboloiden in R, welche den Strahl e ge-
mein haben, einerseits die gesammten Punkte der Ebene E,,
und andererseits die gesammten Ebenen des Strahlbtischels
D, ; den gesammten Hyperboloiden in R aber, welche nicht
durch den Strahl e gehen, entsprechen in E, die gesammten
Kegelschnitte, welche .dem Winkel A%, eingeschrieben, und
in D, die gesammten Kegelflichen zweiten Grades, welche
dem Winkel AU, umschrieben sind. U. s. w.

Zufolge dieser Betrachtung lassen sich also zwischen den
drei Strahlsystemen R, E,, D, &hnliche Beziehungstabellen
aufstellen, wie oben in (IL, III u. IV). Die Form dieses Pa-
piers gestattet aber nicht, die entsprechenden Eigenschaften
aller drei Systeme neben [290] einander zu stellen, wie es,
vermdge ihres Zusammenhanges, eigentlich sein sollte. Sie
sollen daher nur paarweise neben einander gesetzt werden,
und zwar nur die zwei Paare R und E,, E, und D,. Die
Fundamentaleigenschaften, auf denen die Beziehung dieser
zwei Paare beruht, sind folgende.
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a) Den Elementen und Figuren

in E, ...

1) Irgend einem Strahle a:

{Dem  unendlich  entfernten
Strahle Q:)

2) Irgend einem Punkte B, als
Mittelpunkt eines Strahlbiischels
angesehen:

3) Also den gesammten Punk-
ten:

4) Irgend einer Geraden G,
das heisst, der Schaar Punkte,
welche tn shr liegen:

(Der unendlich entfernten Ge-
raden Q:)

5) Irgend einem Kegelschnitt
[AA,), welcher die Hauptgeraden
A, A, beriihrt:

6). Irgend einer Curve C; ir-
gend einem Punkte P in dersel-
ben; und der sie sn demselben
beriikrenden Tangente T

U. s w.

entsprechen .

. in R:

1) Irgend esn Strahl a.
(Der unendlich entfernte Strahl

Q.)

2) Irgend ein esnfaches Hyper-
boloid [B), welches durch (U, ¥,
und) den Strakl e geht.

3) Die gesammlen einfachen
Hyperboloide, welche die drei
Strahlen A, A, e gemein haben.

4) Eine Sc’;aar etnfache Hy-

erboloide (G, welche, ausser ¥,
%,, e, irgend einen vierten Strahl
G gemein haben.

(Die gesammten hyperbolischen
Paraboloide, welche durch die
drei Straklen %, U,, e gehen.)

5) Irgend ein einfaches Hyper-
bolovd [(AK,).

6) Irgend eine geradlinige Fli-
che C; trgend ein sie beriihrendes
einfaches Hyperbolodd P; und
der Strahl, lings welchem es die-
selbe berithrt. U. 8. w.

f#) Den Elementen und Figuren

in E, ...

1) Jedem Strahl (Geraden) a:

[291]) 2) Jedem Punkt, oder
Strahlbiischel B:

3) Jeder Geraden G, als Ge-
bilde, eine Schaar Punkte ent-
haltend, angesehen :

(Der unendlich entfernten Ge-
raden Q:)

4) Einem Kegelschnitt [A¥,),
der die Hauptgeraden U, A, be-
rithrt:

5) Irgend einem belicbigen Ke-
gelschnitte C

6) Irgend einer beliebigen Curve
C; trgend einem Punkte B der-
selben; und der zugehtrigen Tan-
gente T':

U. 5. w.

entsprechen ... in D,:

1) Irgend ein Strahl a.

[291]) 2) Eine Ebene, oder ein
ebener Strahlbiischel B.

3) Irgend ein Ebenenbiischel .

(Ein bestimmter Ebenenbiischel

)

4) Eine Kegelfiiiche [UA,) awei-
ten Grades, die durch die Haupt-
strahlen U, U, geht.

5) Irgend eine Kegelficiche zwei-
ten Grades Q.

6) Irgend eine bestimmte Kegel-
Siiche §; irgend eine sie beriik-
rende Ebene B; und thr Beriih-
rungsstrahl T.

U. s w.
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Wird der Strahlbtischel ), durch irgend eine Ebene €,
geschnitten, so beruht die Beziehung der Ebenen E, und €,
auf folgenden Fundamentaleigenschaften.

7) Den Elementen und Figuren

in E, ... entsprechen ... in G;:
1) Jedem Punkt, oder Strahl- 1) Ein Strahl, oder eine Ge-

biischel B: rade B.
2) Jedem Strahl, oder jeder 2) Ein Punkt, oder ein Strahl-
Geraden G: biischel ®.

(Der unendlich entfernten Ge- (Ein bestimmter Punkt O.)
raden Q):

3) Jedem Punkt B, und sr- 3) Eine Gerade B, und trgend
gend einem durch thn gehenden ein in shr liegender Punkt a.
Strahle a:

4) Irgend einer Curve C; ir- 4) Irgend eine Curve G; ir-
gend einem Punkt P derselben; gend ewne Tangente B derselben;
und der Tangente T in diesem:  und ihr Beriihrungspunkt .

Daber:
5) Irgend einer Curve C vom 5) Eine Curve € vom n(n—1)-
nten Grade: ten Grade, oder von der nten
U. s w. Classe. U. 8. W.

[292] Wenn bei den Ebenenbiischeln A, %A, in D,, wie
vorhin angenommen worden, die Ebenen &, &, aufeinander
liegen, dagegen die Geraden ¥, ¥,, in E,, so gelegt werden,
dass statt der Punkte e, e, irgend zwei andere Punkte, etwa
b, ©,, in ihrem Durchschnitte vereinigt sind, und wenn so-
dann die gegenseitige Beziehung der Strahlsysteme D,, E,,
in Rticksicht auf ihre entsprechenden Elemente, wie diese bei
ihrem urspriinglichen Zusammenhange in R bestimmt werden,
betrachtet wird, so ist diese Beziehung gleich derjenigen,
welche zwischen den obigen Gebilden E, D, (IV, 2, a) statt-
fand. Das vorstehende Beziehungssystem (y) ist daher nur
ein besonderer Fall des obigen (IV, 2, 8). (Ebenso erhilt
man, wenn man das Strahlsystem R durch irgend eine Ebene
E, schneidet, ein Beziehungssystem zwischen den Ebenen F,
und E,, welches ein besonderer Fall des obigen (IV, 2, ) ist.)

Das vorstehende Beziehungssystem (y) enthilt tibrigens die
Fundamentalsiitze, auf denen die sogenannte »7%éorie des
polaires reciproquese beruht, welche Theorie gewShnlich mit-
telst eines Hillfskegelschnitts dargestellt wird (§ 44), wobei
nothwendigerweise beide Systeme von Figuren in einer und
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derselben Ebene liegen (d. h. die Ebenen E,, €, liegen auf-
einander). Hier stellen sich diese Eigenschaften auf alige-
meinere Weise, unabbiingig vom Kegelschnitt, dar, und zwar,
wie schon bemerkt worden, nur als besonderer Fall des obi-
gen Beziehungssystems (IV, 2, 8). Indessen gebtihrt das Ver-
dienst, die genannte Theorie zuerst freier, unabhingig vom
Kegelschnitt, aufgefasst zu haben, dem grtindlichen Forscher
Mibius (Barycentr. Caleil).

Aus der vorstehenden Betrachtung sieht man, dass dem
Strahlsystem R, welches bei den obigen Betrachtungen [283]
(IL, III u. IV) nur als Mittel diente, selbst alle Eigenschaften
auf bestimmte entsprechende Wejse zukommen, welche dort
von anderen Gebilden entwickelt und angedeutet worden. In
der That sind die Figuren in den obigen Ebenen E, E, (II)
als beliebige Schnitte (dieser Ebenen und) des Strahlsystems
R anzusehen, so dass also ibre Eigenschaften nur als Folgen
der Eigenschaften des letzteren erscheinen; ebenso sind die
Strahlbtischel D, D, (III) nur mittelst der Eigenschaften des
Strahlsystems R aufeinander bezogen worden, u. 8. w. Da
hiernach gewisse netzgewebeartigen Eigenschaften (fast simmt-
liche Resultate des ersten und dritten Kapitels) in jedem der
9 Gebilde F, E,, D, D,, €, G,, D, ©, und R auf bestimmte
entsprechende Weise stattfinden: so sind also die Eigenschaf-
ten des Strahlsystems R keine eigentlich riumlichen, wiewohl
dasselbe den ganzen Raum erfillt, sondern sie sind bloss
solche, welche ihrem wahren Wesen nach der Ebene (E),
oder dem Strahlbtischel (D) angehdren. (Von eigentlich rénm-
lichen Eigenschaften der Art wird im dritten und vierten
Abschnitte die Rede sein.) Auch ist, zufolge der vorstehen-
den Betrachtung, das Strahlsystem R in der That einerseits
als eine durch den ganzen Raum ausgebreitete Ebene E,,
und andererseits als ein aufgeldster, durch den ganzen Raum
ausgestrenter Strahlbtischel ), anzusehen. In diesem Sinne
lassen sich tbrigens auch jene fritheren Gebilde E, E,, €, G,,
D, D,, D, D, als Unwandlungen der Strahlsysteme E, und
D, (oder des Strahlsystems [R) anseben, wodurch der Zusam-
menhang aller dieser Glebilde von einer neuen Seite sich
offenbart, und zwar wie folgt.

Werden nimlich die zwei Geraden %, ,, so wie sie hier
oben in eine Ebene E, gelegt worden, zum [294] zweiten
Mal in dieselbe, oder in irgend eine andere Ebene E, gelegt,
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jedoch so, dass nicht die nimlichen zwei Punkte e, ¢, in
ihrem Daurchschnitte vereinigt sind, wie das erste Mal, so
findet zwischen den Strahlsystemen E,, E;, bis auf einige
Nebenumstinde, offenbar dieselbe Beziehung statt, wie oben
zwischen den Ebenen €, @ (IV, 1). Bezeichnet man die
zwei ebenen Strahlbtischel, in welchen die oben genannte
Ebene €, (y) die Hauptebenenbiischel A, A,, in D,, schnei-
det, durch B, B;, und denkt man sich dieselben zum zweiten
Mal (in derselben, oder) in irgend einer andern Ebene @, so
gelegt, dass nicht mehr die n#mlichen zwei Strahlen dersel-
ben vereinigt sind, wie dort in @,, so findet zwischen den
Ebenen €, &,, in Ansehung ibrer entsprechenden Elemente,
dhnliche Beziehung statt, wie oben zwischen den Ebenen E,
E, (II). Entsprechendes findet statt, wenn man die obigen
Ebenenbtischel %, o, in zwei verschiedenen Lagen, in einem
und demselben, oder in zwei verschiedenen Strahlbiischeln
D,, D,, festhilt und aufeinander bezieht. In dieser Hin-
sicht hitten also alle vorhergehenden Beziehungssysteme un-
mittelbar an die obigen Fundamentalsitze (§ 38) angeschlossen
werden konnen. Im fiinften Abschnitt wird diese letzte Be-
trachtungsweise ausfihrlicher erdrtert und mit Erfolg ange-
wandt werden.

Zum Schlusse bemerke ich nochmals, dass alle vorher-
gehenden Beziehungssysteme auf verschiedene andere, zum
Theil einfachere und leichter zu fassende Weisen erzeugt
und betrachtet werden konnen, wobei eines Theils ebenfalls
projectivische Eigenschaften (wie hier oben), andern Theils
aber andere Bestimmungen zur Grundlage dienen, was durch
die spiteren Entwickelungen ausfithrlich gezeigt werden wird.
Es werden alsdann die Beziehungssysteme in solcher Allge-
meinheit [295] dargestellt, dass sie auch diejenigen Fille um-
fassen, wo einige von den Hauptelementen (Hauptpunkte,
Hauptgerade u. s. w., siehe oben IL, III und IV), welche bei
der gegenwirtigen Betrachtung immer reell waren, imaginir
sind. Auch werden dann &hnliche Beziehungssysteme im
Raume vorkommen, wo namentlich in gewissen besondern
Fillen zwei Riume so aufeinander bezogen werden, dass jeder
Ebene im einen Raume irgend eine Fliche zweiten Grades
im andern Raume entspricht, wodurch man sodann in Stand ge-
. setzt wird, mit Leichtigkeit alle Flichen zweiten Grades unter
gewissen Bedingungen zu erzeugen, und ihre Eigenschaften
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aus den Eigenschaften der ihnen entsprechenden Ebenen
abzuleiten *). .

(296) Anhang.

Aufgaben und Lehrsitsze.

60. Die nachfolgenden Aufgaben und Lehrsitze sind zu
dem Zwecke hierher gesetzt, um denjenigen Lesern, -welche
sich selbstthitiz mit der in diesem Werke aufgestellten Me-
thode beschiftigen wollen, Gelegenheit zu geben, sich an
zweckmiissigen Beispielen zu tiben. Sollten sich in der That
Liebhaber finden, welche dem einen oder andern dieser Sitze
ihre Aufmerksamkeit mit Erfolg schenkten, oder welche selbst
andere, dahin gehdrige, S#tze aufsuchten und bewiesen, und
sollte ihnen daran gelegen sein, sie mir mitzutheilen, um sie
bekannt zu machen, so wilrde ich gern bei der nichsten
schicklichen Gelegenheit darauf Riicksicht nehmen, oder, im
"Falle sie nach einer andern Methode behandelt, aber von all-
gemeinem Interesse wiren, wirde ich sie Herrn Crelle tber-
geben und ihn ersuchen, dieselben in sein Jourmal fiir

¥ In Bezug auf die gegenwiirtige Betrachtung mdgen hier
noch folgende Beispiele von besondern Beziehungssystemen erwiihnt
werden. Zufolﬁe ﬂ'edes der zwei ersten (neben einander stehenden)
Siitze in (§ 46, I) hat man némlich ein Beziehungssystem zwischen
zwei aufeinander liegend gedachten Ebenen, wo z. B. nach dem
Satze rechts die Beziehung darin besteht, dass jedem beliebigen
Punkte B,, in der einen Ebene, irgend ein bestimmter Kegelschnitt
[BB,], in der andern Ebene, entspricht, welcher durch drei be-
stimmte feste Punkte B, B,, (4.4,) geht; u.s. w. Eine andere Art,
wodurch solche besondere Beziehungssysteme zu Stande gebracht
werden, habe ich bereits im Jahre 1828 in einzelnen Lehrsiitzen
angedeutet (Journal fiir Mathematik, Bd. III, S. 211, Lehrs. 22—25).
— Wie auf diese Weise andere, zusammengesetztere Systeme der
Art aufgestellt werden kdnnen, ist leicht zu sehen. Nimlich durch
jedes Porisma, worin z. B. die Abhiingigkeit zweier Punkte von
einander so beschaffen ist, dass, wihrend der eine sich liings
irgend einer Geraden (oder Curve) bewegt, der andere irgend eine
bestimmte Curve durchliuft, entsteht ein solches Beziehungssystem;
u. 8. W.
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Mathematik aufzunehmen. Die Zusendungen mfissten jedoch,
wie es sich von selbst versteht, portofrei geschehen, wund
konnten nach Belieben an den Herrn Redakteur des genannten

Journals oder an mich adressirt werden.

1) Wenn in einer Geraden .4 vier harmonische Punkte
und in einem ebenen Strahlbtischel B vier harmonische
Strahlen ‘gegeben sind, so sind die zwei Gebilde 4, B in
Ansehung dieser gegebenen Elemente auf acht verschiedene
Arten projectivisch (§ 8, 1, 8), und kdnnen, in Rilcksicht auf
jede Art, in perspectivische Lage gebracht werden (§ 6).

Wenn nun in einer Ebene die Lage

der Geraden 4 als fest ange-
nommen und der Strahlbiischel
B auf [287) alle Arten mit ihr
perspectivisch gelegt wird, wel-
che gegenseitige Beziehung ha-
ben dann die 8 (oder 16) Punkte,
in welche sein Mittelpunkt fallt?

des Strahlbiischels B als fest
angenommen und die Gerade 4
[297) auf alle Arten mit ihm
perspectivisch gelegt wird, wel-
che gegenseitige Beziehung ha-
ben dann die 8 (oder 16)Geraden,
in welche sie zu liegen kommt?

2) Die der vorstehenden Aufgabe (1) entsprechende Auf-
gabe im Btrahlbischel D, wenn nimlich hier in einem ebenen
Strahlbiischel B und in einem Ebenenbiischel ¥ vier harmo-
nische Elemente gegeben sind (§ 53, 15).

3) Wenn in einer Ebene zwei
beliebige Gerade 4, 4, und in
jeder irgend vier harmonische

unkte gegeben sind, so be-
stimmen die letztern, paarweise
genommen, 16 Strahlen S, diese
schneiden sich in 72 Punkten
P, u. 8. w.; welche Eigenschaft
haben die Strahlen S in Hinsicht
ihrer gegenseitigen Lage, und
welche die Punkte P? wie oft
liegen von den letztern 3, und
wie oft 6 in einer Geraden? u.
8. w. (Giebt es z. B. 8 Kegel-
schnitte, wovon jeder die ge-
gebenen Geraden 4, 4, und 4
Strahlen S beriihrt? Liegen un-
ter andern von den Punkten P
8mal 6 in einer Geraden, und
schneiden sich von diesen 4 und
4 in einem Punkt? u.s. w.)

Ostwald’s Klassiker. 83.

3) Wenn in einer Ebene zwei
beliebige Strahlbiischel B, B,
und in jedem irgend vier har-
mouische Strahlen gegeben sind,
so schneiden sich die letztern,
paarweise genommen, in 16
Punkten P, diese bestimmen 72
Strahlen S u.s.w.; welche Eigen-
schaft haben die Punkte P in
Hinsicht ihrer gegenseitigen
Lage, und welche die Strahlen
S? wie oft gehen von den letz-
tern 3, und wie oft 6 durch einen
Punkt? u. s. w. (Giebt es z. B.
8 Kegelschnitte, wovon jeder
durch die Mittelpunkte B, B.
und durch 4 Punkte P geh’t#
Gehen unter andern von den
Strahlen S 8mal 6 durch einen
Punkt, und liegen von diesen 4
und 4 in einer Geraden? u.s.w.)

9
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4) Die den vorstehenden (3) #hnlichen Aufgaben im
Raume, wenn nimlich in zwei festen Geraden 4, 4,, oder
in zwei festen Ebenenbtischeln ¥, A, vier harmonische Ele-
mente gegeben sind.

5) Die den vorstehenden (3) #hnlichen Aufgaben, wenn
in einem Kegelschnitt zwei mal vier harmonische Punkte,
oder zwei mal vier harmonische Tangenten gegeben sind
§ 43, II).

(298] 6) Hierher die obigen Aufgaben (§ 21, IV).

7) Die den vorstehenden (6) entsprechenden Aufgaben im
Strahlbtischel ), wenn n#mlich drei projectivische ebene
Strahlbtischel B, B,, B, und drei projectivische Ebenen-
biischel A, Ay, A, gegeben sind.

8) Wenn drei unter sich pro-
jectivische Gerade 4, 4,, 4, im

aume beliebig liegen, so be-
stimmen je drei entsprechende
Punkte derselben eine Ebene:
welche krumme Fliéche wird von
allen diesen. Ebenen berfibrt?

9) Wenn vier unter sich pro-
jectivische Gerade im Raume
{reliebig liegen, wie oft befinden
sich dann vier entsprechende
Punkte derselben in einer

Ebene?

8) Wenn drei unter sich pro-
_;?ctivisch'e Ebenenbiischel %, ¥,

im Raume beliebig liegen, so
schneiden sich Jje drei entspre-
chende Ebenen derselben in
einem Punkt: in welcher krum-
men Linie liegen alle diese
Punkte?

9) Wenn vier unter sich pro-
Etivische Ebenenbiischel im

ume beliebig liegen, wie oft
treffen sich dann vier entspre-
chende Ebenen derselben in
einem Punkt?

10) Zwei beliebige projectivische Gerade 4, 4, in einer
Ebene so zu legen, dass sie einen Kreis erzeugen (§ 40, I).

11) Zwei beliebige projectivische ebene Strahlbiischel B,
B,, oder zwei beliebige projectivische Ebenenbiischel A, A,
im Strahlbiischel D so zu legen, dass sie einen geraden Ke-
gel erzeugen.

12) Zwei beliebige projectivische .Gerade A, A4,, oder
zwei beliebige projectivische Ebenenbtischel U, %A, im Raume
8o zu legen, dass sie entweder a) ein rundes einfaches Hy-
perboloid (dessen Strahlen den Strahlen eines geraden Ke-
gels parallel sind (§ 51, IV)), oder b) dass sie das in (§ 53,
II, 1) beschriebene besondere einfache Hyperboloid erzeugen.

13) Zwei beliebige projectivische ebene Sirahlbiischel B,
B, in einer Ebene so zu legen, dass sie entweder a) die
dem Kreise am nichsten kommende Ellipse, [299] oder b)
die am meisten von der gleichseitigen abweichende Hyperbel
erzeugen (§ 40, II).
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14) Einen gegebenen Kegel zweiten Grades, oder ein ge-
gebenes einfaches Hyperboloid (mittelst einer Ebene) in einem
Kreise zu schneiden; oder: Wenn zwei projectivische Ebenen-
btischel A, A, in beliebiger fester Lage gegeben sind, sie
mittelst einer Ebene £ so zu schneiden, dass die dadurch
entstehenden ebenen Strahlbtischel B, B, gleich und gleich-
liegend sind, und mithin einen Kreis erzeugen (§ 40, II);
(desgleichen wenn in einem Strahlbtischel D irgend zwei pro-
jectivische ebene Strahlbiischel B, B, gegeben sind).

15) Wenn im Raume vier beliebige feste Ebenen gegeben
sind, von welcher krummen Fliche werden dann alle Gera-
den, die von denselben in einem und demselben gegebenen
Doppelverhiltniss geschnitten werden, bertihrt? 25)

Dieser Aufgabe steht eine andere zur Seite; welche ?
Was findet insbesondere statt, wenn das gegebene Doppelver-
h#ltniss harmonisch ist? . '

16) Drehen sich zwei beliebige, der Grdsse nach unver-
inderliche Winkel (ad), (a,d,) (Fig. 56) in einer Ebene der-
gestalt um ihre festen Scheitelpunkte B, B,, die in einem
gegebenen Kegelschnitte liegen, dass der Durchsehnittspunkt
a zweier ihrer Schenkel @, @, diesen Kegelschnitt durch-
15uft, so beschreibt jeder der drei tibrigen Punkte B, ¢, b, in
denen sich ihre Schenkel paarweise schneiden, einen Kegel-
schnitt, welcher durch die zwei festen Scheitel B, B, geht.
Hierzu gehdrt ein Gegensatz; welcher?

17) Drehen sich zwei der Grdsse nach gegebene Flichen-
winkel (af), (¢, 8,) um ibre festen Kanten U, A, dergestalt,
dass die Durchschnittslinie (¢ ,) zweier Seitenebenen ¢, «,
stets eine gegebene feste Gerade [300] %, trifft, so beschreibt
jede der drei tbrigen Durchschnittslinien (83,), (¢8,), (8<,),
welche die Seitenebenen paarweise bilden, ein einfaches Hy-
perboloid, welches durch die festen Kanten A, %, geht, —
Hierzu der Gegensatz, wie heisst er?

18) Wenn die Grundlinie eines
Dreiecks der Grtsse und Lage
nach gegeben ist, und wenn
entweder a) die Summe, oder
b) der Unterschied der an der-
selben liegenden Winkel gege-
ben ist, so ist der Ort der Spitze
des Dreiecks: a) auf zwei glei-
che Kreise beschrinkt, welche
die Grundlinie zur gemeinschaft-

18) Wenn der Winkel an der
Spitze eines Dreiecks der Grosse
und Lage nach gegeben ist, und
wenn entweder a) die Summe,
oder b) der Unterschied der ihn
einschliessenden Seiten gegeben
ist, so berlihrt die Grundlinie,
in allen ihr zukommenden La-
gen, stets eine von vier Para-
beln, welche dem gegebenen

9*
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lichen Sehne haben, oder b anf
zwei gleiche gleichseitize Hy-
perbeln, welche ebenfalls die
Grundlinie zur gemeinschaft-
lichen Sehne haben.

19) Wenn ein Kantenwinkel
(ab) eines dreikantigen Kdrper-
winkels (abej der Grdsse und
Lage nach gegeben, und wenn
entweder a) die Summe, oder
b) der Unterschied der beiden
daran liegenden Flichenwinkel
gegeben ist, so ist der Ort der
dritten Kante ¢ auf vier be-
stimmte (und besondere) Kegel-
fiichen zweiten Grades be-
schrinkt, welche dem gegebenen
Kantenwinkel ‘a5) umschrieben,
und wovon zwei und zwei ein-
ander gleich sind.

Anhang.
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Winkel ‘und dessen Neben- und
Scheitelwinkel) eingeschrieben
sind, und wovon 2 und 2 (die
in den Scheitelwinkeln liegen}
gleich sind.

19) Wenn ein Flichenwinkel
(«3; eines dreiflichigen Kdrper-
winkels (;,57) d:;' Grm‘.ie und
Lage nac n, und wenn
entweder a) gie Summe, oder
b) der Unterschied der beiden
daran liegenden Kantenwinkel
gegeben ist, so beriihrt die
dritte Seitenfliche y, in allen
ihr zukommenden Lagen, stets
eine von vier bestimmten Kegel-
flichen zweiten Grades, welche
dem gegebenen Flichenwinkel
eingeschrieben, und wovon zwei
und zwei gleich sind.

Oder:

Wenn die Grundlinie eines
sphérischen Dreiecks der Grisse
und Lage nach gegeben, und
wenn entweder a) die Summe,
oder b) der Unterschied der
daran liegenden zwei Winkel ge-
geben ist, so ist der Ort der [801]

pitze des Dreiecks auf vier be-
stimmte sphirische Kegelschnitte
beschréinkt, welche jene Grund-
linfe zur gemeinschaftlichen
Sehne haben, und wovon zwei
und zwei einander gleich sind.

Wenn zwei Seiten eines sphi-
rischen Dreiecks in zwei gege-
benen Hauptkreisen liegen sollen
und wenn entweder &) ihre
Summe, oder b) ihr Unterschied
gegeben ist, so beriihrt die
dritte Seite, in allen ihr mdg-
licherweise [801] zukommenden
Lagen, stets einen von vier be-
stimmten sphérischen Kegel-
schnitten, welche jene Haupt-
kreise beriihren, und wovon zwei
und zwei einander gleich sind.

20) Bewegen sich zwei Ebenen @, «,, die sich um zwei

feste Gerade ¥, A, drehen, dergestalt, dass entweder a) die
Summe, oder b) der Unterschied der Winkel, welche sie mit
einer festen dritten Ebene E, die jenen beiden Geraden
parallel ist, bilden, constant bleibt, so beschreibt ihre Durch-
sohnittslinie (ac,) ein einfaches Hyperbolotd, welches durch
die festen Geraden 9, A, geht. — Wie lautet der hierzu ge-
horige Satz?

21) Bewegen sich zwei Ebenen «, t,, die sich um zwei
feste Gerade A, A, drehen, dergestalt, dass sie stets irgend
zwei zugéordneten Durchmessern eines gegebenen festen Ke-
gelschnitts parallel sind, so beschréibt ihre Durchschnittslinie
(¢a,) ein einfaches Hyperbolotd. (Vergl. § 53, II, 2.) Liegen
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die Geraden ¥, A, in einer Ebene, so tritt an die Stelle des
Hyperboloids eine Kegelfiiche zweiten Grades.

22) Wenn ein Kantenwinkel
eines dreikantigen Korperwin-
kels der Grosge und Lage nach,
und wenn der ihm gegeniiber
liegende Flichenwinkel
Grosse nach gegeben ist, in
welcher Kegelfliiche befindet sich
dann die Kante des letztern bei
allen ihren verschiedenen Lagen?

der,

22) Wenn ein Flichenwinkel
eines dreiflichigen Korperwin-
kels der Grisse und Lage nach,
und wenn der ibm gegentiber lie-
gende Kantenwinkel der Grisse
nach gegeben ist, welche Kegel-
fliche beriibrt dann die Ebene
des letztern in allen ihren ver-
schiedenen Lagen?

Diese Aufgaben sind Bediirfniss in der Stereometrie. Wenn

auch die genannten Kegelflichen vom vierten Grade sind, so
sind sie vielleicht von solcher besonderen Art, dass sie des-
halb doch bequem bei verschiedenen Constructionen ange-

wandt werden konnen.

[302] Wie lauten die den vorstehenden

entsprechenden sphirischen Aufgaben? (§ 34 u. § 48.)

23) Wenn ein der Grisse nach
unverinderlicher Winkel (aa,)
sich 80 um seinen festen Scheitel
dreht, dass seine Schenkel g, a,
stets irgend zwei feste Gerade
A, 4, im Raume schneiden,
welche krumme Fliche wird
dann von der durch die Durch-
schnittspunkte %ehenden Gera-
den beschrieben?

23) Wenn ein der Grisse nach
unveréinderlicher Flichenwinkel
(ee,) sich dergestalt bewegt,
dass seine Seitenfllichen «, e,
stets durch irgend zwei feste
Gerade %, %, im Raume gehen,
welche krumme Fliche wird
daon von seiner Kante (ee,)
beschrieben ?

24) Befinden sich zwei projectivische Gebilde, eine Gerade

A und ein ebener Strahlbiischel B, in beliebiger schiefer
Lage in einer Ebene, und man zieht durch jeden Punkt der
Geraden einen Strahl, welcher entweder a) dem (dem jedes-
maligen Punkt) entsprechenden Strahl des Strahlbtischels
parallel ist, oder b) welcher zu ihm rechtwinklig ist, so be-
rithren alle solche Strahlen eine bestimmte Parabel, welche
auch von der gegebenen Geraden A berithrt wird. 26)

25) Befinden sich dieselben Gebilde 4, B (24) in belie-
biger schiefer Lage im Raume und man zieht durch die Punkte
in A Strahlen, welche den entsprechenden Strahlen in B
parallel sind, so liegen dieselben in einem hyperbolischen
Parabolotd (§ 52); und fillt man aus den Punkten in A4 senk-
rechte Ebenen auf die ihnen entsprechenden Strahlen in B,
8o berithren alle diese Ebenen einen bestimmten parabolischen
Cylinder (§ 40, III).
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26) Befinden sich zwei projectivische Gebilde, eine Gerade
A und ein Ebenenbtischel o, in schiefer Lage, und man fallt
ans den Punkten in A4 Lothe auf die ihnen entsprechenden
Ebenen in U, so liegen alle diese Lothe in einem hyperboli-
schen Paraboloyd. — Was [308] findet statt, wenn man
durch die Punkte in A Ebenen legt, die den entsprechen-
den Ebenen in ¥ parallel sind ? 27)

27) Liegen zwei projectivische ebene Strahlbiischel B, B,
beliebig im Raume und man legt durch irgend einen gegebe-
nen Punkt D Ebenen, wovon jede irgend zwei entsprechen-
den Strahlen der Strahlbiischel parallel ist, so umhiillen sie
eine Kegelfliche D zweiten Grades; oder legt man durch D
solche Gerade, wovon jede zu irgend zwei entsprechenden
Strahlen der Strahlbiischel der Richtung nach rechtwinklig
ist, so liegen sie in einer Kegelfliche zweiten Grades.

28) Bind im Raume irgend zwei Gerade .4, A4, und ir-
gend ein Ebenenbiischel A in fester Lage gegeben und eine
andere Gerade a bewegt sich lings jenen beiden so, dass
sie stets zu irgend einer Ebene des Ebenenbiischels senkrecht
ist,- so beschreibt sie ein gleichseitiges hyperbolisches Para-
boloid (§ 52, II). '
~ 29) Ist irgend ein Kegel zweiten Grades und sind irgend
zwei Gerade 4, 4,, die auf zwei beliebigen Beriihrungsebe-
nen desselben senkrecht stehen, gegeben und eine dritte Ge-
rade @ bewegt sich so, dass sie stets jene zwei Geraden
schneidet und bestindig zu irgend einer Bertthrungsebene des
Kegels rechtwinklig ist, so beschreibt sie ein einfaches Hy-
perboloid.

30) Alle Ebenen, welche durch irgend einen festen Punkt
D gehen und ein gegebenes einfaches Hyperboloid in gleich-
seitigen Hyperbeln schneiden, beriihren einen Kegel D zwei-
ten Grades*). — Beim hyperbolischen [304] Paraboloid ist
dieser Satz immer mdglich (§ 52, und § 53, 4, links).

31) Alle Ebenen, die durch irgend einen gegebenen Punkt
gehen und irgend eine gegebene Fliche zweiten Grades in
ghnlichen Curven schneiden, umhiillen was fir eine Kegel-
fliche ?

*) Alle Ebenen, welche durch irgend einen gegebenen Punkt
D gehen und irgend eine gegebene Fliche zweiten Grades in Pa-
rabeln schneiden, umhiillen einen Kegel 2ten Grades, welcher dem
Asymptoten-Kegel jener Fliche gleich und mit ihm parallel ist.
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32) »Beim einfachen Hyperboloid liegen alle Normalen
lings irgend eines Strahls desselben in einem gleichseitigen
hyperbolischen Paraboloid.« — Dieser bekannte Satz lisst
sich leicht durch projectivische Eigenschaften beweisen (§ 52
und 53).

33) Bei jeder Fliche zweiten Grades sind die Normalen
lings irgend eines ebenen Schnittes derselben jedesmal den
Strahlen irgend eines Kegels zweiten Grades parallel.

34) Wie viele Normalen sind, im Allgemeinen, von einem
beliebigen Punkte aus, auf irgend eine gegebene Fliche
zweiten Grades mdglich, und welche Beziehung haben sie
unter sich? :

35) Im Aligemeinen steht auf jedem Durchmesser einer
Fliche zweiten Grades ein bestimmter, ihm zugeordneter, an-
derer Durchmesser senkrecht. Alle Durchmesser, welche zu
solchen andern, die in irgend einer Durchmesser-Ebene E
(d. i. eine Ebene, die durch den Mittelpunkt der Fliche geht)
liegen, zugeordnet und rechtwinklig sind, befinden sich in
einer Kegelfliche zweiten Grades, welche durch den jener
Ebene E zugeordneten und durch den auf ihr senkrecht
stehenden Durchmesser der Fliche geht.

36) Alle Durchmesser-Ebenen einer Fliche zweiten Gra-
des, die zu solchen Durchmessern zugeordnet sind, welche in
irgend einer Kegelfliche zweiten Grades liegen, bertthren eine
andere Kegelfliche desselben Grades; und auch umgekehrt.

[305] 37) In jeder Durchmesser-Ebene einer Fliche zwei-
ten Grades liegen, im Allgemeinen, zwei zugeordnete zu ein-
ander rechtwinklige Durchmesser; welches ist der Ort der
letztern bei einem Durchmesser-Ebenenbiischel % (d. h. bei
einer Schaar Ebenen, die durch einen Durchmesser A der
Fliche gehen?)

* *
*

38) Wenn im Raume irgend zwei Gerade A4, A4, und
irgend eine ebene Curve nten Grades C gegeben sind, und
es bewegt sich eine dritte Gerade a so, dass sie stets jene
drei festen Elemente .4, 4,, C schneidet, so beschreibt sie
eine Fliche vom 2nten Grade, welche jedoch von unzihligen
Ebenen a, 8, ¥ ..... in Curven vom znten Grade geschnitten
werden kann, und zwar bilden alle solche Ebenen einen be-
stinmten Ebenenbiischel 9. — Es giebt einen andern Satz,
welcher diesem zur Seite steht; wie lautet er?
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39) Denkt man sich um ein gegebenes Dreieck rt)3 eine
Schaar (d. i. alle mdgliche) #hnliche Kegelschnitte, von irgend
einer bestimmten Gaitung, beschrieben, so werden dieselben
allemal von einer bestimmten Curve vierten Grades C um-
hallt (bertthrt), welche die drei Eckpunkte des Dreiecks g,
f, 3 zu singuliren Punkten hat. Derjenige Punkt, in wel-
chem jeder Kegelschnitt von der Curve C berithrt wird, und
derjenige Punkt, in welchem er den dem Dreieck rh; um-
sohriebenen Kreis A zum viertenmal schneidet (ausser den
Punkten 7, 1, 3), sind allemal Endpunkte eines und dessel-
ben Durchmessers des Kegelschnitts. Der Kreis A wird in
jedem Punkt von zwei der genannten Kegelschnitte geschnit-
ten, und die zwei Punkte, in welchen diese von der Curve
C bertthrt werden, liegen allemal in einer gleichseitigen Hy-
perbel, die dem Dreieck rf; umschrieben ist; u. s. w. [306]
In Hinsieht der Curve C finden folgende wesentliche Grenz-
falle statt: a) Gehen die Schaar Kegelschpitte in Kreise
tiber, so fallen sie alle in einen einzigen zusammem, in wel-
chen ebenfalls die Curve C tibergeht, und welcher der dem
Dreieck umsehriebene Kreis K ist; b) verwandeln sich
die Kegelschnitte in Parabeln, so geht die Curve C in eine
unerdlich entfernte Gerade ilber; und ¢) sind die Ke-
gelschnitte gleichseitige Hyperbeln, so reducirt sich die
Curve C auf einen Punkt, n&mlich auf denjenigen, in wel-
chem sich die drei Hohen des Dreiecks schneiden, d. h.,
»durch diesen Punkt geht jede der genannten Hyperbeln.«

Welches ist der Ort der Mittelpunkte, und welches ist der
Ort der Brennpunkte der vorgenannten Schaar Kegelschnitte ?

40) Legt man an je zwei von drei Kreisen «, #, ¥
(Pig. 57), welche irgend einem Dreiseit zyz eingeschrieben
sind, eine (vierte) gemeinschaftliche Tangente .4, A4,, 4,, so
bilden diese ein Dreiseit 4.4, 4,, in welches sich unzihlige
Dreiecke aa,a, so beschreiben lassen, dass ihre Seiten jene
Kreise bertihren; ndimlich legt man aus einem beliebigen
Punkt a, in 4, eine Tangente aa, an den Kreis y, aus dem
dadurch bestimmten Punkte a,, in 4,, ferner eine Tangente
6,0, an den Kreis ¢, so bertthrt allemal die Gerade aa, den
Kreis 8. — Man erhiilt einen &#hnlichen Satz, wenn man
noch den vierten Kreis J, welcher dem gegebenen Dreiseit
zyz eingeschrieben werden kann, zu Htlfe nimmt. Beide
S4tze sind jedoch nur besondere Fille des folgenden alige-
meinen Satzes (rechts).
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41) Werden einem gegebenen
Dreieck ty3 beliebige n Kegel-
schnitte umschrieben, und man
berticksichtigt die » Punkte B,
{807] B,, B,, ....., in welchen
je zwei, nach der Reihe unmit-
telbar aufeinander folgende, Ke-
gelschnitte sich schneiden, so
lassen sich unzihlige n Ecke so
beschreiben, dass ihre Seiten,
nach der Reihe, durch jene
Punkte gehen, und dass ihre
Ecken, nach der Ordnung, in
jenen Kegelschnitten liegen.
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41) Werden einem gegebenen
Dreiseit zyz beliebige n Kegel-
schnitte eingeschrieben und man
legt an je zwei, nach der Reihe
(807] unmittelbar aufeinander
folgende Kegelschnitte, eine
(vierte) gemeinschaftliche Tan-
gente A, A, A,, ..... , 80 lassen
sich unzihlige n Ecke so be-
schreiben, dass ihre Ecken, nach
der Reihe, in jenen Tangenten
liegen, und dass ihre Seiten,
nach der Ordnung, jene Kegel-
schnitte beriihren.

Wofern man eine oder zwei Gerade als Kegelschnitt
betrachtet, so sind in diesen Sitzen, unter andern, auch die
obigen Sitze (§ 23, II u, III) und (§ 42, I) als besondere Fille
enthalten. Ausserdem entstehen auch merkwtirdige besondere
Félle, wenn angenommen wird, von den gegebenen Elemen-
ten x, 9, 3 und z, y, z sollen einige imaginir oder un-
endlich entfernt sein.

42) Wenn in einer Ebene ein beliebiges n Seit und alle
Ecken eines # Ecks, bis auf zwei, gegeben sind, so sollen
diese zwei unter der Bedingung gefunden werden, dass so-
dann unendlich viele #» Ecke moglich sind, welche zugleich
jenem 7 Beit eingeschrieben und jenem 7 Eck umschrieben
sind. (Der Ort der zwei gesuchten Eckpunkte ist aunf zwei
bestimmte Gerade beschriinkt, welche durch dieselben projec-
tiviseh getheilt werden, so dass also die sie verbindende Seite,
in allen ihren mdglich verschiedenen Lagen, stets einen be-
stimmten Kegelschnitt bertihrt.) — Wie heisst die dieser Auf-
gabe entgegenstehende Aufgabe ? Beide Aufgaben finden auch
statt, wenn das gegebene 7 Seit und » Eck nicht in einer
Ebene, sondern im Raume (§ 55) sich befinden, wozu insbe-
sondere die nacherwihnte Aufgabe gehdrt.

43) Hierher die Aufgabe und der Satz in (§ 58, Note).

44) Wenn in der Ebene ein beliebiges » Eck gegeben
[808] ist, ein anderes zu beschreiben, welches jenem zugleich
um- und eingeschrieben ist. — Moebius hat gezeigt, dass
diese Anfgabe beim Dreieck und Viereck noch nieht mdoglich
ist (Journ, f. Mathem.). Die in (§ 25) gegebene Aufldsung
muss dies bestitizen, wenn man die beiden Vierecke gleich
werden und aufeinander fallen l#sst, man wird dann finden,

dass bei der aufeinander liegenden projectivischen Geraden
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A, A, keine entsprechende Punkte vereinigt sind. Eben so
muss man finden kdnnen, ob die vorgelegte Aufgabe fir das

Fanfeck u. s. w. mdglich ist.

45) Wenn im Ranme irgend ein n Flach (§ 55) und
irgend ein 7z Eck gegeben:

Ein n Eck (im Raume) zu be- Ein » Flach (im Raume) zu
schreiben, welches dem » Flach  beschreiben, welches jenem n-
eingeschrieben und jenem n Eck  Flach eingeschrieben und dem
umschrieben ist. n Eck umschrieben ist.

Oder:

Wenn im Raume % beliebige Ebenen und # beliebige
Punkte gegeben sind, ein 7z Eck (im Raume, § 55) so zu be-
schreiben, dass seine Ecken, nach der Reihe, in jenen Ebe-
nen liegen, und seine Seiten, nach der Reihe, durch jeme
Punkte gehen. — Diese Aufgabe lidsst im Allgemeinen
12, 2% 3% ..... (»—1)*n Auflosungen zu (vergl. § 25, Note).
Giebt es in der That Félle, wo alle diese Auflésungen zu-
gleich moglich sind, oder verhilt es sich damit so, dass,
wihrend ein Theil derselben moglich ist, die andern nicht
stattfinden konnen? Dasselbe kann bei (§ 25) und (§ 56, 4)

gefragt werden. 28)

46) Zweimal drei zugeordnete
harmonische Pole in Bezug auf
einen gegebenen Kegelschnitt
(§ 44), liegen allemal in irgend
einem andern Kegelschnitt.

[809] 47) Haben irgend drei
Kegelschnitte K, K,, K, in einer
Ebene zwei gemeinschaftliche
(reelle oder imaginire) Punkte
1, 8, so ist der Ort desjenigen
Punkts P, dessen drei Harmo-
nische in Bezug auf dieselben
(§ 44) sich in irgend einem Punkt
P, schneiden, so wie der Ort
dieses letztern Punkts, ein und
derselbe bestimmte vierte Kegel-
schnitt K,, welcher mit jenen
dreien die nimlichen zwei Punkte
gemein hat; und ferner: die
Gerade PP, geht stets durch
einen bestimmten festen Punkt
Q, welcher der harmonische Pol
der Geraden r8 in Bezug auf
den vierten Kegelschnitt X ist,

46) Zweimal drei zugeordnete
Harmonische in Bezug auf einen
gegebenen Kegelschnitt (§ 44),
beriihren allemal irgend einen
andern Kegelschnitt.

[809] 47) Haben irgend drei
Kegclschnitte 8, &, & in einer
Ebene zwei gemeinschaftliche
(reelle oder imaginire) Tangen-
ten r, 5, so beriihrt jede Gerade
®, deren drei harmonische Pole
in Bezug auf dieselben (§ 44)
in irgend einer andern Geraden
®, liegen, so wie auch diese
letztere Gerade, stets einen und
denselben bestimmten vierten
Kegelschnitt &, welcher mit je-
nen dreien die nimlichen zwei
Tangenten gemein hat; und fer-
ner: der Punkt (8@®,) liegt stets
auf einer bestimmten festen Ge-
raden ©., welche die Harmoni-
sche des Durchschnittspunkts
(rs) in Bezug auf den vierten
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und in welchem sich die drei
Sekanten, welche die drei ge-
gebenen Kegelschnitte, paar-
weise genommen, gemein haben
(ausser der Sekante r8), schnei-
den; u. 8. w.

48) Wenn in einer Ebene drei
beliebige Kegelschnitte gegeben
sind, welches ist dann der Ort
desjenigen Punkts P, dessen
drei Harmonische in Bezug auf
die Kegelschnitte, sich in irgend
einem andern Punkte P, schnei-
den? und welche Curve wird
von der Geraden PP, beriihrt?
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Kegelschnitt £ ist, und in wel-
cher die drei Durchschnitts-
punkte der drei Paar Tangen-
ten, welche die drei gegebenen
Kegelschnitte, paarweise ge-
nommen, gemein haben, liegen;
u. 8. w.

48) Wenn in einer Ebene drei
beliebige Kegelschnitte gegeben
sind, welche Curve wird dann
von derjenigen Geraden ©, de-
ren drei harmonische Pole in
Bezug auf die Kegelschnitte, in
irgend einer andern Geraden @,
liegen, beriihrt? und welches
ist der Ort des Durchschnitts-
punkts (@,)?

49) Wie steht es mit den vorstehenden 8#tzen (47) und
Aufgaben (48) in den besondern Fillen, wo statt jedes ge-
gebenen Kegelschnitts zwei Gerade (links) oder zwei Punkte

(rechts) angenommen werden?

50) Haben irgend vier gege-
bene Flichen zweiten Grades
einen (reellen oder imaginiiren)
Kegelschnitt [810] X gemein, 80
ist der Ort desjenigen Punkts P,
dessen vier harmonische Ebenen
in Bezug auf dieselben sich in
irgend einem andern Punkt P,
schneiden, so wie der Ort des
letztern Punkts, eine und die-
selbe bestimmte fiinfte Fliche
desselben Grades, welche mit
jenen vieren den niéimlichen Ke-
gelschnitt X gemein hat; und
ferner: die Gerade PP, geht
stets durch einen bestimmten
festen Punkt Q, welcher der
harmonische Pol der Ebene K
in Bezug auf die fiinfte Fliiche
ist, und durch welchen die Ebe-
nen der sechs Kegelschnitte,
welche die vier gegebenen Fli-
chen, paarweise genommen, ge-
mein haben, gehen; u. 8. w.

51) Wenn vier beliebige Fli-
chen zweiten Grades gegeben
sind, welches ist dann der Ort
desjenigen Punkts P, dessen
vier harmonische Ebenen in Be-

50) Haben irgend vier gege-
bene Fliichen zweiten Grades
einen gemeinschaftlichen Berith-
rungskegel [310] 8, so beriihrt
jede solche Ebene €, deren vier

armonische Pole, in Bezug auf
jene Flichen, in irgend einer
andern Ebene €, liegen, so wie
auch diese letztere Ebene, stets
eine und dieselbe bestimmte
fiinfte Fldche desselben Grades,
welche mit jencn vieren den
nimlichen Beriihrungskegel &
gemein hat; und ferner: die Ge-
rade (€@,) liegt stets in einer
bestimmten festen Ebene £,
welche die harmonische Ebene
des Punkts & in Bezug auf die
fiinfte Fliche ist, und in wel-
cher die Mittelpunkte der sechs
Beriihrungskegel, welche die
vier gegebenen Flichen, paar-
weise genommen, gemein haben,
liegen; u. 8. w.

51) Wenn vier beliebige FIi-
‘chen zweiten Grades gegeben
sind, welche krumme Fliche
wird dann von derjenigen Ebens
@ beriihrt, deren vier harmoni-
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zug auf dieselben, sich in irgend
einem andern Punkt P, schnei-
den? und welches ist der Ort
der Geraden PP ?%)

52) Haben irgend zwei Kegel-
schnitte vier gemeinschaftliche
Punkte, und gehen von den acht
Tangenten, von welchen sie in
denselben beriihrt werden, drei
durch irgend einen Punkt, so
geht allemal noch eine vierte
‘T'angente durch denselben Punkt,
und es {311) gehen alsdann auch
die vier {ibrigen Tangenten
durch irgend einen und demsel-
ben Punkt.
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sche Pole in Bezug auf diesel-
ben in irgend einer andern
Ebene @, liegen? und welches
ist der Ort der Durchschnitts-
linie (EG,)?*)

52) Haben irgend zwei Kegel-
schnitte vier gemeinschaftliche
Tangenten, und liegen von den
acht Punkten, in welchen sie
von denselben beriihrt werden,
drei in irgend einer Geraden,
80 liegt allemal noch ein vierter
Punkt in derselben Geraden,
und es liegen [811] alsdann auch
die vier Hbrigen Punkte in ir-
gend einer und derselben Ge-
raden.

Solche Beziehung, wie hier die zwei Kegelschnitte, hat
bei den obigen Sitzen (47) der vierte Kegelschnitt zu jedem

der drei gegebenen,

53) Haben irgend zwei Fli-
chen zweiten Grades zwei ge-
meinschaftliche Kegelschnitte,
und haben von den vier Kegel-
fiichen, von welchen sie in den-
selben beriihrt werden, zwei
einen und denselben Mittel-
punkt, so haben alsdann auch
die zwei tibrigen Kegelflichen
irgend einen Punkt zum ge-
meinsamen Mittelpuukt.

53) Haben irgend zwei FIli-
chen zweiten Grades zwei ge-
meinschaftliche Bertihrungske-
gel, und liegen von dem vier
Kegelschnitten, in welchen sie
von denselben beriihrt werden,
zwei in einer und derselben
Ebene, so liegen alsdann auch
die zwei iibrigen Kegelschnitte
in irgend einer und derselben
Ebene. :

Solche Beziehung, wie hier die zwei Flichen zweiten
Grades, hat bei den obigen Sitzen (50) die finfte Fliche zu

jeder der vier gegebenen.

54) »Irgend 6 Punkte eines
beliebigen Kegelschnitts bestim-
men 60 eingeschriebene einfache
Sechsecke (§ 19); in jedem der
letzteren liegen die drei Punkte,
in welchen die gegeniiber lie-
genden Seiten sich schneiden,
in einer Geraden G (§ 42, I), so
dass also 60 solcher Geraden G

54) »Irgend 6 Tangenten eines
beliebigen Kegelschnitts bestim-
men 60 umschriebene einfache
Sechsseite (§ 19); in jedem der
letzteren gehen die drei Diago-
nalen, welche die gegeniiber
stehenden Ecken verbinien,
durch einen Punkt P (§ 42, 1),
so dass also 60 solcher Punkte

¥ Welche Eigenthiimlichkeiten finden beil diesen Aufgaben,

so wie bei den Siitzen (50) statt, wenn fiir jede angegebene Fliche
insbesondere eine Kegelfliche zweiten Grades oder zwei Ebenen
angenommen werden?
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stattfinden; von diesen 60 Ge-
raden gehen drei und drei durch
irgend einen Punkt P, so dass
20 golecher Punkte P entstehen;
und von diesen 20 Punkten lie-
gen 15 mal 4 in einer Geraden
g, 80 _dass jeder in drei solchen
Geraden liegt.« (Welche Be-
ziehung haben diese 15 Geraden
g weiter zu einander?)
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P stattfinden; von diesen 60
Punkten liegen drei und drei
in irgend einer Geraden &, so
dass 20 solcher Geraden @ ent-
stehen; und von diesen 20 Ge-
raden gehen 15 mal 4 durch
einen Punkt p, so dass jede
durch drei solche Punkte geht.«
(Welche Beziehung haben diese
15 Punkte p weiter zu einander?)

»8ind, bei einem und demselben Kegelschnitt, die gege-
benen sechs Punkte (links) zugleich die Bertthrungspunkte
[812] der gegebenen sechs Tangenten (rechts), so sind:

die 60 Geraden G' die Harmonischen der 60 Punkte P

(§ 44)

die 20 Punkte P die harmonischen Pole der 20 Geraden @,

die 15 Geraden g die Harmonischen der 15 Punkte p in

Bezug anf den Kegelschnitte*).

55) Wenn bei dem vorher-
gehenden Satze (54) die 8 Punkte
insbesondere 80 Angemommen
werden, dass sie, paarweise, in
drei Geraden liegen, welche
durch irgend eimen und densel-
ben Punkt gehen: welche be-
sondere Lage haben alsdann die
60 Geraden G, die 20 Punkte
P, und die 15 Geraden ¢?

55) Wenn bei dem vorher-
gehenden Satze (54) die 8 Tan-
genten insbesondere so ange-
nommen werden, dass sie sich,
paarweise, in drei Punkten
schneiden, welche in irgend
einer und derselben Geraden
liegen: welche besondere Lage
haben alsdann die 60 Punkte B,
die 20 Geraden &, und die 15
Punkte p? .

56) Besteht, in Betracht der Siitze (54), der gegebene
Kegelschnitt links aus zwei Geraden und rechts aus zwei

Punkten,
(§ 23, HI):

»Wenn in jeder von zyei Ge-
raden 4, 4,, die in einer Ebene
liegen, -drei beliebige Punkte
angenommen werden, so lassen
sich durch diese, paarweise, 9
Gerade G legen, welche sich,
paarweise, in 18 Punkten P

80 hat man ferner insbesondere folgende Bitze

»Wenn in jedem von zwei
Strahlbiischeln B, B,, die in
einer Ebene liegen, drei belie-
bige Strahlen angenommen wer-
den, so schneiden sich diese,
paarweise, in 9 Punkten %,
durch welche sich, paarweise,

*) Bei der ersten Bekanntmachung dieser Sitze (Annales de
Mathématiques, tom. XVIII) hatte sich, in Betreff der Geraden
und der Punkte p, eine Unrichtigkeit eingeschlichen. — Hiilfsmittel,

durch welche die Siitze sich beweisen lassen, sind im gegenwir-
tigen Theile enthalten (§ 42 u. § 46). — Die Sitze (56) habe ich
ebertiaselbst zuerst bekannt gemacht.
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schneiden, wovon 6 mal 3 in
einer Geraden ¢ liegen, und von
diesen 6 Geraden Ig gehen 3
und 3 durch einen Punkt.
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18 Gerade © legen lassen, wo-
von 6 mal 3 durch einen Punkt
p gehen, und von diesen 6
Punkten p liegen 3 und 3 in
einer Geraden.«

[818] 57) Wenn in Ansehung der obigen Sitze (54):

Von den angenommenen sechs
Punkten fiinf fest bleiben, wiih-
rend der sechste den Kegel-
schnitt durchliuft: wie bewegen
sich dann die 60 Geraden G,
wie die 20 Punkte P, und wie
die 15 Geraden g?

Von den angenommenen sechs
Tangenten fiinf fest bleiben,
wihrend die sechste sich um
den Kegelschnitt herumbewegt:
wie bewegen sich dann die 60
Punkte P, wie die 20 Geraden
®, und wie die 15 Punkte p?

58) Die Sitze (54) beziehen sich auf sechs gleichartige

Elemente eines Kegelschnitts: welche eigenthiimlichen S#itze
finden bei sechs ungleichnamigen Elementen statt, d. h., wenn
5 4, 3, 2, 1 Punkte und respective 1, 2, 3, 4, 5 Tangenten
eines Kegelschnitts gegeben sind?

59) Denkt man sich im Raume irgend zwei rechtwinklige
Coordinatensysteme um einen und demselben Anfangspunkt,
so findet folgendes statt:

Die 6 Coordinatenazen liegen
allemal in irgend einer Kegel-
fliiche zweiten Grades.

Die 6 Coordinatenebenen be-
rithren allemal trgend eine Ke-
gelfitiche zwesten Grades.

Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines umfassendern
Satzes. Auch kann er, auf entsprechende Weise, wie der
obige (54), weiter ausgedehnt werden (§ 33 u. § 48).

60) Wenn irgend 9 Punkte einer Fliche zweiten Grades
gegeben sind, beliebige andere Punkte derselben (durch Con-
struction) zu finden; oder: »Welche Relation findet zwischen
irgend 10 Punkten einer Fliche zweiten Grades statt?«

Die zweite Frage ist bereits zweimal von der Briisseler
Akademie als Preisaufgabe gegeben worden, aber beidemal,
so viel ich weiss, ohne Erfolg.

61) Wenn von der Durchschnittscurve zweier Flichen
zweiten Grades irgend acht Punkte gegeben sind, [314] be-
liebige andere Punkte derselben (durch Construction) zu
finden.

62) Durch acht beliebig gegebene Punkte im Raume eine
Kegelfliiche zweiten Grades zu legen. — Lisst im Allgemei-
nen vier Aufldsungen zu.

63) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Scheitel) aller
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Kegelflichen zweiten Grades, welche durch irgend 6, oder 7,
gegebene Punkte im.Raume gehen?

64) Wenn acht beliebige Gerade im Raume gegeben sind,
eine Kegelfliche zweiten Grades zu finden, welche dieselben
bertihrt.

65) Welches ist der Ort der Mittelpunkte (Scheitel) aller
Kegelfiichen zweiten Grades, welche irgend 6, oder 7, ge-
gebene Gerade im Raume berithren?

66) Welches ist der Ort aller Ebenen, welche irgend 6,
oder 7, gegebene Gerade im Raume so schneiden, dass das
durch die Durchschnittspunkte bestimmte Sechseck oder Sie-
beneck irgend einem Kegelschnitt umschrieben ist?

67) Der Ort der Mittelpunkte aller Kegelflichen zweiten
Grades, welche irgend einem gegebenen Sechseck im Raume
(§ 55) eingeschrieben sind (d. b. dessen Seiten berithren), ist
ein einfaches Hyperboloid. ]

Dieser Satz und die vorhergehenden Aufgaben (60 bis 66)
haben ihre zugeordneten; wie lauten sie?

68) Welches ist der Ort des Mittelpunkts der geraden
Kegelfiiiche, a) welche durch irgend 4, oder 5, gegebene
Punkte im Raume geht, oder b) welche irgend 4, oder 5,
gegebene Gerade im Raume bertihrt?

69) Welches ist der Ort der Ebene des Kreises, a) wel-
cher irgend 4, oder 5, gegebene Ebenen bertihrt, oder b) wel-’
cher irgend 4, oder 5, gegebene Gerade im Raume schneidet?

[815] 70) Welche Eigenschaften hat eine Schaar #hnlicher
Sphiroide, welche durch irgend 4, oder 5, gegebene Punkte
im Raume gehen; z. B. von welcher krummen Fliche werden
sie umhillt (vergl. 39), welches ist der Ort ihrer Mittel-
punkte, oder ihrer Brennpunkte? u. s. w.

71) Welches ist der Ort der Mittelpunkte aller einfachen
Hyperboloide, welche durch die Seiten eines gegebenen Vier-
seits im Raume (§ 55) gehen?

72) Eine Kugel zu finden, welche irgend vier gegebene
Gerade im Raume berithrt.

73) Eine Fliche zweiten Grades zu finden, welche irgend
9 gegebene Gerade im Raume berithrt. (Wie viele Auf-
18sungen sind mdglich ?)

74) Die Axen (d. i. die drei zu einander rechtwinkligen
conjugirten Durchmesser) eines gegebenen schiefen Kegels

zweiten Grades zu finden.
* *
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75) Werden zwei beliebige Ebenen E, E, mittelst irgend
eines Strahlbtischels 1) aufeinander projicirt, so dass jedem
Punkt der einen ein bestimmter Punkt in der andern ent-
spricht, und werden sofort die Ebenen in beliebige andere
(schiefe) Lage gebracht, so enisteht die Frage, welchem Ge-
setz sodann die Projectionsstrahlen, 4. h., die Geraden, wel-
che die enfsprechenden Punkte verbinden, unterworfen seien,
oder welche krumme Fliche von ihnen bertihrt werde? —
Diese Aufgabe, nebst der ihr zugeordneten, werden durch die
Betrachtungen des zweiten Abschnitts gelost werden.

76) Wenn man Polyéder nur in Hinsicht der Art oder
Gattung ihrer Grenzflichen von einander unterscheidet, d. h.,
je nachdem diese Dreiecke, Vierecke, Fiinfecke u. s. w. sind,
so giebt es bekanntlich nur einen vierflichigen, zwei fiinf-
fiichige, und sieben [316] sechsflichige Korper*). »Wie
viel verschiedene 7, 8, 9, ..... n flichige Korper sind in
dieser Hinsicht mdglich ?«**)

77) Wenn irgend ein convexes Polyéder gegeben ist, 1asst
sich dann immer (oder in welchen Fillen nur) irgend ein
anderes, welches mit ihm in Hinsicht der Art und der Za-
sammensetzung der Grenzflichen fibereinstimmt (oder von glei-
cher Gattung ist), in oder um eine Kugelfliche, oder in oder
um irgend eine andere Fliche zweiten Grades beschreiben
(d. h. dass seine Ecken alle in dieser Fliche liegen, oder
seine Grenzflichen alle diese Fliche bertihren)? :

78) Fillt man aus den Ecken eines beliebigen vierecki-
gen Korpers (dreiseitiger Pyramide) Lothe auf die gegentiber
liegenden Grenzflichen, so liegen alle vier Lothe, im Allge-
meinen, in einem einfachen Hyperbolotd, und zwar gehdren
sie zu einer und derselben Schaar Strahlen desselben, so dass
es also unz#hlige Gerade giebt, wovon jede alle vier Lothe
schneidet (§ 51). Wenn insbesondere zwei der vier Lethe
sich schneiden, so schneiden sich auch die zwei tibrigen; und
wenn insbesondere drei Lothe sich schneiden, so schneiden
gsich nothwendigerweise alle vier in einem und demselben
Punkt.«

In den besondern Fillen geht offenbar das Hyperbolord

*) Siehe System der Geometrie von Schweins.

**) Diese Aufgabe habe ich schon an einem andern Orte (An-
nales de Mathém. tom. XIX, p. 36) gegeben, aber es ist noch keine
Losung erfolgt. .
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in einen Grenzfall (in zwei Ebenen, und in einen Kegel) iiber.
Bei der ersten Bekanntmachung dieses Satzes (Journal fir
Mathem. Bd. II. 8. 97) habe ich die besondern Fé#lle un-
richtig angegeben. )

[817] Es findet ein dem vorstehenden zugeordneter Satz
statt; wie heisst er?

79) »Haben irgend zwei vierfliichige Korper (dreiseitige
Pyramiden) solche Lage, dass die vier Lothe, welche aus den
Ecken des einen in bestimmter Ordnung auf die Grenzflichen
des andern gefillt werden, in irgend einem Punkt znsammen-
treffen, so gehen allemal auch diejenigen vier Lothe, welche
man in entsprechender Ordnung, aus den Ecken des zweiten
auf die Grenzflichen des ersten fillt, durch irgend einen und
denselben Punkt.« Oder:

a) »Fillt man aus einem beliebigen Punkt E auf die
Grenzflichen 4BC, ABD, ACD, BCD irgend eines ge-
gebenen Tetraéders ABCD Lothe Ed, Ec, Eb, Ea,
nimmt in diesen Lothen vier beliebige Punkte d, ¢, &, a, als
Ecken eines zweiten Tetraéders dcba an, und fillt auf des-
sen Grenzflichen dc¢d, dca, dba, cba aus den Ecken 4,
B, C, D des erstern Lothe Ade, Be, Ce, De, so treffen
diese einander allemal in irgend einem Punkte e.c Und ferner:

b) »Nimmt man in den vier ersteren Lothen #hnlicher-
weise vier andere Punkte d,, ¢,, b,, a, als Ecken eines drit-
ten Tetradders an, so wird diesem in gleicher Beziehung ein
Punkt e, entsprechen; und alsdann liegen die vier Durch-
schnittslinien «, 8, ¥, 0 der vier einander entsprechenden
Grenzflichenpaare des zweiten und dritten Tetradders (d. i.
die Durchschnittslinien der Ebenenpaare dcd und d,c,?,,
dca wnd d,c,a,, dba und d,bd,a,, cba und ¢, b,a,), alle-
mal in irgend einer Ebene (afyd); und

c) diese Ebene (@8yd) steht allemal auf derjenigen Ge-
raden ee,, welche durch jeme zwei genannten Punkte e, ¢,
geht, senkrecht.«

Diesen Satz, nebst den zwei analogen Sitzen in [318] der
Ebene und auf der Kugelfliche, bei welchen n#mlich, statt
wie hier Tetraéder, #hnlicherweise Dreiecke -in Betracht kom-
men*), habe ich schon an einem andern Orte zu beweisen
vorgelegt (Journal f. Mathem. Bd. II, 8. 287). Alle drei

Sitze sind tibrigens besondere Fille von etwas allgemeineren

*) Auch findet ein analoger Satz im Strahlbiischel statt.
Ostwald's Klassiker. 83, 10
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8itzen, wie man zu seiner Zeit sehen wird. Auch haben alle
drei S#tze ihre zugeordneten Sitze; wie lauten diese?

80) a) »8ind in einer Ebene irgend zwei, einander nicht
schneidende, Kreise M,, M, gegeben, wovon man sich den
einen zun#ichst innerhalb des andern liegend denken mag, uwd
man beschreibt, in dem zwischen beiden Kreisem legenden
Raume, eine Reihe Kreise m,, m,, m,, m,, ..... , 80, dass
jeder jenme zwei und den ihm unmittelbar vorangehenden be-
rithrt, so findet einer von folgenden zwei Fillen statt: ent-
weder a) die Reihe verlingert sich ins Unendliche und ist
incommensurabel, oder b) sie kehrt in sich selbst zuriick und
ist commensurabel, d. h. nachdem sie in jenem Zwischenranm
irgend eine Anzahl % Umlaufe zurtickgelegt hat, gelangt man
zu einem nten Kreise m,, welcher den ersten m, bertihrt,
diesen also zu seinem Nachfolgenden hat, so dass hier die
Reihe sich schliesst. «

'B) »Von diesen zwei Fillen findet immer der nimliche,
und zwar auf einerlei Weise, statt, man mag den ersten Kreis
m, annehmen, wo man will, so dass also das Vorhandensein
des einen oder andern Falles lediglich von der Grosse und
Lage der zwei festen Kreise AM,, M, abhingt.c

7) »Bezeichnet man die Radien der Kreise M,, M, durch
R,, R, und den Abstand ihrer Mittelpunkte von einander
durch 4, so hat man fir den Fall, wo die [319] genannte
Kreisreihe auf die angegebene Art commensurabel ist, folgende
einfache Bedingungsgleichung:

(R, F R, F 4R, R, - tang’~nc = A',

woraus jede der funf Grossen R,, R, 4, u, n gefunden wird,
wenn die vier ilbrigen gegeben sind. Liegen die Kreise M,
M, ineinander, so hat man die obern, und liegen sie aus-
einander, die untern Vorzeichen zu nehmen.c

81) »Bei Kreisen auf der Kugelfliche (so wie auch bei
geraden Kegeln im Strahlbiischel) finden analoge Umstinde
statt, wie im vorstehenden Satze bei Kreisen in der Ebene,
und zwar hat man die Bedingungsgleichung:

cos (R, + R,) == 2 sin R, sin R, tang ’%n = cos 4.«

82) »Es seien M,, M, irgend zwei Kugeln, wovon, zum
leichtern Verstindniss, die eine MM, innerhalb der andern
gedacht werden soll, und ferner sei M, eine beliebige solche
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Kugel, welche im Zwischenranum zwischen jenen zwei Kugel-
flichen liegt und sie bertihrt.c

»Wird eine Reihe Kugeln m,, m,, m,, ..... 80 beschrieben,
dass jede die drei Kugeln M,, M,, M, berithrt, und dass sie
einander der Ordnung nach berithren, so ist sie entweder
commensurabel, oder nicht, d.h. entweder a) gelangt man,
nachdem die Reihe » Umliufe um die Kugel 3, gemacht
hat, zm einer nten Kugel m,, welche wiederum die erste m,
bertthrt, oder b) dies tritt nie ein, wenn auch die Reihe un-
endlich fortgesetzt wird.«

»Auf diese zwei Umstinde hat weder der Ort, wo die
Kugel M, angenommen, noch die Lage, die der ersten Kugel
m, der Reihe angewiesen wird, Einfluss, d. h. es findet immer
derselbe Fall und auf dieselbe Weise statt, es mdgen die Ku-
geln M,, m, unter den vorgenannten Bedingungen angenom-
men werden, wo man will, so dass also bloss die Grdsse und
Lage der [320] festen zwei Kugeln JM,, M, tiber das Vor-
handensein des einen oder andern Falles entscheidet.«

»8ind R,, R, die Radien der Kugeln M,, M,, und ist
A der Abstand ihrer Mittelpunkte von einander, so hat man
fir den commensurabeln Fall (a):

(R, = R)* T 16R, R, sin’—;:—n = A,

Die untern Zeichen gelten fiir den Fall, wo die festen Ku-
geln M,, M, ausser einander liegen.«

83) Nach Angabe des letzten Satzes (82) bertthren die
drei Kugeln M,, M,, M, einander der Reihe nach, und jede
von ihnen berithrt die Reihe Kugeln m,, m,, m,, ..... Es
schliessen sich daran folgende weitere Eigenschaften:

a) »Die drei Kugeln M,, M,, M, sind Glieder einer
zweiten Kugelreihe M,, M,, M,, M, ..... , wovon jede alle
Kugeln jener ersten Reihe und zugleich die ihr unmittelbar
vorhergehende bertihrt.»

b) »Die Mittelpunkte jeder Kugelreihe, ftir sich gemom-
men, liegen in einem Kegelschnitte; die Ebenen der zwei Ke-
gelschnitte sind zu einander senkrecht, und die Hauptscheitel
eines jeden sind zugleich die Brennpunkte des andern, so
dass also entweder o) beide Kegelschnitte (gleiche) Parabeln,
oder B) der eine Ellipse und der andere Hyperbel ist.c

¢) »Beide Kugelreihen hiingen so von einander. ab, ‘dass
sie zugleich commensurabel, und zugleich incommen-
surabel sind;

10*
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d) und zwar findet fiir den commensurabeln Fall das fol-

gende merkwilrdige Gesetz statt, dass allemal

u U_ 1

n TNT3
[821] ist, wobei n#mlich U die Zahl derjUmldufe und NV die
Zsahl der Glieder der zweiten Kugelreihe bezeichnet (82).«

Die Sitze 80, 81 und 82 habe ich schon in den 4dnnales
de Mathém. tom. XVIII, und den Satz 83 im Jourmal fir
Mathematik Bd. II, 8. 192, zum Beweisen vorgelegt. Im
n#mlichen Bande des Journals habe ich (8. 290, Lehrs. 59,
60 und 61) einige besondere Fille des Satzes 82, so wie
(8. 96) eine Aufgabe, welche den Satz 80 zum Ziele hatte,
aufgestellt. In Folge dieser besondern Fille und dieser Auf-
‘gabe hat Clausen im 6ten und 7ten Bande des Journals
die S#tze 80 und 81 analytisch bewiesen, ohne dass er von
jenen Bitzen in den Annalen Kenntniss gehabt zu haben
scheint; auch sind seine Ausdriicke der Form nach von den
meinigen verschieden. Ein Theil des Satzes 80, nimlich (8),
ist schon im ersten Bande (8. 256) des genannten Journals
von mir bewiesen. Bei spiitern Entwickelungen wird sich
Gelegenheit darbieten, alle vier Sitze so elementar als mdg-
lich zu beweisen. — Es entstehen verschiedene interessante
Fille, wenn man statt der einen festen Kugel (in 82 und 83)
eine Ebene, oder statt des einen festen Kreises (in 80 oder
81) eine Gerade oder einen Hauptkreis annimmt.

84) Wenn beim letzten Satze (83) die Kugelreihen com-
mensurabel sind, so findet in jeder fir je zwei Kugeln, die
als fest angenommen werden, und zwischen denen, nach der
Reihe, nur eine andere Kugel liegt, wie z. B. fir M,, M,
in ‘der zweiten Reihe, die obige Bedingungsgleichung (82)
statt. Es kann gefragt werden: ob auch ftir Kugeln, zwischen
denen zwei, oder irgend eine Anzahl z, Kugeln liegen, in
gleichem Sinne eine Bedingungsgleichung stattfinde? und
welche es sei?

{322] . Anmerkung.

85) Viele von den vorstehenden Aufgaben und Sitzen
lassen sich mittelst der obigen Correlations-Systeme (§ 59),
so wie auch zufolge der Anmerkungen (§ 33, § 34 u. § 48),
auf verschiedene Weise umwandeln. Welche sind es? und
" wie lanten die neuen Aufgaben und Sitze?




Anmerkungen

des Herausgebers. _

Im Nachfolgenden setzen wir die Kenntniss der Lehren
vorans, die in dem 82. Hefte der Klassiker in den Anmer-
kungen erldutert worden sind. Den Lebenslauf unseres grossen
Meisters findet der Leser im 60. Hefte der Klassiker.

1) Zu 8. 5. Das hier erwihnte zweite »Heft« ist als
solches niemals erschienen.

2) Zu 8. 6. Die drei Falle sind leicht in perspectivischer
Zeichnung abzubilden. Der Punkt D aller Schnittebenen ist
gegeben, ferner nehme man im Terrain den Kreis an. Alle
Ebenen, die im Terrain diesen Kreis schuneiden, gehdren zur
dritten Classe. S#mmtliche Tangenten an den Kreis er-
schopfen die zweite Classe. Alle tibrigen Geraden im Ter-
rain bestimmen mit dem Punkte D die erste Classe. — Ferner
zeichne man die dem Kegel zugehdrigen unendlich fernen
Punkte, d.h. den Schnitt am Himmel, der gleichfalls Kreis,
Ellipse, Parabel oder Hyperbel auf der Bildfliche sein kann.
Man suche, falls als Directrix mit dem Zirkel ein Kreis im
Terrain gezeichnet ist, zu entscheiden, wann die Himmels-
curve einem jeden der vier moglichen Fille angehdrt. Man
beweise ferner, dass, wenn d der Fusspunkt von D ist, es
darauf ankomme, ob eine dem Horizont parallele Linie durch
d den Terrainkreis treffe, bertthre oder.verfehle. Wann wird
die Himmelscurve als Kreis erscheinen? Zugleich liegt hier
eine Methode vor, mit dem Lineal allein beliebig viele Punkte
eines Kegelschnittes zu construiren. Solche Studien gehdren
indess nicht nothwendig zum Verstindniss unseres weiteren
Textes.




150 Anmerkungen des Herausgebers,

3) Zu S. 8. Das logische Verstindniss wird durch den
Gedankengang des Textes vollstindigz gewonnen. Dennoch
empfiehlt sich die perspectivische Zeichnung der drei Fille,
indem man Ebenen bestimmt und nun die Zeichnung der in
dieser Ebene erzeugten Kegelschnitte verlangt.

4) Zu 8. 8. Dieser Annahme eines Kreises entspricht in
perspectivischer Zeichnung die Annahme eines im Bilde als
Kreis erscheinenden Kegelschnittes. Je nachdem dieser den
Horizont meidet, berithrt oder schmeidet, ist er offenbar Ab-
bild einer Ellipse, Parabel oder Hyperbel.

5) Zu 8. 14. Die beiden Sitze tiber die Parabel werden
aufs beste durch perspectivische Zeichnung veranschaulicht.
Man verzeichne im Terrain mit dem Zirkel einen Kreis, der
vom Horizont berithrt wird, so ist dieser Kreis das Bild einer
Parabel, da ein Punkt im Unendlichen liegt. Zwei einander
parallele Tangenten mtissten sich aber im Horizonte schnei-
den; solche giebt es micht, da eben der Kreis den Horizont
bertthrt. Die unendlich ferne Tangente aber ist der Horizont
selbst, und diesem ist jede andere Tangente parallel, weil
letztere doch einen Punkt im Unendlichen hat. Wir werden
spiiter sehen, dass der Mittelpunkt der Parabel auch im Un-
endlichen liegt und mit dem unendlich fernen Bertthrungs-
punkt durchaus zusammenfillt.

6) Zu S. 14. Liegt der Terrainkreis so, dass der Hori-
zont nicht von ihm geschnitten wird, so ist er das Bild einer
auf der Fussebene liegenden Ellipse. Parallele Tangenten
sind allemal diejenigen, die sich in irgend einem Punkte des
Horizontes schneiden. Schneidet der Terrainkreis den Hori-
zont, so giebt es ebensowohl Horizontpunkte, von denen ams
Tangenten gezogen werden kdnnen. Nur sind jetzt die in-
nerhalb des Kreises liegenden Horizontpunkte ausgeschlossen.

7) Zu S.17. In perspectivischer Zeichnung sind alle
diese Arten von Cylindern leicht zu zeichnen. Man braucht
nur den Fusspunkt 4 im Horizonte anzunehmen und den
Terrainkreis zu variiren, wie in Anm. 5 beschrieben ist.

8) Zu §.27. In diesem Satze haben wir ej und b3 in
er und by verbessert.

9) Zu S. 39. Im folgenden Lehrsatz links ist »Vierecks«
fir »Vierseits« verbessert worden.

10) Zu S. 48. Sehr zu empfehlen ist die perspectivische
Zeichnung. Man nehme zwei beliebige Gerade an, die durch
ihre Fluchtpunkte 7 und I7 und ibre Terrainpunkte & und g




Avnmerkungen des Herausgebers. 151

gegeben seien. Fir die dritte Gerade braucht offenbar nur
der Fluchtpunkt IJI gegeben zu sein, da die Construection un-
mdglich von ihrem Terrainschnitt y abhiingig sein kann. Man
construire eine Ebene durch I, ¢ und III und bestimme de-
ren Schnittpunkt B mit der Geraden II8. — Verbindet man
B mit III, so findet man den Schnitt 4 in der Geraden Ja
und A4 B ist die gesuchte Gerade.

11) Zu S. 54. Es giebt kaum S#tze der synthetischen
Geometrie, die geeigneter sind zur perspectivischen Zeichnung,
als die hier erliuterten, dabei sind die Zeichnungen ohne
Ausnahme wenn auch mtthsam, so doch ganz leicht auszuftih-
ren, weshalb wir hier keine mitzutheilen uns veranlasst sehen.
Es mag nur noch darauf hingewiesen werden, dass in tiber-
raschend einfacher Weise der Mittelpunkt des Hyperboloids
verzeichnet werden kann, wie auch der Asymptoten-Kegel,
der durch den Kegelschnitt am Himmel charakterisirt ist. Es
empfiehlt sich ferner, die beiden Schaaren von Geraden des
Hyperboloids zu zeichnen und endlich den Schatten, den eine
Zenithsonne auf das Terrain werfen wiirde. Dadurch tritt
erstens das gezeichnete Hyperboloid plastiseher hervor, zwei-
tens erkennt man, dass erst nach Vollendung desselben der
Horizont in beliebiger Lage angenommen zu werden braucht,
m. a. W. die projectivischen Geraden konnen durch drei Ele-
mentenpaare gegeben, das Hyperboloid gezeichnet und dann
erst die Lage jenmer beiden Geraden im Raume beliebig ge-
wihlt werden.

12) Zu 8. 56. Die genannten Fille sind simmtlich #tber-
raschend einfach zu zeichnen moglich.

13) Zu S. 66. Die Zeichnung der hyperbolischen Para-
boloide ist nicht schwieriger, da die Annahme unendlich fer-
ner Punkte und Geraden bequem auszuftihren ist. So hat
z. B. ein Ebenenbiischel mit unendlich ferner Axe ein ein-
facheres Ansehen, als ein solches mit endlicher Axe. Denn
letzteres wird abgebildet darch zwei Strahlbiischel (n#mlich
am Himmel und im Terrain), die im Horizonte ihren per-
spectivischen Durchschnitt haben, wibrend im ersten Falle
nur ein Strahlbtischel mit dem Centrum im Horizont auftritt.
Das Strahlbtischel am Himmel ist aufgeldst in das Bild der
unendlich fernen Axe und in den Horizont. Die zuletzt in
§ 52 aufgefithrten Fi#lle verlangen nur noch die Kenntniss
der Orthogonal-Constructionen, wie eine solche schon zu
§ 27 ausgefithrt wurde. 8. Heft 82, Apm. 4.
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14) Zu S.79. Wie wenig die Figuren 51 und 52 den
gerechter Weise zu stellenden Anforderungen gentigen kon-
nen, ist leicht erkenntlich. Leider aber kdnnen wir hier nicht
tiefer auf die Probleme eingehen, weil sie eine genaue Be-
kanntschaft mit der Maassperspeotive erfordern, die wir hier
nicht voraussetzen wollen. Die 8#tze 14 «, 3, y bieten eine
Fille anregenden Stoffes ftir die Maassperspective dar.

15) Zu S. 82. Eine #hnliche Aenderung des jetzt fol-
genden doppelseitigen Textes musste vorgenommen werden,
wie in der Anmerkung zu § 25, da die Anzahl der n-Flache
und n-Ecke genau nmal zu gross angegeben war, denn im
Original ist diese Anzahl =3, 4,5 ...72. — In dieser An-
zahl kommt aber jedes Stick zmal vor, daher es heissen
muss 3,4, 5...(n—1). Dem entsprechend ist der Text ver-
bessert worden.

16) Zu §. 87. Man beachte die Berichtigung, die in
der vorstehenden Anmerkung 15 gekennzeichnet ist. Es
braucht kaum noch erwihnt zu werden, dass die perspectivi-
sche Ausfohrung nicht die geringste Schwierigkeit darbietet;
indess ist die logische Kraft der projectivischen Beweisfith-
rung 8o schlicht und bewundernswerth, dass man kaum an
Klidrung im vorliegenden Falle gewinnen diirfte. Man nehme
immerhin n = 4 und fithre die Zeichnung aus. Sie wird
alsdann schon ziemlich mtihsam, aber interessant ist es, sich
von der Richtigkeit der Ausfiihrung zu tiberzeugen und die
Richtung einer jeden Seite des gefundenen Vierecks genau
verfolgen zu konnen. Da man die gefundenen Vierecke in-
nerhalb des Rahmens zu haben wiinscht, so wird man gut
thun, das zu suchende Viereck erst anzunehmen und dann
die 2 >< 4 Geraden den Bedingungen gem#ss, aber sonst be-
liebig, zu verzeichnen. Jetzt nimmt man die Losung fort und
sucht die Construction dem Texte gemiss auszufithren. Schon
bei n gleich 4 wird die Zeichnung ziemlich complicirt, weil
doch 8 Gerade mit ihren Verticalebenen angegeben werden
miissen.

17) Zu S. 89. Die Losung dieser eleganten Aufgabe ist
ebenso wie die vorige bewundernswerth einfach und durch-
sichtig in ihrer logischen Kraft. Fraglich jedoch erscheint, ob
der Forderung Gergonne's: nconstruire rigoureusement la drotte
qui etc.« mit dem logischen Beweise allein genidgt wird. Bei
vier beliebig liegenden Geraden im Raume kann man in der
That eine perspeetivische Aufldsung verlangen, und dass die
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Figur 53, wie der Autor meint, >der Vorstellung behilflich
sein mage, dtirfte wohl bezweifelt werden. Anbei folge des-
halb eine Durchfithrung der ganzen Aufgabe, und zwar genau
auf Grund der Stetner'schen L3sung. Zuniichst tiberzeuge
sich der Leser davon, dass die beiden Geraden 4 und B
in der That der geforderten Bedingung entsprechen (siehe
Figur Seite 154). Dazu suche man zun#chst die 4 Geraden
I(I), II (II), III (I1I) und IV (1V) mit Hdlfe ihrer Vertical-
ebenen, Fluchtpunkte und Terrainschnitte aufzufassen, man
beziehe auch je zwei derselben auf einander und tiberzeuge
sich davon, dass sie simmtlich windschief im Raume an ein-
ander vorbeigehen. Zu diesem Zwecke suche man die Schnitt-
punkte der Terrainschnitte je zweier Geraden auf und sehe
zu, dass die Lingen der Fusslothe an dieser Stelle fiur beide
Gerade verschieden seien. Dann tiberzeuge man sich von der
Richtigkeit der Losung. Dazu sind fir die Geraden A die-
jenigen 4 Fusslothe verzeichnet worden, die zu dem Durch-
schnittspunkten mit den 4 gegebenen Geraden gehdren; sie
sind mit 1e¢, 2a, 3¢ und 4a bezeichnet. — Ebenso tiber-
zeuge man sich davon, dass 15 zu der Geraden B und zur
Geraden I (I) gehdrt, 256 zu B und der zweiten Geraden,
u. 8. . — Um die Lésung zu finden, wurde die Gerade I/
gewihlt, und 3 beliebige Ebenen «, £, y hindurchgelegt; als
solche ergdben die folgenden Ebenen die einfachsten Con-
structionen: 1) die Ebene o wurde vertical durch die Ge-
rade I (I) gelegt und ergab die Schnittpunkte a,, a, und a,
(aq fallt rechts ans dem Rahmen hinaus). Die Ebene 8 wurde
2) brachial angenommen. Da die brachiale Ebene die Gerade /
enthalten soll, so ist sie vollig bestimmt; ihre Flucht geht
parallel dem Horizont durch I und ihr Terrainschnitt par-
allel dem Horizont durch (I). Der Schnitt dieser Ebene
mit den 3 anderen Geraden, b,, b, und b,, ist leicht gefun-
den (durch Verbindung von (g,) mit 8,, u.s. w.). Endlich
kann man 3) diejenige Ebene ¢ wihlen, die durch das Auge
geht; dieselbe projicirt sich in der Geraden I (I) selbst. Es
ergeben sich sofort die drei Punkte f,, f,, f,, Nun bestimmt
man die Durchschnittspunkte der Projectionsstrahlen mit der Ge-
raden I; es ergiebt byb, den Punkt b, und b,b, den Punkt b,,
ebenso a,a, den Punkt a, und a,a, den Punkt a,, Um die
Schnittpunkte f, und f, zu finden, muss man einen Kunstgriff
anwenden. Man sucht ni#mlich die Fusspunkte (f,) und (f,) im
Terrain auf, indem man (f,) mit (f,) und (f,) mit (f,) ver-
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bindet. Die Lothe in (f,) und (f,) ergeben die gesuchten
Punkte f, und f,. Freilich kdnnte man statt der Ebene
eine andere wihlen und Flucht und Terrainschnitt beliebig
annehmen. Der Kreis gestattet dann die bekannte und ele-
gante Steiner'sche Ldsung. Die gefundenen Punkte % und !/
bestimmen die beiden geforderten Punkte, in denen die ent-
sprechenden Elementenpaare sich decken. Es sind das die-
jenigen Punkte, deren Lothe durch 1¢ und 1b bezeichnet
sind. Die weitere Construction ist, weil einfach, aus der
Zeichnung fortgelassen. Man lege eine Ebene durch 1¢ und
IV (IV), so muss die gesuchte Gerade in dieser Ebene liegen.
Man bestimmt den Schnitt derselben mit den Geraden 7 und
IIT und findet 22 und 3a, somit auch 4a, welches richtig
mit 1@, 2a und 34 in einer Geraden liegt. Ganz ebenso
verfihrt man mit dem Punkte tiber 15, findet 24, 35 und
durch Verbindung 45. — Von allen diesen Lothen liegt 24
allein im Ricken des Beschauers, denn der Fusspunkt be-
findet sich ttber dem Horizonte. — Fiir eine praktische Aus-
fithrung ist es auch hier nothwendig, umgekehrt zu verfahren,
die Linien 4 und B zu zeichnen, und die vier Geraden hin-
durchzulegen, anders wird man es schwerlich erreichen, dass
die wesentlichen Theile der Zeichnung innerhalb des Rahmens
liegen. Jeder Punkt, der aus dem Rahmen herausfillt, ver-
mehrt die Anzahl von Nebenconstructionen. In beiliegender
Zeichnung gestattete das Reissbrett sowohl dem Punkt (a,)
als auch a, und b, zu erhalten. Nachdem sie zur Construc-
tion benutzt waren, konnte man sie in der Zeichnung ent-
behren. Die im Text folgende Aufgabe, »die Durchschnitts-
punkte eines gegebemen einfachen Hyperboloids und einer
einfachen Geraden zu findenc, ist gleichfalls geldst, da es
leicht ist, beliebig viele Strahlen des Hyperboloides zu zeichnen.
18) Zu S. 92. Man bemerke, dass die Fig. 54. streng
perspectivisch aufgefasst werden kann und alle vorkommen-
den Punkte definirt werden kdnnen.. Unbeschadet der All-
gemeinheit kann die Fliche 4 BC im Terrain liegend ge-
dacht werden. D ist freilich irgendwo im Projectionsstrahl
zu denken, d.h. das Fussloth ist nicht bestimmt, es kann
jeder Punkt der ganzen durch D gehenden Verticale als Fuss-
punkt angenommen werden, ) kann selbst im Ricken des
Beschauners liegen, ohne dass irgend etwas an der Construc-
tion gedindert zm werden brauchte; y und « sind auch dann
erst bestimmt, wenn D) seinen Fusspunkt erhilt. Die Punkte

e
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t und b liegen im Terrain, a und ¢ in der Geradem B.D.
Man siebt also, dass zu der interessanten Allgemeinheit, die
im Text die Tetraéder-Construction beweist, eine fernere un-
-endliche Mannigfaltigkeit hinzukommt, d. h. die gezeichneten
Raumfiguren sind selbst noch unendlich mannigfach deutbar.
—— Die Zeichnung bleibt unverindert, auch wenn D unend-
lich fern liegt, das Tetraéder unendlich gross wird.

19) Zu S. 100. Die bis zu dieser Stelle im § 59 vor-
getragenen Beziehungen und S#tze illustrirt Stesner mit der
Figur 55, in der alle »nicht punktirten Linien in der Ebene
des Papiers liegen sollen«, wihrend alle tibrigen in einer be-
liebigen Ebene E, sich befinden. In der That fehit in der
Figur jede Andeutung ftiber die rimmliche Lage von E,.
Die Mannigfaltigkeit moglicher Auffassungen bietet aber ein
hohes Interesse dar und die Schinbeit der hier vorgeftthrten
Beziehungen gewinnt in mehrfacher Hinsicht durch klare per-
spectivische Zeichnung. Schon die »>nicht punktirten Liniene
brauchen keineswegs auf die Ebene des Papiers beschrinkt
zn werden, wie ja auch der Verfasser jede andere Deutung
dem Leser tiberlisst. Wir wollen die »nicht puuktirten Linienc
auf das Terrain beziehen, wodurch der Allgemeinheit der
Betrachtung nicht geschadet wird. Ferner orientiren wir uns
tiber Stetner’s Zeichnung, indem wir in beistehender Figur alle
vorkommenden Punkte genam copiren. Alsdann wghlen wir
eine ganz beliebige Linie als Horizont, drehen auch Ster-
ner's Figur 55 so, dass unser Horizont horizontal vor uns
liegt. Jetzt haben alle »nicht punktirten Linien« eine be-
stimmte Deutung erhalten. Die Punkte  und s liegen nicht
mehr nahe bei einander, sondern sind weit von einander ent-
fernt, da sie nahe beim Horizont sich befinden. Die Gerade
(ee,) ist der Terrainschnitt der Ebene E, und der dritte
Punkt ¢ des Terrain-Hauptdreiecks liegt im Rilcken des
Beschauers. Das geschlossene Hauptdreieck ist nicht einmal
rst, wie es im Bilde erscheint, sondern es wird aus den
beiderseits unendlich langen Strecken gebildet, von 7 nach
unten in die Unendlichkeit (Beschauerebene) und oben aus der
Unendlichkeit der Bildfiiche herab bis £, Ebenso ist es mit s¢
bestellt, withrend die Strecke z vorn im Terrain liegt. Die
Linien ¢ und s¢ divergiren in der Fussebene, wihrend sie
bloss im Bilde convergiren, denn wenn r¢ den Horizont
schneidet in einem Punkte 4, so wire die Linie s/ parallel
rh, mithin divergirt s¢ betrachtlich. — Ueber die Lage von
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E* ist bis jetzt nur soviel festgestellt, dass diese Ebene das
Terrain in (ee,) schneidet, also ist die Flucht noch ganz will-
kfirlich zu wihlen. Die beliebig angenommenen Punkte y, und
z, sollen in der Ebene E, liegen. Sobald man die Fusspunkte
(y,) und (z,) verzeichnet hat, ist die Ebene fixirt, oder man
wihlt eine beliebige Flucht ¢, dann sind die Fusslothe von
y, und z, fixirt. Sofort tritt die Lage des Hauptdreiecks z, y, z,
im Raume deutlich hervor. Nur z, liegt zugleich im Terrain,
weil in (ee,). — Der Kegelschnitt [A4] ist mit dem Zirkel
durch die Punkte z,, y,, z, gezogen worden. Ihm wird die
im Terrain liegende Gerade .4 entsprechend gefunden. —
Der als Kreis erscheinende Kegelschnitt [4] ist in unserer
Zeichnung offenbar eine Hyperbel, deren Lage im Raume,
deren Asymptoten und deren Mittelpunkt leicht angebbar
sind. Zun#chst suche man die dem Kegelschnitt entsprechende
Gerade 4 auf. Der willktirlich gewiihlte Punkt a, bestimmt
mit z, den Punkt rr, (welche Verbindungsgerade in der Figur
fortgelassen wurde), und mit y, einen Punkt 88, (der aus
der Zeichnung herausfillt). Nun ziehe man t,7 und 8§,s;
deren Durchschnittspunkt ist der dem a, entsprechende Punkt a.
— Der Kegelschnitt [4] schneidet den Terrainschnitt ausser
in 2, nur noch in ee,, daher ist die gesuchte Gerade .4 die
Verbindung von a mit ee,, denn der Punkt e, des Kegel-
schnitts muss sich selbst, als Punkt e¢ der Geraden entspre-
chen. Zufillig befindet sich die Gerade 4 im Riickenterrain.
Wenden wir uns nun zur Auffassung des Kegelschnittes [A4],
so ist es klar, dass, da derselbe in der Ebene E, liegt, deren
Flucht die Gerade ®,%, ist, die Punkte , und &, in der Un-
endlichkeit liegen; es sind die beiden unendlich fernen Punkte
der Hyperbel [4]. Die Fusslothe reichen deshalb bis zam
Horizont und zwar so, dass &, ttber und ¥, unter demselben
gich befindet. Der vor dem Beschauer liegende Hyperbel-
zweig ist ®,2,0,z, ¢, und zwar liegt das Sttick &, 2z, z, tiber
der Fussebene, z, ¥, unter derselben, beide Stiicke sind un-
endlich lang. Im Rticken des Beschauers liegt der Hyperbel-
zweig &, y,¢, %, und zwar &, y, ¢, unter der Fussebene und e, £,
tiber derselben. Die beiden an ®, und €, an das Kreisbild
gezogenen Tangenten sind die Asymptoten der Hyperbel [A4],
und construirt man den Punkt, dessen Polare die Sehne &, £,
ist, so erh#lt man den Mittelpunkt der Hyperbel, der im
vorliegenden Falle im Rticken des Beschauers liegt, und zwar
ziemlich nahe hinter ihm, da der Punkt hoch oben in der
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Zeichnung vorzustellen ist; denn sein Fussloth ist nach oben
gerichtet, folglich liegt der Mittelpunkt im Ricken tiber der
Erde. — Fir einige Punkte der Hyperbel sind in der Figur
noch Fusslothe construirt. Die Gesammtheit der letzteren
giebt ein elliptisches Bild, das wir als Zenithschatten im
Terrain auffassen kdnnen. Selbstverstéindlich stellt dasselbe
eine Hyperbel dar, deren Zweige sich bei (®,) und (£,) trennen.
Asymptoten und Mittelpunkt derselben sind zugleich die
richtigen Zenithschatten der entsprechenden wirklichen Ge-
bilde von [A4]. Unter allen moglichen anderen Deutungen
von y, und 2, ist die Annahme von Interesse: beide Punkte
liegen unendlich weit. Alsdann reichen ihre Fusslothe bis
zum Horizont. Die Ebene E, hat alsdann eine bestimmte
Flucht y,2z,, folglich ist ¢ in der Unendlichkeit, d. h. der
Horizont muss durch ¢ hindurch streichen, in beliebiger Rich-
tung. Speciell darf auch z,¢ jetzt als Horizont angenommen
werden. Geschieht solches, so ist das Hauptdreieck z,y,z,
am Himmel, st auf der Fussebene, aber in derselben ist 7¢
parallel s¢z. Die ganze Ebene E, ist jetzt unendlich weit.
Die Constructionen entsprechender Punkte sind bei alledem in
keiner einzigen Hinsicht ver#indert. Der Leser, der sich
mehrfach im Zeichnen getlbt hat, wird gut thun, nicht blos
die Lage von E, in Steiner’s Zeichnung, sondern auch die
beiden Hauptdreiecke mannigfach zu findern, es ist besonders zu
empfehlen, die perspectivisch streng durchgefiithrte Zeichnung sich
in der Phantasie vorzaftthren. Man bringt auf solche Weise
die so interessante und anwendungsreiche »schiefe Projection«
sich zur lebhaftesten Vorstellung. — Die logische Kraft der
vorgefithrten sowie der im Text folgenden Beweise wird micht
im mindesten beeintrichtigt. Man fithlt sich nicht einmal an den
Ort des Auges gebannt. So z. B. kann man sich leicht denken,
das Auge befinde sich in a und durchwandere die ganze
Gerade 4. Von jeder Stelle o aus werden die Geraden U
und ¥’ sich zu schneiden scheinen, denn B und B, tber-
decken sich von a aums; und dieser Schnittpunkt projicirt sich
nach a, auf die Ebene E,, und so vermag man den ganzen
Kegelschnitt [4,] von 4 aus zu verfolgen; den Strecken
rajhe entspricht der Zug z,a,2,y,¢,, u.s. f. — Zwischen z,
und y, kann man leicht den dem unendlich fernen ®, ent-
sprechenden Punkt % construiren. Folgende Aufgaben, die sich
an Steiner’s oder an jede andere Figur anschliessen, sollen

dem Leser empfohlen sein: 1) Welche Gerade in E, entspricht
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demjenigen Kegelschnitt, der im Terrain liegt und dem
Auge als Kreis erscheint? 2) Man beziehe die unendliche
Ferne als Ebene E, auf die Fussebene, also im Bilde den
Himmel auf das Terrain; alsdann giebt es selbstverstindlich
keine andere Zenithschattencurve als den geradlinigen Hori-
zont; dem als Kreis um 7, s, £ erscheinenden Kegelschnitt
entspricht dieselbe Gerade am Himmel, wie bei jeder anderen
Annahme der Ebene E,. 3) Zwei unendlich ferne Punkte
in E entsprechen auch in Z, zwei unendlich fernen Punkten.
Wo liegen dieselben? Das eine Paar ist im Punkte H, der
sich selbst entspricht. Zur Bestimmung des anderen Paares
geniigt die Kenntniss des unendlich fernen Projectionsstrahles,
den man findet, wenn man die Fluchtpunkte der Geraden ¥
und A’ aufsucht und dieselben durch eine Gerade verbindet.
Diese schneidet die Flucht & €, in dem gesuchten Punkte der
E,. Der dem letzteren in E entsprechende ist leicht nach
der Regel zu construiren. Er muss in den Horizont fallen.
{Er liegt in der Zeichnung ganz nahe bei s).

20) Zu S. 101. Die schlichte logische Kraft der Beweise
wird nicht getrtibt, wenn man die Kegelschritte [Q,] und [R)]
zeichnet, denn die Flucht der Ebene ist die Gerade R, und
der Horizont ist die Gerade Q. In unserer Zeichnung sind
die Punkte %~ und / auf 4, die den unendlich fernen &, und
¢, entsprechen, eingezeichnet, und der fragliche Kegelschnitt
[R] ist der durch die finf Punkte 7, s, ¢, £ und / bestimmte.
Ausserdem streicht derselbe nothwendig durch den Punkt H
des Horizontes, da dieser zur Flucht gehdrt und sich selbst
entspricht. Durch ebendenselben Punkt A streicht aber auch
der Kegelschnitt [Q,]. Die Tangenten an beiden [Q,] und [R)
sind aber Asymptoten.

21) Zu S. 102. Der berithrende Kegelschnitt kann leicht
gezeichnet werden, da man die Tangente 7' an [A4] hat.

22) Zu §. 103. 1In unserer Zeichnung ist der Punkt ) hin-
abzuriicken in den Horizont, weil dieser die Grade Q darstellt.

23) Zu §. 103. Der Batz ist evident, weil die Gerade
R, die unendliche ferne Flucht ist und ihr [R] entspricht.
Wird letateres von .4 berithrt, so hat [4] einen Punkt in R,,
ist also Parabel u. s. f. —

24) Zu 8. 106. Geht in unserer letzten Figur (S 157)
ein Strahlbtischel durch qa, so entspricht ihm diejenige Schaar
von Kegelschnitten, die durch die vier Punkte 2, , y,, 3, und a,
bestimmt sind.
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25) Zu S.131. In den »Gesammelten Werken« befindet sich
an dieser Stelle folgende Bemerkung: »Die Frage (15) muss
modificirt werden, da der gesuchte Ort der in Rede stehenden
Geraden nieht eine Fliche, sondern das gesammte Secanten-
System einer Raumcurve dritter Ordnung bildet.

26) Zu 8. 133. Die perspectivische Zeichnung im Terrain
zeigt, dass die erzeugte Curve stets den Horizont berithren
muss und niemals denselben schneiden kanm, im Bilde kann
dieselbe in jeder der 4 Formen von Kegelschnitten erscheinen.

27) Zu 8. 134. Die Ebenen des Ebenenbtischels bilden
am Himmel ein Strahlbiischel. Die verlangten Ebenen er-
halten eben dieses Strahlbfischel als Fluchten, daher fehlen
nur noch die Terrainschnitte. Unbeschadet der Allgemein-
heit kann man die Geraden .4 im Terrain annehmen; dann
hat man nur die Beziehung dieser Geraden mit dem Horizont
als Punktenreihe zu betrachten, d. h. in der Punktenreihe,
wie sie durch das Btrahlbfischel am Himmel bestimmt wird,
die daher mit A4 projectivisch ist.

28) Zu S. 138. Die Formel im Text ist entsprechend
der Anmerkung zu § 25 verbessert worden.

Schlussbemerkung: Es ist ein dringendes Bedtrfniss fiir
perspectivische Zeichnungen, alle Specialfille der Rich-
tungen von Linien und Ebenen - mit bestimmlen Namen zu
bezeichnen. Als zweckmissig empfiehlt sich folgendes System:

Linien und Ebenen einfacher Richtung:

Linien Ebenen
Bezeichnung | zugleich Bezeichnung | zugleich
1. Orthogonal |II u.III(5 u.6)| I. Frontal 2u 3 (VuVl-
2. Vertical IIT u. I (6 u. 4)| II. Horizontal |3 u. 1 (VI u.IV)
3. Brachial Iu II (4 u 5) [[[IL. Stathmal 1u2 IVuV)

Linien und Ebenen von einfach unendlicher i!annigfaltigkeit:

Linien Ebenen
Bezeichnung I von | bis Bezeichnung I von bis
4, Frontal V (2) | VI (3)]| IV. Orthogonal | 5 (II) | 6 (III)
5. Horizontal VI@) | IV({) V. Vertical 6 (ITI) | 4 (I)
6. Stathmal IV ()| V(2 | VI Brachial 4 (I) |5 (II)

Ostwald's Klassiker. 83.

1
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Definitionen.

Linien und Ebenen einfacher Richtung:

1. Ortho&o ll1ml heisst jede Gerade, die senkrecht steht zur Bild-
che.
2. Vertical heisst jede Gerade, die senkrecht steht zur Fuss-
ebene (Richtung des »vertex«).
3. Brachial heisst jede Gerade, die parallel der Richtung der
ausgestreckten Arme ist.

I. Frontal heisst jede Ebene parallel der Bildfliiche (oder Stirn
des Beschauers).

II. Horizontal heisst jede Ebeue parallel der Fussebene.

III. Stathmal heisst jede Ebene parallel der durch das Auge
streichenden, zur Fussebene senkrechten Ebene. (Stathme
heist die Gerade §S im Hauptpunkte H senkrecht zum
Horizont.)

Linien und Ebenen von einfach unendlicher Mannigfaltigkeit:
4. Fro nt;l hgisst jede Linie parallel der Bildfliche. Specialfiille
u

5. Horizontal heisst jede Linie parallel der Fussebene. Spe-
cialfille 3 u. 1. -

6. Stathmal heisst jede Linie parallel der Stathmalebene. Spe-
cialfille 1 u. 2.

IV. Orthogonal heisst jede Ebene senkrecht zur Bildfiliche.
Specialfille II u. III.

V. Vertical heisst jede Ebene senkrecht zur Fussebene. Spe-
cialfille III u. I

VI. Brachial heisst jede Ebene senkrecht zur Stathmalebene.
Specialfille I u. II.

Dem Leser sei tiberlassen, fiir die sechs Arten von Linien und
Ebenen die beziiglichen Fluchtpunkte und Fluchtlinien, die ein
orthogonales System bilden, aufzusuchen, sowie deren épielmum
bei einfach unendlicher Mannigfaltigkeit.

A. J. v. Oettingen.

Druck von Breitkopf & Hartel in Leipzig.
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