This is a digital copy of a book that was preserved for generations on library shelves before it was carefully scanned by Google as part of
to make the world’s books discoverable online.

It has survived long enough for the copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was nevel
to copyright or whose legal copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domair
are our gateways to the past, representing a wealth of history, culture and knowledge that’s often difficult to discover.

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this file - a reminder of this book’s long journey fro
publisher to a library and finally to you.

Usage guidelines

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belon
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have take
prevent abuse by commercial parties, including placing technical restrictions on automated querying.

We also ask that you:

+ Make non-commercial use of the fild&e designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these fil
personal, non-commercial purposes.

+ Refrain from automated queryirigo not send automated queries of any sort to Google’s system: If you are conducting research on m:
translation, optical character recognition or other areas where access to a large amount of text is helpful, please contact us. We encc
use of public domain materials for these purposes and may be able to help.

+ Maintain attributionThe Google “watermark” you see on each file is essential for informing people about this project and helping ther
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it.

+ Keep it legalWhatever your use, remember that you are responsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume |
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users
countries. Whether a book is still in copyright varies from country to country, and we can’t offer guidance on whether any specific
any specific book is allowed. Please do not assume that a book’s appearance in Google Book Search means it can be used in al
anywhere in the world. Copyright infringement liability can be quite severe.

About Google Book Search

Google’s mission is to organize the world’s information and to make it universally accessible and useful. Google Book Search helps
discover the world’s books while helping authors and publishers reach new audiences. You can search through the full text of this book on
athttp://books.google.com/ |



http://books.google.com/books?id=Ygc4AAAAMAAJ&ie=ISO-8859-1

Informazioni su questo libro

Si tratta della copia digitale di un libro che per generazioni & stato conservata negli scaffali di una biblioteca prima di essere digitalizzato de
nell’lambito del progetto volto a rendere disponibili online i libri di tutto il mondo.

Ha sopravvissuto abbastanza per non essere piu protetto dai diritti di copyright e diventare di pubblico dominio. Un libro di pubblico dor
un libro che non & mai stato protetto dal copyright o i cui termini legali di copyright sono scaduti. La classificazione di un libro come di pu
dominio puo variare da paese a paese. | libri di pubblico dominio sono I'anello di congiunzione con il passato, rappresentano un patrimonic
culturale e di conoscenza spesso difficile da scoprire.

Commenti, note e altre annotazioni a margine presenti nel volume originale compariranno in questo file, come testimonianza del lungc
percorso dal libro, dall’editore originale alla biblioteca, per giungere fino a te.

Linee guide per I'utilizzo

Google & orgoglioso di essere il partner delle biblioteche per digitalizzare i materiali di pubblico dominio e renderli universalmente disp
| libri di pubblico dominio appartengono al pubblico e noi ne siamo solamente i custodi. Tuttavia questo lavoro € oneroso, pertanto, p
continuare ad offrire questo servizio abbiamo preso alcune iniziative per impedire I'utilizzo illecito da parte di soggetti commerciali, cor
l'imposizione di restrizioni sull’'invio di query automatizzate.

Inoltre ti chiediamo di:

+ Non fare un uso commerciale di questi #lbbiamo concepito Google Ricerca Libri per 'uso da parte dei singoli utenti privati e ti chiedial
di utilizzare questi file per uso personale e non a fini commerciali.

+ Non inviare query automatizzaldon inviare a Google query automatizzate di alcun tipo. Se stai effettuando delle ricerche nel campo
traduzione automatica, del riconoscimento ottico dei caratteri (OCR) o in altri campi dove necessiti di utilizzare grandi quantita di t
invitiamo a contattarci. Incoraggiamo I'uso dei materiali di pubblico dominio per questi scopi e potremmo esserti di aiuto.

+ Conserva la filigrand.a "filigrana" (watermark) di Google che compare in ciascun file &€ essenziale per informare gli utenti su questo pr
e aiutarli a trovare materiali aggiuntivi tramite Google Ricerca Libri. Non rimuoverla.

+ Fanne un uso legaléndipendentemente dall’utilizzo che ne farai, ricordati che € tua responsabilita accertati di farne un uso legale
dare per scontato che, poiché un libro & di pubblico dominio per gli utenti degli Stati Uniti, sia di pubblico dominio anche per gli ute
altri paesi. | criteri che stabiliscono se un libro & protetto da copyright variano da Paese a Paese e non possiamo offrire indicazic
determinato uso del libro & consentito. Non dare per scontato che poiché un libro compare in Google Ricerca Libri cio significhi c
essere utilizzato in qualsiasi modo e in qualsiasi Paese del mondo. Le sanzioni per le violazioni del copyright possono essere molto

Informazioni su Google Ricerca Libri

La missione di Google € organizzare le informazioni a livello mondiale e renderle universalmente accessibili e fruibili. Google Ricerca Lib
i lettori a scoprire i libri di tutto il mondo e consente ad autori ed editori di raggiungere un pubblico piu ampio. Puoi effettuare una ricerca s
nell’intero testo di questo libro dattp://books.google.com |



http://books.google.com/books?id=Ygc4AAAAMAAJ&ie=ISO-8859-1

?
: -
; B
. N
;
Al ) -
i .
3
+ ) -
3 :
A .
i
:
t
i
v’,
- I
¢ 1
« :
E
|-
. 1
. T T O T T TR T T O T IINL !
L
i
THE GIFT OF [
PROF. ALEXANDER ZIWET =
!
I
; e
. "
)
4
- e )
P




R

. ety e P A Cyeri . B = e . b

¥
/






Methematios

- QA
7351
,M32






i 3657 MANUgEmEPmAZ ;”(27

TEORIA MATEMATICA

DELLO

BOUILIBRI0 DEI CORPI BLASTIC

DI

ROBERTO MARCOLONGO

- -
PROF, ORDINARIO NELLA R, UNIVERSITA DI MESSINA.

ULRICO HOEPLI
EDITORE-LIBRAJO
MILANO

1904.



PROPRIETA LETTERARIA.

Milano, Tip. Rebeschini di Turati e C.



A
VALENTINO CERRUTI

CON AFFETTO DI DISCEPOLO

DEDICO.






. BEQUEST oF
xoF ALY A oy ATEY,

MaTy
6-24~1732

PREFAZIONE

IL manuale, che per cura del solerte editore
Hoepli vede ora la luce, sviluppa un corso di le-
zioni di Fisica matematica dettate nella Universita
di Messina; ma la trattazione & condotta in guisa
da essere accessibile, con poca fatica e senza un
corredo troppo esteso di cognizioni di Analisi, agli
studenti delle Scuole d’Applicazione; ai quali ogni
giorno di piu §’impone la counoscenza dei fonda-
menti della teoria matematica dell’Elasticita.

Percid ho creduto opportuno premettere un ca-
pitolo sulla teoria delle funzioni armoniche e po-
liarmoniche, in cui sviluppo quei lemmi di Ana-
lisi che pil frequentemente occorrono in tutto il
corso; un altro sulla teoria fondamentale delle
funzioni potenziali newtoniane e finalmente un
terzo sui principii della Meccanica dei corpi con-
tinui; benché questa parte sia esposta, e con mag-
gior ampiezza, in quasi tutti i nostri corsi di Mec-
canica Razionale.



vI ' Prefazione.

I limiti imposti al manuale hanno permesso sol-
tanto di sviluppare le questioni relative all’equili-
brio dei corpi elastici a tre dimensioni, tralasciando
ancora quelle che richiedevano o sviluppi troppo
lunghi o conoscenze troppo elevate di Analisi.

Credo tuttavia aver accennato, pur fugacemente,
le cose pil notevoli; dai metodi classici d’integra-
zione di Betti-Cerruti, ai pilt recenti lavori, spe-
cialmente italiani; dalle ricerche di Navier, Cauchy
a quelle del prof. Voigt, cosi capitali e per la
teoria della costituzione della materia e per la
determinazione delle costanti elastiche dei cristalli.

Il lettore desideroso di piu estesi particolari
dovra ricorrere ad altri e pilt completi trattati e
specialmente a quelli del prof. Love e del prof. Ce-
saro, che mi riuscirono preziosi nella compilazione
del presente manuale; e alle memorie originali di
cui ho data un’ampia, se non completa, bibliografia.

Le poche note storiche del testo possono dare
appena un’idea dello sviluppo storico della teoria
matematica della Elasticita; né del resto sarebbe
stata opportuna una maggior larghezza di parti-
colari dopo quanto scrisse il Love nella introdu-
zione del suo libro e dopo la particolareggiata
storia del Todhunter e Pearson *.

Mi auguro che gli studiosi vorranno accogliere
con benevolenza questo mio tentativo, per quanto

* A History of the Theory of Elasticity. Cambridge, 1886,
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imperfetto; .e il cui scopo & di facilitare la via a
studi pitt completi, mostrando in una breve e ra-
pida esposizione cid che di piu importante & stato
prodotto in questa tra le pil notevoli teorie di
Fisica matematica.

Messina, novembre 1903.

RoBerTO0 MaRCOLONGO.
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CAPITOLO PRIMO.

LE FUNZIONI ARMONICHE B POLTARMONICHE
ED I TEOREMI DI GREEN.

§ 1. Funzioni armoniche e poliarmoniche. —
Sia % una funzione delle variabili indipendenti
x, ¥, 2,..., che in un certo campo ammetta le
derivate prime, seconde, ecc. Poniamo:

’u  Pu
TE 33/’+

A’u—

si dice che sulla % si & eseguita 1’ operazione A,.
Il risultato di questa operazione & una nuova fun-
zione delle z, ¥, ...; eseguiamo su questa nuova-
mente 'operazione A; e poniamo :

o'u , 0*u tu
A4u-—~AgAg“—-a 4'1"8 4+ A+ 2 ax2w+.-.
ciog, simbolicamente:

ai a?u 2
A4u=(a—;—: *a"]—l',-}-...).

MARCOLOXGO. 1
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P

1l risultato di questa nuova operazione & an-
cora una funzione di x, ¥, ... sulla quale possiamo
eseguire 'operazione A,, ottenendo:

82 82 )3
oz ’+ 0 y )
Accenniamo finalmente con Agy il risultato della

operazione A, eseguita n volte di seguito sulla u,
ciod:

Agu=—24, A4u=AgAgA3u=(

Aop U==Ag Ag .. . Ag U= (g—:—g+——+ )
Se ¢ & costante; u, v, ... funzioni di 2, y,... si ha
Aon (cu) =c Aon U,
op(w+ov+...)=deau+ d2nv+...,
dudv 8 udv i )
9z9z 9y yay
Queste operazioni sono invariantive rispetto a

qualsivoglia trasformazione ortogonale. Poniamo
infatti:

A (Uv)=uAgv+vAsu +2(

w1=5+a1$+ bly+"‘
hr=ntazx+by+...

. . . . . . . . . .

essendo ¢
a+02+4... =1
aja,+bbp+... =0
ece.
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Poiché successivamente si ha

ou _ ou
a—x a.vl 1 + ayl +‘...,
2 2 2
3_32:3;;““;:/* Ot +2af gy, 18 T
risulta subito
*u _0*u | 9w
a’v*+3y +- —3w1*+6y1’+”

e cosl di seguito.
Una funzione che in un campo & monodroma,
finita e continua si dird brevemente regolare.
Una funzione regolare in un certo campo in-
-sieme colle sue derivate prime e inoltre tale che
il risultato dell’operazione A, ¢ nullo, cioé che
:goddisfa alla equazione:

2u  %wu

R PR T

+...=0,
dicesi armonica.

Se & regolare colle derivate fino all’ordine 2n-1
¢ inoltre soddisfa ’equazione:

a2
FPR
dicesi poliarmonica o armonica di grado n.

Si hanno quindi funzioni armoniche di primo
grado o semplicemente armoniche; di secondo

grado o biarmoniche; ece. La considerazione di
-queste funzioni & della massima importanza in molte

2
A2nu=(g'—;': +. =0,
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ricerche di fisica matematica e specialmente nella
teoria dell’elasticita.

§ 2. Esempii di funzioni poliarmoniche. — Sia
r la distanza tra due punti M, M;, rispettivamente
di coordinate x, ¥, 2; x;, ¥y, 2, ciod:

=@ —2)+ @ —y)+(E—2)>

Supponiamo M variabile, fisso M; e quindi, ri-
guardiamo r come funzione di z, y, 2. Poiché:

or _z—a
oz r
si conclude che:
or or Or . .
95' 9y 9z’ rappresentano i coseni del wvet
tore M, M.

D’altra parte z, ¥y, z, si possono pensare a loro
volta come funzioni di r e dei coseni stessi e
poiché

&—u,=rcos(r, x),

31?2'___3_7::005(7_, x)

ar o«

risulta

ece.
Notiamo di qui che, se % & funzione della sola 7,
si ha

oudv_0odugdrov auzavax dudv

axax or< ozox r<9xzdr o9ror
onde:

g2udv_dudv

929z 9rar’

della quale si fard uso frequente.

&
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Consideriamo un campo piano limitato da una
curva o (contorno); scegliamo il punto fisso esterno
al campo, mentre il punto M vari entro il eampo
stesso. La distanza r tra questi due punti é una
funzione regolare di z, y; né potendo M venir
mai a coincidere con M;, & sempre diversa da
zero. ,

La funzione log r & regolare colle sue derivate
di qualunque ordine nel campo; inoltre essendo:

Plogr 1 2(x—ua)

dxt rt
ecc., si ha
Ag (log r)=0.

Dunque la fanzione log » & armonica.
Si ha ancora:

Ay (r¥log r)=4(logr + 1)
A (r3logr) =0

. onde la funzione r?log r & biarmonica.
Consideriamo ora un campo a tre dimensioni,

ferme restando le altre ipotesi. Se £ & una co-

stante, si trova:

As T =(k + 1)k r¥-2 .

Ak =Gk + DEE—1) (F—2)rk—

gurb =Gk +1)k(k—1)...(k—2n 4 2)rk-2n,

Escludendo il caso di £=0, si vede subito che
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1 - . . L
- & armonica; r ed 72 sono biarmoniche e in ge-

nel‘a]e H
D g o P
patt 3 , ,~2n 4

sono armoniche di grado .

Sia % una funzione della sola #, e ricerchiamo
la forma piu generale di % armonica di grado .
Indicando con accenti le derivazioni rispetto ad r,

otteniamo anzitutto
14

w
A2u=u"+2—7—_ ,

ol
wY_ 1, . 1 A
Ag(;)—-’—‘Agu T WA (r)+2z‘bxax’
ma &
L ,
Za'f r__¥
drox 2!
onde

Di qui si trae:
, u u®
A4M=Ag“’+2A2 7=uu)+47

e cosi di seguito. In generale:

u(?n—l)
Aop 4 = ull®) 4 29

" - 1

posto
= u@n—1
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avremo :

2n
v+ —ov=0
r
la quale, con una integrazione, ci da

V= —

,-Zn
e perd:

¢’
u=; + ¢ r2n—2 + C3 r2n—3 + ...

La u cosi determinata & dunque una combina-
zione lineare delle soluzioni precedentemente tro-
vate.

Si conclude pure che in un campo a tre di-

. 1, . L.
mensioni ;@ la sola funzione armonica dipen-

dente da r.
§ 3. Derivata di direzione. — Ad un punto
M (z, y, 2) si riferisca una certa direzione n; di-
ciamo dz, dy, dz gli acerescimenti infinitesimi di
z,y, 2, allorche M passa in M’ sulla » e pon-
gasi MM =dn. I coseni direttori di # sono
espressi da g%, Z—':, %. Riguardiamo poi le
derivate di una funzione % come le componenti
di un vettore applicato in M.
La componente, secando n, di tale vettore &
espressa da:

duda

vdo  dudy  duds _du
grdn

tydn T pzdndy
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in cui du esprime il differenziale totale di % nel
passaggio di M in M'. Tale componente, espressa
dal quoziente dei due differenziali du e dn, chia-
masi derivata della u secondo la direzione n.

Possiamo, in modo analogo, definire la derivata
seconda; e sara

ddu_ 9*u(dx\E % u dydz
dng—aw’(dn) et dndn
e cosi via.

Si dimostra agevolmente che tutti i teoremi sulle
ordinarie derivate va]gono anche per le derivate
di direzione.

Se u & funzione della distanza r tra due punti,
si ha:

0 qoudx__ 0u .
éT_Zaxa‘r 2‘5;008(‘”)7‘)7

il secondo membro esprime per definizione la de-
rivata di » secondo la direzione 7, la quale coin-
cide colla derivata parziale di u rispetto r.

§ 4. Angolo visuale di una curva piana ¢ di
una superficie. — Sia ¢ una curva piana riguar-
data come ‘avente due bordi: uno positivo, ne-
gativo D'altro; 7 la normale diretta dalla parte
del bordo positivo. In M considero un elemento
d’arco dos che proietto da un punto O del piano.

L’angolo M O M’ riguardato positivo o negativo
a seconda c¢he il lato M M’, base del triangolo
M O M', poggia sul bordo positivo o negativo del
contorno, dicesi angolo visuale dell’ elemento d o
dal polo O.
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Centro in O descriviamo due archi di cerchio
do, o dv di raggi rispettivi r=0M ed 1. Po-
tendo considerare ds; come .la proiezione ortogo-
nale di do, si ha

do,==rdo=—docos(r,n),
poiché nell’ ipotesi che il triangolo O M M’ abbia
il lato M M’ sulla parte positiva del contorno l’an-
golo di » con n é ottuso. Nel caso contrario si
tiene il segno pit. Di qui:
1
dlog—
dw:—c————os (r’n)da= —_ ];-id—lda-_.-'- ——gr
r rdn dn

L’arco d w & ’angolo visuale dcll’elemento.

Diremo angolo visuale di un arco o dal polo O
I’ angolo formato dai raggi che vanno da O agli
estremi dell’arco, riguardato positivo o negativo
secondo che O giace dalla parte positiva o nega-
tiva dell’arco. Esso & anche misurato dall’arco di
cerchio di raggio uno che ha centro in O ed &
intercetto dai raggi estremi.

Accennando con (s) tale angolo avremo:

ds.

r

1
d log —
_ " e M

I’integrazione essendo estesa all’arco o e la nor-
male rivolta dalla parte positiva dell’arco.

Se quindi ¢ & una curva chiusa e si riguarda
positiva la parte interna all’area da essa limitata,
si ha

()=27, 7,0
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secondo che il polo & interno, sul contorno in un
punto ordinario od esterno.

Qonsiderazioni analoghe valgono per le superficie.

L’angolo visuale di s da un polo O & Uarea che
sulla superficie sferica di centro O e raggio uno
¢ staccata dal cono che proietta il contorno di
o da O.

Riguardiamo ¢ come avente due facce: una po-
sitiva e l'altra negativa e riteniamo I’angolo vi-
suale positivo o negativo secondo che il cono sud-
detto ha per base la parte positiva o negativa di o.

Se do & un elemento di ¢;d » il suo angolo vi-
suale; n la normale volta verso la parte positiva
di o, si vede subito, come precedentemente, che .

1
do=— ‘Md ______dq
e quindi:
d— [
(“)=‘) d—;dc. ()

Se ¢ ¢ una superficie chiusa e si assume posi-
tiva la parte interna di o, si ha

(6) = 4, 27,0

secondo che O & interno, sul contorno in un punto
ordinarie, od esterno.

1
Dalla (1) si passa alla (1) cambiando log r

n . Se ¢ & un insieme di superficie con piang
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tangente determinato, tagliate un numero finito di
volte da una retta qualunque, con un numero fi-
nito di punti conici isolati e di linee singolari con
due piani tangenti determinati, si ha piu in gene-

rale:
@) =S —p")do

dove p' 6 il numero degli elementi d ¢, corrispon-
denti a d w, che volgono la faccia positiva ad O
e p" il numero di quelli che volgono la faccia ne-
gativa.
Il punto O pud anche giacere in un punto di o.
Indicando quindi con p un numero finito si ha:
1
<
~—|do<d4mp.
dn TP
§ 5. Lemmi di Gauss. — 1.°,S¢ in un campo S,
il cui contorno é o, una funzione u ammette lu
derivata prima rispetto ad x atta alla integra-
zione ed inolire u @ regolare eccetto in uno o un
numero discreto di punti in cui diventa infinita

1
come logr o come P secondo che S é a due o a
ire dimensioni; si ha

314
oz

n essendo la normale a o positiva nell’ interno di S.

Nel Caleolo questo teorema & dimostrato nella
ipotesi di # sempre regolare e non ripeteremo qui
la dimostrazione. Supponiamo invece che, il campo

dS——ft—dc (2
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essendo a due dimensioni, in un punto O la u di-
venti infinita come log», r essendo la distanza
da O di un punto del campo. Sard dunque:

“
lim —= t. finita,
r-ol quant. finita

e in conseguenza

. Qu . . ,0Uu
}}3 rﬁ = quant. finita; 'l'1=xg ‘r”a—w =0.

Centro in O e con raggio r 'si descriva un
cerchio S, di contorno s, tutto contenuto in S;
escludiamo da S l'area Sp; all’area risultante &
applicabile il lemma essendo ivi la % sempre re-
golare. Quindi notando che la normale a s, coin-
cide con r (crescente) quando & volta verso S — S,
si ha

ou
a:rdS_ Y

Assumendo per elemento d’area d S, il settore
infinitesimo di apertura dw che ha vertice in O,
si*ha:

dx d ,
a“dSo—— ur—do- [uE;dao. @)

d8,= % Pdw;

quindi

ou ou
hmf ds°“l““fzax’ de =0.
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Inoltre:
iz b4
dz
ll_l_t(;juﬂdco—hm ‘ u—r(lm
—llmflo——r]ogrdw

e poiché %: logr ha un limite finito; Z ¢ sem-

pre compreso tra + 1 e — 1; rlog r; tende a zero,
cosi il limite precedente & nullo
Ma allora dalla (2') facendo impiccolire indefi-
nitamente il raggio » si deduce precisamente la (2).
La stessa dimostrazione si fard nel caso di un
campo a tre dimensioni, se in un punto di questo
la u & tale che:

lim r« =0.
r=0

2.2 Se u & una funzione regolare e derivabile
ed 1 indica la distanza di un punto fisso O da
un punto variabile del campo a due dimensioni,
st ha

J dlog—— f alog—
an Tdo+ |22 dS—(G)u(O) )

. , . . 1
se il campo & -a tre dimensions, sostituendo log —
»
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J- ﬁd,,_,__s-aﬁ_a_%ds—-(f;)u(()) 3"
“dn or or - ’

Con u (0) intendiamo il valore di # nel polo O.
Infatti abbiamo suecessivamente:

1 1
dlog*r——2 uaIOg7d_x
“ dn oz dn’

1
310g7 oz
w— =—— —
dx rar

Se supponiamo il punto O esterno al campo,

— & sempre regolare; il lemma (2) & applicabile

1
dlogl— dlog—| -
u—"de=—Y A u " as;

an v am B:v !

e poiché:

1 1
0 log — d log -
a Dr = (rl_ ,a_1£ r——'
Za_w(“ dx )—M’(lo”r)+23x ox
1
aual"gf

risulta dimostrata la (3) essendo (¢) =0.
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Lo stesso pud ripetersi pel campo a tre dimen-
sioni perché in tal caso:

1
Jr__wpa
“oz 290

& sempre regolare.

Se invece il polo O & interno, g oppure % di-

P 1 1 .
ventano nel polo infinite come — o come —; il
r r

lemma (2) non & pil applicabile
Ma osserviamo che:

u=u(0)+ruw'©)+...

e quindi - u(0) ¢ sempre finita ed ¥ —, u (0

. . 1
diventa infinita come Py dunque la formula

5‘ dlogl— a“alogl

In T de ¢+ ar or dS=0
¢ applicabile alla funzione » — u (0). Sostituendo
in Inogo di #, ¥ — 1 (0) e tenendo presente la (1)
risulta agevolmente la (3).

§ 6. Lemmi di Green. — Sia v regolare in S

insieme colle derivate prime, e la u, generalmente
regolare, in qualche punto di S possa diventare in-

. 1 1 .
finita come log ;- 0 come =, secondo che il campo

& a due o a tre dimensioni.
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Abbiamo l’ldentlté, :
oudv__ 9 (9 otv

U—\|—u —:-

sxax o aa' ox?
Integriamo a tutto il campo S e notiamo che

alla » 90 & applicabile il lemma (2); quindi:

ox
dude g (,2vdm, (0
a—wa—mds— awd do [ 0@ dSs.

Cambiando @ in ¥ e 2 e sommando le egua-
glianze ottenute, si ha

zfg“g"ds+f - d0'+{uA2”dS 0; (4)

questa eguaglianza esprime il primo lemma di
Green.

Se supponiamo invece che v, apziché¢ u, possa
diventare infinita al modo solito, allora avremo

dugv [ ‘
— 5
Efaxaxds”" 2240+ [vayud§=0.05)
Se finalmente % e v sono regolari colle loro de-
rivate prime senza eccezioni, la (4) e (5) sussistono
contemporaneamente. Per sottrazione si ha

d d
f(ug—l%—-v d—%)dc +f(uA20 —vA,u)dS=0 (6)

la quale esprime il secondo lemma di Green.
Esso sussiste in condizioni per # e v pil restrit-
tive del primo.
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Generalizziamo questo lemma, e poma.mo per
compendio:

Ug==1U, Ug==Ag U, Up==As %, 6CC...,
Vo==0, V3==A, ¥, Vg==A, 0, 6CC.....

e supponiamo le wuy, ug,..., vy, v5,... tutte re-
golari. Appllchm.mo successwamente ll lemma (6)
alle coppie di funzioni u,, vsm-2; © poi wu,,
vom—4; €CC, ... € finalmente alle ugm-2, v,. Som-
mando tutte le equazioni cosi ottenute otterremo:

A
b I(AZh’Md 2“'/— Agp 0 d 2“‘)d +
r=0 an .

+I(“A2m}‘/—'lvA2mu)dS=0

)

in cui:
ht+k=m—1.
La precedente eguaglianza esprime il lemma di
Green in generale.
Notiamo alcune conseguenze. Nella (6) facciasi
v==1; risultera
du

d—dc—l—jAﬂtdS:O; (8)

e se piu in particolare é -
A2u=0,

si ha il seguente teorema:
una funzione armonica in un campo soddisfa al
MarcoLonao. 2
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contorno alla

du '
J.c—l—ndc_o. 9)

§ 7. Teoremi di Green. — Il campo sia a due
dimensioni; nella (5) facciasi » = log 717, dove r

¢ la distanza di un punto O interno, e a distanza
finita dal contorno, da un punto qualunque del
campo, non escluso il contorno. Cid & evidentemente

legittimo.
Poiche:
1 1
zéﬁalgg;_a—ualog;
oz 9z  9r or '’
risulta

3logl— y
ou r l1du
Fyrry as+ logr;l—r-‘dc.f

+ 510g}_—A,udS=0.

Ricordando il lemma (3) si ha quindi
27nu(0) =

. ;
l 10
=j( S —1 Lﬂ)da—jl L suds o
v dn Ogr dn 08 L St ©

. . . . 1
Se il campo & a tre dimensioni, facendo o=
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nella (5) e procedendo come prima, si ha
44 (0)=

1 C ,
f(‘fz—lﬂ)dc-)l dsS (10
=J\¥an " rdn y da e,

Le (10) e (10') esprimono il feorema di Green
per Uoperazione Ag.

Esso permette di assegnare, in un punto interno
di un campo, il valore di una funzione regolare
insieme colle derivate prime e che ammette le
derivate seconde, purché sia noto:

1° il valore del A, % in un punto qualunque
interno;
. .. du
2° i valori di u e 7, muo punto qualunque
del contorno.

La (10), come vedremo, ¢ della massima im-
portanza. Pud dimostrarsi con procedimento piu
diretto cosi. Supponiamo, per maggior semplicita,
la » armonica nel camnpo. Centro in O e con rag-
gio p descrivasi un cerchio ¢, contenuto in S; la

. 1 . .
funzione log— & armonica nello spazio compreso
r

tra ¢ e oy; ivi dunque & applicabile il secondo
lemma di Green (6); e si ha

1
J‘(udlogT——lo ld—u)alc—%-
dn gr an
1
dlog —
e _ Lﬂ) —
+‘5‘(u P logp a¢ doy=0.
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Ma in virth della (9) si ha
du du '
Io ——dc =lo —-—J'-——d =0.
j B dp "N T8 ) g

Inoltre:
' 2

dlogl
u—dP—Pd%:—- / udm,

essendo come al solito
d 6'0 = p d [0

Detti M ed m il limite superiore ed inferiore
dei valori che % prende su ¢y, I’ ultimo integrale
& compreso tra 27 M e 27 m; e quindi al limite
per ¢ =0 tende a — 2= u (0); dunque

1
dlog - )
r 1du
2ﬂu(0)—b§(u in —log7d—— doa,

che ¢ precisamente il teorema di Green per le
funzioni armoniche.
Questo procedimento & applicabile al caso di un
campo a tre dimensioni e alle operazioni A4, Ag, ecc.
Il campo sia a tre dimensioni e in questo u,
v siano regolari colle loro 'derivate prime, se-
conde, ece. Il lemma (7) di Green ci da

_j( QA_Q_@ Z“)dc—l—
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+I(A u-(“J v@’—g)d
*Tdn d 9

+ '(uA4v—vA4u)dS.

Centro in un punto O interno al campo e con
raggio p descriviamo una sfera S, di superficie s,
contenuta in S; indichi # la distanza di un punto
qualunque del campo da O. Posto:

2
= AoV =—) =O‘
v T, 9 U ’ Ag?
in tutto il campo S — S, la v e Ay v sono rego-

lari, quindi il lemma & applicabile alla v = » nel
campo suddetto. Avremo dunque:

.[(Agug': ridﬁ—i—‘)d +
f(uc—ldA;—r Z’)dc-—’uhudS—l—
O
+I(u ddA;:— Ag? (%Z)d 6 + J~r Ayud Sy=0.

Ma abbiamo:
‘rdAgu JdAgu

dco,IAgzt dr de,=

du du
= A’"d%;fA?rd—nod%:2 [d;;dm
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Quindi col tendere di p a zero questi integrali
tendono a zero. Lo stesso avviene dell’integrale
relativo ad S,. Infine:

dAr N or _
uW;d60~2 ud"odfro 2ludw

ha, come nel caso precedente, per limite
—~ 87 u(0):

dunque otteniamo:

chl(O):J(udA’r—A,rd—u)dc +

dn dn (1)
+ NA ud—r—rdw%i do— .rA udS.
’ 2tdn dn 4

Se invece il campo ¢ a due dimensioni, ponendo:
1
v=1r2log—
r

e procedendo come prima si trova una formula
analoga alla precedente ma in cui » & sostituito da

1
r2log ”

Queste formule esprimono il feorema di Green
per Uoperazione Ay; esso fa coroscere in un punto
qualunque interno al campo il valore di una fun-
zione regolare insieme colle derivate prime, se-
conde ecc., quando & noto:
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1° 1l A, % in ogni punto del campo;

du d A u

20 i valori di L Agu,—(ﬁ— in ogni

punto del contorno *.

§ 8. Condizioni che individuano le funzioni po-
liarmoniche. — Abbiamo gia accennato alle condi-
zioni che fanno conoscere in un punto di un campo
il valore di una funzione armonica o biarmonica.
Ma esse non sono tutte necessarie; cid risulta dai
seguenti teoremi.

Una funzione regolare colle sue derivate pri-
me ecc. in un campo & determinata se é noto il Agu
in tutto il campo, cioé se ivi soddisfa olla equa-
zione

Asu=f,
e se sono noti i valori che u prende al contorno;
¢ determinata a meno di una costante se sono noti
. . du
© valori che an prende al contorno, purché que-
sti soddisfacciano la (9).

Ammettendo che esista una tale funzione, sup-
poniamo, se & possibile, averne determinate due:
u', u''. Pongasi:
. . o=u —u".
In ogni punto del campo sara

A21)=A2u' - Aguuzo;

* Marsiev, Journal d. Mathém., 143 1869.

La (11) e 1a analoga nello spazio a due dimensioni, come
pure le prime ricerche e proprieta delle funzioni biarmoniche,
sono dovute al Mathieu.
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dunque la v & armonica. In uno stesso punto del
contorno %', u'’, oppure le loro derivate normali,
debbono assumere lo stesso valore e quindi sara:

»=0! oppure, %: 9.

Faceiamo # = » nel lemma (4); risulta

(9 . _
2.'(”) dS+Jv——dc+JvAgvdS-0.

11 secondo e terzo integrale sono nulli in ogni
caso; & quindi nullo anche il primo, cioé:

La v & costante ed & quindi sempre nulla se lo
¢ al contorno; se invece & nulla la derivata secondo
la normale, v resta costante. Dunque #' ed '
sono identiche o differiscono per una costante.

La esistenza di una siffatta funzione u, sotto

certe restrizioni assai generali relative al con-
torno, pud essere rigorosamente dimostrata *

In particolare :
una funzione armonica in un campo é determi-
nata dai valor: che essa assume al contorno.

Da quanto poi fu dimostrato sulla v risulta:

* Per le numerose recenti ricerche sulla questione dell’esi~
stenza della soluzione nel problema di Dirichlet vedi la in-
teressante monografia di L. 8iLrA: Il principio di Dirichlet
e il problema dei valori al contorno. Giornale di mat. di Bat-
taglini, 40; 1902,

o

2
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una funzione armonica in un campo, nulla op-
pure costante al contorno, ¢ nulla o costante in
tutto il campo. -

Dimostriamo quest’altro teorema:
una funzione regolare colle sue derivate prime,
seconde, ecc. in un campo & delerminata se é noto
il Ay u’in ogni punto del campo, cioé se ivi sod-
disfa la

MUu=fF,
. . . g du

e 3¢ sono noti al contorno i valori di u e an

-‘Ne esistano infatti, se & possibile, due cice =’
ed ' e si faccia:

v=u—u’;
sard v biarmonica in tutto il eampo e al contorno
dv

'D“"(n 0.

Applichiamo il lemma (6) alle due funzioni v e
A v: avremo

dA dv
J-( _d};‘_” — A v——)dc +

+ ’(DA41)——A21)A2?J)dS=0,
cioé: )
J (Ag 7))2 ds= 0,

quindi :
Ay =0,
v=0; w=u'".
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Abbiamo pure :
una funzione biarmonica in un campo, nulla al con-
torno insieme colla sua derivata normale, é nulla
in tutto il campo ;
una funzione biarmonica in un campo é determinata
allorché sono noti i valori che essa e la sua deri-
vata normale assumono al contorno.

E ora facile estendere questi teoremi alle fun-
zioni poliarmoniche.

§ 9. Funzioni di Green. Problema dei valori al
contorne. — Vogliamo ora occuparci della deter-
minazione di quelle funzioni regolari determinate
dalle condizioni del § precedente.

Tale problema presenta una duplice difficolta
dipendente dalla forma del contorno e dal valori
dati su questo.

Esso dicesi problema dei valori al contorno o
problema di Dirichlet. Occorre evidentemente po-
ter eliminare dalle (10), (11) i valori

du dAyu

Sy DU, ——

adn dn
Tale eliminazione & possibile colla ricerca delle
cosi dette funzioni di Green; cio¢ di certe fun-
zioni armoniche determinate da speciali condizioni
al contorno.

Dicesi funzione prima di Green, o di primo
grado, di un campo a due dimensioni quella fun-
zione armonica che al contorno assume wvalori

, ecc.

. 1 , .
eguali a log P essendo 1 la distanza di un punto

arbitrario ma fisso M, del campo da un altro
punto qualunque.
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. . . 1 ,
Se il campo & a tre dimensioni log v sosti-

tuito con i
r

Sia @, il valore di tale funzione unica (e per

* la cui determinazione, dipendente dalla sola forma

del contorno, non si possono assegnare regole ge-

nerali) in un punto generico M (diverso dal polo
M,); allorch¢ M & sul contorne avremo:

1 1
G, =log -3 oppure, G = ot (12)

11 valore che %% assume al contorno si pud

caleolare solamente dopo di aver determinatala G,.
11 lemma (6) & applicabile alle due funzioni u e
G, ecida:

id, .d '
ﬂuﬂ—'—al‘ﬁ)dc—f GiaudS=0.

Sottraendo questa eguaglianza dalla (10) e tenuto
conto della prima delle (12) risulta pel valore di »
nel polo M;: '

27 u (whyl) =

d 1 1
a [u In log P G‘)dc—.[(log P Gl) AudS.

(13)

E cosi:
4ny (1'1, yuz.') =

=I"di,,(}; - Gl)d"- I(*}* - G|)A2 udS; g (18}
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le quali formule risolvono il problema dei valori
al contorno per 1'operazione A,.

Dicesi funzione seconda di Green, o di secondo
grado, di un campo a due dimensioni quella fun-
zione biarmonica che al contorno soddisfa alle
condizioni

1
d(r2 log —;)
Gg=r’logl'dG2_—_ r), (14)

r’dn dn ?

, , C 1
se il campo & a tre dimensioni,” sostituendo log "
1 \ ,
con o~ dovra soddisfare alle

ng_dr

Gy=13 dn _dn’

(14))

. La @5 & calcolata in un punto M diverso dal
polo M.

I1 lemma (7) & applicabile alle due funzioni
e Gy; tenuto conto delle (14) esso ci da:

dAy Gy du
gy 222 A2V
I(u an 2G3dn)dc+

1 1
d (1‘2 log—
+ j(A’ " ___r, — logi d_éﬁ_“)do-_

dn r dn

—JG2A4udS=O.
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Sottraendo questa equazione dalla (11), si ha
8ru (wla :'/l) =

2 ];_ ‘
=§(ud Az("::r G’)__\ (rzlogl-G)d )d -1 (15)

- f(rzlog7— G2) MudS;
mentre pel campo a tre dimensioni:

snu(xhylszl)z.

= 5 “A*(’"G’)%)d“ (15)

— ((r—G,)A.;udS;

/

le quali risolvono il !problema dei valori al con-
torno per ’operazione A,.

11 problema della determinazione di una fun-
zione regolare, allorché & noto il valore del A, in
ogni punto del campo e i valori della sua derivata
normale al contorno, pud risolversi determinando
una funzione armonica G tale che al contorno sod-
disfi alla

: 1 1

dlog — dw
— + ‘cost.

¢G_ r -+ cost; ure ﬁ
dn~  dn s oppure, o

Si pud sempre disporre infatti di questa. costante
in modo da rendere soddisfatta la (9) che nel
caso attuale diventa, per la (1),

(@) + cost fdo=N
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" Se la superficie ¢ & indefinita, la costante &
nulla. :

La G & determinata a meno di una costante.
Procedendo come al solito si trova:

2mu(r,y)=

16
=J(G—log%)g—sdc +I(G——~log I)Ag‘udS; (16)

r
Se lo spazio ¢ a tre dimensioni si sostituira 2 =
1 1
con 47 e log— con —.
r r

Aumentando G di una costante il secondo mem-
bro verrd aumentato di

c(J‘Z—chi- AgudS),

che, per la (8), & nullo; dunque il secondo membro
non varia.

§ 10. Determinazione delle funzioni di Green
in aleuni casi semplici. — 1°. Il campo sia limi-
tato da un cerchio o da una sfera di raggio a;
sia M il polo, O il centro, O M; ==p: un punto M,
posto su O M, e tale che:

01u-1.01‘[’]———?9’:(12

dicesi immagine di M, rispetto al cerchio (sfera).

Ogni punto del campo, eccetto il centro, ha per
immagine un punto proprio; i punti del contorno
coincidono con la loro immagine.
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Sia M un altro punto interno al campo; red r'
le sue distanze da M, ed M',. Poniamo:
e r

rN=-r
' a

essendo 7, funzione delle coordinate di M. Allorche
questo cade sul contorno in M’, i due triangoli
OM M',0M M essendo simili si ha:

OM;:OM =M\M:M' M
ciod:
r=£r’;
a

dunque sul contorno:
=1

La funzione r, & regolare nel campo e diversa
da zero non potendo M coincidere con M’; e perd
7' diversa da zero.

.. 1 . .
Di qui segue che log P ¢ armonica nel cerchio

1
/

1 .
(T— nella sfera) ed al contorno assume il valore
1

lo ~1— (o ure l) dunque:
gr Pp r que:

. Gy =logrll; oppure, G = ; . 17

1

Se il polo M, cade nel centro, la ricerca prece-
dente non & pil valida; ma si scorge subito che



32 Cap. 1. § 10. Determ. d. funz. di Green.

la Gl ¢ in tal Ccaso
1 1 . ) 1
a’ a'

Se rispetto all’origine O sono @,,¥, ... le coor-
dinate di M;; x, y,... quelle di M; «'}, #4,...
quelle di M}, si ha:

r 2
% x a
pp' =a?; —(;-:P—,‘,ecc.; w’l_——le; ecc.

P? a2 2
r1”=a—22(x—;§xl)=

= 7‘13 @2+ y2+.) (@@ +y )2 Xz 2 +al

La funzione di Green & dunque simmetrica ri-
spetto alle coordinate di M e di M,.
Passiamo alla seconda funzione; e consideriamo

1 . .
r? log;— regolare colle sue derivate prime, ecc.
1
Poiché:
Agri=4, Aglogr =0,
si ha:

dlogr,
oz

A (2 logr)=4logr,+4 Y (z — =)



{

———
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e di qui:
Ay (r2log ) —4Z’Ag (x — rl)alogr, +
+ (x—x,) 3_@210%’?’; + 8Aglogr, =0.

Cid posto consideriamo la:

1 1
= (r2—1r®)+rlog —.
2 ”

Essa & biarmonica nel cerchio, e quando M cade
sul contorno assume il valore

r*]ogl-
r
Di piu:
du__ dn ar wldr rtdr

dn =" gn T Tan ARG T dn
e sul contorno:
Ao g 197 .{l_f_d('"k’gw)
dn 8 dn "dn dn ’
dunque:
1
Gy = ’2"("12“""2) + r?log — (18)

Per la sfera invece:

12,1 ,
G3=E'7—1-r2 10 (18")

MarcoLoXaGo. 3
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Se il polo cade in O basta sostituire #, con a.

2.° Consideriamo ora il caso di uno spazio in-

definito limitato da una retta o da un piano in-
definito.

Bastera supporre nelle formule precedenti che
il punto O si allontani all’ infinito, con che p ed @
tendono all’infinito ed il loro rapporto ad 1;
quindi »; coincide con 7', essendo »' la distanza di
M dalla immagine M, di M, rispetto alla retta o
al piano limite; e perd anche per questo caso si
conosceranno Gy, Gy

Se si assume la retta come asse x, o il piano
limite come piano & y, avremo

ri=(z—x) +« (¥ + 42 ecc.

Le funzioni di Green sono dunque simmetriche
rispetto M ed M, *

§ 11, Risoluzione del problema dei valori al
contorno per il cerchio (sfera). — Sia % una fun-
zione armonica entro un cerchio e di cui conosciamo
i valori al contorno. Il valore della # in un punto

* La prima fanzione di Green si sa determinare per altri
campi: vedi BErTI: Teorica delle forze Newtoniane. Pisa, 1879.

Quella di secondo grado per la sfera & stata assegnata dal
prof. LAURICELLA: Atti R. Acc. d. Se. di, Torino, 31; 1896,
e pel campo limitato da ‘due circonferenze concentriche dal
prof. A’Arcais: Atti R. Ist. Ven., 9, (7); 1898,

Per quella di grado # vedi due mie note: Rend. Ace. Lincei,
20 gemestre 1901 e Rend. Circ. Matem. di Palermo, 16 ; 1902,

La simmetria di G, rispetto alle coordinate di M e M,
qualunque sia il contorno & stata dimostrata da RIEmann:
Schwere, Elektricitit u. 3. w. e per le funzioni di grado n
dal dott. Boaero: Atti R, Acc. d. Sc. di Torino, 35; 1900.
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interno & dato dalla (13); teniamo ora presente il
valore trovato per G, (17).
Occorre quindi calcolare al contorno

i(loa__lo L)_iiﬂ_i_d_’.
dn\"" gr, rdn rdn’
ma
dr J:—x,dx+ -z +...
dn r dn T ar -
_g_’_.+xxl+ ,
ar as
In_1g(, o, )iz
P G dnTe
2
__p_+x:v,+ ,
ar ar

perché al contorno & r, ==r; onde:

a®—¢(udeo
2ru(E,n)=—/ J.r,, . (19)

Se ¢ ed « sono le coordinate polari di M, ri-
spetto al centro; @, 8 quelle di un punto qualun-
que del contorno, abbiamo

di=add; r*=qa®+ ¢~ 2apcos (0 —2);

donde:
2 D
a?—e? udd
2= .oa’+ 2—2apcos(d —x)

u(z,y,)= - (19%)
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Naturalmente, ad integrazione compiuta,  (x,,y,)
risulterd funzione di p ed «.
Per la sfera, con lo stesso procedimento, si trova

2 __ .2 d
4““(“'“.'/1,31):“ a(«J'u % (20)

3

A questa pud darsi una forma notevolissima.
Poniamo

')__W
4xqa r

1 J‘udc. @)

La v & regolare in tutta la sfera insieme colle
derivate di qualsivoglia ordine e soddisfa la A =0,

. - 1
perché tali proprietd sono godute da .3 essa rap-

presenta. inoltre la funzione potenziale di una ma-
teria distribuita sulla superficie della sfera colla
densita u:4 7 a. (Vedi Cap. 2°).
Riguardiamo # e quindi » come funzione di p;
poiché »
rP=at ¢ —-2¥ 2,

con un breve calcolo si trova

e quindi

Wl m) = v+ 20 0% (22)

h
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la quale fa dipendere la costruzione della # da

quella della funzione potenziale v.

Per risolvere il problema dei valori al contorno
per le funzioni biarmoniche potlemmo valerci delle
(15) e (15') dove perd G, & data da (18) o (18).

Seguiremo. invece un metodo pil semplice.
Premettiamo il seguente utilissimo teorema.
Se u soddisfa la A =0, anche
du ,0%u

~ s s €ce.
? a P‘l P a P_ )

soddisfano la stessa Ay =0.

E
=zt y’+...
Quindi
. au
—2 la 1
e poiche
, ( 314)__‘3uA?xl+xlA ‘3 )+
’u  _0*u
MR P Py
risulta

2( %L: =28, u=0.

Osservando poscia che

J)2u 6(3_____ ou
"o e J Poe
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risulta pure
o0'u
A ((.2—— =0; ecec.
2 a Fg ]
Se u' ed u'" sono funzioni regolari insieme colle

loro derivate prime, ecc. in tutto il cerchio (sfera),
¢ soddisfano la A, =0, la funzione

(@, y,2)=uw + (—a®)u” (@3)

¢ biarmonica.
Infatti essa & regolare colle sue derivate e
inoltre

ow' dp ou"
Bu'+4p —=06u"+4
Bou=Bu e Xy pa, T O e
A4u=0.

]

Supponiamo ora di conoscere al contorno i va-
lori di # e della sua derivata normale. Per p =a,
u=u'e pomhe u & noto al contorno, applicando
la (19'), avremo

2
el o A
2n 2
0

La ' cosi determinata & regolare colle derivate
di qualsivoglia ordine.

Deriviamo ora la (23);

14 144

du___0un_ _ (9_u+2pu.,+ (2 —a?) é&, ,

dn o /

0?

B (0 ) —o(zawr+12%)
(dﬂ e;a(aF *2aw q=a (Zau s 989 (’—“
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Ma la funzione
ou'
0¢

& regolare con tutte le sue derivate, soddisfa la
4;,==0 e al contorno assume valori dati ed eguali

2au"+lp

a — 3—:; quindi, sempre in virtu della (19'), si ha:

du
, 1 ou' a? —¢? dn
2au'+—;p-a—~p—=— TR r_"do’

la quale ci fara conoscere u'’; ciod
b4

a’— p”j dn 1 8 at—¢?
" __ it — - [}
u 4‘"“0 o do 4na” 39 = )ud .

D’altra parte

7.2

e+ [T = P ata—p a0,

dunque mﬁne otteniamo

2
“=( -92)2}“—P°°8(°—“)..d0+ )

2na rt
(24)
(a® — ¢2)2 1 d "

+ 4na ’ 2dnd

1
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Tale metodo si pud generalizzare per risolvere
il problema dei valori al contorno per le funzioni
poliarmoniche nel cerchio (sfera), cogniti al con-
torno i valori di # e della prima, seconda, ecc.
derivata normale.

Basta porre

u=u+@E—a)u' + (% —a®)?u" +...
essendo u', u"”, w'"’... regolari con le loro deri-
vate e soddisfacenti alla d;=0.

Sussiste del resto il teorema generale:
una funzione regolare in uno spazio ove soddisfu
la A3p =0, si pud in generale rappresentare me-
diante n funzioni regolari che soddisfano la
Ay =0%,

§ 12. Risoluzione del problema dei valeri al
contorno per un semipiano o0 semispazio infinito. —
I ragionamenti fatti per stabilire le formule (10),
(10') ecec., suppongono finito il campo S in cui la
u & definita.

Nel caso che il campo sia indefinitamente esteso

e la u sia armonica la (10) & ancora applicabile se:

1° la u si annulla col tendere di M; all’in-
finito;

* La formola (24) & dovuta al prof. LAURICELLA, Afti
R. Acc. d. Sc. di Torino, 31; 1896.

Il metodo seguito &. quello indicato dal prof. VOLTERRA,
ibidem; ed & stato generalizzato dal prof. ALmans1, ibidem
o Annali di Matem., 2 (3); 1898, al quale & pure dovuto il
notevole teorema in fine del §.
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2° si ha sempre

dul (2w
0y

M
yees <F

k)

oxr

dove M & una quantitd finita, R la distanza di
un punto fisso dal punto M. . '

Queste condizioni diconsi brevemente * condi-
zioni di convergenza all infinito .

Centro in un punto O descriviamo con raggio B
un cerchio o, abbastanza grande e tale che con-
tenga ¢ nel suo interno. Al ecampo compreso tra
¢ e ¢, possiamo applicare la (10) ed avremo

j( dlog:.— ldu)
2ru(z,y,)= uw—log;ﬂ‘dc—

1
_j( doey ,L@)d,,
“AdR T 87 aR/*v

# essendo la mnormale volta verso 1’ esterno del
campo racchiuso da o.
Ma

. .
j e slgfl_'fdc _
AR YT T )y ar® T

2T

= - jug cos (R, m)dw, -

U
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e poiché col tendere di R all’infinito R: » tende
ad 1 ed u a zero, cosi il limite dell’integrale pre-
cedente & nallo.

Inoltre

du

dR|~

ITIN |2M

dR" <

8 1 du log r
_'10"7(1_1—3015‘ R dmh
ma
log r__logr r

"R r 'R
tende a zero col tendere di B (e quindi di #) al-
I'infinito. Dunque anche questo integrale tende a
zero; e la (10) risulta quindi applicabile al campo
infinito esterno a ¢. Lo stesso ragionamento si ap-
plica alla (107).

Consideriamo un semipiano limitato dall’asse «:
I’asse 2 sia normale a questo e positivo nell’interno
del campo. Si vuol determinare in M, il valore
di una funzione armonica % che soddisfa alle con-
dizioni di convergenza all’ infinito, cogniti i valori
che essa prende al contorno cioé sull’asse . Do-
vremo applicare la (13): notiamo che

1
dlog?__dlogr__z-—z,.
dn dz 2
dG,__dlogrl___z-i-zl.

dn dz rd
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quindi al contorno, cioé per z =0,
1
3log7
02 !

d 22
in (log — - G,) =="=-2
onde »

1 9 o
u(xl,z,)z—?vaz'[ulog—;_—dx. (25)

Per un semispazio limitato dal piano £y si ha
analogamente

1 0 (ude

u(®y, Yy, 2) = — Z752) v

(25)

Il problema dei valori al contorno per le fun-
zioni biarmoniche si risolve ponendo

u @, z)=u +2zu"

dove u', »" sono regolari colle derivate prime, ecc.
e soddisfano la A, #=0. Poi si procede come
per la (23).

Per tali campi si pud facilmente risolvere il
problema della determinazione di una funzione
armonica allorché sono dati al contorno ¢ valori
della derivata normale.

Si pud infatti osservare che in tal caso la fun-
zione G che figura nella (16) & definita, a meno
di una costante, da:

1
ia d log -

dz dz

per 2 =0,
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e si vede subitp che &

G=— logi;
y

quindi la (16) ci da:
1 (du

1
u(xl,zl)=—~7 ﬂlog’—_dc. (26)

Nel caso di un semispazio abbiamo invece:

(26))

1 rdudo
u (2, Y, 2)=— r —

oxldn r
§ 13. Di una trasformazione in sé stessa della
equazione Az, =0. — Alle variabili @,¥,... che

figurano nella u sostituiamone altre &y, ¥,..., po-
nendo .

w=m('xlayu"°); 3/=.’/ ('Tlv ylv-“); ecc.

Diciamo «, la trasformata di » e poniamo

*u 0%u
By = ﬁ + 3—3/2 +...
®u, , 0°uy
By uy = + +...
P T2 T 9yt
Per quali trasformazioni il 8, % si trasforma in

Ay 1, ?

Per brevita di serittura supponiamo si tratti di
due variabili sole.

Nel piano @, y; le @; = cost, ¥, = cost, indivi-
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~ duano un sistema di coordinate curvilinee che noi
supporremo ortogonali. Poiche

dwzﬂdﬁ +.a—xdyu
0 oY
0y oy @)
dy=-—-d —dy,,
y axl 'r|+ayl yl

I’elemento lineare del piano @y assumera la
forma:

ds?=Q2dx®+ Q.2 dy’?

dove:
0,2 (g—;‘)g—k (5—5—1)2,
G

0 ='9‘_xy_+ 0y 3y
04,0y, 0%, 0Y,
Dalle prime dune si ricava ancora:

00, o*xox | 'y oy )

’23_06‘—1~81'123w, ox2ox,’

(29)
0,8%_ B p@  Fy 0y )
9@, 9w, ayl o0y, 0x0Y,0Y:
Moltiplicando rispettivamente le (27) per %% ,gz

A
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e sommando, tenendo presenti le (28), risulta '

0
) ledxl—g—d +”a‘g;d.'/
donde :

0z _ 1 L om _ 1 8y, )
ox Ql 3901’ oy Qfox’
by, _ 1 ow 9y _ 1 3y s
0 Q2 3% oy sza?ll

Di qui:

’x,_ 1 (P FEA i ay,)_
oxt  Q\gx® ox " Om Iy, 0%

(30)

_ (301 Qﬁ_*_aQ. ayl)
Ql 0% 0% oY 360 or’

ciog, in virtu delle (30),
o _ 1 2z ox 1 2 9®| _
0 x* Ql Ql 3x1 6% Q% 07, 0¥: 0 Y

2 (1 00,0 1 39133’)37‘

Q20 dy,) oz,

Q0@ 0wy, Q20Y. 9,

ed una espressione analoga cambiando z in y.
Dunque sommando e tenendo presenti le (28)

e (29) risulta
1 1301+L602)_23Q,
02'Q 02, Q; 9w,

Ay 1=
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ciod:

00,55 0)
2 = ] Ql Q2 3-771 0
Notiamo poi che dalle (28) e (30) si ricava

=02+ (52,

QF
1 0y 0y ary
o) + 1550 @D
0,0 Bw;azh
0<%z 92 "oy dy
Cid posto, avendosi :
aﬁ_«g:aﬂ'u(awx) u_ 0% oY,
02* p=z? 3w,3y.aw o
ou 9%,
tot gt
otteniamo :
— 1 2 Qu
A U= ?aT‘+a7! xl+...,

e poiché nel caso generale di pitt variabili: -

1 Kkl (Q, Qs...o,.),

Aty =

QIQQ...Qn 31'1 01
cosi
— ___1 3 02 Qs Qn 3 u
Ay = 0.0, 0 —a, )+ ((32)
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che da la celebre trasformazione del A, in coordi-
nate curvilinee ortogonali di Lamé.
Nel caso di due variabili perché il A,u si tra-

sformi nel A, %, & necessario e basta che

Q=0:=9,
ail(gf) 3J1(%;)=0’

le quali ultime sono consegucnza delle prime. In
tal caso:

La trasformazione richiesta & una trasformazione
conforme; se quindi la % & armonica in un campo,
la u, sara armonica nel campo trasformato. Dunque:
se sapremo risolvere il problema dei valori al con-
torno per uw'area piana, lo sapremo del pari ri-
solvere per tulte le aree piane rappresentabili in
modo conforme sulla prima; e quindi per tutte le
aree che si sanno rappresentare in modo conforme
su di un cerchio (o su di un semipiano).

Nello spazio a tre dimensioni posto:

ds*= @ dx?+ Q2 dy,* + Q¥ d 2’

risulta

Ag U =

QlQ2Q$’aml @ 0z

e perch® Ag u si trasformi in A, %, & necessario

CI3TIN]
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e basta che

et
a@(%fﬂ am(%fﬂ e =0

Queste ultime equivalgono a :

29_99_20_
0 - oy 02
cio¢ @ = cost = ¢; quindi
ds=-cds,

la trasformazione & una similitudine e non da
quindi nulla di nuovo.

Se fosse semplicemente :

Q=0 =0;=¢

avremmo una trasformazione conforme dello spazio
e questa, per un noto teorema di Liouville *, & ne-
cessariamente il risultato di una trasformazione
per raggi vettori reciproci e di trasformazions li-
neari.

In tal caso, se r ed r, indiecano le distanze di
due punti corrispondenti dall’origine, si ha

ds:ds;=7r:1,

1
0= 13

* LiouviLLE nella Note VI des Applications de I’ Analyse
& la Géométrie de Monge, segue un metodo direttoed analitico
fondato sulla integrazione di un sistema analogo al (28). Tra
le molte dimostrazioni di questo teorema & assai notevole
quella del prof. CarrLLI: Annali d. Matem., 14, (2) ; 1886.

MARCOLONGO. 4
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supposta eguale ad uno la potenza dell inver-
sione.

Cio posto il Painlevé * ha proposto e risoluto il
seguente problema generale:
determinare tre funzioni 2,,Y,,2,, di x,y, 2 ed una
funzione F di u, x, y, z colla condizione che sosti-
tuendo x, ecc. in z, y... nella u (che soddisfa la
Ay = 0) anche la F soddisfi la A, =0.

Si pud dimostrare che la trasformazione non
pud essere che una inversione e inoltre

ritrovando cosi una mnota proprietd scoperta da
Thomson (Lord Kelvin).

Per la verifica diretta di questa basta notare
che, per la (32),

du 37'1
0 8x,

Apu=rtau —2r3Y —

VEN xl
A —= 5A. (_'ﬁ\.
2 U =171 Ag ” },
la quale esprime che se # soddisfa la Ayu =0,

* PanLEvE: Travaux et Mem. d, Facultés de Se. de Lille,
1; 1889,
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la X soddisfa la stessa equazione nello spazio

1
trasformato.
I risultati precedenti si estendono facilmente
al caso di # =3 variabili. In tal caso si ha

Azu—r,"”g 3( ! —ai)-}f,

ox; \ 24 9,
cioe
duor
Apqu=rtagu —2(m—2)rd
2 1 2 Wi ( ) 1 Zaxl awl
inoltre :
u |
Az(r,‘_o)_
1 1 ou 3"1
= —— A, -2(n—2
r P2 2t ( )rlu—3zaw oz,
Quindi
Ao it = 7" +2 A ﬂ_ .
26 —17 2 7'1"_2}’

se dunque la u ¢ armonica, nello spazio trasfor-
mato per inversione sara armonica la

Uy 2rh2,
Passiamo ora alle funzioni biarmoniche, e con-

sideriamo nel piano una inversione (a potenza 1)
definita dalle:
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Quindi
2 2
aaa:: + g LA Aq u.
Se poniamo
u u
1 ?'2 k)

risultera successivamente
Puw  Pu g, (15)
PR T
22 B o 3
=t A 1A [ — ).
(3$12+ay12 Rl U 72/}
Sviluppando il secondo membro si ha
or*ou,
ox dﬂ’f'

1'4A2(:‘)—r2A2u+4u—22

Ay %7‘4 A, (—z—‘é)g =

0r? aAgu
ox 9w
A, r20u r®o A u
2(68250 gw+ )“2(830033290 +)
a2r232 aZr2 a2u
(aw2aw2 awayaway)_
(27 B oty
dwoyowoy oy oy

e poscia:

=120 u+duds 423 — +48,u
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e riflettendo che

32 ,'.2 32 rl 32 1'2
o PR Py ek el
si ha infine
’u | 0%y )’_ o
FER T

cioé:

se si combina una trasformazione per raggi vet-
tori reciproci in un campo a due dimensioni, col
cambiamento di funzione

u =wu:rd
I’ equazione
A4 u=20

¢ trasformata in sé stessa *.

Partendo quindi dal fatto ben noto che un’area
¢ compresa tra due circonferenze (o due sfere) non
intersecantisi si pud con una inversione trasfor-
mare in una corona circolare, si riconduce il pro-
blema dei valori al contorno per ¢ e per 1’equa-
zione A, =0 e A, =0 a quello della corona circo-
lare (o sferica).

11 teorema precedente si pud generalizzare nel
seguente:
se u é una fumzione di n variabili x,, 25, ...,
armonica di grado m e si fa una inversione defi-

* Levi-CiviTa: Atti R. Ist. Veneto, 9 (7); 1897-98. Vedi
anche Boaaro: ibidem, 69 ; 1900.
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nita dalle :
Xi=axi:r}
la funzione
u' =u:r2m—n

sard ancora armonica di grado m rispetto alle x'*.

E possiamo proporei un problema analogo a
quello del Painlevé; cioé determinare n funzioni
di @, @,,... ®» che denoteremo con&';, 'y,... Z'a
e una funzione F' di # (soddisfacente alla Agmu=0)
e delle @, ...y colla condizione che se si sosti-
tuisce &/ in luogo di i, la funzione

U =F(u, &y, ...%)
verifichi sempre ’equazione:
Doy w' =0,

Si pud dimostrare che, qualunque sia il numero
delle variabili, la trasformazione & quella per in-
versione e quindi deve ricadersi nella soluzione
precedente **,

* VoLTERRA: Sulle funzioni poliarmoniche, Atti R. Ist.
Veneto, 57 ; 1899.

** Vedi una nota del dott. BoGgro: ibidem, 59; 1900, in
cui il problema ¢ risoluto benché in una forma meno ge-
nerale.



CAPITOLO SECONDO.

FUNZIONI POTENZIALI NEWTONIANE. ¥

§ 1. Funzione potenziale di una massa distri-
buita in uno spazio a tre dimensioni, attraente se-
condo la legge di Newton. — Una massa occupa
uno spazio S ed ha nel punto (a,b,c) generico la
densitd £; essa attrae una massa unitaria posta
in P (z,y, 2) secondo la legge di Newton. Se in-
torno al punto (a, b, ¢) consideriamo un elemento
di volume d S, la sua massa sard £d S e lattra-
zione che esercita sull’unitd di massa & espressa da

kdS:r®

* Su questo capitolo si possono cfr. oltre ilibri modernis-
simi del Kor~, PoiNcarE e il libro gid citato del BerTy, i
seguenti:

DiricHLET : Vorlesungen tiber die im umgekehrten Verhdl.
u. 8. 1. Leipzig, 1876.

NEUMANN: Untersuchungen tiber das logar. u. newt. Poten-
tial. Leipzig, 1877.

DuneM: Legons sur U'électricité et le magnétisme. Paris, 1891,
T. 1. 11 lettore desideroso di risalire alle fonti originali tro-
verd in questo bel libro numerosissime citazioni e note sto-
riche.
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ed agisce secondo la congiungente il punto (a,5,c)
con P che dicesi punto potenziato. I coseni diret-
tori di questa congiungente essendo

a—& b—Yy c—=z
? ? ’
r r r

le componenti dell’attrazione di tutta la massa
sono espresse dalle:

X= Vc(ar a:)ds )

f"(b )is, z_f’“(c 2y )

i

)

Ora mostreremo che:
le componenti dell’ attrazione sono le derivate, ri-
spetto alle coordinate del punto potenziato, di una
funzipne
d S .
v,y =22 @

r

Y

la quale dicesi funzione potenziale della massa
distribuita in S.

In V, nell’eseguire la integrazione, dovremo ri-
guardare &,¥, z come parametri fissi; a, b, ¢ come
variabili d’integrazione. La densita %, funzione dei
punti (a, b, ¢) di S, &, pel suo stesso significato,
sempre finita; ammetteremo inoltre che sia infegra-
bile lungo qualsivoglia retta uscente dal polo P.

§ 2. Proprieta della funzione potenziale nello
spazio esterno alla materia agente. — Il punto
potenziato sia esterno allo spazio S oceupato dalla
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massa; la funzione

lir=1:V@—a) + (y — 02 + (z — 0)?

non diventa mai infinita; notando quindi che

1
a__
r__a—x
a—x— 7—, ece.
risulta
v, ov v
X—- —_— Y—_———- 1 Z__
iz 0y 0z

La V & monodroma, finita, continua

(3)

insieme

colle derivate di qualsivoglia ordine in tutto lo

spazio esterno.

Supponiamo che P si allontani all’infinito; V e
le sue derivate si annullano. Diciamo R la distanza
di P da un punto fisso p. e. 'origine; si ha:

quindi:
limRV=[,kdS=M

indicando con M la massa attraente.
Inoltre:

/cdS

(4)

s¢ quindi P si allontana all’infinito nella dire-
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zione fissa definita dagli angoli %, 8, y si ha

lim R? a—V= — M cos 2, ecc. .. ()

oz

Notiamo infine che

A,V:chAg (%)dS=O; 6)

dunque:
nello spazio esterno alla materia agente la fun-
zione potenziale e le sue derivate di qualsivoglia or-
dine sono regolari: essa poi soddisfa l'equazione (6),
detta di Laplace; col tendere del punto potenziato al-
Vinfinito, RV, R"’%—Z«, ecc. tendono verso limiti
finiti.

§ 8. Proprieta della funzione potenziale nello
spazio occupato dalla materia agente. — Il punto
potenziato P faccia parte della massa: la funzione

- diventa infinita in P, e le considerazioni del

§ precedente non sono piu valide. Vediamo se
seguitano a sussistere le proprieta.

Escludiamo P, che pud giacere infinitamente vi-
cino od anche sul contorno, da S con uno spazio
S, nel cui interno sia P; diciamo S lo spazio re-
stante; V,, V, rispettivamente il valore in P
della funzione potenziale dei due spazi S, ed S;:
avremo

V= Vo + I’l’
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P essendo esterno ad S, la V; & regolare; esa-
miniamo V.

Centro in P descrivo una sfera di raggio 1;su
questa assumo un elemento d’area d » che proietto
da P; assumiamo quindi per elemento d S; lo spa-
zio distaccato sul cono proiettante da due sfere di

‘raggi r e r+dr; cioé

dSy=rdwdr;
quindi:
Vo=fdofkrdr

& sempre finita e perd anche V ¢ sempre finita.
Dico che & anche continua. Siano %, ed r, rispetti-
vamente i limiti superiori di 4 ed » in S;: sard

LAPEEY N

Consideriamo un altro punto P’ contenuto in S,
ma che potrebbe anche essere esterno ad S; avre-
mo pure

[V | =27 kg ro?,
onde:
[ Vo —=Vol =dnkyr?

e perché¢ S, pud supporsi arbitrariamente piccolo
avremo ancora che, scelto & piccolo ad arbitrio,
si ha

|Vo - I/wo|<5

dunque la funzione ¥V, e quindi ¥V & continua in
tutto S ed anche attraverso la superficie limite.
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Quanto alle derivate prime dico che esse sono
ancora regolari e rappresentano sempre le com-
ponenti dell’attrazione.

Decomponiamo infatti la X ad es. come Ia V;
cioé:

X= Xl + Xo.
Sara intanto
AL
Xi= o )

Per calcolare X, osservo che l'azione elemen-
tare di un elemento di S, su Pessendo 4d Sy: 72,
la sua componente secondo x &

A .
Xo‘-‘f cgsldS(,: , do)fkcosadr:

r

dunque X, e in conseguenza X, & finita. Proce-
dendo come prima si ha

[ Xol =47 koo,
[ Xo— X's| =8nkyr,

cioé Xj, e quindi X & continua in tutto S, ed an-
che attraverso la superficie limite. Inoltre:

k(g —
X0=fudgo’

73

dunque
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la funzione potenziale é finita e continua insiene
colle derivate prime in tutlo lo spazio ed anche
attraverso la superficie limite; le derivate prime
rappresentano sempre le componenti dell attra-
zione.

Prima di passare alla considerazione delle deri-
vate seconde, premettiamo la ricerca della:

§ 4. Funzione potenziale di una sfera omogenea.

— La densita costante sia 4; a il raggio della sfera;
OP=p, O M=u, M essendo il punto variabile
nell’ interno della sfera. Scelgo un sistema di
coordinate polari con O P per asse polare; sia 0
la colatitudine M O P e o la longitudine.

L’elemento del raggio vettore & d u; 'elemento
del meridiano & «d0; 1’elemento del parallelo
infine & wsen § d¢; quindi

dS=u%sen® dudods.

La distanza variabile » tra P ed M & data da
r? =u+ (2 —2upcosd.

Quindi:
a T 27T

i u?senOdudddo
] fmee

VuZ +¢2 — 2u p cosb
0 6=0 o=

Le integrazioni rispetto a 9 e a 0 si eseguiscono
facilmente e c¢i danno

y2kf, wlu + o—V(w=pFldu,
P
(1]



62 Cap. 11. § L. Funz. pot. d'una sfera omog.

perché:

T

[‘ sen 0 d o

Y Va2 + P —2upcost

\/u‘ + ¢? —2upcos()) M—_‘Jl
pu i p
Conviena distinguere due casi.
Se P ¢ esterno alla sfera, ¢ > a3 quindi

Vi —pp=o—u

3
V.= 4"'I‘Ju2d 4_715‘:1
e 3p

1
Ve=§—nka3(w”+y2+z")'5. )

Se in tal caso supponessimo concentrata nel cen-

tro della sfera tutta la sua massa, la funzione po-
tenziale sarebbe la stessa; dunque:
Uattrazione che una sfera omogenea esercita su
di un punto esterno é la stessa di quella esercitata
da tutta la massa concentrata mel centro della
sfera.

Se P ¢ interno alla sfera, o <<a; conviene spez-
zare l'integrale tra 0 e p e tra p ed a, cioé:

0
V;=2—:£fu{u+p—\/(u—p)’}du+
0

J wiu+p—\w—p)? du.

o -

2nk

+ —
P
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Il primo, essendo \/(u — p)¥=¢ — u, ha per va-
4 . ~'—
lore 3" %¢? ; nel secondo invece \/(u —p)=u—p,

essendo u sempre maggiore di p; il suo valore &
quindi
2nk(a®—¢2).
Dungue:

Vi = 27:]:((12_ - % 92)=2xk (a”— ﬂ?ﬁjﬂg

Coi valori (7) ed (7') & facile verificare che V
¢ finita e continua in tutto lo spazio insieme colle
sue derivate prime anche attraverso la superficie
della sfera. Le derivate seconde sono finite e con-
‘tinue sia all’interno che all’esterno della sfera ma
presentano una discontinuitid attraverso la super-
ficie. Infatti:

2
V.| 4 ka3(3x 1,

aw2 ‘0_3

a’ ad®

mentre

Vi 4
(@awz )”:::-3—%]6.

Notando poi che

P’V
¥r =—§1rk, ecc.

si deduce
Ay Vi=—47k, ®

§ 5. Derivate seconde della funzione potenziale.
Formula di Poisson. — Supponiamo anzitutto lo
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spazio S riempito di una materia omogenea di
densita & e il punto potenziato sia interno alla massa.
Isoliamolo con una sfera S, di raggio qualunque,
ma contenuta in S; sara

Vi=V0+Vi

e poiché P ¢ esterno allo spazio restante sara, per
Ian (6) e 1a (8),
A2 Vi = - 4 T k.

Dunque la (8) ¢ valida per qualunque spazio
nell’ipotesi della densita costante ed esistono in ta!
caso le derivate seconde anche nei punti interni.
Passiamo ora al caso generale.

Per le derivate prime, qualunque sia la posi-
zione del punto potenziato, si ha

1
—
ov
e J/ca— aSs.

So poi il punto & esterno:

P4 (32
s axzdS ece.

si pud cio¢ eseguire la derivazione sotto il segno

integrale.
Se il punto potenziato & interno c¢id non & piu
possibile; ed & facile convincersene. Si ha

1 .1
?L_a—x.a r 1 I-l(a—zlf:)2 300821—1‘
dx 1S 'gar 8 > 7

dS=rdrduw.
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Se qulndl. la formula precedente segultasse a
sussxstere, dovremmo avere -

/cdr

—f(3 cos?a — 1) do [ ; (9)
0

1’ integrale rispetto ad » suppone sia fissato
I’elemento d » ed eseguita 1’'integrazione tra 0 e un
certo valore di r fissato dal contorno.

Questo integrale deve essere certamente ﬁmto

dunque lim 2==0, cioé non dovremmo aver massa
r=0

nel punto P e cid, in generale, non &.
Sia %k, la densitd in P ed ammettiamo, oltre

Pipotesi del § 1.2, la integrabilite di J——r—k"'
ogni raggio uscente da P; percid & necessario che
k sia continua in P, senza perd che sia neces-
saria l'esistenza della derivata di k.

Diciamo ¥V, la funzione potenziale di una ma-
teria che occupa lo spazio S con densita ko,

avremo
V, =%, f a8

V,_V +J "dS

Derivando:

PR
‘3Vi*aVo_f 7 ”
T (& ]‘°)<———2'a d.S

MARCOLOKGO. 5
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Dico che 1’integrale ha una derivata determi-
nata e finita rispetto 2. Riceva infatti « 1’inecre-

mento h per cui » diventi r;; il rapporto incre-

mentale di
1
8_7 z—a
oa 1
¢ dato da

1 #+h—a(l 1

73 h r 3 )
oppure, notando che .
1 1 2h(x—a)+h2’

o rr(rtrn)
da
1 :__R(a:+h—a) _
r3 rry(r—+mr) (2(@—a)+hl,
dove:

Moltiplichiamo per % — k&, ed integriamo allo
spazio S.

In virth della ipotesi fatta i tre integrali sono
finiti qualunque sia & ; ad esemplo, pel secondo,
basta riflettere che

z—a z+h—a _| 81 1
r4r r <1’IRI<—(

—_— .
2 {r? r?
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Passando poscia al limite per 2 = 0, la derivata
dell’integrale risulta eguale a

1

2

—qaq)?
j(k-ko)(%.,-g(iﬁﬂ dS=- (Ic—ko)aT':dS

e questa, per quanto & stato detto in principio, &
certamente finita. Dunque esiste la derivata se-
conda di V ed & data da

1
RV 2V, e
oxt g (k"ko)‘a—agds;* (10)

¢ rer le altre derivate avremo formule analoghe.
Se la condizione rispetto £ & soddisfatta in

tutto S, le derivate sono quivi sempre continue.
Sommando la (10) e le equazioni analoghe, per

cid che fu dimostrato in principio del §, si otterra

A Vi=08Vyo=—A4Ank, (11)

formula celebre di Poisson.
§ 6. Discontinuita delle derivate seconde. —
Le derivate seconde sono continue sia nello spazio

* Queste formule, lievemente modificate, sono del prof.
MoRrEeRy, Sulle derivate de della funzione potenziale di
spazio. Rend. R. Ist. Lombardo, 20; 1887. Vedi anche Maaar,

Sulle proprietd fondamentali della funzione potenziale, ecc.
Nuoro Cimento, 33 ; 1893,
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esterno che nello interno; ma’i loro valori non si
continuano attraverso la superficie.

Infatti mentre all’esterno la V soddisfa all’equa-
zione di Laplace ; all’interno soddisfa a quella di
Poisson. Vogliamo ora determinare queste discon-
tinuita.

In un punto P di ¢ esista la normale e sia po-
sitiva verso lo spazio occupato da masse: su que-
sta assumiamo un segmento PP, =n e nella
direzione opposta un altro eguale e contrario
PPy= —n.

Accenniamo con % e con v una qualunque delle
variabili x, y, 2; e rispettivamente con

BV (BT
3u a’l))n 9‘” a’l))—n
i valori di una derivata seconda in P, ed P,.

Questi due punti mantenendosi rispettivamente su
n e — n, tendano verso P; dovremo trovare

i 5z~ (o))
n=0 6u 0v/n o0uov)—n )
Per la continuita delle derivate prime di ¥V an-
che attraverso ¢, I'equazione

(=l )=e

in cui per semplicith di scrittura si & tolta la no-

tazione di ligl0 , deve essere soddisfatta per ogni
=

punto di s. Poniamo in questa in luogo di x, ¥, 2,
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le coordinate ¢ + d,... di un punto -infinita-
mente prossimo sulla stessa ¢; avremo

z[lga)— (el Joe o

che, in generale, non & identicamente soddisfatta.
Sia F (z, ¥, 2) =0 Pequazione dl ¢; per lo stesso
spostamento sari pure

——dx= 0
_ 2 K
che deve sussistere insieme colla precedente. Se
queste due equazioni fossero ‘distinte lo sposta-
mento non sarebbe pilt arbitrario; dunque sono
identiche ; cioe
4 ( v ) o F
— = -— = Ucos(n,x
(3“8:0}" \Ju dx!—n ox ( )
e due equazioni analoghe; U & un fattere di pro-
porzionalitd dipendente 'da .
1l secondo membro non muta cambiando  con «;
se quindi diciamo X, Y, Z ci6 che uspettwamentc
diventa U quando si muti u in @, ¥, 2; avremo

Ucos (n, ) = X cos (n, u)

cioé:
X U
cos(n,z) cos(n,u)

cio¢ il primo rapporto non cambia se si sostituisce
Z con una qualunque delle variabili @, y, 2; esso
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& dunque una costante % ; e perd in generale:
1_3” V) - ﬂ]
ouovln \gugv

Per determinare la costante % osserviamo che
in ogni puato interno, per la (11), si ha

llm(A,, V)n—_47‘k

_ §=hcos (n,u)cos(n,v).(12)

lim

n=0

se k£ & la densiti nel punto P. All’esterno invece,
per la (6)

lim0 B F)en=0.

n=

Facciasi ora nella (12) u =v =2, y, 2 e si som-
mino le equazioni ottenute; per -le relazioni pre-
cedenti risulta

h=—4rk;
dunque:
11 o V Va4 ) {
ou 3v ~ \9udv)-n

g (19)
=—4nkcos(n,u)cos (n,v) /

la quale determina le discontinuitd, attraverso o,
di tutte le derivate seconde *.

§ 7. Caratteristiche della funzione potenziale.
Teorema di Dirichlet. — Riassumendo dunque:
la funzione potenziale di una materia distribuita
in uno spazio a tre dimensioni, e la cui densita
soddisfa alle condizioni enunciate,

* La formula & dovuta al sig. WEINGARTEN: Zur Theorie
des Fldchenpotentials, Acta Mathematica, 10; 1887,
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1° ¢ monodroma, finita e continua insieme
colle sue derivate prime in tutto lo spazio;

20 le sue derivate seconde sono continue al-
Uinterno ed all'esterno delle masse attraenti, ma
discontinue attraverso la superficie;

3° all’esterno soddisfa Uequazione di Laplace;
all’interno quella di Poisson;

40 gll’ infinito essa e le sue derivate tendono
a zero, ma i limiti di

14
RV, R? aa—u— s
col tendere di R all’infinito, sono finiti.

Queste proprieta sono caratteristiche per la fun-
zione V, e servono ad individuarla; in altre pa-
role: :
la funzione V, soddisfacente alle proprietd sud-
dette, pud essere sempre riguardata come la fun-
zione potenziale di una massa distribuita in S

colla densita
14

4= °
Immaginiamo infatti in S una tale distribuzione
di masse; e sia V' la funzione potenziale la quale
certamente godrd di tutte le enunciate proprieta.
Basta dunque dimostrare che essa non pud essere
diversa da V. Pongasi infatti

U=V—-7V'
sard U monodroma finita e continua insieme colle

sue derivate prime in tutto lo spazio. Inoltre sara

pure sempre
4, U= O)
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eccetto nei punti di o, in cui non ha significato.
Racchiudiamo S entro una sfera S, di raggio R
sufficientemente grande. Allo spazio S, sarebbe
gpplicabile il primo lemma di Green (Cap. 1°,
form. 4) se il &; U aveésse in ogni punto un valore
determinato; i punti di ¢ facendo eccezione, con-
verrd racchiudere ¢ entro due superficie o, s’
sufficientemente vicine a ¢; da S risulta quindi
un nuovo spazio S’ il cui contorno costituito da
o', ¢, o, (potendo le prime due comporsi anche di
pil‘x pezzi), in cui il lemma suddetto, certamente
applicabile, ci da :

J‘,Z(%])edS’J.-nggd% 1 -

+ fUdfz'

Facciamo anzitutto tendere ¢’ e ¢” verso ¢: su ¢
la U e le sue derivate prime sono continue ed es-
sendo opposte le due direzioni n’ ed #'’, al limite
abbiamo

aUu U
an Tdnn 0

Dunque la somma dei due ultimi integrali tende

a zero. Del resto si ¢ fatta tale considerazione per

mavglor chiarezza; ma, a rigore, era superflua.
Di piu si ha

av AU
fUd doy = RJRURdR
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ma col tendere di R all’infinito, B U, R? zg

hanno limiti finiti, cosi anche quell’integrale tende
a zero. Quindi:

fz(»~- dsw_.o

Pintegrazione essendo estesa a tutto lo spazio. Si
deduce percid

U = cost.

e dovendo annullarsi all’ mﬁmto, sard sempre U=0
e qumdx

Y=V

§ 8. Funzione potenziale di un ellissoide omo-
geneo. — Le proprieta dei § precedenti permettono
di dare un altro metodo per la ricerca della fun-
zione potenziale di una sfera omogenea di densitd
eguale ad 1. Notiamo che 1’ espressione del 4, in
coordinate sferiche, conforme alla trasformazione
di Lamé [Cap. 1°; form. (32)], &

1 Lo, ov
V= p?gent | 9 p ( sen 0 89 +
0 3 1
+a—e(sen ) é— 0

* DigrcHLET: lib. citato, p. 32.
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Nel caso attuale, V essendo funzione della sola
distanza p del punto potenziato dal centro, abbiamo

1 d(,dV
V= —’ d p( dp P )
Quindi per lo spazio esterno:
AL
0
de ¢ ( )
cioe:
Ve = E +¢
P

. . 4
e siccome per p=o00, V. =0; limp V. =— wa?,
o= 3

cosi risulta

4 1
V,:—g'uas?.

Nello spazio interno:

1d dV‘)——4n

gdPP dP 3
donde

vi=—T1 e

Sara ¢ =0 dovendo V; essere finita anche per
p=0. Di pit in superficie (¢ =a) V; e V. assu-
mendo lo stesso valore,

¢ ==2=a?

e ritroviamo gli stessi risultati del § 4.
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Consideriamo ora un ellissoide a tre assi disu-
guali siano a, b, ¢, in ordine decrescente, 1 suoi
semiassi. Indlchlamo con z, ¥, z un punto esterno
e consldermmo I’equazione in 4:

2 2 2
Z Y42 __1=0, (4
a®+ l B+2r 24

ciog:
fR)=(*+3) @+ (c"+2) —
—X22(B*+N)(2+32)=0.

Facendo successivamente A = oo, 0, — 5%, — ¢2,
f () presenta tutte variazioni di segno e perd
I’equazione precedente ha le radici reali, una po-
sitiva e due negative. Se il punto z, y, 2 giace
sull’ellissoide, la radice positiva diventa nulla.

Derivando la (14) rispetto & si ottiene:

T + P a A
aoi =l whr @l

e due analoghe; moltiplicandole quindi per

a"+P
ecc., e sommando, otteniamo :
x 0
A el 2. (15)
Cid posto indicando con A la radice positiva
della (14), pongasi

du du
=92z cu _ @
L rabc! U’A =27 abcz"( YA ecc.
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con :
O=\(a*+ u) (0* + u) (¢* 1 u)
e:
ood oo
. u du
L0=2nabcf F,_A0=21:abc (2 nYig ece.

Queste grandézze (dipendenti da integrali ellit-
tici) sono funzioni di R e quindi di @, ¥, 2 e no-
tando che per u—=ox, U diventa nulla di ordine
superiore al 'primo, si deduce che sono sempre
finite.

Detto A il valore di U pér =72 e ricordando
la regola per la derivazione di un integrale a li-
miti variabili, otteniamo

oL _ (LIt

a;——2ﬂab AB
aA__ 1 R
a5 2x abc( +)\)Aaw,ecc.

Finalmente osserviamo una relazione importante.

Lo, 1 1
Fu b+u  ciHul

A+B+C=2rabe fd“ 5

..__4'rabc f dU?’
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perche
dU 1 1
U_d ( 2~|—u-l—b2-l—,u+c2—}-u )
Quindi
A+ B+ o=1700¢

e in conseguenza:
A0+Bo+ Co=47r.

Cid premesso dico che la funzione potenziale
dell’ ellissoide omogeneo per un punto mterno ed
esterno ha le seguenti espressioni *:

1
V"='2_(Lo — Aox® — Byy® — Co &%)

1 (16)
Ve=§ (L — Axz*— By? — C2?%.

Queste due funzioni infatti sono regolari all’in-
terno ed all’esterno dell’ ellissoide e in superficie
(A = 0) assumono lo stesso valore.

* DIRICHLET, L. c., pag. 49 e seg. Queste formule sono state
dedotte in maniere svariatiseime; fra le pil eleganti e di-
rette & quella seguita dal BeELTrAMI, Sulle teorie dell’at-
trazione degli ellissoidi. Mem. Acc. Sc.d. Bologna, 1;1880. Su
varie altre forme della 7 vedi le belle note del prof. Piz-
ZBTTL, Rend. Acc. Lincei. 1894, pag. 200 e del prof. Mo-
RERA, ibidem, pag. 371.
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Quanto alle derivate si ha

_a_wz—-AoT,
oVe _
7z Az
1 x? Y 2 )3*
—..abcT l—a2+)\_b2+)‘ _C2+l —a—x
e per la (14)
Ve
a_m_—-A_a,‘.

Dunque le derivate sono continue dovunque e
anche attraverso la superficie limite.
Poscia:

Ay Vi=—(4o+ By+ Cp) = — 4~

che & I’equazione di Poisson ;

2nabcz x a_l
A a®+Arpx

& Ve=—(A+B+0)+
A2V5=0

in virth della (15): e si ha I'equazione di Laplace.
Vediamo finalmente come si comporta V. all'in-
finito.
Dividendo ambo i membri della (14) per

zs_l_y? +22=R2’
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si ha
z
2 3 (@Y + o) =M RY
14 =
A
dunque;
am b

Se diciamo %, un conveniente valore di # com-
preso tra A ed oo, si ha

3 1
L=—___21fabgc uw 2du= 41rab20 )\_?;
\/(1+l \/(1+i
Uy i Uy
quindi:
;im RL=4xabc=3M.
In modo analogo:
lim B® 4 =lim R* B=lim RAC =M. "/
Allora:
limR V. -—igr RL—ImB 4.5 . |=
im e =5 lim im .Rg...;—
=—;—23MfM(cosza l—c082§+cos2*();=M.

Allo stesso modo si prova che:

. a0V
llmRﬁ—e:—Mcosz, ecc.
ox
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Tutte le condizioni volute dal teorema di Di-
richlet sono soddisfatte e la funzione V definita
dalle (16) & precisamente la richiesta.

Si pud .di qui dedurre un elegante e famoso
teorema di Maclaurin.

Siano E ed E, due elllBSOIdl omofocali; per il
secondo si abbia

w!

Y = 1 =0

a? + X

e poiche
a,?=a? + p, ecc.

si deduce, dal confronto colla (14),

A=1 +o.
Ora:

du

h=Eraba f @ +e V@ teru..

e mutando p -+« in %, o,

du :
@+ wV(@*+u)..

A,—21ralb clj

e perb :

4 = abe —: o cosi er.]e altre
A, a,b,c,.Ml’ o P )

“Ma A ed A, sono proporzionali alle derivate
delle singole funzioni potenziali; dunque:
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due ellissoidi omogenei omofocali esercitano sopra
uno stesso punto ésterno attrazioni dirette secondo
la stessa retta e proporzionali alle masse.

§ 9. Funzione potenziale di uno strato sem-
plice. — Siano s e ¢’ due superficie infinitamente
vicine, d ¢ un elemento della prima dai cui punti
elevinsi le normali a o; sia ¢ la lunghezza di uno
dei pezzi di normale intercetta da ¢'. Il cilindro
avente per base ds e per altezza s, ha per vo-
lume e d o; diciamo & la densitd della materia che
si suppone distribuita tra ces’. La massa del vo-
lume & Ado in cui h=¢3, :

Facciamo ora tendere ¢ a ¢’ e supponiamo che
il prodotto ¢ 3 tenda, per ciaseun punto di s, verso
un limite che diremo ancora k. Diciamo, in tal caso,
di aver fatta sopra ¢ una distribuzione superficiale
(o di strato semplice) con densita variabile h. La
funzione potenziale di questo strato, cioe quella
funzione le cui derivate danno le componenti del-
I’attrazione esercitata sul punto potenziato, &

espressa da
= f hae (17)

?

dove I'integrazione & estesa alla superficie s, ed »
indica la distanza variabile di un punto qualunque
di s dal punto potenziato. Sulla densitd & faremo
alcuue ipotesi che risulteranno dal § seguente.

§ 10. Caratteristiche della funzione potenziale
di strato semplice. Discontinuita delle derivate
prime. — Se il punto potenziato non cade sulla
superficie o, la funzione V & regolare, insieme colle

MARCOLONGO, 6
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derivate di qualsivoglia ordine; soddisfa I’equazione
di Laplace e all’infinito si comporta come una fun-
zione potenziale di spazio.

Sia P, un punto di ¢ e circoscriviamolo con
un’area ¢,: sia ¢, la ulteriore parte di s e decoin-
poniamo al solito V in Vy e V,; la V; e le sue
derivate saranno sempre regolari anche quando il
punto potenziato P cadrd in P,. Basterd dunque
occuparei di V. Supporiamo di aver scelto o in
modo che in essa cadano soltanto punti ordinari di
¢ o sufficientemente picecola in guisa che la sua
proiezione s, su di uno qualunque dei piani coordi-
nati corrisponda punto per punto con c,; e I’asse
2 scelto in modo che per ogni punto di ¢,:

" cos (n,2)=|=0.

11 cilindro proiettante o, in s, sia riempito di
una materia di densitd % (per ora arbitraria) di
cui sia W la funzione potenziale nel punto P; cioé:

W:[de’
J r
e quindi:
;L ;L
14 r r
—_— = - k"—" _
P khzdS 8cds
= (2 (% 0kds,
o .[8c(r)ds+ de r’

a, b, ¢ sono le coordinate di un punéo qualunque
di S. :
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k
Alla funzione p che figura nel primo integrale

si applichi il lemma di Gauss (Cap. 1°, form. 2),
quindi:

QLV— cos(n, 2)ds + 3kdrS

s essendo la superficie di S, la quale si compone
di sy, di 75 e della superficie laterale del cilindro.
Il primo integrale adunque si spezza in altri tre;
ma sulla superficie laterale & cos (n,2) =0 e sopra
S, €08 (n,2)=1 e pero:

ALY [l cos(u~)¢lq, +]kdso ’gkds

0z cr

Disponiamo ora di £ in modo che per ogni punto
di o, si abbia:
keos(n,2)=h

la quale suppone % tale che %, da essa determi-
nato, sia finito. Fisseremo la densitad del cilindro
supponendo che % abbia un valore costante lungo
ogni parallela alle generatrici del cilindro e pre-
cisamente lo stesso valore che ha in g,. Allora

gk
oc

=0;

se infine diciamo v, la funzione potenziale di una
materia distribuita su s, con densitd %, risulta

oW
02

Voz — ¥y
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"

UAid
0z
sono sempre finite e continue e lo stesso accadra
di V,; dunque:
la funzione potenziale di uno strato semplice ¢é
monodroma, finita e continua anche quando il punto
poltenziato fa parte dello strato e Uattraversa.
Inoltre notando che le derivate di v, sono con-
tinue in Py, si deduce

| Z2), - Sl L
:lal—l-l());‘ou) (3“ —nl n_o’ cu —n
(perah— Ezgal. )
0zou o0zo0u

Il valore di quest’ultima espressione si pud cal-
colare colla formola (13) e risulta eguale a

Ora quando P coincide con Py, le W, e

=lim
n=0

— 4 nkcos(n, 2)cos (n,u) = — 4 h cos (n, u).

Dunque:
le derivate prime della funzione potenziale di uno
strato semplice sono discontinue atiraverso la su-
perficie.

Per l'esistenza di queste derlvate, subordinata
a quella delle derivate di W, occorre fare su 7
ipotesi tali che risultino verificate per % le condi-
zioni del § 5.

Te discontinuitd sono determinate mediante la:

'_02(3 T _(

= —4nheos (n,u). * (18)

* WEINGARTEN, mem, cit.
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Si moltiplichi questa per cos (n, %) e poisi faccia
¥ =2,y 2. Sommando le equazioni ottenute e
poi ricordando che

. LoV d_V
nglol\—a—-;)"cos (n, ) + .. Tdn’
si ottiene:
(dn !l ( ) =—4=h.

Acceniamo con n' la direzione opposta ad n; la
precedente si potrd quindi trasformare in quest’al-
tra, generalmente usata,

av d V
—4nh 19
dn T dn' dnh. (19)

Indicando invece con ¢ una tangente in P, a o,

e con ¢’ Ia direzione opposta, si deduce:

v dv
2t Tqr=0

le derivate prime secondo la tangente sono continue.
Le proprieta che abbiamo a mano a mano enun-
ciate sono caratteristiche per una funzione poten-
ziale di strato semplice e la determinano comple-
tamente.
Basta ripetere la dimostrazione del § 7°.
§ 11. Funzione potenziale di doppie strato. —
Sia ¢ una superficie aperta o chiusa; fissiamo la
parte dalla quale si riguardano positive le normali
che prolungheremo di una quantita ¢ (variabile an-
che da punto a punto); gli estremi formeranno
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una nuova superficie ¢’. Su ¢ sia distribuito un
semplice strato di densitd A che attragga (secondo la
legge di Newton) un punto P in cui risiede 'unita
di massa; parimenti su ¢’ sia distribuito un altro
strato semplice di densitd 2’ il quale invece re-
spinga la stessa massa di P. Le masse di questi
due strati, negli elementi superficiali corrispon-
denti agli estremi di una stessa ¢, siano eguali
cioé:
hds="hdd'. _

La funzione potenziale dell’azione complessiva

esercitata dai due strati sul punto P ¢ data. da:

1
Jhda jh da’ 's o
L as he v,

indicando con # ed ¢ le distanze dl P da due
punti corrispondenti di ¢ e ¢’. Facciamo ora di-
minuire indefinitamente ¢ in modo perd che, au-
mentando %, il prodotto he converga per ogui
punto di ¢ ad un limite che diremo w. Al limite,
per ¢ =0, risultera

d—

v dndcr (20)

Abliamo dunque due superficie infinitamente
vicine, dai punti corrispondenti delle quali si eser-
citano forze attrattive e ripulsive di eguale in-
tensita e costituenti * un doppio strato di eui 7

* ArLMHOLTZ: Poggendor ff’ Ann. 89 1853, Wiss. Abhan.
I, p. 490.
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¢ la funzione potenziale: p & la densita o il mo-
mento del doppio strato.

Se v ¢ costante ii doppio strato & omogeneo e
per la (U') del Cap. 1° si ha:

V==p(a).

La funzione ¥V gode all’esterno di ¢ delle so-
lite proprieta e soddisfa la 4; = 0.

Per vedere che cosa accade quandoil punto poten-
ziato si avvicina a o, cominciamo a considerare il
caso particolare del doppio strato omogeneo e pre-
ocisamente sia » = 1. Sia U la funzione potenziale
corrispondente; P, un punto di ¢ (che pud essere
anche un punto conico o di una linea singolare);
Un e U_y rispettivamente il valore di U in due
punti P, e P, discosti da o, e situati il primo
dalla parte della faccia positiva e I'altro dalla ne-
gativa. Se ¢ & aperta chiudiamola con una o un

sistema di superficie ¢ tali che P, sia interno ad
una sola superficie dell’insieme ed esterno a tutte
le altre e sia U la funzione potenziale del doppio
strato omogeneo unitario di o; scegliendo in modo -
opportuno la faccia positiva di ¢ si ha:

Un + Un=4”7, U, + Uo=“’, U—n +(7—~n’—’0

essendo » I’angolo visuale di ¢ 4 ¢ da P,, indi-
pendente da o.

Ma col tendere di P, e P, a P, (cid che ac-
cenneremo brevemente con lim # = 0) e poiche la
U & certamente continua in P, si ha:

’ limUp=47—u+ U,

n=0

lim U-y—= — w4 U,

n:=0
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Passiamo ora al caso generale. Ammettiamo che
la densiti p sia finita e continua in Py, in cui ha
il valore ¢,. Racchiudiamo P, entro una porzione
di superficie ¢’ di ¢ talmente piccola che ivi si

abbia
Jo — ol <s

con ¢ piccolo a piacere. Poiché

d-:— d—};
V=1, an de + (F—Fo)ﬁdﬂ

possiamo serivere:
V='—'—‘ Ho U’+ W

esgsendo W analoga alla ¥, ma relativa alla den-
sita @ — py.

Dico che W & continua in P,. Sia infatti P un
punto diverso da P,; la W si pud spezzare in due:
una relativa a o', laltra a ¢ — ¢’ quest’ultima es-
sendo certamente continua in P,, bastera consi-
derare la prima parte; per la quale (vedi pag. 11)
si ha
aL

{W(P)|=j|u—po| g

| do<4npe;
questa essendo valida qualunque sia la posizione
del punto P, abbiamo

|W(P)—W(P)! <8=p-.
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Cid posto si ha:
C lm Va=y, (4 - &+ U) + W (P),
mVop=yg(—ow + Uy + W(F);

ciot: V col tendere del punto verso o tende a li-
miti determinati e finiti; di qui:

lim Vy —lim Vop=4my,;

n—=0 n=0
ciod : la funzione potenziale di doppio strato é di-
scontinua attraverso la superficie *.

Ferme restando le stesse ipotesi su ¢, ha pure
luogo il teorema, che ci limitiamo ad enunciare:
le derivate normali della funzione potenziale di
doppio strato hanno un limite determinato e finito
allorché si tende al pumto P, in una direzione
qualsiasi ¢ i limiti che si hanno avvicinandosi
dalle due parti di s sono eguali **.

Valendoci della continuitd di ¥ si pud esten-
dere il risultato del § 10; ciod si possono calco-
lare i due limiti delle derivate normali di una
funzione potenziale di strato semplice ¢, quando
col punto potenziato si tende ed un punto di ¢
movendosi sulla normale e dalle due parti di o,
nella sola ipotesi che la densita sia continua

* PoiNcArE: Théorie du pot. Newtonien. § 100. LAURI-
CELLA: Atti R. Acc. d. Torino, ; 36; 1900.

** LAURICELLA ; mem. cit. Per ricerche pil generali: Lia-
PoUNOFF: C. R., 125, p. 694 ; 1897. Jour. de Mathém. 4, p. 421 ;
1898,

*** LAURICELLA: mem. cit.; vedi anche una nota del pro-
fessor MORERA : Rend. Ist. Lomb. 20, p 543 ; 1887.
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Si notera ora che tutti gli integrali che figurano
nelle formule del Cap.,1.° hanno una delle tre
forme (2), (17), (20), e perd possono sempre in-
terpretarsi come funzioni potenziali ordinarie, di
strato semplice e di doppio strato.

§ 12. Identita di Gauss. Teorema di recipro-
citd. — Nei punti P', P’,... sono concentrate
le masse M''M",... Sia 7 la funzione potenziale:
sard

MV MII
f R T + /, + LA

dove B', R",... indicano le distanze del punto po-
tenziato da P', P",...

Consideriamo un secondo sistema di punti 2/,
2", ... nei quali sono concentrate le masse m’, m”,.. ;
sia v la loro funzione potenziale.

Diciamo V', V"', ... 1 valori che la funzione po-
tenzialedel primo sistema prende nei punti p', p",...
del secondo; e ',",... 1 valori che quella del
secondo prende nei punti P’, P",... del primo;
sicche:

M’ M" m' m"
A — _———
V = P/ —i PH y+ pl 1)' +plllJy + .
M M m' m'!
’ M ,,——- - LY
P' "+P" 7 Fea PP ‘_puPr/_*-'

ece. Moltlpllcando le eguaglianze a destra rispet-
tivamente per m', m'’, ecc. e sommandole per co-
lonne si ha

w T m P p =M M
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o, in forma pit concisa,
Im V=3 Mo (21)

in cui la sommatoria a primo membro & da esten-
dersi a tutti i punti del secondo sistoma e l'altra
a quelli del primo. .

La (21) esprime l'identita di Gauss. Vediamone
il significato meccanico.

Le masse del secondo sistema siano attratte da
quelle del primo colla legge di Newton. Siano
x, ¥, z le coordinate di un punto qualunque del
primo; 2',y',2" quelle di un punto del secondo;
considero 1’ azione totale del secondo sistema su
di un punto del primo, di componenti X, Y, Z
tali che:

12

a/i

r
X=MY—-—, ecc
7 0%

la sommatoria essendo estesa al secondo sistema.
Facciamo lo stesso per tutti i punti del primo si-
stema; & quindi:

M
S(Xda+ Ydy+Zdz)=d]§Tm-

Integriamo dalla posizione in cui il primo sistema
¢ a distanza infinita dall’altro, alla posizione at-
tuale: 'integrale del primo membro esprime

il lavoro compiuto dalle forze di atirazione del
secondo sul primo sistema nel passaggio dall’ in-
finito alla posizione attuale.
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§ 14. Teoremi sulla funzione . potenziale al-
Pesterno delle masse agenti.
1.° Se la funzione potenzmle ha un vaiore
costante in una certa regione (linearmente con-
nessa) che non racchiude masse, essa & costante in
tutto lo spazio libero da masse.

Sia S la regione linearmente connessa in cui V
¢ costante (positiva); supponiamo che nello spazio
vuoto esterno ad S la ¥ non si mantenga piu co-
stante ed eguale p. e. a C, ma varii: variera perd
~con continuitd; quindi si potra determinare uno
spazio S, contigno ad S in cui V assumera va-
lori tutti pilt grandi di C. Ora centro in un punto
di S potremo, con raggio conveniente, descrivere-
una sfera una parte della quale, di superficie ¢,
sia interna ad S e D'altra o, sia nello spazio S,.
Su o, & V = C, mentre su 5;, V> C dunque:

JVede>4na®C

la quale contradice la (21); perd la ¥V all’ esterno
di 8 e nello spazio vuoto non pud variare,

2.2 In un punto a distanza finita dalle masse
agenti il valore della funzione potenziale non puod
essere mé massimo, né minimo.

Sia in M,, se & possibile, la V masmma, in-
torno M, potremo tracciare una regione che non
racchiuda masse e in cui V abbia un valore piu
piccolo che in M,. Centro in M, tracciamo una
sfera di raggio @ e tutta contenuta in quella re-
gione; quindi:

4ra? Vo> S Vodo

la quale pure contradice la (21).
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3.0 Se si traccia una superficie ¢ che non rac-
chiuda masse, la funzione potenziale o & sempre
. costante all’interno o é sempre compresa tra il pii
grande ed il pite piccolo dei valori che essa prende
in superficie.

Infatti la ¥ essendo continua e finita nell’in-
terno di ¢ ammettera un limite superiore L ed uno
inferiore ! e dovra in qualche punto * assumere
il valore L ed /: ma tale punto non pud trovarsi
nello interno che ivi allora la ¥ ammetterebbe un
massimo o un minimo; dunque & vero ecc.

In conseguenza:

4.° Se la funzione potenziale ha lo stesso va-
Jore in tutti i punti di una superficie chiusa ¢ che
non racchiude masse, avra lo stesso valore in tutti
i punti interni.

In tal caso infatti I = [ = cost. Questo teorema
non & sostanzialmeute diverso da quello del § 8
del cap. 1.°; ma la dimostrazione precedente, nulla
supponendo sulla derivata al contorno, & pil ge-
nerale. :

Consideriamo ora una superficie ¢ che racchiuda
tutte le masse. Lo spazio vuoto esterno pud con-
siderarsi compreso tra ¢ e una sfera di raggio in-
finitamente grande sulla quale V ha il valor zero.
Dunque:

v 5.° Se o & una superficie ‘che racchiude tutte
le masse agenti i valori della funzione potenziale
ull’esterno di o sono compresi tra il piv grande ¢

* Vedi Vivanti: Corso di Calc. Infin. Messina, 1899
p. 951 e T2
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il pin piccolo dei tre numeri 0,1, L, dove | ed L
sono il valore piv piccolo e pit grande che V as-
sume su ©. )

In conseguenza:

6. Se V su o assume il valore zero, & sempre
zero all’esterno; se premnde un valor costante C, ¢
suoi valori all’esterno somo sempre compresi tra
0e C*

* I teoremi 1), 2) sono di Gauss; gli altri di NEUMANK
(libro citato).




CAPITOLO TERZO.

PRINCIPII DELLA MECCANICA DEI CORPI CONTINUI.

Diremo continuo un eorpo non rigido cioé de-
formabile: p. e. una massa liquida o gassosa; un
corpo elastico, ecc.

Sotto I'azione di forze agenti in superficie e su
ogni elemento di massa, tali corpi si deformano;
la distanza tra due punti varia di grandezza, ecc.
Considereremo sempre corpi continui a tre dimen-
sioni; né supporremo che una o due delle dimen-
sioni siano trascurabili di fronte alla terza; quindi
le lamine elastiche.di spessore infinitamente pic-
colo; le verghe, ecc. saranno escluse dalle nostre
considerazioni.

§ 1. Deformazione di una particella. — Vo-
gliamo anzitutto formarei un’idea della pit gene-
rale deformazione di un corpo continuo, prescin-
dendo dalle cause che haunno prodotto la defor-
mazione. Diciamo iniziale o natwrale lo stato del
ccorpo non deformato e in questo consideriamo
un punto M. Avvenuta la deformazione, M assu-
mera un’altra posizione M'; il segmento M M’
dicesi lo spostamento del punto M e le sue proie-

MagcorLongo. '



98 Cap. III. § 1. Deformaz. di una particella.
zioni su tre assi ortogonali x, y, z chiamansi com-
ponenti di spostamento. Le accenneremo costan-
temente con u, v, w e saranno funzioni delle coor-
dinate z, y, 2 di M. Se supponiamo che in quella
parte del corpo che si ccnsidera non avvengano
né rotture, né sovrapposizioni, le u, v, w saranno
ivi regolari; ammetteremo inoltre che esistano le
loro derlvate prime.

Consideriamo un intorno del punto M e in
questo un punto N di coordinate x= 4%, v+,
2z + §: siano cioé %, w, § le coordinate di N ri-
spetto alla terna -condotta per M parallelamente
agli assi coordinati. Dopo la deformazione, N verra
in N'; il luogo dei punti N' costituisce un nuovo
intorno del punto M', che diremo deformato del-
Uintorno di M. Diremo &', 9", §’ le coordinate re-
lative di N'. Quelle assolute.di M’ sono:

x =z +u(xr,y, 2); ecc.

Da quelle di M passiamo a quelle di N aumen-
.tando z, ¥, z di & 4, §. Dunque

e+ =x+E+tu@+iy+n2+7%));eacc.

ciod
vt {ZReeltn L)y
_1_(%3‘5+ ..)2—}-...'

Potremo sempre immaginare un intorno del
punto M, tale che in esso i termini a partire
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dalla seconda parentesn siano trascurabili di fronte
al primi. A seconda poi della natura fisica del
corpo le dimensioni di questo intorno potranno es-
sere finite o infinitesime. Quindi

in cui le u,... e le loro derivate si riferiscono al
punto M fisso dell’intorno.

Dunque le coordinate relative di N' sono fun-
zioni lineari delle coordinate di N'.

In queste formule & contenuta la legge della
deformazione dell’intorno di M; risulta subito che,
potendosi in generale esprimere dalle (1) le &, #, ¢
linearmente per le &', #/, ¥,
nella deformazzone i piani si trasformano in piani
e le rette in rette.

- Poichd a valori infinitamente grandi di §,. .. cor-
rispondono pure valori infinitamente grandi di
¥, ..., si ha pure:
piani e rette parallele si mantengono parallele.
Potremo quindi avere un’idea ben netta della
- deformazione dell’intorno di M, se conosceremo in
qual modo si deformera un parallelepipedo col

vertice in M e cogli spigoli lungo gli assi; il quale- .
si manterra, dopo la deformazione, ancora paral-- - . -
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lelepipedo senza esser piu, in generale, rettangolo.
Basterd dunque saper assegnare la posizione del
punto M’, la orientazione e la lunghezza dei nuovi
spigoli. La posizione del nuovo parallelepipedo
nello spazio dipende da un trasporto di corpo ri-
gido. In quanto alle nuove lunghezze bastera co-
noscere di quanto ciascuno spigolo si & allungato
o accorciato rispetto alla lunghezza primitiva. Cioé
per uno spigolo M A converrd conoscere il rap-
porto M A'— MA: M A.

Esso & positivo o negativo secondo che si tratta
di un allungamento o accorciamento e dicesi
coefficiente di dilatazione lineare nella direzione
MA.

Dovremo dunque conoscere i tre coefficienti di
dilatazione lineare nelle tre direzioni degli spi-
goli MA, MB, MC.

Per conoscere infine le orientazioni mutue degli
spigoli del nuovo parallelepipedo, basterd cono-
scere di quanto l'angolo B’ M' C' differirda da un
angolo retto; la differenza tra questi due angoli
dicesi lo scorrimento mutuo delle due direzioni
M B, M C; dunque dovremo conoscere gli scorri-
menti mutui delle tre direzioni M 4, M B, MC
due a due. Vediamo ora come questi eletnenti, che
in sostanza definiscono la deformazione della par-
ticella o intorno del punto M, dipendano dalle com-
ponenti di spostamento, coordinate del punto, ecc.

Le formule

&, =2+ u, y1=y+v, 2y =2z + 1w,

L iriferiscono lo spazio x;, ¥y, 2, allo spazio z, ¥, 2
.-punto per punto. L’elemento del primo spazio ¢



Cap. 1II. § 1. Deformaz. di una particella. 101

definito da .
dsiedr®4...=Ad2*+...+2Ddydz+...
Se

A=B=C=1, D=E=F=0,
sard
dst=ds

La deformazione & quindi connessa con le sei
funzioni

A4-1 ou  1fpfou\ [(00) 3w2]

===+ ==+ =) H— )
Ty Tt [(ax) (89: oz oo

ow , 0v
=2—_4 2=

0y 0z
Quou  0v9v 9_2‘16_'0) ecc
dyoz 0dyoz 0dyoz)

Se esse infatti sono nulle in tutto il corpo, si
pud dimostrare che la trasformazione corrisponde
ad un moto di corpo rigido accompagnato, se oc-
corre, con una trasformazione per simmetria. Se
sono costanti, le x,, ¥, 2, sono funzioni lineari in-
tere di z, y, 2,.6 la deformazione dicesi omogenea.
Ma i limiti impostici non ¢i permettono di ulte-
riormente sviluppare questa teoria; dobbiamo

quindi limitarci a considerare un caso speciale,
particolarmente interessante nelle applicazioni *.

n=D +

+

* Tale teoria risale a CaucHY: Anc. Exer. 1827 Qeuvres.,
1, (2) p. 82; che ha appunto definito le ,,... 7,,... Essa ¢&
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§ 2. Deformazione infinitesima. — Supponiamo
le u, v, w e le loro derivate prime assai piccole.
Non solo quindi M’ sard assai prossimo ad M,
ma ogni altro punto del suo intorno sarad molto
vicino al suo corrispondente ; la deformazione cioé
¢ infinitamente piccola.

Ponendo

E'=E—!—SE, 7]':'/;—*—81], Z’=C+3C,

risultera
. du, - ou 0u \
$i= g A —
S u+ax,+ayn+ 72
3n=v+6—05+a—vn+—a—v #))
z 0y 0z
0w ow ow

G "oy Taz
I facilissimo dimostrare che due deformazioni
infinitesime sono invertibili.
§ 3. Coefficiente di dilatazione di una retta;
scorrimento mutuo di due rette. Componenti di
deformazione. — Per M traccio un raggio ad ar-

stata sviluppata dal SAINT-VENANT e sopratutto da Lord
KeLviN: Treatise on Natural Philosophy. Part. 18, Kinematics
1896.

Vedi in proposito: Lovk: A treatise on the Mathematical
Theory of Elasticity. Cambridge, 1892: 1; Cap. 1°; la bella
monografia di E. et F. CosseraT : Sur la théorie de U'élasti-
cité. Annales d. la Fac. d. Sc. d. Toulouse, 10; 1897; ed una
mia nota: Les comp. de déformation d’un miliew continu.
Jorn. de Sciencias Mathematicas, 13; 1899.




Cap. 1I1. § 3. Coefficiente di dilataz., ecc. 103

bitrio, di coseni «, B, v. Dopo la deformazione esso
si trasformerd in un altro raggio uscente da M’';
siano « 32,8+ 88, y+ 3y i suol coseni. Sul
primo considero un punto N infinitamente pros-
simo ad M; sia N’ il suo corrispondente sul se-
condo ed ¢ il coefficiente di dilatazione: di guisa che
M'N'=MN(1 +¢),
ed inoltre
i=aMN, :+8i-u=(x+3a) M'N',

SN L LI L
E+30) (49 —atimat b+ 2o

Trascurando a primo membro il prodotto 3,
essendo ¢ dell’ ordine delle derivate di %,..., si ha

bam—cat Pap DMy 08,
g 00, 0V OO

=t St gl )

o

oz " |

14

‘ ow ow
8Y=—E{+'8;°‘+"a—yf'+

Tracciamo per M un altro raggio di coseni o',8, y',
che formi col primo un angolo 0: a questo, nella
deformazione, verrd a corrispondere un altro raggio
uscente da M’, che forma coll’altro un angolo 8 —:;
sia ¢’ il coefficiente di dilatazione lineare relativo
a questa nuova direzione. Come per le (3) avremo

cu ,

cu X
e v, ece. (4)

3ol e —dla b o
X cyY Cz
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Ora v
cosO=caa’+BB + vy
cos(@—t)=(x+3a) (' +3a)+...

Trascurando nel secondo membro di questa i

prodotti 3= 3a', ece., ponendo cost=1, sent=1

si ha '
tgen f=—ada’ -+ 'S 4 ,..

Moltiplichiamo quindi le (8) per o, 8 v, 1o (4)
per «, B y e poi sommiamo ; otterremo

tsenf=-(e+-<)cos 04-2(az2'+-bB8F + cw')-l—% o)
+FBY + 8N+ g + 7))+ h (2 +'B); )
dove si sono fatte le posizioni fondamentali

_ou o, _dv 0w
T oz’ oy’ P

(6)
ow , gv du  ow Bv ou

f= oy HPP LA P P b=t 0y’
e questi valori si riferiscono al punto M. Queste
sei combinazioni delle .nove derivate delle compo-
nenti di, spostamento sono della massima impor-
tanza: esse diconsi (ne vedremo la ragione) com-
ponenti di deformazione nel punto M.
Consideriamo due casi notevoli della (5): sup-
poniamo dapprima coincidenti le direzioni «. §, y
ed «/, 8, ¥'; quindi =0, e =<' e perd

e=ax?+ BT cy? + By + grathal; (7)

il coefficiente di dilatazione lineare di un elemento
uscente da M é una funzione lineare ed omogenea
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delle sei componenti di deformazione relative ad M
- ed una funzione quadratica ed omogenea dei co-
seni direttori dell’ elemento.

Supponiamo in secondo luogo ¢ = 90° ciod orto-
gonali i due elementi: ¢ esprime lo scorrimento
mutuo dei due elementi ed & dato da

v=2(axe'+ b 4 cyy) + FBY +5'Y)+

+9(Y°"+Y'°l)+k(“ﬂ'+°"l3)= ' (8)
3 ' ¢ 3 ' ,8- 108, ,85

lo scorrimento mutuo di due rette ortogonali é una
funzione lineare delle sei componenti di deforma-
zione e bilineare dei coseni direttor: dei due ele-
menti *.

Dunque la conoscenza delle sei componenti di
deformazione relative ad M fard assegnare il coef-
ficiente di dilatazione lineare di qualsivoglia ele-
mento e lo scorrimento mutuo di rette ortogonali
uscenti da M; sapremo quindi assegnare la de-
formazione di un elemento parallelepipedo e quindi
ancora la deformazione dell’intorno di M. Cid
giustifica il nome di componenti di deformazione
dato alle sei grandezze a, b, c... h. Il seguente
teorema ne chiarira meglio il significato.

Se per qualsivoglia punto di un corpo continuo
sono nulle le componenti di deformazione, il corpo
& rigido.

* Questo metodo cosl diretto ed elegante per ottenere al
tempo stesso ¢ e ¢ & dovato al prof. Cesiro, Introduzione
alla teoria matematica dell’elasticita. Torino, 1894, pag.6-8.



106 Cap. III. § 3. Coefficiente di dilataz., ecc.

Supponiamo infatti che per qualunque valore
di 2, y, 2, in un certo campo S, si abbia

~ ') [a)
{l&: b i—v=07 2‘19:0’
ox ¢y cz . ©)
dw, dv__, du  bw_, é:v+@_u=05
oy 0z ‘0z ox oz oy
Derivando le tre ultime rispetto x, y, 2, si ha:
3210 820 _ azu . 5214 _
0% 0y fzix 020y oxdy .
oo ot

dzixr  0Yoe i
quindi si conclude che :
u
€y 0z

=0, ecc.

ma dalla prima delle (9) risulta

ot u otu
g :01 —r( ~ =01
(x0Y cxcz

cio® tutte le derivate miste di # sono nulle. Deri-
vando la seconda delle (9) rispetto z, la sesta ri-
spetto ¥, si trae

2

u

— =0, ecc.
cy

e cosi si prova che sono nulle tutte le derivate
seconde, terze,... di u, v, w.

o
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Dunque sara
u=uytar+by +cz,o=vot+a x,t b'y+cz
w=uwo+a'z+d"y+c" 2,

una forma possibile per la soluzione del sistema (9).
Sostituendo in questo, si ha:

a=b'=c"=0,
"+c¢' =0, ¢+a"=0, a' +b=0.
Posto quindi

'=—b=y,

b":‘—'c':p., C="“a"=q, a
(p, q, r costanti in tutto S) risulta

u=wuy+qgz-ry, v=0+rx —p2

w=wy+pY - qgx,

le quali spettano precisamente allo spostamento
di un corpo rigido.
Dunque I'annullarsi delle a, 5, . .. &, porta con sé
la mancanza di una vera e propria deformazione.
8i pud ora dimostrare pure che:
due deformazioni aventi le stesse componenti non
differiscono che per un moto di corpo rigido.
Dette infatti «', o', «'; w”, ¢", "' le compo-
nenti di spostamento della prima e della seconda,
si ha

a=_——=,- -} ecc,
z
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e se quindi poniamo v = u' — u", ece. si vede su-
bito che le u soddisfanno al sistema (9): onde &
vero ecc.

finalmente assai facile determinare il signi-
ficato delle componenti di deformazione. Consi-
deriamo infatti un elemento parallelo all’asse z;
sia ez il coefficiente di dilatazione: dalla (7), es-
sendo in tal caso x=1, p =1y =0, risulta

ex==a; 0 cosl gy=20, ¢z =c;

a, b, ¢ sono i coefficienti di dilatazione lineare di
elementi paralleli agli assi coordinati. «

Sia tyz lo scorrimento mutuo delle rette con-
dotte per M parallelamente ad y e z; la (8), es-

sendoa=y=0,f=1; o/’ =p'=0, y'=1, cida

tye =[5 @ CO8l tex = g, tay=h;

fs 9, h, sono gli scorrimenti mutui di rette paral-
lele aylc assi.

Queste componenti dunque dlpendonoe dal punto -

e dalla orientazione degli assi.

§ 4. Analisi della deformazione. — Poniamo
gp_dw_0v o, 04 0w
Py T 922" 52 e
(10)
9,00 _0u
ox 0y

Colle (10) e le (6) potremo esprimere le nove
derivate delle componenti di spostamento me-
diante le a, b,... k, p, ¢, r. Infatti si ha subito

ow __ odu_ 1 ou _

a, —=—-h

— — 1 + q, ece.
ax—"iay 2 r’a 29 qr

{
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Sostituendo questi valori nelle :2) e ponendo
2@ (G, 0,0 =at2+4bn2+cQZefnlegliehin, (11)
si ha
o

D

di=u+ql—ra+

D
S e

-
\

\ (12)

sn=v+r;—pl+ =
: Pt
c®
a C ' /‘
Analizziamo queste formule. Potremo decom-
porre le componenti suddette dello spostamento

di un punto dell’intorno di M, in altri due sposta-
menti di componenti rispettive

Si=w+pr—qi+

S%i=u+ qf—rn; ecc.

o®
3 §=-—;ecc.

»

Il primo spostamento é quello dovuto ad un
moto di corpo rigido; u, v, w rappresentano le
componenti della traslazione; p, ¢, » quelle della
rotazione della particella supposta rigida; la quale
durante tale spostamento muta la sua orientazione
senza deformarsi.

Le componenti del secondo spostamento sono le
derivate parziali della funzione ®; si dice che
questo spostamento ammette un potenziale,
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Consideriamo le quadriche, che diremo di de-
formazione,

2 @ = cost.

e tra queste quella passante per N, il quale per
effetto dello spostamento 3, si portera in N,; la
N N, & normale alla quadrica. Questo secondo
spostamento corrisponde adunque effettivamente
ad una vera deformazione dell’elemento. Ad essa
non corrisponde pill né traslazione, né rotazione.
Infatti il punto M (centro della quadrica) nella
deformazione 3, resta fisso e, come si vede su-
bito, & il solo che resti fisso; perd il secondo
spostamento corrisponde al vero moto intestino
della particella, e la deformazione, priva di ro-
tazione e traslazione, dicesi pura.

Le quadriche considerate hanno il centro in
M; lo spostamento dei punti che stanno sugli assi,
dovendo avvenire normnalmente alla quadrica, av-
verra lungo gli assi stessi; cioé:
esiste una terna di rette ortogonali che restano
ortogonali dopo la deformazione, cioé @ cui scor-
rimenti mutui sono nulli.

Queste si dicono rette principali della deforma-
zione relative ad M.

Assumiamole come assi coordinati; allora

2(D=aoaz+b0712+00c2
e quindi
8 &

$=api, ¥ n=byn, 8 8=co%;

un punto qualunque si sposta parellamente agli
assi di quantitd proporzionali alle sue coordinate:
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precisamente si pud dire che subisce una esten-
sione semplice secondo x misurata da a,, ecc.

La deformazione pura consta adunque di tre
estensioni semplici parallelamente a tre rette or-
togonali.

Riepilogando dunque:
la deformazione infinitesima pit generale di una
particella consta di un moto di corpo rigido ¢ di
tre estensioni semplici secondo tre rette ortogonali.

Le tre grandezze ay, by, ¢, diconsi dilatazioni
principali.

Se sono tutte e tre dello stesso segno, la qua-
drica ® & un ellissoide i cui diametri subiranno
tutti una dilatazione o una contrazione.

La quadrica pud anche essere un iperboloide ad
una o a due falde: per deciderlo consideriamone
il cono assintotico definito da

a2+ +clB+fal+9li+Nnia=0.

Per la (7) si vede che gli elementi diretti se-
condo le generatrici di questo cono hanno ¢ ==0;"
abbiamo cio& il cono delle dilatazioni nulle. Se &
immaginario, la quadrica ® & un ellissoide; se &
reale, esso divide lo spazio in due regioni in una
delle quali gli elementi saranno dilatati e nell’al-
tra contratti. In una regione la quadrica ® & un
iperboloide a una e nell’altra regione & un iper-
boloide a due falde. ‘

Le quadriche di deformazione sono simili e si-
milmente poste alle quadriche di dilatazione, che
si ottengono riportando sui vari elementi uscenti

da M segmenti eguali a \ £
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Consideriamo una sfera ¢ ed un ellissoide e, che
nella deformazione si mutino rispettivamente in
un ellissoide ¢, ed in una sfera o,.

Qi assi di e, per note proprieta della trasfor ma-
zione omografica, si trasformano negli assi di e,
cid che costituisce un’elegante proprietd delle rette
principali.

Se la deformazione & pura, questi assi sono gli
assi delle quadriche di deformazione; se no, il mpto
rigido definito da u, v, w, p, ¢, » portera la terna

_di e sopra quella di e, .

Assumendo per assi coordinati le rette princi-
pali, i semi-assi della quadrica di dilatazione sono
V= aq, ece.; quelli di e sono 1: ap+ 1, ecc.; o
quelli di ¢, sono @, + 1, ecc. *.

§ 5. Ricerca delle dilatazioni principali. Inva-
rianti di deformazione. — Per un punto posto su
uno degli assi della quaduca ® alla distanza 1
da M, deve aversi

e
Jve

8, 5=: dn—=en, {=cl,

bl

¢ essendo il coefficiente di dilatazione lineare re-
lativo a quell’asse; dunque sussisteranno le tre se-

* La quadrica delle dilatazioni; la considerazione delle
rotte principali & dovuta a Cauchy, 1. ¢. in nota del § 1-
La considerazione dell’elliseoide ¢, specialmente importante
nel caso della deformazione omogenea finita, & dovuta a
Lord Kelvin 1. ¢. Il teorema gencrale sulla decomposizione
_della deformazione & in sostanza dovuto a HELMHOLTZ nella
memoria classica sull’ idrodinamica: Crelle’s Journal, §5;
1858 ¢ Wissen. Abhand., 1, p. 106, 136 e seg.
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guenti equazioni lineari ed omogenee

(a—n)s+1—hnT;— 1=0
—hE—k(b—‘)n+lft=0 L (19)
1

!

59;+-2—fn+(c--s)t=0; J

»

e non potendo le 3§, 7, § essere contemporanea-
mente nulle, sara

a—ce é—h %g

1 1

gh b=+ f |=0 (14)
11

g9 gf ¢

Abbiamo cio¢ una equazione di 3° grado in ¢, le
cui radici sono tutte e tre reali e danno i valori
delle dilatazioni principali ay, by, ¢. Sostituendo
nelle (13) al posto di ¢ successivamente a,, b,, ¢,
troveremo i rapporti &: n: ¢, e quindi i coseni diret-
tori degli assi.

La (14) si pud sviluppare agevolmente e con
note regole; ché i coefficienti delle varie potenze
di  sono le somme dei minori principali di primo,
secondo e terzo ordine del determinante (14) in cui
si & fatto ¢ =0.

MagcoLongo. 8
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Abbiamo poi le note relazioni

ay+bp+teco=a+b+ec )
. . 1 :
boco+ coap+aghy= 3 (be — Zfz) L (15)
1 1 .
g by ey =abc+zfgh—‘—£ Yars )

I secondi membri di queste eguaglianze non di-
pendono adunque dalla orientazione degli assi coor-
dinati. Essi dicousi invarianti fondamentali di de-
formazione e, rispettivamente, invariante lineare,
quadratico e cubico.

L’invariante lineare ha una semplice ed impor-
tante interpretazione. Consideriamo infatti un pa-
rallelepipedo di spigoli m, n, p situati lungo le
rette principali e sia V' =mn p il suo volume.

Dopo la deformazione il parallelep. sard ancora
rettangolo; ma lo spigolo m sard diventato m (1 + a,);
ecc... quindi il volume 7V si sard trasformato in
un altro .

Vi=mnp(l+ ap) (1 4+ b,) (1 + ca).

Dieciamo coefficiente di dilatazione cubica il rap-
porto tra ’accrescimento di volume e il volume
primitivo e accenniamolo con ©; sard

V-V
V

e quindi, nei soliti limiti di approssimazione,

0 = =(1+ao)(1+bo)(1+co)"1

@’-'*'a0+bo+(,'0=a t b+0,
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cioe:

3u av aw_ (16)

Uinvariante lineare di deformazione, cioé la somma
det coefficienti di dilatazione lineare secondo tre
rette ortogonali, esprime il coefficiente di dilatazione
cubica nell’ intorno del punto M.

Si pud mostrare che qualsiasi invariante di de-
formazione & una funzione degli invarianti fonda-
mentali e in partieolare qualsiasi invariante razio-
nale ed intero delle sei componenti di deforma-
zione deve essere una funzione razionale intera dei
. tre fondamentali.

Se il sistema ruota intorno ad un asse, p. e. z,
¢ & un invariante e quindi anche @ + b; di guisa

che:
cl@+?d), (@+d)p

sono tre invariant: quadratici di rotazione.
L’invariante quadratico e cubico potendo scri-
versi

cla+h) +ab—3 (" +gt+H)
' _Llae) b Ll 1,
¢(ab 4h)+4fgh Tof = gbo%

dal secondo si conclude che ab — }Ih? éuninva-

riante e dal primo, che lo & pure /2 + g2 Abbiamo
dunque altri due invarianti

1
ab— 1, [+,
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ed in tutto cinque (e solo cinque) invarianti qua-
dratici di rotazione. E anche invariante

@+b)—4(abd - %k’):(a —B R

Un altro invariante, non di deformazione, &, pcl
suo stesso significato,

w? =p2+ q2 + ,’.2;

esso chiamasi un' polinomio isotropo di 2.° grado,
cioé un polinomio di 2.° grado rispetto alle nove
"derivate di u, v, ©, che non cambia per un cam-
biamento d’assi.

Naturalmente anche

(@+3+0p, Z(bc——%lﬂ)

sono polinomi isotropi di 2.° grado, come pure
qualunque loro combinazione. Due tra queste sono
notevoli; combinando infatti I’ invariante quadra-
tico ed w? si trova il polinomio isotropo

3 (M 0v_0ow 9_”)
0z 0y 0Yoz

e combinando questo con w?e col quadrato dell’in-
variante lineare si trova l'altro polinomio isotropo

du, (Dup, (28, (Do)
(835)+(3y)+(6z)+(8x)+'”'

b

’

* BerntraMI: Note fisico-matematiche, Rend. Circ. Mat. Pa~
lermo, 3; 1889. SomiGLIANA: Sul potenziale elastico. Ann.
d. Matem. 7; 1902.
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Si puo inoltre dimostrare che non esistono altri
polinomi isotropi di 2.° grado linearmente indi-
pendenti dai primi tre. *

§ 6. Relazioni fra le componenti di deformazione.
— Date ad arbitrio sei funzionia, b,...7% di z, ¥, 2,
possono queste assumersi come componenti di de-
formazione di un corpo continuo ?

In generale no; perché tra le componenti deb-
bono sussistere delle relazioni. Infatti a quelle deve
corrispondere uno spostamento possibile; devono
cioé esistere le u, v, w. Ora:

du———@-ydx—!-...:
oz :

=adx+(—;—h—r)dy+(%g + q)dz

e perché il secondo membro sia un differenziale
esatto, ciodé affinché esista la u, & necessario e
basta che

* PoiNcARE: Legons sur la Th. d. Pélasticité. Paris, 1892,
pag. 20.
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si possono scrivere cosi:

dx ¢y 02 ox "¢z o
or da oh
2 -2 —+—:
ox ¢y oz’
insieme colle quali varranno pure le
op_ of 404_0h_af.

P az 9y’ "oy oz oz’

2§1=291’—a—h; 2—Q£=2?—c af, ecc.
oy ox 0y 02 0y 02

le quali assicurano I’ esistenza di v e w. Ma le

derivate di p ci danno il mezzo di conoscere dp

e per la esistenza di p & necessario e basta siano

soddisfatte le

0 cb ¢f ¢ (qoc _of
az( 2dz 8y) 8y(2 Y 02
?.( Q_ﬂ — 0 (_3_2 9_’)
ox\ Cy 3 T oz\oy c=2
_?’(09 or o 9
oy \cy az 0 B
Riducendo:
?b o Of
022 3y 0y 02’
g P (af Qg__gk)
(roy “o2\0z o9y ozl

g 0%b. ji(_f 09 )
ozox ody\dcx 0Y dz :
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Con permutazioni circolari da queste ne otter-
remo altre sei che, come subito si vede, non sono
tutte distinte; sicché le relazioni cui si giunge sono,
in definitiva,

b o*c _ *f  0%c | a_ o'y

32 ot dyoe oa | 280 pzow

e  0*b _ 9*h )
]

Er R away
9 *a __ 0 (ok )
dyoz oxz\dz 34 oz

b _ of 09
23z8w 8y(8x+”'z ay)
0%c i of Qit) |
28968!/ dz(8y+i)x 0z) /

Queste relazioni, dovute al Saint-Venant *, seno
necessarie e sufficienti per l’esistenz% delle u, v, w.
§ 7. Formule di trasformazione. — Dalla terna
ontogonale z, Y, 2 si passi all’altra, _pure ortogo-
nale z', y' 2, fissata rispetto alla prima dai nove

D
)

(17

bl

* La dimostrazione qui riportata & del BELTRAMI; nota in
fine alla mem. Sull’interp. mece. d. form.d. Maxwell. Mem.
Acc., Bologna, 7; 1886. Vedi pure le citate Note fisico-mat.
e Comp. Rend., 108, p. 502, 1889; ¢ la citata monogr. dei
signori COSSERAT, p. 85-36,

Sulle varie decomposizioni di cui sono suscettibili le «, v, w,
e sulle quali non abbiamo creduto dover insistere, non occor-
rendo al nostro scopo, vedi CesiAro: L ¢., Cap. x, p. 88.
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coseni :

cos (z x') =1, cos(y ') =B;, cos (z2')=r,, ecec.

Diciamo a’, 4',... I’ le componenti di deforma-
zione relative alla seconda. terna ; vogliamo espri-
merle mediante le a, ... k e i nove coseni di-
rettori.

Poiché :

,_ 0w oW 9w B
=27 0z oy Pt

2 il
= (Ga+ 220+ 20 )t

‘risulta:
ad=ela+ B +1ic+Bnf+nug+ebih
e cosi per &' e ¢. Inoltre:

. 4
fl=2x3%5a 4284 B3b+ 21575 ¢+ (2,854 o5 Bo)f + ...

ece.

Scambiando tra loro le due terne Sl esprime-
rebbero agevolmente le @, b... k per le @'... #'. Di-
ciamo yrs gli elementl del determmante formato
coi coefficienti delle a, ... h. Il determinante, che-
diremo T, gode di due notevoli proprietd che
vogliamo notare. Moltiplicando la 4%, 5%, 62 co-
lonna per {2 e dividendo al tempo stesso la 42,

5%, 6* linea per Ve , ' non si altera e le sue linee



Cap. III. §7. Formule di trasformazione. 121

hanno per elementi

«o?, B2, 12, V§ Bives \/TZ Y1 %, VE‘H By, ecc....

V2a, 0, V_éas-es, V2vs1s, #Bs+ %8s, ece...

Ma allora & chiaro che:
il quadrato di ciascuna linea é eguale ad uno.
Infatti

o+ 8+ 1t 28,07 + 2y, P + 20 % P =
=G+ B 4 1 =1
2 %2 g £ 2 B3% Be® + 2 757 14? + (%9 By + %3 B))2 + ...
= (% + B° + 1Y) (“'32 + Bg? 4 152) +
F (225 + BoBs + 15 15)°=1;

cosi facilmente si prova che:
il prodotto di due linee & eguale a zero.
Il determinante ¢ dunque ortogonale; quindi

MN=1,

Inoltre T «,2, per note propriets dei determi-
nanti ortogonali, ¢ eguale all’elemento aggiunto
di «,*; cioé ad un determinante le cui linee sono

%, 1.8, \/5?1 T ‘/_éYl LS v§“1 By, ecec....
'V§ﬁ2 B3, V_Q Ye Y35 %g Bs -+ x5 85, €c0. . 0.

e se moltiplichiamo 3%, 4%, 5° colonna e dividiamo
3%, 4,5 linea per V2, risulta: .

Iy =Ty,
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essendo Iy, 1’elemento aggiunto di y;; in ['; lo
stesso dicasi naturalmente per ogni altro elemento.
Dunque :
il determinante U gode delle due proprieta fonda-
mentali dei determinanti ortogonali *.

§ 8. Pressioni interne in un corpo continuo. —
Un corpo continuo soggetto a forze che sollecitano
ogni elemento di massa e a forze distribuite in
superficie (pressioni, trazioni continue o no) sia in
equilibrio. Nel suo interno si svilupperanno altre
forze che reagiranno a quelle tendenti a defor-
mare il corpo. Queste nuove forze diconsi pressioni
interne. Cerchiamo anzitutto, sempre prescindendo
dalla speciale natura fisica del corpo, di assegnare
qualche loro carattere generale. Ci fonderemo co-
stantemente su di un postulato.

Supponiamo tagliato il corpo, dopo che & stato
deformato ed equilibrato, con una superficie qua-
lunque, p. es. un piano, in due parti A e B e che
sia rimossa una delle due parti.

Ammetteremo che Pequilibrio possa essere rista-
bilito, distribuendo sul piano di separazione delle
forze univocamente determinate punto per punito.

Sia M un punto della superficie di separazione
ds un elemento d’area di questa intorno ad M.
La forza da applicare in M, univocamente deter-
minata, & dello stesso ordine dell’area do e di-
pendera dalla posizione dell’elemento e dalla sua
orientazione. La orientazione saria definita dalla

* Yowar, Allg. Formeln f. die Bestimmung u. s. w. Wie-
demann’s Ann., 16, 1882, p. 273; 898,
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normale 7 all’ elemento, assunta come direzione
positiva quella diretta verso l'interno della parte
del corpo che si considera.

Accenneremo con Fi do tale forza, volendo con
¢id indicare che essa & dello stesso ordine dell’e-
lemento la cui normale & n; e cosi accenneremo con

Xn do', I’n d", Zn dc

le componenti di questa forza.

La F, si chiama pressione interna nel punto M
sull’elemento do ele Xn, Yu, Zn, una qualunque
delle quali accenneremo con U, diconsi compo-
nenti ortogonali di pressione.

La componente normale di F» cioé la compo-
nente secondo la normale n, sard accennata con
N, e secondo che essa & positiva, negativa o nulla
si dice che I'elemento d ¢ & soggetto ad una pres-
sione, trazione o ad una forza tangenziale. Si am-
mette poi, come un dato fisico, che queste pres-
sioni varino con continuitd, generalmente, nell’in-
terno del corpo.

Ha luogo il seguente teorema.

Le pressioni interne in un corpo continuo sod-
disfano alla legge dell’'azione eguale e contraria
alla reazione..

Cio& la forza da applicare a do quando & tolta
la parte A4, & eguale e contraria a quella che oc-
corre applicare sopra lo stesso elemento quando
invece si toglie B, conservando 4.

Infatti isoliamo nel corpo un cilindro di cui
siano o, s’ le basi; ¢'’ la superficie laterale; n, n’' n'’
le rispettive normali volte verso l’interno del ci-
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lindro. L’equilibrio sara ristabilito se distribuiremo
in ogni punto di ¢, ¢’, ¢” delle forze Fy , Fy, Fy.

Sotto I'azione di queste forze distribuite in su-
perficie o delle forze di massa, il cilindro, come
il ecorpo, & in equilibrio e questo, a fortiori, sussi-
stera ancora supponendo il cilindro irrigidito. Sia
U una qualunque delle forze di massa (riferita al-
I’ unitd di massa); d v un elemento di volurme e
p la densitd. Esprimendo dunque che & nulla la
somma delle componenti di tutte le forze secondo
uno qualunque degli assi, sara

fUndc‘*’f Uu’dc"'*"f Un”d"”“*’fPUd":O-

Ma o & lo stesso di ¢'; passando quindi al li-
mite facendo avvicinare indefinitamente ¢ e ¢’ ¢
notando che i due ultimi integrali tendono a zero
si ha

I(Un + m;’) d“=0;

questa deve aver luogo qualunque sia ¢; onde deve
essere

Un + Un’ =0
e poiché n' = — n possiamo dire che:
Fn+F—n=O. (18)

§-9. Componenti speciali di pressione. Teorema
fondamentale di Cauchy. — Nel punto M conside-
riamo un elemento d o parallelo al piano ¥ 2. Le
componenti della pressione di questo elemento
piano la cui normale & I'asse x positivo si indi-
cheranno con

Xz, Yo, Zo.
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Parimenti accenneremo con
Xy, Yy, 2,

le componenti della pressione su di un elemento
doy parallelo al piano 2z e la cui normale & I'asse
Y positivo e finalmente con

Xe, Yo, Z:

quelle della pressione su di un elemento do. pa-
rellelo al piano xy la cui normale & 'asse z po-
sitivo. Lie nove grandezze cosl definite, evidente-
mente funzioni delle sole coordinate del punto M,
diconsi le componenti speciali di pressione relative
alla terna uscente da M.

Le componenti di pressione relative ad un altro
elemento qualunque passante per M dipendono,
in generale, e dalla posizione del punto e dai co-
seni direttori dell’elemento; ma mentre non si sa
assegnare la legge della loro dipendenza da z, y, 2,
si pud invece assegnare il modo con cui dipen-
dono dai coseni direttori.

Infatti ha luogo il seguente teorema generale
di Cauchy:
le componenti di pressione su di un elemento piano
di un corpo continuo in equilibrio sono funzioni
lineari ed omogenee dei coseni direttori della nor-
male all’elemento e delle componenti speciali di pres-
sione.

Si tagli il triedro che in M formano le paral-
lele agli assi con un piano qualunque e siano A4,
B, C i punti d’incontro coi tre assi z, ¥, 2; iso-

@
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liamo dal corpo questo tetraedro, distribuendo, su
tutte le sue facce, forze opportune onde ristabilire
Pequilibrio. Su 4 B C assumo un elemento d’area
dd’, la cui normale volta verso l'interno del te-
traedro sia n e sia U's una delle relative compo-
nenti di pressione; proiettiamo ds' in doz. sul
plano ¥ z; una qualunque delle componenti di
pressione relativa a dox sard accennata con U’z
se A cade sulle z positive oppure con U’'—z [eguale
ad — U’z in virta della (18)] nel caso contrario.
Nel primo caso I’angolo (7, x) essendo ottuso
si ha

doz=—d o cos (n,x);
nel secondo & acuto e quindi
d ez =d o' cos (n, z).

In ambo i casi il prodotto delle componenti U’
per 'elemento d’area & espresso da

— U'zcos(n,z)d o',

Lo stesso dicasi per le altre due facce; tenendo
poscia conto delle forze di massa, una delle con-
dizioni dell’ equilibrio del tetraedro, supposto ri-
gido, &

SeUds+ f{U'w — U'zcosn,x) — ... ds"=0.

Accenniamo con U i valori delle U’ relativi ad
elementi contigui al punto M ed orientati rispet-
tivamente come il piano A B C e i piani coordi-
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nati; e si ponga in generale
U’n= Un + 3 Un.

-Le U che si riferiscono al punto M ﬁsso s0ono
indipendenti dalla integrazione relativa a ¢’; ab-
biamo dunque

[Un —Us cos(n,2)— Uy cos(n,y)— Uz cos(n,2)]s'+

+ f18Un—38 Uzcos(n,z) —..}ds" + fo Udr=0.
Dividiamo per ¢’ e notiamo che il volume © del

tetraedro & espresso (% essendo Paltezza) da 3 ha';

facciamo poi avvicinare indefinitamente il piano
A BC al punto M mantenendolo parallelo a sé
stesso; ¢’ e = tendono a zero insieme con k. I1 terzo
termine dell’ equazione precedente, diviso per o,

¢ il prodotto dllh per prd‘r T

Il quoziente dell’mtegrale pﬁr T, esprlmendo il
valor medio di p U nel volume t, & finito e col
tendere di % a zero il prodotto precedente tende
a zero.

Lo stesso ha luogo pel secondo termine, a causa
della continuita delle pressioni: dunque al limite
otteniamo

Un= U cos (n, x)+ Uy cos (n, y) + Us cos (n,2), (19)
che esprime appunto il teorema di Cauchy.
Se, per compendio, diciamo «, 8, y i coseni di-

rettori della normale all’elemento piano passante
per M e diretta come si & convenuto, la 19) equi-
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vale alle altre tre
Xo=eXo+B8Xy+vXe )
Yi=e Y+ 8 Yy+1Y: 4(20)
In=uZy+87y+vZ:. )

Quindi se in ogni punto M conosciamo le com-
ponenti speciali di pressione, data la orientazione
di un elemento é nota la pressione di quell’ele-
mento e reciprocamente. Di guisa che la cono-
scenza delle pressioni dell’intorno di M & ca-
ratterizzata da quella delle sole componentl spe-
ciali.

§ 10. Equazioni indefinite per I equilibrio di
un corpo continuo. — Da un corpo continuo iso-
liamo una porzione qualunque con una superficie
o; la porzione cosi staccata (deformata ed equili-
brata) & in equilibrio per le forze Fy in superficie
e per le forze di massa. Applicando adunque la
solita considerazione si ha .

SeUds+fUndo=0.
Ma per la (19):
S Undo=f(Uzcos(nz)+...) do=

__J'(@Uw U, —i—aUz)dr
0z
per la trasformazione di Gauss. Dunque
' 3_&_3_']”_?’@_)  —
' (PU 5z oy 82) 70
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ed il volume = essendo affatto arbitrario, risultera

oUx R Uy al?;
oz 8y 8z

incui U= X, Y, Z. Le (21), che valgono per qua-
lunque punto interno al corpo, diconsi equazioni
indefinite per Uequilibrio.

Per l’equilibrio della porzione racchiusa da o
supposta rigida, debbono essere verificate altre tre
equazioni, cioé quelle dei momenti: dunque sara,
ad esempio,

Je(WZ—= Y)dr+f(yZ,,—w Ys)do=0.

E qumdl allo stesso modo con cui fu dedotta. la
(21), si ha

pU=

@1

Oy Ze—2Y:)
Pz —2 ¥) =3I,

sviluppando e tenendo presenti le (21), si rica-
vano le

Yz=Zy, Z:c= Xz, Xy=Yz; (22)

ciod le componenti speciali di pressione si ridu-
cono, in generale, a sei distinte.

Le equazioni fondamentali (19) e (21) non ba-
stano a determinare le sei componenti speciali:
esse quindi sono solamente necessarie per I’equi-
librio di un qualunque corpo continuo.

‘Le equazioni suddette, supponendo il corpo gia
deformato ed equilibrato, debbono inoltre inten-
dersi nel senso che p, @, ¥, 2, Z,... si riferi-

MagcoLoNgo. 9
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scano alla posizione deformata del corpo; e se
facciamo 1’ipotesi che tale deformazione sia infini-
tesima, esse possono riferirsi indifferentemente alla
posizione non deformata, come si vede con un
semplice sviluppo in serie.

Nel caso che la deformazione sia finita, assai
importante per alcune teorie di fisica matematica,
si possono trasformare le suddette equazioni in °
altre relative alle coordinate del corpo non de-
formato *. .

§ 11. Componente normale di pressione. Ellis-
soide di Lamé e quadriche delle pressioni. La
teoria delle pressioni interne riceve una forma
assai elegante ricorrendo, come nella teoria della
deformazione, ad alcune rappresentazioni geome-
triche.

La N, cioé la componente, sulla normale all’e-
lemento, della pressione esercitata su do & data da

Nn=1Xn+pYn+YZn. (23)

Sostituendo in questa i valori (20), tenuto conto
delle (22), otteniamo:

Nn=7~sz+ps Yy'T"YzZz +2pY Yz
' +2y0Z;+2a8 Xy,

la componente normale di pressione ¢ una fun-

* e

* Su questa trasformazione, dovuta al BoussiNgsQ e BrirL-
LOUIN, vedasi la citata mem. dei signori Cosserar, p. 40.

Circa poi la maniera pilt generale di soddisfare alle (19),
(21) vedasi : MoRERA : Soluz. gener. d. equaz indef. dell’equils-
brio di un corpo cont. Rend. Acec. Linc, 1, 1892, p. 187; 233,
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zione quadratica omogenea dei coseni direttori

" dell’elemento.

Ma dalla (23) e dalle (20) eliminando «, B, vy ot-
teniamo pure

Ml Xll Yﬂ an
Xn Xx... . ‘_—_0

onde

[0 Xu Yu Zn!

. Np=-— ll; Xn Xo... ‘ (25)

essendo A il determinante (in generale diverso da
zero) formato colle componenti speciali; quindi:
la componente normale di pressione & una fun-
zione quadratica omogenea delle componenti orto-
gonali di pressione.

Derivando la (24) rispetto ad «, B, y si deduce
subito che

0 N
A

1
L T=g St (20)

Notando poscia che
ANy =Yoed Xp-+' X Xuda=

1 « 0 Na
=21d_Xn+2‘Z‘a—;—d1
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in virtd delle (26); e che quindi
dNn =2«d Xn + %‘dNn y

risultera

1
—

T2

»

Nau
X'’

No
Y”IY—

®»

N»
0 Zn

D

8=

@7

®»
DO -
D
DO

cioé

le componenti ortogonali (o © coseni direttori) della
pressione sono le semiderivate della componente
normale- rispetto ai coseni direttori (o alle compo-
nentt ortogonali).

Cid premesso veniamo alla rappresentazione
geometrica.

A partire da M si costruisea il vettore F re-
lativo ad un quaiunque elemento piano passante
per M, di normale n; rispetto agli assi passanti
per M siano &, 9, { le coordinate dell’estremo di
Fu; quindi

E=Xn, n= Yu, C=12n

e per la (25) risulterd N» una funzione quadratica
ed omogenea delle %, %, {. Diciamola 2 ¢; cioé po-
niamo

Na=24(, 1, %) (28)
Le (27) diventano '
00 99 0e
= e=20% =97
e T YT
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e colla eliminazione di «, B, y otteniamo

=20+ G+ B 1o

Dunque il luogo degli estremi di F5 & un ellis-
soide 2 } = 0, i cui semidiametri danno le grandezze
delle pressioni esercitate su elementi piani pas-
santi pel centro dell’ ellissoide. Esso dicesi ellis-
soide di Lamé, Consideriamo ancora le quadriche

¢ = cost

che diconsi quadriche di pressione; e tra queste
quella passante pel punto £, %, ¥; la normale in
quel punto avendo coseni direttori proporzionali
alle derivate di ¢, & parallela alla direzione «, B, v
Dunque P'elemento piano eu cui si esercita la pres-
sione F, & coniugato alla F'y stessa rispetto alle
quadriche ¢ == cost.

Dato un piano passante per M il suo dzametro
coniugato rispetto alle quadriche di pressione da
la direzione della pressione e la porzione che su
questa taglia Uellissoide di Lamé dé la grandezza
della pressione che si esercita sul piano.

Reciprocamente data la direzione della pres-
sione si pud trovare il piano su cui essa si esercita.

Llellissoide di Lamé e le quadriche di pressione
hanno lo stesso centro e le stesse direzioni degli
assi.

Il centro comune & infatti il punto M; supposto
poi riferite le quadriche ¢ ai loro assi, ridotta cio&
¢ alla forma

23 =A%+ Bn?+ C§®,
si vede subito che la stessa forma spetta alla Y.
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Se infine sulla direzione 7 riportiamo un seg-

mento eguale alla reciproca di V= Na, la sua
estremita, al variare di n, descriverd la quadrica

Xea?+...+2Yeyz+...==x1 (30)

gimile e similmente posta rispetto alle quadriche
di pressione, e che fa perfetto riscontro alla qua-
drica delle dilatazioni.

§ 12. Elementi prmclpah di pressnone Pres-
sioni principali. — Siano £, =, §, gli assi delle ¢
e ¢: il diametro coniugato con n § essendo l'asse £,
questo da la direzione della pressione che si eser-
cita su n&; onde:
per ogni punto di un corpo continuo esistono in
generale tre elementi piani tra loro ortogonali e
soggetti a sole pressioni normali.

Essi diconsi elementi principali di pressione; e
le pressioni relative (semiassi dell’ ellissoide di
Lamé) diconsi pressioni principali.

Se le quadriche ¢ sono sfere, anche ! & una sfera:
su ogni elemento piano per M si esercita una pres-
sione normale che & sempre la stessa. Tale & il
caso dei fluidi.

Diciamo P,, P;, P; le tre presswnl prmclpah
L’equazione dell’ellissoide di Lamé &

B g2 g
Pt et b
Rispetto alla terna degli elementi principali ¢

X"”—Plv Yy P21 Z:—"Pd
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e tutte le altre componenti specmh sono nulle
quindi 4

X11=5=1P1; Yo=4=8PF, n={=1yPs:
' Nu=2*P, 48P, + v P,

cioé
: N 2 I 2 C2
n=4a9=—5 + P2 Ps
dunque I'equazione delle quadriche di pressione &
E2 2 CZ
+ —_—
P, + 7" cost.

Il cono assintotico di queste quadriche & tale che
per i suoi elementi piani tangentila Nn = 0: cio¢
questi elementi subiscono una pressione tangen-
ziale.

La ricerca delle pressioni principali e degli in-
varianti di pressione si fa in modo del tutto iden-
tico a quello del § 5.

Infatti se P & una pressione principale si ha

Xon=Pau=eX,+8X,+ v X:; ecc.
e quindj
e(Xe—P)+ B8 X, + 1 Xe=0, ecc.

Il determinante dei coefficienti di queste tre
equazioni & nullo e conduce alla ben nota equa-
zione cubica in P a radiei reali, ecc.

T.’espressione

Xod Yy+ Z-=P + P+ Py
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& un invariante lineare di pressione e cosl avremo
un invariante quadratico e cubico *.

* Il-teorema (18); la considerazione delle componenti spe-
ciali di pressione e delle pressioni principali; I’impiego del
tetraedro elementare e della quadrica (30) sono dovuti a
Caucny, che ha quindi fondato I’ analisi delle pressioni.
Anc. Ezxerc., 1821, Oeuvr. 1 (2), p. 60.

T.a considerazione delle altre quadriche & dovuta a LamE:
Mem. sur Véquilibre int. des corps solides homog. par Lamé
et Clapeyron. Mém, présentés p. div. sav. & I'Ac. d. Scien-
ces, 4, 1883,



CAPITOLO QUARTO.

LE EQUAZIONI DELL’EQUILIBRIO
E DEL MOTO DEI CORPI ELASTICI ISOTROPI

§ 1. Proprietd elastiche della materia. Legge
sperimentale di Hooke. — Quando un ‘corpo solido &
soggetto all’azione di un sistema di forze in equi-
librio, si osservano certi fenomeni dipendenti dalla
natura e dalla grandezza della forza applicata ad
ogni singolo elemento : come p. es. il cambiamento
di temperatura, la deformazione, ecc.

Se ogni nuova configurazione del corpo non &
in equilibrio senza 1’aggiunta di nuove forze, il
corpo dicesi elastico: in un corpo siffatto occorre
una continua applicazione di forze per mantenere
ogni alterazione di forma o di volume.

La deformazione puramente elastica & quella che
cessa, tolto il carico che la produceva: ogni altra
deformazione dicesi permanente. Il principio fon-
damentale e puramente sperimentale su cui poggia
la teoria matematica dell’elasticita & costituito dalla
legge di Hooke (1660):
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. la deformazione prodotta & proporzionale al carico
che la produce (ut tensio sic vis):

in altre parole:

le componenti di pressione sono funzioni lineari
ed omogenee delle componenti di deformazione.

Questa legge & stata sperimentalmente ricono-
sciuta vera (almeno entro limiti assai vasti) per
tutti i corpi; sembra in difetto pel ferro gettato
e per altri metalli pure gettati.

-§ 2. Corpi isotropi ed anisotropi. Moduli di
elasticitd. — Se un corpo non presenta differenze
nelle qualita elastiche dipendenti da direzione di-
cesi isotropo; altrimenti & anisotropo.

Sono isotropi i metalli; i eristalli, invece, il le-
gno, sono anisotropi. Lo stesso sistema di pressioni
applicato a due cubi o a due sfere eguali tagliate
in modo qualunque da un corpo isotropo, produce
la stessa deformazione; che & invece diversa se il
corpo & anisotropo.

Un’ asta isotropa sotto 1’az1one di un peso che
la distende, si allunga e nello stesso tempo si con-
trae; se invece & anisotropa si contorce.

Sotto una pressione P (per unita d’area) un’asta
isotropa, come si & detto, si allunga; dicasi ¢ il
coefficiente di dilatazione lineare; 1’ esperienza -
ha dimostrato (legge di Hooke) che esso & pro-
porzionale a P; e che la contrazione o meglio il
coefficiente di contrazione % & pure proporzionale .
a P e quindi ad ¢

Cosi per il nichel il prof. Cantone trovd che per
un aumento di kg. 1,093; 1,075; 0,813 la corri-
spondente dilatazione, in una certa scala, era mi-
surata da 7,00; 6,90; 5,26;:in questi casi il rap-
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porto risulta rispettivamente efruale a 6,40; 64..,
6,47 *
Duuque possiamo porre:

P=FKe; n=nxe, (1

I due coefficienti £ e x sono sempre gli stessi
per uno stesso corpo isotropo a temperatura co-
stante e variano da corpo a corpo **.

11 primo dicesi modulo di Y oung ed in generale
6 assai grande; i valori maggiori si hanno per I'ac-
ciaio, in cui varia, secondo le diverse specie, da
2100 a 1804. Questi moduli (come sempre in se-
Zuito) sono espressi in grammi per em? a meno
del fattore 106, .

La costante x (rapporto tra la contrazione e
I’ allangamento) dicesi rapporto di Poisson. E e

* I numerosi lavori del prof. Cantone sono pubbllcntx nei
*Rend. Accad. Lincei; vedi specialmente gli anni 1888, 1889,
Vedi pure: BRILLOUIN, Les écarts apparents de la loi de
Hooke, Annalesde Chimie et de Physique, 13 ; 1898, et Thé-
orie des déformations permanentes des métaux industriels,
ibidem.

** La legge di Hooke, dopo gli esperlmentl classicidi Wer-
theim, Morin, Edlund, Miller, & stata oggetto anche di altre
delicatissime esperienze da parte del sig. J. O. THOMPSON,
Wiedmann’s Annales, 44, p. 555, 1891. Dalle sue ricerche
risulterebbe che anche per minimi pesi la legge suddetta ¢
verificata appena nppmssnmatlvamente Furono quindi pro-
poste varie altre leggi tra le quali & da citare la legge delle
potenze

P = Eem

in cui m e E sono costanti per uno stesso materiale ma che
non hanno lo stesso valore secondo i tratta di pressione o
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x poi genericamente diconsi costanti isotermiche
o -moduli di elasticitd. Se x diventa negativo in-
vece di una contrazione abbiamo un rigonfiamento;
come accade p. e. mnel cauceill e in aleuni corpi
anisotropi. Come sarid dimostrato al § 3 si ha la
seguente limitazione :

—l<x<é~. @

. . 1 gy
Precisamente &: x = g 88 il corpo & incom-
pressibile; per la qualith rossa del caucciu vulca-
. . . . . . 1
nizzato x varia poco e si mantiene vicino a ~ 3"

Navier, Poisson, (vedi Capitolo seguente) rite-
nevano che per ogni corpo isotropo fosse:

1

x

di trazione; p. e. m & compreso tra -+ 1e 2 per il ramee i
corpiin cemento, mentre per i metalli si avvicina assai ad
1 conforme alla antica legge-di Hooke.

Vedi a tal proposito: MEEMKE: Zum Gesetz der elastischen
Dehnungen, Zeitschrift f. Mathem. u. Physik. 44, pag. 327
1897, in cui oltre ad una numerosa bibliografia trovasi uno
studio comparativo tra la formula della potenza e le altre.

Le esperienze del sig. Thompson sembrano quindi aver
ress necessaria una estensione della teoria classica dell’sla-
sticitd.e secondo la quale si dovrebbero introdurre nell’espres-
sione del potenziale termini di terzo grado nelle componenti
di deformazione. Riguardo a questa teoria pei corpi isotropi
si vegga: Voiar, Nachrichten v.d Kin. d. Wiss, zu Gottingen,
1893, p. 584 o 1894, p. 33.
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.Lamé, Green ritenevano invece x variabile da
corpo a corpo; e noi ci conformeremo a questa
idea. La questione & difficile ad essere risoluta
sperithentalmente a causa della difficoltd di pro-
curarsi materiale perfettamente isotropo. Cid spiega
perche varii sperimentatori non si siano trovati di
accordo.

‘Wertheim (1848) esperimentando il vetro ed il
rame trovd x pil vieino ad !/; che ad /,. Kirchhoff
(1859) per l'acciaio trovo » =0,294.

Amagat (1889) pel vetro trovd circa %, pel

piombo 0,428. Parimenti per ogni sorta di vetro
il Cornu ed il prof. Cantone trovarono circa !j,.
Finalmente le ultime esperienze del prof. Cardani
hanno dato per il rame x =0,374; per 1 ottone
0,374 ; per il ferro 0,321 *

In luogo delle due costanti E e x il Lamé ne
adopera altre due definite dalle:

s Ex . _ __E
it a—29 "Tiarn ©

La costante ¢, per una ragione che vedremo
nel § 5, & detta da Lord Kelvin modulo di ri-
gidita. Dalle (8) inversamente si deduce:

e M v (83424
T20+w)’ 7T A4

4

* P. CARDANIL Determinazione divetta del rapporto di Pois-
son nei fili metallici. Il Nuovo Cimento, 6, pag. 73, 1903.
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Intanto dalla seconda delle (3) risulta « posi-
tivo; mentre X ha lo stesso segno di x; e quindi
A4 w e 32+ 2p saranno positivi.

Abbiamo dunque:

#>0, 32+ 2u>0 ()
dalle quali poi segue: '
A4 uv>0.
Cosi, ad esempio, per I alluminio, 1a cui den-
sita & 2,68, si ha in grammi e per em?,
A =302, v =249;
per il ferro, la cui densita & 7,19, si ha:
A =450, »=495;
e pel nichel, di densitd 8,80:
A=1160, «="T750.

In questi valori di * e p, come al solito, si & tra-
scurato il fattore 1086, *

§°3. Relazioni tra pressioni e deformazione nei
corpi isotropi. — Ragioni di simmetria conducono
a ritenere che in ogni punto di un corpo isotropo
le rette principali di deformazione coincidano
con quelle delle pressioni principali. Ma senza
ammettere nulla, noi definiremo in altra maniera
un corpo isotropo; diremo cio& isotropo un corpo

* Per pid ampii risultati, variabili del resto secondo gli spe-
rimentatori, vedi I'art. di Kelvin: FElasticity in Ency. Brit.
1876, oppure: Math. a. Phys. Pap. 3. p. 81 e seg.
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in ogni punto del quale le direzioni delle pres-
sioni e delle dilatazioni principali sono identiche
ed elasticamente permutabili. '

Mostreremo (Cap. 5°, § 4) l'identitd di questa
definizione con quella gia data al § 2.

In un corpo siffatto siano dunque £, #, { le di-
rezioni principali; z, ¥, z un’altra terna qualunque
ortogonale uscente da M; siano ay, by, ¢, le dila-
tazioni principali (componenti di deformazione re-
lative alla prima terna); a, b, c...h le componenti
di deformazione relative alla seconda. Detti «,, 8,,v,
i coseni direttori dell’asse z; %5, B,, Yo, quellidi y,
ecc., rispetto £, 9, ¢, le formule di trasformazione
stabilite al § 7, c¢i danno subito

a=agx® + b &%+ ¢ 1% ece. i ©)
f=2(a,2525 + by By Bs + co vz 1s), ece. j

Le componenti speciali di pressione relative a
%, 1, §{ sono le componenti principali P;, P,, Ps;
quelle relative a z, v, z sonole Xz,... Y.

Consideriamo un elemento piano secondo ¥ =; la
pressione che si esercita su questo, in virtu delle
formule di Cauchy, ha per componenti secondo
E’ 1, g lea

Py«, B8y, Py,

Quindi la componente secondo @, cioé X, &
espressa da:

Xz=P »* - P82+ Pyv,2 (7)
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e parimenti:.
Y:=P agag+ P8y 85 + Py1pvs, ecc. (8)

Ora noi esprimeremo le a,, b, ¢, linearmente
ed omogeneamente per P;, P;, P;; e allora risul-
‘teranno anchele a, b, ¢... h lineari ed omogenee
nelle Xz,... Yz,

Ritagliamo nel corpo (intorno ad M) un paral-
lelepipedo cogli spigoli diretti secondo Z, 1,%; sulla
faccia M B C, normale a &, e sulla sua opposta, si
eserciti la pressione P, per unitd d’area in modo
uniforme. Lo spigolo M A si accorcia; il suo coef-
ciente di dilatazione & — P, : E; gli altri due spi-
goli M B, M C, elasticamente permutabili, si dila-
tano ed il loro coefficiente di dilatazione & » P, : E.
Per effetto delle P, e P;, distribuite come P, sulle
altre facce del parallelepipedo, 'asse § si dilatera
ed il suo coefficiente di dilatazione & rispettiva-
mente x Py: K'e x Py: E. E poiché in totale esso
¢ ‘espresso da a,, cosi avremo:

ao=%{x(P2+Ps)——PA/I/

Poniamo:
P=P+P+PB=Xa+Y,+2Z:; (9)
P & Yinvariante lineare di pressione. Risultera:

xP—(1+%) P
ay= Vi
xP—(1+x) P,
LI EDT 0

x P—(1+ x) Py
Cp = E .
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La dilatazione cubica © (invariante lineare di
deformazione) ¢ espressa dalla somma di ay, b, ¢o:
onde:

__Pa—2n-
6 = 7 (11)

Sostituendo poscia i valori di ag, by, ¢y, rispetti-
vamente nelle (6) e tenendo presenti le (7) e (8)
risulta: ' .

_*P=(0+%Xz e
a= 7 secc...;f

2(1+x) Ys, ecc
E 1] )

e ricavando di qui inversamente le Xz,... otte-
niamo:

—Xo=210+2pa; — Yy =210 +2ub; ?
_Zzz)\9+2lﬁc

(12)

~Y.=pf, —Ze=pg; —Xy=plh )
che danno le componenti speciali di pressione
espresse linearmente ed omogeneamente per le com-
ponenti di deformazione. .
Se P, = Py = P, cioé¢ se il parallelepipedo ¢
sottoposto ad una pressione uniforme, 'esperienza
mostra che esso subisce una compressione, per cui
© deve risultare negativo. Quindi:

1»—2x>0.’

Inoltre ad una pressione tangenziale (p. e. Y- < 0)
corrisponde un vero decremento dell’angolo di due
MagrcoLoxGo. 10
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rette (quindi f & positivo) dunque:
14 2>0.
Resta quindi giuostificata la disuguaglianza (2).
Il rapporto di © alla pressione uniforme cioé
3(1—2x) 3
E 3242
dicesi: coefficiente di compressibilita cubica.
§ 4. Potenziale di elasticitd. — Dimostreremo
nel Cup. seguente che il lavoro di deformazione
compiuto dalle forze interne, in uno spostamento

infinitesimo del corpo che occupa uno spazio S, &
dato da:

3L=f(Xz3a+ ...+ Yz8Ff+..)dS.
Posto :

2N =262 ?
+ 2 (@Bt L gt B
in virtu delle (12) risulta :
‘ Xoda+...+ Yodf+...=— 30,
dunque:
SL=—f8NdS=—-3f11d8,

essendo S invariabile. Il lavoro compiuto dalle

forze esterne & quindi espresso da:
sfugds.
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Esiste dunque pei corpi isotropi una funzione
dipendente dallo stato attuale della deformazione
¢ tale che il suo decremento esprime il lavoro ele-
mentare compiuto dalle forze interne, e il suo in-
cremento esprime il lavoro delle forze esterne.

Questa funzione :

fads

dicesi potenziale di elasticita. 11 limite a cui tende
il suo rapporto al volume S coll’ impiceolire inde-
finitamente di S, cioé I, dicesi potenziale specifico
unitario relalivo ad un dato punto, o, semplice-
mente, potenziale.

La (13) pud scriversi ancora:

20 =(A +2u)0% 4 ; 1
+ u(f2—4bec+ g —4ca+h—4abd). (14

Valendosi invece delle espressioni delle a,...
mediante le Xx... si ha:

Xolat... + Yad3f4...=

R S S e okl e
=i -t (Xz+...+2Y§+...);

- Xt r2p) 15)
dunque: ¢! potenziale é una combinazione lineare
del quadrato dell’ invariante lineare ¢ dell’inva-
riante quadratico di deformazione (o di pressione)
e perd anche esso ¢ (come doveva essere pel suo
stesso significato fisico) un invariante.



MR Cen IT. § £ Furiasic's 6. £ eFarrd.

I opoenoae & T '“.::-:r:-f {DRCTEIMTE G TR
™R D X !‘.-‘."._7""!-._ o ficmedme ¢ Sl pres-
T T I SETEETIE Gf LMY IR OX dDeteremi-
nESr e.or T ESmET IT 2T C SRE 2 peesi-
T GAVIST o frome escame € IOBE ll-i\‘b‘)

RS & ) ; mm Q=

[$ S AND R S
Yk e TIETGME e ITERIT LT/ = .
T Mmoo gL Cenzeas U.ni"l.-..::': e

T cemccr U Tl omgummrs: GF Tz-

H ‘ P Py

T R A RIS PRT

Taed ! orzmer s T omsrac

- =~ - P
! d R
- - .
r=— — L T=— ...
P Il:

- R T IUSSuAd RING
- \.' —1 6 ‘ a“‘_

- =~ .-

- N -
Lo N Tty I 8STNCr el | § OJUERUOS -
R TR L) = ST RIL LT 3.
P T
ST oronm e R0 LU S U § Y CIBE caroe
s . .
TaNLoL IS g oy 2 e e
T— e e T s e Y Y
.. b A
: < - “. =~ R
~ - ‘ - b




Cap. IV. § 5. Equazioni dell'equilibrio. 149
Occorre che:

;;:3412——2oc-

onde :
3
301———1:1:\/ 2.
1+2y.
Quindi : -
1
= M{(a—¢9)2+---+—2—f’«--l,

e questa deve essere positiva per qualunque va-
lore di @, b,... k; in particolare dunque per:

a=b=c¢=0,
e cid esige che
©>0;

epera=b=ced f=9g=h=0; cid esige che

A
3p(1—3a)2=3p(1+g;)>0

cioé:-
83324+2u>0

che sono precisamente le (5). Ammesse recipro-
camente le (5), « risulta reale e quindi Il essendo
il prodotto di un numero positivo per una somma
di quadrati di quantitd reali & essenzialmente po-
sitivo.

§ 5. Equazioni [dell’equilibrio. — Si possono
agevolmente dedurre dalle equazioni generali (:Zl),’- W,
del Cap. precedente, sostituendo alle Xz,... le
loro espressioni (12) in funzione delle componenti
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di deformazione. Si ha anzitutto:

(5]
X282 g, 00, 0h, 00_,

ox dx 0y ”8z=

oppure, sostituendo i valori delle a, b, ¢...k in
funzione delle componenti di spostamento:

09 0u
PX"'Aa—a;"l‘?.‘*—a-x;’i-
P (ou ov), 2 (2w 2w _
+F3y(8y+ax)+*‘6z(az+aw)—0

cioe;

e

C)
PX+(1+9)%;+M2 u=0

PY+0+ ) S0 v un 00
56 (17)
pZ+(X+}L)7z—+§LAgw=0

du o0v ow
e=2=,27,42%
bz 3y 02’

che sono una prima forma delle equazioni indefi-
nite dell’equilibrio elastico. In esse figurano © e
gli spostamenti e sono equazioni alle derivate par-
ziali del secondo ordine lineari.

Si possono porre sotto altra forma. Dieciamo
T\, Ts, T i doppi delle componenti della rota-
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zione della particella ; cio¢ poniamo:

0w av. __a_u aw =?__v___6_u
T=5, "5 1 52 50 BT 5z oy

(formule 10 del Cap. precedente) e teniamo pre-
sente che:

0T, 0Ty, 0T,

0@ " oy, 02 =0
Sard facile trasformare le (17) nelle: ‘
(X+0+208 1o (22— 937;*)=o)
pY+(A+zy)ﬂ+y(g—?—%)ﬂ\)’(m

nelle quali figurano Je rotazioni e la dilatazione
cubica.

Le equazioni del teorema di Cauchy ci forni-
ranno poscia le equazioni ai limiti. Diciamo in-
fatti L, M, N le componenti (per unitdh d’area)
delle trazioni che si esercitano in superficie. Sara
anzitutto

de
L=X=00 +X’d +X’dn
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dove il secondo membro & calcolato per la super-
ficie del corpo.

Sostituendo ad Xx,... i valori (12) si ha:

dx 8udx
).)——— 2w
0=1L+ + 9 dn+

0v 8u)dy du ow\dz
lJL(aw‘*-ay dn Hé)z dxldn
e questa pud essere seritta cosl :

dudz dudy  odudz
0= L+Ae_+2 (a_xﬂ+ﬁdn+8zdn\)+
" 0v _du\dy _ou 3w)dz
+,‘ (8 9y)dn+ ( +3x dn’
ciod :

dzx du dy dz
L+)\9(—l—+2 E—"+ (ng——' ng—

M+wi’+2 ‘”+ \Tld Ts‘ﬁ)m (19)
N+x@‘ll—z+2 jll—”’+ (Tzd ﬂd"’)

Quella stessa equazione pud anche scriversi cosi:

dudz oJudy , dudz
0=L+10%2 1, t et Gy an fuee

cudz gvdy owdz\,

T (9xdn awdn d:vdn
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aggiungiamo e toghamo il trmomlo:
dudwx 8vdw Qwdx _
* drdn 8ydn dzdn
ed otterremo :

du
A ar @
0=L+}+¢ )9 + i
90(13]__@011;’ : 3wdz awdw
dxdn Oydn (3xdn 9zdn
_ dy dv
pufredz o dy (audw o dy) (
dydn Qzdn 0ydn oxdn
dw.
—_ 2 i
0=N+(+4¢ )@ + .

8ud'.t 3udz)+ ovdy avdz') ,‘
3zdn dxdn /

_____ 9zdn gydnl’

. . du
In queste equazionii valori di ©, », v, w7, €ec

sono da riferirsi alla superficie limite del corpo *.

* Le equazioni (17),... (20), furono dedotte coll’ xpotesx
molecolare (vedi Cap. seguente) e quindi per x——- da

Navier nel 1821 Mem. Ac. d. Sciences, T; 1827); da Lame
(mem. citata a pag. 186) con procedimento. diretto ma non
rigoroso e da Poisson (Mem. Ac. d. Sciences, 8; 1828) che
deduce anzitutto le (12); infine da Cauchy, senza nessuna
ipotesi molecolare, ammettendo la proprieta del § 8, da noi
assunta come definizione, e poi le espressioni delle P me-
diante a,... (dne. Exerc, 1828; Oeuvres Comp. 8 (2), p. 204).
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In alcuni recentl lavori sulla teoria dell’elasti~
cita (in ispecie in quelli del prof. Cerruti) invece
delle due costanti di Lamé A, » sono introdotte
altre due costanti @, w che hanno un importante
significato fisico. Esse sono definite dalle:

A+2u

w
Q2 — - ,w2=';. @1)

In virth delle (5) queste due costanti sono reali
e inoltre :

Q> w?; 302 —-202>0.

Si dimostra poi che in un corpo isotropo si pos-
sono propagare due sorta di onde piane; le une
hanno una velocith @ e ad esse corrisponde una
dilatazione senza rotazione (onde longitudinali): le
altre si propagano con velocitd » cui corrisponde
una rotazione senza dilatazione (onde trasversali) *.
Con queste due nuove costanti le (17) assumono la
forma:

X+{m—mﬂ -+M%u—09w,@®
mentre le equazioni ai limiti diventano
%L+(Q2 —2w2)9d—$ +

+2w2%%+ (Tsd” ngz) 0, eco. . . . (28)

* Vedi, in particolare, Lami, Lecons sur la théorie mathé-
matique de Uélasticité des corps solides. Paris, 1852, 11me
- Legon.
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Derivando le equazioni (17) rispetto 2, ¥, 2z e
poi sommando, si ha

P(aa—‘f+%%+%zé)

Derivando invece la terza rispetto ¥; la seconda
rispetto z e sottraendo, otteniamo

p(g—f-—g—f)+yug T, =0, ecc.

Nel caso in cui il corpo non é soggetto a forze

di massa (che per quanto vedremo nel Cap. 6° &
specialmente notevole) si ha

+0+21)2,0=0. 24

A58=Ag Tl="'=0
cioé le funzioni ©, IT,,... sono armoniche. Ma
dalla prima delle (17) segue pure

G}
A +uw) A,% +wd u=0,

quindi
A u= A4U=A4w=0

cioe le funzioni u, v, w, cioé le componenti di spo-
stamento, sono biarmoniche.

Se 1 =0 le (17) e (19) assumono la forma delle
equazioni dell’equilibrio di una massa fluida; cio®
di un corpo la cui rigidita ¢ nulla. Il coefficiente
w sta a rappresentare-la rigidita del corpo: di
qui il nome di modulo di rigidita dato a w.
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Considereremo, in un prossimo capitolo, pilt dav-
vicino le equazioni trovate e mostreremo come
esse siano ancora suffictenti per l'equilibrio di un
corpo elastico isotropo.

Dalle equazioni di equilibrio poi, col principio
di d’Alembert, si passa agevolmente a quelle del
moto. Infatti le componenti dell’accelerazione di
una particella (riferite all’unitd di massa) sono

’u *v 9w
3t”’at2’at*’

onde le equazioni del moto sono:

*u 0@

—W-F(Qs 0)2)5-;;+w”132u=0,ecc.
Ma come gia fu detto, escluderemo dalle nostre

considerazioni le questioni relative al moto dei

corpi elastici. *

* Su questo capitolo cfr. il libro gia citato del prof. Ce-
8ARO, § 1v e MaaG1, Principis della teoria matem. del mov.
dei corpi. Milano, 1896, pag. 428,



CAPITOLO QUINTO.

LE EQUAZIONI DELL'ELASTICITA
PER I CORPI ANISOTROPI.

§ 1. La teoria molecolare. — Abbiamo gid
detto che i cristalli sono anisotropi. Infatti gia gli
antichi esperimenti di Savart (1821) avevano messo
in evidenza che per rispetto all’elasticita i cri-
stalli si distinguono in modo sensibilissimo dai
corpt isotropi.

Eccitando infatti una piastra circolare ritagliata
in un cristallo di rocca parallelamente all’asse ot-
tico, essa presenta figure nodali diverse secondo
che viene eccitata in punti diversi del contorno.

-Anche i fenomeni della doppia rifrazione dei
cristalli ci assicurano della loro natura non iso-
tropa. Dobbiamo dunque costruire una nuova teoria
per questi corpi *,

* Iu alcuni § di questo capitolo abbiamo seguito quasi
testualmente la bella comunicazione del prof. Vorar : L’¢tat
actuel de nos connaissances sur Uélasticité des cristaux. Rap-
ports preséntés au Congres International de Physique. Paris.
1900, 1er Volume.
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Come la capillarita, teoria dell’attrazione, e le
vecchie teorie elettriche, anche 1’elasticita fu in
origine fondata da Navier sulla teoria molecolare
o delle azioni a distanza.

In questa teoria i corpi si suppongono costituiti
da masse elementari distinte, cio& di tante mole-
cole soggette ad azioni mutue dirette secondo le
congiungenti i centri delle molecole e variabili con
una legge qualunque funzione delia sola distanza,
trascurabili per distanze superiori ad un certo li-
mite (raggio della sfera di attivita molecolare).

In un cristallo omogeneo o in un corpo isotropo
non deformato, si ammette che le molecole siano
identiche, orientate allo stesso modo e distribuite
regolarmente in modo che ogni molecola sia cir-
condata dalle altre allo stesso modo.

Le distanze alle quali si esercitano queste azioni
mutue sono considerate come grandissime rispetto
alla distanza delle molecole vicine e le deforma-
zioni sono considerate variabili con una lentezza
tale che, anche nel corpo deformato, la ripartizione
delle molecole possa ritenersi come regolare entro
Ia sfera di attivitd molecolare.

Questa teoria fa dipendere le proprieta elastiche
dei corpi isolropi da un solo coefficiente.

Infatti sia O una molecola: M una delle cirecon-
vicine di coordinate relative (cioé rispetto 0)%, %, {.
La forza che si esercita da M verso O sia espressa da

¥ (o) 8 p,

essendo 3p la variazione subita da ; =0 M per
cffetto della deformazione. Le sue componenti
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80N0 :
£ % g .
p—sn(P)Sp, ;?(9)39, ;?(9)09-

Consideriamo la risultante delle azioni di tutte
le molecole che cadono entro la sfera di attivita
molecolare di O. Essa ha per componenti

g
Zp— 9 (p) Sp, ece.

in cui la somma pud essere estesa anche a tutto
il corpo. Se diciamo X, Y, Z le componenti delle
forze esterne, riferite all’'unita di massa; % la den-
sita, avremo intanto le seguenti equazioni indefinite
per Pequilibrio ‘

C EX+X2e()3e=0, ece”
Ma:
(2==f2 2412
plp=3354 939 +3¢;
quindi possiamo anche scrivere
EX 4+ Yo (p)(5285 +8034 45438} =0, ecc.;
in cai
¢ (p)=¢"21 (p).

Se le coordinate assolute di O sono #, y, 2,
quelle di M saranno & 4 3, ecc.; dette u, v, wle
componenti di spostamento di O avremo (vedi
Cap. 3°, § 2)

35=u(x+5, ¥+, z+C)-—u(a:, Y, Z),
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ciod
*:_Q__: J i a_u
o,-—ax,+ayn #a T+
T TSR TR,
+.2.(am2, +.o00+ ayazat+... +...ecc,'

Supponiamo che in ogni molecola del ccrpo esi-
stano tre piani di simmetria (piani coordinati); mu-
tando quindi § in — %, oppure 3 in —», §{ in —§
nulla deve mutare nelle equazioni di equilibrio,
dalle quali, percid, devono scomparire i termini
contenenti le potenze dispari di §, n, {. Risulta
dunque

EX+3 ol u“+a e

a 2> a 2
,a“ 252 0 i Pw 5.,
32 +2a 2y n+ 3:632’6 =0

e due equazioni analoghe. In queste compariscono
i sei seguenti coefficienti, poiché le derivate delle
u, v, w essendo da riferirsi al punto O sono in-
dipendenti dalla sommatoria:

TuEi  TuEn,  Tu@Ei,
ZuE) a8 XaEEE Tol) Pk

Supponiamo ancora che i tre piani di simmetria
giano tra loro elasticamente permutabili: allora i
primi coefficienti sono eguali tra loro, come pure
i secondi. Sia 2 H il valore comune dei primi; 2w
quello dei secondi. Nel cuso poi della isotropia
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tutti i piani condotti .per O sono di simmetria o
scegliendo quindi un’ altra terna di assi ortogonali
per O, questi coefficienti non debbono variare; e
poiché per le note formule di trasformazione £
si muta in «% + B4, + v% ; ecc. cosi dovremo
avere :

SH=3 (5 + b + 15 0 ()

sviluppando e osservando che i termini a potenze
dispari sono giad nulli, abbiamo-

D=2 H( +84 + 1) + 126 (8 v 17 o8 4 o280
ma I 4 T

oh f A b= (a2 B2 L yR)E 2 (B2 4. ))
onde )

(3.;—;1)(32 24 Bot g g2gt = (
quindi U
CH=3e"

e le equazioni de]l' equilibrio 'diventauo .

/tX+2ua—+uA u-—O ecc; T

le quall comcldono con le (17) del Cap. prec. pur-
ché si pougs. in queste A =u; ma allora dalle (4)
de]lo stesso capltolo risulta’

B RTINS
MarcoLoxao. 11
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Cid, come si & |detto, non & pienamente confer-
mato dall’esperienza. Maggiori difficoltd trovd la
teoria molecolare”nelle equazioni di equilibrio dei
cristalli.

Riprendiamo P'analisi precedente nell’ipotesi di
un corpo qualunque. Sostituendo nelle equazioni
di equilibrio i .valori delle &%,... e supponendo
nulle le pressioni nello stato iniziale, dalla som-
matoria spariranno- i termini contenenti le deri-
vate prime delle u,...; e le eQuazioni stesse si
possono porre sotto la’forma (21) del Cap. 3°, dove

—Xe=c¢cpa+cb+...+cph, ece.

ed inoltre

1 .
o =5 20 @), ecc; cu=1Te ()n'¢2

cas = cg3 = X, ¢, (p) n* T, eco.;
i =cy =X 9 (p) &4, ece.;
Cs6 = Ces =2, 9; (p) £ ¢, ece.;

sicché trai 21 coefficienti cys = cs» dovrebbero ve-
rificarsi le seguenti relazioni, dette d1 Cauchy e
Pomson.

Cag = Cypy C55 = C1y Cgg = €2 (1

Cs6 = C14y  Cgg = Co5y Cy5 = Cgg.

Ora queste si sono trovate in completo disac~
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cordo colle esperienze del prof. Voigt e delle quali
parleremo piu innanzi *.

§ 2. Teoria delle azioni immediate. Potenziale
di elasticitd. — E stata adottata un’altra teoria
la quale, applicando un pro»edlmento gia seguito
in varie teorie di fisica matematica, deduce le
leggi della elasticita dal concetto di potenziale e
dai prineipii della termoedinamica. Tale tecoria &
pienamente confermata dall’esperienza.

La prima idea di potenziale di elasticity & do-
vuta a Green, il quale ne ammise senz’altro V'esi-
stenza e sviluppd alcune delle numerose conse-
guenze. Lord Kelvin ne ha pel primo dimostrata 'e-
sistenza nella ipotesi che il corpo sia deformato a
temperatura costante, oppure in modo che in fine
non vi sia né¢ acquisto, né perdita di calore **.

* Questo procedimento diretto, generalizzazione di quello
di Navier, e che non presuppone nd I’analisi delle pressioni,
né quella della deformazione, & dovuto a Cauchy (1828):
Oeuv. Comp. 8 (2); p. 227, che perd non da esplicita-
mento le (1) e non suppone nulle le pressioni nello stato ini-
ziale. In un’altra memoria (ibidem. p.258) lo stesso metodo
& applicato al calcolo diretto delle pressioni. 8i veda pure
la memoria postuma di PoissoN: Mem. sur Véquil. et le
mour. d. corps cristallisés, Mem. d V'Ac. d. Sciences 18;
1842 e MatHiEU: Théorie de Uélasticité, ecc., 1900, p. 43.

** GREEN (1887): On the laws of Refl. a. Refract. of Light.
Mathematical and Physical Papers.

Lorp KELvIN (1855) e (1868) ha dimostrata I’esistenza del
potenziale elastico allorché le deformazioni sono omogenee
o la temperatura, oppure Ventropia del corpo, & costante,
senza fare nessuna ipotesi sulla grandezza della deforma-
zione. Math. a. Phys. Papers. 1. p. 291; 8, p. 386.

Vedi la monografia citata del sig. Cosserar, Cap. 39, e
in generale per la termodinamica dei corpi elastici: Voiar:
Thermodynamik! Leipzig, 1908, Kap. IV, Absch. IIL
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Consideriamo il corpo nel suo stato naturale e
deformiamolo facendo agire lentamente le forze
deformatrici, onde evitare vibrazioni e supponiamo
che in tutte le fasi della deformazione la tempe-
ratura resti costante. Dopo che il corpo sard de-
formato ed equilibrato, facciamolo ripassare per le
stesse fasi in senso inverso o per altre fasi qua-
lunque in modo da ricondurlo allo stato primitivo.
Il lavoro compiuto dalle forze esterne nella prima
¢ nella seconda serie deve essere nullo non es-
sendovi né perdita né guadagno di lavoro. Due
siffatte modificazioni diconsi isotermiche invertibili.
In una qualunque di queste fasi sia 3/ il lavoro
elementare delle forze [esterne; ¢ I, quello delle -
forze interne ; in ogni fase di deformuzlone avendosi
equilibrio, &

31+3L -0,

e facendo qum(h la somma d1 tuttl i lavorx com-
piuti in ogni fase, alla fine avremo

S+ X3L=0.
Ma si e detto che
| Xi1=0,
onde sara ) _
' 3L =0.

., Di qui si pud dedurre subito che in due serie
di modificazioni isotermiche invertibili che condu-
cono il sistema da uno stato 4 ad un altro A’, il
lavoro compiuto & sempre lo stesso e non dlpende
che dai due stati; cioé:
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il lavoro isotermico inver ttblle tra due stati é un
invariante.

Infatti si passi da A in 4’ con un sistema S di
modificazioni invertibili compiendo un lavoro T';
mentre nello stesso” passaggio, ma con un altro
sistema S’ di modificazioni, si compia un lavoro
T'. Ma allora da A4’ in A col sistema inverso di
S’ si compie il lavoro — 7, il sistema essendo
invertibile. E quindi se da A4 torniamo nuova-
mente in A col sistema S e 'cbii’inverso di 8’ il
lavoro compluto sardh T — T che & nullo pel 1.0
prlnclplo di Carnot,

Ora si potrebbe dimostrare che :

il lavoro isotermico invertibile & la differenza dei
valori che premde una Funzione (potenziale in-
terno) per lo stato iniziale e finale™.

Possiamo effettuare direttamente la ricerca di
questo potenziale. '

Per ¢id osserviaho che il lavoro compiuto dalle
forze esterne (foxze di massa e pressxom o trazioni
in superficie) ¢ espresso da

3l=(p(X3u—+...)dS Ff(Xndu+..)ds
nel passaggio da = + w,..., 8 o+ u+31,.

In virtu delle formule di Cauchy e del lemma
(]l Gauss abbiamo:
‘ f(X,.O¢¢+..;)dG¥—-
=f{(Xzdu+ Yedv+ Zndww)cos(n,x) +...1ds

=—J ’aa—r(anu'i- Y;Su va,,aw) *.;ds

* Rosin: Ocuvr. scient. Thermodynamique générale. Paris,
1901, p. 57.
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In quest’ultimo integrale, eseguite le deriva-
zioni entro parentesi, il cofficiente di & u risulta

0Xs ,0Xy , 0 Xs
0z + oy + 0z

11 coefficiente di X &

3
a—-ﬁ——S—a—u=8a; ece. ...}

dx = d«
quello di Y. &

0w , 98w (3w 31))
—_— .._=8 —_— e =8 . “ e
oy +c”fz 3y+az f; ece

onde
SL=—8le=[(Xsba+ ¥ bb+Z:bc+

=pX;ece....

L’ integrazione va estesa al volume S del corpo.

A definire le componenti di deformazione a, b,..., k
corrispondenti alle varie fasi della deformazione
(le quali componenti cominciando ad assumere va-
lori naulli, alla fine della prima serie assumono i
valori @, b, ¢... h (possiamo supporre che le
a, b,... h siano funzioni di un certo parametro ¢
variabile da zero a ¢ in una serie di modificazioni.
- Avremo quindi

YOL=dSf(Xedat... .+ Y:5f..)



"
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e per quanto fu detto risulta che
t
I(X13a+ oot Ygaf"‘.,-.)‘
0 .

non deve dipendere dal cammino d'integrazione;
percid & necessario e basta (vedi la nota in fine
del capitolo) che sia

XeSa+... + Yobdf+...=—30 (2

cioé sia la variazione esatta di una funzione delle
gole a, b, ... h.
Si ha dunque

SL=-[3NdS==3f0dS. (3

In conseguenza

‘esiste una funzione

Juds

determinata dullo stato attuale del corpo, il cui
decremento esprime il lavoro compiuto dalle forze
interne e il cui incremento esprime quindi il la-
voro compiuto dalle forze esterne.

La funzione M, che & il limite a cui converge
il rapporto fTd S: S collo impiccolire indefinita-
mente di S dicesi potenziale isotermico unitario o
potenziale specifico unitario relativo ad un dato
punto del corpo, o semplicemente potenziale.

Poiche ¢

fmds8S>0

qualunque sia S, ¢ chiaro che I1>0,
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§ 3. Proprietd del potenziale di elasticitd. —
1.* 1l potenziale si annulla solamente se sono
nulle le componentc ‘di deformazione. Infatti solo
in tal caso & nullo il lavoro di deformazione delle
forze interne.
" 28 Le compouenh speciali di presswne sono
le derivate negative del potenziale rispetto alle com-
ponenti di deformazione.
Cid risulta dalla (2) e si ha quindi:

Xo=-2" rn=-2% . g

3.2 Il putenziale ¢ wuna funzione quadratica
omogenea, definita e positiva delle componenti- di
deformazione. .

Infatti le X ... sono funzioni lineari ed omogenee
delle a,... R, quindi T deve essere funzione qua-
dratica delle stesse; né pud contenere termini a
prino grado che darebbero termini costanti nelle
Xz...; e dovendo infine annullarsi per

non potrd nemmeno contenere termine costante.
4.8 Il potenziale é pure- una funzione quadra-
tica ed omogenea delle componenti speciali di pres-
sione. '
Per una nota proprietd delle forme quadratiche
definite il determinante del sistema (4), che & poi
il diseriminante di I, & diverso da zero.

1
1
|
i
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Che se fosse, zero si. potrebbe so&disfare al
sistemna
an - o
a @ T a e a I‘

con valori non tatti nulli per a, b,...h e quindi
anche a )
ol
2ll_aaa+... 0, |

cid che non & in virty della 1.* X dunque possi-
bile risolvere il sistema (4) rispetto alle compo-
penti di deformazione, che risulteranno espresse
mediante funzioni lineari ed omogenee delle Xz..
e quindi sary effettivamente T una funzione qua-
dratica ed omogenea delle componenti di pressione.
La 11 cosi considerata ¢ dunque la forma reci-
proca della prima. ,

5.2 Le componenti di deformazione sono le
derivate negative del potenziale r:spetto alle com-
ponenti di presswne

Cio risalta del pari da note proprieta delle forme
quadratiche ; e del resto si pud dimostrare diret-
tamente. Abbiamo

2ﬂ=—2(Xma+ Y. f)
qumdl
dﬂ——}_(Xxda-i-ade+ Y:df+fdY:).
Ma abbiamo ancora

au=3(8% e+ 200

2 da i ) Xed a2 Yz a1,



170 Cap. V. § 4. Coefficienti e mod. di elasticita.

e sottraendo dalla precedente otteniamo:
dalla quale

on __on
—a.Yx""‘f_ aYz""*' (5)

§ 4. Coefficienti e moduli di elasticita, —
L’espressione generale di M (quadratica ed omo-
genea a sei variabili) contiene 21 coefficienti di-

* B da osservare che avendosi una corrispondenza univoca
fra forze e spostamenti relativi, potra considerarsi il poten-
ziale come funzione degli spostamenti. In tale ipotesi sus-
siste il teorema del CASTIGLIANO: le derivate del lavoro
di deformazione, espresso per gli spostamenti (o per le forze
esterne), rispetto agli spostamenti (o »ispetto alle forze), sono
uguali alle forze (o agli spostamenti). Su questa questione,
come sul teorema del minimo lavoro del Menabrea, vedi:
CERRUTI, Atti R. Acc. Lincei, 2; 1875 e le seguenti note del
prof. L. DoNaT1, Sul lavoro di deformazione dei sistemi ela-
stici. Mem. Acc. Bologna, 9; 1888. — Illustrazione del teorema
del Menabrea, ibidem, 10; 1889. — Ulteriori osserv. intorno
al teorema del Menabrea, ibidem, 4; 1894, Inoltre cfr. In-
troduzione teorica al Corso di Fisica Tecnica. Bologna, 1901.
Corso litogr. Vedi ancora Siaccr, Sulle tensioni in un sistema
elastico articolato. Rend. Acc. Lincei, 1894, pag. 205 e 245.

da notare ancora che I'ipotesi delle pressioni nulle nello
stato naturale potrebbe non esser verificata: e in virtu della
connessione delle diverse parti del sistema queste si trovino
in uno stato di mutua pressione. Converra allora considerare
le deformazioni e le pressioni nello stato iniziale (naturale)
o le differenze coi valori omonomi corrispondenti ad un
altro stato. Vedi in particolare la prima delle suddette note
del prof. Donati, 'opera gia citata del Maggi e quella del
Poincaré, pag. 29.
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stinti. Sard quindi
20=¢;; a2+ cy 0% + ... + ceh®+2¢2ab +...(6)
oppure
2N =38, X% + ... 485 X% + 28 Xa Yy +...
e quindi
—Xe=cateeb+...+ceh
—a=8,; Xa +85 Yy ' ...+ 38, Xy; ece....
dove
Cmn = Cumy  Smn — Snm.

Cogniti i coefficienti ¢ si determinano le s e
viceversa. Dalla teoria sviluppata non risultano
dunque necessarie le relazioni (1) di Cauchy-
Poisson. 1 coefficienti ¢ sono caratteristici del corpo
o dipendono dal sistema di assi coordinati scelti;
non hanno in generale alcun significato fisico spe-
- ciale, e si chiamano costanti isotermiche di ela-
sticita. Ricavando inversamente le a, b,...k in
funzione delle Xz, ... si introducono altri 21 coef-
ficienti e sono quellx che in pratica si vengono
effettivamente a determinare. I corpi anisotropi
sarebbero quindi meglio definiti dalle sma. Esse
sono state chiamate dal Voigt: moduli zsotm mics
di elasticita.

Si considerano inoltre i moduli e le costanti ela-
stiche adiabatiche corrispondenti alle deformazioni
adiabatiche e che figurano, piit specialmente, nei
problemi di moto dei corpi elastici; mentre quelli
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isotermici figurano nella teoria dell’equilibrio. Gli
isotermici sono pil piccoli degli adiabatici e la
loro differenza-non & mai troppo grande. Cosi nel
salgemma (e pei cristalli del sistema regolare)
queste differenze riguardano solo i valori di ¢,, e
9. sono all’indirca (e nelle solite unity) 13,50 %,

Se nelle formule che esprimono le a,... per
le Xz, ... supponiamo nulle tutte le camponenti
speciali eccetto Xz, il rapporto tra a-ed X» dicesi
modulo di Yourg relativo alla direzione x; e cosi
puo .dirsi per ¥ e z.. Accennandoli con. E; E;, Ej,
avremo ¢ tre moduli principalt

Su 82 R

~ Irapportidi — be.— cad « diconsi i due rapporti
di Poisson relativi ad z; accennandoll con ¥,
%3 AVIEINO
*19—”& y xls—“:gl_q A
: Sy S
e cosl ‘ne avremo due relativi ad 7 ¢ due rela-
tivi a 2; ciod sei rapporti principali di Poisson.
Per i corpi isotropi i tre moduli di Young si
riducono ad un solo, come pure i rapporti di Pois-
son e-si riottengono precisamente le formule (4)
del Cap. precedente
Poiché in ogni molecola le rette pl‘lllCIpnll di
deformazione sono definite da tre equazioni, rife-

* Yoiar: Thermodynamik, 1. c., p. 837,
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rendoci & questi come assi, i coefficienti 0 i mo-
duli di elasticitd si ridurrebbero a 18; ma & con-
veniente lasciare indeterminata 1’orientazione degli
assi, che in ogni problema converra scegllore m
modo opportuno .

Circa poi la determinazione di questi moduli
sard detto qualche cosa in seguito.

§ 5. Formule per la trasformazione. — Te-
niamo presenti le posizioni e i risultati del § 7
del Cap. 3°, e siano cmn i coefficienti, $m» i mo-
duli di elasticitd relativi alla terna x, ¥, 2; ¢'nmn,
s'mn quelli relativi alla terna 2', ¥’, 2.

Otterremo la trasformazione delle ¢ nelle ¢’, va-

lendoci di alcune note proprieta delle forme qua-
dratiche.
. Per ragioni di simmetria diciamo @ , #'; le com-
ponenti di deformazione; X;, X ; le componenti
speciali di pressione con segno cambiato. Il poten-
ziale unitario & rappresentato dalla forma qua-
dratica : o

. =ZXZcinZoay,
oppure dalla formna reciproca
F=7Y 35 Xp Xq.
Inoltre & ‘
Xp=3 CpgTyq , )
ai =X 8;j Xy ®

le quali rispettivamente trasformano F'in f e re-
ciprocamente,
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Conforme poi al § 7 del Cap. 3°, abbiamo da
considerare la trasformazione ortogonale

an=3Fmias, (9)
e la inversa _
&g =3 Yig s . (10)
Colla (9) la f si muta in f' e se poniamo
f'=Xcpea'p2'q = 3 ck Thar =
=Y chYhiYhix i Ty
risulta subito
¢'pg =X, Yhp Thq Chk (11)

che d& la regola per la trasformazione delle co-
stanti elastiche. .
Passiamo ai moduli e sia F' la reciproca di

f', ciog
F'=3spX'»X'q,
che colla sostituzione analoga alla (7)
X'p=23cpe®q,

si muta in f'. Ma questa colla (10) si muta in £,
la quale a sua volta colla (8) si muta in F sic-
ché la F' si trasforma in F colla sostituzione
prodotto

"2 =2 ¢'pqVig 8y X;;
od anche per la (11) - 4

X'p =3 cnrYup Yhy vig 8ij X5 «
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Sommando rispetto a-¢ e notando che
Y vhe Yig

& zero od uno secondo che & & diverso o eguale
ad ¢, risulta . ‘ -

= Y cik Yhp $ki X7 .
Sommando rispetto s % ed osservando ancora che
X chk ski

& zero od uno secondo che h & diverso o eguale
ad J, risulta

X'p=2X thp X

cioé lu F' si trasforma in F colla sostituzione
trasposta della (9).
Di qui si deduce inversamente

Xn=YwmiX's;
onde, come per la (11), ‘
8'pa = X Yhp Thq Sh . (12)
Sviluppando p. e. s'ss che ha, come vedremo,
uno speciale interesse, si ha
8'ss = Y1s? 811 + Yas? 8.0 + Yas¥Sss ot .. + Yes¥ 86

+2Y3Y23812 * ..

Se in particolare il sistema & trimetrico (vedi
pilt sotto § 8) si hanno i soli nove moduli s;;,
$g3, 831 8129 8€ gli assi x, y, 2 sono gli assi di
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simmetria: e inoltre

—. 2 —g2 —_y® v —R -
Y13 = 3% Yos = Bs® Yas = Ts% Tus = B3 7s .-

quindi
8's3= 25" 817 ¢ By® 359 + Ya®853¢ (844 + 2393) Bg2 yg2+. * 4"

§ G.,Cenno sulla teoria molecolare del prof.
Voigt. — Osserviamo col Voigt che se non ci pro-
ponessimo altro scopo che quello di ottenere le
leggi elementari della elasticitd sotto una forma
rispondente alla realtd, dovremmo dichiararei sod-
disfatti della teoria delle azioni immediate. Ma
sorge spontanea la domanda: perche 1’ipotesi mo-
lecolare, che ha pur fatto ottenere risunltati tanto
notevoli in altri campi della fisica, conduce nella
elasticith a risultati inesatti? T'ale ricerca & poi
molto istruttiva riguardo alla -teoria della costi-
tazione della materia.

Ora questa ricerca ha mostrato che l'antica
teoria molecolare della elasticita parte da un con-
cetto inutilmente specializzato; ciod dalla ipotesi
che le azioni molecolari siano centrali, oltre che
dipendenti dalla sola distanza, e non ha fallito che
per questo..

Una riflessione assai semphce "sul meccanismo
dell’accrescimento dei cristalli avrebbe d’altra
parte dovuto convincere della inammissibilita *di
questa ipotesi; perché la formazione regolare di
un cristallo in una dissoluzione o in una massa

* Vedi la mem. gia citata del prof. Voior: Wml Ann Y
16 ; 1882.
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fusa non & concepibile altro che se un momento
direttore agisce sulla particella che va ad asso-
ciarsi al cristallo, dandogli una orientazione pa-
rallela a quelle che fanno gia parte dell’edificio,
I’esistonza di questi momenti esige quella di un
potenziale dell’azione mutua, dipendente da orien-
tazione e questo, a sua volta, conduce a forze che
variano pure colla orientazione della molecola e
non sono, in generale, centrali.

Cid posto il Prof. Voigt, supponendo il corpo
come formato da un aggregato di corpuscoli, cioé
discontinua la materia; supponendo che ogni cor-
puscolo risenta dagli altri delle azioni riducibili
ad una forza e ad una coppia decrescenti indefi-
nitamente col crescere della distanza ; ha ritrovato
le equazioni generali della elasticita sotto la stessa
forma ottenuta colla teoria del potenziale, senza
che siano necessariamente verificate le relazioni di
Cauchy- Foisson *. ,

Non potendo esporre la minuziosa analisi del
prof. Voigt, accenueremo invece brevemente al
procedimento del Poincaré.

Sia M (r, ¥, 2) una molecola nel suo stato na-
turale; w, v, wle componenti del suo spostamento;
A, B, C le componenti delle forze interne mole-
colari che si esercitano su M. Il.lavoro di queste
forze intern>, pel teorema della conservazione del-

* Questa teorin trovasi esposta nei Theoretische Studien
#ber die Elasticititsverdltnisse der Krystalle. ler Theil :
Ableitung der Grundgleichungen aus der Annahme mit Po-
laritdt begabter Molekiile, Abhand. der Konig. Gesell. der
‘Wiss. za Gittingen, 34, 1887.

MARCOLONGO. 12
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Ienergia, & tale che
Y(Addu+Bdv+ Cdw)y=d U,

dove U ¢ funzione delle varie & + w,... dipen-
dente dalle sole distanze delle molecole due a due.
Le wu, v, w essendo supposte infinitamente piccole,
terremo

U=U,+ U+ U,

con U; omogenea di grado ¢ nelle u, v, w.

Diciamo M, un’altra molecola di coordinate
x+3,...; r il quadrato della sua distanza da A/,
che dopo la deformazione diventi r + p; w + A,
v+Av, w4 Aw le componenti di spostamento
Sara

pP=Ff1t¢ra

con

F=20EAu+...); pg= dAui+ 024 20wl

Sviluppiamo ora in serie la U, funzione delle
varie r 4 p; tenendo conto che, entro gl’imposti
limiti di approssimazione, si pud sostituire p,% a ¢*
e e app,siha

oU

=22k,

oU Y S
Uazzg’;ﬁ ‘”2 aa 2+218ra,19191)

la somma va estesa a tutte le coppie di molecole
di cui si immagina composto il corpo.



Cap. V. § 6. Cenno sulla teoria molec., ecc. 179

Dividiamo questo in elementi di volume d = tali
che in ognuno di essi le u, v, w e le loro derivate si
possano ritenere costanti, ma grandissime rispetto al
raggio di attivitd molecolare. Siano d+', d <" due
di questi elementi contigui; la U, relativa al vo-
lume somma consta delle parti relative a d=<’ e
d+" e di quella relativa alle coppie di molecole
prese l'una in d*' e l'altra in d+", in modo che
la loro distanza sia inferiore al raggio di attivita
molecolare e perd contenute in una zona infinita-
mente piccola rispetto a d <’ e d <. Tale parte es-
sendo trascurabile, la U, relativa a tutto il corpo
si compone della somma dei valori relativi ai sin-
goli elementi d t. Lo stesso vale per U;; quindi
bastera estendere in U, e U, la sommatoria alle
molecole di dt e poscia fare la somma dei valori
cosl ottenuti per tutti gli elementi d <. Diciamo
U, ed Uy’ le sommatorie nel primo senso dichiarato.

In un elemento d t sard |

e quindi
pp=2(aR+ b7+ ¥+ fal+...),
pe=pu i +...+2pualt...,

dove le ;s banno signiﬁc:iti evidenti.
Con ¢id la

U/ =2(aZa ’2+ +fzg—ij_‘4§+...)
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¢ espressa da una funzione lineare, omogenea delle
‘gei componenti di deformazione e dipende quindi
da sei costanti.

La U, consta di tre parti.

La prima ¢ lineare ed omogenea nelle pys e
cogli stessi coefficienti di U,’.

La seconda, quadratica omogenea nelle ¢,, &
pure quadratica omogenea nelle a, b,... & e con-
tiene 21 coefficienti; ma non sono tutti distinti.
Infatti

=z a4 .+ xggh?+ 250 +. ..,
dove

o, =4%,..., o,=412 ..

ay =428 ..., x,=480,...;

eliminando le £, #, §, otteniamo 18 relazioni tra le
«, di cui solo sei lineari, cioé

%23 = %yg 005 ¥y = %gg ..
Quindi risultera

2 U
23 G t=c,a? i ...+ 2¢ubc...

con
0* U : 0*U
c3=23 a‘r‘g%m 044'—"22”3‘75“44?-”

e perd

Cy3 = Cagy o0y Crg = Cgy e
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che sono precisamente le (1); ma non sussisteranno
piu tra le ¢ relazioni analoghe a quelle non lineari
delle x; dunque la seconda parte di U’; contiene
soltanto quindici coefficienti distinti.

La terza parte finalmente, ancor essa quadratica
ed omogenea nelle a, b,... k, contiene 21 coef-
ficienti tutti distinti. Basta osservare che il pro-
dotto ¢, 7, & esso stesso quadratico ed omogeneo
nelle @, b,... h e con coefficienti dipendenti da
g, m, 8 &, v, {; tra questi sussistono quindi 15
relazioni, nessuna delle quali & lineare.

Dunque l'espressione completa di Uy’ e Uy’ con-
tiene, in generale, ventiselte coefficienti distinti.

Consideriamo ora tre casi particolari.

1.° forze esterne nulle neilo stato naturale.

Essendo # = v =11 =0, tra le equazioni di equi-

librio devono figurare le seguenti

9U1___3U1_3U|!=0,
du  9v  dw ?

sara dunque U; e quindi U’; nulla; cioé

0V =32V . o,
zﬁis—...—- ar‘i)(.—...—o,

e perd & nulla anche la prima parte di U'y; sic-
che i coefficienti si riducono a ventuno.

2.2 le forze molecolari siano forze centrali
(antica teoria molecolare). Allora, com’ & notissimo

U=¢(rt+¢ 0" +e)+..;

.
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quindi
*U _

Gror O

la" terza parte di U’ & nulla; i coefficienti si ri-
ducono a wventuno e sussistono le relazioni di
Cauchy.

3.0 le due ipotesi precedenti sussistano con-
temporaneamente; la terza parte di U's ¢ nulla
e i coefficienti si riducono a gquindici.

Applicando ora il principio dei lavori virtuali si
ottengono le note equazioni indefinite ed ai limiti
per l'equilibrio con un numero di costanti dato dai
numeri precedenti *,

§ 7. Forme del potenziale di elasticita per i
vari sistemi cristallini. — In un cristallo, ridotto
a forma determinata, dicesi simmetria di forma la
proprietd di sovrapporsi a sd stesso con certe ope-
razioni geometriche: rotazioni, riflessioni, rispetto
ad un piano, inversioni rispetto ad un centro, in
modo che le direzioni della prima posizione coin-
cidano con quelle della seconda che loro sono equi-
valenti dal punto di vista dei fenomeni di acore-
scimento e dissoluzione.

L’esperienza ha poi mostrato che & sempre ve-
rificata la seguente legge di F. Neumann: le po-
sizioni equivalenti dal punto di vista della forma,
lo sono ancora rispetto alle proprieta fisiche.

Per rispetto alle relazioni di simmetria si di-
stinguono 32 gruppi di cristalli secondo la classi-

* PoiNcarEk: Leg. sur la Théorie de Vélast. p. 27 e seg.
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ficazione di Schonflies * e questi si aggruppano,
com’ & noto, in sette sistemi. Vediamo, nei sin-
goli casi, le forme che assume il potenziale.

Se il corpo & affatto qualunque (come p. e. i
cristalli del sistema triclino) il potenziale non ri-
ceve alcuna semplificazione e contiene 21 coeffi-
cienti distinti.

Supponiamo che il corpo ammetta un piano di
simmetria (cristalli del sistema monoclino) p. e il
piano ¥ z. Mutando quindi @ in - , in virtd della
legge di Neumann, Tl non deve mutare.

Per due particelle simmetriche rispetto ¥ 2 siano
a, b,...h;a, b ... le componenti di deforma-
zione: u, v, w; u', v, w' quelle di spostamento.
Sara ‘

w=—u v=90,0v=w,

e quindi
,_ 0w Qw o o
a—a(_m)—a‘v——a,b—o,c—-c,f-—f
9'=2“—+ 90 —g, k'=—h.

0z 3_(——40)=

Dunque T deve restare invariato mutando g in
—g ed h in — h; debbono quindi annallarsi tutti
i coefficienti ¢ dei termini che contengono sola-

* A. ScudnrLies, Krystallsysteme und Krystallstructur,
Leipzig, 1891. Vedi la recensione del prof. SoMIGLIANA nel
Giornale di Mineralogia, Cristallografia e Petrografia, 4;
1893.
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mente ¢ o solamente & a primo grado; cioé
C15 = Cg5 = g5 == C45 = €y = Cog = C36 = C45 = 0.

Qui & intanto soddisfatta una delle relazioni (1)
cioé la quinta. I coefficienti di elasticita da 21 si
riducono a 13.

Supponiamo ora che il corpo abbia due (e quindi
tre) piani di simmetria ortogonali (cristalli del si-
stema trimetrico); se anche il piano 2 & ¢ un piano
di simmetria, il potenziale non deve mutare cam-
biando # ed f in —h e — f; dunque debbono
annullarsi i coefficienti dei termini che conten-
gono solamente % o solamente £ a primo grado;
cioe

€16 = Cgp = Cgg = Cg6 = €14 = €2y = €34 = €5y = 0,
sicché dei nuovi vanno a zero:
C1q = Cyy =34 = C50=0.

(Y . .

E ora facile vedere che 1l non muta cambiando
fegin —fe—g; icoefficienti si riducono a 9:
ciod

20 =c;a® +cg % +cg3c® ey 2+ ‘((7)
+ es59% 1 ceg B +2cpbc+ 25, ca+2¢ab.)
La teoria molecolare antica esigerebbe ancora
C44 == Ca3y C55 = Cy1y Cg6 — C12s

e i coefficienti da 9 si ridurrebbero a 6.
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Il prof. Vmgt ha determinato le costanti ¢ per
aleuni cristalli di questo sistema *; 'unita di pres-
gione essendo 10° grammi per cmq. si ha

topazio: ¢, =2870; ¢y, =3560; c33=23000;
a=1100; ¢;;5=1350; ¢z =1340;
= 900; ¢;,= 860; c¢,,=1280;

barite: 907; 800; 1074
122; 293; 283
278; 275; 468,

Le relazioni (1) non sono verificate; solo per la
barite si ha approssimativamente :

. €55 = C31 +

E stato verificato che con questi valori la 11 &
effettivamente funzione quadratica omogenea defi-
nita positiva.

Supponiamo che due degli assi di simmetria
siano tra loro elasticamente permutabili (sistema
dimetrico). Il potenziale ¢ intanto della forma (7);
inoltre non deve mutare cambiando x in ¥ e quindi
u in v; ma con cid a si muta in b; f in g: cioe
1 deve essere simmetrica rispetto @ e b e rispetto
f e g; quindi

Cjg = Co2y €44 =2C535; Cr3=Ce3; .
20 =¢; (a®+ 8% + cs3¢® +2co5(bc +ca) )
+2C|:)ab+0“(f2+02) b oo B2 )

®)

* Bestimmung der Elasticititsconstanten von Topas und
Baryt. Wied. Ann. 34; pag. 981, 1888.
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Le costanti si riducono a sei.

Se infine tutti gli assi di simmetria sono elasti-
camente permutabili (sistema monometrico), 11 deve
risultare simmetrico rispetto a, b, ¢ e f, g, h;
quindi

2ﬂ=c“(a2+bs+cg)+ 2
+ 2cll(bC+Ca+ab)+Q“ (f2+gg + hg))

I coefficienti si riducono a tre; mentre le rela-
zioni (1) vorrebbero ancora

9)

Cy4 = Cy2.

Per i cristalli di questo sistema i tre moduli
principali di Young si riducono ad un solo, espresso
da:

2e®

E—_-Cn—‘ - )
et cie

e cosl i sei rapporti di Poisson si riducono al solo

¢
= %
en o

11 coefficiente ¢,4, come pei corpi isotropi, di-
cesi la rigidita principale.

I1 prof. Voigt * sperimentando i seguenti eri-
stalli ha trovato:

Pirite
€1 =23680; ¢;,,=1075; ¢,3= — 483

* Wied. Ann., 36; pag. 642.
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Fluorospato
Ci1 = 1670 y Cy=— 345 H C12 =457 .

Salgemma
¢y =477; ¢, =129; ¢, =132

Cloruro di potassio
¢ =375; ¢,=605; ¢3=198.

La relazione di Cauchy & approssiinativamente
verificata pel salgemma; mentre per la pirite of-
fre la maggior contradizione.

Per questi cristalli & rispettivamente -

E=3530, 1479, 418, 372

Inoltre per la pirite &
x= —0,12.

Supponiamo che il corpo possegga sette piani
di simmetria; uno normale all’asse z e gli altri sei
disposti simmetricamente intorno a questo (sistema
esagonale). Facciamo eseguire alla coppia x y una
rotazione di 60° intorno 2z; otterremo una nuova
terna z', y', 2’ definita (coi suoi coseni direttori),
dal quadro

z Yy 2
1 V3

x’ ‘2‘ *é- 0
, V3 1

vi—g g ¢

2’ 0 0 1
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Le componenti di deformazione rispetto alla
nuova terna siano: a', b'...1' applicando le for-
mule del § 7. Cap. 3°, troviamo
d4a'=a+3b+\V3h; 40'=3a+b—\3h;c'=c

2f'=f—-V3g; 2¢'=V3f+g;
2 =—\3a+V3b +h

La forma del potenziale & anzitutto quella (7)
del sistema trimetrico. Sostituendo alle a, b, ... h,
le o', ¥',... 4", Il non deve mutare. Fatta la so-

stituzione si trova che il coefficiente di a® (cio® ¢y,)
e quello di &% sono rispettivamente dati da

3 1 9 6
4—066'!'@011 +mc22 4 16 0127{

9 1 3 6
16 + 16 G2 +4—066 “1‘6012;
si hanno quindi le due equazioni
C11 + 9 Cog + 12 Ce6 + 6 Cig = 16 Ci1
9ci1 t+ coot 12045+ 6cis=16¢y,,
dalle quali per sottrazione si deduce

Cyp = Cog
e quindi
2 o6 =1 — Cy2.

I coefficienti di f* e 9? sono rispettivamente
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_ dati da
1 3 3 1

1 ou +Z Os5 3 4 Cud +;1‘055§
onde

Ciut3ess —deyus Beyt e =4cs;
quindi
Cyq == C35-

Py

Il coefficiente di 2¢ & nullo e ¢i da ancora
Cog == C3y »

Seuza ora continuare nel confronto dei van
coefficienti, possiamo osservare che, tenendo conto
- delle relazioni gia trovate, ln forma (7) diventa

2i=c, (a® +-b°) + cs3¢*+2 o5 (a + b) cHcyy (F2 4 ¢7)
+ s h? 4 (2o — dege) ad;

oppure

2u=c; (@+ 8%+ cssc®+ 2cg(@1-0) ¢ + | (10)
+ ey (F2+ %) + cgg (W2 — 4 ad)

Allora 211 essendo una combinazione lineare
degli invarianti ortogonali di rotazione (Cap. 3°,
§ 5) non muta qualunque sia la rotazione che si
imprime al sistema @ y: essa ¢ dunque la forma
richiesta.

Essa contiene 5 costanti ¢ spetta ancora a quei
corpi (legnami, materiali da costruzione) che pre-
sentano isotropia incompleta.

)
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Le relazioni (1) richiederebbero ancora
Cq4 = Cyg-

Le esperienze del prof. Voigt sul Berillo* hanno
dato 1 seguenti risultati

cll=2746; 633=2409; Cg;=674; 044=666; CG(;=883;.

la (1) & approssimativamente soddisfatta.

Si considera dai cristallografi ancora la forma
emiedrica del sistema esagonale come un settimo
sistema (romboidale).

Se consideriamo un esagono regolare di vertici
opposti 4, 4'; B, B'; C, C' dovremo considerare
dei piani alternati passanti per l'asse ZZ', nor-
male all’esagono nel suo centro; cosi le facce del
romboedrosono: ZA B, 7Z' BC,ZCA',Z'A' B,
ZB C', Z'C A.

Queste forme e quindi I1 debbono restare inal-
terate per una rotazione di 180° intorno 4 4’ e
di 120” intorno Z Z'. Procedendo come nel caso
precedente si trova

20 =q¢, (a® + %) +cggc® +
+ 2¢3(@+b)c+2¢.ab+

Foolf 4 g%) o 7; (e — e) B © (11)

4-2c'af=bgt fg)

* Wied. Ann. 31, pag. 474, 1887
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con sei costanti. Le relazioni (1) diventano
_ 1
Cy4 = Co33 Ci12 == Cgg Y (e11 — ¢19)

ciol
.
Cyq — Cg33 349 = Cyype

Le esperienze del prof. Voigt * sul quarzo hanno
invece dato
¢y, = 868; ¢33 =1074; ¢,; =143.
o= T0; ¢y = 5H82; ¢y, =1T1;
le relazioni (1) non sono soddisfatte.

Supponiamo finalmente si tratti di un corpo isc-
tropo, di un corpo cioé che si comporti egual-
mente in tutti i sensi per riguardo alle proprieta
elastiche. La forma di I1 sard anzitutto quella che
spetta alla isotropia incompleta rispetto 1'asse z
cioé¢ la (10). Lo stesso deve valere per 'asse z;
onde

2h=¢"; 1 a% + ¢55(b + ¢)? +
“i’ 2 0'33 (b + C) a } 0'44 (h2 ‘*‘ 92) _I" Cl(;ﬁ (f2 - 4 b C),
che non deve differire dalla (10), quindi

1 =0y =33 = €35 ¢y = 0o = C1g = €'y}

2egy=—4cg + 2¢'3

* Ibidem.



192 Cap. V. § 7. Forme del potenz. di elast., ecc.

e perd
2itecy{(@ + )+ e (F+ 9t + 4 — dab) +
C+ 2 —2¢4) @+ d)c

od anche
2M=c;, (a+H+c) +
F e (f?+9g*+h?—4bc—4ca—4ab),

che & una combinazione lineare dell’invariante
quadratico e del quadrato dell’invariante lineare ;
dunque I resterd invariato in qualunque trasfor-
mazione ortogonale. La forma precedente & iden-
tica con quella gia trovata al Cap. 4° § 4 par-
tendo da un’altra definizione dei corpi isotropi. Si
conclude perd Uidentita delle due definizioni come
avevamo accennato al § 3 dello stesso capitolo *.
Si pud inversamente dimostrare che non fa-
cendo alcuna ipotesi sulla struttura del corpo ela-
stico considerato, se si cercano le forme che puod
assumere il potenziale di elasticita per effetto di
proprietd di simmetria, si trova che esse sono tutte
e solo quelle che abbiamo trovate col procedi-
mento diretto esposto in questo paragrafo **.

* Abbiamo seguito in tutta questa deduzione il metodo di
MiNNIGERODE, Nachrichten v. d. Kinig. Gesell. zu der Wiss.
zu Gottingen, 1884; Untersuchungen tber die Symmetrie-
verhdltnisse auf die Elasticitdt fester Korper; metodo seguito
anche dal Love mel libro gia citato. Yedi pure: Srony,
On the Elastic Potential of Crystals. American Journal of
Mathematics, 1; 1878.

* SoMIGLIANA, Sul potenziale elastico. Annali di mat. 7;
1902,

Vedi anche le due note dei Rend. Acc. d. Lincei, marzo 1894 ;
gennaio 1895,
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§ 8. Conclusioni del prof. Voigt. — Nell’ultimo
capitolo daremo un cenno dei metodi adoperati
dal prof. Voigt per la determinazione delle costanti
elastiche o meglio svilupperemo i loro fondamenti
teorici *. Accenniamo tuttavia le conclusioni che,
allo stato attuale della scienza, si sono potute ri-
cavare da queste ricerche.

L.° L’ipotesi di forze molecolari agenti secondo

la linea dei centri delle molecole e dipendenti dalla -

sola distanza deve essere definitivamente rigettata.

2.2 Le formule con 21 costanti (poli-costanti)
si debbono considerare come in perfetto accordo
colle osservazioni, entro i limiti nei quali é va-
lida la legge di Hooke.

3.0 I cristalli cubici, benché otticamente iso-
tropi, sono elasticamente anisotropi.

4.0 I cristalli del sistema romboedrico, benché
otticamente equivalenti a quelli del sistema esago-
nale, sono estremamente diversi rispetto alle loro
proprieta elastiche.

Cosi la dolomite che cristallograficamente ras-
somiglia tanto allo spato, ne & estremamente di-
diversa per le proprieta elastiche.

5.0 Come, in generale, nei corpi isotropi cosi
anche in alcuni cristalli, una dilatazione longitu-
dinale ¢ accompagnata da una contrazione tra-

* Voiar, Allgemeine Formeln fiir die Bestimmung der Kla-
sticitdtsconstanten von Krystallen durch die Beobachtung der
Diegung und Drillung von Prismen. Wied. Ann 16 pag. 278,
1882. — Ueber die Torsion eines rechtigen Prismas aus ho:
mog. krystall. Substanz, ibidem, 29; pag. 604.

MARrcoLoNGO, 13
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sversale, come nel topazio; altri cristalli invece per
una dilatazione nel senso degli assi principali su-
biscono una dilatazione trasversale: come e la
pirite ed il clorato di sodio.

In quanto poi ai corpi isotropi si deve osservare
che applicando loro la teoria del Voigt, si otten-
gono le equazioni dell’equilibrio con una sola co-
stante. Perd il prof. Voigt non esita ad abban-
donare il solito concetto di corpi isotropi.

Tutti i metalli, quasi tutte le rocce compatte,
si presentano come aggregati di cristalli di gran-
dezza variabile a seconda delle circostanze e uniti
in tutte le possibili orientazioni: in certi corpi,
p. e. in alcune specie di vetri colorati, la stessa
struttura & resa "visibile colla corrosione di una
superficie levigata.

Ora il prof. Voigt ha dimostrato che ammet-
tendo i corpi isotropi formati di frammenti di cri-
stalli assai piceoli, si trovano le equazioni del-
I’elasticita con due costanti e per le quali il
rapporto di Poisson pud assumere qualunque va-
lore. :
§ 9. Equazioni di equilibrio ed univocita della
soluzione delle stesse. — Poiché le componenti di
pressione sono funzioni lineari od omogenee delle
componenti di deformazione, cioeé

. --Xx=cl1<a+...,4+cmh=cn%+”._‘,.
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abbiamo

_Q‘X” ﬂ‘i‘ _____820
dr Maar T 2 5uoy

0%v 0%u
+ ¢4 (37;3 + 8—x 33/) , ecc.

Sostituendo queste espressioni nelle equazioni
indefinite ed ai limiti per l’equilibrio di un corpo
continuo (Cap. 8°, form. 20 e 21) otteniamo che:
le equazioni indefinite per Uequilibrio di un corpo
elastico anisotropo sono equazioni differenziali si-
multanee del secondo ordine rispetto alle derivate
parziali delle componenti di spostamento, lineari
e, per una determinata terna di assi, con coeffi-
centi costanti.

Esporremo nel Cap. 6.° alcune delle recenti ri-
cerche sul problema della esistenza della soluzione
delle equazioni generali dell’elasticita. Ammesso
che tale soluzione esista, dimostriamo che essa &
unica.

Premettiamo la semplice dimostrazione di una
identita.

Si voglia trasformare il seguente integrale:

ou' [ 0w 3 v ) . ‘
Xe7——+4+...47Y. ot as.
f “ga ‘\ ay FE
La espressione sotto integrale ¢ la somma di
tre espressioni che si deducono dalla seguente:
(3Xw + 0Xy 0Xy 3Xz) .
33/ 0z

+ ...+

»~(Xxu + X, v+ Xe0")—
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Trasformiamo ognuna di queste col lemma di
Gauss, e notiamo che sussiston sempre le (4); giun-
geremo quindi alla seguente identita:

flnaw, yones av), Jo5

oa 0 of\oy @
= “(aaX: + aa];" + aajz{‘) uw + ...idS+ (12)

+ (X2 cos (n,2) + Xy cos (n,y)+...)u'+...) do.

Dimostriamo ora che:
la soluzione generale delle equazioni dell’equilibrio
elastico ¢ unica quando in superficie sono dati gli
spostamenti oppure le forze.

Supponiamo invece che esistano due soluzioni
u', o'y 0w ed u”, v, w'"; alla prima corrispondano
le pressioni interne X'z ..., e le componenti di de-
formazione «, b',...A'; alla seconda le X"x,...
elea”, b",... 1"

Siano in primo luogo date le pressioni superfi-
ciali: allora in ogni punto interno al corpo ela-
stico dovra aversi:

_ 0 X'z 0 X'y aX'z_
=9z Yty T

=6Xx+3X’y+3Xz ecc.

oz 0y 0z’

o X

ed in ogni punto del contorno:

Xn=X'zcos(n,z)+...= X"zcos (n,x) + ...
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Poniamo:

w—u'=u, o —a' =aq...,
Xe—X'"2= Xz ecc....

ed avremo:

_ _(am_amy__anm
Xz = (3(1 Ba") ~oal ece
riguardando 0 formato colle @, b,... allo stesso

modo che & formato colle a',...A'".
Dunque in ogni punto 1nterno del corpo

0 X 00Xy, 0X:
ox * 3y+ 0z

e in ogni punto del contorno:
Xz cos(n, )+ Xycos(n,y) + Xzcos(n,2) =0, ecc. (14)

Si faccia ora nella (12)

=0, ecc.; (18)

u=uwuy v=9, w=uw';

in virth delle (13) e (14) otterremo:

ﬂa——l}a-{—...-}-a—“f+...IdS=QIﬂ'dS=0

0a or ) )

¢id che ¢ assurdo, per essere sempre 1 > 0; a meno

che non sia 11 =0; il che esige
d—-=b=...=h=0,

le due deformazioni &',...A' ed a”,...R" sono
dunque identiche e gli spostamenti corrispondenti
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(Cap. 8% § 3) non differiscono che per un moto
di corpo rigido.

Se poi in superficie sono prestabiliti gli sposta-
menti del corpo, abbiamo su o:

w=u", v'=9", w=w"
e quindi
u=v=w=0

e la (12) conduce alla stessa conseguenza.

Lo stesso ragionamento & applicabile anche
quando in superficie & data parte delle forze e parte
degli spostamenti, ece.

Possiamo ora poi concludere:
le equazioni indefinite ed al eontorno sono neces-
sarie e sufficienti per Uequilibrio di un corpo ela-
stico. :

§ 10. Teorema di reciprocita del Betti. —
Nella (12) supponiamo che le «’, »', w’ rappresen-
tino le componenti di spostamento dello stesso
corpo elastico, soggetto a forze di massa X', Y, Z’
ed a forze X'n, Y's, Z's agenti al contorno.

Intanto la (12) pud scriversi

Jo(Xu'+..)dS + f(Xn v'+..)ds =f(g—ga'+...)d S.
In modo analogo si trova che

Se(Xut.)dS  (Xmub)do= f ( Z—a" a+...) as.
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Ma essendo 1 quadratica ed omogenea si ha

, 01 , 0 au
a‘]‘Jr +f L +,.Tfaf,
quindi risulta
Je(Xw' +Yv +Zw)d S+
+ [ (Xnu' +Ya v'+Z;.w')dc.= (15)

=[e(X'u+ Y'v+2'w)dS+ S
+ S Xnu+ Y'po+Zpw)do

la quale esprime il teorema di reciprocita del Betti *.

Esso pud enunciarsi cosi:
se un corpo elastico é soggetto a due sistemi di
forze, il lavoro compiuto dalle forze del primo
sistema quando gli spostamenti sono quelli spet-
tanti al secondo, & uguale al lavoro compiuto dalle
forze del secondo quando gli spostamenti sono
quelli spettanti al primo.

Nel capitolo seguente vedremo alcune delle nu-
merose e svariate applicazioni di questo tra i pil
notevoli ed importanti teoremi della teoria della
elasticitd ; ma possiamo fin da ora accennare qual-
che sua elegante applicazione.

Supponiamo che le componenti della seconda de-
formazione siano costanti: quindi, come si vede

* BerTI, Teoria della elasticita, Cap. vi, Nuovo Cimento,
1, 8,9,10; 1872, Ann. d. Matemn. 6; 1875. La forma dell’e-
nunciato & del LEvy, Compt. Rend., 107; pag. 414 e 453, 1888,
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subito,
W=dz+hytgzv=Nz+by+fz
. 10’=g’x+f’y+c'z

essendo a’, b'... k' delle costanti. Saranno quindi
anche costanti le componenti speciali di pressione;
p. €. sara

Xe=4d,... Xy=H'"

Si vede subito che una tal deformazione & pro-
dotta da forze di massa nulle e da trazioni in su-
perficie di componenti :

Xn'=A'cos(n,x)+H' cos(n,y)+ G cos(n,2); ece.
.Il teorema di Betti ci da
JelX(@a+hy+g'2)1...}d 8+
+ [ Xn@z+hy+g2)+...)de=
=fl4 (A4 cos(n,2)+H' cos(n,y)+G cos (n,z)) +.)do=

—e e [l .

Dando particolari valori alle 4’,... H', potremo,
risolvendo solamente delle equazioni lineari, tro-
vare le a',... I

Facendo quindi

A=B=C=1;¢=F=H'=0
potremo trovare la dilatazione cubica totale del

corpo espressa per le forze di massa e per le ten~
stoni in superficie.
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Nel caso particolare dei corpi isotropi

—A'=)a'4+ b+ )+2pa’, — F'=2pf eco....

come risulta dalle (12) del Cap. 4.°; e per le ipo-
tesi suddette sara

fl=9¢'=h=0ed a’'=b=¢

donde
3la'+2pa'=1;
a'=; 1 .t
3242w
e perd

Br+2p)f0dS=fp(Xx+ Yy+2Z2)d S+
+/(Xnx+..)do.
Se in particolare
X=Y=7Z=0
Xn= Peos(nx),...

cio¢ se il solido & soggetto ad una sola pressione
normale in superficie e costante, poiché

J (@ cos (n,x) + ycos (n,y) + zcos(n,2))d S=—38 S,
risulta -

(B)\+2y)f0dS=—-38SP
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pure tra loro indipendenti; onde deve essere

09r _009s _
0 gs ‘9 9r

cio¢ la forma proposta & un differenziale esatto *.

* Questo teorema in generale & dato dal Berri, Sopra gli
spazi di un numero qualunque di dimensioni. Ann. di Mat.,
4; 1871. Da questo si pud agovolmente dedurre il teorema
di Stokes. Yedi Maaar, A¢ti Acc. Givenia di Catania, 4 ; 1892.



CAPITOLO SESTO.

TEOREMI GENERALI SULLE EQUAZIONI
DELL'EQUILIBRIO DEI CORPI ISOTROPL
METODO DI INTEGRAZIONE DEL BETTI *.

§ 1. Espressioni degli spostamenti. — Ripren-
diamo per maggior chiarezza le equazioni indefi-
nite per l'equilibrio trovate al Cap 4. Le equa-
zioni indefinite sono:

X+(Q2—m2)g_§+w2A2u:0 Q)

e due analoghe: oppure

Q_g + wz(a_T’_ 0Ty

Q2
X+ o 0z Yy

)=0, ece. (1')

* Su questo capitolo vedi sopratutto la memoria capitale
del Brra1, Teor. d. elasticitd, gia citata: le Ricerche sull’equi-
Uibrio dei corpi elastici isotropi del prof. CERRUTI, Memorie
Ace. d. Lincei, 13; 1882. CEsARo, libr. gia citato, pag. 100 e se-
guenti. Lovg, libr. citato, Cap. vi1, Vol. 1.
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Le equazioni ai limiti sono:

1 2 AU dzx
2 2% 0 _oue %t
PL+2° dn+( 2‘”)9dn+

d d @
+ m”(Ts (_1_’1 T, z) =0, ecc.;
oppure:
-LL +‘02d +(Q" w”)Od—{p*f-
ovdy oQvdew '
2l— =Y 2 ") 4 2
o (9mdn o0y dn)_* \(d)
dwdz gwdx\ i
1 (a'i'd_n_ 90 d ) 0, ecc. |

Il problema che si tratta di risolvere & il se-
guente:
un corpo isotropo soggetto a forze di massa é de-
formato per mezzo di trazioni date sulla superficie
del corpo; si vuole determinare la deformazione,
determinare ciod per ogni punto del corpo le coms=
ponenti u, v, w dello spostamento.

Un altro caso notevole, ma fisicamente meno im-
portante, & quello in cui in superficie si conoscono
gli spostamenti; oppure potremmo supporre di co-
noscere su di una parte della superficie limite le
forze e sull'altra gli spostamenti; oppure parte
delle forze e degli spostamenti, ecc.

Il problema consiste nella integrazione delle
equazioni differenziali (1), subordinatamente alle
condizioni (2) valide in superficie se ivi sono note
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le trazioni superficiali: se poi sono assegnati gli
spostamenti, le funzioni u, », w debbono sempre
soddisfare le (1) e ridursi in superficie a funzioni
note arbitrariamente date, ecc.

Tal problema, come abbiamo gia dimostrato, &
completamente determinato dalle condizioni pre-
cedenti, a meno di un moto di corpo rigido

Valendocl ora delle (1) e (2) possmmo trovare
in un punto qunluuque del corpo le espressioni
degli spostamenti in funzione delle forze, della di-
latazione cubica e degli spostamenti in superficie.

Infatti per la formula di Green (Cap. 1, for. 10")
si ha:

d 1

T ldu
41:u(a:,,y1,¢,)—J‘(u Tn -—-;du)dc— @)

— ['i AudS
in cui (r,, v;, 2,) & un punto arbitrario, ma fisso
nell’interno del corpo, nel quale si vogliono cal-
colare le componenti di spostamento; r & la di-
stanza variabile del punto suddetto da un altro
punto qualunque z, ¥, z variabile e nell’interno e
alla superficie del corpo.

1 . .
Moltiplichiamo la (1) per s ed integriamo a tutto

lo spazio occupato dal corpo; otterremo:

[ dS—|~(Q“’—a2)fl*a—edS+“ [~Auds=0.
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Ora osserviamo che:

) 3.1_. 3L
16e_ 0 (8) g r _0(0), ¢ _
rax—ax(r) eax_ax(1')+eax,—
‘ 9_(®), 2 (e
—ﬁ(r)Jraxl ’)'
e ¢id perché e: :
1 1
%
3-”’_ ox’

e perché o, dilatazione nel punto generico 2, y, 2,
& certamente indipendente da z,, ¥,, z,. Appli-
cando poscia il lemma di Gauss si ha:

1099 (o322, 9 (®
Jramdsf_ dn r +3:rl‘ a8
Dunque:

f&ds_l_(gz_me)ij‘gds-

e oo

Parimenti moltiplichiamo la (2') per 7 ed inte-

4

griamo a tutta la superficie del corpo; si ha:
fL__ 1+t dudc_l_(m w?) @%;”'13_{_

nr
MM_QHV“
+ o f(@xdn dydnl r T

TR S
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Qui occorre osservare la seguente identitd

(L2dy _20dz)ie
’ dxdn oJydnl r

1 1 (5)
0— 0—
+ A8y _ rdzl. _,
\ozdn dydn )
la quale permette di eliminare le derivate degli
spostamenti in superficie.
Infatti se ¢ & I'insieme di ¢ e della superﬁcle
sferica o; di raggio » e di centro M, che limita
lo spazio S; contenuto in S, si ha:

[5G a =55 () mer=
-;“:::(a ) :2 9.'2

sempre in virtu del lemma di Gauss. Ma la parte
dell’integrale del primo membro relativa a o, &

f(@vdy 9'vd:v)d 2

45 =0

oxdr Qydr] r
dray_oroe
_.[;7 dxdr ayar)d"“

il secondo integrale & identicamente nullo; il primo

tende a zero col tendere a zero di r; & dunque

pullo I'integrale esteso a ¢; e quindi & vera la (5).
Mazcoronaa. 14
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Osserviamo ancora un’altra utile trasformazione:

1 1
J(M_?_MT)JS_
0x oy ovowx o
_ (12 (v L 9ol
—_ﬂ&y(axo) (’)m(ayr"fds—

=_[’(avdy 3vd.t)dg

ordn gydn
Quindi per la (5) risulta

,\l 1

0z 0y 0y 81

1 "1
_j (81 dy rdar)d<7 \
gxdn QJydn I

La stessa identita (5) vale per w. Mediante queste

due identith i due ultimi integrali della primitiva
eguaglianza, prescindendo da »? si trasformano in

questi
1
_ S- (aTdy a?dx)h_
dxdn gy dn !

1
J ( r ’E_,.’—;dﬁ)d ]
dxdn 9z dn !

(6)
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od anche in questi altri:

—
oot
—J-(ud—” d * dn awd

1 1
0~ o 0
r r r|de
*J(“ﬁ*”aﬁ 'a;)az‘“'

Se quindi poniamo

—, 0%, 4y dz
s»—udn-}-vdn—i—ud
1 1 1 (M
a— o— 9
r 7 r

sa rappresentera la componente normale dello spo-
stamento in superficie, ed avremo

1 Li’l_“_*_ 2 @Qﬁ_*.
P dn r
dz o ( do
Q2 — o2 C° bl g, &0
+ ( m)f +w 9x1,s ; +‘ 8)
+w”}R—dc—
perché ancor qui si noterid che
1 1
s v — s o _90 (s*_)
N "3% 6% r
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Moltiplicando ora Ia (8) per »? v sommando a
secondo membro le (4) ed (8), otterremo

d4n0?u (@, y,2)=

r dl
=J Xﬁ-ﬁi_s‘Ld—g—‘ru"ju—rdc +
r P r dn

dx 0 dsS
')2 —_— — —_— — .
+ ¢ IRd”d6+(92 (u’)awlfg " +
0 ds
pe —.
+°‘awl Sn "

Formule analoghe si otterranno per » e w; per
porle sotto la forma pid conveniente converrd
usare alcune abbreviazioni.

Poniamo

W=J9 d—S; V = 3nd—g. (9)
r r

W & il valore in (@,,¥,, 2,) della funzione poten-
ziale di una distribuzione di materia fatta in S
colla densitd ®; V & il valore nello stesso punto
della funzione potenziale di uno strato semplice
deposto su ¢ colla densitd s, . Quindi pei teoremi
di Laplace e di Poisson (Cap. 2°, form. 11), nel
punto (2,,¥,,2;) avremo:

4 W= —410(r,,y,,2,); A,V =0. (10)
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- Poniamo ancora:

1
P NLISTIEN
r dn
(')2 "—:
+ fRdndc .
ds ¢
—JY +—IM + w? v—d—dd~l

tu fRd”

di
C=JZdTS+_INdG+w2 w~~dc+
+w2‘[ gzd
Otterremo le formule seguenti:
srotu=A + (@ —on 7 o w2V
ox 3x1
4ruly=DB 4 (Q— )SW_*_(zg_;

41\'«»%{):0-{—({12—0)8 + o saa:,a
1

(11)

\

(12)

che appunto volevamo stabilire e che sono dovute
al Betti *. Esse, come vedremo nei successivi pa-

* Teor. d. elasticita, § 8, 9.
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ragrafi, sono di grandissima importanza per tutta
la teoria generale; ma non ci permettono ancora
di assegnare in un punto-del corpo gli spostamenti
in funzione delle sole forze e dei soli spostamenti
in superficie. Infatti in W comparisce ancora © che
& incognita.

§ 2. Dilatazione cubica e componenti delle ro-
tazioni. — Deriviamo le (12) rispetto x;, ¥;, 2, e
poi sommiamo:

20 (2 04, 0B, 2C

4’:("’ e(x]’yl7zl)—8a,l + ayl o a 21

+ (822 — 0?) A, W + o? ATV

e per le (10):

04 0B, 0C '
ee=22,92,0~ 13
4 Q2 3$1+3!/1+921~ (13)
Sempre dalle (12) ricaviamo pure:
. 0C 0B
4= 0?2 T] == a—?—/-; —_ 5*51, ecce. (14)

Sviluppiamo ora la (13); bisogna derivare le (11).
Osserviamo a tal uopo che:

yoRdx
dx, dn

o 1 2l e 1
_Zu(ar d Ty dy - ar dz)

2T 0xdn ' Qxoy dn ' Oz iz dn:
32l Aaz_l- 32_1_ )

r dzx r gly+ r dz

=2Zu \é&,awdn 0, dydn awaflazdn
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poiche, com’e facile verificare, si ha:

52.1. 82 _.1__

r

,
3éray1_8w13y

, ecc.

11 coefficiente di % nella precedente sommatoria
equivale a:

come si verifica subito. Abbiamo dunque:

a% B
4rQte=3 dS+v L-—do+

*871 0 ) (15)
1 [ d—l— \
o r . .
+2‘"22}“5_,Td” ,/

e questa ci fa. conoscere la dilatazione nel punto
&y, Y1, 2, in funzione delle forze di massa, delle tra-
zioni e degli spostamenti in superficie *.

§ 3. Espressioni degli spostamenti in funzione
delle forze e degli spostamenii in superficie. —
Si pud stabilire per il sistema (1) un teorema
analogo a quello di Green per I'’equnazione Ay u =f?
Volendo estendere il metodo del § 7, Cap. 1°, oc-

* Bert, 1 c.
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corre assegnare degli integrali particolari che fac-
ciano per le (1) lo stesso ufficio dell’integrale 1:#
per lequazione di Laplace; cioé degli integrali
omogenei di grado — 1 col solo punto singolare
P, (x{, ¥1, 2,) a distanza finita.

Si possono assegnare infinite soluzioni partico-
lari del sistema (1), essendo nulle le forze di massa.
Infatti scriviamolo cosi:

N
Q2 — 0?) Z_x + w25 =0, ece. 1)

Siano F, &, H tre soluzioni distinte della
8,=0
cui soddisfano le £, 4, ¢ Dico che potremo porre

0T p el
%’*‘Azﬂ"l—“ay*‘%Ga

T
<=“%‘z‘+A2H',

E—«

dove

_0F 0G oH
T'aw+ay+az )

Supponendo infatti = costante ed eguale a
(— Q2 + w?): Q2

si soddisfa alle (L").

Se F, &, H sono omogenee di grado n, le
Z, v, §{ saranno omogenee di grado #n — 2. Ora noi
conosciamo un integrale della A,=0, omogeneo
di primo grado, cioé » (Cap. 1°, § 2): ponendo
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F=1r, G=H=0 otterremo i seguenti integrali
delle (1") algebrici, omogenei di grado —1 e col
solo punto singolare Pl a distanza finita,

El_‘]L amg ot

— » _0°r
4 8w8y + ox oz

Con permutazioni circolari dedurremo da queste
altre due soluzioni f,...; %, ... colle stesse pro-
prieta. La dilatazione cubica e i doppi delle ro-
tazioni corrispondenti a questa ipotetica defor-
mazione hanno quindi i valori

(16)

1
20y R
T R T
Valendoci delle equazioni ai limiti (2) potremo
assegnare le forze L,, M;, N, da applicare in su-

perficie perché la deformazione corrispondente ab-
bia per componenti le (16); e si trova

11:0a72=2

¢y
L1=Axx'—29‘”'dn ’

M| Al‘y ‘)P("g
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dove
oL
4 _29(«)2 (- w?) i %r _2__1'_¢_i_i_t (17
= e dn dugv dudn)’

Queste espressioni, lineari rispetto ai coseni della
normale, sono omogenee di grado — 2. Dico che

JLydoy=8prmw? f Mydo =[N de =0,

o, essendo una sfera di raggio » avente per centro
il punto P, ed n = r. Infatti i termini Azz,... a
meno di un fattore, si riducono rispettivamente a -

22—yt —22 3y 3zz2
9 , k]
r o

e i loro integrali estesi a o, sono evidentemente
nulli ; mentre i coefficienti di 2 ¢ »w? sono:

1
_,,'é’ 01 O;
quindi & vero l'asserto.

Sarebbe ora facile dimostrare che le stesse val-
gono qualunque sia o, purche racchiudente il
punto P, e riducibile ad una superficie sferica per
deformazione continua.

Escludiamo da S il punto P, racchiudendolo
entro una sfera ¢, contenuta in S; sia S, lo spa-
zio restante e a questo, e ai due sistemi di forze

Xv Yr Z; L, M N edLh M! I\’Tl
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applichiamo il teorema del Betti. Si ha

pI(XE .. )dS S (LE 4+ )do=
=f(Lyu+..)do + [(Liut..)do,.

Facciamo impiccolire indefinitamente la sfera o, ;

. . . P 1 .
poiche &, %, §; diventane in P, infinite come P il

primo integrale, sempre finito, ha per limite 1’in-
tegrale esteso allo spazio S.

Passiamo al quarto; detta @ la superficie sfe-
rica unitaria, L'; il valore che prende L, su que-
sta, poiche

L, =rL,de,=1¥dc
risulta
JLiudo, =L udao;

quindi, con un noto’ procedimento, se u, & il va-
lore di  in Py, si ha

limfLiudo,=u, fLyda=u, [ L, dcl..
=0 ’
Il quarto integrale ha per limite 8pnw?u, e
pero
8pn:(~)*‘u1=pf(X51+...)(ZS+ )(18)
+ (L, —Liu+...)ds, {t

e due formule analoghe per v, e w«, in cui%,...,

Ly, ... hanno i valori (16) e (17) e quelli che si

deducono da questi con permutazioni eircolari.
Queste formule fanno dipendere i valori degli
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spostamenti in un punto del corpo dalle forze e
dagli spostamenti al contorno e costituiscono per
le (1) cid che il teorema di Green & per le fun-
zioni armoniche. In esse compariscono integrali
che possono interpretarsi come funzioni potenziali
di spazio, di strato semplice e doppio strato.

Collo stesso procedimento si pud dimostrare che
ge il punto P, & su ¢ in un punto ordinario,
nelle (18) occorre sostituire 8 * con 4 =; nel caso
poi che P, sia esterno, il secondo membro & nallo.

Diremo in seguito del significato fisico dei vari
termini della (18); osserviamo qui solamente, che
gli integrali di volume possono interpretarsi come
componenti di una deformazione prodotta in un
corpo isotropo indefinitamente esteso da forze
(X, Y, Z) che sollecitano gli elementi contenuti
entro S, supponendo nulla la deformazione al-
I’ infinito *.

§ 4. Risoluzione del problema dell’equilibrio
elastico, cogniti gli spostamenti in superficie. —
Allo stesso modo che la determinazione di una
funzione armonica in un certo spazio, allorché sono
noti i valori che essa assume al contorno, dipende
dalla determinazione della funzione di Green (Cap. 1°,
§ 9), cioé¢ di una funzione armonica che in super-
ficie assume valori speciali; cosi la determinazione
delle tre funzioni %, v, w che soddisfano le equa-

* Le form. (18) sono dovute al prof. SOMIGLIANA: Ann.
d. Matem. 171; 1889, Rend. Ist. Lombardo, 23, 1890 e Nuov.
Cim. 36; 1894. Su questo argomento vedi ancora la tesi del
prof. LAUBXCELLA Equilibiio dei corpi elastici 1sotrop;,
Annali della R. Scuola Normale di Pisa. 1894, Cap. 8.0
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zioni dell’equilibrio ed in superficie assumono va-
lori dati ad arbitrio, dipende dalla conoscenza di
una speciale deformazione, che ora definiremo.
Siano &, n, { le compounenti di spostamento cor-
rispondenti a forze di massa nulle e a forze agenti
in superficie e di componenti Ly, M,, N,.
Il teorema di reciprocita del Betti ci da:

zfXEdS+%ZfLidc-——t—}_‘,fLoudc=O.

Sottragghiamo questa equazione dalla (15} ed ot-
terremo:

. oL
4"029(w1,y1:zx)=2j (3_; — E)d S +

1
+ = ZJ (a—:-—i)dc+ - (19)
1
d_.
+Zj(%+2w”7%ﬁ)ud°-

Volendo dunque determinare la dilatazione cu-
bica, bisogna cercare di eliminare da questa equa-
zione le L, M, N che sono incognite, perché sopra ¢
si conoscono soltanto i valori di u, v, w.

Consideriamo a tal uopo una speciale deforma-
zione ausiliaria corrispondente a forze di massa
nulle e tale che le componenti di spostamento in
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superficie assumano valori dati da:

1 1 1
0— 37 3—; (20)

FEAa Pl you

Questo problema, analogo a quello della ricerca
della funzione di Green, & certamente pill semplice
del problema della determinazione della deforma-
zione effettiva; ma non si pud dare nessun metodo
per la sua soluzione. Notiamo che occorrerd de-
terminare il valore di %, %, % in un punto generico
x, Yy, z; perche nelle (20) il punto ,,y,,2; figura
come polo fisso. Per conoscere a loro volta queste
tre funzioni £, 4, §, basterd che, con qualche par-
ticolare artifizio, si giunga a determinare la dila-
tazione cubica ¢ corrispondente; supposta infatti
cognita 9, dalle equazioni:

a *

(Q2—w?) ?a-; + o? 3,5=0, ecc.
ricaveremo: .
A2 ?' = f(xi y, z))

essendo f una funzione nota di o, y, 2; allora siamo
ricondotti al problema della determinazione di una
funzione 3 regolare in S che soddisfa I’equazione
precedente e i cui valori in superficie sono dati
dalle (20); problema che si sa risolvere (Cap. 1°,
pag- 27) se si sa assegnare, per lo spazio S, la
fupzione di Green.

Cognita dunque in un modo qualunque la de-
formazione ausiliaria, le equazioni (2) ci permette-
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ranno di calcolare le forze L,, M,, N, da appli-
care in superficie perché la deformazione risultante
sia quella di componenti 3, 1, §. La formula (19)
allora, dalla quale in virtd delle (20) sono scom-
parse le L, M, N, fara conoscere la dilatazione
cubiea, nel punto 2,,y,,2,, della effettiva defor-
mazione.

Finalmente la ricerca delle componenti u, v, w,
esige aneora la integrazione delle:

X+ (02 — w?) .3.3+m2A,u=O,'ecc.;
. or, ., -

le quali, essendo gia nota ©, sono della forma:
Ay u = f (11,41, 2), ecc.

mentre in superficie sono noti, perché dati, i va-
lori di u, v, w.

Siamo quindi ricondotti ad un altro problema
da riguardarsi come risoluto. La vera difficolta
del metodo, come si vede, consiste nella ricerca
della deformazione ausiliaria, oppure della corri-
spondente dilatazione cubica.

Il metodo precedente & dovuto al Betti; & stato
modificato e poscia ridotto alla forma da noi
esposta dal prof. Cerruti *. Ne vedremo qualche
applicazione nel capitolo seguente. Esso consta
dunque di tre parti.

1.> Determinazione della deformazione ausi-
liaria, od anche della sola dilatazione cubica au-
siliaria.

* Vedi le gia citate Ricerche, p. 86, Cap. 1,0
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2.° Ricerca delle forze superficiali corrispon-
denti alla deformazione ausiliaria.

3.° Determinazione della dilatazione cubica
effettiva mediante la (19), e degli spostamenti ef-
fettivi.

Cognita la deformazione ausiliaria; supposto di
saper risolvere il problema dei valori al contorno
per lo spazio S, i caleoli relativi alla seconda e
terza parte non presentano difficolta.

§ 5. Risoluzione del problema dell’ equilibrio
elastico, oognite le trazioni superficiali. — Si pud
anzitutto 1nostrare che se in superficie sono note
le L, M; N la determinazione della dilatazione
cubica dipende dalla ricerca di una speciale de-
formazione ausiliaria.

Consideriamo infatti quella deformazione di com-
ponenti & %, { corrispondente a forze di massa
nulle e a forze agenti in superficie e di compo-
nenti

1 1
L =_2P(02_a_(_i£ Mo=—2pm9—a-(iz-
0 oz, dn’ dyrdn’
i 1)
5 %r
—_— 2_v
No=— 2t o Tn

Per la ricerca di questa deformazione, in gene-
rale pill semplice di quella che si deve col fatto
cercare, non si pud assegnare nessun metodo ge-
nerale, Tale problema ammette una soluzione
unica purche il sistems di forze (21) sia di per sg,
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sapposto rigido il corpo, in equilibrio. Che tale si-
stema sia veramente in equilibrio si pud provare
cosi.

Infatti derivando rispetto 2, la (1') del Cap. 1°,
potendo effettuare la derivazione sotto il segmo
integrale, si ha: '

JLyde=0, ecec....
Nella (3) del Cap. 1°, si faccia 9 =¥ ; avremo

1 1
P P
JYVdn drortP=e N

ed anche :

{ 4
d___
r 0 as .
jyﬁdc—ﬂ 7—.4"3/:,

analogamente:

1
jzizdv_i(ﬁ._;h“
dn o)y TR

-,

. Derivando la prima rispetto 2z,, la seconda ri-
spetto y; e sottraendo risulta:

Sy Ny—2M,)ds=0, ece...."

e perd effettivamente le forze L,, M,, N, costi-
tuiscono un sistema di forze in equilibrio.
Ammettiamo determinata questa deformazione
ausiliaria; la (19), dalla: quale, in virtd delle (21),
si elimineranno gli spostamenti in superficie, ci
MARCOLONGO. ‘ 15
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fard conoscere la dilatazione cubica © corrispon-
dente alla deformazione effettiva.

Ma mentre nel caso del § precedente si poteva,
dopo cid, ritenere come risoluto il problema, o
meglio ridotto al problema dei valori al contorno,
in questo caso si presenta invece una grave diffi-
colth. Infatti essendo cognita la dilatazione, la
prima delle equazioni indefinite dell’ equilibrio,

\

come pilt volte si & visto, si riduce alla

Ay u=f (@1, Y1, 21);
ma dalle equazioni ai limiti non & possibile ora
conoscere né i valori di », né quelli di in poiché
la prima delle (2') contiene i valori delle derivate
di » e w in superficie.
Riflettendo alle (2), se in qualche modo potes-
simo procurarci i valori dei doppi delle rotazioni

. . . L. du -
in superficie, conosceremmo i valori di an® quindi

la ricerca di # dipenderebbe da uno dei soliti
problemi (Cap. 1°, pag. 30).-

Ma qui ha luogo la seguente favorevole circo-
stanza:
cognita la dilatazione ©, le componenti della ro-
tazione sono determinate a meno di una funzione
armonica.

Poniamo infatti, per compendio,

X+Q2§2—1=(02P; Y—|—-Q2g§=m20; 2
: ‘ (22)

Z-1- Q2 29 =w? R s
Sl
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P, Q, R essendo funzioni note di 2y, Y, 2. Le
equazioni (1') diventano .

_0Ty 9T
P_a.'/l 331’.“' (23)
di guisa che
oP , 0Q IR _
8xl+ayl+3zl 0, (24)
come del pari ‘
0T, 9Ty 8T, _
awl+3 Y 0z 0

Determiniamo una funzione ¢ armonica in S e
tale che su ¢ gia

dy _g pda 3
d_r;_zpdn' (20)

Cid & possibile perche
dy P

- 9 _
d_ndc——z a—-xlds-—().

Tale funzione & determinata a meno di una co-
stante: noi quindi la supporremo nota,
Decomponiamo quindi P, ¢, R in questo modo

—P+ 20— 4 0¥ p_p . 0¥
P=Pit i @=0+5 R Bi+y, 26

le P, Q,, R, risulteranno perfettamente determi-
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nate e inoltre

g0t
Per trovare T1,... pomamo

& z% PP +

TG b o)

essendo F, G, H, T,',... delle altre funzioni in-
cognite, da determinarsi in modo opportuno e colla
condizione

oF 4G
FEN +3y1+8zl (29)
La prima delle (28) diventa:
0T, oT,
P, 9y _ _ N F —
! + T o 02
e a questa possw.mo soddisfare ponendo anzitutto
M, F=—P,.

Siccome non ci occorre che un valor particolare
per F, G, H, cosi possiamo prendere:

_ 1 (PRdS ,_ 1 l‘QldS
F_41c,‘ ! G= 41r- r !
1 (BdS
H—47r r

con cid la (29) & soddisfatta; e dopo ¢ido i valori
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T, ... soddisfano le
14 14
a—Ti—aT'=?i;ecc....‘ (30)
0Y, 02 R

La ricerca di T, Ty, T3’ si fa agevolmente
approfittando di una forma notevole delle deri-
vate di ¢.

La funzione ¢ & definita per tutti i punti in-
terni ad S ed al contorno ¢;immaginiamo un’altra
funzione ¥, definita in tutto lo spazio esterno ad S
(nel quale & armonica) che soddisfi alle condi-
zioni di convergenza all’infinito (Cap. 1°, § 12) e
sopra ¢ sia

dy __dy

—_— == )

dn dn
di guisa che Y, potrad considerarsi come la conti-
nuazione della ¢ nello spazio esterno ad S. La ¢
cosi continuata &, in generale, discontinua sopra s;
sia, per ogni punto x, ¥, z di o,

b—¢ =479

@31

¢ essendo una funzione definita pei soli punti di .
Ora il punto @, y,, 2, & interno ad S; e perd il
teorema di Green applicato alla ¢ (Cap. 1°,
form. 10") ed il lemma di Green applicato alla ¢,
ed alla 1:7 allo spazio esterno ad S (Cap. 1°,
form. 6) c¢i danno

1
d_
r. d
47‘?(’1’“%’21):{( an 7 —%)d”
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e ‘quindi sottraendo

4
Y(zhyn o) = A?E‘d"_;

Pintegrale a secondo membro esprime il valore di
una funzione potenziale di un doppio strato depo-
sto su ¢ colla densitd o.

Ma:
1 1 1
e 2
r_y._rdz_ g rdz
dn~ “ 9z dn— dx dn’

quindi posto

‘drde dyde [‘dzdc
= Z e B = @J .y —= hadndiaii
«J?dnr,.—f? sy=feo, - 382

risultera

y=_92__9F 07
‘ 0xy, 0Y, 07

Le «, &, y sono a loro volta funzioni potenziali

di strati semplici deposti su ¢ con densita rispet-

. d. .
tive ?ZT:’ ... Di guisa che nel punto #;, y,, 2,

. dpr=A,B=1,y=0.
Di qui

oy _ o 9% v _
0 x, ox?® 02,0y 02,02
L fe | e 3 >y

T oyl o dmom dwmdm
— .0 (21 _ ?E) _ 0 (_3__‘(_ _ ﬁ;“) occ
o \0y, 0@ 02 \0 % 9z)’
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Paragonando queste espressioni 'colle (30) ri-
sulta

r_ Bﬁ aY
Tl axx 821 3?/1 ‘

e due equazioni analoghe, in cui E & una nuova
funzione incognita che soddisfa la A, = 0. Fatte le
sostituzioni, trasformati colla (6) del § 1 gl'inte- .
grali di volume contenenti ® e } in integrali’
estesi al contorno, si ha ‘

PP LA
RS s
! -2 (33)

1 1 :
0~ 0=
. Y rdy “rd z)
J-(WG h)(a sdn 3ydn ds, ecc.

Determinata quindi la dilatazione cubica © e lo
P, @, R si cercheranno le due funzioni ¢ e {4, e
poscia le o, B, v; e le T,,... oppure le T},..
resteranno determinate, come avevamo asserito,
a meno di una funzione armonica. E questa nei
vari casi particolari dovra determinarsi con spe-
ciali artifici. Cognite le rotazioni, le equazioni (2)

. . .du .,
ci faranno conoscere il valore di in in superfi-

cie e quindi la ricerca di » & ricondotta ad uno
dei soliti problemi dei valori al contorno.
Riepilogando adunque occorre :
1.° Determinare la deformazione ausiliaria di
componenti §, 7, §; e per questo occorre determi-



234 Cap V1§7. Sulla elzmm d. forze di massa.

disfare alle equazioni indefinite per l’eqmllbrlo nel-
Iipotesi di forze nulle; cioé alle equazioni

(C]
Q2 — w?) a—a——wl + w?Ayu, =0, ece.

essendo @, quella parte della dilatazione cubica
che si riferisce agli spostamenti u,, »;, w;. Con cid
le. equazioni (1) diventano

X+"’2A4 U+

+ e - (5420 2)

e due analoghe.
Determiniamo le U,... in modo che sia
X—{— w?A, U =0, ecc.

Tenendo presente che a noi occorre solo una so-
luzione particolare, potremo porre

1 a8
Az Uzzrm?‘[XT

Q2R]::

e quindi
U= _8——7%’_[er3’ ecc.

perche &
Ay r=

Cid posto risulteranno nulle le derivate rispetto
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x, Y, 2 di

8

.
9

(m—mz)(%—ng...)—azR

tale funzione dunque & costante e poiché nelle (36)
figurano le sole derivate di R possiamo supporre
nulla tale costante; la funzione

(@ — o)”)(%g—]—_ ) ,)_ QR
¢ quindi armonica ed eguale ad E; immaginan-
dola compenetrata nelle funzioni ancora incognite
%;,...» possiamo assumere senz’altro

(m_mﬁ)(?ng...)—Q’R:o,

e questa ci determinera R. Il problema della ri-
cerca di u, v, w & con cid ridotto a quello della
determinazione di #,, v;, w,; alle quali corrispon-
dono forze di massa nulle *.

Diciamo «’, ¢, w' le altre parti componenti di
u, v, w. Se in superficie sono noti gli sposta-
menti, i valori di %,, v, w, saranno pur noti_in
superficie ed eguali a » — u', ecec....

Se invece in superficie sono note le forze, & su-
bito visto che u,, »;, w, soddisfano ivi ad equa-
zioni del tutto analoghe alle (2) o alle (2) ma in
cui L, M, N verranno soltanto alterate di quan-
tita note.

* Berty, L c., § 5. Cesiro, 1. ¢, pag. 91. LAURICELLA, L. ¢.,
pag. 42.
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§ 8. Teorema del prof. Cerruti. — I metodi
generali esposti nei §§ precedenti ricevono, nei
vari casi particolari, notevoli semplificazioni. Un
teorema che permette molte volte raggiungere piu
direttamente lo scopo, quando si vogliano condurre
a termine le integrazioni, & appunto oggetto del
seguente §.

La determinazione della dilatazione cubica di-
pende dalla integrazione della equazione (24),
Cap. 4.° Se ©, & una sua soluzione particolare, che
pud sempre determinarsi, il valore generale di ©
differisce da ©, per una funzione armonica G.

Per mezzo delle (83) potremo inoltre trovare,
espressa per G e per E, una soluzione del siste-
ma (23) e (24), che accenneremo con 7, Tg, Tg.
Nelle stesse (33) poniamo © =0 e al posto di
X, Y, Z sostituiamo rispettivamente — «? t,, ece.
Diciamo : ug, v9, w0, i valori che cosi ricaviamo e
che forniranno quindi una soluzione particolare
del sistema

0 Uy 0 'Uo 0 "’0
Moy 00y !
oz | oy 0@
W, v
?—9 — ?—0 =T}, ecc.;
‘ ch 0%

¢ una funzione armonica arbitraria; ¥ una solu-
zione particolare della
0 U 0 AL
.3244:(') —0’-9 - g;i) - ?7—0-
ory 0% o=
Ponendo
6 o ('t'!‘
U= Uy —Y‘ j'\**— ‘%— , €ecc.
c X (/' .L'l
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otterremo una forma possibile per le componenti
di spostamento del corpo elastico isotropo in equi-
brio e dipendente da tre funzioni armwoniche.
Dunque: ‘

Le componenti di spostamento di un corpo ela-
stico isotropo si possomo sempre esprimere me-
diante tre sole funzioni armoniche e quindi qua-
lunque problema di equilibrio dipende in sostanza
dalla determinazione di tre funzioni armoniche *.

§ 9. Riassunto di alcune recenti ricerche sulle
equazioni dell’ elasticitd.°— Abbiamo detto che il
teorema del Betti, in generale, e le formule del
Somigliana, per i corpi isotropi, costituiscono gli
equivalenti del lemma e del teorema di Green per
le equazioni dell’elasticita.

I risultati ben noti sulle funzioni armoniche
possono ancora estendersi al caso pid generale di
quelle equazioni?

Alcune ricerche recenti, di cui diamo qui un
brevissimo cenno, sono appunto ispirate dal con-
cetto di estendere all’elasticitd i risultati acquisiti
nello studio di una questione assai piut semplice.

11 prof. Lauricella, dopo aver studiate le for-
mule del Somigliana, ha esteso alle equazioni (1),
nell’assenza di forze di massa, un importante teo-
rema del prof. Volterra sulle serie di funzioni ar-
moniche **,

* Questo teorema, gia implicitamente contenuto nelle ci-
tate Ricerche, mi & stato gentilmente comunicato dal pro-
fessor Cerruti, il quale ne ha fatte varie notevoli applica-
zioni ai corpi rotondi, in una memoria ancora inedita.

** LAURICELLA: Tesi gid citata. Cap. 5.0
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Siano Ui, Vi, Wi soluzioni delle (1) in un
punto di 8, la cui superficie ¢ o, che col tendere
del punto verso o tendano verso ¢ valori ui, vi, Wi.
Se le serie i cui termint generali sono U, ... ui, ...
sono convergenti in ugual grado rispettivamente in
S e sopra o, ed U,...; u,... sono le loro somme,
allora U, V w soddzsfano le (1) e col tendere del
punto verso o, prendono t valori u, v, w.

Cid posto se = & convessa ed ammette in ogni
punto un piano tangente determinato, variabile con
continuitd col punto di cdntatto, il metodo della
media di Neumann * si pud estendere alle (1).

Si possono cioé trovare gli sviluppi in serie con-
vergenti in ugual grado della soluzione delle (1),
che col tendere del punto verso s tendano verso
tre funzioni finite e continue date ad arbitrio su o,
risolvendo cosi per serie il problema del § 4, fatte
perd le dette ipotesi su o.

Allo stesso ordine d’idee si ispirano alcune ri-
cerche dei sigg. E. e F. Cosserat ** i quali hanno
provato che a una forza in un punto situato al-
I’interno di una sfera, si possono sostituire delle
forze sulla superficie, che diano all’esterno lo stesso
spostamento ; stabilendo cioé 'analoga di una delle
proposizioni sulle quali si fonda il metodo del
“ balayage , del Poincaré. Quindi hanno esteso
alle (1) il metodo dell’equazione funzionale di
Robin ***,

* Vedi monografia del Sinra: § 14.
** Comp. Rend. (avril 1899; juillet 1901).
*** Vedi la monogr. del Sinra: § 18 e § 19.
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Posto
f=1:1—2x

e 1 - ..
e quindi _;>-3~ e positivo, le equazioni (1) assu-

mono la forma

0@
Ay u + 85— =0; ecc.
2 *_ ax k)

La univocita della soluzione (per date condizioni

al contorno) ¢ quindi dimostrata per §>§1. Gli
stessi signori E. e F. Cosserat, ispirati dai lavori
del Picard e Poincaré, si sono proposti di fare lo
studio delle funzioni #, », w del parametro £, sup-
posto che esso possa assumere qualunque valore,
anche complesso *. '

Ecco alcuni degli interessanti risultati ottenuti.

Nel caso del § 4, supponendo anche non nulle
le forze di massa, le u, v, w sono funzioni ana-
litiche uniformi di § cogli stessi punti critici reali
compresi tra4 —1 ¢ — oo,

Nel caso della sfera esse hanno i poli semplici
—@2r+4+1):r(r=1,2,...) ed il punto singolare
essenziale —2; per un inviluppo sferico i poli
sono situati su di un segmento limitato, indipen-
dente dai raggi, e che racchiude nel suo interno
un punto singolare essenziale.

* Co.mp. Rend. avril 1898; juillet, aott 1901. Un riassunto
di queste ricerche itrovasi alla pag. 528 del 8¢ Vol. della M¢é-
can. Ration. del sig. APPELL.
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Nel caso del § 5, se il contorno & sferico, le
1, v, w sono funzioni uniformi di § cogli stessi
punti eritici, ciog il punto singolare essenziale O
e i poli semplici 27+ 1:272+ 47 +3; per un
inviluppo sferico il punto singolare & lo stesso

. sl . 1
e i punti critici sono compresi tra — 1 e 3

In questi due casi e in quello dell’ellissoide a
A . 1
tre assi si ha sempre il polo 5=§'.

Alcune altre ricerche riguardano le equazioni
dei corpi elastici in generale.

Le equazioni generali dell’elasticitd sono un caso
speciale di un sistema di tre equazioni differen-
ziali del 2° ordine colle derivate delle w,, ug, ug
rispetto z,, x,, 3, a coefficienti costanti; sistema
che pud secriversi sotto la forma simbolica:

3
ZlAl,u up= Ul 87)
H=
essendo Az« simboli di operazioni definiti da
hu avg
4 :3‘( ‘)———, wBf=1,23
Tad a—ﬁ xg a Lo a xp ( p 9 )

. e, .
e 1n cul ( {3) ¢ un coefficiente costante.
o

Sotto questa forma sono state oggetto di note-
volissime ricerche del sig. I. Fredholm *.

* Sur les équations de Uéquilibre d’un corps solide éla-
stiqie. Acta Mathematica, 23, p. 1; 1900.
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Si consideri anzitutto il caso di Uz =0. La eli-
minazione di due delle # conduce, in generale, ad
una equazione differenziale, lineare, omogenea del
gesto ordine a coefficienti costanti, che si pud porre
gotto forma simbolica di determinante di 3° ordine
i cui elementi sono Aju.

Nel caso della elasticita, se 211 & il potenziale
unitario, funzione quadratica ed omogenea delle
componenti di deformazione

auv 3’“), auu
'31 =39 1= ——— +
@, “ 0 Zu 0%;

Sy =

- posto

Brv==y % ; Squ=m1 E‘u—|— w[»El )
risultera
20 = 2 Adu (E] Eg ,';3) Zi mll‘-
o

Il discriminante di questa forma quadratica delle
x & precisamente ’equazione risultante del sesto

0 _ ece.
ax,z’

Il Fredholm & stato quindi condotto a deter-
minare tutti gli integrali analitici, omogenei di
grado — 1, di una equazione alle derivate par-
ziali di ordine n a cofficienti costanti; poscia ha
espresso mediante integrali definiti le soluzioni del
sistema (37) omogenee di grado — 1 ed algebriche
e il cut solo punto singolare reale a distanza finita
e il punto x, = x, = a3 =20 e che per i corpi ela-
stici fanno lo stesso ufficio delle (16) per ¢ corpi
isotropt.

MARCOLONGO. 16

ordine, quando al posto di . si sostituisca
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D’altra parte per questi sistemi sussiste un teo-
rema analogo a quello del Betti. Si osservera a
tal proposito che la dimostrazione di questo teo-
rema (Cap. 5°, § 10) poggia sulla trasformazione
di ffdS, in eui £ & una speciale funzione bili-
neare delle componenti di deformazione

b,...h ed a\b,... 15

e quindi una particolare funzione bilineare delle

" nove derivate delle componenti di spostamento..

- Prendendo per f la pil generale funzione bili-
-neare di queste derivate, con coefficienti costanti,

si oftiene un teorema analogo a quello del Betti.

ma per i sistemi (37), cui vanno aggiunte al con-
torno speciali equazioni che comprendono come
caso particolare quelle ai limiti del corpo elastico.

Allora applicando lo stesso procedimento del§ 3
si deducono, pei corpi cristallini qualunque, le for-
mule del Somigliana, e che possono percio stu-
diarsi in modo analogo a quello seguito pei corpi
isotropi. I due problemi fondamentali dei § 4 e
5 si possono, anche per i corpi cristallini, ridurre
alla ricerca di due speciali deformazioni ausiliarie.

I termini che nelle formule del Somigliana ge-
neralizzate dipendono da integrali di volume, rap-
presentano le componenti di spostamento di un
corpo elastico indefinito in tutti i sensi e soggetto
a forze di massa agenti sugli elementi interni al
volume S, supponendo nulla la deformazione al-
I’ infinito (Deformazione del 1° tipo del profes-
sore ‘Giebbia).

Il prof. Gebbia & giunto indipendentemente e
per via del tatto diversa, a risultati identici a

3
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quelli del sig. Fredholm, benché in parte fatti
conoscere dopo la pubblicazione di questi.

Egli ha introdotto pel primo * il concetto di
deformazioni tipiche.

Una deformazione prodotta, in un corpo ela-
stico qualunque indefinito, da forze di massa di-
stribuite con continuitd in una parte limitata di
esso, dicesi del primo tipo; quella prodotta nello
stesso corpo da forze distribuite con continuity
sopra una superficie interna e chiusa dicesi del
secondo tipo.

Dicesi finalmente del terzo #ipo quella eccitata
nello stesso corpo da interposizione e soppressione
di uno strato sottilissimo di materia aderente ad
una superficie chiusa tracciata nello interno del
corpo. ©

Queste tre deformazioni sono per Delasticita le
analoghe della funzione potenziale di' spazio, di

strato semplice e di doppio strato; il Gebbia ne

studia le proprieta caratteristiche ** e giunge
quindi al notevolissimo teorema:
qualsivoglia deformazione eccitata in wun corpo
elastico S da forze di massa e da tensioni in su-
perficie é la risultante di tre deformazioni tipiche
del corpo che si ottiene prolungando S in tutti i
sensi.

In questa memoria perd il prof. Gebbia non ha
date le espressioni analitiche delle deformazioni

* Propos. fond. d. statica d. corpi elast. Rend. Cir. Matem.
Palermo. 6. p. 320; 1891.

** Le deformazioni tipiche dei corpi solidi elastici, Annal.
d. Matem., 7, p. 141; 1902.
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tipiche, ma si & limitato a mostrare che appli-
cando le sue considerazioni ai corpi isotropi si
riottengono le formule del Somigliana.

Queste formule generali sono date in un’altra
memoria, ora in corso di stampa, contenente risul-
tati conseguiti dall’A. tra il 1892 e il 95, e in cui
il Gebbia & giunto alla equazione differenziale
del sesto ordine del Fredholm. I,’A. ne trova con
molta eleganza l'integrale utile nel caso che il
primo membro di essa si decomponga in tre fat-
tori di 2° ordine; cid che avviene oltre che nei
corpi isotropi, anche per quelli aventi un asse di
elasticita e pel cosi detto mezzo elastico di Green.



CAPITOLO SETTIMO.

IL PROBLEMA DI BOUSSINESQ E CERRUTI

§ 1. Posizione del problema. — Seguendo il
Love, chiameremo problema di Boussinesq e Cer-
ruti, dal nome dei primi che con metodi diversi
lo hanno risoluto completamente, il seguente:
determinare la deformazione di un solido isotropo
indefinito limitato da un piano indefinito, allorché
sul piano limite sono dati: 1.° gli spostamenti;
2.2 le forze; 3.° gli spostamenti normali e le forze
tangenziali o reciprocamente.*

§ 2. Risoluzione del primo problema. — Te-
niamo presente quanto fu esposto nel § 4 del Ca-
pitolo precedente: perd dobbiamo anzitutto:

* Questo problema, nel caso in cui’sono note le forze
normali al contorno, & stato risoluto per serie da LaME ¢
CLAPEYRON nella memoria: Sur Uéquilibre intérienr des so-
lides homogénes. Mem. présen. p. divers savants & I’Ac. Roy.
de I'Institut de France, 4, pag. 541-547. 1838.

stato risoluto dal sig. BoussiNEsQ nelle note: Kguilibre
d’él. d’un sol isotrope, etc. Compt.'Rend., 86, pag. 1260, 1878;
e nel libro: Applications des potentiels & [I'étude de U'¢-
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a) determinare la deformazione ausiliaria;
cioé determinare nel punto qualsiasi (@, ¥, 2) le
componenti &, », { di una deformazione corrispon-
dente a forze di massa nulle e tali che in super-
ficie siano verificate le condizioni

1 1 1

0 Py 0 - 0 "
E=-——"4=--7——,c:——-. 1
ox 0y 0z M
Se assumiamo il piano limite per piano 2y e
rivolgiamo 1’asse z positivo verso I'interno del so-
lido, le equazioni precedenti varranno per z2=0.

Le & #, { soddisfano inoltre le .equazioni inde-
finite

. g
Q2 - o?) 3—@ + w? ¥ 5=0, ecc. 2)

Indichiamo con M (z, ¥, 2) un punto qualunque
variabile nel corpo; con M, (x;, ¥, 2,) un punto
fisso, ma arbitrario, del corpo stesso; M'; la sua
immagine rispetto al piano x ¥ e siano » ed #; le
distanze del punto variabile M da M; e M',; sicche

rP=(—2)l4+@y - )+ e —2)*
rP=— )+ -yt +2)%

quilibre et du t des solides élastiques. Paris, 1885;
e dal prof. CErRrRUTI nelle: Ricerche, pil volte ricordate,
Cap. 11 e 1.

Vedi ancora CesAro, 1. ¢., X1v. LOVE, L. ¢. Cap. 1x. LAURI-
CELLA, m. ¢., Cap. 11, e’due mie note: Equilibrio di elasticita
di un corpo isotropo indefinito, ecc. Rend. R. Ace. di Napoli,
Settembre 1889 e Sulla deformazione etc. per speciali con-
dizioni ai limiti, ibidem, 1891.
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e quindi sul piano limite, 2=20, si ha
r=r,.

Il valore in M della funzione di Green relativa
al polo M, & dato da

(Cap. 1°, § 10). Decomponiamo la deformazione
richiesta in altre due ponendo

E= El + Eg, ece.,

ele £, n,, ¢ siano armoniche in S (spazio occupato
dal corpo) e in superficie soddisfino le (1); mentre
%, ... soddisfino le (2) e in superficie prendano
valori nulli. La ricerca di 3;, n,, {, dipende dalla
risoluzione di uno dei soliti problemi dei valori al
contorno e puod risolversi quindj colla (25’) del
Cap. 1°; ma pit direttainente si puod osservare che
le funzioni

I~ o~ -

v, "N "

e 2y 0z

sono armoniche e per 2= 0 assumono rispettiva-
mente i valori di

1 1 1

0o— 0— 0 -

r r r

Y —

e a9y 9z’
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sard dunque

1 1
o = a;l;
—_ 1 _—_ — 1.
El awa’ll ay;tl——az (3)

La dilatazione cubica 3, corrispondente a questa
deformazione & data da

82% 02;_'1_ 82._ 32‘_
— T 1 —_
'91'— 0 x? ay2+azz— azz

Le componenti della seconda deformazione deb-
bono essere funzioni biarmoniche in tutto S e an-
nullarsi per z=0.

Poniamo quindi

o2  _ 0% , _ 0%
& 2ot = 3y,§~zaz

essendo ¢ una funzione armonica incognita; le
espressioni suddette infatti soddisfano la 4, =0 e
si annullano sul piano limite.

Abbiamo
1
52__
99 r 09
So—=—": 3= —
2 z, 2azg+az)
» VL ks 0* 9
g—=2— ! A = — s A —9 T
252 2awa 3 Do g 282/92’ SCQ 2'0227
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e la prima delle equazioni indefiuite diventa :
L
012@—e) " Bei_.
oz Q2+m2 azz 2z ]
e avremo due equazioni analoghe mutando z in

¥ e z. Quindi, prescindendo, come & ovvio, da una
costante,

1
9 Q2 — 2 0 ”
Qe 4wz’

In conseguenza dunque:

9=

1 1
i) 2___
o n e Ty
5 —_ ax H92+w2 axaz
1 o 1
se e T
' oy 92—-}—0)228_1/82
1 1
2 2 -
(= - rx~29f—_°*2za "1
0z QF L w2” pg?
1
2
___4v? 0 1,
_Qg-}—-mzaz2

Precisamente o ¢ determinata a meno di una
funzione arbitraria di 2 ed ¥, dalla quale si pud
pure prescindere.
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Ora dobbiamo:

b) determinare le forze da applicare in super-
ficie perché producano la deformazione precedente-
mente calcolata. Tale determinazione non presenta
difficoltd; notando infatti che la direzione della
normale n coincide con 2z, le equazioni ai limiti
diventano

1 .., 0t
_P‘Lo -+t 2("2'5;_0’2 Tg=0

1 C o0 M
—;MO+2t02,d—z+m2T,=0
1 0%

— N, +202 22 (Q2—262)3=0.
0 o+ ‘”az*( )

Tatte le quantita che figurano in queste for-
mule debbono essere calcolate per z = 0. Riflet-
tendo che, appunto per z =0,

a!_l._ a%l_ a!l_ a?i
”1 _ r . 1 — [ .
Y Pxoz  0x 02’0y 0z dyoz’
1 1
2 ___ 2__
P " i

0z = 0 22 ’
si ha (sempre per z=0)
BQL 32_1_
93 301 -w? "y 9 302 -wr Yy

9z Qiwt gzozige Wit gyoz
) L
0% 3Q — w2 T_Q__¥4i___i
0z Q4o 9z’ Qpot gt
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11 caleolo delle rotazioni & egualmente semplice;
infatti si ha dapprima

1 1

o 92—

_ a_c- _ a— . y Q2___ 2 ”
ﬂ“a 0z 28y8z+2ﬂtfﬁay8z

e i termini che seguono contengono z a fattore:
quindi per z =0 risulta

1 1
2__ 2 b
0 4 Q2 0 r

4Q2
recost Iy= g wigran

h=-g1es w?aja

onde infine :
1
al__
Q2 __ 2 7

—_—— 0t T
Lo—- 2- v) Q2+m2axaz
) ng 1

Q — w2 7 ()

—— 2 —

My=~-2pwu u‘g_*_mzayaz.
1
e ___
QQ__mna r

No=—2¢e g s 55

Passiamo ora alle terza ed ultima parte, cioé:
¢) determinare la dilatazione cubica e la ef-

fettiva deformazione nel punto x,, y,, 2,.
La dilatazione cubica © & subito determinata

dalla formula del Betti (form. 19, Cap. 6°). Sup-
poniamo che siano nulle le forze di massa. No-
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tiamo poi che, per le (5)

82l
iL + 2 w? r udo=
p 02, 02 -

. 40202 2 Iudc
Q2 4+ w? g 02

se quindi poniamo

p— ['udc’ 0= vdc (wdc

;ecc.

" e
P— oP aQ oR.
31'1 9?/1 931
risulta
1 w? BT
O=- EY L ETErPR @

formula semplicissima, la -cui costruzione dipende
da quella delle tre funzioni potenziali di semplice
strato P, @, B

Se le forze di massa non fossero nulle la (7)
seguiterebbe a sussistere, salvo una maggior com-
plicazione nella espressione di 7' La ricerca di
%, v, w non presenta pil alcuna difficoltd; infatti
la u soddisfa 1’equazione

()
Q2 — n?) g;l + w?d u=0,

da cui
1 Q2 —w2 927

Su=— . s
2 n Q2 felox e’
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ed inoltre in superficie si conoscono i valori di u.
Ponendo
_ 1Q2—w2 /T
n= u+2TQ°+012 lax

si vede subito che ' & armonica ed in superficie
(2,=0) & »=1'; quindi per la (25°) del Cap. 1°, si ha '

r— 1 9 fudo_ _1_?,P
w=- 25 9z) r = 02
e in conseguenza
y Q2 2
yo_LOP 1@ pT

2702 @ 27Qf 4 W laxl

e due formule analoghe per » e w. Queste risol-
vono completamente il problema proposto mediante
integrali definiti rappresentanti determinate fun-
zioni potenziali di semplici strati *

§ 3. Risoluzione del secondo problema. — Se-
guendo ancor qui il metodo generale svolto nel
§ 5 del Cap. precedente, dobbiamo :

a) determinare una deformazione ausiliaria
corrispondente a forze di massa nulle e a forze
superficiali date da:

82L a?i
r r
=9 )2 o— 2.
LO PO axaz’Mo 2?”’ 8!/ b
1 9)
a?.__
, r
Ny=2puw? P

* Le formule (8), ritrovate poi con metodi svariatissimi,
sono state assegnate dal prof. Cerruti per la prima volta.
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La determinazione delle %, », { corrispondenti
si pud fare in modo assai semplice profittando dei
risultati del § precedente.

Se paragoniamo infatti le (9) colle (5), si vede
che le forze in superficie in questo caso stanno nel
Q2,2
QF 3 con quelle della de-
formazione ausiliaria precedente: perd le compo-
nenti di spostamento si otterranno dalle (4) del
problema precedente moltiplicando per il rapporto
suddetto: onde otterremo

rapporto costante —

1 .1
P — Qz"_“”?_’i a_;l_
T QW za.vaz
1 .1
= Qs+ms?ﬂ+2zar, (10)
Q2 —wlgy 0yoz
| 1 )1
LT
= Qz_mz—a—; .Za—zg.

Da queste si ricava subito, per 2 =0,

1 1
E_£22+o;2a; ‘_m+wza?
_ﬂ’—-w”a‘x’ 4—§13—w7_’

0y (11)
- |
__Q?—}—o)? r

4

QP — w2z’



Cap. VII. § 3. Risoluz. del secondo problema. 255

Dopo cid la formula solita del Betti ci fara co-
nescere 9; supponiamo anche, per semplicita, nulle
le forze di massa ed osserviumo che:

1 r 2 Q2 0 do
et —-—E dd’:>4—-*f— _—=
g L 0 p(R2—w?) 9, L r

0P
=4 Qf %}« , ece.
‘1
e dove si e posto

1 ds
=2—r:p(Q—’:m—?)fLT’ ece. (12)
Risulta
oP 09  oR
8x1+33/1+8 2

Per porre © sotto una forma analoga alla (7),
poniamo

dz
Pl':'[szl —WJ‘Ld it S
' ) (18)
= 37 (@ — o) Ilog(zl —2z+1r)Ldo,ecc.,
e poi
0P 09, , 0 R,
T= — 3 14
P T tou oY, 02 '’ (14)
avremo semplicemente
0= a—T (15)

S5
Ky
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Se le forze di massa non fossero nulle, variando
in modo conveniente ed ovvio i valori di P,,...
giungeremmo alla stessa formula. La ricerca di ©
dipende dunque ancor qui dalla costruzione di tre
funzioni potenziali di strato semplice P, ¢, R. Le
funzioni P,, Q,, R,, T sono armoniche. Determi-
nata ©, conforme al metodo generale, si deve:

b) determinare la rotazione; la quale, a sua
volta, dipende dalla ricerca di una funzione ar-
monica. Ma senza applicare il metodo generale e
le formule (83) del Cap. precedente, possiamo pro-
cedere direttamente cosl: le equazioni indefinite
di equilibrio, per il valore (15), diventano

Q 2T T, 0T _

Y PR P P
e *T |, 0Ty _0oT, _
Fovom  om om

Q2 82 T 3 T1 0 Ts .
‘:’2_?)212 -93/1_3%1_ '

o tenendo conto che &

AQ T=O)
si possono anche scrivere cosi
0 ( @oT\ 0T,
v 23 _9
921 ’+(°2(’)x1) 0
0Ty 9 ( Q9 T) 0
0 azl w? 0Y:
0 ( Q2 9 T) 0 ( Q5 1’)
_ T —_— Ty Y v N .
on Tt on 0%, T2 "’293"1 0
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Indicando quindi con K una funzione incognita
si ha

Q’BT 0oE ,,__ 9T 4F
1= w? gy, 301 SR (16)
_0FE
1T 0l
e poiche

0 T\ N 3T2 0T
0 0 yl 02
risulta

L E=0;

dunque la £ & armonica. Le (16) corrispondono
precisamente alle (33) del capitola precedente. Sup-
posta, per ora, nota la E possiamo:
¢) determinare gli spostamenti effettivi.

Per la (15) le equazioni indefinite assumono
anche la forma
Q’—n2 39 T

w? axl 3 2

e per i valori (16) le equazioni in superficie si
riducono a
ou logE @497 1
0% 2(’}3/1 202 gz 2pw?
ov_ 10 E_ @57 1 M
02 20z, 200y 2p0? (18)
ow

Mu=— ; ece., (17)

m = B gy el
MarcoLoNGo. 17
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sicché la ricerea di #, », w dipende dal problema
della determinazione di una funzione regolare in S
allorche & noto il A, in ogni punto di S e il valore
- della derivata normale al contorno. Tale problema,
per il campo considerato, e per una funzione ar-
monica & stato risoluto al Cap. 1° colla formula (26’)

1 { dudec
= == 1
“ 2=z ) dn r°’ (19)
e sarebbe ben facile assegnare la formula corri-
spondente al caso in cui il Ay non & nullo. -
Si pud per altro procedere con metodo pil di-
retto ed elegante.
Come gia fu osservato al § 2 una soluzione
particolare delle (17) & data da
0wt T
gt ? T ecc.
Se dunque poniamo
, Q—0w> 5T . Q—_w T
w=u e 2 PP V=v— 5T A i
'_ y 522—«.;2'81’
w=w — —2";"3— 2] —3_2; ,
le %', v, w saranno armoniche e, in virta
delle (18), soddisfaranno al contorno, cmé perz; =0,

alle condizioni seguenti
ouw _ 190E 19T 1 \

92 20y 20xm 20
ov _ L9E 19T 1

o

vl Y= _ Y- )
02 20xm 20m "szM \(0)
ow _ 19T 1 |
051 20z 2pwd i
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Ora poniamo
u' =uy + u, ece.

essendo 7y, vy, ...w, funzioni armoniche tali che
al contorno

ow _ _ 1 ,
92 2p L, ece.; 2n
dus, _10E 19 \

—_——— — — Y

321—23!/1 20m
10F IET.au‘Q__‘IaT

T 20x 20y dam 202

21"
7 o
le

Le (20), dopo cid, sono certamente soddisfatte.

Le u,, v,, u, si determinano subito applicando
lIa (19). Pero & necessario che (Cap. 1° form. 9) sia

5w _
' a—ZIdc—O
cioe
fLde=0

e due analoghe che, per le condizioni di equili-
brio del corpo supposto rigido, sono certamente
verificate. Abbiamo dunque

1 J do‘_Q2—-m23P]

U g r o 2wt (g
02— w? §Q, Q2 — w2 § R,
vy = 2 Al W= 2 3
20 92 2wt 02
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in virtu delle (12) e (13).

La forma specialissima della terza delle (21")
permette di assegnare agevolmente ;. Conside-
rando infatti la funzione

6102 10T

02 2821

in un punto qualunque del campo, si vede subito
che & armonica e in superficie si annulla; perd &
nulla in tutto il campo, e possiamo prendere

Wy =-12— T.

Lo stesso metodo & applicabile ad u, e v, se si
riesce a porre i secondi membri delle prime due
delle (21') sotto forma di una derivata rispetto 2,
e cid si ottiene molto agevolmente. Infatti alla
funzione armonica incognita F sostituiamone una

altra I, tale che .
0 E,
E="— 22
72 (22)
e alla 7 sostituiamo la O tale che
00 0
T= 2
e (23)

A tal uopo basterd determinare tre funzioni ar-
moriche U, ¥, W in modo che

0T, 2V, g2V

P = 321 Q= Rl:azx

(24)
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perché risulti

3U oV 3W
o

Rammentando il valore (13), risulta dalle (24)

(25)

- 1
U:J Pldzl ZWJ\LdT.(IOg (zl-—z+,.) d.:l
ed integrando per parti

U= 2m(as — ) | {{(zl -2)log(2,~2+1) - 1} Lds (26)

o due espressioni analoghe per V' e W cambiando
L in M ed N.

Procedendo ora come per 0, si ricava

1B _ 1530 _ _19E _ 190
T2 9y 222’ 7 2 9m, 29?/1'
Dunque

_ Q-0 82U_z 020 ) 100  10FL,
R o2 emadznl 20x 29y
vv_?.f-«,i(gz_v_z Y \, 190 1 9FE, @1
T 20t \92® "0y 02) 200 20
_Q -k W 520) 190
Y=gt (3212 Py 202"

Non occorre quindi conoscere altro che E,. Ci
varremo percid di due diverse espressioni di 7%;

y |



262 Cap. VII. § 4. Risoluz. del terzo problema.

e cio¢ della terza delle (16)
1] —_— az El
Ts= PP

e dell’altra che si deduce dalle (27)

5=33f‘1 3y1=
Q2 — 32(517 90 __1_32El+ag'.)

- 2 2 3212

bxl oY) 2 83”18 33/12

Dal eonfronto si deduce

w2V _00)

on, 0Y:

Le (27), (28) unitamente colle (26) e (25) risol-
vono completamente il problema proposto; . le
espressioni definitive degli spostamenti dipendono
dalla costruzione delle sole tre funzioni armoni-
che (26) *.

§ 4. Risoluzione del terzo problema. — Sup-
poniamo che sul piano limite siano date le com-
ponernti #, » degli spostamenti (spostamenti tan-
genziali) e la componente N delle forze (forze nor-
mali). Dobbiamo, come fu detto al § 6: )

a) determinare una deformazione ausiliaria
corrispondente a forze di massa nulle e tale che

(28)

* Anche le semplici formule risolutive di questo caso sono
state date per la prima volta dal prof. Cerruti. Nei lavori
sopracitati si possono vedere interessanti applicazioni dei
risultati generali.
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in superficie (z=0) siano soddisfatte le

1 1
0— 0—
. r. o ,—-_.T
ST U] - 9
z oy
al s
No=—2¢uw? — - »2

Ma dalla terza delle equazioni al contorno si
deduce

—No+2w §:+(QZ—-2w2)9._

Inoltre per 2==0 &

_2%  dn 0% _
+8 +8z—

1 1 1
____?Zj Py ”7

0%
PR TR PR VA o
quindi I’equazione precedente ci da

ol
¢i—
. r

iyl (z=0).

Dunque & & =

[Q.)

0 sul piano limite; ma essa & ar-
monica, le forze di massa essendo nulle, perd &

nulla in tutto lo spazio S. Quindi, per questa
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favorevole circostanza, le equazioni indefinite si
riducono alle

A25:A2‘I)=A2c=0'

La ricerca di £, n, { dipende dal solito problema
dei valori al contorno; ma senza applicare le for-
mule generali, osservando che le funzioni

1 1 1

0— 0— 0—

o N

ox' 0y’ 0z

sono armoniche e per z2=0 &

1 1 1 .1 1 1
o— 0—- 0-— 0— 0~ 0*-
" r n__r 7 r

dx  dx’ 65_%»’ 928 92

si deduce subito

1
0, o, %,
§ —3_3;’ 4——"’8'—;,c —"a“‘l§ (29)

cioé la deformazione ausiliaria ha per componenti
le derivate negative della funzione di Green. *
Passiamo ora a

b) determinare le forze da applicare in su-
" perficie perché la deformazione corrispondente sia
quella gia calcolata.

* Questa proprief;‘t della funzione di Green sussiste an-
cora nel problema analogo dél diedro, del triedro e in quello
dello strato di spessore finito.



Cap. VII. § 4. Risoluz. del terzo problema. 265

11 caleolo di Ly, My, (N, & gia noto) si fa assai
semplicemente dalle equazioni in superficie, da cui
scompariscono i termini in 3 e quelli conienenti
le rotazioni. Si ha dunque

d:

Lo+ 2p0z—=0
donde
)0
Lo=2po? ox 812 - —29('&23:::&2
e analogamente
Mo=—2ev 5%

Quindi la formula del Betti, posto

U=Jz;@;{; Vz-[vd%; N1~1—(Ndc)

r

o U BVPV (30)
T=N—2uw2{— 4+~ — s
M—2e 92‘1+3?/1)’ /
ei da
1 9T
0= Z .
2“‘1282], (31)

1a quale non differisce dalla (7), relativa al primo
problema, che per ii fattore numerico
Q2 | 2
T 2ezQ’
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Finalmente dobbiamo :
¢) determinare gli spostamenti effettivi. 11 va-
lore di # o di v non differisce da quello del primo
problema che pel fattore costante suddetto. 1l cal-
colo di w &, naturalmente, diverso. La w soddisfa la
Qw22

A =——" 2=
2 on 02?2 azlx '

mentre per 2, =0 &

1_N+2,,,2M
P 0

+ (22 —202) 0 =0.
21

Una soluzione particolare dell’equazione inde-
finita &
Q2w T
e

Se quindi poniamo

Q —w?2 9T

W= — ————— 2, ——
4 7 w2 Q2 ]a 2

la «' & armonica e in superficie sara

ow' N 1 9T,

NN TT R TP

operando come nel problema precedente otteniamo
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La soluzione completa del problema, come si
vede, dipende dalla costruzione di tre funzioni
potenziali di semplici strati U, V, N; *

Cogli stessi procedimenti si possono risolvere gli
altri problemi, cio¢ quando si conoscono le forze
tangenziali e gli spostamenti normali; oppure #,
M ed N, ecec. '

§ 5. Altra risoluzione dei problemi precedenti.
-~ Si pud giungere ai risultati precedenti con me-
todi piui diretti e semplici. Supporremo sempre nulle
le forze di massa; e cominceremo dal

1° problema. — Le componenti di sposta-
mento sono biarmoniche in tutto S; perd rammen-
tando quanto fu detto al § 12 del 1° Cap. cia-
scuna di queste componenti & rappresentabile con

w+zu’

essendo u' ed ' regolari, nello stesso campo, in-
sieme colle derivate prime, seconde, ecc. e solu-
zioni della A, =0.

Volendo quindi calcolare la deformazione nel
punto z,y,,2, porremo

—, 0 0U ~_ 90 0V
“—z‘ax,+azl’“z‘ayl+’ v (32)
w='z12—~i—a—~
0 1 azl’ /

* Ilsignor Boussinesq ha pel primo proposti e risoluti i pro-
blemi di questo terzo tipo, Compt. Rend., 106, pag. 1043 e
1119, 1888, .

La soluzione esposta, lievemente modificata, & dovuta al
prof. CERRUTI, Rend. R. Acc. Lincei, 1888.
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essendo o, U, V, W regolari colle loro derivate
prime, ecc. e soluzioni della 3, =0. Deduciamo
quindi

_o 0%
A’u~23w16z, 33)
om0y (U 07  0T)
02 02 '0xn '33/1 02/

e la prima delle equazioni indefinite ci da

2+ o 8] =0

e cosi avremo due equazioni analoghe mutando a,
in ¥y, e 2,; quindi, a meno di una costante dalla
quale si pud prescindere, si ha

a Q2 2
0 .:1 »? =0 - (34)

e sostituendo in questa il valore di ® si ha pure

0 0wU oV oW g
N2t o+ (Q2—u?) (L 4 L0
5o @ e @ = (FE 4o 2
alla quale si pud soddisfare ponendo v

@—w(0U, 0T, 0W)
Q2 4 ? 8;’"1T9y1 02/
perd la soluzione del problema dipende dalla co-
noscenza di U, V, W. :
Ma in superficie, cioé per 2z, =0, si ha

=0,

O ==
]

u=_—, ecc.;

921
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e i valori di % al contorno sono noti; applicando
quindi una formula gid ricordata, si ha

1 do 1
U= ~5r u—r———-EP, ecc.

per le (6), Quindi
Q2 — w?)
= 2w (Q% 4+ 0?) T.
Sostituendo questi valori nelle (32) otterremo le
formule (8) del Cerruti.
Passiamo alla soluzione del
2° problema. — La risoluzione diretta di que-
sto problema & fondata sopra certe equazioni cui
soddisfano le componenti speciali di pressione.
Ricordiamo percido che le (12) del cap. 4.° ci
danno

Xe= 2024 0% .
0T

ow ov

Y. = —p (224 22)
”8yl+6zl

Le equazioni di equilibrio sono, adoperando le
costanti £ e x,
1 00

84t 09 o,

=0, ecc.

Rammentiamo infine ehe posto

P=Xx+ Yy'*‘Zz'
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risulta
1—22x
E

0= —

P.

Di qui si deduce
08u__ 2p 8’9

A, = —
2 X 2u . 1—2139512
cioé
2p 02 P
A2X“=— E §2?

e due analoghe. Parimenti

D ph) Ze iF

oy 02 TE3yiaa

ed essendo © e P armoniche, le componenti spe-
ciali di pressione saranno biarmoniche. Perd pos-
siamo porre

vw 9P oU » 9P oV

Ez‘a_ac,J“azl’ = ‘Ez‘ﬁl*'ﬁ
p.

Z: 2 3 Py + 3 )
essendo U, V, W regolari insieme colle derivate
prime, ece. e soluzioni della 4, =0.
Inoltre per 2, =0 le Zz, Z,, Z; assumono va-
lori dati L, M, N; dunque per una formula piu
volte ricordata

= — —JL——, ecc.,

Ay Yz=—yt(

,ecc.;

Tn= —
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cio¢ valendoci delle (12) abbiamo
U= —¢ (@2 —u?) gg:, ecc.

Per determinare la funzione P valiamoci della
equazione

072 | 02y , 02z
0x, 0y = 02

che possiamo scrivere

=(,

(__ Bj’)_ 32P 07z (7.; -0
az1 E azl L”Bzx 0T 8y1 '
Inoltre

»i)_g.c___}{zbgP_l_ 0*U

a:rl_ FE 18w2 6.’)&‘[32}1 ece.
quindi per z; =0 avremo

@LV~_J’_(5U 9_1').

azl( E +321)_— 02 31‘1+3?/1’

ma le quantitd entro parentesi soddisfano la A, = 0,
onde, a meno di una costante arbitraria, avremo

3U 3V oW
9.11 0z

—P

ciod :

¢ 0 (0P , 00,  ¢R,
=0 (Q2— 20 (011 4 ( ¢ u
T— 5.0 =l Vialon Ton oa
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e questa, per essere

L oS, T IS
1 _ 2 % - P(Q w ) ]
coincide colla (15). Dopo ¢id conviene procedere
come al § 3 per laricerca delle u, v, w, *.
Anche i problemi del terzo tipo possono essere
risoluti direttamente; accenniamo ad una soluzione
che si presta ad importanti generalizzazioni.
Siano &, 1, { le componenti di spostamento per
il solito spazio S essendo nulle le forze di massa
ed Ly, M,, N, le trazioni in superficie. Se poniamo

:’.'=5(.T,3/1'-2)y"1'='n (x1y?_z)’t'= - t(x,y,—Z)

le nuove componenti soddisfano evidentemente alle
stesse equazioni di equilibrio e rappresentano una
deformazione del semispazio situato dalla parte
delle z negative. Si dice brevemente che questa
soluzione & ottenuta dalla prima “ per riflessione ,.

Tra le componenti di deformazione relative alle
due terne di spostamento, sul piano 2 = 0, si hanno
le seguenti relazioni

ad=ab=bc=cif=—fi9=-9g;h=h
e quindi ancora
X=X, Yy=Yy, Z'e=14:
Vi=—Y:, Z'a=—Zc, X'y=2X,

* Le soluzioni qui esposte sono dovute al prof. AumANsI,
Annali di Matem., 2, 1898,

w
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e infine:
Ly=-L,, My=—M,, N'y=N,,

avendo accentate, com’é chiaro, tutte le gran-
dezze che si riferiscono alla seconda deformazione.
Dunque la deformazione ottenuta dalla prima per
riflessione corrisponde al caso in cui le trazioni
in superficie sono

- Lo, - Mm Nov

Se ora poniamo

‘u1=5—§', @’:71—71', wl=§—C'
otteniamo una nuova deformazione corrispondente
a forze in superficie

Ll:—“I/o-—L'o=2Lo,'1111:21”0, AT|=0
e inoltre sul piano limite, cio¢ per z=0, sara
w; =19, =0,

Supponiamo infine che in un punto del campo,
che ora vogliamo distinguere con zy, y,, 2;, le §, 9, §
diventino iofinite del primo ordine: la esistenza
di integrali siffatti delle equazioni di equilibrio di un
corpo anisotropo & stata posta in luce dalle ricerche
del Fredholm come gia si & detto. Se il corpo & iso-
tropo (cid che vogliamo supporre) possiamo assu-
mere per &, 7,5 le espressioni (16) del Cap. 6°;
quindi le L,, M,, N, coincideranno con le L,
M,, N, delle formule (17) quando in esse si ponga
n=z.

MarcoLoONGo. 18



274 Cap. VII. § 5. Altra risoluz. dei probl. prec.

Diciamo poi %, v, w gli spostamenti corrispon-
denti alle forze L, M, N agenti in superficie. Alle
due deformazioni accennate applichiamo il teorema
del Betti, avendo cura perd di escludere dal campo
il punto @y, ¥,,2, con una sfera s, che ha centro
in quel punto; si ha dunque

f(uLl_l—'vAMl - W _N)d6'=
=f(uLl+"-)d"o_f(ulL—f-...)dO’o.

Facciamo impiceolire indefinitamente il raggio
di oy: avremo che al limite

Ju L+-..)ds,

tende a zero; mentre coi procedimenti del § 3 del
Cap. 6° si ha che

JwLy+..)ds,
tende a
187 ¢ w?u(z,y,2);

dunque
16np?u(z,y,2)=J (wl,+ oM —w,N)ds

e formule analoghe. Conosceremo cioé la deforma-
zione allorché sul piano limite si conoscono gli
spostamenti tangenziali e le forze normali.

Per ottenere la formula definitiva occorre sosti-
tuire ad Ly, M,, ;i valori ricavati dalle (16) e
(17) del Cap. 6.°

Ponendo invece

=147, =, w,=147

—=1



e
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sul piano limite avremo
Ly=M,=w,=0, N,=2N,
e procedendo come prima
16 7 p w2 u (21,51,2,)=J (Ny w— L ug — Mv,)doa, ecc.,

le quali risolvono il problema complementare del
precedente. Tale metodo * & pure applicabile al
caso in cui il corpo essendo cristallino ammette il
piano 2=0 come piano di simmetria.

Un altro metodo per la risoluzione dei problemi
del suolo isotropo, proposto recentemente e che

* Il metodo & dovuto al prof. SoMIGLIANA, Rend. Accad.
Lincei, febbr. 1902. Applicando lo stesso metodo egli ha an-
cora potuto risolvere dei problemi nuovi relativi alla defor-
mazione di un diedro retto indefinito isotropo oppure cri-
stallino con due piani di simmetria elastica paralleli alle
facce del diedro, allorché sopra le facce del diedro sono
date le componenti normali delle forze e le componenti tan-
genziali degli spostamenti o viceversa.

11 problema della deformazione di un diedro (triedro) retto
isotropo, allorché sulle facce si conoscono le componenti degli
spostamenti (o delle forze) é stato risoluto, per via di appros-
simazioni successive, dal prof. TEpoNg, Rend. Acc. Lincei,
dicembre 1901. Del resto ai nuovi problemi proposti dal pro-
fessore Somigliana si pud applicare con successo il metodo
di integrazione del Betti. Vedi una mia nota nei Rend. Acc.
Lincei, aprile 1902,

Il problema della deformazione di una lastra isotropa
(spazio indefinito limitato tra due piani paralleli) ha formato
oggetto di un lavoro del prof. SomiaLIANA, Nuovo Cimento,
1885-86 ; & stato completamente risoluto, coi metodi generali,
dal prof. CERRUTI, che ha pubblicato un solo annuncio delle
sue ricerche, Rend. Acc. Lincei, 1, 1884, pag. 521. Vedi pure
una recente nota del dott. ORLANDO, Rend. Circ. Matem. di
Palermo. 17. 1903.
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noi svilupperemo nel caso piit semplice in cui sul
piano limite sono noti gli spostamenti, & il se-
guente.

L’equazioni indefinite di equilibrio s0no

(S
A2u+Lm?———0 ece.

a T
m essendo costante. Ricordiamo poscia che
4 (2, B)= g—::
quindi
8 (u + mx, 8) =
e perd, in virti della formula (25) del Cap. 1°,
1 L u+m x'e

ﬂ@zl r do

u+mar,0=—

O=- 2nazJ!r

in cui i valori u, ® sotto il segno integrale s’inten-
dono riferiti al punto ,%, 2 del contorno. Si de-
duce dunque

1 0 (uds K m (2, — 2

_ 0
u(mhyhzl)——é—na—z—l T 2"3——21.‘ ; Oda.

Riflettendo poi che

0—

0 n—o® x,—x r
—_— —_ 21=2y 5 -
0z r rs ! e
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si pud anche scrivere

1 ¢
u(2,Yy,21) =— 3772,

udc.*_ﬂz_a__ edb'.
27 lbml r

parimenti

_ 1 0 (vds, m _a_fid:
v (2, Y1,21) = 2_1;821_’*1' 27rz'9!/1 r

Per w si opera anche pitt semplicemente, poiche
al contorno & z;, =0; onde si ha

1 wdo

w+mz19=—2_1_ra_é; . )

1 9 (8ds

O=—_ — |

2792) r

e quindi

1 0 (wde m o (Ods
w(xliyhzl):_é_na_Zl ’ +§;z'3_~/l —7:—.

Valendosi ora delle (6) del § 2 e posto inoltre

WEIL
= r

si hanno le formule
1 0P m 29
2702 ' 27 pa,

Si tratta di determinare 9. Derivando le equa-
zioni precedenti rispetto «;, ¥, 2; e poi sommando

, ece.
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si ha
0=_ 10T, made o 1209
2rgz, 279z’ 2792
quindi
0 00
- o
0 2 ( +m)821
cioe
SR
T 14+mT

Otterremo con cid

—_— L a—‘P __—m___ z —_—— ecc .
2792z 2=(l+m) l@wl’ -
cio¢ nuovamente le formule (8) del Cerruti.

Si potrebbe allo stesso modo trattare il caso
delle forze o i casi misti; ecc. *.

U =

* Per lo sviluppo completo di questi metodi e la loro ap-
plicazione a casi svariati vedi la memoria del prof. TEDONE,
Saggio di una teoria generale delle equazioni dell’equilibrio
elastico per un corpo isotropo. Annali di Matem., 8, 1902.



CAPITOLO OTTAYVO.

LA DEFORMAZIONE DI UNA SFERA ISOTROPA

Lamé & stato il primo a risolvere il problema
della deformazione di una sfera e di un involucro
sferico isotropo allorché sono date le forze agenti
in superficie ; riferendo i punti ad un sistema di
coordinate polari e formando anzitutto le soluzioni
semplici delle equazioni differenziali del problema,
egli espresse le componenti di spostamento me-
diante serie doppie i cui coefficienti sono determi-
nati mediante le condizioni ai limiti.

W. Thomson (Lord Kelvin) ha considerato il
problema piu generale in cui la sfera & soggetta
all’azione di forze derivabili da un potenziale che
soddisfa ’equazione di Laplace. Nella soluzione le
componenti ortogonali di spostamento sono espresse
mediante serie semplici con metodo applicabile a
problemi assai piu generali.

Il prof. G. H. Darwin ha trasformato la solu-
zione di Thomson in coordinate polari in un caso
particolare e solo negli ultimi tempi il prof. Chree
ha ripreso a trattare lo stesso problema in gene-
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rale, valendosi ancora delle coordinate polari, ma
con metodo del tutto diverso da quello di Lamé,
e nell’ipotesi piti generale di Thomson *.

La prima soluzione dal problema mediante in-
tegrali definiti &¢ dovuta al Borchardt **: seguirono
poscia quelle del prof. Somigliana *** e del prof.
Cerruti, il quale, applicando il metodo generale di
integrazione sviluppato nel Cap. 6°, assegnd pure
merce integrali definiti la deformazione di una sfera
e di un involucro sferico allorché sulla superficie li-
mite sono noti gli spostamenti o le forze ****,

Sono stati anche risoluti i problemi misti, quando
ciod sulla superficie limite & nota parte degli spo-

.

* Lami, Mémoire sur I'équilibre d’élasticité des enveloppes
sphériques. Journ. Liouville, 19, 1854. Coordonnées curvili-
gnes. Paris, 1859, pag. 299.

TromsoN and Tarr, Natural Philosophy, Vol. 1, Parte 11,
§ 735. 1883.

'W. TrOMSON, Mathematical and Physical Papers, Vol. 111,
pag. 351-386. 1890.

DarwiN G. H., Phil. Trans. Roy. Soc., 1879 e 1882.

CHREE, On the equations of an isotropic Elastic Solid tn
Polar and Cylindrical Co-ordinates, their Solutions and
Applications. Trans. of the Cambridge Ph. 8., 14, Parte mni,
pag. 250-869. 1889.

** Unters. ti. die Elasticitdit fes. isotr. Korper u. s.1. Monats-
ber. d. Ak. d. Wiss. zu Berlin,, 9 Jan. Juli 1873, Gesamm.
Werke, pag. 248, 309.

*** Sopra l’equzlzb; i0 di un corpo elastico hmztato da une
o due superficie sferiche. Annali R. Sc. Normale di Pisa, 1887.

*** Agsoc. fr. pour Uavanc. d. Sciences. Compt. Rend. de la
14me Session, 2me partie, pag. 68-79, Grenoble, 1885. Rend.
Ace. Lincei, anno 1886, pag. 461 e 586; anno 1889, pag. 189.
Atti R. Acc. dei Lincei ; memorie della classe di Se. fis., anno
1891. Nuovo Cimento, anno 1893.
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stamenti e parte delle forze oppure gli sposta-
menti tangenziali e le forze normali e viceversa *.
Le soluzioni semplici e dirette, che noi per
sommi capi esporremo, sonc dovute al prof. Al-
mansi **, _
Supporremo sempre nulle le forze di massa.

§ 1. Deformazione di una sfera isotropa per dati
spostamenti in superficie. — Nell’assenza di forze
di massa, le componenti u, », w di spostamento
sono funzioni biarmoniche nell’interno della sfera.
Perd conformemente a quanto fu fatto nel § 11
del Cap. 1°, si ponga

w= (o —a?) aa_xl +Uo=(p2- aﬂ)a@y—"-ﬁV,

de
02

)

w = (54" — a?)

+ W,

* MARCOLONGO, Rend. Ace. Lincei. 1889, pag. 849. Sulla de-
formazione di una sfera isotropa. Annali di Matem. 23, 1895,
Vedi anche: J. HADAMARD, Annales Sc. de U’ Ecole normale
supér., 18, 1901.

** Sulla deformazione della sfera elastica. Mem. Ace. di
Torino, 47, 1897.

Un’altra soluzione del problema & esposta pure dal pro-
fessor Lauricella nella tesi citata, Cap. 1v.

Egli ha pure per altra via riottenute le soluzioni del pro-
fessor Almansi ed ha trattato ancora il caso di un solido
elastico indefinito limitato da una cavitd sferica, Ann. di
Matem., 6, 1901.

G1i stessi problemi sono risoluti, e con procedimento ana-
logo a quello accennato alla fine del § precedente, dal
prof. Tedone nella memoria citata alla nota della pag. 278.
VYedi pure Rend. Circ. Mat. di Palermo, 17, 1903.
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essendo 9, U, V, W funzioni uniformi insieme
colle loro derivate prime, seconde, ecc. in tutta la
sfera e tali che soddisfino la 4, =0; p, & la di-
stanza del punto M, (xy,y,,2,) nel quale si vuol
calcolare la deformazione, dal centro della sfera.
Poiché per p, = a si ha

U=u; ecc.

BN

ed il valore » in superficie & noto, per dato del
problema, cosi applicando la (20) del Cap. 1° si
deduce

2 __
U=%4"8 Iu ﬂ, ecc. )]
4xa rs

in cui » ¢ la distanza variabile del punto M (@, ¥, 2)
della superficie dal punto M,, di guisa che

rP=a’1p0%— 20wz + Yy +22)

La risoluzione del problema dipende dunque
dalla conoscenza di ¢
Ora osserviamo che

99 Po oo Py )
Bu=6a2 +4( VAL [ re el P

ER
ma
a 0% 09 09
3 ty '3./1+z'3~”1 Plaf’l
quindi
ge 3’ %o e _ 0 ( 3?)
ot P s T Gty o= b\ 7,
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onde

2 (1 . B3
’"_43_00_1(72—?’”'891)

e la prima delle equazioni indefinite dell’equilibrio

diventa
0 0e Q" — 02
0|=0.

azl( + Pl a N 4 m2 ) 0

2"

Otterremo altre due equazioni analoghe mu-
tando @, in ¥, e 2,; la espressione entro parentesi
¢ quindi costante e siccome nelle (1) ¢ non com-
parisce che per le sue derivate possiamo supporre
nulla o compenetrata con ¢ tale costante; sicché

1 de 02— o2

§?+anpl 4(”3—9:0. 3

Ma dalle (1) stesse si calcola agevolmente ©; e
8i trova

09 ) aU
0= =
2(:1;18 1+ 3371 .
de oU oV aW

=2p i+
l391 EN ayl 02

Dalle (2) si ha poi

aU 2x, ( do a”-p,’J'?:u(x—xl)
9z, 4ma “5 T ina o d
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LY
cloe

dove
a={(5a’—p®—4(z2 +..)2,—3(a® —p,?) ), ece.
Ponendo adunque
1

¢ =— ita (u+§v+*rw)
risulta
0= 2p,a?+®.
0

L’espressione di ¢ si pud semplificare. Diciamo
s la grandezza dello spostamento in M, sulla su-
perficie, formante un angolo ¢ col raggio ed un
angolo ¢, con O M,; sia poi @ ’angolo di O M ed
O M,; si ha quindi

ascoss =& u-+...
ppscoss, =2, u+...
se dunque si pone
r>H = {(5a%-p,*~4a0,c08 @) p;cos £,-3 (a~p,?) a cose) (6)

abbiamo

1
4>=—4WJHsdo @)
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La (8) diventa, dopo cid

i}
mq>+na—:=A® ' ®)
essendo
N »? A= Q2 — 2
TR ey T T 2 (Q? 4 w?)’
0<m<1.

La (8) & un’equazione differenziale che s’in-
tegra facilmente e ci determinera ¢; ed il pro-
blema pud riguardarsi come risoluto.

"Prima di fare la integrazione & opportuno mo-
strare una proprietd della ¢. Deriviamo la (8) ri-
spetto x;: otteniamo

09, 0 ( 0%\_ ,0°®
EN faa';l(l ) Aaw;

. m

cioé

mP2y 00 4 08 Oty

0%, 0 lom? 0% 0Y,
#e 0%
+zlaw18z1—A3x
e quindi
99 0 (0¢ PR
N2 4, Ll )=42"
(m - )3x1+91991(3x1) Aaa‘l ®
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cioé _3;? soddisfa ad un’equazione analoga alla (8)

1
e che differisce da questa perché m ¢& sostituito
o
dam+1le® da —.
: o0&
Per integrare la (8) moltiplichiamola per ¢;”—1 e
con ciod si trasforma nella

0
Ao (p™ ?)fAexm“¢;

integrando

o
wme= £ D+ Afpmt @ de,
0

essendo f simbolo di funzione arbitraria delle altre
due coordinate polari 3, ¢ del punto M,. Si de-
duce

0

f('s’q’)_*—:j[ﬁm—ld)dpl-
.0

"

? =

La funzione ¢ deve essere sempre finita anche
quando M, sul raggio OM,, tende al centro e
quindi ¢, a zero.

Ora:

(4]
lem 1dde =_1~(b'
FIU' 1 Vi

m
0
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essendo ®' un valore compreso tra il limite infe-
riore e superiore dei valori che ® assume tra O
e p,; l'integrale dunque & finito per p; =0.
Perché ¢ resti finita, occorre dunque che f=0
e pero
)
?=f,,; '@ dpy. (10)
0

In virti della proprieta dimostrata su o ed
espressa dalla (9) risulta

(41
0° 4 (0P
~ = m+1 ’ Flm d f1
0% £ p 0,

ciog, per la (7),

0%

o0& 41'a

isdc, (11)

P m+l l

sostituendo i valori (2) e (11) nelle (1) deduciamo
le espressioni definitive per gli spostamenti

14

a*-p’ ‘ gu Q- W s
: c
4na | r8 2(92+(o2) 1 m'HJ 2 ox

u=

}(12)

¢ due formule analoghe per v e w *.

* Queste formule semplici si potrebbero agevolmente de-
durre da quelle date per il primo dal prof. Cerruti.
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§ 2. Deformazione della sfera per date forze
agenti. in superficie. — Attesa la complicazione
delle formule ci limiteremo soltanto a mostrare uno
dei procedimenti pitt spediti per la risoluzione di
questo problema.

Poniamo
U=wl Xz+yl Y +3'1Zx
V=oayXy+wnYy+224 (13)

W=ba71 Xz +y1 n +zl ZZ;

se diciamo quindi come al solito L, M, N le com-
ponenti delle forze date in superficie, si ha, per
fhr=a,

aL=uxXo+y, Yo+ 2 Zs, ecc.
ciog
U=aL, V=aM, W=aN. (14)
Ora
LHhU=x%X:7...

e ricordando le equazidni del § 5 del Cap. pre-
cedente:

Ay Lr____( 0* P o*pP agP)

10 @ to 0%10% ta 07, 921

ed infine

5 U=-gﬁi(ma—’j— ) (15)
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e due equazioni analoghe. Ma P, come ©, & armo-.
. - or \
nica entro la sfera e quindi anche ¢, W; e pero
o - dh
a, U=0.
Ora le (15) sono del tutto analoghe alle (2") del
§ precedente; dunque posto
. ?'
= (0.2 — o2 %%
U (P‘l a)awl‘l'Ul )
~ ‘ 0%
V=_(n*— a2)-'—- + "N (16)

W = (e —a?) a‘” LW,

si avra analogamente alla (3)‘ v
1 de p ( 2P ) |
¢+ =——=la+—— P} (17
EARECF PRI G P 1
Ma le (18), in virtd delle equazioni indefinite di
equilibrio, ¢i danno
oU o0V oW
—_— C o + —
0x + 0y1 0~
quindi per le (16) -
do 0 Ul oV, 0w
P=2p ‘ot +5—
o 3% 0y 02
Le Uy,... poi essendo funzioni armoniche che

in superficie assumono valori eguali ad U, ... cio¢
MarcoLONGO. . 19

P=

(18)
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eguali ad a L,... sono determinate dalle formule

. .a?—p21 Ldes . )
. Ul = TLJ 73 ecc. (19)
La espressione
= 20
7o T (20)

sard dunque nota; e con un calcolo analogo a
quello del § precedente risulta

. "- d’—-—-—f][ch (21)

essendo F' la grandezza della forza data in super-
ficie ed H la stessa quantithd (6) ma relativa alle

forze.:
Sostituendo ora il valore (18) di P nella (17),
dopo una facile riduzione si trova

LA fy ol L 00
2p " o’ 8 2\h ofn
eqimznone dlﬁ'ereuzmle che ci farh conoscere ¢. La

sua integrazione si pud ricondurre a quella della (8).
Si determinino iofatti due numeri m ed = tali che

. E . E
mn—ﬂ, 1—{—m—}—n——F—

e la (22) equivarra alle due altre

mrngy =5 ()

@)‘, 22)

"‘P-i—ha%”l:'l';
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la prima delle quali ci determinera apphcando
la- (10) e quindi, sempre colla (10), otterremo g.
Ma per brevita non effettueremo i calcoli e riter-
remo note le U,... Mostriamo infine come si pos-
sano determinare gli spostamenti.

Ricordando le espressioni delle componenti spe-
ciali di pressione e sostituendo nelle (13) si ha

U:()\l——EﬁP—-?}L g;)w.—
1
:—:i—-l— a—y-) (321, axl)zl,ecc

Posto adunque

Al —
Azg,l._,Eg_xP_iU,ecc..'..r 23)

risultano le equazioni

a % ou @,,“
2.L'1 0z, + y’(@ 0 ?/1)—!_ (a 2 0 A)

(o0, 0u o0 00)
x‘(8x1+3?/1)+ 3y1+ (33/1

ou ) ( ) 8 w \

o =C

aga +ga) gyt o)+ /
in cui le 4, B, C date dalle (23) sono da riguar-

darsi come note.
Dalle (24) a loro volta si deduce

20 _9B_, 0T, aTIJr (0T 0T,

oYy 02 "oz, 9 32—1 101

B'(24)
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donde

_ 0C 0B
I,= .‘-91(33/1 azl)dpl,ecc.

Potremo dunque riguardare come note le rota-
zioni: ma le (24) possono anche scriversi cosi

0u
on

e quindi con una nuova integrazione rispetto ¢,
conosceremo #, v, 1. Eseguendo i calcoli, che qui
abbiamo solamente accennato, si possono porre le
espressioni di u, v, w sotto forma relativamente
semplice *,

200 7— + 2, Ty —y, Ts= A, ece....

* Per lo sviluppo di questi calcoli si vegga la memoria
del prof. ALmMaNsI e quella recente del prof. LAURICELLA,
Nuovo Cimento, 535 1908.

Per ci0 che riguarda poi gli sviluppi in serie delle com-
ponenti u, », 10, oltre i lavori citati del Lauricella e la mia
memoria, citata a pag. 281, si possono consultare numerosi
lavori del sig. Chree e l'eccellente trattato del sig. Love,
Capo x. Ci & impossibile darne anche un cenno fugace, tali
metodi poggiando su proprietd delle funzioni sferiche.

La applicazione dei metodi Betti-Cerruti esige lo studio
delle proprieta delle deformazioni simmetriche rispetto ad un
asse e quindi delle funzioni potenziali coniugate del Beltrami,
gid accennate nelle memorie del prof. Cerrati e nella mia me-
moria degli Ann. di Mat. le quali hanno pure applicazione
al caso del diedro, triedro, lastra di epessore finito, ecc.



CAPITOLO NONO.

IL PROBLEMA DI SAINT-VENANT
SULLA DEFORMAZIONE DELLE ASTE CILINDRICHE *

§ 1. Posizione del problema. — Gli esempi
svolti nei capitoli precedenti hanno gia dato una
idea delle gravi difficolta che occorre superare per
studiare la deformazione di un solido qualunque;
difficoltd tanto gravi che all’infuori dei casi che
abbiamo studiato, pochi altri casi generali si co-
noscono in cui ’integrazione delle equazioni della
elasticita sia stata ottenuta.

* Su questo capitolo vedi CLEBSCH, Theorie der Elasticitdit
fester Korper, 1862, § 22, pag. 70. LovE, 1. ¢., Cap. vi. L’o~
pera del Love & ricca di citazioni bibliografiche alle quali
rimandiamo il lettore. Vedi ancora le due grandi memorie
del SAINT-VENANT, Mém. sur la torsion des prismes, etc. Mem.
d. savants étcangers, ¥4; 1855. Mém. sur la flexion, ete. Jour-
nal de Liouville, 1; 1856. Nello sviluppo della soluzione se-
guiamo, con qualche piccola variante, il Clebsch. Vedi pure
Armansi, Introduzione alla scienza delle costruzioni, To-
rino, 1901.
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Dal punto di vista dei risultati pratici sarebbe
assai importante lo studio della deformazione di
quei solidi che si presentano nelle costruzioni;
cioé aste, colonne cilindriche o prismatiche, ecc.
Si pud in questi casi prescindere dalle forze di
massa che, per lo pid, si riducono al peso e si pud
anche supporre la superficie convessa del cilindro
non sollecitata da forze (oppure da forze trascu-
rabili): ma supporre solamente il cilindro sog-
getto a forze distribuite sulle due basi.

Il problema dunque che sarebbe utile risolvere
¢ il seguente :
studiare la deformazione di un cilindro omogeneo
retto nella ipotesi che siano nulle le forze di massa
e che sia sollecitato da forze qualunque dzstnbmte
sulle due basi.

L’asse 2z sia la congmngente i centri di massa
delle varie sezioni rette (nello stato naturale) e il
centro delle coordinate sia su una delle due basi
(z==0); laltra corrisponda a z=1[. Supporremo
inoltre, per semplicita di calcolo, il cilindro iso-
tropo per quanto i procedimenti che svilupperemo
siano del tutto generali.

Dovremmo occuparci della ricerca di u, v, w
(componenti di spostamento). Le _equazioni indefi-
nite del problema (dalle quali poi si sono rlcavate
le equazioni del Cap. 4°, § 5) sono

90X, 0Xy  0Xe _
aw + ay + az {—‘—.0, ece. (1)

E nel caso dei corpi isotropi abbiamo- inoltre
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(for. 12. Cap. '4")

Xy =— 15—1 3—;+1:2x9); \
== 1fx gj _'}{'2:9}
'Zz:—li guz)+‘1 -*2x,9)'¥> ~('9.)
Y”=-2(1Iix) gl;JrgZ) »
7=y (55t 5a) ;
T 1 ae

Dieiamo L,, My, N, le componenti delle forze,
per unitd d’area, distribuite sulla base.inferiore;
Ll , Ml, N, quelle della base supenore poxché sulla
prima si ha

- cos (n,x) =cos (n,y) =0, cos (n,2) = 1
e sulla secondu_ ‘

cos (n, x) ==cos (n,y) =0, cos(n,2)=—1;

avremo o
Lo=X.; M,== Yz, No= 7z ( *-;0)

_ (3

L\——-Xz, Ml_—‘Yz, Nl 7 (~:l) s

Finalmente sulla superficie convessa, libera da
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forze, avendosi cos (n,2) = 0, dovremo avere
: Xz cos (;1, x) —{—: Yzcos(n,y)=0; . )
Xy cos(n,z)+ Yycos(n,y) =0; > (4)
X cos (n, x) + Y= cos (n,y) = 0. ’

§ 2. Ipotesi speciale sulle forze interne; pro-
blema di Saint-Venant. — Posto cosi in generale
il ‘problema non si sa risolvere. Si capisce perod
che specializzando in modo conveniente la distri-
buzione delle forze sulle due basi, si avra una
speciale deformazione .ora & possibile scegliere tale
distribuzione in modo da poter facilmente asse-
gnare la deformazione corrispondente ed & merito
del Saint-Venant di aver assegnato una serie di
casi particolari, sopratutto interessanti per la pra-
tica, in cui & possibile determinare una speciale
deformazione delle aste cilindriche.” Osserviamo
che le X»y Yr, Yy figurano soltanto nelle equa-
zioni (4) ‘valide sulla superficie convessa del cilin-
dro. Ora si vuol vedere se & possibile una defor-
mazlone per la quale le ,

Xw—Yx—-Yy‘_O v (5)

siano soddigfatte al contorng e nell’interno di tutto il
cilindro; cercare poscia di determinarla e infine ri-
cercare qua.le deve essere la distribuzione delle forze
sulle due basi. Questo metodo che assegna a priori
alcune pr0pnetb, delle componenti di préssione dicesi
metodo semi-inverso. Il Saint-Venant ha- effettiva-
mente mostrato che un tale problema & possibile
ed ha di piu determinata e studiata la coirispon-
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dente deformazione; perd il problema cosi specia-
lizzato dicesi problema di Saint-Venant.

Le (b) si possono interpretare cosi: per un punto
interno del cilindro conduciamo un elemento piano
parallelo al piano y z; esso sopporta .una pres-
sione di componenti X», Yz, Zz (per unita d’area);
le prime due, per le (5), essendo nulle, questo ele-
mento & soggetto ad una sola pressione tangen-
ziale ; lo stesso dicasi per un elemento parallelo
ad z2 ed in generale per ogni elemento paral-
lelo all’asse del cilindro. Supponendo dunque il ci-
lindro composto da tante fibre parallele all’asse,
queste non risentono che pressioni tangenaziali.

Nella ipotesi (5) le equazioni mdeﬁmte di equl-
librio diventano

0X. _ 0¥ _ 0% 2V a
9z =% 5 =0 e Ty

—0()

Le equazlom 4) vahde sulla superficie convessa
del cilindro si riducono all’unica

X cos (n, x) + Ye cos (n,y) =0. )

Supporremo inoltre, come gia s’ detto, che un
certo sistema di forze solleciti la base superiore
del cilindro (quella corrispondente a 2 =1) e quindi

L1=*:Xé, Ml= - Yz; Nl-":'-‘—Zz (z=l)-
Non si conosceono, punto per punto, le L,, M,

ma solamente le coordinate di questo sistema di
forze, che indicheremo colle solite notazioni della
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meccanica, di guisa che avremo
R.,u='—‘szd°', Ry=*f dec,
R, = — S Zzdso (8)
Me=f(2Y.—yZ:)ds; ece.
Supporremo infine la base inferiore (z2==0) li-
bera da forze; fisso il punto origine O: cioe
u=v=w=0
per
inoltre i punti dell’asse z si spostino ma restino
sempre sull’asse @ ; un punto O’ su questo asse ed
infinitamente prossimo ad O, avendo per coordi-

nate d @, 0, 0 avra per componenti del suo spo-
stamento secondo y e z:

(Fehie 3ol os
dunque sarhﬂ ' '

»

'U=Q:‘4_9=0

&x &

|

Sy

per 2 =19y =2=0; supporremo infine che l'asse y
si sposti restando sempre nel piano & y: .un punto
infinitamente prossimo ad O su quest’asse avra
nulla la componente del suo spostamento-secondo

dw

z ciod (97;) : dunque, senza specializzare in
N I/ 0 :
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nulla il problema, possiamo dire che per & =
=y==2=0si ha .
0v_ow__ow
u=v=w:—=—=-—-=0. 9
ox ox oY _ )
§ 3. Equazioni differenziali per gli spostamenti.
— Le equazioni (5) e (6) si trasformano facil-
mente in equazioni differenziali per gli sposta-
menti, che vogliamo anzitutto stabilire.
Dalle (2), essendo Xz = Y, =0, risulta

du_0v____* g
ox 0V 1-2x
ciot
ou__0v ow
=t = 10
PR AR P (10)
La condizione Y»=0 ci da, a sua volta,
ov 0du
— +—=0. 11
7+ 9y D

Passiamo. ora alle (6): la prima e seconda, in
virtu dei valori (2) ci danno

Fu, e _, 19)
PR axaz_o. (12)
*v  *w v

La terza delle (6) ¢ equivalente (vedi § 5 del
Cap. 4.°) alla
CH

R P bt
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ma
0¥, 0v ow ow

A TN L T

in virtd delle (10): quindi
2
s a5 +2—=0. (14)

Dunque le componenti di spostamento debbono
soddisfare alle cinque equazioni differenziali (10)
sino a (14); cid che in generale 'mon & possibile
solo che per forme speciali di #, v, ©w. Ed & ap-
punto quello che noi ora mostreremo.

§ 4. Ricerca degli spostamenti. — Dalle cin-
que equazioni stabilite, combinate in modo oppor-
tuno, possiamo eliminare u e v.

Deriviamo infatti le (12), (18), (14) rispetto =,
¥, 2 e sottragghiamo la terza dalla somma delle
due prime. Avremo

0 (0u , 0w Pw__
3255t 5y) 2 5a=0
e questa per la (10), notando che 1 4 x>0, ci da
rw_
228

Deriviamo la (12) rispetto y, la (13) rispetto z,
sommando e tenendo presente la (11) risulta

BRw

a—xayb—;«:m




Cap IX S 4 che)ca deylz spOatamentz 301

derivando invece la (12) rispetto z, la prima
delle (10) rispetto 2z due volte e sottraendo si ha

33 *w
"9 oatge 0
ciog
03w

0 at aé=

Operando in modo analogo sulla (13) si_ha pure

Sicché infine abbiamo

33 a3w asw asw
92 04°02 0Y° 02 0%yode (15)

Ponendo

abbiamo
*wy _ 0*w, _ 0wy _ *wy __
028 0a' 9y* dzdy
la prima delle quali esige che 0, sia una fun-

zione lineare di 2 e le altre tre che w, sia fun-
zione lineare di = ed y: dunque

g_@gza tay@tagy+20+ba+tby), (16)
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essendo le a e b costanti. Allora le (10) ci faranno
conoscere ou eﬂ e quindi con altre tre inte
gz "oy ° Y
grazioni conosceremo u, v, 0.
Intanto

S—Z:-—X ;a_*_alw_{_az?/—i—z(b—i—blﬁ—l_bzy”

mentre la (12) ci da

32,“ .
azgz—al-bl'zll

~ cio® # & di terzo grado in 2. Integrando si ha

u=—):jaw—l—;—a,w2+a2wy 4
+z(bx +;*bn x? + bﬂxy)§+m+pz+7z”+az3,

essendo «, ﬁ, ¥, & funzioni della sola y; e poiche
da questa si trae

%2——27+682

cosi concludiamo che
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e perd

1 _
u=—-x§ax+?a1x2+ azly +

+ z(bx+%blx2+ngy)

. 1 1.
+'°t+ﬁz-.——2-a1z”-—-€b,zs

Mutando # in y, @, in ay, b, in by, « in @, ece....
otterremo v, cioe

1
v=—xlaytazyt5ay+

1
Feby+bhoy+hd]+

1
+°l'+f3'z—?a,z2——fli—bzz’

in cui «’ e §’ sono funzioni della sola . Le espres-
sioni cosi trovate per u e v soddisfano certamente
le (10), (12) e (13). Perché soddisfino anche la (11)
¢ necessario e basta che

-—x{x(aerb-»z)+yr(ax+bﬂ)}+
I dﬁ dﬁ’
+dy+dw+ (dy' da:) 0.

la.quale dovendo valere qualunque sia 2 si spezza
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in queste altre due

de  do'
ay+a;—x(azx+aly)—0
dg  ap _
@4‘3&"‘(5250*'51?/)—0-

Ognuna di queste due poi.a sua volta si spezza
in altre due che si ottengono ponendo separata-
mente eguale a costante la parte dipendente dalla
sola x e quella dalla sola y; quindi

do’ de
di:—aoﬂ"-xasx; d_y—ao‘*"xal?/aecc-
donde

1.
o =a"'—ayzx+ —;xa,xz
-

ed analogamente
p' = b"‘—box +' ';’Kngz

1
?=b'+bo3/+—2“‘bly2a

le ay, o', a”, &', b essendo costanti arbitrarie.
Se poi notiamo che nell’ origine ¥ =v =0, si
deduce subito a’=a"" =0 ed essendo ancora nel-
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L4
I’origine %—5= 0, si ha a, =0. Abbiamo dunque:
2 __ L2 '
u=—xlaz4a, - 5 Y ‘aey+
. 2 __ 92
+z(bw+ oL+ ngy)g+

+2 W by — g ast— L b2,
'2'_'_xs

v:'—x{ay—ka,xy—%agy 2 +

2 __ 2
+Z(by + blxy—i—bg “y—z'”a‘“)( +

' 1 1
+2@" — b x) —é—agz”—é-b,zs *

Passiamo ora alla ricerca di w. Integrando la (16)
si ha

w=(@+ax+ay) s+
+ g (bt b2+ Byy) A4 Fzy)

essendo F una funzione incognita di z ed y. Con
i precedenti valori di u, v, w siamo certi di sod-

* Il caleolo di « e v potrebbe farsi direttamente e alquanto
pilt speditamente, osservando che le (10) e (11) esprimono
che % + iv & funzione della variabile complessa x + iy e
di 2. Vedi: PoiNcarE, Lecons sur la théorie de I élasticité.
Paris, 1892, pag. 169. CEsAro, 1. c., § xvI.

MARCOLONGO. 20

-
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disfare 4lle equazioni (10), (11), (12) e (13). Resta
dunque la sola (14) la quale si trasforma nella

2(b—|—blx—f—bgy) + A2 F=0.

Possiamo decomporre la. F in due parti una
delle quali abbia il 4, egualea —2 (b 46,2 + by ¥);
se questa parte & funzione intera di x ed ¥ sara di
terzo grado al massimo: poniamo dunque

P=xa+ 2By +1yi+iatfeaty ¢
troy ey + W
le », B... » essendo costanti arbitrarie. Risulta
M F=3 W+ 2042y +2(63+2)+
+y@e+6p);

se quindi poniamo

1
p'—O) a—Y——Eb
d=u=0, A=—1b, e=—b,
risultera
A W, =0
e
1
w=(a+a1x+a,y)z+~(b+blx+b2y)z’-—
(2 + ¥

— Pyt hey +bz7321/i+ W.
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Per poter inoltre far si che w0 soddisfi alle con-
dizioni (9) conviene sostituire alla W, la

W=W,+b+bzxz+b'y;
sara quindi :

AWz W=0

9

e per le (9):

b=(W); o= (g;V)o b= (zyW)o

Con questo abbiamo soddisfatto a tutte le equa-
zioni differenziali. La W & una funzione armonica
a due variabili; cio® armonica in ogni sezione
retta del cilindro. Ma deve inoltre soddisfare ad una
condizione al contorno. Infatti sulla superficie con-
vessa del cilindro, e quindi sul contorno di ogni
sezione retta, deve valere la (7) che equivale alla

ou QE ( a)
ciog, con un calcolo facile,
aw dy ie dy
(T—-b(l+)( -+yd o[y 22 dn)+)
x x? —
dz | xy*+ (2 d
+b2§(‘)+x)x,/‘_i_+ Yy (2__):%767%1’
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e pero la funzione armonica W & determinata (a
meno di una costante) dai valori della sua deri-
vata normale al contorno.

Ora deve intanto aversi

‘iv—Vd s=20
ldn

s essendo il contorno della sezione retta. Notiamo
che applicando il lemma di Gauss e tenendo pre-
sente che i centri di massa delle varie sezioni
stanno sull’asse 2z, si ha

Cdx . [ dy .
J wﬂds——jydndsm —fdc

dx

x dy;ds=—2J.l'dc=O

C ,dx dx

277 — _ = E

J o ds fwydnds ...=0.

Se quindi integriamo la (17) si ottiene
b=0.

Dunque la W, armonica in ogni sezione retta,
soddisfa al contorno la

aw ay dzr '
W=bo(xd1z—ydn)+ '

24 (2—x)y? d d
R x)xyd_-Z(Jr\(ls;)

2 dn

dr | xy*+Q2—02"dy),
+b2§(2+v-)xyd—n+f~ ; I
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e perd la determinazione della W dlpende dulla
forma del contorno.
Conviene porre

. W=bo B0+ bl Bl _!’“ 62 Bg (19)
essendo le B,, B, B; armoniche e soddisfacendo
al contorno rispettivamente alle

d B, ¢ ay . dzx \
dn  Tdn “dn

4B, _xs+@—xytdz
dn 2 an
dy .

+ @+ )wyd . 1120)
aBy, . dzx
dn*—(2+n)wydn+

xYP+@2-xatdy

+ 2 dn

Riepilogando dunque possiamo dire che, come
si era asserito, si pud soddisfare (e in modo unico)
a tutte le condizioni imposte, ponendo

1 x?— g2

U= —x(ax—l—a, —2———1—a2my)— \
—xa(6 T fhor) H byt | @)

oWy 1 1
+ (aw)_§a122—‘6‘blz3,
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S ___ 2
v=—x(ay+alxy+asy 2:» )--

S _ 2
—Xz(blxy+bgy 2w)_boxz+

(0 W 1 1
+Z(*a‘y“'o - 2 a,z”— 6—6223,

_ (1)
w=z@t+art+ay+

2
+ .Z"(blw‘i‘bey) —bhzy— b’y +

S

i

Si calcolano ora subito le tre componenti spe-
ciali di pressione che non sono nulle, cio¢

E
Xz=—2—(lT;)}bo?/—(2+")bsxy—

2 2—){. 2 W
_b,“c +(2 )Y +aaa:

E

xy2+@2—x)at oW
— b 2 MY
Z:=—Flata,x+a,y+2(b x+byy)) |
Xe= Yy=Xy=0- )
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La soluzione trovata da per le componenti di
spostamento dei polinomi di terzo grado in ,¥, 2
contenenti le sei costanti arbitrarie

a, Ay, g, bo, bh bﬂ-

Perché dunque la ricerca sia completa occorre far
vedere come le condizioni alla base superiore, cio¢
le (8), permettano di individuare queste costanti.

Riferiaino percid i punti della base agli assi
principali d’inerzia baricentrici e diciamo « e B i
raggi principali d'inerzia relativi agli assi. y ed
e ¢ 'area: quindi

Jedeo=fyde=fxydes=0
fatdeo=ca? fyldo=cf

Sostituendo le (22) nelle (8) e tenendo presenti
le posizioni precedenti, si ha

— B (oW %y e 2T sl
Rx—-z(l x)g P de 2b,c« ) b,cfi,
—_E {[aw x g _2—x, el
Ry—'2—(—l.—‘ ‘x)U ayda’-—2bsb‘p bsca‘

R.=Fas
My=—I1Ry + Ec(ag B2+ 10,89
My=1R:—Ecd(a, o+ 15,0

S NCRR VRS

Mo =i
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+3{le- 9 —utnatylaot
2 fle—9a - @+9ayact

+ (= aa;?_y aazsy)d";‘

Queste espressioni si possono notevolmente sem-
plificare. Infatti osserviamo che

Fo =0 T au(" Gy )
quindi : i
g—.lgdcr:—J ddes,

sostituendo a secondo membro il valore (18) e no-
tando che si ha

C LAy dx dzx
3 — —_— 2 hadhad ——
Ja; —ds—fxyd—nds—Jx ydnds—O

xsg—xds“‘—:‘}“" J‘xysg‘:,dsz — B2, ecc.,

risulta
W _b
[28 de="toa+50 0+ @0
e in modo analogo si trova la formula che si ot-
tiene da questa scambiando z in y; onde
R:c: EO’U.zbl ) R!/:‘EG-ngﬁa R, :an
M,=FEs8%ay, My=—FEoalq,. (23)
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Non sembra invece facile trovare una espres-
sione semplice per My ,la cui determinazione di-
pende da quella della funzione W.

Appare ad ogni modo chiaro che la conoscenza
delle forze, che sollecitano la base superiore, de-
termina in modo assai semplice le costanti; infatti
le (23) ci determineranno a, a,, as, b, by e final-
mente la espressione di M., lineare in by, b,, b
determinera b,.

§ 5 Analisi della deformazione. Estensione sem-
plice. Abbiamo gid osservato che la soluzione
espressa dalle (21) contiene linearmente sei co-
stanti arbitrarie indipendenti; quindi la deforma-
zione pud riguardarsi come risultante di altre sei
che si ottengono supponendo volta a volta nulle
tutte le costanti all’infuori di una sola. Ma &
facile vedere che la deformazione dipendente dalla
sola costante a, non differisce sostanzialmente da
quella dipendente dalla sola ap; infatti si passa
dall’una all’altra scambiando z in y ed # con v.
Cosi dicasi per b, e by; di guisa che in sostanza
abbiamo da studiare quattro modi semplici di de-
formazione.

Supponiamo anzitutto nulle tutte le costanti
meno @; avremo

U= —AXAX; V=—2xay;, W=2az
0=(1—2%)a.
ou oV ow
To=—ka; —=—x@; ——=4d.
ox ¢y 0z
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Le forze sulla base superiore si riducono alla
sola

Rz ==E'ac'.

La deformazione si riduce ad una estensione
semplice longitudinale accompagnata da una con-
trazione laterale uniforme, prodotta da una forza
applicata alla base superiore normalmente a questa
in modo da stirare il cilindro (a > 0). Ogni fibra
nel senso longitudinale si allunga nel rapporto di
1 a 1 + a; si contrae trasversalmente nel rapporto
di 1 ad 1 — @x; ogni fibra rettilinea resta retti-
linea dopo la deformazione; ogni sezione piana
resta piana. La deformazione & indipendente dalla
forma della sezione retta. v

§ 6. Flessione uniforme. — Supporremo nulle
tutte le costanti eccetto a;. Le (21) e (23) ¢i danno

1 1
“=—’2"‘al(x2"y2)—§alz_z

V=—rxBY; W=, T2
O=(1—2x)ay2; My= — Ecalq

mentre le Rz,... sono tutte nulle, La base supe-
riore & dunque sollecitata da una coppia situata
nel piano z 2. Per avere una immagine di questa
deformazione ricercheremo come si trasformano le
fibre parallele all’asse 2 e le sezioni rette del cilin-
dro. Il procedimento generale da seguirsi & il se-
guente: per un punto x, y della base inferiore si
conduca una fibra parallela all’asse z; un punto
qualunque variabile su questa sara individuato
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dalla propria z. Dopo la deformazione le coor-
dinate di questo punto siano &', ¥, 2’ e sara

r=x4+uy=y+v, 2=2+w;

eliminando z tra queste equazioni otterremo le
equazioni della curva nella quale si trasforma la
fibra.

Notando invece che una sezione retta & defi-
nita dalla z, eliminando tra le stesse le  ed ¥,
otterremo una equazione in &', y’, 2, in cui figura
2z come parametro costante, che é ’equazione della
superficie trasformata della sezione retta. Appli-
chiamo queste considerazioni generali al nostro
caso: avremo

, L 1
x :x——2—xa1(x2——y2)——'2-alz2

Y=y—rxayzy, 2'=z+a,cz,
ed eliminando z si ha
2'2
a —_—_—
1A+ g x)2

y' =y (1l — xa,z) = cost.

RIS SR

Dunque queste fibre restano in piani paralleli
al piano x z e si incurvano secondo parabole di
20 grado.

L’asse z cioé la fibra centralc si trasforma nella

1
x’:——2—a‘z", y'=0,
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cioé¢ in una parabola contenuta nel piano zz e
tangente all’asse z; se, com’e lecito, si suppone
a; > 0 tutte le parabole presentano la concavita
verso le x negative e le fibre &’inflettono tutte
allo stesso modo: di qui il nome di flessione dato
a questa deformazione. Il piano z 2, che contiene
la coppia, dicesi piano di flessione. L’estremita
dell’asse (0, O, [) si abbassa di —;— a, I* e questa
quantita dicesi saetta di flessione.

Essa "& in generale molto piccola; e poiche
z' & dello stesso ordine di a;, la parabola dif-
ferira assai poco dal cerchio

1y 1
ay 2% + al(x’ + ~) =—
a; (41

. . 1
che ha il centro sull’asse ¢ e raggio — g per

questo la deformazicne prende anche il nome di
flessione uniforme o circolare.

Eliminando x# ed y dalle equazioni precedente-
mente stabilite, cioé sostituendo nella terza ad x il
valore ricavato dalla prima, si ottiene, trascurando
i termini in a,%

Z=z(+ax);

cioé la sezione z = cost. resta piana, ma si inclina
sulla prima; questo piano taglia 'asse « in un

punto di ascissa — © passa dunque pel centro

1
del circolo in cui si trasforma l'asse z; e poiché
le fibre perpendicolari all’asse 2 e contenute nel
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piano x 2z restano rettilinee cosi esse si incline-
ranno sull’asse x restando nel piano «z e nor-
mali all’arco circolare in cui si trasforma I’asse z.

Infine gli elementi pei quali # <0 si contrar-
ranno ; gli altri si dilateranno.

Possiamo infine osservare che la costante a, de-
finira pure una flessione circolare nel pianoy z e
che entrambe queste deformazioni non dipendono
dalla forma della sezione retta.

§ 7. Flessione non uniforme. — Supponendo
nulle tutte le costanti meno 4, e ponendo

— (8B (9B,
"= (am o p__(\a?/)o
le formule generali ci danno

/

— { _f_ oo _ 1
zt—blz’m 2(&:- ¥®) st
v=bz(p—xry)
1
w=5b v —b @y +b(B - mz—py);
la funzione B, & armonica entro una sezione retta -
ed al contorno soddisfa la

‘!ﬁ_’f,‘”g'}'(?_*)yme_(OJ. x)xyﬂ
R dn

dn 2 dn
Inoltre si ha

R.l":Ecngx, Ry:R:_——O



818 Cap. IX. § 7. Flessione non uniforme.

e dei mpmenti sussiste il solo Mz, cio¢

-Mzzz(fix)j "[2_)"’3 A ety]an s
et v e

La deformazione dlpende dalla conoscenza di B,
e quindi dalla forma del contorno; possiamo tut-
tavia assegnare alcune proprieta generali. Per ve-
dere in che cosa si trasforma una fibra longitu-
dinale elimineremo 2z tra le equazioni

x 1
d=xz+bzim— 5(.1"——3/2) — Ez* , 8ce.;
ma se in queste al posto di 2 sostituiamo 2’ —
e poi trascariamo i termini dell’ordine di 5,2 otte-
niamo

z -—x—b,3~ z”+ x2' (22 —y?) — mz’z

y =y—-xb,xyz'+b,pz';

quest’ ultima equazione rappresenta un piano pa-
rallelo all’asse &; onde ogni fibra rettilinea pa-
rallela a 2 si conserva piana e si trasforma in una
parabola di terzo grado il cui piano s’inclina sul
piano z 2. Il carattere generale di questa defor-
mazione & quello di una flessione. Lo spostamento
dell’estremitd dell’asse del cilindro secondo Vasse

x, ¢
bll(m -:;—lg)
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e dicesi saetta di flessione. Ci sono delle fibre il
cui piano resta parallelo al piano x = di flessione;
per queste infatti dovendo aversi y¥' =y, sard

x@y=p

cioé queste fibre costituiscono un cilindro la cui
base & una iperbole equilatera.

Se nella espressione che da 2', al posto di o
ed y sostituiamo i loro valori 2' —u, ¥y’ —v e
trascuriamo i termini dell’ordine di 4,2, otteniamo :

z’=z+b,(% 222’ —2'y*+ B, —m w’—py')

essendo B, cid che diventa B, quando al posto di
2« ed y si sostitniscano #' ed ¥'; questa ¢ 1’ equa-
zione della superficie nella quale s’'incurva la se-
zione z = cost; essa non & in generale piana e
varia col variare di z.

Le ulteriori proprieta della deformazione dipen-
dendo da B,, determiniamo questa funzione nel-
I’ipotesi di una sezione ellittica.

§ 8. Flessione non uniforme di un cilindro el-
littico. — La sezione retta sia una ellissi di equa-

zione
w? 1/2
a® ' B

1.

La funzioni x e 23 — 3 2 y¥* sono armoniche;
poniamo

Bi=z2x+80%-32y?
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o« e B essendo due costanti da determinarsi in
modo da soddisfare la condizione al contorno; la

dx dy . .
quale, per essere dn’'dn rispettivamente pro
porzwnall a a,; . ‘Zs, diventa
Bz 0By _ra+@-0y'a
dxa® 0y b : 2 a®
+ (2 + K) b2 1
cioe .
¢z 38 68 b3
aa;+?(x3——xy2) - —b;wy2=—2;—§x3 +
2 —x +
T ( 2 a? zY.

Il secondo membro & omogeneo di terzo grado
in @ ed ¥; non cosi il primo; ma sostituendo ad

, . . 22 ?'IZ
« I’espressione equivalente (—2—{-?) renderemo
a

anche il primo membro omogeneo di terzo grado
in & ed y. Dal paragone dei termini simili ri-
sulta

_a2{2a9(l + %) + 8%}
- a2+b2
AU+ Ee—n

6 (3 a% + b?)
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In tal caso, poiche si tratta di una sezione con
due assi di simmetria, riflettendo che

0B, _ 0B,
“o1 Ve

& dispari in y e pari in @, risulta

B, ., 9B
fy’dc=fw2ydc=f x %—yl-—y%)d.c:_o

e quindi

.Mz =0,

Si potrebbe anche mostrare che tale risultato &
valido per qualunque sezione eon due assi di sim-
metria *. .

Nel caso di un cerchio si ha:

a2 ) ms_gzy?
R
e poiché
sgo= |y go="2"
fw de }"’ de="
risulta _
= Eat

e si pud formare 'espressione completa di . Lie
curve w = cost. sono dette curve di egual distor-

* CuEBscH, | ¢, pag. 103.
MarcoLonao. 21
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sione e sopra una determinata sezione retta sono
curve di terzo ordine.

§ 9. Torsione. — Supponendo finalmente nulle
tutte le costanti meno &y, abbiamo

u=byz(y +m), v=—"byz(x—p)
w="by(By—mz—py), =0

e le componenti del sistema di forze della base
superiore si riducono alla sola M, il cui valore &

Eb,
Tt kil

+JP%?“'am)i

si ha cio¢ una coppm contenuta nel piano della
base, detta coppza di torsione. La funzione B,, ar-
monica su ogni sezione retta, soddisfa al contorno la

dB,. dy dz
dn dn ydn

M=

¢ inoltre

m_(aBo . aBo)

Trasportiamo gli assi parallelamente a loro stessi
in un punto O, di coordjnate p,— m; cioé po-
niamo

Ty=2—p, $p=Y+m
=05y —mx—py.
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Quindi
u=byzy; v=—"5b3x; w==567%>

La funzione @ &, come B,, armonica in ¢; di
piu al contorno

ae_ dy_ do_dx _ dy
dn - Tan  Yan "dn " Pan-
cioe
a®_ .4y _ 4,
dn_ tan an’

L’espressione di M: si trasforma agevolmente
osservando che

0 B, 0 By
fx 0y —-”aw)

o .
+mf§—%dc+pfa—%d«+pjwldc—mfyld«.

Ma:
feydeo=fzdeo—pe=—po;fy,do=mo

J'a_?dc= a:l——ds——fw, d”‘ds—i—
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[ SIS
dol

Sl

Ma o («® 4 p?), ¢ (% 4+ m?) rappresentano i mo-
menti d’inerzia della sezione rispetto ai nuovi
assi ¥, ed Z,; la loro somma esprime il momento
rispetto al punto O, o rispetto all’asse z passante
per O,. Diciamo I tal momento e chiamiamo I — ¢
il rapporto dell’integrale ad I, cioé poniamo

2% a®
[l 2 —nl)ae=0-01,

allora

EI
lvz— 2(1+x)qbo.

11 fattore ¢ (fattore di torsione) dipende dalla
forma del contorno e il fattore cne nella espres-
sione precedente accompagna b, dicesi rigidita di
torsione.

Studiamo in breve la deformazione. L’asse O, 2
dicesi asse di torsione; lo spostamento del punto
in cui una fibra parallela all’asse incontra una
data sezione retta si riduce ad una rotazione in-
torno all’asse di torsione di ampiezza — b, =, ac-
compagnata da unatraslazione costante b, ® lungo
I'asse; quindi le fibre longitudinali si trasformano
in tante eliche cilindriche, Lia componente w dello
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spostamento ¢ indipendente dalla sezione retta
che si considera, ma dipende dalla forma del con-
torno. La sezione z = 0 non resta piana; s’incurva
in un certo modo e tutte le altre s’ incurvano egual-
mente, subiscono cioé una stessa distorsione. L’asse
di torsione non si altera. Studiamo un caso par-
ticolare. *

§ 10. Torsione di un cilindro ellittico *. — Se

. . .42 dy
il contorno & circolare, poiché¢ —— e ——= sono pro-

dn dn
‘porzionali ad  ed ¥, si ha
dB, dy dx
dn_ Cdn Yan~ 0
quindi
By=cost =0,
onde anche

m=p=0 e g=1.

L’asse di torsione coincide coll’asse del cilindro;
. w essendo nulla le sezioni rette non subiscono di-
storsione; infine

: E =mat
M=

5+ 4

* La trattazione di vari casj particolari per la ricerca di 1
ha dato luogo a gran numero di pubblicazioni: accenniamo
solo a quelle del Turazza, Equilsbrio di un’asta parallele-
pipeda rettangolare, Mem. Istituto veneto, 18, 1874.

Papova, Il problema di Saint-Venant per un prisma ret-
tangolare. Nueve Cimento. 10, 1881. Vedi anche Estensione
del problema di Saint-Venant. Rend. Ace. Linc., agosto
1890 e relativa a corpi costituiti da fibre curvilinee.
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Nel caso di una sezione ellittica la condizione
al contorno &

® 2B, Yy o8B,  at—0
a”a—a}_{—b’2 oy =7 ath?

Ponendo .
' B,=Aay,

essendo 4 una costante, risulta A, By—=( e la
condizione al contorno ci di subito

2. __ A2
A=
quindi
m=p=0
o=p ==

o=mg-’”1h

I'asse di torsione coincide -coll’ asse del ecilindro.
Caleoliamo il fattore g.

Si ha
2 —fﬂ. fz __Tab®
fa; do= Y y2do= 1
nab , 2

ﬂ“ 00 _ 0P gk @8 T

v Y ow)* T et
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donde
__ 4a*d?
7= (a® + b2
E ot
.Mz _— 2 (l + 'x')‘ 4‘n2_"Ibo.
Poiché per i punti della sezione 2=0 si ha
’ 2 - b°
r=z,y =y, = bo g+bgwyi

la sezione suddetta si trasforma nel paraboloide
iperbolico

Gli assi della sezione ellittica non si deformano:
il primo ed il terzo quadrante ellittico si eleva.no,
gli altri due si abbassano.

Ricapitolando potremo dire che la deformazione
del cilindro nell’ipotesi del § 2 comprende: una
estensione semplice, due flessioni uniformi, due non
uniformi e finalmente una torsione: e pub riguar-
darsi come sovrapposizione di queste sei speciali
deformazioni. )

Molti dei precedenti risultati possono estendersi
al caso di un cilindro non-isotropo *.”

* Nel Cap. vt dell’opera del Love si trova infatti una par-
ticolareggiata discussione del problema di Saint-Venant nel+
I’ipotesi di una sostanza cristallina avente tre assi di sim-
metria. Se il cilindro & isotropo e se si suppone che le ten-
sioni agenti sulla superficie laterale siano espresse da poli-
nomi razionali interi in 2, il problema si pud ridurre ad und
di Saint-Venant. Vedi Armansi, Sopra la deformazione ded
cilindri sollecitati lateralmente. Rend. Acc. Lincei 5, 19 mag-
gio 1901.



CAPITOLO DECIMO.

DEFORMAZIONE DELLE PIASTRE CILINDRICHE
O PROBLEMA COMPLEMENTARE DI SAINT-VENANT.

§ 1. Posizione del problema. — Consideriamo
un cilindro, le cui basi corrispondano a z=-:=xh,
sollecitato da forze distribuite soltanto sulla super-
ficie convessa mentre le due basi siano hbere,
quindi su queste si abbia

e sulla superficie convessa :
4 L dx | dy. o
Xo=X: ‘E + Yz d‘—n ; ecg. V (2)

" Se I'altezza & molto piécola rispetto alle altre

due dimensioni del cilindro abbiamo c¢id che chia-.

masi una piastra cilindrica. Ma noi supporremo
h qualsiasi. Le forze di massa siano nulle; vo-
gliamo investigare quelle speciali deformazioni per
le quali le (1) valgano in tutto il cilindro. In tal

caso considerando il cilindro come !’ assieme di
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tante sezioni parallele alle due basi le pressioni
interne normali alle gezioni sono nulle, e le sezioni
sono soggette a sole pressioni tangenziali. Poiché
in tal caso

Zn=0

si conclude che sulla superficie convessa del ci-
lindro le forze sono parallele alle basi. Questo
problema, che pud dirsi in certo qual modo com-
plementare di quello di Saint-Venant, ¢ stato pro-
posto e risoluto da Clebsch *.

§ 2. Ricerca degli spcstamentl. — Le equa-
zioni (1), ricordando le espressioni delle compo-
nenti speciali di pressione in funzione delle com-
ponenti di deformazione .(form. 2, Cap. preced.), ci
danno

+2—=0 3)
+52 =0 @

0=0. - 6)

Le equazioni indefinite si riducono poscia a

0X. 0%, . Y 3%,
5z T oy "% w TTay

=0,

-* CLEBSCH, l. ¢, pag. 148
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le quali a loro volta equivalgono alle seguenti

1 096

YUt T "9x 94 0 ©
1 96

b0+ g o =0 (7)

Quindi le #, », w soddisfano a cinque equa-
zioni. B anche opportuno considerare la seguente

A, w 1 3_9__
YT 1 —2x92z

®

che perd & una conseguenza di (3), 4), (5). De-
rivando la (6) rispetto e z e sostituendo a ?ai; il
valore ricavato dalla (3), otteniamo
20
— A, (Z_Z)+ 1712—):3—8;55=0.
Derivando invece la (8) rispetto ad « si deduce
1 220

ow\ _
b (5_02'+1— Sxowge 0
Quindi

%6
dxadz

0,

e in modo analogo si prova che
0t e
= 0.
0y 0z
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Riflettiamo poi che, per 1’assenza di forze di
massa, la dilatazione cubica ® & una funzione ar-
moniea ; quindi dalla (5) si deduce

a, [0%) —
% (3 Z) =0
e perd dalla (8) ancora

228 _
e

0.

Dalle equazioni ottenute si deduce quindi che

e
3_ =cost.,

03
ela (5) ci da

2
a—wzcosi:ﬂ—C; :

04t

integrando
w=fi—2F—12C @)
essendo f; e F due funzioni di  ed y.
Dalla (5) ricaviamo
1—2x

%x

0=

(Cz+F); (10)
con cid la (5) risulta soddisfatta. Per soddisfare
la (8) dobbiamo avere

-C”ZA2F+-\2fI+%C=O
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e questa, dovendo esser valida per qualunque va-
lore di 2, si spezza nelle altre due

4 F=0, sfi+-—c=0.

B opportuno sostituire alla f; un’altra funzione
che soddisfi 1a A, = 0; perd notando che

bastera porre . :
' 1—x x2? + y2
fl = f— % C 4 )

essendo
4, f =0; )

e la (9) ci dara (iuindi
— 1—xC , 2 c 2. ..
w=f-2F—~——(@ jl'.'l)—?Z, (11)

le f e F sono armoniche in ogni sezione retta.
Cognita « la (3) ci fard conoscere « e la (4) v;
infatti :
ow . oF 1—xC_ of
8z_zaw+,x 2" o

ed integrando
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e cosi

. 1 —x F
SEFREY FRTSN 1)

9 o ¢ essendo funzioni di & e y. Ma ora debbono
essere verificate anche Ie (6) e (7) le quali coi
precedenti valori e¢i danno

Ao'*é-]-*_xﬂ'
RN (14

14+ »xgF - . )
Ay =— " é_:l/

sicché 9 e ¢ sono funzioni biarmoniche di « ed y.
Le quattro funzioni £, ¥, o, ¥ non sono del tutto in-
dipendenti. Infatti abbiamo due diverse espres-
sioni per © ; una & la (10); ’altra si.ottiene ‘deri-
vando nspettlvamente le (12), (13), (11) rispetto
z, Y, ze p01 sommando, ed &

2x 0y , 0¥
F+aw+3y.
onde
L—x_ g9  d¥
=Ty

la quale permette di eliminare dalle formule pre-
cedenti la F; dunque ricapitolando possiamo dire
che se f, 9, J sono tre funzioni di x ed ¥ tali che

By f=0 )
0 (9%, 0¥ _
q>+1 xaw aw+3y)—0 (15)
1+=x 9 oY
¢ — =9{ -
A, +1 xay(6w+ay) 0
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e C’ una costante, le formule risolutive del pro-
blema sono

u=?+z(l—2_7x—0m———’+ I
2
ers r A M
v=++z( 2_,‘03/—%)-{-

(18)

—~—

x 20 (09, 0
1—x 2y aw+ay)’

+

w=f— 15 Oty —
24 _C_,

x

_—z‘3$+3y 2z. |

Le o, ¢, w risultano funzioni intere di secondo

grado in 2.
§ 3. Carattere generale della deformazione.
Flessione sterica. — Nelle formule precedenti

C, f, ¢ ¥ e le loro derivate compariscono linear-
mente e perd potremo riguardare la deformazione
come risultante dalla sovrapposizione di altre tre;
una corrispondente alla costante C; una alla sola
f e una finalmente alle sole ¢ e ¢.

Ci limiteremo a fare una sommaria discussione
di questi tre casi. Consideriamo anzitutto la de-
formazione corrispondente alla costante C' che po-
tremo sempre supporre positiva,
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‘Le formule (16) ci danno

1 —=x 1 —x
u=-g Czxz; v= 9% Cyz
.__}:‘ 2 ) C ,
w= i C(x +y)—§z.
o=1"2%¢g,.
x

Di qui deduciamo per le componenti di pres-
sione che non sono nulle

Xe=Yy=-— %Cz; Xy =0;

e quindi

E
X”=—§;Ozcos(n,w),

E
Yn=——2—szcos(n,y); Zn=0.

Lungo una stessa generatrice (essendo costanti
cos (n, &) e cos (n,y)) queste forze, per due valori
eguali e contrari di 2 essendo eguali e contrarie,
danno luogo ad una coppia il cui piano & normale
alle generatrici del cilindro e la cui grandezza
non dipende dalla generatrice che si considera. La
deformazione & dunque prodotta da coppie agenti
al contorno. Notiamo poi che C & dello stesso
ordine di u, v, w.

Per trovare la superficie nella quale si trasforma
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una sezione retta o una fibra normale al plano zy,
dovremo considerare le equazioni

y—y+——0yz,

1—x ‘ :

= 2 2y . 2,2

2=z ix C(w’+y) 2z.
Eliminando #'ed ¥ troveremo la superficie nella

quale si trasforma la sezione z = cost. Sostituendo

nella terza al posto di & ed ¥ rispettivamente @' — u,

y'— v e trascurando i termini in C?, otterremo

1

v, O g 1—=x 2 1 9'?) —
g=z 2z i Cx'? +y?)=

— 1—x 19 4 412
—=cost — —4—)(_ C(w +y ),

equazione di un paraboloide di rotazione intorno a z;
i vari paraboloidi corrispondenti alle varie sezioni
rette sono tutti congruenti e volgono la concavita
verso le 2 negative. Quello -corrispondente alla
sezione . mediana. 2 =0, &

.’"_ l_ﬂ 2 F)

o= C(2"? + y').

Se z & molto piccolo rispetto @ ed ¥, 2'? & tra-
scurabile di fronte 2'; l’equazwne precedente dif-
femrb, poco dalla

2 '2 ‘
x +y +z +C(1A—’X)

4z o =0
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che & quella di una sfera avente il centro sul-
I'asse 2 ad una distanza

PR3
T C(l—)

dalla origine.

Eliminando invece tra le equazioni precedenti
la 2 troveremo le trasformate delle fibre parallele
all’asse 2. Sostituendo nella prima al posto di z,
2’ — 1w abbiamo

o' —x+ — Cw: 4 + % C(@®+y7) +- z’

e trascurando i termini in C2, otteniamo

w:w0+¥%f04
e cosl

' [ 1—x ’

y =y(1+——2x Cz);

le fibre considerate si trasformano in rette inclinate
sull’asse delle 2z, che incontrano nel centro della
sfera dianzi considerata. Cioé le fibre normali al
piano & y restano rettilinee e si conservano normali
alla superficie trasformata del piano x y.
Il carattere generale di questa deformazione &
quello di una flessione; dicesi flessione sferica.
§ 4. Flessione non uniforme. — Consideriamo
la deformazione corrispondente alla funzione ar-
Marcor.oNgo. 22

-
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monica f. Le componenti di spostamento sono

u=—za—w; v=—zb—y; w=f; 8=0.
Inoltre
B of, E_5f
Xe=rfoet oty
__E _?*f

I+ w oy

Le forze distribuite sulla superficie convessa del
cilindro, lungo ogni _generatrice, si riducono ad una
coppia variabile da generatrice a generatrice. Tale
deformazione ha dunque il carattere generale di
una flessione, ben distinta perd da quella prece-
dentemente considerata e che dicesi flessione non
uniforme. Lo studio particolareggiato di questa
deformazione esige la conoscenza della funzione
armonica f; ora osserviamo che per i punti del
piano 2=0, si ha

u=v=0; w=r{f;

cioé questi punti si spostano normalmente al piano
2=0. La f sard completamenteé determinata se
imponiamo la condizione che i punti della periferia
della sezione mediana subisecano spostamenti de-
terminati; ché in tal caso la f& determinata dai
suoi valori al contorno. Tale condizione equivale
a dare la curva nella quale si trasforma il con-
torno della sezione mediana. La determinazione
di f, come sappiamo, & assai semplice per un
contorno circolare.
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§ 5. Deformazione corrispondente alle due fun-
zioni ¢ e . Estensione. — Le componenti di spo-
stamento sono in tal caso

x 28 9 (09, d¥%\_
1—x2 jx am+ay) Ut Up 8

2 0 (0%, 0%) o
1—723!/(345{-33/) vyt 0. 3

=0+

v=4¢+

w=

‘aw ay’_ Blat

Calcolando le componenti di pressione X, Yy,
Xy si trova che esse sono della forma A + B2z?
e quindi, essendo 4 e B funzioni di x ed y, esse
non cambiano mutando 2 in — 2; dunque le forze
distribuite lungo una generatrice danno luogo ad
una forza unica variabile colla generatrice; il carat-
tere generale di questa deformazione & quello di
una estensione.

Per i punti della sezione mediana, 10 =0 e perd
tale sezione resta piana: posto come al solito

&' =@+ ug+ U2 Y =y + vy + vy 2%
Z=z(1—w)

risulta

zl

p= T
l—ul

cio®, entro i soliti limiti di approssimazione,

"
22— 2'?
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e quindi ancora
T'=x4uytuz® yy=y+vy+vy2'2

le quali rappresentano la curva nella quale si
trasforma una fibra parallela all’asse z. Ma da
queste si deduce

2 56' — Uy y' = v’ (w""' uo) - “2 (y + vo)

onde tale curva & una parabola contenuta in un
piano normale al piano mediano.

Le ulteriori proprieta di questa deformazione
dipendono dalla conoscenza di ¢ e ¢; limitiamoci
a considerare un caso particolare.

Vediamo se % e v possono ‘riuscire indipen-
denti da 2. Dovra essere

09 9V

P + é?‘lzz =cost. (17)
allora
_ X
W=7 %R

e si ha una estensione uniforme; Le (15) diventano
Ap=12¢=0

2y oxl

hat + e
cxt 9yt oxoy o0y* 0Y
e in modo analogo

9 (0e_d¥)_,
ox'\9y ozl

1
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donde
o9 0% _ 8=
oy ox cost. (18)

Le (17) e (18) possono scriversi

oy ax + B8y
3—x+ﬁ am( )+ay(
??_?_3_‘*‘:3_(“_‘_"_+3_?_/)_9A;(°1_:E‘£).
0y 0x oy 2 pel 2
posto adunque

. _*x+By
=T

¢ e Y, essendo armoniche, risulta

09, , 0¥ _a_?g_?_i!_o.

o oy Gy Taw

quindi Y, e o, sono rispettivamente la parte reale
e il coefficiente della parte immaginaria di una
funzione della variabile complessa @ + iy. In tal
caso -abbiamo

uy—B.L}

ay Bx

+ P1s "P‘— +"l’h

1 1
u= §«w+—ﬁy+%
v—-——ﬁ-’v+ ¢y+%
o %
u__—l_naz
—9
9:1 dx‘a'

?

la dilatazione cubica & uniforme.
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La deformazione si pud supporre come risultante
dalla sovrapposizione di altre tre. La prima avendo
per componenti

1 1
] By, — 5 8z, 0,
corrisponde ad una rotazione del cilindro intorno z.
La seconda ha per componenti
1oe Loy, o,
2 =l 2 y 1 1—x 2.
»
Le forze in superficie si riducono ad una trazione
uniforme e normale alla superficie stessa, come
si vede subito.

Posto
, ) a , o
x =<v(l+-2—); y-=y(1+ 2—)

P _”ux
7=o(1- )

risulta che le fibre parallele all'asse & restano ret-
tilinee; i loro punti si abbassano mentre la fibra
si sposta parallelamente a sé stessa. Le sezioni
rette restano piane avvicinandosi al piano me-
diano.

La terza ha per componenti

%1y "!’17 07

e le sezioni rette restano piane.
Notiamo da ultimo che mediante le (16) sareb-
be agevole formare le espressioni generali delle
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Xz, Yy, Xy e quindi dare le forme delle X, e
Y. che risultano di secondo grado in 2. *

* 1l caleolo delle X, ecc. si pud fare direttamente senza
conoscere le #, v, w in modo assai elegante come del resto
fa il Kirchhoff pel problema di S8aINT-VENANT, Vorl, ¢. math.
Physik. Mecanik, pag. 899, Leipzig, 18838; vedi una nota del
prof. TEDONE, Sulla deformazione delle piastre di grossezza
finita. Rend. Ace. Lincei, marzo, 1901.

Per maggiori particolari si pud consultare il Clebsch e spe-
cialmente 1a traduzione francese di Saint-Venant e Flamant.



CAPITOLO UNDECIMO.

I PROBLEMI DEL PROF. VOIGT
E LA DETEBMINAZIONE
DELLE COSTANTI ELASTICHE DEI CRISTALLI *

§ 1. Posizione del problema. — I prob]exfni ri-
soluti dal prof. Voigt costituiscono una generaliz-
zazione del problema di Saint-Venant; essi permet-

- tono di assegnare dei metodi generali per la de-

terminazione delle costanti elastiche dei cristalli
e ricevono una importante applicazione nello stu-
dio dei fenomeni piezoelettrici di un cilindro cri-
stallino **, In questi problemi si considera un ci-
lindro cristallino colle generatrici parallele al-
I'asse 2 soggetto a forze distribuite, in modo op-

* Vedi i Theoretische Studien, gid citati e precisamente la
2* parte: Unters. des elastischen Verhaltens eines Cylinders
aus krys. Subs. auf dessen Mantelfliche keine Krdifte wirken,
wenn die in seinem inern wirkenden Spannungen lings der
Cylinderaxe constant sind.

**Voiet, Allgemeine Theorie der piezo-und-pyroelectrischen
Ersch. an Kryst. Abh. der K. Gesel. zu Gottingen. 37, 1890,
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portuno, soltanto sulle due basi e si cerca se sono
possibili delle deformazioni per le quali le com-
ponenti speciali di pressione risultino costanti
lungo tutto 1'asse del cilindro cioé indipendenti
da 2. Tale condizione equivale a supporre che anche
le componenti di deformazione siano indipendenti
da =.

§ 2. Ricerca di una deformazione costante
lungo ’asse del cilindro, — Le sei componenti
di deformazione ciod

gu 9v ow 9w 0o
ox’ 9y’ 9%’ 0y 0z’
. . (M
ou, 0w v, 0u S

0z o9x’ gz 0y . )

debbono risultare indipendenti da 2. La terza ci
dice subito che w deve contenere linearmente la 2,
cio¢ deve essere della forma

w= W+lea

essendo W e W, funzioni di « ed y. Anche
ow oOw

— e 7y sono lineari in 2 e quindi dalla quarta

VK3

e quinta delle (1) risulta che tale proprietd com-

ou v . .
— e o e perd u e v sono funzioni

0% 02

di secondo grado in 2, cioé

pete pure a

2? 22
u= U+zU1+2—Uz; v= V+zV,+§ V.
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Le U e V sono funzioni di # ed y. Le compo-
nenti di deforinazione assumono quindi la forma

o0, 00, 5ol
e P2 20w
4 ?ﬁ 20V,
TRL AR LI
IV
"’ it G+ )
aIV 0 W,
o+ ut+:% 4 )
U ¥ 2 10U 14
—+‘—‘+ (31 3,)+z(32 32),

e perché risultino indipendenti da 2 & necessario
che sia anzitutto

0 U1=3 Up_0V:i_0Vs

0x o 9y 9y
ciot U; ed U, debbono essere funzioni di ¥ sola-
mente e V; e V, della sola . Iuoltre

=0

W
4 V‘+V =0; Q—"i+ U, =0
dU1 avy . dG a4V,
y+da: =0 dy " dx =0.
Da queste due ultime si ricava subito che
d_li,__dU,_k av,_ dU2
“da = dy ' da dy
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« e [ essendo costanti. Quindi
Vi=kx+ %, Uy=—ky + o
Vi=ozx—gy Uy=—0y—yg

%, %, g;, 9o essendo delle costanti. La funzione
W, risulta poi determinata dalle

o W, oW, ‘
o T Gy T e e

di qui
owm . e
0xroy ' oyosw

onde « =0 e

Wi=gre+g:9y+gs

gs essendo una nuova costante. Le fulizioni U,
V, W restano arbitrarie.
Risulta dunque

1
U= U+z(—k3/+as)—§y.z“’

= V+z(kx+a1)——;—g,z2 \(2)

w=W+2(9, 2+ 9:y + 9s). I

La determinazione di queste tre funzioni arbi-
trarie di # ed ¥ non pud ottenersi in altro modo
che specializzando ulteriormente le condizioni del
problema. E cid noi faremo in due modi diversi.
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§ 3. Ricerca di una deformazione costante lungo
I'asse del cilindro e in cui le forze interne sono
parallele all’asse. — Cid equivale a supporre che
tutte le componenti di pressione siano nulle ad
eccezione di Z.. Ora ¢

U 14
g%::g—a,::—sxszz; a_;=%;/‘="'szszz,
ow

a—z=91x+.9:?/+93=_333Zz’

in virtl delle relazioni della pag. 171.

Dunque Z; e quindi AY e oV sono lineari in &

ox 0y
ed ¥; quindi

U=-;—a,a?2+blxy+d1w+y

1
V=5ayt+hsyteay+X

essendo a;, b,... costanti ed ¥ ed X rispetti-
vamente fanzioni della sola ¥ e della sola . Ma
anche

a—“+a—”=b,a:+b,,y+d—’X ar

ay aw dw+}‘i‘§:—363zz

1 . ax .. .
¢ lineare in 2 ed ¥; dunque 7, "era lineare in

aY . . . .
Z e % lineare in y, cioé X sard di secondo grado
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in # e Y di secondo grado in y. Risulta infine che

w w
3 aa—:‘ aaw —kytr=—sy32:

quindi oW come pure ——

oz’ 0y
lineari in 2 e ¥ e perd infine U, ¥, W sono fun-
zioni di secondo grado in x ed y; cioé

, sono rispettivamente

U:'%ala'"i‘bla’!/'l" 12 ay*+diztey+l
V———l-a x4
—2 9 ces

1
W'=_2‘ ag x? + .

In totale dunque abbiamo 24 costanti; ma pos-
siamo sempre supporre che resti ﬁsso ll centro
delle coordinate ; cioe

u=p=1w=0 per z=y=2=0
e quindi ,
h=1L=10=0,

.e che il .punto £ =y =0e 2 =1 (estremitd del-
I’asse) resti sull’asse stesso durante la deforma-
zione e quindi

1 1
°‘1='2“92’§ ¥ = 9‘9113
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onde infine otteniamo

\
u_—_-l-a,:c2+ b,zy+—%—c,y’+d1x+e,y+ '

2
l -2
pofulsE - a) |
» (3)
a4 ... +z(g,lz +k<v)

a2 + ... + 200, 2+ 95y + 9.

La deformazione consta della sovrapposizione di
un certo numero di deformazioni parziali; alcune
di queste possono agevolmente interpretarsi.

Supponendo infatti nulle tutte le costanti meno
91 si ha

1 .
u=502(-2) v=0 w=g 2z

le quali formule definiscono una flesstone nel pia-
no x=z.

Cosi la costante g, definisce una flessione nel
piano ¥ 2.

Se la sola costante g; & diversa da zero si ha

u=p=0; w=g;2;
abbiamo ciod una estensione semplice. Finalmente
supponendo diversa da zero la sola 4 risulta
u=—kyz v=kure, w =0,

le quali definisoonc una torsione.
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Dalle (3) ricaviamo i valori seguenti per le com-
ponenti di deformazione

a=a®+byt+d; b=bx+cyte '
c=g&x+9:Y+gs |

1
f:bsw+csy+es+"§yngkw @)

1
g=as® + by +ds 1 DR l—*ky
h=a2+by+dy +tb2tey+e. . ij

Ricordando poi che tutte le éompon.enti di pres-
sione sono nulle ad eccezione di Zz, che & lineare
in x ed ¥ e quindi della forma

—Z:=Gr+ Gy,
avremo il seguente sistema di equazioni

eyatc b+ .. +ecgh=0
Co1 O+ Coe b+ ... +c,6h.=0
ciatcsb ... +esh=G z+ G ¥y
ca@tcpb+... + e h=0
csiateb+t... + esh =0
C 0+ cb+... + e h=0;

essendo ¢,s 1 coefficienti isotermici di elasticita.
Sostituendo in queste alle @, &4,... /% i valori (4) i

primi membri si trasformano in funzioni lineari di

z ed v, le quali dovendo essere nulle o della forma
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G,z + Gy, per qualunque valore di  ed v,
danno luogo a tre sistemi di equazioni lineari;
il primo di questi si ottiene ponendo a zero i
termini noti ed & :

1 )
cnditcyet cags + ¢, (33 t 50 l) +
1
+ e, (d3+§911)+0m (ds+e)=0

e poiché il determinante formato colle ¢ .& posi-
tivo, si ha

1 |
di—e=gs=e; + 392 l=d,; + CX4 I=d, + ¢,=0.

Eguagliando a zero, oppure a G, o a G nelle
precedenti equazioni i termini in @ ed ¥, avremo
altri due sistemi, il primo dei quali & della forma

(1 + Cn 68 + Ca O1 +¢'r4(bs + k) + Crs A3 +

+ Cre (a2 + bl) =0
dove =1, 2, 4, 5, 6; per r =3 il secondo mem-
bro & eguale a Gy; l'altro sistema &
Cn bl + cr: Cs + crs g2 + Cry Cg + crg kbs - k) +
+ crs(bs +cl)=0 '
dove r=1, 2, 4, 5, 6; per r =23 il secondo mem-
bro & eguale a Gy.

Diciamo T il determinante formato colle ¢js; i
moduli di elasticitd sma (vedi § 4 del Cap. 5°) sono
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gli elementi aggiunti di ¢ma in T divisi per T';
quindi si ha

M _. I s DL b3+k_s
~ ~ T 932 T 938 — 984
G[ 319 Gl ] Gl L] Gl [}
Qs as -+ bl . b‘ Co

-é;=835a T —3363“G‘2=33u —6?2:332’ )

92, O _ o b=k_ bte
02 33 G, 34y Gz 85y Gg 36

Da questa ricaviamo pel cofficiente di torsione
il valore

k=5 (G s34 — Gp3g5).

1
2

Le componenti di spostamento assumono una
forma pilt semplice, se supponiamo nulla la rota-
zione di un elemento intorno all’origine secondo
Vasse 2z, cioe

ou 0v
0% _0%_po
iy o¢
¢id che da
e, =dg,

ed essendo nulla la loro somma, risulta

e, =d; =0.

MARCOLONGO, 23
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Quindi
1 1 l—2 \
=g & +bhwy + 5013/"*'2(91 9 ‘k.'/)
v :’él' a; 2 + bzwy‘*‘% cz!l"*'z(gsl%z"‘kx) (6)

1 s 1 e (_l_) !
w =3 a3 & +bs @Y + Sy iz 5 |(912+95Y). |

Le componenti dello spostamento del punto medio

del cilindro (w =y=0,2= l2) 8010

1 1 y
u=gnll, v=gg0" w=0

che danno il mezzo di calcolare la cosi detta saetta
di flessione.

La determinazione delle costanti si puo ottenere
merceé la comoscenza del sistema di forze che sol-
lecita la base superiore, i cui punti riferiremo al
sistema di assi d’inerzia. Infatti & facile vedere che

R:=0, Ry=0, R:=—fZ:ds
Mz=—[yZ: do=G, [@Yydc + Gy [y? ds=Gys?
e cosl ' .

My=—@GsB*, M.=0
cioe, per le (5),

9
Mz=g—2612; My=—il-6[32
S33 S33
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e perd nel punto di mezzo del cilindro &

1My M.

— 8, V= ——— 83, w=0
Scpg 331 80'&2 331

colle quali si ba un mezzo sperimentale per deter-

minare Sgg.
Quanto al coefficiente di torsione si ha

o
T T 26| a2

k S5 + ga 334)-

Se il corpo ha un piano di simmetria p. e. il
piano £y, come si & visto al § 7 del Cap. 5°, si ha

€15 == Co5 = C35 = €55 = Cyq = Cpq = Cg4 = C46 =0

e quindi
835 = 834 =0,
onde v
k=0;
se lasse del cilindro coincide con un asse di sim-

metria cristallografica la torsione é nulla ¢ si ha

una flessione pura.
La flessione dipende da s;5. Notando che

c=g, %+ gsy=35(h@+ G Y)=— 852

si deduce
1 ¢

S33 Z

ma il secondo membro &, per definizione, il mo-
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dulo di Young E, onde
833 = E

Consideriamo il caso piu particolare, in cui il
cilindro & soggetto a semplici pressioni normali
alla base: di guisa che sia

Ro=—(Zzdo 4)
ed inoltre
R:=Ry=M:=0
fyZ:de=fxZ:do=0.

Riferiamo i punti della base agli assi d"inerzia
baricentrici: allora

Jede=fydo=fxydec=0.
Ma tenendo presenti le (3) e inoltre

ax:"—slszza

risulta
—(x+by+ d)) =83 2.

Moltiplicando questa equazione per ds, 2 d g,
y d o successivamente ed integrando a tutta una
sezione retta si ha subito

a;=b=0; dy=msy;
dove

mo= Rz,
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Dall’equazione
- (b2$+02y+ 02) =SQSZz
collo stesso metodo si deduce

be=0; c3=0; e =m3y

Considerando invece i due valori di -— si ottiene

0z
91=0, g:=0, gg==m 3.
Abbiamo poi le altre equazioni

_(bsx+03y+ es)—kx=343Zz
—(as® +bsy +ds)+ ky=s332:
—(asx+dy) — (¥ + &) =S5 Zz

e quindi allo stesso modo si trae

bs+ k=0, c;=0, e3=msy,
a3=0, bs—k=0, ds'—_—-'ms_l,s,
a;=0, ¢, =0, d;+ e =msg.

Possiamo supporre che la rotazione di un ele-
mento intorno alla origine secondo l'asse z sia
nulla cioé

dv_ou_

dr o0y

per =Yy =2z =0; quindi dy =¢, e perd 'ultima
equazione ci da

0

e = m 863.

2
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Le formule che danno le componenti degli spo-
stamenti sono

1
u=m(s1,w+—2~scsy)

1
v:m(—2$63m+s,3y) @

'w=m(853w+ 343y+3332)-

E le relative componenti di deformazione sono

a@=1mS3 b=m3y, ¢=m Sy, )(7,)
[=ms,, g=m3z, h=msg;. 5
Inoltre ' ‘ .
c=—8g3 2>
quindi
m= 12 =27

g

eioé la distribuzione delle forze sulla base & uni-
forme.

Misurando dunque la deformazione di un paral-
lelepipedo retto ritagliato mnella sostanza cristal-
lina, misurando cioé le dilatazioni degli spigoli e
gli scorrimenti, si ha un mezzo sperimentale per
determinare alcune delle s e precisamente

813> 823 ... S63-

Sollecitando invece allo stesso modo la faccia
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& 5 troveremo
81y 829y 45 862y
e sollecitando la ¥ z troveremo

8115821y -+ -1 8613

verremo cioé¢ a determinare 15 dei 21 moduli di
elasticita.

Resterebbero a determinare i sei moduli

844y S45y 846y 38550 S50y Sec 3
la ricerca dei quali dipende dalla risoluzione di
un altro problema.

Se invéce di assoggettare il prisma ad una pres-
sione uniforme, lo deformassimo con una coppia
giacente nel piano superiore otterremmo un altro
metodo (che omettiamo) per la determinazione dei
coefficienti s; ma si otterrebbero i coefficienti di

prima e perb il metodo non pud valere che come
metodo di prova *

* Non possiamo naturalmente entrare nei particolari dei
vari metodi del Voigt. Chi desiderasse approfondire la que- .
stione consulti, oltre il lavoro fondamentale citato a pag. 177,
i seguenti:

Allyemeine Formeln fiir die Bestimmung der Elaathtdis-
constanten von Krystallen durch die Beob. der Biegung und
Drillung von Prigsmen. Wied. Ann. 16, pagine 278, 398. 1882.

U. d. Torsion eines recht. Prismas aus homogener Kryst.
Substanz. Ibidem, 29, pag. 604. 1886.

Vedi pure; Compendio delle ricerche del prof. Voigt sul:
Uelasticita dei cristalli ; per A. SELLA, Nuovo Cimento, 29, pa;
gine 5, 137, 218. ]891 30, pag. 61, 1891, Ivi trovasi puro
un’ampia letteratura sul soggetto. Vedl ancora la Fisico
cristallografice del Voiar, tradotta da A. SELnA, Manuali
Hoepli.
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§ 4. Ricerca di una seconda deformazione. —
Ferme restando le ipotesi del § 2, supponiamo che
siano nulle le componenti

Xz=Xy= Yy:Zz:Q,

cioé diverse da zero soltanto

X:e Y. )
le quali in ogni sezione retta soddisfano la
aXz aY z __
ed al contorno la
X.cos(n, ) + Y. cos(n,y)=0. (¢))

Anche in questo caso si tratta della determi-
nazione delle funzioni U, ¥V, W delle formule (2).
La (8) esprime intanto che

___o®
z = 2y
& quindi la (9), notando che

0Q

] YZ:é_x

. dax
cos (n,y) = cos (s, 7) = ﬁ

cos (n, @) = — cos (3, ) = —Z—Z’

diventa

.
|
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cioé al contorno si ha
Q = cost.
In altre parole I’equazione del contorno &
Q = cost. = 0.
D’altra parte

w
%;:913‘*'923/'*'93:“334Yz—s:mz-‘c
e non sussistendo alcuna relazione tra s;, e s
occorre che le derivate di Q siano lineari in @
ed y e perd che L sia di secondo grado in = ed y;
il contorno quindi ¢ una conica che assumeremo
ellittica (o circolare).

Risulta subito allora che 0U e?-l: sono li-

or 0y

neari in # ed ¥ e cosi pure le altre derivate;
quindi come nel caso precedente U, V, W risul-
tano polinomi di secondo grado in # ed y. Per
questo nuovo problema valgono dunque le stesse
formule (3).

Occupiamoci della determinazione delle costanti.

Porremo

2Q=m (— + 55— )
m essendo una costante.
Quindi &
_ Yy
Yz=1n7l_2‘g X, = mlj?.
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e perd risulta

Rz:=Ry=R, =M= M,=0,
mentre

M=—[((xY.—yX:)do=

22 2
= —fm (‘?+‘z—)dc;

, pei valori gia trovati alla pag. 326, risulta
subito
2M,= - ms

cioé la deformazione & prodotta da una coppia
agente nel piano della base. La formula precedente
determina m. Cid posto la determinazione delle
costanti si fa come nel problema precedente.
Infatti, col metodo solito, dall’equazione

. x
- (‘11“’+bly+d1)=(3:4“12‘ "'315%)'”

‘risulta
m m
a4 = agsl4a : b1='b". 8151 d, =0
e cosi
m m _
b2=_;28247 cszb—gszss ;=0
m _m .
Nn=—"—3% pe 834 gs—ﬁssm - 93=0

m 1
bs +k="‘he_,3.m 03_—'52945,?34‘ ‘2‘921-'—‘0
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m m 1
ag = — a’gsmaba“ kZZzs557d3+ 5911:-0
m m
as +b=-— g2 Sour b + ¢ = peSes e+ d;=0.

Queste equazioni determinano tutti i coefficienti.
La costante %, che misura la torsione, & data da

k= »{gi (2‘2& + g{;@)

e, se la sezione & circolare, da
M.
k=—-( $55) -
T a4 (44 + .)5)

Se quindi dopo aver assunto una direzione di
assi coordinati nel corpo si ritagliano tre cilindri a
base circolare e colle generatrici parallele agli
assi x, ¥, z e si assoggettano a forze che nelle
basi abbiano la distribuzione precedentemente detta
e si misurano le corrispondenti torsioni %, k,, kg
avremo, oltre %, le

My M
by =—7 (855 + 86); Ky = —— (865 + 844)
T @y T @y

e potremo quindi determinare i moduli

Sa4s S35y 8g-

Coi valori precedentémente trovati per le costanti,
le componenti (6) dispostamento sono espresse dalle
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dalle formule

8.
i_;_ xy 24+ 05 yg_'_
854 —Z_ S“ 855) Yy ] ;

1 s s 23, s
V=g m z(“+3‘§-)w’+;§‘wy R+

- s 55
_2[335 = Sy 5) ]i

w=—lmgs54(2—’: )—{ 2( Dy +

+(2z—z)(s“w—s”y)§

La misura di un coefficiente di dilatazione li-
neare o dello scorrimento mutuo di due rette or-
togonali dara il mezzo di determinare gli altri tre
moduli incogniti.

Accenniamo ad alcune proprieta della deforma-
zione.

La sezione piana £= cost. si trasforma nella
superficie

{=w

assumendo per piano di riferimento il piano stesso
della sezione. La superficie trasformata é un pa-
raboloide. Tenendo presente la espressione di w
si vede che i termini a secondo grado in  ed ¥
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sono costanti, non dipendono cio¢ dalla speciale
sezione che si considera; e poiché la curvatura in
un punto qualunque di tale superficie dipende dai
soli termini a secondo grado, si deduce che tutte
le sezioni rette si trasformano in paraboloidi
aventi la stessa curvatura.

Consideriamo allora la sezione mediana

25=1;
che si trasforma nella

2C=-—mzs54( b2)~}-2(8“ 355):331‘

Diciamo 7, e 7y i raggi di curvatura di quelle
sezioni piane della superficie che hanno per tan-
genti gli assi = ed ¥, nell’origine. Avremo

1 a’C m 1 m
7y rY T gy S }:—?345

le quali danno una semplice interpretazione del
modulo 8.
In quale linea si trasforma I'asse del cilindro ?
Si ha, come al solito,

x =-—T2 sgu2(l—2); v 2bgss5z(l
g =gs;
eliminando 2
@' s 0!,
= = 838 (I—
yl sssaza 2 2 Y34 (

I’asse si trasforma in una parabola contenuta in
un piano passante per I'asse 7. La curvatura, nel-
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Porigine, della proiezione sul piano & # dipende
da s e quella della proiezione sul piano ¥ z di-
pende da s;;; di qui una interpretazione semplice
di questi due moduli.

Le componenti della saetta di flessione pel punto
medio sono

e quindi
se Uasse del cilindro é un asse di simmetria cri-
stallografica, una coppia il cui asse & U'asse del ci-
lindro, produce una torsione pura, ciod senza
flessione.

Si potrebbe ancora risolvere un problema piu
generale, nell’ ipotesi che le componenti di pres-
sione siano della forma

4; +B; z

essendo le A; e B; indipendenti da z*.

Si possono infine anche ricercare le soluzioni
del problema di equilibrio nel caso in cui le forze
non sollecitano piu le basi, ma invece la superficie
laterale; risolvendo, in casi particolari, pei cilindri
cristallini il problema analogo a quello di Clebsch
risoluto al Cap. 10° **,

* Vedi: Theoretische Studien. Precisamente la parte 3a,
** SOMIGLIANA, Ricerche sulla deformazione ed i fenomeni
piezoelettriciin un cilindro cristallino. Annali di Mat., 20,1892,

{
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MANUALI HOEPLI

Pubblicati a tutto Ottobre 1903.

M nistero dell’ Istruzione
Gabinetto
del Sottosegretario di Stato

Rdma, 3 nov. 1900.

Illmo Signore
Comm, Ulrico Hoepli
Editore
Mitavo.

La collezione dei Manuali
Hoepli, ricca ormai di quasi
700 volumi, forma la pit vasta

iclopedia di , lettere
ed arti finora apparsa in Ita-
lia. Meritano lode certamente
e gli autori, che in forma lu-
cida e breve hanno preparato
cosi valido ausilio alla gioventu
studiosa, e U'editore che ha sa-
puto scegliere, tra le varie di-
scipline, quelle che meglio val-
gono a formare un complesso
di cognizioni indispensabili alla
cultura moderna.

firmato:
ENrico PanzaccHI

Sotto Segretario di Stato
Ministero della Pubbl. Istrugione.

(I Ministro
per I'Agricoltura, I’ Industris
e il Commercio

Roma, 25 ott. 1900.

Ill. sig. Comm. U. Hoepli,
Milano.

La larga accoglienza fatta
alla collezione dei manuali. e-
diti dalla Sua benemerita Casa,
deve certo formare la migliore
e piu ambita ricompensa per la
S. V. Ill.ma, che con intelli-
gente cura ne dirige la pub-
blicazione.

Questo Ministero ha avuto pin
volte occasione di fermare la
sua attenzione sui lavori che
piit  direttamente riguardano
I’ agricoltura, la zootecnia e le
industrie ad esse attinenti, tro-
vandoli rispondenti allo scopo,
che la S. V. IlLma si propone
di conseguire.

Mi torna quindi gradito di
esprimerne a Lei il mio sincero
compiacimento, mentre Le au-
guro che sempre maggior fa-
vore abbia ad incontrare code-
sta Sua utile raccolta

firmato: CARcANO.
HMin, dell’ Agr., Ind. ¢ Comm.
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Industrie diverse.

ignora

rico
astriale

B

<]

ans e v B
Biancheria
Carta (Industria d.)
Cognac
Colori e vernici
Commerc. (Man. del)
Commercio (Storia d.)
Concia pelli
Distillazione del 1egno
Id. dellevinacce
Elettricita e appl. vedi
al gruppo Elettricita
Fabbro ferraio
Falegname ebanista
Filatura e tessitura
Fiori artificiali
Fonditore di metalli
Fotografia:
Carte fotografiche

Acetilene
Acido solforico
Adulterazione alim.
Alcool
Analisi chimica qual.
Analisi vino

Id. volumetrica
Calore
Chimica

Id. agraria

Id. analitica

Id. appl a.igiene

Id. clinica

Id. legale
Chimico industriale
Climatologia
Cognac
Concimi

Fotografia :
Dizionario fotogr.
Fotocromatografia
Fotog. industriale
Fotog. ortocromat.
Fotog. p. dilettanti
Fotogrammetria
Fotosmaltografla
Processi fotomecc.
Proiezioni fotog.
Ricettario fotog.
Spettrofotometria

Gaz illuminante

Gioielleria, oreficeria

Imitazioni e succe-
danei

Incandescenza a gaz

Industria frigorifera

Litografia

Macchine per cucire

Marmista

Meccanica

Meccanico

Metalli preziosi

Modellatore meccan.

Naturalista preparat.

Operaio

Orologeria

Ostricoltura

Panificazione

Piante industriali

I1d. tessiii

Piccole industrie

Pietre preziose

Pirotecnia

Piscicoltura

Pomologia artificiale

Ricettario domestico
Id. industriale

Saggiatore

Saponi (Industria dei)

Seta: (Industria d.)

8pecchi (Fabbric.)

Stearica (Industria)

Tessuti di lana e cot.

Tipografia

Tintore

Tintura della seta

Tornitore meccanico

Trine a fuselli

Vernioi, lacche, inch.

Vetro

Zucchero

Fisica e Chimica.

Conservaz. sost. alim.
Dinamica
Disinfezione
Distillazione del legno
Id. dellevinacce
Elettrochimica
Energia fisica
Esplodenti
Farmacista
Farmacoterapia
Fisica
Fisica cristallografica
Fotografia (v. al grup-
po Indusirie)

Galvanoplastica
Galvanizzazione
Galvanostegia

Gravitazione
Igroscopi, igrom.
Latte, burro, cacio
Liquorista
Luce e colori

Id. e suono
Meteorologia
Microscopio
Olii veget. miner.
Ottica
Profumiere
Sieroterapia
Spettroscopio
Termodinamica

Fulmini e parafulmini,

Tiutore
i Tintura di seta

__...-—-—“"". o
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Acque miner. e term.
Anatom. e fisiol. comp.
Anatomia microscop.
Anatomia vegetale
Animali Parass. uomo
Antropologia .
Batteriologia
Biologia animale
Botanica

Colombi domestiol
Coniglicoltura
Cristallografia
Ditteri

Embriol e morfol. gen.
Fiori artificiali

Floricoltura
Medic:

Acque miner. e term.
Analisi chimica qual.
Anatomia e fis. comp.
Anatomia microscop.
Anatomia topograf.
Animali parass. nomo
Antropometria
Aromatici
Assistenza infermi
Id. azzi
Batteriologia
Biologia animale
Chimica appl. a. igiene
Chimica clinica
Chimica legale (toas.)
Chirurg. operativa
Climatologia
Disinfez. (Pratica d.)
Embriologia
Epilessia
Farmacista
Farmacoterapia
Fisiologia
Fototerapia

Cavi telegrafici
Correnti elettr. altern.
Distillazione del legno
Elettricita
Elettrotecnica

Storia Naturale.

Fisica cristallografica
Fisiologia

Id. vegetale
Frutticoltura
Frutta minori
Funghi mangerecof
Geologia
Imenotteri ecc.
Insetti nocivi 4

Id. utili

Ittiologia
Lepidotteri
M:{a.le
Malattie crit.t.of.
Metalli prezio
Mineralogia gener.

I descritt.
Naturalista preparat.
Naturalista viaggiat.

Idroterapia

Igiene della bocca
1d. del lavoro
Id. vita pubblica

Id. della pelle
Id. privata
Id. rurale

Id. scolastica

Id. veterinaria

Id. della vista
Immunita malattie
Impiego ipodermico
Infortuni d. montagna
Legislazione sanitaria
Luce e salute
Malatt. dei paesi caldi
g:‘l;ame .del sangue

saggio

Materinglmedica
Medicatura antisett.
Medico pratico
Microbiologia
Microscopio
Morte vera e app.

Elettricita.
Fulmini e parafulmini
Galvanizzazione
Galvanoplastica

Galvanostegia
Iluminazione elettric

Orticoltura

Ostricoltura e mitil.

Paleoetnologia
Paleontologia
Piante e fiori
Pietre preziose
Piscicoltura
Pollicoltura
Pomologia
Protistologia
Selvicoltura
Sismologia
Tabacco '
Tartufi e funghi
Tecnica protistol.
Uccelli canori
Vulcanismo
Zoologia

ina, Chirurgia, Igiene.

Nevrastenia
Nutrizione bamb.
Organoterapia
Ortofrenia
Ostetricia
Pellagra
Protistologia
Psichiatria
Psicologia fisiol.
Psicoterapia
Bachitide
Radioteru%i’a.
Rontgen (Raggi)
Semejotica
Sieroterapia
Soccorsi d'urgenza
Spettrofotometria
Terapia infanzia
Tisici e sanatori
Ufficiale sanitario
Veleni

Zoonosi

Metallocromia
Rontgen (Raggi df)
Telefono
Telegrafia
Telegrafia senza fli

Elettrochimica

Magnetis. e elettricita.

Unita assolute

« . oameantd
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Tecnologia, Ingegneria, Costruzioni, ecc.

Abitazioni anim. dom.
Architettura
Aritmetica e Geom. op.
Asfalto

Atlante di macchine
Automobilista
Calcestruzzo

Calci e cementi
Calderaio

Casa dell’avvenire
Case operaie

Ciclista

Coltivazione miniere
Conti e calcoli fatti
Cubatura legnami
Curve circolari
Decoraz. e indust. art.
Dinamica
Disegnatore meccan.
Disegno assonometr.

Id. eometrico
Id. industriale
Id. di projez. ort.
Id. (Gramm. deD

Dizionario tecnico
Fabbricati civili

Algebra elementare
Id. compl.Ianal.
Id. Id. ITequaz.
I1d. (Esercizi di)

Aritmetica pratica

. razionale
Id. (Esere. di)
Id. egeom.d. op.
Astronomia
Id. namtica
Id. n. antico test.

Calcoloinfin.Icalc.diff

Id. II integrale

I1d. III d. variaz.
Id. (Esercizi di)
Celerimensura

Compensazione errori
Computisteria

Conti e calcoli fatti
Cubatura legnami
Curve circolari
Determinanti
Disegno assonometr.

Fabbro ferraio
Falegname-ebanista
Fognatura cittadina
. domestica
Fonditore in metalli
Fotogrammetria
Gaz illuminante
NGnomonica
Idraulica
Imitazioni e succed.
Incandescenza a gaz
Industrie (Piccole)
Infortuni sul lavoro
(Mezgei p. prevenirli)
Ingegnere civile
Ingegneria legale
Lavori marittimi
Lavori in terra
Leggi lavori pubblici
Leghe metalliche
Macchine a vapore
Id. agricole
Id. per cucire
Macchinista e fuochist.
Marmista
Meccanica

Matematiche.

Disegno geometrico
Id. industriale
Id. diprojezioni
Id. topografico

Economia matematica

Eserciz.d. geom. elem.
Id. di Trigonom.

Euclide (L’) emendato

Formulario di matem.

Fotogrammetria

Funzioni analitiche
Id. ellittiche

Geometr. anal.d. piano

Id. 1d. d.spazio
Id. descrittiva
Id. metr. e trig.
Id. pratica
Id. proj.d.piano
Id. 1d. d.spazio
Id. pura
Id. etrig.d.sfera
Gnomonica
Gruppi di trasformaz.

Gravitazione

Meccanico

Mecoanismi (500)

Miniere

Modellatore meccanic.

Molini

Momenti resistenti

Montatore d.macchine

Operaio

Orologeria

Peso metalli

Prontuario d. agricol-
tore e d. ingegnere
rurale

Prospettiva

Regolo calcolatore

Resistenza d.materiali

Scaldamento e ventil,

Siderurgia

Stereometria

Strumenti metrici

Tavole d’alligazione

Tempera e cementaz.

Termodinamica

Tornitore

Zolfo

Interesse e sconto
Logaritmi
Logica matematica
Logismografia
Matematica (compl.di)
Matematichesuperiori
Metrologia
Peso metalli
Problemi di geometr.
Prospettiva
Ragioneria
Id. d. cooper.
Id. industrial.
Ragioniere (pront. d.)
Regolo calcolatore
Repertor. di matemat.
Stereometria
Stramenti metrici
Telemetria
Teoria dei numeri
Id. d. ombre
Termodinamica
Triangolazioni topog.
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Amministrazione pubblica
Diritto e Giurisprudenza.

Assicurazione
Id. estimadanni
Avarie e sinistri mar.
Beneficenza
Bonifiche
Catasto
Chimica applicata
Codice del bollo
doganale
civile
proced. civile
commercio
pen.e proc. pen.
di marina
en. p. ’eserc.
1d.” del teatro
Id. d.perito misur.
Cod.e leggi us. d'Italia
Computisteria
Conciliatore
Contabilith comunale
Id. dello Stato
Cooperative rurali
Cooperazione
Curatore dei fallimen.
Debito pubblico
Digesto
Diritti e dov. d. cittad.
Diritto amministrativ.
Id. oivile
Id. commerciale

Archeologia, Belle Arti.

Amatore oggett. d’arte
Anatomia pittorica
Antichith greche
Id. priv.d. rom.
Id. pubbl. rom.
Armi antiche
Araldica
Archeol. d. arte greca
Id. d.arteetr.rom.
Architettura
Armi antiche
Artj grafiche fotomec.
Atene
Calligrafia

Colori e pittura

Diritto costituzionale

1d. Ecclesiastico
Id. Intern. pubbl.
Id. Id. privato
Id. penale
Id. Id. romano
Id. romano

Eeconomia politica
Esattore comunale
Estimo dei terreni

I1d. rurale
Fognatura cittadina
@iurato (Man. del)
Giurisdizione volont.
Giustizia amministr.
Igiene scolastica

Id. veterinaria
Imposte dirette
Infortuni sul lavoro
Ingegneria legale
Interesse e sconto
Ipoteche
Lavoro donne e fanc.
Lelzge comunale

d. sailav. pubbl.
Id. s. ordin. gind.
Id. infort.s.lavoro
Id. s propr.letter.
Id. s.diritti d’aut.
I1d. s. priv.industr.

Decoraz. e ind. artist.
Disegno

Id. (Gramm. del)
Fiori artificiali
Fot.osmaltogra,ﬂn

Gioielleria, oreficeria
Guida numismatica
Litografia
Luce e colori
Majoliche e porcellane
Marmista
Mitologia
Monete greche

Id. romane

Monogrammi

Legge 8. sanita e sicu-
rezgza pubblica
Legyge sulle tasse dire-
gistro e bollo
Legislazione sanitaria
Legislazione rurale
Logismografia
Mandato commerciale
Notaio
Ordinam. Stati d’Eur.
1d. Id. f.d'Eur.
Paga giornaliera
Posta
Produz. e commer.vino
Prontuario d. agricolt.
I d. ragion.
Proprietario di case
Ragioneria
Ragioneria d. Cooper.
Id. industriale
Ricchezza mobile
Scienza d.finanze
Scritture d’affari
Socialismo
Societa di mut.soccor.
Id. industriali
Sociologia generale
Statistica
Testamenti
Trasporti e tariffe
Valori pubblici

Numismatica
Ornatista
Paleografia
Paleoetnologia
Pittura italiana

Id. ad olio
Prospettiva
Ristauratore dipinti
Scoltura
Storia dell’arte
Teoria d. ombre
Topografia di Roma
Vocabolarietto numis.
Vocabolario araldico
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Storia e Geografia.

Acqne minerali
Alpi

P! .
Astronomia (L’) n. an-

tico testamento
Atlantest. geog.d. Ital.

Id. geog.univers.
Cartografia
Climatologia
Commercio (Storia d.)
Cosmografia
Cristoforo Colombo
Cronologia

Id. 8cop. geog.

Dizionario alpino
geogratico

Dizionario dei comuni
1’ Italia
Dizionario biografico
Esercizi geografici
Etnografia
Geografia
fd.

Id.

Id.
Geologia
Islamismo
Leggende popolari
Manzoni A
Mare
Mitologia

classica
flsica
commercial.

Omero

Paleoetnologia
Prealpi bergamasche
Prontuario di geograt.
Rivoluzione francese
Shakespeare
Sismologia
Statistica
Storia antica
Id. d.artemilitare
Id. del commercio
I1d. d’Italia
Id. di Francia
Id. d’Inghilterra
Id. e cronologia
Topografla di Roma
Vulcanismo

Erudizione, Bibliografia, ecc.

Amatore oggetti d’art.
Id. di maioliche

Armi antiche

Atene

Autografl

Bibliografia

Bibliotecario

Classificaz. d. scienze

Crittografla

Dizionario bibliograf.

biografico
Id. stenograf.
Id. abbreviat.

Enciclopedia Hoepli

|Epigrafia latina

Errori e pregiudizi
Evoluzione (storia d.)
Grafologia

Leggende popolari
Litografia
Paleoetnologia
Paleografia
Raccoglitore
Stenografia
Stenografo
Tipografia

Filosofia, Pedagogia, Religione.

Bibbia

Buddismo

Didattica

Diritto ecclesiastico

Evoluzione

Filosofia morale
Giardino infantile
Grafologia

Igiene scolastica
Imitazione Cristo
Logica

Mitologia

Psicologia
Id. hsiologica
Id. musicale

Protezione animali
Ortofreni

Religionl dell’ India
Sordomuto

Arte militare, Nautica.

Amatore oggetti d'art
Armi antiche
Attrezzatura navale
Avarie e sinistri mar.
Canottaggio

Codice cavalleresco
Costruttore navale
Disegno e costruz.navi
Doveri macchin.naval.

Duellante
Esplodenti
Filonauta

Flotte moderne
Ingegnere navale
Lavori marittimi
Macchinista navale
Marine da guerra
Marino

Meccanica del macchi-
nista di bordo

Nautica stimata

Pirotecnia

Scherma .

Storia arte militare

Telemetria

Ufliciale

ot
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Letteratura, Linguistica, Filologia.

Arabo parlato
Arte del dire
Conversaz. Ital.-Ted.
Ital.-Fran.
Corrisp. eox::i:m. italian.
. Spagn.
Id. Id. franc.
Crittografia
Dantologia
Dialetti italici
Id.  grechi
Dizion.abbrev.latine
I1d. bibliografico
Eritreo
Milanese
Olandese
Tedesco
1d. univ.in4ling.
Dottrina pop.in4ling.
Enciclopedia Hoepli
Eserocizi greci
1d. atini
I1d. ditraduzione
dollagramm. franec.
Eeercizi di traduzione
della gramm. tedesc.
Filologia classica
Florilegio poet. greco
Fonologia italiana
Id. latina
Fraseologia francese
Glottologia
Grammatica albanese

Acrobatica e atletica
Alpinismo

Amutore oggetti d’art.
Armonia

Armi antiche
Automobilista

Ballo

Biliardo

Cacciatore

Cane (Allevatore del)
Canottaggio

Canto (II)

Cantante

Grammat. dan.-norv.

Id. ebraica

Id. Francese

Id. Galla(Orom.)

Id. Greca

Id. Greca-mod.

Id. Inglese

1d. Italiana

Id. Latina

Id. Olandese

Id.  Portoghese-

Brasiliana

Grammat. Ramena

Id. Russa

Id. Slovena

Id. Spagnunola

Id. Svedese

Id. Tedesca

Id. Turca osm.
Leggende popolari
Leuteratura albanese

Id. american.

Id. araba

Id. assira

Id catalana

Id. dramm.

Id. ebraica

1d. egiziana

Id. francese

1d. greca

Id. indiana

1d. inglese

Id. italiana

Musica, Spoi't.

Cavallo

Chitarra

Ciclista

Codice cavalleresco

Dizionarie alpino

filatetico

Dizionario delle corse

Duellante

Filonauta

Ginnastica femminile
Id. maschile

o Id (Storia d.)

Giuochi ginnastici

Letteratura norveg.

Id. persiana
Id. provenz.
{g romana
8 spagnuol.
Id. tedesca
1d. ungheres.
Id. slava
Lingua gotica
Lingue d’Africa
Id. neo-latine
Id. straniere

Metrica d. greci e rom.
Morfologia greca
italiana

Omero
Paleografia
Relig. eling. di India
Rettorica
Ritmica italiana
Sanscrito
Shakespeare
Sintassi francese
Sintassi latina
Stilistica
Stilistica latina
Tavole divina comm.
Tigre
Traduttore tedesco
Verbi greci

1d. latini
Vocabol.lingua Russa
Volapuk

Giuoco del pallone
Infortuni d. montagns
Lawn-Tennis
Mandolinista
Nuotatore

Pianista

Proverbi sul cavallo
Psicologia musicale
Scacchi

Scherma

Storia della musica
Strumentazione
Strunmenti ad arce
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disposti in ordine alfabetico per materia.

Loc

"~ Abitazione degli animali domestici, del Dott. U. BarPI,

di pag. XvI-872, con 168 inmcisioni . . . . . . . .4 —

Abitazioni — veds Fabbricati civili.
Abitazioni popolari — vedé Case operaie.
Abiti per signora (Confezione di) e I’arte del taglio, com-

pilato da EMILIA CoOVA, di pag. VIII-91, con 40 tavole . 8

Abbrevia;um — veds Digionario abbreviature — Disionario ste-
nografico.
Acetilene (L’) di L. CASTELLANI 2.* ediz. di p. XVI-164 . 2

Acido solforico, Acido nitrico, Solfato sodico, Acido mu-

riatico (Fabbricazione dell’), del Dott. V. VENDER, di
.8

pag. VII-812, con 107 incisioni e molte tabelle. . .

Acque (Le) minerali e termali del Regno d’lItalia, di Luzet
TIOLIL Topografla - Analisi - Elenchi - Denominazione delle
acque - Malattie per le quali si preserivono - Comuni in
cui scaturiscono - Stabilimenti e loro proprietart - Acque e
fanghi in commereio - Negoziatm d'acque minerali, dl pag
XXI1-552. . .. . .5

— vedi anche Legislazione delle

Acrobatica e atletica di A. Zucca, di pag. xxx-267, con
100 tavole e 42 incisioni nel testo . . .

Acustica — veds Luce e suono.

Adulterazioni e falsificazioni (Dizionario delle) degli all-
menti, del Dott. Prof. L. GABBA (& in lavoro la 2* ediz.),

Agrlcoltore (Prontuario dell’) e dell’ingegnere rurale, del-
I'Ing. V. NICCOLI, 3* edizione riveduta ed ampliata, di pa-
gine XL-500, con 30 incisioni . .

— (Il libro dell’) Agronomia, agncoltnm ‘industrie agncole

del Dott. A. BRUTTINI, di pag. xx-446 con 803 figure . 8

Agronomia, del Prof. CAREGA DI MURICCE, 3* ediz. rive-
duta ed ampliata dall’autore, di pag. X1I-210. . . 1
Agronomia e agricoltura moderna, di G. SOLDANI, 2% ed.
di pag. vIII-416 con 184 incisioni e 2 tav. cromolit. . . 8
Agrumi (Coltivazione, malattie e commercio degli), di A.
ALOIL, eon 22 incisioni e 5 tavole cromolit., pag. Xi1-238 8
Alcool (Fabbricazione e materie prime), di F. ‘CANTAMESSA
di pag. X11-807, con 24 incisioni . . .8
Alcool industriale, di G. CIAPETTL Produzione dell’al-
cole induwstriale dal punto di vista dell’agricoltura italiana,
applicazione dell’alcole denaturato alla fabbricazione del-
I’aceto e delle vinacce, alla produzione della forza motrice,
al riscaldamento e alla illuminazione con 105 illnstrazioni,
di pag. X11-262 . . . .8
Algebra complementare, del Prof. S. PINCHERLE:

Parte 1. Analisi Algebrica, di pag. vi-li4. . . .1

Parte II. Teoria delle equasiont, pag. Iv-169 con 4 ine. 1

o

50

. 6 50

50
50
50 .
50
50

50
50
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11

Algebra elementare, del Prof. 8. PINCHERLE, 8* ediz. di
pag. VIII-210 e 2 ineisioni . .

— (Esercizl di), del Prof. 8. PmannLE, d1 pa.g vm 18o,
con 2 ineisioni. . .

Alighieri (Dante) — veds Dmtologia

Alimentazione, di G. STRAFFORELLO, di pag. VIII-122

Alimentaziene del bestiame, dei Proff. MENOZZI E NIC-
coLl, di pag. XvVI-400 con molte tabelle .

Allattamento — veds Nutrizione del bambino.

Alligazione per l'oro e per I'argento — veds Leghe - Tavole.

Alluminio (L’), di C. FORMENTI, di pag. XXVIII-324 .

Alod — vedi Prodotti agricoli.

Alpi (Le), di J. BALL, trad. di I. CREMONA, pag. VI-120 .

Alpinismo, di G. BROCHEREL, di pag. VII-312

Amalgame — veds Leghe metalliche.

Amatore (L) di oggetti d’arte e di curiosita, di L. DE
MAURI, di 600 pag. adorno di numerose incis. e marche.
Contiene le materie seguenti: Pittura - Incisione - Scoltura
in avorio - Piccola scoltura - Vetri - Mobili - Smalti - Ven-
tagli - Tabacchiere - Orologi - Vasellame di stagno - Armi
ed armature - Dizionario complementare di altri infiniti og-
getti d’arte e di curiositd, di pag. xm-580. .

Amianto — veds Imitagioni.

Anagrammi. — vedé Enimmistica.

Analisi chimica qualitativa di sostanze minerali e organiche
e ricerche tossicologiche, ad uso dei laboratori di chimiea in
genere e in particolare delle Scuole di Farmacia, del Prof. P.
E. ALESSANDRI. 2* ediz. intieramente rifatta, di pag. XII-
884, con 14 inc. numerose tabelle e 5 tav. cromolitografiche

Analis] di sostanze alimentarl. — veds Chimica applicata all' Igiene.

Analisi delle Urine. — veds Chimica clinica.

Analisl del vino, ad uso dei chimici e dei legali, del Dott.
M. BARTH, traduzione del Prof. E. COMBONI, 22 edizione
italiana interamente riveduta ed ampliata dal traduttore,
di pag. XVI-140. con 8 ine. intercalate nel testo .

Analisi volumetrica applicata ai prodotti commerciali e in-
dustriali, del Prof. P, E. ALESSANDRI, pag. X-842, con ine.

Ananas. — veds Prodotti agricoli.

Anatomia e fisiologia comparate, del Prof. R. BEsTA, di
pag. VII-218 con 84 ineisioni . . .

Anatomia micrescopica (Tecnica di), del Prof D CARAZZI
di pag. XI-211, con 5 incisioni . e e .

L.c.

.1

.1

.2

.4

5
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Anatomia pittorica, de! Prof. A LOMBARDINI, 22 ediz. ri-
veduta e ampliata, di pag. VIII-168, con 58 imec. . .

Anatomia topografica, del Dott. Prof. C. FALCONE, di
pag. Xv-395, con 80 incisioni .

Anatomia vegetale, del Dottor A. 'l‘oame, di pagme
XVI-274 con 41 incisioni .

Animali da cortile, del Prof. P, Bomzzx, di pag xxv 238
con 89 incisioni. (La 2* ediz. & in preparagzione).

Animali (Gli) parassiti dell’uomo, del Prof. F. MERCANTI,
di pag. Iv-179, con 33 incisioni . .

Antichita greche, del Prof. V. INAMA. (In lavoro)

Antichita private dei romani, del Prof. N. MORESCHI. 8*
edizione Interamente rifatta del Manunale di W. Kopp, di
pag. XVI-181 con 7 inmeisioni . . . -

Antichita pubbliche romanedidJ. G. HUBERT, 'rifacimento
delle antichitd romane pubbliche, sacre e militari di W.
Kopp, traduzione del Dott. A. WITTGENS, di pag. XIV-
824, con 18 figure intercalate nel testo e una pianta.

Antisettiol — veds Medicatnra antisettica.

Antologia stenografica, di E. MoLINA (In lavoro),

Antropologia, del Prof. G. CANESTRINI, 8* ediz., di pag.
VI-289 con 21 incisiomi. . . . . .

Antropometria, di R. Livi, di pag. vm-za'l con 82 incls

Aplcoltura, del Prof. G. CANESTRINI, 3* ediz. rivednta di

pag. Iv-215 con 43 inecisioni . e e e e

Appaitl — veds Ingegneria legale.

Arabo parlato (L’) in Egitto, grammatica, frasi, dialoghi
e raccolta di oltre 6000 vocaboli del Prof. A. NALLINO.

—

50

(Nuova ediz. dall’drabo volgare di DE STERLICH e DIB -

KHADDAG) di pag. XXVIII-386 . . . .

Araldica (Grammatica), di F. TRIBOLATI, " edlz rifatta
da G. DI CROLLALANZA. (In lavoro).

Arancl — veds Agrumi.

Archeologia. Arte Greca, del Prof. 1. GENTILE (esaurito).
B in preparazione una nuova ediz. rifatta del Prof. 8. RIccI

Archeologia e Storia dell-arte italica, etrusca e romana.
8+ ediz. intier. rifatta. Un vol. di testo con intr. bibliogr.
ed appendici sulle nltime scoperte e guestioni archeol. di
pag. XXXIV-346 con 96 tav. nel testo a cura del Prof. 8.
RICCI e un vol. di 79 tav. e in. a cura del Prof. I. GENTILE

Architettura (Manuale di) italiana, antica e moderna, di
A. MELANI, 4* edizione completata ed arricchita, con 186
tav. e 67 incis. intercalate nel testo di pag. XXv-559

7 50
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Argentatura — vedi Galvanizzazione — Galvanoplastica — Galva-
nostegia — Metallocromia — Metalli preziosi = Piccole industr.

Aromaticl e Nervini nell’alimentazione. I condimenti, l’al-
eool (Vino, Birra, Liquori, Rosolii, ecc.). Caffé, Thd Mat?,
Guarana, Noce di Kola, ecc. — Appendice sull’uso del
Tabacco da fumo e da naso; del Dott. A. VALENTI .

Aritmetica pratica, del Prof. Dott. F. PANIzZA. 2* edi-
zione riveduts, di pag. vio-188 . . . . .

Aritmetica razionale, del Prof. Dott. F. szu 1 edi-
sione riveduta di pag. x1-210 . . . .

— (Esercizi di), del Prof. Dott. F. PANIZZA dip yir-150

Aritmetica (L’) e Geometria dell’operalo, di Ezio GIORLI,
di pag. X1-188, con 74 figure . .

Armi antiche (Guida del raccoglitore e dell’amatore di) di
J. GELLL, di pag. VIII-888, con 9 tavole fuori testo, 482

ineisioni nel testo e 14 tavole di marche . . . .
Armonia (Manuale di), del Prof. G. BERNARDI, con prefa-
sione di E. RossI di pag. x1r-288 . . . .

Arte del dire (L’), di D. FERRARI, Manuale di rettonca
per lo studente delle Scuole secondarie. 5* ediz. corr., (10,
11 e 12 migliaio), pag. XVI-850 e quadri sinottici .

Arte della ‘memoria (L), sua storia e teoria (parte scien-
tifica). Mnemotecnia Triforme (parte pratica) del Generale
B. PLEBANI, di pag. Xxx11-224 con 18 illustr.

Arto mineraria. — veds Miniere (Coltivazione delle).

alutare — veds Memoriale dei Medici pratici.

A rtl ’Le) grafiche fotomeccaniche, ossia la Eliografia nelle
diverse applicaz. (Fotozincotipia, fotozineografia, fotocro-
molitografla, otolitografla, fotocollografia, fotosilografia,
tricromia, fotocollocromia, elioincisione, ece. secondo i me-
todi pid recenti, con un Dizionarietto tecnico e un cenno
storico sulle arti grafiche; 8% ediz. corr. e accresciuta ed
in parte rifatta, con molte illustr. di pag. xvI-288. .

Asfalto (L’), fabbricazione, applicazione, dell’lng. E. RI-
GHETTI. con 22 incisioni, di pag. vir-152. . .

Asslourazione In generale, di U. GoBBI, di pag. X11-308,

Assiourazione sulla vita, di C. Pa@aNI, di pag. VI-1861..

Assicurazioni (Le) e la stima dei danni nelle aziende ru-
rali, con appendice sui mezzi contro la grardine, del Dr.
A. CAPILUPI, di pag. vIm-284, 17 ineisioni .

Assistenza degl’infermi nell’ospedale ed in famlglla, del .

Dott. C. Calliano, 2* ediz., pag. XXIv-448, 7 tav. .
Assistenza del pazzi nel manicomio e nella famiglia, delDr.
A. PIERACCINI, e prefaz. del prof. E. MORSELLI, pag. 250
Astronomia, di J. N. LOCKYER, nuova versione libera con
note ed aggiunte del Prof. G. CELORIA, 4* ediz. (esaurito,
¢ in lavoro la 5* -edizione).

L.c.

.3 —

. 150

. 250
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L.c.
Astronomia (L’) nell’antico testamento. di G V. SCHIA-
PARELLI, di pag. 204 . . . . . 150
Astronomia nautica, del prof. G. NACCARI, di pag xvr
820, con 45 incis. e tav. numeriche . . . .8 .-

. Atene. Brevi cenni sulla cittd antica e moderna segnlti da.
un saggio di Bibliografia descrittiva e da una Appendice -
Numismatica, di 8. AMBROSOLI, con un panorama e una
pianta d’Atene, 22 tav. e varie incisioni nel testo . . . 8 50
Atlante geografice-storice d’ltalia, del Dott. G. GAROLLO,
24 tav. con pag. VINI-67 di testo e un’appendice . . .2 —
Atlante geografico universale, di R. KIEPERT, 26 carte
con testo, Gli Stats della terra del Dott. G. GAROLLO.
10* ediz. anmentata e corretta (dalla 91.000* alla 100.000* .
copia) pag. VIII-88 . . . . .2 -
Atletica — veds Acrobatica.
Atmosfera — veds Igroscopi e igrometri.
A ttrezzatura, manovra navale, segnalazioni marittime
e Dizionarietto di Marina, di F. [MPERATO, 8* edizioue
ampliata, di pag. XXIv-648, con 330 incis. e 28 tav. in
cromolit. riproducenti le bandiere maritt. di tutte le naz. 6 50
Autografi (L'amatore d’), del conte E. BUDAN eon 361 fac-
simili di pag. XIv-426. . . . . 4 50
Autografi (Raccolte e raccoglit. di) in Itaha di C VANBIAN~
CHI, di pag. XVI-876, 102 tav. di facsimili d’aut. e rit. . 6 50
Automobilista (Nanuale dell’) e guida del meccanico con-,
duttore d’automobili. Trattato sulla costruzione dei vei-
coli semoventi, dedicato agli automobilisti italiani, agli
amatori d’antomobilismo in genere, agli inventori, ui di-
" lettanti di meccanica ciclistica, ecc., di G. PEDRETTI, di
pag. XXI1v-480, con 181 ineisioni . . . . 5 80
Avarie e sinistri marittimi (Manuale del regolatore o li-
quidatore di) del Rag. V. ROSSETTO. Appendice: Breve
dizionario di terminologia tecnico navale e commerciale
marittimo inglese-italiano. Ragguaglio dei pesi e misure
inglesi con le italiane. Di pag. xv-496, con 25 fig.in 6 tav. 5 50
Avicoltura — veds Animali da ortile — Colombi — Pollicoltura.
Avvelenamentl — veds Veleni.
Bachi da seta, del Prof. F. NENCI. 8* ediz. con note ed
aggiunte, di pag. X11-800, con 47 incis. e 2 tav. . . . 2 50
Balistioa — vedi Armi antiche — Esplodenti — Pirotecnia — Sto-
ria dell’arte militare. :
Ballo (Manaale del) di F. GAVINA, di pag. VIII-249, con 92
figure. Contiene: Storia della danza - Balli girati - Co-
tillon - Danze locali - Feste di ballo - Igiene del ballo. 2 50
Bambinl — vedi Nutrizione dei — Ortofrenia — Terapia.
Barbabietola da zucchero — vedi Zucchero.
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Batterlologia, dei Professori G. e N. CANESTRINI, 2* ediz.

in gran parte rifatta, di pag. x-274 con 87 ineis. . . . 1 50

Beneficenza (Manuale della), del Dott. L. CASTIGLIONI, con
appendice sulle contabilith delle istituzioni di pubblica
beneficenza, del Rag. G. ROTA, di pag. XVI-340. . . .

Bestiame (I e I’agricoltura in Italia, del Prof. E. AL-
BERTI, di pag. VIII-812, con 22 zincotipie. . .

— Vedi Abitazioni di animali — Alimentazione d. bestm.me
— Cavallo — Coniglicoltura — Igiene veterinaria — Ma-
jale - Pollicoltura - Razze bovine - Zoonosi - Zootecnica.

Biancheria (Disegno, taglio e confezione di), Manuale teo-
rico pratico di E, BONETTI, con un Dizionario di nomen-
clatura, 2* edizione riveduta e ammentata, di pag. XVI-
202 con 50 tavole illustrative e 5 prospetti . . . .

Bibbia (Man. della), di G. M. ZAMPINI, di pag. XII-808 .

Bibliografia, di G. OTTINO, 2* edizione riveduta, di pag.
Iv-166, con 17 incisioni .

Bibliotecario (Manuale del), di G PETZEDLDT tmdotto
sulla 3* edizione tedesca, con un’appendice originale di
note illustrative, di norme legislative ed amministrative

]

.8
2

.2

e con un elenco dellakpubbliche biblioteche italiane e stra- -

niere, per cura di G. BIAGI e G. FUMAGALLI di pa.gine
Xx-864-coxmmr. . .

Blliardo (Il giuoco del), i J. GELLI di pag xv-179 con
79 illustrazioni . . .

Blografila — vedé Cristoforo Colombo — Da.ntologla. — Dizlonnno
biografico — Mansoni — Napoleone I — Omero — Shakespeare.

Blologia animale (Zoologia generale e speciale) per Natu-
ralisti, Medici e Veterinarii del Dott. G. COLLAMARINI,

di pag. x-426 con 28 tavole. . .8
Bollo -— veds Codice del bollo — Leggi registro e bollo .
Bonificazioni (Manuale amministrativo delle) di C. MEz-

ZANOTTI, di pag. XII-294. . . . .8
Borsa (Operaz. di) — veds Debito pubblico — Valorl pubbhci
Boschi — veds Selvicoltura.

Botanica, del Prof. I. D. HOOKER, traduzione del Prof. N.

PEDICINO, 4* ediz., di pag. VIIO-134, con 68 incisioni . 1
Botti — veds Enologia.

Bronzatura — veds Metallocromia — Galvanostegia.
Bronzo — veds Leghe metalliche.
Buddismo, di E. PAVOLINT, di pag. XvI-164 . . . . .1

Burro — veds Latte — Caseificio.

Cacciatore (Manuale del), di G. FRANCESCHI, 2* edizione
rifatta, di pag. X1I1-815, con 41 inecisioni . . . . .

Caclo — vedi Bestiame — Caseificio — Latte, ecc.

%affd — vedi Prodotti agricoli.

.2

50

50

50

50

60

60

50

60
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L.c

Calcestruzzo (Costruzioni in) ed in cementi armati, di G.
VACCHELLI, 2* edizione, di pag. XVI-801 con 280 figure 4

Calci e Cementl (Impiego delle), per 'Ing. L. MAZZOCCHI
di pag. X11-212 con 49 imeisioni . . . . . . . . .2

Caloolazioni mercantill e bancarle — veds Conti e Calcoli fatti —
Interesse ¢ sconto — Prontuario del ragioniere — Monete ingl.

Calcolo infinitesimale, del Prof. E. PAscAL:

Parte 1. Calcolo differenziale, 2* edizione riveduta di
pag. XII-811 con 10 inmeisioni . . . . .8

» IL Calcolo integrale, 2" edizione completamente
rifatta di pag. vix-829. . . . . . . .8

» 1L Calcolo delle variazioni e calcolo delle dif-
ferense finite, di pag. xm-300 . . . * .8

— Esereizi di calcolo infinitesimale (Calcolo differenziale
e integrale), del Prof. E. PASCAL, di pag. Xx-872. . .8

Calderaio pratico e costruttore di caldaie a vapore, e
di altri apparecchi industriali, di G. BELLUOMINI, di pag.
XII-248, eon 220 inmcisioni. . . . . . . . . . . .8

Calligrafia (Manual® di). Cenno storico, cifre numeriche,
.materiale adoperato per la scrittura e metodo d’insegna-
.mento, con 55 tavole di modelli dei principali caratteri
conformi ai programmi, del Prof. R. PBRCOSSI, con 88
facsimili di seritture . . . . . . . . . . . . .8

Calore (I1), del Dott. E. JONES, trad. di U. FORNARL, di
pag. VIII-296, con 98 ineisioni . . . . . . . . . .8

Campicello (11) scolastico. Impianto e coltivazione. Ma-
nuale di agricoltura pratica per i Maestri, dei Dottori E.
AZIMONTI e C. CAMPI, dipag. XI-175, con 126 incisioni 1

Canoelliere — veds Conciliatore.

Candele — veds Industria stearica.

Cane (I1) Razze mondiali, allevamento, ammaestramento, ma-
lattie con una appendice: I cani della spedizione polare
di 8. A. R. il Duca degli Abruzzi, di A. VECCHIO, 22 edi-
zione rifatéa, di pag. XvI-442, con 152 inc. e 63 tavole
delle quali 12 a colori pa disegni originali dell’autore . 7

Canottaggio (Manuale i), del Cap. G. CROPPI, di pagine
XXIV-456, con 887 incis. e 91 tav. cromolit.. . . .

Cantante (Man. del). di L. MASTRIGLI, di pag. XIr-182

Cantiniere (11). Manuale di vinificazione per uso dei canti- -
nieri, di A. BSTRUCCHI, 8* edizione riveduta ed aumentata,
con 52 incisioni unite al testo, una tabella completa per
la riduzione del peso degli spiriti, ed un’Appendice sulla
produzione e commercio del vino in Italia, di pag. XvVI-256 2

Cante (11) nel sue meccanismo, di P.GUETTA, di p. VIII-
268, con 24 imcisioni C e e e e e e e e e

Carborundum — veds Imitazioni.

Carburo di calcio — veds Acetilene.

0o =3

2
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Carta (Industria della), dell’Ing. L. SARTORI, di pag. VII-
826, con 106 incisioni e 1 tavola . . .

Carte fotografiche, Preparmone e trattamento, di L. SASSI,
.8

di pag. Xm-858 . .

Carte geografiche — veds Amnte

Cartografia (Manuale teorico-pratico dellu), con an sunto
della storia della Cartografia, del Prof. E. GELCICH, di
pag. VI-257, con 87 illustrazioni . .

Casa (La) dell’avvenire, dell’ Ing. PEDRINI. Vade mecum
dei costruttori, dei proprietari di case e degli ingnmilini.
Raccolta ordinata di principt d’ ingegneria sanitaria, do-
mestica ed urbana, per la costruzione di case igieniche,
civili, operaie e rustiche e per la loro manutenzmne, di
pag. XVv-468, con 218 incisioni . e .

Case ooloniche — veds Economia fsbbrlcsﬁ rnrali.

Case operaie e abitazioni popolari, di E. MAGRINI, (In lav.).
Caseificio, di L. MANETTI, 4* ediz. nuovamente ampliata
dal Dr. G. BARTORI di pag. XII-280, con 49 inecisioni .

Cataste (Il nuovo) italiano, di E. BRUNI, di pag. vII-846

Cavallo (I1), del Colonnello C. VOLPINI, 8* edizione rived.
ed ampliata di pag. vI-288 con 48 tavole. . . .

Cavi telegrafici sottomarini. Costruzione, immersione, ri-
parazione, dell’Ing. E. JONA, di pag. XVI-888, 188 fig. e
1 carta delle comunicazioni telegrafiche sottomarine .

Cedrl — vedi Agrumi.

Celerimensura e tavole logaritmiche & quattro decimali del-
I'Ing. F. BORLETTI, di pag. VI-148, con 29 incisioni .

Celerimensura (Manuale e tavole di), del’Ing. G. ORLANDI,
di pag. 1200, con quadro generale d’interpolazioni .

Celluloide — veds Imitazioni.

Cementazione — veds Tempera.

Cementi armati — veds Calcestruzzo — Calci e cementi.

Ceralacca — vedi Vernici e lacche.

Ceramiche — veds Maioliche e porcellane — Fotosmaltografia.

Chimica, del Prof. H. E. ROSCOE, 5* edizione rifatta da E.
Rrcer di pag. XI1-228, con 47 incisioni. .

Chimica agraria, di A. Apucco, 2 ediz. di pag. xn 512

Chimica analitica (Elementi scientifiei di), di W. OSTWALD,
trad. del Dott. BoLIs, di pag. XVI-284 . .

Chimica applicata all’igiene. Guida pratica ad uso degh
Uffieiali sanit.. Medici - Farmacisti - Commereianti - Labo-
ratori d’igiene, di merciologis, ecc., di P. E. ALESSANDRI,
di pag. Xx-515, con 49 incisioni e 2 tav. . . .

Chimica cllnlca, del Prof. R. SUPINO, di pagine XII-202.

Chimica Iegale, (Tossicologia}, di N. VALENTINI, di pa-

ine XII. .
Chimico (Manuaie del) e dell’industriale. Raccolta di ta-

. 550

. 850

.18 —
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belle, di dati fisiei e chimici e di processi d’analisi tecnica,

. ad uso dei chimici analitici e tecnici, dei direttori di fab-
briche, dei fabbricanti di prodotti chimici, degli studenti di
chimica, ece., ecc., del Dottor L. GABBA, 8* edizione am-
pliata, riveduta ed arricchita delle tavole analitiche di
H. WILL, di pag. X1X-457, con 12 tavole. . . .

Chiromanzia e tatuaggio, note di varietd, ricerche stonehe
e scientifiche, coll’appendice di un’inchiesta con risposte
di Ferrero, Lombroso, Mantegazza, Morselli ed altri di G.
L. CERCHIARI, di pag. xx-323, con XXIX tav. e 82 inec.

Chirurgia operativa (Man. di), dei Dottori R. STECCHI e A.
GARDINI, di pag. VIII-322, con 118 inecisioni .

Chitarra (Manuale pratico per lo stadio della), di A PISANI,
di pag. XVI-116, con 36 figure e 25 esempi di musica. . .

clcllata, di 1. Gm-:nsx, 2% ediz. complet. rifatta del * Manuale
del Ciclista , di A. GALANTE, di pag. 244, 147 ine. . . .

Cimiterl — veds Ingegneria legale.

Civilta araba (Islamismo) del prof. ITALO P1zzI (in lav.).

Classificazione delle scienze, di C. TRIVERO, p. XVI-292 .

Climatologia, di L. DE MARCHI, pag. X-204 e 6 carte . .

Cloruro di sodio — veds Sale.

Codice cavalleresco italiano (Tecnica del duello), di J.
GELLI, 9* ediz. rifatta, di pag. Xv1-288 . . . . .

Codice del bollo (I1). Nuovo testo unico commentato colle
risoluzioni amministrative e le massime di giurispru-
denza, ecc., di E. CORsI, di pag. Cc-564. . . . . . . .

Codice civile del Regno d’ltalia, accuratamente riscon-
trato sul testo ufficiale, corredato di richiami e coordinato
dal Prof. Avv. L. FRANCHI, 2* ediz. di pag. 282 .

Codice di commercio, accuratamente riscontrato sul testo
uficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv.
L. FRANCHI, 2* ediz. di pag. Iv-158. .

Codice doganale italiano con commento e note dell'Avy.
E. BRUNIJ, di pag. XX-1078 con 4 inc. . .

Codlce di marina mercantile, secondo il testo umciale,
corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv. L. FRAN-
CHI, 2* ediz. di pag. Iv-290. . . . .

Codice metrico internazionale — veds Metrologm

Codice penale e di procedura penale, secondo il testo

ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof. Avv.

L. FRANCHI, 2* ediz. di pag. 1v-230.

(=]

[

—

. 1
Codice penale per I'esercito e penale militare ‘maritti-

mo, secondo il testo ufficiale, corredato di richiami e coor-
dinato dal Prof. Avv. L. FRANCHI, 2* ediz. di pag. 179 .
Codice del perito misuratore. Raccolta di norme e dati
pratici per la misurazione e la valutazione d’ogni lavoro

.1

50

50

50

50

50

50

50

50

50

50
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edile, prontuario per preventivi, liquidazioni, collaudi, pe-
rizie, arbitramenti, degli Ingegn. L. MAZZOCCHI e E. MAR-
ZORATI, di pag. XI1I-498 con 116 illustrazioni . . .

Codice di procedura civile, accuratamente riscontrato sal
testo ufficiale, corredato di richiami e coordinato dal Prof.

. Avv. L. FRANCHI, 2* ediz. di pag. 167. . . . . . .
Codlce sanitario — veds Legislazione sanitaria.

Codice del teatro (Il). Vade-mecum legale per artisti lirici
o drammatici, impresari, capicomici, direttori d’orchestra,
direziouni teatnli agenti teatrali, gli avvoeati e per il pub-
blico, del’Avv. TABANELLI, di pag. XVI-828 . .

Codicl e leggi usuali d’ltalia, riscontrati sul testo ufficiale
coordinati e annotati dal Prof. Avv. L. FRANCHI, raccolti in

L.c.

. b

quattro grossi volumi legati in pelle flessibile . . . . 86

Vol. 1. Codice civile - di procedura civile - di commereio
- penale - procedura penale - della marina mercantile - pe-
nale per 1’esercito - penale militare marittimo (otto codzcs)
2+ edizione, di pag. vIIr-1261. . .

Vol. 1. Parte I. Leggi usuali d’Itaha Raccolta. coordlnata
di tutte le leggi speciali pih importanti e di pit ricorrente
ad estesa applicazione in Italia; con annessi decreti e rego-
lamenti e dlsposte secondo 1’ordine alfabetico delle mater
Dalla voce “ Abbordi in mare , alla voce “ Istruz. pubblica
(Legge Casati), , di pag. vm—l364 a 2 colonne . .

Vol. II. Parte II. Dalla voce: Laght pubblici alla voce:

8

.9

50

50

50

Volture catastals con appen., pag. VIII-1869-2982 a 2 col. 12 —

Vol. III. Leggi e convenzioni sui diritti d’autore, rae-
colta generale delle leggi italiane e straniere e di tutti
i trattati e le convenzioni esistenti fra 1’ Italia ed altri
Stati a cura della Societd italiana degli autori, 2* edi-
zione interamente rifatta dal prof. L. FRANCHI, di pagine
VII-617, legato in tutta pelle flessibile . . .

Cognac (Fabbricazione del; e dello spirito di vino e dlstil-
lazione delle fecce e delle vinacce, di DAL P1Az, con
note del Cav. G. PRATO, di pag. X-168. con 87 incisioni

Coleotterl italiani, del Dott. A Gnmmr, (Entomologia I)

di pag. XvI-884, con 215 inec. .

Collezlonl — veds Amatore d’'oggetti darte — "Amatore i mnioli-
che — Armj antiche — Autografi — Dizionario filatelico.

Celombi domestici e colombicoltura, del Prof. P. BoN1zZI,
2+ edizione rifatta a cura della Societd Colombifila floren-
tina di pag. x-211, con 26 figure . e e

Colorazione dei metalll — veds Metallocromia.

Colori (La scienza dei) e la pittura di L. GUAITA, p. 248 .

Colori e vernici, di G. GORINI, 8* ediz. totalmente rifatta,
per ¢ 14 di G. APPIANI, di pag. X-282, con 13 incisioni

Combustibili — 1eds Imitazioni.

. 8

2
8

.2

2
2

50
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Commedia — veds Letteratura drammatica.

Commerciante (Manuale del) ad uso della gente di com-
mercio e degli Istituti d’Istruzione commerciale, corredato
di oltre 200 moduli, quadri, esempi, tavole dimostrative
e prontuari di C, DOMPE, di pag. vI-629. .

Commercio, (Storia del) di R. LARICE, di pag. xvx-sss

Commeroclo — veds Codice — Corrispondenza commerciale — Com-
putisteria — Geografia commerciale — Industria gucchero —
Mandato — Merciologia — Produzione e commercio del vino —
Ragioneria — Bcritture d’affari — Trasporti e Tariffe — Conti
fatti — Monete.

Cm nsazione degli errori con speciale appllcazlone al

rillevi geodetici, di F. CRoTTI, pag. Iv-360 . .

Complementi di geometria elementare, del Prof. di c.
ALASIA, di pag. XVv-244, con 117 figure . . . .

Complemento di matematica — (veds Matematica).

Compositore-tipografo Manuale dell'allievo), di 8. LANDI — veds
Tipografia, vol. II.

Computisteria, del Prof. V. GrrrI:

ol. I. Compustiteria commerciale, 5* edxz (9 e 10°
migliaio) di pag. Iv-184 . . . |

Vol. II. Computist. finanziaria, 8* edlz,pag vm—156 .1

Cemputisteria agraria, del Prof. L. Px-:mr, seconda edizio-

. ne rifatta, di p pag. VI-210. . e e .
Comuni del Regno d’ italia — veds Disfonarlo,

Concia delle pelli ed arti affini, di G. GORINI, 8 edizione
interamente rifatta dal Dott. G. B. FRANCESCHI e G. VEN-
TUROLI, di pag. 1Xx-210 . .

Conclliatore (Mannale del), delI’Avv. G. "PATTACCIN. Guida
teorico-pratica con formulario completo pel Conciliatore,
Cancelliere, Usciere e Patrocinatore di cause. 4* edizione
ampliata dall’autore e messa in armonia con 1’ultima legge
28 luglio 1895, di pag. X11-461 . . .

Concimi, del Prof. A. FUNARO, 2» ‘edizione rinnovata e ac-
orescinu, di pag. X11-266 . ..

Conocimi lo:faticl — vedsi Fosfati — Chimica agraria

Confezione d’abiti — veds Abiti.

Conigligoltura pratica, di G. LICCIARDELLI, 2" ediz., di
pag. VIII-248, con 53 incisioni e 12 tavole in tricromm
CGonservazione delle sostanze alimentari, di G. GorNI,
8+ edizione intieramente rifatta dai Dott. G. B. FRANCE-

SCHI e G. VENTUROLI, di pag. VIO-256 .

Goulgll praticl — vedi Ricettario domestico — Xndustria.le — Soc-
corsi d'urgenza.

Contabilita comunale, secondo le nuove disposizioni legi-
slative e regolamentari (Testo mnico 10 febbraio 1889 e R.
Decr. 6 Inglio 1890), del Prof. A. DE BRUN, pag. VIII-186 .

Contabilith domestica, Nozioni amministrativo-contabili ad
uso delle famiglie e delle scuole femminili, del Rag. O.
BERGAMASCHI, di pag. XVI-186 . . . .. Coe

L.c.

o

.8

.1
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Contabilita generale delio Stato, deli’Avv. E. wam, 2 -

edizione rifatta, pag. XV1-420. . . ..

Contabliita delle istituzionl di p. fi — vedi Benefl

Conti e calcoll fatti, del) Ing 1. GHERST, 93 tabelle e istru-
zioni pratiche sul modo di usarle. (Misure, Pesi, Monete,
Termometro, Gas e Vapori, Areometri, Aleoolomem Solu-
zjoni zaccherine, Pesi specifici, Legnami, Carboni, Metalli,
Divisioni del tempo, Paga giornaliera, Interessi e Annualita,
Rendita, Potenze e Radici, Poligoni e Poliedri regolari, Sfe-
ra, Circolo, Divisione della circonf., Pendenza, pag. 204.

Contratti agrarl — vedi Mezzeria.

Conversazione italiana e tedesca (Manuale di), ossia guida
completa per chiunque voglia esprimetsi con proprietd e
speditezza in ambe le lingue, e per servire di vade mecum
ai viaggiatori, di A. FIORI, 8* edizionerifatta da G. CATTA-
NEO, pag. XIv-400 . . . .

Conversazione itallana-francese — V. Fraaeologta

Gooperative rurall, di credito, di lavoro, di produzione, di
assicurazione, di mutuo soccorso, di consumo, di acquisto
di materie prime, di vendita di prodotti agrari. S8copo, costi-
tuzione, norme giuridiche, tecniche, amministrative, compu-~
tistiche, di V. NICCOLI, pag. VIII-362 . . .

Cooperazione nella sociologia e nella |ogisla1|one, ai F.
VIRGILII, pag. XI-228. . .

Correnti elettriche alternate semplici "bifasi e trifasi. Ma-
nuale pratico per lo studio, costruzione ed esercizio de-
gli impianti elettrici, dell’Ing. A. MARRO, di pag. XIV-
615-LXIV, con 218 incisioni e 46 tabelle . . .

Corrispondenza commerciale potiglotta, di G. Fmsom.

compilata su di un piano speciale nelle lingneital francese,

tedesca, inglese e spagnuola, di cui ciascuna forma in sé
stessa 1’originale e le altre ne sono la tradnz o la chiave:

— PARTE ITALIANA: B le di Corri C rclale

itallana corredato di facsimili dei vari documenti di pratica

giornaliera, segunito da un GrLossAaRrIO delle principali voci ed
espressioni attinenti al Commercio, agli Affari marittimi, alle

Operazioni bancarie ed alla Borsa, ad uso delle Bcuole, dei

Banchieri, Negozianti ed Industriali di qualunque nazione, che

desiderano abilitarsi alla moderna terminologia e nella corretta

fraseolagia mercantile Italiana, di pag. xx-444 .

1. — PARTE SPAGNUOLA: Manual de coneupondencia Comercial
Espanola, accompanado de facsimiles de los varios documentos
de uso cotidiano, seguido de un DiccroNario Espanol-Italiano
que contiene las principales voces empleados en los Negocios
mercantiles y maritimos y los terminos mds importantes del
Banco, de la Contabilidad y de la Bolsa, compuesto para uso
de las Escuelas, de los Banqueros, Negociante é industriales de
cualquiera nacién que desean habilitarse en l1a moderna termi-

[l

nologiay en la corriente fraseologia mercantil espafiola.p. Xx-440. § —

.8 —

8 50

. 150
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FRANCESE : Manuel de Correspond clale
scompagné . des fac-similes des differents documents
tidien, suivi d'un Dicticnnaire commercial francais-
enent les principales expressions du langage mer-
sitimes et les termes les plus importants de Banque
lité, de Bourse et De Chemins de Fer, & I’ usage
des Banquiers, des Négociants et Industriels qui
perfectionner dans la terminologie moderne et dans
gie mercantile frangaise de nos jours, di pag. vxi-446
{GLESE: A Manual of english Commercial correspon-
ling specimens and forms of different documents of
llowed by an English and Italian Mercantile Dictio-
1ing the principal expressions employed in trade,
nd shipping concerns, and the most important terms
ok-Keeiping, Stock-E: and Railway for the
nts, bankers, merchants and manufacturers who
ect themselves in the terminology and phnseo]tﬁg
n current use with english business men, p. XvI-
TEDESCA (in lavoro).

ron un Dizionario delle voci piu in uso, di G.
HI, di pag. X11-305 . .

Dlzion dei termini delle — Cavallo — Proverbl

. Uno sguardo all’Universo,di B. M. LA LETA,
7 con 11 incisioni e 8 tavole . . . ..
1gli Stati — veds Diritti e doveri — Ordmam
navale (Manuale del), di G. RossI, pag. XVI-

L.c

'S

1 fig. intercalate nel testo e 65 tabelle. . . .6

veds Rabbricati rurali.

Prodotti agricoli.
taro — veds Distillagione.
s Bpecchi.
fia geometrica, fisica e chimica, applicata ai
i E. BANSONI, p. XVI-867, 284 inc. nel testo
[mitazione di Cristo.
olombo, di V. BELLIO, pag. IV-186 e 10 ineis. .
veds Funghi — Malattie crittogamiche — Tartufl.
(La) diplomatica, militare e commerciale, ossia
rare e decifrare le corrispondenze segrete. Sag-
e L. GIOPPI, pag. 177 .

elle Sco gerte e delle esplorazionl geograﬁ
o 1492 a tutto il secolo xx del Prof, L.
i pag. VIII-487 . . . . .
veds Storia e cronologia.

i legnami (Prontuario per la), di G. BELLUO-
iz. corretta ed accresciuta, pag. 220. . . .
Joncia delle pelli — Imitazioni.

fallimenti (Manuale teorico-pratico del) Com-
udiziale nel concordato preventivo e procedura
fallimenti dell’Avv. MOLINA (In lavoro).

ds Amatore di oggetti d’arte — Maioliche e porcel-
i antiche — Autografi.

50

50

50

50

50

50
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Curve circolari e raccordl. Manuale pratico per il traccia-
mento delle curve in qualungue sistema e in qualsiasi caso

particolare nelle ferrovie, strade e canali e per il computo

generali dei raccordi eircolari con speciali applicazioni al
tracciamento dei raddoppi del Binario delle derivazioni e

degli scambi ferroviari (In sostitnzione del manuale del

KRONHKE), di C. FERRARIO, pag. XI-264, con 94 incis. .
Dantologia, del Dott. G. A. SCARTAZZINI, 2* edizione. Vita
.. .8

e Opere di Dante Alighieri, pag. vI-408 .
Danze — wveds Ballo.
Datterl — veds Prodotti agricoli.

Debito (11) pubblico Italiano. Regole e modi per le operazioni

sui titoli che lo rappresentano, di F. AZZONI, pag. VIII-876

Decorazione dei metalll — veds Metallocromia.
Decorazioni del vetro — veds Specchi — Fotosmaltologia.

Decorazioni e Industrie artistiche, dell’Architetto A. ME-

LANI, 2 volumi, pag XX-460, con 118 incisioni.
Dentl — veds Igiene della bocca.

L.c.

.8

Determinanti e applicazioni, di E. PASCAL, pag. Vix-380 . 8

Diagnostica — veds Semeiotica.

g
Dialetti italici. Grammatica, iscrizione, versione e lessico,

di 0. NAZARI, pagine XVI-364 .

Dialetti letterari greci (epico, neo—xomco, donco, eolico),

, del Pof, G. BONINO, pag. XXXII-214

Didattica per gli alunni delle Scuole normali e pe1 maestri

elementari, del Pof. G. 80LI, pag. VIII-314 .
Iaesto (11), del Prof. G. FERRINT, pag. IV-134
Dilettant! di pittura — veds Pittura ad olio.

Dinamica elementare, di G. CATTANEO, p. VIII-146, 25 fig.

Dinamite — veds Esplodenti.

« Dirittl e doveri dei cittadini, secondo le Istituzioni dello
8tato, per uso delle pubbliche Scuole, del Prof. D. MAF-
FIOLI, 10* edizione, (dal 26 al 30° mlgham) con una appan-

dice sul Codice penale, pag. XVI-229
Dirlttl d’Autore — veds Leggi sui.

Diritto amministrativo, giusta i programmi governativi
ad uso d. Istitati teenici, di G. LORIS, 5* ed. pag. XX-474
Diritto civile (Compendio di), del Prof. G. LoORISs, giusta i

programmi governativi ad uso degli Istituti tecnici, 2* ediz.
.3

riveduta, corretta ed ampliata, pag. XVI-885. .
Diritto civile italiano, di C. ALBICINI, p. VIII- 128 .

.

.8
.1
.1
1
1

60

50

50
50

50

. 150

.1

Diritto commerciale italiano, del Prof. E. VIDARI, 2* odi- Ty

zione diligentemente riveduta, pag. X-448

Diritto cemunale e provinciale — veds Contabilita c.omnnale — Di-

ritto amministrativo — Legge comunale.

Diritto costituzionale, del’Avv. Prof. F. P. CONTUZZI, 2* "

edizione, pag. XvVI-370 .

Diritto ecclesiastico, vigente ‘in'Ttalia. 2° ediz riveduta

ed ampliata di G. OL.MO, pag. XvI-483

50
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Diritto internazionale privato, dell’Avv. Prof. F. P. CoN-
TUZZI, pagine XVI-322. .

Diritto internazionale pubbllco, "dell’Avv. Prof F. P. CON-
TUZZI, pagine XII-820 . .

Diritte penale, dell’Avv. A. STOPPATO, 2 ediz., (in lavoro)

Diritto penale romano, di C. FERRINI, pag. VIII-360. . .

Diritto romano, di C. FERRINI, 2* ediz. rif., pag. XVI-178

Disegnatore meccanico e nozioni tecniche generali di Arit-
metica, Geometria, Algebra, Prospetiiva, Resistenza dei
materiali, Appa.rocchl idraulici, Macchine semplici ed & va-
pore, Prepulsori, ecc. per V. GOFFI, 8* ed. riv., corretta e
grandemente ampliata, pag. X1v-552, con 477 figure. . .

Disegno. I principii del Disegno, del Prof. C. BOITO. 4* edi-
zione, pag. Iv-206, con 61 silografie.

Disegno (Grammatica del). Metodo pratico per 1mparv.re 11
disegno, di E. RONCHETTI, di pag. VI-190, con 34 figure,
62 schizzi intercalati nel testo e un atlante a parte con
45 lavagnette, 27 foglietti e 84 tavole. (Indivisibili) . .

Disegno assonometrico, del Prof. P. PAOLONI, pag. IV-122,
con 21 tavole e 238 figure nel testo . .

Disegno geometrico, del Prof. A. ANTILLI, 2* ed., pag VIn-
88, con 6 figure nel testo e 27 tavole litografiche. . . .

Disegno, Teoria e Costruzione delle Navi, ad uso dei Pro-
gettisti e Costruttori di Navi - Capi tecmcl, Assistenti e Di-
segnatori navali - Capi operai carpentieri - Alunni d’Istituti
Naautici, di E. GIORLI, pag. VIII-288, con 810 incisioni .

Disegno industriale, di E. GIoRLI. Corso regolare di dise-
gno geometrico e delle proiezioni. Degli sviluppi delle su-
perfici dei solidi. Della costrmzione dei prineipali organi
delle macchine. Macchine utensili. 8* ediz., pag. VIII-192,
eon 800 problemi risolti e 848 figzure . .

Disegno di proiezioni ortogonali, del Prof. "D. Lawpy, di
pagine VIII-152, con 192 incisioni

Disegno topograﬁco, del Capitano G. BER.TELLI, 2 edlz,
pagine. VI-1387, con 12 tavole e 10 incisioni . .

Disinfezione (La pratica della) pubblica e privata per i Dot-
tori P. E. ALESSANDRI e L. P12zINI, 2* edizione, pag. VIII-
2568, con 29 incisioni .

Distillazione del legno (Lavorazione dei prodom della.) Ace-
tone, Alcool metilico, Aldeide formica, Cloroformio, Acido
acetico, Acetato di piombo, Acetato di sodio. Indusirie
elettrochimiche. Ossidi di piombo, Minio, Biacca, Sbda
caustica, Clorati, Cromati, dell’Ing F. VILLANI, di pagine
XIV-812 . .

Distillazione delle Vmacce, e delle frutta fermentate.
Fabbricazione razionale del Cognae. Estrazione del
Cremore di Tartaro ed utilizzazione di tutti i resi-

Lc
.8 —
.8 —
3 —
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dui della distillazione, di M. DA PONTE, 2* edizione ri-

fatta, contenenti le leggi italiane sugli spiriti e la legge

Austro-Ungarica, pag. X11-875, con 68 incisioni . . . 880
Ditteri italiani, di PaoLo Lioy (Entomologta III), pag :

VII-856, con 227 inecisioni . . .8 —
Dizionario alpino italiano. Parte 1% Vette e valichi ita-

Uans, dell’Ing. E. BIGNAMI-SORMANIL. — Parte 2% Valld

lombarde e limitrofe alla Lombardia, dell’Ing. C. Sco-

LARI, pag. XX0-310. . . 850
Dizionario di abbreviature latine ed italiane usate nelle

oarte e codici specialmente del Medio Evo, riprodotte

con oltre 13000 segni incisi, aggiuntovi un prontuario di

Sigle Epigrafiche. I monogrammi, la numerizzazione ro-

mana ed arabica e i segni indicanti monete, pesi, misu-

re, ecc., per cura di ADRIANO CAPPELLI, Archivista-Pa-

leografo presso il R. Archivio di Stato in Milano, pag'me

LX11-433, con elegante legatura in eromo . . . . 750
Dizionario hibliografico, di C. ARLIA, pag. 100 . . . .1 50
Dizionario Biografico Universale, del Professor Dottor

G. GAROLLO. (In lavoro)
Dizionario dei comuni del Regno d’ltalia, secondo il Cen-

simento del 10 febbraio 1901, compilato da B. BAN'I‘I, di

pag. XLVI-175. . . .8 —
Dizionario Eritreo (chcolo) ltaliano-Arabo-Amarico, rac-

eolta dei vocaboli pit usuali nelle principali lingue parlate

nella Colonia Eritrea, di A. ALLORI, pag. XXXII1I-203 . . 2 50
Dizionario filatelico, per il raccoglitore di francobolli con

introduzione storica e bibliografica, di J. GELLI, 2* ediz.,

con Appendice 1898-99, pag. LXIII-464 . . . . 4 50
Dizionario fotografico pei dilettanti e professxonisti con ol-

tre 1500 voci in 4 lingue, 500 sinonimi e 600 formule di

L. GIOPPI, pag. VIII-600, 95 incisioni e 10 tavole. . . . 7 50
Dizionario geografico universale, del Prof. Dott. G. GA-

ROLLO. 4* edizione del tutto rifatta e molto ampliata, di

pagine X11-1451 . . P (1
Dizionario gotico — veds ngua gonca
Dizionario italiano-olandese e olandese-italiano, di A.
NUYENS, in-16, di pag. X1-948. . 8 —
Dizlonario milanese-italiano e repertorm italiano-mila-
nese, di CLETTO ARRIGHI, pag. 912, a 2 colonne, 2* ediz. 8 50
Dizionario Numismatico — veds Vocabolarietto ismatico.
Dizionario r — veds Gr tica rumena.
Dizionario stenografico. Sigle e abbreviature del sistema
Gabelsherger-Noe, di A. SCHIAVENATO, pag. XVI-156 . . 1 50

-~
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Dizionario tascabile (Nuovo) italiano-tedesco e tedesco-
itallano, compilato sui migliori voeabolari moderni e prov-
visto d’un’accurata accentuazione per la pronuncia dell’ita-
liano, di A. FIORI, 8* edizione, pag. 798, completamente ri-
fatta dal Prof. G. CATTANEO . .

Dizionario tecnico in quattro lmgue dell’Ing E WEBBER,
4 volami:

Vol. I. Italiano-Tedesco-Francese-Inglese, 2* ediz. com-
pletamente riveduta e aumentata di cirea 2000 ter-
mini teeniei, pag. x11-558 . .

Vol. II. Dent.sch—ltalienisch—l?ranz&sisch Englisch, (esa.n-
rito, & in lavoro la 2* edizione).

Vol. III. Frangais-Italien-Allemand-Anglais, pag. 509 .

L.c.

.4

Vol. IV. Englisch-Italian-German-French, pag. 659. . . 6

Dizionario tecnico-navale e commerciale marittimo inglese-italiano.

— Vedi Avarie e sinistri marittimi.

Dizionario (Piccolo) dei termini delle corse, di G. VoL-
PINI, di pagine 47. (Esaurito).

Dizionario turoco — vedsé Grammatica turca.

Dizionario universale delle lingue italiana, tedesca in-
glese e francese. disposte in unico alfabeto, 1 volume di
pag. 1200 a 2 colonne C e e e e e e e

Dizionario Volaplik — vedé Volapiik.

Dogane — vedé Codice doganale — Trasporti e tariffe.

Doratura — veds Galvanizzaz. — Galvanostegia — Metallocromia.

Dottrina popolare, in 4 lingue, (Italiana, Francese, Inglese
e Tedesca). Motti popolari, frasi commerciali e proverbi,
raccolti da G. SBESSA, 2* edizione, pag. IV-112 . .

Doveri del macchinista navale, e condotta della macchina
a vapore marina ad uso dei macchinista navali e degh Isti-
tuti nautiei, di M. LIGNAROLO, pag. XVI-308 ..

Dramm| — vedé Letteratura drammatica. R

Duellante (Manuale del) in appendice al Codice cavalleresco,
di J. GELLI, 2* edizione, pag. VIII-256, con 26 tavole. . .

Ebanlsta — veds Falegname — Modellatore mecc. — Operaio.

Educazione del bambini — veds Ortofrenia — Sordomuti.

Economia matematica (Introduzione alla), dei Prof. F. VIR-
GILII e C. GARIBALDI, pag. XI1-210, con 19 inecisioni

Economiacpolltlca, del Prof. W. 8. JEVONS, traduzione del
Prof. L. CoSsA, 4* ediz. riveduta, pag. XVI-179. ..

Edllizia — vedi Fabbric. civili — Ingegneria civ. — Ingegn. leg.

Elettricita, del Prof. FLEEMING JENKIN, traduz. del Prof.
R. FERRINI, 8* ediz. rived., pag. X1I-287, con 40 incisioni .

Elettrochimica (Prime nozioni elementari di), del Professor
A. COSSA. pagine VIII-104, con 10 incisioni. . .

2
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Elettrotecnica (Manuale di', di GRAWINKEL-STRECKER, tra-
duzione italiana dell’Ing. FrAvIO DEsSY, pagine XVI-816,
con 3846 figure. . . . 950
Elettrochimiche (Indusme) —_ udu sttillazione del legno
Ematologia — veds Malattie del sangue.
E-brﬁogia e morfologia generale, del Prof. G. CATTA-
NEO, pag. X-242, con 71 imeisioni. . . . . . . .1580
Enociolopedia del Illrlth — veds Codici e leggi usuali d'ltalia
Enolclopedia Hoepli (Piccola), in 2 grossi vol. di 8875 pag. di

2 col. per ogni pag., con Appendice (146740 voei). . . .20 —
Energia fisica, del Prof. R. FERRINI, pag. VIII-187, con 47
ineisioni. 2+ edizione interamente rifatta . . . . 150

Enimmistica. Guida per comporre e per spiegare Enimmi
Sciarade, Anagrammi, Logogrifi, Rebus, ecc., di D. TOLo-
SANI (Bajardo), pag. XII-516, con 29 illustr. e molti esempi 6 50

Enologia, precetti ad uso degli enologi italiani, del Professor
0. OTTAVI, 4* edizione interamente rifatta da A. STRUC-

CHI, con una Appendice sul metodo della Botte unitaria pei
caleoli relativi alle botti circolari, dell’Ing. agr R. Bassi,
pag. XVI-304, con 88 incisioni . . . . . . . 250
Eloloqla domestlea, di R. BERNAGIOTTO, pag. VI-288 . 2 —
ologia di A GRIFFINI E P. onv, 4 volumi (veds Coleottori
— Ditteri — Lepidotteri — I ri).

Epigrafia latina. Trattato elementare con esercizi pratici e
facsimili, con 65 tav. del Prof. 8. RICCI. pag. XXX11-448 . 6 50

— veds Disionario di abbreviature latine.

Epllessia, Ezioldgia, Patogenesi, Cura, Dr. P. PINI, p. X-277 2 50

Eritrea (L’) dalle sue origini & tutto 'anno 1901. Appunti
cronistorici con annessi 1 carta ed 1 schizzo, un’ appen-
dice di note geografiche e statistiche e di cenni sul Be-
nadir e sui viaggi d’esploraz, di B. MELLT, di pag. X11-164 2 —

Eritrea — veds Arabo parlato — Digionario eritreo, — Gramma-
tica galla — Lingue d’Africa — Prodotti agricoli del Tropico
— Tigrd italiano.

Errori e preﬁludlzl volgari, confutati colla scorta della
scienza e del raziocinio da G. STRAFFORELLO, 2+ edizioune
accreseinta, pag. XI11-196 . . R O

Esame degll Informl — veds Semeioﬁon

Esattore comunale (Manuale dell’), ad uso anche dei Rice-
vitori provinciali, Messi esattoriali, Prefetti, Intendenti di
finanza, Agenti imposte, Sindaci e Segretari dei Comuni,
Avvocati, Ingegneri, Ragionieri, Notai e Contribuenti, del
Rag. R. MAINARDI, 2* ediz. rived. e ampl;, pag. XvVI-480 . § 50

Esercizi geografici e quesiti, sull’Atlante geografico
universale di R. Kiepert, di L. HUGUES, 8* ediz. rifatta
di pagine VvIII-208 . . 150

Esercizi sulla geometria elementare, del Prof s Pm—
CHERLE, pag. VIII-180, con 50 incisioni . . . . . . 150
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greoi, per la 4* classe ginnasiale in correlazione
1zi0m1 elemen. di lingua greca, del Pro:. V. INAMA:

f. A. V. BISCONTI, 2* ediz. rifatta, di p. XXvI-284 . 8
latini con regole (Morfologia generale), del Prof.
ERETI, pag. X1I-882. . . .1
stenografia — veds Stenograﬁa

di traduzione a complemento della grammatica
se, del Prof. G. PRAT, pag. VI-188 . . . .1
di traduzione con vocabolario a complemento
rammatica tedesca, di G. ADLER, 2* ed. »P. VIII-284. 1
ed applicazione di Trigonometria piana, con
ireizi e problemi proposti dal Prof. C. ALASIA, pag

2, con 80 ineisioni . . . . . .1
ti e modo di fabbricarli, di R. Momm, p. xx-soo 2

lone — vedi Ingegneria legale.
- veds Profumiere — Liquorista — Ricettario ind.

, del prof. M. PrLo, dipag. xx-260. ., . . . .1
lei terrenl. Garanzia dei prestiti ipotecari e della
partizione dei terreni, dell’Ing P. FILIPPINI, pag.

3, con 8 incisioni. . .8
urale, del Prof. CA.REGA m Mumccn, pag VI-164 2
lementi di) del Prof. G. VIDARI, di pag. xvI-384. 8
ia, di B. MALFATTI, 2* ediz. inter. rifusa, p. VI-200. 1
‘L’) emendato del P. G. SACCHERI, traduzione e
i G. BOCCARDINI di pag. XxXIV-126 con 55 ine, . 1
ne (Storia dell’), del Prof. CARLO FENIZIA, con bre-
io di Bibliografla evoluzionistica, pag. XIv-389 . . 8
ti civill di abitazione, dell'Ing. C. LEv1, 2* ediz.
con 207 incis., e i Capitolati d’oneri approvati dalle
ili cittd d’Italia, pag. XvI-412 . . . .4
ti rurali (Costruzione ed economia dei) 2' edmone
dall’ “ Economia dei fabbricati rurali ,, di V. Nic-

i pag. XvI-335, con 125 figure . . . . 8
». Aritmetica dell'operaio — Fonditore — Meccamco -
— Tornitore.

erraio (Manuale pralico del), di G. BELLUOMINI,
ecessaria ed indispensabile ai fabbri fucinatori, agli
atori meecanici, armajuoli, carrozzieri, carradori,
i, coltellinai, fumisti, costruttori di strumenti me-
i serrature, di arnesi rurali, di ferramenti in ge-
| a tutti quelli che si dilettano nei lavori in ferro
cciaio, di pag. VII-242, con 224 incisioni . . .2
1e ed ebanista. Natura dei legnami, maniera di
arli, prepararli, colorirli e verniciarli, loro cubatura,
SLLUOMINI, 8* ed. di pag. XII-224. con 104 incisioni 2

50
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Falilmenti (Veds Curatore di).
Fanolulli — (idioti, imbecilli, tardivi, ecc.) v. Ortofremia.
Farfalle — veds Lepidotteri.

Farmacista (Manuale del), del Prof. P. E. ALESSANDRI, 2*
edizione interamente rifatta e aumentata, corredata di tutti
i nuovi medicamenti in uso nella terapeutica, loro proprieta,
caratteri, alterazioni, falsificazioni, usi, dosi, ecc., pag. XVI-

781, con 142 tavole e 82 incisioni . . . 650

Farmacoterapia e formulario, del Dott, P. chcmm di
pag. vio-882 . . , . . . .

Ferrovie — vedié Codice doganale — Curve — Ingegneria legnlo
Macchin. e Fuochista — Trasporti e tariffe.

Fllatella — veds Digionario filatelico.

Filatura. Manuale di filatura, tessitura e lavorazione mecca-
nica delle fibre tessili, di E. GROTHE, traduzione sull’ultima
tedesca, pag. VIII-414, con 105 ineisioni . . . . b

Filologia olassica, greca e Iatina, del Prof. v Inm,
di pag. X11-195 . . . .1

Fllonauta. Quadro generale ai navxgazwne da diporto e con-
sigli ai principianti, con un Vecabolorio tecnico pid in uso
nel panfiliamento, del Cap. G. OLIVARI, pag. XVI-286 . . 2

Filosofia morale, del Prof. L. FRISO, 2* edizione riveduta
ed anmentata, di pag. XVI-850 . . . . .8

Fillossera e le principali malattie cnttogamlche della vite
con speciale riguardo ai mezzi di difesa, del Dott. V. PE-
@LION, pag. VIII-802, con 89 incisioni . . . . .8

* Fllugello — vedi Bachi da seta.

Fiorl artificiall, Manuale del fiorista, di O. BALLERINI,
pag. XV1-278, con 144 incisioni, e 1 tav.a 86 colori . . .8

— vedé anche Pomologia artificiale.

Fisica, del Prof. 0. MURANI, con 2438 incisioni e 8 tavole, 6*
edizione, completamente rifatta del Manuale di Fisiea di
BALFOUR SBTEWART pag. XVI-411 . . . . .2

Fisica cristallografica, W. Voiar, trad. A. SELu (In lav)

Fisiologla, di FOSTER, traduzione del Prof. G. Avsvi, 3+
edizione, pag. XII-158, con 18 incisioni . . .1

Fisiologla comparata — vado Anatomia.

Fislologia vegetale, del Dott. LUiél MONTEMARTINI, pag.
XVI-280, con 68 incisioni . . .1

Floricoltura (Manuale di), di C. M. Fratelli Rom, 3% od. ri-
veduta ed ampliata da G. RODA, pag. VIII-262, con 98 inc. 2

Florileglo poetico greco, del Prof. V. INAMA. (In lavoro).

Flotte moderne (Le) 1896-1900, di E. BUCCI DI SANTAFIORA.
Complemento del Mannale del thno, del C. DE AME?AGA,
pagine 1v-204 . .

. 350

50

50

60

50

50

50
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Fognatura cittadina, dell'Ing. D. SPATARO, pag X-684, con
220 figure e 1 tavola in litografia . . . . . .o

Fegnatura domestica, dell'Ing. A. CERUTTI, pag. m—421
con 200 incisioni . .

Fonditore In tuiti | metalli (Manuale del), di 6. BELLUO—
MINI, 2* edizione, pag. VIII-150, con 41 incisioni .

Fouologla itallana, di L. STOPPATO, pag. VIII-102. .

Fonologia latina, del Prof. 8. CONSOLI, pag. 208 . . .

Foreste — vcds Ingegneria legale —~ Belvicoltura.

Formaggio — veds Caseificio — Latte, burro e cacio.

Formole e tavole per il calcolo delle risvolte ad arco
circolare, adattate alla divisione centesimale ad uso de-
gli ingegneri, di F. BORLETTI, di p- XII-69, legato, .

Formulario scolastico di matematica elementare (aritme-
tica, algebra, geometria, trigonometria), di M. A. ROSSOTTI,
di pag. XvI-192 . .

Fosfati, perfosfati e concimi fosfatici. Fabbricazione ed
analisi del Prof. A. MIN0OzZI, di pag. XII-801 con 48 inc.

Fotooalchi — veds Arti grafiche — Chimica fotografica — Foto-
grafla industriale — Processi fotomeccanici.

Fotoooliografia — veds Processi fotomeccanici.

Fotooromatografia (La), del Dott. L. SAssI, pag. XXI-188,
con 19 ineisioni . . .

Fotografia Industriale (La), fotocalehi economiei per la ri-
produzione di disegni, piani, varte, musica, negative foto-
grafiche, ecc., del Dott. LUIGI GIOPPI, pag. VII-208, con
12 {incisioni e 5 tavole fuori testo. . .

Fotografia ortocromatica, del Dott. C. Bomcmx, pagme
XVI-2717, con incisioni e 5 tavole. . .

Fotograﬁa pei dilettanti. (Come dipinge il sole), di

MUFFONE, 5* edizione rifatta ed ampliata, pag. xx-888
con 99 1nclsloni e 11 tavole. .

Fotogrammetria, Fototopografia prancat.a in Italia e n.ppll-
zione della fotogrammetria all’idrografia, dell’Ing. P. Pa-
@ANINI. pag. XVI-288, con 56 figure e 4 tavole.

Fotolitografia — veds Arti gruﬂche — Processi fotomece.

Fotosmaltografia (La), applicata alla decorazione indu-

1
8

2

.2

striale delle ceramiche e dei vetri, di A. MONTAGNA, pag
.. .2

vIO-200, con 16 incisioni nel testo
FoMoupll o radioterapla — veds Luce e salute.
Fototipografia — veds Arti grafiche — Processi fotomecc.
Fragole veds Frutta minori.
Francla — veds Storia della Francia.
Francobolli — veds Dizionario filatelico.
Fraseologia francese-italiana, di E. BAROSCHI SORESINI,

pag. VII-262 . . . & v v v e e e e e e e e
Fr logia iiall ted — yvedi Conversazione — Dottrina po-
polare.

Frenastenia — vedi Ortofrenia.

50
50

50

50
50

50

50

2 50
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Frumento (I1), (come si coltiva o si dovrebbe coltivare in
Italiz) di E. AZIMONTI, 2* edizione completamente rifatta
del Manuale “ Frumento e mais , di G. CANTONI, di pa-

gine XvI-276 . . . . . . 250

Frutta minorl. Fragole, popom, ribes, uva spma ) lamponi,

del Prof. A. Puccr, pag. viO-198, con 96 incisioni . . 2

Frutta fermentate — veds Distillagione
Frutticoltura, del Prof. Dott. D. TAMARO, 3* edizxone, di

pag. XvII-219, con 81 imeisioni . . . . N

Frutti artificlall — veds Pomologia artificiale.
Fulmini e parafulmini, del Dott. Prof. CANESTRINI, pag.

VIII-166, con 6 ineisiomi . . . .2

Funghl mangereccl e funghi velenosi, del Dott. F. Ca-

VARA, di pag. XVI-192, con 43 tavole e 11 incisioni . . 4
Funzioni analitiche (Teoria delle), di G. VIVANTI, paglne .
.8

VIII-482 (volume doppio) .

Funzioni ellittiche, del Prof. E. PASCAL, pag ‘240 . 1

Fuochista — veds Macchinista e mocmm

Fuochl artificlali — vedi — — Pir i

Gallinacel — veds Animali da cortile — Colombi — Pollicoltura.

Galvanizzazione, pulitura e verniciatura dei metalli e
falvannplastica in generale. Manuale pratico per l'in-
ustriale e 1’operaio riguardante la nichelatura, ramatura,
ottonatura, doratura, argentatura, stagnatura, zincatura,
acciaiatura, antimoniatura, cobaltatura, ossidatura, galva-
noplastica in rame, argento, oro, ecc., in tutte le varie

applicaz. pratiche, di F. WERTH, di p. XVI-824, con 158 inc. 8

Galvanoplastica ed altre applicazione dell’elettrolisi. Gal-
vanostegia, Elettrometallurgia, Affinatura dei metalli, Pre-
parazione dell’alluminio, Sbianchimento della carta e delle
stoffe, Risanamento delle acque, Concia elettrica delle
pelli, ecc., del Prof. R. FERRINI, 8% edizione, completa-

mente rifatta, pag. Xm-417, con 45 incisioni . . . .4

Galvanostegia, dell’ Ing. 1. GHERSL Nichelatura, argenta-
tura, doratura, ramatura, metalhzzazxone, ece. pa.g XII-

824, con 4 incisioni . . . .8

Gastrononia (Terminologia gnstronomwa italiana e fran-
cese) di E. BORGORELLO, con 800 Menus. (In lavoro).
Gaz illuminante (Industria del), di V. CALZAVARA, pag.

XXXI1I-672, con 875 incisioni e 216 tabelle
— veds Inca.ndescenu & gaz. -

-

Gelslcoltura, del Prof. D. TAMARO, pag. XVI-175 e 22 inc. 2

Geografia, di G. GROVE, traduzione del Prof. G. GALLETTI,

2* edizione riveduta, pag. XII-160, con 26 incisioni . .1

50

50

50

50



82 ELENCO DEI MANUALL HOEPLL

Geografia classica, di H. F. TOZER, traduzione e note del

Prof. 1. GENTILE, 5* edizione, pag. Iv-168 . . . . .1 50
Geografia commerciale economica. Europa, 4sia, Ocea-

nta, Africa, América, di P. LANZONI, 2* edizione, di

pag. viI-870 . . . . .8 —
Geografia fisica, di A. GEIKIE, mduzxone dn A STOPPANI,
8+ edizione, pag. Iv-182, con 20 incisioni . . . . 150

Beologia, di A. GEIKIE, traduzione di A. STCPPANI, qnarta
edizione, Yiveduta sull’ultima edizione inglese da G. MER-

CALLI, pag. X1-176, con 47 ineisioni . . . 150
Geometria analitica dello spazio, del Prof. F. Ascamm,

pag. VI-196, con 11 incisioni. . . . 150
Geometria analitica del piano, del Prof F‘ Ascnmm di

pag. VI-194, con 12 ineisioni . . . . 150
Geometria descrittiva, del Prof. Ascnmm, pag v1~222

con 108 incisioni, 2* edizione rifatta. . . . . 1580

Geometria elementare — veds Esgercizi di Geometria pura — Com-
plementi di Geometria — Problemi di Geometria elementare.

Geometria e trigonometria della sfera, del Prof. C. ALa-

SIA, pag. VIII-208, con 84 ineisioni . . . . 150
Geometria metrica e trigonometria, del Prof s Pm-
CHERLE, 6* edizione, pag. 1v-158, con 47 incisioni. . .1 50

— veds anche Esercizi di Trigonometria.
Geometria pratica, dell'Ing. Prof. G. EREDE, 3* edizione
riveduta ed aumentata, pag. XI11-258, con 184 incis. . .2 —
Geometria projettiva del piano e della stella, del Prof.
. ASCHIERI, 2* edizione, pag. VI-22%, con 86 incisioni. . 1 50
Geometria projettiva. dello spazio, del Prof. F. ASCHIERI,
2* edizione rifatta, pag. vI-264, con 16 incisioni . . .1 50
Geometria pura elementare, del Prof. S. PINCHERLE, 6‘

edizione, con l'aggiunta delle ﬂgnte sfenche, pa.g VIII-
176, con 121 ineisioni . . . . 150

Ghiacclo — vedt Industria fngorifera
Giardino (I1) infantile, di P. CoNTI, pag. 1v-2183, 27 tav. 8 —
Qinnastica (Storia della), di F. VALLETTI, pag. VII-181 . 1 50
Ginnastica femminile, di F. VALLETTI, pag. VI-112, 67 ill. 2 —
Ginnastica maschile (Manuale di), per cura di J. GELLI,
pag. VIII-108, con 216 inecisioni . . . . . . . . .2 —
— veds anche Ginochi ginnastici.

Gioielleria, oreficeria, oro, argento e platmo, di E. Bo-
SELLI, pag. 336, con 125 incisioni. . . L4 -
— vedi anche Metalli preziosi — Pietre preziose.
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Giuochi ginnastici per la gioventi‘n delle Scuole e del po-

L.e

polo, di F. GABRIELLI, pag. XX-218, con 24 tavole . . 2 50

Giuoco (1) del pallone e gli altri affini. Giuoco del caleio
(Foot-Ball), della palla a corda (Lawn-Tennis), della palla
al muro (Pelota), della palla a maglio e dello sfratto, di

G. FRANCESCHI, di pag. VIII-214, con 34 incisioni . .2 50

Giurato, (Manuale per il) del D.r A. SETTI. 2* edizione ri-

fatta, di pag. X1v-246 . . . 250

urisdizione volontana (Manna.le della) e degh “affari da
trattarsi in camera di consiglio, del Dott. A. Formentano
(In lavoro).

_Glustizia amministrativa. Pnnc1p1 fondamentali, Compe-

tenze dei Tribunali ordinari, Competenza della IV Sezione

del Consiglio di Stato e delle Giunte provinciali ammi-

nistrative e relativa procedara, di C. VITTA, p. XII-427 .,
Glottologia, del Prof. G. DE GREGORIO, pag. XXXII-818 .
Gnomonica ossia I'arte di costruire orologi solari, lezioni

popolari di B. M. LA LETA, pag. VIII-160, con 19 figure.
Gomma elastica — veds Imitamom

Grafologia, di C. LOMBROSO, pag. V-245 e 470 fac-simili.
Grammatica albanese con le poesie rare di Variboda,

o b

~

del Prof. V. LIBRANDI, pag. XVI-200 . . . .8 -

Qrammatica Araba — veds Anbo parlato.

@rammatica araldica - vedi Araldica — Vocabolario araldico.

Grammatica ed esercizi pratici della lingua danese-
norveglana con un supplemento contenente le principali
espressioni tecnico-nautiche ad uso degli ufficiali di ma-
rina che frequentano i mari del nord e gli stretti del
Baltico, di G. FRISONI, pag. XX-488. . 4

"Grammatica ed esercizi pratici della Iingua ebralca, .

del Prof. I. LEVI fu IsAcco, pag. 192 . .
Grammatica francese, del Prof. G. PRAT, seconda edi-
zione riveduta, pag. x11-29
Grammatica e dizionario della Iingua ‘dei Galla (oro-
monica), del Prof. E. VITERBO:

Vol. I. Galla-Italiano, pag. vIo-152 . . . . . . .2
Vol. II. Italiano-Galla, pag. LXIV-106 . . . . . .2

Grammatioa gotica — veds Lingua gotica.

Grammatica greca. (Nozioni elementari di lingua greca),
del Prof. INAMA. 2* edizione, pag. XVI-208 . . 1

Grammatica della lingua greca moderna, del Prof. R.
LOVERA, pag. VI-154 . . .1

Grammatica inglese, del Prof. L. PAVI—\, pag XI-260 . 1

Grammatica italiana, del Prof. T. Conc,mr, 2* edizione
riveduta, pag. XVI-230

Grammatica latina, L. VALMAGGI, 2* ediz., pag. VII-256 1
Grammatica della lingua olandese, M. Mone,wA,p vII-124 3

2

50
50

50
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+Grammatica ed esercizi pratici della lingua portoghese-
brasiliana, del Prof. G. FRISONI, pag. XII-267
Grammatica e vocabolario della lingua rumena, ‘del Prof.
R. LOVERA, pag. VLI-200.
‘Grammatica russa, del Prof. Vomovxcn, pag x-212 .
Brammatica sanscrita — veds Sanscrito.
Grammatica della lingua slovena. Esercizi e vocabolario
del Prof. BRUNO GUYON, pag. XVI-B14.

.1
.8

.8

50

Grammatica spagnuola, del Prof. PAviA, di pag 1x-194 1 50

- @Grammatica della lingua svedese, del Prof. E. PAROLI,

agine Xv-2938 .
Grammatica tedesca, del Prof. ‘PAVIA, 20 ed dlp XVII-272
@rammatica Tigré — veds Tigrad italiano.
Grammatica turca osmanli, con paradigmi, crestomazia,
e glossario, di L. BONELLI, pag. VIII-200 e 5 tavole
@randine — vedi Assicuragioni.
@ranturco — veds Frumento e mais — Industria dei molini.
Gravitazione. Spiegazione elementare delle principali per-
turbazioni nel sistema solare, di Sir G. B. AIRY, trada-
zione di F. PORRO, con 50 incisioni, pag. XXII-176 .
@recla antica — veds Archeologia (Arte greca) — Mitologu greca
— Monete greche — Btoria antica.
Gruppi continui di trasformazioni (Parte generale della
teoria), di E. PASCAL, di pag. XI-378

1

.1

.. .8
Guida numismatica umversale, contenente 6278 indirizzi e

cenni storico-statistici di collezioni pubbliche e private, di
numismatiei, di societd e riviste numismatiche, di incisioni,
di monete e medaglie e di negozianti di monete e libri di
numismatiea, di F. GNECCHI Quarta ediz., di pag. Xv-612
Guttaperca — vedé Imitasgi
Humus @), la fertilltk e I'igiene dei terreni culturali,
del Prof. A. CASALI, pag. XVI-210 . .
Idraulica, T. PERDONI, pag. XXVIII-392 con 301 ﬂg 3 tav.
Idrografia — veds Fotogrammetria
Idroterapia, di G. GIBELLI, pag. Iv-288, con 80 incis..
— vedé amche Acque minerali e termali del Regno d'Italia.
Iglene della Bocca e dei Denfi, nozioni elementari di O-
dontologia, di L. COULLIAUX, a pag. XvI-880, e 28 ine.
Igiene del lavoro, di TRAMBUSTI A. e SANARELLI, pagine
VIII-262, eon 70 ineisioni. . . .
Igiene della pelle, di A. BELLINT, pag XVI-240, 7 incis. .
Iglene privata e medicina popolare ad uso delle famiglie,
di C. BOCK, 2* edizione italiana curata dal Dott. GIOV.
GALLI, pag. XVI-272 . . . Coe e
lgiene rurale, di A. CARRAROLI, pagme 3470 | . .
Igiene scolastica, di A. REPOssI, 2* ediz., pag. Iv-246.
Igiene veterinaria, del Dott. U. BARPI, pag. VIII-228 . .
Igiene della vista sotto il rispetto seolastlco del Dott.
A. LOMONACO, pag. XII-272. . .

-

o~

2
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Igiene della vitapubblica eprivata, G. FARALLI, p. XII-250 2 50

Igrescopi, igrometri, umidita atmosferlca del Prof. P.
CANTONI, pag. XII-142, con 24 incisioni e 7 tabelle . . 1 50

{lluminazione — veds Acetilene — Gagz. illum. — Incandescenga.

llluminazione elettrica (Impianti di), Manuale pratico del-
PIng. E. P1AZZOLI, 5* ediz. interamente rifatta, (9-10 mi-
gllaio) seguita da un’appendice cont te la legislazi
Italiana relativa agli impianti elettrici, di pag 606, con
264 incisioni, 90 tabelle e 2 tavole . . . 6 50

Imbalsamatore — veds Naturalisia preparacore — Naturalista
viaggiatore — Zoologia.

Imenotteri, Neurotteri, Pseudoneurotteri, Ortotteri e
Rincoti italianl del Dott. E. GRIFFINI (Entomologm 1v),
pag. XvI-687, con 248 incisioni. . . 450

imitazione di Cristo (Della), Libri quattro di ‘Gro. GER-
SENIO, volgarizzamento di CESARE GUASTI, con proemio
e note di G. M. ZAMPINI, pag. LVI-396 . 3 50

Imitazioni e succedanei nei grandi e piccoli prodotti indu-
striali. Pietre e materiali da costruzione, Materiali re-
frattarii, Carborundum, Amianto, Pietre e metalli preziosi,
Galvanoplastica. Cuoio, Linoleum, Seta e fibre tessili
diverse, Paste da carta, Materie plastiche, Colle e gomme,
Gomma elastica e Guttaperca, Avorio, Corno, Ambra,
Madreperla, Celluloide, Viscoso, Cere e grassi, Materie
concianti, Legno, Agglomerati di carbone, di segatura, di
snghero, Polvere pirica, Caffée, Profumi, Vetrerie, ece.,
dell’Ing. I. GHERSI, di pag. XVI-591, con 90 incisioni . 6 50

Immunita e resistenza alle malattie, di A. GALLT Va-
LERIO, pag. VII-218. . . 1 50

Imflego ipodermico e la dosatura dei rimedl, 'Manuale

terapeutica del Dott. G. MALACRIDA, pag. 805 . . .8

Imposte dirette (Riscoss. delle), E. BRUNI, pag. VII-158. 1 50

Inoandescenza a gaz, (Fabbricazione delle rencelle) di L.
CASTELLANI, pag. X-140, con 83 incisioni. . . L. 2 —

Inchiostrl — veds Ricettario industriale — Vernici ecc.

Inclsionl — vedi Amatore d’oggetti d'arte e di curiosith.

Indovinelll — vedi Enimmistica.

Industria (I) frigorifera di P. ULIvL. Nozioni fondamentali,
macchine frigorifere, raffreddamento dell’aria, ghiaccio ar-
tificiale e naturale, dati e calcoli numerici, nozioni di fi-
sica e cenni sulla hquefanone dell’aria e dei gaz, di pa-
gine XII-168, con 36 figure e 16 tabelle . . L2 —

Industrie elottrochimlche — veds Distillazione del legno

Industrie (Piccole). Scuole e musei industriali - Industrie
agricole e rurali - Industrie manifatturiere ed artistiche,

di I. GHERSI, 2* ed. completam. rifatta del Manuale delle
Piccole Industrie del Prof. A. ERRERA. pag. XO0-372 . 8 50

Infanzia — veds Terapia delle malattie dell’ — Giardino infantile
— Nutrizione — Ortofrenia — Sordomuto.

Infezione — veds Disinfezione — Medicatura antisettica.
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infortunii sul lavoro — veds Legge sugli.

Infortunii della montagna (Gli). Manuale pratico degli Al-
pinisti, delle guide e dei portatori, del Dott. O. BER-
NHARD, traduzione con aggiunte del Dott. R. CURTI, di
pag. XVIII-60, con 65 tav. e 175 figure dimostrative .

Infortuni sul Iavoro, (Mezzi tecnici per prevenirli) di
MAGRINI, di pag. XXXII-252, con 257 ineisioni.

— gedi am:he Leggi per gli.

Ingegnere agronomo — veds Agronomia — Prontuario dell’agric.

Ingegnere civile. Manuale dell’ingegnere civile e industriale,
del Prof. G. COLOMBO, 20* edizione modificata e aumen-
tata, (52° al 54° migliaio), con 221 fig., pag. XIv-428 .

Il medesimo tradotto in francese da P. MARCILLAC

Ingegnere navale. Prontuario di A. CIGNONI, pag. XXXII-
292, con 36 figure. Legato in pelle ..

Ingegnere rurale (Prontuario dell’) — Veds Agnco]tore

|n?egner|a legale per tecnici e giuristi (Manuale di), del-

LION. Commento ed illustrazione con la pit re-
cente giurisprudenza: Responsabilitd - Perizia - Servith -
Piani regolatori e di ampliamento - Legge di sanitd - Re-
golamenti d’igiene ed edilizii - Espropriazione - Miniere -
Foreste - Catasto - Privativa industriale - Acque - Strade -
Ferrovie - Tramvay - Bonifiche - Telefoni - Appalti - Ripa-
razioni - Cimiteri - Derivazioni di acque pubbliche - Monu-
menti d’arte e d’antichita, ecc., pag. VIII-5562

Iinghilterra — veds Storia d’ lnghilerra.

Insegnamento (L’) dell’ltaliano nelle Scuole Secondarie.
Esposizione teorico-pratica con esempi, del Prof. C. TRA-
BALZA, di pag. XVI-254 . .

Insetti nocivi, del Prof. F. FRANCESCHINI, pag vm-264
con 96 incisioni .

Insetti utili, del Prof. F. Fxmcmscmm, d pag  XII-160,
con 43 incisioni e 1 tavola . .

Interesse e sconto, del Prof. E. GAGLIARDI, "2+ edizione
rifatta e aumentata, pagine VIII-198 . [N

Inumazioni — veds Morte vera.

fpnotismo — veds Magnetismo — Bpiritismo — Telepatia.

Ipoteche (Man. per l¢), di A. RABBENO, pag. XVI-247

Islamismo (L’) del Prof. I. P1zz1, di pag. vi-494. . .

Ittiologia italiana, del Dott. A. GRIFFINI, con 244 incis,
Descriz. dei pesei di mare e d’acqua dolce, di p. XVIII-469

— veds anche Piscicoltura — Ostricoltura.

Lacche — veds Vernici ecc.

Latte, burro e cacio. Chimica analitica applicata al easei-
ficio, del Prof. SARTORI, pag. X-162, con 24 incisioni
Lavori femminili — veds Abiti per signora — Biancheria — Mac-

chine da cucire — Monogrammi — Trice a fuselli.

Lavori marittimi ed impianti portuali, di F. BASTIANT,
di pag. XXIII-424, con 209 figure . ..

Lavori pubblici — vedi T.eggi sui lavori pubblici

o

50

50
50
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50

50

50

50

50
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Lavori in terra (Manuale di), dell'Ing. B. LEONI, pag. XI-
805, con 88 imecisioni . . . .. .
Lavoro (I1) delle donne e dei fancmlll. Nnovs legge e re-

golamento 19 giagno 1902 — 28 febbraio 1908. Testo
atti parlamentari e commento, per cura dell’Avv. E. No-
SEDA di pag. Xv-174 .
Lawn-Tennis, di V. BA.DDELEY pnma waduzione italiana
con note e aggiunte del trad., pag. XXX-206, con 18 illustr.
Legge (La nuova) comunale e provinciale, annotata da E.
AZZOCCOLO, 4* edizione, interamente rifatta con 1’ag-
giunta del regolamento e di 2 indici, pag. X11-820. .
Legge sui lavori pubblicl e regolalnenti di L. FRANCHI,
pag. IvV-110-CXLvVII. * .
Legge lavoro donne e tanclulll — veds lavoro.
Legge sull’ordinamento giudiziario, dell’Avv. L. chm,
pag IV-92-CXXVI. .
?ende popolari di E. "MUSATTI 8* ediz. di P " vIm-181
Leg

e convenzionl sul dirittl d’autore — veds Codici e leggi u-
suali d’ Italia, vol. IIL

Leggi per gi’Infortunii sul lavore, dell’Avv. A. SALVA-
TORE, pag. 812

D)

L.c.

50

60

50

150

. 150

.8
Leggi e convenzionl sulle pnvative industriall disegm.,

modelli di fabbrica, marchi difabbrica e di commercio, di
L. FRANCHI. (In lavoro).

Leggi sulla sanita e sicurezza pubblica, di L. FRANCHI,
pag. Iv-108-xc1r . .

Leggi sulle tasse di Registro e Bollo, con appendiee, del

of. L. FRANCHI, pag. Iv-124-cix1 . . , . . .

Legg! usuali d’italia — veds Codici e leggi.

Leghe metalliche ed amalgame, alluminio, nichelio, me-
talli preziosi e imitazione, bronzo, ottone, monete e me-
daglie, saldature, dell’Ing. I. GHERSI, P- xv1-481, con 15 ine.

Legislazione delle acque di D. CAVALLERI, di pag. xv-274

Legisiazione Mortuaria — vedi Morte.

Legilslazione sanitaria |ta|iana, (La nuova) di E. NOSEDA.

pag. voI-570. . . -.

Legislazione rurale, secondo i1 progra.mms. govemtivo pet
gli Istitutl Teenici dell’Avv. E. BRUNI, pag. x1-428 .

— vedi C a dei legnami — Falegname.

Legnn artificiale — vedé Imitagioni.

Legno (Lavorazione dei prodotti di distillazione del) — veds Di-
stillazione.

\ Lepidotteri italiani, del Dott. A. GRIFFINI (Entomol. II),
pag. XIiI-248, con 149 incisioni. .

Letteratura albanese (Manuale di), del Prof. A. STBATch
pag. XXIv-280. . .

Letteratura americana, @i G, STRAFFOB.ELLO pag 158

Letteratura araba, del Prof. I. P1zzI di pag. xII-388

— vedi anche Islamismo.

-

50

60

. 150

D

)

50
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L
Letteratura assira, del Dott. B. TELONI di pag XV-266 e

tre tavole fuori testo .

Letteratura catalana, del Prof RESTORI (In lavoro)

Letteratura danese — vedsi Letteratura norvegiana

Letteratura drammatica, di C. LEvI, pag. X1-339.

Letteratura ebraica, di A. REVEL, 2 vol., pag. 364

Letteratura egiziana, di L. BRIGIUTIL (In lavoro).

Letteratura francese, del Prof. E. MARCILLAC, tradusz.
di A. PAGANINI, 8* edizione, pag. VIII-198 . . .

Letteratura greca, di V. INAMA, 14* ediz. riveduta (dal
56° al 61° migliaio) pag. vm-236 e una tavola. . .
itteratura indiana, A. DE GUBERNATIS, pag. VIII-159

-Jtteratura inglese, di E. 8oLAzzI, 2* edizione, di pa-
gine vin-194 . . .

Letteratura italiana, del Prof C FENINI, dsue ongim al
1748, 6* edizione completamente rifatta dal Prof. V. FER-

RARI, pag. XVI-291 . . .

Letteratura italiana moderna, (1748-1870) Aggmnti 2 qua-
dri sinottici della letteratura contemporanea (1870-1901)
del Prof. V. FERRARI, pag. 290 . .

Letteratura italiana moderna e oontemporanea l748-

901, del Prof. V. FERRARI, pag. VIII-406 . .

I.ottontllra latina — veds Letteratura romana

Letteratura norvegiana, di 8. CONSOLI, pag. XVI-272.

Letteratura persiana, del Prof. I. P1zz1, pag. X-208 .

Letteratura provenzale, di A. RESTORI, pag. X-220 .

Letteratura romana, del Prof. F. RAMORINO, 6* edizione
corretta, di pag. v1n-849

Letteratura spagnuola e portoghese, del "Prof. L. Cap-
PELLETTI, 2* edizione rif. da B. SANVISENTI (In lavoro).

Letteratura tedesca, del Prof. O. LANGE, 3* edizione ri-
fatta dal Prof. MINUTTI, pag. XVI-188 . . .

ra ungherese, di ZIGANY ARPAD pag. " X11-295.
Louo awl'@ s'ave, del Prof. D. CIAMPOLI 2 volumi:
1. Bulgari, SBerbo-Croati, Yugo-Russi, pag. 1v-144.
II. Russi, Polacchi, Boemi, pag. 1v-142 . ..

Lexicon Abbreviaturarum quae in lapidibus, codicibus et chutis
praesertim Medii-Aevi occurrunt — veds Digionario di abbre-
viature.

Limoni veds Agrumi.

Lingua araba — veds Arabo parlato — Dizionario eritreo — Gram-
matica Galla — Lingue dell’Africa — Tigrs.

Lingua gotica, grammatica, esercizi, testi, vocabolario com-
parato con ispecial riguardo al tedesco, inglese, latino e
greco, del Prof. 8. FRIEDMANN, pag. XVI-388 . . .

Lingua greca — veds Esercizi — Filologla -- Florilegio — Grnm-
matica — Letteratura — Morfologia — Dialetti — Verbi.

—

.1

-
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Lingue dell’Africa, di R.CusT, versione italiana del Prof.

A. DE GUBERNATIS, di pag. Iv-110 . . . . . 150

Lingua latina veds Digionario di abbrevmture latine — Epigraﬂa.

— Bsercizi — Filologia classica — Fonologia — Grammatica
— Letteratura romana — Metrica — Verbi.

Llnu.ue !ermaniono — veds Grammatica danese-norvegiana inglese,

tod sved

Lingua Turca Osmanli — veds Grammatica.

Lingue neo-latine, del Dott. E. GORRA, pag. 147. . . .1 50

Lingue straniere (Studio delle), di C. MARCEL, ossia L'arte
di pensare in una lingua st,raniera, traduzione del Prof.
DAMIANT, di pag. XvVI-186 . . P O 1/ ]

Linoleum — veds Imitazioni.

I.Iquldatore di sinistri marittimi — veds Avarie e sinistri marit-
timi.

Liguorista, di A. RossI, con 1270 ricette pratiche. Mate-
riale, Materie prime, Manipolazioni, Tinture, Essenze na-
turali ed artificiali, Fabbricazione dei liquori per mace-
razione, digestione, distillazione, con essenze, tinture, ece.,
Liquori speciali, Vini aromatizzati, pag. XXX1-560, con
19 incisioni nel testo . . . . . b -

Litografia, di C. DOYEN, di pag. vm-261 con 8 tavole ]

40 figure di attrezzi, ecc., occorrenti al litografo N

Lluto — veds Chitarra — Hundolinma — Strum. ad arco.

Logaritmi (Tevole di), con 6 decimali, di O. MULLER, 6*
ediz., aumentata delle tavole dei logaritmi d’addizione e
sottrazione per cura di M. RAINA, di pagine xxxXVI-191.

(11, 12, 18° migliaio) . . . . 150
Logica, di W. BTANLEY JEVONS traduz. del Prof. C. CAN- .
TONI,\5* ediz. di pag. VII-166, con 15 incisioni. . . .1 50

Logica matematica, del Prof. C. BURALI-FORTI, p. VI-158. 1 50
Logismografia, di C. CHIESA, 8* ediz., pag. xIv-172 . .1 50
Logogrifi — vedé Enimmistica.
Lotta — veds Pugilato.
Luce e colori, del Prof. G. BELLOTTI, pag. X-157, con 24
incisioni e 1 tavola. . . . 150
Luce e suono, di E. JONES, traduzwne d1 U FOB.NAI(.I, di
pag. VIII-386, con 121 incisioni. . . .3 —
Luce e salute. Fototerapia e radloterapla del Dott. A.
BELLINI, di pag. XII-8362, con 65 figure . . 8 50
Macchine (Atlante di) e di Caldaje, con testo ¢ note' di
Tecnologia, di pag. xv-80, con 112 tavole e 170 figure in
iscala ridotta . . .8 —
Macchine a vapore, (Manuale del costrattore dl), di H. HAE-
DER. Edizione italiana compilata sulla 5* edizione tedesca,
con notevoli aggiunte dell’Ing. E. WEBBER, pag. XVI-452,
con 1444 incisioni e 244 tabelle, legato in bulgaro rosso . 7 —
Macchine agricole. del Conte A. CENCELLI-PERTI, di pag
VII-216, con 68 incisioni. « o e . .2 -
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Macchine per cucire e ricamare, dell’Ing. ALFREDO GA-
LASSINI, pag. VII-280, con 100 ineisfoni . . . . 2 60
Macchinista e fuochlsta, del Prof. G. GAUTERO, rivedato
e ampliato dall’lng. Prof. LORIA, 9* ediz. con Appendice
sulle Locomobili e le Locomotive e col Regolamento sulle
caldaie a vapore, pag. XxX-194, con 84 incfsioni. . . .2 —
Macchinista navale (Manuale del), di M. LIGNAROLO, 2* ed.
rifatta, pag. XXIv-602, con 844 incisioni . . . .1750
Macinazione — vedi Industrie dei molini — Panificasione.
Magnetismo ed elettricita. Principt e applicazioni esposti
elementarmente, del Prof. F. GRASSI. 8* ediz. completa-
mente rifatta del manuale di POLONI e GRASSI, di pa-
gine XVvI-508, con 280 figure 6 tavole fuori testo . . . 6 560
Magnetismo ed Ipnotismo, del Dottor G. BELFIORE, 2* ed.
fatta pag. vIII-896 . . 3 60
Malale (11). Razze, metodi di rlproduzione, i allevamento
ingrassamento, commercio, salumeria, patologia suina e
terapeutica, tecnica operatoria, tossicologia, dizionario sui-
no-tecnico, del Prof. E. MARCHI, 2* ediz., pag. XX-786,
con 190 incisioni e una Carta . 6 50
Maioliche e porcellane (L’amatore m), ‘i L. DE MAURI, il-
lustrato da splendide incisione in nero, da 12 superbe
tavole a colori e da 3000 marche. - Contiene: Teenica della
fabbricazione - 8guardo generale sulla storia delle Cerami-
che dai primi tempi fino ai giorni nostri - Cenni storici ed
artistiei su tutte le fabbriche - Raccolte di 3000 marche cor-
redate ognuna di notizie relative, e coordinate ai Cenni Sto-
rici in modo che le ricerche riescano di esito tmmedsato -
Dizionario di termini Artistici aventi relazione coll’Arte Ce-
ramica e di oggetti Ceramici speciali, coi prezzi correnti.
Bibliografia ceramiea, indiei vari, pag. Xr-650. . . . .1250
Mais (I1) o granotureo, o formentone o granone, o me]gone.
o melica, o melicotto, o carlone, o polenta, ecc. Norme
per una buona coltivazione, di E. AZIMONTI, 2* edizione
rifatts dal Manuale “ Frumento e Mais , di E. CANTONI,
ag. XII-196 con 61 incisioni nel testo. . . .2 50Q
lala ie dei paesi caldi, del Dott. C. Muzio. (In 1avoro). «
Malattie erittogamiche delle piante erbacee coltivate, del
Dott. R. WOLF, traduzione con note ed aggiunte del Dott.

P. BACCAR.INI, pag. X-268, con 50 incisioni . . . L2 —
Malattie ed alterazione dei vlnl del Prof. 8. CETTOLINT, di
pag. XI-188, con 13 incisioni. . .2 —

Malattie della vlto vedi Filossera — Malame crlttogamiche

Mammiferi — veds Zoologia.

Mandarini — veds Agrumi.

Malattie del sangue. Manuale 4’ Ematologm del Dott. E. RE-
BUSCHINI, pag. VITI-432 . . . N . 8 50

Mandato commerciale, di E. VmARL pag v1-160 . . .150
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Mandolinista (Manuale del), di A. PISANI, pag. XX-140, con
18 figure, 3 tavole e 89 esempi. . . . . e L2 -

Manicomio — veds Assistenza pazsi — Psichintrix
Manzoni Alessandro. Cenni biografici, di L. BELTRAMI, di

pag. 109, con 9 autografi e 68 incisioni. . . . . 150

Marche di Fahbrio- — veds Amatore oggetti d’arte —Leggi sulle
proprietd — Majoliche.

Mare (I1). V. BELLIO, pag. IV-140, con 6 tav. lit. a colori. 1

Marine (Le) da guerra del mondo al 1897, di L. D’Anm,

pag. XvI-820, con 77 illustrazioni. . . .4

Marino (Manuale del) militare e mercantlle, del Conu- am-
miraglio DE AMEZAGA, con 18 xilografiie, 2* edimone,
eon appendice di BUCCI DI SANTAFIORA . . . . b

Marmista (Manuale del), di A. Riccr, 2* edizione, pag xu-
154, con 47 imeisioni . . . . . . . . . . . . .

llrmo — vedi Imitagioni.

Massaggio, del Dott. R. MAJNONI, p. XII-179, con 51 ine.. 2

Mastici — veds Ricettario industriale — Vernici, ecc.
Matematica (Complementi di) ad uso dei chimici e dei na-

turalidti, di G. VIVANTI, di pag. x-881 . . . .3

Matematiche superiori (Repertorio di). Definizioni, formole,
teoremi, cenni bibliografici, del Prof. E. PASCAL.
Vol. 1. Analisi, pag. XvI-642

Vol. II. Geometna, e indice ge1.1 [}eri? vol. pag. 950 9
Materia medica moderna (Man. di), G. MALACRIDA, p. XI-761 7

MateAall artificiali — v. Ricettario indust. — Imitaz. e succedanei.

Meccanica, del Prof. R. STAWELL BALL, traduzione del
Prof. J. BENETTI, 4* edizione, pag. XVI-214, con 89 inc.. 1

Meccanica (La) del macchinista di bordo, per gli Ufficiali
macchinisti della R. Marina, i macchinisti delle Compa-
gnie di navigazione, i Costruttori e i Periti meccanici, gli
Allievi degli Istituti Tecnici e Nautici e delle Scuole Indu-

striali e Professionali, di E. GIORLI, con 92 figure . . .2

Meccanico (I1), ad uso dei capi teenici, ma.cchim'sti, elettri-
cisti, disegnatori, assistenti, capi operai, condutiori di cal-
daie a vapore, alunni di Scuole industriali, di E. GIOB.LI,

4» edizione ampliata, pag. xVI-424, con 204 incisioni . . 8

Meccanismi (500), scelti fra i pit importanti e recenti rife-
rentisi alla dinamica, idraulica, idrostatica, pneumatica,
macchine a vapore, molini, torchi, orologerie, ecc., di H.
T. BROWN, trad. d. Ing. F. CERRUTI, 8* edizione it.aliana.

50

50

50
60

50

pag. VI-176, con 500 imeisioni . . . . 250

Medaglie — veds Leghe metalliche — Monete greche — Monete
romane — Numismatica — Vocabolarietto dei numismatici.

Medicatura antisettica, del Dott. A. ZAMBLER, con prefa-

zione del Prof. E. TRiTONI, pag. XVI-124, con 6 ineis. . 1 50
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va — veds Chirurgia.
), (I) di C. Muz10. 8* edizione del Nuovo ’

)i mediei pratici, di pag. Xvi-492 . . . .5 —

della) — veds Arte.

>aga giornaliera.

1 uso delle scuole e degli agenti di commer-
‘XARDO, pag. X1-452. . . . . . . . .4
¢ Gnomonica.

i (oro, argento, platino, estrazione, fusione,
di G. GORINI, 2* ed., p. II-196, con 9 inc.. 2
- v. Galvanizz.— Galvanoplastica — Galvanostegia.

. Colorazione e decorazione chimica ed elet-
alli, bronzatura, ossidazione, preservazione e
ell'Ing. I. GHERSI, pag. VIII-192. . . . .2

ds Coltivasione delle miniere — Fonditore —
che — Biderurgia — Tempera ® cementazione.

jenerale, del Dott. L. DE M.mcm, pag. VI-
wole colorate. . . . . . .1
Climatologia — Igroscopi

eci e dei | romani di L. MULLER, 2+ odizione
rontata colla 2% tedesca ed annotata dal Dott.
LERICO, pag. XVI-186. . . . P |

— veds Ritmica e metrica italxana

versale ed il Codice Metrico Internazionale,
fabetico di tutti i pesi misure, monete, ecc.,
[ACCHINI, pag. XX-482 . . . . 6
uale pratico della) e dei vari sisteml della co-
ia in Italia, d. Prof. A. RABBENO, p. VIII-196 1
nghi mangerecci — Malattie crittogamiche — Tar-

Perché e come dobbiamo difendercidai mi-
ie intettive, Disinfezioni, Profilassi, del Dott.
pag. vVII-142. . . . . .2
+d¢ Anatomia microscopica — Ammsh parassm —
Batteriologia — Prostitologia — Tecnica prosti-

1), Guida elementare alle osservazioni di Mi-
1 Prof. CAMILLO ACQUA, p. XII-226, 81 inc. 1
anerale, del Prof. L. BOMBICCI, 2* ediz. ri-
\g. XVI-190, con 183 inc. e 3 tavole . . .1
'scrittiva, del Prof. L. BoMBICCIL, 2* edi-
. IvV-800, con 119 incisioni. . .8
ramone delle), di 8. BERTOLIO, 2' edlz ri~
“ Arte Min. , di ZOPPETTI, p. VIII-284 . 2
— veds Zolfo.
8 botti — veds Enologia.
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Misure — veds Avarie e sinistri marittimi — Codice del Perito Mi-
suratore — Metrologia — Monete — Strumenti metrici.
Mitilicoltura — veds Ostricoltura — Piscicoltura.
Mitologia (Dizionario di), di F. RAMORINO. (In lavoro).
Mitologia comparata, del Prof. A. DE GUBERNATIS, 2*
edizione, di pag. VII-150. (Esaurito).
Mitologia greca, di A. PORESTI:
Volume I. Divinsta, di pag. viIr-264 . . . . .
Volume II. Fros, di pag. 188 . . . . . . . .
Mitologie orientall, di D. BassI:
Vol. I. Mitologia babilonese—aesixra, pag. XvI-219.
Vol. II. Mitologia egiziana e fenicia. (In lavoro)
Mnemotecnia — veds Arte della memoria. .
Mobili artistici — veds Amatore d’oggetti d’arte.
-Moda — veds Abiti — Biancheria — Fiori artificiali — Trine.
Modellatore meccanico, falegname ed ebanista, del Prot.

G. MINA, pag. XVII-428, con 293 incisioni e 1 tavola .

Molini (L’ Industria dei) @ la macinazione del frumento,
di C. SIBER-MILLOT, di pag. xx-259, con 108 incisioni
nel testo e 8 tavole. . .

Momenti resistenti e pesi di travl metalliohe composte.
Prontuario ad uso degli Ingegneri, Architetti e costruttori,
con 10 figure ed una tabella per la chiodatura, dell’Ing.
E. BCHENCK, di pag. X1-188. . ., .

Monete greche, di 8. AMBROSOLI, di pag. x1v-286 con 200
fotoincisioni e 2 carte geografiche. . .

Monete (Prontuario delle), pesi e misure inglesl raggna-
gliate a quelle del sistema decimale, dell’Ing. GHERSI, di
pag. XII-196, con 47 tabelle di conti fatti e 40 facsimili
delle monete in corso .

Monete romane. Manuale elementare compil da F. GNEO-
CHI, 2* edizione, riveduta corretta ed ampliata, di pag.
XXVII-870, con 25 tavole e 90 figure nel testo . .

Monogrammi, del Prof. A. BEVERI, 78 tavole divise in tro

serie, le prime due di 462 in due cifre e la terza in 116
in tre cifre . . .

Montatore (11) di macchlne. Opera amcchita dn oltre 250
esempi pratici e problemi risolti, di 8. DINARO, di pa-
gine XI11-,68 . . , ,

Morfologia generale — veds Embrlologu.

Morfologia greca, del Prof. V. BETTEI, pag. Xx-376

Morfologia italiana, del Prof. E. GORRA, pag. VI-142 .

Morte (La) vera e la morte apparente, con appendice “ La
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legislazione mortuaria , di F. DELL’ACQUA, p. VIII-186 .

Mosti (Densit dei), dei vini e degli spiriti ed i problemi
che ne dipendono, ad uso degli enochimici, degli eno-
teonici e dei distillatori, di E. CILLISs, di pag XVI-280,
eon 11 figure e 46 tavole.

Musel — veds Amatore oggetti d’arte e cnrioslth — Amutore ma-
ioliche e porcellane — Armi antiche — Pitturs - Scoltura.

Mutuo soccorso — vedsi Bocietd mutuo soccorso

Napoleone l°, di L. CAPPELLETTI, 28 fotvine., p. XX-272.

Naturalista preparatore (I1), del Dott. R. GESTRO, 8* edi-
zione riveduta ed aumentata del Manuale dell’ Imbalsa-
madtore, di pag. XvI-168, con 42 incisioni . .

Naturalista viaggiatore, del Prof. A. ISSEL e R. GEs'mo
(Zoologia), di pag. vIII-144, con 38 incisioni . .

Nautica stimata o Navigazione plana di F. TaMr, di pag
XXXII-179, con 47 inecisioni. .

Neurotteri — vedé Imenotteri.

Nevrastenia del Dott. L. CAPPELLETTI di pag, xx-490

lichelatura — veds Galvanostegia.

Notaio (Manuale del), aggiunte le Tasse di registro, di bollo
ed ipotecarie, norme e moduli pel Debito pubblico, di A.
GARETTI, 4* ediz. riveduta e ampliata, pag. vII-380.

Numeri — vedi Teoria dei numeri.

Numismatica, del Dott. 8. AMBROSOLI, 3.* ediz. riveduta,
di pag. XVI-250, con 250 fotoinc. e 4 tav. .

Numismatica — veds Guida numismatica.

Nuotatore (Manuale del), del Prof. P. ABBO, di pag. XII-
148, con 97 incisioni .

latrizione del bambino. Allattam. natarale ed s.rt.lﬁcmle,
del Dott. L. COLOMBO, pag. XX-228, con 12 incisioni.

locultismo — veds Magnet. e ipnotismo — Bpiritismo — Telepatia.

Ooulistica — veds Igiene della vista — Ottica.

Odontologia — veds Igiene della bocca.

Olii vegetali, animali e minerali, loro applicazioni di G.
GORINI, 2* edizione completamente rifatta dal Dott. G.
FABRISs, di pag. vIII-214, con 7 inecisioni .

Olivo ed olio. Coltivazione dell’olivo, estrazione, pnnﬁca~
zione e conservazione dell’olio, del Prof. A. ALOI, 5* edi-
zione accresciuta e rinnovata, di p. XvI-865, con 65 inc.

Omero, di W. GLADSTONE, traduzione di R. PALUMBO e
C. FIORILLI, di pag. XII-196 . . . e e .

Onde Hertziane — veds Telegrafo senza fili.

Operalo (Manuale dell’). Raccolta di cognizioni utili ed in-
dispensabili agli operai tornitori, fabbri, calderai, fondi-
tori di metalli, bronzisti, aggiustatori e meccanici di G.
BELLUOMINI, 5* ediz. aumentata, di pag. XVI-262 .
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Operazioni doganall — veds Codice doganale — Trasporti e tariffe.

Oratoria — veds Arte del dire — Rettorica — Stilistica.

Ordinamento degli Stati liberi d’Europa, del Dott. F. Ra-
CIOPPI, 2° edizione, di pag. XII-816 . ,

8

Ordinamento degli Stati liberi fuori d’Eur'op&, del Dott. .

F. RACIOPPI, di pag. VIII-376 .

Ordinamento giudiziario — veds Leggi snll’
Oreficieria — veds Gioielleria — Leghe metalliche — Metalli pre-

giosi — Baggiatore.

Organoterapia, di E. REBUSCHINT, pag. VIII-482 .

Oriente antlco — veds Storia antica.

Ornatista (Manuale dell’), dell’Arch. A. MELANT. Raccolta
di iniziali miniate e incise, d’inquadrature di pagina, di
fregi e finalini, esistenti in opere antiche di biblioteche,
musei e collezioni private. XXIV tavole in colori per mi-
niatori, calligrafi, pittori di insegne, ricamatori, incisori,
disegnatori di ecaratteri, ecc., I* serie, in-8 . .

Orologeria moderna, dell’Ing GARUFFA, di pa,g vior- 302
eon 276 ineisioni.

— weds amche Gnomonica.

Orologi artistici — vedi Amatore di oggetti d’arte.

Orologi solarl — veds Gnomonica.

Orticoltura del Prof. D. TAMARO, 2* edizione rifatta, di
pagine XVI-576, con 110 incisioni . e e e

Ortocromatismo — veds Fotografia.

Ortofrenia (Manuale di), per I’educazione dei faneiulli fre-
nastenici o deficienti (idioti, imbecilli, tardivi, ecc. ), del
Prof. P. PARISE, di pag. XI1I-281 . . .

Ortotteri — veds Imenotteri ecc.

Ossidazione — veds Metallocromia.

Ostetricia (Manuale di) Ginecologia minore, per le leva-
triei di L. M. BossI, di pag. Xv-493, con 113 incisioni
Ostricoltura e mitilicoltura, del Dott. D. CARAZZI, con

18 fototipie, di pag. vIr-202 . .

Ottica, di E. GELCICH, pag. XVI-576, con 216 inms [ 1 tav

Ottone — veds Leghe metalliche.

Paga giornaliera (Prontuario della), da cinquanta cente-

gimi a lire cinque, di C. NEGRIN, di pag. 222.

Paleoetnologla, del Prof. J. REGAZZONI, di pag. x1252
con 10 ineisioni .

Paleografia, di E. M. Tnompson, mduzwne dall mglese,
con aggiunte e note del Prof. G. FUMAGALLI, 2* edizione
rifatta, di pag. X1-178, con 30 inec. e 6 tav,.

Paleontologia (Compendio di), del Prof. P. VINASSA DE
REGNY, di pag. XVI-512, con 356 figure intercalate
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Pallone (Giuoco del) — veds Giuoco.

Panificazione razionale, di PoMPILIO, pag. IV-126 . .

Parafulmini — veds Elettricita — Fulmini.

Pazzla — veds Psichiatra — Grafologia.

Pediatria — veds Nutrizione del bambipo — Ortopedia — Terapia
malattie infanzia.

.2

Pellagra (La), Storia, eziologia, patogenesi, proﬁlam di G.
. .2

ANTONINT, di pag. VIII-166 con 2 tav. .

Pelle — veds Igiene della.

Pelli — veds Concia delle pelli.

Pensloni — veds Societd di mutuo soccorso.

Pege -- Prodotti agricoli.

Perfostati — veds Fosfati — Concimi — Chimica agraria.

Perito — vedi Codice nel perito misuratore — Ingegneria legale.

Pesci — veds Ittiologia — Ostricoitura — Piscicoltura.

Pesi e misure — veds Avarie e sinistri marittimi — Metrologia —
Misure e pesi inglesi — Monete — Strumenti metrici — Tec-

nologia monetaria.

Peso dei metalli, ferri quadrati, rettangolari, cilindrici,
a squadra, a U, a Y, a Z, a T e a doppio T, e delle
lamiere e tubi di tutti i metalll, di G. BELLUOMINL

di pag. XXIV-248. .38
Planeti — veds Astron. — Coumogr — Gra.vn: — Spettroscopio
Pianista (Manuale del), di L. MASTRIGLI, pag. XvVI-112 . 2

Piante e fiori sulle finestre, sulle terrazze e mnei cortili.
Coltura e descrizione delle principali specie di varietd, di
A. Puccol, 2* edizione, pag. VIII-214, con 117 incisioni

Piante industriali, coltivazione, raccolta, preparazione, di
G. GORINI, nuova edizione, di pag. II-144. . . . .

Piante tessili (Coltivazione ed industrie delle), propnamente
dette e di quelle che danno materia per legacci, lavori
d’intreccio, sparteria, spazzole, scope, carta, ecc., coll’ag-
giunta di un dizionario delle piante ed industrie tessili,
di oltre 3000 voci, del Prof. M. A. SAVORGNAN D’ OSOPPO,
di pag. XII,-476, con 72 inecisioni.

Piccole Industrie — veds Industrie.

Pletre artificiali — veds Imitazioni.

Pietre preziose, classificazione, valore, arte del giojelliere,
di G. GORINI, 2* edizione, di pag. 138, con 12 incisioni.

Pirotecnia moderna, di F. DI Ma1o, 2* edizione riveduta
ed ampliata, di pag. Xv-188 con 21 incisioni. .

Piscicoitura (d’acqua dolce), del Dott. E. BETTONI, di pa—
gine VIII-818. con 85 incisioni .

Pittura ad olio, acquarello e mmnatura (Manuale per di-
lettante di), paesaggio, figura e fiori, di G. RONCHETTI,
pag. XvI-280, 29 incis. e 24 Tav. in zincot. e cromolit. .

Pittura italiana antica e moderna. dell’Arch. A. MELANT,
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2+ edizione completamente rifatta, di pag. XXX-430 con
28 Incisioni intercalate e 187 tavole. ’ Ce .

Plastioa — vedi Imitazioni.

Pollicoltura, del March. G. TREVISANI, 5* edizione rifatta,
di pagine XvI-230, con 90 inmeisioni . . . . . . .

Polverl piriche — veds Espledenti — Pirotecni

Pomologia, descrizione delle migliori varieta di Albicocchi,
Ciliegi, Meli, Peri, Peschi, del Dott. G. MOLON, con 86
incigioni e 12 tavole colorate, di pag. XXxXm-717 . . .

Pomologia artificiale, secondo il sistema Garnier-Vallett,
del Prof. M. DEL LUPO, pag. VI-182, e 34 incisioni .

Poponl — veds Frutta minori.

Porcellane — veds Maioliche — Ricettario domestico.

Porco (Allevamento del) — veds Maiale.

Portl di mare — veds Lavori marittimi.

Posologia — ved: Impiego ipodermico.

Posta. Manuale Postale di A. PALOMBI. Notizie storiche
sulle Poste d’Italia, organizzazione, legislazione, posta
militare, unione postale universale, con una appendice
contenente le norme relative ad alcuni servizi accessori
della posta, di pag. xxx-309., . . .

Prato (I1), del Prof. G. CANTONI, di pa.g 146, con 15 ine.

Prealpi bergamasche (Guida-itinerario alle), compresa la
Valsassina ed i Passi alla Valtellina ed alla Valcamonieca,
colla prefazione di A. STOPPANI, e cenni geologici di A.
TARAMELLI, 3* edizione rifatta per cura della Sezione
di Bergamo del C. A. L., con 15 tavole, due carte topo-
grafiche, ed una carta e profilo geologico. Un volume di
pag. 290 e un vol. colle carte topografiche in busta .

Pregiudizi — veds Errori e pregiudizi. Leggende popolari.

Previdenza — veds Assicuraz. — Cooperaz. — BSocietd di M. 8.

Privative Industrialli — veds Leggi sulle — Ingegneria legale.

Problemi di Geometria elementare, dell’Ing. I.-GHERSI,
(Metodi facili per risolverli), con circa 200 problemi ri-
solti, e 119 incisioni, di pag. xXmI-160 , coe

Procedura civile e procedura penale — veds Codice.

Procedura privilegiata fiscale per la ri i delle imposte di-
rette — veds Esattore.

Processi fotomeccanici (I moderni). Fotocollografia, fototi-
pografia, fotoealcografia, fotomodellatura, tricromia, del
Prof. R. NAMIAS, p. vIII-316, 58 fig., 41 illustr. e 9 tav.

Prodotti agricoli del Tropico (Manuale pratico del pian-
tatore), del Cav. A. GASLINIL. (Il caffé, la canna da zue-
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chero, il pepe, il tabaceo, il cacao, il te, il dattero, il co-
tone, il cocco, 1a coca, il baniano, 1’alog, l’indaco, il ta~
marindo, 1’ananas, 1’albero del chinino, la juta, il baobab,
11 papaia, l'albero del caoutchouc, la guttaperea, 181‘8.]1010,
le perle). Di pag. xvI-270 .

Produzione e commercio del vine in Italla, di' 8. Mon-
DINI, di pag. VII-303 . .

Profumiere (Manuale del), di A. ROSSI, con 700 ricette prs~
tiche, di pag. IV-476 e 58 mcmom .

— veds anche Ricettario d industr. — 8

Prolezionl (Le). Materiali, Accesson, Vednte a movunento,
Positive sul vetro, Proiezioni speciali policrome, stereo-
scopiche, panoramiche, didattiche, ecc., del Dott. L. S8AssI
di pag. XVI-447, con 141 incisioni. e e

Prolezioni ortooonali — veds Disegno.

Prontuario di geografia e statlstlca, del Prof. G. Ga-
ROLLO, pag. 62 . . .

Prontuario per ie paghe — oedc Paghe —_ Conci l'am

Proprieta letteraria, artistica e industriale — veds Leggi.

Proprietario di case e di opifici. Imposta sui fabbnca.n,
dell’Avv. G. GIORDANI, di pag. XX-264. . . .

Prosodia — veds Metrica dei greci e dei romani - Bltm:ca.

Prospettiva (Manuale di), dell’Ing. L. CLAUDI, 2* edizione
riveduta di pagine XI-61 con 28 tavole . e

Protezione degll animali (La), di N1GRO LICO, p. VIII-200

Protistologia, di L. MAgal, 2* ed., p. XVI-278, 98 ineis.

Prototipl (I) internazionali del metro e del kilogramma ed il co-
dice metrico internazionale — veds Metrologia.

Proverbl in 4 lingue — veds Dottrina popolare.

Proverbl (516) sul cavallo, raccolti od annotati dal Colon-
nello VOLPINI, di pag. XIX-172

Psichiatra. Confini, cause e fenomeni della pazzm Con-
cetto, classificazione, forme cliniche o diagnosi delle ma-
terie mentali. Il manicomio, di J. FINZI, pag. VIII-225 .

Psicologia, del Prof. C. CANTONI, pag. VIII-168, 2* ediz. .

Psicologia fisiologica, del Dott. G. MANTOVANTI, pag. VIII-
165. con 16 incisioni

Psicologia musicale. Appuntl pens1er1 e dlscusmom, di
M. PiLo di pag. x-259. . .

Psicoterapia di G. PORTIGLIOTTI, di pag X11-318, 22 inc.

Pugilato e lotta per la difesa personale, Box inglese e
francese, di A. COUGNET, pag. XXIV-198, 104 incis.

Raccoglitore (Il) di J. GELLI (In lavoro).

Rachitide (La) e le deformita da esse prodotte, del Dott.
P. MANCINI. (In lavoro).

Radiografia — veds Raggi Rontgen.

Radioterapia — veds Luce e salute.

Ragioneria, del Prof. V. GITTI, 4* edizione riveduta. di
pag. VIII-141, con 2 tavole . e e e e e
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Ragioneria delle cooperative di consumo (Manuale di),
del Rag. G. RoTa, di pag. Xv-408

Ragioneria industriale, del Prof. Rag. ORESTE BERGmA-
8CHI, di pag. VII-280 e molti moduli

Ragioniere (Prontuario del). (Manuale di calcolazloni mer-
cantili e bancarie), di E. GAGLIARDI, pag. XIi-603 . .

Ramatura — veds Galvanostegia.

Razze bovine, equine, suine, ovine e caprine di F. FAELLI,
di pag. XX-872, con 75 illustrazioni delle quali 16 colorate

Rebus — veds Enimmistica.

Reclaml ferroviaril — veds Trasporti e tariffe.

Registro @ Bollo — vedi Leggi sulle tasse di.

‘Regolo calcolatore e sue applicazioni nelle operazioni.

opografiche, dell’Ing. G. PozzI, di psg XV-288, con 182
incisioni e 1 tavola. . . .
Roliomnl e lingue dell’india inglese, di R Cus'r, 1radom)
dal Prof. A. DE GUBERNATIS, di pag. Iv-124 .
Resistenza dei materiali e stabilita delle costruzioni, di
P. GALLIZIA, pag. X-386, con 286 inc. e 2 tavole. . .
Responsabilith — veds Ingegneria legale.
Rettili — veds Zoologia.
Rettorica, ad uso delle Scuole, di F. CAPELLO, p. VI-122.
Ribes — veds Frutta minori.

Rioami — veds Biancheria — hine da cucire — Monogrammi
— Piccole ind ie — Ricettario d tico — Trine.
Ricchezza mobile, dell’Avv. E. BRUNI, pag. VIII-218
Ricettario demestico, dell'Ing. I. GHERSI. Adornamento
della casa. Arti del disegno. Giardinaggio. Conservazione di
animali, frutti, ortaggi, piante. Animali domestici e nocivi.
Bevande. Sostanze alimentari. Combustibili e illuminazione.
Detersione e lavatura. Smacchiatura. Vestiario. Profumeria
e toeletta. Igiene e medicina. Mastici e plastica. Colle e
gomme. Vernici ed encaustici. Metalli. Vetrerie, di pag. 550
con 2840 consigli pratici e ricette accuratamente scelte.

Ricettario industriale, dell'lng. 1. GHERSI. Procedimenti
utili nelle arti, industrie e mestieri, caratteri; saggio e con-
servazione delle sostanze naturali ed artificiali d’uso comu-
ne; colori, vernici, mastici, colle, inchiostri, gomma ela-
stica, materie tessili, carta, legno, fiammiferi, fuochi d’arti-
ficio, vesro; metalli, bronzatura, nichelatura, argentatura,
doratura, galvanoplastica, incisione, tempera, leghe; filtra-
zione; materiali impermeabili, incombustibili, artificiali; ca-
scami, olii, saponi, profumeria, tintoria, smacchiatara, im-
bianchimento; agricoltura, elettrieity; 2* edizione, rifatta e

L.c.
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anmentata, di pag. VII-704, con 27 inc. e 2886 ricette

Ricettario fotografico. Terza edizione riveduta e mnotevol-
mente ampliata di nuove formole e procedimenti del Dott.
L. BassI, di pag. xxI1v-229 . . . .

Rillevi — veds Cartografia — Compens errori — Telematru.

Risorgimento italiano (Storia del) {814-1870, con I'ag-
giunta di un sommario degli eventi posteriori, del Prof.
F. BERTOLINI, 2* ediz,, di pag. vII-208 . . .

Ristauratore dei dipinti, del Conte G. SECCO—SUAB.DO, 2
volumi, di pag. XVI-269, X1I-862, con 47 incisioni.

Ritmica e metrica razionale Italiana, del Prof. RoCCO
MURARI, di pag. XVI-216. . .

Rivoluzione francese (La) (1789—1799), del Prof. Dott. Gun
PAoLo SOLERIO, di pag. IV-176. . ce .

Roma antica — veds Mitologia — Monete — Topograﬁ.s.

Rontgen (I raggi di) e le loro pratiche applicazioni, di
ITALO TONTA, pag. VIII-160, con 65 incis e 14 tavole .

— veds anche — Fototerapia e radioterapia.

Rhum — veds Liquorista.

Saggiatore (Manuale del), di F. BUTTARI, di pag. VIII-245,
con 28 ineisioni .

Sale (11) e le Saline, di A. DE GASPARIS. (Processl indu-
striali, usi del sale, prodotti chimici, industria manifat~
turiera, industria agraria, il sale nell’economia pubblica
e nella legislazione), di pag. VIII-858, con 24 ineisioni

Salumiere — veds Majale.
Sanatorii — veds Tisici e sanatorii.

Sanita e sicurezza pubblica. — Vedi Leggs sulla.

Sanscrito (Avviamento allo studio del), del Prof. F. G. FumMI,
2* edizione rifatta, di pag. XII-254

Saponi (L’industria saponiera), con alcuni cenni gullindu-
stria della soda e della potassa. Materia prima e fabbri-
cazione in generale. Guida pratica dell’Ing. E. MARAZZA,
(esanrito, & in lavoro la 2* edizione).

Sarta da donna — veds Abiti — Biancheria.

Scacchi (Manuale del ginochi degli), di A. SEGHIERI, 2*
ediz. ampliato da E, ORSINI, con una appendice alla se-
zione delle partite ginocate e una nuova raccolta di 52
problemi di autori ital., di pag. VI-810, eon 191 incis.

Scaldamento e ventilazione degli ambienti abitati, di R.
FERRINI, 2* ediz., di pag. VIII-300, con 98 ineisioni..

Scenografia (La). Cenni storici dall’evo classico ai nostri
giorni, di G. FERRARI, di pag. XXIV-827, con 16 inci-
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Scherma italiana di J. GELLI, 2» ediz., di pagine VI-251,
con 108 figure .

Solarade — veds Enimmistica.

Scienza delle finanze, di T. CARNEVALI, pag. 1v-140 .

Scritture d’affari (Precetti ed esempi di), per uso delle
Scuole tecniche, popolari e commerciali, del Prof. D. MAF-
FIOLI, 3* ediz. ampliata e corretta, di pag. vII-221 .

Sconti — veds Interesse e sconto.

Scoperte geografiche — veds Cronologia.

Scultura italiana autica e moderna (Manuale di), dell’Arch.
A. MELANI. 2* edizione rifatta con 24 incisioni nel testo
e 100 tavole, di pag. XVII-248 . .

Scuole industriali — veds Industrie (Piccole).

Segretario comunale — veds Esattore.

Selvicoltura, di A. SANTILLI, di pag. vII-220, e 46 inc..

Semelotica. Breve compendio dei metodi fisici di esame
degli infermi, di U. GABBI, di pag. XVI-216, con 11 ine.

Sericoltura — vedé Bachi da seta — Filatura — Gelsicultura —
Industria della seta — Tintara della seta.

Servith — veds Ingegneria legale.

Shakespeare, di DOWDEN, trad. di A. BALZANI, p. XII-242

Seta (Industria della), del Prof. L. GABBA, 2 ed., p. IV-208

Seta artificiale — veds Imitazioni.

Slourezza pubblica — veds Leggi di sanita.

Siderurgia (Manuale di), dell’Ing. V. ZOPPETTI, pubbhcat.o
e completato per cura dell’Ing. E. GARUFFA, di pag. Iv-
368, con 220 incisioni . .

Sieroterapia, del Dott. E. Rznuscmm, di pag VIm-424

Sigle epigrafiche — veds Dizionario di abbreviature.

Sinistri marittimi — veds Liquidatore di avarie.

Sintassi francese, razionale pratica, arricchita della parte
storico-etimologica, della metrica, della fraseologia com-
merciale, ecc., del Prof. D. RODARI, di pag. XVI-206

— (Esercizi relativi alla) del Prof. D. RODARI. (in lavoro).

Sintassi latina, di T. G. PERASSI, di pag. VII-168 .

Sismologia, del Capitano L. GATTA, di pag. VII-175, con
1€ incisioni e 1 carta . .o .

Smacchiature — veds Ricettario domesﬁco

Smalti — ved¢ Amatore d'oggetti d’arte — Fotosmaltografia —
Ricettario industr.

Soccorsi d’urgenza, del Dott. C. CALLIANO, 4* edizione
riveduta ed ampliata, di pag. XLVI-852, con 6 tav. litogr.

Socialismo, di G. BIRAGHI, di pag. XVv-285. ..

Societa di mutuo soccorso. Norme per l'assicurazione delle
pensioni e dei susssidi per malattia e per morte, del Dott.
G. GARDENGHI, di pag. VI-152. . .

Societa industriali Italiane per azloni del Dott. F. Prc-
CINELLI, di pag. XXXVI-h34. .

Le
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Sociologia generale (Elementi di), del Dott. EMILIO MOR-
SELLI, di pag. XII-172. .

Sofisticazione e adulterazione del vmo e dell’aceto di
A. ALOT (In lavoro),

Sordomuto (I) e la sua istruzione. Manuale per gli al-
lievi e le allieve delle R. Scuole normali, maestri e ge-
nitori, del Prof. F. FORNARI, di pag. VIII-282, coe 11 ine.

-— vedé anche Ortofrenia.

Sostanze alimentari. — vedi Conservazione delle.

Specchi (La fabbricazione degli) e la decorazione del vetro
e oristallo, del Professor R. NAMIAS, di pagine X1I-156,
con 14 incisioni

Spettrofotometria (La) appheat,a. alla Lhunica ﬂsmloglca
alla Clinica e alla Medicina legale. Studio critico speri-
mentale di G. GALLERANI, di pag. X1x-395, con 92 inci-
sioni e tre tavole

Spettroscopio (Lo) e le sue apphcazuom, di R A Pao—
CTOR, traduzione con note ed aggiunte di F. PORRO, di
pag. VI-179, con 71 incis. e una carta di spettri

Spiritismo, di A. PAPPALARDO, Seconda edizione, con 9
tavole, di pag. XvI-216 . Coe

-~ veds anche Magnetismo — ’l'elepatw.

Spirito di vino — ..4¢ Alcool — Cognac — Distillaz. — Liquorista.

Stagno (Vasellame di) — veds Amatore di oggetti d’arte e di cu-
riosith — Leghe metalliche.

Statica — veds Metrologia — Strumenti metrici.

Statistica, del Pr. F. VIRGILII, 8 ed., rifatta pag. xIx-226

Stearineria (L’industria stearica). Mannale pratico deil’Ing.
E. MARAZZA, di pagine XI-284, con 70 incisioni e molte
tabelle . . . .

Stelle — wveds Asn-onomm — Cosmognﬂa — Gravxtazwne —
8pettroscopio.

Stemmi — veds Araldica — Numismatica — Vocabol. araldico.

Stenografia, di G. GIORGETTI, (secondo il sistema Gabel-
sherger-Noe), 2 ediz., (esaurito, & in lavoro la 8* ediz.).

Stenografia (Guida per lo studio della) sistema Gabelsber-
ger-Noe, compilata in 35 lezioni da A. NICOLETTI, 8 ed.
riveduta, di pag. vim-160. . .

Stenografia. Esercizi graduali di lettura e di scrittura ste-
nografica (sistema (Gabelsberger-Noe), con 3 novelle del
Prof. A. NICOLETTI, 2* ediz., di pag. VIII-160 .

— vedi anche Antologia stenografica — Dizionario stenografico.

Stenografo pratico (Lo) di L. CRISTOFOLI, di pag. XII-181

Stereometria applicata allo sviluppoe dei solidi e alla loro

e

—

costruzione in carta, del Prof. A. RIVELLI, di pag. 90,
R

con 92 inecisioni e 41 tavole. . . . . ,
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Stilistica, del Prof. F. CAPELLO, di pag. Xm-164.
- Stilistica latina, di A. BARTOLI. (In lavoro).

Stimatore d’arte — veds Amatore di oggetti d’'arte e di curiositd
— Amatore di maioliche e porcellane — Armi antiche

Storia antica. Vol. 1. L'Oriente Antico, del Prof. 1. GEN-
TILE, di pag. X11-282 . . .

Yol. II. La Grecia, di G. TONIAzzo, pa.g W—216 .

Storia dell’Arte, del Dott. G. CAROTTI. (In lavoro).

Storia dell’arte militare antica e moderna, del Cap. V.
ROSSETTO, con i7 tav. illustr., di pag. VIII-504. .

— vedi anche Armi antiche.

Storia e cronologia medioevale e moderna, in CC tavole
sinottiche, del Prof. V. CASAGRANDI, 3* edizione, con
nuove correzioni ed aggiunte, di pag. VIII-254 .

Storia della ginnastica. — Vedi Ginnastica.

Storia d’ltalia (Breve), di P. ORsI, 2* ed. rived., p. XII-276 .

Storia di Francia, dai tempi pid remoti ai giorni nostri,
di G. BRAGAGNOLO, di pag. XVI-424, con tabelle crono-
logiche e genealogiche. . .

Storia Mtal. (Man. di), di C. CANTU, pag Iv-160 (esa.nnca)

Storia d’Inghilterra dai tempi pid remoti ai giorni nostri,
del Prof. G. BRAGAGNOLO, di pag. XVI-867 .

Storia della muslca, del Dott. Uumns-mxmn, 20 ed1z1one
ampliata, di pag. XI11-380.

Strumentazione, per E. PROUT versione ‘talmna eon note
di V. Riccr, 2‘ ediz. rived., di p. XVI-214, 95 incis.

Strumenti ad arco (Gli) e Ia musica da camera, del Duca
di CAFFARELLI, di pag. x-285. . . .

Strumenti metrici (Principt di statica e Joro applicazwne
alla teoria e costruzione degli), dell’Ing. E. BAGNOLI, di
pag. VIII-252, eon 192 incisioni . .

Stufe — veds Scaldamento.

8uomo — veds Luce e suono.

Suocedanei — veds Ri rio ind iale — Imi

Sughero — veds Imitagioni e danei

Surrogati — veds Ricettario industriale — Imit:

Sussidi — veds Hocietd di mutuo soccorso.

Tabacco, del Prof. G. CANTONI, di pag. IV-176, con 6 inec.

Tabacchiere artistiche — veds Amatore di oggetti d'arte.

Tacheometria' — veds Celerimensura — Telemetria — Topografia
— Triangolazioni.

Tamarindo — veds Prodotti agricoli.

Tappezzerie — veds Amatore di oggetti d’arte e di curivsita.

Tariffe ferroviarie — redi Codice dog. — Trasporti e tariffe.

L.c.
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Tartufi () ed i funghi, loro natura, storia, coltura, conser-
vazione e cucinatura, di FOLCO BRUNI, di pag. vII-184
Tasse di registro, bollo, ecc. — vedsi Codice di bollo — Esattore
— Imposte — Leggi Tasse Reg. e Bollo — Notaio — Ricch. mob.
Tassidermista — veds Imbalsamatare — Naturalista viaggiatore.

Tatuaggio — veds Chiromangzia e tatuaggio.

T® — veds Prodotti agricoli.

Teatro — veds Letteratura drammatica — Codlce del teatro.

Tecnica micr ica — veds A ia micr

Tavole d’alllgazwne per V'cro e per l’argento con nume-
rosi es. pratici per il loro uso, F. BUTTARI, p. XII-220.

Tavole logaritmiche — veds Logaritmi.

Tavole schematiche della Divina Commedia di Dante Ali-
ghieri, di L. PoLACCO, seguite da sei tavole topogr. in
cromolit. disegn. dal Maestro G. AGNELLI, pag. X-152 .

Tecnica protistolegica, del Prof. L. MAGGI, pag. XVI-318

Tecnologia — veds Dizionario tecnico.

Tecnologia meccanica — veds Modellatore meccanico.

Tecnologia e terminologia monetaria, di G. BACCH.ETTI,
di pag. XvI-191 . . .

Tetefono, di D. V. PICCOI.I d1p Iv-120 con 38 ineis., L 2.
(Esanrito, & in lav. la 2® ediz. complet. rifatta da G, MOTTA).

Telegrafia, del Prof. R. FERRINI, 2* edizione corretta ed
accresciuta, di pag. VII-815, con 104 incisioni . .

Telegrato senza fili ¢ Onde Hertziane di O. MURANI, ai
pag. xv-341, con 172 ineisioni . . .

Telemetria, misura delle distanze in guerra, del Cap G
BERTELLI, di pag. XIII-145, con 12 zincotipie . .

Telepatia (Trasmissione del pensiero), di A. PAPPALARDO,
2s ediz. di pag. XVI-279 . R

— veds anche Magnetismo — Ipnonsmo — Spmnsmo

Tempera e cementazione, dell’Ingegner FADDA, di pagine
VIII-108, con 20 incisiom. .

Teoria dei numeri (Primi elementl della), per 11 Prof U
SCARPIS, di pag. VIII-152 .

Teoria delle ombre, con un cenno sul Chiaroseuro o sal
colore dei corpi, del Prof. E. BONCI, di pag. VIII-164, con
36 tavole e 62 figure .

Terapia delle malattie dell’mfanzia, del Dott. G. CATTA-
NEO, di pag. XII-506 . . .

Termodinamuca Prof. G. CATTANEO, pag X-196, 4 ﬂg

Terremoti — veds Slsmologis — Vulcanismo.

Terreni — veds Chimica agraria — Concimi — Humus.

Tessitore (Manuale del), del Prof. P. PINCHETTI, 2* ediz.
riveduta, di pag. XvI-812, con illustrazioni

L.c.
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Tessuti di lana e di cotone (Analisi e fabbricazione dei).

Manuale pratlco razionale di O. GIupIcr, di pag XII-864
16

eon 1098 incisioni colorate , . .

Testamenti (Manuali dei), per cura del Dott G SER.nu
di pag. vI-288 . . .

Tigré-italiano (Manuale), con due dmonanem 1ta.hano-t.igre
e tigrd-italiano ed una cartina dimostrativa degli idiomi
parlati in Eritrea, del Cap. M. CAMPERIO, di pag. 180 . 2

Tintore (Manuale del), di R. LEPETIT, 8* edizione, di pa-

gine X-279, con 14 inecisioni. . . .4

Tintura della seta, studio chimico teenico, @ T PASCAL,

di pag. XvI-482 . . . .5

Tipografia (Vol. I). Guida per ch1 stampa e fa stampare -
Compositori, Correttori, Revisori, Autori ed deton, di 8.

LANDI, di pag. 280. . . . .2

Tipografia (Vol. II). Lezioni di eomposxzione ad uso deglt
allievi e di quanti fanno stampare, di S. LANDI, di p. vIII-

271, corredato di figure e di modelli. . . . , .. 2

— veds anche Vocabolario tipografico.

Tisici e i Sanatorii (La cura razionale dei), del Dott. A.
ZUBIANI, prefaz. del Prof. B. SILVA, p. XLI-240, 4 incis. 2

Titoli di rendita — veds Debito pubblico — Valori pubblici.

Topografia e rillevi — veds Cartografia — Catasto — Celerimen-
sura — Compensazione errori — Curve — Disegno topografice
— Estimo terreni — Estimo rurale — Fotogrammetria — Geo-
metria pratica — Prospettiva — Regolo calcolatore — Tele-
metria — Triangolazioni.

Topografia di Roma antica, di L. Bons.uu, di pag. vIm-

486, con 7 tavole . . .4

Tornitore meccanico (Gulda pratlcn del), ovvero sistems
unico per calcoli in generale sulla costruzione di viti e
ruote dentate. arricchita di oltre 100 problemi risolti, di
8. DINARO, 2* edizione, di pag. X175 . . . . .2

Traduttore tedesco (Il), compendio delle principali dmi-
colth grammaticali della Lingua Tedesca. del Prof. R.

MINUTTI, di pag. XVI-224. . .1

Trasporti, tariffe, reclami ferrovnari ed nperaziom do-
ganali. ‘Manuale pratico ad uso dei commercianti e pri-
vati, colle norme per l'interpretazione delle tariffe vigenti,
di A. BIANCHI 2% edizione rifatta. di pagine XVI-208,

Travi metallici composti — Vedi Momenti resistenti.

Triangolazioni topografiche e triangolazioni catastali,
dell’Ing. O. JACOANGELIL. Modo di fondarle sulla rete geo-
detica. di rilevarle e calcolarle, di pag. Xiv-340, con 82
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L.c
incisioni, 4 quadri degli elementi geodetici, 32 modelli
pei caleoli trigonometrici e tavole ausiliarie . . . . . 7 60

Tri tria — veds Celeri a — Esercizi Geometria me-
trica — Geometria metrica — Logaritmi.

Trigonometria della sfera — veds Geometria e trigonom. della.

Trine (Le) a fuselli in Italia. Loro origine discussione,
confronti, cenni bibliografici, analisi, divisione, istruzioni
tecnico-pratiche con 200 illustrazioni intercalate nel testo
di GIACINTA ROMANELLI-MARONE, di pag. vIi-881 . . 4 50

Tubercolosi — veds Tisici.

Uccelli canori (I nostri migliori); loro caratteri e costumi.
Modo di abituarli e conservarli in schiavitd., Cura delle
loro infermitd. Maniera per ottenere la riproduzione del

Canarino, di L. UNTERSTEINER, di pag. X1I-176 . . .2 —
Ufficiale (Manuale per 1) del Regio Esercito italiano, di U.
MORINI, di pag. XX-388 . . . 850

Ufficiaie sanitario (Manuale dell’) di C. ToNziG e G.
RUATA (In lavoro).

Unita assolute. Definizione, Dimensioni, Rappresentazione.
Problemi dell’Ing. G. BERTOLINI, pag. X-124. . . . 250

Usciere — veds Conciliatore.

Uva spina — veds Frutta minori

Uve da tavola. Varieta, coltivazione e commerclo, del Dott:

D. TAMARO, 3+ edizione, di pag. XVI-278, con tavole co-
lorate, 7 fototipie e 57 inecisioni . . . 4 -

Valli Iombarde — veds Dizionario alpino — Prealpi Bergama.sche

Valori pubblici (Manuale per I'apprezzamento dei), e per le
operazioni di Borsa, del D. F. PICCINELLI, 2* edizione
rifatta e accrescinta, di pag. XxIv-902 . . .. . .180

Valut: i — ved¢ Pr io del ragioniere.

Vasellame antico — veds Amatore di oggetti d’arte e curiosita.

Veleni ed avvelenamenti, del Dott. C. mems, di pas
XVI-208, con 20 ineisioni., . . . . . 250

Velocipedi — veds Ciclista.

Ventagli artistici — veds Amatore di oggetti d’arte e di curiosita.

Ventilazione — veds Bcaldamento.

Verbi greci anomali (I), del Prof. P. SPAGNOTTI, secondo
le Grammatiche di CURTIUS e INAMA, pag. XXIV-107 .1 50

Verbi latini di forma particolare nel perfetto e nel su-
pino, di A. F. PAVANELLO, con indice alfabetico di dette
forme, di pag. v1-215 . . . . . . . . 150

Vermouth — vedi Liquorista.

Vernici (Fabbricazione delle), e predotti affini, lacche,
mastici, inchiostri da stampa, ceralacche, dell’Ing. er
FORNARI, 2* ediz. riveduta e ampliata di pag. XI1I-244 . 2 —

Netri artiatlcl — vedi Amatore oggetti d'arte — Specchi — l"oto-
smaltografia.
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Vetro (Il). Fabbricazioune, lavorazione meeccanica. applica-
zioni alle costruzioni, alle arti ed alle industrie, dell’ing.
G. D’ANGELO. di pag. XIX-527, con 325 figure intercalate,
delle quali 25 in tricromia . . .

Vini bianchi da pasto ¢ Vini mezzo colore (Gmda pra.tlea
per la fabbriecazione, ’affinamento e la conservazione dei),
di G. A. PRATO, di pag. X1I-276, con 40 inc. .

Vino (11), di G. GRASSI-SONCINI, di pag. XVI-152.

Vino aromatizzato — veds Cognac — Liquorista.

Vitiooltura. Precetti ad uso dei Viticoltori italiani, del Prof.
0. OTTAVI, 5* ed. riveduta ed ampliata da A. S8TRUCCHI,
di pag. XvI-227, con 30 inecisioni ., . .

Vocabolarietto pel numismatici (in 7 lingue), del Dott. 8.
AMBROSOLI, di pag. VIII-134 . .

Vecabolario araldico ad uso degli itallanl del Conte G
QUELFI, di pag. VIII-294, con 356 ineisioni . .

Yooabolario compendioso della lmgua russa, del Prof.
VOINOVICH, di pag. XVI-238 . .

Vocabolario tipografico, di S. LANDI. (In ]avoro)

Volapiik (Dizionario italiano-volaptik), preceduto dalle No-
zioni compendiose di grammatica della lingua, del Prof.
C. MATTEI, secondo i prineipii dell'inventore M. SCHLEYER,
od a norma del Dizionario Volapuk ad uso dei francesi,
del Prof. KERCKHOFFS, di pag. XXXx-198 . ..

Volaplik (Dizion. volapiik-ital.), Prof. C. MATTEL, p. XX-204.

Volapiik, Manuale di conversazione e raccolta di vocaboli
e dialoghi italiani-volaptik, per cura di M. Rosa, Tom-
MASI e A. ZAMBELLI, di pag. 152. . .

Vulcanismo, del Cap. L. GATTA, di pag. VIII-268 e 28 inc.

Zeoche — veds Terrninologin monetaria.

Zolfo (Le miniere di) di' G. CAGNI. di pag. XI1-275, con 84
incigioni e 10 tabelle . . . ..

Zoologla, dei Prof. E. H. GIGLIOLI e G. CAVANNA :

Invertebrati, di pag. 200, con 45 figure . .

II. Vertebrati, Parte I, Generahm Ittiopsidi (Pescl ed
Anfibi), di pag. XVI-156, con 838 incisioni .

III. Vertebrati. Parte II, SBauropsidi, Teriopsidi (Rettﬂi
Uccelli e Mammiferi), di pag. XvVI-200, con 22 incis..

Zoonosi, del Dott. B. GALLI VALERIO, di pag. Xv-227.

Zooteenia del Prof. G. TAMPELINI, p. VIII-297, 52 incis.

Zucchero (Industria dello):

I. Coltivazione della barbabietola da succhero, del’Ing,

B. R. DEBARBIERI, di pag. XvI-220, con 12 inc..
II. Commercio, importanza economica e legislazione
doganale, di L. FONTANA-RUSSO0, di pag. XII-244 .
11I. Fabbricastone dello zucchero di barbalietola del-
I'Ing. A. TACCANI, di pag. XII-228, con 71 ineis .
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