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VORWORT
Das vorliegende Werk ist von uns in vieljähriger gemeinsamer Arbeit geschaffen

worden. Wenn auch die Fundamente schon seit Jahrzehnten vorhanden waren, so

stellten sich dem Aufbau der Theorie sowohl hinsichtlich der strengen Beweisführung

wie hinsichtlich der klaren Darstellung doch so mannigfache Schwierigkeiten entgegen,

daß keiner von uns beiden für sich allein imstande gewesen wäre, sie zu überwinden.

Das im ersten Teil zur Gewinnung des Fundamentalsatzes der Theorie eingeschlagene

Verfahren hätte bei allgemeinerer Fassung der Hilfssätze I, II durch ein wesentlich

kürzeres ersetzt werden können; wir glaubten jedoch dem zwar etwas längeren, dafür aber

leichter verständlichen Verfahren hier den Vorzug geben zu sollen. Besondere Schwierig-

keiten hat uns die gegen Ende des zweiten Teiles durchgeführte Erzeugung der Eie-

MANN'schen Thetafunktion bereitet; sie gelang uns erst, nachdem die im vierten Ab-

schnitt am Schlüsse des achten Artikels stehende EosT'sche Gleichung gewonnen und

damit die Art der Abhängigkeit der EiEMANN'schen Konstanten ik^, ,2kp von der

Beschaffenheit der vorgegebenen {2p + l)-facli zusammenhängenden Fläche T und von

dem Charakter des zur Verwandlung dieser Fläche in eine einfach zusammenhängende

Fläche benutzten Schnittsystems aufgedeckt war.

Die Theorie der PiiVM'schen Funktionen iV'" Ordnung, die dadurch charakterisiert

sind, daß sie in Gruppen von N Funktionen beim Überschreiten der Schnitte lineare

Transformationen erleiden und zugleich durch voneinander unabhängige Grenz- und

Unstetigkeitsbedingungen vollständig bestimmt werden können, läßt sich mit Hilfe des

allgemeinen PRVM'schen Modulsatzes in ganz analoger Weise durchführen, wie es hier

für die Funktionen erster Ordnung geschehen ist. Wir hoffen, daß es uns vergönnt ist,

auch diese, in ihren Grundzügen längst vorhandene, Theorie in gemeinsamer Arbeit

ausführlich zu entwickeln.

Würzburg, im Juli 1911.
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Erster Abschnitt.

Integration der partiellen Differentialgleiclmng Aw = für eine Kreistläclie Lei

vorgegebener, den Bedingungen der Endlichkeit nnd Integrierbarkeit genügender

Kandfunktion.

1.

In einer Ebene sei eine Kreisfläche mit dem Radius B gegeben (s. Fig. 1). Ihren

Mittelpunkt nehme man zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems

mit den Achsen OX, OY und bezeichne mit x, y die

Koordinaten irgend eines Punktes cP im Innern der

Kreisfläche in bezug auf dieses Koordinatensystem,

mit r, t (^aVt<in) seine Polarkoordinaten in bezug auf

ein Polarkoordinatensystem, dessen Pol der Punkt 0,

dessen Polarachse die X-Achse ist, und bei dem der

positive Drehungssinn so gewählt ist, daß eine Drehung

um Y die positive Richtung der X-Achse in die positive

Richtung der F- Achse überfuhrt. Entsprechend be-

zeichne man mit |, t] die rechtwinkligen Koordinaten

eines Punktes auf dem Rande 9t der Kreisfläche, mit

B, (f
(<i<'i><-ii) seine Polarkoordinaten. Es bestehen dann

die Beziehungen:

X = r cos t,

y = r sin t,

>x

Fig. 1

^ = B cos (p,

j] = Bsin (p.

Für einen diese Kreisfläche in seinem Innern enthaltenden Teil der Ebene sei

nun eine reelle, einwertige Funktion u der beiden reellen unabhängigen Veränderlichen

X, y gegeben, welche den folgenden Bedingungen genügt. Für alle Punkte der Kreis-

fläche, d. h. sowohl für die im Inntu'n als auch für die auf dem Rande 9t gelegenen Punkte,

soll die Funktion ti stetig sein; in derselben Ausdehnung sollen die partiellen Derivierten

P-R, I. 1
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du du d^ r^u^
existienni und ebenfalls ste% sein; endlich sollen die zweiten Derivierten

dx' dy' dx^ ' öy
die Gleichung Am =4-^ +^ = erfüllen. Für jede solche Funktion u läßt sich dann der

Wert u,.,, der ihr für einen Punkt cT' im Innern der Kreisfläche zukommt, durch die

Werte, welche sie auf dem Eande 9i besitzt, ausdrücken.

Um zu diesem Ausdrucke zu gelangen, definiere man zu der gegebenen Funktion u

eine neue Funktion v durch die Glleichung:

r,y

indem man unter x, y die Koordinaten eines Punktes der Kreisfläche versteht und dem

vom Punkte 0, bis zum Punkte x, y sich erstreckenden Integrationswege die Bedingung

auferlegt, nicht aus der Kreisfläche herauszutreten. Die so definierte Funktion v besitzt

dann, da das hinter dem Integralzeichen stehende zweigliedrige Differential infolge der

Gleichung An = () ein vollständiges ist, für jeden Punkt der Kreisfläche einen vom

Integrationswog unabhängigen, mit x, y sich stetig ändernden Wert, und ihre ersten

Derivierten sind mit den ersten Deriviei-ten von n verknüpft durch die Gleichungen:

du dv (u 3«'

dx dy ' dy dx

Daraus folgt aber weitei', daß die Funktion w = m + vi eine für alle Punkte der Ki'eis-

fläche einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen z = x + yi ist.

Bezeichnet man nun den Wert, den diese Funktion w für den im Innern der

Kreisfläche gelegenen Punkt cP mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y und den Polar-

koordinaten r, t besitzt, mit tv. (z = x -\- yi = re"), den Wert, den sie für einen Punkt

des Randes 9i mit den rechtwinkligen Koordinaten ^, i] und den Polarkoordinaten li, <p

besitzt, mit w^ (^-= ^ + r^i = Jir''''), so läßt sich zunächst der Wert i(\ durch die Iland-

werte Wr- ausdrücken mit llilfi' der CAUCHYSchen Fuudamentalformel:

A-) -'^f^ d t,

bei der das Intt^gral in positiver Richtung, d. h. entsprechend dem positiven Drehungs-

sinn des Polarkoordinatensystems, über den Kand 3v der Kreisfläche zu erstrecken ist.

Weiter besteht aber auch, wenn man unter 'z die zu x + yi ---^ re" konjugierte Größe

X — yi = re~" versteht, die Gleichung:

Ä-) « = 4/'7^
« '-

,
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da die komplexe Größe — = — e"' dem außerhalb der Kreisfläche gelegenen Punkte iP

mit den Polarkoordinaten ^-, t entspricht. Führt man jetzt in die beiden aufgestellten

Gleichungen an Stelle von z und t die ihnen entsprechenden Größen r, t und II, (p

ein, indem man z = re", 'C = lie'i'', w, = w^,, + v,.^,i, iv^ = «„,^ + v«,^« = f{(p) + (j{(p)i setzt,

und ersetzt zugleich in der zweiten Gleichung überall i durch — i, so gehen die beiden

Gleichungen, wenn man für cp als Integrationsvariable auch noch den Wert 2:f zuläßt und

entsprechend f'{2n), (i(2n) durch die Gleichungen f(2n) = f(0), r/(27i) = /y(0) definiert,

über in die Gleichungen:

Aus diesen Gleichungen ergil)t sich aber schließlich durch Addition und darauffolgende

Trennung der reellen Teile von den lateralen für u,.^, die gewünschte, zuerst von Poisson

aufgestellte, Gleichung:
2«

die den Wert u,.^,, welcher der Funktion u für d(^n im Innern der Kreisfläche gelegenen

Punkt c/" zukommt, durch die Werte Uji^^ = f{<p), welche ii auf dem Rande 91 besitzt, aus-

drückt. Die gewonnene Gleichung zeigt überdies, daß zwei zu der Kreisfläche gegebene

Funktionen u der definierten Art identisch sind, wenn sie für alle Punkte des Kandes

übereinstimmen.

Setzt man in der Gleichung (HI.) r = und bezeichnet den dem Werte r =
entsprechenden, von t unabhängigen Wert m,,,, der Funktion <t^_, einfacher durch u^, so

erhält man die Gleichung:
2;r

(IV.) u, = ^^Jf{<p)d<p,

die aussagt, daß der AVert von u im Mittelpunkte der Kreisfläche das arithmetische Mittel

aus denjenigen Werten ist, welche u auf dem Rande 9t der Kreisfläche Ix'sitzt.

2.

Im folgenden soll unter f{ip) irgend eine reelle, einwertige und mit der Periode 27i

periodische Funktion der reellen Veränderlichen (p verstanden werden, die den Be-
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dingungen der Endlichkeit und der Integrierbarkeit im Sinne der von Riemann*) gegebenen

Definition des bestimmten Integrals genügt.

Die erste Bedingung deckt sich mit der Forderung, daß l'ür die Werte, welche

f(if) überhaupt annimmt, eine obere Grenzen (." und eine untere Grenze A" existiert,

infolgedessen existiert auch für diejenigen Werte, welche f{(p) in dem Intervalle von

(p=.(p' -d bis (p==-(p'+S annimmt, eine obere Grenze (/,^.,t und eine untere Grenze A',.,,.

Läßt man dann die positive Zahl J gegen Null konvergieren, so konvergieren die beiden

Größen Cy^j, K,^;/, gegen bestimmte Grenzwerte 0{(f'), Ä'(y'), da bei alinehmendem S die

(iröße G,.^^ niemals zunehmen, die Größe A',^,^ niemals abnehmen kann. Die Größe G{q.')

soll die ()b(n-e Cirenze, die Größe K{(f') die untere Grenze und entsprechend die nie

negative Differenz G {(f)
- K{(p') die Schwankung der Funktion /"((/>) für den Punkt y-=y'

genannt werden. Ist if (f
ein Stetigkeitspunkt der Funktion f{if). so ist (7 (</>')— 7\'(y')=-();

ist dagegen y-^' ein Unstetigkeitspunkt der Funktion f{(p), so hat G{(p') - J\(q^') einen

von Null verschiedenen, immer positiven Wei't.

Die weiter noch für die Fuidvtion /"(</') gestellte Bedingung der Integrierbarkeit

ist dann gleichbedeutend mit der Forderung, daß die zu f((f')
gehörige Funktion

G((p) - K{(p), welche positive Zahl man auch unter a verstehen mag, in dem Intervalle

von (/ = () bis (p = 27r und daher auch in jedem Intervalle a--b stets nur für eine

nicht ausgedehnte Punktmeng(^ Werte besitzt, die größer als a sind. Dabei soll eine

von Punkten eines Intervalls a ••/;,«< i, gebildete Punktmenge eine nicht ausgedehnte

genannt werden, wenn die Summe derjenigen von den n Strecken a + (r— 1)
— a + r

^ ,

• = 1,2, ,«, auf welchen Punkte der Punktmenge vorkommen, dadurch, daß man nur n

gi-oß genug nimmt, der Null so nahe gebracht werden kann, wie man will. Bilden

aber, wie verlangt, die irgend einem Intervalle a h angehörigen Punkte (p. für

welche G[(p) — K{(p)> a ist, für jeden positiven Wert von a eine nicht ausgedehnte

Punktmenge, so läßt sich, wie leicht zu beweisen, in jedem Teile des Int(>rvalls a-'-h

ein Punkt ip bestimmen, für welchen G((p) — K((p) -^ ist, und es besitzt daher die

Funktion fUp) in jedem noch so kleinen Teile des Intervalls Stetigkeitspunkte. Daraus

folgt dann schließlich noch, daß man für die Bildung der Produktensumme, welche

durcli Übergang zur Grenze das bestimmte Integral j f{(p)d(p liefert, sich auf diejenigen
a

Funktionswerte f'{ip) beschränken kann, welche den Stetigkeitspunkten der Funktion f{q))

entsprechen.

Mit Hilfe der im vorstehenden eingeführten Funktion f{(p) definiere man jetzt

für die in Art. 1 gewählte Kreisfläche eine Funktion u durch die Gleichungen:

•) RiBMANN, B., Über die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe. Art. 4, 6, 6.

(Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 227—271.)
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(!•) u
B'

If -•2Jircos{t— (p)-\-
— dcp, h,,p- f((p)'

indem man dabei unter / irgend eine reelle Zahl versteht, und stelle .'^ich die Frage,

welche Eigenschaften die so definierte Funktion u besitzt.

Nach den über f((p) gemachten Voraussetzungen hat das unter (1.) stehende

Integral für jeden im Innern der Kreisfläche gelegenen Punkt r, t einen beistimmten

reellen, von l völlig una])hängigen Wert. Beachtet man dann noch, daß die unter dem
Integralzeichen vorkommende Funktion:

11^

R^ -2Ärcos(«— (p)4-r»
der reelle Teil der Funktion

ist, so ergibt sich zunächst, daß die Funktion u eine reelle und einwei-tige Funktion

des Punktes .r, y der Kreisfläche ist, die für jeden im Innern der Kreisfläche gelegenen

Punkt cP nicht nur stetig ist, sondern auch partielle Derivierte in bezug auf x und y
von jeder Ordnung besitzt und der Differentialgleichung A« ^ genügt. Es ist also

nur noch zu untersuchen, wie sich die Funktion ii verhält, wenn der Punkt cP mit

den rechtwinkligen Koordinaten x, y und den Polarkoordinaten r, t sich einem beliebig

gewählten Punkte 0' des Randes 3t unbegr(;nzt nähert.

Zu dem Ende nehme man den Punkt 0'
, dessen

rechtwinklige Koordinaten «, /;, dessen Polarkoordinaten

R, a seien, zum Anfangspunkt eines neuen rechtwink-

ligen Koordinatensystems mit den Achsen 0' X' , O' Y'

(s. Fig. 2). Die Z'-Achse soll durch den Punkt gehen

und 0' als positive Richtung haben. Die X'-Achse

wird dann im Punkte 0' Tangente zum Kreise sein; ihre

positive Richtung soll so gewählt sein, daß die beiden

Koordinatensysteme O'X'Y', OXY von ungleichem

Sinne sind. Mit x, y bezeichne man die Koordinaten des

Punktes c^in bezug auf das neue System; mit q, r (o^^tKn)

die Polarkoordinaten desselben Punktes in bezug auf

ein Polarkoordinatensystem, dessen Pol der Punkt 0',

dessen Polarachse die X'-Achse ist, und bei dem der

positive Drehungssinn so gewählt ist, daß eine Drehung um y die positive Richtung

der X'-Achse in die positive Richtung der F'-Achse überführt. Durch passende Wahl
von T innerhalb der Grenzen und n kann man dann für das Heranrücken des

Punktes cP zum Punkte 0' jede zulässige Richtung fixieren, und das Heranrücken selbst

wird dadurch bewirkt, daß man das immer positive ^ gegen Null konvergieren läßt.

>x

Kig. a.
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Fohi-t man nun, indem man beachtet, daß zwischen den vier dem Punkte c/'

zukommenden Paaren von Koordinaten die Beziehungen:

r cos t = X, X = a + X sin a — y cos a, x = q cos t,

r sin t ^ y, y = h — x cos a — y sin a, y =- q sin t

bestehen und daß a = -Rcosa, 6 = Ji^ sin a ist, in das die Funktion u für alle Innern

Punkte der Kreisfläche definierende Integral an Stelle der Koordinaten r, t die Koordi-

naten Q, r ein, so geht dieses Integral, wenn man noch l = a und zur Abkürzung

-|- = X setzt, über in das Integral:

u + n

'^f^
I

2 — 2x Bin rj fl - cos (<p— «)J + -ix tos r sin (<f
— a; + x'

"^^"

a — ff

Da das Verhalten dieses Integrals für unbegrenzt abnehmendes x untersucht werden

soll, so kann man für das folgende, ohne Beschränkung der Allgemeinheit, voraussetzen,

daß x<l sei. Das Integral u'''' zerlege man nun in zwei neue Integrale «'•', «2'% von

denen das erste die Grenzen a — n und a, das zweite die (Jrenzen a und a + n liesitzt,

und transformiere das Integral «i'' durch die Substitution (p = a — (p^, das Integral m^''

durch die Substitution (p^a + cp^. Es ergeben sich dann schließlich, wenn man noch

in den Endresultaten l>ei cp^, tp., die Indizes unterdrückt, die Gleichungen:

n

(3-) <'^ ^ r- / /"(«"fp) 7:;—:;

—

'

-'xBinT — X
^ —^ ^

^ ' '

^'"d '- 2xsinT,i(l — cos qpj — 2 « cos T sin qp -|~ x '

n

"2' ^Y^,) iy^+ ^) (2 — 2xsinT) (1 — cos 9) + 2x cos r sin
(f. + x« ^P

'

Man zerlege jetzt ein jedes der beiden Integrale u':^\ ny in zwei neue, von

denen das erste die Grenzen und 2 arc tg Vx, das zweite die (Frenzen 2 arc tg Vx
und n besitzt. Unter arc tg x bei reellem Argumente x ist hier und im folgenden

immer derjenige bestimmte, zwischen — y und + ^ gelegene Wert zu verstehen, welcher

erhalten wird, wenn man (laYctgx = {l + x^)''^dx im reellen Gebiete zwischen den

Grenzen und x integriert, und zugleich soll unter I^x stets der positive Wurzel-

wert verstanden werden. Wendet man dann auf diese neuen Integrale, indem man
zur Abkürzung:
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2x sin T — M°

(2 — 2x sin t) (1 — cos 9) — 2x cos t sin 5) -|- «''

2x ain x — v}

i>2 (2 — 25t sin t) (1 — cos 9) -|- 2« cos r sin (p -|- x"

V^V 2 arc tg )/>! «

•• 2 arc tg Yx

2 arc tg |/x

yJ Q-i ^V = ''^-'('f» "f)' Y j Qidcp = J^(x, t)

"
2 arc tg 1/x

setzt und beachtet, daß die Größen Q^, Q^ iminei' positiv bleiben, wie auch (p, x, r sich

ändern mögen, den ersten Mittelwertsatz an, so erhält man die Gleichungen:

ur = ^ J,{x, r)M, + ^ j;(x, r)M;,

(5.)

«r = ^ ^.(5f , T)iv/, + ^ j,'(x, T)ivf;.

Dabei bezeichnen 3f, , ilf,', iV/^, iVI, reelle Zahlen, die den Bedingungen:

Kr <M\^G,, K' £ M; ^ G',

K£M,^G,, K'£M:^G'

genügen, worin J\\, G^ untere und obere Grenze der Werte bedeuten, welche f((p)

innerhalb des Intervalls von cp = a bis y = a — 2 arc tg l^x annimmt, A'^, G,^ untere und

obere Grenze der Werte, welche f((p) innerhalb des Intervalls von (p= ab\s y)=a+2arctgl/z

annimmt, endlicli A", 6", wie früher, untere und obere Grenze der Werte bezeichnen,

die f{(p) überhaupt annimmt.

3.

Die vier Funktionen Jj, </,', J.,, Jl sollen jetzt näher untersucht werden. Da

Q^ in Q„ übergeht, wenn man t durch tt — x ersetzt, so bestehen die Beziehungen:

(G.) Jj (x, t) = J] (x, 71 — t)
, Ja' (x, t) = t// (x, 7t — r)

,

und man kann sich dementsjn-echend, weil zugleich mit r auch n — r innerhalb des

Intervalls • • • ti liegt, auf die Untersuchvmg der beiden Funktionen -7^, -// beschränken.

In die den Funktionen J^, J[ entsprechenden Integrale führe man nun an Stelle

von
(f

eine neue Integrationsvariable | ein durch die Substitution ^ = - tg y. Man er-

hält dann zunächst die Gleichungen:
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(7.)

J'.(x,t)=/-

j-;(x,t)=J-j3-j

2 ainr — x

(4 — 4x sin r + x*) |* — 4^ ooa t + Y^l.

'2 sin T — X

X=)£'-4|C03T+1 "'S'
X sinr -f x") J' — 4|

1

und weiter aus diesen, wenn man beachtet, daß das unbestimmte Integral des hinter

den Integralzeichen stehenden Differentials durch

r (4-4xsin. + x')|-2cos. n ^ ^^^^^_~ L i siu r X J

dargestellt wird, und daß sowohl die Große 4-4;esinT + x' wie die Größe 2 sin t - 3<

immer positiv ist, die Gleichungen:

(8.)

Ji (x, t) = arc tg
4 — 4x sin T -f X' — 2]/x i

j; (x, t) = V - '^'i'c tg

)/x (2 sin T — x)

4 — 4x sin T -f x' — 2]/x cos t

|/x (2 sin z — x)

arc tg
2 cos T

! sin T — X

Unter der schon früher über die Bedeutung von arc tg x bei reellem Argumente x

gemachten Festsetzung gilt von den l)eideu Formeln:

arc tg a; = Y - arc tg^ , arc tg a; - arc tg y = arc tg (-^^)

die erste für jede positive Größe x, die zweite für j(> zwei reelle Größen x, y, die der

Bedingung l + xy > genügen. Durch Anwendung dieser Formeln ergeben sich dann

unmittelbar die Gleichungen:

arc tu:
\ 1 [4 — 4xsinr + x' — 2l/ x cos r

a.) arc tg —^, !^

'
L /x(2smT- x)

1 \ J._ r - cos T "I J. r X cos T 1 3t

c.) arctgT^-^i^^i^l-arctgl V y-
C^ '^in r ^ .)

^ ° L^-xsintJ '^ L4-4xsiiiT + x=-2]/xcü3T

|/x (2 sin T — x)

_4 — 4x sin r -f- "' — ^V ''

arc tg
]/x^(sin r — "j/x cos t)

2 — X sin T — j/x cos T.

Beider Aufstellung dersell)en ist zu beachten, daß der Ausdruck 4 — 4zsinT + x--2y'x cost

und damit zugleich auch der Ausdruck 2 - x sin t -j/x cos t = 4" (4— 4x sin r + x"-- 2 Vx cos t)

+Y (2 sin T - x) immer positiv ist; denn der kleinste Wert, welchen der erstgenannte

Ausdruck l)ei festgehaltenem x im Rahmen der {Bedingung 0<r <n annehmen kann,

wird durch 4 + x' - 2 1^ + 4x^ dargestellt, und dieser Minimalwert ist infolge der schon
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früher gestellten Bedingung x<\ positiv, da er durch Multiiilikation mit der positiven

Größe 4 + z^ + 2 j/z + 4x^ in die für x <1 immer positive Größe Ki — 4x — Sx' + x* über-
+

geht. Addiert man nun zu der ersten unter (<S.) stehenden Gleichung die Gleichungen

a.), b.). c.) und transformiert die rechte Seite der zw^eiten unter (8.) stehenden Glei-

chung mit Hilfe der Gleichung a.), so erhält man die Gleichungen:

J/ \ , r "l/x (sin T — l/x co.s r)

i(x, Tj = TT — T — arc tg
'^ '^

(9.)

Ji(x, t) == arc tg —
L4 — 4x sin T -|- X- — 2 ]/x cos r_

Ersetzt man in diesen Gleichungen die Größe r t.o<r<n) durch die Größe n ~ r und

beachtet die Gleichungen ((!.), so ergeben sich wcMter für die Funktionen J.,(x, r), J.l[x,r)

die Gleichungen:

yi (sin r -|- ]/j( cos r)

X sin t — yx cos r_

j/x ('2 sin r — x)

(10.)

./,, (x, t) = T — arc tg

Ji{x, r) = arc tg

.2 — X sin r -(- ]/x cos t.

}/x (2 sin z — x)

_4 — 4x sin T 4" x" + 2 ^x cos t_

Von den vier auf den rechten Seiten der Gleichungen (9.) und (10.) in eckigen

Klammern stehenden Ausdrücken liegt der erste und der aus ihm durch Übergang von r zu

n — r hervorgehende dritte Ausdruck dem Werte nach zwischen —Vx und Vx, während

der immer positive zweite und der aus ihm durch Übergang von t zu 71 ~ r hervor-

gehende vierte Ausdruck dem Werte nach zwischen und 2 Kx liegt. Die iiichtigkeit

der ersten Behauptung zeigt ein Blick auf die Gleichungen:

-1 /~ yx (sin T — ^Y. coa r) j/x f
2 -(- (1 — x) sin t — 2 '{/x cos t]

Vx

X sin T — j/x cos T

|/x (sin T — l/x cos t)

2 — X sin X — y« cos r

2 — X sin r — |/x cos t

l/x [2 --
( 1 -|- x) sin T

I

2 — X sm T — yx cos r

deren rechte Seiten für jedes in Betracht kommende x und t positiv sind. Die Iiichtig-

keit der zweiten Behauptung dagegen ergibt sich aus der Gleichung:

2V^~ |/x (2 sin r - -x) _ V^x |8 + x-|-2x^ — (2-f-8x)sinT — 4y^cosr]

2 |/x cos r 4 — 4 X sin r -|- x' — 2 y"» cos r4 — 4x sin r -|- X*

wenn man beachtet, daß der kleinste Wert, welchen der auf der rechten Seite dieser

Gleichung iu eckigen Klammern stehende Ausdruck bei festgehaltenem x im Eahmen

der Bedingung < t < ti annehmen kann, durch <S + x + 2z^ - Va + 48x + 64x^ dargestellt

wird, und daß dieser Minimalwert durch Multiplikation mit der positiven Größe
P-E, I. 2
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S4-x+ 2x- + l''4+48x+<>4x- in die für x<\ immer positive Größe W-lVIx-'Mx^+ix^-'r-ix*
-i-

üluTgeht. Berücksichtigt man mm noch, daß der Wert von arc tg j^ zwischen -Vx

nnd V^x liegt, wenn -Vx<.r <Vx ist, dagegen zwischen und 2/x, wenn 0<j<2j/x

ist, so ergeben sich aus den Gleichungen (!).) und (10.) die Relationen:

^ _ T _ /x < J (x, t) < 71 - T + Vx, ») < -K {x^ r) < -Vx,
(11.)

x-Vx< J, (x, t) < r + l^x

,

< j; {x, t) < 21/X
,

und aus diesen die Gleichungen:

JJx,r) = n-r + t.Vx

,

J[ (x, t) = 2s\ Vx

,

(12.)

,L_ (x, t) = T + s.yx, J.> (x , t) = 2fl Vx .

l)al)ei ])ezeic]nu'n e,. e\, £,,, f., reelle vim x, t abhängige Zahlen, die den Bedingungen

- 1 < e, < 1 , (» < e', < 1 , - 1 < £2 < 1 , < el < 1 genügen.

4.

Man t'ühi-e jetzt die für ./,, ./,', J.,, Jl gefundenen Ausdrücke in die Gleichungen (f).)

ein und addiere die dadurch sich ergelienden Gleichungen:

indem man beachtet, daß u1' ^ + u'y =^ u'- ' ist. Es entsteht dann die Gleichung:

(1 4.) M". ^ = !L_I M, + 1. ]\r^ + V^
(f , M, + e,M, + 2 1\ 1M[ + 2^; M^)

Nach dem am Schlüsse von Art. 2 Bemerkten können die Zahlen 71/,, M[, M^, j\II nicht

außerhalb des Intervalls K' d' liegen. Versteht man nun unter // die größere (U'r

b(!iden nie negativen Zahlen, welche die absoluten Werte von K' und (f sind, und

beachtet, daß die Zahlen e^, e., immer zwischen —1 und 1 , die Zahlen s\, e'., immer

zwischen und 1 liegen, so ergibt sich, daß der al)S(dute Wert der auf der rechten

Seite der letzten Gleichung stehenden Größe fcii)/, + faiV, + 2c', 3/,'+ 2fl il/J nicht größer

als ()// ist, und man kann infcdgedessen die Gleichung (14.) durch die einfachere Gleichung:

(15.) u''' = ^^^=^ M\ +:^M^ + i\e^Vx

ersetzen, wobei e eine reelle von x, t a])hängige Zahl bezeichnet, die <ler Bedingung

— 1 < c < 1 g(MlÜgt.
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Fttlu't man jetzt an Stelle von /. die ursprüngliche (jrc'iße (> wieder ein durch

die (Jleichung 7t.=^^, setzt in neuer Bezeichnung «"' = m'^'-'^' und beachtet, daß die Be-

dingung z<l, unter der die Formel (15.) abgeleitet worden ist, füi- {> die Bedingung

Q < li nach sich zieht, so kann man die (ileichung (!;').) durch die (ileichung:

(16.) -'^"'-'^^^. + ^^r, + C.eiyf^ {ü < (1 < R)

ersetzen. Ks bezeichnet dabei also «*"'''* den Wert der Funktion n für den im Innern

der Kreisfläche gelegenen Punkt c/", der in l)ezug auf den Punkt ()' als Pol die Polar-

koordinaten Q, X besitzt; M^, M^ sind reelle Zahlen, die nach dem am Schlüsse von

Art. 2 Bemerkten den Bedingungen:

genügen, wobei K'i^K G^\ /\'i''', (rf an Stelle von K\, Cr',, ]\\, (h stehen, also K^f, (if

untei'e und obere Greirze der Werte bedeuten, welche f{ip) innerhalb des Intervalls von

(p = a bis
(f
= a — 2 arc tg

y jr annimmt, 1&, G'-f untere und obere Grenze der Werte,

welche f[(f) innerhalb des Intervalls von cp = a bis (/> = « + 2 arc tgl/-^ annimmt; end-

lich bezeichnet y die obere Grenze der absoluten Werte von /'(y) und s eine reelle

von Q, T abhängige Zahl, die der Bedingung — 1<£<1 genügt.

Um eine entsprechende Formel für den Band 9i der KreisHäclu; zu erhalten,

beschreibe man um 0' als Mittelpunkt einen Kreis mit dem Badius q, bezinchne die

Sclmitti)unkte desselben mit dem ursprünglichen Kreis durch c/^, , c/^,, die Polarkoordi-

naten dieser Punkte in bezug auf das den l-'unkt als Pol besitzende System mit Ii, cp^

und li, (f^,
in bezug auf das den Punkt 0' als Pol besitzende System mit q, r^ und

Q, T^ und l)eachte, daß zwischen diesen Koordinaten die Beziehungen:

9j= ß — 2arcsin 2^(niod27r), T^=arcsin^; (p.^-^a + 2iiYCsmYj{{mod2n), tt— T2=arcsin^

bestehen. Es lassen sich dann die beiden Gleichungen «</;,,^, = /'(</'i), «7;,,;,^= /(^a)» welche

die Werte der Funktion « für die Punkte 7t', (p^ und It, r/i^ des Bandes •){ bestimmen,

durch die beiden Gleichungen:

(16.) «y,, ^^ = /(« - 2arc sin ^) , «(«, ,^^
= f{a + 2arc sin ^) (o<v< «)

ersetzen. Unter ai'C sin ,t^ -i<a:<i, ist hier und im folgenden stets der durch die

Bedingung — y = ^^'^ ^"^ -*- ^ Y vollständig bestimmte Funktionswert zu verstehen.
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6.

Auf firuiid der Gloichinigen (Kl.), (l(i.) soll jetzt das Verhalten der durch die

fileichmigen (1.) . detiuierten Funktion n in der Umgebung des willkürlich gewählten

llandj)unktes 0' mit den Polarkoordinaten B, a untersucht werden.

Wie schon zu Anfang des Art. 2 bemerkt wurde, besitzt die Funktion f{(f), ent-

sprechend der für sie gestellten Bedingung der Integrierbarkeit, in jedem noch so kleinen

Teile des Intervalls von y = bis (p = 2n Stetigkeitspunkte, das sind Punkte (p, für

welche che Größen f{(p — 0) = \\mf{(p — S), f{(p + 0) = \imf{(f + d) existieren und zu-

dem die Gleichungen f{(f-0) = f{(p), /'(^^ + **) = / (v) bestehen. Die Fvmktion f((p)

kann weiter aber auch für unbegrenzt viele Punkte
(f

des genannten Intervalls sich so

verhalten, daß die Größen f((f
— 0), f((p + 0) zwar existieren, aber wenigstens eine der

Gleichungen f((p — 0) = f{(p), f((p + ^^) ^ f{<f) nicht erfüllt ist. Für die etwa noch

übrigen Punkte (p, deren Anzahl ebenfalls unbegrenzt sein kann, wird dann das Ver-

halten von f((p) dadurch charakterisiert sein, daß mindestens eine der beiden Größen

/'((/) — ()), /'(y + 0) nicht existiert. Entsi)rechend diesen drei Arten von Punkten sollen

jetzt in bezug auf den Punkt 0' mit den Polarkoordinaten ii', a die folgenden drei

Fälle unterschieden werden.

Erster Fall.

Es ist
(f
= (X ein Stetigkeitspunkt der Funktion f((f), oder was dasselbe, es

existieren die Größen /'(« — ()), /"(« + ()) und es bestehen zudem die Gleichungen

/•(«-()) = /•(«), f(a + ()) = f{a). Der Detinition der Größen /"(a-O), /'(« + ()) ent-

sj)rechend läßt sich dann zu der lieliebig vorgegebenen positiven Zahl A eine andere

positive Zahl S<A Itestimmen, so daß für jedes ip, welches der Bedingung < r/; < (5"

genügt, |/'(« - y/) - /(« ~ 0)1 < A, \f(a + yj) — f(a + 0)\<A ist. Zur Bezeichnung des

absoluten Wertes irgend einer reellen Größe x ist hier, wie auch im folgenden, das

Zeichen |j;| verwendet. Bringt man nun die Gleichungen (16.), (16.) in die Gestalt:

(0<p<Ä)

(16,) «((-)-/(«) = ü^^ [J/^_/-(«-0)] + ^ [ilf^-/-(a + 0)] + 6.^]/|,

(16,) ««,,,. - /(«) = f(c^-2iivc sin^) - /'(a-O), u^^^ - /'(«) = /•(a+2arc sin^) - f{a+0),

und wählt alsdann zu dem vorher bestimmten S eine positive Zahl q. deren (jiröße

durch die drei Bedingungen:

^'<B, 2arctg]/J<(J, 6|-]/J<(y
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beschränkt sein soll, so ergibt sich für jedes positive ^ < qI , wenn man noch beachtet,

daß für jede zwischen und 1 gelegene reelle Zahl x arc sin -^ < arc tg Vx ist:

I

M^ - f{a-\))
I

< A
, 1

iV, ™ /•(«+())
I

< A , Ce |- ]/| 1 < A
,

/•(«-2arc sin ^) - /'(«-(»)
|

< A
, |

/'(a+ 'iarc sin ^) ^ /"(«+ ())

und daher auch:

|M'?'^'-/"(a)|<2A,

I

w«, ,^.- /'(«)
I

< A

,

I

^<^, ,^.^- /"(ß)
I

< A

.

<A,

(0<r -,<»')

Aus diesen Ungleichungen folgt aber schließlich, daß der absolute Wert von u — /'(«)

sowohl für jeden inneren Punkt wie für jeden Kandj)unkt des Flächenstückes, welches

die beiden um und ()' als Mittelpunkte mit den Iladien B und q beziehungsweise

abgegrenzten Kreisflächen gemeinsam haben, unter 2A liegt, oder was dasselbe, daß

jeder Randpunkt 0' , für den die Funktion u„^,p=f{(p) stetig ist, zugleich auch ein

Stetigkeitspunkt der durch die (Ueichungen (1.) definierten Funktion u ist.

Zweiter Fall.

Es ist
(f
= a ein Unstetigkeitspunkt der Funktion f{(f) von der Art, daß die

Größen /'(« — ()), /'(k + O) zwar existieren, aber wenigstens eine der dleichungen:

f(a~0) = f{a), /•(«+ ()) = /•(«) nicht erfüllt ist. Die Differenz /^ («+())- /"(«-()) möge

mit h bezeichnet werden. Ebenso wie im vorher ])ehandelten Falle läßt sich dann zu

der l)eliebig vorgegebenen positiven Zahl A eine andere positive Zahl cT < A bestimmen,

so daß für jedes xp, welches der Bedingung ()<xp<S genügt, |/'(o:— i//i — /'(a— 0) |

< A,

!/'(«+!;;)-- /'(ß+O)
I

< A ist. Bringt man nun die Gleichungen (l(i.), (!().) in die Gestalt:

(16,) .^(.-)-^/'(ß-0)-l/'(«+())=^[.l/,- /(«-())] + ^ [3f,- /•(«+())] + f; . J]/},,

(16.

.„-^/(«-0)-|/-(a+0) = [/-(«-2arcsin^)-/-(a-0j]-^arcsin^,

'«,,,-^/"(«-0)-^/'(a+(»)= [/"(«+2^rcsin^)-/-(«+())]+Aarcsin^,

(0<(i < R)

und wählt alsdann zu dem vorher bestimmten ^ eine positive Zahl p', deren Größe

durch die vier Bedingungen:

q'<B, 2arctg")/|<(y, «^|/|<(^, ^ arc sin^ < (J
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beschränkt sein soll, so ergibt sich auf dieselbe Weise wie im ersten Falle für jedes

positive Q ^ q:

I

„(('.r)_ JL^f(^^o-^ _. I. f(a+{))
I

< 2 A
,

Aus diesen l'ngk'ichungi'u folgt aber schlicßlicli. diil.) der absolute Wert der (Iröße

M — !1^ /(« - ()) ---f(a+ 0) sowohl für jeden inneren Punkt wie für jeden von O' ver-

schiedenen llandpunkt des Flächenstückes. welches dic^ beiden um O und (/ als Mittel-

punkte mit den Radien /i und q l)eziehungswcise abgegrenzten KreisHächen gemeinsam

haben, unter l'A liegt, oder was dasselbe, daß der Wert der Funktion u, wenn man

in der durch den Winkel t bestimmten Richtung gegen den Punkt <)' anrückt, gegen

/(« — 0) + - 1/' ('« + (•) — /'(«^())| konvergiert und zwar gleichmäßig für alle in Betracht

kommenden Werte von t.

In dem l)esonderen Falle, wo f(u~-()) = f(a+0) ist, konvergiert der Wert der

Fuidvtion « für alle in Betracht konnnenden Werte von t gleichmäßig gegen f(a 0).

Die Fimktion u besitzt iilsdann, el)enso wie die Randfunktion «^ ,^= / (y), für den

Punkt ()' nur eine hel)l)are Unstetigkeit. insofern sie in eine für den Puid^t 0' stetige

Funktion dadurch verwandelt werden kann, daß man als Wert von «7,,^ für yj = a nicht

den durch die Oleichung ««, 9,= / (v^)
vorgeschriebenen Wert /'(«), sondern den Wert

/'(a-Oj niimnt.

Dritter Fall.

Ks ist (( - a ein Unstetigkeitspunkt der Funktion /'(y) von der Art, daß

mindestens eine der beidcjn (Jrößen /'(«— Oj, /'(«+()) nicht existiert. Um auch in diesem

Falle das Verhalten der Funktion u in der Umgelning des Punktes ()' zu erkennen,

ersetze man die (ileichungen (K!.). (Kl.) durch die Ungleichungen:

(i<^.) ^ Kf + ~ Kf - <; 51/^ < -'^'
'' <^ ^''i" + ^ ^^' + '= f 14'

indem man t)eacht(^t, daß die in der Gleichung (K;.) vorkommenden Zahlen 3/^, .1/., den

Bedingungen Kf£ M^ < Gf, Kf^ 3f,^ G[^^ genügen, und daß auf Grund der Definition

der Größen K[^\ (i'^\ Kf, r/W die in der ersten der (Tleichungen (IH.) vorkommende
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Größe /"(a— 2aresin ^.^ nicht aus dem Intervalle K[^^ G\'-'\ die in der zweiten der

(ileichungen (16.) vorkommende Größe /(«+2arc sin ^^) nicht aus dem Intervalle K'i'^--- Gf
heraustreten kann.

Die vier Größen Kf, Kf, Gf, (rf konvergieren bei unbegrenzt abnehmendem q
gegen bestinnnte Grenzwerte, weil bei abnehmendem q die Größen K^\ 7v'<i'' ihrer

Definition gemäß niemals abnehmen, die Größen Gf, Gf niemals zunehmen können.

Diese Grenzwerte bezeichne man mit Kf\ Kf\ (jf\ Gf\ setze also:

lim K^<:-^=Kf\ lim A^^ K{?\ lim 0^= Gf\ lim G^^= G'!,"'

und beachte für das folgende, daß die Differenzen A'',*»- 7v'</'', 7vf- K^^'\ G'f- Gf\ G'i'^- 6'f
niemals negativ sein können. Der Definition der Größen A''"', C/'*" entsprechend laßt

sich dann zu der beliebig vorgegebenen positiven Zahl A eine andere positive Zahl

J' < A bestimmen, so daß ffir jedes q<S:

^ Kf> - Xy < A , ^ 7v («' - K[^^ -- A , ^ G^^''> - G'^ < A , < Gi>-'^
- Gf < A

.

Formt man nun bei den Ungleichungen (Kiy), (Ifi^.) die (irößen, welche u ein-

schließen, den Gleichungen:

^7Cl^' + ^7f<^)-G^y^^^VAr + ^AT'-(^(7f<«)^A'(.)) + ^(7vr-7q<^0^

^G^^ +^G^ + ßj^y±^^Gr + iG-^ + [^iG^-Gr^)+^{Gr~Gn + G^yj,],

K^f^^-IiKf +^ A'f - j(A-r^Ar(^^)) + ^(7r<«'^Ar') arcsin^j

,

(^(.. = !L_iir;r + ^r;r + j(rri^)-f;r)-^(6r-^^navcsin^),

^(t) = !l_Ii 7v-(0) + ^ 7^-(u) ^
(
(/,'{ü)_ ]0r^ __ !_ ^]^w_ xmj ^j.c sin^ )

,

QU.» =^ f;(o, ^ ^ f,.(«) ^ (
((-(((,)_

r;(0))+ 1 (ö(o)-
(Vfo)) arc sin ^)

entsprechend um und wählt alsdann zu dem vorher bestimmten J" eine positive Zahl q,
deren Größe durch die fünf Bedingungen:

Q<R, (/<(^, (;^y^<,y, ^|7vf-7vT'|arcsin^<(y, ± |6fW_ (/(o)|
.^rc sin ^<(y

beschränkt sein soll, so erkennt man, daß für jedes ^ <^ ^' die absoluten Werte der

auf den rechten Seiten der sechs zuletzt angeschriebenen Gleichungen zwischen geschweiften
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Klammern stehenden Größen sämtlich unter 2A liegen, und daß daher die Ungleichungen

(Uij.), (Uv) durch die eine Ungleichung:

üzil 7v|") + ± AV - 2A <u< ^!—^ rV.w + - Gf^ + 2A

ersetzt werden können, bei der « den Wert der durch die Gleichungen (1.) definierten

Funktion i( für irgend cinf^n von (J verschiedenen Punkt q, x (o<n<(;\r,<r<7.,) des Flächen-

stückes, welches die beiden um und O als Mittelpunkte mit den Iladien B und q

beziehungsweise abgegrenzten Kreisflächen gemeinsam haben, bezeichnet. Aus dieser

Ungleichung folgt aber schließlich, wenn man noch die kleinere der beiden Zahlen

/v"{">, Kf' mit A'"", die größere der beiden Zahlen r;*"', Gf mit Ct^"» bezeichnet, daß der

Wert von u für jedt^n von 0' verschiedenen Punkt des genannten Flächenstückes inner-

halb des Intervalls A''"*- 2A •
6''"'+ 2A liegt, und daß dieser Wert, wenn der Punkt (>, t

auf dem durch den Winkel t bestimmten Strahle gegen den Punkt 0' anrückt, nur

noch Änderungen erleiden kann, die ihrem absoluten Werte nach kleiner als die positive

/j,hl '^{Gf~Kfy) + ^{Gf-Kf^) + A^ sind. Die Größe 6'^* - A'f reduziert sich auf

Null, wenn /'(«— 0) existiert, die Größe Gf — Kf^ dagegen reduziert sich auf Null,

wenn /"(a+0) existiert.

Kin das Gesagte veranschaulichendes einfaches Beispiel erhält man, wenn man,

unter c irgend eine reelle Zahl verstehend, als llandfunktion %^^ diejenige Funktion f{(p)

wählt, welche durch die Gleichungen /"(()) = c, f{(f)
= c" ^ cos [in (2 i^ sin y)] ,

o<,,,^2;r,

und die Bedingung, mit der Periode 2^1 jjeriodisch zu sein, für alle Werte von
(f

be.stimmt ist. Die so definierte Funktion f(ip) besitzt an der Stelle ip = einen Un-

stetigkeitspunkt von der eben ])etrachteten Art, und es ist für diesen Punkt 7\',"" = — 1,

G''i"' = 1, A'f = — c", (j!?' = e". Da ferner die zu dieser Funktion f\(p) gehörige Funktion w,

wenn man die Punkte der Kreisfläche durch die früher definierten Polarkoordinaten

q^x (0<r<;T) auf den Punkt li,{) als Pol bezieht, sowohl für jeden Innern Punkt (>, t

der Kreisfläche, wi(! für jeden von 11, verschiedenen llandpunkt q, x durch die (!lei-

chung ?< = ^'' cos (In^) dargestellt wird, so tritt an Stelle der früher gewonnenen all-

gemeinen Ungleichung hier die spezielle:

- ""-^^ - - fi" - 2A < e'cos (Inp) < ^^^^ + - e" + 2a,

die, wie klein auch A von Anfang an gewählt sein mag, für jeden vom Punkte (» =
verschiedenen Punkt q, x der Kreisfläche gilt, und aus der dann weiter folgt, daß die

Änderungen, welche die Funktion \i erleidet, wenn der Punkt q, r auf dem durch den

Winkel x bestimmten Strahle gegen den Punkt ^j = anrückt, ihrem absoluten Werte

nach die Zahl 2^^-^^ + 2 — c" + 4A nicht übersteigen können.
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Auf Grund der Eesultate, welche im vorhergehenden für das Verhalten der

Fuulvtion %_, in der Umgebung eines Kandpunktes II, a, den drei unterschiedenen Fällen

entsprechend, gewonnen wurden, läßt sich jetzt das Verhalten der Funktion u^^, in der

Nähe des Eandes, wie folgt, charakterisieren. Man wähle auf dem Rande 91 der

ursprünglichen Kreisfläche irgend einen Punkt li, (p und beschreibe um ihn als Mittelpunkt

einen Kreis mit einon Radius q < 11. In jedem der drei Fälle existiert dann für die

Werte, welche u,.^i in denjenigen Punkten r, t besitzt, die im Innern des aus der

ursprünglichen Kreisfläche durch den neu konstruierten Kreis ausgeschnittenen Ge-

bietes liegen, eine obere Grenze, die mit /,^_'>,, und eine untere Grenze, die mit
f,^'^^,

bezeichnet werden soll. Läßt man nun (> gegen Null konvergieren, so konvergieren

die beiden Größen f^l^, /J^;]
gegen bestimmte Grenzwerte f^'\(p), f^'^{ip), da bei abnehmen-

d(^m ^ die Größe
fjjl^^

niemals zunehmen, die Größe f}^^^ niemals abnehmen kann. Dii^

Größe f^^\(p) soll die obere Grenze, die Größe f'-'\(p) die untere Grenze und entsprechend

die nie negative Differenz f'^^\(p)
— f^\(f) die Schwankung der Funktion u^^, für den

.Randpunkt 11, (p genannt werden. Zwischen den Grenzen f^^\ip), f^'^{(p) der Funktion u^^,

für den Punkt It, ip und den zu Anfang von Art. 2 eingeführten Grenzen 6'(y),

K{ip) der Funktion f{(p) für den Punkt ip bestehen dann, welcher der drei Fälle auch

vorliegen mag, immer die Beziehungen P^\<f)^ ^^[<p), f^^\(p)'^I<{(p), und es besteht

daher zwischen der Schwankung f^\(p) — f^'\(f) der Funktion %_, für den Punkt U, (p

und der Schwankung (r((p) — Kiep) der Funktion f((p) für den Punkt (p stets die Be-

ziehung f'-^\(p)
— f-'-^ep)'-^ G((p) ~ K((p). Beachtet man nun noch, daß infolge der für f((p)

gestellten Bedingung der Integrierbarkeit die irgend einem Intervalle a -b angehörigen

Punkte (p, für welche (i ((p) — Ji (cp) > a ist, stets eine nicht ausgedehnte Menge bilden,

welche positive Zahl man auch unter a verstehen mag, so folgt schließlich, daß auch

die Punkte E, (p des Randes, für weichte f'''\^p)
^

f'''\(p) > o ist, stets eine nicht aus-

gedehnte Menge bilden.

Die für die Funktion /'((p) gestellten, sie im allgemeinen charakterisierenden

Bedingungen der Endlichkeit und Integrierbarkeit kommen also bei der Funktion «<,,_,

in der Weise zum Ausdrucke, daß einerseits u^^i bei der Annäherung an den Hand

immer endlich bleibt, oder, was dasselbe, daß für jeden liandpunkt li, cp die vorher

defini«!rten Grenzen P^Hcp), f^''\<p) existieren, und daß andererseits die zu dem Rand-

punkte It, (p gehörige Schwankung f''^\ip) — ^'^(p) der Funktion u,.,, welche positive Zahl

man auch unter a verstehen mag, in dem Intervalle von y = () bis (p = 27i stets nur

für eine nicht ausgedehnte Punktmenge VV(!rte besitzt, die größer als o sind, und zudem

für alle den Stetigkeitspunkten (p von f((p) entsprechenden Randpunkte It, cp, wie schon

beim erstem Falle gezeigt wurde, die Gleichung f^^\(p) = f^'\(p)=^f'{(p) besteht.

p-n, I 3
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6.

Schon zu Anfang des Art. 2 wurde bemerkt, daß die Funktion f{(p) infolge der

für sie gestellten Bedingung der Integrierbarkeit in jedem noch so kleinen Teile eines

Intervalls a---h Stetigkeitspunkte besitzt, und daß man sich daher für die Bildung

der Produktensumme, welche durch Übergang zur Grenze das bestimmte Integral j f'{(f)(l(p

a

liefert, auf diejenigen Funktionswerte f((p) beschränken kann, welche den Stetigkeits-

punkten der Funktion f((p) entsprechen. Daraus folgt dann weiter, daß das Integral

I f((f)(l(p, welches Intervall mun auch unter a h verstehen mag, seinen Wert nicht

a

lindert, wenn man an Stelle von /'(y) irgend welche andere endliche und integrierbare

Funktionen f"{(f), /'"(y), ••• treten läßt, welche für die Stetigkeitspunkte von /((/)

ebenfalls stetig sind und zudem dort dieselben Werte besitzen wie /'(</). Unter all

diesen Funktionen f"((p), f"{(p)y--- »i'jt es nun eine besonders einfache, die zunächst

aufgestellt werden soll.

Man setze in neuer Bezeichnung y = if\ , wenn die Funktion /'((/-) für den Punkt
(f

stetig ist, dagegen ip = </>„, wenn die Funktion /'((/) für den Punkt (p nicht stetig ist,

und definiere alsdann ausschließlich mit Hilfe der Werte, welche die Funktion /'((^j in

ihren Stetigkeitspunkten (p, besitzt, eine neue Funktion f{(f) durch die Gleichung

t'i'f) ^~VK''p) ^ ^"^ {^l)\' indem man allgemein für irgend einen Wei't (p von (p mit

(1,^'^i und K^.^^ die obere und untere Grenze derjenigen Werte bezeichnet, welche die

Funktion /'(y) in iliren dem Intervalle von ip = (p — d bis (p = (p -\- d angehörigen

Stetigkeitspunkten (p>, besitzt, und weiter dann unter (i{ip'), J^'{<p') die Grenzwerte ver-

steht, gegen welche die beiden Größen (\',ä^ -'V.d l^'^i unbegrenzt abnehmendem J" kon-

vergieren. Da für jeden Punkt y, (jii^p) = K{(p^ = f{(p) ist, so ist auch f((p,) = f(<p,)-

Infolgedessen kann die obere Grenze der Funktion /(>/) für den Punkt </>' nicht unter

(r{(p') liegen, sie kann aber wegen f((p) = G{(p) — y\('((p) — J^'{(f>)] ivuch nicht über (i((p')

liegen. Die obere Grenze der Funktion f((p) für den Punkt <// ist demnach mit (7{(p'),

die untere Grenze, wie durch dieselbe Schlußweise zu zeigen ist, mit Ä((p') identisch,

und es ist zugleich ('{(p')^(r{ip'), K{ip')>,K{ip>'), also auch (l{ip')- K{(p)~:^iT{(p)~ K{ip).

Die so definierte Funktion f{(p) steht nun zu der Funktion f{(p) in folgender

Beziehung. Für jeden Stetigkeitspunkt <p, von /'((/)) ist die Funktion f{(p) ebenfalls

stetig und l)esitzt zudem denselben Wert f{(p,) = f((p,) wie f{(p); denn es ist für einen
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solchen Punkt nicht nur c;(^,) -- Ä'(y,) = 0, sondern auch
(^((f,)

=
('{(f.^, K{(p,) = K((p,).

In bezug auf das Verhalten der Funktion f((p) für einen Unstetigkeitspunkt c/„ von f((f)

kommen dagegen mehrere Falle in Betracht. Besitzt die Funktion /'(</)) für den Punkt (p„

eine Unstetigkeit von der Art, daß die (irößen /'((/>„ — 0), /'(y'„ + 0) existieren, so

existieren für denselben Punkt auch die Größen /"((/)„ — ()), f((f„ + 0), und es ist zugleich

f{9n - 0) = fXVn - 0), f{(p„ + 0) = /•((/>„ + 0) , f{cp„) = i-
\f{(p,^

- 0) + /•((/,„ + ())] ; besteht dann

speziell noch die Beziehung /"(y),, — 0) = f((p'„ + 0) , ist also die Funktion f((p>) für den

Punkt (p„ nur mit einer hebbaren Unstetigkeit behaftet, so ist die Funktion f[(p) für

diesen Punkt stetig. Besitzt dagegen die Funktion f((p) für den Punkt y„ eine Unstetig-

keit von der Art, daß wenigstens eine der beiden Größen
/'((f„

—
'•), /"f^i -|-0) nicht

existiert, und versteht man dann unter GfK Kl°\ Gf\ TTf* dieselben Größen, w^elche

im vorigen Artikel bei der Betrachtung des dritten Falles darunter verstanden wurden,

unter Gf\ K[^\ Gf\ A'f die entsprechenden auf die Funktion f((p) sich beziehenden

Größen, so ist
(^o» - TTf ^ r^w - .Ä'W, Gf - K^^ ^ Gf^ - K^\ Hierbei kann nun der

spezielle Fall eintreten, daß gleichzeitig Gf^~Ki"^ = (), Gf - K^"^ = ist, aber auch

der noch speziellere, daß (»'i"*
= (^t'j" = 7\'f' = /vTMst; im ersten Falle existieren für den

Punkt (p„ die Größen f{(p,-0), /'(f/^,,+0), imd es ist 'mglGicliJ{(p„)^^[fl(p-i)) + f(cp,,+0)\;

im zweiten Falle dagegen ist f{(p^ — 0) = f{(p,^ + 0) = f((p„) und y,, daher ein Stetigkeits-

punkt der Funktion f((p). Unter keinen Umstanden kommen also bei der Funktion

f((f) hebbare Unstetigkeiten vor; es ergibt sich dies übrigens auch schon umnittelbar

aus ihrer Definition. Daß endlich die Funktion f((p>) der Gruppe der vorher definierten

Funktionen f"(q>), /"('/")'' angehört, erkennt man ohne Mühe, wenn man beachtet,

daß nach oben Bemerktem nicht nur allgemein G((p) — K((p) ^ ''i^(y) — ^Xv") ^^^'' sondern

auch für jeden Stetigkeitspunkt (p, von /'(y), der zugleich immer ein Stetigkeitspunkt

von f((p) ist, die Gleichung /'(y,,) = /'(y,) besteht.

Die Funktion f'((p) soll die zu f'((p) gehörige Normalfunktion genannt werden.

Sie ist dann gleichzeitig auch die Normalfunktion für jede der vorher definierten Funk-

tionen f"((p), f"((p'),---. Beachtet man nun noch, daß von den bcüden ebenfalls end-

lichen und integrierbaren Funktionen von (p, die aus f((p) und f((p) durch Multiplikation

mit -;j5—-r;

—

^ :—.—5-, /-«, entstehen, die letztere die zu der ersteren gehörige

Normalfimktion ist, so folgt schließlich, daß das in den vorhergehenden Artikeln be-

trachtete, mit der Funktion f{(p) gebildete Integral:

1 + n

''•''T 2^ / ^^^^ jr- ^^iBr cos {t-<p) + r'
'^^

3*
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für jeden Punkt r, t im Innern der Kreisüäche denselben Wert besitzt wie das mit

der Funktion /'(y) gebildete Integral:

l + rt

Auf (Jrund dieser Tatsache kann man unter Umständen das Verhalten der

Funktion m,., in der Umgebung eines Randpunktes It, a, für den wenigstens eine der

beiden Größen /'(«— ()), /'(« + ()) nicht existiert, genauer, als es bei der im vorigen

Artikel an dritter Stelle gemachten Untersuchung möglich war, charakterisieren, indem

man bei der dort das Endresultat bildenden Ungleichung, soweit sie sich auf innere

Punkte der Kreisfläche oder, was dasselbe, auf die Funktion m^ ^ bezieht, der Gleichung

u^^, = u^^i entsprecliend die Größen A'i"\ K^'^\ C>f\ Gf^ durch die schon oben eingeführten,

auf die Funktion f((p) sich beziehenden Größen AT K^'K ^T , Gf ersetzt. Ist dann für

den Punkt <p =^ a s])eziell (Z^"' — 7i'f' = ü , G'l"' — A'i"' = 0, oder, was dasselbe, existieren

die Größen f(a — {)), /'(« + ()), so ergibt sich, entsprechend der im vorigen Artikel an zweiter

Stelle gemachten Untersuchung, daß der Wert der Funktion m,., = «*,,,, wenn man in der durch

den Winkel t bestimmten Richtung gegen den die Koordinaten It, a besitzenden Punkt 0'

anrückt, gegen f(a— ()) + -^ [/"(« + ()) — /'(es-- 0)1 konvergiert und zwar gleichmäßig für alle

in Betracht kommenden Werte von r. Bestehen dagegen für den Punkt cp = a die

noch spezielleren Beziehungen Gf' = Gf^ = K^'^^ = .K,f\ oder, was dasselbe, ist /'(«— ())

= /'(a + 0) = /'(a), so ergibt sich, entsprechend der im vorigen Artikel an erster Stelle

gemachten Untersuchung, daß der Wert von w,., = m,., für alle in Betracht kommenden

Werte von T gleichmäßig gegen /(«) konvergiert, und es kann daher in diesem letzteren

Falle die Funktion «, indem man ihre Werte auf dem Rande nicht durch die Gleichung

%_,^ = /'((/)), sondern durch die Gleichung m«,,^ = /'('/') dettniert, in eine für den Punkt 0'

stetige Funktion verwandelt werden.

Aus der Identität der Funktionen «*,.,, u,.^i folgt weiter aber auch der Satz, daß

zwei die Bedingungen der Endlichkeit und Integrierbarkeit erfüllende, einwertige, reelle

und mit der Periode 2jt periodische Funktionen f{(p),f"{(p) dieselbe Funktion m^, = «*'._(

liefern, wenn zu ihnen diesell)e Funktion f{(.p) als Normalfunktion gehört. Dieser Satz

läßt sich umkehren. Es besteht nämlich auch der Satz, daß zwei den genannten Be-

dingungen genügende Funktionen f{(p), f {(p) in ihren mit f\(p), f'{cp) zu l)ezeichnenden

Normalfunktionen übereinstimmen, wenn sie dieselbe Funktion u^^, -= u'^^t liefern. Um
dies einzusehen, beachte man, daß in diesem Falle die Funktion u,.^,— ul^„ welche an

Stelle von «(^_, tritt, wenn man in dem die Funktion u,.^, delinierenden Integrale an
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Stelle von f{(f) die den Bedingungen der Endlichkeit und Integrierbarkeit el)enfalls ge-

nügende Funktion f{(p) — f\<f) setzt, für jeden im Innern der Kreisfläche gelegenen

Punkt den Wert Null besitzt, und daß daher die Funktion f((f)
— f {(fi)

nach dem im

vorigen Artikel beim ersten Falle Bewiesenen in jedem ihrer Stetigkeitspunkte eben-

falls den Wert Null besitzen nmß. Daraus folgt aber, daß die zu f((f)
~

f'((p) gehörige

Normalfunktion für jed(!s cp den Wert Null besitzt. Beachtet man dann noch, daß

nach einem Satze des Herrn V. Voi/rKKRA *) zwei endliche und integrierbare Funktionen

f{(p), f'{(p) in jedem noch so kleinen Intervalle Stetigkeitspunkte gemeinsam haben, daß

diese gemeinsamen Stetigkeitspunkte immer auch Stetigkeitspunkte der Funktion

f{(p) — f"{<p) sind, und daß die ihnen entsprechenden Werte von f{(f),f"(<p),f((p) — f"{(f)

vollständig ausreichen, um die zu den drei Funktionen gehörigen Normalfunktionen zu

bestimmen, so folgt weiter, daß die zu f((p) — f'{(p>) gehörige Normalfunktion mit der

stets den Charakter eiuer Normalfunktion besitzenden Differenz der Normalfunktionen

f{(p).f"Up) identisch ist, oder — da die zu f(<p) — f"{(p) gehörige Normalfunktion, wie

schon bewiesen, für jedes cp den Wert Null hat — daß die Gleichung f {(fi)
—

f"{(p) =
besteht. Damit ist aber die llichtigkeit des zuletzt aufgestellten Satzes bewiesen. Aus

dem Vorstehenden ergibt sich nun schließlich noch, daß bei den die Bedingungen der

Endlichk(>it und Integrierbarkeit erftillenden, einwertigen, reellen und mit der Periode

271 periodischen Funktionen f((p) die (u'samtheit derjenigen Funktionen, welche dieselbe

Funktion «,._, liefern, identisch ist mit der Gesamtheit derjenigen, welche eine bestimmte

Funktion f((p') als gemeinsame Normalfunktion besitzen.

7.

Man gehe jetzt auf das um Ende von Art. 5 ausgesprochene Resultat zurück.

Dasselbe kann mit dem in Art. 2 (S. f)) Bewiesenen, wde folgt, zusammengefaßt werden:

„Ist f{(-p) irgend eine den Bedingungen der Endlichkeit und hdcgrierbdrlmt ge-

nügende, reelle, einwertige iind mit der Periode 2n periodiselie Funldiott der reellen Ver-

änderlichen (p, so bestimmt das mit dieser Funktion f{(p) gebildete Integral:

^r,^t =^J fW) jr-~2Mrc.o.lt-.p) + r'-
^^

für das Innere der Kreisfläche eine reelle, einwertige Funktion der Koordinaten x, y

(x = r cos t, y = r sin t) , ivelche die folgenden Eigenschaften besitzt:

*) VoLTEHRA, V., Alcuiie osservazioui sulle funzioni punteggiate discontinue. (Giornale di Matematiche

[BattagliniJ, Bd. 19 (1881) S. 76—86; S. 82.)
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I. Für jeden im huioii der Kreisfläche <]ele<jvnen Punkt r. t »lit den rechtwinkligen

Koordinaten x, >/ ist k,.^, stelig: in derselben Ausdehnung e.ristieren die partiellen Dcrivierten

CUr.t CUr.l r'u,;! i'l(r, t

dx ' cy ' ( x^ ' (
y' und sind ebenfalls stetig; endlich erfüllen die zuriten Dcrivierten

die Gleichung A«,. ,
=

.^^, + -jp- ^ ^•

//. Für Jeden I'unlt /»'. (p des llandcs 3{ besitzt die Funktion w,._, eine obere

Grenze r^\(p) K»d eine untere Grenze /'*"'(y).' die dadurch bestimmte Schirankung f'-^\(p)~f^^\(p)

der Funktion u,.^, für den Funkt R, (p hat, urlche positive Ztdd man auch unter a ver-

stehen mag, in dem Intervalle von </,'
=- bis cp = 2n stets nur für eine nicht ausgedehnte

J'unktmenge Werte, die größer als a sind; endlich ist für jeden Ilandpunkt 11, (f,
dem ein

Stefigkcitspunkt (p von f((p) entspricht, P^\(p) = f^'\(p) = fif)-"

Im Anschluß an dieses Resultat soll jetzt die Frage beantwortet werden, ob die

dui-cli das Integral dargestellte Funktion «,._, die einzige ist, welche die genannten

Eigenschaften besitzt. Zu dem Ende nehme man an, daß für das Innere der Kreis-

fläche noch eine zweite reelle, einwertige Funktion der Koordinaten ,t, y existiere,

welche die genannten Eigenschaften besitzt. l)iesell)e sei mit u,^,, und entsprechend

seien die obere und untere Grenze der Funktion «,._, für den Punkt R, cp des Eandes ffi

mit /'"Yyj und f^'\(p) bezeichnet. Das Verhalten dieser Funktion «<,._, soll jetzt unter-

sucht werden.

Zunächst erkennt man, daß die Werte, welche ii^^i überhaupt annimmt, eine

obere und eine untere Grenze besitzen. Besäßen nämlich die Werte von «,., , keine

ober«' Grenz(% so müßte ein der Kreisfläche angehöriger Punkt c/"* von der Art existieren,

daß die Werte von w,.^, in keiner noch so kleinen um cP als Mittelpunkt konstruierten

Kreisfläche eine obere Grenze hätten. Dieses ist aber unmöglich, da die Funktion «^

,

für jeden im Innern der Kreisfläche gelegenen Punkt cP stetig ist und für jeden Rand-

punkt Jt, (p eine obere Grenze /""'(f/)) besitzt. Die Werte, welche die Funktion «,. ^ über-

haupt annimmt, besitzen also eine obere Grenze G und zugleich auch, wie auf dieselbe

Weise zu zeigen ist, eine untere Grenze K.

Um einen genaueren Einblick in die Natur der Funktion w,.^, zu erhalten, l)e-

schreibe man um irgend einen Punkt cP' mit den Polarkoordinaten r, t' {v^m als

Mittelpunkt eine ganz im Innern der Kreisfläche verlaufende Kreislinie und bezeichne

ihren Radius mit /?'. die Linie s(4bst mit ^}{'. l''ür diese neue Kreisfläche K' besitzt

dann u^, denselben Charakter wie die in Art. 1 für die ursprüngliche Kreisfläche defl-

nierte Funktion u, und man kann daher nach d(>m dort Gezeigten den Wert, welchen

ü^^t im Punkte c/^ besitzt, durch die Werte ausdrücken, welche der Funktion %_, auf

dem Rande W zukommen. Bezieht man zu dem Ende die Punkte des Randes 91' durch

Polarkoordinaten R', xp auf den Punkt iP" als Pol und irgend einen durch cf gehenden
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Strahl als Polarachse, bezeichnet den Wert von «,._, im Punkte B', xp des Kandes 9i'

mit u (li', yj), so hat man entsprechend der Formel (IV.) des Art. 1 hier die Cüleichung

in

u^,^^, = -l-
I
ü (R',ip) ilifj, welche aussagt, daß der Wert von ü,.^, im Punkte cP' imni(!V das

arithmetische Mittel aus deujeiiigeu Werten ist, vv^elche m,.^, auf irgend einer ganz im

Innern der ursprünglichen Kreisfläche verlaufenden um cP" als Mittel])unkt beschriebenen

Kreislinie besitzt.

Aus dem charakterisierten Verhalten der Funktion ii^^, folgt nun weiter, daß in

dem Falle, wo 7<,._, nicht durchaus konstant ist, weder die ol)ere Grenze (I noch die

untere Grenze K der Werte, welche %^, überhaupt besitzt, in einem inneren Punkte der

Kreisfläche als Wert der Funktion «,._, auftreten kann. Um dieses einzusehen, nehme

man an, daß die obere Grenze (/ als Wert der Funktitm «y_, für den Punkte/^ mit den
in

Polarkoordinaten r',f' auftrete. Aus der dann bestehenden Gleichung (^ = j^f u{R',y^)dtfj

ü

folgt zunächst, daß der Wert von u,^, für jeden Punkt li', ip des Rantles 9t' von K'

mit G zusammenfallen nmß, und weiter dann — da die aufgestellte Gleichung auch

auf jede aus der Kreisfiächo A" dui-cli Verkleinerung des Radius E' hervorgehende Kreis-

fläche bezogen werden kann — daß «,._, für jeden Punkt von 7v" den Wert <r besitzt.

Konstruiert man jetzt zu irgend einem Eandpunkte cP" von A" als Mittelpunkt eine

Kreisfläche K", alsdann zu tnnem Randpunkte cP'" von K" als Mittelpunkt eine Kreis-

fläche J\"" und fährt in dieser Weise fort, bildet also, stets im Innern der ursprüng-

lichen Kreisfläche verbleibend, eine Kette von Kreisflächen, bei der jede neue Kreis-

fläche ihren Mittelpunkt auf der Peripherie der unmittelbar vorangehenden hat, und

überträgt die für Ä' gemachten Schlüsse auf die Kreisflächen K", K'", K"", , so er-

kennt man, daß m,.^, für jeden Punkt dieses Flächensystems den Wert G besitzt und

demnach auch für jeden inneren Punkt der ursprünglichen zum Radius J{ gehörigen

Kreisfläche, da man durch passende Wahl der Mittelpunkte und Radien der Kreisflächen

K", K'", jeden solchen Punkt zu einem Punkte des zu konstruierenden Flächen-

systems machen kann. Dieses letzte Resultat widerspricht aber der den betrachteten

Fall charakterisierenden Voraussetzung, daß %,, nicht durchaus konstant ist, und es

kann daher in diesem Falle G, und aus denselben Gründen auch K, nicht für einen

inneren Punkt der Fläche als Wert von ü^^, auftreten. Daraus folgt dann schließlich,

daß in jedem Falle die obere Grenze G der Werte, welche %,, überhaupt annimmt,

wenigstens für einen Randpunkt li,
(f>

als obere Grenze der Funktion m,.,, für diesen

Randpunkt, und entsprechend die untere Grenze K der Werte, welche ü^^i überhaupt
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annimmt, wenigstens für einen Kandpunkt B, cp als untere Grenze der Funktion m,.
',

'

für diesen Randpunkt auftreten muß.

Es soll jetzt weiter das Verhalten der J^'unktionen f'(y), /*"'(y) als Funktionen

von
(f

untersucht werden. Zunächst ergibt sich aus der Definition dieser Funktionen

in Verbindung mit dem soeben für die Funktion ü^^, erhaltenen Resultate, daß die Zahl (t

die obere Grenze der Werte ist, welche f^^^{(f) überhaupt annimmt, und entsprechend,

daß die Zahl K die untere Grenze der Werte ist, welche f'-'\(f) überhaupt annimmt.

Beachtet man dann, daß für jeden Randpunkt E, (p f''^\q>)^f^'\ip) ist, so erkennt man,

daß die untere Grenze der Werte, welche f^^\(p) überhaupt annimmt, nicht unter K
liegen, und entsprechend, daß die obere Grenze der Werte, welche /'^'(y)) überhaupt an-

nimmt, nicht über ü liegen kann. Die Funktionen /"'^'((/'), /"'^'(f/') genügen daher der Be-

dingung der Endlichkeit. Daß sie abcn- auch die Be-

dingung der Integrierbarkeit erfüllen, soll jetzt gezeigt

werden.

Zu dem Ende wähle man auf dem Rande %\

einen Punkt Li, (p' und beschreil)e um ihn als Mittel-

punkt einen Kreis mit einem Radius ()'<lt, der den

Hand 3t in den Punkten B, (p^; B, (/)., schneiden möge
(s. Fig. 3). Weiter wähle man auf dem durch die

Punkte B, cp^; B, (p; B, (p^ bestimmten Bogen einen

von den Punkten B, (p^ ; U, cp., verschiedenen Punkt B, tp,

für den die Lage B, (p nicht ausgeschlossen sein soll,

und beschreibe um ihn (ünen Kreis, der ganz inner-

halb der Kreisfläche mit dem Radius q liegt, und dessen

Radius q sei. Bezeichnet man dann mit fj-^^^, f^^\, obere und untere (irenze der Werte,

die t*,._, innerhalb des aus der ursprünglichen Kreisfläche durch den Krcüs mit dem
Radius q ausgeschnittenen (jebietes besitzt, entsprt^chend mit ß]^., f,jr^^,. obere und untere

Grenze der Werte, die m^_, innerhalb des aus der ursprünglichen Kreisfliiche durch den

Kreis mit dem Radius q ausgeschnittenen Gebietes besitzt, so ist nach früherer Definition:

und es bestehen zudem noch, wie unmittelbar ersichtlich, die Bezic^hungen:

sowie die hieraus für lim ^ = hervorgehenden Beziehungen:

>-x

l'ig. 3.

r\<P)<fZ; r\<p) > n\
(2)
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Aus diesen letzten Beziehungen folgt nun, daß die mit G^'^\(p') zu bezeichnende obere

Grenze der Funktion f^^\(p) für den Punkt (p = (p', die nicht kleiner als P^\(f') sein

kann, nicht über /"^J^^. liegt, und entsprechend, daß die mit K^'\ip') zu bezeichnende

unt(>re Grenze der Funktion /'*'•*'('/') für den l'unkt (p = (p , die nicht größer als f^^\(p')

sein kann, nicht unter /;^?'^,. liegt. Es Ix'stehen also für die Größen ü^^\(p'), K^-\(p')

die Ungleichungen:

und diese liefern, wenn man q gegen Null konvergieren läßt und lim /;y\; = /*^^' (</'),

\voci fS\- "= P'^Hip) beachtet, vxw Bestimmung von (r^^^ip), K^^^ip) die Gleichungen:

Was dagegen die mit K'-^^^q') zu bezeichnende untere Grenze der Funktion /"'"(</>) für

den Punkt (p = q' und die mit ('^'^H^(p') zu bezeichnende obere Grenze der Funktion

P^\(p) für den Punkt (p == (p betrifft, so ergeben sich dafür auf Grund der für jedes in

Betracht kommende (p bestehenden Relation /''^'(f/)) ^ /''^'(</)) zunä(;hst die Beziehungen

-^'*''(y') ^ ^^ ''W)' ^^'''(yO ^ '^^''"*('/) und weiter aus diesen durch Verliindung mit den

zuletzt gewonnenen Gleiclmngen di(^ Beziehungen:

A-<"(y')^/''^''(y')' G^^{cp)^r^{cf;).

Verbindet man nun noch diese Beziehungen mit den unmittelbar darüberstehenden

Gleichungen, so ergibt sich schließlich:

r7w (y') - /v (') (y'j i^ /•'"
(yo

-

r{q>'), G'^'Up) - K^\ip') < r\<p') - r\cp')-

Um das gewonnene, für jedes der Bedingung i) ^q' <2n genügende y' geltende,

Resultat zu interpretieren, beachte man, daß der Voraussetzung gemäß die Punkte des

Intervalls von c/) = bis (p = 2n, für welche f^^\(p) — f^^\(p) > o ist, stets eine nicht

ausgedehnte Punktmenge bilden, welclie positive Zahl man auch unter a verstehen

mag. Mit Rücksicht hierauf folgt dann aus den zuletzt gewonnenen Beziehungen, daß

sowohl die Punkte y, für welche die Schwankung 6r*^'(y) — K^^\(p) der Funktion f'-^\(p)

Werte besitzt, die größer als a sind, als auch die Punkte (p, für welche die Schwan-

kung G^^\(p) - A'<-'(7^) der Funktion f^^'H(p) Werte besitzt, die größer als a sind, stets

eine nicht ausgedehnte Punktmenge bilden, welche positive Zahl man auch unter a

verstehen mag, oder, was dasselbe, daß die nach vorher Bewiesenem der Bedingung der

Endlichkeit genügenden Funktionen /'"X</'),
/''"'(y) stets auch die Bedingung der Integrier-

barkeit erfüllen.

P-R, I. 4:
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Mit Hilfe der Funktionen f-^^tp), f'-'^\(p) bilde man jetzt die beiden Integrale:

und beachte, daß der Voraussetzung gemäß für jeden innerhalb des Intervalls von (/ =0 bis

(f
= 2n liegenden Stetigkeitspunkt </> der Funktion /"(</) die Gleichungen /''"(</) = /'*''('/') ^ /"(</)

und denmach auch, auf Grund der zuletzt gewonnenen Beziehungen, die Gleichungen

C/')(^y) _ /i'(')(y,) = 0, C,'<'^'(y)) — 7v<^' ((/,) = bestehen, oder, was dasselbe, daß jeder inner-

halb des Intervalls von ip = bis
(f>
= 2n liegende Stetigkeitspunkt (p von f((f) auch

ein Stetigkeitspunkt von /'*''(</) und /'"'(f/) ist. Man erkennt dann, daß die beiden

durch die aufgestellten Integrale füi- das Innere der IvreisHäche bestimmten Funktionen

«iy,, M^*^, für jeden Punkt o/" der Kreisfläche densell)en Wert besitzen wie die ursprüng-

liche, mit Hilfe v(m f((p) gebildete, Funktion m,.,.

Außer den beiden Funktionen ¥^^,, üf^, bedarf man fi'ir die folgenden Unter-

suchungen noch einer dritten Funktion. Um zu dtn-selben zu gelangen, bezeichne man

mit s die obere Grenze der Werte, welclie die Funktion P^\ip) — P'''(<p) in dem Inter-

valle von (p = {) bis cf =2ti annimmt, verstelle unter a eine der Bedingung a<s ge-

nügende positive Zald, wenn s>() ist, (higegeii die Null, wenn der spezielle Fall s =
vorliegt, unter A eine der Bedingung X<21{n genügende positive Zahl und wähle als-

dann, unt(!r Beachtung, daß der Voraussetzung gemäß die Punkte li, ip des Ilandes, für

welche /'''(y) — /'^'(y) > o ist, stets eine nicht ausgedehnte Punktmenge bilden, eine positive

garr/e Zald n von solcher Ciröße, daß bei der Teilung des Kandes 9i vom Punkte 11,

aus in n gleiche Bogen die Summe derjenigen Bogen, aul' denen Punkte it, </ vorkommen,

für welche f^'^\(f)
—

t'^'^\(p) > o ist, niclit größer als A ist. Diese Bogen n(^nne man

Bogen der ersten Art und bezeichne ihre Summe mit l. Die noch übrigen dei- « Bogen

dagegen, deren Sunnne dann 2En — l ist, soUen Bogen der zweiten Art genannt werden;

sie sind dadurch charakterisiert, daß für jeden ihrer Punkte, mag er ein innerer Punkt

oder ein Endpunkt eines solchen Bogens sein, P'^\(p) — f^'^\<p) ^ f ist. Jetzt setze man
in neuer Bezeichnung (p = cp^, wenn der Punkt Ji,

(f
ein innerer Punkt eines Bogens

der ei'sten Art ist oder auch ein Punkt, wo zwei Bogen der ersten Art zusammen-

vstoßen; dagegen <p ^ (p.^, wenn der Punkt li, (p einem Bogen der zweiten Art, sei es

als innerer Punkt, s(m es als Endpunkt, angehört; definiere alsdann für den Iland 9{

eine Funktion /"(</) durch die Gleichungen:
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und bilde schließlich mit Hilfe dieser Punktion f" {(p) das Integral:

iv,r ^/^' ^'^^ j^-2J^^s"(lU;+r' "^f

Die dadurch für das Innere der Kreisfläche bestimmte Funktion u' , besitzt für keinen

Punkt r, t der Kreisfläche einen negativen Wert, da die unter dem Integralzeichen voi--

kommende Funktion /"(ff) und damit auch das Integralelement für keinen Wert von ip

negativ ist. Beachtet man dann noch , daß der im Integralelement vorkommende

Quotient für ip = t seinen größten Wert und zwar den Wert
, _ .

annimmt, und daß
2«

I f'((p') (hp = Is + (2Iln~l) a, diese letztere Größe aber wegen Z^A nicht größer als

sl-\-2Bna ist, so erhält man für m'. < die Ungleichung:

< «C < ^^4^ {sX+2Bna)

Aus den drei durch die aufgestellten Integrale definierten Funktionen «f<.|^„ u^}\,

und der zu untersuchenden Funktion <*,.( bilde man j(>tzt die beiden Funktionen:

u,r,t

f7,f ) = äw, + «.;., ,
- ^\ ,

,

cy-,f 1
= n,^ , + < , m

Von diesen läßt sich dann zeigen, daß sie für keinen Punkt r, t im Innern der Kreis-

fläche einen negativen Wert besitzen können. Zu dem Ende beachte man, daß jede

dieser beiden Funktionen für das Innere der Kreisfläche denselben Charakter wie u^^,

oder, was dasselbe, die unter I. aufgeführten Eigenschaften besitzt, und daß daher, wie

früher bewiesen wurde, für jede dieser beiden Funktionen die untere Grenze der Werte,

welche sie im Innern der Kreisfläche hat, wenigstens für einen Punkt des Randes 9i

als untere Grenze der Funktion für diesen Uandpunkt auftreten muß. Infolgedessen

wird der Beweis für die vorstehende Behauptung erbracht sein, sobald man gezeigt hat,

daß weder die untere Grenze der Funktion U^]\ für den ßandpunkt jB. (p noch die

untere Grenze der Funktion Uj-^] für den liandpunkt E, (p einen negativen Wert be-

sitzen kann, welche Lage der Punkt 11, (p auf dem Rande 9t auch haben mag.

Die untere Grenze der Funktion 11}^] für den Randpunkt B, (p ist nicht kleiner

als die Summe der unteren Grenzen der Funktionen m^^',, u'^^i für den Randpunkt B, (p

vermindert um die obere Grenze der Funktion «^, für den Randpnnkt B, tp, und ent-

sprechend ist die untere Grenze der Funktion t/,f^j für den Randpunkt B, <p nicht kleiner

als die Summe der unteren Grenzen der Funktionen <«,.,, % , für den Randpunkt B, cp

vennindert um die ol)ere Grenze der Funktion üf\ für den Randpunkt B, (p. Beachtet

man nun, daß für den Randpunkt B, cp untere und ollere Grenze der Funktion %_, mit
4*
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/'<"(y) und r-\(i) l)('zeichnet wurden, die untere Orenze der mit Hilfe von f''^H(f) ge-

bildeten Funktion «i'*, nach dem am Ende von Art. 5 Bemerkten nicht kleiner als K^^\(f),

die obere Grenze der mit Hilfe von /''-'(y) gebildeten Funktion w^f, nicht größer als

(|''*'(y) sein kann, endlich die untere (irenze der mit Hilfe von f'{(f) gebildeten

Funktion u,.^„ der Definition von f"((f) gemäß, stets f'{ip) selbst ist, und daß nach dem

in diesem Artikel Bewiesenen die Beziehungen 7ir<"(f/) ^ /"^^^(r/i), G''^\(p) ^ f^^\(f) bestehen,

so erkennt man, daß weder die untere (irenze der Funktion ü^^] noch die untere Grenze

der Funktion U}^] für den llandpunkt R, (p kleiner als /"(V) — [/"'"(</)— /"'''(y)] sein kann.

Diese letztere Größe aber ist niemals negativ, da für jeden llandpunkt R,(p^ f'{(p^ = s,

/(.)(yj _ /-«(yj ^ ,,, füv jeden llandpunkt //, f/^, f"(<r^ = o, /^»(.y.J
- /'(^'(y.

) ^ a ist.

Damit ist der verlangte Nachweis erbracht, und denmach auch der Beweis für

die ursprüngliche Behauptung, daß die Funktionen U}^] = ül\] + ul^,-- %_ ,, U^f] = ü^^ ,+ K,t~ <*r!/

für keinen Punkt r, t im Innern der Kreisfläche einen negativen Wert besitzen können.

Aus t/^/J^O, ZZ/fl^O ergibt sich aber unmittelbar die Ungleichung:

«!-'<-<,^\*^ <, + <,,

und weiter dann, da nach frühei- Bewiesenem für jeden Punkt r, t im Innern der Kreis-

Hache u^^^t^u^^t,
«'"f(

= «,.,,, u'r,i ^ -^ y.
{sX + 2 Itno) ist, die Ungleichung:

-^4^ [slViRna) <u,,- u,
, ^^ 4±I (sX+2Rna)

.

Auf diese Weise ist der Wert von Ti^^^ — u^^, zwischen zwei Schranken ein-

geschlossen, die von den Zahlen A und (s ahliängen, während der Wert von w,. ,
— w,._^

durchaus unabhängig von A und a ist. Liegt nun der spezielle Fall vor, wo ,s =- und

daher auch a = () ist, so ergil)t sich unmittelbar 'ü,., — u,.^, = (). Ist dagegen .s > 0, so

kann man die Zahl(>n A, a, die dann hn iialimen der Bedingungen < A < 2 lln, < « < s

beliebig gewählt werden können, so klein annehmen, daß die beiden die Größe u^^,~-u,.^,

einschließenden, sich nur durch das Vorzeichen unterscheidenden Schranken der Null so

nahe Hegen, wie man will, und es kann daher auch für s>() die Differenz ü,.^,-u^^,

einen von Null verschiedenen Wert nicht besitzen. In jedem Falle ist also «,.,=- m,.,,

oder, was dasselbe, es gibt außer der Funktion u,.^, nicht noch eine zweite, welche die

unter I. und II. aufgeführten Eigenschaften besitzt. Dainit ist al^er die zu Anfang dieses

Artikels gestellte Frage beantwortet.

8.

Durch die in den vorhergehenden Artikeln durchgeführten Untersuchungen ist

jetzt der folgende fimdaraentale Satz bewiesen:
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8atz.

„Ik'zkM man <lu' J'unkfe einer Kreisfläche mit dem Älittelpunkte und dem

liudim Li (s. Fig. 1) auf ein reelihvinklifjes Koordinatensystem mit dem Anfannspunkte

und den Achsen OX. OY, (jleichzeitin aber auch auf ein IhlarJcoordinatensf/sfein mit dem

Funkte als Fol und der X-Achse als Folarachse, bezeichnet mit x, y die rechttvinklifjen,

mit r, t, o</<2ä, die Folarkoordinaten irgend eines im Innern der Kreisfläche gelegenen

Punktes, mit |, t] die rechttvinkligen, mit R, (p, 0i,p<2«, die Folarkoordinaten. irgend eines

auf dem Fände SR der Kreisfläche gelegenen Funktes. so daß also x = r cos t, y = r sin t,

^ = Fcos(p, Tj = B sin (p ist, versteht ferner unter f(ip) eine den Bedingungen der Endlich-

keit und Bitegrierbarkeit genügende, reelle, einwertige imd mit der Feriode 2n periodische

Funktion der reellen Veränderlichen (p, ersetzt auch in neuer Bezeichnung (p immer durch

(p\, wenn (p ein der Bedingung 0^(p<27i genügender Stetigkeitspunkt von fiap^ ist, und ver-

langt alsdann zu dieser Kreisfläche unter Ausschluß der von den Funkten B, (/, verschiedenen

Funkte des Bandes eine reelle, einwertige Funktion u des Ortes, welche den folgenden Be-

dingungen gen iigt

:

L Für jeden im Innern der Kreisfläche gelegoien Funkt x, y soll u stetig sein, in

derselben Ausdehnung sollen die partiellen iJerivierten J^ , ~, |-^, |-^ existieren und ebenfalls

stetig sein; endlich sollen die zweiten IJerivierten die Gleichcng Au = -r^, + ^, = erfüllen;

II. Bei der Annäherung des Funktes x, y an einen Bandpunkt B, (p soll die

Funktion u endlich bleiben, oder, tcas dasselbe, sie soll für jeden Funkt B, cp des Bandes

eine obere Grenze /"'''(y) und eine untere Grenze f^'H(p) in dem früher definierten Sinne

besitzen; die dadurch bestimmte Schwankung f^'^H(p) — f^'\(p) der Funktion u für den Funkt

B, (p soll, welche positive Zahl man auch unter a verstehen mag, in dem Intervalle von

(p = i) bis (p = 2ji stets nur für eine nicht ausgedehnte Funktmenge Werte haben, die größer

als a sind;

III. Für jeden Bandpunkt 1!, f/>, soll ti = f{(p) und f''^\<f)
= f^^'\(p) = f{<f) sein,

oder, was dasselbe, für jeden Bandjninkt B, (p., soll u stetig sein und denselben Wert tvie

f'((p) besitzen;

so kann dieses Verlangen immer durch eine und nur durch eine Funktion u erfüllt werden, und

es wird zugleich der Wert von u für alle in Betracht kommenden Funkte der Kreisfläche

als Funktion der Folarkoordinaten dargestellt durch die Gleichungen:

2«
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In dem besonderen Falle, wo f{(f) durchweg stetig ist, sind die Bedingungen II.

von selbst erfüllt, sobald die Bedingungen III. erfüllt sind, und die Funktion u ist

daher in diesem Falle durch die Bedingungen I. und III. allein schon vollständig

bestimmt. Liegt dagegen der Fall vor, daß f{(p), o.<v<s«, zwar Unstetigkeitspuukte

besitzt, diese Unstetigkeitspunkte aber eine nicht ausgedehnte Punktmenge bilden, so

ist von den beiden unter IL gestellten Bedingungen die zweite von selbst erfüllt, sobald

die erste erfüllt ist, und es können in diesem Falle die Bedingungen IL durch die

einzige Bedingung ersetzt werden, daß für die Werte, welche u im Innern des Kreises

besitzt, eine obere und eine untere Grenze existiert, oder, kürzer gesagt, daß die

Funktion u der Bedingung der Endlichkeit genügt. Für den Fall, daß die Anzahl der

Unstetigkeitspunkte von f{(f),
o<<p<^-n, eine endliche ist, hat diese Bedingung der End-

lichkeit zuerst Herr H. A. Schwarz*) eingeführt.

*) Schwarz, H. A., Zur Integration der partielkn Dift'erentialgleichung ^—j + r—j = *'- (Gesammelte Werke,

Bd. II. S. 17Ü—210; S. 196.)
^ ^^



Zweiter Absclinitt.

Bestiinmuiig von Scliranken für die Werte eines zn einer Kreisfläche geliörigen

Poisson'sclien Integrals.

1.

Für manche Untei'suchungen ist es vorteilhaft, mögliclist enge Schranken zu

kennen, aus denen der Wert des im vorigen Absclmitte betracliteten Integrals:

1 + 1

^'.' - ^ff(V') jf^-2j;fcoB(I-.p) + ,- ^'^'

bezogen auf den im Innern der Ki"eistiäche gelegenen Punkt c/" mit den Polarkoordi-

naten r, t, nicht heraustritt. Solche Schranken sollen jetzt ermittelt werden.

Es möge mit K die untere, mit fi die obere Grenze der Werte bezeichnet

werden, welche die den Bedingungen der Endlichkeit und Integrierbarkeit genügende,

reelle, einwertige und mit der Periode 2n periodische Funktion f{(p) in ihren Stetig-

keitspunkten besitzt. Der Fall, wo die Funktion f{(p) für jeden ihrer Stetigkeitspunkte

denselben Wert c besitzt, also K=(t = c und u^t = c ist, soll bei den folgenden Be-

trachtungen immer ausgeschlossen sein. Setzt man dann in dem obigen Integralausdruck

an Stelle von /"(y;) das eine Mal K, das andere Mal G, so gewinnt man, da der im

Integralelement vorkommende Quotient für jeden Wert von (p positiv ist, für u,.^, eine

untere und eine obere Schranke, und zwar erhalt man auf diese Weise, wenn man

noch die (ileichung:

1_ f R'- - r- , _ .

beachtet, die Beziehung:

Um günstigere Schranken für «,., zu erhalten, verstehe man unter ^l irgend

eine der Bedingung 0^^)^n genügende Zahl, bringe hierauf die obige Grleichung,
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nachdem man zuvor noch l = y.i + f + n gesetzt hat, durch Einführung einer neuen

Integrationsvariable in die Gestalt:

"V = 4/ ''(^ + ^) i^'-2AVcor<p + ,- '^^

und bilde alsdann mit Hilfe dieser Gleichung und der aus ihr für r = hervorgehenden,

den Wert ic^ von m,._, im Mittelpunkte des Kreises darstellenden Gleichung:

2 n + iji

1 i

'V

indem man zur Abkürzung:

'J\V) ~ ü« — 2 J{r cos q, + »*

setzt, die (ileichung:

2 TT + 1//

««.,< - //(v)"o = 2i^J
/(' + y')[.'/(ff) - fi{y^)]'i(p,

welche unter Ausschluß des Falles >• = als Ausgangspunkt für die weitere Unter-

suchung dienen soll.

Die auf der rechten Stute dieser Gleichung hinter dem Integralzeichen vor-

kommende Größe
(i((f-)

— (/(ip) ist, als Funktion vtm </ betrachtet, für alle Werte von yi

zwischen y) und 2n-~yj negativ, für alle Winte von (/ zwischen 2n - yj und 2n + xfj

positiv. Infolgedessen erhält man sowohl füi- den ;iuf das Intervall y> -in — yj, als

auch für den auf das Intei'vall 2n — yj -^n + xp sich beziehenden Teil des Integrals

ein(^ untere und eine obere Schranke, wenn man in jedem dieser beiden Teilintegrale

an Stelle von /'(/+ </) d;is eine Mal K, das andere Mal (1 setzt. Man gelangt auf

diese Weise zunächst zu den Ungleichungen:

'irr + ili Stt + i/' 2« + l/'

und erhält daini weiter aus diesen durch vVddition, nachdem man zuvor noch die links

und rechts vorgeschriebenen Integrationen auf Gi-und der Gleichungen:
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ausgeführt hat, die Ungleichung:

aus der dann schließlich die Ungleichung:

0< r<R,

folgt. Die unter der VoraussetzAing O^tp^n durchgeführte Ableitung von (F^.) läßt

unmittelbar erkennen, daß für i// = und yj = n, da der Fall K= G ausgeschlossen ist,

die Gleichheitszeichen bei {i\.) zu unterdrücken sind, daß dagegen diese Gleichheits-

zeichen für jedes zwischen und ti gelegene i// beibehalten werden müssen, solumge f{(p)

nur den Bedingungen, die zu Anfang dafür aufgestellt wurden, unterworfen ist, man

also die Gesamtheit der überhaupt möglichen Funktionen ti^^ betrachtet.

Da in der Ungleichung (F,,.) an Stelle von ifj jede der Bedingung 0<rp ^n
genügende Zahl treten kann, und «*,.,,

— «o von xp unabhängig ist, so kann man (Fq.),

wenn man noch zur Abkürzung:

setzt, durch die Ungleichung:

U(ipi) < u,^t - iio ^ 0(1^2)

ersetzen, bei der ip^ , i//, irgend zwei dem Intervalle n angehörige Zahlen bezeichnen.

Aus dieser letzten Ungleichung wird man, da U{yj) und 0{yj) außer ip auch noch die

Größen K, G, ti^ enthalten, die engsten Schranken für alle diejenigen Funktionen «,.„

welchen dasselbe K, G und % zukommt, erhalten, wenn man für ^p^ diejenige Zahl ip

des Intervalls 0---n wählt, für welche die Funktion U(tp) ihren größten Wert besitzt,

für ip^ dagegen diejenige Zahl 1/' des Intervalls -n, für welche die Funktion 0(xp)

ihren kleinsten Wert besitzt. Nun zeigt aber ein Blick auf die Gleichungen:

rfi/j'
"~

dip ~ (M"-
~

'1 Er cos ip-i-ry

daß in dem Intervalle von ip = bis ip = n die Funktion U{xp) ihren größten Wert für

y, = g~^ 7t, die Funktion 0{ip) ihren kleinsten Wert für yj = ""^Z k " annimmt, und man

erhält daher, wenn man diese Werte an Stelle von 1//^, y/^ beziehungsweise in die zuletzt

aufgestellte Ungleichung einträgt, schließlich die Ungleichung:

P-R, I.
6
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(F.) ~^(G-K)miß
&')'

E—r coa(Ö-)J
£%t-

9
»(,<—('G—K) arc tg

B- l'u^—K \
0'r<R,

als die günstigste in jener Ungleichung enthaltene.

Die im vorstehenden zur Herleitung der Ungleichungen (F^.), (F.) angestellten

Betrachtungen lassen im übrigen erkennen, daß diese Ungleichungen, unter eventuellem

Ausschluß der Gleichheitszeichen, auch dann noch gelten, wenn man darin an Stelle

von G, K zwei den Bedingungen G' ^ 6r, A" ^ K genügende Zahlen G' , K' setzt.

Daß bei passender Verfügung über die Funktion /"(y) die Größe u^^ , — Uq mit

sich änderndem t für jedes r sowohl die obere wie die untere durch fF.) gegebene

Schranke erreichen kann, erkennt man, wenn man, unter a eine zwischen und n ge-

legene Zahl verstehend, die spezielle, zu der durch die Gleichungen:

f{(f) = G, wenn ~ a^(p <a, f((p) = K, wenn a ^(f <2n — a,

definierten Funktion f((f) gehörige, Funktion:

•^^^^^L (T^'-Oäina ^J
+ —2—' Ä < (r.

G — K

lietrachtet. Man hat dann m„
G

a -\- K und erhält infolgedessen aus der Un-

gleichung (F.) für die hier betrachtete spezielle Funktion u^^, die Ungleichung:

— — (G — K) arc tg -^-r ) < m^ ,— «„< — (6r — A arc tg i-n •

Tt ' ^ \}i J^ r cos u] — '^'' "^«V / "\Ä — r coä a]

Die dadurch für «^ ^
—

?<o gelieferten Schranken werden aber von m^_ ^
— Mq auch wirklich

erreicht, und zwar die obere für ^ = 0, die untere für t = n. Auch möge mit Eück-

sicht auf die im nächsten Artikel folgenden Untersuchungen noch beinerkt werden, daß

bei passender Verfügung über die Größe a im Rahmen der Bedingung < a < tt für die

Größe M^ jeder Wert zwischen K und (} auftreten kann.

Bildet man die Differenz der durch die Ungleichung (F.) für m^_ ,
— u^ gegebenen

Schranken, so erhält man für die mit *S'|«r_(| zu bezeichnende Schwankung der Funk-

tion i<^_, auf der zum Radius r gehörigen Kreislinie die Ungleichung:

(S.) 6>,,|^|(G-A)arctg[^|^sin(^^.)],

2.

Aus der im vorigen Artikel gewonnenen Formel (F.) als Hauptformel sollen

jetzt einige einfachere Formeln abgeleitet werden.
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Man beachte zunächst, daß unter den Voraussetzungen < r < R und g' = 1 für

jeden positiven Wert von x die Beziehung:

, / r sin .T \ , r
arc tg ^-j < -TT-,— -^^ \R -\- er cos j-f E-\-ir

besteht. Setzt man nämlich:

// \ r , / rsin.r \ w^ v Br'Ii— sr){\ — cosx'i

' \ ' H-\-tr ° \H -{- tr coa xj -' - (A -f-f n (-B +2f Ar cosx+ r')
'

SO wächst unter den gemachten Voraussetzungen die Funktion f{x), wie ein BHck auf

ihre mit f ix) bezeichnete Deiivierte ergibt, beständig mit wachsendem x, erreicht für

X = () den Wert Xull und besitzt daher für positive x stets positive Werte. Wendet

man nun auf die Ungleichung (F.) die aus der obigen Beziehung unmittelbar sich er-

gebenden, für < u; < -T gleichzeitig geltenden Formeln

:

rv ^ , / r sin .r \ ^ r , , ^ , / r sin a; \ ^ r / s

^ < ^^'c tg U _,,,,, ) < -jTzrr
•^•' ^» < ai-c tg

(^^,,,,,) < ^+7 (n-x)

an, so erhält man die einfacheren Ungleichungen:

0<r<R

Die so gewonnenen Ungleichungen (F^.), (F,.) können auch direkt aus der Un-

gleichung (Fp.) erhalten werden, indem mau darin das eine Mal v = 0, das andere Mal

yj^Ti setzt und beachtet, daß für diese speziellen Wei-te von i//, wie schon früher be-

merkt wurde, die hei (F^.) stehenden Gleichheitszeichen nicht mehr zulässig sind.

Um für u , — i( die "ünstisisten von m, freien Schranken zu erhalten, beachte

man, daß die in (F.) vorkommende Größe % je nach der Beschaffenheit der Funktion

fiv) je^^len zwischen A' und G gelegenen Wert haben kann, und daß die Funktion

„
*" "" "^

, wenn x von bis arc cos ^ geht, beständig zunehmend die Werte von
B — r cos X ' J{ '=

bis durchläuft, dagegen, wenn .r von arc cos ^ bis .t weitergeht, beständig
j/if'— r-

^ r ji

abnehmend die Werte von bis durchläuft. In dem Falle, wo m„ der Be-
yir--r'

dinguug A'<«y<-^4-^ g^nfigt, bestehen daher die Beziehungen:

r sin
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und man erhält auf Grund derselben aus der Formel (F.) die einfachere Formel:

(F3.) -iiG- K) arc tg ^ < w„ ,
- u, ^^{(^- K) arc sin ^

,

K<u„<i±lL,

bei der das Gleichheitszeichen nur für den speziellen Wert r = 11 cos
(
"^Zx ^) ^^ ^^'

tracht kommen kann. In dem Falle, wo m„ der Bedingung —j-^ < m„ < G genügt, be-

stehen dagegen die Beziehungen:

und man erliält auf Grund derselben aus der Formel (F.) die einfachere Formel:

(F,.) -|-((/-70arcsin^^M,,,-M„<|(6'-70arctg^, £±i:<'J.^,

bei der das Gleichheitszeichen nur für den speziellen Wert r = li cos
( ^^Z x ^) i" ^^'

tracht kommen kann. In dem besonderen Falle endlich, wo «^ = —^^^ ist, ergibt sich

aus der Formel (F.) unmittelbar die Formel:

(FJ -|-(^^-AOarctg-;^^M„,-«„^-|(r^-ür)arctg^, J//^.

Beachtet man nun noch, daß für {)<r<Il die Beziehung arc tg -^ < arc sin -^ besteht,

so erhält man aus den letzten drei Formeln die in jedem Falle giltige Formel:

(F,.) --|(C/-7i:)arcsin^^M,,,-M„^-^(6'-Ä')arcsin J,
o<r<R,

bei der jedoch das links stehende Gleichheitszeichen nur für den speziellen Wert

r = It cos ( ^.^ y° 71) , das rechts stehende Gleichheitszeichen nur für den speziellen Wert

r = B cos
[
ß,^ y 7i) in Betracht kommen kann.

Auch die Ungleichungen (F,.), (F^.), (F..), (F^.) können ohne Mühe aus der Ungleichung

(Fy.) abgeleitet werden, wenn man dabei noch das in Art. 1 über U (ip) und (?//) Gesagte

beachtet. Setzt man nämlich in der Ungleichung (F^.) yj = arc cos -^ , so geht dieselbe

direkt in die Ungleichung (Fg.) über, und kombiniert man alsdann die so erhaltene

Ungleichung (Fg.) mit der aus (F^.) für ^ = y hervorgehenden Ungleichung:

-^{^-K) arc tg ^ + -j^^j^ [-^ «^„) ^«,, ,-«„< - {G-K) arc tg-^ + -^.^^ [-^ «„)

,

so erhält man durch einfache Überlegungen die Ungleichungen (Fg.), (F^.), (FJ.
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Um schließlich auch noch an Stelle der ain Ende von Art. 1 für die Schwankung

»S'l«/^^,! der Funktion u^^, auf der zum Eadius r gehörigen Kreislinie aufgestellten Un-

gleichung (S.) eine einfachere zu erhalten, beachte man, daß der auf der rechten

Seite der Ungleichung (S.) stehende Ausdruck seinen größten Wert für «,,
= ''' '^/'' an-

nimmt, und daß arc tg ^! ^^, = 2 arc tg -^ ist. Es ergibt sich dann sofort die einfachere,

schon von Heri'n C. Neumann*) gewonnene Ungleichung:

(S'.) S|«*,,,|^-i(C^-A')arctg J,
.)<,•<«,

bei der, wie das in Art. l aufgestellte Beispiel für den speziellen Fall « = ^ zeigt, das

Gleichheitszeichen nicht weggelassen werden darf.

3.

Man betrachte jetzt das allgemeinere Integral:

i + TT

l-rf

bei dem f\((p), f^(<f) zwei den Bedingungen der Endlichkeit und Integrierbarkeit ge-

nügende, reelle, einwertige und mit der Periode 2n periodische Funktionen der reellen

Veränderlichen cp bezeichnen mögen, unter i die laterale Einheit zu verstehen ist,

endlich 11, r, t, l dieselbe Bedeutung wie früher haben sollen, und stelle sich unter

Ausschließung des Falles, wo die Funktion f[((f) + /^{(p)^ für jeden ihrer Stetigkeits-

punkte denselben Wert c^ + c^i besitzt, also u^^i = c^ + cj ist, die Aufgabe, für den Modul,

welcher dem Integralwerte für den im Innern der KreisUfiche gelegenen Punkt cP mit

den Polarkoordinaten r. t zukommt, möglichst enge Schranken zu finden.

Zur Lösung dieser Aufgabe bedarf man eines Satzes, der zunächst abgeleitet

werden soll. Es mögen 'l\{(p), F^{(p) zwei von c/; = « bis r/) = 6, « < i, den Bedingungen

der Endlichkeit und Integrierbarkeit genügende, reelle, einwertige Funktionen der reellen

Veränderlichen cp bezeichnen, üie Funktionen l'\'((p), F.i((p), Fy{(p) + l\^{(p) genügen

dann ebenfalls den genannten Bedingungen und haben zudem nirgendwo negative Werte.

Beachtet man nun noch, daß eine reelle Funktion der reellen Veränderlichen (p, die von

(p = a bis (p = h endlich und für keinen Punkt dieses Intt!rvalls negativ ist, immer zu-

gleich mit ihrem Quadrate für das Intervall integrierbar oder nicht integrierbar ist, so

*) Nkumänn, C, Vorlesungen über Riemann's Theorie der Abel'schen Integrale. (Leipzig, Teubner, 1884,

2. Aufl., S. 415. Formel (11.))
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ergibt sich, daß auch die Funktion y?\-
{(f) + >'/ (f/) den genannten Bedingungen genügt.

Setzt man jetzt:

j^ ^fl\ (y,) dcp =fl\ (v) d,p

,

J, = fl\ (cf) d<p ==fl\ {yj)dxfj,

a a a a

bildet auf Cirund dieser Gleichungen die Gleichung:

a a

und beachtet, daß stets:

ist, so erhält man für J^^ + J.^ die llelation:

b h

j: + j/ ^ fyK(<r)+i^M <f<f fyi'\'(rp)+w(yj) dyj

o a

und entsprechend für VJ^^ + J/ die Relation:

b

a

Diese letzte llelation liefert aber, wenn man das Integral J=J^ + JJ einführt, also:

a

setzt und die Gleichungen VJ^' + .V^moi]J, V¥^'(<fJ+~T\'J(p) = moä[F^((f) + l\{(p)i]

beachtet, unmittell)ar den gewünschten Satz in der (icstalt:

b

mod J ~^
I
mod [l'\ (y) + ![ (q) i\ d(p .

a

Aus der vorstehenden Untersuchung erhellt zugleich, daß liei dieser llelation das Gleich-

heitszeichen dann aber auch nur dann zu nehmen ist, wenn die Richtung der dem

Funktionswerte J\((p) + l-<\((p)i in der Ebent; der komplexen Zahlen entsprechenden

Strecke für alle diejenigen zwischen « und h gelegenen Stetigkeitspunkte der Funktion

F^((p) + F^((p)i, in welchen diese Funktion nicht den Wert Null hat, dieselbe ist.

Mit Rücksicht auf die gestellte Aufgabe bezeichne man nun die obere Grenze

der Werte, welche dem Modul von f^ifp) + f.,((p)i in den Stetigkeitspunkten der

Funktion f^{(p) + t\i(p)i zukommen, mit G und wende iüsdann den eben gewonnenen
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Modulsatz auf das mit u^^, bezeichnete Integral an. Man erhält auf diese Weise zu-

nächst die Eelation:
i + it

mod u,.^,^±-JmoA [/; {cf) + /; (9,) t\
j^^^j^^l^_.^^j^,. d<f .

Setzt man jetzt in dem auf der rechten Seite dieser Relation stehenden Integralaus-

drucke an Stelle von iwod [f̂ [ip) + f„{ip)i\ die eben definierte positive Zahl G, so ge-

wiinit man für mod«*^_, eine obere Schranke, die sich auf CJrund der (ileichung:

27t J ü« — 2Äccos(i-9) + j-^ ^ ^

l-n

als identisch mit (} erweist. Diese obere Schranke würde von dem genannten Integral-

ausdrucke nur dann erreicht w^erden, wenn die Funktion f\{<f) + t\{ip)i füi" jeden ihrer

Stetigkeitspunkte die Zahl G als Modul l)esäße, von niod u^^, nach dem beim Modul-

satz Bemerkten, aber nur dann, wenn die Funktion
/i (</') + fg (y) « zudem noch für

jeden ihrer Stetigkeitspunkte dieselbe Zahl x, o<x<2«, als Eichtungszahl besäße.

Dann käme aber der Funktion t[{<f) + f^ifpji für jeden ihrer Stetigkeitspunkte derselbe

Wert Gd" zu, und man befände sich in dem schon von Anfang an ausgeschlossenen

Falle. Von diesem Falle abgesehen hat man daher stets:

ü <, mod u^^i<, G

.

Um günstigere Schranken für mod u,.^ , zu erhalten, verstehe man unter xp irgend

eine der Bedingung ^ y/ ^ 71 genügende Zahl, bringe hierauf die für w,._ ; aufgestellte

Gleichung, nachdem man zuvor noch l = xp -\- 1 -\- n gesetzt hat, durch Einführung einer

neuen Integrationsvariable in die Gestalt:

V

und bilde alsdann mit Hilfe dieser Gleichung und der aus ihr für r = hervorgehenden,

den Wert Mq von u,.^t im Mittelpunkte des Kreises darstellenden Gleichung:

1 "

V
indem man zur Abkürzung:

9{(p) W — 2ir;rcos<p + r'

setzt, die Gleichung:
in + xv

Ur,
,
- 9M% = -LJ [/i (^ + V) + f'2

(f + V) i] [9 ((f) - 9 (¥')] (i(f
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Wendet man alsdann auf diese Gleichung den oben aufgestellten Modulsatz an, so er-

hält man die Ungleichung:

mod [«,,,- i/(v)«o] < 2^
/'»i"i^ [fi{f + V) + f'2{f + y)^] mod [g{(p) - g(y,)] dcp

,

'I'

welche unter Ausschluß des Falles r = den Ausgangspunkt für die weitere Unter-

suchung bilden soll.

Die drei Faktoren, aus denen sich das Element des auf der rechten Seite dieser

Ungleichung stehenden Integrals '/usaniniensetzt, sind für keinen Wert von (p negativ.

Infolgedessen erhält man eine obere Schranke für den Integralwert, wenn man den

Faktor mod
|/j

(< + (/) + /!,(> + y))i| durch (i ersetzt. Beachtet man dann noch, daß für

das von y; = j// bis </) = 27r — »/' sich erstreckende Intervall n\od\(j((p)~ (j{yf)\ = -\(f{(f')
— (/(if)],

für das v(m cp=2n— y' bis (f=2n+ y> sich erstreckende Intervall mod[(j(c/>)~(j(yj)]=<i{(f)~(j{y')

ist, so erhält man aus der aufgestellten Ungleichung zunächst die Ungleichung:

2/1-1/1

mod [m,,
,
- (j (v) Wo] <-T^ \ [il ('/) - 9 (V')l '''/ l- t^ j [n iv) - H (v)] ^^

und weiter dann aus dieser, indem man die Integrationen auf Grund der Gleichungen:

ausführt, die Ungleichung:

mod K, - y(yj)u,] ^ -J [2Q{y>) + {n-2yj) I^]-

Aus dieser letzten Ungleichung ergibt sich aber schließlich, wenn vlvmx noch zur Ab-

küx'zung:

S{yj)^2Q{y.) + {n-2rpy^

setzt und sowohl die Beziehung mo({\u,^i — (i(y^u^^(i{\ii)mv)([u^ — \no(\u,., wie die Be-

ziehung mod [m,.^, — ^(i/7)m„] ^ mod Wy_, — ^(y/) mod «0 beachtet, die Ungleichung:

(Fo-) -f ^'W+^^||^modMo^modM,,,-mod«o^-^S(v)+^^^modMo, ^ <'<"

Die vorstehende, unter der Voraussetzung ^ i// ^ ti durchgeführte Ableitung

von (Fg.) läßt unmittelbar erkennen, daß für yi =0 und ip = n, da der Fall, wo
die Funktion f\ ((/>) + f., {(f)

i für jeden ihrer Stetigkeitspunkte denselben Wert hat, aus-

geschlossen ist, die Gleichheitszeichen bei (F,,.) zu unterdrücken sind. Eine eingehende,

direkte Untersuchung zeigt weiter aber auch noch, daß das bei ihr rechts stehende
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Gleichheitszeichen für jedes zwischen und -^ gelegene ip, das links stehende Gleich-

heitszeichen für jedes zwischen ^ und n gelegene i/; unterdrückt werden muß; daß

dagegen, so lange f[((p) + f.,{<f)i nur den allgemeinen Bedingungen, die zu Anfang

dafür aufgestellt wurden, unterworfen ist, man also die Gesamtheit der iiberhaupt

möglichen Funktionen %_, betrachtet, das rechts stehende Gleichheitszeichen für jedes

der Bedingung y ^ i/' < ti genügende ^), welchen Wert auch r haben möge, beibehalten

werden muß, das links stehende aber für irgend ein der Bedingung < i/; ^ ^
genügendes ^ beibehalten oder unterdrückt werden muß, je nachdem ein Wert von r

in Betracht kommt, für den S(w) + ' ^y' mod u,> — mod m, ist, oder ein Wert

von r, für den — -^ S(yj) + ' ^^y'' mod u^ < — mod u^^ ist. Die Richtigkeit der vorstehenden

Ausführung(^n erhellt übrigens auch aus den im folgenden durchgeführten Untersuchungen.

Da in der Ungleichung (F^.) an Stelle von yj jede der Bedingung ^xfj^n ge-

nügende Zahl treten kann, und mod t<,.^ , — mod i<o von xp unabhängig ist, so kann man

(Fy.), wenn man noch zur Abkürzung:

UM ^-% S{y.) +q^ mod u^

,

(y^) ^ J Ä(,;,) + £|M ,nod u^

setzt, durch die Ungleichung:

U(ifJi) ^ mod u,.^
i

— mod z«o ^ (i//^)

ersetzen, bei der y>^ , if.^ irgend zwei dem Intervalle n angehönge Zahlen bezeichnen.

Aus dieser letzten Ungleichung wird man, da U(iff) und 0(yj) außer ip auch noch die

Größen G und mod u^^ enthalten, die engsten Schranken für die Moduln aller der-

jenigen Funktionen«^,, welchen dieselben Größen G und mod ^f^ zukommen, erhalten,

wenn man für i/'^ diejenige Zahl yj des Intervalls n wählt, für welche die Funktion

U(xp) ihren größten Wert besitzt, für i//, dagegen diejenige Zahl xp des Intervalls

• • • 71, für welche die Funktion 0(^yi) ihren kleinsten Wert besitzt. Nun zeigt aber

ein Blick auf die Gleichungen

:

-^ = [- {G - mod mJ + — y,\
-ßl, -^^ = YiG + mod u^ - — w\ -J^,

d-Q{Tp) __ (lg(ip) 2(j;-— r^ Jirsmili

dxj}' ~ dtb (7^=^ — 2JSrcüsi/) + r')"

daß in dem Intervalle von xp = {) bis ip = n die Funktion U(jp) ihren größten Wert für

^ ==^ (6' — mod «j, die Funktion 0(ip) ihren kleinsten Wert für yj = ;^ (G + mod u^)
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annimmt, und man erhält daher, wenn man diese Werte an Stelle von 7//^, xp^ beziehungs-

weise in die zuletzt aufgestellte Ungleichung einträgt, schließlich die Ungleichung:

(F.) -^ai-ctg
smr^C^'—modWolJ

<j\\o(\.u^ ^—mod?<o<— arctg
—-(ö—mu(lM„) H- rcos -f-;(C;+modM„)

''^"'l^'-*^"'^™'"^"»-']

als die günstigste in jener Ungleichung enthaltene. Da mod u,.^
,
— mod t(.^ ^ — mod »o

ist, so kann die untere Schranke, welche durch die Formel (F.) geliefert wird, nur

dann in Betracht kommen, wenn sie nicht kleiner als — mod u^ ist, oder, was dassell)e,

wenn
;Jr ^ tg (^ mod m„) ist.

Bei passender Verfügung über die Funktion fi{<f') + f>(</')'' kann mod m,._ ^
— mod «o

mit sich änderndem t für jedes r^ li tg (-^ mod n) sowolü die obere wie die untere

durch (F.) gegebene Schranke erreichen, für jedes r > E tg (-^ mod lA auch noch die

obere, aber nicht mehr die untere, wohl aber die dann an ihr*^ Stelle tretende Größe

— mod Mj^. Mau erkennt dieses, wenn man, unter G eine positive Zald, unter x eine

reelle Zahl, endlich unter a eine zwisclion -^ und n gelegene Zalil verstehend, die

spezielle, zu der durch die Gleichungen:

/i(y) + /*2('/')'' = ('(''', wtmn - a^(f <a, f^((f>) -f f.-,{(f)i = - Ge"', wenn a ^ (/• <2n — a,

definierten Funktion fi((f') + f.,{(f) i gehörige Funktion:

l)etrachtet und l)erücksichtiL't, daß für diese Funktion u,= "" '^

Ge"', mod w,^
"~^

G

ist, und daß infolgedessen die Ungh'ichnng (F.) hier die Gestalt:

arc tg (-rr-, < nujd u,. , — mod m« ^ arc tg -7;

annimmt, während zugleich 11 tg (-^ mod u^ in B tg (~ — ^) übergelit. Wie nämlich

ein Blick auf den ersten für u,.^, aufgestellten Ausdruck zeigt, wird die durch diese

Ungleichung gelieferte obere Schranke von mod «,.,, — mod m^ für ^ = und jedes r wirk-

lich erreicht, die untere Schranke dagegen für t == n und jedes r, für welches der in

der geschweiften Klammer stehende Ausdruck, nachdem man darin t = n gesetzt hat,

nicht negativ ist. Dieser Fall liegt aber, wie der zweite für m, , aufgestellte Ausdruck
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zeigt, vor, wenn — 2 Ilr — (M^ + r'^) cos a nicht negativ ist, oder, was dasselbe, wenn

r^ Big (y — y) ist. E'ür r > li tg (^ — yj dagegen gibt es immer zwei zwischen

und 2n liegende, durch die Gleichung 2 Itr cos t — (lf+ r'^) cos a = bestimmte Werte

von f, für welche u,.^t verschwindet, und es wird daher für jedes r>]itg(-^ -
y)

die Differenz mod%^, — modwo bei passend gewähltem Werte von t die Größe — mod Wq

wirklich erreichen. Auch möge mit Rücksicht auf die folgenden Untersuchungen noch

bemerkt werden, daß bei passender Verfügung über die Größe a im Eahmen der Be-

dingung -^ < a < TT für niod u^ jeder der Bedingung < niod m^ < G genügende Wert

aufti-eten kann.

4.

Aus der im vorigen Artikel gewonnenen Formel (F.) als Hauptformel sollen jetzt

einige einfachere Formeln abgeleitet werden.

Wendet man auf die Ungleichung (F.) die schon in Art. 2 aufgestellten, für

< 35 < 71 gleichzeitig geltenden Formeln:

< arc tg {-r < -77 ii' , <* < arc tg l-r, < -r-,— (n — x)o \l{ — r cos x/ Jt —r' ^ \/i— rcos;«/ J{ -{- r ^ '

an, so erhält man die einfacheren Ungleichungen:

(Fj.) — .."_ (6' — niod u^ < mod «,. ,
— inod '«„ < p''_

.
(G' + mod u^

,

(S <r < R.

(Fg.) — 77X7 {G- + mod «<„) < mod <*,^_,
— mod «„ < ^^,"'

^.
((7 — mod «„)

.

Die so gewonneni'n Ungleichungen (F^.), (F,.) können auch direkt aus der Un-

gleichung (Fg.) erhalten werden, indem man darin das eine Mal \p = 0, das andere Mal

^ = n setzt, und beachtet, daß für diese speziellen Werte von i/', wie schon früher be-

merkt wurde, die bei (F,,.) stehenden Gleichheitszeichen nicht mehr zulässig sind. Von

den beiden oberen Schranken, welche durch die Formeln (F^.), (F.,.) für mod n,.^^ — mod «„

geliefert werden, ist die durch die Formel (F^.) gelieferte stets ungünstiger als die

durch die Formel (F,.) gelieferte. Die durch die beiden Formeln gelieferten unteren

Schranken dagegen k()nnen nur dann in Betracht kommen, wenn sie nicht kleiner als

— mod u^ sind; das aber ist bei der in (F^.) vorkommenden unteren Schranke nur dann

der Fall, wenn 47< o^™° ""i— , bei der hi (F„.) vorkommenden unteren Schranke nur
'

Jl 2 (r — mod M„ ' \ 2 J

dann, wenn -^ < „^,"!° "^— ist. Beachtet man al:)er, daß schon für 4r < '" .,"" und
'

Vi 2 (r -4- mod «0 H (jT

6*
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umsomehr für -^ < -.(v^nuKi ,.„

'^'^ Beziehung --^ (G + mod «J < -^^ (C; - mod u^)

besteht, so erkennt man schlicßlicli, daß die durch die Formel (F^.) für modM,._, — mod u^,

gelieferte untere Schranke, wenn sie überliaupt in Betracht kommt, d. h. wenn sie

nicht kleiner als — mod m^, ist, stets ungünstiger ist als die durch die Formel (F^.)

gelieferte.

Um für mod u,.^t — mod »„ die günstigsten von w^ freien Schranken zu erhalten,

beachte man, daß die Funktion ,,

^ "" ^. in dem Intervalle von x = bis x = ^ ihren

größten Wert ^ für x = arc cos -^ , in dem Intervalle von x = ^ bis x==n ihren

größten Wert -^ für x = ^ annimmt. Man erhält dann aus (F.) die Ungleichung:

(Fg.) —— arc sin -^ < mod w,._, — mod u^^ ^ — arc tg -^

,

o<r<R,

wenn man noch l)eachtet, daß für r>() die hier vorkommende unterem Schranke nur

in dem Falle, wo 4- = sin i^ mod vfj und gleichzeitig mod «„ > ü ist, nicht kleiner ist

als die durch- (F.) für mod «^ , — mod «o gegel)ene untere Schranke, und daß in diesem

Falle beide Schi-anken den Wert — 2 mod «<o hal)en, also von mod <f,. , — mod ?<o unter

keinen Umständen erreicht werden k()nnen. Im übrigen kann die durch die Formel (Fg.)

für mod u^^, — mod Uq gelieferte untere Schranke nur dann in Betracht kommen, wenn

sie nicht kleiner als — mod w^ ist, oder, was dasselbe, wenn -^ < sin (^ mod ?/J ist. Die

durch die Formel (F^.) für mod % , — mod ti^ gelieferte obere Schranke kann nur für

solche Funktionen «<,., erreicht werden, für welche mod w-o = '^^ i^f> dann aber auch, wie

die Betrachtung der gegen Ende des vorigen Artikels aufgestellten speziellen Funktion

u^^i für den Fall « =- y ^.eigt, liei jedem Werte von r.

Auch die Ungleichung (Fg.) kann ohne Mühe aus der Ungleichung (F^.) abgeleitet

werden. Setzt man nämlich in der Ungleichung (F^,.) das eine Mal y = arc cos -^ , das

andere Mal '/' = v und beachtet das im vorigen Artikel über f/(?//) und 0(yj) Gesagte,

so erhält man die Ungleichungen:

arc sin tt < mod u. ,
— mod Uo<— arc sni -rr

,

- — arc tg -^ - ;^7q775 mod u„ £ mod u^^, - mod ^o <— arc tg ^ - -j^rj^. mod u^,

aus denen unmittelbar die Ungleichung (Fg.) folgt.
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5.

Es soll jetzt schließlich noch für den Modul der Ditterenz u,.^t — u^, unter Aus-

schluß des Falles r = 0, eine möglichst günstige obere Schranke bestinnnt werden.

Man betrachte zunächst den speziellen Fall, wo in dem zu Anfimg des Art. 3

eingeführten Integrale:

(«-<P) + r=
<I(p

die Funktion fäfff) für jedes (p den Wert Null hat, fi((p) + f.j((f)f- sich also auf die

reelle Funktion f[{(f) reduziert, und verstehe unter K^ die untere, unter (/^ die obere

Grenze der Werte, w^elche die Funktion
/i(</)

in ihren Stetigkeitspunkten besitzt,

dagegen unter G, der in Art. 3 eingeführten Bezeichnung entsprechend, die obere

Grenze der Werte, welche dem Modul von f^ ((p) in den Stetigkeitspunkten der

Funktion f\((p) zukommen, indem man auch hier den Fall ausschließt, wo die Funk-

tion f^{(p) für jeden ihrer Stetigkeitspunkte denselben Wert besitzt. Der in Art. 1

aufgestellten Formel (F.) gemäß besteht dann für die reelle Größe u^^, — Uf, die Ungleichung:

•(Cr, — iTjarctg
E— rcos

^''*.,<-Mo<-(öi-/i,)arctg
i^r)

L^—(^-)
0<i<R,

und weiter, da nach dem auf Seite 34 im Anschlüsse an die Formel (F.) Bemerkten

bei der vorstehenden Ungleichung die Größen G^, h\ wegen G'^G^, —G^K^ durch

die Größen G, — G beziehungsweise ersetzt werden dürfen, die Ungleichung:

iG ,-— arctg
iG

^«*.,<-«o<— arctg
'sinj^2^(6'+ M„)J

-B"'-cos[^(ö+ «o)]

Aus dieser letzten Ungleichung folgt aber — da mod[w^_(~Mo] bei reellem w^_, — «<o sich

entweder mit u^t — u^ oder mit % — u^^i deckt, je nachdem u^^, — tif, positiv oder negativ

ist — daß unter allen Umständen die größei'e der beiden Größen:

iG ,— arc tg

»8in[^(ff—
M„)J

-B—'•cos[^(G-M„)J

4ff
arc tg

'[^^C-^+ Mo)]

Ä- r COS [^(G+ «„)]_
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eine obere Schranke für mod [m^_, — «<o]
bildet. Beachtet man nun noch, daß bei posi-

tivem u der links stehende Ausdruck den größeren Wert hat und die Größe u^^ durch

niod Wß ersetzt werden kann, daß dagegen bei negativem u^ der rechts stellende Aus-

druck den größeren Wert hat und die Größe w„ durch — mod u^ ersetzt werden kann,

so erhält man schließlich, welchen Wert u^ auch haben mag, für mod [«^_, — «J die

Ungleichung:

r sin —pj {G — mod ?(„)

(F; .) mod [u,. , - «<o] <— arc tg
B,— rcos —-=7 (Cr — mod %„)

0<r<R.

üaß bei passender Verfügung über die Funktion /"j (c/)) die Größe mod [«*^^ — «„J
mit sich

änderndem t für jedes r die durch die Formel (Fj,.) gegebene obere Schranke erreichen

kann, erkennt man aus dem am Ende von Art. o aufgestellten Beispiel, nachdem man darin

X = gesetzt hat. Für die dann auftretende reelle Funktion %_(, bei der Mq = "~

—

- G>

mod t(,, = "'^

"

(r ist, wird nämlich durch die Formel (Fl.) als obere Schranke für

mod [«,._,
— Mo] tlie Größe -^ arc tg (^ V'°co8

«

)
yß^ißfß^'tj und diese Größe wird von

mod [u^^i — Mq] für t == n auch erreicht.

Um für mod |m,., — «<„| die günstigste von «„ freie obere Schranke zu erhalten,

beachte man, daß die Funktion ,,
'

^'"'''— in dem Intervalle von a; = bis x = ^ ihren
'

ii — )• cos X 2

größten Wert -—^ für x = arc cos 4- annimmt. Man erhält dann aus der Ungleichung

(Fq.) die schon von Herrn IL A. Schwakz*) aufgestellte Ungleichung:

(F'.) mod [«,._,— «oj 5^^ arc sin •^, o<,<r,

bei der das Gleichheitszeichtni nicht weggelassen werden darf, da, wie das eben be-

trachtete Beispiel zeigt, zu jedem vorgegebenen Werft» r von r unter allen denjenigen

Funktionen w,.,, bei welchen die zugrunde liegende Funktion f\{(f) ihrem absoluten

Werte nach die Zahl G nicht übersteigt, stets solche existieren, für welche mod [t^/,, — mJ

bei sich änderndem t den Wert —^ arc sin 4r erreicht.

In dem allgemeinen Falle, wo
/l (^) + /"» (y) ^ nur den zu Anfang des Art. 3 auf-

gestellten Bedingungen unterworfen ist, gilt die Formel (Fj,.) nicht mehr unbeschränkt.

f 11 (~' tt
*) Schwarz, H. A., Zur Integration der partiellen Ditferentialgleicliung 0—i + ^—i ^ 0- (Gesammelte Werke,

Bd. U, S. 175-210; S. 190.)
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sie gilt aber, welche Funktion u^^^ auch vorliegen mag, unter allen Umständen noch,

wie mit Hilfe der in Art. 3 abgeleiteten Formel:

mod K.,-/y(v/)wJ ^ |[2g(v) + (n-2yj) '^^\

gezeigt werden kann , für jedes r^li sin {£^ mod u\ . Die Formel (F'.) dagegen gilt

auch noch im allgemeinen Falle unbeschränkt; denn sie geht aus der eben ange-

schriebenen, für jedes zwischen und n liegende ip geltenden Formel unmittelbar

'I in =^^ "ill" llix n/-\4T-i4- -ni-»*-! 1\/^*»/^ In-rz-kT /loK /lr>*i'»'> /iltn\ I t \ r '

Q{'tp) = 2 arc sin -^ wird.

hervor, wenn man darin xp = arc cos ^ setzt und beuchtet, daß dann //(y) = 1, ^\^
= 0,



Dritter Abscliiiitt.

[ntep'ation der partiellen Differentiulgleielmn^ Aw = für melirblättrij^e

Kreisiläelieii \uu\ mehrhlättriije Kreisergiiiizunssfllielieii.

1.

Di(^ im ersten Abschnitte gewonnenen Eesultate bleiben im wesentlichen l)e-

stehen, wenn man an Stelle der reellen Funktion f\(f') eine komplexe Funktion

f"((f) + f"{(p)i zu (irunde legt, deren Bestandteile f"{<i), f"{if) den im ersten Abschnitte

für f[(p) gestellten Bedingungen genügen. Alle folgenden Untcrsnchungen sollen nun

auf Grund dieser allgemeineren Annahme durchgeführt werden, jedoch, der einfacheren

Darstellung wegen, mit Beschränkung auf den Fall, wo die reellen, einwertigen und mit

der Periode 2n periodischen Funktionen /"(y), f"(if'), Jvus denen sich f{<f>)
= f"{(f) + f"{(f) i

mit Hilfe der lateralen Einheit i zusammensetzt, für jeden Wert der reellen Veränder-

lichen (/ stetig sind. Für diesen Fall geht aus dem am Ende des ersten Abschnittes

ausgesprochenen Satze unter Beibehaltung der doi't angewandten Bezeichnungen der

folgende Satz hervor:

Satz. „Es existiert zu der Kreisfläche K (s. Fig. \) mit dem Mittelpunkte und

dem lludius 11 immer eine uxd nur eine in der (junzen Fläche eiiiwertiye und sfetifie

Funktion u^u' + u"i des durch die J'olarkoordinaten r, t, o<r^n,o<t<-2n, auf (irund der

Gleichunfjoi x = r cos t, y = r sin t fixierten Punktes x, y, tvelche für jeden Punkt It, t des

Hundes von K mit einer roryeyehenen einwerti<jen , stetigen und mit der Periode 2n perio-

discIu'M komplexen Funktion f{t) = f'[t) -\- f"{t) i der reellen Veränderlichen t dem Werte

nach übereinstimmt
, für jeden inneren Punkt der Kreisfläche stetige Derivierte j^i ^'

4^, -T—5" besitzt und in derselben Ausdehnuny der partiellen Dijferentiahjleichuny

f) "it f) " IL

Alt = Tj-^ + -g^T = *> (jenü/it. Diese Funktion u wird für alle Punkte der Kreisflächr als

Funktion der J'olarkoordinaten r, t daryestellt durch die Gleichmiyen:

2«

«*. <
= -T- i'fiu) ,r .j^'n i - '/y > «« /

= fit) ,

»< ^ < «' a
'"' -In 1 ' ^' J R- — -Z Hrcoa (t— cp) -fr' '

' "'
' ' V / '

o <,i ^ in.
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Da die Punktion u für jeden im Innern der Kreisfläche gelegenen Punkt der

Differentialgleichung Ati = genügt, so läßt sich zu ihr eine einwertige und stetige

Funktion v = v'+v"i der durch die Bedingung x^ -\- if < B^ beschränkten reellen Ver-

änderlichen X, y finden, welche für jeden inneren Punkt der Kreisfläche mit ihr ver-

knüpft ist durch die Gleichungen:

dv du dv du
ex dy ' dy dx

Eine solche Funktion r ist für jeden im Innern der Kreisfläche gelegenen Punkt x, y

vollständig bestimmt, sobald man noch den Wert v^, den sie für den Mittelpunkt

der Kreisfläche besitzen soll, angibt. Unter Hinzunahme dieses Wertes v^ erhält man
nämlich zur Bestimmung von v die Gleichung:

0,0

dabei ist der Integrationsweg für das rechts stehende Integral nur der Bedingung unter-

worfen, vollständig im Innern der Kreisfläche zu verlaufen. Setzt man alsdann

w = u-\-vi, so ist die so für alle inneren Punkte der Kreisfläche deflnierte Größe w
eine Funktion der komplexen Veränderlichen z = x-\-yi, da ihr reeller Teil w ^ u — v"

mit ihrem lateralen Teile iv"i =- (ii!'-\- v')i durch die Gleichungen -^ = —^,^ = -^
\ '

J ~ ox dy cy ox
verknüpft ist.

Eine Darstellung der Funktion xv für das Innere der Kreisfläche läßt sich aber

auch, ohne daß man vorher v durch Integration bestimmt, direkt gewinnen, wenn man
beachtet, ^daß die Gleichung:

Bef' + re" B'' ~ r'- 2Brsm{t— tp)

]^,el'' — re" Ji' — 2 Jir cos («— (jp) + ?•'
' ]{- — 2 H r cob {t -- (p) + r-

besteht, der hierl)ei links stehende Ausdruck eine Funktion der komplexen Veränder-

lichen z = X + yi = re" darstellt, und infolgedessen der reelle Teil ju desselben mit dem

lateralen Teile ri durch die Gleichungen ä^ = — y^ > If = g^ verknüpft ist. Es ergibt

sich alsdann unmittelbar:

.
, 1 r,./ -, Bei" +Z j z = re'',

u

während zugleich die Komponenten u^^i und v,.,, von w, durch die Gleichungen:

in in
1 Cn/ \ B'' - r^ j ,

1 /•/./ \
2Brs\n{t— q>) , o<r<R

bestimmt sind.

P-E, I.
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Die Funktion w^ läßt sich für das Innere der Kreisfläche durch eine nach Potenzen

von z mit ganzen positiven Exponenten fortschreitende Reihe, deren Koefhzienten von z

unabhängig sind, darstellen, und entsprechend lassen sich die Funktionen m^.o ^,-,( für das

Innere der Kreisfläche durch Eeihen, die nach Potenzen von r mit ganzen positiven

Exponenten fortschreiten und als Koeffizienten Funktionen von / besitzen, darstellen.

Man erhält nämlich auf Grund der Gleichung:

und der aus ihr durch Trennung der reellen Teile von den lateralen sich ergebenden

Gleichungen:

tf — f"
-I , ci KT' >' fj \ 2Hra]n(t— w) ^^ .v^ ' • /_. \

Iv — •ilir coe.ijt. — ip) -\-
r- ^ ji"

^ '/ H^ - -•iRr cos {t— tf) -\- r- ^ j{" V ^y

zunächst für iv, die Darstellung:

"\ = «*,-,< + t^r,i^' = Co + c, 2 + Cs ^;- H h c„ 0" H ,

wobei
< ! < R, < i ^ in,

J n>0 -« ^J

ist, und weiter dann für die Komponenten ««,., und v^^, von w._ die Darstellungen:

_ 2 TT _ 2n

^r, (— ^'n

2.

Die Funktion u, deren Existenz in dem zu Anfang des vorigen Artikels auf-

gestellten Satze ausgesprochen wurde, ist auch dann nocli eindeutig bestimmt, wenn
man die ihr auferlegten Bedingungen, soweit dabei die Derivierten in Betracht kommen,
für einzelne Punkte der Kreisfläche fallen, es also dahingestellt sein läßt, ob für diese

Punkte die genannten Derivierten überhaupt existieren. Der Beweis für diese Behaup-
tung soll, mit Hilfe eines von Riemann*) zu ähnlichem Zwecke ersonnenen Verfahrens,

hier nur für den bei den späteren Untersuchungen ausschließlich in Betracht kommen-

*) HiKMANs, B., Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen complexen
Größe. Art. 10. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 3—48.)
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den Fall durchgeführt werden, wo die der Funktion u auferlegten Bedingungen, soweit

dabei die Uerivierten in Betracht kommen, für den Mittelpunkt des Kreises fallen ge-

lassen sind.

. Man verstelle zu dem Ende unter u eine Funktion der j-eellen Veränderlichen x, y,

die für jeden von dem Mitteljjunkte verschiedenen Punkt der Kreisfläche dieselben

Bedingungen erfüllt, wie die in dem aufgestellten Sat/e definierte Funktion u, und die

zudem, ebenso wie diese, auch noch für den Punkt stetig ist. Die Differenz U='u — u

der Funktionen u, u ist dann eine für die ganze Kreisfläche einwertige und stetige

Funktion des Punktes x, y, welche für jeden Kandpunkt R, t den Wert Null hat und

für jeden im Innern gelegenen, von verschiedenen Punkt iP nicht nur stetige Deri-
'''•TT dl' 5-7' ''^

t TT

vierte ^, ^r-, -^—;-, -^—j- besitzt, sondern auch der Diff'erentialgleichung AU=0 genügt.

Aus diesem Verhalten der Funktion II und ihrer Derivierten folgt dann zunächst, in-

dem man in derselben Weise schließt, wie es im ersten Abschnitte zu Anfang des

Art. 7 für die Funktion ü,.^i geschehen ist, daß der Wert der Funktion U für jeden

vcm verschiedenen Punkt cP im Innern der Kreisfläche das .arithmetische Mittel aus

denjenigen Werten ist, welche die Funktion U auf irgentl einer um cP als Mittelpunkt

beschriebenen, ganz im Innern der Kreisfläche verlaufenden und den Punkt weder

umgebenden noch entlialtenden Kreislinie besitzt.

Um weiter dann den Zusammenhang des dem Mittelpunkte zukommenden

Wertes ?/,, von U mit den übrigen Werten der Funktion U zu erkennen, verstehe man

unter II eine gleich näher zu bestimmende Funktion der reellen Veränderlichen x, y,

welche für jeden im Innern der Kreisfläche gelegenen, von verschiedenen Punkt cP

dieselben Bedingungen erfüllt wie die Funktion u, beziehe alsdann das Integral:

ff(UAÜ- ijAU)dxdy

auf eine Ringfläche F, welche von zwei um als Mittelpunkt mit den Radien r^, r,,

o<;-,<r,<«, beschriebenen Kreisen $t\, ^.^ begrenzt ist, und reduziere es nach bekanntem

Verfahren auf Randintegrale. Man gelangt auf diese Weise, wenn man noch beachtet,

daß jedes Element des aufgestellten Integrals und daher auch das ganze Integral den

Wert Null hat, zu der (jileichung:

(°AA(-|f<'"^+S''*)-A(-lv''^+i''J'):/f'1--|f<'*+i<''')-/^(-l7''^+§?''»)'
iCj 5l'| St-i J?7

wobei die oben an den Integralzeichen stehenden Pluszeichen andeuten sollen, daß eine

jede der Integrationen über die unten an dem Integralzeichen angegebene Kreislinie, in

7*
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der Richtung der wachsenden t auszuführen ist. Aus der so gewonnenen Gleichung

geht nun zunächst, indem man U =\ setzt, die Gleichung:

(') /Vif *+IJ"^') =/(-!?'''+ IS''»)

«

hervor, die zeigt, daß der Wert des über eine ganz im Innern der KreisHäche verlaufende,

um als Mittelpunkt beschriebene Kreislinie erstreckten Integrals j
(— -^ dx + -^^ dy\

von dem Eadius dieser Kreislinie unabhängig ist. Diesen konstanten Wert bezeichne man

mit c. Setzt man alsdann in der mit (G.) bezeichneten Gleichung ?/= In r = y In {x^ + if)

und führt zugleich bei denjenigen Integralen, welche die Derivierten von Ü enthalten,

an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten x, y die Polarkoordinaten r, t auf Grund der

Gleichungen x = r cos t, y = r sin f ein, so erhält man, wenn man noch den Wert von U
im Punkte r, t mit ?/,._, bezeichnet, die Gleichung:

2n 2a

(G".) f C/;,,,dt-c\xir,^f U;^,,dt-c In r^

ö

Da c eine von r^, r^ unabhängigt; Größe ist, so hat der auf der rechten Seite dieser

Gleichung stehtnide Ausdruck einen von r^ unabhängigen Wert, und es kann daher der

auf der linken Seite stehende Ausdruck seinen Wert nicht ändern, wenn man )\ im

Eahmen der Bedingung < }\ < }\_ sich bewegen läßt. Daraus folgt zunächst, daß die

Größe c der Null gleich ist, da im anderen Falle der Wert des auf der linken Seite

stehenden Ausdrucks bei un])egrenzt abnehmendem )\ nicht ungeändert bleiben, sondern

ins Unendliche gehen würde, und man erkennt nun, indem man i\ gegen Null kon-

vergieren läßt, daß d(!r Wert des auf der linken Seite stechenden Ausdrucks gleich 2n U^

ist. Infolgedessen kann die Gleichung (G".) durch die Ghjichung:

Uo-^fu.,,.dt, ^ rj < R,

ersetzt werden, die aussagt, daß auch für den Mittelpunkt der Wert U^,, den die

Funktion U dort hat, das arithmetische Mittel aus denjenigen Werten ist, welche U
auf irgend einer ganz im Innern der Kreisfläche verlaufenden, um als Mittelpunkt

beschriebenen Kreislinie besitzt.

Trennt man nun den reellen Teil U" der Funktion U von ihrem lateralen

Teile U"i, so ergibt sich aus den bis jetzt gewonnenen Eesultaten, daß sowohl der

Wert der Funktion U' als auch der Wert der Funktion U" für jeden im Innern der
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Kreisfläche gelegenen Punkt cP das arithmetische Mittel aus denjenigen Werten ist,

welche die in Betracht gezogene Funktion auf irgend einer um cP als Mittelpunkt be-

schriebenen, ganz im Innern der Kreisfläche verlaufenden und im Falle, wo cP von

verschieden ist, den Punkt weder umgebenden noch enthaltenden Kreislinie besitzt.

Aus diesem Verhalten der Funktionen U', U" und dem Umstände, daß dieselben in

der ganzen Kreisfläche (iinwertig und stetig sind und am Kande der Fläche durchweg

den Wert Null besitzen, folgt aber, indem man in derselben Weise schließt, wie es im

ei'sten Abschnitte zu Anfang des Art. 7 für die Funktion ti^^, geschehen ist, daß sowohl

die größten Werte G', G" als auch die kleinsten Werte K' , K" , welche die Funktionen

U', U" überhaupt annehmen, jedenfalls unter den für die Randpunkte auftretenden

Funktionswerten vorkommen müssen, also nicht von Null verschieden sein können, und

daß demnach die Funktionen U' , U" für keinen Punkt der Kreisfläche ein(>n von Null

verschiedenen Wert haben können. Es besitzt also auch V = li — ii für jeden Punkt

der Kreisfläche den Wert Null, oder, was dasselbe, die Funktion « ist mit der Funktion u

identisch.

3.

Es m(')ge unter s = x + yi eine unbeschränkt veränderliche komplexe Größe ver-

standen werden, deren reeller Teil x, deren lateraler Teil yi sei. Um diese Tiröße z

geometrisch zu repräsentieren, wähle m:m in einer Ebene einen Punkt 0, lege durch

denselben zwei aufeinander senkrecht stehendem Achsen X, Yi und ordne alsdann, nach-

dem man für jede der beiden Achsen den Punkt als Anfangspunkt der Zählung fest-

gesetzt und von ihm aus in der Achsenrichtung die Längeneinheit aufgcstragen hat, der

Größe X diejenige Strecke OcP^ der X-Achse zu, welche den absoluten Wert von x als

Länge und entweder die Richtung der X-Achse oder die entgegengesetzte besitzt, je

nachdem x positiv oder negativ ist, der (jiröße yi dagegen diejenige Strecke OcPyi der

Fi- Achse, welche den absoluten Wert von y als Länge und entweder die Richtung der

Zi-Achse oder die entgegengesetzte besitzt, je nachdem y positiv oder negativ ist.

Als Repräsentanten der Größe z = x-\-yi kann man dann diejenige in der Ebene

gelegene Strecke OcP. ansehen, welche bei senkrechter Projektion auf die X-Achse die

Strecke QcP^, l)ei senkrechter Projektion auf die Fi-Achse die Strecke OcPy; liefert.

Bezeichnet man mit r die Länge der Strecke OeP,, mit t, »<t<in^ die Größe des Winkels,

um den man die Halbachse OX um den Punkt im positiven Sinne, d. h. im Sinne

der Drehung durch den ersten (Quadranten zur Fi -Achse, drehen muß, damit sie die

Richtung OeP, erhält, so sind die Größen r, t mit den Größen x, y verknüpft durch die

Gleichungen x = rcoüt, y = rsmt, und man hat daher auch 2 = x + yi = re''. Der

Punkt cP^, der mit dem Punkte zusammen die der Größe z entsprechende Strecke 0^,

/
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bestimmt, soll mit Kttcksicht hierauf der Korrespondent der Größe z oder kürzer

der Punkt z genannt werden, und entsprechend möge die Ebene der Punkte z die

Z- Ebene heißen; endlich sollen noch die zur Größe z gehörigen Größen x, y die recht-

winkligen, die zur Größe z gehörigen (irößen r, t die Polarkoordinaten des Punktes z ge-

nannt werden. Mit Rücksicht hierauf wird im folgenden der Punkt z auch wohl mit

dem Namen „der Punkt x, f oder „der Punkt r, t" belegt werden.

Für die Funktionentheorie empfiehlt sich die Annahme, daß die Z- Ebene eine

geschlossene Flüche ist, die nur einen unerreichbaren Punkt, welcher „der Punkt cPj'

oder kürzer „der Punkt oo" genannt werden soll, besitzt. Auf Grund dieser Annahme,

welche die El)ene, soweit sie zur Repräsentation der Werte von z in Betracht kommt,

nicht beeinflußt, lassen sich nämlich manche Betrachtungen sowohl der Form wie dem

Wortausdrucke nach einfacher gestalten, ohne daß dadurch die Strenge derselben be-

einträchtigt zu werden braucht. Von einem Punkte cP,, der sich in der Z-Ebene so

bewegt, daß zu jeder vorgegebenen positiven Zahl 2^ sich ein Zeitpunkt angeben läßt,

von dem an der Modul r der zugehörigen Größe z seinem Werte nach nicht mehr

unter p sinkt, kann jetzt gesagt werden, er strebe dem Punkte cP^ zu. Beschreibt

man um den Punkt der Z- Ebene als Mittelpunkt eine Kreislinie mit dem Radius It,

so trennt dieselbe die Ebene in zwei Teile, von denen der eine den Punkt 0, der

andere den Punkt oa enthält, und bildet zugleich für jeden dieser beiden Teile die

vollständige Begrenzung. Der den Punkt enthaltende Teil ist eine einfache Kreis-

fläche, der den Punkt 00 enthaltende Teil soll die zum Radius B gehörige Kreis-

ergänzungsfläche genannt werden. Ein positiver Umlauf um die Kreisfläche oder, was

dasselbe, um den Punkt 0, das ist ein Umlauf, bei dem die nach innen gerichtete

Normale zu der Fortschrittsrichtung so liegt wie die positive Richtung der T? -Achse

zur positiven Richtung der X-Achse, ist in Bezug auf die Kreisergänzungsfläche oder,

was dasselbe, in Bezug auf den Punkt cP^ als ein negativer Umlauf anzusehen, wie

umgekehrt.

Ül)er der Z-Ebene denke man sich jetzt eine n-blättrige Riemann'sche

Fläche T mit einer endlichen Anzahl von Windungspunkten ausgebreitet. Über einem

Punkte cP^ der Z- Ebene liegen dann n Punkte der Fläche 7', wenn die Fläche über

dieser Stelle keinen Windungspunkt besitzt; dagegen nur r Punkte, wenn die Fläche

über dieser Stelle r Windungspunkte von den Ordnungen »'j — 1 , r^—'^, • • • , *'r
— 1 be-

sitzt und v^-\- v^+ + v,.= n ist. Ein Windungspunkt wird nämlich ein Windungspunkt

von der Ordnung v -1 oder ein (r— l)-facher Windungspunkt genannt, wenn ein in der

Fläche T um ihn als Mittelpunkt in einer keinen anderen Wiudungspunkt umschließen-

den und auch durch keinen Windungspunkt gehenden Kreisbahn sich bewegender Punkt

er^ nach v Umläufen wieder in die Anfangslage zurückkehrt, ist aber immer als ein
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einziger Punkt anzusehen. Die soeben definierte in sich zurücklaufende Kreisbahn soll

eine j'-fache Kreislinie und der von ihr begrenzte, den (y— l)-fachen Windungspunkt

als Mittelpunkt enthaltende Teil der Fläche T eine »'-blättrige Kreisfläche genannt

werden. Ohne gegen diese Definition zu verst(jßen, kann man einen Punkt; der kein

Windungspunkt ist, auch als einen 0-fachen Windungspunkt ansehen, und (tementsprechend

soll im folgenden bei allen Untersuchungen, die sich auf einen (»'— 1) -fachen Windungs-

punkt beziehen, der Fall v = \ nicht ausgeschlossen sein. Jedem über dem Punkte cP,

der Z-Ebene liegenden Punkte cP der Fläche T sollen nun die zum Punkte cP, gehörigen

Werte von z, x, y ebenfalls zugeordnet werden. Wird im folgenden von den Punkten

der Fläche T, denen der Wert z -= a zukommt, nur einer betrachtet, so soll derselbe,

als schon durch .die Anschauung bestimmt, der Punkt z = a oder einfacher der Punkt a

genannt werden; kommen dagegen von den genannten Punkten mehrere gleichzeitig in

Jietracht, so sollen zu ihrer Unterscheidung dem Buchstaben a irgend welche Marken

hinzugefügt werden.

Beschreibt man in der Z- Ebene um den Punkt 2 = als Mittelpunkt eine Kreis-

linie, deren Radius It so groß gewählt sei, daß dieselbe die sämtlichen erreichbaren

Punkte der Z- Ebene, über dwien Windungspunkte der Fläche T liegen, einschließt, be-

achtet, daß jedem Punkte iP dieser Kreislinie «Punkte iP^"^, iP^'^\ , SP^"^ der Fläche T
entsprechen, und bestimmt alsdann 'die Linien, welche die Punkte c/'''', cP^^\ • •, <^^"' in

der Fläche T beschreiben, wenn der Punkt cP von einer Anfangslage aus die Kreislinie

vollständig durchläuft, so entsteht in der Fläche T ein Liniensystem, das im einfachsten

Falle aus n getrennten einfachen Kreislinien besteht, im allgemeinen Falle dagegen

aus q getrennten mehrfachen Kreislinien, von denen die erste eine j'j-fache, die zweite

eine ^s-fache, • •, die ([^ eine i/^-fache ist, während zugleich die Beziehung yj+ v.;.-\ \-y^= n

besteht. In dem genannten einfachsten Falle soll nun für fi = \,2,--,n der durch

die y° Kreislinie begnmzte , sich einblättrig ins Unendliche erstreckende Teil der

Fläche T als eine zum Radius U gehörige Kreisergänzungstläche mit dem unerreich-

baren Punkte cP^ angesehen werden, und es sollen zugleich, nachdem so die Fläche T
den Charakter einer geschlossenen Fläche erhalten hat, die n den Charakter 0-facher

Windungspunkt(! besitzenden Punkte c/L_, cP^, , cP^^^ die dem Punkte cP^ der Z-Ebene

entsprechenden Punkte der Fläche T genannt werden. Liegt dagegen der allgemeine

Fall vor, so soll für x = l,2, •••, g der durch die z'" 1^^- fache Kreislinie begrenzte, sich

als y^- blättrige zusammenhängende Fläche ins Unendliche erstreckende Teil der Fläche T
als eine geschlossene Fläche mit dem unerreichbaren Punkte cP (>)•, der dann auf Grund

der früheren Definition den Charakter eines (r,— l)- fachen Windungspunktes besitzt,

angesehen und als solche eine zum Radius /i gehörige iv^^^iittrige Kreisergänzungs-

fläche genannt werden, während zugleich, nachdem so die Fläche T den Charakter

V
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einer geschlossenen Fläche erhalten hat, die q Punkte cPjh), iTjy,), , iTj_y^) die d(>m

Punkte c/L der Z-Ebene entsprechenden Punkte der Fläche T heißen sollen. -

Die Lage eines Punktes cP'm einer den (?/— l)-fachen Windungspunkt z^a = a'+a"i

der Fläche T als Mittelpunkt enthaltenden j/-blättrigen Kreisfläche Jv''>, die zum Eadius B
gehören möge, kann man dadurch bestimmen, daß man den Punkt cT" auf ein Polar-

koordinatensystem bezieht, welches den Mittelpunkt z -= a der Fläche A'*''* zum Pol,

irgend einen der v Iladien, welche man vom Punkte z = a aus in der positiven Kichtung

der X-Achse ziehen kann, zur Polarachse hat, und bei dem der positive Drehungs-

sinn so gewählt ist, daß eine Drehung um -^ die positive Eichtung der X-Achse in die

positive Eichtung der yy-Achse überführt. Zwischen den so definierten Polarkoordinaten

r, /, ü<r<«, (xcäin, eines Punktes c/" der Flüche 7v'*'' und dem zugehörigen Werte von z

besteht dann die Gleichung:

z = X + yi = a + re"= (rt'+r cos/) + {a"+r sin/)/, osl*»"»,

und es entspricht zugleich jedem von z = a verschiedenen Punkte der Fläche 7v '"' ein

bestimmtes Wertepaar r, f, wie umgek(Oirt, während der Punkt z = a durch die Gleichung

r = bestimmt ist.

Eine Funktion f=f{.r,y) soll eine in der Fläche 7v''* einwertige Funktion des

Ort(is oder Punktes x, y genannt werden, wenn zu jedem Punkte x, y der Fläche ein

und nur oin Wert von /' gehört. Eine in der Fläche 7v<'' einwertige Funktion des

Punktes x, y liefert im allgemeinen eine j/-wertige Funktion der reellen Veränder-

lichen X, y in dem durch dic^ Ungleichung (x — a)'+(y — a"y^l{' bestimmten Gebiete der

Z-Eben(!, da jedem von «', ii" verschiedenen Punkte x, y dieses Gebietes v Punkte

von 7l''' entsprechen. Führt man aber an Stelle von x, y die eben definierten Polar-

koordinaten r,t ein, indem man f = f(x,y) = f((i'+r cos f,a"+r i^int) setzt, so geht da-

durch f in eine einwertige Funktion der beiden reellen Venlnderlichen r, f über, und

darin besteht der Nutzen, den die Einführung der Größen r, t gewährt. Betrachtet

man alsdann das Verhalten einer solchen in der Fläche 7('<'' einwertigen Funktion

f = f(x,y) = f{u'+r cos t, a"+r i^inf) des Punktes x, y bei unbegrenzt abnehmendem r,

so sind drei Fälle möglich; entweder konvergiert f= f(a + r cos f, a"+r sin f) mit un-

begrenzt abnehmendem r gleichmäßig für alle Werte von f gegen eine von t unabhängige

mit /,", = lim f(<i'+r cos/, (t"+r sin /) zu bezeichnende Größe, und es ist zugleich /^.= /'("',"")>

oder es konvergiert /' im angegebenen Sinne gegen di(> mit f'„ bezeichnete («röße, ohne

daß die Gleichung f^^ f{<i',(i") besteht; oder endlich, es konvergiert f entweder über-

haupt nicht gegen eine von / unabhängige Größe oder doch nicht im angegebenen

Sinne. Im ersten Falle, aber auch nur in diesem, soll die Funktion /' für den Punkt
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z = a stetig genannt werden; im zweiten Falle besitzt sie dann für den Pnnkt z = a

eine liel)l)are, im dritten Falle endlich eine nicht hebbare Unstetigkeit.

In ähnlicher Weise, wie es im vorstehenden bei einer »'-blättrigen Kreisfläche Ä'^'''

g(^schehen ist, kann man auch bei einer den (j^— l)- fachen Windungspunkt oo''' der Fläche T
enthaltenden y- blättrigen Kreisergänzungsfläche /t"''*, die zum Kadius R gehören möge,

die Lage eines Punktes c/" durch Einführung von Polarkoordinaten bestimmen. Zu d(?m

Ende lege man durch den Pinikt cT" zu der die Fläche 7\"''' begrenzenden y- fachen

Kreislinie eine konzentrische »/-fache Kreislinie, d(>ren Punkten dann Werte von z

mit demselben Modul r entsprechen, ziehe hierauf von einem beliebig gewählten, dann

aber auch für alle Fälle festzuhaltenden, der v dem Werte z = R entsprechenden

Punkte der Begrenzungslinie einen Strahl in der positiven Kichtung der X-Achse, der

die durch cT gezogene Kreislinie in einem Punkte A treffen möge, und bestinune als-

dann die Lage des Punktes iP auf dieser zum Radius r gehörigen Kreislinie durch An-

gabe der Länge r-l desjenigen Bogens AcP dieser Kreislinie, den man, vom Punktet
in der Richtung dei; abnehmenden ij ausgehend, durchlaufen muß, um zum Punkte c/*

zu gelangen, setze endlich t^-= — l. Zwischen den so definierten P(darkoordinaten r,t,

rtR, o>i>--2<7i
, eines Punktes cP der Fläche A"'"' und dem zugehörigen Werte von z

besteht dann die Oleichung:

z = X + yi = re" = (r cos t) + (r sin t) i,

und es entspi'icht zugleich jedem Punkte z der Fläche /f'' ein bestimmtes Werte-

paar r, t, wie umgekehrt.

Eine Funktion /"= f(x. y) soll eine in der Fläche 7\''*''^ einwertige Funktion des

Ortes oder Punktes x, y genannt werden, wemi zu jedem Punkte dieser Fläche ein

und nur ein Wert von /' gehört. Eine in der Fläche K'^''' einwertige Funktion des

Punktes x, y liefert im allgemeinen eine i^-wertige Funktion der reellen Veränder-

lichen X, y in dem durch die Ungleichung x^+y'^R^ bestimmten Gebiete der

Z-Ebene, da jedem von c/1 verschiedenen Punkte dieses Gebietes v Punkte von 7i"'''

entsprechen. Führt man aber an Stelle von x, y die eben definierten Polarkoordi-

naten r, t ein, indem man f=f(a-, y) = f(r cos t, r sin ^) setzt, so geht dadurch /' in

eine einwertige Funktion der beiden reellen Veränderlichen r, f über. Betrachtet man
alsdann das Verhalten einer solchen in der Fläche iv"^'' einwertigen Funktion /'=/'(*,

</)

= f{r cos f, r sin f) des Punktes x, y bei unbegrenzt wachsendem r, so sind drei Fälle

möglich; entweder konvergiert /"=/"(/• cos ^ i-sin^) mit unbegrenzt wachsendem r gleichmäßig

für alle Werte v(m f gegen eine vcm t unabhängige, mit /"j.) = lim /"(r cos /*, r sin /) zu

bezeichnende Größe, und es ist zugleich f^(,) mit dem der Funktion f für den Punkt oo<''>

zukommenden Werte identisch; oder es konvergiert f im angegebenen Sinne gegen die

P-E, I. 8
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mit /!(.) bezeichnete Größe und es ist fj,,) von dem der Funktion f für den Punkt cx)<''

'/ukommenden Werte verschieden; oder endlich, es konvergiert f entweder überhaupt

niclit gegen (üne von / unabhängige Größe oder doch nicht im angegebenen Sinne. Im

ersten Falle, aber auch nur in diesem, soll die Funktion /' für den Punkt oo*'' stetig

genannt werden; im zweiten Falle besitzt sie dann für den Punkt oo*'' eine heilbare,

im dritten Falle endlich eine nicht hebbare Unstetigkeit.

4.

In der ilber der Z-Ebene ausgebreiteten w -blättrigen Fläche T sei durch eine

um den (r ~l)-fachen Windungspunkt s = a als Mittelpunkt beschriebene y-fache Kreislinie

eine v-blättrige Kreisfläche Jv'*'' abgegrenzt. Der Itadius der begrenzenden Kreislinie

möge mit // bezeichnet werden. Die Lage eines Punktes z in dieser Fläche denke man

sich durch die zu diesem Zwecke im vorigen Artikel eingeführten, mit z durch die

Gleichung:

z ^ sc + yi = a + re"

,

o</<»'';„,

verknüpften Polarkoordinaten r. t l)estimmt.

Zu dieser Fläche A'*'* soll nun eine in der ganzen Fläche einwertige und stetige

Funktion u = ii + ti" i des Punktes x,y bestimmt werden, welche für jeden Punkt B.t

des Randes von A''"' mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit der Periode 2vn

periodischen komplexen Funktion f{t) = f"{t) + /'"(/)/ der reellen Veränderlichen t dem

Werte nach übereinstimmt, lür jed(^n vom Punkte z = a verschiedenen inneren Punkt

der Fläche stetige Derivierte ^, ^, tt-^, ^ besitzt und in dersell)en Ausdehnung der^ ex (jy ex- cy^ ^

partiellen Differentialgleichung Am = genügt, während es dahingestellt bleiben soll, ob

die genannten Derivierten für den Punkt z = u existieren.

Zur Lösung der gestellten Aufgabe nehme man an, daß eine Funktion w der

verlangten Art existiere, und bezeichne den Wert, den sie im Punkte r, f der Fläche A'^''

besitzt, mit »,,. Bezieht man alsdann die Punkte r,t, o<r^H.o<i<i<n, der Fläche A''"'

und die auf Grund der Gleichung:

z = X + yi = re"

ebenfalls durch Polarkoordinaten fixierten Punkte r, /. o<7^«, o<r<s;r, der in einer Z- Ebene

liegenden, durch den Mittelpunkt * = und den Kadius li bestimmten Kreisfläche A
wechselseitig eindeutig aufeinander durch die Gleichungen:
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aus denen sich für die zugehörigen (irößen z, z die Beziehung:

(G.) A = (^-^)"

ergibt, und ordnet der Fläche A' eine Funktion u >= %_, des Punktes r, t zu durch die

Gleichung ««,.,( = «v,/> lj*'i <l<'i" i\ f' din\ dem Punkte r, t entsprechenden Punkt der Fläche 7v'<''

bezeichnen soll, setzt auch /(?'?) = /(<) und beachtet, daß dann die Gleichung m^, = /'(?)

besteht, so ist die so definierte Funktion u — da die Beziehung m^_, = i«,.^ für jedes der

Bedingung O^r^ß genügende r besteht, u,.^t allenthalben stetig ist und den Glei-

chungen (G„.) zufolge einer in 7v*'' stetigen Funktion des Punktes r, t immer eine

in K stetige Funktion des Punktes r, t entspricht — eine in der ganzen Kreisfläche K
einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y, die für jeden Punkt R, t des Kandes

mit der Funktion f{t) dem Werte nach übereinstimmt, die zudem, wie gleich gezeigt

werden soll, für jeden vom Punkte ^ = verschiedenen inneren Punkt von K stetige

Derivierte ^, ||^, -^., j^^ besitzt und der Differentialgleichung A« = genügt, und die

sich daher auf Grund des in Art. 2 dieses Abschnittes bewiesenen Satzes darstellen läßt

durch die Gleichungen:

(ü.) ^rT = ^ fflv)
^'~;'

, d^f, u„
<
=m

,

'^^j^-

Daß die durch die Gleichung «^ ,
=- «f^, für die ganze Kreisfläche K definierte

Funktion u in der Tat, wie behauptet wurde, für jeden von ^^ = verschiedenen inneren

Punkt r, t der Fläche 7^ stetige Derivierten ä^, ^, i-^!, ^ besitzt und der Difterential-

gleichung A« = () genügt, läßt sich auf folgende Weise zeigen. Man beschreil)e mit

einem passend gewählten Radivis 11' eine ganz im Innern der Fläche K^''^ verlaufende,

nicht durch den Punkt a gehende einfache Kreislinie, welche den dem Punkte r, t

von K entsprechenden Punkt r, t umschließt, aber einen von r, t verschiedenen Mittel-

punkt /g, t^, dem in der Fläche K der Punkt r^, f^ entsprechen möge, besitzt, beziehe

den Punkt r, f durch Polarkoordinaten Q,r, o£(,<R',o<t<->,r, auf den Punkt >'^, f^ als Pol

und den durch /„, f^ in der positiven Kichtung der X-Achse gezogenen Strahl als

Polarachse, so daß zwischen den Größen q, r und den zu den Punkten r, t; r^, f^ ge-

hörigen Größen z = a + re'', ^^ = a + /'„e'»' die Beziehung qc^' = z ~ z^ besteht, und be-

zeichne den Wert, den die Funktion u für den Punkt q = R, x = r der Ki-eislinie besitzt,
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mit /(t). Nach früher Bewiesenem besteht dann für jeden im Innern des durch die

Kreislinie begrenzten Teiles der Fläche 7i<'' gelegenen Punkt r, t die Gleichung:

und auch, nachdem man
2/r

1 / /-/ \ 'i If Q sin (r -q}) j

^'.' = J^tJ /W i^^»--.i^^,cos(r-y) + e'
'^V

gesetzt hat, die Gleichung:

2ff 2;r

Führt man jetzt in die letzte Gleichung mit Hilfe der vorher aufgestellten Gleichung (G.),

durcli welche die Flächen IC'\ K ])unktweise aufeinander bezogen wurden, an Stelle

der Größen r, t; /•„, ^o
<^i« Größen r, t; ¥„, fo ein, beachtet, daß dann ti,.^, in %,, übergeht,

und l)ezeichnet entsprechend diejenige Funktion von r, f, in welche v,^, übergeht, mit

t?^,, so erhält man, wenn man noch roc'"' = Zo setzt, für u,.^, +v^ji die Gleichung:

1 C r, \ JV'Ke'i" + l{{r~zt)
,
- • 1 / // \ JV K c'i" ^- Mir ~z',) j

Beachtet man nun noch, daß aus dem die rechte Seite dieser GUnchung bildenden

Integrale die (Jlröße u^^, hervorgeht, wenn man die unter dem Integralzeichen zwischen/((^)

und (l<p stehende rationale Funktion der komplexen Veränderlichen z = :ir + T/i durch

ihren mit F(x, y) zu l)ezeiebnenden reellen Teil ersetzt, und daß dieser reelle Teil /*'

für jedes in Betracht kommende Wertepaar x, y stetige Derivierten -j— , -j- , 4^,-|^

besitzt und der partiellen Differentialgleichung -^r;j + --^ = genügt, so ergibt sich

schließlich, daß die Funktion ü in der Tat für jeden v(m 2 = verschiedenen inneren

Punkt r, t der Fläche K stetige Derivierten :J^ , ^-^
, |-^ , ^ besitzt und der Differential-

gleichung Aü = genügt.

Führt man jetzt in die vorher gewonnenen, die Funktion ü für jeden Punkt ?, t

der Fläche K darstellenden Gleichungen (U.) an Stelle der Größen r, t die Größen r, t

mit Hilfe der Gleichungen (G^.) und zugleich an Stelle der Integrationsvariablen (p eine

neue Integrationsvariable ip durch die Substitution y = — ein, indem man beachtet, daß
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dann u^,^, in tt,.^i übergeht und daß die Gleichung f\~) = f{9) hesteht, so erhält man

die Gleichungen:
2 r TT 2 2

(U.) %.< =^ /V(y) 2 .K~'^ ^d<p, u,,^f(t), 0—.

bei denen, ebenso wie im folgfudcn, unter /' die Größe Vr, unter W die Größe K^i

zu verstehen ist. Diese Ghnchungen sind abgeleitet worden auf Grund der Annahme,

daß eine Funktion u der verlangten Art existiert. Mit Eücksicht hierauf muß also

schließlich noch gezeigt werden, daß die durch die Gleichungen (ü.) dargestellte

Funktion u in der Tat einc^ Funktion der verlangten Art ist. Nun folgt aber zu-

nächst — da die Gleichung «,.,,= «<,.,, für jedes der Bedingung O^r^It genügende /

l)esteht, M-, allenthalben stetig ist und den Gleichungen (G,,.) zufolge einer in /T stetigen

Funktion des Punktes r, t immer eine in Vv^'' stetige Funktion des Punktes r, t ent-

spricht, auch u,t,i= f(0 ^^^ — ^^^^ ^^^ erhaltene Funktion u eine in der ganzen Fläche /(''''

einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y ist, die für jeden Punkt Ji, t des

Ilandes von TiT''' mit der Funktion fif) flem Werte nach übereinstimmt. Daß diese

Funktion u aber auch für jeden von z = a verschiedenen inneren Punkt der Fläche

stetige Derivierte -^, -^, ^, -^ besitzt und der Differentialgleichung Au = genügt,

erkennt man, indem man Ijeachtet, daß bei dem die Funktion «<,. , darstellenden Integrale

der zwischen fUp) und d(p stehende Ausdruck, der Gleichung:

—

^

—. T H ^ 7-. r«
1 'i' I 1 '' , 1 '

li • c

''

'- iz- «) li
•
c '

'-

-

r ' c
'

'

i? - 2 K "

r ''

cos (^) + r
'' li'-'i M ' r

''

cos (i-*) + r
"

gemäß, der reelle Teil ^ einer im Innern von /f'' allenthalben einwertigen und stetigen

Funktion fi + vi der komplexen Veränderlichen z = x + yi ist und infolgedessen, als

Funktion der reellen Veränderlichen x, y betrachtet, für jeden vom Punkte z = a ver-

schiedenen inneren Punkt der Fläche K^''^ nicht nur stetige Derivierte nach x und y von

jeder Ordnung besitzt, sondern auch der Differentialgleichung A^ = genügt. Die durch

die Gleichungen (U.) dargestellte Funktion u genügt also in der Tat den zu Anfang des

Artikels aufgestellten Bedingungen und ist zugleich, wie aus dem (üange der Unter-

suchung unmittelbar hervorgeht, die einzige derartige Funktion.

Die in diesem Artikel bis jetzt erhaltenen llesultate lassen sich nun in den

folgenden Satz zusammenfassen:
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Satz I. ..fsf in (Irr über der Z- Ebene uusgehreiteten n-blättrigen Fläche T diu eh

eine um den (v— l)-f(iehrn Windmu/sjninkt z = a als MifteJpunld mit dem liadius li be-

schriebene v-fache Kreislinie eine v-hläUrige Kreisfläche K^''^ abgegrenzt, so existiert zu dieser

Kreisfläche immer eine und nur eine in der ganzen Kreisfläche einwertige und stetige Funktion

u = u + u"i des durch die Folarkoordinaten r, t, osr?«, o<(<2>«, auf Grund der Gleichung

2 = X, + yi = rt + re" fixierten Funkfes x, y, welche für jeden Funkt R, t des Fandes

von A'<'* mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit der Feriode 2vn periodischen

komplexen Funktion f(/)=^f"(() + f'(t)i der reellen Veränderlichen t dem Werte nach id)er-

einstimmt, für jeden vom Punkte z = a verschiedenen inneren Funkt der Fläche stetige

Berivierte r^, -^, 5-^, 5-4 besitzt und in derselben Ausdehnung der partiellen Differential-
oX (^y CSC oy

gleichung A« = 3-^ + ^ =- genügt. Diese Funktion u wird für alle Funkte der Fläche A''''

als Funktion der J'olarkoordiiaden r, t dargestellt durch die Gleichungen:

2 V « 2 2

f{'l ) -T /i
~

[
^ 1 f^V ' «A, <

= /'(O '

li
' — 2 li

' r ' cos (—1^) + r
''

<r < R,

<, I < 2nt.

Zu der Funktion ti läßt sich eint! einwertige und stetigt' Funktion v=v'+v"i

des in seiner Bewegung auf das Innere von Vi'''' beschränkten Punktes x, y finden,

welche für jeden von z = a verschiedenen inneren Punkt der Fläche A'*'' mit u ver-

knüpft ist durch die Gleichungen:

dv ?u dv du

dx dy ' dy dx

Eine solche Funktion v ist für jed(;n im Innern von 7\'*'' gelegenen Punkt x, y voll-

ständig l)estimmt, sobald man ihr noch die Bedingung auferlegt, für den Mittelpunkt

2 = a = a'-\-a"i der Flächt; 7\'''' eine vorgegebene (iröße v^ als Wert zu besitzen, so daß

also lim«;r,= r(, ist. Unter Hinzunahme der Größe t'o erhält man nämlich zur Be-

Stimmung von v die Gleichung:

dabei ist der Integrationsweg für das rechts stehende Integral nur der Bedingung unter-

worfen, vollständig im Innern von 7\'<'' zu verlaufen. Setzt man alsdann w = u + ri,

so ist die st) für alle inneren Punkte von A'*'' definierte Größe w eine Funktion der

komplexen Veränderlichen z = x + yi. Auf Grund der letzten vor dem aufgestellten

Satze stehenden Gleichung erhält man ohne Mühe:
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2 V TT
1 V - 1

JL J- J-

\t — a) = r e/* T T T

während zugleich die Komponenten %_( und v^^, von ^c^ durch die Gleichungen:

«*'•'= 27^ / /"(y)-! TT —-, T'^V' ^r,.=v,+ ^^ fi<f)^ TT -^-
1 'W>J b'-2BWo, t:^] + r' '/ B' - 2 R'r' CO. C-^) + r'

\ V / o</-<Ä, V v /

bestimmt sind.

Die Funktion u\ läßt sich für das Innere von Ä'*'' durch eine nach Potenzen

von (^— «)' mit ganzen positiven Exponenten fortschreitende Reihe, deren Koeffizienten

von z unabhängig sind, darstellen, und entspi'echend lassen sich die Funktionen u,.^t,v^^

für das Innere von A''"' durch Reihen, die nach Potenzen von r' mit ganzen positiven

Exponenten fortschreiten und als Koeffizienten Funlttionen von t besitzen, darstellen.

Man erhält, unter Berücksichtigung der am Ende von Art. 1 gemachten Entwicklungen,

zunächst für w, die Darstellung:

W, = M,,, + ?',,<« = ^0 + ^'l
(^-")" + ''2(^-0) '+••+ ('„(Z-d) " + ••••,

o/,.<fl, o'^,'i.n,

wobei
ivn 2vn ,„

1 /* 1
/* — n~i

Co = «0 + *'0« , ^*0 = ^77 / /\<f) <f(f ' C'n = V / fi<f)('
" (W

tj n > Tj ' t/
VJC li

ist, und weiter dann für die Komponenten «^_, und v^^, von w. die Darstellungen:

" = ' V V y R' " = ' V / ä"
0<r</(,

0</ <ivn.

Bei den vorhergehenden Betrachtungen ist der Fall, wo v = 1, der Punkt z = a

also ein O-facher Windungspunkt der Fläche T, und entsprechend die Fläche AT'"' eine

einfache Kreisfläche ist, wie schon früher bemerkt, nicht ausgeschlossen. Für den

speziellen Fall « = 0, v = 1 reduzieren sich die hier erhaltenen Resultate auf die in

Ax-t. 1. und Art. 2. dieses Abschnittes gewonnenen.
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5.

Auf Grund des im vorhergehenden Artikel gewonnenen Satzes I läßt sich

jetzt die allgemeinere Aufgabe lösen, zur Fläche 7v'*'* eine Funktion w = «' + «"/ zu be-

stinnnen, welche für alle vom Punkte z = a v(n-schiedenen Punkte x, y der Fläche sich

ebenso verhält, wie die in dem Satze definierte Funktion u, für den Punkt z -= a aber

in derselben Weise unstetig wird wie eine gleich näher zu charakterisierende komplexe

Funktion « = u + ü'i, in dem Sinne, daß die Differenz m — u sich in der Umgel)ung des

Punktes z ^ a wie eine für diesen Punkt stetige Funktion verhält.

Zunächst soll die Funktion m definiert werden. Zu dem Ende führe man in der

Fläche A''"' einen mit / zu bezeichnenden Schnitt vom Punkte z = a aus längs des

durch die Gleichung / = () l)estimmten Radius bis zur Hegreir/.ung, bezeichne die auf

diese Weise aus der Fläche 7v'''* entstandene, von der zum Eadius ü gehörigen i'-fachen

Kreislinie und den beiden Seiten des Schnittes l begrenzte Fläche mit 7v''' und ordne

alsdann dem durch die Polarkoordinaten r,i, o^,^«, ot-sitt, auf Grund der Gleichung

z^x + 111 = <t + rr" fixierten Punkte x, y dieser Fläclie die durch die Gleichung:

M;,= 21n-^—r +^^ + _J^ + . . . + _^iiL_

(s~a)' (2-a)' (r-r/)' (z^a)'' — ——i
{z~a) =r e

,

= a 1„ _L _ ^Li + ^, -+ ^c-' '' + + %e-"'
•'

— bei der die £ irgend welche kom^dexe Konstanten, die teilweise auch den Wert

Null haben können, bezeichnen und unter In —r die reelle G reiße i
'-^ zu verstehen

ist — bestimmte Größe w. zu. Die so auf di(> Fläclie 7v'<'* 1)ezogene Funktion iv. ist

dann in dieser Fläche, vom Punkte ^ = r/ abgesehen, eine einwertige und stetige Funktion

des Punkt(is x, y, deren Werte in je zwei auf verschifMJenen Seiten des Schnittes / gelegenen,

aber demselben Werte von z entsprechenden Punkten r = r, ^ = und r = r, t = 2rn
durch die Gleichung ?rt- WT =27riiJ verknüi)ft sind, wenn die durch ^=--0 bestimmte

Seite des Schnittes l die positive, die dui-ch t = 2v7i beistimmte Seite die negative ge-

nannt wii-d. Nach diesen Vorbereitungen definiere man jetzt die Funktion n durch

denjenigen Ausdruck, welcher aus dem ersten die Funktion w^ darstellenden Ausdrucke

dadurch luM-vorgeht, daß man an Stelle der darin vorkommenden, die Konstanten 2
als Multiplikatoren besitzenden Funktionen von z ihre reellen 'J'eile treten läßt, und
bezeichne zugleich denjenigen Ausdruck, welcher dadurch entsteht, daß man an Stelle
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der genannten Funktionen von z ihre lateralen Teile treten läßt, mit vi. Die so

definierten Funktionen i, v werden dann als Funktionen der Polarkoordinaten r, t dar-

gestellt durch die (lleichungen:

^r,t i5 In -Y + ^ cos—(- ^ cos—

h

+ %cos^,



66 Dritter Abschnitt.

periodischen Komplexen Fiailfion f\t) = f"{t) + f"{f)i der reellen Veränderlichen f dem Werfe

nach idicrcinstimmt, endlich für jeden vom J'nnlie z -^ a rerschiedenen inneren Punkt der

Fläche sfeliiic J)en riefe |j, |^. fj*. |p ^^''«'^^'^ "'"^ ''^''' l>^nii<'Uen l)ifferenfi<d<jleichun(i

A?/ = — + — ==() (icniiiif. ])iese Ftmlxfion u wird, irenn man noch die einicertiqe, sfefiqe
d.T- (i;/- •' .'

•

nnd mit (fcr Periode 2vn periodische Fmihfion der reellen Veränderlichen f, in irelche ü^^

für r = // iihcjiicld, mit f{f) hezeichnct. für jeden vom l'iinlic z = a verschiedenen J'unkf der

Fläche als Fanktiiin der lUarkoordinalen r. f darficsfcllt durch die (ilcichmif/cn

:

J E -m r co^r—^j + r

Daß (liircli die Gleichungen (U.,.) in der Tat eine Funktion n der verlangten Art

für jeden vom Punkte z = a verschiedenen Punkt der Fläche dargestellt wird, ergibt

sich uninitt(^ll)ar, wenn man die oben erwähnten Eigenschaften der Funktion ü und zu-

gleicli die aus Satz 1 des vorigen Artikels sich erge])enden Eigenschaften des hi(^r in

Verbindung mit ü auftretenden Integrals berücksichtigt. Daß dies(^ Funktion u aber

auch die einzige derartige Funktion ist, erkennt man, wenn man beachtet, daß die mit

einer Funktion u der verlangten Art und der gegebenen Funktion it ge))ildete Ditterenz

u = u — u dadurch in eine in der ganzen Fläche Ä''"' einwertige und stetige Funktion

verwandelt wei-den kann, daß man ihr für den Punkt z = a, für den sie einen Wert

zunächst nicht besitzt, die der Voraussetzung gemäß existierende (rröße // = lim (m,._,— ?^^
,)

als Wert zuschreil)t, und daß die so vervollständigte Funktion u — da sie im übrigen

für jeden vom Punkte z = a verschiedenen inneren Punkt der Fläche stetige Derivierte

T-:> ä-> —1, Ö-4 besitzt und der Differentialgleichung Au = genügt, auch i'ür jeden

Kandpunkt Jl, f mit der Funktion /'(/) — /'(Y) dem Werte nach übereinstimmt — auf

(Jruud von Satz 1 des vorigen Artikels durch diejenigen (ileichungen dargestellt wird,

welche aus den dort angegebenen Glleichungen (U^.) hervorgehen, wenn man darin u

durch n, f\(fj durch f{<() — f{<-f) und f\t) durch f{t) — f{t) ersetzt.

Zu der gewonnenen Funktion u läßt sich eine einwertige und stetige Funktion

V = v + v" i des in seiner Bewegung auf di<> Fläche Vt''' nach Ausschluß der Begrenzungs-

linie r = 11 und des Punktes z = a beschränkten Punktes .r, y finden, welche für jeden

solchen Punkt mit u verknüpft ist durch die (Jleichungen:

dv du (iv du
ex dy ' cy ex
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Eine solche Funktion v ist für jeden der erwähnten Punkte x, y von /f ''' vollständig

bestimmt, sobald man noch den Wert v,.,,, welchen sie für den auf der jiositiven Seite

des Schnittes l gelegenen Punkt r = r , t = (), o-/<7i, besitzen soll, angibt. Unter Hin-

zunahme der Größe v,.._o erhält man nämlich zur Hestinnnung von v die Gleichung:

'?,

dabei ist der Integrationsweg für das rechts stehende Integral nur den Bedingungen

unterworfen, den Schnitt l nicht zu überschreiten und weder den l'unkt z = a noch

auch Punkte der Begrenzungslinie r = II zu enthalten. Eine Darstellung von v als

Funktion der Polarkoordinaten r, t läßt sich aber auch direkt gewinnen, wenn man die

am Ende des vorigen Artikels durchgeführte Untersuchung und das in diesem Artikel

über die Beziehungen zwischen u und c Gesagte berücksichtigt. Man erhält dann ohne

Mühe für v^^^ die Darstellung:

2 J{ r sin

^M- ^v+ '^M+^ / vm - /Ml -z

—

XX iL ^ ^^<r, ;:::;::..

\ r j
'2 1{ r cos *^

'

wobei C^. eine nur von /' und der vorgegebenen Größe <v,o al^hängige Größe l)ezeichnet,

die als Funktion di(,'ser Größen erhalten wird, wenn man in der vorstehenden Gleichung

r, t in /', U übergehen läßt und die Gleichung (',.,0 = *' beachtet.

Die Funktion v ist für jeden den Bedingungen ü <>• < i?, ^ ^ ^ 2vn genügenden

Punkt r, t der Fläche if <'' einwertig und stetig, wird für den Punkt z = a in derselben

Weise unstetig wie die Funktion v und ])esitzt zudem in je zwei auf verschiedenen Seiten

des Schnittes l gelegenen, a])er demselben Werte yow z entsprechenden Punkten r = r,

^ = und r = r, t = 2vn Werte, die durch die Gleichung v+— v~=^v'^—Tr=2n2 ver-

knüpft sind.

Setzt man jetzt ir = u + vi, so ist die so für jeden nicht aid' der Begrenzungs-

linie /• = K liegenden und auch nicht mit dem Punkte z = u zusammenfallenden Punkt

der Fläche K^''^ definierte Größe ic eine Funktion der komplexen Veränderlichen z = 'X + yi.

Diese Funktion 10., die durch die Gleichung:

B' e' —{z—a)''

^.- urA ^r^ - (i-i

+

«'.-

+

^ / i/Tv) ^m\ :, \ '^V^

1 I / .- --'

dargestellt wird, ist für jeden der Bedingung < r < i^, ^ ^ < 2rn genügenden Punkt r, t

9*
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der Fläche K^''^ einwertig und stetig, wird für den Punkt 2 = a in derselben Weise

unstetig wie die Funktion u\ und besitzt zudem in je zwei auf verschiedenen Seiten des

Schnittes l gelegenen, aber demselben Werte von g entsprechenden Punkten r = r,t =

und r = r, ^ = 2y7i Werte, die durch die Gleichung wt-tv-=wt-wj=2ni2 verknüpft

sind. Unter Perücksichtigung der am Ende des vorigen Artikels durchgeführten Unter-

suchung erliält man schließlich noch für w, die Darstellung:

1 i' ^
«'«= <*r,l+ 'l^,;ti = ^^ ^'> T H W H ^—T H +

1 (

wobei

ist.

{z-aY {z-ay {z-uY {z-a)'
(,_aY=r~

+ c„ + c,(^;~a)'+ 6-.,(2-rt)' + • • • + c„(^:-a)' +••••,

VTtJiO

V

In der über der Z-Ebene ausgebreiteten //-blättrigen Fläche 7' sei durcli eine

y-fache Kreislinie eine den (j'— l)-fachen Windungspunkt os*'' enthaltende y-ldättrige

Kreisergänzungstläche A"*'' abgegn^nzt. Der gemeinsame Modul der zu den Punkten

der begrenzenden Kreislinie gehörigen Wert»^ von z möge mit Jl bezeichnet werden.

Die Lage eines Punktes z in dieser Fläche denke man sich durch die zu diesem Zwecke

in Ai"t. 3 dieses Abschnittes eingeführten, mit 2 durch die (ileichung:

ti
rifR,

^ = •' 'f" yi = TG
, o>(>-2iff,

verknüpften Polarkoordinaten r, t bestimmt.

Zu dieser Fläche 7if'''' soll nun eine in der ganzen Fläche einwertige und stetige

Funktion u = u' + u"i des Punktes x, y bestimmt werden, welche für jeden Punkt Jt,t

des Randes von A"'"' mit einer vorgegel)enen einwertigen, stetigen und mit der Periode 2v7i

periodischen komplexen Funktion f(t) = f"{t) + f"'{t)i der reellen Veränderlichen t dem

Werte nach ül)ereinstinmit, für jeden vom Punkte oo*'' verschiedenen inneren Punkt der

Fläche stetige Derivierte -^ , -^ , j^ , -07? besitzt und in derselben Ausdehnung der

partiellen Diiferentialgleichung Au = genügt, während es dahingestellt bleiben soll,

wie die genannten Derivierten sich verhalten, wenn der Punkt x, y dem Punkte c»*''

zustrebt.

Zur Lösung der gestellten Aufgabe nehme man an, daß eine Funktion u der

verlangten Art existiere, und bezeichne den Wert, den sie im Punkte r, t der Fläche K'^"'^
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besitzt mit u^ ,, den Wert, den sie i)n Punkte oo<'' besitzt, mit «*„w = lim w,.,,. Bezieht
/• CO

'

man alsdann die Punkte r,t, riK,o,t.-i,n^ der Fläche 7f'<'> und die auf Grund der

Gleichung:

2 = x + yi = re"

ebenfalls durch Polarkoordinaten Hxierten Punkte r,t, o<r<-/i, o<^<2/r, der in einer Z-El)ene

liegenden, durch den Mittelpunkt z = () und den Radius It l^estimmten Kreisfläche K
wechselseitig eindeutig aufeinander durch die Gleichungen:

indem man zugleich, entsprechend der aus diesen Gleichungen für die zugehörigen

Größen 2, z sich ergebenden Beziehung:

(G'.) -=^,
z

als Korrespondenten des Punktes oo<'> den Punkt 2 = erklärt, und ordnet der Fläche K
eine Funktion u = u-.^, des Punktes r,t zu durch die (Heichungen %,(=«*,.,(, Uo=ujr),

wobei r, t den dem Punkte r, t entsprechenden Punkt der Fläche iiT''"' bezeichnen soll,

setzt auch t'{-~vt) = f{J) und beachtet, daß dann die Gleichung %j = fit) besteht, so

ist die so detinierte Funktion u — da die Beziehung Ur^^^^u,.^, für jedes der Bedingung

O^r^lt genügende r besteht, w,._, allenthalben stetig ist und den Gleichungen (Gq.) zu-

folge einer in J("''' stetigen Funktion des Punktes r, t immer eine in K stetige Funktion

des Punktes r, t entspricht — eine in der ganzen Kreisfläche K einwertige und stetige

Funktion des Punktes ;/;, //, (he für jeden Punkt H, t des Randes mit der Funktion f'{t)

dem Werte nach übereinstimmt, die zudem, wie durch die in Art. 4 an der entsprechen-

den Stelle angewandte Schlußvveise gezeigt werden kann, für jeden vom Punkte z = ()

verschiedenen inneren Punkt von K stetige Derivierte -^ > -g^ > -g^ , -j^ besitzt und der

Differentialgleichung Au^i) genügt und die sich daher auf Grund des in Art. 2 dieses

Abschnittes bewiesenen Satzes darstellen läßt durch die Gleichungen:

fü'.) Mi.- ,
= -r- / /'(v)—; —^

T^^(P> ^()= liin'M^
, =TT— / f((p)d(p> ''*ii=f(t),

'^'^'"'"'

Führt man jetzt in die eben gewonnenen, die Funktion u für jeden Punkt /•, t

der Fläche K darstellenden Gleichungen (U'.) an Stelle der Größen r, t die Größen /•, t
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mit Hüte der (;ieiihuiigen (00.) iiiul zugleich ;in Stelle der Integrationsvariiiblen (p eine

neue Iiitegratioiisvariable q durch tlie Substitution </> = -
-7 ein, indem man beachtet,

daß dann «v,7 i» «r,( übergeht, und daß die Gleichungen u^=u^(y), /'(-
-7)

= /'(</') 'ge-

stehen, so erhält man die (jleichungen:

\ V I ,>/(,

i 1- J- V

bei denen, ebenso wie im folgenden, unter /' die Oröße K/-, unter Ji' die Größe Vit

zu verstellen ist. Diese Gleichungen sind abgeleitet worden auf Grund der An-

nahme, daß eine Funktion u der verlangten Art existiert. Mit Rücksicht hierauf muß

also schließlich noch gezeigt werden, daß die durch die Gleichungen (U'.) dargestellte

Funktion u in der 'l'at eine Funktion der verlangten Art ist. Nun folgt aber zunächst

— da die Gleichung «,.,,= w^,, für jedes der Bedingung r^ii genügende r besteht,

u^j allenthall)en stetig ist und den Gleichungen (Gq.) zufolge einer in 7i stetigen Funktion

des Punktes r, t immer eine in /v"''' stetige Funktion des Punktes r, t entspricht, auch

u^^i = f(t) ist — daß die erhaltene Funktion u eine in der ganzen Flache A"*'' einwertige

und stetige Funktion des Punktes x, ij ist, die für jeden Punkt 11, t des Kandes von A'''''

mit der Funktion fit] dem Werte nach übereinstimmt. Daß diese Funktion n aber auch

für jeden vom Punkte oq''* verschiedenen inneren Punkt der Fläche stetige Derivierte

^ , ^ , ^-T , ^r-r besitzt und der Diflterentialgleiclunig Aw = genügt, erkennt man, in-
dx ' dy ox' dir n n n r> '

dem man beachtet, daß bei dem di(^ Funktion «,.^ darstellenden Integrale der zwischen

f{(p) und d(f stehende Ausdruck, der Gleichung:

7 + —. r^—
(¥)

gemäß, der reelle Teil u einer im Jiniern von yv"''' allenthalben einwertigen und

stetigen Funktion /u + rl der komplexen V^eränderlichen z=^x-\-yi ist und infolge-

dessen, als Funktion der reellen Veränderlichen x, y betrachtet, für jeden vom Punkte 00*''

verschiculenen inneren Punkt der Fläche A"*'' nicht nur stetigem Derivierte nach x und y

von jtider Ordnung besitzt, sondern auch der Ditferentialgleichung A/i = genügt. Die

durch die Gleichungen (U'.) dai-gestellte Funktion u genügt also in der Tat den zu



Integration der Gleichung Am = für nielu-blättrige Plächeustücke. 71

Anfang des Artikels aufgestellten Bedingungen und ist zugleich, wie aus dem Gange der

Untersuchung unmittelbar hervorgeht, die einzige derartige Funktion.

Uie in diesem Artikel bis jetzt erhaltenen Uesultate lassen sicli nun in den

folgenden Satz zusammenfassen:

Satz m. ..Ist in der über der Z-Khoie UKSfichrcifeien n-hlättr/f/en Fläche T durch

eine der GleicJmn/j mod z = li eidsprechende v-faelie Kreislinie eine den (y — 1)-fachen

Windtinyspunkt oo*'' enthaltende v-hläftrige Kreiseryänzun(jsfläche A''*'' ah<ie</rend, so existiert

zu dieser Kreiserfiäiizunnsfläclie immer eine und nur eine in der ganzen Fläche eiuwertige

und stetige Funktion u ^ u -\- u" i des durch die J'olarkoordinaten r, t, r>K, o>i>-irn, auf Grund

der Gleichung z = x -\- yi = re" fixierten Punktes x, y, welche für jeden Funkt U, t des Rundes

von ./v'*'' mit einer vorgegehenen einwertigen, stetigen und mit der I'eriode 2vn periodischen

komplexen Funktion f(t) = f'(fj + f"(t)i der reeJieu Veränderlichen t dem Werte nach überein-

stimmt, für jeden vom l'unkte oo''^ verschiedenen inneren Funkt der Fläche stetige Deri-

vierte -J^, V^, S-^
, |-^ besitzt und in derselben Ausdehnung der partiellen Differentialgleichung

Am = T-^ + ^ = (lenüiit. Diese Funktion wird für alle Punkte der Fläche A"*'' als
( x^ dy •' •'

'

Funktion der Folarkoordinaten r, t dargestellt durch die Gleichungen:

-2vn 22 -2v7t

(Ua-)%,'=-^ ffh')— ±\^ "
J^'V'' ^«»("=J"ll«*'-,'

=-^ f{^y(f, U,^,= f{t),

<"¥)+'
r > K,

Zu der Funktion u läßt sich eine einwertige vmd stetige Funktion v = v'+v"i

des in seiner Bewegung auf das Innere von 7l"''' beschränkten Punktes x, y finden,

welche für jeden vom Punkte oo<''^ verschiedenen inneren Punkt der Fläche A"*'' mit u

verknüpft ist durch die Gleichungen:

dv du 8v Bit

dx dy ' cy dx

Eine solche Funktion v ist für jeden im Innern von A"<'^ gelegenen Punkt x, y voll-

ständig bestimmt, sobald man ihr noch die Bedingung auferlegt, für den Punkt oo<''

eine vorgegebene Größe v^(.) als Wert zu besitzen, so daß also \m\v,., = vj,<) ist. Unter

Ilinzunahme der (iröße vj,r) erhält man nämlich zur Bestimmung von v die Gleichung:

V =

dabei ist das rechts stehende Integral als die Grenze aufzufassen, gegen die der Wert

des vom Punkte x, y bis zum Punkte x, y auf einem vollständig im Innern von /l'*''
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verlaufenden Integrationswege erstreckten Integrals konvergiert, wenn der Punkt x', y

dem Punkte c»<'' zustrebt. Setzt man alsdann w = m + «;/ , so ist die so für alle inneren

Punkte von i("''^ definierte Größe w eine Funktion der komjilexen Veränderlichen

g ^ X -\- yi. Auf Grund der letzten vor dem aufgestellten Satze stehenden Gleichung

erhält man ohne Mühe:
- 2 V ;r

] \ fP

' '~
-X-

7?~
~

w, = u,, + v,J = vj,)i-^ I f[(f') -, -V. '%'f[9)-T
—

TT-'
r > fl, > / > - 2 1 TT,

während zugleich die l\onii)onenten u,.^, und v^, von iv. durch die Gleichungen:

2 2 _L J_

"'.'= "2^ffW— ITT -^, Z'''l • ''r,,=v^i-)~^ f\^P)^ X ± ,„

"
. T(^V-

W'-2j?'r"c.üs(^)+/ "
./ J?"-2J{'r"oos(^) + .-

r > II,

bestimmt sind.

Die Funktion w, läßt sich für das Innere von A"'"' durch eine nach Potenzen

X
(1

\
*

— ) mit ganzen positiven Exponenten foitschreitende Reihe, deren Koeffizienten

von z unabhängig sind, darstellen, und entspi-echend lassen sich die Funktionen u^^,, v,^t

für das Innere von A"'"' durch lleihen, tlie nach Potenzen von {—\ mit ganzen posi-

tiven Exponenten fortschreiten und als Koeffizienten Funktionen von / besitzen, darstellen.

Man erhält, unter Berücksichtigung der am Fnde von Art. 1 gemachten Entwicklungen,

zunächst für w, die Darstellung:

wobei

V V V

W.
I > R, 0>l>-2t n,

JL —2vn
'JL;

ist, und weiter dann für die Komjjonenten w,., und v,., von tv. die Darstellungen:

«,.,,= «.(..-J(^/%)cos»(i=^)./y.)^, ^^_,^,^,,,,_'J(±/V'(y,)sin.(^)./^)^,

0>l>-ivn.
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Bei den vorhergehenden Betrachtungen ist der Fall, wo v = \, der Punkt oo*"''

also ein 0-facher Windungspunkt der Fläche T, und entsprechend die Fläche it"^'' eine

einfache Kreisergänzungstiäche ist, nicht ausgeschlossen.

7.

Auf Grund des im vorhergehenden Äi-tikel gewonnenen Satzes III läßt sich jetzt

die allüremeinere Aufifabe lösen, zur Fläche 7("^'' eine Funktion ti = u-\-u"i zu be-

stimmen, welche für alle vom Punkte oo<'^ verschiedenen Punkte x, y der Fläche sich

ebenso verhält, wie die in dem Satze definierte Funktion u, für den Punkt oo''' aber

in derselben Weise unstetig wird wie eine gleich näher zu charakterisierende komplexe

Funktion n = u'+ ü"i, in dem Sinne, daß die Differenz u — u für den Punkt ex;*''

stetig bleibt.

Zunächst soll die Funktion u definiert werden. Zu dem Ende fühi-e man in

der Fläche Ä"*''' vom Punkte It, der Begrenzung aus längs des durch die Gleichung

t = bestimmten Strahles einen mit seinem Endpunkte dem Punkte oo''> zustrebenden

Schnitt /, bezeichne die auf diese Weise aus der Fläche Ä"^*'' entstandene, von der zum

Radius It gehörigen »/-fachen Kreislinie und den beiden Seiten des Schnittes l begi-enzte

Fläche mit 7i'^'* und ordne alsdann dem durch die Polarkoordinaten r, f, >>n,ü>t>-ivu,

auf (irund der Gleichung = ic + 2/ ^ = *"^'' fixierten Punkte x, y dieser Fläche die durch

die Gleichung:

w, = ^\nz' -\-ü^z' +£.,2" +--- + 2„.2- J- 4-4,-

— bei der die £ irgend welche komplexe Konstanten, die teilweise auch den Wert
r

Null haben können , bezeichnen und unter In r ' die reelle Größe — / — zu verstehen
V J r

1

ist — bestimmte Größe w. zu. Die so auf die Fläche K'^''^ bezogene Funktion tv, ist

dann in dieser Fläche, vom Punkte co^'' abgesehen, eine einwertige und stetige Funktion

des Punktes ir, y, deren Werte in je zwei auf verschiedenen Seiten des Schnittes l gelegenen,

aber demselben Werte von 2 entsprechenden Punkten r = r, ^ = und r = r, t = — 2v7i

durch die Gleichung tv't — w~ = 2ni^ verknüpft sind, wenn die durch ^ = bestimmte

Seite des Schnittes l die positive, die durch ^ = — 2^71 bestimmte Seite die negative

genannt wird. Nach diesen Vorbereitungen definiere man jetzt die Funktion u durch

denjenigen Ausdruck, welcher aus dem ersüm die Funktion w. darstellenden Ausdrucke

dadurch hervorgeht, daß man an Stelle der darin vorkommenden, die Konstanten £ als

p-B, I. 10
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Multiplikatoren besitzenden Funktionen von z ihre reellen Teile treten läßt, und be-

zeichne zugleich denjenigen Ausdruck, welcher dadurch entsteht, daß man an Stelle der

genannten Funktionen von s ihre lateralen Teile treten läßt, mit vi. Die so definierten

Funktionen u, v werden dann als Funktionen der Polarkoordinaten ;•, 1 dargestellt dinrh

die Gleichungen:

«^ , = £ In r' + Si'"' cos — + 2.,/-' cos ^ H + 2„,r' cos -^,

V

r>R,

> ( a - 2 V rt,

2 - + 2, '"«in - + 2,*-^ sin - + •• + 2,„»-' sin ^,

und es ist zugleich u\ = m^
, + /v.i«- ^^^ Funktion u ist in der Fläche A"^'', vom Funkte

oo<'' abgesehen, eine einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y, welche für jeden

Punkt /»', / des Randes vcm 7v"''> mit der durch die (ileichung f(f) = i(„^, definierten,

einwertigen, stetigen und mit der l'eriode 2r7i periodischen Funktion der reellen Ver-

ändei'lichen t dem Werte nacli übereinstimmt, für jeden vom Punkte tx)*'' verschiedenen

inneren Punkt der Fläche stetige Derivierte nach ./' und ?/ von jeder Ordnung besitzt

und in derselben Ausdehnung der Uiiferentialgleichung Am -= genügt. Sie ist zudem

mit der Funktion v ihrer Entstellung gemäß für jeden vom Punkte cx)<'> verschiedenen

inneren Punkt der Fläche A"*'' verknüjjft durch die Gleichungen:

dv du dv dü
cx 'öy ' cy ex

Nachdem so die Funktion u definiert ist, gelangt man durch einfache Über-

legungen zu dem folgenden, die Lösung der zu Anfang des Artikels gestellten Aufgabe

enthaltenden

Satz IV. .,Id in der /(her der Z-Khcnc (iitSfichrcitcfcH n-U('iftri</cn Fh'iclic T dnrdi

eine der (Jlcicliiinn mod z = I\ oitsprcclicndc, v-facJic Kreislinie eine den (y— \)-faelien

WindundsimnM oo*'* enthaltende v-ldiVtrine Kreiserffänzmifisfläelie 7v"*'' (djf/efirenzt, so existiert

zu dieser Kreiscrißnzunfisfläehe immer eine nnd nur eine Funkt io)i v = n' + ii" i des diireli

die I'olarkoordinaten r, t, ,>r,o>i>-2, n, auf drmid der Gleichung z = x -\- yi = re'' fixierten

Punktes x, y, die für Jeden vom J'utikte ao''> verschiedenen Putilt der Fläche einwertig und

stetig ist, für den Punkt oo*'' aber in derselben Weise unstetig wird wie die durch die

Gleichung:

ü,^, = 2 In r~+ 2,>-~cos -^ + 2or~cos ^ -\ + 2„,/~cos ^, ajtt-im,

für jeden vom Punkte oo<'' verschiedenen. Punkt der Fläche definierte komplexe Funktion u^^,

— in dem Sinne, daß die Differenz m,._, — m^_, mit unbegrenzt wachsendem r gleichmäßig für
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alle Werte von t gegen eine von t unabhängige Größe konvergiert — die ferner für jeden

llandpunkt E, t mit einer vorgegebenen eimvertigen, stetigen und mit der Periode 2vn
pcriodisehen komplexen Funktion f{t) = f'{t) + f"{t)i der reellen Veränderlichen t dem Werte

nach übereinstimmt, endlich für jeden vom. J'unkte oo<''' verschiedenen inneren l'unkt der

Fläche stetige Berivierte ^, ^, j^i, ^ besitzt und der partiellen Differentialgleichung

A«* = 7—5 + g-^ = genügt. Diese Funktion u wird, wenn man noch die einwertige, stetige

und mit der Periode 2rn periodische Funktion der reellen Veränderlichen t, in tvelche u^^^

für r = Jl übergeht, mit f(t) bezeichnet, für jeden vom J'unkte co<'' verschiedenen Punkt der

Fläche als Funktion der Polarkoordinaten r, t dargestellt durch die Gleichungen:

-im

(Ü4-) ^ir,t = Ur,,-^ [f{ip)-f{(r)]^ ^\ ^d(p, U„^,^f{f),

(^) +
'^

Daß durch die Gleichungen (U,.) in der Tat eine Funktion u der verlangten

Art für jeden vom Punkte oo*'> verschiedenen Punkt der Fläche dargesti'llt wird,

ergibt sich unmittelbar, wenn man die oben erwähnten Eigenschaften der Funktion u

und zugleich die aus Satz lU des vorigen Artikels sich ergebenden Eigenschaften des

hier in Verbindung mit ii auftretenden Integrals berücksichtigt. Daß diese Funktion u

aber auch die einzige derartige Funktion ist, erkennt man, wenn man beachtet, daß

die mit einer Funktion u der verlangten Art und der gegebenen Funktion u gebildete

Differenz u = u — ü dadurch in eine in der ganzen Fläche 7i"''' einwertige und stetige

Funktion des Punktes r, (/ verwandelt werden kann, daß man ihr für den Punkt oo^'',

für den sie einen Wert zunächst nicht besitzt, die der Voraussetzung gemäß existierende

Größe //
= lim («,., — ««^<) als Wert zuschreibt, und daß die so vervollständigte Funk-

tion u — da sie im übrigen für jeden vom Punkte oo<'> verschiedenen inneren Punkt
^A ^A ^jA pjjA

der Fläche stetige Derivierte ^, g^, |^, g^* besitzt und der Ditt'erentialgleichung A /(=-()

genügt, auch für jeden Bandpunkt It, t mit der Funktion /'(/) ~ f(t) dem Werte nach

übereinstimmt — auf Grund von Satz III des vorigen Artikels durch diejenigen (ilei-

chungen dargestellt wird, welche aus den dort angegebenen Gleichungen (üg.) hervor-

gehen, wenn man darin u durch w, f((f) durch f((f) — f((p) und /'(^) durch f{t)~-f(t) ersetzt.

Zu der gewonnenen Funktion u läßt sich eine einwertige und stetige Funktion

v = v + v" i des in seiner Bewegung auf die Fläche A"'"' nach Ausschluß der Begrenzungs-

linie r =' B und des Punktes oo<'^ beschränkten Punktes x, y finden, welche für jeden

solchen Punkt mit u verknüpft ist durch die Gleichungen:
10*
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dargestellt wird, ist für jeden der Bedingung r>l{, ()'^t>~2v7i genügenden Punkte, t

der Fläche 7v"<'' einwertig und stetig, wird für den Punkt co*"' in derselben Weise
unstetig wie die Funktion iv. und besitzt zudem in je zwei auf verschiedenen Seiten des

Schnittes / gelegenen, aber demselben Werte von z entsprechenden Punkten r = r, ^ =
und /• = ;, t = ^2vn Werte, die durch die Gleichung w^ ~ w~ = w^ — tv^ = 2ni2 ver-

knüpft sind. Unter Berücksichtigung der am Ende des vorigen Artikels durchgeführten

Untersuchung erhält man schließlich noch für w. die Darstellung:

wobei

ist.

— -L ^ _m

IV, = M,,, + ^;,.,^ = 2 In z' + 2^2' + 2,z' H + 2„.2'

+ c„ + c, (^) " + c, (1)
' + ••• + c„ (i-)

'

+ ••••

,

1 1 /

r>R, 0>t>-2 in,
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Integration der partiellen Differentialgleichung Ay/ = für eine von zwei

konzentrischen Kreisen begrenzte Ringdäche.

1.

in der Z-El)eiie .sei durch zwt'i um den Pnnkt ^ = als Mittelpunkt mit den

Radien B, li, r>k, beschriebene Kreise U, ^ eine Eingtiäche abgegrenzt. Die Lage eines

Punktes z in dieser Fläche denke man sich durch die früher eingeführten, mit z durch

die Gleichung:

verknüpften Polarkooi'dinaten r, / bestimmt.

Zu dieser lÜngtiäche soll nun eine in der ganzen Flüche einwertige und stetige

Funktion n = ii-\-ii'i des Punktes :;,// b(>stimmt werden, welche für jeden Punkt I{,t

der Handlinie U mit einer vcjrgegebenen einwertigen, stetigen und mit der Periode 2n

periodischen komplexen Funktion f(t) = f"(t) + f"{f)i, für jeden Punkt J{, f der Eandlinie Sl

mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit di'r Periode 2n periodischen

komplexen Funkti(m f{() = f Q) + f (0' •''-'i' i'eellen Veränderlichen / dem Werte nach

übereinstimmt, für ieden inneren Punkt der Fläche stetige Derivierte ^— , ^— , ^-^ ,

-3—

r

besitzt und in derselben Ausdehnung der Difierentialgleichung Am = genügt.

Läßt sich eine solche Funktion u bestimmen, so ist dieselbe zugleich die einzige

den aufgestellten Bedingungen genügende Funktion. Nimmt man nämlich an, daß n

eine zweite derartige Funktion sei, und bildet alsdann die Diiferenz u = u — u, so ist u

eine in der ganzen liingüäche einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y, welche

für jeden Punkt der Randlinien ,ft, Jt den Wert Null hat, für jeden inneren Punkt der

Fläche stetige üerivierte 3^ , ^, -^ , -t4- besitzt und in derselben Ausdehnunu der Ditferen-" dx ' dy ' dx^ ' dy- "^

tialgleichung Am = genügt. Trennt man jetzt den reellen Teil u' der Funktion Ti von ihrem

lateralen Teile u"i, so ergibt sich, indem man für die beiden reellen Funktionen «', w"

in derselben Weise schließt, wie es im ersten Abschnitte zu Anfang des Art. 7 für die
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Funktion «,. ,
geschehen ist, daß soAvohl di(! größten Werte G' , G" als auch die kleinsten

Werte K', K", welche die Funktionen «', u" in der ßingttäche überhaupt annehmen,

unter den für die Randpunkte auftretenden Funktionswerten vorkommen müssen, also

niclit von Null verschieden sein können, und daß denmach die Funktionen u', u" für

keinen Punkt der liingttäche einen von Null verschiedenen Wert haben können. Es

hat also auch u = ü ^ ti für jeden Punkt der ßingfläche den Wert Null, oder, was das-

selbe, die Funktion ü ist mit der Funktion u identisch. Die gestellte Aufgabe besitzt

demnach, wenn sie überhaupt lösbar ist, nur eine einzige Lösung.

Was nun die Behandlung der Aufgabe betriftt, so kann dieselbe mit Vorteil auf

die Behandlung der beiden einfacheren Aufgaben reduziert werden, welche aus ihr da-

durch hervorgehen, daß man das eine Mal /'(/) = 0, das andere Mal f'(f) = setzt. Lassen

sich nämlich diese beiden speziellen Aurgal)en lösen, und bezeichnet man die Lösung der

ersten mit U, die der zweiten mit r, so bildet die durch die Gleichung « == U+U
definierte Funktion t( die Lösung dei- ursprünglich gestellten Aufgabe. Mit Rücksicht

hierauf soll jetzt zunächst die erste spezielle Aufgabe behandelt werden.

2.

Die Bestimmung der soeben definierten Funktion U, der die Bedingungen auf-

erlegt sind, für jeden Punkt 11, t der Randlinie ^ mit f(t) dem Werte nach überein-

zustimmen, für jeden Punkt li, t der Randlinie U den Wert Null zu besitzen, soll hier

mit Hilfe (>iner Methode durchgeführt werden, die man passend als Methode der

successiven Influenzen bezeichnen kann. Diese Methode ist im Prinzip von R.MrRPuv*)

ersonnen und später dann von den Herren C. Necmann**) und H. A. Schwarz ***j weiter

ausgebildet worden.

Um diese Methode im vorliegenden Falle anwenden zu können, hat man vor

allem die gegebene Ringfiäche als dasjenige^ (iel)iet aufzufassen, welches der durch die

Linie ^ begrenzten Kreisfläche und der durch die Linie ^ begrenzten Kreisergänzungs-

fläclie gemeinsam ist, und die Anwendung der Methode hat dann in der Weise zu er-

folgen, daß .man auf Glrund von Satz 1 und von Satz III des vorhergehenden Abschnittes

*) Murphy, R., Elementary prinei])le3 of tlje theories of electricity, heat and moleoular actions. l'art I. (39).

(Cambridge 1833, S. 93—98.)

**) Neümann, C. , Untersuchuni^cn über das logaritlimische und Newton'sche Potential. (Fieipzif^, Teubner,

1877, S. 310—338.)

***) Schwarz, H. A., Über einen Grenzübergang durch alternierendes Verfahren. — Über die Integration der

partiellen Differentialgleichung -x—; + ^—; = unter vorgeschriebenen Grenz- und Unatetigkeitsbedingungeu. —

(Gesammelte Werke, Bd. IL, S. 133—171.)
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für die Kreisfläche Funktionen m<'\ vP'\ m'*', • • •, für die Kreisergänzungsfläche Funktionen

M*^', u''*\ m'"*, • •, in der Keihenfolge m'^', m'*', u^^\ dadurch bestimmt, daß man zunächst

der für die Kreisfläche zu bestimmenden Funktion «''* die in der Aufgabe vorkommende

Funktion f{t) als Kandfunktion vorschreibt und alsdann für m = l,2,3, •• die Werte

der für die Kreisergänzungsfläche zu bestinmienden Funktion u^^'"'' längs des liandes ^
dieser Fläche der Gleichung «'r'^'' = m*^'^'' gemäß, die Werte der für die Kreisfläche zu

bestimmenden F'unktion ?/^"'+'* längs des Randes ^ dieser Fläche der Gleichung

«^2';' + >) = tt(j;';) gemäß wählt, so daß also

längs des Eandes St der KreisHäclie längs d(^s Randes ,^ der Kreisergänzungsfläche

<* den Wert u% ^ f{f), v^, den Wert m'|^ = w<;_\,

u^^\ den Wert <', -= uf„ li;] den Wert m«:'' = w*^' ,

uf^, den Wert uf, = 4^]„ v^, den Wert uf^ = ti^^\,

besitzt. Aus den so für jeden Punkt der Ringfläche bestimmten Funktionen «*'\ m*-', «<*^', •• •

läßt sich nändich eine unendliclie Reihe bilden, welche nach Hinzunahme einer gewissen

einfachen Funktion die verlangte Funktion IT liefert.

Die Funktionen m<'', m'^', u'-'^\ • lassen sich nun auf Grund der Sätze I, III,

wenn man noch bei den auf die Kreisergänzungsfläche sich beziehenden Integralen die

Integratiousvariiiblen sich in demselben Intervalle 0--2Tt l)ewegen läßt, das hier der

Koordinate t zugewiesen ist, für das Innere der Fläclien, auf die sie bezogen sind, zu-

nächst darstellen durch die Gleichungen:

2» 2»

^(»)- _L ff(aj)
Ji'-r'

^1
^(2) _1_ r^(,) '•'- -"'

^/„
''

' ,^„ 2 't ./ ' ^'^ Ji'-i lir cos (t-,f)+/ '
' ''

' ,^„ 2 « J H,ci., ji^_ 2 jj,. ,.os ^(,- ,,,) + / ^ "

2« 2»

2« 2!t

Diese Funktionen können aber auch, unter Benutzung der Hilfsformeln:
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y — 7 -S ^J_ / r ii-—q-"'B- 1 r — l{- 7

("a,,,.} ,/"'Ji^-2^/"Jiccos(<--^) + r^ ''ä«.7 L2^"'ii--22'"7ii(;cos(i^-q,)+ JS^J 7^2-2 Jircos((-i/.) + )-^
''^'

m = 1, 2, 3,

(-nsm + i-j ü-_ 2 i<3"V cos (<-(;.) + 2"
"V- ä'iJ Lif'^-2j,V/"7icosOV-(j

-2
bei denen zur Abkürzung q = Ji It gesetzt ist, in independenter Form dargestellt

werden. Die Formel (Ha,,,.) geht aus der ersten Gleichung (Uj.) des Satzes III, nachdem man

darin v = 1 und in neuer Bezeichnung li = li, (p = yj gesetzt hat, hervor, wenn man
an Stelle von u,.^, die auf der linken Seite von (H^,,,.) stehende, die allgemeinen Eigen-

schaften von u^^t besitzende Funktion treten läßt und beachtet, daß diese Funktion für

den Kandpunkt r = B, t = \p durch den auf der rechten Seite von (Hj,,,.) in eckigen

Klannnern stehenden Ausdruck dargestellt wird. Die Formel (H,,,,^!.) dagegen geht aus

der ersten Gleichung (11^.) des Satzes I, nachdem man darin v = \ und in neuer Bezeichnung

(f>
= yj gesetzt hat, hervor, wenn man an Stelle von «,. , die auf der linken Seite von

(Hj,,,^!.) stehende, die allgemeinen Eigenschaften von n,., besitzende Funktion treten

läßt und beachtet, daß diese Funktion für den Randpunkt r = li, t = y> durch den auf

der rechten Seite von (Hä,,,^.,.) in eckigen Klammern stehenden Ausdruck dargestellt

wird. Um jetzt die independente Darstellung der Funktionen «*-', u'-^\ zu erhalten,

ersetze man zunächst bei der zweiten Gleichung des aufgestellten Systems die Größe tc
"«,1/1,

durch den ihr auf Grund der ersten Gleichung entsprechenden Integralausdruck und

führe die Integration nach (/)^ mit Hilfe der Formel (11^.) aus; ersetze hierauf 1)ei der

dritten Gleichung die Größe ^<^f'y^ durch den ihr auf Grund der eben gewonnenen

Gleichung entsprechenden Integralausdruck und führe die Integration nach ip,^ mit Hilfe

der Formel (H.,.) aus; behandle weiter dann die folgenden Gleichungen der Reihe nach

in derselben Weise. Man gelangt so zu dem Gleichungensystem:

«*(»

t*«'»

)_J_ /',./ N R-— )'
, (2)

i_ rn( \ r--q-R- ,

';^'„2«//W ir-— 2 Er cos {t~~q>) + r'-
"^'

'"'''<~,^2%J
' ^^P) q'-B''-2qlir C0H{t-^fp) + n " ^ '

'"

2n in

-'T^ 2^J
lyf) R-- 2liqr 008 (t-,f) + gV- 9»

'

**'"•

'
^^J ' ^^^ q'R'- 2 frJir cos (t^cp) + r''

" ^ '

(5)_ 1 f'rf ^
R^—q'r' , (6)__ 1 r^f X r'—o^R-

j

^''>-^,^2^J
'Wn^^2R,frcos(t-^^)+ q''r'"V'^

'*'-.';;„2»J
'W ,j«J^- 2r/>i<r cos(«-,f;+ ,-»''^ '

ö ö

P-R, I. 11
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welches die Funktionen ?/'', u^'\ tP\ • • • in independenter Form darstellt und sich

von dem vorher aufgestellten auch dadurch unterscheidet, daß die links stehenden

Gleichungen, von der ersten abgesehen, auch noch für den Rand ^ der Kreisfläche

also für r = J{, die rechts stehenden auch noch für den Rand ^ der Kreisergänzungs-

Häche also für r = 11 gelten. Set/t man nämlich in der die Funktion m*.^"'' bestimmen-

den (ileichung /• = R, so geht das auf ihrer rechten Seite stehende Integral infolge der

Beziehung q= R'lf' in das die Größe m^^j"'"*' darstellende Integral über, und entsprechend

geht, wenn man in der die Funktion «^i.^™+^' bestimmenden Gleichung r = li setzt, das

;uif ilirei- rechten Seite stehend«^ Integral in das die Größe ^f"/' darstellende Integral

über. Durch das letzte Gleichungensystem werden also, wenn man noch die Gleichung

''«,*( = /(O hinzunimmt, auch die vorher für die Funktionen «''', «*"', iP\ aufgestellten

Ilandl>edingungen zum Ausdruck gebracht.

Bezeichnet maTi jetzt für w( = l,2. 3.--- den Wert, welchen die Funktion dfi.^"'"''

im Mittelpunkte der Kreisfläche besitzt, mit /4*"'^''. <^Gn Wert, welchen die Funktiim «*i*^'

im Funkte oo der Kreisergänzungstlärhe besitzt, mit /fjf'"', so daß also

«1,^-"= <r-'^ ^ J^
fm'^V' <^""= Ihn <r' = f^Jmd^

ist, versteht unter (i den größten der Werte, welche mod f{f) überhaupt anneinnen

kann, und wendet auf die den Differenzen mJ.^;"~'*— wi,-'"^'' und m*.^',"'— «f'"' entsprechenden

Ausdi'ücke die von der Formel (F'.) in Art. ."") des zweiten Abschnittes nur durch die

Bezeichnung sich unterscheidende, fiir je zwei der Bedingung j; > ,s ^ genügende reelle

Größen p, s geltende Formel:

2« 2»

"^f>^^ [hjfi'(') ;.-^2p.^l:;^l^)+.^ '''p - Lffi^r^v] ^^ ai-c siu
(I)

an, so erhält man, wenn man noch die für jedes d(!r Bedingung ^ .r < 1 genügende x

geltende Ungleichung -^ arc sin x^x beachtet, die im folgenden zur Verwendung kommen-
den Beziehungen:

mod [<r^"- <"'-"] ^ 267/"-' ^, mod \u^^f- wL""'] ^2Gq"'y,

von denen die erste für jcnles der Bedingung r^ J.'. die zweite für jedes der Bedingung

r^Il genügender gilt, und })ei denen ij seinei- Definition gemäß die zwischen und 1

gelegene Zahl It'lf' vertritt.
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Um nun die gewünschte Funktion U z-u erhulten, bilde nuui aus den zu der

Kingfläche bestimmten Funktionen u';^^], uf^,, iif^i, ("^'^^"^) die unendliche Eeihe:

Diese Reilu^ konvergiert unaljhängig von der Anordnung ihrer (ilieder und zudem für

alle Punkte /•, t der Ringtiäehe in gleichem Grade, da die mit den Moduln ihrer

Glieder gebildete Eeihe, wie die soeben für diese Moduln gewonnenen Beziehungen

zeigen, für alle Punkte r, f der liingHäche in gleichem (irade konvergiert. Beuchtet

num dann noch, daß ein jedes Glied der Eeihe eine in der ganzen Kingüäche einwertige

und stetige Funkticm des Punktes r, f ist, und daß infolge der für w = l,2,3, •••

geltenden Beziehungen m|';^ = <'';'~'^
'<;r"= <,',"'. «4'"''= <"'"'> und der Gleichung

«<Ä,'(=/(^j <1i*' Summe der ersten 2in (ilieder der Reihe für r = li den Wert Null, die

Summe der ersten ^iii + l Glieder der Reihe für r = li den Wert f\t) ~ u^^^ hat, so

erkennt man, daß diese Reihe eine in der ganzen Ringfläche einwertige und stetige, mit

i''._, zu bezeichnende, Funktion des Punktes r, t darstellt, welche für jeden Punkt E, t

der Linie ,^t mit f'{t) — «},'' ^^em Werte nach übereinstinunt, für jeden Punkt 11, t der

Linie St dagegen den Wert Null hat.

Die so erhaltene, durch die Gleichung:

(1.) i^;,, = [<> - <)] - [<i - «ej + [^^'f!, ut'\ - [«i:;i

-

ie\ +, tt'Zt,

für die ganze Ringfläclie dehnierte Funktion 7-'
, l)esitzt aber auch für jeden im Innern

der Ringfläche gelegenen Punkt :r, y stetige Derivierte W' "57' ä"^' Jr-
^™^^ genügt zu-

dem in derselben Ausdehnung der Differentialgleichung AF=0. Um dieses einzusehen,

beachte man zunächst, daß aus dem letzten die Funktionen ?("', if-\ n'-'^\ • • darstellen-

den Gleichungensysteme die für m = \,2,3, und jedes der Bedingung li ^ r < li ge-

nügende r geltenden Gleichungen:

,,(ä«-i)_«
'r,t

•in 2«

folgen, bei denen z = re^\ 'C= R(f' ist und unter ^[••| der reelle Teil des zwischen

den beiden Vertikalstrichen sich findenden Ausdruckes zu verstehen ist. Bildet man
dann aus den hinter 9{ stehenden Ausdrücken die unendliche Reihe:

m = ao l m — 1
^

^ I
Z »1 - 1 „

q"'S \

2— '7 S

und beschränkt die Bewegung des Punktes z, der eben genannten Bedingung B ^ r <, M
11*
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entsprechend, auf die von den Punkten des Randes S\ verschiedenen Punkte der lling-

flilche, so konvergiert diese Keilie, da q<l ist, für alle in Betracht kommenden Werte-

l)uare ^- = rc", t=l{c''"' unabhängig von der Anordnung ihrer Glieder und zudem in

gleichem Grade. Daraus folgt aber zAinächst, daß diese Reihe, deren Glieder stetige

Funktionen von (p sind, bei festgehaltenem z eine stetige Funktion der reellen Ver-

änderlichen
(f

darstellt, und weiter, daß das von bis 2n erstreckte Integral des aus

dem reellen Teile des Reihenwertes durch Multiplikation mit f{(f)(^(f gebildeten Ditte-

rentials gleich ist der Summe der von bis 2n erstreckten Integrale derjenigen Ditte-

rentiale, welche aus den reellen Teilen der einzelnen Glieder der Reihe durch Multiplikation

mit f(q)(1(p entstehen. Auf Grund dieser Beziehung läßt sich jetzt die Funktion 7'',.,,

nachdem man die ({lieder der sie definierenden unendlichen Reihe durch die dafür auf-

gestellten Integralausdrücke ersetzt hat, für jeden nicht auf dem Rande ^ gelegenen

Punkt r, t der RingHäche darstellen durch die Gleichung:

(2.) i<;,^^jV(y.)9{ ^^ 1 w J/i — i ^ „ in c.—, U - 2 Ä Z — qS
d

(P, 0< Kirt.

Kanu man nun von der auf der rechten Seite dieser Gleichung zwischen den l)eiden

Vertikalstrichen stehenden unendlichen Reihe, deren Wn-t nur von dem Verhältnis der

(irößen z, 'C al)hängig ist, noch zeigen, daß sie in der Ringtiäche nach Ausschluß des

Randes il eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen z ist

oder, was dasselbe, sich in eine nach Potenzen von z mit ganzen Exponenten fort-

schreitende Reihe überführen läßt, so ist damit bewiesen, daß die Funktion 7''.,, wie

behauptet wurde, für jeden im Iimern der RingHäche gelegenen Punkt .r, y stetige

Deriviei-te ^ , ^=r- , 3—r , -r-^ l)esitzt und zudem in (lersell)en Ausdehnung der partiellen

Differentialgleichung A/''=0 genügt. Zum Zweckt^, der Überführung verwandle man

nun die vorliegende Reihe zunächst, mit Hilfe der Gleichungen:

in die zweifach unendliche Reihe:

m = ao 7i — oc

.^.J:;|(j-'i)--('riri

und fasse bei dieser Reihe einen jeden der beiden durch das Minuszeichen verbundenen

TeiTne als ein Glied auf. Kehrt man alsdann bei dieser neuen Reihe, indem man beachtet,

daß sie unal)hängig von der Anordnung ihrer Glieder konvergiert, weil die mit den
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Moduln ihrci- Glieder gebildete Reihe konvergiert, die Summationsordnung um und

führt die Summation nach »i aus, so entsteht die gewünschte Keihe:

R<r<R,

bei welcher der dem Summenzeiclien l)eigefügte Accent andeuten soll, daß für den

Summationsbuchstaben n der Wert Null ausgeschlossen ist.

Aus der durch die (lleichung (1.) definierten, nach Einführung der eben gewonnenen

Reihe in die Gleichung (2.) für alle Punkte der Ringtläche durch die Gleichungen:

*-/ n — — <x. J-

<i<f, -/''«,, = /'(0-<*' K<r<R,
0<( <2»,

dargestellten Funktion F erhält man jetzt sofort die zu Anfang dieses Artikels ver-

p
Ix—

verstehend — die durcü die uieicliunt?:

In —
T fi ,,(1)

«<r5«,

hl —
J{

definierte, einwertige und stetige Funktion L des Punktes x, y der Ringtläche hinzuaddiert.

Diese letztere Funktion verhält sich nämlich im Innern der Ringfläche, da In r = 9{
|

In ^^
|

ist, geradeso wie die Funktion F, insofern als sie dort für jeden Punkt x, ij stetige

Derivierte ?—
, ^, ^, ^ besitzt und der Differentialgleichung Ai = genügt, während

das Verhalten der Funktionen F und L an den Randlinien it und il der RingHäche

durch die Gleichungen Fji^,= f{f) — u\l\ 7>„_,= «i,"; ^'i?,/
= 0, L^,= charakterisiert ist.

Infolgedessen genügt die Funktion L + F den sämtlichen für die Funktion U auf-

gestellten Bedingungen, und da überdies, nach dem in Art. 1 dieses Abschnittes Be-

wiesenen, eine zweite diesen Bedingungen genügende Funktion nicht existiert, so be-

steht die Gleichung U= L + F. Die verlangte Funktion U wird daher, wenn man

noch die Konstante <<[," durch das ihr entsprechende Integral ersetzt, für alle Punkte

der Ringtläche dargestellt durch die Gleichungen:

)• 27t in
In 4

u.^-4-.^J fW^ + iJ tw^ X r^ ©"
"ii

wobei g=re", 1;== Ref', q = E^If^ ist.

('(P, l\t-tV), 'ol'tli'n,
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3.

Die am Kiide des Art. 1 aii /.weiter Stelle tletiiiierte Funktion Ü, der die Be-

dingungen autei-legt sind, für jeden Punkt /.', f tler Kandlinie $1 mit f(t) dem Werte

nach übereinzustimmen, für jcnlen Punkt //, / der Handlinie St den Wert Null zu l)e-

sitzen, kann, wie aus dem Vorhergehenden unmittell)ar ersichtlich ist, ebenfalls durch die

Methode der successiven Influenzen ei-halten werden. Unter Benutzung der im vorigen

Artikel für die Funktion l^ gewonnenen Darstellung läßt sicli aber die Funktion U
;iuch durcli das folgenile, einfachei-e Verfahren erlialt(>n.

Man ordne allgemein dem Punkte r. t der Uingliiiche den durch die Gleichung:

(0.)
r

1)estimmteii Punkt /. t derselben zu, beaclite, daß infolge diesem- (ileichung einem inneren

Punkte r, t der Kingtläche ein ebenfalls im Innern derselben gelegener Punkt /', t, dem

Punkte II, t der Randlinie U der Punkt Ji,i der Kandlinie ü, dem Punkte li, t der

Eandlinie ^ der Punkt U, t der liandlinie Sl entspricht, und definiere alsdann für die

RingHäche eine Funktion U des Punktes r , t dui-ch die Gleichung U,.',!^ ^L,iy bei der r,t

den dem Punkte /, t entsprechenden Punkt bezeichncm soll. I)i(!se Funktion U wird

dann für jeden Punkt r , f der Ringliäche durch diejenigen (ileichungen dargestc^l It,

welche aus den am Fmdv des voi'igen Artikels für die Funktion (^ gewoimeuim Gleichungen

hervorgehen, wenn man darin r -= —7- setzt. Man erhält auf diese Weise, wenn man

noch beachtet, daß eine (irößc^ i){|-| ihren Wert nicht ändert, wenn man in dem

zwischen den l)eiden Vertikalsti-ichen sicli findenden Ausdrucke allenthalben / durch — i

ersetzt, für die Funktion L' die Gleichungen:

Ji

</'/', l^H,i-f{f), T<t<^n,

wobei z' = r'e'', 'C = lic''"' ist.

Was nun die Eigenschaften der Funktion If betritt't, so folgt zunächst aus der

die Funktion ^ für jed(ui l'unkt /', / der Kingfiäche definierenden Gleichung ?/,.-_,= f/^,,

— da If^^i eine in der ganzen Kingfiäche einwertige und stetige Funktion des Punktes r,t

ist, und der Gleichung (G.) zufolg(> einer in der Kingfläche stetigen Funktion des

Punktes /•, t immer eine in der Kingfläche stetige Funktion des Punktes /', t entspricht,
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auch TTji,= f(t), U]i^,= ist — daß die Funktion U eine in der ganzen Kingfläche ein-

wertige und stetige Funktion des Punktes r , t ist, welche für jeden Punkt U, f der

Randlinie ß mit /(/') dem Werte nach ül)ereinstinimt, für jeden Punkt li, t der Hand-

linie ,^ dagegen den Wert Null hat. Die Funktion U besitzt aber auch für jeden

im Innern der Kreisfläche gelegenen Punkt x = r cos t, y = r sin t stetige üerivi(!rte

j^, '-K-^, j^ , ^-^ und genügt zudem in derHell)en Ausdelmung der Differentialgleichung

Af7=(), da bei der eben gewonnenen, die Funktion f/ für alle nicht auf der Hand-

linie ^ gelegenen Punkte darstellenden (ileichung die zwischen den beiden Vertikal-

strichen stehende unendliche Reihe eini^ in der Uingfläche nach Ausschluß der Hand-

linie il einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen z = a;' + yi = rc"'

darstellt, und lnr' = 9i|ln/| ist. Beachtet man nun noch, daß die Funktion f(t), mit

der die Funktion U längs der Handlinie St übereinstimmt, nur der Bedingung unter-

worfen ist, eine einwertige, stetige und mit der Periode 2n periodische komplexe Funktion

der reellen Veränderlichen t zu sein, und im Hahjuen dieser Bedingung von Anfang an

beliebig gewählt werden konnte, so erkennt man, daß die vorher gewonnenen, die

Funktion IT für jeden Punkt r, t der Hingfläche darstellenden Gleichungen, wenn man
darin an Stelle der Funktion f(t) die den gleichen Bedingungen unterworfene Funktion /(/)

treten läßt und entsprechend f((p) durch /'(</)) ersetzt, auch den Accent bei r unter-

drückt, eine Funktion des Punktes r. f der Hingfläche liefern, welche den sämtlichen

der Funktion U auferlegten Bedingungen genügt und infolgedessen — da nach dem in

Art. 1 dieses Abschnittes Bewiesenen eine zweite diesen Bedingungen genügende Funktion

nicht existiert — mit der Funktion II identisch ist. Die verlangte Funktion U wird

daher für alle Punkte der Hingfiäche darg(^stellt durch die Gleichungen:

2«

u.;- i^ fn^y^p + i f/wßi 'T^ (I)
In 1/ •/ n-~üc 1

'"äo

2 ,,-2

d^p. u,,-m, ::;:^;.

wobei s = re", C = B.c''"', q = 11'11 ist

4.

Die Darstellung der in Art. 1 dieses Abschnittes verlangten Funktion u kann

jetzt auf Grund der Gleichung w^U-\-lJ sofort erhalten werden, wenn man beachtet,

daß für jeden inneren Punkt r, t der Hingfläche sowohl die für U^^,, r<'-<r, als

auch die für CT,.,, R<r^R, gewonnene Gleichung besteht, und daß U,i^i^f(f), U„^, = 0,

U]j^i = 0, U]i^, = f(t) ist. Die Funktion u wird demgemäß, wenn man noch die Größen
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z, u, t, q durch die ihnen entsprechenden Ausdrücke ersetzt, auch für 9i|- • -j den reellen

Teil des zwischen den beiden Vertikalstrichen sich findenden Ausdruckes setzt und die

diinn auftretenden Eeihen der Gleichung ^" (j{n)= ^ [//W + 5» (- »Ol entsprechend um-
rt = — 00 n = 1

formt, für alle Punkte der Kingliächc dargestellt durch die Gleichungen:

j- 2 TT in

In -7^ •/ •„

0<(<2«,

+
In

Das so erhidt(Mie Resultat bildet einen speziellen Fall des Uesnltates, welches Herr

C. Neumann *j bei seinen Untersuchungen ül)er die Integration dci- Differentialgleichung

Am = für eine von zwei Niveaukurven l)egrenzte llingHäche aui' einem von dem hier

t'ingeschlagenen Wege durchaus verschiedenen Wege erhalten hat.

Das gewonnene llesultat kann nun unmittelbar von der vorliegenden, in der

Z-Ebene konstruierten liingfläche auf eine Kingflächt! übertragen werden, welche in der

über der Z-Ebene ansgebreiteten «-blätterigen Fläche T durch zwei um den 0-fachen

Windungspunkt z = a als Mittelpunkt mit den Kadien li, Ji, «>«, beschriebene, keinen

eigentlichen Windungspunkt der Flächen umschließende Kreislinien St, Si abgegrenzt ist.

Man braucht zu dem Ende nur die Punkte z dieser neueii liingtläche auf ein Polar-

koordinatensystem zu l)eziehen, welches den Punkt z = (i zum Pol und den von diesem

Punkte in der positiven liichtung der X-Achse ausgehenden Strahl zur Polarachse

z^x + yt = a + re", o</<«^,

zu setzen und alsdann die für t< erhaltenen (ileichungen auf den Punkt r, t dieser liing-

fläche zu beziehen. Man erhält so schließlich als Resultat der in diesem Abschnitte

durchgeführten Untersuchungen den folgenden

Satz Y. ,Jsf in der iihcr der Z-Ehcne aus/jchrcitcten n-hlättrigcn Fläche T durch

zwei um den 0-fachen Wlndunfjspunkt z = a als Miffeljrmili wit den Iladien It, B, ii>k,

*) Nkumann, C, über die Intejjration der partiellen Differentialgleichung t:—? -)- -;t—r = 0. Journal für die

reine und angewandte Mathematik, Bd. öl). (S. 335— 3(')6; S. 359.) Vergleiche auch: ScnwAuz, H. A., Zur Integration

der i>articllon Ditferentialgleichnng iJl + L-ii = 0. (Oesammelto Werke, Bd. II., S. 175—210: S. 205—210.)
dx- Oy
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heschriebene, Tiehien eigentlichen Windurif/spunkt der Fläelte iimsehließemle Kreislinien ^, Ü
eine Rimjfläehe alnjefireuzt, so e.i/sficrf zu dieser liiiififläelie immer eine und nur eine in der

ganzen liingfläehe einwertige mid stetige Funktion u = u + u"i des durch die J'olurkoordinaten

r, t, Ä<r?«, o,</<2«, auf (Irund der (ileiehung z == x -\- yi = a -\- re'' fixierten Punktes x, y,

welche für jeden Funkt Fi, t der Fundlinie ^ mit einer vorgegebenen einwertigen , stetigen

und mit der Feriode 2n perio(FiS(^ien komplexen Funktion fit) = f'{t) + f"{t)i, für jeden

Funkt F, t der Fandli)iie ^ mit einer vorgegebenen einwertigen, stetigen und mit der Feriode

2n periodischen komplexen Funktion f{t) = f(t) + f {t)i der reellen Veräntlerlichen t dem

Werte nach übereinstimmt, für jeden innere}! Punkt der Fingfläche stetige Derivierte

^, n-, ö-T, -^ besitzt und in derscthcn Ausitehnuna der partiellen Diff'erentialaleiehunn
dx' dy ox' ' tiy-

^ " •' •'

A«« = ^—7 + YT = *^' genügt. Diese. Funktion u wird für alle Funkte der Fingfläehe als

Funktion der Folarkoordinaten r, t dargestellt dunb die (Ueichungen:

Ji" "
H<r<H,

(L'dO
^.

in in 0<t<irt,

In ^- '-^ '/
R u

UR,l fif), uü,.-m"

5.

Es Süllen jetzt noch für den besonderen Fall, wo f(t), f(f) reelle Funktionen

sind, 7A\ u,.^i und entsprechend tür den allgemeinen Fall, wo f(t), f{t) nicht der Be-

schränkung, reell zu sein, unterworfen sind, zu niod «-,. , möglichst enge Schranken, aus

denen der Wert der genannten Größen bei festem r und sich änderndem t nicht heraus-

tritt, ermittelt werden.

Man setze zunächst zur Abkürzung:

In —

In

-^ Ti<r<R,

1 *"

(,
U) -^ _^ + 2 y ^ -

~
cos n(t - w);JrAI") ^^ .^^ R-"R"^R"Ii-" ^ ^^'

R
n
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es läßt sich dann k für alle Punkte der Ilingtiäche als Funktion der Polarkoordinaten

r, f auch darstellen durch die Gleichungen:

2« 2;r

R<r<R,

0<,t<in,

Die; neu eingeführten, die Größen r, t als Parameter entlialtenden reellen Funk-

tionen
(/,;i{(l'), Ür,i{vj liii-l^en, wie auch r, f im Eahmen der Bedingungen /?<;< R, 0^f<2n

gewählt werden, für kein in Betracht kommendes
(f

einen negativen Wert. Zum Be-

weise dieser Behauptung nehme man an, daß die auf den Punkt r^, t^^, R<r„<R, der

KingHäche Ijezogene Funktion (i,.,.,tj(f) f"^" einen der Bedingung ^ ^„ ^ 2n genügenden

Wert f/'y von (p einen negativen Wert habe, also
//,„,,J^o) < " ^^i- Dann kann man, da

//,. , (y) nach früher Bewiesenem eine stetige Funktion der reellen Veränderlichen (p

ist, eine von y„ verschiedene, der Bedingung <, (p^ ^ 2n genügende Zahl (p^ von der

Art angeben, daß ilr„,tXv) ^^^ jedes zwischen y,, und ip^ liegende ip einen negativen

Wert besitzt. Läßt man nun in dem soeben für u aufgestellten Gleichuugensysteme

an Stolle der Funktion /'(/) die Null, und zugleich an Stelle der Funktion f{t) eine

einwertige, stetige und mit der Periode 2n periodische reelle Funktion von t treten,

welche für jedes niclit zwischen (p^ und (p^ liegende, der Bedingung ()<^/<27j: genügende t

den Wert Null, für j(>des zwischen (/^ und ip^ liegende t dagegen einen positiven Wert hat,

so erhält man eine reelle Funktion u von der im Satze V definierten Art, welche für

den im Innern der Ilingtiäche gelegenen Punkt r,,, t^^, aber für keinen auf einer der Eand-

linien it, il der Ilingtiäche gelegenen Punkt einen negativen Wert besitzt. Dieses Ver-

halten der gewonnenen Funktion ii widerspricht aber dem schon in Art. 1 benutzten

Satze, daß sowohl der größte wie der kleinste Wert, den eine solche Funktion u in

der llingüäche ül)erhaupt annimmt, unter den für die Randpunkte auftretenden Funk-

tionsweisen vorkommen muß. Die Annahme !Jr,,iX'fo) < *' ^^^^ ^^^*^ '^^^ einen Widerspruch

geführt und ist daher als unzulässig zurückzuweisen. Damit ist aber der erste, auf die

Funktion //,,,(y') sich beziehende, Teil der aufgestellten Behauptung bewiesen, und es

kann auf dieselbe Weise auch der Beweis für den zweiten, auf die Funktion (/r,i{v) ^^^^

beziehenden, Teil der Behauptung erbracht werden.

Nachdem jetzt feststeht, daß die Funktionen //,.,,(</'), yr,t{<-fh wie auch die Größen /•, t

im Rahmen der Bedingungen ]{<>•< 11, ()<^t<2n gewählt werden, für keinen Wert

von y; einen negativen Wert haben, betrachte man zunächst den besonderen Fall, wo

/'(O- /(O reelle Funktionen sind. Setzt man dann, unter K, K die kleinsten, unter



Integration der Gleichung A» = für eine Ringfläche. 91

G, (t die größten den Funktionen f(t), f{t) ])eziehungsweise zukommenden Werte ver-

stehend, in dem letzten für «,., aufgestellten Ausdruck an Stelle von f{(p), f{(p) das

eine Mal K, K, das andere Mal (i, G beziehungsweise, so gewinnt man für «,.,< "^^i^-

günstigste untere und die günstigste ol)ere Schranke und erhält schließlich, wenn man

noch die Gleichungen:/^" —
/» In —

beachtet, die gewünschte, auch noch für r ^ It und r = li geltende, Formel:

V T V T
In — In — In — In —

In — In — Ju — In —
li li li li

Sollen dagegen in dem allgemeinen Falle, wo die Funktionen f(f), f[f) nicht der

Beschriinkung, reell zu sein, unterworfen sind, für raoAu^, möglichst enge Schranken

ermittelt werden, so leite man zunächst aus der für «,., aufgestellten Gleichung unter

Anwendung des in Art. 3 des zweiten Abschnittes bewiesenen Modulsatzes die Ungleichung:

2« 2«

mod u^,t<^J mod [f((p)]g,^,((p)il(f + ^J mod [fl(p)]<j,^,{(p)il(p

ab und beachte, daß man für den auf der rechten Seite dieser Ungleichung stehenden

Ausdruck die günstigste obere Schranke gewinnt, wenn man darin, unter G, G die größten

den Funktionen mod f'(f), mod f(f) beziehungsweise zukommenden Werte verstehend,

an Stelle von mod f{(p), mod f((p) die Größen G, G beziehungsweise treten läßt. Führt

man dann noch die Integrationen aus, so erhält man schließlich die gewünschte, auch

noch für /• = li und ; = JB geltende, Formel:

InJl



Fünfter Abscliiiitt.

Integration der partiellen Differentialgleicliung ilii = {) für eine Riemann'sche

Fläche T bei vorgegebenen Unstetigkeitsbedingungen.

1.

Die in Art. 3 des dritten Abschnittes eingeführtt', über der Z-Ebene ausgebreitete,

//-hlätti-ige, geschlossene Uieniann'sche Flächig 7' besitzt der Voraussetzung gemäß eine

endliche Anzahl von Windungspunkten, die teilweise oder auch insgesamt von höherer

als der ersten Ordnung sein können. Sieht man luin einen (r— l)-fachen Windungs-

punkt, insofern als derselbe stets durch Zusammenrücken von (j/ — !) passend gewählten

einfachen Windungspunkten erzeugt werden kann, als ilquivalent an mit {v— \) ein-

fachen VVin(lungs])unkten und 1)ezeichnet die Anzahl der einfachen Windungspunkte,

welche der Fläche T bei dieser Art der Zählung zukommen, mit w, die Zahl, welche

den Zusanmienhang der Fläche angibt, mit 2p + 1 , so besteht zwischen den ganzen

Zahlen ii,ir,/) st(;ts die Beziehung w = 2(p + ii,-\)*) Der spezielle Fall w^2n~2,
p = ist l)ei den f(dgenden Betrachtungen ausgeschlossen.

Die (2^) + l)-fach zusammenhängende Fläche T kann auf die verschiedensten

Weisen durch 2p (Querschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche 7" verwandelt

werden."-*) Das für die weiteren Untersuchungen zweckmäßigste Querschnittsystem

ergibt sich auf folgende Weise (s. Fig. 4). Man fixiere in der Fläche T irgend einen nicht

mit einem Windungspunkte zusammenfallenden Punkt c/^, und ziehe von ihm aus einen

ersten die Fläche nicht zerstückelnden (Querschnitt, der zu eincou von c/], verschiedenen

seiner Punkte z\irückkehrt. Dieser (Querschnitt setzt sich dann zusammen aus einem

geschlossenen Schnitte a^ und einem Schnitte (\, welcher von cP^ ausgeht und in den

Schnitt a^ mündet. Bei dem Schnitte (\ soll die eine Seite als die positive, die andere

als die negative bezeichnet werden, und zwar sei die; Bezeichnung so gewählt, daß bei

*} RiKMANN, B., Theorie der Aberselieu Functionen. I, Art. 7. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., fi. H8— 144;

S. 113, 114.)

**; RiKMANN, I!., Theorie der Abel'schen Functionen. I, Art. 3; II, Art. 19. (Gesammelte Werke, 2. Aufl.,

S. 88—144; S. 104; S. 129, 130.)
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einem positiven, d. h. dem positiven Drehungssinn des Polarkoordinatensysteins entsprechen-

den, Umlauf um den Punkt c/^, der Schnitt <\ von der positiven zur negativen Seite hin

überschritten wird; bei dem Schnitte a^ dagegen soll diejenige Seite, auf welcher der

Schnitt Cj mündet, als positive, die andere als negative angesehen werden. Einen zweiten,

mit h^ zu bezeichnenden, Querschnitt ziehe man jetzt von dem der negativen Seite des

Schnittes c^ und der positiven Seite des Schnittes u^ gemeinsam angehörigen Punkte aus

durch die Fläche bis zu demjenigen Punkte auf der negativen Seite des Schnittes a^ , welcher

Fig. 4.

dem Ausgangspunkte gegenüber liegt, und nenne bei diesem Schnitte h^ diejenige Seite,

auf welcher der Schnitt c^ mündet, die positive, die andere die negative. Die auf

diese Weise aus der Fläche T entstandene, von den beiden Seiten der Schnitte a^, h^, c^

begrenzte Fläche ist eine (27>-l)-fach zusammenhängende. Diese Fläche verwandle

man nun, indem man, wiederum vom Punkte cP^ ausgehend, in derselben Weise, wie

es vorher bei der Fläche T geschehen ist, zwei aus drei Teilen c„, fr.,, fc^ bestehende

Querschnitte zieht, in eine (2^)--3)-fach zusammenhängende Fläche und fahre so fort, bis

man zu einer einfach zusammenhängenden Fläche kommt, ziehe dabei aber die Schnitte

Ci,---,Cj, so, daß die Schnitte c bei einem negativen Umlauf um ihren gemeinsamen

Ausgangspunkt c/], in der Reihenfolge Cj, c.^, &,, • •, Cj, überschritten werden.

Die in angegebener Weise aus der Fläche T entstandene einfach zusammenhängende

Fläche, deren Begrenzung von den beiden Seiten der Schnitte a,., l\., c^, 1=1,2, ,p, gebildet

wird, soll mit T bezeichnet werden. Ist hier oder im weiteren Verlaufe der Arbeit

kurzweg von Schnitten oder Kurven die Rede, so sind darunter ausschließlich solche

zu verstehen, welche aus einer endlichen Anzahl von Stücken algebraischer Kurven
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zusammengesetzt sind, also auch aus Strecken oder Kreisbogen bestehen können, und

demnach im allgemeinen, also etwa abgesehen von einzelnen Punkten, eine l)estiramte,

beim Fortschreiten auf der Kurve ihre Kichtung stetig ändernde Tangente l)esitzen.

Speziell in bezug auf die Schnitte a, h, c aber soll vorausgesetzt werden, daß dieselben

sich aus einer endlichen Anzahl von Stücken gerader Linien zusammensetzen. Diese

Bedingung kommt nur für die in Art. 10 durchzuführenden Untersuchungen in Betracht

und kann später, nachdem das Endresultat erhalten ist, leicht abgestreift werden. An

Stelle des Punktes c/^^ der Fläche, 7', von dem die p Schnitte c^, c^, • • •, c^ ausgehen,

sind bei der Fläche 7" p Begrenzungspunkte getreten, die in der Weise durch fi, %, • • •, !p

bezeichnet werden sollen, daß f, den der negativen Seite von c,. und der positiven

Seite von c,,_, gemeinsam angeh()rigen Punkt bedeutet. Dagegen sollen die fünf zur

Begrenzung von 7" gehörigen Punkte, welche an Stelle des den drei Schnitten

n,, h,, c,. (1 = 1,2, ,;,) gemeinsamen Punktes der Fläche T getreten sind, in der aus der

Figur zu ersehenden Weise durch p,,, q,, r,, <i,., t,, bezeichnet werden. Endlich sollen

zwei Punkte der Begrenzung von 7", die sich nur dadurch unterscheiden, daß der eine

auf der positiven, der andere auf der negativen Seite eines Schnittes «,, h, oder c,. liegt,

und denen daher derselbe Wert von z zukommt, entsprechende Begrenzungspunkte

genannt und allgemein durch c/""^, cP~ bezeichnet werden.

Bei der Begrenzung der Fläche 7" soll als positive Kichtung des Durchlaufens

diejenige bezeichnet werden, welche zu der ins Innere von T gerichteten Normalen

der Begrenzungslinie ebenso liegt wie die positive llichtung der X-Achse zur positiven

Bichtung der Fi- Achse. Diese positive Kichtung des Durchlaufens ist in der Figur

durch Pfeile angedeutet. Infolge der über die Schnitte gemachten Voraussetzungen

besitzt die Begrenzung der Fläche T eine bestimmte, mit A zu bezeichnende, Länge,

und man kann daher die Lage eines Punktes cP der Begrenzung dadurch eindeutig

bestimmen, daß man die Länge X desjenigen Stückes der Begrenzung angibt, welches

man, vom Punkte tj in der Kichtung des Pfeiles ausgehend, durchlaufen muß, um
zum Punkte iP zu gelangen. Die Zahl A, o<;.<./, soll die Koordinate des Begrenzungs-

punktes cP genannt werden.

2.

Es möge unter f = f(X) ^ f"(X) + f"(X)i eine durch die Koordinate A, n<>.<-i, als

unabhängige Veränderliche, auf die Begrenzung der Fläche T' bezogene Funktion ver-

standen werden, die für jeden Punkt cP der Begrenzung einen bestimmten, mit f^p zu

bezeichnenden, Wert besitzt, beim Übergang des Punktes cP zu einem benachbarten cP'

eine zugleich mit der Länge des Bogens cPcP" gegen Null konvergierende Änderung

erfährt, und deren, allgemein mit /"+, /'" zu bezeichnende, Werte in je zwei durch
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einen und denselben der Schnitte a, b, c getrennten Begrenzungspunkten cP*, cP~ durch

eine und dieselbe Gleichung in der Weise verknüpft sind, daß

längs a,\r = A,.
f
- + %,.,

(S.) längs h,.{r^BJ- + %, .=.,.,,.,

längs r, {/•+= /•-,

ist, wobei yl,, B,, %,., ^,, . = 1,2,. ,p, Konstanten bedeuten. Die Konstanten A,, B,, . = i,s, ,;<,

sollen den Bedingungen ^-l. + O, /i,+ unterworfen sein, da weder im Falle A,= i)

noch im Falle 7i,,= von einer Verknüpfung der Werte /'+,/'" längs des betreffenden

Schnittes, «, oder b„ die Eede sein könnte. Zwischen den Konstanten A,., B,, S(,,, 33,

und den Werten, welche die Funktion /' in den Punkten p,, q,,, r,, ^i,, t, besitzt (s. Fig. 4),

bestehen dann auf Grund der Beziehungen (S.) die Gleichungen:

1.) /; = yi„/;, + 9(.., 2.) n^^Aji+%,,

3.) f,-Bj; + i8,., 4.) /;„^-A,/;, + sö.„

und man erkennt, indem man die aus den ersten vier Gleichungen durch Elimination

der Größen f\, t\, sich ergebenden Gleichungen:

/; = A,.BJ\+ yi,ä3„+ Sl„, /;.= A,.BJ,^,-V J?,2t,.+ 33.,

mit der Gleichung t\ = ft^,
kombiniert, daß die bei einer solchen Funktion auftretenden

Ap Konstanten A,,, B,, S(,, 33,,, v=i,2,, ,j,, durch die p Relationen:

(S'.) (l-ii„)2t„=(l~J„)33„, ^ = i,v-,P,

verknüpft sind.

Sind umgekehrt irgend Aj) den p Gleichungen (S'.) und den Bedingungen A,.=^(\

-B,+ 0, . = 1,2, ,,,,, genügende Konstanten ^1,, i;^,,, 'iH,, 33 ,,, = !,-', .j^, gegeben, so lassen sich

dazu immer unbegrenzt viele Funktionen bilden, welche dieselben Eigenschaften besitzen

wie die eben betrachtete Funktion /'. Zur Hei'stellung einer solchen Funktion /' nehme

man zunächst die jj Werte
/j, ,

1=1,2, ,p, sowie den Wert
/t,
= /i,

= • • = /t willkürlich

an und bestimme hierauf mit Hilfe der Gleichungen 1.), 2.), 3.), 4.) die 4j> Werte

/q,' /t,,> /i,,' /t,,>
• = ''-',,?. Infolge der Bedingungen (S'.) ist dann die Gleichung /"*_ = /!_ für

jedes V von selbst erfüllt. Wählt man jetzt die Werte der herzustellenden Funktion /" für

die negative Seite eines jeden der Schnitte a, h, < unter Festhaltung der schon bestimmten

Werte f^, t\, /i, /i, /i so, daß /' für die ganze negative Seite eines jeden der Schnitte

a, h, c eine einwertige und stetige Funktion der Koordinate A ist, und bestimmt alsdann
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die Werte der Funktion /' für die positive Seite eines jeden der Schnitte a, h, c den

Gleichungen (S.) gemäß, so ist damit eine Funktion /' der verlangten Art hergestellt.

Zugleich erkennt man, daß sich auf diese Weise zu den gegebenen Konstanten A, B,

W, !!B unbegrenzt viele derartige Funktionen bilden lassen.

Da nach dem eben Bewiesenen die (Jesamtheit der Urößensysteme ^j, 7),
,

'i'lj, ^j;

; A^,, l>^,,%j,,')8,„ welche für die Bildung von Funktionen /' der in Rede stehenden

Art in Betracht kommen können, durch die Gleichungen (S'.) und die Ungleichungen

yl^=(= 0, /y,4=0, >=i,-', ,j', vollständig charakterisiert ist, so erhält man stets ein der-

artiges System von Ap Größen, wenn man an Stelle eines jeden der p Teilsysteme

|.4,, //,,, 9(,, lö,,], . = 1,2, ,;;, aus denen sich das allgemeine System Jj, />',, ^H,, lö,; • •;

A^, Bj,, %^,, 33;, zusammensetzt, ein in .seinen vier Elementen der Gleichung:

(l-i^)5t = (1-^)53

sowie den Bedingungen J 4 (I, />' + () genügendes Zahlensystem \A, !>,%,')&] treten läßt.

Daß man auf diese Weise aber auch ein jedes derartige System von Ap Größen er-

zeugen kann, leuchtet unmittelbar ein. Beachtet man nun, daß die mit einer willkür-

lichen K(mstanten .Sl gebildeten Größen % = {\—A)S\, 33 = (1 — /:?)^ stets eine Lösung

der eben aufgestellten Gleichung ])ilden, und diese Lösung zugleich die allgemeinste ist,

wenn die (irößen^l, B nicht beide den Wert 1 hal)en, daß dagegen in dem Falle vi = L
B = 1 die Gleichung von selbst erfüllt ist, welche Werte man auch den Größen S(, lö

l)eilegen mag, so erkemit man, daß die Gesamtheit der für die Bildung von Systemen

A^, B^, ?lj, 1^,; • • •; A^,, 11^,, Üi^,, 33,, der verlangten Art in Betracht koumienden Teilsysteme

[vi,, />,, ^'(,. 33, 1

(i = i,'i, ,;,) aus den bcnden Systemen:

\A, B, {\-A)^t, (l-/>'jil |, |1, 1, '}[, 33|

hervorgeht, wenn man beim ersten die Größen A, li, ^ unter Festhaltung der Bedingungen

^ + 0, />' 4= und unter Ausschluß des Wertejjaares 1, 1 für das (Jrößenpaar A, 11, beim

zweiten die Größen Üi, 33 sich im Gebiete der komplexen Zahlen frei bewegen läßt.

Es möge zum Schlüsse noch bemerkt werden, daß auch jede Kctnstante k als

eine Funktion /' dei- betrachteten Art aufgefaßt werden kann. Setzt man nämlich

f=k, sodaß also längs des ganzen Schnittsystems f'~=k, f'^=k ist, und beachtet,

daß alsdann

längs a,{r = A,f-+(i~A,)k,

längs h,. {r-=B.r+ {\~B,)

k

,

längs c,,{/"+= /•-,
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ist. welche Größen man auch unter J,, 11,, 1=1,2, ,p, verstehen mag, so erkennt man,

(laß eine Konstante k immer und zwar auf unbegrenzt viele Weisen als eine Funktion /'

der betrachteten Art aufgefaßt werden kann.

3.

Die dem Funkte 00 der Z- Ebene entsprechenden Funkte 00,, 00^, ••, 00,^ der

Fläche 1" sollen mit o/", , i*/!, , • • • , cV^^ , die zugehörigen Ordnungszahlen mit r^— 1 , v.^— 1,

• • -, V,,— l bezeichnet werden. Im Anschlüsse daran sollen die im Endlichen gelegenen

Windungspunkte z = a^, z --=- a.,, , z = a,. der Fläche 1" mit c/l^^.,, cP,j + 2, •,cPg+r^ die

zugehörigen Ordnungszahlen mit r,J^.^—'^, v,^^«~-\, , r^^,.— l bezeichnet werden.

Zwischen den Zahlen v und den schon früher eingeführten Zahlen n, tv, mit denen die

Zahl ^; durch die Relation w = 2{p-{'ii — \) verknüpft ist, bestehen dann die Beziehungen:

x = il



98 Fünfter Abschnitt.

Schnittes gemachten Festsetzungen geniiiß, durch Polarkoordinaten r„, t„, o<r„-<ii„, o'(„<2i„;r,

die mit z durch die Gleichung z = x -\- yl = a„-\- r^e'"' verknüpft sind, bestimmt. Dabei

sollen jedoch die Radien //j, li,, , B, so gewählt sein, daß die zugehörigen Flächen

Kl, K'.,, K'/, 7v^_, ,, .A'^^ „,••, A', getrennt liegen, und auch keine derselben einen

Begrenzungspunkt der Fläche T enthält.

Der Fläche K', w-i,-', ,v) ordne man \\\m die durch die («leichung:

2C , . o ..
'" -_)»„<„

(fa {i\Jo) - 2« In »•„" + i*„. rj cos^ + 2„, r,; cos^ 4- • • -f S„„,^r„ " cos-^ (<.= 1,2, , ^)

bestimmte einwertige Funktion des Punktes r„, t,,, '•„^_ii„,o>i„>-2r^n, zu; der Fläche K„

{,r=i + ],v + 2, ,,) dagegen die durch die Gleichung:

T"(''»'M--2,,lii-^ +—j;COs-f + -^cos-^+ --- + -^cos-^ (ö = , + i, v + a, , .)

iH'stimmte einwertige Funktion des Punktes >„, /„, o<r„<«„, o<(„<2r„;r. Dabei bezeichnen

die m positive ganze Zahlen, die i3 irgend welche komplexe Konstanten, die teilweise

oder auch sämtlich den Wert Null haben können; die auftretenden Logarithmen sind

der Bedingung reell zu sein, die auftretenden Potenzen der Bedingung positiv zu sein

unterworfen. Die wesentlichen Eigenschaften der aufgestellten Funktionen
(f

sind aus

den zu Anfang des Art. 7 und d(is Art. 5 des dritten Abschnittes gemachten Ausführungen

zu entnehmen.

Ks möge jetzt unter 7''= /•'(./, v/) eine komplexe Funktion des Punktes .r, y

der Fläche 7" verstanden werden, die für jeden von den Punkten c^i, cP.,, , cP, ver-

schiedenen Punkt der Fläche! einwertig und stetig ist, für den Punkt cP„ 0) = i,2, ,») in

derselben Weise unstetig wird wie die Funktion r/„, in dem Sinne, daß für ö = 1,2, ••,
(/ die

Differenz F{r„ cos t„, r„ sin t„) — (p„{r„,t„) mit unbegrenzt wachsendem /•„, für 0=(/+ 1 ,q-\-2,--,s

die Differenz 7'' (a',+ r„ cos ^„, «"+>•„ sin ^„) ~ f/)„(r„,^„) mit unbegrenzt abnehmendem r„

gleichmäßig für alle Werte von f„ gegen eine von /„ unabhängige Größe konvergiert,

und deren, allgemein mit F"^, F~ zu bezeichnende, Werte in je zwei durch einen und

denselben der Schnitte «, b, c getrennten Begrenzungspunkten cP^, cP~ durch eine und

dieselbe Gleichung in der Weise verknüpft sind, daß

längs a„{7''^ A,F +%.,

(S.) längs K{F^ n,F'\ 33,, » = >.2. .^.

längs c„{7''+= F
,



Integration der Gleichung Au = für eine Riemann'sche Fläche T. 99

ist, wobei .!,, />',, §(,,, 93,., '-1,2, ,/', vorgegeben<! Konstanten bedeuten, die nach der im
vorhergehenden Artikel durchgeführten Untersuchung den ^; Gleichungen:

(S'.) (i~B,)n = {^-A,:)^,., ' = 1,2,

zu genügen haben, und die iin übxigen nur den Bedingungen ^4,4= 0, /?,=!= ^, ' = 1,2, ,p,

unterworfen sein sollen.

Die Funktion F kann, da sie der Voraussetzung gemäß, als Funktion des

Punktes t, y von T betrachtet, nicht nur für jeden von den Punkten cP^, c/Z, • , cP,

verschiedenen inneren Punkt der Fläche T, sondern auch für joden Begrenzungspunkt

der Bedingung der Stetigkeit genügt, auf unbegrenzt viele Weisen über jedes Stück der

Begrenzung hinüber, das selbst nui- einen Teil der negativen oder der positiven Seite

eines Schnittes «,, b,. oder c, l)ildet, stetig fortgesetzt werden. Unter allen diesen Fort-

setzungen ist eine dadurch ausgezeichnet, daß sie in direktem Zusammenhang mit der

zu dem betreffenden Schnitte gehörigen Gleichung des Systems (S.) steht. Diese Art

der Fortsetzung soll jetzt näher charakterisiert werden.

Zu dem Ende nehme man irgend ein den Mündungspunkt von h,. nicht ent-

haltendes Stück des Schnittes a,,, bezeichne den dadurch bestimmten Teil der negativen

Seite von «,, mit 2h Pi^ der positiven Seite von a, mit j)t pt, ziehe alsdann sowohl

vom Punkte p^ zum Punkte 2h ^ ^i^s auch vom Punkte p)t z'Jiii Punkte p)t eine ganz

im Innern der Fläche T verlaufende Kurve und

bezeichne das von dem Begrenzungsteile 2h Pi

und der Kurve 2h 2h begrenzte Stück der Fläche

T mit ^, das von dem Begrenzungsteile 2''t 2^t

und der Kurve p>tPt begrenzte Stück der Fläche

T mit O (s. Fig. 5). Die Kurven 2h 2h^ 2>t24

sollen im übrigen so gezogen sein, daß sie keinen

Punkt gemeinsam haben, und daß die Punkte

^i, cP^, ; cP, außerhalb der Flächenstücke Sß, D
liegen. Ordnet man jetzt einem jeden Punkte ,'',

//

des FlächenStückes ^ an Stelle des ihm zukom-

menden Wertes der Funktion F(x, y) den Wert,

den die Funktion A/P' {x,y) -\- %,. für diesen

Punkt besitzt, zu, so bildet die so für das Flftchenstück ^ definierte neue Funktion

eine stetige Fortsetzung der für das Flächenstück Q, gegebenen Funktion 'L\x, y)

über das Begrenzungsstück 2^t 2>t hinüber, in dem Sinne, daß die für jeden Punkt

des Flachenstückes O durch die Gleichung P\(x, y) =- P'{x,y), für jeden Punkt des
13*

Fig.
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Flächenstückes ^^^ durch die Üleichung ]'\{x,y) = A,.F(:.r,y) + %,. definierte, längs des

die Flächenstücke ''^, C trennenden Teiles von a, der (ileichung J'\+=Ff genügende

Funktion l'\ in der Fläche ^ + G, welche durch Aufhel)ung des die Flächenstücke '^, D
trennenden 'J'eiles des Schnittes a,. entsteht, allenthalben einwertig und stetig ist. Ordnet

man umgekehrt einem jeden Punkte .r, y des Flächenstückes D an Stelle des ihm zu-

k(mimenden Wertes der Funktion F{x,y) den Wert, den die Funktion A-^\F{x,y)-%,}

t'iir diesen Punkt l^esitzt, zu, so bildet die so für das Flächenstück G detinierte neue

Funktion eine stetige Fortsetzung der für das Flächenstück ''^ gegebenen Funktion

F(.r,y) über das Begrenzungsstück pi jh hinüber, in dem eben angegebenen Sinne, so-

daß also die füi- jeden Punkt des Flächenstückes ^^^s durch die (ileichung F^^{x,y) = F{x,y),

für jeden Punkt des Flilchenstückes £1 durch die (ileichung F„{x,y) = A~^[F{.r,y) — %^
detinierte, längs des die Flächenstücke ^, D trennenden Teiles von a,. der Gleichung

/%+= F.7 genügende Funktion /•', in der Fläche '*|5 + O allenthalben einwertig und stetig

ist. Die vorstehenden auf den Schnitt a, sich beziehenden Betrachtungen können wört-

lich auf irgend ein den Mündungspunkt von a,. nicht enthaltendes Stück des Schnittes />,

übertragen werden, indem man die Buchstaben A,., %, durch die Buchstaben /),, ij^,, be-

ziehungsweise ersetzt. Was endlich den Schnitt c,, betrifft, so erkennt man unmittelbar,

daß für jedes Stück von c,, welches keinen Mündungspunkt eines anderen Schnittes

enthält, die Funktion F{.f,y) selbst die stetige Fortsetzung der Funktion F(x,y), im

angegebenen Sinne, über jedes der beiden zu-

gehörigen Begrenzungsstücke hinüber bildet. Die

so charakterisierten stetigen Fortsetzungen sollen

die den Gleichungen (S.) entsprechenden
stetigen Fortsetzungen der Funktion F
genannt werden.

Die Funktion F(x,y) kann aber auch von

jedem der fünf Flächenstücke ')^, C, %, <B, 9t aus,

welche um den gemeinsamen Miindungspunkt der

Schnitte a,., }>,, c,, herum durch Kurven jqi
, qq,

ff', SS, rr (s. Fig. (5) in der Weise abgegrenzt sein

sollen, daß die Punkte ci\, cP.^, , cP, außerhalb

dieser Flächen stücke liegen, über das in Betracht

kommende Stück der Begrenzung him'iber den

Gl(Mchungen (S.) entsprechend stetig fortgesetzt

werden. Um dies einzusehen, definiere man, indem man zur Abkürzung /' statt 7'Y.f,?/)

schreibt, fünf Funktionen F^(x, y), F^{x,y), F.^(x,y), F^ix, y), F^{x,y) in der Weise,

daß für jeden Punkt x, y von:

-—^-

Fig. G.
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mit iiiihrpniizf (ihi/fhiiieiidon r„ (ilc/chDiäßi;/ für alle Weite von f„ f/egen eine von t„ vnali-

linn(]i</e (hvße konrerjiieii. Zuileni sollen ihre, alhjeniein mit U'^, U~ zu bezeichncrulen, Werte

in Je zwei entsprcehenden Bcfirenzieniispiinkten 0/""+, iP^ in der Weise verknüpft sein, daß

längs fl,{ r/+= Ä,U^-y- %,,

(S.) längs h,\ U^^ B,U-+ 33,.,

längs c,,{t^+= U-,

ist. irotn'i A^, B,, 1^1,2, ,/., rorf/ef/ehene Konstanten bedeuten, die sämtlich den Modul 1 1»e-

sitzen, irährend 51,,^,, " = 1,2, ,/', rorf/efiehene Konstanten bezeichnen, die den p Gleich mijicn:

(S'.) (l-7y„)2t.,= 0--J„)33,., -1,2,.. ,p.

genügen, im übrigen aber keinen Bedingungen untcrtrorfen sind.

IL Die Deririerten ^, ^, tt-^, -t-^. als Grenzen der entsprechenden Diff'erenzen-
(IX (ly rx- cir ' '

qaotienten defniicrt, sollen nicht nar für jeden von den Punkten cP^, c/l,, • ' '• '*'^ verschiedenen

inneren J'ankt .r. g der L'läehe 7" existieren und stetig sein, sondern auch noch für jeden

l>egre)iziingspu)dd. solxdd man dii- F/inkfion U über ein diesen Begrenzungspimkt im Innern

odhaltendcs Stück der liegrenzung ron T hinüber den Gleichungen (S.) entsprechend stetig

fortsetzt, und es werden idsdann, ausschließlich auf Grund ihrer Definition, die allgemein mit

dl'*- du* d'v* dT* du- dv- d'-r- d-u- / 7 1 111^ t 1 I) 1 t 1 I
-7;— , -7^— , -T-5-, -, . , —.— ,

—— , ,, . , ., ., ZU liczeichnenden U erte der in Hede stehenden
dx ' dy ' dx' ' dy- dx ' cy Sx- ' f)y

Berivierten in je zirei entsprechenden Begrenzungspunkten cP* , cP^ in der ]\^cise verknüpft

sein, daß

langs ff,
I

„ — .4, .,
, 3 -=,!,, p , , 2 — .H,. ^ ä , „ .j —A,dx " ' f)x ' dy '

' ?y " dx'' " '' dx^ ' dy" ''

dy''

I
\dU^ ,>?V du* j,dU- d'U* ,,d-ll- d'U+ j,d'U-

^'- dx'
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hingt, welche in den Punkten cP^, cP., , cP in der durch die Funktionen cp charakterisierten

Weise, längs der Linien a, b in der durch die Gleichungen (S.) charakterisierten Weise

unstetig wird. Für gewisse von Kreislinien begrenzte Teile der Fläche T sind ähnliche

Aufgaben schon im dritten und vierten Abschnitte gelöst worden. Die dort erhaltenen,

in den Sätzen I, II, III, IV, V niedergelegten Lösungen bilden die Grundlage für die Be-

handlung der hier gestellten Aufgabe. Man kann nämlich von diesen schon vorhandenen

Lösungen aus zur Lösung der gestellten Aufgabe allmählich aufsteigen durch wieder-

holte Anwendung der Methode der successiven Influenzen unter Zuhilfenahme eines

Beweisverfahrens , das als eine Verallgemeinerung des von Herrn H. A. Schwarz er-

sonnenen und in seinen schon (S. 79j erwähnten Arbeiten mitgeteilten Beweisverfahrens

insofern anzusehen ist, als es auch auf solche komplexe Funktionen u = u +u'i an-

gewendet werden kann, bei welchen die auferlegten Bedingungen nicht in Bedingungen,

von denen die einen nur «', die anderen nur u' enthalten, zerlegt werden können.

Die Grundlage dieses im folgenden zur Verwendung kommenden Beweisverfahrens,

durch das der Methode der successiven Intiuenzeu neue Gebiete erschlossen werden,

bilden zwei Hilfssätze, die zunächst abgeleitet werden sollen.

5.

Man führe in die Fläche T nur die p in Art. 1 definierten Schnittpaare «j, ^,

;

a.>, h./, ; a^,, h^ ein, jedoch ohne die beiden Seiten dieser Schnitte als Begrenzungslinien

anzusehen , bezeichne die dadurch aus T hervorgehende Fläche mit T und grenze alsdann

in T durch eine in sich zurücklaufende, aus einer endlichen Anzahl von Stücken

algebraischer Kurven bestehende Linie 'tR, die ganz im Endlichen verläuft und keinen

Windungspunkt, aber auch keinen zu einem Schnitte <t oder h gehörigen Punkt enthält,

ein Flächenstück F ab. Diesen Festsetzungen entsprechend kann also das Flächenstück F
einige oder auch alle Windungspunkte, ebenso einige oder auch alle Punkte cP^, endlich

einige oder auch alle Schnittpaare a, h in seinem Innern enthalten.

Es werde nun die Annahme gemacht, daß zu der Fläche F eine einwertige

Funktion a = u + //"/ des Punktes ;/•, y existiere, welche den folgenden Bedingungen genügt:

1. Die Funktion h soll für jeden nicht zu einem Schnitte u oder einem Schnitte h

gehörigen Punkt x, i/ von /' stetig sein, aber auch noch für jeden zu einem etwa in F
gelegenen Schnitte «,, oder h,. gehörigen Punkt cP^ oder cP^, sobald man sich auf die

Werte von u für die in der Umgebung des Punktes c/"^ oder cP~ mit dem Punkte zur

selben Seite des betrefienden Schnittes liegenden Punkte x, y beschränkt; dagegen sollen

ihre Werte ?(+, u~ in je zwei zu einem solchen Schnitte «,, oder h,, gehörigen ent-

sprechenden Punkten c/'^, cP~ in der Weise verknüpft sein, daß



104 Fünfter Abschnitt.

länes aAu^= A,.u~,

(S )

Ol
längs b,.{u^= B^u~

ist, wobei A,., II, Konstanten mit dem Modul 1 bezeichnen.

11. Die Uerivierten ^, |-^, t^, -j^ sollen bei Hinzunahme der den Gleichungen (S,.)

entsprechenden stetigen Fortsetzungen der Funktion u über die Schnitte a,., b, hinüber

für jeden nicht auf der Begrenzung 9t gelegenen, aber auch nicht mit einem Windungs-

jnmkte oder einem Funkte c'\ zusammenfallenden Punkt von F existieren und stetig

sein, und es werden alsdann, ausschließlich auf Grund ihrer Definition, die Werte der

genannten Derivitn-fen in je zwei zu einem Schnitte a, oder h, gehörigen entsprechenden

Punkten c/"'', cf' in der Weis«^ verknüpft sein, daß

längs «, j -^ == .1,, -^ , -^ = A, -— , -j^ = A, j^ , -^ = A, j-r

,

ist.

,.. 7 (2«''" T> ^W~ ^W^ T) f'U «'-'««* r> f*'»" f'-'»"^ r> 2"M~
längs o,.\-T—'=-ii,.-j—, -3— = i),,-7-

, ^-^=yj,,-r^, -p^ = ij,,-^-7
f^ '

[ dj: ' dx ' dy oy ex- ' ox- ' dy ' oy

III. Die Derivierten -^ , %-^ sollen für jeden Punkt von F, für den ihre Existenz

gtifordert wurde, die Gleichung A« = t^ + t-4 = erfüllen.

/•VVr jede solcltc FifitJition i( = u + u" i (ftlt der Satz, daß der Werf roii mod « für

keitic)/ J'iotkf der FldcJic F (p-ößer ist (ds das ]\Ia.i/iiiiü)i (1 der Werte, irelclie niod n für

die Paulte der llefiretizuvn ^H rot) F hefiifzf.

Da die Kichtigkeit dieses Satzes unmittelbar einleuchtet, wenn mod 11 für alle

Punkte von /•' ilensel1)en Wert besitzt, so kann man bei dem jetzt folgenden Beweise

des Satzes diesen Fall, als schon erledigt, ausschließen.

Man setze also voraus, daß niod k nicht für alle Punkte von F denselben Wert

besitzt, bezeichne das, jedenfalls ü1)er Null und nicht unter (I liegende, Maximum der

Werte, welche mod 11 für die Punkte von F besitzt, mit 6" und stelle sich die Frage,

ob (>' für einen im Innern, also nicht auf der Begrenzung 9t von F gelegenen Punkt o/'

als Wert von mod k auftreten kann. Für die Beantwortung dieser Frage sind dann iu

bezug auf die Lage des Punktes cP vier Fälle zu unterscheiden.

Als ersten Fall sehe man denjenigen an, wo der Punkt cP ein im Endlichen ge-

legener, aber weder zu einem Schnitte (i noch zu einein Schnitte gehöriger Punkt

z = a ist. In diesem Falle grenze man zu dem Punkte cP als Mittelpunkt, wenn o/" ein

(j^— l)-facher Windungsjjunkt ist, eine nicht aus F heraustretende und auch keinen

Punkt eines Schnittes a oder h enthaltende, etwa zum Radius Jt gehörige y-blättrige

Kreisfläche K ab — also eine einblättrige, wenn cP ein 0-facher Windungspunkt ist —
und denke sich die Lage eines Punktes z in dieser Kreisfläche, den in Art. 3 des dritten
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Abschnittes gemachten Festsetzungen gemäß, durch Polarkoordinaten r, t, o<r?Ä, o<«2v«, die

mit z durch die Gleichung z = x + yi = a + rc" verknüpft sind, bestimmt. Bezeichnet man
alsdann den Wert von n in irgend einem Punkte r, t der Kreisfläch*^ K mit u,.„

den Wert von u im Mittelpunkte cP der Kreisfläche mit «,,, beachtet, daß nach Satz I

zwischen »,, und den Werten, welche y?,. , auf d(>r Peripherie von A' l)esitzt, die Beziehung

"^0= T7Z t "'Rt'^^- besteht, und wendet auf diese den in Art. 3 des zweiten Abschnittes

bewiesenen Modulsatz an, so erhält man, da der Voraussetzung gemäß mod w^ = G' ist,

die Beziehung:

G' ^ -— / mod w„ ,dt

.

Bei dieser Beziehung ist jedoch. damod?<„, auf Grund der Detiniti(m v(m ^'' für keinen

Punkt Ji, t der Peripherie von K größer als G' ist, nur das Gleichheitszeichen zulässig.

Daraus folgt dann, daß w„_, für jedes t nicht nur den Modul G', sondern auch

dieselbe Richtungszahl x besitzen nmß, sodaß also für jeden Punkt Jl, f der Peripherie

von K und damit auch, nach Satz 1, für jeden Punkt r, t von K überhaupt die Beziehung

u,.^t= ^t'c'" besteht. Grenzt man jetzt zu irgend einem Peripheriepunkte cP^^ von K als

Mittelpunkt eine Kreisfläche Ä\, alsdann zu einem Peripheriepunkte c/!, von K^ als

Mittelpunkt eine Kreisfläche K, ab und fährt in dieser Weise fort, bildet also, ohne

jedoch einen der Schnitte a, h zu überschreiten und ohne aus F herauszutreten, eine

Kette von Kreisflächen, bei der jede neue Kreisfläche ihren Mittelpunkt auf der Peripherie

der unmittelbar vorangehenden hat, und ülierträgt die für K gemachten Schlüsse auf

die Kreisflächen K^, K,,,--, so erkennt man, daß ii für jeden Pvmkt dieses Flächen-

systems den Wert G'r"' besitzt. Da aber durch passende Wahl der Mittelpunkte und

Radien der Kreisflächen J\\, A'„, • • • ein jeder im Innern von F gelegene Punkt, der

weder ein Windungspunkt, noch ein Punkt cP^, noch auch ein Punkt eines Schnittes

a oder h ist, zu einem Punkte d(^s zu konstruierenden Flächensystems gemacht werden

kann, so ergibt sich schließlich, daß che Fuidction ii für jeden solchen Punkt und daher

auch, den ihr auferlegten Stetigkeitsl)edingungen zufolge, für jeden Punkt von F über-

haupt den Wert G'e"' besitzt. Dieses Resultat steht aber im Widerspruch mit der bei

Beginn der Untersuchung gemachten Voraussetzung, daß mod tt nicht für alle Punkte

von F denselben Wert besitzt, und es kann daher dieser erste Fall nicht eintreten.

Als zweiten Fall sehe man denjenigen an, wo der Punkt cP ein Punkt cP^

ist. Man betrachte dann diesen Punkt cP^, wenn er ein (y— l)-facher Windungspunkt

ist, als Punkt einer nicht aus F heraustretenden und auch keinen Punkt eines Schnittes a

oder h enthaltenden, etwa zum Radius It gehörigen »'-blättrigen Kreisergänzungs-

P-E, I. 14
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fläche Ä" — also einer einblättrigen, wenn c/^ ein 0-facher Windungspunkt ist — und

denke sich die Lage eines Punktes z in dieser Kreisergänzungsfläche, den in Art. 3

des dritten Abschnittes gemachten Festsetzungen gemäß, durch Polarkoordinaten v, t,

ri«, oso-t'v/r, die mit z durch die Cileichung ^^ = j:: + //i = re" verknüpft sind, bestimmt.

Bezeichnet man alsdann den Wert von u in irgend einem Punkte r, t der Fläche

K' mit //,.(, den Wert von u im Punkte cP^ mit «„, beachtet, daß nach Satz III

zwischen ii^ und den Werten, welche «,., auf dem Rande von K' besitzt, die Beziehung
I)

«< =— I lu.dt besteht, und wendet auf diese den in Art. 3 des zweiten Abschnittes
- 2 !• »

bewiesenen Modulsatz an, so erliält man, da der Voraussetzung gemäß mod u^ = ü' ist,

die Beziehung:

G' < -— / mod Up ,dt.

Bei dieser Beziehung ist jedoch, da mod »/, , auf Grund der Definition von G' für keinen

Punkt Jl, f des Kandes von Ä" größer als G' ist, nur das Gleichheitszeichen zulässig.

Daraus folgt dann, daß mod n„, für jeden Punkt it, f des Randes von A" den Wert G'

besitzen muß, und es ist damit der zweite Fall auf den schon als unmöglicli erkannten

ersten Fall zurückgeführt.

Ein dritter denkbarer Fall ist der, wo der Punkt cP zu einem, aber imr zu

einem dei- Schnitte a, h gehört. Man betrachte zunächst den Unterfall, wo der

Punkt cP zum Schnitte a, gehört. In diesem Unterfalle bezeichne man den Punkt, je

nachdem er auf a+ oder auf a~ liegt, mit cP^ oder mit cP~ und grenze zu ihm als

Mittelpunkt eine; Kreisfläche J\ ab, deren Radius li so klein gewählt sei, daß sie

weder einen Punkt von 'i\\ noch einen Punkt von />, noch aucli einen Punkt der übrigen

Schnitte a, h enthält, und daß ihre Peripherie mit dem Schnitte «,, nur zwei Punkte

geuK^nsam hat, l)ezeichne den an u^ anstoßenden Teil von K mit ^.p, den an «+ an-

stoßenden mit C (s. Fig. 7) und definiere alsdann zur Fläche K
eine Funktion n dadurch, daß man für jeden Punkt von ''.][> tt = n,

für jeden Punkt von O u^^A'^u setzt. Hebt man jetzt den die

Flächenstücke ^}^, C trennenden Teil des Schnittes «, -luf und be-

trachtet die definierte Funktion a als Funktion des Punktes .r, y

in der zusammenhängenden Fläche K, so erkennt man, daß ti eine

Funktion von der im Satze I charakterisierten Art ist. Es besteht daher, bei Anwendung
•in

derselben Bezeichnung wie im ersten Falle, die Beziehung mod «o ^ ^ / i""d ««_, dt

und folglich aucli, da wegen mod A, = 1 für jeden Punkt von A' mod «,,< = "«Jd w^,;
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und speziell mod «o = mod «^ =- (}' ist, einerlei ob der Punkt iP ivai a^ oder auf a~ liegt,

die Beziehung:

G' < ^ / niod Ujj,dt.

Aus dieser Beziehung folgt aber, durch die schon wiederholt angewandte Schlußweise,

daß die mit t sich stetig ändernde Größe mod t(jt^, für jeden Punkt li, t der Peripherie

von K den Wert (/' besitzt, und damit ist auch der betrachtete Unterfall auf den

schon als unmöglich erkannten ersten Fall zurückgeführt. Auf dieselbe Weise läßt

sich auch der andere UnterMl, wo der Punkt cP zum Schnitte !>,. gehört, auf den

ersten Fall zurückführen; man ])raucht dazu nur in der vorstehenden Betrachtung

allenthalben «,, h, durch />,, a, und Ä,. durch B, zu ersetzen.

Der vierte noch denkbare Fall endlich ist der, wo der Punkt cP sowohl zum

Schnitte a,. wie zum Schnitte h,. gehört, sich also mit einem der vier zum gemeinsamen

Mündungspunkt der Schnitte «,,, /\ gehörigen Punkte ^i,, q,, r,,, §,, deckt. In diesem

Falle grenze man zu dem Punkte cP als Mittelpunkt eine Kreisfläche K ab, deren

lladius li so klein gewählt sei, daß sie weder einen

Punkt der Begrenzung 9{ von F noch einen Punkt der

übrigen Schnitte a, h enthält, und daß ihre Peripherie

sowohl mit dem Schnitte a^ wie mit dem Schnitte h,.

nur zwei Punkte gemeinsam hat, bezeichne die vier

Teile, in welche K durch die Schnitte «,,, h,. zerfilllt,

der Bezeichnvmg p, , q, , r, , §,, entsprechend, mit ^, O, fR, @
(s. Fig. S) und definiere alsdann zur Fläche K eine

Funktion ii dadurch, daß man für jeden Punkt von ^ '^
**'

ü = u, für jeden Punkt von D u = Ä~^u, für jeden Punkt von 9t u = B~^i(, für jeden

Punkt von © i(, = Ä'^^B'Ui setzt. Hebt man jetzt die die Flächenstücke ^, O, 9t, ©
trennenden Teile der Schnitte a,., h,. auf und betrachtet die definierte Funktion ü als

Funktion des Punktes ,r, y in der zusammenhängenden Fläche 7t, so erkennt man, daß u eine

Funktion von der im Satze 1 charakterisierten Art ist. Es besteht daher, bei Anwendung

derselben Bezeichnung wie im ersten Falle, die Beziehung mod «„^— / mod <<y,,^/^ und

folglich auch, da wegen modyl,, = 1, mod7>', = l für jeden Punkt von K mod ^i,.( = nlod^(r_,

und speziell mod Wq =^ mo*! '*o
= ^'^' ist, einerlei mit welchem der Punkte ^,, q,, r,, ^, der

Punkt cP sich deckt, die Beziehung:

G'^~J mod Uj,^, dt.

14*
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Aus di€'ser Beziehung folgt aber, durch die schon wiederholt angewandte Schlußweise,

daß die mit t sich stetig ändernde (iröße mo(\.i(,;, für jeden Punkt B, t der Peripherie

von K den Wert d' besitzt, und damit ist auch dieser vierte und letzte Fall auf den

schon als unmöglich erkannten ersten Fall zurückgeführt.

Nachdem so die zu Anfang gestellte Frage, ob das Maximum Ci' der Werte,

welche mod n für die Punkte von /'' besitzt, für einen im Innern von /'' gelegenen

Punkt o/^ als Wert von mod u auftreten kann, wenn mod u nicht für alle Punkte von F
denselben Wert besitzt, in verneinendem Sinne beantwortet und damit für diesen Fall

festgestellt ist, daß der Wert von mod x in einem inneren Punkt von /•' stets kleiner

ist als das Maximum (i der Werte, welche mod u für die auf der Begrenzung 5R

von F gelegenen Punkte besitzt, lilßt sich das Resultat der in diesem Artikel durch-

geführten Untersuchung dahin aussprechen, daß der Wei-t von mod k, wie in dem zu

Anfang aufgestellten Satze behauptet wurde, einerlei, ob mod« in allen oder nicht in

allen Punkten von F densellien Wert hat, für keinen Punkt der Fläche F größer

ist als das Maximum (/ der Werte, welche mod ii für die Punkte der Begrenzung 3i

von F besitzt.

Durch wiederholte^ Anwendung des aufgestellten und jetzt l)ewiesenen Satzes

gelangt man nun unmittelljar zu dem folgenden

Hilfssatz 1. ..Fs sc/Ol iu (Irr (iHfi der Flüche T durch Finfiihrmig der p Schvitt-

paare (i,,h,; a.^.h.,; • •; <ii,<l>j, hcrron/chendcn Fläche 7' k (jelretnit liegende Flächenstücke

F^, F2, , F,., deren (iesamfheU mit F hezeich)/et irerden möge, in. der Weise abgegrenzt,

daß allgemein die JiegrenziDig von /«'^ (x..i,2, ,«> von einer in sich zuriickia 11fenden, ans einer

endliche)) Anzahl von Stacken (dgehruisehcr Kwven bestehenden lAnie 3?^ gebildet tvird, die

ganz im Fndlichen verläuft und keinen Windungspunkt, aber auch keinen zu einem Schnitte

a oder b gehörigen l'uidd enthält, während das Flächensystem F einige oder aucli (die Windungs-

punkte, ebenso einige oder auch (die Punkte cP^, endlich einige oder auch (die Schnittpaare a, b

in seinem Innern enthalten darf. Dabei soll der Fall, uv k = 1 ist, (dso st(dt des Flächen-

sgstems F nur ein einziges FläcJienstück l'\ vorliegt, nicht ausgeschlossen .sc/».

Zu dem Flächensysteme F existiere nun eine einwertige Funktion u = u + u"i des

Punktes .r, y, welche den folgenden Bedingungen genügt:

T. Die Funktion u soll für jeden nicht zu einem Schnitte a oder einem Schnitte b

gehörigen Punkt .r. y von F, (z = i,2, •,<> stetig sein, aber auch noch für jeden zu einem etwa

in Fy gelegenen Schnitte «, oder b,. gehörigen Funkt c/""*" oder <?/'", sobald man sich auf die

Werte von u für die in der Umgebung des Punktes cP* oder cP~ mit dem Punkte zur

selben Seite des betreffenden Schnittes liegenden Punkte x, y beschränkt; dagegen sollen

ihre Werte m+, u~ in je zwei zu einem solchen Schnitte a,, oder b,. gehörigen entsprechenden

Punkten c/'+, ^~ in der Weise verknüpft sein, daß
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läntjs «,,{«+-- A,.ir

,

(S,.)
^

längs />,,{«+-= Beu-

lst, ivohei A,, B, Konstaiitcii mit dem Modul 1 hczekhvev.

IL ])ie Denricrtt'H j- , tt- ,
^J^, -^ sollen bei Hiiiziuidlniie der den (lleiehniH/en (S, .)

entsprechenden stetlf/en Fortsetzungen der Fnnltion u über die SeJntHte a,.. />,, liii/iiber für jeden

nicht auf der Hegrenzunji 9{^ (leiereneu , ober auch nieht mit einem WiiidiiiifispunJite oder

einem Funkte c/\ zusammenfullenden I'un/d ron L\^ existieren und stetig sein, und es werden

alsdann, ausschließlieh auf (irund ihrer Definition, die Werte der i/enannten Derivierten

in je zwei zu einem Schnitte a,. oder />, (jehi'irigen entsprechenden Funkten cP'^, cP~ in

der Weise verknüpft sein, daß

längs a,\-,r— = A^,-—, ^^ = ^ __ ^__ = ,4 =^ !L_^"
[ €x ' öj: cij cy ex- ' ex' oy ' oy '

e^H+

ist.

längs b,.\-— = 7j,,
-— ,

-.— = B,,-.— , -k-^ = B,.-—y, ^^-5-= /)„^r-r"^ '
[ ex ' ex ' oy dy dx' ' ex' ' cy' ' dy'

TU. Die Derivierten g-^, ~ sollen für jeden Funkt von F.,, für den ihre Existenz

qefordert tvurde, die Gleiehnmi Au = ^ + ^! = erfüllen.^ ' ex- oy' '

Es ist dann der Wert von mod u für keinen Funkt des Flächensjistems F (jrößer

als das Maximum G der Werte, welche m(Kl u für die Funkte der durch die Linien

9fti, 9?ä, • • , 9ti. gebildeten Begrenzung 91 von F besitzt."

6.

in der Fläclie T sei eine Ivreistläche A' abgegrenzt; ihr Mittelpunkt möge mit .1/,

ihr liadius mit B bezeichnet werden (s. Fig. 9). Zu dieser Fläche wähle man ein

Polarkoordinatensystem mit positivem Drehungssinne, welches den Punkt M zum Pol

und irgend einen von 3L ausgehenden Strahl zur Polarachse hat, und bezeichne die dem
Punkte cP der Fläche dann zukonmienden Polarkoordinaten mit r, t, o<r:iR,o<i<'in . Die

Peripherie von Ä' denke man sich jetzt, unter n eine positive ganze Zahl verstehend,

durch 2n Punkte B, a^; B,a.,; •••; B^ a.^,, («, = 0, «,<«,«- <«,„) in 2n Teile zerlegt und be-

zeichne diese Teile, vom Punkte B, a^ in der Richtung der wachsenden t ausgehend,

der Eeihe nach mit
/"i, s^; r^, s^; •••; r„, s„. Schließlich konstruiere man zu den n

Peripherieteilen r^, r^, •, r„ n sich aus Stücken algebraischer Kurven zusammensetzende

Kurven qi, q^, , q„ in der Weise, daß für v = 1, 2, , n die Kurve ej^ vom Anfangs-

punkte B, «är-i des Bogens f\ aus durch das Innere der Fläche J\, ohne sich selbst
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oder eine der «—1 übrigen Kurven q zu schneiden oder zu berühren, bis zum End-

punkte B, «2, des Bogens r, sich erstreckt und in keinem der beiden Punkte IL a.,,_^; Ji, «.,,,

welche sie mit der Pei-ipherie von K ge-

meinsam hat, die Peripherie berührt. Die

in Bogenmaß gemessene tiröße des hohlen

Winkels, welchen der vom Punkte i?, «2,-1

nach irgend einem Punkte /, f der Fläche K
gezogene Strahl mit dem Periphei'ieteile s,,_i

bildet, soll mit r,,..,; die Größe des hohlen

Winkels, welchen der vom Punkte /»', a.^,.

nach demselben Punkte ;•, / gezogene Strahl

mit dem Peri])herieteile .s,, bildet, soll mit t^^

bezeichnet werden. Entsprechend möge von

den hohlen Winkeln, welche die Kurve q,

im Punkte It, a^,,_^ mit dem Peripherie-

teile s,_, und im Punkte li, a^, mit dem

Peripherieteile .s,, bildet, der erstere, in

i<n), der letztere die Zahl tI,, (o<rj,,«r7r) als

«.«»...7

Fig. 9.

"-Si -1 (0<T,Bogenmaß gemessen, die Zahl

Maß haben.

Es werde nun unter fif) = f'{t) + f"{t)i eine einwertige, stetige und mit der

Periode 2n periodische komplexe Funktion der reellen Veränderlichen t verstanden, die,

als Funktion des I'eripheriepunktes 11, t, o<t<in^ betrachtet, für jeden auf den Bogen

Sj,S2, ••-,«„ gelegenen Punkt R, t den Wert Null besitzt. Auf Grund des in Art. 4

des dritten Abschnittes aufgestellten Satzes I kann man dann zu der Fläche K eine

Funktion n = 11 + n" i des Punktes x,}! von 7v bestimmen, welche die in dem Satze

erwähnten allgemeinen Eigenschaften besitzt und zudem für jeden Peripheriepunkt B, t

mit der Funktion f{t) dem Werte nach übereinstimmt. Diese Funktion u wird für alle

Punkte der Fläche A' als Funktion der Polarkoordinaten y, t dargestellt durch die

Gleichungen:

r,t

'ifi-i

Unter der Voraussetzung, daß die Funktion f(f) nicht durchweg den Wert Null besitzt,

oder, was dasselbe, daß das Maximum (1 der Werte, welche mod /"(/) auf den Bogen r

annimmt, eine von Null verschiedene Zahl ist, soll jetzt für die Werte, welche mod?«

in den auf den Kurven q gelegenen Punkten besitzt, eine möglichst günstige obere

Schranke bestimmt werden.
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Zu dem Ende gehe man von der, auf einfache Weise aus der die Funktion m,.^

darstellenden Gleichung sich ergebenden, Eelation:

mod ?<,. ,'< 2 TT- iiiod / f((i) -TT.
—

Tir-—;;; —i—^ <l(f,

aus, wende auf das allgemeine (jllied der auf ihrer rechten Seite stehenden Summe den

im zweiten Abschnitte zu Anfang des Art. 3 abgeleiteten Modulsatz an und beachte,

daß mod /'((/) in dem Intervalle von y = a2„_i bis y' = «3,, die Zahl (i nicht über-

schreiten, aber auch, als stetige Funktion von cp wegen /'(«2„_i) = 0, /(ß^^,) = 0, nicht

für jedes dem Intervalle angehörige y den Wert (i haben kann, ferner, daß der

zwischen f((p) und dip stehende Ausdruck für jedes in Beti'acht kommende Wertepaar r, t

wesentlich positiv ist, endlich noch, daß die Gleiclmng:

f^^
inj E' — 2Brcos{t~cpi + r-^

''

«8 /< - 1

"S H + 1

' -^, 27t J E' ---iMr cos it
1, = 1 t/

-<p) + r'
ll(f

>7,J

,
+2/r

R-

J{'~- 2ürco3(<— g)) + r d(f = 1,
OS,r<R,

0<t <-27t.

besteht, bei der unter «2„ + , die Größe «1 + Stt zu verstehen ist. Man erkennt dann,

daß für jeden inneren Punkt r, f der Fläche K die Beziehung:

«2/<

mod ««.
( < ^ r- / -^.——n -, —;—; d(p < G,

''' -*-< 27C 1 H-— 2 Hr cos (t— W) 4- I-' '

«Sil-- 1

besteht. Setzt man nun zur Abkürzung:

OSr<Ä,

'••' ;^j 2«J B'-^ 2 Br COS (t-<p) + r-^'
0<r<R,

"ift-l

und bezeichnet die obere Grenze der Werte, welche die immer positive Funktion F^,

des Punktes r, t, o<r<R,i)<i<«,t, für die im Innern der Fläche K gelegenen Punkte r, t der

Kurven q besitzt, mit (i, so bildet die so definierte Größe G, da für jeden im Innern

der Fläche K gelegenen, also von den Punkten /»,«,; 11, a.,; • ; li, a.2„ verschiedenen

Punkt r, t der Kurven q die Beziehung mod m,.
, < I\, besteht, und für jeden Punkt

li, a,., . = 1,2, ,2«, mod «;,„_ = ist, eine obere, aber nie erreichbare Schranke für die

Werte, welche mod m in den auf den Kurven q überhaupt gelegenen Punkten besitzt,
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und zugleich, wie aus dem Vorhergehenden unmittelbar erhellt, die günstigste obere

Schranke, wenn die -au n gehörige Randfunktion f[f) nur den genannten allgemeinen

Bedingungen unterworfen ist.

Die Größe (i ist kleiner als G. Der Beweis für diese Behauptung wird erbracht

sein, sobald gezeigt ist, daß der Wert von Z",.,, der für jeden im Innern der Fläche K
gelegenen Punkt r, f der Kurve y,. (> = i,2, ,«) kleiner als (r ist, nicht über jede unter 6f

liegende Zahl hinübergeht, wenn der Punkt r, t sich auf der Kurve q,, dem Punkte

11, a.,,_i unbegrenzt nähert, und auch nicht, wenn der Punkt r, t sich auf der Kurve q,.

dem Punkte li, a.,,. unl)egrenzt nähert. Um dies zu zeigen, gebe man der die Größe T,.,

definierenden Gleichung die Form:

I =»-1 ^ /. '
-Tf. ,

'-' -Inj li- - -llir coii tt— cp, + )•= /' +
Olfl - 1

und führe das auf der rechten Seite dieser Gleichung an erster Stelle stehende Integral

zunächst, mit Hilfe der Formel:

/ TP—>. „ '
i
—: du> == 2 arctg (

.,
'

'^"' '^— ) + cp,
,J R- ~ 2 J<r cos (p-\- r- ^ '^ \K — r coe, <fj

r'
ü

in den Ausdruck:

und weiter dann durch Einführung der zu Anfang dieses Artikels definierten, mit den

Größen r, t durch die Beziehungen:

r sin (g. ,,_, — <) , /n \ r sin («,

J{ — r cos (ff. Ji - - r cosfe7^-tg(-| + r,.)

verknüpften Größen T2,_,,t„,, in den Ausdruck 2 t., ,. ^ , + 2 n, ^
— 2 (n - ^'

'' .,"'" ''
'

] über.

Es wird dann:

/;.--^[r._,+r,„-(. ^^-:^^)] +

^^ 2«J R^—2Br cos {t-(f} + r'^

'' = "
J^ /

'

R' - r'-

I



Integration der Gleicluiiig Au = für eine Riemann'sehe Flilohc T. 113

Läßt man jetzt den Punkt r, t sich auf der Kurve q, entweder dem Punkte li, a^^.j

oder dem Punkte li, «., unbegrenzt nähern, so konvergiert im ersten Falle T2,,_i gegen

Tsv-i, 1-2.. gegen n - flii_f!iini, im zweiten Falle r,,._, gegen n - "^"^^"^"'
, t^,, gegen t^,,,

während in beiden Fällen ein jedes der n - 1 auf der rechten Seite der letzten

Gleichung vorkommenden Integrale gegen Null konvergiert, und es konvergiert daher

/;.; im ersten Falle gegen ^^ (I, im zweiten Falle gegen ^-^ (i, also in jedem der

beiden Fälle, da nach den in bezug auf die Kurve q,. gemachten Festsetzungen die

Zahlen Tj,.!, r'.,, zwischen und n liegen, gegen eine unter (} liegende Zahl. Damit

ist aber der Beweis für die Behauptung, daß (i < (i ist, erbracht.

Setzt man nun noch (/ = x(i und beachtet, daß die so eingeführte, zwischen und 1

gelegene Zahl x, der Definition von <i gemäß, die obere Grenze der Werte ist, welche

die innner positive Funktion:

"v ^ r
- 2 J{r cos [t"tp)-{- r" r' 0<l<in,

-'S/! ~i

des Punktes r, t für die im Innern der Fläche K gelegenen Punkte /, t der Kurven q
besitzt, nennt auch diese Zahl z, insofern als sie nur von der Lage der Mündungs-

punkte 11, a der Kurven q und der (Jestalt dieser Kurven abhängt, die dem Kurven-
systeme qi, q2,- , q„ entsprechende Zahl, so läßt sich das Kesultat der in diesem

Artikel durchgeführten Untersuchung nach Hinzunahme des bisher ausgeschlossenen

Falles 6r = zusammenfassen in den folgenden

Hilfssatz II. „Es sei hei einer in der Fläclie T (ihf/rfiremfeu Kreisfläche K die

Peripherie in 2« («>i), der Heilte muh mit i\, s^\ r.,, s..; •••; >'„, s„ zu bezeichnende, Teile

zerlegt, und es seien zugleich für v = 1,2, , n die EndpunMe des Bogen s r,. durch eine

sich (lus Stücke)) algel>)'aischer Kurve)) zusammotsetzende und, von ilifo) luidjjwnkten (djgesehen,

vollständig im l))ncr)t der Fläclie K rerlaufende Kiore q,, verhundeu, die weder sich seihst,

noch eine der n — 1 übrigen Kurven q schneidet oder berülni, auch in ihren EndpunJcten

die Peripherie vo)) K ))icht berührt. Zu dieser Kreisfläche K sei nun irgend eine Eu))liion

u = u'-\-u"i des Punktes x, y von der in dem Satze! definierten Art gegebe)), welche für

jeden auf den Bogen s^, s.^, , ,s„ gelegenen Punkt den Wert Null besitzt. Ist dann G das

Maximum der Woie, welche der in der ganzen Fläche K stetigen Funktion mod u für

die Punkte der Bogen r zukommen, so ist das Maximuni der Werte, ivelche mod u für die

Punkte der Kurven q besitzt, niemals größer als xG, tvohei x die dem Kiü'vensysteme

!/i' 'hf • , q,c e))tspreche))de, weder vo)) der Zahl G ))ocli vo)) der Fu))ktion n abhängige,

ininter zwischot und 1 gelegote Zahl bezeichnet."

P-E, I 15
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7.

Für die Behandlung der in Art. 4 gestellten Aufgabe empfiehlt sich die Ein-

führung des Begriffs einer /u einem Systeme F von Stücken der — schon zu Anfang

des Art. 5 erwähnten, aus der Fläche T durch Einführung der Schnitte «j, b^; a.^, b,; •••; «,,, bj,

hervorgehenden — Fläche T gehörigen Fundamentalfunktion. Dieser Begriff soll jetzt

definiert werden.

Man markiere in der Fläche T die schon zu Anfang des Art. 3 definierten Punkte

'-''i,
^^'\, , K, unter denen sich alle Windungspunkte und alle Punkte c/1 befinden, und

ordne allgemein dem Schnittpaare (i,,b,. (. = i,s, ,;.) die vier bei der Problemstellung in

Art. 4 gewählten, nur den Bedingungen:

mod Ä,^\, mod B,. -- 1

;

(1
- B,) %, == (1 .4.) S,

unterworfenen Konstanten A,., />,, 5f,, *i^,, dem Punkte cP„ {" = i,-', ,.) die ebendort ge-

wählte, durch die Konstanten 2„, ü„i, ^„2, , ^o,„„ vollständig bestimmte Funkti(m y„

zu. Alsdaim grenze man in der Fläche T // getreimt liegende Flächenstücke F^, F.,, ,F^,

deren (iesamtheit im folgenden mit F bezeichnet werden soll, in der Weise ab, daß

allgemein die Begrenzung von V''^ ('! = i.2, ,*) von einer in sich zurücklaufenden, aus einer

endlichen Anzahl von Stücken algebraischer Kurven bestehenden Linie 9i^ gebildet

wird, und daß zudem diese Begrenzungslinie keinen zu einem Schnitte a oder b ge-

hörigen Punkt und auch keinen der Punkten ci\, cl".,, , cl\ enthält, also insbesondere

ganz im Endlichen verläuft und durch keinen Windungspunkt hindurchgeht. In seinem

Innern dagegen darf das Flächensystem F einige oder auch alle Schnittpaare a, b,

ebenso einige der Punkte c/\, c/Z, , cP, oder auch alle diese Punkte enthalten. Dabei

soll der Fall, wo k ~\ ist, also statt des Flächensystems /•' mir eiu (Muziges Flächen-

stück 7'', vorliegt, nicht ausgeschlossen sein.

Es werde nun angenommen, daß zu dem Flächensysteme F eine einwertige

Funktion ti -^ u + u" i des Punktes ./
, // existiere, welche den folgenden Bedingungen

genügt:

1. Die Funktion 11 soll für jeden nicht mit einem Punkte cP„ (-7 = 1,2, ,>) zu-

sammenfallenden und auch nicht zu einem Schnittt; a oder einem Schnitte b ge-

hörigen Punkt X, y von F^ (x.= i,a, ,*> stetig sein, aber auch noch für jeden zu

einem etwa in F^ gelegenen Schnitte «,. oder i,. gehörigen Punkt cP'' oder cP~,

sobald man sich auf die Werte von u für die in der Umgebung des Punktes

cP"^ oder cP~ mit dem Punkte zur selben Seite des betreuenden Schnittes liegenden

Punkte X, y beschränkt; dagegen sollen ihre Werte ii!! , u in je zwei zu einem solchen



Integration der Gleichung Am = für eine Riemann'scbe Fläche T. 115

Schnitte «, oder h, gehörigen entsprechenden Punkten iP^, cP^ in der Weise verknüpft

sein, daß

längs aAu^=^ A,u~+ %,,,

längs (';,,{«+= ß,,«r+ g3v

ist; für jeden etwa in F^ gelegenen Punkt c/], aber soll sie in der durch die Funktion (f„

charakterisierten Weise unstetig werden.

IL Die Derivierten -r^ , ^ , -^ , ^-t sollen bei Hinzunahme der den Grleichungen (S,,.)

entsprechenden stetigen Fortsetzungen der Funktion n über die Schnitte «,, h,, hinüber

für jeden nicht auf der ]5egrenzung 3?^ gelegenen, aber auch nicht mit einem der Punkte

c/*! , c/l , • • , c/^. zusammenfallenden Punkt von 1% existieren und stetig sein, und es

Averden alsdann, ausschließlich auf (irund ihrer Definition, die Werte der genannten

Derivierten in je zwei zu einem Schnitte a,. oder b,, gehörigen entsprechenden Punkten

cP^, cP~ in der Weise verknüpft sein, daß

längs «,,|-^-=- -1.-77- "äy"" >'"ä7' 'd^^^'T^' 'W^'^'lir'
-,..

j
\du* Ti du" ?«^_ T> 2« d'^w* T, c-jt" c'^u* _ p 8-u~

längs 0,^-^^^u,-^, -jj^ii,-^, j^^JJ,-^, —j-/.,,—

T

ist.

111. Die Derivierten :—^, ^-^ sollen für ieden Punkt von i'' für den ihre Existenz

gefordert wurde, die Oleichung AM = |^4-^Ty^ = () erfüllen.

Eine jede diese». Bedinyioifien (jemigende Funktion soll eine zu dem J'läelieiisi/sfeme F
liehuriije Fundamentulf'unldion fieiKUinf werden. Bei Vencendung dieses Begriffes ist (d>er

im Äuge zu hehulten, daß die Konstanten A, B, 31, 83 und die in den Fiinidionen cp

vorkommenden Konstanten S hei der I'roltlemstellung in Art. 4 ein für <d/eiii<d festgelegt

worden sind.

In bezug auf die so definierten Fundamentalfunktionen gilt nun der folgende

Satz. „Eine zu dem Fläeheiisgsteme E gehörige Fundamentalfunktion ist vollständig

bestimmt, sobald für sie die Werte, u-elelie sie längs der durch die Linien %,%,,, ''iit

gebildeten Begrenzung 91 von F besitzt, bekannt sind."

Der Beweis dieses Satzes wird durch die folgende Überlegung erbracht. Existierte

neben einer zu dem Flächensysteme F gehörigen Fundamentalfunktion ^« eine zweite

Fundamentalfunktion «, welche mit ihr in den Werten längs der Begrenzung 9{ von E
übereinstimmte, so würde die mit ihnen gebildete Differenz ü — u, nachdem man ihr

noch für die etwa in F gelegenen Punkte des Punktsystems c/'j, cP^, , cP„ in welchen

sie ja Werte zunächst nicht besitzt, die ihr für diese Punkte zukommenden Grenzwerte
15*
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iils Werte ziigelegt hat, eine 7A\ F gehörige Funktion des Punktes x, y von der im

Hilfssatze I charakterisierten Art sein, die zudem für jeden Punkt der Begrenzung '^

von /•' den Wert Null l)esäße, und deren Modul daher, auf Grund des genannten Hilfs-

satzes, für jeden Punkt von F der Null gleich wäre, im Widerspruch mit der Annahme,

daß u von k verschieden ist. Damit ist alier der aufgestellte Satz bewiesen. Bei dieser

Betrachtung ist für diejenigen etwa in /•' gelegenen Punkte des Punktsystems o/*, , c/"!,, • -, if,,

welche weder mit einem Windungspunkte noch mit einem Punkte c/L zusammenfallen,

der in Art. 2 des dritten Abschnittes bewiesene Satz zu berücksichtigen.

8.

Es soll jetzt in die Behandlung der in Art. 4 gestellten Aufgabe in der Weise

eingetreten werden, daß zunächst in diesem und dem f(jlgenden Artikel zwei (Ue Lösung

dieser Aufgal)e vorbereitcnide Untersuchungen durchgeführt werden.

In der aus der Fläche T durch Einführung der Schnittpaare ^^i, /^i; (/j,: ^2'» ••;">; ''p

hervorgehenden Fläche T sei, nachdem ninn in ihr die Punkte cl\, cP-i, , cP, markiert

hat, ein Flächensystem F von der in Art. 7 beschriebenen Art und eine einblättrige,

keinen der Punkte o/i, c/l, • • •, c'/^, aber iiuch keinen zu einem Schnitte a oder h gehörigen

Punkt enthaltende Kreisfläche K abgegrenzt, die in der folgenden Beziehung zu einander

stehen. Die Kreistläcli(! K soll allgemein mit dem Fläch(mstücke F^ {z^i,2, ,*) nur

Absclinitte, zum mindesten einen Al^schnitt — also einen einfach zusannnenhängenden

Flächenteil, dessen Begrenzung sich aus einem einzigen Stücke der Peripherie von K
und einem einzigen Stücke der Begrenzung 9t^ von F, zusammensetzt — gemeinsam

haben; weiter soll ihre Peripherie so zu 3{^ liegen, daß ein iiuf ^K^ in einer und

derselben Richtung sich bewegender Punkt von einer Stelle an, wo er in das Innere

der Kreisfläche K eintritt, bis zu der zunächst folgenden Stelle, wo er austritt, sich

ganz im Innern \-on K l)ewegt, und daß weder an der Eintritts- noch an der Aus-

trittsstelle eine Berührung zwischen der Peripherie von K und den in die Fläche K
fallenden Teilen der Begrenzung "^l, von F, stattfindet; endlich soll die durch Ver-

einigung der Kreisfläche K mit den Flächenstücken F^, F^. , F^ entstehende, zu-

sammenhängende Flache 7'' von einer einzigen, in sich zurücklaufenden Linie begrenzt

sein. Dabei ist der Fall, wo A: = 1 ist, also statt des Flächensystems F nur ein

einziges Flächenstück F^ vorliegt, nicht ausgeschlossen; man wird sich sogar das Ver-

ständnis der in diesem Artikel durchgeführten Untersuchung wesentlich erleichtern,

wenn mau sie zunächst nur auf die folgende, dem Falle Ä = 1 entsprechende, Figur 10

bezieht.

Die außerhalb der Kreisfläche K gelegenen Teile der Begrenzungslinien 9ii, Sts, • • •, 91*
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des Flächeiisystems /'' sollen unterschiedslos mit ji, die innerliuU) gelegenen mit q, die

iuißerhall) des Flächensystems F gelegenen 'J'eile der Peripherie von K mit s, d'w inner-

halb gelegenen mit /• l>ezeichnet werden. Die Schnittpunkte der Begrenzungslinien von F
mit der Peripherie von A', von denen jeder

als ein den vier in ihm zusammenstoßenden

Linien p, q, r, s gemeinsam angehöriger

Punkt anzusehen ist, sollen dagegen unter-

schiedslos mit (j), s) bezeichnet werden.

Ein jeder der Buchstaben p, q, r, s soll

aber auch, sobald er im folgenden an

dem Zeichen für irgend eine zu dem

Flächensysteme F oder zu der Kreis-

fläche .A' gehörige Funktion des Punktes" '^ Fig. 10.

X, 1/ als unterer Index auftritt, einen auf

den dem Buchstaben entsprechenden Linien frei beweglichen Punkt bezeichnen und

zugleich soll dann das mit diesem Buchstaben versehene Funktionszeichen den Wert

der Funktion in dem beweglichen Punkte repräsentieren.

Man nehme nun an, daß zu dem Flächensysteme F, wie man auch für die durch

Sil, 5){o, • • •, fiii, gebildete Begrenzung desselben eine längs jeder einzelnen ßandkurve 91^

einwertige und stetige Funktion des Begrenzungspunktes wählen mag, stets eine Funda-

mentalfunktion gebildet werden könne, welche längs der Begrenzung von F mit der

gewählten Funktion des Begrenzungspunktes dem Wert(> nach übereinstimmt. Es soll

dann bewiesen werden, daß auf Grund dieser Annahme auch zur Fläche F eine Funda-

mentalfunktion sich bilden läßt, welche längs der, mit ^^ + s zu bezeichnenden, Be-

grenzung von F mit einer beliebig vorgegebenen einwertigen und stetigen Funktion

f=f'+f"i des Begrenzungspunktes dem Werte nach übereinstimmt.

Zu dem Ende wähle man für die von den Linien j; und q gebildete, mit p + q

zu bezeichnende, Begrenzung von F eine einwertige Funktion //
= ((+ (j"i des Begrenzungs-

punktes, welche längs jeder Begrenzungslinie 9i^ stetig ist und zudem für jeden Punkt

einer Linie p mit der vorgegebenen Funktion f dem Werte nach übereinstimmt, sodaß

also die Gleichung ()^= f\, besteht, und bestimme alsdann einerseits zu dem Flächen-

systeme F in Übereinstimmung mit der gemachten Annahme Fundamentalfunktionen

u^^\ tP\ v!'^\ ; andererseits zu der Kreisfläche K auf Grund des Satzes I Fundamental-

funktionen u^^\ u'-^\ «'"',••, in der Reihenfolge u'-^\ ti'-^\ iP\ dadurch, daß man die

Werte, welche die Funktionen «''', u^\ if''\ längs der Begrenzung p + q von /'', und

die Werte, welche die Funktionen m'-', «/*', w*"', • • längs der, mit r + s zu bezeichnenden,

Peripherie von K besitzen sollen, in der Weise wählt, daß
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längs der Linien r besitzt, zu verstehen ist. Ks gelten duher fiir « == 1, 2, 3, • • die

Relationen

:

5.) Mod [«f " + "- «;.'"-''] ^ Mod [«J;"'-^ i(^;"-% 0.) Mod [»f + ^)- "[;"*] ^x Mod |«;.-"
'
"~ 4-"-"],

bei denen die Gleichheitszeichen dann aber auch nur dann zu nehmen sind, wenn

zwischen der vorgegebenen Funktion /' und der gewählten Funktion </ eine solche

Beziehung besteht, daß längs der Linien q durchweg i<^f^=(/,, ist und infolgedessen jede

der Finiktionen i/'^\ u^^\ mit der Funktion «<", jede der Funktionen m'^\ «'"*, • • • mit

der Funktion «'-' identisch ist. hersetzt man nun das eine Mal in den beiden Eelationen

5.), 6.) )i durch « ~- 1 und eliminiert alsdann tlie (iröße Mod |«|""~'*— «|'"^''|, das

andere Mal nur in der Relation G.) » durch 11 1 und eliminiert alsdann die (iröße

Mod |«J/"'-- «J/""-^|, so ergeben sich die für // '= 2, 3, • • • geltenden Relationen:

7.) Mod \u'^
"'- «<-

"
-

-'] ^ X Mod
I

if^
"
- -> - «;; "

-
^)] , -S.) Mod [w*- " + " - a"-; "

~
']^ x Mod \a^^ " ^ " - «<;

"
" '^]

,

und weiter dann, indem man mit Hilfe dieser Relationen Mod [mJ/"'— m^^*""^'] zu

Mod[«l;'--y/!^'»j. Mod [»J- "
+ " - «<-

" "
|
zu Mod |/<li"- »|.''| in direkte Beziehung setzt und

beachtet, daß nach n.J Mod 1«^* — «^.''] ^ Mod
|

»[;'-- y^"') ist, auch zur Abkürzung

Mod
I«!;'-- «!"*J

== ^ setzt, die für « = 1. 2, 3, • • • geltenden Relationen:

9.) Mod
I «f'' - ((';•'-'''] ^ x"^' (i, 10.) Mod [<" + '' - 11^"- "] 5^ r~Ui.

Aus diesen Relationen folgen jetzt schließlich, da nach früher Bemerktem für jeden

Punkt von F die Beziehung mod [«'"' + "- »'"'"1 ^ Mod [«<[/"'-
Mf"--''|, für jeden Punkt

von iv'die Beziehung nmd
|

«<'" + '*-'«*' "'|^ Mod [»;.'" + " - «S"'"-'*! besteht, die für « = 1,2,3,- ••

geltenden Relationen:

11.) mod |y((-" + '>- «(-"-''] ^ X"-' r;, 12.) mod [,P''''-'- «(^"'] ^;=: x""' (V,

von denen die erste für jeden Punkt von /'', die zweite für jeden Punkt von K be-

steht. Diese letzten Relationen lassen nun erkennen, daß die zu der unendlichen Reihe

[m*'^ — M*''] + [y/^^ — /<^^'] + • • gehörige Modulnreihe für alle Punkte von F, die zu der

unendlichen Reihe |rt''*~ »'-*| + |«*"'— «'''j + • • gehörige Modulnreihe für alle Punkte

von K konvergiert, und zwar in gleichem Grade. Daraus folgt dann zunächst, daß die

Funktionen ;<•-" + '', «*^" + -', wie behauptet wurde, mit unbegrenzt wachsendem 11 gegen

bestimmte Grenzfunktionen

:

M = lim «(-"+"= «(') + [#' ^ ?<"'] + • • • + [«<^" + ''- «(-"-')] + •••,
n 00

n = lün «'-
" + =' == <*'-' + [w**' ~ «<-'] + • • + [»(-

" + -^ - «'- "'
] + ••••

konvergieren, von denen die erste für jeden nicht mit einem der Punkte c/", . c/l , • • . J/^,



120 Fünfter Absolmitt.

zusammenfallenden Punkt von F, die zweite für jeden Punkt von A' existiert; weiter

aber auch, daß die Funktion Tt jedenfalls längs der die einzelnen Teile von F begrenzen-

den Randknrven Si,. '"M,, . ^K^., die Funktion ü jedenfalls längs der Peripherie von K
sich stetig ändert. Endlich ergibt sich noch, indem man die Gleichungen '<^^"^'' = /^,

•11^" + ^) =11^1"), uf'' + '^=u^-" + '\ Mf" + "=/,; beachtet, daß das Verhalten der Funktion u

längs dei- Begrenzung p + (j von F und das Verhalten der Funktion ü längs der

Peripherie r -\- s von K charakterisiert ist durcli die (ileichungen:

'Hp = f„ . W,- = t^r '

'u,= Tt,, «, = /',•

Um einen genaueren Einblick in die Natur der gewonnenen Funktionen n, u zu

ei'halten, bilde man jetzt zu dem Flächensysteme F, in Übereinstimmung mit der ge-

machten Annahme, eine Fundamentalfunktion U, welche längs der Begrenzung p + q

von F mit der Funktion n dem Werte nach ül)ereinstinnnt, sodaß also U^-^ü^, U,i='u,j

ist, })ilde entsprechend zu der Kreisfläche K, auf Grund des Satzes 1, eine Fundamental-

funktion (J^, welche längs der Peripherie r + s von K mit der Funktion il dem Werte

nach ttbereinstinnnt, sodaß also U,--^ü,., U,= ii^ ist, und betrachte alsdann die beiden

Funktionen

:

„ _

Die erste derselben ist. nachdem man ihr noch für die etwa in /'' gelegenen J'unkte

des Punktsystems ci\, ci\, •. cP„ in welchen sie ja Werte zunächst nicht besitzt, die

ihr für diese Punkte zukonnnenden Grenzwerte als Werte zugelegt hat, eine zu F ge-

hörige Funktion von tler im Hilfssatze I charakterisierten Art, deren Vei'halten längs der

Begrenzung p + (j von F durch die Gleichungen:

1'=: 30

r = II + 1

bestinnnt ist, und deren Modul infolgedessen füi- keinen Punkt von /•' größer als

Mod ^' [<4''' + ''— «5,''~'*|, iilso auch, der Relation ll.j zufolge, für keinen Punkt von /•'

größer als ^'x'^'^'r oder, was dasselbe, gi'ößer als j^— G ist. Die zweite dagegen ist
,=«+1 ' "

eine zu K gehörige Funkticm von der im Hilfssatze 1, bei der Annahme /.-- 1, charakte-

risierten Art, deren Verhalten längs der Peripherie r + s von K durch die Gleichungen:

U,~v^;" + '^==u,-
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bestimmt ist, und deren Modul infolgedessen für keinen Punkt von K größer als

Med ^ [4^" + -'- «(|."">], also auch, der Eelation 12.) zufolge, für keinen Punkt von K
1=«+]

größer als 2l^'~^^' '^^l^r, was dasselbe, größer als -^— G ist. Es konvergiert daher mit

unbegrenzt wachsendem« mod [?/— «'^" + ^'j für alle Punkte von F, mod [6^— «'^" + -'] für

alle Punkte von K gegen Null, und zwar in gleichem Grade, oder, was dasselbe, es ist,

von den etwa in F gelegenen Punkten des Punktsystems c/",, cP... • • . cP, abgesehen,

r/= lim «(•^" + ')= «, U= lim m(^'' + -)= m.

Damit ist aber bewiesen, daß die Funktion u eine zu dem Flächensysteme F, die

Funktion u eine zu der Kreisfläche K gehörige Fundamentalfunktion ist.

Ohne Mühe erkennt man jetzt auch noch, daß die gewonnenen Funktionen ti, ü

für jeden Punkt ./', y irgend eines dem Flächensysteme F und der Kreisfläche K ge-

meinsamen, von einer einzigen Linie q und einer einzigen Linie r begrenzten Ab-

schnittes denselben Wert besitzen; man hat dazu nur zn beachten, daß die Funktionen ü, n,

als Funktionen des in seiner Bewegung auf einen solchen Abschnitt beschränkten

Punktes x, y betrachtet, sich auf Grund des eben Bewiesenen wie zwei zu dem Ab-

schnitte gehörige Fundamentalfunktionen verhalten, zugleich aber auch, auf Oirund der

Gleichungen u^^ü,^, u,.= ü^, für jeden Punkt der Begrenzung des Abschnittes denselben

Wert besitzen, und daß nach dem am Ende von Art. 7 Bewiesenen zwei zu einem

Gebiete gehörige Fundamentalfunktionen, welche längs der Begrenzung des Gebietes dem
Werte nach übereinstimmen, identisch sind.

Man definiere nun schließlich für die von den Linien ji und s begrenzte zu-

sammenhängende Fläche F, welche die sämtlichen Punkte des Flächensystems F und

der Kreisfläche A' enthält, eine Funktion u in der Weise, daß man für jeden Punkt

von F u ^- K, für jeden Punkt von K ii = ii setzt, und beachte, daß dadurch u auch für

jeden Punkt der dem Flächensysteme F und der Kreisfläche K gemeinsamen Gebiete

eindeutig erklärt ist, da nach dem eben Bewiesenen für jeden Punkt eines solchen

.Gebietes die Beziehung « = « besteht. Die so zur Fläche 7<' bestimmte Funktion u ist

dann eine zu F gehörige Fundamentalfunktion, die zudem, auf Grund der Gleichungen

%= %= fp, ^^ = «. = /l. längs der Begrenzung ^ -f- s von F mit der vorgegebenen Funk-

tion /' des Begrenzungspunktes dem Werte nach übereinstimmt, und sie ist zugleich

nach dem in Art. 7 Bewiesenen die einzige derartige Fundamentalfunktion. Damit ist

aber der Beweis für die zu Anfang der Untersuchung aufgestellte Behauptung erbracht,

und man kann jetzt das Eesultat der in diesem Artikel durchgeführten Untersuchung

zusammenfassen in den folgenden
P-E, I. lü
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Satz. „In der aus der Fläche T durch Einführung der Schnttpaare a^, h^; a,, h.,;---;a^, b^

hervorgehenden Fläche T sei, nachdem man in ihr die Punkte cP^, c/l, • • •, S^, markiert hat, ein aus k

getrennt liegenden Flächenstücken F^, F^, • , F), bestehendes Flächensgstem F, bei dem allgemein

F^ (/ = i,2, ,<) von einer einzigen geschlossenen Linie di>, begrenzt sein soll, und eine Kreisfläche K
abgegrenzt, irelche in der zu Anfang dieses Artikels angegebenen Beziehung zu einander stehen.

Läßt sich dann zu dem Flächensysteme F, wie man auch für die durch '^y, St^. • • •> 9t/ gebildete

Begrenzung desselben eine längs jeder einzelnen Bandkurre 9t^ einwertige und stetige Funktion

des Begrenzungspunktes wählen mag, stets eine Fundamentalfunktion bilden, tvelche längs der

Begrenzung von F mit der gewählten Funktion des Begrenzungspunktes dem Werte nach überein-

stimmt, so läßt sich auch zu der die sämtlichen Bunkte des Flachensgstems F tind der Kreis-

fläche K enthaltenden zusammenhängenden Fläche F eine Fundamentalfunktion bilden, tvelche

längs der Begrenzung von F mit einer beliebig vorgegebenen eimvertigen und stetigen Funidion

des Begrenzungspunktes dem Werte nach übereinstimmt. Der Fall, wo statt des Flächen-

systems F nur ein einziges Flächenstück F^ vorliegt, ist dabei nicht ausgeschlossen."

9.

In der Fläclie T grenze man, nachdem man die Sclinittpaare a^, if, a^, b./, • • •; a^,, i^

eingeführt und die Punkte c/*, , c/Z , -, cP, markiert hat, durch eine das Schnittpaar «, , b.

Fig. 11.
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umschließende, in sich zurücklaufende Kurve, der schematischen Figur 11 entsprechend

(bei der «<'', ß*^', «'"', a**> Windungspunkte, «'*'

—

a^^\ a'''— «<'*' Übergangslinien zwischen den-

selben beiden Blättern bezeichnen sollen, und die in dem unteren dieser beiden Blätter

liegenden Teile der Begrenzungslinie zum Unterschied von den in dem oberen liegenden

gestrichelt sind), ein das Schnittpaar «,,, h,., aber keinen der Punkte cP^, ff'.^, • • , eP, ent-

haltendes Flächenstück ab und entferne alsdann das Schnittpaar «,,, h^. Ein Flächen-

stück von dieser Ai't möge ein Doppelring genannt werden. Mit Kücksicht auf das

Folgende soll die Begrenzung des hier vorliegenden, mit I),. zu bezeichnenden, Doppel-

rings vier getrennte Bogen einer um den gemeinsamen Mündungspunkt der Linien a,, h^

als Mittelpunkt beschriebenen Kreislinie enthalten. Die Fläche 1),. kann dann auch

aufgefaßt werden als eine Fläche, welche durch die Vereinigung zweier getrennt liegen-

der, einfach zusammenhängender Fläclienstücke h\, l'\ mit der von der eben genannten

Kreislinie begrenzten Kreisfläche K in der durch die Figur 12 charakterisierten Weise

Fig. 12.

entstanden ist, und es soll dabei zugleich vorausgesetzt werden, daß das mit F zu be-

zeichnende System der beiden Flächenstücke 1\, l'\ und die Kreisfläche K in derselben

Beziehung zu einander stehen, auch in betreff ihrer Begrenzungen, wäe das zu Anfang

des Art. 8 eingeführte Flächensystem F und die ebendort eingeführte Kreisfläche K.

Infolgedessen kann die dort für die Teile der Begrenzung des Flächensystems F und
16*
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der Peripherie von A' eingeführte Bezeichnung vermittels der Buchstaben p, q, r, s un-

mittelbar auf die hier vorliegende Figur übertragen werden.

Nach diesen Festsetzungen -wähle man jetzt auf j(;dem der beiden getrennt

liegenden Teile p der Begrenzung von l'\ einen nicht mit einem Punkte {p, s) zusammen-

fiillenden Punkt, führe von dem einen dieser beiden Punkte zum andern einen mit a

zu bezeichnenden, vom Anfangs- und Endpunkte abgesehen ganz im Innern von l\ ver-

laufenden und weder sich sellist noch einen der Bogen r schneidenden oder berührenden

Schnitt in der Weise, daß er, wenn man ihn in die Figur 1 1 übertragen würde, mit der

Schnittlinie h,, nur einen Punkt gemeinsam hätte, und bezeichne bei diesem Schnitte die

eine Seite als die positive, di<3 andere als die negative; dabei sei die Bezeichnung so gewählt,

daß man, wenn man /;+ in positivem Sinne durchläuft, den Schnitt a von der negativen zur

positiven Seite hin überschreitet. Ebenso wähle man aufjedem der beiden getrennt liegenden

Teile p der Begrenzung von ![ einen nicht mit einem Punkte (p, s) zusammenfallenden

Punkt und führe von dem einen dieser beiden Punkte zum andern einen mit 1/ zu

bezeichnenden, vom Anfangs- und Endpunkte abgesehen ganz im Innern von F., ver-

laufenden und weder sicli selbst noch einen der Bogen /• schneidenden oder lierührenden

Schnitt in der Weise, daß er, wenn man ihn in die Figur 11 übertragen würde, mit

der Schnittlinie a,. nur einen Punkt gemeinsam hätte, und bezeichne bei diesem Schnitte

die eine Seite als die positive, die andere als die negative; dabei sei die Bezeichnung

so gewählt, daß man, wenn man «+ in positivem Sinne durchläuft, den Schnitt h' von der

])0sitiven zur negativen Seite hin überschreitet. Durch den Schnitt a' wird das Flächen-

stück J'\ in zwei Teile zerlegt, von denen der eine, die positive Seite (/*" des Schnittes

als Begrenzungsstück enthaltende Teil mit 7'^+, der andere, die negative Seite a' des

Schnittes als Begrenzungsstück enthaltende Teil mit J'\~ bezeichnet werden soll; ebenso

wird durch den Schnitt h' das Flächenstück F„ in zwei Teile z(!rlegt, von denen der

eine, die positive Seite h'^ des Schnittes als Begrenzungsstück enthaltende Teil mit F^^,

der andere, die negative Seite h'~ des Schnittes als Begrenzungsstück enthaltende Teil

mit FY bezeichnet werden soll.

Man nehme nun an, daß zu dem nicht zerschnittenen Flächenstücke F^ i'^u-i),

wi(; man auch für die Begrenzung desselben eine einwertige und stetige Funktion des

Begrenzungspunktes wählen mag, stets eine einwertige Funktion v,= v',, + v'^i des

Punktes ./,
// gebildet werden könne, welche für jeden Punkt von F^ stetig ist, für

jeden im Innern von F\ gelegenen Punkt stetige Derivierto -^, -j^ , -^, -^ besitzt

und der Differentialgleichung A»'^ genügt, endlich längs der Begrenzung von F^ mit

der gewählten Funktion des Begrenzungspunktes dem Werte nach übereinstimmt, und

beachte, daß eine solche Funktion v, durch die Werte, welche ihr für die Begrenzung

von F^ vorgeschrieben sind, vollständig bestimmt ist, da sie sich in F', geradeso ver-
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hält wie eine Fundamentalfimktion, welche zu irgend einem keinen der Schnitte r/^ , ft^

;

«o, h.,; • • •; rtp, bj, enthaltenden Stücke der Fläche T gehört, in diesem Stücke, und eine

solche nach dem in Art. 7 Bewiesenen durch ihre Randwerte vollständig l)estimmt ist.

Definiert man alsdann mit Hilfe der Funktionen r^, r^ zu dem Systeme [<"•"''''"> der beiden

durch die Schnitte (i, 1/ zerlegten Flächenstücke l\, L\ eine Funktion ju, = /n' i- ju,"

i

in der Weise, daß man, unter ^4,., B,, 31,, S8, die bei der Problemstellung in Art. 4 ge-

wählten, nur den Bedingungen:

mod .4,, = 1 , mod 5, = 1

;

(1
- B,)% =- (1 ~^,,)33,

unterworfenen Konstanten verstehend, für jeden Punkt x,y von I'\~ ju ^ r^, für jeden

Punkt r, // von ?Y ju = A,.Vi + %,, für jeden Punkt x, y von F.7 fi^^v.,, für jeden Punkt

X, 11 von 7''/^ = /)',,i'o + 33,, setzt, so besitzt die so zu dem Flächensysteme /''("'-''^ be-

stimmte Funktion //. die folgenden Eigenschaften. Zunächst ist ,a, als Funktion des

Punktes x, y in einem der vier Teile I<Y , F~, /'j+, /'!," des Systems J*''"'-''') betrachtet,

eine in dem Teile allenthalben einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y; zu-

dem sind ihre, allgemein mit /i,+, ^~ zu bezeichnenden, Werte in je zwei zum Schnitte

d oder zum Schnitte h' gehörigen, demselben Wertepaar x, y entsprechenden Punkten

cP"", cP~ in der Weise verknüpft, daß

längs d[fi^ = A,fi~ + %,,

längs & {^+ = 5,,^- + 33,.

ist. Ferner besitzt die Funktion /< nicht nur für jeden im Innern eines der vier ge-

nannten Teile des Systems /*'<"'*' liegenden Punkt x, y stetige Derivierte ^, ~-, ^, ^,
sondern auch noch für jeden auf einer der vier Begrenzungslinien a'^, d~, ?/+, b'~, aber

nicht zugleich auf einer Linie 2> liegenden Punkt cP^, beziehungsweise c/*", sobald man
die Funktion ju über ein diesen Punkt im Innern enthaltendes Stück der Begrenzungs-

linie hinüber den Gleichungen (©.) entsprechend stetig fortsetzt (vgl. Art. 3), und es

werden alsdann, ausschließlich auf Grund ihrer Definition, die allgemein mit ^^, -t^,

-TTT , ^-^ , V^ , -^ , ^T^, ^-^ ZU bezeichnenden Werte dieser Derivierten in ie zwei zum
ox- cy €x cy ox- cy '

Schnitte d oder zum Schnitte /;' gehörigen, aber nicht auf einer Begrenzungslinic 7> von
j/(a','')

liegenden, entsprechenden Punkten o/'"^, cP~ in der Weise verknüpft sein, daß

~
\ cx ' ex cy cy ex- ' ox- cy- cy-

längs 6'|^ = 5„|i^, |^ = i?„|fL, ^^i?„^, ^^^Bp^^ \ ox ' ox ^ cy cy ix- ' ox- ' dy cy
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ist. Endlich erfüllen die Derivierten r-^_, t-A für jeden Punkt j: >/ von f '<"''''', für den

ihre Existenz soeben festgestellt wurde, also für jeden nicht auf einer Begrenzungs-

linie ^j oder /?
gelegenen Punkt von _/<'<"'•'•'> die Oleichung A^ = gp +^ = (l.

Die Werte fij„ /u,,^, welche die Funktion /u längs der, mit j) + q zu bezeiclnienden,

Begrenzung von F^"''''"' l)esitzt, sind durch die Werte bestimmt, welche der Funktion ?'j

für die Begrenzung von l\ und der Funktion v„ für die Begrenzung von F„ vor-

geschrieben wurden. Durch passende Wahl dieser Werte im llahmen der Bedingung

der Stetigkeit kann an Stelle von jiip jede Funktion des Punktes x, y von /; gebracht

werden, welche den Bedingungen genügt, sich stetig zu ändern, solange der Punkt x, y

auf 7> seine Lage stetig ändert, al)er nicht den Schnitt a oder den Schnitt V überschreitet,

und beim Überschreiten des Schnittes a oder des Schnittes // sich der Gleichung

f.i^
^ A ,i.i~ + %,, l)eziehungsweise der Gleichung ^,t = -^^,7^,7 + 33, entsprechend zu ändern;

zugleich kann aber auch an Stelle von /t, jede Funktion des Punktes x, y von q gebracht

werden, welche den Bedingungen genügt, sich stetig zu ändern, wenn der Punkt x, y auf q

seine Lage stetig ändert, und in jedem Punkte [p, s) denselben Wert zu besitzen wie die

Funktion /lIj,. Es können also auf Grund der zu Anfang in bezug auf die Funktionen

r^, v„ gemachten Annahmen für eine zu bildende Funktion ju der beschriebenen Art die

Werte /u^,, ju,^, welche sie längs der Begrenzung j> + q von 7''*"''''' besitzen soll, im Rahmen

der e])en genannten Bedingungen beliebig vorgegeben werden.

Eine Funktion des Punktes x, y von F'-"'''''\ welche mit der Funktion /u. in den

aufgeführten Eigenschaften ü])ereinstinimt, soll eine Funktion vom Typus ju, genannt

wei'den. Ist ju eine solche Funktion, und dehniert man alsdann einerseits zu dem durch

den Schnitt a zerlegten Flächenstück F^'-"'^ eine Funktion r, in der Weise, daß man für

jeden Punkt x, y von Ff v^ = fi, für jeden Punkt x, y von F,^ Vi== A';:'^(/li—%) setzt,

andererseits zu dem durch den Schnitt // zerlegten Flächenstück J'^*'^ eine Funktion r^

in der Weise, daß man für jeden Punkt x, y von Ff Vi= )i, für jeden Punkt x, y von F^
v.2= Iif\/ii—'^,) setzt, entfernt hierauf die Schnitte«',?»', indem man beachtet, daß die

Funktion v^ in je zwei zum Schnitte a gehörigen entsprechenden Punkten c/*"^, c/"", die

Funktion v^ in je zwei zum Schnitte // gehörigen entsprechenden Punkten cP'^, cP" denselben

Wert besitzt, so ist v, {»^h^) eine zu F^ gehörige Funktion von derselben Art, wie die

zu Anfang definierte Funktion v^, und es hängt zugleich ju, von v^, v^ in derselben Weise

ab wie die früher gebildete Funktion fi von den Funktionen v^, v.y Die Gesamtheit

der Funktionen vom Typus /n deckt sich also mit der Gesamtheit derjenigen Funktionen,

welche durch das zur Bildung von /u. benutzte Verfahren erzeugt werden können. Be-

achtet man nun noch, daß die beiden Funktionen v^, v^ vollständig bestimmt sind, so-

bald man die Werte von v^ längs der Begrenzung von F^ und die Werte von v^ längs
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der Begren/Aing von F^ kennt, und daß diese Werte zugleich mit den Werten Jij,, Ji,j,

welche die Funktion fi längs der Begrenzung ^ + g von i*'*"''''' besitzt, bekannt sind, so

erkennt man schließlich, daß eine Funktion jli vom 1'ypus /u, durch die Werte, welche

ihr für die Begrenzung 2> + ^1 '^"ii i/'"'-'"') im Kahmen der früher genannten Bedingungen

vorgeschrieben werden, vollständig bestimmt ist.

Mit llücksicht auf die folgende Untersuchung soll die Differenz fi*= ju. — jLi irgend

zweier Funktionen /.i, ju vom Typus fi noch einer besonderen Betrachtung unterzogen

werden. Eine jede in der angegebenen Weise entstehende Funktion des Punktes x,ij

von F'-"''^"' soll eine Funktion ju* genannt werden. Ohne Mülie erkennt man, daß man
die sämtlichen Funktionen fi* auch erhält, wenn man für jeden Punkt x, y von i''f

^*=*'i, für jeden Punkt x, y von F^ fi* = A,.v^, für jeden Punkt x, y von Fr ^*==)^o,

für jeden Punkt x, y von F.t /u,*= B,.v.^ setzt und alsdann an Stelle von r^, v., jedes

überhaupt existierende Funktionenpaar von der zu Anfang charakterisierten Art treten

läßt. Die den Konstanten A,., B^ auferlegten, durch die Gleichungen niod^,, = 1,

mod B, = 1 ausgedrückten Bedingungen wirken nun bei einer Funktion ^* in eigentüm-

licher Weise auf das Verhalten von mod ^a* ein. Um dies einzusehen, beachte man zu-

nächst, daß nach dem in Art. 5 Bewiesenen mod j'^ für keinen Punkt von F^, mod »/^

für keinen Punkt von F„ größer ist als der mit (r zu bezeichnende Maximumwert in

der Gesamtheit der Werte, welche sich aus den Werten von mod v^ längs der Be-

grenzung von F^ und den Werten von mod v„ längs der Begrenzung von F., zusammen-

setzen; beachte weiter, daß auf Grund der zwischen je zwei Funktionen v^, v., und der

aus ihnen erzeugten Funktion ^* bestehenden, soeben aufgestellten Gleichungen für

jeden Punkt x, y von F^^"'^ mod ^* = mod v^ , für jeden Punkt x, y von Z<y''> mod /jl* = mod r^

ist, und berücksichtige endlich noch, daß infolge dieser letzten Beziehungen die Größe G
zugleich auch das Maximum derjenigen Werte ist, welche mod ^* für die Punkte der

Begrenzung p -\- q von F^"'''''"^ besitzt. Man gelangt dann schließlich zu dem wichtigen,

dem Hilfssatze I analogen Satze, daß mod /t* für keinen Punkt des Systems /-'("''''' größer

ist als das Maxinmm G der Werte, welche mod fi* für die Punkte der Begrenzung p + q

von i'''"''"'' besitzt.

Auf Grund der in bezug auf die Punktionen v^, n gemachten Annahmen kann

man jetzt zu dem die sämtlichen Punkte v(m F'-"'"'''^ und K enthaltenden, von den

Linien p und s begrenzten Doppelring Z)'"'''''^ eine einwertige Funktion u = u + ii'i des

Punktes x, y bestimmen, die, als Funktion des Punktes x, y von J*''"'-'''* beti'achtet, sich

wie eine Funktion vom 'J'ypus fx, als Funktion des Punktes x, y von A' betrachtet,

sich wie eine Funktion von der im Satze I definierten Art verhält, und die zudem

längs der, mit p + s zu bezeichnenden, Begrenzung von J)',"'-'''' mit einer vorgegebenen

einwertigen Funktion /'= /"+ f'i des Begrenzungspunktes dem Werte nach ül)ereinstinimt.
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Die Funktion f hat nur den Bedingungen zu genügen, sich stetig zu ändern, solange

der Begrenzungspunkt seine Lage stetig ändert, aber nicht den Schnitt «' oder den

Schnitt y überschreitet, und beim Überschreiten des Schnittes u oder des Schnittes V sich

der Gleichung /'^ = AJ''^ + %,., bezieliungsweise der Gleichung f'^ = B,f~ + 33,, entsprechend

zu ändern. Eine solche Funktion n soll »jetzt bestimmt werden.

Zu dem Ende wähle man für die Begrenzung j; + q von F^"'''''^ eine einwertige

Funktion (j=<i' + (i"i des Begrenzungspunktes, welche sich stetig ändert, solange der

Begrenzungspunkt seine Lage stetig ändert, aber nicht den Schnitt a oder den Schnitt b'

überschreitet, welche beim Überschreiten des Schnittes a oder des Schnittes // sich der

Gleichung //+ =- .i,//" + 5(,, beziehungsweise der Gleichung (ß = B,g~ + ')&,. entsprechend

ändert, und welche zudem für jeden Punkt einer Linie p mit der vorgegebenen Funktion f

dem Werte nach übereinstimmt, sodaß also die Gleichung ,(/^,=- /'j, besteht, und bestimme

alsdann einerseits zu dem Systeme F^"'^'''^ in Übereinstimmung mit den gemachten An-

nahmen Funktionen «'", u^'^\ ti-^\ vom l\vpus /x, andererseits zu der Kreisfläche K
auf Grund des Satzes I Funktionen «'-', ^<'^'. v/''", • • von der in dem Satze detinierten

Art, in der Eeihenfolge «*'', u^-\ iPK • • dadurch, daß man die Werte, welche die Funktionen

m''', m*^', «/^*, • • • längs der Begrenzung ]> + q von F^'''''''\ und die Werte , welche die

Funktionen u^-\ w'**, «*''',
• • • längs der, mit r + « zu bezeichnenden, Peripherie von K be-

sitzen sollen, in d(n- Weise wählt, daß

für
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Funktion ü eine Funktion vom Typus jx, die für jeden Punkt der Kreisfläche K
existierende Funktion ü eine zu K gehörige Funktion von der in dem Satze I definierten

Art ist, und daß das Verhalten der Funktion u längs der Begrenzung p + q von J^'^"''*'),

sowie das Verhalten der Funktion u längs der Begrenzung r + s von K charakterisiert

ist durch die Gleichungen:

K = fv , «,. = w,

,

ü,,

=

i, , w, = /:

;

endlich noch, daß die Funktionen n, u für jeden Punkt x, y irgend eines der vier dem
Systeme i^*"'-*'' und der Kreisfläche K gemeinsamen, von je einer einzigen Linie q und

einer einzigen Linie r begrenzten Abschnitte denselben Wert besitzen.

Definiert man nun für die von den Linien p und s begrenzte zusammenhängende
Fläche D'f''''"' eine Funktion u in der Weise, daß man für jeden Punkt des Systems y»''"'-'''*

u = ii, für jeden Punkt der Kreisfläche K u = Tt setzt, so ist die so bestimmte Funktion ti

eine einwertige Funktion des Punktes x, y von 7/"'-''' mit den verlangten Eigenschaften,

da sie, als Funktion des Punktes x, y von F^"''''^ betrachtet, sich wie eine Funktion

vom Typus ^, als Funktion des Punktes x, y von K betrachtet, sich wie eine Funktion

von der im Satze I definierten Art verhält, und sie zudem, auf Grund der Gleichungen

Wp=Mp=/'p, ti^=u^=f^, längs der Begrenzung p -\- s von D'/''''' mit der vorgegebenen

Funktion f des Begrenzungspunktes dem Werte nach übereinstimmt.

Man lege jetzt in die Fläche 1)^'''''^ die ursprünglichen Schnitte «,,, h^ hinein,

bezeichne die vier Gebiete, in welche dadurch Z^f'-'''* zerfällt, mit (r^, G.., G^, G^ in der

Weise, daß Gi das an aj, h~, «'+, // ^ anstoßende, G^ das an a^, h:^, a'~, h'^ anstoßende,

G-i das an a~, h'^, «'+, y~ anstoßende, endlich 6^4 das an a^, i^, a", b'~ anstoßende Gebiet

ist (s. Fig. 13), und definiere alsdann zu der aus T)*"''*' durch Einführung der Schnitte

«,,, h,. entstandenen, mit 1)\ zu bezeichnenden, Fläche mit Hilfe der soeben gewonnenen

Funktion u eine Funktion U dadurch, daß man für jeden Punkt r, y

von Ttj
{ r/-= M,

von G^[U = A^u + %,.,

von 04 U= B,u + 33,,,

von G,
[
U = A,.{n,:u + 93„) + %,. = B,.{A,.u + St„) + 33.,

setzt. Die so zu der Fläche J),. bestimmte Funktion U besitzt die folgenden Eigen-

schaften. Zunächst ist U, als Funktion des Punktes x, y in einem der vier die

Fläche ])[ bildenden Gebiete Cfi, G.,, G.^, G^ betrachtet, eine in dem Gebiete allenthalben

einwertige und stetige Funktion des Punktes x, y; zudem sind ihre Werte U'^, U~ in

P-R, I. 17
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Fig. 13.

je zwei zum Schnitte o' oder zum Schnitte // gehörigen entsprechenden Puidvten cP^, cf

in der Weise verknüpft, daß

{S) längs d { U^ = U-, Irmgs h' [
?/+ = IJ-

ist, (higegen ihre Werte U'^\ U~ in je; zwei zum Schnitte «,. oder zum Schnitte b,.

geliörigen entsprechenden Punkten c/^^, cP~ in der Weise, daß

(S.)
längs «„{?/+== J„f/^ + 2t„.

längs h,.
{
m = B,. U- + 33,

ist. Ferner besitzt die Funktion U nicht nur für jeden im Innern eines der vier

genannten Gebiete liegenden Punkt x, y stetige Derivierte "ä^ ' 37 » 4^? > "^ > sondern

auch noch für jeden auf einer der Begrenzungslinien d *', d', h'^, l/~, a^, a~, b^, h'^ der

Gebiete, aber nicht zugleich auf einer Linie ^j liegenden Punkt c/'^ beziehungsweise c/"",

sobald man die Funktion II über ein diesen Punkt im Innern enthaltendes Stück

der Begrenzung des ])etreffenden Gebietes hinüb(^r den Gleichungen (X), (8,,.) entsprechend

stetig fortsetzt, und es werden alsdaim, ausschließlich auf Grund ihrer Definition, die

Werte dieser Derivierten in je zwei entsprechend(>n , aber nicht auf einer Begrenzungs-

linie 2' von J)„ liegenden Punkten cP^ , cP~ in dei- Weise verknüpft sein, daß



dx '
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Punkt stcfnir Dcrivkrte '-^, ^, ^r-f, -r-f besitzt idkI der /Hirfidlcn Diffcrenfiahilcichunn'
( X (!y (Ix r;r

Ar^ = '—TT + C-^ = //ci/ii/if, cmUich läiifis der BajiritztDUj von l\ mit der (/cirählfcn Fnuldion

des Bc(itrnzHn()spi(}tkfcs dem Werte mich idiereinstininit , so läßt sieh auch zu dem Doppel-

rinfi I)\ eine Fundametitidfunhtion bilden, welche Jän<is der Hegrenzunci 2), desselben mit

einer heliebi;! rornetjehenen einwertigen und stetigen Funktion des Begrenzungspunktes dem

Werte nach idjereinstimmt."

10.

Unter Beiiut/uug der in den l)eiden vorhergehenden vVrtikehi gewonnenen Kesultate

soll jetzt zur Jjösung der in Art. 4 gestellten Aufgal)e geschritten werden.

In der Fläche T seien, nachdem man die 2p schon in Art. 1. definierten, aus

Stücken gerader Linien sich zusammensetzenden Linien u^Ji^; (i-,,bi; ', 'i^,b,, als Hilfs-

linien, aher nicht als Schnittlinien eingeführt hat, die q in Art. >'5 definierten ein-

blättrigen oder mehrblättrigen KreisergänzungsHächen Kl, JC, , K'^, welche die q un-

endlich fernen Punkte c/",, c/l, • • •, cP,^ beziehungsweise enthalten, sowie die s — q ebendort

definierten mehrljlättrigen beziehungsweise einl)lättrigen Kreisflächen K,j^i, h\_^.^, ••, K„

welche die /• im Endlichen gelegenen Windungspunkte c/^^ + i, c/', + 2J--->'^^^, + r und dies — 5' —

r

willkürlich gewählten Punkte c/',^.,.+ ,, c/!^ + ,. + 2 7
• • •' '^^^, beziehungsweise als Mittelpunkte

besitzen, abgegrenzt. Die Radien der die s Flächen K', K begrenzenden, mit $t', .^ zu

bezeichnenden, einfachen oder mehrfachen Kreislinien sind so gewählt worden, daß die

Flächen K' , K getrennt liegen und keinen Punkt der Linien a, h enthalten. Man

grenze nun weiter zu den }> Mündungspunkten der Linien a, b als Mittelpunkten Kreis-

flächen iV/j, M^, , M], mit so kleinen Radien ab, daß die alsdann in der Fläche T
abgegrenzten Flächen 7i", A', 3/ getrennt liegen, die, mit 9Jf, zu bezeichnende, Peripherie

von M,. (1 = 1,2, ,p) mit den Linien a,, b,. je zwei nicht mit Eckpunkten zusammenfallende

Punkte gemeinsam hat, aber keine der ül)rigen Linien a, h trifft, und die in die Ki'eis-

fiäche il/,, fallenden Teile der Linien a,., b,, vier Radien von M, bilden. Das an die

konkaven Seiten der die Kreisergänzungsfiächen A" begrenzenden Kreislinien Ä' und an

die konvexen Seiten der die Kreisflächen K, 3/ begrenzenden Kreislinien ft, 9J{ anstoßende,

von diesen Kreislinien begi'enzte, ganz im Endlichen liegende und keinen Windungspunkt

enthaltende, (37; + s)-fach zusammenhängende Stück S der Fläche T soll nun, um eine

Grundlage für die Herstellung eines bestimmten Systems gleichgroßer Kreisflächen zu

gewinnen, mit einer quadratischen Teilung versehen werden. Dazu sind die folgenden

Konstruktionen erforderlich.

Man konstruiere, unter S eine gleich näher zu bestimmende positive Zahl ver-

stehend, zunächst zu jeder der s + p Kreislinien ^', il, 3J{ die beiden ihr im Abstände d
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parallelen Kreislinien und bezeichne von den so erhaltenen Hilfskreislinien die s -\- ]} im

Innern der Flächen A", K, M beziehungsweise liegenden mit ft', Ä\ W, die s -\- p noch

übrigen entsprecliend mit W, i, §f. Durch die s+p Paare W, t'; Ü, t; 9Jf, W. kon-

zentrischer Hilfskreislinien sollen s + p getrennt liegende Kingflächen von der Beschaffen-

heit abgegrenzt sein, daß die ersten s keinen Punkt der Linien a, h enthalten, die

durch 9)J,., 9Jiv (• = 1.2. .;-) begrenzte liingfläche keinen Punkt der Linien «,, h^•, ;
«,,_!, h,-i', «, + 1, ^, + 1' '

^'i" ^'p t-iithält, die Linie 50?,, mit den Linien a,., b,. je zwei

nicht mit Eckpunkten zusammenfallende Punkte gemeinsam hat, und die innerhalb

M,, gelegenen Teile dieser Linien vier Radien von SUf, l)ilden. Jetzt grenze man zu

dem Linienpaare «,, />,, (. = 1,2, ,;>) einen dasselbe enthaltenden Doppelring (/,, ab durch

eine in sich zurücklaufende gebrochene Linie @„ von der Art, daß ihre Stücke

paarweise den Stücken des Linienpaares «,,, b,. im Abstände fJ parallel sind und

überdies bei einem negativen Umlauf um den Doppelring G',, jedes einzelne Stück

von %,. in derselben Eichtung durchlaufen wird wie die ihm zugewendete Seite des

korrespondierenden Stückes von a,. oder ?>,, bei einem Durchlauftm in der früher

(s. Fig. 4) durch die Pfeile markierten Eichtung. Die p Doppelringe (tj, G.,, •, Gp

sollen getrennt liegen und zudem soll für v = '[,2,- , 2^ ^^ßi" Doppelring G^, mit der

durch 'Sil,, 9JJ,, begrenzten Eingfläche vier von je zwei Parallelen und je zwei Kreis-

bogen begrenzte, getrennt liegende Flächenstücke, aber weiter keinen Punkt gemein-

sam haben, dagegen von den .s+^; -1 übrigen Ringttächen getrennt liegen. Man erkennt

ohne Mühe, daß bei gegebenen ft', k, W, «, b sich stets eine, aber auch nur eine

positive Zahl d' bestimmen läßt, sodaß für jede unter S' liegende positive Zahl J"

nicht nur die verlangten Konstruktionen ausführbar sind, sondern auch die gewünschten

Gebilde entstehen.

Um nun die erwähnte quadratische Teilung zu erhalten, denke man sich, untei- A

die durch die Gleichung A =- y definierte Zahl verstehend, in der Z-Ebene, über welcher

die Fläche T ausgebreitet ist, die den Gleichungen x = in?., '«-0, _j|_^^ , entsprechenden

Parallelen zur F.!'-Achse, sowie die den Gleichungen //=- «;A, '" = "' A]-l] , entsprechenden

Parallelen zur X-Achse gezogen und übertrage die in der Z-Ebene durch diese Linien

bestimmte quadratische Teilung in jedes der n Blätter von T. Aus einem in der

Z-Ebene durch die Teilung entstandenen, die Seitenlänge A besitzenden, Quadrate als

Grundquadrat gehen dann in der Fläche T immer n Quadrate hervor, wenn über jedem

inneren Punkt desselben n Punkte von T liegen; l)eflndet sich dagegen über einem

inneren Punkt des Grundquadrates ein Windungspunkt von 7\ so kommt unter den

aus dem Grundquadrate hervorgehenden Flächenstücken von T zum mindesten ein

mehrblftttriges quadratisches Flächenstück vor. Infolge der Gleichung A = 4r liegen die
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Sämtlichen etwii in T vorkommenden mehrblättrigen quadratischen Flächenstücke im

Innern der r mehrblättrigen Kreisflächen /v', + i, K^^.,,- . ]\\ + ,- Alle nicht aus den Kreis-

flächen K, M heraustretenden Quadrate und mehrblättrigen quadratischen Flächenstücke

sowie alle nicht aus den Kreisergänznngsflächen K' heraustretenden Quadrate denke

man sich nun entfernt; das System der übrig bleil)enden, füi- das Folgende ausschließlich

in Betracht kommenden (Quadrate möge mit Q bezeichnet und das zum Flächenstücke S

gehörige Quadratsystem genannt werden. Ein Quadrat des Systems Q, durch welches

eine der, in ihrer Gesamtheit die Begrenzung des Flächenstückes 8 bildenden, Kreis-

linien $t', St, 3JJ hindurchgeht, nenne man ein endständiges Quadrat, oder auch,

wenn hervorgehoben werden soll, daß es von einer ])estimmten der Kreislinien ^ , ^, 2){

durchsetzt wird, ein zu der Kreislinie gehöriges endständiges (Quadrat. Die zu einer

der Kreislinien ^'', ^, SOf gehöi'igen endständigen Quadrate liegen sämtlich im Innern der

zu der Kreislinie konstruierten Ringfläche.

Einem jeden (Quadrate des Systems Q m(")ge nun eine, allgemein mit k zu

bezeichnende, Kreisfläche zugeordnet werden und zwar diejenige, welche zu dem Mittel-

punkt des (Quadrats als Mittelpunkt mit dem Radius q - y A - — abgegrenzt werden

kann. Eine jede dieser Kreisflächen /r soll nach dem (Quadrate, dem sie zugeordnet

ist, kurz der Kreis k des (Quadrates genannt werden. Liegen zwei (Quadrate

getrennt, so liegen auch ihre Kreise /(• getrennt; haben dagegen zwei Quadrate eine

Seite oder auch nur eine Ecke gemeinsam, so haben ihre Kreise k ein Kreisbogen-

zweieck gemeinsam. Die Kreise k der zu einei- der Kreislinien Sl', ^, 3JJ gehörigen

endständigen (Quadrate liegen sämtlich im Innern der zu d(>r Kreislinie konstruierten

Ringfläche.

Es soll jetzt schließlich noch zu dem Linienpaare a,,h^ (. = 1,2, ,p) ein Doppel-

ring />, von der in Art. !» charakterisierten BeschMfl'enheit gebildet werden. Zu dem

Ende konstruiei'e man zunächst eine in sich zurücklaufende gebrochene Lini(> ,^,., deren

Stücke paarweise zu den Stücken des Linienpaares «,,, A,, im Abstände — parallel sind,

bezeichne den von ^,, begrenzten, einen Teil des Doppelrings (i,. l)ildenden Doppelring mit 7/,.

und denke sich die nicht aus (t,, heraustretenden, zu 5CI{,, gehörigen endständigen (Quadrate

zugleich mit den im Innern von //,, gelegenen nicht endständigen Quadraten des Systems Q
schraffiert. Die Kreise k der schrafflerten Quadrate füllen dann zwei getrennt liegende

einfach zusammenhängende Flächenstücke b\,, l\,, aus, die zu der Kreisfläche M,. nicht

nur so liegen, daß durcli Vereinigung der Flächen l'\,., Z'» ,,, M, ein Doppelring I), von

der gewünschten Beschatt'enheit entsteht, sondern auch so, daß die in J/,, hineinfallenden

Teile der Begrenzungen von 1<\,,, L\^ ein Kurvensystem q von der im Hilfssatze II

charakterisierten Art bilden. Um die Richtigkeit der letzten Behauptung einzusehen,
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hat man zunächst zu beachten, tlaß etwaige Schnittpunkte der Peripherie de^s zu ii'gend

einem nicht endständigen schraffierten (Quadrate gehörigen Kreises /.• mit der Peripherie ')}Jt,

stets auf den in die schraffierten endständigen Quadrate fallenden Bogen von d)i, liegen,

da anderenfalls ein innerhalb J[, gelegenes, nicht endständiges Quadrat mit einem aus

(t, heraustretenden, also ganz außerhalb //,, gelegenen endständigen Quadrate zum
mindesten eine Ecke gemeinsam halben würde, und daß daher die in die Kreisfläche M,

fallenden Teile der Begrenzungen von /'',,, /'',,,, ausschließlich \'()n Peripherieteilen der

zu endständigen schraffierten (Quadraten geh(')rigen Kreise k ge])ildet werden. Beachtet

man dann weiter noch, daß ein etwa auf DJ,, fallender Schnittpunkt der Peripherien

zweier zu schraffierten endständigen Quadraten gehörigen Kreise /. notwendig in einem

dritten schraffierten endständigen Quadrate liegt, also kein Punkt der Begrenzungen

von l'\ ,., /'2 ,. sein kann, so erkennt man schließlich, daß ein auf der Begi'enzung von

K,r ('' = '3) iu einer und derselben Richtung sich bewegender Punkt von einer Stelle an,

wo er in das Innere der Kreisfläche M, eintritt, bis zu der zunäclist folgenden Stelle,

wo er austritt, sich ganz im Innern von Jl/,, bewegt, und daß weder an der Eintritts-

noch an der Austrittsstelle eine Berührung zwisclien der Peripherie 30J, und den in die

Fläche M,. fallenden Teilen der Begrenzungen von J<\ ,., F.^,, stattfinden kann. Damit

ist aber die aufgestellte Behauptung bewiesen.

Das von Kreisen h ausgefüllte, einfach zusammenhängende Flächenstück i\,. (>; = i,2)

kann num sich nun auch allmählich in der Weise entstanden denken, daß num zunächst

irgend einen der in ihm liegenden Kreise I; fixiert und dann die noch übrigen Kreise A-

einzeln in einer solchen Reihenfolge hinzunimmt, daß die m in irgend einem Stadium

dieses Prozesses vorhandenen Kreise h stets eine einfach zusammenhängende Fläche <5^„

ausfüllen. Der zuletzt hinzugenonnnene ««'" Kreis steht dann zu d(!r von den m — 1

vorher schon vorhandenen Kreisen k gebildeten Fläche cÄ„,^i hi solcher Beziehung, daß

mit Hilfe des in Art. 8 auseinandergesetzten Verfahrens zur Fläche c^„ stets eine ein-

wertige Funktion ii =- u + li'i des Punktes x, y, welche für jeden Punkt von o^„ stetig

ist, für jeden im Innern von c7^„ gelegenen Punkt stetige Derivierte |^, -^, —,, ^
besitzt und d(u- Ditferentialgleichung A w = genügt, endlich längs der Begrenzung von

c>^„ mit einer ])eliel)ig vorgegebenen einwertigen und stetigen Funktion des Begrenzungs-

punktes dem Werte nach übereinstimmt, gebildet werden kann, sobald man eine dei-artige

Funktion für die Fläche c/^„^, bilden kann. Da dieses aber für die Fläche c/j, die ja

mit dem zuerst fixieiien Kreise /. identisch ist, auf (ii-uud des Satzes I möglich ist, so

ist es auch für jede der Flächen cÄ,, cF.^, • • • nujglich, und es läßt sich daher auch zu der

Fläche F.^,., insofern sie mit der letzten dieser Flächen identisch ist, eine Funktion

«( = %,, von der erwähnten Beschaffenheit bilden. Jetzt führe man schließlich noch

in die Fläche T die Schnitte «,, ?v, , i = i,ä, ,,<, ein, jedoch ohne die beiden Seiten dieser
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Schnitte als Begrenzungslinien anzusehen, bezeichne die dadurch aus T hervorgehende

Fläche, wie es schon in den früheren Artikeln immer geschehen ist, mit T und

den dadurch aus dem oben gel)ildeten Doppelring 7>,, hervorgehenden, die Schnitte «,, h,

in seinem Innern enthaltenden, Doppelring, tler in Art. !) angewandten Bezeichnung

ents[)rechend, mit 1)\.

Nach diesen Voi'bereitungen soll jetzt mit der Integration der Ditterentialgleichung

A?/ = () im Sinne der in Art. 4 gestellten Aufgabe begonnen werden. Dabei hat man

sich den in Art. 7 eingeführten Begriff der zu einem Stücke oder einem Systeme von

Stücken der Fläche T gehörigen Fundamentalfunktion gegenwärtig zu halten, also vor

allem die bei der Einführung dieses Begrittes gemachte Voraussetzung zu beachten, daß

die Fläche T die Schnitte «i, ?y,; a.,, b.^, ••; a^,, h^ enthält, daß in ihr die Punkte

ci^\,cK,---,cP, markiert sind, und daß zudem die den Schnitten a, h zugeordneten Konstanten ,

A, II, %, iö und die den Punkten c/',, c/Z, • • •, c'Z zugeordneten Funktionen (p mit Rücksicht

auf das gestellte Problem ein für allemal festgelegt sind. Auch ist im Auge zu behalten,

daß eine zu einem Flächenstücke oder Flächensysteme F gehörige Fundamentalfunktion

ihrer Detiiiition gemäß für jeden Punkt der Begrenzung von F einwertig und stetig

ist, und daß (!ine solche Fundanientalfuuktion durch die Werte, welche sie längs der

Begrenzung von /-' besitzt, oder, wie im folgenden zur Abkürzung immer gesagt werden

soll, durcli die ihr (Mitsprechende Randfunktion vollständig bestimmt ist.

Zunächst kann man auf (Jrund des Satzes IV zu jeder der ry Kreisergänzungs-

flächen A'i', Tu,--, h',j, auf (iruud des Satzes II zu jeder der s — q Kreisflächen A',^.,,

K,^^,,,--, K, und auf (irund des in Art.!) ausgesprochenen Satzes zu jedem der p
Doppelringe 1)\, 1)., . !>], eine Fundamentalfunktion mit beliebig vorgegebener ein-

wertiger und stetiger Randfuid<tion bilden. Man hat dabei für die Bildung von Funda-

mentalfunktionen zum l)o])pelring I)\. (i = i,ä, ,p) nur zu beachten, daß die vorher ge-

bildeten Flächenstücke /'i^, , /•',,_, zu der KreisHäche il/,, in derselben Beziehung stehen

wie die bei dem Satze des Art. genannten Flächenstücke F^, F„ zu der ebendort ge-

nannten Kr(Msfläch<^ K, daß die Funkticm «^ ,,, deren Bildung oben l)esprochen wurde,

sich in bezug auf die Fläche F^^ (>!-i,-') gerade so verhält wie die in dem erwähnten

Satze genannte Funktion v^ in bezug auf die Fläche F^, und daß die für v*^ „ vor-

zugebende Randfunktion ebenso wie die für v^ \orzugebende nur den Bedingungen der

Einwertigkeit und Stetigkeit unterworfen ist.

Die s + p getrennt liegenden Flächen A", K, D' lassen sich zu gewissen ebenfalls

noch getrennt lieg(>nden, ausschließlich von Peripberieteilen der Kreise k begrenzten
\ \ \

Flächen, zu deren Bezeichnung die Buchstaben A", K, 1)' beziehungsweise verwendet

werden sollen, dadurch erweitern, daß man zur Fläche A'J (.> = i,2, ,9) die Kreise Ä- der

sämtlichen zu it'„ gehörigen endständigen Quadrate, zur Fläche A'„ c<. = v + i, » + -',,.) die
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Kreise k der sämtlichen zu ^„ gehörigen endständigen Quadrate, dagegen zur Fläche D,'

(. = 1,2, ,p) die Kreise /o der sämtlichen nicht schraffierten zu äR,, gehörigen endständigen

Quadrate hinzunimmt. Bei jeder der s +^j Flächen K', K, D' sollen nun die genannten

Kreise h einzeln in einer solchen Reihenfolge hinzugenommen werden, daß in jedem

Stadium des Erweiterungsprozesses der zuletzt hinzugenommene Kreis /.• zu der vor

seiner Hinzunahme vorhandenen Fläche in derselben Beziehung steht wie der zu

Anfang des Art. 8 eingeführte Kreis K zu dem ebendort eingeführten Flächensysteme F.

Das Verlangte kann, wie einfache Überlegungen zeigen, dadurch geleistet werden,

daß man allgemein zu der Fläche K,[, K„ oder i*,' von den genannten Kreisen k
\ \ \

zunächst diejenigen, welche ganz innerhalb der vorher definierten Fläche K^, K„, D„

beziehungsweise liegen — wenn solche Kreise k überhaupt vorhanden sind — in

beliebiger Reihenfolge hinzunimmt und weiter dann die noch übrigen Kreise k, der

Einfachheit wegen, in solcher Reihenfolge, daß dieselbe derjenigen Reihenfolge entspricht,

in welcher die zugehörigen Quadrate bei einem Durchlaufen der betreffenden Kreislinie

^'„, ^„ oder y)l,. durchsetzt werden. Beachtet man dann, daß sich, wie schon oben

ausgeführt wurde, zu der ursprünglichen Fläche, mag dieselbe eine Fläche K,,, K„

oder D„ sein, eine Fundamentalfunktion mit l)eliebig vorgegebener einwertiger und

stetiger Randfunktion bilden läßt, und daß bei der Erweiterung dieser Fläche durch

successives Hinzunehmen der genannten Kreise k in der angegebenen Reihenfolge jeder

neu hinzukonnnende Kreis in bezug auf die vor seiner Hinzunahme vorhandene Fläche

die in dem Satze des Art. 8 gestellte Lagen) )edingung erfüllt, so erkennt man, daß man
auf Grrund des genannten Satzes successive zu jeder der im Laufe des Erweiterungs-

prozesses entstehenden Flächen und daher auch zu der schließlich entstehenden Fläche

K'„, K„ oder 1)'^ eine Fundamentalfunktion mit beliebig vorgegebener einwertiger und

stetiger Randfunktion bilden kann.

Die bis jetzt noch nicht verwendeten Kreise k der Quadrate des Systems Q
füllen ein, ganz im Endlichen liegendes und keinen Windungspunkt enthaltendes, (s +p)-

fach zusammenhängendes Stück der Fläche T aus. Das System der s+p getrennt
A A A

liegenden Flächen A", K, J)' soll nun dadurch zu einer zusammenhängenden Fläche er-

weitert werden, daß man die eben genannten Kreise k bis auf einen vorher beliebig

zu wählenden, mit k^ zu bezeichnenden, Kreis hinzunimmt, und zwar sollen diese

Kreise k einzeln in einer solchen Reihenfolge hinzugenommen werden, daß in jedem

Stadium des Erweiterungsprozesses die überhaupt noch übrigen Kreise k ein zusammen-

hängendes Stück der Fläche T ausfüllen. Beachtet man dann, daß sich nach dem vor-
A A A

her Bemerkten zu jeder der s+p Flächen K',K,D' eine Fundamentalfunktion mit

beliebig vorgegebener einwertiger und stetiger Randfunktion bilden läßt, und daß bei

P-H, 1. 18
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der Erweiterung dieser Flächen durch successives Hinzunehmen der genannten Kreise h

in der beschriel)enen Reihenfolge ein neu hinzukommender Kreis die Anzahl der vor

seiner Hinzunahme vorhandenen getrennt liegenden Flächen, wenn er in m derselben

eingreift, um »i — 1 vermindert und zugleich in

bezug auf das System dieser ni Flächen, welches

durch seine Hinzunahme zu einer von einer einzigen

geschlossenen Linie begrenzten Fläche erweitert

wird, immer die in dem Satze des Art. 8 gestellte

Lagenbedingung erfüllt, so erkennt man, daß man
auf Grund des genannten Satzes successive zu

jedem der im Laufe des Ei'weiterungsprozesses

entstellenden Systeme von s -\- j) oder von weniger

als H -\- p Flächen, und daher auch zu der schließ-

lich entstellenden, von vier ganz innerhalb der

Kreisfläche /.,, liegenden Kreisbogen begrenzten, in

Fig. 14 durch Schrafflerung angedeuteten und mit

/' zu l)ezeichnendeii Fläche eine Fundamental-

funktiou mit l^eliebig vorgegebener einwertiger und stetiger Randfunktion bilden kann.

Fig. 14.

11.

Nachdem im vorhergehenden Artikel die Integration der Differentialgleichung Am=0
für die durch Erweiterung der Flächen K\ K, // entstandene, die sämtlichen Schnitte

«1 . hj ; a.2 , /a, ;
• • • ; «^, , b^, und die sämtlichen Punkte cP^ , o/!, , • •, c/',

in ihrem Innern enthaltende Fläche F unter den vor-

gegebenen Unstetigkeitsbedingungen geleistet worden ist,

soll jetzt von der Fläche /<' zu einer von einer einzigen

Kreislinie begrenzten, die Fläche F als Teil enthaltenden

Fläche V'p übergegangen werden. Man denke sich die

neue Fläche /''„ dadurch erzeugt, daß man zur Fläche F
diejenige RingÜäche L, welche durch die ganz innerhalb

F liegende, den Radius It = y A besitzende, Peripherie r

der Kreisfläche /^^ und eine mit ihr konzentrische, ganz

außerhalb F liegende Kreislinie s vom Radius R ^ — X

*'* '"
begrenzt wird, hinzunimmt, sodaß also die Begrenzung

von /<'„ durch die Kreislinie s gebildet wird (s. Fig. 15), und beachte, daß man nach dem
im vorhergehenden Artikel Bewiesenen zu der von dem Kreisbogenviereck (j begrenzten
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Fläche F eine Fundanientalfunktion mit beliebig vorgegebener einwertiger und stetiger

Randfunktion , auf Grund des Satzes V dagegen zu der, von den Kreislinien r, s be-

grenzten, Kingfläche L eine Funktion von der im Satze V definierten Art l)ilden

kann, welche sowohl längs der Begrenzungslinie r wie längs der Begrenzungslinie s

mit einer l)eliebig vorgegebenen einwertigen und stetigen Funktion des Begrenzungs-

punktes dem Werte nach übereinstimmt. ICs ist dann zu zeigen, daß man auch zu

der die sämtlichen Punkte der Flächen /•', L enthaltenden Fläche /',, eine Fundamental-

funktion bilden kann, welche längs der Begrenzung s von J'\ mit einer beliebig vor-

gegebenen einwertigen und stetigen Funktion f,
=

f,' + fs"i- des Begrenzungspunktes dem

Werte nach übereinstimmt.

Zu dem Ende wähle man für die Begrenzung q von F eine einwertige und

stetige Funktion
fl,,

^
</,, + (/,,' des Begrenzungspunktes und bestimme alsdann einerseits

zu der Fläche F Fundamentalfunktionen w*'\ «''', if''\ , andererseits zu der Eingtläche L
Funktionen «'>, u^*\ if^\ • von der im Satze V definierten Art, in der Reihenfolge

u"\ u^'\ M*'^', • • dadurch, daß man die Werte, welche die Funktionen u^^\ tP\ #>, • • • längs

der Begrenzung q von /•', und die Werte, welche die Funktionen u'--\ «'^', «<"', • • längs

der Randlinien r und s von L besitzen sollen, in der Weise wählt, daß

für «f"{*tW-^,
,

für «<''

für u^'> [uf^ -^ uf\ für «<"'

für if'^-uf^ :^ uf\ für u^'^

uf = «w.

ist. Die Funktionen ?/-" + '', «('•^" + -' konvergieren dann mit unbegrenzt wachsendem n

gegen bestimmte Grenzfunktionen ü, ü, von denen die erste für jeden nicht mit einem der

Punkte c/*!, c>\, • • •, c/', zusammenfallenden Punkt von F, die zweite für jeden Punkt von L
existiert. Der Beweis für diese Behauptung soll jetzt erbracht werden.

Man betrachte die Funktionen w'^" + '' — M<^""'', ?/-" + -' — ^('-"', » = i,2,s, , und berück-

sichtige, daß die Gleichungen:

,,(2« + 2)_^(2n)_0

für « = 1, 2, 3, • • bestehen, wenn man noch die dabei im Falle » == 1 auftretende Größe uf'>

durch die Gleichung m*,"* =
(j,^

definiert. Die zur Fläche F gehörige Funktion w<^" + '' — m<^""'*

18*
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ist, nachdem man ihr noch für die Punkte c/'j, c/Z, , cP,, in welchen sie ja Wei'te

zunächst nicht besitzt, die ihr für diese Punkte zukommenden Grenzwerte als Werte

zugelegt hat, eine Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annahme /.• = 1, charakterisierten

Art, die längs der Begrenzung q von /•' die Werte ii';f''^
— ii^f"~-^ besitzt. Infolgedessen

ist mod [«*-" + '' — w'^""''] für keinen Punkt von /•', also auch für keinen Punkt der Linie r

größer als das mit Mod [u'-^
"'' — uf-^

"'"''] zu bezeichnende Maximum der Werte, welche

mod [^"'--«^^"~^*J längs der Linie q besitzt. Die zur Eingfläche 7> gehörige Funktion
^(2n + 2) _ ,^(2„) dagegen ist eine Funktion von der im Satze V charakterisierten Art, welche

längs der Linie .s durchweg den Wert Null, längs der Linie r die Werte w'r'"
+ '^ — wi?"~'^

besitzt. Infolgedessen ist mod [?«'"" + "' — m^^"'], wie aus der am Schlüsse von Art. T) des

vierten Abschnittes aufgestellten Formel folgt, für keinen Punkt von L größer als das

mit Mod [«S.-"
+ ''"- »[•""''] zu bezeichnende Maximum der Werte, welche mod[w^/" + *' — wj^""'']

längs der Linie r besitzt, und insbesondere für keinen Punkt der Linie q größer als

X Mod [«'/" + " -w/.'"^''!, wobei x die zwischen und 1 gelegene Zahl "^'^'j."~ bezeichnet.

Man gelangt zu dieser letzteren Relation, indem man in der eben genannten Formel

an Stelle von «,., die Größe tif"'^^'' — uf"'' treten läßt und dementsprechend, unter Be-

achtung, daß eine jede der vier Ecken des Kreisbogenvierecks q von dem Mittelj^unkte

der Ringfläche den Abstand " ~ X hat, in dem auf ihrer rechten Seite stehenden

Ausdrucke G = Mod [t^(^''+" ^ t^^"-»], (} = (), li =^ \ X, II =^ \ l, >• =- ^^\~' A setzt.

Nachdem so die für ?^ -- 1 , 2, 3, • • geltenden Relationen

:

Mod [M(^" + ')-Mf^"->>J ?^ Mod [<"' - m!/"-^'»! , Mod|w</" + ^'-w<='">] ^ x Mod [<^''+"-<^"""J

gewonnen sind, erhält man, indem man in derselben Weise weiter schließt, wie es in

Art. 8 an der entsprechenden Stelle geschehen ist, und zur Abkürzung Mod
[
m,^^' - m'^"'] = (^

setzt, die für n = 1, 2, 3, • • • geltenden Relationen:

mod [ttf^'' + i'-«(^'"-')] ^ x"-' G', mod [^/-'' + -'-M'^")] ^ x"-'G,

von denen die erste für jeden Punkt von F, die zweite für jeden Punkt von L besteht.

Diese letzten Relationen zeigen nun, daß die Funktionen 'm'^" + '', m'^" + ^', wie behauptet

wurde, mit unbegrenzt wachsendem n gegen bestimmte Grenzfunktionen:

u = lim M*'" + ') = M<" + |t<<''-?*<"l + • • • + rM(-'' + "--M(^"-»l +••••,

u = lim M<^'* + ^) = mC'" + IW" - «(-)] + • • • + rM'-" + '' - ^^f'"'
] + ••••

konvergieren, und ähnliche Betrachtungen, wie die in Art. 8 angestellten, lassen dann

erkennen, daß die für jeden nicht mit einem der Punkte c/^, S^^, , cP, zusammenfallenden
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Punkt von F existierende Funlition ü eine 7a\ F gehörige Fundamentalfunktion, die

für jeden Punkt der Eingfiäche L existierende Funktion u eine zu L gehörige Funktion

von der im Satze V definierten Art ist, und daß das Verhalten der Funktion « längs

der Begrenzung q von /*', sowie das Verhalten der Funktion u längs der Handlinien r

und s von L charakterisiert ist durch die Gleichungen:

Us = f.-

Es soll jetzt noch bewiesen werden, daß die gewonnenen Funktionen u, u für jeden

Punkt ./', y des den Flächen F und /> gemeinsamen, von der Linie q und der Linie r

begrenzten, Gebietes denselben Wert besitzen. Zu dem Ende beachte man, daß die

Differenz H^ u — ü, als Funktion des in seiner Bewegung auf das gemeinsame Gebiet

beschränkten Punktes .r, y betrachtet, eine in dem ganzen Gebiete einwertige und stetige

Funktion des Punktes 'X, y ist, welche für jeden inneren Funkt des Gebietes stetige

Derivierte :^, ^, j^, -r^ besitzt, in derselben Ausdehnung der Differentialgleichung

Am = genügt und zudem auf Grund der (ileichungen m^^ü,j, u^ = ü,. für jeden Punkt

der Handlinien q, r den Wert Null hat. Nun läßt sich aber durch die am Ende von

Art. l des vierten Abschnittes angewendete Schlußweise zeigen, daß eine solche Funktion u

für keinen Punkt des in Eede stehenden Gebietes einen von Null verschiedenen Wert

haben kann, und damit ist der verlangte Beweis erbracht.

Definiert man nun schließlich für die von der Linie s begrenzte, die sämtlichen

Punkte der Flächen F, L enthaltende Fläche 7''„ eine Funktion u in der Weise, daß

man für jeden Punkt von F «« = «, für jeden Punkt von L u = ü setzt, so ist die so

bestimmte Funktion u, da sie, als Funktion des Punktes x, y von F betrachtet, sich

wie eine Fundamentalfunktion, als Funktion des Punktes x, y von L betrachtet, sich

wie eine Funktion von der im Satze V definierten Art verhält, eine zu F„ gehörige

Fundamentalfunktion, welche zudem, wie verlangt wurde, längs der Begrenzung s von

F^, auf Grund der Gleichung u, == u, --= /' , mit der vorgegebenen Funktion f\ des Begrenzungs-

punktes dem Werte nach übereinstimmt, und sie ist zugleich nach dem in Art. 7

Bewiesenen die einzige derartige Fundamentalfunktion. Damit ist aber die zu Anfang

dieses Artikels gestellte Aufgabe gelöst.

12.

Zur Lösung der in Art. 4 gestellten Aufgabe ist jetzt noch der Übergang von

der durch die Kreislinie s begrenzten, die sämtlichen Schnitte «i, 61; «2» ^a'.
•; <^y» ^^p und

die sämtlichen Punkte cP-^,, cP-i, • • , ^, in ihrem Innern enthaltenden Fläche F^^ zu der
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schon ZU Anfang des Art. 5 eingeführten unbegrenzten, die Fläche F^ als Teil ent-

haltenden Fläche T zu vollziehen. Man denke sich die P'läche T hier dadurch erzeugt,

daß man zur Fläche 1\ die Kreisfläche l\^ vom Kadius R = y ^ hinzunimmt (s. Fig. 16),

und beachte, daß man nach dem im vorhergehenden

Artikel Bewiesenen zu der von der Kreislinie s begrenzten

Fläche J''„, auf Grund des Satzes I dagegen zu der von

der Kreislinie r begrenzten Kreisfläche /-^ eine Fundamental-

funktion mit beliebig vorgegel)ener einwertiger und stetiger

Itandfunktion bilden kann. Es ist dann zu zeigen, daß

man zu der die sämtlichen Punkte der Flächen F^, k^

enthaltenden unbegrenzten Fläche T eine Funktion bilden

kann, welche den in Art. 4 gestellten Bedingungen genügt.

Zu dem Ende wähle man für die Begrenzung s

von 7''„ eine einwertige und stetige Funktion //, = /7^ + ,

7"
i

des Begrenzungspunktes und bestimme alsdann einerseits
Fig. IB.

ZU der Fläche 7'^, Fundamentalfunktionen u'

fläche Ä- Fundamentalfunktionen u''\

(t) .P\ w<^'. andererseits zu der Kreis-

./*) ,/6) in der Reihenfolge w''\ u^'\ ,,(3)

dadurch, daß man, unter c eine beliebige Konstante verstehend, die Werte, welche die

Funktionen m*'', u''^\ #'', • • • längs der Begrenzung s von F^, und die Werte, welche die

Funktionen u^^\ m**', «'*', • • längs der Peripherie r von k^ besitzen sollen, in der Weise

wählt, daß

für «">{^*i"^,ry.

für «<"{«''' = 2«1^

für u"^[iif^ = «[" - ^ fui'^dcf + c,

für «"M«w le

für «<•'"' {?/,^' = < für v^'Hte-u'-^ i-Juf^ä<p -\-c,

ist. In den dabei vorkommenden Integralen ist f^"^""'' für >/ = 1, 2, 3, • • •, nachdem man
zuvor die Lage eines Punktes c/* auf der Peripherie r von A-„ durch Polarkoordinaten

B, if, o'-9<2«, mit dem Mittelpunkte m„ von k^ als Pol bestimmt hat, als Funktion

von
(f>

zu betrachten. Die Funktionen m^^" + '', m'^""^^' konvergieren nun mit unbegrenzt

wachsendem n gegen bestimmte Grenzfunktionen m, m, von denen die erste für jeden nicht

mit einem der Punkte c/'i, c/l, • • •, cP, zusammenfallenden Punkt von F^, die zweite für
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jeden Punkt von l\ existiert. Der Beweis für diese Behauptung soll jetzt erbracht

werden.

Man betrachte die Funktionen //"" + '' — «i*^""'*, m'^" + -* — «<^"', » = 1,^,3, , und berück-

sichtige, daß die Gleichungen:

^i.« + .) _ ^n-l) _ .^^(Jn) _ ^/2n-2) ^pn;i) _^ ^^(2«) _ ^(2« + ,) „ ^^n-X) __. 1 l \,P" ^X) _ ^^^^n^l)^^l,C2«.f„ „ ^^n-X) __. _L fe« + ')- ?((.="'-)], Up

für *^ = l,2,3,•• bestehen, wenn man noch die dabei im Falle « = 1 auftretende

(jröße uf^ durch die Gleichung «f = r/, definiert. Die zur Fläche l-<\ gehörige Funktion
^^(2n + i) _ ^^(2«-i)

jg^^ nachdem man ihr noch für die Punkte cP^, cP^,, , cP„ in welchen

sie ja Werte zunächst nicht besitzt, die ihr für diese Punkte zukommenden Grenzwerte

als Werte zugelegt hat, eine Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annahme A: = l,

charakterisierten Art, die längs der Begrenzung s von ]^\ die Werte wf"' — m*/""-' l)esitzt.

Infolgedessen ist mod [<<'"" + *' — »/" '*| für keinen Punkt v(m l\, also auch für keinen

Punkt der Linier größer als das mit Mod [<(*^"' — w*^"""'] zu bezeichnende Maximum der

Werte, welche mod [«i^"'
— tff ""^*| längs der Linie s besitzt. Die zur Kreisfläche ä^ gehörige

Funktion /«*-" + -' — «*- "^ dagegen ist eine Funktion von der im Satze I charakterisierten
in

Art, welche längs der Peripherie r von ä-^ die Werte m^^'' + '' — 'M^-"""~ ^ /[m|-" + '>—
«S.^""'']«'^

und dementsprechend im Mittelpunkte m^ von \ den Wert Null besitzt. Infolgedessen ist

mod [m'^ " + * — #'"'! für keinen Punkt von l\^ größer als das Maximum der Werte, welche

mod
zn

<'" + '*- wS.-"-"-^ /"[«;-" + "- «((;"-'']rZf/)1 längs der Linie r besitzt, also auch für

keinen Punkt von A^ größer als das Zweifache des mit Mod [«<</" + ''--
/«J.^""''] zu be-

zeichnenden Maximums der Werte, welche mod [m<.^" + '' — tt^^""''] längs der Linie r besitzt,

und insbesondere ist mod [m*'^" + ^' - w*'''"'] für keinen Punkt der Linie s größer als

X Mod [<^'/" + *'-^«*i-""''J, wobei x die zwischen und 1 gelegene Zahl y bezeichnet. Man

gelangt zu dieser letzteren Relation, indem man die in Art. 4 des zw'eiten Abschnittes

unter (F^.) sich findende Formel mod <«,,_, ~ mod v/o < ^^r-;.
(^' -"™od «o)> o<'<*, auf die

Kreisfläche \ vom Eadius Jti-= -^ X bezieht und zugleich r durch den Radius — l der

Kreislinie s ersetzt, alsdann an Stelle von ti die im Mittelpunkt m^ den Wert Null

besitzende Funktion ?f'^" + ^' — w*^"' und demgemäß an Stelle von ui_t die Größe
8

Mf" + '>-Hf'', an Stelle von G die Größe Mod [MS.ä"
+ -)- wl-^"»] treten läßt, endlich noch

beachtet, daß nach oben Bemerktem Mod [<'" + -' - uf"^\ ^ 2 Mod [w';" + '> - m*/"-'*] ist. Nach-

dem so die für « = 1, 2, 3, • • • geltenden Relationen:
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gewonnen sind, erhält man, indem man in derselben Weise weiter schließt, wie es in

Art. 8 an der entsprechenden Stelle geschehen ist, und zur Abkürzung Mod [wf'—«*"']= (r

setzt, die für n - 1 , 2, 3, • • • geltenden Eelationen:

mod [«(-" + ')-«(-"-'>] ^ x'-^'G, mod [^(^" + 2) -«<--)] ^ 2x"-'G,

von denen die erste iür jeden Punkt von /<^,, die zweite für jeden Punkt von k^ besteht.

Diese letzten llelationen zeigen nun. daß die Funktionen «/^" + '', «<^" + '^', wie behauptet

wurde, mit unbegrenzt wachsendem n gegen bestimmte Grenzfunktionen:

M = lim ««(-" + ') = 'm(^) + [^(="-w*')] + • • • + [m(^" + "^--«^(-"->)] + ••••,

u = lim u^' " + ^) --^ ?/-' + [i/"' - «<<''] + • • + [«<<- "
+

') - n^' "^ ]+'
n oo

konvergieren, und ähnliche Beti-achtungen , wie die in Art. 8 angestellten, lassen dann

erkennen, daß die für jeden nicht mit einem der Punkte cPi, c^Z, , cP, zusammen-

fallenden Punkt von i''„ existierende Funktion u eine zu 7''^ gehörige Fundamentalfunktion,

die für jeden Punkt der Kreisfläche k^ existierende Funktion u eine zu k^ gehörige

Fundamentalfunktion ist, und daß das Verhalten der Funktion w längs der Begrenzung s

von 7'^, sowie das Verhalten der Funktion ü längs der Peripherie r vt)n A-^ charakterisiert

ist durch die Gleichungen:

u, = «,,, u,. = u,. ~ TT i '"/ (l<p + <"

Das so gewonnene Funktionenpaar ü, u ist von der zu seiner Bildung benutzten

Konstanten c abhängig, insofern als die Funktion ü im Punkte «/„ den Wert c besitzt.

Läßt man daher in den vorstehenden Betrachtungen an Stelle der Konstanten c eine

andere Konstante c treten, s<j erhält man ein neues, durch v, v zu bezeichnendes,

Funktionenpaar, das mit ti, ü in den allgemeinen Eigenschaften übereinstimmt, dessen

Verhalten längs der Linien ,s und r jedoch charakterisiert ist durch die Gleichungen:

V, = V, , v, = V,~^ jv, (l(p + (',

sodaß also v im Punkte ni^ den Wert c besitzt. Bildet man jetzt aus den Funktionen

n, r und «, v (birch Subtraktion das Funktionenpaar:

w = u — V, w = n — V,

so kommen demselben die folgenden Eigenschaften zu. Die zur Fläche jp^ gehörige

Funktion iv ist, nachdem nian ihi- noch für die Punkte iP^, cP, , cP,, in welchen sie
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ja Werte zunächst nicht besitzt, die ihr für diese Punkte zukommenden Grenzwerte

als Werte zugelegt hat, eine Funktion von der im Hilfssatze I, bei der Annahme Z: = l,

charakterisi(n-ten Art, die zur Kreisfläche
/;, gehörige Funktion w dagegen ist eine

Funktion von der im Satze 1 charakterisierten Art, die im Punkte »/^ den Wert c-c
besitzt, und es ist zudem das Verhalten von iv, w längs der Linien s und r charakterisiert

durch die Gleichungen:

wobei die Konstante C", als Differenz der Konstanten:

C =
an 2n

+ c.

bestimmt ist durch die Gleichung
te-

il /r

c.

Die Konstante C" l^esitzt einen von Xull verschiedenen Wert, wenn auch nur eine

der bei der Problemstellung in Art. 4 gewählten 2p Konstanten A,, B,, ^=1,2,,^, von 1

verschieden ist. Der Beweis iiir diese Behauptung soll zunächst erbracht werden.

Man nehme an, daß C" den Wert Null habe. Unter dieser Annahme besitzen

die Funktionen ir, w für jeden Punkt der Linien 1; s und daher, nach dem in Art. 1

des vierten Abschnittes Bewiesenen, auch für jeden Punkt des dem Flächen I\ und Ä:^

gemeinsamen, von den Linien r, s begrenzten Gebietes denselben Wert. Definiert

man nun für die unbegrenzte, die sämtlichen Punkte der Flächen 7''„, k^ enthaltende

Fläche T eine Funktion iv in der Weise, daß man für jeden Punkt von L\ w = w, für

jeden Punkt von l\^ ir = w setzt, so ist die so ))estimmte B'unktion ir eine einwertige

Funktion des Punktes .r, y von T, deren Verhalten sich folgendermaßen charakterisieren

läßt. Wählt man in der Fläche I' irgend einen von den Punkten c/", , c/l . • • • , c/^, ver-

schiedenen uiul auch nicht zu einem der Schnitte a, h gehörigen Punkt iP, grenzt zu

diesem Punkt iP als Mittelpunkt eine Kreisfläche x ab, deren Radius q jedenfalls so

klein gewählt sei, daß x keinen der Punkte cl\, iP.,, • • •. iP, und auch keinen zu einem der

Schnitte a, b gehörigen Punkt enthält, und bezeichnet den die Kreisfläche x zur Fläche T
ergänzenden Teil der Fläche T mit 'J\, so verhält sich w, als Funktion des in seiner

Bewegung auf die Fläche T^ beschränkten Punktes ./ , y betrachtet, wie eine Funktion

von der im Hilfssatze I charakterisierten Art. Infolgedessen ist der Wert mod iv^^,,

den mod iv für irgend einen im Innern von 1\ gewählten, weder mit einem der Punkte

c'/'i, c/'g, • •, c/*, zusammenfallenden, noch auch zu einem der Schnitte a,J) gehörigen

Punkt cP' besitzt, nicht größer als das Maximum der Werte, welche mod tr für die

P-R,I. 19
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Punkte der Peripherie von x besitzt, wie klein auch der Eadius q von x genommen

sein mag, und daher auch, da diese Werte mit unbegrenzt abnehmendem q gegen den

Wert mod w^.p, den mod w im Punkte cP besitzt, konvergieren, nicht größer als mod iv^-,.

Es besteht also (Ue Beziehung mod ^v^„ ^ mod iv^^^, aber auch, da cP, cP' in der vorstehenden

Betrachtung miteinander vertauscht werden köimen, die Beziehung mod w^^^ mod w^y-,

und es kann daher mod w .,.;,. nicht von mod w^^ verschieden sein. Aus der so für jeden im

Innern von T, gelegenen Punkt cP' der betrachteten Art als richtig erkannten Gleichung

mod /f,,,. = mod »;,^, folgt nun, da w, als Funktion des Punktes x, y von T^ betrachtet,

eine Funktion von der im Hilfssatze 1 charakterisierten Art ist, zunächst, daß nicht nur

mod ir sondern auch (vergl. S. 105) ir selbst für alle Punkte der Fläche 7\ denselben Wert

besitzt, und schließlich, indem man den Radius^ von x gegen Null konvergieren läßt und

die Stetigkeit der zur unbegrenzten Fläche 'J' gehörigen Funktion w im Punkte cP beachtet,

daß die Funktion iv auch füi' alle Punkte von T denselben Wert besitzt, und zwar

d(m Wert e — c, da für jeden Punkt von /,•, ir durch die Gleichung iv = iv definiert ist,

und IV im Mittelpunkte »\^ von /,, (Umi Wert r — c hat. Das so unter der Annahme
(^/'"=<• gew(muene Resultat steht abei-, da r - c' von Null verschieden ist, mit den längs

der Schnitte «, /; geltenden Gleichungen «' =- A,av~ . »;' ^ B,n~, 1 = 1,2, ,p, im Widerspruch,

wenn auch nur eine der 2p Konstanten A, B von 1 verschieden ist, und es kann daher

in diesem Falle, wie behauptet wurde, C" nicht den Wert Null hahen.

Es soll jetzt zunächst für den Fall, daß die 2^> Konstanten yl,. 7i,,, . = 1,8, ,?-, nicht

sämtlich den Wert 1 besitzen, und dementsprechend C" von Null verschieden ist, die

durch den vorstehenden Beweis unterbrochene Betrachtung zu Ende geführt wei'deu.

Man bilde zur Fläche F^ aus den Funktionen u, iv eine Funktion IJ, zur Kreisfläche /„

aus den Funktionen ü, iv eine Funktion U, indem man

setzt. Die Funktion ?/ ist dann eine zu /''„, die Funktion U eine zu 1;^ gehörige Funda-

mentalfuiditiou; auch erkennt man ohne Mühe, daß das Verhalten der Funktion U
längs der Begrenzung « von l\, sowie das Verhalten der Funktion /' längs der Perii)herie

r von Ay charakterisiert ist durch die Gleichungen:

und daß infolgedessen, nach dem in Art. 1 des vierten Abschnittes Bewiesenen,

die Fuiditionen U, V für jeden Punkt des den Flächen /(, und Ä;,
gemeinsamen, von

den Linien r, .s begrenzten Gebietes denselben Wert besitzen. Definiert man nun

schließlich für die unbegrenzte, die sämtlichen Punkte der Flächen l'\^, /•„ enthaltende

Fläche 7' eine Funktion IJ in der Winse, daß man für jeden Punkt von 1\ r= U, für
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jeden Punkt von /i,, U= TT setzt, so ist die so bestimmte Funktion U eine in der

Fläche T und damit auch eine in der aus T durch Einführung der p Schnitte c ent-

stehenden Fläche — die, wenn man die lieiden Seiten der Schnitte a,., h,,, c,, . = 1,2,- ,p, als

Begrenzungslinien ansieht, mit der in Art. 1 definierten Fläche I" identisch ist — ein-

wertige Funktion des Punktes x, ;/, welche den sämtlichen in Art. 4 gestellten Bedingungen

genügt. Die Funktion /^'^ist aber auch die einzige diesen Bedingungen genügende Funktion.

Existierte nämlich eine zweite derartige, mit 17' zu bezeichnende, Funktion, so würde,

wie durch die bei der Untersuchung der Funktion w angewandte Schlußweise gezeigt

werden kann, die aus U und U' durch Subtraktion gebildete Funktion W= U— U',

nachdem man ihr noch für die Punkte c^^, ch, • , cP, die ihr für diese Punkte zu-

kommenden Cirenzwerte als Werte zugelegt hat, für alle Punkte von T denselben Wert

besitzen. Dieser Wert könnte aber, da längs der Schnitte «, h die Gleichungen

w* = A,:w^ , w^' = B^tv , r = i,2, ,p, bestehen, und die 2p Konstanten A, Ji nicht sämtlich

den Wert 1 besitzen, nur mit der Null zusammenfallen, im Widerspruch mit der An-

nahme, daß U' von U verschieden ist. Die in Art. 4 gestellte Aufgabe hat demnach

in dem hier betrachteten Falle, wo die 2p) Konstanten A^, li,, . = i,i, ,?, nicht sämtlich

den Wert 1 besitzen, nur eine einzige Lösung.

Der noch übrige spezielle Fall, wo die 2p Konstanten A,., B,, . = 1,2, ,p, sämtlich

den Wert 1 besitzen und infolgedessen das im allgemeinen Falle eingeschlagene Verfahren

versagt, läßt sich folgendermaßen erledigen. Man gehe auf die früher gewonnenen

Funktionen ii, n zurück, beachte, daß das Verhalten der Funktion « längs der Kreis-

linie ,s vom Eadius R - ^ ^' sowie das Verhalten der Funktion ü längs der Kreislinie r

vom Kadius B - -^ A sich unter Benutzung der eingeführten Ivonstanten C charakterisieren

läßt durch die Gleichungen:

ü^ = ü,, Ur = M,- + (7,

auch daß ti im Punkte m^ den Wert c besitzt, und definiere alsdann mit Hilfe dieser

Funktionen zur Fläche l'\ eine Funktion U, zur Kreisfläche l\^ eine Funktion U, indem

man, unter ^>, <(.<«, den Abstand des Punktes x, y der Kreisfläche \ von dem Mittel-

punkte m^ verstehend,

" - - i"f
U=u, U=u- (7—4

R

setzt. Die Funktion U ist dann eine zu J\ gehörige Fundanientalfunktion, die

Funktion TI dagegen ist in dem Falle, wo C von Null verschieden ist, eine zu k^

gehörige Funktion von der im Satze II definierten Art, in dem Falle, wo C der Null

gleich ist, eine zu /r^, gehörige Fundamentalfunktion, welche zudem im Punkte »«„ den
i'j*
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Wert ( hat; auch erkennt man ohne Mühe, daß das Verhalten der Fnnktion U längs

der Begrenzung s von J'„, sowie das Verhalten der Funktion U längs der Peripherie r

von k„ charakterisiert ist durch die Gleichungen:

U =^ U Ü = Ü
und daß infolgedessen, nach dem in Art. 1 des vierten Abschnittes Bewiesenen, die

Funktionen U, U für jeden Punkt des den Flächen /•'„ und
/;, gemeinsamen, von den

Linien r und s begrenzten Gebietes denselben Wert besitzen. Definiert man nun

schließlich für die unbegrenzte, die sämtlichen Punkte der Flächen 7<'„,
Ä;, enthaltende

Fläche T eine Funktion U in der Weise, daß man für jeden Punkt von 1^\ U= U, für

jeden Punkt von l\\ U= IJ setzt, so ist die so bestimmte Funktion l^ eine einwertige

Funkti(m des Punktes ,/, // von 7', deren Verhalten sich folgendermaßen charakterisieren

läßt. Grenzt man zu dem Punkte »/„ als Mittelpunkt eine Kreisfläche x, deren lladius q

kleiner als der Eadius li von s ist, ab und ])ezeichnet den die Kreisfläche x zur

Fläche T ergänzenden Teil der Fläche T mit 1\, so verhält sich U, als Funktion des in seiner

Bewegung auf die Fläche T, beschränkten Punktes ./, // betrachtet, wie eine zu T, gehörige

Fundamentalfunktion, und es konvergieren zugleich die zu der Begrenzung von T^ oder,

was dasselbe, zur Peripherie von x gehörigen Werte von

In^

mit unbegrenzt abnehmendem (> gegen c. Die genannten Eigenschaften bestimmen die

Funktion U aber auch vollständig. Elxistierte nämlich eine zweite, mit TJ' zu l)e-

zeichnende, Funktion von den gleichen Eigenschaften, so würde, wie durch die bei der

Untersuchung der Funktion ic angewandte Schlußweise gezeigt werden kann, die aus

r und l" durch Subtraktion gebildete Funktion W= ?/— W , nachdem man ihr noch

für die Punkte c/",, cP.,. . cP, >»„ die ihr für diese Punkte zukommenden (irenzwerte als

Werte zugelegt hat, für alle Punkte von T denselben Wert liesitzen, der zudem, da W
im Punkte i)i„ den Wert Null hat, der Null gleich sein müßte, im Widerspruch mit

der Annahme, daß U' von U verschieden ist.

Hat die Größe C den Wert Null, so ist die soeben für die Fläche T erhaltene

Funktion U, wenn man sie auf die aus T durch Einführung der p Schnitte c entstehende,

von den beiden Seiten der Schnitte «,,, h,,, c,., .-.1,2, ,p, begrenzte Fläche 7" bezieht, eine

Funktion, w'elche den in Art. 4 gestellten Bedingungen genügt und zudem im Punkte ni^

den Wert c besitzt, und sie ist zugleich, nach dem eben Bewiesenen, die einzige der-

artige Funktion. Daß aber die Größe C wirklich den Wert Null haben kann, zeigt die

folgende Betrachtung.
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Man verstehe unter U eine zur Fläche T gehörige Funktion, welche mit der

erhaltenen Funktion U in den allgemeinen Eigenschaften übereinstimmt, lasse es aber

dahingestellt sein, welche Werte die das Verhalten von IT im Punkte n\^ l)estimmenden

Konstanten G, c besitzen. Nun führe man in die Fläche 7' p von einem und dem-

selben Punkte cP auslaufende, keinen der Punkte c/\, c/l, •, c'Z, «'„ enthaltende und

in den Punkten §,, ö^, • • •, §^, beziehungsweise mündende Schnitte (\, ä^, •, c'j, ein,

bezeichne die von den beiden Seiten der Schnitte a,., h,,, c,., . 1,2, ,;,, begrenzte, einfach

zusammenhängende Fläche mit T* und dehne das mit dei- Funktion U gebildete Integral

j- dx + ^ dtn in positiver liichtung üb(>r die Begrenzung von 7'* aus. Das so er-

streckte Integral hat, da im vorliegenden Falle längs eines jeden der Schnitte a, b, c

-^— = ^— ,
^— = -ä— ist und zudem die beiden Seiten eines ieden dieser Schnitte bei der

dx dx oy cy •'

Integration in entgegengesetzter Kichtung durchlaufen werden, den Wert Null. Anderer-

seits kann man den Wert des vorgelegten Integrals aber auch dadurch erhalten, daß

man dasselbe um jeden der Punkte c/', , c/'j, • • •. c/^., m^ von T*, für welche die Funktion U
unstetig wird, in positiver Richtung erstreckt, diese ,s + 1 Punktintegrale auswertet

und die Summe der so gewonnenen Werte bildet. Durch Vergleichung der beiden

Ergebnisse erhält man dann die Beziehung:

/(

C'=-ln
T )

1 — .t

'1 / « =. 1

Diese Beziehung zeigt nun, daß im vorliegenden, durch ^4, = 1, B,=\, 1 = 1,2, ,?,

charakterisierten Falle C immer dann den Wert Null besitzt, also die in Art. 4 gestellte

Aufgabe auch immer eine Lösung hat, wenn die bei der Problemstellung eingeführten

Konstanten £j, £,. •••, :1^, durch die Gleichung ^S„ = <' verknüpft sind. Da alter auch
a= 1

umgekehrt jede im Falle J,, = 1, Ji,, = 1, ' = 1,2, ,;-, der gestellten Aufgabe genügende

Funktion, wenn man sie auf die Fläche T bezieht, eine Funktion U von der eben be-

trachteten Art ist, für welche C und daher auch ^'2„ den Wert Null hat, so erkennt
(1 = 1

man, daß in dem vorliegenden Falle durch die in Art. 4 gestellte Aufgabe dann aber

auch nur dann nichts Unmögliches verlangt wird, wenn man für diesen Fall zu den

in der Aufgabe gestellten Bedingungen noch die Bedingung ^ 2„ = hinzunimmt, und
(1 = 1

daß dann die vorher erhaltene Funktion U diejenige den gestellten Bedingungen ge-

nügende Funktion U ist, welche im Punkte ?«„ den vorgegebenen Wert c besitzt.

Auch erkennt man weiter, daß die aus U durch Addition der beliebigen Konstanten c

entstehende Funktion U+c diejenige den gestellten Bedingungen genügende Funktion
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ist, welche im Punkte »?„ den Wert c + c besitzt, und daher schließlich, daß eine

Funktion U durch die genannten Bedingungen erst dann vollständig bestimmt ist,

wenn man für sie noch den Wert vorgibt, welchen sie für einen von den Punkten

c^i, cP.j, •• •> >:'''., verschiedenen, im übrigen aber willkürlich wählbaren Punkt der Fläche T
besitzen soll.

Das Kesultat der in diesem Abschnitte durchgeführten Untersuchungen läßt sich

nun zusammenfassen in den folgenden

Satz, yjl^ic üher der Z-Ebcnr ausyehreitete, (2p+ \)-fuch zmammenlmn<]endc, ii-hlättriqe

Fläche 7 sei in der in Art. 1 (nif/e/jeheven l\l'i.se durch Einfülirung der Schnitte a,., h,, c,., i --!,:;,,;,

i)i die einfach ZKsatninenJiäjif/ende, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c betjrenzte

Fläche 7" rern-andeJt , und es seien zugleich in dieser letzteren die s in Art. 3 definierten

Funkte c/',, c/Z, , cP, markiert. Ordnet man alsdann allgemein dem Schnittpaare a,., b,. (' = 1,2,- ,p)

irgend rier nur den liedingungen:

mod J, =- 1 , mod />', 1

;

(1 - B,)%. = (1 - - A,)^,.

unterworfene Konsfanten A,, />,, 5(, . 53,, den Funkten cP„, " = 1,2, ,-, dagegen Konstanten

!L'„, £„,, £„2, •••. ii„,„„, "-1,2, ,,, die in dem speziellen Falle, wo die 2p Konstanten A, B sämtlich

den Wl'rt 1 Iwsitzen, der Jlcdinf/nng ^'£„ =- <• geniigen .sollen, in jedem anderen Falle aber
n- 1

beliebig geiräldt verde)/ dürfen, und die (hdier teilu-eise oder auch alle den Wert Null haben

können, zu, so e.vistiert zu der Fläche 7" immer eine Funktion U -=^11' -\-U"i des Funktes x, g,

U'clche die folgenden i'Jigenschaffen besitzt:

I. hie Funktion U ist für jeden nicht mit einem der Funkte c/',, c/^, • • •, cf, zusammen-

fallenden Punkt .r, g der Fläclie 7", einerlei also, oh derselbe im Innern oder auf der Be-

grenzung ron 7" liegt, einurrtig und .stetig. Für den Ftmkt cP^ io^u-^,-,') dagegen wird sie in

derselben Weise unstetig, wie die in Art.',] definierte Funktion (f„{r„,t„), sodaß also für

a =- 1 , 2, • • •
. q die Differenz :

U- (2, In r': + l'„, r': cos ^ + 2,„ r'; cos^ + •
. • -|-

2„„,_^ /j cos^
mit unbegrenzt wachsendem r„, für a = (/

-]- 1 , 7 + 2, • • •. ,s die Differenz:

2.. '2/ i;„U - (£„ h,^ -H 1^ cos
f; + ^ cos^ + . .

. + i^:^ cos^)
T

mit unbegrenzt (d/nehmendem r„ gleichmäfjig für alle Werte von t„ gegen eine von t„ unab-

hängige Größe konvergiert. Zudem sind ihre allgemein mit U'^, U~ zu bezeichnenden Werte in

je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten iP*, cP~ in der Weise verknüpft, daß
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längs a,{m=A,U-+%,,

(s.) längs h,.

{

r+ --. B,. ir + 33.,,

längs (•„((/+= U-,

ist, wohn die Konstanten §(,,, Üß,., . = 1,2, ,?, der yoraussetzuHfi f/enuifd mit den 2j> Konstanten

Ä, B dureli die, für das Zusamtnenhestehen der (rleielmngen (S.) notwendigen, jJ Relationen:

(s'.) (i-B,:)%.^{i~~A,:)i8,, -..v-.P,

verhunden siiid.

II. Die Deriüierten •^— , -r- , tt-j , -t^-t . als (lirnzen der entsprechenden Biff'erenzen-ox dy px oy -'- "

quotienten definiert, existieren und sind sfefifi nicht mir für jeden roii den J'unlien

c>\, c/Z, • , cP, verschiedenen inneren Punkt x, y der Fläche T , sondern auch noch für jeden

Begrenzmigspunkt, sobald man die Funktion U über ein diesen Begrenzungspunkt im Innern

eiitlialfendes Stück der Ilegrenzung von T hinüber den GleicJiungen (S.) entsprecheml stetig

fortsetzt, und es sind alsdann, ausschließlich auf Grund ihrer Definition, die Werte der

genannten Derivierten in je zivei entsprechoiden Begrenzungspunkten cP*, cP~ in der Weise

verknüpft, daß

dHJ* _ , c^U- c-U* ^ d'-V-

dx- '' dx- ' dy'

d-U* „ d^-U- dHI*

längs «,|^ = .4.^
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aus oinor endlichen Anzahl von Stücken algebraischer Kurven zusammengesetzt sind,

der vorstehende Satz gilt, also zu der Fläche T' eine Funktion r mit den in dem

Satze genannten Eigenschaften existiert.

Zu dem Ende ordne man den 3^ aus Stücken algebraischer Kurven bestehenden

Schnitten «,, h,, c,., r==i,i, ,p, beziehungsweise 'Sj) aus Stücken gerader Linien bestehende

Schnitte Ti,.,h,,c,, .=1,2, ,?, von der Art zu, daß ein jeder dieser Schnitte Ti,h,r sich

mehr oder weniger eng an die positive Seite des entsprechenden der Schnitte (i, h, c

anschließt, aber mit ihm nur die l)eiden Endpunkte gemeinsam hat, und daß zudem

der zwischen ihm und dem entspreclienden der Schnitte a, h, r gelegene Teil der

Fläche 7', von den beiden Endpunkten abgesehen, keinen Punkt eines der übrigen

Schnitte; und auch keinen der Punkte c/\, c^Z, • • ,
^''Z

enthält. Auf Grund des vorstehenden

Satzes existiert dann zu der durch Aufhebung der Schnitte a, h, c entstehenden, von

den l)eid('n Seiten der Schnitte a, h, c begi'enzten, einlach zusammenhängenden Fläche 2"

eine, mit U zu bezeichnende, Funktion, welche die in dem Satze genannten Eigen-

schaften l)esitzt. Definiert man jetzt zu der die sämtlichen Schnitte <(. h. r. <t . h. c ent-

haltenden Fläche eine Funktion IJ dadurch, daß man für jeden Punkt des von den

beiden Linien al/ar (. = 1,2, .^ begrenzten Gebietes ?7 = J,, [/"+ 21,,, für jeden Punkt des

von den beiden Linien I>l,h7{'^i,-i,,p) begrenzten Gebietes U= ß,.U + W>,, endlich für

jeden nocli übrigen Pnnkt der Fläche ?/-?/ setzt, so kommen für die so definierte

Funktion U, da sie in je zwei zu einem der Schnitte Tt,h,c gehörigen entsprechenden

Punkten cP' , cP (lensell)en Wert l)esitzt. die Schnitte a,l),c nicht mehr in Betracht,

und sie ist daher schon in der durch Aufliebung der Schnitte «, h, c entstehenden

Fläche T' einwertig. Als Funktion des Punktes x, y von 7" betrachtet, besitzt die

Funktiim V aber, wie nnniitteli)ar erhellt, die sämtlichen in dem vorstehenden Satze

genannten Kigenschaften. Damit ist der vei-langte Nachweis erbracht.
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Aufstellung und Beweis des Fundamentalsatzes der Theorie.

1.

Die über der Z- Ebene ausgebreitete, f'iy; + l)-fach zusammenhängende Fläche 7'

sei in der schon in Art. 1 des fünften Abschnittes angegebenen Weise durch Einführung

der 3^; Schnitte ö,, b,. c,., < = i,a,-;p, in die einfach zusammenhängende Fläche I" ver-

wandelt. In dieser, von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c begrenzten, Fläche

markiere man die schon im fünften Abschnitt zu Anfang des Art. 3 definierten Punkte
cP^, cK, . cP, unter denen sich alle Windungspunkte und alle Punkte cP^ befinden, und

ziehe alsdann von dem der negativen Seite von 6\ und der positiven Seite von c^ gemeinsam
angehörigen Punkte aus in lieliebiger Reihenfolge durch das Innere dei- Fläche T' s

— ebenso wie die Schnitte a, h, c ausschließlich aus einer endlichen Anzahl von Stücken

algebraischer Kurven sich zusammensetzende — weder einander noch auch sich selbst

schneidende oder berührende Schnitte l, allgemein nach eP„ (»-i.a, ,.) den Schnitt /„.

Man nehme, unter Zj, z.,, •••, z, eine Permutation der Zahlen 1, 2, • • •. s verstehend, an,

daß die Schnitte c, 1 bei einem negativen Umlauf um ihren gemeinsamen Ausgangs-

punkt cP„ in der Reihenfolge c^, c., , c,„ l,^, l,^, , l,^ überschritten werden, wähle beim

Schnitte l„ ('> = i,2, ,.) die Bezeichnung der beiden Seiten so, daß bei dem genannten Umlauf
um iP^ der Schnitt l„ von der negativen zur positiven Seite hin überschritten wird, und

bezeichne endlich die dem Punkte cP^^ jetzt entsprechenden j; + s Punkte in der in Figur 17

angedeuteten Weise durch l^,%, ,li„ Ii, L, • . I,. Die durch Einführung der s Schnitte l

aus T' hervorgehende, von den beiden Seiten der Schnitte a. h. c, l begrenzte, einfach

zusammenhängende Fläche soll mit T" bezeichnet werden.

Zu dem Punkte cP„ grenze man nun in der Fläche T" durch eine 7',,-fache Kreis-

linie A-„ für a = 1.2, •••, g eine ^'„-blättrige Kreisergänzungsfläche A',', für a = q+ \,q+ 2,---,s

eine den Punkt cP„ als Mittelpunkt enthaltende, ^'„-blättrige Kreisfläche A', ab. Dabei

sollen die Radien üi, B^, • • •, 11, der Kreislinien k^, \, • • •, k, so gewählt sein, daß nicht

nur die Flächen A". A vollständig getrennt liegen, sondern auch allgemein die Kreis-

P-B, T, 20
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Fig. 17.

linic k„ mit dein Schnitte ?„ nur einen Punkt gemeinsam hat und im übrigen vollständig

innerhall» T" \erläuft. Die Lage eines in der Fläche 7\'' oder in der Fläche K„ gelegenen

Punktes z denke man sich durch die schon in Art. 3 des dritten Abschnittes eingeführten,

für a = \,2, „ q mit z durch die (ileichung z = x + yi -= r„e'''', r„*»a, ">'„>-2i„;f, für

o = q + \, q + 2, • , s mit z durch die Gleichung z == x + yi = a„ + r„e'''', »<r„<n„, o--r„<2i„rt,

verknüpften Polarkoordinaten r„, t„ bestimmt. Setzt man dann, unter z einen Punkt

der dem Index a entsprechenden Fläche A'„' oder K„ verstehend.

für a= 1,2, Q{^„ =— -= — (i'!/*'; für a = g + 1 . y + 2, .8 \z„=(z-a„) =r, e

und unterwirft zugleich die auftretenden Potenzen von r„ der Bedingung positiv zu

sein, so ist z„ eine in der betreffenden Fläche einwertige und stetige Funktion der

komplexen Veränderlichen z, die in je zwei zu dem in die Fläche fallenden Stück \on l„

gehörigen entsprechenden Punkten cP'^, cP~ denselben Wert besitzt und die zudem für den

Punkt cP„, nach der von Kikmann*) gegebenen Definition, unendlich klein von der ersten

•) RiEMANN, B., Theorie der Aberschen Kunctioneii. I, Art. '2. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88— 144; S. 103.
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Ordnung ((V) wird, und es stellt dementsprechend — wenn man unter / irgend einen auf

der negativen Seite von /„ gelegenen Punkt der betreffenden Fläche, unter z„ den diesem

Punkte zukommenden Wert von z„, unter In— irgend einen der unbegrenzt vielen, dem

Wert z„ entsprechenden Werte von In — versteht und im Anschlüsse daran In — für den

Punkt z der. Fläche durch die Gleichung lu — = in — — / -^ unter Voraussetzung eines

den Schnitt l„ nicht überschreitenden und auch nicht durch den Punkt cP,, gehenden

Integrationsweges definiert — der mit irgend welchen komplexen Konstanten Sl gebildete

Ausdruck

:

f„{z:) ^ 2„ In f +^ + (0 = 1,2,

eine in der dem Index o entsprechenden Fläche K'„ oder K„ mit Ausnahme des Punktes e^„

einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen z dar, deren Werte f^, f~

in je zwei zu dem in die Fläche fallenden Stück von /„ gehörigen entsprechenden

Punkten cP*,cP~ durch die Gleichung fj' = f~+2ni2„ verknüpft sind.

2.

Man nehme an, daß zur Fläche T" eine komplexe Funktion F = F(x, y) des

Punktes x, y existiere, die für jeden von den Punkten c?",, cK, , cP, verschiedenen Punkt

der Fläche einwertig und stetig ist, für den Punkt cP„ (n = i,2, ,..) in derselben Weise unstetig

wird wie eine Funktion f„{z,^ von der oben definierten Art, in dem Sinne, daß für

a = \,2, , q die Differenz i''(r„ cos t„, r„ sin Q — f„{z^, '„ = >„
""

<>

'"
, mit unbegrenzt

wachsendem r„, für o^q + 1, q + 2, , s die Differenz F[a'„ + /•„ cos t„, a"„ + r„ sin t^ — f„(z„),

z„--.rj''" , mit unbegrenzt abnehmendem r„ gleichmäßig für alle Werte von t„ gegen

eine von t„ unabhängige Größe konvergiert, und deren, allgemein mit 7<'+, F~ zu be-

zeichnende, Werte in je zwei durch einen und denselben der Schnitte a, h, c, l getrennten

Begrenzungspunkten cP^, cP~ durch eine und dieselbe Gleichung in der Weise verknüpft

sind, daß
längs a,{i^+ = Xi''" + 9iv,

längs &,,{i^+^i?,i^- + 33,,, . = ,,2,. ,;,,

(S.)

längs c,.{F+^ F- + ^,.,

längs ?„{F+= F- + 2ni2,„ «=1,2, ••,.'.

ist, wobei A^, B,, %„ ^,., ©,, (. = 1,2,- ,;,) Konstanten bedeuten, und die Größe 2„ ((7=1,2, •,»),

20*
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dem eben charakterisierten Verhalten von F für den Punkt c^„ entsprechend, mit der

in f„{z„) vorkommenden Konstanten 2„ identisch ist. Die Konstanten A,., B, (. = 1,2, ,,,)

sollen den Bedingungen A, + 0, /i,, + unterworfen sein, da weder im Falle A,. =
noch im Falle B,-^0 von einer Verknüpfung der Werte F^, /''" längs des betreffenden

Schnittes, a,. oder />,, die Kede sein könnte.

Eine Funktion /'' der beschriebenen Art kann nur dann existieren, wenn die

hp + .s in den Gleichungen (S.) auftretendem Konstanten gewisse Bedingungen i;rfüllen.

Um dieses einzusehen, beachte man. daß die Gleichungen (S.) einerseits für die Werte,

welche die Funktion /•' in den Punkten p, q, r, 0, t besitzt, die Beziehungen:

1.) /.;,.-. Aj'\ + %„ 2.) 7';,;= A,.i\+%,

3.) /-;,,- B,L\+ %, 4.) l\^- B,F,+ S„, v = ,v...P

5.) 7';,,^ F,_.+ g,„

andererseits für die Werte, welche die Funktion F in tlen Punkten !, ( besitzt, die

Beziehungen

:

6.) F,^ F, + e,, •
•

., 7.;^^^^^ F, + e.,, •,•7';^= 7<;^+ e„,

7.) 7; - 7', + 27112, ,, F, ^ F, + 2ni2, ,
• • •, /', = F, + 2ni2,

liefern. Kombiniert man alsdann das eine Mal die aus den Gleichungen 1.), 2.), o.), 4.)

durch Elimination der Größen F^ , F^ entstehenden Gleichungen:

F;_ ^ A,B,.F,+ A,.^, + %. ,
F,_ = A,B,.F,+ B,.% + 33..

mit der Gleichung 5.), das andere Mal die durch Addition der Gleichungen (!.) und durch

Addition der Gleichungen 7.) I)eziehungsweise entstehenden Gleichungen:

r = p

r= 1

l\=]^\+2^r, F,-^F,+2ni2^.

mit einander, so erkennt man, daß eine Funktion /'' der beschi'iebenen Art nur dann

existieren kann, wenn die 5^j + s Konstanten A, B, i'l, iB, (£, 2 den p -\- \ Gleichungen:

(S'.)

=1 0=1

genügen. Da aber auch umgekehrt zu irgend bp -\- s den 2^ + 1 Gleichungen (S'.) und

r=l
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den Bedingungen A,+ 0, 7>',=|=(), . = 1,2, w, genügenden Konstanten A, B, 21, S8, (S, £, wie

einfache Betrachtungen zeigen, immer unbegrenzt viele Funktionen F der beschriebenen

Art sich bilden lassen, so stellen die p + 1 Gleichungen (S'.) nicht nur die notwendigen,

sondern auch die hinreichenden Bedingungen dafür dar, daß zu den 5^; + s Konstanten

A, B, 21, 33, ß, 2 Funktionen F der beschriebenen Art existieren.

Eine Funktion F der beschriebenen Art kann, da sie der Voraussetzung gemäß,

als Funktion des Punktes ,r, y von T" betrachtet, nicht nur für jeden im Innern von

T" gelegenen Punkt, sondern auch für jeden von den Punkten cP^, cP.,, , cP, ver-

schiedenen Punkt der Begrenzung von T" einwertig und stetig ist, über jedes Stück

der Begrenzung hinüber, das selbst nur einen Teil der negativen oder positiven Seite

eines Schnittes a,., h,., c,. oder l„ bildet und für den Fall, daß ein Schnitt l„ in Betracht

kommt, sich nicht bis zu dem Punkte cP„ erstreckt, in der in Art. ! des fünften Al>

schnittes angegebenen Weise den Gleichungen (S.) entsprechend stetig fortgesetzt werden.

Daß eine solche Funktion F aber auch über jedes Stück der Begrenzung von T" hin-

über, welches einen der Punkte p, q, r, §, i, l, l enthält, jedoch nicht in ihm endet

und für den Fall, daß dieser Punkt einer der Punkte ti, h, • • •, {,, fi ist, sich nicht bis zu

einem der Punkte ^^, cP.^., , cP, erstreckt, in der früher angegebenen Weise den Glei-

chungen (S.) entsprechend stetig fortgesetzt werden kann, ist aus den in dem eben

zitierten Artikel durchgeführten Betrachtungen unmittelbar zu entnehmen.

3.

Unter Beibehaltung der in den vorhergehenden Artikeln gemachten Festsetzungen

stelle man sich jetzt die folgende

Aufgabe. „F^ ist zu zeigen, dafS zu der Fläche T" eine komplexe Funktion

}r= TF*'^+ ir*^'^ des Punktes x, y gebildet werden kann, welche den folgenden Bedingungen

genügt:

I. Die Funktion W soll für jeden nicht mit einem der Punkte cP^, cP.^, • • •, cP, zu-

sammenfallenden Punkt X, y der Fläche T", einerlei (dso, ob derselbe im Innern oder auf

der Begrenzung von T" liegt, einwertig und stetig sein. Für den Punkt cP„ (n=i,2, ,»> da-

gegen soll sie in derselben Weise unstetig werden wie eine Funktion f, (z„) von der in Art. 1

definierten Art, in dem Sinne, daß die Differenz:

ir-(£„lni-
So.
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küturnjicrf. Zudem solle» ihre, aJhieme'ni mit W", W'^ zn bezeichnenden, Werte in je zivei

entsprechenden Beijrenzumjspunkten S""', cP~ in der Weise verknüpft sein, daß

\imgsa,[W+^'-Ä,.JV^ + %,,

längs b,.{ W^ = B,W + «,,, . = ,,2, ,;,,

^
''

längs r;„{PF+= TF- + e,„

längs ;„{Tr+= W~ + 27ii2„, " = 1,2, ,.,

ist, irohei A,, 7>,. i i,s, ,;>, rorficffehene Konstanten hedeuten, die sämtlich den Modul 1 he-

sitzcn, tind die 3]) + s Konstaiden %, S, S, 2, dem im vorhergehenden Artikel gewonnenen

Resultate entsprechend, mit den ip Konstanten A, B durch die p + \ Relationen:

(S'O

(i-iy,.)st,-(i-4.)^. = e.., .=1,2,., „.

verbunden sind. Die in den Funktionen f vorkommenden £„, £„,. • •, £„„_^, = 1,2, ,<, sollen, je

nachdem die 2p Größen A, li nicht sämtlich oder sämtlich den Wert 1 besitzen, beliebig

vorgegebene oder im Rahmen der, aus (S'.) für A, = 1, B,.^ 1, v-1,2, ,p, folgenden, Bedingung

_^2„=0 vorgegebene Konstante)! bedeuten. Ferner soll dann für jede Zahl r aus der
0=1

Reihe \.2,--.p, für welche A^ ^ \, B,.= l und daher auf Grund der Gleichungen (S'.)

©, = ist, 5(,, eine beliebig vorgegebene, S,, eine nicht vorgegebene Konstante bezeichnen; da-

gegen soll für jede Zahl v aus der Reihe 1, 2, ••, p, für tcelche A,, B,. nicht beide den

Wert 1 besitzen, CS,, eine mit den anderen ^ durch die Bedingung ^'S^+ '27t?'^'£„ -

verknüpfte, im übrigen aber beliebig vorgegebene Konstante bedeuten, während %,., 93,. zn'ci

mit dem vorgegebenen ©,, durch die Gleichung (1 — 7/,,)2t,. - (1 — ^,,)33,. = ß,, verbundene, aber

nicht vorgegebene Konstanten bezeichnen sollen.

II. Die Derivierten -k- ,
'-—> «^s Grenzen der entsprechenden Differenzenquotienten

definiert, sollen nicht nur für jeden inneren Funkt x, y der Fläche T" existieren und

stetig sein, sondern auch noch für jeden von den Punkten cP^, cP^, ••,&', verschiedenen Be-

grenzungspiinkt, sobald man die Funktion W über ein diesen Begrenzungspunkt im Innern

enthaltendes Stück der Begrenzung von T" hinüber den Gleichungen (S.) entsprechend stetig

fortsetzt, und es iverden alsdann, ausschließlich auf Grund ihrer Definition, die allgemein mit

—.— , -3— , -^— , '-T^— ZU bezeichnenden Werte der in Rede stehenden Derivierten in je zwei
ex cy ' ex oy •'

entsprechenden Begrenzungspunkten cP^, cP" in der Weise verknüpft sein, daß



Aufstellung und Beweis des Fundamentalsatzes der Theorie. 159

-,.. tdw* . dw- dw* . dw-
" '\ d.r ' dx ' dy Sy '

längs ^,^^ =/,,-—, -^ = 5,,-^, . = i,v ,P,

Ungsc,,^-^^- ^_, ^-_= __,

l'dUgti l„\-^ = —
,
— = — „ = 1,2,...,.,.° "l d.i: dx ' dy dy '

///. Die Berivierten ~^, j^ sollen für jede» Funli x, y der Fläche T", für den

ihre Existenz gefordert wurde, also für Jeden nicht mit einem der Funkte iP^, iP... , ^^P zu-

sammenfallenden Punkt von T" die (ileichun;/ — = i^ erfülleoy dx
'n."

Ulli die Existenz einer den genannten Bedingungen genügenden Funktiun II'

narhzuweisen, soll nun zunächst in Art. 4 gezeigt werden, daß man unbegrenzt viele

Funktionen W bilden kann, welche mit der verlangten Funktion IV in den allgemeinen

Eigenschaften übereinstimmen, und weiter dann in Art. 5, daß unter diesen Funktionen W
sich wenigstens eine befindet, welche den genannten Bedingungen genügt.

Das für die zu bildende Funktion W im Kahmen der Bedingungen mod^, = l,

med jÖ, = 1 beliebig vorgegebene Konstantenpaar A,, B, (.=1,2, ,,.) soll mit Rücksicht

auf die Rolle, welche diese Konstanten in den Gleichungen (S.) spielen, das dem Index v

entsprechende Faktorenpaar genannt werden; je nachdem dann die Größen J,, F>, nicht

beide oder beide den Wert 1 besitzen, möge dieses Faktorenpaar ein eigentliches

oder ein uneigentliches heißen. Man verstehe ferner für v = \, 2, ,}) unter 31^., S,'

irgend ein der Bedingung {\-F>,)'^}[\.~{l — Ä,)'id\. = ^) genügendes Konstantenpaar, unter

2^, £[,1, ••, £',„,_,, " = 1,2, ..,.,, beliebige Konstanten, wenn nicht alle ^; Faktorenpaare Ä, B

uneigentliche sind, dagegen irgend welche der Bedingung ^S', = genügende Konstanten,
11 = 1

wenn alle p Faktorenpaare A, B uneigentliche sind. Auf Grund des am Ende des

fünften Abschnittes ausgesprochenen Satzes existiert dann zu der Fläche T" eine

komplexe Funktion U= f7*''+ U'-'-H des Punktes x, y, welche die folgenden Eigen-

schaften besitzt:

I. Die Funktion U ist für jeden nicht mit einem der Punkte cP^, cP.., , cP, zu-

sammenfallenden Punkt X, y der Fläche T", einerlei also, ob derselbe im Innern oder

auf der Begrenzung von T" liegt, einwertig und stetig. Für den Punkt cP„ (" = 1,2, ,«)

dagegen wird sie in der Weise unstetig, daß für a==\,2,---,q die Differenz;
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u -{ z, In r,: + ä'„y: cos ^ + s:,^;: cos ^ -i
• • • + q:,,,,/:" cos '-^

mit uiihegreuzt wachsendem r„, für =- ^ + 1 , ^ + 2, • • •, s die Differenz:

U 2„ In —
i

— cos
:;f
+ — COS -^ + . .

. + -^ COS
-f-"

* ' (f ff fl V '

\ -.•
"

f-
"

1-
" r 'f^ /

' n n ' n ' o

mit unbegrenzt abnehmendem r„ gleichmäßig für alle Werte von t„ gegen eine von /„

unabhängige Größe konvergiert. Zudem sind ihre, allgemein mit f/"*". U~ zu l)e-

zeichnenden, Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten c/'+, c/'" in der Weise

verknüpft, ('aß

\ängaa,[U' = A,U~ + %-,

^
• längs c,{L^+= V-,

längs /„{r+= ir, " = i,^-- ,',

ist, wobei die Konstanten §1,', 33,', = i-^. .;•, nach den für sie gemachten Voraussetzungen

mit den 2p Konstanten A. li durch die p llelationen

:

(s'O (i-7?,)2t:-(i-^,.)s3:=(). .=!,.,,..

verl)unden sind.

II. Die Derivierten -5—
, ^— , 0—r? '-^r^, '>^^'^ Grenzen der entsprechenden Diffe-

renzeiKjuotienten definiert, existieren und sind stetig nicht nur für jeden inneren Punkt

Xyy der Fläche T", sondern auch noch für jeden von den Punkten cP^ , cP.i, • • , cP, ver-

schiedenen Begrenzungspunkt, sobald man die Funktion U über ein diesen Begrenzungs-

punkt im Innern enthaltendes Stück der Begrenzung von T" hinüber den Gleichungen (S.)

entsprechend stetig fortsetzt, und es sind alsdann, ausschließlich auf Grund ihrer Definition,

die Werte der genannten Derivierten in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten

iT^, S"- in der Weise verknüpft, d;iß

längs«, „ —.1, ^ , „ —yi.,-Tr-, -^-i— ^1,-0-rr, q.,. — ^,f '
l dx ' ' d.v ' 8y .

^"'
?!/

'
dx-' ' dx-'

' dr ' dy- '

längs b, ^— = 7;, -5— , -3— = B,. -^—

,

-t-t- = B, -r^

,

-5-^ = ii, -rr-r- , > - 1. 2,
'^ '

[ dx ' dx ' dy ' dy dx- ' dx- ' dy- ' dy-

f'' '1 gx dx ' dy ~ dy ' dx-
~~

dx' '
gi/' gy'

'

i'^'ig^
'"l dx ' dx ' dy ^ dy '

dx' ^ dx'-
' dy'

"~
dy' ' " '' '
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III. Die Derivierten -g^, ^ erfüllen für jeden Punkt .r, ,)/ der Fläche T" , für

den ihre E.xistenz soeben festgestellt wurde, also für jeden nicht mit einem der Punkte

c/*,, c/l, • , cP, zusammenfallenden Punkt die Gleichung AU= -k^_ + y-j = 0.

Daß durch die genannten Eigenschaften die Funktion U vollständig oder nur

bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, je nachdem die ^ Faktorenpaare A, B
nicht sämtlich oder sämtlich uneigentliche sind, ist ebenfalls schon in Art. 12 des fünften

Abschnittes gezeigt worden.

Infolge der genannten Eigenschaften besitzt das über eine in der einfach zu-

sammenhängenden Fläche T" verlaufende, aber durch keinen der Punkte c/i, cP.^, • • •, cP,

gehende, geschlossene Kurve C erstreckte Integral / {— ^dx + -^dy\ stets den Wert

Null. Man erhält dementsprechend, unter ./„, i/^^ einen im Innern von T" fest angenom-

menen Punkt, unter x, y einen beliebigen von den Punkten cP^, c/'g, •••, cP, verschiedenen

Punkt der Fläche T" verstehend, für das vom Punkte x^^, y^^ bis zum Punkte x, y über

eine in T" verlaufende, aber dui'ch keinen der Punkte cP^, cP.^, -, cP, gehende Kurve
r>y

erstreckte Integral / ( - Tr-dx -\- 7—dii] stets denselben Wert, welche Kurve der be-

schriebenen Art man auch als Integrationsweg wählen mag, und man erkennt im

Hinblick hierauf auch, daß dieses Integral für jeden im Innern von T" gelegenen Punkt

zur Derivierten nach x. die Größe — ^. zur Derivierten nach // die (iröße t^- hat. Es
fij/

^' dx

wird daher durcli die Gleichung:

x, y

Jo, 1/,)

bei Festhaltung der ül)ei' den Integrationsweg gemachten Voraussetzungen, zur Fläche T"

eine komplexe Funktion V =~ 1'"'+ V^^'H des Punktes x, y geliefert, welche die folgenden

Eigenschaften besitzt:

I. Die Funktion V ist für jeden nicht mit einem der Punkte c^i, (^,, • •, cP, zu-

sannnenfallenden Punkt ./•, y der Fläche T\ einerlei also, ob derselbe im Innern oder auf

der Begrenzung von T" liegt, einwertig und stetig. Für den Punkt if,, (» = 1,3, ,») da-

gegen wird sie, wie aus den in Art. 7 und in Art. 5 des dritten Abschnittes angestellten

Untersuchungen erhellt, in der Weise unstetig, daß für a-=l,2, •••,g die Ditferenz:(i _2_ '"u \

^a f + ii„i >•„ sm f + i3„3n, sm —M \- i»„,„„r„ sm -^
^a *^<J " o /

P-K, 1. Ül
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mit unbegrenzt wachsendem /•„, für a = </ + 1, q + 2, • •, s die Differenz:

F-(-2:^--^Bin^2,11 . t„ *-o 8 . 2t„ ^l""„ • »"„*^- sm —2 — • •
• —2- SUl -2-

mit unbegrenzt abnehmendem r„ gleichmäßig für alle Werte von /„ gegen eine von f„

unabhängige Größe konvergiert. Dabei ist für a--l,2,---,^ unter — , für er =
(/ + !,

« + 2, •••,s unter —- der Faktor von i im lateralen Teile der in Art. 1 für den der

Fläche K', oder der Fläche K„ angehörigen Punkt z mit den Polarkoordinaten r„, f„

durch die Gleichung In — =- In — — / -^ definierten Größe In— zu verstehen. Die, all-

gemein mit F"*", F" zu bezeichnenden, Werte der Funktion F in je zwei entsprechenden

Begrenzungspunkten c/^^, cP~ sind in der Weise verknüpft, daß

längs a.,{F'^AT^^ + C,

längs 6„{F'^/?;r- + s:, .^1.., ,.,

^''
längs c„{F^= F +C,
längs /„{F*== F^ + 27i2;, o = i,

:

ist, wobei 21',', S3',', S", '-i,ü, ,p, Konstanten bedeuten, die mit den 2^; Konstanten A, B
und den s Konstanten ü'„, "-i--'. ,», durch die p + 1, den in Art. 2 abgeleiteten

Delationen (S'.) entsprechenden, Eelationen:

verbunden sind.

IL Die Derivierten tt >
—

> '^^^ Grenzen der entsprechenden Differenzenquotienten

definiert, existieren und sind stetig nicht nur für jeden inneren Punkt x, y der Fläche T",

sondern auch noch für jeden von den Punkten c/",, c/'^, • • •, cP, verschiedenen Begrenzungs-

punkt, sobald man die Funktion F über ein diesen Begrenzungspunkt im Innern ent-

haltendes Stück der Begrenzung von T" hinüber den Gleichungen (S.) entsprechend

stetig fortsetzt, und es sind alsdann, ausschließlich auf Grund ihrer Definition, die

Werte der genannten Derivierten in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten y+, cP~

in der Weise verknüpft, daß
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1" (SV+
längs a,.[-jj-
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Unter Beachtung des soeben (iesagten bilde man nun zwei spezielle, mit W (0) W

ZU bezeichnende, Funktionen IT, indem man das eine Mal

2„„

setzt, eine diesen Festsetzungen entsprechende Funktion ?/ nüt l'"'\ die zugehörige

Funktion Vi mit T'<"'i und die bei dieser an Stelle der Konstanten %"i, 33" v', ^"i (r. 1,2, ,,,)

auftretenden Konstanten mit 31',"', li^',"', S? bezeichnet, sodaß dann TF'"' durch die Gleichung

|^(») ^ f/"(u)
_l_

jA(o)^ bestimmt ist; das andere Mal dagegen — unter a',., ß[. (1 = 1,2, ••,;>) irgend

ein der Bedingung (1 -- B,)a,. - (1 — Ä,)ß[. = () oder der Bedingung «^,--0 genügendes

Konstantenpaar verstehend, je nachdem J,., B, ein eigentliches oder ein uneigentliches

Faktorenpaar ist —

a ^ 1, 2, , S,

setzt, eine diesen Festsetzungen entsprechende Funktion U mit «f, die zugehörige Funktion

Vi mit vi und die bei dieser an Stelle der Konstanten 51,'?', 23" i,
©"« ('-1.2. .;-) auftreten-

den Konstanten mit a'J, ß',.i, y",.i bez(nchnet, sodaß dann w durch die Gleichung w = tf + vi

für jeden Punkt x, y von T" bestimmt ist, wenn man noch den Funktionen u, v für die

Punkte c/^, c/^i, • • , c/', die ihnen dort zukonmienden Grenzwerte als Werte zulegt. Die

aus den beiden Funktionen 11""*^ ir durch Addition entstehende Funktion W"^ + ic stimmt

dann mit der in Art. .'] verlangten Funktion H' in den allgemeinen Eigenschaften überein

und besitzt zudem nicht nur dieselben 2> Faktorenpaare A, B, sondern auch dieselben

Konstanten £; an Stelle der Konstanten 91,, 23,, ©,. ('-».s. >j') dagegen treten bei ihr die

Konstanten 21',"* + a,. + aj, ÜB',"' + ß\. + ß'li, ©',"' -f y'li beziehungsweise auf, wobei, den

gemachten Festsetzungen entsprechend, 91*,"', 231"', ^i"'» '=1,2, • ,;>, bestimmte, mit den

2j; Konstanten A,, B,, > 1,2, ,;!, und den s Kcmstanten 2„, n-1,2. durch die Gleichungen:

(l-iy..)9(',"' (l-yJ„)23<"'

^ei"'

ei:
(0)

•'- 1,2,

= 1

verknüpfte Größen sind, u,^ ß',. (y-i,i,;p) dagegen irgend ein der Bedingung (1 B,)a,.

— {1 — A,) ß',. = V) oder der Bedingung «1 = genügendes Größenpaar repräsentiert, je

nachdem A,^ B, ein eigentliches oder ein uneigentliches Faktorenpaar ist, endlich die 'dp

mit den Konstanten A, B durch die Gleichungen:

[(i-i^.,)a::-(i -A,)ß:-^-Y:,

2y: -

.=1,2,
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verknüpften Größen a", //', /' von den 2p Größen a, // in der Weise abhängen, daß

ihre Werte vollständig bestimmt sind, solmld man die Werte der Größen «', ß festgelegt

hat. Im folgenden Artikel soll nun gezeigt werden, daß man die 2/> Größen d, ß' im

Rahmen der genannten Bedingungen so wählen kann, daß für jede Zahl j/ aus der

Eeihe 1, 2, • • •. p, für welche A,, B, ein eigentliches Faktorenpaar ist, y'li in die Größe

©,-^61"', also ©*!" + //'' in die für dici verlangte Funktion W vorgegebene Konstante S,,

und zugleich für jede Zahl r aus der Eeihe \,2, .}>, für welche A,, B, ein un-

eigentliches Faktorenpaar und daher nach obigem a^ =- ü ist, a'li in die Größe 31, - 3(11",

also 21'"' + a, + all in die für die verlangte Funktion W vorgegebene Konstante 21,,

(0)
IVübergeht. Die den so gewählten Konstanten d, ß entsprechende Funktion W

besitzt dann alle für die verlangte Funktion W vorgegebenen Konstanten, und es wird

damit eine den sämtlichen in Art. .'! gestellten Bedingungen genügende Funktion W
gewonnen sein.

5.

Die Funktionen ii . v, aus denen sich die Funktion ir der Gleichung ir^-u + vl

gemäß zusammensetzt, sind für jed(!n Punkt ,r, y der Fläche T" einwertig und stetig;

zudem sind ihre Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten c/'+, c/"" in der

Weise verknüpft, daß

längs «,, (m^ -^ A,.u' + d,„

längs b,. {u+ = B,u + ß',., v'^ = B,V + ßl, r = i,2,-

v' -^
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Man bilde jetzt, nachdem man zuvor den reellen Teil der Funktion u mit m"\

den lateralen Teil mit if^^^i bezeichnet und dementsprechend u = «'*' + u^^H gesetzt hat,

mit den ersten Derivierten von «*", m'^' das Integral:

fJ'imH'S'hmHw)^-"'
und dehne es über die Fläche T" aus. Um dasselbe auszuwerten, ziehe man im Innern

eines jeden der s in Art. 1 durch die .s Kreislinien /,„ mit den Radien B„, « = 1,2, ,., ab-

gegrenzten, die sämtlichen Punkte cP^, cp2, • , c/^, enthaltenden

Flächenstücke 7\", K eine zu k„ konzentrische Kreislinie 1f'„ mit

dem Radius /•„ (s. Fig. IS) und beachte, daß für a= l,2, , q

r„>ll„, für o-^q + l, g + 2, ••-,« r„<B„ ist, scheide alsdann

die von den Kreislinien k',, begrenzten, die Punkte cP^, c/'j, • • •, c/',

beziehungsweise enthaltenden Flächenstücke aus der Fläche T"

aus, bezeichne die übrig bleiliende, ganz im Endlichen gelegene,

einfach zusammenhangende Fläche mit T*, das in dieselbe

hineinfallende Stück des Schnittes /„ mit /'„, ihre von den

beiden Seiten der Schnitte <(, h, c, V und den Kreislinien

Ä-j, /r'2, • • •, V, gebildete Begrenzung mit 9t, und dehne das auf-

gestellte Integral zunächst nur über die, einen Teil der Fläche T"

Der Wert dieses über T* ausgedehnten Integrals möge mit

Fig 18.

bildende, Fläche T* aus

77* bezeichnet werden, sodaß also

ist. Ersetzt man nun bei diesem Integrale, indem man berücksichtigt, daß g^"
^ dv

g(u"'4-<t'"8)

dy

dr
7j- und dementsprechend
dx

2
,

/dti"y , /du^*y d{u"

iT^j + {-TT) + [-If) + [TV)
i) dv d(u" M"'t) dv

dxdx dij dy

ist, den zwischen den geschweiften Klammern stehenden Ausdruck durch den die rechte

Seite der letzten Gleichung bildenden Ausdruck und wendet alsdann unter Beachtung der

Relationen
d^v d^u d^v

dx" dydx
d'u d'u d'u

djF" d^^^ df'
das Verfahren der teilweisen Integration

dxdy dx" dydx dy*' dx'' ' dy' " """ '
^'^"^'^'^'^^^ ^^'- ^-"••^»^-" •-" ^

an, bezeichnet auch die Änderungen, welche x, y erleiden, wenn man beim Durchlaufen

der Begrenzung 9t von 7'* in der, durch die Pfeile markierten, positiven Richtung von

einem Begrenzungspunkte x, 1/ zu einem unendlich benachbarten übergeht, mit dx, dy

beziehungsweise und setzt zur Abkürzung dv = -J-dx + t^ dy, so erhält man zunächst:
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+

wobei das an letzter Stelle stehende Integral in der, durch die Pfeile markierten,

positiven Richtung über die ganze Begrenzung 9t der Fläche T* zu erstrecken ist.

Beachtet man jetzt, daß bei der Integration durch die ganze Begrenzung 9f{ längs eines

jeden der Schnitte a, h, c, I' zweimal integriert wird, das eine Mal auf der positiven,

das andere Mal auf der negativen Seite, auch daß die einem Schnitteleniente cPcP' ent-

sprechenden Größen dx, dy auf der negativen Seite des Schnittes sich von den ihm

entsprechenden Größen dx, dy auf der positiven Seite nur durch das Vorzeichen unter-

scheiden, und vereinigt bei jedem Schnitte die auf die positive und die auf die negative

Seite desselben sich beziehenden Teile des in liede stehenden Eandintegrals, indem man
durchweg die beiden einem Schnittelemente cPcP' entsprechenden Integralelemente zu-

sammenfaßt, in ein einziges, nur über die positive Seite des Schnittes zu erstreckendes

Integral, so erhält man für 77* die Gleichung:

77* -- J^ f[{u^'^
- m(^'/)+ dv* - (u'^'''

- u^'^iy dir
}

wobei zur Abkürzung dc^ = -T^dx +^ dy, dir = ^dx + -^dy gesetzt ist.o ex 01/ -^ ex cy ' °

Die auf der rechten Seite der letzten Gleichung vorkommenden, über die positiven

Seiten der Schnitte a, h, c, I' beziehungsweise zu ersti'eckenden Integrale sollen jetzt

ausgewertet werden. Zu dem Ende bezeichne man die zu irgend einer komplexen

Zahl ,(/
= c/*' + f/'^'/ konjugierte Zahl //'' — //''*'/ durch y, sodaß dann yy = (mod y)^ und,

wegen mod ^„ = 1, mod /?,, = 1, speziell A,.A,, = 1, B, B,r^\ ist, beachte, daß für »'==1,2, ••,jj;

ff= 1,2, ••, s

' |(#)-M(^>i)+ =^ Ä,.{u^'^-u^'^iy + a',., dv+ = A,dir,

längs h^

längs c^

längs l'„

(„(u _ ^p:t)' = («**') - «'-* /)- , d r+ = dv-
,

(«'" - «(=')-*)+ = («'" - «''' i)- , d r+ = dir

,
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ist, und reduziere mit Hilfe dieser Relationen die bei der letzten für 77* gewonnenen

Gleichung zwischen den geschweiften Klammern stehenden Ausdrücke. Man erhält dann

für 77* zunächst die Gleichung:

/7*=^v {«; j dv' + ß',
I

dv'-] +2^
I

{u^'^-u^'^i)dv

und schließlich, indem man die mit Hilfe der lielationen (S.) sich ergebenden Gleichungen:

+

k

benutzt und die aus der ersten unter (S'.j angeschriebenen Eelation sich ergebende Be-

ziehung (l~/y,)a; - (1 — yl,)/?|, = beachtet, die Gleichung:

//* = ^^ { AXß'r B,ß\.al ] + "j^
I

' {u''^ - u'-'^i) dv

.

1-1 n-l ' ,

Es ist jetzt nur noch zu untersuchen, was aus /7* wii'd, wenn num die iiadien

*'a7 ''2> • • •»
'V

der Kreislinien k[, hi, , k'^ unbegrenzt wachsen und zugleich die Radien

*'./+!; ''.y + s» • •> '., d<'i' Ki'eislinien l'',,^^, K + i'
'

'
'• ^*« unbegrenzt abnehmen läßt. Konvergiert

alsdann //* gegen eine bestimmte Größe, so ist der Wert dieser Größe zugleich der

Wert des über die Fläche T" ausgedehnten, zu Anfang gebildeten Integrals, wälirend

im anderen Falle von ein(im Werte dieses Integrals nicht gesprochen werden kann. Zur

Durchführung der verlangten Untersuchung beachte man zunächst, daß die Funktion

« = #) + «(-)/, als Funktion des in seiner Bewegung auf die Fläche K,,, " = i,a, ,7, be-

schränkten Punktes x, ij betrachtet, eine Funktion von der im Satze III definierten Art,

dagegen als Funktion des in seiner Bewegung auf die Fläche K„, " = '; + i,7 + 2, ,», be-

schränkten Punktes x, ij betrachtet, eine Funktion von der im Satze I definierten Art

ist, und daß die Funktion v mit der Funktion u durcli die (Jleichungen 37= — ^7»

'r— = %— verknüijft ist. Auf Grund der in Art. (1 und in Art. 4 des dritten Abschnittes
oy üx ^

durchgeführten Untersuchungen bestehen daher, wa^nn man noch, unter Benutzung der

in Art. 1 dieses Abschnittes für die Flächen K\ K eingeführten Koordinatensysteme,

die Polarkoordinaten eines Punktes der Linie /r„ mit 7i'„, i,„ die Polarkoordinaten eines

Punktes der Linie }i„ mit r„, t„ und den Wert der Funktion u für den Punkt ii,,, t„ mit

foi^o) -^/^^\ta) +/?\fa)i' bezeichnet, für a = 1, 2, • • •, q die Gleichungen:
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dagegen für a = </ + 1, g + 2, • •. .s die (lleichungen:

2 Ry;,-.in (^)
t(I<P-

K
X'! -2jef''r>o«(l^)+r,r

^
2B>;;"Bi„(i^)

2v„n

ij;;-2B>:''cos(i:i=^) + r;,''

Beachtet man nun weiter, daß durch Einführung der Polarkoordinaten i-„, t„ in das auf

der rechten Seite der letzten für //* gewonnenen Gleichung vorkommende, über U„ zu

erstreckende Integral die Gleichung:

bei der als obere Grenze des rechts stehenden Integrals für ö- = 1,2, •••,^ die Zahl

— ^v„n, für ö = ^ + 1, ry + 2, • • , s die Zahl + 2}/„t: zu gelten hat, entsteht, und daß

die Größe:

'""" 2b;U

2j>f,a
/«(y^)

b;;-2ä>:;'cos(^)
C?^

für = 1,2, • • •, q mit unbegrenzt wachsendem r„, für a = y + l,g + 2,---,s mit un-

begrenzt abnehmendem r„ gleichmäßig für alle in Betracht kommenden Werte von t„

gegen Null, die Größe m^^/«™"
^i-t!'«' S^^'^f^'^'i vt\) — u^ff'i konvergiert, so erkennt man, daß

die auf der rechten Seite der letzten für 77* gewonnenen Gleichung stehende Summe
der s Integrale gegen Null konvergiert, wenn man die Radien 'i\, t\, , r,^ der Kreis-

linien Ji\, ll,, , h[^ unbegrenzt wachsen und zugleich die Iladien r.i^i, i\^^, • , r, der

Kreislinien A;^ + j, A;^+2, • • •, k', unbegrenzt abnehmen läßt. Unter diesen Festsetzungen

konvergiert also auch 77* selbst gegen eine bestimmte Größe, und es ist der Wert

dieser Größe nach früher Bemerktem zugleich der Wert des über die Fläche T"

ausgedehnten, zu Anfang gebildeten Integrals. Es besteht daher die Gleichung:

r'

P-R, I. 22



170 Sechster Abschnitt.

Mit Hilfe der gewonnenen Gleichung (J.) läßt sich nun der am Schlüsse des

vorhergehenden Artikels verlangte Nachweis erbringen. Zu dem Ende hat man den

Fall, wo die p Faktorenpaare A, B nicht sämtlich uneigentliche sind, von dem Falle,

wo dieselben sämtlich uneigentliche sind, zu trennen.

Erster Fall.

Die 2^ Faktorenpaare A, B sind nicht sämtlich uneigentliche. Um die Vorstellung

zu fixieren, werde speziell angenommen, daß für y = l,2, •••, p das Faktorenpaar

A,., B,, ein uneigentliches d. h. A,=- 1, B,,=- 1, für v =p + 1, p + 2, , p das Faktoren-

paar A,, B, ein eigentliches sei. Dabei ist unter p eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, • • •,

p~l zu verstehen, und der Grenzfall p =- ist dahin zu interpretieren, daß die
jf^

Faktorenpaare A, B sämtlich eigentliche sind. In dem voi'liegenden ersten Falle sind,

nach den zu Anfang dieses Artikels gemachten Ausführungen, die Werte der Funktionen

u, V in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten c/'^, cP~ in der Weise verknüpft, daß

v + ß"

,

V'+ß",,, ...,2,.

v~,

(S.) längs a,{«^+ = A^w + a, , v^ == A,,v'' + «',',

längs &„{m"^ = B^u" + ß,, v^ = B^v~ + ß'^, j
v=p + i,p + 2

längs c,, {
M"*^ = w, ?;"'"= v" + y",

längs ^„{m"'"^ u~, v'*' = v~,
}

« = 1,2,

ist, wobei für y = p + l,p + 2,---,jj die Kelationen

:

(S'.)

längs u,, { M+ -
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zugleich auch die Funktion v mit den ihr zukommenden Konstanten a
,
ß', y" voll-

ständig bestinmit. Für die weitere Untersuchung soll x^, = oder, was auf dasselbe

hinauskommt, «^--0, /3^ = gesetzt werden. Führt man dann in die Gleichung (J.)

mit Hilfe der aus den Gleichungen (K.) sich unmittelbar ergebenden Gleichungen:

r = l, 2, , »

die zu den Größen x konjugierten Größen x ein, so erhält man, wenn man noch be-

achtet, daß für die Konstanten der hier vorliegenden Funktionen u, v die Kelationen

«',, = 0, r = i,2, .,1,; (l — B^)a"—(l-~A,)ß'^=^y", r = v + i,)) + 2, ,?, bestehen, und daß x^=0 ge-

setzt wurde, die Gleichung:

^^'•^ 1 \
(—

) + (—) + y-w) + (—
) I

'^^''J
rpli

V
) = 1

v =p— 1

^a,,x,,+ ^;/,,z„
r = p + 1

Man bestimme nun i)~\, mit u^, u^,---, «(^,_i zu bezeichnende, spezielle Funktionen u,

und zwar u^= u^^^ + u^^H, p-1,2, ,p-i, dadurch, daß man, unter d,,^ eine Größe, die für

V = q den Wert 1, für v -^ q den Wert besitzt, verstehend, für y = 1, 2, • • •, ^ x,.= d

setzt, und bezeichne die zu der Funktion n„ gehörige Funktion v mit v^, die dieser

letzteren zukommenden Konstanten mit a,j,,, ß'^,., y'^,., v = i,2,- ,p. Die Werte der Funktionen

u^, V für die Begrenzung von T" sind dann in der Weise verknüpft, daß

längs »,{«*+= u-,

längsfe,{M+= u- + ^^,,

längs c,{<= 'U- vz =

'•= 1,2,

längs a,{u+ = A,u- + {\- A,) d^

,

, v+ - A, v^, + a^',

,

längs ?>,{%+ = B,u- + {1-B,)d^, ,
?;+ = B,v- + ß',,,

längs c, {
u+ = u-, v+ = V- +

/J,,

,

längs ?„{<= u^, v^= V-,

ist, wobei für r = \> + l,\) + 2,---,p, die Eelationen:

(1
- B,) «p,, - (1 - A,)

//J,,
= ;/p,.

,

r =
t) + l,l)+2,

1=1,2, •

r = p + 1

bestehen. Bildet man alsdann aus den Funktionen u^, u., , Up_i mit Hilfe der bei

der allgemeinen Funktion u vorkommenden noch unbestimmten Größen Xi, X2, , Xp_i

die Funktion x,Mj + X2W2+ • • • + Zp_i«fp_i, so stimmt diese letztere mit der aufgestellten

Funktion u nicht nur in den allgemeinen Eigenschaften überein, sondern besitzt auch
22*
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die l)ei der Funktion ii auftretenden Konstanten A, B, a, ß' und ist daher nach früher

Bewiesenem mit ihr identisch. Es besteht also die Gleichung:

u = Xi»i + x,n., H \- x^_i«<j,_,

und zugleich, infolge der Detinition der zu einer Funktion u gehörigen Funktion v,

auch die Gleichung:

Auf Grund dieser letzten Gleichung ei-geben sich dann zwischen den Konstanten ä[.. //,', y'l

der Funktion v und den entsprechenden Konstanten der Funktionen '",, v«' • •. ^p-i die

lielationen

:

" V " ;3" 'V /O" " Xn "
«. -2. ^S ^Q • ' f^r =2 ^Q ßi' r, Y' =2 ^i- Yv ' '

ij = i (1 = 1 () = 1

r=l ,-2, ,p r = 1 , 2 , , /j i = |) + I
, p + i , •

, p

welche die Gi-ößen a^, //,', y" als lineare Funktionen der Größen x^. x.^, • • •, Xp_i darstellen,

da die Größen a',',,., ß'^,., y'^,,. von den x unabhängig sind.

Man betrachte jetzt das System der j> — 1 unter den vorstehenden Eelationen

enthaltenen, in bezug auf die noch unbestimmten Größen x,, x^, •••, x^_i linearen

Gleichungen

:

«j'i z, + «2, z., H -t- aj_
1, i

x^ _ , -- a"

,

Yhi-'i^i + yIp-i^2+ ^ Yi'-hP-i'^P-i-Yp-i

Die Determinante ^ -^\2^ ^n' c^'p^Yv + uv + i'
'

' Yp-hp-i dieses Gleichungensystems hat

einen von Null verschiedenen Wert. Zum Beweise dieser Behauptung nehme man an, daß A
den Wert Null besitze. Unter dieser Annahme lassen sich, nach ))ekanntem Satze der

Determinantentheorie, die ^; — 1 Größen x, auch wenn man das Wertesystem x^ -= ü,

5^2=^*) •» 5^/.-!=""^* ausschließt, so bestimmen, daß a'^-O, •-, o:J,'=-(), j'^'+i-- 0, ••,
^'^'_i

=
wird. Die den so bestimmten (jirößen x entsprc(;hende Funktion u hat dann, wie ein

Blick auf die oben aufgestellte Gleichung (J^.), deren rechte Seite für a'/ = 0, • • •, aj,'-=0,

/p + i
= 0, ••, /J_i = verschwindet, zeigt, in der ganzen Fläche T" denselben Wert, und

zwar den Wert Null, da längs a^{M+ = Aj,u~, längs />^,{m+-- Bj,u~ ist und zudem die Größen

Ap, Dp nicht beide den Wert 1 besitzen. Dieses aber ist, wie die Gleichungen (S.) zeigen,

nur möglich, wenn die der Funktion u zukommenden Konstanten a, ß' oder, was auf

dasselbe hinauskommt, die eben bestimmten, mit den Konstanten a, // durch die

Gleichungen (K.) verknüpften Größen x^, x.^, , Xp_i sämtlich den Wert Null besitzen,
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während doch soeben l)ei der Bestimnumg der Größen z diis Wertesystein x^ = (),x^ = 0,

•••,x,,_i = ausgeschlossen wurde. Die Determinante A des aufgestellten Gleichungen-

systems kann also, da die Annahme A = auf einen Widerspruch geführt hat, nur einen

von Null verschiedenen Wert Itesitzen. Hat aber, wie jetzt feststeht, die Determinante A
einen von Null verschiedenen Wert, so lassen sich die Größen z,, x,, •••, z^,_i oder, was

dasselbe, die mit ihnen durch die Gleichungen (K.) verknüpften Größen a, ß' stets und

nur auf eine Weise so bestimmen, daß die Größen a'l, , a^, y'^^ + i,
• •, /^'_, vorgegebene

Werte annehmen, also auch so, daß für r--l,2, •••,p a^i = %,.^~%^^\ für y = ).) + l,

|) + 2, • • •, ^; - 1 y'v^ == ^. - ^T und zugleich dann, wegen ^1^'/,' = und ^"(S,- ^^^^)=-0,
V-l 1=1

Y'pi = ^p— Sp"* wird. Damit ist aber für den vorliegenden ersten Fall, wo die j> Faktoren-

paare A, B nicht sämtlich uneigentliche sind, der am Schlüsse des vorhergehenden

Artikels verlangte Nachweis erbracht, wenn man noch beachtet, daß die Untersuchung

eines jeden der noch übrigen hierher gehörigen speziellen Fälle sich von der eben

durchgeführten Untersuchung nur durch die Bezeichnung unterscheiden würde.

Zweiter Fiill.

Die p Faktorenpaare A , B sind sämtlich uneigentliche. In diesem Falle sind,

nach den zu Anfang dieses Artikels gemachten Ausführungen, die Werte der Funktionen

u, V in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP'', cT~ in der Weise verknüpft, daß

längs a,, {'M"^ = u~, v"*" = v" + al,

längs 6,, {tt+= «*~ + /:/^,, t;+ = V + //,', v = i,2,. ,p,

(^•)
T- f + - + -längs c^[w=u , v^ = v

,

längs ?„{w'"= w", v+ = V", f. = i,2,. ,.,,

ist, wobei die /f,,, ' = 1,2, ,;), irgend welche Konstanten bedeuten. Sind die Werte der Kon-

stanten // festgelegt, so ist dadurch, nach dem im vorhergehenden Artikel Bemerkten, die

Funktion M bis auf eine additive Konstante, die Funktion w dagegen mit den ihr zukommenden

Konstanten a", /i" vollständig bestimmt. Zur vollständigen Bestimnumg der Funktion u

möge noch festgesetzt werden, daß sie für einen beliebig gewählten Punkt cf der Fläche T"

den Wert Null besitze. Da bei der hier vorliegenden Funktion u die Größen a,. sämt-

lich den Wert Null besitzen, so tritt jetzt an Stelle der Gleichung (J.) die Gleichung:

9r) JJ \(-jr) + (-Fl^) + {-8f) + [-W) r^"^ ^ -2/r<^r-
r' ' - ^

Man bestimme nun p, mit u^, u^, • • •, iij, zu bezeichnende, spezielle Funktionen u,

und zwar u = u^^^ + u^^H ,
9=1,2, ,?, dadurch, daß man, unter S^,^ eine Größe, die für



174 Sechster Abschnitt.

V = q den Wert 1, für v ^ q den Wert besitzt, verstehend, für v = \,2, , p ß\. = d^^

setzt und außerdem noch der Funktion u,, für den vorher gewählten Punkt c/' den

Wert Null zulegt, bezeichne auch die zu der Funktion u^ gehörige Funktion v mit v^,,

die dieser letzteren zukommenden Konstanten mit a'J,,, /?'J^,
. = 1,2, ,;j. Die Werte der

Funktionen m^, v^ für die Begrenzung von T" sind dann in der Weise verknüpft, daß

längs fl„
{
u^ = u-, ?;+ == v' + a^,

,

längs l^u^ = u- + Jp,,, y;p+ = ?;" + ^'^,, . = 1,2,. ,p,

längs c, {
«+ = u-, ü+ = V-,

längs ;„{«+ = «*-, < =
^f'

= 1,2, ,..,

ist. Bildet man alsdann aus den Funktionen iii, u^, . u^, mit Hilfe der bei der

allgemeinen Funktion u vorkommenden Konstanten ß,., .--1,2, ,p, die Funktion

ß,Ui + ßA<'.j+ + ß'ptij,, SO stimmt diese letztere mit der aufgestellten Funktion « nicht

nur in den allgemeinen Eigenschaften überein, sondern besitzt auch die bei der Funktion u

auftretenden Konstanten // und kann sich daher nach früher Bewiesenem von ihr nur

durch eine additive Konstante unterscheiden. Diese Konstante muß aber mit der Null

zusammenfallen, da die Funktionen u, u^, u.^, • . Uj, den gemachten Festsetzungen gemäß

für den vorher gewählten Punkt cP sämtlich den Wert Null besitzen. Es besteht also

die Gleichung:

u-^ ßu, + i%u, H h ßpUj,

und zugleich, infolge der Definition der zu einer Funktion u gehörigen Funktion v,

auch die Gleichung:

Auf Grund dieser letzten Gleichung ergeben sich dann zwischen den Konstanten a", ß',.

der Funktion v und den entsprechenden Konstanten der Funktionen v^, v.^, • , Vj, die

Relationen

:

P=P V=P

e=i e=i

welche die Größen a,, {f,, als lineare Funktionen der Größen ß^, ß^, • , ßj, darstellen,

da die Größen a|',, ß,',,, von den ß unabhängig sind.

Man l)etrachte jetzt das System der 2^ unter den vorstehenden Relationen ent-

haltenen, in bezug auf die noch unliestimmten Größen ß^, ß^, ß,, linearen Gleichungen:

«ÜÄ + «21/^2 H + «^lÄ == «1'

«'12Ä + «22/^2 H + «p2/^p = «2,

«;',/?; + a:,j,ß^ + • • • + a^j,ß^ = a^.
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Die Determinante A = ^+ a'/iCCa^ • • •

S.p dieses Gleichungensystems hat einen von Null

verschiedenen Wert. Zum Beweise dieser Behauptung nehme man an, daß A den Wert

Null besitze. Unter dieser Annahme lassen sich, nach bekanntem Satze der Determinanten-

theorie, die fj Größen ß'i, fl^, •, ß'^,, auch wenn man das Wertesystem /J'i = 0, /J'^ = 0, • •,

ß'p = ausschließt, so bestimmen, daß «1 = 0, a^ = 0, -, a^ = wird. Die den so be-

stimmten Größen ß' entsprechende Funktion u hat dann, wie ein Blick auf die oben

aufgestellte Gleichung (J^,.), deren rechte Seite für «'/-- 0, «^ -= 0. • •, ß^' = verschwindet,

zeigt, in der ganzen Flache T" denselben Wert, und zwar den Wert Null, da sie für

den vorher gewählten Punkt cP den Wert Null besitzt. Dieses aber ist, wie die

Gleichungen (S.) zeigen, nur möglich, wenn die der Funktion u zukommenden Kon-

stanten ß[, ß'.^, , ß'p sämtlich den Wert Null besitzen, während doch soeben bei der

Bestimmung der Größen /3' das Wertesystem ß[ = 0, ß^ = 0, • •, /J^ = ausgeschlossen

wurde. Die Determinante A des aufgestellten Gleichungensystems kann also, da die

Annahme A = auf einen Widerspruch geführt hat, nur einen von Null verschiedenen

Wert besitzen. Hat aber, wie jetzt feststeht, die Determinante A einen von Null

verschiedenen Wert, so lassen sich die Größen z^,, /il, •••, /i^ stets und nur auf eine

Weise so bestimmen, daß die Größen d[, a'^, • , a^ vorgegebene Werte annehmen, also

auch so, daß für v = \,2,---,p alt = %,. — %^^^ wird. Damit ist auch für den zweiten

Fall, wo die j) Faktorenpaare A, B sämtlich uneigentliche sind, der am Schlüsse des

vorigen Artikels vei'langte Nachweis erbraclit.

6.

Durch die Untersuchungen des vorhergehenden Artikels ist der am Ende des Art. 4

verlangte Nachweis erbracht und damit gezeigt, daß zur Fläche T" stets eine den sämt-

lichen in Art. 3 aufgestellten Bedingungen genügende komplexe Funktion W =-W^^^ +W^^^i

des Punktes x, y gebildet werden kann. Eine weitere Frage ist jetzt die, ob die er-

haltene Funktion W die einzige den aufgestellten Bedingungen genügende Funktion

ist. Um diese Frage zu entscheiden, nehme man an, daß eine zweite denselben Be-

dingungen genügende Funktion W existiere. Bezeichnet man alsdann die Differenz der

Funktionen W, W mit w, setzt also w =W— W, so hat die so definierte Funktion w,

wenn man ihr noch für die Punkte cP^, cP.2, •••, cP, die ihr für diese Punkte zukommen-

den Grenzwerte als Werte zulegt, die folgenden Eigenschaften:

I. Die Funktion w ist für jeden Punkt x, y der Fläche T" einwertig und stetig;

zudem sind ihre, mit iv^, iv~ zu bezeichnenden, Werte in je zwei entsprechenden Be-

grenzungspunkten cP^, cP~ zu beiden Seiten eines der Schnitte a, h, c, l in der Weise

verknüpft, daß
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längs a,.{'W'^ = A^w" + a,,

längs /v,,
[

«•+ = B,n~ +/i,, v = i,2,

(S.)

längs /y
{«+ -- w~

,

= 1,2, ,.,

ist, wobei die Konstanten «,,,/?,, (» = 1,2, ,;<) der Bedingung (1 - 7?,,)«,, — (1 —J,,)j3, -= oder

der Bedingung a, =0 genügen, je nachdem A,,, />',, ein eigentliches oder ein uneigentliches

Faktorenpaar ist.

IL Die Derivierten ^ , ^ , als Grenzen der entsprechenden Differenzenquotienten

definiert, existieren und sind stetig nicht nur lür jeden inneren Punkt r, y der Fläche T"

,

sondern auch noch für jeden von den Punkten c/i, cP.,, , cP, verschiedenen Begrenzungs-

punkt, sobald man die Funktion k über ein diesen Begrenzungspunkt im Innern

enthaltendes Stück der Begrenzung von T" hinüber den Gleichungen (S.) entsprechend

stetig fortsetzt, und es sind alsdann, ausschließlich auf Grund ihrer Definition, die

Werte der genannten Derivierten in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP^ , cP~

in der Weise verknüpft, daß

... ff;j(;+ , dn~ 8w+ . i)

w~

längs a,. -— = A ,
-— ,

-.— = A. -tt—
,o '

\ ox '^ ex ^ cy ' dy

1.. 1 \dir* ,, dir" cir+ ,, v ur
längs 0,, -T— = Ji^—,— , T^— = l\-—

,

» = 1,2, ,p.
*= ' \ ex ' c)x ' oy cy '

längs c,. ^3— = -— , -ö— = -ö— jo
' l dJ- ex ' dy dy '

1.. j loiv^ dw~ dir* d>r~
längs („ -T— = -5— , -^— = -—

,

a = i,2, ,«.
° " [ ox dx ' dy cy

in. Die Derivierten ^, %^ erfüllen für ieden Punkt ./ , // der Fläche T" , für den
dx cy •' •'

ihre Existenz soeben festgestellt wurde, also für jeden nicht mit einem dei* Punkte

cP^, cP.,, . cP,, zusammenfallenden Punkt die Gleichung ^ = *^"

Infolge der genannten Eigenschaften besitzt das über eine in der einfach zu-

sammenhängenden Fläche T" verlaufende, geschlossene Kurve 6' erstreckte Integral

([wdx + widy) stets den Wert Null. Man erhält dementsprechend, unter ,'/, 1/ einen
c

im Innern von T" fest angenonmienen Punkt, unter x, y einen belii^bigen Punkt der

Fläche T" verstehend, für das vom Punkte x , y bis zum Punkte x, y über eine in T"

verlaufende Kurv(^ erstreckte Integral l\irdx + widy) stets denselben Wert, welche Kurve

mau auch als iutegrationsvveg wählen mag. Es wird daher durch die Gleichung:
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S2(x, y) --=

I
{ivdx + tvidy),

x,y

unter Festhaltung der über den Integrationsweg gemachten Voraussetzung, zur Fläche T"
eine einwertige und stetige Funktion i2 des Punktes x, y geliefert, welche für jeden

inneren Punkt x, y von T" stetige Derivierte ^ = w, '— = tvi, 4-^ = ^, ^ = i^
besitzt, aber auch noch für jeden von den Punkten c/'i, cP^, ••-, cP, verschiedenen Be-

grenzungspunkt, sobald man die Funktion £l{x,y) über ein diesen Begrenzungs-

punkt im Innern enthaltendes Stück der Begrenzung von T" hinüber in der Weise

stetig fortsetzt, daß man den Endpunkt x, y des Integrationsweges die Begrenzung

überschreiten läßt und gleichzeitig das Integralelement ivdx + ividy oder, was dasselbe,

die Funktion iv über die Begi'enzung hinüber den Gleichungen (S.) entspi'echend stetig

fortsetzt. Beachtet man nun noch, daß die für jeden von den Punkten cPi, cP.,, . cP,

verschiedenen Punkt x, y von T" bestehende Gleichung I7 = ' 1^ für die genannten

zweiten Derivierten die Gleichung ^+^ = nach sich zieht, so erkennt man, daß

die Funktion £l(x, y) sich für jede ganz im Innern von T" liegende Kreisfläche K wie

eine Funktion von der in dem Satze I definierten Art verhält, also für jeden inneren

Punkt X, y von K — wenn man mit «', a" die Mittelpunktskoordinaten, mit li den

Radius von K bezeichnet und unter /•, t die durch die Gleichungen x = d + r cos t,

y = a"+ramt bestimmten Polarkooi'dinaten des Punktes x, y von K versteht — als

Funktion der Polarkoordinaten r, t durch die Gleichung:

zu

-'Kr 2^.1 "''P n'- - 2Mreo>i(t-q:) + r'
"^

dargestellt wird. Das Gesagte gilt auch noch für eine Kreisfläche K, deren Mittelpunkt

ein von den Punkten c/J, cP^, •,cP, verschiedener Punkt der Begrenzung von T" ist, so-

bald man in diesem Falle, bei hinreichend klein gewähltem liadius B von K, die Funktion

S2(x, y) für den mit dem Mittelpunkte nicht auf derselben Seite der Begrenzung gelegeneu

Teil von K durch die oben l)eschriebene stetige Fortsetzung definiert. Aus der so ge-

wonnenen Darstellung folgt nun weiter, daß die Funktion £2(x, y) nicht nur für jeden

inneren Punkt r, y von T" , sondern auch noch, bei Hinzunahme ihrer stetigen Fort-

setzung, für jeden von den Punkten iPi, cP.^, • , cP, verschiedenen Begrenzungspunkt

von T" stetige Derivierte nach x und // von jeder Ordnung besitzt, und daß zugleich

die Werte dieser Derivierten von der Reihenfolge der Derivationen unabhängig sind.

Auf Grund dieses Resultates und der Gleichung w == |^ ergibt sich nun schießlich, daß

die Funktion /c nicht nur für jeden inneren Punkt x, y von T" stetige zweite Derivierte:

P-u, I. 23
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a««- a»a a«w d^si g»»- s^a c^w g»ß

ex- ex"' cxdij cxfi/cx' dycx dydxcx'' cy' dy'ex

besitzt, sondern auch noch für jeden von den Punkten cPi, c/\, , cP, verschiedenen

Begrenzungspunkt, sobald man die Funktion S2 in der früher angegebenen Weise oder,

was dasselbe, die Funktion ir den Gleichungen (S.) entsprechend über die Begrenzung

hinüber stetig fortsetzt, und daß zudem zwischen diesen Uerivierten für jeden Punkt x, y

der Fläche T" , für den ihre Existenz soeben festgestellt wurde, sowohl die Beziehung

-£ll£. = J1!L als auch die aus dieser mit Hilfe der Gleichung ^ = i tj^ sich ergebende
dxry oycx' '^ cy ex ^

Beziehung -^ + j^ = besteht.

Man bilde jetzt, nachdem man zuvor den reellen Teil der Funktion w mit iv^^\

den lateralen Teil mit w^^'^l bezeichnet und dementsprechend w = «•'" + w^^i gesetzt hat,

mit den ersten Derivierten von «•<'', «•<-' das Integral:

;/j'i(¥r+(^T+(T7r+(i?')>«."

und dehne es über die Fläche T" aus. Um dasselbe auszuwerten, dehne man das

Integral zunächst nur über die schon in Art. 5 benutzte, einen Teil der Fläche T" bildende,

Fläche :!/'* aus, bezeichne den ihm dann zukoumienden Wert mit //*, sodaß also

ist, und werte dieses letztere Integral unter Benutzung der Figuren 17, 18 und unter

Wiederholung der zu Anfang des vorhergehenden Artikels angewandten Schlußweisen

aus. Zu dem Ende bringe man die vorstehende Gleichung, mit Hilfe der Relationen

g(w<" + ^-">t) div p(w"' + «•'"») die . 1- , TT.

cx cy cy öx '

77* =
,},] \ (X cy cy dx\' '' -^

und wende auf das jetzt vorliegende Integral, unter Beachtung der vorher gewonnenen

Beziehung :^-^ = f ,"'

, das Verfahren der teilweisen Integration an. Man erhält dann
'^ cxcy cycx ^

zunächst die Gleichung:

77* =- [^" /"{ (w(" - «'<-)
'if dw^ -- (yr(" -- /<-<-' i)- d w-

]

+ "2
f'{

("*" - ""* 0'' ^ «'^ -
C"-'"'

- '<'•"' 0" ^ "" } + i" A"'"' - 'f'"'*) <^ «<^

'
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wobei zur Abkürzung dw"^ --=^ dx + r^ dtj, dir =^ dx -f-
-^ du gesetzt ist; weiter,° ox cy ' ex oy "^ ~ '

indem man beachtet, daß für y = 1, 2, • -, ^>; a 1, 2, • • , s

längs «,, {(?r'"- »'^' ;)+(?»•+ = (/(,"'-«•<->/)- f/«'- + S,,rrw+,

längs h,. \{u^''-i,J^tfdw' - (»•'" - liPiydur + /i,(^«'+,

längs r„ {(/r(" - »'<-'>?;)+ (/»;+ = ((f<" ~- «;(^>i)- rf^r,

längs l, {[ii^-^id^Ufdw^ == («<" ~?^•(•^'^)-rfHr

ist, w^obei, der im voi'hergehenden Artikel eingeführten Bezeichnung entsprechend, «,, ß,.

die zu «,,, /i,, konjugierten Größen l)ezeichnen, die (lleichung:

und schließlich, indem man die mit Hilfe der Relationen (S.) sich ergebenden Gleichungen:

+

J'div+ = »',„ - tt',^ = .4,5,(1 -^- B,) ^('p_, + A,ß,.,

+

6+

benutzt und die aus der Relation (1 —jy,,)«, — (1 — J,)/?,=- sich ergebende Beziehung

(1 — B,) a,. — (1 ~ A,) ß^ = berücksichtigt, die Gleichung:

^p

n* = ^ {A,a,.ß,, --B,.ß„a,.} + ^ C{i6'^ -~w^H)dw.
1' = 1 (j = 1 '

.

Beachtet man nun, daß die Funkti(m » -- ?('^'^ + «'^^^i, als Funktion des in seiner Be-

wegung auf die Bläche Ä'J, -» = 1,2, ,,;, beschränkten Punktes x, // betrachtet, eine Funktion

von der im Satze III definierten Art, dagegen als Funktion des in seiner Bewegung

auf die Fläche K„, 0.7 + 1,5 + 2, ,.., beschränkten Punktes x, y betrachtet, eine Funktion

von der im Satze I definierten Art ist, und daß infolgedessen das in der letzten

Gleichung hinter dem zweiten Summenzeichen stehende Integral für = 1, 2, •
•

-, «7 mit

unbegrenzt wachsendem r„, für a=-q + l,q + 2,---,s mit unbegrenzt abnehmendem r„

gegen Null konvergiert, wie sich nach Einführung der zum Punkte x, y der Integrations-

kurve h', gehörigen Polarkoordinate t„ als Integrationsvariable ohne Mühe ergibt (vergl.

S. 1()!)), so erkennt man, daß der Wert des über die Fläche T" ausgedehnten, zu Anfang

dieser Untersuchung gebildeten Integrals durch die auf der rechten Seite der letzten

23*
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Gleichling iin erster Stelle stehende Suunne geliefert wird. Es besteht daher die

Gleichung:

't"
''~

Der auf der rechten Seite der gewonnenen Gleichung hinter dem Summenzeichen

stehende Ausdruck hat infolge der Bedingungen, denen die Konstanten a, ji genügen,

für jedes ;- aus der Eeihe 1, 2, ••.y> den Wert XuU. In dem Falle, wo dem Index v

ein eigentliches Faktorenpaar A,., ß, ('ntsi)richt, die Größen «,., /i, also der Gleichung

(\—B,)a,. — (l~A,)ß,=^(). und entsprechend die Größen «,, /7, der Gleichung (1 — 7i,,)ä,,

— (1 — A,)ß,.= oder, was dasselbe, der aus ihr durch Multiplikation mit — A,J3,. ent-

stehenden Gleichung (1 — B,)A,.cc,. — (1 — A,)B,.(i,. = genügen, ergibt sich nämlich aus

der ersten und letzten der drei soeben angeschriebenen Gleichungen durch Elimination

der Größen (1 - A,), (l~ B,) die Relation yl,ß,,/i, - 7>\/J,,a,, -= 0, während in dem Falle,

wo dem Index r ein uneigentliches Faktorenpaar A,., B, entspricht, also die Größe «,,

der Gleichung «,, -- 0, und entsprechend die Größe «,. der Gleichung «,,=-() genügt, die

liichtigkeit der aufgestellten Behauptung unmittelbar einleuchtet.

Nachdem so der Wert des über die Fläche T" ausgedehnten Integrals als mit

der Null identisch erkannt ist, ergibt sich durch direkte Betrachtung dieses Integrals,

daß die Größen -^ ,
-^— , -^— , -^^ jedenfalls für jeden von den Punkten cP,, c'Z. . cP,

(}X ex (' jl fi 1/ •> •' .n . .1

verschiedenen Pimkt der Fläche T" den Weit Null l)esitzen, und daß daher die

Funktion w = «;*''+ «r^^^i in der ganzen Fläche T" einen konstanten, mit c zu bezeichnen-

den, Wert hat.

Aus dem gewonnenen Resultate folgt luui , daß die Funktionen W,W, deren

Differenz zn Anfang dieses Artikels mit w bezeichnet wurde, durch die Gleichung W~ W=^c
verknüpft sind. Existiert also außer der Funktion 11' eine zweite Funktion W , welche

den sämtlichen in Art. 3 für W aufgestellten B(xlingungen genügt, so kann sich diese

Funktion W von der Funktion II" nur um eine additive Konstante unterscheiden.

Andererseits genügt aber auch die aus W durch Addition einer beliebigen Konstanten ü
entstehende Summe W+ C, als Funktion des Punktes a, y von T" betrachtet, den sämt-

lichen in Art. 3 für ir aufgestellten Bedingungen; denn sie stimmt mit der Funktion Win den

allgemeinen Eigenschaften sowie in den Konstanten A, B, (ü, £ überein und unterscheidet

sich in beziig auf die Konstanten 2(, S, da längs a,[{W+ Cy = A,(W+ Cf+%,+ (1~A,)C,

\hngs h,{{W+ cy ^ B,(W+C)-+ %. + (}- B,)C ist, von ihr nur dadurch, daß für jede

Zahl r aus der Reihe 1,2, ,2j, für welche A,, B, ein eigentliches Faktorenpaar

ist, an Stelle der zugehörigen, bei der Problemstellung nicht vorgegebenen Konstanten

21,,, 33,, die Konstanten %, + (l-A,)C, SB, + (1~-B,)C auftreten. Man erkennt daher
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schließlich, daß die zu Anfang des Art. .'5 verlangte Funktion W durch die für sie

aufgestellten Bedingungen nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist, und

daß die allgemeinste den genannten Bedingungen genügende Funktion erhalten wird,

wenn man zu der in den Artikeln 4, 5 gewonnenen Funktion W eine willkürliche

Konstante C addiert.

7.

Die in den Artikeln 4, f) gewonnene, einwertige Funktion W=U+Vi des

Punktes x, y von T" ist, da sie den sämtlichen zu Anfang des Art. ?> aufgestellten Be-

dingungen genügt, eine Funktion der komplexen Veränderlichen s, die sich für das

Gebiet irgend eines von den Punkten c/",, cP«^, • • •, cP, verschiedenen Punktes z =^ a von T"

,

mag derselbe im Innern oder auf der Begrenzung von T" liegen, durch eine Reihe von

der Form:

Co + c, {z-a) + c^{z-af -\ + c„ (z-a)" H

darstellen läßt, wobei die c von z unabhängige Größen bezeichnen; die sich dagegen

für das Gebiet des Punktes cP„ ("-1,2, ,«) durch eine Reihe von der Form:

„ In - H + — + ...+ —^ + c„o + c„,z„ + c„,z'„ + • • • + CaX +
^a Z„ Z„ Z„ "

- i- X
darstellen läßt, wobei für a = 1, 2, •, ^jt z„'^ z \ für a -- g + 1, 5' + 2, • •, s z„ = {z—ay
ist, die vorkommenden Potenzen ebenso wie der Logarithmus den in Art. 1 gemachten

Festsetzungen entsprechend zu interpretieren sind, und die von z unabhängige Größen

bezeichnen.

Die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung ergibt sich im vorliegenden Falle

unmittelbar aus den in den Artikeln 4, T), (i, 7 des dritten A])schnittes durchgeführten

Untersuchungen, wenn man die Eigenschaften der zur Bildung der Funktion >F= ?/+ Vi
7)V /) TT PiV r\1T

benutzten Funktion U und den durch die Gleichungen ^- = — -5-
,
3- = 0- charakteri-° ox öy oy dx

sierten Zusammenhang der Funktionen U, V beachtet. Dabei ist der Begriff des zu

einem Punkte von T" gehörigen Gebietes in folgender Weise zu definieren. Liegt ein

von den Punkten c/^, cP.^, ••, cP, verschiedener Punkt der Fläche T" vor, so grenze man
zu ihm als Mittelpunkt diejenige Kreisfläche ab, welche auf ihrer Peripherie wenigstens

einen, in ihrem Innern aber keinen der Punkte cP,j + i, cP,, + i, , cP, enthält; liegt anderer-

seits ein Punkt JP, vor, so grenze man zu ihm für = 1, 2, • • •, q diejenige, den Punkt eP„

enthaltende, r„- blättrige Kreisergänzungsfläche ab, welche auf ihrer Peripherie wenigstens

einen, in ihrem Innern aber keinen der Punkte cP,j + i, cPg + 2,
••• eP, enthält, für a --= q + 1,

q + 2, , s dagegen diejenige den Punkt cP„ als Mittelpunkt besitzende, »'„-blättrige
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Kreisfläche, welche aut ihrer Peripherie wenigstens einen, in ihrem Innern aber außer

dem Pmikte c/!, keinen weiteren der Punkte cP,j + i, cP.i^«, , cP, enthält. Unter dem

Gebiete irgend eines Punktes cP der Fläche T" soll dann die Gesamtheit der Punkte z

verstanden werden, welche im Innern der zum Punkte cP in soeben angegebener Weise

a))gegrenzteu Fläche liegen und zudem von dem Punkte iP aus auf einem ganz im

Innern der betreffenden Fläche verlaufenden und die Begrenzung von T" nicht schneiden-

den Wege erreicht werden können. Die genannte, zu dem Pimkte cP abgegrenzte

Fläche bildet zugleich den Konvergenzbereich für die oben dem Punkte zugeordnete

Reihe, und die durch diese Reilie für den Fall, daß das Gebiet des Punktes nur einen

Teil des Konvergenzbereiches ausmacht, bestimmte stetige Fortsetzung der Funktion TI"

über das Gel)iet des Punktes cP hinaus in die nicht dem Gebiete angehörenden Teile

des Konvergenzbereiches deckt sich mit den den Gleichungen (S.) entsprechenden stetigen

Fortsetzungen der Funktion W über das Gebiet hinaus oder, was dasselbe, über die

Begrenzung von T" hinüber.

Unter Beachtung des Vorstehenden lassen sich jetzt die sämtlichen in diesem

Abschnitt erhaltenen Resultate zusammenfassen in den folgenden, alle weiteren Unter-

suchungen beherrschenden

Fiiiidaiueiitalsatz.

„Die über der Z-Ehei/e ausgebreitete, (2p+ \)-f'<ich zusammenhängende, n-hlättrige Fläche T
sei in der in Art. 1 angegebenen Weise durch Einführung der Schnitte «,., h,, c,, 1 = 1, 2, .i», in die

einfach znsunimenhängende Fläche T und weiter dann, nach 3£arMerung der Funkte cP^, cP^. . cP„

durch Eii/fiihrung der Schnitte l„, 0=1,2, ,», in die einfach zusammenhängende Fläche T"

verwandelt. Man ordne den 2p Schnitten a,., b,., y--i,2, ,p, 2p Konstanten A^, B,.. r=.i,2, ,;>,

die sämtlich den Modal 1 besitzen, zu und nenne A,, B, ein eigentliches oder ein uneigent-

liches FaMorenpaar
, je nachdem die Größen A,, li, nicld beide oder beide den Wert 1 be-

sitzen; verstehe (dsdann unter 2„- 2„i, ü,,^. , 2„,„^. 0-1,2, ,», beliebig vorgegebene oder im

Fahmoi der Bedingung 2^' 2„ *^ vorgegebene Konstantoi, je nachdem die p Faktorenpaare A, B
= 1

nicht sämtlich oder sämtlich uneigentliche sind, und ordne dem Funkte cP„ die Funktion:

fJz„).-.2„\n^ + ^ + '^ + ...+^
^" -a ^o ^o'

_ -L J_

ZU, u-obei für a ^ 1,2, , q z„=^ z ", für a = q + l,q-\-2,--,s z,,-^^ (z—a„)" ist, und die

vorkommenden Fotenzen ebenso wie der Logarithmus den in Art. 1 gemachten Festsetzungen

entsprechend zu interpretieren sind; ordne ferner den p Faktorenpaaren A,., B,, 1=1,2, ,?,

p Konstanten 6.„ ' = 1,2, ,?, zu, die so gewählt seien, daß die zu uneigentlichen Faktoren-
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paaren gehörigen Größen ß sämtlich mit der Null zusammenfallen, die zu eigentlichen Fahtoreu-

paaren gehöriger/ Größen K dagegen mit den schon geniihlten Größen fi dnreh die Beziehung

yiE,, + 2niJ>'2„=0 verknüpft sind; ordne endlich noch jedem uneigentlirhen Faktoren-
V = 1 fl = 1

paare A,, />',, eine heliehig ((ngenoinmene Konst(ude iH,. zu.

Fs existiert dann zur Fläche T" immer eine Funktion W des J'unktes z, nrlehe

die folgenden Figenseliaften besitzt:

f. Die Funktion }]' ist für jeden nicht mit einem der Funkte cJ\, cP.,. , cP, zu-

sammenfallenden Funkt z der Fläche T", einerlei also, ob derselbe im Innern oder auf der

Begrenzung von 'fliegt, einwertig und stetig. Für den Punkt cP„ (1=1,2, ,») dagegen tvird

sie in derselben Weise unstetig, wie die dem Funkte zugeordnete Funktion f, (z,), sodaß also

die Differenz:

für den Funkt stetig bleibt. Zudem sind ihre Werte in je zwei odsprechenden Begrenzungs-

punkten cP'^, cP~ in der Weise verknüpft, daß

längs «„{ W^-'A,.W- + %,,

längs i;, { ir'= /?,,Vr--fä)\, ^=,,2,.,^,

längs c^{ Tr* - W~ + (£,,

längs ;„{]'F+= W^- + 2ni2„, « = 1,2, -,„

ist, wobei die 3^j + s Konstanten 31, 33, (£, 2 mit den 2p Konstanten A, B durch die, nach

früherem für das Zusammenbestehen der Gleichungen (S.) notivendigen, p ^\ Relationen:

(S'.)

{\-B,)%,-{\-A,)%=^,, v=.,2,.

verbunden sind, und die außer den vorgegebenen Konstanten noch vorkommenden Größen, also

die p Größen 53 sowie die zu eigentlichen Faktorenpaaren A, B gehörigen Größen 2(, als

Konstanten, die nicht vorgegeben, werdet/ kännen, anzusehen sind.

IL Die Derivierte —rr, definiert als Grenze des Differenzempiotienten -j^ für

Mm Jz = , existiert, besitzt, wie Az auch gegen Null konvergieren mag, immer denselben

Wert und ist stetig nicht nur für jede// inneren Funkt z der Fläche T", sondern auch

noch für jeden von den Punkten cJ\, cP^, , cP, rerschiedenen Begrenzungspunkt , sobald

man zum Zivecke der Büdtu/g von —— die Punktimi W über ein diesen Begrenzungspunkt
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im Innern enthaltendes Stück der Begrenzung von T" Mnüher den Gleichungen (S.)

entsprechend stetig fortsetzt, und es sind alsdann, ausschließlich auf Grund ihrer Definition,

die Werte der ])erivierten '—rr in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP^, cP~ in der

Weise verknüpft, daß

laiigo u,^ ^.



Siebenter Abschnitt.

Aufstellung der allgemeineu Fundamentalformel.

1.

Man verstehe unter A^, B^\ Ä^, B^: •••; Ä^,, B^ und Ä^, B^; A^, 7?,; •••; Äj„ B^

zwei Systeme von je 2p den Modul 1 besitzenden Größen, welche durch die 2j; Kelationen

A,A^=l, B,B,.= '[, . = 1,2, ,p, verknüpft sind, unter Tr= 1F(^^), TF= TF(2;) irgend zwei

P'unktionen der komplexen Veränderlichen z von der im Fundamentalsatz beschriebenen

Art, von denen die erste die ^> Orößenpaare A,., B^, 1 = 1,3, ,p, die zweite die jj Größen-

paare A,, B,, r=::i,2, ,p, als Faktorenpaare besitzt. Das Verhalten dieser Funktionen

H', irfür den Punkt c/J, (« = 1,2, ,.,) sei charakterisiert durch die Funktionen:

f,{z,) - S„ hl - + — + — + •• + —^,
^,r

/:,(.„) ^ß„ Inf + ^ + ^ + ...-f^

sodaß für das Gebiet dieses Puiüvtes die Darstellungen:ö^

W{z) = S„ In f + -^ + §^ + . . . +^ + r„o + r„^„ + c,„zl + • • + r„„^,;' + • • • •

""
^a 'a ^o

"

_ X J_

bestehen, wobei für a = l,2, --^g ^„= z "
, für = (/ + 1, (? + 2, • • •, s 0,,= (2— «„) "ist,

die c, r v(m ^ unabhängige Größen bezeichnen, und die Konstanten SL, S teilweise oder

auch sämtlich den Wert Null besitzen können. Was die linearen Gleichungen betriftt,

welche das Verhalten der Funktionen Tf, W längs der Begrenzung von T" charakteri-

sieren, so sei die Bezeichnung für die darin außer den Konstanten A, B, 2, A, B , ß
noch vorkommenden Konstanten, entsprechend der im Fundamentalsatz angewandten

Bezeichnung, so gewählt, daß
l'-H, I 24
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längs a„ ( W+ = Ä,.W- + %,. , W+ = A,W' + I,

,

längs ?v{TF+=B„"W'- + «,., W^^B,W- + ^,,

längs <;. { W - W- + S„

,

Tr+ =^- Pf" + C

,

längs /„{ ]r+ =^-- Tf- + 27riii„, W^ = T^" + 27ie2„, «=i,i

ist. Dabei bestehen zwischen den Konstanten die Beziehungen:

(1 -B„)2(, - (i-^„)S5, = e„, (i-i?,.)2t.,- (i-A.)a- e,.,

(S'O

Die in den Gleichungen (K.) und (S.) auftretenden Konstanten der Funktionen

W, W sind durch eine eigentümliche Kelation verknüpft. Diese Relation soll jetzt ab-

geleitet werden. Zu dem Ende beachte man, daß das ülier die Begrenzung 9ft der

schon in Art. ö des sechsten Absclmittes benutzten einfach zusammenhängenden Fläclie T*
+

in positiver Eichtung erstreckte Integral / W-j^äz den Wert Null besitzt, da die unter

dem Integralzeichen stehende Funktion W -jr <1ri' komplexen Veränderlichen z für jeden

Punkt der Fläche T* einwertig und stetig ist, und daß daher die Gleichung:

/ Tt -;— dz --=

dz

besteht. Zerlegt man nun das auf dei- linken Seite dieser Gleichung stehende Integral

in die den einzelnen Stücken der Begrenzung 9{ entsprechenden Teile und bezeichnet

den Komplex der auf die Schnitte «, b, c, l' sich beziehenden Integrale, nachdem man
zuvor noch bei jedem dieser Schnitte die auf die positive und die auf die negative Seite

desselben sich beziehenden Integrale in der in dem eben genannten Artikel beschriebenen

Weise vereinigt hat, mit Jj, den Komplex der auf die Kreislinien k' sich beziehenden

Integrale mit J,, so kiuui man die vorstehende Gleichung durch die Gleichungen:

_ + _ + , _ +

Jx -2 f { W+dW* - W-d \V-} -t-V /'
{ W+dW+ ~ W-dW-] , J^ - N' /' WdW

ersetzen, und man erhält dann die erwähnte Relation, indem man die einzelnen Inte-

grationen ausführt und die so für J^, J^ sich ergebenden Ausdrücke in die Gleichung

Jj + J^= einträgt.
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dW+ dw-Um die mit J^ bezeichnete Integralsumme, bei der dW^ = '-^-^dz, dW~='-^-^dz
ci z dz

ist, auszuwerten, beachte man, daß für j/ - 1 , 2, •, j;; a = 1,2, -, s

längs a,.{ W+dW^ - W'dW^ -\- ^JW"^,

längs h,\ W^dW^=W-dW- + '^JW\

längs c„{ W+dW^ = W~dW-+^,.dW^,

längs?;j WUIW^ = W-dW- + 2ni2,dW^

ist, und reduziere mit Hilfe dieser Relationen die zwischen den geschweiften Klammern
stehenden Ausdrücke. Man erhält dann für J^ zunächst die Gleichung:

J, =2 {%fdW+ + S3„ fd TF+ + S, fd fr+ } + 27Ti V2,_^ fd
W"-

" = ' < It c't
" = 1 \

und schließlich, indem man die mit Hilfe der Eelationen (S.) sich ergebenden Gleichungen:

+

+

"t

+

f dw+ = w,^^- w,^ = F,- Ä,.B,.w,~ (Ä,M,+%r) + ti +^2+--- + e,.,

+

— bei denen m.. den der Linie k'.. und der negati\'en Seite

des Schnittes l^^, \\,^^ den der Linie Ä\,^^ uud der positiven

Seite des Schnittes l,^ gemeinsam angehörigen Punkt der

Begrenzung 9{ von T* bezeichnet (s. Fig. 19), und die für

j'=j>, a = s auftretenden Zeichen \^x^ t + i
als gleichbedeutend

mit den Zeichen I^, \ beziehungsweise anzusehen sind —
benutzt und die unter (S'.) stehenden Eelationen:

(l~5,)2t.-(l-Ä.)a-e,., ^%,.+ 2rti2's., =
1=1 a=l

berücksichtigt, die Gleichung:
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1=1 1=1

a=l o=l "

Um die mit ./, bezeichnete Integralsumme, bei der '^^^= -j^'^^ ist, auszuwei-ten,

beachte man, daß die sämtlichen Punkte der Kreislinie /.', dem Gebiete des Punktes cPa

angehören, und daß daher für jeden Punkt der von m„ bis n„ sich erstreckenden

Integrationskurve Z-', die aus den zu Anfang dieses Artikels angeschriebenen Gleichungen (il.)

folgenden Gleichungen:

TJ - 2„ In - = — + — + ••• + -^ + c„o + c„,^„ + c„.z; +•••,
"(i "n

dW ^fi ^(7 1 Q "- """ff 1^"" _l9^ -j_'4 »2
-; = 5 ^~5 ~ '"*.7 ,„„ + 1 + C„i + ^CosÄ'n + i>C„3«„
dz„

_ -. -.

"rt ''rt

bestehen, bilde alsdann auf Grinid dieser Gleichungen durch Multiplikation der auf

ihren rechten Seiten stehenden lleihen die Gleichung:

( Tl- £„ In -j^ ^ ^^ + . .
. + : :. + d,,^ + d„,z„ + r/„24 + ••••,

l)ei der speziell:

'*'lol
"^

~o''<iO I ,i„ l^ y^an^afi *^afi^nfi)
/' = 1

ist, multipliziere sie mit dz^-^ -j^dz und integriere über die Kurve 1;„ vom Punkte m„

bis zum Punkte ii„. Man erhält dann, indem man beachtet, daß für jede von — 1 ver-
+ +

schiedene ganze Zahl ^« l z"dz„=-^0 ist, daß dagegen ( z~^dz„= — 27ii ist, die Gleichung:

+

und weiter aus dieser die Gleichung:

+ +

(1.) / WdW^ £„ j'ln (i.)^ dz„-2nm„r
'o A'O

Auf das rechts stehende Integral wende man nun das Verfahren der teilweisen Integration

an. Es ergibt sich dann, wenn man noch die Differenz F„ — i\^ der Werte, die einer
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Funktion /•' von z in den Punkten u,, und m„ zukommen, mit li''!"" bezeichnet, die

Gleichung:

p-: ^'J''"(i)^"^-«"||"©"i::.>2./"''f>

und es ist jetzt noch das auf ihrer rechten Seite stehende Integral auszuweiten. Nun
erliält man aber, wenn man W durch die unter (K.) angeschriebene, die Funktion W
für jeden Punkt der Integrationskurve k'„ darstellende Reihe ersetzt und die Integration

+

unter Beachtung des oben über das Integral | ^,"(?2„ Bemerkten ausführt, die (lleichung:

+ + +

(3.) £„ r W^ = 2„£„ An (f)^ + S„.„„ r^ = - 4 l'„S„ (hl ^)T - 2niQ,c„,.

Addiert raun jetzt die Gleichungen (1.), (2.), (3.), so erhält man die Gleichung:

(4.) f w<rw-^2„ hi(f)if o^^ä :„----^-^(s.^'.o+m.)

und schließlich, indem man die ersten beiden auf ihrer rechten Seite stehenden Aus-

drücke mit Hilfe der Relationen:

reduziert und ilJJ,,! durch den ihm entsprechenden schon früher aufgestellten Ausdruck

ersetzt, die Gleichung:

+ — /' = »>»

Damit ist aber auch ./^ ausgewertet; denn man erhält durch Addition der s aus der

letzten Gleichung für a = 1,2, , s hervorgehenden Gleichungen unmittelbar:

J,= 2ni22„W,,~ 271^
J- £„£„-- 271^ v(2^c„o-S„c„o) -- 2ni2 ^^(2„,c„,-2„„c.„

Die so für J^, J„ gew^onnenen Ausdrücke trage man nun in die Gleichung

Jj + J2 = ein. Man erhält dann die zu Anfang dieses Artikels erwähnte, zwischen

den Konstanten der Funktionen W, W bestehende Relation dargestellt durch die folgende
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Fuiulameiitalfbrmel

.

+ ,_

(1 = 1 « ^ 1

- 27ri^"f2„c„o-S„c„o)-27ri^ ^^f2a„c„„-2„„c„^,)-^- 0.
(! = 1 (> = 1 /( = 1

2.

Der auf der rechten Seite der soeben gewonnenen Formel hinter dem ersten

Summenzeichen stehende, dem Index v entsprechende Ausdruck:

(S), = Ä,MAi - BM% - K«. + 2t„) ©,

reduziert sich in dem Falle, wo A,, B, ein uneigentliches Faktorenpaar, also J, = l,

i?,, = 1 und folglich S,. = ist, auf den einfacheren Ausdruck St, 23, — 33, 2(, • In i^ß™

Falle dagegen, wo A,, B,. ein eigentliches Faktorenpaar ist, kann dem in Eede stehenden

Ausdruck auf folgende Weise eine für die spätere Verwendung der Formel geeignetere

Gestalt gegeben werden.

Man beachte, daß in dem Falle, wo A,., B, ein eigentliches Faktorenpaar ist,

also A,., B, nicht beide den Wert 1 besitzen, die Größenpaare 'iH,,, 23,,; 51,,, 23,, mit den

Größen S,, ©,, beziehungsweise durch die im vorherg(>henden Artikel unter (S'.) auf-

gefühi'ten G leichungen

:

(S;,.) (1 -/y„)% - (1 -A,)a - ^r

,

(1 -ß,) 2t,. -- (1 -^..) 23„ = ©„

verknüpft sind, und daß ein jedes diesen Gleichungen genügende CJrößensystem %,, 93,.,

§(,, 23,, wenn man unter />,,, 1), die im vorliegenden Falle stets von Null verschiedenen

Größen:

i),-^2-.4,~J?., Ä = 2-^.,-5.,

versteht, in die durch die Gleichungen:

93.= - -1^ + (1-5,.)7C, 23.,= - -1=^+ (1-5„)Z.
^V JJy

bestimmte Form bei passender Wahl der Konstanten K,, K, gebracht werden kann.
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Führt man nun mit Hilfe dieser Gleichungen die Größen K,, K, in den mit %, be-

zeichneten Ausdruck ein, so erhält man:

©. ^^(^-^S ^•(^•-^^^)-7^- e.

und man gelangt so schließlich, wenn man noch an Stelle der Konstanten /i', K, neue

Konstanten S?,,, |^,, vermittels der Gleichungcni

a; = -4% ^r ^- ^.,

einführt, zu der Gleichung:

(^. = (^,„U\,-KJ,- 4- (£„(£.,.

Das so erhaltene Eesultat läßt sich nun in folgender Weise aussprechen:

„lirwiit man in dem Falle, ivo Ä,., B,. ein eiyetülidies Faldorenpaar ist, die den

Bedinyungni (ß[.) genügenden Größen St,, 33,,, St,,, ^,, in die durch die Gleichungen:

A.B..
4+(l-.4,.)^^^

a^

K„ + (1-A)t.„

.4„i?„
(^„+(i^B,)t,„ a=L-^+(i--ß,.).;^je. + (i-i?,.)^

hestimmte Form und führt diese Ausdrücke in den ersten mit ©,, bezeichneten Ausdruck ein,

so erhält man die Gleichung:

^„st,^„ B,.^M. - {Ä,Mr + 1,) e, - e,i^,. ^ ^M. - Y e,e, ."

3.

Die in der Fundamentalformel vorkommenden, zu der Zahl a gehörigen Kon-

stanten 6'„o, c,,!, • •, c„„,^, c„o, c„i, • • •, c„„,^ treten ihrer Definition gemäß als Koeffizienten

von Potenzreihen auf; es bestehen nämlich auf Grund der Gleichungen (E.) des Art. 1

für einen beliebigen dem Gebiet des Punktes c)\ angehörigen Punkt "C, die Darstellungen:

i^„(^)=Tr(?)-(2„h4 +^+^ + ... + ^") = c„o + c„,C, + c„.^
i« ia C J-"'c

"
0(l

wobei für ö - 1, 2, • • •, y Co -- C
'"> also ^ - C„ '", für (7 = ^ + 1, g + 2, • • •, s C„= (t «„)'",
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also ^ --= a„ + tl", und nach früherem der Fall nicht ausgeschlossen ist, daß die Größen

2, 2 teilweise oder auch sämtlich den Wert Null besitzen. Infolgedessen kann man

die Konstanten c„„, c„„, «>o, durch die Werte, welche die nach 'C„ genommenen Derivierten

der vorher für einen beliebigen dem Gebiet des Punktes c/^„ angehörigen Punkt t delinierten

Funktionen J\(C), F„(C) für den Punkt cP„ oder, was dasselbe, für ^„ -= besitzen, aus-

drücken. Es ergibt sich nämlich unmittelbar:'&'

o = l,2,

« = », 2, 3,

wobei der angehängte Index andeuten soll, daß der Grenzwert der zwischen den runden

Klammern stehenden ;/'"' Derivierten für lim ^„ = zu nehmen ist. Unterscheidet man

jetzt den Fall, wo a eine Zahl aus der Eeihe 1,2, ,q ist, von dem Fall, wo a eine

Zahl aus der Reihe </(-!, q + 2, , s ist, so kann man in den eben gewonnenen

Formeln, auf Grund der vorher für die l)eiden Fälle angeführten, zwischen 'C und '^„

bestehenden Beziehung, die (iröße 'C durch die Größe 'Q„ ausdrücken, also

für a -
X, 2, 3, .... , 1

{^^^^ .
(i:Z.l£i:i)

,
{^i2}dä) .. (i^^)

,

n ^ 1, 2, 3,

d" j.'„ (a„

+

i:;')\ ( d" i'„ (s)\ i d" F„ («„+ .?;,")

für

setzen, und man erhält dann schließlicli

füra:., + l., + 2,.....jc,.„^-l(
'^"^'^"-+ ^'-"^

), ..,„^1('^^>^+^^"^),

»1=1,2,3,
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Erste Abhandlung.

Zur Integration der gleichzeitigen Differentialgleichungen

du ov du dv

dx dy ' dy ex

Journal für die reine und angewandte Matliematik, Bd. 70, Seite 354— 362.

Mit der Integration des obigen Systems von Differentialgleichungen, unter

Zugrundelegung von charakteristischen Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen, beschäftigen

sich die beiden Arbeiten von IUcnimin: „Grundlage}! für eine alkjemeine Theorie der

Functionen einer veränderlichen complexen Grösse 1851" und „Theorie der Ahelschen Func-

tionen 1857". Die in der erstem Arbeit begonnenen Untersuchungen über die Integration

des obigen Systems hat Biemann in der zweiten Arbeit ausgedehnt auf eine allenthalben

«blättrige, zusammenhangende, unbegrenzte, geschlossene Fläche T mit einer endlichen

Anzahl beliebig gelegener Verzweigungspunkte, aus der mit Hülfe von 2p Querschnitten

eine einfach zusammenhangende Fläche T' gebildet wird. Als ein grossartiges Eesultat

dieser letzteren Untersuchungen ergab sich die Erkenntniss, dass zu jeder graphisch

willkürlich gewählten Fläche T immer eine Gruppe sogenannter Ahehcher, in der Fläche

T' oder T" (s. w. u. art. 2) einwerthiger Integrale existirt, und ferner, dass eben diese

Ahehchen Integrale solche Functionen u + vi von x und y sind, dass dieselben durch

die Bedingung, den obigen Differentialgleichungen zu genügen, und durch passend ge-

wählte, von einander unabhängige Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen vollständig

bestimmt werden können.

Nach diesen Entdeckungen Riemanns lag es nahe, einen weitern Fortschritt in

der Functionenlehre von der Theorie der partiellen Differentialgleichungen aus, als dem
Centrum der bisherigen Untersuchungen, zu erwai'ten. Gelänge es, das obige System

unter Zugrundelegung neuer charakteristischer Grenzbedingungen zu integriren, so würde

das Eesultat die Entdeckung und die Erkenntniss neuer Gruppen von Functionen der

complexen Variable x + yi sein. Dass dieser Versuch bis jetzt nicht gemacht wurde,
25*
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mag theilweise wohl seinen fii-und halien in gewissen, der jüngsten Zeit angehörigen

Bestrebungen, die einfachen, weil naturgemässen Methoden Riemai/iis durch couiplicirte,

vielfachen Ausnahmefällen unterworfene, algebraische zu ersetzen. Dadurch traten andere

Probleme in den Vordergrund, die von der ursprünglichen, von lUemxnm eingeschlagenen

Eichtung nur zu frühe al)zulenken geeignet waren. Ein Versuch von Roch in der

Arbeit: ,.T>c thcorcmute quodcnn circa fu»cfi<»/cs uhclkums 1S63'': die obigen Differential-

gleichungen unter Fixii'ung neuer ürenzbedingungen zu behandeln, muss als verfehlt

betrachtet werden, da namentlich nothwendige Eelationen zwischen den in die (irenz-

bedingungen einzuführenden Constanten übersehen wurden: doch lässt sich auch dieser

Fall noch mit Hülfe der von lUcmann geschaffenen Methoden vollständig behandeln.

Detrachtet man nun genauer die bis jetzt bekannten Fälle, in denen es gelungen

ist, das obige System von Differentialgleichungen zu integriren, so erkennt man leicht,

dass in jedem dieser Fälle die (irenzbedingungen so gewählt sind, dass die Lösung der

Aufgabe von der Integration einer einzigen partiellen Differentialgleichung, der Gleichung

^ -f |-^ = 0, abhängig gemacht werden kann, und dass diese Erscheinung darin ihren

Grund hat, dass die (irenzbedingungen u allein enthalten. In Folge dessen erscheint

die Function u für sich bestimmbar, und nachdem u gefunden, läßt sich in jedem

Falle die zugehörige Function v durch ein einfaches, u enthaltendes Integral ausdrücken.

Man erkennt weiter, dass es unmöglich ist, auf diese einfache Form das Problem

zu reduciren, wenn die Gi'enzbedingungen u und v untrennbar enthalten, und auch,

dass die von Riemann angewandten Methoden t"ür die Behandlung solcher Fälle nicht

mehr ausreichen.

Mehrjährige Untersuchungen auf dem Gebiete der Functionenlehn», die jetzt

vollständig abgeschlossen vor mir liegen und in ihrer Gesammtheit in kurzer Zeit ver-

öffentlicht werden sollen, haben mich nun in den Stand gesetzt, unter Anwendung neuer

Methoden das obige System von Differentialgleichungen auch in solchen Fällen zu

integriren, wo die Grenzbedingungen u und v untrennbar enthalten. Die folgende kurze

Notiz hat den Zweck, vorläuffg nur ein Resultat dieser meiner Untersuchungen zur

allgemeinen Kenntniss zu bringen, d.is mir aus dem Grunde schon jetzt einer Mit-

theilung nicht unwerth erscheint, weil es zeigt, dass die, zu jeder Fläche T existirenden

sogenannten /(ftefechen Integrale, deren Verhalten an der Begrenzung der aus T zu

bildenden Fläche T' oder I" dadurch charakterisirt ist, dass sie, in T' oder T" ein-

werthig, beim Ueberschreiten der Querschnitte um Constante, Periodicitätsmodulen ge-

nannt, zunehmen, nur specielle Fälle sind aus einer grossen Klasse allgemeinerer

Functionen u + vi der complexen Variable x + yi, die ebenfalls wie die sogenannten

Abchchen Integrale, in 1" oder T" einwerthig, durch von einander unabhängige Grenz-

und Unstetigkeitsbedingungen vollständig bestimmt werden können, und deren Verhalten
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an der Begrenzung der Fläche T' oder T" sich kurz dahin charakterisiren lässt,

dass sie beim Ueberschreiten der Querschnitte in lineare Ausdrücke von sich selbst

übergehen.

1.

Die complexe Grösse z =^ x + yi denke man sich nach der Gauss^chew Methode

vertreten durch den Punkt einer unbegrenzten, im Unendlichen geschlossenen Ebene,

dessen rechtwinklige Coordinaten a\ y sind. In dieser Z-Ebene denke man sich eine

allenthalben Mfach ausgebreitete, unbegrenzte, im Unendlichen als geschlossen zu be-

trachtende, zusammenhangende Fläche T mit einer endlichen Anzahl beliebig gelegener

Verzweigungspunkte graphisch willkürlich angenommen. Einem jeden Punkte der

Fläche T entspricht dann ein und nur ein Werthepaar x, y; umgekehrt aber entsprechen

jedem Werthepaare x, y im allgemeinen n übereinanderliegende Punkte der Fläche T,

und zwar einer in jedem Blatte. Ist iv die Anzahl der einfachen Verzweigungspunkte

dieser «blättrigen, unbegrenzten, geschlossenen Fläche, 2jj + 1 die Zahl, die den Zusammen-

hang der Fläche angiebt, so hat man stets «' — 2(p + w — 1), 2j9 = «<; — 2« + 2 (cf. Eie-

mann A. F. 7. pag. 29). Der specielle Fall w = 2n — 2, j) = ü bleibe im Folgenden aus-

geschlossen. Die 2^ + 1 fach zusammenhangende Fläche Tkann dann auf die verschiedensten

Weisen durch 2p Querschnitte in eine einfach zusammenhangende Fläche T' zerlegt

werden. Als die, für die weiteren Betrachtungen passendste Zerschneidung hat sich die

folgende ergeben.

Man zerlege zunächst in der Weise, wie es Eiemann (A. I'. 19. pag. 43) angegeben,

die Fläche T in eine einfach zusammenhangende durch ein, mit all seinen Theilen im

Endlichen liegendes Schnittnetz, welches aus p Paaren von zwei, in einem und dem-

selben Punkte anfangenden und endenden Schnitten «i, b^; • ; a,,, 6, ; • • •; a^, h^ besteht

und aus |) — 1 Schnitten q, Tj, • • •,
(;^,._i, welche die einzelnen Paare in der Weise ver-

binden, dass allgemein c, von einem Punkte von h, nach einem Punkte von a,^^ geht.

Betrachtet man die beiden Seiten eines jeden Schnittes a, b, c als zur Begrenzung der,

durch diese Zerschneidung aus T entstandenen einfach zusammenhangenden Fläche

gehörig, so besteht diese Begrenzung aus einem Stücke, und dieselbe wird positiv durch-

laufen, wenn dabei in jedem Punkte die Richtung des Fortschreitens zu der Richtung

der nach dem Innern des anstossenden Flächenteiles ziehbaren Normale in derselben

Beziehung steht wie die Richtung der X-Axe zur Richtung der Y-Axe. Diese Richtung

markire man längs der Begrenzung durch Pfeile. Bei den Schnitten a, b unterscheide

man eine positive und negative Seite, und zwar wähle man die Bezeichnung so, dass

man, auf der positiven Seite von «,, in der Richtung der Pfeile (ohne Rücksicht auf
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den etwa einmündenden Schnitt c,,_i) sich fortbewegend, von der negativen Seite von h^

auf die positive Seite von h,. geführt wird: und folglich, auf der positiven Seite von b,

in der Richtung der Pfeile (ohne Rücksicht auf den etwa einmündenden Schnitt c,) sich

fortbewegend, von der positiven Seite von a,, auf die negative Seite von a,. gelangt.

Dies ist stets ausführbar, und man kann immer, entweder bei a, oder bei b,. zuerst die

Bezeichnung willkürlich wählen.

Man nehme dann die 2^ — ^ Schnitte (\, c^. , Cp_i weg und ersetze sie durch p
neue Schnittlinien Cj, c^, , c^, die man von einem willkürlich gewählten, im Endlichen

liegenden Punkte n der Flache in der Weise zieht, dass allgemein c,, vom Punkte n

nach dem gemeinschaftlichen Anfangs- und Endpunkte der Schnitte «,., h,. führt und dort

auf der positiven Seite von «,, wie von />,, mündet. Die Linie c,, soll während ihres

Laufes weder sich selbst, noch irgend eine andere der Linien a, h, c schneiden oder

berühren. Beide Seiten eines Schnittes c,. betrachte man als zur Begrenzung gehörig,

und bezeichne allgemein bei dem Schnitte c,., vom Punkte n aus gesehen, die rechte

Seite als positive, die linke als negative. Bei dieser Art der Bezeichnung führt ein

Durchlaufen des, von den beiden Seiten der Schnitte a, und b,. gebildeten Theiles der

Begrenzung in der Richtung der Pfeile stets von der negativen Seite des Schnittes c,,

auf die positive Seite von c,. Die Schnitte a, b bilden dann mit diesen Schnitten

Cj, Cj, • • , C'j, auch ein Schnittnetz, welches die 2p + 1 fach zusammenhangende Fläche 7'

in eine einfach zusammenhangende Fläche zerlegt. Diese Art der Zerschneidung soll

den folgenden Betrachtungen zu Grunde gelegt, und die dadurch aus 2' entstehende,

von den beiden Seiten der Schnitte «, b, < begrenzte, einfach zusammenhangende Fläche

fortan als Fläche T' l)ezeichnet werden. Es erscheint nicht überflüssig, zu bemerken,

dass man dieses neue Schnittnetz aus dem ursprünglichen auch durch einfache Dehnungen

der Schnitte q, Cg. • •, c^_], verbunden mit Verschiebungen ihrer Mündungspunkte auf

den Schnitten «, b erhalten kann.

2.

In der Fläche 7" fixire man beliebig r Punkte e,, • • •, e^,, • • •, e,, und bilde aus

der Fläche 7" eine neue Fläche, indem man von dem früher angenommenen Punkte n,

in welchem die sämmtlichen Schnitte c zusammenstossen, durch das Lmere der Fläche 7"

r, einander und auch sich selbst nicht schneidende Linien l nach den r Punkten e zieht,

allgemein nach s^, die Linie l„. Eine jede solche Linie l^, fasse man als einen Schnitt

in der Fläche 7" auf, und bezeichne, vom Punkte n aus gesehen, die rechte Seite eines

solchen Schnittes als positive, die linke als negative. Die auf diese Weise, durch Ein-

führung der r Schnitte l aus der Fläche 7" entstehende, von den beiden Seiten der

Schnitte a, b, c, I begrenzte, einfach zusammenhangende Fläche bezeichne man als
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Fläche T". In der Begrenzimg dieser Fläche T" nenne man entsprechende Punkte

überhaupt je zwei, denen dasselbe Coordinatenpaar x, y zukommt, und die sich nur

dadurch unterscheiden, dass der eine auf der positiven, der andere auf der negativen

Seite eines Schnittes a, b, c oder l liegt.

Bezeichnet man die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes e in Bezug auf

das gewählte Axensystem durch x^, y^, setzt x^ + y^i = z^, und versteht unter r^ ent-

weder den Ausdruck z — z^„ oder den Ausdruck (z ~ z^)' , oder den Ausdruck — , oder

endlich den Ausdruck (—) , jenachdem der Punkt e^ entweder im Endlichen liegt und

kein Verzweigungspunkt ist, oder im Endlichen liegt und ein v — l facher Verzweigungs-

punkt ist, oder im Unendlichen liegt und kein Verzweigungspunkt ist, oder endlich im

Unendlichen liegt und ein y — 1 facher Verzweigungspunkt ist: so wird r^ in der Um-
gebung des Punktes s^ eine einwerthige und stetige Function des Ortes sein, die im
Punkte s^, unendlich klein von der ersten Ordnung {(Y) wird (It. A. F. 2. pag. 17). Be-

zeichnet man dann ferner durch ip„{>'^ einen endlichen Ausdruck von der Form

"p, (v

=

h ^" ''" + ^'V 7-

+

^^ 4- + • • •

.

wo L^, Ij-^\ L^^\ willkürliche Constante bedeuten, die auch theilweise den Wert Null

haben können, so wird die Function v^f/^,) in der Umgebung des Punktes s^, wenn z

den Schnitt l„ nicht überschreitet, einwerthig sein, im Punkte s^ unstetig werden in der,

durch den Ausdruck (p bestimmten Art, und in den Punkten auf der positiven Seite

des, in die Umgebung des Punktes s^ hineinfallenden Stückes des Schnittes /^, um die

Constante —27iiL^, grösser sein als in den entsprechenden Punkten auf der negativen

Seite. Einem jeden der r Punkte e^, ordne man nun eine solche Funktion (f„(^() zu,

ohne damit etwa später zu tretfenden Bestimnmngen über die Constanten L vorzugreifen.

3.

Nach diesen Vorbereitungen lässt sich das, in der Einleitung erwähnte Eesultat

folgendermassen aussprechen

:

„Nimmt man, den 2p Schnitten a,,h,. (v = 1,2, , p) entsprechend, 2p constante

Grössen A,, B,. (r =^ 1,2, • . p), die sämmtUch den Modul 1 besitzen, willkürlich an: nennt,

mit Rücksicht auf Folgendes, A,, B, ein Factorenpaar der ersten Art, wenn nicht beide

Grössen A,,, B, den Werth 1 haben, dagegen ein Factorenpaar der zweiten Art, tvenn beide

Grössen gleich 1 sind: nimmt ferner zu jedem Factorenpaare A,, B, eine Grösse J,. an:

deren Werth beliebig gewählt werden darf -wenn A,., B, ein Factorenpaar der ersten Art ist,
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deren Werth dagegen Null sein soll, wenn A,, B, ein Factorenpaar der zweiten Art ist:

nimmt endlich, sooft für einen Index v die drei Grössen A,, B,, J, die Werthe \,1, rcsp.

liaben, noch eine vierte Grösse Ä, willkürlich an, und legt den r, in den oben angenommenen

Ausdrücken ip^, (f^,
.

(/v vorkommenden Constanten L^, L^. •••. L,. solche Werthe zu, dass

der Gleichung

Genüge geleistet wird, tvährend die Werthe der noch übrigen Constanten in den Ausdrücken ip

keinen Beschränkungen unterliegen sollen und vollständig willkürlich gewählt tverden mögen;

so existirt zu der Fläche T" immer eine complexe Function u + vi der Coordinaten x, y

mit folgenden Eigenschaften:

1) Die Function u + vi ist eine in der Fläche T" allenthalben einwerthige, und mit Aus-

nahme der Punkte e^, e,- •• £- "^<^''' stetige Function des Ortes oder Punktes x, y, die

in der ganzen Fläche T" den IHff'erentialgleichwngen ^ -^ -^ > dv
^ ~~

dx fl^^^'^ff^-

2) Für die r Punkte s^, s.,, . s, wird diese Function der complexen Variable x + yi un-

stetig, und zwar allgemein für den Punkt s^ unstetig in der, durch den Ausdruck

V V

angegebenen Art. so dass die Differenz (^u+ vi) (p„{r^J für den Punkt e„ stetig bleibt.

3) Die Werthe von. u -[- vi in je zwei entsprechenden Punkten auf der positiven und nega-

tiven Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c, l gebildeten Begrenzung der

Fläche T" , die man durch (u-\~viY und (U'\-vi)~ bezeichne, sind in der Weise ver-

knüpft, dass allgemein

längs a,.
{
(u + vi)* --= A, (u + viy -f Ä^,

längs b,
\

(« + viy --- B,. (u + vi'f -f- B[,

längs c,
[
(w + vi) ' -= (u + vi)^ + J,. ,

längs Z„ {(w + vlj''' =- [u -|- vi)' — 2niL„

,

für r -- 1. 2, • •. p: (> = 1 , 2, . r; wobei zwischen den !')p Constanten A,, B,, J,,, A[,

B\, (y = 1. 2, •, p)) die p Belationen

.4-i?:(A"i)-x(^v-i)

für »' = 1,2, • • •, 2^ stattfinden.

4) Durch die bis jetzt envähnten Figenschaften (immer mit Rücksicht auf die vorher ge-

machten Annahmen, wonach also die Werthe der sämmtlichen Constanten A, B, J, L,

jy\ I}''\ festgelegt sind, und ausserdem noch die Werthe all der (Jonstanten A[, die
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m Indiccs v gehören, für die Ä,., B,,, J^ = 1,1,0 resp.) ist die Function u + vi bis

auf eine additive ivillkürliche Constante bestimmt."

Man bemerke, dass die 2J + 1 Relationen:

^ni2L,^^2^r; J,==B\.{A,~1)^Ä,{B^-1); (-i.s,- ,.)

die zwischen den bp + r, in den Grenzbedingungen 3) auftretenden Constanten statt-

finden, nicht den Charakter von Beschränkungen haben, sondern aus der Einwerthigkeit

der Function u + ri allein schon nothwendig folgen. Sind alle p Factorenpaare A,, B,.

von der zweiten Art, so ergie])t sich ^ip=0 (cf. B. Ä. F. S. pay. 19). Das unter 4)

enthaltene Resultat lässt sich auch folgendermassen aussprechen:

„Eine in der Fläche T (die die Schnitte l nicht enthält) allenthalben eimcerthige

und stetige Function u + vi der complexen Variable x + yi, deren Werthe in je zwei ent-

sprechenden Funkten auf der positiven und negativen Seite der, von den beiden Seiten der

Schnitte a, h, c gebildeten Begrenzung der Fläche T' in der Weise verknüpft sind, dass cdl-

gemein (für v = 1,2, , p)

längs ((,,,
[
{u + viy = A,. {u + vtf -\- A[.

,

längs b,.

{

(m + viy = B^(u + vi)' + B'^,

längs c,.
{
[u + v fj^ = («* + vi)~,

ist immer eine Constante, ivenn nur die 2p Grössen yi,., B^ sämmtlich den Modul 1 besitzen,

und ferner von den 2p übrigen (Jonstanten Ä,, B, all die Constanten Ä,., die zu Indiccs v

gehören, für die gleichzeitig A, = l, B,.= l ist, den Wert Null haben."

Durch diese Resultate meiner Untersuchungen erscheint nun auch die Theorie

dieser merkwürdigen transcendenten Functionen u + vi auf eine, von der Ausdrucksform

unabhängige, keinen Ausnahmefällen unterworfene Grundlage gestützt. Nennt man von

den unzählig vielen Functionen u + vi der complexen Variable x + yi, deren Existenz

im Vorigen ausgesprochen wurde, zu derselben Gruppe gehörig alle diejenigen, für die

die 2p Constanten A^, B, dieselben sind, und bezeichnet eine solche Gruppe durch das

Symbol
(_b"

_»" ' i/) > Gruppencharakteristik genannt, so erkennt man sofort, dass die

Gesammtheit der, zu der Fläche T' gehörigen sogenannten ^^efechen Integrale die

Gruppe (i'i' \) bildet. Diese specielle, von Riemann untersuchte Gruppe nimmt zu

den übrigen Gruppen gleichsam eine Ausnahmestellung dadurch ein, dass von den zu

ihr gehörigen allenthalben endlichen Functionen eine jede sich durch je p specielle

dieser Functionen, die linearunabhängig sind, linear ausdrücken lässt (B. A. F. 4. pag. 20),

während von den , zu irgend einei- andern (iruppe gehörigen allenthalben endlichen

P-R, I. 26



202 Anhang I. Zur Integration der gleichzeitigen Differentialgleichungen
j;^
= 7;, ~ = ~'^"

Functionen u + vi eine jede sich schon durch je ^ — 1 specielle dieser Functionen, die

linearunabhängig sind, Unear ausdrücken lässt.

Es existirt noch eine zweite grosse Klasse von Functionen U + Vi der com-

plexen Variable x + yi, die, in T oder T" einwei-thig, nur in den Punkten e^, unstetig

werden wie Functionen 9:»^, (r„) und beim Ueberschreiten der Querschnitte in lineare Aus-

drücke von sich selbst übergehen. Sie unterscheiden sich von den vorher betrachteten

Functionen u + vi wesentlich dadurch, dass für sie die 2p Constanten A,, B, nicht

sämmtlich den Modul 1 besitzen, und dass sie in Folge dessen nicht wie die Functionen

M + vi durch von einander unabhängige Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen allein l)e-

stinimt werden können. Alle diese noch übrigen Functionen U + Vi sind in der Form

U+Vi^C-[- fr'^^j^;^d(x + yi)

darstellbar, wobei J eine allenthalben endliche Function der Gruppe d'/ 1)
t)e-

deutet, u -^ vi eine der vorher betrachteten Functionen, und C eine Oonstante. Meine

in der Einleitung erwähnte, demnächst erscheinende Arbeit, auf die ich wegen weiterer

Ausführungen hier verweisen niuss , enthält die vollständige Theorie sowohl der

Functionen u -^ vi wie der Functionen IJ ^Vi: eine Theorie, dadurch bemerkenswerth,

dass aus ihr die Haupteigenschaften der durch Quotienten von i9^- Functionen darstell-

baren Gebilde (vergl. meine Arbeit: „Zur Theorie der Functionen in einer zweiblättrigen

Fläche, Zürich 1866.") unabhängig vom Ausdrucke, ohne also die Kenntniss der ,9-Function

vorauszusetzen, abgeleitet werden können. Schliesslich bemerke ich noch, duss einige

meiner hierhergehörigen Methoden und Resultate durch meine sich regelmässig wieder-

holenden Vorlesungen ül)er Functionentheorie schon in den Besitz meiner Schüler über-

gegangen sind.

Würzburg, im Sommer 1869.



Zweite Abliandliing.

Beweis zweier Sätze der Fiiiictionentlieorie.

Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 71, Seite 223—236.

1.

Man nehme eine 2p + 1 fach zusammenhangende Fläche T und zerlege dieselbe

genau in der Weise, wie art. 1 meiner Arbeit in Bd. 70, Heft 4 dieses Journals es an-

giebt, in eine einfach zusammenhangende Fläche T durch p Schnittpaare a,, &,, und

durch p, von demselben Punkte n ausgehende Schnittlinien Cj, c^, • • •, c^. Die dort an-

gewandten Bezeichnungen und getroft'enen Bestimmungen lasse man ungeändert bestehen

und füge die folgenden neu hinzu. Den gemeinsamen Mündungspunkt der drei Schnitte

a,., h,., c,, bezeichne man fünffach als p,., q,, r,, s^, t,., jenachdeni man sich in dem einen

oder andern der fünf, von den drei Schnitten dort gebildeten Winkelräume befindet.

Den gemeinsamen Mündungspunkt der 2) Schnitte c bezeichne man (unter Wegnahme
des Buchstaben n ohne Index) j;-fach als n^, n^, ,np,
und zwar als n,., wenn man sich auf der positiven

Seite des Schnittes c,, befindet. Ausserdem treffe man,

lediglich der einfachem Bezeichnung später wegen,

die Bestimmung, dass die p Schnitte c so gezogen

seien, dass man, um den gemeinsamen Mündungs-

punkt derselben umgekehrt wie der Zeiger einer

Uhr herumgehend, die Schnitte c successive in der

Keihenfolge Cj, Cg, • • •, c^, überschreitet. Die neben-

stehende Figur veranschaulicht eine mögliche Art der

Bezeichnung.

Für die Begrenzung der Fläche T, die von

den beiden Seiten der Schnitte a, h, c gebildet wird,
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sei gegeben (z. B. in Folge graphischer Annahme) eine längs der ganzen Begrenzung

einwerthige und stetige Function /' des Ortes oder Punktes in der Begrenzung, deren

Werte in je zwei entsprechenden Punkten auf der positiven und negativen Seite der

Begrenzung, die man durch f^ und /" bezeichne, in der Weise verknüpft sein sollen,

dass allgemein für r = 1, 2, .}>

längs «,„{/'+-yJ,,/"- + J',.,

(G.) längs&,{r = 7A/- + i?:.,

längs c„ {/+ = /- + 4.,

wobei die bp Grössen A,, /),,, yl',, B\, J,. constante Werthe haben sollen. Die Frage ist

dann, ol) die der Function /' auferlegte Bedingung, längs der Begrenzung einwerthig

und stetig zu sein, mit beliebigen Werthen der 5^ Constanten verträglich ist, oder ob

dieselbe nothwendige Kelationen zwischen diesen Constanten zur Folge hat.

Bezeichnet man den Werth, den die Function /' in irgend einem Punkte ß der

Begrenzung hat, durch Z"^, und wendet die Gleichungen (6'.) zunächst auf die Mündungs-

stelle der drei Schnitte «,, h,., c,. an, so ergeben sich mit Rücksicht auf die Figur die

folgenden Gleichungen

1) L = ^^L + ^'v '
'^) fr, = rif,,. + B\,

;5) f,^
^^ .1,,/;, + Ä, =^ ABj],^ + Aji\ + X ,

4) Z;^
^^ BX,^ + B\ = A,.B,l^ + B,Ä, + B'„

5) /;^=/;,+ 4.

Aus den Gleichungen 3j und 4) folgt durch Subtraction

r,,~f,=B\.{A,-\)^Ä,.{B-\),

während aus der Gleichung 5) die Differenz derselben Functionswerthe sich gleich J,.

ergiebt. Man hat also für y =- 1, 2, • • •, j;:

Wendet man ebenso die Gleichungen (G-'.) auf die Mündungsstelle der p Schnitte c an,

so erhält man die p Gleichungen

und durch Addition dieser sämmtlichen p Gleichungen

> = i
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Man hat so das Resultat, dass wenn eine längs der ganzen Begrenzung der

Fläche T einwerthige und stetige Function /' des Ortes oder Punktes in der Be-

grenzung gegeben vorliegt, deren Werthe /'+ und /'* in je zwei entsprechenden Be-

grenzungspunkten durch Gleichungen von der Form {G) verknüpft sind, dann zwischen

den bj) Constanten A,., B^, A[, B,,, J^ nothwendig die ^> + 1 Relationen

{G') Jl'4 = (», J,.= B\.{A-\)-A:{B,-\), (. = 1,2,...,,)

v=l

stattfinden. Läge an Stelle der Fläche T' die im art. 2 der oben citirten Arbeit ge-

bildete Fläche T" vor, so dass im Punkte n noch r Linien l„ mündeten, und wäre

dann längs l^;. f'^ = f~ — 2niL,„ während /' im Punktee,, und in dessen Umgebung sich

wie eine Function (p^ (r„) verhielte, so würde, unter Festhaltung der übrigen, der Function f
auferlegten Bedingungen, an Stelle der ersten Gleichung unter (6".) die neue

r = 1 y ^ 1

treten, während die übrigen j; Gleichungen unter (G'.) ungeändert blieben. Es folgt

dies unmittelbar, wenn man in derselben Weise wie vorher operirt; auch erkennt man
leicht, dass diese Resultate unaljhängig sind von der Ordnung, in der die Schnitte c

und l um ihren gemeinsamen Mündungspunkt herum auf einander folgen.

Eine complexe Function u + vi der Coordinaten x, y sei definirt durch die

folgenden Bedingungen:

1) In der ganzen Fläche T soll sie eine allenthalben einwerthige und stetige

Function des Ortes oder Punktes *', y sein und den Differentialgleichungen

du dv du 8v
ö- = 3- .

^ = — ^- genügen.
dx oy oy ox ^ °

2) Ihre Werthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten sollen in der Weise

verknüpft sein, dass allgemein für ?' = 1, 2, •,'p

längs a,,
{
{u + vif = AJui- vi)" + A[

,

längs K[(u + viy = B^{u + vi)" + B',.

,

längs cjy{u + viy ={u + vi)".

Ueber die Ap Constanten A,., B,, Ä,, B\. sei Folgendes festgesetzt. Die 'Ip

Grössen A^, B^ sollen sämmtlich den Modul 1 besitzen, im übrigen aber will-

kürlich gewählt sein. All' die Constanten Ä„ die zu Indices v gehören, für
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die gleichzeitig A,,= 1 , B, = 1 gewählt ist, sollen den Werth Null haben, in

Betreff der Werthe der noch übrigen Constanten sei nichts festgesetzt; aus

dem vorigen Artikel weiss man, dass in Folge der Bedingungen 1) in diesem

Falle zwischen den Constanten immer die j) Relationen

stattfinden müssen, weil sonst die Bedingungen 1) und 2) schon von vorn-

herein nicht verträglich wären.

Dass nun diese Definition in sich selbst keinen Widerspruch enthält, dass die auf-

ge.stellten Bedingungen verträglich sind, dass überhaupt Gebilde u + vi existiren, die

die erwähnten Eigenschaften besitzen, leuchtet unmittelbar ein, wenn man überlegt,

dass jede beliebige Constante c als Function u + vi mit den erwähnten Eigenschaften

betrachtet werden kann; es erhält dann Ä',. den Werth (i--Ä,)c, B\. den Werth (1 — i?,,)c.

Jede Constante gehört also zu den oben definirten Functionen; dass umgekehrt auch

jede solche Function in der ganzen Fläche T denselben Werth hat, also eine Constante

ist, soll jetzt bewiesen werden.

Zu dem Ende betrachte man das Integral

"-ä'.cr !©+©>«!'.
ausgedehnt über die ganze Fläche T . In Folge der Bedingungen 1) hat dieses Integral

einen bestimmten Werth, und zwar stellt dasselbe, wenn man von dem Factor 2« ab-

sieht, den Inhalt der Fläche dar, welche die Gesammtheit der Werthe, die w = u -\- vi

innerhalb T annimmt, auf einer TF- Ebene repräsentirt. In Folge der Differential-

gleichungen, denen u und v genügen, läßt sich 77 auch schreiben

n
J,f \cx C1J dy Cx] '' JJ \dx cy oy ox] ^

Nach bekannten Methoden folt^t nun
r^'

+

I I (-.
— ^— -^

—

\oxdy = / udv,
J,f \rx cy dy cxj ^ J

R

+

11/01! cu 8v du\ ^ „ i j
// — r^-rr-icxdy = I Vau,

.K) \( X cy dy ex) ^ J

wobei die rechts stehenden Integrale in positiver (durch die Pfeile markirter) llichtung

durch die ganze Begrenzung ii der Fläche T zu erstrecken sind. Es bezeichnen dabei

also du und dv die Aenderungen, die u und v erleiden, wenn man von einem Punkte x, y
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der Begrenzung zu einem, in der Eichtung der Pfeile dem Punkte x, y benachbarten

Begrenzungspunkte x + dx, y + dy übergeht. Führt man nun diese Eandintegrale ein,

so folgt
+

IT=i
I
(udv — vdu),

und addirt man zu dieser Clleichung die Gleichung

+

=
y (udu + vdv)

,

n

deren Richtigkeit einleuchtet, da u und v, und folglich auch ihre Quadrate beim Durch-

laufen der ganzen Begrenzung als einwerthige und stetige Functionen wieder zu ihren

Anfangsvverthen, mit denen man ausging, zurückkehren, so erhält man endlich

11=
j
(u—vi) d(u + vi)

.

Bei der Integration durch die ganze Begrenzung B wird längs jedes Schnittes

a,h, c zweimal integrirt, einmal auf der positiven, das andere Mal auf der negativen

Seite, und zwar ist die Richtung der Integration auf der negativen Seite beständig ent-

gegengesetzt der Richtung der Integration in den entsprechenden Theilen auf der

positiven Seite. Kehrt man also bei dem über die negative Seite der Begrenzung zu

erstreckenden Integrale, unter Anwendung des negativen Vorzeichens, die Integratious-

ordnung um, so erhält dieses Integral in allen Theilen dieselbe Integrationsrichtung,

wie das über die positive Seite zu erstreckende sie besitzt, und durch Zusammenfassen

je zweier entsprechender Elemente der beiden Integrale ergiebt sich

r=p +

n=]S
I

{(u — vi)^d{u -\- vi)^ — (u — vi)~d(;u + vi)~ ]

,

wobei jetzt das hinter dem Summenzeichen stehende Integral einmal über die positive

Seite eines jeden der drei Schnitte a,., h,,, c,, von Anfang bis zu Ende in der Richtung

der Pfeile auszudehnen ist, während [u — vi)*, {u—ci)~ die Werthe der Function u — vi

in zwei entsprechenden Begrenzungspunkten, und d{u + vi)^, d(u + vi)~ die Aenderungen

bezeichnen, die (u-\-vi)'^ und (u + vi)~ gleichzeitig erleiden, wenn man auf einem der

Schnitte in der Richtung, die die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben, sich

fortbewegt.

Bezeichnet man die zu einer complexen Zahl g^-=m + nl conjugirte Zahl m — ni

durch g, wobei dann yy =- (mod. yf, berücksichtigt ferner, dass in Folge der über die



208 Anhang II.

Grössen^,,,!?,, gemachten Annahmen dann allgemein ^,,^4,= 1, B,B,.= \ ist, so ergeben

sich für die Begrenzung die folgenden Gleichungen:

\(u — v iV = A,. (u — vi)~ + Ä,. , d(u + v ly = A,.d (u + vi)",

längs a, —
I
(u — vifd (u + V ly = (w — viyd (« + viy -\- Ä,. d (ti + viy;

[
(m ~ viy = B, {u — V ly + B', , d{u-\- viy = B^d (;u + v iy,

längs h,\ .

\(u~ viyd(u-\-i-iy = {u~ riyd(u-\-viy + B',.d(u + viy;

i(u—viy^ (u—viy, d{u+viy = d(u + viy,
längs c,,l

\ (u — viy d (ii + viy = (u — viy d (u + viy.

Entnimmt man aus diesen Gleichungen die Werthe der unter dem letzten Integral-

zeichen vorkommenden Differenzen, ausgedrückt dui'ch d(u + viy allein, und führt die-

selben in das Integi'al ein, so zeigt sich, dass die auf die Linien c bezüglichen Theile

des Integrals sämmtlich verschwinden, und es wird

_ + +

\+\

Ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes «,, in der Eichtung

der Pfeile führt nun, mit Rücksicht auf die Figur, vom Punkte q,. zum Punkte s,,,

während ein Durchlaufen der ganzen loositiven Seite des Schnittes b,. in der Richtung

der Pfeile vom Punkte /, zum Punkte i\. führt. Bezeichnet man also den Werth der

Function u + vi in irgend einem Punkte ß der Begrenzung abgekürzt durch f^, so er-

giebt sich

n==2{<(f.-fJ + K{fr.^fO}^

und die vier in diesem Ausdrucke vorkommenden, dem Index r entsprechenden Functions-

werthe sind in Folge der Grenzbedingungen 2) mit dem Werthe der Function u + vi

im Punkte p,. durch die Gleichungen

f„^^AJ^^ + A:, f,.-BJ^^+B\.,

f,^ = 4,./;. + Ä,. = AJiJ-^^ + A,X + X ,

/;„ = B,f,,^ + B\ = A,B,f^^ + B,Ä, + B:

verknüpft. Aus diesen Gleichungen folgt weiter:

f,^-f„^^A,{B-\)f^^ + A,.B\., f\-f,^-^B,.{\-A,)f^-B,A:,

Mfs-fj + ^< (/;./- /:..)
= [i^JU^ -^.) - A,Ä,.{\-B,)\f^^+ a,a:b: - b,.b',a:.
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Auf der rechten Seite der letzten Gleichung ist der Coefficient von f^,^ gleich Null,

denn derselbe ist auch ^Icidi A,B,[B',{A,r-\) - Ä',{B,.~-\)\, und der hier in der eckigen

Klanuner stehende Ausdruck hat den Werth Null, da er aus dem, den Werth Null be-

sitzenden Ausdrucke B',{jU-~ 1) - Ä,.{B — 1) hervorgeht, indem man darin an Stelle von

i die Zahl — i schreibt. Man erhält also schliesslich

1=1

Die einem bestimmten Index v entsprechenden Grössen A,., B^ sind nur der Be-

dingung unterworfen, Zahlen mit dem Modul 1 zu sein, ausserdem sind mit ihnen die

demselben Index v entsprechenden Grössen Ä,., B\. durch die Eelation

W i?;,(A-i)-4(i?..™i)

verknüpft. In Bezug auf die Werthe von A,., B,, unterscheide man die folgenden vier,

alle Möglichkeiten umfassenden Fälle:

I) A,. und B, seien l)eide von 1 verschieden; dann folgt aus den beiden

Gleichungen

b:{a-\)^a:{b,.-\), ä:{b~\)^b:{ä-i),

indem das Product der linken Seiten gleicli ist dem Producte der rechten,

(A~ 1) {b,- 1) a:b: - (A~ 1) {B- 1) b:a:. = o

,

und aus dieser letzten Gleichung durch Division mit der in diesem Falle von Null

verschiedenen Grösse: - (^,— 1) (-ß, — 1)

:

a,ä,b',-b,b:,ä, = {).

II) A,. sei gleich 1, ß,, von 1 verschieden; dann liefert die Eelation (2i.): X = 0,

folglich ist dann auch ^1',, -= und J,.^l',,i>'^. i)*,,7/,,^l^, = 0.

III) A,. sei von 1 verschieden, B,. gleich 1; dann liefert die Relation (i?.): //,, = 0,

folglich ist dann auch B\.=-0 und A,A[,B[. ~ B,.B',Ä,.=^ 0.

IV) A, und B, seien beide gleich 1. In Folge der ursprünglichen Grenzbedin-

gungen 2) hat in diesem Falle Ä,. den Werth Null , folglich ist auch Ä, = und

A,Ä,B: ~ B,.B[Ä,^0.

Es zeigt sich also, dass das irgend einem Index r (v ^ 1, 2, , p) entsprechende

Glied der letzten Summe, die 11 darstellt, immer den Werth Null besitzt, und dass

folglich unter den gestellten Bedingungen das Integral // selbst den Werth Null erhält.

77 kann aber, da es in seiner ursprünglichen Gestalt, wenn man von dem Factor 21

absieht, ein Integral mit immer positiven Elementen ist, nur dann Null sein, weim
P-R, L 27
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jedes Element für sich den Werth Null hat. Aus 77=0 folgt demnach für die ganze

Fläche T': ^7^ = 0, ^ = 0, und mit Berücksichtigung der Differentialgleichungen sub 1)

auch 1^ = 0, ^ = ü, allgemein zu reden, so dass die Punkte, für die diese vier Diffe-
8x ' cy '^

rentialquotienten möglicher Weise nicht Null wären, keinen auch noch so kleinen

Flächentheil stetig erfüllen können. Die Function u + vi hat also, soweit sie in T
stetig ist, nothwendig einen constanten Werth, und da sie den Bedingungen 1) gemäss

in 2" allenthalben stetig sein soll, in der ganzen Fläche T denselben Werth. Man

hat so den schon früher ausgesprochenen

8atz I. Eine in der Fläche 1" allenthalben einwerfhige und stetige Function u + vi

der comjjlexen Variable x + yi, deren Wertlie in je zwei entspreclienden Funkten auf der

positiven und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c gebildeten Be-

grenzung der Fläche T in der Weise verknüpft sind, dass allgemein (für v ^1,2, , p)

längs a,.
{
(m + viy = Ä,, (w + v i)~ + Ä,.,

längs b,.{(u + vi)'^ == B,.(ii -\- vi)~ + B\.
,

längs c,

{

(u + vtf ^ {u + vif + J^
,

wobei die '2p Grössen J,, B, sätnndlich den Modtd 1 besitzen, ist immer eine (Jonstante,

tvenn die p Grössen J,. Null sind und ferner von den 2p idirigen Constanten Ä,., B[. all"

die Constanten Ä,, die zu Indices v gehören, für die gleichzeitig A,. -
1 , li, - 1 ist, ebenfalls

den Werth Null haben.

3.

Hal)en die 2p Constanten A,, B, sämintlich den Werth 1, so verwandelt sich

der gefundene Satz in den folgenden speciellen, für die Theorie der ^^c^schen Integrale

fundamentalen Satz:

„Eine in der Fläche T' allenthalben einwerthige und stetige Function co ^ u + vi der

complexen Variable z = x + yi, deren Werthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten

in der Weise verknü2)ft sind, dass allgemein

längs a,, { co"*" = co" ; längs b,,
[ co

*'
= u)" + B[, ; längs c^ { cu"^ - co"

;

für v = \,2,--,p, tvobei es dahin gestellt bleibt, welche Werthe die p Constanten B\ be-

sitzen, ist immer eine Constante."

In anderer Fassung lässt sich dieser Satz auch so aussjjrechen:

„Verschwinden bei einem, zur Fläche T' gehörigen allenthalben endlichen Abelschen

Integrale (z. B. durch Variation der linear in ihm enthaltenen tvillkürlichen Constanten) die

sämmtlichen p Feriodicitätsmoduln Ä,. für die Schnitte a,, so verschwinden gleichzeitig auch
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die sämmtlichen p Periodicitätsmoduln B,. für die Schnitte b,., und das Integral selbst reducirt

sich auf eine Constante."

Nur wenn man diesen Satz zur Hülfe nimmt, lässt sich zeigen, dass es immer

möglich ist, aus p gegebenen, zur Fläche 1" gehörigen linearunabhängigen allenthalben

endlichen AbehdvQw Integralen cw"\ co<'^', • • •, co*^* durch lineare Composition ein System

von Integralen c«^, co.,, •••. ro^ zu bilden, dadurch characterisirt, dass allgemein der

Periodicitätsmodul von co, für den Schnitt a,. den Werth ni, für jeden der p — \ übrigen

Schnitte a den Werth Null besitzt. Bezeichnet man nämlich den Periodicitätsmodul

von oj''"> für den Schnitt a„ (y--^\,2,---,p) durch A^^'\ so wird es dann, aber auch nur

dann möglich sein, die verlangten j; Integrale cw^, cy^, • • •, w^ zu bilden, und zwar in

der Form
c«i = mii cy*'' + TOia CO*"''' + • f «»i^ co**'.

v)j, = mj,^wi^^^ + OT^aCo'-' H (- OTppCo**',

wenn es möglich ist, die p'^ Constanten m so -zu bestimmen, dass die p Systeme von

je p Grleichungen erfüllt werden, die aus dem Systeme

m
= m„i J»' + m,,Af + • • • + m,^A[?\

ni ^^ m,,A^^^ + m,,Af' ++ m,.^A[^\

^ m,„4'* + m,,A^^ + • + m,.^A'-;\

successive hervorgehen, wenn man darin für v successive die Zahlen \,2,--,p setzt

und gleichzeitig ni in die linke Seite der ersten, zweiten, •• ,y" Gleichung einrücken

lässt, während jedes Mal alle 7^ — 1 übrigen linken Seiten den Werth Null haben.

Bezeichnet man die Determinante der p^ Grössen A in dem oben stehenden Systeme

von p Gleichungen durch B, so würde für jedes v und /t folgen

nl dB
'"•" ' D a4">'

sobald bewiesen wäre, dass die Determinante B einen von Null verschiedenen Werth

besitzt. Ohne diesen Nachweis*) hat die letzte Formel keinen Sinn.

*) Vergleiche: „Vorlesungen über lUemann's Theorie der Ahelschen Integrale von Carl Neumann pag. 435."

und „Theorie der Ahelschen Functionen von A. Clebsch und F. Gordan pag. 108."

27*
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Dass nun unter allen Umständen der Wert der Determinante B von Null verschieden

ist, lässt sich mit Hülfe des oben ausgesprochenen Satzes wie folgt zeigen. Wäre 1) = 0,

so Hessen sich für die ^j Grössen m,^, m,.^, , m,.^ immer p Werthe hnden, die nicht

sämmtlich Null, und die dem Systeme von )> Gleichungen genügen würden, das aus

dem Systeme (<%.) entsteht, wenn auch in die linke Seite der r"" (ileichung statt ni

eingeführt wird. Der mit diesen Werthen gebildete Ausdruck

wäre dann ein allenthalben endliches Integral, das für alle jy Schnitte u den Periodicitäts-

modul Null besässe, und folglich eine Constante. Es existirte also zwischen den

p Functionen cu'", co'"', • •, cu""* eine lineare Eelation mit constanten Coefficienten, was

gegen die ursprüngliche Voraussetzung, nach der diese p Functionen linearunabhängig

sein sollen, Verstössen würde. Die Determinante 1) kann also nie Null sein, und folglich

ist die Bestimmung der p Functionen to,, cy,,, • •,• co,, den aufgestellten Bedingungen

gemäss stets möglich.

Im Obigen ist der Satz mitenthalten, dass wenn co"*, w'-*. • •, co'^'' irgend ein

System zur Fläche I" gehöriger, allenthalben endlicher Ahehchcv Integrale bezeichnet,

und diese Integi'ale linearunabhängig sind, dann auch immer gleichzeitig die p Systeme

zusammengehöriger Periodicitätsmoduln. die dem Integralsysteme für die p Schnitte

Ui, a^, • -, Qj, zukommen, linearunabhängig sind.

4.

Eine complexe Function u + vi der Coordinaten x, y sei definirt durch die

folgenden Bedingungen

:

1) In der ganzen Fläche T' soll sie eine allenthall)en einwerthige und stetige

Function des Ortes oder Punktes x, u sein und den Differentialgleichungen
du dv du dv
TT- = :^, -— = — — genügen.
ex oy oy ox ~ °

2) Ihre Werthe in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten sollen in der

Weise verknüpft sein, dass allgemein für r "i, 2, , j):

längs a,
{
(u + viy = A,{u + viy + Ä,.,

längs h,.
[
(u + viy = B,(u + vi)' + B,,

längs c,, [{ti + viy = (w + viy + J,,

wobei über die bp Constanten A,., B,, A\., B,, J,. Folgendes festgesetzt sei.

Den 2p Grössen A,., B, sollen bestimmte Zahlwerthe zugelegt sein, deren

Quadrate sämmtlich 1 sind. Für das irgend einem Index v entsprechende
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Factorenpaar A,, /*',, ist also eines der vier Werthepaare (1, 1), (1,-1), (—1,1),

(~1, —1) nach -willkürlicher Wahl zulässig. Die reellen Theile der 2^> Constanten

J,, B\ sollen sänimtlich Null sein, während über die rein imaginären Theile

dieser Constanten nichts festgesetzt sei. Dass zwischen den hp Constanten

immer die p + \ Eelationen

^4, == 0, 4. =- B',{A,~\) - 4(A -1), (. = 1,2... „)
1=1

als bestehend vorausgesetzt werden müssen, weiss man aus art. 1, indem sonst

die aufgestellten Bedingungen keinenfalls verträglich wären.

Man erkennt sofort, dass, wenn die 'Ip Grössen A,, />,, sämmtlich den Werth 1 haben,

jede willkürliche Constante C'-c + c^i, wenn die 2p Grössen dagegen nicht sämmtlich

den Werth 1 haben, jede rein imaginäre Constante C = <\i als Vxxacium u ^ vi mit den

erwähnten ICigenschaften betrachtet werden kann; es erhält dann Ä,. den Werth (1 -^,,)(7,

B\. den Werth (1 — />',,) C, J, den Werth Null. Dass umgekehrt auch jede Funktion u + vi,

die den oben aufgestellten Bedingungen genügt, in der ganzen Fläche T' denselben

Werth hat, also eine Constante ist, soll jetzt bewiesen werden.

Zu dem Ende betrachte man wieder das Integral

"-(/l (?!)+ 01 -'».

ausgedehnt über die ganze Fläche T' . Nach den schon in art. 2 angewandten Methoden

und Schlussweisen erhält man

77= / udv ==^ /
{w^c^v*' - u dv

]

,

wobei das hinter dem Summenzeichen stehende Integral einmal über die positive Seite

eines jeden der drei Schnitte «,, &,,, c,, von Anfang bis zu Ende in der Eichtung

der Pfeile auszudehnen ist, während m+, u' die Werthe der Function u in zwei ent-

sprechenden Begrenzungspunkten, und dv^, dv~ die Aenderungen bezeichnen, die v^

und v~ gleichzeitig erleiden, wenn man auf einem der Schnitte in der Eichtung, die

die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben, sich fortbewegt. Berücksichtigt man
nun, dass in Folge der Bedingungen 2) die 2p Grössen Ä,., B, stets reell sind, und dass

in dem Falle aus der Eelation J^.=== B[.(A,.—1) — Ä[(^B,-'\) immer auch der reelle Theil

von J^ sich gleich Null ergiebt, wenn, wie vorausgesetzt wurde, die reellen Theile von

A\., B\ Null sind, so ergeben sich für v^\,2,---,p die folgenden Gleichungen:

längs a, {«^ = A,:U~, dv^ = A.dv, u^dv'"^ = u~dv^;

]&ngs h, {u^ = B,u~ , dv^=B,.dv', w^ dv^ -= u~ dv~

;

längs c,.{u'^ = u~, dv"" = dv , u^dv^^u'dv".
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Diese Gleichungen zeigen, dass das hinter dem Summenzeichen stehende Integral für

jeden Index r den Werth Null hat, indem seine sämmtlichen Elemente verschwinden.

In Folge dessen ist auch 77 selbst Null und, nach ähnlichen Schlüssen wie früher,

ti + vi eine in der ganzen Fläche T' constante Grösse C=c + c^^, deren reeller Theil c

immer Null sein muss, wenn nicht alle 2p Grössen J,., B, den Werth 1 haben, während

in allen Fällen der Werth ihres rein inuiginären Theiles cj- durch die aufgestellten

Bedingungen in keiner Weise beeinflusst wird. Man hat so den folgenden

Satz II. Eine in der Fläche T' allenthalhen einwertliige und stetige Function u + vi

der cmiplexen I ^ariahle x -\- yi, deren Werthe in je zwei entsprechenden Punkten auf der

positiven und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c gebildeten Be-

grenzung der Fläche T' in der Weise verhnipft sind, dass allgemein für v = l,2,---,p:

längs a,
{
(u -f vif = A,.(u + vi)" + Ä',.,

längs b,. [ (u + vi)+ = B,.(u + vi)~ + 5',,,

längs c,,
{
{u + viy --= (u + vi)~ -{- J,,,

irobei die 2]) Grössen A,., B, Zahliverthe besitzen, deren Quadrate sämmtlich 1 sind, ist

immer eine Constante, trenn die reellen Theile der 2j^ Constanten A',., B, und folglich auch

die reellen Theile der p Constanten J, sämmtlich den Werth Null haben.

Mit Hülfe dieses Resultates lässt sich aus dem, im art. J5 meiner fi-ühern Arbeit

aufgestellten Satze durch einfache Auflösung eines Systems linearer Gleichungen ein

neuer Satz ableiten, der sich auf alle diejenigen Functionen u + vi bezieht, die zu

Gruppen gehören, deren Characteristiken aus nur reellen Grössen zusammengesetzt sind.

Es sind dies diejenigen Gruppen, deren Characteristiken aus dem Symbol ("Ij"
*'' „m

hervorgehen, wenn man für die A und B nur reelle Grössen mit dem Modul 1 setzt.

Da demnach für jede der 2}) Grössen A,, B, sowohl die Zahl -f- 1 wie die Zahl — 1

zulässig ist, so giebt es im Ganzen 2'-'' solcher Gruppen. Der erwähnte Satz, der speciell

dem Gebiete der Functionen u + vi, die dies«m 2'^'' Gruppen angehören, eigenthümlich

ist, insofern als ein analoger Satz für die, den übrigen Gruppen angehöi'igen Functionen

u + vi nicht existirt, mag theilweise hier noch eine Stelle finden. Für die allenthalben

endlichen Functionen ausgesprochen, lautet er wie folgt:

„Nimmt man. den 2p Schnitten «,, b, (r^l,2,---,p) entsprechend, ein System von

2p Grössen A,, B,. {y = \,2.---.p). deren Quadrate sämmtlich 1 sind, willkürlich an. wählt

ausserdem 2p reelle Grössen A[,., B\,. (v = l,2,---.2)), deren Werthe nur der einzigen Bedingung

r = l

(B.) ^{i?;,„(^.,-i)-4...(^.-i)) = o
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ZW gehorchen haben und im übrigen ganz beliebig angenommen iverden dürfen, so existirt zu

der Fläche T' immer eine complexe Function u + vi der Coordinaten x, y mit folgenden

Eigenschaften:

1) Die Function u -\- vi ist eine in der Fläche T' allenthalben einwerthige icnd stetige

Function des Ortes oder Punktes x, y, die in der ganzen Fläche T' den Differential-

7-7 du dl' du dv .. ,

qleichunqen ^— = ^— , -5— = — -ö— qenuqt.

2) Die Werthe von u + vi in je zwei entsprechenden Funlien auf der positiven und

negativen Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c gebildeten Begrenzung

der Fläche 1" sind in der Weise verknüpft, dass allgemein für v ^ 1,2, ,p:

längs a,.
{
(u -f vi)+ = A.,.{u + vi)" + Äi„ + iÄ^„,

längs b,[{u + vif = B,{u + vi)~ + B\^^ + iB'.>^^,

längs c,, [(u + vif = (u-\- vi)~ + z^,^, + i^-i,v>

wobei zwischen den hp Constanten A^, B,, A[ = Ä[^,, + i Ä.^^,, , B[, = B[„ + i B'^^

,

J,.^-=-Ji^,. + iJ.i^„ (v = l,2, ,p) die bekannten 2) + 1 Eelationen

'^z/„ = 0, J,. == B:{A,. - 1)
-^ Ä,(B,.

-

1), (v=M, •,.)

r- 1

stattfinden.

3) Durch die bis jetzt erträhnten Eigenschaften (immer mit EücksicM auf die vorher

gemachten Annahnen, tvonach also das System der 2p Grössen A,., B,, fixirt ist,

und ausserdem die reellen Theile der 2p Constanten A[, B\, der Relation (B)

gemäss, im übrigen aber willkürlich angenommen sind) ist die Function u + vi

bestimmt bis auf eine additive Constante, die vollständig willkürlicli bleibt, wenn

alle A,., B,. den Werth 1 haben, die dagegen nur rein imaginär sein kann, wenn

nicht alle A,., B,. den Werth 1 besitzen."

Für die allenthalben endlichen Functionen der Gruppe
(i'i''^^'i)

hat diesen

Satz zuerst liiemann (A. F. 4. pag. 20) ausgesprochen.

Düren, im September 1869.



Dritte AWiandliing.

lieber ein Raudiiitegral.

Journal für die reine und angewandte Mathematik, Band 71, Seite 305—315.

Eine Menge wiclitiger Kigenscliaften, die den von mir in Bd. 70, Heft 4 dieses

Journals aufgestellten Functionen u + p'i zukommen, kann, nachdem zuvor bestimmte

einfachste Formen dieser Functionen als Normalformen fixirt sind, erhalten werden

durch die Betrachtung einer gewissen Art von Uandintegralen. Um bei späteren Mit-

theilungen nicht immer wieder von neuem specielle Fälle dieser Kandintegrale be-

trachten zu müssen, soll \wv für dieselben die allgemeinste Form gegeben und be-

handelt werden.

1.

Gegeben sei eine Fläche T" von ähnlicher Beschaffenheit wie die in art. 1. und 2.

meiner eben erwähnten Arbeit gebildete Fläche T" . Die p Schnitte c und die r nach

den /• Funkten e führenden Schnitte l seien so gezogen, dass dieselben in der Ordnung

^i> 'a' > '^y,; ^1. ^2) • • •' ^,- aufeinanderfolgen, wenn man ihren gemeinsamen Mündungs-

])unkt positiv (d. h. umgekehrt wie der Zeiger einer Uhr) umkreist. Die in den er-

wähnten Artikeln getroffenini Bestimmungen und g(nvählten Bezeichnungen lasse man

sännntlich ungeändert bestehen, und füge die folgenden neu hinzu. Den gemeinsamen

Mündungspunkt der drei Schnitte «,, h,, c,. bezeicline man fünffach als p,, q,, r,, s,., t,,

jenachdem man sich in dem einen oder andern der fünf, von den drei Schnitten dort

gebildeten Winkelräume befindet. Den gemeinsamen Mündungsjjunkt der p Schnitte c

und der r Schnitte l bezeichne man p + /-fach als tt, , 7T2, • • -, ti^^, A,, A^, • • •, A^, und zwar

als 71,,, wenn man sich auf der positiven Seite des Schnittes c,, als A^, wenn man sich

auf der positiven Seite des Schnittes l^, behndet. Man scheide dann die sämmtlichen

r Punkte e,, e^, • • •, e^ durch /• Curven h aus der Fläche T" aus, allgemein den Funkt e^,

durch eine, weder sich seilest noch irgend eine der r ~\ übrigen Curven li schneidende
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Curve h,j, die man von einem Punkte a^ auf der negativen Seite des Schnittes l„ durch

die Fläche T" um den Punkt e„ herum bis zu dem, dem Punkte a^ entsprechenden

Punkte T„ auf der positiven Seite von l„ zieht. Der Punkt a„ und die Gestalt der

Curve k^^ seien zunächst so gewählt, dass dieselbe, wenn e^ ein Verzweigungspunkt ist,

keinen weitern Verzweigungspunkt der Fläche T" , dass dieselbe dagegen, wenn e^, kehi

Verzweigungspunkt ist, überhaupt keinen Verzweigungspunkt mit dem Punkte b„ zu-

sammen einschliesst: und ferner so, dass wenn der Punkt £„ im Endlichen liegt, die

Punkte der Curve k^ alle denselben Abstand vom Punkte e^, wenn dagegen der Punkt e^

im Unendlichen liegt, die Punkte der Curve k^ alle denselben Abstand vom Punkte

z = {) haben. Diesen Annahmen gemäss wird also die Curve k^,, wenn e„ ein i^ — Ifacher

Verzweigungspunkt ist, sich r-mal kreisförmig um den Punkt E^, winden müssen, um
vom Punkte a,, zum Punkte t^ zu gelangen, dagegen nur einmal, wenn e^ kein Ver-

zweigungspunkt ist. Bei der Curve k^ nenne man die dem Punkte e^ zugewandte Seite

die innere, die andere die äussere, und das, durch diese Curve aus der Fläche T" aus-

geschiedene, den Punkt e,, enthaltende Flächenstück

die Umgebung des Punktes e^. Denjenigen Theil

des Schnittes l„, der sich von dem gemeinsamen

Mündungspunkte aller Schnitte c und / bis an die

Curve k^ erstreckt, nenne man t^. Die neue Fläche,

die aus der Fläche T" durch Ausscheidung der r

Punkte e vermittelst der Curven k entstellt, und

die ebenfalls einfach zusammenhangend ist, bezeichne

man als Fläche T*. Derselben fehlen Flächentheile,

die der T" angehören. Ihre Begrenzung wird ge-

bildet von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c,
/'

und von den äusseren Seiten der Curven k. Längs

dieser Begrenzung markire man die positive Richtung

des Durchlaufens durch Pfeile. Man bemerke, dass

dabei die aus T" ausgeschiedenen, nicht zu T* ge-

hörigen Flächentheile, oder, was dasselbe, die Punkte s negativ umlaufen werden.

Die nebenstehende Figur veranschaulicht eine solche Fläche T*.

Zugleich mit der ursprünglichen Fläche T" seien gegeben zwei Functionen

der complexen Variable z==x + yi, co die eine, cu' die andere, mit folgenden Eigen-

schaften. Mit Ausnahme der r Punkte e sollen die Funktionen in der ganzen übrigen

Fläche T" allenthalben einwerthig und stetig sein. In dem Punkte e,, (^ = 1, 2, • • •, r)

sollen 0} und w' unstetig werden, und zwar in der, durch endliche Ausdrücke von

der Form
P-R, I. 28
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f^W = h ^^
'V + ^^(.1

7^
+ ^-'^2

;|
+ • • + I%r,.^,^ '

% (n.)
= L', In r^ + L\, 1 + J,;, 1 + .

.
. + L^

„^
-~

,

resp. characterisirbareii Art, so dass die Differenzen m - ip^{r^ und w — (p'„(r^^ für den

Punkt s,j stetig bleiben. In diesen Ausdrücken bezeichnen die L und TJ Constante,

m und n^ ganze Zahlen; r^, hat die im art. 2. meiner erwähnten Arbeit angegebene

Bedeutung, und es muss für den Fall, dass e„ ein y — 1 facher Verzweigungspunkt ist,

noch der Werth von r^, in einem Punkte der Umgebung von e^ festgesetzt sein (was

auf V Weisen geschehen kann), dann ist r^, für die ganze Umgebung von s^, einwerthig

bestimmt. Die Werthe von w, w in je zwei entsprechenden Punkten auf der positiven

und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte a, h, r, l gebildeten Be-

grenzung der Fläche T" , die man durch w'' und co", co'*^ und c«'" bezeichne, sollen in

der Weise verknüpft sein, dass allgemein für y = 1, 2, • • •, ^^; ^ = 1, 2, • • •, r:

längs «.{co""" = A,(o~ + Ä,, vi^ = A,.co'~ + A",,

längs b,,

[

C0+ = ß,(o" + //,, co'^ = B.w'^ + B'^,

längs c„ { CO"*" = CO + ^y, u)'^ = w + J',.,

längs ly[o}^ = CO" - 'Inilj^, co'"* = oi'~ 'IniL'^,

wobei die A, A, Ä, A", B, B, />', />'", J, J Constante bezeichnen, und die 2^ Producta

Ä^A,., B,B,. (y = 1,2, , 2J') sämmtlich den Werth 1 besitzen sollen. Functionen co, w
mit diesen Eigenschaften kann man, nebenbei bem'erkt, in unbegrenzter Anzahl erhalten

durch Integration von in 1" einwerthigen Functionen der Variable z, die für eine end-

liche Anzahl von Punkten in 7" unendlich von angebbarer Ordnung werden und beim

Ueberschreiten der Schnitte a, l> constante Factoren annehmen. Der speciellere Fall, wo
ein Unstetigkeitspunkt von oj nicht auch zugleich ein Unstetigkeitspunkt von co' ist,

oder wo eine der Functionen oder auch beide allenthalben endlich sind, ist in dem

obigen allgemeinen Falle mitenthalten, insofern als für jede der Constanten L, L' in

den Ausdrücken <p, (/', ohne Störung der weitei'en Entwicklungen, auch der Werth Null

zulässig ist.

Aus den bis jetzt erwähnten Eigenschaften der Functionen w, vi ergeben sich

durch bekannte Schlüsse die folgenden als secundäre. Zwischen den, in die Grenz-

gleichungen (6r.) eintretenden Constanten existiren nothwendig (vergl. m. Arbeit Bd. 71,

Heft 3, art. 1) die 2j) + 2 Eelationen
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V = 1 (» = 1

"^j:~ '2ni2L'^ = 0. 4= B'liÄ,. - 1) - ä:.{B,^~ 1)

,

Da die Differenzen vi — ip,^(r^, wl — (p'^[r^ in dem Punkte e^ stetig sind und beim Ueber-

schreiten des Schnittes /„ ungeändert bleiben, so haben dieselben, wenn man sie für die

Umgebung des Punktes e„ als Functionen von r,, betrachtet, bis zu einem endlichen

Modul von r,j den Character einwerthiger und stetiger Functionen der complexen Variable

Z, = r^. Setzt man also für die Umgebung des Punktes e„ (dem immer der Werth r =0
entspricht)

"J - v^ (%) = w.^ (*?)

'

"'' - % (^v)
= v'ü (%)

'

so lassen sich die Functionen yj, %p' bis zu einem endlichen Modul von r darstellen

durch Reihen von der Form

Wo ('V)
= So + c.,xr^ + c^.r] + c^^^r] + -,

y^'^ (s)
=^ 4 " + 4 1

'? + 4 2
*"' + cl 3 ^'(^ H—

,

w^obei die c, c Constante bezeichnen. Nach den über die Curve k,, vorher getroffenen

Bestimmungen kann man dieselbe als mit all ihren Theilen in dem Gebiete liegend

ansehen, für das die obigen Reihenentwicklungen gelten. Es werden also oj und w in

dem, durch die Curve h„ aus T" ausgeschiedenen Flächenstücke und auch noch auf der

Begrenzung k,, desselben dargestellt durch

t« = </'(.
('v) + y^B ('v) '

"^ = v'o (»>) + V« ('"(-)

'

wobei (p, (p, rp, 1// die aufgestellten Reihen bezeichnen.

Nach diesen Vorbereitungen betrachte man das Integral

J= (udoi,

ausgedehnt in positiver Richtung durch die ganze, aus den beiden Seiten der Schnitte

a, h, c, l' und den äusseren Seiten der Curven k bestehende Begrenzung B der Fläche T*.

Da die Functionen w, vj in der Fläche T* allenthalben einwerthig und stetig sind, in-

dem diese Fläche die r Punkte s nicht mehr enthält, so hat nach bekanntem Satze

das obige Integral, ausgedehnt über die ganze Begrenzung dieser Fläche, den Werth

Null. Dasselbe ist aber auch gleich der Summe der Integrale, die erhalten werden,

wenn man der Reihe nach über die einzelnen Begrenzungstheile integrirt. Die Aus-

führung dieser Integration liefert zwischen den Constanten, die das Verhalten der beiden
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Functionen w, uj an der Begrenzung von T" und in den Unstetigkeitspunkten e characte-

risiren , eine merkwürdige Eelation , deren Herleitung der Zweck der vorliegenden

Arbeit ist.

Das Integral -/ kann man zunächst in zwei Integrale J^ und j;, zerlegen, von

denen das erste sich auf das System der Schnitte a, h, c, das zweite sich auf das System

der Schnitte /' und der Curven k bezieht. Das Integral J^ kann weiter als Summe
von j; einfacheren Integralen »S,, (v = 1,2, . p) aufgefasst werden, von denen das dem

Index V entsprechende in der Richtung der Pfeile über den Theil der Begrenzung der

Fläche T* zu erstrecken ist, der von den beiden Seiten der drei Schnitte a,, ft,., c,. ge-

bildet wird. Das Integral J, dagegen kann als Summe von r einfacheren Integralen T
(^ = 1, 2, • • •, r) betrachtet werden, von denen das dem Index q entsprechende in der

Richtung der Pfeile über den Theil der Begrenzung der Fläche T* zu erstrecken ist,

der von den beiden Seiten des Schnittes 1'^, und von der äussern Seite der Curve A-

gebildet wird. Da ferner bei der Ausführung des Integrals ^S',, längs jedes der drei

Schnitte «,,, h,, c,, zweimal integrirt wird, einmal auf der positiven, das andere Mal auf

der negativen Seite, und die Richtung der Integration auf der negativen Seite immer

genau entgegengesetzt ist der Richtung der Integration in den entsprechenden Theilen

auf der positiven Seite, so kann man die beiden, auf die positive und negative Seite

bezüglichen Theile von S,. durch Zusammenfassen correspondirender Elemente in ein

einziges Integral vereinigen, das nur über die positive Seite zu erstrecken ist. Die-

selbe Betrachtung ist anwendbar auf denjenigen Theil von T^, der sich auf die l^eiden

Seiten des Schnittes l' bezieht; man erhält so schliesslich:

= J=J, + J,,

v = l 1 =1 r , ,+
'

J.
p = r () = > +

2 '^-^0—^1
I

ico^dw'^ — w (Ju)'
) + I (jodui'l,

wobei also jetzt das Integral
+

S,.=
I

{(o^do)''*' — u)~d(o'~}

einmal über die positive Seite eines jeden der drei Schnitte a,, b,,, c,. von Anfang bis

zu Ende in der Richtung der Pfeile zu erstrecken ist, und ebenso das, als Theil von T^

auftretende Integral
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+

I
[aj^doj^ ~ o}~düj'~}

einmal über die positive Seite des Schnittes I'^ von Anfang bis zu Ende in der Richtung

der Pfeile zu erstrecken ist, während zugleich oj+, or die Werthe der Function co in

7,wei entsprechenden Begrenzungspunkten, r/cy'', da}'~ die Aenderungen 1)ezeichnen, die

fo'+ und vj'^ gleichzeitig erleiden, wenn man auf einem der Schnitte a,,, b,., c,. oder l'„ in

der Eichtung, die die Pfeile auf der positiven Seite desselben haben, sich fortbewegt.

Das Integi'al S, soll zunächst lierechnet werden.

Aus den, unter (G.) aufgestellten Grenzbedingungen ergeben sich, mit Berück-

sichtigung der Gleichungen A,.A,.= 1, B,B, = \, die folgenden Relationen:

längs a,.[doi^ = A,.d(o~, oj'^dw^ = u)~d(o'~ + A'/lu}'^,

längs b,.[da)''^ = B^doj', oj+r/cu'+ = oj^dto''^ + B',d(o^

,

längs c^[dü}^ = da~, vj^dw'^' = u}~doj'' + J^doj'^.

Entnimmt man aus diesen Gleichungen die Werthe der Difterenzen

{oj^do)'^ — aj~da)'~],

ausgedrückt durch do}'^ allein, und führt dieselben in das Integral S,. ein, so folgt:

+ + +

S = j; fdo}'+ + B[fdco'+ + jj'dm'\

k K <

Ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes a, in der Richtung der Pfeile

führt nun, mit Rücksicht auf die Figur, vom Punkte q,. zum Punkte s,,, ein Durch-

laufen der ganzen positiven Seite des Schnittes h,. in der Richtung der Pfeile vom

Punkte t,. zum Punkte *,,> endlich ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des

Schnittes c,, in der Richtung der Pfeile vom Punkte s,, zum Punkte n,. Bezeichnet man

also den Werth der Function uj in irgend einem Punkte ß der Begrenzung abgekürzt

durch co^, so ergiebt sich

In Folge der Grenzbedingungen [G) sind die Werthe der Function u) in den

vier Punkten q^, i\, s^, t,. mit dem Werthe der Function w im Punkte p^ verknüpft

durch die Gleichungen

C0j^== A,Wj,^+ Ä',, (}i, = B,(x>'j,^+ B'l,

üi',= A,o},^+ Äl =-- A,B,Wj,^+ A,B'l + Äl,

c«;^ = 5,<+ b: = A,.B,w^,+ b,ä: + b:.
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Führt man diese Ausdrücke in die letzte Formel für S, ein, so wird

s, = 4<+ a,.ä:b:- b,b:ä:~ z^.,(j„7>':+x)+[z>';7^v(i-^..)-^u..(i-5,)-^.5„4,]<,

und man erhält so schliesslich, indem man berücksichtigt, dass den Kelationen (6^'.) zu-

folge der Coefficient von w^,^ auf der rechten Seite dieser Gleichung den Werth Null

hat, für den Werth des Integrals S,. den Ausdruck

s„= 4.<+ A,Äjr:~jj,.B:Ä: j,.{ä,.b:+ä:).

Der von w freie Theil dieses Ausdruckes soll im Folgenden abgekürzt durch C,, be-

zeichnet werden.

8.

Im Vorigen bezeichnete T den Ausdruck

+ +

Was das erste Integral rechts betrifi't, so hat man längs /„ und folglich auch

längs t^ [(o* =- oi~ — 2niL„, do)'^= do}'", co^doi'^ — w~du}'~ ~ "IniL^doj'^.

Da ferner ein Durchlaufen der ganzen positiven Seite des Schnittes t^, in der Kichtung

der Pfeile, mit Rücksicht auf die Figur, vom Punkte r zum Punkte X„ führt, so er-

giebt sich der Werth des in Rede stehenden Integrals

+ +

/ {ty+f/w'''' — (a~dv}'] = — 2niL^ ( dvj"" = — 2niL^{(o\ — oj'^).

Was das zweite, in dem obigen Ausdrucke für T^ vorkommende Integral betrifft,

so werden den früher getroffenen Bestimmungen zufolge die Functionen w, w auf der

Curve l'^, über die dieses Integral von a^, bis t^ zu erstrecken ist, dargestellt durch

die Grleichungen

t» =
9'eW + V'e (^0

.

t»' = % (^e) + w\ (^?) ,

wobei ip,j,
(f',,, y>„, rfj'^, die im art. 1 aufgestellten Reihen bezeichnen. Man hat also, unter

Anwendung einer abgekürzten Bezeichnungsweise, so lange als dadurch kein Irrthum

zu liefürchten steht,

+ r t r

k. a n o

Da die Funktionen i/^,, jp'^ von z in dem, durch die Curve k„ vollständig be-

grenzten, den Punkt s^, enthaltenden Flächenstücke einwerthige und stetige Functionen
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des Ortes oder Punktes sind, so hat das dritte der rechts stehenden Integrale den

Werth Null. Für die, unter den beiden anderen Integralzeichen vorkommenden Producte

von Functionen erhält man unmittelbar die folgenden, ebenfalls für die ganze Curve h

convergenten Entwicklungen

wobei die Coefficienten 31 und N sännntlich endliche Aggregate der, in den Reihen

für (fi, (f,
ip, yj' als Coefficienten auftretenden Constanten L, IJ, c, c sind, und speciell

die beiden Coefficienten ü^)'' und iV^f die Werthe

M^^> = [L„,c^^ + 2L^,c,,„ + 3X^,3 c'^s + • • • + '»hL<;,r,./o,m^],

N^'^ = L'fya - \L',„c^^ + 2L'„^c,^., + 3i',,3 6'^,3 + • • + n^L'^,„^ %n^],

besitzen. Die ebenfalls hier auftretenden Grössen «;„, n„ sind die in den Ausdrücken

(f, (f
als Exponenten vorkommenden ganzen Zahlen. Multiplicirt man nun die oben

aufgestellten Eeihen mit dr„ und integrirt sie über die Curve /t„ von o bis r, so folgt

(7
'' /Y ^

denn es sind die unbestimmten Integrale aller übrigen Glieder der obigen, noch mit dr„

multiplicirten Reihen in der Umgebung des Punktes e„ einwerthige Functionen des Ortes,

die beim Durchlaufen der Curve Je,, von o bis r im Endpunkte r denselben Werth

wieder annehmen, den sie im Anfongspunkte a besitzen, und es haben folglich die

bestimmten Integrale dieser Glieder von a l)is r erstreckt sämmtlich den Werth Null.

Fasst man die gewonnenen Resultate zusammen, so ergiebt sich

(2.) Jw dv^' ^ hjln n, ;^ dr,, + (M^ + iV«)/^'

'

Durch [/'],' bezeichne man die Differenz f^ — f,, der Werthe, die irgend ein, in

die eckige Klammer eingeschriebener Ausdruck /' in den Punkten r und o hat. Aus

der Gleichung (2.) folgt dann, indem man auf das erste Integral rechts das Verfahren

der theilweisen Integration anwendet, und das zweite Integral rechts ausführt.
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(3.) fcodco' = [i„ ü,' In r,, + (Jlf « + iV«'') ?« rj; ~ i^Je«' ^' •

Setzt man hier für den mit dr^, multiplicirten Quotienten der Grössen co' imd r^, die

betreffende Reihenentwicklung, so liefert die Integration derselben

T t t

fco'^ = L'Jln r^^ + cj''-^ = [i- L^ In^ r^ + 4« /.. rj;,

indem die, zwischen den Grenzen a und t genommenen Integrale aller übi-igen Glieder

der Reihe verschwinden. Führt man den gefundenen Wertli in (3.) ein, und setzt

so folgt
+

(4.) j wdv) = \jL^(ji In r^ + (ilf^, - N^) In r^ - |- L^ L'Jn'
^J',

\

und hieraus ergiebt sich nach einfacher Reduction, unter Berücksichtigung der Gleichungen

1/» rÄ, = \ln r,l + 2m, u)„ = w'^ + 2niL,„

endlich
+

h

Setzt man nun für die beiden Integrale, deren Summe oben mit T„ bezeichnet

wurde, die gefundenen Wertlie ein, so erhält man schliesslich:

T,, = - 2niL„u)\^ - 2ni{M,^- N^) + 2n-L^L'^.

4.

F'flhrt man in die Gleichung des art. 2.

an Stelle von S,. und 7', die gefundenen Werthe ein, so ergiebt sich

~2^C,. - 2ni2\^I,, - .¥,,) + 2n'2L,,L:, + '^''j,.(o'„^ - 2niy^L^i^,,^

.

v= l '' — 1 C ~ * » = 1 p ~ 1

Die in diesem Ausdrucke noch vorkommenden Werthe der Funktion co' für die 2^ + '>'

Punkte 71 und X erscheinen in Folge der Grenzbedingungen ((i.) und der, über die
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Aufeinanderfolge der Schnitte c und l gemachten Annahmen verknüpft durch die x) + r

Gleichungen

£«'», " oj'n, = 4'
, w«, - w». == 4 .

• •
, cu;^_ ,

- c«;^^ = 4;_ , , c«;^, - w;., = 4;

CO, tt)i 27iiL', •' f«;..-. c«^. 27riX^_,, w^^ w„ 2niL'

Drückt man nun aus diesen Grleichungen die sämmtlichen p + r Functionswerthe durch

den einen co^^ aus, indem man von der letzten Gleichung ausgehend successive bis zur

ersten aufsteigt, setzt ferner zur Abkürzung

^ 2niL
p + e'

2niL[, == J'p^^„ p + r = q,

und berücksichtigt die beiden ersten Gleichungen (G'.), die unter Anwendung dieser

Abkürzungen sich schreiben

so folgt

^"4 = 0,
v= 1

2
+ 4(4+4;+---+4')

+ 4_,(4'_,+4') + 44\

und durch Einführung dieses Ausdruckes erhält man schliesslich die gesuchte Kelation

in der B^orm:

= 2"^. - 2^« '2{^l, - iV,,) + 2n^5X

4

(^^•)
+ 4K+4 + --- + 4')

+ 4(4 + 4+- •• + 4')

+ 4^i(4;-:+4') + 44''

wobei also zur Abkürzung gesetzt ist:

c; = A,xß: - b,b:j: - 4(äb:+ o.
•^^,, = — -Zy,,c,,Q + AnC,_,i + 2L^^c„., + •

•^,, = —
A'^s-o ^^

-^-'^i^s'i + 2Z(^oC,j2 + • • • + >*,, -^-,,«|,c^,,„^,

(^ = 1, 2, • •, r) {4 + ,,
= - 27rii/v,,, z^p+^, = - 27rii'p}

, ^ = jp + r.

Sind die Functionen co, cw' beide allenthalben endlich in T" oder 2", so haben
29
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die Constanten L, L' sämmtlich den Werth Null, und es ergiebt sich dann aus der

obigen, alle Fälle umfassenden Formel die speciellere:

ü = füidai - y c, + j, (4 +4 + --- + J;,)

+ 4_^{4_, + 4) + 4j;.

Vertauscht man in dem links stehenden Integrale die beiden Functionen w und w, so

hat das dann entstehende Integral eljenfalls den Werth Null. Die Vertauschung von

lo und cü' zieht aber auf der rechten Seite der obigen Gleichung eine gleichzeitige

Vertauschung von A,. und A,., B,, und />,, Ä,, und A"., Ii\, und //,', J, und _/J nach sich.

Man erhält so für diesen Fall die folgende Relation:

{F)

i)=2 {a,XK-b,.b:ä,.~j:{a,.b\.+ä,)]
r=l

+ 4{4 +4 + + 4)

+ 4(4 +4 + --- + 4)

+ 4-i(4-i+ 4) + ^p4 '

die von der vorhergehenden sich nur durch die Form unterscheidet, indem mit Hülfe

der Gleichungen (G'.) die eine leicht in die andere übergefühi-t werden kann. Für

manche Untersuchungen ist die letztere Form vorzuziehen.

Würzburg, im November 1<S69.



Vierte Abhandlung.

Zur Integration der DifTerentialgleicliung |-^ + |^ = 0.

Journal für die reine und an<,'ewandte Mathematik, Band 73, Seite 340—364.

Ein fundamentaler Satz der Functionentheorie lautet:

„Bezieht man die Punkte einer Kreisfläche durch Coordinaten x, y auf ein recht-

winkliges Coordinatensystem, so existirt zu dieser Kreisfläche immer eine und nur eine

reelle Function u der Coordinaten x, y mit folgenden Eigenschaften:

I. Die Function u ist für die ganze Kreisfläche, den Rand einbegriffen, eine einwerthige

und stetige Function des Ortes oder Punktes x^ y und stimmt am Rande vollständig

mit einer für den Rand willkürlich angenommenen, längs des Randes allenthalben

stetigen Function überein.

IL Die sänimtlichen Derivirten der Function w von angebbarer Ordnung sind im Innern

der Kreisfläche, d. h. bis in jede endliche Nähe zum Rande, einwerthig und stetig,

und die zweiten Derivirten genügen der Gleichung -j^ + ^' = 0."

Das bekannte Verfahren, dessen man sich bei mathematisch-physikalischen Unter-

suchungen bedient, um eine Function u mit den erwähnten Eigenschaften zu erhalten*),

beruht auf der unbewiesenen Voraussetzung, dass jede einwerthige, stetige, reelle, und
mit der Periode 2n periodische Function f[(f) des reellen Argumentes (p sich für jeden

Werth des Argumentes (p durch eine i''oM/w/-sche Reihe darstellen lasse. Nur für den

Fall, dass die Function f{(f) auf der Strecke von — n bis + n nicht unendlich viele

Maxima und Minima besitzt, hat Dirichlet (d. Journal Bd. 4) diesen letztgenannten Satz

bewiesen, und die Untersuchungen von Biemoim in der Arbeit: „lieber die Darstellbur-

Jceit einer Function durch eine trigonometrische lieihe", wie manche wichtige Aufschlüsse

über die zur Darstellbarkeit erforderlichen Bedingungen man ihnen auch verdankt, haben

dennoch gerade für diejenigen Functionen, die unbeschadet der Stetigkeit unendlich

*) Vergleiche z. B.: „Das JDirichletsche l'rincip in seiner Anwendung auf die Mieinannschen Flächen, von
Carl Netimann'\ pag. 5 u. flg.
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oft oscilliren, die ütivstollbarkeit nicht bewiesen. Es beruht auf einem Irrthume, wenn

Herr Havlrl in einer kürzlich erschienenen Schrift*) annimmt, der Beweis für die Dar-

stellbarkeit solcher Functionen durch trigonometrische Eeihen sei von Riemann geliefert

worden, und zur Bestätigung dieser seiner Ansicht auf art. 10 der oben citirten Biemann-

schen Arbeit verweist. In dem genannten Artikel hat Riemann nur bewiesen, dass,

wenn die Function fiq) durchweg endlich bleibt und eine Integration zulässt. dann die

Coefticienten der trigonometrischen Keihe zuletzt unendlich klein werden, womit für

die Convergenz der Keihe noch nichts bewiesen ist. Im Gegentheile bemerkt Riemann

ausdrücklich, mit Rücksicht auf die vorangegangene Untersuchung im art. 9, dass in

diesem Falle die Convergenz der Keihe für einen bestimmten Werth von cp nur abhänge

von dem Verhalten der Function f{ip) in unmittelbarer Nähe dieses Werthes. Und in

der That muss man, um nl)er die Convergenz entscheiden zu können, sei es dass man
sich dazu des im art. 9 unter III. gegebenen Satzes oder anderer Methoden bedienen

will, über das Verhalten der Function /'
(95), auch wenn sie allenthalben stetig ist, noch

weitere einschränkende Voraussetzungen treffen. Hine solche Voraussetzung würde z. B.

die sein, dass die; Function /'(f/) für jeden Werth
(f

einen endlichen Ditterentialquotienten

besitzt, oder die von Herrn Lipschitz in seiner Arbeit über denselben Gegenstand

(d. -lournal Bd. ().'!, pag. 296—80Hj gemachte Annahme, dass der absolute Werth von

f{(f + ^) — f{(p) mit positivem, abnehmendem d schneller abnimmt als eine positive

Potenz von S, multiplicirt mit einer endlichen Constanten. Die Darstellbarkeit einer,

nur der Bedingung der Stetigkeit unterworfenen Function f((p) durch eine trigonometrische

Keihe ist also bis jetzt noch nicht bewiesen, und es kann folglich auf diese Amiahme

auch kein Beweis des im Anfange ausgesprochenen Satzes gestützt werden.

Zu den nachstehenden Betrachtungen führte mich die Vermuthung, dass die

Unmöglichkeit, den obigen Satz allgemein zu beweisen, sobald man für n di(> bekannte

Keihenentwicklung aufstellt, die auf dem Kande der Kreisfläche in eine Foiiriersche

Keihe übergeht, lediglich in der gewählten Ausdrucksform ihren (irund habe. Wenn
man von einem Ausdrucke für u verlangt, er solle auf dem Kande selbst, seinem Werthe

nach, mit einer für den Kand willkürlich angencmimenen Function übereinstimmen, so

verlangt man el)en zu viel. Es würde vollkonmien genügen, wenn man von einem

Ausdrucke in x, y, der die übrigen für u aufgestellten Eigenschaften besitzt, zeigen

könnte, dass sein Werth, wenn der Punkt x, y sich einem Randpunkte unbegrenzt nähert,

ohne Unterl)rechung der Stetigkeit gegen den Werth convergirt, den die für den Kand

willkürlich fixirtc Function in dem betreffenden Kandpunkte besitzt. Zur Durchführung

dieser Untersuchung kann man die eben erwähnte Keihenentwicklung für u, die nach

*) „Untersuchungen über die unendlich oft oscillirenden und unsleliyen Functionen, jMg. 15 und pag. 33."
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steigenden Potenzen des Eadius vectors fortschreitet, nicht benutzen, dagegen führt die

Anwendung einer andern, durch Sumniation der genannten Eeihe entstehenden und

schon von Herrn C. Netmiann (d. Journal Bd. 5!) pag. .'')G4) aufgestellten Ausdrucksform

zu dem gewünschten Ziele und damit zu einem strengen Beweise des ausgesprochenen

Satzes. Dies zu zeigen, ist der Zweck der folgenden Seiten. Ich habe mich dabei nicht

auf den Fall beschränkt, wo die für den ßand gegebene Function allenthalben stetig

ist, sondern auch gleich den Fall mit berücksichtigt, wo dieselbe eine endliche Anzahl

von Stetigkeitsunterbrechungen, hervorgerufen durch sprungweise Aenderungen um endliche

Grössen, besitzt. Die Untersuchung dieses letztern Falles lässt zugleich den Innern (ärund

erkennen für die merkwürdige Erscheinung, dass eine convergente Fouricrsche Reihe,

die eine Function /'(</) darstellt, für diejenigen Werthe a von (p, für die /'((/9) , springt,

den Mittelwerth aus den Werthen /'(« — ()) und /'(a + O) liefert. Andere Fälle bleiben

hier ausgeschlossen; dagegen habe ich mit der obigen verwandte Fragen in den Kreis

der Untersuchung eingellochten.

Schliesslich bemerke ich noch, dass mir während der Ausarbeitung dieses Auf-

satzes eine, im XV. Jahrgange der Vierteljahrsschrift der Xaturforschenden (Gesellschaft

in Zürich (pag. 113— 128) unter dem Titel: .,U('hcr die Infegratioti der partiellen Differential-

gleichung ^ +^ = für die Fläche eines Kreises" erschienene Abhandlung des Herrn

B. Ä. Schtvarz zukam, in der der Verfasser, unter Anwendung derselben, oben erwähnten

Ausdrucksform für u, ebenfalls einen Beweis des zu Anfange aufgestellten Satzes geliefert

hat. Da im Uebrigen meine Untersuchung, sowohl durch den Gang des Beweises als

durch die angewandten Methoden, sich wesentlich von derjenigen des Herrn Schwärs

unterscheidet, so habe ich ihre Verööentlichung nicht für überflüssig gehalten.

1.

In einer Ebene sei ein Kreis vom Radius J! gegeben (s. d. Figur). Den Mittel-

punkt desselben nehme man zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Coordinaten-

systems und wähle die Axen X, Z so, dass die Richtung

der wachsenden Abscissen die Richtung der wachsenden

Ordinaten zur Linken hat. Mit 'X, y bezeichne man die

rechtwinkligen Coordinaten irgend eines Punktes P der

Ebene, bezogen auf das System X, Y; mit r, t die Polar-

coordinaten desselben Punktes, bezogen auf den Punkt

als Pol und die X-Axe als Polaraxe. Der Winkel t werde

wachsend gezählt bei einer Drehung des Radius vectors r

von der X-Axe durch den ersten Quadranten zur Z-Axe.
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Einen beliebig gewählten Punkt ff der Kreisperipherie, dessen rechtwinklige Coordinaten

a, h, dessen Polarcoordinaten R, a seien, nehme man zum Anfangspunkte eines neuen

rechtwinkligen Coordinatensystems X', Y'. Die I"-Axe soll durch den Punkt gehen,

und 0' soll die Kichtung der wachsenden Ordinaten sein. Die X'-Axe wird dann im

Punkte 0' Tangente zum Kreise sein, und die Eichtung der wachsenden Abscissen soll

die schon tixirte lüchtung der wachsenden Ordinaten zur Rechten haben. Mit x, y

bezeichne man die Coordinaten des Punktes P in Bezug auf das neue System, mit q. t

die Polarcoordinaten desselben Punktes, bezogen auf ein Polarcoordinatensystem, dessen

Pol der Punkt 0' , dessen Polaraxe die X'-Axe ist. Der "Winkel t werde wachsend

gezählt l)ei einer Drehung des lladius vectors q von der X'-Axe durch den ersten

Quadranten zur F'-Axe. Man hat dann zwischen den vier, dem Punkte P zukonunenden

Paaren von Coordinaten die folgenden Beziehungen:

X = r cos t, rc = ffl + sin a • x — cos a y , x ^ q cos r,

y = r sin t, y = b ~ cos a x — sin a y , y =--= q sin t.

Nach diesen Festsetzungen betrachte man zwei Functionen u und v der Coordi-

naten r, f. definirt durch die Gleichungen:

(1-)

cos {t — <f)
-\- r

(p - l-

Y \ 2/r'rsinft-1 i f( \
2/^rsinrt— 9) ''<p

i^J ' ^^^ R- - 2 Br cos

unter iolgenden Voraussetzungen. Die Coordinaten r, t sollen einem Punkte F im Innern

der Kreisfläche angehören, d. h. r ist kleiner als II vorausgesetzt. Das Symbol f\(p)

soll eine reelle, mit der Periode 2n periodische Function der reellen Variable ip be-

zeichnen, die, mit Ausnahme einer endlichen Anzahl p von Unstetigkeitsstellcn in jedem

Intervallt; </ l)is q + 2jr, einwerthig und stetig ist, und deren Verhalten für die, duirh

die Congruenzen

(f
:zH Cj (mod 27i), (p = („ (mod 2n), • • •, (p ~^ c^, (mod 27i)

festgelegten Unstetigkeitsstellen characterisirt sei durch die Gleichungen:

/(c.+O) - /-(r' -0) =^ h^, /'(r^+O) - /"(c, -0) = h.^, • -. f{c^+0) f{c,~0) -^ h^.

wobei h^, h^, . Iip irgend welche reelle endliche Constante bezeichnen. Im Uebrigen

sind der Function f[(p) keinerlei Bedingungen aufgelegt, sie kann beliebig oft durch

Null gehen, sie kann beliebig oft vom Wachsen zum Abnehmen übergehen oder umgekehrt,
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sie kann graphisch willkürlich angenommen werden. Unter l ist eine willkürliche reelle

Constante verstanden; welchen Werth man dem l auch beilegen mag, die Werthe von

u und V wei'den dadurch nicht beeinüusst, da die unter den Integralzeichen vorkommen-

den Functionen von (p sämmtlich periodisch sind mit der Periode ^n.

In Folge der Bedingung r < il besitzen die unter den Integralzeichen stehenden

Functionen für jeden Werth von </) einen bestimmten endlichen Werth. Da sie ausser-

dem, als Functionen von x, y betrachtet, innerhalb der Kreisfläche einwerthig und stetig

sind, auch die (irenzen der Integrale endliche Grössen sind, so folgt zunächst, dass u

und c zwei, innerhalb der Kreisfläche, bis in jede endliche Nähe zum liande, einwerthige

und stetige Functionen des Ortes oder Punktes x, y sind. Da ferner auch die ersten,

nach X und y genommenen Ditferentialquotienten der unter den Integralzeichen vor-

kommenden Functionen innerhalb der Kreisfläche einwerthig und stetig sind, so kann

man die ersten Ditferentialquotienten von u und v nach x und y durch Differentiation

unter dem Integralzeichen bilden, und erhält dann, wenn man zur Abkürzung setzt:

N == R' - - 2 11 r cos {t-(f) + r -- l'r - 21lx cos (p - 21iy sin y; + x^ + y',

1S\ = 2'R{{i{'^x^~f) cos (/> + 2xy sin if - 21ix\

i\; = 2i/[(ii'~a;H?/) sin y- + "^^^Z cos ^) - 11ly\,

(ji — l— Jt <p= l — ft

jp- 1 + 7t (f)" l-i- 7t

ip = l~ 71 ip — l—rt

Die ersten Derivirten von u und v nach x und y sind also im Innern der Kreisfläche

ebenfalls allenthalben einwerthig und stetig, und da zudem zwischen ihnen die Rela-

tionen: 1^ = ^, 1^* = — 1^: bestehen, so zeigt sich u + vi als eine Functi(m der complexen
ox cy cy ox '-' '

Variable x + yi, die mit ihren sänuntlichen Derivirten von angebbarer Ordnung innerhalb

des Kreises allenthalben einwerthig und stetig ist. Es ist damit zunächst bewies(m,

dass der Ausdruck u, wenn man die Bewegung des Punktes P auf die Kreisfläche mit

dem Kadius 11 beschränkt, eine reelle Function der Coordinaten x, y darstellt, die mit

ihren sämmtlichen Derivirten von angebbarer Ordnung im Innern der Fläche, d. h. l)is

in jede endliche Nähe zum Eande, allenthalben einwerthig und stetig ist, und deren

zweite Derivirte der Gleichung ä^ + gji = ^ genügen.
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2.

p]s soll jetzt weiter untersucht werden, wie der Ausdruck u sich verhält, wenn

der Punkt 7' dem Kande der Kreisfläche näher und näher rückt: olj dann der Werth

von u sich einer festen Grenze nähert, oder ob etwas davon Verschiedenes stattfindet.

Zu dem Ende könnte man untersuchen, was aus dem Integrale u wird, wenn bei

constant bleibendem t die Variable r sich wachsend dem Werthe M nähert. Es wüi'de

dies dem Falle entsprechen, wo der Punkt P sich einem festen Punkte 0' der Periphei-ie

in der Richtung des liadius 0' nähert. Das Resultat könnte unter Umständen ein

anderes werden, wenn der Punkt F sich dem Punkte 0' in einer von 00' verschiedenen

lüchtung näherte. Um also gleich den allgemeinsten Fall zu untersuchen, wo der

Punkt 7' in einer belieliig angenommenen Richtung zum Punkte 0' geht, indem nur

auf diese Weise der Charakter der Function u für den Randpunkt 0' klar erkannt

werden kann, führe man in dem Ausdrucke ti an Stelle von r und t die Coordinaten

(> and T, von dem Punkte 0' als Pol aus, ein. Durch passende Wahl von r zwischen

und 71, die Grenzen selbst ausgeschlossen, kann man dann für das Heranrücken des

Punktes 7' zum Punkte 0' jede zulässige Richtung flxiren, und das Herani'ücken selbst

wird bewirkt, indem man das immer positive q unter jede Grenze sinken lässt.

Zunächst gellt nun der Ausdruck u durch Einführung von ^ und r über in:

(2-) *^ - hff(v) ^
1 2 /(' (j s i 11 T — p ') (/ (p

'J!-— syrlp 8in t| |1 - cos (gj— a'i
|

-f- "--/(' i^o« ^ sin (c^ - uj-{-q-
If-l— 71

Setzt man dann, da der Werth von w von dem Werthe der Constante / unabhängig ist,

/ = a, und zerlegt das Intetjral zwischen den Grenzen a — n und a f ti in zwei neue

Integrale m'" und «<'-', von denen das erste die Grenzen a ~ n und a, das zweite die

Grenzen a und a |- n besitzt, führt ferner in dem Integrale m*" eine neue Integraticms-

variable (/j ein durch die Sulistitution 9:' = « (p^, ebenso in dem Integrale m*'' eine neue

Integrationsvariable </^ durcli die Substitution (/j = a + </.,, so erhält man schliesslich,

wenn man in den Endresultaten bei </, , </., einfach die Indices unterdrückt und zur

Abkürzung ^ = x setzt:

(3.)

'U,,r -U%-\ <f„

{'Iv. siii r - yjidif!

'' ("2 "ixsiiir;!! — oos 9; - 2x cos r sin (p -(" "" '

n

(-') - _L C f(a ] ,„\
(2xsinT-H')^/y

'''' -Inj i\ ' '/ (•> — 2xsinT) <l -cuS(j))-( 2xcosTsiu
(f.
+ z =
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Mag nun die Function f((p) für (p = a eine Unterbrechung der Stetigkeit erleiden

oder nicht, immer lässt sich eine positive Zahl 2y kleiner als ~ angeben, so dass in

den beiden Intervallen von cp = a ~2y bis (p = a — und von cp = a + bis (p = a + 2y
die Function f((p) stetig ist. Zerlegt man dann ein jedes der beiden Integrale m'" und m<*'

in zwei neue, von denen das erste die Grenzen und 2y, das zweite die Grenzen 2y
und n besitzt, setzt ferner zur Abkürzung:

(4.)

Q.-
2h sin r — x-

% "
7«

(2 — 2k sin r) (1 — cos 9) — 2x cos r sin tp -\- k'

2 k sin r — x'

2 (2 — 2 K sin r
j (1 — cos 9) -(- 2 k cos r sin 9 -("''''

'

'2y n

yJ Qi d(p - Ji(y, X, t), yJ ^i '^'P = -^iX^' ^' ^)'

'2y

und berücksichtigt, dass die Grössen Q^ und (?j, ihr Zeichen nicht wechseln, wie auch

(p, X und T variiren mögen, indem die Nenner dieser Ausdrücke in der Form

(2 — 2z sin t) (1 — cos (p) ±2x cos t sin ^ + z" = [2 cos r sin -1 + z cos -|1 + [(2 sin t— z) sin -|~|"

enthalten sind, ihr gemeinsamer Zähler 2z sin t — z^ dagegen für jeden Punkt P im

Innern der Kreisfläche positiv ist und erst auf der Peripherie den Werth Null erhält,

so folgt, indem man bekannte Sätze aus der Theorie der bestimmten Integrale anwendet,

'<l = i Mt' ^' ^) /(« - 2öir) + i Jlh', ^, r)M„

1 J^', X, t) fia + 26,y) + 1 X(r, z, t)Ä,(2)
u\

wobei 0^,0^ zwei reelle Zahlen bezeichnen, die den Bedingungen O^ö^^l, O^ö^^l
genügen, M^, M^ zwei reelle Zahlen, die den Bedingungen K^M^^G, K^M^^G
unterworfen sind, wenn K den kleinsten, G den grössten unter all den Werthen be-

deutet, die f{(p) überhaupt annehmen kann. Und man mag noch bemerken, obschon

dies durch die Bezeichnung nicht hervorgehoben wurde, dass bei festangenommenem a

die Werthe der Zahlen 0^, 0^, M^, M^ von den drei Grössen y, z, t abhängen, dass aber

bei jeder zulässigen Wahl von ;', z, t die eben aufgestellten Grenzen für die und M
unveränderlich bewahrt bleiben.

P-B, I. 80
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3.

Zur Untersuchung der vier Functionen Ji, J[, J.,, J.^ übergehend, kann man

zunächst bemerken, dass die beiden letzten sich leicht auf die beiden ersten zurück-

führen lassen. Denn da Q^ in Q^ übergeht, wenn man in dem Ausdrucke für Q^ statt r

die Grösse n — r einführt, so hat man dem entsprechend auch

(6.) Jä(j', X, t) = Ji (j, X, TT - t) ,
J"2 (;/, X, r) = J"/ (;', x, tt - t) .

Man führe nun in den Integralen Jj und ,7/ an Stelle von (p eine neue Integrations-

-(I)
variable | ein durch die Gleichungen | = — tg y , d^ = ^
sichtigt, dass ii)

(2x sin T- Mi)

, indem man berück-

(2 sin T— k) rf|

,, .,,, ,V . V «P
I

2 V 9 (4— 4)1 HinT+ x')ä» — 4cosT J + 1'
(4— 4x Bin T -(-«-) sm'-^ 4}( cos t sin -^ cos — + x* coä''-|-

und dass bei dieser Transformation den Werthen ^ = bis cp = 2y die Werthe 1 =

bis I == -^^^SJ.
^ (Jen Werthen (p =- ly bis ip^n die Werthe | = '^"^ ''

bis ^ = cx3 entsprechen.

Es wird dann

(^•:

c
tang y

Ji (;', X, t) =J
-

a sin r — y.) ä |

1^4 — 4x sin T -(- X-) |* — 4 cos r ^ + 1
'

c = 00

ji / N r (2 sinr — K)ii|

^1 \)', ^, Tj =J (4 — 4x sin T + «') S'
— 4 cos r i + 1 '

lang)/

und da das unbestimmte Integral der hinter den Integralzeichen stehenden Function

von I dargestellt wird durch

tang r(4-4xsinr + x-)|-2cos. n ^^^^^^^
~ L 2 sin r — X J

arc

so folgt schliesslich, wenn man zur Abkürzung
'^"^^ = w setzt, und berücksichtigt, dass

die Grössen 2 sin t — x und 4 — 4x sin t + x' immer positiv sind,

(4 — 4x sin T -|- X*) n — 2 cos t~\

(8.)

j;' (;/, X, t) = |- - arc tg p ^-

Unter arc tg a, bei reellem Argumente a, ist hier und im Folgenden immer derjenige

einzige bestimmte, zwischen — -^ und + -^ enthaltene Werth verstanden, der entsteht.
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wenn man (Z arc tang a; = (1 + a;^) ^dx auf directem Wege zwischen den Grenzen und «

integrirt. Für ein positives a und ein ebenfalls positives /i gelten dann die Formeln:

arc tg a arc tg -^ , arc tg a ^ arc tg ß = arc tg (-^^7^)

,

von denen die zweite auch für negatives /i noch gültig bleibt, wenn nurl + a/3>0 ist.

Man nehme nun den Punkt I' in dem, durch die Grösse r fixirten Strahle so

nahe zum Punkte 0' liegend an, dass, wie klein auch;' gewählt sei, x kleiner als tg /
sei. Dann ist, weil tg y <1, auch x <1, xn<\, dagegen n > 1. Unter dieser Voraussetzung

ist der Ausdruck (4—4x sin r+x")n — 2 cos r für jeden VVerth von r positiv, denn der kleinste

Werth, den er bei variablem r überhaupt annehmen kann, ist (4 + z^)n — 2 ]/l + 43c'«%

und dieser Mininmmwerth ist positiv, weil (4 + z")-n^— 4(1 +4x^w") = (IG — 8x^+x*)>^"—

4

für X <1 und n > 1 immer positiv ist. Man hat also stets

(rt.) arc tg
p
(4 — 4 « sin r -\- x-) H — 2 cos z

•1 sin r — X
arc tgfe

2 sin r — X
:]_(4 — 4x sin T -|- x') n — 2 cos tJ

Bezeichnet ferner r einen zulässigen Werth für t, der zwischen und -|- liegt, so hat man

, r 2 cos r' ~\ X , r2 sin r' — x~i

arc tg 7—r

—

:
- — — arc tg — ^

,o |_2 sui T — xj 2 f' L i cos T J
'

, r2 sin t' — x~l , r2sinT'"| , r x cos t'
~\

arc tg —r 7— = arc tg t ; — arc tg n
—

r
,ci L 2 cos T J o L2 00s T J f' L2 — X sin T J
'

und durch Subtraction der zweiten Gleichung von der ersten ergiebt sich

/, N J. r 2 cos t' "I
TT / , i r " cos t' "I

(b.) arc tg —^

—

:
= -^ — T + arc tg t ^—7

•

V / O L2 sin T — xJ 2 " L2 — x Bin t J

Man erkennt nun leicht, dass diese letzte Formel noch richtig bleibt, wenn t' = y wird,

und auch noch, wenn man an Stelle von t die Grösse n — r' schreibt. Die Formel (ft.)

gilt demnach wie (a.) für jeden zulässigen Werth des Winkels r zwischen und n.

Berücksichtigt man noch, dass

, r 2 sin T — X "] , r X cos r "l , r sin t — x((COst "]

^^^ ^S L(4-4xsinr + x-^)«-2cosrJ ~ ^^'^ ^S [2 - x sin rj " ''^^'^'
'^S [1 2 - x sin r) » -~ cos rj '

und dass xn durch tg / ersetzt werden kann, so folgt aus den Gleichungen (8.)

J", (y, X, r) =- n — t ~ arc tg \-
^'" " ^, r]

,

iV/ ' ' / ~L2»»cos}' — cos (t — 7)J
'

^ ' T'/ \ j. r 2sinr — x "1

J. (y, X, r) =--- arc tg j-, ; .
; ;: ;;

,

1 V/ ' ' / '^ L(4 — 4 X sm T + x^) M — 2 cos tJ '

und hieraus weiter, indem man r durch n — r ersetzt und die Gleichungen (6.) beachtet,

'

7- / \ i r sin ("r + y) n
,K (y, X, Ti = T ~ arc tg -z

, , , ,
'= V/ ' ' y ~

\_2ii cos y -f- COS [T -j- y)J
'

Jiiy, X, r) = arc tg
L(4_4^gi„^^«.)„_^ «cos J'

(10.)

30'
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Einfache Betrachtungen, wie sie in der Theorie der Maxima und Minima vor-

kommen, zeigen nun, dass der Werth des Ausdruckes

ßinö
F(e)

2 n cos •/ -\- cos 9 '

wenn ß, y, n reelle Grössen l)ezeichnen, und 0<;'<y, »>1 ist, immer zwischen den

Grenzen und -\— liegt. Ebenso leicht ergiebt sich, dass, in Folge der vorher

über die Lage des Punktes P getroffenen Bestimmungen, die Diff'erenz

)* Li

2 sin T -

(4— 4x sin ir-|- «*) J( — 2 cos r:]

für jeden zulässigen Werth von r zwischen und n positiv ist. Berücksichtigt man
dann noch, dass für jedes reelle positive a der Werth von arc tg (+«) zwischen —a
und + a liegt, so ergeben sich aus den Gleichungen (9.) und (10.) die Relationen:

(11.)

n ^-^<'^i(;'''f' ^)<^-'^ + i'

^ -- V < '^^^^ '^' '^) T + --

< ^i'(j', x,r)<

< J^iy, x,r)<

und man erhält schliesslich, indem man unter s^, e^ zwei reelle Zahlen zwischen — 1

und +1, unter £',,£2 ''^ei reelle Zahlen zwischen und 1 versteht, die Grenzen selbst

ausgeschlossen:

J^{y, z, r) = TT - T + ^

,

j;(y, x,r) = ^,
(12.;

J^{y,x,r) = T + ^, X(y, X, t)
n

so folgt

(13.)

Fülirt man die für -/j, J^, .L^, J^ gefundenen Werthe in die Formeln (5.) ein,

unter der vorher gemachten Voraussetzung, dass y eine Grösse zwischen und ^ be-

zeichnet, die so klein angenommen ist, dass die Function f((p) in den beiden Intervallen

von cp = a — 2y bis (p = a — und von ^ = a + bis ^ = a + 2^ stetig bleibt, und unter

der fernem Voraussetzung, dass x<tg^ ist, wahrend zur Abkürzung n für — geschrieben

wurde. Die obigen Formeln bleiben also richtig bei einer Verkleinerung von y von
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dem fixirten Werthe aus, wenn man nur gleichzeitig auch z so weit abnehmen liisst,

dass X kleiner als i^y bleibt. Setzt man nun tg;' = — , so ist v>\, da tg;'<l, und

der Bedingung z < tg ;/ wird genügt, wenn man x --= — setzt; es wird dann n - v. Da

femer, weil ;' zwischen und ^ liegt, yKigy ist, so kann man

20,;' = 2^;tg;'^^^, 20.^y ^ 2e'Ag y = '-^

setzen, wobei ^ ö', < 1 , 0^0'.. <_\, indem die Werthe von 0^, 0,, nach Früherem den

Bedingungen 0£0^^1, ^ ö^ ^ 1 genügen. Bildet man jetzt durch Addition der linken

Seiten der Grleichungen (13.) die Function u^^^, so folgt bei passender Anordnung

(14

u ^^/•(ß-()) + ^ [/(« + ())-/(«-())]

+ ^T/-(«-?)-^(-o)] + ^[/t« + ?)-/'(«+o)

+ ^ [28[M, + 28,31, + 8j(a - ^) + 8j(a + ^)]

für J' = j^ und, nach dem oben Bemerkten, also auch für jedes grössere ?'. Lässt man

nun, bei constant gehaltenem t, durch fortwährende stetige Vergrösserung von r die

Grösse x, also auch q = Bx, stetig kleiner und kleiner werden, so entspricht diesem

Processe geometrisch ein unbegrenztes stetiges Anrücken des Punktes P gegen den

Begrenzungspunkt 0' in der, durch den Winkel r fixirten Eichtung, und es convergirt

dann, wie die letzte Formel unmittelbar zeigt, u^^^ gegen die feste Grenze

(15.) lim M„, = f{a - 0) + ^ [f{a + 0) - f{a ^ 0)],

denn man kann stets, wie klein auch eine von Null verschiedene positive Zahl g an-

genommen werden mag, dazu den Wei'th von q so klein, oder was dasselbe, den Werth

von V so gross annehmen, dass die Summe der Grössen, die auf der rechten Seite der

Formel (14.) in der zweiten und dritten Zeile stehen, für dieses v und auch für jedes

grössere v ihrem absoluten Werthe nach die Zahl a nicht übersteigt, einerlei, welchen

von den zulässigen Werthen r besitzt oder annimmt.

Gehört nun zu dem Eandpunkte 0', dem im ersten Polarcoordinatensysteme die

Coordinaten r = B,t = a zukommen, ein Werth a von t, für den die willkürlich angenommene

Function/' keine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet, so ist /'(« + 0) = /*(«^ 0) = /"(«),

und die, durch den Ausdruck u dargestellte Function der Coordinaten x, y des Punktes P
erhält dann, wenn P vom Innern her auf irgend eine Weise in den Punkt 0' rückt,

immer den bestimmten Werth f(a). Erleidet dagegen die Function f für den Werth a
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des Ai-gnmentes eine Unterbrechung der Stetigkeit, d. h. ist a einem der früher

fixirten p Werthe q, c,,, • • •, c^ nach dem Modul "In congruent, so zeigt die Formel (15.),

dass in dem Falle der Werth, den die Function u beim Einrücken des Punktes P in

die Lage 0' erhält, von der Richtung, in der dasselbe geschieht, abhängig ist, und zwar

so, dass zu jeder bestimmten Eichtung ein und nur ein bestimmter Werth von u gehört,

der sich mit dem, die Richtung bestimmenden Winkel t in der Weise stetig ändert,

dass die Aendorungen von u den Aenderungen von r proportional sind. Durch passende

Wahl der Riclitung des Einrückens kann man dann für % jeden Werth erhalten, der

zwischen f(a — ^)) und /'(a + 0) liegt, und geht man in der, durch t = y fixirten Richtung

des Kreisradius gegen den Punkt 0', so trifft man dort mit dem Werthe "
2

'

ein. Der Punkt O bildet in diesem Falle einen Unstetigkeitspunkt für die, durch den

Ausdruck u dargestellte Function, ohne dass darum, wenn man sich die Werthe von u

durch Ordinaten, die in den entsprechenden Punkten x, y senkrecht auf der Ebene des

Kreises stehen, repräsentirt dächte, die dadurch entstehende, über der Kreisfläche im

Räume ausgebreitete Fläche irgendwo eine Unterbrechung ihres Zusammenhanges erlitte.

Damit ist bewiesen, dass immer eine Function u existirt, die ausser den, schon

am Ende von art. 1 erwähnten Eigenschaften noch weiter die besitzt, dass sie am Rande

der Kreisfläche vollständig mit einer für den Rand (r=li, t = t) willkürlich angenom-

menen' reellen Function f{t) übereinstimmt, wenn nur f(t) der Bedingung, längs des

Randes allenthalben einwerthig und stetig zu sein, unterworfen ist: dass dagegen, wenn

die Function f'[f) die Bedingung der Stetigkeit in der Weise verletzt, dass sie für einzelne

Punkte (r==--li, f==c^, c„, • • •, cj des Randes springt, dann die Uebereinstimmung nur für

die von den c verschiedenen Punkte dos Randes besteht, während in den Punkten c

selbst die Function u alle nur möglichen Werthe zwischen den Werthen f[c~0) und

f{c + (f) besitzt. Im ersten Falle, wo f{t) allenthalben stetig vorausgesetzt wird, ist,

wie Formel (14.) zeigt, die Function u für die ganze Kreisfläche, den Rand einbegriffen,

stetig: im zweiten Falle kann von der Stetigkeit der Function u nur die Rede sein in

einem Gel)iete, das aus der Kreisfläche entsteht, indem man die p Punkte c durch

ebensoviele Kreise, die diese Punkte zu Mittelpunkten haben und deren Radien endliche,

im Uebrigen beliebig kleine Werthe besitzen, ausscheidet.

5.

Eine weitere Frage ist die, ob ausser der, durch den Ausdruck u dargestellten

Function u nicht noch eine zweite Function, m^, existirt, die die bis jetzt gefundenen

Eigenschaften von u ebenfalls besitzt: oder ob durch die erwähnten Eigenschaften die

Function u eindeutig bestimmt erscheint. Die Existenz einer zweiten Function, Wj,
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vorausgesetzt, wird dann die durch fi = u ~~ ti^ zu bezeichnende Differenz der beiden

Functionen für die ganze Kreisfläche, den Eand einbegriff'en, eine einwerthige und stetige

Function des Ortes oder Punktos x, y sein, die am Rande allenthalben den "Werth Null

besitzt. In welcher Richtung also auch der Punkt P in einen Randpunkt O einrücken

mag, der zugehörige Werth von ^ wird stets gegen Null convergiren. Damit ist aus-

drücklich festgesetzt, dass für den Fall, wo die Function u am Rande Unstetigkeits-

punkte 6',, c.,, , c^, besitzt, die Function «j für diese Punkte in gleicher Weise unstetig

werden soll wie die Function u. Was ferner die Derivirten von ^ betriff't, so werden

jedenfalls die ersten und zweiten Derivirten von /.i im Innern der Kreisfläche, d. h.

bis in jede endliche Nähe zum Rande, einwei'thig und stetig sein, und die nach x und y

genommenen zweiten Derivirten der Gleichung ?-4 + ?-^' = genügen.

Eine Function ^ mit diesen Eigenschaften kann aber, wie jetzt gezeigt werden

soll, für keinen Punkt im Innern der Kreisfläche einen von Null verschiedenen Werth

besitzen. Das Gegentheil angenommen, sei 1\ ein Punkt im Innern der Kreisfläche,

für den die Function /^ einen von Null verschiedenen Werth M^ besitze. Mit M' be-

zeichne man den absoluten Werth von M^, mit M" eine von Null verschiedene fest an-

zunehmende positive Zahl, die um eine endliche Grösse kleiner als M' sei. Da nach

der Voraussetzung der Werth von ix durch stetige Aenderung stets gegen Null con-

vergirt, wenn der Punkt P sich in irgend einer Richtung gegen einen Punkt des Randes

bewegt, so werden die Punkte der Kreisflache, für die der absolute Wertli von /x grösser

oder gleich M" ist, alle in angebbai-er endlicher Entfernung vom Rande liegen. Man
kann also um den Mittelpunkt einen zweiten, dem ersten concentrisehen Kreis ziehen,

dessen Radius B^ um eine endliche Grösse kleiner ist als 11, und der die genannten

Punkte sämmtlich einschliesst, so dass in keinem Punkte auf der Peripherie dieses

Kreises der absolute Werth von /x die Zahl M" übersteigt.

Setzt man dann

0,0

und beschränkt die Bewegung des variablen Punktes x, y auf diese kleinere Kreis-

fläche F' , ohne den, mit K' zu bezeichnenden Rand derselben auszuschliessen, so ist

IX + vi in der Fläche F' , den Rand einbegriffen, eine allenthalben einwerthige und

stetige Function der complexen Variable z = x + yi, die bis in jede Nähe zum Rande

und auch noch auf dem Rande K' selbst einwerthige und stetige Derivirte besitzt.

In Folge dessen hat das Integral
+

1 f* {a-\-vi)(lz

"iiii 1 z — z '
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ausgedehnt in positiver Eichtung durch die Begrenzung K' von F' immer einen be-

stimmten Werth, vv^enn nur der Punkt x, y der Ebene, für den z den Werth s hat,

nicht auf K' selbst liegt. Und zwar ist der Werth dieses Integrals bestandig Null,

wenn der Punkt x, y ausserhalb /'" liegt, während für einen Punkt x, y im Innern

von F' der Werth des Integrals mit dem Werthe übereinstimmt, den die Function

fi + rt in diesem Punkte besitzt.

Bezeichnet man nun die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes Pj mit x^, y^,

die Polarcoordinaten mit )\, t^, und den zugehörigen Werth von z mit z^, so wird jeden-

falls r^ um eine endliche Grösse kleiner sein als B^, weil der Punkt P^ im Innern der

Fläche F' , in endlicher Entfernung vom Eande K' liegt. Der Punkt x^, y^ dagegen,

für den z den Werth z., = ^e''' besitzt, wird dann nothwendig ausserhalb F' liegen.
'i

Bezeichnet man noch den Werth, den die Function v im Punkte P^ besitzt, durch N^,

während der Werth der Function fi in diesem Punkte schon vorher durch M^ be-

zeichnet wurde, so folgt, wenn man in dem letzten Integrale an Stelle von z einmal z^,

das andere Mal z„ einführt:
2

+

(I.) M^ + N^i =^ r^±iMi
,

(II.) ,) = 1 r(ü±^i)dz
2.

Trennt man in diesen beiden Gleichungen die reellen Theile von den rein imaginären,

nachdem man für z^, z., ihre Ausdrücke durch Polarcoordinaten eingeführt, und z durch

JB^e''"', dz durch Ii^c'i"id(f ersetzt hat, so folgt weiter, indem man den Ausdruck

Bl — 2 It^r^ cos (ti—(f) + r'] zur Abkürzung mit Q bezeichnet:

(P.) .V, ^ ^J^ { ^ \B, r, sin ii,- ./,)] + v \W, - B, r, cos (^ - <p)] }

,

— 71

(IP.) = £j'I^{,i[rl^B,r,cos{t,-cf)]-v[B,r,sm{t,~-ip)]],

—

«

{IT'.) 0-_=l.J'Il[^ [ii, r, sin (t, - y.) | + r [n- B, r, cos (f, - cp)] }

.

— n

Mit Hülfe dieser Gleichungc^n kann man die Werthe M^ und N^ der Functionen fi

und V für den Punkt P^ ausdrücken durch die Werthe allein, die die Function jx auf
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der Integrationscurve K' besitzt. Subtrahirt man nämlich die Gleichung (IP.) von (!".)

und addirt die Gleichung (IF.) zu (F.), berücksichtigt auch, dass die Function r im

Kreismittelpunkte 0, den Werth Null besitzt, so zerstören sich die Terme unter den

Integralzeichen, in denen r vorkonmit, und man erhält schliesslich:

1 'inj Ki -- 2 Ä, i\ cos (t, — <p) + r;
' ''^i 'lnJH\~i 1{, i\ coa (?,

-

Die erste dieser beiden Gleichungen zeigt, dass zwischen dem Werthe M,^, den

di(^ Function ,u im Punkte I\ besitzt, und den Werthen von /u. am Rande K' von F'

ein bestimmter Zusanmienhang besteht. Aus dieser Gleichung sollen jetzt weitere

Schlüsse gezogen werden. Da den früher getroffenen Anordnungen gemäss der absolute

Werth von /u in keinem Punkte der Integrationscurve K' die positive Zahl M" über-

steigt, auch der Factor, mit dem u unter dem Integralzeichen auf der rechten Seite

der in Rede stehenden Gleichung multiplicirt erscheint, während der Integration sein

Vorzeichen nicht ändert, sondern, da i\<l\ ist, stets positiv bleibt, so folgt aus der

obigen Gleichung, unter Anwendung eines Satzes von Cauchy,

-2.x J A'; — 2ü,r, cos(<, — 9)) + r;= 1*^ 2;i J Äf — 2Ä, r, coa (i, — (

und hieraus endlich, nach Ausführung des bestimmten Integrals:

- M"£ M^^ M".

Dieses letzte Resultat steht aber im Widerspruche mit Früherm, wonach die

positive Zahl M" endlich kleiner als der absolute Werth M' von M^ gewählt war,

unter der einzigen Voraussetzung, dass der Werth M^, den die Function ^ im Punkte I\

besitzt, von Null verschieden sei. Die einander widersprechenden Ergebnisse, zu denen

diese Voraussetzung geführt hat, beweisen ihre Unrichtigkeit und damit zugleich die

Unhaltbarkeit der ursprünglichen Annahme, dass die Function ^t für irgend einen

Punkt ]' im Innern der Kreisfläche, deren Radius 11, einen von Null verschiedenen

Werth besitze. Die Function ^i hat also für jeden Innern, in endlicher Entfernung

vom Rande gelegenen Punkt der Kreisfläche den Werth Null; da sie ausserdem für die

ganze Kreisfläche, den Rand einbegriffen, einwerthig und stetig ist, und ihr Werth beim

Uebergange vom Innern zum Rande stets gegen Null convergirt, so ist sie für alle

Punkte der Kreisfläche und des Randes Null. Aus ^ = folgt aber u^=-u, d.h. die

Function u^ ist mit der Function u identisch , und es existirt demnach nur eine

Function u, die die früher angegebenen Eigenschaften besitzt. Damit ist der im An-

fange dieser Arbeit genannte Satz in allen seinen Theilen bewiesen.

P-U, I. 31
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6.

Für alle Punkte 1' im Innern der Kreistlilche kann der Ausdruck für u in eine

nach steigenden Potenzen von -^ fortschreitende Reihe entwickelt werden. Man hat

nämlich

T j^'-2iefc'o7(I-<p) + >-'
^ T + i ^"^ (^-y) + W cos 2(<-y.) + g, cos 3(^-y) + . .

.,

gültig für jedes r, dessen Werth kleiner als die Zahl B. Multiplicirt man linke und

rechte Seite dieser Gleichung mit —f{(p)(l(p und integrirt nach (p zwischen den Grenzen

— 71 und + TT, so folgt, indem man, was hier erlaubt ist, auf der rechten Seite die Auf-

einanderfolge der Operationen der Summation und Integration ändert:

-^jh<p)
(R'— r') (1)"<f

-R-— 2 Ä r cos (_J— gj) + r

*

Den Werth, den die zu unterst stehende Reihe für einen Punkt F mit den Coordinaten

r, t im Innern des Kreises besitzt, bezeichne man durch S^^t, <len Werth der Function u

in demselben Punkte durch % ,. Für jeden Innern, in endlicher Entfernung vom Rande

gelegenen Punkt der Kreisfläche ist dann 8^^,==^ u^,.

Die in der untern Zeile stehende Reihe geht^ wenn man r wachsend gleich E
werden lässt, der Form nach über in die i''oM/'iersche Reihe

^Jf{<f) d(f +2 ^J f{^) cos n{t (p)d(f.

Convergirt nun diese Fouriersche Reihe für einen Werth t' der Variable f, und bezeichnet

man ihi'en Werth für dieses t dux'ch »S*;., so ist, wie Ahel und Diricldet bewiesen, S^ zu-

gleich die Grenze, gegen die der Werth *S',._^, der frühern, nach steigenden Potenzen

von -^ fortschreitenden Reihe ohne Unterbrechung der Stetigkeit convergirt, wenn r

stetig gegen E convergirt. Dieser Werth S,. kann dann aber nicht von dem Werthe

"^ '
" • verschieden sein, gegen den, nach art. 4, die Function «*,.,. convergirt,

wenn bei constant bleibendem t' die Variable r gegen E convergirt. Denn da die beiden

Functionen 6'^,. und u^,. für jedes r<E gleichwerthig sind, und ausserdem jede von
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ihnen für lim r -= R ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen eine feste Grenze con-

vergirt, so können ihre Werthe an der Grenze des Gebietes der Variable r, d. h. für

r = M nicht verschieden sein.

Für die Function u sind damit zwei Ausdrucksformen aufgestellt, das bestimmte

Integral und die unendliche Keihe, die sich, was ihr Verhalten auf dem Rande der

Kreisfläche selbst betrifft, wesentlich unterscheiden. Die erste Ausdrucksform versagt

auf dem Eande, d. h. für r = B, immer, indem sie dort allenthalben den Werth Null

liefert. Die zweite Ausdrucksform kann unter Umständen auch noch auf dem Rande,

d. h. für r = B, sei es allenthalben oder nur in einzelnen Punkten B, t' die Function u

darstellen, und zwar wird sie diese Darstellung, wie eben bewiesen, leisten, wenn die

i''oMn>rsche Reihe, in die sie für r = B ül)ergeht, für die betreffenden Werthe von t

convergirt. Aber auch in dem Falle, wo die Reihe 6'^^^ für r = B noch convergirt, wird

sie nur für die Randpunkte, in denen f(t) keine Unterbrechung der Stetigkeit erleidet,

den Werth darstellen, den die Function u in dem Punkte besitzt, während für die Un-

stetigkeitspunkte auf dem Rande, wo f(t) springt und die Function u unendlich viele

Werthe besitzt, die Reihe, ihre Convergenz vorausgesetzt, nur den einzigen Werth

—2 von all den Werthen der Function u liefert, der einem Einrücken in der

Richtung des Radius B entspricht. Alle übrigen Werthe, die u in einem solchen Punkte

je nach den verschiedenen Richtungen des Einrückens erhalten kann, werden von der

Reihe S,^, für r = B nicht mehr geliefert, sind also gleichsam benn Uebergange vom
Innern auf den Rand ausgefallen. Bei dieser, immer zulässigen Auffassung der Fourier-

schen Reihe, wonach sie lediglich als Grenzform einer Reihe S^^t, die für die Kreisfläche

1)is in jede endliche Nähe zum Rande eine Function ii darstellt, erscheint, aber als

Grenzform, die einem Anrücken vom Innern gegen den Rand in der Richtung des Kreis-

radiuö entspricht, erklärt sich ihr Verhalten für die Punkte t, wo die Function f(t)

springt, auf natürliche Weise aus dem Verhalten der Function u für die entsprechenden

Randpunkte B, t.

7.

Um den Mittelpunkt des Kreises, dessen Radius B, beschreibe man einen

zweiten, dem gegebenen concentrisehen Kreis mit einem Radius B < B. Die Fläche

des ersten Kreises bezeichne man mit F, die des zweiten mit /'": entsprechend die

Peripherien der beiden Kreise durch K und K' resp. Unter u werde dieselbe Function

wie vorher verstanden. Dieselbe ist eindeutig bestimmt, sobald die Function f((p), die

in art. 1 ausführlicher charakterisirt wurde, gegeben vorliegt, und mit Rücksicht darauf

möge zur Abkürzung gesagt werden, eine Function u correspondire mit einer gegebenen

Function f((p). Unter diesen Voraussetzungen betrachte man das Integral

31*
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ausgedehnt über die Fläche F'. Da die Derivirten von u bis in jede endliche Nähe

zum Eande K der ursprünglichen Kreisflache einwerthig und stetig sind, so sind sie

es jedenfalls in F' und auch noch auf der Begrenzung K' von F'. Es ))esitzt also das

obige Integral einen endlichen, positiven Werth, der sich, wie ])ekannt, auch ausdrückt

durch das einfache Integral

+ +

— / ?« -3- (Is oder / u^ds,

erstreckt in positiver Richtung über die Begrenzung K' von /'", wenn ds ein Element

dieser Begrenzung, j) die nach Innen gerichtete Normale bezeichnet. Lässt man nun

durch successive Vergrösserung von It' die Fläche /" gegen F convergiren, so können

in Bezug auf den Werth Uy. des obigen Doppelintegrals zwei Fälle eintreten: entweder

wächst Uj.- über alle (irenzcn, oder es convergirt U^. gegen einen festen Grenzwerth G.

Im erstem Falle hat das Integral Uf keine Bedeutung mehr, im zweiten Falle ist sein

Werth G. Dass der erste Fall immer eintritt, wenn die Function f{(p), mit der die

Function u correspondirt, für einzelne Wcrthe c des Argumentes springt, soll zunächst

bewiesen werden. Die folgernde Untersuchung liefert diesen Beweis in allgemeinerer

Form, und bildet so gleichsam eine Ergänzung zu dem art. 17 der Eietnamischen

Dissertation, indem sie zeigt, dass eine samnit ihren ersten Derivirten einwerthige und

stetige Function P. von x und y sich nicht einer, in einem Punkte in der gleich fest-

zusetzenden Weise unstetigen Function /u unendlich annähern kann, ohne dass das

Integral S1(X) aufhört endlicli zu sein.

Fixirt sei ein begrenztes endliches Stück 7' der XF-Ebene, und in demselben

liegend ein Punkt P. Für diese Fläche sei eine reelle Function /j, der rechtwinkligen

Coordinaten x, y. gegeben, die sammt ihren ersten Derivirten im Innern von T bis in

jede endliche Nähe zum Punkte P einwerthig und stetig ist, und zugleich mit ihren

Derivirten diese Eigenschaften auch noch auf dem Rande von T besitzt. Das Verhalten

der Function fi im Punkte P, von dem aus man Polarcoordinaten r, t einführe, sei

dadurch charakterisirt, dass wenn man in irgend einer Richtung t auf den Punkt P
zugeht, dann der Wei-th von fi ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen eine feste

Grenze G{t) convergirt, die von der gewählten Richtung abhängig, sich mit t um den

Punkt P herum allenthalben stetig ändert. G{t) wird also eine einwerthige, stetige,

und mit der Periode 2n periodische Function von t sein; der Fall, dass G{t) für jedes i

denselben Werth besitze, sei ausgeschlossen. Was die Derivirten von /x betrifft, so soll
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bezüglich ihrer Existenz oder ihres Verhaltens im Punkte P nichts festgesetzt sein.

Für eine solche Function ^i, behaupte ich dann, wird das Integral

'^W = /Jl (If)+ m\ '-'^ zfß (fe) + ^ (w)"l
'"'"

wenn man es über die Fläche T ausdehnt, keinen angebbaren Werth erhalten, indem

sein Werth, je mehr sich die Summation dem Unstetigkeitspunkte F nähert, um so

mehr über alle Grenzen wächst.

Um dieses zu beweisen, beschreibe man um 7* als Mittelpunkt einen Kreis mit

dem Radius r^, dessen Fläche vollständig innerhalb T liegt, und einen zweiten, diesem

concentrischen Kreis mit einem endlich kleinern Radius t\. Ausserdem flxire man zwei

Radiivectoren t = t^ nnd t ^ t,, {t„^>Q, die so gewählt seien, (was nach den gemachten

Annahmen immer möglich), dass die Werthe M^ und M^ von ,u, die man erhält, indem

man das eine Mal in der durch t^, das zweite Mal in der durch f., bestimmten Richtung

in den Punkt /' oiiii-ückt, endlich verschieden sind. Betrachtet man dann das Integral

"- ^A/"(t)'«.

so bilden dessen Elemente einen Tiieil der Elemente des obigen Integrals /2(/i), und

da dieses letztere nur positive Elemente besitzt, nie also Elemente sich gegenseitig

aufheben, so wird der verlangte l^eweis erln-acht sein, wenn man zeigt, dass der Werth
des Integrals TF„ dadurch, dass man die Zahlen )\ und r^ in passender Weise klein

genug nimmt, grösser gemacht werden kann als eine willkürlich gegebene, beliebig

gross angenommene positive Zahl.

Die Function ix ist der Annahme gemäss sammt ihren ersten Derivirten in dem,

durch die Grenzwerthe )\. i\ und t^, f., tixirten Gebiete, den Rand desselben einbegriffen,

eine einwerthige und stetige Function von r und f. Man setze /x --^ F{r,t), und zur

Abkürzung i'(r,#J =- /"jfr), F(r,Q -^ fjr): dann hat man nach den über t^^ und t^ vorher

getroffenen Bestimmungen lim f. (r) = M. , lim f^ (r) =- If,. Betrachtet man nun das in

dem Doppelintegrale W^^ vorkommende innere, von t^ bis t^ zu erstreckende Integral,

so bleibt bei der Ausführung dieser Summation nach f die Grösse r constant, und für

die Grenzen t^ und <,, hat /n die Werthe f^(r) und f^(r) resp. Unter all den Functionen

V von t, die von t = t^ bis t = t^ sammt ihrer ersten Derivirten einwerthig und stetig

sind, und ausserdem für die Grenzen f^, f.^ die gegebenen Werthe f\(r), f^[r) resp. be-

sitzen, existirt nun eine, für die das Integral

/e)'"'
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am kleinsten wird. Es ist dies die Function y == c^ + c^, wenn man die Constanten c, c^

aus den Gleichungen fi{r) = ct^ + c,^, f^i^)
^= ct^+ c\ bestimmt; der betreffende Werth des

Integrals wird dann c^{t^—t^. Man hat also unter allen Umständen

',

und daher auch, weil r und dr immer positiv sind,

n

Da die beiden Functionen f^ (r) und f„ (r) von / = r„ bis r =- stetig sind , und

für verschwindendes / die erste den Werth il/^, die zweite den Werth M., erhält, so

kann man jedenfalls die positive Zahl >•„, ohne gegen frühere Voraussetzungen zu Ver-

stössen, von Null verschieden so klein annehmen, dass der Werth des Ausdruckes

[/äW ~
/i (')]'' *^''^' ^^^' ^"^ *" "" ^* ohne Unterbrechung der Stetigkeit gegen die feste Grenze

[JJ/j — 3I^Y convergirt , in dem Intervalle von r = bis r = r.^ stets grösser als

— [JA,— il/,]- bleibt. Unter dieser Voraussetzung über die Grösse von r^ wird dann, wie

man auch die positive Zahl i\, die kleiner als r„ vorausgesetzt ist, wählen mag, stets

sein, wobei der In rein reell zu nehmen ist. Lässt man nun, während r^ den fest-

gesetzten Werth behält, )\ kleiner und kleiner werden, so kann man dadurch den Werth

von !>'
(-f-)

ohne Aufhören grösser und grösser machen, und es wird folglich W^,, und

um so mehr Sl^fi) bei successiver Vergrösserung des Integrationsgebietes durch Abnahme

von t\ ü])er jede angebbare positive Zahl herüberwachsen.

8.

Ganz anders stellt sich die Sache, wenn die Function f((p), mit der die Function u

correspondirt, allenthalben stetig ist. Während, wie eben bewiesen, die Voraussetzung,

dass f((f') für einzelne Werthe des Argumentes springt, mit Nothwendigkeit das Un-

endlichwerden des Integrals

V'-Jjmh{ll)>'y-
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wenn man es über die Kreisfläche F vom Radius B ausdehnt, nach sich zieht, können,

wenn f((p) allenthalben stetig ist, in Bezug auf U^ beide vorher genannte Fälle ein-

treten, d. h. es kann, je nach der sonstigen Beschaffenheit von /"(y), das Integral Uy

entweder endlich sein oder auch keinen angebbaren Werth besitzen. Die Richtigkeit

der ersten Behauptung leuchtet unmittelbar ein, man braucht nur für it, den reellen

Theil einer Function von s zu wählen, die mit ihren ersten Derivirten in der Fläche F
und auch noch auf dem Rande K derselben einwerthig und stetig ist. Den Beweis für

die zweite Behauptung liefert das folgende Beispiel.

Die Längeneinheit wähle man so, dass der Radius E des gegebenen Kreises,

dessen Gleichung x-+if—li-=0 ist, kleiner als y wird. In Bezug auf diese Kreis-

fläche, den Rand einbegriffen, definire man eine Function u als den reellen Theil der

Function

ti + vi = i V— In (B + X + yi)

der complexen Variable x + yi, nachdem man zuvor diese Function für die Kreisfläche

wie folgt eindeutig bestimmt hat. Man führe vom Punkte x = ~ B, y = aus Polar-

coordinaten ^, r ein durch die Gleichungen: x = ~ B + q cos r, y = q sinr: es kann dann

durch die Bewegung des Punktes x, y auf der Kreisfläche die Variable q alle Werthe

von ü bis 2B<\, die Variable r alle Werthe von — y bis +-|- annehmen, während

alle übrigen Werthe durcli die Bedingung, dass der Punkt x, y nicht ül)er den Rand

der Fläche hinaus gehe, ausgeschlossen werden sollen. Der unter der Quadratwurzel

vorkommende Logarithmus werde für die Kreisfläche eindeutig bestimmt durch die

Gleichung: — ht (B+x+yi) = — In o — rl: indem man unter In q den bestimmten reellen

Werth versteht, den man durch Integration von d In ^ = ^~^d4 auf directem Wege
zwischen den Grenzen 1 und o erhält. Trennt man dann in der Gleichung für u + vi

die reellen Theile von den rein imaginären, so folgt für jedes q und r, das einem

Punkte der Kreisfläche angehört, indem — In q immer positiv ist:

u = \h' q + t'Y sin [y arctg (^)]

,

v = - \ln' q + r'] ' cos [y arctg (^)]

,

wobei unter arctg mit reellem Argumente a immer derjenige Werth verstanden ist, den

man durch Integration von il arctang c = (1+a^y^da auf directem Wege zwischen den

Grenzen und n erhält, und wobei ferner die in beiden Ausdrücken vorkommende

vierte Wurzel stets positiv genommen werden soll. Damit sind denn die beiden

Functionen ti und v für die Kreisfläche, den Rand einbegriffen, vollständig eindeutig

bestimmt.
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Zunächst ist nun klar, dass die Function u mit ihren sämmthchen Derivirteri

von angebbarer Ordnung im Innern der Kreisfläche l)is in jede endliche Nähe zum Rande

einwerthig und stetig ist, und dass die zweiten Derivirten der Gleichung jp + ^4 =

genügen. Von den beiden Punkten: x = --li, y -= und x = — B + 1, y = 0: um die

herum die verschiedenen Zweige der ursprünglichen Function u + vi in einander über-

gehen, liegt ja der erste auf dem Rande, der zweite, der Bedingung B<— gemäss,

vollständig ausserhall) des Kreises. Keiner dieser Punkte kann also vom Punkte x, y

umlaufen werden, da dessen Bewegung auf die Kreisfläche, den Rand einbegriff'en , be-

schränkt wurde. Die Function ti ist aber nicht nur im Innern, sondern auch noch

auf dem Rande des Kreises allenthalben einwerthig und stetig. Für alle Theile des

Randes, denen von Null verschiedene Werthe der Grösse q zugehören, zeigt dies die

definirende Formel unmittelbar. Um das Verhalten der Function u für den Randpunkt

^ -0 zu erkennen, führe man durch die Gleichung

^ = yarctg(^-fj

in den Ausdruck für u an Stelle der Variable q eine ncme Variable | ein. Es wird dann

u = . !..., sin S,

und da für verschwindendes (> die Varialile ^ immer gegen Null convergirt, welchen

Werth auch t besitzen mag, ferjicr für verschwindendes ^ die Function u ebenfalls

immer gegen Null convergirt, welchen Werth auch t besitzen mag, so folgt, dass u in

dem Randpunkte q ^ den bestimmten Werth Null besitzt, und dass demnach die

Function zi füi- die ganze Kreisfläclic, den Rand einbegriffen, durchweg einwerthig

und stetig ist.

Für diese Function w bilde man jetzt das Integral

und dehne es liber die Fläche F des Kreises aus. Ua dieses Integral nur positive

Elemente besitzt, so wii-d man das Unendlichwerden desselben bewiesen haben, wenn

man zeigt, dass es über einen bestimmten Theil F' von F ausgedehnt schon unendlich

wii'd. Zu dem Ende verstehe man unter t, eine positive Zahl, die zwischen i) und y
liegend, sowohl von wie von -^ endlich verschieden ist, unter p„ den Radiusvector
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des Punktes der Kreisperipherie, dem der Werth t = r^ zugehört, (()„
= 2/r cos r,), unter <>,

eine von Null verschiedene positive Zahl, die kleiner als p,, gewählt ist. Das durch

die liadiivectoren r = ^^, r = — r^ und durch die Kreise q = (f^. Q =-
(fo

begrenzte Stück F'

der Ebene bildet dann einen Theil der Fläche F, wie klein auch ^, als positive Zahl

angenommen sein mag. Da ferner

J^^|[/.r,+rT-|^sin[i-arctg(^)]- | cos [| arctg
(^)] ]

.

77 = T P"V+tT" I

^ si» [y arctg (^)] + In q cos [^ arctg
(,-fJ]]

ist, so ergiebt sich als Werth des obigen Integrals, wenn man es nur tilier den fixirten

Theil F' von F ausdehnt, und dem entsprechend seinen Werth durch Uj,- bezeichnet:

o, + r,

j-j l r cLq l dt

und hieraus weiter nach Ausführung der Integration, indem man zur Abkürzung

— Inq^^a, — In (>^ = ß setzt;

U,. = ^l»^"^^''' +
'

ß + Vfi' + ^l
+ T '"

a - i ^"
"^, + Vß'+ 'rr

wobei die vorkommenden Quadratvv^urzeln sämmtlich positiv, die Logarithmen rein reell

zu nehmen sind. Lässt man nun q^ kleiner und kleiner werden, so wächst die positive

Zahl a über alle Grenzen. Von den di-ei Theilen, aus denen die rechte Seite der letzten

Grleichung besteht, ändert sich der dritte dadurch nicht, weil die positive Zahl j3 von (>,

unabhängig ist. der Werth des zweiten Theiles convergirt für unbegrenzt wachsendes «

gegen die feste Grenze ~, und der immer positive Werth des ersten wächst mit «

zugleich üb(^r alle Grenzen. In Folge dessen erhält das Integral C/^.. für verschwinden-

des 9, keinen angebbaren Werth, indem es über alle Grenzen wächst, und es wird

daher um so mehr das Integral f''/., da es über die ganze Kreisfläche auszudehnen ist,

keinen angebbaren Werth erhalten.

Damit ist bewiesen, dass selbst wenn die Function f(t), mit der eine Function u

am Eande übereinstimmt, allenthalben stetig ist, daraus noch lange nicht das Endlich-

sein des ülier die Kreisfläche auszudehnenden Integrals t> geschlossen werden darf. Alle

in neuerer Zeit gemachten Versuche, die Zulässigkeit des BiricJiletschen Princips zu

beweisen unter der Annahme, dass zu einer allenthalben stetigen Randfunction f(t) auch

P-K, I. 32
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immer ein endlicher \\ erth des Integrals Uy gehöre, sind demnach als verfehlt zu be-

trachten, da sie sich auf eine falsche Voraussetzung stützen. Nirgendwo in seineu

Schriften giebt Eiemann zu einer solchen Annahme V^eranlassung : das einzige Mal, wo

er verlangt, dass von fest gegebenen Eandwerthen aus eine Function a in's Innere einer

Fläche so stetig fortgesetzt werden soll, dass das Integral i2(a) einen endlichen Werth

erhält (Dissertation, art. V.K poff. ^(i), stellt er ausdrücklich die Bedingung, dass in

allen Begrenzungspunkten ein Werth gegeben sei, der sich für eine unendlich kleine

Ortsänderung um eine unendlich kleine Grösse von derselben Ordnung ändert.

Würzburg, 1. Mai 1871.
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Erster Abschnitt.

Einleitende Betrachtnngen.

1.

Eine Funktion }V= W{s) der komplexen Veränderlichen z von der im Funda-

mentalsatze (s. Seite 182 des ersten Teiles) charakterisierten Art ist bis auf eine additive

Konstante bestimmt, sobald für sie die 2^ Faktorenpaare Ä^, B^, . = 1,3, .,p, im Rahmen
der Bedingungen m()dYl, = l, mod i?^ = l und die Konstanten 2, S sowie die zu un-

eigentlichen Faktorenpaai-en Ä, B gehörigen Konstanten % im Rahmen der Bedingungen:

(l-i?.,)5(,-(l-A)S3. = (s;,„ v=,,2,...,„

l r = 1 « = 1

festgelegt sind.

Jedes Cirößensystem \b^ . ..b')
'^

iji)^ dessen 2p Größen A,, B,, r=i,3,---,p, den

Bedingungen modJ„ = l, mod J?, = 1 genügen, soll eine Charakteristik genannt werden,

und dementsprechend möge von einer Funktion W, welche die ^ Größenpaare A,., 7?,, . = 1,2, ,p,

als Faktorenpaare besitzt, gesagt werden, daß sie zu der Charakteristik r^^ gehöre. Be-

sitzt eine solche Funktion W nicht für jeden Punkt der Fläche T" denselben Wert, so ge-

hört sie nur zu einer Charakteristik (~\; denn da eine solche Funktion für keinen Teil

der Begrenzung von T" konstant ist, so können ihre Werte längs der Begrenzung nur

einem Gleichungensysteme von der Form (S.) genügen. Besitzt dagegen eine Funktionär

für jeden Punkt von T" denselben Wert, so kann sie als zu jeder Charakteristik (''')

gehörig betrachtet werden; denn nach dem Fundamentalsatze wird die allgemeinste zu

irgend einer Charakteristik Mj gehörige Funktion IT, bei der die Größen 2, S und die

p-E, u. 1
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ZU uneigentlichen Faktorenpaaren A, B gehörigen Größen 5t sämtlich den Wert Null

besitzen, durch eine willkürliche Konstante C rej^räsentiert.

n 7/)' ^^^i '^^^ '^^i® P Faktorenpaare A,,, B,, . = 1,2,. ,p, nicht

sämtlich uneigentliche sind, soll eine gewöhnliche oder eine gemischte Charakteristik

genannt werden, je nachdem die p Faktorenpaare sämtlich oder nur zum Teil eigent-

liche sind; die Charakteristik
(j . . ^ J dagegen, bei der die j> Faktorenpaare sämtlich

uneigentliche sind, möge die zur Zahl ^^ gehörige ausgezeichnete Charakteristik heißen.

Zwei Charakteristiken (
*'

^), ( J "
_-^), zwischen deren Elementen füry= l,2,---,jj

\Bi-Bp/ \Bi-Bj,'

die Beziehungen A,.A, = l, B,B, = \ bestehen, sollen reziproke Charakteristiken ge-

nannt werden. Da mod A,. = 1 , mod />', = 1 ist, so sind je zwei entsprechende Ele-

mente reziproker Chai-akteristiken nicht nur reziproke, sondern zugleich auch konjugierte

Zahlen. In dem besonderen Falle, wo die "Ip Faktoren A, B sämtlich zweite Einheits-

wurzeln sind, und demgemäß für v=^\.2,---,p aus den Beziehungen A,Ä, = 1, B,,B, = 1

die Beziehungen A,=A,, B, = B,. folgen, ist die Charakteristik (jj'...^'') zu sich selbst

reziprok. Unter den zur Zahl p gehörigen Charakteristiken kommen im ganzen 2^^ zu sich

selbst reziproke Charakteristiken vor; man erhält dieselben, wenn man in dem Symbole

]/...]/) an Stelle des Systems der 2p Buchstaben A^, , A^; B^,--,Bp der lieihe

nach die 2"-'' Variationen der Elemente +1, — 1 zur 2^/"" Klasse mit Wiederholung

treten läßt.

2.

Die im letzten Abschnitt des ersten Teiles gewonnene, auf zwei zu den rezi-

proken Charakteristiken ('^j, (^j gehörige Funktionen W, W sich beziehende allgemeine

Fundamentalformel (F.) soll jetzt, indem man bei den Charakteristiken Mj, r^j die

eigentlichen und die uneigentlichen Faktorenpaare unterscheidet, in die für die spätere

Verwendung geeignetste Gestalt gebracht werden.

Man nehme, unter A,, A», • • •, A^, irgend eine den Bedingungen Ai < A^ < • • • < A^,

Ap + i < Ap + 2 < • • < ^/. genügende Permutation der Zahlen \,2,--,p verstehend, an, daß

bei der Charakteristik f;,)
=

(^_yj ; ;
; ^^) A,^, 7>\;-;^,^,, 7?;^, eigentliche, ^.^,^,, B,^^^;-; A,^^, B,^

uneigentliche Faktorenpaare seien. Dementsprechend sind bei der zu dieser Charakteristik

reziproken Charakteristik
[fj

=
(^| ; ; ^) \, %, • • •; \, \ eigentliche, i,^,^,, i^,,,„; • •;

A;, , Bx uneigentliche Faktorenpaare. Die Grenzfälle p = j> und p = sollen nicht ausge-
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schlössen sein; der orstere ist dahin zu interpretieren, daß die p Faktorenpaare A, B und

damit auch die p Faktorenpaare A , B sämtlicli eigentliclie sind, der letztere dahin, daß

die p Faktorenpaare A, B und damit auch die p Faktorenpaare A, B sämtlich un-

eigentliclie sind. Trennt man jetzt eine jede der beiden auf der rechten Seite der

Fundamentalformel (F.) in der ersten Zeile stehenden Summen so in zwei Teile, daß der

erste die den Werten v = Aj, X.., , Ap, der zweite die den Werten r = ?^^ + i, A^ ,,2,
• • •, A^

entsin-echenden Glieder enthält, ))eachtet, daß für v = X^^i, A^^«, • • •, A^ A, = A,.=^1,

B, =^B, = \, g,, = S, = 0, auch daß ^i + K^ H + ^;,, = %,^ + ^x,^ + %.,. ist, und bringt,

indem man für v =^ X^, A,, • • •, A^ zur Abkürzung

B,=^2-A,-B,, D, = 2-A,-B,,

«'- TT + C--^')^' «'= 3r + (i-^')
V '-'v aA.l>.

^3.. = - - + (1 - B,) -i^^

,

^„ = _ J- + (1 _ B,) -^i^^

,

setzt, die Größen 51,, 33,,, 2t,» 33, > •=''i-'«=. .^., auf Grund des im letzten Abschnitt des

ersten Teiles Bemerkten in die durch die Gleichungen:
r

33„ = c/3„e„ + (1 -/>',.)ft,., ^., = c/3,l„ + (1 - B,) i„

bestimmte Form, so nimmt die Fundamentalformel schließlich die Gestalt:

fwdwJ^iKK - KK - \ ^>J0 +'Sk (^.. +K + --- + ^0
./ V = 1 V = 1

(F.)
V = p + 1

+ ^n' S^S.„(2.„ + £.„,. + • • • + 2J - 2^'^ VSJ„
= 1 r; = 1

-2ni^ (2„c„„ - 2„(;„o) -2ni ^ ^ ,ui2a,uC„„ - 2„fA,,,) =

an. In dem Gaenzfalle \> = 2^ i'i'i't die auf der rechten Seite dieser Formel in der

zweiten Zeile stehende Sunmie weg, in dem Grenzfalle p = dagegen fallen die in

der ersten Zeile stehenden Summen weg und zugleich ist in jedem dieser beiden Fälle

allgemein A,. = v.

1*
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3.

Die dem Punkte oo der Z-Ebene entsprechenden Punkte ooj, oo„, • • , cx>,^ der

Fli'lche T sind im ersten Teile, in Art. 3 des fünften Abschnittes, mit cP^, cP^,- • •,cP,,, die

zugehörigen Ordnungszahlen mit i\ — \, v^~-\,---,v,^ — \ bezeichnet worden. Im Anschlüsse

daran wurden die im Endlichen gelegenen Windungspunkte z = a^, z ==- a.^,- -, z = a, der

Fläche 7" mit c/'^^,, c^'^^ + s,
•••, c/!, + ,, die zugehörigen Ordnungszahlen mit j',^^j — ], v,^^^ — \,

• •

-, r,
,

,.
~ 1 bezeichnet. Weiter wurden dann zu den aufgezahlten q + r Punkten noch

irgend t nicht auf der Begrenzung gelegene Punkte z-=Ey, z = £^,- , z = £t der Fläche T
hinzugencmimcn und irni cP,^^^^^, cP.^^^^^,- -, cP„ > = j + '+«, bezeichnet. In den Fällen, wo

eine Unterscheidung der Punkte a, s nicht nötig war, wurde der kürzeren Darstellung

wegen für diese Punkte eine einheitliche, durch die Gleichungen «i = a,^_^,, «2 = a,^^ 2, •• •,

«r = «./ + /! «i = <fv + ' + i' ^2 = c-'j + r + s, • •, f'i = (',t+y + t
bestimmtc Bezeichnung verwendet; zu-

gleich wurde dann der Punkt c^^ + ,.^, (r = i,2, -,0, dem der Wert 2 = e^ = ff,^^.^^^ entspricht,

als ein Ü-facher Windungspunkt angesehen und demgemäß ihm die Ordnungszahl ?/,^ _^ ,. ^ ^ — 1

,

wobei r,^^,.^, = l ist, zugelegt.

Mit Rücksicht auf die folgenden Untersuchungen empfiehlt es sich eine neue

Bezeichnung einzuführen. Die den Punkten 00,, oo,, • • , 00,^ zukommenden Ordnungs-

zahlen sollen von jetzt an mit t,— 1, tj— 1, • • •, t,— 1, die den Punkten «i, «j, • • •, «^

zukommenden Ordnungszahlen mit /u-^—l, /x^— 1, ••,^, — 1 l)eziehungsweise bezeichnet

werden. Zwischen den Zahlen /, /.i und den Zahlen n, iv bestehen dann die Beziehungen:

'S. = « , 2i^.- 1) +S^',- 1) - ^^ •

X— 1 X— 1 P~^

Ferner bezeichne man, unter a irgend eine Zahl aus der lleihe 1,2, •,s verstehend,

den a'™ der s Punkte 00,, • • •, 00,^, Cj, • • •, a,, e^, ••-,£/ mit 1], sodaß also tj, wenn a

eine Zahl aus der Eeihe 1,2, •••,{/ ist, das Zeichen oo„, wenn a eine Zahl aus der

Ilcihe 2 + 1, • • •, q + r ist, das Zeichen a„_,j, endlich, wenn a eine Zahl aus der

lleihe q + r + l,---,s ist, das Zeichen £„_,_,. vertritt. Ist im folgenden, zur Unter-

scheidung dieser drei Fälle, rj durch oo„ oder, durch a„_,j oder endlich durch s„_,^_r zu

ersetzen, so soll der einfacheren Schreibweise wegen, wenn dadurch kein Mißverständnis

zu befürchten steht, der bei den Zeichen cx)„, a„_,^, e„_,^_^ sowie bei den zugehörigen

Zeichen i„, fi„_^ stehende Index unterdrückt, also statt 00^, a„_,j, s„_^_,., i„, fi„_,^ ein-

facher 00, a, e, i, fi geschrieben werden. Endlich mögen noch, der neu eingeführten

Bezeichnung entsprechend, die der Zahl o zugeordneten, am Schlüsse des ersten Teiles,

in Art. 3 des siebenten Abschnittes, definierten Funktionen t'„, F„{1^), t\(^) des in seiner

Bewegung auf das Oebiet des Punktes t] beschränkten Punktes t, von jetzt an mit ^,,
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F,i{t), J^\,('C) bezeichnet werden. Die zn Anlkiig des eben genannten Artikels angeschrie-

benen Gleichungen nehmen dann die Form:

F„it) ^ W(t) - (2„ In 1 + ^ + ^ + . .
. -I- ^) ^ .„„ + .„r„ + c,,,^ + ....,

\ ^/; '^ij *!/ ''ij /

S,, S» S,, b,, /"11 ^i; ^t; »)j

an, wot)ei u,-uoo=? ', C= ci' oder t,= ?„=-(c— a) , l;=o: + C;! oder endlich ^,,= L,= C— e,

b = « + Cj '>^t, je nachdem rj den Punkt oo mit der Ordnungszahl t — 1 oder den Punkt a

mit der Ordnungszahl /a — 1 oder endlich den Punkt s vertritt, und man hat dann,

den in dem eben genannten Artikel für c„„, c„„, «>o, gewonnenen Gleichungen ent-

sprechend, hier:

1
(
ä"l'\(S)\ 1

(
ä"F,,(S) \ . = 1.2....,,,

'-"" n<.\ dt; /o' .

'" "'V (Zj;; /«' "=1,2. 3....,

wobei der a,ngehängte Index bedeutet, daß der Grenzwert der zwischen den runden

Klammern stehenden ^""' Derivierten für lim ^,^
= zu nehmen ist. Unterscheidet man

jetzt in bezug auf r; die drei soeben erwähnten Fälle, so kann man in den vorstehenden

Formeln die Größe 'Q durch die Größe ^ ausdrücken und demgemäß

für 7]

n

dt'; /o \ dfi /o' V dt; )o~ V ri!S /o

'cJ"F„{t)\ (d"F,M+ tO\ (d''F„{t)\ jcfFM+ O''
T] = a 'mvv^a \{1^JI^] =

{

-"--"'
], lZJ_ji^]^{1lJiZZ^^

dt; /o V dt: /o V dt; /o \ dt:

für , ^ .
{c^m ^ r^''^''') , i'im ^

r^'-'+'^')' l\ dt; h \ dt': /o V dt; h \ dt'i /o

setzen. In dem letzten dieser drei Fälle, wo r] einer der Punkte e^, , St ist, stellen

die auf den rechten Seiten der beiden Gleichungen stehenden Ausdrücke die Werte dar,

welche die nach 'Q genommenen «"'° Derivierten von F,(^), i\(^) für 'C = b besitzen.

Man kann daher auch, wie im folgenden immer geschehen soll,

dt; /o \ dt" /•:=/ \ dt; /o V dt" Ji^J

setzen.
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Uiitersucluiiig der zu einer gewöhnlichen Charakteristik (ß) gehörigen Funktionen.

1.

Es ))czeichue ( C!) = (
f'

n^) ii'gend eine gewöhnliche, also nur aus eigentlichen

Faktorenpaaren zusammengesetzte, Charakteristik, ( ^ ) = (
J '_') die zu ihr reziproke

Charakteristik. Der im ersten Teile gewonnene Fundamentalsatz liefert dann die sämt-

lichen zu den Charakteristiken ( ),(-) beziehungsweise gehörigen Funktionen T^P', >y,

wenn man — unter Beibehaltung der im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Ab-

schnittes, angewandten Bezeichnungsweise für die zu zwei allgemeinen Funktionen W, W
gehörigen Konstanten — das eine Mal an Stelle des Systems der s + »ii + • • + ni, + p
Konstanten 2, ©, das andere Mal an Stelle des Systems der s + Wj + • • -|- m, + ^> Kon-

stauten 2, G ein jedes die Gleichungen ^%,.+ 2ni^2a= 0, y^,.+ 2ni^ü„=0 nicht
1=1 (J = 1 1 = 1 o = 1

verletzende System von s + % + •• + w, + j; Werten treten läßt und zu jeder so er-

haltenen Funktion noch eine willküi'liche Konstante addiert.

Die nächste Aufgabe besteht nun darin, aus den zu den Charakteristiken r j, T-j

beziehungsweise gehörigen Funktionen gewisse einfachste Funktionen, aus denen die

allgemeinsten Funktionen W, W sich linear zusammensetzen lassen, und die daher als

Elementarfunktionen anzusehen sind, herauszugreifen und die zwischen ihnen l)e-

stehenden Beziehungen mit Hilfe der in Art. 2 des vorhergehenden Abschnittes auf-

gestellten Fundamentalforinel (F.) zu ermitteln. Da im vorliegenden Falle ein jedes

Faktorenpaar A,., B,. ein eigentliches, also
'if
= p und dementsprechend Ai = 1, ^ä = 2, • • •,

Ap = 2> ist, so tritt, wenn man noch die Größen %,, $0,,, 2t,,, !Ö, für r = 1, 2, • • , p in die

durch die Gleichungen:



Die zu einer gewöhnlichen Charakteristik gehörigen Funktionen.

%. = 6z,e., + (1 - A,)^,., 3t„ = aM, + (1 " Ä)iv

,

33„ = ^„S„ + (1 - .7^,,)^.,, ^„ - mA + (1 - fi,)i,

bestimmte Form bringt — wobei zur Abkürzung

6?,= ^ + (l-A,)^^^, ä,.= -^ + (1-2,)^^

i/3_,
= _ J_ + (1 _ ^„) _^i^, ^„ = _ i. + (1 _ jy )

^vB._.

1),.
' '-'

2j;,,i>,,

'

i>>,, ^ '^ 2i;^i»/

gesetzt ist — an Stelle der allgemeinen Fundamentalformel (F.) hier die Formel:

+
v = p

•-' 1 = 1 1 = 1

o = l

t; = 1 II = 1

2.

Der Fundamentalsatz liefert nun zu den Charakteristiken (j, ( _ L wenn man

zunächst die Konstanten 2, 2 sämtlich mit der Null zusammenfallen läßt und dann

an Stelle des Systems der 2j> Konstanten (£,, • • •, (£^, 6], • • •, ©^, irgend welche die

Gleichungen

:

r=p r=p _

v=l v=l

nicht verletzende Systeme von 2j> Werten setzt, Funktionen JV, W, welche für keinen

Punkt der Fläche T" unstetig werden. Solche Funktionen mögen allenthalben endliche

Funktionen genannt und im folgenden durch «'|^|, w\z\ oder durch ic\ w' oder noch

einfacher durch w, w bezeichnet werden. Gewisse dieser Funktionen w, iv sollen jetzt

als Elementarfunktionen aufgestellt und allenthalben endliche Elementarfunktionen

genannt werden.

Man bezeichne zunächst, unter q eine Zahl aus der Reihe 1, 2, ,i), unter J„,

(' = 1,2, •>;') eine Größe, die für v = q den Wert 1, für v + q den Wert besitzt, ver-

stehend, mit «',;|^|, iv„\s\ zwei spezielle allenthalben endliche, je eine willkürliche, später

zu bestimmende, additive Konstante c,, beziehungsweise c^ enthaltende Funktionen, bei
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denen die Konstanten ß,, ß,, r^i,-,--,p, die speziellen, mit d^,,, S^,,,, v=i,2, ,;., zu be-

zeiclinenden, durch die Gleichungen:

bestimmten Werte besitzen, und bezeichne bei diesen Funktionen die an Stelle der

(irößeii %, 33,, t., %, ^„, ^, stehenden Größen mit %„,, 33,,,,, ^^„., %„- %,, '^V,
so^laß

also für Q = 1,2, ,
2)'.

längs a, [ n;, \z\^ = A,w,, \z\~ + %„.

,

^J ^ 1"^ = ^r^'v \^\~ + %. < •

längs h,.{^v^,\^\^ = B,.')r,,\z\' + 'i8,j,, w^,\s\+ = B,w,^,\z\- + ^^,., v = i,2,. ,?,,

längs c,.{w,,\z\+ == w^,\z\- + (l-cy^,,.p)j, w^lzl'-^ w^\z\- + (l-S^,p)j,

längs ?„{wJ^|+= iv,\z\', «'J^|'^= '«"vl^h " = >.-A ,».

ist und die Größen 51, !Ö, V(, 33 mit den Größen Ä, $i durch die Gleichungen:

%,. = t7,.(l - S,„i>)f + (1 - ^,)t,,.

,

5(,., = ^.,(1 - J,„i>) ^ + (1 - Ä,)^,„. ,

(2-) . _ _ . _ _

vci-knüpft sind. Die Größ(>n il„,,, $t„,, hängen von den in tv^,, w^ beziehungsweise ent-

haltenen willkürlichen additiven Konstanten c„, c, ab, und zwar in der Weise, daß l)eim

Übergang von c„ in c^, + ä;„ die Größe ^,,,, in ^'p,, + /.-„, beim Übergang von c, in c^ + l\,

die Größe it,,, in Sl'^,,+ Ä-, übergeht. Infolgedessen kann man die Werte der in ic^, w^

beziehungsweise enthaltenen, bis jetzt noch willkürlichen additiven Konstanten c^, c^,

immer mul nur auf eine Weise so wählen, daß für q = 1,2, , j):

(3.). Ik^- (^''-P)--' l^v- (^^-^4^)--

ist, und es sind dann zugleich, nach dem Fundamentalsatz, die Funktionen tr^, w^,

also auch die zu ihnen gehörigen Größen .Vi,,, ß^,,, • = !,-',;', vollständig bestinmit.

Die so i/ewonnenen vollständifi hesfimmten (dlevtludhoi cndlklwn FnvldioiKni n\\z\, • ,

'n\\s\; ü\\z\, • , w^\z\ sollen die zu den dharakferistiken ( j, ( -) hezlehiinysweise (/cliöritien

(dlenthdhen endlichen Elemenlarfunktionen (fcnannt werden.

Die Sunmie der j; Funktionen ?r, ,•••, w^, besitzt, ebenso wie die Summe (h'r

jj Funktionen ü'i,--;w^„ für jedtMi Punkt z der Fläche T" den Wert Null. Zum Be-

weise dieser 13(!hauptung beachte man, daß die den allenthalben endlichen Funktionen

:

tv = IVi + ti\ + + tCj,, iu ^ w^+ W2+ • • • + M'y
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zukommenden charakteristischen Konstanten 91,,, 33,, ©,, 2t,, 95,, S,,, '=1, •;.•.?, auf Grund

der Beziehungen (1.) und (2.) durch die für y = l,2, •••, j; geltenden Gleichungen:

2(. =!f 9t,. = (1 - A,) 5'^,.., fu-2% .. = (1 - Ä) 2%.,

9S.=!f35,.= (l-i?„)!f<ü,.„ ^.=2%.== 0-3/2%.,

(-=1 •' p=i ^

bestimmt sind. Aus ß, = 0, S„=0, v=i,2,. ,p, ergibt sich nun zunächst, nach dem am
Schlüsse des Fundamentalsatzes Bemerkten, daß für alle Punkte der Fläche T" sowohl

die Funktion tv denselben, mit C zu bezeichnenden, als auch die Funktion w denselben,

mit C zu bezeichnenden, Wert Ijesitzt. Um die Werte der Konstanten C, C zu be-

stimmen, beachte man, daß aus tv = C, w=C die für r = 1,2, • , 2) geltenden Be-

ziehungen :

folgen, und vergleiche die so für 9(,,, 93,,, 9t,, 93^ erhaltenen Ausdrücke mit den oben für

diese Größen gewonnenen. Man erhält dann:

und schließlich, indem man sowohl die j; aus der ei"sten, wie die j) aus der zweiten

Gleichung für v = \,2, • • , p hervorgehenden speziellen Gleichungen zu einander addiert

und die Gleichungen (.">.) berücksichtigt,

v=p n—p 0~P , I ^v v—p n — p fJ~P , I ^v

pü=2 :^%.=2{9~~'-P-)^i = ^^, pc^2' 2^.,.-:s{9-^-P)^i-0-

Damit ist alier bewiesen, daß für jeden Punkt z der Fläche T", wie oben behauptet

wurde, die Beziehungen:

(4.) ?(,'i|^| + »'a|^| H + w^\s\ = 0, w,\s\ + w^\s\ -\ + Wj,\g\ =

bestehen.

Es soll jetzt untersucht werden, ob von den beiden soeben erhaltenen Be-

ziehungen die erste die einzige zwischen den Elementarfunktionen Wj, • • •, Wj,, die zweite

die einzige zwischen den Elementarfunktionen w, ,•••, m;^, bestehende lineare Beziehung

ist. Zu dem Ende bilde man, unter c,,,c^, r=o,i,2, ,,^, unbestimmte Konstanten ver-

stehend, die allenthalben endlichen Funktionen:

w = c^+c^n\-\ + c^m^, i«; = Co + c,'«;i H + c^w^

P-E, II. 2
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und stelle sich die Aufgabe, die Konstanten c, c in allgemeinster Weise so zu be-

stimmen, daß für jeden Punkt z der Fläche T" die Gleichungen w = 0, w = bestehen.

Sollen aber die Funktionen iv, w für jeden Punkt z der Fläche T" den Wert Null be-

sitzen, so müssen vor allem die ihnen zukommenden, durch die Gleichungen:

e. -Mc,{^ - ^^^ j = 7 (|^.-i^^.)
' ^'^^J'^

- '^^'^^) 7 = 7 (|?^-^'>)

'

'=1,2, ,;-

bestimmten Konstanten S,, (£,, ' = 1,2, ,p, sämtlich den Wert Null besitzen, oder, was

dasselbe, es müssen die Größen ^, ,•••, f^, Cj,---, c^ den 2p Gleichungen:

oder den damit äquivalenten Gleichungen:

Ci = C.^ = • • • = Cp = C, Cj = C2 = • • • ^= Cp "= c,

b(n denen c, c unbestimmte Konstanten bezeichnen, genügen. Läßt man dementsprechend

in den die Funktionen )r, w definierenden Gleichungen an Stelle einer jeden der Größen

c\, • ; Cj, die Konstante c, an Stelle einer jeden der Größen Ci, , Cp die Konstante c

treten, so wird iv = c„ + c(i(\ -\
f- w^), w = f + c(wi H h w^^, und man erkennt unter

Beachtung der Gleichungen (4.) schließlich, daß die Funktionen v, w dann, aber auch

nur dann, für jeden Punkt z der Fläche T", wie verlangt wurde, den Wert Null er-

halten, wenn
c„ - 0, c, = c. = • • = Cp, ^0 = 0, c, = C2 = • • • = Cp

gesetzt wii'd. Damit ist aber gezeigt, daß von den beiden unter (4.) aufgestellten

Beziehungen die erste die einzige zwischen den Funktionen n\,---,irp, die zweite die

einzige zwischen den Funktionen «',, • • •, Wp bestehende lineare Beziehung ist, und es

ist damit zugleich bewiesen, daß je i>
— 1 der Funktionen iVi,---,trp und ebenso je

jj — 1 der Funktionen w^, -, Wp linear unabhängig sind.

Die allgemeinsten allenthalben endlichen Funktionen ^r\z\, ic\z\ werden, wenn

man unter ü,, C£,, . = 1, -•,,?-. den Bedingungen:

(5.) 2^r = (K i'e., =
1=1 V =

1

genügende unl)estimmte, unter C, C keinen Bedingungen unterworfene Konstanten ver-

steht, durch die Gleichungen:

(6.) tv\z\ = C- ^/2^,"\M' ^kl = c- ^^T^,i^\M\

dargestellt. Die liichtigkeit dieser Behauptung erkennt man auf Grund des Funda-
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mentalsatzes, wenn man beachtet, daß die durch diese Gleichungen definierten allent-

halben endlichen Funktionen w, w, wie aus den Eelationen:

folgt, so beschaffen sind, daß für jedes v aus der Eeihe 1,2, •••,^)

längs c,,{vf|2|+ = H)|^|-+ K,,, 'M?|5;|+== w|0|- + ^,,

ist, und daß diese Funktionen zudem die willkürlichen additiven Konstanten C, C ent-

halten. Die Gleichungen (6.) kann man aber auch, unter 2), 2) zwei weitere unbestimmte

Konstanten verstehend, mit Hilfe der Gleichungen (4.) in die Gleichungen:

(7-) ^^^ = C'-h'Si^,-^)<^\H '^kl = C~ l.."2i^,~%)i\]z\
('=1 ('=1

überführen, und die bei diesen Gleichungen als Koeffizienten auftretenden Größen G^ — 'S,

^p — 2), e = i,2, ./', repräsentieren dann, da die Größen ß, © nur den Gleichungen (5.)

zu genügen haben, keinen Bedingungen unterworfene Konstanten. Setzt man, unter x

eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, ,j) verstehend, in den Gleichungen (7.) speziell 2) = ©;,,

35 = ©^, so liefert die erste derselben die Darstellung der unter ((i.) definierten allge-

meinsten Funktion w durch die p — 1 linear unabhängigen Funktionen ti\, , iVy_i,

^^x+i^ > ^^'p> und entsprechend die zweite die Darstellung der unter (6.) definierten

allgemeinsten Funktion iv durch die i>
— 1 linear unabhängigen Funktionen w^, , w^_i,

Die p^ Konstanten ^^,., e,v = i,2,- ,p, des Funktionensystems tVi\2\, • • •, Wj,\z\ sind mit

den jj- Konstanten Jj!p,,, (,,r=i,-2,-,p, des Funktionensystems Wi|^;|, ••, w^l^j durch einfache

Gleichungen verknüpft. Um dieselben zu erhalten, beziehe man die am Ende von

Art. 1 aufgestellte, auf irgend zwei allgemeine zu den Charakteristiken (p),(s) gßhörige

Funktionen W, W sich beziehende, Fundamentalformel (F^.), unter q, o irgend zwei Zahlen

aus der Eeihe 1,2, •••,^; verstehend, auf die Elementarfunktionen iv„\z\, 'W„\2\, ersetze

also in der Formel (Fj.) die darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W
durch die entsprechenden Konstanten der Funktionen w^,, w„. Man erhält so zunächst

die Gleichung:

v=l 1=1

und weiter dann, indem man an Stelle der Konstanten ©, S ihre durch die Gleichungen:

e^, = (1 - 3^„.p) j

,

e<,v = (1 - s„ri>) j

,

••= 1.2. -.P,
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bestimmten Werte treten läßt, den allen Gliedern gemeinsamen Faktor ni entfernt

und die Summationen nach r unter Beachtung der Gleichungen (3.), der Bedeutung der

Zeichen S,„, S,,,,, . = 1,2, ,p, und insbesondere der Eelation ^ ((^„1 + (J'oa
H

l-(^a.)=i'^<^ + l

ausführt, die Gleichung:

Unterscheidet man jetzt in bezug auf die Zahlen a. q die drei Fälle a = (), a<Q, a>Q
und beachtet, daß der auf der linken Seite der letzten Gleichung zwischen den eckigen

Klammern stehende Ausdruck für a = Q den Wert 0, für < ^ den Wert 1, für a>Q
den Wert — 1 besitzt, so erhält man schließlich die gewünschten Gleichungen:

(8.) t^,p = i;,p, tp„ = i„p + y, je nachdem o§q ist.utj^i SVj,p,
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tionen W, W, welche nur für einen der Punkte c/\, • • •, cP, entweder logarithmisch un-

endlich oder algebraisch unendlich werden, als Elementarfunktionen aufgestellt und loga-

rithmisch unendlich werdende beziehungsweise algebraisch unendlich werdende
Elementarfunktionen genannt werden.

Um zunächst die logarithmisch unendlich werdenden Elementarfunktionen zu

erhalten, verstehe man unter a eine Zahl aus der Eeihc 1,2, •••,s und bezeichne,

unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetzungen, den

(t'°° der s Punkte oc^, , oo,^, a^, •, a,., e,, ••,£/ mit r] und dementsprechend die zu ihm

führende Linie /„jetzt mit l,.. Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Charakteristiken

(b)' (b) ^^^b je eine willkürliche additive Konstante c beziehungsweise c enthaltende,

Funktionen W, W, die in der Fläche T" nur für den Punkt r] unstetig werden wie

Ini wenn man

©., = - 2Ät

2. = 1,

»^l>2, >?.

yu.setzt, allen übrigen s-[-m^-\ \-m, — \ Größen 2 sowie allen übrigen s + >»i + -

Größen 2 dagegen den Wert Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen W, W
bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vorbehaltend.

mit F P ; die bei ihnen an Stelle der Größen 2(,,, 33^, ^,, 2t,> ^.^ ^v stehenden

Größen mit 21';'), !ö<:'', t',!'', W, ^i''\ ^t''* beziehungsweise. Für das Gebiet des Punktes i]

() (1 ü (I
^

lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch Gleichungen von der Form:

(lo
M

,.(0) .(0), .,(0) Ji
.= ln- + Ci + C^, + C^^; F = lnf + cj«>+c?l^,; + c<''14 + -

wobei die c'"', d"'' von ä unabhängige Größen bezeichnen. Zugleich sind die Werte von

F
fl

,r in je zw(n entsprechenden Begrenzungspunkten cP'^, cP in der Weise ver-

knüpft, daß

(2„.)

längs a,.\F

längs h,\F

längs c,,jP

längs /,(/'

n
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W;>) = - 67,, ^' + (1 - A,) §<;", p = - ä,. ^' + (1 - Ä,)p,
^^"^

f."'
= - c/3..^ + (1 - B,)

I«, |l'" - - c'S,, ^' + (1 - B,)p,

verknüiift, und es sollen jetzt schließlich die Werte der noch unl)estimmten additiven

Konstanten c, c so gewählt werden, daß

(4.,.) j'Si<"' = o, y^['^ = o
1 = 1

ist.

sollen die zu den Charakte-])ie jetzt ntUstimHg IßesthuniteH Funktionen J'

ristiken ('^), (-) (/eliori(ien, auf den l'ioikf r] sich beziehenden, logarithmisch unendlich werden-

den Elementarfunktionen genannt werden.

Die bei diesen Elenientarfunktionen auftretenden Konstanten $t, U lassen sich

durch die Werte, welche die 'Ip Elementarfunktionen w, iv für den Punkt ri besitzen,

ausdrücken. Um diese Ausdrücke zu erhalten, l)eziehe man die Fundamentalformel (Fj.)

auf die Elementarfunktionen J'h , u',}z\, lasse also in der Formel il\), nachdem man

bei ihr den Suminationsbuchstaben a, um Verwechslungen mit der zu Anfang dieses

Artikels eingeführten festen Zahl o vorzubeugen, durch x ersetzt und zur Darstellung

der Funktion m.'^|^| für das Gebiet des Punktes ?; die Gleichung w^\z\ = c„f^ + c„^z^ + c„^J]^^—

,

bei der speziell c„o = m^^Jt^J ist, aufgestellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Kon-

stanten der Funktionen W, W die entsprechenden Konstauten der Funktionen V
treten. Man erhillt so zunächst die Gleichung:

w^\z\

i-ijO- ^' -^ S'[(l ~ ^,>i^) + (^ - ^^\-i>) + •• + (!- ^..ifl - 2^^ '^^

und weit(!r dann, indem man die Sunmiationen nach v unter Beachtung der in diesem

Artikel unter (4^.) an erster Stelle sowie der im vorhergehenden Artikel unter (3.) an

zweiter Stelle stehenden Gleichung und insbesondere der Eelation 2{S^l+ ^^i^ h(5'f,)
1 = 1

= ]) — (t -\-\ ausführt, auch c„^, der schon oben aufgestellten Gleichung c^o ==
«'phl gemäß,

dmxh M\, |j;| ersetzt, die für (^(
-= 1, 2, • • •,^> geltende Beziehung:

-ni^f -2niw^\Ti\^-==0.

Beachtet man nun noch, daß die Charakteristiken r^X r|) gleichberechtigt sind, und

daß bei der Vertauschung von (^^\ mit ('^ ^Vf in U^^\ ü\\ii\ in «t'^,|/;| übergeht, so
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erhält man, wenn man noch den Buchstaben (> in neuer Bezeichnung durch v ersetzt,

schließlich die Gleichungen:

Es sollen jetzt die zu den Charakteristiken MM, i^\ gehörigen algebraisch un-

endlich werdenden Elementarfunktionen aufgestellt werden. Man verstehe zu dem Ende

unter a wieder eine Zahl aus der Keihe 1, 2, • • •, s, unter in eine Zahl aus der Eeihe

1, 2, • • •, m„ und bezeichne den a"'" der s Punkte ooj, • • •, oo,^, «,,-••,«,., £,,-••,£, auch

hier wieder mit ?/. Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Charakteristiken kM, ("^j

zwei, je eine willkürliche additive Konstante c beziehungsweise c enthaltende, Funk-

tionen W, W, die in der Fläche T" nur für den Punkt ;/ unstetig werden wie -j;;,

wenn man _
''

2=1 ü =

1

e. =0, e. =0,

setzt, allen übrigen s-\-m^-\ 1->«,— 1 Größen 2 sowie allen übrigen s + mi-\ \-in,— \

Größen 2 dagegen den Wert Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen

W, W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vor-

behaltend, mit F "^

, F ''
; die bei ihnen an Stelle der Größen 2(„ S3„ ^„ 2(„ S,,, ^,

stehenden Größen mit %&, S'''', M''', M''', W;P, ^1''^ beziehungsweise. Für das Gebiet des
in m m III lu in

'-'

Punktes tj lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch Gleichungen von der Form:

(1-) p l_ p<Jii)
I Am) „

I

Jm) ,2 I— ^in i- C„o i^ ('„1 •*,; T^ 1',j2*i; ^ r("') 1 ri'") ("')-

wobei die c'-"'\ c<"'' von z unabhängige Größen bezeichnen. Zugleich sind die Wert(^ von

in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten c7'+, cP~ in der Weise ver-

knüpft, daß

(2,«.)

längs a,.
{
F

längs h, F

längs c„[P

längs ?,,(P

- A. F
III

= B.. F

n
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2i(v) =fi-A
,,) ti"\ 5ii''' = (1 - Ä,) W:'\

verknüpft, und es sollen jetzt schließlich die ^Vev•te der noch unbestimmten additiven

Konstanten c, c so gewählt werden, daß

(4„..) 2W-^' 2W-^^
ist.

7J 1
sollen die zu den Charukfe-l)ic jetzt voUständUj hestimmten Funldionen P

ristiken
{ ), {-) gehörigen, auf den Ihmld // sieh heziehenden, von der Ordnung m idgehraiseli

tmendlieh werdenden Elementarfunktionen genannt werden.

Die bei diesen Elementarfunktionen auftretenden Konstanten U, U lassen sich

durch die Werte, welche die nach z,^ genommenen «(""" Derivierten der 2p Elementar-

funktionen iv, w für den Punkt tj besitzen, ausdrücken. Um diese Ausdrücke zu er-

in
I Z

, w,jz\,halten, beziehe man die Fundamentalformel (Fj.) auf die Elementarfunktionen P\

lasse also in der Formel (F].), nachdem man bei ihr den Summationsbuchstaben a, um
Verwechslungen mit der oben eingeführten festen Zahl a vorzubeugen, durch r ersetzt

und zur Darstellung der Funktion
«'„l^l

für das (Jebiet des Punktes tj die Gleichung

«'J^|
= c„o + c„l^;,; + c,„^'^ + •••, bei der c„o = w,,|/i|, c„^. = ^( ^^^^ )^,

," = 1,2,.%..., ist, auf-

gestellt hat, an Stell(> der darin vork(nnmenden Konstanten der Funktionen W, W die

entsprechenden ivonstanten der Fnnktionen /'
"J , iv,\z\ treten. Man erhält so zunächst

die (ileichung:

r=l

und weiter dann, indem man die Summation nach v untei- Beachtung der unter (4,„.)

an erster Stelle stehenden Gleichung ausführt, auch c„„, durch den ihm auf Grund der

soel)en für c,,^, aufgestellten Gleichung entsprech(>nden Wert ersetzt, die für ^ = 1, 2, •••, ^^

geltende Beziehung

:

- ni S''"' - 2ni
'

( 'n = 0.

Beachtet man nun noch, daß die Charakteristiken r ), (_] gleichberechtigt sind, und

daß bei der Vertauschung von
[ j

mit ('_) Ä'[,''' in U^^\ w^\z\ in tv^\s\ übergeht, so er-

hält man, wenn man noch den Buchstalx^n (t in neuer Bezeichnung durch v ersetzt.

die Gleichungen
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und schließlich, indem man unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge-

machten Festsetzungen in bezug auf den Punkt tj, insoferne dieser entweder einer der

Punkte Si, , £< oder einer der Punkte a^, , a^ oder endlich einer der Punkte ooi, •••, oo^

sein kann, drei Fälle unterscheidet, die Gleichungen:

^- (»»-i)!\ dr /t=.' ^' {m-i)i\ dr /:=.'

4.

Es soll jetzt gezeigt werden, daß die allgemeinste zu der angenommenen

Charakteristik (jA gehörige Funktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen

Art sich aus den in den beiden vorhergehenden Artikeln definierten Elementarfunktionen

linear zusammensetzen läßt. Zu dem Ende bezeichne man die s Punkte ooj,---, oo^,

«!,•••, «r» «!' • » ß( in der vorliegenden Keihenfolge mit ih, • •

-, %, die zu ihnen be-

ziehungsweise gehörigen Größen ^i, • •, z„ der in Art. 3 des ersten Abschnitts gemachten

Festsetzung entsprechend, mit 2,^^, •, s,^ , bilde alsdann mit Hilfe von p + s der Be-

dingung ^©,, + 2xti ^2„= genügenden Konstanten (£1, ••, ß^, Si, •••, 2,, der WjH \-m,
V = 1 u = 1

beliebigen Konstanten 2,,,, • • , 2a,„^, 0=1.2. .», sowie der willkürlichen Konstante C
die Funktion:

w(z)-2'(Q.f': +Q..P': +--- + 2.„,„pl'';|)-i;ÜVvkl + ^^

und untei'suche, wie diese Funktion W(z) sich in der Fläche T" verhält.

Unter Beachtung des Verhaltens der in dem Ausdrucke für W(z) vorkommenden

Elementarfuuktionen erkennt man nun, daß W(z) eine in der Fläche T" einwertige Funktion

der komplexen Veränderlichen z ist, die für jeden von den Punkten iji, •, rj, ver-

schiedenen Punkt s der Fläche T" stetig ist, für den Punkt //„ (0 = 1,2, ,») dagegen in

derselben Weise unstetig: wird wie die Funktion:

9 9 9

^•la ^'h ^'la

am„

P-R, II
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sodaß also die Differenz W(z) -
/"„(^'J

für den Punkt ?]„ stetig bleibt, und deren Werte

in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkteu cP^, cP~ in der Weise verknüpft sind, daß

längs «,, { W{zy = A, W{z)- + 2t..

,

längs b, [W{zy^ 5, W(z)- + 33,.

,

V = . , 2 , , ^,

^^'^
längs c, { W{zy = W{z)- + (i„

,

längs /„ { W{zy = W{z).- + 2ni2„

,

o = . , 2, , ,,

ist, wobei

3i.= 6J!,e. + (i-A.)t,,,

ist und der Wert der Konstante S,, durch die Gleichung:

geliefert wird. Die Funktion ]V(z) stellt daher eine zu der angenommenen Charakteristik

h) gehörige Funktion ]V von der im Fundamentalsatze beschriebenen Art dar, und

zwar die allgemeinste derartige Funktion \\\ da die ihr zukommenden p + m^-] f-/», + s

in den Funktionen /'„ und den (ileichungen (S.) auftretenden Konstanten ß, 2 un-
V = p (I = Jl

bestimmte, nur der Bedingung ^' ©,, + 27Ti ^S„ = unterworfene Größen sind, und sie

außerdem noch die willkürliche additive Konstante (' enthält. Damit ist aber bewiesen,

daß jede zu der angenommenen Charakteristik („) gehörige Funktion IT von der im

Fundamentalsatze beschriebenen Art sich aus den definierten Elementarfunktionen linear

zusammensetzen läßt, oder, was dasselbe, daß man aus dem Ausdrucke:

n^) - 2'(i3„ if:\ + 2„,
jf:\

+ + s.^pI";!) - ~2%%\a + ^

die sämtlichen zu der angenommenen Charakteristik (Jj gehörigen Funktionen TF ev-

liält, und zwar jede nur einmal, wenn man darin an Stelle des von den Konstanten ii, ü
und der Konstante C gebildeten S3'stems von p + vii + + vi, + s + 1 KonstanttMi (mii jedes

die Gleichung ^" S,, + 27ri ^S„= (» nicht verletzende System von p + ni^^ \-m, + s+\
1 = 1 « = 1

Weiten treten läßt.

Jetzt ist auch der Augenblick gekommen, um den Begriff der Elementarfunktion

von gewissen ihm noch anhaftenden Beschränkungen zu l)efreien und damit zugleich

den Begriff" der allgemeinsten zu der angenommenen Charakteristilc {^j\ geliörigen

Funktit)n W zu erweitern.
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Zunächst erinnere man sich daran, daß die ursprüngliche Fläche T durch Ein-

führung von 37> Schnitten a, h, c in eine einfach zusammenhängende Fläche 2" ver-

wandelt wurde, und daß dann, nach Markierung der unendlich fernen Punkte x^, • •, oo,^,

der im Endlichen gelegenen Windungsi^unkte a^, • , a,. sowie der beliebig im Innern

von T' angenommenen Punkte s^, -, f,, aus dieser Fläche 1" die den bisherigen Unter-

suchungen zu Grunde liegende Fläche T" durch Einführung der s = q + r + t, den

Punkt c/'o mit den s genannten Punkten beziehungsweise verbindenden Schnitte l^, l^, ••, l^

gebildet wurde. Ein Blick auf die im Fundamentalsatz vorkommenden Gleichungen (S.)

zeigt nun, daß die Schnitte l nur zu dem Z\\ecke eingeführt wurden, um für die zu

bildende allgemeine Funktion }V eine Fläche, eben die Fläche T", zu gewinnen, in der

sie einw^ertig ist. Liegt aber eine Funktion W vor, für welche die zu den Schnitten

h^, h^y • h , beziehungsweise gehörigen Konstanten S,,^, S„,, • •, iiJ„, mit der Null zu-

sammenfallen, und dementsprechend längs eines jeden dieser u Schnitte l die Gleichung

W^=W~ besteht, so ist diese Funktion W auch noch in der aus T" durch Auf-

hebung der ,u Schnitte / hervorgehenden Fläche einwertig, und es können daher, wenn

diese Funktion W für sich allein betrachtet wird, die Schnitte l„^, l„^, • •, l„^ als über-

flüssig weggelassen werden.

Die in Art. 2 definierte allenthalben endliche Elementarfunktion iOf,\z\ (e = i,2, ,;-)

und die in Art. 3 definierte algebraisch unendlich werdende Elementarfunktion P ^ ge-

hören nun zu denjenigen Funktionen W, bei welchen £i = £o= • • = 2,= ist, und sie

sind daher schon in der Fläche T' einwertig. Die in Art. 3 definierte, auf den, dort

mit ri bezeichneten, ö*'" der Punkte oo^, • • •, oo^, a^, , a,., s^, , t, sich beziehende,

logarithmisch unendlich werdende Elementarfunktion P ^ dagegen ist eine Funktion JV, bei

der die Größen £i, • • •, J3, durch die Gleichungen 2i= 0, • • •, S„_i= 0, 2„= 1, S„ + i= 0, • • •, £,=

l^estimmt sind, und sie ist daher zwar nicht in der Fläche T', wohl aber in einer

Fläche einwertig, welche aus T' durch Ziehen nur eines, den der positiven Seite von

c^ und der negativen Seite von C] gemeinsam angehörigen Punkt mit dem Punkte rj

verbindenden Schnittes l,^ hervorgeht.

Bei der Definition der P^lementarfunktionen P wurde unter ij der a'" der

s Punkte cxi^, • , oc^, a^, • • •, a,, s^, • • •, £,, unter m eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, • • •, m„

verstanden. Beachtet man nun, daß in dem Fundamentalsatze t, ebenso wie ni^, ;«.,, • • •, m^

unbestimmte positive ganze Zahlen bedeuten, weiter auch, daß die Punkte s^, e^, • • •, 6,

t beliebig im Innern von T' angenommene, von den Punkten oo^, •, oo,^, a^, • • •, «,. ver-

schiedene Punkte sind, und berücksichtigt das vorher über die Bedeutung der Schnitte l

Gesagte, so erkennt man, daß man bei Zugrundelegung der ursprünglichen Fläche T'

zu jedem im Innern von T' gelegenen Punkt ?; Elementarfunktionen P einerlei
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welche positive ganze Zahl unter m verstanden wird, in der früher angegebenen Weise

definieren kann, wenn man nur, sobald es sich um die Definition einer Elementar-

funktion Pr handelt, in die Fläche T' einen durch keinen der Punkte oo, a hindurch-

gehenden Schnitt l,^ einführt, welcher den der positiven Seite von c^, und der negativen

Seite von c^ gemeinsam angehörigen Punkt mit dem Punkte r] ver1)indet.

Um schließlich auch noch zu irgend einem Punkte r], welcher der Begrenzung

von T' angehört, also an einem oder an zweien der Schnitte a, b, c liegt, Elementar-

funktionen 1' ,a zu definieren, führe man zunächst, nachdem man noch in dem

Falle, wo es sich um die Definition von 1' \ handelt, den der positiven Seite von c^

und der negativen Seite von c, gemeinsam angehörigen Punkt mit dem Punkte ri

durch einen Schnitt l,^ verbunden hat, am Schnittsystem beim Punkte i], ohne jedoch

den Charakter des Schnittsystems zu ändern und ohne einen Schnitt über den Punkt i]

hinüberzuschieben, eine solche Deformation aus, daß der Punkt 1} an keinem der

Schnitte a, h, c mehr liegt. Durch diese Deformation geht dann aus dem Schnittsystem

ein neues Schnittsystem hervor, das an Stelle des kleinen der Deformation unterzogenen

Teiles t^ des ursprünglichen Schnittsystems einen davon verschiedenen Teil f„ enthält,

sich im übrigen jedoch mit dem ursprünglichen vollständig deckt, und es geht zugleich

damit aus der ursprünglichen Fläche T' eine neue Fläche T' hervor, für welche der

Punkt j] ein \m Innern gelegener Punkt ist. Unter Zugrundelegung dieser neuen

Fläche T' bestimme man jetzt zu dem Punkte rj Elementarfunktionen P ^
, P ^' in der

vorher angegebenen Weise und kehre endlich, indem man diese Funktionen mit Hilfe

der Gleichungen (2^.), (2„,.) auf die im ersten Teile, in Art. 3 des fünften Abschnittes,

angegebene Weise über den Schnitteil ^^ hinüber in das von t^ und t^ begrenzte Gebiet

als Funktionen von z stetig fortsetzt, zur ursprünglichen Fläche T zurück. Die so für

die ursprüngliche Fläche T gewonnenen Funktionen sollen dann als die zum Punkte ri

der Begrenzung von T gehörigen Elementarfunktionen P

da sie, wie aus ihrer Entstehung hervorgeht, im wesentlichen f

besitzen, wie die zu einem im Innern von T gelegenen Punkt i] gehörigen Elementar-

funktionen P ''

, P ^
. Daß man zu dem Begrenzungspunkte i] immer dieselben Ele-

angesehen werden,

ieselben Eigenschaften

mcntarfunktionen P
I)

erhält, welche von den zulässigen neuen Flächen T man auch

für ihre Bildung l)enutzen mag, zeigt ein Blick auf die Gleichungen (Iq.)—(5o.) und

(l..)-(5»-)-

Nachdem so der Begriff der Elementarfunktion von den ihm zu Anfang noch

anhaftenden Beschränkungen befreit worden ist, kann man jetzt auch den Begriff der
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allgemeinsten zu der angenommenen Charakteristik (j) gehörigen Funktion W in der

Weise erweitern, daß man in dem vorher für W gewonnenen Ausdrucke:

W{^) -
I' (2„ lf\ + £„, lf\ + •

. + ß„„, P |^^"|) - i, 2^^^, M + C,
9=p

bei dem 7]i,
, t], die s = q + r + t Punkte oo^, , oo,^, a^, , a^, e^, , s, beziehungsweise

vertreten, t, m^, •, m, unbestimmte positive ganze Zahlen bezeichnen und die Konstanten

2, ©, ü nur der Gleichung ^ ß,. + 27ri ^£„ = zu genügen haben, unter e,, ••-,£,
1=] fT=l

t von den Punkten oo, a verschiedene behellige Punkte der Flache T versteht, die also

teilweise oder auch alle an der Begrenzung der Fläche T liegen können, wenn nur diese

Punkte als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen. Zugleich kommen, wenn
es sich um die Funktion W(z) allein handelt, nur so viele Linien /,, in Betracht, als es

unter den Größen 2i,---,2, von Xull verschiedene gibt, oder, was dasselbe, nur so

viele Linien l,,, als in dem Ausdrucke für W(/) Funktionen P ^ wirklich vorkommen,

und es sind diese Linien l„, die zu den einzelnen Funktionen P '' im Kahmen der
ü

vorher genannten Bedingung willkürlich gezogen werden können, wenn sie bei der

Funktion W{z) zusammen auftreten, nur noch der Bedingung zu unterwerfen, daß sie

getrennt verlaufen. Die aus der Fläche T durch Einführung der für die Funktion W(s)

in Betracht kommenden Linien l entstandene Fläche, in der die Funktion W(s) einwertig

ist, soll wieder T" genannt werden, und es kann dann der für die frühere Fläche T"
mit Eücksicht auf die Darstellung der Funktion W(z) durch Potenzreihen aufgestellte

Begiiff des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue Fläche T" übertragen werden.

Die im vorstehenden angestellten Betrachtungen und gemachten Festsetzungen

beziehen sich auf die zu irgend einer gewöhnlichen Charakteristik (J\ gehörigen Funk-

tionen W(2) und gelten daher auch für die zu der reziproken Charakteristik (^) gehörigen

Funktionen W{z). Werden aber zwei auf dasselbe Punktsystem t?i, • • , /?, sich beziehende

Funktionen W{z), W(z) zusammen betrachtet, so muß für beide eine und dieselbe Fläche

T" zu Grunde gelegt werden und zwar eine solche, welche aus T dadurch hervorgeht,

daß man zu jedem Punkte t], für den wenigstens eine der beiden Funktionen I

in W{e), W{z) wirklich vorkommt, eine Linie l,^ zieht.

Es soll jetzt zum Schlüsse dieser Betrachtungen noch gezeigt werden, daß die

in Art. 1 dieses Abschnittes aufgestellte, unter der Voraussetzung, daß die Punkte rji, , t],,,

auf welche sich die Funkticmen W{z), W(z) beziehen, sämthch im Innern von T' liegen,

geltende Fundamentalformel (F^.) sich ohne weiteres auf den Fall übertragen läßt, wo
die in dem Punktsystem (t]^, , t]) = (oc^, , oo^, a^, •, a^, e^, , e,) vorkommenden

pr
U
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Punkte Ci , • •, e, teilweise oder auch sämtlich Punkte der Begrenzung von T sind, wenn

iRir diese Punkte als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen. Zu dem Ende

tulire man zunächst am Schnittsystem bei jedem der Begrenzung von T angehörigen

Punkte 71, ohne jedoch den Charakter des Schnittsystems zu ändern, eine solche Defor-

mation aus, daß kein Punkt r\ mehr an einem der Schnitte «, b, c liegt, und setze

gleichzeitig die Funktionen W{z), W{z), diesen Deformationen folgend, mit Hilfe der ihr

Verhalten an den Querschnitten charakterisierenden Gleichungen (S.) (s. Seite 185 des

ersten Teiles) auf die im ersten Teile, in Art. 3 des fünften Abschnitts, angegebene

Weise als Funktionen von s stetig fort. Da nun für die hierdurch entstehenden neuen

Funktionen W{z), W{z), welche zu der aus der ursprünglichen Fläche T' durch die ge-

machten Deformationen entstandenen, die Punkte ri^, -, % als innere Punkte enthalten-

den neuen Fläche T gehören, ohne weiteres die Fundamentalformel gilt, und die in

dieser Formel auftretenden Konstanten von den bei den ursprünglichen Funktionen

W{z), W[s) vorkommenden entsprechenden Konstanten nicht verschieden sind, so gilt

die Fundamentalformel auch für die ursprünglichen Funktionen W{2), W{z).

5.

Es sollen jetzt mit Hilfe d(>r Fundamentalformel (Fj.) gewisse zwischen den

Elementarfunktionen /', /', 1', F bestehende Beziehungen abgeleitet werden. Man ver-

stehe zu dem Ende unter o^, a.j irgend zwei voneinander verschiedene Zahlen aus der

llcihe 1, 2, • • •, s, bezeichne den (Xj-ten der s Punkte oo,, • •, oo^, ctj, • • •, a^, e^, • -, b,

mit jji, den a^-ten mit t;^ und beachte, daß die auf diese Punkte j]i, 7j.^ sich beziehenden

Elementarfunktionen F, F, F, F sich für das Gebiet des Punktes r, durch Gleichungen0"'"»
von der Form:

In— -t-c„^o
.(Ofli) j_JV<h)c.?'^,,+c^:

.(UTi) „i

+ c
.('" "0 _4_ f.{"' "i)
a,

,(m(T,) „2
"il 'a ' "iS ',1

F
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, Cjn h^, h; 'x^*^!' in ^Icr Reihenfolge c,, •••, c^,, ?,^^, l^^ überschrittender Reihenfolge c,

,

werden.

Nach den im vorhergehenden Artikel gemachten Ausführungen gelten die Formeln

(I.)—(VI.) für irgend zwei Punkte //,. ?/., der Fläche 1"; nur müssen diese Punkte ij^, ij^,

wenn sie beide der Begrenzung von T angehören, als Punkte der Fläche 7' betrachtet

getrennt liegen. Für die Formeln (L), (IL), (III.) kommt in der Fläche 1" nur ein einziger,

den der positiven Seite von c^, und der negativen Seite von Cj gemeinsam angehörigen

Punkt mit dem Punkte iji verbindender Schnitt l,,^ in Betracht; für die Formeln (IV.),

(V.), (VI.) dagegen muß der genannte Punkt sowohl mit dem Punkte tj^ durch einen

Schnitt l,^^ wie mit dem Punkte rj., durch einen Schnitt l,^^ verl)unden sein.

Die Formeln (I.)—(VI.) stellen Beziehungen dar zwischen den zu irgend einer

gewöhnlichen Charakteristik L) gehörigen Funktionen 1' und den zur reziproken Cha-

rakteristik (^j gehörigen Funktionen F, und es gehen demnach, da auch umgekehrt

(h)
^"

\ii)
i'öziprok ist, aus den Formeln (I.)—(VI.) richtige Formeln hervor, wenn

man darin durchweg die Zeichen P, P vertauscht.

Mit Hilfe der gewonnenen Formeln soll zunächst den die Funktionen J^

für das (iebiet des Punktes rj^ darstellenden Gleichungen:

in-L + rph;

und ebenso den die genannten Funktionen für das Gebiet des Punktes ?/, darstellenden

Gleichungen:

p
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beweglichen Punktes tj ansehen. Bei jeder dieser Funktionen soll die zwischen den

senkrechten Strichen an der unteren Stelle stehende Größe das Argument, die an der

ül)eren Stelle stehende Größe der Parameter der Funktion genannt werden. Beachtet

man nun, daß eine jede dieser Funktionen eine Funktion der bei ihr als Argument

auftretenden komplexen Veränderlichen ist, und daß P . unter Festhaltung des Punktes z

und des Schnittes l, als Funktion des beweglichen Punktes 7; betrachtet, sich, wie die

Gleichung (ö.) zeigt, von der Funktion F ^ der komplexen Veränderlichen t] nur um

eine additive Konstante unterscheidet, wenn nur für jede Lage von rj der Anfangspunkt

des Schnittes l,^ auf derselben Seite des Schnittes l, liegt, so erkennt man zunächst,

daß die Funktion ]' '' nicht nur eine Funktion der bei ihr als Argument auftretenden

komplexen Veränderlichen z, sondern auch eine Funktion der bei ihr als Parameter

als

als

auftretenden komplexen Veränderlichen 7] ist, und daß die Eigenschaften von P

Funktion des Parameters ij ohne Mühe aus den bekannten Eigenschaften von P
Funktion des Argumentes ij abgeleitet werden können.

Man fasse jetzt die Gleichung (G.) ins Auge, drücke die auf ihrer rechten Seite

vorkommende Größe P ^ auf Grund der aus (5.) nach Ersetzung von 7] durch l, her-

vorgehenden Gleichung P ^
'^ ^^

l
— ^* durch die Größe P ^ aus und vei-binde die so

entstehende neue Gleichung mit der Gleichung (fS.). Man erhält dann die üoppel-

gleichung:

/^ \ -r. ri 1 /ä'" -,, z\ 1 /d"

-1)! Wr,;' £ /ü (m-i)! wr.;' i ^~ /u'

und schließlich, indem man in bt^zug auf den Punkt tj, insofei'ne dieser entweder

(ün beliebiger von den Punkten a, 00 verschiedener Punkt s der Fläche T' oder einer

der Punkte et,. ••-,«,. oder endlich einer der Punkte cxj,,---, 00^ sein kann, drei Fälle

unterscheidet und die in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetzungen be-

achtet, die drei Doppelgleichungen:

(«•J

f

z

a

z
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Gleichungen hervor, wenn man darin durchweg die Zeichen P, F vertauscht. Aus der

ersten der drei Gleichungen (8.), die für jeden von den Punkten a, oo verschiedenen

Punkt e der Fläche T' gilt, erkennt man nun, daß die Funktion /'

Funktion /'

, ebenso wie die

, niclit nur eine Funktion der hei ihr als Argument auftretenden kom-

erlichen z, sondern auch eine Funktion der bei ihr als Parameter auf-

als

plexen Veränc

tretenden komplexen Veränderlichen r] ist, und daß die Eigenschaften von V

Funktion des Parameters r] aus den bekannten Eigenschaften von P als Funktion

des Argumentes r] abgeleitet werden können. Die genannte Gleichung lehrt weiter

aber auch, daß man die Elementar t'unktionen /'

primärer durch sukzessives Derivieren nach dem Parameter r] erhalten kann

aus der Funktion V als

6.

Die Untersuchungen des Art. 4 haben gezeigt, daß der Ausdruck:

n=l

+^(s^>p7 -fST-'/'
x = l

+ 2r;'l'?)-ÄS'e„..„|.i + 6',

bei dem »»i, ••,/«,, »i, •••,«,., ^^i,
•••,

j;,^ unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch-

staben S, G, C unbestimmte, nur der Bedingung:

= 1 (,=1

X = q

x=\

unterworfene Konstanten bezeichnen, der sich also von dem in Art. 4 für W{z) auf-

gestellten Ausdrucke nur durch die Bezeichnung unterscheidet, die allgemeinste zur

Charakteristik
(^)

gehörige Funktion W darstellt. Das Verhalten dieser Funktion

W=W{z) für die Punkte e, a, oo ist von der Art, daß

das Gebiet
I
Tr^,x pw ],. _J_ , y-'^ßW \ 4. 'vcWf^-e V ^^.,2 t

Punktes B, X^^^)--
^« ^''

.- ^. ^ ;-£ ^>-
(^- ^r)'

^ if ' ^
''' '

-
'

• ^'
•

'•

für das Gebiet

des

X=p, ;i=»

Sptktt!l'^W = «-Mn/ +j«-..- +2/r-^j:

p = 1 , 2
, ,

r.

z = l, 2, •,},
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ist, während für das Gebiet eines von den Punkten c, a, oo verschiedenen Punktos z = a

W(z) = 4"' + 4"'(2-a) + c'^\z-a)' +

ist. Dabei bezeichnen c''\ c'"', c^*', c*"' von z unabhängige Größen. Was dagegen das

Verhalten der Funktion W{z) längs der Schnitte a, b, c, l betrifft, so ist, dem in Art. 4

Ausgeführten entsprechend, hier

längs «,, {
W{zy = A,. W(z)- + 2t,

,

längs b,{W{zy = B„W(zy + ^,, . = 1,2, ..,p,

längs c,{TF(2)+= W(zy + (S,,,

längs /,,{ Tr(2)+= W{zy + 27ii2^^>\ '; = '., ,'/,«m .«r.»., ,»„

wobei

a=c/3,e. + (i-i?.,).t,

ist, und der Wert der Konstante Ä,, durch die Gleichung:

r = l i = ^
p = l-i = '

>! = i;i = ^ „=i

geliefert wird.
d" U'

Man betrachte jetzt die w'" Derivierte -^p- der Funktion TF= W{z). Um ihre

Eigenschaften zu ermitteln, deriviere man die soeben aufgestellten Gleichungen, welche

das Verhalten der Funktion W{z) für die Punkte £,, a^,, oo,, a und längs der Begrenzung

von T" charakterisieren, »«-mal nach z. Man findet auf diese Weise, wenn man noch

das mit irgend einer Große g gebildete Produkt (j{()—l)---{g~n+ l) von n Faktoren

zur Abkürzung durch (^1«) bezeichnet, daß

für das Gebiet des Punktes e, (r = i,2, ,o die Gleichung:

X = m,2 ^
^^£K)(_i)n i^^+_^vg,,_(^^ +i-c^)(A|,o(^-..y-%

für das Gebiet des Punktes a„ (p-1.2, ,r) die Gleichunc::

!r _ p™ ii^ii: (^i^Ill ,

'
v'pc'c) '^ .»^r/ + VcCo) /'±|„\ c^_„

^^-"
dz

^ = 1 (2_kV'(.'

für das Gebiet des Punktes oo^ (x = ),2, ,,) die Gleichung:

i = 1 ^ 'x I
/

i =, 1 z'x
•" "rfz"

"^0
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für das Gebiet des von den Punkten e, a, <x> verschiedenen Punktes ^ = a die Gleichung:

^= c(;)(n|n) + c^:U{n+ l\n){z-a) + d:>^,{n+2\n){,-af + • •
•

besteht, und daß

(S.)

längs a,

längs 6,,

längs c,,

längs l,.

d"W+ . d"W
dz"

d"W+
dz"

d"W^

= 2?.

dz"

d"W+
dz"

dz" '

d"W-
dz" '

d"W-
dz" '

d"W-
dz" '

v=l,2, ,p,

1=«!. -. ft,«! » 1 "r»ffr. «>i, .«'o

ist. Die so gewonnenen Gleichungen zeigen, daß die in der Fläche T" einwertige

Funktion ^-j^ eine zur Charakteristik (jA gehörige Funktion W ist, und -j^ kann daher,

nach Art. 4, durch Elementarfunktionen dargestellt werden.

Um diese Darstellung zu erhalten, beachte man zunächst, daß die Funktion -^-r,

wie die für sie an erster Stelle gewonnenen Gleichungen zeigen,

für den Punkt «, {t = i,2, ,t) unstetig wird wie die Funktion:

l = n/iif-l

für den Punkt «^ ((. = 1,2,,,) unstetig wird wie die Funktion:

für den Punkt oo^ (z = !,2, ,,) stetig ist oder aber unstetig wird wie die Funktion:

je nachdem 2h < '".. + 1 oder jj^ ^ «t^ + 1 ist,

endlich für jeden von den Punkten s, a, ao verschiedenen Punkt 2 = a stetig ist. Man

erkennt dann, daß der aus -j^ und den Funktionen W-''^^), r=i,2,-,(, W'-"'\z), q=i,2,- -.r,

sowie den etwa zu -xx im eben angegebenen Sinne gehörigen Funktionen W''''''\z) gebildete

Ausdruck

:

"^
t-=l () = 1 x = l

— bei welchem der an dem letzten Summenzeichen stehende Akzent andeuten soll.
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daß bei der Summation diejenigen, der Eeihe \,2, • -, q angehörigen, Werte von x aus-

zuschließen sind, für welche etwa jK. < >"'y. + 1 i^t. — eine zur Charakteristik
(^j

gehörige

allenthalben endliche Funktion w\s\ darstellt. Zur Hestininnnig dieser Funktion ir\z\

verstehe man unter ?] irgend einen Punkt der von den Punkten e^,---,Si, «i,---,«,.

und denjenigen der Punkte odj,---, oc,^, für welche -jp- etwa unstetig wird, gebildeten

Reihe und beachte, daß für die diesem Punkte entsprechende Funktion W''''\z), wie aus

den durch die Gleichungen (2,,,.), (3,,,.), (4,„.) des Art. 3 fixierten Eigenschaften der zu

ihrer Bildung ausschließlich benutzten algebraisch unendlich werdenden Elementarfunk-

tionen /' ^ folgt,
in Z ^

längs «„ { Tr""(2)+ = A, W^"\z)- + (1 --.l„)tt''',

(S<'''.) längs &,, { >F"'> {zy = B, Tf^('"(^)- + (1 - B,) ftf

längs c,.{W^'^\zy^ Tr('''(^)-,

7)
1 =1,2,

ist, wobei die ^t''' Konstanten bezeichnen, und daß zudem für diese Konstanten, wie

speziell aus der Gleichung (4„,.) folgt, die Beziehung:

^"tf'' =
v=l

besteht. Man erkennt dann, Ix'i Beachtung der i'ür -T:jr gewonnenen, unter fS.) an

dritter Stelle sich findenden Gleichung, daß für die allenthalben endliche Punktion iv\z\

längs eines jeden der Schnitte c^, c.^, ••, c^, die Gleichung w\zY == u'\z\~' besteht. Daraus folgt

aber, daß die Funktion iv\z\ für alle Punkte der Fläche T" den gleichen, mit c zu be-

zeichnenden, Wert besitzt, oder, was dasselbe, daß

:J^ = v' w^''\^) + 2" w^"^H,z) + 2' w^-'\z) + c
t=l Q = l X=l

ist. Um den Wert der Konstante c zu l»estimmen, vergleiche man das unter (S.)

charakterisierte Verhalten der auf der linken Seite der eben gewonnenen Gleichung
.7/1 "tl/-

stehenden Funktion -^pr längs der Schnitte a,, h,. mit dem aus den Gleichungen (S''''.)

sich ergebenden Verhalten des auf der rechten Seite der Gleichung stehenden Ausdrucks

längs derselben Schnitte. Man erhält dann weiter die für v = l,2,-;2^ geltende Gleichung:

und endlich, indem man die aus ihr für r = l,2, •••, j; hervorgehenden Gleichungen

addiert und die schon oben aufgestellte, für rj = s^ cr = i,2, ,o, i] = a ((.=1,2, ,,) sowie
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für 7j = 3*0^ (x = i, 2, ,9), wenn dem Punkte oo^ eine Funktion W^'°'\z) entspricht, bestehende

Beziehung ^' ^t''' = beachtet, die Gleichung 0=^c und damit für c den Wert 0.

d"W
Trägt man jetzt den Wert von e in die für -^p- gewonnene Gleichung ein und ersetzt

zugleich die in ihr vorkommenden Funktionen W''''\z), Tr'''*'*(^), W''°°''\g) durch die ihnen

entsprechenden Ausdrücke, so gelangt man schließlich, wenn man noch die von W^"''''{s)

herstammenden Glieder ordnet, zu der Gleichung:

d"W{z)

dz"

(D-)

t=l (
" " x = i " + '

X=r.

\

= r { X = n.Hp— 1

+ 2\ 2
X=q I X=:p„

M(i^ — i|

welche die gewünschte Darstellung der >^'''" Derivierten der Funktion W{z) durch Ele-

mentarfunktionen enthält. Mit Hilfe dieser Gleichung (U.) sollen jetzt die ii"'" Derivierten

der Elementarfunktionen u\\z\, F \ F ""
,

/' '^'
,
1' \ P ""

, F °^' durch Elementar-
' 1 ü ~ ^ U Z III Z in Z III z

funktionen dargestellt werden.

Man setze, unter r eine Zahl aus der Reihe 1, 2, •••, p verstehend, in dem mit

W{z) bezeichneten Ausdrucke die Größen ß sämtlich der Null gleich, ebenso die Kon-

stante C, dagegen S„ = (1 — c5"^„i>)
— , " = 1,2, ,;-; dann geht W{z) in u\\z\ über, an Stelle der

Entwicklung der Funktion W{s) für das Gebiet des Punktes a^ (^' = 1,2,,;), aus der die in

der Gleichung (D.) vorkommenden (irößen r/"'' zu entnehmen sind, tritt die Entwicklung:

;. = o
"VIH =^>(^-«J'% wobei cf") = /r(^) =-h. fy^

und die Gleichung (D.) liefert, wenn man sie auf diese spezielle Funktion W{z)^ n\\

bezieht, für die n'" üerivierte der Funktion Wj\z\ die Darstellung:

(D.-)
d"w^\z\

dz"
y y.

(^n^ ")

}( (i„ — X nup — ?. X
(r=l,2,...,ri.

Man verstehe jetzt unter ij einen der drei Punkte Ci, a„, 00, — wobei a eine Zahl aus

der Reihe 1, 2, • • •, r, r eine Zahl aus der Reihe 1, 2, • • •, g bezeichnen soll — und setze

in dem mit W{z) bezeichneten Ausdrucke die Größe SJ,''^ der Eins, alle übrigen Größen 2
Ixi

sowie die Kcrastaute (! der Null gleich, dagegen (£, = ö^ä = • • • = ^^ = —-— ; dann
P
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geht W{z) in P '' über und an Stelle der Entwicklung der Funktion W{z) für das Ge-

biet des Punktes «^ (e=i.-',- ,0 tritt, den Gleichungen (3.) und (1.) des Art. 5 gemäß, die

Entwicklung:
/!=<. ±

1Vc™(^-a/% wobei cp'=-iF
/r=0

^
/. = 1,2,3,.. ^ '

wenn der Punkt a,^ von dem Punkte tj verschieden ist, dagegen die Entwicklung:

In

(^ --,,)"' '
= "

+ '2fcf%z-aJ\ wobei c^' = | (P "^ - f). ,

;! = i,2,3,-.

wenn der Punkt a sich mit dem Punkte ij deckt, w^as übrigens nur in dem Falle, wo 7/

der Punkt «„ ist, vorkommen kann. Unterscheidet man jetzt in bezug auf den Punkt 7/,

insoferne dieser entweder der Punkt «i oder der Punkt a„ oder der Punkt 00^ sein

kann, drei Fälle und bezieht die Gleichung (D.), indem man zugleich den Buchstaben «j,

der einen beliebigen von den Punkten «i,---, «,., ooj,---, 00^ verschiedenen Punkt der

Fläche T" bezeichnet, durch s ersetzt, der lleihe nach auf die speziellen Funktionen

W{z) = P ! , W{z) = P ;- , W{z) = P "; , so erhält man

für die n^" Derivierte der Funktion 7'

(D,.)

d'T

die Darstellung:

dz"
(_1)"(„_1)!P +

(n u.„— ^ \

ü ") -

(, = 1 Ä = I
nfl — X nUf-i

Mr

für die «'" Derivierte der Funktion P
u

die Darstellung:

d"P
(IJ3.)

(-r,"

dz"
n-\)\ P +

+

')tu,„— /.

(
i

1=1 i=i «£l,, X

für die «"' Derivierte der Funktion 7'

rf-"
(1 = 1 ,i = 1

n(t„ — /. n/if->.

die Darstellung:

1'
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Man verstehe jetzt unter t] wiederum einen der drei Punkte e^, a„, oo„ unter m
im ersten Falle die Zahl m,, im zweiten Falle die Zahl n,„ im dritten Falle die Zahl j)„

und setze in dem mit W(z) bezeichneten Ausdrucke die Größe ß^,^' der Eins, alle übrigen

Größen ii sowie die Größen (£,, (S,, . .

., (J^, (j der Null gleich; dann geht W{z) in F "^

über und an Stelle der ilntwicklung der Funktion W{z) für das Gebiet des Punktes

a^ (^ = 1,2, ,r) tritt, den Gleichungen (4.) und (2.) des Art. 5 gemäß, die Entwicklung:

= ^°°cr^'(^-«J% wobei c^
-i)ix\di:ii"{ s jo'

wenn der Punkt «„ von dem Punkte ij verschieden ist, dagegen die Entwicklung:

i'-%f +J>(-«,f.
wobei

^^^£.
= ;j^(^,[p|«.|-^])^,

wenn der Punkt a^, sich mit dem Punkte ?] deckt, was übrigens nur in dem Falle, wo
7} der Punkt a„ ist, vorkommen kann. Unterscheidet man jetzt in bezug auf den Punkt rj,

insoferne dieser entweder der Punkt e^ oder der Punkt a„ oder der Punkt oo^ sein kann,

drei Fälle und bezieht die Gleichung (D.), indem man zugleich den Buchstaben e^, der

einen beliebigen von den Punkten «i, ••, «,., oo,, •••, cxs,^ verschiedenen Punkt der Fläche T"

bezeichnet, durch e ersetzt, der lieihe nach auf die speziellen Funktionen W(z) = P '^\,

W{g) = P ""
, W(z) = P , so erhält man

für die ';/" Derivierte der Funktion P die Darstellung:

d"P
(D-) ^^-(-"'ho../:dz'

J y V 1

«M-y

(\<

(m— 1)! -^ .—
^.

U^^ P
«ft,

- X
\ä^"' „,;->. )r

für die «'" Derivierte der Funktion P die Darstellung:

(De-)

d" P
«(t„ — X

I

dz"

^Ufig — X

+ {m-

für die n^" Derivierte der Funktion P

rnfl,, — X

die Darstellung:

(ff=l,2,...,r)

(D.-

d"P

dz" (»»-

P-R, II.
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wenn m<ni, + l ist, dagegen die Darstellung:

d"P

^ '
'

dz" V'rl y,n~n,.
+ ;

"f^t-

('e

n)
/_''"

M(i^ i V'Sot, il;(„

(r=l,2, ,,)

wenn w« ^ wt^ + 1 ist.

Dabei soll der auf der rechten Seite der Foi'mel (D^.) an dem Summenzeichen stehende

Akzent andeuten, daß bei der Summation für den Index q der Wert a auszuschließen

ist. Was den Buchstaben m betrifft, so vertritt derselbe bei der Formel (Dg.) die Zahl m^,

bei der Formel (Dg.) die Zahl «„, endlich bei den Formeln (D,.), (D,'.) die Zahl p^, und

es kann daher, insoferne /«i, w„, ^i),, unbestimmte positive ganze Zahlen sind, in den auf-

gestellten Formeln unter m irgend eine positive ganze Zahl verstanden werden.

Nachdem so die «""' Derivierten der zur Charakteristik (^ gehörigen Elementar-

funktionen durch Elementai'funktionen dargestellt sind, läßt sich jetzt die Funktion P
indem man die im vorhergehenden Artikel unter (8.) für sie aufgestellte Gleichung:

d"'F

^
'•' m Z (»"—1)1 dt"

mit den Formeln (Da-), (D3.), (D4.) der Reihe nach verbindet, durch Elementarfunktionen mit

dem Argument»^ e darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, beachte man, daß die

Formel (D^.) für irgend zwei von den Punkten «i, • • •, a^, ooj, • • •, 00,^ verschiedene

Punkte £, z der Fläche 1" gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der Fläche T be-

trachtet getrennt liegen, daß dagegen die Formeln (D3.), (D4.) für jeden von den Punkten

cf,, • • •, «r, ocj, • •, oQ^ verschiedenen Punkt z der Fläche T' gelten. Ersetzt man darauf-

hin bei den genannten drei Formeln in neuer Bezeichnung den Buchstaben z durch den

Buchstaben e und gleichzeitig den, nur bei der Formel (Dj.) vorkommenden, Buch-

staben £ durch den Buchstaben z, weiter dann den Buchstaben n durch den Buch-

staben m und vertauscht endlich noch durchweg die Zeichen F, P, so erhält man zu-

nächst drei Gleichungen, deren linke Seiten von den Größen

:

d"'V d"'F d"'F

dt" dt" dt"

beziehungsweise gebildet werden. Führt man nun noch an Stelle dieser Größen auf

Grund der oben aufgestellten Gleichung (Sj.) die Größen:

(m-l)\P (m~i)\pr (m-iy.P
^ ''in

beziehungsweise ein, so erhält man schließlich die drei Gleichungen:
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(-1)^ P + (m—

(m-

"f-i —n^— r*

i = m,,„-l[-—- »()

^ '"

2 -i

^ p = l ,i = l
TOft„ 'i/(f-

(Eoc.) (m
' = 1 /i = l

mfi„ ;i

")

'«^^ m/'o-

(0=1,

(t=l,

von denen die erste für irgend zwei von den Punkten «i, • • •, a^, ooj, • • -, oo,^ verschiedene

Punkte s, z der Fläche T' gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der Fläche T be-

trachtet getrennt liegen, die zweite und dritte dagegen für jeden von den Punkten

«1, • • •, «,., ooi, , oo^ verschiedenen Punkt e der Fläche T' gilt. Der auf der rechten

Seite der Formel (E„.) an dem Summenzeichen stehende Akzent soll andeuten, daß bei

der Summation für den Index q der, Wert a auszuschließen ist.

, rJetzt ist man auch imstande, das Verhalten der Funktionen F
m

als Funktionen des Parameters e vollständig zu charakterisieren. Zunächst zeigt die

Gleichung (8^.), daß diese Funktionen, als Funktionen des Parameters e betrachtet, zur

Charakteristik f ^j gehörige Funktionen W{s) sind, die nur algebraisch unendlich werden,

und bei denen überdies die Konstanten 2t, 33, 6^ sämtlich den Wert Null besitzen. Als

Funktionen W(e) müssen sie sich aber nach Früherem durch zur Charakteristik (^ ge-

hörige Elementarfunktionen mit dem Argumente s darstellen lassen, und diese Dar-

stellungen werden eben durch die Gleichungen (E,.), (E„.), (E^.) beziehungsweise geliefert.

Aus der Gleichung (E,.) erkennt man dann weiter, daß die Funktion P "^

als Funktion

von s unendlich wird wie
^ _ .„. , wenn der in der Fläche T bewegliche Punkt e sich

dem festen Punkte 2 unbegrenzt nähert, und daß diese Funktion im übrigen nur dann

noch unendlich werden kann, und bei nicht spezieller Lage des Punktes z auch stets

unendlich wird, wenn der Punkt e sich einem der Punkte «i, • • •, a, unbegrenzt nähert.

Was dagegen die Funktionen P ^
, P * betrifft, so können dieselben, wie die Glei-

chungen (E„.), (E^.) zeigen, nur dann unendlich werden, wenn der Punkt s sich einem der

Punkte «!,•••, «^ unbegrenzt nähert. Beachtet man nun noch, daß die drei in Rede
6*
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stehenden Funktionen sich auf Grund der Gleichung (81.) von den nach e genommenen

m"" Derivierten der drei Funktionen P ,P ,1! beziehungsweise nur um einen

Zahlenfaktor unterscheiden, und daß eine jede dieser drei Derivierten gegen Null kon-

vergiert, vv^enn der Punkt e dem Punkte 00^ (/ = i,2,. ..^ unbegrenzt zustrebt, so erkennt man

endlich noch, daß die Funktionen P , P li'

der Punkt e irgend einem der Punkte ooj , • • •, 00^

stets gegen Null konvergieren, wenn

unbegrenzt zustrebt. Das eigentüm-

liche Verhalten der Funktion P beim Anrücken des Punktes s gegen einen Punkt a

oder einen Punkt 00 steht im Einklänge mit der aus den Gleichungen (8.) sich er-

gebenden Tatsache, daß die Elementarfunktion P nicht in die Elementarfunktionen

/' übergeht, wenn man den Punkt s dem Punkte a beziehungsweise dem

Punkte oü unbegrenzt zustreben läßt.

7.

Man lasse jetzt in dem zu Anfang des vorhergehenden Artikels aufgestellten

Ausdrucke an Stelle einer jeden der t -\- r -\- q Konstanten £„ und ^^^ P Konstanten ©
die Null treten. Der dadurch entstehende Ausdruck:

r = l ^ '

('=1 ^ '

+ •

+ 21:;' I' ':

)

r 7/(, Z /

+ 2yph)

bei dem »i. , )ii,, II,, , n,., j),, , 2lj unbestimmte positive ganze Zahlen ])ezeichnen,

und die Konstanten 2, C keinen Bedingungen unterworfen sind, stellt dann die all-

gemeinste zur Charakteristik r ) gehörige Funktion W dar, welche in je zwei zu einem

der Schnitte c, l gehörigen entsprechenden Punkten cP*, cP^ denselben Wert besitzt.

Infolgedessen ist die Funktion W(z) schon in der aus T" durch Aufhebung der

Schnitte l laitstehenden Fläche T' einwertig, imd es darf daher für die Untersuchung

dieser Funktion die Fläche T' zu Grunde gelegt werden. Noch möge für das Folgende

vorausgesetzt werden, daß für q ==1, 2, , r n^> /u,, ist; dadurch wird die Allgemein-

heit der Untersuchung nicht beschränkt, da man von dem Falle, wo n^,> fi^,, also etwa

n^ = n^, + (j ist, zu dem Falle, wo n^, ^ /x , also etwa n^ = fi,, + 1 — h ist, auch dadurch
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übergehen kann, daß man den Konstanten SJ,"''!;.^, ßlf'l^.i, • •, S'^'^s-a (len Wert Null

erteilt.

Die definierte Funktion W(2) läßt sich nun auch durch die Derivierte einer zu

der Charakteristik (jA gehörigen Funktion W und p ausgezeichnete Funktionen W{z)

der hier betrachteten Art linear darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, setze

man zunächst voraus, daß keiner der Punkte e^, • • •, e, der Begrenzung von T' an-

gehöre, und verstehe unter a einen im Innern von T' gelegenen, von den Punkten e, a, oo

verschiedenen Punkt, bilde alsdann das Produkt:

<p{.)^w(z)f\';\

der Funktion W(s) und der zur Charakteristik (s) gehörigen, ebenfalls in T' einwertigen

Elementarfunktion Frl und bestimme den Wert ,/ des in positiver Richtung über die

von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c gebildete Begrenzung 9i der Fläche T' zu

erstreckenden Integrals C4>[z)dz, indem man in derselben Weise vorgeht, wie es im

ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu ähnlichem Zwecke geschehen ist.

Man erhält dann für J zunächst die Gleichung:

+ _ +

und schließhch, indem man beachtet, daß für v = \,2, , p, nachdem man noch zur

Abkürzung

t: = l 1 = 1
^

Q = l). = i
^ x=l A = l

^

gesetzt hat,

längs a,.
{
W{zy = Ay W{z)- + (1 - Ä) ^„ , P

längs b,.
{

w{zy = B, w{zy + (1 - B,) %. , r

längs c,,{TV»+= W{zy,

a

z
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ist, die Gleichung:

dz.

Das Integral J ist aber auch gleich der Summe der auf die Punkte rj = s^, • , Si]

+

«,,-••,«,.; ooj, ••, oc,/, a sich beziehenden Integrale (<P(z)dz und kann daher auch

auf Grund der Gleichung:

'=*(/,) ^'='(^.) ''='^ i

ausgewertet werden. Zu dem Ende hat man das Folgende zu beachten.

1.) Ist E einer der Punkte s^, e^, -, s„ so gelten für das Gebiet dieses Punktes s

die Entwicklungen (vergl. Art, 6 u. Art. f)):

W{z)
-1=1 ,i =

dl

da ^ .^ l

-i'=~ j aV

-l'=l
dtt

<•',

wobei z^=z~E ist, und es tritt daher in der durch Multiplikation dieser Entwicklungen

sich ergebenden p]ntwicklung der Funktion *(^) für das Gebiet des Punktes e die

Potenz z~'^ mit dem Koeffizienten:

dV X — m—\ dP

/i = l

auf. Dieses Glied ist wegen dz = dz, das einzige, welches bei der Auswertung des auf

den Punkt e sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhält dem-

entsprechend :

dP
J

( dP
<P{z)dz = 2ni |S1"-^

1=771-1

^ X ^' + ^ da I

•

2.) Ist a einer der Punkte «i, «2, • • •, a,., so gelten für das Gebiet dieses Punktes a

die Entwicklungen (vergl. Art. (i u. Art. ö):

dP

). = ! « X =
da

^'=<»
, dP

+ y — —^
^äi

wobei ^;„=(2— a)" ist, und es tritt daher in der durch Multiplikation dieser Entwick-
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lungen sich ergebenden Entwicklung der Funktion *(«) für das Gebiet des Punktes a

die Potenz z'^ mit dem Koeffizienten:

dP X= n —
f.1 dP

•^f da ^ f^^ i.
'^^ + '' da

auf. Dieses Glied ist wegen dz ^ /iz'^'^dz^, das einzige, welches bei der Auswertung

des auf den Punkt a sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhält

dementsprechend

:

f4^{z)(h = 2ni\fi2':^-
dP

(a)

.1 = 71-/, „ dP „
,

^ X '^' + f da •

x = l

3.) Ist oc einer der Punkte oo,, oo.j, • • •, oo^, so gelten für das Gebiet dieses

Punktes oo die Entwicklungen (vergl. Art. G u. Art. 5):

W{z) ^ :^ ^-^ +2 e'r^ zi, F a

z
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den Punkt a sich beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhält dem-

entsprechend :

r<b{z)(lz = 2niW{a).

Unter Benutzung der vier im vorstellenden gewonnenen Resultate erhält man jetzt aus

der oben für ,7 aufgestellten neuen Gleichung die Gleichung:

k =mr~\

da

dPli = r I dl'
''

^ = nf-/'p „ dF '-' \

" = <! d V

x = i \

la ^ 1 V-i
rfp

->r\:-\\
da

* = 'x + Px ,

^ = 'x + l

+ 27riTr(rt).

Setzt man nun die beiden für J erhaltenen Ausdrücke einander gleich, läßt bei

der entstehenden Gleichung in neuer Bezeichnung zunächst an Stelle des Buchstabens z

den Buchstaben 'C, hierauf an Stelle des Buchstabens a den Buchstaben z treten und

löst alsdann die Gleichung nach W{z) auf, so erhält man für die Funktion W{z) die

für jeden von den Punkten e, a, oo verschiedenen inneren Punkt z der Fläche 2" geltende

Darstellung:

r = t
f

dP l' ^ = «.,-1 , dl'

dz
-i = l

dP

/. = 1

rfP

dz

'= = 9 I dP

x = l

;[ = /

dz
!iL c(««)

.

''?

d^

-' = '.+Px
,

d P

i = I, +

1

Die hierbei auftretenden Konstanten 4""\ 4°°'^ • • •» c<"'' sind, wie aus 3.) erhellt, die Koeffi-

zienten, welche in der Entwicklung der Funktion W{z) für das Gebiet des Punktes 00^

den Potenzen z^^, zi^, , z'^^ beziehungsweise zukommen. Nach der zu Anfang der
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Untersuchung gemachten, auf den Übergang von dem der Ableitung der Formel

zu Grunde gelegten Falle n,y> /u.^, (e = i, 2, ,») zu dem Falle n^,^/u,^, sich beziehenden Be-

merkung sind bei dem zu einem bestimmten Index q gehörigen Gliede der auf der

rechten Seite der vorstehenden Gleichung in der zweiten Zeile stehenden Summe, wenn

n^ = ju,^, ist, alle Terme bis auf den ersten, wenn dagegen n^, < fi^ ist, alle Terme über-

haupt zu unterdrücken, sodaß also für n^, < /u,,, das ganze Glied in Wegfall kommt.

Die auf der rechten Seite der für W{z) gewonnenen Gleichung vorkommenden,

über die beiden Seiten der Schnitte a,,, h, zu erstreckenden Integrale sollen jetzt unter

der, für die Herleitung dieser Gleichung gemachten, Voraussetzung, daß die Punkte

£1, • • •, St sowie der zu Anfang mit a bezeichnete Punkt z im Innern der Fläche 1"

liegen, naher untersucht werden. Eine für diese Untersuchung nötige Hilfsformel möge

zunächst abgeleitet werden.

Man beziehe die für jeden Punkt z der Flüche 1" geltende Formel (E,.) des

vorhergehenden Artikels auf einen Begrenzungspunkt z = ^, multipliziere alsdann linke

und rechte Seite mit dl^ und integriere in positiver Richtung über die beiden Seiten

der Schnitte «,, h,,, indem man beachtet, daß für vi = 1, 2, 3, • • •

tion P

ist, und daß sich als Wert des hier rechts stehenden Integrals für m = 1 die der Funk-

längs c, zukommende Konstante (£,,
= —, für m = 2, 3, • • • die der Funktion

längs c,, zukommende Konstante S, = ergibt, daß also der Wert des links

stehenden Integrals für «* = 1, 2, 3, • • • durch — S.„,^-^ dargestellt werden kann, wenn

man unter cJ^, eine Größe versteht, die für w == 1 den Wert 1, für w = 2, 3, • • • den

Wert besitzt. Man erhält dann die erwähnte, für jeden von den Punkten a, 00

verschiedenen inneren Punkt e der Fläche T' geltende Hilfsformel:

Was nun das an erster Stelle zu untersuchende, nur von den Punkten Ci, • •, e,

+

abhängige, Integral fW(L)di^ (. = 1,2, .^ betrifft, so ei-hält man für dasselbe, wenn man

die darin vorkommende Größe W{^) auf Grund der zu Anfang dieses Artikels auf-

P-K, u. 6
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gestellten, die Funktion W{z) für jeden Punkt z der Fläche 1" definierenden Gleichung

durch den ihr entsprechenden Ausdruck ersetzt, zunächst die Gleichung:

clC

und schließhch, wenn man das auf der rechten Seite an erster Stelle stehende Integral

auf Grund der Hilfsformel (H.) durch Elementarfunktionen mit dem Argumente e^ dar-

stellt, die Gleichung:

(2-)

wobei zur Abkürzung

(.3.)

t=t m = m, ,j
= r >.= mt,f-\ (, I »'1. ..

7^1 ,^1 ^1 / = 1
('« — !)! TOft,— ;. \J m,,f->.

^/: I

+

+ +

i^ vii(.)+ V js- s<;:<) /vf.^' d^+2' V £(:«) /i^h^ ,/^

l"t'»i\ [a*,6±]

gesetzt ist.

Das an zweiter Stelle zu untersuchende, nur von dem Punkte z abhängige,

+

Integral / i'I rf^ (»=1,2, ,;-) läßt sich durch Elementarfunktionen mit dem Argumente ^

darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, lasse man in der Ililfsformel (H.) an

Stelle des Punktes e den Punkt z, an Stelle des Buchstaben v den Buchstaben o treten,

setze alsdann m = 1 und vertausche endlich durchweg die Zeichen ]\ P. Man gewinnt

auf diese Weise die Gleichung:

(!'•)

wobei zur Abkürzung

:rU i'pV d'C = W^"Hz),

(2'-:

(< = r X=ftf — 1

W^''\z) = -L + _L. V 2 -( P \s dl;) I>

H'K]

gesetzt ist. Die durch die letzte Gleichung für jeden Punkte der Fläche T definierte

Funktion W^"\z) ist eine zur Charakteristik {^ gehörige Funktion W{z) von der in

diesem Artikel betrachteten Art, die nur für die Punkte a^,-,a^ unstetig und zwar
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algebraisch vmendlich wird, und deren Werte in je zwei zu einem der Schnitte a,h, c

gehörigen entsprechenden Punkten cP^ , cP~ in der Weise verknüpft sind, daß

längs «„{ W^"\zy = Ä,W^"\z)- + (1-yl,.) tt"\

(3'.) längs h,{ W^"\zY = B,W^"\z)- + (1-i?,,)^''", ,. = i,v ,.,

längs c,\W^"\zY= W^"\z)-,

ist, wobei zur Abkürzung

i+^/ II ä^r„.^Jii|^^"

gesetzt ist. Das in der letzten Zeile stehende Integral kann ausgewertet werden,

indem man die zwischen den geschweiften Klammern stehende Größe auf Grund der

Formel

:

nwv\^ ^ _ i. "x" y ~ ©("<•) p

dw,,
durch die Größe — 2 .''/' ersetzt und alsdann die Integration ausführt; man erhält so

für das Integral den Wert ~2(l — d\.„2]')— und erkennt nun schließlich, daß

(4'.) ti"' = S^a

ist, daß also ^["^ nur dann einen von Null verschiedenen Wert und zwar den Wert 1

besitzt, wenn y = a ist. Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung des Integrals

benutzte Formel geht aus der Formel (D^.) des Art. 6 hervor, indem man bei dieser

an Stelle der Zeichen ic, ^, P die Zeichen w, ^, P treten läßt, alsdann w = l, r = r,

z ^L, setzt und endlich noch an Stelle des Summationsbuchstabens A einen neuen Sum-

mationsbuchstaben X vemiittels der Gleichung A = /i„ — X einführt.

Mit Hilfe der Gleichungen (2.) und (!'.) kann man jetzt der vorher für W(z)

gewonnenen Gleichung die Gestalt:

(D-) W{z)^^^ + 'M^,.W^'\z)

geben, wobei W*{z) durch die Gleichung:
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}.=mj-—l

x = l [
"

/ = 1
^1

' = ',+ 1
*

' = '«+Px

TT J -^"^ »^ «^.2

2, ,p) durch— bei der A^'" '"'' die unter (o.) definierte (jiröße bezeichnet - IF'''(5') (•

die Gleichung:

[<.''v]

endlich ft\, (> = i,2, ,y) durch die schon früher uufgestcllte Gleichung:

bestimmt ist. Ti'otzdeni die Gleichung (ü.), zur Vereinfachung der Untersuchung, nur

für den Fall abgeleitet worden ist, daß die Punkte £i,
• • , e, sowie der Punkt z im

Innern der Flache T' liegen, gilt sie auch noch, wenn die genannten Punkte teilweise

oder sämtlich der Begrenzung von T' angehören. Unter der, die Allgemeinheit der

Untersuchung nur scheinbar beschränkenden, Voraussetzung, daß die unbestimmten Kon-

stanten S*''' (r = i,2, ,0 durch eine Lagenänderung der Punkte s^, s^, • •, e, nicht beein-

flußt werden, ändert sich nämlich der Wert des Ausdruckes:

1=1

bei ileni W(z) die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte lineare Verbindung von

Elementarfunktionen vertritt, als Funktion der t + \ in 2" frei l)eweglichen Punkte

£,, • • •, E„ z betrachtet, stetig, wenn einer dieser Punkte durch stetige Bewegung in einen

Punkt der Begrenzung von T' übergeht, und es kann daher der in Eede stehende

Ausdruck, da er der Gleichung (ü.) gemäß immer den Wert Null besitzt, wenn die

genannten Punkte im Innern der Fläche T liegen, nicht einen von Null verschiedenen

Wert haben, wenn diese Punkte teilweise oder sämtlich der Begrenzung von T an-

gehören.
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Aus der so für jede Lage der Punkte Si,--;Si,z als richtig bewiesenen Glei-

chung (D.) erkennt man nun schließlich, daß die allgemeinste zur Charakteristik (t)

gehörige Funktion W(s), welche in je zwei zu einem der Schnitte c, l gehörigen ent-

sprechenden Punkten c/'+, cP" denselben Wert besitzt, sich, entsprechend der zu Anfang

des Artikels aufgestellten Behauptung, durch die Derivierte einer zu derselben Cha-

rakteristik gehörigen Funktion TF, eben der Funktion W*{z), und die p ausgezeichneten,

mit der Funktion W{s) gleichartigen Funktionen W^^\z), -, W'-''-(z) linear darstellen läßt.

Dabei ist noch besonders hervorzuheben, daß diese 2^ ausgezeichneten Funktionen

W^''\z), • • •, W'-^\z) durchaus selbständige, von der darzustellenden Funktion W(z) unab-

hängige Gelnlde sind, während andererseits die Funktion TF*(^') in engster Beziehung

zu der Funktion W(s) steht.

Läßt man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion W(z)

definierenden Gleichung und dementsprechend auch in der Gleichung (D.) die Größen £
sämtlich mit der Null zusammenfallen und setzt zudem noch C = 1 , so wird W{z) = 1

und zugleich reduziert sich die Gleichung (D.) auf die Gleichung:

dz |— ,«
+ ^w^'Hz

Zum Schlüsse dieses Artikels sollen jetzt noch kurz diejenigen speziellen zur

Charakteristik Lj gehörigen Funktionen W betrachtet werden, deren Werte in je zwei

entsprechenden Punkten cP^ , cP~ der Begrenzung von T" in der Weise verknüpft

sind, daß

längs a,[W+ = ÄJV-,

li^ngsb,[W' = BJV-, v=i,.,...,„

längs c„ { Tr+ = W-,

längs ?„{Tr+= W-, "-1,2, ,.,

ist. Eine jede solche Funktion W möge eine zur Charakteristik
(^j

gehörige i<-Funktion

genannt und mit F[z) l^ezeichnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtheit

der zur Charakteristik (' ]
gehörigen i'-Funktionen identisch mit der Gesamtheit der-

jenigen Funktionen W(z) von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art, bei denen

die das Verhalten an den Schnitten «, b bestimmenden Konstanten Ä^, ^2, • • , Stp sämt-

lich den Wert Null besitzen.
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Die Derivierte -^ einer jeden zur Charakteristik (j^ gehörigen Funktion W ist,

wie aus den zu Anfang des Art. 6 angestellten Untersuchungen hervorgeht, eine zu

derselben Charakteristik gehörige i'-Funktion. Daß aber auch umgekehrt eine jede

zur Charakteristik (jj gehörige i'^-Funktion sich mit der Derivierten einer zu derselben

Charakteristik gehörigen Funktion W deckt, erkennt man, wenn man beachtet, daß die

vorher gewonnene Gleichung (D.) sich für eine Funktion W{z) = F(z) auf die Gleichung

(D'.) F(z) ^ '-^

reduziert. Die Gesamtheit der zur Charakteristik ('jj gehörigen /'-Funktionen ist also

auch identisch mit der Gesamtheit der Derivierten —— der zu derselben Charakteristik
dz

gehörigen Funktionen W.

Aus dem soeben gewonnenen Resultate folgt nun schließlich noch, daß das mit

einer Funktion F(z) gebildete, von einem Punkte Zq bis zu einem Punkte z über eine

2

ganz im Innern der Fläche T" verlaufende Kurve erstreckte Integral CF{s)dz eine zur

Charakteristik (^j gehörige Funktion W ist, und daß diese Funktion W, nachdem man

F{z) durch Elementarfunktionen ausgedrückt und zu dem so erhaltenen Ausdrucke W{z)

von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art den ihm entsprechenden Ausdruck W*{z)

gebildet hat, durch die Gleichung

:

(D".) CF{z)dz = W*{z) - Tr*(^o)

geliefert wird.

Auf die Theorie der zur Charakteristik (,,) gehörigen i'-Funktionen soll aus-

führlicher erst im sechsten Abschnitt eingegangen werden.

'"r VI,

8.

Der zu Anfang des Art. 6 aufgestellte Ausdruck:

w{z) = 5' (e^' 1'
'; + 2'i

'' /'

^r', \ 2 '
1

)



Die zu einer gewöhnlichen Charakteristik gehörigen Punktionen. 47

bei dem m^, , m,, n^, • -, n,, Pi, , p,^ unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch-

staben 2, S, ü unbestimmte, nur der Bedingung:

f s„ + 2ni fäso'* +!5'2r'* +ä^t''] -
= 1 \r=l () = 1 r.= \ Ir=l \r=l () = 1 r.= \

unterworfene Konstanten bezeichnen, stellt die allgemeinste zur Charakteristik \.j\ ge-

hörige Funktion W dar. Auf Grund des im vorhergehenden Artikel gewonnenen

Resultats ist man jetzt imstande, das mit dieser Funktion Wiz) gebildete, von einem

Punkte ^0 bis zu einem Punkte z über eine ganz im Innern der Fläche T" verlaufende
z

W{z)dz durch das Produkt z W{z) und Elementarfunktionen

*o

linear darzustellen. Man braucht dazu nur auf das Integral das Verfahren der teil-

weisen Integration anzuwenden und in der so sich ergebenden Gleichung:

z z

fw{z)dz = zW{z) - zJV{z,) -Cz^^ch

das rechtsstehende, auf die zur Charakteristik (^ gehörige I'-Funktion z ^^f sich

beziehende Integral mit Hilfe der Formel (D".) des vorhergehenden Artikels durch

Elementarfunktionen auszudrücken.

Nach den zu Anfang des Art. G angestellten Untersuchungen besteht

1.) für das Gebiet des Punktes e^ (' = 1,-', ,0 die Gleichung:

dz z-t, —
'^

(2-f,)^+i f^^ ' y "

und damit auch, da ^^Igfl = £^^^ + (^-e,)^^ ist, die Gleichung:

wobei

S'W = _ e^gK) - £('.), SU}'-' = - {X-\)eM'\ - AS^', ;. = .,3,. ...«, + .,

ist, wenn man noch unter Si';'+i ^^^ ^^iW versteht;

2.) für das Gebiet des Punktes a^, (c.
= i,2,. ,,) die Gleichung:

dW{z) ij<;'f' 1
''x"'"

iSff'

dz
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und dun.it auch, da /-^ ^ a/-^ + {^-a/-^ ist, die Gleichung:

/ = «p + ftp X = oo i_

dz
{z— a^"i

wobei

ist, wenn man noch jede Größe 2™, deren Index % nicht der Keihe 0, 1, 2, • • •, «^, an-

gehört, als mit der Null identisch ansieht;

3.) für das Gebiet des Punktes cx), fx = i,'-', ,,) die Gleichung:

dz i.,z 1^ ,•—

^

und damit auch die Gleichung:

d W{z)

i^i

>-=Px

",1 = 1 -',+'

/ A =0

; = i i = , '«

wobei

ist;

t,c;<-«' = 2<r«\ t. c',(-'' = - A c^«',

i = l,S, ,Px

; = i, 2,3, •

4.) für das Gelnet des von den Punkten c, a, c« verschiedenen Punktes z^a die

Gleichung:

^^ = c<"' + 24"* {z-a) + 34"* (0-a)^+ • •.

und damit auch, da ,^ = «i^ + (.-«)^ ist, die Gleichung:

wobei c>* = (A+ l)«4+, + A4"\ ' = 0,1,2,..., ist.

Aus dem so ermittelten Verhalten der zur Charakteristik
(^J)

gehörigen i'- Funktion

^füHfl ergibt sich nun zunächst, daß

dW{z)
j—r^dz

2' («'/''' 7'
2

+ •• + ^,«,+1 '

I

+ c,
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ist, und weiter dann, da der jetzt für ^^^^^ gewonnene Ausdruck von derselben Art

ist, wie der den Untersuchungen des vorhergehenden Artikels zu Grunde gelegte Aus-

druck, daß diese J*^-Funktion sich der Gleichung (D'.) des genannten Artikels gemäß in die

Form —jj^ bringen lilßt, wobei dann W*(z) durch die Gleichung:

T = ( X —m^

^ I ,^1 ^ "-' 1 ^ ' ,=::-+i ^ •'
-i

i^
V^(.,;,.),,^|,|

bestimmt ist. Die hier auftretende Konstante A',,'*'" '"' wird der Formel (3.) des Art. 7

gemäß durch die Gleichung:

rmu,, — l

xy-- '"^ = 2 2 2 2 7^,^^^ -( 1' yd^)F
L V ' 1* J

+ +

[<.'."] [<.*.*]

geliefert, während die Konstanten £', c aus den oben unter 1.), 2.), 3.) aufgestellten

Gleichungen:

„ O'Cp) — __ „ QC'f) _ ,, QCf)

,-.'(«x) _ 0(~:
t„^' OK)

».£?°°''

^.cl<-'

-(A-l) £, 2i^i\ -A2H i=2,.-i,..,,„,+i

- (A- /i^,) a^, Si"l'^,^ — A Sf'*, ^. = 1, 2, • •,/', - 1, /-f
+ 1,- •, 7,p

+

,,,

A2^', ;. = i,2,...,p.

sich ergeben, wenn man dabei die Größe SJ,';'+i und jede Größe S^"""', deren Index
x.

nicht der Keihe 0, 1, 2, •••, «^, angehört, als mit der Null identisch ansieht.

Nachdem so die der Funktion z '

^
entsprechende, mit ihr durch die Gleichung

^~jf- = —-jj-^ verknüpfte Funktion W*(/) durch Elenientarfunktionen dargestellt ist,

gehe man auf die zu Anfang des Artikels aufgestellte Gleichung:
P-B, II 7
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Jwiz) dz = z W{z) - z, W{z,) -Jz'^^dz

zurück, ersetze in dem auf ihrer rechten Seite stehenden Integrale die Funktion z—^
durch

'' "-^^

und führe die vorgeschriebene Integration aus. Man erhält dann schließ-

lieh die Gleichung:

fw{z)dz = zW{z) - ZoW{z,) - W*(z) + W*{zo)

und damit auch, wenn man noch an Stelle der Funktion TT^*(^) den ihr entsprechenden,

vorher aufgestellten Ausdruck einführt, die gewünschte Darstellung des Integrals

CW{z)dz durch das Produkt zW{z) und Eleraentarfunktionen.
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Untersuchung der zu einer gemischten Charal^teristik (g) gehörigen Funktionen.

1.

Es bezeichne (// ...j/j irgend eine gemischte, also aus eigentliclien und un-

eigentlichen Faktoi'enpaaren zusammengesetzte, Charakteristik. Die eigentlichen Faktoren-

paare seien ^^, B,^; • •; A^^^, B,,^, die uneigentlichen Ä^^^^, B,^^^; • • •; A^_^, B^;, dabei

bedeutet p eine Zahl aus der Keihe 1, 2, • • •, p — 1, Aj, h, • •, A^ eine den Bedingungen

Ai < A2 < • • < Ap, Ap^.1 < Ap_,_2 < • • • < A^, genügende Permutation der Zahlen 1, 2, , p.

Für die folgenden Untersuchungen möge nun, ausschließlich der einfacheren Schreibweise

wegen, der spezielle Fall, wo Aj = 1, A^ = 2, • , A^ =j; ist, zu Grunde gelegt werden;

es empfiehlt sich dieses um so mehr, als man, wie am Schlüsse dieses Abschnittes

ausgeführt w^erden soll, von den für diesen speziellen Fall erhaltenen Resultaten ohne

Mühe zu den dem allgemeinen Falle entsprechenden übergehen kann.

Der eben gemachten Festsetzung gemäß soll also in diesem Abschnitte unter (^

ji' ...
B*

1- 1)' bei der Jj, i?i; •••; A^, B^ irgend welche eigentliche

Faktorenpaare sind, unter (^) die zu ihr reziproke Charakteristik [b^ . . . jf i. . .1) ver-

standen werden. Der im ersten Teile gewonnene Fundamentalsatz liefert dann die

sämtlichen zu den Charakteristiken (jA, (^ beziehungsweise gehörigen Funktionen W, W,

wenn man — unter Beibehaltung der im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Ab-

schnittes, angewandten Bezeichnungsweise für die zu zwei allgemeinen Funktionen W,
W gehörigen Konstanten — das eine Mal an Stelle des Systems der s + m^ + • • • + m,

Konstanten 2, der p Konstanten ©,, • •, ß^ und der j; — )) Konstanten Slp + i,
• , 2t^,

das andere Mal an Stelle des Systems der s + m^ H + /«, Konstanten £ , der ^ Kon-

stanten 6^1, • • •, 6!p und der i>
— p Konstanten 51^ + 1, • • •, Slj, ein jedes die Gleichungen

y^ ^,.+ 2ni 2^ Q^, = 0, ^^(S,_,-f27ii^ £0= nicht verletzende System von s + m^^ [-m,+p
•" = 1 = 1 V = l = 1

7*
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Werten treten läßt und zu jeder so erhaltenen Funktion noch eine willkürliche Konstante

addiert. Die Konstanten ßp + i,
••, ß^,, ^p+j_, • •

, ßp fallen hier, da für jedes v aus der

Keihe p + 1, • • •, j> sowohl Ä,, B, wie Ä,, B, ein uneigentliches Faktorenpaar ist, sämt-

lich mit der Null zusammen.

üie nächste Aufgabe besteht nun darin, aus den zu den Charakteristiken
(^j^, (^^

beziehungsweise gehörigen Funktionen gewisse einfachste Funktionen, aus denen die

allgemeinsten Funktionen W, W sich linear zusammensetzen lassen, und die daher als

Elementarfunktionen anzusehen sind, herauszugreifen und die zwischen ihnen be-

stehenden Beziehungen mit Hilfe der in Art. 2 des ersten Abschnittes aufgestellten

Fundamentalformel (F.) zu ermitteln. Da im vorliegenden Falle Aj = 1, -, }y = l^,

;i^^^ = p -I- 1, ..
., A^ =^; ist, so tritt, wenn man noch die Größen 21,., S3v, 2t,., 33„ für

?/ = 1, 2, • • •, p in die durch die Gleichmigen:

2t,. = ö;,,©., + (i-^,)^\, 21. = äX + (1 -Ä.)i..,

% = m,. e., + (1 - B,) t„, s,. = c%. e., + (1 - 5.)i,.

bestimmte Form bringt — wobei zur Al)kürzung

I>. -2-A,^ B„ D.-i-Ä.- B,

gesetzt ist — an Stelle der allgemeinen Fundamentalformel (F.) hier die Formel:

/
wd w = ^2{^rK - e,ii\, - 1 e,.e,.) + 5''e,.(e, + ©,+••• + e.,)

> =

1

* =

1

v = p —

(F..)

+2 (2t.S3„-a2t,)

11 = 1 (j = 1

-27r^^(2„c„o-2„c„o)-27T^^ 2 ^(2.,,c„^- S.„c„,,) = 0.

a = l (7 = 1/1 = 1

2.

Der Fundamentalsatz liefert nun zu den Charakteristiken ij^, (^j, wenn man

zunächst die Konstanten £, 2 sämtlich mit der Null zusammenfallen läßt und dann an
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Stelle des Systems der 2p Konstanten e,,---,®^, 2tp + i,
• • •, 3t,; ^„•,^„ St^ + ,,-••, 2t,

irgend welche die Gleichungen:

J^^ e,. =

nicht verletzende Systeme von 2p Werten setzt, Funktionen W, W, welche für keinen

Punkt der Fläche T" unstetig werden. Solche Funktionen mögen allenthalben endliche

Funktionen genannt und im folgenden durch w\z\, w\z\ oder durch iv'-, w oder noch

einfacher durch w, w bezeichnet werden, (jlewisse dieser Funktionen w, w sollen jetzt

als Elementarfunktionen aufgestellt und allenthalben endliche Eleraentarfunktionen
genannt werden.

Man bezeichne zunächst, unter q eine Zahl aus der Reihe l,2,--,p, unter

fy^„. ('=1,2, •,,,) eine Größe, die für r = Q den Wert 1, für v + q den Wert besitzt,

verstehend, mit »',,|^|, w,,\s\ zwei spezielle allenthalben endliche, je eine willkürliche,

später zu bestimmende, additive Konstante c,„ beziehungsweise c^„ enthaltende Funktionen,

bei denen die Konstanten ©,,, ^,, ' = 1,2, .p, und %., %, v=v-\-i,-;p, die speziellen mit

^^,vf ^(,v, ' = 1.2. .p, und 2t^j„, 2t^,„ • = ? + ', ,p, beziehungsweise zu bezeichnenden, durch

die Gleichungen:

7'

1=1)

%r = ^e,ni, v = p + i,...,p,

bestimmten Werte besitzen, bemerke dazu, daß ^' (J'^^' für (?
= 1, 2, • •

-, ^ den Wert 1,
r' — 1

für ^ = p + 1, . .

., j; den Wert hat, und bezeichne dann weiter bei diesen Funktionen

die an Stelle der Größen St,,, S5„, ^,, %,., 33,, t,,, r=i,2,..,tj, stehenden Größen mit

Stj„ 33p.., ft'g,,, Stp,,, 33g,,, ß^,,,, r = i,2, ,»,, die an Stelle der Größen 33,,, 33,,, > = p + i, ,/>,

stehenden Größen mit ß'^,,, Ä^,,, r = v + i,-;p, sodaß also für q = 1, 2, , p:

längsa,,
{
iv^\z\+=A,tv^\z\- +21^,,,

längs 6„
{
iv^\z\+=B,.w^\2\- +33„,,,

längs c.,{Rg^|+= iv,}z\-+ (^'2^vr'~^vrp)j' ^vW

^ Mängsa,.{Wp|^;|+= w^\z\- + ^^,,ni,

längs6,{«<;^,|^|+= wj2|-+t,„,

längs c,{wJ^|+= iv,\z\-,

längs Z„{M;g|2|+

Wj,|^^|*= ^,,w„

«'',1^1

^,.\s\

%w-

=B,w,

w,\^\

^crl '^^v

w,

r'=p

^^üv-S^v^H,

z\ +d^,ni.

i=t)+i,
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ist und die Größen 2tp,, 93^^ %^,,, ^p,; ' = 1.2. ,f, mit den Größen ^^^, S^^, » = 1,2, ,p, durch

die Gleichungen:

2(„.=<3..(SX,-(y,.4))^' + (l-A.)t,.„ 2l,,=6?.f2''X.-^,.p)v + (l-A)ftV.,

(2.)

33,.=o/3.,( ^:^,.-cr,.^ 7 + (1-5.)^,.
1=1

a.,^a( 2a.-(^,..p 1 ^ + (1-^.)%..,
i'=i

verknüpft sind. Die Größen ^p,,, Sl^,,, . = 1,2, ,p, hängen von den in w^, w^ beziehungs-

weise enthaltenen willkürlichen additiven Konstanten c^, c^ ab, und zwar in der Weise,

daß beim Übergang von c^ in c^ + k^, die Größe S)^,, in ^^^ + k^„ beim Übergang von c^

in c + Äp die Größe Sl\,,, in Si„,. + ^„ übergeht. Infolgedessen kann man die Werte der

in w , w beziehungsweise enthaltenen, bis jetzt noch willkürlichen additiven Kon-

stanten Cp, c^ immer und nur auf eine Weise so wählen, daß für ^ = 1, 2, ••,p:

(3.)

r'=p v = p

^^^.• = (?-^^)^^i^V

ist, und es sind dann zugleich, nach dem Fundamentalsatz, die Funktionen iv^, w^, also

auch die zu ihnen gehörigen Größen ^p,,, St^,,., • = 1.2, .?, vollständig bestimmt.

Die so gcirmmenen voUstä)idi</ hcstimmtcn aUodhalhen endlichen Fui)l•tionenu\\z\,•••,^VJ\^\^,

ü\\s\,---,n-j,\z\ sollen die zti den Charakteristiken („j, U^j heziehunysiveise gehörigen allent-

halben endlichen Elementarfunktionen genannt werden.

Die Summe der p Funktionen tv^, w^, •••, w^ besitzt, ebenso wie die Summe der

p Funktionen ü\, ii\, , w^, für jeden Punkt z der Fläche T" den Wert Null. Zum Be-

weise dieser Behauptung beachte man, daß die den allenthalben endlichen Funktionen:

tc = u\ + w.,-\ h IV^, W = Wi + W^-{ + w^

zukommenden charakteristischen Konstanten St,,, 93,, ©,,, 2t,,, 93,, S,, > = i,a, ,;>, auf Grund

der Beziehungen (1.) und (2.) durch die Gleichungen:

93.,=!§'93..,= (l-i?„)S\„,
Q = l p = 1

? = P

p = l

2t. = 2'2t,., = (l-A)SV,.,

p=p />''-p \

p=i

_ e=P_

l/=l,2, •, p,

i=p + l,
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bestimmt sind. Aus ß,, = 0, ©,,= 0, v=i,s,.,t), uml3l,,= 0, St,= 0, »^d + i, ,p, ergibt sich

nun zunächst, nach dem am Schlüsse des Fundamentalsatzes Bemerkten, daß für alle

Punkte der Fläche T" sowohl die Funktion w denselben, mit C zu bezeichnenden, als

auch die Funktion w denselben, mit C zu bezeichnenden, Wert besitzt. Um die Werte

der Konstanten C, C zu bestinmien, beachte man, daß aus w = C, w=C die für

r = 1, 2, • •, p geltenden Beziehungen:

2t.= (l-A,)6', %={\-B,)C, 2t,= (l-Ä,)C, %, = {1-B,)C

folgen, und vergleiche die so für %,., 33,,, 2(,„ 33,,, . = 1,2,- ,0, erhaltenen Ausdrücke mit

den oben für diese Größen gewonnenen. Man erhält dann:

C^S't^,,, C^'2%., (. = 1,2,...,,,

und schließlich, indem man sowohl di(> p aus der ersten, wie die p aus der zweiten

Gleichung für v = \,2, , '^ hervorgehenden speziellen Gleichungen zu einander addiert

und die Gleichungen (3.) berücksichtigt.

Damit ist aber bewiesen, daß für jeden Punkt z der Fläche T" , wie oben behauptet

wurde, die Beziehungen:

(4.) ?fj|^:| +
«-^l^l H ^-tt'p|^| = 0, zTil^l + Wj|^;| H + w^\z\ = Q

bestehen.

Es soll jetzt untersucht werden, ob von den beiden soeben erhaltenen Be-

ziehungen die erste die einzige zwischen den Elementarfunktionen «', , • • •, w^,, die zweite

die einzige zwischen den Elementarfunktionen w^, •, w^, bestehende lineare Beziehung

ist. Zu dem Ende bilde man, unter c,„ c,, . = 0,1,2, ,?, unbestimmte Konstanten ver-

stehend, die allenthalben endlichen Funktionen:

und stelle sich die Aufgabe, die Konstanten c, c in allgemeinster Weise so zu be-

stimmen, daß für jeden Punkt z der Fläche T" die Gleichungen tv = 0, w = bestehen.

Sollen aber die Funktionen tv, w für jeden Punkt z der Fläche T" den Wert Null be-

sitzen, so müssen vor allem die ihnen zukommenden, durch die Gleichungen:

^-.1?. '. (.^;
'''- '"') T - F te «<•- p"') '^'=,-?; '' (m *--*'•") ?

=

V (,-?.^.- ^^.)-

v=l,2,-,p
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bestimmten Konstanten ß,, 6,, •-1,2, ,p, sämtlich den Wert Null besitzen, oder, was

dasselbe, es müssen die Größen Ci. , c^, Cj, ••'•, c^ den 2p Gleichungen:
.

oder den damit äquivalenten Gleichungen:

Cj ^ C2 ^^ ' • * ^ Cjj ^ C

,

C^ = Ci2 = ' ' * =^ Cp = c

,

bei denen c, c unbestimmte Konstanten bezeichnen, genügen; es müssen weiter aber

auch die den Funktionen w, w zukommenden, durch die Gleichungen:

(j=p _ iJ=p
_

bestimmten Konstanten St,, 2t,., » = » + 1, >*, sämtlich den Wert Null besitzen, oder, was

dasselbe, es muß

sein. Läßt man dementsprechend in den die Funktionen w, iv definierenden Gleichungen

an Stelle einer jeden der Größen i\, •, c^ die Konstante c, an Stelle einer jeden der

Größen Cj, • • •, c^ die Konstante c, endlich an Stelle einer jeden der Größen f^ + i,
• • •, c^,

S + i'"'"'^;' ^^^ -^^^1 treten, so wird iv = Cf^-\- c{w^-\ 1-%), w = Co+c(wiH t-w^), und

man erkennt unter Beachtung der Gleichungen (4.) schließlich, daß die Funktionen w, w

dann, aber auch nur dann, für jeden Punkt s der Fläche T" , wie verlangt wurde, den

Wert Null erhalten, wenn

^0 = **» ^1 = ^2 = • • • = S' Co = 0, Ci = c, = • • • = Cp,

gesetzt wird. Damit ist aber gezeigt, daß von den beiden unter (4.) aufgestellten

Beziehungen die erste die einzige zwischen den Funktionen ti\, , tv^,, die zweite die

einzige zwischen den Funktionen w^, , w^, bestehende lineare Beziehung ist, und es ist

damit zugleich bewiesen, daß je p — 1 der Funktionen w^, , w^ zusammen mit den

Funktionen «'p + i,
• • •, w^, und ebenso je p — 1 der Funktionen ü\, -, w^ zusammen mit

den Funktionen M'p + ,, • ; Wj, ein System von ^J — 1 linear unabhängigen Funktionen bilden.

Die allgemeinsten allenthalben endlichen Funktionen w'l^j, w\z\ werden, wenn

man unter (£,,, ©,, . = 1,2,. ,p, den Bedingungen:

(fy.) 2^.-0, ^j'^^^o
» =

1

»=1
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genügende unbestimmte, unter C, C, %,, St,, v=)) + i, ,;;, keinen Bedingungen unterworfene

Konstanten versteht, durch die Gleichungen:

dargestellt. Die Eichtigkeit dieser Behauptung erkennt man auf Grund des Funda-

mentalsatzes, wenn man beachtet, daß die durch diese Gleichungen definierten allent-

halben endlichen Funktionen w, w, wie aus den Relationen:

folgt, so beschaffen sind, daß

längs C,,{<6'|^j^=
«'l^l" + S,,, «'|^!|'^= w|^|~ + S,,, r = l,2,..,p,

längs a,,{?<;|^|+' = ^l^l^ + 81,,, w|^|"^ = w|^:|" + Vt,,, r=p + i, .,]«,

ist, und daß diese Funktionen zudem die willkürlichen additiven Konstanten C, C ent-

halten. Die Gleichungen (G.) kann man aber auch, unter 3), % zwei weitere unbestimmte

Konstanten verstehend, mit Hilfe der Gleichungen (4.) in die Gleichungen:

(7.) «•khc'-i-.2'(v®)"vH+i^- S' V.H- 4i-^~ÄSX-55)t^,H+^. 'S%HA

überführen, und die bei diesen Gleichungen als Koeffizienten auftretenden Größen ß„— 3),

ß.^— 2), (' = i.s- .f, repräsentieren dann, da die Größen (i^, S nur den Gleichungen (5.)

zu genügen haben, keinen Bedingungen unterworfene Konstanten. Setzt man, unter x

eine Zahl aus der Reihe 1, 2, • • •, p verstehend, in den Gleichungen (7.) speziell % = S^,

2) = K,,, so liefert die erste derselben die Darstellung der unter (G.) definierten all-

gemeinsten Funktion w durch die j9 — 1 linear unabhängigen Funktionen %v^, • • •, iv,_^,

'^fy. + i, • •, %» ii^p + i,
• •, 'X^'p, und entsprechend die zweite die Darstellung der unter (6.)

definierten allgemeinsten Funktitm iv durch die jj — 1 linear unabhängigen Funktionen

Die p^ Konstanten ^^,,,,
;,,.-i,2,- w, des Funktionensystems Wi\s\, •, tVj,\2\ sind mit

den p^ Konstanten ^„^., o,. = i,2,- ,;% des Funktionensystems it'i|Ä|, • • •, w^J^I durch ein-

fache Beziehungen verknüpft. Um dieselben zu erhalten, beziehe man die am Ende

von Art. 1 aufgestellte, auf irgend zwei allgemeine zu den Charakteristiken (^, (j^

gehörige Funktionen \V, W sicli beziehende, Fundamentalformel (F^.), unter q, a irgend
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zwei Zahlen aus der Reihe 1,2, •••, 2> verstehend, auf die Elementarfunktionen tv^\z\,

icjzl, ersetze also in der Formel (F,.) die darin vorkommenden Konstanten der

Funktionen W, W durch die entsprechenden Konstanten der Funktionen w^, w„. Man

erhält so zunächst die Gleichung:

?(e„.^,.-e,.ß„,-YG,„(£„,) + l'e,..((£,„+e„,+--- + e„,.)

= 0,

und weiter dann, indem man an Stelle der Konstanten ß, K ihre durch die Gleichungen:

e„ |;V-^.^^)7' e„. v=l,2,--.,p,

bestimmten Werte treten läßt, den allen Gliedern gemeinsamen Faktor ni entfernt und

die Summationen nach v unter Beachtung der Gleichungen (3.), der Bedeutung der Zeichen

<^i,v, ^ar, ' = 1.2, .)', und insbesondere der Kelation ^"(J.jj + cJ'aaH \-^a,) = {p — o + \)^S„^.

ausführt, die Gleichung:

^na I ätap + 2(()'„,+ (^„.+ •
• •

+

s,,) N- ^,, - (j„, !i"^,.,. - r'ysj r'<^ ()'„.,. :=0.

Unterscheidet man jetzt in bezug auf die Zahlen a, ^ die 3 Fälle o = ^, a < q,

a>q und beachtet, daß der auf der linken Seite der letzten Gleichung zwischen den

eckigen Klammern stehende Ausdruck für a = q den Wert 0, für a <q den Wert

'^S^,)j C2^<l,X für a>q den Wert - C^^ d^}j (j^ä..^ besitzt, so erhiüt man schließ-

lich die gewünschten Gleichungen:

(8.) %,= %,, il\,„= Ä\,± (Ji^cJ,,.) (2^^<'r) y ,
je nachdem a ^ Q ist;

das darin vorkommende Produkt (^ ^^y')i2l! ^o] ^''^^ nur dann einen von Null ver-

schiedenen Wert und zwar den Wert 1, wenn q und a 1)eide der Zahlenreihe

1,2, •••,p angehören. Diese Gleichungen liefern die Werte der Konstanten St, sobald

man die Werte der Konstanten S als bekannt voraussetzt, wie umgekehrt.

In dem besonderen Falle, wo die Charakteristik [„) zu sich selbst rezipi'ok ist,

also die Gleichung (^) = (^j)
besteht, und demgemäß für ^, a = 1 , 2, • • •, ^ w„=w„,
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^aQ=^a^ ist, reduzieren sich die p'^ unter (8.) aufgestellten Gleichungen auf die

^ ,~ ' Gleichungen:

^,a-K'+(0/,^)(0/<'^)
Hl

(», a = 1 , 2, , p,

2 ' <•<{>,

sodaß also die Gleichungen (8.) für jedes Funktionensystem iv^, •, tv^, welches zu einer

zu sich selbst reziproken Charakteristik gehört, ^ .^^ Beziehungen zwischen den j/

ihm zukommenden Konstanten ^ liefern.

3.

Nachdem im vorhergehenden Artikel die zu den Charakteristiken (j,\, (j^ ge-

hörigen allenthalben endlichen Elementarfunktionen definiert und untersucht worden

sind, sollen jetzt weiter gewisse zu den genannten Charakteristiken gehörige Funk-

tionen W, W, welche nur für einen der Punkte c^i, • • •, cP, entweder logarithmisch un-

endlich oder algebraisch unendlich werden, als Elementarfunktionen aufgestellt und

logarithmisch unendlich werdende beziehungsweise algebraisch unendlich wer-

dende Elementarfunktionen genannt werden.

Um zunächst die logarithmisch unendlich werdenden Elementarfunktionen zu er-

halten, verstehe man unter a eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, ••, s und bezeichne, unter

Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetzungen, den a'™ der

s Punkte c», , ••, oo^, cf^, ••, a^, Cj, •••,£( mit t] und dementsprechend die zu ihm führende

Linie l„ jetzt mit Z,^. Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Charakteristiken i^, (^

zwei, je eine willkürliche additive Konstante c beziehungsweise c enthaltende, Funktionen

W, W, die in der Fläche T" nur für den Punkt rj unstetig werden wie In — , wenn man

~o '^ ^ > ~o ^^ -* >

fv» 2 Tri 7? 2xi

2t, = 0, 2t, = 0, v=p + i,..,p,

setzt, allen übrigen s + m^-i \-m, — \ Größen S sowie allen übrigen s + ni^-i F«;, — 1

Größen S dagegen den Wert Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen

W, W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vor-

behaltend, mit I>1 ,¥"1; die bei ihnen an Stelle der Größen 2t„ S3„ ^„ 21,, S„ i„
v=l2,,^ stehenden Größen mit 2ti'", W^, tt'^ 211''', it''\ E''', -l^.- .p, die an Stelle der

() 0_
Größen 33„ 33,,, .=i, + i, ,p, stehenden Größen mit Sl:t''', ßt''', .-tJ + i,--,^, beziehungsweise.

8*
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Für das Gebiet des Punktes t] lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch Glei-

chungen von der Form:

(1„.) P|^^| --= In ^ + 4»> + d:\z„ + cf.zl + ...., P|^^| = In
j;;
+ 6f, + cf,z^ + c^lz\ + •,

wobei die c'"', c*"' von z unabhängige Größen bezeichnen. Zugleich sind die Werte von

, P ^ in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten c/'*, cP" in der Weise ver-

knüpft, daß

(2„.)

längsa,,J7'

längs 6, {7'

längs c,[V

längs a,,
{

P

längsi,,J7'

längs c,[r

längs l,,
{

/'

^4'

1
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Die bei diesen Elementavfunktionen auftretenden Konstanten ß, ^ lassen sich

durch die Werte, welche die 2p Elementarfunktionen w, iv für den Punkt t] besitzen,

ausdrücken. Um diese Ausdrücke zu erhalten, beziehe man die Fundamentalformel (F^.)

auf die Elementarfunktionen P^, w^,\z\, lasse also in der Formel (F^.), nachdem man

l:)ei ihr den Summationsbuchstaben a, um Verwechslungen mit der zu Anfang dieses

Artikels eingeführten festen Zahl o vorzubeugen, durch r ersetzt und zur Darstellung

der Funktion w^,\z\ für das Gebiet des Punktes ij die Gleichung w^\z\ = c„q+c„^z,^ + c„^j\-\ ,

bei der speziell c„o = t^^|?j| ist, aufgestellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Kon-

stanten der Funktionen W, W die entsprechenden Konstanten der Funktionen F
treten. Man erhält so zunächst die Gleichung:

w,,

2-jii 7ti

y'r + ^%. + (|;^e. -^.^pV

i'=)j

P P

v'=l

= 0,

v — p

und weiter dann, indem man die Summationen nach v unter Beachtung der in

diesem Artikel unter (4o.) an erster Stelle sowie der im vorhergehenden Artikel

unter (o.) an zweiter Stelle stehenden (ileichung und insbesondere der Relation
V = p v'=p

^{^qi + ^q3-\ 1- ^p.) = (p — ^ + 1) J^ (5"„v'
ausführt, auch c^o , der schon oben aufgestellten

Gleichung c„o = ^^I''?!
gemäß, durch w,^,\rj\ ersetzt, die für ^ = 1, 2, • • ,p geltende Beziehung:

Beachtet man nun noch, daß die Charakteristiken (^, (j^ gleichberechtigt sind, und daß

bei der Vertauschung von (^^^ mit
(^) ,^t^''' in Ä^''>, w^\rj\ in tv^,\r]\ übergeht, so erhält man,

wenn man noch den Buchstaben ^ in neuer Bezeichnung durch v ersetzt, schließlich

die Gleichungen:

(5„.)
|W = -2ti^47?|,

f,^^
= -2tv,\ri\, . = >,v,p.

Es sollen jetzt die zu den Charakteristiken (^j, (^ gehörigen algebraisch un-

endlich werdenden Elementarfunktionen aufgestellt werden. Man verstehe zu dem Ende

unter o wieder eine Zahl aus der Reihe 1, 2, •••, s, unter m eine Zahl aus der Reihe

1,. 2, • , m„ und bezeichne den 0*™ der s Punkte oo^, • •, 00 a^, , a^, e^, • • •, e, auch
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hier wieder mit i]. Der Fundamentalsatz liefert dann zu den Charakteristiken (^j, (^

zwei, je eine willkürliche additive Konstante c beziehungsweise c enthaltende, Funk-

tionen W, W, die in der Fläche T" nur für den Punkt ij unstetig werden wie — , wenn

man
P =

1

2=1
e.. =0, e. =0,

%. =0, 21., =0,

1=1,2, ,p,

i=t) + l,--,p,

setzt, allen übrigen s + mi-\ \-ni^ — l Größen £ sowie allen übrigen s + m^-] \-m, — l

(irößen 2 dagegen den Wert Null zulegt. Die so gewonnenen speziellen Funktionen

W, W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstanten c, c sich vor-

behaltend, mit 1*
,
/'

; die bei ihnen an Stelle der Größen 2t,,, 33^, ß,.. 2l„ 33,,, ^,,

. = i,-.>, ,^ stehenden Größen mit Slf'', n;K tt''\ W, W, ^t''\
'-'.s, -p, die an Stelle der

m VI* m in VI in^

Größen 33,., 33,., '=? + ],,?, stehenden Größen mit ,^',!'\ ^'•^'\ i^p + i, .j», beziehungsweise.

Für das Gebiet des Punktes t] lassen sich dann diese Funktionen darstellen durch

Gleichungen von der Form:

(1„,.) 1'
^?
= 4: + 4t + C^^,, + ci,1^: + •••, F _ _ 4_ fK"') 1 7.(m)^ I ^(»i)~2 I.('") ~S

wobei die c^"', c'"'^ von z unabhängige Größen bezeichnen. Zugleich sind die Werte von

in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP'^ , cP" in der Weise ver-

knüpft, daß

(2..)

längs a.,[p

längs hAy

längs c,[P

längs a,(i'

längs h,, j
/'

l vt

längs c,\P

längs Z„.(P

z
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ist. Dabei sind die Größen W:'\ B:'\ 2tt''', W, . = i,2,- ,p, mit den Größen m'\ li''', . = 1,2, ,«

durch die Gleichungen:

33i^.^(i-£„)f;> |<:'> = (i-5.)f;')

verknüll ft, und es sollen jetzt schließlich die Werte der noch unbestimmten additiven

Konstanten c, c so gewählt werden, daß

ist.

,

1' sollen die zu den Charakte-Bie jetzt vollständiq bestimmten Funktimien P

ristiken (jJ, (jA gehörigen, auf den Punkt r] sich beziehenden, von der Ordnung m algebraisch

unendlich tverdenden Elementarfunktionen genannt tverden.

Die bei diesen Elementarfunktionen auftretenden Konstanten ^, ^ lassen sich

durch die Werte, welche die nach 0,^ genommenen w'"" Derivierten der 2p Elementar-

funktionen tv, w für den Punkt 7} besitzen, ausdrücken. Um diese Ausdrücke zu er-

. wJ2

,

halten, beziehe man die Fundamentalformel (Fg.) auf die Elementarfunktionen P
lasse also in der Formel (Fg.), nachdem man bei ihr den Summationsbuchstaben o, um
Verwechslungen mit der oben eingeführten festen Zahl o vorzubeugen, durch r ersetzt

und zur Darstellung der Funktion w^,\z\ für das Gebiet des Punktes j] die Gleichung

^jkl = c<;o+c„i^,^+c„25;f, + •••, bei der c„o = wJ?/|, c„^ = -^( JjJ^M ,^. = 1,2,3,..., ist, auf-

gestellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W die

entsprechenden Konstanten der Funktionen P j , iv,\z\ treten. Man erhält so zunächst

die Gleichung:ö-

und weiter dann, indem man die Summationen nach v unter Beachtung der unter (4„,.)

an erster Stelle stehenden Gleichung ausführt, auch c„„, durch den ihm auf Grund der

soeben für c„„ aufgestellten Gleichung entsprechenden Wert ersetzt, die für ^ = 1,2, •, p
geltende Beziehung:

-ni^^n^-2ni.r^A'^\^0.
,«? (m-l)!

\ dq Ja

Beachtet man nun noch, daß die Charakteristiken (^, (^ gleichberechtigt sind, und
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daß bei der Vertauschung von (^^ mit
(^)

^'^''> in g^''', w^,\z\ in w^\z\ übergeht, so erhält

man, wenn man noch den Buchstaben q in neuer Bezeichnung durch r ersetzt, die

Gleichungen:

und schließlich, indem man unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge-

machten Festsetzungen in bezug auf den Punkt i], insoferne dieser entweder einer der

Punkte s^, , e, oder einer der Punkte a^, , «,. oder endlich einer der Punkte ooj, ••, oo^

sein kann, drei Fälle unterscheidet, die Gleichungen:

(R \
fi,(„)

2 /d'"ävi«+ ?,';l\ ^w _ _ _2_ /dixj^d
1 = 1,2, -,11,

7"* TT. U-— '

4.

Es soll jetzt gezeigt werden, daß die allgemeinste zu der angenommenen

Charakteristik (.) gehörige Funktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen

Art sich aus den in den beiden vorhergehenden Artikeln definierten Elementarfunktionen

linear zusammensetzen läßt. Zu dem Ende bezeichne man die «Punkte ooj,---, oo^,

ßj,---, ß^, Cj, •••,£, in der vorliegenden lleihenfolge mit r]i, -, t],, die zu ihnen be-

ziehungsweise gehörigen Größen z^, -, s„ der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge-

machten Festsetzung entsprechend, mit z,,^, • • , z,^^, bilde alsdann mit Hilfe \on j) + s

der Bedingung ^ ^,. + 27ii^ 2„ = genügenden Konstanten C^i, • • •, (S^, 3tp + i,
• • •, 21,,

1=1 a = 1

!iii,--;ü„ der WjH + m, beliebigen Konstanten iioi, • • •, 2„„,„, = 1,2, ,», sowie der

willkürlichen Konstante C die Funktion:

T^(^j

=

I; (2.
j;|:i

+ 2.1 ^t;|
+

•
• • +

s^^^^l:"!)
- ;^- S; ^.^'vkl

+

hJ^JK''\M +

^

und untt'rsuche, wie diese Funktion W{z) sicli in der Fläche T" verhält.

Unter Beachtung des Verhaltens der in dem Ausdrucke für W{z) vorkommenden

Elementarfunktionen erkennt man nun, daß W{z) eine in der Fläche T" einwertige

Funktion der komplexen Veränderlichen z ist, die für jeden von den Punkten i]i, ; 1],
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verschiedenen Punkt z der Fläche T" stetig ist, für den Punkt t\„ («=1,2, ,») dagegen

in derselben Weise unstetig wird wie die Funktion:

fi . ß

/;(0j = 2„ln^ + -^ + +

»=1,2,

(S.)

sodaß also die Differenz W(z) — f„ (z,J für den Punkt t]„ stetig bleibt, und deren Werte

in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP'^, cP~ in der Weise verknüpft sind, daß

längs a.,{ W{zy=AJV(z)- + %,,

längs K { W{zy = B,. W(zy + S„

,

längs c, { Tr(^)+ = W(zy+^..,

längs a, { JV{zy =

längs h,[W{zy =

längs c,.
{ W(zy =

längs h[W{zy =

ist, und der Wert der Konstante ^,, für v = 1, 2, , p durch die Gleichung:

w{zy + st„
I

Tr(^)-,

W{zy + 27ii2,,

v = pf l,--,p,

"=1.2,

ist, wobei für »' = 1,2,

s.-°^^(ä,f:'-'+ä,,f.'-'+---+a...m'-)-^/2yA,+j-,T %%.+c2y.^1
geliefert wird. Die Funktion W{z) stellt daher eine zu der angenommenen Charakte-

ristik (jA gehörige Funktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen Art dar, und

zwar die allgemeinste derartige Funktion W, da die ihr zukommenden 2)+m^-\ \-m^+s

in den Funktionen f„ und den Gleichungen (S.) auftretenden Konstanten ®i, • • , S^,

^p+1» • •> Stp, ß unbestimmte, nur der Bedingung ^ S, + 27ri ^^ £„= unterworfene
v=l a=l

Größen sind, und sie außerdem noch die willkürliche additive Konstante ü enthält.

Damit ist aber bewiesen, daß jede zu der angenommenen Charakteristik (^j gehörige

Funktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen Art sich aus den definierten

Elementarfunktionen linear zusammensetzen läßt, oder, was dasselbe, daß man aus dem
Ausdrucke:

PH, II.
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1=))

Tr(.)=i'(2„pl" +£„.7f; +--+s„„.i:!:')-ii-^^Vc.kl+;^- i' Wkl + ^
p + 1

die sämtlicheil zu der angenommenen Charakteristik (jJ gehörigen Funktionen W er-

hält, und zwar jede nur einmal, wenn man darin an Stelle des von den Konstanten

ö, ©, St und der Konstante C gebildeten Systems von ^j + Wj + • • • + m, + s + 1 Kon-

stanten ein jedes die Gleichung ^' ©,, + 27ri^"' £„= nicht verletzende System von
r = 1 a = 1

p + »«1

H

+ m, + s + 1 Werten treten läßt.

In derselben Weise, wie es in Art. 4 des vorhergehenden Abschnittes an der

entsprechenden Stelle geschehen ist, kann man jetzt hier unter wörtlicher Wieder-

holung des dort Gesagten den Begriff der Elementarfunktion von den ihm noch an-

haftenden Beschränkungen befreien und damit den Begriif der allgemeinsten zu der

angenommenen Charakteristik (^ gehörigen Funktion W in der Weise erweitern, daß

man in dem soeben für W gewonnenen Ausdrucke W{s), bei dem ?;i, •••,??, die

s = q + r + t Punkte ooj , • •, oo^, «j, • • -, a^, b^, • , e, beziehungsweise vertreten, t, »»j, • • •, m,

unbestimmte positive ganze Zahlen bezeichnen und die Konstanten 2, ©, 31, C nur der
1' = p ff = .*

Gleichung ^ ß,, + 2ni _^ S„ = zu genügen haben, unter e^, , e, t von den Punkten oo, a
»• = 1 <; = 1

verschiedene l)eliebige Punkte der Fläche T' versteht, die also teilweise oder auch alle

an der Begrenzung der Fläche T' liegen können, wenn nur diese Punkte als Punkte

der Fläche T betrachtet getrennt liegen. Zugleich kommen, wenn es sich um die

Funktion W(z) allein handelt, nur so viele Linien l,^ in Betracht, als es unter den

Größen £i, • • -, i*, von Null verschiedene gibt, oder, was dasselbe, nur so viele Linien l,.,

als in dem Ausdrucke für W(z) Funktionen /' ^ wirklich vorkommen, und es sind

diese Linien l,, die zu den einzelnen Funktionen 7'
'

vorhergehenden Abschnittes genannten Bedingung wi

wenn sie bei der Funktion W(z) zusammen auftreten, nur noch der Bedingung zu unter-

werfen, daß sie getrennt verlaufen. Die aus der Fläche T' durch Einführung der für

die Funktion W{z) in Betracht kommenden Linien l entstandene Fläche, in der die

Funktion W{z) einwertig ist, soll wieder T" genannt werden, und es kann dann der

für die frühere Fläche T" mit Rücksicht auf die Darstellung der Funktion W{z) durch

Potenzreihen aufgestellte BegriflC des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue

Fläche T" übertragen werden.

Die im vorstehenden angestellten Betrachtungen und gemachten Festsetzungen

beziehen sich auf die zu irgend einer gemischten Charakteristik lj\ = [b' ... b" i • i)

im Rahmen der in Art. 4 des

Ikürlich gezogen werden können,
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gehörigen Funktionen W(z) und gelten daher auch für die zu der reziproken Charakteristik

(b)
""

(b • b" 1 i)
gehörigen Funktionen W{z). Werden aber zwei auf dasselbe Punkt-

system r}i, , 1], sich beziehende Funktionen W{z), W(z) zusammen betrachtet, so muß
für beide eine und dieselbe Fläche T" zu Grunde gelegt werden und zwar eine solche,

welche aus T' dadurch hervorgeht, daß man zu jedem Punkte tj, für den wenigstens

eine der beiden Funktionen j) ^ p ^i

in W(z), W(z) wirklich vorkommt, eine

Linie l,^ zieht.

Schließlich kann man auch noch die am Schlüsse von Art. 4 des vorhergehenden

Abschnittes in bezug auf die Fundamentalformel (Fi.) angestellten Betrachtungen wört-

lich auf die Fundamentalformel (Fg.) übertragen, also zeigen, daß die Fundamental-

formel (Fj.) auch dann gilt, wenn unter den Punkten Tji,---,r],, auf welche sich die

Funktionen W(z), W(z) beziehen, Punkte der Begrenzung von I" vorkommen; nur

müssen diese Punkte als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen.

5.

Es handelt sich jetzt darum, für die zu den gemischten Charakteristiken

(b)
= (b. :

.'

: bJ 1 : : : I) ' (i)
= (I;

: '.

' I; I : : : i)
gehörigen Elementarfunktionen P, P, P, P die-

selben Untersuchungen anzustellen, wie sie in Art. 5 des vorhergehenden Abschnittes

für die zu den gewöhnlichen Charakteristiken ijA, (^ gehörigen Elementarfunktionen

P, P, P, P durchgeführt worden sind. Zu dem Ende bezeichne man wieder, unter ö, , (r,0"*"* 1 - -

irgend zwei voneinander verschiedene Zahlen aus der Keihe 1,2, •••, s verstehend, den

a'i™ der s Punkte oo^, • • •, oo,^, a^, , a^, e^, -, s, mit 7]^, den 02"° mit 7^3, beachte, daß

die Gleichungen, welche die auf diese Punkte rii, rj« sich beziehenden Elementarfunktionen

P, P, P, P für die Gebiete eben dieser Punkte darstellen, genau dieselbe Form haben0"'"'
wie die zu Anfang des genannten Artikels aufgestellten Gleichungen, und lasse dann

an Stelle des in der Fundamentalformel (F„.) vorkommenden allgemeinen Funktionen-

paares W, W die den sechs ebendort gewählten speziellen Funktionenpaaren hier ent-

sprechenden Funktionenpaare treten. Man erhält dann Eelationen zwischen den Größen c, c

von genau derselben Form, wie die im genannten Artikel erhaltenen sie besitzen, und

erkennt so zunächst, daß die Gleichungen (I.)—(VI.) in Art. 5 des vorhergehenden Ab-

schnitts auch für die zu den gemischten Charakteristiken (^j, (^ gehörigen Elementar-

funktionen P, P, P, P gelten. Beachtet man dann noch, daß die Gleichungen fl.)—(VI.)0"'"' *-^ \ / \ /

die einzige Grundlage für alle weiteren in dem genannten Artikel angestellten Unter-
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suchungen bilden, so erkennt man schließlich, daß die sämtlichen dort erhaltenen

Eesultate, vor allem die Gleichungen (1.)— (8.), auch für die zu den gemischten Charakte-

ristiken (^)
=

(i; .J; I.:. J), (|)-(l::.:|; !:::;) gehörigen Elementarfunktionen P,P,P,P

gelten.

6.

Die Untersuchungen des Art. 4 haben gezeigt, daß der Ausdruck:

W{z)

+ !f (21."'' 1^1 ?| + sr^' f
I

"/| + • • • + 2^?'
^1 ? I)

+ '2 (£0"'' f ? + s'r-' f + • • • + 21?' P
)

o = p

-h2^J^\\^\+~i 2 ^nW„\z\+G
o = pV

a^p + 1

bei dem m^, , m,, w,, • • •, n^, 2h> • > i*.;
unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch-

staben 2, S, 2t, C unbestimmte, nur der Bedingung:

2 e.. + 2^i
f li'

2^' + 2 ^'^'^ +2 2i~'') =

unterworfene Konstanten bezeichnen, der sich also von dem in Art. 4 für W(z) auf-

gestellten Ausdrucke nur durch die Bezeichnung unterscheidet, die allgemeinste zu der

angenommenen Charakteristik f^j = u/ j^^ ^ A gehörige Funktion W darstellt. Das

Verhalten dieser Funktion W= W(z) für die Punkte c, a, 00 ist von der Art, daß

für das Gebiet

des Punktes 6,1
^^ '^"^ ~ ^' ^'' -— ^ + ,f? ' ('-- '^y ^ Ä, ' ^ '^

'

für das Gebiet) tiv > ofnr,) n 1 -v ' ocm __i__ 4. VrCfTÄ-r/ "^'^

für das Gebietf„ws „r« m ^t '^^'or«i ^ ^-^^ r=o ^ 1

desPunktesccj
W^(^) = 2r'Mn

.

'

+^^ ß-«).' +2 4->^,

f=l,2, • ,',

(1=1,2, •i'-i

x=l,8, ,9,

ist, während für das Gebiet eines von den Punkten e, a, 00 verschiedenen Punktes 2 = a

W(2) = ei«' + 4^>(^-a) + 4"'(^-a)' + • • • •
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ist. Dabei bezeichnen c''', &\ c'~', d-"'' von z unabhängige Größen. Was dagegen das

Verhalten der Funktion W{2) längs der Schnitte a, h, c, l betrifft, so ist, dem in Art. 4

Ausgeführten entsprechend, hier

längs a,
[ W{zy = A, W{z)- + 2t„

,

längs h, { W(zy = B, W{z)- + S,.,

längs c,\w{zy= w{zy + i,.,]

längs a,.
[ W{zy =

längs 6, { W{zy =

längs c,, { W{zy =

längs ?,^ {
Tr(^)+

=

YY [S] -t-^7I*ilh", >7 = 'i,-- ,'(,«„

W{zy + %,.,

TF(2)-+<ilV, ) = p + i,

i»r.°°ii- •>«'7i

wobei für t' = 1, 2, • • •, p:

ist, und der Wert der Konstante ,ft^ für v = \,2, , p durch die Gleichung:

t' =; / /. = mj

^r= 2 2' si'-' ^l'-' + '2 'S sr^' Ät"''

+

2 '2 2i~'' t'r-'
Tr = l X = ^

p = l ,1 = *
x = l .i = *

(T = », '=()

^i 2 S„ t„, + ^^ i" 2(Jt„+G2 ^r.

geliefert wird.

Aus dem Vorstehenden erkennt man nun, daß das Verhalten der n'^""' Derivierten

—- der Funktion TF= 1F(^!) für die Gebiete der Punkte e^, a^, 00^, a und längs der

Begrenzung von T" durch Gleichungen charakterisiert wird, welche genau dieselbe

Form haben wie die in Art. G des vorhergehenden Abschnittes an der entsprechenden

Stelle aufgestellten, trotzdem die Größen X^ + i, -B^ + i;
• • •; Ä^, Bp hier sämtlich den Wert 1

besitzen. Daraus folgt aber zunächst, daß die in der Fläche T" einwertige Funktion -^—

^

eine zur Charakteristik (^ gehörige Funktion W ist, und weiter dann — da die in

dem genannten Artikel an der entsprechenden Stelle gemachten Schlüsse sich mit ge-

ringen, durch die hier vorkommenden uneigentlichen Faktorenpaare Ä^^^, B^^i;---;Aj„ B^,

bedingten, Modifikationen auf den vorliegenden Fall übertragen lassen — daß die dort

erhaltene Gleichung:
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d"W{z)

dz"
2 (- 1)" («- 1) !

£^' 1' '; + 2 (- ^'
I

«) Si'-'
,,

i]
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? = '• (^=''''(-^ /„

+ ^"(n-l)!2™p
-1=1 ^ '(' / 'i"f+''

x = 9 f
i = ;).

x = l l/=«-, + l^''< -^
''-'"«

welche die Diirstellung der «'™ Derivierten der zu einer gewöhnlichen Charakteristik

(„) gehörigen Funktion Wiß) durch Elementarfunktionen enthält, auch im vorliegenden

Falle, wo Wiz) zu der gemischten Charakteristik \ji)
=

\ji . . . ji 1...1) gehört, die Dar-

stellung von ^ durch Elementarfunktionen liefert. Beachtet man nun noch, daß
dz"

die den Elementarfunktionen wj\z\, P '
, P

I In Z n
,
P

- r ,
j'

- i' l)eziehungsweise

zukommenden Größen c*"''' sich hier genau so ausdrücken lassen wie in Art. G des vor-

hergehenden Abschnittes, so erkennt man schließlich, daß die dort abgeleiteten Glei-

chungen (D,.)—(D,'.) und damit zugleich die auf Grund dieser Gleichungen ebendort ab-

geleiteten Gleichungen (E,.), (E„.), (E^.) sowie die im Anschlüsse an diese letzteren

Ti)

{i) = {i\'''il l.'.'.l)
i«t, gelten.

7.

/A,A^ll^

Man lasse jetzt in dem zu Anfang des vorhergehenden Artikels aufgestellten

Ausdrucke an Stelle einer jeden der t + r + q Konstanten 2», der p Konstanten ü und

der 2^ — p Konstanten 5( die Null treten. Der dadurch entstehende Ausdruck:

t = t

w{z)= 2(Q^i'l''; +--- + si::'i^ ':)
t=i

e=r

+

y. = l
+2 (si-7i / + • • • + ^'^'FA7\) + ^^

bei dem m,, ••-,«?„ n^, •,n^, p^,- • ,p^ unbestimmte positive ganze Zahlen bezeichnen,

und die Konstanten £, G keinen Bedingungen unterworfen sind, stellt dann die all-

(A.\ /Ä • • • -4 1 1\

b) = \b ...B 1 . . • 1 )
gehörige Funktion W dar, welche in

je zwei zu einem der Schnitte c^, • • •, c„, a^^-))+i> oder der t + r -\- q Schnitte l
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gehörigen entsprechenden Punkten c/'+, S'' denselben Wert besitzt. Infolgedessen ist

die Funktion W{i) schon in der aus T" durch Aufhebung der Schnitte / ent-

stehenden Fläche T einwertig, und es darf daher für die Untersuchung dieser Funktion

die Fläche T zu Grunde gelegt werden. Noch möge für das Folgende vorausgesetzt

werden, daß für ^ = 1,2, •••,>• n^> ^i^ ist; dadurch wird die Allgemeinheit der Unter-

suchung nicht beschränkt,' da man von dem Falle, wo n^,> ^^, etwa n = /u + g ist,

zu dem Falle, wo n^ ^ fi^,, etwa n^ = /li^ + 1 — h ist, auch dadurch übergehen kann, daß

man den Konstanten
ä^^f+g, S^*,"+r7-i»

•••? S|.7+2-a den Wert Null erteilt.

Die definierte Funktion W(s) läßt sich nun auch durch die Derivierte einer zu

der Charakteristik (^j gehörigen Funktion W und p ausgezeichnete Funktionen W(/)

der hier betrachteten Art linear darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, setze

man zunächst voraus, daß keiner der Punkte e^, • , £, der Begrenzung von T' angehöre,

und verstehe unter a einen im Innern von T' gelegenen, von den Punkten e, a, oo

verschiedenen Punkt, bilde alsdann das Produkt:

der Funktion W(z) und der zur Charakteristik (^j gehörigen, ebenfalls in T' einwertigen

Elementarfunktion Fr\ und bestimme den Wert J des in positiver Eichtung über die

von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c gebildete Begrenzung 9t der Fläche T' zu

erstreckenden Integrals / <P{z)ds, indem man in derselben Weise vorgeht, wie es im

ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu ähnlichem Zwecke geschehen ist.

Man erhält dann für J zunächst die Gleichung:

+ ^ +

und schließlich, indem man beachtet, daß hier, nachdem man noch für v = \,2,

zur Abkürzung

t. =2 2^ S^' ßt''' +2 2 ßf'' ^?^ +2 2 2^' ^''^' + c 2 ^r.;
1 = 1 /.= 1 *

(i = l/ = l
'< x = l i = l

* v'=l

,p

gesetzt hat,

längs o,
j
W(zy= A, W{z)- + (1 - Ä,) ^,

,

längs i„j W{zy=^B„W(zy + {l-B,)^,,

längs c,j W{zy= W(z)-,

J>
1
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längs a,.[W{zy= W(z)-, F

-längs h,
j W{zY= W{z)- + ^.,

,

o
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t=t\ dP '' i^m,-i aP *'
1

dp ;. = „, dP

(* = 1 I / = 1

27liV . ch'

dV
7l = i

da + 2
'^F ^ = 'x + Px

da

dP

^ = ., + 1

I

+ 27iiW{a).

Setzt man nun die beiden für J erhaltenen Ausdrücke einander gleich, läßt bei

der entstehenden Gleichung in neuer Bezeichnung zunächst an Stelle des Buchstabens

den Buchstaben ^, hierauf an Stelle des Buchstabens a den Buchstaben z treten und löst

alsdann die Gleichung nach W{z) auf, so erhält man für die Funktion W(z) die für

jeden von den Punkten e, a, 00 verschiedenen inneren Punkt 2 der Fläche T geltende

Darstellung:

f
dP X = m,-1 dP

j- V i- 0('t) _i_

dP

? = i
dz

f r-rn di:

4- V Ü Ql"«") __-^ ^ X ^^+f<, d
X = l

rfp X = di' dp

dz

[<.'v^J

»=()

+ 5i7^t, P

Die hierbei auftretenden Konstanten 4~''> 4°°''> ' "> ^i"'' sind die Koeffizienten, welche in

der Entwicklung der Funktion W{z) für das Gebiet des Punktes 00^ den Potenzen

^»;,' ^4> ••,
^»;| beziehungsweise zukommen. Nach der zu Anfang der Untersuchung

gemachten, auf den Übergang von dem der Ableitung der Formel zu Grunde ge-

legten Falle 'n„> jLi^ (^=1, s, ,r) zu dem Falle n^^ix„ sich beziehenden Bemerkung sind

bei dem zu einem bestimmten Index ^ gehörigen Gliede der auf der rechten Seite der
p-R, II. 10
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vorstehenden Gleichung in der zweiten Zeile stehenden Summe, wenn 11^ = fi^ ist, alle

Terme bis auf den ersten, wenn dagegen n^,<iLi^, ist, alle Terme überhaupt zu unter-

drücken , sodaß also für n^, < /n^ das ganze Glied in Wegfall kommt.

Die auf der rechten Seite der für W{z) gewonnenen Gleichung vorkommenden

Integrale sollen jetzt unter der, für die Herleitung dieser Gleichung gemachten, Voraus-

setzung, daß die Punkte Ci, ••, c, sowie der zu Anfang mit a bezeichnete Punkt g im

Innern der Fläche T liegen, näher untersucht werden. Zwei für diese Untersuchung

nötige Hilfsformeln mögen zunächst abgeleitet werden.

Man b(!ziehe die nach Art. G auch im vorliegenden Falle für jeden Punkt z der

Fläche 1" geltende Formel (K,.) des Art. 6 des vorhergehenden Abschnittes auf einen Be-

grenzungspunkt ^ == C, multipliziere linke und rechte Seite mit du und integriere das eine

Mal, unter v eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, •••, p verstehend, in positiver Richtung über

die beiden Seiten der Schnitte a,, h,, das andere Mal, unter v eine Zahl aus der Eeihe

p + 1, • -, 2> verstehend, in positiver Eichtung über die positive Seite des Schnittes b,.

Beachtet man nun, daß im ersten Falle für w = l, 2, 3, ••

J "'.1'^ " (.'"
— !)•' J

+ rf"'p

H'»i\
dt

dZ (>= 1,2, •<)>)

ist, und daß sich als Wert des hier rechts stehenden Integrals für m = 1 die der Funk-

tion /'
2-iti

längs e,. zukommende Konstante S,, = — , für m = 2, 3, • die der Funktion

^ längs c,. zukonnnende Konstante C£,, = ergibt, daß also der Wert des links

stehenden Integrals für m = 1, 2, 3, • • • durch — (^„,1-^" dargestellt werden kann, wenn

man unter cJ",,,! eine Größe versteht, di<' für m = \ den Wert 1, für w; = 2, 3, • • • den

Wert besitzt, so erhält man die für jeden von den Punkten a, 00 verschiedenen

inneren Punkt s der Fläche T' geltende Hilfsformel:

(H,.)
Ji:\

1 ^'-^Z'^'K >'

>:\

"^
' M f p > d':)r\"

Beachtet man dann weiter, daß im zweiten Falle für w = l,2, 3, ••

/ (»«^/
+ rf'"p

dr
d-Q (» = V + 1, ,J))
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ist, und daß der Wert des hier rechts stehenden Integrals für m = 1 der Differenz

©,, — 2t, der der Funktion F ^ längs c,, a,. beziehungsweise zukommenden Konstanten

©,, = 0, 21, = 0, für m = 2, 3, •• der Differenz der der Funktion
dz"

längs c,,, ffl.

beziehungsweise zukommenden Konstanten ©,, = 0, 21, = gleich ist, daß also das links

stehende Integral für m = \, 2, 3, • • den Wert besitzt, so erhält man die für jeden

von den Punkten a, oo verschiedenen inneren Punkt e der Fläche T geltende Hilfsformel:

(H,.)
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wobei zur Abkürzung für v = 1, 2, , p

(3,.;

* *• r^x ».±1

*^ t = 1 = 1 m = 1 «/, , .
'

" = ?'" = Px

für V ^'p \\, • ,'p dagegen

L v' »-

J

(3,)

,-^i„-rfi ^-fi iTl (»'-1)! miL^-l \J „.„,-, S Vi

Q ~ r rn ~ tiq /* l
x = g m=pjf /•

I

o = l m = l »/ I
*>

x = l m = l «/ I
''

6+ 6+

gesetzt ist.

Die an zweiter Stelle zu untersuchenden, nur von dem Punkte z abhängigen,
-r -r

Integrale / P ^ (?^ ("=1,2, ,p), I Pr\d^ i<'=p + u- ,p) lassen sich durch Elementarfunktionen

mit dem Argumente s darstellen. Um diese Darstellungen zu erhalten, lasse man

in den Hilfsformeln (Hj.), (Hj.) an Stelle des Punktes e den Punkt z, an Stelle des

Buchstabens v den Buchstaben o treten, setze alsdann m = 1 und vertausche endlich

durchweg die Zeichen P, F. Man gewinnt auf diese Weise die Gleichungen:

(i;-

+ +

=^/f l^h^^-
^^''(^)' (1-) ^ J>lsK= ^^''"'(^)'

K.*a*J

(a=l,2, .•,)))

wobei zur Abkürzung

(o = p + i, -.rt

K'^i]
(0 = 1,2, •,?) (a = ti + l,- -.p)

gesetzt ist. Die durch die Gleichung (2',.) zu a = 1,2, -, p, durch die Gleichung (2',.)

zu a == p + 1 , ; p für jeden Punkt z der Fläche T definierte Funktion W^''\z) ist eine

zur Charakteristik h} gehörige Funktion W(z) von der in diesem Artikel betrachteten

Art, die nur für die Punkte a^, , a^ unstetig und zwar algebraisch unendlich wird,
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und deren Werte in je zwei zu einem der Schnitte a,b,c gehörigen entsprechenden Punkten

cP^,cP~ in der Weise verknüpft sind, daß

längs a,[ Tr('"(^)+ = A,W^"\zy + (1-Ä,)^^:\\

längs K[ W^''\2y = B,. W^"\zy + (l-5„) tt"^, ..=1,2,

(3'.

W(")(zy

.

w^"\zy,

^i"' '=p+i,-

für a = p + 1, • • -,2):

längs c,{W^''\zy =-

längs a,.[W^"\zy =

längs b,[W^"\zy =

längs c,{W^"\2y =

ist, wobei zur Abkürzung

für (7 = 1,2, • • •, p:

•' = 1,2, -,?

gesetzt ist. Die in der letzten Zeile stehenden Integrale können ausgewertet werden,

indem man bei jedem von ihnen die zwischen den geschweiften Klammern stehende

Größe auf Grund der Formel:

»
() = r i=//p—

1

dt

•;. = 1

(1 = 1 / = 1
(i„ i ,,,-;.

durch die Größe — 2 '".''j ' ersetzt und alsdann die Integration ausführt; man erhält so

für das links stehende Integral den Wert ~ ^ly^ S,,,,— S,,„\)]^, für das rechts stehende

den Wert 2d,.„ni und erkennt nun schließlich, daß für a = 1, 2, • • •, ^9; y = 1, 2, • • , ^>:

(4'.) e'=^..„

ist, daß also U\"^ nur dann einen von Null verschiedenen Wert und zwar den Wert 1

besitzt, wenn v = a ist. Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung der Integrale

benutzte Formel geht aus der nach Art. 6 auch im vorliegenden Falle geltenden

Formel (Dj.) des Art. G des vorhergehenden Abschnittes hervor, indem man bei dieser

an Stelle der Zeichen tv, ^, P die Zeichen w, ^, J' treten läßt, alsdann n = l, t = v, z = l,
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setzt und endlich noch an Stelle des Summationsbuchstabens A einen neuen Summations-

buchstaben X vermittels der Gleichung A = /t^ — X einführt.

Mit Hilfe der Gleichungen (2i.), (2^.) und (l'i.), (ll.) kann man jetzt der vorher

für Wiz) erhaltenen Gleichung die Gestalt:

(D.) W{z) = '^^^ + 2' ^. W\^)
r = l

geben, wobei W^iz) durch die Gleichung:

W{z)

x = l

,1

+ 2" ^. <-'??+ js' ^<^.r7+ :s ^st'ip
^ = 'x+Px

.« = ,,+1

TT 7, -^^ '

,'()
i^JS\

— bei der Kj'"" '•'''' für v = 1,2, , \) die unter (.'3i.), für j/ == p + 1, • • •, ^> die unter (l]^.)

definierte Größe bezeichnet — W-'^z) für y = l, 2, •••, p durch die erste, für v = p+l, ••,p

durch die zweite der Gleichungen:

q = r X=fif-1 (, = r )-=fif-1

*• r -1- ,-tn *» /,+

["i'^i]
6+

(v=p + l,--,p)(>=1,2,- -,1))

endlich Ä^ (. = 1,2, ,p) durch die schon früher aufgestellte Gleichung:

* e=i;.=i * x=i/. =1
^

r = l ;. = 1 l'=l

bestimmt ist. Trotzdem die Gleichung (ü.), zur Vereinfachung der Untersuchung, nur

für den Fall abgeleitet worden ist, daß die Punkte e^, -, e, sowie der Punkt z im

Innern der Fläche T' liegen, gilt sie auch noch, wenn die genannten Punkte teilweise

oder sämtlich der Begrenzung von T' angehören. Unter der, die Allgemeinheit der

Untersuchung nur scheinbar l)eschränkenden, Voraussetzung, daß die unbestimmten

K(mstanten 2''^' (f = i,2, -.o durch eine Lagenänderung der Punkte e^^, e^, , et nicht be-

einflußt werden, ändert sich nämlich der Wert des Ausdruckes:

W{z)
»=1
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bei dem W(z) die zu Anfang dieses Artikels angeschriebene lineare Verbindung von

Elementarfunktionen vertritt, als Funktion der ^ + 1 in T' frei beweglichen Punkte

Si, • , s,, z betrachtet, stetig, wenn einer dieser Punkte durch stetige Bewegung in

einen Punkt der Begrenzung von T übergeht, und es kann daher der in Rede stehende

Ausdruck, da er der Gleichung (D.) gemäß immer den Wert Null besitzt, wenn die ge-

nannten Punkte im Innern der Fläche T liegen, nicht einen von Null verschiedenen

Wert haben, wenn diese Punkte teilweise oder sämtlich der Begrenzung von T an-

gehören.

Aus der so für jede Lage der Punkte Cj, • • , e<, z als richtig bewiesenen Gleichung (D.)

erkennt man nun schließlich, daß die allgemeinste zur Charakteristik [,] gehörige

Funktion W{z), w^elche in je zwei zu einem der Schnitte Cj, • •, c^, %^^,, •
-, a^ oder

der t -\-r -Y g Schnitte l gehörigen entsprechenden Punkten c/'+, ff'' denselben Wert be-

sitzt, sich, entsprechend der zu Anfang des Artikels aufgestellten Behauptung, durch

die Derivierte einer zu derselben Charakteristik gehörigen Funktion W, eben der

E'unktion W^{z), und die j9 ausgezeichneten, mit der Funktion W{z) gleichartigen

Funktionen W^'^\z), , W^^\z) linear darstellen läßt. Dabei ist noch besonders hervor-

zuheben, daß diese p ausgezeichneten Funktionen W^^\z), •, W'-''\z) durchaus selb-

ständige, von der darzustellenden Funktion W(z) unabhängige Gebilde sind, während

andererseits die Funktion W'*(z) in engster Beziehung zu der Funktion W(z) steht.

Läßt man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion W(z)

definierenden Gleichung und dementsprechend auch in der Gleichung (D.) die Größen 2
sämtlich mit der Null zusammenfallen und setzt zudem noch 6' = 1 , so wird W(z) = 1

und zugleich reduziert sich die Gleichung (D.) auf die Gleichung:

d 1%=^
\

dz I
-^ I, 5 I

' -'^ V /
V'

r = l

Zum Schlüsse dieses Artikels sollen jetzt noch kurz diejenigen speziellen zur
(A\ / A ... A 1 . . . t\

b] = \b . ..n \. ..x)
gehörigen Funktionen W betrachtet werden, deren

Werte in je zwei entsprechenden Punkten cP'^,cP~ der Begrenzung von T" in der Weise

verknüpft sind, daß

längs a,{Tf'+ = ^, TT-,

längs6,{IF+ = J5jr-, -i,3.--.P,

längs c,{TF+= W-,

längs üo{ TF"^= W~, <7=i,3, ..,»,
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ist. Eine jede solche Funktion W möge eine zur Charakteristik Lj gehörige F-Funktion

genannt und mit F(s) bezeichnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtheit

der zur Charakteristik („j gehörigen J''-Funktionen identisch mit der Gesamtheit der-

jenigen Funktionen W{z) von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art, bei denen

die das Verhalten an den Schnitten u^, h^; ; (ip, b^; b^ + i,
• ; b^, bestimmenden Kon-

stanten ^i,---, Äp, ßp^i,---, iip sämtlich den Wert Null besitzen.

Die Derivierte '-j— einer jeden zur Charakteristik
(^)

gehörigen Funktion W ist,

wie aus dem zu Anfang des Art. 6 Bemerkten hervorgeht, eine zu derselben Charakte-

ristik gehörige i''- Funktion. Daß aber auch umgekehrt eine jede zur Charakteristik (^

gehörige F- Funktion sich mit der Derivierten einer zu derselben Charakteristik ge-

hörigen Funktion II' deckt, erkennt man, wenn man beachtet, daß die vorher gewonnene

Gleichung (D.) sich für eine Funktion W(z) = F(s!) auf die Gleichung:

(D'.) i^(.) = '^^*(^)

dz

reduziert. Die Gesamtheit der zur Charakteristik f^j gehörigen i'-Funktionen ist also

auch identisch mit der Gesamtheit der Derivierten -;— der zu derselben Charakteristik
äs

gehörigen Funktionen W.

Aus dem soeben gewonnenen Resultate folgt nun schließlich noch, daß das mit

einer Funktion F(z) gebildete, von einem Punkte z^, bis zu einem Punkte z über eine

ganz im Innern der Fläche T" verlaufende ivurve erstreckte Integral rF{z)dz eine zur

Charakteristik La gehörige Funktion W ist, und daß diese Funktion W, nachdem man

F(z) durch Elementarfunktionen ausgedrückt und zu dem so erhaltenen Ausdrucke W(z)

von der zu Anfang dieses Artikels definicn'ten Art den ihm entsprechenden Ausdruck

W*{z) gebildet hat, durch die Gleichung:

(D".j jF{z)dz = W*{z) - W*{z,)

geliefert wird.

Auf die Theorie der zur Charakteristik („) gehörigen i<'- Funktionen soll aus-

führlicher erst im sechsten Abschnitt eingegangen werden.
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8.

Der zu Anfang des Art. G aufgestellte Ausdruck:

81

r=l ^ " " 1
+ + s;;/' J'

l'

)

+ +

bei dem »«i, • • •, m,, n^, , n,., Pi, , i)^ unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch-

staben 2, ß, 51, C unbestimmte, nur der Bedingung:

» = 1 \r=l (< = 1 z = l /

unterworfene Konstanten bezeichnen, stellt die allgemeinste zu der angenommenen

Charakteristik iji) = iB^-B' i- i)
gehörige Funktion W dar. Auf Grund des im vor-

hergehenden Artikel gewonnenen Resultats ist man jetzt imstande, das mit dieser

Funktion W{z) gebildete, von einem Punkte z^ bis zu einem Punkte z über eine ganz
z

im Innern der Fläche T' verlaufende Kurve erstreckte Integral Cw{z)dz durch das

Produkt zWiz) und Elementarfunktionen linear darzustellen. Man braucht dazu nur

auf das Integral das Verfahren der teilweisen Integration anzuwenden und in der so

sich ergebenden Gleichung:

z z

j'W{zjdz ^zW(z) - z,W{z,) -Jz^dz

das rechtsstehende, auf die zur Charakteristik
(^j

gehörige i'-Funktion z ^.p sich be-

ziehende Integral mit Hilfe der Formel (D".) des vorhergehenden Artikels durch Elementar-

funktionen auszudrücken.

In derselben Weise schließend, wie es in Art. 8 des vorhergehenden Abschnittes

an der entsprechenden Stelle geschehen ist, gelangt man hier unter wörtlicher Wieder-

holung des dort Gesagten zu der die erwähnte Darstellung liefernden Gleichung:

z

J W{z) dz = zW{z)-z, W{2o) - W* (z) + W* (z,)

.

P-R, II. 11
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In dieser Gleichung vertritt W*(z) den Ausdruck:

X = m.

w*{z) = ^2^\ s;"'' /' '; +^'^&^'\ {'

^=1

/. = 1

;. =

« = 1

v = l

bei dem zur Abkürzung für j' = 1, 2, • • , p

rt, £, j^i ;^i C'-i)! »,u "^ y^r^-'
r/r)p

"
T = l u = l m = l ,•',"',' x=l «1 = 1 »/^ "'I *

für V = p + 1 , • • •, i^ dagegen

m 11,1
— 1\

j^'V,,- ,f/)^ y y y>' V >' y ^"' ^
^'' \—-{ p i' dar

"^1 ,t^\ ^\ itl ('«— 1)! ma^~l VJ M/,f-/. i } i.

p = l »1 = 1 t/ '" I
^

x = l m=l »/ '" I
>

gesetzt ist, wahrend dit; Konstanten ^ , c aus den Gleichungen:

U'(f,)„ _p 0(',)__ Off,)

sich ergeben, wenn man dabei die Größe 2i'; + i
und jede Größe 2*^'"^ deren Index /

nicht der Reihe 0, 1,2, • ••, «^, angehört, als mit der Null identisch ansi(!ht und unter
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c'-^'\ 4°°"'» • • •> cl^"' die Koeffizienten versteht, welche in der Entwicklung der Funktion W(z)

für das Gebiet des Punktes oo^ den Potenzen z^^, z^^, • , zj.^ l)eziehungsweise zukommen.

Damit ist die Theorie der zu der gemischten Charakteristik {bJ"^{b'^ Ti' i i)

gehörigen Funktionen soweit entwickelt, wie es im vorhergehenden Abschnitte für die

zu einer gewöhnlichen Charakteristik (jA gehörigen Funktionen geschehen ist. Die in

diesem Abschnitte angestellten Untersuchungen und erhaltenen Resultate lassen sich

nun unmittelbar auf den Fall übertragen, wo statt der gemischten Charakteristik

[b^-b' 1 i)
di*^ gemischte Charakteristik (b\..b')' ^^^^ ^^^' ^h^ ^^h<

' '

'' ^h'> ^h
eigentliche, Äx +i=l, B^ +i=l; • • •; ^;. ,= 1^, B) =\ uneigentliche Faktorenpaare sind, vor-

liegt. Man braucht zu dem Ende nur an allen denjenigen Stellen, wo aus der Zahlen-

reihe 1, 2, , i) die Zahlenreihe 1, 2, • • •, p oder die Zahlenreihe p + 1, p + 2, • • •, p
herausgegriffen wird, die Zahlenreihe 1,2, •••,p durch die Zahlenreihe A^, Ag, • , A^,

die Zahlenreihe p + 1, p + 2, , ^ durch die Zahlenreihe Ap^i, A^^o, • • •, A^ zu ersetzen.

11*
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Untersuchung der zu der ausgezeiclineten Charakteristik geliörigen Funktionen.

1.

Die ausgezeichnete, nach früherer Definition nur aus uneigentlichen Faktoren-

paaren zusammengesetzte, Charakteristik (jj' _g''j = (j . . . i) ist mit der zu ihr reziproken

Charakteristik (-^ J'\ = ( ) identisch, also eine zu sich selbst reziproke Charakte-

ristik. Auf Grund des im ersten Teile gewonnenen Fundamentalsatzes erhält man die

sämtlichen zur Chai'akteristik
(j J gehörigen Funktionen W, wenn man an Stelle des

Systems der s + Wj + • • • + >», Konstanten 2 und der p Konstanten 3li, • • •, 21^ ein jedes

die Gleichung ^^S„ = 0*) nicht verletzende System von s + »', +•••+«», +i> Werten
n = l

treten läßt und zu jeder so erhaltenen Funktion noch eine willkürliche Konstante C
addiert. Die Konstanten dj, • • •, S^ fallen hier, da für jedes r aus der Reihe 1, 2, • • ,p

A,., 7>\ ein uneigentliches Faktorenpaar ist, sämtlich mit der Null zusammen.

Zunächst sollen nun, um auch im vorliegenden Falle ein System von Elementar-

funktionen zu erhalten, aus den zur Charakteristik
(, J gehörigen Funktionen W

gewisse spezielle Funktionen herausgegriffen und, unter Beibehaltung der im ersten Teile,

in Art. 1 des siebenten Abschnittes, angewandttni Bezeichnungsweise, mit Hilfe der in

Art. 2 des ersten Abschnittes aufgestellten Fundamentalformel (F.) untersucht werden.

Da im vorliegenden Falle ein jedes Faktorenpaar A,,, B, ein uneigentliches, also p =
und dementsprechend Ai = l, ^^ = 2, , ^^,=p ist, so tritt an Stelle der allgemeinen

Fundamentalformel (F.) hier die Formel:

*) Kiemann, H., Theorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 3. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88—144;

S. 104, 106.)
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+

1=1 rl = 1 ^1 = 1

(r = »_

Wegen ^S.„=0, :^S.„ = hat die Summe ^^S,
^ (£, ^ +2, +--- + 2, ), wenn man

die dabei auftretenden Größen 2;^ , 2;, durch die Gleichunü^en 2, = 2, , 2. = 2.

(7 = 3

definiert, für w = 1, 2, 3, . . . denselben Wert wie die Summe >'2. (2, +2. H h2,'),
17 = 1

'

und man kann daher bei der vorstehenden Formel die Komplexion x^, x^, , x, durch

eine ihrer zyklischen Permutationen ersetzen.

2.

Der Fundamental satz liefert nun zur Charakteristik (, .), wenn man zunächst

die Konstanten 2 sämtlich mit der Null zusammenfallen läßt und dann an Stelle des

Systems der p Konstanten 3(i,
• • •, 31^, irgend welche Systeme von p Werten setzt, Funk-

tionen W, welche ftir keinen Punkt der Fläche T" unstetig werden. Solche Funktionen

mögen allenthalben endliche Funktionen genannt und im folgenden durch u\z\ oder

durch u' oder noch einfacher durch u bezeichnet werden. Gewisse dieser Funktionen u

sollen jetzt als Elementarfunktionen aufgestellt und allenthalben endliche Elementar-
funktionen genannt werden.

Man bezeichne zunächst, unter q eine Zahl aus der Eeihe 1, 2, •,p, unter

^nv (' = 1.2. wi) eine Größe, die für v = q den Wert 1, für v '^ q den Wert besitzt, ver-

stehend, mit u^,\z\ eine spezielle allenthalben endliche, eine willkürliche, später zu be-

stimmende, additive Konstante c^, enthaltende Funktion, bei der die Konstanten 2(,, . = 1,2,-. ,p,

die speziellen, mit 21^,,, . = 1,3, ,p, zu bezeichnenden, durch die Gleichungen %,j,. = d^,.ni,

' = 1,2, ,p, bestimmten Werte besitzen, und bezeichne bei dieser Funktion die an Stelle

der Größen 53,,, > = ),2, ,p, stehenden Größen mit «,,,,, . = 1,2, ,?, sodaß also für (> = 1, 2, • • -, p:

längs «,, {«j,|^|^ = ^«l'S^I" + ^^j,ni,

, längs &„{mJ^|^- = m,,|^|- + ap,„ ^ = 1,2,..,^,

längs c,. {'W,,|^|^ =
^*('kl"'

längs ?„{m^,|^|+ = w,,|^|^, c-=i,2,. .,,,
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ist. Wählt man nun noch den Wert der in u^, enthaltenen willkürlichen additiven

Konstante c^ so, daß für q = 1,2, , ]):

(2.) Ü^^M.I^.HO
x=l

ist, so ist damit zugleich, nach dem Fundamentalsatz, die Funktion u„ vollständig

bestimmt.

Die so gcivonnenoi rolJständig hcstimmten allenthalben endlichen Funktionen u^\z\,---,u^\z\

sollen die zur Charakteristik (, .) gehörigen allenthalben endlichen Eleinentarfunktionen

genannt iverden.*)

Die ]) Elementarfunktionen u^, • •, u^ sind linear unabhängig. Zum Beweise

dieser Behauptung bilde man aus ihnen und den unbestimmten Konstanten c^, c^, • • •, Cj,

die allenthalben endliche Funktion u = Cq + c^u^ -\— • + c^,Up und stelle sich die Aufgabe,

die Konstanten c in allgemeinster Weise so zu bestimmen, daß für jeden Punkt z der

FUlche T" die Gleichung m = besteht. Soll aber die Funktion « für jeden Punkt z

der Fläche T" den Wert Null besitzen, so können, da dann die ihr zukommenden,

durch die Gleichungen 2t,, = ^c„o^,.Tii = c,.ni, . = 1,2, ,p, bestimmten Konstanten 5(i,
• . %p

sämtlich mit der Null zusammenfixllen müssen, die Größen c',,---.c^, nicht von Null

verschieden sein, und es kann weiter auch c^ nicht von Null verschieden sein, da für

f'i
==••=- c,, = der mit u bezeichnete Ausdruck sich auf Cy reduziert. Damit ist be-

wiesen, daß eine Gleichung von der Form = Co + q?*! + • • • + c^m^ nur dann für jeden

Punkt z der Fläche T" bestehen kann, wenn die Konstanten Cq, c^, , c^ sämtlich den

Wert Null besitzen, oder, was dasselbe, daß die Funktionen Mj,---, m^, linear unabhängig sind.

Die allgemeinste allenthalben endliche Funktion u\z\ wird, wenn man unter

C, 2(i,
•••, 9(^, keinen Bedingungen unterworfene Konstanten versteht, durch die Gleichung:

(3.) u\z\ = C+l-.2%u^\A
(,=1

dargestellt. Die Eichtigkeit dieser Behauptung erkennt man auf Grund des Funda-

mentalsatzes, wenn man beachtet, daß die durch diese (Jleichung definierte allenthalben

endliche Funktion u, wie aus der Relation —^ 'ä,ß^,yni = %. folgt, so beschaffen ist,

daß längs «,, {'»|^|^" =
««[^l" + 5(,, r = i,2,.,,,, ist, und daß diese Funktion zudem die will-

kürliche additive Konstante C enthält.**)

*) RiEMANN, B., Theorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 4; II, Art. 18. (Gesammelte Werke, 2. Aufl.,

S. 88—144; S. 105; S. 129.)

**) BiEMAN.N, B., Theorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 4. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88—144;
S. 105, 106.)
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Zwischen den _2r Konstanten a^„, (-,<r = i,2,--,j', des Funktionensystems t*i|0|, •••, «<^|^|

bestehen die ^ ^~ Beziehungen:

(4-) «,.=««,, '•":!:;,"

Um dieselben zu erhalten, beziehe man die am Ende von Art. 1 aufgestellte, auf

irgend zwei allgemeine zur Charakteristik
(j J gehörige Funktionen W, W sich

beziehende, Fundamentalformel (F3.), unter q, o irgend zwei Zahlen aus der Keihe

\,2,--,p verstehend, auf die Elementarfunktionen m^|^|, ««„|«|, ersetze also in der

Formel (F3.) die darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W durch die ent-

sprechenden Konstanten der Funktionen u^, u„. Man erhält so zunächst die Gleichung:

v = p

2 i^nv^idov - a J^.ni) =
r = l

und weiter dann, indem man die Summation nach v ausführt, die für q, o = 1,2, ,p
geltende Gleichung a„„ = a„^.*)

Die durch die Gleichung (3.) definierte allgemeinste allenthalben endliche Funktion:

-t t SS

ist so beschaffen, daß für >- = 1, 2, • , p:

längs a^ {ti'^ = M~ + 2{,,, längs b^ [w^ = u~ + 33^

ist, wobei 33,. durch die Gleichung:

dargestellt wird. Entsprechend der im ersten Teile am Schlüsse von Ali. 6 des sechsten

Abschnitts gewonnenen Gleichung besteht daher hier, wenn man den reellen Teil der

Funktion u mit ii'-^\ den lateralen Teil mit tc'-^^i und die zu ^1,., 33,. konjugierten Größen

mit St^, SB^ beziehungsweise bezeichnet, die Gleichung:

'ff I
(^)'+m+ i^hmi '^'y =I (8.». - 8,«.i.

Das auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Integral kann nur dann den Wert

Null annehmen, wenn u sich auf eine Konstante reduziert, oder, was dasselbe, wenn

die in dem Ausdruck für tt vorkommenden unbestimmten Konstanten %^, 3I2, • • •, St^

sämtlich der Null gleichgesetzt werden. Sind die Größen \>(i, St., , %p nicht sämtlich

*) RiEMANN, B., Theorie der Abelschen Funktionen. H, Art. 20. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88— 144;

S. 130, 131.)
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der Null gleich, so sind auch die ihnen entsprechenden Größen S3i, 33ä, • • •, 33^ nicht

sämtlich der Null gleich, da im anderen Falle die auf der rechten Seite der letzten

Gleichung stehende Summe und damit auch das Integral den Wert Null haben würde,

ohne daß die Größen 51 sämtlich verschwinden. Das System der p Gleichungen

= ^'§(„o^^, . = 1,2, ,p, hat daher nur die eine Lösung Sij = 0, Slg = 0, • • •, 2(^ = ü, oder,

was dasselbe, die Determinante ^' ± "n^'ss •
";,;, der p- Größen a^^, p,v=i,2, ,y, besitzt

einen von Null verschiedenen Wert.

Man setze jetzt, unter Ji,a?ä,---,a;^ irgend ^n-eelle Größen verstehend, 3t,, = a',,i, . = 1,2,- ,p;

dann wird %,=^-x,i, 93, = —^"a;^/«^,,, 33, = —^"a;^«^,,,, wobei a^,, die zu a^,. = a\^, + d'^J

konjugierte Größe ((,,. — a",.i bezeichnet, und es geht dementsprechend die letzte außer-

halb des Textes stehende Gleichung, wenn man noch ihre linke und rechte Seite mit

Y multipliziert, ü])er in die Gleichung:

- ijjimhmh (^)'+m\ '^^v-tm%.v.-
t'' e - '

'-1

Das auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Integral ist niemals negativ und

kann nach vorher Bemerktem nur dann den Wert Null annehmen, wenn die Größen

a\ , ifj , • •, .r^ sämtlich der Null gleich gesetzt werden. Infolgedessen hat der auf ihrer

rechten Seite stehende Ausdruck nur für u\ = 0, if2=0, •'•, a'^=0 den Wert Null, für

jedes vcm 0, 0, •••, verschiedene Wertesystem :i\, a\,, • • •, a), dagegen einen negativen

Wert. Daraus ergibt sich nun schließlich, daß die mit den reellen Teilen d^,,. der

p^ Größen a^,,., p,v=i,2, ,p, gebildete Determinante ^±a'ii«2. ••• o,,/,, deren Elemente

wegen a^^===- a^,^, ?,• = !, 2, ,;-, durch die Beziehungen ap,,= «,^,, ','.' = 1.2,,^, verknüpft sind,

(j=p r=p

einen von Null verschiedenen Wert besitzt, und daß die Form >^ ^ a'f,y^\;^v eine ne-

gative (quadratische Form ist.*)

Infolge des Nichtverschwindens der Detemiinante ^+ «nöla • • • «^^ liißt sich ein

System (e) = eile^]-
• -je^, von j9 Größen inmier und nur auf eine Weise mit Hilfe von

2p reellen (Jrößen x, A in die durch die Gleichungen:

v = p

Ci =^ X,,rti,, + A,7li, 63 = ^ 5f,«2, + Kni, • •, <'p= 2L ^v^py + K^^
1 = 1 . -

1

1 = 1

bestimmte Gestalt bringen. Zum Beweise dieser Behauptung hat man nur zu beachten,

daß für reelle x, A das aufgestellte System von p Gleichungen, wenn man noch den

*) ItiKMA.NN, B., Theorie der Abelschen Funktionen. II, Art. 21. (Uesainnielte Werke, 2. Aufl., S. 88— 144;

S. 131, 132.)
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reellen Teil von e^ {p = i, 2, -.p) durch e^, den lateralen durch e^'i bezeichnet, mit dem
Systeme der 2p Gleichungen:

>=1 v=l r=l

r=p

V ^p r ?

äquivalent ist, und daß diese letzteren Gleichungen für jede der 2}) Unbekannten

Xi, x^, , Xp, Ai, A2, • • •, Ap einen bestimmten, reellen Wert liefern.*)

Zwei Größensysteme (e) = e,|eä|-

•

-jep, (e) = eje^l- • -[e^, die in solcher Beziehung

zueinander stehen, daß die dem ersten zukommenden Größen x, k sich von den dem

zweiten zukommenden entsprechenden Größen x, A nur um ganze Zahlen unterscheiden,
v=p

oder, was dasselbe, deren Elemente durch|> Gleichungen von der Form e^ = e^ +^^^a+ Ji ni,

?=i, 2, ,;<, bei denen die Buchstaben^, h ganze Zahlen bezeichnen, verknüpft sind, sollen

nach EiEMANN kongruente Systeme genannt w^erden. Sind zwei Systeme (e), (e)

kongruent, so soll diese Beziehung durch ei|e2|---|f^= ei|e,|---|ep oder kürzer durch (e) = (e)

angedeutet werden.

3.

Nachdem im vorhergehenden Artikel die zur Charakteristik L \) gehörigen

allenthalben endlichen Funktionen W definiert und untersucht worden sind, sollen jetzt

zunächst solche zur Charakteristik (^

'

'
^ J gehörige Funktionen W betrachtet werden,

welche zwar unendlich, aber nur logarithmisch unendlich werden. Auf Grund des

Fundamentalsatzes erhält man die sämtlichen zur Charakteristik (, ,)
gehörigen,

nur logarithmisch unendlich werdenden Funktionen W, und zwar jede nur einmal, wenn

man die my-\ \- m„ Konstanten ö„i, • • •, 2„„,„, <j = i, 2, • ,», sämtlich mit der Null zu-

sammenfallen läßt, weiter dann an Stelle des Systems der s Konstanten 2^, -, 2, ein

jedes von 0, • •, verschiedene, die Gleichung ^'S„==0 nicht verletzende System von

s Werten und unabhängig davon an Stelle des Systems der j) Konstanten 3(i,
• • •, 21^, ein

jedes System von p Werten treten läßt, endlich noch zu jeder so erhaltenen Funktion

eine willkürliche Konstante C addiert. Unter den zur Charakteristik L \) gehörigen

Funktionen W gibt es also keine, welche nur für einen der Punkte ^,, • •, cP, logarith-

*) RiEMANN, B., Theorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 15. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88— 144;

S. 125, 126.)

P-R, II. 12
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misch unendlich wird; wohl aber gibt es solche, die für zwei dieser Punkte logarithmisch

unendlich werden.*) Die einfachste derartige Funktion soll jetzt aufgestellt und näher

untersucht werden.

Man verstehe unter a, a irgend zwei Zahlen aus der Keihe 1, 2, ••-, s und be-

zeichne, unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes gemachten Festsetzungen,

den a'°" der s Punkte ocj, • • •, oo,^, a^, , a,, c,, • • •, e, mit 1], den a''"" mit t] und dem-

entsprechend die zu den Punkten Tt], i] führenden Linien l„^ l„, jetzt mit l,^, l,^ beziehungs-

weise. Der Fundamentalsatz liefert dann zur Charakteristik W'\a eine, die willkür-

liche additive Konstante c enthaltende, Funktion ^Y, die in der Fläche T" nur für die

Punkte Tt], Tf] unstetig wird, und zwar für den Punkt r\ wie In—, für den Punkt ?/ wie

— In — , wenn man 2„= 1, £„ = — 1 setzt, allen übrigen s + mj + • • • + m,— 2 Größen ß

dagegen sowie den f Größen %^, • •, 31^ den Wert Null zulegt. Die so gewonnene

spezielle Funktion W bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstante c

sich vorbehaltend, mit //''''
, die bei ihr an Stelle der Größe 33,. stehende Größe mit

S3t'''''^ Für das Gebiet des Punktes t\ läßt sich dann diese Funktion durch eine Gleichung

von der Form:

(1- 77 = In^ + c„o + c„i^!,, + c,.zl + •

für das Gebiet des Punktes t] dagegen durch eine Gleichung von der Form:

(!'• 77 ln7- + c<,'o+c„'i^„' + c„.24 +
^'/

darstellen, wobei die c von z unabhängige (^rößen bezeichnen. Zugleich sind die Werte

der Funktion 77
1';

in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten c/'^, cP in der

Weise verknüpft, daß

längs aJ77

längs ^,,{77

,v
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Gleichungen (1.), (1'.), (2.) vorkommenden Konstanten sind die Konstanten c„o; (^^o die

einzigen, welche von der in 77 enthaltenen willkürlichen additiven Konstante c

abhängen, und zwar geht beim Übergang von c in c + k die Größe c„o in c^^ + k, die

Größe Cq.q in c„.(,+ Ä; über. Infolgedessen kann man den Wert der in 11^^ enthaltenen,

bis jetzt noch willkürlichen additiven Konstante c immer und nur auf eine Weise so

wählen, daß

(3.) c„„=0^aO-

ist, und es ist dann zugleich die Funktion //

zwei Punkte aus der Eeihe oo^, •, oo,^, a^.

verstehen mag.

vollständig bestimmt, einerlei welche

a„ ßj, • • •, e, man auch unter j], rj'

Die j; bei der Funktion IT auftretenden Konstanten S3i'''''',
•'=i.2.--,p, lassen

sich durch die Werte, welche die ^ Elementarfunktionen u für die Punkte tj, i] be-

sitzen, ausdrücken. Um diese Ausdrücke zu erhalten, beziehe man die Fundamental-

formel (Fg.) auf die Funktionen FI ^^j
, u^\z\, lasse also in der Formel (Fg.), nachdem

man bei ihr den Summationsbuchstaben o, um Verwechslungen mit den zu Anfang

dieses Artikels eingeführten festen Zahlen a, a vorzubeugen, durch t ersetzt und zur

Darstellung der Funktion u^\z\ für die Gebiete der Punkte ri, rj die Gleichungen

Wpl-^Hc^o + c^i^.^ + c^a^H , u^\z\ = c„ü + c„,^z,^. + c„.^z\,^ , bei denen speziell c„^ = u^\ri\,

c„-o=ttp|r/| ist, aufgestellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Konstanten der

Funktionen W, W die entsprechenden Konstanten der Funktionen 77

Man erhält so zunächst die Gleichung:

u^\z\ treten.

2 (-Si"'''''(^,.7ii) - 27ric„o+ 27r«c„,o=
r = 1

und weiter dann, indem man die Summation nach v ausführt und c„o, c„.o, den schon

oben aufgestellten Gleichungen c,„^=u^\ri\, c„o=^p|'/| gemäß, durch u^\ri\, u^\ri\ be-

ziehungsweise ersetzt, die für q = 1,2, , p geltende Beziehung:

- 33|,'''''''7r^ - 2niu^\i]\ + 2niu^\iri\ = 0.

Ersetzt man nun noch den Buchstaben q in neuer Bezeichnung durch v, so erhält man

schließlich die Gleichungen:

(4.) nr''=-2{u,\ri\-u,\ri\), .=.,v--,..

Man verstehe jetzt unter a^, a.,, a.^ irgend drei Zahlen aus der Reihe 1, 2, •, s

und bezeichne den o','" der s Punkte ooj, • • •, cso^, a^, , a,., s^, • , s, mit rj^, den 02""

12*
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mit TJ.2, den af" mit t]^. Die zu diesen drei Punkten jj führenden Linien l„^, l,,^, l,,^ mögen

bei einem negativen Umlauf um den gemeinsamen Mündungspunkt cP^ der Schnitte c, l

in der durch die Permutation t,, Tj der Zahlen Og, Oj charakterisierten Eeihenfolge

l„ , l^^, l^^ überschritten werden. Bildet man dann die zu den Punktepaaren ri^, t/,; t^i, 7/3

gehörigen Funktionen FI
^^^'

mentalformel (F3.) auf diese

77 ii'i.. und bezieht die in Art. 1 aufgestellte Funda-

jeiden Funktionen, läßt also in der Formel (F^.) an Stelle

der darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W die entsprechenden Kon-

treten, so erhält man unter Beachtung des amstauten der Funktionen FI
z
,n

Z

Schlüsse von Art. 1 Bemerkten zunächst die Gleichung:

[4n'[2„(S„. + ä,. + £,.) + £,.(£,. + £,.) + S„S„] - 2;i'[S,S., + 2,ß.„ + S.,8„]| _|-0.

wobei

ß=l fi= — 1 2=0-

2=1 2=0 2=-l-

•'öiO
' 0, c„. = n

^«lO ~ "> ^ffjO ~ ''

11%
13

lll»

'I.

ist, und schließlich nach einfachen Überlegungen die Gleichung:

(f).) 77 'iiii = 77 'ii'Ja

1j
71«,

bei der auf der rechten Seite das negative oder positive Zeichen zu nehmen ist, je

nachdem die Schnitte l„^, l„^, l„^ bei einem negativen Umlauf um den gemeinsamen

Mündungspunkt cPq der Schnitte c, l in der Reihenfolge l„^, ?„,, l„^ oder in der Reihen-

folge l„^, l„^, l„^ überschritten werden.

Bei der Definition der Funktion 77 wurde unter t] der a'% unter t] der a''°

der Punkte oo^, , 00^, a^, • , a,., e^, • -, e, verstanden. Beachtet man nun, daß in dem

Fundamentalsatze t eine unbestimmte positive ganze Zahl bedeutet, und daß die Punkte

, E, t beliebig im Innern von 1" angenommene, von den Punkten ooj, oo„, a, ,a.

verschiedene Punkte sind, so erkennt man, daß man bei Zugrundelegung der ursprüng-

lichen Fläche T zu je zwei im Innern von T gelegenen Punkten 11, 7/ eine Funktion

77 in der früher angegebenen Weise definieren kann, sobald man nur in die Fläche T'

zwei durch keinen der Punkte oc, a hindurchgehende Schnitte l,^, l,^, eingeführt hat,

welche den der positiven Seite von c^ und der negativen Seite von Ci gemeinsam an-

gehörigen Punkt mit den Punkten tj, ij verbinden.
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Weiter kann man dann durch Betrachtungen, die den in Art. 4 des zweiten Ab-

is für die Funktion P ] angestellten ganz ähnlich sind, zeigen, daß eine Funktion

mit den oben angegebenen charakteristischen Eigenschaften auch in dem Falle exi-

stiert, wo einer der Punkte ri, ?/ der Begrenzung von T angehört, und auch noch in dem
Falle, wo die Punkte i], ?/ beide der Begrenzung von T angehören, wenn nur diese

beiden Punkte als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen.

Schließlich läßt sich durch die am Ende von Art. 4 des zweiten Abschnittes an-

gewandte Schlußweise auch noch zeigen, daß die soeben abgeleitete Formel (5.) ohne

weiteres auf den Fall übertragen werden kann, wo die Punkte rj^, %, t;^ teilweise oder

sämtlich der Begrenzung von I" angehören, wenn nur diese Punkte als Punkte der

Fläche T betrachtet getrennt liegen. Die von der Formel (5.) sich nur durch die Be-

zeichnung unterscheidende Formel:

(5.) // ni = n + m

— bei der auf der rechten Seite das negative oder positive Zeichen zu nehmen ist,

je nachdem die Schnitte l,^, l;, l. bei einem negativen Umlauf um den gemeinsamen

Mündungspunkt cP^ der Schnitte c, l in der Eeihenfolge l,^, l;, l, oder in der Eeihen-

folge l,,, l„ l^ überschritten werden — gilt dementsprechend für irgend drei Punkte ij, i^,

der Fläche T, wenn nur diese Punkte als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen.

nicht nur bei festgehaltenemAus der Formel (5.) erkennt man nun, daß die Funktion 77

Punktepaare t], u eine Funktion der komplexen Veränderlichen z, sondern auch bei fest-

gehaltenem Punktepaare ij, 2 eine Funktion der komi^lexen Veränderlichen Z, ist, und

z
daß die Eigenschaften von 77 als Funktion von 'C ohne Mühe aus den bekannten

Eigenschaften von 77 'l" als Funktion von 'Q abgeleitet werden können.

4.

Von der im vorhergehenden Artikel definierten Funktion 77 ausgehend kann

man jetzt in folgender Weise eine Funktion bilden, die nur für einen Punkt der

Fläche T logarithmisch unendhch wird.

Man verstehe (s. Fig. 1) unter r] irgend einen im Innern der B'läche T gelegenen,

unter X, einen der positiven Seite h"^ des Schnittes h^ (p=i,2,..,p) angehörigen Punkt,

bezeichne mit i'^ denjenigen Teil des Schnittes ft^, dessen positive Seite sich von t^ bis "C,

erstreckt, mit 6^' den noch übrigen Teil des Schnittes h^, dessen positive Seite sich also

von "C, bis r^ erstreckt, ziehe nach den Punkten /;, "C, von dem der positiven Seite von c^
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und der negativen Seite von i\ gemeinsam an-

gehöi'igen Punkte aus zwei Schnitte l,^, l^ in der

Weise, daß die Schnitte c, l bei einem negativen

Umlauf um ihren gemeinsamen Mündungspunkt cP^^

in der Reihenfolge Cj, c^, •, c^, l,^, L überschritten

werden, und denke sich alsdann nach Anleitung

des vorhergehenden Artikels die zu dem Punkte-

paare tj, ^ gehörige Funktion IJ ^f gebildet. Da

der Punkt ^ der Begrenzung von T' angehört,

wird durch den Schnitt l^ die den Schnitt /,, ent-

haltende, einfach zusammenhängende Fläche T
in zwei einfach zusammenhängende Flächenstücke

zerlegt, von denen das eine, mit T/ zu bezeich-

nende, durch die positive Seite von
?f,

die beiden

Seiten der Schnitte a^, &,, c,; • • •; a^_i, &p_i, c^-i, die negative Seite von c^, und die positive

von h'^„ das andere, mit TJ zu bezeichnende, dagegen durch die negative Seite von L, die

positive von b" die negativen Seiten von a , b , die positiven von a , c„ und die beiden

Fig.

Seiten der Schnitte «„ + 1, &„+i, c
X> + i' dp, K' c' l begrenzt ist. Zu der die Schnitte

l^, l^ enthaltenden Fläche T' definiere man jetzt eine neue Funktion TI

man

nS
dadurch, daß

für jeden Punkt z von 1\ \II
vi n + 2ni,

für jeden Punkt z von T/ (//l';' 77

setzt. Da diese Funktion 77 von z in irgend zwei zum Schnitte U gehörigen ent-

sprechenden Punkten c/'+, cP~ denselben Wert besitzt, so ist sie auch noch in der nur

den Schnitt l,^ enthaltenden Fläche T' einwertig, und es soll daher bei der Betrachtung

dieser Funktion der Schnitt h als überflüssig weggelassen werden. Bezogen auf die

von den beiden Seiten der Schnitte u, b, c und des Schnittes l,^ begrenzte, mit T"

zu Vjezeichnende, Fläche besitzt nun die Funktion 77 '' die folgenden Eigenschaften.

Für jeden Punkt z der Fläche T", der eine solche Lage hat, daß die Punkte z, tj,^ als

Punkte der ursprünglichen Fläche T betrachtet getrennt liegen, ist sie einwertig und

stetig, für den Punkt rj wird sie unstetig wie In—, für den Punkte dagegen unstetig

wie — Inj^Tp; zudem sind ihre, allgemein mit 77 77 ^
\ zu bezeichnenden, Werte

in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP'^, cP in der Weise verknüpft, daß
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(2.)

längs «..(77''/
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der komplexen Veränderlichen l, übereinstimmt und dementsprechend*) in der vorher

eingeführten, von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c und des Schnittes l,^ begrenzten

Flache T" eine stetige Funktion des Punktepaares J, z ist, wenn nur die Punkte 'C, 2

als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen, und der Punkt z von dem Punkte rj

verschieden ist.

Es soll jetzt das über die positive Seite des Schnittes h,^^ in positiver Richtung

zu erstreckende Integral

+

dui betrachtet werden. Man erkennt zunächst.

daß dieses Integral für dasjenige Punktgebiet G, welches alle Punkte z der Fläche T"

mit Ausnahme der am Schnitte h^, gelegenen Punkte und des Punktes g^ umfaßt, eine

Funktion:

J.' dul

der komplexen Veränderlichen z liefert, welche für jeden von tj verschiedenen Punkt z

von G einwertig und stetig ist, für den Punkt 1] dagegen unstetig wird wie In —

,

da 77 — In— für 2 = 1] stetig bleibt und :fdul = l ist, und es ist daher jetzt

nur noch zu untersuchen, was das Integral für die nicht dem Gebiet G angehörigen

Punkte z von T" darstellt.

Es möge unter z ein auf der positiven oder negativen Seite des Schnittes h^

gelegener, aber von den Punkten p^, q^, r^, t^, verschiedener Punkt verstanden und um
ihn als Mittelpunkt eine Kreisfläche abgegrenzt werden von so kleinem liadius S, daß

diese Fläche weder einen Winduugspunkt a noch den Punkt tj enthält, und ihre

Pei'ipherie, ebenso wie die Perii)herie jeder kleineren konzentrischen Kreisfläche, mit

dem Schnitte b^, nur zwei Punkte m„, it^ gemeinsam hat, dagegen durch keinen Punkt

eines der übrigen Schnitte a, h, c, l^ hindurchgeht. Dabei soll die Bezeichnung so

gewählt sein, daß ein den Punkt z' in positivem Sinne umkreisender Punkt an der

Stelle iitp von h'^ nach h~ übertritt. Beim Schnitte h^ führe man nun an Stelle

des Stückes nt^itj, denjenigen Kreisbogen iiijT„, welcher vom Punkte / durch das Schnitt-

stück in,jty getrennt ist, als neues Schnittstück ein, bezeichne den so geänderten

Schnitt b^ mit b^, die durch diese Schnittänderung aus T" hervorgehende neue Fläche

*) Vgl. Hartoos, f., Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhängiger Veränderlichen, ins-

besondere über die Darstellung derselben durch Ueihen, welche nach Potenzen einer V^eränderlichen fortschreiten.

Mathematische Annalen 62 (l'J06), S. 1—88; S. 12.
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mit T" und verstehe unter G dasjenige Punktgebiet, welches alle Punkte der Flache T"

mit Ausnahme der am Schnitte h^ gelegenen Punkte und des Punktes §^, umfaßt. Das

mit der zu T" gehörigen Funktion // ^^ gebildete Integral — ~.
f
H nS dw^ liefert dann

für das Gebiet G eine Funktion der komplexen Veränderlichen z, welche für jeden

von 7j verschiedenen Punkt z von G einwertig und stetig ist. Da dieses Integral aber,

wie die Gleichung (3.) zeigt, für jeden Punkt z des Punktgebietes G, der nicht zugleich

dem durch das Schnittstück m^n^, und das Kreisbogenschnittstück nyn^, begrenzten

Flächenstücke angehört, denselben Wert J^, ^ besitzt wie das ursprüngliche über den

Schnitt b^ erstreckte Integral, und jeder solche Punkt z auch dem Gebiete G angehört,

so liefert es zugleich die stetige Fortsetzung von J^r als Funktion der komplexen

Veränderlichen z über das Schnittstück m^tt^ hinüber bis in jede Nähe des Kreisbogen-

schnittstückes liytp und speziell für den am Schnittstück nyi^ gelegenen Punkt z = z

den dieser stetigen Fortsetzung entsprechenden Wert J

also J„

der Funktion J„ sodaß

durch die Gleichung:

J,.
nSn dui

bestimmt ist. Scheidet man nun aus dem auf der rechten Seite dieser Gleichung

stehenden Integrale denjenigen Teil aus, welcher sich auf das Kreisbogenschnittstück

m^,n^, bezieht, und beachtet, daß dieser ausgeschiedene Teil mit gegen Null konver

gierendem S selbst gegen Null konvergiert, so erkennt man, daß man die Größe J^

auch durch die Gleichung:

J,. lim -i. fn\"^ dui^X Tilhf
6 = I

^tj alz ? «« J (.'
I

z
dui

definieren kann, aber auch, da jedes der beiden hier auftretenden Integrale für lim d" =
unabhängig von dem anderen konvergiert, den in der Theorie der bestimmten Integrale

üblichen Festsetzungen gemäß, durch die Gleichung:

J. dui

In ähnlicher Weise läßt sich weiter zeigen, daß das ursprüngliche, über b^ er-

streckte Integral auch in dem Falle, wo z einer der Punkte p^, q^, r^, §^, t^ ist, den der
P-B, U. 13
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stetigen Fortsetzung von J^ '' als Funktion der komplexen Veränderlichen z ent-

sprechenden Wert dieser Funktion liefert. Man hat dabei nur zu beachten, daß die

auf der rechten Seite der Gleichung (3.) stehende Funktion 77 ^ als Funktion von t,

in je zwei zum Schnitte a^ oder zum Schnitte c^ gehörigen entsprechenden Punkten

denselben Wert besitzt, und daß daher der Wert des in Kede stehenden, auf einen

Punkt z des Gebietes G bezogenen Integrals durch eine stetige Deformation des Schnitt-

systems an der gemeinsamen Mündungsstelle der Schnitte a,^, h^, c^, keine Änderung er-

leidet, wenn nur bei dieser Deformation keiner dieser Schnitte bis zum Punkte z vor-

geschoben oder über diesen Punkt hinübergeschoben wird.

Die bisherigen Untersuchungen haben ergeben, daß durch die Gleichung:

(!'•) J. -1. /"//h^ dui

eine in der Fläche T" einwertige Funktion der komplexen Veränderlichen z geliefert

wird, welche für jeden von ri verschiedenen Punkt z von T" stetig ist, für den

Punkt 1] dagegen unstetig wird wie In — . Was nun das Verhalten der Funktion J,^
^

längs der Begrenzung von T" betrifft, so sind, wie sich auf Grund der Gleichungen (2.

71 +
in sogleich anzugebender Weise ergibt, ihre, allgemein mit J^ '

, J^ zu bezeichnenden.

Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten #"+, cP in der Weise verknüpft, daß

f2'.'

längs a^
I

J^,

längs ft,.j </p|]

längs h^\j.j

längs c,[j^

längs 1^[J^,

n

z

n

'/„

J.

J„

,L

J.

'-2ul + 2u'^+2a^^ + 7ii,

= 1,2,.

.•=1,2,

-1,P+'

-üj

- ^i,r'2ni,

'+ 2ni

= 1,8,

ist. Von diesen Gleichungen entsteht die erste, zweite, vierte und fünfte, indem man

die entsprechende unter (2.) stehende Gleichung links und rechts mit -.du^^ multi-
+

pliziert und alsdann, unter Beachtung der Gleichung ;

f
du'-^ = 1, über h^ in positiver

Richtung integriert. Zu der dritten Gleichung dagegen gelangt man auf folgende Weise.
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Zunächst ergibt sich nach dem vorher über die Definition von /„ ^, Gesagten für die

Differenz der Werte J„ ,Jo von J„ in irgend zwei zum Schnitte b„ gehörigen

entsprechenden Punkten z'^, z die Gleichung:

j: J. = -^lim fill Ui ^-//h/ yH+s\i^\i II nt
)dul

Zu jedem bei dem ersten der beiden hier rechts stehenden Integrale in Betracht

kommenden Punkte "Q hat nun das Punktepaar z'^, z~ eine solche Lage, daß es zu dem

von Z, bis r^ sich erstreckenden, im Anfang dieses Artikels mit &" bezeichneten Teile

des Schnittes h„ gehört; zu jedem bei dem zweiten Integrale in Betracht kommenden

Punkte 'C dagegen hat es eine solche Lage, daß es zu dem von t^, bis 'Q sich erstrecken-

den, im Anfang mit 6^ bezeichneten Teile des Schnittes b„ gehört. Infolgedessen kann

bei dem ersten Integrale, auf Grund der viertenman die Differenz U nS - n
unter (2.) stehenden Gleichung, durch — 2(m| — m^, bei dem zweiten Integrale, auf Grund

der dritten unter (2.) stehenden Gleichung, durch ~'2[u''^ — u'i) -\-2ni ersetzen. Man er-

hält dann, wenn man zugleich noch zur Grenze übergeht, die Gleichung:

J. 'L = -
;r^-{/[-^(^^ -«*?)] ^4 +/[-2(M,^-M^) + 2ni]rf4

und schließlich, indem man die rechts vorgeschriebenen Integrationen ausführt und die

Relationen Wp' = «^^ + 71 i, m^*= ^t^"+ a^^ beachtet, die gewünschte, das Verhalten von J"^

längs des Schnittes h„ charakterisierende Gleichung:

./„ -L = -2M^ + 2tt; +2a^^+ni.

Daß diese Gleichung erhalten bleibt, wenn der Punkt ä+ sich mit dem Punkte t^, oder

dem Punkte r^ deckt, erkennt man ohne Mühe.

In der Funktion X (p=i,2,- ,p) besitzt man jetzt eine Funktion, die nur für

einen Punkt der Fläche T" logarithmisch unendlich wird, und damit eine Funktion von

der zu Anfang dieses Artikels verlangten Art, bei der jedoch, wie die Gleichungen (2'.)

zeigen, der Schnitt h^ eine Ausnahmestellung einnimmt. Um diesen Nachteil zu be-

seitigen, definiere man zur Fläche T" eine neue Funktion, Pyj, durch die Gleichung:

F 1 ?^ I

Ul

+

+ —^ 'S I JnlZ dul r / uidui),

13<
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indem man beachtet, daß bei der Funktion J„^ i] einen im Innern der Fläche T' ge-

legenen Punkt bezeichnet, und daß diese Funktion J^ '' für jeden von »/ verschiedenen

Punkt der Fläche T" , also insbesondere auch für jeden zu einem Schnitte h gehörigen

Punkt z = 'C' stetig ist. Die definierte Funktion P

der komplexen Veränderlichen z, welche für jet

ist eine in T" einvv^ertige Funktion

en von ?/ verschiedenen Punkt z der

Fläche T" stetig ist, für den Punkt i] dagegen unstetig wird wie In — , sodaß P

sich für das Gebiet des Punktes r] darstellen läßt durch eine Gleichung von der Form:

(loO p Inf + C+ci<')^,^ + 4'"4 +

'fwobei die c von z unabhängige Größen bezeichnen, und deren, allgemein mit P

zu bezeichnenden, Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP"", cP~ in der

Weise verknüpft sind, daß

(2o-

längs a,[P

längs h,.
{

P

längs c^
{

P

längs l,\P

2 I

z

= P

= p

= p

p p p

+ 2ni

'=1,2,

ist. Dabei vertritt 2k^ die durch die Gleichung:

C4-)
2k

+

= —^ 1 Kdu], — ni — a,^
= 1 tJ

(•=1,2, ,;i)

die

bestimmte Größe; der Akzent an dem Summenzeichen soll andeuten, daß bei der

Summation der Wert q = v ausgeschlossen ist. Man erkennt schließlich aber auch

noch, unter Beachtung der Relation ^ Cdw\, = — pni, daß für die Funktion PV,

Gleichung: '"'''J

(3o.)

besteht.

_ +

Die gewonnene Funktion P\l , die zugleich auch, wie aus dem Fundamentalsatze

folgt, durch die soeben genannten Eigenschaften vollständig bestimmt ist, soll die zur Giaraktc-
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ristik
(i'^i)

gehörige, auf den Punkt i] sich beziehende, logarithmisch unendlich iverdende

Elementarfunktion genannt werden.

Mit Rücksicht auf die späteren Untersuchungen soll jetzt noch gezeigt werden,

daß die Gleichungen (2u.) und (Sq.) sich so umformen lassen, daß in ihnen nur noch

Integrale, deren Integrationswege vollständig von den Schnitten h^, b.^, -, h^ losgelöst

sind, vorkommen. Zu dem Ende drücke man die in den genannten Gleichungen stehen-

den, auf die positiven Seiten der Schnitte b sich beziehenden Integrale durch Integrale

aus, welche sich auf die negativen Seiten dieser Schnitte beziehen, indem man beachtet,

daß für ^ = 1,2, ••,^ längs b„{uf = tf~ + a,„ ist, und daß die zweite unter (2^.) auf-

gestellte, auf den Schnitt b,, {v=i,2,.,p) sich beziehende Gleichung in die Form:

p
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leiden, durch Deformation vollständig von den Schnitten b loslösen, wenn nur allgemein,

also für }' = 1,2, •

-, p, die von dem Integrationswege 67 und dem neuen Integrations-

wege ß,. begrenzte Eingfläche, von Teilen des Schnittes a„ abgesehen, keinen Teil eines

der noch übrigen Schnitte a, b, c, l und auch nicht den Punkt r] enthält. Man gewinnt

so schließlich die mit den Gleichungen (2o.), (Sq.) äquivalenten Gleichungen:

Po'-]

Po-]

m (v=l,S ,P)

_ + _

wenn man noch bei der Linie ß^ (. = 1,2, ,?) als die positive Richtung des Durchlaufens

diejenige ansieht, welche zu der ins Innere der eben erwähnten Ringfläche gerichteten

Normalen so liegt, wie die positive Richtung der Yi-Achse zur positiven Richtung der

X-Achse.

5.

Es sollen jetzt die einfachsten zur Charakteristik L,,]-J gehörigen, nur alge-

braisch unendlich werdenden Funktionen W aufgestellt und näher untersucht werden.

Zu dem Ende verstehe man unter o wieder eine Zahl aus der Reihe 1, 2, • • •, s,

unter m eine Zahl aus der Reihe 1,2, •••,m„ und bezeichne den a'"" der s Punkte

c»i, • •, 00,^, «,,••-,«,., e^, , £1 auch hier wieder mit 1]. Der Fundamentalsatz liefert

dann zu der Charakteristik L' A eine, die willkürliche additive Konstante c enthaltende,

Funktion W, die in der Fläche T" nur für den Punkt rj unstetig wird wie — , wenn

man S„„ = 1 setzt, allen übrigen s + m^ + + m, — 1 Größen 2 dagegen sowie den

p Größen 2ti, ---, 31^ den Wert Null zulegt. Die so gewonnene spezielle Funktion W
bezeichne man nun, die Bestimmung der additiven Konstante c sich vorbehaltend, mit

Pr , die bei ihr an Stelle der Größe 33.. stehende Größe mit 931.'''. Für das Gebiet des

Punktes rj läßt sich dann diese Funktion darstellen durch eine Gleichung von der Form:

(1-.-)

wobei die c*""' von z unabhängige Größen bezeichnen. Zugleich sind die Werte der

Funktion P
m

knüpft, daß

in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP'^, cP in der Weise ver-
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(2..)

längs a,(P
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Die « bei der Funktion P ^ auftretenden Konstanten 331''', • = i.2> -p, lassen sich
-^

iit Z in
'

durch die Werte, welche die nach z,^ genommenen «i'™ Derivierten der p Elementar-

funktionen u für den Punkt t] besitzen, ausdrücken. Um diese Ausdrücke zu erhalten,

beziehe man die Fundamentalformel (Fg.) auf die Elementarfunktionen J^ ^ , '^!j\^\,

lasse also in der Formel (F3.), nachdem man bei ihr den Summationsbuchstaben o, um
Verwechslungen mit der oben eingeführten festen Zahl o vorzubeugen, durch, t ersetzt

und zur Darstellung der Funktion n^\z\ für das Gebiet des Punktes r] die Gleichung

%\z\ = c„o + c„yZ,^ + c„24 + ••••, bei der c„o = u^\n\, c„^ = ^ \^^) ' " = '''''' ^^*' ^^^^^'

stellt hat, an Stelle der darin vorkommenden Konstanten der Funktionen W, W die ent-

sprechenden Konstanten der Funktionen P
Gleichung:

J^(- B:'^^^,ni) - 2nimc„,„ =

w^l^l treten. Man erhält so zunächst die

r = l

und weiter dann, indem man die Summation nach r ausführt und c„„, durch den ihm

auf Grund der soeben für c„,, aufgestellten Gleichung entsprechenden Wert ersetzt, die

für Q = 1, 2, , p geltende Beziehung:

i'"

-m ni - 2ni ^-^ i^-ä^) = 0.
'«e (w(— 1)! \ dj"' /o

Ersetzt man nun noch den Buchstaben q in neuer Bezeichnung durch v, so erhält man

die Gleichungen:

und schließlich, indem man unter Beachtung der in Art. 3 des ersten Abschnittes ge-

machten Festsetzungen in bezug auf den Punkt r], insoferne dieser entweder einer der

Punkte £,,-•,£, oder einer der Punkte «i, • • •, «^ oder endlich einer der Punkte

ooi, • •, 00^ sein kann, drei Fälle unterscheidet, die Gleichungen:

«iw ?_ /£xiii\

^ "''' «*
(»H— 1)! V dC /O'

v=I,2,.
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6.

Es soll jetzt gezeigt werden, daß die allgemeinste zur Charakteristik (! !)

gehörige Funktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen Art sich aus den in

den vorhergehenden Artikeln definierten Elementarfunktionen linear zusammensetzen

läßt. Zu dem Ende bezeichne man die s Punkte oo^, • •, oo,^, a^, • • •, a^, e^, • , s^ in

der vorliegenden Keihenfolge mit tii, -, i]„ die zu ihnen beziehungsweise gehörigen

Größen Zy,---, z,, der in Art. 3 des ersten Abschnitts gemachten Festsetzung entspre-

chend, mit z,^^, , z,^^, bilde alsdann mit Hilfe von s der Bedingung ^ S„ = genügenden
17=1

Konstanten Si,---, S,, der m^^ + m^ beliebigen Konstanten S„i,---, S„„^, «=1,2, ••,.,, der

p beliebigen Konstanten 5ti,---, 5(j,, sowie der willkürliehen Konstante G die Funktion:

W{z)-2i^.F^; +S„,7>'^" +... + S^„,^ph;) + i..5\«J,| + (7

und untersuche, wie diese Funktion W{z) sich in der Fläche T" verhält.

Unter Beachtung des Verhaltens der in dem Ausdrucke für W{z) vorkommenden
Elementarfunktionen erkennt man nun, daß W{z) eine in der Fläche T" einwertige

Funktion der komplexen Veränderlichen z ist, die für jeden von den Punkten 7^1, •••, tj,

verschiedenen Punkt z der Fläche I" stetig ist, für den Punkt 7/,,
(«=1,2, ,») dagegen in

derselben Weise unstetig wird wie die Funktion:

^•h ^>la ^'h ^'la

sodaß also die Differenz W{z) — f„{^,J für den Punkt tj„ stetig bleibt, und deren Werte

in je zwei entspi-echenden Begrenzungspunkten cP^, cP~ in der Weise verknüpft sind, daß

längs a,,{Tr(^)+ = T'r(^)- + 21.,

längs6.,{Tr(^)+ = Tr(0)-+a, v = :,2,...,p,

(b.)

längs c,[W{zy==W{zy,

längs l„{W{zf =-W{z)- ^"IniSl,,, "=1,2,...,.,

ist, wobei der Wert der Konstante 33,,, wenn man noch zur Erzielung einer einheitlichen

Schreibweise die Größe — "iu'l — 1-ii +^ mit 33t''' bezeichnet, durch die Gleichung:

geliefert wird. Die Funktion W{z) stellt daher eine zur Charakteristik (^ '
^

' J gehörige

P-K, II. 14
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Funktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen Art dar, und zwar die all-

gemeinste derartige Funktion W, da die ihr zukommenden p + m^ + + m, + s in den

Funktionen f„ und den Gleichungen (S.) auftretenden Konstanten 2(, 2 unbestimmte,

nur der Bedingung ^ 2o = unterworfene Größen sind, und sie außerdem noch die
17 = 1

willkürliche additive Konstante C enthält. Damit ist aber bewiesen, daß jede zur

Charakteristik (. ,) gehörige Funktion W von der im Fundamentalsatze beschriebenen

Art sich aus den definierten Elementarfunktionen linear zusammensetzen läßt, oder,

was dasselbe, daß man aus dem Ausdrucke:

die samtlichen zur Charakteristik T
[

'

' ^ gehörigen Funktionen W erhält, und zwar jede

nur einmal, wenn man darin an Stelle des von den Konstanten £, 21 und der Kon-

stante C gebildeten Systems von p + m^ -\ + m, + s + 1 Konstanten ein jedes die

Gleichung ^2„ = nicht verletzende System von p + Wi + • • + m, + s + 1 Werten
(7=1

treten läßt.

In ähnlicher Weise, wie es in Art. 4 des zweiten Abschnittes an der ent-

sprechenden Stelle geschehen ist, kann man jetzt hier den Begriff der Elementarfunktion

von den ihm noch anhaftenden Beschränkungen befreien und damit zugleich den Begriff

der allgemeinsten zur Charakteristik L,,,^) gehörigen Funktion W erweitern.

Zunächst erkennt man, daß eine Funktion JV, für welche die zu den Schnitten

K,,j l,,, •; in beziehvmgsweise gehörigen Konstanten 2,,,, S,,^, • • •, S„, mit der Null zu-

sammenfallen und dementsprechend längs eines jeden dieser ju, Schnitte l die Gleichung

TF+= W~ besteht, auch noch in der aus T" durch Aufhebung der fi Schnitte l hervor-

gehenden Fläche einwertig ist, und daß daher, wenn diese Funktion W für sich allein

betrachtet wird, die Schnitte l,,^, l„^, ; l,,,, als überflüssig weggelassen werden können.

Was speziell die in Art. 2 definierte allenthalben endliche Elementarfunktion m^I^I (>j = i,i,-;p)

und die in Art. 5 definierte algebraisch unendlich werdende Elementarfunktion Pr
betrifft, so sind diese, da bei jeder von ihnen Si= 2^= • • • = 2. = ^^^^ schon in der

Fläche I" einwertig. Die in Art. 4 definierte, nicht zu den Funktionen W gehörige.

logarithmisch unendlich werdende Elementarfunktion P ist dagegen nicht in der

Fläche T einwertig, wohl aber in einer, auch bei der Definition von P zu Grunde
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gelegten, Fläche, welche aus 1" durch Ziehen nur eines, den der positiven Seite von Cp

und der negativen Seite von c^ gemeinsam angehörigen Punkt mit dem Punkte t] ver-

bindenden, Schnittes l,^ hervorgeht.

Man erkennt weiter aber auch, daß man bei Zugrundelegung der ursprünglichen

Fläche T zu jedem im Innern von T gelegenen Punkt i] eine Elementarfunktion P ''

,

einerlei welche positive ganze Zahl unter m verstanden wird, in der früher angegebenen

Weise definieren kann — die Elementarfunktion P ist ja schon gleich bei ihrer Ein-

führung auf einen beliebigen im Innern von T gelegenen Punkt t] bezogen worden —
und es handelt sich jetzt schließlich noch darum, auch zu irgend einem Punkte ?/, welcher

der Begrenzung von T angehört, also an einem oder an zweien der Schnitte a, h, c

liegt, Elementarfunktionen J
j 1

, r zu definieren.

Es sei also 7/ ein der Begrenzung von T angehöriger Punkt. Man führe dann,

nachdem man noch in dem Falle, wo es sich um die Definition von P ^ handelt, den
Ä

der positiven Seite von Cp und der negativen Seite von Cj gemeinsam angehörigen

Punkt mit dem Punkte r] durch einen Schnitt l,^ verbunden hat, am Schnittsystem beim

Punkte T], ohne jedoch den Charakter des Schnittsystems zu ändern und ohne einen

Schnitt über den Punkt t] hinüberzuschieben, eine solche Deformation aus, daß der

Punkt r] an keinem der Schnitte a, h, c mehr liegt. Durch diese Deformation geht

dann aus dem Schnittsystem ein neues Schnittsystem hervor, das an Stelle des kleinen

der Deformation unterzogenen Teiles t^ des ursprünglichen Schnittsystems einen davon

verschiedenen Teil ^ enthält, sich im übrigen jedoch mit dem ursprünglichen voll-

ständig deckt, und es geht zugleich damit aus der ursprünglichen Fläche T' eine neue

Fläche T hervor, für welche der Punkt t] ein im Innern gelegener Punkt ist. Unter

Zugrundelegung dieser neuen Fläche T' bestimme man jetzt zu dem Punkte j] Elementar-

funktionen /' ,1' in der vorher angegebenen Weise und kehre endlich, indem man

diese Funktionen mit Hilfe der Gleichungen (2o.), (2,„.) auf die im ersten Teile, in Art. 3

des fünften Abschnitts, angegebene Weise über den Schnitteil t., hinüber in das von t^

und f., begrenzte Gebiet als Funktionen von s stetig fortsetzt, zur ursprünglichen

Fläche T zurück. Die so für die ursprüngliche Fläche T gewonnenen Funktionen

sollen dann als die zum Punkte tj der Begrenzung von I" gehörigen Elementar-

funktionen P angesehen werden, da sie, wie aus ihrer Entstehung hervorgeht.

im wesentlichen dieselben Eigenschaften besitzen, wie die zu einem im Innern von T'

gelegenen Punkt tj gehörigen Elementarfunktionen >P

grenzungspunkte ij immer dieselben Elementai-funktionen P

Daß man zu dem Be-

,j: erhält, welche von

14^
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den zulässigen neuen Flächen T man auch für ihre Bildung benutzen mag, zeigt ein

Blick auf die Gleichungen ['ij,.], [Sß.], [3,„.].

Nachdem so der Begriff der Elementarfunktion von den ihm zu Anfang noch

anhaftenden Beschränkungen befreit worden ist, kann man jetzt auch den Begriff der

allgemeinsten zu der Charakteristik
(j \ ^)

gehörigen Funktion W in der Weise er-

weitern, daß man in dem vorher für W genommenen Ausdrucke

:

T^(^)-!I(Sofl;'' +ß.xP
p=p

^2-»£^)+Ä^;v.H + ^'
e=i

bei dem 771, • , % die s = q + r -\- 1 Punkte ooj, • • •, oo^, a^, •, «,., e^, ••-,£, beziehungs-

weise vertreten, t, m^, •, m, unbestimmte positive ganze Zahlen bezeichnen und die

Konstanten 2, 21, G nur der Gleichung ^S„ = zu genügen haben, unter Cj, • •, e,

0=1

t von den Punkten 00, a verschiedene beliebige Punkte der Fläche T' versteht, die also

teilweise oder auch alle an der Begrenzung der Fläche T liegen können, wenn nur

diese Punkte als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen. Zugleich kommen,

wenn es sich um die Funktion W(z) allein handelt, nur so viele Linien l^ in Betracht,

als es unter den Größen 2i, • -, 2, von Null verschiedene gibt, oder, was dasselbe, nur

wirklich vorkommen,

im Eahmen der vor-

so viele Linien l,^, als in dem Ausdrucke für W(z) Funktionen P

die zu den einzelnen Funktionen Fund es sind diese Linien
1,^

her genannten Bedingung willkürlich gezogen werden können, wenn sie bei der

Funktion W(z) zusammen auftreten, nur noch der Bedingung zu unterwerfen, daß sie

getrennt verlaufen. Die aus der Fläche T durch Einführung der für die Funktion W(z)

in Betracht kommenden Linien l entstandene Fläche, in der die Funktion W{z) einwertig

ist, soll wieder T" genannt werden, und es kann dann der für die frühere Fläche T"

mit Kücksicht auf die Darstellung der Funktion W{z) durch Potenzreihen aufgestellte

Begriff des Gebietes eines Punktes sofort auf diese neue Fläche T" übertragen werden.

7.

Für die folgenden Untersuchungen lege man wieder die ursprüngliche Fläche T"

zu Grunde, bezeichne die s Punkte cxjj, • • •, oo^, «j, • • •, a^, e^, •, St in der vorliegenden

Eeihenfolge mit 7][, , % und bilde zur Fläche T" mit Hilfe von irgend welchen Kon-

stanten 2, 2t, C, 2, 2t, C die Funktionen:
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n(z)^2(Q„i>^; +2,,p n„ + 2„ ) + i-i'VcH + c'.

Für das Gebiet des — in der Figur 17 auf Seite 154 des ersten Teiles mit cP„ be-

zeichneten — Punktes t]'„ («=1,2, ,») bestehen dann, bei Verwendung der im ersten Teile

ausschließlich benutzten einheitlichen Bezeichnungsweise, die Darstellungen:

/2(^) = 2„ln f + — + ^ + • • • -}^^+c„,+ c„,z„+c,„z^ + + c„„z: + •

(R.)

i2 (.) = £„ In f + — + q^ + • • • +^ + c„o + c„ .„ + c„ z^ + (^anK +

wobei für a = 1,2, • , q z„ = z '", für a = g + 1, <? + 2, • • •, s ^„= (2— «„)'" ist, und die

c, c von 2 miabhängige Größen bezeichnen. Was dagegen das Verhalten der Funktionen

£2 = £2(z), /2 = £2(z) längs der Schnitte a, h, c, l betrifft, so ist

längs a,{i2+=^-+2t,, i2+=i2-+St,.,

längs b, { S2+= £i-+j®<+ 33., i2+= i2- + I @ ul-+ 33„

,

(S.)

längs c„{i2+=i2

längs l

wobei zur Abkürzung

2xi
@, ^+=i2-- — @,

p ' p

längs l„ {/2+= S2-+ 2ni2,„ £2^= £2'+ 2ni'2„,

v=l,i

= 1,2, •• ,s,

@ = ^s„,
<r=j

tj=i

gesetzt ist, und die Werte der Konstanten ^., S^,, wenn man noch zur Erzielung einer

einheitlichen Seh

die Gleichungen:

einheitlichen Schreibweise die Größe — "2 u'l + -^ w^ieder mit '0''^ bezeichnet, durch
"^ p p ü

'

P-=*,

a=l Ol a ^_j

geliefert werden. In dem besonderen Falle, wo die Konstanten £, £ den Bedingungen
a — s IT — s

^2o=0, ^'2„=0 genügen, oder, was dasselbe, die Größen @, © beide den Wert Xull
0=1 CT=1

haben, sind X2 (z) , 12 (z) zwei zur Charakteristik L'" ^ gehörige Funktionen W.

Man betrachte nun das über die Begrenzung 9fi der schon im ersten Teile, in
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Art. 5 des sechsten Abschnittes, benutzten einfach zusammenhängenden Fläche T* in

der, durch die Pfeile markierten, positiven Eichtung erstreckte Integral / Sl—dz.

Dieses Integral besitzt den Wert Null, da die hinter dem Integralzeichen stehende

Funktion ^-7^ der komplexen Veränderlichen z für jeden Punkt der Flache T* ein-

wertig und stetig ist, und es besteht daher die Gleichung:

+ _

n^dz = o.
dz

Zerlegt man nun das auf der linken Seite dieser Gleichung stehende Integral in die

den einzelnen Stücken der Begrenzung '3t entsprechenden Teile und bezeichnet den

Komplex der auf die Schnitte a, h, c, V sich beziehenden Integrale, nachdem man zuvor

noch bei jedem dieser Schnitte die auf die positive und die auf die negative Seite des-

selben sich beziehenden Integrale in der in dem eben genannten Artikel beschriebenen

Weise vereinigt hat, mit J,, den Komplex der auf die Kreislinien li sich beziehenden

Integrale mit J,» ^o kann man die vorstehende Gleichung durch die Gleichungen:

ersetzen.

Um die mit J^ bezeichnete Integralsumme, bei der dS2'^ = -jz- dz, d£l~ = '-jj-dz

ist, auszuwerten, beachte man, daß für v = 1,2, , p; = 1, 2, • • •, s;

längs a,. {PJdll* = S2-dS2- + %,dS2\

längs b, [n^dSI^- = £2-dS2- + S^,/?i2+ + - ^Sl-dul + 4 8^<"r?i2 +
,

längs c, {S2+dS2^ = S2-d£2' - — ^dl2\

längs l',^{n+dS2+ = Q-dÜ' + 2ni^,ßli+

ist, und reduziere mit Hilfe dieser Relationen die zwischen den geschweiften Klammern

stehenden Ausdrücke. Man erhält dann für Jj zunächst die Gleichung:

P v=l «/ P v=l t/ = 1 "'/.
+
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und schließlich, indem man die mit Hilfe der Relationen (S.) sich ergebenden Glei-

chungen:
+

+

"t

+

+

i'+

— bei denen m^„ den der Linie k'^^ und der negativen Seite des Schnittes l,^, n^,^ den

der Linie U^^ und der positiven Seite des Schnittes l^^ gemeinsam angehörigen Punkt
der Begrenzung 91 von T* bezeichnet (s. Fig. 19 auf S. 187 des ersten Teiles) und die

für v=p, a = s auftretenden Zeichen t„^i, t, + i
als gleichbedeutend mit den Zeichen

Ii, !, beziehungsvv^eise anzusehen sind — benutzt und beachtet, daß

Jn- du; ^fn+dul - - (Bfu:~dul - ^Jdul

+

+

= - Ü^ni - - @ 7l^(2M^ + ni) - 5t,^«^ - %,ni ~ ^,ni -Jüdul

ist, die Gleichung:

J. = M[%% - S3„i,. + 1 (@St„ - @8(,) uX^
)
- 271^ @

©

>•=

1

"

+ +

+ j'^2j^-<JK-j<B^^j£2dK
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Was dann weiter die mit J^ bezeichnete Integralsumnie betrifft, so hängt deren

Wert ausschließlich von dem durch die Gleichungen (K.) charakterisierten Verhalten der

Funktionen £1, £1 für die Punkte ;/i,
•••, i], ab. Nun verhalten sich aber die Funk-

tionen £2, £1 für den Punkt ri„ (<t=i,2, ,..) genau so wie die im ersten Teile, in Art. 1 des

siebenten Abschnittes, aufgestellten Funktionen W, W, und es bleiben daher die dort zur

Auswertung der auf die Funktionen IT, W sich beziehenden Integralsumme J» durch-

geführten Untersuchungen richtig, wenn man darin allenthalben die Buchstaben W, W
durch die Buchstaben £1, £1 beziehungsweise ersetzt. Dementsprechend ergibt sich für

die hier vorliegende Integralsumme J.> die Gleichung:

a = s (; = jt a = s a — afi — rUg

(1 = 1 '1 = 1 «=1 a=l/i=l

Die so für J^, Jg gewonnenen Ausdrücke trage man nun in die Gleichung

Jj + J» = ein. Man erhält dann schließlich die Formel

:

Jad£l^2
1

2t.,33„ - 33., %,. + I (@ 2t, - @ St..) M^ ) - 27i^@ @

+ +

a = s

ö = l

a = s f.f= mg

- 27ii^ (S„c„o- 2„c„o) - 27ii 2 2 l^{^„fÄ,f,
- 2,r^c„J = ü.

(7=1 ff = l/< = l

In dem schon vorher erwähnten besonderen Falle, wo die Größen @, © beide den Wert

Null haben und dementsprechend £2, £1 zwei zur Charakteristik (j
'

j)
gehörige Funk-

tionen W sind, reduziert sich diese Formel auf die in Art. 1 dieses Abschnittes auf-

gestellte Formel (F;,.).

Das in der Formel (Fg.) vorkommende Aggregat:

+ _ +

|-!S'(©2t,-©2t,)«*5'-27r^®@+|@^' f£2du:-^®2 f^^(H^ v = l ",=!«/ J»=l«/
6+ 6+
V y

läßt sich, indem man darin an Stelle der Funktionen £2, £2 die ihnen entsprechenden

Ausdrücke einsetzt und di(i (jleichungen (2o.), (.%.), (3„,.) von Art. 4, f) berücksichtigt, in

den Ausdruck:

I iM(@2t. - Si,,) {2k,- a,.,)}
- 271*®© - 2ni{G^ - CB)

'^ r = l
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überführen, wobei 2h,. (. = 1,2, ••,;,) die bei der Definition von P^ eingeführte, der Glei-

chung [2o.] zufolge von der Lage des Punktes p^ (r = i,2, • ,;.) in der Fläche T unabhängige

Größe bezeichnet. Daraus folgt aber, daß das genannte Aggregat und damit auch die

Formel (Fjj.) von der Lage des Punktes :p^ cr = i,2,. •,?) in der Fläche T vollständig un-

abhängig ist.

Die Formel (Fg.) läßt sich ohne weiteres auf den Fall übertragen, wo die in

dem Punktsysteme (//j,
• • •, 7/Q = (ooj, • • -, 00,^, «j, • • •, a^, e^, • • •, e,) vorkommenden Punkte

Cj, •••,£( teilweise oder auch sämtlich Punkte der Begrenzung von T' sind, wenn nur

diese Punkte als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen. Um dieses einzusehen,

führe man zunächst am Schnittsystem bei jedem der Begrenzung von T' angehörigen

Punkte 1], ohne jedoch den Charakter des Schnittsystems zu ändern, eine solche Deformation

aus, daß kein Punkt 7/ mehr an einem der Schnitte a, h, c liegt, und setze gleichzeitig

die Funktionen i2(^;), ^2(2), diesen Deformationen folgend, mit Hilfe der ihr Verhalten

an den Querschnitten charakterisierenden Gleichungen (S.) auf die im ersten Teile, in

Art. 3 des fünften Abschnittes, angegebene Weise, unter Beachtung der Gleichungen pj,.],

ipQ.], [3,„.], als Funktionen von z stetig fort. Da nun für die so geänderten Funktionen

S2[z), S2{z), welche zu der aus der ursprünglichen Fläche 1" durch die gemachten

Deformationen entstandenen, die Punkte rj[, • • •,
jf,

als innere Punkte enthaltenden neuen

Fläche T' gehören, ohne weiteres die Fundamentalformel (F3.) gilt, und die in dieser

Formel auftretenden Konstanten, wie die Gleichungen {%], [3u-], [3,,,.] zeigen, von

den bei den ursprünglichen Funktionen ^(2), S2{z) vorkommenden entsprechenden Kon-

stanten nicht verschieden sind, so gilt die Formel (Fg.) auch für die ursprünglichen

Funktionen S2(2), il{z).

Es sollen jetzt mit Hilfe der Formel (F3.) gewisse zwischen den Elementarfunk-

tionen P, P bestehende Beziehungen abgeleitet werden. Man verstehe zu dem Ende

unter a^, 0.2 irgend zwei voneinander verschiedene Zahlen aus der Eeihe 1, 2, • • •, s, be-

zeichne den öl"" Punkt des Punktsystems (tj^, • • •, 7;^)
= (oo^, • • •, 00^, «j, • • •, a,., Cj, • • •, e,) mit tj^,

den aj'"" mit 7/2 und beachte, daß die auf diese Punkte 7/1, 7/3 sich beziehenden Elementar-

funktionen P, P sich für das Gebiet des Punktes 7;, durch Gleichungen von der Form:

p
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für das Gebiet des Punktes 7/2 dagegen durch Gleichungen von der Form:

/.(Oöi) iJOa^) „ 1^(0«,) 2 1

Jm Ol) _i_ Jm Oj) -
I

^(m <7j _2
I

. . . .

In f + O' + c%f z,,,^ + elf zl + ••••,

V
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wobei in der unter (III.) stehenden Gleichung das positive oder negative Zeichen zu

nehmen ist, je nachdem die Schnitte c, l,^^, l,^^ bei einem negativen Umlauf um cP^ in der

Reihenfolge Cj, • • •, c^, 1,^^, l^^ oder in der Reihenfolge c^, , c^, l,^^, l,^^ überschritten werden.

Nach dem vorher Bemerkten gelten die Formeln (I.)—(V.) für irgend zwei Punkte

?/i, T]., der Fläche T'; nur müssen diese Punkte t^j, t^.,, wenn sie beide der Begrenzung

von 2" angehöi-en, als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen. Für die

Fonneln (L), (IL) kommt in der Fläche T' nur ein einziger, den der positiven Seite

von c,, und der negativen Seite von c^ gemeinsam angehörigen Punkt mit dem Punkte tj^

verbindender Schnitt l,^^ in Betracht; für die Formeln (III.), (IV.), (V.) dagegen muß der

genannte Punkt sowohl mit dem Punkte t/i durch einen Schnitt l,^^ wie mit dem
Punkte 7/g durch einen Schnitt l,^^ verbunden sein.

Die Formeln (I.)—(V.) entsprechen genau den in Art. 5 des zweiten Abschnittes

für die zu irgend zwei reziproken gewöhnlichen Charakteristiken
(

], ("l)
beziehungs-

weise gehörigen Elementarfunktionen 1\ P, P, P abgeleiteten Formeln (II.)—(VI.), inso-

ferne die hier zu Grunde liegende ausgezeichnete Charakteristik
(j J zu sich selbst

reziprok ist. Auf dieselbe Weise, wie in dem genannten Artikel ausschließlich auf

Grund der Formeln (IL)—(VI.) die Gleichungen (1.)— (8.) abgeleitet worden sind, kann

man jetzt hier ausschließlich auf Grund der Formeln (I.)— (V.) die den Gleichungen

(1.)—(8.) entsprechenden Gleichungen ableiten, und diese werden sich nach dem

eben Bemerkten von jenen nur dadurch unterscheiden, daß durchweg P, P durch P, P
ersetzt ist. Man kann daher die genannten Gleichungen (1.)—(8.) mit der erwähnten

Modifikation direkt hierher übertragen. Es ergeben sich dann zur Darstellung der

Funktionen P

n.)

, r für das Gebiet des Punktes ij^ die Gleichungen:

Inf + r7>h' -Infi + J|[/'? -fl ^;,

(2.) 7
^ ^ in

für das Gebiet des Punktes 7^3 dagegen die Gleichungen:

(3.)

(4-)

p
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(5.)

(6.)

P

Vierter Abschnitt.

± 7ii,r

(w -1)! l'/rro i /o'

— wobei in der unter (5.) stehenden Gleichung das positive oder negative Zeichen

zu nehmen ist, je nachdem die Schnitte c, l bei einem negativen Umlauf um ihren ge-

meinsamen Ausgangspunkt cP^ in der lleihenfolge Cj, • • •, c^, /,,, Z, oder in der Reihen-

folge Ci, • • , Cj„ l„ 1,1 überschritten vv^erden — und schließlich noch die Doppelgleichimg:

(7.) (m-iy. Ut'^ t /o (»i~l)! Uf?' z lo'

sovpie das mit dieser äquivalente System der drei Doppelgleichnngen

:

d"'P\ d"'P

(8.)

(M— 1)! ds

1 . rf"'7^
z

(m-1)! dt''

'd"'P
Z

(m-1)! \ dil' /o (m-l)! \ rfj«

(»«-!)! \ rff;

d"'7'

{m-iy. V df;

d"'J^
z

nicht nur eine Funktion der bei

len z, sondern auch eine Funktion

Die Gleichung (5.) zeigt, daß die Funktion F

ihr als Argument aufti'etenden komplexen Veränderlic

der bei ihr als Parameter auftretenden komplexen Veränderlichen tj ist, und daß die

Eigenschaften von J

Eigenschaften von P

als Funktion des Parameters r/ ohne Mühe aus den bekannten

als Funktion des Argumentes i] abgeleitet werden können. Aus

der ersten der drei Gleichungen (8.), die für jeden von den Punkten a, co ver-

schiedenen Punkt e der Fläche T gilt, folgt dann weiter, daß auch die Funktion

Pr nicht nur eine Funktion der bei ihr als Argument auftretenden komplexen Ver-

änderlichen 2, sondern auch eine Funktion der bei ihr als Parameter auftretenden kom-

plexen Veränderlichen rj ist, und daß die Eigenschaften von P ^ als Funktion des

Parameters t] aus den bekannten Eigenschaften von P ^ als Funktion des Argumentes i]

abgeleitet werden können. Die genannte Gleichung zeigt schließlich aber auch noch.

daß man die Elementarfunktionen Pr ,P aus der Funktion 7' als primärer

durch sukzessives Derivieren nach dem Parameter r] erhalten kann.
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8.

Die in den Gleichungen (2g.) des Art. 4 vorkommende Konstante 2^\ (>-

hängt, wie ein Blick auf die sie definierende Gleichung:

1,2, •, P)

+

— m (1=1,2, ,P)

zeigt, nur von der Beschaffenheit der vorgegebenen (2p + l)-fach zusammenhängenden

Fläche 1' und von dem Charakter des zur Verwandlung dieser Fläche in eine einfach

zusammenhängende Fläche T benutzten Querschnittsystems ab. Die Art dieser Ab-

hängigkeit zu ermitteln, ist das Ziel der folgenden Untersuchungen.

Man verbinde in der von den beiden Seiten der Schnitte a^, &^, c,,, .=1,2, .,p, be-

grenzten Fläche T' den der negativen Seite von c^ und der positiven Seite von Cp

gemeinsam angehörigen Punkt mit den Punkten ooi, • • •, 00,^, «1, • • , ccr durch Schnitte

L,>---,L,, h^, • • ; Lr i^^ der Weise, daß die Schnitte c,l bei einem negativen Umlauf

um ihren gemeinsamen Ausgangspunkt c^o ^^ tler Keihenfolge c^, c^, -, Cp, L,,---, C>
^«, ) • • •) Lr überschritten werden , und bezeichne die so entstehende , von den beiden

Seiten der Schnitte a, b, c, l begrenzte, einfach zusammenhängende Fläche mit T" . Im

Innern dieser Fläche T" fixiere man nun

einen Punkt M und grenze um ihn als

Mittelpunkt zunächst eine ganz im Innern

von T" liegende Kreisfläche K^ vom Radius

i?o und hierauf eine ebenfalls noch ganz

im Innern von T" liegende Kreisfläche K
mit einem Radius B> Bi^ ab, verstehe

alsdann, nachdem man die Peripherien

dieser Kreisflächen mit Ic^, k l)ezeichnet

hat (s. Fig. 2), unter e, s zwei auf k fest

angenommene Punkte, unter z, 'C zwei im

Innern der Kreisfläche K frei bewegliche

Punkte und verbinde den der negativen

Seite von Cj und der positiven Seite von

la^ gemeinsam angehörigen, mit Z(, zu be-

zeichnenden, Punkt sowohl mitdem Punkte z

durch einen den Punkt e enthaltenden

Schnitt Z, wie mit dem Punkte 'Q durch einen den Punkt s enthaltenden Schnitt l^ in der

Weise, daß die Schnitte c, l bei einem negativen Umlauf um ihren gemeinsamen Aus-

Fig. 2.
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gangspunkt in der Keihenfolge q, • • , c^, l^^, • • •, l , l^,^, , Z„^, l^, l^ überschritten werden,

und die Peripherie h mit dem Schnitt l^ nur den Punkt e, mit dem Schnitt U nur den

Punkt e gemeinsam hat. Andern die Punkte z, 'C in der Kreisfläche K ihre Lage, so sollen

von den zu ihnen führenden Schnitten l^, l^ nur die in K fallenden, mit l^^, l^^ zu be-

zeichnenden, Stücke sich ändern. Die aus K durch Einführung der Schnitte l^, l^ ent-

stehende, von der Linie k und den l)eiden Seiten der Schnittstücke l,,, l,^ begrenzte,

Fläche werde mit K,^i^ bezeichnet, und dementsprechend möge die aus K,,^ durch Auf-

hebung des Schnittes l^ entstehende Fläche mit K,^, die aus K,i^ durch Aufhebung des

Schnittes l^ entstehende Fläche mit /v,.. bezeichnet werden.

Auf die definierte Fläche Ä, ,.. sollen jetzt die beiden Ausdrücke

:

P In
1

bezogen werden. Da F J, P" S|

durch die Beziehung:

(1)

In

infolge der eben gemachten Festsetzungen bestimmte.

P = F m
verknüpfte Größen sind, hat man nur noch die beiden Logarithmen zu definieren. Zu

dem Ende verstehe man unter In —^^ irgend einen der unbegrenzt vielen diesem Aus-

drucke zukommenden, nur um ganze Vielfache von 2ni sich unterscheidenden, Werte,

bestimme alsdann den Wert von In

(2.) In

e — £

1

durch die (Jleichung:

= In ni

und definiere endlich die Funktionen In

Gleichungen:

In z-i für• die Fläche K, ,. durch die

(3.) In^^ln^+r-i^-T/i-, (4.) In -^, =^ In -1- - T-^ - /^ ,^ ' g—

«

i — e'ji —zji — z' \ J 2-.? c —ijz —tjz— t

bei denen der Integrationsweg von e bis z sich mit dem Schnittstücke l,,, der Inte-

grationsweg von s bis t sich mit dem Schnittstücke ^,,- decken soll. Damit sind dann

auch die beiden oben aufgestellten Ausdrücke vollständig bestimmt, und es besteht

zugleich, infolge der durch Verbindung der Gleichungen (2.), (3.), (4.) sich ergebenden

Beziehung:

(5.) In = In — ni

und der unter (1.) stehenden Beziehung, zwischen ihnen die Gleichung:

(6.) P In P In n-i
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Der auf der linken Seite der letzten Gleichung stehende Ausdruck:

In ^

119

P S-z

ist, der ursprünglichen Definition der Elenientarfunktion P gemäß, bei festgehaltenem z

eine in K,^ einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen ^, die für je

zwei zum Schnittstücke l^, gehörige entsprechende Punkte ^+, ^~ denselben Wert be-

: ist; er ist aber auch, wie die+ •sitzt, und deren Derivierte nach ^ die Größe F
Gleichung (6.) zeigt, bei festgehaltenem ^ eine in K,^ einwertige und stetige Funktion

der komplexen Veränderlichen z, die für je zwei zum Schnittstücke l,; gehörige ent-

sprechende Punkte z'^, z" denselben Wert besitzt, und deren Derivierte nach z die

Größe F -
Yzr^ ist- Infolgedessen stellt der in Rede stehende Ausdruck eine schon

innerhalb der ursprünglichen, schnittfreien, Fläche K einwertige und stetige Funktion der

beiden komplexen Veränderlichen ^, z dar, welche die Größe (P + j-^) d^+ (p l — r^—) dz

als vollständiges Differential besitzt, und er liefert dementsprechend für ^=^; eine inner-

halb K und daher auch in der ganzen Fläche -ff^ einwertige und stetige, durch die

Gleichung:

definierte Funktion %o{'^) der komplexen Veränderlichen z, deren Derivierte durch die

Gleichung:

dz w»[(/i':i+r^)+(/i;i-F^)]=fe[r + F
1

bestimmt ist.

Es soll jetzt untersucht werden, wie die auf der rechten Seite der für -^^
gewonnenen Gleichung stehende, mit f(z) zu bezeichnende, Größe:

fV) - fe [{' l + f ]

sich verhält, wenn z sich in der ursprünglichen Fläche T' frei bewegt. Zu dem Ende

beachte man, daß der Ausdruck P ^ + P l\, auf irgend zwei Punkte z, t einer aus T'
1 ? 1 h I

durch Ausscheidung der Punkte a, <x> entstehenden Fläche bezogen, bei festgehaltenem z

eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen ^, bei festgehaltenem ^

eine einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen z ist. Man erkennt

dann zunächst, daß die für lim ^=^; aus diesem Ausdruck hervorgehende Größe f(^) eine

für jeden von den Punkten a, oo verschiedenen Punkt der Fläche 1" einwertige und

stetige Funktion der komplexen Veränderlichen z ist.
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Um weiter das Verhalten der Funktion /'(^) für den Punkt a = «^ ((,=1,2, .,r) mit

der Ordnungszahl /i — 1 = /t^ — 1 /u erkennen, verstehe man unter z, X> zwei dem

Gebiete des Punktes a angehörige Punkte und beachte, daß für jede zulässige Lage

von Z, die Entwicklung:

rfP

P
1 i

/' ^+yUp + n̂ dz

gilt, und daß daher für jeden dem Gebiete des Punktes a angehörigen Punkt z die

Funktion f{z) durch die Gleichung:

m 7^ + ^A^ f
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mit zz', läßt alsdann den Punkt z gegen den Punkt oo rücken und geht zur Grenze

über, so erhält man, unter Berücksichtigung des Verhaltens der Funktionen P
m = i, 2, 3, , für den Punkt oo, die Gleichung:

F

lim
{ f{z)

}
+

-^1 « t + 1

und erkennt, daß die Funktion f{s) sich für das Gebiet des Punktes oo durch eine

Gleichung von der Form:

m i+i 1

£ + 1 < + s

+..(ir+e=(ir+

bei der die c von z unabhängige Größen bezeichnen, darstellen läßt.

Es ist jetzt noch das Verhalten der Funktion f(z) längs der Schnitte a, b, c

zu ermitteln. Zu dem Ende verstehe man unter s^ (.=1,2, -.p) einen der drei Schnitte

a^, h,, c, und bezeichne ein zu ihm gehöriges Paar entsprechender Punkte mit z^ , z~

,

die Werte der Funktion f{z) in diesen Punkten mit f{zy, f(ß}~- Der Definition der

Funktion f[z) gemäß ist dann, wenn man unter C"^, 'C,~ ein zweites zum Schnitte s,

gehöriges Paar entsprechender Punkte versteht,

^1^'
/-(,)+_/(,)- = Hm (P;, +r
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Man definiere nun zu der am Anfang dieses Artikels eingeführten einfach zu-

sammenhängenden Fläche T" eine Funktion F(/) durch die Gleichung:

z

(I.) F{z)=Jf{z)dz,

l)ei der das auf der rechten Seite stehende Integral von dem der negativen Seite von c^

und der positiven Seite von l„^ gemeinsam angehörigen Punkte z^ auf irgend einem in

I" verlaufenden, aber keinen der Punkte a, oo enthaltenden Wege bis zum Punkte s

zu erstrecken ist. Aus den soeben ermittelten Eigenschaften der Funktion f[z) folgt

dann, daß F{z) eine in T" einwertige Funktion der komplexen Veränderlichen z ist,

w^elche für jeden von den Punkten a, oo verschiedenen Punkt dieser Fläche stetig

ist, dagegen für den Punkt a„ (?=i,2, ,r) unstetig wird wie In , für den

Punkt cci^ (x = i,2, ,<y) unstetig wird wie '" "*

In z, und deren Werte F(zy, F[zy in je

zwei entsprechenden Begrenzungspunkten z^ , z" in der Weise verknüpft sind, daß

längs a„ [F{zy = F{z)- + %,,

längs ?^„ [F{zy = F{z)- -A^ w; + ^„ v=i,2,...,^,

(S.) längs c.
(

F{zy = F{zy + 4^ ni

,

längs l.^[F{zy = F{zy -{fi^~l)2m, f=i,2....r,

längs C^ {
F{zy = Fizy + (f, + X)2ni, . = i, 2, , .,

ist, wobei 21,, 33^, »'=1,2, ,p, von z unabhängige Größen bezeichnen. Daß längs c„ die Gleichung

F{zy == F{zy + A:''^-^^ni besteht, ergibt sich unmittelbar, wenn man das Integral J /"(^^)(^^

vom Punkte t, längs der Begrenzung von T" in positiver Eichtung bis zum Punkte §,

(s. Fig. 17 auf S. 154 des ersten Teiles) erstreckt und das Verhalten der Funktion F{z)

längs der Schnitte «,,, h,, berücksichtigt.

Die Funktion F[z) läßt sich durch eine lineare Verbindung von Elementarfunk-

tionen darstellen. Zu dem Finde beachte man, daß der Ausdruck:

eine in der ganzen Fläche T" einwertige und stetige Funktion der komplexen Ver-

änderlichen z darstellt, welche in je zwei zu einem der Schnitte c, l gehörigen

entsprechenden Punkten z'^ , z~ denselben Wert besitzt, und deren Werte in je zwei
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ZU einem der Schnitte a, b gehörigen entsprechenden Punkten 2''', 2~ sich nur um eine

längs des betreffenden Schnittes konstante Größe unterscheiden. Eine Funktion mit

diesen Eigenschaften ist aber eine zur Charakteristik (^ ^ j)
gehörige, allenthalben

endliche Funktion W, und als solche kann sie durch einen Ausdruck von der Fonn:

a = p

= 1

2 c„u„\z\ + c,

bei dem die c von z unabhängige Größen bezeichnen, dargestellt werden. Daraus folgt

dann schließlich, daß die durch die Gleichung:

z

F(z]=Cmdz\^)-fm

für die ganze Fläche T" definierte Funktion F{z), der aufgestellten Behauptung ent-

sprechend, durch eine Gleichung von der Fonn:

X = il

(IL) F(z) ^-2 (P, - 1) /' "/ +2{h + 1) r / + ^"' c„ «„ IH + c

p = l
" X = l (7 = 1

dargestellt werden kann. Bestimmt man nun auf Grund dieser Darstellung das Ver-

halten von i\z) längs der Schnitte a, b, c, l und vergleicht die so sich ergebenden Re-

lationen mit den dieses Verhalten ebenfalls charakterisierenden Relationen (S.), so ge-

langt man zu den für r = 1,2, . . .,p geltenden Gleichungen:

2(v = c,ni,

^^^
33., = 2 v'(^^,^l)<' - 2S'(^x + l)<« + (2/^-2) (f - ^) +"Ic,a„,.,

p = l )- = l
^ ^ ' «7 = 1

welche die 2p Größen 3t,,, 33., • = 1,2, ,;',, durch die p zunächst noch nicht näher bekannten

Größen c., 1=1,2, ,p, ausdrücken.

Eine zweite Bestimmung der Größen St., 33,,, > = i,2, ,p, durch die zugleich auch

die bis jetzt noch unbekannten Größen c., »=i,2,- -.p, bestimmt werden, erhält man durch

die folgenden Betrachtungen.

Man verstehe (s. Fig. 3) unter c irgend einen Punkt der Fläche T", unter z

einen der positiven oder der negativen Seite von a. oder 6„ angehörigen Punkt, ziehe

alsdann von dem der negativen Seite von c^ und der positiven Seite von l„^ gemeinsam

angehörigen Punkte Zq zum Punkte z einen Schnitt /, und denke sich die auf den

Punkt z sich beziehende Funktion F gebildet. Durch den Schnitt l^ wird die Fläche T'

16*
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in zwei Teile zerlegt, von denen der eine, mit

Ti" zu bezeichnende, an die negative Seite von l,,

der andere, mit T^' zu bezeichnende, an die

positive Seite von l^ anstößt. Nun definiere man

zu der den Schnitt L enthaltenden Fläche T"

eine neue Funktion F dadurch, daß man

für jeden Punkt ^ von T/'JP

für jeden Punkt t von T/'|P P

~~^.r--''

2ni

von (,setzt. Da die so definierte Funktion P
Kg. 3. in irgend zwei zum Schnitte l, gehörigen ent-

sprechenden Punkten ^"'", ^~ denselben Wert be-

sitzt, so ist sie auch noch in der ursprünglichen, den Schnitt l^ nicht enthaltenden,

Fläche T" einwertig, und es soll daher bei der Betrachtung dieser Funktion der

Schnitt /, als überflüssig weggelassen werden. Die dadurch auf die ursprüngliche Fläche T"

bezogene Funktion P ^ ist nun für jeden Punkt J dieser Fläche T", der eine solche

Lage hat, daß die Punkte ^, z als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen,

einwertig und stetig, für den Punkt ^ = z dagegen wird sie unstetig wie In —7^-

Verbindet man jetzt nach Einführung eines den Punkt z^ mit dem Punkte t verbin-

denden Schnittes l- die erste der beiden die Funktion P l
k

mit der für jeden Punkt 'Q von T/' geltenden Gleichung P

mit der für jeden Punkt ^ von T^' geltenden Gleichung P

man weiter, daß für jede Lage des Punktes 'Q die Gleichung:

definierenden Gleichungen

— Tri, die zweite

+ ni, so erkennt

P

= P

P F\'
b

m

besteht, und damit zugleich, daß P eine stetige Funktion des Punktepaares z, C ist,

wenn nur die Punkte z, t als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen. Was

endlich die, allgemein mit P !^ , P ! zu bezeichnenden, Werte der Funktion P

je zwei entsprechenden Punkten ^"'", t~ der Begrenzung von T" betrifft, so soll hier

nur das Folgende bemerkt werden. Liegt der Punkt z am Schnitte a,, und wird dann
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der von h^ bis z sich erstreckende Teil des Schnittes a^ mit a'^, der von z bis h^ sich

erstreckende Teil mit dl bezeichnet, so ist, der Definition der Funktion P

längs a\.[P

längs a,\P

infolge,

= P

= p + '1711.

Liegt dagegen der Punkt s am Schnitte ?>,,, und wird dann der von «~ bis z sich

erstreckende Teil des Schnittes h,, mit b\., der von z bis a+ sich erstreckende Teil mit

h", bezeichnet, so ist

längs h\.\l>

längs Z;;'(P

z



126 Vierter Abschnitt.

P -In^ In

besteht, bei festgehaltenem 'C eine einwertige und stetige Funktion der in ihrer Bewegung

auf die Linie s beschrankten komplexen Veränderlichen z, die als Derivierte nach z die

- -— besitzt. Der in Eede stehende Ausdruck stellt daher auch eine ein-Große P
1

wertige und stetige Funktion der beiden komplexen Veränderlichen "C, z dar, welche die

Größe iv ^ + -f^) d'C + i^' \
—

yzii) ^^ ^^^ vollständiges Differential besitzt, und er liefert

demgemäß für 'Q = z eine durch den Ausdruck:

limfP In ^)

dargestellte, einwertige und stetige Funktion der in ihrer Bewegung auf die Linie s

beschränkten komplexen Veränderlichen z, welche die Größe:

lim (pN + pH)

zur Derivierten hat. Diese Derivierte stimmt aber mit der Derivierten der früher

definierten, ebenfalls längs s einwertigen und stetigen Funktion F{z) überein, und es

besteht daher für jeden Punkt z der Linie s die Gleichung:

P(.)^C+lim(p|;|-ln^),

bei der C eine von z unabhängige Größe ist.

Der auf der rechten Seite der gewonnenen Gleichung stehende Limes ist unab-

hängig von der Art und Weise, wie l, gegen z konvergiert, und man kann daher den

Punkt 'Q auch auf einer beliebig gewählten algebraischen Kurve gegen den Punkt z an-

rücken lassen. In diesem Falle hat der laterale Teil — (pi von In -—-^ = — In ^ ^ y^

eine bestimmte Größe — ri zur Grenze, und es kann dementsprechend die in Rede

stehende Gleichung durch die Gleichung:

F{z) = C + lim (P H + In q) + ri

ersetzt werden. Die Größe r = lim ip ist durch die Richtung bestimmt, gegen welche

die Richtung des Radiusvektors zt, konvergiert, wenn 'C auf der gewählten Bahnkurve

gegen den Punkt z anrückt. Diese Richtung möge durch einen von z ausgehenden

Speer markiert werden. Faßt man die Totalität der für das Anrücken von "Q möglichen
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Bahnkurven ins Auge, so wird dadurch im Punkte z, wenn er nicht etwa die in Figur 5„

dargestellte Lage hat, ein Büschel von oo' Speeren bestimmt (s. die Figuren ö^, 5„ 5^, 5,).

^a-

Von diesen Speeren soll derjenige, welcher dem Anrücken eines auf s in positivem

Sinne sich bewegenden Punktes ^ entspricht, als Anfangsspeer, derjenige, welcher dem
Anrücken eines auf s in negativem Sinne sich bewegenden Punktes "Q entspricht, als

Endspeer bezeichnet werden. Dreht sich ein Speer, ohne aus dem Büschel heraus-

zutreten, um einen bestimmten, in Bogenmaß gemessenen, positiven oder negativen

Winkel, so ändert sich die Größe t um denselben Betrag. Demnach wird t stets eine

negative Änderung ~ s (o<t<2«) erfahren, wenn ein Speer sich vom Anfangsspeer aus

über die Speere des Büschels zum Endspeer dreht. Der durch Figur 5„ dargestellte be-

sondere Fall entspricht dem Werte e = 0. Nachdem so der zu einem Punkte z der Linie s

gehörige Büschel von Speeren hinreichend charakterisiert ist, ordne man jedem Punkte z

der Linie s in der angegebenen Weise einen Büschel von Speeren zu. Innerhalb der

dadurch zur Linie s bestimmten Mannigfaltigkeit von oo^ Speeren läßt sich jeder Speer

in jeden anderen durch stetige Lagenänderung überführen; auch ist, wenn innerhalb

dieser Mannigfaltigkeit ein Speer irgendwie seine Lage ändert, die dieser Änderung

entsprechende Änderung der Größe r immer gleich der Gesamtdrehung des Speeres.

Es soll jetzt gezeigt werden, daß die Funktion I<\s) sich für jeden der posi-

tiven oder der negativen Seite von a,, oder h^ angehörigen Punkt z, nachdem man den

r" 1Wert von In tt^^ passend bestimmt hat, durch eine Gleichung von der Form:

F(z) = C + lim IP \' - In y^)

darstellen läßt, wobei C eine von z unabhängige Größe ist.

Zu dem Ende zerlege man das aus b^, a~, h~ , a+ bestehende, von t^ über

^v, P,., (\v l^^is 2v (s- Fig. 6) sich erstreckende Stück der Begrenzung von T" in Teile

Si, §2, • • •, s„,, die so klein seien, daß sich zu ihnen Flächenstücke 8^, 8.^, • , S„, von der

früher beschriebenen Art abgrenzen lassen. Dabei sollen je zwei aufeinander folgende

Flächenstücke *Sy,_,, *S^, längs einer beliebig kleinen Linie lf,-i,f,, welche von dem den
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Linien s^, _i, s„ gemeinsamen, mit ^^,_i,„ zu bezeichnenden, Punkte ausgeht, aneinander

stoßen. Es möge nun allgemein ein in S,, frei beweglicher Punkt mit C„, ein in seiner

Bewegung auf die Linie
f„_i,,, beschränkter Punkt mit C„_i,„, endlich ein in seiner

Bewegung auf die Linie s^, beschränkter Punkt

mit Zf, bezeichnet werden. Die Funktion F(2)

läßt sich dann auf Grund des vorher erhaltenen

Resultats für jeden Punkt z^ der Linie Sj durch

eine Gleichung von der Form:

Fiz;) ^ C, + V^^(P\^- In^,
für jeden Punkt z.^ der Linie s.^ durch eine Glei-

chung von der Form:

F(z;)^a + ^^{p In ^)
l'ig. (1.

darstellen, wobei (^ eine von z^, C, eine von z^

unabhängige Größe ist. Läßt man nun die Punkte z^, z^ mit dem Punkte z^^.,, die Punkte ^,, L^

mit dem Punkte ti^^ zusammenfallen, so wird ^''(^i) = F(z._), P = P dagegen braucht

der Wert von In
?i

sich mit dem unabhängig von ihm definierten Werte von

In^: nicht zu decken, sondern er kann sich davon um ein ganzes Vielfaches von

2ni unterscheiden. Daraus folgt, daß sich die Konstanten Cj, C^ auch nur um ein

ganzes Vielfaches von 2ni unterscheiden können, und man erkennt zugleich, daß

man den Anfangswert des in der zweiten Gleichung vorkommenden In
^ _^ so be-

stimmen kann, daß 0^= C\ wird, oder, was dasselbe, daß man die Funktion F(z) für

jeden Punkt z der Linie Si + s^ durch eine Gleichung von der Form:

F(z) = C + lim (/'
I

In b)S-

darstellen kann , wobei C eine längs der ganzen Linie s^ + Sj konstante Größe ist.

Erweitert man nun die Fläche S^ + S^ durch sukzessives Hinzunehmen der Flächen-

stücke *S), (§4, • • •, S„, zu der Fläche Si + S^-i + S,„ und wendet jedesmal die eben

beim Übergang von S^ zu *% + ^'^j benutzte Schlußweise an, so erkennt man schließlich,

daß die Funktion F{z) sich für jeden Punkt z der Linie s^ + s^ H + s„, oder, was

dasselbe, für jeden der positiven oder der negativen Seite von «^ oder b,. angehörigen

Punkt z durch eine Gleichung von der Form:
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F(z) =C+ lim (P ' - In -^)

darstellen läßt, wobei C eine längs h^ a~ h~ a+ konstante Größe bezeichnet, und mit

Rücksicht auf die Entstehung dieser Gleichung daran festzuhalten ist, daß der Punkt "Q,

wenn z auf s^ (/' = i,2, • , ™) liegt, in seiner Bewegung auf das Flächenstück <§,, beschränkt ist.

Gehört der Punkt s der Linie s^,, der Punkt X, also dem Flächenstück S^ an, und

bringt man alsdann die soeben gewonnene Gleichung, nachdem man In r—-^ == — In^ — y^

gesetzt hat, in die Form:

F{z) = (7 + lim (P
J
+ In ^) + Ti

— wobei T = lim
(f

durch die Eichtung bestimmt ist, gegen welche die Richtung des

Radiusvektors z'C konvergiert, wenn Z auf irgend einer Bahnkurve gegen den Punkt z

anrückt — , so kann man in derselben Weise, wie es bei der vorhergehenden Unter-

suchung geschehen ist, jedem Punkte z von s^, cu = i,2, -.p) und damit auch jedem

der positiven oder der negativen Seite von «,, oder h^ angehörigen Punkte z einen

die verschiedenen Grenzrichtungen markierenden Büschel von Speeren zuordnen. Zu

dem Punkte 5;^, _!,,, (/< = 2,3, ,«,) ergeben sich, da man diesen Punkt sowohl als Punkt der

Linie s,,_i wie als Punkt der Linie s^, ansehen kann, zunächst zwei, einen gemein-

samen Speer besitzende, Büschel von Speeren; der durch Zusammenfassen dieser beiden

Büschel entstehende Büschel ist als der zum Punkte ^!,,_i,„ gehörige Büschel zu be-

trachten. Auch für einen solchen Büschel gilt der Satz, daß bei der Drehung eines

Speeres innerhalb des Büschels die Größe r eine dieser Drehung gleiche Änderung

erfährt. Innerhalb der jetzt zu dem Linienzug b^a'h'at bestimmten Mannigfaltigkeit

von 00^ Speeren läßt sich jeder Speer in jeden anderen durch stetige Lagenänderung

überführen; auch ist, wenn innerhalb dieser Mannigfaltigkeit ein Speer irgendwie seine

Lage ändert, die dieser Änderung entsprechende Änderung der Größe t immer gleich

der Gesamtdrehung des Speeres.

Auf Grund der zuletzt gewonnenen, die Funktion F(z) für jeden der positiven

oder der negativen Seite von a^ oder h^ angehörigen Punkt darstellenden Gleichung läßt

sich jetzt das Verhalten der Funktion F(z) sowohl längs des Schnittes a„ wie längs des

Schnittes h^ in folgender Weise bestimmen.

Man verstehe unter z^, z~ irgend ein zum Schnitt a,. gehöriges Paar entsprechender

Punkte, unter C"^, 'C~ ein zweites Paar entsprechender Begrenzungspunkte, welches zu

dem von z- bis bt sich erstreckenden, ebenso wie früher mit a" zu bezeichnenden,

Teil des Schnittes a^ gehört. Bezeichnet man dann denjenigen Wert von t, welcher

dem zum Punkte ^+ gehörigen Endspeer entspricht, mit rf, denjenigen, welcher dem
P-H, u. 17
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zum Punkte z gehörigen Anfangsspeer entspricht, mit t„, so lassen sich die Werte

F{zy , F(^y der Funktion F(i) für die Punkte z'^, z~ darstellen durch die Gleichungen:

F{zy = C+ Hm (P|j:| + In ^) + rti,

F{zy = C' + Um (P|j:| + In 9) + r^i.

Hieraus erhält man durch Subtraktion, indem man beachtet, daß nach früher Bewiesenem

+ 2nilängs d'AP

ist, zunächst die Gleichung:

F{zy - F(zy ^ Lim (P

und weiter dann, da

P
ü

P = P

P
ü

p
ü

r

) + {r:~r: + 2ny

P

ist, die Gleichung:

F{zy-F{zy = {Tt-r- + 2ny.

Die Differenz t+ — z~ bleibt ungeändert, wenn man das Punktepaar z"^, z~ durch Ver-

schiebung längs des Schnittes a^ in das Punktepaar q,,, p,, überführt; es ist also

T+ — T,7 = tU" — T^, wobei tJ" denjenigen Wert von r bezeichnet, welcher dem zum
Punkte q, gehörigen Endspeer entspricht, t^ denjenigen, welcher dem zum Punkte p,,

gehörigen Anfangsspeer entspricht. Diese letztere Differenz ist aber gleich der Gesamt-

drehung eines Speeres, welcher innerhalb der zur Linie h; gehörigen Speennannigfaltig-

keit von dem Anfangsspeer des Punktes !p,. in den, mit ihm gleichgerichteten, Endspeer

des Punktes q„ übergeführt wird, und sie ist daher ein nur von dem Verlauf des

Schnittes i,, abhängiges, mit Q,,27t zu bezeichnendes, ganzes Vielfaches von 2n. Es

ergibt sich so schließlich, daß

längs a,{F(zy = F{zy + (g, + l)2ni
ist.

Um das Verhalten der Funktion F(z) längs des Schnittes b^ zu bestimmen, ver-

stehe man jetzt unter z'^, z~ irgend ein zu diesem Schnitte gehöriges Paar entsprechender

Punkte, unter ^+, ^" ein zweites Paar entsprechender Begrenzungspunkte, welches zu dem
von z- bis «+ sich erstreckenden, ebenso wie früher mit h'^. zu bezeichnenden, Teil des

Schnittes h, gehört. Bezeichnet man dann denjenigen Wert von t, welcher dem zum
Punkte 2+ gehörigen Anfangsspeer entspricht, mit r.t, denjenigen, welcher dem zum
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Punkte z gehörigen Endspeer entspricht, mit rj, so lassen sich die Werte F{zy, F{s)-

der Funktion F(z) für die Punkte z^ , z' darstellen durch die Gleichungen:

F{zy = ^+ Hm (P|^:| + In ,o) + <^

F{z)- = C + Hm (P |^"| + In (>) + r;i.

Hieraus erhält man durch Subtraktion, indem man beachtet, daß nach früher Bewiesenem

längs6';(p|j'

ist, zunächst die Gleichung:

F(zy - F(z)- = Hm (P

und weiter dann, da

P "
t» 2+ 2A,',,

,
a,.„ »

ui - 2ul L _^ -Li _ 2711

fl ) + 1 »r - 2»r -^^+^- {r; -< +2™)!

V



%. = {q, + l)2ni,
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Innern dieser Fläche gelegenen Punkt verstellt, eine zweite, mit £i{3) zu bezeichnende,

Funktion durch die Gleichung:

- d" P
,

wähle die Radien der im ersten Teile, in Art. 5 des sechsten Abschnittes, zur Ab-

grenzung der Fläche T* benutzten Kreislinien h\, ,li, so, daß auch die Fläche T*
den Punkt a in ihrem Innern enthält, und betrachte das über die Begrenzung 9t von T*
in positiver Richtung erstreckte Integral:

i'
J= \i2'-^dz.

da
Die hinter dem Integralzeichen stehende Funktion £2 -rj ist eine in der Fläche T*

einwertige und mit Ausnahme des Punktes a auch stetige Funktion der komplexen

Veränderlichen z. Infolgedessen ist das in Rede stehende Integral auch gleich dem
+

auf den Punkt a sich beziehenden Integral j £2-j- dz oder auch, da die Funktionen

£2(z) und —r^ — (--1)""^^— ^, für den Punkt a stetig sind, gleich dem den Wert

+

(-iy +'2ni^^^ besitzenden Integrale {-!)" + ' n\ C-^!^^dz. Es besteht demnach die

Gleichung:

Man zerlege nun das Integral J in die den einzelnen Stücken der Begrenzung 91

entsprechenden Teile und bezeichne den Komplex der auf die Schnitte a, h, c, V sich

beziehenden Integrale, nachdem man zuvor noch bei jedem dieser Schnitte die auf die

positive und die auf die negative Seite desselben sich beziehenden Integrale in der in

dem oben genannten Artikel beschriebenen Weise vereinigt hat, mit J^, den Komplex

der auf die Kreislinien Ic sich beziehenden Integrale mit Jj. Es ergeben sich dann zu-

nächst die Gleichungen:

+ +
(7 = .t/» O — s

J=J, + J., J,==''^' f[S2+d£2+-Si-dii~]+'';^ f{S2+dS2^-S2-dn-}, J,=-2f^

Um die mit Jj bezeichnete Integralsumme, bei der d£l^ = '-j^ dz, d£l =-j^dz

ist, auszuwerten, beachte man, daß für v = 1, 2, • , p; a = 1, 2, , s:
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längs a, { i2+ = i2- + 2l„ Ü^ = Ü-

,

längs h^{n^ = a- + ^ @<- + 33.. i2^ = ^- + 1 5^,
(S.)

^
_ _

längs c, {12+ = i2- - -^' @, i2+ = £1-,

längs Z;^ {
12+ = i2- + 27r^ S,„, 12+ = 12"

ist — wobei zur Abkürzung

f

gesetzt ist, und der Wert der Konstante ^.,, wenn man noch zur Erzielung einer ein-

heitlichen

Gleichung:

heitlichen Schreibweise die Größe — 2m!! ^- -\- -l± wieder mit S3i''' bezeichnet, durch die

% = J(2.f';" + 2<,i
^<"' + • • • + 2„,„;gi^^) + ^^ S\a,.,

geliefert wird — und daß dementsprechend für v = l,2,---,p; a = 1, 2, • •, s:

längs a, {12+rf^+ = it dH- + %,.dä^

,

längs 6„ {12+(?i2+ = n-dÜ- + S,c?i2+ + 4 ^< dTl^ + - ^"^^(Sr).

längs c„ {12+(?^+ = 12-fli2- - —(BdS2\

längs Z;ji2+(li2+ = i2-(Zi2- + 2niä,„dS2^

ist. Reduziert man alsdann mit Hilfe dieser letzteren Relationen die auf der rechten

Seite der für J^ gewonnenen Gleichung zwischen den geschweiften Klammern stehenden

Ausdrücke, so erhält man für ./j zunächst die Gleichung:

= + + +

Cly Oy Cy

= + - + = +

und schließlich, indem man die mit Hilfe der Relationen (S.) sich ergebenden Glei-

chungen:
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+

J *" " V \ dz" L '

+

+

+

— bei denen die für v=p, a = s auftretenden Zeichen %^^, l^, als gleichbedeutend
mit den Zeichen l^, l^ beziehungsweise anzusehen sind — benutzt und beachtet, daß

+

= — ni i2j^ —
I
li du',

,

=-«.(^),.+(-i)-/4?^.'<+(-.r'}s/S"'«

ist, die Gleichung:

Zur Auswertung der mit J, bezeichneten Integralsumme beachte man, daß sich

»=/ /•_ „ v = p -
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die Funktionen fl, i2 für das Gebiet des Punktes 7j„ (0 = 1,2, •,.) durch Gleichungen von

der Form:

i2(;2) = S„hl f +^ + %i + • • • + %^ + C„o + C,rZ.,+ C„,zl + • • + C„„Sl + •••,

(R-) _ _ _ . _

i2(^) = £„ hl f + -^ +^ + . • • + %^ + c„„+ c„i^„ + c„,4 + •
. + c„„^: + • • • •

1 1

darstellen lassen, wobei für a = \,2,---,q z„ = z '", für a = g' 4-I, 3 +2, • • •, s ^;„ = (^— «„)''"

ist, die 2, c, S, c von ^^ unabhängige Größen bezeichnen und speziell 2„, 2„i, • • •, 2„,„^ die

bei der Bildung von ü.[z) benutzten Konstanten sind. Da nun der Wert von J^ aus-

schließlich von dem durch die Gleichungen (R.) charakterisierten Verhalten der Funk-

tionen £1, £i für die Punkte i]i,---,ii, abhängt, und diese Gleichungen (R.) genau

dieselbe Form haben wie die Gleichungen (R.), welche das Verhalten der im ersten

Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, aufgestellten Funktionen W, W charakterisieren,

so bleiben die dort zur Auswertung der auf die Funktionen W, W sich beziehenden

Integralsumme J^ durchgeführten Untersuchungen richtig, wenn man darin allenthalben

die Buchstaben W, W durch die Buchstaben S2, il beziehungsweise ersetzt, und es ergibt

sich dementsprechend für die hier vorliegende Integralsumme J^ die Gleichung:

= 1 a=l = 1 ti = l ^ — \

Trägt man jetzt die für J^ , J^ gewonnenen Ausdrücke in die Gleichung J= J^ + J^

ein und eliminiert aus der so entstehenden Gleichung und der zu Anfang für -/ ge-

wonnenen Gleichung die Größe J, so erhält man die Formel:

-^={-\r'ni2^X, + (-1)" J'(2„c„o-2„c„„) + {-iy2 2 ^r2,,c,„-2„,cj
0=1 0=1 0=1/1 = 1

+ — If—:^ I S2(z)dul ;>
I , „ du;

+ 4^.2' fh$du;.

Um dieser Formel eine für die Anwendung bequemere Gestalt zu geben, führe

man mit Rücksicht darauf, daß

I
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ist, für die in den Gleichungen (R.) vorkommenden Konstanten 2, c, 2, c, m eine neue

Bezeichnung ein, indem man

( p ^ OK) p ^ OK) r — /'(°°")

' ' ' '
-^ p ^pK) p _pK) -A _^(«.„) ' -f"'

2=,P(«o-4) P _ p(«o-ä) /i ^Aaa-q)

für a = o + 1, ö + 2, • • •, o + >• - - , - -, ,
m„ =

>«„_s,

iP
^ P(t<J-5-.r) P ^P(eo-,-r) f> ^Ä'a-q-r)

P_P(.„-,-.) p _P(.„_,..) -, _^(._,^.)
*«.'-'«"-.-

setzt, und bringe dementsprechend die zu Anfang des Artikels aufgestellte, die Funk-

tion Q(z) definierende Gleichung in die Gestalt:

Nun beachte man, daß die Funktion P "
, deren «'" Deri vierte nach z ebendort mit

Sl{z) bezeichnet wurde, der Gleichung (3.) des Art. 7 zufolge für das Gebiet des

Punktes ri^ (<7=i,2, ,») dargestellt wird durch die Gleichung:

P = P
W,
+2\p ^<h'

und daß daher

für das Gebiet des Punktes s^ (r = i,2,. ,o die Gleichungen:

P p
/ — 00 .

/. = 1 *

;. =

-2{z-e:)\ a{z)^2\P ': {l\n){z-er\

für das Gebiet des Punktes a (^. = 1,2, -,7) die Gleichungen:

P = P +.;fi/t/|(^-«.A i2(.)^|"|p|':.|(i|«.) (.-«/'-",

für das Gebiet des Punktes 00, (z = i,s, ••,.;) die Gleichungen:

P
u

p
ü

/! = !
i I

P-B, II. 18
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bestehen. Man erkennt dann, daß alle Konstanten 2''\ 2'*' und auch alle außer den

Konstanten ä''"'\ ? =
i.ä, ,r

^^^^^^ vorkommenden Konstanten 2'"' sowie die Konstanten
' ' / = 1, 2, • • , «//p— 1

4"''»
l-

''12'''
n,

'
^^"^ Wei't Null haben, und daß sich dementsprechend die vorher ge-

wonnene Formel — wenn man noch das auf ihrer rechten Seite hinter dem ersten Integral-

d"P
auf Grund der in Art. 7 unter (8.) an erster Stelle

ersetzt — auf die Formel:

zeichen stehende £l{z) = ^^„

stehenden Gleichung durch («— !)! F

da"

t = t I X=m^

(-1)"^ S^'4''' + ^ASi"'ci'''
X = \r=l

/ = 7I^/p —

1

+ {-ir2\^'^''+.^m'c^'- 2 o^/^,-A)2™_,ci:^^

+

fr

reduziert. Uabei soll der in der dritten Zeile an dem Sumraenzeichen stehende Akzent

andeuten, daß bei der Summation diejenigen, der Reihe 1, 2, • , q angehörigen, Werte

von X auszuschließen sind, für welche etwa p^ < ni^ + 1 ist. Die in der vierten und fünften

Zeile vorkommende Größe © ist, der neuen Bezeichnung entsprechend, bestimmt durch

die Gleichung:

r= 1 ()= 1 >

-0 •

In die letzte Formel trage man jetzt für die darin noch vorkommenden Größen

c, 2 ihre aus den vorher für £2(z) aufgestellten Entwicklungen unter Beachtung der

Relation (y + n\n)= (—1)"^-^^ (^—g\n) sich ergebenden, durch die Gleichungen:

Ac^)=(-1)''(-A|«) pY^
.i = 1, 2, 3, •

Ac™ = (-li"(-i-|«) V
*=1,2,S,

Ac<»«)^(_l)"(l|«) i>|-

> si:^'-.=(-i)
«jit^ — X

Jl = n !;( + 1, n /;( + i

t
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bestimmten Werte ein. Läßt man dann noch bei der entstandenen Formel in neuer

Bezeichnung an Stelle des Buchstabens z den Buchstaben 'C. und hierauf an Stelle des

Buchstabens a den Buchstaben z treten, so erhält man schließlich die für jeden inneren

Punkt z der Fläche T" geltende Formel:

d"St{^ ^.^[f ,xw .M c^u^ r. f, ^-"''

dz»
= V (- 1)" («-!)! £<^.)p;^ + ^(-^k^)s^'„i;

-i = l

«^1 f /w/i — l

.2
1
i (=VH)c../'

(Do.) +2'\ 2 (f «)srv

+ ^(«-l)!2™7f;

welche di(! gewünschte Darstellung der «'"° Derivierten des zuletzt für £l{z) aufgestellten

Ausdruckes durch p]lementarfunktionen enthält. Die hierbei auftretenden Konstanten

cf'', 6^'\ • •, cj,"f _i sind die Koeffizienten, welche in der Entwicklung der Funktion I2(z)

für das Gebiet des Punktes «^ den Potenzen zl^, zl^, , 2""f"' beziehungsweise zukommen.

10.

Die im vorhergehenden Artikel gewonnene Formel (Dq.) kann, da bei ihr die

Schnitte l nicht mehr in Betracht kommen, auf die Fläche T' bezogen werden und gilt

dann, ihrer Ableitung gemäß, für jeden von den Punkten oo, a, e verschiedenen inneren

Punkt z der Fläche 1", aber nicht, wie leicht zu erkennen ist, für jeden Punkt z der Be-

grenzung dieser Fläche; sie läßt sich jedoch so modifizieren, daß sie auch noch gilt,

wenn der Punkt z ein Punkt der Begrenzung von T' ist. Um diese Modifikation zu

erhalten, sollen zunächst die auf ihrer rechten Seite an erster Stelle stehenden Inte-

grale einer eingehenden Untersuchung unterzogen werden.

Da die Funktion P und damit zugleich auch die Funktion P -^, einerlei
II Z ° n Z dl;

welche Zahl aus der Eeihe l,2,---,p unter a verstanden wird, als Funktion der

beiden komplexen Veränderlichen t, z stetig ist, wenn ^ einen zum Schnitte b„ gehörigen
18*
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Punkt, z einen weder zum Schnitte l)„ gehörigen noch mit dem Punkte g„ zusammen-

fallenden Punkt der Fläche T bezeichnet, so wird durch die Gleichung:

(1-) " \ ^ Tll J '' \

dui

eine für jeden weder zum Schnitte h^ gehörigen noch mit §,„ zusammenfallenden Punkt

der Fläche T' einwertige und stetige Funktion J^"\z) der komplexen Veränderlichen z

definiert. Die Funktion J,l"\z) kann aber auch durch die Gleichung:

(2.)

definiert werden, da die Werte der Funktion F ^ -^ in ie zwei zum Schnitte h„ ge-

hörigen entsprechenden Punkten l,*, 'C' , wie leicht zu sehen ist, durch die Gleichung

dul

dt n

du:.

+
d""U«^

r verknüpft sind. Beachtet man nun, daß für die auf
dS ' p{n-\)\ di" dS

den rechten Seiten der Gleichungen (1.), (2.) stehenden Integrale die Schnitte a,„ c„ nicht

in Betracht kommen, da jede der Funktionen F ^ -^ und '-^ -^ sowohl für je zwei

zum Schnitte a„ wie für je zwei zum Schnitte c„ gehörige entsprechende Punkte 'Q^, ^~

denselben Wert besitzt, und daß daher die Integrationswege der in Rede stehenden

Integrale auch als in sich zurücklaufende angesehen und dementsprechend, ohne daß

diese Integrale eine Wertänderung erleiden, durch Deformation vollständig von dem

Schnitte h„ losgelöst werden können, so erkennt man weiter, daß die Gleichungen (1.), (2.)

durch die Gleichungen:

[1-]

[2.]

Jl"\z)
Kl J n \z\ "'

" \ y Ttl J n
dui, —. I -T^ dui

ersetzt werden können, wenn nur die neuen Integrationswege /?„, y„ den folgenden

Bedingungen genügen. Die von dem Integrationswege ?>,| und dem neuen Integrations-

wege ß„ begrenzte Ringfläche soll, von Teilen der Schnitte «„, c„ abgesehen, keinen

Teil eines der noch übrigen Schnitte a, h, c und weder den Punkt z noch einen der

Punkte a enthalten; ebenso soll die von dem Integrationswege h~ und dem neuen
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Integrationswege y„ begrenzte Eingfläche, von Teilen des Schnittes «„ abgesehen, keinen

Teil eines der noch übrigen Schnitte a, h, c und weder den Punkt z noch einen der

Punkte a enthalten; endlich hat man sowohl bei der Linie ß„ wie bei der Linie y„ als

die positive Richtung des Durchlaufens diejenige anzusehen, welche zu der ins Innere der

entsprechenden, eben erwähnten Kingfiäche gerichteten Normalen so liegt wie die

positive Richtung der Yi-Kchse zur positiven Richtung der X-Achse. Die Gleichung [1.],

die im Gegensatz zur Gleichung (1.) nicht versagt, wenn der Punkt z in einen der

Punkte von h~ rückt, liefert nun die der Stetigkeit entsprechenden Werte der Funk-

tion Ji"\z) für diese früher ausgeschlossenen Punkte; ebenso liefert die Gleichung [2.],

die im Gegensatz zur Gleichung (L) nicht versagt, wenn der Punkt z in einen der

Punkte von i,| oder in den Punkt §„ rückt, die der Stetigkeit entsprechenden Werte

der Funktion Ji''\z) für diese früher ausgeschlossenen Punkte; und die so vervoll-

ständigte Funktion J,l"\z) ist dann eine für jeden Punkt der Fläche T' einwertige und

stetige Funktion der komplexen Veränderlichen z.

Die Werte der jetzt für die ganze Fläche T' definierten Funktion J^"''(z) in je

zwei zu einem der Schnitte a, h, c gehörigen entsprechenden Punkten z'^, z" sind in der

Weise verknüpft, daß

\&ngs a,{j:i"\zy=Ji''\z)-,

längs K {,n"\zy ^ J^"\z)- - ^f^du^,

längs K [JI'W = J^"\^y + (-1)" 2^ - ^J'^ elvi,

\§.ngs c,{ji"\zy=,n"\zy,

v = l,2,--.,i.,

r= l,2,--,o-l, + 1,

= 1,2,.

ist. Die Richtigkeit der ersten, zweiten und vierten dieser Gleichungen erkennt man
unmittelbar, indem man beachtet, daß die Funktion J^"\z) für jeden nicht zum Schnitte

hg gehörigen und auch nicht mit dem Punkte §„ zusammenfallenden Punkt z der

Fläche I" durch die Gleichung (1.) bestimmt wird, und daß längs a,,|P

längs h,.
\
F = P d" M;,

^, längs c, [JP = P

= P
ist. Um dagegen die an dritter

(«-!)! dt"

Stelle aufgeführte Gleichung zu gewinnen, hat man vor allem zu berücksichtigen, daß

die auf ihrer linken Seite stehende Größe J^"\zy durch die Gleichung [2.], die auf ihrer

rechten Seite stehende Größe Jj"\zy durch die Gleichung [1.] bestimmt wird, und daß

_ -y~ ist. Man erhält dann für die in der genanntenAi = 1'längs b„[l

Gleichung vorkommenden Größen Jj"\zy, J^"\zy die Gleichungen:

(«-!)! dt"
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Ji"\zf

Ji"\^

'i i

XI J n \z " ' pni J di" "'

y y
'ff ff

11 % f n \Z
"'

und demnach für die Differenz J,'-"\zy — J^"\s) zunächst die Gleichung:

ri Y y

Aus der von ß„ und />,| begrenzten liingfiäche sowohl wie aus der von ^„ und h~ be-

grenzten Ringüäche denke man sich nun die in sie fallenden Teile der Schnitte a„, c„

entfernt und bezeichne die so schnittfrei gewordenen Ringflächen mit JR^, B2 beziehungs-

du'
weise. Die auf den Punkt s" von h„ bezogene Größe F ^ -j^ ist dann, bei festge-

haltenem z' als Funktion des Punktes 'C betrachtet, eine in der Ringfläche B^ einwertige

und mit Ausnahme des dem Punkte 2~ entsprechenden Punktes z'^ von h^ auch stetige

Funktion der komplexen Veränderlichen t, ebenso aber eine in der Ringfläche B^

einwertige und mit Ausnahme des Punktes z" auch stetige Funktion der komplexen

Veränderlichen 'C, und zudem gilt für je zwei zu dem, die Ringfläche jR^ von der

Ringfläche B.^ trennenden, Schnitte h„ gehörige entsprechende Punkte ^'^, ^~ die Gleichung

-T^ -J^ . Definiert man nunmehr für die aus den Ringflächen
.?
+ du';, 2

IT '^
P{n- •1)! dS" dS

Bi,B.2 sich zusammensetzende Ringfläche B^ + B^ eine Funktion F(Q der komplexen

Veränderlichen 'C, indem man

für jeden Punkt 'C von BAF(C,) = F

für jeden Punkt u von B,{F(t) = F
[

setzt, so hat diese Funktion Fi^Z) in je zwei zum Schnitte h,, gehörigen entsprechenden

Punkten ^+, 'C~ denselben Wert und sie ist daher, wenn man noch die aus der Fläche

i?i + JF?j durch Aufhebung des Schnittes h„ hervorgehende, ausschließlich von den Linien

ßa^ Yu begrenzte Ringfläche mit B bezeichnet, eine Funktion der komplexen Veränder-

z
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liehen u, welche für jeden von dem Punkte 'C, = z = z^ verschiedenen Punkt der Fläche B
einwertig und stetig ist, für den Punkt ^ = ^ = ^;± dagegen in der Weise unstetig

wird, daß die Differenz F(C) — ^~'jy„ -^ für diesen Punkt stetig bleibt. Demgemäß besitzt

das um den Punkt 11, = z m negativer Eichtung erstreckte Integral / F(^ — 1~
^l,^ dt,

{-)

den Wert Null, oder, was dasselbe, es besteht die Gleichung:

J^y=j-^^ V -j j (J-2)""^ V -J („_i)

Mit dem hier links stehenden Integrale stimmt aber, infolge der eben angeführten

Eigenschaften der auf die Fläche B, bezogenen Funktion F(C), das über die, von den

Linien /?„, y^ gebildete, Begrenzung der Fläche R erstreckte Integral CF(l^)dt, dem

Werte nach überein, wenn man dabei die Integrationsrichtung so wählt, daß sie zu der

ins Innere der Fläche B gerichteten Normalen ebenso liegt wie die positive Richtung der

Zi-Achse zur positiven Richtung der X-Achse, oder, was dasselbe, daß die Begren-

zungslinien /?„, y,, in der vorher für sie festgesetzten positiven Richtung durchlaufen

werden, und es besteht daher auch die Gleichung:

'» 'ff

Ersetzt man nun in jedem der beiden auf der linken Seite dieser Gleichung stehenden

Integrale die Größe F('C) durch den ihr auf Grund ihrer Definition entsprechenden

Ausdruck, so erhält man die Gleichung:

und diese Gleichung liefert dann schließlich durch passende Verbindung mit der vorher

für J!f\zy — J}''\z)~ erhaltenen Gleichung die Gleichung:

+

J::"\zy - J!c\z)- = (-i)«2^ +A/^ dui.

Damit ist aber, da I -j^ dul = — j -j^ du^ ist, die gewünschte, das Verhalten von

^a ''ff

Jj"\z) längs des Schnittes h^ charakterisierende, Gleichung gewonnen.
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Aus den Funktionen .7i"(2), • • •, J^^^) bilde man nun durch Addition und

darauffolgende Multiplikation mit j die Funktion:

u=l

Die so definierte Funktion 8„{z) ist eine in der Fläche T' einwertige und stetige

Funktion der komplexen Veränderlichen z, deren Werte in je zwei entsprechenden

Begrenzungspunkten 0+, ^!~ in der Weise verknüpft sind, daß

längs a,{S„{0y = S„(zy,

(S.) längs K [S„izy = SX^y + (-1)" }^-^JJ^ dul, ,.,,,,....

längs c,[SXi!y = s„{zy,

ist, und es besteht zudem auf Grund der Definition der Funktion J,';"\z) ("=i,2,- ,?) für

jeden weder zu einem der Schnitte h^, , bj, gehörigen noch mit einem der Punkte

§i,---,gp zusammenfallenden Punkte; der Fläche I" die Gleichung:

+

s(,)^ia^-^2' J'\: <H'
^ <j = 1 «y '

für jeden der negativen Seite eines Schnittes h angehörigen Punkt z = z der Fläche T

"V / pjii -*-^ / n \Z
"

^ = 1 V

die Gleichung

für jeden der positiven Seite eines Schnittes l angehörigen oder mit einem Punkte §

zusammenfallenden Punkt z = z der Fläche T die Gleichung:

Aus dieser letzten Gleichung erhält man noch unter Beachtung der Gleichung (3,„.) des

Art. 5 die Gleichung:

+ +
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öder, da
f jpr du; = — I j^ dui ist, die Gleichung:

Eine Funktion S(z) der komplexen Veränderlichen z, welche für jeden Punkt z

der Fläche 1" einwertig und stetig ist und den Gleichungen (S.) genügt, kann sich,

wie aus dem Fundamentalsatze folgt, von der Funktion S,^(z) nur um eine additive

Konstante c unterscheiden; genügt sie außerdem noch der Gleichung (Xj, so ergibt sich

für c der Wert Null. Die Funktion S,,(z) ist also auch durch die soeben genannten

Eigenschaften vollständig bestimmt.

Führt man jetzt schließlich bei der Formel (Dq.) für die auf ihrer rechten Seite

an erster Stelle stehende Integralsumme die Funktion S„(z) mit Hilfe der vorher für sie

aufgestellten Gleichung ein, so geht diese Formel über in die Formel:

dz"

''«

(D.)
/=p«

'v *?

und diese neue Formel gilt für jeden von den Punkten oo, a, s verschiedenen Punkt s

der Fläche T' , da die Differenz ihrer linken und rechten Seite eine in der Fläche T'

einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen s ist, welche für jeden

inneren Punkt z und daher auch für jeden Punkt z der Begrenzung den Wert Null besitzt.

In bezug auf die am Schlüsse der Formel (D.) stehende Integralsumme möge

hier noch bemerkt werden, daß sie immer den Wert Null besitzt, wenn n eine gerade

Zahl ist. Wendet man nämlich auf das hinter dem Summenzeichen stehende, über i+

erstreckte Integral das Verfahren der teilweisen Integration (n — l)-mal hintereinander

an, so erhält man die Gleichung:

/d"ul du;. 7-- ,' -i\„^i /''^"v d'^u]. jy

P-H, II. 19
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die, wenn n eine gerade Zahl ist, für das in Rede stehende Integral und damit auch

für die genannte Integralsunime den Wert Null liefert.

11.

Mit Hilfe der Formel (D.) sollen jetzt die «'"" Derivierten der Elenientarfunk-

tionen m,|^|, P , P P p
m \Z

Man setze, unter r eine Zah

.? ,
p dargestellt werden.

aus der Reihe 1, 2, • •, j; verstehend, in dem zuletzt

für S2(z) aufgestellten Ausdrucke die Größen 2 sämtlich der Null gleich, ebenso die Kon-

stante C, dagegen %„ = S^^ni, <t=i,2,- ,/.; dann geht S2(z) in u^\z\ über, an Stelle der

Entwicklung der Funktion £2(z) für das Gebiet des Punktes a^, (^ = 1,2, ,r), aus der die in

der Formel (D.) vorkommenden Größen c^""^* zu entnehmen sind, tritt die Entwicklung:

i =

^di''^"'«.1^1 -Z c\ "C,, wobei cP = ir(^) --^ W'
;. = o

und die Formel (D.) liefert, wenn man sie auf diese spezielle Funktion S2{z) = ti.^\z\

bezieht und beachtet, daß bei dieser Funktion die Größe <S den Wert Null besitzt, für

die «'' Derivierte der Funktion u,\z\ die Darstellung:

(I^i-)

(. = 1 / = 1
H U, i

33(;m p
"/'f

-,! X

(r = l, ,V)

Man verstehe jetzt unter ?/ einen der drei Punkte e,, «„, 00, — wobei a eine

Zahl aus der Reihe 1, 2, •, r, r eine Zahl aus der Reihe 1, 2, • • •, g bezeichnen soll —
und setze in dem mit £l(z) bezeichneten Ausdrucke die Größe 2*''' der Eins, alle übrigen

Größen 2 sowie die Größen Stj, 5L, ••, 91^, C der Null gleich; dann geht 12{z) in P

die Integralsumme ^' /
'

,„. (??4 in Jb' /
" ,.'' (/m^^ oder, da auf Grund der in

rf"P

\ ^ IL

ist, inArt. 7 unter (8.) an erster Stelle stehenden Gleichung —
j.«

l)ni S„(;ii) über, die zu Si(z) gehörige Größe @ erhält den Wert 1 und an Stelle der

Entwicklung der Funktion Il(z) für das Gebiet des Punktes a^, ({. = 1,2, ,r) tritt, den

Gleichungen (3.) und (1.) des Art. 7 gemäß, die Entwicklung:

/. = '

wobei A"«) — Lp
i = l,2,3,

wenn der Punkt a von dem Punkte ij verschieden ist, dagegen die Entwicklung:

In — + 2^c^"'^zt , wobei cf'' = |(i'
1> - w)S iTi '

^ = ,,2,3,. . ^ ^^ U ^V^^"'
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wenn der Punkt a^ sich mit dem Punkte j] deckt, was übrigens nur in dem Falle,

wo t] der Punkt a„ ist, vorkommen kann. Unterscheidet man jetzt in bezug auf rj die

drei Fälle r] = Si, tj = a„, ?/ = oo^, und bezieht die Formel (D.), indem man zugleich

den Buchstaben e^, der einen beliebigen von den Punkten a^,---,a,., (x^,, oo,^ ver-

schiedenen inneren Punkt der Fläche T' bezeichnet, durch e ersetzt, der Eeihe nach auf

die speziellen Funktionen S2{s) = 7' '
, S>{z) = /' ""

, n(z) = F"^' , so erhält man

für die «'" Derivierte der Funktion P die Darstellung:

(D,
d"F
j^^(^iy(n-iy.p V V \

p = l ,1 = 1

n (i,,— X

llfl — X n ff-
ph"

+ (-1)"Ä„(.) - S„{e) + :^i[^J'^dul,
K

für die n*'" Derivierte der Funktion /' die Darstellung:

d"P
/9l(i„ — Z

dz" f„ ^ ' "f'a

niiy — X

-^ F
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setze in dem zuletzt für £l(z) aufgestellten Ausdrucke die Größe S^«' der Eins, alle übrigen

Größen S sowie die Größen Stj, Sls» • • •> %>^ G der Null gleich; dann geht £l[s) in 7t'

über, die zugehörige Größe © erhält den Wert Null und an Stelle der Entwicklung der

Funktion £2[s) für das Gebiet des Punktes a^ (9 = i,2,.-,,) tritt, den Gleichungen (4.) und

(2.) des Art. 7 gemäß, die Entwicklung:

wobei d"'^

;. = 1,2,3,
(jn—

wenn der Punkt a„ von dem Punkte t; verschieden ist, dagegen die Entwicklung:

;^ + ^c™<, wobei 4.("()
i=0 /! = 1,2,3, •

(»i

wenn der Punkt a sich mit dem Punkte rj deckt, was übrigens nur in dem Falle, wo

Tj der Punkt a„ ist, vorkommen kann. Unterscheidet man jetzt in bezug auf rj die

drei Fälle tj = s^, rj == a„, rj = oc^ und bezieht die Formel (D.), indem man zugleich den

Buchstaben e^, der einen beliebigen von den Punkten a^, •
-, a^, oo^, • • •, oo^ ver-'

schiedenen inneren Punkt der Fläche 1" bezeichnet, durch e ersetzt, der Reihe nach

auf die speziellen Funktionen £l{z) = J' *
, S2(z) = J* ""

, S2(z) = F ""% so erhält man

(D.v)

für die w'" Derivierte der Funktion J

d" P

die Darstellung:

«(ip —X

{-m\n) F
(ip ••),

Wfip —

i

.=;, /- d"P

1' — 1 , +

für die w'° Derivierte der Funktion P die Darstellung:

(De

d" P

dz"
(--n) F

{m-iy.
V 1 iz L_/_l_.r 7'^ n (l., — X V'' ?ao Ln //„ - i

. J- >- / '1-

^ r = I . + "
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für die n'" Derivierte der Funktion P
m

(D,.)

d"F
1

dz"

+

(OT— l)!-<^ -^

/Hfl,, — /. \

(-
Xf n(.i^

die Darstellung:

)
p'

pni — t/

d'^p

dS"
du\. (f=l,2,..-,,y)

(d;.)

ä"p

wenn >» < «i^ + 1 ist, dagegen die Darstellung:

Q = / i= nftp—l

dz"

+ ^ X,
, . = p r d"P /

Uc«.4-;i n/o/

(r= 1,2, ••,,/)

wenn »* ^ «t^ + 1 ist.

Dabei soll der auf der rechten Seite der Formel (D,;.) an dem Summenzeichen stehende

Akzent andeuten, daß bei der Summation für den Index q der Wert a auszuschließen

ist. Was den Buchstaben m betrifft, so vertritt derselbe bei der Formel (D5.) die Zahl ?>?i,

bei der Formel (Dg.) die Zahl n„, endlich bei den Formeln (D,.), (D/.) die Zahl p^, und

es kann daher, insoferne m^, n„, p^ unbestimmte positive ganze Zahlen sind, in den

aufgestellten Formeln unter m irgend eine positive ganze Zahl verstanden werden.

Die auf der rechten Seite der Formel (D.^) vorkommende Integralsumme, bei der,

ebenso wie bei der Formel (Dg.), s einen beliebigen von den Punkten a^,- ,a^, ooj, • • •, oo^

verschiedenen inneren Punkt der Fläche T' bezeichnet, kann, da für jeden solchen

Punkt s auf Grund der Definition der Funktion Sjs):

t
+ „ _ « + /i"" p

d'"P d"P

di"
ist, durchund der Formel (V.) des Art. 7 gemäß (^ — 1)! j*,,. =(m— 1)!

^——;
,',',' ersetzt werden, und es tritt dann an Stelle der Formel (D..) die Formel:

1— 1)'. at ' \ = ^(m—

P5.]

d-'P

dz" ( *'* I ''KL z + (m - 1)! ^^ ,-^j „ _ X W"„,f_, s\}f\z

1 d"'S„(i)

(w— 1)! dl"
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Die Foraieln (D,,.), [1)5.] gelten ihrer Ableitung gemäß für jeden von den Punkten

a, 00 verschiedenen inneren Punkt e der Fläche T . Da jedoch bei jeder dieser beiden

Formeln die Differenz der linken und rechten Seite bei festem z eine in der Fläche T
einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen c ist, welche für jeden

inneren Punkt e und daher auch für jeden Punkt e der Begrenzung den Wert Null

besitzt, so gelten diese Formeln auch noch für jeden an der Begrenzung von T' ge-

legenen Punkt e; nur müssen, wenn z ebenfalls an der Begrenzung liegt, die Punkte e, z

als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen.

p]s soll jetzt schließlich noch die n'" Derivierte der Funktion S„Sz) dargestellt

werden. Zu dem Ende ersetze man l)ei der Gleichung:

dz" pni ^ J dz"
^"''

welche für jeden von den Punkten a, 00 verschiedenen inneren Punkt z der Fläche T'

gilt, die hinter dem Integralzeichen stehende Derivierte durch den ihr auf Grund der

Formel [D^.J entsprechenden Ausdruck. Man erhält dann die Formel:

Q = r X^nfif—1

'^^•) '^i^-(~iy^^u^)+jki^^ ,^

nii ~X

l'o

nfi — X

r=p /' d"' P

di"

an
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mit dem Argumente e und durch die Funktion <S',„(e) darstellen. Um diese Darstellung

zu erhalten, beachte man, daß die Formel (Ü^.) für irgend zwei von den Punkten a, oo

verschiedene Punkte f, s der Fläche T' gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der

Fläche T betrachtet getrennt liegen, daß dagegen die Formeln (D3.), (D4.) für jeden von

den Punkten c, <x> verschiedenen Punkt z der Fläche T' gelten. Ersetzt man daraufhin

bei den genannten drei Formeln in neuer Bezeichnung den Buchstaben z durch den

Buchstaben e und gleichzeitig den, nur bei der Formel (D,,.) vorkommenden, Buch-

staben s durch den Buchstaben z, endlich den Buchstaben n durch den Buchstaben »«,

so erhält man zunächst drei Gleichungen, deren linke Seiten von den Größen:

d"'P d'" P d"'P

du" df" dl:"

beziehungsweise tifebildet werden. Führt man nun noch an Stelle dieser Größen auf

Grund der vorstehenden Gleichung (8^.) die Größen:

(m-l)\P
^ ^ in

(m-iy.F

beziehungsweise ein, so erhält man schließlich die drei Gleichungen

(E,.) PI' =(-iy"P
(m--l)!2 2

1=1 1=1
"HPrH

(-

{m-

(E«-) P
(-1)'" p

_ + ..

-1)1 m\ J (m— 1) ; «V / ' ()» — 1)! 2r'Xt -^ J «J ^

'v

tm ji„— X

— 1)! 2(m-1)

miL„ — l\

o=ri = m/, -1 (

—

(,«-l)!^^^
iTi '»(*„ — ^ '"'''

F

+ (feS ^'"(^) -ö;^ ^'"w +^ ,-Ä7J/ 9^ ^«t, (0 = 1,2, ,,)

(E..) f («i-l)!.

.,,,-1 1^1 '»)

= 1 -1 = 1
mjt — Z nifi^-i.

\] F

('• = 1,2, ,9)
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von denen die erste für irgend zwei von den Punkten a, oo verschiedene Punkte e, z

der Flache T gilt, wenn nur diese Punkte als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt

liegen, die zweite und dritte dagegen für jeden von den Punkten a, oo verschiedenen

Punkt £ der Fläche T gilt. Der auf der rechten Seite der Formel (E„.) an dem Summen-

zeichen stehende Akzent soll andeuten, daß bei der Summation für den Index ^ der

Wert o auszuschließen ist.

Jetzt ist man auch imstande, das Verhalten der Funktionen P V

als Funktion von e unendlich wird wie
(- 1)"

iche Punkt e sich dem festen Punkte z unbegrenzt

als Funktionen des Parameters e vollständig zu charakterisieren. Aus der Gleichung
(

erkennt man, daß die Funktion 1'
Vi

wenn der in der Fläche T' beweg

nähert, und daß diese Funktion im übrigen nur dann noch unendlich werden kann,

und bei nicht spezieller Lage des Punktes z auch stets unendlich wird, wenn der

Punkte sich einem der Punkte «,,•••, «^ unbegrenzt nähert. Was dagegen die Funk-

tionen I' ^
, I' ^ betrifft, so können dieselben, wie die Gleichungen (E„.), (E„.) zeigen,

nur dann unendlich werden, wenn der Punkt s sich einem der Punkte «j, • • •, a,. un-

begrenzt nähert. Beachtet man nun noch, daß die drei in Rede stehenden Funktionen sich

auf Grund der Gleichung (8].) von den nach s genommenen vi*"' Derivierten der drei

Funktionen I' ~
, V ""

, F ""' beziehungsweise nur um einen Zahlenfaktor unterscheiden,

und daß eine jede dieser drei Derivierten gegen Null konvergiert, wenn der Punkt e

dem Punkte oo^ (>; = i,2, ,^) unbegrenzt zustrebt, so erkennt man endlich noch, daß die

P stets gegen Null konvergieren, wenn der Punkt e irgend

<te ooi, • • •, oo,^ unbegrenzt zustrebt. Das eigentümliche Vei'halten der

beim Anrücken des Punktes e {jesen einen Punkt a oder einen Punkt oc

Funktionen P
III

einem der Pun

Funktion 1
m

steht im Einklänge mit der aus den Gleichungen (8.) sich ergebenden Tatsache, daß die

Elementarfunktion 7
m

den Punkt e dem Pun

nicht in die Elementarfunktionen P' r übergeht, wenn man

:te ß beziehungsweise dem Punkte oo unbegrenzt zustreben läßt.

Art. !t

0('i) .

treten.

12.

Man lasse jetzt bei dem der Formel (D.) des Art. 10 zu Grunde liegenden, in

aufgestellten Ausdrucke £l(z) an Stelle einer jeden der t -\- r + q Konstanten

•,iil,"', £[,'"',•••, Öi"^ SJ,--', •••,2i~'' und der p Konstanten %[,, , ?l, die Null

Der dadurch entstehende Ausdruck:
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r = l ^ '

+

+

+---+^f:^)+c.

bei dem in^, -, m„ %, • • •, n,.,Pi, • , p^ unbestimmte positive ganze Zahlen bezeichnen,

und die Konstanten 2, C keinen Bedingungen unterworfen sind, stellt dann die all-

gemeinste zur Charakteristik (j J gehörige Funktion W dar, welche in je zwei zu

einem der Schnitte a, l gehörigen entsprechenden Punkten cP'^ , cP~ denselben Wert be-

sitzt, und zwar ist speziell, wenn für v=-\,2,---,p zur Abkürzung

1 = t /. = «(, z = 5 ,l=p.

:~x)

gesetzt wird.

(S.)

längs a,[W(zy = W(z)-,

längs h,\W{zf = W{zf + S8„

längs c,{W{zy = W{3y,

längs l,\W{zy -=W{sy, '/ = 'i.--, '/.«.-

= i,a, ,V,

Infolgedessen ist die Funktion W{z) schon in der aus T" durch Aufhebung der

Schnitte l entstehenden Fläche T' einwertig, und es darf daher für die Untersuchung

dieser Funktion die Fläche T' zu Grunde gelegt werden. Noch möge für das Folgende

vorausgesetzt werden, daß für q = 1,2, , r w^ > ^„ ist; dadurch wird die Allgemeinheit

der Untersuchung nicht beschränkt, da man von dem Falle, wo n^> ^^,, etwa n^=- /u„ + g

ist, zu dem Falle, wo n^^ fi^, etwa ^^ = ^1/^ + 1 — 7* ist, auch dadurch übergehen kann,

daß man den Konstanten S™+„ 2™ ,_i, • • •, S™ 2_;, den Wert Null erteilt.

Die definierte Funktion W(z) läßt sich nun auch durch die Derivierte einer

zur Charakteristik (^ J gehörigen Funktion W und p ausgezeichnete Funktionen

W(z) der hier betrachteten Art linear darstellen. Zu dieser Darstellung gelangt man
durch dasselbe Verfahren, welches in Art. 7 des dritten Abschnittes zu dem gleichen

Zwecke angewandt wurde. Ein Blick auf die dort durchgeführten Untersuchungen zeigt

aber, daß die hier verlangte Darstellung aus der dort erhaltenen unmittelbar hervor-

geht, wenn man darin p = setzt, also die beiden dort vorkommenden :p-gliedrigen

Summen unterdrückt, weiter dann, entsprechend der in diesem Abschnitte für die p
P-H, II 20
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allenthalben endlichen Elementarfunktionen gewählten Bezeichnung, ii\\s\ durch u^\z\

ersetzt und an Stelle der Konstante ^,, die eben definierte Konstante 33,, treten läßt,

endlich noch bei P den Horizontalstrich wegläßt. Man erhält dann für die Funktion

W(z) die für jeden von den Punkten s, a, oo verschiedenen inneren Punkt z der Fläche T'

geltende Darstellung:

W 2 sr-^

.=1
\

+2 l.C
.(««)

dp
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ist, und daß der Wert des hier rechts stehenden Integrals für m = 1 der Differenz

©, — %, der der Funktion J' ^ längs c., a,. beziehungsweise zukommenden Konstanten

2;r»
ß,, = , 2t^ = 0, für H< = 2, 3, ••• der Differenz der der Funktion rr:7-- längs c,, «,.

P dz'"

beziehungsweise zukommenden Konstanten ©,, = ü, 2t,, = gleich ist, daß also der Wert

des links stehenden Integrals für m = l, 2, 3, •• durch — (J„,i—— dargestellt werden

kann. Man erhält dann die erwähnte, für jeden von den Punkten a, oo verschiedenen

inneren Punkt e der Fläche T' geltende Hilfsformel:

\ f ^'
\t/ mu^ — X

dt]!'
{m

+

(•=1,2, •?)

Was nun das an erster Stelle zu untersuchende, nur von den Punkten s^, • • •, St

+

abhängige, Integral / W('C)dl^ {< = h% ,?) betrifft, so erhält man für dasselbe, wenn man die

darin vorkommende Größe W(t) auf Grund der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten,

die Funktion W{2) für jeden Punkt z der Fläche T' definierenden Gleichung durch den

ihr entsprechenden Ausdruck ersetzt, zunächst die Gleichung;

i>t K ^t 'v
(v=l,2,. -,/<)

und schließUch, wenn man das auf der rechten Seite an erster Stelle stehende Integral

auf Grund der Hilfsformel (H.) durch Elementarfunktionen mit dem Argumente e^

ausdrückt, die Gleichung:

+

(2.) fw(];)d'c^Ky"-''-K

wobei zur Abkürzung

Ki'.-;H)^2 2 2 2
t = l 111 = 1 (1 = 1 X = l

H'q-

(/»— 1)! /«(i — i '^)l'

(3.)

gesetzt ist.

.' = 1 t=lm = m, o(t )
/^

+ "-y2 £</'' -2 2j^ fsS)d'C

+ 2 2 e' fp\> d^+2 2 s^' p\7- d^
= 1 m=l V I

*• x=l m = l .-/
I >>

20*
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Das an zweiter Stelle zai untersuchende, nur von dem Punkte z abhängige,

+

Integral iPru^^ («=1,2, ,p) läßt sich durch Elementarfunktionen mit dem Argumenten;

darstellen. Um diese Darstellung zu erhalten, lasse man in der Hilfsformel (H.) an

Stelle des Punktes e den Punkt z, an Stelle des Buchstabens v den Buchstaben a treten

und setze «i = 1. Man gewinnt auf diese Weise die Gleichung:

wobei zur Abkürzung

(2'.) Tr"" iz) = - + — '2 J - ( r /'
l> (i^) i' y - ^- fss)'^'^

gesetzt ist. Die durch die letzte Gleichung für jeden Punkt 3 der Fläche T' definierte

Funktion W^"\z) ist eine zur Charakteristik L,\,^ gehörige Funktion W{z) von der in

diesem Ai'tikel betrachteten Art, die nur für die Punkte a^, •
-, a^ unstetig und zwar

algeln-aisch unendlich wird, und deren Werte in je zwei zu einem der Schnitte a, b, c

gehörigen entsprechenden Punkten cP*, cP" in der Weise verknüpft sind, daß

(3'.)

ist, wobei zur Abkürzung

längs a„{Tr<"'(^)+=Trf">(^)-,

längs fe„{ W^"\zy =W'-"^{z)- + W,
längs c,\W^"\zY ^W'^"Mz)-

,

V = 1, 3,

Q = r A=^//p—

1

gesetzt ist. Das in der letzten Zeile stehende Integral kann ausgewertet werden, indem

man die zwischen den geschweiften Klammern stehende Größe auf Grund der Formel:

dt

6,/
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durch die Größe — 2
duAl:]

2c ersetzt wobei c das auf der rechten Seite der vor-

stehenden Formel hinter dem letzten Minuszeichen stehende Schlußglied vertritt, also

eine von ^ freie Größe ist — und alsdann die Integration ausführt; man erhält so für

das Integral den Wert 2d,„ni und erkennt nun schließlich, daß

(4'.) W-S,.
ist, daß also Sß'"^ nur dann einen von Null verschiedenen Wert und zwar den Wert 1

besitzt, wenn v = o ist. Die soeben aufgestellte, bei der Auswertung des Integrals

benutzte Formel geht aus der Formel (Di.) des Art. 11 hervor, indem man bei dieser zu-

nächst in neuer Bezeichnung v durch v, "Q durch 'Q' ersetzt, alsdann « = 1, T = r, ^ = ^

setzt und endlich noch an Stelle des Summationsbuchstabens A einen neuen Summations-

buchstaben X vermittels der Gleichung l =
fj,^
— X einführt.

Mit Hilfe der Gleichungen (2.) und (1'.) kann man jetzt der vorher für W{z)

erhaltenen Gleichung die Gestalt:

(D.) W{z) =^^ + 2 33. W''\z)
1'=

1

geben, wobei W*{s) durch die Gleichung:

W*{z) =
t=i ( " ^ ^=1 '^ >

Q = l

e = i

x = q

'f-/'f

-^Uc,2™i^> + 2 ^&TtP
».=1

2
ix + i

— bei der if,f'" '''' die unter (3.) definierte Größe bezeichnet — , W'-''\z) ('^i.s.- ,p) durch

die Gleichung:

w^'\z) = - +^ ^' '5" -
{ fp > d'c) p > - ^ fs,n;)dt,

endlich 33,, (> = i,2, • ,;>) durch die schon früher aufgestellte Gleichung:

t ~ t X=^m^ y- = <i ^=Px

^r=2 2 si'-' 931'-' + 2 2 sr^' '^'y +2 2 si"'' «'r-'
t = l X = l

*
(1 = 1/1 = 1

*
r. = l i^l '

bestimmt ist. Trotzdem die Gleichung (D.), zur Vereinfachung der Untersuchung, nur
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für den Fall abgeleitet worden ist, daß die Punkte Cj, • • •, e, sowie der Punkte im

Innern der Fläche T liegen, gilt sie auch noch, wenn die genannten Punkte teilweise

oder sämtlich der Begrenzung von I" angehören. Unter der, die Allgemeinheit der

Untersuchung nur scheinbar beschränkenden, Voraussetzung, daß die unbestimmten

Konstanten I^*''' (t-1,2, -.o durch eine Lagenänderung der Punkte t, , £ä,...,£, nicht beein-

flußt wei-den, ändert sich nämlich der Wert des Ausdruckes:

W{z) - ^i^ - 5"% W^'\s),
1'—

1

bei dem W{z) die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte lineare Verbindung von

Elementarfunktionen vertritt, als Funktion der t + 1 in T frei beweglichen Punkte

fj, •••,£,, z betrachtet, stetig, wenn einer dieser Punkte durch stetige Bewegung in

einen Punkt der Begrenzung von I" übergeht, und es kann daher der in Rede stehende

Ausdruck, da er der Gleichung (D.) gemäß immer den Wert Null besitzt, wenn die

genannten Punkte im Innern der Fläche T' liegen, nicht einen von Null verschiedenen

Wert haben, wenn diese Punkte teilweise oder sämtlich der Begrenzung von T'

angehören.

Infolge der das Verhalten der Funktionen W{z), W^"\s) längs der Begrenzung

von r charakterisierenden (Gleichungen (S.), (3'.), (4'.) liat die Funktion W{z)~"2^nW^''\z)
= 1

und damit auch die nach Gleichung (D.) mit ihr identische Funktion —j^ iJJ irgend

zwei zum Schnitte 6,, gehörigen entsprechenden Punkten cP"" , cP~ denselben Wert, sodaß

also längs &J^-^^j^ = :^-!^j^ ist. Andererseits ergibt sich aus dem die Funktion W*{z)

definierenden Ausdrucke, daß längs &„ [^^ff^
= '^^^ + ' (-Ss^'-S>,Sr;'+S.cH^

ist. Vergleicht man diese beiden Eesultate und beachtet, daß -^ nicht für jeden

zum Schnitte h,. gehörigen Punkt z den Wert Null haben kann, so erkennt man, daß die

Relation:

- 2 si''> - SV, Sir"

+

2 h <"' =
r = l «=1 x = l

besteht, und daß daher die Funktion W*(z) eine zur Charakteristik
(j ^ J

gehörige

Funktion W ist.

Aus der Gleichung (D.) erkennt man nun schließlich, daß die allgemeinste zur

Charakteristik L \) gehörige Funktion W{z), welche in je zwei zu einem der Schnitte a, l

gehörigen entsprechenden Punkten ff"^ , cP' denselben Wert besitzt, sich, entsprechend

der zu Anfang des Artikels aufgestellten Behauptung, durch die Derivierte einer eben-
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falls zur Charakteristik L,,,^) gehörigen Funktion W, eben der Funktion W*(z), und

die^ ausgezeichneten, mit der Funktion W{z) gleichartigen Funktionen W^^\z), ,JV^''\z)

linear darstellen läßt. Dabei ist noch besonders hervorzuheben, daß diese p aus-

gezeichneten Funktionen W^'^\g), ,W'''\z) durchaus selbständige, von der darzustellen-

den Funktion W(z) unabhängige (iebilde sind, während andererseits die Funktion W*(z)

in engster Beziehung zu der Funktion W(0) steht.

Läßt man in der zu Anfang dieses Artikels aufgestellten, die Funktion W(z)

definierenden Gleichung und dementsprechend auch in der Gleichung (D.) die Größen S

sämtlich mit der Null zusammenfallen nnd setzt zudem noch C = 1 , so wird W(z) = 1

und zugleich reduziert sich die Gleichung (D.) auf die Gleichung:

Zum Schlüsse dieses Artikels sollen jetzt noch kurz diejenigen speziellen zur

Charakteristik d ^ J gehörigen Funktionen W betrachtet werden, deren Werte in je zwei

entsprechenden Punkten c/'+, cP~ der Begrenzung von T" in der Weise verknüpft sind, daß

längs a,.[ W* ='W~',

Vdngsh,{W* ^W", r=i,2,. ..p,

längs c,\ W^ = W~,

längs Z„{Tr+ = Tr-, « = 1.3, ...,.,

ist, und die daher schon in der ursprünglichen, keinen der Schnitte a, h, c, l ent-

haltenden Fläche T einwertig sind. Eine jede solche Funktion möge eine ^-Funktion

genannt und mit A{z) l)ezeichnet werden. Dieser Definition zufolge ist die Gesamtheit

der ^-Funktionen identisch mit der Gesamtheit derjenigen Funktionen W{z) von der

zu Anfang dieses Artikels definierten Art, bei denen die das Verhalten an den

Schnitten h bestimmenden Konstanten S3i, 932 j
• •> 33p sämtlich den Wert Null besitzen.

Die Derivierte -^ einer jeden zur Charakteristik d
^

'

'

j)
gehörigen Funktion W

ist — wie aus der Formel (D.) des Art. 10 folgt, wenn man darin © = 0, « = 1 setzt

und beachtet, daß für © = der zugehörige Ausdruck £>(z) die allgemeinste zur

Charakteristik (! !) gehörige Funktion W darstellt — eine ebenfalls zur Charakte-

ristik
(i j)

gehörige Funktion W und zwar eine J.-Funktion, da sie zudem in je

zwei entsprechenden Punkten cP* , cP" der Begrenzung von T" denselben Wert besitzt.

Daß aber auch umgekehrt eine jede J.-Funktion sich mit der Derivierten einer zur
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Charakteristik (! !) gehörigen Funktion W deckt, erkennt man, wenn man beachtet,

daß die vorher gewonnene Gleichung (D.) sich für eine Funktion W{z) = Ä(z) auf die

Gleichung:

(D'.) A{z)
dW*iz)

reduziert. Die Gesamtheit der ^-Funktionen ist also auch identisch mit der Gesamt-

heit der Derivierten -^ der zur Charakteristik L J gehörigen Funktion W.

Aus dem soeben gewonnenen Kesultate folgt nun schließlich noch, daß das mit

einer Funktion Ä(z) gebildete, von einem Punkte ^o bis zu einem Punkte s über eine

ganz im Innern der Fläche T" verlaufende Kurve erstreckte Integral j A[z)dz eine zur

Charakteristik (. J gehörige Funktion W ist, und daß diese Funktion W, nachdem

man A{z) durch Elementarfunktionen ausgedrückt und zu dem so erhaltenen Aus-

drucke W{z) von der zu Anfang dieses Artikels definierten Art den ihm entsprechenden

Ausdruck W*{z) gebildet hat, durch die Gleichung:

(D".)

z

CA{z)dz = W*{z)-W*(zo)

geliefert wird.

Auf die Theorie der vi -Funktionen soll ausführlicher erst im nächsten Abschnitt

eingegangen werden.

13.

Die Untersuchungen des Art. G haben gezeigt, daß der Ausdruck:

n^) = 2 (^^"^ i'\
l'

I

+ S'x '
ii :i

+ • • • + 2';.;' f\ ';
I)T — 1

+2 (sr" f I
y

I

+ sr^^
^i

"/| + • • • + 2"? /;| ? |)

+2; (sr«' r\7\ + s^'f |:i
+ • • • + K:'p\7\) + h Sl'st.^-kl + ^^

bei dem wj,, • • •, w;,, Wj, • •, w, , jy^, • , p,, unbestimmte positive ganze Zahlen, die Buch-

staben 2, 8t, C unbestimmte, nur der Bedingung:

(' = ',

2^£i,'''+^"£r"'+ J'2^'=o2'

unterworfene Konstanten bezeichnen, die allgemeinste zur Charakteristik
(^ . J gehörige

Funktion W darstellt. Auf Grund des im vorhergehenden Artikel gewonnenen Resultats
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ist man jetzt imstande, das mit dieser Funktion W(z) gebildete, von einem Punkte z„

bis zu einem Punkte z über eine ganz im Innern der Fläche T" verlaufende Kurve

erstreckte Integral J W(z) dz durch das Produkt z W(z) und Elementarfunktionen linear
-0

darzustellen. Man braucht dazu nur auf das Integral das Verfahren der teilweisen

Integration anzuwenden und in der so sich ergebenden Gleichung:

z z

Jw{z) dz = zW{z) - z,W{z,) - fz'^^dz

das rechtsstehende, auf die J^-Funktion z '

.^ sich beziehende Integral mit Hilfe der

Formel (D".) des vorhergehenden Artikels durch Elementarfunktionen auszudrücken.

In derselben Weise schließend, wie es in Art. 8 des zweiten Abschnittes an der

entsprechenden Stelle geschehen ist, gelangt man hier unter fast wörtlicher Wieder-

holung des dort Gesagten zu der die erwähnte Darstellung liefernden Gleichung:

z

Jw{z)dz = zW{z) - z,W{z,) - W{z) + IF*(^o).

In dieser Gleichung vertritt W*{z) den Ausdruck:

t=t

w*(z) = -

^

I
S'/'-' p\';\ + 2 T ^ä'l f I

;-

^ II 9-'™ P "v A- V (V «' Cf) p

X = q

y
X = l

^ = 'x+Px

X = ,^-{-l

V— 1

bei dem zur Abkürzung für r = l,2, •••,^:

/mit,, — X

k:^^.,-,^.)^ 2 2 2 2" (»i— 1)! »tfi^, — ;. \J mf,.-X S IX

+

+ +

+ 2 2 s:r' / i1/ '^^' + ^^ ^^ sih' / p h'^

<i = 1 m = 1 ,%
'

>! = 1 m = 1 «:;:
'

fK

P-K, II. Ül
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gesetzt ist, während die Konstanten 2', c aus den Gleichungen:

,
/(»«)__ Q'««)

,
/("»x) __;^.(»°x) 3-10.

Px

) 'x

sich ergeben, wenn man dabei die Größe Si'^'+i ^^^'^^ J^^lß Größe 2™, deren Index /
nicht der lieihe 0, 1, 2, •-, n„ angehört, als mit der Null identisch ansieht und unter

c[°°'\ 4°°'\ ••> cI""' die Koeffizienten versteht, w^elche in der Entwicklung der Funktion

W(z') für das Gebiet des Punktes oo^ den Potenzen zi^, zl^, •, z^i beziehungsweise

zukommen.



Fünfter Absclmitt.

Theorie der ^-Funktionen.

1.

Es sollen jetzt die am Ende von Art. 12 des vorhergehenden Abschnittes defi-

nierten und mit A(z) bezeichneten, speziellen zur Charakteristik (
j
gehörigen Funk-

tionen W einer genauen Betrachtung unterzogen werden.

Man fixiere in der ursprünglichen Fläche T' irgend s Punkte tj'^^\ rf'\ , r['\ die

nur der Bedingung zu genügen haben, daß sie als Punkte der Fläche T betrachtet ge-

trennt liegen, und ordne ihnen die positiven ganzen Zahlen m^, m^, • •, in^ beziehungs-

weise zu. Für den Fall, daß irgend welche dieser Punkte an der Begrenzung von T'

liegen, führe man am Schnittsystem bei diesen Punkten, ohne jedoch den Charakter des

Schnittsystems zu ändern und ohne einen Schnitt über einen der Punkte t] hinüberzu-

schieben, eine solche Defoi'mation aus, daß die sämtlichen Punkte // im Innern der da-

durch entstehenden neuen Fläche T' liegen. Nach dem im vorhergehenden Abschnitt zu

Anfang des Art. 12 Bemerkten ist dann in dem mit den willkürlichen Konstanten £, G
gebildeten Ausdruck:

w(z)^2fi..{'\\ 1+2- /i\ |+---+S"'"j:r. 1)+^''

bei dem die F zur Charakteristik L \) gehörige Elementarfunktionen bezeichnen, jede

zur Charakteristik L \) gehörige Funktion Tl' enthalten, welche in der Fläche T' ein-

wertig ist, in je zwei zu einem der Schnitte «, c gehörigen entsprechenden Punkten cP'^, cP~

denselben Wert besitzt, für jeden von den Punkten t] verschiedenen Punkt z der Fläche T'

stetig ist und für den Punkt 7^'"> (0=1,3, ,») höchstens von der Ordnung »«„ unendlich

wird. Auf Grund der Gleichungen (2„,.), (4„..) von Art. ö des vorhergehenden Abschnittes
21*
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sind die Werte dieser Funktion in je zwei zum Schnitte &,, {< = i,2, ,;.) gehörigen ent-

sprechenden Punkten c/'+, cP~ in der Weise verknüpft, daß

längs l,\W(.y^W(,r-22 ,5 ä5%:(7t).

ist, wobei, der einfacheren Schreibweise wegen, z,^i„t durch 3„ ersetzt ist.

Sollen nun zur Bläche ^' ^-Funktionen existieren, die für jeden von den Punkten r/

verschiedenen Punkt z dieser Fläche stetig sind und für den Punkt 7j'")c<r=i,2, .,«) höchstens

von der Ordnung ;»„ unendlich werden, so muß sich das System der j> Gleichungen:

0-) .l(«..(4S).+f«.=(?t).+ - + (=:^s.-.(^).h".

durch Größen 2, welche nicht sämtlich den Wert Null besitzen, befriedigen lassen, da

nur in diesem Falle auch längs eines jeden der p Schnitte h{W(z)^=W{zy ist, und es

wird dann die allgemeinste zu einem solchen Systeme von Größen £ gehörige Funktion ^4(/)

der genannten Art durch die Gleichung:

(2-) ^(-) -|'(S«.f |tl + S-liT|+ • • • +2""w^|T|) + ^-

bei der C eine willkürliche Konstante bezeichnet, geliefert.

Betrachtet man bei einer Funktion Ä(z) der in Eede stehenden Art den Punkt

T]^"^ (« = 1,2, ,..), für den sie unendlich von der Ordnung m„(<x)"'''), m„5m<,, werden möge, als

äquivalent mit »i„ oo^ -Punkten, so kommen der Funktion A(z) im ganzen m = ««i + ••• + ni,

oc'-Punkte zu, und die Zahl »i soll dann die Ordnung der Funktion Ä(z) genannt werden.

Um die Frage zu entscheiden, ob die in der Fläche T einwertige Funktion Ä(z) auch für

Punkte dieser Fläche den Wert Null haben kann, nehme man — indem man beachtet,

daß solche Punkte, wie aus dem Verhalten der Funktion A(z) in den Punkten ?/''', • •, t]^'^

folgt, nur in endlicher Anzahl auftreten können, und daß jedem solchen Punkte eine

ganze Zahl als Ordnungszahl für das Nullwerden zukommt — an, daß ^.[z) für

die Punkte £*'', e}-'^\ , e^'' der Fläche T null werde und speziell für den Punkt
£<') (i-=i,2,-,() null von der Ordnung n^(0"^), sodaß ihr also, wenn man den Punkt e*'*

als äquivalent mit v\. ()'- Punkten betrachtet, im ganzen ?? = % + • • + «^ 0*- Punkte zu-

kommen. Bezieht man alsdann die Funktion Ä(z) auf die Fläche T', nachdem man
zuvor noch, wenn nötig, das Schnittsystem durch Deformation so geändert hat, daß die

Punkte 1], e sämtlich im Innern der Fläche T' liegen, und erstreckt das mit der

Funktion A(z) und ihrer Derivierten Ä'(z) gebildete Integral -^J -j^dz in positiver

Kichtung über die ganze Begrenzung der Fläche T', so erhalt man als Wert dieses
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Integrals das eine Mal, indem man beachtet, daß die Funktion -^t-t^ in je zwei ent-

sprechenden Punkten cP^, eP" der Begrenzung denselben Wert besitzt, die Xull, das

andere Mal durch Reduktion auf die, sämtlich im Innern der Fläche T' gelegenen,

Punkte e, i] die Diflerenz n — m und erkennt so schließlich, daß die Gleichung n = m
besteht, oder, was dasselbe, daß bei der Funktion A[z) die Anzahl n der 0*-Punkte sich

mit der Anzahl m der oo'- Punkte deckt. D(nu Vorstehenden entsprechend soll nun das

Punktsystem rf^\ • , if\ rf-^\ • • , rf'\ , 7f"\ •, rj'-'\ welches allgemein den Punkt rj'-''^

/«„-mal enthält, das System der oo'-Punkte, das Punktsystem e'^', • • •, e'*', e®, • • •, s^-\ ,

s'''\ ; e^'\ welches allgemein den Punkt e*''' n^-mal enthält, das System der 0' -Punkte

von Ä{2) genannt werden.

Die aus einer Funktion Ä(z) von der Ordnung m durch Subtraktion einer lie-

liebigen Konstante c entstehende Funktion A(s) — c ist ebenfalls eine J^-Funktion von

der Ordnung m und besitzt daher auch m 0' -Punkte. Nennt man nun einen Punkt,

für den die Funktion ^4 (^() — c null von der Ordnung ^j(()^') wird, einen ^>fachen c-Punkt

der Funktion Ä[z) und betrachtet ihn als äquivalent mit p einfachen c-Punkten, so er-

kennt man, daß die Anzahl der einfachen c-Punkte der Funktion A(z), welchen Wert

die Konstante c auch haben mag, ebenfalls gleich der Ordnung ni dieser Funktion ist.

2.

Die im vorhergehenden Artikel betrachtete Gruppe von J- Funktionen ist durch

die in T' fixierten s Punkte if^\ , rf'^ und die ihnen beziehungsweise zugeordneten

positiven ganzen Zahlen m^,---,m, vollständig bestimmt. Die notwendige und zugleich

hinreichende Bedingung für ihre Existenz ist die, daß das oben aufgestellte System der

p Gleichungen (1.) sich durch Größen 2, die nicht sämtlich den Wert Null besitzen, be-

friedigen läßt. Es soll jetzt gezeigt werden, daß diese Bedingung durch eine andere

ersetzt werden kann.

Man bilde das Punktsystem if''\ , if^\ 7f\ • • •, rf^\ , if''\ , r{-'\ welches allge-

mein den Punkt if"^ m„-nial enthält, bezeichne seine m = Wi -| + «/, Punkte ohne Rück-

sicht auf die Reihenfolge durch ?/i,
• • •, %, und verstehe unter Si, • • •, s,„ ein System von

irgend m Punkten der Fläche T'. Nun ändere man, wenn nötig, das Schnittsystem durch

Deformation so, daß die Punkte ?/, s sämtlich im Innern der Fläche T' liegen, und defi-

niei-e zur Fläche I" mit Hilfe der auf einen beliebigen inneren Punkt t] von T' sich

beziehenden, zur Charakteristik L,,,^) gehörigen Elementarfunktion P ^M eine neue Funk-

tion 6 durch die Gleichung:

0" =c »1^1



166

Die Funktion Q

Fünfter Abschuitt.

ist dann eine in I" allenthalben einwertige und stetige Funktion der

komplexen Veränderlichen s, die für jeden von 7/ vex'schiedenen Punkt z einen nicht mit

der Null zusammenfallenden Wert besitzt, für den Punkt 7; dagegen 0^ wird, und deren

Werte in je zwei entsprechenden Begrenzungspunkten cP'^, c^~ auf Grund der Gleichungen (2o.)

von Art. 4 des vorhergehenden Abschnitts in der Weise verknüpft sind, daß

längs «, ! Q

längs hAo

längs c,
{ 6

n



9



168 Fünfter Abschnitt.

3.

Die bisherigen Untersuchungen haben ergeben, daß die allenthalben endlichen

Funktionen u und ihre Derivierten für die Theorie der ^-Funktionen von fundamentaler

Bedeutung sind. Mit Rücksicht hierauf sollen zAuiächst die genannten Derivierten, die

nach dem am Ende von Art. 12 des vorhergehenden Abschnittes Bemerkten selbst zu

den ^.-Funktionen gehören, einer eingehenden Betrachtung unterzogen werden.

Die allgemeinste Funktion u wird nach Art. 2 des vorhergehenden Abschnittes

durch die Gleichung:

«<' = Co + Ci«l + c^ul -\ + c^m;

geliefert, wenn man dabei unter t,,, Cj, • • •, c,, unbestimmte Konstanten versteht. Der

durch c'i
= 0, c^ = 0, • • , c^, = charakterisierte Grenzfall u' = c^ ist im folgenden immer

ausgeschlossen. Da die Funktion u' sich infolge ihrer Stetigkeit für das Gebiet irgend

eines Punktes // von 1" durch die Gleichung:

/du\
,

1 /d-u\„ ,
/du\

,
1 /d-u\ 9 ,

darstellen läßt, so ergeben sich, wenn num in bezug auf die Lage des Punktes i],

insoferne dieser Punkt ein von den Punkten oo, a verschiedener Punkt )] oder ein

(t — l)-lacher Windungspunkt oo oder ein (^— l)-facher Windungspunkt a sein kann,

drei Fälle unterscheidet, für die Funktion ?r' und ihre Derivierte die folgenden Dar-

stellungen:

1.) für das Gebiet eines von den Punkten oo, a verschiedenen Punktes ?/ ist

tdu\ / \ , 1 /d- u\ / \o , l /d''u\

2.) für das (Jelüet eines (t— l)-fachen Windungspunktes oo ist

'du\ 1 , 1 /d-u\ 1 , l Id", ^
,

ldu\ 1 , 1 (d-u\ 1 , 1 /d'!<\ 1

z z z

du_ 1 nlu\ 1 1 /d'u\ 1 1 / (/»iA 1

dz'' ~ T\drJ^ ~Ei~Yri ['dii)^~in~ 2ü [i^)^ iii •

z ^ z ' z '

3.) für das Gebiet eines (^— l)-fachen Windungspunktes a ist

— =. J_/^\ 1 1 / '^"''"\ 1 1 /V/"m\ 1_ /d"+SA / _ \Tr

\S CC) i^Z — cc)
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Diese Darstellungen lassen erkennen, daß die in T einwertige Funktion:

du dii^ du^ dup

welche infolge der vorher über die Konstanten c gemachten Festsetzung nicht allenthalben

denselben Wert besitzen kann, nur für die im Endlichen gelegenen Windungspunkte

«1, «2, •••, a^ unendlich werden kann und zwar algebraisch unendlich, und daß sie speziell

für den Punkt «^ (^ = 1,2, . ,r) höchstens von der Ordnung i^^
— l unendlich werden kann,

aber nur dann von dieser Ordnung unendlich wird, wenn (
4-^ ) von Null verschieden ist.

Beachtet man dann noch, daß nach Art. 3 des ersten Abschnittes die Beziehung
?='•

du^ (^^— 1) = « + g + 2^ — 2 besteht, so ergibt sich zunächst, daß -r- eine ^.-Funktion

ist, deren Ordnung die Zahl n + q-\-2j) — 2 nicht übersteigt.

Es soll jetzt bewiesen werden, daß die Ordnung von ^ nur dann unter n-\-q-\-2p— 2

liegen kann, oder, was dasselbe, daß nur dann eine der r Größen (-i—\,---,(-r—\

den Wert Null besitzen kann, wenn die in ^ enthaltenen unbestimmten Konstanten
dz

Ci, • • •, Cp einer gewissen Bedingung genügen. Zu dem Ende bilde man, unter r] irgend

einen Punkt der Fläche T verstehend, die Gleichung:

('4)0
^

""' (^)o "^ '^ (^)o + • + "^^ (jrX

und beachte, daß die Forderung (jf\ = nur dann keine Bedingung für die Kon-

stanten c liefern würde, wenn die « Größen (-A) ,
• •,

( t~^) sämtlich den Wert Null

hätten. Besäßen aber diese p Größen sämtlich den Wert Null, so würde die zur

Charakteristik (, j) gehörige Funktion w = 1* ^, auf Grund der Formeln (2,„.), (4,„.) von

Art. 5 des vorhergehenden Abschnittes für jeden der Schnitte a, h, c die Null als Schnitt-

konstante besitzen, also eine ^-Funktion sein, und es könnte durch sie, da sie von

der Ordnung 1 ist, die (2^;+ l)-fach zusammenhängende Fläche T auf eine zur Repräsen-

tation der Werte von iv gewählte TT- Ebene abgebildet werden. Da eine solche Ab-

bildung unmöglich ist, so können die p Größen (•^) ,
• • •, ij^) nicht sämtlich den

Wert Null besitzen, und es zieht daher die Gleichung (jf)
= stets eine Bedingung

für die Konstanten c nach sich. Damit ist aber, da an Stelle des, beliebig in T ge-

wählten, Punktes ri auch der Punkt «„ (9 = 1,2, ,r) gesetzt werden kann, bewiesen, daß

im allgemeinen, das heißt, wenn die Konstanten c^, • • •, c^ nicht besonderen Bedingungen

p-R, II. 22
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genügen, die r Größen (^) , e = i,ä, ,»•, sämtlich von Null verschieden sind, oder, was

dasselbe, daß der Funktion ^ im allgemeinen die Zahl n + q + ^p — 2 als Ordnungs-

zahl zukommt.

Ist die Funktion ^ von der Ordnung n + q + 2p ~ 2, besitzt sie also das den

Punkt «p (? = i,2- ,')
(^^,— l)-mal enthaltende Punktsystem «i, ••,«,,— , a^, •••, «,. als System

der oo' Punkte, so kommen ihr auch n + q-\r2p — 2 O'-Punkte zu. Beachtet man nun,

daß nach dem soeben für die Größe (-r^\ Bewiesenen im allgemeinen, das heißt, wenn

die Konstanten Cj, • • •, c^ nicht besonderen Bedingungen genügen, keine der q Größen

T~"^ ' •>(t~~I ^"it '^ß^ ISi-aW zusammenfallen kann, so erkennt man auf Grund der

unter i*.) für ^ aufgestellten Entwicklung, daß im allgemeinen unter Aen n-\-q + 2p — 2

U'-Punkten der Funktion ^ der Punkt oo^ (^^=1,2, .,}) nur (t^ + l)-mal auftritt, also von

den « -|- r/ + 2p — 2 0^-Punkten nur ^ (t^ + 1) = u + q Punkte unendlich ferne Punkte der

Fläche T sind, und dementsprechend das mit e^, ••, e.2,,_3 zu bezeichnende System der

2p — 2 noch übrigen 0'-Punkte keinen der Punkte ocj , • • •, 00^ enthält.

Ist dagegen die Funktion -r^ von der Ordnung n + q + 2p — 2 — t, besitzt sie also

nur einen, « + (/ + 2^; — 2 — ^ Punkte umfassenden, Teil des den Punkt a^, (^ = 1,2, ,r)

(^g — l)-mal enthaltenden Punktsystems «j, ••, «j,

—

,a,,---,a^ als System der oo'-Punkte,

so setzt sich das, ebenfalls « + (/ + 2^ — 2 — f Punkte enthaltende, System ihrer 0^-Punkte

aus dem den Punkt oo^ (x = i,2, ,7) ({^ + l)-mal enthaltenden Punktsystem ooj, •••, ooi, •••,

ooj, •••,oOj und einem, mit £,,•••, Cap-ä-t zu bezeichnenden, Systeme von 2^ — 2 — ^

Punkten, von denen unter Umständen noch einige oder auch alle unendlich ferne Punkte

der Fläche T sein können, zusammen. Im vorliegenden Falle ergänze man nun das

Punktsystem e^, • • •, £2^-2-^ dadurch zu einem System von 2jj — 2 Punkten Cj, • • •, e2^_2,

daß man zu ihm dasjenige, t Punkte enthaltende, System, welches von dem oben auf-

gestellten Systeme a^, • • -, «j, • • • , a,^ • • •, «^ nach Wegnahme der n + q + 2p — 2 — t

oo'-Punkte der Funktion ^ noch übrig bleibt, hinzuniramt.

In jedem der ])eiden soeben betrachteten Fälle soll nun das zur Funktion ^ defi-

nierte Punktsystem b^, • , eg^_2, insoferne durch dasselbe die Funktion ^ bis auf einen

von z freien Faktor bestimmt ist, das System der charakteristischen Punkte der

Funktion ^ genannt werden.*) Wie die zu Anfang für ^ aufgestellten Entwicklungen

*) Vgl. Riehann, B., Theorie der Abelschen Kunktionen. I, Art. 10. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88—144;

S. 117—118.)
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zeigen, werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß ein Punkt i]

der Fläche T — einerlei ob dieser Punkt ein von den Punkten oo, « verschiedener

Punkt oder einer der Punkte oo oder endlich einer der Punkte a ist — in dem Systeme

der charakteristischen Punkte einer Funktion '-^ zum mindesten »»-mal vorkommt,

durch die Gleichungen:

dargestellt.

Nach den vorstehenden Untersuchungen gehören die Funktionen -r^ zur Gruppe

derjenigen ^-Funktionen, welche das den Punkt a^ (s = i,2, ,r) (^^ — l)-nial enthaltende

Punktsystem a^, , a^^, • -, a^, -, a,. oder auch nur einen Teil desselben als System

der (X)'-Punkte besitzen, und zwar gehören sie speziell zu jener Untergruppe, die von

denjenigen Funktionen der Gruppe gebildet wird, bei welchen das den Punkt oo^ (z = i,2, ,,)

(f^ + l)-mal enthaltende Punktsystem ooj, • • •, oo,, • • • •, oo,^, • • •, oü^ als Bestandteil des

Systems der 0'- Punkte auftritt. Beachtet man dann noch, daß das mit irgend einer zur

definierten Untergruppe gehörigen Funktion Ä(z) gebildete, über einen ganz in T' ver-

laufenden Weg erstreckte Integral CA(z)dz eine in T' einwertige und stetige Funktion

der komplexen Veränderlichen z ist, und zwar eine Funktion u' , da seine Werte in je

zwei zu einem der Schnitte a, b, c gehörigen entsprechenden Punkten cP'^, cP" sich nur

um eine längs des betreffenden Schnittes konstante Größe unterscheiden, so erkennt

man schließlich, daß die soeben definierte Untergruppe außer den Funktionen ^ keine
(t Z

weiteren Funktionen mehr enthält.

Nachdem jetzt ermittelt ist, w^elche Stellung die Funktionen ^ unter den

^-Funktionen einnehmen, lassen sich die Systeme der charakteristischen Punkte der

Funktionen jj auch einheitlich definieren; man hat dazu nur die gegen Ende des

Art. 2 angestellten Betrachtungen, speziell die Kongruenz (1'.), auf die Funktionen ^
zu beziehen. Es ergibt sich dann, daß die Gesamtheit der den Funktionen -j^ zukommen-

den Systeme der charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der Lösungssysteme

^i> • •> ^2p-3 der Kongruenz:

^(,^ + l),r« + 2u'A ^ V (fi,,-!)»"'
X = l (7=1 / \q = 1

oder der mit ihr äquivalenten Kongruenz:

(a — ip — 2 \ /Q = '~ y- = q

identisch ist.

•22 <
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Bilden zwei Punktsysteme e^,

du
, s„,, (m+7n'=2p-2) zusammen das System

der charakteristischen Punkte einer Funktion j-, so soll jedes der beiden ein zu dem
du

anderen gehöriges Restpunktsystem einer Funktion -j- genannt werden.

4.

Für die weitere Untersuchung der ^-Funktionen bedai'f man eines auf Systeme

linearer Gleichungen sich beziehenden Hilfssatzes. Dieser soll jetzt aufgestellt werden.

Gegeben sei ein rechteckiges Schema, eine sogenannte Matrix:

11 12 * ' ' tvj

.

«pl «p2

von vq^ Größen a^^,, l',Zi,i,'.'.'',m- Wählt man, unter q eine ganze, keine der Zahlen w,^
übersteigende Zahl verstehend, bei dieser Matrix irgend q Horizontalreihen aus und bei

diesen irgend q Vertikalreihen, so wird dadurch ein quadratisches Schema von Größen a

bestimmt, dessen Determinante eine ^-reihige Detenninante der Matrix genannt werden

soll. Unter dem Range r der Matrix ist dann nach Herrn Frobenius*) diejenige größte

ganze Zahl r zu verstehen, für welche die entsprechenden, r-reihigen, Determinanten

der Matrix nicht sämtlich den Wert Null haben. Diese Zahl r kann höchstens gleich

der kleineren der beiden Zahlen m, 2^ sein, da (/-reihige Determinanten der Matrix, für

die q größer als die kleinere der beiden Zahlen m, p ist, überhaupt nicht existieren.

Ist r um g Einheiten kleiner als die kleinere der beiden Zahlen m, p, so haben der

Definition der Zahl r zufolge die den Werten g' = r + l,r + 2,---,r + g entsprechenden

(/-reihigen Determinanten der Matrix sämtlich den Wert Null.

Irgend s Systeme von je m konstanten Größen:

(2)

^1 , U/j
,

M
.(')heißen linear unabhängig, wenn die mit Hilfe von s unbestimmten Größen c'-^\ c*% •••, c'

gebildeten m Gleichungen:

d'^x['^ + c^'^xf^ + ... + cWa;W= 0, c*'»^'' + c<-'4'^ + • • • + ßW^" = 0, •-, c'^x^ + c<->a;L'' + • • + c^^w _

o

*) Frobenil's, G., über homogene totale Differentialgleichungen. (Journal für die reine und angewandte

Mathematik, Bd. 86, S. 1.)
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nur für c^'^ = 0,
6'^^ = 0, • •, &^ = bestehen können. Lassen sich dagegen diese Gleichungen

durch ein von 0, 0, • • •, verschiedenes Größensystem c^^\ d-\ -, c'"' befriedigen — für

s > m ist dies immer möglich — , so werden die s Systeme der Größen «linear abhängig
genannt. Ist in diesem letzteren Falle speziell c'"'4=0, so läßt sich eine jede der m
Größen x^^\ x'i'\ , xi"'' durch die s — 1 mit ihr in derselben Vertikalreihe stehenden

Größen x mit Hilfe derselben s — 1 Größen (Z^?' = — ^, e = i,2,.-,a-i,o + i, ,», in der durch die

Gleichung:
a-,w= fZ(i)j;W + . .

. + S<'-'^x^;^-'^ + d^"+'^x^!+'^ + + d^'^x'-^ (/- = 1,2, •,.«)

bestimmten Form linear ausdrücken, und es soll dann gesagt werden, daß das a'° System

der Größen a; sich aus den s — 1 übrigen Systemen linear zusammensetzen lasse.

Nach diesen Vorbereitungen kann man jetzt den erwähnten Hilfssatz in folgender

Weise aussprechen:

Hilfssatz. Die nachstehenden fünf auf die beiden Gleichungensysteme:

ft = 7H

(Gl.) ^a>,f,Xf, = 0, x = i,2,...,p,

x=p
(Gä.) ^a.f.y. = 0, ^. = 1,2, •,».,

z = l

sich beziehenden Aussagen sind gleichwertig, insofern aus irgend einer von ihnen als

Voraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann.

I.) Der Rang der Matrix der Größen a ist gleich r.

n.) Das Gleichungensystem (Gj.) besitzt m ~ r, von 0, 0, • • •, verschiedene, linear

unabhängige Lösungssysteme ic^"', a;^"\ • • •, a;J"\ 0=1,2, -.m-t, und das allgemeinste Lösungs-

system läßt sich aus ihnen mit Hilfe von m — x unbestimmten Konstanten linear zu-

sammensetzen.

HI.) Das Gleichungensystem (G,.) besitzt ^j — r, von 0, 0, • • •, verschiedene, linear

unabhängige Lösungssysteme y^l\ !)'i\ , f/p\ '=1,2, ,;'-t, und das allgemeinste Lösungs-

system läßt sich aus ihnen mit Hilfe von p ^ x unbestimmten Konstanten linear zu-

sammensetzen.

IV.) Aus den Gleichungen (Gj.) lassen sich r herausgreifen, die voneinander un-

abhängig sind, und jede der p — x übrigen Gleichungen ist eine Folge derselben.

V.) Aus den Gleichungen (G^.) lassen sich r herausgreifen, die voneinander un-

abhängig sind, und jede der m — r übrigen Gleichungen ist eine Folge derselben.

Für den Beweis dieses Satzes möge auf die unter dem Texte zitierte Arbeit des

Herrn Feobenius*) verwiesen werden.

*) Frobenius, G. , über das Pfaffsche Problem. (Journal für die reine und angewandte Mathematik, Bd. 82,

S. 236.) Vergleiche auch: Wkber, E. v., Vorlesungen über das Pfaffsche Problem und die Theorie der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung. (Leipzig, Teubner 1900, S. 15.)
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5.

Nach dem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Eesultate existieren zu einem

beliebig in T angenommenen Punktsysteme i^, , rim= if^\ • •. fl'^\ V''' • • •> n^'^ ^^^

den Punkt ?/"' (0=1,2, •,.) »»„-mal enthält, Funktionen Ä{s), welchen das Punktsystem

^1. • •, %n oder auch nur ein Teil desselben als System der 00' -Punkte zukommt, dann,

aber auch nur dann, wenn sich das System der p Gleichungen:

— bei dem der einfecheren Schreibweise wegen für ö = 1,2, •••s z,.i„-, durch z„ ersetzt

ist — durch Größen 2, welche nicht sämtlich den Wert Null besitzen, befriedigen läßt.

Dies ist nach dem im vorhergehenden Artikel aufgestellten Hilfssatze dann, aber auch

nur dann möglich, wenn der, mit 9t|i|(j?i, • •, r},„) zu bezeichnende, Rang der Matrix:

(
du,\ /d'"' Up\

(
dUf\ /d'"'MA

\ dz, jo \ dz'i'^ )o \dzji>" '

\ dz;"- /o

— oder, wie im folgenden der Kürze wegen, in Übertragung des Begriffes „Rang" von

der Matrix auf das ihr zu Grunde liegende Punktsystem i]^, , ?/„,, gesagt werden soll,

der Rang des Punktsystems i]i,---,r],„ — der weder über p noch über m liegen,

aber auch, nach dem in Art. 3 über die Größen l^) , , (-^^^ Bewiesenen nicht gleich

Null sein kann, kleiner als m ist. Für m=p + 1, p + 2, • • • ist immer '3tu\{i]i, , rj„^ < m,
|i|

wie auch das Punktsystem 7/1, •••,
7/,,, von Anfang an gewählt sein mag; für m^p da-

gegen wird, wie die spätere eingehende Untersuchung zeigt, durch die Forderung, daß

der Rang %u{iii, , tj„) kleiner als m sei, zugleich eine Beziehung zwischen den Punkten
IM

des Punktsystems gefordert.
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Die sämtlichen zu dem Punktsystem rji, • • •, rj„^ etwa existierenden Funktionen A(z)

werden nach Art. 1 durch die Gleichung:

Äi.) ^ e+ ß,,p|^;| + . .

. + 2.,,,. /f;| +
.... + a,zf;| + . .

. + 2,„,p|t"

geliefert, wenn man darin, unter C eine willkürliche Konstante verstehend, an Stelle

von 2n, • •, 2,„,^, , ü,,i, , S„„, ein jedes von 0, • • •, 0, , Ü, • • •, verschiedene,

das Gleichungensystem (G^.) befriedigende ürößensystem treten läßt. Irgend k dieser

Funktionen A(z):

^w(.) = c(')+
£(')if;|

+ . .

.

+

2[xr\'';]++ ßivifn + •

+

2^,F

^(')(,) = o''>+ 2« if;]++ 2iip|'';'| + •••+ 2i?p|t"|
+

•
• • + 2S.P

sollen linear unabhängig genannt werden, wenn der Ausdruck:

A('U'i)(0) + X^'U^'\z) + + X^'U^'Hz)

für kein von 0, • • •, verschiedenes Konstantensystem A*'\ • • •, A^** in T allenthalben den-

selben Wert besitzt. Existiert dagegen ein von 0, • •, verschiedenes Konstantensystem

A^'', • • • , A'*', für das der soeben aufgestellte Ausdruck in T allenthalben denselben, mit A

zu bezeichnenden, Wert besitzt, sodaß also die Gleichung:

A(')^("(^) + ^^'^^^'^{^) + + A<*-U(*'(^) = A

besteht, so sollen die /.- Funktionen linear abhängig heißen. Aus diesen Definitionen

folgt, daß die /• Funktionen J.''>(^), • •, ^"\ä) dann, aber auch nur dann linear unab-

hängig sind, wenn die Je bei ihnen auftretenden Konstantensysteme 2['}, •••, 2il^, ,

Si'i»"--» Sil.> >^ = i.2. .*, im Sinne der im vorhergehenden Artikel gegebenen Definition

linear unabhängig sind.

Da die Funktionen ^ nach den Untersuchungen des Art. 3 zur Gruppe derjenigen

.4-Funktionen gehören, bei denen an Stelle des allgemeinen Punktsystems 7?i,
••-, ??,„ das

spezielle den Punkt a„ (e
= i, ä, ,

>•) (fi^- l)-mal enthaltende Punktsystem «i, •
• •, «i, • • • •, a,., •

• •, «^

steht, so können die soeben aufgestellten Definitionen unmittelbar auf die Funktionen ^
übertragen werden. Aus diesen Definitionen folgt hier, daß die m mit irgend welchen

Konstanten c gebildeten Funktionen '^:
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'^"''^ _ „(1) du^ (i) dUf,

dz ~^^ dz '^ '^^P dz'

dw'-'"^ _ Jm) iü , , M dup

dz ''^^ dz '^ ^^P dz

dann, aber auch nur dann linear unabhängig sind, wenn die m bei ihnen auftretenden

Konstantensysteme di'\---,ö-p\ /. = i,2, -,»., linear unabhängig sind.

Nach diesen Vorbereitungen soll jetzt das Gleichungensystem (Qs^) unter der,

den Wert m = 1 ausschließenden, Voraussetzung diskutiert werden, daß der Rang

Sil 11(7/1, • • •, ?;„,) des Punktsystems 7/1, • • , ?;,„, der weder Wdev p noch über m liegen, aber
|i|

auch nicht den Wei't Null haben kann, kleiner als m ist, da nur dann, wie schon vorher

bemerkt wurde, das Gleichungensystem (Gi.) sich durch Großen 2, die nicht sämtlich

mit der Null zusammenfallen, befriedigen läßt. Dabei soll der Fall, wo 9fl|i|(?ji, •••, ?;,„)=i^
hl

ist, von dem Falle, wo '^\ i\{i]i, , ri,^ <p ist, unterschieden werden.
Im

Erster Fall: Der Rang 9fl|
1

1

(tJi ,
• • • , ??„,) des Punktsystems i}i,---,ri,n ist gleich p.

|i|

Dieser erste Fall kann, da die gemachte Voraussetzung Sfti 11 (7/1,
• ••,??„,)< w hier

|i|

'va.p<im übergeht, nur für m = p -\-l, p -\-2, auftreten; er liegt, wie aus dem im

folgenden unter III.) Gesagten hervorgeht, immer vor, wenn m > 2j; — 2 ist, also unter

allen Umstanden für p = \.

In diesem ersten Falle ergibt sich nun durch Anwendung des im vorhergehenden

Artikel aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (Gi.), daß die folgenden fünf

Aussagen gleichwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen als Voraussetzung jede

der vier anderen abgeleitet werden kann.

I.) Der Rang Üin 1(7/1,
• • •, 7/,,,) des PunMsystems 7/1, • • •, 7/,,, ist gleich p.

|i|

II.) Das Gleichungensystem (Gi.) besitzt m—p, von 0, •••, 0, ••• •, 0, •••, ü verschiedene,

linear unabhängige Lösungssysteme S'i'i',
• • •, üi^i^, • • , Sil*, •> Sil,» j< = i,2, .«-p, und das all-

gemeinste Lösungssystem läßt sich aus ihnen mit Hilfe von m—p unbestimmten Konstanten

linear zusammensetzen: oder, ivas dasselbe, es gibt m—p linear unabhängige Funktionen Ä(z):

^«(,) = CW+ swi> '>;'+•+ Sit p "7 + • • •

+

^F t" + • • + S'-'.f
:l,2,--,m-p,

welchen das Punktsystem 7/1, • • •, 7/,,, oder auch nur ein Teil desselben als System der 00^-Punkte

zukommt, und die allgemeinste derartige Funktion A{z) läßt sich aus ihnen mit Hilfe von

m—p-\-\ unbestimmten Konstanten A**", A*'\ • • •, A'"'"''* linear zusammensetzen in der Form:

A{z) = A*"' + A<".4'''(^) + X^''>A^'\z) + • • • + A("'-^U("'-^)(^).
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III.) Das Gleicilungensystem:

(
d"''u,

\ /d"''u, \ {
d"''Up\ _ ..

Ä;awn «wr (/?<rc/i Ci=0, C2 = 0, ••, (j,^ befriedigt loerden, oder, ivas dasselbe, es gibt keine

Funktion ^ , bei der das Punktsystem tj^, • • • , ?/,„ m* dem Systeme der charakteristischen Punkte

enthalten ist.

IV.) Die p Gleichungen (Gj.) sind voneinander unabhängig.

V.) Aus den Gleichungen (Gr^-) lassen sich p herausgreifen, die voneinander unab-

hängig sind, und jede der m—p übrigen Gleichungen ist eine Folge derselben.

Die allgemeinste zu dem Pmiktsystem t^j, • •, ?j,„ gehörige Funktion A{z) enthält

nach IL) m —p -{-1 wesentliche willkürliche Konstanten linear homogen.*) In Überein-

stimmung hiermit folgt aus IV.), daß sich von den m. Größen ^ m—p angeben lassen,

die von Anfang an willkürlich gewählt werden können und durch die dann die p übrigen

Größen 2 eindeutig bestimmt sind.

Zweiter Fall : Der Rang 9t|i|(7?i, • • •, ri„) des Punktsystems rii,---, t],,, ist kleiner als p.

Dieser zweite Fall kann, wie aus dem im folgenden unter III.) Gesagten hervor-

geht, nur dann auftreten, wenn m ^ 2^; — 2 ist, also unter keinen Umständen für p = l;

er liegt für p>l, der gemachten Voraussetzung 'lÜiuiVi.'
' '

"» ^m) < *'* zufolge, immer vor,

wenn m <p + 1 ist.

In diesem zweiten Falle ergibt sich nun durch Anwendung des im vorher-

gehenden Artikel aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (Gi-), daß die folgen-

den fünf Aussagen gleichwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen als Voraus-

setzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann.

I.) Der Bang 9t|i|(7/i, • • •, ??„,) des Punktsystems tj^,

II.) Das GleichungenSystem (Gj.) besitzt m — x, von 0, •

linear unabhängige Lösungssysteme 2^yl, , S'il^, , 2*'i',
•

*) RiEMAxx, B., Theorie der Abelschen Funktionen. I, Art. 5. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88— 144; S. 108.)

P-K, II. 23

' •
, Vm
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gemeinste Lösungssystem läßt sich aus ihnen mit Hilfe von m — r unbestimmten Konstanten

linear zusammensetzen ; oder, was dasselbe, es gibt m — x linear unabhängige Funktionen A(z):

^w(^)=CW+S«P '^1 mj + 2np\ +--- +mp X = 1, 2, • , tn - r,

welchen das Punktsystem 7]^, ,r]„, oder auch nur ein Teil desselben als System der oo^-Punkte

zukommt, und die allgemeinste derartige Funktion Ä(z) läßt sich aus ihnen mit Hilfe von

m — x + l unbestimmten Konstanten A<"', A^'\ •••, A'"'"'^' linear zusammensetzen in der Form:

Ä(z) = A'") + X^'^Ä^'\z) + PU^'\z) + + X^"'-'U^"'-'\z).

III.) Das Gleichungensystem (G^.) besitzt p — r, von 0, • • •, verschiedene, linear un-

abhängige Lösungssysteme c'{\ c%\ , c^'*, r=i,2, -.p-r, und das allgemeinste Lösungssystem läßt

sich aus ihnen mit Hilfe von p — x unbestimmten Konstanten linear zusammensetzen; oder,

was dasselbe, es gibt p — x linear 'unabhängige Funktionen
dz

'

Tz ^^ dz '^ ^^ dz ^ ^ > dz '
r = l,2, ,y-r.

bei welchen das Punktsystem i]i,---,i]„, in dem Systeme der charakteristischen Punkte ent-

halten ist, und die allgemeinste derartige Funktion ^ läßt sich aus ihnen mit Hilfe von

p — X unbestimmten Konstanten A**', A*^', •••, A*^"""' linear zusammensetzen in der Form:

du ~(

dz d

^)du('^

dz
?."'

dz

IV.) Aus den Gleichungen (Gj.) lassen sich r herausgreifen , die voneinander unab-

Mngig sind, und jede der p — x übrigen Gleichungen ist eine Folge derselben.

V.) Aus den Gleichungen (Gj.) lassen sich r herausgreifen, die voneinander unabhängig

sind, und jede der m — x übrigen Gleichungen ist eine Folge derselben.

Die allgemeinste zu dem Punktsysteme rji, , i],„ gehörige Funktion A(z) enthält

nach II.) m — r + 1 wesentliche willkürliche Konstanten linear homogen.*j In Überein-

stimmung hiermit folgt aus IV.), daß sich von den m Größen 2 m — x angeben lassen,

die von Anfang an willkürlich gewählt werden können und durch die dann die r übrigen

Größen 2 eindeutig bestimmt sind.

Setzt man in den letzten fünf, unter der Voraussetzung r<i> gemachten, Aus-

sagen x=2>, so gelangt man bei richtiger Interpretation wieder zu den fünf auf den

ersten Fall sich beziehenden Aussagen.

*) Roch, G., Über die Anzahl der willkürlichen Konstanten in algebraischen Funktionen. (Journal für die

reine und angewandte Mathematik, Bd. 64, R. .372.)
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6.

Von besonderem Interesse sind diejenigen J.- Funktionen, welche nur für einen

einzigen Punkt ;/ der Fläche T unendlich werden, also das den Punkt ri «*-mal ent-

haltende Punktsystem ^, ^, •, ^ oder auch nur einen Teil desselben als System der

oo'-Punkte besitzen. Nach den Untersuchungen des vorhergehenden Artikels existieren

Funktionen A{z) von dieser Art dann, aber auch nur dann, wenn der Rang 9l|i|(^, ••, t)

des aufgestellten Punktsystems eine unter m liegende Zahl r ist, und zwar gibt es dann

immer m — x linear unabhängige Funktionen Ä{sy.

A^'\z) = 6'(') + £W P ] +^ P] + . .
. + S« P z = ),2,- •,m-t,

welchen das Punktsystem Tj,rj,---,fj oder auch nur ein Teil desselben als System der

oo^-Punkte zukommt, und die allgemeinste derartige Funktion Ä(z) läßt sich aus ihnen

mit Hilfe von w — r + 1 unbestimmten Konstanten A*"', A''\ • • •, A'"'"'' linear zusammen-

setzen in der Form:

A(2) = A'»' + Af'>.4">(^) + A®^('>(0) + •••-}- A('"-'^U('"-^'(^).

Aus dem soeben aufgestellten Systeme der in, — r linear unabhängigen Funktionen

Ä''^\z), •••, A'-"'~'^\z) erhält man wieder ein System von m — t linear unabhängigen Funk-

tionen A(z) der in Itede stehenden Art, wenn man darin, unter fi, v irgend zwei Zahlen

aus der Reihe 1, 2, • • •, >« — r, unter c eine beliebige Konstante verstehend, A^'\z) durch

A^'^z) + c A^''Xz) ersetzt, und man kann dann für den Fall, daß die Funktionen A^\z), A^''\z)

dieselbe Ordnung m ^ m haben — also die Größen S^'', 2^^ von Null verschieden sind,

die Größen S^'^i, • •, SJ';'; ^^Vi-
'

' •» 2^ dagegen den Wert Null besitzen — die Ordnung

von A'-'\z) -^ cA^''\z), indem man c durch die Gleichung S^^ + c S^.> = bestimmt, kleiner

als m machen. Von dem ursprünglichen Systeme A^^\z), , A^"'~''\z) ausgehend kann

man nun durch wiederholte Anwendung dieses Reduktionsverfahrens, indem man zu-

nächst bei den Funktionen von der höchsten Ordnung beginnt, zu einem Systeme

A^\z), , A^"''''\z) von /« — r linear unabhängigen Funktionen A{z) der in Rede stehenden

Art gelangen, bei dem keine zwei Funktionen die gleiche Ordnung besitzen. Haben aber

die so gewonnenen Funktionen A die — jedenfalls der Reihe 1, 2, • •, m angehörigen —
Ordnungszahlen m^, ,m„,_^ beziehungsweise, so muß auch die Ordnungszahl m irgend

einer Funktion A{z) der in Rede stehenden Art, da jede solche Funktion sich aus den

Funktionen A mit Hilfe von ni-x + l passend gewählten Konstanten A'"', A''\ •••, A<"'""'>

linear zusammensetzen läßt in der Form:
28*
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sich mit einer der Zahlen Wi^, m.^, -, m,„_j decken, oder, was dasselbe, es gibt unter

den Zahlen 1,2, •••,»« gerade x = d{n\(fj, • • -, rj) Zahlen, die nicht als Ordnungszahlen

bei den Funktionen A(z) der in Eede stehenden Art auftreten können.

Eine positive ganze Zahl n soll eine zum Punkte rj der Fläche T gehörige

Lückenzahl genannt werden, wenn unter den nur im Punkte ?/ unendlich werdenden

^-Funktionen keine von der Ordnung n sich befindet, also keine, die im Punkte rj oo"

wird. Die Zahl 1 ist unter allen Umständen eine Lückenzahl, da nach dem in Art. 3

Bewiesenen ^-Funktionen von der Ordnung 1 nicht existieren. Dagegen ist eine über

1 liegende Zahl n nur dann eine zum Punkte r] gehörige Lückenzahl, wenn die Differenz

?li\i\{rj, , 1]) — yiniirj, ; ij), die der Definition des Begriffes „Rang" zufolge nur den

Wert 1 oder den Wert haben kann, den Wert 1 besitzt, da nach dem soeben Be-

wiesenen %ii{tj , , Tf]) die Anzahl der in der Eeihe 1, 2,--,/u vorkommenden, zum
|i|

Punkte T] gehörigen Lückenzahlen ist. Beachtet man nun, daß p der größte Wert ist,

den die mit wachsendem ju, niemals abnehmende Größe Ütu/^, • ; tj) annehmen kann,
Ul

und daß diese Größe, nach dem im vorhergehenden Artikel beim ersten Falle Bemerkten,

jedenfalls für ^ = 2^j — 1 den Wert ^ besitzt, so erkennt man schließlich, daß es im

ganzen p zum Punkte rj gehörige Lückenzahlen gibt, daß diese sämtlich in der Eeihe

1, 2, , 2p ~1 enthalten sind, und daß von ihnen in der Eeihe 1, 2, • • •, ^, f<ip-i,

1 /*

gerade SIm/t/, ,rj) vorkommen.*)
Im

1.

Die in Art. ö für die Diskussion des Gleichungensystems (Gj.) gemachte Voraus-

setzung, daß der Eang 'Siui{i]i, -, rj^) des Punktsystems rj^, , r]„, eine unter m liegende
|i|

Zahl r ist, deckt sich nach dem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Eesultate mit

der Forderung, daß die Kongruenz:

sich durch ein mit rj^, -, -t],„ nicht identisches Punktsystem e^, , e,„ befriedigen läßt,

oder — wie im folgenden der Kürze wegen gesagt werden soll — daß das Punkt-

*) Vgl. Weiekstrass, K., Vorlesungen über die Theorie der Abelschen Transzendenten. (Mathematische Werke,

Bd. IV, S. 211-225.)
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System %,•••, t;,,, ein ersetzbares Punktsystem ist. Zwei durch die aufgestellte

Kongruenz verknüpfte Punktsysteme Ci,---, e„; t1i,---,tj,„ sollen äquivalente Punkt-
systeme heißen.

Um die sämtlichen mit dem vorgegebenen Punktsystem rji, , ?;,„ äquivalenten,

von 7?i,
••-, 7/„, verschiedenen Punktsysteme zu erhalten, hat man nur für jede zu dem

Punktsystem ??,, • • •, ?/,„ im Sinne des Art. 1 gehörige Funktion A(z) das System der

O'-Punkte aufzustellen und zu ihm dasjenige Punktsystem hinzuzufügen, welches von

dem Punktsysteme tji, • •, r],„ nach Wegnahme des Systems der oo^-Punkte der Funktion

A(z) noch übrig bleibt. Man erhält auf diese Weise die sämtlichen in Eede stehenden

Punktsysteme, und auch jedes nur einmal, wenn man bei der Durchführung des an-

gegebenen Verfahrens jede Funktion Ä(z) ausschließt, die sich von einer schon in Be-

tracht gezogenen Funktion A(z) nur um einen konstanten Faktor unterscheidet.

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß ein Punkt s der

Fläche T — einerlei ob dieser Punkt in dem Punktsysteme ??i, •••,?/„, enthalten ist

oder nicht — in einem mit tj^, ••,??„, äquivalenten Punktsysteme zum mindesten r-mal vor-

kommt, werden durch ein System von v homogenen linearen Gleichungen zwischen den in der

allgemeinsten hierher gehörigen Funktion ^(0) = A"'>+ FU(''(^)+A('U'-'(^) + + X^'"-'=^Ä^"'-'X8)

auftretenden m ~ t + 1 Konstanten A'''^ A^*', • • , A'"'"""^' dargestellt. Dementsprechend kann

man für die Bildung eines mit i]i, , 7;,,, äquivalenten Punktsystems Si, , e,„ die m — r

Punkte «1, • •, £,„_t beliebig wählen; denn diese Wahl zieht nach dem soeben Bemerkten

ein System von nur m — t homogenen linearen Gleichungen zwischen den w — r + 1

Konstanten A'"', A''^ • • •, A'"'~'' nach sich. Die r noch fehlenden, das gewählte System

^ij
•> ^m-t zu einem mit ?ji,

•••,
j]„^ äquivalenten Systeme ergänzenden Punkte e,„_r + i,

• • •, £„

werden aber nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn durch das erwähnte System von

in — X Gleichungen die m — x + 1 Größen A'"', A^'\ • • •, A'"'~'' bis auf einen allen gemein-

samen Faktor bestimmt sind, oder, was dasselbe, w^enn die Matrix der (tn — r) (m — r + 1)

in diesen Gleichungen als Koeffizienten der A auftretenden Größen den Eang m — x besitzt.

Es soll jetzt bewiesen werden, daß durch die Wahl der Punkte £1, • • •, e,„_t die r

noch fehlenden Punkte e,„_j + i,
• • •, e,„ im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. Zu dem

Ende grenze man in der Fläche T m — x keinen der Punkte ih,---,r]^ enthaltende Be-

reiche Bi, • -, j5,„_r ab, bilde mit Hilfe der m — x schon benutzten linear unabhängigen

Funktionen Ä''^\z), • , Ä^'"'^^^) die Determinante:

A^'\e,) A^'"-'\8,)

^(^)(«„_,) • A^"'-^\b„,_.

und stelle sich die Frage, ob diese Determinante für je m~x den Bereichen B^, , B„
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beziehungsweise angehörige Punkte Si, • • , £,„-t den Wert Null besitzen kann. Wäre

dies möglich, so würde die Determinante, als Funktion des in T beweglichen Punktes s^

betrachtet, für jeden dem Bereiche i?i angehörigen Punkt s^ und folglich für jeden

Punkt Cj von T den Wert Null besitzen, wie auch die Punkte e^, • , e,„_t innerhalb

der Bereiche i?^, • -, B„,_^ gewählt sind, und es würden dann wegen der Linearunab-

hängigkeit der Funktionen Ä''^\z),- -, A^""'''\z) auch die zu den Elementen A^'^\e^),- -, Ä^"'~''\s^)

gehörigen (»h — r — l)-reihigen Unterdeterminanten für jede Lage der Punkte s.,, ••, s,„_^

innerhalb der Bereiche B^, ••, -Bm-t <i6n Wert Null besitzen. Nimmt man dann speziell

die zu dem Elemente ^'''(cj) gehörige (w» — r — l)- reihige Unterdeterminante, wendet

dieselbe Schlußweise an und fährt so fort, so gelangt man schließlich zu dem sinnlosen

Ilesultate, daß die Funktion Ä'-"'''^\z) für jeden dem Bereiche B^_^ angehörigen Punkt

2 = e,„_^ und folglich für jeden Punkte; von T den Wert Null besitzt. Damit ist aber

zunächst bewiesen, daß die aufgestellte Determinante nicht für je w* — r den Bereichen

J?i, • • •, J5„_t beziehungsweise angehörige Punkte e,, • • •, «„,_j, wie klein diese Bereiche

auch sein mögen, den Wert Null besitzen kann. Wählt man jetzt m — t den Bereichen

Bu •, B,„_^ beziehungsweise angehörige Punkte f,, • • •, e,„_j von der Art, daß die auf-

gestellte Determinante nicht verschwindet, wenn man gleichzeitig £i = £i,
•••, em_t = e,„_j

setzt, so lassen sich, da dieselbe, als Funktion der m — r Veränderlichen e^, , e,„_j

betrachtet, für Ci = «i,
• • •, e,„_t = e„,_j stetig ist, in T vi — t diese Punkte beziehungs-

weise enthaltende Gebiete (xj,---, G,„_^ von der Art abgrenzen, daß die Determinante

für je m — x diesen Gebieten beziehungsweise angehörige Punkte £,, • • •, e„,_j. einen von

Null verschiedenen Wert besitzt. Beachtet man dann noch, daß durch die auf irgend

ein solches Punktsystem Ci, ••, c,„_j bezogenen m — x Gleichungen:

= AW + A«^C)(£j) + + A("'-'U("'-'^>(e,),

die Größen ?}''\ k^^\, /}"""> bis auf einen allen gemeinsamen Faktor bestimmt sind,

so erkennt man die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung, daß durch die Wahl der

Punkte £,,•••, £„,_j die r noch fehlenden, das angenommene System e^, • •, e,„_t ^^ einem

mit Tji, • • •, rj,„ äquivalenten Systeme ergänzenden Punkte e„,_r + i,
• •, e« im allgemeinen

eindeutig bestimmt sind.

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergibt sich jetzt als Resultat, daß die

beiden Aussagen:

a.) Bas Punktsystem rj^,---. 7],„besitzt als Bmuj'Si.^iTii, -, i]J die unter 7n liegetule Zahl x

;

b.) Das FunMsystem i]i, , r],„ ist ersetzbar; für die Bildung eines mit ihn äqui-

valenten Punktsystems können m - r Punkte beliebig geivählt iverden und es sind durch die
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Wahl von m — r Punkten die r noch fehlenden Punkte im all(iemeinen eindeutig bestimmt;

gleichwertig sind, insoferne nicht nur, wie schon bewiesen, aus der ersten als Voraus-

setzung die zweite folgt, sondern auch umgekehrt aus dieser jene. Denn, besäße das

unter b.) charakterisierte Punktsystem eine von r verschiedene, wegen der Ersetzbarkeit

des Punktsystems jedenfalls unter m hegende, Zahl r als Rang, so könnten, im Wider-

spruche mit dem über das Punktsystem Vorausgesetzten, für die Bildung eines mit ihm
äquivalenten Punktsystems m -~ r, die r noch fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig

bestimmende Punkte beliebig gewählt werden.

Das soeben ausgesprochene Resultat läßt zugleich erkennen, daß ein jedes mit

einem Punktsystem tjj, •••,
?/,„ vom Range Km äquivalente Punktsystem ebenfalls den

Rang r besitzt. Man hat dazu nur zu beachten, daß die für ein solches Punktsystem

t]u---,>hn geltende Aussage b.) auf jedes mit ihm äquivalente Punktsystem übertragen

werden kann, und daß daher, wegen der Gleichwertigkeit der Aussagen a.) und b.), die

Aussage a.) auch für jedes mit 7/1, • • •, 7y„, äquivalente Punktsystem gilt.

8.

Mit Rücksicht auf die Ausnahmestellung, welche die in Art. 5 betrachteten zum
zweiten Falle gehörigen Punktsysteme, nach dem dort unter III.) Gesagten, gegenüber

den zum ersten Falle gehörigen Punktsystemen einnehmen, sollen in diesem Artikel

die zum zweiten Falle gehörigen Punktsysteme noch einer besonderen Betrachtung

unterzogen werden.

Zu dem Ende nehme man an, daß das den Punkt t;'"' (»=1,2, ,.) m„-mal enthaltende

Punktsystem i]i, , tj^ = V*'?
• "

"» V^ ' '
> V'''

" "

"' V'^ 5!;um zweiten Falle gehöre, oder,

was dasselbe, daß sein Rang 'tihuiVu • • •» ^»/) eine unter «t und p liegende Zahl r sei.

Die Zahl m kann dann nach dem beim zweiten Falle Bemerkten nicht größer als

2p — 2 sein.

Ist zunächst »H = 2^:» — 2, so muß j> — r = l sein, da sonst nach dem beim zweiten

Falle unter III.) Gesagten zum mindesten zwei linear unabhängige Funktionen j^

existieren würden, denen das Punktsystem j?i,
• • , ^2^-2 als System der charakteristischen

Punkte zukäme, während doch nach dem in Art. 3 Bemerkten zwei Funktionen -^, denen

dasselbe Punktsystem als System der charakteristischen Punkte zukommt, sich nur um
einen konstanten Faktor unterscheiden können. Ein zum zweiten Falle gehöriges

System von 2^ — 2 Punkten besitzt daher stets den Rang i>
— 1. Auch erkennt man

ohne Mühe, daß die Gesamtheit der den Funktionen ^ zukommenden Systeme der

charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der den Rang ^p
— 1 besitzenden Systeme
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von 2jP
— 2 Punkten identisch ist, und daß daher, weil je zwei der zuerst genannten

Punktsysteme, wie ein Blick auf die am Ende von Art. 3 aufgestellte Kongruenz zeigt,

äquivalent sind, auch je zwei der zuletzt genannten Punktsysteme äquivalent sind.

Für die ganze noch folgende Untersuchung soll jetzt vorausgesetzt werden, daß

m <2p — 2, also etwa m = 2p —2 — m sei. Es gibt dann nach dem beim zweiten Falle

unter III.) Gesagten p — x, dort mit -^»•••>-^^^^— bezeichnete, linear unabhängige

Funktionen '-^ , bei welchen das Punktsystem ^i, • •, 7?,„ einen Bestandteil des Systems

der charakteristischen Punkte bildet, und die allgemeinste derartige Funktion -^ setzt

sich aus ihnen mit Hilfe von ^j — r unbestimmten Konstanten A'^V • •, A'*"'^' zusammen

in der Form ^ = A^')^ + . .
. + A'""')^-^^- Ist speziell x==p-l, so ist — da sich

dann die soeben für die allgemeinste hier in Betracht kommende Funktion -^ auf-

gestellte Gleichung auf -^ = A'''-^ reduziert — das von der Funktion -|^ herkom-

mende, mit r/i, • • •, Ti„, zu bezeichnende, Restpunktsystem (siehe die Definition am Schlüsse

von Art. 3) das einzige zu i]^, ••,
?;„, gehörige Restpunktsystem einer Funktion '-^ und

folglich ein nicht ersetzbares Punktsystem oder, was dasselbe, ein Punktsystem vom

Range m . Ist dagegen x<p — l, so gibt es außer dem Systeme r]'i, , r]'„., welches

von der ersten der vorher aufgestellten Funktionen -^j-, • , -^^— herkommt, noch un-

begrenzt viele zu iji,---,i],„ gehörige Restpunktsysteme von Funktionen ^; ein jedes

dieser Restpunktsysteme ist auf Grund der am Schlüsse von Art. 3 aufgestellten Kon-

gruenz ein mit rj[, , i]^, äquivalentes Punktsystem, wie umgekehrt, sodaß also die

Gesamtheit der zu iu, •, t]^ gehörigen Restpunktsysteme von Funktionen ^ mit der

Gesamtheit der mit ru, • , i],,,. äquivalenten Punktsysteme identisch ist. Nach dem am

Schlüsse von Art. 7 Bewiesenen besitzen daher die zu rj^, , i],,, gehörigen Restpunkt-

systeme von Funktionen -^ sämtlich den gleichen, mit r' zu bezeichnenden, Rang. Zur

Bestimmung dieser, jedenfalls unter m liegenden, Rangzahl x hat man vor allem zu

beachten, daß ein zu tji, •-, t],,, gehöriges Restpunktsystem einer Funktion -^, der Defi-

nition gemäß, erst dann festgelegt ist, wenn man bei der aufgestellten Funktion

du _ ^a)d^ + • • • + l^p-'^^^tll die w - r willkürlichen Konstanten A bis auf einen allen
ll z et Z (t z

gemeinsamen Faktor bestimmt hat, und daß man dementsprechend für die Bildung eines

derartigen zu ?;,, • • •, ?;„, gehörigen Restpunktsystems jedenfalls j) — r — 1 Punkte beliebig

wählen kann , da diese Wahl ein System von nur ^ — r — 1 homogenen linearen Glei-

chungen zwischen den p — x Konstanten A nach sich zieht. Das zu bildende Restpunkt-
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System wird aber durch Wahl von j> — r — 1 Punkten nur dann eindeutig bestimmt sein,

wenn die Matrix der (j) — x)(i> — x ^ i) in diesen Gleichungen als Koeffizienten der A

auftretenden Größen den Hang ^ — r — 1 besitzt. Daß dieses im allgemeinen der Fall

ist, erkennt man, wenn man dieselbe Schlußweise anwendet wie in Art. 7 an der ent-

sprechenden Stelle. Für die Bildung eines zu tji, , r],„ gehörigen ßestpunktsystems

einer Funktion '-j- oder, was dasselbe, eines mit 7/1, • • •, 7/^,.. äquivalenten Punktsystems

können also j> — r — 1 = m — (in — ^ + r + 1) Punkte beliebig gewählt werden, und es

sind durch diese Wahl die m — p + x + \ noch fehlenden Punkte im allgemeinen ein-

deutig bestimmt. Das aber ist nach dem in Art. 7 ausgesprochenen Resultate nur

möglich, wenn die dem Systeme 7/1. • • •, 7j|„. zukommende, vorher mit x bezeichnete, Eang-

zahl sich mit der Zahl m—p-{-x-{-\ deckt, sodaß also r = >n' — j^ + r + 1 oder auch,

da die Beziehung m' = 2p — 2 — 'm besteht, r'=jv — «t + r — 1 ist. Trotzdem die letzte

Gleichung unter den Voraussetzungen r<>«<2^ — 2, x<p~-l abgeleitet worden ist,

gilt sie auch noch unter den Voraussetzungen x Km <2p — 2, x=p — l, da sie dann,

in Übereinstimmung mit dem vorher (Jefundenen, für r' den Wert 2jj — 2 — m = m liefert.

Unter Benutzung der Relaticm m + iii' = 2p — 2 kann man ihr die drei Formen*):

m — x = p — 1 — X, »i — X =p — \ — x,

m —2x' = m — 2r

geben; das System dieser drei Gleichungen steht im Einklang mit der Tatsache, daß
du
dz

jedes zu rj^, , i],„ gehörige Restpunktsystem einer Funktion -^ das Punktsystem

Vi-' ' Vm selbst wieder als Restpunktsystem einer Funktion ^ besitzt.

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergibt sich jetzt schließlich als Resultat,

daß unter der Voraussetzung m<2p^2 die drei Aussagen:

a.) Das Punktsystem tji, • • •, rj„, besitzt als Mang 9{,j, (j?i,
• , ^„,) (^i<' unter m und p

liegende Zahl x;

b.) Bas Funkisystem 7/1, • • •, 7^,,, ist ersetzbar und es gehört zu ihm mindestens ein

Restpunktsystem einer Funktion -^ ;
jedes derartige zu r]^, • • , t;,,, gehörige Eestpunktsystetn

besitzt den Hang j; — »w + r — 1

;

c.) J)as Punktsystem rii,---,i],„ ist ersetzbar und es gehört zu ihiti mindestens ein

llestpimktsystem einer Funktion ^; für die Bildung eines derartigen zu rji,---,Ti,„ gehörigen

RestpunMsystems können p — x — 1 Punkte beliebig gewählt werden und es sind durch die

*) Br.iLL, A. und Noether, M. , Über die algebraischen Funktionen und ihre Anwendung in der Geometrie.

(Mathematische Annalen, Bd. 7, S. 269.)

p-K, II. -1
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Wahl von p — x — 1 Punkten die p — m + r — 1 noch fehlenden Punkte im allgemeinen ein-

deutig bestimmt;

gleichwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen als Voraussetzung jede der beiden

anderen abgeleitet werden kann. Da, wie schon bewiesen, aus a.) als Voraussetzung

jede der beiden Aussagen b.) und c.) folgt, und diese letzteren nach dem in Art. 7 aus-

gesprochenen Resultate gleichwertig sind, so hat man zum vollständigen Beweise der

aufgestellten Behauptung nur noch zu zeigen, daß aus c.) als Voraussetzung die Aus-

sage a.j folgt. Dieses aber ist der Fall; denn, besäße das unter c.) charakterisierte

Punktsystem eine von r verschiedene, wegen der Ersetzbarkeit des Punktsystems jeden-

falls unter 7n und wegen der Existenz von mindestens einem Restpunktsystem einer

Funktion ^ auch unter p liegende, Zahl r als Rang, so könnten, im Widerspruch mit

dem über das Punktsystem Vorausgesetzten, für die Bildung eines zu ihm gehörigen

Restpunktsystems einer Funktion ^ j) — r — 1 , die j) — m + i ~ 1 noch fehlenden Punkte

im allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte beliebig gewählt werden.

9.

Jede ^.-Funktion läßt sich auf unbegrenzt viele Weisen als ein Quotient dar-

stellen, dessen Zähler und Nenner die ersten Derivierten von zwei zu irgend einer

Charakteristik
(^)

gehörigen Funktionen W sind, und man kann, wenn es sich um die

Bildung eines solchen Quotienten handelt, die Derivierte einer beliebigen Funktion W zum

Nenner nehmen. Eine ausgezeichnete Darstellung von dieser Art erhält man, wenn

man speziell die Derivierte irgend einer allenthalben endlichen Funktion u zum Nenner

nimmt. Zur Gewinnung dieser Darstellung soll hier ein Verfahren angewendet werden,

das auch im allgemeinen Falle zum Ziele führt.

Gegeben sei eine Funktion Ä(z), welche das den Punkt t;^"^ (<r = i, 2, • , ,,) w(,,-mal

enthaltende Punktsystem ?;"', •••, tj^'', tj'^*, •••, 7;^^',— , Tf'\ •••, tj^"' als System der 00^-Punkte

besitzen möge. Diese Funktion ist nach Art. 1 durch eine Gleichung von der Form:

A^) -S'(s.. f\'7\

+

2-/i'ri
+

•

•
• +

S""-.,ci'ri)
+ ^^

darstellbar, wobei dann zwischen den Konstanten 2 die ^ Beziehungen:

1 12..(tu h s..(m+ •

+Ä^«-(^1

=

" -'•--

bestehen. Sollten von den Punkten 7/'^ • • •, tj'-'^ einer oder mehrere an der Be-

grenzung von T' liegen, so ändere man das Schnittsystem durch Deformation so, daß

die Punkte tj sämtlich in das Innere der Fläche T' zu liegen kommen. Nun verstehe
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man unter a einen im Innern von T' gelegenen, von den Punkten tj, a, oo verschiedenen

Punkt, bilde alsdann das Produkt:

*(.)^^(.)p;'|

der Funktion Ä(z) und der zur Charakteristik
(j J gehörigen, ebenfalls in T' ein-

wertigen Elementarfunktion P " und bestimme den Wert J des mit dieser Funktion '/>(^)

und irgend einer allenthalben endlichen Funktion u' gebildeten, in positiver Eichtung

über die von den beiden Seiten der Schnitte a, b, c gebildete Begrenzung 91 der Fläche 1"

zu erstreckenden Integrals jfp(z)du% indem man in derselben Weise vorgeht, wie es

im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu ahnlichem Zwecke geschehen

ist. Man erhält dann für J zunächst die Gleichung:

+

und schließlich, indem man beachtet, daß für v = 1, 2, , j)'-

längs aAÄ(gy= Ä(2y,

längs bAA(zy= ^(^)~»

längs c,, lA(zy==Ä(2y,

p
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ausgewertet werden. Zu dem Ende hat man das Folgende zu beachten.

1.) Für das Gebiet des Punktes ?j*"' (0 = 1,2, ,.) gelten die Entwicklungen (vgl. A.rt. 7

u. Art. 2 des vorhergehenden Abschnittes):

Ä{z)^
^ai , ^(jl

4 r 4 f" '^oO + ^<rl^a + ^„2^0 + C„3 ^„ +
ff ff

'(



Theorie der ^-Funktionen. 189

Glied ist aber das einzige, welches bei der Auswertung des auf den Punkt a sich be-

ziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhält dementsprechend:

J^{z)du^ ^
J*(.) ^ äz ^ 2nlA(a) '-^.

(<)

Unter Benutzung der beiden soeben gewonnenen Eesultate erhält man jetzt aus der

letzten für J aufgestellten Gleichung die Gleichung:

dP

n- 1

/. = m„ - 1 dP

da
-L V -i O'

'

2ni A (a)
du^
da

Setzt man nun die beiden für J ei'haltenen Ausdrücke einander gleich, läßt bei

der entstehenden Gleichung in neuer Bezeichnung zunächst an Stelle des Buchstabens z

den Buchstaben 'C, hierauf an Stelle des Buchstabens a den Buchstaben z treten und löst

alsdann die Gleichung nach A(z)-^ auf, so erhält man, wenn man schließlich noch die

2' durch die ihnen entsprechenden Ausdrücke ersetzt, die für jeden von den Punkten

Tj, a, oc verschiedenen inneren Punkt z der Fläche T' geltende Gleichung:

1 / y du -f,
= m„ 9

)!W^v;/o,

dp

dz + 2
/. = 1

1
,

r/i = "ifl - ''• sV
^1

''1, ^ + /,

(ft-

dP

dz

welche nach Division durch -^ für die Funktion A(z) die erwähnte ausgezeichnete

Darstellung liefert. Trotzdem diese Gleichung, zur Vereinfachung der Untersuchung,

nur für den Fall abgeleitet worden ist, daß der Punkt z im Innern der Fläche T liegt,

gilt sie auch noch, wenn z der Begrenzung von T angehört. Es ändert sich nämlich

die Differenz der linken und rechten Seite, als Funktion des in T frei beweglichen

Punktes z betrachtet, stetig, wenn dieser Punkt durch stetige Bewegung in einen Punkt

der Begrenzung von T übergeht, und es kann daher diese Differenz, da sie der erhaltenen

Gleichung gemäß immer den Wert Null besitzt, wenn z im Innern der Fläche T' liegt,

nicht einen von Null verschiedenen Wert haben, wenn z der Begrenzung von T
angehört.

,v"\-W")Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, wo der Ilang9ft|i|(7;<'>,",V";

des den Punkt t^'"' (<;=i,2,- ,.) m„-mal enthaltenden Systems 'rt^\---, if\, if'\---,rf'^ der

oo'-Punkte der Funktion A{z) kleiner als p ist, oder, was dasselbe, wo Funktionen
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'^ existieren, bei denen das Punktsystem rf'^\---,rf-^\----,'if'\

charakteristischen Punkte enthalten ist. Läßt man nämlich in diesem Falle an Stelle

dt

dz

— +rf>f.pn «A nimmf rlif» TTrirmo

^ existieren, bei denen das Punktsystem rf^\--;rf-^\----,if'\--;rf''^ in dem System der

;irakteristischen Punkte enthalten ist. Läßt man nämlich in dies

der in der gewonnenen Formel vorkommenden allgemeinen Funktion -^ eine der soeben

genannten speziellen Funktionen ^ treten, so nimmt die Formel, da nach dem in

Art. 3 Bemerkten für jede derartige Funktion ^ die m^^-] + m, Gleichungen:

©.="'(S).="'''--(m=»-
bestehen, die einfachere Gestalt:

V — 1 «Y

an, und man erkennt nun, daß jede Funktion >4(^:) der inKede stehenden Art sich als Quotient

zweier Funktionen ~ darstellen läßt.*) Da andererseits aber auch der Quotient irgend

zweier nicht nur durch einen konstanten Faktor sich unterscheidenden Funktionen ^,

wie aus dem in Art. 5 beim ersten und zweiten Falle unter IIL) Gesagten hervorgeht,

eine Funktion A{z) der in Kede stehenden Art ist, so erkennt man schließlich, daß die

Gesamtheit der Funktionen A{z), bei welchen das System rf-^\ , rf-^\ , if\---,i]^'^

der oo'-Punkte als Rang %u(v'^^\ , if\ .
^Z'''

• • > V^'^)
eine unter j) liegende Zahl be-

ul

sitzt, identisch ist mit der Gesamtheit derjenigen Funktionen, welche Quotienten zweier

nicht nur durch einen konstanten Faktor sich unterscheidenden Funktionen ^ sind.

10.

Es sollen jetzt diejenigen ausgezeichneten Funktionen Ä{z) untersucht werden,

welchen das den Punkt ct^, (? = i,2, ,r) (^^, — l)-mal und den Punkt oo^ (;< = j,3, ,5) /u^-mal

enthaltende Punktsystem a^, -, a^, • • • •, a^, , a,., ocj, • • •, ooj, • • • •, oo^, • •, 00,^ oder

auch nur ein Teil desselben als System der 00^-Punkte zukommt. Dabei bedeutet h eine

Zahl aus der Reihe 0, 1,2, •••. Der in Art. 12 des vorhergehenden Abschnittes auf-

gestellten Formel (D.) gemäß ist jede derartige Funktion Ä(z) = Ä''^\z) durch eine mit kon-

stauten, der Bedingung ^ c^o = g(mügenden Größen c gebildete Gleichung von der Form:
x= 1

du,
Ät\z)^2c.if+2c..^-r^ +2 2 c..

dz ^-^. ^'^ dz "^ ^ -r',
'' dz

*i Vgl. RiKMANN, B., Theorie der Abeisclien Funktionen. I, Art. 10. (Gesammelte Werke, 2. AuH., S. 88—144;

S. 117—118.^
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oder von der damit äquivalenten Form

alP
(I.) Ät^z)

T — 1 y = \

X =q

dz

dP x = q X = (h + \),, dP

dz

darstellbar. Da aber auch umgekehrt, wie aus den in Art. 11 des vorhergehenden Ab-

schnittes aufgestellten Formeln (Dj.), (D,.), (D,.), (D,.) folgt, diese Gleichung, welche

Werte man auch den c im liahmen der genannten Bedingung zulegen mag, — von

dem Falle, wo c^ = • • • = c^ = 0, c^x = 0, ^=it'.'._,^, Cj,^ = . .
. = c^,^ = C ist, also die rechte

Seite sich wegen der nach Art. 12 des vorhergehenden Abschnitts bestehenden Eelation

x = q dl
= 1 auf die Konstante C reduziert, abgesehen — stets eine Funktion der in^ dz

x= 1

Rede stehenden Art liefert, so stellt der auf ihrer rechten Seite stehende Ausdruck bei

x = q

unbestimmten, nur der Bedingung ^ c,a = unterworfenen Konstanten c die allgemeinste

Funktion A'-lf^^z) dar.
g = r x = q

Die Ordnung einer Funktion Ä'-^\2) übersteigt nicht die Zahl H=^ {fA,^~\)-\-h^ t.,

11=1
'

x = l

= n -\- q -{- 2p — 2 + hn Ist die Funktion Äf\z) von der Ordnung H, besitzt sie also

das vorher charakterisierte Punktsystem als System der oo^-Punkte, so kommen ihr

auch H 0^-Punkte s^, s^, • • •, % zu. Ist die Funktion Ä'-!l°\z) dagegen von der Ordnung

H—t, besitzt sie also nur einen, Jf—# Punkte umfassenden, Teil des vorher charakteri-

sierten Punktsystems als System der oo^-Punkte, so kommen ihr auch nur H— t O'-Punkte

Si, fä. ••, %-( zu. In diesem letzteren Falle ergänze man nun das Punktsystem

Ci, £,, • • •, ejf_, dadurch zu einem System von 7/ Punkten, e^, s^, ••, e^, daß man zu

ihm dasjenige, t Punkte enthaltende, System, welches von dem zu Anfang dieses Artikels

charakterisierten Systeme nach Wegnahme der H—t oo'-Punkte der Funktion Af\z)

noch übrig bleibt, hinzunimmt. In jedem der beiden soeben betrachteten Fälle soll das

zur Funktion Af^iz) definierte Punktsystem Cj, •••,%, insoferne durch dasselbe die

Funktion Af\z) bis auf einen von z freien Faktor bestimmt ist, das System der

charakteristischen Punkte der Funktion Af\z) genannt werden.

Die Systeme der charakteristischen Punkte der Funktionen Af\z) lassen sich

einheitlich definieren; man hat dazu nur die gegen Ende des Art. 2 angestellten Be-

trachtungen, speziell die Kongruenz (1'.), auf die Funktionen Af\z) zu beziehen. Es

ergibt sich dann, daß die Gesamtheit der den Funktionen A'i\z) zukommenden Systeme

der charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der Lösungssysteme e^, • • •, Eji der

Kongruenz:
a=n
2u-

?
=

p = l x = l
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identisch ist. Da der Rang 9i|i|(ai, • •. cfj oo, 3C„ oo„

des zu Anfang dieses Artikels charakterisierten Punktsystems wegen // > 2/> — 2 gleich

p ist, so kann man, nach dem in Art. 7 Bewiesenen, für die Bildung eines Systems

£i, •,£// der charakteristischen Punkte einer B^'unktion Ä';'^\z) H ~ p Punkte beliebig

wählen und es sind durch die Wahl von H — p Punkten die p noch fehlenden Punkte

im allgemeinen eindeutig bestimmt.

Mit A':!^\{z) bezeichne man unterschiedslos jede Funktion Äiz], welche das den

Punkt a (v = i,2, ,') (/t„ — l)-mal enthaltende Punktsystem «j, , a^, •, «,., • • •, a, oder

auch nur einen Teil desselben als System der oo^-Punkte besitzt, und bei welcher

das den Punkt oo^ (x = i, s,- ,9) t^-mal enthaltende Punktsystem ooj, •••, oqj, — , 00,^, •, 00,^

als Bestandteil des Systems der O'-Punkte auftritt. Man erkennt dann, in ahnlicher

Weise wie vorher schließend, zunächst, daß die allgemeinste derartige Funktion durch

die Gleichung:

du.
A^r{(z) =^2 c,:^ + 2' c.o

dP

dz

,
.' = , dP

X =1

geliefert wird, wenn man unter den c unbestimmte, nur der Bedingung ^'c^o = unter-
x = l

worfene Konstanten versteht, weiter auch, daß die Ordnung einer Funktion A'-!^{(z) die

Zahl n + fj +22) — 2 nicht übersteigt und daß zu jeder Funktion J.'rl(^) ein System von

(j + 2p — 2 Punkten Ci, • • •, £,^ + äj,-s ^^^ System der charakteristischen Punkte gehört,

endlich noch, daß die Gesamtheit der den Funktionen Ä^^i(z) zukommenden Systeme

der charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der Lösungssysteme Ci, ••, e,^ + 2^,-3

der Kongruenz:
o=q+2p-2

2 «"')-(:2'(/^,-i>
x=l /

identisch ist und daß man für die Bildung eines derartigen Punktsystems e^, ••, e, + 2j,_2

gerade q-\- p — 2 Punkte beliel^ig wählen kann.

Der zu Anfang dieses Artikels unter (I.) für die Funktion A^^\z) (/.=o,i,2, > auf-

gestellte Ausdruck läßt sich durch eine lineare Verbindung der I[ — p-\-h+2 spe-

ziellen, im folgenden der Kürze wegen als Fundamentalfunktionen zu liezeichnenden,

Funktionen:

du,.

dz
'

»=1,2,

Z"'

m=l, 2,

dP

dz

1
'^'^

- V,
»4

dP

,'h

t'=1

m = 0, 1, 2, •,* + !,

r = l,2,...,,y,

dz

dP
^"

dz

m = 0, 1, ä, •, *,

f=I,2,. ,v,
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von denen die an dritter Stelle aufgeführten durch die h + 2 Eelationen:

193

r = , /dP

dz „ -^_ f^z dz

z = 0, = 0,1,2, ,A + 1,

verknüpft sind — ersetzen. Die beiden hierzu nötigen Hilfsformeln erhält man auf

folgende Weise. Zunächst beziehe man die in Art. 12 des vorhergehenden Abschnittes

aufgestellte Formel (D.) auf die Funktion W{z) = 0"'~^
o« = i, 2,3, ); es ergibt sich dann

die Gleichung:

, ^ = 9 d T
„VI - I ^ J_ -y '"•'X

m -^, dz

dP ,. dP

n *-^, ' d

CO,,

z
Weiter beziehe man die Formel (D.) auf die Funktion W[2) = z"'\—

^

{'^Zi,i,'.'.'.','!,'^^)', es ergibt sich dann, vpeun man noch die soeben abgeleitete Gleichung be-

rücksichtigt, eine Gleichung von der Gestalt:

dP

dz n

(G("'>)

m = 1, 2, ,/( + 1

I' = 1 X = 1

y. = q X = m tjf
— 1 d J.

I V V IM)—^ .^ ^ '^y.Ä

x=l i=l

(dp



104 Fünfter Abschnitt.

Für jedes r aus der Eeihe 1, 2, • •, q kann man jetzt linear ausdrücken:

mit Hilfe der Gleichung (Gr^'^'l) die Funktion
d F

('' + l)'r

dz

dP
durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen —

dz

X = 1, i, , q

' = 'X . '« + 1, > (* + 1) ', - 1
'

mit Hilfe der Gleichungen (G[^''.), ^=,^-1, ,2,1,0, die Funktionen
d P

'1 ir + n

dz
, <; = <,-!, ••, 2, 1,0,

dP
durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen — x = l,2,-.,i

dz ' * = '«, '« + ', ,'" x-i'

mit Hilfe der Gleichungen (Gjf ''.) ,
» = -,

-
1, , -', 1,

, die Funktionen
d P

dz
« = ,,-1, .,-',1,0,

dP
durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen

dz ' = '„, '« + 1, •,('. -l)'z-l'

d/P^
mit Hilfe der Gleichungen (G[/\), <.=-,-i, ,2,1,0 die Funktionen

'' ^" ^
, a=,,-i, ,2,1,0,

durch Fundamentalfunktionen allein.

Man erkennt so, daß der zu Anfang dieses Artikels unter (I.) für die Funktion

Af\z) (* = o, 1, 2, ) aufgestellte Au.sdruck sich in der Tat, wie behauptet wurde, durch eine

lineare — mit konstanten, den Bedingungen ^?l'o' = 0, »-=0,1.2, ,;, + i, genügenden

Größen l gebildete — Verbindung:

v = p , vt = h

m = z = 1
\ dz n T", ''' dz

Z
ni — hy.=:q7. = ty — \ dx

+ ^' ^ V l'^")z"'—
,11=0 x = l /. = 1

dz

der II— p-\rli + 2 Fundamentalfunktionen ersetzen läßt, und damit zugleich, nachdem

man noch zur Abkürzung

m = h

III = Q

«1 = A + 1 h + l

2^ v^U"-iiJ.^,
n =

gesetzt hat, daß jede Funktion Ä^\z) sich auch durch eine Gleichung von der Form:

dti,,
h y.^ij h -

(H.) A^{z)^:<l,,^ + y(z)+:<gjz)
+ iA'/'

dz
— > /^^'.^77^;+^ ;^ o..(^)

V V
x = l /=1

dp

dz
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h /, + 1 h

darstellen läßt, wobei g{z), gy,o{z), gy.xi/} ganze rationale Funktionen von z, deren

Grade die Zahlen h,h + \,li beziehungsweise nicht übersteigen, bezeichnen und speziell

h + 1 y. = q

die Funktionen g^^ais), ^= = 1,2, • ,,, wegen ^"/i"o=0, m = o,),2, ,/, + i, durch die identische
z = l

/. = q /l + l

Gleichung ^gy,o{z) = verknüpft sind. Die Gleichung (IL) geht, von der Bezeichnung
y. = l

der Konstanten abgesehen, in die früher aufgestellte, die Funktion Ä^^\{z) definierende
-1 -1

Gleichung über, Avenn man // = — 1 setzt und die dann auftretenden Zeichen g[z), g^jiz)

als mit der Null identisch ansieht.

Der auf der rechten Seite der Gleichung (IL) stehende Ausdruck kann durch

einen andern ersetzt werden, bei dem die auftretenden ganzen rationalen Funktionen

keiner Bedingung mehr unterworfen sind. Man braucht dazu nur in der bei ihm an
Z = 'i

ll + l

dritter Stelle stehenden Summe, unter Beachtung der identischen Gleichung ^^^o('^)= ^.

/. + 1 y = q-l A + 1

die Funktion ^,o(^) durch — ^ g^oi^) zu ersetzen. An Stelle der Gleichung (IL) tritt
y. = l

dann die Gleichung:

(11'.) ATKz)^^K^ + g{z)+ 2 0M\-lf 17-)+ 2 y 0-M
„äf

.=1 /.=1
^'^

Nun liefert aber diese Gleichung (IL.), dem Verhalten ihrer rechten Seite für die Punkte

«i. • • , ß,, ooj, • • •, 00,^ zufolge, welche Werte man auch den p Konstanten l^, • , l^, und

den (h + 1) + (? — 1) (/' + 2) + (n — q) (h + 1) ^ H— 2p + 1 in den ganzen Funktionen g(z)

vorkommenden Konstanten /''"' zulegen mag — von dem Falle, wo alle außer P^ noch

vorkommenden Konstanten den Wert Null besitzen oder, was dasselbe, die rechte Seite

sich auf eine Konstante, l'-"', reduziert, abgesehen — stets eine Funktion Ä'-^\z), und

man erkennt so schließlich, daß der auf ihrer rechten Seite stehende Ausdruck bei un-

bestimmten Konstanten l die allgemeinste Funktion -4$~'(^:) darstellt. Dem in Art. 5 am
Schlüsse des ersten Falles Bemerkten entsprechend sind daher die in dem Ausdrucke

vorkommenden II— p + 1 willkürlichen Konstanten / zugleich wesentliche willkürliche

Konstanten oder, was dasselbe, der in Eede stehende Ausdruck kann nur dann für

jeden Punkt z der Fläche T den Wert Null haben, wenn die If— p + 1 Konstanten l

sämtlich mit der Null zusammenfallen. Da hierbei // irgend eine Zahl aus der Reihe

0, 1, 2, • • bedeutet, so kann auch eine Gleichung von der allgemeineren Form:

v = p j y — u — l
"^ du

dP dP

v=l x = l z=l/. = 1

25*

z = ? /. = 'x - 1 dP
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bei der l^, k, •,1p Konstanten, (j{z), g,o{^), 9.x{^) irgend welche ganze rationale Funk-

tionen von z bezeichnen, nur dann für jeden Punkt z der Fläche T bestehen, wenn

die Konstanten l und die Funktionen g sämtlich mit der Null identisch sind.

Jede .^.-Funktion läßt sich bei hinreichend groß gewählter Zahl h (a = -i,o,i, 2, )

als Quotient zweier Funktionen A^f'{z) darstellen. Zum Beweise dieser Behauptung

nehme man an, daß die darzustellende Funktion Ä{z) das Punktsystem rji, , %, als

System der 00^- Punkte besitze, und beachte, daß für die Bildung eines Systems der

charakteristischen Punkte einer Funktion AP{z) H— ^y == n + q+ p ~2 -^lin Punkte be-

liebig gewählt werden können und daß daher, wenn man unter h die kleinste der

Bedingung:
n + q + p — 2 + lin '^m

genügende Zahl aus der Eeihe - 1, ü, 1, 2, • • • versteht, zu dieser Zahl li Funktionen At'\z)

existieren, bei denen das System tj^, • •, i],,, in dem System der charakteristischen Punkte

enthalten ist. Bildet man nun das VYoA\xViA{z)Ä-f'{z) aus der darzustellenden Funktion J^(^;)

und irgend einer dieser Funktionen Af'{z), so ist dasselbe eine ^-Funktion, welche für

/t> — 1 das den Punkt a„ (« = 1,2, -.r) (^^^- l)-mal und den Punkt 00^ (x = i,2, ,,) lii.^-maX

enthaltende Punktsystem «i, •••,«!, , a„ , a„ oc^, •, oo^, • • • •, oc,^, • • •, 00^ oder

einen Teil desselben als System der 00'-Punkte besitzt, für h = — 1 dagegen das den

Punkt a„ (0 = 1,2, ,r) (jii„— l)-mal enthaltende Punktsystem a^, • •, «i, • • • , a^, , «,. oder

einen Teil desselben als System der oo'-Punkte und das den Punkt 00^ {>. = i,2,. ,,) t^-mal

enthaltende Punktsystem 00^, • •, ooj, , 00,^, • • •, 00,^ als Bestandteil des Systems der

O'-Punkte besitzt. Das Produkt A{z)AfHz) ist daher im einen wie im anderen Falle

eine, mit Äf'\z) zu bezeichnende, Funktion At\z), oder, was dasselbe, es besteht die

Gleichung:

A{z) =

Damit ist aber der Beweis für die aufgestellte Behauptung erbracht.

11.

Man bezeichne zur Abkürzung die n Größen:

1,

dP dP dP

dz dz dz
z = l,2, ,7-1,

dP\

x = l,i

d P
dz

in der vorliegenden Reihenfolge mit A^, A^, , A„. Jede .4-Funktion läßt sich dann als

homogene lineare Funktion dieser n Größen mit rationalen Funktionen von z als Koef-
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fizienten darstellen und zwar nur auf eine Weise. Die Eichtigkeit dieser Behauptung

erkennt man folgendermaßen.

Die darzustellende Funktion Ä = J(/) möge das Punktsystem tj^, •, ?/„, als

System der oo'-Punkte besitzen, und die Bezeichnung sei so gewählt, daß rj^, ri^, •, i]^,

(f^m) die im Endlichen gelegenen Punkte des Punktsystems i]i, , t],„ sind. Bildet

man alsdann das Produkt gÄ aus der Funktion Ä und der ganzen rationalen Funktion

g = (z— 7]j)(z— rj.2) • (0—7j„) von z, so ist dasselbe, wenn man noch in dem Falle, wo
keiner der Punkte 7/1, • •, 7],,, im PJndlichen gelegen ist, unter g die Eins versteht,

eine ^.-Funktion, welche für keinen im Endlichen gelegenen Punkt der Fläche T un-

endlich wird, also eine Funktion ä'-I^\z) von spezieller Art. Das Produkt gÄ läßt

sich daher auf Grund der Gleichung (11'.) des Art. 10 darstellen durch eine Gleichung

von der Form:
" = ? ,7„ ' = «

= 1
"^

v = l

wobei /j, • • •, Ip Konstanten, g^, , g„ ganze rationale Funktionen von s bezeichnen.

du
Man beachte jetzt, daß die Funktion z -~ (fi = -i-,i,-d>) eine Funktion ä''q\z) ist,

bei der das Punktsystem 00,, • • •, cx),^ als Bestandteil des Systems der O'-Punkte auftritt,

und daß infolgedessen für diese Funktion, der Formel (I.) des Art. 10 gemäß, eine

Gleichung von der Form:

dP .'=, dV

^ds"^,^" dz^-^^^'-^K dz n -e, '^ dz y^-e, A ^'-^ d

X = q ). = I,- 1 fix
''

X \ z

y. = l /. = 1

X = q

z = l

besteht, bei der die c'"' der Bedingung ^ d^;l = genügende Konstanten bezeichnen.

z = 7 - 1

Ersetzt man dann noch auf der rechten Seite dieser Gleichung ci/j durch — ^ df^

und führt die Größen Ä^, A.^, -, ä„ ein, so erkennt man, daß sich die Funktion

z-j^ {Q = i,i,--;P) durch eine Gleichung von der Form:

0=1 > = 2

bei der die c'^', S^^ Konstanten bezeichnen, darstellen läßt.

Die oben für gÄ gewonnene Gleichung fasse man nun mit den p aus der letzten

Gleichung für q = 1, 2, -, p hervorgehenden Gleichungen zu dem Systeme von j? + 1

Gleichungen

:
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' dz

(<^-^^ +

du
+ i,^ + i2^<j.Ä,-<,Ä

+

d

''P dz + 2d'M.

0,

0,
.=2

dUn
4")^ + • • + {c';'-^)^ +2 d'r'A,.

zusammen. Da diese Gleichungen in bezug auf die ^i + 1 Größen -jf^-'-^-jT' ^ homogen

linear sind, so muß die Determinante des Systems verschwinden. Es besteht also die

Gleichung:

l L
c'/'-^-.-cW

v ^„ A,. - fjA

r = n

VdiM.,

ci") C(*)_^ 2d^Mr

und damit auch, wenn man noch die aus der Determinante nach Wegnahme der ersten

Horizontalreihe und der letzten Vertikalreihe übrig bleibende Determinante y° Grades,

die eine ganze rationale Funktion der Veränderlichen z vom j;'"' Grade ist, mit c/' be-

zeichnet, die Gleichung:

Ä
yg'

h L

c['^-z

Ap)

nW

2fl. Ar

^€'Ä,.

öi^-s yA^^A,

oder, was dasselbe, nachdem man noch zur Abkürzung

n ''p

t\ = (-1)^

<jy

ni^).

4")

,.(1) d^

c^;^-z rf</>

1=2,3, •••, n,



Theorie der -4-Funktionen. 199

gesetzt hat, die Gleichung:

Ä = r,Ä, + r^A^ + + r,Ä„,

welche die Funktion Ä^ Ä(z) als homogene lineare Funktion der n Größen Ä^, Ä^, •, Ä„
mit rationalen Funktionen r\, r„, , r„ von s als Koeffizienten darstellt.

Die so für die Funktion Ä erhaltene Darstellung ist zugleich die einzige dieser

Art. Gäbe es nämlich für die Funktion Ä noch eine zweite derartige, etwa durch

die Gleichung Ä== r[A^ + r'^A, + + r,^A„ repräsentierte Darstellung, so würde durch

Subtraktion dieser Gleichung von der zuerst erhaltenen, wenn man noch das System

der dann auftretenden rationalen Funktionen r.^ — r[, r^ — li, , r^ — r[ in ein System

S"' ^'""'^ ^^^ Quotienten ganzer Funktionen mit gemeinschaftlichem Nenner über-

führt, die Gleichung = 7ji^Ai + 7j.,A.^ + + 7j,^A„ entstehen, bei der, da die rationalen

Funktionen ')\ — r[, i\ — u, • •, r„ — r'„ der Voraussetzung gemäß nicht sämtlich mit der

Null zusammenfallen, wenigstens eine der ganzen Funktionen 7) nicht mit der Null

identisch wäre. Das aber ist nach dem in Art. 10 auf Seite 195 Bewiesenen nicht möglich.

Es läßt sich also in der Tat, wie zu Anfang dieses Artikels behauptet wurde, eine

^.-Funktion immer und nur auf eine Weise als homogene lineare Funktion der n Größen

Ay, A^, • • •, A„ mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten darstellen.

Man verstehe jetzt unter z irgend einen im Endlichen gelegenen Punkt der

Z-Ebene, über dem kein Windungspunkt der Fläche T sich befindet, bezeichne die n

ihm entsprechenden Punkte der Fläche T in irgend einer Keihenfolge mit z^, z^, , z^,

die zugehörigen Werte der Größe J,, (>=i,2, • ,«) mit A,{z^, A,.{z^, , A^{z}) beziehungs-

weise, bilde die Determinante:

M..(^,„)|

^^iW •• A(^«)

und stelle sich die Frage, ob diese Determinante vielleicht für jeden der gestellten

Bedingung genügenden Wert von z mit der Null zusammenfallen kann. Zur Be-

antwortung dieser Frage nehme man an, daß die Determinante für einen solchen

Wert z von z verschwinde, also |^1,(^!^,)| = sei. Dann läßt sich ein von 0, 0,---,0

verschiedenes Konstantensystem A-j, fe., • • •, li^ von der Art bestimmen, daß die Funktion

\A^-\-'k.,A.^-\ + A-„J^ für jeden der n Punkte z^, z.,, • , z,^ den Wert Null besitzt.

Infolgedessen wird der mit dieser Funktion als Zähler und der Funktion z — z als

Nenner gebildete Quotient für keinen der n Punkte z^, 4> ••, ^l unendlich, besitzt

also ausschließlich das den Punkt a^ ((. = 1,2, -.r) (^^^
— l)-mal enthaltende Punktsystem

«1, • • •, «1, • • • •, a,, • • •, «^ oder nur einen Teil desselben als System der oo'-Punkte. Da
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dieser Quotient zudem aber auch das den Punkt cx)^ (z = 1,2, ,5) t^-mal enthaltende Punkt-

system ooi, • , oo^, • • • •, 00^, • • •, ooj als Bestandteil des Systems der 0*-Punkte besitzt,

so ist er eine Funktion A'l\(z), und man erhält daher, wenn man den in Art. 10 für

die allgemeinste Funktion A'l\(/) gewonnenen Ausdruck, unter gleichzeitiger Ersetzung

von c,jo durch — ^ c^o und der dann auftretenden q — 1 Funktionen -^^^^ "—^^
,

>- = 1
~ .

>r = i, 2, ,./-!, durch die ihnen beziehungsweise entsprechenden Größen A^, A^, , A^,

herübernimmt, zunächst die Gleichung:

J.-^A, + k,A,+--- + k„A,; '-'^^ d,,,. "^^

^=1 1=2

bei der die c von z freie Größen bezeichnen. Multipliziert man nun linke und rechte Seite

du
dieser Gleichung mit z — z, ersetzt die p dann auftretenden Größen 5;-^, (- = 1,2, ,;', auf

Grund der vorher gewonnenen Gleichung:

durch die ihnen entsprechenden Ausdrücke und ordnet nach den Größen -^j -^,---,-^,

Ai, A,2, • •
-, A„, so erhält man weiter, wenn man noch beachtet, daß ^1 = 1 ist, die

für jeden Punkt z der Fläche T geltende Gleichung:

(J=l .0 = 1

dti„

~d7~h+2 Cr - ,,o(^ - ^') +2 c,(^ - K A+2 2 c,df - /.•

C'=P

2c_
^=1 J r=?+lLy=l

A.

Besteht aber diese Gleichung für jeden Punkt z der Fläche T, so müssen nach dem in

1 i .. Ad U, (1 M,
Art. 10 auf Seite 195 Bewiesenen die Koeffizienten der Größen -r-^, —r^,

dz ' dz

d Uj

'•
~dz

Sämtlich mit der Null identisch sein, oder, was dasselbe, es muß

e=p

2.) 7^ =
9=P

3-) c,,_,,o = 0, . = 2,3, •,,, ^) 2c,df-K = ^, "=^.

e=i

sein. Beachtet man nun, daß die Konstanten ki, k,, •, l\, der zu Anfang gemachten

Festsetzung gemäß, nicht sämtlich mit der Null zusammenfallen, so erkennt man aus

den Gleichungen 2.) und 4.), daß auch die Größen Cj, •••, c^ nicht sämtlich mit der Null

zusammenfallen können, und weiter aus den p unter 1.) stehenden, in bezug auf die

Größen c,,---,Cp homogenen linearen Gleichungen, daß die Detenninante dieser Glei-

chungen den Wert Null haben muß. Damit ist aber bewiesen, daß die Determinante



'riieorie der yl-Funktiouen. 201

I

Ä, (z^)
I

für einen der gestellten Bedingung genügenden Wert z = z

schwinden kann, wenn die Determinante:

nii r dann ver-

^(^) =

M)

.

oW

.{p)

Ap)_

für z = z verschwindet. Die aufgeworfene Frage ist also in verneinendem Sinne zu

beantworten. Die Determinante
|^,,(f„)|

kann nur für eine endliche Anzahl von Punkt-

systemen 2i, • • •, z„ der Fläche T den Wert Null besitzen.

Ein System von n ^-Funktionen soll ein Basissystem genannt werden, wenn

sich jede J^-Funktion als homogene lineare Funktion der n Funktionen des Systems

mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten darstellen laßt. Nach dem zu An-

fang dieses Artikels Bewiesenen ist A^, • , A^ ein solches System. Wie man alle

überhaupt existierenden Basissysteme erhalten kann, zeigt die folgende Untersuchung.

Man verstehe unter A[, -, A[ ein System von irgend n J-Funktionen und denke

sich die n Gleichungen:

(1-) ^, —^ '^va^af 1=1,2,.

gebildet, welche diese Funktionen als homogene lineare Funktionen der n Größen ^4^, •••, A,,

mit rationalen Funktionen r,„, ., a=i,2, ,«, von z als Koeffizienten darstellen. Verschwindet

dann die Determinante [r,,„| des Systems dieser Gleichungen nicht identisch, so ist

A\,---,Ä,^ ein Basissystem, da die Auflösung des Gleichungensystems für jede der

Funktionen A.^,---,A„ und damit zugleich auch für jede beliebige Funktion A = A{z)

— insoferne eine J.- Funktion mit den Größen A^,---,A„ immer durch eine Gleichung

von der Form A== r^Ay + • -[- r„A„ mit rationalen Funktionen r von z als Koeffizienten

verknüpft ist •— eine homogene lineare Funktion der Größen ^i, •••, X, mit rationalen

Funktionen von z als Koeffizienten liefert. Ist umgekehrt das System A\,---,Ä„ ein

Basissystem, besteht also ein Gleichungensystem von der Form:

(!'•)
A = yr Ä x = l,i

mit rationalen Funktionen r^,,, x,. = i,2, ,«, von z als Koeffizienten, und trägt man als-

dann in dieses System an Stelle der Größen Ä, die ihnen auf Grund der Gleichungen (1.)

entsprechenden Ausdrücke ein, so müssen in dem dadurch entstehenden Systeme:

fj = rt /!'=:«

=^ ^^xv n„ - S,,A A„

,

n=l \r = l

x = l, 2, •, 71,

die in runde Klammern eingeschlossenen rationalen Funktionen von z nach früher

P-K, U. 26
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Bewiesenem sämtlich mit der Null identisch sein, und es kann daher, wegen der hieraus

sich ergebenden Beziehung |>i,J |*'r»| = 1 zwischen den Determinanten \r'^,.\; \r,.„\, die

Determinante |r,,„| nicht identisch verschwinden. Man erkennt so, daß das System

A\, , Ä„ dann, aber auch nur dann ein Basissystera ist, wenn die ihm entsprechende

Determinante |r,„| nicht identisch verschwindet, und daß man alle überhaupt existierenden

Basissysteme A[, -, Ä'„ erhält, wenn man in dem Gleichungensysteme (1.) an Stelle

des Systems der «^Koeffizienten r,„, i, 0=1,2, ,», ein jedes System von n^ rationalen Funk-

tionen treten läßt, für welches die Determinante \r,„\ nicht identisch verschwindet.

Zwischen den Funktionen A[, -, Ä„ besteht nur dann eine Kelation von der

Form g[A[ + • + (i\Ä'„ = mit ganzen rationalen nicht sämtlich mit der Null iden-

tischen Funktionen von z als Koeffizienten, wenn die aus der Gleichung ^g'r-^',. =
r = l

durch Elimination der Größen A[, • • -, Ä„ vermittelst der Gleichungen (1.) hervorgehende

Gleichung ^'
(
^^^',,r,,„| J„ = oder, was nach früher Bewiesenem auf dasselbe hinaus-

17=1 \V = 1 /
V—n

kommt, das (Ueichungensystem ^/^r,,„= 0, = 1,2,,«, sich durch ganze rationale nicht
1=1

sämtlich mit der Null identische Funktionen //j,
• • •, //'„ befriedigen läßt Dieses aber ist

nur dann der Fall, wenn die Determinante |r,,„| identisch verschwindet, oder, was das-

selbe, wenn A\,---,Ä„ kein Basissystem ist. Daraus folgt insbesondere, daß die Dar-

stellung einer beliebigen Funktion A = A[z) durch die n Funktionen A[,---,Ä„ eines

Basissystems in der Form A = r[ A[ + • • + r'„ Ä^ , bei der die r rationale Funktionen

von z bezeichnen, nur auf eine Weise möglich ist.

Mit Hilfe der Gleichungen (1.) soll jetzt noch ein drittes Kriterium zur Ent-

scheidung der Frage abgeleitet werden, ob die n Funktionen A[, •••, Ä„ ein Basissystem

bilden oder nicht. Zu dem Ende bezeichne man mit z^, , z„ die irgend einem Werte

von z entsprechenden n übereinander liegenden Punkte der Fläche T, mit A^^z^,), Ät.{Zf,)

(/, = i, 2, ,/,) die Werte der Funktionen A,„ Ä,. für den Punkt z^^ und setze zur Abkürzung

\M^,) 14.^1 =
Ai{z,) Ä„{z,)

Ai^n) A„{z„)

Beachtet man dann, daß zwischen den auf irgend einen Wert von z bezogenen Deter-

minanten
I

J^„(.e^,)|, IX^^',,)! ^^^^ ^^^ Determinante |r,„| des Gleichungensystems (1.), wegen
n — n

A,{Zf) = ^r,„A,,{z^), die Gleichung:

besteht, und daß nach früher Bewiesenem die Determinante 1^„(-?^,)| nur für eine end-
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liehe Anzahl von Punktsystemen z^,---,z,, der Fläche T den Wert Null besitzen kann,

so erkennt man, daß die Determinante |^^,(^;„)| dann aber auch nur dann nicht für jedes

Punktsystem z^, , z„ der Fläche T den Wert Null besitzt, wenn die Determinante \i\„\

nicht identisch verschwindet, oder, was dasselbe, wenn yl'i, • •, J.'„ ein Basissystem ist.

Die in diesem Artikel erhaltenen Kesultate kann man jetzt schließlich dahin zu-

sammenfassen, daß die vier Aussagen:

1.) Die FunJitionen Ä^, -, vi', bilden ein Basissystem;

2.) Die Determinante |r,,„| des die Funktionen Ä^, , Ä„ durch die FunMionen A^, •, A„
a = n

darstellenden Gleiclmnyensystems A\.=^ r^„A„, i=i, 2, •,«, verschwindet nicht identisch;
a = l

3.) Zwischen den Funktionen?, J, , • • •, Ä„ besteht keine Relation von der Form

(l\ J'i + • • + y'„ Ä^ = mit yanzen rationalen, nicht sämtlich mit der Null identischen Funk-

tionen y von z als Koeffizienten;

4.) Die Determinante \A[(Zf,)\ besitzt nicht für jedes Punktsystem z^, • •, 0„ der

Fläche T den Wert Null;

gleichwertig sind, insoferne aus irgend einer von ihnen als Voraussetzung jede der drei

anderen abgeleitet werden kann.

12.

Nach den im vorhergehenden Artikel durchgeführten Untersuchungen stellt der

Ausdruck:

bei dem A^{z), A^iz), • • •, A„[z) die zu Anfang des Artikels definierten Funktionen,

yi{z), y.i{z), -, y„{z), G[z) unbestimmte ganze rationale Funktionen von z bezeichnen,

die allgemeinste ^.-Funktion dar. Es soll jetzt gezeigt werden, daß man bei diesem

Ausdrucke die Funktionen y auf unbegrenzt viele Weisen so bestimmen kann, daß die n

aus ihm durch Potenzierung sich ergebenden ^4- Funktionen:

1, Ä{z), Ä'{z), ••, Ä^-^z)

ein Basissystem l)ilden, einerlei welche ganze rationale Funktion von z man auch unter

G{z) verstehen mag.

Da zugleich mit 1, A(z}, Ä-{z), •••, ^.""'(2) immer auch die n aus der Funktion:

A{z) = y,(z) A,{z) + y,{z) A,(z) + + y„{z) A^s)

durch Potenzierung sich ergebenden J^- Funktionen:

A\(z) = 1, Ä,{z) --= A(/), Ä,{z) = Ä\z), , ÄJz) = A-\z)
26*
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ein Basissystem bilden, wie umgekehrt, so kommt es nur darauf an zu zeigen, daß

man die Funktionen g auf unbegrenzt viele Weisen so bestimmen kann, daß die n Funk-

tionen Ä^[z), Ä«^{s), , ÄJz) ein Basissystem bilden. Zu dem Ende beachte man, daß

nach dem am Schlüsse des vorhergehenden Artikels aufgestellten Satze die Funktionen

Äy{z), Ä^(z), , Ä'„[0) dann aber auch nur dann ein Basissystem bilden werden, wenn

nicht für jedes System übereinander liegender, also demselben Werte von z entsprechender,

Punkte z^, Zo, , z„ der Fläche T die Determinante:

m:^,)I =

1 Ä(z,)--- A'-\z,)

1 A(z,)---Ä''-'(z,) -(-1
n{n-l) 1

77 [Ä(z,) - Ä(z,)]

1 Ä(z„)---Ä"-\z„)

den Wert Null hat oder, was dasselbe, unter den n Größen:

^W = 9x{z)Aiz^ + <Ji{^)A{Zi) ++ g,(z)AJz,),

A^.) = ^.(2)^1(^,0 + U^Ai^,.) ++ gX^)Ä„(z,)

gleiche sich befinden. Um ein Basissystem der in Rede stehenden Art zu erhalten, genügt

es also, nach Wahl eines Punktes z = z der Z-Ebene die Funktionen gi(z), g.y{z), • • •, //„(ä^)

so zu bestimmen, daß für z = 2 keine zwei der Größen ^(^^j), ^.(^fa), ••-, ^(^:„) denselben

Wert annehmen. Als Punkt z wähle man nun einen im Endlichen gelegenen Punkt

der Z- Ebene, über dem n getrennte Punkte z\, z\, •, z'„ der Fläche T sich befinden

und für den zugleich die Determinante:

M-(^.)h

Ai^i) AW

At(z,) Äjz„)

— die nach dem im vorhergehenden Artikel Bewiesenen nur für eine endliche Anzahl

von Punktsystemen z^, z^, •••, z„ der Fläche T verschwinden kann — einen von Null

verschiedenen Wert besitzt. Versteht man alsdann unter cii, a„, • , a„, h^,!).^,---, 6„

irgend 2n durch die Gleichungen:

hl = a,Ai{z\) + a.,A^{z'^) + + a^AJz\),

b, = a,Ai(z',) + a^A^Xe',) H + «„^„(4),

h„ = a,A,(z'„) + a,A,(2'„) + + a„A„{^n)
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verknüpfte Größen, unter ]j^(g),7i./z), , Tjjz) unbestimmte ganze rationale Funktionen

und setzt:

g^iz) = «1 + (z-z)7j,(z), fjjz) = a, + (z~z')ljjz), •
, gjß) = o,„ + (z-z')7jjz),

so wird die mit diesen Funktionen [/ gebildete Funktion:

A(z) = (j, (z) Äjz) + <Mz) A,(z) + + (j„{z) AJz)

für die Punkte z^, z«, , z'„ die Werte:

Ä{z,) = 1)„ A{z'^) = b„ , A{z'„) = l„

annehmen, und es werden daher die aus ihr durch Potenzierung entstehenden Funktionen

1, A{z), A^{z), •••, A"'''^{z) und damit auch die Funktionen 1, A{z), A^{z), -, A"~^(z)

immer ein Basissystem bilden, wenn man nur die Größen a^, a^, -, a^ so wählt, daß

keine zwei der ihnen entsprechenden Größen bj^, b^, • • • , b^ einander gleich werden.

Durch das im Vorstehenden auseinandergesetzte Verfahren kann aber auch jede

Funktion:

liz) = Ig A(z) + If A(z) + • • • + -Ig AJz),

deren Potenzen 1, A(z), A^(z), •••, ^""'(0) ein Basissystem bilden, erhalten werden. Um
dies einzusehen, beachte man, daß zugleich mit 1, A(z), A^(z), , A''~\z) auch die

Potenzen 1, A(z), A-(z), , A"''\z) der Funktion:

A(z) = (i,(z) AJz) + gjz) AJz) + ---+ gjz) AJz)

ein Basissystem bilden, und daß daher diese Funktion A{z) für unbegrenzt viele Systeme

von getrennten übereinander liegenden Punkten z^, z.,, • • , 2„ der Fläche T Werte

A{Zi), A(z^, • , A(z,) besitzt, von denen keine zwei einander gleich sind. Aus diesen

Systemen kann man also auch ein, etwa dem Punkte z = z der Z-Ebene entsprechendes,

System z\, z'^, • , z',^ herausgreifen, für welches nicht nur das zugehörige Wertesystem

b^ = A{z'^, b^^ A(z.2), Jb„ = A(z'„) der Funktion A(z) keine gleichen Größen enthält,

sondern auch die Determinante |yl,(2,',)| von Null verschieden ist. Setzt man alsdann

noch <ijz) = ay, (iJz') = a^, -, ;ijz) = «„, so sind die hier definierten Größen a^, a.^, • • •, a„,

bi, b.^, Jb„, durch die n vorher aufgestellten Gleichungen:

b, = «1 AJz',^ + «2 AJz',:) -{ h «„ AJz',), v=i, 2, . , n,

verknüpft, und der Quotient •'^'' _~"/''' = g,,(z) ist eine ganze rationale Funktion von z.

Man nehme jetzt eine Funktion A(z) , deren Potenzen 1, A(z), A\z), •, A"''^(z)

ein Basissystem bilden. Irgend eine J^-Funktion läßt sich dann immer und nur auf eine

Weise durch eine Gleichung von der Form:

Aiz) = rjz) + rjz) Ä(z) + rjz) ÄJz) + + r„_Jz) I''-Jz)
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darstellen, wobei die r rationale Funktionen von z bezeichnen. Daraus folgt speziell,

daß zwischen den Potenzen 1, Ä{z), A^{z), , Ä''~\z), Ä"{z) der Funktion Aiz) eine und

nur eine Gleichung von der Form:

Ä'iz) = r,{z) + r,{z) Ä{z) + r^{z) Ä\z) + • • • + r„_,{z) Ä'-Hz)

mit rationalen Funktionen r als Koeffizienten besteht, und diese Gleichung besitzt als-

dann für irgend einen Wert von z die zu den n entsprechenden Punkten z^^, z.,, • •, ^„

der Fläche T gehörigen Werte A{^z^), A{z«\, • •
, Aiz^j der Funktion Ä{z) als Lösungen.*)

Damit ist aber die Möglichkeit gegeben, allgemein den Punkt cT der Fläche T durch

Angabe des ihm entsprechenden Wertepaares {z, Ä) zu fixieren — eine Aufgabe, die

der Algebra zufällt und für deren Behandlung auf das vorzügliche Werk der Herren

K. Hexsel und G. Landsberg „Theorie der algebraischen Funktionen einer Varial)eln

und ihre Anwendung auf algebraische Kurven und Abelsche Integrale (Leipzig, Teubner,

1902)" verwiesen werden möge.

*) Vgl. lliEMANN, li., Theorie der Abelsohen Funktionen. I, Art. 6. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88— 144;

S. 107— 1Ü9.)



Sechster Abschnitt.

Theorie der i''-Funktionen.

1.

Es sollen jetzt die am Ende von Art. 7 des zweiten Abschnittes definierten, mit

F{s) bezeichneten, speziellen zu irgend einer gewöhnlichen Charakteristik
(^) gehörigen

Funktionen W zugleich mit den am Ende von Art. 7 des dritten Abschnittes definierten,

ebenfalls mit F[z) bezeichneten, speziellen zu irgend einer gemischten Charakteristik
(^)

gehörigen Funktionen W einer genauen Betrachtung unterzogen werden.

Man verstehe unter
(jj)

= (_bV , . b") ii'gend eine von
(J

'

^

'

J)
verschiedene Charakte-

ristik, bei der A,,^, B,^; ; Ä^^, B,^ eigentliche, ^^,^, = 1, B,^^^^ = l; ; A-^^^ = 1, B^^_ = 1

uneigentliche Faktorenpaare sein mögen. Dabei bezeichnet p eine Zahl aus der Keihe

1, 2, • • , X) und Ai, • • •, Ap, \^i, • • •, A^ eine Permutation der Zahlen 1, 2, • • •, p. Ist

p eine Zahl aus der Keihe 1, 2, • • •, ^ — 1, so ist die Charakteristik /„) eine gemischte;

ist dagegen p =i), so ist die Charakteristik i-^ eine gewöhnliche. Nun fixiere man in

der ursprünglichen Fläche T irgend s Funkte if\ rf^\ •,tj^'\ die nur der Bedingung

zu genügen haben, daß sie als Punkte der Fläche T betrachtet getrennt liegen, und

ordne ihnen die positiven ganzen Zahlen nii, m^, , »i^ beziehungsweise zu. Für den

Fall, daß irgend welche dieser Punkte an der Begrenzung von T liegen, führe man
am Schnittsystem bei diesen Punkten, ohne jedoch den Charakter des Schnittsystems

zu ändern und ohne einen Schnitt über einen der Punkte i] hinüberzuschieben, eine

solche Deformation aus, daß die sämtlichen Punkte tj im Innern der dadurch entstehen-

den neuen Fläche T liegen. Nach dem im dritten Abschnitte zu Anfang des Art. 7

Bemerkten ist dann in dem mit den willkürlichen Konstanten 2, C gebildeten Ausdruck:
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bei dem die P zur Charakteristik i^^ gehörige Elementarfunktionen bezeichnen, jede zur

Charakteristik ij\ gehörige Funktion W enthalten, welche in der Fläche T' einwertig

ist, in je zwei zu einem der Schnitte C;^, ^x,, a,^ gehörigen entsprechenden

Punkten c/"^, cP~ denselben Wert besitzt, für jeden von den Punkten ri verschiedenen

Punkt z der Fläche T stetig ist und für den Punkt rf"^ (0=1,2, ,.) höchstens von der

Ordnung jh„ unendlich wird. Auf Grund der Gleichungen (2,„.), (3,,,.), (ö„,.) von Art. 3

des dritten Abschnittes sind die Werte dieser Funktion in je zwei entsprechenden

Punkten cP'^, cP~ der Begrenzung von T in der Weise verknüpft, daß

längs «,,{ W{zy = Ä^W{zy + (l-A,) ^,,

längs b,.
[ Wizy = B, W(z)- + (1. -B,) t.,

,

längs c,{W{zy =- W(2y,

längs a,[W(zy = W(zy,

längs K{w{zy= w{zy + ^„

längs c,{F»+= W{zy,

ist. Dabei vertritt ^, den durch die Gleichung:

- ^1} ^tt ' '
'i '^f

^ = ^9 + l t ^\^ + i>

t (' = 1,2,- -.P)

bestimmten Ausdruck, bei dem, der einfacheren Schreibweise wegen, 2,^10, durch z„ ersetzt ist.

Sollen nun für die Fläche T zur Charakteristik
(^)

gehörige i'^-Funktionen existieren,

die für jeden von den Punkten j] verschiedenen Punkt z dieser Fläche stetig sind und

für den Punkt tj'"' («=j,2, ,.) höchstens von der Ordnung w„ unendlich werden, so muß

sich das (Ueichungensystem Äj = 0, ß'2 = 0, • • •, ^'^ = oder, was dasselbe, das System

der p Gleichungen:

1=1,8,-

durch Größen 2, welche nicht sämtlich den Wert Null besitzen, befriedigen lassen, da

nur in diesem Falle der für W{z) aufgestellte Ausdruck eine f-Funktion mit den ge-

nannten Eigenschaften liefert. Beachtet man aber, daß durch Addition der p Glei-

chungen, welche aus der vorstehenden, auf beliebiges r sich beziehenden, Gleichung

hervorgehen, wenn man darin der Eeihe nach an Stelle von v die Zahlen Aj, Aj, • •, Xp

p = )) ^ () = p 1' = p

treten läßt, wegen ^' w^^ = 0, ^ ^d";;^;^^, = p, die Gleichung Cp = () folgt, so erkennt
(1=1 ii = i>'=i
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man, daß i^-Funktionen der genannten Art dann, aber auch nur dann existieren, wenn

sich das System der p Gleichungen:

(1.) i'is..(s+Äs..(m+--+<^2.-.(mi-»' —•'•

durch Größen 2, welche nicht sämtlich den Wert Null besitzen, befriedigen läßt, und

daß zugleich die zu einem solchen S3^steme von Größen 2 gehörige einzige Funktion

F(z) der genannten Art durch die Gleichung:

(2-) j'w-i;(8„,p|':'|+s.,|>|'ri+---+«„.,.p|'ri)

geliefert wird.

Betrachtet man bei einer Funktion F(z) der in Eede stehenden Art den Punkt

if"'^
(a = 1,2, ,»), für den sie unendlich von der Ordnung jw„(oo'"<'), ".„5;m„, werden möge, als

äquivalent mit m„ oo'-Punkten, so kommen der Funktion F[z) im ganzen 'ni^my-\ \-m^

oo^-Punkte zu, und die Zahl m soll dann die Ordnung der Funktion F{z) genannt

werden. Um die Frage zu entscheiden, ob die in der Fläche T einwertige Punktion

F{s) auch für Punkte dieser Fläche den Wert Null haben kann, nehme man —
indem man beachtet, daß solche Punkte, wie aus dem Verhalten der Funktion F{z) in

den Punkten r['^\ , rf''' folgt, nur in endlicher Anzahl auftreten können, und daß jedem

solchen Punkte eine ganze Zahl als Ordnungszahl für das Nullwerden zukommt — an,

daß F{z) für die Punkte £*'', • -, «''' der Fläche T null werde und speziell für den Punkt
£''' (r = i,2,. ,0 null von der Ordnung «^(0"^), sodaß ihr also, wenn man den Punkt e''* als

äquivalent mit ii, O'-Punkten betrachtet, im ganzen n = w, + • • + ^^ O'-Punkte zukommen.

Ändert man alsdann, wenn nötig, das Schnittsystem durch Deformation so, daß die Punkte

7/. e sämtlich im Innern der Fläche T liegen, und erstreckt das mit der Funktion F(ß) und

ihrer Derivierten F'[z) gebildete Integral ^^ j -^j— dz in positiver Kichtung über die ganze

Begrenzung der Fläche T, so ei-hält man als Wert dieses Integrals das eine Mal, indem man

beachtet, daß die Funktion -yp- in je zwei entsprechenden Punkten cP* , cP~ der Begrenzung

denselben Wert besitzt, die Null, das andere Mal durch Keduktion auf die, sämtlich im

Innern der Fläche T gelegenen, Punkte e, ?/ die Differenz n — m und erkennt so schließ-

lich, daß die Gleichung n = m besteht, oder, was dasselbe, daß bei der Funktion F(2)

die Anzahl n der O'-Punkte sich mit der Anzahl m der oo^-Punkte deckt. Dem Vor-

stehenden entsprechend soll nun das Punktsystem r]^^\ , rf^\ i!f\ , tf\ • • • •, rf-'\ • -, rf'\

welches allgemein den Punkt rf"^ w„-nial enthält, das System der oo^-Punkte, das
P-R, II. 27
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Punktsystem t"\ -, e<'\ e'^\ • • •, e'"', , e^'\ ; e^'\ welches allgemein den Punkt e'-'^ w,-mal

enthält, das System der 0^-Punkte von F{z) genannt werden.

2.

Die im vorhergehenden Artikel betrachtete Gruppe von zur Charakteristik
^^j

gehörigen i< -Funktionen ist durch die in T fixierten s Punkte ?/'', • •, 7/'' und die ihnen

beziehungsweise zugeordneten positiven ganzen Zahlen m^,---,m, vollständig bestimmt.

Die notwendige und zugleich hinreichende Bedingung für ihre Existenz ist die, daß das

vorher aufgestellte System der p Gleichungen (1.) sich durch Größen 2, die nicht sämtlich

den Wert Xull l)esitzen, befriedigen läßt. Es soll jetzt gezeigt werden, daß diese Be-

dingung durch eine andere ersetzt werden kann.

Man bilde das Punktsystem 'if\ , rf\ rf^\ •, t;*^', , i]^'\ -, r]^'\ welches all-

gemein den Punkt t]'-"^ wi„-mal enthält, bezeichne seine m = m^ + + m^ Punkte ohne

Eücksicht auf die Reihenfolge durch iji, , i],„ und verstehe unter s^, •••, s,„ ein System

von irgend m Punkten der Fläche 2". Bestimmt man nun für v = 1, 2, , 2), indem

man beachtet, daß die Größen Ä,, B, den Modul 1 besitzen, reelle Größen a,, h, im

Rahmen der Bedingungen — l<a, ^0, 0^6, <1 durch die Gleichungen:

und setzt, nachdem man zuvor noch, wenn nötig, das Schnittsystem durch Deformation

so geändert hat, daß die Punkte ?/, e sämtlich im Innern der Fläche I" liegen, aus

den den Punkten e,, • -, e,„, t/i, • • •, r]„ entsprechenden, in Art. 2 des vorhergehenden

Abschnittes definierten Funktionen unter Benutzung der soeben eingeführten Größen

«1, • • , a^, und der unbestimmten Konstanten (ji, , <jp, C, t+o, den Ausdruck:

-^ 2J i<^^ + 9v)K
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Beachtet man dann noch, daß das System der oo'-Punkte einer jeden i''- Funktion,

welche der in Rede stehenden Gruppe angehört, in dem Punktsysteme 7?i, •••,»/„, ent-

halten ist, und daß eine JP'- Funktion, als Funktion des Punktes z von T betrachtet,

für y = l, 2, •••,^ längs a, die Größe e^^-S'^'^ längs ö,, die Größe e'»'^"', längs c% die Eins

als Schnittfaktor besitzt, so erkennt man weiter, daß der aufgestellte Ausdruck auch

jede der in Rede stehenden i''-Funktionen enthält. Nun wird aber dieser Ausdruck, der

für jeden Schnitt c die Eins als Schnittfaktor besitzt, nur dann für y = 1, 2, • •. p
längs a, die Größe cr'''-''\ längs h, die Größe i"-"' als Schnittfaktor besitzen, wenn
die Größen (f^, , (j^ sämtlich ganze Zahlen sind und außerdem noch für ^ = 1, 2, • •, ^
das Aggregat:

*-"- *-' /.t — m fi — m r — p

,l( = 1 ,1 = 1 ' , = 1

sich von b^,27ii um ein ganzes, etwa mit h^,2ni zu bezeichnendes. Vielfaches von 27ii

unterscheidet, also die p Gleichungen:

,11 = m ft = m r = p

11=1 ,, = 1 '
,. =

1

bestehen, oder, was dasselbe, wenn die Kongruenz (s. Seite 89):

(!'•) 2 M'"
)
=

( 2 «*""' +
fx=l / \/( = 1

^""«fV + , 1 das System ^ w> + 2^v^i.y + ^i^^ \" '\ 2K^ -^ ^«. «pr + ^p^^

vertreten soll — erfüllt ist. Daraus folgt daun schließlich, daß 7< -Funktionen, welche das

Punktsystem ri^, • • •, r\„^ oder auch nur einen Teil desselben als System der oo^ -Punkte

besitzen, dann, aber auch nur dann existieren, wenn sich die Kongruenz (!'.) durch ein

Punktsystem e^, ••,£„, befriedigen läßt, und daß die allgemeinste zu einem solchen

Punktsystem e^, • • •, e„, gehörige Funktion F{i) der genannten Art durch die Gleichung:

(2'.)
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einen etwa m — m Punkte enthaltenden Teil gemeinsam, so bilden, wie aus der Glei-

chung (2'.) folgt, die nach Entfernung dieses gemeinsamen Teiles noch übrigen ni Punkte rj

das System der oo'-Punkte, die noch übrigen m Punkte e das System der 0^-Punkte

der zugehörigen Funktion F(iz), und diese Funktion ist dann von der Ordnung m.

Das Hauptresultat der in diesem Abschnitte bis jetzt durchgefühi'ten Untersuchungen

kann man nun in folgender Weise aussprechen;

„Zu einem beliebig in der Fläche I" angenommenen Punktsysteme 1]^, , rj,„ = rf^\ •-, tj'-^\

r]'^\ , if\ , rf'\ • • •, 7('\ das den Punkt if"^ («=1,2, •,») m„-mal enthalten möge, existieren

zur Charakteristik (^ gehörige F- Funktionen, welchen das Punktsystem rj^, , ?;„, o<ler auch

nur ein Teil desselben als System der 00^-Punkte zukommt, dann, aber auch nur dann, ivenn

sich das System der p Gleichungen (1.) durch Größen S, tvelche nicht sämtlich den Wert

Null besitzen, befriedigen läßt, oder, ivas auf dasselbe hinauskommt, wenn sich die Kon-

gruenz (!'.) durch ein Punktsystem e^, • • , e,„ befriedigen läßt."

3.

Die Untersuchungen des Art. 1 haben ergeben, daß die Derivierten derjenigen

allenthalben endlichen Funktionen w, welche zu der zur angenommenen Charakteristik („)

reziproken Charakteristik (j^ gehören, für die Theorie der zur Charakteristik
(^) ge-

hörigen F-Fuüktionen von fundamentaler Bedeutung sind. Mit Eücksicht hierauf sollen

zunächst die genannten Derivierten, die nach dem am Ende von Art. 7 des dritten

Abschnittes Bemerkten zur Charakteristik (^ gehörige F-Funktionen sind, einer ein-

gehenden Betrachtung unterzogen werden.

Die allgemeinste zur Charakteristik (^ gehörige Funktion w wird nach Art. 2

des dritten Abschnittes durch die Gleichung:

w' = Co +CiWl + c,idl^ [- Cj, wl

geliefert, wenn man dabei unter c^, c^, • • •, c,, unbestimmte Konstanten versteht. Der

durch C; == c^^= • • • = Q^, c^^^^^O, Cx^^^==^), , C; = charakterisierte Grenzfall «;-' = Co

ist im folgenden immer ausgeschlossen. Da die Funktion w' sich infolge ihrer Stetig-

keit für das Gebiet irgend eines Punktes 7; von T durch die Gleichung:

w = W' -\- b— z„ -\- — (-rr zi-\

darstellen läßt, so ergeben sich, wenn man in bezug auf die Lage des Punktes r], inso-
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ferne dieser Punkt ein von den Punkten oo, a verschiedener Punkt 7] oder ein (t — l)-facher

Windungspunkt oo oder ein (w — l)-facher Windungspunkt a sein kann, drei Fälle unter-

scheidet, für die Funktion w' und ihre Derivierte die folgenden Darstellungen:

1.) für das Gebiet eines von den Punkten oo, a verschiedenen Punktes rj ist

2.) für das Gebiet eines (f — l)-fachen Windungspunktes oo ist

2
'

Z' Z'

ilw __ 1_ / dir- \ 1 1 uPw\ _1 1_ /d'u \ _1
1z ~ ~ T\dI^)o~I±l~ l'.i\dz'Jo J^~ 'ili-ych-J,, -^ '

3.) für das Gebiet eines (^ — l)-fachen Windungspunktes a ist

Diese Darstellungen lassen erkennen, daß die in I" einwertige Funktion:

dw dW\ dir., d'WpU ^ ^^ ~dr '^ '^^ IF"^ + ^/' "dF'

welche infolge der vorher über die Konstanten c gemachten Festsetzung nicht allent-

halben denselben Wert besitzen kann, nur für die im Endlichen gelegenen Windungs-

punkte «1, a.,, • • -, a, unendlich werden kann und zwar algebraisch unendlich, und daß

sie speziell für den Punkt «„ (e = i, 2, ,r) höchstens von der Ordnung ,u„ — 1 unendlich werden

kann. Beachtet man dann noch, daß nach Art. 3 des ersten Abschnittes die Beziehung

^ (fi„—V)=it+ qi-2jß—2 besteht, so ergibt sich zunächst, daß -^ eine zur Charakteristik [^

gehörige i*'- Funktion ist, deren Ordnung die Zahl n + q-\-2p — 2 nicht übersteigt.

Ist die Funktion -^ von der Ordnung n -\- q -\- 2p — 2 , besitzt sie also das den

Punkt ßj, (o = 1 , 2. • , r) (^^— l)-mal enthaltende Punktsystem «i , • •
• , «1 ,— , «,.,••,«,. als System

der 00^-Punkte, so kommen ihr auch n -\- q + 2p — 2 0^-Punkte zu. Unter diesen Punkten

tritt, wie man auf Grund der unter 2.) für -^ aufgestellten Entwicklung erkennt, der

Punkt 00^ (>f = i, 2, .}) mindestens (t^ + 1)-mal auf, und es setzt sich daher das System der
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n + q + '2p — 2 O'-Punkte der Funktion -^ aus dem den Punkt oo^ (,- = 1,2, ,;) (t^ + l)-mal

enthaltenden Systeme oo^, • • •, oo^, , oo,^, • • •, cv-,^ von ^^"(»^ + 1) = n + q Punkten und
y=l

einem Systeme s^, s^, , s^^.s von 2p — 2 Punkten zusammen.

Ist dagegen die Funktion -^ von der Ordnung n + q + 2p — 2 — f, besitzt sie

also nur einen, n + q + 2p — 2 — t Punkte umfassenden, Teil des den Punkt a^ (p = i,2. ,r)

(^ — Ij-mal enthaltenden Punktsystems «],••, «i, — , «,., ••, a, als Sjstem der 00^-Punkte,

so setzt sich das, ebenfalls n + q + 2p — 2 — t Punkte enthaltende, System ihrer 0*-Punkte

aus dem den Punkt oc^ (x = i,2, ,?) (t^ + l)-mal enthaltenden Punktsystem ooi, • • -, ooj,
,

00,^, • • •, 00,^ und einem, mit f, , £0, • • •, s.2p_2_, zu bezeichnenden, Systeme von 2jj — 2 — ^

Punkten zusammen. Im vorliegenden Falle ergänze man nun das Punktsystem

^ij ) ^2,,-2-i flii-c^urch zu einem System von 2p — 2 Punkten s^, , s^p-i^ daß man zu

ihm dasjenige, t Punkte enthaltende, System, welches von dem oben aufgestellten System

a, ,••, «1 ,••••, «r ,•••, «^ nach Wegnahme der n -]- q + 2p — 2 — t 00^ -Punkte der Funktion -^

noch übrig bleibt, hinzunimmt.

In jedem der beiden soeben betrachteten Fälle soll nun das zur Funktion -^

definierte Punktsystem £1, • • , Ca^-a, insoferne durch dasselbe die Funktion-^ bis auf

einen von z freien Faktor bestimmt ist, das System der charakteristischen Punkte

der Funktion ^ genannt werden. Wie die zu Anfang für -^ aufgestellten Entwick-

lungen zeigen, werden die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß ein

Punkt ri der Fläche T — einerlei ob dieser Punkt ein von den Punkten 00, a ver-

schiedener Punkt oder einer der Punkte 00 oder endlich einer der Punkte a ist — in

dem Systeme der charakteristischen Punkte einer Funktion -^ zum mindesten ««-mal

vorkommt, durch die Gleichungen:

dargestellt.

Nach den vorstehenden Untersuchungen gehören die Funktionen -^ zur Gruppe

derjenigen auf die Charakteristik {^ sich beziehenden /''-Funktionen, welche das den

Punkt a^ ((, = 1,2, -.r)
(^^,

— Ij-mal enthaltende Punktsystem a^, • • •, «i, • • • •, a,., , a,. oder

auch nur einen Teil desselben als System der oo^-Punkte besitzen, und zwar gehören

sie speziell zu jener Untergruppe, die von denjenigen Funktionen der Gruppe gebildet

wird, bei welchen das den Punkt 00^ (.; = i,2, ,7) (t^ + lj-mal enthaltende Punktsystem

00,, • -, oc,, , fX) ,
. .

., 00,^ als Bestandteil des Systems der O'-Punkte auftritt. Be-

achtet man dann noch, daß das mit irgend einer zur definierten Untergruppe gehörigen
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Funktion F{z) gebildete, über einen ganz in 2" verlaufenden Weg erstreckte Integral

I F(z)dz eine in T einwertige und stetige, zur Charakteristik (^ gehörige Funktion W
der komplexen Veränderlichen z und zwar eine Funktion w' ist, so erkennt man

du-

dz
schließlich, daß die soeben definierte Untergruppe außer den Funktionen -^ keine

weiteren Funktionen mehr enthält,

dz
Nachdem jetzt ermittelt ist, welche Stellung die Funktionen -^ unter den zur

Charakteristik (^j gehörigen J^'- Funktionen einnehmen, lassen sich die Systeme der

charakteristischen Punkte der Funktionen -^ auch einheitlich definieren; man hat dazu

nur die gegen Ende des Art. 2 angestellten Betrachtungen, speziell die Kongruenz (1'.),

auf die Funktionen '-^ zu beziehen. Es ergibt sich dann — wenn man noch füraz °

v^\,2,---,i) unter ä,, h,, die im Eahmen der Bedingungen — l<ä^^O, 0^i,<l
durch die Gleichungen J!,,= e""''^"*, B^ = e''''^"' bestimmten reellen Größen versteht —

,

daß die Gesamtheit der Systeme der charakteristischen Punkte, welche den auf die

Charakteristik (^) sich beziehenden Funktionen ^ zukommen, mit der Gesamtheit der

Lösungssysteme s^, •••, Cs/^-s der Kongruenz:

X = l 11 = 1 I \„=1 " /

oder der mit ihr äquivalenten Kongruenz:

0=1 / \o=l x=l
2 -^'"j - [2y,

-

1)
^"^ -2y. + 1) ^^' +

\j,\)

identisch ist.

Bilden zwei Punktsysteme e^, , e,„; e[, , s,„. (m+m'^ip-i) zusammen das System

der charakteristischen Punkte einer Funktion -^, so soll jedes der beiden ein zu dem

anderen gehöriges Kestpunktsystem einer Funktion -^ genannt werden.

4.

Nach dem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Eesultate existieren zu einem

beliebig in T' angenommenen Punktsysteme rjy, • • •, ?;„, = t]^^\ • • •, 7;*'', • • • •, 7/'', • • , 7;*'', das

den Punkt 7j*"* (" = 1,2, ,j) ««„-mal enthält, zur Charakteristik r^) gehörige i'^-Funktionen,

welchen das Punktsystem ij^, ••,1],,, oder auch nur ein Teil desselben als System der

oo^-Punkte zukommt, dann, aber auch nur dann, wenn sich das System der^ Gleichungen:
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ß (^"A
I I

' £ /[^ÜEiA +.... + ^> ('^+... + _L_Q C^Ü^Ü^^o

(G-) :::::::::::::::::::::::::::

— bei dem der einfacheren Schreibweise wegen für a = 1, 2, , s Zft durch z„ ersetzt

ist — durch Größen 2, welche nicht sämtlich den Wert Null besitzen, befriedigen läßt.

Dies ist nach dem in Art. 4 des vorhergehenden Abschnittes aufgestellten Hilfssatze

dann, aber auch nur dann möglich, wenn der, mit 9tM|(7/i, •••, //,„) zu bezeichnende,

Rang der Matrix:

(
dwA /d"'^ü:, \ (<mA / d"''w, \

\dzJo" '

\ dzT' )o" \ dz, /o V dz:'- /o

(
du,, \ f d"''Wf, \

(
diip \ , d"'-Up \

\dzJo" '

\ dz';-' )o \'/--, /o \ dz',"' ),

— oder, wie im folgenden der Kürze wegen, in Übertragung des Begriffes „Rang" von

der Matrix auf das ihr zu Grunde liegende Punktsystem tj^, ••, t],„, gesagt werden soll,

der Rang des Punktsystems i]i,---,ti,„ gegenüber der Charakteristik LJ — der

weder über m noch , wegen der durch die Gleichung W;^^ + m';^ + • • • + m'^^, = (* charakte-

risierten Linearabhängigkeit der Funktionen iv^, •, Wp, über ^ — 1 liegen kann, kleiner

als m ist. Für m=p, p-\-\,-- ist immer 9t| ,|(?/i, ••-,??„,)< w', wie auch das Punkt-

System %,---,rj„, von Anfang an gewählt sein mag; für m<p dagegen wird, wie die

spätere eingehende Untersuchung zeigt, durch die Forderung, daß der Rang Üi|
1 1(^/1,

•••,
1],,)

kleiner als m sei, zugleich eine Beziehung zwischen den Punkten des Punktsystems

gefordert.

Die sämtlichen zu dem Punktsystem 7/1 , • • • , 1]„, etwa existierenden Funktionen

'F[z) der in Rede stehenden Art werden nach Art. 1 durch die Gleichung:

F{z) = £„P "1" + • • • + 2i,-,.,f
'1" +•••• + S..1 T>Y'z ' ~'-' '", ;r

1"
+

geliefert, wenn man darin an Stelle von ßu, • •, £i„,^, ,£,,,•••, £,,,„^ ein jedes von

U, • • •, 0, • • • •, 0, ••,() verschiedene, das Gleichungensystem (Gj.) befriedigende Größensystem

treten läßt. Irgend k dieser Funktionen F(z):

F^'Hz) - 2^^i
1' + + 2[X P1 Till

^il.

+ .... + 2(^)ph; +... + 2« p
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sollen linear unabhängig genannt werden, wenn der Ausdruck:

;t(i)2?(i)(^) + X(^)Fi^\z) + . . . + A('-)i^('-'(^)

für kein von 0, • • •, verschiedenes Konstantensystem A<'', • • •, A<*' in T' allenthalben den

Wert Null besitzt. Existiert dagegen ein von 0, • •, verschiedenes Konstantensystem

}}-^\ ; A'*', für das der soeben aufgestellte Ausdruck in T' allenthalben den Wert Null

besitzt, sodaß also die Gleichung:

AWF(i)(2) + X^')F^'\s) + + X^'^F'-'Xz) =

besteht, so sollen die k Funktionen linear abhängig heißen. Aus diesen Definitionen

folgt, daß die k Funktionen dann, aber auch nur dann linear unabhängig sind, wenn

die k bei ihnen auftretenden Konstantensysteme 2n, •••, S'il^, •••, Sif, •••, SS,, >r = i,3, ,*:

,

im Sinne der in Art. 4 des vorhergehenden Abschnittes gegebenen Definition linear un-

abhängig sind.

Da die Funktionen -^ nach den Untersuchungen des Art. 3 zur Gruppe derjenigen

auf die Charakteristik (^ sich beziehenden i'-Funktionen gehören, bei denen an Stelle

des allgemeinen Punktsystems tj^, , rj^ das spezielle den Punkt a^ (? = i,2, • ,r) (^p — l)-mal

enthaltende Punktsystem a^, , a^, • •, a,, • , a^ steht, so können die soeben auf-

gestellten Definitionen unmittelbar auf die Funktionen -^ übertragen werden. Aus

diesen Definitionen folgt hier, daß die m mit irgend welchen Konstanten c gebildeten

Funktionen -r-:
dz

d: ''i dz ^ '
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Erster Fall: Der Rang 'S{,^{r]i, • , i]„) des Punktsystems t]^, •,rj„^ ist gleich 2^ — 1.

Dieser erste Fall kann, da die gemachte Voraussetzung ^iA\{Vf ' "> ^J < *'^ ^i*^'^

mp~\<m übergeht, nur für m = p, p + \, auftreten; er liegt, wie aus dem im

folgenden unter III.) Gesagten hervorgeht, immer vor, wenn m >2p — 2 ist, also unter

allen Umständen für j? = 1

.

In diesem ersten Falle ergibt sich nun durch Anwendung des in Art. 4 des

vorhergehenden Abschnittes aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (Gj.), daß

die folgenden fünf Aussagen gleichwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen

als Voraussetzung jede der vier anderen abgeleitet werden kann.

I.) Der Rang Üti 1 1 (t^i ,
• • • , ??„,) des Punktsystems tji ,

• • • , ?;,„ ist gleich p — 1.

IL) Das Gleichungensystcm (Gj.) besitzt in —p + 1, von 0, • • •, 0,— , 0, • • •, verschiedene,

linear unabhängige Lösungssysteme Sfi', • • •, Sf],^, • • •, ^% , 2'fl^,
i<=i,2, ,m-i' + i, und das

allgemeinste Lösungssystem läßt sich aus ihnen mit Hilfe von m—p + 1 unbestimmten Kon-

stanten linear zusammensetzen; oder, was dasselbe, es gibt m—p-]-l linear unabhängige zur

Charakteristik (') gehörige L'unktionen L\z):

2/w(^) = £Wp x = l,2, ,m-p + l,

welchen das Punktsystem tj^, • •, ?;,„ oder auch nur ein 'Teil desselben als System, der oo^-Punkte

zukommt, und die allgemeinste derartige Funktion F{z) läßt sich aus ihnen mit Hilfe von

m — p -\-\ unbestimmten Konstanten A''', A'^\ • • •, A<"'~^ + ^^ linear zusammensetzen in der Form:

F{z) = )i^'^F^'\z) + k^'>F^'\z) + + )("-p^^)F^"'-'"'\z).

III.) Das Gleichungensystem:

(G,.)

kann nur durch C;, = --- = C;, c^
^.j
= 0, • • •, c^ =0 befriedigt tverden, oiler, u-as dasselbe,
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es gibt keine zur Charakteristik (s) gehörige Funktion -^ , bei der das Punktsystem rii,---,ri„,

in dem Systeme der charaMeristischen Punkte enthalten ist.

IV.) Aus den Gleichungen (G-i.) lassen sich p — \ herausgreifen, die voneinander un-

abhängig sind, wid die eine dann noch übrige Gleichung ist eine Folge derselben.

V.) Aus den Gleichungen (Gg.) lassen sich p — 1 herausgreifen, die voneinander un-

abhängig sind, und jede der m~p-\-\ übrigen Gleichungen ist eine Folge derselben.

Die allgemeinste zu dem Punktsystem ?;,, • • •, rj„, gehörige, auf die Charakte-

ristik (jA sich beziehende Funktion F(z) enthält nach IL) m—p + 1 wesentliche will-

kürliche Konstanten linear homogen. In Übereinstimmung hiermit folgt aus IV.), daß

sich von den m Größen ß m—p + l angeben lassen, die von Anfang an willkürlich

gewählt werden können und durch die dann die p -- 1 übrigen Größen £ eindeutig

bestimmt sind.

Zweiter Fall: Der Hang ^,.,,(Tji, , rj„) des Punktsystems r]i,---,r],„ ist kleiner

als p — 1.

Dieser zweite Fall kann, wie aus dem im folgenden unter III.) Gesagten hervor-

geht, nur dann auftreten, wenn Hi^2jj — 2 ist, also unter keinen Umständen für p = l',

er liegt für^>l, der gemachten Voraussetzung 9i|,i|(??i, ••-,?/„) <«» zufolge, immer

vor, wenn m<p ist.

In diesem zweiten Falle iergibt sich nun durch Anwendung des in Art. 4 des

vorhergehenden Abschnittes aufgestellten Hilfssatzes auf das Gleichungensystem (Gj.),

daß die folgenden fünf Aussagen gleichwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen

als Voraussetzung jede der vier anderen al)geleitet werden kann.

I.) Der Bang 9^,^, (tj^, • • •, ri„) des Punktsystems t]^, , rj,,, ist gleich r.

\b\

IL) Das Gleichungensystem (Gj.) besitzt m — v, von 0, • • •, 0, • • • •, 0, • • •, verschiedene,

linear unabhängige Lösungssysteme Q'fi, , ^^'l,^,
• • , S^f, • •, 21',',^, >^=i,2, -.m-t, und das all-

gemeinste Lösungssystem läßt sich aus ihnen mit Hilfe von m ~ x unbestimmten Konstanten

linear zusammensetzen ; oder, ivas dasselbe, es gibt m — r linear unabhängige zur Charakteristik

\b) ^^'^'^'''i/ß Funktionen F(z):

F^'\z) ^ ä['IP t" + • • + SS,.dK +•• + 2« P ";+•• + 2« P
]

z=l, 2, , m-r,

welchen das Punktsystem -tji, , rj,^ oder auch nur ein Teil desselben als System der

oo^- Punkte zukommt, und die allgemeinste derartige Funktion F(z) läßt sich aus ihnen mit

Hilfe von m — r unbestimmten Konstanten A'^', A'^', • • •, A*'""''* linear zusammensetzen in

der Form:

F{z) = X'''^F''\z) + X''n^^'\z) + • • • + X^"'-'^F^"'-'\z).

28*
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III.) Das Gleichungensystem (G^.) besitzt außer dem Lösuyigssysteme c,= c^,= • • • = C;^= 1,

C) ^ = ,
• • , C; = ^ — 1 — r , von 0, • • , verschiedene Lösungssysteme c^*', • • • , c*,'', r = i, 2, , p - 1 - r,

die zusammen mit ihm eine Gesamtheit von p — x linear unabhängigen Lösungssystemen bilden,

utid das allgemeinste Lösungssystem läßt sich aus diesen mit Hilfe von p — t unbestimmten

Konstanten linear zusammensetzen; oder, was dasselbe, es gibt p — 1 — x linear unabhängige

zur Charakteristik (^ gehörige Funktionen -^:

dz ^ dz ' ^ dz '
' P dz '

bei tvelchen das Punktsystem rji,---,Ti,„ in dem Systeme der charakteristischen Punkte ent-

halten ist, und die allgemeinste derartige Funktion -^ läßt sich aus ihnen mit Hilfe von

p — l — x unbestimmten Konstanten A*'', A'^', • • •, A'*""^"'' linear zusammensetzen in der Form:

dw ,(1) dw^^^ .,(2) dw'-^^
I ;i(p-i-t)£!!i!l!lÜ.

dz dz ' dz dz

IV.) Ams den Gleichungen (G^.) lassen sich x herausgreifen, die voneinander unab-

hängig sind, und jede der p — x übrigen Gleichungen ist eine Folge derselben.

V.) Aus den Gleichungen (G^.) lassen sich x herausgreifen, die voneinander unab-

hängig sind, und jede der m — x übrigen Gleichungen ist eine Folge derselben.

Die allgemeinste zu dem Punktsystem ri^,---,ri,„ gehörige, auf die Charakte-

ristik i^ sich beziehende Funktion F{z) enthält nach IL) m — x wesentliche willkürliche

Konstanten linear homogen. In Übereinstimmung hiermit folgt aus IV.), daß sich von

den m. Größen 2 m — x angeben lassen, die von Anfang an willkürlich gewählt werden

können und durch die dann die r übrigen eindeutig bestimmt sind.

Setzt man in den letzten fünf, unter der Voraussetzung r<i:' — 1 gemachten,

Aussagen x=p — \, so gelangt man bei richtiger Interpretation wieder zu den fünf auf

den ersten Fall sich beziehenden Aussagen.

5.

Von besonderem Interesse sind diejenigen zur Charakteristik Lj gehörigen

F- Funktionen, welche nur für einen einzigen Punkt tj der Fläche T' unendlich werden,
12 m

also das den Punkt r] w-mal enthaltende Punktsystem rj,r],---,r] oder auch nur einen

Teil desselben als System der 00^- Punkte besitzen. Nach den Untersuchungen des

vorhergehenden Artikels existieren Funktionen F{z) von dieser Art dann, aber auch nur

dann, wenn der Rang %A\{V'''-yV) ^^^ aufgestellten Punktsystems eine unter m
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liegende Zahl r ist, und zwar gibt es dann immer m — r linear unabhängige Funk-

tionen F{z):

i/('=)(^) = £M ]>^ + £W i^ ^ + . . . + 2« P Z = l, 2, •, OT—

t

welchen das Punktsystem i],i],---,^ oder auch nur ein Teil desselben als System der

oo^-Punkte zukommt, und die allgemeinste derartige Funktion F(z) läßt sich aus ihnen

mit Hilfe von vi, — r unbestimmten Konstanten A''\ A'"', • •, A'"'"'^' linear zusammensetzen

in der Form:
F{z) = X^'^F^'\g) + P^F^'\e) + -{- }i^'"-'^F^"'-'\z).

Aus dem soeben aufgestellten Systeme derm— r linear unabhängigen Funktionen i^'*'(^),

• • •, F'-'"~''\z) erhält man wieder ein System von m — r linear unabhängigen Funktionen F(z)

der in Rede stehenden Art, wenn man darin, unter fi, v irgend zwei Zahlen aus der Eeihe

1, 2, • • •, m — r, unter c eine beliebige Konstante verstehend, F'^'\z) durch F^^'\z) + cF^'^z)

ersetzt, und man kann dann für den Fall, daß die Funktionen F^Hz), F^"\z) dieselbe

Ordnung m ^ m haben — also die Größen S*|', S|^^ von Null verschieden sind, die Größen

S^'+i, •••, SSi''; Ss + i'
' '^m dagegen den Wert Null besitzen — die Ordnung von

F''''\z) + cF^"\z), indem man c durch die Gleichung g?^' + c S|^> = bestimmt, kleiner als

Wi machen. Von dem ursprünglichen Systeme i^'*' («;),•••, i^'"'~'' (2) ausgehend kann man
nun durch wiederholte Anwendung dieses Reduktionsverfahrens, indem man zunächst

bei den Funktionen von der höchsten Ordnung beginnt, zu einem Systeme F^^\z),---,

F^"'~''\z) von w — r linear unabhängigen Funktionen Fiz) der in Rede stehenden Art gelangen,

bei dem keine zwei Funktionen die gleiche Ordnung besitzen. Haben aber die so ge-

wonnenen Funktionen F die — jedenfalls der Reihe 1, 2, • • •, in angehörigen — Ord-

nungszahlen «?!,•••, m,„_j beziehungsweise, so muß auch die Ordnungszahl m irgend

einer Funktion F(z) der in Rede stehenden Art, da ja jede solche Funktion sich aus den

Funktionen F mit Hilfe von m — r passend gewählten Konstanten A'*', A'^', • • •, A*'""'' linear

zusammensetzen läßt in der Form:

F{z) = A'^'f<^'('^) + ^''^F'^'K^) + + X^"'-'^F^"'-'\z),

sich mit einer der Zahlen v»i, Wj, • • •, >«,„_t decken, oder, was dasselbe, es gibt imter

den Zahlen 1, 2, • • •, m gerade t = %a\(jJ> " '' v) Zahlen, die nicht als Ordnungszahlen

bei den Funktionen F[z) der in Rede stehenden Art auftreten können.

Eine positive ganze Zahl n soll gegenüber der Charakteristik r^A eine zum

Punkte 1] der Fläche T' gehörige Lückenzahl genannt werden, wenn unter den nur im

Punkte 7j unendlich werdenden zur Charakteristik rS\ gehörigen i'^-Funktionen keine
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von der Ordnung n sich befinden, also keine, die im Punkte ri oo" wird. Eine Zahl u

ist nur dann gegenüber der Charakteristik (^ eine zum Punkte tj gehörige Lückenzahl,

wenn die Differenz %.,\{i],---,r]) — %A\(ji,-- •> V)» die der Definition des Begriffes „Rang"

zufolge nur den Wert 1 oder den Wert haben kann, den Wert 1 besitzt, da nach

dem soeben Bewiesenen 9^, ,
, (tj, • • •, fj) die Anzahl der in der Reihe 1, 2, , fi vorkommenden,

zum Punkte rj gehörigen Lückenzahlen ist. Beachtet man nun, daß ^^ — 1 der größte Wert
1 ("

ist, den die mit wachsendem fi niemals abnehmende Größe Ütij|(^, • • •, fj) annehmen kann,

und daß diese Große, nach dem im vorhergehenden Artikel beim ersten Falle Bemerkten,

jedenfalls für fi = 2p — \ den Wert p — 1 besitzt, so erkennt man schließlich, daß

es im ganzen gegenüber der Charakteristik i-^ P — ^ zum Punkte t] gehörige Lücken-

zahlen gibt, daß diese sämtlich in der Reihe 1, 2, • • , 2p — 1 enthalten sind, und daß von

ihnen in der Reihe 1, 2, • • •, /t, /'<2p-i, gerade Dti ,|(^, • •, rj) vorkommen.

6.

Die in Art. 4 für die Diskussion des Gleichungensystems (G^.) gemachte Voraus-

setzung, daß der Rang 9t| n (?ji , • • • , r],,) des Punktsystems tji ,
• • , i],,, eine unter m liegende

Zahl r ist, deckt sich nach dem am Ende des Art. 2 ausgesprochenen Resultate mit der

Forderung, daß die Kongruenz:

(C.) fj''«*''')^(^^'"' +

sich durch ein Punktsystem «j, ••, e„, befriedigen läßt.

Um die sämtlichen der Kongruenz (C.) genügenden Punktsysteme £],•••,£,„ zu

erhalten, hat man nur für jede zu dem Punktsystem rjj, , r],„ im Sinne des Art. 1

gehörige Funktion F{z) das System der 0'- Punkte aufzustellen und zu ihm dasjenige

Punktsystem hinzuzufügen, welches von dem Punktsysteme rj^^, •, rj„, nach Wegnahme des

Systems der oo^-Punkte der Funktion F(z) noch übrig bleibt. Man erhält auf diese Weise

die sämtlichen in Rede stehenden Punktsysteme, und auch jedes nur einmal, wenn man

bei der Durchführung des angegebenen Verfahrens jede Funktion F(z) ausschließt, die

sich von einer schon in Betracht gezogenen Funktion F(z) nur um einen konstanten

Faktor unterscheidet. Ist speziell 9t|,, |(j?i,
• • •, ^m) = »" — 1, so unterscheiden sich, wie

aus dem in Art. 4 unter L) und IL) Gesagten zu ersehen ist, je zwei zu dem Punkt-

system T]^, , 7],^ gehörige Funktionen F[z) nur um einen konstanten Faktor, und es
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gibt daher in diesem Falle nur ein einziges der Kongruenz (C.) genügendes Punktsystem

Si, •••,e,„. Für die folgenden Untersuchungen soll dieser spezielle Fall ausgeschlossen

sein, also vorausgesetzt werden, daß der Hang 9t|.i|(7/i, • • •, ?;„,) eine unter ?«- 1 liegende

Zahl r ist.
'"'

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß ein Punkt s der

Fläche 1" — einerlei ob dieser Punkt in dem Punktsysteme rj^, • • •, ?]„, enthalten ist oder

nicht — in einem der Kongruenz (C.) genügenden Punktsysteme Ci, •,«„ zum min-

desten »/-mal vorkommt, werden durch ein System von r homogenen linearen Gleichungen

zwischen den in der allgemeinsten YanktionF {z) = ^^'^F^'\z) + ?.^-^F''^\z)-\ + A<"'-''i*''"'-''(^;)

auftretenden m~v Konstanten /<'', A'% • •, A*"'~'^ dargestellt. Dementsprechend kann

man für die Bildung eines der Kongruenz (C.) genügenden Punktsystems e^, • • •, e„, die

m — x—1 Punkte Si,---, e„,_r_i beliebig wählen; denn diese Wahl zieht nach dem
soeben Bemerkten ein System von nur m — x — 1 homogenen linearen Gleichungen

zwischen den m — r Konstanten A'^>, A'-*, •, A'"'"''' nach sich. Die r + 1 noch fehlenden,

das gewählte System Ci, • • , e„,_c_, zu einem der Kongruenz (C.) genügenden Systeme

ergänzenden Punkte s,„_^, , e,„ werden aber nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn
durch das erwähnte System von w; — r ^ 1 Gleichungen die m — x Größen A"', A'"', • • •, A'"'"''

bis auf einen allen gemeinsamen Faktor bestimmt sind, oder, was dasselbe, wenn die

Matrix der (m — x — 1) (in — x) in diesen Gleichungen als Koeffizienten der A auftretenden

Größen den Eang m — x — 1 besitzt.

Es soll jetzt bewiesen werden, daß durch die Wahl der Punkte fi, • • •, £„,_t_i

die r + 1 noch fehlenden Punkte e,„_i, • • •, £„, im allgemeinen eindeutig bestimmt sind.

Zu dem Ende grenze man in der Flache jf" m — x — 1 keinen der Punkte ?j,, • ••, ?;,„ ent-

haltende Bereiche 7>*,, • • •, i?,„_j_, ab und bilde mit Hilfe der m — x — 1 schon benutzten

linear unabhängigeu Funktionen 7*'*'

'

(0), •••, 7<^'"'~'^
"''(«) die Detenninante:

Durch dieselbe Schlußweise, die in Art. 7 des vorhergehenden Abschnittes an der ent-

sprechenden Stelle angewendet wurde, erkennt man dann zunächst, daß die aufgestellte

Determinante nicht für je m — x — 1 den Bereichen 7?i, • • •, 7?„,_j_i beziehungsweise an-

gehörige Punkte Sy, , s,„_^_i, wie klein diese Bereiche auch sein mögen, den Wert

Null besitzen kann. Wählt man jetzt m — x—1 den Bereichen B^, • • •, 7?„,_j_i beziehungs-

weise angehörige Punkte Cj, • • •, £„,_j_i von der Art, daß die aufgestellte Determinante

nicht verschwindet, wenn man gleichzeitig fi = tj, • • •, e,„_i_i = i,„_j_i setzt, so lassen

sich, da dieselbe, als Funktion der m — x — 1 Veränderlichen fi, • • •, e,„_r_i betrachtet.



224 Sechster Abschnitt.

für fi = £i, •
•

-, £„,_j_i = e,„_t_i stetig ist, in T' >« — r — 1 diese Punkte beziehungsweise

enthaltende Gebiete G^, , G,„_^_i von der Art abgrenzen, daß die Determinante für

je m — r — 1 diesen Gebieten beziehungsweise angehörige Punkte Ci, • • •, £„,_j_i einen

von Null verschiedenen Wert besitzt. Beachtet man dann noch, daß durch die auf

irgend ein solches Punktsystem Cj, • • •, £„,_t_i bezogenen «; — r — 1 Gleichungen:

die Größen A*'*, }.^\ • • •, A^'""'^' bis auf einen allen gemeinsamen Faktor bestimmt sind,

so erkennt man die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung, daß durch die Wahl der

Punkte fi, • • •, Cm-t-i die r + 1 noch fehlenden, das angenommene System fj, • •, £,„_t_i

zu einem der Kongruenz (C.) genügenden Systeme ergänzenden Punkte «„.-r» • • > ^m i"i

allgemeinen eindeutig bestimmt sind.

Nimmt man jetzt zu dem Resultate der vorstehenden, unter der Voraussetzung

r < m — 1 durchgeführten Untersuchungen das schon vorher für den Fall r = m — 1

erhaltene Resultat hinzu, so erkennt man, daß die beiden Aussagen:

a.) Das Punktsystem tj^, ••, ?/„ besitzt als Bang Sti^i (?;i, •••, ^,„) die unter m
liegende Zahl r;

b.) Die auf das Punktsystem r]^, , ri„, bezogene Kongruenz (C.) läßt sich durch ein

Punktsystem befriedigen; für die Bildung eines derartigen Punktsystems können m — x — \

Punkte beliebig geivühlt werden und es sind durch die Wahl von m — r — 1 Punkten die x + 1

noch fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt;

gleichwertig sind, insofeme nicht nur, wie schon bewiesen, aus der ersten als Voraus-

setzung die zweite folgt, sondern auch umgekehrt aus dieser jene. Denn, besäße

das unter b.) charakterisierte Punktsystem t^j, • • •, t]^ eine von r verschiedene, wiegen

der Lösbarkeit der Kongruenz (C.) jedenfalls unter m liegende, Zahl r als Rang, so

könnten, im Widerspruche mit dem über das Punktsystem Vorausgesetzten, für die

Bildung eines der Kongruenz (C.) genügenden Punktsystems w — r — 1 , die r + 1 noch

fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte beliebig gewählt werden.

Ist der Rang 9tM|(7?i, •••, t]^ eine unter m liegende Zahl r, so existiert mindestens

ein Punktsystem s^, • • •, e„„ welches der auf das Punktsystem 7]^, • •, ??,„ bezogenen Kon-

gruenz (C.) genügt. Jedes weitere dieser Kongruenz etwa noch genügende Punktsystem

t'j, •••, e„, ist dann auf Grund der im vorhergehenden Abschnitte zu Anfang des Art. 7

gegebenen Definition ein mit Cj, • , e,„ äquivalentes Punktsystem wie umgekehrt, sodaß

also die Gesamtheit der die Kongruenz (C.) befriedigenden Punktsysteme — auch wenn
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diese Gesamtheit für r = w; — 1 nur aus dem einzigen Systeme Sy, , e„, besteht — mit

der Gesamtheit der mit e^, , e„ äquivalenten Punktsysteme identisch ist. Nach dem
am Schlüsse des genannten Art. 7 Bewiesenen besitzen daher die der Kongruenz (C.) ge-

nügenden Punktsysteme sämtlich den gleichen, mit r' zu bezeichnenden, Rang Si, i , (cj , • • •, e,,,).

Zur Bestinmiung dieser Kangzahl r hat man nur zu beachten , daß nach dem vorher

ausgesprochenen Resultate für die Bildung eines der Kongruenz (C.) genügenden Punkt-

systems m — r — 1 Punkte beliebig gewählt werden können und daß durch die Wahl

von m — r — 1 Punkten die r + 1 noch fehlenden im allgemeinen eindeutig bestimmt

sind. Es ergibt sich dann aus der im genannten Art. 7 bewiesenen Gleichwertigkeit

der ebendort gemachten Aussagen a.) und b.), daß jedenfalls für r<w — 1 die Glei-

chung r' = r + l besteht. Diese Gleichung gilt aber auch noch für r = »« — 1, da sie

dann, der Nichtersetzbarkeit des Punktsystems s^, -, e,„ entsprechend, für r' den Wert »i

liefert. Es besteht also für je zwei durch die Kongruenz (C.) verknüi^fte Punktsysteme

Si, ; e„r, ^,, • • •- V,n tlie Beziehung:

7.

Mit Rücksicht auf die Ausnahmestellung, welche die in Art. 4 betrachteten zum

zweiten Falle gehörigen Punktsysteme, nach dem doi't unter III.) Gesagten, gegenüber

den zum ersten Falle gehörigen Punktsystemen einnehmen, sollen in diesem Artikel

die zum zweiten Falle gehörigen Punktsysteme noch einer besonderen Betrachtung unter-

zogen werden.

Zu dem Ende nehme man an, daß das den Punkt 7/°' (0 = 1, 2, ,») m,-msil enthaltende

Punktsystem 7/,, • • •, ;/„,
= 7/'', • • •, //^", • • • •, if'\ -, /y*"' zum zweiten Falle gehöre, oder, was

dasselbe, daß sein Rang 9i| , 1 (7/1 , , 7/,,,) eine unter m und p — 1 liegende Zahl r sei.

Die Zahl m kann dann nach dem beim zweiten Falle Bemerkten nicht größer als 2p — 2 sein.

Ist zunächst »1 = 2p — 2, so muß p — l — x = l sein, da sonst nach dem beim

zweiten Falle unter III.) Gesagten zum mindesten zwei linear unabhängige Funktionen

^j^ existieren würden, denen das Punktsystem 7/], • • •, 7/2^ _, als System der charakte-

ristischen Punkte zukäme, während doch nach dem in Art. 3 Bemerkten zwei Funk-

tionen -7^, denen dasselbe Punktsystem als System der charakteristischen Punkte zu-

kommt, sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden können. Ein zum zweiten

Falle gehöriges System von 2p — 2 Punkten besitzt daher stets den Rang p — 2. Auch

erkennt man ohne Mühe, daß die Gesamtheit der den Funktionen ~ zukommenden
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Systeme der charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der gegenüber der Charakte-

ristik (j) den Eang p — 2 besitzenden Systeme von 2p — 2 Punkten identisch ist, und

daß daher, weil je zwei der zuerst genannten Punktsysteme, wie ein Blick auf die am
Ende von Art. 3 aufgestellte Kongruenz zeigt, äquivalent sind, auch je zwei der zuletzt

genannten Punktsysteme äquivalent sind.

Für die ganze noch folgende Untersuchung soll jetzt vorausgesetzt werden, daß

m <2p — 2, also etwa m = 2p — 2 — in sei. Es gibt dann nach dem beim zweiten Falle

unter III.) Gesagten j) — 1 — r, dort mit -j^ , , —j;
— bezeichnete, linear unabhängige

zur Charakteristik (~\ gehörige Funktionen ^, bei welchen das Punktsystem tji, •••,
?;,„

einen Bestandteil des Systems der charakterisierten Punkte bildet, und die allgemeinste

ige Funktion -^o dz
derartige Funktion -^ setzt sich aus ihnen mit Hilfe von p — 1 — t unbestimmten Kon-

stanten A('>, • • •, k'"-'-'^ zusammen in der Form '^ = A<'> 1^ + . . . + A*"-»-')
djr^^_^

^ j^^
' ' dz dz dz

speziell x=p — 2, so ist — da sich dann die soeben für die allgemeinste hier in Be-

tracht kommende Funktion ^ aufgestellte Gleichung auf -^ = /'"' —^ reduziert — das
0/

s

dz uz

von der Funktion '-^ herkommende, mit %, • •
-, tj',,,' zu bezeichnende, Restpunktsysteni

(siehe die Definition am Schlüsse von Art. 3) das einzige zu rji, , t],„ gehörige Kest-

punktsystem einer Funktion -^ und folglich ein nicht ersetzbares Punktsystem, oder, was

dasselbe, ein Punktsystem vom Eange 'Sin i (}][, -, r/,,,^ = m. Ist dagegen r <^ — 2, so gibt

es außer dem Systeme?/', ,•••,7/',,-, welches von der ersten der vorher aufgestellten Funktionen

-jp-, •••,
p
— herkommt, noch unbegrenzt viele zu iii,---,i]„, gehörige Restpunktsysteme

von Funktionen '^; ein jedes dieser Restpunktsysteme ist auf Grund der am Schlüsse von

Art. 3 aufgestellten Kongruenz ein mit ?/, . • • •, ?/',.. äquivalentes Punktsj'stem, wie umge-

kehrt, sodaß also die Gesamtheit der zu -tii, , i],„ gehörigen Restpunktsysteme von Funk-

tionen -^ mit der Gesamtheit der mit iju--;r{,„. äquivalenten Punktsysteme identisch ist.

Nach dem im vorhergehenden Abschnitte am Schlüsse von Art. 7 Bewiesenen besitzen daher

die zu 7/,, • •, 7/„, gehörigen Restpunktsysteme von Funktionen 'j^ sämtlich den gleichen,

mit r' zu bezeichnenden, Rang 9i| 11(7/1, • • •, 7/',,). Zur Bestimmung dieser, jedenfalls unter m
,

|i|

hegenden, Eangzahl r' hat man vor allem zu beachten, daß ein zu 7/1, • • •, ij,„ gehöriges

Restpunktsystem einer Funktion -^ , der Definition gemäß, erst dann festgelegt ist, wenn

man bei der aufgestellten Funktion l!^=. A"'^'+ • • + x'p-^-r)
''"^^"''~'^

die p-^l-x
(t Z (l Z (l z

willkürlichen Konstanten ?. bis auf einen allen gemeinsamen Faktor bestimmt hat.
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und daß man dementprechend für die Bildung eines zu tj^, • , t],„ gehörigen Eest-

punktsystems einer Funktion -^ jedenfalls p — 2 — t Punkte beliebig wählen kann, da

diese Wahl ein System von nur ^> — 2 — r homogenen linearen Gleichungen zwischen

den p — 1 — t Konstanten A nach sich zieht. Das zu bildende Restpunktsystem wird

aber durch Wahl von ^; — 2 — r Punkten nur dann eindeutig bestimmt sein, wenn die

Matrix der (p — l — x) {p — 2~x) in diesen Gleichungen als Koeffizienten der A auf-

tretenden Größen den Rang p ~2 — x besitzt. Daß dieses im allgemeinen der Fall ist,

erkennt man, wenn man dieselbe Schlußweise anwendet wie in Art. 6 an der entsprechen-

den Stelle. Für die Bildung eines zu 7/1, • •, ?/,„ gehörigen Restpunktsystems einer

Funktion ~ , oder, was dasselbe, eines mit rj[, -, rj',,^. äquivalenten Punktsystems können

also j> — 2 — r = ?«' — (»»' —j) + r + 2) Punkte beliebig gewählt werden, und es sind durch

diese Wahl die m — j; + r + 2 noch fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt.

Das aber ist nach dem in Art. 7 des vorhergehenden Abschnittes ausgesprochenen Resultate

nur möglich, wenn die dem Systeme r][, , tj'„^, zukommende, mit r' bezeichnete, Rangzahl

%i\{^'i, • ; Vm') sich mit der Zahl m' — jj + r + 2 deckt, sodaß also x == m — p + x + 2

oder auch, da die Beziehung m = 2p — 2 — m besteht, r =iJ — m -f r ist. Trotzdem die

letzte Gleichung unter den Voraussetzungen r<J«<2j» — 2, r<i^ — 2 abgeleitet worden

ist, gilt sie auch noch unter den Voraussetzungen x<ni<2p — 2, r=i) — 2, da sie dann,

in Übereinstimmung mit dem voi'her Gefundenen, für r' den Wert 2p ~ 2 — m = »i liefert.

Unter Benutzung der Relation wj + «i' = 2j; — 2 kann man ihr die drei Formen:

m'— r'= jj — 2 — r

,

wt — r = jj — r',

m'-2x'=m-2x-2

geben. Es besteht demnach für jedes zu %,•, r],^ gehörige Restpunktsystem tj[, • , ?;'„-

die

dz

m-2^u{r][, •, i,) = m - 2 9t,^,(7?„ • • •, rj„) - 2.

einer Funktion -J^ die Gleichung

Aus den vorstehenden Untersuchungen ergibt sich jetzt schließlich als Resultat,

daß unter der Voraussetzung w < 2|> — 2 die drei Aussagen:

a.) Das Funktsystem ri^, , iq,,, Icdtzt als Bang 9{i,i|(7?i, • • •, ??,„) die unter m und

p — 1 liegende Zahl x;

b.) Bie auf das Punläsystem ri^, , t],„ bezogene Kongruenz (C.) ist lösbar und es gehört zu

Vi> "'f Vm mindestens ein Bestpunktsystem einer Funktion -j^; jedes derartige zu t]^, •,rj„

gehörige Bestpunktsystem ?][, , r],,^. besitzt als Bang 9t|i|(7yl, • • •, rj,,,) die Zahl p — m + x;

c.) Die auf das Funktsystem rj^, , tj,„ ticzogeue Kongruenz (G.) ist lösbar und es gehört zu

2'J*
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Vi>'"^Vm mindestens ein llestpunMsystem einer FunMion -j-; für die Bildung eines der-

artigen zti T]i, , rj„, gehörigen Rest/punktsystems rj^, , rl,„. können p ~ x — 2 Pmikte beliebig

geivälilt iverden und es sind durch die Wahl von p — t^2 Punkten die p — m + t noch fehlenden

Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt;

gleichwertig sind, insofern aus irgend einer von ihnen als Voraussetzung jede der beiden

anderen abgeleitet werden kann. Da, wie schon bewiesen, aus a.) als Voraussetzung

jede der beiden Aussagen b.) und c.) folgt und diese letzteren nach dem in Art. 7 des

vorhergehenden Abschnittes ausgesprochenen Eesultate gleichwertig sind, so hat man
zum vollständigen Beweise der aufgestellten Behauptung nur noch zu zeigen, daß aus

c.) als Voraussetzung die Aussage a.) folgt. Dieses aber ist der Fall; denn, besäße das

unter c.) charakterisierte Punktsystem r]^, • • •, r],„ eine von r verschiedene, wegen der

Lösbarkeit der auf dieses Punktsystem bezogenen Kongruenz (C.) jedenfalls unter m und

wegen der Existenz von mindestens einem Eestpunktsystem einer Funktion -j- auch

unter ^J — 1 liegende, Zahl r als Eang ^AiiVi, > %^, so könnten, im Widerspruch mit

dem über das Punktsystem Vorausgesetzten, für die Bildung eines zu ihm gehörigen

ßestpunktsystems einer Funktion ^ p ~x — 2, die p — m + t noch fehlenden Punkte im

allgemeinen eindeutig bestimmende Punkte beliebig gewählt werden.

8.

Jede i^-Funktion läßt sich auf unbegrenzt viele Weisen als ein Quotient dar-

stellen, dessen Zähler und Nenner die ersten Derivierten von zwei zu passend gewählten

Charakteristiken gehörigen Funktionen W sind, und man kann, wenn es sich um die

Bildung eines solchen Quotienten handelt, die Derivierte einer beliebigen Funktion W zum

Nenner nehmen. Eine ausgezeichnete Darstellung von dieser Art erhält man, wenn

man speziell die Derivierte irgend einer allenthalben endlichen Funktion, deren Charak-

teristik zur Charakteristik der darzustellenden i<'-Funktion reziprok ist, zum Nenner

nimmt. Zur Gewinnung dieser Darstellung soll hier ein Verfahren angewendet werden,

das auch im allgemeinen Falle zum Ziele führt.

Gegeben sei eine zur Charakteristik („] gehörige Funktion P{s), welche das den

Punkt //"' (0 = 1,2, ,,) w„-mal enthaltende Punktsystem rf-^\ , rf^\ rf'\ ••-,
V''>

•••".
n^'\
> V''

als System der oo'-Punkte besitzen möge. Diese Funktion ist nach Art. 1 durch eine

Gleichung von der Form:
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darstellbar, wobei dann zwischen den Konstanten ß die j; Beziehungen:

229

'=1,2,.

bestehen. Sollten von den Punkten 7f\ , if'^ einer oder mehrere an der Be-

grenzung von T' liegen, so ändere man das Schnittsystem durch Deformation so, daß

die Punkte rj sämtlich in das Innere der Fläche T' zu liegen kommen. Nun verstehe

man unter a einen im Innern von T gelegenen, von den Punkten rj, a, oo verschiedenen

Punkt, bilde alsdann das Produkt:

der Funktion F(g) und der zur Charakteristik L ,^\ gehörigen, ebenfalls in I" ein-

wertigen Elementarfunktion F " und bestimme den Wert J des mit dieser Funktion <P(z)

und irgend einer, zu der zur angenommenen Charakteristik Uj reziproken Charakte-

ristik (sj gehörigen, allenthalben endlichen Funktion iv'- gebildeten, in positiver Rich-

tung ü})er die von den beiden Seiten der Schnitte a, h, c gebildete Begrenzung 9i der

Fläche T' zu erstreckenden Integrals f(f>(g)dw', indem man in derselben Weise vor-

geht, wie es im ersten Teile, in Art. 1 des siebenten Abschnittes, zu ähnlichem Zwecke

geschehen ist. Man erhält dann für J zunächst die Gleichung:

_ + + +

j=2'{ f('^i^y- A'f'i^r) (^^^ + f['^w- JK'^i^y) dw^ + r(*(^)+- *(^)-) cm*

und schließlich, indem man beachtet, daß für v = \,2, , p:

längs a,\F{zy = Ä,F{zy,

längs h,.[F{zy=^B,.F(z)-,

längs c,.\F{zy= F{zy,

F
1

F
1

P

a
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ist, die Gleichung:

J-

Sechster Abschnitt.

Das Integral J ist aber auch gleich der Summe der auf die einzelnen in T'

gelegenen Unstetigkeitspunkte tj'^', • • •, Tf''\ a von ^{s) sich beziehenden Integrale
+ +

I
'i>(z)dw\ 1 = 1,2, ,j, j(f>(z)dw' und kann daher auch auf Grund der Gleichung:

_ + +

J = "^ f<P{z)dw'^ fcp{z)dw'
" =^>) ß

ausgewertet werden. Zu dem Ende hat man das Folgende zu beachten.

1.) Für das Gebiet des Punktes rf"'' (a = 1,3, ,') gelten die Entwicklungen (vgl. Art. 7

des vierten und Art. 2 des dritten Abschnittes):

9 9 9

l'{^) = ^r- + • • • + -T- +— + c„o + c,^z„+c„.z'„ + c„^zl + ••••,

]>
1

a

z
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2.) Für das Gebiet des Punktes a gelten die Entwicklungen:

231

F{z) = F{a)+2c„{s-a)", P
1

= 7:h+i'^>-«)"'
(Iw au ^ fi

af,

und es tritt daher in der durch Multiplikation dieser drei Entwicklungen sich ergebenden

Entwicklung von 'f>(z)'-£- die Potenz (g — a)-^ mit dem Koeffizienten F{a) ^^ auf.

Dieses Glied ist a,ber das einzige, welches bei der Auswertung des auf den Punkt a sich

beziehenden Integrals in Betracht kommt, und man erhält dementsprechend:

(a) (a)

Unter Benutzung der beiden soeben gewonnenen Eesultate erhält man jetzt aus der

letzten für /aufgestellten Gleichung die Gleichung:

dP i = m„ dP dw"

(1 = 1 \ /. = ! I

Setzt man nun die beiden für J erhaltenen Ausdrücke einander gleich, läßt bei

der entstehenden Gleichung in neuer Bezeichnung zunächst an Stelle des Buchstabens z

den Buchstaben t„ hierauf an Stelle des Buchstabens a den Buchstaben z treten und

löst alsdann die Gleichung nach F(^)^ auf, so erhält man, wenn man schließlich noch

die S' durch die ihnen entsprechenden Ausdrücke ersetzt, die für jeden von den Punkten

1], a, oo verschiedenen inneren Punkt z der Fläche T geltende Gleichung:

^(^^--2
/, = 7,1,

2
if

d" w

1)! \rf47o

dp

dz

i = »>a - 1 .

+
u ^, = 1

^(T,^+/< / d" IV

{,i-iy.\dz^'J,

dp

t;M'-^Jm"!f.

welche nach Division durch -^ für die Funktion F{z) die erwähnte ausgezeichnete

Darstellung liefert. Trotzdem diese Gleichung, zur Vereinfachung der Untersuchung,

nur für den Fall abgeleitet worden ist, daß der Punkt z im Innern der Fläche T' liegt,

gilt sie auch noch, wenn z der Begrenzung von T' angehört. Es ändert sich nämlich

die Differenz der linken und rechten Seite, als Funktion des in I" frei beweglichen

Punktes z betrachtet, stetig, wenn dieser Punkt durch stetige Bewegung in einen Punkt

der Begrenzung von T übergeht, und es kann daher diese Differenz, da sie der er-
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haltenen Gleichung gemäß immer den Wert Null besitzt, wenn z im Innern der Fläche T'

liegt, nicht einen von Null verschiedenen Wert haben, wenn z der Begrenzung von T
angehört.

Eine besondere Betrachtung verdient der Fall, wo der Eangüii 4, (//*',••, ?/^V---/'fV ••,'/'*)

des den Punkt if"'' (0=1,2, ,-) w.„-mal enthaltenden Systems 7;« •••,?/'',••••,
V'*' ••'

V"' ^er

o^'-Punkte der Funktion F{z) kleiner als p — 1 ist, oder, was dasselbe, wo Funk-

tionen ^ existieren, bei denen das Punktsystem Tf\ , if^\ , ;/'', •, rj'-'^ in dem

System der charakteristischen Punkte enthalten ist. Läßt man nämlich in diesem Falle

an Stelle der in der gewonnenen Formel vorkommenden allgemeinen Funktion -j^ eine

der soeben genannten speziellen Funktionen '-7^ treten, so nimmt die Formel, da nach

dem in Art. 3 Bemerkten für jede derartige Funktion ^ die m^ + • • • + m, Gleichungen:

dz

r/z

bestehen, die einfachere Gestalt:

yu \dw 1 ^-^ du,.\z\ /^TT/vx 7 — <r

1=1 •/1=1

an, und man erkennt nun, daß jede Funktion F{z) der in Hede stehenden Art sich als Quotient

mit einer B'unktion ~ als Zähler und einer Funktion ^ als Nenner darstellen läßt.

Da andererseits aber auch jeder derartige Quotient, wie aus dem in Art. 4 beim ersten

und zweiten Falle unter III.) Gesagten unmittelbar hervorgeht, eine Funktion F(z)

der in Kede stehenden Art ist, so erkennt man schließlich, daß die Gesamtheit der

Funktionen F{z), bei welchen das System if^\ , ?/", • • • •, 7/'^ • • •, t]^'^ der c3o*-Punkte als Hang

%A\W^\ ; V"' ' ^''*' • ' '/"') ßi'^ß unter ^j - 1 liegende Zahl besitzt, identisch ist mit

der Gesamtheit derjenigen Funktionen, welche Quotienten mit einer Funktion ^ als

Zahler und einer Funktion -7^ als Nenner sind.
dz

9.

Es sollen jetzt diejenigen ausgezeichneten zur Charakteristik Lj gehörigen Funk-

tionen F(z) untersucht werden, welchen das den Punkt «^, (? = i,2, ,>) (/<„ — l)-mal und

den Punkt 00^ (;- = i,2, ,,y) hi,,-mal enthaltende Punktsystem «,, • • •, «j, • • • •, «,., • •, a,,

ooj, • • •, oci, • • • •, 00^, • • •, 00^ oder auch nur ein Teil desselben als System der c»'-Punkte

zukommt. Dabei bedeutet h eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, • • •. Der in Art. 7 des
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dritten Abschnittes aufgestellten Formel (D.) gemäß ist jede derartige Funktion F{i!) = Ft\z)

durch eine Gleichung von der Form:

i' = ;= •'' flu- " = '' ' = ('' + !)'« dP

,=1 "' y. = \ ;. = o

bei der die c Konstanten bezeichnen, darstellbar. Da aber auch umgekehrt, wie aus

den in Art. ß des zweiten Abschnittes aufgestellten Formeln (Di.), (D^.), (D,.), (D'^.)

folgt, diese (ileichung, welche Werte man auch den c zulegen mag, — von dem Falle,

wo 0^^ = • • • = C;.^, c;^,^^ = ... = c;^ = (p^p), c,^ = 0, ^iVä'.^'v;/'^'""' ist' also flie rechte

Seite sich wegen u-)^\z\ + •• •

+«';Jä;|
= auf die Null reduziert, abgesehen — stets eine

Funktion der in Kede stehenden Art liefert, so stellt der auf ihrer rechten Seite stehende

Ausdruck bei unbestimmten Konstanten c die allgemeinste Funktion F}l^\s) dar, und

diese Eigenschaft wird wegen ~^ + • • +-;j7" = ^^ nicht aufgehoben, wenn man eine

der p Konstanten C;^, • • •, C;^, mit der Null zusammenfallen läßt.

Q
Die Ordnung einer Funktion Fjf'^s) übersteigt nicht die Zahl H=2{fi^— ^) + h^ i^

= n + q + 22} — 2 + hn. Ist die Funktion Ft\z) von der Ordnung If, besitzt sie also das

vorher charakterisierte Punktsystem als System der oo'-Punkte, so kommen ihr auch H
O'-Punkte s^^, s.., , E^ zu. Ist die Funktion F^^s;) dagegen von der Ordnung H—t,
besitzt sie also nur einen, H— t Punkte umfassenden, Teil des vorher charakterisierten

Punktsystems als System der oo*-Punkte, so kommen ihr auch nur H— t Ü'-Punkte £i, $2,

• •, Sff_t zu. In diesem letzteren Falle ergänze man nun das Punktsystem e^, e.j, , e^_,

dadurch zu einem System von /f Punkten, Sj, e^,, • • •, f^^, daß man zu ihm dasjenige,

t Punkte enthaltende, System, welches von dem zu Anfang dieses Artikels charakteri-

sierten Systeme nach Wegnahme der II— t c»'-Punkte der Funktion Ft\z) noch übrig

bleibt, hinzunimmt. In jedem der beiden soeben betrachteten Fälle soll das zur Funktion

Fjf'is) definierte Punktsystem s^, , e,j, insoferne durch dasselbe die Funktion Fj:f^(z)

bis auf einen von z freien Faktor bestimmt ist, das System der charakteristischen

Punkte der Funktion F^^^z) genannt werden.

Die Systeme der charakteristischen Punkte der Funktionen Ft\z) lassen sich ein-

heitlich definieren; man hat dazu nur die gegen Ende des Art. 2 angestellten Be-

trachtungen, speziell die Kongruenz (1'.), auf die Funktionen Fl'"\z) zu beziehen. Es

ergibt sich dann, daß die Gesamtheit der den Funktionen Fjf'iz) zukommenden Systeme

der charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der Lösungssysteme fci, ••, C/y der

Kongruenz

:

(M/) - (|;k-i) **"'

+
\5''.^*~'

+ 1;|)

p-R, II. 30
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oo„ oo,)identisch ist. Da der Rang 9^^ i («i , • • -, «i
,

, «,.

|«|

des zu Anfang dieses Artikels charakterisierten Punktsystems wegen II>'2p — 2 gleich

p — 1 ist, so kann man, nach dem in Art. 6 Bewiesenen, für die Bildung eines Systems

Ei, •-,£„ der charakteristischen Punkte einer Funktion Ff^{s) H— (p~l) ~ 1 = II— p
Punkte beliebig wählen und es sind durch die Wahl von II~p Punkten die p noch

fehlenden Punkte im allgemeinen eindeutig bestimmt.

Mit F^l[z) bezeichne man unterschiedslos jede Funktion I\z), welche das den

Punkt a^ (p = i,2, •, r)
(^^,

— l)-mal enthaltende Punktsystem «j, ••-, a^, — , a^, ••-, a,. oder

auch nur einen Teil desselben als System der cx)^-Punkte besitzt, und bei welcher das

den Punkt oo^ (>- = ], 2, ,») t^-mal enthaltende Punktsystem oo^, • •, ooj, • • • •, 00^, • • •, 00,^

als Bestandteil des Systems der 0^-Punkte auftritt. Man erkennt dann, in ähnlicher

Weise wie vorher schließend, zunächst, daß die allgemeinste derartige Funktion durch

die Gleichung:

dz

die dici

oder auch, wegen -7—^ + • • + -7-^ = 0, durch die Gleichung
dz

dw, dP
-IV y —j /,- dz ' —' '" dz

1' = 2 y. = l

geliefert wird, wenn man im einen wie im anderen Falle unter den c unbestimmte

Konstanten versteht, weiter auch, daß die Ordnung einer Funktion 7''!*' (2) die Zahl

n + (j + 22) ~ 2 niclit übersteigt und daß zu jeder Funktion F^l(z) ein System von

q + 2p~2 Punkten f, , • • •, e,^^.,^-^ ^-Is System der charakteristischen Punkte gehört,

endlich noch, daß die Gesamtheit der den Funktionen F!^^[g) zukommenden Systeme der

charakteristischen Punkte mit der Gesamtheit der Lösungssysteme e^, , s„^.,,._« der

o = 9 + 2p - 2

j *', + 2j'-

Kongruenz
= 9 + 2p-2 S

/(f
= r X=7 \

identisch ist und daß man für die Bildung eines derartigen Punktsystems Ci, •••, f,; + ..^_2

gerade g +p -2 Punkte beliebig wählen kann.

Der zu Anfang dieses Artikels für die Funktion F^f'iz) (a = o,i,2,. ) aufgestellte Aus-

druck läßt sich dui'ch eine homogene lineare Verbindung der H—p-\-2 speziellen, im folgen-

den der Kürze wegen als Fundainentalfunktionen zu bezeichnenden, Funktionen:

dw^
dz '

dV dP

w. = 0,l,2, -./i + l,

' = 1>-', ,9,

dz
7« = 0,1, 2,— ,/.

,

r = l,2,- -.v,

<7=1,2,- ,/,-!,
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— von denen die an erster Stelle aufgeführten durch die Eelation ^-^ = verknüpft
r = 1

sind — ersetzen. Die beiden hierzu nötigen Hilfsformeln erhält man auf folgende

Weise. Zunächst beziehe man die in Art. 7 des dritten Abschnittes aufgestellte

Formel (D.) auf die Funkti<m W(3) = z'" -^^— ("r = i',2',

"

','i^*)".
es ergibt sich dann eine

Gleichung von der Gestalt:

(Gr.)
»1=1,2, ,/i + l

dP dw y = q X— miy—1 dV d V
—

^. ' dz '
-—

'. ;—„ ''' dz mi^ d
z = 1 ;. =

wobei die A:'"'^ von den ganzen Zahlen m, r abhängige Konstanten bezeichnen. Weiter

/«i = l,2, ,// \— (
'•=1.2, -,5 ); es ergibt sich

Z \(r=l,2, • ,«,-l/' '^beziehe man die Formel (D.) auf die Funktion W(z) = s'

dann eine Gleichung von der Gestalt:

dP

(GW.)
dP dw.

x = q X~niiy — i__ dP

m=l,2,- -./i

a= 1,2, ,(,-

1

dz +
mif + a

'. = 1 >. =
mi-^A-a dz

wobei die U'"^ von den ganzen Zahlen m, o, t abhängige Konstanten bezeichnen.

Für jedes r aus der Reihe 1, 2, •••,
(/ kann man jetzt homogen linear ausdrücken:

mit Hilfe der Gleichung (G<'' + '\) die Funktion
d P

dz

dP
durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen — z = 1, 2, •

, 7

dz ' '< = 'x.', + l.".{A + ))V-l'

mit Hilfe der Gleichungen (G'j''.), 'j = ',-i,- ,2,1,0, die Funktionen
d P
lii,+n

dz-
, "^'t-i.- .2,1,0,

dP
durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen —

^

>^ = 1,2, ••,/

d P
mit Hilfe der Gleichungen (Gj;'"^'.), «=,,-1,. ,2,1,0, die Funktionen ^'' ^^'j^"

dz ' ^. = 'x, ', + l.--,/i'x-i'

, n = ,,-l, •,2,1,0,

dp
durch Fundamentalfunktionen und die Funktionen -^ z = 1, 2, •, 7

dz ' ' = 'x, 'x + l, ,(''-i)'x-i'

dP r;
mit Hilfe der Gleichungen (G!/\), «=,,-1, ,2,1,0, die Funktionen -^^— , a=,,-i,. ,2,1,0,

_

durch Fundamentalfunktionen allein.

30*
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Man erkennt so, daß dei* zu Anfang des Artikels für die Funktion Fi^^z) (a = o, 1,2, • >

aufgestellte Ausdruck sich in der Tat, wie behauptet wurde, durch eine homogene lineare

Verbindung:

dir
dP m =h x = qX — i^ — l dV

21^7+ ^ 2^^:U"'—ä^ + 2 ^ 2 i':U"'

—

„_ dz

der If — p + 2 Fundamentalfunktionen ersetzen läßt, und damit zugleich, nachdem man

noch zur Abkürzung

;;i = A +

1

/i +

1

m = h /i

m = m =

gesetzt hat, daß jede Funktion F^f^iz) sich auch durch eine Gleichung von der Form:

d w
^^dF = q X = l,-1 I, dl'

(11.) Ft\z)^2V'^+^üM^^+2 2 <U^)
=1 "- z=i "- z=i /.=i

''^

darstellen läßt, wobei gy.ü{z), gyi.{z) ganze rationale Funktionen von z, deren Grade

die Zahlen // + !, h beziehungsweise nicht übersteigen, bezeichnen. Die Gleichung (IL)

geht, von der Bezeichnung der Konstanten abgesehen, in die früher aufgestellte, die

Funktion F'lKz) definierende Gleichung über, wenn man // = — 1 setzt und das dann
-1

auftretende Zeichen (jy,x{z) als mit der Null identisch ansieht. Nun liefert aber die

Gleichung (IL), dem Verhalten ihrer rechten Seite für die Punkte «i, • • •, a^, oo^, • • •, cc^

zuiblge, welche Werte man auch den p Konstanten l^, •••, l^, und den q[h +2) + (?; — 5)(/( + 1)

= II— 2p + 2 in den ganzen Funktionen g{z) vorkommenden Konstanten Z<"'> zulegen mag —
von dem Falle, wo ?;=/,=••• = /; ist und alle außerdem noch vorkonmienden Konstanten

den Wert Null besitzen oder, was dasselbe, die rechte Seite sich auf die Null reduziert,

abgesehen — stets eine Funktion Fl°°Hz), und man erkennt so schließlich, daß der auf

ihrer rechten Seite stehende Ausdruck bei unbestimmten Konstanten l die allgemeinste

Funktion i''i~' (2:) darstellt. Die in diesem Ausdrucke vorkommenden //— j) + 2 willkür-

lichen Konstanten müssen sich daher, dem in Art. 4 am Schlüsse des ersten Falles Be-

merkten entsprechend, auf // — ^> + l wesentliche willkürliche Konstanten reduzieren

lassen. In der Tat kann man, da die Funktionen -^, »=1,2, -.p, durch die Gleichung

-j^ + -jf + • • • + -^ = verknüpft sind, eine der willkürlichen Konstanten 1x^,1),^,
••, l^,

ohne die Allgemeinheit des Ausdruckes zu beschränken, mit der Null zusammenfallen

lassen. Zugleich erkennt man, daß der in Kode stehende Ausdruck nur dann für jeden

Punkt z der Fläche T den Wert Null haben kann , wenn ^;.
=

^i,
= • • == h^ ist und die
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T[— p + 2 — p übrigen Konstanten/ sämtlich mit der Null zusammenfallen, oder auch,

da hierl)ei h irgend eine Zahl aus der Reihe 0, 1, 2, • • • bedeutet, daß eine Gleichung

von der alliiremeineren Form:*o^

dP
o=2K'^ +'^9M-^^+2 ~I U^)-^

x = 5 .« = 1,-1 dF

v=l x = l x = l ,i = l

bei der l^,L^,---,lp Konstanten, g^oi^), t)y.i.{^) ii'gend welche ganze rationale Funktionen

von z bezeichnen, nur dann für jeden Punkt z von T bestehen kann, wenn /^, = /;^ = • • = l),

ist und die übrigen p — 'Jp Konstanten l sowie die Funktionen y sämtlich mit der Null

identisch sind.

Jede zur Charakteristik (^j gehörige F-Funktion läßt sich bei hinreichend groß

gewählter Zahl h (/. = -i,o, i, 2, ) als Quotient mit einer Punktion Flf'{z) als Zähler und

einer Funktion Äf^iß) als Nenner darstellen. Zum Beweise dieser Behauptung nehme

man an, daß die darzustellende Funktion Flz) das Punktsystem iji,---,tj„, als System

der cx)^-Punkte besitze, und beachte, daß für die Bildung eines Systems der charakte-

ristischen Punkte einer Funktion ^$*'(0) II— p = n + q+ p — 2 -\-hn Punkte beliebig ge-

wählt werden können und daß daher, wenn man unter li die kleinste der Bedingung:

n -\- q + p — 2 -\- hn'^ m

genügende Zahl aus der Reihe — 1, 0, 1, 2, • • versteht, zu dieser Zahl h Funktionen Af^iz)

existieren, bei denen das System r]^, , ?/„, in dem System der charakteristischen Punkte

enthalten ist. Bildet man nun das Produkt F{z)Af\z) aus der darzustellenden

Funktion F(z) und irgend einer dieser Funktionen Af'\z), so ist dasselbe eine i«'- Funktion,

welche für h> — \ das den Punkt«,, (p = i,3, r) (^u^, — l)-mal und den Punkt 00,, («=1,2, ,,)

// f^-mal enthaltende Punktsystem c^, • • •, «j, • • •, a^, , «,., oo^, • • •, oo^, • • • •, 00^, • • •, oq,^

oder einen Teil desselben als System der 00' -Punkte besitzt, für /< = — 1 dagegen das

den Punkt a^, ((. = 1,2, •,r) (^^,
— l)-mal enthaltende Punktsystem a^, • , a^, •, a^,--,a^

oder einen Teil desselben als System der 00* -Punkte und das den Punkt 00^ (z = i,2, ,?)

vmal enthaltende Punktsystem ooi, • • •, ooj, • • • •, oo^, • •, 00,^ als Bestandteil des Systems

der 0^-Punkte besitzt. Das in Rede stehende Produkt F(z)A''^\z) ist daher im einen

wie im anderen Falle eine, mit Ft^z) zu bezeichnende, Funktion Ff'{z), oder, was

auf dasselbe hinauskommt, es besteht die Gleichung:

Damit ist aber der Beweis für die aufgestellte Behauptung erbracht.
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10.

Man bezeichne zur Abkürzung die n Größen:

dP dP dV d F

dz ' dz dg '

z=l,2,

dz

in der vorliegenden Reihenfolge mit I\, t\, , i\. Jede zur Charakteristik [„) ge-

hörige I*^- Funktion läßt sich dann als homogene lineare Funktion dieser n Größen mit

rationalen Funktionen von z als Koeffizienten darstellen und zwar nur auf eine Weise.

Die Eichtigkeit dieser Behauptung erkennt man folgendermaßen.

Die darzustellende Funktion F = F(z) möge das Punktsystem t^i. • • •> Vm als System

der oo^-Punkte besitzen, und die Bezeichnung sei so gewählt, daß tju ''h^ -^ Vfi
^'<"'>

die im Endlichen gelegenen Punkte des Punktsystems r]i,---,rj,„ sind. Bildet man als-

dann das Produkt gF aus der Funktion F und der ganzen rationalen Funktion

g = (z — r]j)(z — r]^) (z — Tjf) von z, so ist dasselbe, wenn man noch im dem Falle, wo
keiner der Punkte t]^, , ?],„ im Endlichen gelegen ist, unter g die Eins versteht, eine

zur Charakteristik (^\ gehörige i^'- Funktion, welche für keinen im Endlichen gelegenen

Punkt der Fläche T' unendlich wird, also eine Funktion Flf'[z) von spezieller Art.

Das Produkt g F läßt sich daher auf Grund der Gleichung (IL) des Art. 9 darstellen

durch eine Gleichung von der Form:

dw.

n=l v= 1

wobei Zi, • • •, Ij, Konstanten, g^, • •, On ganze rationale Funktionen von z bezeichnen.

Man beachte jetzt, daß die Funktion z
diHf

dz
("=1,2, ,P) eine Funktion F^^^z) ist, bei

der das Punktsystem ooi, •••,oo,^ als Bestandteil des Systems der 0^ -Punkte auftritt,

und daß sich infolgedessen diese Funktion, der Formel (I.) des Art. 9 gemäß, durch eine

Gleichung von der Form:

n=l r=l

darstellen läßt, bei der die c'^'', d'-'^^ Konstanten bezeichnen, und bei der auch, wegen
dw^ dw^

Tz"
'^ '^ IT ^ ^' ^^^ Konstante 4^' der Null gleichgesetzt werden darf.

Die oben für gF gewonnene Gleichung fasse man nun mit den p aus der

letzten Gleichung für q = \,2, , i) hervorgehenden Gleichungen zu dem Systeme von

^ + 1 Gleichungen:
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^>S? + ---+ h^ + {29.F,-gF

, die dWn(c«-^)^ + ---+ c«^ + ^<"F.,

= 0,

= 0,

I
dw.

^^''^ + --- + (<^'/'~^)^ + 2ä[^'F.

div. dti\zusammen. Da diese Gleichungen in bezug auf die^? + 1 Größen -^, • •, -p^, 1 homogen

linear sind, so muß die Determinante des Systems verschwinden. Es besteht also die

Gleichung:

c['^-z rW y d^'^R. =

cw ...c«"'-^ ^<^)7<;

und damit auch, wenn man noch die aus der Determinante nach Wegnahme der ersten

Horizontalreihe und der letzten Vertikalreihe übrig bleibende Determinante y° Grades,

die eine ganze rationale Funktion der Veränderlichen z vom j/™ Grade ist, mit y be-

zeichnet, die Gleichung:

k h 1" 9rF.

(-I)P

99

v = l

1 = 1

f.(v)

>=i

oder, was dasselbe, nachdem man noch zur Abkürzung

»•. = (-1)*

99

gesetzt hat, die Gleichung:

c['^-z

niP)

h
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welche die Funktion F= F{z) als homogene lineare Funktion der n Größen F^, F.^, , F„

mit rationalen Funktionen r^, n, • • •, r„ von z als Koeffizienten darstellt.

Die so für die E'unktion F erhaltene Darstellung ist zugleich die einzige dieser

Art. Gäbe es nämlich für die Funktion F noch eine zweite derartige, etwa durch die

Gleichung F= r[F^ + rc,Fs+ • + r',,F„ repräsentierte Darstellung, so würde durch Sub-

traktion dieser Gleichung von der zuerst erhaltenen, wenn man noch das System der dann

auftretenden rationalen Funktionen i\-- r[, r.^ — r«, , r„— r'„ in ein System ^> &>•> 7?

von Quotienten ganzer Funktionen mit gemeinschaftlichem Nenner überführt, die

Gleichung = !JiF^ + 7j^F.2-\ + g„F„ entstehen, bei der, da die rationalen Funktionen

Ti — r[, i\~ r'.,, , r^ — r[ der Voraussetzung gemäß nicht sämtlich mit der Null zu-

sammenfallen, wenigstens eine der ganzen Funktionen g nicht mit der Null identisch

wäre. Das aber ist nach dem in Art. 9 auf Seite 237 Bewiesenen nicht möglich. Es

läßt sich also in der Tat, wie zu Anfang dieses Artikels behauptet wurde, eine zur

Charakteristik r^j gehörige i*'-Funktion immer und nur auf eine Weise als homogene

lineare Funktion der n Größen F^, F^, , F„ mit rationalen Funktionen von z als

Koeffizienten darstellen.

Man verstehe jetzt unter z irgend einen im Endlichen gelegenen Punkt der

Z- Ebene, über dem kein Windungspunkt der Fläche T sich befindet, bezeichne die n

ihm entsprechenden Punkte der Fläche T in irgend einer Reihenfolge mit z^, z^, , s,,,

die zugehörigen Werte der Größe F^, (. = 1,2, ,«> mit F,,(Zi), F,.{Zi), , F,,(z„) beziehungs-

weise, bilde die Determinante:

F,(z,)...F„{z,)

\j'm:)\-

i'U^,,) • • • K{^.)

und stelle sich die Frage, ob diese Determinante vielleicht für jeden der gestellten

Bedingung genügenden Wert von z mit der Null zusammenfallen kann. Zur Beant-

wortung dieser Frage nehme man an, daß die Determinante für einen solchen Wert

z von z verschwinde, also |jP,,(^!^',)| = sei. Dann läßt sich ein von 0, 0, • • •, ver-

schiedenes Konstantensystem \, k^, , k^ von der Art bestimmen, daß die Funktion

l\ Fl + k, F.,
-{ + J'„F„ für jeden der v Punkte z[, z'^, , z„ den Wert Null besitzt.

Infolgedessen wird der mit dieser Funktion als Zähler und der Funktion z — z als

Nenner gebildete Quotient für keinen der n Punkte z'i, z'2, , z'„ unendlich, besitzt

also ausschließlich das den Punkt a^, (9=1,2, -.r) (^p — l)-mal enthaltende Punktsystem

«1, • • •, ofj, • • • •, a^, • • •, «^ oder nur einen Teil desselben als System der oo'-Punkte.

Da dieser Quotient zudem aber auch das den Punkt 00^ (x = i, 2, ,7) t^-mal enthaltende

Punktsystem ooj, •, ooj, , 00^, • • •, 00,^ als Bestandteil des Systems der 0*-Punkte
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besitzt, so ist er eine Funktion F'lKz), und man erhält daher, wenn man den in Art. 9

für die allgemeinste Funktion l-'Ti{z) gewonnenen Ausdruck herübernimmt, zunächst

die Gleichung:

k,F, + k,F,+ --- + k„F„ g^^ ''"'^»
, v% 7/

z-z' ~~-4 ^'' dz -r^%üJ-v,
9=2 1=1

bei der die c von z freie Größen bezeichnen. Multipliziert man nun linke und rechte

Seite dieser Gleichung mit s — z, ersetzt die^) — 1 dann auftretenden Größen 2-^, v = ^,3'-'P,

auf Grund der vorher gewonnenen Gleichung:

divn, o^P dWi

dz ^ 'a dz ' -^ '^ '

((,= 1,2, ...p)

durch die ihnen entsprechenden Ausdrücke und ordnet nach den Größen —j-^, -y^, , -j^,

Fl, F,, , F„, so erhält man weiter die für jeden Punkt z der Fläche T geltende

Gleichung:

(T =p

a = 3 .0 = 2 J" l' = lL n = 2 J r = j + lLp = 2

F.

Besteht aber diese Gleichung für jeden Punkt z der Fläche 1", so müssen nach dem in

diC:
... tji V ]i\ ... F

Sämtlich mit der Null identisch sein, oder, was dasselbe, es muß

d IC; d W)
Art. 9 auf Seite 237 Bewiesenen die Koeffizienten der Größen -3-^, -j-^,

dz ' dz '

i>=p

1-) 2c,M:'-^^') = ^^ -vv-,p,

2.) C,„=(), .=1,2, -.i,

?=P

3.) :E<^:d't^'-K=0, r=:,.,...,n,

p = 2

sein. Beachtet man nun, daß die Konstanten Ji\, k2, •,k,,, der zu Anfang gemachten

Festsetzung gemäß, nicht sämtlich mit der Null zusammenfallen, so erkennt man aus

den Gleichungen o.), daß auch die (xrößen C;, c^^, •••, C;^ nicht sämtlich mit der Null

zusammenfallen können, und weiter aus den jij — 1 unter 1.) stehenden, in bezug auf die

(Größen C;.^, c^., • • •, C;^, homogenen linearen Gleichungen, daß die Determinante dieser

Gleichungen den Wert Null haben muß. Damit ist aber bewiesen, daß die Deter-

minante |i^,.(^,,)| für einen der gestellten Bedingung genügenden Wert z ^ z nur dann

verschwinden kann, wenn die Determinante:

J{z) =
öt^-^z

oi>-^)
• cv'—z

F-K, II. •61
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für z = z verschwindet. Die aufgeworfene Frage ist also in verneinendem Sinne zu

beantworten. Die Determinante |i^,.('^,„)| kann nur für eine endliche Anzahl von Punkt-

systemen Zy, , z^ der Fläche T den Wert Null besitzen.

p]in System von n zur Charakteristik f^j gehörigen jf-Funktionen soll ein Basis-

system genannt werden, wenn sich jede zur Charakteristik i.^ gehörige F-Funktion

als homogene lineare Funktion der n Funktionen des Systems mit rationalen Funktionen

von z als Koeffizienten darstellen läßt. Nach dem zu Anfang dieses Artikels Bewiesenen

ist J''i, •••, i<'„ ein solches System. Wie man alle überhaupt existierenden Basissysteme

erhalten kann, zeigt die folgende Untersuchung.

Man verstehe unter F[, , F^ ein System von irgend n zur Charakteristik [„]

gehörigen i' -Funktionen und denke sich die ti Gleichungen:

(1.) F: = ''2r.„F„, v=M,-.«,
0=1

gebildet, welche diese Funktionen als homogene lineare Funktionen der n Größen

Fl, ••, F^, mit rationalen Funktionen r,.„, r,ff=i,2,- ,», von z als Koeffizienten darstellen.

Verschwindet dann die Determinante |r,„| des Systems dieser Gleichungen nicht identisch,

so ist Fl, , F,l ein Basissystem, da die Auflösung des Gleichungensystems für jede

der Funktionen F^, • • •, F„ und damit zugleich auch für jede beliebige zur Charakte-

ristik (jA gehörige Funktion F = F(z) — insoferne eine i*^- Funktion mit den Größen

Fy, , F„ immer durch eine Gleichung von der Form F = riFi + • + r„F„ mit ratio-

nalen Funktionen r von z als Koeffizienten verknüpft ist — eine homogene lineare

Funktion der Größen F^, -, F,[ mit rationalen Funktionen von z als Koeffizienten

liefert. Ist umgekehrt das System F^, , F„' ein Basissystem, besteht also ein Glei-

chungensystem von der Form:

mit rationalen Funktionen r',^, x,v=i,2,- ,«, von z als Koeffizienten, und trägt man als-

dann in dieses System an Stelle der Größen Fl die ihnen auf Grund der Gleichungen (1.)

entsprechenden Ausdrücke ein, so müssen in dem dadurch entstehenden Systeme:

a— n s v = n \

a = l \v = l /

die in runde Klammern eingeschlossenen rationalen Funktionen von z nach früher Be-

wiesenem sämtlich mit der Null identisch sein, und es kann daher, wegen der hieraus

sich ergebenden Beziehung |r^,,|
l*".«!

= 1 zwischen den Determinanten |r^,|, |r,„|, die
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Determinante |r,„| nicht identisch verschwinden. Man erkennt so, daß das System

Fl, ; F,l dann, aber auch nur dann ein Basissystem ist, wenn die ihm entsprechende

Determinante \r,.„\ nicht identisch verschwindet, und daß man alle überhaupt existieren-

den Basissysteme i<V, • • •, F^ erhält, wenn man in dem Gleichungensysteme (1.) an Stelle

des Systems der n^ Koeffizienten t\„, .,-7=1,2, ,«, ein jedes System von n^ rationalen

Funktionen treten läßt, für welches die Determinante
|
/•,,„! nicht identisch verschwindet.

Zwischen den Funktionen F^, •,
/''„' besteht nur dann eine Relation von der

Form
(j'i Fl+• + (]„ F^ = mit ganzen rationalen nicht sämtlich mit der Null iden-

tischen Funktionen von z als Koeffizienten, wenn die aus der Gleichung ^ ^'^i^V = ^
1 = 1

durch Elimination der Größen Fl, -,
/*'„' vermittels der Gleichungen (1.) hervorgehende

Gleichung ^ {^ o'v'^vA l'\ = (^ oder, was nach früher Bewiesenem auf dasselbe hinaus-
a = 1 V»' = 1 /

v = n

kommt, das Gleichungensystem ^ g\.r^„ = 0, 1=1,2, ,«, sich durch ganze rationale nicht

Sämtlich mit der Null identische Funktionen <h, , (Jn befriedigen läßt. Dieses aber

ist nur dann der Fall, wenn die Determinante |r,„| identisch verschwindet, oder, was

dasselbe, wenn Fl, , Fl, kein Basissystem ist. Daraus folgt insbesondere, daß die

Darstellung einer beliebigen zur Charakteristik (^ gehörigen Funktion F=F(z) durch die

n Funktionen Fl^ , Fl, eines Basissystems in der Form F = rlFl -{ h r^Fl, bei der

die / rationale Funktionen von z bezeichnen, nur auf eine Weise möglich ist.

Mit Hilfe der Gleichungen (1.) soll jetzt noch ein drittes Kriterium zur Ent-

scheidung der Frage abgeleitet werden, ob die n Funktionen Fl, • • •, Fl ein Basissystem

bilden oder nicht. Zu dem Ende bezeichne man mit Zi, -, z„ die irgend einem Werte

von z entsprechenden « übereinander hegenden Punkte der Fläche I", mit Fjz^l), Fl{z^)

(// = i,2, ,n) die Werte der Funktionen F^, Fl für den Punkt z^ und setze zur Abkürzung

I^U^.)1
=

F,{z,) . F^{z,)

F,{z„) . F,Xz„)

m^)\

Fl(z,) . .
. F:{z,)

Fl(z„) . Fliz„)

Beachtet man dann, daß zwischen den auf irgend einen Wert von z bezogenen Deter-

minanten |Z^'„(^!^,)|, |i'','('2',,)| und der Determinante \r^„\ des Gleichungensystems (1.), wegen

Fv(^) = l^r,aFa{e,D, die Gleichung:

\Fl(^.)\ = K\\K{^)\

besteht, und daß nach früher Bewiesenem die Determinante |-F„(^„)| nur für eine end-

liche Anzahl von Punktsystemen z^, • • •, z„ der Fläche T' den Wert Null besitzen kann, so

31*
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erkennt man, daß die Determinante |i'V('2'/,)l dann, aber auch nur dann nicht für jedes

Punktsystem z^, , z„ der Fläche T' den Wert Null besitzt, wenn die Determinante |r,,„|

nicht identisch verschwindet, oder, was dasselbe, wenn F[, , /*'„' ein Basissystem ist.

Die in diesem Artikel erhaltenen Resultate kann man jetzt schließlich dahin

zusammenfassen, daß die vier Aussagen:

1.) Die Funktionen F[, , Fi bilden ein Basissystem;

2.) Die Determinante |r, „| des die Funktionen F[, , Fl durch die Funktiofien F^,, F„
n = n

darstellenden Gleichmifjensystems Fl =^ r,, „ F„ , . = 1,2,,«, verschwindet nicht identisch

;

n = l

3.) Zwischen den Funktionen Fl, , Fl besteht keine Relation von der Form

g'iFl + + glFl = mit ganzen rationalen, nicht sämtlich mit der Null identischen Funk-

tionen g von z als Koeffizienten;

4.) Die Determinante \Fl(Zfl)\ besitzt nicht für jedes Punktsystem z^, -, z„ der

Fläche r den Wert Null;

gleichwertig sind, insoferne aus irgend einer von ihnen als Voraussetzung jede der

drei anderen abgeleitet werden kann.



Siebenter Absclinitt.

Erzeugung der Riemann'schen Thetafunktion.

1.

Es soll zunächst die Frage beantwortet werden, ob die mit Hilfe eines beliebig

angenommenen Größensystems tVi\tv.,\- -Iw^, gebildete, auf die Fläche T bezogene

Kongruenz

:

(c.) j'V
1

2"«4"
I

• •

i SV = «^1 h'.» I

• • • h,

lösbar ist oder, mit anderen Worten, ob ein diese Kongruenz befriedigendes Punktsystem

Si, S2, , Sp existiert.

Zu dem Ende bringe man, nachdem man im Innern der Fläche T irgend j^ Punkte

ViyV2^---yVp gewählt hat, das Grrößensystem m'i
| W3I • • • l^f^ in die durch die Gleichung:

tv,\---\Wp= "^'u}' + '^(a, + g:)a, , + (b, + h[)ni
|

• • •

15V + 2'(«.. + 9>,. + (K + K>i
/( = 1 1 = 1 ,11 = 1 . = 1

bestimmte Gestalt, bei der die a, b den Bedingungen — 1 < a,, <; 0, <?>,.<!, . = 1,2,- ,/-,

genügende reelle Größen, die g, h' ganze Zahlen bezeichnen. Das ist nach Früherem

(vgl. S. 89) immer und nur auf eine Weise möglich. Führt man alsdann die so für

die w gewonnenen Ausdrücke in die Kongruenz (C.) ein, so läßt sich dieselbe unter

Benutzung der schon auf Seite 211 angewandten Bezeichnungsweise durch die Kongruenz:

(C.) (2»'l--{2^'' +
\,i( =1 / \/( =

1

ersetzen. Jetzt sind zwei Fälle zu unterscheiden. Entweder fallen die 2p Größen

a^, b^, r=i,2,- ,p, sämtlich mit der Null zusammen, dann besitzt die Kongruenz (C.)

wenigstens die eine Lösung (si, , s^) = (rj^, • , tj^); oder es fallen die Größen a, b

nicht sämtlich mit der Null zusammen, dann ist für A^ = e""-^"*, -ß,, = e''"-*"' der Rang
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%A\(^ij- y'']p) <I' ~ ^ i^i^d 6^ besitzt die Kongruenz (C.) nach dem auf Seite 224 anf-
iel

gestellten Satze wenigstens eine Lösung (ii, • • •, e^). Damit ist aber bewiesen, daß die

Kongruenz (0.), wie auch das Größensystem
<('i | "»l

• • •

|
»'^ beschaffen sein mag, immer

wenigstens eine Lösung (s^, •, ej besitzt.

Zwei Lösungen der Kongruenz (C), die sich nur durch die Reihenfolge ihrer

Punkte unterscheiden, sollen als identisch angesehen werden. Liegt von den Punkten

6i,---,ej, einer Lösung der Kongruenz (C.) irgend einer an einem Schnitte a,, b,. oder

c\. (- = 1,2, ,/') und ersetzt man alsdann diesen Punkt durch den ihm entsprechenden, der

anderen Seite des betreffenden Schnittes angehörigen, Punkt, so entsteht wiederum

eine Lösung der Kongruenz fC); auch diese soll als identisch mit der ursprünglichen

angesehen werden.

Eine Lösung (f,, • • •, s^) der Kongruenz (G.) ist nun, wie nach den soeben ge-

machten Festsetzungen aus dem in Art. 7 des fünften Abschnittes erhaltenen Resultate

folgt, zugleich die einzige, wenn %i\(£i, , Sp) = jj ist. In dem Falle Stiii («i,
• • •, e,,) <p

|i| M
dagegen besitzt die Kongruenz (C), wie ebenfalls aus dem in Art. 7 des fünften Abschnittes

erhaltenen Resultate folgt, unbegrenzt viele Lösungen, und diese werden durch die mit

c,, • •, 6p äquivalenten Punktsysteme e'i, • •-, e^ geliefert.

Die auf der linken Seite der Kongruenz (C.) stehenden Funktionswerte «'f, .",»=»,2, ,p,

lassen sich durch Integrale darstellen, indem man unter Benutzung von irgend p im

Innern der Fläche T' gewählten Punkten x^, x.,. , Xj,p

/i,y=l,2, • ,p,

setzt. Dabei soll der dem Integralzeichen beigefügte Strich andeuten, daß der von x^,

bis £„ sich erstreckende Integrationsweg die Begrenzung von T' nicht schneiden darf;

hierdurch ist dann zugleich die Unabhängigkeit des Integralwertes vom Integrationsweg

gesichert. Führt man nun diese Integrale in die Kongruenz (C.) ein, so nimmt dieselbe

die Form:

(,"=P f'=P /t'* \

an.

Unter der Voraussetzung, daß (ei,---,e^ eine Lösung der Kongruenz (0.) ist,

oder, was dasselbe, daß das Punktsystem Cj, •••,e^ die Kongruenz (C.) befriedigt, soll

jetzt bewiesen werden, daß man die von den Punkten x,,--,Zp bis zu den Punkten

Ci, •• •, Cp beziehungsweise sich erstreckenden, in der Fläche T verlaufenden Integrations-
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wege durch andere, die Begrenzung von T' schneidende, von der Art ersetzen kann,

daß die Gleichung:

erfüllt wird. Zu dem Ende möge zunächst das Folgende festgesetzt werden. Geht man
auf irgend einem Wege vom Punkte z„ zum Punkte e„ und überschreitet man dabei

irgend einen der Schnitte a, h m-mal von der negativen auf die positive Seite und m'-mal

von der positiven auf die negative Seite, so soll die Differenz m — m' die dem Wege
in bezug auf den betreffenden Schnitt zukommende charakteristische Zahl genannt

werden. Nun beachte man, daß das Größensystem h\
|

• • •

|
ic^ sich auf Grund der Kon-

gruenz (C.) immer und nur auf eine Weise durch eine Gleichung von der Poi-m:

/i = l ,ii = lt// >=1 (1 = 1 ,1 = 1 J\ v=l

bei der die g, h ganze Zahlen bezeichnen, darstellen läßt. Man erkennt dann, daß die

Gleichung (G.) immer dadurch, aber auch nur dadurch, befriedigt werden kann, daß man
als Integrationswege solche p, von den Punkten x^,---,Xj, bis zu den Punkten Ci, •••, e^

beziehungsweise sich erstreckende, Wege wählt, deren charakteristische Zahlen allgemein

in bezug auf den Schnitt «,. die Zahl /*,, in bezug auf den Schnitt />,, die Zahl //^ als

Summe besitzen.

Nach dem soeben Bewiesenen ist eine Lösung (e, ,---,eJ der Kongi'uenz (C".)

immer auch eine Lösung der Gleichung (G.). Da aber auch umgekehrt jede Lösung der

Gleichung (G.) die Kongi'uenz (G".) befriedigt, so sind die Lösungen der Gleichung (G.)

identisch mit den Lösungen der Kongruenz (G".). Verbindet man dieses Eesultat mit

dem vorher für die Lösungen der Kongruenz (C.) oder (C.) erhaltenen, so ergibt sich

schließlich als Resultat der Untersuchungen dieses Artikels der folgende Satz:

„Die Gleichumj:

(f,=p f,=p n" \

II = 1 11 = 1 tJ 1

hesttzt immer wenigstens eine Lösung (e^,- -, e^. Diese Lösung ist zugleich die einzige, wenn

9ft|,|(e,, • • •, ej =^j ist; dagegen existieren unbegrenzt viele Lösungen der Gleichung (G.), ivenn

9i|i|(£,, • •, e^X^ ist, und diese iverden durch die mit e,, • • , e^ äquivalenten Punktsysteme

f'i, • • •, e' geliefert."
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2.

Man betrachte jetzt in der Gleichung (G.) des vorhergehenden Artikels, der man

auch die Form:

(G.) ^Mi"+^' \^^^A---\2<^2 /^«p = «-i|---|m>
II = 1 /( = !«/ « = 1 u = \ J

geben kann, die Größen n\, w.,, , Wj, als unabhängige komplexe Veränderliche und ordne

zur Erzielung einer kürzeren Ausdrucksweise dem Wertsysteme n\ = «'*/' + «;f^/, • • •,

Wj, = «•*,'' + M^^'^i denjenigen Punkt (?r) eines 2j)-dimensionalen Kaumes W, der die 2p reellen

Größen ^r</\ ?rf' ; • • ; w^^\ wf zu Koordinaten hat, als Korrespondenten zu. Der Gesamt-

heit der Wertsysteme w^,---,irp entspricht dann die Gesamtheit der Punkte [iv] des

Eaumes W. In diesem Kaume W fasse man nun diejenigen, mit (w) zu bezeichnenden,

Punkte ins Auge, denen mehr als eine Lösung (fi,---,«^,) der Gleichung (G.) entspricht.

Die Gesamtheit dieser Punkte (//•) wird durch die (ileichung (G.) geliefert, wenn man
darin unter Beschränkung der Integrationswege auf die Fläche T an Stelle von Cj, • • •, e^ ein

jedes der Bedingung 5R|i|(ei, • • •, e,,) <p genügende Punktsystem treten läßt und zu jedem
Ml

SO erhaltenen Systeme (w) noch jedes System zusammengehöriger Periodizitätsmoduln

hinzufügt. Da die sämtlichen Punktsysteme Cj, • •. e^ der charakterisierten Art aber

auch aus der Kongruenz (vgl. Seite 171 u. Seite 132j:

f,=p



Erzeugung der Riemann'schen Thetafunktion. 249

ist und daß zudem unter diesen Punkten weder zusammenfallende noch Punkte cc, oo vor-

kommen. Für ein solches Punktsystem ist dann immer die Determinante ^±-j^— • -^
von Null verschieden, und der dem Größensysteme:

'J'>|...|5V = <I---K
^ = 1 /, = 1

entsprechende Punkt (iv'-^^) gehört dem Bereiche W—W an.

Ein zweiter Punkt (w') des Bereiches W—W werde dadurch gewonnen, daß man
in T p der Bedingung 9tM|(ei, •••, £^) =jp genügende, voneinander verschiedene Punkte

ßi> • •> ßj3 Wählt, diese mit den Punkten x^, • • •, z^ beziehungsweise durch Kurven k[, • • •, ä;^

verbindet und unter Benutzung dieser Kurven als Integrationswege

f'fi ''fi

fi=p n=p n'^ f,=p fi=p r>

fl = l ^' = 1 y /< = 1 l" = 1 y

setzt. Man grenze nun in der Fläche T allgemein zum Punkte e^, das ihm entsprechende

Gebiet G^, ab, verstehe unter £,, irgend einen Punkt von G^^, unter Ä^, eine von x„ über

£^', nach s^ führende, zwischen x^, und e'„ mit Ic^^ sich deckende, zwischen e^, und e,, ganz

in (r„ verlaufende Kurve und setze unter Benutzung dieser Kurven h^,- • •,h^ als Inte-

grationswege

IVp.

Die j) so definierten, von dem Verlauf des zwischen e^, und e^, liegenden Teils der

Kurve ä;^, (« = 1,2, .,p) unabhängigen Größen tVj^, • • • tv^, sind dann einwertige und stetige

Funktionen der p in ihrer Bewegung auf die Gebiete (?i,
• • •, G^ beschränkten komplexen

Veränderlichen s^, •, e^, die zudem für gj = e[, • • -, s^ = s'^ die Werte w/, • •, w^ annehmen.

Auf Grund der aufgestellten, die Größen w' und w definierenden Gleichungen

lassen sich umgekehrt aber auch die Größen s als Funktionen der Größen tv darstellen.

Zu dem Ende bilde man durch Subtraktion der vorletzten Gleichung von der letzten

die neue Gleichung:

f'=p ß- f' = P n'^

w,\---\iv, — w^^

bei der der Strich am Integralzeichen andeuten soll, daß dem Integrationsweg von e^',

bis e^, die Bedingung auferlegt ist, ganz in (r„ zu verlaufen, beachte, daß nach Art. 3

des fünften Abschnittes für jeden Punkt e^ des Gebietes G^ (/< = 1,2, •••,?) die Entwicklungen:
P-K, II. 32
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bestehen, wobei 2^, = e^— «,, oder ^^=(e^, — «)' oder endlich 2,,
= b^, ' ist, je nachdem e^,

ein gewöhnlicher Punkt der Fläche T oder ein Punkt a mit der Ordnungszahl v ~1
oder endlich ein Punkt oo mit der Ordnungszahl t — 1 ist, und ersetze die gewonnene

Gleichung nach Einführung dieser Entwicklungen durch das Gleichungensystem:

\ '/O \ P /O /i = lK =2\/i/0

m
d<'\

, ,
/d

'^^i /O
^^ +

•

•

•

+ (^)o^^ +.¥„1 Ä (^1^"' = '"^ - <

Da 9i|i|(«'i, • • •, e^)=i> ist und zudem keine zwei der Punkte e[, , e^ sich decken, so

hat die aus den Koeffizienten von z^,---,Zj, gebildete Determinante ^+(-^)--- (^

einen von Null verschiedenen Wert, und es lassen sich daher nach bekanntem Satze die

Größen ei,---,Zp für hinreichend kleine Werte der Moduln der Differenzen n\—iv\,---,

Wj,— ir'^ immer und nur auf eine Weise durch Gleichungen von der Form:

(®.-)

rij — 30 n„ = oo

n, = "„ =

darstellen, bei denen die Koeffizienten c nur von den Punkten s[, • , e'^ abhängen,

speziell die j9 Koeffizienten 4*Lo, • •, 4''^..o sämtlich den Wert Null besitzen und die

Koeffizienten der linearen Glieder durch die p^ Gleichungen:

>)
f.(f) = _£_ ^. = i,s,-..,p,

(»1= = »,_, = 0, «j = 1, n^^. , = . . = n^,= 0)

bestimmt sind, wenn mit a^' die Adj unkte des Elementes (-4-^) in der Determinante

-^Q "= 2^± y-jj-j i-^j bezeichnet wird. Der Wert des aufgestellten, durch «„=1
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charakterisierten, Koeffizienten &^ ist zugleich, wie aus (@2.) folgt, der Wert (^^«'(,/,<, = .

der Derivierte ^ für u\ 1
• •

1
«• = u\ I

• • •
1 w'

Die Darstellungen (Ö^s.) gelten für alle Punkte (;r) des durch die Bedingungen:

mod [»'i— ^Cl] < M, • •, mod [w^— w'^] < M
bestimmten Bereiches, wenn nur die positive Zahl M so klein gewählt ist, daß keines

der den Punkten («;) des Bereiches entsprechenden Punktsysteme e^, • , s^ die Bedingung

'Siiiiisi, • • •, Sp) =P verletzt oder zusammenfallende Punkte enthält. Man erkennt aus

diesen Darstellungen, daß jedem innerhalb des für sie festgelegten Bereiches von ('w')

nach (yc) führenden Wege ein bestimmtes System von p in der Fläche T von e[, -, e^

nach gj, • • •, f^ beziehungsweise führenden und punktweise eindeutig einander zugeord-

neten Wegen entspricht.

Die vorstehenden Betrachtungen bleiben in Kraft, wenn man als Punkte e[, -, Sj,

die Punkte x^, , x^ wählt und zugleich für /u = 1, 2, , p die von x^, nach s'^ führende

Kurve k'^, sich auf den Punkt x^ reduziert denkt, sodaß dann an Stelle der die Größen

tv[, • • -, tv'j, definierenden Gleichung die Gleichung:

SV
I

• • •ßV = <'
1

• • •K
^, = 1 /, =1

tritt.

Für die soeben beendete Untersuchung war das gewählte Punktsystem e[, •••, «^

nicht nur der Bedingung Stn [(e'i, • •, e^) =iJ unterworfen, sondern auch noch der weiteren,

daß keine zwei seiner Punkte zusammenfallen. Im folgenden soll nun diese Untersuchung

auf den Fall ausgedehnt werden, wo das im Rahmen der Bedingung %ii(s[, • , e'^,) =2^

gewählte Punktsystem s[, •••, e'^ zusammenfallende Punkte enthält. Man wird sich dabei,

der einfacheren Darstellung wegen, auf den speziellen Fall beschränken, wo das Punkt-

system e'i, • •, e'j, nur eine Gruppe zusammenfallender Punkte enthält, und zudem diese

Gruppe durch die Punkte £[,, s, ito^P) gebildet wird.

Die durchzuführende Untersuchung deckt sich bis zur Gewinnung des Gleichungen-

systems {<Si.) vollständig mit der früheren. Die <>'" Gleichung des so erhaltenen Systems (©i.)

kann man aber, da im vorliegenden Falle die Punkte eä, • • •, s, mit s[ identisch sind und

infolgedessen für q = 1, 2, , p und jede positive ganze Zahl n

d u:

82'
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ist, auch in die Form:

w„

bringen. Führt man alsdann an Stelle der s Größen z^jZ^,---,^, s neue Größen f^, f-i, ,!,
vermittels der Gleichungen:

(T.) z, + --- + z,^llf„ zl + --- + zl=2U„ , ^1 + . .
. + ^; = s! ^

ein, so erhält man, wenn man noch beachtet, daß dadurch die Summe z"-] + z"

(n = .+i, .+2, ) in eine ganze rationale Funktion der s Größen f^, •,t, übergeht, an Stelle

von (@i.) das neue System:

wobei für w = 2, 3, • • • g^l!^{t^, ,t„ z,^^-^,---, z,) eine homogene ganze rationale Funktion
«""^ Grades der ^ Argumente bezeichnet. Da '^\i\{s\, , b^, e,^^, , e'^ =p ist und zu-

dem die Punkte e[, e',^^, , e^ sämtlich voneinander verschieden sind, so hat die

aus den Koeffizienten von t^, , t„ z,^-^, • , Zj, gebildete Determinante ^± (4^) • " •

(^7") ( d"'^ / "'\'Tz~) ^i^^'^ "^^on Null verschiedenen Wert, und es lassen sich daher

die Größen ^i,
• • •, ^,, 2,^i, • • •, ^^^ für hinreichend kleine Werte der Moduln der Differenzen

iv-^ — tv[, , iVj^—iv'p immer und nur auf eine Weise durch Gleichungen von der Form:

7(, :;z 00 TIj, — 00

71. - "o-O

7?, =00 n„ = CO

rtj — 00 np — oo

^.,1=22 ö1';a'„,k -«•;)"' • • • K-t^;)"".
«I - n„ =

«I — oo n =z: 00

^p - 2 • 2A'y. r,,
{tv,- w[y^ {xv^

-

1^;)"'

Tii = n„ =
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darstellen, bei denen die Koeffizienten c nur von den Punkten s[, •
-, s'^ abhängen, speziell

die p Koeffizienten 4^^.o, • • •, 4^^o sämtlich den Wert Null besitzen und die Koeffizienten

der linearen Glieder durch die p^ Gleichungen:

rM
"l"- "p-l »p"p + l

(nj= = np-i = 0, 7ip= 1, np4.

1

/' = 1, 2,

e = 1, 2,

= n^ = 0)

bestimmt sind, wenn mit a^^'' die Adjunkte des der ^*"' Horizontalreihe und der ^"'° Ver-

tikalreihe gemeinsamen Elements in der Determinante:

A =
d'«:>

d z^

d u'^'

du'\ (d'^u^

dz^

d'u'A l du['+'

d^\ /O W^s + l/O

d' u'

''«1 /o\''^,+ i/o

du\''

'd^/O

d ul»

dz..

du;-

dz_

bezeichnet wird. Der Wert des aufgestellten, durch n^ = l charakterisierten, Koeffizienten

c^"> ist zugleich, wie aus (©3.) folgt, der Wert (^\ der Derivierte ^ oder der

^^^"^ (^) (^ei' Derivierte ^ für ^vA { tv„ = w', 1 • • •
1 tv' ie nachdem u der Zahlen-

reihe 1, 2, • • •, s oder der Zahlenreihe s + 1, s + 2, , p angehört. Die Darstellungen (©j.)

zusammen mit den die Größen t definierenden Gleichungen (T.) lassen erkennen, daß

jedem innerhalb des für diese Darstellungen in Betracht kommenden Konvergenzge-

bietes von (w') nach (w) führenden Wege ein bestimmtes System von ^? in der Fläche T
von s[, , s[, e^ + i,

• •, Cp nach e^, , b,, s,^-^, , s^ beziehungsweise fühi'enden und punkt-

weise eindeutig einander zugeordneten Wegen entspricht.

Man gehe jetzt in dem Bereiche W~W von dem früher definierten Punkte (rt^'"*)

auf irgend einem Wege 2S zu einem andern Punkte (iv^^^) und mache zunächst die

Voraussetzung, daß für keinen zwischen {iv'^"'^) und (w''') gelegenen Punkt (rv) dieses

Weges SB das ihm auf Grund der Gleichung (G.) entsprechende Punktsystem Ei, • • •, e^

zusammenfallende Punkte enthält. Bewegt sich dann der Punkt (iv) auf dem Wege S3 vom
Anfangspunkt (m;'°>) bis zum Endpunkt (tt'*^^), so durchlaufen, wie aus den soeben erhaltenen

Kesultaten folgt, die korrespondierenden Punkte Ci,---, e^ gleichzeitig ein bestimmtes
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System <B vonp, von Xi,---,Xj, beziehungsweise ausgehenden und punktweise eindeutig

einander zugeordneten, Wegen, deren Endpunkte e^'', • •, c*,'^ die zum Punkte ('»•''') gehörige

Lösung der Gleichung (G.) bilden. Geht man auf irgend einem andern, die für SB ge-

stellten Bedingungen ebenfalls erfüllenden Wege von (w'"') nach (tv'-^''), so werden als

Endpunkte der ihm entsprechenden Wege der Punkte e^, , e,, wieder die Punkte e'/', •••, e^p\

sei es in der früheren oder unter Umständen auch in einer anderen Reihenfolge, auf-

treten. Geht dagegen der in W—W von (w'"') bis (iv^^'>) verlaufende Weg Söß durch einen

oder mehrere Pmikte (w), für die das entsprechende Punktsystem tj, •••, e^ zusammen-

fallende Punkte enthält, so kann man einem solchen Wege 233 mehrere Systeme © von 2h

von Xi, • •, Xj, beziehungsweise ausgehenden, Wegen zuordnen; immer aber werden die

p Wege eines jeden dieser Systeme <B als Endpunkte die Punkte «i'',
• • •, s'^^ in einer ge-

wissen Reihenfolge besitzen.

Auf Grund der Ergebnisse dieses Artikels kann jetzt die Frage nach der durch

die Gleichung (G.) bestimmten Abhängigkeit der Größen s^, •••, e^ von den Größen tv^, , tv^

für den Fall, daß der Punkt (yr) dem Bereiche W—W angehört, durch den folgenden

Satz beantwortet werden:

„Die durch die Gleichung (G.) mit den Größen tVi,--;Wp verknüpften Größen

£i,---,Sp sind im Bereich W—W p-ivertige Funktionen der komplexen Veränderlichen

tVi, -jtVp, jedoch p-wertige Funktionen von der Art, daß die p, durch Punkte der Fläche T
repräsentierten, Werte ef', • , e'f, ivelche diese Funktionen bei analytischer Fortsetzung auf

einem innerhalb W—W vom Funkte (w'"') zum Funkte (i<;''') führenden Wege nach vorher-

gegangener Wahl eines der zum Punkt (tv^"^) gehörigen Wertsysteme, etwa «^ = x^, • •, e^ = z^,

als Ausgangssystem annehmen, bei Zugrundelegung eines anderen, dieselben Bedingungen

erfüllenden Weges höchstens eine Änderung ihrer Reihenfolge erfahren."

Aus diesem Satze soll jetzt zum Schlüsse noch eine wichtige Folgerung gezogen

werden. Es sei S{e.^, , e,) eine in der ganzen Fläche T einwertige und stetige Funk-

tion der komplexen Veränderlichen e, ,••, e^, die zudem für jede Permutation Vj, ••, y^

der Zahlen \,2,-;p der Gleichung S{e,.^, ••-,£,,) = Sie^, , e^) genügt, und es werde

im Anschluß an die Gleichung (G.)

It=p /i=p ^' /u=p /i=p />'

(G'.) 2<"+2 Idu, \---\2n7+2 Idu, iVp,

gesetzt, wobei die den Integralzeichen beigefügten Striche andeuten sollen, daß die

Integrationswege die Begrenzung von T nicht schneiden dürfen. Die zu den so defi-

nierten Größen iv gehörigen Punkte (w) erfüllen einen bestimmten, mit {TT} zu be-

zeichnenden, Teil des zu Anfang definierten 2jj-dimensionalen Raumes W, und ent-
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sprechend erfüllen diejenigen Punkte («t'j des Kaumes {W}, welche durch die Glei-

chung (G'.) geliefert werden, wenn man darin an Stelle von e^, -, ep ein jedes der Be-

dingung 3t|i| (ci, • • •, Sp) =p genügende Punktsystem treten läßt, einen, mit
{ W— W) zu

bezeichnenden, Teil des ebenfalls zu Anfang definierten Bereichs W—W. Bezieht man
nun die Funktion S(ei,---,ep) mit Hilfe der Gleichung (G'.) auf den Eaum { TF} und

wendet den vorher gewonnenen Satz an, so erkennt man, daß S(si, • -, s^), als Funktion

der Veränderlichen tVi,---,Wp betrachtet, eine in dem ganzen Bereiche {T-F— TT} ein-

wertige und stetige Funktion E(wy, -, w^) der komplexen Veränderlichen iv^, • , Wp

ist, deren Wert für einen beliebigen Punkt («;) des Bereiches
{ PF— IF} durch die Glei-

chung E(;Wi, ,tVp) = S(e^, •, ej geliefert wird, wenn dabei (ci, •, Sj) die dem Punkte [iv)

entsprechende Lösung der Gleichung (G'.) bezeichnet.

Um die Derivierte ^-^ zu erhalten, hat man die folgenden Überlegungen anzu-

stellen. Man verstehe unter (w') irgend einen Punkt des Bereichs
{ TF — TF } , unter

[e\,---,ep) die ihm entsprechende Lösung der Gleichung (G'.) und beachte, daß die Funk-

tion /5'(ei, • •
-, e^) sich für eine gewisse Umgebung der Punkte £i,---,c^ durch eine Glei-

chung von der Form:

mi — aa m ~ 00

darstellen läßt, bei der die Koeffizienten e nur von den Punkten s[,- , Sp abhängen und

s^^ (,<, = i,2, -,?) die auf Seite 250 für einen beliebigen Punkt e', definierte Größe ist.

Ist nun zunächst das Punktsystem e'i, •••, e^ von der Art, daß keine zwei seiner

Punkte sich decken, so gelten für hinreichend kleine Werte der Moduln der Differenzen

tv^^ — w[, -yiVp — w'p die schon früher aufgestellten Entwicklungen (® 2.), und man erhält

dann auf Grund der Gleichung:

dE_^dS_dz^dS_df^ g-S dz,

wenn man noch den Wert von |^ für tv^\- • \tVp = tv[\- -ItVp oder, was dasselbe, für

^^ = 0, • •, 2j, = mit
( ö— ) bezeichnet und das früher im Anschluß an die Gleichung (ßj^.)

über (^ 1 Gesagte beachtet, die Derivierte ^— für den Punkt (w') des Bereichs

[W—W] dargestellt durch die Gleichung:
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V\Ju
1

/ du\^
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{—\ ——

du','

bei der z/„ ^~W./o

dz,
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grenzen, daß die aufgestellte Determinante für jedes dem System G^, • • , G^ angehörige

Punktsystem e^, , e^ einen von Null verschiedenen Wert besitzt.

Es sei nun e^, , s^ irgend ein dem Systeme G^, • • -, G^, angehöriges Punktsystem.

Mit diesen Punkten £],•••, f^, verbinde man den der positiven Seite von c^ und der

negativen Seite von c^ gemeinsam angehörigen Punkt durch Schnitte l,^, , l, und

bilde alsdann zu der dadurch aus T hervorgehenden Fläche T", unter Benutzung einer

im Folgenden erst zu bestimmenden, nur von e^, -, e^ abhängigen Größe -^/(ci, • • •, ej

die Funktion

:

(1-) = -2? + -^(Cl,

•, £p definierte Funktion L ist dann eine in TDie so zu den Punkten Cj,

einwertige Funktion der komplexen Veränderlichen z, welche für jeden von «j, • • •, c^

verschiedenen Punkt z der Fläche T" stetig ist, für den Punkt e^ (-- = 1,2, ,p) unstetig

wird wie In (^! — e^,) und deren, allgemein mit L^ , L~ zu bezeichnenden, Werte in je

zwei entsprechenden Begrenzungspunkten eP"^ , cP'~ in der Weise verknüpft sind, daß

längs a,. {L^ = L~,

längs i„ { i+ = i- - 2 (<- -^V - ^v) -«,..,

längs c^{i+= i~+ 27ii, »=i,s, . ,i>,

längs
/,J

J/ = L~ — 2ni, p=i,2,--,p,

ist. Betrachtet man die letzten Gleichungen und speziell das Verhalten der Funktion

längs des Schnittes b, (• = i,s, ,?), so wird man auf die Frage geführt, ob es

der komplexen Veränder

der ^ + 1 Größen z, e^, -, e^

nicht möglich ist, die Größe ^{e^, • , ej als Funktion der komplexen Veränderlichen

ei,---,Sp so zu bestimmen, daß die Funktion L

eine nur von den p Größen:

abhangige Funktion wird, oder, was dasselbe, so, daß die Funktion L
tiellen Differentialgleichung:

(1 = 1 \a=l / V

genügt, bei der die c^"\ ^,a=i,i,--,p, die durch die Gleichungen:

der par-

(3.)

*-"
-a) du:>

p = l V

3. fl, »=1,8,
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oder durch die damit äquivalenten Gleichungen:

259

(3'.)

a = p ^ M

S. = 1,8,-

bestimmten p^ Funktionen der komplexen Veränderlichen e^, •••, ep bezeichnen. Die

Äquivalenz der beiden Forderungen erkennt man, wenn man beachtet, daß jede der
p=p

l) Größen u\~ y^u\^ —'k^., v=i,2,-. ,p, eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung (2.)

ist, und daß jede Funktion von partikulären Lösungen wieder eine Lösung der Diffe-

rentialgleichung (2.) bildet; weiter aber auch beachtet, daß die f genannten Größen, als

Funktionen von Cj, • • , «p betrachtet, die von Null verschiedene Größe (— Xf Jis.^, , Sp)

als Funktionaldeterminante besitzen, also durch keine Eelation verknüpft sind, und daß

jede Lösung der Differentialgleichung (2.) als Funktion von irgend p unabhängigen parti-

kulären Lösungen dargestellt werden kann. Ersetzt man jetzt noch in der Differential-

gleichung (2.) die Funktion L durch den auf der rechten Seite der Gleichung (1.) stehenden

Ausdruck, so erhält man schließlich zur Bestimmung der Funktion ^ = ^(ci, •••, ej die

Differentialgleichung

:

(4.) -2P
dsgj dz

Das in der gewonnenen Differentialgleichung vorkommende zweigliedrige Aggregat:

o=p Q=pa=p
^1^
z dz

ist eine in T' einwertige Funktion der komplexen Veränderlichen z, die, wie unmittel-

bar zu sehen, in je zwei entsprechenden Punkten <^^, cP' eines Schnittes a,, oder c,. (> = i,2, ,?)

denselben Wert besitzt, die aber auch, da

längs b,.

= P
1

+
2 dul

p dz '
P
1

P
1

-2
dl

2t(.r= 5t(.)-- 2g + 2"i75V4f)^,

ist, und die hierbei in runde Klammern eingeschlossene Summe nach (3.) den Wert S„^

hat, in je zwei entsprechenden Punkten (^+, cP^ eines Schnittes b,, (^ = 1,2, -,?) denselben

Wert besitzt. Die Funktion 21 (^) ist also eine J.-Funktion. Beachtet man dann noch,

daß für den Punkt z = s^ (0 = 1,2, ,?) das erste Glied des Aggregats %(z) unendlich wird

wie —^, das zweite Glied wie —
(
^c'"' -^)-^, also wegen (3'.) wie — ;—-, und

33*
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daß daher die Funktion %(2) für den Punkt 2 = 6^ (Q = i,i, -,?) stetig ist, daß sie dagegen

das den Punkt a^, ((- = i, 2, ,
>) (^,, — l)-mal enthaltende Punktsystem «i, •••,«!;

—

,a^,--,a^

oder auch nur einen Teil desselben als System der oo^-Punkte und das den Punkt

00^ (x = i,2, -.v) (t^ + l)-mal enthaltende Punktsystem 00^, • • •, oo^; ; oo^, • • •, cx)^ als Be-

standteil des Systems der ü'-Punkte besitzt, so erkennt man (s. Seite 171), daß ^(z) eine

Funktion -1^ ist, und daß daher eine Gleichung von der Form:

o— 1

besteht, bei der die K„, "=1.2,- >?, von s freie, also nur von Ci, •,£, abhängige Größen

bezeichnen. Aus dieser Gleichung geht, wenn man %{z) durch seinen Ausdruck ersetzt,

die Gleichung:

e=p p=pff=p

(5.) -2p: -22cfPl ^=^^«S^
(j = l (I (i = lo=l ^ a=l

hervor, und die Subtraktion dieser letzteren Gleichung von der Gleichung (4.) liefert

dann die mit der Differentialgleichung (4.) äquivalente Diff'erentialgleichung:

(6.) 2X2^% + ^)^-^-

Genügt aber eine Funktion ud=^<t(ei, ,Sp) dieser Diff'erentialgleichung, so genügt sie,

d u'
da die p Funktionen -j^, 0=1, 2, ,p, linearunabhängig sind, auch dem Systeme der

p Differentialgleichungen:

S>'4+^.=o, .-.,2,...,.

oder dem damit äquivalenten, durch Auflösung nach den Größen -k—' '^=i>2. -p, unter

Beachtung der Relationen (3'.) entstehenden, Systeme der 2> Diff"erentialgleichungen

:

wie umgekehrt.

Damit ist bewiesen, daß die Forderung, die in (1.) vorkommende Größe ^(cj, •••, c^)

in der zu Anfang angegebenen Weise zu bestimmen, sich mit der Forderung deckt, das

System der^j Diff"erentialgleichungen (7.), bei dem K^, K^, , K^, die durch die Gleichung (5.)

vollständig bestimmten Funktionen von f^, • • -, e^ bezeichnen, zu integrieren.

Es soll jetzt gezeigt werden, daß eine Funktion yi = ^(s^, -, Cp) existiert, welche

dem Systeme der p Differentialgleichungen (7.) genügt. Zu dem Ende hat man die

rechte Seite der unter (7.) stehenden Gleichung in eine andere Form zu bringen.
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Man lasse in der Gleichung (5.) z gegen e,, konvergieren und gehe zur Grenze

über. Es ergibt sich so, unter Berücksichtigung von (3'.), für den auf der rechten Seite

von (7.) stehenden Ausdruck die Gleichung:

" = /> ,7 „fr C'
= P

p=i
+ lim(p

1 -^, ^' dz0=1

wobei der am Summenzeichen stehende Akzent andeuten soll, daß bei der Summation

für den Index (> der Wert v auszuschließen ist. Beachtet man dann, daß für das Gebiet

des Punktes e, die Entwicklung 5f =^ + ?S-('^ "'')
+ •"' ^^^ ^"^^ die Entwicklung:

<r = l a = l "

besteht, und daß

(J - 1 »* ^ » « = Ey * 1

k^- = 1

ist, so erkennt man zunächst, daß man der Gleichung (7.) auch die Form:

(8.) + lim (p\ + p + g7-lnz/(£i,---,ep

geben kann. Der hier auf der rechten Seite stehende Limes deckt sich aber mit dem

Werte, welchen die in Art. 8 des vierten Abschnittes (s. Seite 119, 123, 132) definierte,

zu der ebendort durch die Gleichung:

(9.) J/(.) = -5V,- 1)1^1? +2U+1)P 7 +22'79,.+ l)^.|H + c
p=l " I x=l " a=l

dargestellten Funktion .F(z) als Derivierte gehörige Funktion f(z) für z = e,. besitzt. Er-

setzt man dementsprechend auf der rechten Seite der Gleichung (8.) diesen Limes durch

dt.

(10.)

-, so erhält man schließlich das mit dem Systeme (7.) äquivalente System:

dl,.
~^

dl,.
TP + F(s,) + \nJ(s„---,sM, r=l,2,--.,p,

und erkennt dann sofort, daß die allgemeinste dem Systeme der p Differentialgleichungen (7.

genügende Funktion v/ durch die Gleichung:

(11.
., _ -f ,. _ „ 1 1 W p „ _ 1v=l> = 1 O = V + 1

'

bei der c eine von «i,
• •, e^ unabhängige Größe bezeichnet, dargestellt wird.
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Den SO für ^(ci, •••, e^) erhaltenen Ausdruck führe man nun, nachdem man F(e,)

durch den ihm auf Grund der Gleichung (9.) entsprechenden Ausdruck ersetzt hat, in die

definierende Gleichung (1.) ein. Man erhält dann schließlich für

die Gleichung:

die Funktion L

die Funktion L

(12.)
fr

v = p~l Q=p a =p V =p

r=l f = >' + l" P (i=lv=l

bei der c eine von z, Ci, ••, fc„ freie Konstante bezeichnet.

4.

Man definiere jetzt mit Hilfe der soeben gewonnenen Funktion L eine neue

Funktion G der ^ + 1 Größen z, Cj, • • •, e^, indem man

(13.)

oder, was dasselbe.

(; = e

(14.) G = &
(e



Erzeugung der Riemann'sclien Tlietafunktioii. 263

in T' allenthalben einwertige und stetige Funktion der komplexen Veränderlichen z,

die in dem Falle 9t|i|(ei, • • •, ej =i> die p Punkte Ci, •••, e^ als O'-Punkte besitzt, in

dem Falle 9t|i|(ei, • •, ej,)<i) dagegen in der ganzen Fläche T' den Wert Null hat, und

deren Werte in je zwei entsprechenden Punkten z'^ , z~ der Begrenzung von T in der

Weise verknüpft sind, daß

(s.) längs hAGV^-^r^ = ^^•:;'^ 6 H""-e5"'^"*')-"", .=,,...,„

längs a,\G '' y; '^
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zeichne mit Ci, ••, e^ irgend p diesen Kurven beziehungsweise angehörige Punkte. Mit

Hilfe der für a = \,2,- • , p geltenden Gleichungen (S„.) läßt sich dann die durch die

Gleichung (14.) zunächst nur für die Fläche T definierte Funktion G bei festgehaltenem z

als Funktion der komplexen Veränderlichen e^, • • •, e^ von der Stelle (zi,---,xj bis zur

Stelle («i,---, e^) den Kurven k'^,---,^'^, entlang fortsetzen. In dem speziellen Falle, wo
die Kurven k\, • • •, k'^ vollständig in der Fläche 1" verlaufen oder nur irgendwelche der

Schnitte c schneiden, ist der durch diese analytische Fortsetzung für die Stelle {e[, , e'^)

sich ergebende Wert mit G ^^"
' ^p identisch. Überschreitet dagegen der Punkt e„ (0=1,2, ,?-)

bei seiner Bewegung auf der Kurve k'„ von x^ bis £„ den Schnitt a^ m„^-mal von der

negativen auf die positive Seite und m^^-mal von der positiven auf die negative Seite,

den Schnitt b^ n„»-mal von der negativen auf die positive Seite und n^^-mal von der

positiven auf die negative Seite, sodaß also, nach der in Art. 1 aufgestellten Definition,

der Kurve k'„ in bezug auf den Schnitt a,, die charakteristische Zahl m„,— m'„^, in bezug

auf den Schnitt &, die charakteristische Zahl it„, — u',^ zukommt, so erhält man auf

Grund der Gleichungen (S,,.), nachdem man noch zur Abkürzung

2, (m„ - tn;„,) = K, ^ (n„, - <,,) = g,.

gesetzt hat, bei analytischer Fortsetzung der Funktion G längs der Kurven k'^,

die Stelle (e,.

,K für

ej den Wert:

(16.) e(t dp G
-2 ZsA" -)

/i-p f =p

Das Symbol {^' '.^^^1 soll die Charakteristik des Kurvensystems k[, ,k'^ genannt werden.

Zu jedem Kurvensysteme k[, , k'^ gehört nur eine Charakteristik, während umgekehrt

ein vorgegebenes Symbol
(f ^"^^^} unbegrenzt vielen Kurvensystemen als Charakte-

ristik zukommt. Auf Grund der Gleichung (15.) erkennt man, daß die Werte

9p
^[h+w h''Xh^] \ z^'v w^l^^^ "^^^ erhält, wenn man die Funk-

tion G von der Stelle (z,,--,zj bis zur Stelle (f^, • •, e^) das eine Mal längs eines

Kurvensystems mit der Charakteristik
{f

'';^''}, das andere Mal längs eines Kurven-

systems mit der Charakteristik
|f' t J-' ';.'

J^t^^) analytisch fortsetzt, durch die Gleichung:

(\9>\ f^l'Ji+!l'i--9p + 9'p\ \^\--t'p\ _ f}f9i--gp\\^'i-^'p

verknüpft sind.

ft=p ft =p
- 2^ 2^ <^uf,' 9'ft S'u'
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Die Funktion G ''"^'^ erfüllt auf Grund der Gleichungen (2.), (13.) für je i? + l

von a, <x, verschiedene, der Bedingung z/(ei, • • •, e^) + genügende Punkte z, s^, -, e^,

die Diflerentialgleichung:

^+S' S'or'if)|£^o

oder, was dasselbe, die Differentialgleichung:

(17.)
1

dG dG_

dz dti

dz ds.

dG

dul>'

dip

diip du'; dup'

dz rffj dsp

= 0,

bei der ^=^±-^----^ ist. Diese Gleichung soll jetzt in eine andere Form ge-

bracht werden.

Man vei-stehe unter /, e\, •••, e'j, irgend p + 1 nur der Bedingung 'St,u(si, •••, e^)=i?

unterworfene Funkte der Fläche T' und nehme, der einfacheren Darstellung wegen, an,

daß das Punktsystem s[, , e'p nur eine Gruppe zusammenfallender Punkte enthält und

daß zudem diese Gruppe durch die Punkte £[,•,€, ao^P) gebildet wird. Für eine

gewisse Umgebung der Punkte z\ s[, •, e^ gilt dann die Entwicklung:

G
m = 00 mi=ao m = oo

m = W(i = w*n = U

bei der die Koeffizienten e nur von den Punkten z, e'i, •••, e^ abhängen, 'C, = z — z oder
1. ^1.

^ = (0 — ß)
' oder endlich 'C, = z ' ist, je nachdem z ein gewöhnlicher Punkt der Fläche T'

oder ein Punkt a mit der Ordnungszahl v — 1 oder ein Punkt 00 mit der Ordnungs-

zahl t — 1 ist, und allgemein z^,, c« = i,2, -.p) die auf Seite 250 für einen beliebigen Punkt e',

für jede Permutation r^, • • •, v^ der

= G ' * genügt, so kann man in die soeben

definierte Größe ist. Da die Funktion G

Zahlen 1, 2, •••, ^; der Gleichung G

für G
z

z

aufgestellte Entwicklung an Stelle der den Punkten £[, • • •, s', entsprechen-

den Größen z^, , z, die in Art. 2 durch die Gleichungen (T.) definierten Größen f^, • ;f,

einführen, und man erhalt auf diese Weise eine Gleichung von der Form:
P-K, II. 34
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m = 00 m, =00 )/t = 00

G ^ ^ ^ ^m Ml • • • m b ''1 ' » •*» +

1

»p >

m = nii = m =0

bei der die Koeffizienten e nur von den Punkten /, s[, -, e'j, abhängen. Beachtet man

nun, daß auf Grund dieser Gleichung
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sich stetis; ändernden Größen -ttt-, -^t- (/' = i.2-- ,»), 0— (? = « + !. .?) durch (^^) , (^—) ,
(r^^

«^S ' dt^, dz^ \SUo \Si,Jo V'^Vo

(dG\ (d_G_

beziehungsweise, so erhält man aus der vorstehenden Gleichung die Gleichung:

dCr \ I dG

(18.)
1

WS/o
cG \ I dG

du%

di

du]}

\ ''.^1 /

d'u''

\^^»+i/o

dM^'+i

''^'. /oV'^^, + 1/0

dz\

dM'»+>

"j+l /o

dG
dz> /o

rfT"p/0

du'/

dz„

= 0,

bei der Jf, die Determinante ^+ (^l •

du'' d'ul d^W
dz\ /q \dz^j^^

/

^

du'''

-,, /o
bezeichnet, die wegen

Sin
I

(ci, • • •, e^',) = p von Null verschieden ist. — Die erhaltene Gleichung gilt auch noch für

den Fall s = 1, oder was dasselbe, für den Fall, daß die Punkte s\, •, f^ sämtlich von-

-~\ tritt (g—j .

Die gewonnene Gleichung (18.) enthält die Gleichung (17.) als speziellen Fall.

Sind nämlich die Punkte e\, • • •, e'^ sämtlich voneinander verschieden und befindet sich

zudem unter den Punkten z, s^, • • , s^ keiner der Punkte a, 00, so ist 'C, = z — z',

0,, = £„ — e), C/' = i,2, • ,rt, und die Gleichung (18.) geht, wenn man noch bei den Größen

z, E\,---,e'p die Akzente unterdrückt, über in die Gleichung (17.).

Schließlich möge noch bemerkt w^erden, daß die Gleichung (17.) und daher auch

die aus ihr abgeleitete Gleichung (18.) in Kraft bleibt, wenn man darin unter G den

durch die Gleichung (15.) definierten Ausdruck G versteht.

5.

Die im vorhergehenden Artikel für irgend einen Punkt z der Fläche T und p
in der Fläche T frei bewegliche Punkte e^, •

z, s^, ; Sj, soll jetzt auf Grund der Gleichung

, Sp definierte Funktion G der Größen

(G.)

/j=p fi=p pT fi=p 1.1 = 1) f'

bei der Xi,---,Xj, die in Art. 2 charakterisierten, der Bedingung '^,i,(xi, • •, x^) =p

genügenden Punkte der Fläche T' sind, als Funktion der^ + 1 Veränderlichen z, u\,--;Wj,

betrachtet werden, und es möge dementsprechend
34*
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G = U(z, tv^, , iVj,)(19.)

gesetzt werden.

Mit Hilfe der in Art. 2 gewonnenen Resultate läßt sich zunächst das Verhalten

von E als Funktion der Veränderlichen u\,---,tu^ in dem durch die Gleichung (G.)

unter Hinzunahme der Bedingung üin/ei, • • •, s^) =p definierten, schon früher mit W—W
Im

bezeichneten Bereiche feststellen. Bei dieser Untersuchung wird man zweckmäßig von

dem durch die Gleichung:

/x=p fi=p ^f f,=p f,=p ^''

(G'.) 2 wi"

+

2 du, \---\2K"+:2 n = «'i
I

• • h^'p

unter Hinzunahme der Bedingung 9t|i|(e,, • • •, ej =i) definierten, einen Teil des Be-

reiches W—W bildenden Bereiche {TF— Wj ausgehen. Man erkennt unmittelbar, daß

für einen beliebigen Punkt (iv) dieses Bereiches
{ Tf'^ — TT } der Wert der Funktion E

durch die Gleichung:

(20.) E(z,w„--.,w^)=g\'^--/''

geliefert wird, wenn (ci, • • •, e^) die dem Punkte (?<?) entsprechende Lösung der Glei-

chung (G'.) bezeichnet. Beachtet man dann, daß der auf der rechten Seite dieser Glei-

chung stehende Ausdruck in bezug auf die Größen s,,---,Ej, eine Funktion 6'(ei,---,eJ

von der in Art. 2 charakterisierten Art ist, so erkennt man weiter, daß E(z,u\, -jiVp)

in dem Bereiche
{ W—W ] eine allenthalben einwertige und stetige Funktion der kom-

plexen Veränderlichen w,, • -, w^ ist und daß die Derivierte ^ (f=i,2, ,?) für den Punkt (w')

des Bereiches { W—W } dargestellt wird durch die der Schlußformel des Art. 2 ent-

sprechende Formel:

(21.)



Erzeugung der Riemaunschen Thetafunktion. 269

bei der zur Abkürzung G an Stelle von G '" ^ steht und im übrigen, der einfacheren

Darstellung wegen, wieder angenommen ist, daß die dem Punkte (w') entsprechende

Lösung (e'i,---, e^) der Gleichung (G'.) nur eine Gruppe zusammenfallender Punkte ent-

hält und daß zudem diese Gruppe durch die Punkte e'i, •,£, (i<»?p) gebildet wird.

Man gehe jetzt zu dem durch die Gleichung (G.) unter Hinzunahme der Be-

dingung 9iii|(£i, • • •, e^,) =i> definierten, den Bereich {TF— VK} als Teil enthaltenden Be-

reich W~W ül)er, nehme also an, daß die in der Gleichung (G.) vorkommenden Inte-

grationswege die Begrenzung der Fläche T überschreiten dürfen. Geht man dann

in W—W von dem dem Bereich {PF— TF} angehörigen durch die Gleichung:

f' = p
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der einfacheren Darstellung wegen, auch hier wieder annimmt, daß die dem Punkte (iv)

entsprechende Lösung (e'j, • • •, e^) der Gleichung (G.) nur eine Gruppe zusammenfallender

Punkte enthält und daß zudem diese Gruppe durch die Punkte ([,, e, ci^o^i-) gebildet
Q 77*

wird. Daß die Derivierte ^— sich mit der nach z genommenen Derivierte des die rechte
o z "

Seite der Gleichung (22.) bildenden Ausdrucks deckt, leuchtet unmittelbar ein.

Die Gleichung (22.) bestimmt zusammen mit der ihr unmittelbar vorangehenden

Gleichung (G.) den Wert der Funktion E{z, iv^, , tv^) für jeden dem Bereich W—W
angehörigen Punkt u\, , iv^,. Läßt man, unter g'i, , (Jp, h\, , h'^ irgendwelche

ganze Zahlen verstehend, an Stelle des Punktes ii\,---,iv^ den ebenfalls dem Bereich

W—W angehörigen Punkt n\ —^ [/[Ui,. — h[ni, , w^, —^ g'iUj,,. — lip^ii treten, so ändert
1 = 1 1 = 1

sich, wie die letzte Gleichung (G.) zeigt, das auf der rechten Seite der Gleichung (22.)

stehende Punktsystem Cj, •••, e^, nicht, dagegen geht für v = \,2, • • , p i/,.
in g,.-\-y\.,

h,. in /(,, + /«v über, und man erkennt dann, daß infolge der Gleichung (16.) zwischen der

linken Seite der so entstandenen neuen Gleichung und der linken Seite der Gleichung (22.)

die Beziehung:

(y=p ^ ,

v=p \

2,>('i-^g'rai,-h[ni, , w^,-^g,aj„-h],7ii] = E{z, tv„ • •, w,,)

1=1 1=1 /
fi=p ii=p fi'.=p

xe ''-^' "='"='

besteht.

Die Funktion E{z, u\, •, iv^) genügt für jeden Punkt s, u\, • •, tc^, des aus der

Fläche T und dem Bereich W~W bestehenden Gebietes [2", W-W] der Differential-

gleichung:

(24.)
iSEizM.-;K)\ ^ %' /8£(/..,.-.-,»..A /<^^X ^ ^

_1_ 1_

bei der 'C,=-z — z' oder C = (^' — a)' oder endlich l. = z 'ist, je nachdem z' ein gewöhn-

licher Punkt der Fläche T oder ein Punkt a mit der Ordnungszahl v — \ oder ein

Punkt oo mit der Ordnungszahl i — \ ist. Man erhält diese Gleichung, wenn man in

der Gleichung (18.) die auf der linken Seite stehende Determinante nach den Elementen

der ersten Vertikalreihe entwickelt und die für (> = 1,2, ,p geltende Gleichung (21.)

beachtet. Diese Gleichungen beziehen sich zwar nur auf den speziellen Fall, wo die dem
Punkte [w) entsprechende Lösung (e^, •••, e^) der Gleichung (G.) nur eine Gruppe zu-

sammenfallender Punkte enthält und zudem diese Gruppe durch die Punkte e[,---,s', (K'Sp)

gebildet wird. Man erkennt aber ohne Mühe, daß die bei irgend einer anderen Be-

schaffenheit der in Kede stehenden Lösung (e'i, • , e^) an Stelle der Gleichungen (18.) und
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(21.) tretenden Gleichungen, in angegebener Weise verbunden, stets wieder die Glei-

chung (24.) liefern.

Die Resultate der in diesem Artikel durchgeführten Untersuchungen lassen sich

jetzt in den folgenden Satz zusammenfassen:

„Die durch die Gleichung (22.) in Verbindung mit der Gleichung (G.) für jeden

Punkt z, <fi, •••, w^ des Gebietes \T', W—W\ ihrem Werte nach vollständig bestimmte Funk-

tion E{z, w^, , tVp) ist in diesem Gebiete eine eimvertige und bei endlichen tv^, • , w^ auch

stetige Funktion der p + 1 komplexen Veränderlichen z, tv^, , tv^,, die in derselben Aus-

dehnung der Differentialgleichung (24.) genügt und beim Übergang des ^stems n\, , tv^, in

ein zu ihm kongruentes System sich der Gleichung (23.) entsprechend ändert."

6.

Durch die Untersuchungen des vorhergehenden Artikels ist das Verhalten der

Funktion E[z, ii\, , it)^ in dem aus dem 2^-dimensionalen Eaume W durch Aus-

scheidung der (2p — 4)-dimensionalen Mannigfaltigkeit W entstehenden Bereich W—W
festgestellt. Die Mannigfaltigkeit W selbst ist durch die Gleichung (G.) unter Hinzu-

nahme der Bedingung 9tii|(£i, ••,£ji)<P definiert. Für jeden Punkt (w) dieser Mannig-

faltigkeit W besitzt die Funktion F(z, u\, • • •, w^) auf Grund der in Art. 4 aufgeführten

E]igenschaften der Funktion G den Wert Null, und es gelten infolgedessen die für den

Bereich W ~ W abgeleiteten Gleichungen (22.) und (23.) auch noch für die Mannigfaltig-

keit W, also für jeden Punkt des Raumes W. Es soll jetzt bewiesen werden, daß die

im Bereich W— W allenthalben stetige Funktion E{z, tv^, •, iv^ auch noch für jeden

der Mannigfaltigkeit W angehörigen Punkt (w) = (w) des Raumes W stetig ist, oder, was

dasselbe, daß der Ausdruck E{z, w^ + /^i,
• •, w^, + h^^), bei dem /ij, • • •, h^, irgend welche

ihren Moduln nach eine positive Größe H nicht überschreitende komplexe Größen be-

zeichnen, mit II gegen Null konvergiert.

Man denke sich in der Mannigfaltigkeit W irgend einen Punkt (mS) fixiert. Das

ihm entsprechende Wertsystem sei w^, • • •, m'j,. Zu diesem Wertsysteme gehören, auf

Grund der Definition der Mannigfaltigkeit W, unbegrenzt viele Lösungen [s^, • • •, e^) der

Gleichung (G.). Irgend eine dieser Lösungen bezeichne man mit (e^, --^ej; es besteht

dann die Gleichung:

11 = 1 u = l tJ I
y-u

und es ist zugleich 9t|i|(£i, • • , i,)<P oder, was dasselbe, es existieren unbegrenzt viele
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Funktionen -^, bei denen das Punktsystem i^, • • •, i^ in dem Systeme der charakte-

ristischen Punkte enthalten ist. Man greife eine dieser Funktionen heraus und be-

zeichne das ihr zukommende System der charakteristischen Punkte mit e^, •••, e^, 7/1, •••,?/^,_2.

Es soll nun zunächst ein ausgezeichneter, den Punkt {w) im Innern enthaltender

Teil des 2j5-dimensionalen Raumes W abgegrenzt werden. Man wähle im Innern der

Fläche T' ^ + 1 Punktsysteme äX' , • • -, ä^^, 1=1,2, •••,p + i, von der Art, daß unter den^(jp-|-l)

Punkten dieser Systeme weder zusammenfallende noch Punkte «, 00 noch auch Punkte

des vorher bestimmten Systems «j, •••, e^, 7/1, • • •, j?^_2 vorkommen und daß zudem für

y = 1, 2, • • •, jp + 1 9i|i|(äi^', • •, a*,'^) =1» ist. Infolge dieser Wahl lassen sich im Innern
hl

der Fläche T um die i>(i? + 1) Punkte «<,"', /,'=}; 2; '..'p'^S als Mittelpunkte i)(^ + 1), den-

selben Radius r besitzende, vollständig getrennt liegende und keinen der Punkte £1, • • , e^,

jjj, • • -jTjp^c, enthaltende Kreisflächen iT^J''', /,il'|;/.'.',^^S abgrenzen. Setzt man alsdann, unter

hi,---,\ veränderliche komplexe Größen verstehend,

(26.)
-2" fdu,

I

• •

I

-5" fdu^ = ^'1
I

• • •

I K (r=i,2,..,p+i)

und beachtet, daß nach dem auf Seite 250 Bewiesenen für hinreichend kleine Werte

der Moduln von h^, • • •, h^ die Entwicklungen:

71, =00 «„=00

«j^ = np=0

(27.) {V=l,3,;p+1)

bestehen, bei denen die Koeffizienten c'-"'''' nur von den festen Punkten et'' abhängen,

und speziell die ^Koeffizienten cfi'.'^^^.o,
• • •, 4'.^'.o sämtlich den Wert Null besitzen, so

erkennt man, daß sich eine positive Zahl H' von der Art angeben läßt, daß nicht nur

in dem ganzen durch die Bedingungen mod Äi ^ -fif',•••, mod /i^ ^ iZ' definierten Gebiete

die vorstehenden Entwicklungen gelten, sondern auch die dadurch als Funktionen der

komplexen Veränderlichen //j, • • •, h^ dargestellten Größen a^"^ — S''^ die Bedingungen

mod [a'i' — ä^i"'] ^ r, • • •, mod [a^'^ — ä^'''] ^ r erfüllen, oder, was dasselbe, die den Größen

«Jl'. ^~i,'v
-.'p"^* entsprechenden Punkte aj,"' in den Kreisflächen K^''' beziehungsweise liegen.

Versteht man jetzt unter II eine der Bedingung H<H' genügende positive

veränderliche Größe und bezeichnet mit Itj, dasjenige Gebiet des 2j)-dimensionalen
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Baumes W, welches nur die den Bedingungen mod h^ ^H, , mod h^^ E genügenden

Punkte (w + h) enthält, so ist damit ein den Punkt (iv) im Innern enthaltender Teil

des 2^-dimensionalen Eaumes W bestimmt, dessen sämtliche Punkte durch die folgen-

den charakteristischen Eigenschaften ausgezeichnet sind. Das irgend einem Punkte

(w + h) entsprechende Größensystem (h) läßt sich immer und nur auf eine Weise in

die durch die Gleichung:

(28.) ^ = (-2 Jl^^A
(.'=i,^',--,i'+i)

bestimmte Form Ijringen, wobei der Punkt a^*;' in der Kreisflache Z,,'") liegt, auch der

von «{,"' nach aj;' führende Integrationsweg, wie durch den Strich am Integralzeichen

angedeutet sein soll, ganz in K^^'^ verlauft, und zudem die, immer der Bedingung

3^11 iK'*!
• • •> «p') ='P genügenden, Punkte a^'', • • •, a^*' sich den Punkten Sl\ • • •, ä'-^^ be-

ziehungsweise unbegrenzt nähern, wenn die positive Zahl H und damit auch die Größen

^1. • • •> ^p gegen Null konvergieren.

Das irgend einem Punkte (w + 'h) des Gebietes Bjj entsprechende Wertsystem

^1 + ^*i
I

• • •

I

Wp + \ laßt sich nach Art. 1 immer in der durch die Gleichung:

(29.) (,-^ + /,)= J^M^^^-^ idu]
V = l /, = ! J I

bestimmten Form darstellen und zwar nur auf eine Weise oder auf unbegrenzt viele

Weisen, je nachdem bei einer solchen Darstellung 9l|i|(£i, •••, e^)=i' oder 9l|i|(ei, •••, ej<_p

ist. Durch die Gleichung (29.) wird also der Totalität der Punkte [w + h) des Gebietes

Bji eine mit E^ zu bezeichnende Totalität von Punktsystemen Cj, • • •, e^ zugeordnet.

Nimmt die veränderliche positive Größe IT ab, so treten zugleich Punktsysteme e^, -, e^

aus der Totalität E^ aus.

Zu jedem in T' liegenden System von p Punkten existiert unter den ^ + 1 zu

Anfang konstruierten Kreisflächensystemen /f/'', • • •, JiTj*'', .=i,2,--,p + i, wenigstens eines,

welches keinen dieser Punkte enthält. Es lassen sich daher die sämtlichen in E^^ ent-

haltenen Punktsysteme s^, • -, Sp derart inp + 1 Gruppen E];', v=i,2,. -.p + i, ordnen, daß

die Gruppe E^'^ ausschließlich Punktsysteme s^, • , Sj, enthält, welche außerhalb des

Kreisflachensystems Ä'/'^ • •, Ä'j'' liegen, und es ist damit die Untersuchung der in E^^

enthaltenen Punktsysteme s^, , Sp auf die Untersuchung der in der Gruppe Ejj' ent-

haltenen Punktsysteme e^, • • •, s^ zurückgeführt.

P-R, II. 86
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Man eliminiere nun, unter v eine Zahl aus der Reihe 1, 2, •••,^ + 1 verstehend,

aus den Gleichungen (25.), (28.), (29.) die Größen w, h und bringe die so entstehende

Gleichung in die Form:

2 du+:^ chA = (2 du +2 du).
,<i = 1 «/ /< = 1 »/ / \i, = 1 «/

fi = i J I

Da diese Gleichung die Kongruenz:

/." = p ^'=p (^A / h^p t'=p ,„A

(31.) (2^^''+:2^''n = l2^i'"+2^i'^'')
\,«=i ,11 = 1 / V, = 1 1, = 1 /

nach sich zieht, so existiert nach Früherem zur Fläche T eine Funktion A(/), welche

für den Fall, daß die beiden Punktsysteme ij, • • •, ip, äi'',
• • •, d'^'^ und s^, • •, e^, d'i\ • • •, äj,'^

keinen Punkt gemeinsam haben, das erste Punktsystem als System der oo^- Punkte, das

zweite als System der 0*-Punkte besitzt, welche dagegen für den Fall, daß die beiden

Punktsysteme einen Teil gemeinsam haben, das von dem ersten Punktsysteme nach

Entfernung des gemeinsamen Teils übrigbleibende Punktsystem als System der cx)'-Punkte,

das von dem zweiten Punktsysteme nach P]ntfernung des gemeinsamen Teils übrig-

bleibende Punktsystem als System der O'-Punkte besitzt. Diese, bis auf einen konstanten

Faktor bestimmte, Funktion A{z) kann man nach dem in Art. 9 des fünften Abschnitts

erhaltenen Resultate unter Verwendung der zu Anfang dieses Artikels gewählten, das

Punktsystem e,, • • •, e^, i]i, , rj^^^ als System der charakteristischen Punkte besitzenden

Funktion -r- durch eine Gleichune von der Form:
dz

~

^=„ dP

(32.) A^) = — du
dz

darstellen, bei der ß,, •••, i*^,, Ci,---,Cp von z unabhängige, der Bedingung ^ 2^, =
M = l

unterworfene Größen bezeichnen. Die 2p Konstanten Sj, • • •, 2^^, Cj, • • •, c^, sind in dem
Falle, wo das Punktsystem iji, •• •, i]p_i, s^, , e^ keine zusammenfallenden Punkte ent-

hält, durch die 3p — 1 Gleichungen:

f,=p ,äV
(33.) 2 ß... = 0, '2\ (-^j^) + S\(^ - ,

i = \,i,-- ,p-i,
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(35.)

Erzeugung der Riemann'schen Thetafunktion.

rfP 1

275

H = p

/' = !

dai-

H—p j at*")

dP

dz. + ^C.

dai'

cZmu

0,

= 0,

{1 = 1,2,

p=l,2.

verknüpft, wobei jedoch zu beachten ist, daß für a = 1,2, ,p an Stelle der ö'™ Gleichung

des Systems (34.) die Gleichung 2„=0 tritt, wenn der Punkt a^J'' mit dem Punkt ä'j'

zusammenfällt. Befinden sich dagegen in dem Punktsystem rj^, ,rij,^_^, e^, •,Sp Gruppen

zusammenfallender Punkte, kommt also etwa ein Punkt t, s-mal vor, so treten in den

Gleichungensystemen (33.), (35.) an Stelle der s dieser Gruppe entsprechenden Gleichungen

die s Gleichungen:

0, <T=1,2,

M=P

2%, dz'i
/,=i y^-^i. /o

Sp vor-und es sollen zugleich, wenn der Punkt | s'-mal (o^.s») im Punktsystem e^,

kommt, die s den Werten ö = 1, 2, • • •, s' entsprechenden Gleichungen dem Systeme (35.),

die übrigen s — s dem Systeme (33.) zugeteilt werden. Welche Form aber auch im

einzelnen Falle die 2^ — 1 Gleichungen (33.) und (35.) haben mögen, sie sind wegen

91h|(o*iV ••> öp') ^i* immer linear unabhängig und bestimmen daher, dem vorher Be-
ul

merkten entsprechend, die 2p Konstanten 2, c bis auf einen konstanten Faktor. Um
diese Konstanten vollständig zu bestimmen, sollen sie, nachdem man sie mit Hilfe

ihrer Moduln S, c in die Form S^, = 2^, e''"'*'', c,, = c^e''>'" gesetzt hat, schließlich noch den

Bedingungen

:

(36.) 2^,+2^='^P, 2V,+2W,'^^ (mod27r)

unterworfen werden.

Die Moduln 2 der Größen 2 können durch Verkleinerung der positiven Größe H
so klein gemacht werden, wie man will. Um dieses einzusehen, beachte man zunächst,

daß für die in der q^''^ Gleichung des Systems (34.) vorkommenden Derivierten von P
die Entwicklungen:

dP
.(•)

rfa'-» 1 _ (i..)
+ e^io + p(") (< |(v)-

') + 41 «'-«'•?+

dp
AM

da<-)
(/'+ S')

e%o + <^^i«' -^ + <t2«' - «rT

+

36«
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gelten, wobei die Koeffizienten e^^\ nur von der Größe S^\ die Koeffizienten e'-^'}^^ nur

von den Größen ä*'\ ä*,'' abhängen, und daß daher, wenn a*,''* gegen «[/' konvergiert, der

die linke Seite der genannten Gleichung bildende Ausdruck:

äV

rfa'"'

duT
dai'

bei dem wegen ^ 2^, +^ c^, = 2p keiner der Koeffizienten £, c seinem Modul nach die
/< = 1 /, = 1

Zahl 2p überschreiten kann , unendlich werden würde wie
,„, _^ ,(„, ,

also nicht den

Wert Null behalten könnte, wenn nicht die Größe S„ zugleich mit a[,''— ä^''^ gegen Null

konvergieren würde. Beachtet man nun noch, daß man durch Verkleinerung der posi-

tiven Größe II die Größen \, • , h^ und damit auch, den Gleichungen (27.) zufolge, die

2} Größen mod (a^'''— ä[,''), ?=i,2, ,?, so klein machen kann, wie man will, so erkennt

man schließlich, daß man nach Vorgabe einer beliebig kleinen positiven Zahl 3 die

Größe H stets so klein nehmen kann, daß die Moduln £i, • • , 2^, für alle in Betracht

kommenden Wertsysteme h^, • •, \ unter 8 liegen.

Nach diesen Vorbereitungen soll jetzt das Verhalten des auf der rechten Seite

der Gleichung (14.) stehenden Ausdrucks:

(37.) Q{b„
(0
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(35'.;

dp

^=1
? = 1.2,

geben kann, daß hieraus die für z = 1, 2, • • -.^ geltende Gleichung:

(38.)

d !*j'

'dT
duX"

"dT

du'/

'dT
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jedes der hier in Betracht kommenden Punktsysteme s^, • -, e^,, die, als der Gruppe E^>

angehörig, sämtlich außerhalb der mit dem festen Eadius r um den Punkt äj'' abge-

grenzten Kreisfläche Ä^'' liegen, einen endlichen Wert. Dementsprechend läßt sich eine

positive Zahl ^'"^ von der Art angeben, daß für jedes dieser Punktsysteme £i,'---, e^,

die Beziehung mod F^''\e^, ••, ej < ^^"^ (/, = i,3,--,rt besteht, und die Gleichung (39.) liefert

dann für mod Q{£x, • -, Sp) die für x = 1, 2, • -, p geltende Beziehung:

(40.) c, mod Q{e„ •, f,) < (^X) ^''"•

Durch Addition der j; aus dieser für z = 1, 2, • •,^> hervorgehenden Ungleichungen erhält

y = p fi=p^

man endlich unter Benutzung der Gleichung ^c^ = 2^ —^ £„ , die Beziehung:

(41.) {2p - 2%) mod Q{8„ . .

., e^) <
(
^'s.) {"0^')

Beachtet man nun, daß nach vorher Bew^iesenem durch Verkleinerung von H die

Größen 2 so klein gemacht werden können, wie man will, so erkennt man aus der

zuletzt gewonnenen Beziehung, daß der Wert von Q(ei,---,Sp) zugleich mit II für alle

der Gruppe E^' angehörigen Punktsysteme gj, •••, e^ der charakterisierten Art gleich-

mäßig gegen Null konvergiert.

Die noch übrigen der Gruppe E^' angehörigen Punktsysteme £i,
• • -, t^ unter-

scheiden sich von den eben betrachteten dadurch, daß sie Punkte a, oo oder zusammen-

fallende Punkte enthalten. Zu einer und derselben Alt mögen diejenigen dieser Punkt-

systeme gerechnet werden, welche das den Punkt a^, (p = i,2,- ,0 ?H^-mal und den Punkt

00^ (x=i,2, . ,v) n^-miü enthaltende Punktsystem «i, •••,«,,••••, a^, • •, a,., ooj, • • •, 00^, • • • •,

00^, • • •, 00,^ als Bestandteil besitzen und bei denen der noch übrige, keinen der Punkte a, 00

mehr enthaltende, Teil aus t Gruppen zusammenfallender Punkte mit den Häufigkeits-

zahlen §1, • • •, s^ beziehungsweise besteht. Dabei ist dann m^ + • • + «V+ >*i + • • • + ^'.y

+ Si + • • • + s, = ^. Die Zahlen m, n können auch sämtlich den Wert 0, die Zahlen s

sämtlich den Wert 1 haben; ausgeschlossen ist nur das, die schon vorher betrachtete

Art von Punktsystemen s^, , Sj, charakterisierende, Wertsystem Wi = 0,--;'m, = 0, «1 = 0,

• • •, w,^=0, s,= l, •••, s, = 1. Daß die Anzahl der so unterschiedeneu Arten eine end-

liche ist, leuchtet unmittelbar ein.

Die vorher durchgeführte Untersuchung läßt sich nun mit geringen Änderungen

auf jede der eben unterschiedenen Arten von zur Gruppe E^' gehörigen Punktsystemen

übertragen. Wird auch der Ausdruck Q{ei, • -, tj,) für die Punktsysteme einer solchen

Art zunächst unbestimmt, so liefert er doch, indem man jedes derartige Punktsystem
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als Grenze eines Systems der vorher betrachteten Art auffaßt und unter Zuhilfenahme

von Reihenentwicklungen zur Grenze übergeht, einen bestimmten für die betreffende

Art charakteristischen Ausdruck, bei dem an Stelle der ursprünglichen Determinante

^± -^ • -p- eine Determinante steht, deinen q^^ Zeile die m^ -|— + m^ + n^ + • + n^

T—^ • • -r-TiT -TT- • • • -7T^ • • • -IT-
' '

' jJ 'h der angegebenen Reihenfolge enthalt.

Für diese Determinante ergibt sich aber aus dem im vorliegenden Falle an Stelle des

Gleichungssystems (35.) tretenden System die der Gleichung (38.) entsprechende Gleichung,

und es entsteht dann durch Verbindung dieser letzteren Gleichung mit dem für Q(ei, •••, cj

ermittelten Ausdruck die im vorliegenden Falle an Stelle von (39.) tretende Gleichung.

Von ihr aus gelangt man durch die früher angewandte Schlußweise schließlich wieder

zu den Beziehungen (40.), (41.) und damit zu dem Resultat, daß der Wert von Q(ei, ••, Sj,)

zugleich mit H für alle der Gruppe E^* angehörigen Punktsysteme Cj, • -, e^ der hier

betrachteten allgemeinen Art und daher auch, da die Anzahl der unterschiedenen Arten

eine endliche ist, für alle der Gruppe E^^ überhaupt angehörigen Punktsysteme £i,---,£p

gleichmäßig gegen Null konvergiert.

Da die vorstehende Untersuchung für jede der p + 1 Gruppen E^^', r=i,2,.. ,p + i,

gilt, so ist damit auch bewiesen, daß der Wert von Q{si, • • , Sj^ zugleich mit Tif für

alle der Totalitilt Ejj angehörigen Punktsysteme s^, , s^, gleichmäßig gegen Null kon-

vergiert. Beachtet man dann noch, daß die Punkte £i,
• • •, e^ mit den Größen w^ + li^, • ,

+ h^ durch die Gleichung (29.) oder, was dasselbe, durch eine Gleichung von der Form:w

_ _ lu = p fi=p /t" i=p fi=p /i=p ^'' r = p

Wi+ //i
I

• • •

I

u'^+ h,, = ^<" +^ // dui - ^^>i,

-

Knil • •

|

^u';f +^ //
du^ - ^g^a^- h'^ni,

fl = l U = lJ\ 1=1 ^ = 1 1.1 = 1 Jl v=l

bei der die y, It! ganze Zahlen bezeichnen, verknüpft sind, und daß dementsprechend

auf Grund der Gleichungen (22.), (15.), (14.), (37.) die Beziehung:

22: £(ia+i)u„

(42.) E{z, w, + h„ ; tdp+h^:) =G
'l

•••^1/1 Q{t„---, e^)e -' -'

U= l \ P=l / U-1 |U'=l

besteht, so erkennt man schließlich, daß auch der Ausdruck E{z,Wi-\-h.^,- -, Wj,->rhj^,

bei dem \, , h^, irgend welche ihren Moduln nach die positive Größe H nicht über-

schreitende komplexe Größen bezeichnen, mit H gegen Null konvergiert, oder, was das-
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selbe, daß die im Bereich W— W durchweg stetige Funktion E(2, tv^,---, w^ auch noch

für jeden der Mannigfaltigkeit W angehörigen Punkt [iv) = {w) des Eaumes W stetig ist.

Im Anschluß an die vorstehende Untersuchung möge hier noch bemerkt werden,

daß die für irgend einen von den Punkten a, <x> verschiedenen Punkt z der Fläche T'

gebildete Derivierte
^^ ',"'"' "^''

als Funktion von tv^, • , w^ betrachtet ebenfalls für

jeden der Mannigfaltigkeit W angehörigen Punkt (tv) = (w) des Raumes W stetig ist. Man
erkennt dieses ohne Mühe, wenn man beachtet, daß der aus der Gleichung (42.) für die

Derivierte "^
"' g'^

"'"^'
sich ergebende Ausdruck die Größe Q{ei, • -, Sp) als

Faktor enthält, also ebensowie i'(^^, Wj + ^i, • • •, m^^^ + äJ mit H gegen Null konvergiert,

und daß die Derivierte — p^'
' wegen der für jeden Punkt z der Fläche T' gel-

tenden Gleichung E[z,w^,---,Wj,) = den Wert Null hat.

7.

Man verstehe unter v^, • • •, v^ p unabhängige komplexe Veränderliche und ordne

zur Erzielung einer kürzeren Ausdrucksweise dem Wertsysteme Vi = v'-^'' + vfH, • • ,

Vj, = v'p^ + vf'i denjenigen Punkt (c) eines 2j9-dimensionalen Baumes V, der die 2^ reellen

Größen v'^\ vf^ •,•; v'-p\ v'-^^ zu Koordinaten hat, als Korrespondenten zu. Der Gesamt-

heit der Wertsysteme t\, •, Vp entspricht dann die Gesamtheit der Punkte (v) des

Raumes V. Das System (v) = Vj^\- \Vp kann man nach Wahl eines Punktes der

Fläche T immer in der durch die Gleichung:

tu 'u
f = p f'=p ^ /'=p f'=p /*

(43.) Vi\---\Vp = ul-^ ul" -^ / (^«1 - ^1
I

• • •

I

w; -^ w;'' -^ dUp- kj,

oder, was dasselbe, in der durch die Kongruenz:

(43'.) {v)^.(u'-'2'u'"-k\

bestimmten Form darstellen, bei der s^, , e^, Punkte der Fläche T bezeichnen. Diese

Darstellung ist zugleich die einzige, wenn 9ft|i|(ei, • • •, e^) =i> ist; für 9tii|(£i, • • •, ej <i)
Im hl

dagegen existieren unbegrenzt viele Darstellungen, und diese werden durch die mit

£1, • • •, Sp äquivalenten Punktsysteme geliefert. Auf Grund der verschiedenen Dar-

stellungen von (v), die entstehen, wenn man für z andere und andere Punkte der

Fläche 2" wählt, sollen nun in bezug auf das System (v) die folgenden beiden Fälle

unterschieden werden.
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Erster Fall: Das System (r) ist so beschaffen, daß eine Darstellung

existiert, bei der 91m /«i, ••, e^) =i> ist.

Liegt dieser Fall vor und fallt zudem keiner der Punkte Cj, •••, e^ mit dem

u' ~ ^u''f~h\ die

Beziehung '^,u{e\,---,Q=P und keiner der Punkte el, • • •, e^ fällt mit dem Punkte /

zusammen. Wäre nämlich Ü^mi (e'i, • • •, e',) <p, das Punktsystem s[, ,£' also ein ersetz-

bares, so ließe sich ein den Punkt z' enthaltendes Punktsystem /, e^, • • •, e^, von der
/f'=p \ / fi=p \

Art bestimmen, daß die Kongruenz ( ^«'"1 = («"' +^m^''| erfüllt ist, und es würde

sich dann aus dieser Kongruenz und den beiden in Eede stehenden Darstellungen von (r)

y^ u'i'
)

-^-2 ti' -\-^ u'f
)

ergeben.

Line Kongruenz derselben Art und zwar die Kongruenz 1 ^'t*'"
j

-
; 1 w' +^'^^'M würde

man, welchen Wert %u{s[, , Sp) auch haben mag, durch Elimination der Größen v

aus den beiden in Rede stehenden Darstellungen von (r) erhalten, wenn ein Punkt s,

etwa e'i, mit dem Punkte z' zusammenfiele. Jede der beiden letzten Kongruenzen steht

aber, da keiner der Punkte e^, •••, e^ mit dem Punkten zusammenfällt, im Widerspruch

mit der Voraussetzung Üi,,, (sj, • • •, ej =j;, da diese das Punktsystem Ci, •, e^ als ein

nicht ersetzbares charakterisiert.

Fällt dagegen bei der für (y;) vorausgesetzten Darstellung einer der Punkte Ci, ••, s^.,

etwa £i, mit dem Punkte ^! zusammen und ist (r) eze l w'' —^ m'" — Ä-
1 irgend eine zweite

Darstellung, so besteht, wie durch Elimination der Größen v aus den beiden Darstellungen

sich ergibt, die Kongruenz
[
^ W'A iw' + y^ u'A. Nun beachte man, daß nach der

Voraussetzung Sini («i,
• • •, e^) =i^ , also ^in, (e^, • • •, e^) =^ — 1 ist und daß infolgedessen

|i| Im

9^|i|('^'> «s> • •> «J nur dann einen unter p liegenden Wert und zwar den Wert j; — 1

Im

hat, wenn z' ein Punkt des zu £21 • • •> ^p gehörigen einzigen Restpunktsystems r}^, -, ?j^_i

einer Funktion -^ ist. Aus der letzten Kongruenz erkennt man dann, daß für alle

/ ,
f'=p , \

Darstellungen (t-) in'' — y u''' ~ k) des Systems (v), bei denen / mit keinem der

p-it, u. 36
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Punkte Tji, , Jjp^i zusammenfällt, die Beziehung %i\(ei, , e'p) =p besteht und das
1

Punktsystem e[,---,s'j, mit dem Punktsystem z', 82, , Sp identisch ist, daß dagegen,

wenn / sich mit einem der Punkte r]i, , ijp^i deckt, 9i|i|(f;i, • • , s'p) ==p — 1 ist.

Zweiter Fall: Das System (v) ist so heschajf'eii , daß nur Darstellungen

existieren, hei denen '^\i\(ei, , £p) <P ist.

Im

Ein jedes zum zweiten Fall gehörige System (r) soll im folgenden mit (r) be-

zeichnet werden. Die diesen Systemen entsprechenden Punkte (r) bilden im 2^-dimen-

sionalen llaume V eine Mannigfaltigkeit von nur 2p ~ 4 Dimensionen, wie man unmittel-

bar aus dem zu Anfang des Art. 2 über die Mannigfaltigkeit W Bemerkten erkennt.

Die nach Ausscheidung der Mannigfaltigkeit V übrigbleibende 2^j-dimensionale Mannig-

faltigkeit soll mit V— V bezeichnet werden.

Nach diesen Vorbereitungen gehe man jetzt auf die für jeden Punkt (tv) des

liaumes W geltende (ileichung (22.), bei der die Größen w^, , Wp, s^, , t^ durch die

ihr vorangehende Gleichung (G.) verknüpft sind, zurück und führe darin an Stelle der

Größen w,, • • •, Wp Größen r^, , Vp vermittels der Gleichung:

(44.) u\
I

• • •

I

Wp = u[ - i\ - /i-j
I

• •

1
Up - r^ - 1;^

ein. Man erhält dann die Gleichung:

(45.) G
{ J_ ; :

:y |

^'
• ;

^"l

= E{z, tv,,.

.

, w^) = F{z, u\-v,-K, .

.

, u;-Vp-kp) = F{z, r„ , Vp),

bei der die Größen r^, • • , Vp mit den Größen z, e^, , Sp durch die Gleichung:

(40.) ?•,
I

• • •

I

Vp = ul -^ u[/' + 2: g,ai , + Kni-l\\---\ u; -^ «<;" + ^g,.ap„ + h^ni - kp

verknüpft sind. Die so entstandene Größe F(z,Vi,---,Vp) soll jetzt als Funktion der

p + l unabhängigen Veränderlichen ä, Vj, •••, r^ näher untersucht werden.

Die Größe F{z, r^, -, Vp) ist für jedes System i\, •• •, Vp von z unabhängig. Für

den Beweis dieser Behauptung hat man die folgenden Möglichkeiten zu unterscheiden.

Es liege zunächst ein zum ersten Falle gehöriges System (y) von der Art vor,

daß bei jeder der Gleichung (46.) entsprechenden Darstellung des Systems (v) ^ni(si,- •,^i^=P
Ul

ist, oder, was dasselbe, daß für jedes z das dem Systeme (v) auf Grund der Glei-

chung (44.) entsprechende System (w) dem Bereich W—W angehört. Beachtet man
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dann, daß nach dem am Schlüsse von Art. 5 ausgesprochenen Satze für jeden Punkt

z', Wi,---,Wp des Gebietes [2", TF— ^] die Größe E(z', w^, ,w^) eine Funktion der

p + 1 komplexen Veränderlichen z', w^, • -, tVj, ist und der Diö'erentialgleichung (24.) ge-

nügt, so erkennt man, daß die auf Grund der Gleichungen (44.), (45.) gebildete Derivierte

:

für jeden Punkt z der Fläche T' den Wert Null besitzt, oder, was dasselbe, daß die

Funktion F(z, v^, • • •, v^,) für jedes System ((') der in Eede stehenden Art von z unab-

hängig ist.

Liegt dagegen ein zum ersten Falle gehöriges System (v) von der Art vor, daß nicht

bei jeder der Gleichung (46.) entsprechenden Darstellung des Systems (v) ^nAs^, •, s^) =p

ist, so fällt nach dem beim ersten Falle an zweiter Stelle Bemerkten in der Gleichung (46.)

entweder einer der Punkte £i, • • •, Sj, mit dem Punkte z zusammen oder es ist 9t| 1 1 (ci , • • •, f^,) <p,
|i|

sodaß also für jedes dem Systeme (/') entsprechende Punktsystem z, t\, •••, e^ die Größe G,

welche in der die Funktion F definierenden Gleichung (45.) vorkommt, den Wert Null

hat. Es besteht daher für jeden Punkt z der Fläche T' die Gleichung F(z,i\, ,Vp) =
und es ist demnach die Funktion F(z, t'^, • -, v^,) auch für jedes System (v) der jetzt

in Eede stehenden Art von z unabhängig.

Liegt endlich ein zum zweiten Falle gehöriges System (;?) = (v) vor, so gehört,

wie auch z gewählt sein mag, das ihm auf Grund der Gleichung (44.) entsprechende

System (tv) immer dem Bereiche W an und es besteht demnach, da für jedes System (w)

E(s, u'i, • , Wp) = ist, für jedes System (v) die Gleichung F(z, Vi, , v^) = 0.

Damit ist bewiesen, daß die Größe F(z, v,^, -, r^) eine nur von den Größen

i\, • • •, Vp abhängige, mit 6r(t'i| • • •
|
o^) zu bezeichnende, Funktion ist, und es kann daher

jetzt die Gleichung (45.) durch die Gleichung:

(47-) G^|j;:::y|''v'^|=i^>,^ir--,^,)=./^Y^,«i-^\-^\,--',M;-^-^,)=^(^'ii v„

ersetzt werden. Für die so definierte Funktion ^(''il
• • •

|
Vp) ergeben sich nun die folgen-

den Eigenschaften.

Die Funktion G0\\ • • •
| i-J ist, da E(z, iv^, , iv^ für jeden Punkt z, iv\, • • •, tv^

des Gebietes [T', W] einwertig und bei endlichen iv^, , tv^, auch stetig ist, für jeden

Punkt (v) des Raumes V einwertig und bei endlichen v^, , v^ auch stetig. Ist speziell

(v) = (v), gehört also der Punkt (v) der Mannigfaltigkeit V an, so besteht nach dem

soeben für F(z, i\, • , rj Bewiesenen die Gleichung G{i\\- \vp) = 0.

36*
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Die Funktion (-t(i\\ • • • \Vj) besitzt für jeden Punkt (<;) der Mannigfaltigkeit V~V
Derivierten nach i\,---,Vj,. Zu einem solchen Punkte (v) kann man nämlich nach

dem beim ersten Falle Bemerkten immer auf unbegrenzt viele Weisen einen Punkt z

der Fläche T' von der Art wählen, daß der dem Punkte (v) auf Grund der Gleichung

('») = («' — V — /.•) entsprechende Punkt («;) der Mannigfaltigkeit W—W angehört und

demnach die durch die Substitution (w) = (m' — v — Ä-j in G(i\\ übergehende Funk-

tion J'Jiz, i(\, • , ir^) Derivierten nach w^, •,Wp besitzt, deren Werte durch die Formel (21.)

geliefert werden. Es besitzt also auch G{j\\ •
|
r^) für den in Eede stehenden Punkt (v)

von V—V Derivierten nach v^, ,v^, die durch die Gleichungen:

f4S.)
dG{i\ \v,.)

dv,.
('=1,2.-

geliefert werden.

Die auf irgend einen Punkt (r) der Mannigfaltigkeit V — V bezogenen Derivierten

.

g^,---, ^ konvergieren, wenn der Punkt (r), ohne aus V—V herauszutreten, gegen

einen Punkt (r) von F anrückt, sämtlich gegen Null. Zum Beweise dieser Behauptung

beachte man zunächst, daß die Größe 6r(vi
|

•••! r^) durch die Substitution (r) = (u' — tv — k)

in ]'J(z, tVi, , w^) übergeht, und daß infolgedessen für jeden Punkt (r) von V—V
und jeden von den Punkten a, oo verschiedenen Punkt z der Fläche T' die Gleichung:

dE(z,n\ ,,?<-'„) _ f)G(_t\
I

dz

\v,)_ du^

dz
"^ +

dG(v,\
I
Vp) dup

dz

besteht. Nun wähle man im Innern von T' irgend p untereinander und von den Punkten

a, oo verschiedene, der Bedingung 91,1, (^''^ • • •, z^''^) =p genügende Punkte 2*'\ ä'^', •-, z^
ip)

setze für q = 1,2, ^p zur Abkürzung (u' -v-k) = (tv^'-'^), i:(z^'-'\ wf, • , wf) = _B''^'',

lasse alsdann in der aufgestellten Gleichung an Stelle des Punktes z der Reihe nach

die Punkte ^*'', • • •,
«'''' treten und löse endlich das so entstehende System von p Glei-

chungen nach den Größen ^,---,#^ als Unbekannten auf. Man erhält dann die für

Q = 1, 2, , p geltende Gleichung:

(49.)
dG{v, k,.)

dv„

1
'2'

du\

~dz^

w
du]

~dz^

dui

~dz^

dUf-t O-tj dU( + i

~dz^ Tz^ ~dz^

(')
IS)

(')

duJ-1 dE dUf^i

17^ 17^ ~dz^

dul-t dE"" dut+t

dz" dz"''

du],

dz">

du',

dz"->

dul
dz"
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bei der J =2± S^^ • • •^ ist. Läßt man jetzt unter Festhaltung der gewählten

Punkte s^^\ • • •, ^;<^' den Punkt (v) in der Mannigfaltigkeit V~V gegen einen Punkt (v)

von Fanrücken, so rücken die ihm auf Grund der Gleichungen (w^'-'^) = (u'^'^— v — Tc),
c'
= i,2,- ,p,

entsprechenden Punkte {iv^^'^), -, (;w^''') gegen bestimmte Punkte (w*''), • • •, {0''^) der Mannig-

faltigkeit W an, zugleich konvergieren die Größen -j-rr^ • •

'"giiw"» nach dem am Schlüsse

von Art. 6 Bemerkten, sämtlich gegen Null, und es konvergiert daher auf Grund der

Gleichung (49.) auch die Derivierte ^ (-,=1,2, ,p) gegen Null. Damit ist die aufgestellte

Behauptung bewiesen.

Die Funktion Ö(vi |

• • •
| i'^) genügt infolge der für E[z, iv^, , iv^ geltenden Be-

ziehung (23.j der Gleichung:

V = 1 > = 1 /

u=p fi=p fi'^p

bei der g[, •, (i\„ li\, • • •, li'^, irgend welche ganze Zahlen bezeichnen. Aus ihr ergeben

sich, wenn man das eine Mal K=l, das andere Mal g'„=l setzt und jedesmal den

2p — 1 übrigen ganzen Zahlen g, h' den Wert Null gibt, die speziellen Eelationen:

(50,.) Giv,\---\v,, + m\---\i);)^G(r,\...\v^\...\v^), ?=i,2,...,p,

(5O3
.)

G (vi + rti ,,
I

• •

I

v„ + a,,,,\---\i), + a^,^^G(>\\---\ v„
|

•••
| ?v)

e~
'"'"""

,

e = 1. 2. • --p-

Auf Grund der bis jetzt ermittelten Eigenschaften von ö (v,
|

• •

|

cj erkennt man
nun, unter Beachtung des analytischen Charakters der (2^j — 4)-dimensionalen Mannig-

faltigkeit V, zunächst, daß ^'^(v'il • • •
|
v',-i |^,, | 'A, + i| • • • hv) (? = 1.2. -.?), wie auch die Werte

•, v'j, gewählt sein mögen, eine einwertige und bei endlichem v„ auch^1) > ^0— 1 » ' p + i;

stetige Funktion der komplexen Veränderlichen v„ ist und daß daher nach einem von

Herrn F. HARTO(is bewiesenen Satze*) ö(Vi| • • •

|
?'^) eine einwertige und bei endlichen v

auch stetige Funktion der p unabhängigen komplexen Veränderlichen i\, • • -, r^ ist. Da

die Funktion G(j\\- [ i)^ aber auch, nach (50i.), in bezug auf jede der Veränderlichen

^1, • • •, Vj, die Periode ni besitzt, so läßt sie sich für alle endlichen v immer und nur

auf eine Weise in der durch die Gleichung:
ft=p

O'^l-) ö(r,|...|rJ = J' ••• J'<...„.,e''-
7H, = — 00 m« = — oc

*) Vgl. Hartogs, f., Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer unabhängiger Veränderlichen, ins-

besondere über die Darstellung derselben durch Reihen, welche nach Potenzen einer Veränderlichen fortschreiten.

Mathematische Annalen 62 (1906), S. 1—88; S. 12.



286 Siebenter Abschnitt.

bestimmten Form darstellen, bei der die A von r,,---,r^ imabhängige Größen be-

zeichnen. Zur Bestimmung der Konstante ^„,^...,„, führe man die für G gewonnene

|;-fach unendliche Reihe in die Gleichung (50.) ein und lasse auf der rechten Seite der

dadurch entstehenden Gleichung im allgemeinen Glied der Ileihe an Stelle der Zahlen

v/^i,---,m^ die Zahlen »h + fJu
' '

-> >»p + y'p treten, indem man beachtet, daß dadurch

der Wert der Reihe nicht geändert wird. Man erhält dann, da die Koeffizienten von
^2;«,rj+ +2"-,,t.,,

,,^^f ^g^. ünjjen und rechten Seite dieser Gleichung denselben Wert haben

müssen, die für irgend 2/; ganze Zahlen di^, , m^, (j\, ••,(],, geltende Beziehung:

A,.

und weiter, wenn man (j^ VI,

'm, m,,

, Up

A

m^, setzt, die Gleichung:

o<

f,=p /,'-,,

(52.) A„

'J'rägt man den so für A,„ ..„^, gewonnenen Ausdruck in die Gleichung (51.) ein und setzt

(53.) '^('•xi
;/(, = — 00 mu = — 00

so erhält man schließlich, wenn man noch zur Abkürzung die Indizes bei ^Iq o
unter-

drückt, für ö(i'i
I

• • •

I

Vp) die Gleichung:

(54.) G{v,\---\v^)=^A&{v,\---\v,),

bei der also A eine von den Größen ?'i,
•••,'> unabhängige Konstante bezeichnet.

Geht man jetzt auf die Gleichung (47.) zurück, ersetzt darin zunächst G{i\\---\v^

durch den soeben dafür erhaltenen Ausdruck, alsdann die Größen i\, • • •, v^, durch die

ihnen auf Grund der Gleichung (46.) entsprechenden Funktionen von z, e^, , e^, und

läßt zugleich die ganzen Zahlen g, h sämtlich mit der Null zusammenfallen, indem

man beachtet , daß dadurch (r j f '
' ^^

l /»i
• hp

schließlich die Gleichung:

(55.) G

f, • • • f

p

z

l' = p

in G übergeht, so erhält man

= A&(u\-2<-KV--\K-2<'-K],
/,=i

II =p

2
,, =1

bei der dann A eine von den Punkten z, Cj, • • •, e^, unabhängige, also nur von der Be-

schaffenheit der vorgegebenen (2j9 + l)-fach zusammenhängenden Fläche T und von dem

Charakter des zur Verwandlung dieser Fläche in eine einfach zusammenhängende
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Fläche T' benutzten Querschnittsystems abhängige Konstante bezeichnet. Damit ist

aber die Rieinann'sche Thetafunktion gewonnen.

RiEMANN hat die nach ihm benannte Funktion &{ui — ey\---\u^~ej) unmittelbar

dadurch erhalten, daß er in eine p-iach. unendliche Reihe von der Form (53.), zu der schon

die Untersuchungen von Weierstrass*) geführt hatten, an Stelle von «„,,. {/',m' = i,2,--,p) die

der Funktion m„ für den Schnitt &„. zukommende Konstante, an Stelle von v^^ (,« = i,2,- ,p)

die mit der beliebigen Konstante e„ gebildete Funktion m^, — e„ einführte, und hat dann

die Theorie dieser Funktion in der zweiten Abteilung seiner „Theorie der Aberschen

Functionen"**) sowie in seiner Arbeit „Über das Verschwinden der Theta-Functionen"***)

entwickelt. Eine ausführliche Darstellung dieser Theorie wurde von G. Rost}) gegeben.

Die Bedeutung der Riemann'schen Thetafunktion liegt darin, daß man mit ihrer

Hilfe die sämtlichen in dieser Arbeit gewonnenen, bis jetzt nur durch ihre Eigen-

schaften definierten Funktionen in ihrem ganzen Umfang durch die p Elementarfunk-

tionen Ui, u^, • • •, u^ und deren Derivierten darstellen kann. Um diese Darstellungen

zu gewinnen, genügt es, die zu der ausgezeichneten Charakteristik
(j \) gehörige Ele-

mentarfunktion l' t und die zu einer beliebigen Charakteristik (g' ß) gehörigen

Elementarfunktionen ii\, •••, tr„, P\ darzustellen, da aus einer Funktion P\\ die noch
f' ü u

p • durchübrigen zu derselben Charakteristik gehörigen Elementarfunktionen P
Derivation erhalten werden können. Die Darstellung der genannten Elementarfunktionen

soll im folgenden Abschnitt durchgeführt werden. Auf die Darstellung der ^-Funk-

tionen und der /'-Funktionen bei vorgegebenem System der oo^-Punkte und teilweise

vorgegebenem System der O'-Punkte durch Quotienten von Produkten gleich vieler Theta-

funktionen soll dagegen nicht eingegangen werden, da schon Riemann|-{) die Theorie dieser

Darstellungen in allgemeinen Zügen gegeben hat, auch solche Darstellungen vielfach

von seinen Nachfolgern durchgeführt worden sind.

*) Vgl. Weiehsträss, C, Zur Theorie der Aberschen Functionen. (Journal für die reine und angewandte

Mathematik, Bd. 47, S. 289—306, S. 304.)

'*) Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 127—142.
***) Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 212—224.

t) Rost, G. , Theorie der Riemann'schen Thetafunction. (Leipzig, Teubner 1901.)

tt) RiEMANN, B., Theorie der Abelschen Functionen. II, Art. 2G und 27. (Gesammelte Werke, 2. Aufl.,

S. 88—144; S. i;i9— 142.)
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Darstellung von Elementarfunktionen durch die Riemann'sche Tlietafunktion.

Es soll zunächst die zu der ausgezeichneten Charakteristik
(^ ^ ^ ^ J gehörige Ele-

mentarfunktion V mit Hilfe der liiemann'schen Thetafunktion dai-gestellt werden.

Zu dem Ende bilde man, unter z, t zwei beliebige Punkte, unter b^,---,Sj, irgend p der

Bedingung Slinfei, • • •, ej =iJ genügende Punkte der Fläche T' verstehend, das eine Mal

auf Grund der die Funktion G definierenden Gleichung (14.), das andere Mal auf Grund

der Gleichung (55.) des vorhergehenden Abschnittes den Quotienten der Funktionen

G a und setze die beiden so sich ergebenden Ausdrücke einander gleich.

Man erhält dann, unter Verwendung der Abkürzung &{(vy) an Stelle von ^{i\\ "pj'

die für jede Lage der Punkte 2, 'C, £1, • • •, e^ geltende Gleichung:

ti ~p2
(1-)
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SO zu bestimmen, daß die auf der rechten Seite stehende Differenz sich für z = 'C auf

Null reduziert. Multipliziert man nun linke und rechte Seite der letzten Gleichung mit

: dul, integriert alsdann nach ^ über b~ in positiver Eichtung und summiert nach v

+

von 1 bis p, so erhält man, unter Beachtung der Eelation ^ fdul=pni und der auf

Seite 101 stehenden Relation:

_ + _

(3-) 2P

die Gleichung:

" '
'

'
Sp-

und schließlich aus dieser, indem man die Punkte s^, •••, Sp mit einem und demselben

Punkte e der Fläche T', der auch einer der Punkte a, oo sein darf, zusammenfallen

läßt, die gewünschte, die zur Charakteristik
(j ^j) gehörige Elementarfunktion P

^

darstellende Gleichung:

_ +

Eine zweite Darstellung für die in Eede stehende Funktion P * erhält man,

indem man den der positiven Seite von Cp und der negativen Seite von c^ gemeinsam

angehörigen Punkt auch noch mit dem Punkte z durch einen Schnitt l^ verbindet, als-

dann mit Hilfe der Relation P ^ = P ^ ±ni (vgl. Formel (5.) auf Seite 116) die

Funktion PT in die eben gewonnene Gleichung einführt und schließlich die Buch-

staben n, e miteinander vertauscht. Man gelangt auf diese Weise zu der Gleichung:

_ + _

bei der auf der rechten Seite das positive oder negative Zeichen zu nehmen ist, je

nachdem die Schnitte c, l bei einem negativen Umlauf um ihren gemeinsamen Ausgangs-

punkt cpQ in der Reihenfolge c^, • , c^, l,, l, oder in der Reihenfolge c^, • • •, c^, l^, l, über-

schritten werden.
P-U, II 37



290 Achter Abschnitt.

Bezieht man die zuletzt gewonnene Gleichung das eine Mal auf einen Punkt e^,

das andere Mal auf einen Punkt s^ der Fläche T', setzt zugleich voraus, daß die

Schnitte l,^, l,^ beide entweder von dem der positiven Seite von c^ und der negativen

Seite von l, gemeinsam angehörigen Punkte oder von dem der negativen Seite von Ci

und der positiven Seite von h gemeinsam angehörigen Punkte ausgehen, und subtrahiert

die beiden so erhaltenen Gleichungen, so entsteht die Gleichung:

(6.)
z u

- ^ In ,^((w'' -pw-k)) + - \n&(l-u"-pu'-
k))

und weiter aus dieser durch Derivation nach e^ die Gleichung:

C'-)
p 1 8In»((M''— ^M-"— fc))

und man erkennt nun, daß die Funktion P

de,

-P der drei Veränderlichen e^, Cj, z

mit der von Eiemann*) am Schlüsse von Art. 25 seiner Theorie der Abel'schen Funk-

tionen definierten Funktion co («j, £2), die Funktion P ^^ der beiden Veränderlichen Sj, z

mit der ebendort definierten Funktion 1(8^) identisch ist.

betrifft, so erhält man für sie auf Grund derWas schließlich die Funktion

Gleichung (4.) unter Beachtung der Beziehung In & die Darstellung:

(8.) t^\

2.

Für die Darstellung der zu einer beliebigen Charakteristik i^ ==
(n' r") g©"

hörigen Elementarfunktionen empfiehlt sich die Einführung der mit irgend 2p reellen

Größen gi, • -, g^, h^, • • , h^, gebildeten allgemeineren ^-fach unendlichen Reihe:

^ß](-.|-|0 =

fi^p fx ^p fi^p

2 ... 2 (^^' "'"

Wij = — CO ni„= — 00

die mit der auf Seite 286 unter (.53.) definierten einfacheren Reihe durch die Gleichung:

•

fi-i

\ » =

1

> =

1

/

•) RiEMANN, I!., Theorie der Abelschen Functionen. 11, Art. 25. (Gesammelte Werke, 2. Aufl., S. 88—144; S. 139.).

In der die Funktion ((s,) darstellenden Gleichung fehlt hinter dem Gleichheitszeichen das Minuszeichen.
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verknüpft ist und in sie übergeht, wenn die Größen g, h sämtlich der Null gleichgesetzt

werden, sodaß also i9-r^1(i'i|---[t'J = i9-(i;i|---
1
v^) ist. Die durch die neue Reihe definierte

Funktion »^^ T^] (i^i |

• • •
|
v^ genügt den Gleichungen

:

fi=p

Da, wie die Gleichung (55.) zeigt, &((u' — _^ u'f—kjj als Funktion von z betrachtet
/' = i

entweder nur für die p Punkte z = Si,---, 2 = s^, verschwindet, und zwar 0' wird, oder

identisch verschwindet, je nachdem ^ünJsi, • • , e^) gleich p oder kleiner als p ist, und

jedes Größensystem (e) nach Früherem sich der Kongruenz:

/ f=p \

entsprechend darstellen läßt, so wird die Funktion i)-((u' + ej) entweder nur für 7) Punkte,

gl,
•••, ep, verschwinden, und zwar 0' werden, oder identisch verschwinden, je nachdem

die aufgestellte Kongruenz nur eine Lösung oder mehr als eine Lösung e^,- • , ep besitzt.

Beachtet man nun die vorstehende, die Funktion & f^l ((v)) mit der Funktion &({v)) ver-

r=p v—p

knüpfende Gleichung und bezeichnet das System i\ + ^g,.ai^,.-\-lii^7ii\---\Vj, + ^(j,.ap,.+ hpni

zur Abkürzung mit (y -\-

^ ), so erkennt man weiter, daß die Funktion &\^j}{iu' + e))

entweder nur für p Punkte, ^1, •••, 'Zp, verschwindet, und zwar 0^ wird, oder identisch

verschwindet, je nachdem die Kongruenz:

K|;;|)=(-j'--*)

nur eine Lösung oder mehr als eine Lösung ^i, • •, tp besitzt.

Es soll nun in diesem Artikel gezeigt werden, wie man die Ausdrücke für

die zu einer Charakteristik {^j\ gehörigen allenthalben endlichen Elementarfunktionen

Wi,---,tVp erhalten kann. Dabei wird man zweckmäßig von den folgenden Erwägungen

ausgehen.

Ist w eine zur Charakteristik (j^ , u eine zur Charakteristik L.',^ gehörige

allenthalben endliche Funktion und sind r}^^\ • • •, tf''^'^'^; e'^', • • •, e'^^-^' die ihren Deri-

vierten -7^, -^ beziehungsweise zukommenden Systeme der charakteristischen Punkte,
dz dz ^

37*
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SO ist der mit -^ als Zähler und ^ als Nenner gebildete Quotient Q{z) eine zur Charakte-

ristik (^ gehörige F-Funktion, welche für den Fall, daß die beiden genannten Punkt-

systeme keinen Punkt gemeinsam haben, das Punktsystem e''', • • •,
g'^^-^) als System der

oo*-Punkte, das Punktsystem Tf\ , r^^"^^^ als System der O'-Punkte besitzt, welche

dagegen für den Fall, daß die beiden Punktsysteme einen Teil gemeinsam haben, das

von dem Punktsystem e''^, • • •, e'^^^^) nach Entfernung des gemeinsamen Teils übrig-

bleibende Punktsystem als System der oo'- Punkte, das von dem Punktsystem t;*", •••, rf^f-^^

nach Entfernung des gemeinsamen Teils übrigbleibende Punktsystem als System der

O'-Punkte besitzt. Infolgedessen läßt sich die Funktion Q{z), wenn die beiden genannten

Punktsysteme nicht von spezieller Art sind, bis auf einen von z unabhängigen Faktor

durch den Quotienten zweier Produkte von je zwei Thetafunktionen darstellen.

Im Anschluß an die vorstehenden Erwägungen wähle man jetzt im Innern der

Fläche T p — \ Punkte «i, ••, fj,_i so, daß 9tii|(£i, • •, e^^i) =i> - 1 ist und daß zudem

unter diesen Punkten weder zusammenfallende Punkte noch Punkte a, oo vorkommen,

beachte, daß durch die Gleichung:

du
dz
= c

du{
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Weiter bestimme man für v =- 1, 2, , p, indem man beachtet, daß die Größen

Ä^, B^ den Modul 1 besitzen, reelle Größen g„ h,. im Rahmen der Bedingungen ^ ^^ < 1,

^ /i^ < 1 durch die Gleichungen

:

und wähle alsdann im Innern der Fläche T' ein weder zusammenfallende Punkte

noch Punkte a, oo enthaltendes Punktsystem jj^, , i]p.i, das der Bedingung

9^|i|(^i> •
•

-^ ^;<-i) =1* — 1 genügt und für das zudem '9-[^](^(' _^u''>' + k\) + ist. Dabei

ist zu beachten, daß '^-f^ln _^ u''^" + k)) oder der sich davon nur um einen weder null

noch unendlich werdenden Faktor unterscheidende Ausdruck &(( ^ W'f + k + j'
]] nicht

für jedes System tj^, • , rj^^^-i den Wert Null haben kann, da sonst, wegen 3-((—v)) = S-((vy),

auch & ((—^ u''f — k— j]] für jedes System tji,---, t/^^
i
den Wert Null haben würde und

dementsprechend die Funktion &((u' — ^ u''''— k—
^
)V wie auch die ^Punkte j]i,---,j]p

gewählt sein mögen, jedenfalls für diese Punkte, aber wegen der Unmöglichkeit der

Kongruenz l ^ u'^i' + k +
^ j

^ee ( ^ u''f + k\ nicht nur für diese Punkte verschwinden

würde, also eine identisch verschwindende Funktion wäre — im Widerspruch mit der

Tatsache, daß das System i y^ u''A durch passende Verfügung über die Punkte 7/1, ••-,
?;p

einem beliebigen Systeme (tv) kongruent gemacht werden kann. Zugleich erkennt man,

daß die Punkte rj^, , r]p__i auf unbegrenzt viele Weisen den aufgestellten Bedingungen

%i\(Vi> ' '

'yVp~i) ="P ~ ^> '^r^l(( ^ '*'''' + ^)) + entsprechend gewählt werden können.

Die Bedingung 9t|ii(j]i, •••, Vp-i) =i5 — 1 zieht die für z = 1, 2, ••,2; — 1 geltende Gleichung
M

9t|i|(^i) •••) ^z^i' »Jx + ij
• • •> '/p-i) =i^ — 2 nach sich, und es lassen sich daher die vorher

eingeführten Punkte z, z" im Rahmen der ihnen schon früher auferlegten Bedingungen

und der weiteren Bedingungen z'+rj^, ••, ?/p_i; z"+i]i, •, 7;^_i auf unbegrenzt viele Weisen

// ' " f'^p-^ ..

so wählen, daß keine der ^^ — 1 Funktionen &{iu'-—u' — w +ti'''''—^ ^^''>' — kj), y- = i,%--,P-~i,

identisch verschwindet. Aus der Ungleichung &
[^] (( ^ u''-" + A;)^ + dagegen folgt,

daß für x = l,2,---,p-l die Funktion &[^j^{{u' - u'>' + ~^ u''f^ + k)) für z = tj^ einen
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von Null verschiedenen Wert besitzt und daß daher keine der p — 1 Funktionen

,9-r^1(Ar"—«'"' + ^"' «<''' + Am], z = i,2, ,ji-i, identisch verschwindet.

Auf Grund des Vorstehenden erkennt man jetzt, daß die mit Hilfe der gewählten

2p Punkte Cj, • • •, e^, _i, rji, •, rjp^i, z , z gebildeten p — \ Gleichungen:

dv}-')

^
[fl

(("'"" "'" + -2'"''''+ ^)) "^ ((""'-
"'"'

- "'"+ "''" - i"'"' ~ *"))

( = 1

dxi\
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Die Bestimmung der f Konstanten c^"', ^=0,1,3, -.p-i, möge hier noch für den Fall

durchgeführt werden, daß die Charakteristik i^ eine gewöhnliche ist, also die p Fak-

torenpaare A,., B,, . = 1,2, ,p, sämtlich eigentliche sind. Unter dieser Voraussetzung be-

stehen (vgl. Seite 7), wenn man die bei der Funktion «</•<"' an Stelle der Größen %,, 33,,, (£, , St\,

stehenden Größen mit %f, W^\ St"^, Ä'';* bezeichnet und zur Abkürzung

D,.^2~Ä,~B,., ]X=2~Ä,-B,,

setzt, für x=l,2,--;2J — l; r = l,2,--;p die Beziehungen:

w:^ = aM' + (1 - A,:) t<;), w = ^„e« + (i - b,) ^\'\

Nun erliält man auf Grund der Figur 4 (Seite 93 des ersten Teiles), bei welcher für

V = 1, 2, • , p der der negativen Seite von c, und der positiven Seite von h,, gemeinsam

angehörige Punkt mit t,, bezeichnet ist,

+ +

gw = (1 - B,)fdtv^'^ + (1 - A,^ j'(W\

+ +

2(W = (1 - A,) «;<:> + ©<;' + A,B,J'dw'^\ «w = (1 - 5,) <) - BM^ - A,.B,.fdw^^\

und schließlich, unter Beachtung der vorher für ^f'' abgeleiteten Gleichung,

+ +

Nachdem so die der Funktion w*"' (x=i,2, .-.p-i) zukommenden charakteristischen

Konstanten St*"', ''^Y', ^1'^» Ä'l"', ' = 1.2, ,;', bestimmt sind, gehe man auf die Gleichung:

w^, = c[f' + c^^w^'^+ + cf-'^w^"-'^

zurück und drücke, indem man beachtet, daß längs cAw^ = w,~ + (\ -- S^,p)— ist, die der
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Funktion iv^ für die Schnitte c zukommenden Konstanten durch die den Funktionen

w^'', • • •, w**"'* für diese Schnitte zukommenden, soeben gewonnenen Konstanten S aus.

Man erhält so zur Bestimmung der^ — 1 Konstanten c^^\ >!=i,2, •,?-!, die^ — 1 Gleichungen:

und der Wert der noch übrigen Konstante &^^ wird dann durch die aus der Gleichung:

durch Summation nach v von 1 bis^ unter Beachtung der Eelation ^^1^^= \Q~'^~Yj ^'
i — 1

(s. Seite 8) entstehende Gleichung:

{q - ^^) ^^ =pcf + c« 2^ßW + • • • + c\r'' 2^'r''

geliefert.

Auf ganz ähnliche Weise läßt sich die Bestimmung der ;> Konstanten c|f', x = o,i,3, ,p-i,

durchführen, wenn die Charakteristik (^ eine gemischte ist, also unter den p Faktoren-

paaren A,,, B,., v = i,2, ..,p, auch uneigentliche vorkommen.

3.

Es soll jetzt noch gezeigt werden, wie man die zu einer Charakteristik [„) = (_g'

'

' ^')

gehörige Elementarfunktion P * darstellen kann. Dabei möge der Einfachheit wegen

vorausgesetzt werden, daß die Charakteristik (J\ eine gewöhnliche ist, also die p Faktoren-

paare A,., li,, . = 1,2,- -.p, sämtlich eigentliche sind.

Um diese Darstellung zu erhalten, bestimme man für v = 1,2, •, p reelle

Größen g„ h, im Kahmen der Bedingungen ^ ^f,, < 1 , ^ /«,, < 1 durch die Gleichungen:

(1-) A^^e''"", B, = e"'"",
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verstehe unter e einen im Innern der Fläche T' beliebig gewählten, von den Punkten
a, oo verschiedenen Punkt, unter z einen in der Fläche I" frei beweglichen Punkt
und setze:

C^-) F
^[3««= -pu k))

»{{»' -pu' -k))

dul
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eine in T" einwertige, zur Charakteristik i^ gehörige Funktion W sein, welche für

jeden von e verschiedenen Punkt z stetig ist, für den Punkt e dagegen unstetig wird

wie In-^^, und deren Werte in je zwei entsprechenden Punkten cP^,eP~ der Begrenzung

von T" in der Weise verknüpft sind, daß

(5.)

längs a, {

P

längs h, {P

längs c,, {P

längs l, [P

Ä,P + 31.,,

= P,p:"+23., » = ii »I •
1 p >

= P

= P

'+ e,.,

'+2ni,

ist, wobei zwischen den Konstanten 21, 33, S die Beziehungen:

(5'.) (l-i?„)2t,-(l-A)33„ = e., -=i.v-,P,
»=p

^(£, + 27ii =

bestehen. Nach der zu Anfang gemachten Voraussetzung ist A,., B,, (. = 1,2, -.^ immer

ein eigentliches Faktorenpaar, und man kann daher unter Verwendung der früher defi-

nierten, auch im vorhergehenden Artikel benutzten Größen D,., D,., 62^,., c8„ für v = \,2,---,p

(6.) 2t.,= ß.,e„ + (i-A)t,., a=a,e„ + (i-p„)t.

setzen. Beachtet man dann, daß die Konstanten 2(,,, 33,., ß^ ^-uf Grund der schon vorher

erwähnten Figur 17, bei welcher der der negativen Seite von c^ und der positiven Seite

von h^ gemeinsam angehörige Punkt mit t,, bezeichnet ist, für v = l,2, ••,p durch die

Gleichungen:

(7-)

-r -r

b~ a~~
V f

+

+ +

s{.=(i-j„)p|;J+e.+A-ßv/rfi'|;|, 33,.=(i-p,.)p|;J-i?.e,.-A-B./^^|

bestimmt sind, und führt die so für %„ 33,. gewonnenen Ausdrücke in die aus den beiden

Gleichungen (6.) durch Addition folgende Gleichung:
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ein, so erhält man zur Bestimmung von ^, die Gleichung:

(8.) «*-=^id+^^-^'j.+%^(/''^i;l-,H:l)-

Man erkennt jetzt ohne Mühe, daß der aus der Funktion P ' und den zur
Z

Charakteristik (^ gehörigen allenthalben endlichen Elementarfunktionen w;i|^|, •••, w^|ä!|

mit Hilfe der Größen S^, ••-, S^ gebildete Ausdruck P H
—

^^^^^gl'^l sich von der

darzustellenden Funktion P\ nur um eine additive Konstante unterscheiden kann

(vgl. Seite 17, Art. 4), oder, was dasselbe, daß eine Gleichung von der Form:

(9.)
|2
= P

besteht. Zur Bestimmung der Konstante C beachte man, daß auf Grund der letzten

Gleichung zwischen der zur Funktion P ^ gehörigen Konstante ^^'^ (s. Seite 14) und den

zu den Funktionen P
die Gleichung:

(10.) w:' = St., + — ^' ^,. st„ „ + o' (V = 1, 8,
.... p)

, t6'i|z|, •••,
«üpl^l

gehörigen Konstanten ^„, ^i „,•••, ^p, (s, Seite 8)

7tl —, ^?'"-?»
p = l

besteht, und bilde unter Berücksichtigung der Eelationen ^^lf' = 0, ^Ä„v = (?
— ^4—)^^

1 = 1'*
1 =1^ ^ '

die Summe der aus dieser Gleichung für v = 1, 2, • • , p hervorgehenden Gleichungen.

Man erhält dann die Gleichung:

(11.)
P + i}o='2^r+:2(Q-^^)^,+pc

und schließlich, indem man den hieraus für G sich ergebenden Wert in die Gleichung (9.)

einsetzt, für die zu der gewöhnlichen Charakteristik (^ gehörige Elementarfunktion

N

(12.)

die Darstellung:

pr
h
=p

= 1 -^0 = 1 ^v=l
38 •
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wobei P der durch die Gleichungen (4), (3.), (2.) bestimmte Ausdruck ist und die 2p,

von dem Punkte e abhängigen:, Konstanten ß, ^ durch die Gleichungen (7.), (8.) ge-

liefert werden.

Deriviert man die Gleichung (12.) w-mal nach z und beachtet, daß die m^ Deri-

vierte von F mit {m — \)\ P übereinstimmt, so erhält man die Gleichung:

(m-\)\P
i»i — 1 TJtI £ I

ij"'-i '^
-ni ^'^V dz'"f{e) dz

Aus ihr folgt durch Vertauschung der Buchstaben e, z die Gleichung:

{m-X)\P
^ ' in

d" i'=p

f{z) dl«
±1^1 Vß-.' ^ ">IH
-1 "•" «i -^, e de'" '

bei der ©1, diejenige Größe bezeichnet, welche aus dem der Größe ©„ nach (7.) ent-

sprechenden Ausdruck hervorgeht, wenn man den Integi-ationsbuchstaben z in neuer

Bezeichnung durch l, ersetzt und alsdann an Stelle von e die Veränderliche z treten läßt.

Man erkennt unmittelbar, daß man durch das in diesem Artikel angewandte

Verfahren auch die Darstellung der zu einer gemischten Charakteristik („j gehörigen

Elementarfunktionen P
, p\ erhalten kann.
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