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Vorwort.

Die Begriinder der Theorie der zweifach unendlichen Thetareihen sind bekannt-
lich die Herren Gopel und Rosenhain, welche diese Transcendenten zum Zwecke der
Losung des Umkehrproblems der dem Falle p = 2 entsprechenden hyperelliptischen
Integrale aufgestellt und die Theorie derselben soweit ausgebildet haben, als es ihnen
zur Erreichung dieses Zieles nothwendig erschien. Das hierzu eingeschlagene Ver-
fahren ist jedoch bei beiden Autoren wesentlich verschieden.

Den Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen von Gipel *) bildet die Erkenntniss,
dass sich aus den sechzehn Thetafunctionen auf mehrere Weisen vier auswihlen
lassen, durch deren Quadrate die Quadrate der zwolf librigen linear ausgedriickt werden
konnen. Hiervon ausgehend greift Gopel, anscheinend ganz willkiirlich, vier Theta~
functionen heraus, drlickt durch deren Quadrate die der zwdlf tibrigen aus und findet
weiter, dass diese vier Functionen selbst durch eine eigenthiimliche Relation vierten
Grades, die sogenannte Gipel'sche biquadratische Relation, miteinander verkniipft sind.
Ausser den so erhaltenen Gleichungen finden sich bei Gipel nur noch wenige Theta-
relationen; auch tragen seine Formeln ein specielles Gepriige; sie sind fiir Gipel eben
nur Hillfsmittel und nicht Selbstzweck.

Auf ganz anderem Wege geht Herr Rosenhain®) vor. Die Grundlage fiir seine
Untersuchungen bildet eine Thetaformel, welche einer von Jacob: fiir die elliptischen
Functionen aufgestellten entspricht und auch auf #hnlichem Wege gewonnen wird.
Aus dieser als Stammformel leitet er dann das ganze System der zu derselben Kate-
gorie gehorigen Thetaformeln her, stellt dieselben tabellarisch zusammen und gewinnt:
aus ihnen durch Specialisirung alle jene Relationen, welche fir seine Losung des Um-
kehrproblems nothwendig sind.

Vergleicht man die von den beiden Autoren zur Gewinnung von Thetarelationen
angewandten Methoden mit einander, so gebiihrt der Rosenhain’schen der Vorzug, da
bei ihr die simmtlicken Formeln aus einer gemeinsamen Quelle abgeleitet werden, und

*) Gopel, Theoriae transcendentium Abelianarum primi ordinis adumbratio levis. Crelle’s
Journal, Bd. 85, pg. 277.

**) Rosenhain, Mémoire sur les fonctions de deux variables et & quatre périodes, qui sont
les inverses des fonctions ultra-elliptiques de la premitre classe. Recueil des savants étrangers de
I'académie des sciences de Paris, tome XI, pg. 361.
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man dadurch in den Stand gesetzt ist, wenigstens einen Ueberblick tiber das ganze Ge-
biet der moglichen speciellen Formeln zu erhalten. Doch tragen auch die simmtlichen
Rosenhain’schen Formeln, ebenso wie die Quelle, aus der sie fliessen, ein individuelles
Gepriige, insofern als allgemeine, d. h. mehrere Formeln umfassende Typen nicht gegeben
werden. Der innere Grund hierfiir ist darin zu suchen, dass die bei Rosenhain den
Ausgangspunkt bildende Formel, die selbst schon eine secundire ist, nur schwer ihres
speciellen Charakters entkleidet werden kann, dann aber hauptsichlich darin, dass eine
von allgemeinen Gesichtspunkten ausgehende Behandlung bei dem damaligen voll-
stindigen Mangel einer Charakteristikentheorie nicht wohl moglich war.

Nach dem Erscheinen dieser grundlegenden Arbeiten vergingen beinahe dreissig
Jahre, ohne dass die in Rede stehenden Thetarelationen eine von neuen Gesichtspunkten
ausgehende Bearbeitung erfubren, trotzdem innerhalb dieser Zeit die zweifach unend-
lichen Thetareihen nicht nur bei rein analytischen, sondern auch bei geometrischen
und mechanischen Problemen eine immer grossere Bedeutung gewannen, auch die
Theorie der Transformation derselben durch die Herren Hermite*) und Kinigsberger™*)
angebahnt wurde. Erst in den Arbeiten der Herren Borchardt®™*) und Webert) greift
eine allgemeinere Auffassung Platz, insofern als die Genannten sich von speciellen Charak-
teristiken frei zu machen streben, und insbesondere Herr Weber die Thetarelationen in
allgemeiner Gestalt zu gewinnen sucht. Die betreffenden Formeln werden aber bei
Herrn Weber nicht aus einer einzigen Hauptformel abgeleitet, vielmehr benutzt der-
selbe, um zu den einzelnen Formeln zu gelangen, die Methode der unbestimmten Coef-
ficienten, die zu ihrer Anwendung schon die Structur der zu gewinnenden Formeln als
bekannt voraussetzt und daher weder iiber den inneren Grund der Entstehung noch
tiber die Vollstindigkeit des gewonnenen Formelsystems Aufschluss gibt.

Eine einheitliche, die verschiedenen Thetarelationen umfassende Theorie, wie
ich sie im Folgenden zu geben versuche, ein Einblick in die Structurverhéltnisse der
Formeln und ihre Abhéngigkeit von einander wurden erst moglich, nachdem die Fun-
damentalformel fiir diese Theorie gefunden war, aus der alle von simmtlichen Autoren
bis dahin gewonnenen Relationen zwischen den sechzehn Thetafunctionen direkt ab-
geleitet werden konnen. Diese Formel, welche die Grundlage meiner Untersuchungen
bildet, geht aus einer fiir beliebiges p geltenden, von Riemann zu Anfang der sech-
ziger Jahre aufgestellten und von. meinem hochverehrten Lehrer Herrn Prof. Prym

*) Hermite, Sur la théorie de la transformation des fonctions Abéliennes. Comptes
rendus, tome XL.

**) Konigsberger, Ueber die Transformation der Abel'schen Functionen erster Ordnung.
Crelle’s Journal, Bd. 64 und 65.

**%) Borchardt, Ueber die Darstellang der Kummer'schen Fliche vierter Ordnung mit sech-
zehn Knotenpunkten durch die Gdpel'sche biquadratische Relation zwischen vier Thetafunctionen mit
zwei Variabeln. Crelle’s Journal, Bd. 83, pg. 234.

1) Weber, Anwendung der Thetafunctionen zweier Verdinderlicher auf die Theorie der
Bewegung eines festen Korpers in einer Flissigkeit. Math. Annalen, Bd. XIV, pg. 173, und: Ueber
die Kummer'sche Fliche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten und ihre Bezichung zu den
Thetafunctionen mit zwei Ver#inderlichen. Crelle’s Journal, Bd. 84, pg. 332.
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zugleich mit ihrer Ableitung mitgetheilten Thetaformel®) hervor, indem man dieser die
von Herrn Prym angegebene allgemeinere Gestalt (12°) verleiht und hierauf, entsprechend
dem vorliegenden speciellen Falle, fiir p den Werth 2 setat.

Ueber den Inhalt und die Anordnung der vorliegenden Arbeit erlaube ich mir
noch Folgendes beizufiigen. Nachdem in Art. 1 die zweifach unendlichen Thetareihen

- definirt und ihre wesentlichen Eigenschaften angefiithrt sind, wird die eben erwihnte
Fundamentalformel aufgestellt. Die bedeutende Rolle, welche die Charakteristiken der
Thetareihen in der weiteren Untersuchung spielen, liess es wiinschenswerth erscheinen,
dieselben zundchst selbstindig zu behandeln. Die im Laufe der Arbeit zur Anwendung
kommenden Definitionen und Sitze, welch’ letztere theilweise schon von Herrn Weber
in den oben erwihnten Arbeiten gegeben wurden, sind daher in Art. 2 zusammen-
gestellt. Im ‘Anschluss hieran behandelt Art. 3 die Eigenschaften einiger aus Charak-
teristikenelementen gebildeter, hiufig wiederkehrender Ausdriicke. Nach diesen Vor-
bereitungen wird in Art. 4 aus der Fundamentalformel ein merkwirdiges System linearer
Gleichungen, (S), zwischen Grossen z und 2" abstrahirt, das fir die beabsichtigte Theorie
von fundamentaler Bedeutung ist, insofern als es in gewissen aus ihm .ableitbaren
Gleichungen die Grundtypen fiir die zunichst aufzustellenden "allgemeinen Thetaformeln
liefert. Dasselbe bildet den dem Werthe p = 2 entsprechenden speciellen Fall jenes
allgemeinen Gleichungensystems, welches zuerst von Herrn Prym**) in die Theorie der
p-fach unendlichen Thetareihen eingefilhrt wurde und dort dieselbe Rolle spielt, wie
das System (S) in dem speciellen Falle p = 2. Die Behandlung des Systems (S) fiihrt
nun in den Art. 5, 6, 7, 8 zunéchst zu Gleichungen, von denen jede vier Grossen z und
vier Grissen 2’ enthdlt, und welche, entsprechend der Unterscheidung der in ihnen auf-
tretenden Systeme von je vier Charakteristiken in Vierersysteme erster und zweiter
Art, in zwei verschiedene Classen zerfallen. In Art. 9 wird dann das Gleichungen-
system (S) in der Weise specialisirt, dass die den sechs ungeraden Charakteristiken
entsprechenden Grossen z’ der Null gleich gesetzt werden. Die dadurch geschaffenen
Beziehungen zwischen den Grossen x liefern eine eigenthiimliche Zerspaltung der den
zehn iibrigen Griossen z’ entsprechenden Gleichungen und fithren schliesslich in Art. 10
zu den den Rosenhain’schen Sechsersystemen entsprechenden Relationen zwischen sechs
Grossen z.

Nachdem auf diese Weise das Gleichungensystem (S) vollstindig behandelt ist,
beschiftigen sich die zuniichst folgenden Artikel damit, die gewonnenen Gleichungen
in z, 2 fir die Herstellung von Thetaformeln zu verwerthen. Der Art. 11 handelt
in Kiirze von den den Gleichungen der Art. 6, 7 entsprechenden Thetaformeln und
berticksichtigt insbesondere ihre Beziehungen zu den in den Rosenhain’schen Tafeln ent-
haltenen. In Art. 12 werden dann die in Art. 4 mit z, 2" bezeichneten, den Gleichungen
(S) unter allen Umstinden geniigenden Thetaproducte den Bedingungen des Art. 9

*) Prym, Untersuchungen iiber die Riemann’sche Thetaformel und die Riemann'sche Charak-
teristikentheorie. Leipzig 1882, Teubmer. Auf dieselbe Arbeit ist auch das anf Seite 2 stehende

Citat zu beziehen.
*%) Prym, a. ¢. O., Ueber ein fir die Theorie der Thetafunctionen fundamentales System

linearer Gleichungen.
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entsprechend in ihren Variablen specialisirt und in die Formel (R) des Art. 9 ein-
gefithrt. Auf diese Weise entsteht aus (R) die fundamentale Thetaformel (@), welche,
entsprechend den moglichen Verfiigungen iiber die in ihr vorkommenden Argumente,
das unter 4, B, C aufgefiihrte vollstindige System von Thetarelationen liefert. Mit der
Discussion der gewonnenen Formeln beschiftigt sich der Art. 13, wihrend den Art. 14,
15, 16 die Aufgabe zufallt, die Totalitit der aus denselben hervorgehenden speciellen
Gleichungen auf eine geringste Anzahl von einander unabhingiger zu reduciren. Dieses
Problem wird in doppelter Weise durchgefiihrt, indem das eine Mal (Art. 14, 15), in
Verallgemeinerung des Rosenhain’schen Verfahrens, vier Functionen, deren Charakteri-
stiken ein beliebiges Vierersystem zweiter Art bilden, das andere Mal (Art. 16), in
Verallgemeinerung des Gipel'schen Verfahrens, vier Functionen, deren Charakteristiken
ein beliebiges Vierersystem erster Art bilden, zum Ausgangspunkt genommen werden.
Bei dieser Behandlung zeigt sich ein merkwiirdiger, bis dahin nicht bemerkter Parallelismus
zwischen den Untersuchungen Gipel's und Rosenhain’s, der am Schlusse des Art. 16
néher beleuchtet wird. In Art. 17 endlich wird anhangsweise das Additionstheorem der
dem Falle p = 2 entsprechenden Thetaquotienten in allgemeinster Form aufgestellt.
Die vorliegende Arbeit verdankt ihre Entstehung den Anregungen, die ich als Mit-
glied des von Herrn Prof. Prym geleiteten mathematischen Oberseminars der Universitit
Wiirzburg empfangen habe, und fiir welche ich an dieser Stelle meinem hochverehrten
Lehrer den wirmsten Dank ausspreche. Stehe ich mit meinen Untersuchungen auch
vielfach auf den Schultern meiner Vorginger, so glaube ich doch die einheitliche, von
jeder Unterscheidung zwischen den sechs ungeraden Charakteristiken absehende Be-
handlung der gestellten Probleme als einen Fortschritt betrachten zu diirfen.

Wirzburg, im Juli 1881.
Dr. Adolf Krazer.

Berichtigung.

Auf pag. 82, Z. 21, 22 muss es heissen: :
2, = (— 1) 8e](x) o [c0](c) ® 2] () @ [c06] (—u — v —u),
&l =(— 1) 8 [1)(0) & [nel (v + v) & [n6] (v + 1) & [neo) (—v — w):
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Die zweifach unendliche #-Reihe:
o] (i)

m=t o m=i o 2 & 3 s N o’
2SS et ) (o 5) et oo ) (o £) (ot o ) ),

my=-—wm Mmy=-— 0
in welcher &, &, &, & ganze Zahlen, a,; = a;," + ay,"4, @)y = ayy’ + a4, Ay = ay’
+ ay;" dagegen beliebige complexe Constanten bezeichnen, welche nur den zur Con-
vergenz der Reihe ndthigen Bedingungen (a,," < 0, a,;® — a,,"ay,’ < 0) unterworfen sind,
ist als einwerthige und fiir endliche v auch stetige Function der complexen Veriinder-
lichen v,, v; durch die Bedingungen:

1) 0[;‘, ::.](”1 + ®i|vg) =(— 1)'f &[: ::,](vllvs); '9[:: ::.J(”:'”z +xi) =(—1)= a[::.:.](”xi'”a)y
'9[:: ::.]('”1 + oy | vyt @) = (— 1Y &[::::] (”1'?2)3_ fu—au,

® ? ::':'](vl + a; | v + agy) = (— 1) a[::'::'](”x]”s)r Fth = G -,

bis auf einen von den Variablen v freien constanter Factor bestimmt.
Der Zahlencomplex[ . ,] der, wenn dadurch kein Missverstindniss zu be-

furchten ist, in der Folge abgekﬂrzt mit [&] bezeichnet werden soll, heisst die Charak-
teristik der ©-Reihe.

Aus der die 9-Reihe darstellenden zweifach unendlichen Reihe lassen sich ohne
Miihe folgende Gleichungen ableiten:

(3) @ [" ,li. : ::'] (vlvg) = 9] :i::] (vilvs), 9 [:: f 3 g] (”1]”2) = ’9[::::] (vylvy),
@[, %, =](ilu) = (— o] ]fun), % 5 Jnles) = (— 1) 0[5 (uivs),
®) o1 ](— vy — 3) = (— D+ o (v, fy).

Die Gleichungen (3), (4) zeigen, dass, wenn man von den constanten Factoren 4 1
absieht, im Ganzen nur sechzehn wesentlich verschiedene #-Reihen existiren, als welche
diejenigen genommen werden kdnnen, deren Charakteristiken nur die Zahlen O, 1 ent-
halten; solche Charakteristiken werden Normalcharakteristiken genannt. Die Glelchung (5)

Kzazzr, sweif. unendl, Thetareihen.
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lisst erkennen, dass die 8-Reihe eine gerade oder ungerade Function ist, je nachdem

& & + && =0 (mod. 2) oder & ¢, + g¢& =1 (mod. 2) ist. Der Ausdruck (— 1)u4"+as’

soll in der Folge zur Abkiirzung durch das Symbol (— 1) vertreten werden.
Bezeichnet man ferner das System:

”1+'glau+%an+%“i‘”a+%als+%ass+%’“.;
wo unter %, x' ganze Zahlen zu verstehen sind, symbolisch mit (v + ':l) , entsprechend

auch v, | v; mit (v), so erhilt man die im Spéteren wiederholt zur Anwendung kom-
mende Relation:

@1l (v-+2])
=&+ ((”))e—(an%h-h“ﬁ‘i-l-%"_) N ("' +%""+xT‘,’“) —x (”-+%'m'+ %’ m) ’

und, unter i, 1" gleichfalls ganze Zahlen verstanden, noch die folgende:
(7) &[8] .((‘U + I:::l)) = (—- 1)[‘]":1] ’9[8] ((v)) e~ (@1 42 4 28132, 4, - ayy 4y?) — 82, v, — 24,1, ,

wo (— 1)1 zur Abkiirzung an Stelle von (— 1)44' +4'4 +ad’'+ 4’4 gegetst ist.

Definirt man endlich, unter (u), (v), (), () unabhiingige Veriinderliche verstanden,
die Variablen («’), (v'), ('), (t).durch die orthogonalen involutorischen Gleichungen-
systeme:

 + o+ w + b =24, Uy + vy + wy + £ = 20,
) u + v —w — 4 =29, “s+”s—ws."fe=2"a')
— o+ wy— b= 2w, Uy — Uy + wy — & = 2wy,
W — v, —w + = 2¢, ' Uy — vy — wy + b = 24/,

8o liefert zu diesen Systemen die in der Einleitung erwihnte Riemann’sche Fundamen-
talformel, in der ihr von Herrn Prym gegebenen allgemeineren Gestalt (12)*), fir
p =2 die Gleichung:

(8) 48Mm1(2w)oln + el(2¢)0[n + c1(2w') 8 [n—e—a](2¢)

— 2 (—1)9[e] (260 Ts-+ o) (20)0Te-+ o) (20) D s —p—0l(21),

welche die Grundlage fiir die folgenden Untersuchungen bildet. In ihr bezeichnen
[m + o], [n + o], [n — @ — 6] drei Charakteristiken, deren Elemente sich aus den
entsprechenden Elementen der drei willkithrlich wihlbaren Charakteristiken [%], [o], [o]
in der durch die Bezeichnung hinreichend markirten Weise zusammensetzen, wihrend
die drei rechts stehenden Charakteristiken [¢ 4 o], [¢ + o], [¢ — ¢ — d] in gleicher
Weise aus [¢], [¢], [6] entstehen (vergl. Def. 3. im folgenden Art.). Es vertritt ferner
das Symbol (— 1)l den Ausdruck (— 1)4m'-+e&'n+eanw +4'%, und endlich ist die

*) Prym, Die Riemann'sche Thetaformel und ihre Verallgemeinerang. Leipzig 1881, Teubner.
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Summation auf der rechten Seite tiber alle Terme zu erstrecken, die aus dem allgemeinen -
Gliede entstehen, wenn man darin an Stelle von [¢] der Reihe nach simmtliche sechzehn
Normalcharakteristiken treten lisst.

2.

Zunichst sollen die Charakteristiken der &-Reihen als selbstindige Zahlen-
complexe betrachtet werden. In Bezug auf dieselben gelten folgende Definitionen -
und Satze:

Def. 1. Eine Charakteristik [e] soll gerade oder ungerade gemannt werden, je nachdem
&8 + 56 =0 (mod. 2) oder ¢ + &6 =1 (mod. 2) ist.

Mit der Charakteristik [e] ist dann, nach (5) des Art. 1., zugleich immer auch
die Function &[¢](v) gerade und ungerade, und es verschwmdet &[](0) fir jede un-
gerade Charakteristik [s].

Def. 2. Zwei Charakteristiken [&], [] sollen congruent genannt werden, [¢] = (], wenn
ihre entsprechenden Elemente sich nur um gerade Zahlen unterscheiden, d. h. wenn
Q= =, & =1y, & =1y (mod. 2) ist.

Def. 3. Unter der Summe oder Differenz, [e] = [§] 4 [n], zweier Charakteristiken [{]
“und [n] soll diejenige Charakteristik [] == [§ 4 n] verstanden werden, deren Elemente
durch die Gleichungen & =8 4+, =08+ n, & =& + 0/, & =& + 5
bestimmt sind.

In der Folge soll die Summe [{ 4 ] zweier Charakteristiken [{] und [7],
wenn dadurch kein Missverstindniss zu beftrchten ist, mit [{%] bezeichnet werden.
Def. 4. Von einer Charakteristik [&] soll gesagt werden, dass sie in die Charakteristiken

[€) und [n] zerlegbar sei, wemn eswischen den drei Charakleristiken [e], [£], [n] die

Congruens (] = [£] + [n] besteht.
Satz 1. Von den sechezehn Normalcharakteristiken sind zehn, nimlich:

o [oo o) ool o il el al 2D ),

-gerade, die wbrigen sechs, namlich:
o ) Gol Gal G G,
ungerade.

Trennt man die sechs ungeraden Charakteristiken in die beiden Gruppen:

[ Gal [ ema [0, [ 2]

und bezeichnet die Charakteristiken einer dieser beiden Gruppen in beliebiger Reihen-
folge mit [e,], [«], [as] , die der anderen mit [8,], [B;], [fs], versteht ferner unter [m,],
[og], ..., [@g] dieselben sechs ungeraden Charakteristiken aber in beliebiger Reihen-
folge und bezeichnet endlich die Charakteristik [z :] abgektirzt mit [0], so ergibt sich
durch direkte Addition der

Sate 2. Zwischen den sechs umgeradenm Charakteristiken und der Charakleristik, [0] be-
stehen die drei Relationen:
1‘
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(] + [o] + [] =[0],  [B,] + [Bs] + [Bs] =0],
(@] + [@5] + [@5] + [@,] 4 [@5] + [0s] = [0],
von denen jede eine Folge der beiden ibrigen ist.

Da die linken Seiten der drei.letzten Congruenzen die einzigen der [0] con-
gruenten Summen von ungeraden Normalcharakteristiken repriisentiren, so folgt weiter,
dass von den finfzehn Charakteristiken, welche aus den sechs ungeraden durch Sum-
" mation von je zweien gebildet werden konnen, keine einer andern derselben, auch keine
der [0] congruent sein kann; es sind daher dieselben nothwendig den fiinfzehn von [0]

verschiedenen Normalcharakteristiken einzeln congruent, und zwar entsprechen die
Charakteristiken: :

[oyos] = [a5], (@] =[], [ ] = [e5], [BiBs] == [Bs], [BaBs] = [B], [BsBi) = [Bs]
den sechs ungeraden, die Charakteristiken ‘

(e8], [@B5], [@Bs], [@sBil, [@eBs], [@sBs], [asfBy], [esBs], [sfs]

den neun, von [0] verschiedenen geraden Charakteristiken. Desshalb gilt auch um-

gekehrt der

Satz 3. Jede der [0] nicht congruente Charakteristik (€] lisst sich immer und nur auf eine
Weise in zwei ungerade Normalcharakteristiken zerlegen.

Entspricht der Charakteristik [¢] die Zerlegung [¢] == [@,] + [w,], S0 ergibt
sich aus dieser Congruenz, indem man dazu die Congruenz [0] = [@,] + -+ + [w,] addirt,
die neue: [¢] = [@;] + [®,] + [@;] 4 [@e]. Eine zweite derartige Zerlegung von [¢] in
vier von einander verschiedene ungerade Normalcharakteristiken ist nicht mdglich, da
dieselbe riickwiirts eine zweite, von [¢] = [®,] - [@;] verschiedene Zerlegung von [¢]
in zwei ungerade Normalcharakteristiken nach sich ziehen wiirde. Man gelangt auf
diese Weise zu dem
Satz 4. Jede der [0] nicht congruente Charakieristik [&] ldsst sich immer und nur auf

eine Weise in vier von einander verschiedene ungerade Normalcharakteristiken zerlegen.

Bildet man aus den sechs ungeraden Charakteristiken alle Summen von je
dreien, so zeigt ein Blick auf die Congruenzen:

[e,] + [@] 4 [@s] = [0], [B.] + [Bs] + [Bs] = [0],
[a)] + (5] 4 [Bs] = [es85], (8.1 + [Bs] + [a5] = [@s84]

dass die zwanzig auf diese Weise entstehenden Charakteristiken simmtlich gerade sind,
auch, dass irgend zwei der so gebildeten Charakteristiken dann aber auch nur dann
einander congruent sind, wenn sie, als Summen dargestellt, zusammen alle sechs un-
geraden Charakteristiken enthalten. Es zerfallen daher die zwanzig Charakteristiken
in zehn Paare von je zwei derselben geraden Normalcharakteristik congruenten Cha-
rakteristiken. Diesen Resultaten entspricht der
Satz 5. Die Summe von irgend drei der sechs ungeraden Charakteristiken ist stets eine
gerade Charakteristik. Umgekehrt lisst sich jede gerade Charakteristik (die Charakteristik
[0] nicht ausgeschlossen) immer und swar auf awei Weisen in drei ungerade Normal-
charalkteristiken zerlegen.
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Weiter gelten noch folgende Sitze, welche sich aus den allgemeinen, von Riemann
_herrithrenden Charakteristikensitzen durch Specialisirung unmittelbar ergeben:
Satz 6. Jede der [0] nicht congruente Charakteristik; [&] Uisst sich immer auf drei Weisen
in awei gerade Normalcharakteristiken zerlegen.
Satz 7. Jede der [0] nicht congruente Charakteristik (&) lisst sich immer auf vier Weisen
in eine gerade und eine ungerade Normalcharakteristik zerlegen.

Um fiir eine beliebige Charakteristik [¢] die in den beiden letzten Siitzen er-
wihnten Zerlegungen zu finden, denke man sich [e] nach Satz 3. in zwei ungerade
Normalcharakteristiken zerlegt und die Bezeichnung der ungeraden Charakteristiken so
gewihlt, dass [¢] = [w,w,] ist. Die Congruenzen:

[e] = [0, 0,] = [, 030,] + [0; 0, 0,] = [0, 0y0,] + [0;050,] = [0, 050] + [0, 0;0],
[¢] = [, 0,] = [0, 0, 05] + [0g] = [0, 0,0,] - [0,] = [0, 0;05] 4 [0,] = [0, 0, 0,] -+ [o,]

liefern dann, wenn man darin an Stelle jeder Charakteristik von der Form [w.m: @,]
die ihr congruente, immer gerade, Normalcharakteristik setzt, die gewiinschten Zer-
legungen der Charakteristik [¢].
' Die Sétze 3., 6., 7. lassen sich schliesslich noch zusammenfassen in den
Satz 8. Addirt man zu den sechs umgeraden Normalcharakteristiken eine beliebige der [0]
nicht congruente Charakteristik, so gehen dadurch swei derselben wieder in ungerade,
die tibrigen vier in gerade iiber; addirt man dagegen zu den zehn geraden Normal-
charakteristiken eine beliebige der [0] nicht congruente Charakteristik, so gehen dadurch
sechs derselben wieder in gerade, die iibrigen vier in ungerade tber.
Die sechzehn Normalcharakteristiken kann man sich aus den vier Charakteristiken:

d=[,o), I=[0], [WI=[:], d=[ ¢

durch Addition aufgebaut denken und nach dem von Herrm Prym gegebenen Schema:
(0], (e | [es], [51&s] | [2s], [2185); [eats), [e15385] |
lead, [e18), [538), (818280, (&8l [e18ss], [acsea], [185858,]
in die sogenannte natiirliche Reihenfolge*
4, 5, 8, 9 1, 12, 13 15, 16

[][]Bo] [oo) [Z‘I][][‘SJ [o:] [,3]:[][30][][31][]["][]

bringen, bei der speciell den sechs ungeraden Charakteristiken die Stellenzahlen:
7, 8, 10, 12, 14, 15

zukommen. Bezeichnet man dann eine jede der sechzehn Normalcharakteristiken mit
der ihr bei dieser Anordnung entsprechenden Stellenzahl, so kann man aus der hier
folgenden Tabelle zu je zwei Charakteristiken die ihrer Summe congruente Normal-
charakteristik finden. Die Tabelle ist ndmlich dadurch entstanden, dass allgemein in
das der p' Horizontalreihe und »*® Vertikalreihe gemeinsam angehdrende Quadrat die
Stellenzahl derjenigen Charakteristik aufgenommen wurde, welche der Summe der beiden,
den Stellenzahlen p und v entsprechenden Charakteristiken congruent ist.
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1| 2| 3| 4| 5] 6| 7] 8] 9|10]11]12{13]14]15]16
2 1| 4| 3] 6| 5| 8] 7|10| 9|12]11|14|13]16]|15
3| 4| 1| 2| 7| 8| 5| 6|11|12] 9|10]15[16|13]14
4| 3| 2| 1| 8| 7| 6| 5l12[11|10| 9]16]15|14]13
5| 6| 1) 8| 1| 2| 3| 4|13|14|15|16| 9|10|11|12
6 5| 8| 7| 2| 1| 4| 3[14[13]16/15|10| 9]12[11
7| 8| 5| 6| 3| 4| 1| 2[15|16|13]14[11[12]| 9|10]
8| 7| 6| 5| 4| 3| 2| 1|16]15]14]13]12]11]10] 9
9110/11|12|13|14|15|16| 1| 2| 3| 4| 5| 6| 7| 8
10| 9[12|11]14[13]16 (15| 2| 1| 4| 3| 6| 5| 8| 7
11]12| 9(10[15|16]13|14| 3| 4| 1| 2| 7| 8| 5| 6
12(11|10| 9|16|15/14[13| 4| 3| 2! 1| 8| 7| 6| 5
1314(15|16]| 9|10!/11|12| 5| 6| 7| 8] 1| 2| 3| 4
14'13|16(15[10| 9l12|11| 6| 5| 8| 7| 2| 1] 4| 3
15(16(13|14]11]12] 9|10| 7/ 8| 5| 6| 3| 4| 1| 2
16]15]14|13[12]11]10] 9| 8| 7| 6| 5| 4| 3| 2| 1 ,
3.

Zu den beiden schon frither eingefiihrten Symbolen:
(— 1t = (—1)ne' +as, (_. 1)l = (— Dean' ta'm+an +a'n
soll noch ein drittes, spiter zur Verwendung kommendes, definirt durch die Gleichung:
(— DO = (— 1)un +am '

eingefithrt werden, das ebenso wie die beiden anderen sich auf zwei beliebige Charak-
teristiken [¢], [#] bezieht. Diese drei Symbole gehorchen zunichst, wie unmittelbar
. aus ihrer Definition hervorgeht, den folgenden Gesetzen:

(= Dl = 1, (= eIl = (— o, (— 1) = 4 1,
(— DB = (— 1)lel . (— 1)lnl (— D)len],
(— 1)t o= (— 1)1l . (— 1)EINS . (— 1)EH . (— )R,
(=1)O@'=(—1)lel, (—1)® @(—1)D @' (— 1) 0| (—1)O O e 1, (—1)O = 1,
(— 1)@ = (— 10O . (— 1O . (— )OO . (— 1O oY

wobei es nicht unwichtig ist, zu bemerken, dass der Werth der definirten Symbole un-
geiindert bleibt, wenn man an Stelle der Charakteristiken, auf die sie sich beziehen,
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irgend welche denselben congruente setzt. Der einfacheren Schreibweise wegen sollen
im Folgenden bei allen Symbolen vom Typus (— 1)l111" die eckigen Klammern unter-
driickt werden, sodass also z. B. (— 1)*!” an Stelle von (— 1)l (— 1)¢i79 an
Stelle von (— 1)l¢1173 tritt,
In Bezug auf die Symbole von der Form (— 1)!7 gilt nun zunichst der
folgende
Satz 1. Lisst man in dem Symbole (— 1)*'7, in welchem [7] eine belicbige von [0] ver-
schiedene Charakteristik bezeichnen soll, an Stelle von (€] der Reihe nach die simmt-
lichen secheehn Normalcharakteristiken treten, so haben acht der so entstehenden
Symbole den Werth ~+ 1, acht den Werth — 1, oder, was dasselbe, es ist immer

;’(—-1)«”-0.

Zum Beweise dieses Satzes beriicksichtige man, dass:

;’(_ 1)1 == (— )il l;?(_ il (— p)enl

=6 =10

.=.(_ 1)Ml[%71(_ l)lwsl.(_ l)lﬁ'c'll +2’:(_ l)la'a.-l.(_ l)lu"."ll }

ist, wenn mit [®,], ..., [@s] die sechs ungeraden, mit [&,], ..., [&,,] die zehn geraden
Normalcharakteristiken, in beliebiger Reihenfolge, bezeichnet werden. Nun ist aber immer

(— 1) =—1, (— 1)!%'= 4 1 und daher nach Satz 8. des Art. 2.:
i=6 i=6

21(_ l)lﬂil,(__ l)lwml — _2:(__ l)lwwl - —(4—2)=—2,

=D (D = D = G —h) =+ 2,
folglich, wie zu beweisen war: .
12(— 1)1 = 0.

Mit Hillfe dieses Satzes erkennt man leicht die Richtigkeit von
Satz II. Jedes der vier folgenden Systeme von je zwei Gleichungen:

L(—llr= 1, (=1, 2 (—Ih=d 1, (—B=—1,
3 (—1)1M=—1, (— =1, 4 (—1pl1=—1, (—1plf=—1,

bei denen [n], [£] zwei beliebige von einander und von [0) verschiedene feste Charakte-
ristiken bezeichnen, wird immer durch vier und nur durch vier Normalcharakteristiken

[€], welche die Losungen des Systems genamnt werden sollen, erfiillt. :

Da nimlich eine jede der sechzehn Normalcharakteristiken zu einem der vier
Systeme als Losung gehdren muss, und jedes der drei Symbole (— 1)*!7, (— 1)*I¢,
(— 1)*!"¢, wenn fiir [¢] der Reihe nach die sechzehn Normalcharakteristiken eintreten,
achtmal den Werth 4 1, achtmal den Werth — 1 annimmt, ferner auch jede Lésung
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von 1. und jede Losung von 4. dem Symbole (— 1)t!7¢ == (— 1)*17. (— 1)*I5 den Werth
~+ 1, jede Losung von 2. und jede Losung von 3. dagegen demselben den Werth — 1
verleiht, so ergeben sich, wenn man mit n,,n;,n5,%, die Anzahl der Losungen der Systeme
1, 2,, 3., 4. beziehlich bezeichnet, die Gleichungen:

n+ng=mn+n =38,

ny + 0y =ny, + n, =8,

n +n,=n +n =38,
woraus, wie im Satze behauptet,

nyo=ny =y =n =4
folgt.

Bezeichnen ferner wiederum [®,], ..., [@;] die sechs ungeraden Charakteristiken
in beliebiger Reihenfolge, so gelten folgende vier im Spiteren wiederholt zur Anwendung
kommende Relationen:

Zundchst besteht, da stets (— 1)l e — 1 ist, die Gleichung:
(1) (— Dolo = (— 1)ial. (— Diml (—1)lme = (— 1) @,

Nach Satz 5. des Art. 2. ist weiter fiir je drei ungerade Charakteristiken [w:], [®.],
[w,] stets (— 1)) ™“«*! —= 4 1, folglich:

L (= lymelme = (— 1)mlme. (— 1)olme :

= (— 1)lal. (= 1)soad. (—1)lemol. (—1)eal. (—1)aed. (—1)laned — 4 1,
Da aber ferner mit Riicksicht auf (1) auch:
(—1)=o @0 o (— 1) |l (— 1) 00l (— 1)l o1 | (— 1) 05 . (— 1)o8 00, (— T )
ist, so folgt durch Verbindung der beiden Gleichungen die Relation:
(2) (—zealomon = (—1)mlm. (— 1)@l (—1)oslo =41,
Auf dieselbe Weise gelangt man durch Verbindung der beiden Gleichungen:
) (— D)miomioem = (— 1)oil oo . (— T)oalmon’

= (— Dol . (— 1)laml . (— )lml. (— 1)l (— 1)lmomi. (— ])mmol = —1,
(—Dmeloo = (—1)lmel. (—1)l@mol. (— 1) mol = (—1)o . (—olo. (— )nlo
zu der weiteren Relation:
3 (—1)nemloe — (—D@io. (—mlo. (— 1)l = —1,
Endlich ergibt sich noch aus der Beziehung:
(— D)mlen. (— Dmlon. (— Lyolon. (— 1)=lo m (— 1)mlmen. (— 1)o 00 o (— 1)o ol oy,
indem man die Gleichung (2) beriicksichtigt, die Relation:
@ (— 1)1 (= D)mio s (— D)o on (— D)ol - 1.,

I
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Geht man jetzt auf die in Art. 1. unter (8) aufgestellte Riemann’sche Fundamental-
formel zurtick und setzt darin zur Abkiirzung: :

#[n)(2w) &0 + 0](2¢) #[n + 61(2w) B[n — o — 6](2f) = 2y,
B[] (2u) Ble + 01(2v) B[ + 0)(2w) B[e — @ — 01(2¢) ==y ,

s0 nimmt dieselbe die Gestalt:

(F) ’ 47, = [Z' (= 1)ty

an. Lasst man in dieser Gleichung an Stelle von [7] der Reihe nach die simmtlichen
sechzehn Normalcharakteristiken treten und denkt sich jedesmal die auf der rechten
Seite stehende Summation ausgefithrt, so erhilt man ein System von sechzehn Gleichungen,
denen man auf folgende Weise eine iibersichtlichere Gestalt geben kann.

Man bezeichne allgemein die auf irgend eine bestimmte Charakteristik [5] be-
zogene Grosse «'[,) mit z’,, wenn p die der Charakteristik [] in der natiirlichen Reihen-
folge zukommende Stellenzahl ist, in gleicher Weise die auf irgend eine Charakteristik
[e] bezogene Grisse z; mit z,, wenn v die Stellenzahl der Charakteristik [¢].ist. Da-
durch nehmen die erwiihnten sechzehn Gleichungen die folgende Gestalt an:

42" =4,z 2y -2+ 25+ Tg+ Ty Tgt- Tt Ty Ty 2ig - i 2y A B+ g,
45 =t 2Ty Ty 2y Ty Tg - Ty Ty Ty— X Ly — Xy Ty g— Ty — By — Ty,
47’y =+ 22yt — 2y — g — B Tyt X 20+ By F By — Tyy— Ty — Xy — @y,
42, =+ 2,42+ 2y B — 2y —Tg— Ty— Ty — Ty — Ty g— Ty — Lyg - i3+ Ty 215+ 24,
47y =+ 2,4 23—3— 2, Ty +Ts— Ty — Tyt Tyt By — Ty~ Tye - Tyg Ty — X5 — Ty,
42’y =+ 22— Ty — 2, T+ Tg— B Lg— Ty— Ty g+ Ty + T19— Lyg— Ty 5+ 2y,
4a"; =+ &2y — 83— 2 — B — Tyt T+ Tyt Tyt Tyo— Ly — 19— iy — T+ 215+ Ziq,
47’y = 2,4, —2—8,— Ts— g+ By Ty Ty — ByoF Ty + Bis+ B 2y — X5 — Ty,
() 47y =+ &, — 2+ 2y — T A2y —Tg+ 17— Byt Ty — Ty Ty — ot By — By 2y — 2y,
47 1o =+ 2, — 23+ 2y — 2,2y — Lt B— Ty — g+ Tyo— 2y + Ty — Fyy - T — 5+ 2,
47| =+ 8, — &y 2y — 2 — Ty Tg— Ty Lyt Tg— 20t Ty — Byg— Ty 21— L5+ 24,
42 1y =+ & — 2y + 85— 2, — 2y T — By Tg— Tyt T o— Ty, F Tyg - Tis— 2y F Ty — 24,
44’1y =+ 2, — 2y — &y -3, 25— Tg— T+ Byt By — Ly Ty F Tist Tyg— Ty — 35+ 24,
42 (=2, — Ty — T ATy — Ty — By By— Ty 2y Ty — Ti— 5+ 2 Ty s— 2,
42 1= 0 — 8y — g -8, — By Tyt Ty — Lyt Ty— Tyo— @y F Tys— Tyt 7, + %5 — 21,
4 g =+ &, — 2, — Ty -2, — B+ wg+ 2 — 2y — Ty 2,0+ Ty — Zyg+ By — Ty — Ly 4 2.

Im Folgenden soll das System dieser sechzehn Gleichungen auf Grund der all-
gemeinen Gleichung (F) genauer untersucht werden, indem man, ganz abgesehen davon,
welche Bedeutung die z, 2 urspriinglich haben, unter den z, 2" Grdssen versteht, welche

KrazEr, sweif. unendl. Thetareihen. 2
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nur diesen sechzehn Gleichungen zu geniigen haben, sonst aber keinerlei Bedingungen
unterworfen sind. Dabei soll es der Uebersichtlichkeit wegen gestattet sein, 8ieselbe
Grosse «|; auch durch ', 9], ... zu bezeichnen, wenn nur die Charakteristiken
(€1, (8], ... der Normalcharakteristik [%] congruent sind; dasselbe soll fiir die Grossen
% gelten. Diese Annahme vertriigt sich auch mit der urpriinglichen Definition der
Grossen 7, z, da in Folge der Relationen (3), (4) des Art. 1. sowohl das mit 'y, als
auch das mit z;, bezeichnete &-Product ungeéindert bleibt, wenn man an Stelle der
Charakteristik [n], beziehlich [¢], eine ihr congruente Charakteristik setzt. Da ferner
auch, wie schon frither erwihnt, das Symbol (— 1)!!7 seinen Werth nicht &ndert, wenn
[e], [] durch irgend welche ihnen congruente Charakteristiken ersetzt werden, so kénnen
bei der erwiihnten Untersuchung congruente Charakteristiken einander vertreten. Mit
Riicksicht darauf sollen im Folgenden unter ,verschiedenen“ Charakteristiken nur solche
verstanden werden, welche einander nicht congruent sind. )

5.
Nach den gemachten Voraussetzungen gilt jetzt die Gleichung:
F) 42y =§ (— 1)tz

fiir jede beliebige Charakteristik [%]. Vermehrt man nun in dieser Gleichung [%] der
Reihe nach um [e], [B], [¢f], unter [«], [8] zwei beliebige, von einander und von [0}
verschiedene Charakteristiken verstanden, multiplicirt auch die dadurch aus (F") ent-
stehenden drei Gleichungen beziehlich mit (— 1)*1¢, (— 1)#1¢, (— 1)*F1¢, unter [£]
eine ganz beliebige Charakteristik verstanden, und addirt sie zu der urspriinglichen
Gleichung (F'), so erhilt man zuniichst die Gleichung:

4(21 + (— DN Zpa + (— P& + (— 1) B ya)

= 2= (L (= 13 (= 11 (1)
=2 vl ][4 o,

Das auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Product [1 + (—1)1¢ ‘] [1 + (—1)81¢ ‘}
kann fiir irgend eine Charakteristik [¢] nur den Werth O oder den Werth 4 haben.
Fir das Eintreten des letzteren Falles sind die nothwendigen und hinreichenden Be-
dingungen:

(—1el =41, (—1)f1e = 1,

Nun existiren aber nach Satz II. des Art. 3. zu zwei beliebig gewdhlten, von einander
und von [0] verschiedenen Charakteristiken [¢], [8] immer vier und nur vier verschiedene
Charakteristiken [£], welche den Gleichungen (— 1)*!¥ = 4-1, (— 1)#1¢ = - 1 geniigen;
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eine derselben ist immer die Charakteristik [0], bezeichnet man dann zwei beliebige
der drei Ubrigen mit [p], [8], so ist die vierte nothwendig [yd]. Daraus folgt aber,
dass die Gleichungen (— 1)*!%¢ == 41, (— 1)?1%* = 4 1 gleichfalls vier und nur vier
verschiedene Losungen [¢] besitzen, und dass [e] = [{], [§y], [£0], [§¥0] diese vier
Lésungen sind. Auf der rechten Seite der obigen Gleichung bleiben daher nur die-
jenigen vier Glieder stehen, welche diesen vier Charakteristiken entsprechen, wihrend
die zwdlf tibrigen Glieder verschwinden, und es nimmt daher, wenn noch links und
rechts mit 4 dividirt wird, diese Gleichung die Form:

F) &'+ (— 1)1 e + (— 12 g 4 (— 1)1 2 e
= (— 130 (me + (— D720 + (— 1P aga + (— 17011 2g44)

an, in welcher also, wie nochmals bemerkt werden mag, [%], [§] zwei ganz beliebige
Charakteristiken bezeichnen, die auch einander gleich sein kdnnen, [«], [8] zwei von
einander und von [0] verschiedene Charakteristiken, endlich [y], [0] zwei beliebige der
drei von [0] verschiedenen Losungen [E] der Gleichungen (— 1)*1¥a==+4-1, (— 1)8l¢
= +4 1. Man kann daher mit Riicksicht auf die Gleichung (F") [p] und [d] auch
definiren als zwei von einander und von [0] verschiedene Charakteristiken, welche den
Bedingungen:

) (D=1, (P =1,  (—D =1, (=1 =1
geniigen.

Die Aufgabe der folgenden Artikel wird es sein, zu untersuchen, wie viele
verschiedene Gleichungen aus (F’) durch Einftthrung specieller Charakteriken erhalten
werden konnen, dieselben aufzustellen und in Gruppen zu ordnen. Doch sei schon hier
darauf aufmerksam gemacht, dass zwei Charakteristiken [o,], [,], an Stelle von [«], [8]
in (F’) eingefithrt, dieselbe Gleichung hervorbringen wie zwei andere [e,], [8;], wenn
nur die drei Charakteristiken [e,], [8,], [«,8,], abgesehen von der Reihenfolge, mit den
drei Charakteristiken [a], [B;], [#;f;] tbereinstimmen. Aehnliches gilt in Bezug auf
die Charakteristiken [y], [4]. :

6.

Um einen Ueberblick tiber die Gesammtheit der Gleichungen zu gewinnen, die
aus (F’) durch Einfohrung specieller Charakteristiken entstehen, empfiehlt es sich in
Bezug auf [«], [#] die beiden mbglichen Fille:

@O (=108 =41, D) (— 16 = —1
zu unterscheiden. Der erste Fall soll zuniichst behandelt werden.

Erster Fall:
(-— 1)“][9 = + 1.
Ist (— 1)*1# = 4 1, so ist sowohl [£] = [«], wie [£] = [B] eine Losung der

Gleichungen (— 1)2!¥ = 41, (— 1)f1¥ = 4 1, und es werden daher auch die
%
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Gleichungen (;°) erfiillt, wenn man fiir [y] die Charakteristik [«], fir [d] die Charak-
teristik [B] setzt. Geschieht dies, so nimmt die Gleichung (F”’) die Form an:

(F) Lo+ (— D ya 4 (— P8 un + (— 1) yap
= (— 1)F7 (2 + (— Dlaga + (— 1P 0agm + (— 1)1 12g.4) .

In dieser Gleichung kann man jetzt zuniichst an Stelle von jeder der beliebigen
Charakteristiken [%], [{] der Reihe nach die sechzehn verschiedenen Charakteristiken
setzen. Von den so entstehenden 16 >< 16 Gleichungen sind aber nur 16 wesentlich
verschieden. Um dies einzusehen, beriicksichtige man zunichst, dass die Gleichung (F))
wieder in sich selbst iibergeht, sowohl, wenn man [4], wie, wenn man [{] um [«], [8]
oder [af] vermehrt. Man theile dann weiter die simmtlichen sechzehn Charakteristiken
[£] nach ihrem Verhalten gegentiber den Charakteristiken [«], [B] auf folgende Weise
in vier Gruppen ein:
zur ersten Gruppe nehme man die vier Ldsungen [e] der Gleichungen (— 1)®1* =41,
(— 1)f!* = + 1; es sind dies die Charakteristiken:

(a1, [e], (81, («B];

zur zweiten Gruppe nehme man die vier Losungen [¢] der Gleichungen (— 1)*e=1,
(— 1)8f = — 1; es sind dies die Charakteristiken:

(], [xa], (=81, [xef],
wenn mit [x] eine beliebige der vier Losungen bezeichnet wird;
zur dritten Gruppe nehme man die vier Losungen [¢] der Gleichungen (— 1)** = — 1,
(— 1)fl* = 4 1; es sind dies die Charakteristiken:

A} -
(41, (4], 4p1, . [1ef],
wenn mit [A] eine beliebige der vier Liosungen bezeichnet wird;
zur vierten Gruppe endlich nehme man die vier Losungen [¢] der Gleichungen (— 1)l
= — 1, (— 1)f* = — 1, es sind dies, wie aus dem Vorigen folgt, die Charakteristiken:

[*4], [x4e], [x48], [x2ef].

Mit Riicksicht auf das vorher Gesagte erkennt man nun, dass immer die vier Charak-
teristiken einer dieser Gruppen der Reihe nach in (F)) an Stelle von. [4] oder [£]
gesetzt, dieselbe Gleichung hervorbringen, und dass daher die obige allgemeine Formel
(F),) nur sechzehn verschiedene specielle umfasst, welche aus ihr entstehen, indem man
fir jede der beiden Charakteristiken [7], [£], unabhiingig von der anderen, der Reihe
nach die Charakteristiken:

(01, (], (41, [x4]
eintreten ldsst. Die Charakteristik [4] bezeichnet dabei, .wie schon oben bemerkt, eine
beliebige der vier Losungen der Gleichungen (— 1)*# = —1, (— 1)t =4 1. Ist
eine bestimmte derselben mit [A] bezeichnet, so ist [$1"] ebenfalls eine Losung. Da
mn (— 1) = (— 1)7 . (— 1)*® = — (— 1)*¥ ist, so folgt, dass man fir [1] immer
eine solche der vier zuléissigen Charakteristiken wiihlen kann, fiir welche (— 1)*% =1
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ist. Geschieht dies, so lassen sich die sechzehn in (F,) bei festgehaltenen Charak-
teristiken [a], [B], [«], [A] enthaltenen Gleichungen, wenn man zugleich 2y einfach mit
(¢), 't mit (¢)" bezeichnet, wie folgt schreiben:

O+ @ + @+ @ =0+ @ + @ + @),

O + (of — (B) — (@B) = (x) + (xa) + (xB) + (xaf),

0 — (@ + B — (@B =4 + 4e) + 48) + (4ep),

Oy — (&) — (B) + (af) =(xA)+ (xhe) + (x4B) + (xief),

() + (xa) + (xB) + (xep) = (0) + (&) — (B) — («B),
() + (xa) — (xB) — (xaf) = (x) + (xa) — (xf) — (xap),
() — (xa) + (xB) — (xef) = (1) + (4a) — (48) — (Aep),
() — (xe) — (xB) + (xaf) =(x1)+ (xie) —(xAB)— (xiep),

@ + (Aa) + AB) + (1ap) = (0) — (&) + B) — (=B),
@ + (e — 4B — (iapf = () — (x&) + (xB) — (xap),
@ — (a) + (B — (e = (1) — (ia) + (1B) — (1ap),

- () — (Ra) — AB) + (Aaf) = (x4) — (xde) + (x18) — (xAef),

(x2) +(xda) +(x2B) + (xiaf) = (0) — (&) — (B) + («f),

(x2) +(xda) — (xAB) — (xhef) = (x) — (x&) — (xf) + (xaf),
(x2) —(xda) + (x4f) — (xAaf) = (}) — (4e) — (4B) + (Aef),
(%4) — (xAa) — (A )Y+ (xAaf) = (xi) — (xde) — (xAB) + (xAaf).

Das so entstandene System (S;,) kann das urspriingliche System (S), aus dem es ab-
geleitet wurde, in jeder Beziehung ersetzen, insofern als man von dem Systeme (S,)
aus, durch passende Verbindung der ihm angehdrigen Gleichungen, riickwiirts wieder
das urspriingliche System (S) erhalten kann.

Die in (S,) vorkommenden Charakteristiken [«], [8], [*], [2] sind nur den Be-

dingungen:
(s,)

(S)

(= )P =1, (- = +1,
(1) 1, (— 1) = — 1, (= 1= — 1, (— 1)l =1

unterworfen; man kann daher fiir dieselben irgend vier Charakteristiken eintreten lassen,
welche den Gleichungen (s,) gentigen. Beriicksichtigt man aber, dass bei festgehaltenen
Charakteristiken [«], [B], zwar [x], [A] auf mehrere Weisen bestimmt werden konnen,
dass jedoch, wie aus der vorhergehenden Entwicklung unmittelbar ersichtlich, durch
irgend eine andere zulissige Bestimmung der Charakteristiken [x], [4] jede Gleichung
des Systems (S,) in sich selbst iibergeht, das System (S,) selbst also ungeéindert bleibt,
berticksichtigt ferner, dass iibereinstimmend mit dem schon friiher bei der Formel (F)
Bemerkten, die Formel (F,) und desshalb auch das aus ihr abgeleitete System (S,)
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sich reproducirt, wenn man an Stelle von zwei bestimmten Charakteristiken [e,], (6]
zwei andere [a;], [B;] treten ldsst, derart, dass [a;], [f,], [@;B;], abgesehen von der
Reihenfolge mit [e,], [8,], [,B,] tibereinstimmen, so folgt, dass alle mbglichen ver-
schiedenen Systeme (S;), und zwar jedes nur einmal, erhalten werden, wenn man an
Stelle von [«], [8] alle mdglichen Combinationen der fiinfzehn von [0] verschiedenen
Charakteristiken, welche der Bedingung (— 1)°/# = +4 1 genfigen und zudem wesent-
lich verschiedene Systeme [a], [8], [«f] liefern, setzt und jedesmal dazu [x], [4] auf
irgend eine der moglichen Weisen so bestimmt, dass die Gleichungen (s;) erfiillt sind.

Wie viele von einander verschiedene Systeme auf diese Weise aus (S;) ent-
stehen, soll jetzt untersucht werden. Zu dem Ende bezeichne man mit [@,], ..., (@]
die sechs ungeraden Charakteristiken in ihrer natiirlichen Reibenfolge; nach Satz 3. des
Art. 2. lisst sich dann jede der fiinfzehn von [0] verschiedenen Charakteristiken immer
und nur auf eine Weise in zwei, immer verschiedene, ungerade Charakteristiken zerlegen,
und es konnen daher zwei beliebige dieser fiinfzehn Charakteristiken durch [w,@,],
[0 @y] repriisentirt werden, wenn w,v und u’,»’ zwei passend gewihlte, verschiedene
Combinationen der Zahlen 1,..., 6 zur zweiten Classe ohne Wiederholung bezeichnen.
Zwei solche Charakteristiken [@,®,], [@, @,] diirfen aber nur dann an Stelle von [a],
[B] gesetzt werden, wenn sie, entsprechend der Bedingung (— 1)*l# = +- 1, die Gleichung
(— 1)%!®™ — 4 1 erfillen, und da dies, wie die Relationen (2), (3) am Schlusse
des Art. 3. zeigen, immer und nur dann stattfindet, wenn die Zahlenpaare u, » und u’, o,
keine Zahl gemeinschaftlich haben, so folgt, dass die Bedingung (— 1)®f ==+ 1 in
allgemeinster Weise erfilllt wird, wenn man:

[o] = [0, )], [8] = [on oy]

setzt, unter u, v, w, v’ vier verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, ..., 6 verstanden.
Bezeichnet man ferner mit w”, »” die beiden noch iibrigen, von u, v, u, v verschiedenen
Zahlen aus der Reihe 1,..., 6 und setzt:

[*x] = [oy @u], [A] = [ou0v],

so geniigen diese Charakteristiken [x], [A] zusammen mit den oben angefithrten Charak-
teristiken [«], [#] den simmtlichen sechs Gleichungen (s,). Entsprechend den gemachten
Festsetzungen ist jetzt:

[¢] = [on @], 8] = [op ], [¢f] = [@u @],
und man erhilt mit Rtcksicht auf das frither in Bezug auf [«], [8] Bemerkte, simmt-
liche specielle Charakteristiken [«], [f], die verschiedene Systeme (S,) erzeugen, wenn
man die sechs ungeraden Charakteristiken auf die finfzehn moglichen Weisen in drei
Paare theilt, fir jedes Paar die Summe der beiden in ihm enthaltenen Charakteristiken
bildet und die so entstehenden Summen nach Belieben mit [«], (8], [«B] bezeichnet.
Dies liefert die fiinfzehn folgenden Systeme [a], [8], [«f]:

L [d]=[00], [B]=([wa,], [«f]= [w;0,];
2. [e]l=[o,0,], [F]=I[wye;], [«f]=/w,m];
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3. [el=[ma,], [Bl=I[wsaq], [¢f]=[m,0];
4 [e]=[o,w5], [f]—=[wy®,], [eB]= [@sm];
5. [e] =[o,0], [B]=[wy0;], [2B]= [0,0];
6. [a] =[0,0,], [Bl=[0305], [¢f]=[w,0;];
1 [e]l=[o0], fl=(0,0], [«f]= [0;0];
8 [e]l=[mw,], [Bl=[w,0:], [af] = [0;0];
9. [l=[m0], [fl= (w0, [«f]=[w;a];
10. [«] = [0,@], [B]=[wy@5], [¢f]= [0, 0];
11. [e] =[0,0;], [f]=(0n0,], [«f]=[ws0];
12. [o] =[0,@5], [B]=[w;04], [af]=[0;0,];
13. [e]l =[o,04), [B]=[as00], [af]= [w,4];
4. [e] = [o,06], [fl=[m30,], [2f]= [0yo;];
15. [e] =[o, 0], [B]=:[w@5], [¢f]= [w;m,].

Bestimmt man zu jedem dieser finfzehn Paare [«], [8] die zugehdrigen Charakteristiken
[%], [4) in der oben angegebenen Weise und filhrt die so bestimmten Charakteristiken
[«], [B], [x], [A] jedesmal in (S,) ein, so erhilt man die féinfzehn in (S,) enthaltenen
Systeme von je sechzehn Gleichungen. Um dieselben zu fixiren, beriicksichtige man,
dass in (S,) allgemein (&) die Grosse z(, (¢) die Grosse z'( vertritt, ferner, dass nach
dem frither getroffenen Uebereinkommen 2zy,; auch durch z,, ';,; auch durch 2’, be-
zeichnet werden kann, wenn v die der Charakteristik [¢] in der natiirlichen Reihenfolge
zukommende Stellenzahl ist. Denkt man sich nun die Gleichungen zunichst unter
Anwendung von z,, 2', angeschrieben und ersetzt dann z, einfach durch », 3, durch v/,
so entsteht die Tabelle I, in welcher die Gleichungen in der Weise zusammengestellt
sind, dass die sechzehn ein System bildenden Gleichungen jedesmal in vier Horizontal-
reihen zusammenstehen. Um jedes Missverstindniss auszuschliessen, wird also noch-
mals bemerkt, dass die in der Tabelle ‘vorkommenden nicht accentuirten Zahlen 1,.. .,
16 die Grossen z,, ..., %4, die accentuirten Zahlen 1’,..., 16’ die Gréssen z',,..., &'}
beziehlich vertreten, wiahrend in der fritheren Tabelle am Schlusse des Art. 2. die Zahlen
1,..., 16 die sechzehn Charakteristiken in ihrer natiirlichen Reihenfolge repriisentiren.
Die in der Tabelle durch Horizontalstriche ausgezeichneten Zahlen 7, 8, 10, 12, 14,
15 entsprechen, als Stellenzahlen aufgefasst, den sechs ungeraden Charakteristiken.

1.

Nachdem so der erste Fall, wo die beiden Charakteristiken [a], [f] der Be-
dingung (— 1)*!f== 4 1 geniigen, erledigt ist, soll jetzt der zweite Fall, wo (— 1)=!#
== — 1 ist, behandelt werden.
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Zweiter Fall:
(—1elf=—1.
Ist (— 1)*/1#=—1, so sind die in (') vorkommenden Charakteristiken [y],
[0], welche mit [«], [8] durch die Gleichungen:

) (=1, (— 1P =1, (— D=1, (— P = 1

verknlipft sind, nothwendig von jeder der Charakteristiken [«], [B], [«f] verschieden,
und es hat daher fiir diese Untersuchung ‘die Formel:

(Fy) 2 4 (— 112 ey 4 (— 1P g + (— 1)*F 182 gap)
= (— fin(mg + (— Dringgy, + (— 1) g + (— 1) 1ag,q)

als Ausgangspunct zu dienen, die zwar der Gestalt nach mit (F”) ibereinstimmt, sich
aber von ihr dadurch unterscheidet, dass [«], [f] nunmehr der Bedingung (— 1)*I7
= — 1 unterworfen sind. Fiir [y], [d] sind hier zwei beliebige der drei von [0] ver-
schiedenen Losungen der Gleichungen (— 1)*1¥ = 4 1, (— 1)# ¢ = + 1 zu wibhlen;
sind zwei derselben mit [p] und [d] bezeichnet, so ist die dritte nothwendig [yd],
sodass eine Aenderung in der Wahl von [y] und [0] keine Aenderung der Formel (Fy)
nach sich zieht, diese vielmehr vollstindig bestimmt erscheint, sobald [«] und [B], der
Bedingung (— 1)*/# = — 1 entsprechend, gewihlt sind. Es sei hier noch erwihnt,
dass aus den Gleichungen (f') nothwendig (— 1)r'¢ = — 1 folgt, da, wenn (— 1)I¢
= -+ 1 wire, die Gleichungen (— 1)7!é = - 1, (— 1)%! = 4 1 ausser den Ldsungen
[E] = [0], [«], [B], [«B] noch die Losungen [E] =[], [0], [yd], also mehr als vier
Lésungen hitten, was nach Satz II. des Art. 3. unmoglich ist.

In der Gleichung (F,) kann man jetzt zunichst an Stelle von jeder der beiden
beliebigen Charakteristiken [%], [£] der «Reihe nach die sechzehn verschiedenen Charak-
teristiken setzen. Von den so entstehenden 16 >< 16 Gleichungen sind aber nur 16
wesentlich verschieden. Um dies einzusehen, beriicksichtige man zunichst, dass die
Gleichung (F,) wieder in sich selbst ibergeht, sowohl, wenn man [4] um [«] oder [B]
oder [af], als auch, wenn man [¢] um [p] oder [d] oder [yd] vermehrt. Theilt man
daher die simmtlichen sechzehn Charakteristiken das eine Mal in die vier Gruppen:

[O] b [a] ’ [p] ’ [aﬂ] )

(71, [ye], [»81, [yepl;

(4], [0e], [061, [0ap];

[vd1, (yda], (»d8], [ydaf];
das andere Mal in die vier Gruppen:

(01, (71, (41, [»d];
[e], [e7], [«0d], [y d];
(81, 871, (841, [B79];
[«p], [«By], [efd], [afyd];

ein, so erkennt man, dass immer dieselbe Gleichung hervorgebracht wird, sowohl, wenn
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man an Stelle der Charakteristik [#] der Reihe nach die vier Charakteristiken einer
der vier ersten Gruppen, als auch, wenn man an Stelle von [{] der Reihe nach die
vier Charakteristiken einer der vier letzten Gruppen setzt. Die obige allgemeine Formel
(F;) umfasst. daher nur sechzehn specielle Gleichungen, welche aus ihr entstehen,
indem man unabhiingig von einander fiir [5] der Reihe nach die Charakteristiken:

~ (a1, 1 (61, - (e,
fiir (£] ‘der‘ ”Reihe nach die Charakteristiken:
(0], . fal, (81, [«f],

setzt. Berficksichtigt man noch, dass, wie die Gleichungen (f') zeigen, der in der
Gleichung (F,) rechts stehende Factor (— 1)"/¢ unter diesen Voraussetzungen immer
den Werth + 1 hat, so lassen sich die sechzehn in (F,) bei festgehaltenen Charak-
teristiken [«], [p], [#], [d] enthaltenen speciellen Gleichungen, wenn man zugleich
einfach mit (&), 2’(y mit (&) bezelchnet wie folgt schreiben:

O+ (@ + B + (@) =0+ » + ) + (9,
Oy + (& = (B — (ef) = (a) + (ap) + (e0) + (apd),
O — (& + B — (@) .= () + (By) + (B9) + (Bv9),
0 — () — (B + (af) =(af)+ («By)+(xpd)+ (afyd),
@ + Gy + @Y + (af) = 0) + () — (9 — (»9),
@)+ o) — @B — () = (a) + (ap) — («d) — (a79),
@) — (ra) + @BY — (vaf) = (B) + (By) — (B0) — (By9),
@Y — (o) — (B + (yap) = (ep) + (xpy)—(apd) — («py?),
@) + (a) 4 (3)+ (Faf)y = (0) — (@) + (0) — (»9),
() + (Ba) — (08) — (Baf) = (a) — (ap) + (a0) — (apd),
@) — (Ba) + (88 — (3eB) = (B) — (By) + (B3) — (By9),
() — (0a) — (0B) + (def) = (aB) — («By)+ (xfd) — («B79),
(70)+(r<’a)+(rﬁﬂ)+(70aﬁ)’= 0 — ) — (@ + @9,
@) + (yda) —(y9f)—(y0af)= (2) — («y) — (ad) + (ay9),
(y8) — (yda) +(p0py — (ydaf)y= (B) — (By) — (Bd) + (By9),
(79) —(yda) — (y )+ (ydap) = (aB) — («By) — («B3) + (aBy9).

Das so entstandene System (S,) kann das urspriingliche System (S), aus dem es ab-
geleitet wurde, in jeder Beziehung ersetzen, insofern als man von dem Systeme (S;)
aus, durch passende Verbindung der ihm angehdrigen Gleichungen, riickwirts wieder
das urspriingliche System (S) erhalten kann.
Die in (S;) vorkommenden Charakteristiken [«], [B], [#], [0] sind nur den Be-
dingungen: )
KrAzER, zweif. unendl. Thetareihen. 3

(S)




© (—Def=—1, (= =1,
U=, (=1, (— D=L, (- 1P =1

unterworfen; man kann daher fiir dieselben irgend vier Charakteristiken eintreten lassen,
welche diesen Bedingungen geniigen. Beriicksichtigt man aber, dass bei festgehaltenen
Charakteristiken [«], [#] zwar [y], [0] auf drei Weisen bestimmt werden konnen, dass
jedoch, wie frither bemerkt, eine Aenderung in der Bestimmung von [¢] und [4] keine
Aenderung der Formel (F,) und daher auch, abgesehen von der Reihenfolge der
Gleichungen und der Summanden innerhalb derselben, keine Aenderung in dem daraus
abgeleiteten Systeme (S;) hervorruft, beriicksichtigt ferner, dass, iibereinstimmend mit
dem schon frither bei der Formel (F") Bemerkten, die Formel (F,) und desshalb auch
das aus ihr abgeleitete System (S;) sich reproducirt, wenn man an Stelle von zwei be-
stimmten Charakteristiken [e,], [8,] zwei andere [a;], [B;] treten lisst, derart, dass [a,],
[Bs], [@sB;] abgesehen von der Reihenfolge mit [e,], [8,], [«,B,] iibereinstimmen, so
folgt, dass alle mdglichen verschiedenen Systeme (S;), und zwar jedes nur einmal, er-
halten werden, wenn man an Stelle von [«], [f] alle mdglichen Combmatlonen der
fiinfzehn von [0] verschiedenen Charakteristiken, welche der Bedingung (— 1)*/f = —1
geniigen und zudem wesentlich verschiedene Systeme [«], [B], [«f] liefern, setzt und
jedesmal dazu [p], [6] auf eine der drei méglichen Weisen so bestimmt, dass die
Gleichungen (s,) erfiillt sind.

Wie viele von einander verschiedene Systeme auf diese Welse aus (S;) ent-
stehen, soll jetzt untersucht werden. Zu dem Ende bezeichne man mit [a,],.. ., [@4]
die sechs ungeraden Charakteristiken in ihrer natiirlichen Reihenfolge; nach Satz 3.
des Art. 2. lasst sich dann jede der fiinfzehn von [0] verschiedenen Charakteristiken
immer und nur auf eine Weise in zwei, immer verschiedene, ungerade Charakteristiken
zerlegen, und es konnen daher zwei beliebige dieser fiinfzehn Charakteristiken durch
[0.©,], [0, @,] reprisentirt werden, wenn g, v und g, v’ zwei passend gewihlte ver-
schiedene Combinationen der Zahlen 1,..., 6 zur zweiten Classe ohne Wiederholung
bezeichnen. Zwei solche Charakteristiken [w, @, ], [@, @] diirfen aber nur dann an Stelle
von [e], [B] gesetzt werden, wenn sie, entsprechend der Bedingung (— 1)*1# = — 1,
die Gleichung (— 1)”®|°¥'®" — 1 erfiillen, und da dies, wie die Relationen (2),
(3) des Art. 3. zeigen, immer und nur dann stattfindet, wenn die Zahlenpaare u, »

und g/, v’ eine Zahl gemeinschaftlich haben, so folgt, dass die Bedingung (— 1)=!f

= -~ 1 in allgemeinster Weise erfiillt wird, wenn man:
(o] = [wef"a] ’ 8] = [me 0]

setzt, unter g, 6, v irgend drei verschiedene Zahlen uus der Reihe 1,..., 6 verstanden.
Bezeichnet man ferner mit @', ¢, v die drei iibrigen, von ¢, 6, v verschiedenen Zahlen
aus der Reihe 1,..., 6 und setzt:

[v] = [wywq], [0] = [wg <],
so geniigen diese Charakteristiken [y], [0] zusammen mit den oben angefiihrten Charak-
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teristiken [«], [f] den simmtlichen sechs Gleichungen (s,). Entsprechend den gemachten
Festsetzungen ist jetzt: .

[o] = [@@0], (8] = [w, ], [¢B] = [ 0],

und man erhilt, mit Riicksicht auf das frither in Bezug auf [«], [8] Bemerkte, simmt-
liche specielle Charakteristiken [a], [8], welche verschiedene Systeme (S;) erzeugen,
wenn man aus den sechs ungeraden Charakteristiken auf die zwanzig méglichen Weisen
drei herausgreift, aus solchen drei dann jedesmal die drei moglichen Summen zu je
zweien bildet und dieselben in beliebiger Reichenfolge mit [«], [8], [«8] bezeichnet.
Dies liefert die folgenden zwanzig Systeme [«], [A], [«B]:

L[] [@,0;), [B]=[0,0], [«f]=[0;0,];
2. [ =[o,0], [B] = [@,0], [¢f]= [0;a];
3. [el=[mw], [Bl=[m,0,], [¢f]=[w,a,];
4. [o] = [og05], [B]=[w030], [¢f]= [w;m];
5 [el=[mya5], [f]l=[w 0, [ef]=00.];
6. [0l =[wy0,], [B]==[ws0), [2f]=[w,m];
T [d=[o0], [f]=[00d], [«f]=[w0d;
8. [a] =[ws0], [B]=[ws0;], [«f] = [w,0;];
9. [e] =[0m], [fl=[w0,], [¢f]=Iw;al;
10. [o] = [my@5), [B] = [w,], [ef] = [w500];
1. [e] =[0,0,], [f]l=[0,0], [2p]= [0y0];
12. [e]l = [0, [f]=[w,0], [«f]= [0,0];
13. [o] =[o;0], [f]l=[w, 0], [«f]= [e;0];
14 [e] = [wy0,], [B]=[wya;], [¢B]= [0 ];
15. [o] =[wy0,], [B]=[w0.], [«f]=/w,0];
16. [o] =[wy05], [B] = [wy0], [af]= [wsm,];
1. [¢] =[0,0,], [Bl=[0,0], [«f]l= [o,0];
18. [o] = [wp0], [B] = [w;005), [ef] = [w55];
19. [o] =[oya5], [Bl=I[o, 0], [a¢f]= [w;0];
20. [o] =[oy05], [Bl=I[my0,], [af]=[wy0,].

Bestimmt man zu jedem dieser zwanzig Paare [«], [8] die zugehdrigen Charakteristiken

[#], [0] in der oben angegebenen Weise und fithrt die so bestimmten Charakteristiken

[«], [B], [#], [0] jedesmal in (S;) ein, so erhdlt man die zwanzig in (S;) enthaltenen

Systeme von je sechzehn Gleichungen. Um dieselben zu fixiren berficksichtige man,

dass in (S,) allgemein (&) die Grosse zp,, (¢) die Grosse 2’ vertritt, ferner, dass nach

dem frither getroffenen Uebereinkommen z; auch durch z,, 2'r durch 2/, bezeichnet
3‘
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werden kanu, wenn v die der Charakteristik [¢] in der natiirlichen Reihenfolge zu-
kommende Stellenzahl ist. Denkt man sich nun die Gleichungen zunichst unter An-
wendung von z,, ', angeschricben und ersetzt dann z, einfach durch v, 2’, durch o/,
so entsteht die Tabelle IL, in welcher die Gleichungen in der Weise zusammengestellt
gind, dass die sechzehn ein System bildenden Gleichungen jedesmal in vier Horizontal-
reihen zusammenstehen. Um jedes Missverstindniss auszusehliessen; wird also noch-
mals bemerkt, dass die in der Tabelle vorkommenden' nicht accentuirten Zahlen 1, . . ., 16
die Gréssen «,,... 7,5, die accentuirten Zahlen 1, ..., 16’ die Grossen «',,. .., 2';, ver-
treten, withrend in der fritheren Tabelle am Schlusse des Art. 2. die Zahlen 1,... 16
die sechzehn Charakteristiken in ihrer natiirlichen Reihenfolge -reprisentiren. Die 'in
der Tabelle durch Horizontalstriche ausgezeichneten Zahlen 7, 8, 10, 12, 14, 15 ent-
sprechen, als Stellenzahlen aufgefasst, den sechs ungeraden Charakteristiken.

8.

Im Anschlusse an das Vorige sollen jetzt noch einige Eigenschaften der in
den Tabellen enthaltenen Gleichungen hervorgehoben werden.

Beachtet man, dass in den Tabellen, wie vorher erwiihnt, die Zahl v die Grosse
Zrg, die Zahl v’ die Grdsse z',; vertritt, wenn » die Stellenzahl der Charakteristik [e]
ist, so kann man sagen, dass in den Tabellen I, II. auf den linken wie rechten Seiten
Systeme von je vier verschiedenen Charakteristiken auftreten, deren Summe immer der
[0] congruent ist, und von denen daher jedes in die Form [7], [na], [%8], [9«f] ge-
bracht werden kann, wenn mit [%] eine beliebige der vier Charakteristiken desselben
bezeichnet wird. Definirt man nun als Vierersystem jedes System von vier Charak-
teristiken, deren Summe congruent [0] ist, so erkennt man, dass es im Ganzen ein-
hundertvierzig verschiedene Vierersysteme gibt, und da, wie eine einfache Abzéhlung
zeigt, diese Anzahl mit der Anzahl der in den Tabellen I., II. vorkommenden ver-
schiedenen Vierersysteme iibereinstimmt, so folgt, das jedes mogliche Vierersystem in
den Tabellen sich findet. Da ferner, auf welche der vierundzwanzig moglichen Weisen
auch ein Vierersystem in die Form [%], [ne], [78], [#«f] gebracht werden mag, der
Ausdruck (— 1)« fir dasselbe Vierersystem immer denselben Werth 4 1 oder — 1
besitzt, so kann man die simmtlichen Vierersysteme in zwei Arten eintheilen, indem
man zur ersten Art alle diejenigen nimmt, fiir welche (— 1)*1# = +4- 1, zur zweiten
Art alle diejenigen, fr welche (— 1)*/# = — 1 ist. Beriicksichtigt man dann, dass
vier verschiedene ungerade Charakteristiken niemals eine der [0] congruente Summe
haben konnen, dass also ein Vierersystem nie aus vier ungeraden Charakteristiken
gebildet werden kann, so zeigt die Relation:

(— Ll (— 1)inel (= 1)81 (— D)o = (— 1)17,

dass ein Vierersystem erster Art entweder vier gerade oder zwei gerade und zwei un-
gerade Charakteristiken enthilt, ein Vierersystem zweiter Art dagegen entweder aus
einer geraden und drei ungeraden oder aus einer ungeraden und drei geraden Charak-
teristiken besteht. Man erkennt endlich mit Riicksicht auf die in den beiden vorigen
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Artikeln entwickelte Theorie, dass die Tabelle I die simmtlichen sechzig Vierersysteme
erster Art, aber keines zweiter Art, die Tabelle II. die simmtlichen achtzig Vierer-
systeme zweiter Art, aber keines erster Art enthilt.

Bezeichnen jetzt wieder [o,], ..., [m;] die sechs ungeraden Charakteristiken in
der natiirlichen Reihenfolge, so lassen sich die vier Charakteristiken [%}, [neal, 78],
[nep] eines Vierersystems erster Art, fir welches also (— 1)#!# = - 1 ist, immer in
die Form:

[x], ho.o,], oy ay], (Mo @y]

bringen, wobei u, v, g, v, u”, v eine Permutation der Zahlen 1,...,6 bezeichnet.
Ersetzt man hierin [4] durch [{w.@,], so gehen die obigen vier Charakteristiken in
die neuen: )

[(fo.w.], (¢ ﬂ’v?y‘] ’ [fo.0,.], [fo.a,]

tiber, und man erkennt unmittelbar, dass diese vier Charakteristiken, welche Charak-
teristik auch an Stelle von'[{] gesetzt wird, und wie man auch die vier Zahlen u, »,
¢, v aus den Zahlen 1,..., 6 avswihlen mag, immer ein Vierersystem erster Art
bilden.

Die vier Charakteristiken [5], [n«], [7f], [7ap] eines Vierersystems zweiter
Art, fiur welches also (— 1)#!# == — 1 ist, lassen sich entsprechend immer in die Form:

(], . ] @y o], L] @, 0], [n 0¢ 0]

bringen, wobei ¢, 6, * drei verschiedene Zahlen aus der Reihe 1, ..., 6 bezeichnen.
Ersetzt man hierin [4] durch [{w,], so gehen die obigen vier Charakteristiken in
die neuen:

(¢ ‘”e] ’ [§w.], (o], [(wows @]

fiber, und es ist auch hier unmittelbar klar, dass diese vier Charakteristiken, welche
Charakterisik auch an Stelle von [{] gesetzt wird, und wie man auch die drei Zahlen
@, 0, v aus den Zahlen 1,...,6 auswihlen mag, immer ein Vierersystem zweiter Art
bilden.

Das System (S), aus welchem simmtliche Gleichungen der Tabellen I., II. ab-
geleitet wurden, ist ein involutorisches. Es ist daher gestattet, sowohl bei ihm selbst
als bei allen auf Grund desselben abgeleiteten Relationen die Gréssen « mit den Grossen
#" beziehlich zu vertauschen. Fiithrt man diese Vertauschung bei den Gleichungen der
Tabellen I, II. aus, so zeigt sich ein weiterer wesentlicher Unterschied zwischen den
der ersten und den der zweiten Tabelle angehdrigen Systemen von je sechzehn
Gleichungen. Durch den erwihnten Process geht nimlich jedes der fiinfzehn Systeme
der Tabelle 1., abgesehen von der Anordnung der Gleichungen, wieder in sich selbst
iber, wihrend in der Tabelle II. die zwanzig Systeme paarweise in einander iiber-
gehen.
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9.

Bei den bisherigen Untersuchungen bezeichneten die xz, ' Grossen, welche nur
den sechzehn Gleichungen des Systems (S) zu geniigen hatten, im Uebrigen aber ganz
beliebig waren. Im Folgenden soll jetzt das System (S) unter der Voraussetzung
untersucht werden, dass zwischen den z solche Beziehungen bestehen, dass die den
sechs ungeraden Charakteristiken entsprechenden Linearformen 42, 42y, 42', 47,
4«2, 42',; den Werth Null haben. Geniigen die Grossen z diesen Bedingungen,
ist also:®

) a7 =0, &4=0, 2,=0, 2,=0, 2,,=0, 245=0,
8o lisst sich jede der zehn den geraden Charakteristiken entsprechenden Grissen z':
&'y, @y, @5, Ty &gy Toy Toy T11y Tisy Tes
auf acht Weisen durch jedesmal vier Gréssen z linear ausdriicken. Die acht ein und
dieselbe Grosse 2’ darstellenden Gleichungen kénnen dann immer in zwei Gruppen zu
je vier so zusammengefasst werden, dass die vier Gleichungen einer Gruppe jedesmal alle
sechzehn Grossen z enthalten. Insofern solche vier Gleichungen durch Addition die dem
betreffenden 2” entsprechende Gleichung des Systems () ergeben, constituirt jede der beiden
Gruppen eine merkwiirdige Zerspaltung dieser letzteren. Die diesbeziiglichen Gleichungen

sind simmtlich unter den Gleichungen der Tabelle II. enthalten, sobald man darin die
den ungeraden Charakteristiken entsprechenden Grissen 2, die dort einfach durch

7, 8, 10, 12, 14, 15" bezeichnet sind, gleich Null setzt, oder, was noch einfacher, sie
ausfallen ldsst; hier sollen dieselben in allgemeiner Gestalt direkt aus der Formel (F7)
des Art. 5. abgeleitet werden, da das betreffende Resultat auch fiir spitere Unter-
suchungen von Nutzen ist. '

Bezeichnet man mit [@,], ..., [w;] die sechs ungeraden Charakteristiken in der
natiirlichen Reihenfolge, mit [w,] eine beliebige der zehn geraden Charakteristiken,
so ldsst sich nach Satz 5. des Art. 2. dieselbe immer auf zwei Weisen in drei von
einander verschiedene ungerade Charakteristiken zerlegen. Ist [w,] = [w,000.] die
eine dieser Zerlegungen, so ist [w)] = [wy @, @y] die andere, wenn ¢', &, ¢’ die drei
von ¢, 6, ¢ verschiedenen Zahlen aus der Reihe 1,... 6 bezeichnen. Ersetzt man dann
in der Formel (F") des Art. 5, in welcher [5], [£] zwei ganz beliebige Charakteristiken
bezeichnen, [5] durch [@,], [§] durch [x@,], unter [x] wieder eine beliebige Charakteristik
verstanden, so nimmt dieselbe die Gestalt an:

)+ (— 1)*1*% 2 (0,01 + (— DFI*%2 g + (— 1)*F1* %2 40p)
= (— Lplo (@peay + (— 11 Zpayy + (— 1) %2pxa,g) + (— 1)1 % Zjxm,y0) -

Soll nun auf der linken Seite dieser Gleichung nur das eine Glied 2’|, stehen bleiben,
so sind die Charakteristiken [«], [8] so zu wihlen, dass die drei Charakteristiken [@,a],
[@oB], [@,ef] simmtlich ungerade sind, da den gestellten Bedingungen gemiss dann
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die entsprechenden Grossen z' verschwinden. Da aber [w,e] 4 [@,8] + [@o2f] = [@,]
ist, so konnen die drei Charakteristiken [®,¢], [@.f], [@.¢f], wenn sie simmtlich un-
gerade sein sollen, nur entweder mit [w,], [@,], [@.] oder mit [wy], [@r], [@c] Hber-
einstimmen. In welcher Reihenfolge diese Uebereinstimmung jedesmal stattfindet, ist
gleichgilltig, da durch eine Vertauschung der Charakteristiken [a], [f], [«f] unter ein-
ander die obige Formel nicht gedndert wird.

Es werde nun zunéchst, entsprechend der Zerlegung [w,] = [w,w, ],

[woe] =[], [wof]=[ws], [oap]=[w],
oder, was dasselbe:

o] =[wow.], [Bl=I[wp0], [ef]= [w,a]
gesetzt; dann sind fir [], [0], [y0] nach dem Fritheren die drei von [0] verschiedenen
Losungen [£] der Gleichungen (— 1)1 = 41, (— 1)#1¥ = 4- 1, entsprechend also
hier die drei von [0] verschiedenen Losungen [£] der Gleichungen (— 1)%oel$
=41, (— 1)"’9'”"5 == 4 1, in irgend welcher Reihenfolge, zu setzen, und da ent-
sprechend der Relation (2) des Art. 3. [§] = [ws 0], [0y0.], [0y0s] diese drei
Losungen sind, so kann:

F=lovard, [B1=[oged, [r8)=(oyo0]

gesetzt werden, woraus:
[@o7] = [0g], [@.d]={[0s], [@oyd]= 0]

folgt. Fihrt man die so bestimmten Charakteristiken [«], [B], [], [0] in die obige
Gleichung ein, so nimmt dieselbe, wenn wieder z|, einfach mit (&), #'[j mit (¢)" be-
zeichnet wird, die Gestalt an:

(B) (@)= (—1)* 1% [(x@0) + (— ¢! () - (=1)" ™ (xoe) + (— 1)*** (x02)].

In dieser Gleichung kann man jetzt fir [x] der Reihe nach die sechzehn verschiedemen
Charakteristiken setzen. Von den so entstehenden sechzehn Gleichungen sind aber nur
vier wesentlich verschieden. Um dies einzusehen, beriicksichtige man, dass die letzte
Gleichung wieder in sich selbst tibergeht, wenn man [x] um [wy®¢], oder um [@y @], oder
um [0y ®,] vermehrt; theilt man daher die sechzehn Charakteristiken in die vier Gruppen:

[0, [wrws], [opor], [ogos];
[Dowe], [0em¢], [0e0s], [wewe];
[0e:],  [@o@p], [We0s], [@owr];
[weaa] , [o:@¢], [w:04], [0:0¢],

8o erkennt man, dass immer die vier Charakteristiken einer Gruppe, an Stelle von [x]
gesetzt, dieselbe Gleichung hervorbringen, und dass daher die obige allgemeine Gleichung
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(P,) nur vier verschiedene specielle umfasst, welche aus ihr entstehen, indem man an
Stelle von [x] der Reihe nach die Charakteristiken:

(01, [¢.], [ o.], [@p )

setzt. Berficksichtigt man endlich, dass bei diesen Untersuchungen congruente Charak-
teristiken fiir einander gesetzt werden dirfen, so lassen sich die vier Gleichungen, wie
folgt, schreiben: .

(@05) = (@) (=1 (0g)  + (=)' (@s)  +(—1)"'"(ay),

(@) = (—=1)%" [ (@) +(— 1) (@ @ @) + (—1)" '™ (@6 we00) +(— 1) (wowey)],
(Gv)
(@0) = (—1)"" " [(@6)+ (—1)% ' (g e g) + (—1)"7 " (@gwe @) + (—1)" | ** (o0 or )]s

(@0) = (=1)' %[ (@) + (—1)"¢" " (@emomg) +(—1)"'** (0o @20 0) +(—1)"¢ " (wpmoarc) .

Um die der zweiten Zerlegung der Charakteristik [m,] in drei ungerade Charakte-
ristiken entsprechenden Gleichungen zu finden, hat man nur zu beriicksichtigen, dass die
beiden Zerlegungen, [@,] = [@,@;@.] und [@,] = [0y @x @.], in einander Gbergehen, wenn
man die Zahlen ¢, ¢, ¢ mit @, ¢, 7 beziechlich vertauscht, und dass daher aus den vier
aufgestellten, der Zerlegung [w,] = [@,@s0,] entsprechenden Gleichungen die vier ge-
suchten, der Zerlegung [w,] = [@y @, ®¢] entsprechenden hervorgehen, indem man die
erwithnte Vertauschung in diesen Gleichungen vornimmt. Man erhilt auf diese Weise
die weiteren vier Gleichungen:

(@) = @)+ (— D™ ™ (@)  F(—1)"'"(@) 4 (=1)"'"(a)

(@) = (—1)%¢'*[ () + (— 1) (@5 @¢ @) +(—1)"'** (@5 @¢ @5) + (—1)™! ** (wy @c@7)],
(Gs)
(@) = (—1)""* [(@) +(—1) " ™ (0g @¢ @p) + (—1)*"' (@ ¢ @5) + (—1)"' " (0 @c@y) |,

(@0 = (1% [(@¢)F (—1)7%" * (g @ ) + (—1)"' ™ (g 00 05) +-(— 1) ™ @y s) |-

Die acht Gleichungen (&,), (G;) bilden zusammen die am Eingange erwihnten
acht Darstellungen derselben Grosse ', durch jedesmal vier Gréssen z; auch erkennt
man leicht, dass durch Addition der vier Gleichungen (G,), aber auch durch Addition
der vier Gleichungen (G,) die der Charakteristik [@,] entsprechende Gleichung des ur-
spriinglichen Systems (S), deren linke Seite von 42, gebildet wird, entsteht, und dass
daher die gleichfalls schon erwihnten beiden Zerspaltungen dieser letzten Gleichung
durch die Systeme (G&,), (G,) reprisentirt werden.
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Lisst man jetzt in den acht Gleichurigen (G, (G;) an Stelle von [w,] der
Reihe nach die zehn geraden Charakteristiken treten und ersetzt gleichzeitig [w,), (@],
[@.], [@¢]), [@0], [@<] durch die ihnen jedesmal entsprechenden speciellen Charakteristiken,
so erhilt man fiir jede der zehn, den geraden Charakteristiken entsprechenden Gréssen
« die acht oben erwihnten Darstellungen. Dieselben folgen hier in der Weise zu-
sammengestellt, dass immer je vier zusammengehorige Gleichungen in derselben Hori-
zontalreihe stehen:

o) =4z 45 + 23+ 2u=—42 +2+ 2+ 2=+ B+ 2+ 2 =475+ +2 +2, ,

&y =42, +2 +2,+2=—42% +2+ 2+ 2% =+ T+ 25+ B+ 2 =7+ +725 42, 5
Ty =42 +o — @ —Tyy="1Ty +% — L~ Ty =— T3 — T3+ 2,+ 24 =—%—Zu+% +% ,
Vg =42, +a5 — Ty—Zy=+& +2—By— Ty =—2,y— T+ T, + Ty =—a5;— Ty +25 + 2 ;
oy =—+xy —2; 20—, =— +2,— T3+ =4 213— T+, — 2 =— 25+ 2, — % +2
2y =2y — % +T3—Zyg=—2 +2,— Tyt Ty =+ 21— T3+ 2, — 2 =—d % — %5 +% ;
¥ =4z, —z; ‘f9712+x15=—xs + 2o+ 21— 2y =— 210+ Ty + B — Ty =2, — 2 — %5 +2,
¥y =4z, —% — T+ Tyy=—2; + T3+ 23— 7, =yt T+ 2y — T =42y — 2, — 2 +7; ;
oy =25 — 2 +—Ty=—% +T— T+ T =+, — T+ 28— =—25+23—2, +7; ,
Ty =42 — Ty +Ty— Ty =—2 +T— Tigt Tyg =+ T1p— %y + 2, — T, =—2 %y — 5 + 5 ;
&'y =+ 25 —2 ‘_’fu"l'xw—'xs + 2+ 2e— Ty =—% 0+ Ty + Ty — 2 =+ 23— 2, —2, 12, ,
By =tTy —% — Tyt Tyg=—0 + T+ Ty — Ty =— 2+ T+ 20—2, =+ —2s—2 +2, 3
ay =2, +2; — "‘xlo=—xls—"’6':|'x5 Foy=—a,— 2 ‘2t 2 y="2;+2 —2 —24,
Ty =42y —23— 2+ Tyy=+5 —T—2,+2 =—2 +2 +2—2 =— 2+ 2y + 21y — %6
Fy=—+2,—% + T —Ty=—2F 2 — 2 + 2 =+2,,—%; +2 —Ty=—x+ 2 — 2, +2,
&yy= Ty — Do+ Ty — Ty =—Ty +T— T3 + % =+ — a5 +2,— 2, =—Z 3+ Ty — i3+ 2345
O g=t 23— 2 2 —Tyy=—Ty0+ 28— T +2y =23 — % +2,— 2, =—T;;+ %, — % + %y,
T y=t 2y — T+ Ty — Tys=—% +2,— % + 2 =+ — 2 +5,— 2 =—T Ty — T+ Zs;
Te=t g+ 0 — Ty —Lyy=t T3+ T, — Ty — Ty =—%y3—Ty + & F Ty =— Ty, — T +%5 + 2y,
Tg=+ T+ 20— T —Ty=+% +2,— 2 — T =—2, —2; +2, +% =—a:15—-z,; + 24255

10,
Wie im Vorigen gezeigt wurde, ziehen die Bedingungen:
@y =0, &y=0, o,=0, £,,=0, 2, =0, 2}, =0,

sobald man sie in das System (S) einfithrt, fiir die der beliebigen geraden Charakte-

Knazer, zweif. unendl. Thetareihen.
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ristik [@,] entsprechende Grdsse 2'(.,) die acht Gleichungen (G,), (G;) nach sich. Die
vier Gleichungen (G,) wurden dabei aus der Formel: '

(B) @) =(= 17 %[ (10 + (— %' **(x) + (— D1 () +(— "' (x0)]

abgeleitet, indem man fiir [x] specielle Charakteristiken einfiihrte. Auf dieselbe Weise
kénnen auch die Gleichungen (G,) direkt erhalten werden, indem man von der Formel:

(B) - @n) = (— 1" *2[(x0) - (— )7 *xo) -+ (= D' (x00) +(— 1)1 * (x0)]

"ausgeht, die aus (P,) durch Vertauschung von ¢, ¢, 7 mit g, 6, © beziehlich hervorgeht,
und die frither gemachten Schliisse im Wesentlichen wiederholt. Da in (P,), (P;) [@,]
dieselbe Charakteristik bezeichnet, so stimmen die beiden Gleichungen hinsichtlich ihrer
linken Seiten iiberein und liefern daher, indem man die rechten Seiten einander gleich
setzt, die neue von z’ freie Gleichung: :

B (= D1 [meg) + (= D) + (— 1™ (o) + (= ™1 (o)
= (— 1% [(ron) + (— %! () + (= D' (xan) + (— 1%/ (var) .

Nimmt man die auf der linken Seite der Gleichung (R,) stehende Form und
setzt darin an Stelle von [x] der Reihe nach die simmtlichen sechzehn Charakteristiken,
so entstehen, wie im vorigen Artikel gezeigt wurde, im Ganzen nur vier verschiedene
Ausdriicke, welche mit den vier die rechten Seiten der Gleichungen (G,) bildenden
Ausdriicken identisch sind; ebenso entstehen aus der die rechte Seite der Gleichung (R,)
bildenden Form, wenn man darin fir [x] der Reihe nach die sechzehn Charakteristiken
setzt, auch nur vier verschiedene Ausdriicke, welche mit den vier die rechten Seiten
der Gleichungen (Gy) bildenden Ausdriicken identisch sind. Die sechzehn Gleichungen,
welche aus (R,) hervorgehen, wenn man darin fiir [x] der Reihe nach die simmtlichen
sechzehn Charakterigtiken setzt, milssen daher nothwendig unter den sechzehn Glei-
chungen enthalten sein, welche entstehen, wenn man jede der vier Gleichungen (G,)
mit jeder der vier Gleichungen (G,) in der Weise combinirt, dass man ihre rechten
Seiten einander gleich setzt. Konnte man nun noch zeigen, dass die sechzehn auf die
angegebene Weise aus (R,) entstehenden Gleichungen simmtlich von einander ver-
schieden sind, so wiirde daraus folgen, dass dieselben in jeder Beziehung mit den
sechzehn aus (G,), (G;) in angegebener Weise entstehenden Gleichungen iibereinstimmen.
Zur Durchfithrung dieser Untersuchung empfiehlt es sich der Formel (R,) vorher eine
andere ‘Gestalt zu geben.

Unterdriickt man in (R,) den beiden Seiten gemeinsamen Factor (— 1)*'®,
zerstort auch das erste Glied der linken Seite gegen das ihm gleiche erste Glied der
rechten und multiplicirt endlich linke wie rechte Seite mit.(— 1)™'®, unter £ eine
beliebige Zahl aus der Reihe 1,...,6 verstanden, so nimmt die Gleichung (R,), wenn
man noch berlicksichtigt, dass fiir ¢ =1, ..., 6 die Relation:
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(— D% (= 7% = (= 1) — (— 1)t ()l (1) el
= (— 1)' wiwo ey | (— 1)~‘ ooz

besteht, zundchst die foléende Form an:

-

(— DI el (— 1% 1% () + (—1) %% (— 1) (xay)
(1) (1)1 (x) — (= 1) (1) (o)
— (— )%l (— 1) % (xapp) — (— 1) %% . (— 1) % (xw,) = 0.

Dieser letzten Gleichung kann man aber, wenn man nur beachtet, dass immer (— 1) ®* !
= — 1, und, bei von einander verschiedenen 4, u, v, (— 1)/ 2% | = 4 1 ist, stets
auch die Gestalt: -

R ~ 2(xw¢) = — 1% %y,
(B) (xos) ,._2:( ) ()
geben. Die Gleichung (R) ist dann, wie unmittelbar klar, von der urspriinglichen
Gleichung (R,) nicht wesentlich verschieden; wegen ihrer tibersichtlicheren Gestalt soll
sie im Folgenden an Stelle von (R,) verwendet werden. Man thut gut, schon hier zu
bemerken, dass immer dieselbe Gleichung entsteht, wenn man in (R) an Stelle von £
der Reihe nach die Zahlen 1, ..., 6 setzt; denn, da die Gleichung (R) sich von der
Gleichung (R,) nur durch die Form unterscheidet, (R,) aber von § vollstindig frei ist,
so kann die Gleichung (R) beim Uebergange von einem Werthe £ zu einem anderen
nicht wesentlich geindert werden. Mit Riicksicht hierauf kann man auch, wie in der
Folge zuweilen geschehen wird, ohne Beeintriichtigung der Allgemeinheit der Formel (R),
£ auf eine oder einige der Zahlen 1, ..., 6 beschrinken. Fiir die Formel (R) wurde die
obige Schreibweise desshalb gewihlt, weil durch Vereinigung des die linke Seite der
Gleichung bildenden Gliedes 2(x@;) mit dem auf der rechten Seite vorkommenden Gliede
(xws) die einheitliche Bezeichnung in hohem Grade gestort wiirde. Aus dem Gesagten
folgt schliesslich noch, dass die Formel (R) vollstindig unabhiingig ist von der Reihen-
folge, in welcher die ungeraden Charakteristiken mit [@,], ..., [w,] bezeichnet werden.
In der Gleichung (R) vertritt das Symbol (x@;) die Grosse Z«w,), man kann

daher der Gleichung (R) auch die Form:

ie=@
®B) 22inag) = DN(— D)™™ e

i=1
geben. Fithrt man in dieser Gleichung an Stelle von [x] der Reihe nach die simmt-
lichen sechzehn Charakteristiken in der natiirlichen Reihenfolge ein, so treten an Stelle
des Charakteristikensystems [x®,], ..., [x@;] der Reihe nach sechzehn Systeme von je
sechs speciellen Charakteristiken, die man in der folgenden Tabelle in der Weise an-
geschrieben findet, dass die Charakteristiken durch ihre Stellenzahlen bezeichnet, und
ausserdem die den ungeraden Charakteristiken entsprechenden Stellenzahlen durch Hori-
zontalstriche hervorgehoben sind.

4#
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"_l, 8, 10, 12, 14, 15;
8, 7, 9, 11, 13, 16;
5, 6, 12, 10, 16, 13; -
6, 5, 11, 9, 15, 14;
3, 4, 1, 16, 10, 11;
4, 3, 13, 15, 9, 12;
1, 2, 16, 14, 12, 9;
2, 1, 15, 13, 11, 10;
B, 16, 2, 4, 6, T,
16, 15, 1, 3, 5, 8;
13, 14, 4, 2, 8, 5;
14, 13, 3, 1, 1, 6;
11, 12, 6, g, 2, 3;
12, 11, 5, 7, 1, 4;
9, 10, 8, 6, 4, 1;
10, 9, 1, 5, 3, 2.

Diese Tabelle bildet, wie unmittelbar klar, einen Theil der am Schlusse des
Art. 2. aufgestellten Additionstabelle; ein Blick auf dieselbe zeigt, dass von den so
entstandenen Systemen vop je sechs Charakteristiken keine zwei dieselben sechs Cha-
rakteristiken enthalten, und es sind daher auch die sechzehn Gleichungen, die aus (R)
hervorgehen, indem man fiir [x] der Reihe nach die sechzehn Charakteristiken setzt,
simmtlich von einander verschieden; damit ist aber, mit Riicksicht auf das frither' Be-
merkte, zugleich bewiesen, dass dieselben mit den sechzehn durch Combination der
Gleichungen (G,), (G,) entstehenden Gleichungen identisch sind. Nun sind aber gleich-
zeitig mit der Formel (R) die sechzehn aus ihr abgeleiteten Gleichungen vollstindig
frei von [w,], und es konnen daher auch die durch Combination von (G,) und (G,)
entstehenden Gleichungen, da sie mit den aus (R) hervorgehenden identisch sind, nicht
von [w,] abhéngig sein. Jede der zehn, je acht Gleichungen enthaltenden Gruppen,
die aus (@,), (G,;) entstehen, indem man fiir [w,] der Reihe nach die zehn geraden
Charakteristiken setzt, liefert daher, wenn man ihre Gleichungen in der angegebenen
Weise combinirt, dieselben sechzehn Gleichungen, wie jede andere.

Mit Ricksicht auf die obige Tabelle kann man die sechzehn aus (R\ hervor-
gehenden Gleichungen, wie folgt, schreiben:

Lz —2g — 2o+ 25+ 2, —2;5;=0, 2.2y —2; —x +-"’u+xls_xls=0
3. 2y —m, _‘x12+$m+-'”13_“’13=0 4. 2y —z; — 2, + 7y + 2,5 — 2, =0,
5. 2 —z, — 2+ 26+ 20— 2,=0, 6 2 —x3 —2x,5+4 2,47 “xu=0:




— 29 —

T2 —& — s+ 2+ 23— % =0, 8 2 —a, —z5+ 2+ 2, —2,=0,
9 2y—2—2 +2, +2 —2;, =0, 10.w3—2—2z +23 +% —z =0,
11. 2y — 2, — %, + +ay —2 =0, 12 z,—x3—2 +2 +2 —7 =0,
13. 2y — %3 — % + 25 +2 —23 =0, 4 z3—a,—2z +2 +2 —z, =0,
15. 2y —@o— % +2 +2, —x =0, 16.w,—3y —2; ‘25 +23 —z3 =0.-
Bezeichnet man nun die linken Seiten dieser Gleichungen mit L, ..., Ly, so kann
man aus diesen sechzehn Formen auf mehrere Weisen sechs linearnnabhingige aus-
wihlen; aus solchen sechs lassen sich dann immer die zehn iibrigen linear zusammen-
setzen. Man iiberzeugt sich leicht, dass speciell die Formen L,, Ly, Ly, Ly, L,,, Ly

linearunabhingig sind, und dass die zehn iibrigen aus ihnen sich folgendermassen zu-
sammensetzen:

L =+ L+ Ly+ Ly + Ly + Ly, + Ly,
Ly =+ L+ Ly — Ly — Ly — L, — Ly,
L, =—.L'I—L8+L10+L12—L14_L15)
L, =—L,— Ly — Ly — Ly + L, + Ly,
Ly = — L;— Ly+ Lyy— Ly + L, — Ly,
Ly =— L, — Ly — Ly + Ly — Ly, + Ly,
Ly =+ L — Ly — Ly — Ly — Ly, + Ly,
Ly=—L+ Ly— Ly — Ly + L, — L,
Ly=— L+ Ly — Ly, + L, — L, — Ly,
L16=+L7_L8+L10—Lﬂ_Ll;—le’
Auch zeigt eine einfache Rechnung, dass zwischen den sechs Formen L., Ly, Lo, Ly, Ly, Li5
und den sechs in Bezug auf die Grossen z gleichfalls linearen Formen, die sich aus

dem Systeme (S) fiur ', o'y, 2'y, &1y, @'y, %'y ergeben, die folgenden in Bezug auf
die Grossen x,, ..., ¥, identischen Gleichungen:

82, =L —4L,, 84y =L+ 4L;, 8a,,= L+ 4L,,
841y =L — 4Ly, 84", =L — 4L, 82",y = L 4 4L
bestehen, wobei zur Abkirzung
L1—‘L8_L10+L12+L1¢_L15=

gesetzt ist. Aus L, =0, ..., L =0 folgt daher auch riickwirts 2, = 0, z’y =0,
#'0=0, &;3=0, &', = 0, £, =0, und man kann daher die urspriinglich aufgestellten
Bedingungsgleichungen 2", =0, #'y=0, #',,=0, 4’y =0, #';, = 0, #/,; = O stets durch
die Gleichungen L, =0, ..., L,; =0, aber auch durch je sechs von einander unabhingige
dieser sechzehn ersetzen.
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Die oben fixirten sechzehn Systeme von je sechs Charakteristiken, die aus dem
Systeme [xm,], ..., [x®] hervorgehen, indem man darin an Stelle von [x] der Reihe
nach simmtliche sechzehn Charakteristiken treten lisst, sind fir die spiteren Unter-
suchungen von grosser Bedeutung. Sie sollen im Folgenden Rosenhain'sche Sechser-
systeme oder kurz Sechsersysteme genannt werden. Hier mdgen noch folgende Eigen-
schaften derselben, die sich unmittelbar aus der aufgestellten Tabelle ergeben, er-
wihnt werden.

1. Das dem Falle [x] = [0] entsprechende Sechsersystem enthilt die simmt-
lichen ungeraden.Charakteristiken; jedes der finfzehn ilbrigen Systeme enthilt zwei
ungerade und vier gerade Charakteristiken. (Vergl. Satz 8. des Art. 2)) '

2. Zwei beliebige Sechsersysteme haben immer zwei und nur zwei Charakte-
ristiken gemeinsam Nimmt die eine dieser Charakteristiken in dem ersten der beiden
Systeme die y. , in dem zweiten die »* Stelle ein, so steht die andere m dem ersten
Systeme an »*T, in dem zweiten an u%* Stelle.

11.

Bei den in Art. 5., 6., 7. durchgefiihrten Untersuchungen wurde lediglich vor-
ausgesetzt, dass die x, £ Grossen bezeichnen, welche den sechzehn Gleichungen (S)
geniigen. Die ausschliesslich unter dieser Voraussetzung aus (S) abgeleiteten Relationen,
speciell also die Formeln (S,), (S,;) und die simmtlichen Gleichungen der Tabellen I., IL
bleiben daher richtig, wenn man wieder zu den urspriinglich mit z, " bezeichneten,
den Gleichungen (S) gentigenden &-Producten zurfickkehrt, also allgemein:

zy = ¥[](2u)¥[c + 0]1(2v) [ + a1(2w) o[ — ¢ — 61(2¢),
=& [n](2¢)®[n + €)(20)8[n + 6)(2)3 [ — ¢ — o](2¢)

setzt. Auf diese Weise entsteht dann aus jeder in den Tabellen enthaltenen Gleichung eine
&-Formel, und aus jeder solchen #-Formel kann man weiter einundfiinfzig verschiedene
specielle ableiten, indem man jede der beiden darin vorkommenden, noch willkiirlichen
Charakteristiken [], [6] unabhingig von der anderen die Reihe der sechzehn Normal-
charakteristiken durchlaufen lisst und von den so entstehenden Formeln solche, welche
durch Vertauschung von zweien der drei Variablensysteme (v), (), (f) und dadurch bedingte
gleichzeitige Vertauschung der entsprechenden beiden Systeme aus der Reihe (v"), (w), (')
in einander iibergehen, als nicht verschieden betrachtet. Dabei mag noch bemerkt werden,
dass, wenn man fiir [¢] oder [¢] congruente Charakteristiken setzt, die dadurch entstehenden
Formeln sich nur um einen, allen Gliedern gememsamen Factor 4 1 unterscheiden,
also nicht wesentlich verschieden sind. Aus dem in der Tabelle I. enthaltenen ersten
Systeme von sechzehn Gleichungen gehen durch das beschriebene Verfahren einund-
finfzig specielle Formelsysteme von je sechzehn Gleichungen hervor, welche, wenn
man noch die dabei auftretenden Charakteristiken, die nicht Normalcharakteristiken
sind, mit Hiilfe der Gleichungen (3), (4) des Art. 1. auf solche reducirt, mit den von
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Herrn Rosenhain*) in seinen Tafeln aufgestellten einundfiinfzig Formelsystemen, ab-
gesehen von der Bezeichnung, iibereinstimmen. Fixirt man die fiir [g], [6] eintretenden
Normalcharakteristiken durch die ihnen in der natiirlichen Reihenfolge zukommenden
Stellenzahlen g, v, unter Anwendung der symbolischen Bezeichnung [¢] = g, [6] = v,
setzt auch [p6] = 1, wenn A die Stellenzahl der der Charakteristik [po] congruenten
Normalcharakteristik ist, so entsprechen den einunfinfzig Rosenhain’schen Systemen von
je sechzehn Gleichungen der Reihe nach die Zahlen:

L[el=1,[d]l= 1,[p0]= 1;

4. [e]=1, [6]=13, [p06]=13;

7. [p]=1, [6]= 6, [pa]= 6;
10. [p]=1, [6]=12, [0 6] =12;
13. [e]=1, [6]= 3, [¢06]= 3;
16. [p]=1, [6]=15, [p6] =15;
19. [p}=2, [6]==13, [eo]=14;
22. [p]=2, [d]= 8, [e6]= T;
25. [p]=3, [6]= b5, [ed]= T;
' 28. [p]=3, [6]=16, [pa] =14;
81 [p]=4,{d]= 5, [po]= 8;
34. [p]=9, [6]= 5, [p6]=13;
37. [e]=6, [6]= 9, [e6]=14;
40. []=8, [6]= 9, [¢6]=16;
43.[e]=9, [6]= T, [pa]=15]
46. [p]=56, [6]=15, [p6]=12;
49. [¢] =38, [6]=11, [pa] =14;

2. [o]=

5. [e]=

8. [e]=
11. [e]=
14. [o]=
17. [e]=
20. [e]=
23. [o]=—
26. [o]=
29. [o]l=

1, [6]= 9, [p6]= 9;
1,[6]= 2,[p0]= 2;
1, [6]=14, [p6]=14;
1, [6]= 8, [po]= 8;
1, [6]=11, [pa]=11;
2, [o]= 9, [p0]=10;
2, [6]= 4,[e0]l= 3;
2, [6]=16, [p6] =15;
3, [6]=13, [oo] =15;
3, [6]=10, [po]=12;
32. [o]= 4, [6]=13, [p0]=16;
35. [p]= 6, [6]=13, [p6]=10;
38. [p)=12, [6]== b, [p6]=16;
41. [p]=11, [6]= 5, [pa]=15;
44. [p]= 4, [6]=11, [p6]=10;
47. [p]=12, [6]=14, [p6]= T;
50. [p] =10, [6] =16, [p6]= T;

12.

3. [e1=

6. [e]=

9. [e]=
12. [p] =
15. [p] =
18. [p]l=
21. [p]=
24. [p] =
27. [o]==
30. [p) =
33. [e]=

1, [6]= 5, [e6]= b5;
1, [6]=10, [p6]=10;
1, [6]= 4, [p6]= 4;
1, [6]==16, [p6]=16;
1,[6]= 7, [e0o]= T;
2, [6]= 5, [p6]= 6;
2, [6]=12, [p6] =11,
3, [6]1= 9, [p0]=11;
3,{6]= 6,[o6]= §;
4, [6]= 9, [p0]=12;
4,[6]= 6,[pa]= T;
36. [p]= 5, [6]=10, [pa]=14;
39. [p]= 8, [6]=13, [p06]=12;
42, [p]==11, [6]=13, [p6]= T;
45. [p]= 4, [6]=15, [po]=14;
48. [o]= 8, [6]=15, [p6]=10;
51.[p]= 6, [d]=11, [p6]=16.

Wiihrend die in den Formeln (S)), (S;) und in den daraus abgeleiteten Glei-

chungen der Tabellen I, II. vorkommenden Grossen z, ' nur den sechzehn Gleichungen
(S) zu geniigen haben, miissen die in den Relationen (P,), (B,), (G,), (Gs), (R) der Art.
9. und 10. auftretenden Grossén z, 2', wenn anders diese Relationen bestehen sollen,
nicht nur die Gleichungen (S), sondern auch die sechs weiteren Bedingungen:

’ 4 ’ ’ ’ ’
7, =0, x8=03 x10=0’ zy =0, 2, =0, w15=0

* erfilllen. Sollen daher die im vorigen Artikel mit z, 2’ bezeichneten, den Gleichungen
(S) unter allen Umsténden geniigenden &-Producte auch in diesen Relationen an Stelle

*) Rosenhain, Mémoire sur les fonctions etc. pag. 443.
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von z, ' gesetzt werden diirfen, so sind die in diesen @-Reihen vorkommenden unab-
hingigen Variablen (), (v), (w), (f) vorher solchen Bedingungen zu unterwerfen, dass:

2 = 8[n](2%) 8[n + €I(2v) #[n + a)(2w) &[n — o — 0](2¢)
immer verschwindet, wenn fir [y] eine der sechs ungeraden Charakteristiken eintritt.
Beriicksichtigt man nun, dass #[7](0) fiir jede ungerade Charakteristik [5] den Werth Null
hat, so ergibt sich, dass der gestellten Forderung auf moglichst einfache Weise geniigt
wird, wenn man (2u’) = (0), oder, was dasselbe:

@Hhotwtn=(0), O=(—u—v—1uw)
setzt. Fihrt man das so bestimmte (f) in die in Art. 1. fiir:

| @), (@), @w), (2¢)
aufgestellten Ausdrticke ein, so gehen dieselben beziehlich tber in:

©, @u+2v), @u+2w), (—20—2w),
und es nehmen daher die im vorigen Artikel mit z;,), 2", bezeichneten &-Producte — wenn
man darin allenthalben (f) durch (— % — v — w) ersetzt, ferner fiir (), (v), (w) in neuer

Bezeichnung (;), (%), (%) schreibt und endlich unter Anwendung der aus (3), (4)
des Art. 1. unmittelbar folgenden Formel: »

Bx)(U) = (— N9 @ 8[x 4 22)(V)
die #-Reihen mit den Charakteristiken [¢ — ¢ — 6], [y — ¢ — 0] in solche mit den
Charakteristiken [¢ + ¢ 4 61, [ 4+ ¢ + &] beziehlich verwandelt — schliesslich die
Gestalt:

2 = (— 1)0C &[] (w) #[z0](0) &[e0](w) Blc00)(—u — v — w),
1 = (— 1Y€ 8[5)(d) 8Tne)(u + v) #Tnol(w + w) dlnes)(— v —10)

an, wobei, unter Anwendung des in Art. 3. fiir den Ausdruck (— 1)=&+ %4" eingefithrten
Symbols (— 1)®@', zur Abkiirzung '

(— u@+a)ta@+a) = (— 1)@, (— 1)ne+a)tne’+a) = (— 1)» (eo)

gesetzt ist, und die (u), (v), (w), wie bisher, unabhingige Variablen bezeichnen. Die
durch die letzten Formeln definirten Grossen z, 2" geniigen dann nicht nur den sechzehn
Gleichungen (S), sondern erfiilllen auch die sechs weiteren Bedingungen 2z, = O,
2yg=0,2,=0,2,;,=0,42,,=0, 2,;,=0, und es bleiben daher die Relationen
(P, (By), (@), (Gy), (R) richtig, wenn man darin statt der Gréssen z, 2’ die obigen
@-Producte einfithrt. Die auf diese Weise aus (P,), (P;), (Gy), (G;) hervorgehenden
#-Formeln werden spiter ihre Verwendung finden; hier sollen zunichst die aus (R)
folgenden #-Formeln einer eingehenden Betrachtung unterzogen werden:

Fihrt man in der Formel (R) an Stelle der Grossen z die ihnen entsprechen-

den #-Producte ein und ersetzt zugleich die willkiirlichen Veriinderlichen (v), (w) durch *

(— v), (— w) beziehlich, so geht aus (R) unter Anwendung der Formel 5. des Art. 1.
und unter Beachtung der Beziehungen:
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(= 1)l (= D)ol (1)l (— )11 (— Tle7, (= L)rIe7 - (— e o= (— 1)e0,

nach einigen leichten Umformungen die Gleichung:

(0) 29 [x0g](u)o[x0z] (v) P [xw:6](w)d [xwzo0](— ¥+ v + w)

i==6
= Z: (—1)2 o5 (—1) e @ @) §x o0, (u) D% 0:0] (v) ¥ [x0; 6] (w) ¥{x0; 6] (—u-+v+w)

hervor, in welcher [x], [@], [6] beliebige Charakteristiken, [@,], ..., [@s] die sechs un-
geraden Charakteristiken in beliebiger Reihenfolge, (1), (v), (w) unabhingige Variablen
bezeichnen. Diese Gleichung geht wieder in sich selbst {iber, wenn man [x], [¢], []
allenthalben durch irgend welche ihnen congruente Charakteristiken ersetzt. Mit Riick-
sicht darauf sollen im Folgenden, wenn es sich um Charakteristiken handelt, die an
Stelle von [x], [e] oder [6] zu treten bestimmt sind, unter verschiedenen Charakteristiken
nur solche verstanden werden, welche einander nicht congruent sind. Die Gleichung (@),
die als eine fiir die Theorie der zweifach unendlichen #-Reihen fundamentale angesehen
werden muss, soll jetzt zur Herstellung einer Reihe von wichtigen ©-Formeln benutat
werden. Zu dem Ende unterscheide man in Bezug auf die Charakteristiken [p], [o]
die folgenden drei Fille:

A.) die Charakteristiken [g], (6] seien beide gleich [0]; )

B.) eine der beiden Charakteristiken [g], [¢] sei gleich [0], die andere von [0] verschieden;
C.) die Charakteristiken [g], [¢6] seien sowohl von einander, als von [0] verschieden.
Der Fall, wo die Charakteristiken [g], [6] zwar von [0], nicht aber von einander ver-
schieden sind, fithrt, da dann [p6] ='[0] ist, zu Formeln, welche von den dem Falle
B. entsprechenden nicht wesentlich verschieden sind, und kann deshalb von der Be-
trachtung ausgeschlossen werden. Jeder der drei Fille soll jetzt fiir sich weiter be-
handelt werden.

Fall A,
Ist [p] = [0], [6] = [0], so nimmt die Formel (@) die Gestalt:
(4,)) 20 [xog](u) 8 [x0:](v) & [xw](w) #[xw:)(—utv+w)

i=6

=2(—1)°: Lo § [x00;] () & [x 0] (v) & [x0:](0) B[x0;] (— % + v + ),
= E=1,2,...,6)

an. Aus dieser Formel folgt weiter, wenn man (w) in (x) #ibergehen lisst, die Gleichung:

i=6

(4;) 29*[x0g] (u) 9% [x @5] (v) -2(— 1)=: 1 2f 9% (%] ( ))&’[x'm.-]((v)), (t=1,...,6)
i=1 .

und hieraus, wenn man noch (%) zu (v) werden lésst, die Gleichung:
f==6

(4,) 204[x03)(v) = D'(— 1)1 % 4 xw (v), (E=1,...,6).

Knazmr, sweif. unendl. Thetareihen, b
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Jede der drei Gleichungen (4,), (4,), (4;) reprisentirt 16 verschiedene specielle, welche
aus ihr entstehen, indem man fiir [x] der Reihe nach die sechzehn Normalcharakteristiken
eintreten lasst.

Setzt man in der Gleichung (4;) (w) == (0), so muss, damit nicht linke und
rechte Seite gleichzeitig verschwinden, [x] von [0] verschieden sein und kann daher nach
Satz 3. des Art. 2. immer und nur auf eine Weise in vier, von einander verschiedene,
ungerade Charakteristiken zerlegt werden. Denkt man sich die Bezeichnung der sechs
ungeraden Charakteristiken so gewghlt, dass [x] == [w, @, @,@,] ist, so besitzen die den
Werthen 1=5 und ¢ ==6 entsprechenden Glieder der rechtsstchenden Summe den
Werth Null, und man erhilt, wenn man zugleich § auf die Zahlen 1, 2, 3, 4 beschriinkt,

die Formel:
f=4

4, 2 8% [x ¢ (0) 9* [xwg] (v)), =2(— 1)=! ¢ 9% [x ;] (0)) 9 [x @:] (v},
[”jE[m.lmimsmc]: E= 1)"-, 4s

und hieraus fiir (v) = (0) die Formel:

(4) 204vae)(0) = 2 (— D™ % 84 [x0 0),
[#] = [0, 0, 050,], E=1,..,4.

Jede der Gleichungen (4,), (4;) reprisentirt 15 verschiedene specielle, welche aus ihr
entstehen, indem man die vier Charakteristiken [Jo,] y+ + o [@,] auf alle mbglichen Weisen
aus den sechs ungeraden Charakteristiken auswihlt und dann jedesmal [x] aus der
Gleichung [%] = [0, 0, 030,] bestimmt.

Fall B.

Dieser Fall ist dadurch charakterisirt, dass von den beiden Charakteristiken
[e], [¢] die eine der [0] gleich, die andere von [0] verschieden ist. Ohne der All-
gemeinheit Abbruch zu thun, kann man annehmen, dass [p] = [0] sei, indem der
Fall, wo [6] = [0] ist, durch Vertauschung von (v) und (w) immer auf den, wo
[e] = [0] ist, zurtickgefihrt werden kann. Entsprechend der Annahme [¢] = [0],
nimmt dann die Gleichung (@), wenn man noch [x6] == [4], also [6] == [x4] setat,
die Gestalt: .

(B 29 [x o) () & [x 0] (v) #[A0](w) D [A0)(— « + v + w)

i=6
= Z(_ 1)% |os (— 1)(::1)(00.' 06)'0[9(0;](“)) Bxw;)(v) ¥[in](w) d[Ae])(— v 4+ v + w),
t=1,2,...6)

an. Aus dieser Formel folgt, wenn man (v) in () tbergehen lisst, und dann den
Buchstaben w durch den Buchstaben v ersetzt, die Gleichung: :
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i=86

(B 26*xod) (u) #hilfo) = 2 (— D% (— P o2 (xal(u) [ wd ),
(t=1,2,...,6).

Jede der Formeln (B,), (B,;) repriasentirt 240 verschiedene specielle, welche aus ihr
entstehen, indem man an Stelle von [x], [A] alle Variationen der sechzehn Normal-
charakteristiken zur zweiten Classe ohne Wiederholung treten léisst.

Lisst man in der Gleichung (B,) (w) zu (u) werden, denkt sich hierauf die
Charakteristik [x4] in vier uungerade Charakteristiken zerlegt und die Bezeichnung der
ungeraden Charakteristiken so gewihlt, dass [x4] == [0, 0, @;0,] = [0 @] wird, be-
schrinkt auch § auf die Werthe 1, 2, 3, 4, so unterscheiden sich die beiden, den Werthen'
t=>5 und ¢ =6 entsprechenden Glieder der auf der rechten Seite stechenden Summe
nur durch das Vorzeichen und zerstoren sich also gegenseitig. Man erhilt auf diese
Weise die Formel:

(Bx) 20[xows(x) ®lxa(0) #Aa) (x) [0e)(v) ‘

= 2= 1% (= )P o [x0u) & [xail (0) oL30(4) #2a(o),
[%4]) = [0, @305 0,] , E=1,..,4,

und hieraus, indem man noch () zu '(v) werden ldsst, die Gleichung:

i=4

(B 26'xod(0) o) — 2 (< )1 (— ™ 9ixa (o) 920l (e),
[#4] = [0, 0, 0,0,] , E=1,..., 4. |

Jede der Gleichungen (By), (B;) reprisentirt 120 verschiedene Gleichungen, welche
aus ihr entstehen, indem man an Stelle von [x], [A] alle Combinationen der sechzehn
Normalcharakteristiken zur zweiten Classe ohne Wiederholung treten ldsst und zugleich
jedesmal mit [@,],..., [®,] die vier ungeraden Charakteristiken bezeichnet, in welche
[xA4] zerlegt werden kann. '

Setzt man in der Formel (B;) (¥) = (0), so erhélt man durch eine Ueber-
legung, welche der zur Herstellung der Formel (4,) angewandten ganz analog ist, die
Gleichung:

=4

(B) 26'x0d{(0) #Thodl ) = 2 (— 11, (— 1 92 (0) #*[hl o),
%] = [0,0,0;0,], E=1,...,4.

Die letzte Gleichung repriisentirt 225 verschiedene specielle, welche aus ihr hervor-
gehen, indem man die vier Charakteristiken [w,], ..., (@] auf die fiinfzehn moglichen
Weisen aus den sechs ungeraden Charakteristiken auswihlt, dann [x] aus der Gleichung
- [#] = [, 0y0;0,] bestimmt und- fiir [1] jedesmal der Reihe nach die fiinfzehn von [x]

verschiedenen Charakteristiken setzt.
5*
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Sollen in der Formel (By) nicht alle Glieder verschwinden, wenn () = (0)
gesetzt wird, so darf zuniichst keine der beiden Charakteristiken [x], [A] der Charak-
teristik [0] congruent sein; setzt man dann, entsprechend der Zerlegung einer jeden
der beiden Charakteristiken [«], [A] in zwei ungerade, [x]=[m.®,], [A] = [0, ®,],
so konnen weder u, v noch g, v mit den Zahlen 5,6 {ibereinstimmen, da in diesem
Falle wegen [xi] = [o, 0, 03 @] = [w; 0] eine der beiden Charakteristiken [x], [4]
der [0] congruent wire. Es diirfen weiter aber auch, wenn nicht alle Glieder von
(By) verschwinden sollen, weder beide Zahlen g, v noch beide Zahlen u’, » unter
den Zahlen 1,..., 4 vorkommen. Daraus folgt, dass fir (u) = (0) nur diejenigen
Charakteristiken [x] zu berficksichtigen sind, die aus der Gleichung [x] = [w, ®,] hervor-
gehen, wenn man fiir u eine der Zahlen 1,..., 4, fiir v eine der Zahlen 5,6 setzt.
Bei passender Wahl der Bezeichnung der sechs ungeraden Charakteristiken kann man
daher [x] = [o 0] setzen, und es folgt dann aus [x1] —= [w,®0,] immer [i] = [0, ®,].
Setzt man in der Gleichung (By) nun [%] = [@,®;], [1] = [@,m;], auch § = 4, s0 hat
die linke Seite und das dem Werthe ¢ = 4 entsprechende Glied der rechten Seite
den Werth Null, und man erhilt, wenn man noch berticksichtigt, dass:

(__ l)m.- i m.. (_ 1)(0&&,@,0.)(0)‘ ,)' —_— (__ 1)("".‘)("’4)" (_ 1)(0'1“’:‘“1)(”’.‘ )'. (_ 1)(&’1'”!%)(“")'

ist, und den allen Gliedern gemeinsamen Factor — (— 1)@ ®)®)" ynterdriickt, die
bereits von Herrn Weber*) mitgetheilte Formel: ¢

(Br) 2 (= 1)(% o) (' () ("‘)'8[03.1'0‘0)5]((0)) #ow,0;](v) #0i0,04](0) # 0w 04)(v)=0.

Aus dieser letzien Gleichung folgt schliesslich noch fir (v) = (0) die Formel:
i=8

( Bs) Z:(_ 1)(0’. 0y o) (0; )+ () (@) 8 (o000, @] ((O)) #*[w; ©, @] ((O))

Jede der Gleichungen (By), (B;) reprisentirt 15 verschiedene specielle, welche
aus ibr entstehen, indem man die beiden Charakteristiken [w;], (@] auf die fiinfzehn
moglichen Weisen aus den sechs ungeraden auswihlt und jedesmal die vier {ibrigen

in beliebiger Reihenfolge mit [@,],..., [@,] bezeichnet. Man iiberzeugt sich leicht, -

dass die, zwei verschiedenen Anordnungen der mit [@,],..., [@,] zu bezeichnenden
Charakteristiken entsprechenden Gleichungen nicht wesentlich verschieden sind, sondern
sich nur durch die Bezeichnung der &-Charakteristiken unterscheiden, von denen jede,
als gerade Charakteristik, zwei Darstellungen durch je drei ungerade zulisst.

Man kann hier bemerken, dass in Folge der Gleichung:

[0 + [0 + ... 4 (o =+ 4]

eine &-Function ungeiindert bleibt, wenn man ihre Charakteristik um die Summe der sechs

*) Weber, Anwendung der &-Functionen etc. Math, Annalen Bd. XIV. pg. 179. Glchg. (18).




ungeraden Charakteristiken vermehrt. Geschieht dies bei der Function #[w, @, ,](v),
so folgt, unter Beriicksichtigung der Relation &[x 4 24](v) = (— 1)®@ & [«](v) und
der Beziehung (— 1)@®@0(@oney) = (— 1) om)mm) — 4 1, dass

‘ B [0, 0,0,](v) = #[0,0;0](v)

ist, in welcher Reihenfolge auch die ungeraden Charakteristiken mit [w@,], ..., [@,] be-
zeichnet sind. '

Fall C.

Sind die beiden Charakteristiken [g], [6] von einander und von [0] verschieden,
8o setze man in der Gleichung (@), nachdem man jede der darin vorkommenden
§-Functionen mit der Charakteristik [xw;p6], 1=1,..., 6, unter Ausscheidung des

Factors (— 1)*%¢2®™ in eine solche mit der Charakteristik [xw;xgx6] verwandelt,
und linke wie rechte Seite mit (— 1)®¢”™ multiplicirt hat, allenthalben [xg] = [4],

[#6] = [u]). Die Gleichung (®) nimmt dann die Gestalt: .
(@) 20[xag)(u) 8 [iw:](v) @ [poi](w) o [xip0(— u + v 4 w)

’*Z (=)™ o5 ()R HE D g ) Ra ()P [ (w)oTxAp ) (—u-t-0+-10)),
(E=1,2,...,6)

an. Da fiir [x], [1], [u] “alle "Variationen der sechzehn Normalcharakteristiken zur
dritten Classe ohne Wiederholung gesetzt werden konnen, so repriisentirt diese Gleichung
im Ganzen 3360 verschiedene specielle.

Lisst man in (C,) (v) zu () werden und wendet hierauf dieselben Schliisse
an, die zur Herstellung der Gleichung (By) benutzt wurden, so erhdlt man, wenn man
schliesslich noch an Stelle des Buchstabens % den Buchstaben v treten ldsst, die
Formel: '

(C) 29 [xe](w) &[Aw:](«) o [pw:](v) 8 xiuw;](v)
= D (1), (— 1)+ O g ] () DA 0] () S [wai) (0) Slxd i) (v),

[%4) = [0, 00,0,], Ee=1,...,4.

Setzt man hierin an Stelle von [x], [1] alle Combinationen der sechzehn Normal-
charakteristiken zur zweiten Classe ohne Wiederholung, so entstehen einhundertzwanzig
verschiedene Gleichungen, und es konnen in jeder derselben fiir [u] noch die vierzehn
von [x] und [4] jedesmal verschiedenen Normalcharakteristiken eintreten. Berticksichtigt
man jedoch, dass, wenn eine beliebige dieser vierzehn Charakteristiken mit [u'] be-
zeichnet wird, dann immer eine zweite der Charakteristik [xiu’] congruent ist, und
dass zwei solche Charakteristiken an Stelle von [u] gesetzt, dieselbe Gleichung hervor-
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bringen, so folgt, dass die Anzahl der in (C;) enthaltenen speciellen Gleichungen 840
betrigt. :

Zur Herleitung einer Relation zwischen Producten von je vier &-Functionen
mit verschiedenen Charakteristiken, aber gleichen Argumenten (v), lasse man in der
Gleichung (C;) (») in (v) tibergehen und denke sich gleichzeitig [1] in die Form [x¢],
[#] in die Form [x0] gebracht, auch jede der so entstehenden &-Functionen mit der
Charakteristik [xxgx6@], i =1, ..., 6, unter Ausscheidung des Factors (— 1)“""”.-)(*)’
in eine solche mit der Charakteristik [xpow;] verwandelt. In Folge der oben fiir [x],
[4), [#] gesetzten Bedingungen muss dann [¢] = [e, w,0;®,] = [@;0,] und [¢] sowohl
von [0], als von [p] verschieden sein. Setzt man also, entsprechend der Zerlegung von-
[6] in zwei ungerade Charakteristiken, [¢] = [w,®,], so konnen, weil [p] = [w;@,] ist,
g, v nicht mit den Zahlen 5,6 #ibereinstimmen. Man fiberzeugt sich weiter leicht, dass
auch die Zahlen g, v nicht beide unter den Zahlen 1,2, 3, 4 vorkommen dfirfen, wenn
nicht die vier Glieder der Gleichung paarweise bis auf das Vorzeichen itbereinstimmen,
sich also gegenseitig zerstoren sollen. Daraus folgt, dass fiir [6] nur solche Charak-
teristiken zu beriicksichtigen sind, die aus der Gleichung [6] = [w.®,] hervorgehen,
wenn man fiir u eine der Zahlen 1,..., 4, fiir v eine der Zahlen 5,6 setzt. Bei
passender Wahl der Bezeichnung der ungeraden Charakteristiken kann man daher
immer [6] = [w,®@;] setzen. Fithrt man nun in der in oben angegebener Weise um-
geformten Gleichung (C;) an Stelle von [g¢] die Charakteristik [w;w,], an Stelle von
[6] die Charakteristik [w,@,] ein und vereinigt mit Hiilfe der in Art. 3. gegebenen
Relationen die auftretenden Exponentialgrossen in passender Weise, so erhilt man
zuniichst die Gleichung:

im=4

2 (— L)oo (%) §[xay] (v) 8 (% 0;050] (v) & [*x0:0,05) (v) ? [x0;0,0,] () = 0.
In dieser Gleichung kann fiir [x] jede der sechzehn verschiedenen Charakteristiken
gesetzt werden; es verdient aber hervorgehoben zn werden, dass die auf diese Weise
entstehenden Gleichungen nicht wesentlich von einander verschieden sind, da durch
Uebergang von einer Charakteristik [x] zu einer anderen entweder nur eine Umstellung
der vier Factoren in jedem &-Producte, oder eine Vertauschung der #-Producte gegen-
einander, unter Hinzutritt eines allen Gliedern gemeinsamen Factors, oder endlich beides
bewirkt wird. Man kann daher unbeschadet der Allgemeinheit der obigen Formel in
derselben [x] = [0] setzen und erhilt dann die Gleichung: -

i==4

(Gy) g,: (— 1)("" @) () g, [@:](v)) 8 [0; 0 0] (v) & [a;; w,0;](v) ¥ [0;0,0,](v) = 0.

Diese Gleichung reprisentirt 20 verschiedene specielle, welche aus ihr erhalten werden,
indem man die drei Charakteristiken [@,], [@,], [w;] auf die zwanzig moglichen Weisen
aus den sechs ungeraden Charakteristiken auswéhlt; in welcher Reihenfolge die drei tibrigen
Charakteristiken mit [w,], [@;], [@;] bezeichnet werden, ist, wie man sich leicht iiber-
zeugt, gleichgiltig.
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Setzt man in der Gleichung (C;) (#) = (0), so erhdlt man nach einer Ueber-
legung, welche der zur Herstellung der Gleichung (By) angewandten ganz &hnlich ist,
nach einigen leichten Umformungen die Gleichung:

(o) g,: (— 1)E= w o) () g [0i0, 0] (0) & [@:0,0](0) 8 [1 0] (v)# k00,0 (v) =0,

die fiir [p] = [0] schon von Herrn Weber*) aufgestellt worden ist. Die Gleichung
(C) repriisentirt bei festgehaltener Charakteristik [p] fiinfzehn verschiedene specielle,
welche aus ihr entstehen, indem man die beiden Charakteristiken [m;], [@;] auf die
ftinfzehn moglichen Weisen aus den sechs ungeraden auswihlt und die vier tbrigen
jedesmal in beliebiger Reihenfolge mit [w,],...,[®,] bezeichnet, auch hiezu das bei Formel
(By) Bemerkte beachtet. Lisst man sodann an Stelle von [¢] alle vierzehn von [w,wj)
und [@,w,] verschiedenen Charakteristiken treten, beriicksichtigt dabei, dass, wenn eine
beliebige dieser vierzehn Charakteristiken mit [u’] bezeichnet wird, dann eine zweite
der Charakteristik [u' @, @] congruent ist, und dass zwei solche Charakteristiken, an
Stelle von [u] gesetzt, dieselbe Gleichung: hervorbringen, so folgt, dass die Anzahl der
in (C) enthaltenen speciellen Gleichungen 105 betragt.

Setzt man in der Gleichung (C,) [u] = [%®,], so erhilt dieselbe nach einfacher
Umformung die Gestalt:

(o) 8 [00; 0, ,](0) & [05 0, 5] (0)) & [x 0, 0] (v) & [%0050,] ((”»
= (— 1)l o;0,0,](0) 8 [0;0,0,](0) & [x0,0,](v) & [x0, 04 (v)
+ (— )@@ n) Yoo, ao;] (0) & [ws 0, 0] (0) & [x0;0,](v) & [x0, 0,](v),

in welcher sie spiater zur Verwendung kommen wird.

Da fir (v) = (0) simmtliche Glieder der Gleichung (C;) verschwinden, so
existirt keine Relation zwischen Producten von je vier Grossen #[¢](0) mit verschiede-
nen Charakteristiken [¢]. ) .

13.

Einige der unter (4), (B), (C) aufgefilhrten Formeln verdienen theils wegen
ihrer Structur, theils wegen ihrer spiiteren Anwendung besondere Beachtung und sollen
daher jetzt eingehender besprochen werden.

Die Formeln (4;), (B;), (By), (C;) konnen, da man alle weiteren Relationen
aus ihnen durch Specialisirung der Argumente, ohne auf die Formeln (4,), (B,), (C,)
zuriickgehen zu miissen, erhilt, als die Fundamentalformeln angesehen werden; beriick-
sichtigt man dann noch, dass (B,;) die Formel (4;) als speciellen Fall enthilt, wenn
[A] == [x] zugelassen wird, ebenso (C;) die Formel (By) fir [u] = [«], so folgt, dass
die beiden Formeln (B;), (C;) zur Herstellung aller weiteren aysreichen.

*) Weber, Anwendung der Thetafunctionen etc. Math. Annalen Bd. XIV. pg. 179. Glchg. (16)
und: Ueber die Kummer'sche Fliche etc. Crelle’s Journal Bd. 84. pg. 336. Glchg. (B).
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Die Gleichdngen (4;), (B,), (C;) sind von den spater folgenden Relationen
zwischen &-Functionen mit denselben Argumenten dadurch ausgezeichnet, dass sie in
Bezug auf die Functionen #[¢}{v) vom, vierten Grade sind und keine Grossen &[¢](0)
enthalten. Unter ihnen verdient die Formel (C,;) besondere Beriicksichtigung. Die vier
Charakteristiken eines jeden der vier in (C) vorkommenden #-Producte bilden namlich
ein Vierersystem zweiter Art, und es enthalten weiter die vier den vier Producten ent-
sprechenden Vierersysteme zusammen alle sechzehn Charakteristiken. - Auch zeigt eine
einfache Ueberlegung, dass die zwanzig in (C;) enthaltenen speciellen Gleichungen den
zwanzig in der Tabelle II. vorkommenden, jedesmal alle sechzehn Charakteristiken ent-
baltenden Gruppen von je vier Vierersystemen zweiter Art entsprechen. Einige der
sus (B;) folgenden speciellen Gleichungen finden sich schon bei Gipel®), die zwanzig
in (C;) enthaltenen Gleichungen erwiahnt Rosenhain**).

Die Gleichungen (4,), (B,), (By), (C,), von denen (4,) als specieller Fall von
(By), (By) als specieller Fall von (C,) aufgefasst werden kann, repriisentiren Relationen
zweiten Grades zwischen den sechzehn Functionen #([e](v). Die Formeln (4,), (B,)
zeigen, dass zwischen je vier ©-Quadraten, deren Charakteristiken einem und demselben
Sechsersysteme entnommen sind, eine homogene lineare Relation mit constanten Coef-
ficienten besteht. Beziiglich der Formeln (By), (C,) verdient Folgendes hervorgehoben
zu werden. Bezeichnet man ein -Product &[¢](v) #[5](v) als zur Charakteristik [x]
gehorig, wenn [¢] 4 [] == [«] ist, so gehbren zu jeder, von [0] verschiedenen Charak-
teristik [x] acht verschiedene #-Producte, von denen immer vier gerade, vier ungerade
Functionen des Argumentensystemes (v) sind. Ein Blick auf die Formel (C,) zeigt nun,
dass die drei in ihr vorkommenden #&-Producte zu derselben von [0] verschiedenen
Charakteristik [w;w,] geboren, und man kann daher entsprechend den fiinfzehn von
[0] verschiedenen Charakteristiken, denen [w, ;] congruent werden kann, die einhundert-
zwanzig in (C,) enthaltenen speciellen Gleichungen in fiinfzehn Gruppen eintheilen,
von denen jede damn acht Gleichungen enthilt. Die drei in einer solchen Glelchung
vorkommenden #-Producte sind entweder simmtlich gerade oder siémmtlich ungerade
Functionen, und man erkennt weiter, dass sowohl zwischen je drei von den vier ge-
raden, wie zwischen je drei von den vier ungeraden, zur Charakteristik [x] gehdrigen
#-Producten eine der acht Gleichungen der durch die Charakteristik [x] fixirten Gruppe
besteht. Von grosser Bedeutung fiir die spiteren Untersuchungen ist endlich der Um-
stand, dass die vier Charakteristiken von irgend zwei der drei in derselben Gleichung
vorkommenden -Producte ein Vierersystem erster Art bilden.

Die Formeln (4;), (B;) liefern die bekannten Relationen zwischen den zehn
von Null verschiedenen Gréssen &[e](0).

14..

Die in den Formelsystemen (4), (B), (C) enthaltenen speciellen Gleichungen
gsind theilweise von eimander abhingig. Im Folgenden soll die Art dieser Abhingig-

") Gopel Theoriae transcendentium Abelianarum etc. Crelle's Journal Bd. 35. pg. 293.
**) Rosenhain, Mémoire sur les fonctions etc. pg. 426.
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keit untersucht und die Reduction der Gleichungen auf eine kleinste Zahl von einander
unabhiingiger durchgefiihrt werden. Die betreffende Untersuchung wird sich aber auf
die in (4g), (By). enthaltenen Relationen zwischen den zehn von Null verschiedenen
Gréossen #[¢](0) und auf die aus (4,), (B,) und aus (By), (C,) folgenden &-Formeln
beschréinken diirfen, da man von diesen, wenn man sie nicht nur fiir das Variablen-
system (v), sondern auch fiir das Variablensystem (u) aufgestellt denkt, riickwiirts zu
den Grundformeln (B,), (C;) gelangen kann.

Von den fiinfzehn in (4;) enthaltenen speciellen Gleichungen sind zungchst
die neun, welche geraden Charakteristiken [x] entsprechen, eine Folge der sechs iibrigen.
Schreibt man diese letzteren — indem man #[w;®,®,}(0) zur Abkilrzung mit [Apv]
bezeichnet, auch entsprechend (— 1)®21%x durch (— 1)*/# ersetzt — in der Form:

[128]* == (— 1)" [284]* 4 (— 1)®M [134]* 4 (— 1)3M [124]%,
[128]* = (— 1)!5 [286]¢ + (— 1)? [185]* + (— 1)* [125,
[128]* = (— 1)1° [ase]* 4 (— 1)%° [136]* 4 (— 1)°% [126],

[123]¢ = (— 1)l [234]* 4 (— 1)1 [235]* 4 (— 1)16 [286]¢,

[128]* = (— 1)8¢ [184]¢ 4 (— 1) [186]* + (— 1)1 [136]¢,

[125]* = (— 1) [124]¢ 4 (— 1)?5 [125]¢ - (— 1)?8 [126]",
so erkennt man weiter, dass auch sie nicht unai)hingig sind, dass vielmehr jede von
ihnen durch lineare Verbindung der fiinf iibrigen erhalten werden kann.

Bezeichnet man, wie vorher, #[®;0,®,](0) mit [Auv] und ersetzt weiter noch
(— 1)@x@)@uo) durch (— 1)*3-#¥, so nehmen die flinfzehn in (B;) enthaltenen
speciellen Gleichungen die Gestalt:

@

[285]* [286]% == (— 1)'8-34 [125]® [126]® 4- (— 1)'3-3¢ [135]® [186]?,
[236]® [284]% == (— 1)'3-25 [126]® [124]® 4 (— 1)'2-3% [136]® [134]%,
[284]® [235]% = (— 1)'%-26' [124]* [125]* 4 (— 1)!2-% [134]® [136]®,

[124]% [134]* = (— 1)%- 19 [125]® [136]® 4 (— 1)4-15 [126]* [136]2,
[124)% [284]® = (— 1)%-26 [125]® [285]® - (— 1)6-2 [126]°® [236]3,
[184]% [284]% = (— 1)*-3¢'[135]% [2356]% + (— 1)%6-% [136]® [236]?,

[128]? [124]*-= (— 1)%-16'[135]® [286]% + (— 1)26-15 [136]® [235]¢,
(Im [128]* [125]® = (— 1)®-14 [136]? [234]* + (— 1)%- 16 [134]® [236]2,
[128]® [126]® = (— 1)-15 [134]® [285]® 4 (— 1)-14'[135]® [234]%,

[123]° [284]% = (— 1)%-26 [125]* [136]® 4 (— 1)%-%5' [126]* '[1:*15]’,
[128]° [285)% = (— 1)%-34' [126]® [184]® 4 (— 1)*-%6 [124]° [136]®,

[123]7 [236]% == (— 1) %' [124]% [185]% 4 (— 1)%-24' [125]® [134]%,
Krazxr, zweif. unendl. Thetarethen. 6




[128]% [184]% == (— 1)%5-16 [125]® [236]® + (— 1)%-15 [126]® [285]¢,
[123]% [185]% = (— 1)%- 14 [126]® [284] + (— 1)*-1¢ [124]° [236)%,

[123]® [136]* = (— 1)%- [124]® [235]% 4 (— 1)1 [125]® [284]"

an. Die Systeme (I), (I) stehen in dem Zusammenhange, dass aus den Gleiclungen (II)
die Relationen (I) abgeleitet werden kionnen. Die finfzehn Gleichungen (II) selbst
sind aber auch nicht unabhiingig von einander, vielmebr kann man auf mehrere Weisen
sechs unabhiingige unter ihnen auswihlen, auf die sich die neun iibrigen reduciren lassen.
Solche sechs Gleichungen bestimmen dann die simmtlichen zwischen den zehn von Null
verschiedenen Grossen &[&](0) bestehenden Beziehungen.

Fir die Discussion der Formeln (4,), (B,) beriicksichtige man, dass die
vier Charakteristiken eines Vierersystems zweiter Art bei passender Wahl der Be-
zeichnung der sechs ungeraden Charakteristiken immer in die Form [x@,], [x®,), [xa,],
[x®, @;@4] gebracht werden konnen, dass also irgend drei von diesen vier Charak-
teristiken in einem und demselben Roserhain’schen Sechsersysteme sich finden. Durch
die vier Combinationen dieser vier Charakteristiken zu je dreien werden daher vier der
sechzehn Sechsersysteme bestimmt; die zwdlf in diesen Systemen ausserdem noch vor-
kommenden Charakteristiken sind, wie man sich leicht tiberzeugt, simmtlich von ein-
ander verschieden und stimmen daher nothwendig mit den zwolf von [xa,], [xw,),
[xey], [%@, @;@,] verschiedenen Charakteristiken iiberein. Da aber die Formeln (4,), (B,)
fir je vier #-Quadrate, deren Charakteristiken einem und demselben Sechsersysteme
angehdren, eine homogene lineare Relation liefern, so lassen sich aus ihnen zwolf
Gleichungen ableiten, welche durch die vier ©&-Quadrate 9[xw@,](v), 9*[x@,](v),
2 [x@,](v), 9% [x 0, wy0,](v) die zwolf ibrigen linear ausdriicken. Diese zwolf Gleichungen
haben, wenn man unter Beibehaltung der obeh eingefithrten abgekiirzten Schreibweise
noch #[xw,0,0,](r) durch #[xgo7] bezeichnet, die Form:

[123120%[x4] =(—1)*®-14[234]20%[x1] (1)1 [184129% 2] 4 (—1)*13-3¢ [124]*9%[x3],
[128]28%[x5] =(—1)*®8-15 [285]202[x1] - (—1)*18-% [135]% 0% [x2] 4 (—1)*1-% [125]29%[x 3],
[123]20%[x6] =(—1)***-16"[2361*9%[x1] 4 (—1)*1-%[136]%8*[x2] + (—1)*12-3 [126])29*[x3],

(128202 [x124] ==(—1)*-3 [124]°0%[x128] 4 (—1)* %824 [134]29%[2c1] + (—1)*1% ¥ [234]2 92 2],
[1288%[x125] = (—1)*-3% [125]*8*[x128] + (—1)*22-35 [135]* 82 [x1] - (—1)*1- 15 [285]2 82 [x2],

[123129%[x126] ==(—1)*-% [126]*®*[x128] 4 (—1)*3 26 [136]2 02 [x1] 4 (—1)*13-16 [236]2 0% [x2],
(1I1) . .
(1231297 [x134] == (—1)*-2 [134]°9%[x123] 4 (—1)*2*-8¢ [124]2 92 [x1] } (—1)*12- 14 [234]292[x3],

[128129*[x185] =(—1)*- %" [185]* 9% [128] 4 (—1)* 2835 [125]2 8% [x 1] 4 (—1)*13-15' (23512 9% [x 3],
[123729%[x186] = (—1)*-2¢ [136]29°[x128] | (—1)*28-% [126]2 02 [ 1]} (—1)*12-16 [236]2 02 [x3],
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{12813 92 [x234] = (—1)* ¥ [284]3 92 [ 128] - (—1)*13-3¢ [124]2 8 [ 2] 4 (—1)* 1324 [134]° D% [« 3],
[128]29°2[x235] = (—1)*- 15 [285]2 9% [x128] + (—1)*13-3'[125]3 0% [x2] 4 (—1)*!2-%° [185])* B*[«3],

[128]2 9% [x236] = (—1)*- 1¢'[236]* 92 [ 128] + (—1)*13-3¢ [126]*§* [ 2] 4 (—1)*'*-% [136]2H2[x3]

und ersetzen, untér Beriicksichtigung der Relationen (I), (II), die simmtlichen zwei-
hundertvierzig in (4,), (B,) enthaltenen speciellen Gleichungen. Es mag hier bemerkt
werden, dass aus der -in Art. 17. auftretenden Gleichung (P’) sich ohne Mithe eine
Formel ableiten lisst, welche die zwdlf in dem Systeme (IIT) vorkommenden Gleichungen
umfasst. Zu dem Ende setze man in der Formel (P') [@] = [w,], [6] = [*p®,], unter
[u] eine willkiirliche Charakteristik verstanden, ferner (v) = (0) und hieranf endlich
(1) = (v); man erhilt dann die gewiinschte Formel in der Gestalt:

i=38

| B [@o](0) 8 [xul(v) = Z (— DY 8 [ @yw] (0) 9 [xwi] (2],

wobei [@,] die Summe der drei Charakteristikenr [®,], [@;], [@;] bezeichnet, also
[@,) = [0,@,@;] ist. Diese Formel ist im Wesentlichen mit der Formel (13) des
Herrn Weber*), von der die gleichzeitig mitgetheilten Formeln (12), (14), sowie die
in einer anderen Abbandlung**) gegebenen Formeln (4), (4') specielle Fille sind,
identisch. :

Was endlich die einhundertzwanzig in (By),-(C,) enthaltenen speciellen Glei-
chungen betrifft, so kann man aus jeder derselben durch zweimaliges, in passender
Weise ausgefithrtes Quadriren eine Relation vierten Grades zwischen den Quadraten
der sechs in ihr vorkommenden §-Functionen ableiten. Die einhundertzwanzig auf diese
Weise entstehenden Gleichungen liefern aber, wenn man die in ihnen vorkommenden
#-Quadrate mit Hilfe der Gleichungen (III) dirch die vier #-Quadrate 9#%[x1], 8%[x2],
9%[x3], 9%[x128] ausdriickt, nuch die Relationen (I), (II) berlicksichtigt, immer dieselbe
Gleichung vierten Grades zwischen diesen. vier #-Quadraten und konnen daher mit
Hilfe der Gleichungen (I), (II), (III) immer auf eine einzige unter ihnen reducirt
werden. Die Herstellung der Gleichung vierten Grades zwischen #°[x1], #*[x2], #%[x3],
H?[x128], die also in Verbindung mit den Gleichungen (), (II), (III) in gewissem Sinne die
simmtlichen einhundertzwanzig Relationen (By), (C,) ersetzt, soll jetzt durchgefithrt
werden.

Zu dem Ende gehe man von der Formel (C,) aus und bringe dieselbe, indem
man [u] = [x] setzt und #hnliche Abkiirzungen wie oben anwendet, in die Form:

(— 1)*125-1 [145] [146] & [%1] B [x156] + (— 1)*128-%[945] [246] & [x2] & [x256]
. + (— 1)*123-%[345] [346] & [x3] & [x356] = 0.

*) Weber, Anwendung der Thetafunctionen etc. Math. Annalen Bd. XIV. pg. 178,
*%) Weber, Ueber die Kummer'sche Fliche etc. Crelle's Journal Bd. 84, pg. 834. In der
Formel (4') ist wobl in Folge eines Druckfehlers 8*[@ 4+ f.](v,,*,) an Stelle von 828, 4 6,](v,, v,)
gesetzt worden.

6*
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Quadrirt man diese letzte Formel in passender Weise zweimal nacheinander und beriick-
sichtigt, dass, wenn [s] = [] ist, stets die Beziehung 8*[e](v) = 8°[%](v) besteht, so
erbilt man die Gleichung: ,
[235]* [236]* 84[x1] 84 [x234] 4 [135]4[136]* D4[x2] O*[x184] 4 [1256]* [126]* 84 [x3] [ 124]
— 2 [235]% [286]% [135]% [136]% O[x1] B*([x2] O*[x234] ([« 184]’
— 2 [185)%[136]% [125]% [126]® 93 [x2] O%[x3] B [x134] B%[x124]
— 2 [125]%[126]®[235]% [236]® 9%[x38] O?[x1] B [x124] 8% [x284] = O,
in der m'an jetzt 9%[x234], 9*[x134], 9*[x124] aus dem Gleichungensysteme (III) durch

9%[x1], *[x2], #°[x8], 8°[x123] ersetzen kann. Geschieht dies, so erhilt man nach
passender Vereinigung der zusammengehorigen Glieder, wenn man noch zur Abkiirzung:

[234] [285] [236] == ¢, , [184] [135} [136] = ¢,, [124] [125] [126] = ¢,

setzt, die gewiinschte Relation vierten Grades zwischen &%[x1], 8%[x2], 9°[x3], #*[x123]
in der Form:

ot (94 [%128] 94 [x1] + 9*[x2] 94 [x3]) + c;* (8% be125] 04 [x2] + 94 [x1] 8[x3])
+ o5t (84w 128] 8% [x8] + 94 [x1] 8[x2])
—2(— 1) 6% 8% [x1] 8*[x2] (94 [x128] + (— 1) 84(xs])
—2(— "% 6" xa] #°[xs] (8*[x128] + (— 1) 94[x1])
—2(— 10" 1610 [x8] 9[x1](94[x128] + (— 1)Pt 94[x2])
— 2 (— 1) 02019 [x128] 92 [x8] (94 [x1] + (— 1) 94[x2]

Iv)

— 2 (— 1)*31-8¢.2c 2 9% [x123] 9%[x1] (&‘[x‘z] + (—1)%8 0‘[::3])
— 2 (— 1)1 36,0 x 128] 9°[x2] (84 (3] + (— 1)1 9*[x1])

— 2 (1t (220 (LD ot (20 (128

+(— 1)81~84'c,=c1=(%§;g:- + (— 1) Ef:ﬁ')] 0% [x128] 92 [x1] 2[x2] 7 [x3] = 0.
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Setzt man in der zuletzt erhaltenen Gleichuug [x] == [0], so nimmt dieselBe,
wenn mau sie zugleich nach Potenzen von &[123] ordne!:, die Gestalt:

A9[123] + 2B9*123] + C=0

an, wobei:
A =o' 9*[1] + * 9*[2] + ¢* 9*[8] — 2¢,%¢® 9’[1] 9’[2] — 2¢%¢" 9%[2] 8°[3]
— 20,22 9%[8] B%[1] ,
B = (— 1) 2204[1] 2] + (— 1)289¢,2 6204 [1] (3] + (— 1), %, 84[2] 8° 5]
+ (= DRG] 04 [2] + (— DB ¥R O[] 94 [8] - (— 1) 676,107 2] 48]
— [ vt + (e k) + (ot (Bg + (- v ()
+ (= 1prwaar ([ + (- o ) [ emes),
C = ((— D™ ¢,*8°[1] 8°[2] 4 (— 1) ¢, 8%([2] 8°[3] + (— 1) ¢,*9*[8] 8°[1])°
ist. Lost man die entstandene Gleichung nach §* [128] auf, so erhdlt man 9*%[128]

durch 8%[1], 8%[2], 8*[3] ausgedriickt in der Form: .
()  9%[1ss] = B+1/f= AC,

wobei das Vorzeichen der auf der rechten Seite stehenden Wurzel noch zu bestimmen
ist. Unter Zuziehung der drei ersten Gleichungen des aus (III) fiir [x] == [0] hervor-
gehenden speciellen Systems von zwolf Gleichungen, welches in der Folge der ein-
facheren Ausdrucksweise wegen als Gleichungensystem (III)) bezeichnet werden soll,
ldsst sich nun direkt darthun, dass die drei Ausdriicke 4, B, C in der merkwiirdigen
Beziehung zu einander stehen, dass: ‘
B — AC = 4[123]°[124]%[125]%[126]?[184]%[185]*[136]% [284]*[235]%[286]°
>< 92[1] 9%[2] 92[3] 9*[4] 97[5] 8°[6]
ist. Setzt man mit Riicksicht hierauf:
VBE— AC = 2[1238]%[124][126] . . . [286] & [1] &#[2] . . . B [e],
so lisst sich die Gleichung (w) in die Form:
(w') A8*[123] + B = 7. 2[1238]%[124] ... [236] &[1] ... &[6]

bringen, wo 7 entweder den Werth 4+ 1 oder den Werth — 1 hat. Zunichst kann
man nun beweisen, dass der Werth von % unabhingig von der Reihenfolge ist, in
welcher die ungeraden Charakteristiken mit [@,],. . ., [@,] bezeichnet worden sind. Be-
riicksichtigt man, dass die Gleichung (w') weder geéindert wird, wenn man zwei der
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drei Charakteristiken [@,], [@,], [@s], noch auch, wenn man zwei der drei Charakteri-
stiken [®,], [@;], [@;] mit einander vertauscht, beriicksichtigt ferner, dass [@,], .. ., [0g]
die sechs ungeraden Charakteristiken in beliebiger Reihenfolge darstellen, so erkennt
man, dass es zum Nachweise der Unverinderlichkeit von % geniigt, zu zeigen, dass der
Woerth von % in der Gleichung (w') sich nicht &ndert, wenn eine der Charakteristiken
[@,], [@,), [@,], 2z B. [@,], mit einer der Charakteristiken [@,], [0;], [@¢], z. B."mit [@,],
vertauscht wird. Fihrt man aber diese Vertauschung in der Gleichung (w") aus, so
kann man mit Hiilfe der Gleichungen des Systems (III)) zeigen, dass linke und rechte
Seite der dadurch entstehenden Gleich;mg sich beziehlich von der linken und rechten
Seite der urspriinglichen nur danu um denselben Factor unterscheiden, wenn % in beiden
Gleichungen denselben Werth hat. Nachdem so die Unveriinderlichkeit des Werthes
von 7 nachgewiesen, kann man denselben ermitteln, indem man fir [,],.. ., [0g] die
sechs ungeraden Charakteristiken in irgend einer bestimmten, z. B. der natiirlichen,
Reihenfolge setzt und dann linke und rechte Seite der Gleichung (w') in Bezug auf die
niedrigsten Potenzen von e®: ¢ vergleicht. Man findet so, dass % den Werth — 1
besitzt, und es besteht daher, wenn }/B® — AC das oben angegebene &-Product be-
zeichnet, die Gleichung:

— B—VYB'— AC

92[128] = 4

Ebenso wie 92[128] kann man nun auch die Quadrate der neun #ibrigen geraden
9-Functionen' durch #3[1), 8%[2], %[3] ausdriicken, indem man das unter (w) fiir 9*[123]
Gefundene in die neun letzten Gleichungen des Systems (III;) einsetzt. Anstatt diese
Ausdriicke hier aufzustellen, sollen — was im Wesentlichen dasselbe — unter An-
wendung des von Herrn Rosenhain fiir einen speciellen Fall eingeschlagenen Verfahrens,
-die fiinfzehn, denselben Nenner &[3] besitzenden 8-Quotienten mit Hiilfe der letzten
fir &%[123] gefundenen Gleichung als Functionen derselben zwei unabhingigen Ver-
inderlichen z,, z, dargestellt werden. |

Setzt man, indem man unter a, b noch unbestimmte Constanten versteht:

2 2 '
o = A%, Fig — bl — )1 — =),
so stellen sich in Gemissheit der drei ersten Gleichungen des Systems (IIL,) die den
drei fibrigen ungeraden Charakteristiken entsprechenden Quotienten in der Form:
k+ U(z, + x;) + maz,z, dar, wo k, I, m jedesmal lineare Ausdriicke von a, b sind.
Fihrt man dann die Bedingung ein, dass jede dieser drei Formen in ein Product zweier
Linearfactoren zerfalle, in der Weise, dass & + 1(z, + z,) + mz, 2, — k(1 — nz,)(1 — na,)
wird, so erhilt man drei Bedingungsgleichungen fiir die Grossen a, b, von denen aber
jede eine Folge der beiden tibrigen ist. Aus ihnen bestimmen sich die Grossen a, b ein-
deutig, und es ergeben sich dann weiter. fiir jeden der drei Quotienten die ihm ent-
sprechenden Werthe von % und #» ohne Mithe. Man erhilt so schliesslich, wenn man
noch aus den linken wie rechten Seiten der entstehenden Gleichungen die Wurzel aus-

zieht, fiir die fiinf, den ungeraden Charakteristiken entsprechenden -Quotienten die
folgenden Ausdriicke:
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5181, (soa) ascigase] Vo5
o ) (T — a) (T — ),
% = %’%ﬁﬁg VA —pz)(1—p'z),
o151 = tissjiaseiiios) V0

o[6] _ [126][284][235) : ~
8[3] [128] [134][135] VA —72)(1—r'z,),

—@'%)(1—¢*x,),

wobei:

ow [1251°[126]2 o g [126]2[124]2 _ qys. e [124]2[126]0
pP=(—1" W [285]%[286]** g =(—1**» [236)7[284)%’ = ( 1)18 % [284)*[285]*

ist, und die rechts stehenden Wurzeln als Repriisentanten einwerthiger Functionen
von v,, v, selbst eindeutig bestimmt sind.

Mit Hilfe der oben fiir 92[123] gefundenen Gleichung ldsst sich nun auch
der Quotient der Functionen #°[123] und 9°[3] durch x,, z; ausdriicken. Durch Ein-
filhrung der soeben fiir die den ungeraden Charakteristiken entsprechenden #-Quotienten
erhaltenen Ausdriicke ergibt sich némlich:

- [124j‘ [125]* [126]* 84[3] . (z, — =,)%,
B—(—1yss {fiﬂi{fﬁi}’{?iﬁ},[124]*[1251*[1261*06[31[xla—xo(l—p’x,xl —gm)(1—r's)
+25(1—2,)(1—p°2,)(1—¢’z,)(1 —"231)] ’

VBI —AC = gzg:ggg}%%: [124]* [126]* [126]4 8%[3] . 2 P(x, | z5),

wobei:
Pz |z5) =V 2,25V (1—2,)(1—25) V(1 —pz )1 — ’xz)Wl—qux)(l—qus)V(l“‘”zx)(l—"zxs)
ist, und man -hat daher:

d3[123] _ [284]°[285]°[286]"
9¥[3] ~ [134]*[185)*[186)*

(= 1)1, (1 — 2, (1 — p*z, (1 — ¢, )(1 —1,) 4 2, (1 —2,)(1 — pPr, (1 — Q’wl)(l—‘"xx)] —2P(,|x,)
(@ — @)*

Dividirt man endlich linke wie rechte Seiten der neun letzten Gleichungen des
Systems (III,) durch [128]? 9%[3], und ersetzt die dann rechts auftretenden #*-Quotienten’
durch die im Vorigen fiir sie gefundenen, die Gréssen z,, 2, enthaltenden Ausdriicke, so
erhilt man die den neun iibrigen, von [w,w;®,] verschiedenen, geraden Charakteristiken
entsprechenden 9®-Quotienten folgendermassen als Functionen von z,, z; dargestellt

82[124] __ [124]" [284][235]*[286)"
(3] — [123)[134]°[135]°[136]°

(=) 5 (1 — 21— iz, (1 — ¢y )1 — ) 2, (1 — &) (1 — P2, (1—¢°x, (1 — 1°2)] — 2Pz, |2y),
@, — ay)?
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8*[125] __ [125]*[284]*[285]*[286]*
o3[8]  [128]°(184)°[185]%(136]*
(— 1)12 .18 [, (1 —2,)(1—p x’)(l —q%,)(1 —riz) 4 2,(1 —z,)(1 —p 'z, )(1—gq ’z,\(l—r'xx)] 2P($‘l¢.)
’ (o, — x3)?
8°[126] __ [126]*[284]*[285]*[236]*
o8]  [128]°[184]°[135]°[136]°
(—1)121¥ [""‘1(1 —2,)(1 —p%2,)(1 — ¢°%,)(1 —13z,) + z,(1 — x,)(1 —p’x‘)(l—q’x,)(l—-r’z,)] —2P(x, |3’a)
) (ml - z:)
#*(184] __ [284][235)*[286]"
@8] _ [123]°[185]°(186)
(=)' [z, (1 —2,)(1 —p%, )1 —g z,)a—r'z,)+x,(1—zl)(1 P2, (1—g’%, 1 —r'z,)] — 2P<=v.|z,)
) (wl — z,)?
82[185] [284]’ [285]* [286]*
98] — [128)°[136)%(134]F
(=11 [2, (1 — 2, )1 — p2%, )1 — ¢°2, (1 — 172,) + 241 — &) (1— 9, X1 —¢" 2)(1—r')] — 2B o)
: (@, — z,)*
83(186]  [234]*[285](236]?

2[8]  [128][184]*[185)*
(=D [ (1 —2,)(1— p (1 — @', )(1 — 1) -2 (1 — 2,)(1 —pP,)(1 — g'm)(—r',)] -2 Pwlmy)
(0, — z)*

8'[284] __ _ [234]*[285]*[236]" _
(8]  [128]°[184]°[135]°[186)*

(=0 [ (1 — 2)(1 — p, (1 — g (1 — 722, 2, (1 — 2, ) (1 —pP%, (1 — g, (1 —12,)] — 2B jey)
(, — 2)*

#'(285) __  [284]'[235][236)°
8'[3]  [128]°[184]°[135]°[136]°

(=0 2, (1 —2,)(1 — p% ) — gL —1 z,)+z,()1 — o)1= p*e)(1—g' 1—r'z,)]—2 Play )
(2, — 2y

o’[ess] [234]2[235)*[286]*
93[8] ~ [128]°[184]*[1385]°[136)*

. (=1 [ (1 — 2, )(1 — p2, )(1 — @*2, (1 —r',) +2,(1 —2, ) (1 —p 22, )(1 — %, )(1—177,) |2 P&, |%y) |
(@&, — z,)?

Die rechten Seiten der zehn letzten Gleichungen kénnen durch Einfithrung
von Hilfsgréssen als Quadrate charakteristischer Formen dargestellt werden. Zu dem
Ende setze man:

V;L_;a=v~:”_1‘v;h V(l—xl)(l—xg)alfl-_——x;b 1—z,,
VA—p'z)(1—p'z,) = V1—p, V1—p%, V1—¢2,)1—¢z,) =V1—¢'z, Vi—¢'z,,
VA —rz)(1 —r'a) = Vl — 'z, Y1 — iz,
indem man unter Vz,, Va,...,V1 — r*z,, V1 — r*z, Hilfsgrossen versteht, die zu-




niéichst nur in soweit bestimmit sein sollen, als die letzten Gleichungen, deren linke
Seiten nach dem Fritheren eindeutig bestimmte Grossen sind, es verlangen. Fithrt man
diese Hillfsgrossen in die Ausdriicke ein, die sich soeben fiir die zehn den geraden
Charakteristiken entsprechenden #°-Quotienten ergeben haben, so gehen diese Ausdriicke in
Quadrate rationaler Functionen dieser Hiilfsgréssen tiber, und es lassen sich entsprechend
die #-Quotienten selbst als rationale, bis .auf die Vorzeiechen bestimmte Functionen
derselben Grossen darstellen. Man erhilt auf diese Weise, wenn man auch in die finf
frither schon gewonnenen Formeln die erwéhnten Hiilfsgrossen einfithrt, fiir die fiinf-
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zehn 9-Quotienten die folgenden Ausdriicke: ~

o)
73]

o[2]
8[3]
8[4]
#[3]
8[5)
8[3]
8[6]
8(8]

f[128)

EIO

= Gsiitmsteon V2 Vo)
- vy
- v; =
=g Y=,
__ [126][284])[285) V'l — 7 Y=z,

(128 [184][135]

)u 5 [284][235][286]
_[134](135][136]

a V(===

VaVI=%Yi—paVi—¢n)/i—rg

8[124] _
93]

x, — %,

1) [124] [234][285][236]
[123],[134][185][136]

=& V(

Va V1= Vi—p'a Vi—g'z, V1—r'z

—(= 1)12.18 Vz V1—-2,V1—p'a, Y1— gz, V1—riz,
: ’

8[125)
| o8]

Zy — &y
[125] [234][285] [236]
=gV (— 1" [123] (134] [136]{—156]

VaVi—zV1i-p'% V1—¢'z Y1—r'z,—

— ()Y YT — 2, Vi _pawﬁ V1—g*z, V1 —rig,

8[126]
(8]

T — X

[126] [234]]235](236]
& Y(=n*v [123] [134jt185][136]

VARV e Vi pa V=g Vi ra— ()3 Va Yi—gVi—ps Vi—o's Vi—riz,

)Y VI =5 Vi—p'z, V1—q'z, Vi—rz,
?

8[184] _
B3]

T, —

nEw [134] [284][235][236]

[123] [134][1356)[136] °*

5 V(= DF

. VZ;VI %Vl—r”?-Vl—'q z, Y1 —riz,— (—1)“ 18 V%Vl—x' Vi—p gil—q | Vl —riz,

KrAgER, zwelf. unendl. Thetareihen.

& — Xy
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8[185] _ & V(=BT [135] [234][285][286]

“8[8] i {123] [134][135](136]

VaVi—4Vi—panVi—¢n Vi—rz— ()" VaVi—sVi—p's V1-¢'zn V1—1r'z
' T — &
8[136] _ Y Sy [136] [284][285][236]

&[3] & [128] [184][135][186]
YaVi—anVi—paVi—¢nVi—rg— ()" ygVi— Vi—p's, Vi—d's V1 —r'n
: Z, — Ty

8[284] _ & V(=5 [284] [284][285] [236]

8[3] s [123] [184][185](136]

S V‘E: Vi—zV1—p'zV1—¢'z, V1—riz, — (— 1)‘2'“'1/\’?, Vi—z,Vi—p'z, Vi—g'z, Vl—;"za

\ Ty — &y

9 [235) <557 [285] [284][285][236]

o) = & V(= ™" {155 [1s4)[185][156]

Vo Vi—5Vi—p'a Vi—¢z5Vi-rz— (— 1) Ve, Vi—g, Vi—p's Vi—g's, V1—r'z,
Z, — &y

8[286] _ 0, V(= D [236] [234][235][286]

’

H

’

8] [128] [134][135)[136)
Vo Vi—gVi-pa Vi—gzn Vi—rz,— (— )" YaVi—z Vi—p's, Vi—g5 V1- r's,
. Ty — Ty
In diesem Systeme bezeichnen &, ..., &y noch zu bestimmende Grossen, deren Quadrate

simmtlich den Werth 4 1 haben, wahrend unter Y{— 1) 1)'*1% eine beliebige der bexden
Wurzeln § der Gleichung §* = (— 1)*-1% zu verstehen ist.

Um die Grdssen ¢, ..., &, zu bestimmen, dividire man dié finfzehn aus (C,)
" fiir [u] == [0] folgenden Gleichungen durch #%[3] und fihre an Stelle der entstehenden
9-Quotienten die fiir sie soeben aufgestellten Ausdriicke ein. Es ergeben sich dann
zwischen den Grossen & die folgenden Beziehungen:

= (—1p"g, g=(—1)%Tg¢, g = (—1)%¥Tg,
= (DM, e (—1STe, 5= (— DR,
= (—1""g, gg=(—1)5Yg, o= (—1)"g.

Gleichzeitig wiirde sich dabei auch der Werth der in der Gleichung (w") vor-
kommenden Grosse 7 ergeben, wenn derselbe nicht schon frither ermittelt und ein-
gesetzt, 7 vielmehr als unbestimmte Grosse weiter gefithrt worden und als solche
in die Ausdriicke fiir die zehn letzten &-Quotienten libergegangen wire. Die eine
Grosse & bleibt, wie man sieht, unbestimmt, d. h. die fdnfzehn aus (C,) fur
[#] = [0] folgenden Gleichungen werden identisch erfiillt, sowohl, wenn & == 4 1,
als auch, wemn & = — 1 gesetzt wird. Beriicksichtigt man, dass die Hiilfs-
‘grossen Vz,,..., V1 — r*z, nicht eindeutig bestimmt sind, und dass bei passen-
der Aenderung der Bestimmung derselben zu den Ausdriicken fir gdie den geraden
Charakteristiken entsprechenden #-Quotienten, und zwar immer gleichzeitig zu allen
zehn, der Factor — 1 hinzugebracht werden kann, so erklart sich diese Unbestimmtheit




von &, zugleich erkennt man aber auch, dass stets ¢ = -|— 1 gesetzt werden darf, dass
man aber dann nicht nur die finf ersten der obigen finfzehn Gleichungen, sondern
auch noch die sechste bei der Bestimmung der Hillfsgrossen berﬂckslchtlgen muss.
Bei der vorstehenden Untersuchung haben die sechs ungeraden &-Functionen
als Ausgangspunkt gedient; an Stelle derselben hitte man auch, wie aus dem Gange der
Untersuchung unmittelbar ersichtlich ist, von irgend sechs anderen &-Functionen, deren
Charakteristiken ein Rosenhain'sches Sechsersystem bilden, allgemein von &[xw,](v),. ..,
?[xo,](v) ausgehen und entsprechend die fiinfzehn den Nenner &[xw,](v) besitzenden
#-Quotienten durch zwei unabhingige Verénderliche 2,*, z,™ ausdriicken kénnen. Die
diesem allgemeinen Falle entsprechenden Formeln lassen sich aber ohne Mithe aus den
fiinfzehn obigen, dem speciellen Falle [x] = [0] entsprechenden, ableiten, indem man

in diesen letzteren, die fir beliebige Werthe der Variablen v gelten, (v) in (v+!:|)

tibergehen ldsst, die neuen Grissen, in welche z,, z; durch diese Aenderung von v,, v,
tibergefitlhrt werden, mit z,®, z,* bezeichnet und hierauf auf die linken Seiten die aus
der Gleichung (6) des Art. 1. folgende Relation:

"[‘3«" + ‘1::)) _ e+ — b’ =m0 — )] 5
&[n](( : )) ORI O)

anwendet. .

An dieser Stelle sei auch noch erwihnt, dass die neun denselben Nenner
[0, @, 0,](0)) besitzenden Quotienten der von Null verschiedenen Grossen 9%[¢](0), da
zwischen ihnen nach dem Fritheren sechs von einander unabhiingige Relationen bestehen,
sammtlich durch drei Hilfsgrossen, z. B. durch die im Fritheren eingefiihrten Grossen:

sw [1251%[126]2 .ap [126]°[124]°
e N 5 R S Gal A iy

.3 [124)2(128]°
r=(— 1% [284]7 [285]°

- ausgedriickt werden konnen. Setzt man:

n'=1-1, o'=1—¢, rf=1—1,
pr=r—p, -G=p-d¢  ri=d¢—7,
so folgt aus den drei ersten Gleichungen des Systems (II) in Art. 14.:
PR = (— 1) [185]* [186)* 2 (— 1)t2e88 [136]* [134]*

[285]*[236]* ’
. 2 2
72 = (— 1).3 E_:{]]_'%T?g_’ ,
und aus den drei letzten Gleichungen dieses Systems:
124 1416 [128]°[126]°[186]? o ( 1)18.13'+ 15,14 [128]°[126]*[186]°
prS i (_ 1)18 12' 4 14,16 W236]1 , qpi ( 1)18 18’ -} 15,14 Wm’

rd = (— 1B+ [123]°[124)°[184]*

[284]%[235]°[236

[236]°[234]° *

7*
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Mit Rtcksicht hierauf kann man, indem man allgemein unter J/(— 1)@ eine beliebige
der beiden Wurgeln § der Gleichung §? = (— 1)®®' versteht:

125] [126 [126][124] [124][125]
Easa%[zse}’ g=y (=D [236)[234)’ T =V (=" 5aizse)

[185][186] [186][184] 57 [134][185)
{es5)(286]’ ¥ =V==¥ [286][234])° n=y(=1=* [284][235] ’

p-=-l’(—T)‘W
A=V(_7“_“

= V(__ 1)13. 1% -V(_

[124]2
[123]*

[125)*
[128)F =

[126)?
(1287 =

" [184]?
(128 —

[135]®
(123)2
[186]

[128]*

[234]?
(123

[235]2
(128 =

[286)°
(128 =

)i 1® [128][125][185] S v/ ) N V( Ew [128][126][186]

[284][285][236]’ = [234][285][286]’

[128][124][134]

7y = V(_ 1)13.12’ V(_ 1)16.15' [?3?] [285] [236]

setzen und erhalt dann die neun genannten Quotienten ausgedriickt wie folgt:

—_ (__ 1)13,12 V(— 1)12 -3¢ V(?‘ 1)18.25° V"' 1)18.26° »aqr
V(= 1)is.18 Y(— 1)15.14" p,qp
l)“ - V(_ 1)18 .24 V(_ 1)12. 35’ ]/_(___1)13.2'6'“ Pq.r
Y= 1)15.3" V(= 161w 2,7’
_ s VST YO YO per,
V(— 11615 /(= 1)14.16" 0.’
1)13. w V(= 1)18.24" V(—j)"-”' V(= D123 pgq,r,
V(= Di.16" (= 1)i5.1¢ ?.4, ’
— (_ 1)13.12' V(— D28 y(— 1)13._:&1/'(_ 1)12. 86 pan
| VoW Y- e s g,r,
( 1)13 g V(= 1)12.8¢ Y(— 1y12.85° V(— )53 pgr
Vo OeF e e’
= (— 1)1.1¥ V= 1183 y(— 112 pp, ‘
V(— )48 Y(= 5.4 P4, ’ >
(_ 1)13.12' }((:_1_)13.25' V_ (_:1)12.9?' g
V(= 1518 Y(= 1615 g7, ’
— s V(= )83 Y(— i8-8 1y,
y(_ 1)16.15° V(__ 1)14.16' rqp,.

Fihrt man die gewonnenen Ausdriicke in die Gleichungen (I), (II) ein, so wird eine
jede derselben identisch erfiillt.

Die fiinfzehn oben abgeleiteten Gleichungen, welche die #-Quotienten als Func-
tionen der nimlichen zwei unabhiingigen Variablen x,, z, darstellen, zusammen mit
den soeben filr die Quotienten der zehn von Null verschiedenen Grossen #[¢](0) er-
haltenen Ausdriicken” konnen als vollstindiger Ersatz der simmtlichen in (4,), (B,),
(Be), (C), (4;), (Bs) enthaltenen Gleichungen angesehen werden, insofern als eine jede
derselben durch Einfithtung der Grossen z,, z,, p, ¢, r identisch erfullt wird.
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Die Untersuchungen des Art. 14. haben gezeigt:

1) dass durch die Quadrate von je vier &-Functionen, deren Charakteristiken ein Vierer-
~ gystem zweiter Art bilden, die der zwdlf tibrigen linear ausgedriickt werden konnen,
(System (IID))

2) dass zwischen je vier solchen 9-Quadraten eine homogene Gleichung vierten Grades
besteht, die aber in Bezug auf jede der vier #-Functionen auch nur vom vierten
Grade ist. (Gleichung (IV))

Aehnliche Eigenschaften kommen jedem Systeme von vier §-Functionen zu,
deren Charakteristiken ein Vierersystem erster Art bilden. Man kann nimlich, wie
im Folgenden geschehen soll, zeigen:

1) dass durch die Quadrate von je vier &-Functionen, deren Charakteristiken ein
Vierersystem erster Art bilden, die der zwdlf {ibrigen linear ausgedriickt werden
kénnen, (System (III")) 1

2) dass zwischen je vier solchen &-Functioflen eine homogene Gleichung vierten Grades,
eine sogenannte Gopel'sche biquadratische Relation, besteht, die aber auch in
Bezug auf jede der vier &-Functionen vom vierten Grade ist. (Gleichung (IV’))

Bezeichnet man in der Formel (B,), in welcher [x] = [o,0,0;0,], [4] eine
beliebige Charakteristik ist, und § eine der Zahlen 1, 2, 3, 4 vertritt, die Charak-
teristik [x] mit [w,], setzt ferner [Aw;] = [u], so erhilt man die Formel:

{e=d

20%(00:1(0)9* W) (5) = 2 (— 1fermr=) ) 9%[m,01(0) 0*[was ] ),

in welcher also [@,] = [w, ®,@;0,] ist, wihrend [u] ihrer Entstehung nach eine be-
liebige Charakteristik bezeichnet. Setzt man in dieser Formél nach einander § = 3
und £ = 4, so gehen unter Einftthrung der im Vorigen schon wiederholt angewandten
abgekiirzten Bezeichnung die Gleichungen: .

(o837 0% ] = (— 10115 [01]*0* [ 15] - (— 1% [os 9% [as] +-(— 1) [04]*&*[us),
[o8%0% (4] = (— 104 1€ [01]°0* [p16] 4 (— 10 [0a*0* [wae] - (— 1)1 03] 0% [wss]

beziehlich hervor, aus denen man endlich’ durch Elimination von 8*[u34] die Gleichung:

m (Toa]* — (= 1) [081*) #*[u].
) = = (—Ipo¥ (o1 [0aP 8 [p1e]  + (— 10224 T02]%[04]® 8 [w24]
— (1) (— 10 [ox P [08]*0* [w18] — (— 1)¥*. (— 1935 [o2]*{os]" 9 [2s]
erhilt. Die Charakteristiken der vier auf der rechten Seite vorkommenden ©-Functionen

bilden ein Vierersystem erster Art, und man kann, mit Riicksicht auf das in Art. 8. Gezeigte,
bei festgehaltener Charakteristik [u] durch passende Wahl der Charakteristiken [@,],..., [@,]
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jedes beliebige Vierersystem erster Art, in welchem die Charakteristik [u] nicht vor-
kommt, erzeugen. Mit Hiilfe dieser Formel ist man also im Stande, durch die Quadrate
von vier §-Functionen, deren Charakteristiken ein Vierersystem erster Art bilden, das
Quadrat einer jeden der ewdlf tibrigen linear auszudriicken.

Um die erwiihnte Gopel'sche biquadratische Relation zwischen den vier Func-
tionen #[x18], &[x14], &[x238], #[x24], deren Charakteristiken,. wenn [x] willktirlich
gelassen wird, nach Fritherem ein beliebiges Vierersystem erster Art reprisentiren, zu
erhalten, gehe man von der am Schlusse des Art. 12. gegebenen Formel (C,") aus,
die, wie schon in Art. 13. erwihnt wurde, die merkwiirdige Erscheinung darbietet,
dass die vier bei irgend zwei der drei in ihr vorkommenden &-Producte auftretenden
Charakteristiken ein Vierersystem erster Art bllden Quadrirt man dieselbe in passender
Weise, so erhilt man die Gleichung:

[612]% [634]% 8%[x12] D2[x34] = [513)%[624]% H*[x13] D*[x24] + [5614]%[523]% 83 [x14] #*[x 23]
— 2(—1)%12 [518][524] [514] [623] & [ 13] & [x24] & [x14] & [x23],
in der jetzt noch das Product 8*[x12] #%[x34] durch die vier Functionen §*[x18], #*[x14],
93[x23), 8*[x24] zu ersetzen ist. Zu dem Jnde lasse man in der Gleichung (IIT') an
Stelle der beliebigen Charakteristik [g] zuniichst die Charakteristik [%12], hierauf die
Charakteristik [x34] treten; man erhiélt dadurch die beiden folgenden Gleichungen:

([04]‘ — (—1)m [03]‘) 92 [x12]
= (=1 (—1)3%[o1]*[0a]* 8% [x24] 4+  (—1)¥4(—1)*3-24[02)*[04]® §*[214]
—(— 1P (—1)M8, (— 1)*4-13T01][03]2 ¥ [x 28] — (— 1)%4.(—1)*8.(—1)*4-2% [02]*[03]* B*[x13],

(Tos1¢ — (— 1P1[08)¢) 8*[xs4]
= (—1)*2-14 [01]*[04]*9*[x13] +  (—1)*2-24[02)%[04]*9%[x 23]
— (—1)%4.(— 1)*2-15701]*[03)7 9% [ 14] — (— 1)%. (— 1)**-2[02][08]* 82 [x 24],

aus denen dann, indem man linke wie rechte Seiten mit einander mulﬁplicirt und die
auftretenden Exponentialgrossen, passend vereinigt, die Gleichung:

([04]‘ (— 1) [03]‘)’ % [x12) B*[x34]
=(—1)*". (— 1)*¥+*1To1]*[02]*[03]*[04]*
>< (841x18] + (— 1404 [x14] + (=1 23] + (— 1), (— 1)1 8‘[::24])
+ (— 1)1, (—1)4-8+3-Y[01]*[02]* ([03]4 + (_ 1)84[0 4]4)
>< ((— 1)%-¥ 83 [x 1310 [x14] + (— 1), (— 1)%-Y9%[x23] 9%[x24])
+ (— 1% (— 1)*¥+2 [08]? [oa]? ([01]* + (— 1)5[0z]¢)
>< ((— 12492 [x15] 8*[x28] + (— 1) (— 1)*:¥ §[x14] 9*[x24])
+ ((— 1)°-14 [01]4[04]* + (— 1)°-35 [o2]* [03]‘) 9%[x ma 9[x24]
+ ((— 1)°-%4 [o2]* [04]* + (— 1)0-1%[o1]* [03]‘). 9%[x14] 9[x28]




hervorgeht. Fdbrt man den hieraus fiir das Product ©#*[x12] #*[x34] sich ergebenden

Ausdruck in die obige Gleichung ein, wendet die mit Hiilfe der Formeln (I), (II) des
Art. 14. herzustellenden Relationen: .

— ((— 1)0- % [01]*[04]*[612]%[534)% 4 (— 1)°-%¥[02]* [03]*[512]* [534]’) <+ [513]* [5241’ ([04]‘ —(—1)m [os]‘)’
= (— 1) 58 (— 1)18[01]® [o2]® [o8]® [o]® ([s12]¢ + (— 1)1°. (— 1)M[sse]¢),

—((- 1)°% [0z [o4]* [12)? (834 (— 1)"% [01]¢os]*[s12])° [534]*) + [528]*[514)° ([04]4— (— 1)8#[03]4)*
= (— 1)%.3¢+13.35"_(_ 1)203[01]*[02]*[08]2[04]* ([512]4 + {_ s, (— 1)2[4[534]4)

an und vereinfacht dann noch die auftretenden Exponentialgrossen, so erhilt man die
gesuchte biquadratische Relation zwischen den vier Functionen 8[x13), &[x14], &[x28],
#[x24] in der Form: '

AV)  84[x18] + (— 1)P404[x14] + (— 1)1004[x28] 4 (— 1)%4. (—1)H294[x24]

(1o L o (—1)9470%e18) 97 Fxaa] + (— 1)1 (—1)% 9 5] 9°[x24))

+ (—1yewlon)t El(;f]j[t{z‘;m]‘ ((—1)240°[x13) 8 [x28) + (—1)%. (—1)12% 92[x14] #Tx24])

4 (=)0 +5.6, (—1)14 [634]*+ ([—5.;,2;:’['5(1;]1’)’“ [512]* ((_ 1)5-1¢ 93[x 13] 9%[x24]
+ (— 1)8:2¢ 92[514) o*[m])

3)[514][523)[524]([08]*— (—1)*'4[04]*)*

[T [02[03] 7 04T [612] 554" B 13] 0% 14] 9[x28] Bx24]=0.

+2(—1 )x.o'-}-as'+s.1'-i-s4.u'[51

Die von Gipel*) gegebene specielle Gleichung geht aus dieser allgemeinen Formel
unter anderem hervor, wenn man [x] = [3 g], [@] = [: g], [og] = [2 :], [033] == [i f],
[@] = [gi] setzt. .

Der gewonnenen Endgleichung (IV") soll jetzt, #hnlich wie Borchardt**) in

einem speciellen Falle es gethan, eine andere Gestalt gegeben werden. Zun#chst er-
hilt man aus den Gleichungen (I), (II) des Art. 14. die folgenden Relationen:

[08]* 4 (— 1)"[04]¢

= (— )P (— 1)% ([B18]* + (— 1)4Ts14]¢ — (—1Paoas]¢ — (— 1) (— 1)o[see]¢),
[01]¢ 4 (— 1)1 o2]¢

= (— 1. (— 1)t ([s18]¢ — (— 1)1 [s14]¢ + (— 142 [sas]* — (— 1)?.(— 1) [624]"),

*) Gopel, Theorine transcendentium Abelianarum ete. Crelle’s Journal Bd. 85. pag. 292.
**) Borchardt, Ueber die Darstellung der Kummer'schen Flache ete. Crelle’s Journal Bd. 88.

pag. 288.
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[84]¢ + (— 1)1, (— 1)¥4[612]¢
= (— 1)1 ([518]* — (— 1) 514} — (—1)"2[o2]* + (— 1) (— 1)1 s24]+),
[031*[04]* = — (— 1)8-¥'+1.¢ ((—- 1)t-34[513]%[614]* — (— 1)13. (— 1)*-%'[523]* [524]’) ,
[0 [0e]t = — (— 1P (— D 13 s8] — (— 1) (— 1)*-1*'[51412[524]'=),
und weiter noch die Gleichung:
(e GV Oy Y
=T (= 0 1P o o Y IPR. (— D€ (o4l & V(= P (— 1) [s28]?
- Fan V=T Y(— DR (— 104 [s24]) |
wobei allgemein J/{— 1)1 eine beliebige der beiden Wurzeln £ der Gleichung £? == (— 1)1

1,—1
bezeichnet, und das Symbol+ IT bedeutet, dass das Product Jjener vier Terme gebildet
werden soll, welche aus dem allgemeinen, hinter dem Symbole stehenden Gliede hervor-
gehen, wenn man an Stelle von ¢, & nach einander die vier Variationen der Elemente
+ 1, ~ 1 zur zweiten Classe mit Wiederholung treten ldsst. Unter Anwendung dieser
Relationen geht, wenn man noch die Charakteristik [x] in neuer Bezeichnung durch
[xw,] ersetzt, aus der Gleichung (IV") die folgende hervor:

84[x518] 4 (— 1)M49*[x514] 4 (— 1)M29*[x523] + (— 1)%4. (— 1)12.9%[x524]

(=1 [618]* 4 (— 1)*1*[514]¢ — (—1)"*[528)¢ — (—1)*!*. (— 1)! *[524]*
: (—1)!- 3 [518)2[514]* — (— 1)'®. (—1)*- 34 [528)?|524]?

> ((— 1)1-3¢ 9%(x513] % [x514] + (— 1)1'2. (— 1)3-34 93[x523] 6‘[::524])

—(— 1)"42: [618]¢ — (— 1)**514]* 4 (— 1)"*[528] — (—1)**. (— 1)"*[524]¢
. (—1)%-3 [518)7[528]* — (—1)**. (—1)™®- 4 [514]2[524]

=< ((— 1)12-% 93[x513] 92[x528) + (— 1)%4. (— 1)12-4 82[x514] &’[x524])

— (— e BT 1)%4[514]¢ — (—1)"*[628] 4 (—1)*4. (—1)"I*[524)¢
(— US4 518]3 (524 — (— 1) 4+ 33 [514)3[528]

>< ((— 1)1-3+2-4 5% 513] B2[x524] 4 (— 1)1-4+2-3 92 [x514] 8’[1:523])

;I_ 2 (— 1)1 (=0 =) (— 1) [513][514] [523] [524]
(— 1" [513][614]) — (—1)'F. (—1)* %[ 528]*[624]7)

+1,—1
IT () [518] e,V (1) ()M (514 re,V (=1 2(—1)** 828"y V (TP (— 1)1I(—1)[624]9)
((—1)'**[518)7(528]*— (—1)° *.(— 1) [514)2[624]%) ((—1)"* T 24 [513)7[524]— (—1)' 4+ 23]514]2[623]?)

>< 9 [%5613] & [x514] F[x523] #[x524] = O.
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Aus dieser letzten Gleichung aber erhdlt man endlich noch, indem man:

V(=17 T8 [x518] =0 (x618), }{— 1)°8 J/{— 1) -V & [x614] = e{x514),
V(=D Y(— 1)2-59[xs28) =6 (x523), V/(— 134V (— 1)Y= 1) & [x524] = 0 (x524),
V(=1 ¥o15] = (518), Y(—1)** V(= 1) [514] = (514),
V(= 1) Y/(—1)*¥[o28] = (s28), V(— 1™V (— 148 V(= 17 -4[824] = (524)

setzt, wobei allgemein unter /(— 1)’ eine beliebige der beiden Wurzeln £ der Glei-

chung £ =}/ (—1)I7, und unter Y/ (— 1)@ @ eine beliebige der beiden Wurzeln § der
Gleichung §* = (— 1)@ zu verstehen ist, die Gleichung™):

0% (x518) + 6%(x514) + 0*(x523) - 6*(x524)

cse  (B13)% 4 (514)* — (528)¢ — (524)* :
— (— 1) @ (;1;;251 4;—,__((523)), (52(4), ) (e’(xbla) 0%(x514) 4 0%(x523) e’(u524))

(= yer B19:= (61044 (528t — (524
— (=1 (5137 (623)" — (514)* (524)°

. (513)* — (514)* — (523)* - (524)*
o — (= 1)x-123¢ ( (213),252 4;,__ ((5111))*;:2(:«1)2’ ) (e?(uma) 0% (x524) + 0%(x514) e’(xwa))

+1,—1
42 (— 1) (518) (514)(528) (524) IT ((613)® + ¢, (514)? 4 &, (523)? + e, £, (524))
) ((618)*(514)"— (528)* (524)") ((618)%(523)* — (514)" (524)") ((613)%(524)® — (514)%(623)7)

>< 0(x513) 0(%514) 0(%523) 0(x5624) = 0.

(e’(xals) 0%(x523) -+ 6%(x514) e*(x524))

Vergleicht man zum Schlusse die in diesem Artikel gewonnenen Resultate mit
denen des Art. 14, so erkennt man, dass mit Hutlfe der Formel (III') durch die
Quadrate von vier ©-Functionen:

V) f[rw,05](v), o[xo,@](v), F[xe,o](r), #xw,0](v),

deren Charakteristiken ein Vierersystem erster Art bilden, die Quadrate der zwdlf
tibrigen sich in analoger Weise linear ausdriicken, wie im Systeme (III) durch die
Quadrate von vier &-Functionen:

(Vy) Bxw,](v), o[xay)(v), &[xas) (®), Oxo,0,0(v),

deren Charakteristiken -ein Vierersystem zweiter Art bilden, die Quadrate der zwdlf
iibrigen sich linear ausdrticken. Solche zwdlf Gleichungen (III) ersetzen dann ebenso
w@ die Gleichungen (III), wenn man noch die Relationen (I), (II) hinzunimmt, die
simmtlichen Gleichungen (4,), (B,), und es ersetzt weiter in Verbindung mit ihnen
die Gleichung (IV’), in #hnlichem Sinne wie frither die Gleichung (IV) zusammen mit
den Gleichungen (III), die simmtlichen Gleichungen (By), (C,), insofern als man aus
ihr unter Zuhtilfenahme der Gleichungen (I), (II), (III') durch eine Reihe passgnder

*) Vergl. hierzu: Frodenius, Ueber das Additionstheorem der &-Functionen etc. Crelle’s
Journal Bd. 89. pag. 205.

XRraAzER, gweif. unendl. Thetareihen. ]
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Umformungen zu jeder der Relationen (By), (C,) gelangen kann, wenn man nur dabei
die directe Vergleichung der &-Reihen zur Bestimmung von Grossen, die den Werth + 1
oder — 1 haben, beniitzt. Quadrirt man die Gleichung (IV’) so, dass die entstehende
Gleichung nur gerade Potenzen der &-Functionen enthilt, so kann diese letztere mit
Hilfe der Relationen (I), (II), (IIT) in die Gleichung (IV) tibergefiihrt werden.

17.

Die fiinf vorausgehenden Artikel haben sich mit der Untersuchung jener -Relationen
beschiiftigt, welche aus der Formel (R) des Art. 9. folgen. Die Formel (R) selbst ent-
stand durch Combination der Formeln (P,), (P,). Die diesen letzteren entsprechenden
©-Relationen sollen jetzt abgeleitet und zur Herstellung der Additionstheoreme der
#-Quotienten verwendet ‘werden.

Versteht man unter [@,] eine beliebige gérade Charakteristik und denkt sich die-
selbe in drei ungerade zerlegt, so kann man, welche der beiden moglichen Zerlegungen
auch vorliegt, die Bezeichnung der ungeraden Charakteristiken durch [@,], . . ., [@;]
immer so einrichten, dass die betreffende Zerlegung durch [w,] = [®, @, @5] reprisentirt
wird, und es nimmt dann die entsprechende Formel (P,) oder (P,), wenn man noch
beriicksichtigt, dass in derselben (w,) die Grosse #'(w,, (x®;) die Grosse Z(x.,; vertritt,
die Gestalt:

i=3

P) Ziog = D(— 1Y% ™z
{=0

an. Diese Formel bleibt nach dem in Art. 12. Bemerkten richtig, wenn man
&g = (— 1) 8, 1(0) 8[w,0] (n + v) #[wy0]) (¢ + ) #[w06](— v — ),
Zirey )= (— L;*@) e 9 xw,](v) 8 [x0,0](v) ¥[xw:0](w) & [xw;06](— n — v — )

setzt, unter (x), (v), («¢) unabhiingige Veréinderliche verstanden. Lisst man in diesen
Ausdriicken (v) zu (— u) werden, so muss, wenn Z',; nicht der Null gleich werden
soll, in welchem Falle die Gleichung () entweder eine Identitit oder eine der
Gleichungen (B,), (C;) des Art. 12. liefern wiirde, die Charakteristik [w,0] gerade
sein. Setzt man daher weiter, indem man unter [w] eine beliebige gerade Charakteristik,
die auch der Charakteristik [@,] gleich sein kann, versteht, [p] = [w,®], so gehen die
obigen Ausdriicke fiir z"-,,), Z(x,), wenn man noch an Stelle des Buchstabens w den Bu@l-

. staben v treten liisst, beziehlich iiber in:
T fw,) = (— 1)) @0 +@ W) § g ](0) & [w](0) #[w,0](* + v) #[a6](x — ©),
Tra, | = (— 1)%0) o0 § e, (1) # (20,0 0] — ©) & [x0;6](r) & [x0,00:6](— t),

und aus der Gleichung (P) entsteht, wenn man jetzt diese Ausdriicke an Stelle von
@'{uy); Zxw;) einfibrt, eine #-Formel, der die Gestalt:




) #l0,)(0)#0](0) #le,6](r -+ ¢) #[ae](u — v)
i=3 [ ] 3

= 2 ( -1)reite, (—1)("%w.-)(%";0)'4-(0)(“0)'8[uan]((u))19[:«0300;0).-](( -u) 8xw:6)(v) Hx0,006](—v)

gegeben werden kann.

Setzt man jetzt in dieser Gleichung, in welcher [6] eine beliebige Charakte-
ristik bezeichnet, [6] = [@&,65], indem man unter [w,], [3] zwei beliebige gerade
Charakteristiken versteht, die auch einander gleich sein diirfen, und wendet die Formel
() des Art. 1. an, so nimmt dieselbe, nach passender Verelmgung der Exponential-
grossen, die Gestalt:

2) #[2,1(0) #(a1(0) 0 (o061 (s + +) 8 (o) — v)

— D 1y (1) e (o) 3] () @ rmng 0] () & Lo, Ge]) (1) 9oy 50: ()

an. In dieser Formel bezeichnen also [@,], [@], [&,], [@] vier willkiihrlich gew&hlte ge-
rade Charakteristiken, die auch®theilweise oder alle einander gleich sein kénnen, [e,],
[@,]. [ws] drei ungerade Charakteristiken, die der Bedingung [w,] = [0, w, ;] geniigen.
Zerlegt man jetzt auch die gerade Charakteristik [@,] auf eine‘der beiden mdglichen
Weisen in drei ungerade, und bezeichnet dieselben mit [a,], [@,], [&], sodass also
T3] — [@, @y @5] ist, so kann man in der letzten Gleichung [@,] = [@&,] setzen, wenn
man nur gleichzeitig an Stelle der Charakteristiken’ [@,], [@,], [@;] die drei Charak-
teristiken [@,], [@,), [@,] treten ldsst. Thut man dies und setzt weiter noch [w] = [@],
fiihrt auch an Stelle der beliebigen Charakteristik [x] eine andere gleichfalls willkiihr-
liche Charakteristik [4] ein, so entsteht aus der Gleichung (Z) die Gleichung;

(¥) #[,](0) &[] (0) 8[0](« + v) & [&,63](u — )
i=$8 .
= D (— 1) D[Ac) () HAcho6 6 () D (46051 (s) A6E (1),

und man erhilt schliesslich, indem man linke und rechte Seite von (Z) durch linke
und rechte Seite von (N) beziehlich dividirt, das Additionstheorem der & Quotienten
in folgender allgemeinster Gestalt:

8 [, 005, 3] (u + v)
#[0)( » + v)

f |6l &' (o walo ) (20; ) 8[“‘”]«“)) 'ﬂ[’”"oo’m]((“)) 8[’"”‘00”0)]«”)) 3[%006.70&)0]('.')
'_0( 1) (=1 o0y eo1(uy) 9!0]«0)) #[0](x)

(6, (0) 8157 (0) a0](w) ~ o[0]J(x) " AQI(x)  ALo(x)

i=3$§ , v e s v . | , .
B [w,] (0) #[x] (0) 2(— 1)(10,,‘)('500;), o] (u) #id,00,](u) #[lo,6,)(r) &[1cas,](v)
=0
Da hierbei [w,], [®@], [&,], [6] vier beliebige gerade Charakteristiken bezeichnen, die
auch theilweise einander gleich sein konnen, so kann man dieselben stets auf mehrere

8*
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Weisen so bestimmen, dass die linke Seite abgesehen von einem Factor 4+ 1 in
8 [e](w + v) : #[0] (% + v) tibergeht, unter [¢] eine beliebige der fiinfzehn von [0] ver-
schiedenen Charakteristiken verstanden. .

Setzt man in der gewonnenen Formel [@] = [@,] == [0], [x] = [®@], [4] = [0],
so erhidlt man die Gleichung:

8w, 0] (4 + v)

_ “ofo](u +v)
8 [w,0] () 8[w,](r) &[w](v) _I_iws (o) () 8lwa,]() e_[alo__m,._]_@ 8[w,](v) i[m‘mow,:] @
8[0](x) @[0](») @[0](v) ,.=_,,(_ 2 VOTR[0)(u) T e[01(w) #[0J(v) ~ #[0](v)

k)

8[0,)(0) o[a)(0) [ ST 2[60) ple)
#[0](0) "#[0](0) e &o](u) 2'[0](v)

in welcher nunmehr die vorkommenden ungeraden Charakteristiken den Bedingungen

[@, 0, @;] = [@,], [@3,6565,] = [0] unterworfen sind. Diese Gleichung stellt die ein-

fachste Agditionsformel fiir den zu einer beliebigen Charakteristik [¢] gehorigen

O-Quotienten dar; sie besitzt die Eigenschaft fiir (v) == (0) immer in eine identische
Gleichung iiberzugehen. Setzt man auch noch [@] = [0], so geht aus ihr die Gleichung:

8w, ](x + v) -
i [0] ((u + ”» : .
i=3
8 [0y] (u) @ [m,](v) . @: ) LACAI O RATN-R| «“_» [o0,](v) 8o, 0]()
#[0]{«) @[0](v) + ;: (= ) afo](w) @[01(x) @[0](») 2[0](v)

i=3
. 8[w,](0) 82[d) () 9°(6,) «v»}
3[0)(9) {1+ ;: P00 T -

hervor, welche die einfachste Additionsformel fir die den geraden Charakteristiken
entsprechenden &-Quotienten représentirt. Dieselbe besitzt die Eigenschaft, dass jedes Glied
in Bezug auf die Variablensysteme (%) und (v) symmetrisch ist; sie geht immer fiir («)
= (0) und ebenso fiir (v) = (0) in eine identische Gleichung iiber.
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% +91—-6 -8 =3 +21—6 —8
yite —g —z1=3 —g1+6 — 8
n+9 —v —er1=3 —g1—6 +38
L tor-91—1 =3 +91+6 +8

g —g1+6 -8 =31+¢ —9 — 31
VI-® +¢ —gr=31—8 +.9 —3I
-9 +% —¢1=31—¢ —g +.31
L— or+91—1 ﬂ3+m +.9 +31

& —o1—6 +8 =11+9—3—61 '3 +91+6 +8 =2+ 01— 911

¥i—¢ —¢ +a1=11—94+3— 61
H—9 —¥% +e1=11-,9—-3+¢1
L —01—91+1 =114 94 3+ a1

& +o1—-21—¢ =3 +91—31—39
¥1+€ —8 —6 =3 —g1+31—9
0I+2 —¥% —gr=32 — 21— 3I+39
9 +1I—91-71 =3 +g1+21+.9

g +91—v1-¢ ﬂ« +3I3Im
81+g —8 —6 =3 —gI+rI—¢
01+2 —9 —T1=3 —gI—31+8
v +e1—91—1 =35 + 91+ 31+¢

91+91-6 —01=291+91—6 — 2
PIHEI—11—31=91—g1+,6 — 01

9 +9 —% —¢ =91—91—6 4,01

L+8 —2 —1 ﬂ3+2+m +S

S.T.: —eI—T11= 91+, ﬁl ﬁl :
¥1+61—01—6 =91—91+31—,11
8 +L —% —¢ = 91— 91— 314,11
9 +¢ —z —1 =91+ 91+ 31+,11

& —9r1+-31—9 nz:+m —8—.6
¥I—¢ +8 —6 =31—5 +8 —
01—L +¥ —sI=3I—¢ —8 +a

9 —11+91—1 =3%1+¢ +8 +.6

mlol.ﬁ mnﬁ+a|wla
B1—9 +8 —¢ =31—9 +8 -6
oﬁlp +9 —11=321—9 —38 +6
¥ —er+o1—1 =z1+9 +8 +.6

91—9g1+6 la.l:+ f-. n—321
FI-eI+1I—al=F1—g1+ 11~ 3l
¢ —9 +¥ —¢ = F1— &1 11+,31
Lt —8 +2 —1 =3¥1+, £+:+ 21

91— £+2 :I2+ 21 T.a
PI—e1+01—6 =JF1—2e1+,01—6
8 —L +¥ —¢ =31 - ¢1—01+6
9 —g +3 —1 I3+ 2+ S+a

9T+eI—¥I—e1=91+ 91— y1— €T
§+:|2|a =9T— 91+ F1—,81
8 +h —9 —¢ =291—¢1— 31+ 81
¥ +¢ -8 —1 =91+ 01+ Fite1

91 2+ﬂ 1= 1+, T— Sl

SI—11+01—6 =3I— 11+ ,01—6
8 —L +9 —9 =321— 11— 01+,6
¥ —¢ +8 —1 =g1+11+ 0145

& —9I—31+9 =01+~ — 61
¥1—¢ —8 +6 =01 L+ v—281,
01— —¥% +e1=,01—2— 3+ 81
9 —11—91+1 = o1+ L+ ¥+ 81

vite +9 +a1=1—01+91—1
1+9 +v +e1=2—01 - 9141
L tor+9r+1 =2+ 014+ 9141

P +ﬁ+ﬁ+o =,9+11-91—1
v1+¢ +8 +6 =,9— 114+ 91— 1
o1+2 +v +er=09—11- - 91+ 1
9 +r1149141 =94 11+4.91+,1

(4 |£.|E+m =,01+,.—,9—,11
31—9 —8 +6 =01—2+,9— 11

& +o1+91+8 =3+.81— 91— 1
a1+9 +8 +6 =y— g1+ 91— 1
or+s +9 +1r=3—81—,91+ 1
¥ +ertor41 =3+ 81+ $+ 1

S+£+a +Sﬂ m+m —% =
E+§+:+§ﬂp 8 +es—1

249 +v +e =2—8 —3 +,1
h +8 +2 +1 =2L+8 +e +1

91+g1+ar+11= e —z —1
ritértorte =9—9 +3 — 1
g8+ +¥ +e=9-9—3+,1
949 4z +1 =9+¢ +3z +.1

ottert¥rter=3+¢ —g — 1
ertritor+6 =3—8 +3 —1
gtL+9+e=3-¢—3 +.1
v +e +z +1 =3+ +z +.1

0I—L —9 +11==01—L— 9+ 11
¥ lﬁl3+~ =01+ 2+ 9+ 11
91—g1—6 +01=¢ +9-3—28
FI—I—T114+5I=¢0 —9+F7—¢
¢ —9 —F +g =g l.o|.¢+.m
L—8 -3 +1=0+9+5+g
N—I—5I+II=8 +L—F—¢
¥i—er-o1+6 =8 —L1+3—¢8
'8 —L -% +e =8 —L1—¥t+g
9 —9 —g +1 =8 +.2+3+5
3|£L:+ﬁﬂ 8 +.L1—9-¢
a—11-01+6 =8 —L+9—39 _
8 —L—9+e=8—2r—9+29
¥F—¢ =3 +1 =28 +.L2+9+¢9
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& +01—91—8 =37 +01—91—8

Iz —01+91—8 =¥1+9 —% — 21 & —01—91+8 =11+ ¢—9— 07 '8 +01+o1+8 =2+91—6 —1

vI+9 —v —g1=75 — 01+ 91— 8:41—9 +¥ —eI=31—9 +¥ — 51 |[¥1—9 —¥ tar=11-g+9-¢1 ¥1+9 +¥ +ar=L—g1+6 —1
11+8 —¢ —§I=3 — 01— S+w 1i—¢ +¢ —er=31—9 —¥ +31 11—¢ —¢ +e1=11—g—2o+¢r 11+e +9 +er=L—91—6 +1
L +91—6 —1 =3 +3+ 91481 —g1+6 —1 =§1+,9 +% +31.L —91—6 +1 =11+ ¢+ gt 61 L +erte +1 =1+ g1+6 +.1

3 +: 6 —¥% =3 +, T— 6 —3's —1r46 —v =91+.9 —L —¥1 3 —T1—6 +¥ n.2+.ml.wlz.~ % +114+6 +v =g+01— 31— 1

|
9148 —L —¥1=3 —,11+6 — ¥ 91-g +1 —y1=91—9 +1 - jﬁlm -1 ty=g1—8+9—91

¢1+8 —9 —¢1—3 —I1—6 +¢ £1—8 +9 —9I=291—9 — L +2 g1—8 —9 +er=2g¢1—8—9+ 91

o1+¢ +4 +ri=g—01+31—1
s1+8 +9 +e1=g—01—321+1
m +or+z1+1 =g+ 01+ 21+.1

¢ +01—51—-1 ne+:+m +re —01+31—1 =91+¢9 +.2 +3 g —or1-zi+1 =g1+8+.9+er
s +1i— ﬁlplm +:|3|h_m l:.T: bl2+mlwlm ,«l: FI+L .u3+m almm
91+9 ¥ —6 =z — 11+ 31— L'91—¢ +% —6 =91—-¢ +¥ —6 919 —% +6 =,01—g+,9- 21
o1+¢ —9 |3I«I:|3+p 01—¢ +9 —gr=91—¢ — 3% +.6 o01-¢ —9 +gI=01—-8— o+£

8 - g1—21+1 =01+ ¢+,9+.¢1

8 +e1—
TS =T I oot E
2 +:|3Im =3 +11-91—92 |:+..:|.. =31+ — ¥ Ia g —11—91+¢ =01+ 8—8—81

_ -
¥i+L =% —6 =2 —I1+91—¢ $1—L +¥ —6 =F1—L +F —6 1¥1-L —¥% +6 = 01— §+8— 61
o1+¢ —8 —g1=3 —1—91+¢ o1—¢ +8 —gI=F3I— L — 7% +.6 01—¢ —8 +er=01—2¢— 8+ 51

9 +91—81—1 =3 +:+2+m. 9 —e1tar—1 =31+.2 +¢ +6 9 -ari—artr =o1+e+8t+.61

z +€1—6 —9 =3 +61—6 —9 & —gI+6 —9 nl:+m - h —3I m —g1-6 49 ﬂ:+m «.lﬁ
91+e —L —81=2 —6I+6 — 9 91—-¢ +L —2r=91—¢ +1 l.mf: g —L ter=711—8+ 73— 4T
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3 +:+$+h =g+, mT. 3I—.1
91+¢ +v +6 =g—g1+31—1
o1+¢ +9 +gI=28-¢€1— 21+ 1
8 +e1far+1 =g+e1+, 2+ I

3 +:+3+n = w+ El ﬁl 1
1+ +¥ +6 =9—g1+31—1
o1+¢ +8 +er=,9—2g1—3I+1

9 +erter+1 =9t e1+31+1

s +e146 +9 =g+, 01— ¥I—, 1
914+¢ +2 +er=,2¢—01+ 311
148 +v +er=g—01—31+,1
¢ +o1+v1+1 =9+ 01+ 31 +1

% +e1—31—L =3 +.£I.w|.m & —¢It+er—L ﬂ.3+\m —9 =6 8 —g1—gI+L =01+,9--v— 81
914¢ —9 —6 =3 — &1+ 3I—L 91—¢ +9 -6 =91—¢ +9 —6 91—¢ -9 +6 =01- 5+ ¥— 21
o1+¢ —% —g1=35 —§1—3I+.L 01—¢ ++ —gI=91—¢ —9 +.6 ;: g —v +a1=01—g—+.91

8 +r—rmi-1 =g +ertzrtLs l:+2|~ =91+¢ +9 +6 w —1—¥1+1 =01+ 943+ 91

3 +e1—91—8 =3 +.81— m:lmﬁm aml 91—¢ H§+p —9 —6 3 Iﬁlol.m ul.bm+.al~ml\:
a+1'—9 —6 =3 — g1+ Slﬁmlp +9 —6 =31—L +9 —6 &1—L —9 +6 =01—9+ 8,11

o1+g —8 —TI=3 — 81— 2+m 019 +8 —11=21—L —9 +,6 01—9 —8 +11=01—9—8+11
¥ tor—v1i—1 =3 +.61+, £+m. ¥ lm~+: -1 ﬂ2+p +e +.6 ¥.--g1—F1+1 ...3+h+ 8+,11

g tertarte ﬂ.m+.: J@lp
91+¢ +9 +6 =8— 11+ 31—.1
o1+¢ +v +91=28—11— RAS A
8 +:+$+~ =g+, 11+ 2._. 1

+2+2+m ﬂ«+ oT— 1 — ~
si+L +9 +6 =3y— g1+ y1—1
8+a +8 +ri=y—g1— ¥+
¥ +ﬁ+i+~ =3+, £+ ¥F1t+1
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91431 6 —g1= 91+ ﬁlm ¢ —7
ST+ 11 —0T—¥T1=91— 81+ 8 — F
¢ +L —9 —a =91—g1—¢ +7
¥ +8 —¢—1 lS+ﬁ+m. +3

g1+91—3

1+e1—6 lil :+ f—g Iq.
eT+ITI—01—91=11—g81+ 8 —F

€ +¢ —8—e=31—¢81-¢ +3%
¥+o —L —1=31tgit+e +3

=01+ a1—6 —g&I 9T gT+e —F =T+ 11— 01— 31 91—-¢I—¢ +¥
gI+11—2 —8 =,91—&i+,6 g1
6 +01—-9 —¢ =91—21—6 +.8I,
&1+11—5 —1 I2+ .;+a +2

=g +L—9—3 2+3._ ety =3 +8 —g-1
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€~ +9 —5=gI—J1—2+8 |8 —L —9 +5 =6 —01—9+9 ¢ +1 +9 +5 =g1—F1—3+1

¥ =8 +¢ —1T =gr+11+L +8 v -8 —9 +1 =6 +01+9+29 |¥ +8 +¢ +1 =g+, :+ w+ﬁ
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