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A SA MAJESTE

LE BOI

CHARLES ALBERT

LtC',

V OTRE Majesté a daigné m accorder la permission de

publier cet Ouvrage sous ses auspices. Je sens tout le

prix de cet honneur; et après avoir ejcécuté une aussi

vaste entreprise^ sans cesse soutenu par une forte volonté

de mettre la théorie de la Lune en parfaite harmonie ai'ec

robservation
,
je ne pouvais pas souhaiter davantage.



Votre Majesté ma prévenu par des marques si éclatau'

tes de sa protection et de sa haute bienveillance
^
quil y

aurait de Fingratitude de ma part^ à ne pas Lui témoigner

publiquement à quel point pen suis touché.

Le mouvement imprimé par Votre Majesté aux Sciences

et aujc Lettres par la création d\in nouvel Ordre , destiné

à récompenser.) dans ses Etats ^ le mérite transcendant ^ et à

maintenir sans cesse allumé le Jlambeau des Beaux Arts
,

fera de Votre règne une époque a jamais mémorable pour

le Piémont.

Je ni acquitte aujourd\hui d\ui devoir^ et je profite de

la circonstance la plus glorieuse de ma vie pour rendre

à Votre Majesté un hommage pur., dicté par la plus vive

reconnaissance. A ce seul titre., j'^ose croire quElle dai-

gnera Vaccueillir avec bonté.

Chaque partie des connaissances humaines a son lan-

gage et son style: malheureusement .,
cette branche de la

Mécanique Céleste ne permet pas de traduire en peu de

mots , à Vaide du langage ordinaire , les principaux résul-

tats^ qui sont le fruit réel d\tn enchaînement de calculs

aussi compliqués. J\ii cependant essayé de surmonter cette

difficulté ; mais je dois P ous avouer^ Sire, Vinutilité de

mes efforts. J\ii du céder à Vinflexibilité de VAlgèbre .^



pour ne point voir Vobscurité et la complication prendre

la place de la clarté et de la concision cpii sont inhérentes

au langage algébrique ; aujc signes de ce puissant instru-

ment de rentendement humain auquel on doit plusieurs

de ces grandes découvertes qui, sous d""autres formes , se

répandent dans la société par de nombreuses applications

utiles.

Cest ainsi que les théories abstraites de la Dynamique

acquièrent une importance majeure lorsquon les applique

au mouvement de la Lune. Cet astre
,
quon a d''abord cru

n avoir été donné à la Terre que pour Péclairer pendant

les nuits, ^ff^^ ^' Vespèce humaine un avantage plus pré-

cieux. Hipparque de Bithynie, deux siècles avant notre

ère, avait déjà compris
,
que les éclipses de Lune pouvaient

servir à la détermination des longitudes géographiques.

Seize siècles après lui, Copernic , en établissant le double

mouvement de la Terre,fit sortir VAstronomie de la sphère

étroite qui Vavait renfermée jiisqu alors , et amena bientôt

sur la scène du monde savant Vim-mortel Galilée, qui, met-

tant à profit une de ses découvertes, proposa pour le même

objet, robservation des éclipses des satellites de Jupiter.

Mais de pareils moyens sont incertains , et tout-à-fait

insuffîsans pour déterminer les longitudes en mer. Les



Astronomes du i 6. "™ siècle sentirent déjà que la Lune^ par

la rapidité de son mouvement
^
pouvait fournir un moyen

plus exact et d\in usage journalier. Cette idée était sans

doute très-ingénieuse. Il est vrai cpi'elle ne fut d''abord

au une spéculation inutile aux besoins de la navigation , et

que pendant trop long-temps encore plusieurs navigateurs

périrent victimes de Vestime incertaine obtenue par le Loch

et la Boussole. 3Iais après la découverte des instrumens à

réflexion^ faite en i 73i , on est revenu avec plus d^ai^deur

à ridée radicale^ d^employer le mouvement de la Lune

pour déterminer les longitudes ; et par des perfectionne-

mens graduels , cette méthode a enfn été portée de nos

jours au rang des découvertes qui réunissent la grandeur
^

Vutilité^ et le mérite de la difficulté vaincue.

Sire, c''est à ces considérations^ cest à la noble cu-

riosité qu excite en nous l'explication de Vétonnant phé-

nomène du flux et reflux de VOcéan ^ et le calcul exact

des éclipses pour les siècles passés et à venir
^
quest due

Vimportance attachée aux travaux des Savans qui tendent

à perfectionner nos connaissances sur le mouvement du

satellite de la Terre. >

J'^ignore quel sera le sort de cette nouvelle théorie

de la Lune , malgré V avantage incontestable qu elle a



de représenter jîdèlement ce genre de phénomènes par

une déduction toujours conforme au grand principe de la

graçitation universelle. Il y a loin de ce principe dû à

Nevi>ton à ces craintes chimériques causées autrefois par

rapparition de certains phénomènes célestes ; il y a loin

de là à ces premières observations astronomiques^ qui ne

présentaient que des faits isolés
,
presque sans attrait pour

une imagination impatiente de remonter à la cause qui

établit entre eux une liaison analytique.

Egalement éloigné de la crédulité et de la prévention^

fignore., si^ la liberté avec laquelle fai discuté les recher-

ches antérieures dans les points qui ne me paraissaient

pas à Vabri de toute objection., sera., en général., blâmée ou

approuvée ; ou du moins permise à un ami sincère de la

vérité
^
qui peu content de la voir parfois rencontrée par

un heureujc hasard^ eocige quelle soit toujours solidement

établie par le calcul et par Vobservation. Mais j^ai Vintime

conviction d''avoir toujours émis Vopinion que je ni étais

formée d''après mes calculs et mes réfleocions ; de n avoir

rien négligé
., rien avancé légèrement ; et d''avoir fait enfin

tout ce qui dépendait de moi pour rendre cet Ouvrage

moins indigne d''étre dédié à Votre Majesté.

Mes voeux seraient remplis^ si
^
par là j^attestais à



la postérité^ autant quil est en mon poui^oir
^
que Votre

Majesté sa^^ait apprécier et dignement encourager Vëtudede

la plus sublime parmi les Sciences naturelles ; de V/JstrO"

nomie
,
qui constitue le plus noble titre de Vintelligence

humaine.

Je supplie Votre Majesté d''agréer les sentimens du très-

profond respect açec lequel je suis^

S1RE5

lïii.f. %-M'

De Votre Majesté,

À Turin le 7 septembre iSSi.

tÀ

Le très-humhle et très-obéissant serviteur

et fidèle sujet JEAN PLANA.



J-Ja Théorie du mouvement de la Lune exposée dans cet

ouvrage dérive du seul principe de la gravitation universelle
,

et n'emprunte de l'observation que les données indispensables,

c'est-à-dire les constantes arbitraires du problème. Les trois

coordonnées de cet astre , dont la formation pour un temps

indéfini constitue le but que l'on veut atteindre, se trouvent,

en dernière analyse , exprimées par des fonctions littérales et

explicites, qu'il a suffi de réduire en nombres pour obtenir

les coefficiens des inégalités immédiatement comparables avec le

résultat des observations astronomiques.

Les inégalités de la longitude vraie renferment toutes celles

qui peuvent se trouver dans son expression, depuis les quantités

du premier ordre jusqu'à celles du cinquième ordre inclusivement :

c'est là le terme de l'approximation
,

généralement parlant.

Mais on a poussé plus loin le développement des coefficiens,

qui , eu égard à la lenteur de la convergence des séries par

lesquelles ils sont exprimés, exigent la considération des quan-

tités d un ordre supérieur au cinquième. Telle est la raison de



l'inégalité que l'on voit régner dans cette théorie , relativement

au maximum de 1 ordre jusqu'aiiquel les coefFiciens ont été

développés. C'est ainsi, par exemple, que le coefficient de

l'équation séculaire de la longitude a exigé la considération des

quantités du septième ordre.

Newton , à l'aide de l'analyse mathématique , a pu déduire

aisément des phénomènes généraux et simples la loi de la gra-

vitation de la matière
,
qui par son universalité et l'égalité de

son action atteste l'unité du plan de l'univers; mais l'application

spéciale de cette loi aux effets très-composés qui ont lieu dans le

mouvement des satellites entraîne à des calculs immenses. Ces

.calculs sont remarquables par la variété et par la finesse des

considérations que leur exécution demande, pour saisir la totalité

des termes qui demeurent sensibles après les intégrations, et

pour concevoir par quelles combinaisons s'opère la destruction

plus ou moins complète de ceux qu'on croirait sensibles d'après

un examen moins approfondi.

Chaque coefficient des inégalités lunaires peut être considéré

comme une fonction éminemment transcendante des constantes

arbitraires, qu'il est impossible de présenter sous une forme finie,

indépendamment du signe intégral. Et cela ne paraîtra pas sur-

prenant, si l'on réfléchit que plusieurs questions infiniment plus

simples, sont, à cet égard, dans un cas semblable. On ne peut

donc connaître que par leur développement les fonctions , à

l'aide desquelles on veut exprimer le mouvement de la Lune,

soumise à l'action simultanée de la Terre et du Soleil. La

méthode des approximations successives peut , seule , fournir

ces développemens par un procédé uniforme dans sa marche,

et mettre en évidence les différentes parties du premier, second,

etc. ordre, qui appartiennent aux fonctions ainsi développées.



La solution du problème pejd par là le caractère inhérent

aux solutions en termes finis; mais elle ne cesse pas de de-

meurer strictement littérale, et d'être applicable même dans

les cas où des causes accidentelles changeraient sensiblement,

entre certaines limites , les élémens actuels de l'orbite de

la Lune. Certes , rien n'autorise une telle hypothèse ; mais ,

en opérant comme si elle pouvait se réaliser dans les siècles

à venir , on imprime à la solution du problème des trois

corps un caractère plus subordonné à la doctrine des séries.

Par là on obtient non-seulement les résultats qui peuvent

satisfaire aux besoins actuels , mais on acquiert en outre des

connaissances plus étendues sur le mode de leur liaison ave.c les

élémens dont ils sont fonction. De là dérive aussi l'avantage non

moins précieux de pouvoir mesurer le degré de convergence des

différentes séries, qui, réduites en nombres, fournissent les coefG-

ciens cherchés, en offrant, par leur gradation même, un moyen

simple pour estimer avec assez de justesse la partie négligée.

La méthode que nous avons suivie pour déterminer les coeffi-

ciens des inégalités lunaires est analogue, sous un certain point

de vue, à la méthode exégétique que J^iète demandait pour

trouver, par des opérations successives, toutes les parties de cha-

que racine d'une équation algébrique. Newton , sans abandonner

la condition d'une solution purement littérale, a donné pour

cet objet une règle connue sous le nom de parallélogramme

analytique
j
qui fut ensuite démontrée et simplifiée par Lagrange.

Cette même méthode a été reprise, perfectionnée, et étendue

par 1 illustre Auteur de la Théorie de la Chaleur. Cependant

on ne peut se dissimuler que , dans la théorie des courbes

(pour laquelle cette méthode a été inventée) il y a une cir-

constance qui j en général , lui procure un avantage. Ici , la



lettre qui règle le développement étant Tabscisse, n'est pas un

paramètre proprement dit, et on peut aisément lui donner des

valeurs convenables pour la convergence des séries : mais en

appliquant la même méthode à une équation littérale, renfer-

mant une seule inconnue , on aurait souvent un développe-

ment illusoire , sans un choix préalable du paramètre par

rapport auquel il convient de développer la racine qu'on aurait

en vue: et ce choix est en lui même un problème difficile.

L'idée du développement des fonctions est d'une fécondité

inépuisable. L'opération de la division algébrique en offre le

premier exemple ; et c'est en l'approfondissant que Newton

et Leibnitz ont ouvert une carrière immense aux applications

de l'analyse mathématique. Le principe radical sur lequel tous

les développemens reposent, lire son origine de l'axiome, que

toute quantité peut être partagée en deux parties d'une infinité

de manières. En arithmétique, le parti qu'on en peut tirer est

fort borné; mais en transportant le même axiome dans l'algèbre,

il prend un caractère imposant par le contraste entre les formes

des deux parties qui composent le total. Ici, les opérations sont

diversifiées, et peuvent être conduites de manière que, au lieu

de choisir arbitrairement la seconde partie , on tâche de la

rendre fort petite en comparaison delà première: et, par des

artifices convenables , on s'efforce d'exprimer celle-ci par une

suite de termes dont la succession est réglée par une loi plus ou

moins difficile à saisir. Alors, la seconde partie qui constitue

ce qu'on nomme le reste de la série, peut être rendue inférieure

à une limite donnée; et comme telle, tout en conservant dans

son plein la difficulté intrinsèque qui empêche d'exprimer la

fonction sous forme finie, elle rend nulle 1 influence de cet

obstacle, en la faisant tomber sur des quantités qu'il est permis



de négliger. C'est ainsi que le périmètre d'un polygone régulier

peut être pris pour le périmètre du cercle circonscrit, dès

que l'on permet de négliger les quantités décimales d'un rang

déterminé,3iàJijL £ioh«ifp'3 ^nn à BDodlam smyoi El Jitei:;:

Si les restes des fonctions transcendantes ne peuvent pas

disparaître lorsqu'on les considère isolément, il importe d'observer

qu'il n'en est pas ainsi à l'égard de leurs combinaisons, faites

par voie d'addition, ou autrement. Les exemples de combinai-

sons de fonctions transcendantes susceptibles d'être exprimées

sous forme finie, à l'aide de quantités transcendantes d'un ordre

inférieur et de quantités algébriques, sont fréquens dans les

recherches d'analyse pure. Les transcendantes elliptiques offraient

déjà des exemples fort remarquables des réductions de ce genre;

mais le théorème découvert dans ces derniers temps par M. u4bel

en offre un exemple éminemment frappant, qui ouvre une car-

rière nouvelle aux recherches sur le calcul intégral. C'est ainsi

que p^iète et Barriot, dans le lô.'""' siècle, ont reculé les bornes

de la théorie des équations algébriques par la découverte de

leurs théorèmes sur la composition des coelBciens.

La nécessité d'avoir séparément les coefficiens des inégalités

lunaires, jointe à la complication des équations com.posées d'un

nombre infini de termes
,

par lesquelles ils peuvent être liés

ne permet pas , dans l'état actuel de la science , d imiter les

beaux exemples qu'on vient de citer, lorsqu'on veut en tirer

un parti réel sans être séduit par des idées trop spéculatives.

Après avoir erré dans les régions sublimes de l'analyse , après

avoir heurté contre les écueils qui échappaient à la vue par leur

éloignement, on se voit contraint de replier son imagination,

fatiguée par ces efforts inutiles, sur les principes élémentaires de

la science
;,

pour y trouver des moyens d'exécution, qui, par



VI

leur simplicité même , ne soient pas arrêtés par les opérations

qu'ils laissent indiquées. Alors on découvre peu-à-peu, que la

difficulté réelle de la théorie de la Lune tient à l'excessive

complication du sujet, et on regarde comme une faveur de la

fortune, attachée à la disposition actuelle du système solaire,

la possibilité d'un développement effectif des coefficiens des

inégalités lunaires par des symboles purement algébriques et

convergens. Un examen plus approfondi fait ensuite connaître

que, même avec cette limitation, on a des obstacles assez

considérables à surmonter, lorsqu'on s'impose la condition de

déterminer , avec la précision mathématique , les coefficiens

numériques absolus qui affectent les quantités littérales. Ces

coefficiens sont une conséquence nécessaire du principe même

de la pesanteur universelle : à leur égard , l'idée d'une appro-

ximation ne peut pas être tolérée, puisqu'on sait qu'ils sont

composés d'un nombre fini de parties rationnelles , résultantes

du nombre plus ou moins grand de combinaisons entre les

argumens, susceptibles de les produire relativement à chacun

des termes pris en considération. Il est vrai qu'ici la possibilité

démontrée d'avoir ces nombres mathématiquement , est , en

quelque sorte, combattue par la difficulté d'une exécution qui croît

à mesure que l'on passe d'une approximation à la subséquente.

Mais il n'y a là rien de surprenant pour ceux qui ont réfléchi

sur la puissance et sur la faiblesse de l'analyse mathématique :

ils auront remarqué, que la plupart des problèmes de l'astronomie

physique présentent des difficultés d'exécution qui en ont souvent

rallenti les progrès. La recherche de l'expression du mouvement

du périgée lunaire en offre un exemple frappant. La première

approximation a pu suffire à Newton^ pour avoir le mouvement

progressif du noeud-, mais elle était absolument insuffisante pour



celui du périgée. Au lieu de passer à la seconde, sans être

retenu par la difficulté de l'exécution, plusieurs Géomètres se

soilt jetés dans bien des recherches divergentes. Enfin Clairaut

fit cesser les doutes^ en montrant la grandeur absolue du second

terme de ce mouvement. Le problème des inégalités séculaires

des planètes est un des plus simples, sous le rapport de la

conception des termes périodiques qui représentent les intégra-

les complètes des équations linéaires, dont sa solution dépend.

Cependant on n'ose pas l'attaquer de front , à cause de la

complication inhérente à la formation d'une équation algébrique

d'un degré égal au nombre des planètes, dont il faudrait dé-

terminer numériquement les racines. L'incertitude actuellement

existante sur la valeur des masses des planètes peut justifier en

partie cette lacune laissée par les Géomètres dans l'astronomie

physique. Mais si Ton songe quïl s'agit de fonctions du temps

dont la période embrasse un très-grand nombre de siècles, on

sentira naître en soi un vif désir de suppléer à la brièveté de

la vie par un travail qui pourrait déjà satisfaire
,

jusqu'à un

certain point, la noble curiosité des contemporains. Une foule

de questions d'analyse pure présentent des obstacles analogues
;

mais leur existence arrête rarement les applications aux sciences

physico-mathématiques.

Après la citation de ces exemples
,

je me hâte de faire

observer (pour prévenir les objections), que bien souvent, les

obstacles qui se rencontrent à la naissance des théories ma-

thématiques , tiennent moins à l'exécution des calculs qu'à la

juste définition de ceux qu'il faudrait entreprendre. Le calcul

des différentes réductions qu'on doit appliquer aux longueurs

observées d'un pendule composé pour être ramenées à l'état

idéal d'un pendule simple isochrone oscillant dans le vide au



niveau de la mer en offre iin exemple digne de la médita-

tion des Géomètres philosophes. Dans les théories de Physique

mathématique sur-tout, l'introduction de toutes les forces qui

concourent à la production des phénomènes constitue la prin-

cipale difficulté , sans parler de celles qui tiennent au calcul

intégral qu'il faut souvent envisager sous un nouveau point de

vue. S'il fallait produire une preuve de cette vérité , nous la

trouverions dans la gradation des pas franchis par Clairaut,

Laplace et Poisson pour établir solidement la théorie de l'action

capillaire. La loi de la gravitation n'a point ces difficultés; les

équations différentielles qui renferment les lois spéciales des

phénomènes sont faciles à former; mais la déduction effective

de ces lois, quoique réglée incontestablement par des fonctions

circulaires, devient, au de là des premiers termes, difficile à

découvrir par l'espèce d'action et de réaction qui existe entre

les argumens et les coefficiens des inégalités à longue période.

Ici , les séries se ramifient de plus en plus à cause de l'abais-

sement d'ordre produit par les intégrations, et leur enchaînement

n'est pas moins indestructible que fexistence de ces mêmes

argumens. ' /

Les théories de la Lune publiées jusqu'ici n'offrent pas une

expression littérale et explicite des trois coordonnées : elles portent

toutes le caractère d'une solution qu'on pourrait appeler mixte,

en réfléchissant qu'on y procède par des opérations algébriques

entrelacées avec des opérations arithmétiques ; où les quantités

numériques absolues se trouvent enveloppées avec les valeurs

spéciales des constantes arbitraires. Outre cela, on ne peut pas

dire, à la rigueur, que l'approximation ait été conduite de

manière, que les coefficiens y sont exacts dans les quantités

d'un ordre déterminé ; du moins au de là du troisième ordre

,



généralement parlant. Les preuves de cette assertion se déduisent

des résultats mêmes de ces théories, en les ramenant à la

forme précise que nous avons adoptée. Alors on voit souvent

des différences entre les coefficiens numériques absolus qui

disparaissent par un examen fait avec soin sur les différentes

parties qui concourent à leur formation; et cela, en dévoilant

fomission de celles résultantes du développement de quelques

termes du même ordre et de la même forme que ceux qu'on a

conservés. Nous avons donné pilusieurs exemples de comparaisons

de cette espèce dans le cours de cet ouvrage ; et il faut en

examiner les détails pour se persuader de leur justesse. Notre

but, dans ces comparaisons, a été de faire voir seulement, que

le principe, par sa nature inviolable, de tenir compte de toutes

les quantités du même ordre n'a pas été toujours suivi; et que

par fois , on s'en est affranchi en commettant l'inconséquence de

conserver des termes plus petits que ceux que l'on avait négligés.

Mais nous admettons que, non obstant de pareils défauts, il

est possible
,

que
,
par des heureuses compensations , on soit

tombé sur des résultats sensiblement d'accord avec l'observation.

Car on sait bien, que les erreurs de ce genre seront considé-

rablement atténuées après la réduction en nombres des facteurs

qui conservent naturellement la forme littérale jusqu'à la fin

de l'intégration. Mais cela n'empêche pas, que leur existence

ne soit un motif suffisant pour rendre la solution plus ou

moins contraire à la doctrine des séries , et faire attribuer le

succès à des relatipias fpxtuitqs^ e

par Ipbservation.
.
;-;fg,3 3-tJv^O .esTiE^Jrrhr î!).!?::^:'?:!"^ ^?b ?ï:-*-!;^-'-^:

^jUjijjpgwDjen JEïfficape ,que nous avons employé pour soustraire

notre théorie à l'influence de ces erreurs faciles à commettre dans

UHf^ recheïqh&.^ja^^i jjonaplicjuée^ fut celui,, de.i4évelopper sans



cesse les diviseurs qui naissent de Tintégration, et d'arrêter les

produits des différentes fonctions là où les termes subséquens

seraient d'un ordre supérieur à celui que l'on considère. Alors

,

on peut effectivement sommer un fort grand nombre de termes

de la même espèce et par là diminuer la complication. Mais

il est possible que l'application trop réitérée d'un tel principe

ait en lui-môme l'inconvénient de diminuer la convergence des

séries. Sur cela nous n'avons rien à opposer. Nous accorderons

sans peine qu'il est possible de présenter les coefficiens des

inégalités lunaires par des fonctions des élémens sous une forme

différente de la notre, qui aurait l'avantage de les rendre plus

convergens , tout en demeurant dans les quantités du même

ordre. C'est ainsi, par exemple, que la fonction Log. (i+x)

existe développée sous les deux formes

x^ x^ x'i J"5 IX 2 .r' 2 x'

2 3 4 5 ^^^ ) 2-i-xd (2-t-x)^ 5 {i-i-xy '

dont la seconde est plus convergente que la première pour

toute valeur de x qui soit une fraction proprement dite. Mais,

s'il est facile d'imaginer, en général, l'existence des formes

ainsi variées ; il faut avouer qu'il est très-difficile de réaliser

avec succès une telle conception dans la Théorie de la Lune.

La complication inhérente aux formes qui conservent les signes

d'opérations non exécutées deviendrait bientôt un obstacle insur-

montable pour une solution littérale telle que nous la voulions;

où l'approximation devait être poussée assez loin pour mettre

la théorie d'accord avec l'observation. La forme que nous avons

adoptée permet du moins d'atteindre lentement cette limite.

Cette dernière phrase demande un développement propre à

expliquer ici en peu de mots à quoi tient la circonstance du



grand nombre d^ pages dont est composée celte Théorie de la

Lune. Pour cela, il faut avant tout observer^ que nous avons

voulu montrer l'origine môme de cette théorie, et ses états

successifs. Or, pour un problème comme celui-ci, que l'on est

forcé de résoudre par approximation, il ne suffit pas de donner les

derniers résultats en indiquant la marche suivie pour les obtenir:

on peut encore souhaiter d'avoir préparés les moyens propres

à pousser plus loin les séries qui expriment les coefficiens.

Alors on sent l'utilité des résultats intermédiaires que nous

publions : et d'ailleurs cette publication devenait indispensable

pour faciliter autant que possible les moyens de vérification.

À ce sujet je ne puis mieux déclarer ma pensée
,
qu'en

appliquant ici à la totalité de l'ouvrage ce que j'ai dit ailleurs

en ces termes. Il m'eut été facile de présenter les résultats qui

y sont renfermés dans un nombre de pages beaucoup plus petit,

si j'avais voulu supprimer les produits partiels qui meitent en

évidence les différentes combinaisons entre les argumens. Mais

,

après bien des réflexions, j'ai rejeté ce parti, comme nuisible

aux véritables progrès de la Théorie de la Lune, et comme peu

conforme aux règles d'une stricte loyauté qui , à mon avis

,

doivent être observées dans un ouvrage de cette nature. La

puissance de l'analyse ne m'a pas paru assez énergique pour péné-

trer dans cette théorie avec une marche à la fois sûre et rapide.

II est rare qu'on soit disposé à vérifier des résultats aussi éloignés

de leur origine , lorsqu'il faut reconstruire presqu'en entier

l'édifice : et ceux qui se livrent à un semblable travail doutent

par fois d'avoir réellement épuisé toutes les combinaisons

qui concourent à la formation d'un terme déterminé. C'est

d'après ces considérations
,

que j'ai pensé qu'il valait mieux

multiplier les points de repos en publiant la totalité des résultats
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intermédiaires. J'ose espérer que les erreurs qui me seront

échappées seront excusées, eu égard à l'excessive complication du

sujet. Je n'ai pu me faire aider par personne; j'ai dû traverser

seul cette longue chaîne de calculs, et il n'est pas étonnant,

si ^
par inadvertance, j'ai omis quelques termes qu'il fallait

considérer pour me conformer à la rigueur de mes propres prin-

cipes. J'ai fait tous mes efforts pour établir avec la précision

mathématique, au moins les premiers termes des coefFiciens

des inégalités lunaires. Sans cette condition capitale, qui peut

avoir de l'influence sur les. progrès luturs de l'analyse , et s'il

était uniquement question de démontrer
,

que la loi de la

gravitation universelle suffit pour rendre raison des principaux

phénomènes qu'on observe dans le mouvement de la Lune

,

j'aurais regardé comme à-peu-près inutile l'entreprise de mcngager

dans des développemens d'une exécution aussi difficile. Après

les travaux de Clairaut , de D'Alembert ^ à'Euler , de Tohie

Muyer et de Laplace , cette question était irrévocablement

décidée en faveur de l'attraction Newtonienne. Mais il fallait

atteindre, par la théorie, le degré de précision que donne l'obser-

vation, et il fallait mettre en évidence le nombre effrayant des

combinaisons auxquelles il est nécessaire d'avoir égard pour

découvrir avec certitude les premiers termes, qui^ comme je l'ai

déjà dit, peuvent être considérés comme nés du développement

des fonctions éminemment transcendantes qui sont l'expression

des coefficiens des perturbations lunaires. C'est l'accomplissement

de cette tâche qui m'a forcé de considérer une foule de termes

qui n'ont aucune existence dans la classe des quantités sensibles,

quoiqu'ils soient du même ordre qu'une foule d'autres termes

dont la considération est absolument nécessaire. Le travail serait

moindre, s'il était permis d'estimer \v grandeur des inégalités



d'après la simple connaissance de l'ordre analytique du coeffi-

cient; alors, on pourrait renfermer les règles à suivre pour

cet objet dans un petit nombre de préceptes d'une application

facile. Mais lorsqu'on pousse fort loin le calcul , les coeffiicie ns

numériques absolus nés des développemens sont d'une grandeur

tellement différente entr'eux, qu'on pourrait être entraîné dans

des erreurs graves, si l'on n'avait pas égard à leur influence.

Tout cela tend à dilater Touvrage, et quoique souvent l'avan-

tage se réduise à dissiper des doutes, on doit être satisfait davoir

ainsi dilaté des idées théoriques, dont l'existence est dissimulée

dans le résultat des observations.

Ce que nous venons de dire jusqu'ici, peut donner une idée

de la nature de ces recherches, de leur étendue et de Fesprit

dans lequel elles ont été entreprises ; mais la lecture de la table

des matières placée à la tête de chaque volume peut , seule
,

donner la connaissance des différentes parties qui composent

cet ouvrage. Néanmoins il peut être utile d'avertir ici, que le

premier volume se compose de deux parties distinctes. La pre-

mière comprend l'exposition purement théorique de tout ce

qui concerne la formation des équations différentielles, qui, par

leur intégration, doivent fournir les trois coordonnées de la Lune,

en prenant , comme D'Alemhert , la longitude vraie pour la

variable indépendante. La seconde partie comprend le per-

fectionnement ultérieur qu'on peut donner à ces coordonnées

,

lorsqu'on suppose connue leur expression analytique pour ce

qui tient à l'action de la Terre censée sphérique, et à la force

perturbatrice du Soleil. Le premier volume renferme par là

tous les principaux résultats qui se rattachent à cette théorie,

savoir; les trois coordonnées en fonctions de la longitude vraie et

en fonctions explicites du temps, ainsi que les expressions du
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mouvement du noeud et du périgée accompagnées de la partie

séculaire qui les affecte. Toutes ces formules sont réduites en

nombres, et complétées par les formules propres au calcul du

mouvement horaire. La Théorie du mouvement de la Lune

autour de son centre de gravité a été exposée vers la fin du

même volume.

Je n'ai pas développé les petites inégalités produites par

Faction directe des planètes sur la Lune : à cet égard les ré-

sultats connus ont toute la précision qu'on peut souhaiter.

Le second volume renferme les développemens nécessaires

pour parvenir aux trois coordonnées de la Lune, en poussant

l'approximation jusqu'aux quantités du cinquième ordre inclu-

sivement.

Le troisième volume comprend les développemens propres

à fournir les quantités d'un ordre supérieur au cinquième, qui

ont été ajoutées aux trois coordonnées pour obvier aux inconvé-

niens qui naissent du peu de convergence de plusieurs séries.

La distribution du travail m'a forcé de placer vers le commen-

cement de ce volume plusieurs recherches relatives à la constante

de la parallaxe équatoriale de la Lune et du Soleil, et au rap-

port de la masse de la Lune à celle de la Terre. Cette dernière

question m'a entraîné dans une digi^ession sur la proposition

xxxvi du S.^""'" livre des Principes de Newton, dont l'objet

est , de trouver la force du Soleil pour mouvoir les eaux de

la mer. J'ai repris ensuite la recherche des développemens.

ultérieurs qui se rapportent au mouvement du noeud, et je

l'ai terminée par l'analyse des considérations très-fines par

lesquelles Newton, a saisi , en homme de génie , l'analogie

existante entre le mouvement du noeud et le mouvement de

précession des équinoxes.
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J'ai trouvé le rapport de la masse de la Lune à celle de

la Terre égal à la fraction ^^, à l'aide d'une nouvelle déter-

mination du coefficient de la nutation lunaire fondée sur deux

séries de déclinaisons de Tétoile polaire observées en 1 8 1 1 , et

en 18^3-24.

La première de ces deux séries a été faite à Milan par le

célèbre astronome M."" Oriani, que la mort vient d'enlever aux

sciences. Ses grands talens, par lesquels il a illustré l'Observatoire

de Milan et toute Fltalie, le rendaient respectable, et feront

regretter sa perte. Honoré de sa confiance et de son amitié
,

j'ai eu occasion d'admirer souvent la pureté et la noblesse de

son caractère. La modestie rehaussait son mérite, le sentiment

de la jalousie du mérite d'autrui lui était inconnu. Nul homme
n'était plus indifférent que M.'' Oriani pour ces dignités qui

Favaient porté dans une sphère de la société où les honneurs sont

attachés au char de la fortune. Mais le philosophe demeura fidèle

à ses principes et à ses habitudes; rien ne put atténuer son

ardeur pour l'étude, ni vaincre son penchant pour la solitude.

L'ouvrage que je publie aujourd'hui sur la Théorie de la

Lune est le fruit d'un long travail que j'ai entrepris depuis

plusieurs années, et que
j
ai suivi, en diminuant les interruptions

autant qu'il m'a été possible au milieu de mes occupations

diverses. J'ose penser qu'il contribuera à mieux fixer les idées

sur la Théorie de la Lune proprement dite; et que, la réunion

d'une expression purement littérale et explicite des coefficiens

des inégalités avec leur valeur numérique conforme à l'obser-

vation, sera désormais regardée comme la base d'une juste

appréciation des recherches sur cette matière.

L'énumération de toutes les causes qui ont retardé la publi-

cation de cet ouvrage serait inutile ; mais dans ce nombre

,



il y en a une dont le souvenir pèsera toujours douloureusement

sur mon cœur. Au moment où j'allais toucher le terme de cette

longue carrière, la mort frappa (la journée du 27 mars 1882,)

l'unique fils qui aurait pu consoler ma vieillesse, en se livrant

à l'étude des sciences ex.actes.

À Turin le 16 décembre i83a.

.r'^ i^.^ ^v'^'':,:ri^- '^
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THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

CHAPITRE PREMIER.

ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

§ I-

Équations différentielles entre les coordonnées orthogonales.

I. &('OIENT M", M\ M" les masses respectives de la Lune , du Soleil

et de la Terre. On suppose que ces trois corps s'attirent en raison

inverse du carré de leur distance mutuelle , et il s'agit de trouver les

équations du mouvement de M autour de M". Pour procéder avec

ordre nous supposerons d'abord que ces trois corps sont formés de

couches parfaitement sphériques , homogènes et concentriques j alors

la masse de chacun d'eux sera censée concentrée dans le centre de

gravité , ce qui réduit le problème à déterminer le mouvement de trois

points matériels, dont M", M\ M" désignent le pouvoir attractif ab-

solu à l'unité de distancé.

2. Cela posé , rapportons le mouvement de M" à trois axes rectan-

gulaires fixes dans l'espace par les trois coordonnées X, Y, Z\ et pour

déterminer la position du corps M, imaginons trois axes mobiles

passant par le centre de gravité de M ", respectivement parallèles aux

premiers; de sorte que x, j, 2 soient les coordonnées de M", et x, y, z

les coordonnées de M', relativement à ces axes. 11 est évident que,

par rapport aux axes fixes , l'on aura X-*-x , Y -^-y , Z-^-z pour les

coordonnées du corps M, et X-t-x'^ F-t-j', Z-t-s' pour les coordonnées

Tome I. . ï
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du corps M'. Maintenant si nous nommons r la distance de M à M", r la

distance de M' à M", et A la distance de ilf à M\ il est clair que Ton a

3 2 2 2 '2 '2 '2 '2 A2 / ' \2 / ' \2 / ' \a/•=x-4-j-t-2; r=a;-)-j-H2; j;l=:^a:;<-a;)-H(j — j)-)-(2-2;).

3. Puisque —^ et ^ désignent les forces avec lesquelles le corps

M est attiré par les corps M" et M' , il en résulte que l'on a

M" -^ , M" -^ ^ M" -Y pour les composantes de la force —r- , et

AT^^^j^, M -~, M'^-^ pour les composantes de la force ^'

Actuellement ,
pour fixer les idées , imaginons que la Lune et le

Soleil soient placés dans la région des coordonnées positives , la Lune

se trouvera dans un point intermédiaire entre la Terre et le Soleil ;

31"
ainsi la force -^- et ses composantes tendront à diminuer les coor-

31'

données de la Lune , tandis que la force ^ et ses composantes ten-

dront à les augmenter. Donc , pour avoir la valeur absolue des com-

posantes qui agissent sur le corps M, il faudra prendre la différence

des composantes précédentes;, respectivement parallèles aux mêmes axes,

c'est-à-dire les fonctions

Comme il s'agit d'un système libre , l'on sait par les principes de

la dynamique que les forces accélératrices doivent être respectivement

égales aux coefficiens différentiels du second ordre des trois coor-

données X-^x^ Y-^j^ Z-^z^ qui déterminent la position de la Lune

par rapport à un point fixe dans l'espace. Donc en désignant par dt

l'élément du tems, nous aurons les équations

M'y—

y

_ /i/"X •

df'X
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tt^X d^Y d^Z
desquelles il est facile d'éliminer -^ , ^ , -^ par la considération

suivante.

Le corps M" étant attiré par M et par M' avec des forces respecti-

vement égales à ^ et ^, il est clair que l'on doit avoir

dVi:

'dt

Ainsi en substituant ces valeurs dans les équations précédentes , et en

nommant <j la somme M-*- M" des masses de la Terre et de la Lune,

l'on aura

Cl X OC Ti jt I "^ Tt /r f OC —"" OC

d*Z Z Ti^i z' n/r'Z'

—

z

dt 7-3 /3 ^3

4. Considérons maintenant la Terre et la Lune comme des corps

tels que leur surface extérieure, ainsi que celle des couches de den-

sité variable dont ils sont formés , soit peu différente de la figure

sphérique. Si l'on désigne par x^ , y^, z^, r^ les coordonnées et le

rayon vecteur d'un point donné de la Lune, par R la distance de ce

même point à une quelconque des molécules de la Terre , et par U^

dM"
l'intégrale S —^ qui détermine la somme des molécules de la Terre

divisées par leur distance respective, /?, au point pris dans la masse de

M"
la Lune, l'on aura U^ — 1- U', où U' est une fonction susceptible

d'être développée suivant les puissances descendantes de r
,
propre à

représenter la partie de U^ due à l'écart de la figure de la Terre de
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dU
la figure sphérique. On sait que les différentielles partielles — -r-^ -,

— -j— , — -~ déterminent les composantes
( parallèles aux axes qui

se coupent au centre de gravité de la Terre ) de la force avec laquelle

serait attiré par la Terre un point matériel quelconque de la Lune ;

donc nous aurons

-F^^-^'^. -F^ff'''^' -^^'-^-^^

pour les composantes de la force avec laquelle l'attraction de la Terre

fait mouvoir le centre de gravité de la Lune ; les intégrales étant

censées étendues à la masse totale de la Lune. Or, en substituant la

valeur de U^ , l'on a

cl —
M dx^ M dx^ M dx^

mais en posant x^ = x-*- a , Ji — y "*" 1^ ^ z^ = z -t-y , et par con-

séquent Tj = l/[(x -h af" -*- (y -*-
J3)^

-)- (z M- y)^] , il est clair que l'on a

d.± eZ.-l d.±
-II. = _i = _Il
dx^ dûi dx '

d.± d.i. d.s'-^
et S-I±dM = S-I^dM =

dx^ dx dx

et puisque V est une fonction de x^,y^^z^, l'on aura par la même raison

dx^ dch dx

Donc, en appelant V^ l'intégrale 5— , c'est-à-dire la somme des

molécules de la Lune divisées respectivement par leur distance au

centre de gravité de la Terre , l'on aura

s'^^du^^^.
dx^ dx

et en substituant cette valeur dans l'équation posée plus haut , il viendra
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LçË^'7M=— :^ î^ L d-SV'dM
. M dx^ M ' dx m' dx

M
Maintenant si l'on fait F^ = — -t- V\ l'équation précédente se changera en

M d^ r^ M ' dx m' dx '

et l'on aura de même par rapport aux variables y^ , z^ ;

i_ ç>dU,-ijur_ M^ __ M^ dr i_ d-SU'dM
.

M df^ r3 m' dy m' dy

L ç^ ;m-— Ë1± ^ El ^ L '^•SU'd^'^I

M dz^
"'

r^ M ' dz M' dz

On voit par-là que pour obtenir les trois intégrales qui entrent dans

les seconds membres de ces équations , il suffit d'évaluer l'intégrale

SU'dM par rapport aux coordonnées a, j3, y qui déterminent la po-

sition d'une molécule quelconque de la Lune > en prenant pour origine

son centre de gravité.

5. Actuellement si l'on nomme x^ , y^, z^ , r^ les coordonnées et

le rayon vecteur d'une molécule quelconque de la Terre, et que l'on

désigne par U^ la somme (c'est-à-dire l'intégrale S -^ ) des molé-

cules de la Lune divisées respectivement parleur distance à ce point.

Ton pourra supposer U^ = — -^ U" ; U" étant la partie de U^ pro-

venante de l'écart de la figure de la Lune de la figure sphérique.

Cela posé , l'on aura

pour la composante de la force avec laquelle la masse de la Lune attire

le centre de gravité de la Terre parallèlement à l'axe des x. Donc en po-

dM" M"
sant V^ = S , et en remarquant que l'on peut supposer V^ — h V",

il viendra

i_ ç,dïh ,^„ _ Mx_ M dV^ j_ d-SU"d3I"
M" ^ dx, "'^ ~ r3 — 31" ' dx

"" 31" d^ '
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et il est clair que l'on trouvera de la même manière

M" dy^ r^

M
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7. L'intégrale SU'dM peut être aisément développée en série , au

moyen de la fonction désignée par V". En effet nous avons fait pré-

cédemment ( n.*' 4 et 5 )

„ çdM" M" j.„

ainsi il est évident que la fonction U' s'obtient en changeant réâpective-

ment les coordonnées oc
, y , z en x^, y^, z^ dans la fonction dési-

gnée par V". Il suit de là que si nous posons

Y" r= fonct.{x, y , z)

l'on en conclura

U' = fond, {x -^ a , y -»- j3 , z-^-y).

Mais les coordonnées a, jS, y sont évidemment fort petites par rap-

port aux coordonnées x , y , z ; ainsi l'on pourra développer cette

dernière expression de U' par le théorème de Taylor, ce qui donne

U = y -^' a —, 1- 13 —,— -t- y —, 1- etc. ;dx ay ' dz

donc en multipliant par dM et en intégrant, il viendra

SU'dM = V'SdM-^ ^SadM-^ ^SjSdM-^^ SydM -^ etc.

Cela posé, si l'on remarque que l'origine des coordonnées a
, J3, 7

coïncide avec le centre de gravité de la Lune , l'on en conclura que

l'on a SoidM = o, SjSdM = o, SydM =0; et par conséquent

SU'dM = MF" -^ -
. ^SadM-^ - • ^S0'dM-^ - • ^Sy'dM

a dx 2. dy ' -j. dz '

rPV" tfV" d'^V"

etc.

En raisonnant de même par rapport à l'intégrale SU"dM", l'on dé-

montrera que l'on a
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SU"dM'- = M"r M- i . ^5a'W'H.
\

. ^5i3'V/lf"4-
\

. ^5y-dM"

e?:cfly
^ dxdz ' dy dz •

-t- etc.

Ces valeurs de SU'dM et SU"dM" étant différenciées et substituées dans

celle -n: •> l'on aura
dt

'

^

d^x n,.x'-x ,^, x' X <x dV" a dV
-dê'=^-Er~^v-^'"'~^'^~w''~^M"d^

^^.'i^lSa^dM-.-^^^.S^^dM-^.^c.
2M dx^ 2,M dxdy

H. _i_ . '^Sc^'dM'' -H -i^ . £ILs0'dM" -*- etc.
aiïf" c?x' -2 M" dxdy

Le second membre de cette équation et les analogues qui constituent

les valeurs de -jr , -rr, peuvent être exprimés par les différentielles

partielles dune même fonction ; car en posant

a' = - M"-

o ç^' = Zr.v'-^^r

xx' -t-yy' -t- 22' M'
" "Â

, rz'
31" M

^ '.^ Sa'dM -H -i^ . "ills^'dM -H etc.

^ _i^, . 'Ç^Sâ'dM'--^ ^ . '^^r^M" -^ etc.

-t- etc.

il est clair qu'au lieu des équations (I) du n.° 4 , l'on a celles-ci :

(Tx x_ _ dQ/^ dQJ^

df r^ dx rfx '

(II) ^ _ -H ff_ _ _ H- _ ,

d'z z do: da"

dt /•* dz dz

(*) Les deux premiers termes de notre exprès- 1 a obtenu par les considérations exposées aux

sien de Q." sont les seuls que M. de Laplace | pages i8a et i83 du tome III de la Méc. cél.
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11 nous reste à chercher l'expression des fonctions désignées par V" et V.

8. D'après la théorie connue de Vattracdon des sphéroïdes recouverts

par un fluide en équilibre , l'on a

où ^ désigne la moitié du rapport de la force centrifuge à la gravité

sous l'équateur, K la déclinaison du centre de gravité de la Lune, et

D la partie constante de l'expression du rayon de la Terre partant

de son centre de gravité et développé dans une série de la forme

D{i-^y^,)-^ ^(3)
-^ i"(4) -^ etc. )

Ces expressions résultent de celles données par M. Laplace dans la

Mécanique céleste, tome II, page 3o et io.3, en y faisant

^(3)=^^ ^(4)=^' •^t^- -.S -^-j)S = jy.^. ^

et en observant que lorsqu'on ne prend pas pour unité la constante

que nous désignons par D , Ton doit substituer l'équation

à l'équation

0"-5p.rf(a^--^%^) = f r,^5pcZ.a^-Z,^.

Les fonctions Y.. , ^,3. , etc. s'obtiennent au moyen de cette formule

générale ; soit sin K = p , cos A = ç ,

„ m m-m~i m- 2 m,' m — i • m — 2 • m — 3 m~A
P, . = p n -t- — ^— p ^ — etc. ;

('«) -i 2 • 277J— i ^ 2 • 4 • 2/ra — i • 2m — 3 *^

l'on aura

^W = ^(o) Pou) -^ ( 4.) ^^^ 2^ ) ?' -^
-)- ( ^3 C05 Stc -H i?(3^ 5in Sw )

9^ , ^f
-

-*- ( ^(4) C05 4t!; -4- B^^^ sin 41^7 )
9^ -^

-H etc.

Tome I.
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OÙ A^^y /l^^^, ^(3^, 5(3), B^^y etc. désignent des constantes arbitraires,

et OT l'angle formé par la projection du rayon vecteur r sur l'équateur

terrestre avec un des deux axes principaux placés sur ce même équa-

teur (Voyez Legendre , Exercices de calcul intégral , tome II, page 270).

Les termes multipliés par cos-oj, sinru, sin 2ct sont éliminés de cette

expression, afin de pouvoir satisfaire aux conditions démontrées dans

le second volume de la Mécanique céleste, page 90-93.

9. Pour avoir explicitement cette valeur 7^,,^
en fonction des coor-

données X, y , 2 , remarquons d'abord que en nommant x , j , z les

coordonnées du centre de gravité de la Lune par rapport aux axes

principaux de la Terre , l'on a

X = r cos K cos •OT

,

y = r cos A sin î*r

,

^ = r sin A

.

Mais , par la transformation des coordonnées , si l'on nomme w l'incli-

naison de l'équateur terrestre relativement au plan fixe des x
, y ;

(p l'angle formé avec Taxe des x par son intersection avec ce même

plan , et ô l'angle formé par un des deux axes principaux ,
qui se

trouvent dans l'équateur , avec cette même intersection , l'on a

'1 = cos Kcosrjs = qcosu = A- -^ B- -^ C -
,

- = cos A sin w = a sinTs = A^ —i- 5 - -4- C -
,

- == sinX = p = A^- -^ B J- -t- C_~~ ,

où l'on a fait pour plus de simplicité

A — cos Où sin (psinô -+- cos (p co5 ô ; B= cos 00 cos (p sinô — sin ipcosô ;

A^^ = cos 0) 5m (pcosô — cos (p sin Ô ; B^= cos w cos (p cosô -*- sin (psinô;

A^^^ = sin u)sin(p ; 5,„ = sin wcos^ ;

C = _ sin M sin 6, C
^

= — sin oocosô; C „ = cosw.

Cela posé, si l'on remarque que
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q'^cos nrjs = —
( 9 C05 137 -t- ^/^ q sm-u!\ •*- — (qcosrsj — \/^ q sin w | h

q'sinnnr = —y=( qcosTS -t- |/^ 9 siiirs\ y={ qcosts — \/^qsinw\ -,

l'on en conclut immédiatement que

fcosnnr= ^„ ((A *- À^^[^)x -*- {B -h B^y=l)y -w (C -*- Cy=I)2^

Ainsi , à Taide de ces deux formules et de l'équation

p = - sin 00 sin (p -i- - sin w cos (p -4- - cas m ,

l'on pourra aisément exprimer par x, y, z, r la valeur de la fonction Y^^^^y

10. L'expression de V" posé au commencement du n.° 8 donne

,0 y^
-r r dx dx r dx r dx )

et en différenciant la valeur de Y,, par rapport à a;, l'on a

- {A^Ayi\ ({J^Ayii)x^(B^-^B^y=l)y*{C^-^Cy=i)z\^ . '-Q^

- (A-Ay=ïj (^(A-A^[^i)x^{B-B^^]/=i)y^{C-Cy=ï)z\^ • ^P

dY(

dx

etc.
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OÙ , pour simplifier l'écriture de cette formule , l'on n'a pas poussé le

développement au-delà des termes multipliés par J^^y En substituant

pour -^ sa valeur

- sin M sin (p ^sinw sin (p 3- sin oj cos (p j cos w ,

il devient évident que l'expression précédente de —^ est réductible à

une fonction des rapports -, -, - multipliée par - •

De là il est aisé de conclure que la fonction -jfri'~j
— donne un ré-

sultat de la forme -jr^j-, 5— Q = -r • -? , dans lequel la lettre Q

représente une fonction des rapports -, -, - . Ainsi ce terme est
,

analytiquement parlant , du même ordre de grandeur que la fonction

-j— (qui constitue le terme principal introduit, dans l'expression de -j^-,

par la somme des masses de la Terre et de la Lune) multipliée par

le carré de la petite fraction -7 •

1 1. Il est maintenant facile de faire voir que les termes multipliés

par les coefFiciens différentiels de F", du troisième ordre , sont beau-

coup plus petits que celui donné par le coefficient différentiel du pre-

mier ordre de la même fonction. En effet , une simple réflexion sur le

procédé même de cette différentiation suffit pour faire voir que les

d^V" d^V"
valeurs de —3-

,

, , etc. seront données par des expressions de

la forme —j— Q , le facteur Q étant, comme précédemment, une

fonction des rapports -, -, - . En outre , si l'on imagine le rayon

de la surface du sphéroïde lunaire développé suivant une série de la

forme D'{\ -t- F^^'*-»- F^^^-t- F^''*^-t- etc.), l'on peut aisément démontrer que

, . , Sa^dM 1 15 1 1 ' A r-\' • •

la quantité —^^ est , par sa nature , de 1 ordre du carre de U \ ainsi

le produit —^,' -r^ Sa. dM sera de la forme —r • —r- • —rQ, c'est-à-dire
A aiir dx^ r r r ^ '
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. <T dV"
une quantité de l'ordre du produit de ]a fonction —-, .

—- par le carré

de la fraction — • Il est évident que la même conclusion subsiste à

l'égard des autres termes multipliés par des coefficiens différentiels du

troisième ordre de la fonction V" ; et il n'est pas moins clair que les

termes ultérieurs doivent être nécessairement plus petits.

Les formules précédentes deviennent beaucoup plus simples lorsqu'on

suppose la Terre un sphéroïde de révolution. Alors, le rayon vecteur

étant indépendant de l'angle tjr, l'on doit supprimer dans Y^^^^^ tous les

- termes qui sont fonction de cet angle , ce qui réduit son expression à

„ A / m m -171—1 7(2-2 m-m— ï'Tn — 2.-m — o m- a ^ \
Y, , = A, A p p -* 5— p — etc. 1

,

En faisant successivement ?n = 2 , 3 , 4 , etc. , cette formule donne

etc.

où — ^^(2)5 ^^^(3)' -^^(4)5 ^tc désignent les valeurs successives de la con-

stante A,. : l'on a affecté du signe négatif, le coefficient K,, , afin de

rapprocher davantage l'expression du rayon vecteur de celle qui aurait

lieu en supposant la Terre un ellipsoïde de révolution aplati aux pôles.

Dans cette dernière hypothèse tous les coefficiens K,^, , /C,, , etc. sont

nuls ; de sorte que, en nommant a le rayon vecteur du sphéroïde, l'on a

KqA sin 'h — V siri ^
)

D-^DK^^^^sin^A-'-y

Cette expression donne a = Z) -t- § ^^m •> ^^^ Y faisant à = o , et

a = D — ^DK,^y en y faisant A= 90°; donc ^/C) désigne la diffé-

rence de ces deux rayons , et j^ l'aplatissement en parties du

rayon de l'équateur. D'après la mesure des degrés de latitude l'on

peut adopter pour l'aplatissement la fraction -—
, et par conséquent

y^) 009,67
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12. Occupons nous maintenant des termes introduits dans la valeur

de ^ par la fonction désignée par V'. Le sphéroïde lunaire n'étant

pas tel qu'il puisse être considéré comme recouvert d'un fluide en

équilibre , il faut , conformément à la théorie générale de l'attraction

des sphéroïdes formés par des couches de densité variable de l'une

à l'autre ,
prendre pour V^ l'expression

(Voyez la formule (5) de la page 38 du II volume de la Méc. cél. ) ;

oïl n représente le rapport de la circonférence au diamètre , et les

intégrales doivent être prises depuis a=o jusqu'à a^=D'. Pour par-

venir à cette expression l'on suppose le rayon vecteur , a , d'une couche

quelconque développé dans une série de la forme

a = a ( I -H r''^ -w r''> H- r^'^ -^ etc. )

dans laquelle Y^^\ F^'\ etc. sont des fonctions semblables à celles dé-

signées précédemment par Y^^^ Y^^^ etc. , pourvu que l'on y considère

les constantes À^^. , A^^^ , A^^^ , ^^3^ , etc. comme autant de fonctions du

paramètre a ; et la densité p d'une couche quelconque exprimée par

une fonction du même paramètre a.

Relativement à la fonction désignée par F^'\ il est important d'ob-

server que l'origine des rayons vecteurs , a , étant placée au centre

même de gravité du sphéroïde, le second terme /p—-^ da de

l'expression précédente de V devient nul par les propriétés de ce

même centre ; mais on doit en même tems remarquer que cette

équation n'emporte pas avec elle la condition de F^'^ = o , comme

cela arriverait si la Lune était recouverte par un fluide en équilibre.

i3. La masse M du sphéroïde lunaire est donnée par la triple in-

tégrale M" = I 5p cas à' d-ca' dh d- a , prise entre les limites

a = o ; a'=— l^r; w = o

a ~ D., 'K = •^\n \ ot' = 27r

,

de sorte que il est évident que son terme principal est égal à
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^nCpd-SL'. Donc en faisant pour plus de simplicité M ~ inbD"-,

f^
a-a I 7 7' 7-» 3 /^ .7^ _ A n etc., il viendra

• — -^ etc.

où b est une quantité peu différente de l'unité , et h\ l>\ etc. des

fonctions de sïn h! et de cos vs du même ordre et de la même forme

que les quantités désignées généralement par r*'"\

Il est maintenant clair que l'on peut déduire de cette expression

de V' des conséquences tout-à-fait analogues à celles qui ont été dé-

veloppées dans les nura. lo, 1 1, par rapport à l'ordre de la grandeur
d''x

relative des termes introduits dans la valeur de -^ par la fonction V" .

14. La considération de la Terre recouverte par un fluide en équi-

libre à sa surface nous a fourni une expression de V" indépendante

de la loi de la densité de ses couches, en ramenant la recherche de la

valeur numérique des coefficiens qui entrent dans l'expression de F^^^

,

y.j, , etc. à celle de sa figure extérieure et de la loi de la pesanteur

à sa surface. Par rapport à la Lune , cette circonstance n'a pas lieu
,

et l'on ne connaît aucun phénomène propre à donner les coefficiens

qui entrent dans les fonctions i", 6'", etc. ; mais l'on peut
,
jusqu'à un

certain point , évaluer ceux qui entrent dans la fonction désignée par

i', en vertu de l'influence qu'elle a sur les mouvemens de la Lune

autour de son centre de gravité.

En effet, représentons par A, B, C les momeiis d'inertie de la Lune

par rapport à. ses axes principaux, C se rapportant à l'axe principal

perpendiculaire au plan de son équateur;, d'après les formules de la

page 3o3 du tome II de la Mécanique céleste, l'on a, conformément

à nos dénominations

,

A = —f '^P'~;j
— aa -t- 6 ( ^ — cos X cos vs jpcoiA — daclK cLus

,

-r, 87c Cl d-a^ , c< /

1

2, ' . 2 A ^,d-a^Y^^'-, 7^' 7 -B = —= o^—j— da -i- s {- — cosX sin w
|
^cosX daaK d-uj ,

^ Zx ^ d'a> , -, / I . 2 '\ .d'cC'Y^'''^ , 7,' 7 -

C = 75 '^P"^— «a -*- o I ô — sin'K\^cos\—-1 dadXd-^;
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OÙ ,
pour satisfaire à la propriété des axes principaux , l'on doit prendre

pour Y^^^ une expression de cette forme

A^'^\ ^(2) étant des fonctions de a.

Or, en substituant cette même valeur de F^^\ l'on a

mais par la combinaison des valeurs précédentes de A , B , C l'on

obtient

%C—B — A= rf{sm>l— |) (

3

c05'a'— 2 ) C05 A' c?A' c?ot' x/p—^^— da

-t-2//(3c05^A'— 2)C05 A'c05 2OT c/A cZot X / p
^^

<^« ^

B — A == / /( «m'^A' — - ) C05 a' cos 2 ot' c?A' c^ot' X / p—;^— da

-t-2/ / COS A C05 2îïr aA dTS X/p—-7 ««

5

donc, en observant que entre les limites >^ = — \n , ot' = o

A'=-t-|îT, x>; =^ in

^

l'on a jI {^sïa"h. — -)(3co5V— i)cosKd'Kdvs ^= —e'^

f f{Zcos^K— 2) cos a' cos %'us d}\ dxnT = o

1

1

i^sïri")\ — -) cos ?\ cos 2.XÂx' dx' du^' = o

/ / cos a' cos^ 2 ot' cZ a' c? ot' = — tt
,

il viendra

^ „ . 16 r d^a'Â"^ j „ . 32 r d-a?Â'^ ,aC-5-^= --^nj^-^^da, B-A= r^^J?—â^da,

et par conséquent

6'/)'^ = _^('oC-i?-^)('5w'A' - -^ -^(5-^Vo5'a'co5 2w'.

i5. D'après les dernières recherches de M. Nicollet (V. Connaissance

des tems , année 1823, page 340), l'on a

2C—B--A = o,ooo63oio4-C B — A = o,ooo5639i6 • C,
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et par conséquent

h'D'^= ^-^(o,ooo63oio4 (smV — ^) M- 0,000568916 cos^x'cos aie- j

.

Comme C est évidemment une quantité de l'ordre de la masse mul-

tipliée par le carré de />', faisons

C = KD"M = ^TiKD'^b;

alors l'on aura pour la valeur du coefficient gri qui entre dans l'expres-

sion de F',

^ = - /{"f0,000680104 (sifiV — |) -*- o,ooo5639i6 co/ à' C05 2 OT j
.

Le coefficient désigné par K est un nombre absolu qui dépend de
— C

la loi de la densité p ,- car l'on sl K = n^u * ^* ^^^ négligeant les termes

très-petits dus à l'écart de la figure sphérique , K = y- jyi-^
—-.—j.

Pour avoir une idée de la grandeur de ce coefficient, il n'y a qu'à

supposer la densité p constante, et alors l'on a /f=|. Mais en sup-

posant la densité des couches croissante de la surface au centre, l'on

peut démontrer que la valevir de K est plus petite que la fraction f ;

car en intégrant par parties depuis a = o jusqu'à a = D', et en nom-

mant p' la densité à la surface , l'on a

Spd-a' _ pa^-fa^dp _ j^.J~~p^J\D')^^ '

Spd* a^ pa^ —fa^dp

-iJW^
Or la différentielle c7p est nécessairement négative dans l'hypothèse

CL . .... /cl \^
actuelle, et -^ est toujours une fraction ; ainsi la puissance \fÀ étant

une quantité plus petite que \j^ pour chacun des élémens de ces

deux intégrales , il faut en conclure que ~/(-^»)<^P est une quantité

positive moindre que l'intégrale —"/("Hij^P) pareillement positive; et

que
r~7v—\3— ^^^ toujours une quantité plus petite que l'unité.

Tome I.
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16. Pour n'avoir à considérer que des coordonnées orthogonales , il

n'y a qu'à prendre pour siri"K, cos^'K-cos ^.-us les valeurs qui résultent

des formules posées dans le n.*' 9 , en y faisant

A^ = cos M sin (p' sinô' -i- cos (p' cosô' ; B = cos ou cos <p' siiiô' — sin^'cosô';

A^^ = cos Où sin (p' cosô' — cos (p' sin & ; B= cos u) cos <p' cos ô' + sin ip'sin ù'
^

A^^^ = siti (Ai sin <p'
; B^^^ = sin 00 cos (p'

;

C= — sin co' sin ô'
; C = — 5m w' cos ô'

; C = cos m ;

et observant que cJ représente l'inclinaison de l'équateur lunaire par

rapport au plan de l'écliptique ;
(p' l'angle* formé par l'intersection du

plan de l'équateur lunaire avec l'axe des x; ô' l'angle formé entre l'un

des deux axes principaux placés dans l'équateur lunaire et la ligne

d'intersection de ce même équateur avec le plan des x , y.

Les développemens que nous venons d'exposer sur l'influence de la

non sphéricité de la Terre et de la Lune font voir assez clairement

qu'il serait inutile d'avoir égard aux termes provenans de l'écart de

la figure du Soleil de la figure sphérique, puisqu'ils seraient de l'ordre

du produit de ce même écart par le carré de sa parallaxe.

17. Après les forces agissantes sur la Lune que nous avons consiS

déré jusqu'ici , celle qui se présente naturellement est sans doute

l'action des planètes du système solaire. Pour en comprendre l'effet

dans les équations différentielles , nommons m", m", etc. les masses

des planètes, et désignons par x", y", z"; x", y", z", etc. leurs coor-

données géocentriques respectives. Il est évident que l'action de chaque

planète doit introduire dans les seconds membres des équations (II)

du n.** 7 un terme semblable à celui qui provient de la masse M' du

Soleil. Donc si l'on fait

"2 "2 "2 "2 '"2 '"2 '"2 '"2 „.„
r =x-t-j-4-2, r = X -t- y -*- z , etc. ;

A'^ = (x"-x)V (j"-j)V {z-z)\ A" ' = (x"'-x)V (y"-yf-^ (z'-zf, etc.

;

p./,, „ xx"-t-yy"-i-zz" m" ,„ xx'" -*-rY"'-*-zz"' m'"
il = - m ^#3 K —,

— m '^, -* Â^ ^ ^tc.

,



d'^x X

de, -^'r^
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et par un procédé analogue

d\ d^x . -. d^v dp di>

dt^ dt * df dt dt

En substituant dans ces équations pour -p- , -tt- leurs valeurs tirées

des équations (IH), et en faisant pour plus de simplicité

Çl = ii' -h ii " -H Çï'\ il viendra

d^p dv^ G dû dO, .

-TT- — P -yn: -<
3 = -7— COS V -H -7— sin v ,

dt^ « dt a/ ^ A dx dy '

d^v dp dp da dO. .

P -—5- -t- 2 -r- • -1- = -5— COS P — -7— Sin V .

' c?ï dt dt dy dx

La seconde de ces équations revient évidemment à

d-p^dv dû. dû
—dT = 'd^^'^''-^^''"'''

L'équation z = p 5 donne

d^z d^p dp ds d^s _ dQ s . ._
I= 5

dt dt r dt^ dz p^^ '
dt^ df dt dt r dt dz p

On peut éliminer de cette équation le terme -^ à l'aide de sa valeur

trouvée plus haut; alors l'on aura entre les variables p, p, s les trois

équations suivantes :

d^'s di>^ 0. dp ds I dO, s-cosv dû, s-sini> dû,

dt'' dt"" p dt dt p dz p dx p dy

d'-p dp' <T dû . dû
/'TV\ / -r^ — P -TT -*- 3 = COS i> -7- -f- sin p -77 ,(IV)

<^ dt^ r dt^
p^(^,^ss)^

^-^ "^y

d'p'dp da . dû—ti—— = pcosi>—, psinv-y-'
dt * dy ^ dx

C'est sous cette forme que Lagrange a employé les équations diffé-

rentielles du mouvement des planètes dans son Mémoire sur les per-

turbations de Jupiter et Saturne imprimé dans le troisième volume

(année 1762) des Anciens Mémoires de l'Académie de Turin, page 32 1.

1 9. Si l'on nomme ô la latitude de la Lune , l'on a

5 = tang ô

,

f>
= r cos ô ;
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ainsi il est clair que les équations précédentes peuvent être transfor-

mées dans d'autres , dans lesquelles les trois variables seront r, ô et f.

Pour cela, observons que l'on a

È- — _i- . ^ •

dp j^dr . -, e?â
.

-f. = C05 ô -7 r sind -y >

dt dt dt

ds dp i dr dd sinô Jô*

dt
'
dt cosd

'
dt dt cos'^ô dt*

'

d^s _ I rf'ô 2.sinB fi?6\

7/? ~ côs^ ' ~d? cos^ ô
'

di^
""

d^p , d'r . .dô dr . JÔ" . .d^ù

dt dr dt dt dt dt

2. ds dp 2 dr d6 islnd dd^

p dt ' dt rcos^'d dt dt cos^ ô dt''

'

En substituant les valeurs de ^ et de --£•£ <lans la première

des équations (IV), nous aurons

I 6?*â 2 dr dû . dv^ I dOi sinbcosv dH smbsmi> dû,

cos'ô df rcos^ù'dt'dt dt^ rcosb dz rcos^ô dx rcos^'ù dy

Pour simplifier le résultat. que l'on aurait en substituant la valeur

précédente de -z^ = y^^-- dans la seconde des équations (IV) ,

remarquons que l'on a z = r sin 6 , et

d^-rsinB dû o- . , Ad^r .dû dr .d"d . .dû'—j-s— = j ^sinô = sinô-r^ -f- 2C0SÔy -j- -*- rcosB—^ — r sinB-—^-
dt dz r dt dt dt dt dt

En multipliant cette équation par sinB, et l'ajoutant à la valeur de

-j^ , multipliée par cos B , l'on aura

rfV dô' 2. dv^ or . .dû. . dû. . . dû.

TT — r-n- = rcos ô-r^ r -*- smB -,—^ cosBcosp^- •+• cos 6 sitiv-j- -

dt dt dt r* dz dx dy

Les trois équations dans ce système de coordonnées seront donc
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d^ô 2 dr dd . ,. A dv'^ sinùcosv dQ, sinô sinv dû, cosù dO.
--J- -( j—r- +• sino coso ^-^ = --, --i—i -r'
dt r dt dt dt r dx r dy r dz

^„, I rfV 6?ô^ 2/, dv' (T
f,

dû. . . dO. . .dO,
(Y) { -rr — r -TT — rcos o—rr -t--^ = cosQcosv-f- -t- cososinv-^—y- sino-r •>

^ ' \ dt dt dt r dx dy dz

d-(r^cos'ùdv) . . dO. . dO.—^

—

r^ ^ = — rcosôsinp-T- -i-rcosQcosv-j- •

dt dx dy

20. Si l'on remarque maintenant que l'on a ici

X = r cosùcosv

^

y "= r cos è sinv ,
z = r sin $ ,

l'on en conclura que en multipliant respectivement ces trois équations

par r^dô , dr , dv , et les ajoutant ensuite, l'on a

c?ô J-rVÔ I , a o.Adv'' i , dr' I db'^ ,3 di)"" -, 2 2/, df^ fZ*f 3 2a
-, = d-r cos Ô-TT -*- -d • -TT rrd-r +--^d-r cos 9 -t- 2-5 ^-r cos 6
dt dt a at 2. dt 2 dt dt dt dt

dr dû, , dû , dû ,= —
' ff ^- -t- -V- dx H—r- dy H j— dz ,

r dx dy -^ dz
ou bien

I , dr'' I , 2<^Ô' I
7 3 2Af^'^^ f^'' '^û 7 '^^ 7 '^^ 7

-d--rT-t--d-r -r^-^-d-r cos è-r^ = — o- -^ -4- -^— c/a; -t- -7- «Y -*- -r~dz .

2, dt 2 dt 2 dt r dx dy -^ dz

Cette équation est analogue à la troisième des équations (V) sous le

rapport de l'immédiate intégrabilité des premiers membres qui com-

posent ces deux équations. Il est d'ailleurs clair qu'en considérant il

comme u.ne fonction de r , p , ô , l'on a

2. \ dt dt dt } r dr dû dv

et que les seconds membres des équations (V) peuvent être respective-

, m . ^œ, -1 .. dû dû dû
ment exprimes par les coemciens dmerentiels partiels -^ , -r- , -^ •

Il suit de là qu'en substituant les valeurs de .r, j, z, l'on a ces

quatre équations

d-r'dù 3 • A A d^^ dû
r sino cos

(VI)

de dt'' rfo
'

JV </0* 2 A dv'' dû
-r-r — r -T-r — r cos 6 -rx — -}
dt dt dt dr

d
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En intégrant la dernière de ces équations , et posant plus de simplicité

,,^ dû, j dû. j. dO. .du = -^- dr -*- -jT- dô -^ —r dv

.

dr dô dv

l'on a
dr''
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22. La troisième des équations (IV) étant la même que la troisième

des équations (VI), il est clair que l'on a

d- p'^dv _ da_^

dt^ di>

Pour peu que l'on examine cette équation , on voit qu'elle peut être

intégrée de deux manières différentes: i." en la multipliant par dt

,

ce qui donne ^ = "^A^ "^^ ?
^^ ^" ^^ multipliant par -ifdv,

ce qui donne

ifdO ^J^ ^^'
'

"^'^
''''" ^ ^ ^ vJ^ ^ "^v •

Cette équation est propre à donner immédiatement le tems en

fonction de la longitude v\ mais comme cette intégration dépend im-

plicitement des valeurs de p et de 5 , il est nécessaire de transformer

les deux premières des équations (IV) de manière que v soit la va-

riable principale.

Pour cesser de regarder dt comme constant, on doit changer

d'^p 1 1 dp d'^p dp d^t

di'' dt dt dt dt dt '

mais l'équation dt = dv -fi^jf'-^ dvV^^ étant différentiée , donne

Partant l'on a

dt"" yp"" di>" p^dvy J^ dv /)^ dv du

d^p dv' _ I /i d^'p 2.dp''\ f\dQ^ , ^ dp dQ,

^*- "^ ~ ^HF ~ ""
pKp

"~
P'dv''

"^
p^dK'") J° ds> p-'dv dv

Cette expression se simplifie en posant u — - -^ car elle devient

d'^p dv" 2/ d^u\ ^ rdù. , du da

"dt
""

^'dF ~ Il yli -*-
^^^^j '^J ic'dv dv ' dv

11 suit de là que la seconde des équations (IV) donne

/d^'u \ rdQ. j (T _ da , dQ. _ cos v dQ, ^ sinv dû,W * "j ^Jltd^ "^^ "
~i^Z^Ï

-~ ':td^"d^ u ' dx dy
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Pour transformer d'une manière semblable la première des équa-
d^'s

tiens (IV) , il faudra changer -^ en

I , d^s d^s ds d^t

dt dt dt dt dt^
'

Cela posé, au moyen des valeurs précédentes de d^t et de de, l'on aura

d^'s I ds dû dp-ds r2.dû , rf> r^dû ,

dt p dv dv p^dv J ^ dv p^dv J ' dv

dv'' 2. dp ds dp-ds f^dû, ^ „ /'a '^^ J

(/f^ |!) c?t cft /o^dp J*dv p^ J^ dv

Donc, en substituant ces valeurs, l'on aura

I dû ds ifd'^s \ r^dû , £ dû^ s-cosv dû^ s-sinv dû

^ '

'dv ' dv
"^

pA.dt'^ ) J^ dv ~ p dz p dx p dy

Mais nous avons fait précédemment it = - , donc, en résumant le

résultat de ces transformations , l'on aura

i/d'^s

\ rdû , l ds dû s-cosv dû s-slnv dû Ji_ dû

\dv'' ) J udv u"^' dv' dv u^ ' dx u^ dy u^ dz

Vd'^u \ rdû , <r 1 du dû cosv dû siiiv dû

\d^ ) J udv ""
, A^ u' dv' dv u'' ' dx u'' dy

dt_ ^ j^/ rdû ^\-k.
dv u\J udv )

2 3. Pour éliminer les coordonnées x, j, z, remarquons qu'en

considérant ^ comme fonction de 5 , w , p , l'on a

dû dû
dx dv
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di> . di> dv

du 2 du- 2. •
^" ^

£^5 rfi'
^'^- as

dx ày dz

et par conséquent

dÇl . dQ, ^ dû dû,

dx dv du ds

da dO. ^ . dQ. . dQ
—r- = U cos V -1— ~^ U sinv —r- — ^ S-Slll V> —j- ,

dy du du as

dQ _ dQ
dz ds

Substituant ces valeurs dans les équations (VIT), l'on aura

/d^s \ rdQ ,
i^ * dQ_

"" \dv^ )J u'^dv iC' dv dv

) (d'^u \ rdQ , o-

iv zi*\ J u^dv )

s dQ \-^ss dQ
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iQ j I d-r" da
dp p dv dv

d^-r"" __ /j_ d^-r" __ ^ dj)_ dr^ T 2^ 7 i d-t"

df V/)'* dç''^ p^ dv ' dv ) J ' '

"

OU bien , en remarquant que p = - ,
'

'

d^'-r' _ /d*-r'' 3 du <^r'\ ^TdO. , o. d-r^

df \ dv'' u dv dv ) J iC'dv dv

en substituant cette valeur dans la première des équations (VI)', l'on aura

dÇj

~d^

_ _j_ ^ __ , . -i- 2, 1 d Ci
I d'^-r'^ I du d-r* r dr 2. dv dv ^

dv* u dv ' dv A f dQ. ,

J u dv

Or les équations

dû. da dû. da i/(i-*-ss)
r —r- =x-j— -t- y -7- •+ z—T- et r = =—^

dr dx -^ dv dz u
donnent

da da d'r'* 2. s ds 2(i-t-^i) da

dr du dv u* dv u^ dv ^

donc , en substituant ces valeurs , l'on obtiendra

I d^-r^ 2 du/ ds 1-*-^* du\

2. dv^ u^ dv \ dv u dv )

^ (TU da /j'O / '^^ i-^ss du\da )

J u dv

Si dans la troisième des équations (VI)' l'on fait pour plus de sim-

plicité # = d,\/{~ -^ -^—^ . ~) , l'on a l'équation

dr"

dt'
"'

' di
r"-^ = — -t- oJ^d'Sl ;

ou, en substituant pour dt sa valeur.

2 au
dr^ 2 J^ _ i/(i^ss)

dv* tff*

ifd'a

A fda J

J u dv

En combinant cette équation avec la précédente qui donne la valeur

2 '

"dfF ' ^^ remarquant que

1 d*- r* d*r dr*

2 dv* dv* dv*
'
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l'on trouvera

2 c?^* c?V 2 du/ ds i-t-ss du\

rfp* c?p* u^ </p \ c?p u dv /

C (TU dû, / ds i-*-ss du\dû, ) ;

ll/ii-t-ss) ~du \ dv u di>/dv ( 2 f --rT- dv

.

J u dv

2 5. Si dans les équations (IV) trouvées dans le n.° i8 on substitue

au lieu des fonctions ^' ^' "^ ^^^"^^ valeurs exprimées par

dO. da dO, „-7-
1 -y- •> -y- ' i on aura

dv du ds

f d^s dv^ 2. dp ds ^/s dOi i-*-ss d£l\

\ dt dt p dt dt \u du u ds /

/ idv fdO, 7

Eu faisant p = - dans le premier membre de ces équations , on les

transforme dans celles-ci :

d'^s dv' 2. du ds a (s dO. \-^ss dÇi\
—rr -•- 5 -TT — " ' T ' -r' = W l

- -y- -t- —-i— • —j- I ,

dt dt u dt dt \u du u as /

.^„T.T.w ) d'^u dv"" 2 Jii" o-u'' A/dQ, s dQ.\

dv -2, rd€L ,
, 1 _:„

Tt = V^^^'
lesquelles doivent être considérées comme les réciproques des équa-

tions (VIII).

On trouvera de la même manière que les équations (V) peuvent

être mises sous cette forme :

d^-r'dù 2 . . ^dv^ dû f .dû.

df dt du ^ ^ ds

/T7\' / d^r dù^ f,
dv^ <T 2 A dû

( V ) < -rr-r — r -7T — r C05 ô ~r^ — -^ = — u COS 6 —j- ,
^ ' ^ dt dt dt r du

(--«r|=/f*-
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S 3.

Développement préliminaire des fonctions des forces perturbatrices.

26. Les équations (VIII) seront la base de notre Théorie de la Lune ;

ainsi il est nécessaire de considérer les fonctions ii', iî", fi", afin

d'exprimer par les coordonnées « , p , s les termes qu'elles introduisent

dans nos équations différentielles.

Nous avons fait ( n." 7 )

q:= __j^j- --'-yyl--^
M'

mais l'on a
cos V sin V s

et lùen n'empêche d'exprimer par des fonctions semblables les coor-

données du Soleil , en posant

, cos p'
/ sin v' , s'

oc =^^
-f 9 'y ^^^

j 5 2 — r .

Alors p' représente la longitude du Soleil comptée sur une écliptique

fixe, depuis un équinoxe fixe; -7 la projection de son rayon vecteur

sur le même plan , et s la tangente de l'angle formé par le rayon

vecteur r avec cette même projection.

En substituant les valeurs de ces coordonnées , la première partie

de Qi' devient
, w u'* ss'-i- cos(y — p')

j, I '"
{i-t-s'sY

et la seconde, -j- =-, en posant pour plus de simplicité

TT 2W' / ,v u"' , « 2lt' , , ,

11 = — COSKV — V) -) i(I -^ SS) S S -t- 5 5 1

de sorte que l'on a

ç., W v! 'u'^ * 5' -4- CO^P — p')

En prenant les différences partielles de ^', nous aurons
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M' ^ ( i4-55)(i +n)-i H- M' ^Yco5(t; - pV 55'V( i-t-5V)-i - (i+np)

di>

du

(m
ds

d'où l'on conclut

i' dû.' i-t-ss dû,

u du u^ ds

dû' s da
H- — .

du u ds

I dû.' j.^at!'' . , ..(, , ,,„! , ^T^-§^

27. Afin d'établir une limite dans les développemens ultérieurs de

ces dernières fonctions , nous conviendrons de négliger le carré de s',

le produit —^ s\ et de ne conserver dans le développement de la fonction

(i-i-n)~2. que les termes multipliés par u, u , u , en se rappelant

que u représente l'unité divisée par la distance du Soleil à la Terre

projectée sur l'écliptique fixe ; ainsi nous aurons

(i^.nri= i_Ën-^^n'-^n^-^etc.,
ou Ion a

^=-— <'Os{i^-'^) -^ 7:5(1 -55)-— 55 ,

11 = —^ H r C05(2,P— 2V ) — ^'-^(l +• SS)C0S(V— P) -)
i- 5 5 COS(l> — P),

n'= — -^C05(p— p') — ^C05(3p— 3p'),

et par conséquent

^ ' \ 6^ u 0. IL M/
-I- cosyiv— 2P ) ( -) ^ • —ï I

/ ,. ( r, II! 45 zt'^ i5 n^ p ît'^ /\
-t- C05( i> — V ) \ -^ 6 1-^-—î -^55-t-l5-555)

^ '' \ u 8 zt^ 2 u^ u )

-*-C05(3t;-3(^')(-^-g^.^^.
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En faisant les multiplications indiquées ,
on aura

r I \ / 3 îl' 3 m'
. O „ „' \

1 ^XV njt ît^

MI u

s clDl I -t- ^5 ^A'

-u
' du u^ du

, ,s / 3 f. u'^ 15 u''- 15 it' ; ,
15 u' s' \

3 / / , V / 33 it' 3 !(' o ' . D *' \

^fl' s dfl'

du u ' ds

\ 2 16 u^ 4 it= 2 it /

^ i\ / S 5 i/^ 15 ii'^ 15 u' I \cos{^^-iv){-.^—^.~^-^.~ss^-^.-s,sJ

H/ri
"''

/ /\ / 9 »'
. 3 ii' o ' r '''^

» '

IVl -j J cos{v— v) \— :s
•-+»'- ss— ô-s. S -^10— s.s

cos{3v-^v')(-~.~)

28. Considérons maintenant la fonction û'"
,
qui est par «a nature

analogue à la fonction û'. li suffira de développer la partie de O!"

Tome I i
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relative à la planète m!' j car il est évident que par un simple chan-

gement de lettres on pourra en déduire les termes dus à l'action

des autres planètes.

En substituant pour x" ,y" , z" leurs valeurs X" -^x' , Y"-\-y' , Z'-\-z'

dans la valeur de û" trouvée dans le n." 17 , on aura

OU, A =(^A -hx --^^{Y^y _j H-|^Z -t-c--j.

Cette expression de A'^ donn^ . • ,
• .

:=^,[(x"+.-'-^f)c„.._(F"+y-^).».+(z"-*-.'-i).],

Gela posé , il est facile de trouver les expressions s-uivantes :

="^(^{X"-^x')smi^—{Y"-^y)cosi^^(^jjjj— -^,^ ,

: =^' {{X"^x')cosv+ {r"^yyin,+iZ"+z')s) (-*^-
J,)+ ^^3(i-H50,

dû'" m" / r//, , / \ / 1 1 \ >n" s

Actuellement si l'on fait .. - ,.; n ^^

cp^„ cosv" -rrn sin^" lyn s"

^ 11' ' 1/ ' ' II." '

r/A;

(hi

tiA'

do."

dû"

du

on aura

dû.'" m" / sin(v— v") sin{v— *'') \ / 1 t \

~d7~li^ \
'^' '

i? /\^~Â^/ '

du u^
I

u" u \ u" u / I
\ r ^ A^ / M-'A * ^ / '

' m" /s" s' \ / \ I \ m"

s

'~
u \V''^Û' )\ /'"S — Â^

/ ""
TF^^

'

d£ï"

du.
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Il suit de là que nous avons

= ,:J^ - ^K^-t" - ^> ^"'(^ - "'oc^ - ^-y

Pour achever d'exprimer ces trois fonctions par nos coordonnées

polaires , il faut remarquer que Ton a

I -t- s'
s'

I -4- s"
s"

2- s'
s" 2 COSii>' - p")

dQ.'" ï-*-ss dû"-

du II'' ds

dQj" s_ dor

du u ds

u'W

J-*-SS 2cos{v — i>") 2 cos{v — y') ^/_^ f!!\

d'où l'on déduit

M^A^ «^\ Î4
^ '^ Hit ' ît ^ U ^ U / J

i/i i\ Z6'V ail! ,. „. ,, , n ...lé"- 2.*V'.«'\_3

a\r^^ A'v " \ " " " /

zt'V "" '2 2?i' , '. 2a'^ . ». u"-

/

. 2.u's y , s"u's\-^

Ces deux expressions peuvent être développées en série convergente

lorsqu'il s'agit d'une planète inférieure: pour une planète supérieure il

faudra leurs donner —j- pour facteur commun , et alors l'on aura
u' A

1 W"V "3 "3 2a" , „. 21,!'' . ,, zt"% . 2u"sy „ s'ii!\\-à

u\r'^ A'V «^ \ zi'
^ ' ^ ' u " /

m"V -'2 "3 2?/'
/ "X 2Zt"^ , .. Zt"". X 2ZA/ „ ^V\V?

u^ \ u ^ ^ u- u' ^ ^ u ^ ^ u \ u' //

2,9. La fonction û" étant assez compliquée , il convient de considérer

à part chacun des termes qui la composent ; ainsi nous la réduirons

d'abord à Q!' = -r^, F" (n.° 7). De plus, nous ne retiendrons dans F"

Tome I. 5
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que les trois premiers termes ; et nous supposerons la Terre un sphé-

roïde de révolution. Dans ces hypothèses l'on a

r,^, = — K^^^(siaK —
3 ) ;

î'is)
= K(i) {s'in X — - sinXy-> (V. n." 8 et 1

1
).

En substituant ces valeurs de F^^) ' ^(3) ^^ remarquant que r = — -•>

nous aurons

a" = a -%(^ - K^^^)(sinX-
I)

-4- ff 77^'^ K^^^(sinK- r sin x)

.

En substituant nos valeurs de x , y , z dans celle de sînX = p

,

trouvée dans le n.° 9 , il viendra

sini>

sinX = sin M sm(b-7-, :- -f- smoocos(p-r, -+- cosco-r-,

sin o sln{i> -t-
(p) s-coso

(/(l-l-^5) [/{i-t-ss)

et par conséquent

d-sinX si/iQ cos{i' -i- (p) d • siaX d-slnX cos a — s.sino sin{v-*-(fj)

di> ~ i/{i-i-ss)
'

du ~ ' ds (iH_^^)l

Cela posé , si l'on forme les différences partielles de la fonction ù",

l'on trouvera

dû" __ 2(r{^ — K(^^)DVsinX d-siiiX ^ffK^'i-^D^iâ^siii'X—l) d . sinX

ds> "
(iw-^i)^

*
'^^

"*

{\-^ssy dv

dùl' _ 3 g- (7// — Ii(^^^D\i\siri''k — i

)

ù,(xKc,)Dhi? {sin^l — Isinl)

du
~

I \^ {i-i-ssY

dû." _ 2<T{tp~K(2^)D'^u^sinX d-sinX S(rK(3)D^ii''^{siri'X~ i) d • sin X

ds ~
/•, ^ \T

' ds (^i-t-ssy ds

3(r(ip— K(:,^)sD^n^(sin''X— |) /^aK^^D^u'^sisin^X— 5 wm/I).

(l -t-55)2 ^ ^

et de là il est facile de conclure les expressions suivantes :
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1 dû," 2(r(ip—K(i))DhisinX d-sin'X ZffK^i'P'^u^{siri'7i— -g) d-sinX

"^^'^^
(I-K..)t

'^^'^ ^^-"^^")' "~^^^'

S dH" i-*-ss dûi" o.a[ip—K(2))D^usinX d-sinX ^ffK^^D'^u''{sirL'X— 3) d-sinX

u du u^ ds f,.\^ ds 1 -1- ss ds

dû" s dû" a{é-K(^i)n''u /Sisin^X — h . d-sinXX— h — . —— £= 5 I -* 2 S-Slll A -r I

du U ds ,
.- \ \-^ss ds J

(rK,'iJ)'^ii?/A{sirfiX — \s'mX) o / 2, i\d-sinX\
-»- -

—

'•-^ A — 2 L -H 5 5 isin K- -
) -, )

•

{i-t-ss) \ i-i-ss V o^ ds /

Les formules précédentes donnent

sln^X ^ siri'o -)- ss'cos^o -t- o.sin o cos o-s-sin{y -^(p)— -j sin^a cos{2v -t- 2(p)

i-t-ss
~~

(I -i- ssf
'

sinX d'sinX (l — ~;sia^0)s + (i— ss)sino cos a sin{v-t-(p) -*- - s-siri^Q cos(2v -^ 2ip)

1 d-
'

X \k^osoosm^œ—ss(cosciû—2cosùo)-t-s(2sinw—^sin(jo)sm{v-i-(p)j
j

— cosM sin'co(^^-ss)cos{2(^-i- 2(p) *- ^sin co-s-sm(3t' >»- 3(f5)\(i-*-'*''^)'

sin X d' sinX S'sino coso cos{y -t- ^) -t- -i sbi^a sin{2t> -t- 2(p)

{i-t-ssy ^^ (1-4-55)2

1.4 3
. îT , . -j \ ksin (ii)-t-ss-sinoocos^(a-i- s-sin'ciocosMsin(2i>-i- 2<p)i r

sinX d-si/iA J * ^ ^^l 1

^sia'oû cosws -I- cos cio s *• (\ sin 00 *- Ssinoû cos^oû ss)sin{v -*- Ç»)) isin^X

\-*-ss
^ -^sin'w COSO) s-cos(2v-i-2(p) — ^sin M 5111(3^ -t- 3(p)

Ui-t-^^)^

3o. A l'aide de ces développemens , l'on obtiendra les résultats

qui suivent :
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icos
c (ï ~" ^sin^ùo) s

sin ( p -*-
(p )

(i — ss)sinùocosM)

005(21^ -t- 2
(p) ( -t- I 5-5m^a))

/ COS O [ ICOSM — ^COS^OO — (5CO5CO — 2C0,S Ct;)55]^

3 0-K 3 D^u ]
-5^'^ ( ^' -*" ^ ) [(a •5^^'*^ ^ "i ^^'^ <^) -5 -*- i 5i« w 5 ]

(i M-5i-)2 lco5(2P-t-2(p)[ — C05i:o5ire^c«)(| — 55)]

COS o [— I -(- 1 ii/i^ct) -I- (4 »— 6 5ire^co) 5 s]\

sin ( p -K (p )
[if /z w C05 ctj(8 5 — :

C05(2P -t- 2(p) [5m^a;(— i
-<- 5 i)]

——. --1— —
7^ t sin (ç -i- (p) [sin 00 cos (io(S s — 25)]

du U as
(l-(-5 5)2

icos
c [

—

3C0SM -*- ^£ sin^M COSOi)— (ôcosw — iocos(»)ssj

sin ( p -t-
(P )[— ^g-^mco -H 3 5m' co -h (-Isinoo- -}sin 0^)55 -i- fii/zw s"^]!

co5(2P4-2(p)[5m^co co5a)(— -^- -)- 3 55) 5]

sin(3p-i-3<p)[sin m(— i -t- |5s)]

I rfû" ^ a (rDM^-K(v) i<'Os(i^ -^(p) (sinœcosœs)]

(i-t-5^)-'
|i 5m(2P -)- 2(|)) (é,5W w) i

^ C05 O [_\sin(i} -*- 55-5i/îa; co5"a)]1

3o-Z»3,/7f^3j co5(p -H (p) [^\sinw{l -H 55)]

{i-^ss)'^
] 5m(2P -I- 2(p)[5i/î^a) C05CO 5]

1 co5(3p -H 3(p) [ — I 5m «]
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3i= Le coeftlcient /i(3) qui eiiire dans ces formules est sans doute

très-petit ^ mais pour ne rien avancer sans démonstration nous allons

faire voir qu'en général les coefliciens /î(3) , /î(4) , etc. sont chacun

plus petits que le coefficient /v^^).

Les observations de la longueur du pendule simple qui bat les

secondes faites à différentes latitudes ont fait voir que cette longueur

varie à très-peu-près proportionrïellement au carré du sinus de la la-

titude. En partant de celte donnée voici comment M. Poisson parvient

à fixer la limite des fonctions F(3) , F(4) , etc. sans même supposer que

la Terre est un sphéroïde de révolution ( Voyez Connaissante des

tems pour 182 1
,
page 264)-

D'après la théorie de l'attraction des sphéroïdes , l'expression de la

longueur du pendule est donnée a priori par une fonction de cette forme

Z [n- 5à(^si?i"l--i) -4- F(,)-t- 2 F(3)-!- 3 F(4)-H 4i^(5)-+-etc.]
,

où L désigne une quantité constante , et X la latitude g-éographique.

Supposons maintenant que la véritable expression de cette longueur

sous forme finie soit

'^ désignant un coefficient constant , et Q une fonction de la latitude

et de la longitude
,
qui d'après les observations est résultée toujours

-plus petite que ^. En égalant ces deux expressions l'on obtient

Q= F(;,)H- (5 '^— v^) (s/VX— !)-+- 2 F(3)-+- 3 r(4)-t- 4 F(5)-i-eic.
,

dans laquelle la fonction F(2)-i-(5(f— A')(^sin'k— ^) doit être consi-

dérée comme assujettie aux propriétés générales de la fonction F(î).

32. Actuellement imaginons la fonction

( I — 2 X {sin l sin (l)+ cos X cos (X) cos (73— (c?) ) ]
-+- ^' )- î

développée suivant les puissances àe x , et nommons X(„) le coefficient

de x" ; M. Legendre (^Exercices de calcul intégral , vol. Il, pag. 271) a

démontré que les deux fonctions X(„), F(„,) satisfont toujours à l'équation

Jj Xqi) F(,„) cos "k.dl d^s= o

entre les limites zs = o" ; X = 90° ;

13 = 36o° j X = 270**
;

Tome l
.5
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pourvu que les indices m et n soient deux nombres drffërens. Donc
,

en vertu de cette propriété , si l'on multiplie la valeur de Q par

X{,n)COsl.d'kdzi , l'on aura, en intégrant entre les mêmes limites
,

JTq .¥(,,) cosl.dld^z={m—i )ffYin,, X^„o cos l . dl d^s

.

Mais dans l'ouvrage que l'on vient de citer il est démontré (pag. 2^2) que

JJa\"') ^('«) co^ ^-^^^^ '^^=- 27;:^ ( ^("0 ) '

(F(,„)) étant ce qui devient F(,„) par le cliangement de >. et w en

(X) et (zf) , en désignant par ces deux, dernières quantités deux, valeurs

arbitraires que l'on peut donner à >. et à rs. Ainsi nous aurons

JjQX,„,cosl.dld^=- '4ëïl^X^ «)•

Si l'on remarque maintenant que, relativement aux limites de cette

intégrale , le coefficient X(,„) demeure toujours compris entre -+- 1 et — i

,

l'on eu conclut, en faisant X(,„)= i, que l'on a, abstraction faite du signe,

Donc, en nommant B la plus grande valeur de Q, laquelle par l'hypo-

thèse établie doit être plus petite que ^4 , l'on aura à plus forte raison

OU bien, en observant qu'ici / / cosl.dldzi =^— 4^,

Pour mieux fixer les idées sur ce point nous ajouterons que M. Bcssel

en comparant avec la formule

Z [ I -t- 5 ^^z {sin\— ~)-\- F(2;) -H 2 Y'^^) -+- etc.]

les longueurs du pendule observées dans les deux hémisphères a trouvé

que l'on peut représenter ces observations en prenant

Yiz) = A(3) {^sin^\ — I sin X)

/1L(3) = 0,0003345
,

et en supposant nulles toutes les autres fonctions K(./,) , F(5) , etc.

(Voyez Astronomiae Jiindamenia ,
page i3i ).
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33. Actuellement développons la seconde pai'tie de Q.", c'est-à-dire

la fonction j^V. En retenant seulenaent le premier terme de la va-

leur de F", nous aurons

5 o r^

et, en substituant pour b' sa valeur rapportée dans le n.° 14, il viendra

Il est évident que les termes introduits dans les équations différen-

tielles par le premier terme de cette expression peuvent être formés

immédiatement en changeant le facteur

.Z)X+-/y en j|^.jA.(.C-5-4

dans la première partie de chacvm des résultats rapportés dans le

n.° 3o ,
qui nous ont été fournis par la valeur spéciale de il" définie

dans le n.° 29. Il suffit donc de nous occuper ici de la fonction

li? cos^7J cos 1 "js^ T, • ç,

3— que nous désignerons par t,

D'après les formules du n.° 9 , nous avons

^{y-^ssy\ ^ {i^A-A^^[^ï)cosv-^ (B-By=l)smi> -*- {C^C^\/^)s)i

= '^--l(2{A^-AyosW2(B^-Bl)sini^^2{C^-C)ss^4(AB-ABJsimcosi^

-^ ^(AC^-AC^) s-cosv -^AiBC^ - BC)s-sm A

= '-'—4{A^-Al-^B^-B^) + {A^-Al-B^-^B'^)cos2v-^2{AB-ABym2^

-H 2{AC -A C ) s-cosv -^ 2{B C - Bp )s-sinv ^ 2{C^ - C~)s"^-

Donc, en prenant les différentielles partielles de ^ , il viendra
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(l -^- SS)'

sin 2v

^ = '^—,(-(A^-A^-B'--^B^)sln2v-^2(AB-A B )cos2v-{AC-A C )ssii

'^{BC-B^C^)s-cosv\

^ = ^"' J{A^-A^^-^B'-Bl)-^(A^-Al-B^-^Byos2i^ -t- 2(AB-AB)

^ 2{AC_ - ^, Cj5-co5(^-H 2(5 C - BCJs-sinP -^ 2(Cf - CfJ 5')

^^ = -'—^([(AC-A C)cosv-^{BC-B C)smp']{i-/^ss)-^{C^-C^){2s-^s^))
"•"

(i -i-ssy-^ ' .
n „

, , „ „
. ,, j

~ ^ '''\
({A';-Al-^B^-B^,)-^{A';-Al-B^-^B^)cos2v + 2{AB-ABJsin2A

34. Les valeurs de A., B , C •, ^ , B , C posées dans le n." 16

donnent

A^ = cos eu' sin^Cp' siiiùi -»- cos^(p' cos~ô' -t- | C05 m sin 2(p' sin 2Ô'

A^^ = cos^oo' sin'(p' cos^ô' + cos^(p' sui& — | cos uo sin 2(p' sin 2Ô'

B^ = cos^J cos^(p' sin& -<- sini^' cos^ô' — | cos 00 sin 2<p' sin 2Ô'

B^^ = C05V cos^(p' cos~ô' +- sin^cp' sin 6' -*- l^cos J sin 2(p' sin 2Ô'

AB—^ cos'^ûo'sin2(p'sin~ô' -h lcosùo'cos~(p'sin2Ô' - k^cosw sin^(p'sin2Ô' — ^sin2<p'cos^ô'

A B^^= I cos^ùo cos2(p' cos'^ô' - k^cosùj cos^(p'sin2Ô' -i- ^cosm sin^(p'sin2Ô'- ^sin2(p'sin^ô'

A C= — ^ sin 2 cd sin <p' sin& — | sin w cos (p' sin 2 ô'

A C = —
k, sin 200 sin (p' cos^ô' -+- ^ sin eu' cos (p' sin 2 ô'

BC^^= — Isin 2 M cos (p' sin& — | sin oo sin (p' sin 2 ô'

B C = — I sin 2 (jû cos (p' cos^ô' — 1 5m 00 sin <p' sin 2 ô'

= sin ùo sin

= sin (jj cos 6
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et par conséquent

^* — A^ — B^ -^ B^ = (i -»- co5V)co5 2(f)'co52Ô' -)- 2co5w' smscf}' sin2Ô'

AB — A B = - |(l "t- C05V)5in.2(p' C0S2Ô' -»- C05w' C052(f)' 5i/l2Ô'

/^ C

—

A C^ = |5m2w'5iAi(p'co5 2Ô'

—

slncio cos(p' sin2Ô'

B C — B C = |,si«2w'c05(p' C05 2Ô' -)- 5mw' 5i/l(|)'5i/l2Ô'

Cf - Cf, = - 5i/2Vco5 2 ô' = -
(^f - Jf, -H B"; - B').

Partant l'on a
s d^ ï -f- ss c?|

u du II* ds

-—1 (K' - < - -Sf -H 5') cos2i^-t-2 {AB~ AB) sin 2A

-^ ^^^-4 ((^, C - ^, CJ cos s> -K (5 C - BC) sin p) ;

(1-1-55)2 V '
'

" " '
'

" " /

J| 5 J| _
du u ds

^ ^'(3— 1 a 55) /^2 >-,2 \

2(l -*-SS)^

It"(3 — 2 55

2 ( 1 -t- 55)

Zt'(4 5 — 5

(l -^ss)

d'où l'on conclut

f^ ((A"^ - ^f,
- 5,' -H ^fj C05 21^ -1- 2 (^5, - AB) sin 2 A

5 C?| 1-1-55 c?!'

Tome /

u du u^ ds

3 siriiji) cos 2Ô'

-t-
(

I -*- cos^m) cos 2 ô' C05 ( 2 p -+- 2 (p'

)

-t- 2 cos w' 5in, 2 ô' sin{2 p -»- 2 (p'

)

jt(i._55)V I iÏAZ 2 0»' C05 2Ô' 5irt (
p -t-

(f)') y

(i -H 55)2 |l — sin M sin 2Ô co5 (t» -t- (p )
\

us

(i -)- ss)-^
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du u ds

: j^ I Sm W C05 261
U*(3— I2ij)

2(1-1- J^) =

«V3-2.5)((^ -HC05V)C05 2Ô'C05(2P -^ 2 (p') )

** ~^
z~S , . , . , )

2(1-1-^5)2 i -4-2co5a; sin^ô sln (^v -*- 2(p) \

u^i4s-ss){ ksin2(^'cos2Ô'sin{i>-^(p') )

+" ;;— \ / "

— J • ' • A' I ' \ C
'

(i H- ssY f — sin. w siii 2 6 cos ( p -)-
(f) ) >

J_ dj

it^ di>

li.
((•'"*" CO5V) COS 2Ô' sin{'n> -t- 2(p') ]

{i-^ssY ) -i~ cos ùo sin 2 ô' cos(2ç -i- 2(p') \

us { k,sin 2 0J cos 2Ô' cos (i' ->- (p'

)

J

(i-)-s5)2 / -t- 5m oj sin 2 ô' s'in ( p -t- (p'
) \

35. Ea réunissant les fonctions données par ces deux termes, et

ordonnant par rapport aux sinus et cosinus des angles formés par la

combinaison de 6 , vi , v ^ l'on trouvera

I dQI' _
u"^ dv

gu(T Q.C-B-A ( C05 ( p -H
(f)' ) sin co' cos co' 5 i

(l-(-55)2 y ^ 5„j(2P-f-2(f)) I 5f/Z w
^

i

[ 5m(2P -1- 2Ç)' -t- 2Ô') (— I -I- 2 C05w' —' I
COSTCO

)

gua- B— A ) im(2p -t- 2(p' — 2Ô') (— ^ — | C05w'— IcosV)

(n-55)-- 1 co5(p -t- (p -4- 2Ô
)
(— I 5i/Z CO -I-

i^
5i/l 2 CO ) S

co5( p -t- (p' — 2Ô') (-)-
2; sia 00 -i- \ sin 2co') 5
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s da" i-t-ss da" _
u du ic' ds

COS O (l — ^sin'oo) S

gu<r 2.C-B-A ] . , ^'\ / • ' '\ / \

^^Y)nh ' 1 «^ 5m ( p -*- y )
{sin w cos œ)[i — ss)

cos(2ç -f- 2(p') ( I sin'^ w' 5)

cos 2 ô'
( 3 sin' (ti

)

guffs B-A
]

' 1 2 -v

T67VD^
' ^ ^ C0S{-2V -i- 2,(p + 2.6

) {^— cos (A) -t-|C05ct;)
(I-t-55)^ ]

cos (2i> -i- 2(p>' — 2 0) (l-t- C05 w' -)-
I COS^m)

gua{i — ss) B-A \ sin(v -»- (p' -h 2Ô') (— | s'mol -»- ^ sin 2a)')

(i-H^^)-
I
sin[ç> -t- (p — 26

) { ^ siriM -t-
j^ sin, 2m)

dH" s da" _
du, u ds

{ cos o ["" I
"•"

i

sia'bo-*-

s

5(4 — 6 siii^oj')] ^

gu'^a- aC-B-A \
'\ r • - vo > t

o j'3^
• 7 ( C05(P -*-$>) [5i«C<J COSW (05 — 2,5")]
(1-1-55)^ i

\ cos{29-i-2(S^') \_sina) {-- I -1- 55)]

QZtV(3-I255) B— A ( A'/ • 2 'A
3..i)'3,

•—-1(00.26(5^.))
(1-1-55)2 ^ ^

9uV(3— 355) B— A \ cos{2v -H
2(f)'

-1- 2Ô')
( |
— C05 w' -t- I C05V)

32 TtD'^b ' ï
1(l-t-55)2 i C05(2P -1- 2 (p' — 2 ô) (

1 -t- C05 w' -4- | CO5V)

9aV(45 — 55) B—A \ 5m(p -1- (p' -1- 2Ô') (— | 5m eu' -i- | 51/2 2 o)')

iQixD'^b '
~

I {
,

(H-55)2
^
5i^(p H-

(f)
— 2Ô) ( I 5mw -t-^5m2aj')
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36. Nous sentons que l'on aurait pu abréger de beaucoup l'écriture

de ces formules en les réduisant , d'abord , aux seuls termes qui
, par

la nature particulière des argumens , sont susceptibles d'augmenter

par les intégrations ; mais le choix de tels argumens suppose tacite-

ment la discussion de tous les termes qui sont d'un même ordre

avant les intégrations. A la vérité l'on peut , après avoir acquis une

certaine habitude de cette analyse ,
prévoir , sans un développement

complet, les termes qu'il convient de conserver; mais en opérant de

cette manière l'on aurait épargné un calcul , qui dans le fond n'est

pas difficile , aux dépens de la clarté et en laissant des doutes que la

plupart des lecteurs n'auraient pu dissiper qu'en exécutant en détail

les développemens supprimés.

La discussion des termes donnés par la figure de la Terre et de la

Lune ne pourra être reprise qu'après que nous aurons développé la

partie principale des inégalités de la Lune qui dépend de la force

perturbatrice du Soleil. Alors on examinera de près l'influence des

fonctions V" et V\ en ayant même égard aux petites modifications

qui peuvent être produites par les termes de 01' affectés des coeffi-

ciens différentiels du second ordre de ces mêmes fonctions.
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CHAPITEE SECOND.

EXPRESSIONS DES COORDONNÉES DU SOLEIL ET DE LA LUNE

RELATIVES AU MOUVEMENT ELLIPTIQUE

ET THÉORIE DE LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES.

Intégration des équations différentielles en supposant nulles

les forces perturbatrices.

87. JCjn faisant abstraction de toute force perturbatrice, l'on a Î2 = 0;

ce qui réduit l'intégrale 2 / -irj- dv à une constante arbitraire po-

sitive que nous représenterons par h^. Les équations (VIII) du n.° 2 3

se réduisent par conséquent à cette forme :

d^s d^'u (T , dv

du
'

dp j2, .|- /jw

Il est évident que l'intégrale de la première de ces équations est

s = y sin((f — 6) ,

où y et ô désignent deux constantes arbitraires, telles que y repré-

sente la tangente de l'inclinaison de l'orbite par rapport au plan fixe,

et ô la longitude du nœud ascendant.

L'équation en u est un cas particulier de l'équation -pr -*- lu = R,

dans laquelle i désigne un coefficient constant , et R une fonction

explicite de p. Or Ton sait que l'intégrale complète de cette équation est

u =- Acos{iv— vu) -i- sinjA^fR cos iv di> — cos ivfR sin iv -dv;

A et vs désignant deux constantes arbitraires.
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Donc , dans le cas dont il s'agit , nous aurons

. , •. ff . P cos v ^ a /^ sin v ,

u = A cos[i^— m) -i- -p sin p 1 5- clv ^~ yi cos ç j j dv •

^ (l-t-55)^
^

-^ (l-»-f j-)2"

Maintenant pour avoir la valeur de ces deux intégrales, il faut expri-

mer sïav^ cosv en fonction de 5. Pour cela remarquons que l'on a

~ ~ sin(y-6) = sinçcosô—cosi^sinô ;
—^ t= co5(p— 6) = cosçcosô-f-sinvsinô;

d'où l'on tire

cos p = 1/(7 — s ) sin 6 ; sinv ^= y (y — s )
"— cosQ-Il 7 i

Donc, en différentiant ces expressions, l'on aura

, / sin ô s • cos ô \ 7 7 / cos 9 s • sin ô \ ,

ce qui change l'expression précédente de u en

u =A cosiy- w) -H ^(5 f—^—t - 1/(7'- 5') /- '—^—
-^

)•

Or l'on a

/'^ cU ^ S
_

/^ sds _ |/(/''— y")

Donc la valeur de w se .réduit à

« = Acosli^— tir) -4- -y^ •
-—— •

Pour simplifier l'écriture de cette formule , l'on peut introduire une

nouvelle constante arbitraire e, en posant A=j^r7——:, ce qvii donne

Cette expression de a est remarquable par sa forme; quoiqu'elle soit

une conséquence immédiate de la théorie du mouvement elliptique,

il paraît qu'aucun auteur ne l'ait publiée avant Lagrange ,
qui l'a donnée

en 1762 (Voyez tome III des Anciens Mémoires de l'Académie de Tu-

rin
,
page 828 }.
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38. Si l'on voulait avoir cette valeur de u exprimée par une suite

de termes périodiques , il n'y aurait qu'a développer la fonction

dans une suite de la forme

C -t- C'co5(2f— 2Ô) -H C"co5(4p — 4Ô) -4- etc.
^

Pour donner aux coefficiens C, C, C", etc. une forme régulière,

faisons ^ ^-^ := x , ce qui donne

Maintenant si l'on suppose

(/[l - 2X C0S(2^) - 2Ô) -t- X^] = P(ç) t- 2P^j^C05(2f - 2,6) -t- 2jP(^-,C05(4P - 4Ô) + CtC. ,

l'on a en général , d'après les formules données par M. Legendre

(Exercices de calcul intégral, tome U, page 274),

^ î.i.3-5----(a2-3) /xyr i.i-(a2-i) /xX^ i-i-(22-i)(224-i) /xV^
^^^) ~ i.2.3.4....;i 'W L^ i-(;i-t-i) 'W i-2-(Ah-i)(Ah-2)'V2;

_ i.i-3.(2;i-i)(22-Hi)(22^3)
_
/^\^ _ etc 1 ^

et dans le cas de A = o

Ces coefficiens peuvent être exprimés par des intégrales définies en

observant que l'on a en général

P(X) = - /^(p C05?v(p(/(l — 2X C05 2(p -t- X^);

l'intégrale étant prise entre les limites (p = o et (p = tt.

L'on peut ramener ces intégrales à des transcendantes elliptiques ,

ainsi que M. Legendre l'a fait voir dans l'endroit cité. Dans le cas

de À = o cette transformation donne

^(o) = Ifà^ n^ - af^sin^^- (x^ - Ol/^^-iw^) '

en intégrant depuis (p = o jusqu'à (p = | tt.
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En développant la valeur de x en série , l'on a

^ ^ Wi^-^ïp-^r ^ ilL . ?X ^ £lL^ . teV -)- —— • (^^V- etc.
y"^ 1-2. 2. I-2-3 \ 2 / i-2>3'4 V 2 /

"'

et en substituant cette valeur dans celle de P^
,

, P,^^ , etc. , et ordon-

nant les résultats, suivant les puissances de 7, l'on aura

1^1 -t-5j = I -*-
4 /— 6"4 y'* -<- etc.

H- cos{p.v— 2Ô) ( — i y^ -t- Tô y^ -t- etc.

-I- 005(41;— 46) ( — ^-^y"^ -»- etc.

-t- etc.

,

et par conséquent

I -»- |y^— 64
7"*-*- etc.

-t- C05 (p — w) ( e. )

-t- co5(2p— 26) (— 4
7^ -<-

16 7^ -*- etc.

co5(4p — 4Ô) (— 1^74 -f- etc.

etc.

89, En substituant la valeur de u dans l'équation

dt= ^. l'on a # = ^-^(^-/y^Vt/Ti;:;; H. eco5(.-^))" ' •

Maintenant si l'on remplace l/7^w7 par sa valeur en série, et que

l'on suppose

A = i-H|e"-|7'M-f e4-H374_-|ey-H|eyco5(2t^-2Ô)-Hetc.

A'^ = — 2e — 3e-i-|e7^-f- etc.

etc.

etc.

A^' =
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l'on trouvera

/'^-i-A^C05((^-1îr)-(-iV'c05(ap-2OT)+A^"c05(2P-2Ô)-t-iV"'c05(3p-3âr)^

^ _ ^'('•^ny yj\^"^C0s{3ç - tï7 - 2Ô) 4- N'^^COS^V + Î3- - 2Ô) 4- A^'c05(4P - 41^) ('

{^-N'^cos{4i^- 4Ô) -h N''"cos{4v-2Xij-2Ô) )

où l'on a poussé l'approximation jusqu'aux quantités de la quatrième

dimension inclusivement par rapport à e et 7. En intégrant le

second membre de cette équation, et appelant / la constante arbi-

traire^ l'on aura la valeur de £-»-/ par une fonction explicite de t^

développée en série infinie. Mais l'on peut aussi avoir la valeur de

cette intégrale sous forme finie en employant deux angles auxiliaires.

40. A cet effet faisons

v^ étant la nouvelle variable \ cette équation donne

dv = . ,, • ,, '

, ; [/v^ss^ (/[i-*-7^5m-(p— ô)] == — ^•
cos (p,-6) |/(i-t-yy) L

» \ /j co5((',— 6)

En écrivant (p — ô) — (ot — ô) au lieu de p — ot , l'on aura

e co5(p—ot) = e cps(ot— ô) co5(p— ô) [ l -t- tangiyn — ô) tang{y — ô)] ;,

et en substituant pour tang{y— ù) sa valeur , il viendra

e cos[v —w) — ecos^-os --d)cos{v— è){ i-i ——j—^ ^^^^-^ ^
j

•

En supposant la quantité constante .

""gC'^ ~ ) _. tang(T—-6), et con-

sidérant T comme une nouvelle constante arbitraire , l'équation pré-

cédente deviendra

eco5(p— •sr) = e — ^ Â^co5(p — r).
^ ' cos{z — 6) cos{i>^— S) ^ '

^

onc, en posant e — e —
)

-r^ . Ion aura
• cos{t;— ti)

ecos{y — w)~ e —^

—

ir^cosiv —ô)

,

^ ' cos[y^— S) '^ '

et V i^ss -^ e cosiv — -us) — —
\ f-A \.-^ z cosiv — tS)-
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En divisant la valeur de cZp, trouvée plus haut, par le carré de

cette quantité , l'on obtient

Donc , en substituant cette valeur dans celle de dt , et intégrant

,

l'on trouvera

^ ^ . _ /^!(£:^ .
/ ^ssini.,-r)

_^ _ç /^ d_^ ^X
^

-'

'

a \(i — £ )[i -t- £C05(p^— t)J 1 — sJ 1-i- e cos{i^i— t)/

/^ désignant une constante arbitraire.

Or l'on sait que

/t.
dv.

Arc. sin— ,

'
•

l -+- £COs{l'i— t) [/(I— £f) l-t-SCOs{i>^— t)

Donc , en faisant pour plus de simplicité

o l/(l — Ss)sin(v.— t) , . 1 9 * ^;

—

T^ I /^
? — ^— ', ^ '

,
1 OU bien tana^d = tana-^—- • 1/ -

^
I -)- £ cos{v^ — t) ^-' ^ 2. y l-

sin C = '— '
^ ' ' > ou Dien tana. ^ c = lang ^—- • i/ •>

l'on aura

a-'{\ — £ eY

41. Ces deux équations donnent, comme on le voit, les relations

connues entre le tems , l'anomalie excentrique et l'anomalie vraie rap-

portée au plan même de l'orbite. En nommant a le demi-grand-axe

de l'orbite, l'on doit avoir par la propriété du mouvement elliptique

Pour éliminer s de cette expression de a , reprenons les deux équations

cos(tj—ù) . .. tans,{'JS — 6)
? = e—-, 7T ; tana (t — 6) — -—rj r- •>

et remarqvions qu'elles donnent

et que par conséquent l'on a

e =r g r/r I -f. y'^siniT — ô)l , et a = —p
î

^ M—îtâ—ZTT
'
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Soit Â le terme constant qui résulte du développement de la fonction

\y^^ss -»- ecos{v — vj)Y^-'; il est clair que l'on a

A 1= — I iy i-i-ss -*• ecos{v — ro-)) cZt^,

l'intégrale étant prise entre deux valeurs de v qui diffèrent entre elles

de 36 o". Or, en exprimant cette intégrale par la variable v^ , l'on a

27r^/(l -H yy)/ [l-H£ COi(p^— T)]"

donc, en prenant pour limites de cette intégrale p = r ; \> = t-^ 36o ,

il est clair que les limites correspondantes de v différeront de 3 60'';

ainsi l'on aura a^r

A _ r ±1

Mais entre ces limites la valeur de l'intégrale est égale à , —gS ""'

donc nous avons ^ ^ l ^

et en substituant par e sa valeur trouvée plus haut , il viendra

^ ^ ^-^7Ï

[i -I-
y'^— e^— e'^j^cos^ip — Ô)]-

ce qui donne pour le premier terme de la valeur de t -^f déve-

-, loppée en série de sinus et cosinus des multiples de v ,

h'i^^rrTA = h\i-^yyY „ t/SL
;

la formule du n.° 39 devient par-là

I -t- cos {v — •TO"
)
(— 2 e -•-

I e 7"
)

dt /a^ ) -*- C05(2P— 2ot)( lé"— é — leV)
= K'vdv V 1 -- co5(2P-2Ô)( Ir'-^y^-^-leY)

I- etc.

42. Avant de terminer ce paragraphe nous allons faire voir comment

l'on pourrait prolonger indéfiniment la série qui exprime la valeur

de t en fonction de p, dans chacun des deux systèmes de constantes

arbitraires qui ont été considérés dans l'intégration précédente.
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Observons d'abord que , en intégrant l'équation

v-^ \_i -*- e cos {v ^ — t)]

l'on obtient la série régulière

/ (/ -1 • c?£ = f^
—

• J^^^sin(y~T) -*-lJ^^^31112(^—7) — lA^^siii3(v—T) + etc.,

dans laquelle j _ 2£'"[i -»-m^/(i — ee)']

Mais 5 en résolvant par la série connue l'équation

tang(v_ — ô) = [/ 1 H_ yj/ tang{v — ô) ,

l'on trouve que, en posant

1 on a f I '

p = V -^ B,.smi{y— ô) -i-|i? sm4(p — ô) -<- |5g 5i/z6(p — ô) -t- etc.

Donc , en faisant pour plus de simplicité

q ~ B .siii2(ç — ô) -t- ^B^,,sin ^(i^ — ô) -h- ^B,(^.sinC(i}~-ô) -i- etc.

,

F(y) = — A, s'm (t^ — ?")-»- s A^^^sin 2 (p- — r) — | A^^sin 3 (p — r) -h etc.

,

ou bien, en développant i^(p -1- ç) par la série de Taylor

,

43. Comme g est une quantité du second ordre par rapport à y,

et F(i^) une quantité du premier ordre par rapport à e, il est clair

que le produit q —-^— est une quantUe du troisième ordre. 11 suit

de là que depuis ce terme la série (i) est composée de quantités dont

l'ordre augmente de trois en trois unités, ce qui la rend fort-conver-

gente. Maintenant ,
pour introduire dans cette série les constantes

arbitraires tw , e , remarquons que l'équation

/ ^ V tan" (tj — ô
)
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donne t ^= vs—p , en posant pour plus de simplicité

p z= ^^^^5i/i2(îo-— ô) — |5^^jim4(t3- — ô) -*-|J5(g^5m6(OT — ô) — etc.

Donc, si nous faisons ;-

f{v) = — A^^^àniy — ot) -*-
I A^^^ûn 2 (p— ot) — | A^^.^ùn 3 (p — •sr) -t- etc.

,

l'on aura F{v) =fiy -^ p) , ou bien, en développant,

En substituant cette série dans l'équation (i), il viendra

-^
i' n-i^ " r-ij^ -^ ^3 • -iH - etc.)

'^ Q ( 7
4-^-- 7^ -^ etc. )

-^ etc.

44. Il ne reste plus qu'à éliminer de cette équation la constante arbi-

traire f, ce qui revient à substituer dans A., au lieu de e sa valeur

trouvée dans le n.*' 41.

Mais pour effectuer cette substitution d'une manière plus régulière

,

il convient de développer A^. suivant les puissances de e. Pour cela

remarquons que la valeur de ^ ~peut être mise sous cette forme

A, .
= 2(1 — 771)6"

('«) [i
-*-

l/(i — ££)]"' [l H- |/(l _££)]"

Or l'on a en général

n. ,/ s-,t
^

E «(«-*-3)/£\4 77, («H- 3) («-4-5) /fV

ainsi il est clair que

m £

2"
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c'est-à-dire que l'on a pour A^ une série de cette forme

(m) (i) (2) (3)

Actuellement si l'on remarcrue que, en faisant h = ^, 2Xi,
i i ' i-Hl/(iM-yj')

l'on a s = '^'"^/^''"yVri-^/o'-afcco5(2t^-26)],

l'on pourra développer la valeur de s^ par une série de la forme

etc.

où l'on a

t'J t -t- I 1-2 (t -t- l) (i -<- 2)

11/ n\ / n\ /. n\/. «\/. n\
2(^-2X^-2) (^-2)0-^^-2)0-^^-2)^6

I • 2 • O (t -H l) (t -1- 2) (t -t- 3)

— etc.

(Voyez Exercices de calcul intégral par M. Legendre, tome II, page 276).

45. Actuellement si l'on désigne par T{y) la fonction de v qui ré-

sulte du développement du second membre de l'équation (2) , abstrac-

tion faite de la partie v -*- q -*- f{v) , l'on aura

Donc, en différentiant les deux membres de cette équation, nous aurons

^ _ I /*^ l
/""'

f^'i ^-/W o!'-r(p)\

di> y a- y ff \di> dv dv )

Mais nous avons d'un autre côté

dt h\i -H
y-)

Y

x-^^- -. [Vi^ss-^ecos{i>-m)j •

Donc, en égalant ces- deux expressions, l'on obtiendra le développe-

ment de la fonction [j/i -t-ss -+- e cos(y — ot)J~^ par une série suscep-

tible d'être continuée indéfiniment.
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§ 2.

Coordonnées du Soleil dans l'ellipse fixe et dans l'ellipse mobile.

46. Les coorclonnées que Ton considère ordinairement dans la théorie

du Soleil , sont données en fonction du tems et dans un système de

constantes arbitraires qui lui est propre. Ainsi il est nécessaire d'en

déduire les valeurs des coordonnées sous la forme la plus convenable

pour les employer dans la théorie de la Lune.

L'on sait que la perturbation du Soleil est composée de deux par-

ties : la première peut être toujours représentée par les variations sé-

culaires des élémens de l'orbite elliptique
;,

la seconde s'expi'ime ordi-

nairement par une suite de termes périodiques dépendans de la con-

figuration des planètes. Dans ce paragraphe il ne sera question que

de la première partie, qui par sa nature ne pourrait pas être négligée,

même dans mae première approximation.

Considérons d'abord le mouvement du Soleil dans une orbite ellip-

tique immobile; alors les valeurs de s et u trouvées dans le paragraphe

précédent donnent pour s et il deux expressions de cette forme

(i) s = y sin{<J -- ô')
;

où <t' représente la somme M' -<- M" des masses du Soleil et de la Lune.

En désignant par a le demi-grand-axe de l'orbite , les formules du

nP 41 donnent

^' = ï{\-^2') ' e = eV[l -. y- sin\r - ô')] .

Donc , en éliminant K et e', l'expression de lî deviendra

"' ^
a\i-s'£')

(^^-^'''' "^ ïVi-^/'«'i'(T'-â') cos{v -v^)) '

L'équation tang{'os' — è') — i/Y^^TZÛ^' tang(T'— ô')
,

que l'on déduit de

celle du n.° 40, donne par la série connue
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p' — m = \> — / — yisini^T — 2Ô') — |x'^5in(4r' — 4Ô') -h etc.

,

ou 1 on a tait x = \j-.— '
,.

Il suit de là que si l'on néglige les termes multipliés pai' 7'^ l'on a

47. La formule du n.° 40 nous donne

tang{v[ — ô') = /i -H y'f
tang{<J — ô')

,

d'où l'on tire

p' = p' -(- x' 5m(2p' — 2Ô') -H |x'^5m(4t'' — 4^') "*" ^^^' '•>

mais par le même numéro nous avons

dt l^^l •>

donc , en développant cette fonction et intégrant ensuite , l'on trouvera

n(c-*-f') = p,' — A\^^sin{v[- t) -h A\^^dn{iv[- 2/) — A\^/in{?)i>[- 3r') -h etc.,

où l'on a désigné par /' la constante arbitraire ajoutée au tems t,

et l'on a posé

"' '^ y ~^' ("')~' m^ [I ^ [/(i _ £'£')]'"

Si l'on néglige les termes multipliés par y'\ l'on a

ce' = l
j'y et i^' = f '

-- ^ 5m ( 2 p' — 2 ô')
;

donc, en substituant ces valeurs, il viendra

j{{t-i-f') = <J —J(^^^sin{<^' ~t) + A^^^sm{2i'' - 2r') — A^^fin{3i^' - 3r') -t- etc.

-H 01 sm{2,l^'- 2Ô') [l — yi(j^C05(p' - 7-') -»- 2y:^(^^C05(2t^' - 2r') — etc.J ,

ou bien , en négligeant toujours les quantités multipliées par y'"^

,



CHAPITRE SECOND. 67

et celles du cinquième ordre par rapport à 7' et e',

n{t^f') =

<J — 2,E'siii{v''~T') -»- (|e'^M- ie"i)5m(2(^'— 27-') — {\t)sin{y— 3r')

(3) -1- 3^2, s'^s'm{i\V'— 4r') -t- \ y^sin{2ç'— 2Ô') — |
é-'7"'-5^'î(''' "* ^'-" 2.Ô')

48. Il est démontré que les variations séculaires qui peuvent affecter

la distance moyenne a' et le moyen mouvement n'c sont d'un ordre

supérieur à la seconde puissance des forces perturbatrices. Ainsi, pour

passer de l'orbite fixe à l'orbite mobile , il sufEt de substituer dans les

formules (i), (2), (3), à la place de r', ô', s, 7',/, leurs valeurs

modifiées par les variations séculaires.

Les formules propres à cet objet ont été trouvées par Lagrange et

Laplace (Voyez les Mémoires de l'Académie de Berlin, années 1782-83,

et la Mécanique céleste, tome I, livre II). Les variations de 7' et ô'

sont données par celles des produits y cos& et y sinù\ dont les

valeurs sont composées d'un nombre fini de termes que l'on peut

représenter par les formules

y cosè' <= ^-N cos{it-*- ji) , y sinô' =: 2-A^5m(i£ -)- j3) ;

les coefficiens A^, i , j3 variant d'un terme à l'autre.

Ces formules donnent
^- 2 • Nsiii ( i ï -H /? )

y'^ = [Ncos{it-^ji)-i-N'cos{u-^0)-i-etc.y-i-[IVsLn{it-i-j3)-*-N'sin(u-^0)-i-etc.f

= S-A^'-H 2:S.NN'cos[{i- i)t H- 0-ji] -, •

et en substituant ces mêmes valeurs de y' cosô', y sinù' dans l'équation

s = y cosè' sinv — y sine' cosi' ,

il est clair que l'on a

s = ^-Nsin^v —it — fi).

Pour calculer les variations de s et t', l'on a des équations de la forme

s cosT = '2-Mcos{it -»-h); s'sinr = ^-Msin{it-^ k) ;

Tome I. 8
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lesquelles donnent

e" = 2-M^-H 2 2.1fM'[co5(('-/)«M-)c'-H].

49. La seule inspection de cette expression démonti'e que la valeur

de s a une limite ; car il est évident que son carré demeure toujours

plus petit que la quantité (2 • Mf ; la somme 2 •M étant formée

en prenant tous ces coefficiens positivement; la même remarque s'ap-

plique à l'expression de 7'^, de sorte que l'on peut affirmer que l'on

a toujours

£'<2.M", 7'<^-N,

pourvu que les sommes 2 -M", 2 •A'' soient formées comme il vient

d'être dit.

En examinant l'expression de tangr et celle analogue de tango',

Lagrange a aussitôt découvert ( Voyez Mémoires de l'Académie de

Berlin pour l'année 1782 ,
pages 235-238) qu'il serait assez facile de

reconnaître si l'angle t peut avoir une limite, ou croître indéfiniment,

dans le cas particulier où l'un des coefficiens M surpasserait la somme

de tous les autres pris positivement. Mais en calculant ces coefficiens

avec les valeurs les plus probables des masses des planètes, l'on trouve

que cette circonstance est loin d'être vérifiée soit à l'égard de la Terre

,

soit à l'égard des planètes inférieures. Ainsi dans l'état actuel de la

théorie des variations séculaires l'on ne saurait fixer ni les limites de

r et ô' (en supposant qu'elles existent), ni le coefficient absolu delà

première puissance du tcms ,
qui devrait entrer dans l'expression rigou-

reuse de ces deux variables, en supposant leur mouvement progressif.

La solution de cette question est intimement liée avec celle d'un pro-

blème d'analyse , dont Lagrange a senti et apprécié les difficultés

,

par ce qu'il en dit dans son Mémoire cité plus haut.

50. Cette difficulté disparaît lorsqu'il est question d'avoir seulement

les coefficiens différentiels du premier ordre des élémens. Heureusement

les intégrations que nous avons à exécuter sont telles que le résul-

tat fiinal n'exige que la connaissance de ces coefficiens. En effet.



CHAPITRE SECOND. Sg

considérons l'intégrale

X = B rè'"'s'm{ki> •*- ^ — nT')dv ,

B , k, j3 , m , n étant des quantités constantes. Cette forme comprend

( comme l'on verra ) tous les cas d'intégration qui peuvent se présenter

dans la recherche des coordonnées de la Lune.

Pour avoir égard à la variabilité de e et t , remarquons d'abord

qu'en intégrant par parties , l'on obtient

ce = — y- e cos{kv -i- ji — ut)

M- -jJcos{k^ ^ /3) ^^
ch -H -jjsm{k^ -H je) c?P.

Mais nous avons

s""cosnT = —^— j
(s cos r' r*- [/^ f' sin r'f -t- {s cos t — {^s s'm r'

)"
[ i

e sinnr — —^ < (f cos t -^- ['^ s sin t) — {s cost —\pi s suit ) > ;

donc, en diiïérentiant ces expressions, l'on aura un résultat qu'il est

aisé de mettre sous cette forme

d-e"^cosnT' . ^ de' ,,n-i >.= (rn — n)-j-'S cosnr

fns cos{n— i)t n^'"
'

smin — i )r ^,—1

,

' dv ^ ^ dv

d- e''"slnnr' , . de' ,,

-} = (in — 71) -J-' s
dv ^ ' dv

_^ ^ '7n-i . / > / d-Ecosz' ,,n~i , X , d-e'smr'
-*-ns sin(n— i)t- -, >- ne cos(n— î)T^ '' di' ' t/p

En substituant ces valeurs dans celle de x , l'on trouvera

B nii fi r\ '\x=---j-£ cos{ki> -i- jS — nr)

-p(7n— ^)/e"" ^ j^l cosnr d- sin (kv -t- j3) — sin nr d cosÇki^ -i- JS)\

jp''-'cos{n-iy{cos{k, -^ji)^^ -. sin{k. -. iè)±^i;^y,

jfi-'sm{n- i)T{sin{k, ^ j3)±^-^ - cos{k, -. JS)^^^..

Bn

Bn
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Or il est évident qae, en prenant i> pour la variable principale, et posant

s cos r' = 2 -Mcos (pç -*- q) ,
s sin t = "S-Msin (pv-i-q) ,

l'on a

d-e'cost' V Tir • / \
d-e'sinr' -^ n r l \—-~ = - 2.-Mpsm{pv-^q) ,

2~s>

= 2.-Mpcos{pv-^q) ;

donc , en substituant ces valeurs , l'on a ^

X = T- £""'cos(ki^ -4- /3 — nr)

^ -j-Jm — ri) fi
'""^

-j- ( cos nr cl- sin (kç -^ jB) — sin nr d- cos (liv -t- is)
)

_ ^p"-'cos{a -- i)r'cZ.2^ cos((k -p)^>^ ^- q)

^^ p'-^ sin{a- i)r' d.^ ^sin{{h- p)ç -^ ^ ~ q) .

ou bien , en intégrant par parties

,

-r- B cos{ki> -^ jS — nr) -^ ji{rn— ?i) £ -j- sin{ki^ -i- p — nr
)

- ^ e""-'cosin - i)r2^cos(ik-^p)i^-^ ji -- q)

- ^ .""-^.i/zOz - i)T2^sin ({k ~p), -H i3
-

ç)

—T.^/sm{kv-i-ji)d-ij^£ C05AZ2->

-)- —H-r—^/cosUP -4- J3) <i-<-7- e smm
\

k J ' ' ' {d<^ ^

-^ /2 --^cos({k—p)ç -t- /B ~~q)d-e"'~''cos(n— i)t
Bn

-t- —^ / 2 ~- sin({k —p) p -t- j3 — çVZ • e"" \in{n — i)t.

5i. Les coefficiens désignés par p sont en général très-petits par

rapport à ceux désignés par /c, de sorte que l'on peut négliger les

termes de l'ordre du carré de p , et par conséquent les termes de

de' dz'

l'ordre des produits p j^ , p j^
• Par la même raison il est permis
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de poser p^ ~ k" ^^ ^"^' ^^ ^^ ^"^ ^^ valeur précédente de x

peut être réduite à celle-ci

X =— — e cos{kv-i-}S~-nT)-i--j^{^in — nje ^ sin{kç -*- fi —nr)

^^ s'"-' cos{n^ i)t'^ -Mp cos{{k -py -^ ^ - q)

__^ s""-' sin(n- ï)t"2.Mp sm((k -p)i> -^ j3 - 9) .

En éliminant de cette expression les sommes désignées par 2 au

moyen des deux équations

-^~ = - 2.-Mpsm{pv-^q) , —^~ t= ^.Mpcos{pv-^q),

il viendra

Jj I m /» /-> i\ •"/ \ nn—i de . ,j _ ,

jc = r- S cos{ki> -i- jd —riT )
-^ -pi^m — njc -y- sin{ki> -^ ji — nr

)

Bn ,m-ï , ^\ > \ n n\ d-e'sinr' . ,, , d-e'cosr')— -pr £ cos{n — I )î"
5 cos{ki> -t- p) r- sin[kç +• p) S

Bn ,m-\ . / \ 'S /7 n\ d-E'cosr' . ,j „. d-e'sinr'}— -jr s sin[n ~ 1)t < cos{ki^ + p) -. 1- sm(ki? +- p) \

Mais nous avons
d-s'sinr' de' . » dr' , ,

di> ap dp

d-ê'cosz' de' . , dr' , . ,

j — -- COS T • r~ £ sin t ;dv dv dv

partant , en substituant ces valeurs , l'on verra que le terme
Bn de' . ... , 1 1,— -pr • ^ sm[kv -i- p — nr) se détruit, et que Ion a

B , m /7 „ ,, Bn dv' I m ,, ^ ,oc—'^-r^a cos{ki> -*- ji — nr) — -p -j- s cos{kv -^ (i — nr) .

dr' d"'En négligeant le carré de -7- et de .- , l'on peut réunir ces trois

termes en un seul , et poser

^ -^ £ ^7 r, I / 7
dx' \ m dé

}

.^ --T -â^cos]k.^^-nr -(/c-«^)^,.^- •

h— n —r— '

dv
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Telle est la formule remarquable qui montre l'influence des inéga-

lités séculaires de l'orbite du Soleil dans les intégrations qui doivent

déterminer les inégalités périodiques de la Lune ; car il est presque

superflu d'ajouter que l'on peut en dire autant à l'égard de y et ô'.

52. Nous avons appelé li le moyen mouvement annuel du Soleil ;

si actuellement nous désignos par cV le mouvement annuel de l'ano-

malie , c sera une quantité variable donnée par l'équation

-^ = (i-c),z;

l'on aura donc r = J\i — c)n dt, et en intégrant par parties,

T = (i — c) rît + rijtdc.

Pour' éliminer la variable t de cette expression, il n'y a qvi'à substi-

tuer sa valeur donnée par l'équation (3) ; mais la petitesse du coeffi-

cient I — c permet ici de prendre n{t-^f')^=v, ce qui donne

T =
(

I — c'
) (

p' — rîf) -i- ri1 1 de ,

ou bien r' = (i — c'jf' -t- k', en faisant k = rijcdc —{\. — c)rif'

.

En difFérentiant cette valeur par rapport à v, l'on doit avoir

dr' dr' dt , >. > dt

di> dt dv ^ ' dv

Nous verrons par la suite que l'on a t- = —•- des termes sécu-

laires provenans de la variation de e' ; mais ces derniers se trouvant

ici multipliés par i — c, il suffit de prendre ^ = -, et par conséquent

dv / ,\ n

du V / /z

En considérant sous un point de vue tout-à-fait semblable la variable

& qui représente la longitude du nœud, l'on en conclura qu'en nom-

mant g'i>' le mouvement annuel de l'argument de latitude , l'on a

ô' = i^-S) (^'

-

n'f) -*- nftdg ,

ou bien ô'= (i —g-') p' -)-/)' , en faisant y] = rij'tdg —{i—g)nf'-
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53. Il nous reste à chercher l'expression de la variation de f \

pour cela il faudra employer la formule rapportée à la page i5 du

troisième volume de la Mécanique céleste. D'après cette formule, si l'on

désigne par m", ?n ', etc. les masses des planètes; par e", e", etc. leurs

excentricités, et par r", r'", etc. les longitudes de leurs périhélies, l'on

aura la variation différentielle de f par vuie équation de cette forme

^ = T 2 ir ^-^
4
^ ir ^^ --8- ^

-M^ ^ ^ '^«^^^ -^) '

où H", H\ H" sont des fonctions du rapport du demi-grand-axe de la

Terre au demi-grand-axe des planètes m", m" , etc. L'on obtient ces

fonctions en calculant les deux premiers termes du développement

de la fonction

^cos(^ — i^a" — 1 cc(x'cos(p •+• a"^)~ ^ — ^A^^^-*- A^^-cos(p -t- A^^^cos ^(p + etc,

lesquels en série sont

et prenant ensuite

H' = % a.

H"= 2a'^^'> - 2a

54. Lagrange a publié le premier cette formule dans les Mémoires

de l'Académie de Berlin, année 1784. Il a vu qu'elle ne pouvait donner

nen de sensible dans la théorie des planètes ; mais il lui est échappé

qu'en appliquant cette même formule à la théorie de la Lune, il

en résultait l'équation séculaire due à la variation de l'excentricité de

l'orbite de la Terre, telle que M. de Laplace l'a donnée le premier

(Voyez les Mémoires de l'Académie de Paris, année 1786).
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Pour mieux saisir ce rapprochement, il sufEt de remarquer que le

terme - 2 ^r^, H's"^ renferme la série
4 M'

m" „.r3/a\^ 63/a'\^ , T

, , . '3 m"/a'\^ „2
1

3 M' fa\^ ,2

dont le premier terme
m'\~^) ^ ^® change en '~~'jpi{~i) ^ >

lorsque l'on applique cette même formule à la Lune troublée par le Soleil.

55. Avant de substituer les valeurs trouvées plus haut de r et ô

dans les formules (2) et (3), remarquons que l'on peut remplacer le

radical 1/(1 -i- s s) par son développement i -t- 1
7'^— 17^005(2 p' — 2Ô)

que l'on obtient en négligeant les termes multipliés par 7'^; cela posé

,

l'on trouvera que les formules (i),(2), (3) peuvent être transformées

dans les suivantes , où k et // désignent les époques du nœud et du

périhélie qui , quoique affectées de petits termes variables , doivent

(
par ce qui précède ) être traitées dans les intégrations comme quan-

tités constantes

,

s = y sin{v — ô')
;

cos

cos{ c i> — k)

a'(i~£'e'n cos{2g' V — %'ii)

cos((2g'— c'y'— 2ri -)- k'
j

u =

m sin{%cv — 2 h')

5in(3c'p' — 3 k')

sïn[/\cv — \yî)

sinÇp.gv' — 2)i')

sin((2,g — c'y — 2// -t- h')

sin(^(2g' +• c'y — 2r)' — k')

sm(^(2g'—2cy — 2ri'-i- 2k')

sin(^(-2g' -*- 2.cy— 2y/— 2>c')
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Ces formules deviennent beaucoup plus simples en négligeant tous

les termes périodiques multipliés par 7'% lesquels ne peuvent produire

que des inégalités d'une extrême petitesse dans la théorie de la Lunej

mais il importe de conserver dans cette même théorie ceux qui ne

sont pas affectés de sinus ou de cosinus ; car on verra par la suite

que ces termes peuvent augmenter par l'intégration , et donner nais-

sance à des équations séculaires de la même espèce que celles prove-

nantes de la variabilité de l'excentricité s'.

S 3,

fariation dijjcrenlielle des six constantes arhitraires 1i
^ 7, 0, e, t? ,^

de Vorhile de la hune.

56. La solution des trois équations différentielles que nous avons

exposée dans le § i de ce chapitre , se rapportant au mouvement de

la Lune dans l'ellipse immobile , ne peut pas être employée comme

une première approxiiuation
,
puisque les termes dus aux forces per-

turbatrices ajoutent aux quantités désignées par S et î5 des termes

qui croissent progressivement avec le tems. Cette considération nous

force de revenir aux équations différentielles (VIII) du n.** 23 , qui

renferment l'effet des forces perturbatrices, afin d'en déduire, par la

méihode de la variation des constantes arbitraires , l'existence de ces

mouvemens progressifs, et reconnaître en même tems les modifications

qu'il faut lliire subir aux résultats obtenus dans le paragraphe cité ,

pour pouvoir les employer dans les approximations suivantes.

Quoique les seconds membres des équations (VIII) renferment , outre

les coordonnées de la Lune, les coordonnées s', i/, v' du Soleil , l'on

peut imaginer ces dernières variables traduites en fonction de v. En

effet , soit t= Fiy') la valeur de t donnée par la troisième des équa-

tions (IX) du paragraphe précédent, et t=(f{y) la valeur de t qui

doit résulter de l'intégration des équations (VIII) par une suite d'ap-

proximations successives •, en égalant ces deux valeurs de t , l'on aura

une équation propre à fournir la valeur de v en fonction de v.

Tome I. 9
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57. Les formules trouvées dans ces derniers lems, d'après le principe

de la variation des constantes arbitraires, ne pourraient être appliquées

au système de constantes adoptées dans la soludon exposée dans le

premier paragraphe de ce chapitre , ^ans éliminer le tems et introduire

ces mêmes constantes à la place de celles communément employées

dans la tlicorie des Planètes. Mais les relations qui existent entre ces

deux sys èmes sont tellement compliquées
,

qu'il est beaucoup plus

simple de chercher immédiatement la variation des constantes arbi-

traires A% 7, 0, e, •?5
, y, en partant des équations différentielles du

second ordre. En opérant ainsi nous parviendrons à des formules diffé-

rentes de celles qui donnent ces variations exprimées par les différen-

tielles partielles d'une môme fonction prises par rapport aux constantes

arbitraires , et multipliées par des fonctions de ces mêmes constantes

seulement. Mais pour le but que nous avons en vue , il nous a paru

plus avantageux de renoncer à l'élégance de ces formules , et d'eu

chercher d'autres
,
qui ont un contact plus immédiat avec les équations

différentielles qu'il s'agit effectivement d'intégrer eu considérant les

puissances supérieures des forces perturbatrices.

58. Retenons pour s, u, t les fonctions de v trouvées dans le para-

graphe cité , et supposons que l'on y remplace chacune des constantes

arbitraires A% 7, 5, e, w
, y par une foncùon de la variable v déter-

minée de manière que après avoir opéré ce changement, les nouvelles

expressions de u , s , t qui en résultent , aient la propriété
,

ï." De donner pour i, ^,^,^' des fonctions de v d'une forme iden-

tique à celle que l'on aurait en subsutuant au lieu des constantes arl)i-

tralres les fondions variables qui les i-emplacent dans les expressions de

i, ^-, -T~5 T" formées en supposant constantes les quantités A% y,6, e,zs ,J]

2° De satisfaire aux équations différentielles du second ordre qui

déterminent les valeurs de V-, -j—.
dv'- ' dv^

En posant ^—j-=zll"' et en désignant , comme dans le n.° 3 7 ,

par A' la constante ajoutée à l'intégrale 2 / -^ f/v , la troisième des

équations (VIll) devient
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Pour satisfaire à cette équation par une expression de la forme

zl :=• -L, il faut changer dans cette dernière, h, en \/h'' -+ 2fU."'dp\
du nu " j >

ou , ce qui revient au même , il faut prendre pour li" une fonction

de V telle qu'étant différentiée , l'on ait

—- != ail .

dv

59. En différentiant l'équation 5 = ysin(y-6), et faisant tout varier, l'on a

^ - yco5(p-ô) -*- ^^5m(p-ô) - l-yco5(p-ô);

donc, pour réduire cette expression à la forme -j- = y cas (v —6), il

faudra poser l'équation

^ sin{ç--6) - ^ y co.s{i^ - ô) = o .

Alors 5 en différentiant la valeur de -7^ , l'on a

^""^
• ( û\ dy

/ A\ dû . , ..^ = -75m(p-Ô)-H^co5(p-ô)H.7-5m(p~ô);

mais 5 = ysm{ç~ô), partant

En substituant dans cette équation pour
J- sa valeur, il viendra

y Jâ _ ^
sin{y— â) dv dv^

*

Or la première des équations (VIII) , en y remplaçant l'intégrale

%l—^ dv par la fonction li^ et en faisant

n\ ( s dQ, i-t~ss dQ, ds -rrinX= -JZX- • -} 1^ ^ -J— — -7- iA ) '
n \u du, IL ds dv J

donne

-T-j -H 5 = il.
dv

On aura donc

y à^ ^ n'-
siii{y— 6) dv '

d'où l'on tire

ÏTv ^ n'5m(.-ô), I ^ UcosÇv^é).
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6c. En posant pour plus de simplicité k = —'^ ^-^
, la valeur

de u du n.° 3 7 donnera

ku = i/i-f- ss -f" e cos(i^ — lîr) ;

donc, en différentiant cette équation et faisant, d'après les conditions

établies

,

de 1 X d'U . , V dk

dv ^ ' ds> ^ ' dv

l'on aura
, du ds s . f .

k-r- ~ -, 77 r — e sm\y— •nr)

.

ap dv |/(i H-J5) ^ '^

Maintenant , si l'on différentie cette dernière équation , l'on obtient

7 d^u du, dk
k-r^ -^ -j- --r

"
di> «p «p

5 d'^s ï ds'^ de . , -, / x ^^^ „ ,/ „\— -I r • —^—=- 5j/î(p - ot) — e co5((^ --ro-) -t- e ;t- 005(1^ - nr)

.

r/(i-t-i^) rfp^ , ,1 rfp^ c?P ^ ' ^ I ds> ^
'

L'expression de u posée plus haut donne

e cos{y — ro-) = ku — ]/ \ -»- ss '•>

donc , en substituant cette valeur , l'on aura

dis ( N. de . , \

e --- cosKv — nr) — -7-5^(1; — ro-) =
dv ^ ' dv ^ '

j
(d^'iL \ dk du , I (ds\^ s d^ .

raais Ion a 55 -t- {tt) ~ >' ' ^'

. I /dsV- s d^s s ( d^s \ I ïï
"55)2

donc , en substituant , l'on aura

de . , -, dvi / \

-j-simv^w) — e-T— C05{p — tïT) =
dv ^ ' dv ^

'

s /d'-s \ ^ ^ __ ^ (^ g" \
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En différentîant la valeur de k, l'on trouve

dk _ i-^yy d-h^ ^ dy^

di^
~~

(F dv (T dv

et en substituant la valeur de -7- et de -f , l'on aura
at» dv

dv <r ff
^ '

En écrivant dans la seconde des équations, h^ au lieu de ^1~^ ^'^
•>

et posant ensuite

Y\i< I / dQ, s dO, du ]-r"/\

/i*\rf« u ds dv )

l'on aura
d'u or TT'-_^ -H M — 5- = n

.

dv 72/ xTA (i -i- ssY

En substituant cette valeur et celle de -j-i -h 5 = II', les deux équa-

tions entre de et d'us deviendront

de , . dis . , . / , , , \ /ail'" 2'ycos{v-^) r-r,\

de . , ^ dis , . /«/^ s . , A /ail'" 2rco5(f-ô) nA
dv ^ ' dv ^ ' \dv ]/(\+ss) ^ ')\ h i-^yf /

^n' , ™

De là l'on conclut les valeurs suivantes de e-r- et de -r •

dv dv

e -T- = iklï' — -j- -\cos(v-~vj)
dv \ y{i-*-ss)J ^ >

( , . , . ds s-cosiv~-ts)\ /^n'" 2ycos{v--ù) j^,\

^t^.,/ / \ <^^ s-sin(v---m)\/2'n!" arco5(p— 6) ^'^
-h ( e-)-/i-)-i5C05((^ — ÎC-)— -1 ;—!^ il —r^ H -i ^^ H I

'
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6i. Cela posé, si l'on fait pour plus de simplicité

Q = 2(l-t-55)^Sm(t^— ot) — (l -H 77 - 2^)5.C05(P — ot),

Q' = 2(1 -t- 55) £ COs{i> ^ î7) -^ (l H- 77 - 2 '^) 5-5i/z(p - w)

,

Ion aura

e 7— t= kii cosiv — 'vsf)-^ . —j-. r
dv ^ ' (i -+-^j') |/(i -^-ii)

4-2 -75- < 1/ 1 -f- ^^ 5i/2fp — XS) -^ — • -y- C05(P — W) > 1

-^ = — /cil siniv— -^)-^ \--j- -t- 2e(-^^ + '- ^ ^11
)

n'" i s ds )
-H 2 -j^<l/i-}-ssC0sh—''U7)~ -y—-- r • -j- s'm{v — ot) >•

Il
l

^ ' |/(i -^ ss) dv ^ ^
^

Maintenant, si l'on suppose

^ s d£l i-i-ss d£i ^ rfû s d£î

(I)
zt </.Y « ds (2) aw it as

l'on a

j^, _ i}(,) I ds dû, |-r,. _ Û(^) J_ . 'î^ .

^"Q
~

lï^^^ li"
' dv' ûFdv

' "~
/i^

"" /i* f/tJ ii^c^P

donc , en substituant ces valeurs , et posant pour abréger

„ /t du 2 s ds\ , . ,/ • / ^\ V
. .

^"^'K'dv - /(i:;:!^-
^)^^^(^-^)-"^^^-*-" ^'"^^-"^)

" (i-rr)i/(^--) ^-

rv /, du % s ds\ . , . , , ^
Q' ds

F =^ \k ,
J-,

---7- \sin{v—xiJ)-^lY i-\-ss cos{v— v:j) -—
,
—r—zUTlZZ^"^,

\ dv (/(I-I-5S) dv) ^ / Y V V / {,i-^'yj)y K^-^ss) av

2e ds^
H- 2e — • -ru '

i -^ yy dv

il viendra

dv o- (2) V / h {i -^
'yy) \/ {i -^ s s) h u dv

de ï-^yYn • / \ / Q' / /^^\ ^(0 P' ^^
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En substituant dans les expressions de P et P* pour k ~ sa valeur

A
du . / » s ds

dv \ J /(l -irss) d\> '

l'on trouvera -
'

3 2c ^5^ Ir- ;^-4--?V:Vo

ii 1 -+ yy dv^

En substituant dans ces expressions de P, P, ainsi que dans celles

de Q ,
Q' pour 5 et -4 leurs valeurs , l'on aura

p'= |e+ ï^^-f221co5(2P-25)
^ l-t-yy 1-1- yy ^ ''

-l-|-C05(2V'-2t5)-i-?j^5^^^j n-|y7—|7VC05(2(^— 29)j 005(1^—55)

Q= /|7-j-|7'\5w(9—î3)+ |7 5w(2fr'—e—5T)-H|7'sm(2i'— 35-+-©)

Q'=
(1 7+ 17'\ C05 (S—d) -4-|7 005(21»—Ô—î3)—| 7'co<2P—39-hî3).

62. L'expression de
J^

relative à l'ellipse immobile , trouvée dans

le n." 3g ,
peut être réduite à la forme

~— A' -^J'cosv-^ A'" cos IV -^J'^^cos^v-^- eic.

-t- B" sm V 4- B" sin 2V -t- B'^ sin Zv -¥ etc.
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Ea imaginant subsiituées dans les fonctions A" ,
â'"

,
-^^^

-,
etc.;

£", jS'", B'^ ^ etc. au lieu des cinq constantes arbitraii'es //", 7, e, 9, ts

leurs valeurs variables, et en supposant pour plus de simplicité leurs

variations représentées par les équations

dA'= G"ch, dJ"'= G"d^, dA"'=G"'ds>, etc.

dB'^H'dv, dB"'=H"'d'^, dB^'^H'^^dv, etc.,.

l'on aura , après avoir intégré par parties
,

tH-/= / A' d\f -H A" sin v-ir^ A'" sin 2 1^-+- ^ A"'sin 3i^+ etc.

— B" vos v— ^ B'" cos 2 i'— g B'^cos 3^^— e te.

— / G" sùivd'^'—
2
jG" sin 2i>di>— etc.

-^- /H" cos vdi'-^-^ /H"' cos 2vdK^ -h eic.

Dans le cas des forces perturbatrices nulles , la valeur de t -hf se

réduit à la somme des deux premières lignes ; ainsi , dans le cas de

l'orbite troublée , l'on doit prendre poury une fonction de v^ , telle

qu'étant difïérentiée , l'on ait

^= G" sin v-^l G'" sin xv-^\G"' sin 3v -+- etc.

1 1

^11" cos i'— ^ H'" cos 2ç^^H'^cos 3v—eic.f

Ou bien

A-z= -~sin p -4- ô . -7- sin2v-^^. —t- sm 3t^+ etc.
cfk' dif 2 dv 4 dv

dB" 1 dB'" 1 dB""
—COSV— â- -r—COS 2V— «• —j—COSOV— ctc. ;

dv 2 rtv S dv '

car il est évident que, en prenant poury l'intégrale de cette fonction,

l'on a

t^f^Cj dv -h A" sin n- 1 A'" sin av' -H | J'"" sin 3v -¥ etc.

—B"cosv—\B"'cos^V'-\B"'cosù\^'-q\c.;

c'est-à-dire une expression de t ->rf lout-à-fait semblable à celle que

l'on obtient en supposant nulles les forces perturbatrices.
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63. Il suit de là et cle l'expression de £ -»-/ rapportée à la fin

du n.° 39 5
que l'on a aussi

Nsin{i>— -ro-) H- I TV' sin{^v— 2ot) + | ^V" sm{iv— aô)"]

etc.

La valeur de ^4' devant être égale à —-^ i-^— , Ion a sous forme

finie (Voy. n,° 41) ,

^' = ^!(ii:i27)l_ 3=1/^^

et en développant jusqu'aux quantités du quatrième ordre inclusivement,

A =— li-*-|e-t-^y -»-ife^-t-§7^-t-|ey -t-^ey cos (2ot — 2Ô)
J

•

64. L'intégrale simple JA' cb ,
qui entre dans la valeur de t-^-f,

étant égale à l'intégrale double fdv / -—- dv, l'on pourrait exprimer

explicitement cette dernière par les fonctions de la force perturbatrice,

en différentiant Â et remplaçant ensuite dh , dy^ de , de , Jot par leurs

valeurs trouvées précédemment ; en opérant ainsi l'on tomberait sur

un résultat fort compliqué , et il serait assez difficile de voir qu'il

peut être réduit à une forme fort simple. Mais il est aisé d'éviter

cette complication à l'aide de la considération suivante.

En désignant par — - la constante arbitraire qui doit être ajoutée à

l'intégrale -ifd'^, l'on a cette équation du premier ordre (Voy. n.° 21)

/i ds'^ I \ 2(r (T P V n
( H :t-x • 7 r- )

= ^ 2. / d il,
\i-i-ss dv {i-+-ss)/ r a J

dans laquelle a représente , comme l'on sait , le demi-grand-axe de

l'orbite lorsque l'on suppose la force perturbatrice nulle; donc pour

conserver la même forme au second membre de cette équation dans

le cas de l'orbite troublée, il est évident qu'il faudra prendre pour

Tomt I, 10
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- une fonction telle, qu'étant difFérentiée , l'on ait ad'-— — 2d'Q,;

d'où l'on tire en intégrant

a a^ J

- étant la constante arbitraire absolue qui doit être ajoutée à l'inté-

grale — Q.J'd'Q,. Il suit de là que l'on a

65. L'inspection de la valeur de -j- trouvée dans le n.° 63 démontre

que l'on obtient cette formule en excluant le terme CAdv de la

valeur de t -*- f, et en différentiant ensuite par rapport aux cons-

tantes arbitraires seulement;, donc, en posant pour plus de simplicité

q = —!^—j-î-i^ , 1 on aura

^ _

d-qN . , . l d-alSP . , . I d-qN'^ . , ..____ 5m(p - T^r) -K - . -L-- 5m(2P-2tir) -h - . -i— 5m (2. - 2Ô)

"t-
2 *

~~d
— 54/1(0^— dot) -I

^
— sm{y -t- ot— 26) -t- - • —^— 5i/î(op-'5r-26)

_I d-qW . , ^ . T d-qN''' . , ^^ I d-qN'" . , ..
"^

4
' -^— ^^'<4f^ -4^) -*- - • -J— 5m(4c^ „ 4Ô) -^ - . _l-_5m(4P'-2OT-2Ô)

^^ ( A7'co5(p - ot) **- A"co5(2P - 2tîr) >f- A^"'co5(3p-3tir) - N'^cosiy -»- OT-2Ô))
- ç -7- { >

"'''
(-*- i A^'^C05(3p-t?- 2Ô) M- A^''c05(4p-4ot) -f- |iV"'c05(4P-2OT-2Ô)5

^g ( A/"'c05(2f— 2â)-l- 2A^"c05(p-f-OT— 2Ô) -t-^ A/'"'C05(3(^ — ra-—
2Ô)J

'^'^
j-HiV'' C05(4P- 4Ô) -^

I A^"C05(4P- 2W - 2Ô) )

66. Les coefHciens qlV, qlV, qN\ etc. étant différentiés par rapport

à e et y, afin de former les valeurs de —~- 1 ~— •> etc. perdront
di> dv ^

chacun une dimension; ainsi il sera nécessaire de chercher leurs valeurs
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développées jusqu'aux quantités de Tordre m -^ i pour avoir la valeur

de -f exacte jusqu'aux quantités de l'ordre m inclusivement.

67. Dans le paragraphe suivant nous montrerons par un petit nombre

d'applications choisies l'usage des formules qui viennent d'être exposées,

en considérant seulement les premiers termes des coeiEciens de quelques

inégalités lunaires. Comme l'expression de -p ,
posée plus haut , ne

peut pas être développée ultérieurement sans tomber dans une exces-

df
sive complication , nous conviendrons de borner la valeur de -f- au

second ordre inclusivement par rapport aux quantités e et y , ce qui

nous suffira pour les applications que nous ferons de cette formule.

En substituant pour N, N\ N", etc. leurs valeurs données dans le

n." 39 , et remarquant que à l'égard des quantités e et y les deux

fonctions -j- 1 -y- sont de l'ordre — i , l'on trouivera
dv dv '

di>
~

-jr "J'\~~^^ sin{y-~ ce) -t- | e'sin{2,v — Q.rsj) +- \y^sin{2.v— aâ)
j

•+• çy^( — |yco5(2p— 2Ô)'4-| eyco5(p-t-î3"— aô)-<-|eyco5(3p— ic— 2Ô) j

^
9. 'ffi a7'^'^'^(2'^-"2,ô) — |ey5m(p-»-'W— 2Ô) — |ey5m(3p— OT— 2Ô)— 5ey5m(ci— tîr)

I

j f (2 -t- 3e^— |y^)co5(f— te-) — I e C05(2P— 2Tij) -)-
e^ C05 (3p — 3ro)^

t

—

4Ï co5(p •+- OT

—

26) -i- ^Y cos{Di^ — m— 20) )

f— (2 -i-^e^— |y^) sin(i^ — ot) -f- |e sinÇuu — 2ur) — e^ 5m (3(^— 3ot))

''([—
I
y^ 5m (p- -(- -or — 2Ô) — |y^ sin{3i} — -07 — 20) )

68. Or nous avons

d- h^ dQ,

dv "" u^dv

dô sin{v— ô)
'^ drv~ lï'

dy __ cos{v—b)

dv Ti^
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et en négligeant, comme on le doit, les quantités d'un ordre supérieur

au second, les formules du n.*^ 61 donnent

-r — -^ sm{ç> — u!x)ll,.

-t- (|7C05(î»r— ô) •+•
I y cos (21^ — ô — txf) -t- 2e y cos (i^ — ô)\ ~^

C |e -I- (2 — |y^) co5(f — Tir) -»- |eco5(2P— 2XC-) ) ,q

l~^y^ cos{y — aô-t-w) — ^7^005(31^ — 2Ô— •cîr) 3

e -7— t=: '-^ cosw— TC-) • il,.
dv a ^ ' (2)

"*" (~ 1 75JAz(îi7— ô) -t- I7 5m(2P — ô — ot)) ^'

c (2.— |7^)5m(p— 137) -H |e 5i/2(2p — 2t«7) ] ,„

'^

\-^ly^sin{^-2Ù-^w)~ly^sin{^v^2Ù-x>s)y "''^'^
'

donc, en posant pour plus de simplicité

dv h u dp h (I)
<r ^^1

l'on aura .A —

'— 6 e siniy — ot) -t- 2e^5m(2P — 2ot) -i- 57^ 5m(2P — 2Ô)

-f- 17^ ysin{i^— è) cos{2v> — 2Ô) — cos{v — ô) sin{2v — 2è)\cos{ç — é)

—"èe s'm{p-'Ts)-^le' sin{2v-'2xs)- \^e^sm{v--Ts) cos(ç'-'uy)^6e'cos{ç'-Tjj) s'm{v'--w)

(—4(1 -*'77)5J/z(p— tc-)M-3e 5m(2P'— 2w) — 2e^5J/z(3p— 3î3-)M-e 5in(2p— 2^-)^

/-|7^5i«(p-t-OT-2Ô)-t-i;7^5in(3p-tïr-2Ô)-)-|y'*5i/z((;^2ÔH-îïr)-^7^5itt(3p--2Ô-ar)j

(-1-4(1 M-77)co5(p—ot)— 3e co5(2p— 2'^3)•^-2e^co5(3(^— 3îîr)— eco5(2P— 2tiT)y

/~l'/c05(p^-OT—2Ô)-(-|7^C05(3t^—37—2Ô)-+-|7^C05(p—2Ô-<-îiT)-4-|7Vos(3t^—2Ô-îi7)j

M-|e^(5Jn. (2P — 2ot) C05(2P— 2îi7) — C05(2P— 2rs) sin{2v — 2tc-))
,

ou bien

A == — 5e 5in(p~- ot) — |e^ 5m(2p— 2TO-) -t- ^7^5m(2P — 2Ô).



CHAPITRE SECOND. 77

On trouvera de même
B =

(--lycos(2v—'2Ô)-*-leycos(i^-^'Cix^2Ô) -<-|ey C05(3p'— îc— 2Ô')^sln(ç—6)

{-\-lysm{2v—2Ô) — |e7 5i/z(t' -t- ot— 2Ô) — |ey 5m(3(^ — or— 2Ô)) C05(t'— 6)

(— Sy cos{ô — nr)— 7005(2^ — 6— n7)^5m(p— ot)

(-t- 3/ sf/i (â — ot) -f- y 5J/2, (2f — ô — w)) cos(i' — îir)

(-'-|e'7C05(ô— tir) -i-|ey 005(2 P'— ô — îo-)) 5m(2p— ûw)

(— |e75m(ô— nr) —
I ey5m(2f— ô— ot)) cos(2p — 2'n7)

— 5ey5i/î(t'— îo-) co5(p— ô) — 4 ey 5m (p» — 'cd-)co5(p— ô)

= — |y5m(p — ô)
—i^- 6751/2(2(^ — — or) -t- | ey 5m(OT — 6)

C =

Ï(2
-H Qe^ -t- 1 y^) 5m((^ — îo-)— I e 5i/z(2t^ — 2ot) -i- e^ 5i/2(3('— Bot)]

-)-|y^5in(p -I- OT— 2Ô) -i-|y^ 5i/i(3p— ce-- 2Ô)

((2 -t- 3 e^
-t-

1 y^j co5(p — ot) — |eco5(2f— 2^)-*- e^cos{3w— Stc)^

[— I
y"" C05(p -)- lO-— 2Ô) -t- |y^ C05(3p — OT— 2Ô)

= (2 -t- ôe"* -t- I y'') — I e cos{d — to") — 26^^005(2^— 2^-)— 1 7^^005(2^ — 2Ô).

En substituant pour q sa valeur et en négligeant toujours les quantités

au-delà du second ordre , Ton aura

(-^ lysin(y-—ê) — ^eysin{2<^-' ô — ot) -h | eysin{m~-èy\-^

-H U2 -t- 6eV ly^)— l ecos{v — nr) — 26^005(2(^—2^) — 1 7^605(2(^—26)
j-^^^

-I- f— Ses'm{v — w) — |e^5m(2(; — 2w) -h a/^'-s^'^C^^ — ^^)
)i?^ '^?^

'
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69. D'après la théorie que nous venons d'exposer, il est facile de

démontrer que chacune des constantes arbitraires h, y, ô, e, m peut

être exprimée explicitement par la variable indépendante p et les

fonctions s , u, -ri -r--> -r • En effet nous avons d'abord
di> di^ dv

et les équations

donnent

7 I dv

u^ dt

s z= y sin(y— ô) ,
— = y cos(i' — 6)

y = y'(^s^^^^ > tang{ç~6) = 5^%

et par conséquent
ds

tans: ô =
, sin ç — s cos i>

dv

ds
-j- cos p -t- 5 • sm V
dv

Ensuite nous avons les équations

ecosiv— ss) = hu — V i^ss , e 5m(p— tir) ~ -y-, r • ^ — /c ^
lesquelles , en posant pour plus de simphcité

du s dP = V^ -
dv —r. r '-}-= — e sïniv — ot)

\/(^\.-^ss) dv ^ '

Q = kii — i/i^ss = e cos(y— w)

,

donnent

e = /^ -t- (^ , tangiy — za) = , tans: ot = -, ^.°^ ^ Q ^ Qcosv— Psmv

Actuellement , si l'on remarque que l'on a

2 ds''

7
/i / \ I dv dv
0- \ ' ' f (T u^ dt

l'on en tire la conséquence que chacune de ces constantes arbi-

traires peut être effectivement exprimée par v et par les fonctions
ds du dt

^ dv dv dv
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70. Nous terminerons cet article en donnant des formules assez simples

nour trouver les valeurs des différentielles partielles —j- -, —r- 1 —j- au
A ' di^ du ds

moyen du développement de la fonction Q. formé en y substituant

y sin{v — ù) au lieu de 5,

et rr, T\\/i-i-'yYsiniv — b)-i-ecos(v — è)\ au lieu de u.
h (i -*-yy) l

i I "- ' ^ •'

^

Soit €1 = F{i', h, y , ô, e, rxr) le résultat de cette substitution,

et supposons que l'on ait laissé p»', u , s pour représenter les coor-

données du Soleil ; il est d'abord évident que , en prenant les diffé-

rentielles partielles de ^ par rapport aux constantes arbitraires e et ot,

l'on a
dO, du dQ, dQ du dQ
du de de du dsr du

mais l'expression précédente de u donne

du (TcosÇv — ît) du (resln(p — w)

de ~ h^{i -t- yy)

et par conséquent

dQ o-cos(v — '!j) dQ
de h^{i + yy) du

Il suit de ces deux équations ,
que l'on a

dQ h\i-^'yY){ , .dQ . f . dQ )-— — —

1

Li^ ; cosh — nx) -1

—

I- sm(v — ut) —7— > 1

du a l
^ 'de ^ ' edis

\

et

. / . dQ , ^ dQ
sm{y - ^) ^ - cos{^ -"^^Td^^ ^-

71. Maintenant, si l'on différentie la même expression de ^ par

rapport à 7 et â , il est clair que Ton a d'abord

dis W{\ -t-
J'y)
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Mais les valeurs précédentes de m , s donnent

du ff s du 2 y M

ds ~~
h^^i-i-J'y)

' [/{i-i-ss) dy ï -*- )"y

partant nous aurons

da /dû. dû dii\ . , .-. 2. Y IL da
-r— = l- 1- -—-.-—) 5m (t^ — 6) ^ • -r— 1

dy \ds du ds) ^ ' i-i-jy du

dH /dO. dû. du\ , ,,^ = ^ (,77
-^ ^ • -ds)^''<'-^)-

Ces deux équations donnent

dO, . . -, dû, , ^. dû (du ^VusinCv — (i)\ d

û

-T- sin (p— 6) -jr cos(i> — ê) = — 1- 1 -7- — — ^
) -j- '->

dy ^ ' ydù ^ ^ ds \ds ^ -*- jy /du

donc , en substituant pour -t— sa valeur trouvée plus haut, et faisant

pour plus de simplicité

„- y ^ dû . , ^ dû
^ 'de ^ ' edrs

K ^ 5m(p-Ô)^-C05(p-6)^,
l'on aura

dû
du

^ i-i-yy , dû n„ (s 2/i* Xw
<y ds \|/(i -^ ss) a J

d'où l'on conclut

,

f,
dû s dû s w, //t'(i-t-rr) 2/i^ ss \ „,

<2J du u ds u \ <r a uy{i-t-ss)/

^,^ = -7 1- —5-.—-!= —R ^-(-1 LU, (^^ss)— ^— -\R.
^^' du u u ds u u\ a a ^ ' " /

72. Pour tirer de l'équation

a = F{i), h, y, ô, e, m)

la valeur de la différentielle partielle -j- , remarquons que, en désignant
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d'à
par -T— le coefficient différentiel de la fonction F pris par rapport à

la variable t» explicitement renfermée dans cette fonction , l'on a

dQ.
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A e cos (q ~p i :;!:) un terme quelconque du développement de Q, affecté

d'une puissance de e, A étant indépendant de e; et qu'en conséquence

l'on a ,
pour ce terme principal

,

K —
i y^e'~M co5(p — ot) co5(9±iOT) zp 5in(p — ic-)5in(ç±iw) 1

ou bien

K = iy^ e'~' cos(p -t- (i— i) ra-±ç^.

En désignant de même par By cos{p±iù) un terme principal de ^
dépendant de 7, l'on aura

K' = ÏB^-' sin{v±ii-i)è±p);

on voit donc c[u'il faut développer ^ jusqu'aux quantités de l'ordre

m -(- I par rapport à e et y, si l'on veut obtenir pour /?' et /?" des

valeurs exactes juscju'aux c|uantités de l'ordre m inclusivement.

§ 4-

Application des formules de la variation des constantes arbitraires à la

recherche de quelques termes principaux des perturbations lunaires dues

à l'action du Soleil.

74. Désignons par h^, y ., e , 6 , ot les valeurs constantes, censées

données , que les variables h, y, e, 6, vs ont à une époque déterminée.

En considérant ces constantes comme la première valeur de ces fonc-

tions , l'on pourra trouver la partie variable en intégrant successivement

leurs différentielles. L'analyse que nous exposerons dans ce paragraphe

est propre à faire voir clairement l'esprit de cette méthode , et à mon-

trer comment on doit employer les formules générales dans des cas

particuliers , à l'égard de certains termes que l'on a intérêt de connaître

de préférence à d'autres du même ordre. Pour procéder avec plus

d'ordre , nous énoncerons successivement les questions cju'il s'agit de

résoudre , ce qui fera mieux comprendre le but vers lequel l'analyse

est dirigée. Commençons par la solution de ce problème.
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Calcul des deux premiers termes des séries qui déterminent le mouvement

progressif du nœud et du périgée.

75. Considérons l'équation

^^ _L\a,.-ycos{v-Ô)4^lsin(v-ô)
* dv h l

(V ' "^ ^ u dç '^ ^

donnée dans le n.° 68. En supposant s = o , et négligeant les termes

qui dépendent de la parallaxe du Soleil, c'est-à-dire les termes de

l'ordre du produit ^^t^'-i les formules trouvées dans le n.° 27 donnent

a,- 3 M'iP / , ,.>.

h 2 h IL* V ^ '/

I dÙ. 3 i?/'«'3 . , ,.

fT ' ~^r-r ~ r^r-r sm{2,ç — 2P ).
h II dv 2, h lû ^ '

Donc, en faisant 5 = 75i/z(p — ô), il viendra

^ = _ -.^ÇVl-C05(2P-2Ô))(l-KC05(2P-2p'))— 5m(2P-2Ô)5i/z(2P-2p')î,
dv ^ h ic* ly

^ ^' ^ ^ '
)

OU bien

(l) . . . ^ = _ Ë .^ \ I _ C0S(2P' - 2Ô)- C05(2P - 2Ô) -^ C05(2P - ^v)\
^ ' dv ù, h w"

l
^

)

Maintenant , si l'on néglige les termes multipliés par l'une ou l'autre

des trois quantités e , s, 7", il suffira de prendre u = -7 1 u = j-r->

p' = mp -t- A ; m étant une fraction du premier ordre égale au rapport

du moyen mouvement du Soleil à celui de la Lune, et A désignant

la longitude du Soleil à une époque donnée. Comme dans cette pre-

mière approximation l'on néglige le carré de la force perturbatrice,

l'on peut réduire la fonction h à sa partie constante, et supposer

h = h/, alors le facteur -j-jj représente une quantité de l'ordre du

carré de la fraction m, puisque (par les formules du n.° 40 ^, ^^^

à-peu-près égal au produit de a par la distance moyenne de la Lune

à la Terre.
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Nous poserons en conséquence

mil - 2

et nous regarderons m comme une quantité du premier ordre, qui,

par sa nature, doit être très-peu différente de m.

Il suit de là que l'expression précédente de — se réduit à celle-ci ;

(2)... ^— t= — - xnh — cos{'2,mv'- 2Ô -h 2A) -t- cos(2P — 2/721; - 2A) - cos{iv— 2Ô)>«

En intégrant cette expression, et considérant d'abord le seul terme

progressif, il est clair que l'on a ô = ô — \m'v. Donc, eu substi-

tuant cette valeur approchée de ô dans le second membre de l'équa-

tion (2) , il viendra

(3)... -7- := m^<i — cos(2.mv -1— mV— 2Ô -t- 2A) — 005(2^-*- - mV — 2Ô )

-- C05(2t; — 2/72^ — 2A)> •

76. La valeur de ô qui résulte de l'intégration de cette expression,

doit être substituée dans le second membre de l'équation (2). Mais

notre but ici étant d'avoir seulement les termes du second et du

troisième ordre, qui dans ô sont multipliés par l'arc p, il suffit d'avoir

une valeur de ô exacte dans les quantités du premier ordre , pour

en déduire les termes du troisième ordre qui doivent se trouver dans

le développement du second membre de l'équation (2). Or, en inté-

grant le second membre de l'équation (3) , les termes du second ordre

affectés des argumens 2t; — 2mp— 2A, 2p -t- | m^p— 2Ô^ restent du

second ordre après l'intégration ; mais il n'en est pas ainsi pour le

terme du second ordre affecté de rar2;ument ^mv -t- § uiV — 2Ô -^ 2A.

Il est évident que l'intégration abaisse son coefficient au premier

ordre, puisqu'il acquiert comme diviseur la quantité 2m-t-|m^. Donc,

en retenant dans la valeur de ô le seul terme périodique du premier

ordre, et prenant -

—

-— ^ — (ce qui revient à négliger les quan-

tités du second ordre ) , l'on aura

ô = ô n\v -»-
tr

• - sinio.mv -^— n\~v — 2Ô -»- 2A).
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En substituant cette même valeur de ô dans le second membre de

l'équation (2), et considérant seulement l'argument 2mp — 2Ô — 2A,

nous aurons

z^ ~ ^ - rn -t- -ni'cos] 2nn'-^ -m^i? - 2Ô -i-'iA "5m(2mp-t--m''p-2Ô^2A) •

</t'4 4L2 ' 47w^a 'J
En développant ce cosinus , et négligeant les quantités d'un ordre

supérieur au troisième , il est clair que l'on a

-7-t= m -t--m co5(2mp-)--m p— 20^-2^1)-»- -^

—

sm (2mp-<--m p-26-»-2A).
di> ^ 4^ a ' ' ib m ^ 2 • '

Donc , en négligeant les termes périodiques , il viendra

d^ 3 a 9 m^
.— = — -m -t-Tf-'— '

ap 4 02 m

d'où l'on tire , en intégrant

,

' \4 62. m /

Tels sont les deux premiers termes de la série qui détermine le

mouvement progressif du nœud. Il est remarquable qu'il soit nécessaire

de considérer le carré de la force perturbatrice , c'est-à-dire une quan-

tité du quatrième ordre
,
pour pouvoir obtenir le second terme

,
quoi-

qu'il soit du troisième ordre. C'est aussi ce qui arrive dans le calcul

des deux premiers termes de la série qui détermine le mouvement

progressif du périgée , comme nous allons le faire voir.

77. Dans cette recherche nous pouvons négliger tous les termes

multipliés par 5 ou par 7 qui se trouvent dans la valeur complète

de e -7— donnée dans le n." 61. Car l'on comprendra clairement par

le calcul même qui suit, qu'ils ne peuvent donner dans la valeur de ot

aucune partie appartenante aux deux termes dont il est ici question.

D'après cela l'on a

dvi . Q,,^. ( .. ^ e . , \?i dQ, .

dv ^ ' ff l
^ ' 2. ^ '

^ h u di>

et il est évident que les valeurs de û, , , y^ • -^n- posées dans le
^ (2)' h u dv '^

n.° 27 peuvent être réduites à celles-ci:
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Û,.) ilf'«'3 /i 3 , ,A
-' = — ^1 l--C05(2P

—

2p))i

I dO. 3 7Jf'«'3 . .

rr • -T-y- = — ^i—• simiv — 2P )
•

/i II clV 2 /i /t^ ^ '

Donc , eu prenant u = —, et

^ "^ 7^^ ^ "^ ^ ^^^('^ " ^)
^

= -^ (^i — 3e co5(p - w)
j

,

^7^
""

:o^ ^
^ "^ ^ "^^^("^ ~ ^)

5
= —,(^l-4eco5(p-txr)j,

l'on aura

^
rf?

"" ""
^co^ ^^^^'^ — ÎC-) ( I - 3e C05(p - ot)) ( I -w 3 C05(2(;— 2(;'))

3J/'^6 ^— —T—T^ e 5m(2P — 2P ) siii(2.v — :lw)

^73- sinyiv — IV) sin{y — w) (^i — 4eco5(p — •ro-)j.

78. Maintenant, si Ton fait h = h et, comme dans le u.° yS ,

m'' = "T~T3 ? l'oii trouvera que , en retenant seulement les termes

multipliés par e , l'on a

[
— 4 — I 005(2^' — 2TO-) — I C05(2P— 2p')

e-^ = — em^< — ? C05(2P — 2t«7) C05(2P — 2^»')

f — (6 — I) sm{2i^ — 2tc-) sin(2P — 2p')

Donc, en raisonnant ici comme l'on a fait précédemment à l'égard

de j- ' il faudra d'abord considérer parmi tous ces termes le seul

terme périodique affecté de l'argument ^v' — i'ur, ce qui donne

dis 3 3 i5 2 / / X

«p 4 4
^ '

ou bien , en posant f' = m t' -t- A

,

(4) T— = - m -H — m co5(2mt^— 2ot-)- 2 A).
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En faisant abstraction du terme périodique et intégrant , l'on a

d'abord ot = w-t-|mV. Donc, en substiuant cette valeur approchée

de -us dans le second membre de l'équation (4) , l'on aura

—— c= - m H m cosyimv m p — 2ot -^ 2A)
\

c?p 4 4 ^ 2 '
'

,, , „ . . , m'' m*
d ou 1 on tire , en intégrant et prenant 5— = — •>

m— 4 m* '"

Sa i5m*./ Sa „a\
ter = ro--t--m p-t--— . — 5j/ï(2mp m p — ato- -*- 2A

)
•

4 8 m \ 2,
'

/

79. Actuellement ^ si l'on substitue cette fonction au lieu de ot dans

le second membre de l'équation (4) , il viendra

di

rfîT OaiSaP 3a .l5m.^ Sa .,1
-r-= - m •4' --m C05 2m p—m v — %xs '^ 2

A

simimv—m p-2OT-t-2A) •

dv
âf 4L 2 ' 4771^2 'J

Développant ce cosinus, rejetant les termes périodiques et les quan-

tités d'un ordre supérieur au troisième , il est clair que l'on a

C?CT 3 2 225

et par conséquent

— _ni -t-

dv A à%

iir

/S 3 225 m-^X= •Û7 -t- { - m -t- ^— — \v.
' \4 6x m )

Le second terme de cette expression est, comme l'on voit, semblable

à celui qui entre dans la valeur analogue de ô trouvée plus haut \

mais il en diffère essentiellement à l'égard du coefficient numérique

-^ 5
qui est beaucoup plus grand que la fraction -^ . Cette circonstance

étant combinée avec la valeur numérique du rapport représenté par m,

que l'on sait être presqu'égal à un i3.'™% rend le terme du troisième

1 225 m''^ 225 2 i-rP' 1 ^ Sa
ordre , ^— — p = ^ ^m p , peu différent du premier terme -m p

02 77Î S2Xl3 ^ *•

4

du second ordre. Voilà pourquoi la première approximation a pu

suffire à Newton pour avoir le mouvement progressif du nœud^ tandis

qu'elle était absolument insuffisante pour avoir celui du périgée.

Clairaut fit sentir le premier aux Géomètres toute la force de cette

difficulté. Il ne songea pas d'abord à la grandeur absolue des termes
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qui devaient suivre le premier, ce qui l'a jeté dans bien de recherches

divergentes. Mais il les conduisit en homme de génie , et sut reconnaître

son erreur au moment où il considérait le carré de la force perturba-

trice pour un objet qui n'était pas dirigé vers la recherche du second

terme (Voyez les Mémoires de l'Académie des sciences de Paris pour

les années 1745, 1746). Cet exemple frappant de l'influence du coef-

ficient numérique ^- mérite toute l'attention : l'on trouvera dans cet

ouvrage une foule de cas semblables , tous propres à démontrer que

dans la théorie de la Lune la véritable difficulté consiste dans la re-

cherche des coefficiens numériques qui affectent une quantité d'un

ordre donné. L'on est fort peu avancé , lorsque l'on sait l'ordre d'un

terme , si l'on n'a pas au moins une connaissance approchée de la

grandeur de son coefficient numérique.

80. Le calcul que nous venons d'exposer fait connaître en même
tems le principal terme périodique qui entre dans l'expression de ô

et zcr; de sorte que, en retenant seulement ce terme, les formules

précédentes donnent

ô = ô * — siniim V -*— mV— 2Ô — 2A)

,

iSm""./ Sa ^A\
us = -T- • — sin (amp mp — atzr-i- 3A).

Mais il est évident que pour rendre ces deux argumens plus exacts

il faudrait écrire

(
- m^ — -% • —

) f — 2Ô au lieu de - mv— 2 ô
,\2 16 7« /

' 2

/3 2 225 m'^\ T 1 3 2
et —

I
- m -1 y- • — \v— 2t<7 au lieu de n\v— ara- .

\2 10 Trt / ' 2 '

L'on pourra même remplacer ô et ot par les formules qui donnent plus

exactement la partie de ces fonctions qui croît proportionnellement à

l'arc t", lorsque celle-ci sera connue par les développemens ultérieurs.

Ainsi , en faisant pour plus de simplicité

3 2 9 m*
i —g — m -)- ^- • — -H- etc.

,

'^
4 02 zn

3 2 225 m'^i—c— - m -4- ^— . 1- etc.,
4 6% m
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et i —m = E , l'on aura

' ô = — I . — 5k(2^P— 2£^P-^2Ô — 2A),

OT = — i- • — 5m('2£'f — 2C(^ -H 2OT— 2A)i
8 m ^

'

OU bien , en convenant d'écrire seulement gi? au lieu de ^p — ô ; cp au

lieu de cv — 'sy^; mv au lieu de mp-t-A; et de désigner en général

par Sô, Sot la partie périodique de ô et de w, l'on posera

Sô = — ô • — 5m(2E — 20^) P ,

ç, i5 m" . . „ s

àtay = p- • — sin(2jij — 2c) p.

Recherche du premier terme du coefficient de l'Ëpection en latitude ,

de VÉvection en longitude, de la Variation et de VEquation annuelle.

81. Il est d'abord évident que le terme périodique du premier

ordre qui entre dans Sô, doit influer sur la latitude 5, puisque l'on

a s = ysin{v-~ù)-^ mais il n'est pas moins clair qu^il faut avoir le

terme correspondant qui entre dans l'expression de la variable 7, si

l'on veut connaître l'inégalité qui en résulte sur la latitude. Pour cela

considérons l'équation ( Voyez n.° 68 )

't-
= 7^ 5^n-rco5(p-ô) ^\cos{y-è).

En Y substituant pour ~~ t j^ • -r-r leurs valeurs posées dans le
•' ^ h h II du ^

rvP 75 , l'on aura

iîp
"^ -

4
*

'hFiâ'^
5m(2P-2Ô) ( m-C05(2P - 2P ))

-h - • -^^ ycOS (p-ô)5m(2P-2p ).

Donc , en considérant seulement l'argument 2p' — 2Ô , il viendra

/p = "
4

"^ y5m(2P-2Ô),

ou bien

^ = •— - m^ y 5m(2mp — 2Ô -»- 2A).

Tome I. la
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Faisant clans cette équation 6 = ê-^{i —g)i>, i—m^E, l'on pourra

écrire d'après la convention établie plus haut

J-
i= - m'y sin(2E— 2^) p.

Pour intégrer cette expression , il suffit ici d'y faire 7 = 7,, et de

prendre _ = — Alors, en nommant S/ la partie périodique

de 7, l'on obtient

^ï = Q ' — 7 cosi^E— 22) V.

En substituant cette valeur de S/ et la précédente de Sô dans l'équa-

tion s — y sin(v— ô) , après Tavoir mise sous la forme

5 = (7 -t- S7) sm(gv — Sô) ,

l'on trouvera, en développant et négligeant les quantités d'un ordre

supérieur au second

,

L'argument {2,E— g)v qui constitue, comme l'on voit, le second

terme de l'expression de la latitude , est celui que nous nommons

,

par analogie , Election en latitude.

Au reste il est clair que cette même analyse donne, en conservant

le diviseur 2.E— 2g ,

Sô = - • -7^ SUl(2E— 2g) ç; ^7 = ~^— cos(2E— 2g) l>.

Donc, en substituant ces valeurs dans celle de 5, l'on aurait

s = y^singi>-y^^^^sin{2E~g)v.

Mais , en employant cette forme , il importe de remarquer que ce

coefficient de l'argument {2E— g) v ne saurait être exact au-delà des

quantités qui passent le second ordre.

8a. Considérons maintenant la variable e , et cherchons le terme

périodique analogue à celui qui entre dans l'expression précédente de

Stc , c'est-à-dire le terme affecté de l'argument {2E—2c)v. Pour cela.
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il suffit de réduire l'expression de j- trouvée dans le n.° 68 à celle-ci

de / \ £îfî) S^ / \ ^ / ^} i dQ,— = — sinii^— îD-j—i- -t- <-e -^ 2C05(p — •ûT)-»- -cos(2p — 2,uJ-)> -ri • -i-t- •

<^p
"^ ' o- (2 ^ ' Q. ^ '

) h II du

En substituant pour —^N y^ • Vf- ' —3 •> -4 leurs valeurs posées dans

le n.° 77, l'on aura

-^ = im^5i/z(p' - OT)(i-t- 3co5(2p-2p'))(i- 3e co5(p --CD-))

m^5in(2P-2p')(i-4eco5(p- ot) )j-e-+' 2co5(p- îïr)-+' -co5(2p- 2ût)>-

En considérant seulement l'argument 2p' - 2^ , cette équation donne

^ = /^— 2 _ ^V m''5m(2t'' - 2ÎC-) = - ^e m''5m(2p' - 2ot).

Donc, en faisant v = mp h- A , ot = ot -»- (i — c) p, il viendra

-7- = — e m sim^L — 2c) p.

c?p 4 ^ ^

Maintenant, si l'on fait dans le second membre de cette équation

e = e , et -?; t= •> l'on obtient , en intégrant

,

e = e -t- -^ e — co5(2ir/ — %c) p ;

et en nommant Se la partie périodique de e, l'on aura

Se = -TT e — cosiiE—ic^v. ,,
•

.

En réduisant la valeur de t-^f trouvée dans le n.*^ 63 à

t-t-f—— —hesiniv— w) ^

et écrivant

t -f-f ^ — —3- (e^ -t- Se) sinise p — Sot) ,

l'on obtiendra , au moyen de cette valeur de Se et de celle de Sot 5

c-)-f = — — - -t: e — sini'iE— c) p.
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Tel est le premier terme du coefficient de l'inégalité lunaire que l'on

nomme Evecdon en longitude. Comme l'analyse que nous venons d'ex-

poser donne

le = • —~ cosiù.E— 2c) V -^ Sîc- = — • —f^ sin(2E~ 2c)(^,
4 2-Ë— 2.C ^ ' \ xE — 1C ^ '

il est évident que , en substituant ces valeurs dans celle de t -»-/,

l'on aurait

-. i5 hfe. m^ t -n \f=—- -4^ • -= siniiE — c) V

Mais , analytiquement parlant;, cette formule ne saurait être exacte à

l'égard des termes d'un ordre supérieur au second.

Il est presque superflu d'ajouter qu'un simple coup d'œil jeté sur

la valeur de V^ donnée dans le n.° 68 suffit pour démontrer que la

variable / ne renferme aucun terme du second ordre ajBfecté de

l'argument {^E— c)v.

83. Pour donner un exemple fort simple des cas où il est nécessaire

de considérer la partie variable de la fonction h, cherchons le pre-

mier terme du coefficient de l'inégalité ayant pour argument lEv

,

connue sous le nom de Variation. A cet efïet remarquons d'abord

1,. • d^ti idQ,
, A, /TV» 11

que 1 équation -i— = ~v/~ peut être réduite a celle-ci
dv u^dv

dv
sin(2i>— 2p').

Maintenant , si l'on fait dans cette équation

et p' = m t" H- A , l'on aura

-7— ~ — ôli m smiEv;
dv '

'

d'où l'on tire en intégrant

,2 7 2 S/i/'m'' „
h = fi -i -r=^cos 2Ev.

• iL

Il suit de là que l'on a

4^

a , I— , u — —
h, a

h^ = h -^ ^ ' cos^Ev.
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En réduisant la valeur de t-t-f à (Voyez n.° 63)

t -i-f = fA' dv ^26 sin{v — te-)

,

et faisant A = -^ -> nous aurons
a

fA dv = % • -\^ 5m 2£'p.

Mais l'expression de -v^ trouvée dans le nP 68 peut être ici réduite à

-/- t= -^ t= — T--^— C05(2P— 2P).
dv a^ ff u^ ^

Donc, en prenant seulement le premier terme de cette expression,

l'on aura «

df 3V 2 p
:/- = 3- ni cos ^Ev;
dv a

d'où l'on tire en intégrant

f 3/i/m^ . „

Substituant cette valeur de / et celle de ÇA àv dans la valeur

de t M-/ posée plus haut , nous aurons

^ = ->- (è^ " -^j '''' ^^' - ^ '''''<'' - ^) '

ou bien , en prenant E ~ i —m = i

,

21 ^,'m" . r, h^ . , y,

t = -^ ' -!—i— sin 2Ei> — -î 2e simv — ro-j.

En réduisant les valeurs de e ^- > -^^ trouvées dans les n,°' 77, 82
dv dv '

'

à ces termes

e j^ t= — - m^ co5(2p - 2p') co5(p - T0-) - 3m^ 5in(2p - 2t^') sin(v - îcr)

= — ^ m^ C05 (p - 2p' '+I w) H- - m^ co5(3p - 2Û - te-) ;

rfc 3

^ = - m^ co5(2p - 2p') 5i/z(p - ÎB-) - 3m^ sin(2i^ - 2^') co5(f - m)

— — - m^ 5iAi(p - 2p' H- ot)— m^ 5m(3p - 2p' - ot) ;
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et remplaçant p' par mp -4- A , w par ot -t- (i — c) p, il viendra

e^ = — - m^ cosi^E-^ c) p •+• - m^ cosi^E-^ c) p

,

-7- = — - rn^ siniiE— c) p— m^ sm(2E^ c) p.
(^p 4

^ ^ 4 ^ ^

En intégrant ces expressions et négligeant les quantités d'un ordre

supérieur au second , il est clair que l'on a

e ^sj t= — - m sin(%E— c) p-^- m^ sin(2E^ c) v ,

4
V V

4
V / '

Se = - m^ C05(2^-c) p -H - m^co5(2£'-i-c)p.

En substituant ces valeurs dans l'équation o

2e 5i/z(p — •si) = 2.^6 sin c ç — 2e ^m cos c i^

,

et conservant seulement les termes affectés de rarguraent 2Ev, l'on a

2e5i«(p — ot) = 4m^5m2£'p.

Donc , en substituant cette valeur dans celle de t , il viendra

1 1 /i.^in^ • T-i

t = — -rr • -^- 5i/Z 2iiP.
8 (T

84. Cherchons maintenant le premier terme du coefficient de l'iné-

galité ayant pour argument c mç — k', connue sous le nom d'Équacion

annuelle. En réduisant la valeur de V^ trouvée dans le n.^ 68 à .

de ff^ (2)
~

o-^u^

et faisant dans cette expression (Voyez n.° 55) i. z <'.! tn:;-ii:l:'!

u = — ( I -t- e co5(c' p' — h') y

T- = r- I I -t- e C05(c p — H ) )
• (.

nous aurons . --^fj.co ( ^ti:- '>i^j;.co lU

v3

Donc , en développant ce binôme , et retenant seulement le terme

affecté de l'argument c p' — h', Ton a

df 3m7z,^ , - , , ,,

:j^ — ——^f cosic p — )c ). ,

.-
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Maintenant , si l'on fait ç = m p -t- A , l'on obtient en intégrant

^ 3h^ ni^ , . , , ,

'
<X cm ^ '

En examinant la valeur complète de c -t-y, l'on comprendra aussitôt

que pour avoir seulement le premier terme de cette inégalité il suffit

de poser l'équation t -^f= o , ce qui donne

t = —'- - —r— £ sin ( cm P - H )

.

cr cm '

On voit par-là que l'intégration abaisse au second ordre le coefficient

du troisième ordre qui se trouve dans l'expression de -j- •

Déterminer le premier terme du coefficient de tinégalité ayant pour argu-

ment le double de la distance angulaire du périgée au nœud de Vorbite

,

qui entre dans l'expression des quatre variables 7 , ô , e , •st.

85. Cette inégalité , dont l'argument est ats- - 2Ô , est une des plus

remarquables dans la théorie de la Lune par les difficultés d'analyse

que présente le calcul de son coefficient.

En réduisant l'expression de
''-f-

posée dans le n.° 81 à

dy 3 BI'lP . , .. Sa., .,r., . ,n_4
T^ = — - • -j^r-^y sin{2P - 2â) 1= — -m 7 sin{2v - 2Ô)\y i^ss^e cos{w - ot)J ^,

et prenant

[(/iM- i^ -t- e C05(p — -sj)]"^ = I -t- 5e^C05(2P- 2W) ,

nous aui'ons

y- = — -Q-m 7 e 5m(2 u — 2,6).

En faisant dans le second membre de cette équation y = y^, e = e ,

w = OT -t- (i -c)p, ô = ô -t- (i -g')p, et intégrant ensuite, il est clair

que l'on a

°ï = -5-- '-^^C0S(2!^-2C)V.
o ag— 2c ^ ^ '
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Les valeurs de g, c rapportées dans le n.° 80 donnent, en prenant

seulement le premier terme, >= 5-^ •

•^ ug — 2C ôm
Donc , en substituant cette valeur , nous aurons

c

^ï ^= ôï, ^^ C05(2 g — 2 c) t'.

On doit remarquer que cette intégration abaisse de deux unités

l'ordre du coefficient qui se trouve dans l'expression de ;/ *" et qu'elle

donne naissance au coefficient g/, e^^j qni est, comme l'on voit, in-

dépendant du facteur m^ de la force perturbatrice.

86. Cherchons maintenant le terme correspondant qui entre dans

la valeur de ô. Pour cela nous partirons de l'équation

dô 3 M'iP { , ., )
-7- = • -71—ï \ I — C05(2P — 2Ô) \dv 4 hiC \

^ >
\^

qui résulte de l'expression de -— posée dans le n.° yS. En faisant ici,

comme dans le numéro précédent,

\y\^ ss-^ ecos{y — ro-)]-'* = i -»- 5e^ 005(2^— 2îc-) ,

l'on trouvera
<^ô i5 2 3 / .,^ =. -g-m e co5(2OT-2Ô).

Donc , en intégrant , il viendra

i5 m^e/' ,

OU bien, en posant

•ô e^ sin(2g— 2c) f.

87. Si l'on réduit l'expression de ^ du n." 68 aux termes suivans

de I -t- yY • / ^ ^
T- = -— -^ sinh — ot) . ^, ,

dv a ^ ' (2)

-+-
]
- y C05 (ot - ô) -t- -ycos(^v-è--uj) -* 2eyco5(p-ô) > -tt-N

l'on verra aisément que pour avoir seulement le premier terme du
coefficient affecté de l'argument 2^—20, il suffit de prendre
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~^M = -^^ ^^-^ = -m Wi^ss -H eco5(p — •ar)f

fî/M 3 31' u'^ V sm(ç — ù) Sa./ /,x S / x?~ = — - • ^7— t= m y5m(p— 6) < i — Ae C05(t' — ûi) >
A 2 h u^ 2. ' ^ ''

l
^ ^ '

^

3 ^ . . }= — -m^ < y sin{if— ô) — 2675^/1(2^ — ot — ô) — ley s'm{^T;^ ~~^) ('

Cela posé , l'on trouvera

de /3 9\ 3 2 / /x ai 2 2 • / a\y-t^fô-^-ltney 5ïaz(2tc-—- 26) = -H-m ey sin^^Tur— 26).

En intégrant cette expression , nous aurons

oe !=i — -^- '^' C05(2g — 2C)Pn
8 2^— 2C ^ '=' ^

OU bien , en prenant = .^-^ •>

A 2g-— 2C 3in

Se = — z^y^ C05(2g — 2c) t'.

88. Pour avoir le terme correspondant qui entre dans l'expression de ot,

nous réduirons l'expression de e^ donnée dans le n.° 68 à celle-ci

dv ff
^ ' (2) ^ 2 ' > ^ 2 ' ^ 3 '^^

T _4— 'V'V lO/
Maintenant, à l'aide des valeurs précédentes de ^^^^ , -j^ -, l'on

voit aussitôt que l'on a

dis /3q\a3 , .,

OU bien
C?1T 21 a 2 / /v^ = -3- m y co5(2tïr-2Ô).

Donc 5 en infégrant cette expression , il viendra

et en posant —^— ^ -^, , l'on aura^
2g: — 2c 3m

Sot = ^-y'^sïni^'XQ— 2c)p'.

Tome /. i5.
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Conséquences qui résultent de Vanalyse précédente.
.

89. Cette valeur de Sot et celle de Se trouvées plus haut montrent

d'une manière particulière l'influence de la perturbation sur l'inégalité

dont l'argument est {^g—c)v. Pour avoir le premier terme de cette

inégalité, il faut d'abord réduire l'expression de t-^f trouvée dans

le n.*' 63 à ces termes ;r>/;!Oc:! rio ;

..--

t-^f= fAd p -I—ï <— 2e 5172 (p— tir) e y* sin (p -»- ot— aâ)
^

»

et poser ensuite

t-^-f— CAdv -t- Ar < — 2Se5mcp-t-2e Sîs-co5cp e 7^5^(20-— c)p>

.

Maintenant, si l'on fait ici

de = •—^ • -—^^-^ cosi^s, — 2c) p ; e ôw = -tt
• ^-— siniis — 2c) p ,2^— 2C ^ '^ '' ' ' 8 2^— 2C ^ ° ' ^

il est clair que l'on obtient

c r I' 1 ^^? 2 'i
3 21 m* ? . / X

J-t-/ = /.-ic/p ^e y { >5m(2ff— c)p.
•^ -^ 0- '

''
(^ 4 4 2^— 2c5) ^ ^ '

Or nous avons 2^ — 2c = 3 m" -»- etc. ; ainsi il est évident que la

perturbation ajoute un terme d'un signe contraire et à-peu-près double

du coefficient elliptique (*). L'on peut aisément démontrer que le déve-

loppement des quantités variables / et j'Adv ne peut donner aucun

terme d'une forme identique à celle des deux précédens; donc, en

posant ig — 2c = 3m'^, la valeur finale de t -*- f , après l'élimi-

nation des parties variables comprises dans e et 7 , sera

/j 3 ^3
t -i- f =- -^ p -t- -^e y^ sin(is: — c) p.

(*) Mong. De Laplace ( Voyez Mécanique

céleste, tome III, pag. 187) après avoir donné

la valeur de t en fonction de v , relative à

une ellipse dont la longitude du périgée et

celle du nœud ont un mouvement propor-

tionnel à p , ajoute que les coefficiens de cette

valeur sont un peu modifiés par ractiou du

Soleil. L'on voit par notre analyse que cette

remarque n'est pas appliquable au coefficient

de l'argument sg'— c, ni à plusieurs autres

de la même espèce , sur lesquels l'action du

Soleil ne produit pas seulement une petite

modification , mais un cliangement total de

la valeur elliptique,
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90. Les valeurs de ^y et Se trouvées dans les n.°* 85, 87 résolvent

immédiatement une difficulté que l'on pourrait se proposer en consi-

dérant l'intégrale CAdv qui entre dans l'expression de t-^f. En

prenant pour A sa valeur développée dans le n,° 63, nous avons les

termes suivans

Donc, en faisant -ay = zj-t-(i — 0)1^, ô = ô -i- (i — ^) p, l'on voit

aussitôt que le dernier terme de cette équation introduira dans la

valeur de £ le terme

- . -^ . —i-£-^— 5m (
2£-— 2c) p ,4<r 2g— 2c ^° '

dont le coefficient est, analytiquement parlant, du second ordre. Mais

il est essentiel de remarquer que le terme du second ordre que nous

venons d'indiquer se trouve exactement détruit par le terme analogue

donné par le développement de l'intégrale - f —^{e" -^y~)dv. En effet

nous avons les équations
i5 m* y c* / .

y = 7 -*- -^ —--^ cos(2(r— 2c)f

,

e = e — • -^-^ cos(2g-—2.c) v

,

• û ag— 2.C ^ ° '

lesquelles donnent

3/3 2\ ^"^ e'^ y^ f ^-(e -Hy)t= - ^ . _L-^c05(2^-2c)p;

partant l'on a

Adv t= / -^dv-^-h- -^-^'—
\

^ •
\ sm(2g~-'2c) v.

J ff a 2g— 2cl/t 4 2.Gr
— 2C^ ^ ^ '

Mais les valeurs de c et de g' trouvées dans le n.° 80 donnent

2ir — 2c = 3 m^ -I- -^ . — Ainsi il est évident que le coefficient numé-

rique de ce terme du second ordre est parfaitement nul.

91. En considérant de nouveau l'expression de fAdv^ et remar-

quant que dans les n.°^ 81, 82 l'on a trouvé

r> 3 m'' y, /• T-i N ï- 1 5 m* e, . _, x

ày = ^-i^cosi^E—^g^v^ ôe = =—^eo5(2^— 2c)^,
'

4 2£-2g ^ °' \ %E-2C ^ '
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l'on pourrait , au premier coup d'œil
,
penser que ces deux inégalités

du second ordre deviennent du premier ordre dans Vexpression du tems t,

à cause de la nouvelle intégration qu'il faut exécuter pour obtenir la

valeur correspondante de - /— (e^-^-y^Wp. Mais il est facile de dé-

montrer que les termes du premier ordre ainsi formés sont exactement

-idç. En effet reprenons l'équation

—j- — — sin{2ç — 2P )

posée dans le n.*' 83. En y substituant pour v sa valeur elliptique,

nous aurons

d-li^ 331' u'^ j2/ \â • / '\S / / \
?"''^

-r- = -^—h (i -t- yyy sin{2v^ 2(^) j/i -h 5^ -t- ecos(p — ot) > •

Donc , en prenant

l'on obtiendra

d-h'' m^'Ci-t- ry)'*W3 45 2\ 2 • / ' „A\ /i5 45^

\4 _

(- -(- — e'')7"5i/i(2p' — 2Ô) -4-( —y^y^sin{2v —Q.-^is) 'ç

En posant (i -t-77) = i ->- 477, nous aurons

En conservant seulement les termes multipliés par m.^j^, m^e^^ cette

équation donne

-rr^- = — ï-7 < -7 sin(iiE — 2e-)p -I e sin{2L — 2c)p } »

d'où l'on conclut , en intégrant

,

J^ ^ J^
5 I _ 2 . -p2-cos{2E - 2^). - ^ . -^?^C05(2£: - 2C).^

h^ hl'

l

2 2.E—2g ^ °'
-x 0.E — ic ^ 'S

Il suit de là que l'on a

-^ = -^ ^ I -t- i . -—Jl—cos(lE — 2il)v -^^ f^'— C0S{%E — 2C)V\ )

«r
0-^ > 4 2^ — as- ^ *='' a 2E — ac ^ ^ S
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et par conséquent

0- «''^4 (2-Ë-2^) °'
4 (2J5-2C) ^ ''

^

Ainsi il est évident que ces deux termes du premier ordre détruisent

exactement ceux du même ordre donnés par l'intégrale -,. /{e'-^y'^^ch-

ll est par-là démontré que les deux inégalités dont les arguraens

sont {%E — 2^)p, {2.E — 2c)p, doivent se trouver dans t avec

des coefficiens du second ordre an moins. Ainsi, à l'égard de ces deux

argumens, l'intégrale fAdv ne peut pas renfermer des termes d'un

ordre inférieur à ceux que l'on obtiendrait en calculant la valeur de /.

92. Reprenons la considération de l'ai^gument (2^—20)0. L'analyse

exposée dans le n.° 90 démontre que cette inégalité doit se trouver
n e ^y *

°

dans t avec un coefficient du troisième ordre de la forme B -^-^
;m

mais elle est insuffisante pour donner la valeur alDSolue du coefficient

numérique désigné par B. Car l'on n'y tient aucun compte ni du terme

-^dv , ni du second terme, qui dans

l'expression de 7 et de e affecte l'inégalité ayant pour argument

(2g — 2c)p. Nous allons en conséquence continuer nos recherches sur

cette importante inégalité , afin de mettre en évidence toutes les parties

constituantes le second terme de son coefficient dans l'expression de

l'intégrale fAdv. L'on verra qu'elles se détruisent complètement comme
celles du premier ordre, et qu'en conséquence il faut nécessairement

ranger cette inégalité parmi celles qui sont d'un ordre supérieur au

troisième.

Déterminer pour les deux variables y et e le second terme du coefficient

de Vinégalité ayant pour argument (2^ — 20) p.

93. L'équation

^ =----^.-^7 5m(2P-2Ô)[i-HC05(2P-2p)]-H---^^7C05 {y~è)sm{p.v-'%v)

posée dans le n.° 81 donne , en considérant seulement les deux
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argumens iv — 2Ô , 2p' — 2ttr \

dy 3 Jf'u'3 6/ x4/ ara,./, ax i5 m' /i'^ e» . , , .^ "= •"
4

" ~4""^ (i -^rr)!! -7 -^ 5e )5m(2P _ 2Ô) --g-
.
__5m(2P-2tîr).

En faisant (i-t-7y)'^= 1-1-477, "^^^^ aurons

Or nous avons

5i/2(2t''-2Ô) =-5i/l[(2£'-2g)(^4-2Sô] ; 5in(2p'- 2T3r) =: -5i/l[(2£'-2c)(^'H2Stli7],

OU bien , en développant

,

iJAz(2t''-2Ô) = «-sm(2£'-2^)p-2^â cosÇ^E-'Zg) ç -h 2(^ôy sin(2E " 2gy ,

sinÇ-if' -zxar) = - sin{iE- 2cj p- 2^otco5(2£'- 2c) f -»- 2(Sûr)^ 5zVi(2£'- 2c)p;

donc, pour avoir seulement le terme multiplié par —e^ sin(2g-' 2c)i',

qui se trouve dans l'expression de -^ , il est permis de n'avoir aucun

égard à la fonction e^ sin {2i^' — 2117) , ce qui donne

^ = -
4

• ^7^^ (I -5e-) sm{2, -2Ô) ,

et nous montre la nécessité de chercher le terme affecté de l'argu-

ment (2E— 2c) p» , qui entre dans l'expression de Sô, afin d'avoir le

terme qui naît du produit — 2^0 cos(2E — 2g) p.

94. Pour cela remarquons que l'expression de j- posée dans le

11.° 76 donne
dô 3 M'u'^ ,

dv ^ h u^ ^ '

De là l'on conclut d'abord

'^^ 3 2/ 'k r r 2 / \T

-f^
= m co5(2(> — 2p

) [ I -t- 5e cos {2v — 2ro-)J ,

et ensuite

<Z0 i5 . . , , ,

dv 4 ^ /
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L'équation (i) rapportée dans le n.° 76 fait voir que la valeur
jû

. 3
de -y- renferme aussi le terme -xa cosi^iv —%h): ainsi, pour la re-

cherche dont il est ici question , nous poserons l'équation

-7- = -m
dv 4

i5

de laquelle l'on conclut celle-ci

^ £= -m^ co5(2£'-2g)p--o-m'^e^co5(2£'- 2c)p- -m^SÔ5m(2£'-2^)(>.

Donc, en prenant pour Sô la valeur Sô = |e/'5i/z(2g- — 20)^» trouvée

dans le n.° 86 , il viendra

dîB / l5 l5\ 23/T-l \ 45 22/T-l \

i- = f — -g--i-g-jm e co5(2£;— 2c)p = — |-m e co5(2ii— 2c);

d'où l'on tire , en intégrant

,

M t= i^."^e^m(2£-2c)p.
64 m ' ^ '

Pour avoir le terme analogue qui entre dans l'expression de (§ô)\ il

suffit d'observer que d'après les résultats trouvés dans les n.°' 80, 86

l'on a l'équation

Sô = ^e^ sin(2g- 2c)i^^ -'"^ sin{2E- 2g)i'

,

laquelle , en faisant le carré , donne

^ ^ 64 m '
^ ''

9$. Cela posé , l'on trouvera sans difficulté

~-2h^îô cos(2E—2^) V = —^-^h e^ sin(2s — 2c)i>,
V to/ 64 m ' ' ^ ^ ^

-^ 2h^ 0ôysin(2E~ 2g)i^ == -^-"^h^ e' sin{2g- 2c) i^ ;

et à l'aide de l'expression de ^ trouvée dans le n.° 91, Ton obtiendra

- h^ sin{2E~ 2g)v = -^-^'^h^ e; 5^(2^- 2c) i>.
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Il suit de là que nous avons

iC> / ' A\ / 45 i5 45\ m* , 6 2 . / „ \

h sm{2, _ 2Ô) = (^- 1^
-

g^
-

^-j ^ h e, sm{2g- 2c)

.

io5 m* , 6 2 • / „ \

Pour obtenir le terme donné par la fonction

5 11 e sin (2P' - 2Ô) = - 5 /if e' sin {2E- 2^) p ,

il suffit d'y substituer pour e" la valeur donnée par l'équation

e = e -t- ^ . — e cos{iE-' 2c) v (Voy. n.° 82) ;
par ce moyen l'on aura

En substituant ces valeurs dans l'expression de
-J-

posée vers la fin

du n.° 93 , l'on aura

jdi^ 4 m
ou bien

dy _ 3 nv

1 35 m"^ 2

2 / io5 75\ . / ^

—V — — -:— — e 5m(2iî— 2c) t'.

Maintenant , si l'on réunit ce terme avec celui trouvé dans le n.° 85

,

il viendra
dy / i5 i35 m^'X 2 2 . / >.

j ~ {— -5 "Z— • — )ni e sin(2g—2c)i^.

En intégrant cette expression , il est clair que l'on a

(i5 i35 m^\ 2 2

8 64 771 / '

f V

^"^VrJ
"" i^^ C0s{2g-2C)V.

Les valeurs de c , ^ posées dans le n.*' 80 donnent

m^ I 3 m^

2g:— 2C 3 2 77t

partant nous avons

etc. ;

^0,^
(f;)

= (i -^ • "^) «>^^(^.^ - ^^) ^

, , ce . 1 35 45 45
OU le coerncient j— c= J ^04 64 10
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Donc , en passant des logarithmes aux nombres , l'équation précédente

donnera
/5 i35 m^\ 2 / \

96. Pour avoir le terme analogue qui entre dans l'expression de e ,

il est nécessaire de nous procurer le terme affecté de l'argument

{^E— ^g)v qui entre dans la valeur de ot, A cet effet considérons

l'équation

dv! I -- yy

-^\ 7 shi (uT— ô) -t- - 7 sïnijiv — ô — to-)

rr ,
} \ d^^

que l'on déduit de celle rapportée dans le n.° 68. En y faisant

3 ( '' 3 ?= m^co5(2P— iv) \ I
— -e7^co5(i>+-îïr—2Ô)— -e7"co5(3p— îtr—26;> ;

Q 3 ^
( i-4

-TT-' = m^co5(2f — %v)yûn{y — è) W \ ~^ s s-^e cos{y—vs)S

3 C ~ï

— — - vi\cos{2.v — 2f') ysïniy — ô) ]i — 4eco5(fc'— sj)>

3 c
_

î= m^co5(2(^— 2(^') <75m(p-ô)— 2e75tn(2p—57—ô)— 2e75m(t*r—ô)> \

Ida 3 2., ,, ( , ,
,)-4

Â^'^ "= ""2^^ 5in(2P-2p)^(/7V75-HeC05(p-OT)^

~ ni^sin(2.p — 2p') ^ I — 4 e co5(p — n7)> ^

et conservant seulement les combinaisons capables de produire l'angîe

2p' — 2Ô , l'on trouvera

^^ 3 2/ 'X 3 3 /e^ f= mco5(2p— 2p)x ey cos{2v — 2d)

— - ra^ 005(2^— 2p') x(- — -\ey'' cos (2p— 20)

-^ - m''sin{2v — 2P'} X T- - i") e 7^ Sf/i(2(; — 2Ô) ;

Tome L ij.
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d'où l'on conclut
dis

du

ou bien ^ = -j^m y 5/«(2t^ — 26)
dv 8

Dans le u.° 78 l'on a trouvé dans cette même fonction le terme

~n\cos{2<J — aw); ainsi, en posant l'équation

-r- c= —m co5(2P — 2ot) •+ -ô^m 7 co5(2f — 26),
f/p 4

^ / 8 '
^

l'on en tirera

'-p =

—

iacos{2E—2cy-f--^m^'/^cos(2E—2g)i^— m^ST«7 5m(2£'— 2c)(^.

Donc, en faisant ici ^my = lj^sin{2g — 2c)v (Voy. n.^83), Ton am^a

dzr (ij I05\ 22/7-. \ 322/7-7 \

Tv
= U " -^^'^y,C0&{2E - 2g)v ^. 2^m7, C05(2£'- 2g)s>,

d'où l'on tire , en intégrant

o m_ . — y sin (2L — 2 " ) p.64m'' ^ °-'

dt
97. Cela posé , réduisons l'expression de ,- rapportée danslen.°6i

à celle-ci

dv
sin{v — u!)- i2. ,

•+ -y^ • ^TT-

-^ \-ycos{v!y — ô) -»- -y 005(2 p — ot — 6) -<- 2ey co5(p —
â)^

y^^i

et cherchons d'abord le terme de la forme B ey^ sin{2'J — 2e) ren-

fermé dans cette expression. Pour cela remarquons que les valeurs

de "^-^ 1 ~ posées dans le numéro précédent donnent

^sin{v— te-) • Qj = ~n\ cos{2ç— 2v) x(- — -je y~SLn{2v — 2Ô) = o;

[xm — è) -^ -y cos (2 (^ — OT — ô) -f- 2 e 7 cos {y
—-

^) \ ~ji-

r(2P — 2t^') X ( — - -H \\ e 7^51/1 (2 P-— 2Ô)
3= m cos\

^ -me75m(2p — 26).
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Maintenant, si l'on prend

J =— = m^5i/i(2P - 2p') }[/ 1 -*- s s -^ e cosh — vi) }

I '-4eco5(p- Tjiy)^y^cos{2v- iè)

2
( -

I e7^co5(t^-4-t37-2Ô) - |ey^C05(3p-âr-2Ô))

et ( Voyez n.'' 6 1 )

P' = - e •+ 2cos(p-îïr)- -7^c05(3p-OT-2â) - -y''cos(y-^':s-2.è) - e /co5(2p-26),

l'on trouvera

P' dû 3

fi a an 2
(21^ —2^') X (

— 1 -) H--4--) ey^cos{i'>> — 26)

= — ^m e y^sm{2.<J — 2Ô).

Il suit de là que l'on a

de /3 qX 2 2 / ' „ £x

d.'^K-^-lr''^ 5m(2P-2Ô),

OU bien

de 3 2 2./' Ax^ = - -m ey 5^(2^^ -2â).

98. L'analyse exposée clans le n." 82 démontre que l'expression de

-y- renferme le terme — — -^-7- e sin(2.v — l'tis). Pour l'objet dont il est
dv ^ hl"

^ ' '

ici question , il faut chercher en outre la partie du coefficient de ce

même argument qui se trouve multipliée par e/- A cet effet il faudra

prendre

= -m^(i-H yyycos{2i^ — 2P'') sin{v --m)]l/i-i-ss -^ e cos(ç — '^)>

— ~ m^( I -H 477) cos{2.i^— 2v') sin{i^ — nr) j
i — 3( i— yy) e co5(t^ — ^)

(

— — -m^e(i H- 4yy) (i — yy)c05(2p — 2p') sm(2p— 2tB-)

27 2= — ^m e 7^51^(2 (^ — 2-st) y
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--^ -5-T- " — -m ( I -*- yrrsin(2i^-— 2p) iy i ^ ss -*- eco5(p — •ay) >

= — - m^( I -H 477) 5m(2 (; — 2p') < I —y^—
(4 - 5/^) e co5(p- or)

= — -m'sia{2i>— 2i>') j I -»- Sy^ — (4 -t- 1 17^) 6005(1^ — zô) >;

P' = (2 7^
) co5(p — nr) H

—

cos{2(^ — 207);

= m 5m (2 p— 2 (^') X ( - — I o) e 7^ C05 (2 p— 2 w)

5i= — -ô-m^e 7^5iAz(2f' — 2t«r).

Ainsi il est clair que l'on a

de / 27 3 5i\ 23./' X

ou bien
«?e 3 2-/' X
j- = — c) m e 7 5£« (2 p — 2 TO-).

11 suit de là que nous avons cette équation

^ = m' (- '4
f-i
- 9 >'') ^'" (2 '^' - 2 TÎ7) -

I
m" 7' 5m(2p' - 2Ô)

.

99. Cela posé , reprenons l'équation

5Jn(2p'— 2ttr) = — 5i/2(2iS'— 2c)f — 2Sotco5(2£'— 2c)f -»-2(Sîir)^5m(2£'— 2c)t'

donnée dans le n.° 98, et remarquons d'abord que l'on a (Voy. n.° 91)

—
-r-f_ sini^E— 2c) p = 77 7 sini-22 — 2c)v.

Ensuite , si l'on prend pour d-ax la valeur

Sot = — --. — 7^ sini^E— 2")ç

trouvée dans le n.° 96 , il viendra

— 2 Scirco5(2£'— 2c) p = — '.- ' — y" sïni'ia-- 2c)v.
^ ' 64 m '

^ ° '

D'après les valeurs de Sw trouvées dans les n.°' 81 et 88, notis

avons l'équation
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laquelle donne

I o5 m

partant l'on a

Q^f = ^l^.'^y^cos(2E-2g)^;

2 (W)^ sin(2E— 2c) p = —y— — y^ sin{-2g — 2c)v.

Concluons de là que l'on a

y' . f , . /o 3 io5\ m^ 3 . , V

et par conséquent

i5 A^ . / , X i35 m^ 3 . . .— — • -rzSin\.2v —2VS) — -^~ y sin(2^ — 2c) p.

1 a

En posant Téquation y = y -\-^- —y cos{2E—2g)v (Voyez n.° 81 ),

l'on obtient y"^ = -• — y^ cos(2E— 2g) i>; d'où l'on conclut

2-// \ 2 ' / -m \ ^7 ni 3 . / \— 9 y sm {2i> — 2'^) = 97 sin{2E—2c)(^ = -~ • — 7^ sin{2g— 2cjp.

Il est aisé de voir que la fonction — | m^ 7^ 5m(2p' — 2Ô) ne donne

ici aucun terme ; ainsi , en réunissant les parties que l'on vient de

calculer , nous aurons

/ 1 35 27 \ m'* 2 . / >de / 1 35 27 \ m

ou bien
de 35i m"^ 2 . / .—1- = -^ • —7 sm(2g—2C)v.
e dv 04 w ' ' ^ ° '

En réunissant ce terme avec celui trouvé dans le n.° 87, nous aurons

l'équation

de /21 35i m^ \ 1 1 • , \

laquelle étant intégrée donne

^«ê 7

(21 35 1 m* \ 32
l - I

= C05(2"'— 2C)P.\ej 2g — 2C * ^ ^
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En faisant ici, comme dans le n.° 96,

m* _^ I 3 m*

2g— 2C 3 2 m ' *

l'on aura

et en passant du logarithme au nombre , il viendra

/ 7 i35 m^\ 2 / ^ \

A Vaide des recherches précédentes on démontre que Vinégalké ayant

pour argument {ig— 2.c) p , ou le double de la distance angulaire du

périgée au nœud de Vorbite, doit être du quatrième ordre, au moins,

dans l'expression du tems en fonction de la longitude vraie.

100. La valem' précédente de e et la valeur de -/ trouvée à la fin

du n.° 95 donnent

2 2/5 i35 m*\ 22/ \

y =r, -^( --.— .-je r, C05(2g-2C)P,

3 2 / 7 i35 m^\ 3 2 / „ \

e = e -t- I
— ^ -H -— . — le y cosiio: — 2c) p.

V 4 Sam/'' '^
^ '

Donc la fonction e -^-y^ présente le terme — e^ y^ cos(2g — 2c) (^

multiplié par un coefficient numérique égal à zéro. Il suit de là et

de l'analyse exposée dans le n ° 90 , c[ue l'on peut réduire la valeur

de fA dv à celle-ci

fAidv — I ^ dv.

Ainsi la question est réduite à démontrer que l'on a

o

—

e^ y^ cos{ig—ic)\> dans la fonction -^ •

Pour cela il est nécessaire de considérer de nouveaux termes dans

l'expression des constantes arbitraires censées varialdes.
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ICI. Avant tout nous chercherons dans l'expression de y le terme

affecté de l'argument (zE— 2c) v. En réduisant la valeur de j- posée

au commencement du n.° 98 à

dy 3 M'u'^ . ,

-j ~ îT-v 7 sin{%v — 2P' )

,

di> ^ h u^ ' ^ '

l'on en conclut

-/ = - m^ Y 5m(2p— 2(^') ^ I -t- 5 e^ C05 (2P— 2îi7) >;

d'où l'on tire

dv o ^ '

L'on a trouvé ( n.° 8 1 ) cpe l'expression de -^ renferme aussi le terme

— Im'^ y5i/i(2f — 26) ; en le réunissant au précédent nous formerons

l'équation

—7- = m 5m (2p — 2Ô) — -rr ni e simiv — 2t«7),
^off 4

^ '8 ^ '

laquelle donne

-4- = -m^5i/z(2£'— 2i^)p -t- V m^e^5m(2£'— 2c)p -^ -m'^Sôco5(2£'— 2j2)p.

Donc, en prenant Sa = \e'^ sïn{p.g—%c)v (Voyez n.° 86), il viendra

dv /l5 l5\22.,„ , 75 22./7-. \

En intégrant cette expression, il est clair que l'on a

Mais 5 pour avoir exactement le coefficient numérique de ce terme

dans la valeur de y , il faut ajouter au second membre de cette

équation la fonction

3 e' cos (25-- 2c) (; -4- - . "^ coi{^E— 2g) 9

résultante de l'analyse exposée dans les n.°' 85 et 81. Alors, en

passant du logarithme au nombre d'après l'équation
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5 ^ / \ 3 m'' / „ \ 75 m''

l'on trouvera

Log (0 - |e;C05(2^- 2C)P ^ ^ . ^C05(2£-2^)P ^
|^

• ^e>5(2£-2c)(. ,

i65 m 2 . V

y = y -) . — y e COS(lL — 2C) P ,

. , ^ . i65 75 i5
où le coemcient —^ = '— -< j •

125 04 12Û

102. Reprenons l'équation

de \o i. - / I X 022.// .X

—r = m 5i/i(2p — 2îi7) — - m y 5m( 2^' — 20)

résultante de celle trouvée dans le n.° 98 , et cherchons le terme

affecté de l'argument {^lE— 2g) p qui se trouve dans la valeur de c.

Cette équation donne

—~ = — m^ 5m(2£''— 2c)p -t- -my 5m(2£'— 2^)^ -<- — m^SOTC05(2£— 2c)('.

Donc, en prenant Sot = 1y^ sin[ig-^2.c)v (Voyez n.° 88), l'on aura

de /3 lo5\2a..^ . 932a-/j7 „\—r = (
-—TT- ) m 7 siniiE— 22) V = — i-m y sini^t — 2ff) v.

edv \8 32 /
'' ^ °' 02 '' ^ ^'

Cette expression étant intégrée donne

Log
(^)

= -
1^

. ^y;co5(2£- 2g) p.

Mais ici , de même que dans le numéro précédent , il faudra poser

l'équation

Log (^)
= "

lï^:
C0s{2g - 2C) -*- ^ . '^C05(2£- 2c)p -

|^
• ^y>5(2^-2g)p,

(Voyez n.°^ 87 et 82 ) avant de passer du logarithme au nombre.

D'après cela l'on trouvera

201 m* 2 /ri \
e — e -^ — e y cos {lE — 2g) v ,

' 128 m ' ' ' ^ "'

, , rr • 2QI q3 1o5 /
ou le coemcient — -^ — — 7 s '

128 64 i28
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io3. Nous aurons encore besoin du terme affecté de l'argument

(2E -i- 2c — 4g)i^ qui entre dans ô et 7, et de celui affecté de l'argu-

ment (2E -*- 2g — /{.c)ç qui se trouve dans xar et e. Il est très-facile

de les calculer. D'abord en posant l'équation (Voyez n.° 76 )

l'on en tire

dô Sa / ' A\
-y- = - m cos{2i^ — 20)

,

dv 4
^ ^

-T- = — - m^ Sô sin{2E •^2g)v.

Donc, en faisant Sô = le^ s'm{2g — 2c)(^ et intégrant ensiûte^ l'on

en tirera

L'équation

Sô = -^ • — e^sin{2E-^2c — ^g)^'

dy Sa./, .,~ s= m sin[2v — 2Ô)

donne , en la traitant de la même manière

,

Donc, en ajoutant ce terme à ceux qui se trouvent dans la valeur

de Logy--\ rapportée vers la fin du n.° 101, l'on en conclura, eu

passant des logarithmes aux nombres

,

i5 m
^^ ^ '~l^'m^.^' C05(2^-H 2C — 4g)v ,

, 1 rc ' ^ l5 l5 l5
ou le coeracient -^ = — -- -h —

-

128 64 128

104. En posant l'équation

dv

l'on en tire d'abord

dis i5 2 II >

j- = — m C05(2P — 2OT),

T- t= — — m^St!7 5m(2^— 20)^».dv 2 ^ '

Donc, en y faisant Ivs = ly"^ sïn{2g-'2c)v et intégrant, l'on obtiendra

100 m
^"^ = --^--^y, àn{2E-^2g- à^c)v.

Tome I. i5
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Maintenant , si l'on pose l'équation

de i5 2 • / ' \

l'on en conclura d'abord

^Oé"
(^-

j = -^ • — 7, C05(2£' -H 2g- - 4c) ç- .

En réunissant ce terme avec ceux qui se trouvent dans la valeur

de Log (
-

)
posée dans le numéro précédent , et passant ensuite des

logarithmes aux nombres , il viendra

^ io5 m 2. / -n , \
de = —ô • — e y cos (2A -t- 2 fi- — ac) v,

, , ly . io5 io5 io5
ou le coemcient —^ = -7 3 •

120 64 120

io5. En reprenant actuellement l'équation

d-h"^ m'' ^ /3 45 2\ 3 . . , ... /i5 75 2\ 2 . . , ,p

¥r. = a7 ^
(2

-" T ' r '"' ^^ P - 26) -H (^- -H i_ y j
e sia{2 ^ - 2 1^)

^

trouvée dans le n.*' 91, nous démontrons à l'aide des résultats précédens

que l'on a o — e^y^ cos{ig— 2c)p dans l'expression de la fonction -^ •

Il est d'abord évident que cette équation étant intégrée donne

I I in^ /^ ( Q i35 2\ 2 • / ' A.

^ = V
"^

kJ'^'K- 2 -"T ' )^ '"'^^' "" ^ ^

m* /^, / 45 225 2\ 2 . / , V

et que par conséquent l'on a

Il — A ~ !- h^ m fch i - -t- — e^
I

y^ 5^/1(2 p' - 2 6)

M- /z,^ xn Cclv
y
—*- ^ y^ \ e' s'm{iv — 'i.'U}:) .

Or en faisant, comme dans le n.° 98,

.çm(2p' — 2Ô) = - sin{2E ~2g) p — 2SÔ cos{2.E<~ 2g)v -t- 2 (Sô)^ sin(2E—2g)i>

,
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et observant que la réunion des résultats précédens donne

Sô = -e^ sin(2g-2.c)i^-^-'^sin(2E-'2g)v

-1-5 e smiiE- 2c)v -^ -? e smia^'H- 2c- Ac) t'

,

04 m ' ^ ' 64 ffi ' ^
^^'

l'on en tirera
. ,..-.1 -

(lè)^ = ^-- — e^ cosi-iE — 2c)p - ^ — e^ cos(2E'^2c^ As-) p;

d'où l'on conclut

et par conséquent
, . ;.

ay^ (^ôf sin(2E-2g)if - - — - — e''7^''5in(2g-2c)p'.

En réunissant les termes qui appartiennent à la variable y , l'on for-

mera l'équation

7 = Ï.^QÏ,^^ cos{2g-~2c)v'^~-^y,cos{2E-2g)v

M--— ye cos(2£^-2c)f -—^ • — y e cos{2t-^ 2c-~ \g) s> ^

laquelle donne

2 45 11122/7-1 \ ni23/7-i ,\
Y r=^. — e y C05(2£; — 2c)p-»-o— e y co5(2i!/-t- 2c - 4,2') ^-j

en observant que l'on a le coefficient du second terme 77 — g7 = ^ •

Donc nous avons

-y"" sm{2E-2g)v = |^
•

'-^ e ^
y,^ sin (2^ - 2c) (;

.

La valeur de l6 posée plus haut donne

S ^ . , ^ . 5— 2dôcos{2E-2g)v = ^-(i^sin{2E-2c)v-^-ôe^ sin(2E-^ 2c - ^g)

32 64 64

2 3 m"
y =
' 4 Trt

8

i5 m* 2 / N— ,^- — e 5m(22^— 2c)p
02 m ' ^ ° '

ar
ï5 ]5 45 „ 1 . 1- f •

oii —
3^ — ^ — g^ • En multipliant cette fonction p

y^ cos(2E- 2g) V
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l'on aura

- 27' Sô cosi^E" 2g) i> = (^-
i^ _ 1^ _ 1^^ ^ e; r! slni^g " 2c) p

,

ou bien

- 2y^ Sô cos(%E— ^.g) i> = 7- • — e^ 7^ sin(2'<y - 2c) p.
V 0/ 16 7« ' ' ^ ° '

Cela posé , il est évident que l'on a

7 5^(2.-20) = ^-^-Hl^__j_-e7, 5m(2^-2c)p,

c'-est-à-dire

7^5m(2p'-2Ô) = o e^ y^ sïn{2g-2c)v .

Les valeurs de e et 7 donnent

22 i5ni22 /T-i \
6 7= — — e 7 C05(2is — 2c) p;

'
\ m • ' > ^ '

partant il est clair que l'on a

^ ê -f Sm{2V - 26) = — — 5i/2(2£'-2£-)pX— • — ^''7'' C05(2£'-2C) V ,

ou bien

-î-e 7 51/1(2^^ - 26) t= ^ £-'7 sinisa - 2c) V .

Il suit de là que nous avons

fdv ( - -t- — e^l / sïn(2^ - 2Ô) = / —^— 005(2^1^- 2c) f .^\24/' ^ ' 32 m 2^— 2c "> ° '

106. Reprenons maintenant l'équation

sm(2v — 2tïr) •=: — sïn{2E— 2c)p— 2^-07 cos(2E -' 2c) p '4- 2 (^^5')^ sin{2E— 2c) V

posée dans le n.*' 98. En considérant les termes qui entrent dans

l'expression de la variable w, l'on obtient

cv 7 2'/ \ i5m./T-, \

btn = - . y sin(2Q;^-2c)i> — -5- • — sini^E— 2c)p

— T- ' "7 sin(2L — 2p)v p^ — 7 sin{2E-^ 2a — àc)v

.

Cette équation donne

(oîir) = — —— • — 7 cos{2E— 20) V -^ -r- • — 7 C05(2£^-^ 2îï — 4c)i> ;
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ainsi nous avons

d'où Ton conclut

2e^(}-ss-y sin(2E— 2c)p = —• — e^^ y %m(2g'-— 2c)p.

En réunissant les termes qui appartiennent à la variable e , l'on a

e = e — 77 e y cos\ia— 2c) p -•- -jr • — e C05{2ii — %c)v

~I?8"m^'>'' ^0^(^^-^é^)^-^T^'m^'>'' C05(2^-H2^-4c)(S

d'où l'on tire

^ "" ~ 76
'

T/T
^' ^' ^^n^^ — 2^) (; -H o • — e y, C05 (2^-f- 2^— 4c) v

,

en observant que le coefficient o = -7— — -?— • Nous avons donc

— e 5i/z(2£; — 2c)p = ^- — e y 5in(2/;'— 2c) t^

.

99

L'expression de Sot posée plus haut donne

— 2§OTC05(2£'— 2c)p = |y^^5J/z(2£— 2^)^' — |y^''5m(2£'-*- 2g-— 4c)«>

5i m* 2 • / \
-t- ^- • — y 5m(2ff — 2c)t',

où le coefficient ^^ = — — ^^ •

02 64 64

Donc , en multipliant cette fonction par

2 i5 m* 2 / 7-1 \
e = — • — e cos(2E'— 2c)(^.

4 m '
^ ' -

l'on trouvera

\ 64 64 2)2 J m ' ' ' ^ ° '

ou bien

•- 2e'lwcos(2E—2c)v = — ^- — e''y''5irtC2£-— 20)^-.

Concluons de là que l'on a

- e%m(2p'-2OT)i. =(-^-H29_^yiL%^^,,,w^ ^^^)
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et par conséquent

i5 3 . / r s 2a5 m* 2 2 . / \— e sin(%(^ — 2^) = ^ • — e y sin{-2i^ — 2c)ç.

Si l'on observe maintenant que , en posant

22 3m22 / m \
e y = -•

—

e y cos(2,jL — 2.s,)p ,'

\ m > ' ' ^ o/ '

l'on a

7^ 2 3-/' \ 75 • / -r-> \ 3 m 22 I T? \

ou bien

75 2 2 • / ' X 225 m* 2 2 . / ^ X
^— e y sin\%v — 2i;s) = r— • — e y^ sia\2^ — 2, c) t^

,

l'on en conclura que

/i5 753X2.,, -. / 225 225\m'' 22./ , \

(t-"7^ )^ 5m(2P-2^) = (-7^--37)-^' ^-
^mCao'-ac).

675 m'' 2 3 • / \= —-{-•'-ey sin{2g—2c)v;
62 m ' '

"

d'où l'on tire en intégrant

/•7/15 752X2./ , . 675 m* e*y* / -,

-'\2 4'/ ^ ' 32 m ag—2c ^ ° '

c'est-à-dire une quantité égale et de signe contraire à celle trouvée à la

fin du numéro précédent. Ainsi il est démontré que dans l'expression

de 11 l'on a o • — e^y\os{2g— 2c) p , et que par conséquent l'on a aussi

fAdv = / -^^dv — o -"^ ^—'— sin(2a, —2c)v.
'J J <^ ^ ^g — 2C ^ ^ '

En réunissant cette conclusion avec celle qui a été établie dans le

n.*' 90, il est complètement démontré que l'inégalité ayant pour argu-

ment (2^--2c)p, doit se trouver dans t avec un coefficient du qua-

trième ordre au moins ; mais si l'on voulait chercher par cette méthode

le terme suivant du quatrième ordre , tel qu'il doit entrer dans la va-

leur de t, il flmdrait aussi considérer la partie du même ordre qui

entre dans l'expression de la variable /, ce qui entraînerait dans des
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calculs fort compliqués, propres à mettre dans tout son jour les in-

convéniens inhérens à la méthode de la variation des constantes arbi-

traires lorsque l'on veut pénétrer un peu en avant dans la recherche

des inégalités lunaires,

107. Cependant s'il était uniquement question de démontrer que l'iné-

galité ayant pour argument {-ig— 2c)p, doit être du quatrième ordre

au moins dans l'expression de t, l'on pourrait y parvenir d'une ma-

nière beaucoup plus expéditive par les considérations suivantes.

Remarquons qu'il nous a fallu calculer à part chacun des termes

qui appartiennent à la fonction

y\^ "*"

2V -*- 7 ) -^ -e y cos{%m— 2Ô)j

pour parvenir à un résultat nul dans cette somme. D'après cela , Ton

doit penser cjue l'on pourrait rendre plus aisément évidente la nullité

des deux termes que nous avons calculés , en considérant d'abord la

fonction explicite de la force perturbatrice qui renferme la fonction

précédente. Ainsi , d'après la transformation exposée dans le n.° 64

,

il faudra poser l'équation

.pVf. = j/^/(,-î^/d'£i)-irf.,

et faire voir que les deux premiers termes , dont il est ici question

,

ne se présentent pas dans le développement de la fonction f d' Q,.

108. Pour cet objet il suffit de conserver les termes suivans :

da , 3 M'u'^ . , ,, ,-— c/p e= I —r- •smfaf — 2p)-ap ;

da 3I'u!^ Ci 3 , . ? ,

da
, M'uJh ,-— ds ~ — -—^— ds 1

ds II

faciles à déduire des formules données dans les n."' 26 et 27.

En y considérant u comme une quantité constante , l'on peut mettre

la somme de ces trois fonctions sous cette forme
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du = ci < -(ss^ -)> + ci- < ^—cos( ^V — 2(^ )>

3i¥W3 . , ,^ , ,

T— 5m (2 p" — 2P ) «p.

Or il suffit ici de prendre «'——,•> v = mv -^ A. , di^' = mdv.
* ce

donc', en intégrant, il viendra

ffJ ffaJ^ IL' 2 aa'^ u^

o M'a, /^, sia(iv — 21'')
-*- 6in —r-j / dv—^^ 5 •

eaJ 'J u

En substituant pour m et 5 leurs valeurs elliptiques , nous aurons

'-/dil = \ ,. a-yyt-Y co5(2(^-2Ô)^ ^(/i --^^•^6 coifp'-'ax))
o"y 2.ff^a!^ i SI S

*

—

o ,,
^^ C05(2P- 2t' ) Vi -t-5*-^-e C05(P - ot)^

2 0-^a •' ^ '
^ 5

-t- 3m --3-^3 f di'-h^ {l -^ yy)' sin{iiv - %v )\v' i -^- s s -^ e cos{v-'Uj)^

Au reste l'on pourrait encore parvenir plus directement à ces résultats

en observant que si l'on désigne par c?i2 la différentielle complète de Q.

, ,, . cia , dOs , iiQ. j cia , , cm , , da ,,
dont 1 expression est -^— dv -1—p- du h—7— «5 -<

—

tt"'^ -*- -n-du -^ -jt "-s '
*^ dv du ds dv du as'

l'on a l'équation générale

yïa = ^-/§.. -/-.._/§.y.

et par conséquent

fd'a = a-y^'-^di^'.

lorsque l'on suppose , comme dans le cas actuel , dû = o , ds — c.

109. Comme a doit être égal au demi-grand-axe de l'orbite de la Lune

lorsque les forces perturbatrices sont nulles, l'on peut supposer a = -^-i

en négligeant les autres termes multipliés par e^ ou par y^ (Voy. u.° 41).

Alors l'on peut faire ici, comme dans le n,° 76,

m
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Maintenant, si l'on prend

il/i^ss^ecos(y-z!j)r t= i -^7^-t--e''-4--e''y'' 005(2^*7- ûÔ)

^{L -H _ e^
j
y''co5(2P'-2Ô)-t-(-

y''
Je^co5(2P - aw),

l'on trouvera que , en considérant seulement les trois argumens

(2OT— 2Ô), (2P'' — 2Ô), (2t^' — 2ot) et les termes multipliés par e^

ou par y^ l'on a

(i _(_yy)^;i — yy-t-y^co5(2p

—

2Ô)> ji/n-55 •+ e cos(y— ro")> -i

— i_)— yy-i— ee-i— e y co5(2'S7 — 2.0);

(l -»- yy)^ 005(2 1» — 2p') <(/i -t-5^ -*- eco5(p— sr)> '

= (--t--e^) y''co5(2p'— 2â) -I- (- -t- -y"" Je^ 005(2 p>' — 2^0-);

(i -t- yy)^5irt(2P — 2p') Vi -H*^ -<-eco5(p— •nr)> ^

(I 02X3,/ f ^v /o o aX 3 • / ' \
--t--e jy 5m (2 p — 2Ô) — (--^77 )^ 5m(2p— 2^-;.

Il suit de là que

— —r^ <i •+--yy-t--ee'+- - e y co5(2tîr— 2oj>

— —TV)\'*'~^ jy C05 (2P - 2Ô) -t- (--»-- y j e C05(2P -2tJ7J>

— Sm-^ / dif- h'^jl- -i- -ejy^sin(2i^' -2Ô) ^ (--+ -Yie"^ sin{2i^' - 2Xix)i •

iio. A l'aide des résultats précédens l'on peut trouver le coefficient

numérique qui affecte le premier terme du coefficient de l'argument

(2^ - 2c)p dans le développement de la fonction 'td'Çl.

Il est facile de voir que dans le premier terme de cette fonction

l'on peut faire h — h., et que le second terme étant du septième

ordre , doit être négligé ^ l'on aura donc

Tome I. 16
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ia, f,,r\ "l^S I333322 / /ix?
'-Idll — — — <!•+'- 7 '+-6 -H-e y C05(2OT— 2â)>

O" / 2i f 2i 2t 2i \

Eu appliquant ici à la fonction soumise au signe intégral l'analyse

exposée clans les n.°^ io5 et 106, l'on voit aussitôt que l'on a

-H--e ) y sin(2i^ —zô) = -—^—F'— ^ 7 sin(2g— 2c)v\
4 4/' ^ ' 32Xi5m''' ^ ° '

/3 3 2\ 3 / / >. / 225 225 \ m* 2 2 . / X

Remarquons maintenant c[ue, en posant l'équation

- W y^ sinijiv' — o.è) -^ -h^ e^ sin (a p' — 2t«r)

!= Ii^y^ sin(%E~2g) v h'^ e^ sin(2E— 2 c) if
^

et en y faisant

h^ = h^ \ I

("Voyez n,° 91), l'on obtient

h^ — /j4)j_î. — y^ cos{2E—2si)v •— e^ cosViE- 2c)v

- h^ y^ sin{2 p' — 2 ô) -)- - h^ e^ sin(2 p
' - 2 îjr)

= (—/ — ^V^'^ — e^y^ sin (2 £: - 2 c) p
\i6 ib J ' m ' ' '

^'=' '

3 m*
, 4 3 2 . / X= — ô*

—

ne y 5m(22--2c)p.

Donc , en réunissant ces parties , il viendra

aa. Cvc\ "i^S 12 32322 /„ „/\\?
1 ail = — — <i-t--y -i--e -^-ey C05(2t!7— 2 9)>

(ry 2^22 2, '
^ '

)

"*- g- m^Jdv e^ y^ sin {2g - 2 c) p

,

^ 1 fr . 63 o / 675 225 225 3\
ou le coefhcient — = — 3 (

——= — 5 r — —, —
ïï )

'

02 \32xi5 32X25 16x10 0/

Il suit de là que nous avons

2»; frn ™M I3 32 /3 21X32 / \ ?— —^ I ail — -^ — <i'*-y-»--eH-(--H—rje y co5(2£' — 2c) p>
lyj^ 2 ^ 3' 2 \2 16/ ' '' ^ * -^

^
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Mais les valeurs de Sy et Se trouvées clans les n.<>« 85 et 87 dé-

montrent que l'on doit ici prendre

partant l'on a

--^yrfa = --(3--g--H---^je y, C05(2^-2C).,

ou bien
2»; /^m l3 3 2 2 / \

I dii =: — o- m e 7^ coi(2g-— 2c) t'.

Nous avons vu dans le n.° 64 que l'expression du demi-grand-axe a

est donnée par l'équation

ainsi nous avons
I I 1 3 m^ e,^ Y ."^

, ,-=——;; ^—— C05(2jO'— 2C)P.

Il est donc clairement prouvé que l'inégalité ayant pour argument

(2^— 2c)p ne disparaît pas de la valeur de a.

iii. L'on peut aussi trouver la valeur du terme intégral

3 m M'a, f, s'm {iv — 2p')

ff a'^ J u

qui entre dans l'expression de ——jd!^ donnée dans le n? \ 08

par un procédé plus simple que celui que nous avons suivi dans

les numéros précédens. Pour cet objet il suffit d'intervertir l'ordre des

substitutions et de chercher d'abord la valeur de u qui résulte de

l'élimination des variables Sy, %^ , etc.

Si dans l'équation

l'on substitue pour li et y" leurs valeurs

/l^ = /l
" 5 I - i .

"^ y = C05(2^ - 2 ^) P - — •
'-^'

e
' C05(2^- 2C) P ^

a 2523/ v3 m" 0,7-, X 4^ "1 2 2„„„/„ jrr n^\,.
y —y, "^~y, ^, C05(2g'-2C)P*- • — y C05(2£^-2g-)P-^'^ e^ y^ C05(2ii-2CjP,
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il viendra

Or nous avons

l/l-i- ss = I •>• -y^ cos{2i^ - 2Ô) )

C05(2P-2Ô) = COS 2gi^-t-2.^ô sin 2.gV- 2(}ôy C0S2gV ,

2^ôsia2gi> = ^e^cos2ci'--^e^cos{4g-2c)u'i' ---^cos^Ev

3 m* ,^. 45 m* 2/7-, _x

i5 m 2 / T-t \— 7 e C05(2£, — 2e-^2C) (^

-^ 2{^6fcos 2gi> = — r^' — e^^co5(2£'-+-2^-2c)p'-(-T7 e^cos{2E-2g'^-2c)v;

donc , en substituant ces valeurs , il viendra

j/i-^-ss = î't'-/, — y^ cos 2gv ^ -je/yyos{2g-2c)i^-^-^' —y^cos{2Èj-2g)i'

i5m^22 /T-T \ i5m*22/7-T „\
ô e 7 C05(2i?-H 22--2C) P> ^• — e 7 C0S(2E-2g-*-2C)i> '

112. En développant la valeur de eco5(p — to"), l'on a

e cos{y—-ay) = e^cos cv ^'^e coscv-^e "^vs sin cv ei^'^Y'coscv-^-'^edXffsincv

-

Or les valeurs de le , Sot que nous avons trouvées , donnent

le-coscv = --^ e 7^005(22- — c)p-«- ^—^e 005(2 £"-0)^

^^.'^ey^cos(2E-2g^c)i>,

eSw-sJncp = --^e y^cos(2g-c)i'-h ^ — e cos(2E-'c)v

3 m* 2 / 7-, X
-h —r^ 6 7 C0s(2E-2g'^c)v\

T art 7M ' ' ' ^ ^
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-i-e (^lÂrYcoscv = —-^ ey'' cos(2E- 2g^c)i>

,

SeSt*; = o;

l'on aura donc

45 m 2 / ir - \— 5- • — ^ 7 C05(2£-22'-»-c)(>.
64 m '

^ o /

En réunissant les deux fonctions que nous venons de trouver, l'on obtient

\/ x-^ss -t- 6005(1^ — tîr) ==

^ ' ' 4 ' o ' ' 10

1 ^ e^ cos (2E - c) p -H A y^cos {2E-2g)i'-^- e^y^ cos{2E - 3^-1- c) p/

f
-ey^ cos(2E-^2g-2c)(}'-Y^e^ y^ cos{2E - Zg"^ 2c)i>

J

d'où l'on conclut

u =
^^

(i ^ e C05 c(^ - - 7^^co5 2^P -'^ej\os(2g-'c)i> - ^ey^cos{2g-2 c) p)

V "î \ 64 ''' ^ ° ' 128 I '> ^ ° ' /

f
^e^7^C05(2£'- 2,2'^- 2c)p

I

y
120 ' ' ^ o /

^

II 3. A présent, si l'on suppose u = p(i-t-x), l'on aura

zi t=-^M — 2a;-t-Dx — /\.x )i

et en ne considérant que les deux argumens 2Ei>±(2g- 2c) v,

- 2X t= ^e^y^^(
1^

C05(2^>t-2g-2c)p-H ^ C05(2^-2ê'"»-2c)(^j

H. 3x^ = "^ e>; (- 1^^- C05(2^-H 2g-2c)i^- '-^C0S{2E- ig-^ 2C) i.)

-4x^=^e,V( ^ cos(2E^2^-2c)p- ^cos(2E-2g*2c)i^y,
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d'où l'on déduit

-^
/i,^ m^ 2 o/ i5 , „ , 3()

ff m ?^y^ l C05(2£'-t- 2g — 2c)—^ cos(2E- 2^-t- ac)(^| •

En multipliant cette fonction par 5^(2^ — 2^'') = sin^Ev, l'on aura,

par rapport à l'argument (2g-2c)p,

3m-—rr
• —^^—5 ^ t= ^ -^ rrT e y sm{2g-2c)v

,

et par conséquent

-^y3' Q, = - -— 'îï^ e ^ 7,^ C05 (2^ — 2 c) p

.

114. Par un procédé semblable Ton trouvera

u 1= —^ f I — 4,x '+^ 10 x^ - 20 x^
)

75 m^ 2 2 / 7-1 \ 75 m* 2 2 / 7-1 \= — V • — e y co5(2£;-<- 20-- ac) - 4r • — e 7 co5(2iL-2£--H 2c) t")

et par conséquent

,2 o T^' /^"'^
• / '\ 7 o i,r' '3 fsinriEv ,

h = - Silf / — 5m(2P-2p)cZt^ = - 3M U / -^— cZp

= (—^ — ^ )

'" ^' ^^ C05(2"-2c)p = G.
\i6 10/ m{2g — 2c) ^ ° '

11 5. Dans l'analyse précédente nous avons considéré p comme la

variable principale ; il ne sera pas inutile d'examiner les changemens

que subit la fonction fà^^ lorsqu'on y substitue la variable s> en

fonction de t.

Nous avons démontré, n.° 108, que l'on a

fd:a = Q.-^M'f'^sin{2i"~29')di'',

et nous venons de trouver que le second terme de cette expression

donne par rapport à l'argument 2g— 2c le terme

63 m^(x e.V,* , V
-4- -r- • • —i-Ll— C0S{2S, — 2C) V .

64 «^ 2g— 20 ^ ° '

Ce terme ne change pas de coefficient par la substitution de v en

fonction de t\ il nous reste donc à exécuter cette transformation dans

la fonction ^.
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A cet effet il suffit de réduire la valeur de cette fonction à celle-ci

31'
u'^

a = ~
2.U (-0

et de la développer en y substituant nos valeurs elliptiques de s et de u.

II 6. En considérant seulement l'argument (ig-— 2c)p, l'analyse que

l'on vient d'exposer dans le n.° 1 1 1 démontre que l'on a

M'u!^ / i\ m' 0-/5 21 3\ 3 a . ,

ou bien

ii = — -TT • — e Y cosi^a:— 2c)p.

Mais en retenant en outre dans le développement de la fonction Q^

les termes suivans , savoir :

il := p5—

5

( \ 7

f
"^ a y C05 (2P - 2Ô) — ^ey cos{y'i^'US-> 26) \

et remarquant que la partie variable de e et de ot donne

— 2e cos(v — m) = — 2 Se-c05cp — 2e Sot 5m c p,

l'on en conclura que , en prenant

S e = — - ey^ cos(2g - 2 c) t» , Stir = | y^^ sin{2g - 2c) (^

,

l'on a

— 2ecos(v — w) = — 2e C05 cp-»- -e y^^co5(2g'-c)p'.

Donc, en substituant cette valeur dans la précédente de Q, , et po-
M'h^ (X

sant -jT^ ^ m — (Voyez n.** 108 ), l'on en conclura

m 0"

"8" "^ii =; — _- . — ey^ COS[2g — 2c) P

'*• — ' — < — 2 e cos c p •+> - e cos 2 c p m- - 7 cos 2 ff t' ? •

4 «; ^
' 2 ' 2 ' '

î

117. Supposons maintenant que l'on substitue ici au lieu de p sa

valeur en fonction de c , au moyen d'une équation de la forme
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et cherchons quel doit être après cette substitution le coefficient

numérique qui affecte l'argument (20- 2c)nt. Pour cela il est nécessaire

d'avoir la fonction désignée par (p{v). Or l'expression de t-^f trouvée

dans le n.° 63 , après le développement des parties variables de e

et y exposé dans le n.° 89 , donne

t •+- f= -V p -t- -^ < — 2 e siii c i> -*- - e^ sin'i c ç •t' - y ^s'in ^av-^ ey ^sin(2s: - c) > i

donc, en posant n— j-r^i et écrivant pour plus de simplicité nt au

lieu de ne -*- nf, l'on aura

(p(p) =: zesincv e^sm2W— -y^sin2gv> — e y^ sïn{2g— c) v

.

Cela posé, si l'on fait

3 3
y\j{v) = — 2eco5CPH— e\os 2.cv -^— y^ cos 2gi>

,

d-th{v)
,

, , , . 03. 02.-—

—

= \\j{y) = 2e^sincp — ôe^ sin 2CW'— 6 y^ sin2gv

,

nous aurons, d'après le théorème de Lagrange,

y^iy) = i^/zO -*- (r{nt) x ^ (nt) -h - ^^
^^^/^ -^ etc.

En formant le produit <p(nt)x\p\nt) , et retenant seulement l'argument

{2g— 2c)wt, Ton trouvera

(p{nt)x\\j{nt) = i— i -i- -•^^\e^y^ cos{2g —20)111

= - e^ y^ cos{2g— 2c)nt.

Il est d'ailleurs évident que la fonction -• •y(-")^'P^") donnerait,

en vertu de la difFérentiation, un résultat de la forme

^{2g— 2c) e^ y^ cos[lg— 2c) nt,

c'est-à-dire un terme que l'on peut négliger comme étant d'un ordre

supérieur au précédent de deux unités. Donc les deux parties qui

composent la valeur de 12 posée à la fin du numéro précédent,

donnent un résultat nul
,
puisque l'on a

Q. = — -g-' -e^7^^(i — 1)005(2^ — 2c)nC = o.
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118. Il suit de là (Voyez n.° iî5) que nous avons

ou bien, en prenant 2^— 2c = 3m^,

— —-idi-l = — ^ m e^ 7^ co${2g— 2c)nt,

En substituant cette valeur dans celle de - (Voy. n.° no), nous aurons

I I 21 m'e,V^ , ,- = — — TT- • -'-^ C0S{2S^— 2C)llt.
a a^ Ô2. a^ ^ ° '

En rapprochant cette équation de celle trouvée à la fin du même numéro

- = 5 '-'-^ C0s{2g—2c)v ^

l'on acquiert une idée nette de la différence analytique qu'il y a, à

l'égard de cet argument, dans l'expression de la fonction -> suivant

que l'on adopte le tems ou la longitude vraie pour la variable

indépendante.

Comparaison des résultats précédens avec ceux trouvés par M. de Lnplace

dans son Mémoire publié dans la Connaissance des tems pour Vannée

1824, pag. 287-296.

119. M. de Laplace dans le volume cité de la Connaissance des

tems a entrepris la recherche de l'inégalité lunaire dont l'argument

est le double de la distance angulaire du périgée au nœud de l'orbite.

Dans cette recherche il a fait usao;e des formules de la variation des

constantes en fonction du tems qu'il avait données dans le Supplément

au troisième volume de la Mécanique céleste. Comme son analyse l'a

conduit à un résultat tout-à-fait différent du nôtre, nous pensons

qu'il est de notre devoir d'examiner a quoi tient la cause de cette

discordance.

Tome I. 17
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L'auteur appelle — R la fonction

^—r- ( 5S -t- - C05(2Ç>— 2P)
I
= / 1 — D-55 -t- 6{l-~ Ss) C0S{1V — 2P ) |

que nous avons désignée par ^ , et il suppose que R développé dans

une suite ordonnée par rapport aux puissances et aux produits de e

et de y soit de la forme

M -in H- H-nxe' h- Ji • rny^ -+ L • ra'e^ cos(2ml: — 2 -ht)

-+- L- m y" cos{p.mt — 2Ô) -h P • me'y' cos(2u7 — 2Ô) -t- etc.

Pour avoir la valeur du demi-grand-axe, il fait usage de l'équation (i)

du même Supplément, c'est-à-dire de l'équation

da = — 2a dR de laquelle il tire — ~ R .
^ aa

Or il faut remarquer que la différentielle — dR, que nous avons

désignée par d'Q., n'étant prise que par rapport aux coordonnées

de la Lune 5 il n'est pas permis d'écrire, comme il le fait,

fdR = R.

Voilà donc la source principale des différences c|ue l'on rencontre

entre nos formules et celles de M. de Laplace. Mais pour rendre plus

évidente la différence essentielle qui existe entre ces deux fonctions

,

nous allons calculer la valeur de R, telle qu'elle résulte des for-

mules mêmes de M. de Laplace , en ayant l'attention de séparer les

termes qui sont introduits par l'élimination des coordonnées du Soleil.

120. Pour cet objet désignons par t le tems qui naît de ces dernières

coordonnées , il faudra écrire la valeur de R sous cette forme

R = M-m^ -^ H-me^ -*- H'-ni''Y~ -*- L-rne" cos{2rni — aw)

•*- L'-m^y^ cos(2mù' — 2Ô) -*- P-me'y^ cos{2vs— 2Ô) .

En suivant les dénominations de M. de Laplace , et faisant, d'après les

formules données dans la Mécanique céleste, tome I, pag. i8i et 182,

5 I o .

V = t-i-2es'm{t — m) -*- - e' sin{2t — 2TO") y~ sin{2t— 2Ô);

— ~ a <--^ye ecosit — ot) — k- co5(2î— ^w)} 1
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l'on trouve sans difficulté

cos(2.i' — 2v') — (i — 4e^)co5(2,C— amt) — 2ec05(«— 2?nî -(- tir)

-t- ( 2,
I
e^ C05 (2 mî — 2137) -- -y^ cos{^mt— 2Ô) .

Il suit de là que l'on a

-r'cos{p.v — 2.v') = V'^"*'"""'^) <^^G^cos(2mt— 2ot)-|' -Ta'y*co5(2mt — 2a)

ou bien

-r cos{^2,v — 21^) = -Q-a e co5(2m£— 2TO-)-i--^a 7 cos{2mt:— 2Ô).

La fonction

r^ 5^^ C05 (2 P — 2 p') = —^S I — COS (2 P — 2 ô) > C05 (2 P— 2 P»')

donne évidemment le terme

partant l'on a

— -^-^C05(2P'— 2Ô) = — ^^C0s{2mt—2.ô)i

•^22/ (, "532 /^^/W— -r5 cos[2ç— 2^") = -r a. y co5(2mc— 2â).

Nous avons en conséquence

-r^ (i — 5^) cos(2v — 2i^') = -^ a'e^cos(2mt — 2ii3-) -<- -ôay^cos(2mt — 2Ô) •

121. En considérant maintenant l'équation

— 35^ = 7^ -t- - y^ C05 (2 (^ — 2 ô) ,

l'on trouvera

— S^"" = 7^-i--7^co5(2£— 2Ô) — 3e7\-os(c— 2Ô -t-tïr)-i-|eVco5(2t<r-26)-

Multipliant cette fonction par la valeur précédente de — •> et con-

servant seulement l'argument 2îs-— 2Ô, l'on obtiendra

-4'" ' = -8"^ -*-^
(,3a-4-3^)" ^ cos(2î7-2Ô),

ou bien
"^22 o 2 2 iSaaa / /i\— Jf S = — 8<*y"^"^^e7 C05(2îi7— 2 9).
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Maintenant , si l'on fait u = — > l'on a

^j, ._ ,3 (T M' a'^ 0- z
31 a u = • —r, ~ - m .

a ff a^ a

Donc, en substituant ces valeurs dans celle de /? , et écrivant mt

au lieu de mt, nous aurons

O" f ^ O O iyJ
3

— 771^) -- e^C05(2mï' — atïr) -t- -y^ C05(2/7i£' — 2Ô)> •

En supposant , comme M. de Laplace , a = i , ff = 1 , l'on obtient

sa valeur de 7?, et l'on voit de plus qu'il faut y supposer P = —if*
122. Cela posé, il s'agit de substituer dans cette expression de R les

valeurs de Se, Sot, S7, Sô, re//e5 quelles sont données par les formules

trouvées par M. de Laplace , et de différentier ensuite par rapport a t

le résultat ainsi formé , afin d'avoir l'expression de la différentielle dési-

gnée par dR. Après cela, l'on posera t = t, et en intégrant l'on aura

la valeur que prend l'intégrale fdR relativement à l'argument {2g— 2c)t.

En posant pour plus de simplicité

ôe = —-^ C05(2^— 2C) t, Ô-57 = '— sm{2g-^ 1C)t^

et écrivant ensuite e-i-^'e, w -1- S'ts- à la place de e et w dans le

premier terme de la valeur de Se donnée à la page 287, l'on aura

de = -00512/71 — 2(1 — c) Jt— 5ml 2m — 2(1 —C)\C.

Donc, en substituant pour Se, S'ot leurs valeurs précédentes, il viendra

(S P-Lirâev'^ (3 p / \t i r / \-t }
ce -"

, TT-^ ^{-COS\ 2P-'-2C+'27?2-2(l-c) t--C05 2"'- 2C-2m -H 2(1 -C)f>
(m + c- i)(^-c) ^2 ^ ° v/j^LO \/j^

Actuellement, si l'on pose

^ L me p , ,
-,

Pmey'^ . ^
de = COSl 2m — 2 (1— C)f-l -^ 005(2^^' — 2 c)f,

m-i-c — I
- ^ '-" g — c ^ ° '

l'on obtient, en faisant le carré,

/'t \3 P-Lm^ey^ ^ r / \t r / \t.?
(àe) =- ^ r-^^C05r2£'-2C-H2m-2(l-c)]C-hC05r2,"'-2C-2m4'2(l«-c)K>
^ ' {m-i-c-i){g-c) ( '- ° v/J Lo v/j^
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123. Il suit de là que, en ayant égard à ces deux argumens

seulement, l'on a

mL (e -t- Se)^ =

^ P-VTn''e''y Lc06[2^-2C-H 2m- 2 ( I - c)]ï t- O C05[2^ - 2C - 2m-l-2(l -c)] î> i

ou bien , en supprimant le terme multiplié par zéro

,

m'Ue-^lef = -
, ^^'^'Tw/ r^

^^^[^^ - 2c ->- 2m - 2 (i -c)] t.

Nous avons

co5(2mt' — 2'OT— aSw) = cos[imt —%{l'-c)t\-^il^sin{p.mi—^{i—c)t\;

blJJ — C05 2m — 2 ( J — c) c

= __^j^!!^lL^jsmr2^-2c-t-2m-2(i-c)]t+5m[3^-2c-2m'(-2(i-c)]î>;
(m+c-i)(g-c)^ - ° V /J t^ /.i

^

et par conséquent

rnL(e^lefcos\Q.mt-% (i--c)t]~-
^^''^ "^^ ^ -co5(2g£-2cf>H2mt-2mt ) ;

p.iWeV ^
C0s(2^t-2CÎ-i-2mC-2mî')J

m''/L(e-t-^ef2SOT5mr2mî'-2(i-c)c"l=-7 rr~^S . , f

'

^ ^
"- V /J (m+c-i)(ê:-c)j_^Q^^2^j_2cc_2m£+2mt)^

En sommant ces deux parties, l'on voit que le terme i[<mVco5(2mt'-2w),

qui entre dans la valeur de R , devient

^^ p.iW.V (3c05(2^f-2C£M.2mî-2m£')]
I/m e C05(2mî-2OT) = —^

—

-l
,
>*

Il est d'ailleurs évident que l'on a

^m e = 2Hmede = î-C05(2£' — 2c)c,

Hm 7^ = 2Hmyhy = ^C05(2o--- 2c)t

.

124. Actuellement faisons pour plus de simplicité

V Ptriye , . r,,. Prr^é^ . , ^ „\ ^
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En substituant ces valeurs dans l'équation

ày = '—cos\2.m--2.i\~a)\t--- sin\2m—-l{i—in\t,
' m-*-g—i - ^ ^^'-^ n^ -*-

g

— I

nous aurons

ç, P-Um'^Ve ( I r / \T 3 r /m ?

En faisant le carré de l'équatiou

èy — -^ C05[27?î— 2 (l — ^)j î -'— C05 (2^— 2 C) t,

l'on obtient

En formant d'après cela la valeur de la fonction Ll m^(y -t- ^yf,
l'on voit que le coefficient de l'inégalité ayant pour argument

2gt— 2cc-t- 2mt — 2.(1 —g) t est égal à zéro, de sorte que l'on a

Lrniy -1- lyf = -,
— 1}:!!.

^ cos\(2.s;— 2c — 2m -1-2(1 —2)\t.

Mais nous avons

C05 (277îj' — 2Ô — 2^0) = cos \imi— 2 ( I — ^t\ -t- 2SÔ 5^/1 {%mt — 2(1— ^)rj ;

5(4
2.L'iri'-d'ù p / \Toa = C05 2m— 2 ii—smtm-i-g— I

'- ^ ^'•'

= -(^Ï^I^(^)^^'*[2^-^C-H2m-2(l-^)]tM-5m[25'-2C-2mM.2(l-ê')]«J;

partant l'on a

L'm^(y-t-^yy'cosl2.mt-2(i-g)t'] = f „ Tr^ ^ co5(2^«-2cf-2mt'4-2mî') ;

, ^ , P.IAn'''eV* 'î

C05(2oî-2C£-2mt^2mC')]
2Lm (y-+-ây)^-aÔ5mr2mÉ'-2(i-2^)ïl = 7—^—r^-^S ?'

*>'"+© 'Ato ^)l~cos{2gt--2ci:'^2mc-2mt)y

Il est donc évident que le terme L' rn' y^ cos{2mt — 2Ô) ,
qui entre

dans l'expression de /?, donne

P.Z'W'eV^ (3c05(2^C-2Ct-2mïM.2mt'))
Lmy cos(2mt -2Ô) = ., ' A t'I

('«^^-Ote-'^)(-co5(2^£-2a^2mc-2m^')5
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L'on aurait pu conclure ce résultat de celui trouvé plus haut pour

la valeur de L/nVco5(2mê — 2ot), mais, pour plus de clarté, nous

ayons préféré d'en exposer le calcul.

125. En réunissant ces différentes parties, l'on trouve

„ / 2Hnî' — ^.H'inXj^ 232/ s ,
/? = r I -1 \Fm e 7 cos{2g — 2c) t

—
-; «-^<OC05(22't— 2C£-t-2mt— 2mC )— C05( 2i?î— 2Cf

—

2mt-i-2?nc )>
(jn-fc~i){g-c)

l
^ ^ / V o /^

P-L'^m('eY ^o ( 'X / 'X?

En faisant dans cette formule t = t^ et observant que l'on a

(Voyez Connaissance des tems 1824, pag. 288)

t= I —c-t- 2 m H

,

= I — iT-f- 2 m H ,
m-t-c— I "^-*-

ë

—

^

il est clair qu'il en résulte l'équation E = o.

Mais en différentiant cette expression de i? par rapport à £ , et

traitant t comme quantité constante , nous aurons

dR = —dc[2g--2c-i-4mXH— H')'\Pm''eYsin(2g — 2c)t

F X^m^eV (
~ ^(^8 — 2,c -H 2m) sîn (2gt— 2cE •+• 2mt — 2mt)

.

— dt ^'
(/w+c-i)(^ c)l (2^— 2c— 2m) 5i/z(2^«— 2cC — 2mt-i" 2mc')

]

P-i'^mVy* (~ 3(2g-— 2c — 2m) sin(2gt — 2ct — 2mî -t- 2mt') )

-t- Jf—

^

i—\
^

>
•

{m-i-g-i){g-c)i _^ ^21 CT-— 2c + 2m) sin(2gt— 2c[ + 2mt — 2mc') 1

Donc, en faisant t = t, et intégrant ensuite par rapport à t,

il viendra

fdR = (^l-^
^^'^H-H')\ p^^V7^-c05(2^- 2C) t

— 7 ,,
' ,J-(2g— 2C-H2m) (2 2'— 2c — 2m)>C05(2^— 2C)t

^
?;;;—rv7-^-='^-(25'— ac — 2m)— (20^ — 20-»- 2m) > 005(25-— 2c)r;

ou bien
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JdR = (i ^ """'^Sf'^) PmV/cos (2g-2c)t

4iW 4i"m^ } Pe^y"^
C0s{2g—2C) t

m-*- c — I

c—i jn^g-~i\{g — cY

Mais les équations de la page 288 déjà citées donnent

Vmf' 2 n^rnf2 jj rrr 2/ tj tt'\_ . — g—C -H 2 nz {H '— H
)m "t- c— I JJT'-*- g— 1

—ï H — = 4 — 2 ( 2: -(- c ) -H â,m [H -i-H ).
7n -)- c— I rn-i- g— i ^ ^"^ ^

Donc, en observant que H -i-
H' = o, l'on aura

OU bien

dR — —\ —î 1- -^ \
'— cos {2g— 2c)d.

(m-^c— I in-^g— i
) {g — c)

^

En faisant dans cette expression ni-^c— i = m, m-i- g — i = m,

{g~-cf = ^m, nous aurons

fdR = ^— P(L'-HL")m'eyco5(2^-2c)c.

Donc , en posant P=— i^, L — — ^ •> L' = — „•> il viendra

jdR = -~-m"e'y^cos{2g—2c)t.

Il est donc prouvé que la valeur de fdR n'est pas égale à zéro,

même en y substituant pour ^e, §ot, S7, U les valeurs fournies par

les formules de M. Laplace:, et que ces formules sont loin d'être d'accord

avec le théorème général relatif aux inégalités à longue période,

énoncé en ces termes à la page 290 du volume citéj ainsi ces inéga-

lités disparaissent, comme dans R, des expressions de a et de n.

126. Cette valeur de JdR devrait être affectée du même coeffi-

cient numérique que nous avons trouvé par notre méthode dans le

n.° 118, c'est-à-dire que Ton aurait dû trouver
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fclR = — ^rne^y'^cos{2Q—2.c)t.

La différence sur ce résultat tient à ce que nous ne sommes pas

d'accord avec M. Laplace sur la valeur des variations des coordonnées

de la Lune qui entrent dans ce calcul.

Pour reconnaître les termes sur lesquels tombent ces différences,

posons, comme dans le n.° 80, i — m = £"; les expressions de lu

et ly trouvées dans le n.° 124 deviennent

§ô = ni^ S sin(2E-*-2c^4g)c~- sin{2E-2c)tl-,

èy = — f- -<-C0s(2.E-i- 2C — A.g)t C0S(2E-—2c)t}',
'

(jn -+- g— 1) {g— c) I2.
^ ^°' 2 ^ ' ^

OÙ PL' = û"'7 = "^' Donc, en prenant (m-i-g-^i)(g--c) = ^ m^

,

et changeant t en p, l'on aura

Sô = ^ me"^ s'm{2E-t- 2c— 4g)i^— -^ m é" sïn{2E— 2c) v

,

ly = mye'cos{2E -^ 2c — 4g) p -h -!— mye'cos{2E— 2c) v .

Dans les n."' 94, 102, io3 nous avons trouvé

tù = ^ me' siii{2E-^ 2c — A^g)v -^j-me' s'm{2E-—2c)v ,

ty = ' 5 mye'cos{2E-^ 2c— 4g')f -<—-0 mye^cos(2E— 2c) p.

Il y a donc une différence très-considérable entre nos coefîlciens

numériques et ceux fournis par les formules de M. Laplace, à l'égard

de l'argument {2E— 2c)v.

127. Pour comparer les résultats relatifs aux quantités le, oot

exposés dans le n.° 128 avec ceux donnés par notre méthode, il est

essentiel d'observer que les lettres désignées par e et ot dans les

formules de M. Laplace reviennent à celles que nous désignons

respectivement par e et 7- , et que celles-ci sont liées avec les con-

stantes arbitraires que nous nommons e et w par les équations posées

Tome I. 18
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dans le n.° 41. Ces équations, en négligeant les quantités du qua-

trième ordre, donnent

T = w y^ 5m (sot — 26).

De là il est aisé de conclure que, en retenant seulement les premiers

termes de la variation , l'on a

Se = -y^^e co5(2g-— 2c)p-'-(i — -7,^)§e— -e 7,Sy

~i-(-y^^e~i— e y Sy) C05(2g — 2c) f

— -ey^ (^vx — ^6) sin{2g—2c)i^

,

Sr = — -'/^sin(2g— 2c) p-H Sot -^ -y Sy 5Jn(2g'— 2c) p

— -y^^(Sti7 — Sô) 005(2^-— 2c)p.

128. En substituant dans ces formules nos valeurs de Se, Sy, Sot, Sô,

l'on obtiendra , pour un argument donné, les valeurs de Sf et Sr. En
appliquant ce procédé aux argumens {2E—2g)v, {lE-^ 2g— /^c)v

,

l'on trouvera que nos formules donnent

5, 225 m 2/7-, . 75 m* 2/7:1^ ,\ce = —-e y cos(2E~- 22) v-*- -^' — e y cos{2E -*-2g— 4c)i>,

%T ^= ->!- -^ y^ sin(2E — 2s;) p — |- • ^y^ sin(2E -t- 2s; — 4c) p,
04 7« ' ' '^ *^y 64 m ' ' ^ o T^ / '

où l'on a

_ î^ = _ £91 A i^ ^^ • 7^ _ ^^^ ^^ iÊ-
128 128"" 16

"*" 64"^ 32
' 128" Ï28"*"64 32'

^ — A i^ • 75 _ io5 i5

64 64"^ 3a' '~64^'""64"^32'

D'après le calcul exposé dans le n.° 122, les formules de M. de

Laplace donnent
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t, PLm^e Y* (3/--, , i , T-, . \ }

S-OT = ~~ ^^ -) sininE-— %2)t~' &in(%E-^ ^2 — é,c)c> '

(wi-i-c— i)(g-— c)
l

^ °' ^ O-T/^-
En y faisant P = — ifs L = —^i, m — c—i —m, g— c = Irn",

l'on voit que l'expression de ^e s'accorde avec celle de Se, mais

qu'il il y a vine différence dans l'expression de S137.

129. D'après cela, il est aisé de sentir que l'expression de R,

trouvée au commencement du n.° laS, a besoin d'être rectifiée,

puisque l'on vient de voir qu'elle a été formée avec des valeurs

inexactes de Sô, oy, Sot, En exécutant cette rectification l'on obtient

pour i? un résultat qui^ relativement aux termes multipliés par m'',

cesse de donner i? = o , lorsque Ton y fait t = t. Comme il est

important de ne laisser aucun doute sur cette assertion contraire au

théorème énoncé par M. de Laplace à l'égard de cette fonction , nous

allons reprendre ici rapidement le calcul qui conduit à la valeur de R •

en question , au moyen des véritables valeurs de Sô , S7, Sot , Se.

Notre expression de Sr, trovivée dans le n.° 128, devient, en

écrivant Sot au lien de Sr,

Sot c= — -^my'- siii [2g — 2c-t- am — 2(1 — c)]£

— ^my^-sin [2^ — 2C — 2m -i- 2 (i — c)]c.

Il suit de là que l'on a

l— ^cos{2g!:-2Ct-i'2mc-2mii)

niL{e t- Se)^- 2SOT5m[2m.c' - 2( i - c)î] = m Le'y^l

/-H '^cos{2gt—2ct—2mt^2int)

au lieu du résultat correspondant trouvé dans le n.° 128. La valeur

de Se étant exacte, l'on peut conserver pour

rnL{e -t- Se)"" cos\2mt — 2 (i — c) î]

l'expression donnée dans le même numéro j mais nous l'écrirons sous

cette forme

m^Z-(e-HSef cQ5[amc — 2 (i —c)ï] = — 1^ rM^ZeVco5(2^c—
2c2-t-2mî-2mc').



140 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

D'après ces changemens l'on obtient

— ^cos{2gt — net -»- 2int — 2mt)

m e cos{2mt — 2rsT) = m Le y <

jr- C0s(2gC — 2CÙ — 2mt -H 2mt)
64

où le coefficient —J^ = — 7^ — ?- •

64 64 02 -

La valeur de Sy trouvée dans le n.° 12,6 donne

Sy = ô mye^ C05 [2^ — 2C -*- 2m — 2(1— g)] £

i65
H 3 mye^ co5[2^- — 2c — 2m -*- 2 ( i — g)] t.

L'on peut retenir pour (S y)'' la valeur donnée dans le n.° 124,

c'est-à-dire

Oïf = —zL-''ne^ï)C0s[^2g-2C'^2m-2{l~g)]t^C0s[^2g-'2C~2m-i-2(l-g)]t^-

Alors l'on trouve

Lm^Çy-h^yY =^ L"^m''e^'y^}o-cos[2g-2c-i-2m-2(i-g)]t cos\_2g^2c-2m'h2(i'-g)^t>

, , 5 5 i5 55 5
en observant crue o = - — -> et— — = —-5— ô*00 2 00
Dans le même n.° 126 l'on a trouvé

i5
§ô c=: — j-mé" sin[2g — 2c -h 2m — 2(1 — g)'\t

"H -^me^sin\^2g — 2c — 2m -1-2(1 — g)] £.

D'après cela , il est facile de former ces deux équations :
^

JJrn(^^-*-ly)^cos[2mi—2{i—g)t\ = ^Lm?é^y^cos{2gt — 2ct — 2mt ^ 2m. •

4-5 / 'v"
^cos{2gt~ 2ct- 2mt'*-2mt

)

2L!m^{y'i-^yf^ô 5m[2mî'-2( l-g^] = - L'm e^y^<^

-^ cos{2gt-2ct'^2mt~2mt)\
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et d'en conclure que l'on a

\ Y~ cos{2gt— 2ct — timt -i- 2mt')
r'22 / ' A\ 7-'322]^4
Lmycos{2m£—2Ô) = Lmey <

— ^cos{2gt—- 2Ct + 2mt — 2.mt)

45 45 45
ou 5- « -t- ?— 5-

64. 02 64

Cela posé , si l'on forme la valeur de 7? , l'on aura

i? = ( I -I •

J
Fm e y co5(2g — 2c) c

-*- rriLQyir' ^cos{2gi;-2ct-i-2mt-2mt)^ '^cos(2gt-2cC-2mt'+-2mt)>

-i-m^Z/'eV]— ^ cos(2gt-2a<*-2mt-2mt)'*'^cos(2gt:-2cc-2mt'i-2mt)>-

Actuellement, si l'on fait dans cette formule t = t, il est clair

que l'on a

/ 5l 7. l5 -; \ 3 3 3 / \

"^V~3^^"*"3^^)'^^ ^ C05(2ê'-2c)f.

__ . I q 5i r i5 r' 5i i5 i5 3 45 .

Mais r- = I — -m -H etc., et— v-L-)- — L = ôt^-o' — ^^ïï == ta *

partant nous avons

R = c- Pm"" e" y"" cos(2g — 2c) î -t-
(y^

- | x ^') ni^ e" y^ cos(2g —2c)t,

ou bien

R = —^m^e^y''cos{2g—2c)t.

Ainsi il est démontré que l'on n'a pas R = o, lorsque l'on considère

les termes multipliés par m^ qui entrent dans l'expression analytique

du coefficient de l'argument {2g~-'2c)t.

i3o. L'on doit maintenant observer que la fonction prise ici pour R

est en réalité la valeur du produit -R, comme on le voit par son

- expression rapportée à la fin du n.° i a i . En conséquence , si l'on
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voulait la valeur de R capable de donner les résultats fournis par

notre fonction ^, il faudrait en outre considérer la partie variable

de a ,
qui peut avoir de l'influence sur le second terme du coefficient

de l'argument (2^ — 2c)£.

II y aurait d'autres objections à faire contre le procédé que

M. Laplace a suivi pour calculer le coefficient analytique de l'argu-

ment (2^— 2c)£, mais les discussions précédentes démontrent assez

que le résultat qu'il a trouvé à la page 296 de son Mémoire doit

être inexact, étant fondé sur l'équation JdR ~ o. Il est pi-esque

superflu d'ajouter que la proximité de la valeur numérique du coef-

ficient trouvé par M. Laplace avec celui donné par l'observation

ne prouve pas, à beaucoup près, que l'intégration a été bien con-

duite. Ce n'est pas par la différence , mais par le rapport que l'on

doit juger de l'approximation que donne le calcul d'un terme qui

ne peut être que très-petit , à cause du facteur e^ y^ par lequel il

est multiplié. Ce facteur couvre, pour ainsi dire, toutes les erreurs

commises dans la partie vraiement difficile de cette théorie, c'est-à-dire

dans la recherche du coefficient numérique absolu et indépendant de

la valeur particulière des élémens des orbites.

En général toute théorie de la Lune qui ne fournit pas précisément

ces coefficiens numériques absolus , doit être regardée comme incom-

plète, puisque ces nombres aussi mathématiquement exacts que ceux

qui entrent, par exemple, dans la série de Taylor , sont une consé-

quence nécessaire de la gravitation universelle et de la forme des

équations différentielles qu'il s'agit d'intégrer.
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§ 5.

application des formules de la variation des constantes arbitraires à la

recherche de quelques termes principaux des perturbations lunaires

dues à la figure de la Terre.

i3i. Commençons par la solution de cette question:

Recherche du premier terme du coefficient de tinégalité produite par la

figure elliptique de la Terre , ayant pour argument la distance de la

Lune au nœud projetée sur Vecliptique.

Pour avoir d'abord la première valeur de y et de ô, il suffit de

prendre, conformément aux formules trouvées dans le n.° 3o ,

3
û^jj = 2 (j(4^— /f^^j

) (
I sirL'(jo) D^u • 7 sin (p — ô)

H- 2(7(4'

—

I^us) sin w cos 00 D^u sin(v -<-
(p)

,

et supposer nulle la fonction 4---^' ce qui donne ( Voyez n.° 68)

Mais, pour plus de clarté, il importe de ne pas perdre de vue

que ces valeurs de y ^ •> ^ sont , tacitement , censées précédées de

la partie due à l'action du Soleil; de sorte que il faut traiter ces

équations comme une seconde approximation d'une espèce particulière.

Alors il devient évident que, d'après les développemens exposés dans le

paragraphe précédent, l'on doit remplacer l'angle (v— ô) par(^i^— ^6),

ce qui donne

Si l'on remarque maintenant qu:e, en prenant u ~ ^1 le pre-

mier terme de l'expression précédente de iî^,) introduit dans la
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valeur de -7- la partie constante

l'on comprendra aussitôt que la figure elliptique de la Terre modifie

le mouvement progressif du nœud , et qu'il faut en conséquence re-

garder cette partie comme comprise dans la valeur de i —g définie

dans le n.° 80.

Gela posé , nous supprimerons de l'expression de iî- . la première

partie , et nous ferons pour plus de simplicité

En outre , pour simplifier l'écriture des argumens , nous poserons

ç^ (p = ii; j,
en nous rappelant que la lettre i représente une quan-

tité très-peu différente de l'unité , puisque (p désigne le mouvement

du point équinoxial sur l'écliptique fixe (Voyez n.° 9).

Il suit de là que nous avons

dy 20-Au . . , ^..
y- = —p- sin n> cos{gv — oQ) \

Sô désignant la partie composée de termes périodiques qui entre

dans la valeur de ô. Nous poserons dans la première approxi-

mation Sô = o , ce qui réduit ces équations à celles-ci

y -7- = —7^— sia IV sin 2-p
,

' dv h °

dv iffAu . .

-f-
=: —nr-sinivcosav.

i32. Maintenant, si l'on fait h = h^ et u — j-^i il est évident
"'I

que l'on a

dô (T^'A ^ / -^ / -s }T — -T7A(^os{g— i)i> — cos{s;-i-i)p>'>
dv yh^* ^

vo / vt; / ^

dy _ (x^A

Tv 'hF
sin (g— i)v^ sin (g -f- i)v
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En intégrant la seconde de ces équations, et traitant i comme
quantité constante (ce qui est permis par les mêmes raisons qui éta-

blissent le théorème démontré dans le n° 5i), il viendra

(T^A ^ cos (g — i) V cos (g-^ i)i>)

^ ~ '^'
"^
"V C g —

^

ê-^'' S

'

OÙ, rigoui'eusement parlant, la quantité i tient, hors des argumens

,

la place de la quantité variable i -t-
J-

Il est évident que pour avoir la valeur correspondante de ô, il

dû
suffit de faire y = y, clans celle de --j- •> ce qui donne en intégrant

— i) p sin (g -t- i) f
(

— t g-i-i )

Donc, en nommant à l'ordinaire S7, Sô ces parties périodiques de 7

et 6 , l'on obtiendra la perturbation qui en résulte sur la latitude s

au moyen de l'équation s = y sin (y— ô) mise sous la forme

s = ^y singi> ~- y^^ôcosgv;

d'où l'on conclut

ou bien

a^A / I I \ . .

s = -r-r I
:
— : ] sinii^

2 a"^ iA . .

sin w.

La grandeur de cette inégalité en latitude est due à la petitesse

du diviseur g^ — i" né de l'intégration. Sans cette circonstance, elle

serait insensible , en vertu de la petitesse du coefficient p; •

i33. Il est aisé d'avoir la perturbation correspondante dans la valeur

de u. Pour cela nous réduirons d'abord l'équation -j- t= -^ à celle-ci

dli .

-y— t= AffAuS-COSlf^,
dv ^

ce qui est évident par les formules du n.° 3o. Cela posé, si l'on fait

ICI u = rr •> s = y^singVi ion aura

/i* -^ = 2 a'^Ày^ j
sin{g — i) p -- s'm{g -h i) p > ;

Tome I. 19
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d'où l'on tire , en intégrant

,

et en extrayant la racine carrée

II' = ^^2
2 g-'^

y^ ^
co^ (g — t)

p

^
co^(g-t-t)p

p

V ( § — ' ^-*-'
S

En formant avec cette valeur et la précédente de 7 la fonction

/i^( I + 77) , l'on voit que le terme affecté de l'argument (g — i)v

disparaît , et que l'on a

Donc, pour avoir seulement le terme divisé par g — i, l'on peut

réduire la valeur elliptique de u à

U =
et faire

ce qui donnera

K'^^-^ï^) VCi-^^/')

S = y sins;v -^ -m—% ^ -^^'î ^ ^ •>

0-^ iA Y,

L'on peut ici remarquer que l'on a r = ———•> et que par con-

séquent ce terme n'entre pas dam la perturbation du rayon vecteur /-.

184. Passons maintenant à la recherche de la valeur de t au

moyen de ces deux équations (Voyez n.°^ 63 et 68):

J \/(xJ l <xj
a\

D'après les formules du n.° 3o , nous ferons ici

0., = 2A(T-usmiv ; û,^ = SAa- su' siniv;

dH" dQ," dû"
et comme l'intégrale de la différentielle complète -r- dv -t- —- du -^ -^ ds

est, par le nP 29, la fonction même désignée par ^", nous pose-

rons l'équation
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fd'a = îi" = cD^u\^-K^^^{sitl\-- ly
OÙ il faut faire

sin X = sin co • sin if» -t- 5- cos w.

Nous avons en conséquence

fd'Qi = 2 aAus ' sin iv.

Donc, en posant u ~ -^^i s — y^singv , et considérant seulement

l'argument (g" — i) f ? il viendra

et

d'où l'on tire / = — .
, ^

^'
.^ ^infe -- f) p

.

Ainsi, en réduisant l'expression précédente de c -h/ à

l'on aura

En faisant, comme dans le n.° 108, a = -^ 1 et substituant pour /

sa valeur précédente , il viendra

Observons maintenant que , en posant g = i -1- 6 -+- i', où h re-

présente la partie de g qui dépend de l'action du Soleil , et 6' la

partie, beaucoup plus petite, qui dépend de la figure de la Terre,

1 on a g^ — j = I -t- 6 -t- 6 — i , ou bien g— i = » -^ 6 — -^ •> en

se rappelant qu'ici (Voy. n.° iî5) j = i -h -^- Or la fraction ^ — :^

étant considérablement plus petite que la fraction h , il en résulte
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que cette inégalité serait beaucoup plus grande dans le cas pure-

ment hypothétique où l'on ferait abstraction de l'action du Soleil

,

puisqu'alors h étant nul, l'on aurait ——. = j-r* L'on peut donc

dv

considérer l'expression précédente de t comme celle qui , relative-

ment à cet argviment, donne Veffet direct dû à la figure de la Tei-re.

Mais en ayant égard à l'action du Soleil et considérant que cette

perturbation est multipliée par -.•> et par conséquent par le

rapport -^ des coefficiens qui multiplient ces deux forces perturba-

trices, l'on conçoit qu'il devient indispensable d'avoir égard aussi à Veffet

indirect:, c'est-à-dire aux termes produits par le développement de la fonc-

tion qui représente l'action du Soleil , lorsque l'on y substitue la partie

variable de y , è, li" que l'on vient de trouver pour l'effet direct. Il

est aisé de sentir que cette seconde partie doit être du même ordre

que la première, puisqu'en intégrant les fonctions -f dv ^ dvÇd!0-^

elles acquièrent le diviseur g^i, qui détritit le facteur m^ de la

force perturbatrice du Soleil.
:

i35. Réduisons l'expression de -^ trouvée dans le n." 68 à ces termes

d_f

di

If 3 /iû(n . . ., /^^û(a^ < 9 2 y* / A\}

et les valeurs de ^ ,, Çl^^. données dans le n.° 27 à(I)' "(2)

nous aurons

df M'h /929a f ..\ M'h^ ( 9 2 I 2 / ^A

où il suffit de faire dans le premier terme a = tt » et dans le

second

^3
^
\}--J -^-y C05(2(;-2Ô)).
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Il suit de là que l'on a :-lin f^l

En substituant dans cette expression à la place de y et ô les

valeurs trouvées dans le n.° i Sa , l'on voit aussitôt que , en posant

il ne peut en résulter aucun terme qui soit à la fois dépendant de

l'argument (^ — i) p , et divisé par g — L Donc il est permis de

supprimer la fonction y"^ co 5(2, i> — 2 ô) et de poser

Mais nous avons, d'après les formules des n.°^ i3a et i33,

ainsi il est clair que l'on a

dv ~ 4. o-'^a'^ g—i''

d'où Ton tire , en intégrant

,

- g M'h.^Av, • / -N

' 4 a^aJ\g— i) ^° '

i36. Cherchons maintenant les termes donnés par la fonction jf^^-

Pour procéder avec plus d'ordre, réduisons d'abord la valeur de cZ iî

donnée au commencement du n° 108 à son premier terme, et po-

sons l'équation

J 0.U, \ % }

En faisant u = ,^,'^^^\
-> s = y sinh — ô), cette expression donne

h {i-*- yy)
I \ /•> i

/du. = • —

^

^r^-^ l
*--7 y 005(2, P— 26) )•

«/ 2 a \ 2, 4 ' 4' ^ '

)

Mais ici l'on peut, comme dans le numéro précédent, supprimer le

terme 7^005(2^—26). En outre Ton a vu dans le n." i33 que la

fonction /i^(i -h yy) ne donne aucun terme dans le cas actuel.
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Donc il est permis de réduire cette valeur de fd'Qt à

Mais la valeur de 7 trouvée dans le n.° iSa donne

partant l'on a

iSy. En prenant seulement le troisième terme qui entre dans la

valeur de dQ. rapportée dans le n.° 108, nous avons

Donc, en faisant di>' = mclvi 2>v — 2,v = lEvr, u = —r 1 et'
a'

" = T^, îv ' lA viendra
hj (i-»-7, )

JdQ. = —-.~.-Ll—JJ^LjL /fndç (î ^ ss) sin 2E(^;

ce qui démontre la nécessité de chercher le terme affecté de l'argu-

ment (2E--i)i> qui entre dans la valeur de s. Pour cela re-

marquons avant tout que les valeurs de 7 7- •>

-f-
posées dans les

n.°^ 75 et 81 donnent, en conservant seulement l'argument 2,
(^' — 20,

dô 5 2 / I A\ <^ 3 2./» /iv

-7- — - m cosi^v — 2Ô); -T^
~ m7 siiii^v — 26).«^4 ^ '

^ dv 4'^ '

Donc, en faisant 2p' — 2Ô = — {iE—2g)v-- 2IÔ
, 7 = 7-1-^7, et

développant, nous aurons

dd 3 2Ç;a • / 77 X
' ' """

7:
'-'' ''

--— = m ùdsiii{2E—-2s;)v

,

' • •

ai> 2 Vf/'
-j- ~ -na^^ysin(2E—' 2g) p -t- - ni^7^Sô cos(2E— 2g) ç.

Maintenant, si l'on fait

:) iJ / ';

nn-r ^r = ki^flT) '"^^ - i) ^ : 7^ = j^-^:^^ sin{g- i) ^

,
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il viendra

dy 3 (T-'^Jm'' (3./. 7-, .^ i..„ ^ ..?
c?p 4 «/(g'— 1)1^2.^ a / 2. ^ ^ ^ )

d'où l'on tire en intégrant et prenant 2.E — g — i — — 2m

,

2.E — ^g -^ i = — 2m j

Sy = — TTT- ^\^C0s(2.E— g--i)i^ ^C0S(2E — 3g -*- l)çy->
' m h^ {g — i) (16 ^ o J 16 ^

>

^'^^ ^ 8'^' V(gl.) |
sin{iE^g^i)v-- sin{iE-'?,g-^ï)vY

i38. Cela posé, pour avoir en 5 l'inégalité ayant pour argu-

ment (2 £"— i) p , il faudra considérer l'équation

laquelle en développant le sinus devient

5 = (7^ -W S/)
j ii/Î^P — Sô C05gP (Sô)^ 5fA? gi'l'»

ou bien

5 = îy sin gv— ytôcosgv y^i^èy' singv — îyt6 cosgv

.

Or, en retenant seulement l'argument {2E — i)v ^ les expressions

précédentes de S7, y Sô donnent

ly singv— ylù cosgv = (|- -i--7
|
—

't-â-t :r5m(2£ — i)f:

I /^A\2 • 3 m^ <y^A . , „ ..

y {à 6) smgv — —^ -r^. zrSinl2L — i)i^.
2. ' 1^ ' ° 32 m h/* {g — i) ^ '

ty%^cos gv = o;

partant nous avons

3 m* c^'A / T-i •\
s = T7 • — • ^r^r: Sin[2E— l)i>.

8 m h^ig-i)

C est , comme l'on voit , une espèce diévecdon en, latitude due à la

figure de la Terre.
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Maintenant , si l'on ajoute à cette valeur de s le terme

siiiii^ trouvé dans le n.° 182, et les deux termes
h^g^-n

r^singQ -^
TT

• ^ 7,
sin{2E — g-) p

8 m

trouvés dans le n.*' 81 , l'on formera une valeur de 5, qui étant

élevée au carré donnera

2 3 m^ a^AVi i . ^ .. ai / tp \ }

Comme ici l'on peut faire : = 5

—

i
= i , il est clair

^ g-^ i 2-»--|m -t- etc.

que, en formant le produit s^sin2Eç, l'on a

3 • 77. m" o-^'-Ay, • / -v

m h; {g _ i)
V6 /

Ainsi , en ayant seulement égard au premier terme , il est prouvé

par-là que l'oii a

fd'a = -
I

• g .
"^'^^

y^y^^f
incH I -ss) sin 2 E. = o.

Mais il ne faut pas perdre de vue que ce calcul n'entraîne nul-

lement la conséquence
, que l'on doit avoir aussi zéro pour le coeffi-

cient numérique qui affecte le second terme de la même intégrale

,

relativement au même argument. Nous pourrions faire voir le con-

traire en poursuivant l'approximation jusqu'au point qu'il est nécessaire

pour avoir effectivement ce second terme j mais cela rendrait trop

prolixe l'exposition de ces applications, uniquement dirigées à déve-

lopper l'esprit de cette méthode et à rendre plus sensible la vérité

de la réflexion déjà faite au sujet de l'argument analogue {2g— 2c)p,

à la fin du n.° 106.

189. Enfin considérons le second terme de la valeur de d'Qi rap-

portée au commencement du n.° 108, c'est-à-dire l'équation

JcLi,l — 5— C05(2P' — 3P ).

En y faisant 2s> — 2v' = 2Ev. u = ^'> u = ^}i;
"*"'^/,

•> l'on a
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L'expression de / trouvée dans le numéro précédent donne

s cos 2Ei^ = — ô • — • rz -^ C05 (g — i) p ,
8 m hl^ (g — i) ^'-' '

et il est aisé de voir qu'il ne peut en résulter aucun terme semblable

dans le produit W{^\ -*- yy)^ cos 2.E , puisque dans Ii' et dans §7

l'argument multiplié par — ^^—. est (a^" — g — i)^ au lieu de

2Ev ±: (g — i)i^. Donc nous avons

Id ii = ^ ^3
'-^. cos(g —1)1',

c'est-à-dire un terme qui n'appartient pas à cette approximation

,

puisqu'il est d'un ordre plus grand d'une unité que celui trouvé

dans le n.° i36. Il suffit en conséquence d'avoir égard au seul terme

trouvé dans ce dernier numéro , et de prendre

fd,Çd!a = -l.J^'^-li-.smig-i),.

En substituant cette valeur et celle de / trouvée à la fin du n.° i35

dans l'équation

l'on aura

sin ig'— i)^
,

4 a" (a-"^ a^ ff[ ig-ir

ou bien, en faisant ici, comme dans le n.° 184, a = -^'

_ 9 M'A h^ y, sin (g— i)v
_

Si l'on se rappelle actuellement que dans le n,° 7 5 l'on a fait

m = ^i^, Ion écrira

9 m'^Yi ^i« (g — ^) t^

^ - u.' h, ' {g-iy

Telle est la véritable expression analytique de Veffet indirect. En

réunissant ce résultat avec celui trouvé dans le n.° 184, la solution

Tome I. ao



l54 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

complète du problème proposé au commencement de ce paragraphe

sera renfermée dans cette formule remarquable

En y faisant g — i = g ~ i =| m^, les deux parties se confondent

en une seule, et l'on obtient

ce qui s'accorde avec le résultat rapporté à la page 2 55 du troisième

volume de la Mécanique céleste. Mais l'analyse que l'on vient d'exposer

a l'avantage de faire voir clairement que le rapport entre l'effet direct

et indirect est égal à celui de - k - • -—-.
, ou bien ( en posant

g — i = - m^) à celui des nombres 7 et 12.

140. Remarquons en outre qu'en réunissant les deux parties de

fd'^ trouvées dans les n.°^ 184 et i36, l'on a

ou bien (en observant que m^ = -rh)

Donc, en réduisant la valeur de g— i à son premier terme, c'est-à-dire,

en posant g- i = | m"^, l'on a

fd'a = o^/^cos(g-i)..

Mais en prenant pour g - i les deux premiers termes , c'est-à-dire

,

en faisant d'après le n.° 80

g- l = -m -^. — ',

4 .52 721

la même expression de fd'Q:, donnerait

(
'^

) 4//

fd'Çl =ll^ 3_m^ ^fi COs(g - i) P ;

3m)'
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et par conséquent

lorsque l'on prend ^—^ ~ ^ "*"
8 *

"ot

*

Nous venons de voir (Voyez n.° 189) que cette intégrale renferme

comme une de ses parties la suivante

/.w^ q Jlfi-ïi' Afi f .X

J 32 ft^m g— i ^^ '

laquelle , en posant g-— i = jm» ^= -p- ^ devient

Donc , en réunissant cette partie avec la précédente , l'on a

Il suit de là que pour avoir le terme de cet ordre qui entre dans

l'expression complète de Cd'^, il reste à considérer la fonction

posée au commencement du n.° 187, c^est-à-dire l'intégrale

laquelle , en y substituant pour ^ la valeur rapportée plus haut

,

devient

fi^ = -z'i;rJ
—

-' •

141. Nous avons déjà dit dans le n° i38 que rien n'établit la

nullité du coefEcient numérique du terme dont il est question; mais

afin d'établir le contraire par un procédé expéditif, nous placerons

ici par anticipation les résultats suivans dont on peut voir la

démonstration dans le chapitre oii ces perturbations sont reprises et

traitées avec beaucoup plus d'étendue par la méthode générale que nous

avons suivie pour trouver les coefficiens de toutes les inégalités lunaires.
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Suivant cette méthode , l'on a

-i-a r= I -H m cos 2 £/f-f-rr • -rr-Vcos (2--
ï) p

OÙ S/zj désigne la perturbation du moyen mouvement nt de la Lune.

Donc, en posant v = mç -*- m'élit , il viendra

dp' 5m(2p- 2p') = mdi^ÇsinzEv — 2mhiC-cos2Ei^'h —--— sia^Ev)-^

en posant m = i^lu, l'on a -5-= i — 2^wt' 3(Sa)^, d'où l'on conclut

ou bien

^ = '
^'-Tr(-^^

-^ f )
<^os{2E^8- ly^ ^/'(^ -*-^ )cos{2E-g-^i)..

L'expression de S/zt donne

-2mdntcos 2Ev = - ^ • -^ sin{g - i) i^-t- j-^--^ sm{g-i)i> = o ;

Cela posé, si l'on fait m^ = m^ il est clair que l'on a

ou bien

Donc, en faisant g-i = Irn', nous aurons

PTr% 3 mer''A y. , ..
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D'après cela, l'on doit regarder comme clairement prouvé que l'on

ne peut pas supposer rd'Q, = c , lorsque l'on a pour but de trouver

le terme qui , relativement à cet argument , suit le premier dans la

valeur de t à laquelle nous sommes parvenus dans le n.° 122. En

conséquence nous ne pouvons pas passer sous silence , que l'analyse

relative à cette inégalité, exposée par M. de Laplace dans la Con-

naissance des tems pour l'année 1824 (page 3oi et suivantes) ne

pouvait pas lui fournir le second terme qu'il avait intention d'obtenir,

parce que son calcul suppose que l'on a l'équation Jd iî = o , à

l'égard du second terme, ce qui ne se vérifie pas. Mais il y a plus.

Cette même analyse, et celle qui a paru plusieurs années auparavant

dans la Mécanique céleste ^ sont imparfaites dans leurs parties consti-

tuantes même à l'égard du premier terme.

142. En effet nous avons démontré dans le n.° 122 que le véri-

table rapport entre l'effet direct et indirect est celui des nombres

7 et 12. Dans la Mécanique céleste (tome III, page 253-255) ce même
rapport se trouve exprimé par celui des nombres — 3 •+• | et — 7,

ou bien par celui de 5 à 14. Car il est clair que l'on doit com-

prendre dans l'effet direct la partie qui a ^ pour coefficient numérique,

puisqu'elle résvdte de la perturbation directe de la latitude 5 ( Voyez

la page 255). Donc l'analyse de la Mécanique céleste donnerait une

solution fautive pour le cas mathématique dans lequel l'on voudrait faire

abstraction de l'action du Soleil, puisque suivant cette analyse, l'on a

tandis que nous avons trouvé (n.° i34)

Actuellement, pour rapprocher davantage notre analyse de celle exposée

dans la Connaissance des tems citée plus haut, remarcjuons cjue, pour

trouver le premier terme dans la valeur de t, l'on aurait pu établir

d'abord l'équation f'd'Q, = o , et ensuite considérer seulement les

parties données par la fonction /. En opérant ainsi, l'on obtient
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( Voy. 11.°' 184 et i35 ), ce qui donne le même coefficient numérique ^
en faisant , dans le premier facteur, g- — i = | m^
En présentant ainsi cette expression de c, l'on pourrait être induit

en erreur et croire l'effet direct plus grand que l'effet indirect dans

le rapport de 1 3 à 6 ; mais l'on évite cette méprise en se rappelant

le mode de son existence.

Cela posé, remarquons qu'en employant les lettres de M. de Laplace

(Voyez page 3o2 de la Connaissance des tems pour l'année 1824),

son analyse revient à dire que l'on a

Et comme l'équation qu'il désigne par S^ = o revient à X-^^-r'Q = o

( ce qui s'accorde avec notre équation rd'Q> = o ) , il faut en con-

clure que Veffet indirect est ici exprimé par 4S-r^Q' = — 4 A". Donc,

en ajoutant a —j— la quantité ^X
, pour avoir cette inégalité

projetée sur le plan fixe de l'écliptique , l'on aura , conformément à

cette analyse

,

— 6X-^\X par l'effet direct

,

— 4 X par l'effet indirect ;

c'est-à-dire que ces deux effets sont entr'eux comme les nombres

II et 8. Le premier de ces effets surpassant le second , il faut néces-

sairement comparer cette analyse avec celle où l'on tiendrait compte

seulement des perturbations de l'époque, ou, ce qui revient au même,

de la partie variable de la constante arbitraire /. Or nous venons

de faire voir qu'en voulant envisager la question sous ce point

de vue , l'on doit avoir -} au lieu de " pour expression de ce rapport.

Il est par-là établi qu'il y a un vice, soit dans l'analyse exposée

dans la Mécanique céleste , soit dans l'analyse exposée dans la Con-

naissance des tems au sujet de cette inégalité. L'une et l'autre

conduisent cependant au véritable coefficient numérique -^ qui entre
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dans la valeur de t en fonction de p, en vertu d'une exacte com-

pensation entre les erreurs existantes dans les parties qui concourent à

la formation de ce nombre remarquable. De pareilles réflexions n'offrent

aucun intérêt, ou, pour parler avec plus de justesse, elles restent

inaperçues par les astronomes qui comparent seulement le résultat

de la théorie avec l'observation ; mais on ne saurait en méconnaître

l'importance réelle dans une théorie approfondie de la Lune.

Par la même raison l'on verra avec satisfaction que pour établir

incontestablement le coefficient ^-, nous avons exposé dans 1^ n,° i38

l'analyse propre à rendre évidente la nullité d'un terme qui fait partie

de l'intégrale fcl'Q.. Il est vrai que tous ces détails rendent notre

démonstration prolixe; mais il nous paraît impossible de les éviter

sans tomber dans une obscurité fatigante. C'est surtout dans un sujet

aussi compliqué qu'il importe de viser à ce degré de rigueur , que

l'on voit souvent conservé avec beaucoup moins de nécessité dans la

démonstration des vérités élémentaires de la science.

Recherche de l'expression analytique du premier terme du coefficient de

Vinégalité à longue période , ayant pour argument (3i — 2^—c)p',
due à la différence des deux hémisphères terrestres.

143. Reprenons les équations

dy /p. c?Û \ cos sv

que l'on déduit de celles posées dans le n,° 68, en raisonnant comme
dans le n,° i3i. En faisant pour plus de simplicité B = K^^^D^sina ,

les formules posées dans le n.° 3o donnent pour l'objet actuel

^/,x = -aB 'ussin^if-, -^-r = —-cB-u cos^iv

.

^^' 4 M ap 4



^ _ 3 o-Bu

c?/ _ 3 crBy-i

dv ~ ^
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Maintenant, si Tûii fait s = ysingç, l'on aura

rr- lsin3ii'--sin{Si-'2g)vj'>

-i— (c05 3i(^-(-C05(3t — 3g)p j
•

En réduisant la valeur elliptique de u^ à

u"- = ,.. ^
:,., ( I •+ 2 e C05 cp)

,

et considérant seulement les trois arguraens 3ip, (Si— 2g-)(;

(Si — 2g- — c) p , il viendra

fZÔ 3 G^B t.o- •/D- \ '/Q" _NC--- = T--^- ï-^<5t/Z OiP — 5m(5i— 2£?) P — e5i/2(Dl—-22-— C)f > '

flP 8 /j''(l -H ^ ) ^
'' '^'^ "•

J

-r- = ô-T7-r^^^ ^-7r?<C05 34(^-1-005(31 — 2,,") (^ -H e5ï/2(3i— 2 2'— c)t^ 5-
dv o /i*'Cl-t-^)^ J

1^ • • III
Donc en intégrant ces expressions et posant 37 = 3"' 3^_ ^

{
I -^ '/')' = I 5 h = h^^ nous aurons

= I,

^^ 3 o-^i? C I g. .5. „ ,A.. .
e;C05(3t— 2g— c)p

^^=8'
lïf

^-3C053iP-^CO.(3i-2g)p-H 3._^g_,

ç, 3 0-35 y, « I . g- • /Q- \ g,5tV?(3 i— 3g— c)f
^>'= 8' V ^

3^^^34^-H5m(3t-2g)p->- 3,_ag-c

En substituant ces valeurs dans l'équation 5 = ysin,{v--&), après

l'avoir réduite à la forme 5 = ly singv— y^^cos gv , l'on trouvera

5 = -~-l^~. ''' ^ > 2 '- 7 COslôl— g)i>l->
hf' ( 8 3f— 2g—

c

4'' ^
J

OÙ il importe de remarquer que le premier terme de cette expression

a pour diviseur la petite fraction 3i — 2^— c.

144. Considérons maintenant l'équation

d-lî^ 2dQ, 3 o-Bu^cosZiv

dv u^ds> ~ 2 / \-k '

(i -1-5 j)
^

En y faisant

u = -— j-j-( I M- 55 -I- lecoscv']/ \ -T ss\-i
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nous aurons

d-h^ (J^B / 3 cos 3 j f Se- cos c v • cos 2>iv\

Comme nous conservons seulement les arguraens (3i— 2g)i^,

(3i— 2g— c)(^, il suffit de prendre (1-1-55) ~^ ~\ -\ss -\y cos%gv^

(i-»-s5)~ = 1—3-55 = \y'cos%gv>^ ce qui donne

En posant (i -*-
'/'f

= i , et intégrant l'on obtient

76 76 3 r> ^ 27 evi^ sin{?>l— 2.S— c) v 45 2 . /o. „ \ ?

l ^ 2ll — 2g — C 16'' ^
)

d'où l'on conclut

/i/ ^ « 3t — ag- —

c

16'' ^ ^^ ^

L'expression de ly trouvée dans le numéro précédent donne

r, 2 ç> (y^B \ 3 e,Y^ sinCii— o-s— c\v 3 2 . /g. -„\„?-
èy = 27 ôy = -r-r \ — ^^ •- - 7 smioi — 3ff) V> >

^ ^' " h^ l 4 3i — 2g —

c

ù,'' ^ "'
S

partant la variation de la fonction /i^(i-i-y^) sera

1 45. A l'aide de ces résultats il est facile d'obtenir le terme affecté

I

de l'argument (3i — %g--c)v et divisé par 3t— 2g — c, qui entre

: dans la valeur de u. Pour cela remarquons que la fonction ecos{y — ot)

ne peut donner des termes de cette espèce et que par conséquent il

suffit de prendre u = 7^- ? ]/ \ -^ss.^ ^ (I H-y )

En prenant l^i -t-^^ = i -t-i/ et en substituant pour y" et ^^(i-t-y^)

les valeurs précédentes , l'on obtient

9 g'^B e^ y^ sin (3t — 2.g — c) v

I

16 A/ 3i — 2g — c

où le coefficient numérique "^ == 8
"*" ~6 *

Tome I. , ar
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146. Cela posé 5 cherchons les termes affectés du même argument

qui entrent dans les valeurs de e et de w.

Réduisons les expressions de ^1 e-j- rapportées dans le n."^ 68

à celles-ci :

de i-t-yy. /^^3 / \ ï / \ ? '^(o

I da5 2/ X I 2 / . / I «ii

dv! I -•- yy r» \ ^ ' / \ ^ / \
e-T- = '-^coscvil,,.-^< y sin{^— c)v-^- -ysmig-^ c)v

^

dv a (2> i 2 ' ^° ' 2 ' ^° '

et faisons d'après les formules du n.° 3o

Q,, . = - a B -u s sin^iv \
U) 4

r\ 3 n (— I -I- I: 5 5) ?i' sin 3 1 p .^ = a 5 7 »

(l -1-55)2

dQ, 3 jj zt'^ C05 3 i f

Comme il suffit ici de prendre u =
^^^f^yy''

nous poserons

^^(2) — /j6(i ^ j/j/)" (I -H 55)3
'

c?£i 3 o-'5 C05 3 1 p

"^ ~ "~4'/ini-^y')'*(i^,5)^

Maintenant, si l'on fait (i -t- 5i)~^ = i — 3 55 i (i -t-^i)"" ^= i — |-j

il viendra

O ^ = — 5-5 (—1-1 ss\smôiv ,

u dv 4 /i^(i -»- y ) V 2 /

Mais 5 = ysingv, s^ = |y^ — ^ '/co5 2^p; partant nous avons



""(,)
-
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En y faisant

et remarquant que nous retenons seulement l'argument [3i — 2g--c)i^,

il suffira de prendre

/. ,p. (T^Be cos cv' sinZiv

Maintenant, si l'on fait dans cette expression (11-55)"''= 1-255 =/co5 2gp,

il viendra

et par conséquent, en posant (i -^ y^Y = i,

^ ffïJ "^ 4 /z/(3j — 2g-c)

7 »

Mais a = — , ainsi nous avons

J 4 /^/ (Si — ag- — c)

148. Réduisons la valeur de
-J-

rapportée dans le n.° 68 à ces

termes :

df / 3 . II .

I
. \ /iÛ(,)

-t- ( 2--e C05 Cf y C052^P ) ^3

-^1— 5 e 5i« cp -t- -y 5in 2 £ p ) -^

—

tt" *

\ 2 ' ^ ) a II dv

En prenant

„ 3 7, 2 . o- "ia^By ...... «

ii, , != - aB u s sin ôiv = -—- sin av sin .iiP (i -- 2e coscv)
(i) 4 4 A^ ^ '^ '

= -^j3C05(3i—5')p-^yeco5(dt— g-— c)pj'

O^^^ t= ^(_I -H-55)(l - 2 55) 5ia3iP s (l-^ 55)^-.- 3e C05CP(I -H55)|
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(— I -I ss\&ïn 'hïv\ I -^ ~ ss -)- 3(i -(- ss)e coscv ?

a^B . o- S i5 2 i5 2 / 9 5i 2\ 5i 3 / v?

— ^ y'' 5ia(3i — 2^) p e 5m (3i — c) (^ — 2~ e y'^sin (Si- 2^-c)f'> ^

e cosct'
dû, 3 0"^^ D • / 7 \ S
-ry ~ — rr-C05 DiPlI — -55)< I -t- 55-1- 2
« f/p /^ II* ^ q. f

(

3 0-3^ 5 . / 5 X= — rT-co5 oivil ss -i- 2.6 coscv)
4 /i^ V 2 -^

3 <r^5 o • / 5 3 5 3 \= -^—cosDivii y -I— y co5 2£:p -1- 2eco5 cp)
4 /i-+ \ 4 ' 4 ' '=' -^

(X li \ lOi /o- \ 3 /D" \r= - -JT^-^^y C0S{61- 2g)p--eC05(di-c)pJi

l'on obtiendra

/3 . II . . . \ hùd-, /q 33\(r5 3 • /o- „^ \

-(^-75W^P-H--ey5m(^+c)pj -^^ = (^|--H^j-^ey 5m(3i-2g-c)Pi

/S I 2 \ /i^a.) / 5i 45 3W5 3 . /o- „ X(^2--eco5CP--y C05 25-PJ —3^' =
(^-76"^i^"^8J7î^^^^^"^'^^"^~^)'''

/ r . I 2 . \h dû. / 75 3\o-B 2 . /o- „ \

(-5e5mcP H- -y 5m2^pj^.^- (^-^-H-^j-^ey 5m(3.-25-c)p.

Ainsi il est clair que l'on a \

df /n 33 5i 45 3 75 3\(rZ? 2 . xo- „„ x„

<^p \d2 64 16 64 « 64 16/ /i» ' ^ & / '

ou bien

df 147 0-5 3 . .5

.

>

^ = -67-l^^y 5m(3i-2^-c)p

Donc, en intégrant, nous aurons

^ _ 147 ffB_ e^\

J 64 h^
'

149. En réduisant la valeur de t -*- f donnée dans le nP 63 à

/• = liZ .
<^^ g; 7/* CO^ (3^ — 3g — C) t>

•^ 64 /^^^ 3t — ag — c
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t -. / = fA'ch - ''^'^'^jrr
, ,•„(, _ ^) ^

l'on aura , en y svibstituant pour / et Pi'dv les valeurs que l'on

vient de calculer

,

on (tB ev,'^cos(oi—2n:—c) 2 h' {i -^- T/Y , .

64 /i/ 3i — 2^ — c <y
^ '

99 3 147
ou — 7-- = ~r--04 4 04

Le second terme de cette expression de t renferme la fonction

2/z/ /^ . ^ \ ie suicv ^ ,1, ,2— —~ \ù e siii ci> — ebnu cos cç\ —^— » -'i ( i -•- 77) •

En y substituant pour Se, e Sot les valeurs trouvées dans le n.° 146,

nous aurons

aA,^ /^ . ^ \ 2> (tB y "^ cos (Zl — 2.2) V
^{oesin ci> — e àXÂTCOscç) — tt-vt-- -^-—

^

^^—

•

(T ^ ' / 8 h^ 2,1,— 2g — c

Les valeurs de h^ et 7^ produisent dans la fonction '—^— S-/z''(i-t-y7)^

un terme affecté de l'argument (3i — 2g — c) p , mais on doit le

négliger dans cette approximation , à cause cpi'il ne se trouve pas

divisé par 3i — 2g — c.

11 suit de là que nous avons

99 oB e^ f,^cos (3t — 2g ~ c)v 3 aB f,^cos (3t — 2g) v
^~ ""

64
*

h^{2,i— 2g ~ c) 8 h ={31 — 2g-- c)

Tel est le résultat de l'effet direct produit par la différence des deux

hémisphères terrestres. Maintenant nous allons calculer la partie

correspondante ,
produite par la réaction , c'est-à-dire par la fonction

qui représente la force perturbatrice du Soleil.

i5o. Pour cela développons d'abord les termes donnés par cette

partie de l'intégrale /tZ'^; savoir

('d'O. — —pr^ii — 255)

(Voyez n.° 108). En y faisant
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nous aurons

ni' ( — ' 3 ?

/(^'i2 — —J3-5/j'^(i +77)^(1 - iss)}{i -)- 55)"^ — 2 (i -i-55)~^eco5(i^ — •ro-) -t--e^>i

ou bien

fd'Q. = —ïj—̂ h'^( I -t- 7'/)'' ]i -t--e^— 355 — 2(1— -55) eco5(p— tc-)^-

Donc, en négligeant le terme multiplié par es^cos(v — îo-), qui ne

peut rien donner ici, il viendra

Cela posé , si l'on écrit pour plus de simplicité

J 4aV 2.a^(j 4 a''a:

l'on trouvera , à l'aide des formules précédentes

,

' ' 2 ' \ 4 2 16/ /i; (3i — 2^ — C)

IQ = /z;(àeco5ct'^e^èti7 5jacp) = yg ' " V(3i-2g-c) ^

se =1/^4^/ ^3 ^3^.y>.(3^-ag-c)c^.
2 ' ' 8 /^/ (3i — 2g-— c)

Donc, en réunissant ces parties, l'on aura

ri'Ct — ^^ ^££^ e,'yl'sm{Sl—2.g—c)i> S_ BTffB yî" sbi (ii— 2g) v

7"" - "" 64* Va'3" 3i-2^-c 32 "Va' 3' 3J-2g-c '

. n 21 3 Q
OU 1 on a — 7- = — ^7 — Q •

64 64 32

,, . . ,, M'ff (y^ra „ ,

Mamtenant, si Ion remarque que ypr-rE = ~/pr'' 1 on en conclura que

cette expression peut être mise sous cette forme

^ " - ~
6:^

" ~Ti} Si -2g-c

3 a-^Bm'' 'y^sm{2)i — 2°) v

~32 '""Â7 3i —2g — c
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i5i. Eu considérant le terme affecté du signe intégral qui se trouve

dans l'expression de — —^fd'i^ donnée dans le n° io8, l'on en déduit

fd'Q- = ^^V-û /di' /i\ I -t- yyf'sin lEv \ [/ i-^ss -*- e co5 (t^ — to-) > •

Pour l'objet dont il est ici question il faut calculer les ternies affectés

des argumens ai? -+- 3i — 2g- — c , Q.E — 3i -h 2g -t- c qui entrent

dans le facteur Vj ^ss -^ ecos{v — xs)i • Or il est facile de voir

que ces termes , dans l'ordre que nous considérons , ne peuvent ré-

sulter que du développement de la fonction 5^ Donc en réduisant la

fonction sous le signe intégral à h^^s^ sin^Ev^ il est nécessaire de

chercher le terme affecté de l'argument (aJ?— 3i-Hg-(-c)p qui entre

dans l'expression de 5.

i52. Pour cela reprenons les équations

-^^1= m"^ y sln (2^' — 26)

,

dv 4 ' ^ '

M Sa/» A^
-j- = m C05(2P' — 2â)
ap 4

^ ''

trouvées dans les n.°^ yS et 81. Ces équations donnent

^ t= - m^ 7, lu cos{iE— 2g) p -t- - m"" S/ sin{^E— 2g) v
,

-j- != m^Sô sin(2E— 22) v.
dv % \ 0/

Donc en y faisant (Voyez n.° 148)

^ 3 <y^B e^y^sini^'i — 2^ — c) v

' 8 h^ oi — ig — c

^. 3 e^B e^cos{3i — 2.g — c) p

8 h^^ 3i — 2g — c

l'on aura

^ï — (^ <)\(r^B m'' e^y I

cos {-iE— Zi -^ c) V

dv ~ \32 64/ hi^ Zi — ag—c '

dû 9 0-^7? nî" eiSin{2E — oi-i- c) V

dv ~ 32 h,^ di — 2S >— c
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En intégrant ces expressions , et observant qu'il suffit ici de faire

1 l'on obtient
2.E — 3i -t- c

^ 27 m^ (T^B e^fiSiniaE — 31 -*- c)

' 128 m A/'f3i — 2g — c)

ç. 9 m'' a^B eiC0s(2E — 3i -t- c) c~
64 m A/'(3i -— 2g — c)

Or nous avons 5 = (y -h Sy) 5m(g^p— Sô) , et en développant

5 — 0Y s'mgv — y^lôcosgv) ^y^ (Sô)^5mgv — Sy Sôco5^(^.

Donc, en substituant pour Sy et Sô les valeurs précédentes, il viendra

' o '1 ° \256 128/ m hl' 61 — 2g — c

En ajoutant à ces mêmes valeurs de Sy et Sô le terme affecté de

l'argument {%E—%g)v^ dû à l'action du Soleil (Voyez n.°= 80 et 8)),

et posant les équations

ày = ô- —y C0S(-2E— 2.g) f -H - • T-T-pp
'-'- -sin{ôi—2g -t- c) (^ ^

Sô = — ^•— 5m(2£— 2£^)P -»- n- rr?^^
^—

7 C05(3i — 2fi- — c) P ^

l'on en tirera

' \i28 128/ m hl'{in,— 2g—c) ^ '

partant il est clair que l'on a

s = >7 T-ôT^P
'-^—

- cos(2E— ôi -t- 2 -^ c) V ,04 m «^"(ot— 2g- — c) ^ & / '

OÙ le coefficient numérique -^ = -^ -t- -^ — -^ .

^ 64 256 128 256
Cette inégalité en latitude est analogue à celles dont les argumens

sont (2E — g)i> , {2E — i) p

.

Tome I, 2 2
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i53. Actuellement si l'on forme cette valeur de 5, savoir

o m
s =

(Voyez n.°' 142 et 81), l'on en conclut

/ = ^X."^ ^'^''7: J5m(2g->-3i-2g-c)t^-5m(ag~3i-H2g»-c)p?-
64 m hl'{6i— 2g — c)l ^

01 ^
3

Donc , en multipliant cette fonction par sïn lEv , nous aurons

s sm2E. = o-.^^^,^3—^^co5(3.-2^-c),

ce qui est analogue au résultat trouvé dans le n.° i38, à l'égard

de l'argument {g — i) v.

Il est inutile ici de considérer la fonction r,
^^

—

ï qui
4 a^ u *

constitue le second terme de l'intégrale jd'Ù. (Voyez n." 108),

parce que le terme qu'elle donne n'appartient pas à cette première

approximation.

Concluons de là que l'on a

-,-r{-l dvs sm'XîLv = 0,
2 a oJ'^ J

et que par conséquent la valeur complète de l'intégrale jcï^ donnée

par la réaction est fournie par le résultat trouvé dans le n.° i5o^ de

sorte que l'on a

63 m-ffBe^y'' ,r,. . 9 nx" (tB y'cosiii— 2g) v

6+ lif{Zi—:Lg—c) ^ ^ > c>i h;{ii.— 2.g— c)

I 54. Considérons maintenant les termes donnés par l'expression sui-

vante de , ,
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df 3 M'u!^ A / 3 . II . , . \
-J- = — - • —-- • —î 5

I y sin^v e y sinis -t- c) p 1

di> 2, u'* a \ 2. ' ° 4 ' ^^ '' /

( Voyez n.°= 68 et 27),

En y faisant s = ysingif, l'on comprendra sans peine que pour

l'objet actuel il suffit de prendre

Dans le premier terme de cette expression l'on peut faire w = p- •>

et dans le second l'on posera

_ = —^

—

JJJ^y^^^^^Q cos{v--^)S — ^-i" t i--^>HJe-Oeco5(p-:^)j-

Alors l'on aura

df _ 9 M'iPh'^y''

do ^ 8 ô-^

I M'u'^h\i-^yy/ ^2923 . A/ 32525 / A
• ^

—

-—( 2"t'6e -f--/—ecos{i^-'UT)U i—y -^oe -o<?co5(p-tc-) ji

ou, bien

df 9 M'u'^h'^f I M'u'Vi'^ . „ 2x / 5 2 57 2 i5 , A
^ = 8-—?^ 1'—— (i-3y)(^2-^37 -._£e--eco5((;-tii)j.

Maintenant , si l'on fait u = —.•, t^-u = -tt- > nous aurons'
fit.' A^ co'^ /i,'*

df rnJi^/ 57 2 27 2 i5 . A
d-.^hi^\-'-'i'--i'^-^j"'''^'-'^))'

Les valeurs précédentes de K", Sy, Se, e^Sw donnent

15, 7 q 8 1 (F 3,5 A/ e, r "
. . g •

\

16 Ôl. — 2g — C ^ ^ ' ^

.
'Z', 7, oy — 5- • 5^ '

""
sin (61 — 22- — c) p

,

4 ' ' 64 3i — 2^ — c ^ '^ '

4 '
^ '' 64 3i — 2.g—c ^ °'
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Donc 5 en substituant ces valeurs, il viendra . . .. „ .. '

df /81 81 l'y i\ aB ni" e Yi"
• /o- \

ai> \i6 02 64 / /i/(3j-2è'--c) ^ a /

64 /i/(3j-2^-c) ^ °^

jfioq o.n;- :)!"''(

En intégrant cette expression et posant y-—- = i , l'on a

-_ 333 (tB m-e^y;^cos(3i — 2^— c) p 45 eB m" fî"
cos (3i — 2g) p

-^ ~ 64 /i,' (3i — 2g— c)* ""64 h^^ 3i — 2g — c

Cette valeur de / et celle de l'A'dv trouvée dans le n.** i5i

étant substituées dans l'équation f -*-/ — fAdv^ il en résulte

;
: . ',^'.''v,;:—"-ôi.--'' - i35 eBm e^y^cosi^i — 2g — c) p

""
Sa hf (3J — 2g— c)*

63 cri? m* y'^ cos (3t — 2g) v

64
*

/i/ ' 3i — 2g — c _

,, i35 63 333 63 q 46
ou 1 on a ^— = 7 :

— 1 TT- — "^ -^ -
32 64 64 64 32 6

Telle est la valeur de t donnée par la réaction. En la comparant

avec celle trouvée dans le n.° 149, l'on voit que l'effet direct donne,

à l'égard de l'argument (3t — ^g)^ 1
'^^^ coefficient d'un ordre infé-

rieur de deux unités. Il faut en conséquence supprimer le terme affecté

de cet argument qui entre dans la valeur de t produite par la réac-

tion. Alors en réunissant cette dernière valeur de t avec celle donnée

à la fin du n.° 149, l'on a

(TB 2 ,r.. ,

Yï^.y,
cos{6i — 2g-c)vt^ -59

2g— c 32 3(j — 2g — cY

3 aB y^ cos (3i — 2g) v

8 h^ Zi — 2g — c

i/o-

En multipliant cette valeur de t par n = -~- 1 et remarquant que

h^ = (a<T)2, l'on aura en substituant pour B sa valeur (Voyez

n.° 143) et posant pour plus de simplicité
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99 I i35 m*

64 3i — 2^

—

c 02 (3i— 2^— c)*

b oi— 2^— c

ne = jHe^7^^co5(3i — 25 — c)p -<- H'y,^co5(3i — 2g) c; W<'|,3^ 3

En réduisant en nombres le coefficient Hey^ K,^^~^siii w, on le trouve

au-dessous d'un centième de seconde. Mais il importe de ne pas perdre

de vue que l'analyse qui nous a conduit à ce premier terme ne suffit

pas pour décider si cette inégalité est réellement sensible ou non. Les

ternies suivans pourraient dévoiler une série divergente, propre à faire

voir que l'on s'éloigne beaucoup de la vérité en voulant juger de sa

valeur absolue d'après la connaissance du premier terme seulement.

En conséquence nous renvoyons l'examen ultérieur de cette question

au chapitre où ces inégalités sont reprises et développées par une

autre méthode.

Réflexions sur les méthodes employées par M. de Laplace pour calculer

le coefficient de Vargument dépendant de la différence des deux hémis-

phères terrestres.

i55. Observons d'abord qu'en réunissant la valeur de fclQ. trouvée

dans le n.*' 147 avec celle obtenue dans le n.° 162, l'on a, en vertu

de l'action et de la réaction

,

dil = ^-^-^^.
^

^ij^cOs(3l—2g—c)l'.

Or en faisant ici g = i -^\xa ., c = 1 — | m^ et i = i , il en résulte

On voit par-là que le coefficient numérique qui affecte ce premier

terme ne se réduit pas à zéro, comme cela est ai'rivé dans le n.° 140
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à l'égard du premier terme du coefficient qui, dans la même intégrale,

affecte l'ai-gument (g—i)i>. Il est vi'ai que dans ce cas Ton s'écarte

beaucoup de la valeur véritable du coefficient — 7- • — en
y 04 ot — 2g — c

prenant seulement le premier terme de son développement ; mais il

est évident que même en prenant pour g et c leur valeur totale

(ce qui revient à faire 3i — 2g — c = o, 00040998), l'on n'aurait

pas zéro pour la somme des deux termes — - —
-?r

• ^- Doncri 4 04 01— '-^g— c

il n'est pas permis de supposer l'équation Jd^ = o , à l'égard de

l'argument {3i — 2g — c)^^. Ce cas particulier confirme ce que nous

avons déjà avancé dans le 11.° 126, contre la vérité delà proposition

générale émise par M. de Laplace au sujet des argumens à longue

période. Cette remarque suffit pour démontrer que le calcul exposé

dans la Connaissance des Tems pour l'année 1824 (pag. 804 et 807)

ne peut pas donner ni le premier ni le second terme que M. de Laplace

s'était proposé de trouver, puisque dans son calcul il suppose l'équa-

tion fd'^ = o.

i56. L'expression du premier terme du coefficient de ce même ar-

gument publiée dans la Connaissance des Tems pour l'année 1828

(page 287) mérite un examen plus détaillé.

Remarquons avant tout qu'il manque un terme dans le calcul

r 2.d- (?-§!-) — dr-^r _ ~, -15 'i-
• 27'

de la fonction ^^

—

en • En eiiet , si Ion eumine r dv au
r di>'

1 11

,

• r^dv' dv nx 1 r 1 1

moven de 1 équation —-— = 7—j 1 comme M. de Laplace Je prescrit

dans la page 286, et si Ton observe qu'ici l'on peut supposer -^ = I,

l'on aura , en nommant X la fonction précédente ,

-(, 2 ^d- ^-r"^ dr is )A — u i—-j r-°''}'
l

dv dv ^

Il sera démontré ci-après (n.° 161) que l'équation r — -—
^

donne

„ ^Y \ o-^B^i e,r.''sin(Si— 2g—c)i> 3 /,*««( 3J— 2g) p?
,^Sr ^ ^^(^i-e,C05CPJ-^^^-^- 3i-2g-c ""

76
' 3L-2g-c \'

Donc en prenant -/ = -i-^e sincv, il est évident que le produit de

ce terme par Sr donne
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dr^ 3 aB c e^y* sincv x sin{Z'i.— :ig)v

dv 16 ]\ 3i — -^g — c

3 (tBc e^ ji" cos (3i — ag— c)p
~ 32 ' A/ ' 3i — 2g — c

En faisant le carré de la valeur précédente de r-f-Sr, et conservant

seulement les termes multipliés par B, l'on obtient

R a (tB { 3 e^y^ sin{Zi — o.g— c) p 3 yi^ sin{?>i — 2g) p J

h^ \ \6 3i— 2.g— c 8 3 j — 2g — c ^

Donc, en différentiant cette expression, le diviseur 3i — 2^ — c qui

affecte l'argument (3i

—

^g~~c)v disparaîtra, et il suffira de prendre

±tl^ ^fVr. ^A""^ r;cos{3i-2g)i>

dv 8 V "V K 3i — 2g-c

Il suit de là que si l'on fait u — ri (i -t-ae co5cp), l'on a

^ =
/z/>^3i--2g_c) ^ 3^^ '''^' C05(3i-25'-c)(^--(3i-25')y, C05(3i-2ê')pj '

d'où l'on conclut, en retenant seulement l'argument (3i — 2.q — c)v,

^ a'^B{rÇ2.c— b(3j— 22:)} 2 /o- \^=
A/.(3i^2g-c)

e^y, C0.(3.-2g-c)..

En faisant B = -- ^H, cette expression devient

/i/'(32. 2g — c)
''' ^ ^ '

Ainsi il est évident que M. de Laplace a omis le terme plus con-

sidérable , c'est-à-dire celui multiplié par |(3i — 2^:), puisque sa va-

leur de K donnée dans la page 237 revient à

<7- 3 d'elle, y^ zo- \^ ==
-8- VC37^^^^^(3.-2^-c)..

Dans le cas actuel l'on peut supposer dv = dç, comme l'a fait

M. de Laplace. Pour le démontrer observons que dv désignant l'élé-

ment de la longitude par rapport à l'orbite décrite dans l'espace,

l'on a l'équation ( Voyez n.*' 24 )
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y \i-i-ss (i-^-ss) dv I 1

Donc , en se rappelant que r^ = —»—
, il viendra

dt" _ rfp" ^ ' ^p ^

r'c?p' ~ Jim/* r^ dp'
~

,2 21// «^•î'\

Alors la fonction / ^ posée dans la paee 286 du volume cité devient
r dv' ^

égale à
^ ^ -pr- ; et il en resuite que la substi-

tution des valeurs elliptiques de u, s, -r- donne le ternie

Sdt^Q SH{7— g')efdv . fOf ^ N

rdv d>h\i -^yj) ^ ' ^ '

ce qui s'accorde avec le résultat trouvé par M. de Laplace, lorsque

Ton fait "J—g = 7 ~~ '^ = ^ , et /z (i -^-yyf = a .

iSy. En faisant la correction indiquée plus haut , et réunissant tous

les termes auxquels M. de Laplace a eu égard, son expression de Sp

devient

Sp = N cos{3i — 2g— c) i^ ,

où , pour plus de simplicité , l'on a fait

Pour rendre ce coefficient plus conforme à celui de M. de Laplace

,

il suffit d'observer que l'on a

g(3i-g-<:)-i ^ g(3i-ag-r)-t-g'--i ^ g' ~ ^

,

3i _ 2g _ c 3t — ag — c ^ li — ag — c

ou bien ( en faisant ^ = i
,

g' — i — ï rn)

g(3i-g-c)-i
^ ,

3

3t— 2g—

C

2 3i— 2g—

c

mais nous préférons conserver la forme primitive.
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Actuellement, si Ton remarque que l'on obtient le terme corres-

pondant qui entre dans la valeur de nt, en changeant le signe du

coefficient A^, l'on a

.. .E — i
rit = M cos{3i — 2g — c)^ ,

en posant B = — /^H, et

En partageant le coefficient M en deux parties correspondantes à

l'effet direct et indirect , l'on comprendra sans difficulté que suivant

l'analyse de M. de Laplace , l'on a par l'effet direct

et par lenet indirect -*- -7 • t-^tv^
—~4 r» ' .

v «^
^

1 6 /i^''(3« — ôg — c)

i58. M. de Laplace obtient cette seconde partie en calculant les

termes donnés par la fonction

K ^|3/Trfiï-..S..(f)-(f)S.(=P,

lorsque i on y lait /t = ^ ( i — i-ss\ = r (l — 6-ss), et que

l'on développe les termes qui en résultent multipliés par B. Pour cela

il observe que l'on a f l-dR — iR , ^Iri-r-) = 4S/?;, et par con-

séquent

- " = nr-^S JdR-f Il — 6ss) 2rdr> •

h u
l

' 4 V /
^

Or il évident que la fonction nommée S/? par M. de Laplace est

précisément égale à la valeur de l'intégrale — rd'Q, trouvée précé-

demment dans le n.° i5o; partant l'on a

^p 147 e^B-m^-e^Yi'sin{'6l— ag— c)v %\ ff^Bm^^f^ siii{Zi — ^g)^
'^ ~" ^ h^{^i—2g—c) ~"*"3i h^{2,i — 2g — c)

Avec une légère réflexion Ton comprend que le produit ss-2rlr ne

Tome I. a 3
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peut rien donner ici. Donc, en posant == —^ = -y-p- ^ et comme
IC Oj. II.

^

dans le n.° 1 56,

^2 (tB ^ 3 e^y'^sini^i— 2g— c) p 3 j^^sm{3i — ^g) v )

/i/ ^ 16 3i

—

2g — c 8 2t — 2^

—

c )

il viendra

p (r"'i?m^ f/p ^/i47 3 \e;}'^*«M(3t — 2g— c)(> /2i 3 \ j'^''5trt(3i — 2.g)v}

h^ lt'û''l\6^ 64/ 3J — 2g — c \32 32/ 3i — 2g — c
^

Si l'on remarque maintenant qu'il suffit de prendre

—-^ = -^ ( I — 2, e cos cv) 1

h u a ^ ' '

l'on en conclura que, en conservant seulement l'argument (3i — 2^ — c)p,

l'on a
.

-
\-:'- -''>

„ cr'^B-m^-dv /147 3 21 3\ ., . ,5. ."—
T^fTTT^^ ^l "7 7r;~o—^ ^ ) e y ~ siaiôi— %3;— c)vh/{ôi—2g—c)\6^ 64 32 32/ '''V iD I

27 (T^B-m-dv 3 . ",Q. ,

c'est-à-dire le terme donné par M. de Laplace.

Or, en comparant chacune de ces deux parties avec notre expres-

sion de nt trouvée à la fin du n.° l54, l'on est forcé d'en conclure

qu'elles sont l'une et l'autre fautives ,
puisque nous avons démontré

que l'effet direct donne

— <A au heu de p < 5 -»- -c — 2 (3i— 2"^) -»- 5J^^—° c U
64 16^ 2 '^ ^' 3t — 2g — c ^

et l'effet indirect

i35 ,. , 27— -;;— au heu de -^- -4 •

32 10

159. La différence entre ces deux derniers coefficiens ne disparaît

pas, même en rectifiant le calcul de la fonction P., ce qui est né-

cessaire , comme nous allons le faire voir. D'après la remarque faite

dans le n." i56, il est clair que dans l'expression de la fonction P l'on

doit poser — p- au lieu du facteur yi—ï, et de plus

"'!/(-»'-£)
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remplacer li' par yi -^
^f j- -A- Alors l'on aura substitué au lieu

de dt sa valeur complète , telle qu'elle est donnée par l'équation

dt

V(!^--f§'ii)

En outre il est essentiel d'observer que pour avoir la totalité des

termes fournis par la fonction P, il est nécessaire d'y changer

7^7? eji 7(7?-f-Si?), ce qui introduit dans cette fonction le terme

constant

7 M'u^ _ 7 M'h^ „ _ 7 '"'•""'

4 ib^
~ 4 a'^o-' 4 /i^^

Donc il reste à développer une autre partie de la valeur de P, c'est-à-

dire celle que l'on obtient en prenant

p 7 raff"" di>

r—
.

:^^-. ._ ._^ q
et considérant ^^ comme quantité variable.

Or nous avons (Voyez n.° 144)

' ( o h°{ôi --2g — c)
^

et d'après la valeur du u trouvée dans le n.° 146,

u = y-ï ( I -(- e cos cp 1 + TT7T-- 1 s )
'-

h'-zY sini^i — 2.a)v \
.,,.;..^p...i^i (_

16 '' ^ '^\
)

d'où l'on conclut ^ , .. -• <•»/?. r
,o-J ) t/iisio-y arjpinfiaeM iu ••:.-

partam l'on a ,^-j ^,
•,; ,,.^. ;.^,^^,.I ^^ ^^î.jfj^oin.

/^V = -h M- (~^ ^ - 9\ ^'-^g/ y;^^»(3^ - 2g- c) (;
^ -.jam ij ,:,„•:(

'^'^^ V« 16 8) h^\3.-2g-c) r.,pHqqc incr n..

La valeur de 5 trouvée dans le n.° 148 donne aèt e^b 79/i'j6b ;
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V sin D-p .
'-^ ^^ —

et par conséquent

ds 3 / o • \o'^Be,'y. siiiCèi — s; — c) v

T — y ^ C05 P'P -I- - ( di — £- — C
) '-r,^- r

•

dv ' '° ^ b\ ^
/ h/\ûi — 3.g — c)

ds^
Donc , en formant la fonction 5^ -»- -t-ï , il viendra

, ds' (r']3ej;[l^lg{:6i-g-c)]
5 -t- —^ = TT^-— ;

siniii— 12— c)v,
dv^ hi\2,i - 2g — c)

^ b J •>

et

Donc, en multipliant cette valeur par la précédente de h^a, nous aurons

d'où l'on conclut

P = —^ ^—TtA^ -K ey, «rt(3i — 2^ — c)p.
32 h'^(i,i — 2g — c) ' ' ' '• ^ '

Tel est le terme qui a été omis par M. de Laplace dans le calcul de

la fonction P. En le rétablissant l'on aurait

au lieu de fg, et par conséquent un coefficient numérique qui diffère

beaucoup du nombre — -|f que nous avons trouvé dans le n.° i54.

i6o. L'on ne saurait donc trouver la source de la discordance

déclarée plus haut, que dans l'emploi de féquation désignée par (T)

dans la Mécanique céleste (tome premier, page 256 ), laquelle est

appliquée à cette recherche par M. de Laplace sans avoir égard à

l'influence de tous les termes qu'elle peut donner.

Ce cas particulier, et l'autre relatif à l'argument (2^ — ac) t^ sont

propres à mettre en évidence les dangers auquel l'on s'expose lorsque

l'on veut appliquer l'équation (7") dans la théorie de la Lune. Pour

en dériver des résultats mathématiquement exacts dans les termes d'une



CHAPITRE SECOND. ibl

forme et cTun ordre déterminé , il faudrait considérer la totalité des fonc-

tions qui entrent dans cette équation sous sa forme finie. Mais alors

les termes en grand nombre de l'ordre du carré et des produits des

forces perturbatrices qu'il est indispensable de développer, rendent à

l'équation (7") toute la complication, qui demeure eu quelque sorte

cachée , lorsque l'on borne son application au calcul des termes qui

dépendent de la première puissance de la force perturbatrice seule-

ment; ou bien à certains cas singuliers dans lesquels par une heureuse

combinaison il s'opère une destruction complète entre les termes du

même ordre produits par d'autres fonctions qui ne sont pas explicite-

ment renfermées dans l'équation employée par M. de Laplace. Les

détails exposés dans la première partie de ce paragraphe au sujet du

coefficient -^ de l'argument (g — 1)^^ nous font penser que cette ap-

plication de l'équation (7^) offre un exemple de ces cas singuliers.

161. L'analyse précédente donne aisément les deux termes princi-

paux affectés des argumens (Si — 2g) i^
,

(3i

—

2g— c)p qui entrent

dans l'expression du rayon vecteur r. Pour cela remarquons que l'on a

l/(î-i-ss) h^ii-^Yï)^ e cos (i! ~ sr) }
"'

^

r = ^— ^ = î-^
l I + —77 r^ }

>

ou bien , en développant

,

r = '^^ Il -i eco5((^ — nr)j .

Maintenant, si l'on substitue pour S-/i^(i -t- 77) - S-e^, ^ecos(v — m)

les valeurs trouvées dans les n."' 144 et 146, l'on obtiendra, en conser-

vant seulement les termes divisés par (3i — 2g — c)

,

(T^B { 5 e^ y^ sin (3t— 2g— c) p 3 y^ sin (3«— 2g) v )

h^ li6 3i — 2g — c 1 6 3i — 2g— c Ç

Il ne serait pas aussi facile de conclure cette valeur de r de l'équa-

tion ( Voyez u.° 2 1
)

I d'-r^ <r c?û

a dt

r' (T dQ. /.-..

?--7-'-d7-V^^^-
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11 est vrai que M. de Laplace a employé ce dernier procédé dans le

troisième volume de la Mécanique céleste (page 253) pour chercher

le premier terme de r affecté de l'argument {g—i)'^\ mais la facilité

que l'on rencontre dans ce cas particulier tient à l'isolement de cet

argument ; tandis que l'on ne peut avoir le coejfficient de l'argument

(3i — 2 0- — c)i> sans considérer en même tems l'argument (ii — ^g)^.

Au reste il n'est pas inutile , pour la théorie , de faire observer que

même pour l'argument {g ~ i)^ ^e calcul n'est aussi facile qu'on

le voit dans la page citée plus haut, qu'en vertu de l'omission d'un

terme dont il est nécessaire de tenir compte.

En effet, suivant le calcul exposé par l'auteur dans cette page, la

perturbation Ir du rayon vecteur devrait être déterminée par cette

équation

Or il est évident que par-là l'on tient compte seulement de l'effet

direct. Mais avec une légère attention l'on reconnaît la nécessité de

considérer en outre les termes du même ordre donnés par la fonction

(i~35^) rapportée au fond de la même page. En égalant,

pour un moment , cette fonction à R , l'on en déduit

^R ^=-m'u r^s^s nîu.''rtr% S-r(—-)= Zniur^sls — m! it rtr ,
2 2 \dr )

et par conséquent : .iv.\. ^

(^triil r^s^s — irTL\.i''r%r .ifl-dR
(dR\

Donc, en faisant ici m'u r^ = m^, 5 = y sin{gi^ — ô) , et

ds — — ^^ =—^-^- — sinXcosX-y smfv.

nous aurons

/dR\ Zin D
.^p.dR-^l.r{^\ == ^^^^^siaXcosK-rcos{gi'-fu-ô)^2m''-^ .

ou bien, en prenant g — 'i- = E'^^s
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zf^-dR -f-^-r(-T-j t= — 4.^sinXcosX-ycos(g('~fr — ô) — 2m^—^-

Il suit de ]à que au lieu de l'équation (i) l'on doit prendre celle-ci

(2)..0 = -^^ -»- ( I- 2m') '-^ ^ (2-3-4) (ap- ^a(p) ^y-5J/ÎÀC05AC05(g-p-/p-Ô) ,

d'où l'on tire, en intéo;rant et faisant ^ = i ,

r^r = 5(ap a.<p\ D^ y sinX cosXcos{gv — fv — è).

M. de Laplace a senti dernièrement la nécessité de cette correction
,

car nous voyons cju'il a publié cette même valeur de r^r dans la

Connaissance des Tems pour l'année 1824 (page 3o3); et sans doute

son intention était de rectifier ce passage de la Mécanique céleste.

162. Avant de terminer ce paragraphe il ne sera pas inutile d'ajouter

les remarques suivantes. Nous avons trouvé (Voyez pages 160, i63)

<7"^i? ( 3 e.y.cosi'ii — s — c\v i /o- \ ?

a^B
^ ^ e^jî^siniii — 2g — c)v 3 'yl^sin{%i— 2g) p ?

h" (\b 61 — 2g — c 16 01— 2g— C
)

Ces expressions s'accordent avec celles données à la page 235 de la

Connaissance des Tems pour l'année 1823 : mais en examinant de près

le procédé indiqué par M. de Laplace pour faire trouver ce résultat,

l'on reconnoîtra qu'il ne subsiste qu'en vertu d'une égalité qui n'est

pas parfaite. En effet les équations (L) rappelées dans ce passage

donnent, en se conformant strictement au calcul exposé ici par l'auteur,

^ ^ dv 2h^ of— 2g —

c

h

(-)••• ^ ^ ^-^^-^^?C05(3/-g-c)t^ -^^C05(3/-g>-

Or , en intégrant l'équation (2) , telle qu'elle est , Ton aurait

V _ iHey cas (3/— g— c)i> ZHy cos (3/— g) v

' ~ à"m-g-cr~i\
"^
h^isf-gr- 1\'
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M. de Laplace écrit, au lieu de cela,

^ _ ZHey cos (3/— g — c)v

ce qui revient à changer (3/

—

g — cf — i en 2(3/— ag-— c); ou bien,

à dire que, relativement à cet argument, l'on a Téquation

(fs 2 d,Hey ,or \

Probablement M. de Laplace appliquait à ce cas un raisonnement

analogue à celui que l'on lit dans la page 221 du même volume:

mais il importe de remarquer que ce rapprochement cesse d'avoir

lieu en général ,
pour les argumens semblables à gi^ , au-delà des

quantités d'un ordre supérieur à m . De sorte que le véritable coef-

ficient de 5 diffère de g pour les termes multipliés par m"*, m , etc.

D'après le même principe, M. de Laplace intègre l'équation (i)

comme si l'on avait

(Tu 2 Q^ey^ sin (3/"— %g— c) 3* ds
.

ds> 2.h^ {if— 2§, — c) h

mais dans le fait le véritable coefficient de u diffère de c' au-delà

des termes multipliés par ml Et relativement aux termes du quatrième

ordre tels que m^, m-f^ mV, il pourrait y avoir une différence dans

les coefficiens numériques, capable de reudre ces quantités compara-

bles à celles de l'ordre précédent.

Notre méthode fait trouver ces valeurs de 5 et de u sans donner

lieu à des difficultés de cette espèce, mais les fonctions des élémens

que l'on obtient ainsi n'en sont pas plus exactes ; et il faut absolu-

ment calculer les termes dépendans des puissances supérieures des

forces perturbatrices, si l'on veut obtenir la valeur absolue des coef-

ficieus qui affectent ces inégalités.



CHAPITRE SECOND. l85

i63. Ces dernières réflexions ont un rapport immédiat avec les

nouvelles recherches relatives à l'argument (3/

—

2.g — c)ç, que

M. de Laplace vient de publier dans le livre XVI de sa Mécanique

céleste , dont nous avons eu connaissance peu de jours après l'impres-

sion de cette feuille. Mais , afin d'expliquer plus clairement en quoi

consiste l'addition faite par M. de Laplace à son analyse antérieure
,

nous sommes forcés d'entrer dans quelques détails sur ce dernier écrit.

L'auteur déclare à la page 388 qu'il assimile l'argument (3/—g — c)v

à l'argument gi^; et il prémet que le coefficient qui l'affecte dans

l'équation différentielle en s du second ordre, ne peut pas être pré-

cisément égal à la quantité g^— i; il en est (dit-il) extrêmement

peu différent. Après cela , M. de Laplace ,
pour évaluer cette différence

(qu'il suppose très-petite), il se borne à exclure de la valeur de g^ — i

le terme du quatrième ordre — |mV^ ^I^^i s'y trouve introduit par

le développement de la fonction — Srn'h s^ : de sorte que il prend

g^ — i -t- jrn''/^ pour le coefficient du nouvel argument, à l'égard du

terme analogue à celui qui est multiplié par y sin{g{> — ô) dans l'é-

quation (L") que l'on voit dans la page 222 du troisième volume

de la Mécanique céleste.

Cette modification de la quantité g^ — i est effectivement néces-

saire -, et nous en avions déjà clairement indiqué le principe dans un

Mémoire publié dans le quatrième volume de la Correspond. Astron. du

Baron de Zach (Voyez page 27'"*^). Mais dans ce même Mémoire nous

avons en outre fait remarquer qu'en assimilant ainsi à gv — 6 des argu-

mens semblables , il fallait modifier convenablement le coefficient B^°\

si l'on voulait rendre la correction exacte , du moins pour la totalité

des termes du quatrième ordre. Donc en réduisant à

O = Jl_(2-2m-g)^J5;°)_|,;^^J2-.g-/-25/°)-4<^°>S

l'équation posée au commencement de la page 225 du troisième vo-

lume de la Mécanique céleste , nous aurons

et il faudra remplacer g par ?>f—g—c. D'après cela, si l'on observe

Tome I. 34



I 86 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

que Ton a À^^"^ = m' ^ etc. , et

l'on trouvera , en négligeant les quantités du quatrième ordre

,

n (0)
Sm(i — 2/n')

ou bien , en développant

,

(4)....i;<'' = im-.l|™--^ml

La même équation (3), si l'on y fait g = i-t-| m^—^m, donne

„ (o) _ 3m (i — f m')

ou bien , en développant

^^°'* ~ 8'" "^ 32"" " 512(5) S/°> = ^m-^Am'-mm'
Donc , dans la fonction de m ,

_ I m'(3 — am - g) (g -t- m)
_ ^ (c)

I — m

qui fait partie de l'expression de ^^ — i , il faudrait changer g
en I + — m + etc. , et poser

pour la rendre applicable à l'argument (3/

—

g — c) p. Or, en con-

sidéi'ant seulement les quantités qui ne passent pas le quatrième ordre,

il est clair qu'on peut opérer ce changement en ajoutant à la valeur

de g^ — i le terme ^m"" ";><, ^rn' = ^ra'- Ainsi, en réunissant

ce terme à celui qui est donné par la fonction — Sm^h's , il en ré-

sulte quil faut, dans le cas dont il est ici question, remplacer g^ — i par

2 2 2 27 4

Telle est la première correction qu'il convient de faire au procédé

par lequel M. de Laplace obtient dans la page 38g du livre XVI
l'expression de la perturbation en latitude ayant pour argument
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164. Considérons maintenant le terme de l'équation différentielle

en a, ayant pour argument (3/— 2^)^, M. de Laplace déclare dans

la page 386 du livre XVI qu'il assimile cet argument à l'argument et-— ter.

Et d'après des idées tout-à-fait analogues à celles qui se rapportent à

l'équation en s, il reconnaît la nécessité de modifier le coefficient

_(i— c^) du terme — (1 — c') e cos (a^ — m) , si l'on veut le rendre

applicable à l'argument (3/— 2g)p. La modification opérée par M. de

Laplace se réduirait, dans le fond, à exclure de la valeur de —{\ —c^)

le terme —^ine" qui s'y trouve introduit par le développement

de la fonction ^^ • Mais M. de Laplace , au lieu de changer sim-

plement — (i — c^) en — (i — c"") -+- ^rne" (comme cela résulte de

son raisonnement), il change le facteur ^rn en fx|m% et en-

I —

c

suite il remplace | m par

Or , dans le cas actuel , où il est principalement question d'un

effet qui dépend des modifications qu'il faut faire subir à plusieurs

termes de la série qui exprime la fonction des constantes désignée

par c , il n'est pas permis de substituer au seul premier terme g ni

la valeur totale de la série ^rn -^^ m ^ eic. sans faire voir

que le calcul des termes ultérieurs rend légitime un pareil change-

ment. C'est en cela que consiste la véritable difficulté dans cette

recherche , et il nous paraît qu'elle est loin d'être surmontée par

des considérations aussi simples. Et la phrase II lui serait même

égal si etc. employée par M. de Laplace dans le rapprochement des

deux termes dont il s'agit ici nous semble tellement contraire aux

véritables progrès dans la théorie des perturbations de la Lune, qu'il

conviendrait de s'en abstenir , même dans le cas où les combinai-

sons des calculs rendrait cette égalité rigoureuse ; puisque ,
par le

fait, elle n'est point démontrée par la considération indirecte de

l'auteur au-delà du premier terme. Il faut absolument s'engager dans

un calcul beaucoup plus épineux, si l'on veut connaître au juste

l'expression de la modification qu'il faut faire subir à la quantité -{i-c).

i65. Pour ne point passer sous silence tout ce qui tend à éclaircir

cette analyse, il importe aussi d'observer qu'à la rigueur il faudrait

en outre modifier la valeur du coefficient A^'^ par un motif semblable
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à cekii qui a rendu nécessaire clans le cas précédent la correction

du coefficient B^'^'\ En effet , si l'on réduit à

l'équation qui détermine le coefficient A^^^ (Voyez page 21 5 du

troisième volume de la Mécanique céleste), l'on en tire (en posant

c = I dans le coefficient de 3/??^)

^ (I) _ 3m'(|-f-7OT)
_

I — 3 -t- 4c — c* -1- m(8 — 4c) — ^ "î"

Or , en changeant dans cette expression c en 3/— 2^ , et remar-

quant que l'on a

c = i —• I
'^"^ —^ "^^ — etc. ; 3/— 2^ = I —

I
m"" -f- ^ m^ -»- etc.

,

il devient évident que la valeur de ^j , dés^eloppée suivant les puis-

sances de m, sera différente dans ces deux cas au-delà du premier

terme. Mais , si l'on s'abstient d'exécuter ce développement, les deux

valeurs de A^^^ approcheront davantage de l'égalité , en vertu de la

circonstance qui rend la valeur arithmétique de c fort approchante

de I — I rn- Ainsi en prenant dans ces deux cas la même valeur

pour A'^^^ l'on commet à la vérité une erreur j mais cette erreur ne

saurait se faire sentir qu'au-delà des quantités du quatrième ordre

,

du moins dans le sens arithmétique.

Il nous paraît inutile de pousser plus loin cet examen ,
puisque

nous voyons que M. de Laplace calcule de nouveau le coefficient

affecté de l'argument (3/— 2g — c)^, qui entre dans l'expression de

la longitude de la Lune, en supposant vraie l'équation J'I dR ~ o,

ce qui est directement contraire à tout ce que nous avos démontré à

ce sujet dans ce paragraphe.

Par la même raison nous ne discuterons pas l'addition que M. de

Laplace a fait à son calcul antérieur du coefficient de l'argument

{g--f)v qui dépend de l'aplatissement de la Terre. Nous ferons seu-

lement remarquer que l'auteur admet au moins dans son nouveau

calcul ( Voyez pages 399 et 400 du livre XVI) l'existence de plusieurs
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fonctions capables de produire un coefficient de la forme —^-^-Hin-^

tandis que dans son Mémoire publié dans la Connaissance des tems

pour l'année 1824 il avait affirmé que l'on a nécessairement H= o

( Voyez page 804 de ce dernier volume ). Cependant nous avons déjà

publié un résultat contraire clans la page 3 1'^ du quatrième volume

de la Correspondance du Baron de Zach , oii nous avons avancé que

l'on a 7/=— |. M. de Laplace trouve maintenant if=-i-| (Voyez

page 400 du livre XVI ) ; mais il sera prouvé dans cette théorie de

la Lune , c[ue ce dernier coefficient de M. Laplace est en réalité d'un

signe contraire et trois fois plus petit que le véritable.

§ 6.

Variations séculaires des élémens de Vorhite de la Lune

dues aux (Variations séculaires des élémens de Vorhite du Soleil.

166. Considérons toujours les cjuantités 7, 7', e, s comme du

premier ordre , et en poussant les développemens jusqu'aux quantités

du second ordre inclusivement à l'égard de ces quatre élémens des deux

orbites, proposons nous de trouver la partie séculaire (c'est-à-dire la

partie indépendante des longitudes p et v) renfermée dans l'expression

, , , , . p . d-h^ dy dô dzr de d f ^ -,

générale des Six fonctions —;

—

> -/- > -y- •> -r- > —r "> -r-- Ce deaire^ du dv dv dv e dv di> °

d'approximation suffit pour mettre en évidence l'existence de ces per-

turbations , et pour en calculer le premier terme. Il est vrai que le

calcul des termes suivans ne peut pas être négligé , lorsque l'on a

pour but de former une théorie capable de satisfaire aux observations

très-éloignées de l'origine du tems ; mais il ne convient pas de s'en-

gager dans une telle recherche au moyen des formules de la variation

des constantes arbitraires. La méthode générale par laquelle nous dé-

terminerons directement les trois coordonnées de la Lune est plus

propre à faire connaître les termes c[ui dépendent des puissances su-

périeures de la force perturbatrice. Cependant, pour répandre un plus

grand jour sur cette méthode , il est utile de la faire précéder par ces

recherches, qui ont l'avantage d'assigner la forme de certaines fonctions
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des élémens sur lesquelles il importe de diriger particulièrement l'at-

tention. L'on apprend par-là à connaître le caractèi'e inhérent aux

fonctions qu'il s'agit de déterminer, et l'on sait d'avance ce que l'on

doit faire pour comprendre dans les procédés d'un même calcul le

développement des fonctions des élémens de l'orbite du Soleil qui sont

susceptibles d'être considérablement modifiées par les intégrations qu'il

faut exécuter sur la partie variable et séculaire de ces mêmes élémens.

Toutefois ne perdons pas de vue que dans ce paragraphe il est seulement

question des termes séculaires qui dépendent des élémens de l'orbite

du Soleil, et que l'on fait abstraction de ceux qui dépendent du

mouvement du nœud et du périgée lunaire
,

quoique ces inégalités

soient, par leur origine analytique, analogues à celles que l'on nomme

séculaires.

167. Cela posé, reprenons l'équation

qui détermine la variation de la constante arbitraire ^^ La valeur

de la fonction —^ , relative à l'action du Soleil , a été donnée dans
udv

le n.** 27; mais, comme il s'agit ici d'avoir seulement les termes in-

dépendans des angles p et v qui ne passent pas le second ordre

,

l'on peut réduire son expression à celle-ci

da SM'u'^ , . , ,,

—rr- ~ ' z— • ^s sin (p — V).
u dv iC ^ '

Or nous avons 5 = ysïn{v—'è)\> et d'après le n.° 46

/ = y siaiy — è')\ ainsi il est clair que l'on a

L'expression de J- renferme un terme semblable. En effet nous

avons l'équation ( Voyez n.° 68
)

dy cos{y — ô) t ^ , .. dû, )

donc en y faisant ( Voyez n.° 27 )

%) ^ —i^-scosii^-v).
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et négligeant le terme du troisième ordre donné par la fonction -rj—>

il est évident que l'on a

dy 3 M'u'^ , . ,

168. Si l'on remarque maintenant que l'expression de -y- posée dans

le n.° 68 renferme la fonction

i3- e -+- 2 C05(P - tsr)

I
.;^^,^ H. 2e7C05(^ - ô). -^^

l'on en conclura d'abord que l'on a

Donc en faisant dans le premier terme du second membre de cette

équation -^ = -^ , et dans le second terme

-X — — ^- ecosU? — -07),

il viendra
de / 9 3 o\ M'ii^h^ , . ,. .,.

7:^ = (.-i*l-^3)'-^^-^î'^'"(^-^)

de 27 M'ii^h^ , .

,f.
.K

169. Réduisons l'expression de -^ posée dans le n." 68 à

-/- = — -.•y5m(p'— ô). —P-*-(2 -t- De -*--Y )

—

P- ecosKv— tÀs)—.^ •

dv a, ' ^ 'a ^ 0.' f a^ 2 '^'o-^
D'après les formules du n.° 27 nous prendrons

Maintenant , si l'on remarque que l'expression de û, rapportée dans

le n.° 26 renferme la fonction

-3^(1- 5")~ ^ (5/ M- C05(P ^ (.''))
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on prendra dans le cas actuel .-. oinôr^âo'fî /;>S

II, , = 5- <I s (l s ) — 55 C05(P' ~~ V)> >

(2) U?
l

2 2^2/ ^ '
\

ou bien

(2) 2«' V 2 / U^ ^ ^

Donc , en faisant i — 1
5'^ = i —

|
r'^sin{i^' — ô') = i — |

y", et sub-

stituant ensuite ces valeurs de ^^^ et 0.^^-^ dans celle de ^^ , on aura

df M'vJVi^ / o 2 Q 3 9 'A 3 ili'^i'3/j3

-/- — r-T- (i-i-De -^-y — -y J-i 3-^ 6 C05 (y — xs)
df ff^u^ ^ 4 4 ' / 4 o-^u'

'^ -'

^ \ 0-^a^ \2 8 « w / ' ' ^ ^

Maintenant , si l'on fait dans le second terme de cette valeur

I 3^6 , .

—: = T- • e cos{i> — 137) ,

et dans les termes du second ordre m = -y^ , a' = -^ i il viendra

rf/_ ir^_^;;^p
. 9^2_9yA_.^.^w;:^

'co5(ô-ô')
ji;- "T^^I^

—

o-v^Vt^ 4^ 4^/ 8 o-v^^^^'^^'^" "^

170. Pour développer le premier terme de cette expression , il est

indispensable d'avoir la valeur de a' en fonction de la longitude p

de la Lune.

Les formules (2) et (3) trouvées dans les n."' 46 et 47 donnent

en négligeant les quantités qui passent le second ordre

„' = i_
j

I -H e'^ _H i/^ -H e'co5(p'-r') - iy'^co5(2p' - aô')
|

,{{t -h/') = p'- 2?'5m(p'-r') m-- Ai/2(2p'-2r') -Hi/^5m(2p'- 2Ô').

Actuellement ,
pour avoir v en fonction de v , il faut éliminer t

de la dernière de ces équations au moyen de l'expression de t -•-/

posée au commencement du n.° 63. Cette dernière équation devient

t-^f — f'A'du , en omettant les termes périodiques qui ne peuvent

rien donner dans le cas actuel, ainsi qu'il est aisé de le voir avec

une légère réflexion sur la marche même du calcul que nous allons

exposer. Il suit de là qu'en substituant pour fA'dv sa valeur trouvée

dans le n.° 64, et négligeant le carré de l'intégrale /"d'O,, l'on a
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OÙ l'on sait que

„P, dQ. . da , da ,

d il = -r di> -*- -^ du -^ -r "-5
av au as

dans la fonction —r- dv l'on a le terme
dv

La valeur de —^ trouvée dans le n.° 167 nous montre d'abord que
dv '

d£l , „--- dv 1 on a
ap

— - • —r- yy sin{ô — è)di>

.

11 • dû, , dH
j

Pour avoir le terme analogue renferme dans la partie "^ «^^ -*" "^ "•« >

remarquons que les équations

^ s dH i -*- ss d£l ri dO. s dû.

(I) u du u ds (2) du u cls

posées dans le n.** 61 donnent

Cela posé il est clair que d'après les formules du n.° 27 l'on a

uQ>,,ds = —£ s'cosiv — v)ds .

Il suit de là qu'en faisant dans cette expression

s' = y siniy — 6')
,

ds = y cos{v — è)dv

l'on obtient dans la valeur de —j-ds le terme
ds

Ce terme détruit donc exactement celui qui se trouve dans la valeur

1 dSl ,

de -y- dv.
dv

Il est d'ailleurs évident que la fonction

— us ^,2)*^^
~ "^2) '/' ^^^ip'^ — 2,0) • dv

Tome I. 2.5
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ne peut donner aucun des termes dont il est ici question. Et si l'on

remarque que la valeur elliptique de u donne ( Voyez n.° 60
)

du <T ^ sds . . .}
-j- ~ -rr, ; <-:; 77 r — e siniv — w) > >

av h {i -^ jj) lav-Y{i -^- ss) ^ '^

l'on verra aussitôt qu'il est impossible d'avoir des termes semblables

dans la valeur de la fonction -7— du . Ainsi il est démontré par-là

que dans l'expression de d'Q. l'on a

171. Nous avons vu dans le n.° 108 que la même fonction d'Q.

renferme ces deux termes

— —3—

{

ssidu 5— • sas ,

lesquels, en y supposant a quantité absolument constante et égale

à — , donnent

Donc , en substituant pour 5 et a leur valeur elliptique , et prenant

r
J "" ^

I 3
j/i-i-f^ -*- eco5(f — ro-)> = I — - 7"" -t- - e^,

l'on obtient

ou bien

2», /•,f/-v M'a. rà(, 1 2 3 2\

cr J la^aJ^ ^ 2
' 0.1

En substituant cette valeur dans celle de t -^f posée plus haut,

nous aurons

Donc, en nommant P la partie variable et séculaire renfermée dans

la fonction ^ (i -+--/-•- -e^) , et faisant pour plus de simplicité

^p!h^ = ra\ et comme dans le n.° 109
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I //«A S 32/ l23 2\?

n V y*^ / l 4 ^ 2'/^

l'on aura

ou bien, en multipliant par n, et négligeant le terme multiplié par m\

^ip -^ f) = <^ -t- - xnfPdv

.

4 ^

172. En multipliant les deux membres de cette équation par —

,

et posant — = m , il en résulte

n{t -i-f) = mi> ->- - Yaw.rPdv.

Nous avons dit plus haut que l'on a l'équation

,z'(t-i-/) = ^'^fie'sin{^'-T')-^~^^sin{^v'-^T')-^-y'^sin{y-iè').

Donc , en éliminant la variable t entre ces deux équations , et posant

pour plus de simplicité

A = «'(/' -/) -.- - m'm -fPdv ,

nous aurons

V = mp -t- A •+ Q.£sin{v — t') s'^sin(zi>' — ar') y"'sin{2<J — 26')

.

Maintenant, si Ton tire de cette équation la valeur de v à l'aide de

la série de Lagrange , l'on trouvera , en négligeant les quantités du

troisième ordre »
;—'- .-^- — l "f - -;- "3 -,;• -^- -•' '

\ i

v' = mp H- A H- q.e' sin{mv -i- A — t')

-4- - s^sin{^mv -»- 2A — 2r') y^sin{p.mv -)- 2A — 26').

Il suit de là que '^
' ^'

'1)\-^/

e'cosiy' — 7-') = £'cos[mp -t- A — r' -t- 2f'5in(mp -h A — r')] ^

d'où l'on conclut, en développant le cosinus.
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c'cos{i>' — ?') = — s'^ -+- s cos(mç -t- A — r') -t- £'^cos(2mi' •+• 2A — 2r')

.

Donc, en substituant cette valeur clans celle de 11 (Voyez n.° 170),

et remarquant qu'il suffit ici de prendre

y^cos(2i^' — 2.6') — y^cos{2mv -t- 2A — 26')

,

l'on trouvera

u =. -,\ i -^ - y^ -*- ecosimv M- A — 7') -t- e'^cosiimv -i- 2A — 2r')

— - y'^cosi^mi) -i- 2A — 2Ô') } •

173. Revenons maintenant à notre objet, c'est-à-dire au dévelop-

pement de la fonction —3-^— qui entre dans l'expression de -j •

En négligeant les quantités périodiques, il est clair que nous avons

1-3
u = -f^li-^-e H--V );, </i-*-5i-t-e cos(p — m)> = i-t-oe ya'^Va ^ ' / (

^ ^
)

4'

et par conséquent

ou bien

3ï'u'^/i^ M'Jâ / 3 3 3 ,a 3 ,a 9 2\

j
(T^ii^ O-ûft'^ \ 2 4' 4 '^

df
En substituant cette valeur dans celle de /•> il viendra

Nous avons vu dans le n.° 1 7 1 que l'on a l'équation

Donc , en y substituant pour / la valeur que l'on obtient en intégrant

l'expression précédente de -^ > il viendra
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Nous reviendrons plus loin sur cette équation; mais avant de la dé-

velopper ultérieurement il est nécessaire de former les expressions

, . , d'W dd
séculaires de ^- et -7--

174. Observons avant tout qu'en posant pour un moment l'équa-

tion (Voyez n." 68)

et prenant ensuite

rt SM'u'^ / / /x 9 ^'"'^
' ' o 3Jf'«'3 3 M'u'h

Ù,, = ^—5SC05((^-p)-t-- 3—55, "r,^ = ^—5C05((^-P)-- -—
(2) u^ ^ ' ^ ir 'CD £t^ ^ ^ 2 ir

il en résulte

Si l'on considère de nouveau le calcul exposé dans le n° 'j'j, il est

facile de voir qu'en y faisant

l'on obtient

rfCT 3 M'u'^h^ , .3/ 5 3, i5 M'iPh<^ , , X— = -.__^(I -^yy) (i„yy-K|e)-i----^:^C05(2P -2^).

Donc , en réunissant ces deux parties de l'expression de -7- , l'on aura
ds>

dv 4'~T^('-^°'^ -fy -i- fe) -H ^--^T- 77^05(0-6)

l5 l/'zi'3A6 , , ,
-i • 7 COS ( 2t^ — 2W) .



198 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

Ainsi il est nécessaire de calculer les termes séculaires renfermés dans

le produit u' cos(2p' — 2ijt).

La valeur de u' trouvée dans le n.° 172 donne

u' = -70 o +- - e'^ -I— y^ -j- 3s'cos(rm^ -i- A — r') -- - s"^cos(2mv -t- 2A — 2t')
a^ (

2. ^
' ^ ' Q.

^ '

— - y^cos{2inv h- 2A — 2a') i •

A l'aide de l'équation

p' = mp -<- A -t- 2s'sm(m.ç -<- A — r') -4- - £^sin{2ni(^ -t- 2A — 27-')

y'^sin(2mp -*- 2A — 26')

trouvée dans le même numéro , l'on obtient

C05(2P' — 2W) = (l — 4?'^) C0s(2mp -I- 2A— 2ur) — 2c'c05(mp -f- A -i-r'— 2îi7)

H— s cos( 2OT —- 2r ) -f- - y cosi 2to- — 26 )

.

4 ^ ^ 4 ^ ''

Cela posé , il est clair que l'on a

'3// \ i/'^o^X/j, f.

U C0S[2l^ — 2W) = —fjl ô -i- ~ \ S C05(2Z«7 — 2r
)

"
: \ :^

^i (^ - I) Ao<2t^ - 2ô') ;

en

C0s{2f^' — 2ÎD-) = \) s'^C0s(2XÂT — 2t) +• - y'^ COs(2-0S' — 2Ô') i

Donc , en substituant cette valeur dans celle de ^ obtenue plus haut,

et faisant dans le premier terme

l'on trouvera

d^ _ M7i« O /, .
3 ,2 3(3/2 3/2 2 5 a\ 2.1 , f. /iK r

iJi'/i'^
S '5 ,2 / ,, i5 ,2 / /,^

^-70 < — s cos(2Vij — 2r ) -t- 5- y co5(2ot — 26 )
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175. Pour former l'expression analogue de 7 j- ^ remarquons d'abord

qu'en faisant dans l'équation

(Voyez n.°' 68 et 27), l'on obtient

mais 5' = y'sin((>' — ô')
,

partant nous avons

dû ^ ^.ElfY\(i^L/)cos(ô--ô')-cos{^i^-Ô-ô')-cos{2i>''-ô-ô')l
' di> 4 h u^ (X 2.' / ^ '' ^ ' ^ '\

dô
D'après le calcul exposé dans le n.° 76 , la valeur de y j- doit aussi

renfermer la fonction

TT-T^ < I — C05(2(J— 2Ô)— C05(2P — 2Ô) [ ^

^ n u^
l

^ ' ^ '
^

ainsi il est clair que l'on a

db 3 J/'w'^r i / /ix / r AS ?

^5(7
"= --•-^^^Jl-C05(2t;-2Ô)-C0s(2i^-2Ô)^

^ 3
_

iin^Y
j(i _ 1 /) C05(Ô-Ô') - C05(2P-Ô-Ô') - C05(2P' - 6- 6')?

Il faut maintenant développer le second membre de cette équation en

conservant les termes séculaires du troisième ordre afin d'avoir , après

la division par 7, la valeur de -y- exacte jusqu'aux quantités du second

ordre inclusivement.

176. Pour obtenir les termes donnés par la fonction

- '-j^^ ly cosyiv — 26) — y co5(2f — ô — ô)> •>
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il suffit d'y faire

-^ c= —^

—

f-^—{yi^ss'^ecos{y-'us)) ^= —Aycos{^v-iB)-^-becos{^v-iTs)U

clù

ce qui change Texpressioii précédente de 7 -- en celle-ci

y^ = _Ë. ^^ '>y-^ycos{2i^'-26)^y'cos(^w'-ô-ô')-{l-lf)ycos{ô-ô')l

^
I

. ^!1^ ') / _ yYcosiÔ - 6') - 5yVc05(2OT -ô~6')l-

Or, en changeant successivement aw en 2Ô et ô -*- 6' dans la valeur

de it''^co5(2p'

—

2ot) trouvée dans le n.° 174, il est évident que l'on a

a'^C05(2p'— 2Ô) == — ^3'S£"c0i(2Ô-2r')H-^C05(2Ô— 2Ô')^

«'^C05(2P' - ô - ô') = - ^ j
f''c05(ô -*- ô' - 2t') -h Ç C05(Ô - 6') ^

Donc 5 en substituant ces valeurs , nous aurons

dv 4 /i

3 3 / 3 ,3 3 , i5 ,

M'h<> 1 8i^ ^(32^' — 3 7V')co5(ô — ô') — -^7'e'cos(2tïr-ô-ô')

3 ,n
1^ ^yy"cOs{llô — 2Ô') — -ys'cOS (2Ô — 2r') m- -7V^C05(Ô -h Ô' - 2/)

Cela posé, si l'on fait dans le premier terme

3 ,3 3 ,2I I / o ,2 à ,2\
-^ = -73 (I-4--Ê + -y )

il viendra

^ = ^(i-7yr(l-5e^-/) = ^(i-37^-.5e^),

3 / 3 ,2 3 (2 c 2 i> 2\

3 Y , .

3 ,2 7

_ 31' M^
]""

rfô ili'A''^ 4
/( I ^ 2 ,'^ -*- Z y'^ -K 5e' -^ 27^) C05(ô - Ô')

- y]^y^cos{2Ô — -l6')-^ -e^cos{2Ô — 2,T')
32

/S 3 i5
-H 7'] -f''c05(ô-HÔ'-2r')--^-e'c05(2îî7-6-ô')
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Eii rapprochant de cette équation toutes les autres que nous avons

obtenues dans ce paragraphe pour calculer les variations séculaires

des élénîens de l'orbite de la Lune, nous aurons les résultats suivans :

—- => - • -4-73 • 7 sm(ù — ô )

,

-7- = z-n • 77 sin(d — ô), ,
-,

. >
'

de 27 3I'k(> , . ,. ., .;

e-di> 8 a-^a.'^ ' ' ^
'

i - il -i- - S 7 -t--e)-i--— 77 coslô — 6
)

d^ _ im^) 4^ 2 2' 2 / 3 " ^ ^

dp
~"

o-V^ ) i5 ,2 . ,, i5 ,2 , .,,

f £ COSl 2137 — 2r ) — Tï- y C05( 2txr — 26 )

1^ 4
^ '' 32 ' ^ '

df M' h'' i 3 ,2 3 ,2 57 3 9 a 21 , .. .,. >

-i-^-.^^-*-^ -2^ -^i' -^l^ -H-3-77C05(ô-ô)J.

177. Actuellement, si l'on compare les valeurs de —— > -yy avec

celle de
J-

, il en résulte les équations

d'/t" T2 dy de n dy

KP ' dv e • dv 2 ' dv

lesquelles étant intégrées donnent

L^ë
Ç^) = 7 ' - f > Log

(^^
^\{y"- 7/)

•

Donc, en passant des logarithmes aux nombres, et retenant seulement

les deux premiers termes, il viendra

h^ = A;(i h- y^ _ y") , e = e - ^ e(y; - 7').

La partie séculaire qui entre dans les deux variables h^, e sera donc

connue lorsque nous aurons déterminé celle qui se trouve dans l'ex-

pression de 7^

Ces expressions de h^ et de e donnent

h' = h';{, -. 3r; - h') , h^ = V(i -
f 7;- f

y-) ; e^ = <•

'

Tome I. 2.6
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Donc ^ en substituant ces valeurs, et posant '-^—^ = m", l'on aura

3/ 92 ra 3/2 •3/2 ^2\
--r(i-^3y^ -^5e -H-6 ^-y --y)

^a
-

^
y'(i -H 37; -H 5e; - ^'^ -

I
/^- /) cos{ô - ô')

"^

- y
j è /'co5(2Ô - 2Ô') -i- - e"cos{2Ô - 2r')

1

y' \ - e"co5(ô -t- ô' - 27-') - ^ e^cos (2^ - ô - ô')

^= -raV5m(Ô-Ô'),

^i^ e __ y ^iy^^Sy-*--eJ-*--:^yycos{ô-ô)
-^ = m X

—
• — £ C05 (2'û7 — 23" ) — •r-'V C05(2ÎD" — 20 )

4
^ ' 32 ' ^ ''

df mVi/î 3 ,a 3 ,2 57 2 92 2 1 , ,, ., >.

di> ^r ^ 2 S ^ o'' ^ ^
)

et la valeur de t -t-f^ trouvée dans le n.° 178 deviendra

En multipliant les deux membres de cette équation par - = m , et

opérant comme dans le n.° 172, l'on en conclura que dans l'équation

p' = n7p -t- A -H iE sin{mv -<- A — ?"') +- etc.

l'on doit poser

A = Af -/) -. m m^fd. (^ e'^ - ^
y- _

| y^)

-t- -g-m m^'fdv • yy cos{ù — ô').

La question est donc réduite à intégrer les deux équations qui déter-

minent les valeurs séculaires des variables y et ô. Pour cela il est

d'abord nécessaire de les transformer ainsi qu'il suit.

178. Nous avons vu dans le n." 48 que l'on a
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y" = 2N^ H- 227VA7'co5[(i' - i)'t - i3'- j3] ,

s'^ = 2M' -4- 22/l/M'co5[(/ - i)t -*- k' - k] .

Donc, en substituant ces valeurs dans celle de 7-7-5 et faisant pour

plus de simplicité

G = 2NN'cos[{i' - ^)£ H- j3' - i3],

H = ^MM'cosKi' _ ,) t -H ji' - k] ,

f/ = - y' 5 ^ e;c05(2tir - ô') - e"co5(ô' - 2r') l ,

f/' = - y'
j
^ e/5m(2OT - 6') -h e'^sm (ô' - 2/) |

,

o

F' = — - Y^sin 2Ô' — e'^iirt 2r'

,

jt = Z7co5Ô -H U'sinô -+- /(Fcoi 2Ô -»- F'im2Ô),

nous aurons ces deux équations

Cela posé , si l'on fait

y sinô = p , y cos ô = q ,

l'on obtient en difîérentiant

dp dv A (i^ A

dv dv dv

dq dv A ^^
-^ = O- cos B — ^ y sirn
dv dv dv
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Donc, en substituant les valeurs précédentes de -^ , 7^"» ^^ faisant

pour plus de simplicité

2 2

P = (Y^ycosô')^(Ycos2Ô^Y'sm2Ô)-*-^(VcosSô*F'sin^ô),

Q = {Y'^ysinô') -^ (Y sin2Ô-Y'co5 2Ô)'^'^(Vsin3ô-V'cos3ô),

il viendra

dp O 2rr ^ ^2 T7t ^ 2/-)

179. Appliquons à ces deux équations la méthode d'intégration

donnée par D'Alembert. En multipliant la seconde par un facteur x,

et l'ajoutant ensuite à la première, l'on forme cette équation

-f- -^ X -^ -i' - ra \ Kiq — px) — Vpx F'(p — qx) > = -
dv dv ^ ^

\i 1 / 1 2. ^^
S 4

Actuellement , si l'on fait

z = p -t- qx ,

il en résulte

dp dq dz dx
p ^ z — qx , et :r -*• X -y^ ^ -j 9 :r

'

-T 2 ' dp dv dv ^ dv

Donc , en substituant ces valeurs , nous aurons

^ - - m^ S(/f -H V)x ^Iv'lz-q^^^- -m'V'x - - m'(K-^(K-^ V)x')l

= - mXP -Qx).

Il suit de là qu'en déterminant le facteur arbitraire x de manière

que l'on ait
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dp 4 (
^ 'S

l'on pourra déterminer z en intégrant l'équation

3
-; m" {K-^V)x-^-F'lz = - m%P- Qx)
di> ^ (^

' ^ S 4

de sorte que , si l'on fait pour plus de simplicité

R = (K-^ V)x -^'-V ,

l'on a

, ^ e>^^^'''^|C-H^myc/.(P-Çx)e->^^^^'^(,

où C désigne une constante arbitraire , et e la base des logarithmes

hyperboliques.

Remarquons maintenant qu'en posant l'équation

K -H f'x ^ {K -t- F)x' -= o ,

l'on en tire

2{K -t- F) l/yii-^v" 4C^-^ nv ^^

Or, en difFérentiant cette expression, l'on obtient pour -^ une quan-

tité de la forme Â —r- -i- A" -r- -*- A"'-r-; de sorte que^ au lieu d'avoir
di> dv dv ^

l'équation
j.. or

K -f. V'x M- {K -K V)x^
[

,

dx 3
O = -j m

dv 4

l'on aurait

Aw dV .„dK .,„dV
O = A —, *- A —,—i- A -r-->

dv dv dv

ce qui n'est pas vrai à la rigueur. Mais , si l'on fait attention que les

fonctions séculaires désignées par F, V , K acquièrent des facteurs

très-petits par la difïérentiation , l'on accordera sans peine que l'on

peut regarder comme suffisamment exacte la valeur précédente de %.

i8o. Cela posé, si l'on fait pour plus de simpUcité

,

2(7$:-*- V) '-l/{^-'")
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nous aurons , en distinguant les deux valeurs de x

,

x' = a -t- b'i/^ , x" = a — b'[^

.

En nommant z', z" les deux valeurs correspondantes de z et faisant

pour plus de simplicité

(f)
= Ë m'/iK -*- V)b'cb ,

on aura

^„ ^ f<Pl^^Sc"^lmY(P-Qa'-^Qb'i/=i)e'^^'d^l-

Donc, en remplaçant Texponentielle e^^ par la fonction équivalente

cos (p -t- |/^ • s'm<p , et posant pour abréger

lî' = {P— Qa) cos (p — Qb'sin (p ,

R" = (P — Qa) sin (p -H Qb'cos (p ,

il viendra

z = C'(co5 (p + (/^ sin (p)-^- m^ ] co5 (pfUdv -*- sin (pfjRl'ch S

or ^

— - m^i/^ < cos pJ'B!'dv — sin ^jR' dv >
'>

z" = C '(co5 (p — \^ sin (p) -t- - m^ < cos (pfS! dv -»- 5m <pjK'dv >

-*- - m^[Aï] cos (prR"dv — sin <pjR'dv >
•

Pour tirer de ces deux expressions les valeurs cherchées des fonctions

p et q, il suffit d'observer qu'en vertu de l'équation z = p ^ qx

nous avons les deux équations

z' = p -^ q{a' -H b'[^) , z" =z p ^ q(a' - 6'^/=î)
,

lesquelles donnent

et par conséquent
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,, ^ } cos(p -t- i
—

r,
—- } sin (b

^ - m'\cos <pfB!dv -^ sin C^fH'dvl --~\cos ^fR'dv - sin (!pfB!dÀ ;

9= a6>^f
^0^^-^^-^^'^^- 4- è^ \cos<^jRch-sm<^JRd.\^-

Actuellement, si l'on change la forme des constantes arbitraires C et C",

en posant

C-C . C'-^C" . .

il viendra

a!

p = r, sin(ô^ -(p) -f^r, cos(ô^ - <p)

»)- - m^ ] cos (pJ'R'dv -i- sin (pffU'dv > ^ j
cos dpfR'dv — sin (pJ'R'di^ i

'>

b'q = y^ cos{ô^
—

(f))
— - m^'j cos ^J'R"di^ — sin (pfB!dv l •

En substituant pour B!, R" leurs valeurs, l'on donnera à ces expres-

sions de p et q la forme suivante :

b'q = YfOs{ô^ — (p) ~- -m^ < cos (pfP'dv — 5m (pjQdv ^

-^ - m \ cos <p fa'Q sin <p di^ — 5m (p fa'Q cos (p d^> >;

p = y^siniô,-(p)-^cos{Ô^-(p)

H- - m^ i sin (p fP'dv + cos (p fQ'dv >

3 m < sin (p fa'Q sin (p dv +- cos (p fa'Q cos (p dtJ >

m^% i cos (pJ'P'dv — sin (pJ'Q'dv i ~

Ole . )

-^ -rn' ^, \ cos (pJa'Q sin (p dv — sin ^Ja!Q cos (p dv i
'•>
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OÙ l'on a ft\it pour plus de simplicité

P' = P sin (sp -^ Q b'cos (p h
Q' ^ P cos(p — Q b'sin(p.

— V
i8i. Observons maintenant que la quantité a =

o(/f h- v^ ^^^V^^

elle même très-petite, puisque le numérateur

F' = - ly'sm 2Ô' - e'^ifrt 27-'

,

et qu'en outre la quantité K est très-peu différente de l'unité. L'on peut

en conséquence négliger d'abord le carré de a, ce qui réduit l'équation

v-\/{t^--') ^ ^' = j/(z^)' «'""" ne

(p = -ïnf{K -i- V)h'di> = -m^fdv\/K{ii^ V)-

Donc, en substituant pour K sa valeur (Voyez n.° 178) et taisant

pour plus de simplicité

nous aurons

Il suit de là qu'en négligeant la quantité du quatrième ordre donnée

par le carré de la fonction

F = — i y'^-cos 2Ô' - e\os 2r'

,

Ton a (ô = - ï^fAdv , ou bien
4 ^

(|5 = ^my(B-H 3H-i-^C)cZi^;

et en substituant pour B sa valeur, nous aurons

(fi ^ - m'( I -H 37^ -^ 5e; -^ - 2M^ -H ^ 2/V^)p
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Au reste il est clair qu'en imaginant développée ultérieurement l'équation

y^l ^^-m^\x - yiB ^ 2>H -^- G) -^ y'{B' -^ 3H -^ ^ G) cos{ô - Ô')L

l'on trouverait dans la partie constante du coefficient ^m^(5-t- 3H-*- ^ G)

la quantité qui a été désignée par g — i dans le n.° 80 : ainsi rien

n'empêche de poser

(p = (^ _ i)^, _- Im^/J^ -H
I
my(C -K ^H)dv.

Alors toute la partie proportionnelle à v qui doit entrer dans l'ex-

pression de (p sera censée comprise dans le terme {g — i)^' > et il

faudra avoir seulement égard à la quantité périodique et séculaire qui

naît des termes affectés du signe intégral.

182. Cela posé, si l'on suppose ù — {i — g)v = — |mV-^-etc.

dans les fonctions désignées par P et Q, on comprendra que ces

fonctions renfermant l'arc 2Ô et l'arc 3â , il est impossible d'avoir

dans les produits

P <î) , Q (p
cos ' cos ^

des termes périodiques dont l'argument ne soit pas associé avec un

multiple de l'arc | mV. Mais les intégrations qu'il faut exécuter pour

avoir les valeurs de p , q ne peuvent donner que des diviseurs de

la forme
d0 , dt d(^ l

dv dv dv n

dans lesquels la quantité - est excessivement petite par rapport à

S- = - m""-»- etc., puisqu'elle est formée par une combinaison linéaire des

argumens i ou / qui entrent dans les fonctions y'cosô',y'smô',£cosT', ssitir.

Donc on peut, sans crainte d'erreur sensible , réduire tous les divi-

seurs ;r
~^ ^ TF ^ ^^ quantité -^; ce qui démontre que l'intégration

dont il est ici question n'est pas de nature à produire une augmen-

tation d'un ordre supérieur à celle qui résulte du diviseur jm"'.

Tome 1. 27



210 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

D'après ces considérations on peut simplifier les valeurs de p et q

trouvées dans le numéro précédent en y faisant 6' = i et en sup-

primant tous les termes multipliés par a', lesquels sont nécessairement

beaucoup plus petits que les autres termes qui n'ont pas ce facteur;

on obtient par-là

p = y^sin{è^— (p) H— m^ }sin (pjP'dv -*- cos (pjQ'di'i •»

q == 7^co5(ô — (p) m^ Icos (pCPâo — siii (pfQ'df^i •

i83. II suffit maintenant de jeter un coup d'œil sur la forme des

fonctions P, Q posées dans le n° 178 pour voir qu'on obtiendra

la partie principale de ces expressions de p , ç en faisant

P = y' cos 6' = 'SNcosiit -H j3) ; Q = y'sinô' = 2Nsin(iii -*- ^) ;

et par conséquent

/fd. = fd.^Nsin(<P * « -. ;3) = _ 2 ^"j^-^'^^' -

dv dv

d(p _
ds> dv

dt
Donc , en profitant de la circonstance que la quantité i^ = - est

très-petite par rapport à -^, on en conclura qu'on a

^JP'di; = - 2Ncos((p •*- it -^ fi)

,

^^pldv = l,Nsïa{(i? H- i« -4-
i3) ;

et en remarquant qu'il suffit ici de prendre ^ = - m^ , nous aurons

enfin

p = ysin(ô^ — Ç") "*" ^Nsin{it -*- J3) ,

q = yfos{ô^ _ (f))
-(- 2IVcos (ic *-

fi)

.

Afin de prévenir une objection qu'on pourrait faire en examinant

de près l'analyse qui nous a conduit à ces deux dernières formules, il
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importe de remarquer que, dans le fond, elles sont indépendantes

des termes du troisième ordre qui entrent dans les fonctions désignées

par P et Q (Voyez n.° 178); de sorte que l'on aurait obtenu le

même résultat en supprimant d'abord la fonction du troisième ordre

-iti'X-*--m'\B' -i -H BH-^lclr'cos(ô-ô'),
4 4 ^ 4 r ^

qu'on voit dans l'expression de y -r- rapportée dans le n." 178. Et il

est aisé de voir que , par des considérations analogues , on serait

parvenu aux mêmes expressions de p et q , en ayant égard aux '

termes du troisième ordre qui font partie du second membre de

l'équation

$^ = -m'y'sin(ô-ô').

D'après cela, si Ton objectait que pour former lès équations différen-

tielles en p et q , à l'aide des équations

dp dy . ^ dô .

-f- = -f- sin 6 -*' y -y- cos 6 ,
d(^ dv ' di>

dq dy
f.

dd . .^ t= -/- COS o — y -T- sin 6 ,
dv dv ' dv

on ne peut, à la rigueur, avoir égard aux termes du troisième ordre

qui entrent dans la valeur de y-^- sans considérer en même tems

les termes du même ordre qui se trouvent dans celle de
-J-

, on

ferait tomber l'objection en faisant observer que l'uniformité du calcul

dans la recherche des coefficiens différentiels des éléraens nous a dé-

terminé à nous arrêter pour tous au second ordre; mais qu'en tenant

compte des termes du troisième ordre qui entrent dans la valeur de -j^->

on aurait rendu les formules primitives plus compliquées , sans rien

ajouter à la partie principale des fonctions p et q qu'il s'agissait ici

de déterminer.

1 84. Analysons maintenant les conséquences qui dérivent des deux

valeurs précédentes de p et q. Puisque p = y sinô , q = y cos ô ,

il est d'abord évident que l'on a p^ -*- (f = 7^ et par conséquent

/ = y^^- H- ^N^ -*. 2.G -*- ay^Ncos (ô^— ^ — k — j3).



212 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

Donc , en substituant cette valeur de y' dans l'équation

(p = (^ _ i)c; _
I
myVVp -.-

I
XXXf{G -H iE)dv

trouvée dans le n.° 1 8 1 , et supprimant la partie proportionnelle à p

1 1x1^(7^^ H- 1aN^)v , il viendra

(p = (g- _ i)p -)- 2 xafUdv -)- ^ mjGdv

-t- - m 7, 2 ' ^ .
'

4 '' d(p idt

dv di>

dt _5
dv ' '' dv 4

3

et en faisant , comme précédemment , ^ h- i^ = - m , nous aurons

(f)
= (g - I )p ^ 2 xafHdv -H

I
ïnfGdv -h 7 2iV5m(ô^ - (p - ic - i3)

.

Mais d'après le théorème de Lagrange Ton sait que toute équation

de la forme

(p = a -H y'2Nsin(b — (p)

donne

(f)
= a -t- y^^Nsin{b — a) -H ^ • -t

^^
LL. .+- ecc.

Donc , en négligeant les très-petits termes multipliés par y^, 7^ etc.

,

nous aurons • ','
; .'>

(p = (^„ I )(;-)- 2 rn\fHdv + - mCCdv

-*- y^^NsiaY -{g- ly-it-ji- ^vafHdv - 1 xti'fCdv l

Telle est la valeur de <p qu'il faudra regarder comme substituée dans

les équations

y sine = y^sin (ô^ — (p) -»- ^IVsin (ic + J3) ,

y cosô = y^cos{ô^ _ (p) -I- '2Ncos{k •+ je)
,

/ = y^ ^ 2/V' -^ 2C -H 2.y^]Vcos(ô^ _ (|) _ ic — _3).

i85. Reprenons l'équation

n(£ -t-/J = t^ -I- mycZf^ (~ ^'^ *~
2

^'^ ""
8 ^ /

"^ V "^y^^ >'>'' co 5 (6 — ô')



CHAPITRE SECOND. 21 3

trouvée dans le n.° 177, et remarquons que l'on a

^Nsm(it -i- JB) = y'sinô' ,
^Ncos{it-t- ^) = y'cosô',

et par conséquent

'/ = y^=* -t. y'^ H- 2y^2A^C05(Ô^ — Ç — fï — ^3) ,

y/co5(ô — ô') = 7" -». y2A^co5(ô^ — (p - iï — i3)

.

Donc, en substituant ces valeurs dans celle de «(«-*-/,), et suppri-

mant les termes proportionnels à i^ multipliés par la quantité con-

stante raV/, il viendra

(^-9
3 2 ^Nsm(ô.— (p—it — ^)

4 " '^1
d(p idt

di> dv

ou bien

n(c -H /^) = ç, -4- ^mlfs^di^ -f- o m^ffdv - ^ y;iNsin{è^ - d? ^ it - ^) ;

et en faisant, comme dans le n." 178 , e" = SM"^ -t- %H , nous aurons

n{t -^f) = P -H IxafHdv - - '/2A/-5m(ô^- Ç - ic - j3).

Il est démontré par là que la totalité des termes qui serablairoient

devoir produire une équation séculaire de la forme Àmjy'^dp, et

par conséquent dépendante de la variation séculaire de l'obliquité de

l'écliptique 5e détruit exactement.

Ainsi la longitude moyenne de la Lune exprimée par sa longitude

vraie , mesurée sur une écUptique fixe , renferme deux équations séculaires

seulement. La première dépend de l'intégrale de Ja variation séculaire

du carré de l'excentricité du Soleil ; la seconde (absolument insensible

en vertu de la petitesse des coefficiens représentés par y^N) est

composée de termes ayant une période excessivement plus courte

,

car la période des arcs

ô^ — (p — ic — J3 = ô — (i — g)v — it — ^ — etc.

diffère fort peu de celle du nœud de l'orbite de la Lune.
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i86. Au reste il n'est pas difficile de démontrer que l'équation

séculaire — ^Y^]Vsin(ô^-— (p — ic — j3) disparaît dans l'expression de

la longitude de la Lune mesurée sur l'écliptique vraie.

Nommons v la longitude de la Lune sur l'écliptique vraie, comptée

depuis un point équinoxial fixe ; et soit i^ l'angle dont la tangente

est y , c'est-à-dire l'angle formé par l'écliptique vraie avec l'écliptique

fixe. Il est clair que p^ — ô' et p — ô' expriment les distances au

nœud formé par l'intersection de ces deux plans. Donc, en désignant

par »S la tangente de la latitude de la Lune par rapport à l'écliptique

vraie , l'on aura , d'après les formules connues pour déterminer les

ascensions droites et les déclinaisons par les longitudes et les latitudes

,

, .

,

s sin i, + cos i. sin{i> — 6')

^
, ..

tang{v^- ô) = ,o.(P - 6-)
'

s cos i^ — sin i^ sm(v — 6')

|/(i-t-5S) l/{i -*-ss)

La première de ces deux équations donne

tang(i^, - 6') - mng(p - Ô') =
^^^^^_V)

-^'"^ ^ h^^^ëi^ - ^ ) '

ou bien

sin{v^— p) = 5 sin i^ cos{v^ — ô') — 2 sin\i^ sin(i> — è') tang{v^ — ô')

.

La petitesse des facteurs qui entrent dans le second membre de cette

équation permet d'y faire v^ — v , et alors on a

sin{v^ — v) = s sin i^ cos{i^ — ô') — sin | i, 5m (af — 2Ô') ;

d'où l'on conclut, en négligeant le cube de sini^ ,

v^ = V -*- ssini^cos{y — ô') — sin^i^sin^pi^v — 2Ô') ;

et en faisant sini, — tangi^ = /; ^in^i^ — |y'% non aurons

p^ = p H- sy' cos{i' — è') — |y^5m(2(^ — 2Ô') .

Mais

y co5(p — ô') = cos(''2Ncos{it -*-
J3)

-^ sini>'2]Vsin{ic -*- ^) ,

ou bien

y'cosiy - ô') = 2Ncos{v - ic - i3) ;
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partant on a

(;^
= p -t- s'2Ncos(v — iî — J3)

— |y'*5Jn(2(^ — 2Ô').

Cela posé, si l'on observe qu'en substituant dans l'équation

s = sinv-y cosù >— cos v-y sine

les valeurs de y sine, ycosô trouvées dans le n.*' 184, on obtient

s = y^ sin(y — ô^ -<- (p) -t- '2Nsin{v — it — J3) ,

on en conclura qu'en négligeant les termes de l'ordre de y'^ l'on a

^ = ^ - |y,2iV5m(Ô, _ (p - i£ _ ^)

-H |y^2A^5m(2ç^— ô^ -H Ç> — ic — j3).

Donc , en négligeant la partie périodique et insensible représentée

par ^y^^Nsin{iv — ô^-t-
(f)
— it — j8) , et rapprochant cette équation

de celle qui détermine la valeur séculaire de n{t -»-/), il viendra

ce qui est conforme à la proposition énoncée au commencement

de ce n.°

187. En continuant de considérer le mouvement de la Lune par

rapport à l'écliptique vraie l'on en tire une autre conséquence digne

de remarque. Voici en quoi elle consiste.

Nommons / l'angle qui mesure à chaque instant l'inclinaison du

plan de l'orbite de la Lune avec l'écliptique vraie. En imaginant le

triangle sphérique formé par ces deux plans et le plan fixe, et posant

pour un moment y = tanga, l'on a l'équation

cos I = cos acosi^-t- sina sini^cos(ô -^ ô') ,

laquelle , en se rappelant que tang i, = y , donne

Donc, en y substituant pour yy'cos{ô—ô') la valeur trouvée dans

le n° 186, nous aurons



3l6 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE. '

développant le radical et négligeant les quantités d'un ordre supérieur

au quatrième , nous aurons

cos / = I -^/ -^ ^ï'^-rii-lf-lï'^Ncosiô- (p-ic~fi)

Mais nous avons vu dans le n." 184 qu'on a

y" — y^ -^ y'" -*- ^y^Ncos{è^— (p ^ it; — ^y_^

donc, en substituant cette valeur, il viendra

et en négligeant les quantités qui passent le second ordre

d'où l'on conclut

En comparant cette expression de tangl avec la précédente de

tangua. = y'^, on voit que le terme séculaire y'^ n'entre pas dans la

valeur de tang^I, et que même la partie variable

-y^pIVcos(ô^^(p-'it-j3)\^

est beaucoup plus petite que la partie correspondante

2y^ 2 Ncos(ô^ — (p — it — jS) ,

renfermée dans y^ De sorte que l'on peut considérer l'angle / comme

une quantité sensiblement constante, et établir l'équation tangl ^=y^\

ou bien en conclure qu'en vertu des valeurs de y^ et yy'cos{ô — ô')

trouvées dans le n.° i85, ou a l'équation

tang^I = (y cos ô — y' cos
è'f'

-»- (y sin ô — y sin ô')^
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Tel est le véritable fondement sur lequel repose cette vérité con-

firmée par l'observation, savoir, que l'inclinaison moyenne de l'orbite

vraie de la Lune à l'égard de l'écliptique vraie demeure invariable.

Ce théorème est analogue à celui qui a lieu lorsqu'on considère l'ac-

tion réciproque de deux planètes seulement; mais il importe d'observer

que c'est en vertu d'une cause bien différente. Car l'action réciproque

du Soleil et de la Lune n'entre pour rien ici , où ^invariabilité d'in-

clinaison dont il est question dépend entièrement de l'action que les

planètes exercent sur la Terre , et de la réaction qui en résulte sur

l'orbite de la Lune.

188. C'est en vertu de la même proposition que la latitude vraie

de la Lune est indépendante du mouvement séculaire du plan de

l'écliptique. En effet l'équation

5 s cos i^ — sin i^ sin{i> —• 6')

\/{i-*-SS)
~

(/(i-(-iî)

(Voyez n.° i83) donne > en négligeant les termes multipliés par y'\

S s—'ZNsin{v — it—P).

mais nous avons vu dans le même numéro que l'on a

partant
S _ 'y,sin{v — ù,-*- (p) _

d'où l'on tire

Le second terme de cette expression est insensible.

189. Reprenons actuellement l'expression de -y- trouvée dans le

n." 177. En y substituant au lieu de y^ et 7y'co5(ô— ô') leurs valeurs

données dans le n.° i85, nous aurons

- ipm'e"co5(2OT-2r')-||m'y'^co5(2OT-2Ô');

Tome I. . %8
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OU bien .^ .vj^^i :. -. .: .;.u ,.

—^ m'' e'^ C05(2T3- — 2r') —
Il

m'' 7" C05(2OT — 2Ô') .

Or, en imaginant cette équation développée ultérieurement, il est évi-

dent que la partie constante serait égale à celle désignée par i — c

dans le n° 80; donc en intégrant et remplaçant par (i — c)p le

terme proportionnel à v , l'on aura

tir = îjx^ -H ( I _ c)p -H
I tafe'dv

- |mffdv -»- | y 2 A^ siniè^ ^(p^U-jS)

—^ ïïi'rs"'cos(2-aj — 2T')dv — i| myy'^cos{2Z!T— iù')dv .

Cela posé , si l'on applique aux deux intégrales

_ ^ myi"cos{2^- %T)dv ,
- g myfcos(2^ - 2Ô')aV

un raisonnement analogue à celui qui a été exposé dans le u.° 182,

l'on en conclura que tous les argumens donnés par les fonctions

e'^ co 5 ( 2îE7 — 27-')
,

7'^ cos (2îi7 — 2Ô') se trouvent associés avec l'arc

2(1— c)p = I ra^P -H etc. , et qu'en conséquence il n'en peut résulter

aucun terme sensible, même après l'évanouissement du facteur m
qui multiplie ces deux intégrales. D'après cela nous pouvons réduire

l'expression précédente de w à celle-ci ^

^ = ^.^(i^c)v-^l tafe'dç - 1 myfdi^ -^
f 7;^

iV sln(ê^ -(p-it-JS).

Pour rapprocher de ce résultat celui qui se rapporte à la variable e

,

il suffit de substituer dans l'équation

= ^,-V>(r, -ï)
eti'

(Voyez n.° 177) la valeur de 7^ trouvée dans le n.° i85; alors

l'on obtient

190. On voit par cette dernière formule que la constante arbitraire

désignée par e renferme des termes séculaires, qui sont fonction des

variations séculaires du plan de l'écliptique. La même propriété subsiste
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aussi à l'égard de la constante correspondante f, qui représente

l'excentricité de l'orbite de la Lune mesurée sur son propre plan.

Car, en réduisant à s = ^(i—
ly"")

la valeur de s donnée dans

le n.° 127 et éliminant e au moyen de l'équation e = ^,(1 — f 7,^-^-|y^),

on en tire € = ^/{^ — jïl^
-*-jï^)'- donc, en remplaçant -y^ par sa

valeur trouvée dans le n.° i85, on aura

I — |r; - iy" - ly,:2Ncos{Ô-(p -it~jB)\.

Il est vrai que ces termes variables et séculaires qui entrent dans

l'expression de e et f, étant délivrés du signe intégral et de plus

multipliés par la fraction e^, sont physiquement insensibles dans les

observations propres à déterminer l'excentricité de l'orbite de la Lune.

Mais, sous le rapport de la théorie, il est très-important de remarquer

qu'il faudrait recourir à des termes d'un ordre supérieur à ceux que

nous avons considérés dans ce paragraphe pour voir naître dans l'ex-

pression analytique et séculaire de e des termes dépendans de l'ex-

centricité du Soleil. Ainsi il résulte de notre analyse qu'il est impossible

qu'il y ait dans la partie variable et séculaire de e ou de £ un terme

du quatrième ordre de la forme A m^ e'^

191. Le grand axe a de l'orbite de la Lune jouit d'une propriété

analogue. En effet les variations séculaires de cet élément doivent

être déterminées d'après l'équation - =3 ^fd'Q, (Voyez n.° 64).

Mais nous avons trouvé ( n."' 1 7 1 et 1 77 )

partant il est clair qu'on a

-^/d'a==-—3^(i-H2y, -|y w-fe);

et par conséquent

o- <y o-m*/ 2 32 3 2\

Il suit de là qu'en négligeant les termes multipliés par m"*, on a
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Maintenant , si l'on néglige les quantités d'un orde supérieur au second

qui multiplient m^ on peut réduire e"* à sa partie constante e^

Alors, en substituant au lieu de 7^ sa valeur trouvée dans le n.° i85,

on aura , no* . ZZ i
•'/:

—
I m"" 7^ 2 A^co5(ô^ —

(f)
— iî — i3) ;

c'est-à-dire une expression où la partie séculaire est insensible, mais

indépendante d'un terme du quatrième ordre de la forme A m^ c'\

192. Cette dernière conséquence paraîtra au premier coup d'œil

contraire au résultat trouvé par M. de Laplace dans la page 212 du

troisième volume de la Mécanique céleste ; oii il est dit qu'en posant

u = -[i-t-e^-Hl7"'-4-e(i-t-e^) cos{ci> — icr) -t- etc.]

on doit prendre pour la quantité représentée par a une expression

telle qui renferme le terme séculaire du quatrième ordre - • '>

é étant l'excentricité de l'orbite du Soleil.

Mais ,
pour la clarté des idées , il est essentiel de remarquer que

la condition qui sert à déterminer dans la page citée la partie variable

et séculaire de a , est fort différente de celle qui caractérise le demi-

grand axe de l'orbite de la Lune , au moyen de l'équation

a ai '^

On sentira plus fortement la nécessité de cette distinction en ré-

fléchissant que le terme principal ^mfs'dç de l'équation séculaire,

qui, d'après notre analyse, résulte de la variation séculaire de Vépoque,

a dans la Mécanique céleste une origine telle qui , sans une connais-

sance intime du sujet ,
porte à attribuer son existence à une variation

séculaire inhérente au moyen mouvement. En effet il est dit à la

page 216 du volume cité que le terme ^ux'Js^'di^ naît de l'inté-

eration du terme ^-^ •> en vertu de la fonction séculaire
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renfermée clans la valeur de - . Or cela est sans cloute exact, lors-
a

qu'on a unicjueraent pour but d'intégrer les équations différentielles du

second ordre et d'arriver à l'expression du tems en fonction de la

longitude vraie de la Lune. Mais il ne faut pas perdre de vue

qu'une telle conception entraîne le mélange des variations séculaires

appartenantes à différens élémens , et cju'on ne peut ensuite les

séparer sans une analyse précise
,
qui n'ait en elle même rien de

contraire aux formules propres à la détermination de la partie variable

de cliacun des élémens du mouvement ellipticpie.

Pour mieux prouver la justesse de ces réflexions, nous allons faire

voir c[ue le terme dépendant du carré de l'excentricité du Soleil

,

analogue à celui c[ue M. de Laplace obtient dans sa valeur de a ,

dérive du développement de la fonction e cos{y — ot) , en vertu de

la combinaison des termes à courte période renfermés dans la partie

variable de l'excentricité et du périgée de la Lune. Gela achèvera de

démontrer que, analytic|uement parlant, il y a, même dans la seule

partie séculaire , une différence absolue entre la fonction cpi représente

le demi—grand axe de l'orbite de la Lune, et la fonction représentée

par a dans la Mécanique céleste, et nommé plus expressément demi-

grand axe de Vorhite dans la page 162 du second volume des Mé-

moires de l'Institut de France.

198. Réduisons les expressions de -j- •> -1— données dans le n.° 68

à celles-ci

de

ce?ET

En faisant

Û(i) _ 3 M' 11!^ _ 3= —
I m 7 sin{v — 6)

on a d'abord

de (1 -•- 7*) f\ • / \ q^a./ X

-^ ^ —~ "(.)Co<*^ - w) -H ^m y cos{i> - w)

.
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Maintenant, si l'on fait (Voyez n.° 169)

5'^ = lfi ss' = Irr'cosii^ _- „'_ ô H- ô')

,

il viendra

Mais, d'après les résultats trouvés dans les n°' 178 et i85, nous avons

77 cos(ô — 6') = 7'^ >t- 7^ ^Ncos{ô^— (f)
— ic — i3) ;

partant

Cela posé, si l'on substitue au lieu de h sa valeur h = A (i •4- 87^^- 87^),

il viendra

Il suit de là qu'on a

^= lm'[i-^Se'-^ls''--l/-ly,2Ncos(ô-(p^ifjB)lism(^-^),
de

^-|m'[iH.3eV|£'^-|7=-|7,2A^co5(ô^-(p-it-i3)]co5(p-ti7).

En éliminant 7^ au moyen de l'équation

7^ = 7^^ -t- 7'^ -H 2y^'2Ncos(ô^ —
(f)
— i/; — j3)

,

et posant pour plus de simplicité

B= i^3e^-|.'^-f7;-fr'%
on obtient

J-
= |ra'55m(p - ot) - mV,2A^5m((^ - ,^ _ cp - ic -h ô^ - j3)

— mV ^Nsin{i> — w -»- (p -»- i c — ô^ -(- j3)

,
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-j- = — i mBco&{v — îs-) -t- Tay^ ^Ncos{v — -s; — (p — it -*- ô^ — j3)

-t- m^y 2A^co5(p — w -(- (p -)- iê — ô^ -H j3) .

Actuellement , si l'on conçoit que dans le second membre de ces

équations on ait substitué au lieu de -ar la valeur donnée dans le

n° 1 89 , ou trouvera , en intégrant ces expressions conformément au

théorème démontré dans le n.° 5i ,

^ I ra^^ i / du\ dB }

2. du l
>• dv / B-dv\^

di>

2 -^Ncosiv — -m — — it— B •*- è)
-t- m y ^ ^- r-^

'' du d(p idt

dv du dv

-t- m Y, 2 !^ T—r- r-^ '-! 1
' • du dp i dt

\ 1
L._)

dv du dv

^ I jri'B
eùijs = — sm < p — or -t- e

/ du\
rfi

(?);
a c?t7 i \ du J B'du

2 -«r- Nsinlu — tJ — 0— it— B-*-6)
-4- m y, 2 ; rz ^"1

'' drj d(p idt

du du du

-, ^ Nsitiiu — -u '^ -*- it-*- B — &,)

'' du d(p idt

du du du

Cela posé , si avec ces valeurs on forme la fonction

le cos{v — 137) -f- e Sw sin{v — ot) ,

qui représente la partie principale du développement du terme e cos{v--uy),

on obtiendra

Se cos{v — w) -H eSw sin{y — ot) =

)/ d'a\ dB } I m'-B \ ( du\ \e N
)y ~'d^)'ÏÏ^\ ""

4
*

^ _ ^^^ /

^ ^ du) B. dut
I ni'B
- ' r- COS
4 d'cr

du ' du
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2 y-.Ncos(<p-t- it-i- ^ — ô.) 2 ^Ncos((p-i-it-t- B—ô,)-^my^z ^-i-- —^—r~- -4- m y 2 ^-J--
,^

^
.

''

'' dvT d'p idt '' dzj dp idt

. . dv dv d\> dv dv dv

L'expression de B posée plus haut donne

dB ^ de 5 , df' g , de'

dv dv 2. dv dv

Ainsi il est évident que les arcs exprimés par les fonctions

y 'd^j'B^'' ^v (à') dv

sont réductibles à une suite de termes séculaires d'une petitesse exces-

sive , et que par conséquent on peut ici supposer sans erreur sensible

cos
/ du\ dB } ( / (/ct\ V/''
y^-d^JBTd^] = ^' ''']'{'- -d^JWTdiTi- ''

Donc , en négligeant les très-petits termes compris sous le signe som-

matoire 2, il viendra

§e cos(y — lo") -H e àxiT sm((^ — tc") = •

dZT

La valeur de ot trouvée dans le n.° 189 donne

— = (i — c) -t-
I
m e — I

m 7 -- etc. = | m -»- etc.

Donc, en substituant pour B sa valeur et négligeant les quantités

d'un ordre supérieur au quatrième , on aura

le cos{v - •nr) H- e Sra- sin{v -w) = - 1 m''
|

i -•- 1 e"" + | m'' -+- 3e^ " 4 7;^ -
f
/^

|
•

Si l'on observe maintenant que l'équation h^ = h^{i -*-7^ — y^) donne

h^(i -*- y"*) = h''(i -^-
7

^ -*- 7 V^) , on en conclura qu'en considérant seu-

lement le terme principal de la partie constante et séculaire , on a

o-eco5(p — ct) I mV { 3/2 32 32 52 5 '2?- )t .,_^- ^^.ir^ _3e _|y _Oy
^.m

La seule inspection des valeurs générales de -^ ^ j- suffit pour
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démontrer qu'il est impossible d'obtenir dans cette même fonction

d'autres termes semblables du quatrième ordre en ayant égard à la

combinaison des termes à courte période renfermés dans les expres-

sions complètes de Ji et y^

Concluons de là que la valeur elliptique de u fournie par l'équation

donne par son développement

<T\/(i -^ ss) <rm* ( 0,2 iw ^3 93 (îa?
7/ := -<L1 L _ . ;!-»--£— - V -t- - m -f- de — 2 y s"— h\i^f) h;

l
^^ 4 / -^ 4 »" -^

«^'^z 4/,^

-t- etc.

et qu'en conséquence la valeur complète de u doit effectivement

renfermer le terme séculaire — |m^£'^r^; mais que ce terme ne

saurait, par son origine, faire partie du demi-grand axe de l'orbite

de la Lune.

Cependant, pour nous conformer à la division analytique des quan-

tités , il faudra regarder comme terme principal de la valeur séculaire

de u le terme du second ordre qui naît du développement de la

fonction ~f^—^ •

En effet il est évident que l'on a

<r/(l -t-55) 0-/ 213 ,\-^ ïT- =7^(1— 7,-*-4y *• etc. )
•

Donc, en substituant pour y^ sa valeur séculaire, et retenant seu-

lement les quantités qui ne passent pas le second ordre, on aura

-^ 5-i = 7-. < I — T y, -H- 4- 7 -^ è r, 2 Ncos(ô^ _ (ô — ic — j8) ^
•

Mais il est clair que cette dernière partie séculaire disparaît dans

l'expression de la parallaxe de la Lune; puisque le sinus de cette

coordonnée est proportionnel à la fonction

u ff { e cosÇf — w) ?

Tome I. ao
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L'observation immédiate de la parallaxe de la Lmie , même en la

supposant susceptible du plus haut degré de précision , ne pourrait

donc rien nous apprendre sur l'existence de ce terme séculaire du

second ordre. En général l'observation des phénomènes donne des

effets composés , et on ne peut déterminer les véritables lois qui les

régissent qu'en étudiant les détails qui paraissent minutieux et sans

importance réelle. Le seul phénomène sensible qui a signalé jusqu'à

présent l'existence de la variable y' dans le mouvement de la Lune

est l'invariabilité de l'inclinaison de son orbite par rapport à l'éclip-

tique vraie. Mais la théorie seule peut expliquer la véritable cause

de cet effet, et faire voir les autres conséquences qui ont été déve-

loppées dans ce paragraphe.

194. En continuant de considérer uniquement la valeur de u, on

voit que si l'on ajoute la partie séculaire du second ordre avec l'autre

du quatrième ordre trouvée dans le numéro précédent, on obtient le

terme séculaire t^(\ -*- \'^^^)ï"'- ^^is il est essentiel d'observer que

ce coefficient de 7"' ne peut être exact, du moins jusqu'aux quantités

du second ordre inclusivement. En effet l'intégration exécutée dans

le n.° i83 pour obtenir les valeurs de p — ysinô et q = ycosô

a abaissé de deux unités l'ordre des coefficiens. Ainsi, pour avoir

avec précision le coefficient qui tient la place de ^^ ( 4
"*" 4"^')' ^^

aurait fallu considérer les puissances supérieures de la force pertur-

batrice , afin d'obtenir une valeur séculaire de /, où le cofficient

de 7'^ eût été exact jusqu'aux quantités du second ordre inclusive-

ment. Cette circonstance rend beaucoup phis difficile le calcul des

termes séculaires multipliés par 7" lorsqu'il s'agit de développer

( au-delà du premier terme ) des fonctions qui n'ont pas explicitement

le facteur du second ordre m^
Si l'on voulait, par exemple, en s'appuyant directement sur l'équation

de =

\(- l/(^"-/^*)
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démontrer le résultat trouvé dans le n.° i85, savoir que l'équation

séculaire de la forme Amjy^ch est absolument nulle dans l'expres-

sion de la longitude moyenne de la Lune;, il faudrait tenir compte

dans la valeur de u de tous les termes de la forme (JS^0mt-0'm'^y/~^

ce qui exigerait un calcul très-pénible.

Jusqu'à présent on a éludé cette difficulté en faisant y' = o avant

d'intégrer le second membre de l'équation précédente. Un tel artifice

peut être toléré , lorsqu'on a démontré par d'autres moyens que le

terme principal de l'équation séculaire due à la variation séculaire du

plan de Fécliptique doit se réduire à zéro. Mais, en examinant de

près la démonstration publiée par M. de Laplace, relativement à la

destruction mutuelle des termes en question , on reconnaît que cette

importante vérité n'a pas été établie avec la rigueur qu'on est en

droit d'exiger sur un point aussi délicat de la théorie de la Lune.

195. C'est sur tout dans son premier Mémoire sur l'équation sécu-

laire de la Lune ( Voyez le volume de l'Académie des Sciences de

Paris pour l'année 1786) que M. de Laplace a entrepris de résoudre

directement cette difficulté. Il est entré dans des détails qui nous

paraissent préférables à tout ce qu'on lit à ce sujet dans les deux

pages 184 et i85 du troisième volume de la Mécanique céleste. Et

nous ignorons pourquoi M. de Laplace n'a pas jugé à propos de

reproduire cette démonstration dans ce dernier ouvrage , en y ajou-

tant les développemens nécessaires pour la mettre à l'abri de toute

objection.

Quoiqu'il en soit , revenons au volume cité plus haut et remar-

quons que M. de Laplace est conduit ( Voyez page 262 ) à calculer

la partie séculaire renfermée dans l'intégrale correspondante à celle

que nous désignons par — 2 /d'^. Nous avons examiné avec atten-

tion, si son résultat donnait les termes rapportés plus haut dans le

n.° 191. Voyant que nous n'étions point d'accord sur ce point, nous

en avons cherché la cause radicale , et voici a quoi tient cette discor-

dance. M, de Laplace n'a pas remarqué

,

I." Qu'en formant directement la différentielle

,,^ (10. , ria
i

dO. ,

ail — —- cli> H

—

r- "" -•
r- <"

di> du ds
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au moyen de son expression de /? posée dans la page 246 du volume

cité, il arrivait que les deux termes multipliés par yy s'm{p — è')dv

s'y détruisent exactement, comme nous l'avons démontré dans le n,° 170,

2.° Qu'en vertu de la destruction de ces termes , la valeur de d'Q.

qu'il suffit de considérer ici peut être réduite à cette forme

,, ^
Srii!^ /i — 2 -sA > _ M'iP ./ i — 2-ss\

^

^ 4 V ï^ )l
~ 4 \ "' /

3.° Que la partie principale et séculaire dépendante de y et /,

qui entre dans le développement de la fonction

4

n'est par réductible à un terme de la forme

M'A \{ycosù — y cos ô'f
-*- (y sin é — y sïti è'f \ ;

c'est-à-dire au produit de M'A par tang^I, d'après ce qui a été dé-

montré dans le n.° 184.

Cela posé, on conçoit pourquoi M. de Laplace n'obtient aucun terme

séculaire de la forme Ainy"^ dans son expression de l'intégrale

— 2,fd'Q. Mais la vérité est, que c'est précisément à cause que le

contraire a lieu qu'il existe entre les coefficiens numériques multipliés

par mfy'^dv la relation nécessaire pour rendre tout-à-fait nulle

leiu' somme dans la valeur de n{t-^f^ trouvée dans le n.° i85.

Au reste il est impossible de fixer les idées sur tout ce qui tient

à la partie séculaire des élémens elliptiques du mouvement de la Lune

sans construire et employer des formules, où toutes les quantités d'un

ordre déterminé soient conservées et discutées conformément au but

que l'on s'est proposé. C'est le principe qu'il nous paraît d'avoir suivi

à la rigueur dans tout ce qui précède. S'il avait été observé dans le

Mémoire en question, ou dans les formules exposées dix années plus

tard dans le second volume des Mémoires de l'Institut, on y verrait

des termes de la forme ^mV'yjp dans la partie séculaire du nœud

et du périgée de la Lune : l'absence de ces termes suffit pour démon-

trer qu'elles sont incomplètes. Ainsi il n'est pas surprenant, s'il y a
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une discordance aussi marquée dans tout ce qui dépend des termes

nés de l'existence de la tangente 5' de la latitude du Soleil par rap-

port à un plan fixe.

Après avoir ainsi analysé les différentes questions qui ont été

traitées dans ce paragraphe , il devient nécessaire de considérer le

même sujet sous un autre point de vue, qui a un rapport plus im-

médiat avec les résultats définitifs consignés dans cet ouvrage.

En dernière analyse on doit déterminer la partie séculaire ou pro-

gressive qui s'ajoute à la partie constante de chaque élément, au

moyen du développement des équations différentielles du second ordre;

ainsi nous ne pouvons pas nous dispenser de chercher les principes

généraux qui doivent être suivis dans leur intégration, pour que l'effet

de ces mêmes variations soit compris dans l'expression complexe des

coordonnées de la Lune.

S 7-

Principes généraux pour avoir égard aux (variations séculaires des élémens

de torbite de la Lune dans le développement et l'intégration des équa-

tions différentielles du. second ordre.

196. M. de Laplace a traité le premier cette question dans le se-

cond volume des Mémoires de l'Institut de France pubhé en 1797, et

il a trouvé les premiers termes du mouvement séculaire du nœud

,

du périgée et de la longitude. Cependant son analyse comprenait aussi

les variations semblables qui peuvent affecter l'excentricité et l'incli-

naison de l'orbite. Il n'y a nul doute que les variations de ces deux

élémens seront éternellement insensibles , si la gravitation universelle

est runiqu.e force qui trouble le mouvement des corps qui circulent

autour du Soleil. Mais une théorie doit attacher autant d'importance

à la valeur absolue des quantités qvi'à la forme des expressions algé-

briques par lesquelles elles sont représentées. Or, en considérant sous

ce dernier point de vue les formules trouvées par M. de Laplace,

nous avos remarqué avec surprise qu'il a été conduit à ce principe.
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savoir ce que l'excentricité de l'orbe lunaire et son inclinaison à

» l'écliptique vraie sont assujetties à des variations séculaires propor-

» tionnelles à celle de la parallaxe » ( Voyez page 1 74 du second

volume des Mémoires de l'Institut). Ce qui revient à dire qu'il y a

dans l'expression de e et y un terme du quatrième ordre de la forme

Arns^. Nous avons trouvé, au contraire, dans le paragraphe précédent

que d'après nos équations l'existence d'un tel terme est inadmissible.

En réfléchissant sur les différens points de l'analyse par laquelle

M. de Laplace lie les deux variables y et ô par l'équation

et les deux variables e et ot par l'équation semblable

(isr / du\

di> \ dv )

(iV^^= ^

(Voyez pages i65 et 171 du second volume des Mémoires de l'Institut)

nous croyons en avoir découvert le vice dans une espèce de double

solution dont est susceptible le problème suivant , lorsqu'on le con-

sidère isolément,

197. Supposons d'abord qu'il soit question d'intégrer l'équation unique

^ -t- 5 -t- Pysin{i> — ô) = o ,

où P, y sont deux fonctions de v données explicitement composées

de quantités constantes et de termes périodiques qui varient avec une

excessive lenteur ^ et que è contient une première partie constante,

une seconde proportionnelle à p, et une troisième composée de termes

périodiques croissant pareillement avec une excessive lenteur.

La solution directe de ce problème est fournie par la formule géné-

rale rapportée dans le n.° 87 , de sorte que l'on a

s = cosvfPy sin{y — ô) sin vdv — sin vfPy sin{v — ô) cos v ds> .

Donc , en faisant pour plus de simplicité

dv
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il est facile de voir que nous avons i>/I ic

s = -^cosvTPycosèdv-^^sinvjPysinèdv '

—
I

cos (^P'd-$in(2i> — ^) -*- h ^''"' ^J'P'd-cos{Q.v — ù) ;

d'où l'on conclut en intégrant par parties. ..r.; 3,.,^ ._,;;ji;|^ r.,^ /-l'-jb %' •

5 =: —
I
P's'm{y — ô) -t-

I C05 p/^Py co5 6 c?p -+- | ii/z ty Py 5Î/i q di^

-+-

I
C05 vrsin(2i> — 6) dP'— | 5m vJcos{2v — ô) c?P'.

Maintenant, si l'on observe que, par hypothèse, les trois quantités

dy dP d'ô , , , • T 1 (-

7f
'' d~

'' 7^ ^*^"' composées de termes périodiques ayant des lac-

teurs très-petits, on accordera que les intégrales Jsin(2ç — ô)dP'
,

Jcos{iiv — 6) dP' donnent nécessairement des termes périodiques qui

peuvent être négligés en comparaison des autres ; et que par consé-

quent la valeur précédente de s peut être réduite à celle-ci :

5 = —
I Ps'm{v — ô) -(-

I
cos vfPy cos ôdv -*- ^ sin vfP y s'm 6 cZp .

Mais nous avons /-,a\

fPycosùdv —
I -^~d-sin6 ; fPysïnèdv = —f ^.

^
d-cos6.

Donc, en intégrant par parties, il viendra
u::iirjoî£ j;;/)'): i-

sm&d^ù
JPycosèd.= -J-^^ J^^d-Py-^J ^ dv

fPysinéd, = l-^^-^J -^^dPy-J ^
^^.

dv,

ce qui donne .:,

_ Py siniy — Ô)

^ ~ "" ^/ __^\ '"' '"^^ "^ '^'- ^^'^'- '"^

dv\ di>)

1 r dp sin ù T -n 1 . /^di> cos è , „

1 rPysinbd^^ , 1 • /^PfcosÙd^Ù ,
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Cela posé , si l'on se rappelle que les fonctions de p représentées

par 6 et Py sont , par hypothèse , de la forme _

ô = li ^ Av -^ '2B sïn{cf.v m- /S) ,

Py =. K'-^ 'E0sin{oc'i^ w- j3) ,

on en tirera en différentiant ''^'i
*^ûq înm^oifii: a.) j/jl

a '.

-T- = A -i- ^ aB cos (af -f- j3) 5
'^
^^

-— = — 2 a'B 5m(ap -»- j3) ,

^;P^ = 2a'j3'co5(aV -^i3).

innfrMifil^li

do

Donc , en ajoutant aux conditions primitives celle que la constante

désignée par A, ainsi que son carré, soit une quantité très-grande

en comparaison des coefficiens aB , àB\ on en conlura qu'il est

permis de négliger tous les termes affectés du signe intégral; ce qui

réduit l'expression précédeiite de 5 à celle-ci

Pv sin(y — ô)

r V . di'X dv ) ' ' '

Il est évident que pour avoir l'intégrale complète de l'équation pro-

posée, il faut ajouter à cette valeur de s un terme de la forme

ysin{y — ô), dans lequel y^ et ô^ désignent deux quantités absolu-

ment constantes et arbitraires. Il suit de là que si l'on fait pour plus

de simplicité

/-, rr A F y. cos ô Wn-^WCcosn=:y^cosô^-~ ^^^^ .

dv \ dv)

Qsmïl^ y, sin Ô, - ^^^- ^ .

dvV dv)

l'on a

5 = G sin{v — H)

pour l'intégrale complète de l'équation ,

-_ -H 5 -)- Py sin{v — ô) =^ o .
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198. Mais si 5 au lieu de considérer le problème sous le point de

vue qui vient d'être exposé , on cessait de regarder comme données les

deux fonctions de p représentées par 7 et ô , et que l'on deman-

dât de déterminer ces mêmes fonctions de manière que l'équation

—i H- 5 -(- Py sin{v — 6) = o

soit identiquement satisfaite en prenant

s = y sin{v — ô).

Alors il est évident que la question se réduit à rendre identique

l'équation

^ ^
l

dv \ dv) ' dp ^

résultante de la substitution de la valeur de 5 dans la proposée.

Or il est clair que cette équation sera satisfaite, si l'on égale sé-

parément à zéro le coefficient de sin{i>— è) et celui de cos{v — ô):,

c'est-à-dire, si l'on conçoit les valeurs de ô et 7 telles que l'on ait

dy { dù\^ . „.

rfp \ df-'J ' dv>^

La seconde de ces équations est , comme l'on voit , indépendante de

la fonction P, et devient immédiatement intégrable en la multipliant

par 7; de sorte que, c désignant une constante arbitraire, l'on a

a/ d^\

yy-d.)-''

Il suit de là que la valeur de 7 doit satisfaire à l'équation

Tome I. 3o .
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Mais il est impossible d'en trouver l'intégrale complète, sous forme

finie
, par les méthodes connues. Néanmoins on peut en tirer plusieurs

conséquences et l'intégrer par approximation dans le cas où P est,

comme nous le supposons ici, une fonction de v dont les coejfficiens

différentiels sont très-petits.

En la multipliant par dy et intégrant , on obtient

ou bien , en intégrant par parties

,

c désignant une constante arbitraire.

Il est évident que cette équation serait rigoureusement satisfaite en sup-

posant y quantité absolument constante et en faisant 7 = |/c , c' = 2c;

mais alors l'équation vX^"" J") ~ *' "^ peut être satisfaite autre-

ment qu'en prenant aussi une quantité absolument constante pour 6.

Cependant il est clair que cette solution est absurde ,
puisque en

posant s = ysin{v-~è) et regardant 7 et ô comme quantités con-

stantes, on aurait toujours —^-i-s = o et jamais

^a -(- 5 -H Py sin{v — 6) ~ o .

Ainsi
,
pour faire cesser l'absurdité , il faudra dire qu'il est nécessaire

que la constante arbitraire désignée par c soit égale à zéro: alors

l'on a 7=0 et par conséquent le problème cesse d'avoir lieu.

199. Prenons maintenant

y - (/(i-hP)

L'équation différentielle en y devient d'après cela

ou bien
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Le dernier membre de cette équation n'est donc pas une quantité

absolument constante, comme cela devrait être pour avoir une solution

rigoureuse.

Mais il est certain qu'en posant

(/(I -H P)

on a

Donc, en supposant toujours que la quantité P est donnée par une

suite de termes périodiques qui croissent avec une lenteur excessive,

on pourra, en raison de l'excessive petitesse des coefficiens différen-

tiels -7- 1 -yv > regarder la valeur précédente de s comme une

solution approchée du problème proposé au commencement du n.° 198.

Mais, d'après ce principe, on doit aussi considérer comme une so-

lution également approchée du même problème celle que l'on a en

supposant 7 quantité constante et en faisant

ô =/(i-/7:;rp)c?(;.

Car il est clair qu'en posant

5 = ysin\v —y*(i — [/i-*-P)dv
\ ,

et traitant 7 comme quantité constate , il en résulte

c'est-à-dire une quantité qu'il est permis de négliger, eu égard à

l'excessive petitesse du facteur ^•
Il y a plus : en prenant de nouveau

et se tenant toujours dans les limites d'une solution qui permet de

négliger les quantités multipliées par les coefficiens différentiels de la
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fonction P, on pourra supposer la quantité y composée d'une quantité

constante et d'une suite de termes périodiques, qui, étant différentiés,

dP
deviennent comparables à l'expression de -7- • En effet la fonction

donne ( conformément à la dernière définition de 7 )

ch

l/(I-^-p)

c'est-à-dire une quantité qu'il est permis de négliger par la même

raison qui a été admise dans les cas précédens.

Cette solution approchée de l'équation

^^^ s -^ Pysia\v -fi \ - [/i-^P)dv \
= o

n'a rien de contraire au principe général démontré dans le n.° 197.

M
di>

Py sin{v — 6)

Car en faisant ^ = i — /i-hP dans la formule

dv V dv)

on obtient

s = _^PYsin{v-f[_.-\/i.-^P)-]d.} _ ysia\.-~r(i-i/T^r^)di^\.
[I-1/(IM-P)][l-^1/(1-Hi>)] 1^ \ J^ f ^

On voit d'après cela que pour résoudre rapidement le problème

proposé au commencement du n.° 198, on aurait pu poser l'équatioji

^/2_!|\ = _p, laquelle donne ^^
= i ± l/TI^p. Mais nous

avons évité à dessein une telle solution pour faire voir en même

tems les différentes circonstances qui se rapportent à la variable y.

Il est surtout essentiel de remarquer que la solution précédente ne

saurait déterminer La quantité 7, ni même établir une relation nécessaire

entre P et y.
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Sous ce rapport on peut dire qu'il y a une différence énorme entre

cette dernière solution et celle obtenue plus haut, en faisant

' (/(i-t-P)

200. Pour décider la question, du moins en ce qui tient à la forme

algébrique des quantités cherchées, il est nécessaire d'appliquer les

réflexions qui viennent d'être exposées à la partie séculaire du nœud

et de l'inclinaison de l'orbite de la Lune, afin de savoir quelle est

parmi ces solutions celle qui ne présente aucune contradiction dans

la partie principale de ces deux élémens , déjà connue par tout ce

qui précède.

Or il est facile de prouver qu'il faut exclure la solution qui donne

' 1/(1 -^n

En effet, si l'on suppose calculés les premiers termes de la fonction

désignée par P, au moyen du développement de la première des

équations (VITI), (Voyez n.° 2,3), on y verra nécessairement un terme

du quatrième ordre de la forme A m s'^. Cela est sans doute exact

à l'égard de la valeur séculaire de ô, mais le résultat qui en dérive

pour y^ , en substituant la même valeur de P dans la formule

y^ = — — •> est incompatible avec notre analyse du paragraphe

précédent, où l'on a trouvé

7^ = 7/ -)- 7'^ -H 27^ 2 Ncos{ô^ — (p — it — fi)

,

sous la condition expresse que l'existence d'un terme de la forme

Am c'^ est impossible dans la valeur de cette fonction.

Concluons d'après tout cela que dans la théorie de la Lune, la

seule solution admissible de l'équation

-T^ M- s H- Py sin(y — ô) -h 2 Q sin{a.'f^ -h j3') = o

(en voulant retenir, comme on le doit, dans 7 et ô la partie sécu-

laire ) est celle que l'on obtient en prenant pour s une fonction de

cette forme " "'^^'-'-



238 THÉORIE DU MOmŒMENT DE LA LUNE.

S = ysin\i> ~-f{i — \/i^p)dv j
-<- 2 Q' sin{ccv -<- j3').

Il est vrai que de cette manière on laisse inconnue la partie sécu-

laire de 7 qui dépend de y. Mais ayant trouvé dans le n.*^ i86

que la première valeur de 5 est de la forme

s = y^ sin{i> — ô^ -<- (p) -i- ^Nsin{y — if — J3)

,

on peut regarder comme certain que la véritable forme de l'expression

de la variable s est

s — y^sm\v —y*(i — l/i-i-P)c/p
I

+ '2I\[sin{v — it — 0)

+ 2 Q'sinÇx'i^ -t- 0) ;

la fonction ^]Vsin(i'-—it — j3) étant celle qui naît d'un terme de

la forme Rs qui entre dans l'équation différentielle de s.

201. L'équation différentielle du second ordre qui détermine la

variable u donne lieu à des considérations analogues. Mais il ne

suffit pas d'indiquer une telle analogie; il est nécessaire d'entrer dans

les détails , afin de mettre en évidence les circonstances qui apportent

quelques modifications dans la solution qui concerne la partie séculaire

de e et -SX, et celles qui exigent quelque considération nouvelle rela-

tivement à la partie séculaire qui naît du développement de la fonction

même désignée par u.

Admettons pour un moment que l'on a développé le second membre

de l'équation

1 du (IQ.

^ u di>

et qu'on obtenu un résultat de cette forme

-7-5-t-u-t"5-t- Qe cos{v — îir) -I- 2 1/ cos{cx. v •*- 0) = o ,

où B et Q renferment , outre les quantités absolument constantes

,

des termes séculaires, fonction de e et y'. D'après cette définition il

sera permis de regarder comme très-petits les coefRciens différentiels

, Ji. . Cela posé , remarquons que rien n'empêche de concevoir
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la valeur de u comme composée de deux parties distinctes. La pre-

mière sera celle qui satisfait à l'équation

( I ) . . . . -T-: -^ M -t- JS -t- Q e cos(y — vj) = o ;

et la seconde sera celle qui donne

(2) . . . . y-i -4- M -t- 2 Ucos(a. (> -»- j3) = o

.

Les coefficiens U et les argumens j3 sont à la vérité composés de

quantités constantes et de termes séculaires qui varient avec une grande

lenteur; mais, pour ne point augmenter la difficulté de la question que

nous traitons ici , nous accorderons que l'équation (2) est satisfaite

en faisant

M = 2 s, cos(ix P» -»-
J3) ;

ce qui revient à l'intégrer, comme si U et j3 étaient des quantités

constantes.

Nous ferons même abstraction des cas singuliers dans lesquels le

coefficient a serait une quantité très-peu différente de l'unité , nous

réservant de développer plus bas les circonstances qui ont lieu à l'égard

de ces argumens, qui peuvent être assimilés à celui de l'équation

du centre.

Tout se réduit donc à intégrer convenablement l'équation (i). Si

cette équation était isolée, il n'y aurait aucune difficulté. Mais il s'agit

ici de satisfaire à la condition que les deux premiers termes de la

valeur de u soient effectivement tels qulls ont été présupposés,

avant d'entreprendre le développement des fonctions de la force per-

turbatice. Or, quels que soient ces deux premiers termes, ils doivent

être réductibles à la forme

u = A' -^ A'A" e cos(i> — ^) ;

J^4 A" étant des fonctions des élémens des deux orbites.

Substituons cette valeur de u dans l'équation ( i ) , regardons

toutes les quantités comme variables et faisons pour plus de simplicité

E = e A'A" 1 on aura
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Jusqu'ici rien ne définit les facteurs dont se compose la fonction Q;

mais il est évident que les facteurs du produit eA'A" étant insépa-

rables , on doit regarder Q comme ayant la forme Q'A'A". Donc,

en faisant eQ = Q' E , on satisfera rigoureusement à l'équation pré-

cédente en la partageant dans les trois suivantes:

d^A' ., „ . .f .;{ i''. • .'::.[
:

O = -Ti--^ A -i- U ,
du .., -;;..••

^ d'^'îj / du\ dE
dv' \ dv ) dv

La dernière donne en l'intégrant

H étant une constante arbitraire. Il suit de là que l'on a

c'est-à-dire vnie équation tout-à-fait semblable à celle trouvée dans le

n.^ 198 pour déterminer la valeur de 7. Ainsi nous pouvons en

déduire les mêmes conséquences: savoir, que l'on a une solution

approchée de l'équation (i), en faisant

mais que l'on a une solution également approchée, soit en supposant E
quantité absolument constante , soit en l'imaginant composée de quan-

tités constantes et de termes périodiques qui croissent avec une exces-

sive lenteur.
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Cette dernière solution étant la seule compatible avec les premiers

termes de e et de w trouvés par la méthode du paragraphe précé-

dent , il en résulte la nécessité d'excZure la solution qui donnerait

E' = ^
-

car cette équation établit un rapport entre la partie variable de e

et celle de ot, qui introduit dans l'expression séculaire de e un

terme du quatrième ordre, de la forme Ams^, ce qui est en con-

tradiction avec les résultats fournis par les formules de la variation des

constantes arbitraires.

Concluons de là que pour intégrer l'équation différentielle en m, il

faut d'abord poser dans les termes dépendans de la force perturbatrice

u = Â -^ A'A"e cos(v — •©) -t- etc.

et la réduire d'après cela à la forme

o = -TT -*- u -*- B + Q'A'A"e cos(v — •nr) -t- 2 U'cos(w + j3)

.

Lorsqu'on aura ainsi découvert les deux fonctions des élémens dé-

signées par B et Q', on prendra

et on déterminera A' au moyen de l'équation

O = -TT- -^ A -y- B

.

dv

Or, en supposant la valeur de B réduite à la forme

B = ^Mcos(pi> -t- 9),

on aurait

Mais, par hypothèse, tous les coefficiens désignés par p sont très-

petits par rapport à l'unité ; donc on peut poser

A' = —^ Mcos{pv ^ q) = - B.

Tome I. '. - -i- ij\\"^: ' ~ 3i
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Il n'y a rien dans l'ensemble de ces conditions qui puisse déterminer

le facteur désigné par A". Et cela doit être
,
puisque ce facteur est

par sa nature inséparable de la quantité désignée par e.

202. Pour fixer davantage les idées sur l'équation A' -*- B = o ,

à laquelle on doit nécessairement satisfaire , il importe de ne point

perdre de vue que la lettre B représente ici une certaine fonction

de A', h^, a, e, 7, s, y. En la supposant connue on aura une

équation dont la forme explicite est celle-ci

A -i-fonct. \
A\ /i% a, e , 7 , s', y'

I
= o .

On peut en conséquence la considérer comme propre à déterminer K"

par A\ et réciproquement.

Mais au lieu de laisser à ces deux dernières quantités la forme

actuelle, on préfère ordinairement de la changer par un procédé qui

l'evient à celui que nous allons oxposer.

Supposons que l'on ait développé la valeur complète de m , et que

l'on a trouvé

u — A' -^ A'A"e cos(i> — ot) -h etc. ;

supposons en outre que l'on ait développé l'intégrale ^/^T^'^^'
^^

que l'on a trouvé

^f^ d^ = G ^ a'cosiiv -H -^ G'" cos{U -H /') -H etc.
hJ u dv

Maintenant admettons qu'au moyen de ces deux suites de termes

périodiques on a formé le développement du second membre de

l'équation

, dt I h J u dv

et qu'il en est résulté cette troisième suite

h^-l^B! -^ H"cos{g'i^ -^f) -H H"'cos(g"i^ -/") -*- etc.

Il est évident que la fonction des élémens représentée par H' sera

réductible à cette forme

u' _ '-^^
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OÙ les lettres h et G doivent être regardées comme fonctions de h

et des autres élémens.

Cependant rien n'empêche d'introduire dans le calcul une autre

quantité ,
que nous désignerons par a^ , telle que l'on ait

, {i-*- k) |/(a,o-) ^ ' ^ T7' ^
h = ^^

—

.,
^

' S et par conséquent H = -n^—,-.—r*

Alors l'expression de dt deviendra

^c = „..f; ,
-»- ^ S H"co5fe'(. -*-/') -H H"'cos(g^ -h/") -*- etc. ? •

Cela posé , admettons que l'on a résolu par rapport à h l'équation

h = ^—-

—

"^',
1 et crue 1 on a trouve

\/{i-*-G) 1

h = fonct. \A', a^ff, a, e, y, e', 7' |

.

En substituant cette valeur de h dans l'équation A' -*- B = o , on

pourra ensuite tirer de cette dernière la valeur de A' en fonction

de a^ et des élémens de deux orbites.

2o3. Après avoir ainsi formé l'expression de A', rien n'empêche

de la décomposer en deux facteurs de la forme

en se donnant arbitrairement le facteur (p(e, y) qui représente une

fonction de e et de y. Mais, pour se rapprocher davantage des formes

connues dans la théorie du mouvement elliptique , on pourrait faire

(P(e, y) = Fir)Xf(e, y)

et prendre pour F(j) la fonction de y qui constitue le premier

terme du développement du radical l/i + 'y^sin'iy — 6) , mis sous la

forme

F(y) ^- F^(y)cos(2v> — 2Ô) -h etc.

On obtiendra de cette manière pour - une expression réductible à

cette forme

- = -<P(a» e, -y, e, y)yt ^1:0.,
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de sorte que l'on aura

^^^^^^ ^
A' = l<p'(a.', e,r, s', 7')XF(r)Xf(e, y).

Mais nous avons dit i^lus haut que l'on a

A' (/(a^o-)

Donc, en substituant pour A' la valeur précédente, il viendra

y n 2,

dt =''dç-~- "^fonct.la, e, y, s, y') -<- etc.

Actuellement, pour intégrer ce premier coefficient de di>, il faut

imaginer que l'on a substitué pour e' et y' leurs valeurs séculaires

,

et que l'on a partagé ce terme en deux autres de la forme

a^
"^ If cZ P -H a/ X fonct. {s', y') di' ;

OÙ a^ ^ ilf représente une quantité absolument constante qui peut

être remplacée par une autre de la forme - •

Alors l'on obtient l'équation

ndc — dif -i- -jr^fonct. {e\ y)dv -t- etc.,

qui étant intégrée donne

nt -^ f^
= p -H jr ffonct. {e\ y') c^p -t- etc. ;

c'est-à-dire une suite de termes périodiques précédée par une autre

suite de termes également périodiques ; mais tels que leur période

est excessivement longue.

Cette dernière circonstance permet d'évaluer l'intégrale

rfonct.{e, y)dv

en développant les variables suivant les puissances de la longitude p.

Le résultat ainsi trouvé cesse d'être exact après quelques siècles ; mais

il est facile de la réformer convenablement, en recalculant la formule

d'après les élémens £ et y' fournis par les observations astronomiques
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faites peu d'années avant et peu d'années après la nouvelle époque

qui sera choisie pour point de départ. Cette espèce d'imperfec-

tion ne pourra cesser que dans le teras où les masses des pla-

nètes seront assez bien déterminées pour pouvoir construire a priori

les foi-mules finies qui donnent sans limitation les variations séculaires

des élémens de l'orbite de la Terre.

204. Sans suivre le procédé qui vient d'être exposé précisément

dans l'ordre qu'il a été indiqué , il est facile de concevoir que rien

n'empêche d'en transporter les conséquences au commencement de

l'intégration des équations différentielles. Ainisi , en présupposant les

formes qui ont été trouvées à l'égard des premiers termes, on pourra

entreprendre le développement des fonctions de la force perturbatice

,

en faisant

s — 7 5i«.
I

p— /"(i — |/i -t- p)cZp
I

-H etc.

u ^ fJîiÊ 5 F(y) -H A"F(y) ecos\i> -fv- [/l~:rQ')dv
\
-^ etc. l •

On pourrait même observer que le facteur Â' étant arbitraire, il

F{j)
convient de poser A^'

ficient de

cos
I
V —f{ I — ^i H- <2') c?^

I

afin de simplifier la forme du coef-

Alors l'on a

:^(y) e cos 1^-/0 q')cZp etc.

et en faisant li = aa^ "4^(6, 7), les équations {VIII) du n." 28

deviendront

ds dût

t'dv
{

(1) dv

dv^

{A) <f«

<raXe,7)-K2y^^^cZp

cr(l -t- 55)
--. du dO,

(2) do u^dv

dv
3 -t- M =

î,iKe,7)-H2y^^^c?t.

de = dp

j/(^aXe,7)-2y^^c/p)
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Mais en opérant ainsi , il fant regarder les deux nowelles quantités

représentées par les mêmes lettres e et y comme absolument con-

stantes, et cesser de considérer la partie variable et séculaire qu'elles

pouvaient renfermer implicitement, lorsqu'on assujettissait les coordon-

nées du mouvement elliptique aux conditions exprimées par les équa-

tions différentielles du premier ordre qui déteminent la partie variable

des élémens. En général, l'effet des variations, lentes ou rapides, sera

confondu dans l'expression complexe des coordonnées, et on ne pourra

les séparer sans une analyse spéciale , conforme aux méthodes qui

peuvent être fournies par les propriétés intrinsèques des formules de

la variation des constantes arbitraires. En s'écartant de ce principe,

on risque d'attribuer à un élément ce qui appartient à d'autres, et par

conséquent d'altérer la solution des problèmes qui pourraient dépendre

de Uintégration de la partie purement séculaire qui affecterait un élé-

ment déterminé parmi les six qui appartinnent à l'orbite de la Lune.

C'est d'après cette réflexion que nous avons insisté plus haut sur la

nécessité d'exclure les valeurs séculaires de e^ et 7^, que M. de Laplace

prescrit de calculer au moyen des équations de la forme

c et c désignant des quantités constantes. Il est aisé de sentir que

l'on tomberait dans des erreurs assez graves , si l'on voulait appliquer

ces deux formules à une question qui exigerait la valeur absolue des

deux intégrales doubles ffe'dv', fp/dv', dans lesquelles e et 7

représenteraient respectivement l'excentricité et l'inclinaison de l'orbite

de la Lune considérée comme une ellipse variable.

2o5, Les deux fonctions de e et 7, désignées par /(e, 7) , 4^(e, 7),

que nous venons d'introduire dans l'expression de u et les trois équa-

tions {A), sont, dans le fond^ deux facteurs constans fort peu dif-

férées de l'unité, et on aurait pu les comprendre, le premier dans a,

et le second dans a^. Mais on a préféré de laisser ces facteurs en

évidence
, pour les déterminer ensuite de manière que les premiers

termes des coordonnées polaires aient une forme semblable à celle qui

a lieu pour le cas fort simple, où l'on suppose nulles les forces
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perturbatrices. Il n'y a en cela aucun anvantage réel, on pourrait même
ajouter que , pour rendre l'intégration plus directe , il conviendrait

de s'abstenir d'une telle transformation. Il est clair en effet que les

quatre quantités /(e, 7) , 4^(e , y) , a, aa^ sont dans le cas actuel

toujours réductibles à deux
,
puisque les deux termes de la fraction

•^ ' sont inséparables aussi bien que les deux termes du produit

<ra^x|^(e, y). Cependant nous avons adopté le principe de remplacer

la quantité qui tiendrait la place de - par une autre de la forme
ffg y) . ^2

' '
, et de substituer aa^\^(e, 7) à la lettre h , afin de con-

struire des formules qui soient plus immédiatement comparables avec

celles publiées antérieurement sur cette théorie.

Au reste le principe fondamental dans cette transformation consiste

dans l'équation

a

analogue à celle qui auparavant était désignée par A' -^ B = o.

C'est par son moyen que l'on détermine a par une expression de

la forme

â ^ \-Xfonct.{à, e, 7, f', 7),

et que l'on reconnaît aussitôt que l'intégrale / -^ doit renfermer

une équation séculaire dépendante de l'intégrale du carré de l'excen-

tricité du Soleil. Il est assez singulier que l'équation A' -+- B = o

n'ait pas été d'abord désignée comme renfermant en elle-même la

véritable cause de l'existence de l'équation séculaire de la Lune. Si

l'on veut considérer pour un moment l'importance que cette circon-

stance donne à l'équation

/(îOlilZOl) ^ 5 = o,
a

on excusera la longueur des détails dans lesquels nous sommes entrés

pour faire voir clairement à quoi tient son origine et le mode de sa

formation.
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206. Reprenons maintenant l'équation différentielle du second ordre

en u pour la considérer sous un autre point de vue , et expliquer

une autre difficulté qui n'a pas été développée plutôt, parce qu'elle ne

touchait pas le fond des principes généraux exposés jusqu'ici dans

ce paragraphe.

Supposons l'équation (i), posée dans le n.'' 201, satisfaite, et voyons

ce qu'on doit faire à l'égard de l'équation (2) définie dans le même
numéro. Si cette dernière avait effectivement la forme

je) = o,
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En développant la fonction f(p-i-^u) suivant les puissances de Su,

nous aurons

Actuellement imaginons que l'on a développé le coefficient f'(p) de Su

dans une suite de termes périodiques, et que k soit le premier terme

de ce développement, c'est-à-dire la somme de tous le termes non

périodiques.

Par ce moyen l'équation différentielle précédente prendra la forme

(4) . . . o = -^—H (i -H rn'k) Su + m^2 U'cos{(xv -t- j3)

-^m'QSu-i-rn Q'(Suf -h etc.

Cela posé , si l'on remarque que les termes principaux de la valeur

de Su sont donnés par la fonction explicite de p représentée par

2 U'cos(w -+ j3) , on en conclura qu'en supprimant d'abord la fonction

inconnue m^Q Su •+- m^QXSuf' +• etc. , on a

Su = rn''2—i rrCOs(av -t- (3)

.

a, — I — m k ^ '

Donc, en supposant le coefficient a réductible à la forme a = i -h hm ,

on aura

et — I — m h = 2bni' -*- b^nt^— m''k;

et par conséquent l'ordre du coefficient U' ne pourra jamais s'abaisser

que de deux unités, tout au plus, en acquérant le diviseur ot— i — m%.

Car le nombre désigné ici par k est par sa nature de l'ordre zéro.

Telle est la cause qui détruit la possibilité d'un abaissement de l'ordre i,

lorsque l'exposant i est plus grand que deux.

Il n'y aurait que le cas très-particulier de i = 2 et 2& = fc ,
qui

ferait exception
,
puisqu'alors le coefficient U' s'abaisserait de quatre

k^
unités en acquérant le diviseur et — i —ntk = — m\

Si l'on n'avait pas précisément %h = k, mais que la différence

2h — k fût un nombre absolu très-petit, on ne pourrait plus estimer

Tome I. 32
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U'
l'accroissement de ^

—-p—^ par rapport à 77', d'après la simple

considération de l'abaissement de deux unités dans l'ordre du coef-

ficient U'.

207. Si l'on suppose i plus grand que 2 , et Z» une petite fraction,

on pourra négliger 26 m' par rapport à m h. Alors le terme de lu

qui appartient à une telle valeur de a devient

Sa = r- cos {w -t- ]3) ;

de sorte que, à l'égard de ces argumens, on a l'équation identique

Tnkta H- mU' cos{aç> -»- j3) = o.

Voilà pourquoi , même en supposant qu'on a laissé l'équation (4)

sous la forme

o = ,
-»- Su -t- 2 Z7' cos (ap -»-

j3)

,

il est permis de supposer nulle la somme des termes qui composent

le coefficient U' dans les cas particuliers où le coefficient a est

excessivement peu différent de l'unité. C'est d'après cette remarque

qu'on peut se rendre raison de l'équation

4 o
4 ' ^ / I

'

que l'on voit rapportée dans la page 217 du troisième volume de la

Mécanique céleste.

La complication du sujet rend cette explication nécessaire : autre-

ment on pourrait penser que l'équation précédente n'est qu'un artifice

de calcul, imaginé pour faire disparaître l'absurdité qui naîtrait de

l'intégration directe de l'équation

("5(1—2/*) .(18) (4-W71) ,(17)']

a u 3m 1 / o m I f ^ I / ' „'\

f — (o -H m)A^ "
)

-H etc.
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d'après le principe général, qu'il faut diviser le coefficient de cet

argument par (i —m -+- c'mf — i (Voyez pages 209-2,11 du troi-

sième volume de la Mécanique céleste ). .; , .

208. Considérons maintenant le cas où il s'agirait d'intégrer une

équation de la forme

(5) . . . -T^ -\-u-t- rnf{u) + ^i<p{u) -^rn^ Ucos (ap» -h /3) = o ;

/A* désignant un coefficient beaucoup plus petit que ra. C'est à-

peu-près ce qui a lieu lorsqu'on ajoute à l'action du Soleil les termes

dus à la figure de la Terre. Supposons que l'on ait d'abord intégré

cette équation en posant jm — o. Après cela , on restituera la fonc-

tion (p(u) qui avait été supprimée, et on imaginera que q-t-^u soit

la valeur complète de u, q étant la première. pi! ,!

En développant (p(q -^ ^i') , on aura

(p(q ->- ^u) = (p (q) + (p'{q) ^u -^ etc.

et l'équation (5), en négligeant les termes multipliés par /x^Sa, prendra

cette forme

Donc, en réduisant (p(q) dans une suite de termes périodiques, et posant

<p(q) = 2 Hcos (ii^ -i- l),'

on aura

U^2^3 17 C05(tf -*- Z)
' i — I — m k ^ '

pour la suite correspondante de termes qui doivent être ajoutés à la

valeur primitive de u désignée par ç. Voilà le principe général.

Cependant il y a un cas particulier dans lequel cette approximation

ne serait pas suffisante.

En elïet supposons le coefficient i très-peu différent de l'unité , et

admettons que le même argument ïs> -^ l puisse être reproduit par

le développement de la fonction /(«), lorsqu'on la développe en

tenant compte des termes multipliés par jj?' qui entrent dans J'ex-

pression complète de u.
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Repi'ésentons par

^u = jj^ Q'Kcos{iv -i- l)

ce terme spécial de la valeur de w , et regardons G comme un

coefficient inconnu, et À comme le facteur connu par la forme même
du coefficient L En développant <p{q), on aura un terme de cette forme

(ç{q) = G' Xcos(iv -*- l),

C étant un coefficient censé connu. Et en développant f{u) on aura

nécessairement un terme de la forme

/(«) = jM G MX cos (iv + l) ;

où M est un facteur censé connu.

Gela posé , l'équation (5) , en y considérant seulement l'argument

iv -^ l dont il est ici question , donnera un résultat de cette forme

o = —7-ï^ -^ (i -*-ni'k)lu-*- (ni'ij.^G M-*- ^^G') X cos(i(' -t- 1) .

Biais, par hypothèse, cette équation doit être satisfaite en prenant

^u — }j.^GXcos(iv-i-l) , et par conséquent -,^ = —i}mGXcos{iv-*-1);

partant l'on a

o = (i -H rnk-i^) C -H C -i- m'GM;
ou bien

G'G = — I — m'^k— m^M
Ainsi , en faisant i = i -*- hrn, nous aurons

G'
G =

2b m" -*- b^nf — m^{k -*• M)

et par conséquent

^" = -7—: TT-T^—tTj ÏFT^coific' -(- 0-
2b m -H b m —m\k-*- M) ^ '

Donc, en supposant la quantité M comparable avec k, il est pos-

sible que la différence nb m" -i-b^'m!''' — rn{k-<- M) soit beaucoup plus

petite que ^hni -^-b'^rn'' — rnk. Alors le calcul du coefficient G de
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cet argument, que l'on aurait fait sans avoir égard à l'existence de

la quantité désignée par M , pourrait être très-fautif.

L'argument (3/— 2g)p défini dans le n.° 164 présente un exemple de

cas singulier. Mais
,
pour découvrir à son égard la quantité désignée

par M, il faudra ajouter le terme de la forme

^ " ' sïni^fv — igv -t- 2Ô)

avec celui de la forme

f^^Jl e cos
\
V -j\ i-V^-^q)dv\

S
•>

et exécuter les développemens qui réproduisent chacun de ces deux

argumens jusqu'aux quantités de l'ordre que l'on jugera suffisant.

Si l'on fait attention que la réproduction d'un même argument dans

les approximations successives dépend principalement de la qualité des

différentes parties qui concourent à sa formation , on sentira a priori

que malgré la proximité des deux quantités 3/— 2^, /im-Q', il

doit y avoir une différence entre les deux facteurs Min
,

Q' qui

leurs appartiennent respectivement. S'il n'était question que d'une ap-

proximation grossière, on pourrait supposer Mni" = Q' ; mais cela ne

suffit pas pour décider la question relative à la grandeur absolue de

l'équation ayant pour argument (3/ — 2g — c)c. Le seul moyen de

faire cesser les doutes sur ce point est de ne faire aucun cas de ces

idées qui tendent à abréger des calculs pénibles par des moyens indi-

rects et incertains , et de s'en tenir strictement aux résultats certains

que l'on peut obtenir en demeurant fidèles à la méthode des appro-

ximations successives.
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CHAPITEE TROISIÈME. ' '

TRANSFORMATIONS PREPARATOIRES DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES

DU SECOND ORDRE,

ET DÉVELOPPEMENT ULTÉRIEUR DES FONCTIONS

DE LA FORCE PERTURBATRICE.

§ I.

Transformation préliminaire des trois équations (A) données dans le n.° 204.

209. t/uelle que soit la valeur complète de la variable 5, rien

n'empêche de la partager en deux parties distinctes : et en considérant

la forme de son expression algébrique trouvée dans le n.° 200 , il

est assez naturel d'opérer ce partage en posant

5^ = ysin[v—J'{i—[/i^p)dv\,

s = 5^ H- §5 .

Mais il ne faut pas perdre de vue que la lettre 7 représente ici un

coefficient absolument constant du premier ordre, et que —P désigne

la fonction des élémens des deux orbites qui constitue le coefficient

de y sin\y ~J'{i —\/i^p)dv'\ dans le développement du second

membre de la première des équations {A).

Cela posé, si Ion néglige le terme insensible multiplié par -j--, il

est clair que Ton a <?, ^

^= rt^i-t-P cos[v—f{i — Vi^p)dii],
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d^r^-^'
^ -d/ -*- ^^ -^r ^H^ -fil - t^TZT) di^]

Donc , en faisant pour plus de simplicité

p —f(i — l/i-*- P)cb = gv—fèdv ,

I daU =

R' = I ]
u) dv II dv I

la première des équations (J) deviendra

(0 ^'-^^ = Ii'-^Prsin(g.-fôd.).

Et, conformément aux principes exposés dans le paragraphe précédent,

on déterminera la quantité désignée par P , en développant la fonc-

tion R' dans une série de termes périodiques , et égalant ensuite à

zéro la totalité des termes qui multiplient y sin{gv— fô dp) dans le

second membre de cette équation.

210. Maintenant, si l'on fait pour plus de simplicité

„„ _ I )
(^) dv it di^ ^ ' J I

(ra^tjj{e, r)
j

i -i- 2fUdt>

la seconde des équations (A) prendra cette forme

^
d'à {\-^ss) ^

p„
dp a^ipie,^)

Or , en faisant 5 = s^~f- h, l'on a

Donc, en représentant par i -t- FS5 le développement du second

facteur de ce produit, nous avu'ons
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7

(o) - ^ -^- —-*-«_ (^-^^/')"^ = /?" ^ {i-*-s;)~^F§s
^

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que les deux premiers

termes de la valeur de u sont de cette forme

„ = f±:j:}
F{r) -^^-^^ e cos[p -f{i - i/7:;rQ')d^}-

où e désigne un coefficient absolument constant du premier ordre

,

et F('y) le premier terme qui naît du développement en termes pé-

riodiques du radical [/i^5^\

D'après cela , et surtout pour nous rapprocher le plus qu'il est

possible (à l'égard des premiers termes) des formes qui ont lieu

dans le cas fort simple des forces perturbatrices nulles , nous ima-

ginerons la valeur complète de u partagée dans les trois parties

suivantes;, savoir

u = i^^^i/TZT^ -H l^^Jl e cos{cv - r^d.) -. ^'
ô

a ' a ^ ^ ' a

OÙ l'on a fait pour plus de simplicité

cf —C-^dv = p —y(i — 1/ 1 -i- Q') ài^ '

— Q' représente la fonction des élémens des deux orbites qui multi-

plie le terme -—'~ecos{cv — f''uydv) dans le développement en ter-

mes périodiques du second membre de l'équation (2).

211. En négligeant les termes insensibles multipliés par les coefficiens

différentiels de a ou de Q\ on trouvera que la substitution de la va-

leur précédente de u dans le premier membre de l'équation (2) donne

/

12 /£^A

(3) . . J
'^^^ ^ ^,ij{e , j)

"*~
a l

dv"-

_ 3_

= "
e co&icv — fwdv) -H -i^

fV^—

^

1- K
a ^ ^ J > a,ip{e, 'y)

M'ais, en différentiant deux fois la fonction (/i -*- 5/, l'on obtient l'é-

quation identique

Tome I. 33
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d.^ -^^^-^ = (1 -*-^-) ^^(^-^)(i-^.
-^'.d^)-^d7l

Donc, en observant que 5 = /^mf^' — /"(i — i/i h-p)cZp] , il viendra

I H- y^ -t- Py^ cos{2gv — ijbdv) — Py^ sin^(gi' — fèdv) ;

ou bien

( I -r. y^~
I
Py^) H- Py^( I -*- 1 y') C05(2^p- 2/ôJp) - 1 Py45J«(4^P - 4/ôcfp)

.

Maintenant, si l'on observe que

_ 3 _ 3. _ _3

(l -^ 5"^) ' /^^5 ^ (l -i- 55)" ' — (l -i- S^^)"" '
,

on verra que au lieu de l'équation (3) l'on a celle-ci

'—
'''Ci) ,y a /

"Ji _ n"

ds>^
"^

a "

]-*-'-^^()ecos(cP-yWp)--^/(e,y)(l*y)(l*5j ^ _ -A__Z_
J^ Py^( I ^5;)-^ j|y^-(l^|/)co5(2gP-2/ô^.)-Hly^co5(4^.-4/ô^p)|

D'après les princij)es exposés dans le paragraphe précédent on doit

déterminer le rapport 7 en égalant à zéro la fonction des élémens

des deax orbites composée de la totalité des termes explicitement

indépendans de p, qui entrent dans le développement, en termes

périodiques, du second membre de cette équation: et la valeur de Q
doit être déterminée en égalant à zéro la fonction semblable qui con-

stitue le coefficient de "' ecos{cs>—fvsdv) dans le même déve-

loppement.
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Après avoir satisfait à ces deux conditions , l'équation (4) prendra

cette forme

(5) —^^ ^ (i ^ ^) ^ ^ ^ 2Mco5(a(.-/j3(f(;) = o ,

où a , k. M, jB doivent être considérées, en général, comme des

fonctions des élémens des deux orbites suceptibles de varier avec une

lenteur excessive.

212. Cependant il est essentiel de faire observer que cette circon-

stance n'empêchera pas d'intégrer l'équation (5) , en prenant

— = - 2 g-^ j cos(ai^ •+• ffidv)

.

a a (a-t-p) —i—k ^ J' '

En effet , si l'on fait pour plus de simplicité

M_
^ ~

a [(a -^ ^)" - I - A:]
'

l'on obtient, en diffërentiant cette expression de — '

r (—\

- 2
I

A/1 - (a * 2i3) f^(5m(ap -.fid,) .

Donc , en supposant que

soit l'expression exacte de — qui satisfait à l'équation (5), on aura,

pour déterminer F, l'équation

o = ^-<-(iH-fc)r-H2-^ co5(aP -*-f^di>)

- 2.
1 A^f - (a - 2/3) ^1 5m(aP ^fjid,) .

Mais, par hypothèse, les coefficiens différentiels -r- > -r- •> -j- •>

-f-

sont exprimés par des quantités très-petites , composées de termes
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périodiques dont les argutnens (en comparaison des argumens av-^jiidv)

croissent avec une lenteur excessive. Donc la valeur de Y sera donnée

par une fonction de la fonne

r = 2 C C05
1

{x -*-/)p -^ Z -^fjidi^
I

-*- 2 C sln \{x-^f)v-^l -^fp.ch
]

,

dans laquelle les coefficiens G et G' seront nécessairement insensi-

bles. En conséquence il est inutile d'avoir égard à ces derniers termes,

et il suffit de prendre

Il suit de là qu'en multipliant l'équation (4) par a, l'on peut réduire

la recherche de S« à l'intégration de cette équation

av

a(i -t- ss)
(6) JM-/(e,y)0'eco5(cp-/mZt^)- |/(e,y) (i m--/) (i 4-5;)" •'^

^^^^^^ ^^

21 3. Considérons maintenant la troisième des équations {A). En

faisant pour plus de simplicité

11^ = f{e , y) j
/i ^ 5; -<- e cos{ci> —fwdv)

\
,

nous avons
u, diL u, ( diC\

a a a \ m,/

Donc , en substituant cette valeur de u dans celle de dt , il viendra

_ _r_

, _ dv a'^u,'"^ {ï + 2fUdp) '"

Posons

[{/i^s^-*- e cos{a> —f-^dv) Y"" = X,

et représentons par A la fonction des deux élémens e et y qui

constitue le premier terme non périodique du développement de la
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fonction X en termes périodiques ; alors la valeur de y sera com-

posée de l'unité suivie par une série de termes périodiques. Cela posé,

écrivons la valeur précédente de de sous cette forme

(7) c/f =
iA<^,7)rvbPi^^ïn {'-"^ï

et rappelons nous que , conformément à l'analyse exposée dans le

paragraphe précédent , on peut regarder comme arbitraires les deux

constantes représentées par les fonctions f(e , 7) , 4'(e
, 7). D'après

cela , rien n'empêche de supposer

(8).... [/(e,7)JV^(.,7) = A;

ce c|ui rapproche la forme de l'expression de dt de celle qui a lieu

dans le cas où l'on suppose nulles les forces perturbatrices, du moins

en faisant abstraction des deux facteurs qui sont explicitement fonction

de la force perturbatrice. Mais on peut rendre ce rapprochement plus

intime, et simplifier en même tems le second membre de l'équation (6),

en faisant

(9).... /(e,7)(i-./) -^^;^-

Alors les équations (8) et (9) donnent

fie, 7) = A^(i -^/y, ^(e,7) = A~*(i -^y^)"^,

et il s'agit de déterminer la valeur de A.

214. Pour cela remarquons d'abord que dans le développement

de la fonction X il n'y a cjue les termes compris dans la série

(l ^5^)~ '
'^- 3e^(i -t-5^^)~^co5^(cp'— ArJp) ^ 5e^(l -^ s^)'^ cos^{cv - pujdv) * etc.

qui peuvent donner une partie non périodique. Ensuite observons que

pour avoir la valeur cherchée de X il suffit de prendre la partie constante

fournie par le développement des puissances paires de cos{cv— f-^dv).
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Donc, en désignant par b^ le terme non périodique qui se trouve

dans le développement de (i-t-^^"")"' (i étant un nombre entier).

nous aurons

/\ •^ / 3 2; 2X2 /47 2V2 /\2 /6/
(10). ... À = b,-*-ie b^ -1 ^ -e^bo-i ^ ^—

^

e 6,-t-etc.

Cela posé, si l'on remarque que l'on a

1^5/= I -^ ^ - ^ co5(2gP — ayôaV) ,

ou bien

et par conséquent

on en conclura que d'après la formule (6) donnée dans la page 276

du second volume des Exercices de calcul intégral de M. Legendre l'on su

Il est maintenant facile de former la valeur de A avec le degré d'ap-

proximation que l'on jugera convenable. H est d'ailleurs évid^ent que

cette valeur devient fort simple en supposant y = o; ce qui donne
_ 3.

b. = ï ; et par conséquent A = (i — e^) ^.

21 5. Si l'on développe les fonctions

l'on aura

A -H^y'(i -t- QfUdv)-^= {i-A){i -^B),

en posant pour plus de simplicité

B = -fad. H- i(fcid.y - i(fud.y - f(fud.y- «c.
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Maintenant, si l'on représente par i -*- Il la fonction des élémens

des deux orbites, explicitement indépendante de p, qui se trouve dans
K

le produit ^{i—A) (i-^B) développé dans une série de termes

périodiques, on pourra écrire l'équation (7) sous la forme

ou bien sous la forme

d'où l'on tire

(12)... dc= A(iy(> + n)j/(i!>

en faisant pour plus de simplicité

Y = A-B -^ AB.

Donc , en désignant par n un coefficient absolument constant tel que

l'on ait

03).... fi.it)\,^n)i/^^ = t^ifia,,

il viendra, en intégrant les deux membres de l'équation (12),

Mais, à cause de la lenteur excessive avec laquelle varient les termes

séculaires renfermés dans l'expression de ^ , comparativement aux argu-
/Y \ XY

mens qui naissent du développement des fonctions (t ~ ^ ) ' "X"^^'
on peut sans erreur sensible faire sortir du signe intégral le facteur

—
jY

1 et supposer
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(.4) .... m = v *fidv * (i^)y^(|_ i)d.

Au reste il est évident que cela revient à négliger des termes très-petits

multiplies par y- ou -r- -, puisque 1 expression rjgoureuse de ne est

. = ,«-./^,.H-(i^)/(f-)*_(i^)/(f r.n).„

r\ • . 1 . d^ dn , /X \
Ur, en associant les arsumens de -j- ou -7- avec ceux de (> i i

ou de (yF-i-nii il n'en peut résulter aucun terme capable de

devenir sensible, même après l'intégration qu'il faut exécuter.

Pour imiter à l'égard de nt ce qui a été fait à l'égard des deux

autres coordonnées polaires s et u, nous partagerons aussi l'expres-

sion complète de nC en posant

ce qui donne

nt = [ntj -+- ^nt.

216. En résumant les résultats trouvés dans ce paragraphe, nous

en conclurons qu'en faisant

s^ ~ y sin(gç — Cèclv)

u^ = A ' (i -^ y^) '
j |/i H- .y/ -<- e cos{cç —J^ch)

\
,

et '{ "; ^"
5 = 5-*- 05, Zi = — -I 1

t a a

l'on a , pour déterminer Ss et lu en fonction de p , les deux équa-

tions suivantes :

(I) . . { 2l ± / ;

H^ i t_i ,J_ . H _ .
J,

ï

0"a, >u du u ds \ I
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-U{'i:-^'-^)+ QyJii-^fy^{i+2fUd,)ecos{c,^f^d.)

S

3 1 f* \

OÙ l'on a fait

Ensuite l'on aura 5;zZ au moyen de l'équation

(III) .... ^7^^=- {~^f[j- \
V^^^^+ecos{cv~ftsd^

j
-hnl^w»

Par ce procédé on aura décomposé les trois coordonnées polaires

5, diU , nt chacune en deux parties, dont la première partie sera

respectivement

s, = ysi?î(^gç— rodv), -

u^ = ),3 (i -hf)~^
I

l/i -i- s,^-\-e cos (cv— f isd^)
| ,

\j2Q= v-^rkdv-h('^^j / ^ I

|/i -4- 5/-f-e C05 (cv—Jzsd^ |
— i k/»/.

Et les deux argumens g-^»

—

/ 6d^ , cv — 1 Tsdv devront être déter-

minés d'après les équations

gV —fUv = V —jix— j/i-i-P) Ju J

cp — / Tsdv =.s;— / (i— i/i -^q^d^
,

lorsque les fonctions ^P et Q' des élémens des deux orbites auront

été trouvées conformément à la règle enseignée pour cet objet.

Tomt I, 34
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S 2.

J)'éK>eloppement des fonctions de la force perturbatrice due à Vaction

du Soleil suivant les puissances de as, au, ^nt , et formation des

équations différentielles qui déterminent xes trois variables.

217. Faisons pour plus de simplicité

et convenons de supprimer ici les termes multipliés par la latitude s'

du Soleil que l'on voit dans les fornudes du n.° 27. Alors, en posant

3 (a,' n'y shi{2i>— 21'') 3 j j (a't(')4«'n(i'— i-')

2 * (nu)'! 8 {auj

1"*"

B=q
1-1-

35 j^(ûi'u')^sin{/tv— 41'')

15 , j (a'!t')*,çm(3i'— 3i'') 3 j ^ss{a' u')^sin{i'— c')

"*""8"'^
(i«)5

2"^
(^11)5

5 7
/,
(a'!t')5i7'«(2l' 21^') IS j ,^

SS {ol' u')'' Sill(2i' 21'')

8 {^^ T'^' (Silf
'

16
"

(Siu)^

3 (a.'uycos(2u— w') 33 j^.(a'z/)^co5(t'— (•')

2 ' (,a(t)4 8 (au)''

15 ji (a'!i')*coi(3p'— 3i'') 3 j:^ss{a.'ii.')^cos(i'-^v')

, T^ (i^ô^ 2^ (illjs

r 7
/,

(oc'!(')^Cpi'(2l' 21'') 15 T 4 .M («'((')'' CO^(2l'-*-2l'')

35 7,, (ct'it')''co^(/ii'

—

ifv')

' 16 (lilô^

^.=7l l-^-A^'?f-|^'«
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3 (a' u')^ cos (av — 21^) 9 7^ {a.'u')'>cos{i'— i'')

2 ' ï^i
'

*"
8 (a«)*

15 j ^(a'ic')^cos{3v— 3u') 3
j i Ss{a.'it-')'>cos(i^ — v')

. 8 (âïiy> 2 (auy>

35 7 ,
(a'i«')5c05(4i'— 4^'')

16 (ait)^

nous aurons

a l s dû' i-t-ss do! ) ^ r 1> , T> S

ffa^ l a du u ds ^
1 \, » '/' '

et les équations (1) ,
(II) ti'ouvées dans le paragraphe précédent 'de-

viendront ( en considérant seiilement l'action du Soleil
)

- P 7 sin (§v—fU^) -H /x^ (5, ^- ^5) (i?, -4- i?,)

dv^

(II)'.,
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2 1 8. La variable indépendante étant v , il est nécessaire d'éliminer

de ces équations la longitude v du Soleil, et de l'exprimer par une

fonction de la longitude i> de la Lune. Pour cela il est facile d'ob-

tenir une formule générale par le procédé suivant.

La troisième des équations (IX) données dans le n.° 55 peut êtr€

mise sous cette forme

Donc , en faisant

n' moyen mouvement du Soleil
fjl
— -^— ^

n niojeii mouvement de la Lune '

on aura

Maintenant imaginons intégrées les équations du mouvement de la

Lune, et par conséquent l'équation (i4) trouvée dans le paragraphe

précédent réduite à la forme

y"(f) désignant une fonction de \^ composée de termes périodiques.

En éliminant le tems t entre ces deux équations et faisant pour

plus de simplicité "
" - ;.

k=mn{/'—fl),

il est clair que l'on a

v'= A ^- mv •+mCç dv+ inf{}' ) -+- i^ ( t^'' )

.

Donc , en appliqviant à celte équation le théorème connu de La-

grange sur le retour des suites , on en pourra tirer la valeur d'une

fonction quelconque de i'' exprimée par ime fonction du polynôme

A-H;?i^'-+-77îy ÇJi^-4-/;j/'(v). Mais il suffit à notre objet d'avoir l'ex-

pression de

ti'(>'-''')+'-(-^'-'')|;

i et i' représentant des nombres entiers.
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Ainsi, en posant _. ' '\ '
' '

' /"

on aura , en vertu du théorème cité ,' • _' \JW^. ".._" -.. -!

.sinSi{^^^')^i'{c'<,'-^y:)\=sinK-^{i'c'-i)cosK.F(J^)^^

(i'c'— i) j^ cosK.F{F'f

2 1 g. En exécutant les opérations indiquées , cette formule donne

tin résultat , dans lequel un argument quelconque est de la forme

2'(f— F^-^(^i'-hp)[c'

F

— y-')
; p représentant un nombre entier positif

ou négatif, y compris zéro. Donc , en écrivant

©n pourra représenter par

J ''"
[o] , J' '"' [- 1 ] , ^"Z [-^ .

etc.
COS L. _l 7 cos '- -' ' COS L- -J '

la suite des termes qui naissent du développement du second membre

de l'équation précédente.

Cela posé , si l'on réduit à

-+-(|s'^-h|s'^)^m(3cV'-3vc')-^£'^.îw(4cV'-4>^')

•4-p s'^ «/2 ( 5cV— Sx'

)

la valeur de F{v') qni serait donnée par les développeraens indiqués

dans le § 2 du second Chapitre (en faisant 7'=o et négligeant

les puissances de e' supérieures à la cinquième ) , l'on obtiendra le

résultat suivant, où. l'on a fait c'=i dans les coefficiens des

fermes périodiques :
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57rt

.SOS

sin

eos
[-0

5i«
[-4-1]

/ _/';'_/^r,'_,•_L_,^3il^^•'_,•^r,•'_;_l_T^._ , , ,

un

SOS

sin

tos

sin

tos

sin

cos

sin

cos

sin

cos

(-0"-0(Ç-Hr6)-(^-'-O(^--^-3)(|.'^^£)

[+3]L(.'-0(^-'-^--^3y(Ç-.3^,^s'^)-^(/'-.0(^'-^>3y4.''

[-(^'-0(^'-^+3yg :^
:•

I t; qi Q j'4 J
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.,-, , (- (''-0m '"-(''-0 0"-'-5) â ^"^i''-') (''-'-=)" iS
^'^

)

20

sin

2 20. Comme y(c') représente ici une fonction périodique cle c , il

reste à développer les fonctions ""
\^p2 suivant les puissances de nif^y)-,

afin de pouvoir obtenir la valeur de ^'"
[_i(y— p')-4-/'(c'p'— x')] exprimée

par une suite de termes périodiques. On exécutera cette transforma-

tion au moyen de la série

siii
I

s? -t- P fnj^{^')
[
= sin a-i-^ni cos « .f{y) ^ 577?- « .J'iy)

— 2~â- C05 « .y (_(,)
-4- etc.

après que Fon aura trouvé la valeur de jTÇy)-

Mais en cela l'on sera favorisé par une circonstance qu'il est

important de remarquer. En effet la série précédente procède suivant

les puissances de nif{y) , où m désigne une fraction que nous re-

gardons comme une quantité du premier ordre. Donc il suffit que la

valeur de y(t^) soit développée jusqu'aux quantités de l'ordre i— i

pour qu'il soit possible de développer sin\(i'^'^mf{y)\ jusqu'aux

quantités de l'ordre i inclusivement. Or cela est effectivement suf-

fisant dans une théorie cjui, comme celle-ci, donne les résultat* cher-

chés par une suite d'approximations successives.

Pour mieux développer cette idée , imaginons que Ton a partagé

f{y) en deux parties f {y)^f" {y) , tlont la seconde est inconnue,

mais d'un ordre supérieur à la première au moins d'une unité. Il

est clair qu'en laissant f" {y) sous les signes périodiques l'on aurait

sin \tt.->rm p/(y) }
= sin |

a -t- (3mf {\^ \ -i- m [3/' {y) cos\u.~i^

m

p/" (v)
\

-^-/'m ^0^
1 «-•-''^P/"(0 1

-etc.
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Donc, eu supposant d'abord J^"(k'^=zo, et développant ensuite en

termes périodiques la série

sina.-\-prnJ (v)ccrsa ^j (r) cosv.— etc.,

il n'y aura qu'à remplacer a par a-^m'^f" [y) dans le résultat ainsi

trouvé
5
pour en conclure la valeur de la série précédente. Parvenu

au point où ce changement sera nécessaire , l'on connaîtra déjà une

portion de y"" (i^) : ainsi l'on pourra faire sortir cette portion des signes

périodiques , et continuer indéfiniment ce mode de développement par

cette espèce de bissection de la fonction représentée pary(t').

221. D'après l'analyse du paragraphe précédent , ron a.

/M=({^)/(r— )'^^^*"-

Donc , en imaginant développées en termes périodiques les différentes

fonctions de la force perturbatrice dans l'hypothèse de ^nt-=.o , il

suffira de changer nw en mv-\-in^nt poar tenir compte de la

fonction bit
,

qui d'abord avait été supprimée. Pour indiquer ce

changement , nous conviendrons de représenter par

(^a u'y sin(^2Ç— 2P')-hÔ[ (a'îi')'5//2.(2t'— 2i^')]

la valeur complète que doit avoir la fonction (a'z/)^5m(2i^— 2^>') : et

la même notation sera employée à l'égard des autres fonctions ana-

logues de v'.

Toutefois il ne faudra pas perdre de vue que dans le dévelop-

pement de ces fonctions affectées de la caractéristique 5 nous tien-

drons compte non seulement de la première , mais aussi des autres

puissances de mont , lorsque cela sera nécessaire pour avoir exacte-

ment le coefficient numérique d'un terme dont l'ordre sera déterminé.

Il faut donc se représenter le simbole ù[J^<x.' n'y sni(^2v— 21.'')] comme

tenant lieu d'une série ordonnée suivant les puissances de m^int.

222. Actuellement imaginons que dans les valeurs de /?, , R^ . . . R^

posées dans le n," 216 l'on a fait aw= î«,-hi?îi , 5= 5, -h ^5 , et

qu'en outre l'on a développé les fonctions de v' par le procédé qui
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vient d'être indiqué. Il est clair qu'il en résultera pour chacune de ces

fonctions une nouvelle série ordonnée suivant les puissances et les

produits de ^u , h et m ^nc. Donc , en convenant de représenter

par B' la valeur que prend B^ , en y faisant aa — «^ , 5 = 5^ et

SrtC = o , Ton pourra faire

B^ = B'-^ ^B'

et considérer le simbole Si?' comme tenant lieu de la totalité des

termes qui naissent du développement de B^ suivant les puissances

de ^u, h et mtnt, Nous ferons de même

B^ = B" -*-W' ; i?3 = R"'-*-W;

B^ = B"'-^ ^B"' ; Br = B""-^ Si?".

Cela posé, voici les termes de Si?', ^B" . . . ^B^ , qui, en général,

seront suffisans pour développer les perturbations de la Lune dues à

l'action du Soleil :

__ j
2 ja'u'f sm{v — p') ( i5 ^K 45 /^Y ]1 ""^l

^ «/ ^ 8 *

7^
"" T v"^;

" 2 ^' u^ \

1.5 1^ {a'u')^ sin{2i> — 2p') §11 io5 j^ (a'M')^«rt(4P — 4^') ^u

H- cf —t^^—^

—

^
^ ^ 6—i-i5( — ) >

1 5 §u 3

8
~

7 2 ^ [(a'M')^««(3p — 3p')] W5 75 ^m >
-^?f> ^1 l-8--8'z;\

,2 (a'w')'* 5ira(p — p') ( ^ /<? \2 ) S 3 i5 §u }— qb ^^^ 25, ô5 -t- (ôs) \i >

5,4^ [(a'«')5««(2P — 2p')] _^ 35 ,4 ^[((k,V)5wk(4p — 4p')] .

8
"

u/' 16
"

u,^

Tome I. 35
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1G5 j2 {oi,'u'ycos(i> — i)') ^« 75 , 2 («'m')'^ coî(3p — 3p') ^«i

8~ 50 —, *
li;
" 8" ^^

^i;^ Ti;

-»- Q —t^^ :!

) < - — O — >

33 7 2^[(a'«')'''co*(p — p')] i5 , 2 a' [(aViV ro^(3p — 3p')] .

§7?"- = -çi^J)! 5^^_ 3 f^Y-. 5 r^t ^

dit = — Cf-î^
—^ ^^ ^ ^

^ 9( — ) -^i5( — ) >

__ ,2 (ftV)^ co^(3p — 3p')
5 ^ . ^ _ 75 /^Y ^^ M^^ ^ 2 ' ii, 4 \«y/ S

25 7 4 («-'w')^ C05(2P ^— 2P') ^M 175 ,4 {a'u')^ C05(4P — 4p') Su

^ [(a'M')3 C05(2P — 2P')]

n-i4:-9a:n
, 2 ^[(ft'u')'^co^(p — p')] ^ 9 _ 9 ^«

^ 1/.
'^

ç6

"/ ^ 8 2 m/

2 ^ [(a'i^V co^rSp — 3p')]
s

1 5 1 5 ^«

2 u,

3 ,2 (a'w')"* co5(p — p') ( ç, ,<s ,2 1
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223. Convenons de faire dans le second membre de l'équation (II)'

donnée dans le n.° 217

En développant ces deux fonctions il suffira de retenir les termes suivans

Donc, en substituant pour s^ sa valeur y sin{gi> — fèdv), nous aurons

/* C05(4^c — ^fô t/p) ;

224. Supposons maintenant que l'on a développé le second membre
de l'équation (I)', et que | ju,^ h- | /x^H" représente le coefficient

constant qui multiplie ^5, ou, pour parler plus exactement , la fonc-

tion des élémens des deux orbites multipliée par Is. Il paraîtrait

assez naturel de faire passer le terme (| ju.^ h- | ju,^H)S5 dans le

premier membre de cette équation, et de l'intégrer après l'avoir

réduite à la forme

~ ^'^~ (^ * 1
/^^ - 1

/^' '^) ^5 = ^Aslnipv -^ q).

Mais cela exigerait la connaissance préalable du coefficient F; et il

est facile d'éviter cette difficulté, en observant qu'il suffit à notre objet

de découvrir successivement les difFérens termes des quantités cherchées.

Si l'on fait abstraction des cas singuliers définis dans le n.*' 208 ,

l'on pourra, en général, intégrer l'équation précédente en la considé-

rant sous la forme
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Ea effet, le coefBcient fjw-^-^ est par sa nature d'un ordre supérieur

au principal terme de la fonction ^Asin.{pv -+- q).

Donc , on peut d'abord supposer H = o , et prendre

^5 = 2^ sin{pv H- q) ;

où pour plus de simplicité l'on a fait j3 = p"^ — i — | /^^

Cette première valeur de ^s étant substituée dans le second mem-
bre de l'équation différentielle précédente, l'on trouvera en réitérant

l'intégration

h ^ ^{j'^îf'^^^) ^^^^P^ "^ î) •

Donc , en faisant servir cette dernière expression de h pour une

nouvelle intégration, il est clair qu'en continuant ce procédé, l'on aura

ou bien, en sommant la série infinie,

^s = '^

^_l^»jy
^^»(p^ -*- q)'

Or il est évident que cette expression de S5 est conforme à celle

qui serait donnée immédiatement par l'intégration de l'équation

Un raisonnement tout-à-fait semblable s'applique à l'équation diffé-

rentielle en Sa. Tel est le motif qui nous a déterminé à donner

aux équations différentielles (I)', (II)' la forme suivante

(I)" ...
I

7 Më^ ^pdv)
j
y/(/?^ -K R^ -H 2.y^PfR^ds> - P

\
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^eco5(c.-^rrfp)-.g(i-i)(i-|/-^i/)

\

(II)"

- .9 ;.X I - ! / * M r')f^^d. - ./.^ (^ -. ^u)fB,d.

- 2/? / 1 ! - M y' -^ ^( » - 1 ^')
!
^°^(^^^ - 2fôd.)fB,d,

- 2/g/(M - f)co5(4^P - Afôdv)fR^d^

225. Pour fixer les idées à l'égard du facteur }x qui multiplie

dans les équations différentielles les fonctions de la force perturba-

trice, il faut se rappeler que d'après l'équation (i3) du paragraphe

précédent nous avons

i-*-^

et que dans le n.° 47 l'on a fait

Donc, en multipliant ces deux équations et faisant ensuite le carré

il viendra

ou bien
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d'où l'on tire

m

3£
M'

Ainsi il est évident que jjj^ doit être considéré comme un facteur

du second ordre , puisque le premier terme de son expression ana-

lytique est égal à rn'.

Le facteur q doit être considéré comme une quantité de Vordre

zéro j car en développant sa valeur on obtient, en négligeant les quan-

tités d'un ordre supérieur au quatrième ,

2 2 4 12 2

q = i-i-e •+- y n-e^-t-^ey.

Le facteur 6^ = -7 sera traité comme une quantité du second ordre,

d'après le motif purement arithmétique que la moyenne distance de la

Lune à la Terre divisée par la moyenne distance du Soleil à la Terre

est une fraction fort peu différente de ^^ , et par conséquent du

même ordre de grandeur que le carré du rapport - = /?i

.

Il est presque superflu d'ajouter que les quantités constantes e et 7

doivent être regardées chacune comme du premier ordre.

226. Mais il peut être utile de faire remarquer dès ce moment que

le rapport — diffère de l'unité d'une quantité du second ordre. En

effet il est évident que |ju.^ est le premier terme qui entre dans

le développement de la fonction jJ^ R.- Donc, en égalant à zéro la

totalité des termes non périodiques qui se trouveront dans le second

membre de l'équation (II)", l'on aura une équation de la forme

d'où l'on tirera

Avec une légère réflexion on voit aussi que la quantité désignée

par n dans le n.° 21 5 est nécessairement du quatrième ordre. Car
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cette fonction des élémens des deux orbites s'obtient en égalant à i -^ H
la totalité des termes non périodiques qui naissent du développement

du produit

Or il est clair qu'il n'y a que les trois fonctions (
— ), }j!^{ jRdvf^

ju,^

—

fR^dv, chacune du quatrième ordre au moins, qui peuvent con-

courir à la formation du premier terme qui entre dans l'expression de D.

227. En arrêtant davantage la pensée sur l'origine analytique de

cette même fonction séculaire des élémens de l'orbite du Soleil, on

ne tarde pas à reconnaître que ce n'est pas elle qui fournit le premier

terme de l'équation séculaire de la Lune. En effet les trois fonctions

que l'on vient de nommer ne peuvent introduire dans II qu'un terme

non périodique du sixième ordre de la forme Arri'e'^ , tandis que l'ex-

pression de - en renferme un du quatrième ordre de la forme Arris'^.

Ce dernier est immédiatement donné par le développement de la

fonction

en y faisant q = i , a« = i , au! = i-i-£'^-4-£'co5(cV— h')-i- etc.

,

€t se rappelant qu'après l'élimination de v l'on obtient

(a'«y = 1 -*-
I
^" -^ etc.

( Voyez n.° 1 47 ). Il suit de là que l'équation qui doit déterminer -

est de la forme

et que par conséquent l'on a

ou bien

^ 1^1^ H- f/^ £ H- etc.

= I -. 1^.^ -. li^^E'^ -.
l}.\,'^

- E'^) -*- etc.
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E' désignant l'excentricité de l'orbite du Soleil à une époque déter-

minée. Donc l'intégrale f'^'^i.-) (^ "^ n) (/ ^ qui remplace le

moyen mouvement dans le mouvement troublé de la Lune (Voyez
n." 21 5) renfermera le terme

Im |/M/rf„(,»_E"),

qui constitue la principale partie séculaire de la valeur du tems t

exprimé en fonction de p (Voyez l'équation (12) du paragraphe

précédent).

D'après cela l'on comprend qu'il était impossible de découvrir la

cause de l'équation séculaire en se bornant à la chercher uniquement

parmi les fonctions explicites de la force perturbatrice qui entrent

dans la différentielle du tems t. 11 fallait considérer les variations

insensibles qui peuvent se trouver dans l'expression analytique du rayon

vecteur de la Lune , et voir que leur existence pouvait devenir sen-

sible dans l'expression de la longitude , en vertu de l'intégration qu'il

faut exécuter sur le carré du rayon vecteur pour obtenir cette dernière

coordonnée de la Lune. C'est ainsi que les très-petites variations de

l'excentricité de l'orbite de la Terre deviennent plus sensibles en se

transmettant à la Lune.

228. Si d'autres causes, différentes de l'attraction réciproque des

Planètes, pouvaient faire varier lentement les élémens de l'orbite de

la Terre , on calculerait d'une manière analogue les perturbations

correspondantes du mouvement de la Lune.

Pour en donner un exemple fort simple, admettons l'existence d'une

matière éthérée répandue autour du Soleil , et capable d'opposer une

résistance très-petite au mouvement du globe de la Terre et à celui

de la Lune. Mais, pour considérer uniquement les effets des variations

des élémens de l'orbite de la Terre, nous ferons abstraction de l'al-

tération que la matière éthérée peut produire directement dans le

moyen mouvement de la Lune, quoiqu'elle soit la partie plus consi-

dérable de l'effet dû à cette cause.
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Cela posé , rappelons nous qu'il est démontré que la résistance de

matière éthérée produit une diminution proportionnelle au tems dans le

demi-grand axe «' et l'excentricité t de l'orbite de la Terre. Donc
,

pour tenir compte des perturbations que cette cause peut introduire

dans le mouvement de la Lune, il faudrait changer a' en a'— v! Kn't\

e' en e'— e'K'nt , et déterminer les deux coelïiciens K et K' d'après les

formules publiées dans le troisième volume de la Correspondance du

Bar. de Zach
(
page 347 )

* outre cela , il faudrait , à la rigueur,

remplacer n't par un binôme de la forme nt-^K"n'^f dans l'équation

n'(t-+'J'')= i^' ^F(y'). Alors l'élimination du temps t entre les deux

équations

7i'(t^f)+ K"n"t'= v''-F(iv'-) , n (t-^f,)=:v^fidv-^f{y) ,

donnerait *

+ K" \niv— mJl -i-m / Çdv-^ '^lf(y) \
•

Mais, en négligeant les termes très-petits, multipliés par KK" , ou

par KK!' , il suffira de faire n't= mv , ce qui donnera

a'~'(i H-3/îC mp-+-etc.) au lieu de «'"^
j

£"(i — 2A'/72f 4-etc.) au lieu de s"
j

et par conséquent

[i^-i-SiM Kmv -h eic. au lieu de fJ(.^

Donc l'équatioH précédente , qui détermine le rapport — , donnera

ce qui fait voir que la distance moyenne, a, de la Lune à la Terre

reçoit une altération beaucoup plus petite que la distance moyenne a'

du Soleil à la Terre, puisque les coelïiciens K et K' sont ici multi-

pliés par la fraction m'* Cette valeur de — donne

(f y=n-3w'(/i-£'Vi')v-Hetc.
Tome /.

'

36
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Il suit de là, que l'iniégrale /'^^'f— ) (i-t-n)j/^ renfermera le terme

qui représente l'efFet indirect que cette cause hypothétique serait ca-

pable de produire dans le moyen mouvement de la Lune.

On a étendu la dénomination à'équations séculaires aux termes de

cette forme. Mais il ne faut pas perdre de vue
,
que ceux-ci peuvent

augmenter à l'infini; et qu'en cela ils sont absolument différens des

termes semblables que l'on forme en développant des fonctions com-

posées de termes périodiques , afin de pouvoir représenter pour quelques

siècles seulement l'effet des équations séculaires qui sont dues à

l'attraction réciproque des planètes.

229. Parmi les causes qui peuvent troubler indirectement le mou-

vement de la Lune il faut aussi admettre les perturbations périodiques

que l'attraction de la Lune elle-même produit dans le mouvement du

centre de gravité de la Terre : car ces dernières modifient les coor-

données elliptiques du Soleil, et deviennent, par conséquent, une

espèce de nouvelle cause perturbatrice , dont il est facile de tenir

compte par le procédé suivant
,
qu'on doit à D'Alembert,

Soient ou , ov , as' les variations de u, v' , s' dues à cette cause.

En négligeant le carré du rapport de la masse de la Lune à la somme

des masses de la Terre et de la Lune , on démontre que la pertur-

bation de la Terre due à l'attraction de la Lune se réduit à donner

Donc il fiiudra d'abord changer au en

I ' M (a.' n'y- 11 r <\

dans les valeurs de R , R' . . R". Après cela, si l'on change mv en

IM-^M ait V /
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dans les argumens qui naissent du développement des fonctions

des coordonnées elliptiques , on tiendra compte
,
par ce changement,

de la variation que ces mêmes développemens subissent par la per-

turbation de la longitude de la Lune , et par la perturbation dé la

longitude du Soleil due à l'action de la Lune. On verra dans le

paragraphe suivant la démonstration de cette règle.

A l'égard des termes nés de la perturbation 8s' , il faudrait recourir

aux formules du ii.° 27, où nous avons conservé les fonctions de s',

§ 3.

Démonstration des formules qui expriment les perturbations de l'orbite

de la Terre dues à l'action de la Lune.

23o. Les expressions de 8u , 8v' , 8s' posées dans le n.° précédent

ont été empruntées du tome 3.™° de la Mécanique Céleste ( Voyez

p. 207 ). Laplace , en suivant D'Alembert ( Voyez tome VI de

ses Opuscules p. 3ii-324), les déduit d'un théorème relatif au

mouvement du centre commun de gravité d'une planète et de ses sa-

tellites qu'il avait démontré dans le premier volume (Voyez p. i32-

134)5 conformément à l'analyse fort élégante publiée par Lagrange

dans les Mémoires de l'Académie de Berlin (année 1777). Mais,

pour faire connoître avec plus de précision le mode d'existence des

formules qui déterminent ainsi les perturbations de la Terre dues à

l'action de la Lune
,

je vais former, entre les coordonnées orthogo-

nales et les coordonnés polaires, les équ^ations, soit rigoureuses, soit

approchées , desquelles dépend le mouvement de la Terre et celui

de leur centre commun de gravité autour du Soleil.

23i. Reprenons les .dénominations du n.° 3, d'après lesquelles
j

X-*-x', Y-i-y , Z-i-z' désignent les coordonnées du point M' par

rapport aux axes fixes dans l'espace ; et —^3— , "pr" ^^^ lorces

parallèles à l'axe des X qui sollicitent ce même point: de sorte qae
,

en affectant ces forces du signe négatif pour indiquer qu'elles ten-

dent à diminuer l'abscisse X-^od , on a l'équation
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A3 r'' '

d^X , Mx . 31'
x'

dv "*"
dv-
~

AS

d'où l'on tire , en substituant pour -^ sa valeur ~

^^.(MVM")f;H-^-'-^^^^= o.

Cette équation coïncide avec la première des équations (/) trouvées

dans la page 3 , en y changeant x
, y , z en x' , y' , 2'

j M' en M,
et réciproquement : ce qui est d'ailleurs évident. Ainsi , en considé-

rant uniquement la Lune, le Soleil et la Terre, les six coordonnées

X
, y , z , x'

, y , z seront déterminées à l'aide des équations (/)

qu'on vient de citer , et de celles-ci

(4^+ (M' 4-M") ;S=î2^' -^ =45-'

i

où Ion a fait, û = ^f - -^-^'

282. Il n'est peut être pas inutile de faire remarquer ici, en passant,

que , au lieu de ces équations , on aurait

r- ,-, \d'x' M'x' Mx d^y M'y' My d^ z' . M'z' .
Mz

[x']..j^+—+ -^=0, -^^-/-^-f= o, _+ -^+— =0;

si le centre de gravité du Soleil était j ou absolument immobile dans

l'espace , ou nullement attiré par la Terre et la Lune 5 l'origine

des coordonnées x'
,
y' , z' étant toujours au centre de gravité de

la Terre. Mais cette hypothèse qui se réduit , comme on le voit

,

à faire disparoîlre les termes divisés par A% et à changer M' -*• M"
en M' dans les équations (x) , n'altère point la forme des équa-

tions (/) qui déterminent le mouvement relatif de la Lune autour

de la Terre. Car , en plaçant d'abord l'origine des coordonnées au

point M' , censé fixe , on a les deux équations
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d^x' . M'x' Mx ^ d'ix'^x) \M'{x'-*-x) , M"x

I
(x' -+• xy -j- {f -t-y)« -f- (z.' -t- zY \

^

qui ,
par l'élimiiiation de —^ , et le changement de x'

,
y' , z'

en — x' , — jk'î
— 2' donneraient précisément la première des équations

(/) posées dans la page 3.

Dans le cas où l'on voudrait supposer le centre de gravité de la

Terre ; ou absolument immobile , ou nullement attiré par le Soleil

et la Lune j les coordonnées x'
,
y' , z' du Soleil

,
par rapport aux

axes menés par le centre de la Terre, seraient déterminées par les

équations

d' x' ^_ M" x' ^ M{x'— x)

de *" ~P3- "^
A3 ~ ^ '

r^'T ) ^'y .
M"y»

^
M[y'-y)

L'^J ^ "ZF"* F""* Â3~~ ~" >

d^z' M" -J M{z'— z) _

et les coordonnées x , y , z de la Lune , relativement aux mêmes

axes ,
par les équations

d^x M" X M'{x'—x) _
dt'"^ r^ Aï

— O J

f^\ } dy 31" y M'{y'—y) _^

d'z M"z M'{z— z')

de^ H A3 — " '

essentiellement différentes des trois équations (/).

Le rapprochement de ces trois différens systèmes de six équations

différentielles offre un moyen simple pour mieux saisir la proposition

LXVI du premier Livre des Principes ds Newton.

233. Revenons maintenant aux équations (x') : si l'on y fait

, cos v' , sin v' , s'

X ^— j"^ « y — t 5 2 ^— > «

u ' '^ u ' Il '

= S — 25.-S — 2-.C05(i'— p)H-(l-t-55)- ,
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et si l'on prend v' pour la variable indépendante, on trouvera,

d'après l'analyse exposée dans le n." 26
,

que ces équations sont

équivalentes aux trois suivantes , dans lesquelles A" désigne une

constante arbitraire
j

„, du' M' -t- M" M
dv'

h"{i -i-s"')'- h''-u( I -+- Q

Si l'on observe actuellement, qu'en posant Z»^=-, , /= ^-^^^ ,

on a , -TT,—^=: -
-, on en conclura

,
que les équations entre les

coordonnées polaires peuvent être écrites ainsi j savoir

=:s —2h .S — .S —2b-— cos(v— v)-+-h'(i-i-s ) { — ) :
au au ^ ' ^^ J \ au / '

-pf Ib^ (auYsiii(i'— i'') /i* siii(t>— i"')

{au'

y

ait(n-Q)^

I (-TTÏ-^-^ )( I—2//î'^f' 1—2 -r-r=— lS.COS(f- t^) -S J j d'
(lî).../^ /V «/ / ^^^ '" ' '|{aV)3(i-:-0' a«(n-(2')H'*

(^-l^+a'«')(— ./iï'^.')-(.+r)-.'-2ii"-^ =

—.co^Tt'— v) (1+5) M-r-J— y

—

(i-hQ j
^ +—. ^„ ;

^, ^ll^ch^{i-2fR^d^-^^
^

( a' ii' )^

Sous cette forme il est plus aisé d'estimer l'ordre de petitesse des

facteurs constans qui multiplient les termes dûs à la force perturba-

trice , en observant, que l'unité est le principal terme de aw et

a II
-y

et que les trois quantités /, Z»", m, sont respectivement égales111
aux fractions ^ , ^^ , rg , environ.

On trouvera dans le second vol. l'espression de p : pour le nionient il suflit de savoir que

1
I -t-/3= I -+-p- w=-t- etc.
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234. Lorsqu'on néglige le carré de la force perturbatrice , c'est-à-

dire le carré de la fraction î ; et , outre cela , le carré de Z»^ , les

équations précédentes deviennent beaucoup plus simples. Car alors
,

la partie elliptique de s' , au', n't donne

d'' s' t d^ 0-' Il . I I f . ii\~ 11. d\>'
-7-7j-4-x=o, -T-^j -ha zi — (n-s ; =0, n'dt=r-r—,:

et en nommant ^s' , Bdu', Sn't la perturbation de ces mêmes
coordonnées , on peut la détermimer par ces équations

;

jj, Ib' {aiiYsiii{v — i^')

m , , - '

(au Y.{i -t-ss)"^

i§ta
dv^ wi ^ ' {au'

y

f?^.Sa'it' . ^ 1^1 _ Pm j j . n' d.a.'u' . Ib'^ {auVcos

~~d

d.l

dv

^ a' u' T. / I frti J I . ly ^^- '*'"
.— h§« U = 2 f Ji dv -^E. —fl H

v"- J dv
(et' k')^( I -t-i^)'

235. Au reste , si l'on accorde qu'il est permis de négliger le

carré de la force perturbatrice , on pourra retenir le temps pour la

variable indépendante, et intégrer les équations (x) par les formules

données dans le premier volume de la Mécanique Céleste ( Voyez

p. 254-262 ). Pour cela , on fera d'abord ^'= dans l'expression

de O'j ce qui donne iï'= r -Ph—rQ_-, en posant pour plus de

simplicité
;

{aiCY cosiy— i'')

i^=
3 ">

a.' u' ( I -1- i^)'

Qi I \
/ a \x'u' .cos(;v— V) /a\^/ . i\/au'\''i '

Imaginons maintenant P et Q exprimés en fonction des moyens

mouvemens nt et n't de la Lune et de la Terre. Il faudra regarder

au et P comme quantités indépendantes de « , et faire par conséquent

( j^ j= o : en prenant la différentielle partielle de Q par rapport à a

on aura un résultat de la forme {'^,\= ^,.Q^. Il suit de là que
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__ / clDJ \ __Ma: { dP \_^M/dQ \

\n' dt / a^ \ Il dt ) a! \ n' dt / ^

, / dCl' \ 31a' n M r\ Mai r\

\ da, / a^ (X ^ (t,' ^'

Mais M=:I?i^a.^ : donc en posant

r=p+z..Q-i'Q,+=/(,^).v/-.;,/(i^),>',i<,

on aura

--^r(-^)n'ch-^..u'('-^)='':.T.
a, n\J \ n dt / a. ii \ da. / m

Cela posé , si l'on néglige les termes qui seraient multipliés par

le cube de £ , on aura , conformément aux équations désignées par

(F) et (X') dans les pages 2 58 et 261 du premier volume de la

Mécanique Céleste
5

~r- U] l-^^s' -^2s.'cOSnt'hirm i i 4nr i i 4

§v' = ——=i=- j 3 B sin ii!t 4- 5 s" sin 2 n't \my i — ê'M )

m\ i—s"- n'dt (2, 2 >

pourvu que l'expression de U soit tirée de l'équation '

O= i^ -H £/•— r I I-h I-
£''— £'C05 «'i- î- s'' COS 2 n'f

[n dt l i t J

—fil dtT{2t' sin rît -i- e" sin 2n't\.

Si l'on supprime dans ces formules les termes multipliés par &*,

elles se réduisent à celles qu'on aurait en faisant d'abord Q= o
j

ce qui est le cas des équations désignées par \jc'2 dans le n.° 232.

Pour développer la valeur de P remarquons
,
que , en posant
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dans laquelle, ^3= s{au)^

S'il était question de déterminer le mouvement absolu des trois

corps 31 , M' , M" dans l'espace , il faudrait chercher les coordon-

nées X, Y , Z au moyen des équations

ce qui suppose déjà connu le mouvement relatif.

237. Soient X^ , Y, , Z, les coordonnées du centre de gravité des

deux corps M, M" , relativement aux axes fixes dans l'espace. Par

la propriété de ce centre , on a les équations

{M-^M")X= M"X-^M{X-hx)
,

(M-+-M")F.= M"F-hM(y-)-j)
,

(M-hM")Z,= 31"Z-{-3I{Z-^z)
,

lesquelles donnent
;

Mais , en nommant X' , Y' , Z' les coordonnées du même centre

de gravité par rapport aux axes parallèles aux axes fixes qui ont

leur origine au point 31'
, il est clair qu'on a

X = yl + X — yl , = X — —
777, X ,

(^) {r=Y^y-Y=y^^^,y,

z =.Z -'r z — Z.'^z Z —

et par conséquent

^^ X'
_

_d^ x' _^ • d\r d^ r d\y . d\Y d'^ Z' d^-J . d^z

de ' dl^ ' dt^ ^ dl^ dt" ' d i^
' ~dF "^7^ '

<-/P
'

Donc , en substituant ici pour '-jj^ , ^ etc. leurs valeurs , four-

nies par les équations désignées plus haut par (r') , et par celles

désignées par (/) dans la page 3 , il viendra
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d' X' ,
M-h M' -(- M" \ M" x' 31{x'— x))

fv>\ I
d-r ni-h M' -I- M" ( M" y'd^Y' 31 ^31'-*- 31"

I

3I"y' M{y' —y) ) _
di^

"*"
31 -h 31"

I r'3
"*" A3 !~

d^ Z' M-+- 31' -4- i)f
"

(
31" z' 3I(z'— z)l__=:0.

Telles sont les équations rigoureuses qui renferment les circon-

stances du mouvement du centre de gravité de la Terre et de la

Lune autour du Soleil. Il est facile de leurs donner une forme plus

approchante de celle des équations {x'^. Soit pour plus de simplicité
,

" _ M „ _ M ^„ _ M ^
^ — Mh-A/'"^ ' y ~ U^31"y ' ^ ~ 31-^31'^ '

nous avons , d'après les équations précédentes représentées par {B)
,

x'= X'-\-x"
,

y'= Y'-¥-y"
,

^'= Z'^-^",

x'~x =X'+ x"'
,

y'-y^Y'-^y'" , z'-z =Z'-t-z"'j

ce qui revient à dire
,
que x"

,
y" , z" ; x'"

,
y" , z" expriment les

coordonnées des corps M'' et M par rapport à des axes parallèles

aux axes fixes menés par leur centre commun de gravité. Cela est

d'ailleurs évident, puisque
,
par la définition même de ces coordon- *»»

nées on a , identiquement
j

(C) . . .
{
M"x"^Mx"==o , 3I"y"-i-3Iy"'= o , M" z"'\'Mz"'= o\.

Mamtenant , si 1 on tait
, J=—m^m"— '

""

—

Mn-yi/'^M"— ^

A"' =(x' -^x" y+ (F'-Hj" )^+ (z'-f-s" y

,

A"-= (Z' + x'" )^ -+- (r -i-y'" y-i-{z'-i- z'" y,

il est clair qu'on peut mettre les équations (X') sous cette forme
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ce qui fait voir, que la partie elliptique des coordonnées X' , Y' , Z'

est la mônae que la partie elliptique des coordonnées x'
,
y' , z' : de

sorte que , la différence
,
porte uniquement sur la perturbation de

ces deux mouvemens.

238. Mais il y a cela de remarquable, que la perturbation des coor-

données X' , V , Z' du centre de gravité est beaucoup plus petite que

celles des coordonnées x'
,
y', z de la Terre. C'est ce (ju'il est facile de

démontrer en développant les radicaux qui entrent dans les équations

(x') ei[_X'2- Alors, en négligeant les termes de l'ordre du cube de

oc, y, z on trouve aussitôt que les équations (x') se réduisent à celles-ci:

o= ^I;£^Çyi+M'^Iin^^Mx(l,--^,)--l^ixx'^yy'^zz')

^^.-)^x r ^ix{xX'^yy-¥zz)-Sxl^x.^-k'y.'--\~z.~,J
\ ;

^

o= î5^+ (M-HM'-HM'')^3H-Mj(i--l)-^(xx'-Hj/-^..')

o= ^^.-^{M^nî'-^Myf,^Mz{^,--^,)-^-^f^xx'-^yy'^zz')

et que les équations [^X' j se l'éduisent à celles-ci :

iX' r'- 2X fX'x-^- ¥'r-i-Z'z) ]

[Y'r'-%Y(X'x-^Y'y-^Z'z)]

[
\h, hi'^ h, / ]

o=^V(M-hM'-f-M
iZ'r^- 2z(X'x-h Y'y-^Z'z))
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Or, en meltant le terme —^, qui entre dans la première des

équations précédentes en x'
,
y' , z , sous la forme

'1^^(^M^M'-^M").~.
M-i-M'^Bl"' l\l-i-M"

^ / r * iir r a: \ a r /

il est clair que 'ce terme est beaucoup plus grand que le terme

qui mesure l'ordre de grandeur de la force pertiirLatrice dans les

équations en X' , V , Z'. Et voilà comment on peut se former une

idée claire de la proposition LXYII du premier Livre des Principes

de Newton.

289. Pour rendre plus immédiate la comparaison entre tout ce

qui tient au mouvement du centre de gravité de la Terre et de la

Lune , et le mouvement de la Terre , il faut faire d'abord

rr/ COSV yt SillV rjl S^

et transformer les trois équations [^X'~\ dans celles qui ont lieu

lorsqu'on prend V pour la variable indépendante : ensuite il faut

appliquer à ces mêmes équations une transformation analogue à

celle exposée dans le n.° 235.

D'après les équations désignées par (VIII) dans la page 26 on

a , dans le cas actuel

,

(*) La lettre A' fepvésente le clemi-gvand'axe de l'ellipse relative au centre de gravite de la

Lune et de la Terre : de sorte que on peut faire sans erreur sensible A'— :^'.
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i H"^ désigne i

Les équations

où H"^ désigne une constante arbitraire, et R'= ^, . g,:, '„,

TJ 2 I -+- S'S'

rU'

un \-^S'S' (i— I )^(l -t-i=-) 2(J— I ) } COi(l'— /^') -4- 5j>'!
^ -^ ~r7^^ if"'

1
^" tTi JU ^ u^ u U '

1 clR, clR, (i-t-S'S') ilR, S'
donnent âf^=o , ^,= ^j;^ ,

__i_ __
,

^A" i-5»tfc— ^~'
)^ clA" S' is dà"

{
i-i-S'S') i\cos{i'— F')-*'sS'\

JF'~ uU'A'' ' dJ'~ U'^ A''
*"

u i/' A" ' rfZ7'~ A" C/'3 uf/'^A''

De là , et de l'expression de 9." , on tire aisément
j

^fl^' 5i'[/' 31''

dS'

M" { n, . U'\ M /c , /• .>.^'\.

{i -h S'S'y

dû." _ _ 1 ijr {i—i)M
\
sm(i'—F')

,

rf F' "~
I A"3

"
A"'i ) uU' '

dlj'-^V'Ys^=---—i-^lI^A'^-'''^''-^A-^TP^A^^^^
(l-l-iS«5)^

Cela pose , si 1 on fait -^, =^ , on aura

AB_M'-i-M" AM"_ i—i AM_ i

-JT^— W^~ 7 H'^
~ A' ' H'^~~A'

d'où on conclura
,
qu'en faisant

.a /A'V'\[cQs{s>—V')-i-sS')
. ;, / s Y { i -h ss \ { A' U \'

/. >.:y{A'U'\\cos{v—F')-*-sS\^f; ^>^,/ i ^ ss \ { A' U'

y
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on a

,

"

'

^ ' ( I +• S's )
^

f , N_?
(

.A'U' a , ,,,, )

(31'^ M") .-i (^-^^) l'-^'-Tr-i^'°'^^-''n

Aua" 5'^n", I
HH^-^s'sr^ ^' {i-^S'S')

z1_
(i^.Aj-4{iH.(/-x)J.^'co<.-n[

wAû'dV'-^—w^-d^]-
—"-—;~r— 10+^) -u+^O

[

A' sM.(i -^-S S')^

En substituant ces valeurs dans les équations {U'), et remarquant

qu'on peut, sans erreur sensible, remplacer M'-^-M" par M-hM'-i-M",

il viendra
;

Z*'^' cA/ /i,/7r^\ ^"'^'5' a i-(l -i)\S'cos(y~F')-s\
(i-»-A,) -(i-l-A,)'

a u ( I -t- S'S' )^

R"dA'U' Wi-i)(i-i-A,)^-t-i(i-t-A^)^- i

y—Z3— ^^ - " «^
^-TfTT— •

Les valeurs elliptiques des coordonnées polaires sont celles qui

I

satisfont aux équations

! _ 3 -

1
Donc , en nommant ôS' , <iA' U' , àn't la partie qui constitue la per-

turbation de ces mêmes coordonnées on aura
,

pour déterminer

celte partie , les équations suivantes
;
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[-'•(-OzS ^''^"""~r'' i!(.+A,)--(.+A.ri;

lu'-]...lChï^^u'u'){i-^^frciF'y
R'd.A'U' ((i-t)(i-HA,)"-f-t(t-t-A,)'-i|

"'' "^
(,.5'^r

où ^/ £/,' , représente la partie elliptique de A' V.

La complication de ces formules tient au grand degré de généralité

que nous avons voulu conserver jusqu'ici j mais en négligeant le

carré de la force perturbatrice j c'est-à-dire les termes multipliés par

i , S , iS , -jpr- on aura
;

' ail < J '

A=-.i'.:^'c<,s(>.-^-')+''*('+")(=^)';

[W]....(5^+w=-'^!.-(.+4.)-h
i. _ -1

dV'^

';i=-\f«dr^--^-\{A'uf)

240. Lorsqu'on veut; conserver le temps pour la variable indépen-

dante , négliger le carré de la force perturbatrice , et appliquer aux

équations [X'] une transformation analogue à celle dont il à été que-

stion dans le n.° 235, on fera pour plus de simplicité
3
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V= = (.-.)^^.-^™K--O+('-0-(î)'(.+O(S')",

A,"==,i.^'c«(.-o+.-(îy(.+o(^'y,

ce qui donne, en supposant Z'= o j uu^zA'lf'j B,=ir'

;

cl OU 1 on lire JQ. ~— ;

—

- (/ , en posant

Donc ea faisant (^>)= ^Q.'? "o^s aurons

/d.Aa"\ [M'-*-M") { dO' \ ,/d.Aa"\ (M'-h3i") l
f^, ^n'I

Mais M''-4-M"= 7i"a" : donc en faisant

on aura

a n. J \ d.iit / aJ'-n'^ \ da' /

Avant d'aller plus loin , remarquons ,
qu'en développant Texpression

de Q'
, et négligeant le cube de A/ , A," , on a

5

Q'=.'.'îiA>|(i-OA/'-|.-v-|(i-OVl.

Mais;

partant

d'où l'on lire

Tome l 38
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Il suit de là que si l'on fait -^'= (T^J 2~'^''*"2^''^ C^*^"" ^^')|

Cela posé , si l'on détermine la fonction JJ'" par l'équation

— f ri! dt T\2 i' sin n't -H s'" sin 2 Ji't
)

on aura

m, =^A'ih'. U'"
j
I -t- I

£'^
-t- 2 s' cos n't -H I

c-'^ C05 m't
j

j

a^'£/'= (^' U'y.ih" U"'
{

I -+- 1 ^'^-4- 2 i'cosn't-^l ^'cosinJt
\

^V — i7-=jf j
3 h' 5/rt rît "H 5 e" 5m 2 7z7

j

_^i4_ t/f/"'
2+5-=''M- 2 £ C05 7Z f -H 2 s C0S2nt

|

On voit par ces formules, que les perturbations oR^, et cJ/^' exprimées

en fonction du temps sont de l'ordre de ih'' ; ce qui est conforme

à la conséquence tirée plus haut par le simple développement des

radicaux qui entrent dans les équations {x'') et {X').

Pour déterminer la perturbation ^S' remarquons
,

qu'en faisant

Z= o
J
après la difFérentiation , on a

Au." __ __ M" z"
^

__M^ _

dZ'
~~

A"i A"'3 •

de sorte que

(7 Afi."\ a.

m

— \) .i^'-.sia.'u'f i r
. , n"ï" / t,'\~ )^•^)= IT- !('-^V) -(i+A/')

j.

Mais (xH-A/r-(x4-A/'r=-|A>|A/'=3^,/^'co5(.-.'),

partant
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D'après cela on aura

en déterminant U"" au moyen de l'équation

0= -r-i—Hc/ — 3P'( I •Jf-):î—t'cosnt— -^îCOS2nt )
n'- dl^ \ 4 4 /

— 3 /P" n' dl
I
2 î' 5m Tz'i •¥ z'^sin l'nt \.

241. Reprenons maintenant l'équation X'= x'— x" =.x'— -^j^^^^,x
^

et remarquons que , en nommant ^X' la perturbation de X' , et 5x'

celle de a:' , on doit avoir 5X'= 5x'

—

x"
,

puisque la partie

elliptique de X' et celle de x' sont égales. Par la même raison on

a, BY'= ày'—y" , ÔZ'= dz'— z". Il suit de là et de l'équation

r"= x''-^y'-i-z"
,
que

Mais , comme on néglige le carré de la force perturbatrice , on peut

faire x'= X', y'= Y' , z'= Z' dans la première partie de cette

expression de ^r' , et alors il viendra

' r ' r

en supprimant le terme '^
,
qui est de l'ordre du carré de la force

perturbatrice. Or nous avons ^ .

p 1 ,
1 , cosv' t

sinv'
^

cos v sin v ^

partant il est clair que

^/= - ^'=- yi' 4- ^i£i^=£I . d'où l'on tire
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en observant que le produit (jr,) àW se réduit à oU' lorsqu'on

néglige le carré de la force perturbatrice. L'équation, lan§^. v'= -,,

donne w =. u"^(x' ày-'—y' §x') : de sorte que nous avons

ov= u'' {x' §¥'-y ax')-^iu (x'y-y x) -,

et en remplaçant dans la première partie : x' par X' ,
y' par F'

;

oV= u" {X' 5 Y'- Y' àX' )-i-iu" (x>-y x).

Mais l'équation lang. F'= Ç, donne 8F'= U''{X' l^Y' - Y' §X')
;

partant on a
.

d'où Ton tire

S'

L'équation s'= u'z' donne os'= ii' Sz'= u' {àZ-i-z"); et comme Z'=
jj,

on a àZ'= jj,
— ~~[jrr •> ^t par conséquent

v

en supprimant le terme —fpT j ^P^ ^st de l'ordre du carré de la force

perturbatrice.

Ainsi , en réunissant les trois formules que nous venons de trouver,

il est démontré qu'on a

71/ ^,
_

{a'u')^cos(^-^'')
_j_ ^j, jj,

BI-t-M" ' a M

V / \ 71/ +- M a u

M 7 2 a' u' .s ^ c/
77, O . H 0^ ,~

71/ -H 71/'

lorsqu'on convient de négliger le carré de la force perturbatrice.

Les équations trouvées dans le n.° précédent offrent le moyen de

déterminer 8J' U' , oF' , 8S' j mais la petitesse comparative de ces

quantités permet de les négliger, et alors on tombe sur les formules
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rapportées dans la page 282. Cependant, pour plus de clarté, il faudra

les concevoir vraies, sous la condition qu'on supprime dans l'expres-

sion analytique de a m tous les termes multipliés par h"; parceque

ceux-ci produiraient dans ^a'u! , §v' , §s' des termes multipliés par

ib'' ; c'est-à-dire des termes du même ordre que ceux qui entrent

dans l'expression des quantités négligées àj' JJ' , ^V ,
^5'.

242. Imaginons maintenant
,
que par l'intégration directe des trois

équations désignées par [^«'] dans le n.'' 234 on ait obtenu

3
?i'l=zv — 1 s' sine v' -i- -^ s"^ si?i 2c' v' -h i ^ {y') :

de sorte que i'^(y'') soit la partie de n't due à la première puissance

de la force perturbatrice. En faisant, pour un moment, a^=7i'i;

F(y')= 2 e' sin c' v'— js"' sin 2 c' v'
,

on a l'équation v' =:a-i-F(^v') — i^^(y')
,

qui , d'après la théorème

de Lagrange donne

-+-

1.2 da

1 d\ \ F (a) - i^ia)

1.2.3 da^

-h etc.
;

donc en négligeant le carré de la fraction i, il est clair que nous avons

, r-,/. >. 1 d.FÎây 1 d^.FÏà)^
P =«+i^(a)+r72-^-^ 1.2.3 da^ ^ ^^C-

i'Y(a^
<i-lF'i^')-i'^^^)'\ JL <tAÈ^L:il^^ etc.

^ J da 1.2 dci^

La première ligne de cette expression étant la valeur de v' qui

aurait lieu dans le cas du mouvement elliptique , on doit en conclure

que la seconde ligne constitue la perturbation de v' ^ et que par

conséquent on a l'équation

oV=-.-^ra)-^-^^('^^-^''^^'^)^—J-^^-cw-^-yw], etc.
^ J da 1.2 da''

Or il résulte de la série même de Lagrange ,
que l'équation

p'= a-\rF{y') donne
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pW (^')di;'=fi^ {a)da+ i^ (^a).F{a)^:^/-^^^^-^^^ etc.

Donc réquatîon précédente revient à dire, que — /da.§i>'= fi'^ (y'^d\^'y

ou , en d'autres termes
,
que

Et comme on néglige le carré de la force perturbatrice , on peut

ici substituer pour -^ la valeur fournie par l'équation v'= a -i-F (y' ),

et alors on obtient

ov=_ino.|.-:^^j-.
Donc en faisant

^
pour plus de simplicité

6(^i>,v )= [i —2B cosc V -^K^ cos 2c V -»-ctc. _).— sin[y— v)

l'expression de n't sera celle-ci
5

o

jit= i^'— 2 ï' sin cV -t- T- î" sin ic v'— i 1/ {y, v' ).

Cela posé , si l'on représente par nt^=v-^/'{y) l'expression de la

longitude moyenne de la Lune en fonction de sa longitude vraie ,

on aura
,
par l'élimination de t entre ces deux équations

;

m\>-^mf{v)-=.K> — 2Î sincv'-^-^s."'s:nic V —ih'^Qiyyv')
;

ou bien
,

Soit v=T(y^ la valeur de p' en fonction explicite de v qu'on tirerait

de cette équation, après y avoir fait /=o. La valeur de v' qui

satisfait à la même équation lorsqu'on tient compte du terme multi-

plié par / peut être représentée par r(i')-t-^V. Donc, en changeant

i^' en p'4-§'p' on doit avoir

o^V'= 5' ^^\2b' cos c'
v'-le' cos 2C ^') -h ib'0(<^,v' ) -h l h' à' v"^-^^^ -i- etc.

d'où l'on tire , en négligeant les termes multipliés par /^
;
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d.F{i'') '

Donc, en substituant ici pour 9 {y,v') sa valeur posée plus haut^ il viendra

§'
v'=V= i J^ .— sm (v-i>')

ce qui rend raison de la régie énoncée dans la page 282
,

pour

tenir compte de la perturbation de la longitude de la Terre due à

l'action de la Lune,

L'analyse que je viens d'exposer fait voir a priori à quoi lient

l'avantage de la considération indirecte du mouvement du centre de

gravité de la Terre et de la Lune dans la recherche des perturba-

tions de la Terre dues à l'action de la Lune : c'est un artifice de

calcul
,

par lequel on évite au lieu de surmonter l'obstacle.

Newton avait senti cette moindre aberration du mouvement

(? elliptique dans le mouvement du centre de gravité. Mais le peu de

mots qu'on lit , à ce sujet , dans la Prop. 67. du L" Livre des

Principes ne me paroissent pas suffire pour en demeurer convaincu.

Au reste , on doit
,
peut-être , à ce laconisme de Newton un inté-

ressant Mémoire d'EuLER publié en lySo dans le L" vol. des Novi

Corn." de S.' Pétersbourg , où ( Voyez p. 44^ ) j il trouve
,

par

l'intégration directe des équations différentielles en x'
,
y' , z' une

expression de ^v' équivalente à celle-ci
;

ce qui donne , 5v' = jj^rj!" ^ V
^ "^ 2

'"'
) ' ^^^ ^'^^ "" '^'^^

' ^" développant

lé coefficient, et substituant pour / sa valeur ili-k- ^^m'^y Si Euler

avait tenu compte de la variation dans l'expression des coordonnées

lunaires , il aurait obtenu "^^—
tt-

"^^ 3u lieu de -^ni^ , comme ou

le conclud aisément de la formule générale qne j'ai donnée plus haut

( p. 288 ). Or , ce résultat ne diffère pas sensiblement de celui qui

est fourni par la considération indirecte du mouvement du centre

de gravité j et il est assez singulier de voir , après cela
,

qu'EuLER
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infirmait par la phrase « Undc patet considerationem centri gravitatis

« effectum Lunae niinis parvum exhihere » (Voyez p. 4-^7) ^^ principe

de Newton , tandis qu'une simple transformation de son résultat eu

offre une démonstration. (*)

S 4-

Développement des Jonctions des coordonnées elliptiques de la Lune

jusqu'aux quantités du cinquième ordre.

243. Pour développer ces fonctions, il est nécessaire, avant tout

,

de nous occuper du développement de la fonction

I
\/i^s^-\-ecos {cv —/tzdv) \

~"'
;

m désignant un nombre entier quelconque. D'après la transformation

de i-i-s" déjà donnée dans le n° 2i4 ? il est clair que si l'on fait

pour plus de simplicité

y(, H-y°)— I
_ , _ 2

/ ( I -t- 7O -*- • ' I -t- 1/ ( I -4-y )
'

(p=2gv— 2/'0dv, D=i — 2X.cosf-\rx'', l'ou a

I
\/i-i.s;-i-ecos (cv —fr^ d\>)

}""" =«'"
I
\/^-haecos{cv—fTsdv) |""'.

Donc, en développant le second membre de cette équation par la formule

ordinaire du binôme, et écrivant simplement cv au lieu de cv—f^dv^

il viendra [ l/7+^ -4- eco5 et» ]
~

'" =

a'D '-ma'-'-'D ' ecoscv-^
"'^""^

'

^ a'""-' D ^ e^cos'cv
i .2,

(m + 3)

->- —^—
, '\, 'a D e cas cv-^Qlc.

Or l'on a , en général

,

D =A^-^2J^xncoso-^2J^x--YY^cos2'^ -i-zJ^x -^-j~^—-cos à(p-i-et&.

' 1 J -H I 1.2 (H- l)(i-l-2)

(Voyez tome II
,
page 27G des Exercices de calcid intégral par M.

Legendre ). Ainsi l'on pourra développer sans difficulté chacun des

termes de la série précédente.

244- Bornons nous à calculer ce développement , en négligeant

les quantités qui passent le cinquième ordre par rapport aux puissances

et les produits des deux constantes e et 7. Pour cela il suffit de prendre

(*) Voyez la fin du § 4 <i" S."""" volume.
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m 2 2

-Y -1- -
4

' 3a

Cela posé, l'on trouve

— me cos cv

m • 7« -*- I

m • 7?j -)- I • m M- 2 3

[ /i ^ 5^ -*- e C05 cp ]
~ '" =

7 y^COsaÇi
04

((to-i-i) 3 6(ot -t- i) -(- 3(m -1- i)* ^X
I ^7 -^ y

j

(^-- ^ ^-^^^ -y ^ycos<^-^
-^^ fco$%(^

a 2 <!/ 7/1 "4-2 2\ m-t-23 ^7
e C05 cv l\ I y ) -h — y co5 (p >

3 3 ^/, /7z-)-3 2\ 7n-f-32 ^}
e cos cv< [ 1 y -] -*" y cos(p?

l\ 4 W 4 ' ^SI • 2 • 3

77î'7/l-+-I-77î-l-2'mH-3 a A— —5 (T cos^
I • 2 - û • 4

CP

7n>77l-«-I-77l't-2'772-(-ô.77Z-(-4,5 $
5

—

r -e COS CV.
I • 2 • • 4 • 5

Maintenant, si l'on substitue à la place des puissances de cos a> leurs

valeui's exprimées par les cosinus des multiples de l'arc, on obtiendra

la formule suivante :

I
/i +- -y^sm^gv —fùdv) -^ e cos{cv —J'wch) |

~ '" ^

m 3 77î-7?Z-t-I n 77î«7J2-f-I'7?î-4-2'77î-(-3 a 6m -»- StTZ^ 4
I — —y -1 e -) 7 e^-*- —7 y

4 4 64 64 '

cos OP ^

1^- " ^

m-m-hï 3 771 • 772 >^- I • 771 + 2 2 77Z>77Î + I •771 + 2 •7?Z4-3'772+4 4

cas cp e

— 77H y jr e e^
4 ' 8 192

— 6/7l(77l-l~ l) — 3m(77l-t-l)* 4 77î-77î-t-I-772-t-2'77l-»-3_ _ _ y H
^^

.

3"o/7ie 7. 39

a 2
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2 ( m • 7tt -t- I m 771 -t- 1 • m -*' 2 ' m -*- '5 2 m • 7?i -<- i • wî -4- 2 2
cos icv e < H e -p y

l ^ 40 16 '

2^ m m • m -*- I • tn -*-'2 n 2m -^th^ n

cos 2.gv y i 1 j. e -,— y

COS ôcv e < —

T

-e -I- 2 y
l 24 004 90

'

jji-m-t-i 7n-7n-*~i'7n-^2-r7i-*-3 2 2/n(m-t-i)-4-m(m-t-i)^
C05 2^o-P^c(.e7-' 3 g- e -^ -_____y-

1^ m-7?i-4-i 7?î-7n-t-i -wz-f-a-m-t-S 2 277i(7?z-t- i)-t- 771(771 -t- i)" 3

C05 2<?p — cp e y" <
^^

7 e h ;; y
^ ' > 8 64 02 '

cos /\cv

cos à^gv y'^

-4- I • 77Z -t- 2 • 77Z -t- 3

192

77Z • 771 -t- 2

64

2 aS 77I'7n-t-I'7?I-»-2
C05 ^sv-^^cv e y < 5^ ' ^ 02

^2^ 77Z>7?Z-t-I>7?l-4-2
C05 2gv—2cv e^y < 5

9 3 a S 77Z • 77Z H- I . 77Z -t- 2 • 771 -t- 3
cos 2D'P"i-ocp e y < — •

^ ' ^ 192

711- 771 -t- l • m ~l- 2 ' 771 -i- O
cos 2gv~dci> e'y' < —

C05 ocv e < —

192

5^ 77Z'7ri-f-l-77l-4-2'77Z-t-3'77Z-t-4

J92O

Il ne faut pas perdre de vue que
,
pour simplifier l'écriture de cette

formule, nous avons remplacé cp— /Wp par cp et gv—Jôdv par g:p :

comme ce changement porte uniquement sur les argumens , sans af-

fecter les coefficiens, ou pourra toujours rétablir les formules c[ue l'on

aura ainsi formées dans leur état naturel en y écrivant

cp — Arc/p au lieu de cp
,

gv — jadv pp .

Nous ferons souvent usage de cette abréviation.

245. En faisant m = 2 dans la formule précédente, et retenant

seulement le terme non périodique, c'est-à-dire le coefEcient de co5 op ,
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on aura la quantité désignée par /t dans le n.°ai3; de sorte que,

en négligeant les quantités d'un ordre supérieur au cinquième, l'on a

d'où l'on conclut

- — T _ 3 e^ 1 2 3 4 _ 1 4 .

— —
^ *

( I -H y^) ^ = I -H- e"^ H- e"^ — I
e^ 7^

;

2 423/ 2\T 3 2 4122
Réduisons l'expression de

— — ^__
"/ = '^ ' (i -^ 7^) '{ |/i -»- f,^ -1- e C05 c<^

I
,

définie dans le n.° 2 1 6 , à

!2 la 4 34 12a

cos cv e
I

I -t- e^ -t- e'^ — I e^ 7^

2 ( 1 1 3 1 „ 2

C05 4gf^7'^
!
"è'

En différentiant cette expression, et se rappelant que cp et gt^ tien-

^lent respectivement la place de cp —-fmdv et g(^ —Jhdv , il viendra

"^ "

5Ja w e
I

I -»- e^ -(- e"* — i e^ 7^
I

( c -^—^
|

246, Maintenant, si l'on développe les puissances négatives de u^

à l'aide de la formule générale rapportée plus haut, l'on obtiendra sans

difficulté les résultats suivans :
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cos ov :



COS 2gQ-*" 2ct> c'y

cos 2gv — 2CP e^y

COS âfCV e^

CHAPITRE TROISIEME.

8

M
8

1.5

3o9

cos ^gv y^

cos igv -f- 3cp e 7^

cos %g{> — 3cpeV^

cos Scp» e'

cos ûfgv -\- cv ey^

cos 4^f — cp e y^

C0S0i>

cos cv

cos 2CP

COS %gv 7

co^ 2gç-i- CV ey"

COS 2gv— CV e y^

cos Zcv e"

COS 2gç -)- 2cc^ ey

cos 2gi> — 2CP e^y^

cos 4c(^ e"^

cos ^gv y^

cos 2gi> +- 3cç e y^

64

15

15
8

21
16

_9_

16

_9_

16

1 _

I -t- 2^?"

4 - 3 e'

5-1/

ly4 2 2
e y ie^

15 2 45 3

_ 5 15 2_ 45
e=

3 8
'^

8
^

-5 15 2 5 2

là
4

15
4

35
8

3
8

35

cos 2gv — 3cp e"/''
I

— ^
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+ cos 5cç e
I

— I

cos 4gv -t- cp ey'^ \ — ^
cos4gv— cv er'^j ~ If;

1 _

COS cv e|— 5 — ^e-»-|7

2 ( 5 1.5 2 65 2

C05 2^^» -t- cp e y^
I

— Ijî

C05 2^p— cp e y I

"~ X
C05 3cp e^

I

— Ç
10.5

16
2 2 ( 1 0.5

C05 2gp — 2CP e 7 I ^Y^

cos 4CP e

C05 4êP /
1 If

4$ 35

qs^ _

( 12 7 2 2 7 4

C05 cp ^\'~' \
y"

2 i 1 .5 a
C05 2CP e

I ^y
C05 2gP y'j - \--\i -^f 7^

C05 2^^^ -^ CV ey'\ ^
2 ( 5

C05 2^p — cp ey
I ^

3 2 C 15
cos 2gç -t- 2CP e y

I

— ^
15

C05 2fi'P — 2CP e^y
I

—

cos 4gç /
s

- ^
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coscp e| — o— I2e-^^y

C05 2CP e '

cos ^av y'\ ï
Nous avons rejeté de cette dernière fonction tous les termes d'un

ordre supérieur au second; et dans le développement des fonctions

-^ 1 ^ on a négligé tous les termes d'un ordre supérieur au

quatrième.

Cela sujfEt à cause des facteurs qui multiplient ces mêmes fonc-

tions dans les équations différentielles.

§ 5.

Sar Vexpression du tems , en fonction de la longitude vraie de la Lune,

qui constitue la première approximation relativement à cette troisième

coordonnée de son orbite.

247. D'après la conclusion établie dans le n.° 216 et de nouveau

rappelée dans le n,° 221, il semble que, sur ce point, il n'y a pas

lieu à un choix différent , et qu'il convient de s'en tenir à l'expression

de nt fournie par l'équation

[nt} = V -^f^dv -*- (i -*- d/^(j - 1) dv,

Mais, en développant la valeur de ^ i et exécutant ensuite l'in-

tégration indiquée , l'on voit naître le terme ayant pour argument

2 (gv—Jôdv) — 2(cv —Jw^dv) avec un coefficient dont l'ordre est abaissé

de deux unités , en vertu du diviseur 22- — 2c — ^^ '

,

-f- ^-^—
'=' dv iU'

qu'il a acquis par cette opération.
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Cependant on sait, par l'analyse exposée depuis le n.° loo jusqu'au

n.'' 119, que l'addition de la perturbation S/iî fait disparaître dans

la somme [ntj -+- ^nc la partie du même coefficient qui est d'un ordre

inférieur au quatrième. Ainsi, d'après cette considération, il est naturel

d'exclure de l'intégrale /(t 1 )c/p le terme affecté de l'argument

2.{gv — fôch) — 2.{ci' — puTclv) , et d'en réserver le rétablissement au

moment où l'on pourra le réunir à celui qui se trouvera dans l'ex-

pression de Int. En effet ce moyen fort simple facilite une partie

des premiers développemens des fonctions de la forme perturbatrice

,

en épargnant la peine de calculer plusieurs termes qui seraient ensuite

détruits par les développemens ultérieurs.

A la rigueur on devrait employer un artifice semblable à l'égard

du terme affecté de l'argument 2{gv—fôdç) — cv -i-Jwch , lequel a,

dans l'intégrale / \\
i)cZp, un coefficient du troisième ordre, et

reparaît dans tnt avec un coefficient du même ordre ( Voyez plus

bas n.° 248). Mais, comme ici^ il s^opère une simple modification dans

le coefficient numérique de e/^, sans altération relativement à l'ordre

du terme principal , il devient beaucoup moins avantageux d'exclure

ce terme de la valeur de \jit\. Néanmoins , s'il était question d'une

définition précise , il fiiudrait dire que le caractère d'une véritable pre-

mière approximation est celui , d'être composée uniquement de termes

relatifs à des argumens qui reparaissent avec des coefficiens d'un ordre

plus élevé dans les approximations successives. C'est ce qui a lieu à

l'égard des fonctions s^ et "' qui constituent , respectivement , la

première approximation des deux coordonnées s , u.

248. Maintenant, si l'on fait m ~ % dans la formule générale

trouvée dans le n.° 244, et si l'on multiplie le résultat par

^ = ^ ~ i
^^ "^ It^ ~*"

i^"*
~ l/"^'

^'^'^ aura, en négligeant les quan-

tités d'un ordre supérieur au cinquième

,
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COS Cif

cos cp

COS %cv

cos 2Sl> 7

cos 2gi^ — cv e 7

cos 2gv -*- w e/^

cos 2gV
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il viendra

sin cv e

sin 2ci^ e

sin 2gv y^

sin 2gv — cç ey

sin 2gi} -*- Cv-' ey"

sin Sep» e"*

sin 2gv — 2CP e y^

sin 2gv -H 2CP e^y

sin 4c

P

e^

sin 4gv y'^
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Cela posé , voici comment on peut démontrer assez facilement
,
par

la considération directe des équations différentielles du second ordre,

que la perturbation 'ènt détruit précisément le terme

322 sin{2gv — 2cp)

4 ' '2g — 2C

que l'on voit dans cette formule.

249. Comme il est question d'un argument indépendant de l'angle

p— f' et d'un coefficient du quatrième ordre indépendant de l'excen-

tricité du Soleil , on reconnaîtra avec une légère réflexion cpi'il suffit

à notre objet :

i.'^ de conserver les termes suivans dans les équations différen-

tielles (I)", (II)" posées dans le n.° 224; savoir

- -^ - ( I -^
I

/x') S5 = (f/R^ - P) y sitigv
,

(T- du

2.° qu'il suffit de réduire à — la valeur de Y donnée dans le

n.° 2 1 5 , et celle de d-'^nt k

, r, X ^ 2^«
.

a • ànt — T- ap— '

A u^

3.° qu'il suffit de faire dans ces équations

7? nii 3 (a'"')^ 39 3 ^ 11; 2
n. — ti — iq—-— = - • -^ — b-ecosci' -*- ^ e cos 2CP ;^ ^ ^ U^ 2 U^ 2 ^

4 ^ u^^ \2 1 u^J 2 u^ 2 u^

R -^ ^\i = —
I
e cos cp — ^ e y'cosi^igv — cv) \

X— -y- = — 1-4- %ecoscv\

I -4- V ^
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îl suit de là que l'on a

--^-{i-l}j:~)^a = -(l,j:^-^Q')ecosc^

— je y^cosi^igi^ — cv) -t- 3§i- • 7 5i>2 ^t^ — | (S^)^ ;

d-^nt =^ (— I -t- 2e C05cp) — cZp.

Mais 011 sait que dans ces équations les quantités P et Q' doivent

rendre nul le coefficient de ysingw et celui de ecoscv; partant Ton a

^fT - P = o ; Iij:~
-^ Q' = o ;

d'où l'on tire (Voyez n.° 216
)

p —y'(i - (/r^irp)t/p == JVi -*-îiJ.^ch = p(l ^ j/y.'' -t- etc.) ;

V —f{i - \/i-^Q')ch = fVT— I ft' c/p = p(i - |/x^ -»- etc.)
;

et par conséquent

^ = l -K 1^^ ; c = I - j//.

pour la première valeur de g et c.

Actuellement, si l'on intègre Féquation différentielle en h, il viendra

^ __
"6
IX' e y sïn{gv — cv) i5 ^î" e' y sm{gv — 2cp)

Mais nous venons de voir que l'on a g = i -^ j A'-" 5 c ~ i — ^/x~:

donc, en substituant ces valeurs et développant ensuite les coefficiens,

l'on aura , en retenant seulement le premier terme de chacun d'eux ,

Is = i 6^ 7 sin{ia' — gv) +• 3yx^ e 7 sin{gi> — cv)

.

Il suit de là que l'équation différentielle en ^u donne

_ ^ij^ _
( I _

I j/) Sa =. 1| eV^C05(2 op - 2CP) - f /e 7^C05(2êP - CP) ,

et que par conséquent l'on a

^ 1522 cus{2gv — 2cr) 21 2^2 cos{igv — cv)
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OU bien
, en développant les diviseurs et retenant seulement le pre-

mier terme
,

^'i=— gef cos (2g\^— cv)— ~eY cos Ç2gv— 2Ci>).

En multipliant celte expression par —=i—ecoscv, on obtient

~=ge7 cos{^2gv— cv)— 2<^7 cos [2gv — iw).

Ainsi nous avons

7 S=— j ef cos (^2gv— cv) — j eYcos(^2gv — aci')
j

d'où on tire , en intégrant
^

4 ' ag — c 4 ' zg— 2.C

Donc dans la somme [^jit']-h§}ît on a

/ 3 7\ , 5//i(igt'— cf) /3 3\ , a ^w(2gu— 2w)

V 4"^4/^' 2S-C ^U''^/ ^' 2g-2c •

Il est donc démontré , i." que dans la valeur totale de lit le coef-

ticient de l'ai-gument 2gv— act» doit être d'un ordre supérieur au

second; 2° que dans la même valeur totale le coefficient de l'argu-

ment 2gif— cv acquiert un signe contraire à celui qu'il a dans la

valeur partielle [_nt2-

aSo. En retenant dans -^ les termes du sixième ordre à l'égard

de l'argument 2gv— 2C9 seulement, on aurait trouvé dans [^nt^

le terme
3 , j /- ^ r\ Sin{lgi' — 2Cf)

mais les approximations ultérieures démontrent que l'expression de

$nt détruit les trois termes de ce coefficient ; de sorte que , en der-

nière analyse , le terme principal est de la forme

^e'''fsin(^2gv— 2Cv)
j

B désignant un coefficient numérique absolu. En attendant la dé-

monstration complète de ce résultat , rien n'empêche d'en profiler

Tome I 4o
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d'avance. En conséquence nous adopterons pour première approxima-

tion de nt l'expression suivante ; savoir

Alors la valeur complète de nt sera telle que l'on a

Et si l'on fait Ç=o et II= o , //or5 du signe intégral , on aura, au

moyen de la valeur de [jit~\ donnée dans le n." 248, (Voyez p. 3i4)«

{jlt)=:V -k-J Ç c?^ -H sin cv ,j-2+T7-s7^
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sin bcv e <

l
40 -c

sin 4^p -4- cp ey^

sin Apv — cp cy^ \ — —^— •

Telle est la formule propre à fournir la fonction de v qui a été

désignée par f'{y) dans le n.° 220. Ainsi nous pourrons maintenant

développer ultérieurement la formule générale rapportée dans le n.° 219.

§ 6.

Développement préliminaire des fonctions des coordonnées elliptiques

de Vorhite du Soleil.

25 1. L'expression de au donnée dans le n.° 55 devient, en y
faisant y ~ o ,

ocu = ri l ï -*- £ cos{c V — H ) [ .

1 — e é
' ^ ' '

Cela posé , si l'on néglige les quantités d'un ordre supérieur au cin-

quième , il est facile d'obtenir les résultats suivans , où l'on a écrit

pour plus de simplicité cv au lieu de cV — h :

I I ^3

cos ov I I -H ^ e -t- ^ £^
2

CV

3cV ^'i I * I
^"

C05 OP

CP

W\ I

^'6^
î
5 ;
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(au) (2P — 2P ) =

J t

-t- C P

2P — 2$^

2P — 2P

2f — 2p

2P — 2P

2P — 2P'

SP» — 2!^'

2P — 2,Ç

I

V — V

I I I

V — V -^ cv

I I I

V — P — cv

I „ ' '

i> — p -4- 2CP

P — P — 2CP

' 2 ' '

P — P H- OC p

/ 11
V — P — OCP

3c'p' £'M
I
^ ^ ,

9 .'2

4

9 .'2

' f

OCP

3c'p' f

'3
^ 1
* 8

'3 ( 1 3 n
.

« 8 8

o (au )^ (p — p) =
^ ' cos ^ '

Z>'
I

I M- 7 .c"

'6M 2 -^ 1^ e'^

'3/2(1

^ ' cos ^ '

SUl g ^ l 721, „ '^
op' —^ op o 5 I -t- 7 £

o 2 ' ' ' '/ i ( 1 9 /iop— op-i-cp c6 ?2-<--'^e

2 a f ' / '/ 2 c _ 19 '2
op — OP — CP i.b |2-»-^£

2 2 ' „ ' ' '2/2 ( 3
OP — OP -!- 2C p £ 6 II
2 2 ' ' ' '-/ 2 ( 3
OP — OP — 2CP £ O 5 u'

3/2 ( 12 2 f 2 ' ' 'J/ 2 ( 1
OP — OP -I- OCP ^ L> < g

3p — 3p' — 3c'p' i'b^
I

i
;
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2P — 2P b^ ï 1
cos l

2p — 2p' — c'ç' s'b'^

^v«'/;:;;(4^-40

""
4P - 4p' £4

COi'

4P — 4P — c p

( 2

5
2'

262. Pour éliminer de ces équations la longitude p' du Soleil, il

faudra recourir à la formule générale donnée pour cet objet dans

le n.° 219. Mais, afin de rendre cette élimination plus expéditive, et

offrir en même tems un résvdtat propre à des recherches ultéiùeures

dans cette théorie, il convient d'exécuter le développement indiqué

dans le n.° 220, en prenant, conformément à l'expression de (ni:)

rapportée dans le n.° 2 5o
,

h'

2CP ^ — — —y -H—

p

^
cl 4 8 ' 8

'^

iny^ ^ 1 1 2 q 2

3cp

2,m^ — cp

2gP

Tome I. 41



322 THÉORIE DU MOITSŒMENT DE LA LUNE.

^3_,ame y \ -i

22^» -t- 2CP — < T
•^ aff -H 2C y i

¥v -7-
3a

fi- ; 3a

D'après cette valeur, on pourra former rexpression de

j \{y __ p') ^ i'(cV' - )i')
jCOS

en retenant tous les termes jusqu'au cinquième ordre inclusivement.

Nous supprimons ici les détails de ce calcul assez pénible : il suffit

d'en rapporter le résultat final , en assurant qu'il a été vérifié avec

assez de soin pour qu'il nous soit permis d'en garantir l'exactitude.

En faisant pour plus de simplicité £" = i — m , et écrivant, dans

les argumens
,

mv au lieu de A -4- mv -^ mj^di> ,

cniv c'
i

A -t- /?ip -»- mf^dv
j
— k' ,

cf cp — / uudv
,

ë^ S^ —fàdv ;

dans les coefficiens

T , (l • fmdv
c au lieu de c •

^
—

d-fùdii

ë s-—^î;r-

jS i'-i.

Ton a trouvé la formule suivante

iEs> -t- (i — 1 ) c mp /?£
<^

'

-(K'-«-niî('-i5)'-5(-i')'-A(-«'K

COS



sm .

cos
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iE.-^{i!-2)c'm. i3s'^î |_l(2-^)-.(^-Hl(2-^)-§(2-i3)Vl(2-^)y

lEv -t- i c mp — cp j3e - ^ i — '— .^ _il. g c'-

•77- -ri o "''S r ï"" 3/?/ne* 2 /2

cl 4 8c
-^

' r- è
-- i (3-/3)- 1(3 -i^r

i£'p-t- (i' — 3) c'mP jSs'''} . n-/î^ nr o c; ^

,3^
-g-i(3-i3)*l(3-Hj3)"

•^ c ^ 8 2c 8 "^ lo Ib '

•' c ^ 8 2C 8 -^ 16 16 '

m -I ' D 2 ?ra ^ 1 la 3 a 1 o^ 1^

iEv-^iCTïn>-^%gv jiy ^l 8 ~ Î6^ "*" Ï6 ^ " 8 /^ "'

iEp-H(i'-i)cW-cP^e£'^| (i_^)_(i_/3)^^(|(i_/3)'_l(i-j3/)f'^

fEp -*- (i'-H I )c'mp-cpj3ef'^ j
( i ^ j3) - ( i * j3) ?^ ^ (| ( i •*- j3/- 1(1-^/3)^) e"

i^-p -^ (i'-M )c'mp+cpi3e£'^ j
- ( I -^

J3) -4- ( I H- i3) ^ -
(I ( I M- i3f

-

1 ( I -t- i3)^) s"



sin

cos
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iE, -H (.' - 4) cm, l^e'^ \

A - |ij (4 _ J3) -HA (4 _ _3)^ _ ^ (4 _ jsf

Œ.^iU4)c'nw ;3.'4j_|_-.gj(4^;3)-.-|(4-.i3f-Jj(4-.i3)^

7? -1 ' 9 o 3 "î
^ 1 3 p "*

tiit^ -t- j c mp — ocf J3e — < 7^ — T7 P —
^ c ^

u o ' c

•T-- ;/ D /-,3"î^ 1 '\ n ^
iLv ^ ic 1719 + 6w lie — l — ït — kp —

^ c ^ 6 o ^ c

. _ .,
, ^ 2 ( I 7?i I /?m^

i£,(^ -*- i c mt^ — a^'p -»- cv [iey < — - • 1- tt
•

iEi^ •+• icnw — 2gv — cp j3ey^

I m I Biri^
_ . M

—

. f:

—

Q.2g—C 8 co-

3 ??î I §jn

8
*

25 -»- c
—

8
*

cg

zi^/P »- î c mp -t- 2£:p •+' CP ppy < — • y
*

6 ' I
^ 8 2^ -t- c 8 c^

iEv^iï — I

iiiJp + (i — I

iiip -»- (i' -H I

iisp -t- (i' -f- I

iZÎ'p !- (i' — I

fZ'p ^{ï ~ 1

Ài?p w- (i -j- 1

iiZ'p 4- (i' M- I

i£'p -t- (i' - 2

c'mP4. 2CP i^^'e- -^ i(i-i3)-i(i-i3)-

cmp- 2CP ;3£e 7^-^(1 — P) - 5 (
i
— P) 7

cW- 2CP j3c'e'^ j- I
(i -H /3) H- 1 (1 -*-

i?)

'"

c /np 4- 2CP fiée —i
f ( ^ "*~ P) "^

^ ( ^ "^ P) ^

C mp )- ag-p fisj-i i
( I — p)

c'mp - 2^p fic'y^ ;^ )
•"

8 ( ^ ~ -^^

cmp-2^Pi3f7 -j-§ (i -<- P)

c'mp t- 2gp /Bê'y^ — < 77 ( î -t- /5)

cW-cP i3e£"^j-|(2-e)-^l(2-/3)^-
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cos
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""
iEv ^ (.' - 2) c'niP -H c, ftee" "^\ | (2 - j3) - |(2 - jS)^

iE„ .- (j' * 2) c'iiw * Cl. /Ses"
'"

j
1(2 - i5) - I (2 -- J3)' , ! • ''i

''

i5^"|-i*<a(5-«-ii(5-i3)'*fc(S-i3)'-îl«(S-«:'i£'p -^ (i' - 5) c'mi^

i£'p-t- (i'-^- 5) c'mp

i£'t^ +• ic'mv - ^cç

Œv '*- îcmv -t- 4^^'

i£'p "t- i'c'mp — 4g''

i3 T e' < ^

o '" 4

, , , T \ o I

, ,

'

,
^ T c 3 I

iiJp + icmp -f-2gp-+' 2CP * jime"/"
j Te

' ^^

zJE'p -t- (i' — I

iii'p -t- (i' - I

iÊp "t- (i' -*- 1

iEiJ -H (i' >t- 1

îE'p -^ (i' - 1

iE'^j 't- (i' - I

cmv-^ôcv pmse )~r°

' 9 o ' 3 S ^cmv- icç jimse i ^
•

cmv — Dcv prme < ^
•

crni> '^ 3cp jSnie'e" s
"~

(j

'

c mp -t- 2gv — cv j3meB y < - •

i-^)

i-^/?)

c

— c

, o ' 3 s I (.1 — P)
cmp - 2gP -f- CP i5m.e£ 7 <--•

\y„__c'2. 2g-
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iEç '+'{1 — i

Œv -t- (i' •+ I

iEv M- (i' -(- I

iEv -(- (i' -*- I

iEv -f- (i' -4- I

iEv -H (t' - 2

iEv -h (i' — 2

iEv -t- (i' -t- 2

i£'(^ -t- (i' M- 2

iEv "^{i! — 1

iEv -f- (i' — 2

îE'p -t- (i' -«- 2

i£'p -H (i' -t- 2

i£'p ^ (j' — 3

iEv -^ (i' - 3

j£'p H- (i' H, 3

îE't^ »)- (i' -^ 3

THÉORIE

cmv •+ 2gv H-

c'mp •- 2gv —

c'mv — Q.gv -H

c'mp •+ 2^(^ -

c'mv — 2gp —

cmv *- 2^p t'

c'mv-*- 2.CV

c'mv — 2CV

c'mv — icv

c'mv -)- 1CV

c'mv -t- 2gv

cmv — 2gv

c'mv — 2gv

c'mv +• 2gV

c'mv -*• cv

c'mv- cv

c'mv — cv

c'mv -<- cv

DU MOUVEMENT DE LA LUNE,

cv pmes y {
— ô

n I 2
CV pmesy

8 2g -t- c

3 (I-/?)

8 aif-t- c

o / 2 "s 1(1
cvjSmeey < —

2 2e-—

c

cv jBmes'Y

2 2^ — c

2 S
3

^
(I H-^)

8 2g -t- c

3 (i-^/?)

8 25- H- c

^^^'i
è(3-i3)-i(3-i3r-l(3-i3/

i3"e.'^| i(3-i3)-i(3-/3r-l(3-.^r

^-e,'M l(3-.i3)^|(3-^r-l(3-.i3r
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253. En supprimant les quantités qui passent le quatrième ordre, et

appliquant ensuite cette formule générale aux différentes fonctions de ç'

données dans le n° 2-5 1, Ton obtiendra les résultats suivans :

cos
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. , t,^ sbl / r\

(ait) (2P — 2t^) =

2Eç + cmv ^'
S

" I
"^

ife
^'^

rr f ( 7 123 J'-
2,t9 — cnu> e

I
^ — Yg-

£

2iiP -i-c(^ e< 2 b s 7 —
; C C 2 ' C

y c c 2 c

/ 2 6

T-, 2 S O 7?i ni
^Lv -1- 2CP e < — - • —I- 2 -T

^ 4 r c

o C 3 7?i 7re*

2£;p — 2(7P e" <
- • —t- 2 -V

J 4 c c

7-, 2 S I '«

2£'(^ — 2gt^ y~ • ^

4 g-

I m

2Ep +• cmv — Ci> es
I m,

1 c

a/Lt' -t- cmp -^ cç es < — - •
—

2J2/P — c mw -I- cp» ee < — • -

, , \ 21 771

> 2 r;

1E9 -^ ?)Cinv s"
I ^

77- Q ' r~'3 (
84:>

2£;^' — àcmv s
j

-^
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I m o m
cos < à C 2 c

3 3 t 1 77Z 3 ?«"

3 c 2 c

2i/t' -H 2ÇP — cp ey < H - • —
o '

l 2g— c 2. Cg

^Ev — 2gv -t- cp ey

2Ev -i~ 2gi^ •*• cv ey

2g — c 2 C^

3 7« I m^

4 2^-1- c 2 cg

"m i m^
2Ev — 2.nv — ci> ey l •

i H- 'ë '^ ^ ^ë

2£,p -t- cmt' — 2Ct' £e < — -F '-r
^ 10 c 4 '^

, , a ( 3 m I m^

l
10 c 4 <^

7-1 ; I 2 { 6i m 63 m^
2Ev — cmv-^2Ci> ae <— -^ •- — --r

( 10 c 4 «^

„ 77 f f 3 S 63 m 63 ^w"
2Ei^ — cmf — 2CP fe ^ -^^ 1- ^— . -5^

d 16 c 4 '^

2£'t' -I- c'mt^ — 2Si^ e'y~ ) L .'H

( 16 g

„ 77 t r 2. { 1 m
2Ev -<- c mt^ H- 2£'f £ y < -7 • —

° ' ^ 16 g

771 ( , a <i 21 m
2/if — cmp -H 2£'p £y <— —7' —

2,Jlv — cmv — 2gv £y < "^ " ""

2^'f — %cm<>> -t- et» e e'^ < 34 —

2£'p' — 2c'mp — cp e e'^ 5 — 34 —

2£:i;-*-4cW e'4j gL

2£'t.-4cW
^'M ^'

ïbOTfi l, 42
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b ixuy iv — V) =
^ ' cos ^ '

"'"
E9 6M I -*- 2e'^

cos t

E<^ - emv s'b^
\ 3

Ei' -H c'mi' s'b^ i I

Ev -^ Ci» eb^ \ —
i

c

Ei> — cv eb''\— —

i^P» — cmp» H- cp eeo < o —

£'(^ — c'mp — cp e e'6^ 5 — 6 — ;

b'(x'u'f'"\3i'-Si>') =y
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254. Les formules données dans le numéro précédent sont particulière-

ment utiles pour développer les termes qui résultent de la substitution

de mv -*- m ^nt à la place de nn^ , loi^squ'il s'agit de former les

fonctions qui ont été définies dans les n.°' 220 et 221. Il est clair eu

elïet que par ce changement on obtient, en développant les sinus

et les cosinus , des expressions de cette forme

S [{a'u'f 12 (^^- 2<^')] = U-m ^nt -*- U'- m'(W)' ;

abstraction faite des termes multipliés par les autres puissances de Snî

qui entrent dans les seconds membres de ces équations.

Mais la valeur de ^nt étant exprimée par des sinus , et celle

de (^ntf par des cosinus , si l'on observe que l'on a , en général

,

BsinqX,2A2-P = ^^
| Z ^/^ "" ?) - Z ^i^ - î) (

'

on formera aisément les produits indiqués dans les trois formules pré-

cédentes en préparant les facteurs désignés par U , U\ U", U'", U"'.

Or il est facile de trouver, à l'aide des développemens consignés dans

le numéro précédent, que l'on a

U =
COS . -, . (

— (a^'p -t- c'mi>) a' 2 ^

— (2jEp — c'mv)

— (zEv -*- cv)

— (lEv — cp)

(. ^

( Am
e < — ^^ •

t c

S 4^

5s"
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. — (2Ev — 2cmp) £ i— 64. -i- -rr-e

/ T-i \ 2 S 3 m 4 • 7?!^— {lE\> -1- 2^) e < -î-v-
^ ' ln.cc
I rr ^ \ 2^ Sm 4-771''

^ '
(j

2 c c

. - {tiEv - 2gf) ^'
)
~ 5-

/ T-t f V / \ 772— (itjV H- cmf — w) es <

/ 777 f \ ' S '^— (2iip' M- cmp -t- cp) ee
<J
—

'
l -xc

— {%Ei> — cmv -^ cv) es < • —
^ '

( 2 c

/ TP '
. , C 63 771— {2Lv — cmi^ — a^) ee j

— • —

— (aE'f -*- Sc/np) e'

2 c

I

/ TP 3 ' \ '3 >
422i>— (aiip — Dcmp) £ ) ~ 8~

— (-lEç + 3cp) e < ~ 3
•
~

— (2i?p — 3cp) e''

— (2Eç + 2gv — cp) ey^

2 772 3 • m*

2 777 3 • 771^

Se C*

2/77 771^

25- — C C^

\
2 S 2777 771- (2Ep - 25P -*- cp) ey l - rrzr^- -

— (2i?P -<- 2o;p -)- cp) e/ j
—

•— (2£'p — ia,v — cp) e'/ <
^ 0.//J 2 2£r-)-Cfj

3 771 Tn''
_ .

1

2 2^ H- c Cg

?> m m^
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cos
. —iiKv-^cmv — 2.cv)ce { h - . .-

sm ^ '

l ib c ^ c

f Tp I \ I ^ S o m 1 m— (2jC,t^ -)- cmp H- acp») se < — -^ • —t- - • -»
^ ^ ^ i6 c 4 c

/ r, , \ t ^ S
iSo wz 189 /«"

^ ' ^ 16 c 4 c

,
, N Va S 189 m 189 ni'

^ -'

^ 16 c 4 c

/ -m r \ r 2 S 63 OT
'."•:'

— \%Lv — c mp -«- 2gv) f 7 < "7 ^

/ 7-1 / \ / 2 S 63 m
-(2£'p — cmp-2^t^)£7 ^- ^ .-

— (2£'f — 2c'/r3P -f- cv) ee'^ ^
— 1 36 • —

— (2£'p — 2c'mp — cp) ee'^ < 1 36 • —
^ 'de

— (2Ei> -^ 4c'mp) e'4
J

i

— (2£'P - 4cW) e'4 j
_ 1^ ;

£7'= -

5«i 7-, ( r 12
2Ev I — 2 -t- 5 £

C05

2Ev -*- cmv £
I

i

2£'p — c'mp s' 1 — ^
m^ JP ^ Ui

2ii,p -t- cp e < — 4 • —
( ^ c

'2.Ev — cp e ^ 4 • —
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Q.Ev — 2.cmv e'M — 68
œs

^Ev -t- 3CP
3 m
2 c

3 l O 7?I

2.Ev — 2Cif e <— - •-

zEi' -*- 2gV

^Ev-^crriv — cv es i

l
2 c

7-. I I { 1 m
l 2. c

ni I S ïSo m
2Ev — cmv -^ cv ee i -• —

l 4 c

T-I I I S ^^9 ^
2Ei> — cmv — cv es {

— '

i 4 c
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Slll
-(3£>)
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par R' , et en bornant l'approximation aux quantités du quatrième

ordre relativement aux trois fonctions

ej ( a' a )^ 3 {oc'u'y 3 3 (ol'u')^

Il est vrai que nous pourrions simplifier ces développemens en sup-

primant plusieurs termes qui ne peuvent donner rien de sensible dans

le résultat final des intégrations. Mais ce travail pénible ayant été

exécuté avec toute la rigueur nécessaire, nous croyons utile d'en pu-

blier ici au moins le résultat. Cela aura d'ailleurs l'avantage de mettre

le Lecteur en état de saisir d'un coup d'oeil, qu'en général les termes

dus à la première puissance de la force perturbatrice sont fort petits

parmi ceux d'un ordre un peu élevé , et qu'ils n'acquièrent pas des

coefïiciens numériques capables de les faire augmenter aussi sensible-

ment qu'on aura lieu de le remarquer à l'égard des termes du même

ordre provenant des puissances supérieures de la force perturbatrice.

Cela posé, voici les résultats trouvés, écrits avec les abréviations qui

ont été déclarées au commencement du n." 252 :

3 [a.'u')^siii f i\
-^q. —7— [iv— 2^»

)
=

2 ' u^ cos ^ J

^lEs,
\

^+ (3-6. -je—^£ __e,_^e7-H32s^-t.jg7H-j-^e

r I ,(3/33 m-\ , 3 „ 3 . „ 3 . . 5 ,4 3 ^ 27 <

„ , , i 21 /2l 189 /«n , 309 „ 369 > ,. 21 > » 1467 ,, 21 ^ 189 .

!„
„w /9 3 m 33 m^\ , /15 15 m\ ,^ /3 3 m\ ^

_3^3-^-(^-j.--^.-)e-H(-^-^.-)s-H(^-5-.-J7

27 . , la „ , 45 , ,. 75 , 3 , 39 ,,

iEs> —cv
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complication des calculs intermédiaires qu'il a fallu exécuter pour les

obtenir. Il est vrai que, par fois, cette complication tient à l'imper-

fection de la méthode que l'on a suivie. Mais , sans contester

l'existence future d'une méthode beaucoup plus expéditive , nous

nous bornerons à présenter celle que nous avons jugée la plus

sûre dans l'état actuel de l'analyse
,
pour conserver à la solution du

problème la généralité dont elle est susceptible.

Nous avons aussi satisfait à la condition principale que l'on est

en droit d'exiger dans toute méthode d'approximation ; savoir , de

n'être jamais absolument bornée et de préparer les moyens propres

à franchir le pas qui suit immédiatement celui auquel on s'est arrêté.

L'examen de nos résultats intermédiaires fera voir que, sous ce dernier

rapport , ils ont une utilité assez importante pour justifier le parti

que nous avons pris de les publier avec un détail, qui, au premier

coup d'oeil
,
pourrait paraître fastidieux.

L'action du Soleil, celle des Planètes, et la figure elliptique de la

Terre et de la Lune sont les seules forces productrices des inégalités

observées jusqu'ici dans le mouvement du centre de gravité de la

Lune, Nos équations différentielles renferment toutes les fonctions

qu'il faut développer pour tirer de ces différentes sources les pertur-

bations sensibles , et la véritable explication de celles qui demeurent

insensibles par la nature des coefliciens qui les multiplient. Mais il

faut convenir que l'exacte analyse de toutes les conséquences qui y

sont implicitement renfermées est sujette à des difficultés d'un genre

singulier , auquel on n'est pas habitué dans le cours ordinaire des

autres applications de l'analyse mathématique aux questions de haute

géométrie et de mécanique. D'après cette réflexion, il n'est pas sur-

prenant, si plusieurs vérités que l'on pouvait dériver de ces équations

différentielles ont échappé aux premières recherches des plus grands

géomètres. On doit même applaudir aux vains efforts qu'ils ont fait

,

en considérant que ces travaux ont préparé et hâté des découvertes

utiles. Heureusement les pas rétrogrades ont été évités. Un seul

moment on douta, si l'attraction Nevv^tonienne pouvait, seule, expliquer
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le mouvement du périgée : mais cette innovation dangereuse fut

dissipée , dés sa naissance
,
par celui-même qui l'avait proposée. Et

Clairaut en fortifiant ainsi la loi de Newton a montré le premier la

nécessité d'analyser avec soin les termes provenans du carré de la

force perturbatrice. L'accélération observée dans le moyen mouve-

ment de la Lune a égaré plus long-tems les géomètres ; mais enfin

elle fut expliquée à l'aide du principe de la gravitation universelle.

Nous ne connaissons pas d'autres causes capables d'influer d'une

manière sensible sur le mouvement de la Lune. Et c'est uniquement

pour offrir un exemple de la généralité de nos formules qu'il a été

question dans le n.*" 228 de l'effet indirect produit par la résistance

d'une matière éthérée. Le calcul de l'effet direct exigerait à la vérité

de reprendre, sous ce point de vue , la considération des équations

différentielles primitives du second ordre. Mais nous jugeons inutile

une telle extension, puisque rien n'établit jusqu'à présent la possibilité

d'une matière éthérée susceptible d'altérer le mouvement du globe

de la Lune. En conséquence nous bornerons ici l'exposition purement

théorique de tout ce qui concerne la formation des équations diffé-

rentielles, et nous dirigerons dans le Volume suivant toutes nos re-

cherches vers leur intégration, de manière à pouvoir obtenir les trois

coordonnées exactes jusqu'aux quantités du cinquième ordre, inclusi-

vement.

Dans le troisième Volume nous pousserons plus loin le dévelop-

pement des coefficiens
,
qui, eu égard à la lenteur de la convergence

des séries par lesquelles ils sont exprimés , exigent la considération

des quantités d'un ordre supérieur au cinquième.

Maintenant , nous supposerons connue l'expression analytique des

inégalités Lunaires dues à l'action du Soleil 5 et en partant de cette

donnée fondamentale , nous exposerons dans le Chapitre suivant les

différentes recherches qui s'y rattachent. De cette manière, ce Volume

renfermera tous les principaux résultats de la Théorie de la Lune
,

et on n'aura besoin de recourir aux deux autres que pour y étudier

l'effrayant enchaînement qui existe entre les équations différentielles
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et les résultats explicites que nous en avons tiré. On demeurera

ainsi convaincu qu'il n'y a presque point de comparaison entre la

difficulté et la longueur du calcul qu'exige le développement des

inégalités Lunaires dues à l'action du Soleil , et tout ce qui tient

au développement des autres causes perturbatrices D'après cette

réflexion, nous avons regardé le Chapitre suivant comme un simple

complément de la Théorie dé la Lune, et nous l'avons en quelque

sorte isolé par son titre des autres Chapitres , afin de mieux faire

sentir qu'il tient à cette Théorie sans en constituer la partie domi-

nante. C'est ainsi que le point conjugué d'une courbe lui appartient

intimement, sans être une partie essentielle dans la direction de sou

cours. Le Titre des paragraphes donne une idée des sujets que

nous avons traité dans le Chapitre Complémentaire, et chacun d'eux

est précédé d'une courte introduction
,

propre à fixer le but vers

lequel sont dirigés les calculs qu'il renferme.

T.I 46
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RECHERCHES DIVERSES

qui SUPPOSENT DÉJÀ CONNUE l'eXPRESSION ANALYTIQUE DES INÉGALITÉS LUNAIRES

DUES A l'action DU SOLEIL.

S I.

Des inégalités dues à la figure elliptique de la Terre.P- -
;

,
.-

our former les équations , desquelles dépend le dévelop-

pement de ces inégalités il n'est point nécessaire de changer la

forme des trois équations différentielles (HI)
,

(I)"
,

(II)" posées

dans les pages 265, 276, 277: il suffit d'introduire dans l'expres-

sion des fonctions désignées par i^^JR,, p-^B^ . . p.' ^5 les termes,

que cette nouvelle cause perturbatrice leurs ajoute , respectivement.

Les trois résultats trouvés dans la page 36 nous fournissent im-

médiatement ces termes : il faut d'abord y faire jK^,, = o
,

pour

n'avoir à considérer que l'effet dû à la figure elliptique de la Terre
;

et ensuite , en ayant sous les yeux l'analyse exposée dans les pages

264-267 , on voit aussitôt
,

que après avoir fait
,

pour plus de

simplicité j p-t-9=yv= longitude vraie de la Lune par rapport au

point mobile de Véquinoxe du printemps
j

.•=(?)'(A-,,-.')(r.)=(^)-(A«-^)(r)'(^.).

on a ;
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il,= n'-T '
——-T I

^^^ 2M • 5

.

cosJ\>'+-sin' i)

.

sin ifv
\ j

( I M- w) '

i?^= 7^(2— 3 5//z' w)
—^^^ ;

(l-(-55) "

iî 3= 7^ .
———1-

I
sin 2'-o . f ^^—^^ \ sînj\^ H- 5m' « . C05 2^1' >

;

( I -f- ss)

i^, = — <7^.—^î^^ 1^1 — 2 sm'w j — (4 — 65iVM)5'|
3

( I -I- 55)
^

i?r,= y^. "'
^ l^m 2'^). (4

—

s^^s.sin/\>—
(
2~''^ /^''^'"•'^^^2/v'

I
.

(I-t-«)-

Cela posé , on doit imaginer ces termes ajoutés aux valeurs cor-

respondantes de il, , R^ • iij données dans les pages 265, 266 et

reprendre sous ce nouveau point de vue la considération des équa-

tions différentielles pour analyser les termes auxquels ils donnent

naissance dans l'expression des coordonnées Lunaires. On ne doit

pas perdre de vue dans cette recherche
,

que , arithmétiquement

parlant , le facteur [j!" est au-dessous de la cinquième puissance du

rapport ni des moyens mouvemens du Soleil et de la Lune 5 et

qu'en conséquence on ne doit rien attendre de considérable , en

général , d'une aussi petite force perturbatrice ; mais seulement

quelques termes capables de devenir sensibles en vertu des facteurs

qu'ils acquièrent par l'intégration. Les développemens doivent être

dirigés d'après cette idée, et d'après le principe, qui, indépendam-

ment de l'intégration, détermine les facteurs qui sont inhérens à la

forme même des argumens. Alors , on donne aussitôt l'exclusion à

une foule d'argmnens dont l'existence incontestable est, en quelque

sorte , détruite par l'excessive petitesse des facteurs qui les multiplient.

Et par un effet contraire on voit l'origine des inégalités sensi])lcs

dans l'espèce de transformation, que l'intégration imprime à certains

termes de la force perturbatrice
,

qui
,
par leur petitesse cachent à
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une analyse moins scrutatrice les graves conséquences de leur

existence dans les équations difFéreniielles.

2. Rémarquons avant tout, que la fonction (J-^JR^.s introduit dans le

second membre de l'équation (/)" le terme (j!^ ^2'— Ssino)^-/ sîngv: et

que, par conséquent, il faut ajouter la quantité /u,'^(2 — 35/V«) à

l'expression de P. De sorte que , d'après la formule posée dans la

page 36 du second volume , on a g-=/7/'/ i

—

-^sina\, pour la partie

principale que la figure elliptique de la Terre ajoute au coefficient

du mouvement du noeud de l'orbite de la Lune. La même cause

augmente d'une égale quantité le mouvement du périgée : car , en

considérant la fonction ii R^ , et faisant dans son expression

3LU=i-^ecoscv , on voit naître le terme — sy/^'^i — :^sin^ (.necoscv

dans le second membre de l'équation différentielle (//)'
J

ce qui

ajoute à la valeur de Q' le terme Q'=— iij!' (\ — '- sin oA -^ et par

conséquent la quantité — /jr,'^(i — s^siri'a\ à la valeur de c (Voyez

pour plus de clarté les pages 69 et ^3 du second volume). Tel

est le principal effet des deux fonctions R^ , R^ : en partant de ce

point nous les regarderons comme nulles. Et pour simplifier davan-

tage cette recherche nous aurons d'abord égard seulement aux termes

multipliés par 5/« 2^05 c'est-à-dire qu'en posant, pour plus de simpli-

cité ,
^'= ^5/«2«, la question sera réduite à discuter les termes que

la figure elliptique de la Terre ajoute à l'action du Soleil lorsqu'on

introduit dans les équations différentielles les trois fonctions

T) J'q .S .au.cosfi^
_ „ A'tj.(i — ss)au.sinfi'

jy
À'

(] {4 SS]S .{ailY . SÙlfl'
_

( I •+ ss)^

Elles sont la source des inégalités Lunaires formées par des combi-

naisons de l'angle simple Ji^ avec les argumens dûs à la figure

sphérique de la Terre et à l'action du Soleil.
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Je préviens le Lecteur, une fois pour toutes, que dans cette discus-

sion
,
j'estimerai l'ordre de grandeur des coefficiens , comme si l'on

avait ^'=1
;
quoique dans le fait la valeur de y/ soit à-peu-près de

l'ordre de m''. Par celte convention on rend plus simple la désigna-

tion de l'ordre des quantités multipliées par J'.

3. Cela posé, il est d'abord évident que A' sinfs^, est le principal terme

de sR^-j et que les fonctions —7?,^, —2(^-4-^5 Wi?,^?^' donneraient

des termes d'un ordre supérieur à celui-ci. Donc, en prenant seule-

ment la partie principale dans cette première approximation, on aura

cP- ."es

Yi-H-^fxM ds= J' li" sinjl'

;

d'où, l'on tire en intégrant, et observant qu'on peut (dans les coef-

ficiens ) faire y== i , sans erreur sensible
j

En multipliant ce terme par "is =-?>^i sin ^v ^ on a

3sJs= ^A'ycosgv—/v-^A'ycosgv-hJi'.

Mais , le principal terme de l'expression précédente de 7?, est

A's, cosfv=y 7 singv —fv -^r-^-i singv -^fv.

Donc , en omettant l'argument gv -h/v , dont le coefficient demeure

du troisième ordre dans la valeur de l'intégrale —myi?,c?ç^, on aura

R,= Y'^singv—fv]

^jR^dv^-JL-^'lcosgv-fv=\ .^^cosgv-fv;

ce qm revient a prendre g-=i4-^m.
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7

Il suit de là qu'on a
;

«^*_ ^x - 1// ) aw= 3 5. §5- 2 i^fn,dv= \A' 7 cosgv -fv

-t- A' y cos gv "^Jv.

Intégrant cette équation, et faisant dans cette première approximation;

on obtient

1 1
ÔMss— ^A'ycosgv—Ji>-h^A'ycosgv-t-Jv.

Maintenant, si l'on pose l'équation, -^^=—2 hi-^pJ'jR^dv, il est clair

qu'on a
j

d.lnt ., /22\ y>2., y>"^^= ^ (3-3 J7CO5gç'->-3^'7C05g-p-|->.

d'où l'on tire en intégrant
;

^nt =i — »A'y. 5171gv -^fv

.

On voit par là
,
que le terme de l'ordre — i , qui constitue le premier

terme du coefficient de l'argument gv —/l^ se réduit à zéro. Les

quantités qui suivent immédiatement cet ordre étant celles de l'ordre

zéro, on ne saurait regarder comme résultat de la première approxi-.1
mation le terme donné par l'équation 0/2^=— -sA''i.singv-\-Ji>, puisqu'il

est du premier ordre. De là nous concluons
,

que les résultats qui

constituent la véritable première approximation , sont

,

^s=—^A'sinfVy §a=

—

—cosgv-JÎ'-i—J^cosgv-¥^', §nt=A'ym {o)singv—fv.

4. Cherchons maintenant les termes qui appartiennent à l'approxi-

mation suivante. Pour cela , il faut combiner les termes dûs à l'action
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du Soleil avec ceux de la figure elliptique de la Terre. En effet
j

si l'on réduit l'équation différentielle en ds ( Voyez p, 276 ) à

elle donnera 5s=— ^^--.siniEv—f'y>^ en y faisant 5^=—^A sinfv

dans le second membre et intégrant à la manière ordinaire.

Ce terme n'est pas le seul , du premier ordre
,
qui fait partie de

l'expression de 5s : car il donne lui même :

^ y-i d .^s • TT' m A' • /^

QscosiiLV r- sin2Lv^=- —f—sinfv.dv 4 "^

Ainsi , en considérant ce seul argument on a l'équation

d^ .^s f 3 i\^ il / 1 3 3\-j^
-j-^ (iH-.jWi \5s=. yJ Ini-i-^m \sinjv

,

laquelle étant intégrée donne

^szn— J'i^-Jr-^mjsinfv.

En réunissant les parties de 5s trouvées jusqu'ici nous avons

5s:=.— A' (^•¥-^m\sinfv— ^^siniEv—J'v.

Et il est aisé de voir
,

que cette expression est exacte jusqu'aux

quantités du premier ordre inclusivement.

Voici
,

par anticipation , deux autres termes de 5s , dont nous

allons avoir besoin : on les obtient , en prenant

s R2= A e cos cv . sînjv= -J^ {sïn cv -^Ji>— sin cv—yî') ,

J?^ Ô5=— 6 e cos cpX— 3
^' sinfs; =:iA'e {sin cv -t-A*— sin cv —f\;> ) ,

et considérant ces deux seuls arguraens dans l'équation différentielle

en 5s. Alors on a l'équation
"

-
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qui donne en l'intégrant
;

$s= J' m'el^ sin cv -f-yi» -4- ^ sin cv —yi»
|

.

5. Cherchons actuellement les termes du second ordre qui doivent

entrer dans l'expression de ^u.

En multipliant par ^s^^^^-^singv les quatre termes précédens qui

font partie de l'expression de ^5 , on a j

35,^5=— -^A' m'i
I
cosgv—Jv— cosgv-^Jv \

— ^J'my
I

cos2Ev— gv—Jl>—cos2Bv+gv—Jv\

-^J'm^ey
I
j cosgv—cv-^Jv-h-^cosgv—cv-i-Ji'—^cosgv-^-cv—jrv^.

En prenant

2 3
ès=i---wA'sinJv+ ^my.sin2Ev---gv-i-3m''ey.si?igv--cv--?ri'e'i,singV'i-cv

et faisant le carré ^ on obtient

3 3 ( )

- (àsy= — g .^' m 7
I

C05 2Ev—gif —fs^ — cos 2Ev^gv-^fsf
I

-k-A'trCe-^
I

3cosgv--cv-^Jv-—3cosgv----cv—Jv-^rcosgv-^cv--Jv\.

Il suit de là
,
que nous avons

^' (n-| m)7
j
cosgv-k-fv— cosgv—fv

\

-+-g J'tny^ cos lEv-^gv—fv-^cos ^Ev-^gv-^fv-— 2

.

cos lEv-gv-^Jv |.

7b77îe /. 4?
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En réduisant l'expression de /15, posée dans le n.° 2 , à

et prenant (az^)" =: 1 -t- 2 e C05 Cf , s=:'/singv; il viendra

(2) . . . -^5= 2^'ev
I
COSgV'^Ci'-^Jv^COSgV^CV-i-Ji>-irCOSgV'-'Ci>—Ji> \.

La fonction R^= J' .s .aucos^ , donne de la même manière
5

A—1^
I
singv-k-cv—f^-^singv— cv—f^-\-singv— cv-^f>>\

.

Maintenant, si l'on fait le produit de /?, par —'—^.esincv^ on aj

(3) ^_^^-=:-^
I

cos gv —w—f^'— cos gK> •\- cv—fv -^-cos gV'-cv -^fvY

Eu intégrant l'expression précédente de i?, , et remarquant qu'on

doit ici prendre {^g^f^ ^^T~^( ' "*"« '^ ) ' ^'^ aura

{^/[)... —1 R^dv— -2^(j}-"i -^^.m \cosgv—fv

'+-—p- \cosg<>^-i-cv—Ji'— cosgv— c<>^—Jv+cosgv-'Cv-i-Ji>l.

En multipliant cette fonction par

2 Q' q / 3 , \— j-^ecoscv=: 2ecoscv
( 2 ^ ) • ' • ^^°y" P- ^'i^ '*" v°^- ^)

on aura

(^) • • • \^riecoscv.J R^dv=i A' e'i \cosg<^-^cv—fv-i-cosgv-:^cv^Jv. \
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6. Pour avoir la totalité des termes du second ordre multipliés

par ^'
, il faut aussi considérer ceux qui naissent des termes dûs à

l'action du Soleil. A cet effet , il est nécessaire d'avoir une valeur

provisoire de §u , laquelle est fournie par l'équation

d''. Stt

(h''

dont le second membre est formé par deux termes appartenans à

la fonction désignée plus haut
,
par (i).

En intégrant cette équation on obtient

^w=^—^ I

cos lEv -^gv —Jv \- Gos '}.Ev— gv-\-fv \ .

Cela posé j en multipliant cette expression par — 6sin-2.Ev , on aura

—6.sin2Ev.hi=. dR=:—J'y.sin2Ev-gv-Ji'-i-Â'my(-^— ^— ojsingv--Ji>.

d'où l'on lire , en intégrant

(4)' .... —f ^R .dvz=z— ^-^ .m .cos^Ev—gv—Jv.

En prenant 5 àR"^'h^^u^ 6ecosw%^u (Voyez p. 274, 277, et 35o)

5m= -~ \ cos gi^ -i-Ji^— cos gv —Ji^ \
i

on aura

3
(6) . . . 5i2"'-+-2 ^w= ^'v \cosgv—cv-^fi>—cosgv—cv—fv—.cosgv-\'Cv-^fv\.

La réunion des termes compris dans la fonction

(i)+ m\|(2)+ (3)+2.(4)+ (5)+ 2.(4)'-i-(6)|

fournira cette équation différentielle en ^u 5 savoir
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II —^m jou^
cU

cosgv

cos

r ^' 1 27 „ 1 1 , 13 j ^

cosgv^cv-JfJv ^ieyj-^— 2^-j + 2-t-l=Y'^

cos lEv—gv—f^ A''i
j 1—4=4 !

'^

cos lEv -t- gv—yp A'^i
( 8 '''^

)

cos'xEv-~gv-\-Jv A'i(^m\.

En intégrant celle équallon , et rejetant toute quantité d'un ordre

supérieur au second , on aura
5

-\-cosgv-¥cv—Jb A'ey(—
^ j

+ cosgv — cv-^fv A'eA -^ \

-{-coszEv—gv—fv A'y(—^m\ +- cos^Ev-^gv—fv A'y(^/?i\

+ cos iEk> —g\; -t-yî' A'-i i ô "^ ) •

Telle est la valeur de nu , exacte jusqu'aux quantités du second

ordre, inclusivement. De là, et de l'équation (4) on conclut, que,

en considérant le seul argument gv—fi> , on a
j

d.lnt

d^
=.-'2^u-^m\fR^d<^-=A'-^ H-jj —g=oW(4— ^= ojm

I

cosg{,'—/i'.
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Ainsi , il est nécessaire de passer à l'approximation suivante
,

pour

avoir dans Bnt le premier terme du coefficient de l'argument gv—Ju.

Cette approximation devant fournir tous les termes du premier ordre

de ont qui sont multipliés par y^' , il faut avoir en au et inJ^R^dv:

1.° tous les termes du second ordre qui perdent un ordre par l'in-

tégration j
2° tous les termes du troisième ordre, qni, par la même

opération , en perdent deux. C'est vers ce but que nous allons diriger

nos calculs.

7. Commençons par chercher tous les termes du second ordre, qui

doivent entrer dans l'expression de ^s. Réduisons la fonction sR^
,

posée dans le n." 2 à
j

En y faisant j (71= n-e'-f-7^ j *=^— ^cos2gVj

. 1 . 1 ^âu= I -+- e -»-j7 -i-ecoscv— T-7 cos 2gi>
,

. 5 ^ 1 .

q.diU-= H-2e -+-5-7 -^reCOSCV— ^Y C0S2g',>
,

il suffit
,
pour l'objet actuel , de prendre

(j au . sinfv= ( i H- 2 e^ -î- ^7M sinj'v -4- w 7' sin 2gv —Jv ;

— 7 . ^ s\ 5/7Z>=— j 7' sin/^— g
7' sin 2gv-> ;

et par conséquent

(1 \ 3
1-4- 2 e'—

2 7 / sinfv — -^A' f sin 2gv—/l'.

La valeur de i?, trouvée dans le n.° 5 peut être réduite à

il,= "2^
I

sin gv —Ji> H- sin gif -+-Jv |

.
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1^
ds

Donc , en multipliant celte valeur par -j^= ycosgi> , on a

~ ^' 'ë=- ¥ ^'
V' ^'« 2g^ ->•

Maintenant , si l'on fait le produit du terme

—fR.dv— ^.A'-i.m '.co^gf—yC' par — 2 P sin gv= '- 2
.
^ m' -^ sin gv

,

on aura

2 P/sin gv .1 E^dv=— A' f . \ sinfv -t- sin 2gi> —Ji> ]

.

Donc , en réunissant ces termes , il viendra
,

[i] . . sB,— R,^-i-2PsmgvJ^R,dç= ^'(i -t-2e^-|7^)5z'7î/v

— 2 A' -f sin 2gv —fv.

8. Il faut maintenant chercher les termes produits par Teffet de

la réaction. Et pour cela , nous devons , avant tout , calculer le

second terme du coefficient de l'argument 2Ev—f\> , n'ayant donné

que le premier dans le n.° 4- En faisant :

3 3
iZ_= ^siii2Ev

'., R^= ^cos2Ev
^

on obtient
;

i?3 05 = J' (i^-^j^mj sin lEif —Ji'.

Donc , en considérant ce seul argument , on a l'équation
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qui étant intégrée donne , après avoir développé le coefficient
5

3
9. Le produit des deux fonctions i?3=— Sni'-i-^cos 2£i>;

g-Hx-m j sinfv— -^ni ( 1+w) sin lEv -/i^

donne

[2]. ..ils§5= ^'\\T^rn-^:^m''\sinfv-k-\T2^-^jQni\sin2Ev
;

et celui de

R^=i^sin 2EVÇZ.V — j;7= ^'\^^'^^m\cosfv-\-A'{-^T7L-—pji'\cos2Ev--fv,

donne

[3] ...-Rf-^=J
j

(tm-^myinfv\-(^^-^^myin lEv -fv^\sin iEv^fv\

En multipliant

— fR,dv= ^cos2Ev par -^-hàs-=— J'm^sm2Ev—Ji>, on obtient

j

[4] . . . . — 2(^-4-55)yiZyv'=|.^'/7î^5m>.

Maintenant , si l'on prend

R^—'^= Se'-i-js"— 6ecoscv-^'^e'^cos2cv-^-^fcos2gv— 6.^u
;

55=— -^A'sinjvy

on aura
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et par conséquent

[5] . . . . (iZ -|)(5.+ ô.) =

J'
I
( 2 7'— 2 e'— 2

^'
; sinfv -t- 2

7' sin 2gv —fv -+- ^ e^ 5w icv —fo |

.

En réunissant les termes compris dans la fonction

on aura

f , / 3 3 3\ 3 /35 3.3 11\
.

3 ^ ,0

!3 11— 2-{-5-=—
2 j

"^'

5m 2 ct^—yî> ^ e' ( 2 ^^
)

En intégrant cette équation , et rejetant toutes les quantités qui

passent le second ordre , il viendra

sm2gv-fs^ ^V(-|)

sin2cv —fs;> A'e (— )
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Cette valeur de as est exacte jusqu'aux quantités du second oindre

inclusivement , en se rappellant
,
que nous avons

,
plus haut , fait

la convention, d'estimer l'ordre de ces coefficiens , en supposant A'=i.

lo. Cherchons maintenant les deux termes, de la forme

À' B^i .cosgv—Jv 4- A' B' e
-^i
.C0S1CV—g^—J^,

qui entrent dans l'expression de ^u ; de manière que, le coeflicient B
soit exact jusqu'aux quantités du second ordre , et le coefficient B^

jusqu'aux quantités de l'ordre zéro , inclusivement.

Réduisons la fonction — qljj^T, à ^

ce qui est facile , d'après la valeur de ^T donnée dans la page ayS

et en observant qu'il suffit de faire —=1-^^111^ -, </= i •+• e' +• 7^

(Voyez p. 278). Cela posé , il est d'abord clair qu'on a;

-|- 7' cos 2gv . 5, 55= ^ A' 7' cos gv —Js^ ,

s .,/ 1 1 11 , 1 ,. 1 A y- 5 // î rs,os=A\^-^—^ni'—^^m-^^e ^-^ yicosgv-f^—^A e 'jC0S2Cv-~ gv-fv

;

et par conséquent

~'7(f.)^^= ^{^sy-l^-i'e'lcos2CK>-gv-fv

H.^/(^_i_-^__,„+_H _e __./ y^cosgv-Jv.

Pour avoir les termes donnés par le carré de 5^, remarquons, que,

en vertu de l'action du Soleil et de la figure elliptique de la Terre , on a

^s := -— A!^'^-^sinJ\> -^^m sin ^Ev --•fs>\--wé' ^j siiigv^ 2CV -^^m^j sin 2Ev --g\} -j

Tome I A 8
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et que de là on lire

'lW=— ^' \Qim"l'COSgv—/\^-i-^e''^cos2Cv-gi>—fv\.

De sorte que , nous avons

/a\N^ ^'/ , 3 217 , 3 ,j , 1 A y>

— J'-^e'i.cos:iCV—§v—fv.

La fonction R^ donne le terme

^5=: l\.A' q .s .{zuf sinf^-=. -xA'-^iCOSgv—fv.

T, • ^ r • rt A' OS .au .COS fv
Reprenons maintenant la fonction /£,= -^ ^ , et remarquons, que

{i-^-ssy

la substitution de s,-i-^s au lieu de s , donne

1 1 5 .

5 . COsfv= 27 -^"^ g"^ "tA' *"
2 "^ '^'^ S"^ ''"•^

"*" Î6
^' ^ ^'^'^ 2CV—gy—y^'-

Mais —^^^^=i-^2.e^-*-ecoscv-i-fcos2gi>; partant

( I -+- 5J.- )

'

/?.= J'(^l-he'— l 7^) 7 sm gv; ->+^ ^' e' 7 . 5m 2CV^ -g'V'->

;

Notre expression analytique de g- (Voyez p. 36 du second Vol.) donne

et il est clair qu.'il suffit ici de prendre 2c-~g— 1 =— ^m\ Donc on aj

— w*/jR,c?i^= J'(^-+-^m-\--^m"—s"-^O.e"-^O.f\ycosg<>>—fv
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Eu multipliant cette expression par 2q(i—^f]= 2 ( n-e*-i-j7*)

on aura

-27(1 -^If^m'fRA-cosgv-f^^ ^'v(i^-|,;^^.^^?i^_2.£"4-|e'-t-3 7')

La réunion des ti-ois fonctions que nous venons de développer, donne

__ ^ / i
^ o^r+ iif /?.- 2 7 ( X -

1
7^

) m'flî, ch=

., /l 1 497 ^ £- 1 ^ 5 A r 125 v. , „ ^^ (3 "^8 "^"^192"^ —^"^â^ ^24"'' jVC05§-i^—>— -^^e 7C05 26V-g^t^—>.

II. Pour calculer les termes, qui, par l'effet de la réaction sont

donnés par la fonction ^K , la valeur de ou trouvée dans la page

372 ne suffit pas: il est nécessaire d'avoir les coefficiens des deux

ai'gumens Q.Ev^gv-^f\> , 2Ev-^-gv—Jv exacts
,
jusqu'aux quantités

du troisième ordre inclusivement. A cet effet , nous prendrons d'abord

^s=— J'(x'^i-^jr^i^)sin2Ei'—Jv (Voyez p. 375)5 et en multi-

pliant par 3s,= 37swg'f
;

/ 3 3 \
3s,às= ^' ( n /?i -4- ,-r ni" ) 7 cos aEv-hgv —fv-

Ensuite , nous prendrons

05=— /ï {'^•\-
-^
}n\ sinfv -i- i-^rn->r^ni\'isiniEv — gv

,

pour en tirer
, (55)' =: ^^'

( ^ '^^ "5~ ^^y
"^'

) 7 ^^^ "^Ev —gv -^Jv-

Il suit de là
,
que

3 5, ^5 -t- 1 {psy= A' i^ni-^-^ ni^

\

7 cos lEv -h-gv —fv

'^J'i-^m-^-^m'^yicoso.Ev—gv-^fv.
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En prenant om:=—:rycosgv—y^ , l'on obtient^

oR' =— 6 sin 2 L\> . ou= ^'7 sin 2 L\> -+- g-y —Jv +• sin lEv— g'f "^fv \
5

^R^=— ~cos2Ev.ou= -^A''j\cosiEv+gv—fs>-^cos2E\'—gv-^f^\
j

— / dR' .d\^z=z -^ \co<;2Ev-^gi>~-Ji^-^-cos2Ei'— g"t'-^^A'|•

Maintenant , si l'on fait le produit des deux fonctions

/t , r/t»= ^ cos 2Ev-¥- g^' «z . 7 cos g-f—y^ ,'

d v

on aura

iî?/=:— 3in^cos 2Eç— '^"jcosgv—fv
,

— 2 ( ""^i^T" "" °"
) 1l\dv=— j^l'

'i
\cOS 2E^-¥gV—Jv-^C0S 2Ei'— gi>-¥-Jlf',.

Cela pùsé il est facile de former cette équation différentielle en ou •

savoir

d^ .^u / 3 ,\ ,.

COS 2Ev-^gv -fv A'^i
j

|m-t.^ J +|_hi _|=_ 1 ^„i^
j

.„ 7- r ^/ (3 /là 3 , 9 17\ ,1cos2Ev-gv+fv ^.^j-„^^.^-_^.__^.l_- = -g^jm
j j

laquelle étant intégrée donne

QU-=. A' \^^ni->r^^m'^\'jCOS2Ev-¥gv—fv-JrÀ'{^-gm-^:^^m'^yicos2E^--gv-\-f^^

lorsqu'on néglige les quantités d'un ordre supérieur au troisième.

12. D'après cette expression de ^u , il est clair qu'on a
5
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La parde de ceiîe fonction qui serait donnée par le carré de au se

réduit à zéro. En efFet ; l'équation

$u= m^cos^Ev—^cosgv—Jv ,

donne

(§i^)*= ^ \cosiEv-^gv-'fv-\-cos2Ev— gv-^fv
I

J

et par conséquent '

1 5 . sin 2Ev . {^uy= m^A'-^i (^— |"= o ) ^^^g^ ~'f^'

On verra plus bas (N.° i6) que le terme donné par la fonction

— ?)m^nt.cosiEv se réduit aussi à zéro. Ainsi la réaction donne le

seul terme

— 2 ml ^R dvz= i.^A .
—-—_^ '' =gA m -^cosgv —jv.

En le réunissant aux deux autres posés à la fin du n." lo on aura

l'équation

d} . Sî/ Y I — 2 /?2M ^M=

ji \\ \ 5G'J 1 £'' 1 , 5 i) p 125 y , ynA j^^^m+_m—2-H-3e-i-247 \iCOSgv-fs>--^A e-icosicv-gv-fv;

de laquelle on tire , en intégrant
;

^n
.,(11 / 569 1 665 \ ,

£'^ 1 > 5 , ) ^

125 j, r J-
-i- -=2" ^ e 7 COS 2CV— gif —j^'-

72

En réunissant les termes des deux fonctions — m^R^dv , 5i

développés jusqu'ici , nous aurons
j
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-4- ^' ggC^

7

cos 2cv—gv —fv ^A'm.'i cos lEv—gv—f^

-^^-~-
I

COS iEv-\-gv—fv-\-cos iE\>— gv-^fv
| ;

. ., / 1 1 665 I f'^ T j 5 I \ y.

-^J'( ^-^-gm\-jCos gv -+-yt>— -3- ey C05 g-p -h Ci>—/v»

w 13 r '25 ., j ^.

-t-^ . g- . ev co^g-v^— cp -t-7V -¥-^.A e y cos 20^— g\^ -Jv

SÇ

cos 2Ev— gV —f^ -f-
( g -<- 24 '^^ ) '^^'^ 2^P H- g'i^ —fv\

Cela posé , si l'on forme la fonction — 2^11-^111^ jR^dv , et que l'on

ait seulement égard à l'argument ^p—y^' , on aura

i/3

3 \
.
/l 1 \ 1

/665 209 19\ > ( , r
^("96 " 96 =t)'" r/C05g-t^->.

+ (l-l= 0)s'^-h|e^+ ^7'
)

Cependant , on ne saurait considérer ce coefficient comme exact

relativement à la fonction '
,

"
. Cette dernière renferme d'autres ter-

dv

mes multipliés par e'7 et 7' qui détruisent la partie ^'( 3 ^'7"*~ï2V /•

Nous allons démontrer cette destruction , et former en même temps

une valeur de hix. qu'on puisse considérer comme mathématiquement

exacte jusqu'aux quantités du premier ordre inclusivement.
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i3. Nous avons ( Voyez p. 3o8
)

—= Su
J

I — 1-7 — 2 ^ —ecoscv-^r^e cos^cv-^^-^ cos 2gv
I

.

D'après la valeur de Su posée dans la page 372 , ou obtient;

— ecoscv.Su=: A'e-i
|
g cos gv —Jv— jg

cos 2cv —gv —Jv l

-+-g ^'ey \cosgv-*-c\^—Jv-i-cosgv-~cç^Jv—cosgv— cv-^Jvl
j

1 1
^e"" cos 2CV.Su=: j^A' é'-icos 2CV—gV—Jv y

4 f cos 2gv . 5m= 25
^' y' oos gv—fv ;

f 1 1 665 , 1 „ /l 1 1 \ O

A { }ycoss[V—fv

("*"
l, 12

"*"
24 24 ~ 12 /

"^
J

/^' / 1 13 125 79 \
-i- y 7 C05 g^t»+> -i-^

(^
j2- 18 ^-72 = 72 r* V C05 act'- gf->

., 1 1 ^1 ^ /13 1 23\ y. )

-¥Ae-^\^cosgv^cv—fv-QCOsgv-k-cv—fv^(j—^= j^Jcosgv— cv-^fv\

A'm y !-• /"

T-^ C05 2/i f— gv —JV.

Maintenant, si l'on fait la somme — 2—-^m^j R^dv=.— Y, on aura

— F= A {^. în-k-^.m 4-Y /îi'-HO î''+ . e' H- g 7' \ 7 co5 g^i^ —fv

2 / 79 5 37 \^^A' ycosgv^fv-Â y^-^^-^-^y-iCos^cv-gv-fv

-\-Ae-i {-^cosgv-^cv—fv— ^cosgv— cv—Jv— -^cosgv— cv-^Jv
I

-^A'Iii^— ^^zoSm-^cosiEv—gv—fv.
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En multipliant cette fonction par (Voyez p. 3i3
)

/ A\ 3 . 1 z— ( I —Y ) =— seco^Ci^-i-ge cos2Ci>-i-^'i cos ag-i^

on a les termes -
'

.
-

(i-Y)F=-4-e'7C05g-p->-4-^e*7C05gv->

v/23 1\ î j- 1 / 3 y^+"^
(
9""

2 j ^ V C05 2CV^ - gp —/v^ -Q^J/ (^'OSgi> -Jv

;

lesquels étant réunis avec la valeur précédente de — V donnent , en

conservant seulement les termes affectés des argumens gi>—Jv

,

d.diit

dv

A'
I

o .ni -\- o .in-\--^m^ -^ o . ="H-o.e'-4-/ g— g-= o
J7' |

^j cos g'^ —Jb

2 -, y, w ( 23 1 37
) , ,— ^A'icosgv-^fs^-^-A >^~~.^-.^z=^o\e-iC0S2C'>>-gv-'Jç ;

et par conséquent
;

dut= .-^ism^v—fv-^K'—-—-—^ •g—i ' o ^ 3 g-t-i

Et comme il suffit ici de prendre g— i=.-^m''; §--)-i=2 il est

clair qu'on a
3

^nt=— A'.-j singv —fv— -^A' .-j sin gv -¥fv.

Telle est la valeur mathématiquement exacte de ^nt , lorsqu'on

convient de négliger toutes les quantités d'un ordre supérieur au

premier. Il est remarquable que ces deux termes , chacun du même

ordre , aient deux coefficiens aussi différons dans leur grandeur

absolue. Sans celte circonstance, qui tient uniquement aux coefficiens



î CHAPITRE COMPLÉMENTAIRE. ' 385

numériques 3- et ^ , il n'y aurait aucun motif pour regarder l'inéga-

lité ayant pour argument ^^—f^ comme moins importante que

l'inégalité dont l'argument est gv-^Jv.

i4' Pour nous assurer que le second terme, de la forme ,_ ~
y

qui affecte l'argument gv—Ji> dans l'expression de ^nt n'est pas fort

considérable , nous allons entreprendre les développemens qui con-

duisent à la connoissance effective de ce second terme.

Cherchons d'abord les seuls termes du troisième ordre
,

qui se

trouvent multipliés par m' dans l'expression de 5s. Pour cela, il est

permis de réduire l'expression de sB^, posée dans le n." 2, à celle-ci:

sR,= Â' &u. sinjv= A'uAi-^—j sinfv.

Donc, en prenant —= rricosiEv (ce qui suffit pour l'objet actuel)

on aura
5

.
•

(a) .... sR^= A' sinjv— -^m siniEv—fv.

Pour abréger l'exposition de ce calcul , nous admettrons
,
que

,
par

une opération préparatoire, uniquement relative à l'argument lEv—fVy

on a trouvé

^5=— A' {^m-^-rrrC'Jr^^n^\siniEv—fv.

D'après cela, si l'on prend R^-=- -^siniEv
;

d.h w/2 1 . 11 A y^ . v./l 1 î 9 3\ 77 y
--j;r= A{^~^-^^m-k--^mJcosf^'^A(--^m^^m-:^mJcos2Ev-fv,

on obtiendra , en faisant le produit
;

if

{h)...-'R~= j'(^^m^L^jn^^~m'^sinf>-\-:^A'nisin/iEv—fv

-h A' (^^^m-^^m\m ^Ev -'fj-irj(^^-\-^Tn\simEv'¥f;^

T. i 49
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En mullipliant —fR,dv=z{^-^^m\cos'2^Ev par

on aura

(c) . . . . ^'2.(t±^^s)fR,dv^ A'i^^m'-^\ni')s{nfv.

Les valeurs de R^— '^, R^, dues à l'action du Soleil peuvent être

réduites , dans le cas actuel , à celles-ci
;

R^— ^=— 6m\cos2Evj R^-=—'^m*— -Y^mW^cosiEv: (*)

de sorte que , on a
;

iZ, H- ^5- 1=- (3 . m'-»-^ m' ) C05 op -H
( I
- 6 . /n* ) coi 2£'v'.

Donc , en multipliant celte fonction par

5j= — ^' / g^ H- j wi -i- g- /?i* \ sinfv— '^'i^ni-^^ w'-t- 32
'^^

) ^în lEv —Jv

il viendra

. ^ j,i 'à /« 3 3S\ , /203 75 3023 \ 3)

siniEv—fv A' i 2 "*"
îtt

"^ "~
k "^

/

w/î 2 ^v> -t-y^ Ai— 2—16'^)

.,..., , /19 33 185 \ , , ,

(•) Pour connoitre 1 origine des tennes — 3w»— I -^"^ Th — 'V^ ) "^ ? consultez les page»

229 , 232 du second volume.
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7

Cela posé , si l'on fait la réunion des termes compris dans les

fonctions (a)
,
(i)

,
(c)

,
(d) on formera l'équation

• r ^' « î
. /3 . 3 3\ 3 /35 3 3 11\ , /3023 3 27 IG15\

,

laquelle étant intégrée donne , en développant les diviseurs
;

^ y- w / 2 1 11 , 1615 3\

sin lEv —fv ^ \— ^ni — -^nt— 32 "^' )

•

i5. Considérons de nouveau l'équation différentielle en 5m, et

cherchons le terme multiplié par m'y qui appartient au coefficient de

l'argument g'^—Jv- Pour cela , il est nécessaire d'avoir les termes

correspondans des coefficiens des deux argumens lEv-^gv—Jv ,

o.Ev —gv-\-J\f appartenans à ^u et m^nt. Voici ce calcul préliminaire.

L'expression de h donne

Le carré des deux termes

. ^ w/ 2 1 11 A • r /3 . 3 i 273_3\

donne

(^5)*= cos2Ev^gv^fv A'-it^-m-^^ne-^^^m'Y



388 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE

Ainsi nous avons, après avoir multiplié par —^=i-^^m*j

. ^;/3 . 15 , 369 3\ jp /•-hA \-gm-\--^m-^^;^m yjcos 2Lv— gv-¥-jv.

L'expression de H, posée dans le n.° 2 donne
;

/?,= A' .Ss.cosJif=. ^A' m-^siniEv— gV'^fv.

En réduisant l'expression de ^jR'( Voyez p. 278) à

5iZ':=

—

Qsin^Ev.^u^ 3m5nt.cos2Ev
j

1-

et prenant
;

^u=— A'(^-h^mJ'^cosgv—Jv ; ènt=Y^' 'i^^^S^-~J^ >

ou trouvera
,
que la réunion de ces deux parties de la fonction B,

,

donne
j

i?.= A' Il —~my/sin2Ev-+-gv—Jv-^A'(i -h-j^ mj y sin lEv—gv+^.

En intégrant cette expression et développant les diviseurs on aura
j

(b') ....
~~J

B,dif= A'{-^— ^m\ycos2Ev-hgv—Ji'

(1 177 \
-^-t--^myjcos2Eif—gv -^fv.

Eh ajoutant à cette intégrale les termes

A'{^^.m^-^-^.m^'^ycosgv-fv^(^^-\-\m^cos2Ev

et faisant ensuite le produit par
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-l^*-i- §u= ^' {— 3 — g "^
) 7 cos gv —Jv— (3 . ni"-^ ^ m^\ cos lEv

on obtiendra j .

(c') ... - 2
(
^-4- 5ii)y)Z. C?V>= ^' ^_ I

-|Z „i
^ ^ C05 a^'ç' >rgV ->

-»- -^'(— I
—

Il
"ï

) 7 co^ 2^'t^- g-w +>.

On calcule de la même manière les deux termes donnés par la fon-

ction Ry En effet ; la valeur de R^ du n.° 2 , donne

g^3= ^A'hsinJv-=— -^A' m'^cosiEv— gv-^Jv.

En réduisant la valeur de ^R^ posée dans la page 278 à

^R^=.— -s cos lEv.^u -^3 m Sut. sin lEv

on aura ,
par la réunion de ces deux parties

,

{d')...R^—A{-^—-^m\iCOS'iEv-*rgv-fv'^A'\-^-^^

Donc en faisant la somme des termes compris dans la fonction

TrC\ (a')-h2.(&')-4-(c')-t-(£/') } , on aura
j

f 3 . / 3 . 9 3 1 \ O
cosiEv-^^v—fv Ayl >

(*"\64 8 32 32
""""

64 /"*
)

f 3 . / 15 . 9 3 17 \ , 1

/T. /- ^J 8^^ + (64-^*-4+4-=~r4)'"

). /369 177 67 289 _ 9585 \ 3I
l"*" \ 512

*"
16 "" 32

"*" "32 — "512" ;^ '^ J
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Si l'on remarque maintenant, que les facteurs propres à rintégration

de cette équation , sont

on trouvera
;

^ r .
/> ^/ /l . 7 , 3389 3\m= C0S2Lv-i-gV—Ji'A 7 ( 8 '^ *"

24 '" "~
"57(r

^ /

r . ^ ., /

1

47 , 31283 3 \

Pour avoir les termes correspondans qui entrent dans la fonction

{^uf on prendra

ou= A' [— ^— ^ mjycosgv -~Ji> -i- (m'-H-g m^ j cos ^Ev
j

ce qui donne , en faisant le carré j

Il suit de là que ( en excluant les termes multipliés par /7i'
)

(+(t"*" 96 '" )cOS2Ei^— gV-^fi^
]

f* 2 3
En prenant — m".!R^dv=i ^A'ycosgv-~Jv-\--^trCcos 2Ev , et faisant

le carré on obtient
;

ni' ( I R^dv\ = ^A'ïrCy\cosiEv-^gv—fv-\-cos2E\>'-gv-^f\>

D'après cette équation et celle désignée
,

plus haut
,

par (Z»') il est

clair qu'on a
5
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cos lEv— gv -^fv A'-i {— ^ y

En faisant le produit des deux fonctions

2^= i^ii =— ^A'ycosgv—Jv-^-im*cos2Ev

B:= m*I R^dv==^-^A' ^i
COS gv -^fv —-^m^ COS lEv

on aura
j

—AB:= ,-zA'm*y Icos zEv •¥ gv —fv -^ cos lEv— gv-i-Jv |.

Donc

-^=iB'-A—AB=i cosiEv-hgv—Jv A'y(—-^m— j^''*
/

coszEv^gv-^fv A'y(^-'lm— ^~m'y,

d'où l'on tire en intégrant

ànt= sin iEv-\-gv —-Jv A'-^ (""
s
"* "~"

ï^ ''^
/

sihzEv—gv-k-fsf ^'v(— 8 '"""192^0*

i6. Revenons maintenant à l'équation différentielle en hi et oc-

cupons nous spécialement du terme de la forme Km^-^cosgv—Jv.

L'expression de ^s donne 35,^^=—j^A'm^ycosgv—Ji'. Et en

faisant le carré des deux termes

as =:— A'(-^rn-i-^iJt'\ sin %Ev —Jv -*"
( g '" "*" gô "^

7
'''^"* "i-Ev— gv

on obtient
;

{^sy=— j^A'nt'ycosgv—/v. Il suit de là que
,

-v(|-)ar=(,+im-)(3.,&+|(&)-)=_^(^,+'^'+l=l')vc«ff.-y:..
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Parmi les termes renfermés dans la valeur de §R' posée dans la

page 273 nous retiendrons ceux-ci
;

0^=

—

6sin2Ei>. ou -h 1 ^.sîniEv.{^uy—imhit.cos iE<^-^\ 2. mont . ^u . cos 2Ev.

L'expression de ^u trouvée dans le n.° précédent, donne '
.'

_/3^ 31283 _m65x 3

V 192
"*" 1536 "~ 512 j

'"
}

En multipliant par i5 .sin 2Ei> les deux termes de {^uY posés plus

haut, il est évident, que le coefficient de cosg\>—Jv, qui en résulte

est égal à zéro.

Pour former la valeur du produit \2 .m^nt.hicos 2Ev qui convient

à l'objet actuel , il suffit de prendre

2C0S 2Ev.ou=: )n—^Â'-^i\cos2Ev-^gv—Jv-^cos2Ev— §'^"h/*^| y

mont :=:— -^m sm2Ev-i-Y^ "^1 ^"^ ê"^ ~"<^^ '

et de là on conclut

12 .mSnt. $11. cos 2E^= 3S .yï' m^ y sin g^^—Ji^.

En multipliant par —3mcos2Ev les deux termes de ^nt trouvés à

la fin du n.° précédent , on obtient -,

— 3m^nt.COS2Ev= J |(î6""Î6~^)''^*'^(8"~Ï28~î^)'^^'b^^"^^~^'

On voit par là
,

que le terme multiplié par m^'i est nul dans ce

produit, ainsi que nous l'avons annoncé dans la page 38 1.

Les quatre parties de ^K donnent , d'après cela y
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Réduisons la valeur de ii, posée dans le n.° 2 , à

il,= -^ . sin gv —Jv -^A' .^u.Bs . cosfv.

3
Actuellement, si l'on fait ici; 5s= ^mysin2Ev—gif, 5u= nt'cos^E^',

on aura

Donc en réunissant ce terme avec le précédent de ^K , il viendra
,

pour la valeur complète de ^, j

n V, l 1 9 , 21 3 i . ^

En intégrant ce terme , et remarquant
,

que l'expression analytique

de g trouvée dans la page i83 du second volume , donne •

/ N-' 4/3 191 , 6577 3\

p ^/dj /(2 1 209 ,/ 9 7 6577 6595\ 3) /

En multipliant R^= ^siniE\> par

on obtient', -.Jl.^::^^J'„iycosgi>—/i>:

Et en multipliant —fR^ds^^^cos 2jE:i>' pa^-

7b/7ie /.
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on aura

— 2 (^+-^")y^.'^^=— i^-^'^^V^-o^S^^^-Z'-

Enfîn la fonction BR'' donne le terme

^E''=:— 2 cos ^Ev X ^w =— ïg
^'w 7 cos gv ~-fv-

Cela posé , la réunion de ces différentes parties donnera l'équation

—^7— (»-2'^;^"=

.,(11 569 . / 6739 993 6595 4435\ 3 ) y-

^
I 3+ 8

"^-^292"^ -^(-768 -16-16-^-8 +176 =2m)'^ h^'^^ê^^->'!3 ) 3
(g— i)'

—

i-h-^m^\ :=— I — 2^'j

>, ( 1 1 665 , /4435 3 4867 \ 3) r°"= ^ )-3--8'^-Ï92'^-(23Ô4+Ï6= 23Ô4)"^ \l <^OSgV-'fv.

En faisant le carré de

5m=: m^cos %EvA—?^
I

cos 2Ev-hgv—Jv'^cos 2Ev— gv-hJi'
I

on obtient le terme
,
(Suy= —^ycosgv—Jv

;
partant on a

;

.
s, o/•^ N» .,(2 1 665 , /4S67 3 5731\ 3) ^

En multipliant m^f R^dv=.— jm^ cos 2Ev par

2dîi= -^P^'^^C0S2Ev-^gV—fv-\-C0S2Es'—gV'^Jl>]^,
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on a le terme JB^— jQj'm^ycosgv—Ji'. Donc en réunissant les

termes précédens on aura

/->/(« o « 19 » / 3 5731 659a 9 \ 3}

d'où l'on tire en intégrant
;

., /19 . 9 3\

§nt= ^—
-^

ysmgv—f^i

ou bien , en faisant {g — 1) = t^ ( ^ "^ 8 '^ ) '

s, ^ >, i 19 / 19 3 13 \ J . ^ènt= A j_M-(^__j=_JTOJ75mg-v;->.

Tel est le résultat ( annoncé dans la page 189 )
qu'il s'agissait de

trouver On voit par cette analyse qu'il exige , comme auxiliaires
,

la considération des termes affectés des argumens ^E^-^rgv—Jv

,

lEv— g^''rfi> ')
et que les coefficiens qui les multiplient, dans 5« et

^nt, sont précisément ceux employés par anticipation dans la page i56.

17. L'expression précédente de hxt devient en y remplaçant J! par

sa valeur (Voyez p, 363, 365), et faisant —=1
,

\i-=.m^ -^

hit= -^^

—

. 7 sin sv —fv.

Ainsi , il n'est pas vrai , que le second terme du facteur -^— ^ /?j

soit nul , comme on serait tenté de le croire , d'après la conclusion

que Laplace tire de son analyse exposée dans le Vol. de la Con'

des Tems pour l'année i8î4 (Voyez p. 3o4 )• H est vrai que,

depuis, il a Lui-même changé d'avis sur ce point: car, conformément
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au résultat qu'il a publié dans le Livre XYI de sa Mécanique

Céleste (Voyez p. 400 du 5.''"'° Volume), on devrait avoir y"*"»"* '

,. 1 19 9 19/3 5731 6595 \au lieu de y— g
^

^^
T

"*"
( 8 "^"s'^ë— 576 )'^' comme nous venons

de le trouver. De sorte que , Laplace , ne trouve pas
,

par son

1 1 j • 5731 6593 3 j , ,1analyse, les deux parties -r^— s^vT^^— 2 ' ^^^^^ *^ calcul est assez

compliqué ainsi qu'on vient de le voir.

Pour confirmer, à l'aide des calculs précédeus , ce que j'ai déjà

dit sur ce point dans les pages iSy et 188 remarquons d'abord que,

d'après nos dénominations la lettre A' de Laplace ( Voyez p. 897

du 6.'™'° Vol. de la Mécanique Céleste ) est égale à ^. Ainsi
,

la valeur de R qu'il pose dans la page SgS revient à celle-ci
j

R= — '^r^
I

I — 3s'^-i-3(i — s'^cos {p.v— 2^') -*--2~ y cosgv —Ji' ;

il est clair qu'on a
;

Maintenant, si l'on change dans cette expression j u en ih-^m, et

s en s,-k-^s , on aura, après avoir fait 2V— 2t''=2v— 2wt»= 2^v'

j

R-Jr^R=- '~^u{^i -1-3C05 2Ev)-\-'^
I
3^,55+2 C^O' i

^^~ 1 cos g'^ —fv ',

où les deux premiers termes répondent à la quantité que Laplace

représente par 5 . r^Q . Or nous avons

jW- ~. ni^A' / 1 1 \ /.

-^(>U= -S- ( — 3 — 8 "OVCOig'P-yt' ( Voyez p. 382 ) ;

3 3 / 1 1 1 \

J ni' Su . 2 cas 2Ev= 4
"^' ^'

( g "+" « = 4 ) 7 COS.gV —Jl> . . . . ( Voyez p. Sgo
) ;

-g
I

35, 05 -t- 2 (05) =: —^ l — l —-^ m jyCOSgV—JV .... (Voyez p. 378).
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Donc , il est manifeste, que la réunion de ces parties donne l'ëqua-

tion identique

R+àR= "î^^'j(|-|-|= o)+(^—^-|= o)mJ7C05gi>->=o,

immédiatement employée par Laplace pour former sa valeur de

iè.rl-T-\. Mais cela ne prouve pas qu'on doive avoir aussi l'équa-

tion /c?'i?= o; d'R indiquant la différentielle de la fonction R prise

par rapport aux coordonnées de la Lune seulement. Car l'équation

précédente désignée par (Z) fait voir, que dR étant la différentielle

complète de i? , on a
;

d R= dR-\' ^m ^ ' •.

et par conséquent '

fdR^ R^\m'fd^'"'^''\-^'''\

Or , il faut bien remarquer
,

que pour tirer de là le terme en

question on doit changer, à la fois j u en i-i-5z<j s en 5,-t-^5
5

et V en mv-^m^nt. Le changement de v' en mv-^mhit ne donnerait

que des termes multipliés par m' dans l'expression de R+ àR; et

voilà pourquoi nous ne l'avons point considéré en formant l'expres-

sion précédente de iZ-4-ôi?= o. Mais il devient indispensable, lorsqu'on

veut obtenir la valeur de l'intégrale

jd' R=i 2 ni^
I mdv I

— 2 5m -*- 3 (5m)^
|
sin lEv

-^-^ni jmdv .-^^siniEv— ^nC'jmdv . 1 mhvl.cos lEv ,

en tenant compte de la totalité des termes qui demeurent multipliés

par A' m^ -j cos gv —fv , après l'intégration. Alors cette valeur de fd!R,

donne , comme dans la page i56
j
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c'est-à-dire;

/ji n 9 m^ .
A' .y cas ev— fv 3 >< 3 ydR=

61 g_

,

- = Ï6 ^ ^^ "y ^^-^ g^ -f"'

i8- Le Mémoire sur les inégalités Lunaires dues à l'aplatissement

de la Terre
,

que Laplace a publié dans le Vol. de la Con.' des

Tems pour l'année iSaS (Voyez pages 219-225) ayant un rapport

plus direct avec la méthode exposée dans ce paragraphe
,

je vais

entrer, à ce sujet, dans quelques détails. On verra, par des rappro-

chemens convenables
,

quelles sont les inexactitudes échappées à

Laplace, et on jugera par-là combien elles sont difficiles à découvrir

dans une théorie aussi compliquée dans ses effets qu'elle est simple

dans sa cause.

Nous supposons que l'on a sous les yeux le Mémoire qu'on vient

de citer, ainsi que la théorie de la Lune de Laplace. En admettant

exact
,

pour un moment , le rapprochement des deux argumens

gi^— Q^Jl> ,
par lequel Laplace parvient à trouver, d'un coup, le

coefficient de ce dernier dans l'expression de la tangente de la lati-

tude de la Lune, il ne suffit pas , de changer g eny dans le coef-

ficient du terme multiplié par -^singv— O, que l'on voit dans l'équation

(L") de la page 222 du Tome 3. de la Mécanique Céleste: il faut,

en outre , modifier , conformément à ce changement , la valeur du

coefficient ^/°' , donnée par l'équation qui se trouve au commence-

ment de la page 225. En effet j réduisons cette équation à celle-ci
3

0=
j

I _ (2 - 2 m-gj
I

^/°'-| w'
j

I ^-^— 2^/"'
j j

ce qui est suffisant pour la discussion du terme multiplié par «î*.

En y faisant — 4^'(i -+-g") =— 2 '"'' ^^ 2 — 2ni—g= i — 2ni—^m\
ou aura
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0(0) 3/71 3 / , 1 \

Mais en faisant g-==/==i • la même équation donnerait -

r» fol 3/7Î 3 / . 5 \

Donc ces deux valeurs de jB/°' ne sauraient coïncider jusqu'aux

quantités du second ordre inclusivement ; ce qui empêche que le

coefficient de Hsinfv soit égal à g-'— i , au-de-là des quantités du

troisième ordre j et que l'on puisse en conséquence regarder comme
exact jusqu'aux quantités du second ordre inclusivement le coeffi-

cient H
,

que Laplace ( suivant nos dénominations ) détermine par

cette équation ( Voyez p. 224 de la Con." des Tems pour 1823
)

^' Wî' ( H- 2 . e*— s- 7'
)

H== î^

—

i—^.
s — I-

En développant la fraction (g-'— i) , à l'aide de notre expression

analytique de g^— i ,
posée dans la page 194 du troisième Vol.,

on obtient

partant on a
j

IX ^'Z 2 1 1G7 , ,. , .\U= ^^— 3—4/»— gg^/w-t-ï'-j-o.e-Hoyj,

tandis que notre analyse a donné ( Voyez p. 376 ) ;

TT ^'/ 2 1 11 , ,. . 1 .\^= ^(— 3—jw— g-/n'-+-£'-4-o.e^-3 7 j.

(*) On aura besoin de ce terme ci-après.
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Ainsi , la formule de Laplace est inexacte à l'égard des coefïiciens

numériques qui multiplient m* et 7*. Relativement au coefficient

de m' , nous avons déjà indiqué plus haut la cause radicale de

cette discordance ; mais afin d'en accroître le degré d'évidence
,

nous allons montrer qu'en introduisant dans la formule de Laplace

la valeur convenable de 5/°' l'on tombe sur notre résultat. En effet
;

nommons ^/ °' ce que devient ^/"' par le changement de g en _/= i :

en comparant les deux valeurs de 5,'°^ données plus haut , il est

clair qu'on a^ 5/^°'= j5/°*-{-g|m\ Donc il faudra, au lieu de g-'— i
,

employer g""— i — "^'^6ï"^'^^§^ "" ^ ~" 128^'^^' ^'
' ^^ ^^* évident que

cela revient à multiplier par

le coefficient H de Laplace 5 et alors le coefficient de m* devient

167 2^, 9 11 . , 1
. ' T. ,— -ôg — fXg4=— -g- 5 ce qui s accorde avec notre résultat.

Pour rendre raison de la discordance à l'égard du coefficient nu-

mérique de 7^ j il faut , avant tout , observer : que , dans le rappro-

chement des deux argumens gv— , Ji> , Laplace n'a pas remarqué,

que le produit que nous désignons par

A\ . 7 sin g-P= 1 7 .^' . 7 sin gv+ eic.

(Voyez pages 266 et 276) donne naissance au terme

^ 7
^ C05 o.g'^ X 7 siii gv =— T- 7 sin gv

(Voyez p. 352 ) , en vertu d'une combinaison qui donnerait, au

lieu de l'argument g-t» , l'argument sg-i^—yî' , lorsqu'on remplace s

par Hsinjb. Ainsi
,
pour rendre ce rapprochement exact , il est né-

cessaire d'exclure ce terme, en prenant g"— i -hjm^'f au lieu de g'— i.
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Cette correction peut se faire aisément, en multipliant la valeur de H
de Laplace par

ce qui la change en celle-ci ;

rr ^' m» ( I -f- a . e' — y'
)

Mais cela ne sufEi pas : dans le calcul que Laplace expose dans la

page 224 { Con." des Tems pour 1823 ) il lui est échappé le

terme — A'f .sinfv donné par le produit des deux fonctions

I R^dvy,2 Pysingv

(Voyez p. 374): de sorte que on doit changer la valeur précédente

de H en celle-ci
j

H:=
A' m' ( I -+- 2 . e*— y* -*- y'

)

Alors tout étant corrigé l'on obtient dans la valeur développée de H
notre lei"me —^A-^.

19. Dans cette discussion , les quantités prises en considération

dans l'expression de g"— i n'ont jamais dépassé le quatrième ordre,

et jusque là , ce que nous avons avancé à l'égard des termes du

second ordre du coefficient H nous paraît démontré d'une manière

incontestable. Maïs, afin de prévenir les objections nous allons faire

une réflexion sur la correction dont Laplace parle dans la page 2 24-

En diminuant, comme il le prescrit, g"— 1 de la quantité du

cinquième ordre

(g*— ')(g— ')('— 3>ra) n (0)

3 ( I— m) '

on aurait ( abstraction faite des termes multipliés par e' ou par •/*
)

Tome I 5i
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A' rn^
H==-

Vo J
{ 3(1

—

m) '

3 3
Or en prenant g— iz='^ ni\ B^''^= -^m , on a

(g— ')('—3^0 n (c) 9_9 3
nt

lorsqu'on rejette toute quantité d'un ordre supérieur au troisième.

Donc en remplaçant le facteur (g-^— 1)~' par son développement

donné plus haut , il viendra

ou bien

-rr ^M 2 1 167 > /G577 3 6685 \ 3}7J= ^ i-3-4'^^-%"^-(ïÏ52^-32= ÏÏ52)'« I-

Nous avons trouvé dans la page 887 que le coefficient numérique
1615

288
de — A' n^ doit être égal à -^ Sans doute la différence des deux

1 6685 1615 , ^ A, .
, J 1nombres rp^ , -^ôô n est d aucune importance dans la comparaison

de la Théorie avec l'observation j mais elle décèle le vice de la

considération p^r laquelle Laplace a obtenu la correction qui doit

è^rç appliquée à g'-r \.

20. Ces inexactitudes ont eu de l'influence sur l'expression du

coefficient qui affecte l'argument g'^—Jv daqs la valeur de §u 5 mais

il ne sera pas inutile de mettre ep évidence en quoi ' consiste la

discordance.

Laplace trouve (page 222
)

4[-p7C05(g-f—>— 6).

is'-r){^'i^')
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Comme l'on a, m= jf^ "'"^'^"
4 7 / ? t;= ^

' 4 ^ et par

conséquent ~ = 2
"^

j nous en concluons que

/i'= a,(i — e'— 7')
j

^/i'= -J^i— -/^.

Donc l'expression précédente de Su ( en y faisant ^= i
)
peut être

mise sous cette forme
;

(3a/ 3î\/ \ 1

.adu=:l--^ ri g—Â 2^(i+3e+27)7C05(g'P->-e).

Suivant nos dénominations: 2 — . — =-nûA . et a^ît tient la place

de ^u. Il suffit pour l'objet actuel de prendre
j

a \ ^ 3 ,

.ce qui donne
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^// 1 1 6G5 . 1 . 1 „ rs .\ nou= J i^-^--^m^j^m^^e ^^s --^ ^^cos gv -fv.

Ainsi il est évident que la discordance tombe sur les coeiEciens

de m' et 7": ce qui devait être d'après les remarques faites précédemment.

Mais relativement au coefficient numérique de m' , il est arrivé
,

que Laplace a commis une autre inexactitude qui a détruit , dans

l'expression de ^nt , l'effet de l'erreur que nous signalons ici. Yoici

comment.

Il doit être clair maintenant
,
que le terme

|

par lequel on voit exprimée dans la page 221 (^Con." des Tems pour

1823) la valeur de l'intégrale jr f (-j^) • — , revient à dire (suivant !

nos dénominations
)
que Laplace a fait

mj R'di>=
^(g_.) 7 cos gv—>.

Donc en substituant pour (g-

—

i)~' sa valeur développée, on a

mj Rds?= J [
— ^-^m— ^in -^^ -+-0 .e —^y jy cosgv—f^'.

Mais nous avons trouvé (Voyez p. 382)

my (R'-+-$R')d{>=:= J' (—j—^m— ^m''i'z"-^o.e"-i'0.'/"jycosgv—ji'y

où le nombre -^= ^-^Jq (Voyez p. 3^8 et 38i ). Ainsi, il est

manifeste
,

que Laplace n'a pas eu égard au terme

m\f5R'.dv= j^J'm'ycosgv^fv ,

produit parla réaction. Et voilà pourquoi la fonction — 2 ^u •^- m' /R' di'

de Laplace donne le terme
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., /647 191 19 \ . y.

précisément égal à celui que nous avons trouvé dans la page 382
;

où le nombre -^ résulte de la différence gë"—gô^("^^"W^V^'^ÏGJ-
Ainsi la justesse des résultats n'est pas toujours une preuve de la

justesse des raisonnemens parlesquels on les a trouvés.

C'est une chose digne de remarque
,

que Laplace ait ici oublié

cette partie de l'effet dû à la réaction j et qu'il ait par là commis

une erreur analogue à celle qui lui faisait trouver, avant 1802, un

coefficient fautif ( j. ——^ au lieu de -^ . _^ j dans son premier

Mémoire sur cette même inégalité, publié dans le Vol- de la Con.' des

Tems pour l'an X de l'Ere de la République Française (Voyez la p.

365 de ce Volume et les pages 5o5 , 5o6 du Volume suivant ; où

Laplace corrige son premier résultat ).

Calcul du coejjicient de l'inégalité Lunaire , ayant pour argument

Ev -4- cmv -h/w —gv— cv.

21. Parmi les inégalités qu'on peut tirer des trois fonctions i?,
,

sR^ , B^ ,
posées dans le n° 2 , celle-ci mérite une considération

particulière, eu égard à la petitesse des quantités (2— g)'

—

ih-|to%

(2 — c)*— I — ô''*' j E -^dm -k-f^-g— c, qui, par la substitution des

valeurs analytiques de g- et c montent au troisième ordre. De sorte

que cette inégalité acquerra
,
par la double intégration , un diviseur

de l'ordre de m'' dans l'expression de ^nt. Mais cela ne suffit pas

pour juger de sa grandeur: car, la composition même de l'argument

démontre
,

que son coefficient doit être de la forme, II.—"—^^ ;

H désignant un coefficient censé numérique. Et comme on a

\ =0 ,0765 on ne peut nen statuer de certain sans avoir une
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connoissance au moins approchée du nombre représenté par la lettre

Hj quoiqu'on puisse, par induction, regarder comme très probable,

que ce nombre ne saurait être assez grand pour rendre sensible son

produit par o",076. Néanmoins
,

pour dissiper les doutes sur ce

point
,

je vais exposer ici le calcul qui fournit , dans ^nt , les

termes , de la forme

„ , , i H" H'" IW )A eiyh^ \ jj,
————

1 ! g f

1—g—cj ^ S ^ ^2

—

gy— i-t-^/'î' (2

—

c'y— I —ô^\'

du coefficient de cette inégalité. Il faut
,

pour cela , avoir dans $u

les deux premiers termes du coefficient de l'inégalité ayant pour

argument gv-^cv—Jv ; et jusqu'ici, nous n'avons déterminé que

le premier (Voyez p. 372). Mais il est facile de trouver le second:

en voici le calcul.

22. Dans la page 368 , il faut d'abord changer R^^s en

R^ d^ =— 6 e cos cpX^'(— 3 — 4^) sinfv= — Â' li-^-^mje sin cv —fs? ;

ce qui fournit l'équation

(5
3 \

Tym''-^-jm^\esincv—fvj et par conséquent:

3^, ^s=— ^' i'T ^*'*"
8 '^ ) ^^ cosgv M- cv —Jv-

Pour avoir le terme correspondant renfermé dans (5^)* on fera

( Voyez p. 2o4 et 2o5 du second vol.
)

(2 1 \ 1
g -H j m \sinJv— -^niA'siniiEv~-Jv

— 67 im''—g m^\ sin gv -^ cv --di m* e-i sin 'iEv-'gv—cv

;

et de là on tirera
j
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(55)*= cosgv-*-cv—fv ^'ey j|m'-i-(J--|-H5= 4)m'j .

Ainsi il est démontré qu'on a
;

Dans la page 870 on prendra

^-{ecoscv= 2ecoscv \^r^-^-^ni J;

ce qui donnera
j

çt dans la page 371 , on fera

^B!'^\-^^u-=.ÇiecoscvY.A (— g-

—

^^-^cosgv -fv-=—-Ayx-hr-^niSe-iCosgv-^cv --fv.

Ensuite on prendra

$R'=(^—6sm2Ev-i-iz.esm2Ev— cp)(i

—

ecoscv^5u=: iS.esiniEv— cv.hi;

ce qui donnera

«

5/1'== 1 5

.

esin ^Ev-^cvy,- ^--cos 2Ei>-i-gv—Jv=—jQ A'mefsingV'^cv—Jv]

f 15— /^R .dv=:—^A' me^ .cosgv-^cv —fv-

Enfin , on prendra

^R''=i. ^,eC0S2j^V— CV.8u== r^^A' me^fÇQSgV-i-Çi'—Jv.

La réunion de ces parties fouirnit l'équation (Voyez aussi la page 372)
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y. ^, I 1 ./ 9 15 3 39 129 \ 3 1

qui étant multipliée par

j(g^-c-ly-I-^-|/^^*[=j(ï-^^/7^^y-l+|m'[=3^,(l-HÇm),

donne

Su r A> i
1 . /43 13 17 \ \

23. Cela posé, revenons à notre objet. En faisant dans la fonction

&R^= A' .^u sinfv
j

aM= costv-^rcmv ib i-^— -o-''^) + coîZif-i-c/wf— ci^ ^^^ (2"~T"^/

( Voyez p. 482 du second Vol.
) , on aura

^- &in Ev -H c'niv -f-^v— cv A'eth'" i-^—g "^ )

"

La fonction R^-^R^ renferme les deux termes

R^-i-Rj= cosEv-i-c'mv ^^
V
~"

"s"
"*"

"32" ^)

r . f ,;»/ 105 5535 \

(Voyez p. 509 et 5ii du second vol.) lesquels étant multipliés

par Bs= sinfv A' i— 3 — 4 'w ) j donnent

( iJ. -f. /?, ) 55= sin Ev -H c'mv -t-> A'sV (| -^ m
)
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Ea prenant (Voyez p. 5og , 5io du second vol. )

« !-• , »7»/3 135 \ . E, , M,/ 15 585 \
R,=:sm£v-*-cmv e'b l-g— -^m\-t-smEv-i-cmv—cv esb (—ïg— ï^g"*)

et multipliant par d7'~ ^^V^ ^ (s'^ï "^) ' °^ ^^^^

— iî,-^= sinEv-hcmv-hJi> ^eb*( g — gf^)

T^ / ^ >' 'I.. / 5 105 \
-HjTzra^PM-c/nv'+'/w'— cp Ae^b (— ig

*~
"eï

'^ )

•

La réunion de ces parties fournit cette équation différentielle

dv"-

. P / ^ ^' ^z-. (/5 9 1 15\ , /45 . 783 .87 525\ 3

r- > /• y '7»(/5 35 5 25\ . /975 45 105 255\ 3smEv-^cmv^/v-cv Aab j(^^4.__._=^^;n-i-^^_^- gj=^jm

laquelle étant intégrée , donne

^s= sin Ev -4- c'mv •'rfv A'i'y l g- m*— -^n^)

., nt/l^ , 255 3\

îm^t'-Hcmç'-t-A'— Ci» s ^'

(2-c) -1-3/71

Il suit de là que

3^, 3s= cosEv-^c'mV'^fv-'gv A'Eyb*{j^m*— -qî ^f
^1 ^ z.. / 75 ,765 3 \

cosEv-^cmv-^jv-'gv— cv ^^

—

3 -.

(2-cy-i-2/n*

Maintenant , si l'on prend ( Voyez p. 507 du second vol.
)

Tome I 5%
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$s=sinfv J'(—^—jm\-+-smEv-+'c'mv—gv ^''ï^'(~~2^'^lQ^/

-k-smLv-hcmv—gv— cv es-^b I — j—8"'"/

on en lirera

($5)'= cosEv-^c'mv-^fv— gv ^'£'7^' |— m'-i-(-^— g =9jm'

|

cosEv-hc'mv-^-Jv—gv—cv d'et-^b^l— g) :

partant il est clair qu'on a
j

(i) .... -^(:-)5r=35,e5H-|(^0 =

cosEv-^cmv-\-Jv— gv— cv A'et'-^h^l— r--+-

75 r 765 3

(2-cy-I-^3 ,

/7Î

En prenant

(5 55 \

et faisant dans cette expression

aM= cosEv-i-c'mv e'&M-^— -g- «i ) -t- co^^v'+ c'mv— c^ es'i' (
-^
—

-^ '^
)

on aura

/^_= sinEv-hc'mv-^Jv —gv •^'^'v^'(— ïô+ âl '^)

(5 5 \
""

4
~"

8 '" /

Maintenant si l'on fait
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on trouvera, à l'aide des valeurs de ^u posées dans les pages 872 ,

38o
, 4^8 j

—-^zV'sinEv-^c'mv.^u^= sinEv -¥ c'mv -\-fv—gv ^'^'v^ \^"*"Î28"*)

. ^ , ^ .,,,,/ 5 255 \
smEv-^-cniv-^-Jv—gv— cv Aes/b (xê^ïâs'"/'

— -g- t'h^sinEv—cniv . ou= sin Ev -H c'mf -i-yî'— gv Jî-iV" \x^ m J 5

~eih'^sinEv+c'mv-cv.^u=. sinEv-^cmv-^Jv—gv—cv J'ee'-^b'^i— fë— Yâs'^/'

et par conséquent

$JÎ'= sinEv->e-cmv-\-fv— gv ./e'vt'^ ï^'^i"^)

sinEv-^c'mv-\-fv-^gv— cv A'ei'-^bH— g —32 '^^ )'

En réunissant cette valeur de ôiZ' avec la précédente de iZ, , on aura

pour la valeur complète de /Z,
j

. ^ , >. >' I 7»i /5 5 15\ /5 75 95\ 1

sinEv-^cinv-^fv-gv-cv Aenh j-( 4+8= s) "-(,8-^32= 32; "M'

d'où l'on tire

(2).-..

—

jR^dvz=. cos Ev-^-c'mv-^Jv— gv J'^'-^h'^l T"*)

€0s E^ +» c'/7M> -^fo—g-p— cp A'ez-iV r— ^— 32 '^^
)

a—g—

c

'

Soit, jK5= l^A' qs,{^}ifsinfv=. lA'-^iauycosgv—fv. En y faisant

'(aa)'= icosEv-^c'mv ^'^'(4 — -g- ^*) 5 on aura
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7^5= cos Ev-\rcmv-^rfv—gv A't'-iVy^— -^ mj.

Maintenant , si l'on fait

5i?^= hi \—^zh^cosEv-\-c'mv—^t'h^cosEv— c'mv^

on en tirera

ai?^= cosEv^rc'mv^fv-gv ^'6^*
|
4 -(§2-^=^) '^

j

-

Donc on a
,
pour la valeur complète de R^

j

(3)...iî,= cosE,^c'm,^f,^g, ^Vv6^|(|+|=t)-(t-*-^=^')^!-

En multipliant

i> 21 , 7 , • j^ , d .lu A'm y • rr , r-

/£,=—QtbsinLv—cnw par -j-^^—r-^siniLv— gv-^Jv ,

on aura

(4) —/2.^= cosEv-^c'mv-^f^— gv A'^^ih'(-- ^^m).

En multipliant ^-^-{-^u=— -^A'mycos2Ew— gv+Jl' par

— 2 / R,dv= 2 C05 iS't'— c'/wi^ e'b' ^— -g- j ,

il viendra

La réunion des termes compris dans les équations désignées par

(i)
, (2) . . (5) fournit cette équation différentielle
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/ / 9 13 43\ ,

(*"\4'*"64 16"*"64 64~" 64/''^.

r 75 , 765 3 15 , 95 3

^ , . ., ,;J 5 .
16^ -^64-^ T^-^Ï6^ I

qui étant intégrée donne

V, ^ 71 l 43 , 135 3 »

cosEv-\rc'mv-^Jv—gv g

!75 , 765 3 15 , 95 3 )

5 16^-^-64'^^ T'^-^-ïë''^
g 1 >

(3— cf— I— 2"*^ 2 —g— C 1

Il suit de là que

—= ^u(i — ecoscv^=
II, \ '

^' / 7 , J
43 , 135 3 J

cosLV'^cmv-^Jv—'gv g

75 , 765 3 15 ,95 3

5 ïë'^-^-W''' T'^-^îë'"
4 , ,, 3 ,^

(a— c)'—
1— 2"' 2—g—C

cos Ev-hc'mv-^Ji'—gv—ci> A'ez'-^b''

}

4o 2 ld5 3

Pour avoir les termes renfermés dans le carré de — on fera le carré

du second membre de l'équation
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^= cosgv —fv A'-i (— ^ - Ç^ -H cos gv -i:Ci>-> J'ey (- |)

-^cos Ev-^c'mv ï'Z»M 4 ) "• cosEv-\-cniv— cv et'Vl -g-)

ce qui donnera

l~\= cosEv-\rc'mv-^J'\'— gv -^'^'"^^ \'~Î2)

Ainsi nous avons

». \ ". /

( 43 , 135 3 1

\ S ¥ '^ ~ 32" '"
f

COS Ev-^c'mv-¥jv—gv Aî-^jh^l jH-

15 , 95 3
-^ m -h -5- m

\^ -2 / ï— &—

<

CÛiEv-^dmV'Jrfv—gV—W A'ez^l}'{^ 75_, . 765 _

3

43 _» 135-^m^-^m -m-gjw
3 3

En faisant le carré de

on aura

/w* ( JR^ dv\ =^ cos Ev -t- c'mv -\-fv —gv— cv A'eî'yb^ (''
6 )

Donc on a
j

!15 ,95 3

5 _ 8 M
3" 2—g-—

c
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Pour avoir les termes renfermés dans le produit AB , on fera

2 5 15^=— ^A'y cosgv—Jv+ 2 ^'h^cos Ev -h c'mv -t- -^ e^'b^cos Ev M- dmv— cv
j

2 5^=

—

-^A'-iCosgv—Jl>-^jei'h^cosEv-^c'mv— cv
j

et de là on tirera

AB=^ cosEv-hc'mv-h/v—gv A'e'yb^(—^\

-{-cos Ev-^c'mv-^Jv—gv— cv A'eî'-^b''(— j— n^^~"3 )'

Ainsi nous avons

r=A-B-i-AB=:

cosEv-^rc'mv-^fv —gv A'i'-jb"^} (^""ë "12)"'"

43 , 135 î

45 , 285 5m

COS Ev-ir-c'mv-^Jv—gV— CV Aez-iVi 75 , 765 3 43 » 135

(2— c)»— I— s-/»» (a—g)»— I -t-^/

d'où l'on tire

d .6nt xr ^ . xr

/ 55 _£__25V
V

12"^12~ "6/"^

129 , 405 3

(2—g)'— i-t-g"*"

co,Ev^dmv^Jv-^gv-cvAehh^{
^^ ^^^ ^^ ^^^

8 ^ 32 8 ^ 32

3

et en intégrant
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i Ol2—g— CJ

sînEv-hc'mV'i'Ji'—gv— cp

129 6 40S ,

25. m4 iQ "^"'M "^

6(2—g— c) ^^ ^J^„_„^>_ .^^(»—g—c)](2-ê:)*-i-^^w»j

n**
] 45 6 283 , 75 6 . 765

8-,^-+-32'^ -g-m^-^/?^

(2—g— C)' (2-g-C)j(2-c)»-I-^/?j'j

Maintenant
,
pour réduire ce coefficient en nombres on y fera

2

—

g—c= o,oo44'3ii3
; (2 — g-)'

—

i-i-^m^z= o,ooo3665
;

(2— c)'

—

I — 2^^^^ o,oo8583i6.

Log. (2—g-— c) = 2,3534854 ; Log. (2 -g— c) = 4,7069708

^og.\{2-g-c)\ (2-gy-i-4-|/w'}
j
= 5,7894114;

Log.î(2-g-c){(2-cy-i-|/nM[= 4,4198381 ;

ce qui donnera

7.5. m'i / ,

129 s 405 ,

*^ ®^ = 0,8899 - o,o5 1 o5= 0,8389 J

45 6 .
285 ,

-g-/W-4--g2 /?*=— o,o5o2 —0,0059:=— o,o56i(2—g— c)^

75 6 , 765 ,

-g /7Z+ -32" ^
= 0,0432 -t- 0,008 2=: 0,o5l4-

(2-g-c)j(2-cy-i-Jm'

De ià on tire la conséquence que l'inégalité ayant pour argument

Ev-\-c'mv-'rfv—gv— cv est tout-à-fait insensible.
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Passons maintenant à la discussion des inégalités dépendantes de

l'angle ofv ; ce qui nous fournira le premier terme du coefficient

de l'inégalité ayant pour argument 2g-p— 2/^ , et complétera , sous

ce rapport, le second terme de l'inégalité dont l'argument est gv-—Jl>.

24- En conservant seulement les termes affectés de l'argument 2/i>

et faisant, pour plus d'uniformité, ^"= ^5iVwj les formules posées

dans la page 364 se l'éduisent à celles-ci :

jj
A" q . au si'n "xfv -p A" q . au cos ifv

{ I H- w)^ (1-4-55)*

A"q(:T — s^\{âuycos ofv
R^— .

( I •+- 55 )
*

Maintenant si l'on fait dans ces expressions, s=:s,=:y singv
;

a«= w,= I -t-eco5W — ^y'^cos 2gv , on aura d'abord
j

/?,= A" sin 2jv—<^.e sin cv— 2fi>—^ 7* ^''^ 2g-f— 2fv j

—A 7 \%-^ =4-g.m +"192"^ Ïc05 2g-f— a/i'

;

abstraction faite des autres termes.

En réduisant la valeur de R^ au terme i?3= A" cosofv , et consi-

dérant seulement l'argument 2fv dans la valeur de R, , il viendra
;

m* (5, j?3— '-^R\-=: to' A" y . singv— 2/v :

d'où l'on conclut, que l'expression de os renferme le terme

î, A" m'-y .sincv— a/t» A" / y> \
^^= /—?——3 =-T • V ^"^ ^s^ " ^^^y

(^-27-1-2-^'

Tome I. 53
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Donc , en introduisant ce terme dans l'équation différentielle en 5s

posée au commencement de la page 368 on aura l'équation

J».55

dv^
Y I -H 2 mM 55=—y ^'

V sin 2Ev -^gv— 2f^

qui donne Ô5= -g^\ y sm SiE'v'-t-g-i'— a/î». Maintenant, par l'introduction

de ce terme et du précédent dans le second membre de l'équation

différentielle en as on forme l'équation

de laquelle on tire

^"/7î'( 14-:^ m ) .. .

os= - g— .75Wgt'— 2>=-^ l^+ ^\ysmgv-2fv.
(§--2)'-I- ni

Ce terme de 5s , et le précédent , donnent

35,^5=— -2- fcOSifv+A {^•¥^h C0S1gV-2jv-—:^C0S2Lv-^2gV'~y\>.

En faisant le carré du binôme

05=— -g 7 singv —2jl>-i-^rny.sin 2Ev—gv

on aura le terme (5^)'= 'P^cos2Ev—2gv-\-2fv. Donc

-q{^yT= 35.55+ 1(50 =

—^—1^
1
^^^ •2.Ev-^'i.gv-''xfv-^cos lEv — 2gv-i-2f^

I

.

Actuellement , on prendra
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— -^.R^=: R^.esincv=^-Y'esincv—'2fv;

o 3
R.^-=— ^A"cos2fv— -^ A" ecoscv-^if^

\

et d'après cela on formera cette équation différentielle
;

d^ .^u / 3 1 \ ^

-+- C05 2^i^ -<- 2g-p— 2fi> J"f {— ÏQ^A-hr C0S,2Ev— 2gV-^ ofv A'f (— ïg "^
)

qui étant intégrée , donne

^u— cosif? A"{--"-^'-'^^-^C0S'XgV-2fv ^"l[\-^'^)

W~ 1
cos 2Ev -^ 2gv— ofv -^COS 2Ev— 2gV -^ "ifi» |.

De là et de l'expression précédente de —j R^d\> on tire
j

(*) Les deux termes affectés des argumens z/l» , cv —ij\> se trouvent aussi dans l'équation

différentielle en Su donnée par Lagrange dans son Mémoire sur l'équation séculaire de la

Lune (Voyez p. 33 , 34, 35 du Tome VII des Prix de l'Académie des Sciences de Paris).

Il trouvait , comme nous
,

que le premier terme du coefficient de l'argument cv — î^/v» est

nul ; mais il négligeait le terme ^— ,
qui fait partie du coefficient de l'argument

ïf'.'.

2
Au reste , il faut remarquer que dans le cas de l'homogénéité de la Terre ,

on a f = p Xj
y,

ce qui change notre quantité — ni^ A"=— I — j |
/v(i)—^ |

5i>i^« en — g( — ) K^:,)Sin^o),

et la rend égale à celle que Lagrange désigne par C=s-^( — ) )•""(' "*" ^(.^))*
[
^in'os

(Voyez p. 3o et 4' )•
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d. ^nt
, =

—

2 0U-i-m

^/^f= 5m2> ^"(ï + ï)

"*^ ~^^
1
'^"^ ^"^^ "^ ^ê'^—^ "^ ^''^ '2-Ev — 2gv H- a/i»

I

.

2 5. Cherchons maintenant le terme de la forme A"infcosigv— ofv,

qui entre dans l'expression de ^~j^ , en imitant le procédé exposé

depuis le n.° 8 jusqu'au. n.° 17 de ce paragraphe.

En faisant

R^ = ^ sin lEv
;

^^ =~ ^"
( 3

"*" 9" ) V ^^^ S'^
~~ V^ '>

on obtient l'équation différentielle

qui donne
j

,;:.. às= J"(^-h-^m^yjsin2Ev-^gv—2jif;

et par conséquent

3s^0S=z— J"(-:^-h-^ni'\fC0S2Ev-^2g<^—2ji'.

Le carré du binôme

os =— ^" (^
3 -J-^V/ 5m gt» — sA'-h

( g m -t-^ AwM 7 5//z 2Ev—gv

,

donne
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(05)'= ^"\-i-{^i-i-^^= ^^)ni'\fcos2Ev^2gi'-i'2fv.

Donc on a, — (/(^]§T=3s,às-^^(dsy=

En prenant 5m= -^ y'' cos 2gi>— 2fv , on trouve

§R' =

—

6sm2Ei^.Su=z— • J' \sin2Ev'^2gv— 2f\>-^sm2Ev— 2gv-^2jvl
j

^R^z=.—-^C0S2Ev.0U^=—^.J."'^^\c0S2Ev-¥'2gV~- 2fv-^C0S2Ev— 2gV-ir2jK'\ •

—j ^Jx .dv = -X- \cOS2Ev-^2gV— 2fv-\-COS2Ev— 2gV-\-2fv\ .

En faisant le produit des deux fonctions/3 A" ~^
R^dv=- ^C0S2Ev 3-7^"^ .C0S2gV-' 2fv j

dv^
=— 3ni'cos2Ev-ir-Q 7^co5 ag'P— 2/î)

il viendra

__ 2 (
^ili^ -H ^m)/"/?. ^i^= cos 2Ev -H sg-t- - 2> ;^"7^ (n- 1 = I )

La réunion de ces parties donne

t/w»

J7 y^ w, ï ( 3m /9 1 3 15 17 \ , )

d'où l'on tire eu intégrant
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Il suffit ici de prendre

en observant que les termes donnés par (5z<)* et mhxt se détruisent.

Donc nous avons
;

/» T), 7 27 Â' ni^y^ .C0S1SV — if\> ^ mii > y
^EdK>=— ^^ ^^. l

^=— g^^' 7 .COSQ.gV—lfv.

26. Le produit des deux fonctions

A^3=—3/?i'-i-2 C05 2^1^; 55=—Y'/sm^-i^— 2/v'+./m7^-g4-^j5m2^v'-4-g-v>— 2/i^

donne

3
Et le produit de R^r=-^SLniEv par

-'^ = -^""'^''(l"S)^''^2^^-*"S"^'"'?^''

donne

- /?. -^= ^"'^^7
( 32-m )

^''^g-^- =^>-

En multipliant —f R^ds^= -^cos2Ev par

on obtient
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— 2 ( -^ -¥^s\ 1 R,d<^=. g- A" rrC 7 . sin^v— ifv.

Donc , en réunissant ces parties , il viendra

r A<i S ». 3 3 . / 3 3 149 97 \ .\

d'où l'on tire

jn x/ 3 97 ,\

os= g ~ .singv — 2/v.

Mais j(g—2y-i-|TO^} =-3l-^(i+A„î^-gi„i^)
j
partant

» ^„ ( 1 m / 97 . 3 , 421 409 \ j 1 . ^

o % >(/ 1 ( 1 3 409 , ) . ^
J5, tf^= /4 7 j 2

"*"
Ï6 '^^ 256 "*

1
"^'^ ^S"^

~" ^^"

Le carré du binôme

Ss^= ^m-^sin2Ev— gv-h—^sin^Ev-^gv— 2/î>

,

donne

(3) . . . . {hy=~A"m'fcos2gv-2fv.

Ainsi il est clair qu'on a

^ ^rf î < 1 3 / 9 409 427 \ » 1

C0.2gç>-2> ^"7 J2-*-îâ"^-*-(ï28-+-256= 256)^ l/

La fonction R^ posée dans la page 4^7 donne
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(4) ..... . /Z3= -^"(|-5')(i-j5^).(awyco52>

2 -H g- v' cos ag-p
j
(a w)' cos ifv

=— yï I 2 "* "8 V ^^^ ^g'P i C05 a/t'

19

Cela posé , si l'on fait la réunion des termes compris dans la

fonction (3)-i-//i\' 2 . (i)-4- 2 . (2) 4- (4) |
on formera cette équation

différentielle

d'' . ^u— ( I — 2 in \^u-=.

r v// . ( 1 m /191 19 427 9 1375 \ ,)

laquelle étant intégrée donne

> ^ .,, ,/l m /1375 1 1567 \ ,)

Il suit de là que nous avons

—^ ==—2.011+ml B, dv=

y y/, 2 ( o /1567 191 9 377 \ , )

et par conséquent

« . 'àll A" y'^ m^ . sin 2.[ri' — ?,/i' 377 jii i • r
5nt = -^^ ..._; ^= -192-^ V sm2gi>-2/v.

27. En rapprochant ce résultat de ceux obtenus dans les pages 383,

384, 391 et 395 on en conclura que la figure elliptique de la

Terre introduit dans l'expression de ont les termes suivans
5
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ànt= \^'y
I (

-3- "*" "g- "^ ) ^'^g^ —f^~ 3 "^'^ S"^ "t"^ I

V., ( («!^-4-y^) • yi 377 I • /^ )

-4- ^"
j

^ g-i— 5i/l 2>— 192"^ ^'^^ ^S^^ - 2>
I

H ~\5in'iEv'^^QV— 'ifv->f-sin-i.Ev--2gv-k-'îf\;>\ ,

-H etc.

lesquels étant réduits en nombres donnent

Bntz= 6",65 sin^v—fv— ol^'i^sin^s^-^-fv-^-o"^o\<^sin^v— cv—fv

-h o",o 1 2 sijigi^-+'CV-+-Ji'— d',io'jsingv —w-+-Jv- o",oogsni2E^-i-gi'—/i'

— o",oo9sm 2Ev—gv-i-Ji'-^o",oo5'] .sin'ijv— d'^oZc^''^ simgv— ifv

-H etc.

On peut juger par là le peu de fondement que l'on a, d'estimer la

grandeur des inégalités Lunaires par la simple connoissance de

l'ordre analytique du coefficient littéral. C'est le coefficient numérique

"Y
qui rend sensible la première de ces inégalités : mais ce nombre

n'est pas un de ceux qu'on puisse deviner par un simple aperçu
,

comme on peut deviner l'existence et la forme de l'argument.

Toute fois cela suppose un grand développement dans les idées

théoriques
,

puisque Mayer
,

qui avait établi par les observations

l'existence de l'équation (^\Ç>^ .singv—fv ^ \\q\\ a pas pénétré la

véritable origine.

A-' C'Y
( ) M.'^ Damoiseau trouve A'ey , au lieu de —~

,
pour le cocilicient de l'argument g^ — tv —J\'o

( Voyez p. 592 du Vol. où sa Théorie de la Lune est imprimée V Mais ce coeflicieni

de M."' Damoiseau me paraît fautif : car il obtient dans l'expression de ^u le terme

1
,— ^ yl' cycosgv ~cv —f' , tandis que j'ai démontré (Voyez p. 372) que ce terme devient

nul par la destruction mutuelle des parties qui concourent à sa formation. D'ailleurs
,
pourquoi

tenir compte de ce terme et négliger celui affecté de l'argument gs' — cv-i-fv dont le coef-

ficient est six fois plus grand ?

T. I 54 '
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Calcul du coefficient de l'inégalité Lunaire ayant pour argument

iEv-\r^dmv— ifv.

28. D'après l'analyse exposée dans le 7.'*'"' paragraphe du 5.'*"*

Chapitre il est aisé de démontrer, que la valeur de aM=: u^-t-dw,

et celle de 5'= (5, -H ^5)' , renferment chacune un terme affecté de

l'argument lEv-^idrav , tel que

r / 9 15 \
5m= cosiEv-\-i.cmv ^"(ëj^v'-i-ël"**'/ j '

S =. cos^Ev-^-'ic mv £ ( 32'^^V -'-32'" "^ /
•

En effet j l'expression de ^s posée dans les pages 204-207 du second

volume donne

7.S^^S-= C0Sltv-ir2C mv s l ^ "^ V + 256^^ "^ j '

(5s)'= o.sin2Ev— gv 7/ g'") ^ singv Jr icmv ^"ly^rt^J

4- 2 sin 2Ev-^c'mv—gK' s'v ( — g- /« j X sin gK^-^cnw l'i i^^^)

= cosiEv^icm'^ 5
(^ G4-256= 25(îj"' V 5

partant , ou a
j

/. N, r. / /. l 9 . / 93 27 15\ , » j

25.55-h(5î) = C05 2£'w-i-2Cmi^ S \^^m-^ +(25G-^'256= 32 j''' '/

I
'

^qi±\^T= 35.55+ 1(55)'= cos^Ev-^ic'nw ^'^(|5''^'/-+-M^i*7') •

Il suffit ici de prendre

A'^+ |5m= ^icoscmv ''(—4) + icosicinv ^'\^-%)\^

TT > ,. ) 9 27 ) ,= cos2tv-\-'i.cmv £ 8~"F~~~4 (^
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Produits partiels de —67^^-^*'" (aç»— 2p').-j^.

Multiplicateur Produit

Produits Partiels de sV {a'uj'^^^{^2v-2v')l.

Multiplicateur Produit

— 2 lll— 2Ev ( m\
I

""^ 2Ev-^2c'mv e" (- 5- wM

Produits partiels de — 2 ( —jçr- -^^u\ j R^dv

Multiplicateur Produit

2C0S2Ev (""4) \cOS 2EV'i-2c'niV ^" ("• ïg "^ /

icosiEv-hc'mv e(
g j \cos2Ev-h2cnn> e'^( ïb'" /•

Il suit de là
,
que

-J"8R'di>= cos2Ev'+-2c'mv e"{ |m')j

SR =: COS 2tv-^-2Cmi> £ | '8"~'î~s\ '^

— ^ ( "iW"'
*" ^")y ^' ^'^— ^^^ 2 £'V -+- 2 C'WP s" (^— 1W V

La réunion de ces parties donne cette équation j --
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--"'':.. d^.lu / 3 , \ ^

de laquelle on tire

Bu=: cos2Ev-\-2cmv ^"
( 64 '^

7*
-+- c| ^' 7^

) •

et de plus on voit que, ce coefficient est exact jusqu'aux quantités

du sixième ordre inclusivement.

Cela posé , en prenant

q . an

I -i- ss)

-|-= ùu— 2* = cos2t\^-^icmv £ ("~ï(i^7 — ïë"^ '/ / '

V

l'expression précédente de iZ, donnera ce terme
j

— / il. W := ^^

;?
-^ 7 . C05 2/: i-' H- 2C lUV — 2 A'.

Relativement à cet argument , le principal terme de l'expression de

^u est celui qui a pour diviseur la petite fraction lE^idm—if:

en conséquence, il suffit de prendre Buz=2nt' 1 R^dv. Par la même

raison , on peut réduire la valeur de '-^ à — ihi-^m'' 1 R^dv ; et

alors on a

—j

—

z=.— 6m IR dv=. —\ -: -.cos itv-^^cmv— ih :

dv ^ ' iE -*- 2c'rn— y "^ '

d'où l'on lire , en intégrant
;
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5«f == p -, TTT . sin lEv 4- ic'inv — 2/î>.

Eu réduisant ce coefficient en nombres on le trouverait de quarante

secondes. Mais une circonstance , dont nous n'avons pas encore parlé,

le rend insensible. Voici en quoi elle consiste. Pour plus de sim-

plicité , représentons ce terme par ^nt= G .sîn'^v ) et remarquons,

que , en réduisant l'expression de ^R' , due à l'action du Soleil

(Voyez p. 2'j3 et 33i ) au seul terme ^R=— ^nihit.cos lEv , on
^

aurait par la substitution de ce terme de ^nt
;

^R—— ^mG\sin{p.Ev-^^v)—sin{p.Ev— ^v)]^ :

d ou Ion tire, en prenant
_^

'

^
= ^ ;

— r§R'dv=— -^mG
I

cos(^2Ev'^§v)— cos(2Ev—[iv) .

Donc , en considérant seulement les termes afïectés des argumens

aEv±:Pji', qui ont pour diviseur la très-petite fraction {p.E'^ic'm— 2/)',

on formera l'équation différentielle

7;r'~~(^ —^rii^)^u=^— -^rn^G^cos{p.Ev-^Pv)— cos{jiEv— ^v)
| ,

qui donne

^u= ^^
I

cos (jiEv — (3p)— cos (jiEv -^^v)].

Cela posé , si l'on substitue cette valeur de 5m dans le terme

— 6sm2Ev.5u , appartenant à la fonction àR' (Voyez p. 278 ) ,

on aura

BR'=— 3m'G.sin§v;

et par conséquent
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y, _. qm''G . „

DoHC en réunissant ce terme avec le précédent , on aura

En cherchant de la même manière , le troisième , le quatrième etc.

terme de ce coefficient , on voit qu'il donnera la série

c'est-à-dire

GsinBv GB'-sinBv
ànt=

ou bien , en remplaçant G par sa valeur trouvée plus haut
;

jii 3 ri x/ 27 45 \

ont= —!—T"?
; r;r .sin2£,i>-^2c niv — ifv.

gin'' -h{iL -t- 2Ctii— 2j )
-'

La quantité gnt.^ étant très-grande par rapport à {p.E-Jf'xc'm— o.fy ^

on peut écrire

hnt-=- A" -^^f .m .[^\--^m\.sin'iEv-^'i.dmV'-'xfv\

d'où Ton tire , en substituant pour A" sa valeur
j

anf= (•7)*-(^(>)-~^)^"7 V32'^
*"*"32"^* \.sln'iEv->fi.c'mV'- -ïfv.

Or il est évident que ce coefficient est insensible Si ion objectait,

que en posant §u=:II.cosPvj l'équation ^Fi =z— '^ sin-xEs' .hi, donn«
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—f^B! .dv= -lH\cos {lEv+ pt') -f- cas {jiEv - Pp) j ,

et par conséquent

on ferait disparoîlre la nécessité de celte considération , en faisant

remarquer que cette valeur de ^u , donne

$R'=— 6 sin 2Ev .5u= (3 ni'

H

— 3 ni'H) sùi pv= o.

2g. Lagrajige a considéré l'inégalité ayant pour argument

iEv-\-ic'mv—2/v dans son Mémoire sur l'inégalité séculaire de la Lune,

publié en 1776 dans le Tome VII des Prix de l'Académie des Sciences

de Paris. Mais comme , dans son analyse ( Voyez ce qu'il dit à ce

sujet dans les pages i3 , 21
, 44)? il supposait nulle l'inclinaison

de l'orbite , il est impossible que ses résultats soient conformes à

la vérité. Car tous les effets principaux de cette cause perturbatrice

disparoîssent dés qu'on suppose 7= 0, et qu'on ne prend pas en

considération l'équation différentielle qui détermine la perturbation ^s

de la tangente de la latitude. D'ailleurs Lagrange n'a pas remarqué,

que le dénominateur {jiE -k- "xc m— ify perdait l'influence qu'il lui

attribuoit par son association avec la quantité g./?i% beaucoup plus

grande. C'est en vertu d'une cause semblable, que la lente variation

séculaire du plan de l'éclipllque se trouve paralysée en s'associant

au mouvement beaucoup plus rapide du noeud de la Lune , dans

l'expression de la tangente de la latitude de ce satellite au-dessus

de l'écliptique vraie. Néanmoins , ce Mémoire de Lagrange est

précieux sous d'autres rapports , et il a dû faire germer des idées

plus heureuses : c'est là
,
que la non sphéricité de la Terre à été

,

pour la première fois , introduite dans les équations différentielles

du mouvement de la Lune, avec une lumineuse élégance analytique,

et il n'y avait qu'à rétablir les termes dépendans de la latitude
,

pour découvrir aussitôt l'inégalité, ayant pour argument j^
,

qui
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affecte cette coordonnée. Mais il était réservé à Laplace d'ajouter
,

27 années plus tard, cette importante remarque au travail de

Lagrajige , et de la suivre dans ses conséquences par rapport à la

longitude. Au reste, il n'est pas surprenant si, Lagrange uniquement

préoccupé de l'idée d'une équation ayant une période de plusieurs

milliers d'années , a négligé de chercher dans ses propres formules

les termes sensibles qu'elles pouvaient donner avec des argumens

dont la période est d'un petit nombre d'années.

3o. Ce Mémoire de Lagrange offre une autre particularité que je ne

puis passer sous silence. L'équation différentielle dont il donne les

coefficiens dans les pages 34 et 35 revient à dire , suivant nos dé-

nominations
,

que l'équation différentielle en Bu doit renfermer les

termes suivans :

cos iLv-^ icinv £ ( j m

cosiLv-\-i.c mv — cv e; ( — ^"^

cos Lv-^cniv £ i> 1 -r^m

cos E<i>-^cmv— cv e^'h^i— B.m"

Or il est démontré dans cet Ouvrage
,

que le premier et le cin-

quième terme sont nuls ; et que les coefficiens numériques du

1 . ., ., .
, , 135

second , troisième, et quatrième, sont respectivement égaux a — -^ ,

-1--^ , — ^ (Sur quoi Voyez les pages 36, 3n , 345 de ce volume,

et les pages 72 , 73 du second volume ).

Ainsi il n'y a pas un seul de ces nomjbres de Lagrange qui soit

exact : et cela j à cause qu'il n'a pas pris en considération toutes
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les combinaisons qui concourent à leur formation. Autrement, Lagrange

aurait vu que le terme de la forme K-r/fs"" ' lEv-'r'i.cinv est nul

dans le développement de la fonction ô^ u" c" ^^^— 2^')j ^^ alors

les trois parties de sa formule posée au bas de la page 38 auraient

cessé d'exister chacune en particulier. Cela donnait de même un

résultat nul ; mais sans oflVir la singularité d'une destruction mu-

tuelle entre leurs parties, qui avait quelque chose d'étonnant même

pour Lagrange : au point qu'il regardait comme fatalité singulière

(c'est sa phrase V. p. 4^ ) ce qui n'était, dans le fond, qu'une heu-

reuse combinaison d'erreurs propre à détruire les erreurs commises
,

en empêchant la réalité d'une fausse conséquence. Je regarde plutôt

comme une fatalité, que Lagrange ait cru, par ce Mémoire, pouvoir

établir comme douteuse l'accélération du moyen mouvement de la

Lune , tandis que ses propres recherches tendaient à la mettre hors de

doute , ainsi que Laplace l'a fait voir par une simple rectification

de ses calculs (Voyez la page 229-332 du Tome YII déjà cité): et

que le même Lagraitge , huit années plus tard, soit tombé le premier

sur la véritable formule qui contient l'explication de ce phénomène

sans s'en appercevoir. ( Voyez ce que j'ai déjà dit à ce sujet dans

les pages 63 et 64 de ce volume ).

3i. Parmi les inégalités dépendantes de l'angle ifv , celle dont

l'argument est Ev-^cniv-^ijl>— 2gv— cv paroît , au premier coup

d'oeil , susceptible d'acquérir un coefficient sensible , eu égard à la

petitesse du diviseur 3— 2g— c— (i — c')/?î-i-2(y— i)= o,ooo4i25.

Mais , d'un autre côté , si l'on réfléchit que , en dernière analyse
,

on aurait dans ^nt un terme de la forme

jrr K'{E -i-c'm-t- 2,f 1g— c)
A-+- • —

.,,,.., 1 (-E-4-c'«H-2/—ê--c)^-i_-;
A'ee'y b^mr 1 ^

\ -^ , ^
• „ ,

-p < > sm Ev -t- c inv+ iw— agi* — ci'

,

(£-^c/«-»-2/— 2g— c)-
J ^_ K"{E-t-c'm-t-if—ig~c) (

J o ^

3
(E -*- c'm + 2/"— 2g- )»— 1 -t- s- "

Tome I 55
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et que Ion a -r.—-,

— - = 0,00000007441 > on en conclura

qu'il faudrait supposer aux coefficiens désignés par K , K , K" des

valeurs tout-à-fait improbables
,

pour rendre ce coefficient sensible.

Ajoutez à cela
,
que la fonction

Km'- K' rti^ K'm^

E-i-c'm-^-iJ 2g c
(£^c,„j^2/_g—c)=— I— |m» (£-4-c'mm-2/— 2g)»— l-t-|^l'

doit se réduire, étant développée , à une quantité de l'ordre de m';

et que
,

par conséquent , on doit regarder le coefficient de cette

inégalité comme ayant pour diviseur une quantité de l'ordre de la

première puissance de E-^c'm-^^f—ig— c, ainsi que cela a lieu

pour tous les cas semblables. Au reste , nous pourrions obtenir

directement la valeur approchée de ce coefficient; mais nous croyons

superflu d'exposer ici le calcul qui établit l'inutilité de sa considération.
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S 2.

Des inégalités Lunaires dues à la différence

des deux hémisphères terrestres.

32. Par des motifs tout-à-fait analogues à ceux qui ont été exposés

au commencement du paragraphe précédent, la base de cette recher-

che sera fondée sur les formules suivantes , déduites de celles

données dans la page 36: c'est-à-dire que, après avoir fait, pour

plus de simplicité

-"=-(v)'-(k)-'h=-(?)'(Î)'(0-/^..

on prendra

3,3 . o . • . > 3

[au]
j sin^ w -h 3 5\ sin w cos^ a— -g- ( i h- s^) sin w . cosjv

il, = q —

(i -t-w) "

j^
+ 3 s . sin"" a cos a . sin 2/i>— -^sin^cù .cos3fv

{auY
2 COS M—

^ cos^ w— (4 COS M— 6 cos^ a) s'' \
;

r / • 33 . . \ . A

l I 7 sin w— -r- sin^ « -h s' . sin u 1 sin fv J

(au)'
)

\ ^ '

\ .

r- , ,?) (3 — 6.5^) . , /, 3 . 3 . o z' l
( I -H w ) I— '

: sin u . COS w . C05 o-jv -t- t- S"z « • sin 6fv \

\ "}. .s "^ 4 J

if^=— 7^. -^
-g J 3C05&) ô"'^"^ WC05w-t-(_5C05W— IOC05 coj5 l .

'* (1-4-55)^ 1 j
'

!(

12 . 0-3 /8l • 81 . 3 \ î 3 . ,,p
<

—

^sincii-^-ô.sin iM-t-| -^sincù—-T-sin w )5 -l-^^zn«.5 > J15 \5 4/5 I

I

— (-5

—

OS is.sm acosa.cos2ji^ ^li—js isinc-hsinq/'^}

H-

pour les valeurs de R^ , JR^ . . R^ qui doivent être ajoutées à celles

posées dans les pages 265 , 266 , afin d'analyser les conséquences

auxquelles donne lieu l'introduction de ces nouveaux termes dans

les équations différentielles du mouvement de la Lune.
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Il est vrai que cela suppose connue la valeur du coefficient /i^,^ :

mais quelle qu'elle soit , on sait positivement qu'elle doit être fort

petite. Et comme ce coefficient se trouve multiplié par le cube de

la fraction ~= j^T-r, il serait absurde d'attendre des termes sensibles
a bU,4 '

de la part de cette cause perturbatrice, si la considération des termes

qui augmentent par les intégrations, ne réclamait pas une discussion

scientifique
,

propre à faire taire les doutes. Je conçois a priori

que de tels doutes n'ont pas de fondement j mais la complication

du sujet ne permet pas de saisir d'un coup d'oeil l'ensemble des

circonstances qui les atténuent et les font disparoître.

Les termes compris dans les expressions précédentes de R,, R^ . . R.

peuvent être partagés en trois classes , dont la première comprend

ceux dépendans de l'angle ^t-j la seconde ceux dépendans de l'angle

ajl'; et la troisième, les termes qui sont fonctions de l'angle 3/^. Je

fais abstraction des termes indépendans de l'angle Jv ,
parceque il

ne peut résulter de leur existence
,

qu'une modification insensible

dans le mouvement du périgée , ainsi que dans les équations sécu-

laires dues à la variation de l'excentricité de l'orbite de la Terre.

En réfléchissant sur les combinaisons des argumens, formées avec

l'angle j^, on reconnoît aussitôt qu'on aura l'inégalité ayant pour

argument Ev^c'uw—fv: mais un raisonnement tout-à-falt semblable

à celui que nous avons développé dans le n." 28 du § précédent démontre

a priori que le coefficient de cette inégalité doit être insensible.

Les combinaisons formées avec l'angle 2/^ seraient associées avec

les argumens de la latitude 5 et cette circonstance
,
jointe à celle de

l'excessive petitesse des facteurs qui les multiplient ,
suffit pour

démontrer qu'elles ne peuvent donner rien de sensible. Ainsi , la

recherche actuelle ne peut porter que sur les combinaisons formées

avec l'angle 3/^. Or il est clair
,

que parmi celles-ci , il n'y a que

l'inégalité ayant pour argument 3fv— 2gv— cv, qui soit susceptible

de faire naître quelques doutes sur la grandeur absolue du coef-

ficient qui l'affecte dans l'expression de la longitude. Et ces doutes
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se réduisent à bien peu de chose, lorsqu'on pense, que le coefficient

de cette inégalité est nécessairement multiplié par la quantité

3_^gl^ = A(3,o ,064 ,

et que la valeur probable de /v^^ est inférieure à un millième.

Sans rappeler ici l'analyse déjà donnée à ce sujet (Voyez p. i5g. et

suivantes ) , nous allons exposer la suite des développemens qui

rattachent la théorie de cette inégalité aux mêmes équations différen-

tielles , desquelles nous avons tiré les inégalités Lunaires dues à

'l'action du Soleil et à la figure elliptique de la Terre.

Mais
,

pour ne point interrompre le fil de cette recherche
,

je

placerai ici, en forme de Lemme préliminaire, le petit développement,

propre à fournir dans l'expression de ~ le terme de la forme

dont nous connoissons seulement le coefficient H ( Voyez p. y53

du second volume ).

33. Pour cela , remarquons d'abord
,

que la valeur de ^s posée

dans la page 88 du 3.'''"" volume donne

o ^
.

./3 , 9 3 381 A

Maintenant, si l'on suit la marche tracée depuis la page iSz jusqu'à

la page 142 du 2."™° vol. , on reconnoîtra aisément que l'équation

différentielle en ht, , dont il est ici question doit être formée par le

procédé suivant.

jS^-+-2^"= cos2gv-¥cv efi— -^\-\-6ecosci> .
— .

./ 3 3 ,\= C0S2gv-\rCV ey ( — 4-+- 2"* /*
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Produits partiels de —6q.— --
" ^"^

(ap — av''").

Multiplicateur Produit

2 2/it^

2^'V'-

(-.)...

2gv-^rcv ey

cp eTe— G./w)...
I

2gp-+-cp 67'

117 2337Î337 , \

81 A

9 183 . 9 A

)

)

3
2 m

45 771 , 45

16 64 32'

2^^2^'i^— cp e( ^)"-l — (ag-p-Hw) ey

^7os^^^-^S^ V^("l)---1 -(ag-t'-t-w) er

5«J p. j/ 3 3 \ ( :

^co5^-^^'*"^S'^'^(~2"*'4"7--i 2gP-+-CP ey

2,o,^-Ev-2gv-cv ey
{^^j j ^^^_ (agç^+ cp) ey (-4-'^)

sin Z7 ^/15\ i .
,/15 ,\

2^^^2£:v-i-2gv-i-cv ey
{^-^f

j
2gv-hcv ey y-^m j.

q.— . —r- i2V— 2V)=

sin j i
9 / 2337 183 9 771 45 15 1179 \ .

cas
ag-V'-t-Ct. ey j-m +^.^___--_+ g^-H-^=-^ jm

f N » t 81 8 27 15 525 1 ,

Le produit des deux termes

— 2^°'^—'2Ev (/?^) X sin2Ev— 2gv— cv ey'y^-^^)

donne

,^y / , ,\-isin , i\'~\ sin
. 1/ 9 i\

Mais cette même fonction renferme les deux termes

)
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/ 15 ,\ . 5m î/ 9 .\

(Voyez pages 23o et 23 1 du second vol.). Donc, en faisant le

produit par ^-h2coscv e(— 3) h- 2cos2gv y*(r)j il viendra

Il suit de là que

,

^p' 1? •

. î(9 /lt79 525 99 3675\ ,J

/D 7 , I 3 1225 ,
jR^dv=i C0S2gV-^CV C7

J 65
^i — "256' "* )'

T J •* J / 45 1059 .\ 3 , ,

Le produit de coscv el—^m—32"^ / P^*^ 2'^ cos2gv , donne

^/3 \ /•„ 7 ./ 135 3177 ,\— 2 COS 2gv 7 i^\ ! ji^dv= cos 2gV-k-CV «7 ( — -32 "*— 128 "^ )'

La fonction —- renferme les trois termes (Voyez la page i38 du

second volume )

S/îf- î ( 27 / 3537 1575 99 1179\ ,1—= cos2gi'-i-Ci^ ey
\
—ni+ {^^^-^^+-^^^=j^)m

\

,/ 27 387 ,\
cos2gi> 7 i^--m-^m )

/ 135 1557 , \
COSCV e(--32"*-"Ï28'''

J5

lesquels étant multipliés par ?/,= i -h e co5 cv»— "^cosagv, donnent

^nr ,1/27 27 135 27\ /1179 S87 . 1557 981\ >»

En multipliant — -£^= esmc<i>—^fsm2gv par
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D • / 45 1059 .\ »/ 9 . l'7 ,\
/r,= sinw e( — -g-/?î—32""* )

"*" ^^^^S^ y (""îe"^ "cï''^ )

(Voyez page i3g du second volume) on aura

„ du, j l / 9 45 9 \ / 177 1059 309 \ .1

Produits partiels de — i?.
d.tu

~d^
•

Multiplicateur Produit

2 sin lEv

isiniEv— cv e

isimEv-k-cv e

2 sin lE^ — 2gp f

isiniEv— i^v— cv e-f

isijiiEv-higV'hcv e-f

( !)•

cos 2gi^ 4- cv e-f

cos2gv-^cv ef

—
2 ) • • • *

1
^^^ 2gv-i-cv e-f

— -^ \ . . . .

I

cos igv-^cv ef

g ) . . . . \cos 2g\> H- cv e-f

15 \ ,

45 \ 4

9 2313
16^^'*""5Ï2

75

13 A

128

3

9

45 ,

-64^

15 ,— -s- Wî

15 ,

' dv

,^.„«.. . »«9 /2313 75 3.9 15 15 45 363\„,)
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Produits partiels de — 2 ( ^^J''-
-i-duj f E,dv

441

Mulliplicateur

2C0S 2Ev

Produit

COS 2gV -+- CV 67

2 cosiEv— cv

2C0SlEv-Jt-CV

)

3 69 ,

15 15 ,—^"î-i-^ïïîw -1-
11 A

[ COS 2gv -¥ cv e-/

e( 3 ). .Acos 2gi>-^Ci> e-f

e (1 — -q- /7^ ) . . . COS igv -H es? ey^

2 COS lEs)— 2gv '/ ^g
.m — 22 '"") • •

I

C05 2gv -+- cv ef

2 C05 lEv— "igv— cv ef {
—

k" ) '
1
^^^ '^^^ "*" ^^ ^

''^

2C05 2£'W-»- 2gV-i- W ey'f ^\..A^C0S2gV-i-CV ef

-2{'^-^Bic)fR,dv=

,( /3 15 33\ /9 45 45 69
,

1 ^15^11 45 9 587\ j
C0S2gV-\-CVey ^^i^-^-=-j,n^(^+^^-^^^^-\-j^-i-^^-^^-^-¥-^=-^)m

^

En réunissant ces différentes parties on formera cette équation dif-

férentielle
3

9 .

45

)

45 A

)•

9 .

d^ . ^!(

.(i-|/«^)o^/=

COS 2gv +- CV ey

/3 3 3\ , / 9 3 135 27 9 9 33_ 44î\ 3^

V2~4=4/" ^V"'Ï6"^32~"32
'^64"8'^Î6~16-~ 64 /'"

(

/ 381 3 1225 3177 981 309__363
, ^__?Z^\,„4(

'\'~'M'^2'~nS'~rIS'^5V2 32 512"^ 64 - 256/ )

d'où l'on tire, en multipliant par g/i—^wM;

. , ( 3 , 441 3 /9759 , 9 9903 \ ,1
Su= COSagV^CV e-i

|
35 '» - 5Ï2 '" -

(, 2ÔÎ8
"^ Î28= 2048 j

"'
S'

2'ome I sa
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(
1 3 177 \

2
^^— 32

^^— Î28 ^^ ' )

( Voyez p. 336 du 3.'""" Volume ) : Donc , le produit de ^u par

—= I — e cos cv , donne

\32"~4~""32/"^ \512—64"~512/'" /

/9903_177_8487X
,

\2048 25G~2048^"* )

./Il 3 3 177 A
C0S2g\> 7( 2^""32'""'Ï28'^7-

Le terme affecté de l'argument 2gv-^cv qui entre dans le dévelop-

pement de la fonction 4 •

( 77- ) est composé des parties suivantes :

Produits partiels de 4 (
~ ) •

Argument Produit

S,/
39 3 779 , 247 A

.( 27 A
cos igv-^cv ev y— i^pv \

r /15 257 A i .
,/ 15 3 65 4j_ 257 A

icos^Ev—cve\-^m^^mY..\cosigv-^cv ey f "g" '^ "*"
Ï6 "32 /

r- / 9 , 33 3\ « . / 27 3 99 /, .
549 A

2C05 2^(^-i-6V ef — j??i—g-w )...| C05 2g-p-t-w ey ( — 32"^""64"^'*"m''*
/•

Donc , en prenant aussi le terme affecté de l'argument igv dans la

page 338 du S."'"*" Vol. , on a
;

./ 3 3 7 ,, \
C05 2gV 7 (^ 4

"'~ ÏÛ '" ;•

Cela posé, rien ne manque
,
pour pouvoir développer nos fonctions

d'une manière conforme au but de cette recherche.
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Calcul du coefficient de l'inégalité Lunaire , ayant pour argument

3/i>— 2gv— cv.

IIX

34' Soit G=^sin cû , et

^i— f* 7 J ^3— î' I ?

{ I *-$$) »
( ï -*-SS) »

Comme il sufEt de prendre (1-4-55) =: i — ^^
j (1+55) =1 — 2**''

on peut réduire ces expressions à celles-ci
j

/?,= 6^7 (

—

j-\--gs''\(aiuycos^v'j sJij= ^.Ggs(^a.uysin3/v;

jR^= Gq(—i-h-^s''\(jiuysin3/i>.

En y faisant d'abord, s^^s^^^-^singv, aw=w,=:i -t-eco5cç'— "^coszgv,

on aura
j

1 1m/= i-i-aecQscp— 27*^052^^— ^e-fcos2gv-¥cVy

/ 3 21 A , 3 3 /21 3 15\ ,

{-ï-^-^s^J^.^-^-^^coscv^i^j^-^^^^yicosigv

/ 21 3 9 \ .

/ 21 A 3 o /2^1 3 15 \ ,(— 1 -H -^5, )m, =— I — 3eco5CP— ( g-—^=-g jV cas 2gv

3 3 3
4-'«,<= ^isingv-ir-^e'isingv-k-cv

;
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3 n/>.3o/< .15. o^ .9
B,:=—G(j\-^cos3fç-i-^ecos3fv-cv-i-^fcos3fi^-2g<i>-^jQefcos3/'v-2gv-ci^\;

sR,= G(/\-^ycos3Ji'—g<^-h'^e-/cos3fv—gv—cv^
j

!

3 15 51 )

sm3fv-k-^esiiiyfv -cv-^j^fsin'if^ —2g^-\-^efsin'ifv— igv—cv\

.

Mais
,
pour avoir égard aux termes dus à l'action du Soleil , il faut

changer 3.11 eu ii^-^^u , s en 5,-4-^55 et alors on aj

sR^—^Gq
1
1 -*- 2

-jf
-t- (

"17 ) I

s,u,^sin3f\^-h^Ggès{u,-^§uysin3fv ;

R=Gq(-i+^s:)\i^3^-^^3Ç-^y\u,'sm3fi'-^^Gq{2sMM^l{ii^^^^^

Maintenant , il faudra faire dans ces expressions

2 — -^( — ) =

,( , /3 3 \ 3 /177 7 23\ ,)

^1 ^+(l-6-Ï6= «;'^-(6i-*-64= T)"^ 1

5 , /417 45_507\ 3)
)" Ï6 "^ "

V 256
*

128— 256/'^ f

I

/8487 1851_ 12189 \ ,, l

[ V nm"^ 512 ~ 1024 /
^^

J

1 19 3\

')

')

3 61 .\

' 39 779 ,\

r32"*-r28^)
< 27 ,\
-32^;-

COS 2gV

COS 2gV-i-C^

COS 2Ev

COS2EV— CV

COS 2Ev -H cv

COS 2EV-+- 2gi>

COS 2E\>-+- 2gV

ey

COS 2Ev^ 2gv— cv ef

cos2Ev-^2gv-^cv ef

2 . /7Z'

15 257

9 . 33- 4 "^ - -8 "^
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— -4-3(— ) =

.i 3 , /9 9 9\ 3 / 531^21 573 \ ,j

cos 2gv-^Ci> ey l —^m \

r. / 45 771 ,\
cos 2Lv— cv el "8 '^^+'32""*

7

(27 99 3

\

— -g- 7?l'— jg 7?l î

cos-xEv-^tigv -fi 4"* 7

£, ./ 117 2337 A

(3 127 \

cos2Ev— 2gv— cv cy'^— 3.mM
j

(w,+ ôî^)'=T -4-2eCOSCV -»- COS2EV ( 2
. m'-i- — w'

)

I-. / 1 = 53 3\
-H C05 2Ev -^cv e ( — |- m -h 24 ^i

) 5

(a^ -t- ^m)'= 1+ 3 e cos cw -t- cos2Ev i i.m^-\'-^m^\

r / 9 , 129 3\
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COS^gi' 7 (s'" "^32 '"7

.( . /3 3 27\ 3 /Î27^., ^ 3 53 _1681\ , l

C0S2Ev—2gV V' ( 8 '^ -t" 32 "^
/

^ » i 3 / 3 „ 93 \ , 1

C0^2£^P-2gV-CP e7
1 8 "^•+"(,32""^= '" 32/"' 1 '

, i 9 3 / 9 57 123 \ ^1
C0S2gV 7 Îï6'^-*-(g4-*-32=-64J^ f

C05 2gv -¥ w ef { nû \

C0S2Ev—2gV VM 8 '^'*"32'^')

cos2Ev— 2gv— cv n\j^ni-^(^^—^=:-'-^Jm''\ 5

ce qui donnera les termes suivans

Produits partiels de (—-^-\'-^s,^\u^cos3fv.i2-^-^i-^JJ

Multiplicateur Produit

cos3/v— 2gv vM— 8^^
/

o^ ./la » 1521 3 36567 A
C0s3fi'-2g^-Ci^ ey (^— m4-2p8«i-t-8i92 '^Z

(117 2337 \

256'^"^nm'"'j

2C0S 3fv (— 8 ) '
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!Oy^ ./ 3 , 69 A
C05 oA"— 2g-f— cv ey ( — 8 "^ 64 )

C0S2Ev-\-^Jb— -xgv— cv efl— 64 '^ "*" 256 ''^
/

/ 3 \
cosiEv— "ijv-k-igv-^cv efy— ïg"^')

oy» ./ 15\ 1 r: , or >/ 225 3855 »\
2C05 3/v-2gp 7

(^-g5J...
jcos2£^w+3^-2g^'-w ey (— 256'^^"ï(m^)'

21 i 1

g-. 25,^5-l-(55)M («,-4-§MyC05 3/ç'=

3/. ./21 , 567 3 35301
,, \C05 3/î'-2ê^^'-Ct' ^V (î6"^-ïim''^—4U96"^7

z- ar- i/ 63 1953 ,\

Produits partiels de \--\->r-^sf\ul sin?>fvi'^— -^^i-^\ ).

Multiplicateur Produit

r, 3^ ./ 177 2337 A
siniLv-^ijV— igv— cv ey I

i28'"'*"'5Ï2'
'^

)

iW lEv— ^fv -4- 2g-P -5- CV ^7 \ — Î28 '^
/

!5/7î
"^fv— IgV— et' ef (— ÏT "i^

)

5w 2 ^'t' -î-3^ - 2gV— Cw» ey^- {— ^w -t-m ^»')

.

^m 2 iS'i-'— 3/^ -i- 2g't' H- c^' cfi jg «z^
)

-•5jC »/15\(.y^^/o j/ G75 115C5 A^sinyv-igv y (^-32^... J5i«2^v'-4-3^-2§'P-a> cy (- 256"^- ÎJm "^^

)
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21
-r

I
25, 5s -4- (5sy

I

(ii^ •+ §uy sin 3/l>=

sin 3/i) — 2gv— C9 ef l -^ '"^
)

E, or ./189 3843 AsiniLv-^-qp—o.gv—cv e-^i ( j^"*—512'" )"

Produits partiels de js, u'sin 3f^ ( 2 — 4- (
—

j V

Multiplicateur Produit

2C0s3/v-gv '/(ïê)

cos2£\'-i-3fi'—gv—cve^( 6î''^"^2^"^7

r 0/^ / 27 , 99 3\

3 [cos2Ev-\-3fi'-'gv-^cv ey(^ s"*')
2C0s3/i'-§-t'-w e7(jg)...]

/ 3 19 \
[C05 2^t^— 3/v'-t-g-^'H-Ct^ eyl 8 '^^'"*"Ï6^^ /

Produits partiels de 5s(j.t,-t-àuy

Multiplicateur Produit

smgi>+cv ey

cosov ( 1 )...., . Isin^Ei'— gv 7

sm 2^v— g-t^ — c^» ey

2C05W ^( I ) \sin2Ei>— gv— cv ey

2C0S2£\^ {i7i^) Isingv-i-ci^ ey

3 3

-32'^^)

3 ^\
32 '^W

— 3 . m' ^

3 3 A
32^^)

3. m
)

r / 1 î 53 3\ l •
, / 3 3 3 , a3 A
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1 , /3 3 27\ . /127 „ 3 S3 1681\ ,

sin^Ev—gv y( «"^"'"32''* /

sin2Ev^gv-cv e7( |"î-(3-à=S) '«'

h

q
7- ^5 (m, -4- ^w)' . 5m 3/i;=

or / 3 , 81 3 5tt43 A

(9 279 \— 64'""*"256"^ )•

Il suit de là, que les valeurs précédentes de R,, R^, sR^ renferment

ces termes; savoir
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(0 G^
=

sîn^fv i— 1 \

.j „ » ( 51 /15 9 . 21 111\ ^,1

f /189__675___27 117___171\
^

\ Vl28 256 64"*" 128~ 256/
'^

(.m2£'^+ 3>-2gl.-Ct> ev 33^ ^ jj^ 33^3_ j^SSlV. .i
("*"

^ 512 *'256'~ 1024
""

512 ~" 1024 )^ )

( 81 9 9 )

siniEv-y^-^-i^v^cv e/|-î28-t-Ï6= ~Î28l/"'-
•

w ^^ =

co^SA'-g-p
"^l

8")

oy. / 3 3 , 81 3 ,
5043 A

co53>-§-p-cc' e7(^
8-8'^-*"5Ï2'^-^2M8''V

„ oy^ i /27 3 3 \ ^ /19 99 53 \ 3»
COSlEv-y^-\-gV^W e7|-(6|-8=65Jw + (ï6- 128= 128)'''

[

„ o^ 1 /45 9 9\ .
/771 . 3

.
279 573\^,|

C05 2£'t^-t-3A'-gt^-CP evj (64-64= Î6;'''-^l256-^8"^256
=

Ï28J"' T

35. Avant d'intégrer l'expression précédente de iZ,, il faut observer

que nos valeurs analytiques de c et g- donnent

.^ V-' 4/81 1539 . 95029 3 4407059 ^X"'
(3-2g^-c) =-— (^i—g.^~-32-m- -^ m- -gj^ /7î

^

4 / 81 9639 , 562553 3 394313449 A
= --3^A^-^-8''^-^-6r"^-^-256-"'+-Î2288- ''V

=— 2^( I -t- io,i.w-4-i5o,6.w'H-2i9755.w^-j-32o89,3./»''j;
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et que par conséquent cette série est divergente , lorsque m= jg.

D'après cela, nous ferons -^=(^3 — ag-— c) ,
et nous retiendrons

la constante x jusqu'à la fin du calcul : cependant , il ne faudra

pas perdre de vue que nous regardons le produit w*(3— ag-— c)~'
,

comme quantité de l'ordre zéro.

Cela posé , si l'on prend y= i
j

et si l'on fait

„,_ 9 135 ^ 387 3 25203 ^

P ~ 16
"~

128 '" ""
2048 '"

"*"
8192 '^ '

on aura

sut ôfv
( \)

^
sm3fv-a> e( s~M"^^)

or ,(15/3 45 e9\ ,i

sin3fv— ig\>-^cv e-fi ~i)

.-. 17 . -ir î< 9 /1173 9 1191 \ ,1

En multipliant cette intégrale par ( Voyez p. 1 26 du vol. 3 ),

^ e cos cv=. 2{ ^m )e cos cv

il viendra

2 Q' g e cos cv
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et en la multipliant par (Voyez p. 194 du 3.''"" vol.)

2C0S1gV 7Mj4-Pj= 2C0S2gV 7*
( f

•^~
2 "^

/

on aura

(4) —icosigv f(^-^P)jIi,dv=

or »J 9 / 9 27 I17\ , J

smyi^-2gV--CV a JF2-^lï6-256= 256J'^ (•

Produits partiels de —~' (
-^f;j-^-^") / -^.^^

Multiplicateur Produit

/ 3 \
{sinyv^2gv /(_.|,«^^

\smoJv— 2gv— cv ey { — Jq"^ )

2 cos 2gv 4-w ef (— -^ritj ^sin^fv— 2gv— cv ef (— jg
^'

)

Multiplicateur .... 2C0S2Ev /— 3./7z'— ^ m'-t-O. m*
j

t / 27 405 27 \
•2 {sin2Ev-\-yv—2gV— CV e7'-^(-Î6-t-Ï28"^''"32"^/

? ) - r- or- , / 27 405 , 27 \
ç:^\^sm2Ev^3fv-\'2gv-\-cv eyx{^ îë~ Ï28 '^ "^ 32 "V

Multiplicateur Produit

2C0S2E^— c\^ e( y"^') \sin2Ev-\-'if\>—2gv—cvefl 'M "^)

2C0S 2E^-^cv ei 5.7?i'j

—

\sin2Ev—3fv-^2gV'^cv ^^(—32'^/

:iC0S2Ev--2gv f(^YQm~m^y..\sin2Ev-^3fs^^2gv-cv H (^"^^Wl"^}
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2C0S2Ev—2gv—cvey^(s.i?t'\.Asm2Ev-^3fv— 2gv—cv ef( ^ fn^)

2cos2Ev-^2gv-\-cv ef(-^m^\..[sin2Ev~-^fv-^2gv-^cv efi— jg^')

La réunion de ces produits partiels donne

. (5) -<^(^-f»'')/«>=

sin^fv— 2gv y'(^ 8'^')

*"

f 9 /225 207 3_1977\ , »

sm2Es^^^f^-2g^-c^ ev
^^ ^^ ^^^„ [

(+^(-Ï6-32"*^-Ï2-8"^)
3

r, o/« J \ 32'*"6Î 16— 64 ;^^
I

-^ ^ ' 1 /27 27 405 ,\ (

(+^(ï6-*-32'^-i28'^) )

En ajoutant à l'expression précédente de B^ les deux termes

jr, , o/- ï C / 63 9 45 \ /183 63 429 \ .J
C0S2E^+ 3/^-2gV 7 j (ï28-64= m)'"+ (256+ 5Ï2=5r2)'^ f

C0S2Ev--3fv-i-2gV 7 \— îê'^')

et multipliant ensuite par

du^ . /13A . ,/13,\
—d^r- ^smcv e(^2 -g"^ ) "^ 25in2§'t' 7 (-4 -îê'^

j

on" aura ;
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Glj' dv""
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(6) . . . .

sin^fv-cv e( g— 33'^')

•or -i /liî 3 3\ /45 9 3__33\ .î

5m 3^- 2gV V' (- Ï6-M ""'
)

. r a/- î/ 45 429 A
sm2j5'(^-4-3A'— agi'-ct; Q (- 25G^- ïim '^

)

5m 2Ev— 3/v -4- 2g-p -t-cp ef l— ^m"^)-

Produits partiels de — G^''kr'

Multiplicateur Produit

sin.3Jb—igv V

ef

ef

2 sin 2gv '^\2 ''^'
) • • • •

[ 5m 3jv— 2gv— cv

2 5m 2gv -h cv e-f i g^ ut" j
I

sin 3/î^— o.gv— cv

\sin2Ev-\-^f\>— 'igi>—cvef
^siniLv { m-i--7rW2 j ... <

Ism^Lv— 6Jv-^2gv-^cv ey

2smiEv~cv e{T^'n-k-~in'\... \siniEv-ir3fv—2gv—cv ef

2 5m 2^'f -^cv e {— jg mM . . .
|
5m 2 ^'p— 3fv-{-2gv-^cv e-f

2sin2Ev— 2gv 7"'/

—

r^ni^\ ...\shi2Ev-¥^fv— 2gv— cv e-f

2sin2Ev-^r2gv fl ^nf\...\sin2Ev—3fv-^2gv-\-cverf'

2sin2Ev-2gv—cv efi-^m+^^mA\si7i2Ev-\-3Jl;—2gv-c\y ef

2sin2Ev-^2gv-¥cv ef(—^^m^\.. \sin2Ev-^/s'-^2gv-¥csf ef

8

3

8

27
256^'

99 ^\

9 a\- Ï6 '«
)

225 2295 \

-5Ï2'"-2-M8"7

)

)

9 2313 \— zr-^m— .—rr"'' I
32 1024 /

75 A
256^>

225

5Ï2

64
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La réunion de ces produits partiels donne

(7)-
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(3 9 381 \

cos2Ev'i'3fi>—gi>-'Cv ef(^ â^— àë"*')'

Le produit de (Voyez p. 276 de ce vol. et la page 184 du S.''""" vol.)

Ti . • / 3 2 9 3 237 4 \— 2Pysmgv= 2smgv 7( — 2'^'*'ï6"^'*"'6î /

par -^-^.J R,dv , donne
j

[4] lI^.fRJ,^

cos3fv—gv v(-8'^')

or ( 9 , 27 3 /711 27 819 \ .)

Produits partiels de — g7 ( "777" "^ ^'^
) / "^' '^*^'

Multiplicateur Produit

/„ 9 , 381 \ ( o/> /3 . 9 3 381 A
2smgv-^cv e7(3.w^-g^»i3__.„j-,\ . \cosdj'^—gv -cv e-^i-^m —^r^^ — {^nr\

2sin2Ev—gV'^l^m''\ \cos iEv-^3Jv—gv—cv efi— ïfi"^')°

o/- / 3 , 9 3 381 -V
cos3fs>-gv-ci> eii^ 4 ^-32 "^-"128 ^^7
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37. Maintenant , si l'on nomme S la somme des termes compris

dans la fonction 6^7/""-
{
[i^+ Ca] . . -4-[5]|5 et U la somme des

termes renfermés dans la fonction

(;^/nM(i)-i-2.(2)+ (3) .-. . +(7)1,

on aura

S=

1/3
3 3\ , /9 3 3 9 3 21\ .

(8+8=4)'" -*-(32-8- 4 -16-^4 = -32J'"
^

/ 81 27 9 27 9 135 \ 5

-^(5F2-256-^ 32-^-128-32= 512)'"

/5043__^ 381 819 __ 381_ 6681 \ 6

\2048 1024
"*"

Ï28+ 512 128 ""2048/'"

^/.-^z? 3/> r> 1/9 9 45\ 3 /573 63 9 939\ .1

sin 3/v ^ Gq \— 14-5-=:— ^1 vi^

or ^ (/3 3 3 3 \ , /3 9 9 3 \ , i

f / 15 15 3 3 \ , 1

^ \ (ï6-ÎG^-Î6-Î6= °)'"

•^ ° ' '
) / 69 3 3 3 9 3 _ 105 \ ,, (

(^V32— 4-'-8~8'~6î"^8"-
64 /"^

)

( rj / 9 SI S 81 \ , -x

. ^, ^ 2M^-(3-2-32-^64= -64)'"

("^V 64 "^64 "^256—4 "^256 256— 256/''^)

Tome I 58
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,/ 27 27 .405 ,\

SiniEv^^fv-lgV-CV Gqe-^l {"+-(m" 256^-128 "256 -512= ""512;"*

/1191 12381 1977 429 7785_ 15969\ \

\ 256 1024
"*

512 1024 " 2048~ ^ 2048 )
^

siniEv— 3fv-^2gv-i-Ci> Gqe-f

,/27 . 27 405 A
^(ï6"*- 32^-128"^;

[ \ 128^256^ 64 ^32^512~ 512 }'"'

La fonction désignée par S fournit les ternies, que les trois fonctions

il., i?5 , sR,, posées dans le n.° 34, introduisent dans le second

membre de l'équation différentielle en ^s j et la fonction U , donne

les termes que les mêmes fonctions introduisent dans le second

membre de l'équation différentielle en ^u.

38. 11 suit de là
,
que si l'on fait pour plus de simplicité

;

y l,o/^ >> 3 ,J • .„ 3 21 » 135 3 ,
6681

,^é=|(3/-§-c)-I-2"M
' ^ =4-32^-^5F2^-^2ôr8^^ '

on a
3

• ^s— cos^v—gv Gqy(^ "^ )+ c05 .3^—gv— cw Gqe'i{^ ^"X ) h

3^,05= sin3fsf— 2gv Gqf(--'-^i7i')-i-sin3fv--2^i>-—cVGqef(---^^''y\j

abstraction faite des autres termes ; lesquels seraient incomplets
,

n'ayant pas encore considéré les termes
,
que la figure de la Terre

fait naître dans le développement de l'expression de SR , due à

l'action du Soleil. Par le même motif, la valeur de (5" est incom-

plète ; mais son premier terme est exact ; et pour le moment , il

suffit de savoir
,

que la quantité (i"y doit être traitée comme étant

de l'ordre zéro.

En réunissant cette valeur de 3s, ds à la précédente de U , on

pourra former cette équation en du
;
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<£» . 5« / 3 1 \ »

sin 3Jk S5 |-i^ — Gg (—g fJ^j + sÎ7i 3fi>— cv Gqe (—g w'

)

d'où Ton tire en intégrant, et faisant

^-sin3Jv—2gv G(/f{ j ) H- sm3/^— ag-fr»— cp Gqef( K!\

Le produit de cette valeur de 5m par —=ii—ecoscv , donne

^sin3/v— 2gv Gqf( 4 ) -+" ^/;î 3/^»— 2gp— cp GqefÇK");

où A"=/v'-^.

39. Revenons maintenant à l'équation difFéreniieile en 0^. En

prenant seulement 13''=^ , nous aurons ,
pour résultat de la pre-

mière approximation
;

5.= co.3>-g;p-cP Gqey^x); -^= ,/;^3>-g'^.-c^. Gqey^^y).

Donc, en prenant R,=^sm2Ev , R2= ^cos2Ei> , il viendra

-'-^'-(+l»')^»= '"'(^.^^-«^')

= coszEv— Sfi^'^gv+ cv Gqey(^m'y\-

et par conséquent
;
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ds= cos lEv— 3/v-+-g-t>-t-cp Gqey(— M'^x)-

Ce terme de Ss donne

En le réunissant avec le correspondant qui entre dans l'expression

de S , on aura , en négligeant les termes multipliés par m''
;

d'où l'on tire
;

Il suit de là
,
que

f/^.Sv / 3 iX ^ 3 y-" % 3 . r, d.^s— -j^ — ti-i-^tn\os= 2 cos ihv .ns— 2 ^^^ 2Zi v . —7—

= cosiEv— '^fv-k-gv-'ircv Gqeyi^my—^^my'^jj

et que en intégrant on a

ôs= cos lEv - 3fv -\-gK> -4- c^> Gqe-i (- ^ «zj ^-^ /;iy-^nty
).

Cela posé , nous pouvons calculer le troisième terme du coejBicient

,

qui , dans la valeur de 5s affecte l'argument dtfv— gv— cv. Les deux
3

termes précédens de 5s étant multipliés par Rj^-=-—3m^-^-^cosiEv

( Voyez p. 386 ) on obtient
;

7? ^ or /^ ( 27 . 243 , , /9 13a 2439\ , JR,^s=cos^f^-g^-cv Gqe-i\-^^my^^^my-.\^Y^,^=^my\.

3
Le produit de R^-=.-^siniEv par

d.ls . „ 5^ ^ (9 81 , , /9 45 99\ , »

donne
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D d.ls ^r ^ / 27 243 , , 297 , \

Et en multipliani —j R^dv=:--rCOSiEv par

on aura

Nous avons

^,— 2 =— 6ec05cç^— 6-^(i — 4<2C05w)

^--Gecoscv— 6{^i-^^ecoscv)Gq |— ^sm3/t'— ^^^mS/î»— cp|

!3 • 3 )

En multipliant cette fonction par

5^4-^5= -jsingv-^-Gq .^^sin3fv-^gv
,

nous aurons

En ajoutant ces termes avec celui qui fait partie de la valeur de 5,
on formera cette équation différentielle

f 3 , /27 27 27\ 3 / 243 243 243 \ , ,1

o. ^ 4'^-(ï28+ Ï28=64)"^^-*-(2l)T8-^2l)r8=iÔ24;'">'
cosôJv—PV—cv Gqeyi }:^

' )_/?^ ^ 27_1d03\
,, /?! . ?Z_i\ 4

l \ 1024"" 1024 "*" 32— 512 ^"^^ \ 32"^ 32~"2 /"M

qui étant intégrée , donne



46a THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE

s oy >-, /3 27 , 243 , 3 1503 2 » 3 i \ô^= cos3fv-gv-cv Gqey{jy^^my+^^^my~'-^my^jmxy

Mais on a trouvé plus haut , les termes '
'

cos2Ei^-3f^>+gv+cv Ggey^-^my-^-^^mY^^^my)
5

parlant , nous avons

3s, $s= sin 3fi>
— 2gv Gqf (— \ni^\

sin2Ev^3fv-^2gv-^cv G<7e/(-gmj+j^m>^-|f|m>).

En ajoutant à ces termes de Bs le terme (^m-\-»^inf\ysin2Ev— gv,

fourni par l'action du Soleil , et faisant ensuite le carré , il viendra

2W= sin3fv-2gv-cv Gqef{--^my-^

(27 27 24^1 \

M"^y-^WQ '">- ÏÔ24 "^yy

4o. De là, on peut tirer le premier terme du coefficient des deux

argumens 2Ev-\-3fv— 2gv^w , 2Ev— 3fv -^ 2gv -^ c\> qui entrent

dans l'expression de — . En effet j nous avons d'abord l'équation

différentielle

d^.lu / 3 A ^ O ^ 3

d

» 27

|f_(l__|,;î^)^i,= 35,^5+ 1(55)'=

Gqef.^my
|
sin 2£'p + 3/î'— 2gv— cv — sin2Ev— 3f\f -ir 2gv -^ cv \

,

qui donne en l'intégrant
j

(Jtf= Gqei'.^^my. \sin2Ev-\-3fs;>-'2g<^'—cv--sin2Es^—3f\>Jir2gv-\'Cv\.
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Mais cela ne sufEt pas ; il faut encore avoir le premier terme du

coefficient qui affecte l'argument lEv— Z/v-^i^v.

Pour cela , on prendra R-=--^sin'2.Ev
, bvjiOîï ^; no ûz^

^=: sinZfv-igv GçfQ);-—^-^'= cos3fw-2gv Gqf(-l);

ce qui donnera :j:aors scosi ^ sc&ï'ïsq

5R'= cos 2Ei>—3fv-i- 2gi> Gqf(— -A ', ^R^= sin2Ev—3fv+ 2gv Gqf(j^ j

— f^Rdv=. sin2Ev— Zfv-^2gv Gqf( g- j ;

et par conséquent

—
d^-y-^^'^)^^''- sin2Ev-2fv-h2gv Gqy |2-i6-*-î6=¥!/" '

d'où l'on tire -.., •. r .^-^ .-. ^^ ^i ïï2"(î?'S;,

§u= 5w a^i'— 3/i' •+• 2gi>f Gqf (— g| m V

En réunissant ce terme aux deux précédens , et faisant ensuite le

produit par —=1

—

ecoscv , il évident qu'on obtient
j

^= sin2Ev-^3fv—2gv— cv Gqef( ^/w/Y
'-^*f-^

sin2Ev— 3fv-^2gv-^cv Gqef(^ —m—^my^

sin2Ev— 3/v-*-2gv Gqyy — ^m).

4i. Il n'est pas moins clair que le carré du binôme

^= -^mecos2Ev— cv-hGq^sin3fv—2gv,

p.: i

doi
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Donc en posant

et retenant seulement les termes affectés de l'argument 3fs>^2gv.— cv

il viendra

M.; or /y .(/27 27 \
.
/225 45 45 \ J

oB!^ cosYv-2gv-cv Gqe^i |(g1-64= ^r'/"*"! 64 - 64-16= ^j"' !"

On voit par là
,

que la partie de ce coefficient
,

qui entre dans le
f

développement de ^R , est au moins de l'ordre de /7^^ Ainsi en

prenant seulement ;

— im'JR^dv=:- sin3fv— 2gv— cv Gqefi ^x\ (Voyez p. 451);

35,05= sin'ifv— 2gv — cv Gqe-fi— 8<^"*'Ï28'"^ /
(V. p. 462)

on formera l'équation différentielle

(1—2'"')°'"= sin^/v-.2gv—w Gqef\^{x-y)^-^^my'\,
d' . ^u

dv

qui donne le terme

ht= sin3fv-2gv-cv Gqef
j | (j- x) - ,^mf

j ,

exact jusqu'aux quantités de l'ordre Gqmef , inclusivement.

42. Cherchons maintenant le terme , multiplié par m, du coefficient

de cet argument qui entre dans la valeur de — . Pour cela, remar-

quons
,
qu'en prenant
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l^ = sln 2Ev-3fv-^2gv Gqf (- H ''î
) 5

^^^=cos2Ev-3f^+ 2g^ Gqf{ ||/;^)J

on obtient
j

Il suit de là que ,

R^z=R^^R=i cos^v-igv C^77* (—H -t-H ^) ( v°y«^ P- 449 )•

—fRr dv= S«i SA'— 2gV Gqf ( 32
— 32 "^ )

'

d^.lu / 3 A^ . oy /^ . ( 3 , /4S 45 . 135 22S\ ,i

-^^-(1-2'^ f"= ^'«^A'-agi' Gqi i-8^-(ï6-Ï28-*-Ï28=-6¥r'l'

d'où Ton tire en intégrant
5

^M= sin3fv-2gv G7/|î-*-(S-+-Ï6=i)"M'

En réunissant ce terme de ^u avec celui trouvé plus haut , et mul-

tipliant les deux termes par —= i

—

ecoscv , on aura

lu .3/. /-« 1 |9 ^ N 81 , 1 81 ^ j

^sinyv-2gv ^7v'(î-*-l"^)-

43. Ces résultats donnent ces deux termes

T.i Î9
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2—

—

m^ i RAv=-

or /--îl^/ \9 81jI81>

sin Zfv - 2gi> Gqf
( 2

-+-
ïl

"^
) ;

desquels on tire, en les multipliant par — i-^2ecoscv;

d.lnt .5^ /^ ,( 3 243 9 27 81 ,J
-^^.-= sin3fv-2gv-cv Gqe-i

\
-+— m_-j4._^-t._mj

[

sin 3>- 2gv G<7v^ ^_ 1_^ „î ^.

> , Q/- /-, . X ( 3 243 9 27 81 , »

En remplaçant x et y par leurs valeurs développées; c'est-à-dire par

4 27 2 13

3
~"

2 '^ '

on obtient

3 243 9 27 81 ,

4-+-W'^^-¥r-*-Ï6^-*-C4"'r =
/3 3 9 \ / 243 117 9 729 \

;

(4+2-4=°) + (-32-^-F-»-Î6-32=^)^^5

ce qui démontre
,
que le premier terme du coefficient de l'argument

3/^— 2gv— c^> est de l'ordre zéro par rapport à la lettre m.

44- Passons maintenant à la recherche des termes de l'ordre sub-

séquent
,
qui font partie du coefficient de l'argument 3/v^ — 2gv— cv

dans l'expression de ojil. Pour cela , il est indispensable d'avoir

dans ou et m^nt les termes multipliés par m", qui appartiennent aux

coefficiens des quatre argumens 2Ei>^3/i'-h2gi' , -xEv-^-Zfv— 2gv— cv

^

2Ev— 3fç-h2gv-hcv. Ainsi, il faut avant tout nous procurer ces

termes auxiliaires. A cet effet, on prendra d'abord
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5R' =. \-'6siniEv-^\iesin2Ev—cv-^iiesin2Ev-^cv\ -^— ScosiEv.m^nt,

et à l'aide de l'expression précédente de — ( Voyez p. 4^5 ) et

du terme mànt= cos^Jb— agv Gf]f\-w) 5 on trouvera
j

$R= cosiEv-^^fv— igv G(/f( 4)

zp r>r . ^ », 3 / 243
. 3 267 V 1

cos2Ev-i-3f^-agv-cv G(jfef\ ^(y_x)-(|-h|=^) j

cos2Ev^3f\^-h2gi^-+-Ci^ Gcfef\-^{y-x)-^(^l+ l
=^^\ j

d'où l'on tire , en intégrant

(i)...— /^iZ'^= sm2Ev-i-3/i^ — 2gv Gqf(—j\

sin2Es>-yi>^2g. Gc,f\ |+(f+1=1)^1

s:n2E\>-^3fs^— 2gv—cv G^ye/ j
—— (j_-:r)-t-J|

j

sin2Ev—3fv-^2gv-i-cv Gqef\ |Z(;^__^)_l|
j.

Le produit de — f R^dv=z^cos2E\> par

'-^+§M= sin3fv-2gv^cv Gqef\~\{x-y)\,

donne

sin2Ev—3fv-¥2gv-^cv Gqef\—'^{y— x)\.
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Le produit de — -^= cos3fv-^2gv Gf/fi^—^—^^mJ par

B = ^siniEv— ^esiniEv— cv— 3esin2Ev-^cVi

donne , v^
,:

(3) ...... -/î/-#'=

sm2EK>—Y'^->F-2gv Gqfi—^—i^m^-^siniEv\-yv—igv Gqfy—i^

+-Gf/ .^e-f
I

sin2Ei>-^-3/v—2gv— cv-^sin2Ei>— 3fv-^2gv-i-cv |.

La fonction

—= \— ^cos 2Ei>-i-gecos 2Eç— c<^-^-gecos 2Ev-i-c\^l -^-^3sin2Ev.m$nt

donne ces termes
;

— == sùi2E^^-^3f^— 2gv ^'/^'(-ïë)

17 o^ ^ , ( 9 . /729 , 3 825\ 1

sm2E^-3fi^-\-2gv Gr/7
j
-+

^
^^-4--=— j ^

[

5m 2^'t^ -4-3>- 25^^-01^ ^y^V'j—||(j--^)+ (â-*"l= 32)!

sm2E^-3/i^^2gv-i-cv Gf/ef\ ||(j-^)-(32^-8 =32) I
'

lesquels étant multipliés par u,=si -i-ecoscv , on obtient;

(4) . .

.

§R''= sin 2Ev'i-3fv— 2gv Gqf i— ^ J

(9 825 \

Ï6-+T28'^V

5w aZ't^+ SA'- 2gv-cv Gqef \- |î(j-x) -«-(32-32=8)1

5m2£'v'-3> + 2§'P-4-cp Gqef\ ||(j-^)+(||-â=8)|-

Mais nous avons ( Voyez p. 4^2 )
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(5) 35.^.+|(a.y=

r: oy r> ^l 27 27 , 243 . A

(27 243 135 \— 64 '^^"'" 1021 "^V'— 5Î2 "^V j-

Donc en réunissant les termes compris dans la fonction

(5)+ ;;ï^Î2.(i)+ (2)4-(3)+ (4)î-Hi7

on aura cette équation différentielle en ^m : .

• v ir ^ r -\l^ 3^9 15\ ,_^/315 243 825_1551\ ,

smiEv-^fV'\-1§V Gq^
i (2-Ï6-*-Ï6="8r*-^iT6 "128-^128—GT;'^

/15 3.9 27 \ ,

(-8 -+-8 ^8=1-)'^

^ o^ >o . 1 /27 27 81 27 27\ , 243 , A
^Ev^3fv-2gV^CV Gqe-^ ^+(-8- 32-+-32-Ï6= -8)^-^-ï()24'^^

27 (11 ^ ^ 81__ 1269\ , 1

gjwy-h^256""
8 "*"32 32~ ""

256 / "^^J

/3 15 9_ 21 \ .

\ 8~8 8—~ 8 )"^

(' 81 27 27 27 27 \ 27
32-+-8-~32-Î6= ¥J'^''^"64"'^ ^'

243 , , /27 27 81 135_2457\ ,

îm"^y '*'V 8
""32"*' 32"" 512~ 512 /•

de laquelle on lire
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^u=

rr or /^ ^ \ ^^ /1551 , 255 003 \ .j
5W2£'^'-3>^-2g•^' G77 j- 32^^-( 256-*"256=i2s)"' i

r 9 81 ^

sin2Es^^3fi>-2gV-C^ Gqe^l
^3 3 327X . 9.9.

(-(256-8 =256}''^ /-*-8"^-^8"^^)

(^(5F2-8=5F2)"^r-8^^-8^^ )

En multipliant cette expression de ^u par —=1

—

ecoscv , on aura
5

tu

Sin 2Ev-^r "àfv — 2gV ^7^' (" 32
"^'

)

sin 2Ev- 3^ + 2^p Gqi{-- Il
w -

J28
^^'

)

!9
81 » I 327 . , 9 . ^

64"^^-ï()24"^r -256'^^r-+-8 ^ -^

/9 5 77\ , l

+-(8-*-65=cîr'' )

Î9
81 , , 627 , 9 , )

-64"^r+ i024"^r+5T2'"r~8"^-^

15 /903 7 679X .

+ 65"^-*-(256-8=256J''' )

Il est facile d'obtenir les termes semblables renfermés dans le carré

de — : voici les parties dont ils sont composés.
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Multiplicateur Produit

1 sin 2Ev-^3f^ — 2gv — cp Gçey'^ \ gm ^y—oc)—~ i

2C0S lEv ( mM... <

\sin2Ev— 3fv-i-2gv Gqfy—x)
r /15 2S7 \( . r- o/- /-, î/15 257 , 1215 \

2C0S2Ev-¥cv e(— g «z'j... \sin2Ev-'3fv-¥'2gv-}rCV Gqefl:j^m^\
;

partant , il est clair qu'on a

. j? , or /^ î| 15 . 9 î/' >. /257 1215 1 1697\ 1

sin2Ev-h^f^^-2gv--cv Gqe^\ ^m•^rgm {y-x)-^[^^^.^-g=^ym\

sin2Ev-yh-^2gv-^-cv Gqey^—\m\y-x)-¥(^~^\=i^^^m'\

sin2Ev-\-^Jv— 2gv Gqfi "-^j

sin2Ev— 3/i>-i-2gv Gqy^ i— ^ j.

Maintenant, si ion iait -^^=2 — (^

—

i-^2ecosw) , on aura
j

d.^nt
sin2Ev-^3fv— 2gv — cv Gqef (— 32"^^)

r^ o^ /^ » ( 9 /15 li^ 45\ )

sm2Ev-3f^-\'2gv^cv Gqei
j

^.niy-'\^^^-^^= ^^Jin\

sin 2Ev— 3/w h- 2gv Gqf (
il

'^
) '

d^où l'on tire
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$nt= cos2Ev-\-^Jv— 2gv—cv Gqef ( Q^^y)

cos2Ev— 3fv-k-igv-\-cv Gqefi ël"^"""^!"^-^)

cos'i.Ev-'3fv-\-2gv ^9y\ï6^)-

45. Cela posé nous pouvons développer les différentes parties de

la fonction ^K.

Produits partiels de ^6^-^^~sm(^2V— 2v').-^

^

Multiplicateur .... 2sin2Ev (—3)

,^ /-- x/ 45 . 2709 .\
COS 3> - 2gV Gq-I

(^ 32 '^^ -*-
Ï28 "V

C0sYv— 2gV Gqf{^ 32 /^î')

o /- ^ , j 231 i 27 ^ / 27 981 . 243 , \ »

C0s3fi>~2gV^CV Gqe^ |—6î"*—8^-^-^7(-64'^^-256^'*"ï(m^^;i
P-i

i / 45 27 , 2037 , 1

Multiplicateur Produit

T. / \ i oy >o ./ 45 2709 , 45 A
2Sin2Ev—w e(6-H6.m)...jco5 3/v— 2g-p— ct^ G^ey (^— jg'»—64" ^'"îe'^/

25m2^p+cv' e^6\ *^cQsyv'-2gv-'CV Gqef(—^Qm*y
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Produits partiels de i5 ^^î^5w(2P— 2^^'). (-j;^'

j

Multiplicateur Produit

I

cos 3fi>
— 2gv Gqf (— -g m'

)

I oy. ^ , 1 225 25455 » 135 ,, nJ
\cos^f>-2gv^CV Gqey

j
_m-H -gj^-'W

-«-l6 ^ C^"-^)!

cos3fv— igv—cv Gqef\ -^m'^-^m\y--x)\

usin-xEv — cv e(— 15j ^cos3fv— 2g\>— cv Gqefi -^Wj

2 5//z2£'t'-»-w e^—
15J

|c05 3/î'_2g-^— cp Gqef(—-^m^y

^.[(a'w')'5m(2p-2V'')]= — 2C0S2Ev.y.mènt

= cos3fv— 2gv Gqf(^ û"^')

cosZfv—2gv—cvGqef\-^^in'+{^^—~=Q'^w?y\

cos2Ev—3fv-\-2gvGqf(—^-^\ I

'

2 Kj* \ ii /

oy. /o » ( 135 45 495) »

C0s3fv-2gV-CV Wa j-j28-Ï6=-Ï28|W

co^aZi'v'— 3/v-H2g-p Gq-fl— -^).

En multipliant cette expression par

— 4^= 2C0S2Ev— cve(—-^mj

on aura le terme

Tome I Go
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En réunissant ces différentes parties de la fonction ^R il viendra

or r^ ^\ 45 /2709 15 15 15 45 2949 \ »>

/225 45 45 \ (11 ^1 \ ,

f 231_2037__2709__45__15 25455
^

\ 64 256 64 16 16"*" 512 / ^

o/> /-. ^y ] 195 15 15 495 45 1059 \^

/135 135 \ ,, X /27 27 \ 1

(l6-16-= °)'" (y-^)+(M-64= «)'"^'

/ 243 243 \ r -, /981 1881 81 \ -,

(ïÔ24- lU2Î= °j'''
J
-^l256-5Î2-=5F2;

''^^'

46. En ajoutant à ces deux termes de ^R les termes semblables posés

dans la page 449 j °'^ ^\xxdi

r>' . ^r» r> -ir /-< ^ ( 15 .
45 , /2949 3 2901\ ,J1Î+§R=R = C0s3f^^2gi> Gq-I |-32-+-32'"-*-(l28— 8=128;^''^

î

gy. /O ^ < 9 /1059 135 519\ ,81 ^ )

C0s3fv-2gs;-CV Gqe^i j-Ï6-(lÏ2—m=5l2/"-^5T2^^^iî

et par conséquent
,

/ V rT> 1 • -ir ^ .H5 45 /2901 45 2811\ ,i
{l)...-jRjh= sm3fi>-2gV Gq-^ i32-32'"-(T28—64=l28-j^' î

or ^ ,.r i 9 . 519 , 81 , /«7z3/p-2gP-cç^ Gqn-.\Y^-^ïvi"^—m"^y'V

Celle même intégrale renferme les deux termes (Voyez p. 45i)

5m 3Jv Gq
( 4 )

-^- sin 3f^— et' Gqe \^)
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j+ K-zTzM (Voyez p. 4^2 )

donnent

(2) —icosigv y^(^-hP) fB,dv=:

sin3fv— 2gv G^f(ïQ-+-^f^^f -*" sm3fsf—2gi>—cv Gçn'^i-^)-

Maintenant , si l'on fait le produit de

—JR,d\>= cos^Ev (^\ -f- sin^fv Gqi^j H- sinijb— cv Gqei^j

-i-sm2Ev—3fv-h2gv Gq'fij\-¥sin2Ev-^3fv—2gv Gqfi—j\,

par
d^. Sw

^^U=i

cos 2gv v' (•" 2 "^} "+" ^'^^ "^Ev (— 3

.

nv\

'^sin2Ev—'^fv-\'2gv Gqf(—-^ni'\ -i- sm2Ev-i-3fv-'2g^ Gqf(-^in\

on aura les termes suivans
;

Produits partiels de —2i-j^-^^ii\fR^dv

Multiplicateur Produit

, ox [sin^fv— 2gv Gqf
( -1 .A

f sîn 3/1»— 2gv Gqf

Gq(^ iy..\sin3fi;— 2gi> Gqf

2 sm2Ev—3fv-^2gv Gqf( I) . . . \sin3fs;— 2gv Gqf

2 sin2Ev-i-3fv—2gv Gqf{--\\ . . .

j

siiiZfv - 2gV Gqf

lesquels étant réunis donnent
j

2 cos 2Ev

2 sin ôw

45 ,

32"^

15 ,

3 ,-g m
9 .
7- 7W

/W'
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Le produit de

R^= cos^fv Gq(—\\-^cos^fv^cv G(/e(—^^-^cos3/if~-2gv <^77*(— 32)'

par —7;= ^sùicv e(|) 4- 2sm2gv f(—^),

donne

(4) -ii/-£=

En faisant le produit de

i?^= isîniEv ( -^^icosyb ^7 ("g")

^icosiEv— Y'^-^'2-g'^ Gqi {--'^^•^ico$iEv-\-yv^igK> G(/f(jJ,

- d .hi
par --77'-

sin 2w

E, or- . /^ M 1» . /''OS 15 783\ ,1
-i-C0S2Ei>-3fv-^2gV Gqi

\ 32'^-*-(,i28-ÏG= i28J^' l

-^C0S2Ev-\-yV'-2gV Gqfi 32"^/

on aura les termes suivans
5 .



CHAPITRE COMPLÉMENTAIRE. 477

y Produits partiels de —H,-^.

Multiplicateur Produit

2cos3/v Gç(-~s) ^sm3/if— 2g{> Gqf( ^ ^)

2cos2Ev—3Ji>-+-2gv G(jy''(--^)...\sm3fv—2gi> Gqf(—^m^\

2cos2Ev-^3fv—2gv Gqf( ^\ . . .\sin3Jv— 2gv Gqfi—^trf\

lesquels étant réunis , donnent
j

(5) -^/4"=

. oy' >-. î ( 45 . /2349 45 3 3 3 1593 \ ,i«7z3>-2gP Gqy j_^_H^___j^^+ ____-_=_j;^ j.

En prenant

àK^-^-s^u^= [Qecoscv— ^"i^cos 2gv\—
j

^= sin3fv Gq{--"^) + sin3fv-2gv Gqf{~y,

on aura

(6) ^R"''^\hi= sm3fv-2gv Gqf(^^^m')

sin3f\>— 2gv— cv Gqef( ^ V

La fonction

^R^ z=.— ^cos 2Ev .^—f^cos 2Ev (-^\-^3sin2Ev.m^nt,

donne ,



478 THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE

9 r- Su . ox. ^ ^ { 135 /8127 45 7947 \ ,)

-gcos2Ev.(^-^J= sm3/^^2gv G(jf \- ^-^——^\ m'
;

3sm2Ev . 7?i5nt=i sinSJv— 2gv Gq-M— 30"^ /•

Donc , en ayant égard à l'équation (i) posée dans la page ^5o
,

on aura pour la valeur complète de R^-i-àR''^=R.
j

(7) ^.=

. ^y. ^ ij 15 135 /7947 . 9 . 45 . 3 10203 \ ,1

(51 \
"32/*

D'après la valeur de la fonction S posée dans la page 4^7 , nous

avons dans l'expression de ds le terme

duquel on tire

3s. §5= sîn3fv— 2gv Gqf (— ^nt^—ôi^)'

11 suit de là, et des valeurs de Ssjs, ^i^^Y > données dans la

page 462 , qu'on a
;

(8) ^.j3..5.+|(5.y! =

sin3fv'-2gv Gqf{--^m^—^^m''^

Î9
81 » 729 . 3 . 4509 . , \

/9 81 9 783 \ , l

^\^-sn-ï^=Wi)"'y 3
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47. Cela posé, si l'on fait la réunion des termes compris dans la fon-

ction (8)-(-A?i^ } 2.(i)-i-(2)-h(3) • • • (7) I
5 on aura cette équation

différentielle en Bu :

d^ . ^u

dv^
.(i-|m^)ôzi=

r"
VS"*"]^ Î6"^16 16~8J'" \16 Î28"'"m~64/'

Sin JV— ^gV 77
j

/ 3 33 10203 1593 2811 3 159 9 _ 14337\

("'"Vëï 64 512 "^ 512 64
'"8"*"

32 64~~ 256 j

f /9 519 , 81 . \ /3 51 9 9\ \

^(8+25g"^ -2S6'»r;+ (4-32-+'3-2=
-Ï6J'"

En intégrant cette équation ; ce qui revient à multiplier le premier

terme par

et le second par

î(3/-2ê•-cy-I-^-|"^^|~'=-I-|/?^^

on aura
;

• or /^ » ( 1
.
/'^5

. 3 81\ /4779 225 31 1313\ ,)«7z3>-2ê^P G<77
î 4n32+Ï6=â2r+ (l28"*-Î2-8+Î6=-6r)"M

!t9 /519 27 951\ ^ 81 , 1 9 ,

-^Î8-*-( 266 -^ 16= 256 j"^-256"^^Kï6'"
f 9 81 729 , , 4509 . \

8-m"'^-^2M8'"^ -iÔ24"'^
"'"•^

) / 27 783_ 81 \ »
(

("*"Vï6~'512
— 5Ï2/"* )

On a vu dans la page 4^9 ,
que l'expression de ou renferme aussi

les deux termes
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• • 1 1
Donc, en faisant le produit de ^u par —=1

—

ecoscv-^-ri" cos 2gv ,

il viendra
;

• or ^ , j 1 ,81 , /1313 1 262.5 \ ,i
Sin3fv-'2gV Gqi

\
4+32'»-«-(-64 128= 128 j'^

[

( /9 951 ^ 81 , \

-•^^(8-^25G'"-25(i"^r)

• or- ^ J 1 81 /1313 1 9 1243 \ .

5/7z3>-2g-p-W Gqe-^ |-8-G5'"-(T28-^64-iG=-Ï28 j"'

1 /9 81 729 , . 4509 . . 81 Al
(-^r ( 8-Î28''^^+2M8"^ ^ - itm''^^ -* 5F2 '^VJ

Le carré de — renferme le terme

= sin3fv— 2gv—w Gqef(~^?n'y

Il suit de là , et des résultats précédens que nous avons
j

^= 2 3( — ) =

G?(-ï)

. o^ ^ ,/ 1 81 2625 A
^m SA- - 2g-i^ Gyy (^ 2

-^'
Î6 "^ -^-gT ''V

/9 951 ^ 81 j \ 1 81
"i-•^(4-^Ï28'^'-Ï28'^r)-4-32'^ J

or /-- ^ I /1243 675 5647 \ , f ,

sm3>-2g-p-ct^ Gyey ^- ("cT -*-256= 256 j
"'

[
'

/9 81 729 » , 4509 » . 81 _»\l
-'-^(i-CÎ'^^-^-ÏUM"^^ - 5Ï2 ^^^r+ 256''V)

sinôjv

sin3fv— cv
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sinSfv ^^{ T )

sin SJi^^cv Gqe ( g ni"
j ;

sin Zfv- 2gv Gqf ( Il
"î'

)

. o^ /-, » / 9 519 , 81 . \

• o/- x^ ( 3 3 3 1 .

«7î3A'-W Gqe\ 8 -16= 16 r^^

. o ^ ^ , i 1 81 / 2025 , 15 2655 \ . »

sm3fv^2gv Gqy
\ 2 *"Î6""*"(,"6¥ "*"32= ~6r j ""

1

!1
81 5647 , /27 . 3285 , 243 » \^

-4 -32"^--256 ''^ -^U-+-^"^-5Ï2"^l^)l
/9 81 729 . . 4509 . 81 A

'

Mainlenant, si l'on fait le produit de cette valeur de F par (V. p. 3i3)

—Y=— i + 2C05Cf e [i) -^ 2 cos 2gv 'iy—^] + 2C0S2gv-^cv ^y^(-^)

on aura , en conservant seulement les termes afFectés de l'argument

3fv— 2gv— cv -j

d.lnt

dv

/i 1 3\ /81 81 243 \
(2-^4=4)+ (32+ Ï6=-32)^

/ 5647 2655 3 8 _ 162e7 \ ,

.0^ ^ , , V 256 "^ 64 "^64 64~ 256 /
"^

5m3>-.2g.-C. Gqe,
{ 3^^, . 243 , X

•^(ï6-^- -512-^-512 "^rj

f
/9 81 . 729 , , 4509 , 81 »\1

Tome I. $1
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En substituant pour G sa valeur (Voyez p. 443) et nommant,

pour plus de simplicité , N le coefficient de Gqe-f , il est clair que

cette équation donne

^•/•^.rG)'(-:y(i)-""'°-7^5m= cos3fi'-2gi>-cv „.(3y_.gl,)

Comme nous avons

( Voyez p. 854 et 855 du second volume ) on pourra écrire ( en

faisant ^= i )

Pour réduire en nombres la valeur de N on prendra §= 1,004021755

c= 0,991 5480 5

Log. x= 1,1366261
,à—^S'—c '

y=—— - ^^ 3 ;: Loff. V=: 0,23 1 3332 :

ce qui donnera
;

iV=^^2i,4933; iV(i 4-/^0= 2i,6i36j £il^^=^ 3862,85.

Mais on a ( Voyez p. 4^7 )

partant

^Tlt= A'(3)X247",23.C05 3/V'— 2gV— cv».

De là on tire la conséquence ,
que celte inégalité est insensible

,

puisque son coefficient demeure inférieur à une demi-seconde, en attri-

buant à A^3, la valeur probable qui résulte de l'ensemble des phénomènes
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S 3.

Expression analytique de la Longitude moyenne et de la Latitude

de la Lune , en Jonction de sa Longitude vraie.

48- Je vais faire ici la réunion des termes, indiquée dans la page

3i7 du 3.''"° Volume 5 et rapprocher de ce résultat , celui relatif à

la latitude , tel qu'il a été trouvé dans les pages 83 2-83 7 du même

Volume. Et afin de pouvoir embrasser , d'un coup d'oeil , ce qui

tient, non seulement à la formation analytique des coefficiens, mais

aussi à celle des argumens , je fais précéder l'expression de la

Longitude moyenne et de la Latitude de la Lune de l'expression ana-

lytique de l'équation séculaire ( donnée dans les pages 32 1 et 802

du S.'*"" Vol. ) et des formules du moyen mouvement du périgée et

du noeud, telles que nous les avons obtenues dans les pages 292 et

195 du troisième Volume. J'associe à ces expressions celle de la

Constante de la parallaxe équatoriale de la Lune ,
pour présenter cette

partie principale de la troisième ordonnée tout-à-fait séparée de la

partie variable, composée de termes périodiques. Pour plus de clarté,

voici, avant tout, la signification des différentes quantités littérales,

ainsi que les élémens numériques propres à réduire en nombres les

coefficiens des inégalités Lunaires.

V = Lopgitude vraie de la Lune.

n =
1 73 25593",54= niouvement moyen sidéral de la Lune en 365 ^.

T = 236o59i",8o=: temps de la révolution sidérale de la Lune.

m = Rapport des moyens mouvemens du

Soleil et de la Lune = 0,07480 i3o = "fOïïi)

E = \ —m
e =: Excentricité de l'orbite de la Lune . =; o,o54B47 2i = -^ g ^a-j

E' = Excentricité de l'orbite du Soleil en 1750 = 0,0168 10 13 = '^^Yil

s' = Excentricité de l'orbite du Soleil pour une époque quelconque
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£ = Epoque de la Longitude de la Lune.

7 = Tangente de l'inclinaison moyenne de

l'orbite de la Lune par rapport à

l'Ecliplique vraie = OjOQooSqoo = jj-jjjj

è' = Rapport des moyennes distances de la

Lune et du Soleil au centre de la Terre = o,oo252o64 =
396724

— = Rapport entre le rayon moyen du globe

de la Terre et la distance moyenne de

la Lune à la Terre = 0,0165617 =: gy^g

A(j)= Aplatissement de la Terre =^q^

2^= 289 = Rapport de la force centrifuge à la gravité sous l'équateur.

K Y- * 1 _ 375

^^i^) "^""305 578 "~
305x578'

« = 23°. 27'. 5o"= Obliquité de l'écliptique (en 1800).

/ = gg = Rapport de la masse de la Lune à la somme des masses de

la Terre et de la Lune.

métrés

£'=0, 992586= Longueur du pendule qui bat la seconde sur le

parallèle dont le sinus de la latitude est égal à ^.

Jl>= Longitude vraie de la Lune par rapport au point mobile de

l'équinoxe du printemps =PM—^=(1,000002886)1'

(i —c')m=z Rapport des moyens mouvemens du périgée solaire et de

la Lune = —^— =10,0000006857.
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f\dv=: Équation séculaire du moyen mouvement de la Lune :=

f / 3 , 2187 4 4455 5 716779 6 . 49929 , \ \

U"'—m'^"'W'^ 5Î2-'"-*-Ï28-'^)
J

. î / 1461 , .
106335 3 .

2479419 ^ .
7344621 5 \ /^+e{^-^m+-^^m-^--^^^m^+-^^m) I

./525 , 1083 3 41181 A 1/7'» r'^\.J,^

,4/75 675 98415 , 75 ^ 225 , \ I

^ (32- 32 '^^-SÏT''^ -+-T^ --64 V ) 1

2709 , ï , 2229 » . 8367 ^ 4 9 4 p„ I

--256'"^V-^56'''^-l28^^^-4"'^ /

I 15 j 288303 4. 25455 . . ,
11919 r ^ 75j^i /> ,4 r,/4N 7.

î T"^-*--256-'^-*-ÏU24^^^-*-ÏÔ24-'^^-'-r6n:/(^ -^ )^^

^i

—

c) V -^I zs dv =i Mouvement moyen du périgée Lunaire =

/3 ï 225 3 4071 4 265493 5 12822631 e 1273925965 ,\\
(4^-^-32 ^-^128 ^-^"2(J48-^-^ 24576 ^ "^ 589824 "^

)

î/3 , 675 3 31893 4 .
1546665 .X-^ (8^+64^ -^-lîT^ •+-4096-'^

)

,/3 ^ 189 3 . 3963 4 ,
336987 sX

-7(2 "^-^-32'^ -^128-'^"*- -2058-"')

rn / 9 î 825 3 .
61179 4 ,

1767849 5 \^ (8'^^-32'^-+-256 "^-^-^ÔM-^^)

, ^ /75 j 189 3\ »CTi/9 î. 2475 3\

I

e^V (32'^-'-32^)-^^ (ï6'^-*"-6r'")

zr;»»/9 »,693_3\, /7/4 /45 _.^225 _3\
l-^"

V (
^/^i-f-ââ-^î )-<-^ (32'^'*-r^' ;

4/27 î 2241 3\ 3 ï 4 .
74/45 , 7425 3\

vH64"*-*-W^ )-F2^^ ^ -^^ (32'^-+-5Ï2 '^
)

f /9 ».82S 3 61755 4.1811049 A ^

2bme /

6a
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(i^g^v-\- 1 Gdv=^ Mouvement moyen du noeud Lunaire =

(-
9 3 273 , 9797 5 199273 , . 6657733

32^'^
-*-
m"^-^ 2048"^ ^-

2157G
'^-^

-589824

t3 ,\
4-'^) \

. / 3 . 189 3 3027 ,
,
179955 5 \[-e

( 2 "^-^-^'^-^-m-^^-*- -2048-'^)

,/ 3 . 27 3 843 , 6393 „.\
•/( 8'"-64"'-5Î2'^-4()9ê"^ j

1 17,. /9 . 33 3 3261 ^ 72873,^5 \
y-E' (g "^-32^ -^56/^^-1024-'^)

r^n 2 / 9 . 99 3 \ 4/21 X 675 3 \^ V^Vïë'^-êl''^ )-^^ (6î"^-256^^ )

4/9 î 27 3 \ 77/4/45 , 9 3 \

, , / 45 » 1935 3 \ / 3 • > \ ^V // w \
\-^'(32^^-+-5Î2-^)-(»-2^'""):?(^^W-^)

!/9 . 33 3 2685 , 74601 .\ \

,/9 , 693 3\ ./9 . 99_5\ V'^
-^^

(4"^-^-â2"V'"'^ (î6''*-64'^ j )

Constante du sinus de la parallaxe équatoriale de la Lune

/ 1 ^ 179 ,, 45 j »

e...,^^|;.'^'^)(x^l/^„)l/4^feil).

Le sinus de cette parallaxe est censé développé en fonctions pério-

diques du temps. Mais si on le développait en fonctions périodiques

de la longitude vraie de la Lune; alors la constante serait exprimée par

(
....4,„w_|.Y+i«'+lî«VH. 0. -«V+|»..'.)(.4«,=,)(/iHJ=i2.
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nt-i-e= Longitude moyenne de la Lwie ^ v •¥ f ^dv -^

/ „ 3 . 45 3 ^637 ,^137413 ,5^146597 .\

,/l 297 ^ 15 3 47545 A ^ ./297 .^5415 3^775721 \,
V (2-*-Î28"^ -ïë'^' - 4090-'^' )-*"^

1
32-'^^ -^128 '^^ ^-^MT'"")]

jn/./ 9 . 165 ,^147 A^ ,/l 227 A 2369 , ,^ (-4"'—32'"^-^-256"^)-^V^(4-256"V""5Ï2-"'^
/ 135 ,7, . ^/ 15 135 1447 A 225 , » r/:>

453 . r,,. j 45 , r,,, 45 6 37 , , 5 , ,

Ï28'" ^ i' -ÏÔ"' ^ -*-Ï28V -Î28 ^ V -t-
8 ^ V

r 21 , 165 3 7167 , 5619 , ^ i

T^"-^32-"^-256-"^+256"^^ / , ^,,

J
501 . . 75,, 105 ,, ,, jo„>. l

^ ^

/3 1 , 405 3 2577 , 671823 5 525476519 A
U-^î&"'-m"'—M-"'-^im"' 491520- "V

J i / 1 135 75 A . / 1 807 , \ . 3 , p,,5m2CPe^-7 (ï6+ Ï28"*-+-64'^)-^^(8-2l6"V'^32"^^
37 , ^ 3 ,^ 7 . .

64 ' '64 '64

o 3/ll7.1,l.\

sin ^c^ ^
( 32 )

. ( /l 11 . 33 3 449 A ./15 405 \ 1 ^

sm2gi^ y
j (4-Î6'''-*-Ï28'"-*-5Ï2'"j-^\Ï6-m"V""8'^

1/
135 1331 » 19131 3\ 1

\ 32 2a6 .1^1 / I

^./3 405 \ ./55 135 \ 585 „{
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evS171 2gV -¥ CV

sin 2gv— 2CV e*

sinigv-^^cv eV

e'7

7

' 1 135 \

16/

5W 2gV— ZCV e'7'

sin ^gv— CV

sîn^gv-k-cv

k

' 9 135 \

-r2-*-32^)

. 64/

735 3 1261
,,

572357 5 3273241 & 973;

ml

iy-uv—^nu
-^n. ^^no

576 "" 55296 '

, / 27 2925 , 444943 3 . 37759097 , 7087468819 5 \
^-e \^-ni-^-^m-^ -^^mA—^^^ m'

^94912
^^

)

,/27 117 , 19097 3\ . 27 „

„ ( /9 5175 3 13871 A .
81 .81 ,7

sinSc'mv ^'
( 24

'^^
)

• / ' '4/ 77 \sm qc mv ^ ( 32 ^^
/

f/9 621 , 18135 3 2061269 ..91899031 ,9451141309 6\\

,
(l^^+lf^^-^-m-^-^-^MS-^-^-MSTê-^^-^ 589824 '"^

)\
sinc,^cm,e:l

«^ ,^ gl , 9 .

(-^32'"^ -Ïg'«V-8"^^
)

S/

9 1329 , 37035 3 3599473
,.

83498905 5 3532961284! A^
(-4"^-^^^--Ï28-'^^- -2048-^^ --8192-^^ 589824-"^)

81 . 81 , 9 .

, /. / 27 5211 , 88353 3 27 , 243 . 21 ,A
smcv-2cniv es ^-^m-^ m""^" -25r^^-*"32'"^

-+ 64
"^^ -"ïê"^'

)
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smcv-h2cmv es

sincv— 3c'mv es'^

sin cv -H 3c'mv es''

sinicv— c'mv eV

sinicv-^c'mv eV

sinicv-^^c'mv eV*

5m 2CV— 2c'mv e's"

sin 3cv+ c'mv e's'

sin3cv— c'mv eV

sm2gv— c'mv s'f

sin 2gv •+• c'mv £7°

sin2gv-\-2cmv ^"'f

sin2gv—2cmv e'Y

27

16

1389 » . 15159 3m-^-^m-^
128
W

)

27
Î6'

27 2211

16

81

53 \
-32'^)

53 \

32 "V

)

81 \
-61 "V

81 \

64^)

9 \
8 ^V

9 75 , 1177 3 81 ,.9 ,63 A
-Î6"'-Î28'"-+-5l2-"^-Î28'^^^ + 16 "^V + 04 ''^

^ )

9 153 , \

27 \

64 ^V
27 \

-64 '^j

, . / 27 \
iznagp— cp-hcmt' esy ( "8 '"

)

^ , ,/ 27 \
5z;z 2gv— cv — G mv es 7 \

~"
"s

"^
)

5m 2gv -i- cw+ c'/nv' esy" (— ^^ "^
)

sin 2gv H- cw— c'm^' ee'v'
( 32

'" ) '
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^855
12"""^ '" ~ 108

4133959 . 202916651

r 11 î 59 3 893 ,,
2855

2698719631 sm
82044

'45

m
. / 45 603 j^ (ï6'"-*--Ô4-"'-*

2488320

33769

^^ 18662400

3 1185143 ,, 68
'" + ^2288-"'^- -2^

850889

1 (2 / ^''

1024

5149 3 91745
, , , ,

" ^."^+884736'"

45 15 , 129779 .

.760677 5 \

M9Î2-'")

sin:

•-rrtn
2048 )

, / 3 47 . 5149 3 91745
V (ï6"^-^64'''-^3U72"^-^36864 ,

„/55 , 295 3 5491 4.19729 A ,/ 45 15

' (ï6'"+2ï"^-^l44"^^-256-'")"'^\-64"^—

8

,/ 9 39 . 2577 sX . ij 143 . 767 3\

^-VH-64"'-Î28"^-2M8'" j-^^ (-Î28"^-Î92"^
}

, , / 125 , 1575 3 \ . . / 39 641 ^ 263633 3 \
^\-ïm"'-m-^"' ;-^^ ^^ (^ïg'"- 6¥'''—em "'

)

,,J 225 1035 . 110449 sX ,
/ 15 149 . 18485 3\

^' (-32"^--W''^-^2048 '"hM"32"^-64''^-2()48"V
45 „

4

585 2 /4

23b

'128

195

32

m^'^h''
1809 . , 3531

,, », 225 ^ „

— m^'h'
• % ^ Il 39 ï /i . 315 2 7,,

, .0. ..-"^^ ^ ^ +256^^^ ^ -+-128"^^ ^ ...

45 6 15 , < 33 , 175 5 27 3 2 405 3 1 1 ^ rz r,2>- Ï28'HeVî28"^V^-
i Y"^'^-l6-''^-32"^ V -32""^ ^ \{^ -£'

)/128

I

15
i- -4-m— 7?r— 17347

m'— 672197

3072
m'

43889975

73728
m
16 "" "~

256

1228198339 5 474026836703 ,

884736 "^ ....«^...o,. /W"^ 424673280

siniE^--cv e

105
,

2/15 405 2 5843 3 1802197 .X 105^ (-8-'"-^-64"'-^-6r'''-+'-3Ô72-''^7-l6

2 /21 513 2 87575 3 294983 A 279 , ,

•V U"'-*-32-'"-+-^Ï2-"^-*-IU24-"V'"W"'^>^

,2/75 165 2 133123 3 11901187 ,\ an
, (-g-m+^/Tl 512-"^ 3072-"^;-

,

"^5 2-'-16™'^^-

195
,,

--64'"^'

303

256
m 7''

15 , 105 j, j 135 3 ,
1287 ^ i , ,2 7-^2 ^

32'"^--32"'^-|-8-"'-^-32-'"
i('

-^ )32'"" "32

2 119 3 6461 ,, 20498S

2-"^-*-M-"'+-676'"-*-l3824(

119 3 6461 ,,
204989 5 4341491 k\

'"-T65888-"V
177

suiiE^-¥cv e

I 15 159 2 8423 3 1242553 A 177 15

(- 8-'«-^"' -5Ï2"^ - -30720- ''^7-^Ï28""^'^-"32

2/3 67 2 6893 3 125785 A 75 ,99
V (-Ï6'"-64'" -3ÔT2'" - 36804-"'7+ Ï6""'^^'-*-256

/. / ^ 2 1027 3 48907 ,, \ ,
21 . ,2 77/2 >,

£ (^-5.//i-^^/7i -^^nv)^-^m'\t -h )

99 ,
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§4.

Expression de la Longitude vraie de la Lune

en Jonction de sa Longitude moyenne.

49. Soit nt-^t^v-^/çdv-^Fiy) rexpression de la longitude mo-
yenne de la Lune en fonction de sa longitude vraie , telle qu'elle

vient d'être rapportée dans le paragi^aphe précédent. La petitesse des

coefficiens
,

jointe à l'excessive longueur de la période des termes

dont se compose l'intégrale Jçdv ,
permet d'en éliminer t» en y

faisant simplement v=-nt-k-z. De sorte que, nous avons l'équation

nt-^z—f'Çndt=::^v~^F(y);

où le premier membre est une fonction de t, et le second une fon-

ction de V , seulement. Ainsi on peut , à l'aide de la série de

Lagrange , tirer de là immédiatement la valeur de i' , en posant

I 3

Tl 17'/' ^ 1 d.FU') 1 d^.Fiv)

et prenant pour l'expression cherchée de v en fonction de t ce que

devient le second membre de cette équation lorsque , après l'exé-

cution des opérations indiquées , on y remplace la lettre v par le

trinôme nt-^z—f^ndt.

Toute la difficulté consiste donc dans la formation des puissances

de F [y) ; ou plutôt dans le choix convenable des termes qu'il faut

conserver dans le développement de ces puissances. A cet égard il

y a un principe fixe duquel on ne saurait s'écarter, fondé sur ceci:

savoir, que, le développement de v en fonction de t, qu'on obtient

par ce renversement de notre formule originale, ne peut être censé

exact , analyliquement parlant , au de là des termes
,

qui
,

par

leur ordre , ou par leur forme , différéroient de ceux que nous

avons obtenu par l'intégration directe dans l'expression de F (y)-
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D'après cela on conçoit, qu'il serait absurde de vouloir tenir compte
s 3

dans -^
, - , —'

, ,
- , etc. des termes de la forme

^sln(5Ev-^w) , ^'sm(6Bv-*-ix.'v) , etc.
j

ou 5 des termes d'un ordre supérieur au huitième qui affecteraient

des argumens semblables à ceux déjà renfermés dans F(y)- En effet;

cette fonction n'en renferme aucun qui dépasse cet ordre , et ne

comprend que des termes spéciaux du sixième, septième, ou huitième

ordre , auxquels la nature peu convergente de certaines séries a

forcé d'avoir égard : mais son caractère analytique et exempt d'exce-

ptions , est , d'être exacte jusqu'aux quantités du cinquième ordre

inclusivement.

Dans la formation des puissances successives de F (y) on doit donc

avoir le double but : de pouvoir en déduire par la différentiation les

termes correspondans à ceux qu'on voit dans FÇy) ', et de pouvoir

faire servir le développement du carré de F(y) à la formation de

celui du cube; ce dernier à la formation de la quatrième puissance;

et ainsi de suite. Cependant cette règle doit être associée à une

autre qui constitue une espèce d'exception. Voici en quoi elle con-

siste. Avant d'obtenir F(y) , notre méthode donne la valeur de

'

- avec toutes les parties qui concourent à la formation des

différens termes dont on a voulu tenir compte. Si donc
,

par la

destruction mutuelle de ces parties
,
quelques uns de ces termes ne

paroissent pas dans l'expression de ^(y) , cela ne prouve pas qu'il

doit en arriver autant à l'ensemble de ceux du même ordre ei

affectés des mêmes argumens
,

qui pourraient naître du carré , du

cube, etc. de Fiy)- En conséquence, il faudra porter une atteniioa

particulière sur les termes de cette espèce , pour éviter toute incon-

séquence et demeurer fidèle aux principes que l'analyse prescrit de

suivre dans les méthodes d'approximation.
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5o. En appliquant ces réflexions à notre expression de F(y) , et

remarquant qu'elle renferme le terme du huitième ordre , de la

forme Ké" m^ .sin^Ev— 2cv , on sentira aussitôt, que le terme cor-

respondant fourni par le carré de F{y) serait inexact, si en déve-

loppant la valeur de F{v)'' , on n'avait pas l'attention de considérer

11
la combinaison du terme —-^m^siniEv avec le terme

nve sinoLv— 2Cv ,4096

qui fait aussi partie de la valeur de ^nt. En effet , nous avons

( Voyez p. 5oo , 5o2 , 5i6 , 525 du 3^' Vol. ) ;

2 -^ =cos6Ev— 2cv ^y^ni^'Y, ^(-^j=cos6Ev—2Cv ^*(— 728 "^/'

8 (^') =:cos6Ei>—2cv e^(^-^m''y,--jJiyii^dv==cos6Ev--2Ci>e^(j^^m''j:

et comme il suffit
,
pour l'objet actuel , de poser l'équation

il est clair qu'on a
j

d.^nt ^T. » ( 675 3375 675 3375 23625) ^

-^^= cos6Ev^2CV e {____-_-—̂ =-_^ j
m

;

d'où l'on tire
,

• rr »/ 23625 ,\
dnt=: SinoLv— ICV e ("""^ygg"'^ )•

Au reste , ce terme est le seul qu'il soit nécessaire d'ajouter à

notre expression de ^nt pour en déduire les puissances de F (y) ,

conformément aux préceptes qu'on vient d'exposer. Le doute analogue

qu'on pourrait se proposer à l'égard du coefficient de l'argument

J^Ev'-'CV disparoît , en observant que , dans ^nt , nous avons
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borné l'approximalion au terme da septième ordre , de la forme

Km^e.sin{^Ev— cv); et que la combinaison du terme —-^m'^siniEv

avec celui affecté de l'argument 6Ev— cv donnerait nécessairement

un terme du huitième ordre
j

puisque , dans la page 633 du 3.'"'"'

Volume , on a trouvé ,

hi= cosQEv— cv ^(ï524'^7'

5i. Tels sont les principes que nous avons suivis dans la con-

struction de nos résultats. Nous allons les présenter accompagnés

des parties dont chaque terme se compose , afin d'en faciliter la

vérification. Il est vrai que
,

pour l'objet unique qu'on a en vue

dans ce paragraphe, on aurait pu en abréger l'exposition en donnant

seulement les valeurs des coefficiens différentiels '

,

, —^7-^ , etc. :

mais nous ne voulons pas supprimer ici des résultats intermédiaires qui

peuvent être utiles pour résoudre d'autres problèmes du même genre.

S'il était question
,
par exemple , de traduire en fonction de t l'ex-

pression de la latitude ou de la parallaxe de la Lune , on aurait à

transformer de la sorte une série de termes de la forme ^"^'
psf-^q

j

ce qui , d'après le même théorème de Lagrange, exigerait de former

la fonction

^^pv-^qz;^p ^.^ pv+ q%F{y):iz^ '"'^ J ^^ =petc.

et d'y changer ensuite, v en ntJrt—fZ,ndt. Or il est clair, que

celte opération deviendra plus facile, en ayant déjà préparé le déve-

loppement des puissances de F{y).

Ces explications nous paroissent suffisantes pour rendre raison de

la formation aussi bien que de la disposition des résultats suivans.
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Maintenant , il n'y a qu'à réunir les termes de celte dernière équa-

tion avec ceux qui forment le second membre de l'équation posée

dans les pages 54i-564, pour obtenir l'expression cherchée de v en

fonction explicite du tems. L'équation suivante donne ce résultat

important.

Tome I. 73
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. ^ l Ï6'«-¥'^^-â()72''^-Î8432"^
sin2L.nt— 2£'.nt y {^ '

) 33 ,75 ,45
f-64"'V -32"'^ -32'^'

sin

sin 2

i? * , , î/ 11 ï 3 ,35 ,\
2E.nt-h2g.nt'^ ^___;,ï_t._7,2^ —^^me

J

j? * . ' * ,2/ 33 3 9 , 225 ,\.L.nt-h2cm.nt ^ \~~ 32'""*"64"^7 64 ''^"^
)

Î187 , , 9707 3 . 78625 , ^

\

60865501 5 1275 ,51 ,1

^--27648-'^^--6r'^^-6l"^^ )

f 15 173 , 49045 3 29319517 ,

j-T'^^--32'^-^-38r"'-»- -ïsîsr '^

sin2EM^^m.U^cM e.'\ \^^^^ rrr^^ ^J^^^ m^

39 , 15 „
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sin lE.nt— c'niMt— c.nt es'

sin2E.nt-^c'm.nt-\-c.nt ez •

sin 2E.nt^dm.nt-\-c.nt et'

shi lE.nt -4- ^c'm.nt s''

sin lE.nt— d>c'm.nt s"

simE.nt— dtc.nt t'

sin lEnt -h Zc.nt ê

sin 2E.nt-i-c1n.nt— 2C.nt é'i

sin2E.nt — c in.nt — 2C.nt ci

sin2E.nt-i-cm.nt-i-2c.nt e^a

sin2E.nt — cin.nt-i-2C.nt e

sin2E.nt-i-cn1.nt— 2g.nt 'fe

sin 2E.nt - cni.nt—2g.nt 7^2

sin2E.nt-i-cn1.nt-i-2g.nt '/£

sin2E.nt-cm.71t-i-2g.nt y^'i

35

1211197

8192

1801 , . 32429 3

-32-"^ + -Ï28-''^

9159943037

1830091

2048
'

589824

91 , 615 ,

17 . 2633 3

16"

9677359

55296

192

280873

4608
m'

m 3 , 195 ,

119 . 3131 3 .
115757 ,— ni^-^ni-i—^^m'

5266351 5 7
-6Î44-'^-8"*V

11 .\
384 "0
9295 ^ \
-384'")

103
. cazî A

32 S84 /

)!)3 .\
Ï4-"0

)3 .\
2"0

)

ï'n
)

!5 ,\

-32^0
21 11 î\

11 .\
64'")

77 A
64"^)

455
32-'

1093

64

45
16'"

105
16-'"

95

64

665

64

- ïê"^

193

32

577

16
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sin lE.nt— 2g.nt— c.nt ef

siniE.nt-^ig.nt— c.nt ef

sin lE.nt— 2g.nt~^ c.nt ef

sin 2E.nt'^ig.nt~^ c.nt ef

sin lE.nt— idni.nt— c.nt es"'

siii lE.nt -h ic'm.nt— c.nt ei""

sin lE.nt— 2c'm.nt + c,nt ez''

sin lE.nt -4- ic'ni.nt -i- o.c.nt eV^

sin lE.nt— 2cm.nt— 2C,nt et

sin lE.nt-^ic'm.nt— 2g.nt y^s"'

sin lE.nt— lém.nt— ig.nt y's'^

sin lE.nt -H c'm.nt— 3c.nt e^s!

sin 2E.nt— c'm.nt— ^c.nt e's'

sin lE.nt -+- ig.nt— ic.nt e^f

sin 2E.nt— 2g.nt— 2C.nt e^f

sin 2E.nt— 2g.nt+ 2C.nt ef

sin2E.nt— ^g.nt 7

Tome I
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3 61 ,

15 19 ,

33 231 ,\

-32"0
255 17179 , 291049 3 219630709^m-^-^^m^-^^m^

73728
"'*)

45— Tâfn—iiT^m
6219 ï 46669

16 128 128
/?î'-+- 15 . m e'

117 , 35 ,, 297 ,

289

16
'

885

27.
' 64'

153

6Ï

885 297 , -\

765 \

7 135 , -'X

53 \
yni)
4 /

105 \

245 \

-| m)

15 \

45 \
-32'^)

3 \

-32^V
74
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sin lE.nt— l\c.nt e''

sin 2 E.nt -h Scm.nt— c.jit ee'^

sin zE.nt— Sc'm.nt— CMt ei^

sin 2EJit -h c'm.Jit— 2g.iit'i-c.nt eif

sin 2 E.nt— cm.nt— 2g.nt-hc.Jit e^'f

si/i 2 E.jit+ c'm.nt— 2g.nt— c.Jit ezf

sin 2E.nt -t- c'm.nt -4- 2g.nt— c.nt es 7'

sin 2.E.nt— c'm.nt -h 2g.nt— c.nt a'f

sin 2E.nt— c'm.nt— 2g.nt— c.nt es'f

// 15 93 j 6927 3

sinE.ntbU
^^. ^g. ^ j. ^^

. ^ ,,/ 165 7317 , 156147 3 14427729 ,\
5^,7 £'.ni- C.7lt eh (- 32- '»-^ '" - lÔ2r "^ - -16384- "'

)

„ ,,/ 75 117 , 70415 3 1966573 .\
E.nt -i- dit eh (- 32

"'- -F "'- 1024
"^ ëiir '"

;

22:

32

/ 25

\ 4
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sinE.nt+ 2g.7it „ T^^i 32'")

(255 \—ëï '^
)

suiL.nt— 2C m.nt s. b I -âr^^j

• r , , ^ , ,7»/ 25 1095 15 , -'

\

sinL.nt-k-c ni.nt— c.nl e^ b i -g- ^m-^r-r'i.m I

• 17 . , , , „./ 25 225 \
smL.Jit-hc ni.nl-+-c.nt eebl -g

—

"îc" "^ )

sinE.nt— c'niMt — c.nt es'b'^i— 64 '^
)

smE.nt— c'm.nt-^c.nt es.'b'^t ^ ''^
)

sin E.nt -k- c'm.nt— ^c.nt e'î'b^i -^ \

ri W7î / 65 \
sin LMt-\-cm.nt-\r2C.nt etb

y jr )

sinE.nt-\-c'm.nt^2g.nt f^'^h'^l
^5 )

sinE.nt'k-cm.nt-\-2g.nt i^'h'i— ^ l

or. 7 . / 15 . 5 3 1031 4 666889 5 \
Si?i3E.Tit bU g2'^~8'""""6r'^ "6144'^^/

. oj- T-^/ 2535 . 81865 3 7611089,,,

A

sin3E.nt-c.nt eh (-^56""^ " ïim '" " "ïêM" '" |

sin3E.nt-hc.7it eb^ ( Ï2g'"')

sin3E.nt-\-cni.nt s'iM îë ^')

sin3E.nt — c'm.nt ib^( ^ /?z'i \

sinSE.nt— 2C.nt e^b^(—32"'")

(25 \'— 3^
'^^)

sin 3E.nt -\- c'm.nt— c.nl eîb'' (
"gf

'^
)

. ,„ /201 ,, 649 5 64*7623 6 33 3 =^1425 3 >\
sm^E.nt (âTc'" -^m'" ^ 288UÔ '» 'm'" > -^TsT'" ^ j
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sin/{E.nt— c.nt

siii^E.nt-yc.nî

TiniOIUE DLi MOl'VEMENT DE LA LINE

25iî 5 7701 , 631979

2S6 "" ' 409G
'"

\

737280 "" ' 250 "" " "^
61 '" '^

\

64

I

413887919 ,, 2925 .

/ 309 ,, \

( 128
"^7

. , „ ' , / 201 , 5611 ; 3195 j . . 99 3 , \
sin\E.nt-^c,n.nt e (- ^jg

'«^-
êlîT

"' " "256 "^ ^ -^Ws'"- V
)

sin^E.nt— cin.nt ='

(

sin^E.nt— 2C.nt e^

1407

256

1125

256

m'-
19981

384

29055

512

12605 , , 385 , Ame — r^i^ni '^ i

256 128

3 Î0800Î3 ,

^^*--8Ï92-"^

73818043 , 436018749241

614'iO 235020600 \

.,?-,, . î / 9 j 255 3 5425 ,, \

sin ^E.nt -H c'm.nt— c.jit

sin ^E.nt— c'm.nt— c.nt

sin ^E.nt— ^cnt

sin ^E.nt— 2g.nt— cjit ef

sin ^E.nt — :>:g.nt h- c.nt ey'

sin j^E.nt-i- c'm.nt— ic.nt e't'

sin l^E.nt— c'm.nt— ic.nt e'e'

sin ^E.nt -\- c'm.nt— 2g.nt y'e'

sin /\.E.nt— c'm.nt — o.g.nt fe

765

128

2975 3

128- '^^

675 ,

256
^'^

99 ,

128^

9
-128^

1125 ,-m^
2625 ,

9

10841

256

439J9

192
'

3547567

8192

103321481

73728

'')

-m

128

21

128

21

52. Poui' faciliter la réduction en nombres de la formule qu'on

vient de trouver, ainsi que celle des différentes formules qui déter-

minent le mouvement de la Lune
,

je vais présenter ici réunis les

logarithmes des quantités littérales qui entrent dans la composition

des coefficiens , tels qu'ils dérivent des élémeiis numériques posés

dans les pages 483 et 4^4-
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Logarithmes des quantités littérales qui entrent dans l'expression

des coejjiciens des coordonnées du centre de grai^ité de la Lune.
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iNombic
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Nombre
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!

Kombre
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S 5.

Sur l'évaluation de l'intégrale / Ce"— E'^^ndt.

53, Pour réduire en nombres les équations séculaires de l'orbite de

la Lune , dépendantes de la variation séculaire de l'excentricité de

l'orbite de la Terre , il faut avoir préparée la valeur de l'intégrale

/(î'^— E'^)ndt. En conséquence, je vais m'occuper du calcul de celte

formule ; et
,

pour plus d'exactitude
,

j'aurai égard aux termes de

l'ordre du cube des excentricités des planètes, qui se trouvent dans

l'expression analytique de la variation séculaire de l'excentricité de

l'orbite de la Terre. Laplace a négligé ces termes ; mais il est

indispensable de les prendre en considération
,
pour éviter l'incon-

séquence de les négliger tandis qu'on tient compte de la troisième

puissance du tems dans le développement de l'intégrale /(s"

—

E'^^ndt.

J'adopte
,

pour un moment , les dénominations établies dans la

Mécanique Céleste , relativement à la théorie de la variation des

élémens elliptiques des planètes : et je pars du principe
;

que , e

désignant l'excentricité d'une planète m , on a.

de any/t— e" /dR\
d t e

"
\ cT^ /

pour l'expression séculaire du coefficient différentiel -j- , due à l'action

d'une autre planète m' : pourvu que la valeur de la fonction

75 ni'(.rx' -4-_)'-jk' -+- -s') m'

soit réduite à la partie explicitement Indépendante du tems t qui naît

de son développement en termes périodiques , après la substitution

des valeurs elliptiques des coordonnées.

La partie de R , dépendante de la longitude sr du périhélie de

la plaïKîte m
,

qu'on obtient par une opération conforme à cette

détlnition, peut être représentée par
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de sorte que , en faisant [/ 1— e^=i

—

^^'j on a

p^= m' an\3r-\-M" e"
-+- (M'"- 1 M' ) e^

j
e' sin (j^'-:^)

+ 2 m' a n M^'ee"' sin (asr'— 2^:^) — 2 m'an M^ e-fsin (2w— 2n),

Cette expression de — est relative à l'action d'une seule planète ; mais

on aura sa valeur complète, en faisant la somme des quantités sem*

blables qui se rapportent à chaque planète pertui'batrice. Le coef-

ficient M' se trouve dans la Mécanique Céleste : ceux désignés par

M" , M'" , ]\f^ je les ai calculés directement par la méthode

exposée dans mon Mémoire sur la Théorie de Jupiter et Saturne ^

imprimé dans le Tome 36 de l'Académie des Sciences de Turin.

C'est ainsi que j'ai trouvé
,
que en posant

(i—-'ia.cosO-^a) ^= ^b , -hb , cosQ-hb, cos 2 9 -h elc. ,

(i — 2«co5 9-+-a')"ï= ^bl-^-bl cosO-hbî co5 2

5

-h etc.

,

on aj

db. j cCb.
b. — a-T-^— ;ra

da 2 da.^

jy/rn _ «
jl (,)

db'^? d'b^? d'h\ d'b\

(') 7, r <') ». 7 (0

y,yrfii a ) d'b

,

d^b

,

d^b

,

a IVI = ôâ \ / ..î î 1 /^ „3 ï I ,.« ^

32) 4.a^__l+6.a'-^+ «
da'' ' doi} da.'*

n^ffr « \ ,

,

db

,

d'b

,

d'b, d'b

.
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32 jio.Os H-o-a
<^&

()

d^b.

da,
+ «*

«?a^

.(^'"-|.f)=^ g^N_g^^ dh'l
-7-^-4- o. a*—j-^

r^^j':'

^6.c^
d'b"' éh"]

da.^ da.'i

Ces formules se rapportent à une planète perturbatrice supérieure',

mais s' il est question d'une planète perturbatrice inférieure, il

faudra les diviser par a.

Pour évaluer les expressions de

d^b'!
)

ï

da^

d^b'! d^b'^ d^l^'^

dai

qui ne se trouvent pas préparées dans le troisième Volume de la

Mécanique Céleste , voici les formules que j'ai employées , suivant

les circonstances ( Voyez la page 898 du Tome 35 de l'Académie

de Turin et la page 3o6 du second Vol. des Exercices de calcul

intégral par M/ Legendre
) j

(^l — oc j a ï = o ,
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3rf'Z», 9 3 ^ 225 5 . 18375 , 138915 ,^-^^= 4
«-*- 16- «+ ^H" «'-*-2Mr^-+-^^^-5aar

^d'É'] 225 5 . 18375 , . 416745 „

3(/'Z»'' 15 , 1575 f, 6615 ,

ri a*

4^'^^'' 15 , ^ 4725 r, ,
33075 ,

, ,

Maintenant, pour former les différentes valeurs numériques de la

formule ni an. M' é sin^js'— ^^
,

je remarque qu'il suffit de faire

_ /___ 22741 ,„____ 700238 ir_ 341_ . y_ 137.84 rr__ 1586
p.—O, II— 4y^-g7p P- — 2546320' ^' ~ 1070,5' ^' ~ 3497,24' ^' ~ 179Ï8

dans l'équation posée au commencement de la page go du 3.'""

Volume de la Mécanique Céleste : alors on obtient

— o", 012433 . (centésimales)

"4- o, 044336

— o, 055282 ......
— o, 245726

— o, 001348

H- o, oooo56

pour l'action de Mercure;

Vénus;

Mars;

Jupiter;

Saturne;

Uranus ;

et par conséquent —o",270397 ( centésimales) pour la somme de

ces actions.

En réduisant en nombres les autres termes de l'expression de ~

j'ai trouvé les résultats suivans : mais pour ne point compliquer

inutilement ce calcul
,

j'ai négligé le terme multiplié par M'^ , ainsi

que l'action de Mercure et d'Uranus , à cause de l'excessive petitesse

de ces quantités.
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Terre et T^ènus.

5^3

Log. n = 6,6o2o525

405871 = 5,6o8388r

mn = 0,9986644

rx = 9,8593380

Log. m'n e'^ sin ( zî'— j? ) = 4? 1 967 1
7 5 (h-)

mneé" sm(^ î^'— z?) = 4,9723679 (-f-)

nineé" sin^pL'^s—irs) = 4>82Gi638 (+)

32 .rt

[:; 32 «(/!/'" -|M')=

1-3,76965 -+- 6,57484 -i- 86,6875

|-4- 217,0710-+- 17 1,7800= 478,3437

! 7,53940 — i3,i497 H- 130,2426

/-!-i7i,78oo = 296,4122

q .jiv \ 6.33107 - 17,9657 H- 26,8671

|-î- i76,i944-*- 134,3270= 365,7536

ï-og. ^-= 1,17409005 Log. -^.

—

-;f—^~
O'96*574o9

;

2 a M''
Loi = 1,0580891 (—).

m an
[
M" e'^-i- (M'"- 1 M')e'

\
e sin (z^'- z?) h- 2 m' a/iM" ee'^5m {ir^'— 2rô)

= o",oooo235 1 3 -j- o",oooo869i 8 — o",oooo76596 =: o",oooo33835 (cent.)

Terre et Mars.

Log. « = 6,6o2o525

2546820 = 7,4o59i3o

to'/z = 0,1961895

Ci = 9,0171024

Log. /?z'/i e" 5w( (^'— Î3- ) = 7,0048187 (—

)

ninée'' sin(^ sr'— jô ) = 5,5178727 (—

)

ni!nee'^sin{2Ts'— 2^3^) := 6,84807 i 2 (-h)

82.aM"= 1
— 8,218254-4,9120-4-44,9607

I -H 84,21 08 -i- 47 57808= 178,6456

Toma I •J^
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32.a(M"'-fM')= a

32.2«M'^=-«
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6,4365 — 9,8240 -H 50,52648

47,7803 = 94,9193

4,86701 — 12,6110 4- i4,8ii3

68,2713-1-49,4342 = 124,7728

Log. «M"= 0,5639448 j Log. a{J\T"-^M')= 0,28930705

Log. laM''' = 0,4080731 (-) 5

m an
j

M" e'-h (M'"- iM')e'\e' sm (j^'- <s) -h 2//1' «zî 31"' ee' sm (2^'- 2^)

=— o",oo37oo5 2 — o",000064 1474— o",ooo 5638^5=— o",oo43 2849-

Log. 71 = 6,6020325

1070,5 = 3,0295867

m'/i = 3,5724658

« = 9,2838993

Terre et Jupiter.

hog.m'n e" sinl^ iz —v; ) = 9,6180728 (—

)

i7ine'e^ siii(^ zs'— t:; ) = 8, 705 54 16 (—

)

m'nee'^sin^p.'^— 2^?) =: 7,9426944 (—

)

^— o,78oon-o,8o228-4-o,37oi I )

f-H 0,20433 -H 0,0091 8= 0,61 489 \

32.a{3r"-i3I')= a
K i,56oo2 — i,6o456-Ho,i2 26o

1-4-0,00918= 0,08724

( o,33834 — o,68'752-Ho,36i 23 i

I

-4- 0,08067 4- 0,0 1 836= 0,11108
)

Log. aM"= 7,5675467 ; Log. «(M'"-|M')= 6,7194650 j

Log. ia3'U'' = 6,8243852 (-) j^

m! an î/lf"e"^-(M"'-^M')e^l es/zz {^'~^)^ ini an3P^' ee"- sin (2^^'- 25t)

=r— o",oo 1 5333— o",0000 266 1 -h o",ooooo5849= — o",oo 1 554 1 •
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Terre et Saturne.

Log. n = 6,6o2o525

3497^24 = 3,5437255

m'n = 3,0533270

a = 9,0205477

Log. m'n e" 5/72 ( sr'— sr) = 8,5674763 (—

)

m'nee^sin{^ ^'— j? ) = 7,5189621 (—

)

m'neé^siniji'^'— 2?^) = 8,3369586 (—

)

\— 0,^21 id>2 -4- o,42463d -+- 0,059538 )

32.«/^/^= u\ >

14-0,027621 +0,00043898=0,091 101 \

, „„ , i 0,842264— o,84q27o -V- 0,0165726
32.a(M"'-ii)f')= « '

^ ^ '
^^ ^

' '

/-t- 0,00043898 = 0,010006

o n^w \
0'0993B4 — 0,19966 + 0,100667 i

(-1-0,00987 12 -H 0,00 18906= 0,012153
j

m' «»
{
M" e'"-t- (M'"- 1 M') e^ } e' sin (^'- 1^) -+- 2m «72 M^^ee'^ «Vz (2^?'- 23t)

=— o",ooooi 102 5 — o",ooooooi533+ o",oooooo865o=— o",ooooio3i3.

En réunissant ces quatre résultats on obtient

o",oooo33835— o",oo432849— o",ooi554ï — o",ooooio3i3= -o",oo585907

pour le second terme de l'expression de ^-: de sorte que , on a
j

£=.— o",270397 — o",oo5859=: — o", 276256.

54. Maintenant, si l'on reprend la lettre s' pour représenter l'excen-

tricité de l'orbite de la Terre correspondante au temps t , on aura

Il =. iE'— t . o",55 25 1 2 — f . o",oooo207

au lieu de l'équaiion donnée
,

pour le même objet , dans la page

1 09. du troisième Volume de la Mécanique Céleste. A la vérité , le
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coefïîéient de f exigerait aussi la correction relative au cliangement

dans les masses des planètes ; mais sa petitesse diminue l'importance

de cette correction.

En multipliant par 25^ les coefficiens de t et f , on obtient, en

secondes sexagésimales
;

2e' =: 2j5" — ^.o", 17901 39— f.o' ,0000067 I :

et en parties du rayon du cercle pris pour unité
;

2b'=2E' — f. 0,000000867885 —f.OjOoooooooooSaSi.

Il suit de là que
,

e'^— jË"':=— j^. 0,00000145926 — (j^) .o,oooooooo3652
j

f^^^—E'^) ^^=- ( ip
)'

• 0500007 2963 —
( i4 ) • 05000000 1 2 1 7

.

Donc , en multipliant le second membre de cette équation par

n=: i7325593",54 on aura

/V"-'e")'-''=-(4)"-'^64",.2,-(4y.2",,o8.

On obtient de la même manière

s''— ^"*=— 1^. . 0,00000000080755
j I Ij'' - E"'')ndt=— i:^^ .o",6995;

e'^

—

E"'=^—j^. . 0,0000000000003425 f
{t"^'—E"'^ndt-=— (ttt7. ) •o",ooo297;

(s"—i5'")'=( j^j .0,0000000000020455 I(J^ - E'^yndt= (ï^) o",ooi 179.

Si l'on voulait exprimer la valeur de l'intégrale /(e'^— E"^ndt ^ en

tenant compte de l'erreur qu'il peut encore exister dans la masse de
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Vénus et celle de Mars on supposerait, que ^^^ , ^^^ dési-

gnent, respectivement, ces masses j et alors on trouverait

2£'= iE'—t
{
0,000000867 885 — 0,000000 1 3929. fx/n- 0,000000 1 'l'^Çi. ,u./"

j

— f .o,oooooooooo325i
j ,

d'oîi l'on tire
5

s-'^—E"'=.— jp I
0,00000145926-0,00000023420. p/-4-0,00000029201.p-/"|

—
(ïUô)

-05000000003652
;

/ (J''—E'^)dt=. — (j^) 10,000072963-0,00001 1 7 io./ji/h- 0,0000 i46o5.p./i

" ""(ï^)- 0,0000001217;

/(s''-^-)^^i= -.(4y{I264^I27-.2O2;83.p>253>4.fV1-(4)^2^I08

En désignant par C le coefficient par lequel on doit multiplier

cette quantité pour former l'équation séculaire du mouvement vrai

de la Lune , on en trouve la valeur développée dans la page 4^5
;

mais relativement aux termes multipliés par p./ ,
p.^" il suffit de

prendre C=— 2"^ ' ^^ ^^^ donne

C/(s'^-^>^^= -~(4yji264'',i27XC+i'',7028.f;,'--2'',i237.//',}

La quantité

^°°-^-(iio)h^64^i27.C-^-i^7028H;-2'',i237.p.;|--(4)V,io8.C.

constitue ce qu'on a coutume de nommer le moyen mouvement

séculaire de la Lune. Mais cette dénomination est vicieuse
j
puisque
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le rapport de l'espace au tems n'exprime pas la vitessse dans les

mouvemens qui ne sont pas uniformes. Il est plus exact de dire que

la quantité loo.n, augmentée du coefficient différentiel de /(s"

—

E'^^ndt

pris par rapport a rrrrr ; c est-a-dire

A^==ioo.7i— (j^j|2528",254xC+3''4o56.,a/—4^2474•P-.''|— (|[iî5)
Ç>\^^^^^C

constitue la vitesse séculaire moyenne de la Lune.

En prenant successivement Z=— 100X20 , f=ioo , on aura

iV= ioo.n-h2oX2528",2 54xC-+-68V 1 2./V-84",948:^-;"-(2oyx6",324xC

iV'=:ioo.7i-2528",254xC-3",4o56/x/-4",2474p,'"-6",324xC,

pour les moyennes vitesses séculaires qui répondent au temps

^Uipparque, et au. 19.''""' siècle de notre ère 5 de sorte que

iV'-iV=:-2iX2528",25iXC-7i",5i76.;V-t-8o",70i./^>399X6",324xC

exprime la différence de ces vitesses. Si l'observation immédiate

donnait un résultat différent de la quantité

-2iX2528",25i.Ch-399X6",324.C,

on pourrait expliquer la discordance , en l'attribuant à la partit

-7i",5i76.p,'-t-8o",7oi.ju/".

Mais en cela il y a une limite, fixée par les valeurs probables des

masses de Vénus et de Mars. On ne pourrait pas
,

par exemple
,

expliquer par ce moyen l'augmentation de N' qui serait produite

jours

par une augmentation de o, 000000 1 dans la durée du jour moyen,

comparativement à la durée du jour qui avait lieu au temps à'Hip-
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parque'^ ou qui serait produite par toute autre cause étrangère à la

gravitation. Car , cette petite fraction du jour répétée autant de fois

jours

qu'il y a de jours dans une année julienne devient égale à o, ooSôSaS :

or, pendant ce temps, laLune décrit un arc de i73,"2= gg|-2gXo,oo3652 5,

et on ne pourrait pas supposer l'équation

-7i",52./x/4.8o",7o.p,"'=i73",2, .

sans supposer à y.' et ///" des valeurs incompatibles avec les masses

de Vénus et de Mars qui résultent de l'ensemble des observations

astronomiques. Si donc une cause quelconque était capable d'altérer

de 0,0000001 la durée de la rotation diurne de la Terre , l'obser-

vation de la vitesse séculaire de la Lune , serait propre à faire

connaître l'existence d'une telle altération (""),

J'aurais désiré pouvoir insérer ici l'expression séculaire de t et

celle de 1 (^e^—^£"')udt , en termes périodiques; mais je donnerai

ce résultat ailleurs , n'ayant pas encore achevé d'une manière satis-

faisante les calculs qu'il est nécessaire d'exécuter pour modifier con-

venablement l'expression analytique de l'excentricité de l'orbite de

la Terre publiée par Lagrange dans les Mémoires de l'Académie de

Berlin pour l'année 1782. (page 272).

55. Après avoir considéré la variation séculaire de l'excentricité de

l'orbite de la Terre , il fiut remarquer
,
que l'action de Jupiter sur

notre planète introduit dans l'expression de la partie variable de cette

C) Ceci peut servir d'explication à un passage qu'on lit dans la page 176 du S."-""-' Vol. de

la Mécanique Céleste. Le nombre i3,"5i dont il est question dans ce passage s'obtient en

nommant x l'erreur existante dans le coefficient qui multiplie (-77:7-,) dans l'expression de

C
I

(b'^— E'^)ndt: alors 2îr7Tr|x sera l'erreur svu- la vitesse séculaire moyenne: en y

faisant £=29x1^''^, on aura l'équation 40 .x ^:o34,' G ,
qui donne xrr:13,'4.
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même excentricité un terme périodique , dont la période est égale à

oelle de la grande inégalité de Jupiter produite par l'action de

Saturne.

La forme de ce terme est telle qu'on a

£ — t =z —— -— cos \ on t — in f -ï-Da — 2 s -I-? ;

A désignant un coeiïicient de Tordre du carré des excentricités des

orbites de Jupiter et Saturne 5 m'^ , m^ leurs masses respectives 5 et

11'^' t-¥-i" , iz''t-\-£' \q\ixs longitudes moyennes. En conséquence, l'in-

tégrale ^ni'fij."'— E'^^ndt renfermera le terme

3 I inE' . ni" ni^ K • ( r v ^ iv * . -^ v „ iv , )

2 ( 5ii^ — a/i'" j^ (
'

)

qu'il est nécessaire d'évaluer afm de fixer les idées sur sa grandeur

absolue.

A cet effet, je réduis l'expression de ~ posée plus haut (V. p. 570) à

de' f f 1

-j-=z a n m
ci t

3I'.e" si7i{?^" --')
,

et je regarde m" , e'" ,
^"

,
31' comme appartenans à Jupiter et à

son orbite. Alors en désignant par ^e'" , îi^'" la variation de e'"

et îxr"' due à l'action de Saturne , nous aurons l'équation

'L^= a' 11' m'" M'
j
5e" siu (^" - z^' ) -t- e" oV" cos ( t^'^ - ^'

) j ,

pour déterminer le terme principal de la variation correspondante de

l'excentricité de l'orbite de la Terre-

Cela posé si l'on fait 0=i^iï' l—iii^ t-hr^t' — i^'^ et si l'on prend

( Voyez p. 23 du 3.'""" Volume de la Mécanique Céleste )

i?= M(°' e'' cos {Q- 3^^ ) -4- M'" e" e" cos (0- 2^' - ^'^
)

+M^^^
e' e'" cos (3 - z^^ - 2^0"'

) + 3P^ e"' cos (Q --3^")

H- M-'^ e" / C05 (ô - zô^ - 2 n ) -^ M^" é" f cos (9- z^" - 2 n )
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il est évident , en vertu des équations

e"' èe- = a'^ ji'^fdt{^) ,
é" ^^'^ = - a^ ,rfdt[^ ) ,

que les valeurs de ^e" , e" ^s-" qu'il faut prendre pour l'objet actuel

sont celles-ci , savoir

ôV" =-— "^l

""
„ , l-h 2«^ M^^' e" e" C05 (a— t?^ - 27^"

)

a" i)/^"' e^^ sin (0— 25s-' — t?"
)

[-4- 3a^-3i<'''e'"5m(3 -3î^'^)-Ha^'YW''^7'5/« (5- îô"-2n)
^

La substitution de ces valevirs dans l'expression précédente de -j^

donne en intégrant
j

où l'on a fait
,
pour plus de simplicité

;

P= a" 31'-'^ e" cos 2^" + 2a" 3/'^^ e'" e" cos (^^'^ + 1?") -

-h Sa" 7î/'''e""co5 2c:?'" +a" M'-'^-fcos ail
j

Q= a" il/'"' e"^ sin 2^" -t~ 2 a" /J/'"' e'" e" s/Vî (t?" -4- ^^r'

)

-+- 3a" M'^^ e""' sin 2 z?" -h a" M'-'"^ 7^5m 2 II.

Donc en faisant

P= i/PmT^.co^çj
,

Q— i/p'-i-Q^.sinf ,

il viendra

^j a' n'

Tarn I

ii' { Su"' — 2/1"' Y ^ '>
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Mais , la variation de l'intégrale ^iri'f
(J''
— E^'^ndt peut être expri-

mée par 'im^nEjdi.^î: ainsi il est manifeste, que l'action de

J^upiter sur la Terre est réfléchie à la Lune , de manière que l'ex-

pression de la longitude vraie de ce satellite en fonction de sa

longitude moyenne renferme l'inégalité

Cette même analyse fournit aisément le terme correspondant
,

que

l'action directe de Jupiter sur la Terre introduit dans l'expression

de sa longitude vraie. Il suffit pour cela d'associer à la valeur de
^^

celle de ^' -j- •> en observant qu'on a d'abord

et que de là on tire

dt
= -«'«' nir M' .

j
^é' cos ( ot"'_ z^r' )_ e"' B?^" sm ( w'" - ^r'

)
}

de sorte que on obtient , en substituant ici les valeurs précédentes

de Be" , e" B^"^ et intégrant
j

£'fe'=-—-^- -—- \Psm(ô— ^ )— (Jcos(Q— ?:! )\ .

ou bien

c m = TTT-i; i^TTi
^ SllliO— J3- 05 ).

ay [511* — inr
)

^ ' '

-^r en nommant W la perturbation de la longitude vraie de la

Terre , on sait que

Bv— B{n't + e,)-h2^.\ i'sin^nt-^B^ — vi') }-i-etc.
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Mais il est aisé de voir qu'on peut ici négliger les termes donnes

par la variation de la longitude moyenne Ji't-he,
,

puisque la seule

considération de l'équation

a (ii't H- £, ) = Sjfa' n'dt.d.R-^2 a'^fl^ '^ ) ràlt

démontre, que ces termes ne seraient pas divisés par 5»" •—•271"'
. En

conséquence il suffit de prendre

V= 2 de' . sin (ji't -4- £,— (37'
)— 22' ^zô' COS (n't -h s,— ^3•'

) ;

d'où l'on tire

W = —^- „ ,^
^ . Sin (lit+ £.— g -h y).

On voit par là que cette inégalité de la Terre et la correspondante

de la Lune, sont dans le rapport du nombre 2 à la quantité a ^^ "
•

Maintenant
,
pour réduire en nombres ces formules , on prendra

i«^Mt-'= 7?î\ 9,607 4688 ;
«^ Mf^'=-m^ 5,8070750

j

^^ ' ' ' ' jav^(3)^ /;î\ 1,1620203 ; a'3P'^=z /?/. 0,3320744.

Log. 6"= 8,6819347 5 Log.e'= 8,74992645 Log.7= 8,3417429

^^= 10°. 21'. 4"
5

^'= 88°. 9'. 7"; n= 125°. 44'. 34".

a' n' nt'" M' _ 5,12974 Ç**\
^

n"' _ 337212094
. y 1

511" — 211" ~ 4528,387 ' Sii" — 2.11" 4528387 '
'^ — 35Ï2

'

T 'ï" 3^^/ 5 « 17323593
Log. ,- = 9,7366493 ', 5,v_,„v = -1467- J

Log. 3/;^^^' = 6,45o6io4 -, Log. -^^^ = 0,5228683
;

ce qui donne
;

C) Voyez p. 124 du 3."^"= Vol. de la Mécanique Céleste.

(**) Voyez p. 87 du même Volume,
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P^-w''. 0,018179=--^^^ ; Log. P=47i4oi55 (-)

Q= -m''. 0,026395 =-5^^5^j Log. Q= 4,8759G72 (-)

|-= Tang.9= j|g|5 9= 55°. 26'. 37".

Log. |/FTQ^ = Log.^= 4,9602663

Log. ^p/PMl-g^ = 4,69691565 Log. "^^^^^ = 0,0113407.

La' n' in^^ . M' r / c: t 'i'" o f i-

og- ^.v_„,v =7,o54i5i9
5 Log. .^-^-—^ = ,,8719595 :

Loe. 2. —^T^-j .,,, . .n = 0,2384821 (— ) :

et par conséquent

oV= -o",i732.5w|nV-i-£.-5+55°.26'.37"|.

-/^Çn^^=4-o",2886.5w{ ô - ^' - 55°. 26'. 37" |.

Ces résultats s'accordent, à-peu-près, avec ceux que Laplace a publiés

dans le Yol. de la C." des Tems pour l'année 182 1 (V. p. 268-270).
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§ 6.

Réduction en nombres des formules posées dans les pages

485-501 et 574-584.

56, Cette opération est évidente, puisqu'elle consiste à réduire eu

nombres tous les coefficiens des argumens , à l'aide des élémens

donnés dans les pages 585-588 et 596. Cependant
,
pour plus de

clarté, je dois avertir le Lecteur, que^, dans les équations suivantes,

le nombre entre les deux petites paranthèses qu'on voit placé à

côté des parties constituantes de chaque coefficient indique
, que

la partie qu'il affecte , résulte de la soinm;e algébrique de toutes

les quantités de l'ordre exprimé par ce nombre, qui entrent dans la

valeur analytique du même coefficient. Cette séparation des quantités

des différens ordres rend sensible la convergence des séries qui

expriment les coefficiens des inégalités Lunaires , et offre le moyen

d'évaluer par induction le reste de la série , dans le très-petit

nombre des cas où la valeur de ce reste mérite d'être prise en

considération. On reconnaîtra les parties qui ont été ainsi calculées

par le signe (ind.) placé à côté d'elles.

Réduction en nombres des formules posées

dans les pages 485 et 486.

0,008392850 (2) — 0,000 i4i 759 (4)]

i-i- 0,000095682 (5) —0,000028553 (6) V /(s'*— E"'')dv

y"*, ) I -i- 0,000025333 ('7')= o,oo83435o2 )

|o,oio49io63(2)-4-o,o362334i4(4)=05o46724477| /G"''—-Ê"*y^i

0,0001 58489.(4)y(s'^-^'0^^t'-i-o,oi 22395 1 (2 )y(£''-F'')<^t'
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0,004196425 (2)-*-o,oo2942793 (3)

-j- 0,000028004 (4) +" 0,000273200 (5)y j-t\^y
j jj\ ^v =^,. 0,008150036

-H 0,000080293 (6) -H 0,000023969 (7)1

-h o,oooooo26-+-o,000009923 (ind.)

(i — c)ç^-W2?f/i'=/ l 0,006294687 (2) -4-0,01079026(3)
j

•H- 0,007532435 (4) -4- 0,00401751 5 (5)1 /ls"—E"-)d^

4-0,00323765 (ind.) = 0,08187250 \

0,0078688 (2)+ 0,02354285 (3) I r"

,

= o,o8i4io6 ^-^

[— 0,004196425 (2)-»-o,oooi 177 12 (3)

0,000056761 (4)+ 0,000002456 C5)l
' ^

^ ^ ^\ = -^.0,004021595— o,oooooi368 (6)— 0,000000861 (7)1

•0,00000026 — 0,0000001 1 (ind.)

(i -g)v-hfodv= / 1 — 0,006294657 (2) -4- 0,00043 161 (3)i

l-H|-+-o,ooo834944(4)4-o,oooi88o87(5)|y(£'^-£'")f/J

'=— 0,005389996

— 0,0078688 (2)-i-o,ooo94i69(3)

= — 0,00692661
fy"-E")dv

En substituant dans ces expressions les valeurs des intégrales données

dans la page 596 , on aura

/^^^^= -(4y-^«"'57998-(4y.o",oi7588;

(l — c)ç'-4-/3yf/i;= jrr_H-t>.0,Oo845oo56— (j^j .4o",3 I 287— (^Uô) "'5067187;

{i-g)v-^Jèdv= e.— v^.o,oo4o2i595-H(j^y. 6",82986H-(j^yo",oii38i;

où w et Ô, désignent les constantes arbitraires , ou époques
,
qui

sont censées comprises dans les intégrales 1 vsdv, j Qdv^ On trouvera

dans le § suivant la valeur numérique de la constante de la parallaxe.
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7

Expression numérique de la longitude moyenne de la Lune

en fonction de sa longitude vraie {Foyez p. 487-496).

7it-i-z= v-h f çdv -J-

2 2626", 2 55 (i) — 49"5073(3)

sinw ^-6",659(4)-t-4",6o9(5)-!-i",i97(6)} =-22675",8i4

[+o",366(7) + 352",586(£"-£'^)

(h»465",375(2)+ o",i36(4)-2",o4o(5))
,,sm2cv < > =+ 4o2 ,205

j-o",822(6)-o",238(7)-o",ii6(8) \
^

'

^

sinSci^ |-ii",344(3) + o>37(5)f =- ii",3o7

siniw
|+ o",292(4)| =-î- o"j292

sinSw
j
— o",oo8(5)! =— o"50o8

singv—fv
|+ 8",932(2)-t-o",i7i (3) S

««2« =+ ^",577

singv+Jl' |— o",343(2)l (Voyez p. 425) =— o",343

U4i8",234(0-i2">846(4)) ^. ^, „ .
smisv \ > =-+-4oo ,800"

/-Hi",37i(5) + o>46(6)
\

sin/igv |-ho",425(4)! =-f- o",425

j+9i",757(3)-28",956(4))
__sm2sv — cv \ } =+ 50,593^ j-3",oo4(5)-o",2o4(6)

j

-^ -"

sin2gv-k-cv {— 2 2",94o(3)-f-o",576 (4) i
=— 22",364

^m 2gv-o.cv \- o",63o (4) - o",794 (5) -4- o",344 (6) l = - i>8o

sin 2gv -^"icv
I
+ o",944 (4) [

= 4- o",944

sinigv— d>cv |
— o",o78(5) + oV87(6)

S

=-«- «Vog

sinzgv-^^cv
I

— o",o35(5)î =- o",o35

sin^v— cv |-4-o",io5(5)î =+ o",io5

5tw4g'^-*-cp |— o",o35(5)| =— o",o33
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sinc'mv

sin 20 mv

sin^cniv

sin ^c'mv

sùicv+ c'mv

sincv— c'mv

sincv— ic'mv

sincv-\- 2c'm>>^

sin cv— dtc'inv

sincv+ 3c'mv

sin 2CV— c'niv

sin icK'-^cmv

sin 2cp-t- ic'mv

sin icv— ^c'mv

sin 3cv -+ c'mv

siti^cv— c'ms^

sin igv— c'mv

sin 2gv -i- c'mv

sîn 2gv -k" 2c'mv

sinagv— 2c'mv

THEORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE

H-778",263(2)-7o",899(4)-28",3i7(5)|

-7",877(6)-i'U44(7)-i",387(8) I

j
+ 9",8i3(3)-i",o42(5)-o",79i(6)|

|
+ o",i62(4)!

j-+-o",oo3(5)|

•-h32",oi4(3)+ 2o",654(4)
j

j+io",658(5) + 5",994(6)

!-t-i",665(7)+o",534(8)-+-oV7(md.))

^-32'>l4(3)-44",202(4)
j

-2 2",4i3(5)-io",467(6)
.

I

U4",52o(7)-i",996(8)-i",4(ind.))

— o",4o4 (4)- o",7 29 (5) - o",455 (6) \

+ o",4o4 (4) + o", 1 94 (5) + o", 1 59 (6) S

— o",oo7(5)i

4-o",oo7(5)|

+ i",3i7 (4)+ i",659(5)-}-o",822 (6) i

-i",3i7(4)-i>09(5)!

— o",oi7(5)|

+ o",oi7(5)|

-+-o",o48(5)|

-o",o48(5)}

-i",i83(4)-o>92(5)-j-o>34(6)j

-hi",i83(4)-o",i88(5)|

+ o>i5(5)!

-o>i5(5)|

=+668",339

=+ 7".98o

=:-!- o",l62

=+ o",oo3

=+ 7i",689

=— 1 17 ,012

=- i",588

= H- o",757

=— o"5007

= -4- o",oo7

= + 3",798

= - 2",326

= - o",oi7

= -+- o",oi7

= -<- o'>48

=— o",o48

=- l",24l

= -+- o",995

= -4- O ,Ol5

= - o",oi5
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sin 2gv— cp -*- c'mv \+ o",389 (5)

}

=+ o",389

sin2gv— cv— c'mv \—o",3Sg(5)\
,

=— o")389

sin2gi'-^cv-¥-c'mv \
— o",o32(5)| =— o",o32

sin 2gv "^ cv— c'mv {+ o",o32(5)| =:-t- o",o32

(- 1586",887 (2)-2 7o"444(3)

simEv |-39",383(4)-4>o2(5)-o>64(6) }=-i9oo",834

(-0>25(7)-0>29(8)~28",0420'-^'0

j-=.3i73",388(2)-ii27",524(3)

sin2Ev-cv |-295",8ii(4)-67",7o3(5)— i2",i87(6)}=-4678",45i

(-i",687(7)-o",i5i(8)-94",i430'-^'0

.
(+1 26",599 (3) + 1 7"4i 7 (4)+ 2^399 (5) )

sin2Lv-^cv { >=H- i4-o ,3q2
(+o",o99(6)-o",i22(7)-4-i",85i(£'^-^'^)J ^ '

-^

. ,
i4.i3",34i(3)-o",8o6(4)-o",228(5)|

sin2h\>-ircmv { ^ , ^ , ^ >=-!- 12 ,067
JH-o",255(6)4-o",242(7)-4-o",i63(8)

j

'"* ^

. _ , U93",386(3)-3i",425(4)-9",586(5)J
siniLv — cmv \ \-=.— i3o ,qqq

]-2",259(6)-o",369(7)+ o>26(8)
\

'^^^

j~i3o",539(3)-i9",963(4) \

sin2Ev-2cv j-i5",o83(5)-7",243(6)
[ =- i77",439

(-.3"4i2(7)-i",i99(8)-o",96(indo)

.
j-7o",39o(3)-Hi2",876(4)(

5w2^t;+ 2cç> {— 7",o52(4)-o",654(5)
j

=— 7",7o6

sin2Ev-\-2gv |-3",2i8(4)-o",3o8(5)f =- 3",526

sm2Ev-h2c'mv
{
— o",o33(5)( =— o>33

. ^ ,
i-3",8i4(4)-i",856(5))

sin2Ev-'2c'mv \
' ^^'^

\ =- 6",8'72
(-o",888(6)-o",3i4(7)( ^

Jbme / 58
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CHAPITRE COMPLEMENTAIRE.

sîniEv— ^gv-^cv {-h io",939(4)— 1",434(5) \

sm2Ev-h2gv-i'Cv {-Ho",385(5)}

|-3",8i3(4)-2",3oo(5)

Ui>i6(6J-o",329(7)

sm2Ei^+ 2c'mv-cv {+ o",673(4)+o",895(5)+o'',435(6)j

siii 2Ev— 2cmv —cv

sin 2Ev— 2cmv -^cv

sin 2Ev -4- 2c'mv— 2cv

sin 2Ev— 2c'inv— 2cv

sin 2Ev -H 2c'mv— 2gv

sin 2Ev— 2c'mv— 2gv

sin%Ev-^2gv— 2CV

sin 2Ev— 2gv-i-2cv

sin 2Ev— 2gv— 2W

siîi2Ev— ^gv

sin^Ev— ^cv

sin 2Ev+ 3c'mv— et»

sin 2Ev — 3c'mv — cv

sin 2Ev -t- cmv— %gs?-^cv

sin 2Ev -+- c'mv— 2gv— cv

sin 2Ev— c'niv— 2gv -4- cv

sin 2Ev— c'mv— 2gv— cv

sin 2Ev H- c'mv -}- 2gv— cv

sin 2Ev — c'mv+ 2gv— cv

+ o",3o4(5)|

-o", 189 (5)1

-o",i57(5)}

-H0",G20(5)|

-o",o85(5)}

-o",6i8(5)}

-o"4o6(5)|

-ho",o35(5)}

-o>47(5)l

-o>33(5)}

H-o",ooo4(5)

-o",io6(5)}

-o",i84(5){

H-o>32(5)i

-Ho",429(5)l

-o>79(5){

+ o",o54(5)|

-o",i26(5)|

6ir

=-H 9",5o5

= -H o",385

=- 7"458

= -l- 2",Oo3

= -4- o",3o4

= - o",i89

= - o",i57

= -*- o",020

=- o",o85

= - o",6i8

=- o",4o6

=4- o",o35

=- o",o47

=- o",o33

= H- o",OOo4

=- o",io6

=- o",i84

= -4- o",o32

=+ o",429

=- o",o79

=-H o",o54

=- o",I26
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(+72",9îo(3)+ 33",8i8(4)
j

sînEs^ 1+ io",7io(5)-»-4",572 (6) |(i -p) =-M2i",489

(-i-i",934(7)-i-o",86o(8)-»-o",5(ind.))

. „ (+I0",999(4) + 4",232(5) )/ i\__. ^nr,

(-3>oo(4)-i>77(5)/a IX _ ,.30,

(-o",299(6)-o",i07(7) p '*''/

(-2i",855(3)-t-7",357(4))/ jv

sinEv—c'mv {- i",226(4)-+-i",202(5)-t-o",i57 (6) } =-4- o",i33

sinEv— zw |-4-o",i65(5)} =-*- o",i65

swZiV-i-2CP |-i-o",iio(5)( =-t- o",iio

siiiEv—zgv \-ho",Sii{5)\ =-(- o",8i4

sinEv-h2gv jH-o",o74(5)',? =-»- o",074

sinEv+ 2c'mv |-ho",oo3 (5) J

=+ o",oo3

sinEv— ic'mv |
— o",075(5)} =— o",075

swî^t;-t-cW-w ;-i",498(4)-M",o32(5){ =- o",466

siiiEv-^c'mv-^cv {H-o",899(4)-o",3o3(5)} =-t- o",596

sinEv— c'mv—cv j+ o",o25(5)i =-»- o",o2 5

sinEv— c'mv-^cv
|+ o",o5i(5)| =-+- o",o5i

sinEv-Jhc'mv— o.cv |— o",o82(5)i =— o",o82

sinEv-^c'im-^zcv |— o",o33(5)i =— o",o33

sinEv-^c'mv— igv
i
— o",o37(5){ =— o",o37

sinEv •+•cmv -¥ 2.gv \
— o",o 2 1 (5) S

=— o ,021



CHAPITRE COMPLÉMENTAIRE. 6l3

sm^Ev l „ / n1(*~45) =" 2 '442
J-o',29i(6)-o",io7(7))V **/

sin3Ev— cv {h-o'',3o9(5)h-o",o77 (6)-t-o",oo5(7)î=-i- o",39i

sînZEv-^cv {-ho",i56(5)} =+ o",i56

sin3Ev-^c'mv {-i-o",i45(5) | =+ o",i45

sîn^Ev— c'mv {— o",ii5(5)| =— o",ii5

sin 3Ev—2W {+ o",64o (5) | = -t- o",64o

sm3£'p— ag't^ |-l-o",247 (5) | =H- o",247

«ra3jE't>-ï-cV^zç'— cp |4-o",i26(5)| =4- o",i26

««4^^ j-H7",i39(4)+o",846(5)H-o",8o5(6)! =-t- 8",79o

. ,^ (-i-i7",756(4) + 7",3i8(5)i
sm4E^-c^ y^ ^:^^ ,

' ^
-^

=-^28",368
(h-2",592(6) + o",702(7))

sm^Ew-i-w {-i",o38(5)| =- i",o38

sin4.Ev-hcmi>
{
— o",i2o(5) — o",oo6(6)

|
=— o",i26

sinAEv- cmv
\ -h o",84o (5) h- o",3 i 6 (6) |

. = -t- i ", 1 56

•

,j,
+9'>54(4)+ 4",588(5)+i",363(6)i

sinAhv— 2Cv { >= -t- ï5 ,/l'73
;+o",373(7)+ o>95(8)

j

'^^

siii^Ev-igv {4-o",329(4)+o",i93(5)-o",072(6)|=-j- o",45o

5m4£'p-4-cW-w j-o",448(5)-o",ioi(6)-i-o>43(7)î=- o",5o6

sin4Ev-c'ms>-cv |-l-i",74i (5)h-o",952(6)+o;358(7) | =-i- 3",o5i

sin/^Ev-3cv |-t-o",355(5)| =^- o",355

5m4^t;-2g^i;-6v |H-o",i63(5){ =-i- o",i 63

5m4£'v> — 2g-t'H-w
|— o",oi8(5)| =— o",oi8

sin/^Ev^c'mv— ^cv j-o",3o8(5)} =— o",3o8

sin\Ev— cmv—2cv
|+ o",7i8(5)J =H- o",7i8

sin^Ev-^-cmv— 'îgv {— o",oii(5)} =— o",oii

sin^Ev —c'inv— 2gv {+ o",o26(5)^ =-h o",026.
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Expression numérique de la latitude de la Lune en ^nction

de sa longitude vraie [ployez p. 5g6-5oi ).

L= Latitude de la Lune=

sin^gi' }-H i2",556(3)-t-oVo2 (5) |
=+ 12",558

sin5g\^ j-+-o",oi5(5)| =-»-o",oi5

j-5",7oi(4) + o",i6o(5)
l _

singv-^cv \ „ , ,^. „ .si ^ '"^^"^
^ j+o",i4i(6)+ o",oi7(7)

\

(+i7",io2(4)-t-i",9i9(5)/
-_i.to"/i^5singv-cv i ,fo/Q/^N ft oar \ l
—4-19,430

^ |-Ho',348(6)-+-o>86(7)
)

-34'>6(3)+ 8",8i7C4)) _ ...
^ 7+o'',25i(5)-t-o",i42(6)

singw-^2cv |-+-o",2i8(5) =4- 0,218

5mg-p— 3ct^ {— o",o 11(6) — o'',oo4 (7)1
=— o",oi5

sin3gv— cv {-Ho'',o4(5(6)— o",oo8(7)} =+ o",o38

sin3gv — 2C9 j
— o",i77 (6)-+-o",072(6){ =— o",io5

. ^^ . (+26V83(3)-i",884(4)) -.^,yn5i

i-26",283(3) + o",246(4)|
sinsv — cinv \

, ^ , ,., ,, ro//:\ \
o'',5o4(i>)-t-o",2 53(6) (

=— 25", 280

singv-¥2c'inv j-4-o",332 (4)— o",oi9(5)
|

="<- o",3i3

singv-2c'niv |-o",332 (4)-o",oio(5)-ho",oQ4(6)
j

=- o",338

singv+ icUnv {-<-o",oo6(5)

}

=+ o",oo6

singv— 3c'mv |-o",oo6(5) |

=— o>o6

sin3gv-i-c'mv }h-o",o55 (5)

{

=•+- o',o55

sinSgv— c'mv |— o'',o55(5) |

=— o'',o5j



singv-\:'Cv-¥dmv

singv— cv— c'mv

singv-^cv— c'mv

singv— cv-^c'mv

sîn gv— 2CV— c'mv

&ingv— 2Ci>-i- c'mv

singv— 2CV -k-c'mv

singv -{-cv— 2c'mv

singv— cv +• idmv

singv— cv— idmv

sinjv }

—

I o",44o ( 1 )"

siniEv— gv

siniEv-^gv

siniEv-^dmv—gv

siniEv—cmv —gv
sin iEv-\-dmv-\-gv

sin 2Ev—cmv-^gv

sin2Ev—gv— cv

sin^Ev-^gv-hcv

siniEv— gv-^cv

siniEv-^gV'^cv

CHAPITRE COMPLÉMENTAIRE. 6l5

-o^i44(5){ =- o",i44

-4-o",43i(5)l =-*- o'',43i

-o",i44(5)}
,

=- o",i44

+o",i44(5)| =-H o",t44

+ o",i48(5)| =-i- o",i48

-o",i48(5)| .. =- o",i48

— o'',002(6)| =— 0",002

— o",oo4(6)} =- o>o4

-4- o",o 1 1 (6) I
= -i- o",o 1

1

— o",o 1 1 (6) (
=— o",o 1

1

-o", 1 95(2)—o", 1 6 1 (3)=— I o",7g6 ! ^//z2m=— 7'',886

(+52i>66(2)4-9",744(3)
)

|— 3",492(4)— o"ji35(5) > =Hh52 7",oii

Uo",i73(6)+97",i2(s'^-^'0 )

I

- 1 ",o59 (4)- o"4oo (5)- o",o54 (6) I
=- i ",5 1

3

|-8",75i(3)-i",556(4)-o",i57(5)j=- io",464

j-t-2o"443(3)+ i",775(4)+o>25(5)|= H- 23",243

{-o",oi7(5)| =— o>i7

}-+-o",o4i(5)
(

=H- o>4i

5-i7",io5(4)-3",i99(5))
^__ ^^^^

î-o",556(6)-o>88(7)
\

'^"

|-4-o>32(6)| =-+- o'',o32

{-j-5",7oi (4)+ o",55i (5) -o",o33(6)! =+ 6",2T9

{--o",8oo(5)~o",257(6)-o>42(7)!=- - i>99
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sin2Ev~-2Cv-hgv

sin 2Ev+ 2cv--gv

sm 2Ev— 2 cv— gv

s171 2Ev— 3gv

5m 2Ev -+- 2c'inv—gv

sin 2Ev— 2c'mv— gv

sin 2Ev — 3g-v -+ ci>

sin2Es>-\-gv— 3w

sin 2Ev -+- 3c mv —gP

sin 2Ev— 3c'mv—gv

sin 2Ev •+• c'mv— 3gv

sin 2Ev— dmv— "igv

sin 2Ev— "^gv -4- 2CP

sin 2Ev-^ 2c'mv —3gv

sin 2Ev -+- c'mv—gv-^-cv

sin 2Ev— c'mv— gv-^ cv

sin 2Ev+ c'mv—gv— cv

sin 2Ev— c'mv — gv— cv

sin2Ev-hc'mv-i-gv— 2cv

sin 2Ev+ c'mv—gv— 2cv

sin 2Ev— c'mv-^gv — 2cv

sin 2Ev— cmv—gv— 2cv

sin 2Ev-i- 2c'mv— gv-hcv

sin 2Ev+ 2cmv~i-gv—2C9

sin 2Ev -h 2cmv—gv—2cv

DU MOUVEMENT DE LA LUNE

+o",98o(4)-o",559(5)-o'',243(6){= 4-o'',i78

— o", 1 45 (5) 4- o",o 1 2 (6)

}

=- o", 1 33

~3',9i8(4)-o",8i3(5){ =-4",73i

-i",o57(4)+ o",275(5)| =-o",782

-o", 1 1 1 (4) - o",o 1 1 (5) - o",oo6(6) ^=- o", 1 28

+ o'',626 (4) -H o",o9 1 (5) I =+ o",7
1

7

-t-o",o46(6)} =-4-o",o46

--o>32(6)| =-0>32
— o",000 1 (5) (

=— o"jOOO I

-Ho",oi7(5)| =-4-o",oi7

-t-o",oi8(5)| =-+-o>i8

-o",o42(5)| =-o",o42

— o",oi5(6)} =— oVi5
-t-o",0002(6)

f^
=-Ho",O0O2

~o>48(5){ =-o",o48

-t-o'',336(5)| =4-o",336

+ 0'', 144 (5)1 = -ho", 144

— i",oo7(5)| =— i",oo7

-o",oi6(5)} =-o",oi6

H-o",o66(5){ =-ho",o66

+-o",o38(G)i =-Ho",o38

-.o",i54(6)[ =:-o",i54

— o",oooo7 (7) 1^ =— o'',oooo7

— 0",0002 (6) }
=— o",0002

— o'',oog8 (6) ( =- o",ooo8



sinEv-hgv

sinEv— gv

sin£v -i- g{>— cv

sinEv— gv-hcv

sinEv— gv*— cv

sin Ev -h c'mv -f- gv

sin Ev •+• c'mv— gv

sin Ev— c'mv+ gv

sin Ev— c^mv— gv

sin Ev •+ c'mv -i-gv— cv

sin Ev •+ c'mv—gV'-cv

sin Ev+ c'mv— gv+ cv

sin Ev— c'mv -i-gv— cv

sinEv— c'mv— gv-^cv

sin3Ev—gv

sinSEv—gv— cv

sin 3Ev+ c'mv— gv

sin 3£'v -+- c'mv— gv — cv

sin^Ev— gv

sin^Ev—gv— cv

sin \Ev—gv— 1CV

Tome I

CHAPITRE COMPLÉMENTAIRE.

o", 168 (5)1

-+-o",6o3(5)j

+ o",452(5)}

-o",54i(5){

+ o",54i(5)|

— 0"j0027 (6)-i-o",oo27 (7)!

-o>o7(6)+ o",oo5(7)f

-f-o",oo8(6){

-»-o>i4(6){

— o>2 7(5)— o",o37(6)}

-o",o54(5)-o>2 2(6)|

-fo>36(5)— o>29(6)|

•4-0",012(6)j

— o",OI2(6)!

-o",i67(5)

-o",i5o(5)

-Ho",oo8(6)

ho",oo-](6)

+ o",37i(5)

-f.o",8oo(5)-t-o",32 2(6)

-H0",282(5)j

61 7

= -»-o'',i68

=+ o",6o3

= -4-o",452

=— o",54i

=+ o",54i

=— o'',ooo

=— o",00 2

= 4-o",oo8

= 4-o",Ol4

= -o",o64

=— o"j076

:=-i-o",007

=:-t-o",OI2

=— 0",0 1 2

=— o",i67

= -o",i5o

= -4-o",oo8

=:-4-0",007

= -i-o",37i

= -4- l",122

= -*-o",282

79
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Expression numérique de la longitude vraie de lu Lune

en Jbmiion de sa longitude moyenne {^V. p. 574-584)

p= 7ii -+- £ -f^d..

(4-2 2626",255(i)^-4o",563(3)-5",548(4)

sinc.nt |— i3"499(5)— 4"5876(6)— i",269(7) } =4-2264ï",626

(4=352'',2 2 2(s'^-^")-i-4î5",400(s'*-^'^)

j-4-775",62 2(2)-o",583(4)-2",6i6(5)j

simc.nt |— 2",o49(6) — o",7o8(7)— o",i89(8) V =-{-769",477

(h-36",4540'^-^'^) )

singent |-+-36",869(3)-o",i49(5)} =-4- 36",72o

singent |^- 2",oo3 (4) j
=-t- 2",oo3

sinSc.nt J-ho",! 1 7 (5) |
=-f- o",ii7

sing.ni—f.nt j
— 6",577

|

=— 6",577

singMt-h/.nt j-Ho",343| =+ o",343

|-4i8",234(2)+ r)",3oo(4)i
, ,/ ,' ^ l =— Al i ,o4i

i",985(5)-o>92(6)
j

sin^g.nt |H-o",424(4) 1
=-*" o",424

U68",8i7(3) + 28",968(4)| „ „
sm2:sr.nt— c.Jit < , > =— 07,1 or

^
/-f-2",4o8(5)4-o",25o(6)

j

^ -^

sinig.nt-k-c.nt | — 45",88o (3)-i-o"j679 (5) i
=— 45",20i

sin2g.nt— 2c.nt j-f- o",629 (4) 4- o",794(5)— o",344(6) I
=+ i"j079

sin2g.nt-i-2c.Tit |— 4")089(4)| =— 4"5o89



CHAPITRE COMPLÉMENTAÎRE. 6 I 9

sifi2g.Jit—3c.nt {-f'o",o8i(5) — o",o33(6)
I

=+- o",o48

simg.nt-hdcMt |— o",339(5) } ==— o",339

sinig.nt— c.nt |4-o",i4o (5) { =-4- o",i4o

sin^g.nt-^cnt |-4-o",o93 (5) } ' =+• o",o93

""

«-778",a63(2H-7o",898(4)+28",3i7(5)|
sincm.nt \ ?=— 000,044Mucm.nt

j^./,725(6)-M",35i(7)4-i",328(8)i

simdniMt |— 9",8i4(3)-4- l'^Si (5)h-o;'79i (6) !
=— 7",872

sind>c'm.nt
j
— o",i62(4)f ' =— o",î62

sin\c'm.nt |— o",oo3(5)| =— o",oo3

j-74",702(3)—23",847(4)-7",o3o(5)j

sinc.nt'Jrc'm.nt < — 4"jo46 (6)— o",965 (7) — o",339(8) >=— iii",o99

(-o",i7(ind.) )

i-H74",7o<3)-h4i>o9(4)-M7"?897(5)J

-^8",286(6) + 3",7i4(7)-5-i",73i(8)|=-m48V59

^-4-o",72 (iiid.) )

sinc.nt—2c'm.nt |+'o",942 (4)-t-o",749(5)-4-o"j44o(6) !=-4- 2",i3i

sincnt-^ 2c'm.nt
|— o",942 (4) — o", 174 (5)— o",o56(6) \

=— i",i72

(-i-5",i2i(4) + 2",8i9(5) J

sm2C.nt— cm.nt { ; . . J =+- 9 5O44
|-M",io4(6) + o",6(ind.)

j

^'

sin2c.nt-\-c'm.nt |
— 5",i2i (4)-ï",673(5)~o",55(ind.) |

=— 7",344

sin2C.nt-\'2c'm.nt \
— o",o65 (5) | =

—

o",o65

sin 2011—20'm.nt |-t-o",o65(5) | =H- o",o65

sinc.nt— Scm.nt |-i-o",oi6(5) { =-i- o"50i6

smc.nt-ir3cm.nt \— o"jOi6(5){ =— o",oi6
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5in3c.nt-hcm.nt {-o",365(5)i =- o",36i

sin'dc.nt^cm.nt |-t-o",365 (5) |

=-*- o",3,65

sinig.nt— c'm.nt {
— o",395(4)h-o",i52(5)-»-o",ii3(6) {

=— o",i3o

sm2g.jit-hc'm.nt {-i-o",395(4)-i-o",i9o(5) |
=-*- o",585

sin 2g.nt -h2c'm.7it \ •+ o",oo5 (5) i
= -*- o",oo5

sin2g.nt— 2c'm.nt {— o"50o5(5)| =— o",oo5

sin2g.nt— c.nt-hc'm.nt {— o",i62(5)î =— o",i62

sin2g.nt— c.nt^c'm.nt {-+-o",i62 (5) {
=-+- o",i62

sm2g.nt'¥-c.nt-hc'm.nt |-+-o",i95 (5) |
=-4- o",i<^^

sm2g.nt-hc.nt''c'm.nt | — o",i95(5)} =— ' o",\c)^

I-Hi586",887(2)-4-6i8",5i7(3)j+ i3i",8.i(4)-4-27'M54C5) ( _^ .,„3,,
-i-4",92i(6)-Ho,99o(7) i

-Ho>3o(8)-i-52",5ii G-"-^'^))

(-+-3i73",388(2)-Hio4o",488(3)j

H-29i",5i4(4)H-66",253(5) ( ,.n..r/«
sin2E.nt-c.nt , .. ,J " r.f^r \ (

=^-4585",648
jH-i2',332(6)-+-i',566(7) l

(-t.o",io7(8)-H84",283(s'^-^"))

f-4-i34",5i2(3)-i-46",28o(4)

sin2E.nt^c.nt ]h-9",377 (5)-t- i",7i6(6) } =+ i92",i46

(-4-o",26l (7)H-ii5",932(/-£"0:

Ui3',34i(3)-ii>35(4)-i;2i4(5)j_
Sm2E.nt-lrCm.ntl „ ^/onJ— •" 2J,0II

/-Ho",595(6)-i-i',46o(7)-o ,076(8))

/-t-93",386(3)-t-5i",o7o(4) 1

5m2i5'.7îi-c'm.7?J-Hi6",384(5)-F4",o4o(6)
|

=-+- i65",85o

(+o",87i(7)-ho>99(8) )



chapitre complémentaire. 62 i

.-m3o",539(3)-h46",oo2(4) a

sin2E.nt^2C.nt |-*-22",6o;i(5)-t-8",439(6) l =-- 2i2",363

(H-3",558(7)-j-o",963(8)-4-o",26(ind.))

si?i 2EM ^2c.nt j -t-i o",3o 7 (4) -h 3",364 (5) -h o",448 (6) | = -»- 1 4", 1
1

9

(+7o",39o(3)-i2",87i(4)) ,, ,

^—2", 125 (5) -0,479 (6) \

sin2E.nt-^2g.nt {-3",2i8(4)-o",i58(5)

}

=- 3",376

sin2E.nt-k-2dm.nt ]
— o",o65 (5) ]

=— o",o65

.
,

(+3",8i4(4)+ 2'>i(5);
sin2t.nt—2cm.nt

\ \
=-*- 7 ,oio

'^'mi{^\

-53",357(3)-5",754(4)

Uio",452(5)-4-8",84i(6)l
simE.ntA-cm.nt— c.ntl >, ^ „ , ^ „ ^ . .r.^ )

=~~ 2b",8ii
^ .5",693(7)+ 2",8i4(8) ^

.2",5(md.)

t i24",5oi (3)-i-59",goo(4)j

sin 2E.nt —c'm.nt—c.nt <-4- i9'',436{5) -*-5",32 1 (6) > = -+- 209",742

(-4-o>66(7)-4-o'',5i8(8) )

Ui",i3i(4)-i",3io(5) )

sin2E.nt-k-dm.nt^c.nt
|_^,, 363^^3, ^,,^g^

^^3 \

=« ^",884

• /. , .^ .\+7",9i6(4)+4",4o3(5)|
sin2L.nt— cm.nt-\-c.nt{

^ ^ „ „^ , , i
=-+- ï4j044

/-»-i",343(6) + o",382(7)
j

sin2E.nt-k-3c'ni.nt |-Ho",ooo2 (5) }
=-H o",ooo2

sin2E.nt— 3c'm.nt
| + o'',i3o(5) î

=+- o",i3o
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5m lE.nt- ^c.nt \
-4- 8",353 (4) -t- 2^98 1 (5) h- i"4^3 (6) !

=+ i 2",8o7

^^sm^E.nt-^d>c.nt l-t-3",2 52 (5)-i-o",o57 (6) î
=-^ 3",3o9

(*) Pour calculer la partie du sixième ordre qui appartient aux coefficiens des deux argumens

lE.nt— Zc.nt , lE.rU ^3c.nt j'ai ajouté au développement des fonctions F(i^)^ , /«'(f)' , FJT)^

les termes suivans ; savoir

^--, rr o 3 « 187057 . 135 52041 15 . 59 705797 i 3

„ g 3 < 161 119 59 3475 1 3

cos2Ei>.-^~3a' e \- _-___=__} m
;

17595 45 59 59 17347 45 53529

2a 6 (

r,-—3 • T? o 3 I 17595 45 59 59 17347 45 ;

F(,) = sm2Ev^3cv e
j

-^^+__--_+ -^^4-^ =

r, 5 si 653 59 59 119 415 | 3

jr(^^= co5 2^f— 3cp e'^— y"^) *" C052£'f4-3cf e^^ym'V

Il suit de là, que la fonction

2 t/i^ 2.3 rfw^ *" 2.3.4 dv^

lenferaie ces deux termes

F _o 3 i
705797 269 405 17843 537 15 59 11_ 1905793

Sin2£,V ^C^ ^
\ xM-è'i 192 128

"*"
"5Ï2" "^

16 16"'"72"'~ 8 ~ 18432

rp , -i 3 j 17375 289 10375 . 955 .
7375 275 2317 / 3sm2Es^^3cv e

J

-^--^ 96-+- 4â -*-
-72"—T = 576 j

'^ '

lesquels étant réduits en nombres donnent

siniH.nt— Zc.nt (-+- 1",473) , simE.nt *• 3c.nl (0",057).

A la vérité on néglige de cette manière les termes analogues
,
que l'intégration directe introduit

dans — F{v); mais la petitesse de ces termes dispense d'en faire le calcid.

m
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!sin lE.nt-k-cm.nt— ic.nt
j
— 2",

i
gS (4) •+- o",7o4 (5) -4-o",o96 (6) |= — 1 '',395

sin lE.nt— cm.nt — ic.nt
\
h- 5", 121 (4)-t- 2", i o5 (5) -t-o",536 (6) 1= -t- ']'',']62

siniE.nt-^-cm.nt-iric.nt \
— o",o87 (5) }

=— o",o87

siniE.nt-cin.nt-^ic.nt {-ho",6o7 (5) |
=:-^o",6o7

siniE.nt'\-cm.nt—7.g.nt |— i",i84(4)— o",29i (5) | =— i",475

siniE.nt— c'm.nt—'xg.nt {-+- 2",762 (4) — o",433(5) } =-t-2",329

siniE.nt'k'din.nt-^'xg.nt |-ho",028(5)

}

=+-o",o28

sin2E.7it— c'in.nt-+-2g.nt
j
— o", 189(5)! =~o",i89

Isiii lE.nt— ig.nt— c.nt j-i-2",574(4)— ï"5958(5)— o",586(G) S=-i-o",o3o

sin lE.nt +• ig.nt_ c.nt \
— 6"5435 (4)— 2",439 (5)— o",5 1 o (6) î =— 9",384

siniE.nl— ig.nt-k-c.nt {_ 7^078 (4) -t- o",927 (5) | =— 6",i5i

siniE.nt'irig-nt-'t-c.nt |
— o",626(5)| = —o",626

,

i-+-3VSi3(4)H-2",4o2(5)|
s.n.EM-.cmM-c.rt

|^ ^,, ^^^^g^^^,, ^^g ^^^ |

=-^7 ,^27

. j, , , , ,

i-o",673(4)-o",87o(5)j
,,siniL.nt-^ic ni.nt— c.nt \ „ ^ \ i

=— 2 ,014
(-0,471(6) )

siniE.nt— ic'in.nt-i'C.nt |-t-o",323 (5) } =-l-o",323

(*) Pour avoir la partie 3u sixième oïdie qui appartient aux cocfliciens des deux arguiiieus

2E.nt-t-c'm.nt— ic.nt , lE.nt— c'rn.nt— 7.c.nt
,

j'ai réduit eu nombres les coefficiens de

ces deux termes ( Voyez p. 517 et 5i8) ;

1 d.Fjj;)^ __
2 dv ~~ smi.tv-J!-cmv— 2w ety

"ëF
"*" "^8" ~ "gT /

r. , j ,/ 17367 105 15687 \ 3sm2Ev-cnw--2c^ e =- ^-^ --g- = -^^ jm ;

ce qui revient à négliger les termes analogues que rintégration introduit dans le déveioppejnent

de ~F{v). ....
(**) Voyez la page 627,
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iin 2E.nt'lr2c'm.nt-i-v.c.nt

sùi iE.iit— ic'in.nt— 2C.nt

sin lE.nt -t- ic'in.nt— 2g.nt

sin 2E.nt— 2cm.nt— 2g.nt

sin 2 E.nt -H c'in.nt— Sc.nt

sin 2È.nt— c'm.nt— Zc.nt

sin 2E.nt+ 2g.nt— 2C.nt

sin 2E.nt'^i- 2g.ntr-'2C.nt

sin 2E.nt— 2g.nt -*- 2C.nt

sin2Ë.nt— ^g-nt

sin 2E.nt— ^c.nt

sin 2 E.nt -+- Sc'in.nt— e.nt

sin 2È.nt — Sc'm.nt— e.nt

sin 2 E.nt+ cm.nt— 2g.nt-^c.nt

sin 2 E.nt— c'm.nt— 2g.nt -h e.nt

sin 2 E.nt -h c'm.nt— 2g.nt —? e.nt

sin 2 E.nt -4- c'm.nt -t- 2g.Jit— c.7it

sin 2 E.nt— c'm.nt '^2g.nt— e.nt

sin 2E.nt— cm.nt— 2g.nt— e.nt

^o",i90(5)

•4- g", 1 57 (5)

— o",o2o(5)

+ oV85(5)

-o",i4o(5)

+ o",328(5)

-o",94i(5)

— o",i77(5)

-o",529(5)

-o",o95(5)

-Ho",873(5)

— o",ooo6 (5)

-HoVo6(5)

-»-o",ii9(5)

-o",278(5)

-o",o43 (5)

4-0", 108 (5)

-o",253(5)

•4-o",ioi (5)

sin E.nt

-72",92o(3)-33",8i8(4)j

|-io",939(5)-4",393(6)(

-i",847(7)-o",829(8)

-o",5(ind.)

= - o',i9o

= -4- o",i57

=— o",020

= -i- o",o85

= - o",i4o

= -H o",328

^- o",94i

=- o",i77

=- o",529

=- o",o95

=+ o",873

=— o",ooo6

= -*. o",io6

= -H o",ii9

=- o",2 78

=- o",o43

= -»- o",i88

=- o",253

= -t- O^IOI

(-Â) =- I 22 ,1 10



sin E.nt— c.nt

sin E.nt -h c.nt

sin E.nt -i-dm.nt

sin E.nt— c'm.nt

sin E.nt— ic.îit

sin E.nt -^ icnt

sin E.nt— :ig.nt

sin E.nt -¥- %g.nt

sinE.nt-k'icm.nt

sinE.nt— idm.nt

sin E.nt H- c'm.nt -

sin E.nt -J- c'm.nt -

sin E.nt— c'm.nt -

sin E.nt— c'm.nt h

sin E.nt -^efm.nt -

sin E.nt -4- c'm.nt h

simE.ni -^ ëm.nt -

sinE.nt -\^e'm.nt ^

Tome I.

(-h)

CHAPITRE COMPLEMENTAIRE.

[-io",999(4)-4",56o(5)|

-i",82o(6)-.o",786(7) (i-l)

|-o",3(ind.) )

-4",999(4)-^",334(5)

-o",82i(6)-o",284(7)

+ 2i",855(3)-7",357(4)|

+ 3",468(5)-o",35o(6)

|4-i",226(4)-i"423(5)-o",i86(6)

j-o",796(5)j

|-o',357(5)l

!-o",739(5)|

{+ o",i48(5)|

l-o",o44(5)l

{-4-o",o75(5)|

c.nt I-+- 1",498 (4)- i>32 (5) (

-cnt |-M",498(4)-o",5o4(5) \

•c.nt \— o",o25(5)}

c.nt ^H^o",o84(5)

}

ic.nt |-t-o",ii7(5) f

•2g.nt [-»-o",oi5(5)
I

-:tg,nt \
—^o-",o46-(S)4

625

=- i8>45

=- 8",237

= *»- i7'',2i6

=- o",383

=- o'',796

-_ o",357

=- 0^739

=+ o",i48

=- o",o44

= -{- o"j075

=+ o"466

= -*- o",994

=— o",025

= 4- o>84

S=-H o",l72

= -+- o",ii7

=-1- o",oi5

80
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j-o",476(5)-o",253(6)i
sinî^ti.nt-^c'mM'-^CJit { „ „ '

\ =— 0,922
' ^ -"

193(7) )

. ,r, ,
1- i",85o(5)+i",363(6)l ^„^^sin^EM-c'm.nt^cnt \ „ \i ^ ^\ =4- 3",837

i-o",4'
i^E.nt-i'C'm.nt'^CJit <

o

sin/^E.nt-'Sc.nt j-4-o",5o2 (5) J
=-4- o",5o2

sin^EM—2g.nt-'CM {-*-o",3g7 (5) J
=-t- o",3g7

sin^E.nt— 2g.nt-hrc.nt {— o",o36(5){ =— o",o36

sUi^E.nt-^c'm.nt — ic.nt |— o",5i3(5)( :=

—

o",5i3

sin^E.nt'-c'm.nt—ic.nt |-4- i",i97 (5) j
=4- i",i97

sin l\E.nt -t- c'm.nt— ig.nt
\
•+• o",o 1 1 (5) J

= -+- o",o 1

1

sin4^E.nt— c'm.nt— 2g.nt j— o",026(5) |
=:— o",o26.

57. Pour calculer la partie du sixième ordre, qui appartient aux coef-

ficiens des deux argumens zE.nt— 2g.nt— c.nt , 2E.nt-\-2gM —c.nt j

j'ai d'abord trouvé qu'on a
j

7 27 1883 17347 165 59_ 41519 \ 3

V 32 1536 1024
"*"

64 "''48" 3072 )
^

jr, ,J /33 9 21 15 3 15\
C0S2Ev--2gV-CV ev ^-( 32-»-32-32~32-»-64= 64)'^'y

/75 15 225 45_45\ , /45 75_15\ ,A

Vl6~"32~"6¥'*"64—32^^^""\Ï6""32— 32/'"^
J

/85 17347 165 59 1485_ 15615 \ 3

\ 48
"*"

1024 64
*"

12 256 "" 1024 /
"^

77 , J / 3 21 15 3 45 \ î 75 „
C0S2EV'^2gV-'CV ey /_^g^H.^-,--+_=_j^y -^me

1/45 15 225 45 45_285\
[

\32"^32"*" 64 '*"16'*'64~
32

/'"^
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f /59 , 59 ^59 59 \ 3^/3^3 3 \ , \

'-U-+-58-^48= i6J^^^-*-(6l-^64=32;^V
.ms^i'-îgP-c. ey

^^ ^^ ^„ ^^ ^^ ^^ ^_3 >

Î/59
59 59 59\ 3 /3 3.3 9\ n

V48"+"48-*"48
=Ï6J^-'V64-^64'^P= 64;'^'Y

(

/165 45 15 15 45^75 45 15_1005^ ,

~"V6Î'*"32"*"T'^ie"'"64"*"ie"^64"^i6— Gi )^^ )

cos2Ev—2gv— cv e7*(— -^meM -t- cos lEv -i- 2gv —" cv efl-^me^);

d'où j'ai conclu que
,

f / 41519 439 9 _ 83231 \ 3

Id.FTÂ' \ \ 6144 -^
64 128" 6144 7

"'

r / 46845 135 417_ 35661 \ 3

\ V 2048
"*"

128 64 ~ 2U48 )
'"

Sin2L\-^2g^>^C^ efi
135 . 855 . 225 .

2.3 dv^ ~

sm2Ev-2gv-ci> e/î-(i^-î^= ^)^^'-*-à"'V^^ r^
'"^1

. ^ .1 /177 33 111 \ 3 27 . 3015^^^ ,1
sm2Ev^2gi'-cv ev

j ( j{2-"i6=W j'"~Ï28'"'i' -128 "'^ \-

2.3.4 d^ = sin2Ev-'2gv--cv ey^ 32 /«e
j

; 5m 2^^^' -H 2gv— cv ey ( ~32 )'

La réunion de ces trois dernières parties donne
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2 dv 2.3 dv"- "'"2.3.4 dvi ~

P , / 91231 3 13 . 31 . 15 ,. \sm2Bv— 2gv—œ ^ (— Qï^m^^^my — ^^ me — ^F^mE
J

r^ , / 28557 3 . 243 , 765 , 225 ,. \

En réduisant en nombres ces coefficiens on obtient

sin2£.nt— 2g.nt— c.nt (— o",586)j sin2E.nt-^2g.nt'^c.nt (— o'',546).

58. La partie, du même ordre, que l'intégration introduit dans la

valeur de —F {y) serait beaucoup plus petite. C'est ce qu'il nous est

facile de démontrer relativement à l'argument 2Ev-^2gv—cv. En
effet; d'après les résultats trouvés dans les pages 877 , 44 1 ? et 619

du second Volume , nous avons
;

Z' / 1 517 \
—jR^dK>'= cos 2£v -h 2gv— Ci> ef l 4 ""^192 '^7'

i 15 205 , 3617 3 1

du r, îl "4 2a6 12288 f

",
^

/ 75 ^ 9 ï 75 ,, l
'

(-'-256"^^-32"^^-Ï2-8'^^''
)

/luY p ,/ 7 , 53 3 105 , 21 A

et par conséquent
;

— j5=— m^I /Z. dv= cos 2Ev-^ 2gv— w cy^ r ^ ni'— j^^f-i

j du 'i / d u \^
u4=2 Ol — ) =

( 15 541 » /53 3617 1471 \ , -
)

l 32"^-*-i28'""-(64-6Ï44= 6-ÏM)'" f

cos2E,-^2g.-.c, eyl
^^ ^.^ ^

^^
r

(- (^-128=128)'"^ -Iï6+m=ïr8r^> -G4'"M

Le produit JB donne le terme
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r . , ( 21 405 237/3

partant on a
j

^ ..V, ._. / 15 657 , /1471S^I^ 237_ 7901 \ ,

- '^
^''^ ^' A 32 '^^ "*"

Ï28 '^^ " \6ÏM "*
192

"^
250~ 2048^ '"

I

C05 2^W-t.2gU-CPev
^^^ j3^ ^ ^^ ,

(-i28'«^-Î2-8^V65"^''

Le produit Yi\—— \ renferme le terme

l / 32281 13 85_ 6931 \ 3

I \ 3072 12 32~ 1024 /
"^

r î) /3 3 15 9 63\ ,

1 /15 45 45 165 \

[-(r2-*-32-^64=6ï)'^^

Donc nous avons l'équation

i45

8^ , /?^_Z221— Ë?^\ 3

32^ ~"
128 "^

V 1024 2048~ 2048 / ^
/555 165 225 \ , / 135 63 261\ ,

-*-(ï28—6Ï= Ï28)'^^"^(m-^64= i28)"^V

/75 75 225 \ ,^

^-(32-*-6l=64)'^^

qui étant intégrée , donne

ûnt—

15 325 . /^ . ^ 55 _ 14201 \ 3

~"
32^ ""

128 ^ \ 2048"*" 64 384~ 6144 /
^

(+-m'^^'-^î28"'V^-^64'"'' )

Maintenant , si l'on réduit en nombres la partie du sixième ordre de

ce coefficient on la trouvera égale à — o",o36.
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59. La partie du sixième ordre et celle du septième
,

qui appar-

tiennent au coefficient de l'argument \E.nt , ont été calculées par

le procédé que je vais exposer en peu de mots. Avant tout , il est

nécessaire d'ajouter le terme -^r^m^e^z=.— o",726 au coefficient de

l'argument l\Ev posé dans la page 49^ ? ce qui réduit à -+-o",o79

la partie correspondante du sixième ordre donnée" dans la page 61 3:

de sorte que , on a 8",o64 pour le coefficient de sin^Ev. La peti-

tesse de la partie ©",079 permet de négliger la suivante
,
qui serait

du septième ordre dans l'expression de F{y) j mais , relativement

au carré, au cube, et à la quatrième puissance de cette même fonction

il est indispensable de tenir compte, au moins, des termes suivans;

savoir

- F(7y=

/369 „ . 6633 885 595 285 68161 \ -,

/F J . /250469 45 371459 11859 4465 96915 11305_168925287\ 5 ,
COS ^HV ^-i-y

J280
"^

s"*" 8192
''~

256 "*"l28"*" 2304"*" 128 ~ 368640 )"^ ^

/ 31405 52687_ 21023 \ , -

\ 864 "^ 864 ~ -IIQ j"^ ^r""î^\

7 2889 635 3487 295 295 3135 11 283_9115\ ^ \

V 64 "*" 128 "^ 128
*"

16
"*"

'I6
"^ 128

"*" T "*"
128 "~ "ëT )

"^' ^

•/pli 7363727 495 638099 18703 4465 19345
\Sin[\l!.V

\
l

gj,^2y *"l28"^ 6144 '^
192 "^ 96 "*

384 ( ,

\ ( tilt* C^

]
5605 190817 59 2309 1991_ 23248349 i

[^ 64 "*" 2048 "*" 6
"^ Î92

"*
160 ~ "30720" )

, r- S
/121 , 121 363 \ , . /649 649 649 649 \ 5 .)

lesquels donnent
;
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f
/21023 1865_ 117820 \ ,

i*

V Tïjr
""

82 ~ 864 /
^

/ 68161 2415 58501 \-..

/ 168925287 68161 __ 119849367 \ 5

~\ 184320 " 256
"" 184320 /

"*

JLÉjZH!— • //T ) ^ '"''^ 2 — 24 /"^
^

I

2.3 ^i'» — 5Z7î4ZiP
j /23248349 9115.163 14973149 \ ,,.. l

'

En ajoutant ces trois parties avec le terme

ri, \ . /r 7647623 o. 19125 4 .\

on obtient

j?f,,\^^'LfEl JL±iIs21^ 1 dKF—^_— L W^2 ~~rv 2.3 rfw> *^2.3.4 dv^ ~~

S/7135

121 58501 19125_116545 \ ,
,647623 r. .

117829 ,]

V"24
4 "25r'*"'5Ï2 1536'/''^ ^ *" 28800 ''^ "^ 864 ^\

1 14973149 1502 119849367_ 96573497 \ 5 ,

"*"
V 11520

"'
Vh 184320 ""184320 /

'"
J

^sinl^Ev {
2",287(6)-4-i",i3o(7)|.

60. La partie du sixième ordre qui appartient au coefficient de

l'argument ^E.nt—c.nt est égale à la somme de ces deux termes

ji^^^J^ rn''e-^^^S-ni\\ dont le second a été calculé en faisant

, r' i975 9045 . 165 . 12825 ^9045^45 36915» s^^.
C0S\EV-W e -g|--t-2g6-*-64--^-25r-^256-*"T= -256-r'^'
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Î2415 1O005 49S 495 4753 \ ' _

128 "^"m""*" 64 "*'l28"^l64"
f , ,

427£ 15 495 15 8595 1 '

^- -p- -*"
2
**

128
"•" T "- 32 )

, r> ( «65 tes «65 495 1 3 r
cos^Ei>—'CV e| g g g-=—g-jwej

l^.Fn:^» . /p I 2»25 110745 94545 J ^3 ,—

1 rf'.F(TT3 • /r j 25785 675 20385» 3 .

et en prenant la somme de ces trois derniers termes, augmentée du

terme sinê^Ev— cv ^\imÂ^^^j appartenant au développement de

Je ne pousse pas plus loin «es .calculs partiels : il suffit d'avoir

indiqué par quel^œs exemples comment la réduction en nombres

de nos formula met «n ^videûce l'ordre et la fprme des termes

qui
,
pour plus de précision , doivent être ajoutés à l'expression ana-

lytique des coefficiens de la longitude de la Lune à l'aide d'un

développa^nent ultérieur.

(') On obtiendra aisément ce terme de — F{v), en cherchant d'abord le terme

cos /\Ev— cv el -^Ts w' e» I

appartenant à l'expression de 5« ; ce qvù u'eiàge que J'^dditloji ,4')W petit nombre dfi tçrmes^

dans les développemens exposé? depuis la page S-^q jusqu'à la page 4^; du secoqd Volume.

19125
La même rema,rque ^'applique su tçrme précédent , — -ÇTa" '»*c», qui fajt partie du coef-

ficient de l'argument ^Ev.

Tome I 80*
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La méthode des coefidclens numériques pour retourner la formule

primitive , serait sans doute plus ex péditivej mais elle a l'incon-

vénient de confondre les quantités d'ordre différent , et de présenter

des résultats définitifs sur lesquels on ne peut rien statuer à l'égard

de la partie négligée.

6i. Pour pouvoir calculer
,

par la formule précédente , la

longitude vraie de la Lune correspondante à un instant donné , il

faudra former la valeur numérique des argumens , en partant d une

époque fixe , et en supposant connues, d'après l'observation, les

quantités constantes ( Voyez p. 564 ) qui entrent dans leur compo-

sition , c'est-à-dire les élémens suivans.

Prenons pour l'origine du temps t l'instant de minuit moyen, au

méridien de Paris , du premier jour de Janvier de l'année 1801.

Pour cet instant on a
j ! ,

£ = Époque de la Longitude moyenne de la Lune = iii.° 36.' 42",8.

(Époque dé la Longitude moyenne du noeud

) ascendant de l'Orbite de la Lune = i3.° 54-' 54",7-

y,==: Époque de la Long.' moy.° du périgé Lunaire = 266." €>.' 44"j4-

£'^= Époque de la Longitude moyenne du Soleil = 280.° g.' 32",o.

/! =z Époque du périgée Solaire . .
= 279.° 3o'. 25',o.

!

Moyen mouvement sidéral
---- -- -. ...-.., .. j _ ..,- -_.,, .--jour»----- - cil"' -. ;- ,....-..„... ^ . ,^—

.

de la Lune en ^^^.T = ^^- ^^^^ ^9-' 53",54.

7?'= Moyen mouvement sidéral du Soleil en 365 j = 359.° 59.' 37",43.

Il est presque superflu de faire observer, que les argumens étant

composés par des différences ils demeurent les mêmes en employant

pour n et 7i' les moyens mouvements relatifs au point équinoxial.



Expression analytique et numérique de la parallaxe]

équatoriale de la Lune.

62. La formule (9) posée dans la page 5 du troisième Volume
,

donne

pour le sinus de la parallaxe horizontale de la Lune j où le facteur

(i -4-| A^,) ^/
4^(i-|^^) = 0,0 1658095= 342o",o667 .5m 1".

La petitesse de 5m w permet de prendre en^= 5m sr-+- g- 5iVw^, et même

de faire

En prenant ( Voyez p. 855 du second Volume )

1 , 217 , 45 , 2 9 z z . 1 i zp'»

47 5 2475 3 2 135 31 3 » ^ ,j jr,,jx

et développant la fonction '-'j!!^^" jusqu'aux quantités du cinquième

ordre inclusivement, à l'aide des résultats posés dans les pages 838-

854 du troisième Volume
,

j'ai obtenu la formule suivante.
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COS Ci^
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(i-Hp)au

•+^'4'»"+(î-T=")ï'+'^'-(rè-cî+À+Â=")''

'- (l+4^=l)^v*(.à-4=»)-v-(S-,4-|=i) «.V

j 4'»--(â-â=l)«'-(ï-l=«) J
-"^^

l-.(|-|=0)e--.(i.>l-i=0).l

Î/7
1 3\ .

135 ^/3 45^221 1_835\ ,

-l8""8=l/"*"ëî'^'^l2"256"^5i2"-8-5r2;'^ j

/7 1 3_3\ . /31 5^ 1_33\,.
|

"*"\32"'32""32— 32/^'"U4 32 8—64^^

. ( 1 1 , / 1 3 1 37 \ , 3.1
C0S2gt^+W ey

j g-^-g-^ -V2~32-"48= 96;^~"32'y
i

, 3 . / 35 5 __ 45 \
2gi;- 3w e y ^- g^— 32 =-- p ^

C05 4g'V'-«-C^ ev^( J28)

C05

cos
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cos2c'mv ^'{—â:^^) -
' ^ i

/ 9 887 , /17433 8 17481 \ 3 «j

8'^--64^-(-25r-*-Ï6=^56-;"*

f 9 1113 , /35553 3 35601\ 3]

cosw—dmv Ci'

17
9 j 81 ,, /9 . 9 81 \

„ / 27 2685 , \C05C(^-»-2C'/WP ea' (—32'^— 256""* )

,
,^/ 27 . 8915 ,\

coscv— 2c'mv es ( 32^"'"'256 '^
/

C05ct>— Sc'/wçj es"/ 64^)

(
1"-)

, , . i / 9 9 „\ . /189 3 69 S\ , j

C0S2gV-i'C'mVsy
j
^___=:OJm-H^^-jg~^=^jm }

!/ 9 9 \ / 111 9 8 3 \ i

(î6-"Ï6= V'''^(ï28-*-Ï28--Ï6= 4/"'1

, ,z , I 27 27 „ 1

C0S2gV—2Cmv £7J 64
—

64= *^!^

, „ , ( 27 27 „

)

cos 2g^' -i- 2C mv £7
I

gT—^=Olm
. ,_ r » ( 9 189 9 81

j

, , , t
189 9 9 81 1cos2g^-cv^c'mv es'7

j
^^___ = ^\ m

Tom I

cos 2cv-^cmv e £

cos 2CV —cmv e s.
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, ,2(9 9 9 Jcosigv-irw— c'mv d'y jë^- 32=— êî r^

,19 3
.
/64 . 1 131\ , /19 1475 383\ 5/8 3 ^\ ^

/l 1 !?— *\ » » / 19 273 461_29\ 3 .

"^V64"~4~64
—~"2/^ "^ '"\24'*"1024'*"3Ô72— 24^^^ "^

a » î . 233 s 2 5 j (i 95 3 /« . / 15 15 ^ \ ^ ,

/3 3 9._ft\ »» /27_ 3 3^ 3 9_3\ ,"*
\ 8

*"
Ï6
"

16— " / "^^ "^

""V 128
"

64
""

64
""

128
""m— 128^

'"'^

15 273 » /I387S 5 14035 \ 3

8'^-*-32'^*-^(^Ï2--+-i6=-5Ï2-)^

/ 1647L1 91_ 167623 \ ,45 » 1527 ^^

, V"2(M8"*"64~"2(M8"/'^'*"Ï6'"^"*"Î28"'"^
cosiEv—'CV e<*^

A 75 ,, 75 , ,, /9 3 15 3\

/3 3^ 273 315_273V , ,

[""1,2 128"*"l28"*' 64 ~ 32 j'^ "y

f 5 , 23 3 / 71 .5 191 \ . 5 , , \

-8'^-48^-(llg2-+-48= ïi52J'^-8^^

] L 25 .,2.3 2
. / 3 .1 3.5 63 \ . ,1

Îl 2 19 3 /317 . 1 329\ 4 22,1 2 ^2]

-2"*-24'^-(ï44^-ll= ir4)^ - "^ ^ -*-i6'^
'

. / 3 3 „\ , /l 15 23 1 \ . , (+ (i6-Ï6= ^)'^'y -'(8-64-^64= 4)'^ -^^

\

y f 7 , 133 3 /1003 7 3037\ ,, _ , ,

^ ,
A ^"^-^X'^^-*-(^-^Ï2=-l8-)'^-^^-^^

cosiEv-'Cmv s l

)
123 , ,, /7 7 ^\ . /7 19

.
75 7\ ,(-^ms-H(ï6-ïë=0;"^V-(8-64-^64=4)'^

f 15 147 , /8451 . 5 8611 \ 3 ]

\ T"^-^l6^-^(256+8=256;"*
co^ 2LV--2CV e < ,„ >

j .
45 » 75 ,, /135 45 15 15\ , l

(*--8"^^-8-'"^ -l6i-*-64-r6= ¥)''^V
)

cos2Ev-^2CV e'( ^nt"—4 ^^
/
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(î6-Ï6= «)'"-(63-+-64-8=V"*

C0S2Ev^2gV l{ ,^ 3 33 75^ ^

/ 3 3 3 3 3 27^ L—_£\w "

""\Î28"'"Ï28"*'32'^64""64~"l28 128"" 32;'"'''

(8-^-8=4 )^-^i58-^48= MJ'^ /

(ïr8-ï|-8-î|-8-ïÎ8=o)'^V^ i

r 15 3 . / 17889 5 17809 \ ^,3 \

V
7'^'"65"'-^(,'256 Ï6= -256';^'

C0S2Ev*-dmV-CV ez'

l

/9 3 15 3\ .

(- ïi^^ ^64'^^ ^(8-^2-^32= 2) '^V
)

r> I / / 5 , 79 3 3 I \ ' "
•

cos2Ev-\'cmv-\'Cv eti ïë'^ "^96"* ""32'^'^
j

f 35 1691 »^/2311S^3S_69905V 3

\ T^-^-6r"*-*"V"2sr'+'48--76r/'''

1 105_, 615 ,î /2I 7 35__7\ ,S

1? ^ » / 35 , 103 3 , 7 _ ^ \

r ^ |^\ 17 . . 323 3 / 51 51 ^ \ „ ^ JC0S2Ev—2Cmv £
I

yWH—6"^-^(64""64~ /"^^ 1

cos^Ev-^-zc'mv e'"
| 64~64~°l"^^^

co^2jE'p— 3cp e^r
"8"'^"*"i28'^ )

cos2Ev-^^cv ^'(""32'^)

E, » L /3 3 15 39\ /579 273 . 3 3 507\ .J

COS^EvZgV-CV ey j'_^--H-_-=:_jm-(j2g-256-^j28-2=256)"M

r 2 l 15 / 273 5 253 \ , )

C0S2Ev-^2gS>-CV ey
{

_w-H(^.^-g5=
25ê

j/W
j

r^ ,
, ( /45 3 51\ / 5 3.1 335 27 \ , i

C0^2^P-2§•^'^-W ev î-(64 + 32=^64r-(64-^-i28-*-2-5Ï2= ~5r2;'" i

co5 2£'v+2g-P-HCi; e/j_^_^=_l|jm^
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cos2Bv-¥-3c'mv s"

cos2Ei>~-3c'mv i'^

cos 1Ev+ 2dmv— cv es"

cos lEv — 2c'mç>— cv cs'^

cos lEv— idmv -t- cv es!"

cos lEv 4- dmv— icv e's'

cosiEv—dmv— iCK> di'

cos lEv •+ c'nn> -h 2Cf e's'

cos 2Ev— c'mv-¥- 2CV dz'

cos 2Ev'+'dmv— 2gv b'^
|

cos 2Ev'—c'm\^— 2^1* î'v'
I

cos 2Ev-+- c'mv -H 2gv i'f
I

•

cos 2Ev— c'm9 -H 2gv ^y
I

C05 2^P— 2 c'mp— 2 CP e^s"
^

C05 2£'v>-+-2c'mW— 2CP C^e'M

CO^ 2^'f— 2C'WP— 2g\^ e'^7^
I

cos 2^P-4-2c'mt'

—

2gv £''7

M

cos 2jE'v-+-2g-v'— 2CV e^7
)

MOUVEMENT DE LA LUNE

1 A
48 '")

45 6399 . \
32 '"-256-'^ )

)

255 15689 ,m -4- .,^,. m32

85 ,

Ï6^

15

256

)

129 ,\
le'" )

33735

)

3 .\

)

21

Ï6'

/3 3 \ /21 3 1 l\iJ
Vî6-Î6= o;'^-^( 32 -32-16= 2)'^ f

/ 7 7 7 V / 103 7 23 7 \ . J

(ï6-*-Î6=8r^-( 32 -16-^32= 4 j'^M

16 16'

1
I

.

7 7 _ 7 j .

16 "^Ï6 — 8 j

"^

255 \

16 "V
4545 \

-Ï6"^)

9 9 >

75 15
,

15 1

Î28-+- 32 -^128=^1'"
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_, , j 1 13 IS 15 1

9 3 3 9 3 ) mC0S2Ev-^V V'|-Ï28-*-Ï28"^32""m= ~'î28

cos2Ev-^c'mv— ^cv eV(

—

~% ^j

(85 \
"8 ^J

cos2Ev-h3c'mv— cv ee'U— q;^^)

cos 2Ev— 3cmv—cv cb'H -qk"^)

El / , , , I 45 3 51 )

C0S2Ev-i'Cnn^—2gi>-i-CVes'/
j êl "'"32 ~ 64)"^

r /
. , » ( 105 . 7 91 1

cos2Ev-'cmv—2gv^cveBy |"~ 64" 32~— 64)'^*

r< , , » i
3 15 3 39

cos2Ev-i-cmv—2gi^-cveîy
j

-— g^^-^ = -

rr > , :> 1 7 35 7
cos2nv—cmv—2gv— cv ee-^ l— 4 "'"64'*"32^^—

cos2Ev-hcmv-h2gv—cv e/yM— 64^^)

cos2Ev—c'mv-^2gv— cpej'y'^ 65"*)

/ 15 81 , /3231 5 _ 3251 \

J~"Ï6"^""Ï6"^ \ 128 "^32" 128 /

/75 15 165 \ ^ 45
(32-*-64=64-)^'i^-i6'"^-

r ,, / 15 681 Atv — cv eb I — -ntn — gr^ )

cos Ev-^cv eh'l— «'^*)

r , ' ,72 ( 5 45 /2121 5 6403\ , ^ . S'

jT > m( 15 21 >\cosLv—cmv îb l j^m—y^ )

} m

63 i m

cos Ev i ^ _ _ ._
45

C05

2 . S ,ii

7 +5-^
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cosEv— 2CV é'h^i— ëî''*)

cos Ev— 2gV

COSEv-^r 2gV

cosEv-\-2c'mv

cosEv— ic'mv

.,»« 105 15 195 j

,.T . / 435 ^ \

^M 128'^)

COS Ev •¥ c'mv — cp et'V ( 2
""T '^

/

cos Ev— c'mv— cv eilj' i tr" '^ )

t'05Ev -I-cW— 2 et' e*«'5' i— jg 1

cosEv-^cmv-^^gv ^fV{ 32)

,^. 3r 1.2/ 25 , 415 3 V
cos-àEv 5( _w-t._m)

cos 3Ev— c'mv £'&' ( -g^ /

C05 3^v^

+

c'mv

cos 3Ev— cv

cosSEv'+'Cv

cos3Ev— 2cv

cos 3Ev — 2gv

cos ^Ev

,7 2 / 75

.7 > / 175

21./ 25,

\
1 , 351 s 43 3 2 / 3 3 3 \ 3 1 »
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/ 75 121S 45 \

/ 119 \
cos^Ev-*-cv e^ Ï28"^/

cos ^Ev+ c'mv s' ( 2 "*^
)

cos ^Ev— c'wp e' (— 2 "^
)

!9 9 1

j2g— ï^= 0| /?i'

, t 21 21 )

COS ùiEv - c'mt^— agç» if \— j^ + 128=** î

^'

COst^Ev—'àcV ^H 256'^ /

( 9 45 9 99 1

CO$^Ev-^gV-CV ev'|-2-56-256-*-5Î2= -5Ï2[
^'

COS l^Ev — 2gp H- cp ey' ( gï2 ^' )

Maintenant , si l'on réduit en nombres les dififérens termes de cette

formule on trouvera , que la parallaxe équatoriale de la Lune eii

fonction de sa longitude vraie est exprimée ainsi qu'il suit.
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.-4 :l. Parallaxe équatorialé de la Lune =

VTTTs ' Y L'{i-^i)T

i+342o",o667(i)-Hi3",4779(3)+ o",iii7(5))

(-j-o,i293(6)-4-o ,1567-4-0 ,oi24(£—^ ) \

+ i87",5824(2)+ o",359o(4) I ^ « "
A 'ï

-o",ooo9(5)-M>4960'-^'li
"^

'
^'^'^'^

G05 2ep |-(-o",o287(5)-+-o",oï62(6) {
=-+- o",o449

CO^ 3c<>.
" [-H0",002 2 (6) {

=-(- o",0022

coi2gp }-4-o",o776(5)— o",oo2 2(6) I
=-+- o",o754

_i",i4io(4) .o",2 4oi(5)*
cosigy^c^

\ ; ^)' ^'\ =- o",8883
^

(-+-0,0120(0)

C0Jf2gf-f-W {H-o",I90 2(4)-+-o",002 7 (6) I
=-H ©",1929

cosigv^icv j— o",i 047(5) -+-o-';jO203(6) f
=— o",0784

cos igv— ^cv \
— o",oo3 2 (6) } ' r-, \, ^

; =— o",oo3

2

cos £^v— cv {— o",oo 1 1 (6) I
- \ .-ï ' = — o",oo I I

co5 4gV-4-et^ |-+-o",ooo3(6)J =-+- o",ooo3

cos c'mv \
- o",4826 (4) -+- o",o762 (6) } . =- o",4o64

cosic'mv {— o",oi22(5)
{

=— o",OI22

cos^c'mv {— o",ooo3(6)| ' =— o",ooo3

cosc^-^c'mv {-o",2654(4)-o'>3o8(5)-o",o858(6)}=-- o",582o

coscv— c'mv {-4-o",2654(4)-+-o",3o69(5)-i-o",i793(6)| =-+- ©",7516

coscv-^icmv {— o",oo34(5)— o",oo3i (6) }
=— o",oo65

coscv—ic'mv j-4-o",oo34(5)-t-o",oo45(6) I
=-+- o",oo79
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[— o",oooo6(6) I

•4- o",oooo6 (6) I

-Ho",ooo7(6)
{

j-*-o",ooo7(6) \

o",oo2o(6)
(

|-4-o",oo2o(6) }

î-oVo48(6){

!-»-o",oo48(6)j

l-4-o",ooo3(6)
j

j-o",ooo3(6)|

[-Hi9",i36i(3)-4-4",5327(4)

.o",8o33(5)-Ho",i37S(6)

26",3o89(3)-h8",954o(4)

2>8o5(5)-»-o",4429(6)

cos2Ev-^cv |— o",656o(4)— o",o269(5)+o",ooi7(6)l

cos lEv -H c'mv \
— o", 1 609 (4)— o",o 191(5)— o"50o45 (6) j

cos lEv— c'mv
{
-m",i 263 (4)-ho"4ooi (5)-f-o",i 1 55 (6)

|

cosiEv-^cv {-f-2",8859(4)+o",5289(5)-i-o",i442(6)|

C0S2Ev-i-2CV {•4-o",o2i6(4)— o",ooii (5) j

cos2Ev— 2gv |-f-o",i552(5)— o",oi33(6)
I

cos2Evi-2gv {-ho",o388(5)H-o",oo63(6)
\

co5CP+3c'/»p

cos cv— Sc'mv

cos2cv-hc'mv

cos 2CV— c'mv

cos 2gv-i' c'mv

cos 2gv—Cmv

cos 2gV— CP-t-c'/»V

cos 2gv— cv —c'mv

cos 2gv-+-cv—c'mv

cos 2gv-i-cv-hc'mv

cos 2Ev

cos 2Ev— cv

645

=— o"jOOOo6

=-h o"50ooo6

= -+- o",ooo7

= -4- ©",0007

= -I- o"j0020

= -+- o",0020

=- o",oo48

= -*- o",oo48

= -4- o",ooo3

= — o",ooo3

= -4-24",6o99

^+ 37",7863

=- o",68i2

=- o",i845

= -4- i",64i9

= -4- 3",559o

= -+- 0",0205

=- o",i4i9

o",oo63

Tome I 82
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cos 2Ev

cos 2Ev

cos ^Ev

cos lEv-

cos lEv

cos lEv

cos lEv'

cos zEv'

cos 2Eu

cos 2Ek'

cos 2Ev

cos 2Ei>

cos 2Ev

cos 2Ev

cos 2Ev

cos 2Eu

cos lEv

cos 2Ev

cos 2Ev

COS2EV

cos 2EVf

COS lEv

'Cinv— cv

— c'mv— cv

— c'nw-^cv

— 2cmv

— 3cv

4-3w

• 2gV— CV

+ 2gV— CV

— 2gV -f- CV

-t- 2gV H- CV

^3c'mv

— 3c'mv

-h2c'mv—CV

— 2cnw— CV

— 2c'mv-^cv

-i-c'mv— 2CV

— c'mv— 2CV

-{-CmV-i-2CV

•c'mv-¥-2cv

c'mv— 2gv

•c'mv— 2gv
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— o",4423 (4)-o>oo8 (S)
J

-+-o>92 7(6) \

c'mv-^-cv
\
-t- o",oo55 (5) -i- »",ooo9 (6)

}

-t-i",o32 2(4)-t-o",4663(5)|

-t-o",ii74(6)

-o",o386(5)-o>oi7(6)}

-t-o",o46o(5)-i"0>2i8(6)(

-h o",o792 (5) -¥ o",oo 1 5 (6)

}

~o",ooo7 (6) }

— o",o693 (5) - o",o 1 69 (6) |

-i-o>268(5)-4-o",o252(6)(

— o",o907 (5)— o",ooo5 (6) [

— 0",00 20(6) \

H-0",00000 2 (6) \

-h o",0016 (6) \

— o",oo56(5)— o",oo74(6) }

-4-o",o3i6(5)-4-o",oi8i(6)|

-o",ooi58(6);f

-.o",o485(5)-i-o",oo78(6)}

H-o'',ii32(5)-i-o>2o4(6)}

— o",0002 (6) {

4-o",ooi3(6)}

+ o",ooi3(6)
J

+ o",o3o5(5)-o",oo46(6)}

= -o",35o4

= -i-o'',oo64

= '4-i",6i59

=— o",o4o3

= -4-o>678

=:-HO'',o8o7

=— o",ooo7

= _o",o862

= -H0",0252

=— (y',0912

==— 0",0020

= -4-o",O0O002

= -i-o'',ooi6

=— o",oi3o

= -Ho>497

= -o",ooi58

= — o",o4o7

= -Ho",i336

=— o",0002

= -Ho",ooï3

= -i-o",ooi3

=:-4-0",0259



CHAPITRE COMPLÉMENTAIRE. 647

cos2JEv-^c'nw-i-2gv {— o",ooo3(6)

}

=— o",ooo3

cosaEv-'C'mv-i'Zgv {— o"j0023(6) |
=— o",oo23

coszEv— zc'mv— 2cy {-*-o",oo35(6) | =-+-o"jOo35

cos lEv -h 2cW— 1CV \— o",ooo6 (6) i
=— o",ooo6

cosiEif— 2c'mv— 2gv
I
-h o",ooo9 (6) }

=-ho"j00o9

cosiEv^^v {
— o'',ooo4(6)

I
=— o",ooo4

cos2Ev-^c'mv— 3w |— o",ooi3(6)
|

=— o",ooi3

cos2E\f —dmv— ^cv {-4-o",oo3i (6) |
=:-t-o",oo3i

cos2Ev-^3c'mv— cp |
— o",ooooo6(6)

|
=— o",ooooo6

cos 2Ev--3c'fnv— cv j -4- o",ooog (6) | =-+-o",ooo9

C0S2Ei>-i-c'mi>-^2g-^rCV |H-o",ooi6(6)
}

^-i-o",ooi6

cos 2Ev— c'mv— 2g-^cv {
— o",oo27(6)

|

=— o",oo27

C0S2EV'hc'mV—2g— Ci> {-l-o",0012 (6) I =-Ho",OOI2

cos2Ei^— c'mv— 2g—'CV |— o",ooig(6)
|

=— o",ooi9

COS 2Ev-hc'mv-i-2g— cv \— o",ooo5(6){ =— o",ooo5

cos2Ev —cmv-i-2g— cv {-Ho",ooio(6) j
:=-t-o",ooio

cosEv |-o",6o4'5(4)-o^2442(5)-o>84i(6) } =-o",9328

cosEv^cv J— o",o663 (5) - o",o 2 82 (6) }
=- o",o945

cosEi>-i-c\' |— o",oo3o(6) !
=— o",oo3o

cosEi>-^c'mv j-*-o",i8i2(4)-+-o",o6io(5)+ o'>236(6)| =-*-o",2648

cosEv—dmv {-»-o",oi02 (5)— o",oo85(6}
|

=:-»-o",ooi7

cos Ev— 2CV \

—

o",ooo5 (6) I
o",ooo5

cosEv—2gv {-ho",oo79(6)
I

=4-o"j0079

cosEv-\-2gv j— o",ooo6(6)
}

=— o",ooo6
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cos ^Ev •i' c'mv ^ cv j-+-o",oo23(6):|gocrocv =-+-o",oo23

cos^Ev— c'mv— cv {— CjOcgo (6)(0) ôoocV o =? =— o",oo9o

co5 4^f— 3cp- {-i-o",oo83(6)(^)ffsêCv =-»-o",oo83

cos^Ev^2gv— cv {+ o",ooi8(6)
{

=-i-o",ooi8

cos ^Ev -- 2gv -^ cv {-t-o'',ooi5(6)
i

=4-o",ooi5.

63. Pour avoir l'expression de la parallaxe horizontale en fonction

explicite du temps il faut éliminer v de la fonction ^'"'liLf
"

à

l'aide de l'équation

nt -H £ ^fçdv= t» -4-F(f)

( Voyez p. 5o2 ) ; ce qui revient à former les différens termes de

la série

1 rf^.

1.2.3tiv^

et à changer v en nt-^î— iKdv , après l'exécution des opérations

indiquées.

En différentiant la valeur précédente de JT^
"

, et faisant ensuite

le produit par celle de —F (y), de manière que toutes les quantités

d'un ordre supérieur au cinquième soient négligées , on obtient



COSCi>

65 O THÉORIE DU MOUVEMENT DE LA LUNE

|-e.^(|^'=l)e-/_e._y«.'-(f.-|-^=l)»V

) / 59 143 379 \ 5.3 _5 ^

/45 4275 2295 45 225__ 2115 \ 3 »

Vî6""256"~"256~"64"*' b2 — VIS )
"^ ^

3 , /15 165 645 \ 3

/285 65 „ 295 1683 165 15639 \ , ,
iS . ,

-(l6 -*-T-2+ -6Î + sÎ2 -l28= -5i2 )''^'-^256'^ ^

/27^27 27\ ,,»_^/l 7 ,.675 675 »9 \ „,v^
-(r6-*-Ï6=8-)'''' +(3l"32-*-^256-256-— ÏÔ;^'^

V32^32— 8/^ ^ ^\16^8— 16/^ \32 M Qi / '

ï^-(4-Ï2=6)"^"^('-6=6)^-U'*"î î)-^
1

/45 225 45 15 225 15 \ ^3 (
"* 164-12 -Ï6-*"'8-"*"

64 ="T;'^ Î

, .f-l-('-Â-A=ll)---(4-â=f)/l

l U6 8 64~64y'^ J

COS^CV ^\q)
cos5cv eH—Qi)

^S n 1 3,3 7\ .^/135_^13S_135\ , 93)

8-V32-*-96^*-^256—Të^r' (
C0S2gi>-C^ e/

/i 1 3\ . /l 1 9 15_ 9\ J
(-Vî6"^â2= 32;'^ -+-i8-^Ï6^P"32— 64r 3

f 1 / 11 7 17\./1 1 3\0
-8+0-*-32-*-96= Î2)"^-*-(ï6-^3-2= 32;V

cos2g^+ c^erl
j ^ 1_23\.

['^V32'~8"^32'^32~"32^^ J

C05 2CÇ' e
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65

^ i\ /l 3 S \ / 135 . 135 135 \ jIgV'-ICV ev
j (2-^4=4 ;-(m-^63-=3T) "M

COS 2gv -4- 2CP e 7

cos ^gv— cv ef

cos 4gp -H et» ef

cos 2gv— 3cv e^-f

cos2gv-^3cv e^'f

1

8
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. , . , j /9 . 9 9\_ / 621 . 909 765 \ , »

, wt /9 , 9 9\ .
/1329 . 104t 1185 \ ,i

"'"
r '"" w» J

27 . 27 27»
C0S2CP— 2C/WP e£

I
32'*"32 ~ ïël

^

, ,, j 27 27 27

1

COS 2W -h 2C nii^ et |— 32""32~"~Ï6 1
'^

D , 3 , ( 27 27 81 J

COiSct'— C/Wç» ^M— 32~64=~65! '^

o » 3 / ( 27 27 81 1

co^3ci^-t-cmp es'l 32"*"6î~6lî''*

^ , î I 9 . 9 9 45

1

cos2gV'¥'CV^cm<> ety
j

^^^.--^ =
êl

} '^

/ / ( 9 9 9 99 )

45
C05 2g-t' + cv+ c'mç' ecVJ-32-jg-4-g5= -g|!

< g g g gg 1

cos2gv-'CV'i-c'mv etf\ -+ _-h - = _j ,;i

C05 2£v

/ 15 15 15 \ » /. 285 15
. 153 265 \ , ,

(¥-^8=t)'"^-+-(*-^32-^-8-+-32=16J^^^
/ 17347 35 119 3 6019 45_ 37337 \ 3 .

"^V 512 32"'' 48 '''16 512"*" 32~ 768 ) "^ ^

/75 75 75 \ . „ . /15 15 15 45 45 \

-(ï6-^'Î6= t)'^^ ' -*-[-8-TQ-ÏB-^Ï6=T6)'^'

/3 21 \ 3 ,2 /21 15 3 9 3 15 33\- (2-'-T= *2)mV^-(ï6-'-32-+-32-^32"*-2+32=¥r^ ^

/Il „ 43 \ î /S9 .
13 163 \ 3. 3 _ .

/ 77 893 74 3 89^» \ _4 ^ /'Î5^4S 45 \ _ ,

+ (î92-îr4-¥-2=—576-)"* "^-(32 -'-32= 16)^^

AÏ28~Î6"'"¥""^"'64~"¥—m;^ ^

/47 11 , 1 261\ , . .
/55 , . 45 105 8î\ ^, ,

(i28-^-6Î-'-*-'-2 = 128r "^ -'"(32-^'-"Î6—Ï6 =-32)'"
'



cos 2Ev+ cv e
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cosiEv—'cmv b'
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/„^11 43\ , /59 13 163\ 5('* 16=16)^-^(21+-¥=2r)^
/893_^ 74 3_8941\ ^ /45 45_135\

"*"Vl44 192"*" 9 '*"2~ 576 /^~'V32"'"64~ 64 ^^^
3 , / 47 11 , . 1 261\ . , /55 ^ 21S\ , ,»

-32 '^V -(ï28-*-64-^*"^2 =m)'^ V -(32"*"^= l2 j"^ '

"'"\16 128 64"^ 256 2~—256/'^^^

„ 3 13 , /15 15 15\ » \

_/15 t 135 135 117 15_6S\ , , l

\64"'"2"*' 64 "^"'eî — 64 "*"Ï6~"16/ '"^ ^
J

„ 3 13 4 /35 35 35\ j 13./7z^-^/n^H-(-^+ -g.= ^jme^ i

/1775 7 135 135 851 105_885\ .,(
"^V"6r"*"2"^"64 "*"M"*"'64-^l6— 16/'^*^ )

/15 15 15 \ /285 3 153 207 \ »

-A8"»"¥= t)^-'(-32-4-^32-= 16)"^

/ 35_ 17347 13 __ 6019 45_ 11347 \ 3

"*"V32 512 """s 512 32~ 256 /
^

/15 15 45 15 45 \ , /75 75 75 \ ,.

-V8-Ï6+Î6-*-8=8)'^^'*-(ï6+Ï6=¥;^^
/ 21 15 3 15 15 \ ,

-^(ï6"^32-*-2-*-32= t)'^'^

A^3^15 29\ , /119 . 13 3 103 \ 3I-0"*"4-*-¥= -8-)'^-(-48-*"T"*-Ï6=^)^
(^ /15^ 5 5\ .

. / 3 . 9 3 \ , i

*-lï6-*-Ï6= 4^i?^|il(32"*"32=8;'^V. )

( (. ,
11 43\ , /45 45 135\ . >

„
, ,

-"(*-'"32= 32)^"»"(32^-64=64)''^^
/

1.3 ^ /S9 99 9 45 13 383 \ 3 |

(+32'^V-(96+Ï28-»"4-Ï6-*-6-=Î28;^
)

( l. , 11 45 47 \ , /45 45 45\ ,1

„ , \ i*-*-32-Ï6= -F2J'^-(32-^32=r6J'^^
1 ^ »j_/59 99 9 459 13_ 949\ 3I
\ 32'^^"*"V96~"l28"~4'" 64

"*" 6 128^'^)

Tom I 83

COS lEv— 2CV e""

COS 2Ev-ir2CV é"
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cosiEv — c'mv-¥cv eî

cos lEv— c'niv— cv es
,(

<.Ev— 3( =!

cos 2£v-i-3cv ê

cosiEk>— iQv-^cv ey*

cos lEv— i^v— cv e-f

cos 1Ev -H 2gv— cv ey^

cos lEv -f- igv + cf e-f

CO s 2E^— 2 cVraf -i-CV € î"

cos 2Ev~2c'rrnf—cv es"'

cos2Ep-i-2c'mv— cv ee"

cos 2Ev-\-c'mv— 2cv e%-'

cos 2Ev— c'm.v— 2CV e'a'

cos2Ev-¥-c'niv-^2CV e^i

/Il _ 301 \ , /105 lOâ 315 \ , 1

(32"*-'= 32)^^ -(-32 +-64=164-)"^^
|

7 ,/ 413 99 9 45 91 _ 4591 \ ,

32'^'/'^V'32"'"Ï28"*'4— Î6'*"T— 128 ^^ ]

/ 77 45 211\ , /105 105 105\

-(7-^F2-Î6= w)"^ +•(-32+^=16)'"^
I

7 :. /99 413 9 459 91 3259\ 3I

•32"^V-^(m-32 -*-4-^-G4-T=-l28;^ !

/45 45_45\ /15 459 1 23_4673\ .|

V32~64—64/"^"*"V'2'"*"256""3"'¥— 768;^^
!

1 45 3 341 1 ,

+3+64-^2=96!'^

/33 11 , 15 19 \ .1
'^ + (64-Ï6+ *-64= 32;'^ [

'32~"64~64;/"^+Vl6 128 4
"*" 256"~256/ '^

!

15 /Il 33 , 153 , 841 \ J
b^'^-(64+64+ *+256+ »=256)^

I

11
64'

3£
128'

1 15 , 245 1 ,

•4-*-64-+-*=Ï28i'^

,_ 187 731 j ,17+^ =^ w

135

64

32

187

32
'

32

105 ,^ 907 ) .
• ^TTT-— 17=— -f^ I m
16 64

45 135 45)
Î6 64~64l"^

117

64

135

64

99 \— -16/'

/15 15_15\

'+V64 64 8

/ 35 35 35 \
|~(8+-8-= t)''*

I / 135_ 17^5 135 21__^851 547 \ ,

L+V"ê4 "éF"*" 64 "*"T 64 ~ 16/''^

15 29 )

Î6= Î6i'^
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7 21 105 203r. / , , J 7 21 105 203 J ,

cos2Ev —cmv-^-2cv es |— 2~'8"~"T6~'~T6l''*

r^ , o 3 / ( 45 45 45 J

cosiEv-^cmv—ôcv et
^ 32~64~64l^

„ , o 3 ,( 105 105 105 J

cos ^Ev-^cmv—ôw e b
|
—g2

"*"
"ël
~ ""

"ël I

"^

T. ,( 1 , 13 3 / 9 51 45 15 39 . 51 75\ .J
C0S2Ev-2gV y j

4^-t-2î'^-^(64-^65'^32-»-Ï6-+-64-*-6l= Ï6;^^ !

r: J « 1 , 13 3 / 15 45 15 45 15 \ ^ i

C05 2^t;H-2g^V' V |-4^-2l'^"*-V63"*"64-+-64"+-64=8-;^^ !

r- , „( /9 3 3\ 5 /45 45 45\ »i
C05 2£'p-4-2Cmy € l-\4~2=4J"'-i32-+-32=l6J'"M

^ , „ ( /9 21 51\ 3 /255 .
255 255\ »j

cos2Ei>-2cmv e\ ^-H-_= _j^^.(^_^._=_jme
}

r. , , i 9 45 15 39 27 )

C05 2£'f-2gi'-2Cf ev j« ___-_-__=-_ j,7î

^ . , ( 15 45 15 45 105 i

C05 2£'i^-+-2gP-2CP ey |-.g|-g2-Ï6~6Î= --32-i^

r . » 2 < 51 51 51 1 _C0S2Ev-2gV-*-2CV ^V j-6l-6l= "'32! '^•

cos2Ev-hc'mv— 2gv-*-cv eiy^(— 32'")

iP > , J ( 9 15 3 ï

cos2Ev-i-cmv-'2gv— cv esy
| gâ'^ëî^P)'^

C0S2EV —c'mv— 2gv-\'CV eî'-fi 32"*)

c > , , j 21 , 35 7
J _C0S2tv—'Cmv—2gV— CV es 7 |~"32"''6Î^^""64l

2Ev-^ c'mv -H 2§-p— cv es'f ( «5 ^ )

v I » ./ 35 \
2/it'— C/»P-4-2gP— CP 6^7 (-"64'^)

C05

COS

jn , ï »2 i
255 255 255 j _C0S2LV— 2cmv—2cv et

|—g^ — "32^^—16 1

r < , ,, I 45 45 45 )

C0S2Lv-^2CmV—2CV eVj 32"*"32 — Ï6 1
'^
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^ / , k 5 15 25 1

cos 2Ev -+- c'mv— 2g-v ^'fi— g "i'
)

cas lEv— c'mv •+• igv s'y'' l— g
^'

)

cos lEv — c'mv — 2gv s'f
{ g"^f

rp T. 4 /165 15 64S\ 3 15 „ /1G5 45 105v J
^«^^^ ^ 1(256-^-^=256^"^ 8"" - ( 64 +64= -32h^

j

^ ,,l /15 15 15\ /93 33 159 \ .1
cosEv-^cv eh j_^_-Hjg = -g j/«-(^y-+--^=^^m

j

E, ,A/\^ 15 15\ /93 225 33 225 861 \ J
cosEv-cv eh ^-H-_=_jm-»-(^g+ j28-^-8-<-m=-64J"' \

T^ , „;( /25 15 5\ , 45 ,1
cosEv^cmv ib

\

^_^._=:-je 4-g^m
J

r , ,,,« 5 55 45 305 1 ,^«^^^-^^^ ='* î-2-64~32= --32 {"'

jn .7. \ 165 45 285 1

jT ^7^^ 45 45 135 J

COi ^p -+- 2gv /h''
( 128

"^
)

COS Ev— 2gV fb^(— 128™)

ZT ' . ']^\ /^ ^5 ^\ /4->^45 45\ J

^ , ,7-\ /5 5 5\ /45 45 45 \ ]

cosEv+ cmv-cv ezh j- ^--h ^= 2
)-+-(-g-t- g = ^ j

/?ï

j

r - î ,,. ( 25 15 35 1

r^ r J ,7i ( 15 15 45 1

cosEv-^cmv^2CV esb j-__-=~_J
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,,, , 75 15 75 15 105

T7 I 'Z-» ( 15 15 13 1

coshv— cmp-t-ct' eib
| 15 "•" ïg= "8"

1
"*

cosEv-\-icmv z'^Vi— 8"'^)

cos Ev -^ c'nw -\- ^gv «V&'(— 00 )

cos Ev-^c'mv— 2gv ^'fV'i 32 )

^^ , r, , , ( 165 15 645 1 5

y m r 2 t 15 75 45 i ,cos-^E^^cv eh
\
_+_=_j^

„ or, ,,i 15 225 225 75 315 1 .

CO^d/iy + cmt' £i»
I

64"*"2~'63' 1
'^

o z? ^ ,72 ( 75 75 75

1

c05o/iv-t-cmw— Ci' esy
j 32 "*" iJ2 ~ Ï6 I

"^

cos f^Ev

{ 11 4 /59 . 143 379\ 5 3

]
-8'^-+"(î2-^48-=-48)'"-i6^

l—ZH ^ 1£ ^^^ 225 __ 1095 \

^^.//? . < 283 „ 165 „ 299 1 <

512 128 ~ 512

C05 4^v — cv e

/15 165_ 645 \ 3 45 , , /675 675_2025\ , ,
•»

)
\4 '*"128— Î28J"*~"256'" '^ "' \256'*"5Ï2— 5Î2 / '^^ ^

[

1 /283 285 65 295 1683 „ 9315 \ ,

[-^Isïl -^16 ^- 8--^-64 -^ SÏ2
-^2 = 256 )

"'

cos^Es^-^dnw ,'|_ll_" =_yU*

COS i\E'i^ — c'uw e'

16 16 8

77 77

16 "^16
77 77 77 ) ,

Tâ-^Tô = -5-1 m"
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. t
225 , /IS 45 . 4275 . 2295

,
225 4785\ 3

COS^Ev-ICV e\
64"'^"*"i"8"*"r6"^"256"*""256"^32"

= T28/'^^

, „ o ,( 675 675 2025 1 ,

/ r^ , ( 9 . 135 279
I .cos^Ev-2^V-W ev

{ 5r2-*-2l6= 5Î2l"'

, „ , ,/ 15 165 15 165 1935 \ ,cosl^Ev^cmv^w e. (-T-256-T-'r28= --256-)'"

, r- I / / 35 1155 105 385 7525 \ 3cos^Ev-cnK^-cv ea
^ T *" 156 ^"

"S"
"*

Î2§ = 256 )
"'

, j. , , , / 225 225 225 \ ,

cos i^Lv-Jrcmv — icv ^ ^ (
~"

-gf
""

"gl"
^^— 32 / '^

, E, , , , / 525 525 525 \ .

cosi[.tv—cmv—icv e£( 64'*'"65' ^^ 32"/"^'

En prenant dans le § 4 les valeurs de Fjyf , -^ôô' > ^(P)'' > ^^ ^^^'

mera par un procédé analogue les équations suivantes.

l /. 1 3\ , A 9 1 1 283\ , /l
. 1 1 1 9\ . ,- (*^2 =2)^ -(*-^6i-*-2-6=Î92> n4-*-2

-^8 -^4=8)^ V
^

) y^ 9 , ,. /7 321 7 3 225 225_ 763 \ . .

1~64~4''*^ "^Vï2""64 *"2l'"?""64""" 64 — ~"64 7

/121 11 11_825\ 4

l,256'*"'8"'^8"— 256^'^

.1 /3 3 3 \ , /165 15 165 15 \ 3 |

M 1 /l 1 91 37 \. /Il 3\.^/3 7 11\,„.

a/t 46V e'' (— - \

n 0/ 91 \
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<

sin

sin

ri 5 29 3 3 129 j »5.«2gp-cw ey
j

-^._H.-+_==_.je

5^4g^P-Hci^ ^7'( ils)
^"1"^^

sin^gv-cv ey^^-jL^

.( 1 i-i| .

. ./ " 1 \
«/'-

sin^gv— 2CV ey I — ^1

2g^f-+-2CP ey I — g )

D 3 , / 29 3 53 \

3 3 ,/ 11 3 23 \sin2gv-^^cv ey ^ _+_=_^
• / ,( 3 3 „1

sin c mv t \ 2
"*"

2 ^^ 1 "^ ^

I
8^8~4)

'(-!-)

'( 1"^)

Sin icv—icmv es! 8 '"
)

sinicmv t \ ;r-4-ô= 7ri/We

sin cv 'k- ic mv et

sin cv— icmv et

sin icv -^ c mv es

sin 2CV— c mv es

sin 2cv-i-2cmv e s
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o ,
3,499 9

jsinôcv -hr c niv eej— jg— j^=— g"
(
"^

. o ' 3,199 9 i

5m ow— cinv esj îS'^'ïë ^^ s}^
, '\ 9 9.9 9 J

5mci^-t-cw^' es
j
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5^7^ agt» -f- cf -+- c mv ^^VC ïë^)
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/45 135
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)
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r r , ( 11 79 45 . 63 j, .

sin^Ev-^cmv £
j
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. ^ , M 13 77^45 _ 99),.

( /Il , 27 \ » /59 13 37 \

(ïâ+ *= Ï6)^-^(24-^6-= T)^
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/**_._i 27\ , , /59 13 37\

3 » / 135 45 45 \

66i

sin lEv — 2gi>

sm2Ev-¥-2gi^

simEv— 3cv

sin iEv-^^cv

sin^Ev— 2gv-
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15
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sin E^

sin Ev— 26V
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2.3-* W ^d^-l /rilTÏ
j

cos cv
i h')

cos 2CV
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E, ii 15 15 15 15 1 ,

V . \ 15 5 S
I aC0SQ.hv-^2CV ^ j— Ï6~Ï6— ~4 "^^

cos 2Ev-^ ^cv e' (— g- m' \

cosiEv — l^w e"). %-^^— \\m'-,

2.3.4-^ ^^^ dv\ \/r:rTs s

sin C4.' e ( — F ^0

o 3 i
1 1 5 j ,sin3cv e

j 24 + 6=24 j^

sin^cv e''(—
24) >

d'où l'on a conclu l'expression suivante de .^
'^
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Expression de la Latitude de la Lune

en Jonction explicite du temps.

65. En désignant par L la latitude de la Lune, nous avons donné

son expression en fonction de la longitude vraie dans les pages

496-501 de ce Volume. Maintenant, qu'il s'agit d'exprimer celte

même latitude par le temps, il n'y a qu'à former les difFérens termes

de la série

et à changer v en nt-^E—
J Cd^ , après la différeniiation. C'est une

opération tout-à-fait analogue à celle qu'on vient de faire pour la

parallaxe. Seulement il est nécessaire d'avertir que, nous conservons

dans ce calcul plusieurs termes d'un ordre supérieur au cinquième,

semblables à ceux qu'on voit dans l'expression de L en fonction

de t'. Après cela , la simple disposition des développemens suivans

suffit pour expliquer leur formation.
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/ 251923 5795 297_ 779731 \ 5 15 y,, j^,»s

VT2288'*"Ï28~i28— 12288 j^^""T"H' —^ J

/ /5 1 3_3\ 135 /659 215 27 9_1449\ »^

\"~V8"*"2"'8—4/"*"-64"^"'"V5Ï2"^256~64"*"8— 5Ï2/"^
sins.nt— zc.nt ey{ ]

t"*" V32"*'l6"'"24"~8''"6~'96/^'~\64'*"l6'*'64"*'l6'^32/'^ j

\ \2^8— 8y'"''V32""l6'*"8
~'8"~32/'^

f
smg.nt-i- ic.nt ey{ )

')/_!_ 1 9 27_27\ »_/£ . «^ ^_i._H\ M(""\16"^2"'"2"" 8 —\Qr \64 G4"'"l6 32~~16/'^ )

. o . 3 ( /lO 3 2 17 \ 135 )

sing.nt-d,c.nt e y j- ^24-4-^3 =24)-^" 64 ""
!

. 3 . 3 / 1 3 8 4\
smg.nt-^ic.nt ey^ _---h^=

^j

f /3 1 1\ 135 /53 . 395 3 S81 \ »>

3 -(4-4=2)-^-6Î^-(32-*-*-256^8=256J"M
sm3g.nt-c.nt e^ l

^ 1 _29>. . (^_L^L-11.\ \
'~*"Vï6~l« 1« 2 — IC/ ^

"*
\128 32 32""128/'^ j

r /3 1 IV /3 5 3 19\ . 1

3
(8-"2==-â)+ (4-^-8-Ï6= Ï6)"^

sm^g.nt^c.nt e^ l

^ ^^ ^ ^^ ^ ^3

h(8+8-m=i28)'y-*-(¥-Ï6-2-'*-^=i6)^ )

. o , . , 3/ 25^ 5 ^37 1 __13\
sm3g.nt—ic.nt ey ^-ê|-«- 64 -^64-16— 647

, . 3/ 3 95 25 17\
sin 3g-.nt:-ir%c.nt e y (.- iî+ 64rï6'=— ël )

, / S 455 7S 125 625 \
5i«^.7if-H46-.nf ^'yj^—64"*'384^i6"*^"24 ~ 384;

, / 5 21T 2T 9 _ 9r\
>sin,g.nt-^4c.nt' eyj. ïg— m-^ÏB""8 """"12«F/'
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1/3
9_3\ 69 , /5713 975 _ 2369 \ »

~'\l'~S—»)^'~m"^'^\ 256 ~256— 128 j '^*

/3 27 9 9 15 \ , /123 27 3 81 \

-^V2-Î6-^ï -8 = 16/"^^
-*-V 64 -"32-*"Î6= 64 j'"'/

/27 81_27\ ,. /244357 65461 231_1736297 \

\ÏQ 64~64/'"^' ~^V 1536 4096 128" 12288 /
"*

:, V /3 9 3\ 9 . /5427 999 1107 \ 5

i (2-8=8J"^-^6l'"-( 2Î6-2r6=-6T)"'

,1/39 27 9 15\ , /3 123 27 81\ J
sing:?it^cm.nt ^y !- {^^^^.---:^= -^jme - (ïë -+-64 "32= 64;'''^

1

1/27 81 27 \ ,. / 106081 2497 33 537375\ A

!nï6-6i=M)'^^ n"5ô9(r--ir-32=- 4Ô96r^

, „ 1 /9 27 9 \ /165 27 9 309\ .1
smgJlt -^20,71.711 -=

7|-(8"32=32J'''-\256-*-Ï6-8 =256;^}

' '\ '^
i /« 27 9\ ^/99 27^9 ^^ \ . i

sing.7it-2cm.nt ey\ (3-32= 3-2^^ "+
V256~Ï6"+-8

= -256/"'
1

, o > . /3 j 53 53 53 1

si7ig.72t-i-ôc/n.nt £7| 64~"48^^— Ï92 1
'^

. -if . /3 ( 53 53 53 )

smg.Tit— àcm.nt ^ 7 |- 6l"^48 = Î92 1
^

• D . , , , 3 ( 9 51 9 3 1

smôg.nt-^cni.nt £7
j ^—^-^Jq = 64 Î

'^

o . ' : , 3 ( 9 51 9 3 1

sm Sg.Tit- c nuit £ 7
I

- - 4-^_ j^ =:- g^ }
m

!„
/3

.
309 3 405 \ o_3.m-(^+32+2=^)^

_/9J89_4^3_Av 3

Vl28 128 ~~ 32 /"*
)

/9 75 3 123 \ .î

sirig.nt— c.nt— c'm.nC ee'y
. , ., , / 18645 9 18069 \ 3

^v ,
f',# »., / 3 705 3 609 V .)

.m,^..z^4.C.Z.r-cm.7.« ^^^1/18555 6&__1545V .

("*"VT28 128—16"/'^ )

(*) Les coefficiens numéiiques qu'on voit surmontés d'un astérisque dans cette formule doivent

être regardés comme incomplets , sous le rapporL analytique; parceque ils ont été formés sans

avoir égard à la partie correspondante qui entre dans l'expression de L eu fonction de v.
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f 9 _/i^__9__£_ 111

sing.nt— c.nt-k-c'w.nt cs'y
33253 9 34677 \ 3

)'

. . / 3a , .

. , , , , , , j 13a 21 9 8 117
(

Sing.nt— ic.nt— cm.nt eeyj
ef ^~ël'"*'8'*"4 ^^ "321"*

/ , , , \ 135 21 9 3 117
1sing.nt--ic.nt-Jr cm.nt e sy

j— 64 64
— 8 — 4 ^^—32 {

^

' * "
i

27 27 405
Ismg.nt-k-ic.nt—cm.nt eeyl— 64 T ^^ 64"!'^*

, , . , I 27 27 405 J

sing.nt-¥-2c.nt-hcm.nt e^yl ^ï— X^^— "ëîi'^

sing.nt— c.nt -*- 2c'm.nt ce^v ( ~" Tg "^
)

(27 \

sing.nt -h c.nt+ 2c'm.nt ££"7 /— 4 ^^
)

^m g'.wif -H c .?7ï— ic'm.nt ee'^y ( 4 "^ )

. jr)^(/f ,_>?) 4 2 1 43 ,
, ,. 1 J. '^

^"^>^
j;^.- j-3-"4^~r8^-^^ -3V

i^''^^'^

11 , 59 3 /9 3 3\ . /45 45 135\ ,0

/ 9 73_91_\ . ,73869 75 _7063\

[ Vl28~^256~256;/'^ ^ *'\576 128~1152j''

/951 603 15 99_ 1929 \ , a 55 , ,.

\ 32 ~Ï28~T""l6— 128"/'" ^ "~32"^ '

/ 205535 2035_ 356125 \ 5_ / 295 201 __ 449\ 3 /J
V 13824 1024~ 27648 / '"

V 48 "^
16 ~ "24 / "^ ^ I

Sin^t.n -\^g.n 7( .225_43609 60169 317 45_177 33_134555\ 3./

\128 2M8'^"5Ï2~ 16 "*"32 8
"""

4 ~ 2048 )'^^\'

i / 10151 240 59 22973 \ 3 a 15 „ ,

-\im8-^2Ô48 -^64= 1-2288)"^ V H"
lâs'" \ V

,^^ ,

1/1305 . 9 21 165 \ , . 225

o

1305 9 21 165 \ , . 2*25 , „
256-«-64-256= -32)"^^ ^-Ig"^^ '

/1845 405 405__1845\ , /_15 _9___§_\ 4

\ 256
°"

Ï6 """Te "~ 256/^^ "*'\128~'128~64/'^^'^
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29S7\3 /Il 3 _25\ . /59 273 _
8 ''^ "^

V 16 "*'32— 32 /
"^ "•"

VM "~
512— 1536 /

IS ,, /3 45 , 3 27\ ,73 3 ,, \

/3889__4147__ 86485 \ 4_ /1^_ 21__ Jl^_125\ , ,

^\57G 2048~ 18432/"^ \128 128 128~Ï28/"*"/

1 /21 115 199\ , „ /201 859 169 ., 11 423\ ,

205535 225439

( 13824 49152

363

2048 )

/1593 74507 58819

sm^E.nt—g.nt 7

4469761

442368

169 9 59

1
24"V 256 6144 ^ 1536 8

/555_1243 i^__ll— __?^\ '

21363\ 3 il

= 2Û48)'"^

2048 768

! /865 . 6753

192 64 6144 /
'

161

\ 192 ^ 1024 ' 32

49555 \ 3 >.

I /45 15 15 \ „ , /I5 15 45 \-( 64-32= 61)'^^^' "/-V-8-^T= -8;

î / 105 3 63 1 457 \

'-( 128 -*-4-^ 32 *-F2= m)'«^^ 128'

-(
21 9 111\ , 45 ,,

îl2-64= 5i2)'^V-*-64^'^*

/ 27 _ 1641

\ 64 512

SI

256 ' 512

27 1641 45

64

15

16'
1545 \ ,, 9 3 / /i TT'iX

327
256"

155
'384'

sinïE.nt-^c'm.jit— g.nt s'y

/S7 29 115 \
^^-(64-^32=^)

ri
I /3 3 45 27 \

r(4-^2-32=32;"^^
/ 3 3 _\

33 2083 \ 3

32=WJ'"

3
•^64"''

/ 36577

V 4608

59
16'

,
263

'^-2-56^*

^ V256

33_ 24337 \ ,

32" 4608 /"^

/lOl 83^_119\,„..
'Vl28 256~ 256 y

91 3 79__823\ ,

— 32 "^
2
""

32
"~ 256 /

'" '
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7 /65 95 255 \ ,

/1625 L-i-^_^i^\ 3

'\ 128 256 32~ 256 )
"^

(1 105 7 63 \

(2-^-^4=32)^"^

I / 25189 59 99_25J93\
«"^V 512 "*"16 32~""5Ï2' j'"

/ 1067 __ 3921 _ 21 13_20;k\ . ,

\ 32 256 2 "*'32~"256"j"^ ^

256 "" ' Vl28 256'

2325 , ,, /597 149_10i5\

< II , /99 61 _1I27\ 5

,'~32"*~V32'"384— ^84 j'"

/ 9 3 3 \ , /45 45 135

A

V64-3-2= 64J'"V-(8-32= W;'"^

11 » ,.
. / 73 195 463 \ . .

256"*' '*-i5F2-*-256= 5r2r''
'/

( 8
"^

8 32 256 ~" 256 j "* '^

77 , /1553 99_ 1949 Y s

S2 "* "^
V ^28 "*

32— 128 /
"*

/2t_^_7^\ . /105 105_315\
l \64 32— 64/"*"^ ^\"T~"'32 —^/

1353 , „ /481 393 1267 \ , .

256 "* ' -(512^256=512-)^'' /

/699 3561 105 117 __ 16383 \ , ,

\ 8 256 8 ''" 3T— 256 j "^ ^

Tome T
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;/// 'j.E.nl — fj.iil -k-c.ul

3 105 \/153

/ 4609 15 11 _ 3825 \—^— ^•^^ 28 /V 128

, 3 , 15

8
m'

'.ni— ".??/

—

cnl ey

' 128

87

/ 354313 59 1269 102835

si/i 2 L'jil -r- i!.iil -H eut e-j

\
/ 354313 59 1269_ 102835 \ ,

r"\ 3072 "^12 64 "" 1024 /
'"

/351 15 111\ ,„ /189 ,
21 9

'- (32 -T=-32J'" ^ -(t2 +64-^4

/ 3 2853 9_2301 \ , ,~
l, 32

"^ 256
~"

4
"~ 256 /

"^ "^^

/Il , 7\ , /59 119 11

(t-^=4)"'-^(-6—l8-¥ =

/15 135 ,^ m . /9 9

/ 8909 2083 59_ 19907 \ ,,

V i\M'^ 72 12— 1152 }
'"

^

/159__2m ,_135 731_ 2=
y \ 64 64 ' 32 ^ 8

(55 5 35 \ j (2

-8— 2=¥)'"^

I / 81 63 9 11_ 451\ , .

\"*"V256""64"^32"' 8 —""256/"^ '^

3 /, 53 11 23 \ .

/3J.
1837 ^_11_^^\ 3_

\24 1536 "^12 8 ""1536/'"

27 363\ , /63 3

64/ 1

287 \

= -48-)'

27\ .1

64/ '
J

397 \ ,

/183

\64

ry

?1
,24

f^lSS

64

/62201

\ 4608
'

3
4-^

773
"32

15

Ï6'"

67 138431

i

288

3657
' 512

_27
2

'

18432

1503 ^_63

64 "^16

V64

59_33
12 32

39\ ,= 64)"^^

3547 \

--=-18432)'"

11

4

1919

512

I
/1471 3 151 _ 3 IJ:__liZ

["''V -5X2 ""4 — 64 8"*" 32— 512

/Il 5 55 179 \ , „
^^(32-2-16= - 32-)"^^

m 7
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1-+-

15 / 285

/ 18967 __ I2_
\ ~5W 8

11 241!4l \ X

4388 î\ 3 /•» f

|_ ^45_45 15_Î63

sin '>.E.nt-^g.ni— c:nt

,
/ 709997 445

/"^ 1.6144 64"

5 8095

512

4-15

2083

111
!

Vi

59 33

3 1' .

>J-1 Î813i

) 1171

(, 32

/165

\ 36

11__

45

8

7479

^12

245 205 \ , ,

16 =-8-)"^^

- 1('

4021

512
'

^ 3 __ 11_ 5285 \

16 32" 512 /
m 7

|""V8 64 o2~64/ *

1 /423 915 1107 1^ , 11__1^3\ ,,

f*" Vl^s— sri 12s
"*"

4
"*"
m~~ 512 ;

"^

siniE.nt^ ?.c.nt-^g.nt e^y

142713. 25^ 18315 1107
"512""^ £4

135

32\ 40i}6

/531 ^_ 5 _lî7_225__19\
V 5Î2 "^ 32

~"
256 5Ï2

~'
64 j

'" "''

3473\
'4096/'

105

256

195
256"

345

256

15
16'

495 \
= 256)'"^

/ 225 __ 7?

(--
\16

/945

\2.56

75— m)'

sin 2Ejit-]- -ic.nt— s.nt c'y

15
'32

1985

512
"

483
128'

11123
" 1024

"

3 99 555 \ ,

8-^32= '256)"^

161_27_33__890l\
ÏÏ4""~64 ir~ 1024/'

/J5^__^__369 81 99\ .

Vl28 64 Ï28"*"64'~ 64/ ''

/2505 453 81 27_513\
\'256 '~256'*'64'*" 4 —"32 ^'"^

I /4S 45 __Î35\
^^

V 32— 128" 128/'"'
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/99 27 15_147\

11 3173 \ m/673 333 1107 27 11 3173 \

V256 128^ 128 ^ 8 ^32~ 256 /

124471 36855 1107 81 11 435649\ ,1/124471 36855 1107_ 81 11_ 435649 \

V 6144
"*"

1U24 "•"64 64
"*"

8
~" 6144 /

I
Vl28"*"256"*'32~~256/'"'y

/27 ^_l._7__iZ.\
V64"'"256 64 8~ 256/'"^

/495 135 1^35 \
-(m-^-32=-ï2r)'^^

/65__805 275_425\ ,

\64 128"^ 32 " 128/'"

/161 3265 161 55 315 \ 5

^ . V 96 192 "^"64 8
~" 16^'"

sin lE.fit ^~ 2C.nl -'f s-nt e y { o..< i. -T- . -r-^ /^ 2275
J75

625_ 12125 \

"^V 256 ïW^ 16 ~ 256 )"^^

/695__ 27 _6^\
"*"\,512 256 ""512/^"^

• x- . J ,
5 « /21 3 1S\ /153

.
11 21 91\^»|

Sin2E.ni-ig.ni 7 j \64-32= 64J"*-i256-+-i28-64
=

256J"' 1

siji 2 E.nt -+- àg.Jit v' ( 32 "^/

,, ^ , , ., j 51 / 789 , 485 2729 \ .1
SimL.nt-2cm.nl-g.nt £ 7

{
32'»-»-\256"*" 64"= 256-j"^

I

, g / 98 9 57 \ )

simE.nl^Jcni.nt-g.nt ty j__m_^__ 64 = 256 r"" (

r- . •

X , '^ / 187 Asin^L.nt— 2Cin.ut-\rg.nt z y y 'M "^
)

Z7 . a .. , M 15 . 3 21 )

sin2h-nt — og.nt— eut ey \ go ^ ^^ tm) ni
16 32

45 15 15
sin2E.nt-^6g.nt—c.nt ey

\ 04— îê=— 64 1

sin iE.nL— 3g.nt -hcnt ey i— ^ m \

sin 2 E.nt— 3c.nt -i-g. ni e^y l fâ"^)

ni
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sin2E.nt-i-3c.iit-—g.nt c'7
| îr— Î6^*~2 I

'^^

27 , 75
sin2E.nt--3c.ni--g.nt ^'v ]"" *'^îg"*"*^^16^ 16'

m

sin lE.nt -+- Zc'ni.nt— g.nt i'^y
\ M^J

sin 2E.nt— ^c'm.nt—g.nt £"7 / 64 '"
)

I 5
sin 2E.nt -t- c'm.nt— Zg.nt j'y

£__21___15i
32 64~ 64 1

"*

siii2L.nt— cm.nt— ôg.nt s y jBlëî ^^ 64)''*

s1n2L.nt-i-cmj1i-i-g.71t— c.7ii ^=7!— g-''*— \Ï6 — T^^ïe/''^ l

• r * f X X X ' 1 3 /3 111 15\ ,1
s1n2E.nt-i-cm.nt—g.nt— c.nt esyj— ^ m — l^ — 6r^^64 z''* \

35 /205 13 423 \ .

I / 63147 . _ 39_ 63571 \

,
yX 512 "*"* 32"" 512 /

m
sin2E.nt— c'm.nt-\-s.nt— c.7tt et'y { () c;^ M 615 ,. /23l 21 273 \ J

|--64-'''^-(64-*-32=-64-)"^v|

/105_3S__35_ 105\

V 8 16 2 ~ 16 /'"^

7 / 255 21 171 \ .

2''^ + (-8--T= -x)''*

• // , ' X . X ' ; . / 18991 15 19031 \ 3

Sin 2L.nI— cm.nt— g.nt— c.nt ecy V-i- ( ^^- "•~32^^"Ï28~ /
"*

(), (•) (•)

123 „, 203 , 63

[-le'''' --64''''y-ï6'"^

V ^ . ' X X X ' ( 1 / 7 29 1 11 \ , 1

sin2L.nt-hc ni.nt—g.nt-i-c.nt eiy l ^m — (ï6~*"ï6"'"2^^T/''* 1

Îl 11 7 1

9 — T^^— 8 I

'^^^
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^ ' . ^ ^ r ( 7 77 49 i ,

sm2E.nt-—C!n.?it-hg.nt-hc.nt ec7|— ^"'"T^T '"

. , i 7 / 75 05 7 19 \ , )

siniL.ni — cm.yit— g.nt-^-c.yit es 7
| g

"*"•" \~" rG"*~ÏG"'~2~T )'"
1

!15 99 27 î'37
j

Ï6"~ 64
"

î« ~ ""
"Cï J

"^

_
, ^ 1 , ( 35 105 35 35 /

sin'xL.nt— cm.ntJrg.nt — ic.nt e£7|
ëî

"+ 32"
"~

"8" ~ ~"
GÏ i

'"

, , , ( 35 231 63 343 1

sin2E.nt—cm.nt— g.nt— 2C.nteB-i^— -:^-^^-^,^ = -g^ |
'«

/ ( 9 9 27 1

sm2E.nt-hc'm.jit—g.nt-i-2C.nt e'Eyj—
ï6-'"64=~64i

"^

^ f . , , , ( 21 21 63
)

sm2E.nt— cm.Tit—g.nt-^2c.nt esyi^ Ï6""64 ~
64 r"

^ , ' „ / 255 \
sm2E.nt--2cm.nt-i-g.ni— c.nf ei7Î

ga^
"*

)

/ 51 \
sin2E.nt— 2Ctn.nt— g.nt— c.nt ££"7^ T "*

)

sin2E.nt-¥-2cm.nt-Jrg.nt—c.nt ^^'^vf— 32 "^
)

sin2Ë.nt-¥-2cm.nt—g.nt— c.nt et'^-ji— 8 "
/

siniE.nt— 2c'ni.nt— g.îit-i-c.nt eî"^-jl M "^}

sin2E.nt-^2cm.nt-~g.nt-k-c.nt ^^'^1\— ^ i^^j

!15
/93 5_83\ , /909 165_ 3471 \ 3" 16'" ~"
V
16"" 8 — 16/ "^ ""

\ WÎ28— 1287 "^

/la 135 15 \ ,, /105 15 15 15 \

-^(t—32=-32)'"^ -(t6-^Î6-T= t)'"^
/345 15 37k \

l+\m-'-64="m;'«v
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!1S /699 9 411 \ . 13743 ,x

j. , . , , , ( 165 15 75 45

1

sinL.nt-^g,nl~c.ni e-jb j—— -1-—h-— = — jw

. „ , ^ , ,,( 165 15 45 45

1

sinEM—gM— c.nt eyb \— -^ — ï^-^ ïq
——

ô^\
"^

• c . . . ,,( 45 45 135 1

smt.nt-^-g.nt-k-c.nt eyo
|

-^— j^=— "ëî (
"*

• n , * . / A' I i5 15 45 195 i

• r- . ' . .'72/ S 45 \
«/i /i .ni -j- c m.Tit -i-g.nt ^ 70 1 j — «- '^^

j

sinh.Jit-i-cm.nt— g.nt eyo I ^ — '8"'^/

(15 \

iïï
"* )

sin E.nt — c'm.nt—g.nt c'yi' ( I2 "^
)

A-m EmI -s- c'm.nt -i-g.nt— c.nt et'-^jb'' \ ^— j-— ^=— :^|

I? f , ' , A , , 7, i
25 5 5 25 i

sinh.nt-k-cm.nt—g.nt— c.nt 6270 ïê"'"4 — 4 ^^ Ï6 l

i-- * . ' * * ^ < 71 ( 15 15 45 )

smE.nt-ircm.nt-i-g.nt-i-c.7it es 70 i~ï6''"T^^Î6 1

• 17 1 . ' i ^ ^ ' 7 1 ( 15 5 5 55 )

sinL.nt-i-cm.nt— g.nt-i-c.nt esyb —
Jq

-*" 4 "+" g =
4g

, r . t jj 1 5 15 95 / I^mSE.nt-g.nf yh \- -__=-—} m

$i?i'dE.nt-i-g.ni -^b' ( gl'" /

sin ?iE.nt— g.iît — c.nt e-jb' i— q^ ^^
/

sin'àE.nt-^cm.nt— g.niî-i¥( -Âni)
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/363__^ 7S_621\
,

\512 256 "^ 128~ 512/'"

V512 256~ 512/^ '/

/ 135 135_405\ . .

. ,,, , \ 64 256^250/'" ^

\ 122880 128 "^ 128 "~ 122880 /
"*

f
165 3 /. / 99 219 177 \ , .

/ i?^ _ ?i?2 __ 1? 297_35^\ 3,
\ 256 512 16

*"
32 ~ 512 ) ^^ ^

. / ,, ^ , (283 605 161 1 ,

smiL.fit^g.nt V 1-512-^512= 256 1
"*

smj\.E.nt— ^g-J>t 7'( sïâ
"^

/

/ 17 , ^ ^ ( iS 165 105 1 3

sin l\t

M

-4- § .7?^— c.nf e/ j g "^ 32" ^^ "32" 1
''^

fv , , . ( 45 , /15 15 33 267\ 3i
sin\t.nt— g.nl-c.nt ey

j ël''^
"^

V
8'"*'64-*' 16= 64 /^^

1

• / j- . . . ( 3 33 21 1 5

sinù^t.nt— g.nl-^rc.nt ey |— g "*" 32 "= 32 1
''^

, ,. , , , , ( 225 405 135 585 i ,

wil^L.nt-^g.nt-'i.c.ni t^i \

—-— h-—=^ [
«i

. / =^ , , , » i 675 675 2025
/

sin ^E.nt -^g.nl - 2C.?it ey\
iâs
-

5Ï2= ^12 I

'^^

sin/lE.nt-^-c'm.iU— gjil s'y(— 556
'^'

)

sin ^E.nt— c'm.nt— g.iit t'y ( ^cg '^^^
)

sin^E.nt + c'm.nt — g.nt— c.nt es'y/ — gs "*'

)

sinl\.E.jit — c'm.nt — g.ni— c.nt ei'yi 'H'^^r

67. Cela posé, si l'on réduit les coefficieiis de celte expression en

nombres, on trouvera

j
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L=i Latitude de la Lune en fonction du temps iss

j*.85,6>oo(.)-„=",38,(3)
| ^,

j-H 2",oo4 (4) -H o",8o4 (5)-o",888(6)(

sin3g.nt î-6",2 78(3)-o",i46(5)j =- 6",424

sin^g.nt {-+-o'',oo6(5)j =+• o",oo6

|-f-ioi9",o58(2)-6",i45(4)
I

sing.7it-hc.nt )— o",'yoo(5)— i",o56(6) > =-+- ioio",894

(-o",263(7)h-2i",378(£"-£"'))

j-ioi9",o58(2)-t-i4",474(4)
j

sing.nt— c.îit /-h3",o23 (5)-i-o'',goi (6) > =:

—

1000",f>o9

Uo",i5i(7)-2i",378(s"-i^"))

sing.nt— ic.nt l-4i",9i i(3)-i-8",8i7 (4)-t-o",75i(5)j=- 32",343

sing.nt -h ic.nt |-i-62",865(3)— o",4o3(5)j =-+- 62",462

sing.nt — Sent |— 2",i7i (4)-4-o",484(5)} =— i",687

sing.nt -^Sc.nt
|
-h 4",o86 (4) j

(*) =-+- 4",o86

sinSg.nt— c.îit {-4",i32 (4)-f-i",3o4(5)— o",o2o (6) |==— ^",848

sin3g.nt+ c.nt |- i",o33 (4)4-o",i58(6)
|

=— o",875

sin 3g.nt— ic.nt
\+ o",o92 (5) j

= -h ©"jOQa

sin3g.nt-h2C.nt
\
— o",i2i(5)j =

—

o",i2i

sing.nt -h /\c.nt {-t-o",2 74(5) j
• =-*- o"j2 74

sing.nt— ^c.nt
|
— o",i3o(5)} =

—

o",i3o

(*) Le second terme de ce coefficient est du sixième ordre.

Tome I 91



JlS THEORIE DU MOUVEMENT DE Là LUNTS

:':>, .wl : ..

^

/-M",38 I (6) -h l",I (iucl)
\

'^^

sin^.nt— cm.nt \
'^ ^ ^ ^ ^ k^j ^ j\ j\ =+ 4",, 67

^H^jit-^iemM
\
- o", 1 1 1 (4) - o",o35 (S) {

-
. =—0",

1 46

sing.nt — 2cni.nt | -{- o", 1 1 1 (4) — o",oo5(5)( =+ o",io6

sin g.nt •i-'Sc'mMt |
— o",oo2(5){ =— o",oo2

sing.nt— Sc'm.jit {-{-o",oo2 (5)j =-j-o",oo2

sm3ig.nt-k-cin.nt j-i-o",oo9(5){ =-4-o",oo9

sinSg.Jit— c'm.nt |
— o",oo9(5)| =— o",oo9

slngMt-hCMt-^c'm.7>t |-3",844(4)— i",2i3(5)—o",248(6)|=— 5",3o5

sing.nt— eut— c'm.nt |-4-2",884(4)-*-i"5474(5)-î-o'',506(6)| =-i-4"j864

smg.nl -H c.nt— c'm.nt
]
+ 3",844 (4) -H i ",8 24 (5)+ o",6g 2 (6)[= -i- 6",36o

sing.nt- c.nt+ c'm.nt \
- 2",884(4) -i",33o (5)-o",969(6) } =— 5", 1 83

sing.nt— :ic.nt— c'm.nt |-^i-o",2 57 (5){ s=h-o",257

sing.nt— ic.ni-^c'm.nt
\
— o",').S'^(5))\ = — o",257

sing.nt-^2c.nt— c'm.nt
j H- o";445 (5) {

=-l-o",445

sing.nt-i-zc.nt-i- c'm.nt
|
— o"j445(5)} =— o",445

sing.nt — c.nt -\-2c m.nt j
— o",o36(5){ =— o",o36

,sing.!it—c.nt—2c'm.nt {~<-o",g36(5)| =+ o",o36

sing.nt-i-c.nt-i-2c'm.nt j
— o",o49(5)| =— o",o49

. sing.ni-^c.nt— 2c'm.nt {-i-o",o49(5)} c=^-o",o49

sin/Mt \-l'\SS6l ;c.Hv,.:- =-7",886
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(+7'"457(3)+ ^-o",347(4)
j

sm2E.nt-^g.nt L7",95i (5) + i",653(G) > =-moi",7o8

^7 jH-o",3(ind.) ^
.

, .

f-4-52i',o66(2)-î-8i",2oo(3)
j

sm2£.nt-g,nt |h^ i8',i25 (4) -+- o'^GSgrS)
j

=^-^62i"A']^

(^-o",396(6)h-8",746(s"-^'0)

j-8",76i(3)-3",i4o(4)

j-o",4i3(5)-+-o",o42C6)
5in%E.nt-^cm.nt— g.nt \ ,^^ „ , ,^^ \

==— 12 ,272

• r . ' . .

(-.-2o",443(3)-h6",9G3(4)
\ _ . "^^«^35

^

i_o",Go7(4)-o",682(5)j ^n-^^W iu.iic.«

s1n2B.nt-i-cm.nt-i-g.nt { „ ^ .„. } =— ï 5I94
;--,o°;c;(^^o ,095(6): J

..,.--_,_.....-. ^,;.-

.
^-: :^^.o;^.--^,|^-4•^2o4(4)+-2^657(5)) o^-^^a..,,û.

sin2E.nt— cm.nt-{-g.nt { „ ^ ,^. >
— -*- 7 j^Q'^'

|+ o",732(6)
) ;,::.,:,;.

^Jn^ iH-i'4",3i7(3)+ 37",4ii(4)j
; J^-.

sin2E.nt— g.nt— c.nt !-*- 1 i",65o(r))-+-2",637 (6) > =:h-i66",6i5

(-+-o'',6(ind.)
'

J

(+9";976(4)+ 4",oi7(5) ) ,„ ,

[-+-0 ,681 (6)-i-o ,1 (ind.) J -y»4i.o-t T-. :iJu;iSi,r

(-»-28",579(3)-4-4>97(4) i ,^„ ,

/h- 2' ,454 (5)— o ,091(6)
». ""-— to.A^îtWt

(-i-i42",897(3)+42",934(4) ^„ ,
sin2E.nt-i-g.nt-'C.nt \

^ '-^^^^ ^ .7; [ =-M96",224
*'

/-Hio",858(5)-o",465(6) j
*^ '

• /. , . ,
(-o",98o(4)-o",95o(5)

sm2E.nt— 2C.nt-irg.nt \ .,^ |+o",o47(6)
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• / , , .

Ui",764(4)+ o",68i(5)) _sm.L.nt^.c.nt-g.nt
|_^„^^gg^g^ [

-+ ^^.^11

. ,,
j-H9",6o2(4)H-4",879(5))

(-+-I ,400(0) -+-o,33(_ind.)^

siniE.nt-^ic.nt-^g.nt |-m",o38 (5)— o",i7i (6)( =-»- o",867

sin2E.nt-3g.nt j
+ 2",648(4)-o",3oo(5)| =+ 2",384

sin2E.nt-^3g.nt j-+-o",24i (5)|
=-+- o",24i

sm2E.nt—2c'm.nt—g.nt |h-o",3i3 (4)h-o",3i4(5)} =+- o",627

sin2E.nt-\-2c'm.nt— g.nt
|— o",o55 (4) — o",oo7 (5){

=— o",o62

sin2E.nt—2cm.nt-{-g.nt {h-o",i72 (5)j
— -f- o"ji72

sin2E.nt-3g.nt — c.nt |-Ho'',4o6(5)j =-t- o",4o6

sin2EM-h-3g.nt— c.nt {— o",i45(5){ ==— o",i45

sin2E.nt^3g.nt-^c.jU {- o'',3 1 8 (5) |

=— o",3i8

sin2E.nt —3c.nt-hg.nt |-t-o",2i5(5)| =-4- o",2i5

sin2E.nt-h3c.nt—g.nt {-ho",i i5(5){ =-+- o'',ti5

sin2E.nt— 3c.nt—g.nt j-i- 1",075 (5){
=-•- i",o75

sin. 2E.nt-^ 3c'm.nt— g.nt
l

— o',0001 (5)\
=— o",oooi

$in2E,nt— 3c'm.nt—g.nt | -i- o",o ï
7 (5)

}

="" o",oi7

sin2E.nt-^c'm.nt— 3g.nt
j
— o",o44(5)} =— o",o44

sin2E.nt—cm.nt— 3g.nt
}
-ho", 106 (5)} =-+- o",io6

$in 2E.nt-^c'm.nt-^g.nt— c.nt\— 2",io2 (4) — o",29o (5)} =— 2",692

shi lE.nt -^ c'm.nt— g.nt —c.nt \— i'',922 (4) — o",023(5)} =— i"j945
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. ^
,

(+5",6o6(4)-4-2",534(5))

^
(-t-o",786(6)-i-o",3(ind.)\

1

. ^ , , ,
,
U4"485(4)+ 2",o49(5)j

_^„„ .

sinih.nt— c'm.nt— s-nt— c.nt <
, , .) =-+-0,241^

/-M",oi7(6)-i-o",7(ind.)i

siniE.nt-^crn.nt—g.nt-i-c.nt |-i-o",64i (4)-+'o",264(5)( =-t-o",9o5

sm2E.nt-hc'in.nt-¥-gMt-i-c.nt
|
— o'',o84(5){ =— o",o84

siniE.nt—c'm.jit-^gMt+c.nt |-ho",588 (5) j
=-t-o",588

siii'i.E.nl— c'm.nt— g.nt-^ c.nt {+-i",i2i (4)-Ho"5455(5)

j

=-i-i",576

sîn 2E.nt -^ c'm.nt +g.nt— nc.nt \
+- o",o 1 7 (5)

}

= -h o",o i 7

siniE.nt-i-cm.nt—g.nt— 2C.7it
|
— o",i62(5j{ =— o",i62

simE.nt— c'm.nt-\rg.nt— 2C.nt
\
— o",o39(5){ =— o",ooç)

siniE.nt— c'm.nt— g.nt— ac.nf
{+ o",373 (S)}" =-l-o",373

siniE.nt-^ c'm.nt— g.nt~\-2c.nt {— o'',o3o(5){ =— o",o3o

siniE.nt— c'm.nt— g.nt-i-ic.nt |-+-o",o6g(5)| :=-Ho",o69

siniE.nt— ic'm.nt-i-g.nt—c.nt\-¥-o"joS6(^5)\ =-4-o",o86

siniE.nt— ic'm.nt— g.nt— c.nt j-Fo",i37 (5)} =-Ho",i37

siniE.nt-^2cm.nt-\-g.nt— c.wi j—•o",o3o(5)j \ =— o'',o3o

ûniE.nt-^icm.nt—g.jit— c.nt
[
—o",o24(5){ =— o",024

siniE.nt— icni.nt— g.nt -h c.nt |H-o",o34(5)} =-+-o",o34

siHiE.nt-t-icm.nl— g.nt -i- c.nt
\
— o'',oo6(5)| = — o",oo6

sinE.nt^g.nt }-3",283(4)- î",245 (5) -o",488(6)} =-5",oi6

sinE.nt-g.nt {-3',283(4)-o",84i 0'5)-o",494(6)( =-4",6i8
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sinE.nt-Jfg.nt— c.nt jH-o",i35 (5){ =-+-o",i35

sinE.jit—gMt^'CMt |-o",i35(5)| . =— o",i35

sinE.nt-Jrg.nt-ircnt
j
— o",4o5(5){ =— o",4o5

^inE.jit— g.nt-'rc.nt
j
— o",585(5)j = -.o",585

^ùi E.nt -In c'ni.nt-^g.nt
j -t- o",g84 (4) — o ',o33 (5) ]

== -f- o",95

1

^nE.nt-Jrcin.nt— g.nt j-i-o",984(4)— o"?o33 (5)} =:H-o"5g5i

siiiE.nt— c'm.nt-'rg.nt {-i-o",oo6 (5){ =-t-o"50o6

sin E.nt— c'm.nt— g.iit \
•+ o",oo3 (5) j

=4- o",oo3

sin Ë.nt -+- c'm.nt -^g.nt— e.nt \
— o",o 1 3 (5) j

=— o",o 1

3

sin E.nt -4- c'm.nt—g.nt — e.nt
\ -k- o",o6'] (5) {

= H- o' ,067

sinE.Jit-t-cm.nt-hg.nt-i-c.nt \-^o",i22(5)\ =-t-o",i22

sin E.nt •+ c'm.nt —g.nt -î- e.nt \
-+- o'',o5o (5) }^ = -h o",o5o

sm3E.?it— g.nt \— o", 199(5)} =— o",i99

sîn3E.nt-\-g.nt {-+-o",o6o(5)| =+ o'',o6o

sînSE.nt— g.nt— c.nt \
— o",i5o(5){ =— o'',i5o

sin^E.nt-^-c'm.nt—g.nt {^o",028(5)| =H- o'',028

sin^E.nt—g.nt {-t- i'',i85(5)-i-o",2i7 (6)| ==-4- i"54o2

sin 4E.nt-i- g.nt | -t- o",366 (5)

}

=-f-o'',3C6

sin ^E.ni—3g.nt }4-o",o74(5)( =-+-o'',074

sin ^E.nt-i- g.nt— c.nt {-4- i ",399(5)
{

=-Hi'',399

sin /^E.nt-g.nt- c.nt | -t-4',oo8 (4)-m",74o(5) -t-o",8(iQd.) }=h- 6",548

sin/iE.nt—g.nt-^cnt |-t-o",28o(5)| =+ o",28o
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sin^E.nt— g.nt— ic.nt }-4-o'',357 (5){ s=-i-o",357

sm^E.nt-^g.nt~2c.nt )-f- i'',237 (5)( =-4- i",237

sinl\E.nt-^cm.nt— i^.nt \
— o''jo5i(5)} =— o*^o5i

sin^E.nt— c'in.nt— g.nt {-t-o',i97 (5)

j

.=:-4-o",ig7

sin^E.nt-^c'in.nt— g.nt— eut
\
— o",i35(5)} =— o'',i35

sin^E.nt— c'm.nt— g.iit— c.nt j -5- o",3 1 5 (5)

}

=H-o"j3ï5.

Composition des argiimens des Inégalités Lunaires , et disposition des

trois coordonnées propre au calcul direct d'un lieu de la Lune

pour un instant donné,

68. Pour composer les argiimens de la formule iViV^da»

nt-\-z= \>-^rç,di>— 2 2675",8i4-^'Vtw-+-etc.

qui occupe les pages 607-613 , il faudra d'abord changer
j

cv en cv— ôû:^'Jf(^i —c)£— rTsdVj

gv en gv-~0^-i-{\^g)z—pdvj

c'niv en cniv— v!-^z\— cm^y

> en /^»^.(i_-/)jj

Ev en jFw'-i-Wc — £\ ;

et prendre ensuite dans les pages 6o5 , 606, 634 l^s valeurs numé-

riques propres à la formation de ces quanti lés.

Mais, s'il était question de composer les arguinens de ^ forcoule

t> == wf -+- s — r<;,ds> -H 2 264 1 "3626 sin cM-^ etc. , ri ^ ns?
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posés dans les pages 618-627 ? '^ faudrait y changer:

c.nt en c(^nt— f^tidt^'^s— zs^— fzs.ndt-^

g.nt en g[nt—p;ndt)-\~i—0^'-jB.ndt;

c'm.nt en cm
(
iit— f^ndt )•+-£',— >t'

j

f.nt en Jht-^-s
;

^.TîZ en E {^nt— / l^ndt) -i- î — b\ ',

et remarquer, que d'après les résultats donnés dans les pages 6o5
,

606, on a, en désignant par J^ un nombre de siècles écoulés depuis

l'époque
;

— cfçjidt—pandtz^ T\c.j o",5 7998 -t- 4o",3 1287)

H-rXc.o",oi7588.+-o",o67i87) j

-gf^ndt^fBndt=T\g. io",5 7998 -6",8 2986)

-t-.r(g-.o>i7588-o",oii38i);

-c'mhndt =^^m.Io",57998^-^^w.o>l7588;

^EfKndt =zT\E.io",5^ggS+ T\E.o",oi'j5SS.

De sorte qu'en substituant ici pour c, g, m, E leurs valeurs )iii-

mériques, on obtient;

-cfl?idt-/l>jidt=:-hr\5o",So3iS-hT\o",oU(^i6;

-gfçndt-fôndt= '^T'.3",^g266-k-T\o\oo62']S;

-c'nif^jidt =-i-r\o",79i398-i-r'.o>oi3i6j

-Ef^ndt =-Hr'.9",788582 + r\o",oi6272
;

pour la partie séculaire de c.nt^ g.nt , c'm.nt, E.nt.
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6g. On peut regarder chaque argument des inégalités Lunaires
,

exprimées en fonction du temps, comme coniposé tlv' trois parties

distinctes, savoir: i." la partie constante, ou l'époque de l'argument;

2." la partie proportionnelle au temps , ou le moyen mouvement de

l'argument j 3.° la partie séculaire, c'est-à-dire la partie de la forme

Lorsqu'on ne veut pas construire des tables, le calcul des trois

coordonnées Lunaires pour une valeur donnée de t, censée exprimée

en jours moyens comptés depuis l'époque définie dans la page 634,

pourra être exécuté par le procédé suivant. D'abord on divisera t par

la période de chaque argument , et on retiendra seulement les restes

de ces différentes divisions : ensuite on multipliera chacun de ces

restes par la valeur correspondante du moyen mouvement de l'argu-

ment pour obtenir la seconde partie qui lui appartient. Le calcul de

la troisième partie doit être fait à l'aide des quatre formules posées

plus haut, en y faisant T'= „ ^^ .

Les valeurs positives de t sont assez faciles à former; ' mais pour

avoir en jours et fractions du jour la valeur négative de t, qui répond

à l'instant d'un phénomène antérieur à l'époque que nous avons prise

pour l'origine du temps , il faudra se rappeller ces deux bases de la

réformation Grégorienne: i." qu'immédiatement après le 4 octobre

de l'année iSSs on a retranché dix jours de ce mois, en nommant

i5 , au lieu de 5 , le lendemain: 2.° qu'on a statué de rendre com-

munes (depuis ce changement) toutes les années séculaires composées

d'un nombre de siècles non exactement divisible par 4- l^e là on

conclud sans difS.culté les régies suivantes.

i.° S'il est question d'un phénomène antérieur au commencement

de l'ère chrétienne , dont A soit l'année , et if le nombre des jours

et fractions du jour écoulés depuis son commencement ^ on fera

-f= (i8oo + ^)365*.i-(A'-+-i2);

mais on aura soin de supprimer le reste de la division de J par 4*

Toint I ga



7
20 THÉORIE DU MOUVEMENT DE' LÀ LUNE

jz.*^ S'il est question d'un phénomène compris entre le commence-

ment de rëre chrétienne et le 4 octobre de l'année iSSa, on fera

i>Ê iJiqoiq aInaî^]t=s(La80a:>^^)36^'.i--(^+i2),.jy axj^aiiiL:

k^.3.° S'il est question d'un phénomène compris entre le 4 d'octobre

OX-i.
^l'année i582 et l'année 1700, on fera ^

ZSil/l Bl à , 0Oîc^

4.' S'il est question d'un phénomène compris entre les années 1700

et 1800, on fera
•

.ncrr^,•..-
, ,„ ,^ ,,, «^ îr^

^ ,^^ ^^ p ,, ,,, ., \". , «?r. ..^
s i 0<.-ï.SS, 'Oc-

- f= ( 1 80 1 - J^ ) 365*. 1- ( /iC -H- I ) .

Dans ces trois derniers cas on supprimera toujours le reste de la

division de 1801^^ par 4-

Ainsi pour avoir les valeurs de t correspondantes aux deux éclipses

considérées par Lalande dans la page i56 du second volume de son

^ j h r

Astronomie, je prends d'abord ^= 7215 /v= 77.i8'ii
j

ce qui me donne
,

*

(ï^%_f=( i8oo-{- 721)365*4 -(77'- 18". ii'+ 12');

ou bien \ ( î s «4-

ïftîoo' al> eBi/jf:,/;or~'f=^^2i X365»j— 89. 18 • 1 1 .

Ensuite je prends .^i=: 177 x j /v= 295'. 16 28' j et la formule du

quatrième cas donne^ ^Ç^^^^^^'.^j;^;,,^^"

-f= (i8oi-i77i)365Vl_-296'. i6'.28'.^' , ®.î«^ ag-

La différenctt de ces deux valeurs de t sera par conséquent

2491 X365.^-i- 206.22 . 17 =910043.22 . 17',

en supprimant le reste j provenant de 2491 divisé par 4-
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70. Jusqu'ici, nos formules donnent la longitude de la Lune depuis

un point équinoxial fixe-, de sorte que, il devient nécessaire d'y

ajouter les termes qui déterminent le mouvement du point équinoxial

sur l'écliplique vraie, si l'on veut composer une formule propre au

calcul de la longitude vraie de la Lune, telle qu'elle serait donnée

par l'observation. Pour remplir cette condliion ,
il faut avoir égard

à la précession, à la Nutalion Luni-solaire, et même à l'aberration

de la lumière
,

qui nous fait paraître la Lune moins avancée en

longitude d'environ o",8. Or on sait, que le mouvement de préces-

sion doit être calculé d'après la formule

i^^:;^^3p^ + r\i",22i8o~Hr.o>ooi89;

et que la Nutation Luni-solaire peut être exprimée par

o.Ncot.2(ù.sin{g.nt—f.nt)—^N'jsin{2g.nt--if.nt)

— i",336.sm(^2nt-+- 2î',) — o",2oi sin(^2nt-¥- 2s)-, ^^-•^

'-".hhï'iVif":'

N étant le coefficient défini dans la page 34 du 3.'"'° Volume. (Sur

quoi voyez ci-après la page ySi). Donc, en prenant iV=8",92 5 ,

nous aurons

-h 1 6",687 5 .sm{g.7it ^f.nt )— o",6o84 . sin ( ig.nt— ifM )

— i",336o.5m( 27z'£-*-22'.)— o'',20io.sm(27zi-H 2s) 5 iïsid U<:

pour l'expression complète de la nutation en longitude du point

équinoxial.

D'après cela il est manifeste
,
que le principal terme de la nutation

peut être réuni avec le terme — Ç>\^^'] .sin{g.nt—f-ni), posé dans la

page 618 , en remplaçant ce dernier par ^, ,,

( i6",6875-6",577 = io",i io5)s/;z(g.n^-^«0^.^^
^^

Remarquons maintenant, que, conformément au résultat trouvé dans

la page 606 , nous avons

—f-<;ndt^T\ io",57998 -t-T

.

o",oi 7588. A^un-^^-.. ««
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Donc , en ajoutant à ces deux termes la partie semblable

Z". 1 ",22180 •+ï^^ o",ooo 189, due au mouvement de précessioa du

point équinoxial , il viendra Z'^ i i'',8oi ySn- 7".o",oi '^777 pour la

somme de ces deux parties séculaires.

yi. Avant d'aller plus loin, je profite de cette occasion pour dé-

velopper quelques remarques , qui me sont suggérées par l'emploi que

je fais ici de la précession des équinoses. On a coutume de regarder

les mouvemens de l'équateur terrestre et du point équinoxial comme

tout-à-fait indépendans des variations séculaires de Texcentriclté et du

périgée de l'orbite du Soleil. Cependant, il serait plus exact de dire,

que ces variations ne peuvent produire rien de sensible dans les mou-

vemens de la Terre autour de son centre de gravité: car, mathéma-

tiquement parlant, l'expression analytique de l'obliquité de l'écliptique

renferme un terme multiplié par

/ cit.i" sùi(^ du double du périgée solaire);

et la précession un terme correspondant multiplié par

/di.s'^cos (^dn double du périgée solaire).

Pour mettre en évidence l'origine de ces termes, remarquons,

que, suivant les dénominations établies dans les pages 3 10-317 du

second Volume de la Mécanique Céleste , les fonctions

—X Ysin e, ^ rY'-Z')sm 2Ô

renferment, respectivement, le terme

8 Z, . ^ . 3 Z . ,

ïT, —,sm6.siji 2P , — ^. —,sin 1O .cos iv.

Or en supposant qiie l'astre L soit la Lune, si l'on prend

— = =. -
\ i -^K t b . cos hv -^ c mv \ :

Ttch z=zdv\ I 4- A' s'i' . cGs Ev + c'mv
|

.

il viendra
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'~r . —. sin sin iv ,dLz=z
Z r.^

31

2«a
sin sin ?v . dv 1 i H- A' cb\ cos Ev ->rcmv\

|
i -î- /v' s'è'

.

cos Ev +• c'inv
| ,

ce qui introduit dans cette fonction le terme séculaire

-Ti—^sinO.sin 2i>dt= d^> /tt—. sinQ . b''c'"

(

K" -hIŒ ) sin ( 2i^ — 2Ev— 2c'inv).

Par la inème raison on a

-l-—,sin 2O .cos 2V dt==~ dv.^~sin20 .b''z" (K"-h-iŒ)cos(2V--2Ev--2c'mv).

Maintenant , si l'on remplace dv par ndt , et si l'on observe
,
que

l'argument 2V — 2Ev— 2c mv revient au double du périgée solaire,

c'est-à-dire à 2k' , nous aurons

2 ' r?
sin Q . sin 2^

.

dt=^ . -j sin .h'' (^ IC-h KK' ) . e" 5m 2/

.

dt
;

— j .~^sin 29. cos 2V^.f/^=— Yg . ^ sin2Q.b'' (/t'-h/vA') . e'^cos 2v! .dt.

Donc , coufoi^mément aux formules posées dans la p. 3 1 2 du second

Volume de la Mécanique Céleste, on doit avoir dans l'expression de

Q le terme

(0 • • = [é:^±=^)\.^,sin0.b''{K'^KK)fdt..''sinT^:'^

et dans l'expression de ^ le terme

(2) . . xf= (l:!^z2£^|. ^cosQ.b'{K'-^KK')Jdt.s"cos2^'.

Mais, le principal terme de la natation est tel qu'on a

^==-1 .nc ~)^--^cosO.'^Jdt.sinh.;

A désignant la longitude du noeud ascendant de la Lune j c'est-à-

dire (suivant nos dénominations) l'angle 9^-\-(^i —g')nt: où j'écris «,

au lieu de n pour distinguer celte valeur de n de celle qui multiplie
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C , employée par Loplace pour désigner le mouvement diurne de la

terre. Ainsi cela revient à dire
,
que

= { -,— ) s- . :^-,7 > . cos A.

Donc en nommant JV ce coefficient de cos A, les formules (i) et (2)

posées plus haut se changeront en celles-ci
;

(i) . . Q= \N~^^^^^-.tang.Q.h"{IQ-^-KK)fdi.i''sm2y:
;

(2) . .^Y= \NJ^^^^.h\K'-^KK)fdt.^'cosi-^.

Et comme —=— • si l'on prend ici l'année iulienne pour unité de

temps on pourra laisser dt au lieu de 7Ïdt ; ce qui donne

_;,. (i) . . = lN.^-^^.tang.0.h"(K'-+-KK'')J^dt.^''sùi2K;

(2) . .^=:lN}-^-^hHlC^KK) rdt.^cosiy!. '""V

Nous avons ii= |-
— -g-/?z etc., /{'=— ^ +V "^ c^c. (Voyez page 85

1

du troisième Volume, et page 494 ^^ celui-ci) 5 et les autres facteurs

sont assez petits pour rendre ces termes tout-à-fait insensibles, si l'on

observe que ^è^ ^-^^^^^. = 0,0000028. Mais, en théorie, il est permis

de considérer de telles quantités pour faire cesser les doutes par des

argumens incontestables. C'est ainsi, par exemple, qu'on fait cesser

les doutes qu'on pourrait élever sur les variations du jour moyen
,

en démontrant que ces variations accumulées pendant des millions

d'années ne peuvent produire qu'un petit nombre de minutes (Voyez

page SaS du second Volume de la Mécanique Céleste).

72. Celte analyse donne aisément le terme affecté du double de la

longitude du noeud de la Lune qui entre dans l'expression de la na-

tation et de la précession. En effet 5 d'après les formules posées dans

les p. 3i3 et 317 du second Volume delà Mécanique Céleste, on a



-T XTsin Ô.dt=:dt.^—, si'n 9 \ sin 2V +•^ sin 2A ,

—.(Y^—7J')sin20,dt=:i— dt.-r -^.sin^OÏ cos2v-+-\cos 2A .

Actuellement, si Ton prend r,:=a , et « . „

«a^=:av
I

I H--YC05( 2w— 2Aj|
,

:^ ,,.. .
>

il viendra , en conservant seulement les termes affectés de l'argu-

ment 2A
5

~,XYsin0.dt=^-^ .
—,y''smô( yr-^ -r-) sin 2A •

^=;y

^{r'-Z^yiïu2d.â--tr.~fsm2e(^-i-~yc6i2È. ÎÏO .S^KKÏ

Maintenant , il suffit de comparer ces deux termes avec ceux mul-

tipliés par sùi A et cos A pour en tirer la conséquence
,

que les

deux inégalités dépendantes de cos A et cos 2A qui entrent dans

3
l'expression de sont dans le rapport de l'unité à — ^'j .tang.O; et

que les deux inégalités correspondantes de la précession sont dans

le rapport de l'unité à

—

^ytang.20. Cela posé il devient facile de

voir
,
que , Laplace, dans la page 269 du 5.'"'° Volume de la Mé-

canique Céleste, obtient le coefficient — j au lieu de —g, parceque il

n'a pas eu égard dans la formation des produits XY.dt, (^Y^—Z')dt,

au tei"me de l'expression de dt affecté de l'argument 2V — 2A,

11 y a dans l'expression de (? et ¥ un terme du même ordre que

le précédent qui dépend du double de la longitude du périgéeiAûr

i^aire. Pour en voir l'origine, réduisons à,,^. . . . _ ..,:.., J^t atùtj

^fja d ah Bx''-;ri^Ysin9.dt— ^—,sm&.sin2v.dt, jhmhtiol

m&h asèaoq
3^ '

3i
" c,33è;;(^ ri.^o 19 xîolkx

.^. ao ^QudQi^iy'—^)sin20.dt= ---^-;:^si7i20^^(>s^l^4i,g^^
_^^ .,^1
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les équations posées plus haut 5 et remarquons que l'astre L étant

la Lune, on peut y faire

—=— (i + eco^c^» j = — f I -k-oecoscv-^-^e cosicv \
;

ndt=zdv \i — 2ecoscv-^r^e'^cos "icv]
5

ce qui donne

oL -rr -17- /N 7. 9 L e^. sin ô 7 • / \

r,5 4 a^
I
n ^ -' '

-75 ( F'— Z' ) 5/7^ 2l2 . (/Z=— g . -^
eji«2.

c?^» . C05 ( 2i^ — 2 CP)
;

et par conséquent

^
/A-^-B— iC\ 9 e^Lsinô cos(ii>— 9.C1')

,

~"~*\ ÏÏÏC )'I Tia^ '
' a(i— c) '

^ (A -^ B— aC \ 9 e^ Lsiniù sin(iv— ici'— \ i^Tc ; 8 na^sinô ' 2 ( i •— c ) '

ou bien

Ces coefliciens peuvent être regardés comme insensibles j car nous

\—g 4021595 7.T o„ tr ^' ^ V .-
avons 7iz7=—sTsôôâë ' ^=^ 'S^S J

d ou 1 on tire

Ô=— o",o/lo.cos[2V— 2Ci>); W= d', loi .sin (^2V^ 2cv).

Pour compléter l'analyse de ces petits termes, je ferai remarquer,

que les équations

-^XY. sinO . dt= dt
.

y- -^ sinô . siii 2A.

,

fi 4 r,' '

^,{r'^Z')sm2Ô,dt=z-^dt.l^sm2Ô.cos2A,

donnent

,
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^(r-Z') sin o.O.dt-'-t..^. ^-e^'f. h\sm iB . cos(oA-^Ev-^c'mv~cv^,

en y faisant udtz=:dv^ ei ''-:=i-\\ ->fHezh\cos(^Ev'^cin\>— cv)\.

(Voyez pag. 852 du troisième Volume). De sorte que on a
;

Q=— y-N.( .,

'"~^— \ Hei-i b"
. tang. O.cosi^A -irEv + c'mv— cv)

,

T= 'lN.{^^!-^^—\He':'^h\sin(iK^Ev-^cmv— cv).^\o "ig— c /

Mais il est aisé Je se convaincre, que ces termes sont insensibles

malgré la petitesse du diviseur 3 — ig— c.

73. Je reviens maintenant. à mon sujet, et afin de faciliter toute

l'opération que j'ai indiquée
,

je vais reproduire ici les formides des

trois coordonnées Lunaires, en plaçant à coté de chaque coefficient,

la période de l'argument, l'époque, et le moyen mouvement pour

l'unité de temps que je suppose être le jour moyen. Sur cela il

est essentiel d'observer: i." que la désignation de l'argument a été

faite, pour plus de simplicité, sans écrire nt à côté des parties

qui le composent: 2." qu'on a rendu toujours positive la partie

constante et la partie proportionnelle au temps , en changeant con-

venablement le signe primitif du coefficient et en ajoutant 3Go" à

l'argument j
3." que les inégalités sont ici disposées d'après l'ordre

de grandeur de leurs coefficiens; 4-° ^^ ^'^^^ ^ supprimé les inégalités

dont le coefficient est au-dessous d'un cinquième de seconde.

Cela posé , si l'on désigne par V la longitude vraie de la Lune,

comptée sans interruption depuis le commencement du 19.""" siècle,

on aura sa valeur par rapport à l'équinoxe mobile du printemps
,

ea prenant

r= 111 .36.42 >8+ ^ ^^ -H gëp^

-4-^^ll",8oI78-^^^o",oI7777

-4- la suite des termes périodiques, dont voici le tableau.

Tome I y3
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Termes périodiques de la longitude vraie de la Lune.

Argument

1
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Arguinont
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Argiinicnl

^E— 2g--+-c-
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Argument
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Termes
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Argument
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Termes périodiques de la parallaxe èquatoriale de la Lune
j|

Argument
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S lO.

Formules pour le mouvement horaire de la Lune.

•jG. Je suppose qu'on ait calculé par les formules précédentes un

lieu de la Lune pour un instant donné t, et qu'on veuille savoir ce

qu'on doit ajouter ou retrancher des coordonnées ainsi obtenues
,

pour avoir celles correspondantes à un autre instant t-i-z peu diffé-

rent du premier. A cet effet j'ai d'abord supposé z égal à 2^. 24',

c'est-à-dire à la dixième partie d'un jour, et j'ai développé chaque

terme de la forme

<:[''i'^^hp]

suivant les puissances de x. De là sont dérivées les trois formules

suivantes pour calculer la partie additionnelle à chacune des trois

coordonnées primitives, à l'aide des mêmes argumens qu'on est censé

avoir déjà formés pour le temps t. Elles sont suffisantes pour les

cas où le second instant ne sera pas éloigné du premier au de-là

de trois heures. En général on y fera a'=~; a étant un nombre

d'heures , de minutes et de secondes exprimé en prenant l'heure

pour unité.

Mouvement horaire de la longitude vraie de la Lune.

-+-(5 1 6",29 1 .X— o",o45.x') cos c.nt —(5",886,x' — o",ooo3.ar^) sin c.nt

-^(^ioo",'^6'^.x — o",oi^.x^^cx)S'2.E.nt — l'^i^G.x'.sin^E.nt

— (
9o",559.^

—

o",ooô.x^') cos 2 E.ni— c.nt •+ o",Sc)/^.x\si7i2E.jït — c.nt

-h( 35",oc)^.x— o"^oi2.x^)cos 2C.nt — o",Soo.x''. sin 2c.nt

-{-( iS",g8 1 .X— o"^oG-] .x^) cos 2g.nt — o",4^3S.x\ siji 2g.ni
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— 6",6iS.x.cos 2E.nt— e'm.nt •i-o",i3S.x''.sm2E.nt— c'm.nt

H- /i",026.x.cos 2E.nt— e'm.nt— c.nt — Q",o3(^.x''.sin lE.nt— cm.nt— c.nt

-H 3'\\2\.x.cosc.nt— e'm.nt — o",o33.a:\5m 2C.nt—' e'm.nt

—(3", 1

1

8.a;— o,oo3.j:') cos 2g.nt-hc.nt -f- o", i o8.x\ sin 2g.nt -+- c.nt

— 2",'j 2 5.x. cos c.nt-i- e'm.nt -\-o",oo^.x''. sin c.nt -^ e'm.nt

-i' 2",3SS.X. cos E.nt — o",025.x^ sin E.nt

-+ 2",36'j.x.cos/\E.nt— c.nt — d',o'j/^.x''.sin^E.nt— c.nt

—(i "5995.x— o",oo2.x') cos 3c.nt •+- o",o86.x*. sin 3e.nt

— i",363.x cos ^E.7it— 2c.7ît •+-o",o2'j.x^.sin4^E.nt— 2c.nt

-h( 1",256.x— OjOog.x^) cos 2Ent-\-c.nt — o",4 1 o.a:\ sin 2E.nt -h c.nt

-}- \", 2\5.x. cos 2E.nt-^2C.nt — o",022.x'. sin 2E.nt-^ 2c.nt

H-(i ",235.x— o"^002.x^^ cos ^E.nt — o",o53.x*.«rt4'^''^^

— i",i'j'j.x. cos e'm.nt

— i",o4.5.x. cos 2E.jit-i-c'm.nt -i-o",o23.x''.sin2E.nt-t-c'm.nt

— o",869.x. cos 2g.nt— c.nt -¥ o",o i o.x\ sin 2g.nt— c.nt

— o",7io.x.co5 2E.nt— c'm.nt-^c.nt — o",oiS.x^.sin2E.nt—e'm.nt-i-c.nt

— o",6']8.x.cos 2E.nt-\- e'm.nt— c.nt ~^-o",oo'j.x^.sin 2E.nt-\- e'm.nt— c.nt

— o"fi55.x. cos 2E.nt—2C.jit

— o",616.x. cos 2E.nt-^ 2g.nt— c.nt -h o",02o.x'^. cos 2 E.7it'+-2g.nt-' c.nt

-H o",3g'].x.eos 2C.ni— e'm.nt — o",oog.x^.siji2c.7it — e'm.nt

-{- o",3g6.x. cos E.Jit-i- e'm.nt — o",oo5.x'^. sin E.?it-h e'm.nt

+• o",36S.x.cos 2g.nt-k- zc.nt — o",oiy.x\sm 2g.nt~k-2c.nt

4- o",36^] .X. cosE.nî -^3c.nt — o",o2o.x^. sin E.nt -k- 3c.nt

— o",36'j.x.cos E.nt-h-c.nt +• o",ooS.x^. sin 2 E.jit-^ c.nt
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-{- o'',3/^S.x. cos 2C.nt-i'c'm.7it — o",oo8.x^. sm2c.nt-{-c'm.nt

— o'\33i.x.cos 2B.nt— Sc.nt '+-o",oo/\.x^.sini.E.nt— 3c.nL

-+- o",3o5.X. cos 2B.nt— ic'm.nt — o",006. x'^.sin 2B.jU— 2c'm.nt

— o",3oo.x.cos 2 E.7it-k- 2g.nt -»-o",oi \.x^ sin2E.nt-\- 2g.nt.

-+- o", 2 53.x. cos \EM— c'm.nt — c.nt

— o" ,\(^i^>x.cos2E.nt— 2g.nt

— o\\<^\.x.cos 2E.nt-hrcm.nt-irC.nt

-h o",^ 83.x. cos ^c.nt

-4- o",\23.x.cos 2E.nt— 2c'ni.ni—-c.nt

— o", 1 2 1 .X. C0& 3E.nt— c.îit

— o", iiS.x. cos 2E.nt— 2g.nt'hrc.nt

->!- o",\og.x.cos ^E.nt— c'm.nt

-4- o" .)0<^2.x. cos \E.nt-fr c.nt

-H o",o'jo.x. cos 2E.nt'^2g.nt-hrc.nt

— o",o5 1 .X. cos 2E.nt— c'm.nt -4- 2C.nt

— o",o^(^.x. cos ^E.nt -h- c'm.nt— c.nt

Mouvement horaire de la latitude vraie de la Lune.

-h(426",363.x— o",o38.x')co5§".7zf — (^^',C)2 2.x'—6',0002.x'^sin g.nt

-^( 46'',383.x— o",o2 i.x')co5g-.7î/!-f-c.7iZ — i",oÇ>^.x'^.sing.nt-^c.nt

-4-( 1 1 ",966.x— d\oo\.x^')cos2E.nt— g.nl — o",11 '].x\sin 2E.nt— g.ni

-»-( 8",\o6.x— o",oo2.x')co5 2E.nt-k-g.nt— c.nt— o",

1

8o.x^.sin 2 E.nt-*-g.?it— c.nt

-t-( 6",677.x— o",oo5.x^) cos 2 E.?it -k- g.nt — o",2-ig.x\sin2E.nt-k- g.nt

-t-( i^",2gi.x— o',oo3.x^)cosg.nt-i-2C.?it — o",\ /l'j .x\ sin g.nt -^ 2C.nt
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1 ",48 1 .X. cos lE.nt— g.nt-^ c.nt

I ",3 1 ^.x. cos 2JSMt+ c.nt -t- g.nt

— o",'j^%.x.cos lE.nt— g.nt— c.nt

-i- o" ,'] 2S.X. cos g.tlt— 2C.?lt

•+ d\^2l\.x. cos lE.nt— c'm.nt— g.nt

-ho",485.je.co5 2E.nt^ c'm.nt-^g.nt

— o",445-ar- cos 3g.jit

— o",o3 1 .x"". sin 2E.nt— g.nt -H c.nt

— o",oo6.J:^ sin ^E.nt +- c.nf + g.nt

-^o",ooS.x\sing.nt— 2C.nt

— o",00 5.x''. sin 2E.nt— c'm.nt— g.nt

— o",o 1 5.x^. sin 2E.nt— c'm.nt-^ g.nt

-»- o",o 1 5.a:^ sin Sg.nt

o",3 'jg.x. cos 2 E.nt— c'm.nt +- g.nt—c.nt— o",o i o.x^'.sin 2E.nt— c'm.nt +-g.nt—c.ni

-t- o",374-^- cos g.nt -4- 3c.nt

— o",337.x. cos 2E.nt— 2C.nt— g.nt

— o", 287.x, cos g.nt— c.nt

-H o", 28 1 .X. cos g.nt -h c.nt — c'm.nt

— o",262.x. cos g.nt +• c.nt -h c'm.nt

— o",26o.x. cos 2E.nt-^ c'm.nt —g.nt

— o", 25'] .X. cos ^E.nt —g.nt— c.nt

— o", 223.x. cos E.nt-\- g.nt

— o", 1

8

1 .X. cosf.nt

— o", 1 44"^- <^05 g.nt 4- c'm.nt

— o", 2 23.x. cos 3g.nt— c.nt

^ o",\55.x. cos 2E.nt-k- 2C.nt— g.nt

— o", î 20.x. COS l\E.nt -4- c'm.nt -\-g-nt+ c.nt

H- o", 1 1 g.x. cos 4.E.Jit-^g.nt— c.nt

-^o",oc)6.x. COS 2E.nt-^ 2C.nt-¥- g.nt

-4- o",o%(^.x.cosg.jit— c'm.nt

— o",oj'].x^.sing.nt-h3c.nt

H~o",oo4.x\5w 2E.nt— 2C.nt— g.nt

— o",oo6.x^.sing.nt-\rC.nt— c'm.nt

-h o",oo6.x\ sin g.nt -4- c.nt -+ c'm.nt

+ o",oo3.x\ sin lE.fit+ c'm.nt— g.nt

+- o",oo5.x\ sin 4-E.nt — g.nt— c.nt

-4- o",oo5.x\ sin E.nt-^g.nt

-4- o",oo 2 .x^ sinf.nt

-}- o",002.x*. sing.nt + c'm.nt
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4- o",o8 7 .x.cos ^E.nt— g.nt

H- o",o8o.:r. cos 3g.nt-^c.nt

-h o''
,0'J 'J

.X. cos /[EMt -^ g. 7lt— 2c.nt

— o",o6g.x.cos 2E.nt-\-c'm.nt-^g.nt

+• o",o5 1 .X. cos lE.nt— c'm.nt -i-'g.nl+ c.nt.

Mouvement horaire de la parallaxe équatoriale de la Lune.

—(4"5? 56.,r— o",ooo4.x') sin c.nt -+- o",o/[C).x'^. cos c.nt

— i",\']^.x.sin2E.nt •+ o",o25.x\ cos 2E.nt

— o",6']o.x.sin2E.nt— c.nt -^o",oo'j.x\cos 2E.nt— c.jit

— o",468.x. sin 2C.nt + o",o 1 1 .x\ cos 2c.nt

— o", 201.x. sin 2E.nt-^ c.nt -ho",oo'j.x^.cos 2E.nt^c.nt

— o"5o88.x. sin 2E.nt — c'm.nt

— o'',o43.j:. sin 3c.nt

— o",o3 1 .X. siîi ^E.nt— c.nt

— o",02S.x. siji2g.nt— c.nt

— o",0 28.x. sin 2E.nt— c'm.nt— c.nt

-^o",02^.x.sin2E.nt-^c'm.nt

— o",o24-^- sin 2E.nt +- 2C.nt

— o",023.x. sin c.nt -h- c'm.nt

— o",o 2 2 .X. sin c.nt— c'm.nt

-i- o",o 2 o.x. sin E.nt <

— o",oïdi.x. sin ^E.nt— 2C.nt

— o",o I 2 .X. sin [\E.nt

— o",o I o..r. sin ^E.nt— c'm.nt -4- c.nt

— o".ooS.x. sin 2E.nt -^ c'm.nt — c.iit
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S II.

Formules de la Longitude , de la Latitude, et de la Parallaxe de la

Lune, propres au calcul des éclipses Lunaires et Solaires.

77. Pour faciliter le calcul des éclipses de Lune ou de Soleil, il

convient d'avoir les trois coordonnées de la Lune pour les instans de

la conjonction et de l'opposition moyenne j c'est-à-dire pour les in-

stans correspondans à E.nt= o, et à ^./zf= 180°. Comme ces valeurs

particulières de E.nt donnent lieu à une réduction importante dans

le nombre des argumens, nous allons donner, ci-après, les formules

spéciales relatives à ces deux cas particuliers. Sur quoi il faut observer,

que, pour plus de précision, nous avons tenu compte de la totalité

des termes qu'on voit dans les formules primitives. En outre on doit

être averti, que nous supposons les argumens formés d'après la

règle exposée dans la page 733, parceque les signes des coefficiens

ont été changés lorsque la partie proportionnelle au temps de l'ar-

gument était négative-
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Longitude vraie de la Lune.

Aiguinent
Coefficient pour

E.nl — o

Coefficient ponr

E .nt= 180°

sin c . nt

sin ic .nt

sin 3c . nt

sin 4c . nt

sin 5c . nt

sindm . nt

sin ic m.nt

sin 3c'm . nt

sin \dni . nt

sin2n.t-¥- 2;',

sin 2g .nt

sin 4g" • nt

sine .nt-^ c m .nt

sine .nt — c'm.nt

sin 2g .nt-^rC . nt

sin 2g .nt— c . nt

siji2c .72t-\- c'm.nt

sin 2C .nt— c'm . nt

sijig .nt—y.nt

sin 2g. nt— 2f. nt

sing .nt-^f.nt

18231^877

537,794

26,720

i,i3o

0,117

841,926

15,869

0,292

o,oo3

1,336

468,253

o,5i9

326,543

191,260

46,254

4o,388

16,274

11,387

10, ï 1

1

1 0,608

0,343

-4-

18198 075

535,635

26,720

i,i3o

0,117

876,358

i5,63i

0,292

o,oo3

1,336

470,519

0,519

328,581

192,412

46,254

4o,388

i6,5o8

11,731

10,1 1

1

10,608

0,343
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Argument
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Latitude vraie de la Lune.

Aigument
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Parallaxe équatoriale de la Lune.

Argument
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Argument

cosc .nt— ic'm.nt

cos 2C .nt— c'm.nt

cos 2C.nt-^ c'm.nt

cos 2g. nt-i- c'm.nt

cos 2g . nt— c'm . nt

cos 3c . nt -Hcm . nt

cos3c.nt— c'm.nt

cos 2g .nt— c.jit— c'm . nt

cos 2g.nt— c. nt -^c'm . nt

cos 2g .7it-\-c .nt— c'm . nt

cos 2g . nt— c .nt-\-cm .nt

Coefficient pour

E .nt=io

o oo!:)

0,092

o,o54

0,048

0,020

0,009

0,009

o,oo3

o,oo4

0,002

0,001

Coefficient pour

£.;i/=i8o"

O oo5

0,092

o,o54

0,048

0,021

0,009

0,009

o,oo3

0,004

0,002

0,001

Pour compléter ces formules , nous les avons accompagnées de

celles du mouvement horaire qui leur correspondent dans le cas de

E .ntz=o , c'est-à-dire pour les éclipses de Soleil.

Relativement aux. éclipses de Lune , il n'y a que les termes affectés

des argumens E.nt, 3E .nt qui donnent lieu à un changement dans

les coefficiens. Pour ne point répéter la totalité des termes qui con-

viennent au cas de E .nt=iSo' , on a marqué par un astérisque le

petit nombre de cevix qui doivent être substitués aux premiers.
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Mouvement horaire de la longitude vraie de la Lune,

pour E .nt=zo

-ir(^iQ^'\i\'i.x—o'\oi'].x^')coso,nt

-^(^\i'j",^c)S.x— o'\o^%.x^)cosc.îit —6",i35.x\sinc.nt

-l-( 35",6S^.x— o"^oi2.x^) cas 2C.nt —o",^i2.x'. singent

-+-( i"fi(^i.x— o",oo2.x'^')cos3c.nt — o",o6S.x\siji3c.nt

+- iS",3S2.X. cos 2g.nt —o",^2'].x\sin2g.nt

' — S",335.x. cosc'm.nt ~o",i 20.x\sijic'm.n[

«4- o",3o5.x. cas 2c'm.nt — o",oo6.x\sinc'ni.nt

—

(

3",o48.x— o",oo3.x') cos 2g.nt-\-c.nt h- o", 1 08.x' sin 2g.ni -h c.nt

— i",6o3.x. cos 2g.nt — c.nt -k- d',o3o,x\ sin 2g.nt— c.nt

H- i",6']'].x.coscMt— c'm.nt — o",022.x''. sin 2c.nt— c'ni.nt

— o" ,3Ç>o.x. cos c.nL-\-cm.nt -^o",o\3.x'.sinc.nt -Je- c'm.nt

-h- o",346.x. C05 2c.nt— c'm.nt — o",ooc^-x". sin 2c.nt — c'm.nt

-H o",3\'è.x.cos 2C.nt -^c'm.nt —o",ooS.x\sin 2C.nt-i-c'm.nt

+ o",368.x. cos 2C.nt— c'm.nt — o",oo9.x\ sin 2c.nt— c'm.nt

-h o", 123.x. COS c.Jtt-{-c'm.nt.

* Pour £.««=180° on prendra ces termes à la place des termes correspondans.

-l-( gS",/^']3.x —d',01 'j.x^) COS o.nt

-h(424",6 I g.x — o",o48.x^) cos c.nt — 6", 1 1 g.x\ sin c.nt

— g", 1 2'].X. cos c'm.nt. — o",\ 20.x\ sin c'm.nt
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Mouvement horaire de la latitude vraie de la Lune,

pour E.nt-=-o

-f-(444"5770"^--o"5o39.x')co5g-.7zf — 5",oi9.r\ s/7zg-.7?f

-t- o'',445->x^-co53g-.?2if 4-o",oi5.x\5m3g-.72^

-)-( l\Ç>\'o%i.x— Q)',oi\.x^^ço&Q.nt-^c.nt —\",o65.x'.sin3g.nt-k-c.nt

-4- C)',^'\c).x.cosg.nt— c.nt — o",i^(^.x^.sin3g.nt— c.nt

+( 4"55oo.a:'— o",oo3.x^^ cos g.nt '\- 2C.nt — o",\5 \ .x'' . sin g.nt + ic.nt

+ o",g6o.x. cos g.nt— 2C.]7t — o",ooS.x^. sing.nt-\- 2C.72t

+ o",3i^.x.cos g,nt-\-3c.nt — o",oi'j.x\sing.nt-i-3c.nt

— o", 223.x. cos 3gMt— C.Jlt

— o",oSo.x. COS 3g.nt-i- C.Jlt

— o',3ii.x. cos g.nt -^c'm.nt + o",oo'].x''. sin g.nt -i-2C.nt

+ o",3 1 /^.x. cos g.nt— c'm.nt — o''jO 1 2.x'^. sing.jit— c'm.nt

— o",3'è2 .X. cos g.nt^ c.nt -k- c ni.nt +o",oo6.x^.sing.nt-\-c.nt-^c'm.nt

+- a" ,332.x. cos g.nt -¥- c.nt— c'm.nt — o",oo6.x^.sing.nt+c.nt— c'm.nt

— o",3'jg.x.cos g.7it— c.nt— c'm.nt

— o",2Si.x.cos/'.nt

* Pour E .Ht— 180° on prendra le ternie suivant.

-+- (445",2i6.T.— o",o3g.x^') cos g.nt — S",o3g.x'.sing.nt.
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Mouvement horaire de la parallaxe équaiorîale de la Lune ,

pour E.nt^szo

-+-o",O24-.^''C05O.nf

— 'i\']^Ç>.x.sincnt ^d' ,oÇ>'^.x\ cosc.nl

— o"479.a:.5OT ic.nt -+- o",o\\.x\cosc.nl

— o",o43.a:. 5m3c.7?/

-Ho",i I -i.x.sinc'in.nt

— o",o5 1 .X. sin c.nt-hc'm.jit

— o",02 4-.^^ sin c.nt— c'in.nt

— o",02S.x. siîi 2g.nt— c.nt.

Ces termes demeurent le mêmes pour les éclipses de Lune.

S 12.

Reinarrjue sur le coefficient de l'inégalité Lunaire dcpemlanle de la

distance angulaire des périgées du Soleil et de la Lune, publié dans

la page 3oo de la Connaissance des Tenis pour l'année 1824.

78. J'ai fait voir dans les pag. i49-i5i du second Volume l'inexa-

ciitude du procédé suivi par Laplace pour développer le coefficient

de l'inégalité Lunaire ayant pour argument 2gv— 2W. Comme le

même auteur a entrepris de développer d'une manière analogue les

deux premiers termes du coefficient de l'inégalité Lunaire ayant pour

argument iiV -w c'mi^ — a' , il devient important de ne point passer

sous silence dans cet ouvrage, que le secorul terme de ce coefficient

trouvé par Laplace est fautif. En effet; le résiiltat obtenu par Laplace
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dans la page 3oo de la Connaissance des Tems pour l'année 1824

se réduit à dire, que dans l'expression de v en fonciion du temps

on doit avoir le ternie

(0 W M ()

^. -^^.t'î'b^ \ 1 -f-3 J, -4-^/, -r-yJ, —ô C,
I

sm(^L\jU-i-c'iii.j}t— c.nl'

au lieu de celui que nous avons trouvé dans la p. 583 de ce Volume.

Sur cela j'observe que, en négligeant (^comme Laplace) les quantités

de l'ordre m"^ qui multiplient ee' b\ il sufEt de prendre (confornié-

ment à la définition des coefficiens Â^ , Â^ , A^ , C,)

(') w ^ (9) „ ()

(Voyez pages 846, 848, 845 du troisième volume, et pages 488,

485 de celui-ci).

Donc en substituant ces valeurs, le coefficient de Laplace deviendra

25 ( /45 15 9 3 27x ) 25 75

8(i-H^m)

( /45 15 9 3_?7\

de sorte que on a 4- au lieu du nombre -^, que nous avons obtenu

en tenant compte de la totalité des termes de cet ordre.

Peu importe la petitesse de la différence qu'il y a entre ces deux

quantités réduites en nombres : elle suffit pour mettre en évidence

le vice du calcul de Laplace^ c'est-à-dire l'omission de quelques-unes

des combinaisons qui concourent à la formation de ce second terme.

D'ailleurs, à l'égard d'un aussi petit coefficient, la comparaison de

la théorie avec l'observation, citée à ce sujet par Laplace, devient

un faible argument, soit en faveur, soit contre l'exactitude du résultat

de la théorie.

Tome l 96



-^j8 théorie du mouvement de la lune

§ i3.

Des mouvenicns de la Lune autour de son centre de gravité.

-jg. Je me propose de l'attacher ici la théorie du mouvement de

rotation de la Lune, due à Lagrange , avec la théorie de son mou-

vement de révolution autour de la Terre.

Désignons par T le centre de la Terre; par L celui de la Lune;

et par D le premier point d'Jrics, d'où l'on compte les longitudes

suivant l'ordres des signes Tirons par le point T la ligne TF perpen-

diculaire à TD, de manière que FTD soit le plan de l'écliptique fixe.

Cela posé, imaginons par le centre L de la Lune un plan parallèle

à celui de l'écliptique fixe; et tirons dans ce plan les deux lignes

LU , LF' , respectivement parallèles aux lignes TD , TF.

Supposons maintenant, c^ue le plan de l'équateur lunaire coupe

suivant la ligne H'LH" le plan parallèle à l'écliptique, et nommons 5

l'inclinaison de ces deux plans. Nous regarderons le point H' comme

le noeud ascendant, et le point //'' comme le noeud descendant de ce

même équateur, tandis que les points G, G" de la ligne G"TG' tirée par

le centre de la Terre dans le plan de l'écliptique représentent respe-

ctivement les noeuds ascendant et descendant de l'orbite de la Lune.

Pour mieux fixer les idées, nous ferons l'angle H'LD' =L<i^

^

, et l'angle

H"LD=-à: de sorte que, par la définition même de ces deux an-

gles, on a l'équation i^:=i8o°

—

<^/. ce qui revient à compter l'angle

à depuis le noeud descendant de l'équateur lunaire dans le sens du

mouvement de rotation de la Lune.

Désignons par {/f), (-5), (C) les trois axes principaux de la Lune

menés par son centre, tandis que A, B, C représentent les trois

luomens d'inertie correspondans à ces mêms axes; c'est-à-dire les

trois intégrales

J=^SdM(^Y"-^z"); B=SdM{x"-^z:'); C= SdM{x"-^y");

étendues à la masse entière de la Lune.



CHAPITRE COMPLEMENTAIRE. 709

Remarquons, avant d'aller plus loin, que, par équateur lunaire,

on entend ici le plan de la section qui contient les axes (^/) et (5) ;

et que nous regardons l'axe (^A') comme celui, qui, conformément

aux observations, demeure toujours dirigé, à fort peu-près, vers le

centre de la Terre.

Nous nommerons o l'angle compris entre l'axe (Â) et la ligne LU"

dirigée vers le noeud descendant de l'équateur lunaire; mais nous

compterons cet angle depuis le point H" dans le sens du mouve-

ment de rotation de la Lune.

80. Les trois angles 0, <//, <p étant par là clairement définis, nous

supposerons (d'après les observations) que l'angle demeure toujours

fort petit, et qu'il est permis de faire sinQ=.Q, cosO=:i dans les

formules relatives à la théorie du mouvement de rotation. De sorte que

on a (Voyez p. 3ii du second volume de la Mécanique Céleste)
5

dû

-77= cj sin o-^- r cos (p ;

0-^ =.Q.p-^-q siiio-\-rcoso.

En examinant les trois équations (G) posées dans la page 809 du

même volume, et remarquant cjue les quantités ô, Z, y, r, —(j-,

~
,

~"
peuvent être considérées comme étant chacune du pre-

mier ordre, on pourra, en négligeant les quantités du troisième ordre,

réduire ces équations à celles-ci, savoir;

dcj^{^)prdt='^{^){YO^Z)\Ycos,~Xsinol

dr^(^'L::^)pqdt^^-^{^){YO^Z)\Xcos<f^Ysin^\-,

dm
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en observant que nous employons, au lieu de L, la lettre M" pour

représenter la masse de la Terre.

81. Les trois coordonnées X, V, Z du centre de la Terre sont

rapportées à des axes menés par le centre de la Lune , de manière

que l'axe des X coïncide avec la ligne des noeuds de l'équateur

lunaire, et l'axe des Y avec une perpendiculaire à celle-ci située dans

le plan parallèle à l'écliptique: il est évident que ces coordonnées

sont égales à celles de la Lune vue du centre de la Terre, mais prises

avec un signe contraire. Ainsi on a, d'après nos dénominations

j

y C0;r(l'-4-\(/ -I- 180")
_ T^ i7>J { l' -H t|/ -H 1 80°

) _ y S ^

/' =A -hP -hZ =

—

—.

Eu substituant ces valeurs dans les trois équations précédentes , il

viendra
j

Nous avons les valeurs ÙlQ ii^v , s , exprimées en fonctions du temps:

ainsi la question est réduite à tirer de ces équations , et des équa-

tions désignées plus haut par (iV) les valeurs des six quantités }), q^

r, ç>, (i/, Q en fonction du temps. C'est en cela que consiste le pro-

blème considéré en général ; mais plusieurs circonstances particulières

en facilitent la solution. D'abord, on peut réduire à l'unité le facteur

(1-HS5) % puisque nous avons fait la convention de négliger dans

le second membre des équations (L) les quantités du troisième

ordre. Par la même raison, nous pouvons négliger les termes pério-

t 3ï''

diques qui entrent dans la valeur de u^ et prendre 11=-^: =11
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On sait, d'après les observations, que l'arc ph-J/— ç est toujours

peu différent de — 180°: cette circonstance range le sinus de p-+-if — y

parmi les quantités du premier ordre. Donc, en supprimant dans le

second membre des équations (Z) les quantités du troisième ordre

on les réduira à celles-ci, savoir;

^^'^ ]d'i /C—B\

dt

Telles sont les équations que nous allons intégrer pour avoir la

première approximation ; mais nous reprendrons les équations (Z)

pour passer de là à la seconde. Nous supposerons, que les valeurs

^^ "^J "/'' ^' *7' '' ^^ auraient lieu en vertu des seules circon-

stances initiales sont nulles. Il est permis d'avoir des doutes sur

cette hypothèse; mais en l'admettant, voici comment on détermine les

valeurs de y!?, «7, r qui sont dues uniquement à l'action de la Terre

sur le sphéroïde lunaire.

82. La première des trois équations (L') peut être intégrée indé-

pendamment des deux autres. Pour cela remarquons, que la longitude

V de la Lune est donnée par une équation de la forme

v= nt-\-î — /(^ndt-i-lHsmU.,

en représentant par iHsinU la totalité des termes périodiques qu'on

voit dans les pages 618-627 de ce volume: et que la première des

six équations (iV) donne, en prenant — 180°— s pour la constante

arbitraire ajoutée à l'intégration, / pdt= (p— ^— 180"— :, pour l'arc

parcouru par la rotation de la Lune pendant le temps t. Il suit de

là que

t., .4. ri_ ç ^- j 8 o"= 7it-- pÇncU — fjjdL -\~ lllsi'n U.
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Donc en observant
,
que

dp d^.fpdt d^. \fpdt— nt -t-f^ndt \ ^

di dF~ dF
^"

on pourra mettre la première des équations (L") sous la forme

(A) ^^çn.-ln(IL:^ym\2U-2lHsmU\,

en posant pour plus de simplicité
5

U= fpdt —nt-k-j Çndt.

La quantité U étant la différence des moyens mouvemens de ro-

tation et de révolution de la Lune, on peut la supposer fort petite
,

d'après le fait que la Lune nous présente toujours la même face à

très-peu-près. D'un autre coté la quantité iHsi'nU, est toujours égale

à un petit nombre de degrés conformément à sa définition. Donc
,

en vertu de cette double circonstance on peut remplacer le sinus par

l'arc dans le second membre de l'équation (/v). Alors elle devient

immédiatement intégrable, et on en tire, en négligeant le coefficient

différentiel -7-;
dl '

3
Il suffirait ici de mettre pour <^?i le premier terme -^m^n{j."'— £"')

de son expression (Voyez p. 4^5): mais il est plus simple de sup-

primer tout-à-fait ce terme , en observant que la très-petite quantité

s'"-— E"' donne un quotient fort petit, même en la divisant par o,ooo56,

qui est la valeur probable de (

~
).

Le terme multiplié par G, qui contient les deux constantes arbi-

traires G et X , est celui par lequel Lagrange expliqua le premier,

comment la Lune peut nous présenter toujours à-peu-près la même

face , sans qu'on soit obligé de supposer, que la vitesse de rotation
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primitive imprimée à la Lune a été exactement égale à sa vitesse

moyenne de révolution autour de la Terre.

11 suit de là qu'on a
,

U^fpdt- nt +fçndt=- 3 {^^) 2 .^ny^^T^/.--^>. '

\nii} -^y-c-)

pour l'expression analytique de l'excès du mouvement réel de rota-

tion de la Lune sur son moyen mouvement de révolution autour

de la Terre, abstraction faite du terme multiplié par G.
m

Le facteur • -j=r—^ —
, indique la modification que chaque

^ "" \^l) iiB- A)

terme de la longitude vraie de la Lune reçoit en se transmettant à

son mouvement de rotation : mais il est remarquable que l'équation

séculaire soit précisément la même pour ces deux mouvemens.

83. Considérons maintenant la seconde et la troisième des équations

(Zy') après y avoir fait p-=n: ce qui revient à négliger des termes

très-petits, comme cela est manifeste par l'expression précédente de U.

Quoique s soit une fonction explicite du temps censée connue, le

terme multiplié par Qsiiif qu'on voit dans la troisième des équations

(Z) empêche l'intégration sous celte forme. Mais Lagrange a remarqué

le premier qu'on pouvait surmonter cet obstacle par une transforma-

tion fort simple, analogue à celle qu'on emploie dans la théorie des

inégalités séculaires des éléraens des planètes, qui consiste à faire

x=.0 . sin y ,
yz=.Q . cos ç.

Eu effet; ces équations et leurs différentielles étant combinées avec

les équations (iV) donnent;

dx dy

Donc, en posant p=^n, il viendra

dr dKr dy dij dy dx
lu " dl^~" lir'^ 'dr~~"dt^~~^'7â''>
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ce qui transforme la seconde et la troisième des équations (L') en

celles-ci :

^ V * ' 'jfi'x ( B-\-A—C\dY -, ^(C—A\ o i/C—A\

Maintenant, il s'agit d'intégrer ces deux équations linéaires, lorsqu'on

on y fait s=:^^Ksin(^(/..nt-\-^^. Mais nous prendrons pour s le seul

terme du premier ordre ysmgi> (qui comprend la partie principale

de la tangente de la latitude de la Lune par rapport à l'écliptique

vraie) augmenté des termes de la forme Ksin(^a.7it-^[i) qui dé-

terminent la partie de s due au déplacement séculaire du plan de

l'écliptique.

En supposant 5= 0, et intégrant ensuite les deux équations (Z,")

on aurait la partie àe x et y qui contient les quatre constantes

arbitraires renfermées dans leurs valeurs complètes. Mais, pour le

moment, nous faisons abstraction de cette partie, et il est seulement

question de savoir quelle est l'expression de .r el y qui répond à un

terme qu.elconque de la fonction lKsm(^a..nt-\-^').

Soit Ksùi(^(/..7ït-i-^j) ce terme-, si l'on fait

on trouvera aussitôt que les équations {L") seront satisfaites en prenant
5

^,_ c{A^B~C) ^

^_ ^[A—C){Aa.^-\-B—C)_
ç,-)^[d -i- B— Cf-^ lyi[C— A)-*'B{C— B)

^
—l^[C—A)\fi—B)— ABo.'^ '

de sorte que on aj

pourvu que les coeiTiciens Q et Q' correspondans à un argument

donné <x.nt+ p soient calculés d'après les formules précédentes-
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Relalîvement aux argumens pour lesquels la quaniîté « est peu

différente de l'unité, si l'on fait a=i-+-y, on aura, en négligeant le

carré de/*, et les produits _/(^— C), y(5 - C), /(^— jB)^

3{C—A){A-i-B— C)

La petitesse du produit (5— C) (^— C) permet de négliger aussi

cette quantité ; et alors on a

'îfB-;,{C— A)'>

et Q'=Q(i —/^j ou bien Q=Q, puisqu'on néglige le produity(^i— C).

84- Lorsque la quantité _/" est
,
par sa nature, très-petite relativement

à la quantité
~
— , on peut, sans erreur sensible, réduire à Q= —

i

la dernière expression de Q. Cette circonstance ayant lieu à l'égard

des termes de s qui dépendent du mouvement séculaire du plan de

l'écliptique (Voyez p. 2i5 de ce volume), il est clair, que, par la

réunion des deux parties de s considérées dans cette intégration, on a

r 3(C— //)v .
, v7- / . r^

' ibis— i)—3(6— A) o V, 1 y 'iB[g—i)—^[C—A

3(C—A)y
2^(g-0— 3(6'

— ô.cos(p=: -— ^

—

:^,—— . cosfr .nt—iK cos ( c/. .nt -^ B).

Or , en posant

— 9 . sin <p
+ iKsin (^c..nt-\-^)=— w. sin ip,

,

— 9, Costa+ iK C05 ( a . 7?f+ 13 ) ï=— w . cos ©, ,

il est aisé de voir qu'on peut regarder u comme l'inclinaison de

l'équateur lunaire par rapport à l'écliptique mobile , et <p, comme l'an-

gle formé par l'intersection de ces deux plans et l'axe désigné par (^).

Donc, en remplaçant g.nt par sa véritable valeur (Voyez p, 724),
nous aurons

Tome I
ç)^
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a . cos
f),
=— /J.7 . cos \ g (^nt— f çndl ) -j- j — 5, —/O ndt \

j

en posant, pour plus de simplicité

3(C— ^)
2z;(ê— 0—3(6'— ^)

La valeur de tango^ qu'on obtient par la division de ces deux équa-

tions donne

ip_= i8o''-!-g-(7?^— r Çndt) -^ i— ^— r .ndt.

D'un autre coté, si l'on néglige les termes périodiques on a, d'après

ce qui précède, l'équation U=o, qui donne

l8o°4-'i'4-72Ï' z— Czndt:

donc en égalant ces deux valeurs de ®, , et substituant au lieu de
'f

sa valeur 180°—
'^, , il viendra

(i;.=:i8o°-4-ô,4-/*(5.n^^— (g-— i) [iit^ fçndt) ,

ce qui revient à dire, que la longitude moyenne du noeud ascendant

de l'équateur lunaire est égale à la longitude moyenne du noeud de-

scendant de l'orbite de la Lune, même en tenant compte de sa partie

séculaire représentée par l'intégrale f^.ndt. Ce résultat étant con-

forme à l'observation, on doit rejeter l'autre valeur de <p, qui satisfait

aussi à l'égalité des deux tangentes.

De là nous concluons que les deux équations trouvées plus haut,

donnent w= p/ pour l'expression analytique de l'inclinaison moyenne

de l'équateur lunaire par rapport à l'écliptique vraie. Sur qu-oi il faut

observer, que le second membre de cette équation doit être positif

aiin que la valeur de '-0 soit positive, et que , conformément à l'obsen-
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vation, le plan parallèle à récliptique mené par le centre de la Lune

soit entre le plan de Forbite et le plan de l'équateur lunaire, de

manière que ces trois plans se coupent suivant la même ligne droite.

Si le noeud ascendant de l'orbite coïncidait avec le noeud ascen-

dant de l'équateur lunaire; alors, ce dernier plan serait entre le plan

de l'éclipiique et le plan de l'orbite. C'est en cela que consiste la

différence des deux cas: le sens du mouvement de rotation serait le

même dans l'un comme dans l'autre.

Les conséquences qu'on vient de tirer de l'intégration précédente

sont modifiées par les termes affectés des constantes arbitraires qui

complètent les intégrales. Mais nous l'envoyons au Mémoire de La-

grange (Voyez page 2g4 du volume de l'Académie de Berlin pour

l'année l'^So) ceux qui désirent de plus amples détails sur ce point.

85. Les expressions primitives de Q et Q' peuvent être mises

sous cette forme;

^_ l{A— C){Aa^-i-B— C) fy_ 3 (A— C) {J + B— C)a.

en posant pour plus de simplicité
;

D=u\C(C-B)-3J'-h2J(B^C)\-JBa"^/i{C-J)(C-B).

On voit par là, que les coefïiciens Q et Q' seront aussi de l'ordre

zéro, lorsque le coefficient a sera d'une petitesse comparable à B— ^J.

Il y a des termes de cette espèce parmi ceux qui composent

l'expression de s ; mais , comme ils sont d'un ordre supérieur au

premier , il devient nécessaire d'employer les équations (Z,) pour

obtenir avec justesse les termes introduits par cette seconde approxi-

mation dans les expressions de x et y.

86. Pour cela
,

je remarque d'abord
, que , en faisant dans ces

équations
;

-^=.Tb^ wH-'i/—?=— 180°— £/—2^«»n; el p= n—'Ç,n— -^^

on peut les écrire ainsi :
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dq /C—B\ / ., dV\

dr ^(A— C\ / ^ ^dU\

^^^^^,[^)\s-Osm{'^-U-^lHsin\l)\cos{U--lHsinn)^^

acluellement , si l'on supprime les termes du quatrième ordre, elles

se réduisent à celles-ci
5

'^+n(^)r = 3n^(^){au)\s-0smf){U-lHsmn);

^4-7ir—g— W=— 3n (
~

j(au^ \s—Osin(^+ Scos'f(^U—'S.rismYlM.

Par le même motif, on peut faire au=i dans la seconde de ces

éfjuations , et au= i -hecosc.jit dans la troisième, ce qui donne;

C^)--j^
/J-C \ __^ ryj__cA{i-+-3ecosc.nt)(s—ôsm(p)l

Or, en examinant les différens termes qui composent l'expression

de la latitude de la Lune (Voyez pages 704-16) on voit, que, en

négligeant les quantités d'un ordre supérieur au second, il suflit

de prendre

5='^singMt—ey \sin(g.Jit — c.nt)— sin ÇgMt -i- c.nt^i + ^ my sin(^2£.nt—g."0-

La substitution de cette valeur de s dans les deux équations précé-

dentes donne, en négligeant toujours les quantités du quatrième ordre3
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7 siji g.nt •+-Y sin {g-nt— c.nt
)

tir (A—c\ ^/C—J\) g 3-j^-if-ny—jT-jq —on y—^J\^-eysin(g.nt-i-c.nt)-^^mysin(^2E.nt— g.nt)

—'6smf(^i-\-3ecosc.nt)-\-ôcos(f[U—lHsin^)

Mais nous avons vu plus haut, qu'on a

d(j d^y dx dr d'-x dy
_

'di~~~W~'^^7i'^ li -" 'di^~^Tl'^

dx dy

Donc en substituant ces valeurs , il viendra

dH^ /A-i-B—C\dx ^/C—B\

3;/ (--^^ \x— 'i sîn g.nt \{U- iHsin n )

;

d'x /A-^B—C\ dy , ^/C— A\
-dF-''\—B )-f+ 4" {—B-y=

i-j

sin'g.nt-k-'^^ sinÇg.nt— c.nt ) -H ^'i*
^^^^ {.§'^^ "*" c./?/)

|

-4- g '"-7 •^"^ {p-E.nt— g-« ^)— 3xe cos c. nt -k-y (U— "^H sin n) \

J3ans le second membre de ces équations on peut substituer pour

.X, y leurs valeurs fournies par la première approximation 5 c'est-à-dire

(Voyez p. 766)

X :=— yiJ.sin g.nt
;

y:=— 7p. cos g.nt.

En outre, il suffit de prendre pour U—^Hsin^ le seul terme du

premier ordre — 2e sine.nt (Voyez page 574)- Alors on obtient

5
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d'y
, lA-^-B—C\dx .

^ [C— B\

3n (-^~)(i H-f)^ \cos[g.iit— c.nt)— cos[g.nt + c.7ît)l
;

3

> .

-h

(

I -H- P-) Y 1

5«z

(

g.nt — jCJif) 4- 5 sin [g.nt-^ c.nt)
| J

Maintenant , si l'on considère seulement le terme affecté de l'argu-

ment g.nt— c.nt , il est clair que les valeurs correspondantes de x

et y sont de la forme

X= 3I[i + p.) ey sin {g.nt— c.nt^
; y= iV( i -¥ p.) 67 cos {g.nt— c.îit').

En substituant ces valeurs on obtient pour déterminer les coefïiciens

M^ et iV ces deux équations
5

N{g-o){é±^)*M\i{^)-(g-c)'\=%{^),

lesquelles donnent
5

\-2— (g— ^) n4(-ë-)-(s^-o i- AB
—

En retenant seulement la partie principale de ces coefEciens on aurait;
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"^ — (g-c) {A-^B—C)'> '* — v.(g-c) (^-h£— C)'

et par conséquent

Y = -7 ^T^

—

T,

—
jr. •n cos ( ff.nt— c.nt )

.

Ce résultat est d'accord, avec celui que Laplace a publié dans le

cinquième volume de sa Mécanique Céleste (Voyez page 286), en

observant, que rien n'empêche ici de remplacer le facteur y^H-^

—

C
par A, ou par B (*).

87. D'après nos dénominations , la longitude moyenne du noeud

ascendant de l'orbite est exprimée par

dt.Q^— {g—\)(iit—r'Çndt)-hrQn

et celle du noeud descendant de l'équatevir lunaire est égale à — <i^
,

lorsqu'on veut la compter, comme la première, suivant l'ordre des

signes. Donc, en nommant û l'angle au centre de la Lune formé

par les lignes tirées à ces deux noeuds , on a

fi=— !i> — ô, -i-(g-— i) (i2t— f'Çndt)— I
^ ndt.

Mais on a vu plus haut, que, en négligeant dans l'expressicn de U
les termes périodiques, on a l'équation

(*) Le terme de l'expression de y diffère un peu de celui qu'on voit dans la page 223 de la Conn."

dts Teins pour l'année 1821
;
parceque M/ Poisson a pris, dans la valeur de 5, — i -<-

A

à la place de — i pour le coefficient da terme eysm(g .nt— c.nt): mais nous avons

négligé la cjuantité du second ordre designée par h pour nous conformer aux principes

de la méthode des approximations successives. D'ailleurs la véritable valeur de k qu'il

faudrait employer dans le cas actuel où le temps t (et non la longitude v de la Lune)

141 5 9
est la variable indépendante, serait -^^m^-t- Tr-e^-H etc., et non Sm^-t- ^ «j'-f- etc. (Voyez

pages eo5 et 497 ^e ce volume);
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U=f— ^
— iSo°— s ~-nt+ f Çndt= o',

partant

,

A=i8o*— 9— ^, -4-s-hg-(nï— A/zc?^)— A«f/^
j

ou bien fi =180°— 'f-hgnt; en écrivant seulement gnt à la place de

g{jit—1 'Çndt^-\-z— (5, —
I

Çndt , suivant notre coutume.

Les expressions précédentes de x , y , donnent , en retenant seu-

lement les deux argumens gnt, gnt— cnt
;

( I ) . , 50 sin fp=— 7p. sing.nt-^M{\-^i}) ey sin {g.nt— c.nt^

,

(2) . . fjiCO&(f=i— -^/p-cos g.nt -^-N{i-^[J.)eycos [g.nt — c.nt^.

De là on conclut aisément ces trois équations
j

(ùSÙl (9 —g.nt)= '^y
"^

\{3r—N)sin{îg.nt--c.nt)— {M-t- N) sinc.nt)l
j

C0COs(^(p— g.nt)=— yiJ.— '^^ ^^ \(M—N)cos{'xg.nt— c.nl)-{M-k-N)cosc.nt)\
5

, 00 .N (i -t- iJ.)\ [M -i- N) sinc.nl— (M— N) sin [is.nl— c.nt)\

tang(f— 100

—

g.nt) =—^ —^ ^ -^ .^^ '^—{i + fAj\{M-*-lY]cosc.nl~{M—N)cos{ig.nt—c.nt)\
e

Maintenant , pour tirer de la dernière de ces équations la valeur de

Tare f— 180°

—

g'Jit, on fera, comme Lagrange
;

00 ^ 1 T ij-+-\/ZZ'itang{(p—i^o«— g-nl)}
'j— 180 — p:nt= —7= Loo^.l —

, ,^ TT-o—^ ;
' b 2/— I

O (1 — \/—i tang [f— iGo°— g.nl}) ^

ce qui fournit l'équationI—c.n«y~ —(.

e(i-HA.)(M-+-iV). . e{i-*-fj^){3J—N).
l i 1L1 il -t- -i ii >,

Ic.nty— (ig—c)nnf—
^__e(.-HM)(M^iV)^ c(.-^M)(M-iV)^

2^ 2^

-(2g-0 «(y—
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X désignant la base des logarithmes hyperboliques. Cela posé , si l'on

développe ces deux logarithmes on aura, en retenant seulement les

deux premiers termes
;

(3) . .— n= y— I 80°—gM= -
'"^^'

I ( ^^ -*- N)sinc.nt—{M— N) sin {xg.nt— c.nt) \ .

En ajoutant les carrés des équations (1) et (2) on en tirera , en

supprimant les termes de l'ordre du carré de 3Ï et IV-

(4) • . w:=7i^— ^y'^''*'^^
h3î-i-N)cosc.nt— {3I—N)cos(^2s.iU—c.nt)l .

En substituant dans ces équations les valeurs approchées de 31, N
trouvées plus haut , il viendra

5

fr-\ 3e( I -<-ju)i /C— ,-/ C-n\ ,
(C—A C— B\ . , ^ ^)

(5) • • ^ = - ^^^(^^ K""^-^ ^^"^^-«^-^.(-^—-j-y^'' (2g.nz-c.noj >

fr\ 3ey{i-*-iJ.)i/C—J C— B\ ^ ,
/C—A C~B\ r ^ .^ >

(6) . ."=7f^-Ti^K-T^-^—5-)^^^^-"^-^(-Tz5 —)cos{^ig.nt^c.nt\

88. Ces niêmes formules donnent aisément l'angle formé par l'axe

instantané de rotation, et le troisième axe principal (C) : en désignant

cet angle par 5«, on sait que sou sinus est exprimé par y —r——r—»•

mais on peut ici, faire pz=n et négliger la puissance ^ de (-)•+-(-) ?

ainsi que la différence entre l'arc et le sinus. Alors, on a

d'où l'on tire, en négligeant les termes de l'ordre du carré des coeffi-

ciens M et iVj

(7)..^a,= (g--i)7fx+ il:î:^^{M+iV-4-(M-iV0(§--c)|cofc.ni

( I -«- m) ey) I

M^N-^{M-i-N){g—c)\cos{2g.nt^c.nt).

Tonio I 98
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89. Il est facile de tirer des formules précédentes la longitude et la

latitude sélénocentrique d'un point donné sur la surface de la Lune.

Soient x\ y" , z" les coordonnées de ce point par rapport aux axes

principaux j et x'
,
y' , z les coordonnées du même point, par rapport

aux axes menés par le centre de la Lune parallèlement à ceux qui

déterminent son mouvement autour de la Terre.

Puisqu'on néglige ici le carré de l'angle désigné par ô, les formules

générales de la transformation des coordonnées donneront (Voyez

page 7 3 du premier volume de la Mécanique Céleste)

[ x'= x" cos (y— (// ) —y" sin ( <p
— ^

) -t- z". Q sin d/

,

{/) • • < y =x" sin (^f
— à) -hy" cos(^(f — i|/)-t-z".5co5if ,

[ z' = z"— d(^y"coSf-i-x" sijKf).

D'un autre côté nous avons

x" -^RcoslcosTz , y" =.Rcos\ sinzs , z"= Rsiny.,

x =zR cos A cos n
, y = R cos A sin H , z z=zR sin A

,

pour les coordonnées polaires du point considéré sur la surface de

la Lune 5 R étant son rayon vecteur mené par le centre de la Lune
j

). et 1Z sa latitude et sa longitude sélénograpliique; A et n sa latitude

et sa longitude sélénocentrique. Donc , en substituant ces valeurs
,

il viendra

cos A cos n= cos l cos (9— (f-i-CT)H-ô. siji X siji é
5

cos A sin n= cos X sin (o— -^-t-sr^-i-S .siji l cos <l>
;

sin A= sin X— . cos X sin ( (p -+- cr ).

La dernière de ces trois équations peut être mise sous la forme
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1 1
2 5m

2
(A— X) C05

2
(a -H X)=— ô . cos X sin («p -t- cr)

J

ainsi, il est évident qu'on a, A— X=— ô.sin{(f-¥^), lorsqu'on néglige

le carré de 5.

Les deux premières des mêmes équations donnent
;

Donc en négligeant le carré de , on obtient

n=:(p — ^-\r'^-^0 .tang'kcos((f-\-v;^.

Mais nous avons

f/=y— </>— l8o°— £— 7Z/-4- A/zJf;

partant, si l'on change ô en m (ce qui est permis sans erreur sen-

sible) il viendra

A=X— M . i/re (y -+- îir)
j

n= 57-+- i8o°-+-£-Hwf

—

/ ^ndt-hU-i'a.tanglcos(^-i-z!!)j

ou bien, à cause de x^asincp
, y= acosf

;

ÎA=X — xcoszs—ysinzs'j

n =sr -I- 1 8o° -+- («i H- £ — / Ç72c?if) -t- 6^-4- tangl Çy cos w— :e 5/n jj).

En retenant dans l'expression de U les deux principaux termes pé-

riodiques seulement, ce qui revient à prendre (Voyez pages 763,

619,618).

(n j^ 1668" ,6^^ .sinc'm.nt iz64^i",616. sin c.nt)

on aura, après avoir substitué les valeurs précédentes de x
, y^
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/A= X -ï- 7/Jt . sin
(
g.nt -H w

)

lri=s;-t- 1^0° -^{nt-^z— / ^ndt)— -^[i . tangl. cos (^g.7it 'i-^)

(9)<J
^^(^i.+.ij)tangl{N'hM)cos{g.nt— c.nt-^^)

-}- ^ ( 1-+- p.) tang >, (iV— /llf) C05 (g.nt—c.nt— ct)

(n >, ( 668",644 !?'« cVrt.Hi 2264 1",626. «/ic./if )

Pour réduire eu nombres ces dernières formules, nous prendrons

(Voyez pages 16 et 606)

3^^^^Wo;Ooi69i7 5 3^^^^^=0,0017911; 3 (-^—^=0,0000993;

g— 1=0,00402159; I — c= o,oo845oo5.

De là on tire (Voyez pages 766, 771 et 585)

17911 o/- /r> 71 -r 933 r m 8955 q 3
'^=ëlk= 0'^8648; M= 1-2^^= 0,0079621; /V=î^5^=o,o7i8o3,

M+iV= 0,079765; iV-M=o,o6384i; 7/..= 1°. 28'.4i",6;

^ — J2 ,27, ^ —-41 ,04,

et par conséquent;

f
A=).-+- (1°. 28'. 4 1",6) 5m (g-.77i! -i-^^)

I
— 52",27 5/w(g-.raZ— C.7ZÏ-i-5r)-H4l",84'S'«(§'-«^— <^"-"i^— ^)j

( I o) m=CT-}- 180°-+- (7^^ H- s — / Ç«^i) H- 289",7 ^ *"^ c'ni.nt

— 39",

2

1 sin c.nt— ( 1 °. 2 8'. 4 ^ "? 6) ^«^"^S" ^
'-'^^ (§"-"^ "*" ~)

-H tang'.K\ ^2",i'-j cos {g.nt— c./z^-5- z?)-}~ 4 1 ",84 cos {g.nt— c.nL — ^)\.
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On ne doit pas perdre de vue, que la longitude sélénograpliique sr

est censée comptée depuis l'axe {A) dirigé vers la Terre dans le sens

du mouvement de rotation de la Lune.

90. L'observation des taches de la^Lune fournit directement les

valeurs de A et n, à l'aide des latitudes et'^des longitudes géocen-

triques , en supposant connu le demi-diamètre de la Lune. Les

équations qui lient ces différentes coordonnées sont faciles à former.

En effet j soient a
,

|3', la latitude et la longitude géocentrique d'un

point pris sur la surface de la Lune, et p sa distance au centre

de la Terre: si l'on représente par a, p, p ce que deviennent ces

coordonnées par rapport au centre de la Lune , il est clair qu'on a

ces équations
;

( p'.COS v! COS^j —p .cosa.cos^j:=-x'=R.cos h-cos'^
,

(^y') . . l p'.cosa sm(i'— p cos asm^=y= R .cos AsinU
,

[
p'. sin v! — p . sin a = 'z' ^=-R. sin A.

Actuellement si l'on désigne par p\ , a',, ^\ ce que deviennent,

respectivement, les trois quantités p', a', [5', lorsqu'on les observe

d'un point pris sur la surface de la Terre , dont R' soit la distance à

son centre et A', II' la latitude et la longitude de son zénith , on aura

!p' cos a cos |3'= p\ cos a.\ cos {i\+R cos A' cos U'
,

p' cos oc'si'n^'= p\ cos a\ sin |3',+ R' cos A' sin II'
,

(
p' sin a! =.p\ sin «', -¥R sin A'.

Gela posé, je regarde
,
pour plus de généralité , la figure delà surface

de la Lune comme elliptique j de manière que son équation rapportée

à ses axes principaux soit

,

Maintenant, pour rapporter cette équation aux coordonnées x', y\ z,

je remarque
,
que les formules de la transformation des coordonnées

donnent
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j:"= x'cos(<!)— (f) -i-y sinÇtp— f)— z'.Osin <p ;

y"=^—x sin (jp
—

<f) -hy' cos (9— «f
) — z'.Q cos y j

z"= z' -h 0(jc' sin^-+-y'cos<j>y

(Voyez page ^5 du premier volume de la Mécanique Céleste).

11 suit de là, et des équations (y) et {^f"), que

od' = p\ \ cos x'^os (y— 1|/— 13',) — Q . sin 9 sin a\
j

—
p {

cos a cos (y— (^ — 13 ) — 5. sin p 5z>i a
}

-f-^' \cosA'cos(jp— ^— Ti'^— Q.sintfsinM
jj

y= — p', j C05 a', sin (9— «f— 13',) H- . cos
<f
sin «',

(

+
p [cosoc sin{y— <|/— p )-i-0.cos(fsinoc

\

—R \cos A' sin {(p— if— U'^+ ô . cos f sin A'
jj

z" = p'.|5ma',-t-0,co5a',5m(<f-Hp',)}

—
p \sin«. -{-Q. cos oc sin(<j'-h^

)(

-1- 72'
1
5m A'+ Ô . C05 A' «m ((/^ -f- n' ) {

.

Donc en écrivant
,
pour plus de simplicité

j

x"= H'p'-Hp-hKI{; y"^-G'p',-hGp-K'B'y z"^F'p\-Fp-^K"R

;

_ei nommant A, A', A" les angles sous lesquels on verrait du centre

de la Terre les trois axes (^) ,
{E)

, (C) , on aura

(^/i') =z p . sin ti
y

(B^= p.siniî 'j {C)=i p . sin li!'

;

ce qui change l'équation de la surface de la Lune en celle-ci:

/ > I
_{ H'z— H-y-KsinU"Y JG'z- G -^ K' sinU")* (F'z— F-*-K"sinn")\

^ ^ ' '1 sin'

A

sin'-
A'

sin* à" '

où l'on a fait R':=p .sinu", p',= P'^-
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Ainsi, on aura par cette équation la valeur dcjo',, lorsque celles de

p , A , a', a" seront connues. On suppose tacitement
,
que la valeur

de ç>— f a été calculée à l'aide de l'équation

ç— <f
=: 1 80° 4- (ni -*- £— A 7ZC?ï) -+- t/

;

et que les valeurs de Osin^, 6cos(p ont été calculées à l'aide des

équations (i) et (2) trouvées dans la page 772'

Cela posé , les équations (jT) et (j^") donneront les valeurs de A

et n
,
puisqu'on en tire

;

( , z . cos a.' ,
sin B',— cos a. sin B + sùi Tl" cos A' sin U'

\ tans; Il= ; -n, a
—

ttt -77
fî- 510 z .cos a, ,cos li\— cos a. cos U -*- sin II cos A cosH '

(l 2) . . <
. . . , . ,

j . C05 n Jz .5in a',—sm« -+-' j/ralT'^m A'(

V. O z .cosa.\eos li\— cosa,cosB-^sinll'' cos k'cosW'
'

Il est facile d'éliminer de ces expressions les quantités A' et n'. En
effet, si nous nommons L la latitude géographique du lieu de l'ob-

servationj 5' le temps sidéral, et w' l'obliquité de l'écliptique , ou

a, comme on sait, ces trois équations

!cos a' sin n'= sin a' sin L' -f- cos a cosU sin S'
;

cos A' cos n'= cos L' cos S'
;

sin A'= cos a' sin L'— sin a cos L' sin S.

On peut donc substituer ces valeurs dans les équations (12) et écrire

ainsi les coelïiciens de R qui entrent dans les valeurs précédentes

de x", y, z" ; savoir

K=cos{(fi— <\i)cosL'cosS' -^ sin (y— tf) j sin a sin L'-^cos a cos L' sin S'
\

— Q . sin «p
{
cos u' sin L'— sin a' cos L' sin S'

\ ;

K!=-sin (9— if) cos L' cos S' — cos (9— (f) \ sin w' sinU H- cos u' cosL sin S'
\

-t- 5 . cos 9 \cos m' sin L'— sin a cos L' sin S' \ ;

K''=coso)sinL'— sinu cosLsinS-i-cosL'cosS \0.sini^cos(f—^)
— O.cos<i>sin(<p — '^) \

-+- cos (cf — <f) . ^ . cos (p (^sin u' sin L' •+ cos w' cos Ll sinS
)

-\-sin{^— 'ii) .B .sin'iÇsinrJ sin L' -¥-cos^' cos L' sinS'\
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91. L'équaiion (11) se simplifie considérablement, lorsqu'on sup-

pose la figure de la Lune sphérique j c'est-à-dire A= A'=A". Alors,

en développant les difFérens termes qui composent cette équation

,

on trouve égale à zéro la partie multipliée par la première puissance

de 6 : et comme on néglige dans cetle analyse le carré de 9 , il en

résulte, que l'hypothèse de la figure sphérique réduit l'équation (n)
à celle-ci

5
.

'

(
1 4) • • o := z'— iz (cos 6'— sin n

"

cos 6") -+- cos' A -4- sin' n"— 2 sin n" cos 6'"-^

où l'on a fait
,
pour plus de simplicité

5

Îcos Q' = sin a.\ sin a. -h cos a', cos a . cos (|3\— (3 ) ;

cos 0"=sin a, si7i A' -4- cos «', cos A' . cos
(f>\
— n')

;

cosô"'=siji Ci sifiA' -^cos a cos A', cos (^^ — n').

Maintenant, si l'on fait z=i — |, on trouvera, en résolvant l'équa-

tion (i4j par rapport à ^;

I= 2sm . ^-hsmU cosQ —
(AI \^ N

2 sin'^ - -H sin n" cos 0" \ — 5w' n"-4- sin A i

I
— 4sm' - — 2 sin n" (cos 5"— cos S"')

d'où l'on tire

^f
,, „ \

siji" A— sin'Wsiji'Ô"— sin'ô'

y

(16) . . .z=T — 2.sin. sinU cosO -i-l l .

l-h2sinU"{cosô"'--cosO'.cos6"))

Le système des équations (12), (i3), (i5), (16) offre donc le moyen

de calculer les valeurs de A et n par l'observation des taches de la

Lune. Ensuite, la comparaison de ces valeurs, avec celles données

par les équations (9), fournira un système d'équations de condition

propre a déterminer les quatre constantes a, zô
,

[x, —g—.

92. On pourrait envisager cette recherche sous un autre point de

vue fondé sur cette remarque. Les équations (y) posées dans la

page 774? donnent
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x' sin'h-^-y' cos^r=x'' sin'^-^y''cosf^-^z"9.

Donc , en négligeant le carré de , la troisième des mêmes équa-r

tions (y) donne

z'= z"— x'.Osin'^—y.Ocosé.

Mais nous avons z"=R' siul:=p .sinAsiji'k , et les équations (./"') , {J'")

donnent

x'=p.Q'i y=p.Q'', z'=:p.q"i

eu posant
,
pour plus de simplicité

,

fQ'=iz. cos a.\ cos p',— cos a . cos p -4- sin n". cos A', cos n'
j

(17) . . .

I
Q"= z . cos a, sin /3',— cos « . sin p -^-5m n". cos A'. 5/71 n'

j

' Q' "= z . 5m «',— sinx-i- siji n". -îm A' :

donc on a

(18) sinAsinl=Q.Qsiné^Q'.Qcosd,+ q".

Maintenant , il faut observer
, que

Ôsin<^=:6sin\(p— Çf — (f) \=6sin(p.cos((p— (f)
— Qcos(p.sin((f— <f) ,

6 cos <p= Ocos\(p— (j> — '^)\= S cos (p.cos(o— é) -^ Q sin (d . sin (?— i^)
,

ip— <^= 1 80°+ (/zï -t- £—pç^ndi) -+- U,

et que par conséquent nous avons, en négligeant le carré de £/";

5 sin
<f
= Q cos d^. sin (jit+ e —j\ndt) — Q sin y . cos {iit -t- s —j\ndt)

-\-U^0 cos 1^ . cos int -h £— rOidt)+ 5^m y

.

sin (jit+ e — jçndt) \
j

ô C05 (/^= — 61 C05 <p . cos {lit -h £ — f'Cjidi)— Q sin œ . sin (jii H- e— flndt)

-^UlOcostp. sin (nt+ £— rçndt)— 9 sin 9 . cos {jit+ £ —J^ndi) |

.
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Eu écrivant « au lieu de dans le second membre de ces équa-

tions, et éliminant ensuite asiiKp , acos(f , à l'aide des équations (i)

et (2), on trouvera, en négligeant les termes multipliés par UM ou

par UN;

Qsin '!^ =yiJ. • sîn [g.Jit— 7it)—
yf/. U. cos Çg.nt— nt)

-+- lil^lfl
j(N-M) sin {g.nt— c.nt -+- 7it) -f- (iV-nM) sm {g.nt- c.nt -jil)

j j

Qcos<\i=i^ll>..cos[g.nt— nt)-^'^lJ.U.sin{g.nt— n{)

Cela posé, si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (18), on auraj

5m A sm X— Q'"=

( I 9) j_^
i
^,.)ey{N-M)

j

Q, ^ .^^ ^^_^^^_ ^_^^ _j_ ^^^_ ç, ^^^ (^^_^^^_ ^^^^ _^ ^,^^
j

.

^ •^^^'TjiV-*--''^)
j
Q' ,,-,, (^g..„^ _ c.nt ^nt)- Q'cos {g.nl- c.nt- nt)

\

.

Cette équation a l'avantage de renfermer seulement les trois incon-

nues )., p., ^^^j après qu'on y a remplacé U, M, N par leurs

valeurs. Mais il vaudra mieux l'employer en y.supprimant d'abord les

termes multipliés par U ; ce qui la réduit à

( 20) . . sin A 5m >.= Q"'-H 7/J.
|

Q' sin {g.nt— nt) -H Q" cos {g.nt— nt)
j

.

g3. Si l'on veut compléter les formules précédentes par l'addition

des termes, qui renferment les quatre constantes arbitraires contenues

dans les valeurs de :c
, jk , il- faudra reprendre les équations {L")

posées dans la page 764, et les intégrer après y avoir fait 5 = 0.

Cette intégration étant exécutée par la méthode de Lagrange (Voyez

pages 284, 285, et 291 du volume de l'Académie de Berlin pour
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l'année 1780) donne, en négligeant les quantités de l'ordre du carré

OU du produit de —^— et —^ j

x=M'sin(nt-^p'nt-+-f')-i-M"sm(p"nt-hf") ;

y= M' cos {nt-i-p'nt H-/' )
-\-p"'M" cos {p"nt -+-/"

) ;

où M', M",/',/" désignent quatre constantes arbitraires, et

'C—A

Ces valeurs Aq x
, y donnent, en négligeant les termes multipliés

par U
;

Ôsm'P=— M' si7i(p'nt +/')

-t-M"
\

{p'"- \) sin {nt+ p"nt -¥/") -+- (//'+ 1) sin (nt-p"nt -/")
j ;

Qcos'l^—— M'cos{p'nt->t-f')

-M"
{

(p"- \) cos {nt -»rp"nt ^-/") 4- (/'-+- 1) cos (nt-p"nt -/")
j

.

Les formules (8) (Voyez page 775) démontrent, que ces mêmes va-

leurs de X
, y introduisent dans la valeur de A les termes

— M' sin (nt -i-p'nt + ^-h/')

-M"
j

(p"'-^\) sin
(
p"nt^r.^f") - [p"- \) sin {p"nt- ^H-/")

| ;

et dans la valeur de n , les termes

+-M' tang'k.cosÇjit-i-p'nt-i-T:^-^/'') >- *

+ M" tang 1
1

(^p"'-h I) cos {p"nt+ ^?-t-/") -H (p'"- \) cos {p"nt- ^ +/")
j

En considérant l'expression de tangÇcp— 180°

—

g'Jit) posée dans la page

772 , il est aisé de voir, que son numérateur augmente des termes
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( M'sin \{g-i)nt-p'nt-f\ --M"{~-f\sin{g.nt-^p"nt +/"))

M"{\-^p"')sm{g.nt-p"nt-f) \

et son dénominateur des termes

_^j M'cos\{g--.)nt-p'nt--/'\-M'\\--f)co,{gM+p''nt^f'))

''''\^3r(^^^p"')cos{g.nt-p"nt-f")
\

de sorte que l'expression de — £i donnée dans la page 778 sera aug-

mentée des termes

!M' sin
j

(o-— I ) lit—put —f \
j

-M"(|-/y'') sin{gM-^p"nl 4-/") -i-M"(| -1-//") sin {g.rd -p''nt-f")\

94- En réfléchissant sur la forme des argumens, dont les coelTiciens

sont fonction des trois constantes arbitraires G , M', 31", il devient

difficile de croire
,
que l'omission de ces termes puisse avoir eu une

influence considérable sur les deux quantités 3 ( ,. )= 0,00 1791 1
,

3(
"7^

^= 0,0016917, déduites d'un grand nombre d'observations de

la tache Manilius. il est vrai
,
que ces résultats sont loin de s'accor-

der avec ceux tirés de l'hypothèse de la fluidité primitive de la Lune

par couches de densités variables. Néanmoins , il me semble qu'on

s'approchera davantage de la vérité, en abandonnant celte hypothèse,

qu'en attribuant aux valeurs précédentes de 3 f „ ), 31 —^j des

erreurs assez grandes ,
' pour pou^ir les regarder comme la cause

unique de cet écart entre la théorie et l'observation.

Probablement , de nouvelles recherches fixeront mieux nos idées

sur cette anomalie , et nous mettront en étal d'apprécier avec plus

de justesse tout ce qu'il peut y avoir de réel dans l'ingénieuse
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explication donnée par Laplace sur les progrès de la cause, qui a

d'abord fait naître et ensuite détruit le terme

G.sin\nty3{^-^^-^\\

dans l'expression de la libration en longitude (Voyez page 4^4 tlu

Système du Monde, cinquième édition).

S'il est pei'mis d'appliquer ici une hypothèse émise par Lagrange

(Voyez page 'y 5 du second volume de la Mécanique Analytique) on

dira, que ce terme de la libration a pu être anéanti par l'effet d'une

explosion interne dans le globe de la Lune j et on accordera en même
temps, que sa renaissance, en vertu d'une cause semblable, n'est pas

démontrée impossible.

SU-

Note sur le mois Lunaire syiiodique.

g5. Si les mouvemens de la Lune et du Soleil étaient parfaitement

uniformes, il est évident que, en nommant X le nombre des jours

moyens compris entre deux oppositions consécutives de leurs centres

de gravité, on aurait l'équation nX—n'X^='iÇio°, et par conséquent

(i) . . . x=~.

C'est cette quantité (constante d'après sa définition) qu'on a cou-

tume de nommer mois lunaire synodique , ou intervalle moyen entre

deux pleines lunes consécutives.

Pour pouvoir déterminer la valeur de X , à l'aide d'observations

faites sur le mouvement du Soleil et de la Lune dans l'état réel des

choses, il faut ien avoir l'expression par d'autres quantités susceptibles

d'être mesurées d'après les phénomènes. Pour cela , remarquons d'abord
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que , en nommant v, V deux lougiiudes vraies de la Lune correspon-

dantes aux instans if, T^ on a

F{t), F (T) étant la somme des termes périodiques. Ces deux équa-

tions donnent

(2) . . . F-v=:n{T-t)-f'av-^fçdv-^F{T)-F(t).

Soient v, V les longitudes vraies du Soleil, qui ont lieu aux mêmes

instans t , T; on aura semblablement

(3) r-.'==n'{T-t)+fiT)-f(t).

Donc , en retranchant l'équation (3) de l'équation (2) il viendra

\^i\) . . .n— n — ^733^ ,

et par conséquent
j

/f-s Y (r-0 36o°
(^D;

. . . ^— ^f._,-^_^f.._,,^_^f>'^^, _j^dv^-\F{T)-F{t)\^\f{T)-J\t)\
'

Analyilquement parlant, cette expression ne donne pas la solution

du problème, puisque les quantités n et n' , ainsi que les autres

élémens des deux orbites, s'y trouvent renfermés: cependant, on peut

l'appliquer avec un grand succès , en choisissant convenablement les

lems t et T. En effet 5 si ces deux époques sont séparées par un fort

grand nombre d'années, la quantité progressive {F— v) — (F'— v'")

pourra devenir incomparablement plus grande que la quantité

J-çd.^f-çd.-\F{r)^F(t)\ + \f{J)-f{t)\,

composée de termes périodiques : et alors on pourra réduire la for-

mule précédente à celle-ci
3
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rr.-\ V (T— 36o°

qui a l'avantage d'être indépendante de tout ce qui exige une con-

naissance approfondie de la théorie de la Lune et du Soleil. Pour

en faciliter davantage l'application , on pourrait choisir pour t et 7'

les instans correspondans à deux oppositions , lesquels sont rendus

visibles par la pleine Lune : alors, le dénominateur (/^— c») — i^'"-^')
est égal à autant de fois 36o° qu'il y a eu de pleines Lunes dans

l'intervalle T—t: de sorte que, en désignant par / ce multiple de

360°, on aura

(7) . .. ^= T-

Pour perfectionner celte méthode, et éliminer l'indécision que laisse

l'observation des instans de la pleine Lune , il faudra choisir deux

oppositions correspondantes à deux éclipses de Lune , et prendre pour

t et T les instans qui ont lieu au milieu de l'éclipsé. Ces instans ne

sont pas toujours ceux de l'opposition précisément ; mais la grandeur

du dénominateur / pourra atténuer l'erreur de quelques minutes, que

cette manière de voir laisse dans la mesure de l'intervalle T— t. Les

anciens ont employé cette méthode sans savoir au juste le degré de

précision dont elle était susceptible. Si l'on veut , dans l'état actuel

de la science , connaître la correction qui doit être faite aux évalua-

tions de ce genre du mois Lunaire , on calculera les quantités

qui avaient lieu aux instans t et T , et on prendra

Remarquons maintenant, que l'expression de la longitude vraie de la

Lune posée dans les pages 'y48 , 749 j donne
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-H- i986o",799 pour la somme des coefïiciens affectés du signe -H
j

946"54i<^ pour la somme des coefficiens affectés du signe —
j

et qu'en conséquence la quantité R ne peut pas surpasser 10° dans

les cas les plus défavorables. Si à cette circonstance on ajoute celle-ci

j

que dans les observations d'éclipsés on peut supposer la quantité Ikf

égale à un nombre exact de circonférences (du moins à l'égard de

la fraction -^) on en conclura que

M ^ K.660" ^ A.36 '

K désignant un nombre entier.

96. Soit Y la durée moyenne de la révolution sidérale du Soleil^

nous aurons 36o°=nV : donc en introduisant cette valeur dans

l'équation (i), il viendra

/ \ X n' m
\J) ' ' Y ;;,— n'

'

ï— m'

En nommant Y' la durée moyenne de l'année tropique ou équino-

xiale, on sait que

^ •* K 129600U0I '

partant nous avons

SOI r
'

(10) Y'~ i—m I 129GO000I

Le premley membre de cette équation est donné par les observations

astronomiques, d'après lesquelles on a

3

r'_ 3652422639659

T~ 295305885391

(Voyez pages 256 et 3 18 du second volume de l'Astronomie de

Delamhre) : mais si l'on veut exprimer ce rapport plus simplement et

avec un peu moins de précision, il faut réduire cette fraction en

fraction continue, et former la suite des fractions convergentes: voici

ces fractions avec les quotients correspondans :
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97. SI nous supposons parfaitement uniforme le mouvement de la

Lune et celui du noeud ascendant de son orbite, on aura, en nom-

mant X' la durée moyenne du mois lunaire par rapport à ce

noeud, 7zZ''-i-(g-— i)/zX' = 36o°j d'oii l'on lire

-, j
' îiVàï \ • iiii -rrt Sôo" SGo" 1

—

m -rr I —m
^ ^ ng n{i—m) g g

Soit X" la durée moyenne du mois lunaire par rapport au périgée
;

on aura de même réquation zïX"— (i

—

c) iiX"= Sôo"
,
qui donne

r ON -rrfi 36o''__ 36o° I — m -y 1—m
^ / * '

~~'
ne n(i — m)' c ' c '

En nommant X'" la durée moyenne de la révolution sidérale du

noeud, on aura l'équation 72X"'(g'— i)= 36o°} d'oii l'on tire

/' /^ V" ^^°° ^^^° '
— "^ v

Nous avons (Voyez pages 4^3, 606)

n(g-i) n(i^m) g—i g—

i

iîjis»? "^ iifciil?^' .
• &ÎWÈ

''^^'^'^ntd=!x},o']06i3o
j g-— 1 =: o,oo4o2 1 595 -j I -r c= o,oo845bo56.

Il suit de là que
,

^

, -m_ 92519870 i-m _^ 92519870 _

~i~~ 100402159 ' c
~~ 99154994 '

ce qui donne
A"_ 100402159 X _ 99154994

Y'~ 92519870 ' X'" 92519870'

En réduisant ces fractions en fraction continue on aura cette suite

de quotiens et de fractions convergentes :
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Mais 360"= n'Y; partant

n '

d'où l'on tire -;.

Nous avons aussi

j

-=w.{i

36o"

501

1296OOU0I
'

partant r
y Y
7- = (l — f^)Y'> °^ ^^^^

y

Donc en prenant

X"'~i -m' X~ 0,92519870 A

F'
4267.

19

353

on aura

(16)

4267

345

"353

0,92519870

L'équation (i3) donne Y"^^ _« •"??

=461 2,o4-

ainsi on a

345 . y
X"

d'où l'on tire

(17)

7:1:^(42^7 -<-^)=cx46ï2,o4j

345 . y
77— =4612,04 — (l—c). 4612,04= 4573507-.

Les équations (n), (i5)
, (16) et (17) fournissent les résultats

d'Hipparque cités par Laplace dans la page 282 du second volume

du Système du Monde (cinquième édition). Par la manière même

dont ils sont ici retrouvés, on conçoit, qu'ils n'ont lieu qu'à l'égard

des moyens mouvements proprement dits, et abstraction faite des

inégalités séculaires qu'ils renferment.



CHAPITRE COMPLÉMENTAIRE 798

Note sur la page 2^5 du .second volume.

Dans la valeur de |2"i~"2*7(^) 1^ ^1 y ^ aussi les deux termes

/81 ,A / 81 ,A îLiîC"? •

COSCi^ ^(32''^^ )-l-C05W e(— 32^^^ /

donnés par le multiplicateur i.cosc'mv s'Y

—

-A: mais il se détruisent.

Note sur la page 271 du second volumes

A la rigueur , cette expressîbn de^zs^s doit aussi renfermer les

deux termes

, f ,/ 9 , 9 », 81 ,

A

coscmv £71 -^me — Të'^Y "^"ëî''^^
)

f r »/ 9 , 9 , 81 ,Acoscmv £ X (—4"ïe -hjg/wy — g^me )y

qui se détruisent.

Note sur la page 10 du troisième volume'.

Depuis l'impression de cette page, la correction qu'on doit faire

L coefficient A^°^= r ^, , a paru dans .

l'année i832 (Voyez page 98 des Additions).

au coefficient A^°^= r \ , a paru dans la C.*' des Tems pour

Noie sur la page 110 du troisième volume.
*

11 faut supprimer les deux termes "

- -£^ i

5J)1

COS
iEv-\- c'mv s' (— 2

"** ) ^" c 1
2^^~" ^'^^ ^' (2 '"

7

posés dans la quatrième ligne (en remontant).
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Note sur la page 797 du troisième xwliimc.

11 f ^ A.
, . 103052177 ,, ,1 , . .. ,.

Il laut oier le terme +
i^-l^m

^ pose dans la cinquième ligne

(en renionlant).

FIN DU PREMlEIi VOLUME.
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