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TRAITE
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DEUXIEME PARTIE.

N

CHAPITRE PREMIER. »
ANALYSE COMBINATOIRE. ‘

I. — DES ARRANGEMENTS.

On appelle arrangements de m objets pris n 4 n les
résultats obtenus en prenant n de ces objets de toutes les
maniéres possibles, de telle sorte que deux quelconques
de ces résultats différent soit par les objets dont ils sont
composés, soit par I'ordre de ces objets.

Proposons-nous de trouver le nombre des arrangements
de m objets pris n & n, nombre que I'on désigne habituel-
lement par le symbole A7,. A cet effet, supposons que I'on
connaisse le nombre des arrangements de m objets pris
141, ou Al ;sil’on veut former les arrangements de m ob-
jets pris i +1 4 i+ 1, il faudra ajouter successivement
a chaque arrangement des m objets pris: a ¢ les m—i
objets qui n’y entrent pas. On formera ainsi m—i nou-

L. — Aigébre, 11. 1
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veaux arrangements avec chacun des anciens, c’est-a-dire
en tout A}, (m — i) nouveaux résultats.

Je dis : 1° que tous ces résultats sont des arrangements
différents, car ils différent, soit par ’arrangement com-
posé de i objets qui a servi & les former, soit par le
dernier objet ajouté; 2° qu'un arrangement quelconque
composé de i + 1 objets s’y trouve, car, si & cet arrange-
ment on enléve son dernier objet, on retrouve un arrange-
ment de i objets. Or, comme ils ont été tous employés,
I’arrangement composé de i -+ 1 objets se trouve parmi
ceux que nous avons formés; on a donc enfin

ALY = AL (m—i).
Si I'on observe alors que A}, est égal & m et si dans la
formule précédente on fait i=1, 2,3, ..., n—1, on
trouve
Al=m(m—1), A}L=A}(m—2), ...,
AV =AY (m—nr+1),

et, en multipliant ces égalités membre & membre, puis en
supprimant dans les deux membres de la formule résultante
des facteurs égaux,

A® :m(m—-l)(m—z)v...(m—n-i-!).
C. Q. F. D.

II. — DES PERMUTATIONS.

On appelle permutations de n objets les résultats ob-
tenus en disposant ces n objets les uns A c8té des autres
de toutes les maniéres possibles.

Proposons-nous de trouver le nombre des permutations
de n objets; désignons ce nombre par P, (*). Supposons

(*) On désigne quelquefois ce nombre par le symbole nl.



CHAPITRE PREMIER. 3

que I'on sache former le nombre P; : 4 chaque permutation
de i objets ajoutons un nouvel objet, en lui faisant oc-
cuper successivement la premiére, la seconde, ..., la
i + 1 place; on formera ainsi (i + 1)P; résultats diffé-
rents, soit par la permutation de i objets qui a servi a les
former, soit par le rang occupé par le nouvel objet. En
second lieu, une permutation quelconque de i -+ 1 objets
fait partie de celles que 1'on vient de considérer, car, en lui
enlevant le dernier de ses objets, on retombe sur une des
permutations de ¢ objets, permutations qui ont été toutes
employées. On a donc

Pry = Pi(i +1).

En faisant successivement { =1, 2, ..., 7 —1I et en ob-
servant que P, est égal 4 1, on a

Py=1.2, Py=P.3, ..., P,=P,.n,
et par suite, en multipliant ces égalités meinbre 3 membre,
I;,,:l .2.3...n.
On peut remarquer que
. P,—= A7

Et, en effet, si dans la formule trouvée page 2 on fait
m = n, on trouve

Ar=nr(rn—1)(n—2)...2.1==P,,

II. — DES COMBINAISONS.

On appelle combinaisons de m objets pris n & n les
résultats obtenus en prenant z de ces objets de toutes les
maniéres possibles, deux résultats différant seulement par
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la nature des objets qui entrent dans chacun d’eux et non
par leur ordre.

Désignons par Ci, le nombre des combinaisons de
m objets pris i 4 {; pour former les combinaisons de
m objets pris { +1 4 { + 1, on peut, & chaque combinaison
composée de i objets, ajouter chacun des m— i objets
qui n'y entrent pas. On obtient ainsi Ci, > (m — i) résul-
tats qui contiendront toutes les combinaisons formées de
i -+ 1 objets, puisque, en retranchant un objet 4 'une des
combinaisons formée de [+ 1 objets, on retrouve une
combinaison formée de i objets, et que toutes celles-ci ont
été employées; mais les résultats que nous obtenons de la
sorte ne sont pas tous différents. En effet, si nous consi-
dérons I'un quelconque d’entre eux, quel que soit I'objet
que l'on en retranche, on retombe sur une combinaison
différente formée de i objets ; une combinaison quelconque
de m objets pris n +1 & n+1 a donc été obtenue par
notre procédé de i+ 1 manitres différentes, en sorte
que Cf,(m — i) représente i + 1 fois C'. On a donc

Ci m—1

Cl+l= -
m M4

’

d’ot I'on conclut, en faisant i =1, 2,3,...,7—1, et en
observant que le nombre des combinaisons de m objets
pris un a un est m,

m—1 m— 2
ClL=m s C} =C} 3
m—n-—+1
n . on—-1
Cn=Cy —r

d’ou I'on conclut

m{m—1)(m—2)...(m—r+1)
1.2.3...n

(1) Cn =
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On voit, d’aprés ce qui précéde, que

n .
Am
—

P,

n
CIll‘ -

Cette formule peut du reste se démontrer directement en
observant que les arrangements de m objets pris n & n
peuvent s’obtenir en permutant les n objets de chaque
combinaison de m objets prisna n, de toutes les maniéres
possibles. On a donc

A, =C}, X Py,

d’ou I'on déduit la formule précédente, et par suite, sil’on
veut, la formule (r).
Si I'on adopte la notation z! pour représenter le pro-
duit 1.2.3...n, la formule (1) peut encore s’écrire
m!

n—_———‘
C'"_n!(m—-n)!

IV. — REMARQUES AU SUJET DES THEORIES PRECEDENTES.

ProsLime 1. -— Concevons qu'aprés avoir formé les
arrangements de m lettres prises n an on suppose i de ces
lettres identiques & a, j de ces lettres identiques & b, etc. :
combien obtiendra-t-on de résultats différents?

Supposons d’abord qu’il n’y ait que i lettres iden-
tiques d a:

1° Les arrangements ou a n’entre pas seront tous diffé-
rents : ce sont les arrangements de m —1i lettres prises
n 4 n;leur nombre est A7 _; ou

P,C%_,.

2° Les arrangements ol a entre une fois seront encore
tous différents : si nous voulons en connaitre le nombre,



6 TRAITE D'ALGEBRE.

considérons les combinaisons correspondantes; 4tons a,
nous aurons les combinaisons de m— i lettresn—1an—1.
Si dans chacune de ces combinaisons nous permutons les
n lettres qui y entrent y compris a, nous aurons P, Cj_;

" résultats différents ou % Ccr—t
1

m-i°

3° Les arrangements ol a entre deux fois ne seront
pas tous différents; si nous dtons deux fois a et si nous
considérons les combinaisons correspondantes, elles sont
en nombre C}~7, et, si nous permutons les lettres qui y
entrent en y comprenant deux fois @, nous aurons P, G}
résultats qui ne seront pas tous différents, car, en permu-
tant les deux lettres @ dans chaque combinaison, on ne

la change pas; il n’y aura donc en tout que%:C;',,‘_’,- ré-

sultats différents, etc. Le nombre cherché est donc

e, Chii  ChY Chh
» e e A+
P, (C,,,_i+ P, b, P, -+ P, )

Supposons maintenant qu'il y ait i lettres égales a a,
j lettres égales a b.
Le terme général de la quantité cherchée sera le nombre

des arrangements dans lesquels a entre . fois et b v fois. Il
est facile de voir que ce nombre est

P

n n—p—v
== C,
Pp.pv m—i-jv

en sorte que le nombre des résultats cherchés est

2 P, cr—
Pp.Pv m——j>
p et v restant toujours moindres que i et j, etc.

ProsrimeIl.— Zrouver le nombre des permutations dif-
férentes que I'on obtient en supposant un certain nombre
de lettres identiques dans les permutations de n lettres.
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P, étant le nombre des permutations de n lettres, si
parmi ces lettres il y en a i identiques & a, il est clair
qu’en permutant ces lettres a on aura des résultats iden-
tiques; les permutations P, se partagent en groupes de P;
permutations identiques : donc les permutations essentiel-
lement différentes se réduisent au nombre de P, : P;quand i
lettres deviennent identiques a a; si, en outre, j lettres
deviennent identiques 3 5, le nombre des permutations
distinctes se réduirad ™, etc.

P,P,

Prosuime Il — Trouver le nombre des résultats dif-
férents obtenus en supposant, dans les combinaisons de m
lettres prises n & n, i lettres identiques & a, j lettres iden-
tiques a b.

Considérons une combinaison dans laquelle a entre
p fois, & v fois, etc. ; supprimons les lettres a et b de cette
combinaison, nous trouvons une combinaison de m—i—j
lettres prises n—p—v @ n—pu—v; donc le nombre des
combinaisons distinctes ot a entre u fois et & v fois
est Cp*v, d'ou lon conclut facilement le nombre

cherché.
V. — FORMULE DU BINOME.

On appelle formule du bindme celle qui fait connaitre
le développement d’une puissance quelconque d’un bi-
néme. Cette formule (dans le cas ol 'exposant de la puis-
sance est entier et positif) parait avoir été connue bien
avant Newton, on la trouve dans les OEuvres de Pascal. On
peut consulter & ce sujet : 1° l'article Bindmz dans le Dic-
tionnaire des Mathématiques de Montferrier; 2° un article
de M. O. Terquem, inséré dans ses Nouvelles Annales,
t. VI; 3° enfin, I' Histoire des Mathématiques de Montucla.
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Voici comment on peut arriver a cette formule & l'aide de
I'analyse combinatoire.
Multiplions entre eux les bindmes

(z+ a)(x+b)(z+c)...(x +1).

Pour faire un produit de deux polyndmes, on multiplie
chaque terme du multiplicande par chaque terme du mul-
tiplicateur; en d’autres termes, le produit de deux poly-
" némes est la somme des produits obtenus en prenant pour
facteurs un terme dans chaque polynéme de toutes les ma-
niéres possibles. ’

Le produit de trois polynémes est égal & la somme
des produits obtenus en prenant pour facteurs un terme
dans chaque polyndme de toutes les maniéres possibles, et
ainsi de suite (t. [, p. 24).

Cela posé, le produit que nous cherchons est égal 4 la
somme des produits obtenus en prenant pour facteurs un
terme dans chacun des bindmes (x +a),(x+5),... de
toutes les maniéres possibles. Prenons d'abord x dans
chacun des m bindmes en question, nous formons le
terme x™; prenons ensuite x dans m —1 bindmes et le
second terme dans le m"™®® bindme restant; faisons cette
opération de toutes les maniéres possibles, la somme des
termes ainsi obtenus sera x”~!(a + b—+...+!), que I'on
peut désigner par la notation abrégée

xm—1 2: a,

déja employée (I*® Partie, p. 65, 66). En général, si
nous prenons x dans m—n bindmes, il faudra prendre
les seconds termes dans chacun des n binémes restants;
en répétant cette opération de toutles les maniéres pos-
sibles et en ajoutant les résultats, on trouve

xm—n Z abe. . . f,
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Zabc. . .f désignant, pour abréger, la somme des pro-
duits obtenus en prenant pour facteurs n des m lettres
a,b,c,...,lde toutes les maniéres possibles. Zabc. f

représente donc la somme des combinaisons des i lettres
a,b,...,fprises n i n sous forme de produits. Si donc on
vient & supposera=b=c=... =1, le terme que nous
venons de calculer se réduit a

n m—n,n
Chx™"a",

Enfin, pour achever la formation du produit que nous
cherchons, nous prendrons les seconds termes des bi-
némes, et nous aurons le terme abc.../; nous pourrons
donc écrire

(x+a)(.r+b)...(z;|-l)

(1) (( ::x”'+-2"”"2a +...+.1:""'"2ab...f+..~+ab-.-lo

Nous aurons plus loin occasion de faire usage de cette
formule; sil'ony faita=b=c=...=/ il vient

(z+a)m=z™ +maz™ ' + ...+ CLa"z™ "+ ... +a™,

Cette formule peut encore s’écrire, en remplagant C}, par
sa valeur

m(m—1)

atx™t 4 ...
1.2 .

‘ (.t+a)’”=.r’" ~+ max™—1 4

nxm-n_*_‘”_*_am‘

(2)
l L mm— l)(llrf:;.):...’(lm—n—l—l)”

Nous ferons, au sujet de cette formule, plusieurs re-

marques importantes.
1° Deux coefficients également éloignés des extrémes

dans le développement de (x + a)™sont égaux.
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En effet, en changeant x en a et a en x, les coefficients
des termes ne changent pas; le premier membre de I'équa-
tion (2) ne change pas non plus. On a alors, en idenii-
fiant les deux développements de (x +a)™ que 'on ob-
tient ainsi, c’est-2-dire en égalant les coefficients des mémes
puissances de x, le théoréme qu'il s’agissait d’établir; il
conduit a'la formule '

n __ om--n
Cm - Clll ’

que 'on peut vérifier directement. Elle revient, en effet, a
la suivante :

mm—1)...m—nr+1) _m(m—1)...(n+1)
1.2.3...n T T1.2.3..(m—n)

Si l'on réduit les deux membres de cette égalité au
méme dénominateur, les numérateurs deviennent égaux
ar.2.3...n.

2° Silonfaita=x=1,o0na

2" =1+CL +CL+...+CL+ ... +Cm.
3° Sil'onfaita=—x=—1,0n a
0=1—Ch+CL—...2Cho... =C"

4° Si, dans la formule (2), on met le terme général sous
la forme

: m! o
(3) n!(m—n)!a "t
i! désignant d'une maniére générale le produit 1.2.3.. .7,
si I'on change ensuite @ en a + b, le terme général du
développement de (x -+ a + &)™ sera donné par le terme
général du développement de P'expression (3) dans la-
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quelle on aura changé a en a + 4; il sera donc

m!{m— n)!

n!(m—n)!(m—n—a)!a!a‘bm-n_‘z“

nl(m—n—a)lal :

En changeant ensuite 4 en 5-+4c, on obtient de la
méme fagon le terme général du développement de
(* +~a+b+c)™, et, en continuant ainsi, on trouve,
comme t. I, p. 67,

m)

(x+a+b+... +l)m=2n!alﬁlm“

a*bber. . . Pan,

formule dans laquelle on a toujours
a+B+ ... +2+n=m;

les entiers a,8,... pouvant étre nuls, on y supposera a°
égal & 1, etol égal a 1.

Vi. — DU TRIANGLE ARITHMETIQUE.

Considérons les coefficients des puissances successives
du bindme; écrivons sur une premiére ligne les coeffi-
cients de la premiére puissance, c’est-i-dire 1 et 1; sur

I
3 1

6 4 1

10 10 5 1

15 20 15 .6 1
21 35 35 21 7 1

M. e ey bm g e
[« 4, I N SURN U

-

une seconde ligne écrivons les coefiicients de la seconde
puissance, c’est-d-dire 1, 2, 1, et ainsi de suite, de sorte
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que les coeflicients des termes de méme rang se corres-
pondent dans une méme colonne verticale. Le Tableau que
nous formons ainsi porte le nom de triangle arithmé-
tique; les propriétés de ce triangle ont été développées
avec beaucoup de soin par Pascal dans son Zraité du
triangle arithmétique; toutefois il ne dispose pas son

I T S T
1 2 3 4 5
1 3 6 10
1 4 10

1 5

I

triangle tout a fait de la méme fagon que nous. Si nous
concevons que, dans le triangle dont nous avons parlé en
premier lieu, on fasse glisser chaque colonne verticale
de maniére 4 amener toutes les unités qui sont en téte
sur une méme ligne horizontale, on aura le triangle de
Pascal. Les nombres qui sont inscrits dans la (n - 1)
colonne verticale du triangle portent le nom de nombres
figurés du nime ordre; les nombres du premier ordre,
ouri,2,3,4,..., portent aussi le nom de rnombres natu-
rels, les nombres du second ordre celui de nombres
triangulaires, les nombres du troisiéme ordre celui de
pyramidaux, les nombres du quatri¢me ordre celui de
triangulo-triangulaires.

Tutoreme I. — Le i#®me nombre figuré de Uordre n a
pour expression

.

i(i+1)...(i+n—1) ou (n+1)(n42)ee.(n+i—1)
1.2.3...n 1.2.3...(i—1)

En effet, les nombres figurés de I'ordre n sont les nombres
de combinaisons r a4 n; le premier est relatif a n objets,
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le second dn+1,..., le i* a4 n4i—1, en sorte que
le i®*™® nombre figuré de I'ordre n est C;,, ,, ou, d’aprés

un corollaire (p. 10), Ci;\_,, c’est-a-dire

(f+rn—1)(i+n—2)...i (n4+i—1)(nt+i—2)...[n+1)
ou -
1.2.3...n 1.2.3...(i—1)

’

expressions identiques avec celles que nous avions an-
noncées.

Tutorime II. — Un nombre figuré est égal au nombre
écrit immédiatement au-dessus de lui dans le triangle
arithmétique, augmenté du nombre placé & la gauche de
ce dernier.

En d’autres termes,
—1
Crvi=Clyy +CR3ye

Cette formule se vérifie trés-facilement en remplagant
les symboles Cf,;, Cr,; ,, Cr7l, par leurs valeurs. Voici
comment on peut |’établir directement. Considérons la
formule

(z+a)yrit=zr+i-t . . +Ch, ja"z—'+ ...,

démontrée pages 8 et 9; multiplions ses deux membres
par (x + a), nous aurons

(24 )+ = 2 L (Gl Gl )@

or, en identifiant cette formule avec celle que 1'on obtient
en appliquant directement la tormule du binéme & I'ex-
pression (x + a)"*¢, on trouve

n n—1 a3
Chmy +Cuil, =CRyye
C. Q. F. D.

Tatoreme III. — Il resulte du théoréme précédent



14 TRAITE D’ALGEBRE.
qu’un nombre figuré quelconque est égal & la somme des
nombres figurés de l’ordre précédent, placés immédiate-
ment au-dessus de lui dans le triangle arithmétique.
Ainsi, I'on a
ili4+1)...(i+n—1) _1.23..(n—1) 2.3.4...n
1.2.3...n T ra2d.(a—1) " rLa.(a—1)

ii+1)...(i4+n—2)
1.2.3...(r—1) )

Le triangle arithmétique dont nous venons de parler est
un cas particulier d’un triangle beaucoup plus général, que
Pascal appelle aussi triangle arithmétique et que nous
allons apprendre & former.

Dans une premiére colonne verticale écrivons le nom-
bre a; dans une seconde colonne contigué écrivons les
nombres @, a + b, 2a + b, ..., obtenus en ajoutant au
nombre 4 les produits de a par les nombres figurés du pre-
mier ordre; dans une troisiéme colonne écrivons les pro-
duits des nombres du second ordre par a augmentés des
produits des nombres du premier ordre par 4, et ainsi de
suite ; nous formerons le Tableau ci-contre.

fa+b | 6a-+40b ba+ 68 a+ 4b
5a4+b | 10a+5b | 10a+10h | 5a-+10b

a

a b

a a—+b b

al|l 2a+5b a-+-25b b

a| 3a-+b 3a+3b a—+ 3b b
a

a

Les propriétés connues des nombres figurés montrent :
1° qu'un nombre inscrit dans.le Tableau précédent est
égal & celui qui est placé au-dessus de lui augmenté de
celui qui est & gauche de ce dernier; 2° qu'un nombre
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’ 1 ! .
quelconque est égal & la somme de tous ceux qui sont
écrits au-dessus de lui dans la colonne précédente.

Considérons la troisiéme colonne de notre dernier Ta-
bleau; faisons & = 1, elle se composera de la suite

1, a+2, 3a+3, 6a-+4, 10a+5, ....

Lorsque a =1, on retrouve les nombres triangulaires;
lorsque a = 2, on obtient les nombres carrés, qui ne sont
autre chose que les carrés des nombres naturels; lorsque
a =3, on obtient ce que I'on appelle les nombres penta-
gonaux ; lorsque a = 4, on obtient les nombres hexago-
naux, etc. Voici maintenant la raison de ces dénomina-
tions.

Fig. 5. Fig. 6. Fig. 7.
A N § A
e o o 0 ‘B 6 . LY .B . B

Considérons la fig. 5 : elle commence par un point; au-
dessous on a placé deux points, puis trois, puis quatre, etc.
Si n représente le nombre de points placés sur le c6té AB,
le nombre total des points contenus dans la figure sera

t+2+3+...4+n,

somme des n premiers nombres naturels, c’est-a-dire re-
présentera le n'*®® nombre triangulaire.

Si nous considérons maintenant la fig. 6, si nous dé-
signons par n le nombre de points contenus dans le
c6té AB, il y aura n? points en tout dans la figure; or, on
peut évaluer ce nombre d’une autre maniéré, en obser-
vant que I'on trouve de chaque coté de la diagonale AG
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k points, k désignant le (n—1)"®™ nombre triangulaire;
il y a donc en tout

2k+n=n(n—1)+n=nt

points dans la figure, c’est-a-dire un nombre de points
marqué par le n'*™ nombre carré.

Si nous considérons la fig. 7 et si le c6té AB contient
n points, nous voyons que la figure totale contiendra, en
désignant par k le (n— 1)*™® nombre triangulaire, 3% + n
points, et ainsi de suite.

VII. — SOMME DES PUISSANCES SEMBLABLES DES TERMES
D'URE PROGRESSION ARITHMETIQUE.

Considérons la progression arithmétique (*)

Uy, Ugy Ugy ooy Upy Uppgy - oo

Soit % la raison; nous aurons, en désignant par » un en-
tier quelconque,

W = (- B = 0 (mer )t LT t;)”u;'-' B,
(n+1)n ,

ultt = {uy+ ) =+ (1)U h+ Tl LR S

e s e e s e e s e a® e,y D I P I N T e e s e oy

Ut = (U R =u 4 (n 1) ul b+ s

(*) La théorie des nombres polygonaux et des progressions arithmétiques
existe dans les ceuvres de Diophante. Archiméde a fait connaitre la somme
des carrés des n premiers nombres entiers, il ’a appliquée a la recherche
de I'aire de la parabole; la somme des cubes des n premiers entiers a été
donnée par Brahmegupta, au vie sidcle; la somme des quatriémes puis-
sances a été donnée par Djamchid ben Mas’oud ben Mahmoud, médecin
arabe du xvi* siécle; Fermat a donné le premier une méthode générale pour
la sommation des puissances semblables des termes d’une progression arith-
métique.



CHAPITRE PREMIER. 17

Ajoutons ces égalités membre & membre, il vient, en sup-
primant des termes communs de part et d’autre,

i=m i=m

n+1)n _
uptl —utt = (n + l)/lZu;‘ -+ (—12-)—-/1’ Zu:’ s

i=1 i=1

d’ou I'on tire
n+1

n+1
E ut =m0 '—1/1 S 7
t (r+1)h 2 ¢

n(r—1j,, n-t _
——2‘3—_—h Zui PR )

()

Cette formule permet de calculer la somme des puis-
sances n®™* des termes d’une progression arithmétique
lorsque 'on connait la somme des puissances 1, 2, 3,...,
n—i.

Proposons-nous par exemple de trouver la somme des
carrés des p premiers nombres. Il faudra, dans la formule
précédente, faire h =1 et n = a; il viendra alors

izzpig:(p+l)"—i plp+1)

P
—_ —%,
)

3 2
ou bien, réductions faites,
i=p
2,-,___1)(1’ +1)(2p+1)
‘ 6
La méme formule (1) donne ensuite, pour n =3,

o let—s 3 plpi)an )

(e

“~ 4 2 6
_ 3.2p(p+1) 3.2.1
2.3 2 2.3.4p’

13

L. — Aigébre, II.
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¢’est-a-dire, réductions faites,

i=p

$e-[ee]

VIII. — APPLICATION DES THEORIES PRECEDENTES
A LA SOMMATION DES PILES DE BOULETS.

Dans les arsenaux, les projectiles emmagasinés sont
aujourd’hui de deux espéces : les uns sont destinés aux
piéces lisses et sont sphériques; les autres sont destinés
aux piéces rayées et ont une forme cylindro-conique.

Nous nous occuperons d’abord de la sommation des
piles de projectiles cylindro-coniques; ces piles sont for-
mées d’une premiére rangée de projectiles se touchant
tout le long d’une génératrice cylindrique. Soit n le
nombre des projectiles placés dans cette rangée ; au-dessus
et entre les intervalles laissés par les projectiles de la
premiére rangée, on place une seconde rangée de n—1
projectiles; au-dessus de cette rangée, on en place une
troisiéme composée de n — 2, et ainsi de suite. On forme
ainsi une espéce de triangle dans lequel le nombre des
projectiles employés est évidemment le 7" nombre

(n+1)

. . n e,
triangulaire, ou ; pour donner plus de solidité a

la pile, on place plusieurs rangées verticales, semblables
a celle dont nous venons de donner la description, les
unes contre lés autres. En désignant par p le nombre de
ces rangées, le nombre total des boulets sera

n(n+1)

.

Donc, pour avoir le nombre des projectiles oblongs
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contenus dans une pile, comptez le nombre des boulets
contenus en long et en large & la partie inférieure de la
pile; si n désigne le nombre contenu dans le sens du
diamétre et p le nomb_re contenu dans le sens de la lon-

.o n(n=+1) ;
gueur des projectiles, p ——,—— représentera le nombre

total des projectiles contenus dans la pile.

Les boulets sphériques sont rangés le plus souvent sous
forme de piles rectangulaires; les piles carrées ou qua-
drangulaires sont moins fréquemment usitées. Enfin on -
n’emploie que rarement les piles triangulaires, et seule-
ment pour un petit nombre de projectiles, & cause de
Pespace qu’elles exigent.

Occupons-nous d'abord de la pile triangulaire. Soit n
le nombre des boulets contenus dans le c6té du triangle
équilatéral qui forme la base de la pile; cette base con-
tient évidemment un nombre total de boulets égal au

. . . n(ln—+1 .
n®*™® nombre triangulaire, ou ( 5 )boulets; au-dessus

de cette base ou premiére rangée; on en a placé une se-
conde, en ayant soin de mettre les nouveaux boulets entre
les interstices laissés par les premiers. Le c6té de cette
seconde rangée ne contient que n—1 boulets; par con-
séquent, la rangée elle-méme contient un nombre de bou-
lets représenté par le (n —1)*® nombre triangulaire, et
ainsi de suite. Il y aura donc en tout dans la pile un nombre
de boulets égal a la somme des n premiers nombres trian-
gulaires, c’est-a-dire égal au r'™ nombre pyramidal (de
13 le nom de rombres pyramidaux donné aux nombres du
troisiéme ordre).
Donc, si n désigne le nombre des boulets contenus dans
le coté d’une pile triangulaire,
a(n+1)(n+2)
1.2.3
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représentera le nombre total des boulets contenus dans
la pile.

Considérons maintenant une pile quadrangulaire. Dans
cette pile, la base est formée de boulets tangents, les
points de contact ayant lieu aux extrémités des diamétres
rectangulaires; la forme générale de cette base est un
carré, en sorte que, si n désigne le nombre des boulets
contenus dans le c6té, n* représentera le nombre total des
boulets contenus dans la base. Au-dessus de la base se
trouve une rangée de (n —1)? boulets, et ainsi de suite,
en sorte que le nombre total des boulets contenus dans
la pile est la somme des carrés des 7 premiers nombres, ou

n(r—+1)(2n+1)
6

Ainsi donc, n désignant le nombre des boulets con-
tenus dans le c6té d’une pile quadrangulaire,

n(n'—l-l)(zn+|)
. 6

représentera le nombre total des boulets contenus dans
cette pile.

Considérons enfin une pile rectangulaire; sa base est
construite de la méme maniére que celle de la pile qua-
drangulaire. Soient n et r’ les nombres de boulets contenus
dans les cotés de la base; au-dessus de la base, on. place
une rangée rectangulaire ayant n —1 et n’—1 boulets de
c6té, et ainsi de suite. Posons ' = n + p; le nombre total
des boulets de la pile sera

n(n—+4p)+ (n—1)(r—1-+p)+...+14+p,
c’est-a-dire

R (r—1lP 4. 421+ 24 (r—1)+. ..+ 2 +1]p,
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ou bien .
n(n=+1)(2rn+1)  a(n-+1)
6 + 2 P
c’est-a-dire
r(n+1)(3p+2n+1)
6 ’
ou bien

n(n+1)(3n — n+1)
6

On aurait pu arriver i ce résultat en observant que la pile
pouvait se décomposer en une pile quadrangulaire ayant
n boulets de coté et en une autre pile analogue aux piles
de projectiles oblongs, mais inclinée, et ayant p et n bou-
lets de coté.

Donc, n et n' désignant le nombre des boulets con-
tenus dans le petit et le grand coté d’une pile rectangu-
laire, le nombre total des boulets contenus dans la pile
sera

n(n+1)(3n"—nr—+1)
6

Si dans cette formule on fait 7’ = n, on retrouve la {or-
mule qui convient aux piles quadrangulaires.

NOTES ET EXERCICES.

1. Dans les problémes relatifs & I'analyse combinatoire, on est sou-
vent amené a évaluer le produit 1.2.3...n = n!; quand » est grand,
le calcul de ce produit est presque impraticable. Voici une formule
(dont nous ne proposons pas la démonstration) que I'on donne dans
les Traités de Calcul intégral et qui permet de calculer rapidement »! :

logn! = r(logn — 0,4342945) + 0,3990899 —+ i log n+ Gin
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(les logarithmes ont pour base 10). L’erreur commise par I'emploi de
cette formule est moindre que %

1on
m!

!
n_ P, —n!
) = y =n!.
(m—rn)tal” =7 = g1" o"

1l ne faut pas oublier que C% =
Exemple. — De combien de manidres 100 personnes peuvent-elles

se ranger & table? De 100! maniéres. On a log10o! = 157,97131. Le

nombre cherché a donc 158 chiffres; les premiers sont 93598.

2. De combien de maniéres peut-on écrire les unes a la suite des
autres « lettres a et { lettres &?

(2+B)! _ (e
a!p!* T e+’

Rép.

3. De combien de maniéres peut-on écrire les unes a la suite des
autres a lettres a, B lettres 4, ..., ) lettres /?

(a+p+...+N!

Rep- g1 1

4. Le nombre de maniéres dont on peut amener le point N avec
p dés 4 jouer est le coefficient de ¥ dans le développement du poly-
nome (x + z2 + 23 + x4 + 28 + x8 )¢,

8. Trouver le plus grand terme du développement de (a + &)m.

!

En appelant ai'n-ﬁ—, a*b® ce terme et en écrivant qu'il est plus grand

que celui qui le précede et celui qui le suit, on trouve

Brr b B

a “a” a+1

b

d’oulontire

(m+1)a .
a < a——{-b < %x—41.
Donc « est le plus grand entier contenu dans (—m—_t—'b)—a .

6. De ce que le nombre des combinaisons de /2 objets pris » a »
m(m—1)...(m—n+r1)

1
es 1.2.3...n

on peut conclure que le produit de
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n entiers consécutifs est divisible par 1.2.3...7. Par des considéra-
tions analogues, prouver que, si @ + B+ + ... +X=um, le pro-
duitr.2.3...m est divisible par

1.2.3...ax1.2.3...06>x...x1.2.3...%

7. On a, quels que soient z, x4, ..., Zn,

(.r-—xi)(x—.r,)...(.t—.z',,)_‘_ﬁ_ .z(.r—.z',)_
Xy X9L3. .. Ln - xy Z4y Xy

(=)

x(x—x,)(x—.z‘,)...(x—.r,,_,)'
Ty L3 LY e oo Lpy

=+

8. En appelant C?, non plus le nombre des combinaisons de m objets
. . mim-—1)...\m—n-+1
rn & n, mais la fraction ( ). - )
1.2.3...n
quelconque, entier ou fractionnaire ou méme négatif et incommensu-
rable, on a

» ou m peut &tre

Ch—ChCh + Ch  Cr2— Cp C 3+ ... = Chypy =0,
9. Démontrer la formule

m(m — 1)

(x+{l)’"=.l"”+£:-lﬂ(.t+b)’"_‘+ ala —2b)(x + 2b)m-2

+”-f(m—;l—l‘gl—2—)a(a—3b)’(x+ 3bym—3 . ...

(ABEL.)

10. On appelle factorielle un produit de facteurs en progression
arithmétique. On pose, d’aprés Vandermonde,

[a,r]*=a(a+r)(a+2r)... (@a+n—1r).

Kramp remplagait le signe [, 7]? par a™» Cela posé, on demande
de prouver que
[a,0]* = a», [a,r]*=[a,rl*i[a+n—irr},
AL =[m—n+1,1]", Pp=[1,1]",
[a+ b, r}» =[a,r]m + Chla, r}m=1[b, rJt + CZ [a, r}m-2[b, r]2
et CBLa, r]mr b, rln + ...
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Cette derniére formule est connue sous le nom de bindme de Vander-
monde ou des jactoriclles.

11. On a

1.2.3...n=n—Cl(n —1)2+ C3(n—2)r —. . .= CR-1n,

12. Sirn>1,0n a
o=n—Chin—1)+C3i(n—2)—...=Co~ lb".

13. Combien y a-t-il de termes dans un polyndéme de degré m?

(Un de degré o, 1: du degré 1, "(’:—_:]) du degré 2, etc.; en
tout (n+1) (1” :; ): ./;z(” nalll) » n désignant le nombre des variables).

14. Avec des dames a jouer on forme une pile commeil suit : a la
partie inférieure on forme une sorte d’hexagone régulier en placant
n dames ayant leurs centres en ligne droite; contre cette rangée on
place une seconde rangée contenant » + 1 dames, puis une troisiéme en
contenant » -2, ..., puis une »*™ rangée, en contenant n + » —1,
apreés quoi on place une (z -+ 1)"*™° rangée contenant une dame de moins,
et ainsi de suite, jusqu'd ce que I'on ait placé une derniére rangée
de » dames. Par-dessus cette figure on en place une autre formée de
la méme fagon, mais contenant » — 1 dames seulement sur son c6té,
et ainsi de suite, de sorte que la pile contienne une’dame a sa supé-
rieure, sept immédiatement au-dessous, puis dix-neuf, etc. Prouver.
que le nombre total des dames de la pile est 73.

13. On peut toujours trouver pour A, B, C, . .. des nombres rendant
identiques les formules

n?=An(n+1)+ B(rn—1)n,

B=ANnn+1Nn+2)+B(r—1)n(n+1)+C(n—2)(n—1)n,

En conclure les valeurs de 2n?, Z#3, etc.

16. On peut toujours déterminer des nombres A, B, C, ... tels que
I'on ait identiquement .

n(n+|)+.‘_+K/:(n+l)...(n+i—l).

i=A+Brn+C ;
ni=A~+B 1.2 1.2...0
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En profiter pour calculer = »/.

17.On a

\/17'<|.2.3...n<<n +l)n'

18. L'expression

mx.1.2.3...m m<
2

ou —
x(x ~+1)(x + 2)...(x+ m) ZCl

étudiée avec soin par Gauss, se réduit, pour x entier, a
1.2.3...(x —1)
quand on y suppose m = .
19. Combien peut-on mener de diagonales & un polygone de » cdtés ?

20. Etant donnés » points, on les joint deux & deux de toutes les
maniéres possibles : en combien de points les droites ainsi menées se

rencontrent-elles ?
\

21. Etant donnés » points, par tous ces points pris trois & trois on
fait passer des cercles : en combien de points tous ces cercles se
rencontrent-ils ?

22. On appelle probabilité d'un événement le rapport du nombre
de cas favorables & I'arrivée de ’événement au nombre total des cas
possibles et également possibles qui peuvent se présenter quand on
attend I'arrivée de 1'événement.

Ainsi la probabilité d’amener le point 6 avec un dé est é, parce

que six cas peuvent se présenter quand un dé est jeté sur un tapis et

qu'un seul de ces cas est favorable & I'arrivée du point 6. Cela posé,
on propose de résoudre les questions suivantes :

23. Calculer la probabilité d’amener le point 15 avec 3 dés.

, 5
RE’P. m'
24. On prend m billets dans une loterie de N lots : quelle est la pro-

babilité de gagner » lots?
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m(m—-l)...(m—n-t—l)_

"N(N—1)...(N—n—+1)

Reép

25. Une urne contient quatre-vingt-dix numéros, on en tire cinq au
sort, on désigne un, deux, trois, quatre ou cinq numéros 4 'avance :
quelle est la probabilité de deviner juste dans chaque hypothése

Rép. :
La probabilité pour que 1 des numéros désignés sorte est 8—"-
» 2 » » 2
8o1
1
» 3 » » } m
T
? 4 ? ” 511038
1
» 5 Pl W
26. L'expression
xm—y xm—ypgml—gy agm—jy pm-l_g gm-2_q
I— — + o0

-+
£ —1 r—1 a?—i z—1 x?—1 ax3—1
est nulle si 2 est impair; au contraire, elle est égale a

(r1—x)(1—a3)...(1 —xm-1)
sim est pair. (Gawss.)

27. Soit T, le 7' nombre triangulaire ; le n'*™® nombre carré sera
Tpr-1+ Ty, le 7™ nombre pentagonal sera 2 Tn—;+ Ty, le 7™ nombre
hexagonal 3T,y +T,, ....
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CHAPITRE II.

NOTIONS GENERALES.

I. — INTRODUCTION.

Nous allons maintenant aborder cette partie de I’Algébre
appelée Analyse algébrique par Cauchy, introduction a
I’ Analysc infinitésimale par Euler. L’ Analyse algébrique a
pour but de préparer I'esprit a I'étude des branches élevées
de I'Analyse, en ajoutant des conceptions plus philoso-
phiques aux spéculations de I'Algébre élémentaire.

Dans I'Analyse algébrique, les quantités que I'on con-
sidére sont systématiquement variables; I'emploi des
lettres devient donc tout a fait indispensable pour les
représenter. Les théorémes sur les limites, la notion de
I'infini et de I'infiniment petit reviennent & chaque instant
et constituent le véritable fondement de la science que
nous allons étudier.

Quelques auteurs ont défini les mots de constante et
wvariable; nous ne ‘pensons pas pouvoir substituer & ces
mots des idées plus claires que celles que I'on y attache
immédiatement (*).

(*) « Quantitas ‘constans est quantitas determinata, perpetuo eumdem
valorem servans.... Quantitas variabilis est quantitas indeterminata, quae
omnes omnino valores determinatos in se complectitur. »

EuLkr, Introductio in analysin infinitorum.)
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Lorsque. deux quantités dépendent I'une de l'autre de
telle sorte que, I'une d’elles variant, I'autre varie aussi, et
que, I'une d’elles restant constante, I'autre reste constante
aussi, on dit qu’elles sont fonctions I'une de I'autre.

Les fonctions d’une quantité x se désignent par les
notations f(x), F(x),...,9(x), ..., F(x),F(x),....
Si y est une fonction ¢ (xr) de x, x sera une fonction ¢( y)
de y; les deux fonctions ¢(x) et §(x) sont dites inverses
I'une de 'autre.

On dit qu'une quantité f est fonction de plusieurs
autres lorsque, celles-ci restant constantes, a I'exception
d’une seule x d’entre elles, f et x sont fonctions l'une de
I'autre; on représente les fonctions de plusieurs quantités
parles notations f(x, 5, z,...),¢(x, y), ¢(x, 5, 2) .- ..

« .... Le mot fonction a été employé par les premiers
analystes pour désigner en général les puissances d'une
méme quantité; depuis, on a étendu la signification de ce
mot i toute quantité formée d'une maniére quelconque
d’une autre quantité. Leibnitz et les Bernoulli I'ont em-
ployé les premiers dans celte acceplion générale.... »
(Lacraxnce, Equations numeriques. )

II. — RAPPEL DE QUELQUES DEFINITIONS ET THEOREMES
FONDAMENTAUX.

On appelle limite d’'une quantité variable une quantité
fixe dont elle approche indéfiniment, de maniére a pou-
voir en différer d’aussi peu que I'on veut.

La limitz d’une somme ou d’un produit de plusieurs
quantités variables EN Nowsre LimiTE est égale a la
somme ou au produit des limites de ces quantités.

La limite d’une différence ou d’un quotient de deux
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wvariables est égale a la différence ou au guotient des

limites de ces variables.

Ces théorémes s’étendent encore au cas ol quelques-unes
des variables seraient remplacées par des constantes,
pourvu que I'on considére ces constantes comme étant a
elles-mémes leurs propres limites.

On dit qu’une quantité variable est infinie lorsqu’elle
peut croitre en valeur absolue au dela de toute limite.

On appelle valeur d’une fonction pour une wvaleur
infinie de sa variable la limite vers laquelle tend cette
fon.ction lorsque cette variable croit indéfiniment ; ainsi on

dira que i est égal & zéro pour x = oo .

On appelle quantité infiniment petite une quantité
variable qui a pour limite zéro; ainsi on pourra dire que

1 . . . . . . .
—est infiniment petit pour x infini. Toutefois, il ne faut

pas confondre ou assimiler le zéro & V'infiniment petit; le
zéro est constant, I'infiniment petit est variable; il peut
donc passer par des valeurs trés-considérables avant d’at-
teindre sa limite zéro.

II. — DE LA CONTINUITE.

On dit qu'une quantité varie d’une maniére continue
entre deux limites a et b lorsqu’elle ne peut passer entre
ces limites d’une valeur & une autre sans passer par toutes
les valeurs intermédiaires.

On dit qu'une fonction f(x) est continue pour une
wvaleur ¢ de sa variable quand elle poss¢de pour x =c¢
une valeur unique finie et bien déterminée, et quand il
est possible de déterminer une quantité positive H telle
que, & étant moindre en valeur absolue que H, on ait, quel
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que soit d’ailleurs &,

Sle+h)y— fle)<e,

e étanl aussi petit que I'on voudra du reste.

Ou bien, d’'une maniére abrégée, une fonction de x est
continue pour une valeur ¢ de sa variable quand & un
accroisseraent infiniment petit quelconque donné 4 ¢ cor-
respond toujours un accroissement infiniment petit de la
fonction; ou bien encore f(x) est continue pour z=c

quand lim f(c+h)—f(c)= o pour h =o.

Tutorime I. — Si une fonction f(x) est continue pour
toutes les waleurs de sa variable comprises entre deux
limites a et b, elle passera par tous les états de valeur

compris entre f(a) et f(b).

En effet, subdivisons I'intervalle compris entre a et b en
n parties égales a &, et, u désignant une quantité donnée
comprise entre f(a) et f(b), cherchons dans la suite
fla), fla+h), ..., f(a+n—1h) deux termes consé-
cutits f{c, ) et f(c, + h,) comprenanty, si aucun d’eux n’est
égal a p.. Subdivisons encore l'intervalle compris entre c,
et ¢y -+ hy en n autres égaux & fiy; cherchons dans la suite

fle), fles+hs), ..., f(ci+n—1h,) deux termes con-
sécutifs f(cy) et f(ca + ha) comprenant p, si aucun d’eux
n’est égal A p, et ainsi de suite; les nombres ¢y, ¢,, 3, ...
vont en croissant et les nombres ¢, + %, co+hs, ... en
décroissant. Mais ¢, ¢z, ... sont tous moindres que 5;
¢, +hy, ca+ hy, . .. sont plus grands que a : donc les uns
et les autres ont une limite; cette limite est évidemment la
méme pour ¢; et ¢;+ h;, car h; tend vers zéro avec i. J "ap-
pelle ¢ cette limite commune; je dis que I'on a précisément
f(c)=p. En effet, il est toujours possible de déterminer la
quantité positive H de telle sorte que, pour A< H en
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valeur absolue, on ait f(c+%)—f(c)< e; mais on
peut toujours prendre i assez grand pour que ¢; et ¢;+ h;
différent de leur limite ¢ d'une quantité moindre que H, et
alors f{c;)—f(c) sera moindre que ¢, f(c;+ h;)—f(c)
également. Donc g, qui est compris entre f(c;+ h;) et
f(ci), différera a fortiori de f(c) d’une quantité inférieure
ae; donc enfin f(c) = p. c. Q. F. D.

Tutorkme I. — S8i une fonction f(x) ne peut pas passer
de la valeur f(a) & la valeur f(B) sans passer par toutes les
valeurs intermédiaires quand x varie d’une maniére con-
tinue entre o et 3, o et 3 désignant deux nombres quel-
conques compris entre a et b, si de plus entre o et 3 la fonc-
tion f(x) ne passe qu’un nombre fini de fois par la méme
valeur (*) et posséde pour chaque wvaleur de x une
valeur finie et déterminée, slle est continue pour toutes
les valeurs de x comprises entre a et b.

En effet, soit ¢ une valeur comprise entre a et b; don-
nons 4 x une valeur & voisine de ¢ et un peu plus grande
que c. Quand x variera entre c et k, f(x) variera entre des
limites qui pourront étre 'une supérieure et I'autre infé-
rieure a4 f(c). Supposons, pour fixer les idées, I'une d’elles
supérieure a f(c) et égale & f(c) + w; sil’on pose

(1) fle+H)—fle)=e¢ ou fle+H)=Ff(c)+e.

on trouvera toujours pour H une valeur satisfaisant & cette
¢quation si ¢ est trés-petit, parce que f(x), passant par

(*) Cette condition, que I'on ne mentionne pas ordinairement, est ce-
pendant nécessaire : ainsi une fonction égale & sin 5 pour toutes les va-

leurs de « différentes de zéro et égale & zéro pour x = o n’est pas conti-
nue pour x=0; elle satisfait cependant aux autres conditions de 1'énoncs,

etil est clair que f(%) — f(0)ou f(%) = sin % ne tend pas vers zéro avec k.
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la valeur f(c) et par la valeur f(c)+ w, doit passer par la
valeur intermédiaire f(c)+ ¢. De plus, il n'y a par hypo-
thése, entre ¢ et k, qu'un nombre limité de valeurs de H
satisfaisant a 1'équation (1). Si donc nous prenons H égal
a la plus petite solution de (1), pour toute valeur de A
moindre que H, on aura

Sle+h)—fle)<e ou fle+ k)< fle)+e

sans quoi, f(c -+ %) pouvant devenir plus grand que f(c) +-¢,
il passerait entre c et ¢ + H par la valeur f(c) + ¢, et H
ne serait pas la plus petite racine de (1).

Si f(x) variait entre deux limites dont I'une soit infé-
rieure 4 f(c), on prouverait de méme qu'il existe une
quantité H' telle que pour 2'< H’ on aurait

fle) =fle+#) e

On verrait enfin d’'une fagon analogue qu’il existe une
quantité H, telle que toute valeur négative 2 moindre
en valeur absolue que H, satisfasse aux inégalités précé-
dentes. La fonction f est donc continue pour x = ¢ com-
pris entre a et b. €. Q. F. D.

Tutonime II. — La somme, la différence, le produit,
le quotient de plusieurs fonctions continues sont encore
des fonctions continues (*).

En effet, prenons, par exemple, le produit de plusieurs
fonctions continues fi (x) fa (x)...fa(x); changeons x en

(*) Les théorémes qui précédent ne sont généralement pas enseignés;
c'est d'autant plus regrettable, qu'admis sans restriction ils peuvent con-
duire a des résultats inexacts. Il est assez remarquable que ’on tienne a
démontrer avec tant de rigueur au commencement de la Géométrie des pro-
positions évidentes, quand on admet sans démonstration en Algébre des
théorémes qui ne sont vrais que sous certaines conditions.




CHAPITRE II. 33

& + h : le produit devient

Si(z +h) fi(x +R). .. fo(x+ k)

lorsque I'on fait tendre 4 vers zéro; f, (x—+P), fa (x+h), ...
tendent vers les limites f,(x), fa(x), ...+ Or la limite
du produit

filz +h)fs(z+h)...

est égale au produit des limites de ses facteurs : donc
fi(x+R)fa(x+R)... a pour limite f, (x)fa(x), ...
et par conséquent peut en différer d’aussi peu que l'on
veut; donc f,(x)fy(x)... représente une fonction con-
tinue.

11 faut bien remarquer que, si f(x) n’était pas continue
pour la valeur a de sa variable, f(a + %) n’aurait pas
pour limite f( a), ce qui peut arriver de deux maniéres :
1° la fonction f(x) passe brusquement d'une valeur 4 une
autre lorsque x ne varie pas sensiblement; ces cas sont
trés-rares : nous en verrons plus loin des exemples; 2° la
fonction f(x) existe pour x = a -+ k, mais n’existe plus
pour x = a; alors, f(a) n’existant pas,'f(a + &) n’a pas

.. . .
de limite. Par exemple, la fonction — existe pas pour x=0;

elle est discontinue pour x =o; la fonction \/1i—x est
disconlinue pour x =1, etc.

Remarque. — Un quotient de deux fonctions continues
cesse d’étre continu lorsque le diviseur passe par zéro. En
effet, alors le raisonnement exposé plus haut tombe en
défaut, car le quotient des limites de deux quantités dont
le diviseur est nul n’existe plus.

Tatorime III. — St u=f(x) est une fonction con-
tinue de x pour x = a et si y est une fonction continue
de u pour u= f(a), y sera une fonction continue de x
pour x = a.

L. — Aigébre, 11 3
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En effet, 2 un accroissement infiniment petit de x cor-
respond un accroissement infiniment petit de u, 4 un
accroissement infiniment petit de « correspond un ac-
croissement infiniment petit de y : donc, en définitive, a
un accroissement infiniment petit de x correspond un
accroissement infiniment petit de y; donc y est fonction
continue de x.

Tatoreme IV. — Si f(u, v) est fonction continue de u
et de v, et si u et v sont fonctions continues de x, f(u,v)
sera fonction continue de x.

Mais, pour que ce théoréme soit vrai, il ne suffit pas
que f(u,v) soit continu pour des valeurs déterminées de u
et v, il faut que f(u, v) soit conlinu pour toutes les valeurs
de u comprises entre deux limites fixes a+¢, a—¢ et
de v comprises entre deux autres limites b + ¢, et b —¢,
simultanément, e, ¢, ¢,, ¢, désignant des nombres finis. A
ce prix seulement, f(u +«, v+ 3) — f(u, v) tendra vers
zéro quand les accroissements a et 3 de u et ¢ produits
par 'accroissement trés petit de x tendront vers zéro. En
effet, cette différence peut s’écrire

flu+ayo48)—flu+ a,v)+ fluta, o) —f(u,)

et les deux différences dont elle se compose ont pour limite
zéro pour a =o et = o.

Une somme ou un produit composé d’'un nombre illi-
mité de fonctions continues peut fort bien cesser d’étre
continu. Nous verrons plus loin des exemples de ce fait.



CHAPITRE III, 35

CHAPITRE IIL

DE LA FONCTION SIMPLE ALGEBRIQUE, DE LA FONCTION
EXPONENTIELLE ET DES LOGARITHMES.

1. — PRELIMINAIRES.

Lemme I. — Les puissances successives des nombres

plus grands que 1 vont en croissant et peuvent dépasser
toute limite.

Lemme II. — Les puissances successives des nombres
moindres que 1 wont en diminuant et ont zéro pour
limite.

Lemme III. — Les racines successives des nombres
plus grands que 1 vont en diminuant et ont l'unité pour
limite.

Lemme IV. — Les racines successives d’un nombre
moindre que 1 vont en croissant et ont l'unité pour limite.

Il était indispensable de rappeler ces propositions, déja
établies page 200 (I Partie).

II. — DE L’EXPOSANT FRACTIONNAIRE.

Désignons par a un nombre positif : si nous observons
que 'on a

I3

n
Vam™ =a
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toutes les fois que m est divisible par », nous serons con-
. m
duits naturellement & représenter par le symbole a” l'ex-
. n;,———
pression ya™, lors méme que le nombre m ne sera plus
divisible par n. Mais, pour que cette notation soit logique,
il est nécessaire que les régles de I'exposant entier s’ap-
pliquent encore & '’exposant fractionnaire; c’est ce qui a
lieu. En effet,

m 4 — -_
a” xXal= Va"‘.f/al' = "Jama+rnp
mq _np m. p
922 =4+
=a" " =a"

On a donc, pour toutes les valeurs positives et commen-
surables de z,
atab = q*+?;
on en conclut
a*abat = a*+HPat — a*+i 1Y,
et, en général,

a*abar — q%+BHr+.

PR

On a aussi, pour toutes les valeurs positives et rationnelles

dea,3,7, oy

a* ab= a*?,
car

a*—* > ab— a®,
On a encore

En effet,

C. Q. F. D.
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Enfin on vérifie ais:ément que

(ab)r=a*b®, (a:b)*=a":b",

III. — DE L'EXPOSANT INGOMMENSURABLE,

Lemue I. — Supposons, pour fixer les idées, le nombre a
., m ,,.
plus grand que l'unité; alors, -~ désignant un nombre

commensurable, on aura

m
a" >1.

3

Eneffet, a” est égal & Ya™; or, a™ est plus grand que t :
donc Va” sera aussi plus grand que 1 (p. 35). Au contraire,
si a était moindre que 1, on aurait

m
a" <.

3

T m .
Lemume II. — a” croft avec —siaest plus grand que 1;
il décrott dans le cas contraire.

En effet,

Sidonc a est plus grand que 1,a sera plus grand que

m
a™; il serait évidemment plus petit dans le cas contraire,

ce qui démontre le lemme énoncé.

o m
Lemme III. — Si le nombre commensurable — a pour

m
limite zéro, a” aura pour limite l'unité.

En effet, les racines croissantes de a ont pour limite
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I'unité (p. 35): donc il existera toyjours une racine, la
pl*me par exemple, qui sera telle que

1
Va ou ar<<134,
d étant une quantité aussi petite que l'on voudra, et, pour

m. .. 1 .
toutes les valeurs de — inférieures & — , on aura a fortiori
ll.

m
a” <1t4;
m
ceci revient & dire que a” a pour limite I'unité.
Ces préliminaires une fois posés, nous pouvons définir
I’exposant incommensurable comme il suit.
. m m' m’ . .
Soient —» — 5 —,» --- une série de fractions ayant pour
n n’
limitele nombre incommensurable x ; la limite vers laquelle
m
. )/
tendent les quantités a”, @™, ... est ce que nous appel-

lerons a*. Cette limite existe, car, si I'on suppose a >1

m m!

m m' . 7 T
et —s s croissants, a", a”, ... seront des nombres
n

croissants inférieurs 4 a', 6 désignant un nombre commen-

surable supérieur 4 x; ils auront donc une limite A. Sup-
. m m ,
posons maintenant que Fara tendent vers x d’une

maniére quelconque : on peut toujours prendreg moindre

que x, mais assez voisin de x pour que
p
79
A — aq < —9
2

0 désignant un nombre aussi petit que I'on voudra ; mais

.. m .. . . .
quel que soit -2 pourvu qu'il soit assez voisin de % et par
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conséquent de x, on pourra toujours poser, en vertu du
lemme précédent,

P m s
val. abs. ( 1 _a" >< 3’

. my
val. abs. (1—- a")(d‘,

c’est-a-dire

=l3

ce qui prouve que a” a pour limite A, de quelque maniére
m
que — tende vers x. Nous avons supposé @>>1; en sup-

posant @ <1, le raisonnement se fait identiquement de
la méme facon.

11 va sans dire que les régles de 'exposant entier s’ap-
pliquent & I'exposant incommensurable; en effet, on a

m
a®*a* = lima" lim a9,

- et 7 P g1ant les fractions qui ont pour limites x et z. On

tire de 12

1]
I3
<ly

4 +

aa*=lima"a? = lima” 7;
D

or, hma e est ce que nous avons appelé a**%, car x + z

est la limite de — —+ -q-; donc

a* a® — a**+3,

De cette égalité on peut déduire, comme au paragraphe
précédent, toutes les propriétés des exponentielles.

IV. — DE L'EXPOSANT NEGATIF ET NUL.

Si 'on observe que pour m>>n on a

m e n— pgm—n
a™ . a® = a™"",
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on est conduit & poser dans tous les cas, comme défi-
nition,
am—t=gq":a",
et en particulier, si m = n,
a’=1,
Or on a, dans le cas ot m <n,

me pn— ______ .

a” ., a®— an—m 3
on est donc conduit i écrire

am—n a— I N
- an—m
ou enfin
a¥—= l— .
aS

Les régles de I'exposant négatif sont les mémes que
celles de I'exposant positif. En effet, on a

a* X at=at : a* = at*,
a*xX aPt=1; (a%af) =1 a"+ = a—b;

donc, quel que soit « et quel que soit §,

a*ab = a*+f,
On en conclut, comme & la page 36,

a*adfay...— a¢+p+1+...’

a*: ab =a*b,

Enfin, je dis que I'on a

(a*)F= a*,
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En effet, si « est négatif et égal 8 — o/, an a

1 \# I
(= (e p= o) = g = e =an
Si [/ est négatif et égal 3 —f, on a
1
(a*) = (a*)" = W = a = qa*,
Si « et 3 sont tous deux négatifs et égaux & — o, —f3,
on a

(a*)f= (a~¥)¥ =1 (Z:‘_’Y’:' :a_-l’?

=1 : a_.lpl — a“' pl= a.’.

C. Q. F. D.
On verrait facilement que

(ab)*= a®be, (a:b)‘:a".: b, ...

Si I'on considére xr comme variable et si m désigne un
nombre constant, x™ est ce que 'on appelle la fonction
simple algébrigue. Toutefois, Abel et quelques autres géo-
métres ne regardent la fonction x™ comme algébrique
qu’autant que I'exposantm est commensurable [ voir Aser,
Sur les fonctions algébriques des différents ordres
(OEuyres complétes)).

« .... La position d’'une grandeur 4 la suite d’une autre
suffit pour exprimer leur produit; si ces grandeurs sont
les mémes, ce produit est le carré ou la seconde puissance
de cette grandeur. Mais, au lieu de I'écrire deux fois,
Descartes imagina de ne l'écrire qu'une fois (*), en lui
donnant le nombre 2 pour exposant, et il exprima les
puissances successives en augmentant successivement cet
exposant d’une unité. Cette notation, en ne la considé-

(*) Etienne de Laroche avait eu avant Descartes I'idée des exposants, mais
si Descartes n’a pas inventé les exposants il en a vulgarisé I'usage.
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rant que' comme une maniére abrégée de représenter ces
puissances, semble peu de chose; mais tel est 'avantage
d’une langue bien faite, que ses notations les plus simples
sont devenues souvent la source des théories les plus pro-
fondes, et c’est ce qui a eu lieu pour les exposants de
Descartes. Wallis, qui s’est attaché spécialement a suivre
le fil de I'induction et de I’analogie, a été conduit par ce
moyen 3 exprimer les puissances radicales par des expo-
sants fractionnaires.... Wallis supposa généralement que

m . . .. .
'exposant — — exprime I'unité divisée par la racine r'*®®

de la grandeur élevée a la puissance m. Ce fut dans son
Ouvrage intitulé 4rithmetica infinitorum que Wallis ex-
posa ces remarques....» (LarLace, Théorie analytique
des probabilités, I Partie, Livre I.)

V. — DE LA FONGTION EXPONENTIELLE.

‘Lorsque a désigne un nombre positif constant et x un
exposant variable, la fonction a* est ce que l'on appelle
la fonction exponentielle simple. « .... L’extension la
plus importante que cette notation (celle des exposants)
ait regue est celle des exposants variables, ce qui con-
stitue le Calcul exponentiel, I'une des branches les plus
fécondes de I'Analyse moderne. Leibnitz a indiqué le pre-
mier, dans les 4ctes de Leipsick pour 1682, les transcen-
dantes & exposants variables....» (Larrace, Théorie ana-
lytique des probabilites, I Partie, Livre II.)

V1. — CONTINUITE DE LA PONCTION ALGEBRIQUE
ET DE LA PONCTION EXPONENTIELLE.

Taeorime I. — La fonction x°, dans laquelle o désigne
un exposant constant quelconque, est croissante et continue
pour toutes les valeurs positives de sa variable.




CHAPITRE 1II. 43

Faisons varier x entre les limites a et ; x* prendra des
valeurs comprises entre a* et 5°. En effet, x* croit avec x
si a est positif; il décroit dans le cas contraire. Pour le dé-
montrer, il suffit d’observer que, si par exemple « est po-
sitif et si I'on pouvait avoir

(.1:+h)"'<.z"",
on en déduirait
(= @
.r-{;/l) <1
x
ou
h «
(l—l—;) <1,

ce qui est impossible, puisque les puissances entiéres et
les racines d'un nombre plus grand que 1 sont plus grandes
que 1.

En second lieu, si u est compris entre a* et 4%, il est

facile de voir que x* passera par la valeur u. En effet, il
z
suffit pour cela de faire x =p*; donc x* ne peut passer

d’une valeur A une autre sans passer par toutes les valeurs
intermédiaires; il ne passe d’ailleurs qu'une fois par la
méme valeur p; x* est donc une fonction continue pour
les valeurs positives de x.

Quand on donne a x des valeurs négatives, la conti-
nuité peut étre interrompue; il y a plus, la fonction x*

est alors mal définie, car (—8)° et (—8), dans les-
quelles 'exposant est le méme, représentent respective-

ment ;3/-—_8 ou —2 et
+,6/.(——_8)_"=:L‘t/ t=y8==a,

Il est impossible de se faire une idée de la valeur d’une
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expression telle que (—1)v3. Enfin, si le nombre a est

. 1 1 .
une fraction telle que e x n’existe pas.

Tatorkme II. — La fonction a*, dans laquelle a est
constant et x variable, crott avec x si a est plus grand
que 1; elle décrott dans le cas contraire; de plus, elle
est continue.

En effet, supposons, pour fixer les idées, a >>1; pour
démontrer que a* croit avec x, il suffit d’établir que 'on a

a”™>a"™ pour m>n.
Si m et n sont commensurables et de la forme m = g»

r . .
R=pqs 7S désignant des nombres entiers, on a

(1)

Mais

[ i L\
a"=al=a’9= (a’?) ,
L)

r 2\
a*—a’—=a’1 = (a""l) .

P T
r]>.s‘ ou sp>ry.

Or a% est plus grand que 1, puisque @ >>1; donc

L\sp 1\re
()" > (a4)",
ou, en vertu des formules (1),
a™>a",

Supposons maintenant 'une des quantités m ou n in-
commensurable; soit / un nombre commensurable com-
pris entre m et n, de telle sorte que

m>1>n



CHAPITRE IiI. i5

Faisons tendre / vers m, par exemple, en le faisant croftre
et passer par des valeurs commensurables; a’ ira en crois-
sant, et la limite de af est ce que nous avons appelé a™;
cette limite est le plus petit des nombres auxquels af reste
inférieur; donc, que m soit commensurable ou non, on a
toujours

a <am,
On verrait de méme que

a'>a";
donc

a™ > a",

C. Q. F. D.

Donnons maintenant & x un accroissement infiniment
petit %; a* prendra l'accroissement

k = a*+h — g=,

I1 est facile de prouver que cet accroissement est infini-
ment petit. En effet, on a

k= a*+h — g* — a*(ah —1).

Mais a* a pour limite I'unité quand % tend vers zéro. Cette
proposition a été établie pour les valeurs commensurables
de & (p. 35); mais, comme a* décroit avec &, il en résulte
que la limite de a* est encore l'unité pour les valeurs in-
commensurables de %, ce qui revient a dire que k a pour
limite zéro; donc a* est une fonclion continue.
C. Q. F. p.

Nous avons supposé a > 1; la démonstration se fait de
la méme fagon dans le cas contraire : il est bien entendu,
du reste, que a est censé positif, la fonction a* n’ayant été
définie que dans ce cas.
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VII. — SUR LA PROPRIETE FONDAMENTALE DE L'EXPONENTIELLE.
Si I'on pose a*=¢(x), on aura

(1) ¢(z)o(r)=9¢(z+r);

réciproquement, il est facile de prouver que toute fonc-
tion ¢(x) continue satisfaisant a cette formule est de la
forme az.

En effet, si 'on multiplie par ¢(z) les deux membres
de (1), on a '

p(x)e(r)e(z) =9(z +r)o(z) =9(z+ry +2).

En multipliant par ¢(¢) les deux membres de cette nouvelle
formule, on aurait

o(z)o(r)olz)e(t) =p(x+y +2+1¢),

et ainsi de suite. Donc, m étant entier, on trouvera

(2) g(x)"=g(mz),

en faisant x =y = z = .. .. Je dis que cette formule a lieu
pour les valeurs fractionnaires de m; on a, en effet, en
supposant p et g entiers,

Y =() o e
?(3) =?(x)é’

et, en élevant les deux membres A la puissance p, en vertu

de la régle (2),
‘ P

9(”—:> =¢(z)7:
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Si la fonction ¢ est continue, la formule (2), qui a lieu

- pour les valeurs fractionnaires de m, aura encore lieu pour

les valeurs incommensurables de cette lettre.
Si dans (1) on fait y =—ux, on a

¢(=)¢(—=z) =¢(0),
et, en faisant x = o,
p(0)'=¢(o),

d’ott I'on conclut, g(x) n’étant pas toujours nul, ¢(0) =1

et ¢(—ax)= #x), et par suite, en élevant A la puissance
positive m,
I
—mz)=——==n19(z)"™,
(—ms) =z =s(s)

La formule (1) est donc générale. On en conclut

p(z)m=9(mz)=23(m),

et par suite

L L
p(=) = o(m)",
1
quels que soient m et x; donc ¢(x)* est une constante a,

et, par suite, ¢(x) = a*. C. Q. F. D.

VOI. — DES LOGARITHMES.

La fonction x# reproduit une fonction algébrique quand
on en prend l'inverse; la fonction inverse de a” est ce que
I'on appelle le logarithme de x pris dans la base a : on la
désigne par le symbole

log, x.
Lorsque @ = 10, on écrit simplement

logz.
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Ainsi le logarithme d’un nombre peut se définir : I'expo-
sant de la puissance & laquelle il faut élever un nombre
constant appelé base pour reproduire le nombre proposé.

Tatorime I. — Tout nombre positif a un logarithme;
les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes.

En effet, si l'on désigne par x un nombre positif et si
I'on pose

(l) a¥—=uz,

y sera ce que nous avons appelé le logarithme de x. Or,
si nous faisons varier y d’une maniére continue depuis
— o jusqu'a + o, @ variera d’'une maniére continue
(p- 44) entre zéro et + o ; donc il passera par la va-
leur x; donc le nombre x a un logarithme. De plus, on
voit qu'il n’en aura qu’un seul.

Si I'on avait supposé x négatif, on n’aurait pas pu satis-
faire 4 I'équation (1), puisque a” est toujours positif; donc
les nombres négatifs n’ont pas de logarithmes.

RemarQuEs. — On a toujours
log,1 =0, car a’®=—1,
log,0=—0® pour a>>1, caralorsa—==o,
. log,0 =+~ poura< 1, caralorsa*=o,
Tutonime II. — Le logarithme est une fonction qui

croft avec sa variable lorsque la base est plus grande
que 1; elle décrott lorsque sa variable crott, dans le cas
contraire.

Tutonkme III. — Le logarithme d’un produit est égal
& la somme des logarithmes de ses facteurs.
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En effet, sil'on pose

(1) ri=logazy, ryy=2log,zy, ..., yp=log,zy,
on a, par définition,

(2) Zy=ar, xy=a’s, ..., XTp,=al=;
donc

Ly Tg Ty o o » Ty == @Y1yt

c'est-a-dire

Nit+yi+ oo+ yp=10g,z2,...2,,
ou bien
log, zy + log, 2y + ... =logaxyxys ... z4e
C. Q. F. D.

Des formules (2) on tire x, :xs = a’™7s; y,—y, est
donc le logarithme de x, : x,. Donc :

Tatorime IV. — Le logarithme d’un quotient est égal
ala dt_'ﬁ'e’rence des logarithmes du dividende et du di-

viseur.

On a également x™ = @™7.. Donc my, ou mlogx, estle
logarithme de x7; donc enfin :

Tatorime V. — Le logarithme d’une puissance quels
conque de x est égal au logarithme de x multiplié par
Uexposant de cette puissance.

Tutorime VI. — Soit ¢(x) une fonction continue de x ;
sil’'ona
#(z) +¢(r) =s9(ar)
la fonction ¢(x) sera un logarithme de x.

Nous laissons au lecteur le soin de faire la démonstra-
tion (woir p. 46).
L. — Algébre, Il. 4
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IX. — CONCORDANCE DE LA DEFINITION NEPERIENNE DES LOGA-
RITHMES AVEC LA DEFINITION NOUVELLE.

Neper définissait, comme 'on a vu, les logarithmes an
moyen des deux progressions

2
Iy 4y 9% -5 % ...,
O, 7, 27, ..., BRIy ...

nr était, d’aprés lui, le logarithme de ¢7; cette définition
s’accorde avec celle que nous avons donnée dans ce Cha-
pitre. En effet, on a
\nr
"= (q;) :

nr, logarithme de ¢ d’aprés Neper, est donc bien /’expo-
sant de la puissance & laquelle il faut élever le nombre

1 T
constant ¢” pour avoir g". Du reste, ¢" a bien pour loga-
rithme 1 : c’est la base.

Réciproquement, si nous considérons des nombres en
progression géométrique «, a2, a3,..., leurs logarithmes
dans la base a quelconque seront loge, 2loge, 3loga,...,
c’est-a-dire seront en progression arithmétique.

X. — DU MODULE D'UN SYSTEME DE LOGARITHMES.

Il est souvent utile de savoir passer d'un systéme de
logarithmes & un autre. Ainsi, par exemple, les premiers
logarithmes calculés par les soins de Neper n’avaient pas
pour base 10. Pour les calculer dans la nouvelle base, il
suffit de les multiplier par un nombre constant : c’est ce
que nous allons établir.

Soient x le logarithme de N dans la base a et y le loga-
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rithme du méme nombre dans la base &; on aura
N = a%;

en prenant les logarithmes des deux nombres dans la base 5,
ona

logy N = z log, e
ou bien '

(1) logy N = log,N.log, a.
De 1a le théoréme suivant :

Tatorime I. — Le logarithme d’un nombre pris dans
le nouveau systéme s obtient en multipliant le logarithme
de ce nombre dans l’ancien systéme par le logarithme de
U’ancienne base dans le nouveau systéme.

Sil'on fait N = & dans la formule (1), on a

1
1 —=log,b.log,a ou logba_m,

donc :

Tutorime II. — Le logarithme de l’ancienne base dans
le nouveau systéme et celui de la nouvelle base dans
Uancien systéme sont inverses l'un de Uautre.

Le nombre constant logsa ou 1:log,b est ce que I'on
appelle le module qui sert & passer du systéme dont la
base est & au syst¢éme dont la base est a.

Lorsque Neper eut inventé les logarithmes, il ne tarda
pas A s’apercevoir que, si « représente un nombre trés-
petit et si 3 est le logarithme de 1+ «, le logarithme
de 1 + 24, qui différe fort peu de 1 + 22 + a?= (14 2)?,
différera fort peu de 283; de méme, 33, logarithme de
(14 )3, différera fort peu du logarithme de 1 + 3 «...;
donc les nombres trés-voisins de I'unité croissent propor-

4.




52 TRAITE D'ALGEBRE.

(2
g
pour a = o était ce que Neper appelait le module d'un sys-
téme de logarithmes. Neper crut faire I'hypothése la plus
simple en posant

tionnellement & leurs logarithmes. La limite du rapport

£

lim==1.
4

Il obtint alors un systéme de logarithmes que 1'on a ap-
pelés naturels, néperiens ou hyperboliques. Effectivement,
les logarithmes népériens sont ceux que I'on rencontre le
plus fréquemment en Analyse. Proposons-nous de calculer
la base. )

La base est le nombre qui a pour logarithme 1; or, 1+ «

ayant pour logarithme §, (1 + a)? aura pour logarithme

g g

g ou 1; si donc nous supposons =
®

lant e la base des logarithmes naturels,

=1, on aura, en appe-

e=lim(1+«)} pour a=o et limgzl,

ou

T

e=lim(1 + «) §=lim(l+a):.

Rl

Nous calculerons plus loin la limite de ’expression (1 + a):‘.
Elle est égale a 2,718281828459045....

Cherchons maintenant le module qui sert & passer des
logarithmes naturels aux logarithmes pris dans la base a.
Ce module sera 1:log.a. Soit 3 le logarithme de 1+ «
dans la base a; on aura

a— lim(l +a)3 pour «=o,

ou bien
I

log.a = lim [ﬁ log, (1 + a)].
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Or, pour a trés-petit, on a log. (1 + «) = «, ou, pour étre
' P P 8  Ou, P
plus rigoureux, log (1 + ) est un nombre qui, divisé par «,
donne 1 pour quotient lorsque 'on passe aux limites et
p q q P
que I'on fait « = o; on en conclut

og.a = lim [g log—‘(:#-)] =lim %.

log.a est donc ce que Neper appelait le module. Aujour-

4
-1
systéme de logarithmes; c’est, d’aprés ce que nous avons
vu, le nombre par lequel il faut multiplier les logarithmes
naturels pour avoir ceux du syst¢éme dont la base est a.

d’hui c’est log,e ou lim = que I'on appelle le module d’un

EXERCICES ET NOTES.

1. Supposons que la somme a soit placée au taux . Au bout du

tempsé trés-petit, qui sera, si I'on 'veut, /lz d’année, elle deviendra
a (|+ %), si on la retire alors pour la replacer au méme taux, elle

2
deviendra, aprés un nouvel intervalle de temps %, égaled a (r+ %) 5

3
au bout dutemps 36 elle deviendra a (1+§> » +++» au bout du temps

. ﬁn nytr
t=mh= = elle deviendra a(1+£)n = a[(|+ 5)’] - Or,
n n n

poura = o, (1-~ «)*tend vers la limite e = 2,7182845... (nous I'avons
admis, sauf & le démontrer rigoureusement plus loin). On a donc pour
la valeur acquise par le capital a placé pendant le temps ¢, quand on
suppose ~ indéfiniment croissant, ae®., On pose er= (1+ /) ou
r=1log(1+¢); en appelant alors A la valeur du capital a au bout du

temps £, on a
A=a(t+1i)t.
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C’est la formule dont les financiers font usage. Cette autre,
A=a(1+ i) (1+if),

ol » est entier et oll # = n + f, n'est pas usitée dans les affaires. / est
dit le taux instantané.

2. Résoudre les équations
eX+e X =49g,
10%-3x+2 — e

3. Trouver des fonctions ¢, x, ¥ continues telles que Ion ait

¢(z) +o(r) =9 (2r),
x(x)+x(r)=x(z+y),
Y(z)+ 4 (x) =d(2).

4. Lorsque « est positif et moindre que 1, P'expression =~ tend
vers une racine de I'équation a* = . (EISENSTEIN).

5. Dans un systéme de logarithmes, dont la base est entiére, il n'y
a que les puissances commensurables de la base qui ont des logarithmes
commensurables.

6. On a construit des Tables ﬁui, étant donné logz, font connaitre
log (1 + x) et log(1 — z); a I'aide de ces Tables, on calcule facilement
log(a + &), connaissant loga et log b, ainsi:

log(a +=b)=loga+ log (1:2);

ces Tables pcrtent le nom de Tables de Gauss.
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CHAPITRE 1V.

DES IMAGINAIRES.

1. — PRELIMINAIRES.

Lorsquel’'on cherche & résoudre une équation du second
degré, telle que

(1) 2 —2az + a?+ =0,

et qui n’a pas de racines, on est conduit, en appliquant la
formule générale, 4 un résultat impossible,

z=atVu'— («* + p*) = a k= y— B,
et en I'écrivant ainsi
(2) z=at By I,
on arrive & ce résultat singulier que, si 'on remplace dans

la formule (1) x par sa valeur (2), en traitant le signe

absurde \/—1 comme une lettre dont on remplacerait le
carré par —1, cette équation (1) se trouve satisfaite; en
effet, on a

(aiﬁs/:;)’—za(ui‘ﬁ V—1)+o? 4
=atFoufy—1-+py—1)*— 26

F2af s/:;—i- ot + 62,

Si I'on efface les termes qui se détruisent dans le second
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membre et si 'on remplace (\/:1)2 par —1, on trouve
bien zéro.

L’introduction du signe y—1 dans les calculs a souvent
conduit a la découverte de résultats nouveaux et impor-
tants, reconnus exacts a@ posteriori, les géometres se sont

alors crus autorisés A faire usage de ce signe y—i,enle
traitant comme une quantité dont le carré serait —1. Mais
on sent tout ce qu'une pareille convention a de contraire
a I'esprit de rigorisme qui caractérise les sciences mathé-
matiques, et 'on a dd chercher si 'emploi du signe y—1
devait nécessairement ou seulement accidentellement con-
duire a des résultats exacts. Dans le premier cas, il y a
toute une théorie nouvelle 3 édifier; dans le second, il
faut renoncer & classer dans le domaine des faits acquis
ceux que I'emploi du signe en question aura fait apparaitre.

II. — EXPLICATION D'UN PARADOXE.
Reprenons I'équation (1) du paragraphe précédent .

! —2axr+al+ f1=o0
ou

(1) (2 —a)*+ f*=o0.

11 est clair que l'on ne peut y satistaire si 3 n’est pas nul,;
mais, au probléme impossible qui consisterait a résoudre
'équation (1), essayons de substituer un autre probléme
qui n'en différe pas beaucoup et qui soit pour ainsi dire la
rectification de son énoncé (c’est ainsi que l'on agit pour
I'interprétation des solutions négatives des problémes).
On a vu qué a + 3 y/—1, mis 4 la place de x, satisfaisait a
I'équation quand on remplagait (\/-—_l 2 par —1, en trai-
tant \/—1 comme une quantité ordinaire. Au lieu de rem-
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placer x par « + 3 /— 1, remplagons-le par « + i, i dé-
signant une indéterminée ; on aura

(z—a)+ P =p"+ P =p1+2)

Le premier membre de (1) devient, comme I'on voit, divi-
sible par 1+ 72, en sorte que, si 1+ i2 pouvait s’annuler
pour une certaine valeur de Z, cette valeur de i fournirait
pour x =« + 3 une valeur satisfaisant & 'équation (1).
Cette remarque nous permet de rectifier comme il suit le
probléme qui consiste & résoudre I'équation (1):

Etant donné le polyndme x* + 2ax + a2+ (33, trouver
une expression de la forme a- bi qui, substituée a la
place de x rende ce polynéme divisible par i?+ 1 ou, ce
qui revient au méme, égal a zéro, a un multiple de 2+ 1
prés.

On trouve alors, comme nous l’avons vu, la solution
a <+ [3i. Mais négliger i2 + 1 dans les calculs, c’est regarder
i3 comme égal 3 —r: on voit ici le germe d’un nouveau
genre de calcul, qu’il importe de régulariser.

II. — DES QUANTITES IMAGINAIRES.

Désignons par i une variable susceptible de passer par
tous les états de valeur entre — o et + o . Tout polynéme
entier en I est ce que nous appellerons une imaginaire.
Nous conviendrons de regarder deux imaginaires comme
égales entre elles quand elles ne différeront que par un mul-
tiple de #2 + 1 ou quand les restes de leur division par %1
seront effectivement égaux; cette convention n’aura rien
d’absurde si l'on sous-entend toujours dans l'un des
membres de 1'égalité un multiple de i2+ 1 ; et dans 1'éga-
lité '

A =B —+ multiple de (2 4-1),
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on peut sans inconvénient effacer ces mots multiple de
(#24-1), s'il est bien convenu, une fois pour toutes, qu'ils
devraient y étre écrits, ou que dans le langage ils doivent
étre sous-entendus.

D’aprés cela, toute quantité imaginaire peut étre ra-
menée a la forme a + bi, a et b désignant deux quan-
tités indépendantes de i.

En effet, dire qu'une imaginaire est égale 4 a + bi, c’est
une maniére abrégée de dire qu’elle est égale a a -+ bi
augmenté d'un multiple de 2+ 1. Or soit P I'imaginaire
en question ; en la divisant par 72+ 1, on obtient un reste
du premier degré. Appelons-le @ + &i, on aura rigoureuse-
ment, en appelant Q le quotient,

P=Q(+1)+a -+ b

Donc, en négligeant ou en sous-entendant un multiple de
241,
P—=a -+ b C. Q. F. D,

Les quantités indépendantes de i s’appellent quantités
réelles.

Une quantité imaginaire quelconque se ramenant a la
forme a + bi en la remplagant par le reste de sa division
par i2—+ 1, il importe de montrer comment on peut trouver
le reste de la division de f(Z) par i?+ 1.

Pour trouver le reste de la division d’un polynéme par
1241, il suffit d’y remplacer i* par —1, i3 par —i,
i* par 1, 1% pari, ..., en général i*® par 1, i*"* par i,
iro+2 par —1 et i*"*3 par —i (c’est-a-dire d’y regarderi
comme une quantité dont le carré serait —1).

En ‘effet, soit f(i) un polyndme en i. En appelant ¢(:2)
I’ensemble des termes de degré pair et i{(i?) I'ensemble
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des termes de degré impair, on aura rigoureusement

(1) f(t): ?(i’)-i-i\'l(i’).

Mais, le reste de la division de g(x) par &+ 1 s’obtenant

en remplagant, dans q(x ), x par — 1, on a, quel que soit x,
p(z)=Q(z)(#+1) +e(—1),

Q désignant un polynbme entier en x. Cette formule ayant
lieu quel que soit x, on peut y faire x =12, etl'ona

p()=Q(&) (& +1) +9(—1);
on aurait de méme
(&) =Q () (@ +1) +$(—1),
et, en vertu de (1),
S =(Q+ Q&) (2 +1) + ¢(—1) + Y (—1).

Lereste de la division de (i) = ¢(i?) +¢(#2) par i2+1
est donc ¢(—1) +iY(—1); on l'obtient bien en rempla-
cant i2 par — 1 dans f (i). C. Q. F. D.

IV. — DES QUATRE OPERATIONS.

D’aprés nos conventions:
1° Zoute égalité de la forme
(1) a4+ bi=c+di,

ol a, b, c, d sont réels, entrainera, puisque i est arbitraire
(c’est-a-dire puisque cette égalité doit avoir lieu quel que
soit i),

(2) » a=c¢, b=d,
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en sorte que la formule (1) sera une maniére abrégée d’écrire
les deux formules (2) (*).
2° Le produit de deux imaginaires a + bi, ¢ + di sera

(3) ac — bd + i(be + ad), .

car, rigoureusement, il estac + bdi2 + i(bc +ad); et, en
remplacant i? par — 1, ce qui revient & négliger un mul-
tiple de i2+ 1, on trouve bien I'expression (3).

3° Le produit de plusieurs imaginaires est indépendant
de l'ordredes facteurs; la somme de plusieurs imaginaires
est indépendante de U'ordre dans lequel on écrit les par-
ties, etc.

4° Pour qu'un produit de plusieurs imaginaires soit
nul, il faut et il suffit que l'une de ces imaginaires soit
nulle. -

Le sens de ce théoréme est celui-ci : Pour que le pro-
duit de plusieurs quantités telles que a + bi, c + di, . . .,
en nombre n, soit multiple de i* + 1, il faut que {'une
d’elles soit nulle. Supposons que 'on ait

(a+bi)(e+di)... = (2 +1)X,

X désignant un polynéme entier eni. Le premier membre de

cette formule est de degré n en i; le second doit étre du

méme degré : donc X est de degré n — 2. Or le premier
c

. a
membre s’annule pour i = — 3 — 2 ***» en tout pour

(*) 1l faut bien remarquer que cette conclusion est vraie lors méme que
la formule (1) est une maniére abrégée d’écrire

a~ bi = ¢ + di + multiple de (i*~1),

en sorte que cette formule exige que le multiple de i*—+1 soit nul aussi;
en effet quand deux polyndmes sont égaux, les restes de leur division @ +- &:
et ¢+ di par i*+1 ou par un diviseur quelconque sont égaux (t. I, p. So,
ligne 20.)
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n valeurs de i. Mais, i 4- 1 ne s’annulant jamais, il faut que

X s'annule pour les n valeurs de i, —E’ —sa vees Or il

est de degré n— 2 : donc il est identiquement nul; donc
enfin on a rigoureusement

(a + bi)(c + di)...=o0,

ui exige que 1'un des facteurs a + bi, ¢ + di, .. . soit nul.
q ge q

Tatorkme. — Il existe toujours une imaginaire qui,
multipliee par une imaginaire donnée, appelée diviseur,
reproduit une autre imaginaire donnée, appelée divi-
dende (4 un multiple de i + 1 prés).

En effet, soit a + bi le dividende, ¢ + di le diviseur; si
I'on pose
a—+ bi=(c+ di)(x + i),

on en conclut
a+bi=cxr—dy +i(dx+cy),
ce qui exige que l'on ait
a=czx—dy, b—=dzx+cy.

Ces deux équations donnent pour x et pour y les valeurs
finies et bien déterminées

ac + bd be — ad

=ara YT ara

Si c2+ d? est différent de zéro, c’est-a-dire si ¢ et d ne
sont pas nuls dla fois, en d’autres termes si le diviseur ¢ + di
n’est pas nul. On a donc

ac + bd +i(bc — ad)
At +d?

-y =
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Ce résultat, qui est ce que 'on appelle le guotient de a + &z
par ¢+ di, peut s’obtenir, comme il est facile de le vérifier,
en effectuant les opérations dans I'expression

(a—l—bi)(c—di).
(e =+ di)(c — di)

Trtoreme. — Le quotient de deux imaginaires D et d ne
change pas quand on multiplie le dividende et le diviseur
par une méme quantité réelle ou imaginaire.

En effet, en appelant ¢ le quotient, on 2
D =dg;
en multipliant par m, on’a
Dm —=dmgq.
Donc g est le quotient de Dm par dm.
Si nous convenons de représenter par g le quotient
de D par d, on voit que 1'on aura

a+bi _ (a—+bi)(c—di) ac+bd+i(bé—ad)
c+di~ (c+di)(c—di) c 4+ d?

I

9

comme tout i I'’heure.

Nous appellerons racine carrée d’une imaginaire a + bi
’expression imaginaire x + iy, qui, élevée au carré, repro-
duit @ + bi (4 un multiple de i? + 1 prés). Bornons-nous
peur le moment 4 chercher la racine carrée de — 1, nous
réservant de revenir plus loin sur le cas général. En appe-
lant x + Iy cette racine, si elle existe, on aura

. (x-—l—i}')':—l

(4 la rigueur, on devrait écrire dans le second membre un
multiple de i? 4+ 1, ce qui ne présente rien d’absurde a
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priort). L’égalité précédente revient a
xt— y? 4 2ixy = —1,
ce qui exige que l'on ait (p. 59, ligne 18) rigoureusement
22— y'=——1, 2zy—o.

Il faut donc que x ouy soit nul; or on ne peut pas sup-
poser y nul, car on aurait x?=—1, équation absurde;
on doit donc prendre x=o0, et I'on a alors y2=1 ou
Y = ==1. Ainsi la racine cherchée x + iy a deux valeurs
== 7; cela justifie les formules

i-:..yl—_l, —i:—\/.——l,

et dorénavant i sera toujours remplacé par le signe /—1.
Toute imaginaire a +- i pourra donc s’écrire a + b \/—1.
Quelques géométres ne font pas usage du signe —1 et
conservent la lettre ¢ dans les calculs.

En résumé :

1°\/—1 représente une quantité qui peut recevoir toutes
les valeurs possibles entre — o et + o dans toutes les
égalités dans lesquelles il se trouve écrit, et 2° dans ces
égalités il faut toujours sous-entendre que l'on a écrit dans

U'un des membres un multiplede (y—1)* + 1. Ce multiple
peut d’ailleurs étre nul.

V. — DU MODULE ET DE L'ARGUMENT.

Toute quantité imaginaire x -4y \/—1 peut étre mise
sous la forme suivante :

() z+y./:1=m< 2 +N:').

N Y
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Si I'on remarque alors que la somme des carrés des quan-
J

tités ’
Ve B

est égale 4 1'unité, on pourra poser

L —cost, —L—

-_ = siné.
Vo' + 7t vzt +y?

Sil'on pose, en outre, .
r=ya?+y?,

I’égalité (1) pourra s’écrire

z+yy—1=r(cos6 + V= 1sin6).

La quantité r est ce que I'on appelle le module de I'ex-
pression x +y \/— 1 ; 'angle 6 est son argument.

On convient de prendre le module toujours positif;
quant 4 I'argument, il peut varier entre — et + «, en
sorte que, cet argument n’étant absolument donné que par
son sinus et son cosinus, sa valeur se trouve indéterminée
et comprise dans la formule

6, + 2km,

6, désignant le plus petit argument positif répondant a
I'imaginaire en question, et k pouvant prendre toutes les
valeurs entiéres comprises entre — oo et + .

Deux imaginaires qui ont le méme module et qui ne
différent que par le signe de leur argument, en d’autres
termes deux imaginaires de la forme

z4+yV—1, z—yy—1

sont dites conjuguées (*). Une imaginaire dont le module

(*) Le produit de deux imiaginaires conjugunées z + y y—1 etz — yy/—
est égal & x*+ »*, c'est-a-dire au carré de leur module commun.
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est I'unité est ce que 'on appelle une expression réduite;
la forme la plus générale des expressions réduites est

cos6 —+ /— 1sinb.

Tragons dans un plan deux droites rectangulaires x O/,
y0Oy’ (fig. 8); donnons-leur le nom d’axe des x et d’axe
des y. *

Fig. 8.

)

vl
Cela posé, considérons I'imaginaire
zHyy—1.

Prenons sur x'x, 4 partir du point O, une longueur OM
égale en valeur absolue & x, dans le sens Ox si x est posi-
tif, dans le sens Ox’ s'il est négatif;; prenons de méme ON
égal a la valeur absolue de y et dans le sens Oy si
y est positif, dans le sens Oy’ si y est négatif. Con-
struisons enfin un rectangle sur ON et OM; le sommet A
de ce rectangle sera déterminé toutes les fois que I'on se

donnera x et y, ou, ce qui revient au méme, x —+ y \/——
Réciproquement, & tout point A du plan correspondra
une imaginaire déterminée, et une seule, dont la partie
réelle sera 'r du point A et dont le coefficient de y—1
sera l'y.

En sorte que nous confondrons fouvent dans le langage
les expressions point et quantité imaginaire. Si nous

L. — Aligebre, II. 5
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menons la diagonale OA, nous aurons

OA = Vx4 3,
COSMOA — —— =
Vel ot
. J
SinMOA — ——
EES

et, par conséquent, OA est le module de x +y y—1,
I'angle MOA en est I'argument, cet angle MOA devant
étre compté depuis la droite OM jusqu’a la droite OA
dans le sens inverse du mouvement des aiguilles d’une
montre. Nous ne nous arréterons pas a généraliser les
formules précédentes; il faudrait, pour les établir en
toute rigueur, supposer successivement le point M dans
chacun des angles xOy, yOx’, 2'Oy’, y'Ox, et dis-
cuter les signes de x et de y. Nous laissons au lecteur le
soin de compléter cette démonstration.

Voici un autre mode de représentation des quantités
imaginaires, proposé par Mourey dans un excellent Ou-
vrage publié sur cette théorie.

A partir du point O, que l'on appelle origine des ima-
ginaires, tragons une droite OA ayant pour longueur le

module de l'imaginaire x + y \/—1 et faisant avec Ox
un angle égal a4 I'argument de cette imaginaire ; la droite

OA représentera I'imaginaire x + y /—1 aussi bien que
le point A.

Tutorkme I. — La somme de plusieurs imaginaires
est représentée par la résultante des droites qui repré-
sentent les imaginaires en question.

En effet, considéroils les imaginaires

zx=1‘1+71\/:7’ z,=.z',+y,\/:, B=x3+ ¥V —I, ee:;
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leur somme est

L=z, +Zy+xg+ ... +(ri+r+... ) V—1.

Or x4, x,, . .. représentent les projections sur I'axe des x
des droites qui représentent respectivement z,, 2,, 23, . . . ;
donc xy + x3-+ X3+ ... représente la projection de la
résultante de ces droites sur Ox, y,+ya+ys+ ...
représente la projection sur Oy de la résultante des mémes
droites; donc enfin Z est représenté par la résultante des
droites qui représentent z,, 23, .. ..

C. Q. F. D.

Cororrare. — De 1 résulte immédiatement que le mo-
dule d’une somme est moindre que la somme des modules
de ses parties. '

Tatorime II. — 1° Le module d’un produit est égal au
produit des modules de ses facteurs; 2° I'argument d’un
produit est égal & la somme des arguments de ses facteurs.

En effet, considérons les imaginaires

r(cosd + y'—1sin6) et »(cost’ + y—1sin¢’);

si nous en faisons le produit, il vient, en intervertissant
Pordre des facteurs,

rr'(0050 + V—1sin6)(cost’ + = 1sin¢’),
ou bien
rr' [(cos6 cos8’ — sin6sin') + y— 1(sin6 cosé’ + cossinf’)],
c’est-a-dire
rr' [cos(6 + 0') + y—1sin(6 + ¢')].

Mais, en maltipliant ce résultat par une nouvelle imagi—
‘ 5.
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naire r”(cos6” + \/—1sint”), on trouvera

rr 1 [cos(6 + 6" + 6") 4/ — 1sin(0 4 6’ + 67)],
et ainsi de suite, ce qui démontre le théoréme énoncé.

Tutoreme IIl. — Lorsqu'un produit de plusieurs fac-
teurs est nul, l'un de ses facteurs est forcément égal &
zéro.

En effet, le module d’un produit étant égal au produit
des modules de ses facteurs, si le produit est nul, son
module sera nul, et par conséquent le module de I'un des
facteurs au moins devra étre égal a zéro. Mais une ima-
ginaire dont le module est zéro est évidemment nulle;
donc, etc., comme on I'a prouvé plus haut (p. 60).

C. Q. F. D.

Tutoreme IV. — Le module d’un quotient est égal au
quotient des modules du dividende et du diviseur. L’ argu-
ment d’un quotient est égal a la différence des arguments
du dividende et du diviseur.

En effet, soient r(cos@—l-\/—l sinO) le dividende,

p(cosw + y—1sinw) le diviseur; le quotient sera donné
par la formule
r(cos8 + y—15sin6)
— )
p(cose + /—1sinw)

que l'on peut écrire

r (cosd + y— 15in8) (cosw — y—1sinw)
- SR ’
? (cosw + y— 1sinw)(cosw — /—1 sinw)

¢’est-a-dire

5 [cos(6—w)+y—1sin(6 —w)],

ce qui démontre le théoréme énoncé.
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RemarQue. — Le quotient de 1 par une expression
réduite est l'imaginaire conjuguée de cette expression
réduite; on a, en eflet,

1

——————=———— —cosw — {— 1sinw.
cosw -+ y/ — 1sinw

V1. — THEORIE DES RADICAUX ALGEBRIQUES.

Jusqu’ici, nous avons pu remarquer une analogie com-
pléte entre le calcul des imaginaires et le calcul des quan-
tités réelles; cette analogie cesse dés que l'on essaye de
généraliser la notion de radical ou d’exposant, ainsi que
nous allons le constater.

Si nous représentons par le symbole

(z+yy=1)

et si nous appelons puissance n'*™ de x +y \/—1 le pro-
duit de n facteurs égaux & cette imaginaire, nous aurons,
en vertu du théoréme II (p. 67),

[r(cost + y—15in6)]" = r*(cosnb + y— 1 sinr8).

Sil’on suppose en particulier 7 =1, on obtient la formule
suivante, .

(cos6 + y— tsing)* = cosnb - y— 1sinnrf,

restée célebre sous le nom de formule de Moivre, du nom
du géométre frangais qui I'a découverte ().

(*) Que signifie au fond la formule de Moivre? En toute rigueur, il fau-
drait écrire

(cosd + isingy» — (cosm@ + ¢ sinmf) = multiple de (i*~+1);

ainsi elle signifie que (cosd -~ i sinf)"— (cosmb + i sinm@) est divisible
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On appelle racine néme d’'une imaginaire A une quantité
qui, élevée a la puissance n, reproduit A.

Tutorime I. — Toute imaginaire a n racines ni¢mes,
En effet, considérons 'imaginaire
R(coso + y—1sin@);

désignons par 7 (cos0-+/—1 sinf) sa racine n'*™*; nous
aurons, par définition,

[r(cosé + y—1sin)]» = R(cos® + y—1sin0),
c’est-a-dire, en vertu de la formule de Moivre,

r*(cosn6 + y— 1sinr6) = R(cos® -+ y—15in®).
Cette égalité se décompose en deux autres :

r*cosnf = R cos®,
rtsinrf — Rsin®;

()

si 'on él¢ve au carré ces deux égalités et si 'on ajoute, on

trouve
r!n — Rz,

par #--1: ce que ’on prouverait directement par les procédés ordinaires
de I'Algébre, en écrivant ¢ au lieu de V—1 et en rétablissant partout lo
multiple de #*+ 1 dans les formules du texte ol il a été omis.

Si I'on réduit le premier membre de la formule de Moivre a la forme
a -+ by —1 en faisant usage de la formule du binome, a devra étre égal a
cosm@ et b a sinm@; on trouve ainsi
m(m—1)

1.2

cosm@ = cos™§ — cos™-*4 sin? +-...,

m(m—1)(m—12)

-39 qin® .
2.3 cos™=*@sin*0 +...;

. m — ot
sinmf = l—cos”' '08ing —

mais I'étude de ces formules trouvera sa place dans la Trigonométrie et
aous ne nous y arréterons pas.
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et, en observant que r doit étre un nombre essentiellement
positif ou nul,

(2) m=R ou r:':/i;
les formules (1) donnent alors

cosnf = cos®, sinnb —sinoO,

~

et par suite
n— 0 + 2%m,

k désignant un entier quelconque, c’est-3~dire

_ O 42k7
- n

6

Sil'on désigne alors, avec Cauchy, par le symbole | ((A))
la racine n'*™ de I'imaginaire A, on voit que la racine n'*=
de R (cos®+y/—1sin @) aura 7 valeurs données par la

foxjmule

'\"((R(coso + V= 15in@)))
3 _ o r .
(3) —’:/R(coso_‘-lfln+\/—lsin®+n2kﬂ>,

\

formule dans laquelle il suffira de faire k successivement
égala o, 1,2,3, ..., n—1. En effet, si 'on fait £ égal &
ni + j, j désignant un entier compris entre o et n—r
inclusivement, et ¢ désignant un entier quelconque positif
ou négatlif, on obtient, pour la racine n'*™ de

R(cos® + y—1sine),

. @+ 25
une valeur dont I'argument ne différe de %’ que d’un

multiple entier de la circonférence, c’est-a-dire une valeur
déja comprise parmi celles que I'on obtient en faisant k
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égal 40, 1,2,3,...,n—1 dans la formule (3); donc
enfin la racine n'*™ d’une imaginaire a n valeurs, comme
nous l'avions annoncé.

Au surplus, il est facile de voir que ces n valeurs sont
toutes différentes, car les arcs compris dans les formules

(2] 8+21r 9+4r O+2n—I7

B B — ey
n n n n

different de moins d’une circonférence; deux quelconques
d’entre eux ne sauraient donc avoir a la fois méme sinus
et méme cosinus.

Remarque I. — Si, dans la formule (3), on suppose -
O = o, on trouve

(4) W:Wﬁ(cos#%-\/——lsini;)‘

Remarque II. — La‘formule (3) peut encore s’écrire

'\'-((R'(cose + /=1 sine)))
=['{/E (cosg + \/——xsin?l>](cos2—:— + y—=1sia i:)

Or, en vertu de la formule (4), dans laquelle on peut sup-

. 2k .
poser R ==1, cos Eﬁf + y—1sin ?75 désigne une quel-

conque des racines n'*™* de l'unité; © peut étre censé
représenter 'un quelconque des arguments de

R(cos® + \—1 sin®)

La formulc précédente nous montre donc que les n ra-
cines n"*®* d'une imaginaire quelconque peuvent s’obtenir
en multipliant 'une quelconque d’entre elles successive-
ment par chacune des racines n'*™* de 1'unité.
Dorénavant, lorsque nous ne spécifierons pas la va]eur
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d’une racine n"™, nous la représenterons par le sym-

bole \/(( );; au contraire, lorsqu’il sera question d’une
valeur bien déterminée de cette racine, par exemple lors-
qu'il s’agira de celle qui a le plus petit argument positif,
nous ferons usage du signe \/ sans doubles parenthéses.

VII. — CALCUL DES RADICAUX ALGEBRIQUES.

Tutorime I. — 8i l'on multiplie chacune des valeurs

de{((A)) par chacune des valeurs de {f((B)), on reproduit

chacune des valeurs de | ((AB)).
En effet, soit
A =r,(cos8, + y— 1sin8, ),
B = ry(cost; + y— 1sinb,);

et par suite

; Via)x<y®)=r E[c0s 9, + 6, + ":(A-, + Ay)m
(')(

-+ {/— 15sin

0 + 0, +2(ky + k,)n’J
- :

formules dans lesquelles k, et ks, et par suite &y 4 £,
désignent des entiers tout & fait quelconques. D’un autre
coté, on a

AB:r,r,[cos(O, + 6,) + y—15sin (6, + 9,)],

11
n 7 0, + 0, +2:m — . 6 ]
/ [cos——————l ’” +y/ n_‘+6’+2m],

—18s1 _
n -
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i désignant un entier quelconque. De la comparaison de
cette formule avec la précédente on déduit

v((A) < V((B))=V[(4B)). c.q. r D.

Si l'on voulait supprimer les doubles parenthéses, on le
pourrait; mais il faudrait choisir convenablement les
valeurs des radicaux.

Tatorime II. — Si l'on divise chacune des wvaleurs
de y((A)) par chacune des valeurs de {/((B)), on obtient
n résultats differents qui sont les n valeursde (A : B)).

Tatorime III. — 8i l'on éléve & la puissance m les va-
leurs de §((A)), on obtient les waleurs de § ((A™)).

Tutonime IV. — 8i lon extrait les racines m*mes des
n valeurs de yj((A)), on obtient les valeurs de "y((A)).

RemArQUE. — Quand on a un radical de la forme

“Viam)),

il faut éviter de lé simplifier et d’écrire
"V((Am) =V((4));

en effet, le premier membre de cette formule a mn valeurs,
le second n’en a que 7; quand on n’agit pas avec précau-
tion dans le calcul des radicaux imaginaires, on s’expose
souvent & tomber dans de grossiéres erreurs; il ne faut pas
en accuser I'emploi des symboles imaginaires, dont le cal-
cul n’est pas touta fait soumis aux mémes régles que celui
des quantités réelles. Ainsi, par exemple, on raisonnerait
mal en écrivant

(1) V—ﬂ‘><\/—2—f/(—2)—2) V=12,
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puis )
(2) V=axV— =({/—2)’=—2,
d’ott 'on déduirait

2= —2.

En effet, dans la formule (1), §— 2 désigne une valeur
particuli¢re de {/((— 2)),  (—2)(— 2) désigne une valeur

particuliére de {/((4)); on ne peut, sans examen, égaler
ces deux valeurs; et en effet, on a :

V(= 2)) =¥2(cosr + y— tsinr)
= v';[cos (’;' +kn )+ y—Tsin (’;’+ kn)]

Y=l = £¢a V=1

ou

Prenons les radicaux avec le signe +; on voit que l'on
n’aura pas
oy T 2,7
V—2axXy—2=vj,
mais bien

VTaxXi—a=Vaxy—IxXaxy=i=—a.

Si I'on prend les radicaux avec le signe —, on arrive
encore au méme résultat. Donc la formule (1) est tou-

jours fausse si { — 2 y représente toujours la méme valeur

de {/(( —2)).

VII. — SUR LES EQUATIONS GENERAL,

Les reégles de la multiplication et de la division algébri-

ques s’appliquent évidemment aux quantités imaginaires

]

| TP
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comme aux quantités réelles; il en est de méme de la
formule du binéme.

On peut former des équations a l'aide de quantités
réelles et imaginaires, et chercher s’il n’existe pas des
quantités imaginaires satisfaisant 3 ces équations; les
principes fondamentaux que nous avons démontrés sur la
résolution des équations, dans la premiére Partie de cet
Ou\)rage, sont encore applicables aux cas ou I'on considé-
rerait des égalités entre quantités imaginaires ; ces principes
ne dépendent absolument que des quatre premiéres opé-
rations de I’Algebre, reconnues applicables aux quantités
imaginaires. Ainsi, il n’y a rien 4 ajouter & la théorie des
équations du premier degré et i la théorie des détermi-
nants. Il n’en est pas de méme des équations du second
degré ol interviennent des questions sur les radicaux;
il y a donc lieu d’examiner de nouveau la théorie des
équations du second degré : c’est ce que nous allons
faire.

IX. — SUR LES EQUATIONS DU SECOND DEGRE.

Nous conviendrons de ne pas écrire I'indice d’un radi-
cal lorsque cet indice sera 2.
Cela posé, cherchons la racine carrée de a + b/ —1;

désignons cette racine par x -+ y y/— 1, nous aurons

(z+ryy=1)=a+byJ—1
ou bien
2—yryozyy—1=a+by—1.

Cette équation équivaut aux deux suivantes :
(1) 22— y*—a,

(2) 2zy = b;
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la derniére peut s’écrire, en la généralisant un peu,

- 2 -__2.
(3) —atrt=—g

A P'inspection des équations (1) et (3), on reconnait im-
médiatement que x* et — y? sont racines de I'équation

en u
1A

© — au— ——o,

4
d’ott 'on déduit

a=t\/a® + b?
B

2

c’est-a-dire, en observant que y2 doit étre positif,

2 —
xi=

(a —+ \/m)a

D=

(J@ 5 —a).

|-

r=
On déduit de 12

x:i\/i(a + Var - 0),
y:i\/ﬁ(\/a’+b’ —a).
L’équation ( 2) montre avec quels signes on doit prendre x

et y; si, par exemple, b est positif, on prendra x et y de
méme signe, en sorte que l'on aura

e ov===[\/2lasr o)
ViETE eS|



78 TRAITE D'ALGEBRE.

si b est négatif, on aura, au contraire,

VG V=== /Y V7
/iR

S1lon fait & = o, on trouve : en supposant a > o,

\/((a_))z_‘l‘_vz;

en supposant a < 0,

V'W ==x \/—_a \/:;)

ou, en explicitant les signes,

V(@) =2ay=i.

Une équation du second degré a tomjours deux racines
lorsquel’on admet pourl'inconnue des valeurs imaginaires.:
voici comment il faut entendre cette proposition. Considé-
rons |’équation
zt +pxr 4+ q—=o.

Supposons %, — g << o; on peut se proposer de chercher
s'il existe pour x des valeurs de la forme « + 8 \/: véri-
fiant cette équation, c’est-a-dire en sous-entendant dans le
second membre un multiple de (y—1)? +1. On trouve
alors successivement
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X. — DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES.

Tout polynéme entier en z ="z +y\/—1 est ce que
I'on appelle une fonction entiére de z.

Soit f'(u, z) une fonction entiére de u et z; toute expres-
sion de la forme X+ —1Y qui, mise & la place de u
dans I’équation

Sflu,z)=o,

y satisfait, est ce que I'on appelle une fonction algébrique
de z, mais il faut encore pour cela que X et Y soient des
fonctions de x et y (*).

En général, toute expression qui peut étre ramenée i la
forme X + Y \/—1 ou qui est définie par cette forme, X et Y
désignant des fonctions de x et y, est ce que I'on appelle
une fonction de x + \/—1y. Toutes les fonctions qui ne
sont pas algébriques sont transcendantes.

Une fonction X +Yy/—1 de x -+ y\/—1 est continue
lorsqu’a un accroissement infiniment petit quelconque
de x + y\/—1 correspond un accroissement infiniment
petit de X +Y/—1, et nous appelons ici accroissement
d’une quantité la différence entre deux valeurs de cette
quantité.

Pour qu'une fonction X + Y —1 de = + y/—1 soit
continue, il faut et il suffit évidemment que X et Y soient
des fonctions continues de x et de y; il faut et il suffit
aussi que son module et son argument soient des fonctions
continues du module et de 'argument de sa variable. Ces

(*) Puiseux, Mémorre sur les fonctions algebriques (Journal de Liouville,
t. XV); Brior et Bouquer, Fonctions elliptiques, sont peut-étre les premiers
qui aient adoptée cette définition, aujourd’hui admise par tous les savants.
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propositions deviennent évidentes si 'on représente les
imaginaires 4 I'aide de points, comme il a été expliqué
plus haut.

X1. — DEFINITION DE LA FONCTION EXPONENTIELLE.
Nous avons défini le symbole
[r(cosé + y—=Trsing)]=,

pour toutes les valeurs entiéres et positives de x, comme

étant le produit de x facteurs égaux a r(cos +/— 1sinf);
nous en avons déduit la formule

[(cost + y—Tsin8)]*= r*(cosbz +y/— 1sinbz).

Nous pouvons maintenant nous servir de cette formule
pour définir le symbole [r(cosd+ y—1sin6)]* lorsque
x sera fractionnaire, incommensurable ou négatif. Ainsi
r%(cosfx + J—1sinfx) est ce que nous appellerons do-
rénavant la x* puissance de r(cos -+ f—-_l sing).

La puissance x**= de r(cosd+/—1sinf) n'a qu’une
seule valeur lorsque x est entier; mais il n’en est pas
de méme dans les autres cas. En effet, I'expression

r(cos6+ \/—1sind) ne change pas quand on remplace 6
par 0+ 2k, k désignant un entier quelconque; ainsi les
valeurs de [r(cosd +-\/— 1sin8)]* seront données par la
formule

[7(cos6 +y—=T1sin6)]*
=r*[cos(6z +24nz)+\/— 1sin(6z + 2krz)].

Si x est incommensurable, les arcs compris dans la for-

mule
Qx4+ 2knx
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auront pour sinus et cosinus une infinité de nombres diffé-
renls, en sorte que la puissance x*™ d’une quantité ima-
ginaire a en général une infinité de valeurs.

Le lecteur se demandera sans doute pourquoi nous

n’'avons pas défini la puissance fractionnaire s de

r(cos6 +/—15in8) & l'aide de la formule

(1) [r(cosG + \/——lsino)];:z/[r(coso + \/:?sine)]”,

pourquoi enfin nous n’avons pas suivi dans la définition
des puissances de quantités imaginaires la méme marche
que dans la définition des puissances de quantilés posi-
tives. La raison en est simple : d’apés notre définition,
[r(cosf + \/:—fsine)]” est une quantité qui posséde plu-
sieurs valeurs, il est vrai, mais dont le nombre des valeurs
ne change qu’avec la valeur et non avec la forme de x;
ainsi nous avons

(2) [r(cost+y—1 sine)]iz [r(cost + V—-—xsine)r: .

Au contraire, en partant de I'équation (1) pour définir les
’ P q p
puissances fractionnaires, on voit que

[7(cost + \/:—I-siDO)]g

" aurait ¢ valeurs, et par conséquent varierait avec la forme

4

de la fraction g sorte que, par exemple, la formule (2)

serait inexacte. De la définition que nous venons de
donner résulte la généralisation de la formule de Moivre,
a savoir

(coso + y/—15in8)™ = cos6z + \/— r1sin0a.

Une quantité réelle étant assimilable & une imaginaire,
L. — Algébre, 11 6
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on voit qu'une quantité réelle peut avoir une infinité de
puissances x'*™* dont une seule est toujours réelle.

Les régles des exposants s’appliquent encore aux imagi-
naires, avec certaines restrictions toutefois; ainsi on a

[(cos8 +y—15in6)]*[r(cos6 -+ y—1sin6)]*
=r*(cos8z + y/— 15infx)r= (cos bz’ + V—_lsinOz')
= r=+='[c0s6 (z + &) + = 1 sin6 (z + 2') |
=[r(cost +y—1sin0)]**+*".

Les autres propriétés des exposants se démontreraient
d’une maniére semblable.

Tntorime I. — La fonction a® est continue, lors méme
que U'on suppose a imaginaire.

Cela résulte évidemment de la formule
[r(cos6 + Y —15in6)]* = r=(cosbz + — 1sin6z),

dans laquelle 7%, cosfx et sinfx sont des fonctions con-
tinues. Nous verrons plus loin comment on peut encore
généraliser davantage la fonction exponentielle, en sup-
posant sa variable imaginaire, et nous verrons qu’alors
encore elle reste continue.

Tutoreme II. — St U'on a pour toutes les valeurs réelles
dex et de y
p(z)elr)=9(=+7)

et si la fonction o(x) est continue, on a nécessairement

a désignant une quantité réelle ou imaginaire.
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En effet, en répétant le raisonnement de la page 46, on
1

trouve que ¢(x)" est une constante réelle ou imaginaire a.

EXERCICES ET NOTES.
1.0na

(a+b+c)(a+ba+c')(a+ ba +ca)= ud+ b3+ c3— 3alc,
« et ' désignant deux racines imaginaires de 23— 1 = e.

9. Résoudre I'équation (x + 18 —x8=1.

3. Calculer et mettre sous la forme @+ &y/— 1 les expressions

wW=1, VW=, ....

4. Quelles sont les racines cubiques de y/—1?

5. La théorie des imaginaires remonte aux premiers travaux des
modernes sur la théorie des équations, mais elle n’a été assise sur
des bases solides que dans ces derniers temps, grce aux recherches
de Francais, Argand, Vallés, Mourey, Truel et Cauchy. La théorie ex-
posée dans le texte a été ébauchée par Cauchy.

Mourey, dans sa Praie théorie, etc., a présenté comme il suit la
théorie des imaginaires :

Appelons quantité imaginaire une droite située dans un plan sur
.equel est tracé un axe fixe de direction donnée. La longueur r de
cette droite sera ce que nous appellerons son module; I'angle 6 qu’elle
fait avec 'axe fixe, compté comme on compte les angles en Trigono-
métrie, sera ce que nous appellerons son argument.

La droite en question sera représentée par la notation 74 et 'on con-
. vient de ne pas écrire I'argument quand il est nul, ainsi @p = «. La résul-
tante de rg, 7y. 7, ... S'appellera aussi leur somme et sera repré-
sentée par ry—+ ry + rge+.... La différence de deux imaginaires sc
définira comme plus haut.Le produit de deux imaginaires 7, et Re sera,
par définition, I'imaginaire ayant pour module 7R et pour argument
6+ ©. Ce produit existe et est bien défini. Le carré de r, sera r3,.
D’aprés cela, on voit que 1.a pour carré 1, =0 —10u — 1. Ainsi 'on

2

60

1|
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peut dire que la droite 5, ou —1 est le carré de 1., que I'on peut
2

alors représenter par y/—1. Toute droite pouvant étre considérée
comme la résultante de deux autres, I'une,a ou aq, paralléle & I'axe

fixe, et l’autre,b = b,. 1= by/—1, perpendiculaire & cet axe; elle

pourra étre représentée par un symbole tel que

a+by—1, etc.

Hamilton ( Lectures on quaternions) a essayé d’étendre ces notions

a la Géométrie de I'espace. M. Despeyrous (Mémoires de I’ Académie

de Toulouse) a fait une tentative du méme genre. Les imaginaires de
M. Despeyrous sont jusqu'ici la généralisetion la plus naturelle des
imaginaires de Mourey; les quaternions d’Hamilton sont soumis a des
régles bizarres: ainsi le produit de deux quaternions peut changer
avec I'ordre des facleurs.

.6. Une droite étant déterminée par ses deux extrémités, on pro-
pose de trouver son milieu en faisant usage d’'un compas, mais sans se
servir de la régle. (MASCHERONI.)

Les propriétés de I'hexagone régulier et la théorie de Mourey per-
mettent de donner un grand nombre de solutions de ce probleme.
(Poir MASCHERONI, la Géométrie i compas. Napoléon 1% faisail,
parait-il, grand cas de cet Ouvrage.)

7. Consulter la théorie des équipollences de Bellavitis, traduite par
Laisant, député.
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CHAPITRE V.
THEORIE GENERALE DES SERIES.

I. — DEFINITIORS.

On appelle série une suite illimitée de termes qui se
forment et se suivent d’aprés une loi déterminée. On
appelle encore les séries suites infinies.

Une série est dite convergente sila somme de ses n pre-
miers termes tend vers une limite déterminée, lorsque n
augmente indéfiniment, en suivant du reste une loi quel -
conque; cette limite est ce que 'on appelle la valeur de
la série ou la somme de ses termes (').

Une série qui n’est pas convergente est appelée diver-
gente. La série

(azo——a,)+(a,—a,)+(a,—a,)+(a,—a,)+ coit(@pmg—a,) .o,

dans laquelle «, désigne un nombre qui a pour limite
zéro, lorsque n augmente indéfiniment, est convergente,
car la somme de ses 7 premiers termes est ag — a,, et cette
quantité a pour limite «, pour n = oo .

(*) Quel est 'inventeur de la théorie des séries? C’est une question dif-
ticile a trancher; Archiméde a sommé les progressions géométriques, New-
ton, Wallis, Leibnitz, Mercator, Maclaurin, Stirling, les Bernoulli, Euler,
Lagrange, etc., ont sommé bien des séries, mais leurs raisonnements man-
quent en général de rigueur; Abel et Cauchy paraissent étre les premiers
qui aient raisonné juste dans cette branche de ’Analyse. (Lire I'Histoire
des Mathématiques de Montucla.)

.
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Au contraire, la série
+I—I1+I—I1—41— . .4 01—I4...

est divergente, car la somme de ses n premiers termes est
alternativement zéro et 1; elle ne tend par conséquent pas
vers une limite déterminée lorsque n croit d’'une maniére
quelconque.

On comprend difficilement comment d’illustres ana-
lystes ont pu écrire des formules telles que

(A) +l—l+l—l+...:%_

(Lewsnirz, Lettre a Christian Wolff. — Evrer, Institu-
tiones Calculi differentialis et integralis, Pars posterior,
Cap.1, etc.).

Lo . 1
Une série divergente ne saurait représenter . En effet,
quelle idée peut-on se faire d’'une somme composée d’un

nombre illimité de parties? En toute rigueur, on n’a pas
méme le droit d’écrire

(1) ag=(ap— &)+ (@g—ag)+ ...+ (cg— apyy) +...

lorsque «, tend vers zéro, c’est-a-dire lorsque la série est
convergente. On le fait cependant, mais seulement en
vertu d’'une convention qui consiste 3 séparer une série
convergente de la limite vers laquelle tend la somme de
ses termes par le signe —. Ainsi la formule (1) est une
maniére abrégée d’écrire

aozlim[(uo—a,)-}—...-'—-(a,,—v,,,_,_,)] pour R=uw .

La formule (A) est donc complétement absurde, puisque
la limite de la somme de ses n premiers termes n’existe

pas : elle n’est donc pas égale a ;-
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Si nous insistons sur ce point, c’est que malheureuse-
ment on trouve dans d'excellents auteurs, parmi les
princes de la Science, des fautes analogues a celle dont
nous venons de parler. Abel s’en plaint amérement dans
une de ses Lettres & Holmboé (voir OFueres complétes).

I. — THEOREMES SUR LA CONVERGENCE.
Tatorime 1. — Pour qu'une série soit conyergente, il
faut que ses termes diminuent indéfiniment.
En effet, soit la série
Ugy Uy, Usy Usy couy Upy oony
et en général 5, la somme des n premiers termes; on a
(l) Sn+1— Sp—Up.

Si I'on suppose la série proposée convergente et si I'on
désigne sa valeur par s, on aura

lim$n+‘ =4,
lims, = s;
donc

lims,, — lims, = lim(s,4y — $,) =0,
c’est-a-dire, en vertu de 'équation (1),
limu, —o.

Remarque I. — La démonstration que nous venons
d’employer, comme du reste toutes celles que nous em-
ploierons dans I'exposition de ces principes, est basée sur
le calcul des limites; elle précise le sens que nous devons
attribuer 4 la locution diminuer indéfiniment. Quand nous
disons que u, doit diminuer indéfiniment, nous devons
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entendre par 13 que cette quantité, réelle ou imaginaire,
doit avoir zéro pour limite, rien de plus : ainsi u, peut
tendre comme on veut vers zéro; il n’est nullement néces-
saire, par exemple, que I'on ait

Up > Upgy > Upyg > .

Remarque II. — On aurait également pu écrire les équa-

tions suivantes,
lims,,,=s,

lims,=s,
d’ou, retranchant la deuxiéme de la premiére,.
lim (Up + Unsy + Unsg + ... + Upsp-1) =0,

résultat que nous énoncerons ainsi :

Pour qu’une série soit convergente, il faut que la
somme des p termes qui suivent le niéme diminue indéfi-
niment quand n augmente indéfiniment, quel que soit du
reste p.

Remarque III. — Il existe des séries dans lesquelles u,
peut tendre vers zéro sans que la série a laquelle appar-
tient ce terme soit convergente; par exemple, considérons
la série suivante, appelée série harmonique :

1+ + +4+ +o.. + -+ +eeee

n—+1

Il est facile de s’assurer que cette série est divergente, car,
si I'on prend » termes.aprés le n*®, la somme

est plus grande que %z répéLé n fois, c’est-a-dire que i Si
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donc on groupe les termes de la série harmonique ainsi
qu'il suit,
S Y L
> \37z)"\s5*ter; )T

1 1 1
—+... _ BN
+(n+l+n+2 +2n>+ ?

on voit que la somme de ses 2n premiers termes est plus
] .
grande que 5 Tépété autant de fois que I'on veut, en pre-

nant n suffisamment grand. La somme de ces 27 premiers
termes crofit donc au deld de toute limite; donc la série
est divergente. C.Q.F.D.

Il arrive souvent que l'on rend une série convergente
par un simple changement des signes de quelques-uns de
ses termes. Ainsi la série

1 1 I I
| — et e e +...
2 4 n+

3
est convergente. En général :

Tutorkme II. — Si dans une série les termes sont, &
partir de l'un d’eux, indéfiniment décroissants et alter-
nativement positifs et négatifs, cette scrie est conver-
gente.

En effet, considérons la série
Ui+ Ug—+ ... +~Up— Up4y+Up+a— « o« +Up+2p — Un+2p+1 o N

dans laquelle les termes sont indéfiniment décroissants et

alternativement positifs et négatifs & partir de u,.
Appelons en général S, la somme des m premiers

termes de la série. Si nous remarquons que les termes
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vont constamment en diminuant, les quantités

Up— Upyyy Upys— Upigy ++ 1 Untap— Uniapt

seront toutes positives, et, par conséquent,

(') Sptt < Snas < Spas oo o < Spaapt1 oo oo

Les quantités — ©pyy 4 Unyay- ooy — Unyap_a + Unjapy oo
seront toutes négatives, et, par suite,

(2) SI'H>SII+G>SII+$>'*->SR+QP>..-.
Or

Spt1p=Spiapg + Uprap

Donc S,,ap est plus grand que S, 5p_s, et, & cause de
la suite d'inégalités (1), plus grand que S,,,. Ainsi donc
une somme quelconque comprise dans la suite S;,2, Sp 4,
Sris,. - - est plus grande que S,,,; il en résulte que ces
sommes, allant constamment en décroissant et restant
supérieures a S,,,, qui est fixe, ont une limite S. Or
on a

Sn+2p — Upyepat — Sn+!p+1'

Faisons croitre p indéfiniment ; le premier membre de cette
équation a pour limite S, car #,42p, a pour limite zéro;
donc S, ap41 a pour limite S également ; donc, de quelque
maniére que croisse I'entier m, S, a une limite, ce qui
revient & dire que la série proposée est convergente.

Cororraire. — On voit que, la valeur de la série étant
comprise entre S, et S, 'errear commise en prenant S,
pour valeur de la série est moindre en valeur absolue que
Upyie

Tutorime II. — Quand une série a termes positifs a
ses termes respectivement plus petits que ceux d’une autre
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série également & termes positifs et de plus convergente,
la premiére série est aussi convergente.

Soient, en effet,
(1) s=ugt+ gt Mgt .. Uy

la série convergente donnée (on représente ordinairement
une série convergente en séparant la somme d'un certain
nombre de termes de sa valeur par le signe =, on sup-
prime le mot lim) et

(2) Vot vyt e v, .

la série proposée. Soit s, la somme des n premiers termes
de la série (1), t, la somme des » premiers termes de la
série (2); comme vy <o, ¢4 < Uyy. ..y Vo< Upn,y ON a évi-
demment

I, < Sns

donc, a fortiori,
t, < s.

Or, n croissant, ¢, croit, mais £, reste constamment infé-
rieur 3 s; donc, en vertu d’'un principe déji invoqué, ¢, a
une limite; la série (2) est convergente.

C.Q.F.D.

Tutoreme IV. — Une série a termes positifs et néga-
tifs est convergente lorsque la série des valeurs absolues
de ses termes est convergente.

En effet, considérons a part les séries des termes posi-
tifs et des termes négatifs pris dans 'ordre dans lequel ils
se succédent dans la série proposée. :

Soient

(1) A+ @y Ay +. A Gt
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la série des termes positifs et
(2) bo+by+...+bp+...

celle des termes négatifs pris chacun en valeur absolue.
Soient x; la somme des i premiers termes de la série (1),
v la somme des k premiers termes de la série (2), et s, la
somme des n premiers termes de la série proposée. Nous
pouvons toujours supposer que @, @,..., @; soient les
ermes positifs de s,, et by, by, ..., bx les termes négatifs;
alors on a, en appelant s, la somme des n premiers termes
de la série proposée rendus positifs,

(3) e =i+ Yh
(4) Sn = Ti— Yk

L’équation (3) montre que s, est plus grand que x; et que
y&; donc, a fortiort, la limite de s,, qui par hypothése
existe, est supérieure & x; et & yx. Or x; et y; sont des
nombres croissant avec i et k, mais constamment infé-
rieurs 3'la limite de s,; donc ils ont une limite chacun;
donc les séries (1) et (2) sont convergentes. L'équation (4)
montre que s, a une limite égale 4 la différence des limites
de x; et yx, c’'est-3-dire que la série proposée est conver-
gente et a une valeur égale  la différence des valeurs des
séries de ses termes positifs et de ses termes négatifs.

Tatoreme V. — Quand une série ne perd pas sa con-
vergence lorsque Uon rend tous ses termes positifs, on
peut, sans altérer sa waleur, intervertir l'ordre de ses
termes.

En effet, considérons d’abord une série convergente a
termes positifs :

(1) S=ug+ U+ Uy . AUyt ...
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[ntervertissons 'ordre de ses termes, et soit

(3) Vot o+ ... 0,

la nouvelle série obtenue aprés ce changement. Soient s/, la
somme des n premiers termes de la série (2), s, la somme
des m premiers termes de la série proposée ; on pourra tou-
jours choisir m de telle sorte que tous les termes de s',
soient contenus dans les m premiers termes de la série (1).
On aura alors

s4,Ss, et sh<lims,, ou <s.

Nous voyons par la :

1° Que la série (2) est convergente, puisque s, croit
avec n sans dépasser s;

2° Que la valeur s' =1lims), de la série (2) ne saurait
surpasser s. Or on démontrerait de la méme maniére que
la valeur s de la série (1) ne saurait surpasser s'; donc on
doit avoir

s=+¢,

donc la série (1) n'a pas changé de valeur.
Supposons actuellement la série

(x) S=ugt+ U+ Ug .0 Uyt .0,

a termes quelconques.
Soient

(3) ay+ay+ag+...+a;+...

la série de ses termes positifs pris dans le méme ordre que
dans la série (1),

(4) bo+bl+.. +bk+-oo

la série de ses termes négatifs également pris dans I'ordre
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ol ils se trouvent dans I'équation (1). Supposons que la
série (1) conserve sa convergence quand on rend ses
termes positifs. Les séries (3) et (4) sont convergentes,
et, si x et y désignent les valeurs respectives de ces séries,
on a

(5) s=x—.

Cela posé, changeons 'ordre des termes de la série (1);
la série de ses termes positifs sera encore la série (3),
a 'ordre des termes prés. Or, cette série est & termes posi-
tifs; donc elle conserve sa valeur. Méme observation
pour la série des termes négatifs et pour la série des
valeurs absolues des termes de la série (1). Il en résulte,
d’aprés le théoréme IV, que la valeur de la série (1) trans-
formée est encore x — y; donc la série (1) ne change pas
de valeur quand on change l'ordre de ses termes.

, €. Q. F. D.

RemarQue. — Toute cette démonstration repose sur
I'égalité (5); lors donc que x ou y n’existeront pas, c'est-
a-dire quand dans la série proposée les termes positifs et
négatifs ne formeront pas des séries convergentes, la dé-
monstration précédente tombera en défaut. Il est facile,
du reste, de donner un exemple dans lequel on voit une
série changer de valeur quand on change 'ordre de ses
termes.

Considérons, par exemple, la série convergente

1 1 1 1 1

I ¢
e e e =*....
(M 1—5+3 V5T ntn

Remarquons que la série des valeurs absolues de ses
termes est identique avec la série harmonique qui est diver-
gente.

Posons
1 I I I
fAl={—g+3——3p
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et considérons la série

(:z)I o WL DU U S, S A
3 2 5 7 4§ 4rn—3  4fn—1 2o 77

1 . .
Arrétons-nous au terme 55 cette série, comme on voit,

renferme les mémes termes que la série proposée; leur
ordre est différent, et 'on prend d’abord deux termes posi-
tifs, puis un terme négatif, puis deux termes positifs, puis
un terme négatit, . ..; nous aurons

LN L N 1
T3 T §n—3" frn—1 2n
(3)

I 1
_f(n)+2n+x+2n+3+"'+4n—|‘

La quantité qui suit f(n), composée de n termes, est évi-
+On a

demment plus grande que 7 >< ou que

4n—1 4__
donc

1 . 1 I 1 1
‘+§+“'+4n—3+4n—1_§Z>f(”)+4__—i'
n

Si nous supposons que n devienne infini, le premier
membre de cette inégalité ou la valeur de la série (2) dif-
férera de lim £(7) ou de la valéur de la série (1) de plus

4 ?
différente de celle de la série ().

donc évidemment la série (2) a une valeur toute

Jusqu’ici nous n’avons guére parlé que de séries & termes
réels; mais on fait un fréquent usage en Analyse de séries
d termes imaginaires.

Une série 4 termes imaginaires peut se mettre sous la
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forme

5 (o + ey —1) + (g + o Y =1) + (3 + 0¥V =1) +...
| 4+ (tg+ony=1)+...

Cette série sera convergente si les deux séries

(1)

(2) Ug— Uyt UgH. . o Uy+.. .,
(3) L o R L T

formées des parties réelles et des coefficients de y—1
dans tous ses termes, sont toutes deux convergentes.

En effet, soit s, la somme des n premiers termes de la
série (1), o, et 7, les sommes des n premiers termes des
séries (2) et (3); ona

Sp=0p—+ Th V;—l

En passant aux limites et en désignant par et v les va-
leurs des séries (2) et (3), on voil que

lims, =g + ty—1;
donc la série (1) est convergente. €. Q. F.D.

Remarque. — Il est clair que, si 'une des séries (2) et
(3) edt été divergente, la série (1) I'edt été pareillement.

TatoreMe VI. — Dans une série & termes imaginaires,
st la série des modules des différents termes est conver-
gente, cette serie est elle-méme convergente et 'on peut,
sans altérer sa convergence, intervertir I’ ordre des termes.

En effet, considérons la série (1). Les séries de ses
termes réels et des coefficients de y—1 sont convergentes
indépendamment des signes de leurs termes, car ceux-ci
sont respectivement plus petits que ceux de la série des
modules qui est & termes positifs. On peut donc changer
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I'ordre des termes de ces séries sans en altérer la valeur,
. ce qui revient i dire que 'on peut changer I'ordre des
termes de la série proposée elle-méme. C. Q. F.D.

II. — REGLES DE CONVERGENCE.

On connait un grand nombre de régles permettant de
reconnaitre si une série donnée est convergente; mais un
petit nombre de caractéres suffisent dans la plupart des
cas, et nous allons les faire connaitre.

Tatorime I. — Zoute progression géométrique dont
la raison est un nombre réel ou imaginaire de module
moindre que 1 est une série conyergente.

En effet, une telle progression peut se mettre sous la
forme

(1) a+axr+ar*+ ... +azx"+....

Or, quel que soit x,la somme des n - 1 premiers termes est

égale 3
n+l — g 1 n+1
a—— ou a ( — )-

r—1 1—2 1—2

Si le module de x est moindre que 1, 27+ tend vers zéro,
et la somme des n premiers termes tend vers la limite finie

— pour n=c0. La série (1) est donc convergerite, el

I'on a

: x.—_-a+a.:v+a.t’+...-!—a.z-"—l—....

. 2z z
Si l'on remplace x par ~» en supposant mod -<1nona

ac z 3? "
=a+a-—|—a—,+...~+-a—n+...,
« @ «

@ax—32
L. — Algibre, 11 Y]
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. 1
et, en faisant a = 2

n

3! s
+;;+"‘+;n_—+l+“';

I 1 3
x—2 3 43

cette formule, qui nous sera utile plus tard, a lieu pour
toutes les valeurs de z et de « telles que modz << moda.

Tatorkme II. — Si, dars une série & termes positifs

(1) Uy Uyt AUy Uy e,

3 - u 2 3 ’
la limite du rapport —:—"-‘-‘ d’un terme au précédent tend
n

wers une limite inférieure a I'unité ou reste constamment i
inférieure & un nombre a fixe moindre que 1, cctte serie
est convergente.

Observons tout d’abord que, la limite de ﬁl’;i’ étant
n

o . u o
moindre que I'unité, —:‘—"" finira, pour des valeurs suffisam-
n
ment grandes de r, par différer de sa limite de moins que

o . . . . u .
cette limite ne différe de I'unité, et par suite -—:"—'-' finira
n

par rester moindre qu'un nombre « fixe, moindre lui-méme
que I'unité; ainsi nous n’avons besoin de démontrer le
théoréme que pour le cas ot I'on a, pour » suffisamment
grand,

Upy.
M,

Up
De 12 on tire
Upyy < &y,

et de méme

Upsa < RUptyy  Upsg< RUptay - oes
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On tire de ces formules
L 3
Un+1 < AUpy, Upys < “'unv un-l-t< “8um DR

La série considérée a donc ses termes respectivement
moindres que les termes de la progression géométrique

alt,+ u,+ adu, + ...,

dont la raison « est moindre que 1 et qui, par suite, est
convergente; la série proposée elle-méme est donc conver-
gente.

CoroLLAIRE. — i dans une série & termes quelconques
- la limite du rapport d’un terme au précédent a un mo-
dule moindre que Uunité, ou si le rapport d’un terme au
précédent conserve un module moindre qu'un nombre
a fixe moindre que 1, cette serie est convergente.

Car la série formée des modules de ses termes est con-
vergente, en vertu du théoréme précédent (p. 96).
Un

Remarque I. — Si le rapport —= tendait wvers une
n

limite supérieure & l'unité ou restait a partir d’un certain
terme supérieur & U'unité, la série serait divergente, car
les termes iraient en augmentant.

= . o . u . - u
Remargue II. — Si la limite -"ti‘3'—' était 'unité, :“
n n
n’étant pas constamment supérieur & 1, on ne pourrait
plus rien affirmer relativement 4 la convergence de la série,
et il faudrait avoir recours a d’autres caractéres pour
décider si la série proposée est convergente ou divergente. -

RemarQue III. — 11 est facile d’évaluer une limite de
Y’erreur commise quand pour calculer la valeur de la
série (1) on se borne 3 faire la somme des n premiers

CLeen
L
]
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termes. En effet, cette erreur est
Upyy+ Upig—+ o ooy

or upy < dlUp, Up_a< 22Uy, ..., d'aprés ce que l'on a
vu { donc l'erreur est moindre que la valeur de la progres-
sion
aly+ atu, + du,+ ...
ou que
al,

Tatorkme IIl. — Si l'on a deux séries & termes positifs,
U'une convergente,

(1) S=ay+a;+ay+...+a,+ap 4+ ...,
et l'autre,
(2) bo+ by ...+ b+ by +.u s,

bn+i

by

telle que le rapport d’un terme au précédent, » soit

. Joert ap4-y
constamment mferleur au rapport correspondant -a—

. n
dans la premiére, cette derniére est convergente.

En effet, la série (1) étant convergente, la suivante le
sera aussi (1) :
b,

0 o . "o
by+ —a;+ —ay+ .o+ —ap+—@pyy - . ...
@y (<) ag a

(*) Si V’on éprouvait quelques doutes a cet égard, ils seront levés par le
théoréme Il du paragraphe suivant, théoréme qui pourrait trouver sa place
jci. :

sevre
et
e
secte
eten
LS
L
teee
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Cette série peut s’écrire ainsi :

a a, a a, a,_ a
(3) lottbg—= by = 4. 4By —2 2.ty L
L0 ay ay Qp—y Gp—g a

Mais la série (2) peut se mettre sous la forme

by by

bn b""...ﬁ.x.._ .

+ ...+ b b b, b, ;

b
bo+ b.,;: + &,

or cette série a, en vertu de notre hypothése, ses termes
respectivement moindres que ceux de la série (3), qui
est convergente; donc la série (2) est elle-méme conver-
gente. C. Q.F.D.

Il est facile de déduire de 1a le théoréme précédent.

Tatorime IV. — La série

I
i S

1
T TR Ep

(1) 1 + I + T

G 2k 3k
est convergen e ou divergente selon que k est plus grand
ou plus petit que 1.

En effet, supposons d’abord k plus grand que 1; la série
précédente peut s'écrire, en groupant les termes (ce qui
n’altére pas la convergence ou la divergence de la série,
puisqu’elle a ses termes positifs), de la maniére suivante :

1 '+_'_+l
LY. (3k 4k>+--
(2)

I 1  §
+[(2n+‘)k+(2n+2)k+...+w]—r....

Si 'on suppose k>>1, le terme général de la nouvelle

. . 1 . .
série est moindre que —- répété 27 fois, c’est-a-dire
2

. 1 .
moindre que pyTr=vk les termes de cette série sont donc
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moindres que ceux de la progression géométrique décrois-
sante

1 1 4
——2‘_,+(—,;;_T);+...+-(~ZT_—‘7.

“+ ...
elle est par conséquent convergente.

Si au contraire k<1, alors la série (2) a ses termes
plus grands respectivement que ceux de la série harmo-
nique ; elle est donc divergente dans ce cas.

Dans la série (1), le rapport d’un terme au précédent est
de la forme

1 1/ 1 \*
(r+1)% 0k —

1 ’
| B
3 n

si k est plus grand que 1, cette quantité est évidemment

moindre que

! r On peut donc énoncer le théoréme
1+ -
n
suivant (*):
Tuacorime V. — 8i dans une série le rapport d'un
terme au précédent, ayant pour limite l'unité, peut se

mettre sous la forme s et st na tend wvers une li-

-+ a
mite k plus grande que 1, cette série sera convergente.

Les régles de convergence que nous venons de donner
suffisent dans la plupart des cas; nous donnerons dans les
exercices quelques régles nouvelles, en laissant au lecteur
le soin de les démontrer.

ArrricaTioNs. — 1° Cherchons si la série
l+3x+8 4 +n’—l.z"' 14
- —_— PR - e
5 10 1?41

(*) Raabe et Duhamel I'ont trouvé & peu prés en méme temps.
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est convergente. On a ici, pour I'expression du rapport
d’un terme au précédent,

(p+1)—1m 41
(n41)*+1 A1

pour =0, la limite de cette expression est x.Donc
la série est convergente si modx <1, divergente si
modx > 1; enfin, si modx =1, elle est encore diver-
gente, parce que les modules des termes ont pour limite x
et par suite ne tendent pas vers zéro.

2° Cherchons si la série

I 1 T
I+ -4 zd. 5+, .
2 6 n*—n

est convergente. Le rapport d'un termec au précédent a

1
pour expression générale (;:‘L),—_—_—Z'n—_'_l—), dont la limite

est 1. Cette expression peut s’écrire :

x'(1+ 27
° n—n/

par n,on obtient une quantité dont la

2n
r*+n
limite pour n = est 2. Donc la série est convergente.

En multipliant

IV. — DES CALCULS QUE L’'ON PEUT EFFECTUER SUR LES SERIES.

Tatorime I. — Si l'on considére les séries conver-
gentes
A=aqy+ay+...+a,+ ...,
B=b,+b+...4+b,4+...,
C=cy+cy+...4+€,+ ...y
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la série dont le terme général est
up,—a,*=b,*c,2 ..,
est convergente et a pour valeur A-=B+=C=....

En effet, on a

n ﬂIl -n n
Zou::: iz‘oai—zo bizoci ceen
Si 'on suppose que n augmente indéfiniment, on voit
que 2:u a une limite égalea == A =B+=C=*..., ce qui
démontre le théoréme énoncé.
Tatorime II. — Si la série
D T T T e
est convergente et a pour valeur s,
avy+ auy+ ...+ au,+..

sera convergente et aura pour valeur as.

En effet,

n n

Zo(au): azou.

n
Donc, si n augmente indéfiniment, 2 (au) a une limite
0

égale & alimzau ou i as. C. Q. F. D.
0

Tutorime III. — Si la série
ST U U Uy Uy

est convergente et a tous ses termes positifs, si de plus
@oy @y, +- .y Gp, ... sont des nombres positifs qui ne
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crotssent pés au dela de toute limite,
ayu,+ a uy + agug+. . .+a,,u,,+». .
sera conyergente.

En effet, en désignant par A un nombre plus grand que
ay, agy + .., g, ..., cette série a ses termes respective-
ment plus petits que ceux de la série convergente

As—=Auy+Auy+.. . +Au,+...,

qui est aussi & termes positifs. Abel a démontré que le
théoréme précédent était encore vrai pour une série quel-
conque si les nombres a,, a,, a,, ... allaient constam-
ment en décroissant; en effet, dans cette hypothése, en
posant

(1) Uy Uy . U= S,
(2) aglty + ajuy +. .+ apit, =t
on a les relations suivantes,
UT=Sg, Uy == Sy— Sgy ++ey Up==Sp— Sp—y, e,

et par conséquent, en portant ces valeurs dans I'équa-
“tion (2),

ty = aySo+ ay(sy— 8] + ...+ @ (5 — $54),
ce que I'on peut écrire ainsi :
(3) ty=(ay— a))s,+ (a3 — ay) sy +.. .+ aps,.

Dans cette équation, les coefficients de s,, s, ... sont

tous positifs, car a,, ay, ... vont en décroissant; mais, si

' § désigne une moyenne entre les quantités sy, 5y, ..., Sp,
on aura

t,=0[(ap— ay) +(ay— a3) +. ..+ a,]= u,0.
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Or, n augmentant indéfiniment, 6 conserve une valear
finie; donc ¢, conserve une valeur finie. Supposons alors
50y Sty - vy Sny » .. positives (s’il n’en était pas ainsi, on
augmenterait convenablement u,); ¢, croit, en vertu de
I’équation (3), avec =, sans devenir infini; il a donc une
limite; par suite, la série (2) est convergente.

C. Q. F.D.

Tatorime IV. — Si les séries
(1) S=ugtuy+uy+ ...+ u,+...,
(2) =0y P+ Vg0 ...
sont convergentes, la série dont le terme général est
Wp = UPp+ Uy Vg UV g+ ...+ Up¥y

est convergente et a pour valeur st dans certains cas que
nous allons examiner.

1° Supposons d’abord les séries (1) et (2) & termes posi-
tifs; nous aurons

n n n
(3) Zouzovz 20w+u1>< O+ Uy (Pp—y+0,) 4.

+ Uy (004 0,

. . . m =
Considérons maintenant le produltz uz ¢.Le terme
0 0

de ce produit dans lequel la somme des indices est la plus
élevée est am. Si donc am est moindre que z +1, ousim
n—+1

est le plus grand entier contenu dans , tous les termes

m mn L3
de 20 u 20 ¢ se trouvent compris dans zo w. On a donc

2:w> zzlu 2:'0.
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Or, en vertu de I'égalité (3),

2:“’ < z:u 2:"

Mais si I'on suppose que m et n augmentent indéfiniment,
n n m m

2 u 20 vet 2 u 2 v tendront tous deux vers st. Alors
0 0 0

n
2 w, qui reste compris constamment entre ces deux pro-
0

duils, tendra aussi vers la limite st. Le théoréme qui nous
occupe est donc démontré pour le cas ol les séries (1) et
(2) sont a termes positifs.

2° Supposons que les séries (1) et (2) ne perdent pas
leur convergence quand on rend leurs termes positifs.
Considérons d’abord les termes des séries (i) et (2) en

valeur absolue. Tout ce qui dans I'égalité (3) suit znw
0

n n n
a pour limite zéro, car 2 u E vetz w ont méme
(1] (]

limite, d’aprés ce que nous venons de voir tout a 'heure.
Il en sera encore de méme a fortiori quand on aurarendu
aux termes des séries (1) et (2) leurs signes respectifs. Par
conséquent, si dans I'égalité (3) nous supposons que n
augmente indéfiniment, il vient, en passant aux limites,

. n
:t:llmz w, .
. L

ce qui démontre que le théoréme est encore .applicable
dans le cas o les séries ne perdent pas leur convergence
quand on rend leurs termes positifs.

3° Considérons enfin le cas ou les séries (1) et (2) se-
raient A termes imaginaires. Nous supposerons les séries
des modules de leurs termes convergentes, et nous pose-
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rons en général
u,= py (cosa, +y—1sina,),
o2 = ga(cosf, ~+y—1sinf,).

Alors, en vertu de ce que nous avons démontré dans le pre-
mier cas, la différence

n n n
ZOP 20(1 - 20117 =p19n+Pr(Qn1+ gu) +- - .
+Pa(q1+ Qs+ -+ qn)
aura pour limite zéro; il en sera de méme a fortiori de la
quantité
P (cosa, + \/—_lsina,)q,, (cosp,, “+V—1 sinﬁ,.)
+ pa(cosay + y—1sinay) [ gp1(cos By +y—18inf,,)

~+ q,,(cosB,, -+ F—‘_Sin Bn)]

R R 060000000000 s0css st arone o )

qui n’est autre chose que u, v+ Uy (vp_y++p)+.... L'éga-
lité (3), en passant aux limites, fournira donc encore

n
st = 2 w, et le théoréme est encore vrai dans ce dernier
0

cas.

V. — THEOREME D'ABEL.

Lemme. — Si une série ordonnée par rapport aux
puissances croissantes d’une méme lettre x est conver-
gente pour le module R de x, elle l'est encore pour tout
module moindre. Si elle est divergente pour le module R
de x, elle I’est encore pour un module plus grand.

En effet, considérons la série

(1) ag+ ayr +agat ...+ apx”+...;
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cette série étant convergente pour un certain module R
de x, les modules de ao, a;R,..., a,R*? devront tendre
vers zéro. Si 'on considére alors la progression

R s e ey

‘o mod z modz\ 7
-+ R cee R

qui est une série convergente quand le module de x est
moindre que R, en multipliant ses termes par les nombres
moda,, mode,R, moda,R?,..., moda,R?, qui ne crois-
sent pas indéfiniment (p. 106 ), on obtient la série conver-
gente

moday + moda,x + modayz* + ...+ moda, 2" +. ...

La convergence de cette série entraine celle de (1).
C.Q.F.D.

Cororraire. — 1l résulte de 13 qu'il existe un module R
de x tel, que pour tout module moindre la série (1) est
convergente, pour tout module plus grand elle est diver-
gente; ce module s’appelle le rayon de convergence de
la série. En représentant les imaginaires par des points,
conformément aux méthodes de Cauchy, on voit que la
série (1) est convergente pour toutes les valeurs de x con-
tenues 4 l'intérieur d’un cercle décrit de l'origine comme
centre avec un rayon égal au rayon de convergence. Ce
cercle est ce qu'on appelle le cercle de convergence de la
serie.

Tatorime. — Une série convergente ordonnée par rap-
port aux puissances croissantes d’une méme variable x
représente une fonction continue de cette variable pour
toutes les valeurs du module de x infeérieures au rayon
de convergence.

Pour démontrer cette proposition, considérons la sé-
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rie (1); désignons par f(x) sa valear, nous anrons
(1) Sflz)=a,+a2+.. . +a,z"+....

Soit R le rayon de convergence, et supposons le module
de x inférieur 3 R. En donnant un aceroissement 4 assez
voisin de zéro & x, x + / aura un module moindre que R,
et 'on pourra encore écrire

(2) fle+h)=ag+ay[z+h)+...4a,(x+Ah)"+...,

d’ou Ton conclut

(3) f(-”"‘,‘)_f(x):-‘-a,h -+ a,[(x+h)’—z‘] “+..,
+an[(z -+ h)"—'-r"_l-l-. .ol

or, si nous posons

plz)=ag+ayx+... +agz"+...,

V() = gy T + Qpygx™I 4. L,

on pourra toujours choisir z assez grand pour que ¢ (x—+5)
ait et conserve un module moindre qu’une quantité don-
née « lorsque A tend vers zéro; en effet, pour cela il suffit
de prendre n assez grand pour que

R**'moda,, + R** moda, 3+ ..

soit inférieur 4 @, R désignant toujours le rayon de con-
vergence. Mais alors §(x + A)— () aura et conservera
un module moindre que 2a, puisque le module d’une
somme est moindre que la somme des modules de ses
parties. Cela posé, la formule (3) peut s'écrire

f(@+h)—f(2)=9(z+h)—e(2)+ $(z+ h) —4(2);

or, en faisant tendre & vers zéro, ¢(z + h) — ¢ (z) tend
vers zéro, car ¢ (x) est une somme d’'un nombre lmité
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de fonctions continues de z (p. 34); on peut donc pren-
dre le module de ¢ (2 + k) — ¢ () moindre que a, et,
comme § (z + k) — ¢ (z) conserve un module moindre
que 2a quand A tend vers zéro, la formule précédente
fournira la relation

mod{f(# + k) — f(z)] <3a.

Ainsi le module de I'accroissement de f(x), correspon-
dant 4 I'accroissement A de z, peut étre pris moindre que
toute quantité donnée, ce qui revient 3 dire que f(z) est
coatinue. C- Q. F.D.

Les géomeétres avaient, longtemps avant Abel, admis
tacitement qu’une série dont les différents termes étaient
des fonctions continues de z avait pour valeur une fonc-
tion continue de cette variable, assimilant ainsi une série
4 un véritable polyndme. Cette assimilation n’est pas
légitime : on congoit, en effet, qu'a un acccroissement
infiniment petit de z puisse correspondre une infinité
d’accroissements infiniment petits pour les termes de
la série, et dont la somme donnerait un accroissement
fini.

ReMARQUE TREs mMrorTANTE. — Deux séries ordonnées
par rapport aux puissances dc x et qui représenten: la
méme fonction .ont les mémes cofficients; en d’autres
termes, une méme fonction ne peut pas, pour les mémes
valeurs de z, se développer de 8cux maniéres en série
ordonnée suivant les puissances croissantes de x.

En effet, si I'on avait
A+ BT+ AT+ ... =By + g+ B2 4. .,

on aurait, pour x = o,

ay = by;
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divisant alors par z, on obtiendrait 1’égalité

A+ x4+ ... =by+byx+ ...,

qui subsiste méme pour = o, car les deux membres de
la formule précédente sont continus, en vertu du théoréme
d’Abel; on a donc @, = b,, et ainsi de suite.

.
V1. — LIMITE DE (l—#—l%) POUR m — o, m ETANT ENTIER.

On a séuvent besoin, en Analyse, de connaitre la limite
vers laquelle tend (1 + %)"‘ quand m croit indéfiniment.

Pour trouver cette limite, nous nous appuierons sur le
lemme suivant :

Lemvme. — . Si a, B, ..., X sont des nombres positifs
moindres que l'unité et tels que a +B +. ..+ A2<1, on
aura

(1—a)(1—=B)...(1—))=1—B(x 4B ...+,
] de'signant un nombre compris entre o et 1.

En effet,

(1—a)(1—B)=1— a— B+ af,
d’ou ®

(4) (1—a)(r1—p)>1—(a+p).
En multipliant par 1 — y, on en déduit
(1—a)(1=f) 1= 9)>[r—(a+B)](1— ),
ou, en vertu du théoréme contenu dans la formule (A),

(1—e)@—B)(x—9)>1—(a+p+7);
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‘
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en multipliant par 1 — &, on trouvera de méme
(1= @) (1= B) (1= 7)1 — 8) >1—(a + B+ 7+ ),
et ainsi de suite. On a donc |
1> —e)(1—B)...(1—=A)>1—(a+B+...+1),

et, si 6 désigne un nombre convenablement choisi entre o
ct 1, on peut écrire

(1—ea)(t—PB)...(1—2) =1—0(a+ B +...+]).
C. Q. F. D.
Arrivons a la recherche de la limite de (1 -+ %) m. En sup-

posant d’abord que m croisse en passant par des valeurs
entiéres et positives, la formule du binéme donne (p. 7)

(.+5>'"'=,+$(;)+"'<+;ﬂ(g)’+...

ﬂl(m—l)....(m——p—i—l)(f)P_'_...
1.2.3...p m

-+

ou bien

z\m 1 2
‘(l-!——) =l+x+(1——)——-+...
m mj/ 1.2

[

m, m m | 1.2.3...p
Supposons que m augmente au dela de toute limite; si I'on
remplacait dans le second membre de cette formule (1)
chaque terme par sa limite, on s’exposerait i trouver un
résultat inexact, parce que la limite d’une somme n’est
égale 4 la somme des limites de ses parties qu’autant que
le nombre m de ces parties est fini (t. I, p. 117, ligne 11).
Quoi qu'il en soit, je dis que le second membre de la for-

L. — Aigébre, 11. 8

f
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mule (1) a pour limite la valeur de la série

o
(2) S=14- +—.—+ .-—l—I—;T———I-...,

qui esl convergente, car I'expression générale du rapport
d’un terme au précédent est ;, quantité dont la limite est

zéro pour n = (p. 99).

Pour le démontrer, observons qu’en vertu du lemme
précédent on a, en désignant par 0,,0,, ... des nombres
compris entre o et 1,

(,_,_:2) (,_%)...(,_P;‘)=,_e,,_,"";+;",

car la somme ~ + 2 ... 42! estp(p_')- La for-
m m m a2m

mule (1) peut alors s’écrire

1 1.2.3...m
2
(3) ———'[1—1—0,-+o,—2+
2m—1
+0m—l_

Si 'on suppose m = o , la quantité écrite sur la premiére
ligne du second membre de cette formule tend vers la
valeur S de la série (2); quant a la quantité écrite a la

2
. x .
suite, elle se compose de deux facteurs, I'un —- qui tend

vers zéro et I'autre dont le module est inférieur ala valeur
de la série convergente
R R? R”

I — 4 — i ———— .y
1 1.2 1.2...n



CHAPITRE V. 115

dans laquelle R désigne le module de x. Cette quantité a
donc pour limite zéro, et, par suite, la formule (3) devient,
pour m =,
. xz\™m x ozt "
(4) hm(l +——) =S o
m 1 1.2 1.2...n

Cette formule est démontrée en supposant que m tend vers
'infini en passant seulement par des valeurs entiéres et
positives; nous allons prouver qu’elle a encore lieu quand m
devient infini en passant par des valeurs quelconques.

m
VII. — LIMITE DE (x+£—)’ . ETUDE DU CAS 0U  EST QUEL-
CONQUE. DEVELOPPEMENT DE ¢~, CALCUL DE e.

Supposons x réel et m positif; soit # un entier tel que
n < m<n—+1.On aura, en supposant d’abord x > o,

<x+ ;)"-H> (l -+ ;%)m> <1+ 'T:_—l)”

ou
x\» x x\m xr \*H x
(l+;) <l+;>>(l+’;> >(l+n+l> :<l+n+l>.

. z\ " x \r"+
Or, n et n + 1 étant entiers, (l + —) et (1 + )
n n—41

ont pour limite la quantité appelée S au paragraphe pré-

x
cédent quand m = o ou n=c0; les facteurs 1+ ~ et

x

1+

m
ont évidemment pour limite 1. Donc <1 -+ f) ’
n—+1 m

qui est compris entre deux quantités ayant pour limite S,
a lui-méme pour limite S. La démonstration serait la méme
si I'on avait x <{ o} il faudrait seulement changer le sens
des inégalités précédentes.

‘ 8.
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Si m était négatif, en le remplagant par — ~, on aurait

(w2 = (=5 (2= o2

@ n—x x x
=(1+:75) " (1 5%5)"
n—x n—x

. . z n—x .
Or, la limite de (1 -+ n) pour n — z = o, c’est-a-

IR

. . . . x
dire pour n = oo, est S, tandis que lalimite de (1 -+ L)
n—z

est 15 on a donc encore, dans le cas o m devient infini
en passant par des valeurs négatives,

2
) 1im(1+£)”'=s=,+’_”_,_-’”__.__m
m I 1.2
Remarques. — Si dans cette formule (1) nous faisons

Z =1, nous aurons

o I\m 1 1
lim {1+ — =14 -4+ —
m 1

On désigne par e le second membre de cette formule, en
sorte que

. / 1\~
(2) lim Kl—i——) =kce.
m
Ce nombre e est, comme on I'a vu, la base des logarithmes

. 1. .
népériens; on peut, en posant m = —, lui donner la forme

(3) c:lim(l+a)%,

que I'on a rencontrée (p. 32).
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S (O

m
-—
x

mais (1 + i) » en vertu de (2)ou de(3), a pour limite e

m
x

m e 3ep .
quand m ou - croit indéfiniment; on a donc
. z\™ .

lim <| + '-'—‘) = %,

et par suite, en vertu de la formule (1),

x x? xn
e't= —_ —_— . "'. ‘!‘.--o
(4) L

"1.2.3...n

Si dans cette formule on remplace x par zloga, elle

donnera
a*=1 + zl(:ga + z'(:oia)’ +.

La formule (4) peut servir au calcul de e*. Supposons
que nous ne prenions que les n 41 premiers termes de
cette formule; ’erreur commise sera

h+ x x?
1.2. .(n+1)[l+n+2+(n+2)(n+3)+"']’

si x est positif, cetée erreur sera inférieure a

-+ x x‘
|.2.3...(n+|)[l+n+l+(n+l)’+°"]

zh+t n—1 z" z
ou
1.2.3..(n+1)n+1—2x 1.2.3...nn+1—x

ou a

b

sil'on suppose x négatif, le premier terme négligé dans la
série fera connaitre une limite de I'erreur (p. go).
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En appliquant ces considérations au cas od x =1, 0on’

peut calculer le nombre e au moyen de la formule

I 1
e=I+4—+—+...4—"
I 1.2 1.2...0

On a, par exemple,
1.2.3...12 = {7900160;

donc, en s’arrétant au treiziéme terme inclusivement,
I’erreur commise sur le calcul de e sera moindre que

I I
—_— —
40000000 12

et 'on aura e avec huit chiffres exacts. On a trouvé

e = 2,718281828459045. ...

Le nombre e estincommensurable. En effet, sil’'on pou-
vait avoir
1 T 1
5) P=e=t14ot——t.ib—a—+...,
q I 1.2 1.2.3...9
p et g désignant deux entiers, on en déduirait, en multi-
pliant par 1.2.3...q,

1.2.3...(¢q—1)p=1.2.3...9+2.3...9+3.4...9+...
1
+ “+
g+1 (g+1)(g+32)

+1+

Or cette égalité est absurde. En effet, le premier membre
est entier; quant au second, il est évidlemment fraction-
naire, car

1 I I ) §

e PR | Py B A VT )
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c’est-a-dire

ou bien
I
< -
q

La formule (5) est donc absurde, et le nombre e incom-
mensurable. C. Q. F. D.

r+y\/: "
VI, — LIMITE DE 1+ — POUR m = .
SERIES DE NEWTON.

Z=<l+ iﬂ—_—')ms

Soit

m

et proposons-nous de trouver la limite de Z pour m = o« ,
x et y désignant deux nombres réels. Pour éviter toute
ambiguité dans la valeur de Z, nous supposerons que m
ne passe que par des valeurs entiéres (ou que I'on prenne Z
avec son plus petit argument ); on a

m
2

2 2
modZ:<x-{—3f+x -I-,y)
m m

m2 amx 4224 y2
2mx+.z-‘+ 2\ 2mX + ri4y? am
[('+——,,,-—L

Quand m croit indéfiniment, la quantité entre crochets tend
vers e ('), 'exposant de cette quantité tend vers x; donc

(*) En effet on a

2mr + 49 1 xr
m? “m ’
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on a
lim modZ — e*.

Calculons I'argument de Z. Soit ¢ I'argument de

z+rV—1,
m 9

1+

celui de Z sera m¢ (p. 69), et I'on aura

inp—= 2 ! =7 _
(1) sing = - = z’+y’, tangq_m+z
14— 4 —
m m

Or I'arc ¢ a une tangente et un sinus trés-petits; on peut
le supposer trés-petit, positif ou négatif, car son cosinus
est trés-voisin de +-1; il est alors compris entre sa tan-
gente et son sinus, dont on a les expressions (1). L’arc mg,
qui est 'argument de Z, sera donc compris entre

ces deux quantités ayant pour limite y quand on fait
m =, on en conclut que m¢ ou I'argument de Z a pour
limite y ; donc enfin

(2) lim(l-l- x—_tsz)m—_—limZ=e'(cosy +\/— rsiny).

Mais on a trouvé (p. 115, 1. 4)
2

. x\m x xr
hm(|+—) =14 -4+ — ...
m 1 1.2

et il est manifeste que pour m = x cette quantité tend vers zéro, de mémec

amx + x* * ! 2t .
v + =z+ram a pour limite x pour m= .
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quel que soit z; donc

m
(,+~°_+-_tn_. V—') S LA V=1

lim

L (ztyy=1p

1.2 e
et par suite, en vertu de (2),
>e’(cosy+V—xsiny)=x +'f—+—‘7;—— V!
G (z+yV=1)
-+ — ...

Voici maintenant les conséquences importantes a tirer
de cette formule. Sil'on y fait x = o0, on a

y\/— 2 V=1

cosy + \/— 1siny =1+ ——o 13 a3t

en égalant alors de part et d’autre les termes réels et les
coefficients de y—1, ona

2
r L _r»

S AN A A
(4) cosy =1 |.2+x.2.3.4+'”'—l.2...2n+""
o v
5 Sy =r—ia3Tn 2345
® e

Tl (2n41) T
formules remarquables dues & Newton et déduites d'un
développement de arc sinx par une méthode peu usitée
aujourd’hui et dite du retour des suites; ce développement
de arc sinx avait d'ailleurs été découvert par Newton lui-
méme, ainsi que la méthode du retour des suites.

Les formules (3) et (4) peuvent servir au calcul des
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Tables de sinus et de cosinus naturels; elles serviront 4
vérifier de temps en temps les résultats obtenus par la
méthode de Simpson. Mais elles seront surtout utiles pour
calculer un sinus ou un cosinus quand on n’aura pas de
Tables a sa disposition, car elles sont trés-convergentes.
Pour les appliquer a un arc de p secondes, on commencera
par calculer la valeur y de cet arc en prenant le rayon
du cercle trigonométrique pour unité; on aura alors

— e .
Y = 180.60.60’

ce serait une faute grossiére que d’écrire

ud
sinp"=p— ——+...,
. 1.2.3

et que je signale pour I'avoir vu commettre trop souvent
par les éléves.

IX. — QUELQUES MOTS SUR LES TRANSCENDANTES IMAGINAIRES.
Reprenons la formule (3) du paragraphe précédent :
z+y/—1
1
+rV—1)

(=
+ 4.
1.2

e*(cosy -+ y— 1siny) =1
(1)

Le second membre de cette formule ne différe du déve-

loppement de e* que par le changement dex en x +y \/—1;
il parait donc tout naturel de prendre ce second membre

comme définition de 'exponentielle e=+7v=1; alors, par
définition, on aura (p. 121, 1.5)

(2) ex+7\/:f=e’(cos_7+\/:sin_y).
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Il est trés-facile de constater que les propriétés des
exponentielles imaginaires sont les mémes que celles des
exponentielles réelles. Ainsi, je dis que I'on aura

X+ g2/ +y VT — grral+(y+y' W,
en effet, cette formule équivaut a
e*(cosy + y— 1siny)e* (cosy’ + y— 1siny’)
= e=+=' [cos(y + ') + y/— 1sin(y + )],

qui a lieu en vertu de la formule de Moivre.

La propriété fondamentale des exponentielles étant dé-
montrée, les autres s’en déduisent (p. 40).

Si dans (2) on fait x=o0, on a

(3) V== cosy + \/— 1siny,
d’ou l'on tire, en changeant y en —y,
(4) W= =cosy — y— 1siny.

Des formules (3) et (4) on tire les suivantes, &ues 3 Euler:

eW=l pe~/—1 | en=1 — /=1
—_ i R

(8) cosy= 2 Yo

Ces deux formules, a leur tour, peuvent servir de définition
aux fonctions cosy et siny quand y est imaginaire, et,
quand on y remplace e?V=' et eV~ par leurs dévelop-
pements en série, on retrouve les formules (4) et (§) du
paragraphe précédent, que I'on pourrait également prendre
pour définitions des fonctions cosy et siny.

Toutes les formules de la Trigonométrie se retrouvent
avec la plus extréme facilité en partant des formules (5);
en les ajoutant aprés les avoir élevées au carré, on trouve
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cos?y + sin?y —1. Les formules d’addition des arcs se
retrouvent aussi facilement. Les fonctions tangy, coty,
sécy, cosécy seront définies par les équations

i cosy
tangy — -s—m—y, Coty — ——y cere

" cosy siny

Il existe deux fonctions présentant avec le sinus et le
cosinus la plus grande analogie : ce sont le cosinus et le
sinus hyperboliques, définis par les relations

4% . eF—e "
coshxr = — sinkz — —

On vérifiera facilement que

cosk(x + y)= coshxcosky + sinkz sinky,
sink(z + y) = sinkz coshy — coshzsinky,
cositx — sink*y —1,

z sera ce que 'on appelle le logarithme néperien de x, et,
comme l'on a, par définition, en appelant logr le loga-
rithme népérien ordinaire du nombre positif r,

elosr+=T — ¢losr (cos g + \— 18in6) = r(cos 6 + y— 1sin6),
on voit que logr + 6y/—1 est le logarithme de

r(cosd + y/—1sin0).
Donc :

Le logarithme d’une imaginaire est égal au logarithme
réel de son module, augmenté de l'un quelconque de ses
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arguments multiplié par \—1; il a donc une infinité de
valeurs différant entre elles d’un multiple de 2m\|—1.

Le logarithme d'une quantité réelle et positive r, ou
r(cosakm + /—1sinakn), aura donc une infinité de va-
leurs logr + 2kmy/—1. Ainsi log1=akny—1; le loga-
rithme de — 7 sera logr +(2k+1)®y/—1, ....Il vasans
dire que I'on a toujours, quand x et y sont imaginaires,

logz + logy = logzy;

mais il ne faut pas oublier que, logx contenant I'arbitraire

akm\/—1, les deux membres de 'égalité précédente ne
sont vraiment égaux qu’en choisissant convenablement les
arguments dex, y et xy.

Les fonctions arcsinx, arccosx, arctangx, ... sont
naturellement définies par les équations

siny =z, cosy =z, tangy—=wz, ....
(Poir la Trigonomeétrie de J.-A.. Serret.)

X. — GENERALISATION DE LA FORMULE DU BINOME, RESOLUTION
DE ax’+ bz 4+ c=o0 QUAND a EST TRES PETIT.

Nous ferons une derniére application de la théorie des
séries A la généralisation de la formule du binéme.

La série

(m—1)...(m—n~+1)
1.2.3...n

m(m—1)

m m
1+Tx+ '12 2.+ P+ ..

[gui pour m entier et positif est limitée et a pour valeur
(1+ x)™] est convergente quand on suppose le module
de x moindre que 1; elle est divergente quand le module
de x est supérieur a 1.
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En effet, le rapport d’un terme au précédent a pour ex-
. — 1 . .
pression générale m——;:i- x; pour n =, il se réduit
a x. Si donc le module de x est plus petit que 1, la série
sera convergente; elle serait divergente si le module de
était supérieur a l'unité.
Supposons donc modxr <1 et posons

/?(m)=l+’fz+ﬁ(m—_—l)x’+..
(1) I 1.2 :
1
+m(m—1)...(m—n+l)xn+”“
1.2.3...n ;
(m’)=l+’ix+ m’—'—)z’+. .
() ? 1 1.2 :
2) «
m'(m' —1u)...(m'—n+1)
( + 1.2.3...n T

Si nous multiplions ces formules membre & membre cn
observant la régle donnée p. 106, nous trouvons

“+...
1.2 ’

m(m—1)...(m—n+1) m' mm—1)...(m—n) . :
+[ 1.2.3...n T 1.2.3. (1) —r...]z +o

Soit, pour abréger, A le coefficient de x” dans cette for-
mule; A est un polynéme entier du degré n en m et m'. Si
I'on supposait m et m’ entiers, ¢ (m) ¢(m’) se réduirait a
(14 )m+m car g(m) et p(m') se réduiraient & (1+x)™ et
a (14 x)™; le coefficient A serait donc égal au polyndme
de degré n

(m+m)(m+m—1)...(m+m—n+1)
1.2.3...n ’

que nous désignerons, pour abréger, par B. Les polynémes
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A et B sont égaux pour toutes les valeurs entiéres de m
et m', c'est-a-dire que, m’ étant entier, on a A = B pour
plus de n valeurs de m; on a donc A = B pour 7 entier,
quel que soit m. Mais on a A = B, quel que soit m, pour
plus de r valeurs de m'; donc enfin on a A =B quel que
soit m’ et quel que soit m. En remplacant A par B dans (3),
on a alors

m~+m'
1

p(m)o(m') =1+ z—+...

(m+m)...(m+m—n+1)
1.2.3...n

-+ 4.,

c’est-a-dire

(4) p(m)g(m') = g(m +m’).

Or ¢(m) est fonction continue de m, car, si 'on suppose m’
trés-petit, ¢(m’), en vertu de (1), est trés-voisin de 1; donc
¢(m + m') différe trés-peu, en vertu de la formule précé-
dente, de ¢(m). La formule (4) exprime (p. 46) que ¢(m)
est de la forme a™, a désignant une quantité indépendante
de m que I'on obtiendra en faisant m =1 dans la for-
mule (1); on a alors

s(i)=1+2x=a et ¢(m)=(1+z)™
La formule (1) devient ainsi

(m—1)

‘ (l+x)"‘=1+ﬁx+m
1 1.2

(5) ?

224 ..

m(m—1)...(m—n-+1)
1.2...n

-+ E A

c’est la formule du bindéme généralisée. Le premier
membre a en général plusieurs valeurs, mais il est facile
de voir qu’il faut prendre celle qui a son argument com-
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. mmr T
pris cntre ——— et + m—. En effet, pour x=o0, le pre-

mier membre de (5) doit se réduire & 1 comme le second;
son argument peut alors étre pris égal 4 zéro ainsi que
celui de x; pour que l'argument de (1+ x)™ puisse

. . . mmw mr . .
franchir les limites — - et +-;-, il faut que celui de

. . o . ™ 4 , .
1 + x puisse franchir les limites — 5 &t +;orcest ce qui

n’aura jamais lieu, car, sil'on pose x =a + by/—1, l'ar-
. 1+a .
gument de 1 + x aura pour cosinus ————————, quantité
‘ Vii+a)t+ 6t
toujours positive, car, x ayant un module moindre que un,
a et b restent moindres que un en valeur absolue.

On voit que, si m est négatif, on aura

B i
\ 2 +m(m4[-13.(;n+A2)z,+““

La formule du binéme permet de résoudre I’équation
az*+bx+c—o,

quand a est trés-petit, avec beaucoup plus de rapidité
qu’en appliquant la formule .

b 1
= b — ,
x 2a 2a\/b fac

On écrit cette formule ainsi, en ne prenant que le signe —,

=L 0- 50

. fJac . . .
et, st é{,T <1, surtout sl est trés-petit, on aura, en appli-
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1

1 .
quant 3 (x _4_:;_) la formule du bindme,

4ac 1.3 4ac :
r=— |1 T
=3[+ (%) 5
Si a et c sont de signes contraires, I’erreur commise en s’ar-

rétant i un terme quelconque sera moindre que le premier
terme négligé. Si a et ¢ sont de méme signe, l'erreur,

4ac

n
en s'arrétant au terme en (7) » sera moindre que la

somme des termes d’une progression géométrique dont la

4 fac

n
raison serait - et le premler terme ( bt ) » ou que

fackn, (| _4ac),
w) (%)
Soit & résoudre, par exemple,
0,012 — 2x +1=—0;

on aura-

1 1 1.3
x_::-z- [+ZO,OI+_0,000[+... .

56

En se bornant aux termes écrits, I'erreur sera moindre

I
ue — o, ur:
e ~0,0000001, et I’on aura

z =0,5012563..

I’autre racine s’obtiendra en retranchant celle-ci de
bl

ou de 200, ou encore en prenant 100 fois I'inverse de la
premiére, puisque leur produit doit faire 100.
Il est bon d’observer qu'a un degré d’approximation
toujours facile a évaluer on a, pour de petites valeurs
L. — Algébre, 11, 9
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de @,
! 1

— — 1 a,

12 -+
1

Vita=1%_q

2

1

—— — 1 -a.

La formule du binéme pour le cas ou Pexposant m est
fractionnaire a été donnée par Newton, mais I'illustre géo-
métre n’en a pas donné de démonstration bien satisfai-
sante.

XI. — SERIES LOGARITHMIQUES, GALGCUL DE r.
La formule du bindme donne

(1—:)"”‘_—_1+?z+m(—’ln+—‘~)x’+...

m(m—+1)...(m+ n)
1.2.3...(n+41)

E R

m peut étre quelconque : nous le supposerons positif;
quant & x, son module doit &tre plus petit que 1. On en
tire

x2
:z+(1+m)-2— +...

+(x+m)(1+§)---(:+%’) nx:: +

Faisons tendre m vers zéro; la limite du premier membre
s’obtient en observant que

(1—z)m—1

(l) m

mlog(1— x) +m’log’(t—x)__._ .
1.2

(l —.z)"":e"”' log(1—x)— 1—
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On en conclut

(1—z)"m—1

_ - — '-2 o —.\—‘-o
- = —log(1 x)+glog (1—=) s

et, pour m == 0,

lim (—I—_—'f’){—’:-_—-—' =— log(1 — z).

On a donc

(2) —log(l—x)zlim[§+(l+m)%’-+...+([+m)... <,+T_) Z”+‘+,..]-

n jn--1

Soient S, la somme des n -+ 1 premiers termes de la
série écrite entre crochets, R, le reste; soient S;, la somme
des n+ 1 premiers termes de la série suivante et R, son
reste :

z 2 b zh+

S+ —+F—+...+
1 2 3 n—+1

qui est évidemment convergente, puisque le rapport d'un

terme au précédent a pour expression générale e

uan-
n+l’q

tité qui a pour limite x, lequel par hypothésg a un module
moindre que 1.

Soit p le module de x; on peut toujours prendre r assez
grand pour que R, soit moindre qu'une quantité donnée ¢

lorsque x se trouve remplacé par g, et alors il est clair que
I’on aura non-seulement

modR, < e, modR), <e,

mais que ces inégalités seront encore satisfaites quand
m diminuera. On aura alors

mod (R, — R}) < 2s.

Cela fait, on pourra toujours prendre m assez petit pour
9.
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que
mod (S, — S,) <e,
car S, a pour limite S/,. Donc alors on aura

mod (S, — S, ) + mod (R, — R}, ) < 3¢,

eta fortiori, puisque le module d’une somme est moindre
que la somme des modules de ses parties,

mod (S, — S, +R,—R},) <3¢
ou bien
wod (S, + R, —S) << 3e.

¢ étant aussi petit que 'on veut, cette formule exprime que
S.-+R, a pour limite S. La formule (2) devient alors, pour
les valeurs de x dont le module est plus pelit que 1,

g x"
(3) ——-log(l-—-x):x+;+—3—+...+—;—+....

En changeant x en — x, on a la série de Mercator (Kauff-
mann)

ct 'on doit toujours avoir modx < 1 (*). Néanmoins, s'il
y a convergence, quand mod.x =1, la formule sera encore

(*) Que x soit réel ou imaginaire, log{1+ x) et log(r — x) ont une in-
finité de valeurs, et il est bien clair que quand =z est réel, c’est la valeur
réelle des quantités log {1 — x), log(1 + =) qu'il faut prendre dans les for-
mules (3) et (4). Quand 2 est imaginaire, les valeurs qu'il faut prendre
sont un peu plus difficiles 4 déterminer, mais avec un peu d’attention on
y arvive; si I'on sépare les parties réelles des parties imaginaires, on obtient
atusi des formules curicuses, mais sur lesquelles nous ne croyons pas de-
voir nous arréter.

B~
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vraie; ainsi, pour x =1, on a
9 b )

log2a =1 —-+— l+
4

En ajoutant (3) et (4), on a

1+ 2z A -+
= 2|z -_— - P e
©) 8T = ( +3 +F Tt +2n+| ’
®
. . T
et, si I'on fait xr = on trouve
’ 0 T=3oNF1’

1 T, 1
Iog(N+l)—logN._2<2N_|_l +3(2N+|)’+5(2N+|)5+' . )

Cette formule, trés-convergente, sert pour le calcul des
Tables de logarithmes. Si l'on y fait N=1, on trouve
log2; en triplant log2, on a log8; en faisant N=8, on
calcule logg — log8, d’ot 'on conclut logg; puis, fai-
sant N=9, on a le logarithme de 1o. Les logarithmes

ainsi calculés sont népériens. —— est égal au logarllhme

log 10
vulgaire de e. Or on a logvulgN _logN ; la for-

mule (3) donne alors

1 1
(6) log vulg (N+-1)— log vulgN= 0010(2N+x 3(2N+1)“+"'>'

Dans cette formule on fait N=1000, 1001, 1002,.... Comme
le logarithme vulgaire de 1000 est connu et égal 4 3, on a
des séries trés-convergentes pour calculer les logarithmes
de 1001, 1002, ... [la série qui figure dans la formule (6)
est évidemment d’autant plus convergente, et, par suite, il
est d’autant plus facile de calculer sa valeur que N est
plus grand].

Si dans la formule (5) on remplace x par x \/— 1, on
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trouve
1 1+.z:\/—l _ 2
—1 G+ =
1) =T ST
Soit alors '
1 el *?® ——I__J
v ey
on en tire
|—I-.z'\/-_—_; e"\/——e—ﬂ/_

=N e zy—1=

ou, en vertu des formnles (p. 123, 1. 16),

x = tangy, [y = arctangx.

Remplagant y ou ~ log mak TV: par cette valeur

2y/—1 1—axy—1
dans (7), on a la formule suivante, due & Grégory et
trouvée également par Leibnitz, mais postérieurement,

5 I
(8) arctangz..x——5—+7-...,

pour toutes les valeurs du module de xx moindres ou égales
a 1 pour lesquelles le second membre est convergent (*).
Si l'on fait attention que, d’aprés Euler, on a

L4 1
-= arctanv - — arctang ——
4 8 239’

4 °5

ce que le lecteur vérifiera sans peine, on pourra calculer

(*) La fonction arctangzx a une infinité de valeurs, pour une valeur
donnée de x, mais la valeur que 1'on doit choisir quand x est réel doit évi-
demment se réduire & zéro pour z = o, quand x varie d’une maniére con-
tinue en se rapprochant de zéro, et c’est la valeur de arc tangx, comprise

entre —1—5 et gg qu'il faut adopter.
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Z au moyen de la formule précédente en y remplagant

4

1 I , .
arctang g et arctang 335 par leurs développements fournis

par la formule (8). On a ainsi
Ty 1 1 1 ( I 1
i~ (5—r53+5,55—---)— E,‘a“{z;*)

. T . . .
Pour avoir - avec dix décimales, il suffit de prendre sept

4

termes dans la premiére série et deux dans la seconde;
vingt minutes suffisent & un calculateur ordinaire pour
effectuer 'opération compléte.

XII. — CONCLUSION.

La théorie des séries est surtout utile, comme l’on voit,
pour le calcul des fonctions transcendantes, ou méme pour
le calcul des fonctions algébriques, dans certains cas ou
Ie calcul arithmétique ordinaire entrainerait i des opéra-
tions trop compliquées.

Mais, 4 un point de vue plus abstrait, la théorie des
séries permet de définir et d’étudier une foule de trans-
cendantes nouvelles; ainsi elle nous a servi & généraliser
la fonction exponentielle, et, en posant

cosz :é (exV=1 4- &=V=1), sinz = \/'_ (ex/=1—e=—/=1),
2y—1

elle nous a permis de donner une définition purement

analytique du sinus et du cosinus, d’ou il serait facile de

déduire toute la Trigonométrie, sans employer de consi-

dérations géométriques (*).

(*) Terminons ce Chapitre par une réflexion que 1’on ne fait pas asscz
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NOTES ET EXERCICES.
4. Les séries ‘

I1+22+ 32 +...+nan14...,

nin+1)
1+3.z+6x’+...+—£2—-'x"—'+...

sont convergentes pour x <Z1 et divergentes pour x 2 1; la valeur de

la premiére est 5> celle de la seconde est

_ _r
(1= (1—=p’
2. La séric )

) 4

1
[+2—2'+33

1
+--.+n—”+...

e3t convergente : calculer sa valeur & o,0001 prés.

3.0na
1= e
1.2 2.3 3.4 777 ajaa41) 77
1 1 1 I

;=.Z‘(J:+|)+(.r+l)(.z'+2)+"'+(x+n)l‘.z+n+!)+'”’
1 _ 2 3
a(L—+1) x(x+1)(T+2) + (z+1)(x+ 2)(.z+3)+"‘
n
H (z+r—2)(x+n—1)(z+n)

e

4. Soit o+ wy+ ug+...+ u,+... une série quelconque, mais

souvent. Plus tard on fera connaitre une formule dite formule de Taylor,
qui donne les développements de e=, sinzx, cosx, log(1+ z) et (1+4x)m,
mais cette formule ne donne que péniblement d’autres développements ; en
outre elle suppose la variable z réelle. On voudra done bien reconnaitre
la supériorité et P’excellence des méthodes que nous venons d’exposer,
a cause de leur grande généralité. Ajoutons que les développements en
question étaient connus bien avant I'invention du théoréme de Taylor et
que les théories exposées ci-dessus se rapprochent beaucoup de celles des
inventeurs.
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divergente et & termes positifs ; la série suivante sera convergente et
aura pour valeur 1 :

1Y + uy + Uy ,
Ug—+ 1 (Uo+1)(y+1)  (Ho+1)(tg+ 1) (tg+1) "

=|,

formule remarquable en ce sens qu'elle renferme une infinité de

uantités arbitraires. En y remplagant v, par 2, on a
q Yy P p vt

Yo Y1 Wo Vg (Vg (Vg
-+ -+
09—+ Wy (00+Wo) (01-!- W;) (00-0-“’0) (l'] +W|) (03 -+ Wz)

+.=1.
8. La série

2log2 +3 log3 e nlogn +
est divergente, le signe log désignant un logarithme népérien.

6. Considérons une série wo—~+ wy+ s+ ...+ up+ ..., dans la-

u .. . .
quelle le rapport :‘l*" tend vers une limite finie /; on pourra écrire
n
u u, u
It ey, 2 =lte, ..., —2% g,
Un Up+1 Un+k—1

6, s, . . . 6tant tous moindres qu’une quantité », que I'on peut prendre
aussi petite que 'on veut en prenant » suffisamment grand. Multi-
plions toutes ces égalités membre & membre; on aura

(1 6n)n+k

g:‘l—:"=(I+54?(I+c,)...(l+sk)=(l+9n)"= N(Emmt

0 désignant un nombre compris entre — 1 et + 1. On en conclut™

k k
P tnre = (+ 0n) *¢ rl-o_lanvW";

Uy

. 3 . \féme
or, en prenant 4 suffisamment grand, la racine (7 + 4)"*™ do =

aura pour limite 1; donc, pour & = «, on aura

lim ™/t = L+ 6n.
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Mais » peut toujours étre pris assez grand pour que » soit moindre
qu’'une quantité donnée; donc, enfin,

lim™*Vanz=1 ou limVim=1=lim*2* (m=ux).
m -

11 résulte de K (p. 99) que, la limite de ";‘—"" étant la méme que
m

m ’ 3 .
celle de "\ u,,, une série sera convergente ou divergente suivant que

lim "Vt sera plus petit ou plus grand que 1. Démontrer ce théoréme
directement. (CaucnY, Anal. algébr.)

7. Supposons que, dans la série wo—+ ty+ Uz + ...+ Up+ ...,
on ait

Upsy _ B+ A"+ B2+, .,

U, a1 b,

Si la premidre des différences A — 2, B — b, ..., qui ne s'annule pas,
est positive, la série est divergente. La série sera convergente ou
divergente, suivanl que A — « + 1 sera négatif ou positif.

(Gauss.)

8. La série dont le terme général est u, est convergente ou diver-
gente suivant que I'on a

[:4
> ou <1.

lim
logn

9. La série & termes positifs ¢(1)+¢(2)+...+9¢(2)+".., ol
¢(x) désigne une fonction positive décroissante, est convergente ou
divergente suivant que l'aire de la courbe y = ¢(z) comprise entre
laxe des z et les ordonnées ¢(1) et (o) est finie ou infinie. (Ce
caractére de convergence, dd a Cauchy, est I'un des plus puissants
que I'on connaisse.)

I I
n—+1 N +2

10. La limite de - + e — pour » = est
n ﬂp

égale a logp.

11. 1+—;-+3

+...-;-’li —lognr tend vers une limite finie pour
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n = o: prouver seulement I'existence de cette limite. (On lui donne
le nom de constante d’Euler.)

12. Si ry, ry, 3, ... sont des nombres indéfiniment décroissants
et si @ n'est pas un multiple de 2, les séries

ro—+ ri€o86 + ryco820 +...+ rpco8nb +...,
rysinf + rgsin20 +...+ r,8inred +...

sont convergentes. (Faire usage du théoréme des projections.)
(BidRLING.)
13. Etudier la série
1—am | (1—am) (1 — zm-1)
TTi—z T (1—x)1—a)
(1—am) (1 — zm=1) (1 — gm—1)
T i) =) =2

+...

Quand m est entier et positif, et quand on arréte le développement au
terme égal en valeur absolue & I'unité, la valeur de la suite ainsi
limitée est zéro pour m impair et (1 — x) (1 —3) ... (1 — z™—1) pour
m pair. {Gauss.)

14. Etudier la série

mP  mP(mp— 1) nzP(mP—l)(nIP—aP)+

1— ~ ces
1P ip.op 1P.2P,3P ’

quand m est entier et posilif, sa valeur est zéro.

13. a, b, ¢, ... désignant les nombres premiers impairs, on a,
pour x <1,

oz z8 xab xabe
1—x 21-—-.1“ 1 — xab 21—x¢bc+

=z +2r+xt+ 28+, ... (CaTALAN.)

16. On a
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n est supposé supérieur & 1; quant & p, il désigne un nombre pre-
mier. (LAMBERT.)

17. On a les formules
arcsinz = 7';— log[(= =yzr=1)y=1],
— l .

arccosz =—— log(z £yz@—1),

-1

1 1+r;/_
a/_ I—.l‘\/—l

arclangzr =

(J. BERNOULLI.)

Ces formules s’obtiennent en résolvant par rapport a « les équations
qui donnent sinu, cosu et tangu.

Montrer que ces formules mettent en évidence la pénodnclté des
fonctions sinz, cosz et tangz.

18. Si 'on considére des facteurs en nombre illimité, mais dans un
ordre déterminé, on dit que leur produit est convergent si le produit
des » premiers tend vers une limite déterminée différente de zéro,
lorsque # augmente indéfiniment.

Un produit quelconque peut se mettre sous la furm'e
(14 &) (14 as). . (T4 @g) (I+ apag)+ ...,
et, pour qu’il soit convergent, il faut que a, tende vers zérv.
En effet, en appelant P, le produit des » premiers facteurs, on a

P,
Pp—

=1-+ap.
Or la limite de P,, si le produit en question est convergent, doit &tre
la méme que celle de P,—; donc «, doit avoir pour limite zéro.
Le produit suivant, dans lequel a4, ay, ..., ay sont positifs,
1) v (14 @) (1+ as)...(1+ @5). ..,
est convergent ou divergent en méme temps que la serie

(2) Ry Ag+ A3t ... Apt. ...
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En effet, on a

P, ou (1+4ag)(1+as)...(X+ap)>14+ a1+ as+...+ap

Si donc la série (2) diverge, «; + 2za-+...+ «, augmente indéfini-
ment; donc P, augmente indéfiniment avec ~ et le produit (1) est
divergent.

D'un autre c6té, ona

I+ < e, T+a<e™ ..., 1+a, e, ...

donc
(r = a,) (r+ ag)...(1+ a:,,) & eOHBHee Ay

Si donc la série (1) est convergente,P, aura une limite pour =,
et par suite le produit (1) sera convergent.

Lorsque le produit
(1) (1+a,).(1+a:,)...(l+a:,,)...
est conoergem', la série
(2) log (1 + @)+ log (1 + ag) +...

Dest aussi.
Si le produit (1) devient convergent quand on remplace o, ay, . . . par
leurs modules, il U était primitivement. (Cavcny, Aral. algébr.)

. zx xr x z sinz
19. Le produit €0S - COS - CO3 g+ + + €08 = -+ @ pour valeur -

§

20. Soient 2, 3, 5, ..., n, ... les nombres premiers consécutifs; le

produit (1 + %) (1 + %) . (1 + ];) -« est divergent : en conclure

que la série formée des inverses des nombres premiers est diver-
gente.

21. Soient

1
Se = —_ see =
=X a= X o #=,

la série s,+s.+:‘+...+sk+... est convergente
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valeur 1. Le produit (1 + s3) (1 + s3)...(1- sz) est donc convergent
23. x étant moindre en valeur absolue que I'unité, trouver la valeur
des produits
(1+2)(1+22) (1+ 2¥). .. (1+ 2. ..,
(1—x)(1—2) (1—2¥)...(1—2")....

23. Sile produit
P=(1+u0y)(1+us)...(1+up)...

est convergent et a une limite différente de zéro, la série (considérée
a l'ex. 4)

iy Uq Us
1+ uy + (I+u1)(1+u,)+ (1 u) 0+ wa)(1+ug)

est convergente et a pour valeur 1 — ll’ .

P x
24, Trouver la limite de cos™ —pourm =e.

at
cosxr — e

2
23. Trouver la limite de F pour x = o,
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CHAPITRE VI

DES FRACTIONS CONTINUES.

I. — DEFINITIONS. .

On appelle fraction continue une expression de la

forme (*)

ay
ay+

b+ 2

ay

by+.
9

by +

dans laquelle les quantités ay, a;, as, ..., by, by, bs, . ..
peuvent étre en nombre illimité. Dans ce dernier cas, il
est indispensable de définir ce que Fon appelle valeur de
la fraction continue.

Lorsque P'expression

ay
as

b+ by . 4 Gn

(*) La théorie des fractions continues est due a lord Brouncker, qui
a donné sous ceite forme l'expression du nombre 7. Quolques professeurs
définissent la fraction continue en supposant a,, a,, ... égaux a I'unité;
cette définition n'est pas conforme a celle des bons auteurs dans lesquels
nous avons puisé notre définition; d’ailleurs la théorie générale n’est pas
plus compliquée que celle des fractions trés-particuliéres dans lesquelles

a,=a,=@=...=1.
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que nous désignerons par le symbole F}, tend vers une
limite finie quand 7 croit indéfiniment, la fraction con-
tinue est dite convergente, et la limite de F} ou F7 est ce
que I'on appelle la valeur de la fraction continue; dans le
cas ou F} ne tend vers aucune limite, la fraction est di-
vergente. .

La valeur de F.} est ce que I'on appelle la n"*™° réduite;

ay ’ . . .
A sont ce que l'on appelle les fractions inté-

grantes.

F7, F3, F3, ... sont ce que l'on appelle le premier, le
deuxiéme, le troisi¢éme guotient complet; ils jouent ici
un role analogue aux restes dans les séries.

Occupons-nous de la formation des réduites. On a

F; =5’
a b
Fz 1Y
(1) = it
- aybyby + aya,

1= bbby + aghy+ b,a,°

La loi de formation de ces réduites est exprimée par la
formule suivante,

Pt Pobp 4+ Poa,y, ,
Qur1 Qubpuy +Quyapyy

(2)

dans laquelle P; désigne d’'une maniére générale le numé-
rateur et Q; le dénominateur de la 1™ réduite. Pour dé-
montrer la formule (2), admettons qu’elle se vérifie jus-
qu’a une certaine valeur m de n, changeons m en m <+ 1;
nous allons voir qu’elle subsiste pour la nouvelle valeur
de n. En effet, pour passer de la m —+ 1¥™¢ réduite a la
2+

m + 2"*me il suffit de changer bpyy en by, + T il
m+2
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vient alors

Pm+! — (Pm bm+l -+ Pm—t am+l) bm+2 -+ Pm Ain2 ;
L0 J (Qm b1+ Qg am-H) bnrs+ Qnmis

c’est-a-dire

Pm+2 —_ Pm-H bm+! + Pm @ n+g .
Qn+s  Qmrt1bmrs+ Qnamia

La formule (2) est donc vérifiée pour n=m + 135 or elle

est satisfaite pour n = 2, comme le prouve la relation (1);

elle I'est donc pour n = 3, par suite pour n=4,...;

donc elle est générale. C. Q. F. D.
Ainsi, on peut poser les formules

( Po == ay, QO =1,
Py, =Pyb+a, Q =by, :
(3) <Py =Pyb,+ Pyay, Q: =Qib,+ Qoa,,

P =Prbpri +Pry@pity Quit =Qubpis +Qpy bn-’ft .

De la on pourrait tiret P, et Q. sous forme de déter-
minants en fonction des a et des b.

Tnéonism.z I.—Ona
(4) . Pn+lQn"Qn+an:(_l)nala2' celdpyye

En effet, remplagons dans le premier membre P, et
Qu41 par leurs valeurs (3); on a

Prn Qn — Qps+1Pr=(P, bn+I + Poy @y )Qn

— (Qn bpa1 + Que1 @nay ) P,
ou

Pn+iQn—' Q1 Py=— (PnQn—t - ann—i)an+l'

En remplacant dans cette formule npar 1, 2,3, ...,n,
L. — Algébre, 1I. 10
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on obtient des formules qui, multipliées entre elles, donnent -

Pri1Qn— Qn+aPu=(—l)"(Pth—‘ QxPo)asas° ce8pyy

ou
(4) Pri1Qr—Quna Pn=(—l)'ataa~ «Qpiyy

ce qu’il fallait établir.
Les conséquences de cette formule (4) sont trés-nom-
breuses.

Cororraire I. — On en déduit

Pn+l . &l —
Qn+l Qu

@ ay ... Ay

: (4 bis) Q. Qs

Si dans cette formule on faitn =1,2,3, ... et si l'on
ajoute les résultats, on a

Poyy Py a0,  ay05a

Qn Q@ QG TQQ
n&1% .~ pyy

Qn Qn+l

De 13 un moyen, si la fraction continue est limitée, de
calculer sa valeur sans avoir besoin de former les P;.

I’e 1a un moyen aussi de reconnaitre si la fraction con-
tinue donnée est convergente; en effet, si elle est conver-

(8)

+(=1)

. P , : -
gente (ou divergente), 6"—"15 aura (ou n'aura pas) une limite
n+1

pour n = oo, et la série (5) sera (ou ne sera pas) conver-
gente pour 7= o0 .

Conovrratre II. — La formule (5) fait connaitre un
développement de la fraction continue en série. Elle per-
met aussi, par Uidentification de son second membre avec
une serie donnée, de convei iir celle-ci en fraction con-

J—
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tinue. (Consulter 3 ce sujet le Calcul différentiel de
M. Bertrand.)

II. — ETUDE DU CAS OU LES NUMERATEURS DES FRACTIONS
INTEGRANTES SONT EGAUX A L'UNITE.

Lorsque les numérateurs des fractions intégrantes sont
égaux A l'unité, les formules du paragraphe précédent se
simplifient; mais, si I'on suppose de plus les dénomina-
teurs entiers et positifs, la fraction continue jouira de pro-
priétés arithmétiques intéressantes dont nous allons nous
occuper.

1° D’abord une telle fraction est toujours convergente,
car la série (5) du paragraphe précédent se réduit a

h_ 4+
Ql QIQ! e .—-QnQn+i +

Les formules (3) du méme paragraphe donnent
Q=20b+1 ou Q,>Q >,
Q=0Qb;+5b, ou Q;>Q>2
QU=0Q:;5,+Q; ou Q>Q;>3,

(1)

Ainsi Q,4>n, et par suite le terme général de la
série (1), tend verszéro; cetle série, el par suite la fraction
continue elle-méme, est donc convergente en vertu du
théoréme de la page 89.

2° Réciproquement, tout nombre peut étre développé
de cette maniére en fraction continue. En effet, solent en
général E () le plus grand entier contenu dans x et N le
nombre 4 développer; on peut poser

N:E(N)-Fl?,

0.
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et N’ sera’plus grand que l'unité. Si N <1, on a d’aillcurs
E(N)= o. On posera de méme

N=E(N)+

N ==E(N") "'Nl—"’ .
et 'on aura .
N=E(N)+ ! :
0 B
ce qui démontre notre propositioAn.
La fraction sera limitée si N = %, a et b désignant deux

entiers. En effet, E (%) ou E(N) est alors le quotient de a

par b, et, en appelant R lereste, on a N' = 7’ en appelant
R’ le reste de la division de & par R, on a N”:%, .

L’opération que l'on a a faire est identique avec celle du
plus grand commun diviseur, en sorte qu’elle se termi-
nera si a et b sont entiers.

3° Les réduites sont des fractions irréductibles.

En effet, la formule (4) du paragraphe précédent donne

Pyt1Qi— Quii P = *1.

Tout facteur divisant P, et Q, devrait diviser == 1. Ce fac-
teur commun ne saurait étre que l'unité, et par suite P,

. P . .
ct Q, sont premiers entre eux; donc == est irréductible.

Q.

4° La différence entre deux réduites consécutives, étant

de la forme == » tend vers zéro en diminuant in-

n n+1
définiment, car

Q<< ..y, et Qu>n—1.
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50 Le nombre N est compris entre deux réduites suc-
cessives. On peul le voir aisément sur la fraction elle-
méme; mais on peut observer que la série (5) du pa-
ragraphe précédent donne les valeurs successives des
réduites quand on prend son premier, ses deux premiers,
ses trois premiers. .. termes. Or, la valeur de la série ou
de la fraction continue est comprise, comme l'on sait,
entre deux sommes successives, c’est-a-dire entre deux
réduites consécutives (p. go); d’ailleurs, chaque somme ou
chaque réduite se rapproche de plus en plus de N quand
n augmente.

6° Les réduites sont les fractions les plus simples que
ton puisse employer pour approcher du nombre N.

a
b
compris entre deux réduites consécutives, par exemple
Pa oy Pus

Qll Qll—l

sa différence avec

En effet, soit - un nombre approchant de Nj il sera

. . 1
» el sadifférence avec N sera moindre que ———:
Qn Qn—i

Or,

Pn,  oind
Sseéra aussi moindare que

I
Qn—i Qn Qu—l )

en faisant cetle différence, on trouve

—— P”—l h — Qn-—' a .
6Qn—y

Mais le numérateur de cette fraction est au moins égal

41; doncla fraction précédente est au moins égale & Q]
n-—1

Pour que cette quantité soit moindre que s il faut

1
Qn Qn—~l
a .
+ a son dénominateur plus

que 5> Q,; donc la fraction 3

grand que celui de %’

n

ArrricaTion. — Réduisons = 3,14159... cn frac-
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tion continue; on trouve

=3+ l
7+

15 + !

) s i

Les réduites successives sont les nombres bien connus

22 333 355
3, —»

7’ 106’ 113’

Iml. — APPLICATIONS DE LA THEORIE DES FRACTIONS CONTINUES
A L’ANALYSE NUMERIQUE.

Lorsqu’on veut démontrer I'incommensurabilité de cer-
taines transcendantes, un excellent moyen consiste a les
développer, si l'on peut, en fractions continues, et le théo-
réme suivant permet alors, dans un grand nombre de cas,
de trancher la question.

N . . a [
Tatorkme I. — Si les fractions b—‘, b_” -+ sont toutes
1 2

cn valeur absolue moindres que 1, la fraction
)

4!
a
by+.
représentera un nombre incommensurable, pourvu que
la différenceentre a, ct b, ne soit pas toujours égale a un.
Nous supposons ay, by, ay, ba, ... entiers, mais du
reste quelconques, positifs ou négatifs.

On aura d’abord en valeur absolue

a, .
5
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mais, %’ étant inférieur a I'unité, b, 4- b’ sera encore plus

2 2

grand que a,, car la différence entre a, et b, est au moins

a, . .

b—’ serait de signe
2

a

d’une unité, en sorte que, quand méme

contraire a b,, on aurait toujours

ay

. py < I.
1+ I

Soient F}, F?, Fi, ... les réduites successives de la
fraction continue considérée et F7, F3, ... les quotients
complets successifs. En eontinuant ce raisonnement, on
voit que F}, n étant un nombre fini, sera moindre que 1;
mais on ne peut pas affirmer a priori que F7 soit moindre
que 1. Tout ce que 'on peut dire, c’est que la limite de
F? est au plus égale & 1. Mais, pour que F} =1, il faudrait
que b, différit de @, d'une unité et que I'on edt F;=1,
c’est-a-dire que b, différat de a, d’une unité, etc., en sorte
quel’on ne pourraavoir F§ = 1 que si la différence entre a,
et b, est un, encore F7 sera-t-il moindre que un si a,,
as, ..., by, by, ... sont tous positifs.

Ce cas est le cas d’exception signalé dans notre énoncé.
Posons alors

B L L] L]
K:F" §=F” E::F,, e}

on aura

c’est-a-dire

Bb""‘ C= a‘A ou C=a‘A— b‘Bo
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Si donc B et A sont entiers, C le sera aussi, et ainsi de
suite. Or, si F est commensurable, on peut supposer
A et B entiers ;'mais on a en valeur absolue

B C
X<lv §<l’ ey

" ¢'est-d-dire

A>B>C>D>....

Ainsi A, B, C, ... seraient des nombres entiers indéfini-
ment décroissants, ce qui est absurde; donc F§ est incom-
mensurable. C. Q. F. D.

ArrricaTiON. — La fraction

b
a-+ b
a+..

]

" dans laquelle a et b sont des entiers positils tels que & < a,
est incommensurable. Supposons ces entiers constants, et
soit z la valeur de la fraction; on aura

c’est-a-dire
2+az—b=o,
ou bien
_—atva+{s
a2
\/m est donc toujours incommensurable; donc enfin

a®+ 45 n’est jamais un carré parfait si I'on aa’>b, ce
qu'il est facile d’établir directement.
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— APPLICATIONS DE LA THEORIE DES FRACTIONS CORTINUES
A LA RESOLUTICN EN NOMBRES ENTIERS DES EQUATIONS mm’.-
TERMINEES DU PREMIER DEGRE.

Considérons I'équation
az + by =c,
dans laquelle nous supposerons a, b, ¢ entiers; rédui-

a . . . .
sons - en fraction continue, et, a cet effet, soit b, le plus

b
grand entier contenu dans %- Posons
a I
7= by + ;15
on déduit de 12
' . b
n=oz b,b ’

On peut poser
I
=b —
Z24— 04 - z’a

et ainsi de suite; on a alors

a
p= bt ——
by ——
T 1
Cet —
ba
Cette fraction est forcément limitée, sans quoi (p. 150)
le second membre ne saurait représenter un nombre com-

mensurable.

. .. a” .
Soient = F I'avant-derniére réduite, 7 la derniére; on a

(p- 145) pour deux réduites consécutives quelconques la

relation
a’bt —b"a =1
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st égal & %- Supposons que a et b soient premiers

¢ eux; on aura alors a"—=a, "=2"5et

ab' — ba' ==1,
tI'on tire
a(be)+b(—a'c)==c.

satisfera donc a 'équation proposée en prenant
z==kbe, y=zde.

onnaissant une solution, on connait facilement toutes
wtres. En effet, soit (x,, y,) une solution; on aura

az,+ by,=¢;
léduira de cette équation et de la proposée
a(z—z)+ b(y —ri))=0o,
:tte équation peut remplacer la proposée; on en déduit

Zy— T
y=a b +y0'

a et b étant premiers entre eux, pour que y soit une
Zy— x

tion entidre, il faut et il suffit que soit un entier,

on a alors, pour satisfaire A la question, les systémes
-aleurs suivants :

=z, b, { €=z, 2b, {x:x‘,i?:b, ceny
=y, Fa, ty:yo_—,_na, Yy =2,F 3a, ceen

ous avons supposé a et b premiers entre eux; s'ils ne
ient pas, et si du reste a, b, ¢ n’avaient plus de diviseur
mun, il est facile de voir que 1'équation

axr+4by=c
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n’aurait pas de solutions entiéres, sans quoi le plus grand
commun diviseur de a et b diviserait le premier membre
de I'équation sans diviser le second.

Si a, b, ¢ avaient un facteur commun, il faudrait le
supprimer, aprés quoi on rentrerait dans le cas que nous
venons de traiter.

EXERCICES ET NOTES.

1. Toute fraction continue qui devient périodique est racine d'une
équation du second degré, dont les coefficients sont rationnels par
rapport aux termes des fractions intégrantes.

2. Démontrer que, si N est premier avec a, b, ¢, ... et moindre.

que leur produit, on a
N

_N _A B C
abc... a 0 ¢ 7
A, B,C, ... désignant des entiers.

-3, La fraction continue dont toutes les fractions intégrantes sont

aab
et égale 4 24.

égales a

4. Former les réduites successives de la fraction continue dont
toutes les fractions intégrantes sont égales a % ou 3 -:;; trouver

expression générale de la n'¢me réduite.

8. Consulter le Traité de Calcul différenticl de M. Bertrand et
I’ 4igébre d'Euler avec les Notes de Lagrange. Consulter aussi le 7ruité
des équations numériques de Lagrange. Pour la résolution des équa-
tions du premier degré en nombres entiers, voir I dnalyse numérique
deM. V.-A. Lebesgue, un des plus grands arithmologues de notre époque.

6. Des ouvriers, hocmmes et femmes, ont gagné ensemble 246,
chaque homme est payé 1o, chaque femme 8 : combien y a-t-il
d’hommes et de femmes ?
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7. Des ouvriers, hommes, femmes et enfants, au nombre de 34, ont
été payés en tout 260"; chaque homme a touché 10", chaque femme 8,
chaque enfant 2! : combien y avait-il d’hommes, de femmes et d’en-
fants ?

8. Prouver que, m et n étant deux nombres incommensurables
telconques, on peut toujours trouver deux nombres entiers z, y tels

mx —ny <e.

‘ouver effectivement ces deux nombres.
Cette proposition trés-importante se démontre en réduisant% en
ie fraction continue dont les numérateurs des fractions intégrantes

nt 'unité et dont les dénominateurs sont positifs. Soient Py et

0»
! deux réduites successives; leur différence est ———— - Or
1 QP“" QI"
t compris entre deux réduites consécutives; donc
m P, 1
n QP- < QF"‘!Q"
n
mQ, — nP .
Q" ¥ < Qil.+i
reste donc & prendre ~— < g, ce qui est toujours possible, car

a

+1 croit indéfiniment avec y.

9. Incommensurabilité de =. — Posons

1L x 1 x?
- = —
12 1.23(z3+1)

+aae

(z)=1+

1 xn
1.2.3...n 3(2+1)...(3+n—1)

-+

second membre de cette formule est une série convergente, car le
pport d’un terme au précédent a pour expression générale

L —
n(z+n—1)
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quantité qui a pour limile zéro pour » = . On a, en changeant
zenz +1,

(z+|)-—l+’ z +—I-———'r:————+
? - 1z24+1 1.2 (34+1)(z+2)
1 Eid

*la3...n (z+:)(z+n)...(z+n)'“’

d’ot l'on tire aisément

o(z)— (s +1)= oz +a),

x
2(z+1)
. qe z
ou, en multipliant par )’

z0(z) z9(z+2)
elz+1) +(z+1)cp(z+1).

Si l'on pose alors
L x9(z+1)
(3 ) ’P ( z ) - z ? ( Z) ’
on pourra écrire I'équation précédente comme il suit -

z

W)=z+\p(z+1)

ou bien
xz
Yo = 3+

En changeant zenz +1,2+2, ..., 0na

z
YeE+1)= sz +a)’

Ya+2)=m
z+a+Y{z+3)
Ceereeieees Ceeeeareeaas . .
ot par conséquent
x
(3) ¥lo)=—"—
z+
xz
2+ U+ =

+ 3+, z
. ZH+i—14+P(5+ )
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Or, si l'on fait z = 1, on a, en vertu de I'équation (2
) 2 q '

2
bz 41_:-2 47 xn
oz a3t ias45 T RS e
- T 2 b b
1+4—x+ 4z 4z e 4ran

1.2 1.2.3.4+1.2.3.4.5.6 Ut 1,230 .20

Cette équation peut encore s'écrire (p. 117)

(4) 4(3)=2v= Nelaiddaiiial

erve AV 4 g1V + e—n’z

En second lieu, la fonction {(z) peut se mettre sous la forme

x2

b =2

x2
et, si Pon fait augmenter i indéfiniment, ¥ (2 + /) tend évidemment
vers zéro, en sorte que pour z = i I’équation (3) devient

e2Vr — g2V 4

2/z

ez fevE 4
4r

3+5+..

Pl
Changeons x en —-3 nous aurons
4

N er— e—% x
(5) ex 4 e L z3

x2

3+5+._'

2 2
Quel que soit z, les fractions & T "; 'z7 5 +++ finissent par devenir
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moindres que 1. Si donc nous supposons z entier, nous voyons que
ex— e %
et e *
de la page 150;-donc ¢= est aussi incommensurable. Ainsi :

est une quantité incommensurable, en vertu du théoréme

Les puissances entiéres du nombre e sont incommensurables.

Dans Ja formule (5), changeons z en xy/—1; nous aurons

exV:_ e—:cv'—_l .zv‘/_ 1
exV 1y eVt z?
3—.

I

c'est-3-dire (p. 121), en vertu des relations connues,

exV=1_ g—xV=1 exVl 4 e—xV=1"
—————=sinx, ———— = cosx,
2y/—1 2

tang.r:
{ —
3 —

z
z2
5—.

ou bien, en changeant = en g )

tan p_ P
gq q— r?

p?

3g — !

5¢—.,

On voit donc que, si un arc g est commensurable, sa tangente ne

: ons 2, PP ~
l.est pas, car les fractions 33’ 59’ 7¢° finissent par devenir

moindres que I'unité; il en résulte que le nombre % est incommensu-

rable, car, g'il était commensurable, sa tangente, qui est 1, serait
incommensurable. On en conclut le théoréme suivant :

La circonférence d’un cercle est incommensurable avec son rayon.
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10. Le rapport des vitesses de deux roues d’engrenage est le méme
que le rapport inverse de leur nombre de dents. Sachant que le
rapport des vitesses doit éitre d’environ ig—jg, trouver un rapport
commensurable plus simple approchant de celw-la, afin de construire
moins de dents.

11. Développer e en fraction continue et calculer les premibres ré-
duites.
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CHAPITRE VIL
THEORIE DES FONCTIONS DERIVEES.

1. — DEPINITIONS.

On appelle deérivée d'une fonction la limite du rappart
de 'accroissement de cette fonction a 'accroissement cur-
respondant de sa variable lorsque celui-ci tend vers zéro.

Cette définition, pour étre bien comprise, exige que
nous entrions dans quelques détails. Lorsqu’une fonc-
tion f(x) est continue, 4 un accroissement infiniment
petit 2 de sa variable & correspond toujours un accrois-
sement infiniment petit k de la fonction f(x), mais il

. .. . k
n’est pas évident a priori que la limite du rapport 7 que

nous avons appelée dérivée de la fonction, soit finie et
déterminée; en d’autres termes, il n’est pas évident que,

. .y k
quelle que soit la maniére dont 4 tend vers zéro, 3 tende

toujours vers la méme limite.

Nous verrons dans la suite que les fonctions de va-
riable réelle ont en général une dérivée unique et bien
déterminée, et nous ne nous occuperons que de ces fonc-
tions (*).

(*) Toute fonction f(x) qui admet une dérivée finie et bien déterminée
pour z = a est évidemment continue, parce que 'accroissement de f est
nécessairement infiniment petit avec celui de x; mais il n’est pas prouvé
que toute fonction continue ail une dérivée : quelques auteurs ont cité des

L. — Algébre, II. ol

YT




16a TRAITE: W' ARGMNRE.

Lagrange, dans sa Fheorie des fomctions aralytiques,
propose de représenter la dérivée de la fonction y par y’(*);
9’ & son tour pouvant étre considéré comme fonction de
la méme variable que y, sa dérivée sera représentée par y” :
elle porte le nom de dérivée seconde de y. La dérivée de y”
sera représentée par 3™ : elle porte le nom de dérivée troi-
sieme de y, etc.

Tutorime I. — Soient f(x) une fonction quelcongue,
f'(x) sa dérivée, h. um aceraissement quelconque donne
a x; on aura
(1} fla+h) = flz)=b{f (2] + ],
¢ désignant une quamtité qui s"annude avec k.

En effet, d’aprés la définition méme que nous avouns
donnée de la dérivée, on a

imfEEAN—Ae] o,

c'est-i-dire, en désignant par ¢ une quantité qui s"amrale
avec A,
s fle) gy,

d’otr I'on tire la relation (1).

fonctions continues ne possédant pas de dérivées; mais il ne m’est pas bien
démontré que ces fonctions soient contfnues.

(*). Cetta natatian, done Lagrangs lui-méme n’a jamais voudw faise usngy
dans ses recherches, nous est imposée en France par les programmes. La

notation inventée par Leibnitz (% pour représenter la dérivée de y rela-

tive & z) est encore celle dont on fait usage aujourd’hui universellement;

clie a de geandw avantages sar celle de Lagrange: (Keibaity o8 Newion semt
les inventeuvs da Csleul dus dérivées ; ke premicr V'n sppelé Colend difs-
rendiel, ¢ seeond Calenk des fluwions).
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Lexpression de la difiérence f(x + h)— f(x) est sus-
ceptible de prendre une autre forme, qui nous sera trés-
utile dans la suite, et que nous allons faire connaitre.

Tutorme M. — Soit f(x) ure fonction qui reste eon-
tinue (*) quand x wvarie de a & b et qui ait dars cet
intervalle une dérivée f'(x) unique, déterminée et finie
pour chaque valeur de x; si U'on a f(a)=o, f(b)=o,
il existera entre a et b unc waleur c telle, que l'on aura

f'(c)=o.

En effet, supposons a <4, x variantde @d b; f(x) part
de zéro pour redevenir nul pour x=5. Alors, s’il n’est pas
resté constant, il a ¢t croitre pour décroitre ensuite, ou
décroitre d’abord et devenir négatif pour croitre de nou-
veau afin de s’annuler. f(r) passe donc par une valeur f{c)
ou plus grande ou plus petite que celles qui la précédent
ou la suivent immédiatement. En d’autres termes, pour
des valeurs de % suffisamment petites,

fle+h)—fle) et fle—2r)—fle)

sont de méme signe

Lle+h)—fle) ., fle—h)—flc)
fleh=fle) o fle=H)—sle)

sont alors de signes contraires. Mais, d’apres la définition
que nous avons donnée de la dérivée, chacune de ces
expressions a pour limite f*(c}, dont la valeur, par hypo-
thése, est unique et bien déterminée; f7(c) est donc la
limite commune de deux guantités, F'ume positive, V'auire
négative, et par suite ne peut étre que aéro. c. Q. F.D.

(*) 11 est inutile, & la rigueur, de dire que f(.x) est continu, car, si la
dérivée existe, la fonction est centinue.

11,
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Cette démonstration, due A M. O. Bonnet, est extréme-
ment remarquable, en ce sens que 'on n’a pas besoin de
supposer la dérivée f'(x) continue.

Cororratre I. — 8¢ la fonction f(x) conserve une
dérivée bien déterminée cntre les valeurs x et x + h de
sa variable, on a

flz+h)—f(z)=hf (x+06k),
6 désignant un nombre compris entre zéro et 1.

En effet, posonsx +A=X,X —x=het

0 1) =1) .
on en conclura

£(X) = f(z) — (X —2)A=o0.
Si’on considére alors la fonction de z,

F(X)—=f(z) — (X —2)A,

elle s’annulera pour z = x. Mais. elle s’annule aussi pour
z=1X; donc sa dérivée s’annule pour une valeur { de z
comprise entre x et X. Cette dérivée est la limite de
FX) —flzte) = (Ko o) A= [A(X) —(s) = (X —3)],

pour ¢ = o; cette quantité peut étre remplacée par

St =Sy
s
dont la limite est, par définition, — /' (2) + A. Remplagant
z par {, on a donc —f"(¢)+A =0 ou A=f"(¢); par

suite, la formule (1) devient

f(X) _f(x) —
——=—z =/
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Remplagons X par x + % et la valeur ¢ comprise entre
x et x+h par x + 6k, 6 désignant un nombre positif
moindre que 1; nous aurons
! —
f\‘t+h/)l f(x)zf’(.z‘—i-a/l)

ou .
fla+h) = flz) = hf/(= +0h).

1. — DERIVEE D'UNE SOMME, D'UN PRODUIT, D'UN QUOTIENT.

Tutorime I. — La dérivée d’une somme composée
d’un nombre limité de parties est égale & la somme des
dérivées de ses parties (*).

En effet, considérons la quantité
(1) y=u+v—w=xz...,

u, v, w, ... désignant des fonctions quelconques de x en
nombre limité; représentons par le symbole Ax un accrois-
sement arbitraire donné & x (le signe A ne représentant
plus ici une quantité, mais une opération). Soient Ay,
Au, Ay, Aw, ... les accroissements correspondants de y,
u, ¢, w, ...; en remplacant dans l’équation (1) x par
x +Ax,udeviendra alors u—AQu, v deviendra v Ay, etc.,
et 'on aura

(2) ry+Ay—=u—+Au+v+Av—w—Aw=t, ..

Sil'on retranche les équations (1) et (2) membre 4 membre,

on a o
Ay —Au + Av — Aw iz, . .,

(*) Nous supposarons toujours dans la suite que les fonctions sur les-
quelles nous raisonnons ont une dérivée. L'existence de la dérivée cherchee
sera seule a démontrer.
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c’est-a-dive, en divisant par Az,

Ay Au Av Aw

(3) Az azr Az bz

L

. . A
Or, si 'on fait tendre Ax vers zéro, A{ tendra vers y

. Au
dérivée de y, re tendra vers «/, etc., en sorte qu’en pre-

nant les limites des deux membres de 1'équation précé-
dente, et en observant que dans le second membre de cette
équation le nombre des parties est limité, on a

yY=d4+d—w'34...,
ce qui démontre le théoréme énoncé.

Remarque. — Nous avons insisté sur oe point que le
nombre des parties u, ¢, w, ... devait étre limité; en effet,
quand nous avons fait tendre Ax vers zéro, nous avons
admis que la limite de la somme g PR + ... &tait
égale 3 la somme des limites de ses parties, ce qui cesse
d’étre vrai lorsque I'on suppose le nombre des parties ili-
mité (*). Ainsi le théoréme que nous venons de démontrer
n’est pas applicable aux séries, on du moins, pour qu'il
devienne applicable aux séries, il faut nécessairement une
nouvelle démonstration.

(*) On démontre par le Calcul intégral ha formule

inax sin3x sin nx
s —+ ——e -

3 ™

Si I'on prend la dérivée des deux membres de cette équation, en procédant
comme si le second membre avait un nombre limité de termes, on trouve,
a V'aide de procédés qui seront expliqués plus loin, la formule

e

-z hing —

I
;-_—:oost——eos-sz-t— 683z —. .. oesnx, ...

absurde, car le second membre est divergent.
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Tutosiace II. — Ladérivée d’un produit de plusieurs
fonctions en nombre {imité est égale & la somme des pro-
dwits obtenus en mwltiplinat dn derivée de chacune de ves

Jfonctions par toutes les autres.

En effet, sient u, v, w, . .. difiérentes fonctions de x
ea nombre limité; posans
(r) Fy=umw....
Changeons dans ,cette formule x en x + A.i; DUy vy
w, ... deviendront y + Ay, u—+Au, ..., Ay, Au, ...,
représentant, comme plus haut, les aceroissements de y,

u,... correspondant 4 l'accroissement Axr de x. Nous
aurons

Y+ Ay = (u+ Au){v—Av)(w-+ dw). ...

Or le produit des facteurs qui entreat dans le second
membre de cette équation est égal & la somme des produits
obtenus en prenant pour factenrs un terme dans chacun
des bindmes u + Au, v + Ay, ... ; on aura donc

(2) r+Ar=ww...+Auow... 4 Av.uw...+o,

w désignant une somme de termes contenant en facteur
au moins deux des quantités Au, Av, Aw,....
Or, des équations (1) et (2) on tire par soustraction

Ay = Au.ow. ..+ Av.uw. ..+ Aw.uv. . .+ o,
ou biea, en divisant par Az,

(3) Aj_Auw' + Auw - ®
Az~ Az T Az T Ax

. . . Ay Au
Or, si 'on fait tendre Ax vers zéro, K-{: » 35* *°+ auront
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. . (0] .
pour limites §/, «', .... Quant 2 o’ il se compose de

A .
termes de la forme A—i a, dans lesquels « est un produit

qui contient au moins un des facteurs Au, Ay, ...; si nous
supposons donc qu’aucune des dérivées /, ¢/, ... ne soit

&y

infinie , e n’augmentera pas indéfiniment; d’un autre

c6té, « aura pour limite zéro, et par suite w aussi; donc,
si I'on suppose les facteurs u, v, w, . .. en nombre limité,
la formule (3) donnera, pour Az = o3

(4) r=dw...+vuw...+w'uo. ...

C. Q. F. D.

Cororraire I. — Si I'on divise les équations (1) et (4)
membre 4 membre, on trouve

y d v W
—=—+—--+—
u v

5 +.,

w

relation remarquable et dont on fait un fréquent usage.
:-:— est ce que I'on appelle la dérivée logarithmique de y;
on peut donc dire que :

La dérivée logarithmique d’un produit est égale i la
somme des dérivées logarithmiques de ses Sacteurs.

Cororramre II. — a désignant une constante, la dérivée
de au sera au', car la dérivée de a est nulle. En effet,

.. Aa . . .
Aa est nul, et par suite iz aussi, quelque petit que soit
. . Aa
Ax; donc la limite de I sera zéro. C. Q. F.D.

Remarque. — On a quelquefois besoin de prendre n fois
de suite la dérivée d’un produit uy. On peut le faire a I'aide
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de la formule suivante, due i Leibnitz, .
(1) (up)(®) = u®o + CLu("—1v + CRu(P=Dv" ... 4 up(™),

dans laquelle C}, C2, . .. représentent les coefficients de la
n(n—1)
1.2
désigne en général la dérivée '™ de u.
Pour démontrer cette formule, il suffit d’observer que
I'on a

formule du binéme ?, s ..., et dans laquelle u(?

(wo) = u'v+ 7 u,
et par suite, en prenant encore la dérivée,
(wo)" = u"v + 20’V + w”.

La formule (1) a donc lieu pour n=1,n =12, .... Admet-
tons qu’elle aitlieu pourla n'*"* dérivée, démontrons qu’elle
a encore lieu pour la (n + 1)*™, et, comme elle a lieu pour
n=2, elle aura lieu pour n =3, n=4, ...; elle sera
alors générale. Si nous prenons la dérivée des deux
membres de (1), nous trouvons

(up)(”"“‘) —u(t )y (C’l‘-i— |)u(")v’ -+ (C," -+ C,l.) uln—=1p" 1. |,
Or, par un théoréme connu, on a (p. 13)

Ci+1=¢Ci,, Ci+CL=C, ...;
donc

(uv)(""")': am Dy - CLL u(™e + C2 w1 |,

Cette formule n’est autre que (1), ol 'on a remplacé n
par (n-+1); donc enfin la formule (1) a lien quel que
soit 7. C. Q. F. D.

Tatorime III. — La dérivée d'un quotient est égale
au résultat obtenu en divisant par le carré du diviseur
la dérivée du dividende multiplice par le diviseur, dimi-
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nuée de la dérivée du devisewr multiplide par le div-
dende.
En effet, soit
n
{r) IF=3
le quotient des deux fonctions & et v de x. Ghangeoans x

en x4+ Ax; u, v, y deviendront u + Au, v+ A0,y + Ay
et 'on aura

(2) g+ oy = 2R A
v+ Av
Des équations (1) et (2) on tire
_u—+Au n
. v+ v
c’est-a-dire
‘_oAu—-uAv
br= v(v + Av) !
d’oti I'on tire
Au Ae
Ay az “am
Az S+ ede

Sil’on fait tendre Ax vers zéro, il vient alors, en observant

Ay Au Av o . ’
e-Z,—, — on
que =» -=» -~ ont pour limites y/, o', ¢/,
we—v'u .
y = C. Q. r. D.
. 1 . .
* CororrLaize. — La dérivée de < s’obtiendra en faisant

u = 1 dans la formule précédente, et par suite u'—=0. On

a alors



— DEMVIRS JES POWCTIONS DE YONCYIONS ET D8
‘TONCYIONS COMPOSEES.

Scient » une fomction de x, w une fonctiom de ¢, y une
fonetion de w; y sera ce que I"on appelle une fonction de
fonction de x.

Tatorime I. — La dérivée d’une fonction de fonction
est égale au produit des dérivées des fonctions dont elle
est formée.

En effet, soit y une fonction de w, w une fonction de ¢,
¢ une fonction de x. Changeons x en x + Ax; .y deviendra
y + Ay, w deviendra w + Aw; v deviendra v -|— Av, et 'on
aura .ldennquement

(1) 4 _ Ay Aw
Ar ~ Aw Av

it

. . Av ..
Si l'on fait tendre Ax vers zéro, o aura pour Limite ¢'.

A . .
-;—W est le rappart de V'accroissement de w 4 P'aceroisse-
14

ment correspondant de ¢; sa limite est donc la dérivée
de w prise en considérant w uniquement comme fonction
de ¢ et non eomme fonetion de x : nous désignerons cette
dérivée par w), pour ne pas la confondre avee o/, qui est
{a dérivée de i considérée comme fonetion de x. De méme

A . . . 1,
A—i: aura pour limite y',, dérivée de y prise en considé-

rant y uniquement comme fonction de w. La formule (1)
peut alors s’écrire

(2) Y =yuw,,

ce qui démontre le théoréme énoncé.
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Remarque I. — Nous avons tacitement supposé le
nombre des fonctions intermédiaires w et ¢ limité; en
effet, en passant aux limites dans la formule (1), nous nous
sommes appuyés sur ce principe que la limite d’un pro-
duit était égale au produit des limites de ses facteurs : ce
principe n’est pas applicable aux produits composés d’un
nombre illimité de facteurs.

RemarQue II. — Il ne faut pas confondre les expres-
sions y,, et y’; elles sont, comme on voit, essentiellement
différentes et liées entre elles par la relation (2).

Soient u, ¢, w,... des fonctions de x, et f(u, v, w,...)
une fonction de u, ¢, w, ...; f sera par rapport & x ce
que 'on appelle une fonction composée.

Tatorime II. — La dérivée d’une fonction composée
est égale & la somme de ses dérivées prises par rapport
& chaque fonction dont elle est composée, respective-
ment multiplides par les dérivées de ces fonctions elles-
mémes.

En effet, considérons la fonction f(u, v, w), u, v, w dé-
signant ici des fonctions de x; on aura

Af  flu—+ Au, v+ Ao, w + Aw) — flu,v, w)
Az~ Az ’

Au, Av, Aw, Af désignant, comme plus haut, les accrois-
sements de u, v, w, f correspondant a I'accroissement Ax
de x. Or on peut écrire comme il suit 'équation précé-
dente :

Af _ flu—+ Au, v+ Ao, w + Aw) — flu =+ Au, 0 + Ao, w)

Ac T Az

u -+ Au, v+ Av, w) — flu 4+ Au, v, w
(l) q -+ f( Ai‘ f( 27 )
Su =4 du, o, w)— flu,v,w)
+ Ax )
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Or la premiére partie du second membre de cette équation

Slu—+ Aa, 0+ Av,w + Aw) — f(u + Au, v + Av, w)

(2 o

est I'accroissement que prend f(u + Au, v + Av, w) quand
on change w en w + Aw. Or, en appliquant ici la formule

() Fla+h) —f(z) = hf'(= +0h)

démontrée (p. 164), nous pouvons écrire ainsi la quan-
tté (2),

(3) Soo( + Au,0 + Ao, w + 0Aw) ‘:—:a

ou 6 désigne un nombre compris entre zéro et 1. Pour
bien comprendre cette formule, il faut voir dans la nota-
tion f,, une dérivée prise par rapport & w, comme si u—+Au
et v+ Av étaient des constantes; et en effet, dans 'appli-
cation de la formule («), on ne suppose pas que la fonc-
tion f{(x) ne contient pas d’autres variables que I'on pourra
ultérieurement regarder comme fonctions de x, et la dé-
rivée qui y entre n’est relative qu'a la quantité recevant
I'accroissement k. Ainsi f,,, pour nous résumer, représente
une dérivée prise comme si u + Au, ¢ + Ay étaient indé-
pendants de w; la variable est w, et on la remplace par
w—+ 6Aw. En mettantle second et le troisiéme terme de (1)
sous une forme analogue a (3), on aura

Af
Az

Aw
= = fo (4 + Auyo + Ao, w + 6Aw) — v

A A
+fo (u+ A, v+6,0,0) EE-}-f,’,(u -+ 6,42, v,w)ﬁg

6, et 6, désignant comme 6 des nombres compris entre zéro
et 1. Si alors on suppose que x décroisse indéfiniment,
Aw

Av  Au
Au, Ay, Aw tendant vers zéro et 12 12 i vers les limites
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, o, il vient, en supposamt les fonetions f, f;, £, con-
:s par rapport a u, v, w,
Sfo=Fulu,o,w)0 + f, (0,0} + [, (a,0,w)d'.
2 est la formule qui fait comnaitre ka dérivée d’unefonc-
composée; f, , rappelons-le, estla dérivée de f(=,0,w)

> en supposant ¢ et w constants et u seul variable (voir
application au § VIII).

IV. — THEOREME DES FONCTIONS HOMOGENES.

1 fonction f{x, y, z) de plusieurs variables est dite
ogéne et de degré m qnand elle satisfait, quel que soit
la relation

Sik=z, by, kz2) = k™ f(2,7,3)-

i x?+ y? est homogéne et du second degré, etc. Si
5 prenons les dérivées des deux membres de (1) par
iort A K, mous aurons, en appliquant le théoréme dé-
tré au paragraphe précédent,

faz+ ﬂy." +frs3=mhk"=f(z, y,2),
devient, pourk =1,
afr+ yf, 3L = mf.

srenant encore la dérivée de (2) par rapport a k et en
mt k =1, on trouve (woir § XII)

2 frat2y3f] 4. .. =m(m—1)f(z.y,3).

ous laissons au lecteur le soin de développer cette d¢-
stration trés-facile et de la généraliser.

‘est.dans la formule (3) que consiste le théoréme des
tions homogénes, dont l'utilité se manifestera plus
en Algébre et dans toute la Géométrre analytique.
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V. — DENIVEES DS FONCYIONS RMPLISITES.

Lorsqu'une fonctian est définie comme solution d'ume

ou de plusieurs. équations dans lesquelles entrela variable,
on dit qu’elle est implicite; elle est explicite dans le cas
contraire.

Ainsi y, défini par I'équation
Tt yr=—1,
est implicite; si l'om tire de L
r=tyi—.d,

¥ devient explicite.

Nous allons trouver Ia dérivée d"une fonction implicite,
mais nous ferons Fhypothése que cette dérivée existe, en
nous réservant de prouver plus foin Pexistence de cette
dérivée pour un grand nombre de cas.

1° Considézons d'shord ka fonciion y définie: par la seulc
équation

f(zhx)zzo.

Cette équation étant upe vérrtable identité quand y y
est censé remplacé par sa valeur en x, ce que nous suppo-
serons, f{x, y) est identiquement nul; sa dérivée est donc
nulle, et, en supposant gue y' existe, la régle des fonctions
composées, démontrée § 111, donnera

(’) fx""ff:y—_—

d’ou 'on tire

Pourbien comprendre commens en aobtenu I'équation (1),
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il faut remarquer que f(x,y) est une fonction composée
de x, composée des deux fonctions x et y. Sa dérivée se
composera donc de la dérivée f, multipliée par 2/, qui
est 1, et de la dérivée f] multipliée par y'.

2° Siy était donné par deux équations telles que

¢(x,7,2)=0, Y(x,7,2)=0,

on prendrait les dérivées de ces deux équations en appli-
quant toujours la régle des fonctions composées, et I'on
aurait

P+ 9y’ +¢:3 =0,

Vo + ¥, + 7' =o.
On aurait ainsi deux équations permettant de calculer
y' et 2. Il n’est pas nécessaire de montrer comment on
obtiendrait la dérivée de y s'il était défini par un plus
grand nombre d’équations.

VI. — DERIVEES DES FONCTIONS SIMPLES.

Dtrivée pE a*. — Posons
y =a%
en changeant x en x + Ax, y devienty + Ay. et l'ona
7+ by = @™+,
d’ou 'on tire
A)' — a.r+b.r — a:l.
ou bien
Ay = a%(ab* —1).
On tire de 12

Ay . a*—1
(l) E—a Az

.
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Si, dans cette formule, on vient 4 poser:

=1 a ou Ar— BIFT4)
loga

elle devient

Ay a®loga

2 =" %% 4

Az log(1~+ «)
ou bien '

Ay a*loga

Az~ i

log (1 + «)*

Si l'on fait alors tendre Ax vers zéro, a tend vers zéro,

I

(1 -+ )“tend vers e, et par conséquent on 2

lim Y =y = o= loga.
Ax
RemarQue. — La dérivée de a® étant a” loga, celle de
e® est e*.

Derivie pe log z. — En posant

y = loga,
on a
log(z + Az) — logz
’
Az

& _
==

c’est-a-dire

Ay z + Az\ Axr
Aw_1°g< z ) ’

ou enfin

x x

Ay Az\ir 1 \Ax
A—x_log<|—|—?) = log <1+£>
Ax

si l'on fait alors tendre Az vers zéro, la limite de
L. — Algébre, 11,- 12

-
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x L]
el I :
(l +—;T>AI sera e, et 'on aura
Ar
B o e®
L =y = er
hmu Y og
ou bien

:__l_l
y'=—loge.

Si le logarithme est un logarithme népérien, on aura sim-
plement

Derivee e ™. — Si m est entier et positif, la dérivée
de x™ est la limite vers laquelle tend le rapport

(.z' —+ A.Z‘)'" —z™ N
Az

ou bien

m(m—u)

mz"—t - ——— et Ar e,
l L] 2
c’est-a-dire
mx"—1,

Si m est négatif, mais entier, on poserax™ = x "= x"
etlarégle dela page 169 (l. 25) donnera—nax—"-'=mam—*.
Si m n’est pas entier, il faut supposer x positif, soit :
r=ux",

d’odr
logy = m logx;
si 'on donne A x I'accroissement infiniment petit Ax, la

fonction x™ étant continue, y prendra I'accroissement in-
finiment petit Ay, et 'on aura

Alogy _m A logz ou Alogy Ay m Alogx
Ar ~  Ac Ay Az Az
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ou
& Alogz Alogy.
Az Az " Ay
si 'on fait tendre Ax vers zéro, on a

. A]' . ’ _m —_ -
hm_\—x ou y’:m(logz)x,(logy)y_;y_mz"' 1

comme dans le cas ol m est entier et positif.

Cororrazrg I. — La dérivée de 'Vx est égale a celle de

L A
z™, c’est-d-dire égale é-% " ou é'-l;l mA;;:.
Cororrame II. — En particulier, la dérivée de \/z sera
1
ayz
Cororrare [1I. — Si u désigne une fonction de x, la
dérivée de u™ s’obtiendra en prenant la dérivée de u™ par
rapport & u, ce qui donnera mu™=*, et en la multipliant
par la dérivée ' de u, en sorte que (p. 171)

(#™) = ma™=d',

ul

Corotrame IV. — La dérivée de u? ou de Vu est ava

Vil. — DERIVAES DE§ FONCTIONS CIRCULAITRES.

Deérivée pu sinus. — Posons
y =sinax;
on a, d’aprés la définition méme de la dérivée,

sin(z + Az) —sinz
Ar

r'=lim
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c’est-a-dire
.1  §
2Sln—A.tCOS(.t—I—;A.t)
= lim
JI Ax
ou
|
sm;A.r .
y =lim " cos(.t+—u) H
— Az
2

mais, si I'on observe que le rapport du sinus a I’arc a pour
limite I'unité quand l'arc tend vers zéro, I'équation pré-
cédente devient, pour Ax = o,

y' = cosxzx.

Derivée po cosinus. — La dérivée de cosx se trouve
de la méme maniére que celle de sinx; cependant on peut
y arriver plus simplement en observant que

eosx:sin(;-f— )

\
sin (1-;— x) est une fonction de fonction. Pour obtenir sa
dérivée par rapport i x,il faut d’abord la prendre par
rapport a g—x, ce qui donne cos (;—r—x) ou sinx,
puis multiplier ce résultat par la dérivée de la somme
T . . d
;—x, qui est —1; on a donc

(cosz) —=— sinz.

DerivEe pE LA TANGENTE. — On a

sinx
tangr —

2
cosx
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et, par conséquent, pour trouver la dérivée de tangxz, il
faut prendre la dérivée d’'un quotient; en appliquant la
régle donnée (p. 169), on trouve

(sinz)’cosz — (cosx)'sinz
2

(tangz) = o
c'est-a-dire .
(tangz) = !

cos®x
DeERIVEE DE LA COTANGENTE, etc. — On trouve ainsi

T

’/ T e
(cotz) = sin’z’
sinz
(séca:)’: m’
(coséex) = — cosz,
sinz

Derivee pe arcsinx. — Si 'on pose

y =arcsinuxz,
on en déduit .

() siny = x;

si I'on prend les dérivées par rapport 3 x des deux
membres de cette équation, il vient, en observant que
siny est une fonction de fonction,

y'cosy =1
ou bien
'

1
Y —'cosy’

et, en remplagant cosy par sa valeur tirée de (1),

=+

""":.:'
—\/l—x”

r
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le signe + convient au cas ou cosy est positif et le
signe — au cas ol il est négatif, ce qui revient a dire que
'on aura

1

!
Y=+ ou — ——
Vi—a?

. . * 4 T
suivant que y sera compris entre 2k7 — 3 et 2kn 4 ;o

entre (2k + l)n—;:et (2k+1)1r—|—§-
Cette démonstration suppose que I'on sait 21'avance que
. Ay .. . .
y a une dérivée ou que 3p 2 une limite, mais ce fail est
. . Az . . . .
évident, puisque 3 @ ume limite qui est la dérivée

!

x

y = COSY.

Derivee pe arccosx. — On peut poser
® .
arccosz = _ — arcsinz;

on déduit de 1a que les dérivées de arcsinx et arccosx
sont égales et de signes contraires.

Derivée pE arctangx. — Si I'on pose

Yy = arctangx,
on a
tangy = x,

et, en prenant les dérivées des deux membres de cette

équation,
/

A
cos®y

I,

d’ot1 'on tire
y' = cos?y,
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c’est-a-dire
.  §
T4 a?

b

VIII. — APPLICATION DES PRINCIPES PRECEDENTS.

Nous pouvons maintenant prendre les dérivées de toutes
les fonctions qui sont jusqu’ici entrées dans nos calculs;
nous allons le montrer sur quelques exemples.

Dértvee pE 2%, — La fonction x* est composée ; pour
bien le comprendre, considérons la fonction u*, u et ¢
désignant deux fonctions de x. Cette derniére expression
est de la forme f(u, v); sa dérivée sera donc de la forme

’ ’ A
f u uar: + f“ "x’
c’est-a-dire
vy’ 4+ u® logus' ;

si I'on prend u=y¢ =ux, on a la dérivée de %, qui est
ainsi
2% (1 + logx).

a-+t+x .
o= Cette expression est

Dénrivée pE arc tang ——

une fonction de fonction; pour en obtenir la dérivée, il

+z .
faut regarder — comme seule variable, prendre la

dérivée dans cette hypothése, ce qui donne

()}

et multiplier le résultat par la dérivée de

a -+

Z , qui est
b
1 24

a

1—ax+a(a+x) I+ at
ou —_:
(1—az) (r—az)¥’
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on obtient alors
14-at a+.r ""1
(1—az)?” [l + (;— a.r> 1

14 at
I+ a+ 2 +atzt

ou bien

c'est-a-dire
1
—_—3
I+ 2!

réswitat auque. on aurait pu arriver immédiatement en
observant que

a—+z
arc tang

tL—a

— arc tanga -+ arc tang z.

Deérivee oE log(x + \/1 +-x2%). — Cette fonction peut
étre considérée comme fonction de fonction; en regardant
X 4/t + x? comme variable, la dérivée de cette fonc-

tion est
T

x4+ 1+ a?
Mais, comme x est la variable, il faut multiplier cette
quantité par la dérivée de x + 1+ 2% c'est-d-dire par

x .
1 + —— ce qui donne
yi-—+x

Vi+z? 1

Vit D i

1+

IX. — DERIVEES DES FONCTIONS DE VARIABLE TMAGINAIRE.

Si I'on appelle fonction de x + y \/—1 toute expression
delaforme X + Y y/— 1, 00X et Y sont fonctionsde x et y,
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une fonction de x et y n’aura pas en général de dérivée,
et I'on ne considére en Analyse que les fonctions admet-
tant une dérivée. Pour faire comprendre cette espéce de
paradoxe, observons que la dérivée de X 4Y —1 est la
limite de
1) AX + AYV—1

Az + Ay \/ —1

quand x ct y tendent vers zéro. Or Ay et Ax peuvent tendre
vers zéro en suivant des lois trés diverses. De la une infinité
de limites différentes pourle rapport considéré. Supposons,
pour fixer les idées, x et y fonctions d'une variable ¢, qui
pourra étre x si 'on veut; le rapport (1) pourra s'écrire

AX AY —\ jAx Ay —
(-E—‘-Xt_' —l).(\'A'—t-*"E\/—-l),

ou, en passant aux limites,

X, +Yoy—1 _ X,z + Xy, 4 1Yy, + Yy))
 + Y V—1 &+ o=

(2)

La dérivée que nous trouvons ainsi dépend, comme I'on
r
. X o .
voit, du rapport }’L’ et, pour qu’elle soit indépendante de
t

ce rapport, en d'autres termes, pour que la dérivée

de X + Y y/—1 ne dépende pas du mode de variation de x
et de y, il faut que les coefficients de x;ety; dans la frac-
tion (2) soient proportionnels, ce qui donne

X, +V—1Y,  X,+y{=1Y,
= — ’
1 \/_ I
ou bien, en égalant les parties réelles et les coefficients
de y—T1,

X, =Y, X',,: —-Y..
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Ces relations ne seront pas, en général, satisfaites quand
on prendra X et Y au hasard.

Quoi qu’il en soit, parmi les régles que nous avons
données pour prendre la dérivée d’'une fonction, il en est
qui ne supposent pas la variable réelle; telles sont les
régles relatives aux sommes, aux produits, aux quotients,
aux fonctions de fonctions et aux fonctions entiéres. La
régle des fonctions composées peut se généraliser ainsi :

Soit f(u, v) une fonction composée de x + y J—r1.
Si u et v ont une dérivée unique et si de plus £, et £, sont
bien déterminés, on supposera x et y fonctions de ¢, et

I'on aura pour dérivée de f I'expression S S
. .. e +yV—1
la variable ¢ est réelle. On a ainsi
Sutte+ v, .
Ty N—1
Mais -—,—u'——: estladérivée u'de urelatived x+y/—r;

x4y V—1
donc la dérivée cherchée de f est bien f',u'+ £, v/ comme
quand la variable est réelle.

La dérivée de er+7V=1 s'obtient en observant que cette
fonction est égale a e%(cosy + /—1siny). Supposons y
et x fonctions de t et prenons la dérivée; nous aurons

ez (cosy + \/— 18iny ) +e=( — siny + v — 1 cosy )y’
= e*(cosy + \/'—_1 siny) (.1:'-4—_){'\/— 1)
= e +r/= (2 y = 1).
En divisant par 2’4 j’/—1, on trouve la dérivée unique
extV=1; la dérivée de log(x +y y—1) s’en déduit faci-

lement, et I'on reconnait qu’elle est —
z+yy—1
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Il reste & montrer que la dérivée de sinx cst toujours
cosx. On a ’

on en conclut
V=1 4 g~x/=1
2

(sinz) = = cosx+

On verrait de méme que la dérivée de cosx est — sinx (*).

X. — PROPRIETES DES FONCTIONS DERIVEES.

Tatorkme I. — Zoute fonction f(x) réelle et continue
entre les limites x = a et x = b de sa variable passe for-
cément au.moins une fois par la valeur u comprise entre
les valeurs f (a) et f(b) qu’elle prend pour les valeurs a
et b de sa variable, et, en particulier, si f(a) et f(b) sont
de signes contraires, l’égquation

flz)=o

admet au moins une racine comprise entre a et b.

Ce théoréme a déja été démontré a la page 3o de ce vo-
lume.

Tatonime II. — 1° Une fonction réelle et continue dont
la dérivée est positive croit avec sa variable ; 2° une fonc-

(*) On ne fait pas généralement dans les Cours les remarques que nous
venons de faire, et cependant on ne se géne en aucune fagon, en Géomé-
trie analytique, pour prendre des dérivées quand la variable est imagi-
naire; on a bien soin, il est vrai, de ne pas attirer I'attention de I’éléve sur
ce que la variable peut ne pas étre réelle, et voila comment 1’étude des
Mathématiques, qui devrait servir a rendre I’esprit juste, peut contribuer a
fausser le jugement.
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tion réelle et continue dont la dérivée est négative décroit
lorsque sa variable crott.

En effet, considérons la fonction réelle f(x); suppo-
sons f7(x) positif entre les limites a et & de la variable x;
on aura en général (p. 165)

flz+h)—f(x) =h[f"(z) +¢],

¢ désignant une quantité qui tend vers zéro avec k. Or,
supposons x et x + & compris entre les limites a et b; ¢,
ayant pour limite zéro, pourra étre pris moindre en valeur
~absolue que f'(x). Si donc nous supposons I'accroisse-
ment % positif, le second membre de la formule précé-
dente sera de méme signe que f’(x); donc enfin

Sz +h)—f(2)

sera de méme signe que f’(x ), ce qui revienta dire que f(x)
croit avec x quand sa dérivée est positive et décroit quandx
croit dans le cas contraire. C. Q. F. D.

Tatoreme IIl. — Une fonction f(x) réelle et continue
passe ordinairement par un maximum ou un minimum
lorsque sa dérivée s’ annule.

En effet, supposons la fonction f{x) continue ainsi que
ses dérivées pour x=a; si 'on a f'(a)=o, trois cas
peuvent se présenter :

1° f'(x), en s’annulant pour x = a, passe du négatif
au positif; cette fonction est donc croissante; donc sa
dérivée f"(x) doit étre positive ou nulle pour x = a, car,
si elle était négative, f’(x) décroitrait en faisant croitre x
(théoréme II). Mais f*(xr) ayant changé de signe pour x = a,
en passant du négatif au positif, f(x) a dd éire décrois-
sante pour les valeurs de x moindres que a et croissante
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pour les valeurs de x plus grandes que a;elle a donc da
passer par un minimum pour xr = a.

2° Si f’(x), en s’annulant, passe du positif au négatif,
cette fonction est décroissante, et, par suite, sa dérivée f"(x)
est négative ou nulle pour x = a; en second lieu, f'(x)
passant du positif au négatif, f(x) passe, pour r=a, d’une
période croissante & une période décroissante, c’est-a-dire
que f(a) est un maximum de f(x).

3° Si f'(x) ne change pas de signe en s’annulant, cette
fonction croit pour décroitre ensuite ou décroit pour
croitre ensuite lorsque x passe par la valeur a; donc alors
f"(x) doit changer de signe pour x = a; donc enfin,
dans ce cas, f(a) est nul.

Ainsi, en résumé, si I'on a f'(a)=oet

S’ (a)> o, f(a) est un minimum de f(z),
f”(a)<<o,f(a) est un maximum de f(z).

Lorsque f'(a) et f"(a) sont nuls & la fois, trois cas
peuvent se présenter comme tout a 'heure :

1° Si f"(x) passe du positif au négatif, cette fonction
décroit, et alors f”( a) est nul ou négatif; mais dans ce cas
f'(a) est un maximum de f'(x), et f(a) n’est ni un maxi-
mum ni un minimum; 2° si f”(x) passe du négatif au positif,
/"(a) est nul ou positif, f (a) est un minimum de f'(x)
et f{a) n’est ni maximum ni minimum; 3° si f”(x) con-
serve le méme signe en s’annulant, f’(a) n’est ni un maxi-
mum ni un minimum, et il peut arriver que f(a) soit
maximum ou minimum.

Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion; on
voit que

(1) . flz)=o

fournira des valeurs de x qui rendent f(x)maximum ou
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minipum toutes les fois que f”(x) ne s’annulera pas en
méme temps que f(x); je dis des valeurs, parce qu'il ne
suffit pas de résoudre I'équation (1) pour en déduire tous
les maxima ou minima de f(x).

Xl. — THEOREME DE TAYLOR.
Considérons un polynéme entier
F(z)=ay+ ayx + ayx*+. . .+ a,z*.
Sil'on change r enx + A, on a
F(lr+h)=ay+a(z+h)+ay(z+h)+...4-a,(x+ k)",

et, en développant chaque parenthése par la formule du
bindme, puis en ordennanl par rapport a 4,

Flzr+h)=a,+ayz+agz*+...+ a,z"

h
+;(a, + 28,2 +. ..+ na,z"1)

h2
+-l—£[x.2a,+ 2.3a32 + ...+ n(n—1)a,z"1]
B PP eseerescnann

+———1.2.3...0a,.
1.2.3...10 »

Dans cette formule, le terme indépendant de % est F(x),
. 2
le coefficient de ? est F'(x), le coefficient de —l,—’-; est la

dérivée de F'(x), que I'on désigne par F”(x), et ainsi de
suite. On peut donc écrire la formule
I h»

h 77
F(.‘r-{-ll):F(m)%—;F' (x)+7._iF (a:)—i— . .+m

F*(z),

qui fait connaitre I'accroissement F (x + &)— F(x) d’une
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fonction entiére, correspondant 4 I'accroissement % de sa
variable.

Nous allons essayer degénéraliser cette formule; a cet
effet, désignons par PA? le terme qu'il faudrait ajouter au
second membre pour qu’elle devint exacte lorsque la fonc-
tion F(z) cesse d’étre entiére. Le terme additionnel pourra
toujours étre mis sous la forme que nous lui avons assignée
PZi, i désignant un entier, sinous supposons tous les termes
de la formule précédente finis. Nous poserons donc

s F(z + h)— F(e) = 2F(e) = 2 "(z) —..

(1)
. hn
l : —mF”(z)—h‘on
Cette formule est une identité : en d’autres termes, P a
la valeur que I'on en déduirait en résolvant cette équation
comme si P était une inconnue entrant au premier degré.
Nous supposerons que la fonction F(z) reste finie et con-
tinue, ainsi que ses n premiéres dérivées, quand z varie de
x 3 x + h; quant 3 la dérivée F7+!(z), nous supposerons
simplement qu’elle existe et qu’elle ait entre les limites en
question une valeur unigue. Alors la fonction suivante, ou
I'on a fait X = x + A,

o(2)=F(X)— F(s) = 22 F(3)
—(-ICT—:‘)’F"(z)— coe— %F"(:)—(X —z)'P,

sera finie et continue entre les limites z = x et
z=x+h=X;

sa dérivée n’aura qu'une valeur bien déterminée. Or
¢(X)== o, et, si 'on suppose X = x +4, ¢(x) sera nul en
vertu de I'équation (r).
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Donk, en vertu du théoréme II, démontré a la page 163,
la dérivée de ¢(z) doit s’annuler pour une valeur de z com-
prise entre x et x -+ k, valeur que l'on peut représenter
par x + 6A, 6 étant compris entre zéro et 1. Or la dérivée
de ¢(z) est donnée, réductions faites, par la formule

o (0) = — I ) i(x— ),

Si I'on y fait z=x 40k, on a, d’aprés la remarque
précédente,

o= (}%’5__—9”) Frit(z + 0h)+i(X —z—0h)—'P,

d’ou l'on tire la valeur de P suivante, dans laquelle on a
remplacé X par x + k,

hn—t+ (I —_ 9)n—l+l

P= Fr+ (2 + 04);

t.1.2.3...n
si I'on porte cette valeur de P dans la formule (1), il vient,
en faisant passer dans le second membre tous les termes

négatifs,
h h?
F(I -+ ’I) = F(l‘) -~ —F'(I) -+ l—aF”(z)—F. .o

+ /l_ Fn( /I"""(l — g)n—l-o-l

n
1.2. i.1.2.3...n F*(z+04k).

Le dernier terme porte le nom de reste; on lui attribue
généralement deux formes : I'une correspond & i = n —+-1;
elle conduit 4 la formule suivante, due a Lagrange et
indiquée par d’Alembert :

‘F(.l‘+/l):F( )—I—/IF'(.:)_(._ A FII( )+
(2) 2 e

[ — ) .
+1.2.3...(n+.)F (-“"-1-011)7
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En’ faisant i=1, on a la formule suivante, due a

Cauchy :
h A2
F(-Z’+ Iz)=F(.z°)+;F'(z)+ T—QF”(I)-'-. ..

'%;; 9’1" Fr*t (2 + 04).
La formule (2) est celle dont on fait le plus fréquemment
usage; on peut lui donner une autre forme, trés-utile dans
les applications, quand F7*+!(x) est continue. On a, en
effet,
Fr4l(z + 0h)= Fr+t(z)+s,

¢ désignant une quantité qui s’annule avec %, et, par suite,
la formule (2) donnera

F(e+ 4)=F (o) + hF(2) &+ 2 F(2) +...
hn+1

+ 1.2...(r+41)

F"'“(.t) —+ ehn+]
et, pour que cette formule ait lieu, il suffit que F(x) soit
continu, ainsi que ses 7+ 1 premiéres dérivées dans le
voisinage de .

XII. — EXTENSION AU CAS DE PLUSIEURS VARIABLES.

Trtoreme. — Soient f(x, y) une fonctionde x et de y,
f. sa dérivée prise en regardant x comme seule variable
et y comme une constante, f, sa dérivée prise par rapport
& y en regardant x comme une constante; soient f, la
dérivée prise par rapport a x de f; , f:, la dérivée de f,
prise par rapport a y, f,. la dérivée de f, prise par
rapport & x et [, la dérivée de f, par rapport a y;

ona , ,
fa:y =fyx' .
L. — Algébre, 1. 13
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En effet, on a, par le théoréme de Taylor, .

Fl2+ byy) =Flarr)+ hfe (+:7)

(1) + %ﬂ' (z, )+ he,

et ceci sappose simplement f(x, y) continu dans le voi-
sinage de x et y, ainsi que ses dérivées premiéres et
secondes prises par rapport i x; s'il en est de méme des
dérivées prises par rapport a x et y ou par rapport a y deux
fois, on aura

flz, y+k)=F{=z,7)+ kf; (z,7)+ ;’f;/y', + kg,

1

()3 1 (07 + K =12 (2 7) + Rfy + KB,
Sz y+ k) =/ (x )+,

e, @, B, 7y désignant des quantités qui tendent vers zéro
quand % et k tendent vers zéro. Si dans la formule (1) on
change y en y + k, elle devient

flz+hy +k)=Ff(z,7 + &)+ hfz (2,7 + k)
2
2o 2y k) + e,
¢, jouissant toujours de la propriété de tendre vers zéro

pour % et k = o; en vertu des formules (2), cette derniére
"
s'écrit

f(x+hyy +k)=f+(hfr+ k)
(3) +-;-(Ie’f;.+ 2hk foy+ K1) + 0,
Q désignant un polynéme du deuxiéme degré en % et k,

dont les coefficients z, 3, 7, ¢ deviennent nuls pour & = o,
k = o, et qui, par suite, tend vers zéro lors méme qu’on
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I'a divisé par hk, pourvu que le rapport % reste fini. Or,

on aurait trouvé de la méme fagon, en permutant I’ordre
des opérations relatives 4 % et k,

L&+ by -+ h)=F+(hfL+hf})
2 (RS kR f+ R + 0y,
Q, étant un polynéme de méme espéce que Q.
Comparant cette formule avec (3), on a

hk hk
;-f,’,’, + 0= ;-f,.x +Q,
ou bien
Q—0
hk

Say=Sye+2

D’aprés ce que nous avons dit de Q et Q,, si % tend vers

k o . . ey e .
zéro, le rapport 7 Festant arbitraire, mais fini, il vient a la

" limite

f;,- Zf;z‘

On peut donc intervertir I'ordre de deux dérivations
successives sans changer le résultat des opérations; mais
ceci suppose la continuité des dérivées auxquelles on
parvient et de toutes celles qui précédent ou qui sont de
méme ordre. Si I'on avait plusieurs dérivées successives a
prendre par rapport aux mémes variables x, y, ou méme
a des variables différentes z, ¢, u, ..., on pourrait inter-
vertir 'ordre des opérations. La démonstration de cette
proposition est calquée sur celle que I'on donne en Arith-
métique pour prouver qu'un produit est indépendant de
Pordre de ses facteurs.

Ceci justifie la notation

S

13 .
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pour désigner le résultat obtenu en prenant la dérivée de f
un nombre de fois égal 4 @+ f3 +y, 4 savoir « fois par
rapport & x, 3 fois par rapport a y, y fois par rapport 4 z.

TutoriMe pE TavyLor. — Considérons une fonction de
plusieurs variables, f(x, y) par exemple; la fonction

Sz +ht,y + kt)

pourra étre considérée comme une fonction de la seule
variable ¢, que nous appellerons pour un moment ¢ (z). La
formule de Taylor, appliquée a la fonction ¢ (z), donne

’e "
plo+t)=¢(0) + t9'{0)+...+ m?n(w)_l_ e+,
et, pour w = o,
’n
(1) ¢(t)=¢(o)+1t¢(0)+ o3 R (0) et

e et ¢, désignant des nombres finis pour ¢ = o et que nous
avons appris a écrire sous diverses formes.
Calculons ¢/(w), 9/(®), ...; nous avons

p(o) =f(z+ ho,y + ko),
d’ot, par le théoréme des fonctions composées (p. 172),
(o) =Lk +S7 k

ol nous écrivons x et y en indice aulieude x + o et
¥ + kw, uniquement en vue de simplifier 'écriture. Sont en
a+3

général A prendre la dérivée par rapport 4 w de Gf,« 3,
désignant un facteur indépendant de w; le résultat sera

G(fefinh+fain k),

c’est-a-dire le méme que si I'on avait multiplié le terme
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primitit par f; k + f] k et traité les indices comme des
facteurs de la lettre £} on sura donc symboliquement et en
corrigeant les résultats, comme nous I'avons dit,

" (0)=(frh +f;, k)2,
et en général
«p"(w):(fz',/z +f;, k)m,

Sil'on fait w = o, le second membre de cette formule ne
change pas, car nous avons écrit x au lieu dex + wh, ...,
etlona

o"(0) =(fr h + 17 k)"

cette fois avec une notation plus réguliére, mais en atta-
chant toujours i l'exposant » le méme sens que tout a
Pheure; on a alors, au lieu de la formule (1), en rempla-
cant ¢ (t), (o), ... par leurs valeurs et ¢ par I'unité,

\ " I , ' n
flz+hy+k)=f(z,7) +2‘m(fxlz+f,.l-) +E,

E désignant une quantité nulle avec 4 et k, de la forme

I .

:;‘--(”—-H)(ﬂ”h b~ fy e k)",

par exemple si les dérivées de 'ordre n + 1 existent, et
qui peut toujours étre remplacée par un polynéme de
degré n en h et k, dont les coefficients sont nuls pour
h =o0, k = o si les dérivées d’ordre n sont continues ainsi
que les précédentes.

XII. — SUR LA CONTIRUITE DES FONCTIONS IMPLICITES.

Il va sans dire que la formule de Taylor s’applique 4 un
nombre quelconque de variables.
Lorsque nous avons démontré la régle qui permet de
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trouver la dérivée de la fonction y définie par I’équation
(p- 175) f(x, y) = o, nous avons admis que y avait une
dérivée; nous allons prouver que :

Si f(x,y) est continue par rapport a x et & y quand x
et y varient dans le voisinage des valeurs x, et y,, yo
désignant une racine simple de f(x,,yo)= o telle que
dans le voisinage de x, cette équation n’ait pas d’autre
racine, 1° y est fonction continue de x pour des valeurs
de x woisines de x,, 2° si, en outre, f, et f, existent et
si f; n’est pas nul, y aura une dérivée.

En effet, k désignant un nombre trés petit, entre yo, —k
ct yo+k, il n’y aura qu'une racine de f(x,, y)=o;
f(xe, 0+ k) et f(xo,y0— k) seront de signes contraires;
mais, la fonction f étant continue, on pourra toujours dis-
poser de . de telle sorte que f(xo—+ k, yo+ k) soit de
méme signe que f(xo, 3o+ k) et que f(xo+ A, yo—Kk)
soit de méme signe que f(xo, yo — k). Mais alors

Sxo+h, yo+ k) et flzo+h, yo— k)

seront de signes contraires, et entre yo— k et 3o+ kil y

aura une racine de f(xo+ k, y)=o0; donc cetle racine

sera aussi voisine que I'on voudra de y, quand % sera suf-

fisamment petit; donc enfin, si dans le voisinage de y, il

n'y a pas deux racines de f(xo, yo) = 0, ¥ sera une fonc-

tion continue de x quand x et ) seront voisins de x, et y,.
Cela posé, la formule de Taylor donne

fle+hy+k)—f(x,y)=0fs (x+0h,y + 6k)
- kfy (z+ 6k, y + 0k).

Si I'on suppose f(x + h, y +k)=o, f(x,))=o0, 0nen
tire

ko fi(x40hy+ 0k

h— " fy(x+ 0k, y+06k)
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si alors £, n'est pas nul en méme temps que f, on aura,
pour A=o,k=o, et

A S

lim—_—_. —_——y

h Sy

ce qui démontre rigoureusement la régle donnée plus
haut.

XIV. — DES EXPRESSIONS QUI SE PRESENTENT S0US LES
FORMES 2, 2, 0 >< o, ETC.
0O N

Certaines fonctions se présentent pour une valeur par-
. . . o .
ticuliére de la variable sous la forme S5 cela tient souvent

4 la présence d’un facteur commun qui entre au numéra-
teur el au dénominateur de la fraction qui constitue la
fonction en question, facteur qui s’annule pour la valeur
particuliére de la variable qui donne 4 la fonction la forme

. . o .
illusoire —- Tel est le cas de la fonction
x3 — ad
T —a
. o
Cette fonction prend la forme S quand on suppose x = a;

mais, comme on peut supprimer aux deux termes le fac-
teur commun xr — &, on a
a—a* . x4 ar4-at 3

lim — 5 = lim =Za.
xt—a z +a 2

-i: a est ce qu'on appelle la vraie valeur de la fonction

23— ad

xt — a2



» S

200 TRAITE DALGCEERE.
pour x = a. En général, si f 'x se présente sous une forme
illusoire pour x = a, on appellera valeur de f{x) pour
x = a et I'on désignera par la notation f(a) la limite vers
laquelle tend f7 x) lorsque . tend vers a.

La théorie des dérivées fournit un moyen assez général
et assez rapide pour trouver la valeur d’une expression qui

se présente sous la forme 251l repose sur la formule
o

/’a+h'—f{n)_f'a+bln).
pe+h,—ep.a,  ¢ia+0h)

)

Pour démontrer cette formule, ol § a la méme valeur au
numérateur et au dénominateur, on pose

(2 Sle+h)—fla)
v g.a+h,—ypa) "’
d’ou 'on tire
Sla +Il)—k7(a+ln)—[f(af—ly(a)]zo.

Sil'on applique 2 la fonction f{x)— kg (x) la formule de
Taylor, on a .

Sla+h)—ky(a+h)—[f{a)—k¢(a)]
=h[f (a -+ 0’1)— l~7'(a+ 9/1)];

or, le premier membre étant nul en vertu de la formule
précédente, on a
Sfla+0hj— ky'(a—+0h)=0o,
d’oui I'on tire
_Sf(la+0h)
T ¢'(a+6k)

En éliminant k entre cette formule et (2) par comparaison,
on obtient la formule (1), qu'il fallait démontrer.
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Lorsque f(a) et ¢(a) sont nuls, la formule (1) devient

Sfla+h) __ fla+6k),
q;(a-i—/l)— y'(a—{-@/&)’

si alors on fait tendre A vers zéro, cette formule pourra
s'écrire

Sla+h) S (a—+0h) .
lim la k) = im a = 0h) pour 4 =o,
ou, ce qui est la méme chose,
lim S(=) hmf( ad pour z = a.

p(x) 9'(x)
Donc :

1° Si f,lE g pour x =a a une limite bien connue, si
par exemple f’(a) et ¢/(a) ont des valeurs déterminées, la
f(=) f'(a)
?(z) ¥ (a)

2° Si, ce qui arrive souvent, se présente aussi sous

sera connue et égale &

S (=)
?'(z)

la forme 9, on lui appliquera la régle que I'on vient d’appli-

f'( )

quera~( )

limite de

sy et 'on aura

e
(<) 9'(x) ¢ (=)

et ainsi de suite.

/()

?'(z)
Sfl=)

¢'(@)=o et que f’(a)Z o0, =——— n’aura pas de limite non

()

3° S’il arrive que

n’ait pas de limite, parce que

plus. Ainsi :
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Ricre. — Pour trouver lavraie valeur d’une expression
3 : l ‘me 2 t ‘néral

qui se présente sous la forme —> on peut en général rem-

placer le numérateur et le dénominateur par leurs déri-
vées relatives au paramétre variable en vertu duquel la

. . .0
fraction devient 5

Cette régle, due &4 L’Hopital, n’est pas sans exception. En
effet, elle s’appuie sur la formule de Taylor et elle tombera
en défaut quand f(x) el ¢(xr) ne seront pas développables
par cette formule pour x = a. Ainsi, en particulier, la dé-
monstration ne s’applique pas au cas ot @ = »; mais alors,

I
cn posant r = 2’ on aura

f() /()

lim “—— (pour # = ») =lim ——< (pour z = 0),
?(2) ?(i)

et nous rentrerons dans le cas étudié plus haut; d'ail-

leurs
1 e
i fm . r(3) (-5 i r(3)
ERRTOICEY RO}
d’ou
hmf( ) =1li L),

9@ elwy

la régle démontrée plus hauat subsiste donc encore.
Les expressions qui se présentent sous la forme > se
oc

raménent immédiatement aux précédentes; si, par exemple,
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S (a) =, p(a) =, on aura

S(@) i B2 i 2@t [p ()]
7(2) 1f@) @ @R

d’ot 'on déduit

lim

. flz) "(z)
lim £——£ (a:) hmﬁ,
f (z)

étant entendu que lim ) ne soit ni nul ni infini. Sup-

?(2)
posons donc

S (=)

lim —(——)—-0,

on aura .
lim f(2)+ko(x) =t
9 (z)

k désignant un nombre quelconque; de cette formule on
déduira
’ '
imZ =) + Ae'(x) k,

¢ (z)
et par suite
]im,;(‘ﬂ:o, c’est-a-dire —lim: (.1:).
(=, i ?(z)
Enfin, si f(=) était infini, (= ) serait nul, et ’on aurait
(%) e
N G I 1 €.
llm‘—fl—(;j—-]lmm =0,

(.
imZ7) () _ 1) _
?'(=) ?()
Ainsi, pour trouver la vraie valeur d’une expression qui

© .
se présente sous la forme 5’ la régle a suivre est la

. , . o
méme que si elle se présentait sous la forme o
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Les expressions qui se présentent sous la forme 0 >< oo

se raménent au cas précédent; ainsi, par exemple, si I'on
af(a)=o, 9(a)=o, onaura

Slz)

. ‘ .\_ -
llmf(x/)(?(.r/_hml:?(z),

: o
et le second membre de cette formule est de la forme 5

pour x = a.
Sil'on a f(a)=o0, ¢(a) =, on aura

lim[ ¢(z)}/(®) = lime/ () (=),

on est ainsi ramené au cas précédent. Les expressions de
la forme oo° se raménent donc aux précédentes; celles-ci,
1, ®—®, ..., s’y raménent i 'aide d’artifices ana-
logues.

XV. — APPLICATIORS.

)

Prosrime I. — ZTrouver Ia limite de F(z) pour xr =« ,

fi=)

F(x)et f(x) désignant deur polynémes éntiers.

Soient 7 le degré de F(x), m celui de f(x); si I'on
suppose n >>m et si I'on remplace F (x) et f(x) par leurs

. ® . : .
dérivées, on trouve encore — si m est >1,et, sim=1,
®

la fraction se réduit 4 o . Pour se débarrasser de la forme
illusoire, on voit qu'il faudra prendre m fois la dérivée
des deux termes de la fraction, et, en faisant x — oo dans
le résultat, on trouvera l'c. Si au contraire on avait
eu n=rm, la fraction se serait réduite au rapport des
coefficients de x™ dans F(x) et f(x). Enfin, si I'on avait
eu n <m, on aurait trouvé zéro pour la limite cherchée.
Ces résultats pouvaient se découvrir sans le secours du
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calcul des dérivées. En effet, on a -
() a4
— —_—t..."4a
aQ+axr+...+a,z" ozt ! "
bot bzt bpzm b b bypxm=n

z" xn—l

Si l'on fait x = %, la seconde fraction devient manifes-

Qn

tement 5,

sim=n,®©sin_>m,etosin<m.

a®

Prosrime II. — Zrouver la limite de —mpourz =co.
Nous supposerons m >0, @ >3. On a (p. 117)

zloga (zloga)?

aF = e%lo8d — 1 + 4.
1 1.2
donc
a* 1 loga 1 (loga)?
;ﬂ—’x_m-*— zm-1 1 - 1.2 D

Tous les termes tendent vers zéro jusqu’a celui ou I'expo-
sant de x est négatif; & partir de celui-la tous les termes

. . . a® . .
sont infinis et de méme signe; donc — est infini pour

x = . Il en serait de méme a fortiori si m était négatif.
CoroLrames. — lim —%— — o pour x=x , lim™ = o
R . Toga)® = 2 Pour x=, lim7z =
pour x = ® , etc.

. .. sinz—+-z
ProsrimeIll. — Zrouver lalimitede T+ pourx=qo .

Si I'on prend le rapport des dérivées des deux termes de
. cosz -1 .
cette fraction, on trouve ————; et, cosx étant indéter-

. . sinz +~z |,
miné, on pourrait en conclure que —, — Dapas de
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limite. Or on a
sinz +2x sinz
—_—
x x

. . . ... sinz
or, sinz étant toujours moindre que l'unité, —a pour

limite zéro. On a donec

. sinx + =z
lim —— = —,

z

A quoi tient cette contradiction?

Sil'on réfléchit 4 la démonstration de la régle que nous
avons appliquée, on verra qu'elle s’appuie sur la formule
de Taylor; notre régle du rapport des dérivées ne s’ap-
plique donc qu’aux fonctions f(x) développables par la
formule de Taylor. Pour rendre ce fait sensible, recom-
mencons sur notre exemple la démonstration de la régle.

1 .
On fera — = z, et ’on aura a chercher
z 2

11
Sin — - — .
» s 2
im ———— pour z=0,
z
ou enfin de
Z

—_— .
.1 I
I (sm— +—)
z 2

Orr:: (sin iz + E) n’est pas développable par la formule de

Taylor, et c’est pourquoi la régle de L’'Hopital tombe en
défaut.

1
x—a)i
—— pour x =a.

Prosrime 1V. — Limite de

| v

sin’z — sin’a
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En appliquant la régle de L’Hopital, on a

wl=

I
-(x—a
= )

_—
1 . -+

—sin *xcosx
2 >

dont la limite est oo . Mais 13 encore il est & craindre que

le résultat soit inexact, car \/x — a n’est pas développable
suivant les puissances de xr — a par la formule de Taylor

Mais \/sinx — \/sina l'est, et le premier terme est

O\ a);
2y/sina )

la limite cherchée est donc bien inﬁnie.

XVl. — QUELQUES MOTS SUR LES MAXIMA ET LES MINIMA.

Nous avons vu que f{ ) passait en général par un maxi-
mum quand on avait f(x) = o. La formule de Taylor rend
parfaitement compte de ce fait; ainsi 'on a

fla + k) —fla) = hf'(a+6h).

Si f'(a) n'est pas nul et si A est suffisamment petit,
f'(a+ Ok) ne sera pas nul non plus et sera de méme signe
que f(a); f(a + h) — f(a) changera alors de signe avec %
pour de petites valeurs de cette variable et ne sera ni
maximum ni minimum. On sait cn effet que f(a) est maxi-
munm s'il est plus grand que f{a + %), quel que soit le signe
de %, et qu'il est minimum quand il est plus petit que
f(a + 1), quel que soit le signe de %; le caractére du maxi-
mum et du minimum est donc que f(a + %) —f(a) a le
méme signe quel que soit le signe de 4.
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D’aprés ce qui précéde, f(a)ne sera donc maximum que
si f'(a) est nul; la formule de Taylor donne alors

fla+h)—f(a)= -’;—’f"(a +0h).

if"(a) n’est pas nul, le signe du second membre pour
e petites valeurs de 4 sera celui de f(a), et, par suite, ce
era aussi celui de f(a + &) — f(a). Ainsi

JS{a) sera maximum si f'(a) = o et si f"(a) <o,

»  minimum » f(a)>o.

On ne peut plus rien dire si f”(a) = o. Mais soit 7 (a)
1 premiére dérivée de f(x) qui n’est pas nulle pour x = a;
t formule de Taylor donne

k" 0h
n
x.z...af (a+0k).

fla+k)— fla)=

a différence f(a -+ k) — f(a) ne changera pas de signe
vec h si n est pair, et il y aura maximum si f7(a) <o et
rinimum si f7(a) > o; au contraire, si-» est impairil n'y
ni maximum ni minimum, parce que f(a—+ k) — f(a)
hange de signe avec &. Nous retrouvons ainsi des résul-
its déja indiqués plus haut.

On obtient d’une fagon analogue les conditions du maxi-
wm et du minimum des fonctions de plusieurs variables.
dnsi la formule de Taylor donne

fla+h b+ k)—fla,b)="hf,(a+ 0k, b 0k)
+ kfyla+0h, b+ 0k).

our que le premier membre ne change pas de signe avec
et k, il est nécessaire que f7, ‘et f}, soient nuls tous deux.
insi, pour qu’une fonction de plusieurs wvariables soit
axima ou minima, il faut que ses dérivées prises par
1pport & chaque variable soient nulles.
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Nous ne pousserons pas plus loin cette discussion, qui
n'offre aucune difficulté, mais qui appartient i un autre
Cours. Nous ferons observer toutefois que nos conclusions
ne sont exactes qu’autant que la formule de Taylor est
applicable, et la recherche d'un maximum est pour cette
raison une chose assez délicate.

Pour ne citer qu'un exemple bien connu des cas ou les
méthodes précédentes peuvent tomber en défaut, pro-
posons-nous de trouver le maximum de la distance d’un
point a un cercle situé dans le méme plan.

Soient a la distance du centre au point, J la distance d’un
point du cercle au point donné; soit x la projection du
rayon de ce point sut la droite qui joint le centre au point
donné. On a, en appelant R le rayon,

f=r— '+ (a —x)
ou )
=r'+ a®— 2ax.

Si pour avoir le maximum de 2 on prenait la dérivée par
rapportix, on aurait,enl’égalant d zéro, —2a = o, résultat
absurde; cela tient 4 ce que 92 est maximum et minimum
pour x = == a et que la fonction d? est discontinue pour
x==ta: elle cesseen effet d’exister pourx > aoux<—a,
et par conséquent de coincider avec la fonction con-
tinue r2+ a?— 2ax. La formule de Taylor ne lui est
donc pas applicable. 3?7 est une fonction qui n’existe pas
pour x < —a, égale & r?+ a?— 2ax pour —a<lx<a
et qui n'existe pas pour x> a.

Prosiime I. — Discuter la fonction

sinz
—_——————
cosazx

11 s’agit de voir comment varie y quand x passe de — o
L. — dlgibre, IL. 14
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4 + o d’'une fagon continue; en formant la dérivée ¥/,
on voit d’abord, en discutant son signe, quand y croit et
quand il décroit, ce qu’il serait sans cela difficile de décider
quand le numérateur et le dénominateur varient dans le
méme sens. On a

Ccosx
~ cos'zx

’

J

On peut observer tout de suite que y ne change pas de
valeur quand x se change en — x, mais qu'il change de
signe. Des valeurs de y pour x positif on déduira donc les
valeurs correspondantes pour x négatif, et nous n’aurons
pas besoin de discuter les valeurs de y pour les valeurs
négatives de x si nous avons discuté ses valeurs pour les
valeurs positives de x. Nous pouvons méme observer que
y reprend périodiquement les mémes valeurs quand x
prend des accroissements égaux 4 2m. Nous n’aurons donc
qu' faire varier x de o 4 2, et par cela méme nous con-
naitrons la marche de la fonction y en dehors de ces
limites.

Or, tant que r reste moindre que %, les deux termes de y’
sont positifs; y croit donc dans cet intervalle; il est nul
T
i

ment du positif au négatif, mais, 5’ étant encore positif,

pour x = o et infini pour x = —; y passe alors brusque-

T
y croft tant que l'on n’a pasx = 5 alors y’ s’annule, et,

comme y est continu, il passe par un maximum; y’ change
. . e . 3

de signe; y décroit jusqu'a ce que I'on ait x = 77 rede-

vient infini, mais, comme y’ reste négatif, y passe du négatif

au positif, décroit encore, s’annule pour x = m, décroit

. . e s 5 .
toujours, devient infini pour x = —4—”; la dérivée restant
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négative, il passe du négatif au positif et décroit pour
. .. : 3 .
atteindre un minimum quand x = —2:; la dérivée alors passe

. e N . . . _ 9=
du négatif au positif; y croit, devient infini pour x = T

et, comme )’ ne change pas de signe, y passe du positif au
négatif et croit jusqu’au moment o x = 27; alors y est
nul et repasse par la série de valeurs que nous venons de
trouver indéfiniment. L'un des objets de la Géométrie
analytique ‘est précisément la discussion des fonctions et
leur représentation géométrique; nous renverrons donc
pour cet objet le lecteur 4 un autre Cours, en bornant la ce
genre de discussion, que nous ne saarions traiter complé-
tement ici avec les seules ressources de I'Analyse.

Prosrime II. — Zrouver les maxima et les minima de

la fonction xe=>.

La dérivée de cette fonction étant e — xe~* ou
e~*(1—x),onvoitqu'elle s’annule pourxr =1 et e™* = o;
or, &% n’étant nul pour aucune valeur finie de x, la fonction
en question est maxima ou minima pour .r =1, car pour
x =1 elle est continue; la dérivée seconde de xe=* est

—eF—[(1— &),

c'est-a-dire négalive pour x = 1; cette valeur de x rend
donc xe~* maximum.

Prosvime I, — De tous les parallélépipédes rectangles
de méme surface h* inscrits dans la sphére de rayon R,
quel est celui dont le volume est maximum?

Soient x,y, z les cOtés du parallélépipéde; on a
(1) zy -+ yz +zx = 13,
(2) : x® + y? + 22 =R2,



ceeer
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Il faut rendre xyz maximum. Pour résoudre cette ques-
tion, il semble qu'il soit nécessaire de calculer xyz en
fonction de x, par exemple, pour égaler ensuite sa dérivée
a zéro; mais on peut poser

(3) m=zyz

et prendre la dérivée de m comme celle d’'une fonction
implicite. Observons d’abord que I'équation (1) peut étre
remplacée par

4 oy + o= R 2,

qui est plus simple. La variable indépendante pouvant
étre a volonté x, ¥, z ou toute fonction de ces variables,
laissons-la indéterminée et prenons les dérivées des équa-
tions (2), (3), (4); en remplagant ' par zéro, nous aurons

£+ y + 7 =o,
zx' + yy' + 2z —o,
z'yz + y'zx + ' xy = 0;
en éliminant 2/, 5/, 2/, nous aurons une relation qui, jointe
aux conditions (1) et (2) ou (2) et (4), tera connaitre
x,y, z. En éliminant x/, /, z/, on a
z(y*—2?) + y (2 — o) + z(2* — y*) = o;
cette équation est satisfaite pour y = z. Les formules (4)
et (2) donnent alors
2y +z=\/R1+ 242,
2y* +2*=R}?,
d’ott I'on tirera les valeurs correspondantes de x et de y-.
Nous laissons au lecteur le soin d’achever le calcul.

ProsLime IV. — De tous les cylindres inscrits dans

]

. ".""

ceee
e,
et
ceee
ceee
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un hémisphére, quel est celui dont la surface totale est
maxima? ‘

En appelant R le rayon de la sphére, x le rayon de base

Y

variable, la surface i rendre maxima a pour expression
2wz + 2wz \/R’ — z2,

Nous devons égaler la dérivée de cette quantité & zéro;
nous trouvons alors :

2
2.2‘+\/R’—-272———_x.—::-=0
\/R’—x’
ou

2z JR*— z* + R? — 22> —o.
Isolant le radical dans un membre et élevant au carré, on a

4x’(R’ — 2?) = 42" — fR%2* + R*.
ou
S8z*— 8R*22+ R*=o0.

Cette équation bicarrée donne pour seule solution réelle et
admissible

x:l—:-\/ﬁivg.

La solution correspondant a la plus petite valeur de x donne
évidemment un maximum et l'autre un minimum.

Le calcul de la dérivée seconde serait, sinon difficile .
au moins de peu d’intérét, & cause de sa complication.

On arrive au mémerésultat en posant x=R cos¢;la quan-
tité & rendre maxima ou minima est alors cos?¢-+-singcosg;
en égalant sa dérivée a zéro, on trouve

tang®e + 2tange —1=o.
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on en déduit
tangp = — 1= /2, cosp = -;- Vaya,

ce qui donne la valeur de x trouvée plus haut.

XVII. — DES FORCTIONS PRIMITIVES.

La recherche de la dérivée d’une fonction est un pro-
bléme résolu, d’aprés ce qui précéde, pour toutes les fonc-
tions que l'on a & considérer dans les éléments; il n’en est
pas de méme du probléme qui a pour but la recherche
d’une fonction dont on donne la dérivée. Ce probléme, qui
est de la plus haute importance en Analyse, est du ressort
du Calcul intégral; nous n’en dirons ici qu'un seul mot.

La fonction qui admet f{x) pour dérivée s'appelle la
Sfonction primitive ou I'intégrale de f(x). Bien quel’on ne
sache pas toujours trouver cette fonction primitive, il est
bien des cas dans lesquels on peut la deviner;ainsi ’on voit

. . e M+
de suite que la fonction primitive de Ax™ est A el
. e A
excepté sim = —ri;lafonction primitive de = estAlogx,etc.

Mais on peut se demander si une fonction n’admet
qu'une seule primitive; les théorémes suivants ont pour
but d’éclaircir cette question.

Tatorime 1. — La dérivée d’une constante est nulle,
et réciproquement, si la dérivée d’une fonction continue
entre les limites a et b de la variable est nulle; cette
fonction reste constante entre ces limites.

En effet, soient f{x) la fonction en question, x etx + h
deux valeurs de la variable comprises entre a et 4; la for-

mule de la page 165 lui est applicable, puisque la dérivée, .
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étant nulle par hypothése, existe et est bien déterminée, et
I'on a '

flz+h)=flz)+ hf(x+0k).

Or, f'(x) étantnulle poura < x << b,onaf'(x +6h)=o,
et par suite f(x + k) = (fx); donc f(x) est constant, ce
qu'il fallait prouver. La réciproque est évidente.

Tutorkmz II. — Deux fonctions ayant la méme dérivée
ne différent entre elles que par une constante.
En effet, soient f(x) et F(x) deux fonctions telles que
'on ait
flz) —F(a) =o.
La fonction f(x) —F(x) ' sa dérivée nulle; donc cette
fonction est constante, et par suite

JS(x)=F(z) + const.

Ce théoréme reposant sur le précédent, il est sous-entendu
que les fonctions f(x) et F(x) sont continues.
D’aprés cela, on voit que la fonction primitive de

x'n+1

x™ est -+ const.,

—+1

—~ » logz + const. =logcx,

x
sinzx » — cosx -+ const.,
cosx » sinx -+ const,

Pour faire comprendre I'utilité des considérations pré-
cédentes, nous résoudrons quelques problémes :

1° Quelle est la fonction de x constamment égale &
sa dérivée?
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Soit y la fonction inconnue; on a

r=rx,

ce que l'on peut écrire

Avec un peu d’habitude, on reconnait que “%est la dérivée

de logy; les deux quantités ;-et 1 sont donc les dérivées

de log y et de x; comme ces dérivées sont égales, logy et x
ne peuvent différer que par une constante ¢; on a donc

logy =z +¢, y=¢€"*.
2° Trouver le volume d’un segment sphérique & deux
bases?

Soient R le rayon de la sphére, % la hauteur du segment
ou la distance de ses bases. Supposons I'une des bases
variable de position; soient r son rayon et z sa distance au
centre de la sphére. Si z regoit l'accroissement Az, le
volume cherché V regoit un accroissement AV que nous
allons estimer. Ce volume AV est compris entre celui de
deux cylindres ayant pour hauteur Az et pour bases deux
cercles de rayons r et r + Ar; donc

wriAz <AV <= (r+ Ar)%Az;
on en conclut

AV
‘m’<E <w(r+ Ar),

. . AV
Si 'on fait tendre Az vers zéro, v tend vers V', et la for-

mule précédente donne, en passant aux limites,

V; ==,
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Or on a r2= R?— 22; donc

On reconnait que le second membre de cette formule est

la dérivée de n (R’z — 2), on peut donc écrire

3
V=n (R’z— %) + const.

Pour déterminer la constante, on observe que le volume V
est nul pour une certaine valeur de z que nous appelle-
rons z,; il vient alors,’en faisant z = z,,

o=m (R’zo—— i:;-) - const.,
d’ou, retranchant cette formule de la précédente,
V—'R[R’(z—-zo)——- —zs)]
On peut remarquer que z — Zo = h et que

V= 7%,'(31{’ — 22— 3} — zz7,).

On peut évidemment donner plusieurs formes 4 V suivant
les données que 'on introduira dans la question.

EXERCICES ET NOTES.

1. Prendre les dérivées des fonctions suivantes :

2cer + b , 1 Vfac— b

— o Rp,,’ '=_
Vé4ac — b2 Py

2a+ br + cx?
zy/2 L V2

.

1— 2t r= (t+.z’)V1—.r-'

y = arctang

y = arctang
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y = arcsin 12/.-:’° Rép. : )

__acosbz+ bsinbx

ax
a? + b2 e

y = (322 — 6)sinz — (23 — 6x)cosz.
=reotz( —
= log(logsinx).

y = arccosécz.

y = arctange<.

.ralcsm.z
-+ logy/1— x2.
\/ 1— 22
y= Zlo8x,
100(122’_)3
—1
. Tr
T i
o 1—y/1— 2,
y = arctang —
I —Z
y=log —
1
y=x*
1pose
xy—y*=o0,
ona
o _y=logy — yxr-1
. T zYlogx — xy*1
i lon pose

2249232 =1,
X+y +3=0,

(14 22) YT+ 2%

y = ea% cosbx.

¥y = x¥sinzx.
1
== sintx
cotx
y= logsxnz
_ I
zy/zt—1
1
y= ex + e
¥ = (aresinz) (1 —z2)”
:2_1__0'2‘_1‘ I"’C‘.
x
2 —1

y=

P—3z+ 2
g e
y'=(1+2%)

_r __
21— z?

y'=

L

2z(x— 1) .
1

zx (1 —logx).

. ‘/;(I_‘r’) .
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ona
Y= 32—
_ Yy FTisy
Sil'on pose .
N+ Yt +yn =2,
)"+y§+...+_y,’,=.r2
i+, +_7"—.r"
ona

P(z.vo,....7%p)
P(Jh.rh "".7"),

P désignant le produit des différences que I'on peut former avec les
quantités placées dans la parenthése qui suit.

J/|=

= z 1+2n_3(x’+1)+
r= (27— 2) (z2+1)n— 2n—4

(27— 3)(2r—5)...5.3 e
T A= fan—6).. .42 =Y 2]

(27— 3)(2n—5)...5.3.1

(27— 4)(2r—06)... 4.2

arctangz.

¥

Ré]) Sy = rx_’_-—{-]_)" .

Prendre les dérivées do:

y = log \/%2)

y = log(x £ y/a? = a?),

I
s

clangz 3 =z z
e g a2 4(1+ 2%)2

Y
y=

w'cp

y =[x+ mxml4+ m(m —1)zm-2... +1.2.3...m].
= /72 + 2zcosa + 1 — cosalog(z + cosa + 22+ axcosz +1).
(Les résultats sont simples).
2. Prendre les dérivées de

logz, loglogz = logs x, loglogax = logsz, etc.... log,x.
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3. Trouver la ni*me dérivée de uow.

4. Trouver la nt®me dérivée de arcsinz : si I'on appelle cette fonc-
ion y, on se bornera & prouver que .

yar)(1—2t) —(2r —1)xy®) —(n —1)tyln-N =0,

L
8. Trouver la n!®me dérivée de arctangz; en appelant cette fonc-
ion y, on a

yinr (1 +a2)+ 2ny?) 4+ n(n +1)yir—1) = o.

6. On étendra la formule du binéme au cas d'un exposant quel-
onque en développant (1 + 4)m par la formule de Taylor. On aura
si :

m(m —1)

(l+/))"'=l+?’l+ e,

m(m—i)...{m—n-+1)
+

n4+ R
1.2.3...0 h*+ R,

{ étant donné par la formule

R =" :2‘.);.:("’,"— ") jnet (1 — B)(1 - O jm-n—t,

Si I'on suppose %< 1, on prouvera que R a pour limite zéro
our » = o (mais c'est 14 un fort mauvais moyen d'établir la for-
aule du bindme, parce que la variable £ doit &tre supposée réelle;
juoi qu'il en soit, on obtient ainsi une forme du reste qui peut étre
ommode pour évaluer I'erreur commise en s'arrétant & un terme de
ang donné dans la série).

7. Démontrer, en s'appuyant sur la formule de Taylor, les équations
uivantes :

k2 A3 o
1(l+/l)=h—;+§...:t7v-° ,l<l.

. b3 hs
sink = h—1.2.3 + 1.2.3.4.5 "

8. La formule de Taylor permet d’évaluer une limite de I'erreur
ommise en admettant que les différences entre les nombres sont pro-
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portionnelles aux différences qui existent entre leurs logarithmes,
lorsque I'on fait usage des tables.

En effet, soient = et x + 1 deux nombres de la table,  + /4 un
nombre compris entre x et # + 1, A la différence tabulaire, on a par
la formule de Taylor

(1) log(x—+ A)—logx = hlog'(x + 84) =.%9/z’

ot 6 est compris entre zéro et 1. Si 'on suppose A =1, ona

' -
log(z +1)—logz ou A =z 5

6, étant compris entre zéro et 1, on établit ordinairement la proportion

log(x + /h)— log.r_' A
h -1
d’ou

log(.z:+h)—log.z:=laA=‘t+el

Mais, en comparant ce résultat avec le résultat exact (1), on voit que
/]

lerreur est ———— — ———; cette erreur est donc moindre que
x40, 4064

h h ko

- — ou que ou méme que — si x est un nombre de

r r+1 z(x +1) z2

cing chiffres; on voit que I'erreur est bien loin de porter sur le
septiéme chiffre.

9. Evaluer d’'une mani¢re analogue une limite de I'erreur commise
en faisant usage des tables trigonométriques, quand on admet la pro-
portionnalité entre les différences des arcs et les différences entre
hsinio”

sin?x
ou les différences procédent de 10" en 10”; il faudra donc éviter I'usage
des petits arcs x. — Etude analogue pour les logarithmes cosinus et
tangentes.

leurs logarithmes sinus; l'erreur est de la forme pour le cas

10. Etant donnés un angle droit et un point dans son plan, par ce
point faire passer une droite qui, limitée aux cotés de I'angle droit,
goit de longueur minima.
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11. Un point se meut avec une vitesse ¢ dans un milieu A et avec
une vitesse ¢' dans un milien A’; ces deux milieux sont séparés par
une surface plane : quelle doit étre la trajectoire de ce point pour se
rendre d’un point M situé dans le milieu A en un point M’ situé dans
le milieu A’, pour que le temps du trajet soit un minimum (on doit
trouver que I'angle d'incidence et I'angle de réfraction ont un rapport
de sinus égal 4 ¢ : ¢o')? (FERMAT.)

12. Trouver sur la droite qui joint deux lumidres’le point le moins
éclairé.

13. Démontrer que, «, P, 7, ... étant des nombres quelconques

et £+ y-+z~+... étant constants, le maximum de z®y*z¥ ... a
. r y z
lieu quand = =% == =-...

TCZ=E=

14. Etant donnés deux points A et B et une droite paralléle a AB,
trouver sur cette droite un point M tel que @ MA + &6 MB soit un mi-
nimum, @ et b désignant deux nombres donnés.

13. Sur la ligne des centres de deux sphéres, trouver un point tel
que la somme des calottes vues de ce point soit un maximum.

16. Démontrer que si f (x) s’annule pour r =a,z=0b, ...z =¢
les quantités a, b, ¢, ... ! étant au nombre de », on a

f2(X)

J(z)=(z—a)(z—b)...(2—) 1.2.3...2°

X désignant une quantité comprise entre la plus grande et la plus
pelite des quantités z, «, b, ... [

17. Silon pose

flz)—f(ay) = flas, z), Sflay, z) — f(ay, as) = f(ay, as, x),

X — g X — ds

/(ah ”21"”"’.’(“13 as, llg) =f(

ay, ug, A3, X), ...
I — a, 1, (2, €3, ), )

on a

f(£) = fla) + (z — @)f (a1, a1) + (& — @) (x — as) f(ar, a3, 03) ...
+(z—ay) (x — ap)...(& — a,)fr?(X),
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X étant compris entre la plus grande et la plus petite des quantités
Z, ay, as, ... a (AMPERE). (On s'appuiera sur I'exercice précédent.)

18. Etant données les équations
T=19(t), y= "!’(‘)’

on en déduit que y est une fonction de x. Cela posé, on demande de
démontrer les formules

, ’ ’ Do — Yo"

J‘-’tz%’ ]’é: — ?13 - ’

Y= Vo't — 9’9" — 30"0" "+ 39"
x ?/5

19. Trouver une fonction égale a sa dérivée, ou égale 4 sa dérivéo
multipliée par une constante (y = ces<).

20. Trouver une fonction égale a sa dérivée seconde
(r = cex + c’e-i).

21. Trouver une fonction égale et de signe contraire & sa dérivéo
seconde (y = ¢ cosz + ¢'sinz).

22. Trouver la vraie valeur des fractions suivantes pour z = o :

x?
tangr cosz —e 2 rsinz

) g ) .
z sin*z 1 — et

23. Trouver la vraie valeur des fractions suivantes pour z =  :

logz—z  Yi+z+y2a+z,
logz + z’ V=

24. Démontrer que, si la fonction symétrique f(z, 7, z ...) resto
constante, la fonction symétrique ¢(=, 7,z ... ) sera maxima ou mi-
nima quand on auUraz =y =z =....

23. Soit Z une fonction imaginaire de la variable réelle x; le module
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de Z croit ou décroit avec = suivant que la partie réelle de %- est posi-

tive ou négative. (Puiseux).

26. Trouver le poids d’un cdne dont la base est B et la hauteur %,
sachant que la densité reste constante dans chaque section paralléle a
la base, mais vraie proportionnellement 4 la distance de la section au
sommet. On donne la densité A sur la base B et la densité ¢ au sommet.

27. Démontrer que, si aucune cause nes'oppose a I'accroissement de
la population d’un pays, cette population a I'époque ¢ sera donnée par
la formule

P="P, e"f,

P, désignant la population & I'époque ¢ = o et & un coefficient constani.
C’est dans cette proposition que consiste la loi de MaLTrUS.
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CHAPITRE VIIL
CALCUL DES DIFFERENTIELLES.

I. — NOTIONS SUR LES INFINIMENT PETITS.

On appelle infiniment petit toute quantité variable
qui a pour limite zéro (t. I, p. 115). _

L’infiniment petit n’est donc pas une quantité nulle, et
il y a cette différence entre le zéro et I'infiniment petit que
le zéro est un nombre fixe, tandis que l'infiniment petit
est essentiellement variable de sa nature.

On dit que deux infiniment petits «, 8 sont de méme

g

ordre quand la limite de leur rapport = est finie et diffé-
«®

g

rente de zéro. Quand la limite de = est nulle, on dit que 3

est d’ordre supérieur i a.

Si la limite de 2 est finie et différente de zéro, on dit

alll

que 3 est d’ordre m par rapport a « : ainsi «™ est d’ordre m
par rapport a a.

Dans une question d’Analyse, on prend en général I'un
des infiniment petits de la question pour infiniment petit
principal ; tout infiniment petit de méme ordre que !'infi-
niment petit principal est alors considéré comme étant du
premier ordre, et, en général, tout infiniment petit d’ordre
m par rapport a l'infiniment petit principal est simplement
appelé un infiniment petit d’ordre m. Nous pouvons ré-

L. — Algébre, I1. 15
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sumer ces notions dans une formule. Soit « l'infiniment
petit principal; B sera infiniment petit d'ordre m si

limy;—ﬁ—‘ =P,

p désignant une quantité finie différente de zéro, et de
cette formule on déduit, en appelant ¢ une quantité infini-
ment petite

—=p-c

alﬂ
ou
B=pa™+ a™c.

a™e est d’ordre supérieur & o™, puisque son rapport a a™
est ¢, qui par hypothése est infiniment petit, c’est-a-dire a
pour limite zéro. On wvoit donc que tout infiniment petit
d’ordre m est de la forme pa™ + un infiniment petit
d’ordre supérieur a m.

Il'y a ici une remarque importante a faire: pour que
I'ordre d’un infiniment petit 3 soit supérieur a I'ordre de «,
il n’est pas nécessaire que I'ordre de B -soit déterminé par
rapport a z; il suffit que limg =o. Aiasi il y a des infi-

niment petits qui sont d’ordre supérieur i celui de z,

sans étre pour cela d’aucun ordre par rapport 2 a.

(loge:)—t

alll

a(loga)~! n’est d’aucun ordre, parce que ne tend

vers aucune limite, quel que soit m, pour z =o. il est
cependant d’ordre supérieur & celui de a.

I, — TEEORENME TORDAMERTAL.

Lorsque U'on cherche la limite dw rappert de deux in-
finiment petits, on peut sans inconvénient remplacer ces
infiniment petits par d’autres, pourve que la dimite du
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rapport de chaqug infiniment petit & celur qu’on lui sub-
stitue soit 'unité.
En effet, supposons que lim —“—, =1, lim -p—, =1. Je dis
42

p

que l'on aura

!
lim = = lim =«
g B
Cela résulte de la suite d’égalités
’ ’ ’
lim % = fim & lim © lim £ =i ¢ < £ — pim 2.

g B e BT Baf g

On peut donner & ce théoréme fondamental une autre
forme plus commode dans les applications. Remarquons

. . a .
en effet que, si im — =1, 2/ ne différe de « que par un
. -2 .
infiniment petit d’ordre supérieur par rapporta « et a o/,

. .« g /4
qui sont de méme ordre. En effet, si lim — =1, c’est que.
3
-3
— = 1+, & tendant vers zéro avec « et «; done
«®
a=do + o'

’

. . «@s .

Or a’c est d’ordre supérieur 4 celui de &/, car — =, qui
/4

tend vers zéro. Donc, deux infiniment petits tels que la
limite de leur rapport seit 1 ne différent que par un
terme d’ordre supérieur.

Réciproquement : Si-la différence de deux infiniment
. 1> r__ . >
petits est d’ ordre supérieur par rapport & chacun d’eux,
la limite de leur rapport est 1.

En effet, soient « et «’ deux infiniment petits, ¢ leur
différence ; on aura
a=u' 4+,
15,
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d’ou . .
(-3 _ e
s 't

Si¢ est d’ordre supérieur par rapport i o, é tendra vers

zéro et I'on aura
. a
lim — =1.
[~

De 14 résulte que nous pouvons énoncer notre théoréme
fondamental en ces termes :

Quand on cherche la limite du rapport de deux infini-
ment petits, on peut négliger, dans l'expression de cha-
cun d’eux, des infiniment petits d’ordre superieur.

Supposons, par exemple, que 1'on veuille trouver la li-
mite de ——%_ pour x = o; on observera que, x étant

22— 3z ! ’
‘infiniment petit principal, x3 et x? sont d’ordre supérieur
par rapport 4 —x et a— 3.x; on peut donc les négliger, et

T

Ja limite cherchée est celle de - ou ;
— 3 3

1. — DES DIFFERENTIELLES.

Soit y une fonction de x ayant une dérivée 3’; on a
. Ay
lim— = Ar =
im- = Y (pourAr =o)

ou, sil'on veut,

¢ désignant un infiniment petit, c’est-a-dire une quantité
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nulle avec Ax, mais dont I'ordre précis nous est d’ailleurs
inconnu, ce qui pour le moment est tout a fait indifférent.
On en conclut

Ay = y'Axr + E,

E désignant le produit de ¢ par Ax, c’est-a-dire un infini-
ment petit d’ordre supérieur par rapport a Az, et par suite
par rapport 4 ' Ax, dont la limite du rapport 2 Ax ou y’
est en général finie et différente de zéro.

Le produit y’ Az, différant de Ay par un infiniment petit
d’ordre supérieur E, pourra remplacer Ay dans une limite
de rapport, et, comme il sera généralement plus facile a
calculer, il y alien de prendre ce produit en considération.
On lui donne avec Leibnitz lenom de différentielle de y, et
on le représente par dy. On a donc par définition

(1) dy = y' Ax.
Ainsi :

1° La différentielle d’une fonction est le produit de la
dérivée de cette fonction par l’accroissement arbitraire
Ax de la variable; .

2° Quand U’ accroissement donné i la variable est infi-
niment petit, la dt:ﬂérentielle de la fonction est infiniment
petite, et elle peut, dans la recherche des limites de rap-
ports, remplacer U’accroissement de la fonction, dont elle
différe par un infiniment petit d’ordre supérieur ;

3° Quand l'accroissement de lg fonction est égal a 1,
sa différentielle est égale a sa dérivée.

Cette derniére remarque n’a d’autre utilité que de faire
bien observer que la différentielle d’une fonction n’est ni
une quantité nulle, ni une quantité trés petite, ni une
quantité égale a I'accroissement de la fonction.
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H ya un cas vemarguable dans. lequel. on a Ay =dj:
c’est celmi. oi 'on ay =ux. En effet, si dans (1) on sup-
pose y = x, on a, en observant que x’ =1,

dr — Ax.

Ainst, la différentictle de la variable est égule é& son ac-
crotssement. St 'on remeplace alors, dans (1}, Ax par son
égal dr, on a
dy = y'dxr,
d’ett
,__dy,

Z.'—Z’ rier n’em~

péche de représenter & I'avenir Ia dérivée: de la fonction y

Puisque la dérivée j’ est égale au rapport
. d .
par la notation 2 c’est ce que l'on fait souvent.
dr

IV. — AVANTAGES DE LA NOTATION LEIBNITZIENNE.

&y : . s
La notation —= présente sur la notation plus simple y

d’immenses avantages.

1°D’abord elle est expressive; elle rappelle par sa forme
Vorigine de la dérivée.

2° Un autre avantage de la notation différentielle con-
siste en ce que dy est toujours la différentielle de y, quelle
que soit la varrable indépendante, tandis que la motation y’
représente des fonctions bien différentes, suivant la nature
de la variable indépendante. Je m’explique. Soient y une
fonction de x et ¢ une autre fonction de x; alors y sera
par cela méme fonction de z. Soient y), la dérivée de y
relative & x, 5, sa dérivée relative a £; soient d,u, en géné-
ral, la différentielle d’'une fonction u relative & ¢, d u la
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différentielle de la méme fonetion relative 4 x; on a

d-‘t ’ _y,l_ Ildlt_dt.y (‘).

. =)= T = 3 = 5
dyx z, xdit dix

. .d . . .
Ainsi ‘—Zreprésente la dérivée de y relative a x, que x soit

d.
variable indépendante ou que ¢ soit variable indépendante,
. d (l . ’ iy ’
puisque =l — 22 4u contraire, Y. n'est pas égal a y,,

J:x dyx’
'

puisque y, =yt 0uy, = é:

3° Mais la notation différentielle présente encore un
autre avantage sur celle des dérivées, et celui-la est im-
mense.

Supposons que, en négligeant des infiniment petits
d’ordre supérieur a ceux que l'on a conservés, on soit
parvenu & une équation de la forme suivante, ot A, B, C,

D, sont finis :
(1) Adz + Bdy + Cdz + Ddt —o.

Une pareille équation, en vertu de la notation dont on a
fait usage, est rigoureusement exacte; les erreurs se sont
compensées d’elles-mémes.

Pour expliquer cette proposition un peu paradoxale,
observons que, s¥ Végunation (r) est inexacte, la suivante
sera parfaitement exacte :

Adr + Bdy + Cdz + Ddt —,

¢ désignant un terme d’ordre supérieur a dt, puisque, par

- . . 7
(*) Il est a peine nécessaire de faire observer que y,, = ;;:, parce que
Tona
Ay:iAr 7%

. - .’.
Ax ALz,

. A .
Y= lim A;Z..—-.hm
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hypothése, on n’a négligé que des termes d’ordre supé-
rieur. Divisons alors par dt ct observons que, quelle que
soit la valeur de dt, on a

dx , dy , dz ,

Ft‘:x', z:)’t' ’(F:Zt;
nous aurons

€
A7, / z —_—
x,+ By, +Cz,+ D 7

-4 . 1
Or —tend vers zéro avec dt, puisque ¢ est d’un ordre supé-
[«

rieur & celui de dt. Le premier membre de I’équation pré-
cédente, pouvant étre pris aussi petit que 'on veut en
prenant dt suffisamment petit, est rigoureusement nul,
puisqu’il est indépendant de dt; on a donc rigoureuse-
ment

Ax,+ By, + Cz,+~D=no.

En multipliant par d¢ et en observant que x,dt=dx,
y,dt =dy, .... on a aussi rigoureusement

Adr + Bdy + Cdz + Ddt = o.

L’erreur ¢ était donc bien nulle.

V. — DIFFERERTIELLES DES FONCTIONS.

Puisque la différentielle dy de y est le produit de sa
dérivée y' par dx, on aura, en faisant y = x™, a?, ... dans
la formule dy =»'dx, ‘

d.z2"™ —= mx™1dzx,
d.a* = a®logadr,

— zdzx
b}

P e i .
y1-—az?
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Ona

et, en multipliant par dx,

diuz=vtxwt. .  '=ditdvFEdv=. ...

v

Ona

(wo) = o+ o'u

On en conclura, en multipliant par la différentielle dx de
la variable
douw = (dde)v + (Vdr)u
ou
d.uv = vdn + udv.

u\' ou —uw'
=

on déduira, en multipliant par dx,

De la formule

- dE:u(la—urlo

v v?

Le théoréme des fonctions de fonctions donne I'égalité

.r —fu 4 .t’
, dy , du , dr
et, en remarquantquey, = = e= g ona
dy dy du dv
(1) = ;

dr~ du dv dz’
ou plus exactement, en mettant au bas de la lettre d la
variable par rapport a laquelle on différentie,

4=y _ __f_d__ﬁ’_
dex ™ dyw dyv dyz’
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mais on a vu que I'on pouvait supprimer les indices placés
au bas de la lettre d et les supposer identiques (p. 230),
en sorte que cette formule ou (1) est évidente.

Nous ferons au sujet du théoréme des fonctions com-
posées une remarque importante. Si f(u, v) désigne une
telle fonction, u, ¢ désignant des fonctions de x, on a

Si=T e+ 1
ou, en multipliant par dx,

df = f. du + f,do.
a
du
terait une confusion; I'équation précédente pourrait em
effet s’écrire

. C o g df . .
Je n’ai pas remplacé f,, et £, par —- et —, parcequ’il en résul-

(2) df:z—'——idu-l—%dv.
On serait tenté de simplifier, et alors, en supprimant
des facteurs communs, on trouverait df = adf, ce qui est
absurde; mais il est facile de voir que cette simplification
ne doit pas se faire, les trois df figurant dans ces formules
ayant des significations distinctes.

df qui est écrit dans le premier membre représente,
aux termes du second ordre prés, I'accroissement de fda a -
I'accroissement dx donné ax. Au contraire, le premier df
qui est écrit dansle second membre représente, aux termes
d’ordre supérieur prés, l'accroissement que prend f
quand useul croit de du, v restant constant. Or on congoit
que f prendra des accroissements tout différents, quand on
fera varier a la fois u et ¢ par un accroissement donné a x
ou quand on fera varier v tout seul. Pour éviter toute con-
fusion et pour marquer que I'on ne doit pas chasser les
dénominateurs, on représentera les dérivées partielles de f
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par les notations g—ﬁ s % » et la formule (2) s’écrira

f af
Af =5 du+ S,
ou encore
df @f da  df dv
T Oudr  0Ov dx’
, . A . of .
et I'on convient de regarder 3z Comme um symbole irré-
ductible (*). Si en particulier u =, on a

dy o 0¥db
dz+(}u dz’

équation qu’il serait difficile d’écrire avec les notations de

of . 4f

Lagrange; en effet, = 32 et ——sont essentiellement distincts,

et avec la notation de Lagrange on les représenterait tous
deux par f,. Si I'on considére la fonetion x*, on aura

U — ar du

_— = ——ux"—‘+x“loor—'
ox >’ dx dx’

o df
ainsi, on n'a pas == —~

VL. — DIFFERENTIELLES DES DIFFERENTS ORDRES.

La fonction x a pour différentielle j'dx, et I'on peut

écrire
dy = y"dxr;

(*) En d’autres termes, on n’attache plus aucun sens & gf et a dr tout
seuls, de telle sorte que g‘—f ne peut plus se simplifier quand on le multi-

plie par 9z,
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mais y’dx ou dy a lui-méme une différentielle que I'on
désigne par d?y et que l'on calculera en multipliant la
dérivée de y’dx par dx. En prenant cette dérivée, on doit
regarder dx comme une constante, en d’autres termes,
supposer d dx ou d*x nul, parce que 'accroissement de x
est arbitraire, et par suite indépendant de x; on a donc

By =y"dr.de = y"drt.

Ainsi, ce qui caractérise la variable indépendante x, c’est
que dx est indépendant de x ou que d?x = o. De méme,
A2y ou 3"dx? a une différentielle égale au produit de sa
dérivée )" dx? par dx; on représente cette différentielle
par d®y, etl'on a

Ly = y"dxd.
En général, '

diy :](”);I.r” 5

dry est ce que I'on appelle la différentielle ni¢me de y. La
formule précédente donne

dy
&=

f”

. dr .
d’ou la notation (-ﬁ pour représenter la dérivée ni*™e de y.

VII. — CHANGEMENT DE VARIABLE.

Lorsque 'on considére des dérivées d’ordre supérieur,
la notation différentielle perd une partie de ses avantages.
Ainsi, en convenant de représenter par dy, d?y, ... les
différentielles d’une fonction y prises par rapport & x et
par dy, 02y, ... les différentielles de la méme fonction
prises par rapport A ¢, on a, comme on I'a vu (p. 231),

dr_ 9.
(1) de ™ oz’
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mais on n’a pas

dy _ 0%
dx? - ()-L" o’
12 (A L.
Nous alloens calculer :T;::’ :—1‘-”77 --+ cn fonction de dy,

0%y, ..., 0x, 0%x, .... A cet effet, différentions la for-

. . d?
mule (1) parrapport 4 x; le premier membre deviendra ‘71:—: .

Pour obtenir la dérivée par rapport 4 x du second, nous
appliquerons le théoréme des fonctions de fonctions et
nous prendrons sa dérivée par rapport at, que nous multi-

. . dt . s
plierons par la dérivée —- de ¢ prise par rapporta x; nous

aurons ainsi

9 dr
dy " Or dt
det — "ot dx
. dt ot Jdr . 0% 0x — 0%rdr
Mais 72 = op) quant z\ 952’ il est égal a "
On a donc

dty ' 0y 0.r — 0%x Ay
(2) 7
ol
01:3

résultat qui diﬂ'ere de d—f i l'on

&y
.voulait calculer T s, il faudralt prendre la dérivée du second

membre de la formule précédente par rapport a ¢ et la

dt o¢
mulupller par 7-ou 5—; on aurait ainsi

0 0ty 0x — Q*x v
dir dad ot

s ot or’
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ou, réductions faites,

By FPy0da*— Prdrdx®— 3020y 9z + 30*2'0x
= 0% ?

et ainsi de suite.

Ces formules servent 4 changer de variable. Le change-
ment de variable est un probléme qui a pour but, étant
donnée une expression contenant les dérivées d’une fonc-
tion y de x, la fonction y et la variable x, decalculer cette
expression en n’employant que les dérivées d’une autre
fonction » prises par rapport d une autre variable £, la ionc-
tion » et la variable {. y et x sont donnés, bien entendu,
en fonctionde ¥ et de 7. Pour résoudre cette question, on
remplacera d’abord y et x par leurs valeurs en { et », qui
sont censées données; puis, désignant par un 0 les dérivées
de 7 relatives 4 £, on aura '

dr 9y
1) s~ 0z’
d*y 0y Or — *x 0y
(2) art T o "

et 'on remplacera dy, dx, 92y, d%x, ... par leurs valeurs
tirées des équations donnant x ety en fonction de { et n.

2y
ExempLe. — Que devient l'équation — — o quand on
q s q

remplace x et y par ¢ et n donnés par les formules
(a) r=E+n, y—=~&t—n.
En vertu de (2), on peut écrire I'équation proposée

(b) 0y 0x — 0%z dy —

ox® %
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orles équations (a) donnent
0r = 0E + 04, O%%x — 0%t + 0%,
dy = 0E — 0n, 0%y = 0%t — 9%,
et (5) devient, en prenant £ poar variable indépendante,
c’est-a-dire en faisant 92§ = o (p. 236)

0% (0E + On) — 0%n (0% — 0n) dy
— =0 ou

(08 + on)®

VIII. — REMARQUE AU SUJET DE LA FORMULE DE TAYLOR.

La formule de Taylor peut s’écrire

flo+b) — fla)=hS" (=) + %f”(x) +...+’:Zcﬂ + RAn,

e o

R désignant une quantité nulle pour 2 =o; ceci suppose seu-
lement £ (x) continu. Sil'on faith = dx, f(x + k) — f(x)
sera Af et hf'(x) sera df, h2f"(x) sera égal a d2f, etc.

(p- 236) par définition méme; on pourra donc écrire

(1) Af:((f—k—id’f—i—...—i— arf + ¢,

1.2...1

¢ désignant un infiniment petit d’ordre supérieur a . Cette
formule montre bien que la différence entre Af et df n’est
pas nulle; on voit qu’elle est égale & }d>f, en négligeant
des termes d’ordre supérieur au second. Il ne faut pas
oublier d’ailleurs que la formule (1) suppose 7 (x) continu
pour la valeur de x & laquelle on applique cette formule.

L]

" IX. — DES DIFFERENTIELLES YOTALES.

Soit f(x, y, z) une fonction de plusieurs variables; on
appelle différentielle totale, ou simplement différentielle
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de f, et 'on dénote par df I'expression

L4 dy + rlz,

—“”"'oy a

a

dans laquelle dx, dy, dz sont des accroissements arbi-

(,f M g ce sont les
dz’ dy’ 0z’

dérivées partielles de f relatives 4 x, y, z; en d’autres

traires donnés a x, y, z. Quant a

termes, g—i est la dérivée de f prise par rapport a x en lais-

sant y et z conslants, 3—£ est la dérivée de f prise par rap-

port a y en laissant x et z constants, etc.

Si, conformément & l'usage, on suppose dx, dy, dz
choisis de telle sorte que leurs rapports restent finis, en
d’autres termes si on les suppose de méme ordre, la dif-
térentielle df pourra remplacer dans la recherche d’une
limite de rapport I'accroissement Af de f. En effet, on a,
cn donnant & x, y, z des accroissements dx, dy, dz,

sf=f(x+de,y +dy, z2+dz) —f(x, 7, z)

ou

A =fle+de, y +dy, 2 +dz)—flz, y+ dy, z+ d3)
+f{x, y + dy, 2 +dz)— f(x, y, 2+ dz)
+f(x, ¥, 2+ dz) — f(x, ¥, z).
Af est ainsi décomposé en trois différences qui peuvent
respeclivement se mettre sous les iormes (p. 164)

defi(x+0de,y +dy, z+dz), dyf,(z,y+0dy, 2+ dz)

et
dif;(z, y, 2 + 6"dz),
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6, ¢, 6" désignant des nombres compris entre o et 1. Mais,
si les fonctions f;, f), f; sont continues (ce que n ous sup-
poserons), les coefficients de dx, dy, dz dans les trois
expressions précédentes différent infiniment peu de f}, f;.,

£, oude zf df 32 Ct par suite, ces trois expressions dif-

féreront de fd x, i d) , of dz par des infiniment petits

d’ordre supérieur; on aura donc

Af:-_gédx+%-‘£

dy + g—;.dz—i—u ou Af=df+«,
« désignant un infiniment petit d’ordre supérieur.
C. Q. F. D.

La différentielle de df se de51gne par d2f: c’est la diffé-
rentielle totale seconde de df. La différentielle de d2f
que 'on désigne par d3f est la différentielle troisiéme
de f. ....

De mém;fqu;fnous avons remplacé les notations f, f;,
L dof
1. Y92’ 3y 92 de méme nous remplacerons la nota-
tion f3f*, assez incommode, par la notation symbolique

irréductible = i % pf ————"—, sans d'ailleurs chercher a attacher

un sens précis aux éléments dxe, 9y*, ..., g*+--f.
Cela posé, calculons d2f. On a, par définition,

Y iy
et
o.df | o.f | d.df
' -— —
#f =T ar+ S5 dr + s,

c’est-a-dire, en observant que dx, dy, dz ne sont pas fonc-
L. — Adlgébre, 1I. 16
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tions de x, y, z, puisqu'ils sont arbitraires,

o= e Gt v g )
o (G B Y
i haer P e L),
ou
&f =23 f dr* + gyf dy* + %z_{ dz?
+2 o,df dydz + 2 d"g drds+ 2 o"’df] dz dy.

On peut écrire cette formule symboliquement

9 9 g \*
f= (adx+5;dy+&,1z) /i

en traitant 0 aux numérateurs comme une véritable quan-
tité; puis, en effectuant la multiplication par f, en I'écri-
vant & c6té et a droite de 02 en numérateur, je dis que l'on.
a plus généralement

a a ,\"
drf— ( dz 4+ — 3 dy + — 3 d:) 5
pourvu que, aprés avoir développé le produit
J 9 J \"
(&dx-i—b}d_r—i- azdz)

en considérant 0 aux numérateurs comme une véritable
Juantité, on écrive f immédiatement aprés la lettre 9%. Cela
résulte de la formule

_o , o o
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en vertu de laquelle, pour différentier une quantité f, il
suffit de la multiplier symboliquement par

0 0 2
(l) b;dxﬂ—b;(l]'—i-b-zllz.

Pour différentier df, il faudra différentier chacun de ses
termes, c'est-a-dire multiplier chaque terme symbolique-

d aJ d .o
ment par == dx + o dy + % dz, ce qui donnera

9 7 2 L
(adx+5dy+-&dz) Je
Pour avoir d3f, on multipliera cette expression par le sym-
bole (1), comme il a été expliqué, ce qui donnera

0 0
(0 dz+ o dy + 5 dz)f,

et ainsi de suite.

X. — QUELQUES THEOREMES SUR LES DIFFERENTIELLES TOTALES.

I. Le théoréme de Taylor, appliqué a la fonction
f(z, y, z), donne, en appelant dx, dy, dz des accroisse-
ments arbitraires de x, y, z,

A =frdz + fydy + frdz +-‘—2- (fedz +fydy + frdz)*+. ..

ou, par définition,

of =df + ~ d’f+ s —~d"f +E,

E désignant un infiniment petit d’ordre supérieur & n.
Cette forme du théoréme de Taylor est fréquemment em-
ployée.
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II. En général, si l'on trouve une relation de la forme
df = Pdz + Qdy + Rdz,
il faudra, sidx, dy, dz sont arbitraires, que l’on ait

_ _of _of
(Y) v -—5;;0 Q—--é.;y R—a-;’

of 9 9
car, df étant égal & P dx + (—)‘gdy + d—f dz, on aura

o

9% 0fd+f

Pdr + Qdy +Rdz = L % 7

dr + dz,
et, comme cette relation a lieu quels que soient dxx, dy, dz,

elle entraine les formules (1) (t. I, p. 45, derniére ligne).

II1. Si la différentielle totale d’une fonction est toujours
nulle, cette fonction est constante.

En effet, dire que df = o, c’est dire que I’on a, quels que
soient dx, dy, dz,

gid.z-}-gj: dfdz—-o,
ox

ou
F o of
2= 9% &%

=o.

Or, 0f étant nul, fest constant quand, faisant varier x, on

laisse y et z constants : donc f ne contient pas x. On voit
de méme que f ne contient ni y m z. Donc enfin £, ne dé-
pendant ni de x, ni de y, ni de z, est une constante ou,
plus exactement, ne varie pas quand, toutes choses égales
d’ailleurs, on fait varier x, y, z

IV. 8i l’on a établi une formule telle que
Adf+Bdg +...+ Pdx + Qdr +...=o,
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en négligeant des infiniments petits d’ordre supérieur au
premier, A, B, C, ... ne contenant pas dx, dy, ..., df,
dg, ..., différentielles des variables x, y, ... et des fonc-
tions f, g, ..., cette formule se trouve rigoureusement
établie en vertu de la notation employée.

En effet, si cette formule n’est pas exacte, son second
membre o doit étre remplacé par un certain infiniment
petit € d’ordre supérieur; en divisant par dx, elle devient
alors

A(%+"_f _‘?f_‘+...)

Jdx  dx Oy
B[ 8Y @Y
Jdxz = Oy dx ) +de+ —dz’

Or, si Pon fait tendre dx vers zéro en conservant aux rap-

dy dz . , €

orts —» —j -+ des valeurs finies y/, 2/, ..., fixes, —

P dz’ du MARE ’ dz
tend vers zéro, et ’on a rigoureusement

A(g‘é*‘%f""”)

9g  dg , , _
+B(55+§fy+ )+ +P+Qy'+...=o,

T d
ou, en multipliant par dx et en observant que d—i 1o e

sont restés les mémes bien que dx ait pu varier, on a ri-
goureusement

Adf+Bdg +...+ Pdz+ Qdy +...=o.

C. Q. F. D.

On verrait de méme que, si une équation telle que

Adf+Bd'g +...+Pdz*+Qdy*+...=o
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a été établie en négligeant des termes d’ordre supérieur
au second, elle est rigoureusement exacte, etc.

Nous terminerons ce qui estrelatif aux différentielles to-
tales en faisant observer que I'on a

dletvtw)=dutdvetdw,
duy — udv +4- v du,

vdu — udv

u
d: - v? ’
dans le cas ot d représente une différentielle totale comme
dans le cas ou il n’y a qu’une variable indépendante. Ainsi,

par exemple, dans le cas ou il y a deux variables x, y, on a
duv ouw
ov du dv Ou '
_u(—’;dx-i—vd—xd.t+u ar df-i—v?rdy .

ov Ov Oou Oou
_a(ti_.tdx+§_-rdy)+v(d_.rdx+d_)"d)>

—udv+vdu.

Les autres formules se démontrent de la méme fagon.
Si 6 est fonction de u, v, et si u et v sont fonctions de
x, y, la différentielle totale de 6 sera

a9 a9 06 du 06 Ov

Jx du
(29, 0000,
ou Oy aoof>’

06 [ Ou ou
= (E(d_.z‘ dz + a.—?’df)

06 [ dv v
26 a6

-d—udll-i—;;‘-,dv. \
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EXERCICES ET NOTES.

1. Les seules fonctions d’une variable dont les différentielles sont
égales aux accroissements sont de la forme ax + b, a et b désignant
des constantes.

2. Traiter les exercices 26 et 27 du paragraphe précédent en fai-
sant usage de la méthode infinitésimale.

3. Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour qu’il
existe entre les fonctions ¢4, 9o, ..., 9, des variables 5y, &3, ..., &n
une relation de la forme F(¢y, 93, ..., 9,) =0 est que I'on ait

O 9 . Om
0xr; Oxy 0xy
9 9 . 9
d@‘. 0-2" oxn = 0.
99 On  Ofn
0x; Oxy ox,

x
4. Déterminer I'ordre infinitésimal dee ?, sinz, 1 — cosx par rap-
port a z.
1
5. Déterminer I'ordre infinitésimal de (1 -+ «)3 par rapport A «, de
log®x par rapport & £ — 1, de 2*— 1 par rapport a .

6. Calculer les différentielles totales de
x¥+ y*, arctang ;7, log yx2 + y2.

7. Interpréter géométriquement les expressions dz, dy et a*y.

FIN DE LA DEUXIEME PARTIE.
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ERRATA.

Au lieu de :
n>1

I
T(x +1)

F*(z +0h)
Qny(")
n(n -+ 1)y-m

'
Lises :
n>i

T+ 2
2Zz(x +1)

Fr+i(z +-8h)
2ny™zx

n(n— 1)y






