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AVANT-PROPOS

Je présente au public une seconde édition de la Partie de mon Traité

de Géométrie descripti^'e qui contient les Livres V^, VI et VII, relatifs à la

détermination des ombres linéaires dans les différents modes de projection,

aux surfaces développables et aux surfaces gauches.

J'ai supprimé quelques développements de peu d'intérêt et j'ai modifié

un grand nombre de passages, cherchant à rendre l'exposition plus métho-

dique et plus claire.

Dans ce travail j'ai eu particulièrement égard à des observations qui

m'avaient été transmises par IM. Ernest Lebon, professeur de l'Université,

connu par ses travaux en Géométrie descriptive. Je suis heureux de lui

adresser ici mesremercîments.

Paris, 7 octobre 1879.
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Considérations ocncrolcs

.

520. Souvent, pour mieux faire eomprendre la forme des objets représentés

par des figures géométrales, on les suppose éclairés et l'on indique leurs ombres.

On adopte généralement pour la direction des rayons de lumière une convention

que nous ferons connaître (art. 574).

Quelquefois aussi on construit les ombres sur des figures géométrales pour

les reporter sur un tableau, car, dans quelques circonstances, cette métbode

indirecte est plus simple que les tracés ordinaires de la perspective. On suppose

alors les rayons divergents ou parallèles, suivant les convenances du sujet.

Les problèmes d'ombre ne présentent le plus souvent que des questions de

plans tangents et d'intersection de surfaces. Nous en avons résolu quelques-uns

dans la première Partie de ce Traité (art. 152 et 289).

Polyèdres.

521. Pour un polyèdre, on reclierclie d'abord quelles sont les faces obscures;

généralement on les distingue sans difficulté. Lorsqu'on a quelque incertitude,

on coupe le corps par des plans passant par le point lumineux ou parallèles

II. I
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aux rayons, cl l'on voit conunenL lu liimièic est disliihncc dans cliacinc section.

Qiianil on a ainsi dctciniiné les ombres propres, on fait passer des plans par le

point lumineux et par les diverses arèles (|ni séparent les faces éclairées de celles

qui sont obscures; l'interseclion de ces plans d'ombre avec les surfaces des corps

voisins fait connaître le périmètre de Vombre portée.

V Exercice. — Omhrcs (l'iin i/rismc rt it'unr p->i(iiiiiile. [l'ig. |8Î.)

322. On propose de déterminer les ombres propres d'un prisme vertical et

d'une pyramide, et leurs ombres portées sur les plans de projection qui repré-

sentent le sol et le parement d'un mur. Les rayons de lumière sont parallèles

à une droite donnée (Sj, S'5').

On voit tout d'abord, d'après la direction des rayons, que les faces verticales

AH et AD du prisme et sa base supérieure B'D' sont éclairées. La ligne i)risée

formée par les droites (D, D"D'), (DC, D'C), (CB, C'B'), (B, B'B") .sépare donc

la partie éclairée de celle qui est obscure. Pour avoir l'ombre portée du prisme,

nous allons cbercber l'intersection des plans d'ombre de ces arêtes avec la

surface horizontale du sol et avec la face exposée de la pyramide.

Les plans d'ombre des arêtes verticales (B, B"B') et (D, D"D' sont verticaux;

leurs traces Wp et \)r parallèles a Sj limitent l'ombre du prisme sur le plan ho-

rizontal. Pour avoir les projections verticales de leurs intersections avec la face

(EGI, E'G'I') de la pyramide, nous remarquons que le plan passant par l'arête

(G, C"C'), et parallèle aux rayons de lumière, coupe les droites (EG,E'G') et

(El, ET) aux points iq, q' ) et \k, k'); par conséquent, si nous menons par les

points p' et r
,
projections verticales de p et de r, des parallèles à q' k' , nous

aurons les projections verticales cherchées. Il faut les terminer aux points b' et

(l , où elles sont rencontrées par les projections des rayons qui passent aux

extrémités B' et D' des arêtes. On détermine de la même manière l'ombre c' du

sommet (C, C'), et l'on ramène ces divers points sur les lignes B/), Dr, Gy du plan

horizontal.

Ô25. Le rayon de lumière qui passe par le sommet (L l'j de la pyramide a sa

trace horizontale en i et sa trace verticale eny'. Par suite, les plans d'ombre des

arêtes (lE, l'E'), (IG, l'G') ont pour traces horizontales les droites E/ et G/;

leurs traces verticales sont uj' et vj' . On obtient ainsi les limites de l'ombre reçue

par le plan horizontal, et parle plan vertical.

Les faces (lEF, l'E'F') et (IGF, l'G'F') sont dans l'ombre. Les trois faces de la

pyramide seraient éclairées, si la trace i du rayon qui passe par le sommet était

dnns l'intérieur de la base FRG.
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II' ExERCiCK. — Ombres d'un iienon. \ Fi^. i85.)

524. On propose de déterminer les ombres d'un perron éclairé par des rayons

parallèles à une droite donnée (S5, S'5').

Le plan et l'élévation n'indiquent pas complètement les dispositions du perron,

et nous aurions ajouté une coupe transversale, si une perspective cavalière, dont

nous nous occuperons plus loin [Jîg. 186), ne levait pas toute incertitude.

Les arêtes projetées horizontalement sur GB séparent les faces éclairées du

rampant de celles qui sont obscures. Ces arêtes sont (B, B"B'), (BF, B'), (FH, B'G'j

et (HG, G'). Le plan d'ombre de la première est vertical, et toutes les lignes

d'ombre qu'il détermine se confondent, en projection horizontale, avec sa trace

làp parallèle à S^. Il est facile de déterminer sur les plans horizontaux des diffé-

rentes marches les traces du rayon qui passe par le point le plus élevé (B, B';

de l'arête. L'une d'elles p est sur le giron (
'

) d'une marche : c'est le point où le

rayon rencontre la surface de l'escalier, et l'extrémité de la ligne d'ombre Bmn.

Le même plan d'ombre coupe les plans verticaux des marches, suivant des ver-

ticales qui correspondent aux points m et n. Il est inutile de dire que l'ombre

du point (B, B') aurait pu se trouver sur un de ces plans verticaux.

La seconde arête (BF, B') est perpendiculaire au plan vertical; son plan

d'ombre coupe le plan horizontal delà troisième marche suivant la droite/?/?,

parallèle à BF, et le plan vertical de la quatrième marche suivant la ligne />'B'

parallèle à S'/. L'extrémité q' de la partie utile est la trace sur ce dernier plan

du rayon [Yq, B'y'j.

L'extrémité inférieure F, B') de la troisième arête (FH, B'G') est dans le plan

horizontal de la dernière marche; le rayon passant par l'extrémité supérieure

(H, G'j perce ce plan au point h : la trace du plan d'ombre est donc Fuvh. Le

rayon {Eh, G' A') rencontre le plan horizontal de la marche précédente au point

h, , et par suite la droite h^ li parallèle à huY est la trace du même plan d'ombre

sur le plan horizontal de l'avant-dernière marche. En relevant les points i, t, u, v

en i' , t', u', ('', et déterminant la trace j' , sur le plan vertical XY, du rayon qui

passe par le point (H, G'), on a les extrémités des lignes d'ombre q'i' , t'u' et v'j' :

ces trois droites doivent être parallèles.

Le plan d'ombre de la quatrième arête (HG, G') est perpendiculaire au plan

vertical, et par suite les lignes de l'ombre portée sont projetées sur sa trace G'y'

parallèle a S'i'.

La détermination des ombres portées par les arêtes de la porte, et par celles qui

se projettent horizontalement sur la droite AD, ne présente pas de difficultés.

(') Le giron d'une marche est la face sur laquelle on pose le pied.
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52o. On propose de déleiiTiiner les ombres d'une maison donnée par un plan

el une élévation (//g. 188 et i8<)). Les rayons de lumière sont parallèles à la

droite (Ss, S's').

Nous construisons d'abord une projection auxiliaire sur un [ilaii peipendieu-

laiie aux deux premiers (//g-. 190). l'our avoir la nouvelle projection S',i'du

rayon, il sullit de prendre sur l'horizontale du point S' une longueur s"S\

égale à ss, (art. 34).

Chacun des plans qui reçoivent l'onihre est perpendiculaire à l'un des trois

plans de projection, et par suite on détermine facilement le point où il est ren-

contré par un rayon de lumière.

52G. La construction de l'ombre sur le sol j)réseute peu de diilicullés. Nous

avons représenté sur la fig. i()5, laite à une échelle triple, qucl([ucs détails qui

présentent de l'intérêt.

Les droites y, y et /, i parallèles à Si sont les ombres des arêtes verticales J', J'

el r, 1'. L'ombre de l'horizontale J', a' est la parallèle à cette droite menée par

le pointy, , de sorte que le rayon de lumière qui arrive au point i-^ rencontre les

arêtes I',!' et J',îi:' en des points I'.^ et V. Le segment VJ', porte ombre sur le sol,

et le reste de l'arête a'J', sur le plan vertical l'I', [j\ qui forme le larmier; elle y
dessine une horizontale qui a son origine au point 1,,.

Des dispositions analogues, et qui par conséquent n'ont pas besoin d'être ana-

lysées, se présentent pour les ombres des arêtes 1', [i\ cl L\/.

Si l'on veut avoir les ombres de la façade sans recourir à celles qui sont portées

sur le sol, on tracera une droite «p'/o parallèle à Si-, et l'on étudiera la disposition

des rayons de lumière dans le plan vertical dont cette ligne est la trace; on

obtient sans ditlicullê les ombres fi' ,
0' et (?', des |)i)inls («, oc';, {fi, /5', ) et (7, /'].

327. Le plan d'ombre de l'arête (//,, /') de la cheminée rectangulaire (^g. 188

el 189) a pour trace sur le plan vertical de projection qui lui est perpendicu-

laire h droite l'g'e'; il rencontre la droite (AB, A'B'), faite de la maison, au

point {g, g'), et le plan voisin des toits des fenêtres le long de la droite (ee, , e'j.

On opère d'une manière analogue pour les autres plans d'ombre de la cheminée.

Pour (lélerniiner l'ombre des fenêtres sur le toit, il faut recourir à h\/ïg. 190.

Cylindre, cvne et splièic.

V ExEnciCE. — Ombre d'une clieminée miule. [PI. /.)

328. Les lignes qui limitent l'ombre propre sur les cylindres et sur les cônes

sont les génératrices de contact des plans tangents parallèles aux rayons de lu-

mière (art. 132). En général, on détermine très-facilement ces droites.
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La maison représentée sur la /'/. IV a une elieniinée cyrmLlr'Kiue dont les

ombres ont été construites sur k's/ig. ujr, 192 et iç)3, qui sont à une échelle

triple de celles de la Pi. IV.

La droite IIC, parallèle à S.ç et tangente à la base du cylindre de la cheminée,

eslla trace de l'un de ses plans d'ombre. Les projections verticales c'C [fig. 192)

et c"C" [fig. 193) du rayon extrême contenu dans ce plan passent par les points

c' et c", qui correspondent à c; sa trace C" sur le pUin B"R" fait trouver le point

(C, C) où se termine la ligne d'ombre (HC, H'C). La génératrice de contact H'H',

prolongée jusqu'au rayon c'C est une ligne d'ombre propre de la cheminée. On

détermine de la même manière la trace (LD, L'D'j de l'autre plan d'ombre sur

le toit, et la ligne d'ombre propre ( L, L'L', ).

On obtient facilement l'ombre (fi, /5'j portée par un point [(/., c/.' ) du cercle

inférieur du couronnement sur le cylindre de la cheminée; la courbe lieu des

points [3' s'étend de L', à H',. Le rayon c'C la touche en H',, car il se trouve dans

les plans tangents des deux cylindres dont cette courbe est l'intersection.

On détermine sans difficulté sur le cylindre du couronnement les génératrices

v\v' et i/, m' qui forment lignes d'ombre.

L'arc [cv, c'<,\) projette une ombre (CV,, CV, ,
que l'on obtient par points,

en considérant les rayons sur le plan vertical de la fig. \çf>. Ou détermine en-

suite l'ombre V|V portée par la génératrice (c, v^v' j-, sur l'autre côté de la che-

minée, on trouve l'arc DU, et la droite U,tl.

On obtient les ombres portées par l'arc {uev, u't\'') sur les plans PBQ elRBQ,

en considérant pour chacun d'eux les rayons sur le plan vertical (jui lui est per-

pendiculaire.

Les courbes se rejoignent sur l'arête BQ en un point I dont il est utile d'avoir

la position d'une manière exacte. Pour l'obtenir, nous considérerons les rayons

(B6, B"i') et (Q7, Q"f/"j qui aboutissent à deux points (B, B") et (Q, Q") de

cette arête, et nous déterminerons leurs traces & et ^ sur le plan supérieur F"t'"

du couronnement de la cheminée. La droite bq de ce plan porterait ombre sur

l'arête BQ, et le point i, où elle rencontre le cercle iw, a pour ombi'c le point

cherché I. Il n'v a plus qu'à relever i en i' [fig. 192,, et à construire son ombre

(i.r)-

On obtient facilement sur le même plan horizontal F'v" les droites bp

el br qui porteraient ombre sur les arêtes BP et BR. Par suite d'une coïnci-

dence fortuite, la seconde passe par le point t'; il résulte de là que l'extrémité V

de l'ombre de la génératrice ^'\i>' [fig. 192; est précisément sur l'arête BR

ifs- 191)-

529. Lu fig. 194 représente une coupe de la cheminée par un plan diamétral

vertical. La droite a"a' et la courbe a'B' sont les ombres de la génératrice

(A, A"A') et de l'arc C\B, A'B';. La courbe o'B' appartient à l'intersection du
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cylindre intérieur de la clieniinéc par le cvliiulre d'ombre du cercle snpérieur

( A1J(/, A'B D'). (les deux cylindres ayant pdur directrice un même cei'cle se cou-

pent suivant une seconde conique qui est nécessairement une ellipse (art. 252, i";.

Il'' lixiaicici:. - Ombres d'un cylindre couché sur un plan lioriyinttd.

Roroiis piirallclcs. (Fig. '9'i.)

550. On propose de déterminer les nnihres d'un cylindre de révolution couclié

sur un plan horizontal. La génératrice de contact est (Aa, A'a';; les bases cir-

culaires sont projetées verticalement suivant deux ellipses identiques, faciles à

construire. Nous avons représenté le cercle s' 9' sur lequel se projette l'une d'elles

[ef, e'f) lors(iu'on la rend parallèle au plan vertical par une rotation autour de

la verticale du point a où elle touche le i)l:ni horizontal.

Pour avoir les lignes d'ombre, il l'aut mener au cylindre des plans tangents

[)arall('les au rayon (SS,, S'S', ). Nous allons reproduire la construction donnée

pour ce probli'ine II l'article 121), en ayant égard à la disposition spéciale des

données.

D'un point S,, S',) du ravon, nous menons une droite (SjSo, S',S'o) parallèle

aux génératrices du cylindre; le plan passant par cette ligne et par SS,, S'S',)

coupe le plan vertical B.jS de la première base suivant la ligne (SS,, S'S'o). Les

intersections du même plan B.,S avec les plans tangents cherchés ont pour pro-

jections verticales les droites B'B', et C'C, parallèlesà S'S'o et tangentes à la pro-

jection verticale de la première base. Les génératrices qui forment séparation

d'ombre et de lumière sur le cylindre passent par les points de contact B' etC :

ce sont les droites (Bb, Wb') et (Ce, Ce'). La seconde est cachée sur les deux

projections.

On peut opérer sur le cercle î'-j', et cela est même un peu plus exact. 11 est

facile de déterminer la position (S7, S'?'; que prend la droite (SSj, S'S',) quand

on la fait tourner autour de la verticale du point S jusqu'à la rendre parallèle au

plan vertical. Une tangente parallèle à S'a' fait connaître le point fi que l'on ra-

mène en b'.

551. Ou reconnaît, d'après la direction de la projection SS, d'un rayon, que la

seconde base est éclairée et que la première est dans l'ombre. La ligne qui sépare

la partie éclairée de celle qui est obscure est formée des génératrices [Bb, B'b'),

(Ce, Ce'), et des deux demi-circonférences b'e'c', B'^I'C. L'ombre portée par ce

contour mixtiligne sur le plan horizontal se compose des droites B,i,, C,c, pa-

rallèles aux génératrices, et des demi-ellipses b,ac,, B,M,C,.

Un point M,, trace d'un rayon (.MM,, MM',), est déterminé par la rencontre de

deux droites MM, et M'|M, qui se coupent sous un angle assez aigu. Pour donner

plus d'exactitude à la construction, on peut mener pai' le point (.M, M') une
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droite parallèle à (SS,, S'S',) et chercher sa trace M^ siu" BoS. En menant par

M. une droite parallèle aux génératrices du cylindre, on a l'ombre de la généra-

trice qui passe parle point (M, M'j; l'intersection de cette droite avec la ligne

MM, donne le point M,.

Les ombres portées peuvent être considérées comme des projections obliques,

et par conséquent la tangente M,K, en un point M, de l'ellipse est l'ombre de la

tangente fMK, M'K'y au point correspondant du cercle. Pour avoir la première,

il suffit donc de chercher l'ombre K, d'unpoint (K, K'j de la seconde : nous l'ob-

tenons parla méthode qui vient d'être expliquée.

La droite B,6, est tangente à l'ellipse en B,, car elle est l'ombre de toutes les

lignes contenues dans le plan tangent au cylindre le long de la génératrice B7/,

et notamment de la tangente du cercle au point B'.

Les diamètres du cercle projetés sur B'C etR'L'sont rectangulaires, et par suite

leurs ombres B,C, ctR.L, sont des diamètres conjugués de l'ellipse (art. 131),

Ilf Exercice. — Ombre d'un cône percé d'un trou cylindrique.

Rarnns parallèles. [PI. J'II.)

552. On propose de déterminer les ombres du cône qui a déjà été représenté

sur \^fig. 124. On donne ses deux projections, et l'ombre 5 de son sommet sur

le plan horizontal.

Les droites 5rt et 5f/, tangentes à la base du cône, sont les traces horizontales

des plans tangents parallèles aux rayons de lumière et les limites de l'ombre

portée sur le plan horizontal. Les génératrices de contact (Srt, S'a'), (SJ, S'é?')

sont les limites de l'ombre propre. Ces droites se trouvent interrompues aux

points (A, A'), 'X,, A', ), (D, D') (D,, D',) ; leurs ombres sont par conséquent

limitées aux points correspondants «, «,, (? et 0,.

555. Il faut maintenant construire sur le plan horizontal les ombres des deux

courbes de pénétration. On détermine la trace [x du rayon de lumière qui passe

par un point M de l'une d'elles, sans recourir au plan vertical, en remarquani

qu'elle doit être sur l'ombre sm de la génératrice SMwz. L'ombre de la courbe

D.MR passe par les points et 0,, est tangente en ces points à la droite sd limite

de l'ombre sur le plan horizontal, et touche aussi la droite *r ombre de la géné-

ratrice S/' qui, dans l'espace, est tangente à la courbe de pénétration.

On construit de la même manière l'ombre Xs de la courbe ALT. La lumière

arrive sur la partie du plan horizontal qui est comprise dans l'intérieur des deux

lignes que nous venons de déterminer.

La direction des génératrices du cylindre creux est donnée, sur chaque plan

de projection, par les tangentes communes aux deux courbes de pénétration. En

menant du sommet (S, S') une droite (SK, S'K') paralllde à ces lignes, nous
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pourrons (lélcniiiiior la- (race SK (l'un plan parallèle aux rayons et aux généra-

trices (lu cylindre. Les courbes Ô7T et ayr doivent admettre des tangentes com-

munes (f/X et /3e, parallèles à sK : ces droites sont les traces de plans qui sont tan-

gents au cylindre, et paralli'Ies aux rayons de lumière.

351. La ligne d'ombrer sur le cylindre creux est l'intersection de cette surface

et du cylindre d'ombre qui a pour directrice la courbe DHM et pour trace liori-

/onlale oy-. On construit cette intersection parla mélbode ordinaire (art. *i*i."î,

254). Une droite ;j.y, parallèle iisK, peut être considérée comme la trace d'un

plan parallèle aux génératrices rcctilignes des deux cylindres. Ce plan auxiliaire

coupe le cylindre d'ombre suivant les droites aM et vN, et le cylindre creux suivant

deux droites qui passent par les points M et N. Les points I et i où se rencontrent

ces lignes appartiennent à la courbe d'ombre; le premier seul est utile fart. 97).

Quand les points y. et v se réunissent, les points ]\I et I se cou Tondent également.

L'origne V de l'arc utile correspond donc au |)oint 9 de la trace du cylindre

d'ombre où la tangente est parallèle à^K. L'extrémité G de l'arc utile est sur le

rayon de lumière qui rencontre les deux courbes d'entrée et de sortie du cylindre,

et qui par conséquent aboutit au point de croisement 7. La courbe d'ombre por-

tée sur le cylindre creux a un autre arc utile 15T, (jue l'on obtient delà même
manière.

On relève sans difliculté sur le plan vci lical les lignes d'onibi'e ainsi déter-

minées sur le plan borizontal.

353. La //g. 197 (Pi. 17) représente, dans la même position par rapport

aux plans de projection, et éclairé par les mêmes rayons, le solide retiré du cône.

Le périmètre de l'ombre portée sur le plan borizontal est formé des quatre droites

au,, £/3, &,<}, <fX et des arcs des courbes déjà déterminées qui se raccordent avec

elles. En ramenant les points 1, 9, fi, i en L, F, B, E, puis en L', F', B', E', nous

obtenons les génératrices (LF, L'F'j et (BE, B'E') suivant lesquelles la surface

cylindri(jue du solide est toucbée par des rayons de lumière : ce sont les limites

de l'ombre propre. Ces lignes ne sont pas à considérer sur la^g. 198, parce

que les rayons qui les rencontrent sont noyés, près le point de contact, dans la

partie solide du cône, et n'ont, par conséquent, qu'une existence purement géo-

métrique. Nous dirons que les droites (LF, L'F') et (BE, B'E';, lignes d'ombre

réelles auv \Ajïg. 197, seraient t7>/f/e//c5 sur \vtfig. 198.

Une construction analogue fait trouver sur la partie conique du solide les

lignes d'ombre (AA,, A'A',) et (DD,, D'D',).

IV' Exercice. — Onilms it'uiic niche .\/>/icrh/tir. — Rtuons /inrnllè/r.s. (Fig. ao6.)

536. On propose de déterminer les ombres d'une nicbe spliérique semblable à

celles des /7i^-. 1G2 et iG3, mais représentée par une élévation sur le plan de
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léte et par une coupe horizontale que l'on peut supposer faite a la hauteur

du plan de naissance A'B' de la voûte sphérique. La droite (R, R') donne la di-

rection des rayons de lumière.

L'omhrc portée par l'arête (A, A', A') est l'horizontale (A«, A', a',], et la gé-

nératrice (a, «',«') du cylindre de la niche jusqu'au point où elle rencontre le

rayon de lumière qui passe à l'extrémité A' de l'arête.

On ohtient facilement l'ombre [k, h') portée par un point (K, K'j de la courbe

de tête, sur le même cylindre, en cherchant l'intersection de cette surface avec

le rayon (KÂ-, K'^'j.

L'arc a'k' e' appartient à l'intersection du cylindre vertical de la niche avec le

cylindre d'ombre qui a pour directrice le cercle A'E'B'. Les plans limites

(art. 227) sont les plans (Aa, A'^A'j et (B6, B', B'), qui sont parallèles aux

rayons de lumière, et dont les traces verticales louchent la directrice du cylindre

d'ombre aux points A' et B'. 11 y a pénétration : l'une des courbes se projette

horizontalement sur l'arc aB, l'autre ^ur l'arc \b. Nous avons négligé la der-

nière, mais la première a été représentée même dans ses parties non utiles. Nous

verrons plus loin comment on détermine sur la droite A'B' la position précise de

l'extrémité e de l'arc utile.

357. La tangente en un point A' est l'intersection des plans tangents aux

deux cylindres. Les traces du plan tangent au cylindre de la niche sont la droite

/(/sur le plan horizontal, et la verticale//' sur le plan K,/ parallèle au plan de

tête. La trace du plan tangent au cylindre d'ombre, sur le même plan, est la

droite K',/' parallèle à K'y. La tangente est donc t'
k'.

Les droites kt et K, / se rencontrant très-obliquement, il est convenable

de tracer d'abord la verticale //' dans une position arbitraire, et de mener

ensuite, par son point de rencontre / avec la tangente ki, une droite /K, paral-

lèle à BA.

On peut faire les constructions sur le plan horizontal : en le supposant à la

hauteur du plan de naissance, il est rencontré par la tangente K'/' de la direc-

trice A'K' B' au point/, et par le rayon de lumière {Kk, K'A-') au point a; la trace

du plan tangent au cylindre d'ombre le long de la génératrice K'^-' est iloncfu;

cette ligne coupe la trace du plan tangent au cylindre de la niche en un point i

qui, relevé sur A'B', donne un point i' de la tangente t' k'.

Le plan d'ombre de l'arête A', A' est tangent au cylindre d'ombre de la courbe

de léte le long de la génératrice X' a! , et par suite les lignes d'ombre sur le

cylindre de la niche se raccordent au point a'

.

358. L'arc e'G est l'intersection du cylindre d'ombre avec la sphère. On le

détermine en coupant les surfaces par des plans pei'pendiculaircs au plan de tête

et parallèles aux rayons. Pour que la construction soit facile, il faut prendre un

plan de projection parallèle aux plans sécants, de manière que les cercles d'in-
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tei'st'Ction sur la spliiTC se projcllcnt on viaio grandeur. La trace de ce plan

avec le plan de têlc est une droite X" Y" parallèle à R'.

Le plan sécant qui passe par le centre (C, ('/) a pour trace verlicale la droite

M'C parallèle à W : il coupe la sphère suivant un cercle dont nous traçons sans

difficulté la projection WM'\ sur le nouveau plan, et le cylindre suivant le rayon

de lumière (Me, M'C) dont on détermine la projection M"c', on remarquant que

le point c", sur lequel se projette le point (c, C), doit être a une dislance de

C" égale à Ce (art. li\)). Le rayon M"c" coupe le cercle M"3r, en un point [j." que

nous ramenons en p..

Les sections de la sphère et du i ylindre d'onihre par le plan auxiliaire ((ui a

pour trace verticale la droite ]\'«' parallèle à M'C sont, en projection, le cercle

décrit du point C" comme centre avec K'C pour rayon, et la droite S" n" paral-

lèle à M"|!Ji". Le point de rencontre n" est ramené en n'.

Les origines M" et N" des arcs concentriques M"/j." et N"/i" se trouvent sur un

même rayon, et leurs cordes sont parallèles; ces arcs sont donc égaux en degrés,

et par suite les points C, n" et p." sont en ligne droite. Il en résulte que la pro-

jection de la courhe d'omhre est une droite passant par le point C; la courhe

elle-même est un grand cercle situé dans un plan perpendiculaire aux plans auxi-

liaires, et sa projection verticale, une ellipse dont le grand axe est égal au dia-

mètre de la sphère. La construction montre que cet axe est le diamètre PG situé

dans le plan de tète et perpendiculaire à R'; le petit axe est p.C/^.,.

Les deux surfaces sont du second degré, et se coupent suivant le cercle

(AB, A'M'B'); on pouvait donc prévoir que leur intersection complète compren-

drait une seconde courhe plane (art. 2a2, i°^.

En coupant la sphère et le cylindre d'omhre par des plans parallèles au plan

de tête, on déterminerait la courbe e'G aussi facilement que par la construction

que nous venons d'expliquer. Nous nous contentons d'indiquer cette méthode.

559. Le point e' du cercle de naissance, où se joignent les arcs utiles des deux

courbes, est sur l'intersection (A'B', C'/x") du plan de naissance et du plan de

la courbe d'ombre. Si nous considérons un point {r',r") de l'intersection de ces

plans, nou.s déterminerons sa position sur le plan horizontal en prenant le seg-

ment Rr égal à R"/-", et nous pourrons tracer la droite d'intersection Cr; elle

rencontre le cercle en un point e qui fait trouver e'.

Les deux courbes ont au point e' une tangente commune, parce que le cylindre

de la niche est circonscrit à la sphère le long du cercle de naissance. On con-

struit cette tangente en considérant le point e' comme appartenant, soit à la

ligne d'ombre de la sphère, soit à celle du cylindre, soit à une ellipse dont on

connaît les axes. Nous avons employé le premier procédé; les traces sur le plan

de tête du plan tangent au cylindre d'ombre, et du plan de la courbe sont E'e et

PG : leur point de rencontre e appartient à la tangente cherchée.
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540. Nous n'avons pas tracé la projection horizontale de la courbe d'ombre

portée sur la sphère, parce qu'elle présente peu d'intérêt; mais il serait très-

facile de déterminer cette ellipse : son centre est en C; la droite Ce est la moitié

de son grand axe; en projetant le point G sur AB, on aurait un point de la

courbe, et l'on construirait ensuite la longueur du petit axe (art. 299).

541. Si le demi-cylindre et le quart de sphère représentés sur la fig. 206

étaient en relief, il n'y aurait pas de lignes d'ombre portées sur les surfaces,

mais seulement des lignes d'ombre propre qu'il serait très-facile de construire.

Nous ne nous arrêterons pas à ce problème; nous voulons simplement faire

remarquer que les lignes d'ombre à considérer sur une surface sont différentes,

suivant que la partie solide se trouve d'un côté ou de l'autre.

Surfaces de révolution.

V Exercice. — R<iyi)iis (tirerge/i/s. — Points luinineiix dn/i.i une position qiir!(07iqiic.

[PL .\n.)

542. Lorsqu'une surface courbe est éclairée, le lieu des points de contact des

rayons qui lui sont tangents forme la ligne qui sépare la partie éclairée de celle

qui est dans l'ombre : nous l'appellerons quelquefois séparatrice. On peut la dé-

terminer, soit en coupant la surface par des plans passant par le point lumi-

neux et menant de ce point des tangentes à la section, soit en construisant des

plans tangents contenant le point lumineux, et cherchant leur point de contact.

Cette dernière méthode est la plus employée; nous allons l'appliquer à la

recherche des ombres d'un corps engendré par la révolution, autour de l'axe

O'O", de l'aire 0'A'e'A"0" composée d'un rectangle et d'un demi-cercle. Les

rayons divergent du point (S, S').

545. Premier procédé : cônes circonscrits. — Proposons-nous de trouver les

points de la courbe d'ombre situés sur un parallèle (R>IN, R'31'N') choisi arbi-

trairement : si la droite "t'g\, tangente de la méridienne en R', accompagne cette

courbe dans son mouvement de rotation autour de l'axe, elle engendrera un cône

qui sera circonscrit à la surface le long du cercle décrit par le point (R, R') (');

on voit, en effet, qu'en chacun de ses points les plans tangents des deux sur-

(
'

) Une surface est circonscrite à une autre ou lui est inscrite, quand elle a les mêmes plans tangents

en tous les points d'une ligne commune. Ces expressions n'impliquent pas d'ailleurs une idée de gran-

deur relative nécessaire : ainsi la surface que l'on dit circonscrite, parce qu'elle contient l'autre surface

dans la disposition spéciale du système géométrique considéré, peut très-bien, pour une autre disposi-

tion des données, être renfermée dans celle-ci.
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faces se cont'oiident, parce qu'ils conliennent deux mêmes droites, la tangente

du méridien et celle du parallèle. Donc, si par le point lumineux (S, S') nous

menons des plans tangents au cône, les points où les génératrices de contact

rencontreront le parallèle considéré appartiendront à la courbe d'ombre de la

surface de révolution.

Nous prenons pour plan horizontal d'o|)éralion le jilan j'y situé à la liauleur

du point lumineux. Tous les tracés seront d'ailleurs projetés sur le pian hori-

zontal qui correspond à la ligne de terre T'A'.

Le cône circonscrit a son sommet sur l'axe (0,0'0"); sa trace horizontale

est le cercle Xp.v. Les traces des plans tangents à cette surface sont les tan-

gentes Sp.et Sv; les génératrices de contact ont pour projections horizontales

Op. et Ov; enfin les points M et N, où elles rencontrent la projection du paral-

lèle, appartiennent à celle de la courbe : on les relève verticalement en M' et

en N'.

Il est important de remarquer que si le parallèle considéré et la trace Xav du

cône étaient sur des nappes différentes de cette surface, ce que l'on reconnaî-

trait facilement sur le plan vertical, il faudrait prendre les intersections du

parallèle avec les prolongements des droites analogues à p.O et vO au delà du

point 0.

Pour éviter de tracer les tangentes S;x et Sv, et déterminer avec précision les

points de contact /x et v, on décrit un cercle sur OS comme diamètre.

Le point (M, M') est vu sur les deux projections, parce qu'il est en avant du

méridien principal, et sur la partie supérieure du corps, au-dessus du parallèle

du plus grand rayon. Le point (X, N') est vu sur le |)lan horizontal et caché sur

le plan vertical.

ôii. Nous avons trouvé deux points M et N sur le parallèle, parce que le

point S est en dehors du cercle X^jiv; la courbe d'ombre n'aurait pas de point sur

le parallèle considéré, si la trace du cône auxiliaire renfermait le point S; et

enfin elle serait tangente au parallèle, si le cône avait pour trace, sur le plan

horizontal xy, le cercle SS, décrit du point comme centre avec OS pour rayon.

D'après cela, pour déterminer les parallèles qui sont touchés par la courbe

d'ombre, il sulfit de relever le point S, en S',, et de mener par S', des tangentes

S', P' et S'j// à la méridienne : chacun des points de contact P' et p' appartient

à un des parallèles cherchés. Il résulte d'ailleurs de la construction générale de

l'article précédent que les points M et N, où la courbe d'ombre rencontre un

parallèle, ont des positions symétriques par rapport au plan méridien SO, et par

suite qu'ils ne peuvent se réunir que dans ce plan ; les points [\, V) et (i, i'), où

les parallèles des points P' et p' percent le plan SO, sont donc ceux où ils sont

touchés par la ligne d'ombre. L'un est le plus élevé de cette courbe, et l'autre

celui qui l'est le moins.
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5i5. Le long du parallèle (EUV, E'e') qui a le plus grand rayon, le cône cir-

conscrit se change en un cylindre vertical; les plans tangents sont verticaux, et

ceux qui contiennent les points de la courbe d'ombre ont pour traces horizon-

tales les droites SU et SV tangentes à la projection du parallèle, et passant par

le point S. Le cercle Op.S détermine la position des points de contact U et V;

ces points limitent la partie vue de la courbe en projection horizontale : on les

relève en U' et en V.

546. Deuxième procédé : cylindres circonscrits. — Au lieu de se donner des

parallèles, on peut choisir des méridiens, et la même construction faite en ordre

inverse résoudra le problème. Si l'on considère le méridien dont la trace est

O/jlM, son intersection y. avec le cercle OS sera ramenée en X, puis relevée en V

.

On tracera ensuite les tangentes >.'R'etX'/ qui feront connaître les parallèles

R'M'N' etr'm'n'; les intersections M et m de leurs projections horizontales avec

la droite OM appartiendront à la courbe. Les points X' et /•' étant de côtés diffé-

rents de l'axe, le point m devra être pris au delà du point par rapport au
point [j..

Cette construction est sutrisamment établie par les raisonnements des articles

précédents, car, lorsqu'elle est terminée, on peut supposer que ce sont les paral-

lèles qui ont été donnés; mais on peut la démontrer directement.

347. Les tangentes des parallèles, aux points où ils coupent le plan méridien

MOm, forment un cylindre circonscrit perpendiculaire à ce plan. Tout plan

tangent à ce cylindre est tangent à la surface de révolution en un point du méri-

dien considéré. Le problème est donc ramené à déterminer des plans contenant

un point (S, S') et tangents à un cylindre. Cette question a été traitée à l'ar-

ticle 128; nous allons reproduire la solution, en ayant égard à la manière dont
les données sont disposées.

La droite (Sp., S'p.') est parallèle aux génératrices du cylindre, et le point

(/x, p.') où elle rencontre le plan MOw appartient aux traces des plans tangents

cherchés, sur le plan méridien. Si nous faisons tourner ce plan de manière à le

rendre parallèle au plan vertical, le point {p., [t.') se transportera en (X, X'), et les

tangentes X'R' etX'r' seront les traces des plans tangents : leurs points de con-

tact R' et r' reportés dans le plan méridien en (M, M') et (m, m') appartiendront

à la courbe d'ombre.

548. Les tangentes S' Q' et S'<7' sont les traces verticales des plans qui con-

tiennent le point (S, S') et qui sont tangents au cylindre circonscrit à la surface le

long du méridien de front. La projection verticale de la courbe d'ombre rencontre

le contour apparent en Q' et en q' , et lui est tangente en ces points.

L'horizontale xy ne rencontrant pas le méridien principal, quelle que soit la

position du point X', on pourra mener deux tangentes X'R' et X'/', et par suite la

courbe a deux points dans chaque plan méridien.
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549. On cmploierfi l'un ou l'autre des deux procédés que nous avons expli-

qués, d'après la nature de la méridienne, suivant qu'il sera plus facile de mener

une tangente à celte courbe par un point pris sur clic, ou de déterminer le point

de contact d'une tangente. Pour une courbe graphique (art. 98j, la premic're

détermination sera en général plus facile.

."ïoO. Ombre portée. — Les courbes d'ombre portée sur les plans de projection

sont les traces du cône qui a son sommet au point 'S, S'), et pour directrice la

courbe d'ombre propre. Une génératrice quelcon(|uo ^SM.S'M'j perce le plan hori-

zontal en un point (T, T'j qui appartient à la courbe d'ombre portée. La tan-

gente T^ de cette courbe est la trace du plan tangent au cùne, qui est également

tangent à la surface au point (M, M'); elle est donc perpendiculaire à la trace OM
du plan méridien (art. 190).

La tangente 1g peut être considérée comme l'ombre d'une tangente quel-

conque de la surface en M: elle est parallèle a la tangente MJ du parallèle. L'ombre

0|T du rayon horizontal O.M est |)erpendiculaire à la tangente Ti;, carie rayon

OM et son ombre O,! sont parallèles ; par conséquent les normales à la courbe

d'ombre portée d'une surface de révolution sur un plan horizontal sont les ombres

des horizontales quijoignent les points de la courbe d'ombre propre à l'axe vertical

de la surface.

On voit qu'il est très-facile de construire les tangentes de la courbe d'ombre

portée, tandis que nous n'avons encore exposé aucun procédé pour tracer les

tangentes à la courbe d'ombre propre. La construction qui sur la figure fait

trouver la tangente a^I de la courbe au point M ne sera expliquée que dans la

troisième Partie de cet Ouvrage (art. 878).

Les droites SU et SV qui passent par le point S, et touchent le contour appa-

rent de la surface sur le plan horizontal, forment le contour apparent du cône

d'ombre, et sont par conséquent tangentes à la courbe d'ombre portée aux points

V et u qui correspondent à Y et U.

II' Exercice. — Rarnns divergenls. — Points luniineii.v dons le plan méridien de front,

[Fig.iii.)
•

3S1. Le plan vertical de projection étant parallèle au plan méridien qui con-

tient le point lumineux S, S'), les deux points M et M, d'un parallèle qui appar-

tiennent à la ligne d'ombre ont une même projection verticale M', et la courbe,

sur le plan vertical, s'arrête aux points Q' et q' où elle rencontre le méridien

principal; elle est prolongée par une partie parasite que les constructions

exposées aux articles précédents ne font pas connaître, parce que ses points ne

correspondent pas à des points de la projection horizontale de la courbe. Pour
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déterminer cette partie, nous allons chercher un tracé qui donne les points de

la projection verticale directement, sans faire intervenir la projection hori-

zontale.

Les triangles rectangles OSp. et OMF sont semblahles, et par suite nous avons

0;/:OS::OF:o:\i

ou bien

0").'
: o"S' : : O'M' : O'm'.

Ainsi les droites 0"0', X'iM' et S'to' partagent eu parties proportionnelles les

horizontales 0"S' et O'm', et par conséquent convergent vers un même point M''.

D'après cela, pour obtenir le point M' situé sur l'horizontale m', m', on peut

tracer la tangente m').', puis la sécante S'm', et joindre par une droite les points

X' et M" où elles rencontrent, l'une l'horizontale du point S', et l'autre l'axe.

On trouverait le même point M' en opérant sur la tangente m^y.^ de la méri-

dienne inverse, ainsi qu'il est indiqué sur la figure.

Cette construction fait trouver un point sur la trace verticale du plan de

chaque parallèle. Quand la trace considérée passe entre les points Q' et^jr', le

point est en dedans du contour apparent; dans le cas contraire, le point tel queB'

est en dehors de ce contour, et par conséquent parasite.

532. La construction montre que la droite A', A' rencontre la projection de la

ligne d'ombre en un point situé à l'intini. Sa parallèle 6'B' passe par ce point;

si elle se transporte parallèlement à elle-même jusqu'à coïncider avec A', A', le

point B' ira rejoindre celui que nous considérons à l'infini. La droite A', A'

est donc asymptote de la courbe M'y'B' (art. 92j; la droite A", A" l'est égale-

ment.

La courbe paraîts'arrèter à l'infini, mais cela tient à ce que nous ne nous sommes

occupé que de la surface engendrée par la révolution du demi-cercle A'm'A". Si

nous avions étendu les constructions à la surface complète, ayant pour méri-

dienne un cercle entier, nous aurions trouvé que la projection verticale de la

ligne d'ombre se compose de deux parties qui se rejoignent à l'infini (art. 182,

185). Ces parties correspondent à deux branches généralement distinctes,

mais qui se réunissent quand le point lumineux est dans le plan du parallèle

supérieur ou dans celui du parallèle inférieur. Nous donnerons plus loin quelques

indications sur ce cas particulier (art. 879).

535. Si nous voulons construire la courbe par la méthode de l'article 546,

pour avoir les points MetN situés dans un plan méridien 0;x, il faudra ramener

le point p. en ),, le relever ensuite en ).', et mener de ce point des tangentes à la

méridienne : les points de contact m' et n' feront connaître les parallèles sur

lesquels sont les points cherchés. Il y en a deux, parce que le point X' est exté-
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rieur à la iiiériilienne; s'il était en 7' sur cette courbe, les points m' et «'se

confondraient en ce point, et le plan méridien ne contiendrait de la ligne d'ombre

qu'un seul point situe sur le parallèle (]ui est à la bauteur du point lumineux.

On voit d'après cela que, si l'on projette •/' en /, et qu'on ramène 7 en C et en C,

sur le cercle OS, les points C et C, appartiendront a la courbe d'ombre, et que les

droites OC etO(>, seront les traces des plans méridiens qui la luuclient.

5ji. 11 est facile de reconnaître que, si le point lumineux était dans le plan

borizontal E'e' qui contient le cercle décrit par le centre de la méridienne, la

projection borizontale de la courbe d'ombre aurait des parties parasites. On dé-

termine facilement ces parties quand la méridienne est un cercle, ou une conique

ayant l'un de ses axes parallèle à l'axe de révolution. Nous ne nous arrêterons

pas à cette question. On [)eut remarquer (|ue la construction que nous avons

donnée pour les arcs parasites sur le plan vertical est toujours applicable, quelle

que soit la méridienne.

5oo. Les rayons (SQ, S'Q') et ^Sy, S'y') sont parallèles au i)lan vertical, et par

suite l'ombre portée sur ce plan a deux brancbes infinies. Les asymptotes sont

les droites S'Q' et S'y', traces, sur le plan de la courbe d'ombre portée, des plans

tangents au cône le long des génératrices qui lui sont parallèles.

Le plan vertical SI), étant tangent au cône d'ombre, sa trace verticale 00'

tonclie la courbe d'ombre portée sur le plan vertical de projection, au point 0*',

ombre de (D,D' j.

111° ExERCiCK. — Riiyoïis piirallèlcs clans une diiuction qncUonque . i Fig. 21 5.)

556. Les données sont l'axe (0, 0"Z) de la surface, la méiidionne m^a'm'h'

,

qui est symétrique par rapport à cette droite, et la direction (R, R'j des rayons

de lumière.

Premierprocédé : cônes circonscrits. — Considérons un parallèle (MN/?2,M'N'/n')

cboisi arbitrairement, et traçons la tangente m' z de la méridienne à l'un des

points où il la rencontre : le cône engendré par la révolution de cette ligne

autour de Taxe toucbe la surface aux diflerents points du parallèle (M/w, M'/w')

(art. 545); par conséquent, si l'on construit les plans qui sont tangents à ce cône

et parallèles à la droite (R.R), les points où les génératrices de contact rencon-

treront le parallèle appartiendront à la courbe d'ombre.

Pour plusieurs des parallèles que l'on devra successivement considérer, le

sommet du cône sera hors du cadre de l'épure. On lève cette difficulté, et l'on

simplifie la construction en abaissant ou en élevant le cône, de manière que son

sommet arrive à un point fixe (0, 0'), cboisi arbitrairement sur l'axe. La généra-

trice [Om, zm') prend la position (O/n,, O'/jl'J et le cercle [J-^v^ est la trace bori-

zontale du cône transporté.
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Par le point (0, O'j, nous menons une droite (C)r,0'r') parallèle à (R, R') :

les plans qui contiennent celte droite, et qui sont tangents au cône, ont pour

(races les tangentes rix et rv du cercle
f-,
va (art. 151). Les génératrices de con-

tact sont projetées sur les lignes Op. et Ov. En relevant le cône jusqu'à sa pre-

mière position, les projections horizontales de ces génératrices ne changent pas,

et les plans tangents transportés parallèlement à eux-mêmes sont encore paral-

lèles aux rayons de lumière. Les points M et N où les génératrices Op. et Ov ren-

contrent le parallèle considéré appartiennent alors h la projection horizontale

de la courhe de contact : nous les relevons en M' et N'. Ils sont vus sur les deux

projections, parce qu'ils se trouvent en avant du méridien principal scy et sur la

partie supérieure du solide de révolution.

Un cercle décrit sur Or comme diamètre fait connaître, sur la trace de chaque

cône, la position précise des points de contact p. et v, et dispense de tracer les

tangentes rp, et rv.

357. La méridienne de la surface prise pour exemple a un centre G" situé sur

l'axe. Il en résulte que les tangentes du méridien en deux points opposés m' et

m\ sont parallèles, et que les deux cônes circonscrits le long des parallèles de

ces points se confondent lorsqu'ils sont ramenés à avoir leur sommet en 0'. On

trouve ainsi sur le plan horizontal les mêmes génératrices de contact, et les

parallèles sont aussi projetés sur un même cercle; mais, comme celui du point m',

est sur la nappe supérieure du cône circonscrit, il faut prolonger les généra-

trices au delà du sommet jusqu'aux points M, et N,, qui doivent être ensuite

relevés en M', et N',

.

558. Nous avons trouvé deux points sur le parallèle {'Slm, M'm'), parce que le

point r est extérieur à la trace ^,v^ du cône auxiliaire transporté. Si ce cercle

passait par le point r, les points M et N seraient réunis, et le parallèle toucherait

la courhe d'omhre. D'après cela, pour déterminer les parallèles tangents h cette

courhe, il suffit de ramener le point r en r, par un arc de cercle décrit du point

comme centre, de le projeter en/-',, et de mener à la méridienne des tangentes

parallèles à 0'/, : les points de contact a' et b' appartiennent aux parallèles cher-

chés. On obtient ensuite sans difficulté les points (A, A') et (B, B') situés sur ces

cercles : l'un est le plus haut et l'autre le plus bas.

On voit d'ailleurs, par la construction même, que les points de la courhe

d'ombre sont deux à deux sur des cordes horizontales perpendiculaires au plan

vertical rO, et divisées par lui en deux parties égales.

559. Le cône auxiliaire devient un cylindre vertical pour le parallèle F'H' qui

forme le contour apparent de la surface sur le plan horizontal. La trace horizon-

tale Fil du cylindre est la projection du parallèle, et les traces des plans tangents

parallèles aux rayons de lumière sont les tangentes de ce cercle parallèles à R.

On obtient leurs points de contact G et E en traçant par le centre une perpen-

II. 3
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diculairc GE à Or. Ces points sont, sur le plan Iiorizontal, les extrémités do l'arc

vu de la courbe d'ombre.

560. Deuxième procédé : cylindres circonscrits. — Au lieu de se donner des

parallèles, on peut choisir les méridiens; la même construction, faite en ordre

inverse, résout le problème. Si l'on considère le méridien M,0>F, son point de

rencontre p. avec le cercle Or sera ramené en (j.,, puis relevé en p.', ; on mènera

ensuite à la méridienne des tangentes parallèles à 0>.', , et leurs points de contact

m' et m', détermineront les deux parallèles qui passent par les points de la courbe

situés dans le méridien donné.

Cette construction est suffisamment établie par les raisonnements de l'ar-

ticle 556, car, lorsqu'elle est terminée, on peut supposer que ce sont les paral-

lèles qui ont été donnés; mais il est facile de la démontrer directement.

5GI. Les tangentes des parallèles aux points où ils coupent le plan MO.M, for-

ment un cvlindrc perpendiculaire à ce plan et circonscrit à la surface de révolu-

tion l(! long du méridien. Le problème peut donc être ramené à la construction

de plans tangents à un cylindre et parallèles à une droite, question traitée à

l'article 129. Nous allons reproduire la solution, en ayant égard à la manière dont

les données sont disposées.

La ligne rij., perpendiculaire à ]\IM,, est parallèle aux génératrices du cylindre.

La droite ([ui va du point p. au point (0, 0') est parallèle aux traces des plans

tangents cherchés sur le plan méridien considéré. Si par une rotation autour de

l'axe nous ramenons ce plan à être parallèle au plan vertical, le point /j. arrivera

en p.|, et la droite dont nous parlons sera projetée sur O'p.', . Les traces des plans

tangents seront donc les tangentes m' z et n^^ z, parallèles à O'p.', . Les points de

contact [m, m'), {m,,m\), ramenés dans le plan méridien considéré, sont les

points cherchés.

On pourra mener à la méridienne principale F'O^'H'O"' deux tangentes paral-

lèles à la droite O'jx', ,
quelle qu'en soit la direction, et par conséquent la courbe

d'ombre de la surface considérée a deux points dans chaque plan méridien.

Aux points de la courbe situés sur le méridien de front, les plans tangents

sont perpendiculaires au plan vertical. Leurs traces verticales sont donc les tan-

gentes de la méridienne parallèles à la projection R' du rayon de lumière. Les

points de contacte et D' de ces droites sont, sur le plan vertical, les extrémités

de l'arc vu de la ligne d'ombre.

ÔQI. Troisièmeprocédé : sphèresinscrites. — Considérons un parallèle f/nM, m'M'),

et traçons à la méridienne la normale m'i: la sphère qui aurait son centre au

point {, où cette droite rencontre l'axe, et im' pour rayon, serait tangente à la

surface tout le long du parallèle. Les points de rencontre de ce cercle avec la

ligne d'ombre de la sphère appartiendront donc à la courbe que nous cherchons.

La courbe d'ombre de la sphère est un grand cercle situé dans un plan perpen-
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diculaire aux rayons. Par conséquent, si nous faisons tourner tout le système

autour de l'axe, de manière que la droite (Or, 0>') prenne la position (Or,, OV,
)

parallèle au plan vertical, la ligne d'ombre de la sphère se projettera sur une

droite passant par le centre i, et perpendiculaire à 0'r\. Nous n'avons tracé de

cette droite que le segment /;', utile à la construction. Le point e' est la projec-

tion de deux points de contact qui appartiennent au parallèle commun à la sur-

face de révolution et à la sphère. La projection horizontale s de ce point doit

être ramenée dans sa véritable position e; la droite MeN perpendiculaire à Or
est alors la projection horizontale de la ligne qui se projetait verticalement en e'.

Elle détermine les points M et N sur le parallèle considéré m, m.

565. Si l'on trace la droite m'k parallèle à 0'r\, et par le pointa une ligne

parallèle à la tangente m'z, cette droite coupera la projection m'W du parallèle

au point e', car les perpendiculaires abaissées des sommets d'un triangle m'ik

sur les côtés opposés se rencontrent en un même point e'. Cette construction, n'exi-

geant que des parallèles, est un peu plus facile que la précédente, dans laquelle

il faut abaisser des perpendiculaires.

564. La conslruclion fait trouver un point e' sur toute droite îM'm' trace du plan

d'un parallèle, mais quelquefois elle le donne en dehors de la méridienne de

front, et alors le point e n'est pas dans l'intérieur du parallèle, et ne correspond

à aucun point de la surface.

Le point s' est la projection d'un point de la courbe d'ombre pour des rayons

parallèles à (Or,, 0'r\). Lorsqu'il est en dehors du contour apparent de la sur-

face, il appartient à la partie parasite que la courbe doit avoir sur le plan vertical,

lorsque les rayons sont parallèles à ce plan (art. 551). Nous avons donc un

moyen facile de déterminer les points parasites.

En appliquant les raisonnements de l'article 552, on voit que la courbe lieu

des points e' a en général pour asymptotes les tangentes horizontales de la méri-

dienne; mais quand les points 0" et O'', où les tangentes sont horizontales,

se trouvent sur l'axe même, la construction n'indique plus sur ces droites des

points à l'infini. Dans ce cas, si la méridienne est une courbe graphique, le

lieu des points s' s'arrête brusquement aux horizontales des points 0"' et 0" (').

565. On peut employer le procédé des sphères inscrites dans le cas des rayons

divergents, mais alors, pour déterminer le cercle d'ombre de chaque sphère con-

sidérée, il faut tracer le grand cercle situé dans le plan méridien principal, et

lui mener des tangentes du point lumineux ramené dans ce plan par une rotation.

Cette construction peut être employée comme exercice graphique.

(') Le lecteur qui voudrait avoir des détails plus étendus sur les arcs parasites des projections

des courbes d'ombre des surfaces de révolution pourrait consulter le Mémoire que nous avons publié

dans le XXXV cahier du Journal de l'École Polytechnique (i853).

3.
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566. La siiifacc (Fil, F'H'] [Jig- 2i5) est un cUipsoMlc, cl par cunst''f|iienl sa

ligne (rombic esl une courbe plane ('
j, une ellipse. Les axes de sa projecliun liori-

zontale sont Ali et GE. Les droites A'O'li' et (i'0"E' sont des diamètres conjugués

de la projection verticale.

Si l'on fait tourner tout le système autour de l'axe, juscju'a ce (jue la droite

(Or, O'r') soit de (Vont, les points A' et B' iront en a' et b', et la courbe d'ombre

se projettera sur le diamètre a'O'b' conjugué avec la direction des tangentes

en a' et en h', (|ui est celle du rayon O'r',. (>e diamètre passe nécessairement

par le [loint î .

567. On peut déduire des constructions précédentes un moyen pour tracer la

tangente en un point donné m' d'une ellipse dont on connaît un axe 0"Z, un dia-

mètre a'b' et une droite 0'r\ parallèle au diamètre conjugué de a'h'. Si, en efl'et,

on trace les lignes m'k et m' s', l'une parallèle àO'r', , l'autre perpendiculaire à

0"Z, la droite déterminée par les points do rencontre s' et k sera parallèle à la

tangente en m'.

Pour déterminer sur une ellipse les points où la tangente esl parallèle à une

droite donnée, on tracera à une distance arbitraire une droite £'/• parallèle à cette

tangente {/ig. 21 5 ou 258), et par les points k et e', où elle rencontre l'un des axes

efun diamètre quelconque a'b', on tracera les droites km' et e'm' respectivement

parallèles au diamètre conjugué de a'b' et au second axe. Si le sommet m' du

triangle i'krn' est sur l'ellipse, il sera l'un des deux points cliercliés; dans tous les

cas, il déterminera un diamètre O'm' qui passera par ces points, car 0" est évi-

demment un centre de similitude de tous les triangles ainsi formés (^y.

568. Transformation qu'éprouve la ligne cVombre d'une surface de réioludon

éclairée par des rayons parallèles , lorsque l'on considère la surface engendrée par la

méridienne transportée dans son plan parallèlement à elle-même. — Supposons

maintenant que la méridienne ait été éloignée de l'axe par un mouvement de

translation dirigé perpendiculairement à cette droite, et considérons la surface

qu'elle engendre dans sa révolution.

Si l'on transporte la première surface de manière que son méridien (FH, F'O"!!')

(') Il sera démontré dans le Livre VII, à l'occasion de l'hyperboloïde, que les lignes d'ombre des

surfaces du second ordre sont dos courbes planes (art. 716).

{') 11 est facile de voir que l'on peut remplacer les axes par un second système de diamètres conjugués :

on établit d'abord le théorème pour le cercle, puis on létend à l'ellipse en faisant une projection. La

construction, élant démontrée pour l'ellipse, et ne s'appuyant que sur des lignes et des poinls qui sub-

sistent dans l'hyperbole, s'applique naturellement à celle courbe.

Pour démontrer la construction dans le cas du cercle, il suffit de remarquer que sur une Dgure faite

pour cette courbe les droites //// et î'm' (fig. 258') seraient respectivement perpendiculaires aux dia-

mètres a'b' et 0"X comme étant parallèles aux diamètres qui leur sont conjugués, et que, les trois

hauteurs du triangle 0"i'/,- devaiit se couper en un même point, le diamètre 0"/«' serait perpendi-

culaire à s'A.
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aille coïncider avec le méridien (F, H,, F, o/H'j ) de la seconde, les deux surfaces

seront tangentes le long de celte ligne. Comme d'ailleurs les rayons de lumière

sont parallèles, la ligne d'ombre de la surface transportée ne sera pas modifiée.

Les points C, et D,, nouvelles positions des points C et D, appartiendront donc à

la projection horizontale de la ligne d'ombre de la seconde surface. Cette courbe

a sur la droite xy deux autres points correspondant à la méridienne transportée

en sens inverse, et dont un seul, C., a pu être placé sur la figure. On opérera de

la même manière pour un méridien quelconque 00,; chaque point de l'ancienne

ligne d'ombre sur le plan horizontal sera ainsi transporté, d'un côté comme de

l'autre, de la longueur constante Ooj dont tous les points de la méridienne ont été

déplacés.

La projection horizontale Q<b . .
. , yy . . . étant déterminée, on obtient facilement

la projection verticale ô'ii/'. . . ,-j o' . . .

.

La construction que nous venons d'exposer permet de tracer rapidement, dans

le cas de rayons parallèles, les lignes d'ombre des surfaces engendrées par la révo-

lution d'une courbe du deuxième degré autour d'une droite située dans son plan

et parallèle à l'un de ses axes. Tout le tracé sur le plan horizontal se réduit alors

à construire une section conique et à transformer cette courbe en augmentant tous

les rayons vecteurs d'une quantité constante (').

569. Nous allons rechercher comment on peut obtenir les tangentes de la nou-

velle ligne d'ombre lorsque l'on connaît celles de la première courbe GE.

Soient Om et On [fig. 216) les rayons vecteurs de deux points m et n d'une

courbe, et mg un arc de cercle dont le centre est à l'origine 0. Si l'angle mQn est

assez petit pour que le triangle m-^n puisse être considéré comme rectiligne, on

aura

tan£ri?7/2/j = ff«

Om X nOw

Supposons maintenant ([ue l'on augmente les rayons vecteurs de tous les points

de la courbe considérée d'une longueur m^\ constante, mais d'ailleurs arbitraire;

le triangle gmn deviendra G.MN, et l'on pourra écrire

tani^GMN = GN __ ,^7i

OM X NOM OM X «Oni

Les tangentes trigonométriques des angles gmn et G.AIN sont donc inversement

proportionnelles aux rayons vecteurs Om et OM.

(') Cette construction a été donnée par M. Dunesrae [Comptes rendus de l'Académie des Sciences,

2° semestre de 18J7).
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Mainlenai)f, Irarons mK et OK respectivement perpendiculaires à mn et 0/n, et

joignons KM : les tangentes trigonométriques des angles KmO et KMO sont inver-

sèment proportionnelles aux rayons vecteurs Omet OM, maisK/nO est égal \\ gmn

comme formé par des perpendiculaires ; donc KMO est égal à GMN, et KM est per-

pendiculaire \\ MN.

Les droites indéfinies mn et MN sont, à la limite, tangentes aux courbes; les

lignes mK et MK sont donc normales, et par conséquent on peut exprimer le

résultat auquel nous sommes arrivé en disant que les sous-normales de la irans-

formée sont égales à celles Je la courbeprimiinc.

D'après cela, si l'on élève des normales à l'ellipse GE (Jig. 21 5) en des points a

et /3, les points p et a où ces droites seront coupées par le diamètre perpendicu-

laire à a/j seront sur les normales de la transformée aux points homologues a,

ct/3, (').

IV' ExiiBclcii. — Rayons ptirtitlclcs nyant leurs projections inclinées à 45" sur la ligne de terre. —
Méllioile des projections obliques. (Fig. 217.)

570. Une méthode assez commode, et souvent employée pour déterminer les

lignes (l'ombre des surfaces, consiste à choisir un certain nombre de génératrices

convenablement espacées, et à déterminer leurs ombres sur un plan. Pour une

surface de révolution, on prend des parallèles; l'ombre de chacun d'eux sur un

plan perpendiculaire à l'axe est un cercle de même grandeur.

571. Considérons un vase ayant la forme du solide de révolution représenté

sur la /ig. 217; nous déterminons facilement sur le plan horizontal les ombres

du carré supérieur du socle et de diirérents parallèles. Nous avons fait cette con-

struction sur la figure spéciale 218, en supposant le vase éloigné du plan vertical.

L'ensemble des cercles de cette figure fait connaître avec exactitude le péri-

mètre de l'ombre que projetteraient sur le sol des disques minces qui occupe-

raient la position des parallèles, et d'une manière approximative la ligne de

l'ombre portée par la surface de révolution.

Celte courbe doit être tangente à tous les cercles, car en considérant les ombres

sur le sol comme des projections obliques, nous pouvons leur appliquer les rai-

sonnements que nous avons faits à l'article 149 pour les contours apparents : en

un point de la courbe d'ombre propre, le plan langent est parallèle aux rayons

de lumière, et par conséquent il projette obliijuementsur sa trace toutes les lignes

(') Cette construction est celle que l'on emploie pour les tangentes des conctioïdes. On la rallache

généralement à la méthode de M. Chasles pour les normales à la courbe décrite par un point d'une

figure de forme invariable [Aperçu historique, p. 548); mais nous avons dû présenter une démonstration

plus élémentaire.
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qu'il contient, et notamment la tangente du parallèle et la tangente de la courbe.

On voit, d'après cela, que l'on peut tracer la ligne (/'par la condition de toucher

tous les cercles, et qu'ensuite, pour construire la ligne d'ombre propie IJ, il suffit

de relever chaque point de contact sur le parallèle correspondant par une droite

parallèle aux rayons de lumière. Le point m fait ainsi trouver le point M'.

572. Pour déterminer l'ombre portée par le cercle A"B" sur la partie supé-

rieure du vase, nous cherclions les points où son ombre a, è, sur le plan hori-

zontal coupe les ombres des différents parallèles {/ig. 218). Le rayon qui passe

par l'un de ces points, tel que «, rencontre le cercle A" B" (/?o-. 217) et le parallèle

qui a son centre en 0'; son intersection N' avec cette ligne est donc un point de

la courbe d'ombre portée.

On obtient de la même manière l'ombre portée sur la partie inférieure du vase.

575. On détermine l'ombre portée sur le plan vertical, soit en cherchant la

trace du cylindre oblique qui a pour directrice la ligne d'ombre propre déjà

obtenue sur la surface du vase, soit en construisant les ombres de quelques paral-

lèles, comme il a été fait pour le plan horizontal. Ces lignes sont des ellipses

dont on obtient deux diamètres conjugués en cherchant les ombres de deux dia-

mètres rectangulaires du parallèle.

Pour le cercle {AB, A'B') nous prenons les deux diamètres (AB, A'B') et

(CD,C') : leurs ombres sont l'horizontale ai et la droite cr/ parallèle à R'. Les pro-

jections du rayon sont inclinées à 45° sur la ligne de terre, et, par suite, le triangle

aof/ formé par les demi-diamètres conjugués est isoscèle et rectangle. Cette dispo-

sition simplifie la construction expliquée à l'article 155 pour la détermination

des axes. Nous l'avons Au te à une échelle double sur \si /ig. 219: les axes gh et

ef[fig. 217) sont parallèles aux droites o^o- et oy (y/g-, a 19) et égaux aux segments

dq et dp.

Cil^. On suppose généralement dans le dessin géométral que les rayons sont

parallèles à une droite (R, R') dont les projections sont inclinées à 45° sur la

ligne de terre. 11 en résulte quelques simplifications dans les tracés, comme nous

venons de le reconnaître, et d'ailleurs cette direction de la lumière est très-con-

venable pour bien faire ressortir la forme des objets.

575. Les ombres des divers parallèles sur le plan vertical sont des ellipses

semblables et semblablement placées, ou /«o;?2o//«e;/y«e^. Les diamètres, dont les

ombres sont les grands axes des ellipses, se projettent tous horizontalement sur

une certaine droite OG [fig. 217 ou 219). On peut obtenirun point de cette ligne

en ramenant le point ^en G sur le cercle AB; mais nous allons voir qu'il est

facile de la déterminer directement.

Nous traçons la tangente GT du cercle et l'ordonnée GN, et nous déterminons

leurs ombres ^i etg« [fig- 219)- La droite gn, ombre d'une perpendiculaire au

plan vertical, est inclinée à 45° sur la ligne de terre : la hauteur gV. du triangle
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^0/ estdonc rgale an segment l.n, el |inr suite à G,N, et à la liauleiir G.\ du

triangle GOT; les bases to et TO de ces triangles sont aussi évidemment égales;

l'angle g du premier est droit eomme l'angle G du second, car la droite /"', omhre

de la tangente TG, toudie l'ellipse au sommet^; les deux triangles sont par con-

séquent égaux. On voit d'ailleurs que le sommet o le plus éloigné du pied L de

la hauteur gL est homologue de T. L'angle GOD, égal à GTO, est donc aussi

égal à l'angle ^ort. En résumé, le diamèlre du cercle dont l'ombre esl le grand axe

de rellipse fait mec une perpendiculaire au plan vertical le même angle (jue ce

"rand axe aire la ligne de terre.

576. La méthode que nous avons employée danscet exercice permet de ramener

la détermination de l'ombre d'un corps à la construction des ombres d'un ci ilain

nombre des génératrices de sa surface, ce qui est généralement facile.

Ou peut recevoir les ombres sur un plan auxiliaire, si pour les tracés les plans

coordonnés ne sont pas bien disposés par rapport au corps.

Trait ressenti.

377. Très-souvent dans le dessin géoniétral, au lieu de déterminer les ombres,

on se contente d'indiquer par un trait plus prononcé, que l'on appelle trait res-

senti ou trait deforce, les arêtes qui séparent les faces éclairées de celles qui sont

obscures, les rayons de lumière ayant d'ailleurs la direcliori que nous avons indi-

quée à l'article 574.

. Celle convention permet de distinguer à la première vue, sur une projection, les

positions relatives des diverses parties. Il n'y a pas un accord complet entre les

dessinateurs pour le tracé des corps arrondis; quelques-uns mettent un trait res-

senti au contour apparent, du côté opposé à celui d'où vient la lumière; mais

alors un cvlindre est représenté comme un prisme, et la seconde projection seule

fait comprendre sa forme.

CHAPITRE IL

OMBRES SUR LES FIGURES AXONOMÉTRIQUES ET CAVALIÈRES.

Considérations générales

.

378. Quand on veut résoudre des problèmes sur des figures axonométriques et

cavalières, on représente les points elles lignes par leur perspective et par la per-

spective de leur projection sur un plan horizontal. Ainsi sur la figure cavalière 1 84.

le sommet de la pyramide est déterminé par sa perspective I. et par la perspec-
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livc I, de sa projection sur le pl;in horizonlal de la base. On peut, de cette ma-

nière, représenter les points et les lignes sans indétermination, si toutefois les

éléments de la peispective sont connus, c'est-à-dire si l'on a la direction des axes

de la figure axonométrique, ou la direction des lignes fuyantes, et le rapport de

réduction de la figure cavalière.

Les traits de ces deux perspectives dllfèrent peu ; les exercices d'ombre que

nous allons présenter en feront connaître les principes.

Nous adopterons une notation analogue à celle qui est employée pour les figures

géométrales. Ainsi nous dirons que le point (I, I,) est le sommet de la pyramide

représentée sur la y/g. 184.

Polyèdres.

\" Exercice. — Ombres d'un prisme et d'une pyramide représentés par une perspective cavalière. —
Rayons parallèles. [F/g. 18 j.)

579. Lajïgure 184 représente en perspective cavalière le prisme et la pyra-

mide desfgures géométra\es i83. Les lignes perpendiculaires aux plans de front

sont, en perspective, parallèles à la droite ef, et leurs longueurs mesurées à partir

de l'axe xy sont réduites à moitié. Les perspectives des rayons de lumière et de

leurs projections borizontales sont parallèles aux droites Si, 5,5, perspectives des

lignes (Ss, S's') et S* de Vàjig. i83 ('). Enfin la ligne XY est la trace sur le sol

du parement d'un mur qui reçoit l'ombre de la pyramide.

Les plans d'ombre des arêtes B,B et D,D ont pour traces borizontales les

droites B,p et D,r parallèles à S, s,. Le plan d'ombre de l'arête C,C coupe la

droite EG, la projection El, de l'arête El, et cette arête elle-même, aux points q,

A-, et k. L'intersection de ce plan d'ombre avec le plan EIG est donc qk. Les traces,

sur cette face, des plans d'ombre des arêtes B,B et D,D sont les lignes pb et rcl

parallèles à qk : leurs extrémités b et d sont sur les perspectives des rayons qui

passent par les points B et D. On détermine de la même manière l'ombre c du

sommet (C, G,).

580. Les perspectives du rayon de lumière qui passe par le sommet de la pyra-

mide et de sa projection sont les droites li et l,i respectivement parallèles

à Si et a S, s,. La trace borizontale de ce rayon est au point i où ces deux lignes

se rencontrent. Sa trace sur le plan vertical XY est au point/ de la verlicaley.y.

Les points i et y étant obtenus, on établit sans dilllculté les lignes de l'ombre

portée par la pyramide.

On peut remarquer que le rapport de réduction et la direction p/des lignes

fuyantes ne nous ont été d'aucune utilité pour la déterminiUion des ombres.

C) La construclion pour déterminer Si- et S, .v, est analogue à celle qui est expliquée à l'art. 392 pour

un cas plusdilïïcile. ,
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Il" ExiiRClCË. — Ombres d'un perron représenté par une perspective cat'alicre. — R/iyons parallèles.

{Fig. 186.)

581. Nous allons traiter sur une figure cavalière le problème que nous avons

déjà résolu, sur des figures géomélrales, à l'article 52i.

I/onibre de rareté verticale D,D sur le plan horizontal du sol est une dioite

D,</ parallèle à la projection S, s, du rayon de lumière; elle se termine au point d

sur le ravon qui passe en D. Le plan d'ombre de la droite horizontale DKAo'coujJe

le sol suivant une ligne do qui lui est parallèle, et le plan vertical du parement

du mur suivant la droite qui passe par les |)oinls A^ et o. Le point k limite du

segment utile est sur le rayon du point K : on peut l'obtenir directement en le

relevant de sa projection k,. On construit de cette même manière l'ombre r du

point K. Les lignes Ar et AoO doivent être parallèles comme étant les ombres sur

un même plan des droites parallèles UA et DA2-

La ligne brisée Ggg'J est l'ombre de GH; le segment gg' est parallèle à cette

droite, et les deux autres à Ar. L'extrémitéy se trouve sur le rayon du point 11.

L'ombre de l'arête FH sur le plan de la marche supérieure est déterminée par

le point F et par le point h, ombre de H et intersection du rayon Hy avec sa pro-

jection H,y, : la partie «cest seule utile. L'ombre tidelamème aréle sur la marche

précédente passe par l'ombie h, du point H sur ce plan, et est parallèle à FA. Les

droites y\', ut et it/, ombres de l'aiéte FH sur des plans de front, sont parallèles

à rk.

Au-delà du point q situé sur le rayon du point F, nous avons l'ombre de

l'arête FB formée de deux segments qp, et p,p respectivement parallèles à Ar et

à FB, et l'ombre de BB, formée de droites alternativement parallèles à S* et à BB,.

Cylindre, curie, sphère.

\" Exercice. — Ombres d'un perron représenté par une perspective isométriipu:. — Rayons

parallèles. - [PL IIII.)

382. L&Jig. 199 est une perspective isométrique, et par conséquent les lignes

A|B, et B,k,, qui représentent des droites parallèles aux directions principales

horizontales, font des angles de 60" avec une verticale telle que B,B. Les demi-

cercles des marches sont projetés sur des moitiés d'ellipses isométriques : les demi-

axes de la première sont les droites co' et c/j, l'une perpendiculaire et l'autre paral-

lèle à B,B. Leurs longueurs ont été prises sur les échelles (Jîg. 200), ainsi (|u'il

est expliqué à l'article 509.

Le demi-cercle de tête est représenté par la moitié ANB d'une ellipse isomé

trique. La droite ACB est l'un des deux diamètres isométriques; l'autre, qui n'a
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pas été tracé, est vertical. La droite CL, perpendiculaire à Li direction isomé^

trique CC, est la moitié du grand axe (art. 509).

Les rayons de lumière sont parallèles à la droite R, et leurs projections horizon-

teles, à la droite R,.

583. Les droites A, a, et Aa, respectivement parallèles à R, et à R, font trouver

l'ombre A, a, a de l'arête A, A sur le plan horizontal de la marche supérieure, et

sur le plan vertical dont la trace est k^a^.

Ce plan étant parallèle au plan de tète, tous les rayons de lumière Aa. Ee, . . .

ont la même longueur entre la courhe de tête et son ombre. Les deux lignes AEK
et aek sont identiques : ce sont des projections sur un même plan des intersections

d'un cylindre par deux plans parallèles.

Pour avoir la position précise du pointZ:où la courbe d'ombre rencontre l'arête

verticale, on trace A,K, parallèlement à R,, et relevant le point K, sur la courbe

de tête, on obtient le point K dont l'ombre est le point cbercbé.

58-i'. L'ombre de la courbe de tête sur l'intrados ('
) de la voûte est l'intersection

de deux cylindres du second degré qui ont une directiice plane commune, la

courbe ANR; jious concluons de là que la ligne d'ombre est plane (art. 252, i°);

c'est une ellipse, mais nous la construirons sans avoir égard à ses propriétés spé-

ciales, et par la méthode générale que nous avons fait connaître pour les inter-

sections des surfaces cylindriques (art. 225).

En menant du point a, des droites a, F et a,ç) respectivement parallèles à R et

à ^-(B,, on détermine, sur le plan de tête, la trace Yo du i)lan passant par le

point a, et parallèle aux droites R etZ-|B| qui déterminent les directions des

génératrices des deux cylindres.

Une sécante NJN', parallèle à Fç), peut être considérée comme la trace d'un plan

sécant auxiliaire. Par conséquent, le rayon de lumière qui passe par le point N
rencontre la génératrice de l'intrados qui aboutit en N'. On détermine ainsi un

point n de la courbe de l'ombre portée.

Les traces, sur le plan de tête, des plans tangents aux deux cylindres sont les

tangentes N? et N7 : leur intersection ; appartient à la tangente «^ de la courbe

d'ombre au point n.

Lorsque les points N et N' se réunissent, le triangle NN'n se réduit à un point;

l'extrémité de l'arc utile se trouve donc au point où la tangente à la courbe ANB
est parallèle à NN' ou à Fs». Son origine est sur la génératrice de naissance B«, au

point II dont on obtient la position précise en menant par le point B une parallèle

BU à Fy, et par le point U une droite Um parallèle à R.

(') Vintrados d'une voûte en est la surface inférieure ei. concave. L'intrados de la porte que nous con-

sidérons est un cylindre qui a pour directrice la courbe de tête ANB, et dont les génératrices sont per-

pendiculaires au plan de tôte. Les génératrices de naissance sont celles qui passent par les extrémités A

et Bde la courbe de tète.

4-
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58a. La ligne iil; est l'ombre de l'arc UK sur le plan du pied-droit. On l'obtient

par la môme construction, en regardant ce plan comme un cylindre qui a pour

directrice la verticale B,B, et dont les génératrices sont parallèles à B,A-, . On

pourrait aussi obtenir le point où un rayon rencontre le plan du pied-droit, en

relevant l'intersection de sa projection liorizontale avec B,A-,.

586. En menant aux ellipses qui représentent les cercles inférieurs des cylindres

desmarcbes les tangentes a, y etiS, g parallèles à R,, on détermine les extrémités «,

et [3, des génératrices de séparation d'ombre et de lumière. Les droites ay et/Bfî,

parallèles à R, font connaître les extrémités 7 et c? des ombres de ces génératrices.

On obtient l'ombre 5' d'un point /3' de l'arête saillante d'une marclie, sur le

plan horizontal de la marcbe voisine, en portant sur la parallèle à R menée par

le point /î' une longueur égale à /5o. Les arcs ya? et o-zj sont évidemment iden-

tiques à ceux dont ils sont les ombres.

587. Pour construire l'ombre de l'arête ,3'/j sur le plan de tête, par un point m
de cette courbe nous faisons passer un plan parallèle aux rayons de lumière et à

la droite B,/f,; ses intersections avec le plan supérieur de la marche, le cylindre

d'ombre et le plan de tôle, sont les droites m/n,, mij. et /?i,f;., respectivement paral-

lèles a B|/|, R et V'j. Le point a, où se rencontrent les deux dernières, est l'ombre

de m. L'ombre de la ligne mp sur le plan de tète est l'arc p[j.\ on obtiendrait

deux diamètres conjugués de l'ellipse à laquelle il appartient, en déterminant les

ombres des axes ou celles des diamètres isométriques de l'ellipse jS^' p.

L'ombre -jx rencontre eu un point x l'arête p/S'f . Le rayon de lumière qui

passe à ce point rencontre l'arête ai. en un point r, et est l'intersection des

cylindres d'ombre des deux arêtes. La courbe iJ^u. n'est utile qu'à partir du point ;:

où ce rayon la rencontre, jusqu'au point r, où elle coupe la ligne de terre du

mur. La courbe £- est l'ombre de l'arc sy.

588. Élude des ellipses d'ombre. —Nous avons vu comment on peut construire la

courbe ^/j«; nous allons maintenant étudier les ellipses auxquelles appartiennent

les deux arcs dont elle est formée, et voir quelles relations géométriques elles

ont avec l'ellipse perspective de la courbe de tête.

Nous nous occuperons d'abord de l'ellipse d'ombre sur l'intrados de la voûte.

La courbe de tête étant ANB ifig. 202), pour obtenir un point n, on trace une

sécante NN' dans une direction donnée, puis deux droites N« et 'S' n respective-

ment parallèles aux rayons de lumière et aux génératiiccs du berceau.

Si nous ne savions pas que le lieu des points n doit être une ellipse, quand la

courbe ANB en est une, il serait facile de le reconnaître. Traçons le diamètre IJ

qui passe par le milieu de la corde NN', et joignons le point au point n;

ensuite par le centre C de la courbe ANB menons les droites MM' et mm' respecti-

vement parallèles à NN' et à On, et concevons que les deux courbes soient rap-

portées l'une aux axes IJ et .AIM', l'autre aux axes IJ et mvi : deux points bomo-
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logues N et n auront la même abscisse CO, et des onlonnéesON et on qui seront

dans un rapport constant; les équations auront donc la même forme, ce qui

prouve la proposition énoncée. Par la construction, les diamètres IJ et ^IM' sont

conjugués dans la première ellipse : les diamètres IJ et mm' seront donc conjugués

dans la deuxième.

Les tangentes aux points lioinologues N et n rencontrent l'axe IJ en un même
point t.

589. Le quatrième sommet n' du parallélogramme NnN'«' appartient à la

courbe mn.

Si l'on mène à l'ellipse ]\1NB une tangente YV parallèle à N'«, cette droite sera

le contour apparent du cylindre d'intrados; la seconde ellipse devra donc lui être

tangente. On voit ainsi que le parallélogramme formé par les tangentes com-

munes aux deux ellipses a ses côtés parallèles à ceux du parallélogramme NnWn'.

590. Les relations qui existent entre les ellipses résultent uniquement de ce

qu'elles ont un diamètre commun IJ; elles se coupent d'ailleurs en deux points

autres que I et J, et le diamètre sur lequel ils se trouvent jouit, dans le système

des courbes, des mêmes propriétés que IJ. Les deux ellipses sont donc reliées par

une seconde suite de parallélogrammes ayant également leurs côtés parallèles aux

tangentes communes, et dont les diagonales sont les cordes conjuguées au nou-

veau diamètre.

591. Occupons-nous maintenant de la courbe d'ombre sur le parement du pied-

droit. La courbe de tête étant ANB (Jig-. 201), nous traçons dans une direction

donnée une sécante PG qui coupe la tangente verticale BT au point P', et l'ellipse

d'abord au point P, puis en un autre point très-voisin de P'. Par les points Pet P'

nous menons des droites respectivement parallèles 'a des lignes données : leur

point d'intersection /5 a|)partient à la courbe. Les milieux G et g des cordes cor-

respondantes des deux ellipses sont sur une droite parallèle à Pp.

Le mode de transformation est facile à saisir, et l'on voit que la nouvelle courbe

st une ellipse comme la courbe donnée. Le diamètre SH conjugué aux cordes

parallèles à PP' a pour homologue le diamètre sh conjugué à la direction /jP'. Les

ellipses ont deux tangentes communes parallèles à P/j.

Dans la transformation, les points de l'ellipse SH sont tous rapprochés de la

tangente S'H', et par suite des deux côtés du point de contact B, la courbe sh se

trouve entre la tangente et la courbe SH. Si les données étaient telles ([u'un point P

s'éloignât de la tangente en passant à sa nouvelle position, tous les points de la

courbe primitive s'éloigneraient également de S'H', et près du point B, la trans-

formée seraitdans la concavité de la courbe SH. Enfin si ladroiteP/? était parallèle

à S'H', tous les points de la courbe primitive seraient transportés parallèlement à

cette ligne, et la transformée traverserait tangeniiellement la courbe SH au

point B; elle aurait, par conséquent, un contact du second ordre avec elle.
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Ces résultats dépendent évidemment du mode de transformation, et nullement

de la nature de la courbe.

If Exercice. — Ombre d'une niche représentée par une pcrspertWc axonométrique .
—

Rayons parallèles . (Fig. 20S.)

592. Nous nous proposons de déterminer les ombres de la nicbe représentée

sur la figure axonométrique 208 reproduite de la PL XLIX de la première

Partie de ce Traité. Cette nicbe est la même que celle dont nous avons construit

les ombres sur un plan et une élévation (art. 556-341); nous la supposons

éclairée par les mêmes rayons.

La /ig. 209 donne les projections des axes, et leurs inclinaisons (art. 82

et 298). Les trois directions principales sont une borizontale du plan de tête,

une verticale et une perpendiculaire à ces deux lignes. Nous appelons />/a« de

front tout plan parallèle au plan de projection.

Les longueurs des projections du rayon de lumière (Me, M'C) (fig. 206) sur

les directions principales sont MC, Ce et M'd. Nous portons ces segments

sur A', S', B', S' et C'S' (^g. 209), et les projetant sur XY, nous obtenons les gran-

deurs en perspective des trois projections d'un rayon. Si maintenant nous pre-

nons sur l'axe Sa:, et sur des parallèles aux deux autres axes des segments Sa, aë

et jSfî respectivement égaux aux longueurs A', a,,B'(/3, et C'y, que nous venons

de trouver, nous pourrons tracer les droites S(î et S|3 perspectives d'un rayon de

lumière, et de sa projection borizontale. Les flècbes R et R, sont tracées parallè-

lement à ces lignes.

Nous déterminerons la projection S7 du rayon de lumière sur le plan zSx,

par une construction analogue à celle qui nous a fait trouver la projection S/3.

595. Les constructions à faire sur la perspective axonométrique sont analogues

à celles que nous avons expliquées aux articles 55G et suivants.

Nous traçons la droite A,fl, parallèle h R,, nous élevons la verticale n,a, et

nous la terminons au point a sur le rayon issu du point A.

La courbe «A-e est l'intersection du cylindre d'ombre qui a pour directrice la

courbe de tête AKB, avec le cylindre de la nicbe.

Le plan vertical qui contient le rayon K^ coupe le plan de naissance et le cy-

lindre de la nicbe suivant les droites K,k, et k,k; l'ombre du point K est donc

en k. La tangente de la courbe d'ombre en ce point est l'intersection des plans

tangents aux deux cylindres. Le plan tangent au cylindre d'ombre contient In

tangente K/h la courbe de tête, et le rayon Kk; sa trace sur le plan de naissance

est la droite /mi qui passe par les traces/ et u de ces deux droites. La trace du

plan tangent au cylindre de la niche est la droite A-, i en k, à l'ellipse A',eB. Le

point de rencontre i appartient à la tangente cherchée.

594. Il faut maintenant déterminer l'intersection de la sphère par le cylindre
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d'ombre. Nous traçons tout d'abord le cercle qui serait le contour apparent de

la spbère si elle était en relief : son rayon est égal au demi grand axe de l'ellipse

AB. On l'obtient en traçant la droite Ci' (Jig- 208) parallèle à CA (Jïg. 209)

(art. 299).

Nous coupons les deux surfaces par des plans auxiliaires parallèles aux rayons

de lumière et perpendiculaires aux plans de tête (art. 558).

La projection Sy du rayon de lumière perce le plan de la ligure au point E où il

coupe la droite CA trace du plan œSz {/ig. 209) : le point B est la trace de l'axe

Sj' perpendiculaire à ce plan; la droite BE est donc la trace du |dan qui projette

le rayon So* sur le plan œSz.

Nous menons par le point C {Jig. 208) deux droites CM et CL, respectivement

parallèles à ES et EB [Jig. 209) : ce sont les traces du plan auxiliaire passant par

le point C, sur le plan de tête, et sur le plan de front qui contient le centre de la

sphère. Si nous faisons tourner ce plan auxiliaire autour de CL pour le rabattre

sur le plan de front, le cercle suivant lequel il coupe la spbère se placera sur le

cercle dont le rayon est Ce. Dans ce mouvement, le point M se transportera en M,

sur une perpendiculaire MM, à CL.

Le rayon de lumière qui passe par le point M coupe en un point / l'axe du mou-

vement. Il devient donc après le rabattement M,l, et il rencontre la sphère au

point M' du cercle vL. Lorsque le plan auxiliaire est remis dans sa position, le

point M' se projette en p. à l'intersection du rayon M/ avec la perpendiculaire

abaissée du point M' sur CL.

Si nous traçons Ca, le triangle CM/:ji. sera la perspective du triangle C".M"p." de

\àjig. 206.

L'intersection du plan de la courbe d'ombre et du plan de tête est perpendicu-

laire au plan auxiliaire; sa projection est donc b droite CG, perpendiculaire à la

trace CL de ce plan.

593. Sur hjig. 206, un point n' de la courbe d'ombre e'G est donné par un

triangle C"N"n" homothétique à c"M" [j."; le point N" est sur ta courbe A'E'B', et

le point C" sur le diamètre PG. D'après cela, si nous traçons une droite NN' pa-

rallèle à MC (Jig. 208), puis les lignes N/t et N'/i respectivement parallèles à

M/x et à C/J-, le point n appartiendra a la ligne d'ombre Ge, qui est évidemment

une ellipse. Cette courbe prolongée passerait par le point p..

La tangente nv est l'intersection du plan de la courbe avec le plan tangent au

cylindre d'ombre.

Les rayons CM' et CG (Jig. 206) sont rectangulaires; leurs projections CM et

CG ijig- 208) sont donc des demi-diamètres conjugués de l'ellipse AMB. La con-

struction qui fait trouver l'ellipse peG est identique avec la transformation que

nous avons exposée aux articles 154 et 514. On voit d'après cela queCG et Cp.

sont des diamètres conjugués de cette conique; on peut donc obtenir ses axes
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par la constniclion expliquée à l'aiticle 155, mais il est plus simple de remarquer

que le grand axe est sur la droite d'inlersection du plan de la courbe d'ombre

avec le plan de front du centre de la spbère. Les droites SX et Sp (/Ig. 209), res-

pectivement parallèles à CG et à Cp-, sont les traces d'un plan mené par le point

S parallèlement au plan d'ombre, sur les plans xSz et BSE, parallèles l'un au

plan de tète, et l'autre aux plans auxiliaires. Ces lignes percentle plan de la figure

aux points 1 et p : \c grand axe de l'ellipse p.eG est donc parallèle à la droite lo ;

sa longueur est d'ailleurs égale au diamètre de la sphère.

La droite Ce est dans le plan de naissance et dans celui de la courbe. Les

traces des plans menés par le point S parallèlement à ceux-là sont AB et Ip

[fig. 209). La ligne Ce est donc parallèle à la droite qui irait du point S à celui

où les traces AB et \p se rencontrent. Nous n'avons pas tracé cette droite par

crainte de confusion.

596. Nous croyons que cet exercice suffira pour montrer comment on doit dis-

poser, sur une perspective axonométrique, les constructions qui correspondent

aux divers tracés des figures géométrales. Il n'est pas toujours nécessaire d'éta-

blir une tigure auxiliaire représentant les projections de l'angle trièdre des axes,

et d'y déterminer les directions des principales lignes, mais cette méthode intro-

duit beaucoup de clarté dans l'épure, et il est bon de l'adopter comme règle

générale.

III'" Exercice. — Ombres cVunc niche représentée par une perspective cavalière. — Rayons

parallèles. [Fig.no'i.)

597. La niche représentée sur la figure cavalière 2o3 est la même que celle qui

vient de nous occuper, mais la direction (R, R,) des rayons est différente. Les

lignes perpendiculaires aux plans de front sont réduites à la moitié de leur gran-

deur; la droite F fait connaître leur direction.

Les droites A, a, et Aa, respectivement parallèles à R, et à R, font trouver

l'ombre A^a^a de l'arête A, A sur le plan horizontal A|B,, et sur le cylindre de

la niche.

Une génératrice (KA, K,A, ) du cylindre d'ombre perce le cylindre de la niche

en un point k que nous déterminons d'après sa projection A,. Les plans tangents

aux deux cylindres en k ont pour traces sur le plan de tête KT et T,! : la droite TA

est donc la tangente de la courbe en A.

598. Pour construire l'intersection de la sphère par le cylindre d'ombre, nous

emploierons, comme précédemment, des plans auxiliaires parallèles aux rayons

de lumière et perpendiculaires aux plans de tète. Si du point a^ nous menons

les droites a. A' et a^ a' respectivement parallèles à R et à F, nous pourrons tracer

la droite A' a' qui sera parallèle aux intersections des plans auxiliaires avec le

plan de tète.
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Considérons maintenant le plan auxiliaire passant par le centre fie la sphère :

ses intersections avec le plan de tète, le cylindre d'ombre et le plan de naissance

sont les droites CM, MD et CD respectivement parallèles aux trois côtés du

triangle a' A'a,. Si nous rabattons ce plan sur le plan de tête par une rotation

autour de CM, la ligne fuyante CD se placera sur la droite Ce? d'une longueur

double, et perpendiculaire à CM; le rayon de lumière MD deviendra Ud, et le

cercle de section avec la splière se confondra avec BMAm'. L'ombre de M se

trouvera donc au point m'; on la ramènera en m sur ÎMD, en traçant les droites

m'W et M'm respectivement parallèles à c?C et à CD. On pourrait, sans déter-

miner le point M', tracer une droite m'm parallèle à celle qui irait du point rfau

point D. L'intersection du plan d'ombre avec le plan auxiliaire est Cm.

Le plan de la courbe d'ombre et le plan de tête sont perpendiculaires aux plans

auxiliaires, et notamment à celui qui contient le centre de la sphère; leur inter-

section est donc la droite CG perpendiculaire a la trace MC de ce plan et passant

d'ailleurs par le centre C.

Maintenant, pour avoir un point n de l'ellipse d'ombre, il suffit de tracer les

droites N'N, N/i et N'/i respectivement parallèles a CM, Mm elCm. La génération

de cette courbe et la construction de ses tangentes donnent lieu aux mêmes obser-

vations que dans l'exercice précédent : ainsi Cm et CG sont deux demi-diamèlrcs

conjugués de l'ellipse emnG.

On j)ourrait construire cette courbe en coupant la sphèreet le cylindre par des

plans de front.

599. Pour avoir le point e où se joignent les deux ellipses, nous remarquons

que le plan auxiliaire qui passe par le centre, le plan de naissance et le plan

de la courbe d'ombre sur la sphère, se coupent suivant les droites Cm, CD et Ce,

dont la troisième seule est inconnue. Les traces de ces trois plans sur le plan de

tête sont CM, AB et CG. Donc, si nous les coupons par un plan de front passant

par un point quelconque « de Cm, les intersections seront afi parallèle h CM, et

des droites passant l'une par |3, l'autre par a, et respectivement parallèles à AB

et à CG : leur intersection donnera un point y de la droite Ce.

11.
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CHAPITRE III.

TRANSI'ORMATION HOMOLOGIQUE.

Notions sur les figures homologiqiies.

400. Nous allons généraliser les constructions que nous avons présentées aux

articles 588-391, sur les ellipses produites parles ombres des cercles, et recher-

cher les relations qui existent entre les projections d'une figure plane et de son

ombre sur un plan. Les résultats auxquels nous parviendrons sont utiles non-

seulement pour le tracé des ombres, mais encore pour diverses autres construc-

tions, notamment dans la perspective.

Si un plan XYZV ou P' {fig. 221) reçoit l'ombre M' d'une tigure plane M
éclairée par un point lumineux S, les relations suivantes existeront évidemment

entre les deux figures ÎM et M' :

i" Deux points homologues, c'est-à-dire un point quelconque A et son ombre

A', seront sur un rayon de lumière SAA'.

2° Les points qui sont en ligne droite sur l'une des figures auront pour homo-

logues des points de l'autre tigure également en ligne droite.

3° Les points de l'une des figures qui sont sur l'intersection XY des deux plans

seront leurs homologues dans l'autre figure.

Si la figure M s'étendait sur le prolongement du plan P au delà de P', un point

de cette figure situé au delà de XY ne pourrait pas porter ombre sur P', mais au

contraire recevrait l'ombre d'un point de ce plan, qui serait son homologue.

Pour que les considérations que nous allons présenter puissent être admises sans

restriction, il faut considérer la figure M' comme la projection conique de la

figure M, c'est-à-dire comme la section par le plan P' d'un cône qui aurait son

sommet au point fixe S, et les différentes lignes de la figure ;M pour directrice (').

Toutefois nous continuerons à employer les mots d'ombre et de rayon de lumière,

qui font image et qui montrent la connexion de celte ciuestion avec notre

sujet.

401. Les relations que nous avons reconnues entre les figures M et M' existent

entre leurs projections melm' sur un plan Q, et par suite :

1° Les figures m et m' se correspondent point à point, et de telle sorte que deux

points homologues sont sur des droites qui divergent d'un point s.

{'
) Nous avons déjà eii l'occasion de parler de la projection conique dans une noie de l'article 183.
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2" Les points qui sont en ligne droite sur l'une des figures ont pour homo-

logues des points de l'autre figure également en ligne droite.

3" Les points de l'une des figures qui sont sur une certaine droite ccy sont

leurs homologues dans l'autre figure.

M. Ponceleta appelé homo!ogiques\e& figures tracées sur un plan et qui ont entre

elles les relations que nous venons d'exposer. La droite iiT et le point 5 sont l'oare

et le centre d'homologie; les droites qui divergent du point s sont les rayons

d'homologie; enfin l'une quelconque des figures est la transformée de l'autre par

homologie (' ).

402. La transformée homologique m' d'une figure donnée m est déterminée

quand on connaît le centre et l'axe d'homologie, et le points' homologue d'un

point quelconque a de la figure m. On peut en efTet obtenir le point // homologue

d'un point h choisi arbitrairement, parla rencontre du rayon d'homologie 56, et

de la droite aV/ homologue de abd.

405. Quand les côtés de deux triangles ABC, A'B'C, situés dans des plans dif-

férents, se rencontrent deux à deux en des pointsD, E, F nécessairement enligne

droite, ils déterminent trois plans qui se coupent deux à deux suivant les droites

AA', BB' et CC; ces lignes convergent par conséquent vers un point S.

On peut étendre cette proposition à deux triangles abc, a'b'c' situés sur un plan :

s'ils ont un axe d'homologie, c'est-à-dire si leurs côtés se rencontrent deux à deux

sur une droite ay, ils ont un centre d'homologie vers lequel convergent les

droites qui passent parles sommets homologues. Car si nous relevons les triangles

sur deux plans P et F' dont l'intersection XY se projette sur a:/, d'après ce que

nous venons de voir, les droites qui passeront par les sommets homologues se

rencontreront en un point S ; les projections de ces lignes sur le plan des

triangles abc et a'b' c' passent donc par la projection s de S.

Réciproquement, deux triangles qui ont un centre d'homologie ont aussi un

axe d'homologie, car on voit facilement qu'ils peuvent être considérés comme

les projections de deux triangles dont l'un serait l'ombre de l'autre (").

(
'

) Les figures homologiques sont trés-souvenl considérées en dehors des questions d'ombre au.xquelles

nous les rattachons ici. M. Poncelet les a présentées comnne résultant de la projection conique (ou

perspective) de deux figures homothétiques situées sur un même plan [Propriétés projeriwes, art. 297

et suivants).

(^) Nous donnerons ici l'énoncé d'un double théorème qui peut être utilisé en perspective : Quand

deux figures A et A' sont liomutogiqucs d'une troisième B, elles sont homologiques entre elles, /Miircu

toutefois que les deux premières homologics aient pour axe la même droite, ou pour centre le même

point. Bans le premier cas, les centres d'homologie des figures prises deux h deux sont en ligne droite;

dans le second, les trois axes d'homologie passent par un même point.

Pour la démonstration, il faut regarder les figures B, A et A', dans le premier cas, comme les pro-

jections d'une figure plane éclairée par deu\ points lumineux et de ses ombres sur un plan
;
dans le

second, comme les projections d'une figure plane éclairée par un point lumineux et de ses ombres sur

deux plans.

5.
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404. On peut justifier par ce tliéorème une construction que nous avons établie

à l'article 22G par d'autres raisonnements. Il s'agit d'avoir la tangente de la

courbe QQ, au point C [fig. 124), et pour cela de faire passer une droite par le

point C et par le point éloigné où les deux droites cG et 7«Ese rencontrent. Nous

coupons ces lignes par deux droites c/tzK et GFK; nous traçons ensuite 7?iC et cCS,

puis par les points K et F deux lignes KS et FI parallèles à wC, enfin la droite GS.

A'ous avons ainsi deux triangles wcC et FGI dont les côtés se rencontrent deux à

deux au point K, au point S, et au point de KS situé h l'infini; cette droite

est ainsi un axe d'bomologie, et les droites mY, cG et CI, rayons d'homologie,

doivent se rencontrer en un même point.

40o. On voit que la construction donnée à l'article 68 peut être généralisée,

et qu'il n'est pas nécessaire que les triangles ABC et abc [fig. 53) soient sem-

blables, mais seulement que les points de concours de leurs côtés homologues

soient en ligne droite. On peut ainsi simplifier quelquefois les tracés, en utilisant

des lignes déjà établies.

406. Deux figures bomologiques m et m' [fig. 221
)
peuvent toujours être con-

sidérées comme les projections sur un plan Q de deux figures planes dont l'une

serait l'ombre de l'autre.

Supposons en effet qu'on relève la figure m et l'axe ay sur un plan quel-

conque P, le centre s en un point S hors de ce plan et un point a' de m' en A'

sur le rayon SA : si l'on fait passer un plan P' par la droite XY et par le point A',

qu'on reçoive sur lui l'ombre M' de M et qu'on la projette sur le plan Q, on aura

une figure homologique de m, dont le point S et la droite xy seront le centre et

l'axe d'homologie, et dont le point homologue de «sera a'; elle se confondra

nécessairement avec m' (art. 402).

Il résulte de là que dans les figures bomologiques la courbe homologue d'une

section conique est une section conique, et que, quand deux courbes sont tan-

gentes l'une à l'autre, leurs homologues sont également tangentes.

407. Un plan RII'K ou P', mené par le point S parallèlement à P' coupe le plan

P suivant une droite II' dont tout point a pour homologue sur P' un point à l'in-

fini. La projection ii' de cette ligne, qui est évidemment parallèle à xy, repré-

sente sur la figure 7/2 tous les points de la figure m' qui sont à l'infini : c'est la

ligne défaite de la figure m relativement à la figure m'. Pour en déterminer gra-

phiquement un point //, on mène par le centre s un rayon d'homologie parallèle

à une droite quelconque ea de la figure m', jusqu'à la rencontre de son homo-

logue ea.

Si la courbe m avait rencontré la droite ii' , son homologue m' aurait eu des

branches infinies.

Il y a entre les deux figures un parallélisme complet de propriétés et de rela-

tions; par conséquent la figure m a relativement à la figure m une ligne de fuite
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jf paiallële à xy : on en détermine un points par une construction analogue h

celle que nous avons expliquée, c'est-à-dire en menant par le centre s un ravon

d'iiomologie parallèle à une droite ac de la figure r/i, jusqu'à la rencontre de son

Iiomologue a' c'.

408. Des points situés sur le plan P' sont en ligne droite, (juand louis homo-
logues du plan P se trouvent eux-mêmes sur une droite; or les homologues des

points à l'infini du plan P' sont sur une ligne II', intersection de deux plans :

donc tous les points d'un plan situés à l'infini doivent être considérés comme
étant distribués sur une droite située elle-même à l'infini (';. En général la

direction de cette ligne est indéterminée, mais dans une question spéciale on

peut être conduit à lui attribuer une direction : ainsi les points à l'infini du plan

Q, regardés comme appartenant à la figure «2', homologue de m, sont sur une
droite parallèle kxy.

iOO. Quand les rayons de lumière sont parallèles, les rayons d'humologie le

sont également. Le centre s et les lignes de fuite ii' eljf disparaissent à l'infini.

Aucun point à distance finie sur l'une des figures ne peut correspondre à un point

à l'infini sur l'autre : une ellipse a nécessairement pour homologue une ellipse.

Cette circonstance se présente sur les//^g-. 201 et 202. L'axe d'iiomologie est

pour la première S'T, et pour la seconde IJ. Les rayons d'homologie sont paral-

lèles à R; on peut aussi, sur hjig. 202, les prendre parallèles aux génératrices

de l'intrados, car sous le rapport géométrique il n'y a aucune différence essen-

tielle entre les cylindres qui se coupent suivant les deux courbes dont nous con-

sidérons les projections. Le point M a pour homologue dans le premier mode m
et dans le second rn'.

Le demi-cercle de tête d'une niche sphérique, et son ombre sur la sphère, qui

est une courbe plane, donnent lieu à des observations analogues {Jig. 2o3, 206

et 208).

Quand les plans Pet P' (Jig. 221) sont parallèles, l'axe .rv et les lignes de fuite

s'éloignent à l'infini, et les courbes m et m , projections de deux sections paral-

lèles d'un cône, sont homothétiques. La similitude est donc un cas particulier de

riiomologie.

yipplicatloii des théories précédentes aux sections conicjues.

Propriétés fondamentales des pôles et des polaires

.

410. Considérons deux sections coni(|ues>fetM' tracées sur un plan 'fig. 220^,

et le point de concours s de deux quelconques de leurs tangentes communes :

nous pouvons regarder M comme la trace d'un cône dont le sommet S se projette

(') M. Ponciîlel [Pinpnc(os pmjrrlh'Cf!, art. 9(5).
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en s, et 'SV comme la trace (Vun cylindre perpendiculaire au plan de la figure

que nous supposons horizontal. Chacune de ces surfaces est tangente le long

d'une droite aux plans verticaux dont les traces sontsE et sG; elles se touchent

donc en deux points; et, comme elles sont du second ordre, leur intersection est

composée de deux courbes planes(art. 252, 2°) que nous appellerons N et N' (').

La courbe M peut être considérée comme l'ombre de la conique N éclairée par

un point lumineux placé en S. La ligne ]M', projection de N sur le plan de M, est

donc homologique avec cette courbe par rapport au point s. On trouve une se-

conde homologie en regardant les coniques M et M' comme l'ombre et la projec-

tion de la ligne W pour des rayons divergents du point S. Les axes d'homologie

sont les traces des plans des courbes N et N'.

Nous voyons donc que deux sections coniques tracées sur un plan sont /lorfiolo-

giqucs de deux manières différentes, par rapport au point de concours de deux quel-

conques de leurs tangentes communes, considéré comme centre d'homologie.

Les points A et a situés sur une droite divergeant du point s sont respective-

ment homologues de A' et de a' dans un des modes, de a' et de A' dans l'autre.

Les points de contact E et G sont toujours homologues de E' et de G'. D'après

cela, et en opérant comme il a été dit plus haut, on trouve facilement les axes

d'homologie XY, Xj Y, et les lignes de fuite qui leur correspondent (art. 407).

L'une des deux lignes de fuite parallèles à X, Y, n'a pas pu être placée sur la figure.

411. Le point de contact de deux sections coniques tangentes peut être consi-

déré comme le point de concours de deux tangentes communes qui se sont con-

fondues en une seule : c'est donc un centre d'homologie des sections coniques.

On peutdémontrer directement cetteproposilion, en s'appuyantsurle quatrième

théorème de l'article 252, et raisonnant d'ailleurs comme nous l'avons fait à l'ar-

ticle précédent.

412. Comme application de ces théories, nous allons nous proposer de déter-

miner le centre et les axes d'une section conique dont nous connaissons trois

points N, M, Qijig- 222), elles tangentes NS et MS. Cette question s'est pré-

sentée à l'article 238 pour la projection verticale de l'intersection de deux ellip-

soïdes de révolution dont les axes se rencontrent, mais nous ne pouvions pas alors

développer la solution. Les données de la Jig. 222 sont relevées sur Vàfig, i3'j,

de sorte que la première doit^être considérée comme un complément de celle-ci.

Tout cercle qui touche les deux tangentes MS et NS est homologique de la

courbe, par rapport au point S, centre d'homologie. On prend les points de con-

tact m ei n homologues de 31 et de N, à une même distance de S; on détermine

ensuite le centre 0, et on trace la circonférence.

(') En se donnant la hauteur du sommet du cône au-dessus du plan de la courbe M, on peut se pro-

poser, comme exercice graphique, de déterminer les vraies grandeurs des deux courbes X et N'.
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On peut prendre à volonté pour point homologue de Q l'un ou l'autre des

deux points où le rayon d'iiumologie QS coupe le cercle : nous avons choisi celui

qui est indiqué par la lettre r/. Toutes les relations du système sont maintenant

déterminées.

il5. Le point situé à riniini sur la sécante MQ a pour homologue le point /,

intersection de mq et du rayon d'homologie Si, parallèle àMQ. On détermine de

la même manière le point i', homologue du point situé h l'infini sur .MN, et on

ti'ace la ligne de fuite ii'. Elle coupe le cercle en deux points /• et t auxquels cor-

respondent sur la section conique deux points à l'infini. Cette courhe est donc

une hyperhole, ainsi que nous l'avons dit dans la note de l'article 258.

Les asymptotes étant tangentes à la courbe aux points situés à l'iniini sont

homologues des tangentes r/ et ti' du cercle; par conséquent, en reportant sur

la droite MN par des rayons d'homologie les points d et e où la sécante mn ren-

contre les tangentes, on obtient des points D et E qui appartiennent aux asym-

ptotes. Ces lignes sont d'ailleurs parallèles aux rayons d'homologie S/- et St qui

passent par les points situés à l'infini; il est donc facile de les tracer et d'obtenir

ensuite les axes qui sont leurs bissectrices.

414. On peut disposer la construction d'une autre manière en déterminant l'axe

d'homologie.

Les couples de droites homologues déjà établies sur la figure ont leur point de

concours hors du cadre, et par conséquent nous devons en tracer de nouvelles,

convenablement choisies. Prenons sur la ligne ii' un point/?, et joignons-le à S

et à ^ : le point homologue dcp est à l'infini sur Sp, et la ligne homologue de

qp est la droite QjS, parallèle à Sp. Le point de rencontre /3 de deux droites

homologues appartient à l'axe d'homologie que nous savons être parallèle à la

ligne de fuite ii'.

Les tangentes /•'/•et t't rencontrent l'axe d'homologie en /•, et en /,; les asym-

ptotes passent donc respectivement par ces points.

415. Si l'on veut avoir la position exacte du sommet A sur l'axe transverse BB',

on déterminera la droite hu, homologue de cet axe, et l'on ramènera sur BB', par

un rayon d'homologie, le point a où elle rencontre le cercle. La droite ha passe

par le point a de l'axe d'homologie, et par le point h, homologue du point H
où BB' coupe MiN. Nous n'avons pas laissé subsister le rayon d'homologie HA,

pour ne pas augmenter le nombre des droites qui se croisent au point S.

41G. Nous avons résolu le problème pour le cas où la conique a des asymptotes;

il nous reste à établir des relations générales qui permettent d'opérer lorsque la

ligne de fuite ne rencontre pas le cercle auxiliaire.

Soit A ij/g-. 223 ou 224) une conique qui doit éprouver la transformation homo-

logique, et ii' la droite dont les points s'éloigneront à l'infini. Deux tangentes Im

et In issues d'un point /de celle ligne auront pour liomulogues deux droites parai-
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lèles; la sécante mn deviendra donc un diamètre. Le point homologue du centre

de la transformée est l'intersection de cette ligne, et d'une autre sécante m'
n'

déterminée de la même manière.

Une droite mn qui passe par les points de contact de deux tangentes issues

d'un point / est dite hpolaire de ce point, et celui-ci est \epôle de la droite.

Nous voyons donc rpie les polaires des différents points de la ligne de fuite

passent toutes par un même point qui est homologue du centre de la transformée.

D'après une propriété connue des courhes du second ordre, le point c est sur

le diamètre conjugué de H', et sa distance au centre est donnée par la relation

Ocx Ob = Oe!

Quelles que soient la nature de la conique considérée et la position de la ligne «'

dans son plan, la quantité Oe sera réelle, et l'équation fera connaître une gran-

deur également réelle pour le segment Oc.

Le point c est le pôle de la droite n'ifig. 223), car si l'on suppose que la

sécantewn toui'ne autour du point c jusqu'à devenir tangente, les points m et n

situés de part et d'autre de ii' se réuniront sur cette ligne, avec le point /, en k

ou en k' . Sur h\Jig. 224 les tangentes issues du point csont imaginaires, mais ce

point jouit, par rapport au système de la section conique A et de la droite ii', de

toutes les propriétés dans lesquelles ces tangentes ne figurent pas : on dit encore

que c'est le pôle de la ligne ii', et que cette droite est sa polaire. On peut donc

énoncer la proposition que nous avons étahlie plus haut, en disant que, lorsqu'une

section conique éprouve la transformation Iwmologique, le pâle de la ligne de fuite

est homologue du centre de la transformée.

D'après cela, le point de concours des tangentes //' et //•', pôle de la ligne de

fuite ii' [fig- 222), est homologue du centre C de l'hy perhole, et doit se trouver

sur la droite (]S.

417. La droite cl et les tangentes tnl et ni [fig. 223 ou 224) deviennent paral-

lèles dans la transformation; les lignes cl et mn sont donc homologues de deux

diamètres conjugués. Par conséquent, si l'on a un cercle homologique d'une

conique déterminée par certaines conditions, on pourra obtenir des diamètres

conjugués de cette courbe, et les points où ils la rencontrent; ce qui permettra de

déterminer les axes, dans le cas où elle serait une ellipse, qui est celui que nous

avions encore à résoudre.

il8. Les propriétés des sections coniques permettent de ramener dans bien

des cas la recherche du centre, des axes, des asymptotes,... d'une de ces courbes,

au problème que nous nous sommes proposé à l'article 412 (' ). Nous rappellerons

C) On peut consulter M. Brianchon {Corraspnndnilce sur rÉcole PolyteclinUfie, Ut' vol., [i. 383)^

M. Poncek't [Proprk-tcs pmjariwcs, art. 33S et 339).
*
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d'ailleurs que, pour tracer un cercle liomologique d'une section conique, il suflit

de connaître sa tangente en un point (art. 411).

419. Toute droite tracée sur le plan d'une conique pouvant être prise pour

ligne de fuite dans une certaine transformation liomologique, les raisonnements

que nous venons de faire établissent deux théorèmes fort importants :

1° Les polaires des différents points d'une droitepassent par le pôle de cette droite;

2° Les pôles des diverses droites qui passent par un point sont sur la polaire de ce

point.

Le pôle / d'une sécante mn (Jig. 223) étant le point de concours des tangentes

aux points m et n, la même relation subsistera après la transformation liomolo-

gique. Ainsi quelque part que l'on place l'axe et le centre d'homologie, le point

liomologue de /sera le pôle de la droite homologue de mn. Il en serait de même
si la figure était transformée par une projection cylindrique, ou par une projec-

tion conique.

Si le point c était le centre de la courbe {//g. 22/1), les points /et /', et par suite

la droite ii', s'éloigneraient à l'infini. La polaire du centre est donc la droite sur

laquelle on peut concevoir tous les points du plan situés à l'infini (art. 408).

L'rtiplvi de la transformation honiologiqiic comme méthode de recherche.

420. La transformation liomologique est souvent employée comme méthode

de recherche et de démonstration. Nous allons établir de cette manière un théo-

rème qui est quelquefois utile dans les constructions.

5/ trois droites AD, BE, CF [fig- 226) divergeant d'un même point V sont coupées

par deux sécantes DF et AC, les points de rencontre IM et N des diagonales des qua-

drilatères ABED et BCFE, et le point de concours Q des sécantes sont en ligne dioite.

Nous construisons une figure adfc liomologique de la proposée, et de manière

que la droite homologue de PQ soit à l'infini : la position du centre d'homo-

logie S, et la grandeur Sa du rayon d'homologie de l'un des points sont d'ailleurs

choisies arbitrairement. Les droites qui convergent vers les points P et Q ont

pour homologues des droites respectivement parallèles à SP et h SQ. Les quadri-

latères sont ainsi changés en parallélogrammes, et les points m et n où se coupent

les diagonales, se trouvant au milieu de ces lignes, sont sur une droite parallèle

à ac et à df. La droite homologue i\L\ passe nécessairement par le point Q qui

représente le point où se rejoignent à l'infini les droites de la figure transformée

qui sont parallèles à SQ.

Les diagonales du quadrilatère DACF n'ont pas été tracées; elles se croisent

évidemment sur la droite MNQ.
Nous avons construit la figure liomologique af. bien que cela ne fût pas néces-

IL
'

G
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saire pour le riiisonnement, mais afin de donner un nouvel exemple graphique de

ce genre de transformation.

421. Le théorème que nous venons de démontrer donneun procédé pourtracer

une droite qui passe par un point M, et par le point éloigné où deux droites DF

et AC se rencontrent. On trace une droite quelconque AD, les deux transver-

sales DE et AE, la droite BE qui coupe AD au point P, une droite PF, enfin les

transversales EC et BF qui se rencontrent en N : la droite iMN passe par le point

éloigné Q. Cette construction est assez commode, quand le point M est nota-

blement plus rapproché de l'une des deux lignes que de l'autre, parce qu'a-

lors le point P se trouve généralement à une petite distance. Si au contraire le

point M était voisin de la bissectrice de l'angle DQA, quelque direction que l'on

donnât aux transveisalcs DB et EA, le point P lui-même serait éloigné, comme

nous le montrerons plus loin (art. 602).

CHAPITRE IV.

POINTS nniLLANTS.

(onxiclciations gencraies.

422, Un corps poli éclairé par des rayons directs peut présenter une ou plu-

sieurs images du corps lumineux. Si ce dernier corps est réduit a un point S

{fg. 227), son image sera produite par la réflexion sur un seul point G que l'on

appelle point brillant, et qui est déterminé par les conditions que la droite GI,

normale à la surface du corps poli, fasse des angles égaux avec le rayon de

lumière SG et le rayon visuel GO, et qu'elle se trouve dans le plan de ces deux

lignes (' ).

Si le corps est mat, sa surface se compose en réalité d'une multitude de petites

facettes qui réfléchissent la lumière dans toutes les directions. 11 n'y a plus de

points brillants, mais le point G, déterminé comme nous l'avons dit, est le plus

éclairé.

(') La vision est produite pour chaque point regardé par un faisceau de rayons, mais on peut ne

considérer que le rayon qui, passant au centre optique du cristallin, n'éprouve pas de déviation sensible.

Le faisceau issu du point S est réfléchi sur une petite surface, mais limage n'est qu'un point situé dans

la direclion OG.
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423. Un ellipsoïde engcmlré par la révolulioii autour de son grand axe d'une

ellipse E dont le point lumineux S et l'œil du spectateur sont les foyers réflé-

chirait les rayons de lumière vers ce dernier point. Si nous supposons que les axes

de l'ellipse augmentent graduellement, en conservant entre eux la relation exigée

par la condition que les points et S soient les foyers, il arrivera que l'ellipsoïde

touchera la surface du corps C d'abord au point G, puis en un point H, ayant le

même caractère géométrique, mais placé de telle sorte que le rayon de lumière

qui y parviendrait se trouve arrêté par le corps. Le point G est évidemment bril-

lant; le point H le serait, si le corps se trouvait de l'autre coté de la surface, et si

rien n'empêchait les rayons d'y arriver : nous dirons que le point H est un point

brillant virtuel. Le point Iirillant réel de la partie sphérique d'une niche serait

virtuel sur la sphère en relief.

424. Le lieu des pieds des normales abaissées des diirércnts points de la

droite SO sur la surface C [fig. 227) passe par les points G et H. En déterminant

sur chacune de ces normales le point où elle est rencontrée sous des inclinaisons

égales par des droites issues des points S et 0, on obtient une seconde courbe

dont l'intersection avec la première ftiit connaître la position des points brillants.

Cette méthode, due à Hachette, peut être appliquée aux surfaces de révolu-

tion, et donne lieu à un bon exercice graphique.

Dctcnn'inativn du point brillant cViin curps représente par clés figures

géuniétrales et éclairé par des rayons parallèles.

42d. Dans le cas d'une projection, on doit considérer le spectateur comme
étant à l'infini (art. 12); les rayons visuels sont alors les projetantes, et, si les

rayons de lumière sont parallèles, on aura la direction de la normale de la surface

au point biillant, en construisant la bissectrice de l'angle formé par un rayon

visuel et une projelanle. Le problème sera ainsi i amené a déterminer le point de

la surface où la normale est parallèle à une droite donnée. Ce point est le point de

contact d'un plan parallèle à un plan perpendiculaire à la normale.

426. Si l'on veut avoir le point brillant sur la projection verticale, par exemple,

on commencera par construire la bissectrice de l'angle formé par le rayon de

lumière i" SA, S'A') {Jig. 228), et par une projetante fAB, A'). Pour cela, on rend

horizontal le plan de ces deux droites, en le faisant tourner autour de la dernière,

et, après avoir obtenu la véritable grandeur S, AB de l'angle, on trace la bissec-

trice D, A, et on la ramène à sa véritable position (AD, A'D'). Menant ensuite par

un point de la ligne de terre deux droites P et P' respectivement perpendiculaires

à AD et à A'S', on obtient les traces d'un plan auquel les plans tangents de la

surface aux points brillants sont parallèles.

6.
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i27. Nous nvons vu, aux articles 129 et 151, qu'un plan tangent h un cône

ou à un cYlindre était déterminé par la seule condition d'êlre parallèle à une

droite; ces surfaces n'ont donc pas, en général, de points brillants. Si un cône

avait un plan tangent parallèle au plan (P, P') [Jig. 228), tous les points de la

génératrice de contact seraient brillants sur la projection verticale.

428. Considérons maintenant la surface de révolution représentée sur la

Jig. 228, supposons-la éclairée par des rayons parallèles à (SA, S'A'), et propo-

sons-nous de déterminer son point brillant sur la projection verticale, c'est-à-dire

le point où le plan tangent est parallèle au plan dont les traces sont P et P', ou P

et e' g, en prenant le plan méridien eox pour plan vertical de projection. Le plan

méridien du point brillant doit être perpendiculaire au plan (P, e'g) (art. 186),

et comme d'ailleurs il est vertical, sa trace borizontale est la droite ok, perpendi-

culaire à P.

Au point clierclié la tangente de la méridienne est parallèle à l'intersection du

plan ok de cette courbe, avec le plan (P, e' g)\ par conséquent, si nous faisons

tourner le plan ok autour de l'axe, de manière à le rendre parallèle au plan ver-

tical, et si nous déterminons la position glc^ que prend son intersection avec le

plan (P, e'g), les tangentes ni^l et ri^s, parallèles à gk^, feront connaître des

points (m,, m'J et [n^,n^) qui, ramenés en [m, m') et {n,n'] dans le plan ok,

seront les points brillants; le premier de ces points est réel et l'autre virtuel.

On construirait d'une manière analogue les points brillants sur la projection

horizontale.

Détermination du voint brillant sur les figures axoiwmétriqucs.

429. Nous allons nous occuper du point brillant en perspective axonométrique.

Les axes sont Sa:, Sj et S:; [fig. 187); les droites S* et S5, représentent un rayon

de lumière et sa projection horizontale.

Nous déterminons les traces AB, AC et BC des plans principaux sur un plan

parallèle au plan de la figure (art. 82). Le plan qui projette le rayon de lumière

sur le plan horizontal xSy contient la droite S^, et l'axe Ss; sa trace sur le

plan ABC est donc CG, et la trace du rayon Ss est au point F de cette ligne. Nous

rabattons le plan projetant dont la trace est S5 : le sommet S, dont nous avons

préalablement déterminé la hauteur SS', se place en S", et par suite le rayon de

lumièi'c devient S"F. L'angle SS"F est formé par une projetante et un rayon; sa

bissectrice S"R a sa trace en R, et le plan qui la projette sur le plan horizontal x'èy

contenant l'axe S= a pour trace CRL. La bissectrice cherchée est donc (S5, SL).

430. Proposons-nous maintenant de déterminer le point brillant d'une

sphère D^'l), {fig. 187). Si nous supposons que le plan projetant dont la trace est

le diamètre DD,, parallèle à S*, ait été rabattu sur le plan de front qui passe par
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le centre o, !e (li;inii'li'e ri\, pnrallèle à la bissectrice S"R, fera connaître les

points r et r, où la normale partage en parties égales l'angle du rayon de lumière

et de la projetante. Ces points après le relèvement font A- et k^ : le premier est réel

et le second virlnel.

Le diamètre //",, perpendiculaire à S"F, est, après le rabattement, la projection

du cercle de séparation d'ombre et de lumière. En relevant on trouve une ellipse

dont les axes sont gh et EE,.

Teintes. Lumière diffuse. Lumieie reflétée.

431. Un corps est de moins en moins éclairé depuis le point où le rayon inci-

dent est réflécbi vers l'œil du spectateur, jusqu'à la ligne d'ombre propre. La

dégradation n'est pas toujours la même dans les difTérentes directions : elle

dépend non-seulement de l'incidence des rayons, mais encore de la rugosité de la

surface. Au delà de la courbe d'ombre, le corps ne doit pas être représenté dans

une ombre complète, parce qu'il reçoit la lumière diffuse formée par les rayons

rétléchis sur les molécules de l'air ('). On doit encore avoir égard aux refl(;ts des

corps voisins. Ces diverses questions sont du ressort de la perspective aérienne,

et nous avons seulement voulu les indiquer ici.

('
) Les expériences les plus précises sur ces divers phénomènes sont ducs à Bouguer.

Nous avons examiné la question de la dégradation ries teintes dans un Mémoire inséré au Bulletin de

la Société il'cncoiirngcntfiit ]>(>iir l'industrie natiuiuilc, en iSjS, p. 577.
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LITRE SIXIÈME.

SURFACES DÉVELOPPABLES.

CHAPITRE rRE31IER.

TlIÉOniE GÉXÉUALE.

Notions sur les enveloppes.

452. Supposons qu'une surface A se meuve en conservant sa forme, ou en se

moclifiant suivant une loi continue; considérons-la après un temps T et anrès un

temps T -\- l; enfin désigiions-la à ces deux instants par A,^ et A-x + t
'• si T varie

d'une manière continue, t ayant une valeur constante, la courbe d'intersection

de Af avec Aj+t engendrera une surface B^.

Chaque surface A^ contient deux génératrices de la surface B,, qui sont ses

intersections avec Af+f et avec A^-r Quand l'inlervalle / est petit, ces courbes

sont peu éloignées l'une de l'autre. Si l'on suppose que t diminue indéfiniment

sans devenir nul, la surface B, tendra vers une certaine surface limite B, sur

laquelle les deux courbes d'intersection avec chaque surface Ax seront réunies en

une ligne de contact.

Nous voyons que les surfaces A^ sont inscrites (') dans une même surface B;

on dit que cette surface est leur enveloppe et qu'elles en sont les enveloppées. Les

lignes de contact, intersections de deux enveloppées consécutives et génératrices

de l'enveloppe, sont appelées caractéristiques (-).

435. Un exemple fera bien comprendre ces considérations générales.

Supposons qu'une droite se meuve en restant toujours tangente à une courbe

plane / {Jig- 229), et considérons-la dans plusieurs de ses positions 7?z,/i, o,p, ...,

à des intervalles de temps égaux, dont nous représentons la grandeur par t. Les

intersections successives i,j,k,... de ces lignes appartiennent à une courbe, \lont

chaque point est sur la droite mobile considérée dans deux positions occupées à

(' ) Ou circonscrites [voir la note de l'article 313).

(') La Ihéorin des enveloppes est due à Monge.



CHAPITRE I. — THKOP.IK GtNKliAI.IC. 4?

un intervalle de temps t. Si tout le système de ces droites est entraîné dans un

mouvement commun de révolution autour d'un axe As situé dans le plan de la

courbe /, les droites engendreront des cônes, et les intersections successives de

ces surfaces seront les cercles décrits par les points i,j, A, ..., lesquels appartien-

dront à une surface de révolution qui sera d'autant plus rapprochée de celle dont

la méridienne est y, que l'intervalle t sera plus petit. A la limite les cercles

deviendront les parallèles de celte surface, qui sera ainsi l'enveloppe des cônes.

Elle touche chacun d'eux le long d'une caractéristique, c'est-à-dire d'un parallèle.

Les cônes que nous venons de considérer sont ceux qui nous ont servi pour les

constructions des articles 543 et 356. On peut encore regarder une surface de

révolution comme enveloppe de cylindres circonscrits le long des méridiens, et

perpendiculaire à leurs plans (art. 54G etôGO), ou de sphères inscrites le long des

divers parallèles (art. 562). Les raisonnements de l'article 568 montrent que le

tore elliptique de la PL XIV est l'enveloppe des positions d'un ellipsoïde de

forme invariable; les caractéristiques sont les méridiens.

454. Si une sphère de rayon constant se meut suivant une loi quelconque, ses

intersections consécutives seront de grands cercles, et l'on déterminera facilement

l'enveloppe; mais si le centre de la surface est fixe et son rayon variable, deux

sphères consécutives ne se couperont pas, et les caractéristiques seront imagi-

naires ('). On voit donc que des surfaces peuvent ne pas avoir d'enveloppe réelle,

bien qu'elles forment une série continue.

455. Quand une ligne se meut en conservant sa forme ou en se modifiant d'une

manière continue, si elle est toujours tangente à une courbe fixe, cette courbe

est dite son emeloppe, et la ligne mobile considérée dans ses différentes positions

prend par rapport à elle le nom iVerneloppee

.

On reconnaît, par des considérations analogues h celles de l'article 452, que,

quand une courbe plane se meut dans son plan, elle a une enveloppe lieu de ses

intersections consécutives. Cette enveloppe peut d'ailleurs être imaginaire, ainsi

qu'il arriverait si les enveloppées étaient des cercles concentriques.

{') Si le rayon de la sphère a un maximum ou un minimum, lorsqu'il sera parvenu à cotte grandeur,

deux sphères consécutives se confondront , et la caractéristique jusque-là imaginaire deviendra une sur-

face qui devra être considérée comme l'enveloppe.

Des surfaces n'ont pas d'enveloppe lorsqu'il en passe un même nombre (non infini) par tous les points

de l'espace. Quand, sous le rapport du nombre de surfaces qui passent par un point, l'espace est divisé

en régions, la surface qui limite les diflérenles régions forme l'enveloppe; c'est, en général, une surface

nouvelle, mais quelquefois elle se compose de surfaces distinctes appartenant à la série que l'on con-

sidère.

Des considérations analogues peuvent être présentées sur les lignes enveloppes; elles montrent que les

théorèmes de l'article i3o sont généraux, et que le cercle FEH {/g. 2i5), qui serait l'ombre sur le plan

horizontal do l'ellipso'i'de O^O' si on l'éclairail par des rayons verticaux, est bien l'enveloppe des pro-

jections horizontales des parallèles.
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La courbe ij, et celle qui lui est symétrique par rapport à la droite 0,0,

{fig. a 18), forment l'enveloppe des cercles qui senties ombres des parallèles de la

surface de révolution. Les considérations qui ont été présentées à l'article 571

monlrent que l'ombre portée par une surfaceest Venveloppe des ombres portées par

ses génératrices, et que le cylindre [ou le cône d'ombre d'une surface est l'enveloppe

des cylindres [ou des cônes d'ombre de ses génératrices.

On peut ajouter que le cône d'ombre d'une surface enveloppe est l'enveloppe des

cônes d'ombre de ses enveloppées, car l'intersection des lignes d'ombre de l'enve-

loppe et d'une enveloppée particulière est un des points de contact de ces surfaces,

et leurs cônes d'ombre se loucbent le long de la génératrice qui passe en ce point.

Le cône d'ombre de l'enveloppe est ainsi louclié par celui d'une de ses envelop-

pées, le long de cliacune de ses généralrices.

Notions sur les développantes.

456. Développantes d'une courbe plane. Considérons un polygone A,B, C

H, I, inscrit dans une courbe plane (fig. 2Ji), et prolongeons-en les côtés. Si par

des rotations autour des sommets B, C, D, ... nous amenons la droite indéfinie AB

à coïncider successivement avec les autres droites, l'un quelconque M de ses points

décrira une série d'arcs de cercle JMN.NO, ..., Qa?, puis le centre du mouvement

passant de F en G, le point s'éloignera par un arca^R.

Eu égard à la grandeur relative des rayons, si l'on prolonge un arc ON, il lais-

sera les arcs contigus NM el OP de côtés différents.

En passant à la limite, on voit que si une droite am roule sur une courbe
/_

[Jig. 23o), c'est-à-dire si elle se meut en restant toujours tangente à celte courbe

et sans glisser sur elle, un quelconque m de ses points décrira une ligne w, com-

posée d'une infinité d'arcs de cercle infiniment petits, qui, s'ils étaient prolongés,

la traverseraient tangentiellement et dont les centres sont sur la courbe /. Les

rayons de courbure de la ligne w sont donc les segments ma, nb, ... de la droite

mobile, mesurés jusqu'au point de contact. Celte ligne est une développante de la

première, et celle-ci prend par rapport à elle le nom de développée. La développée

d'une courbe plane est à la fois le lieu de ses centres de courbure et l'enveloppe

de ses normales.

Les développantes décrites par les dilTérents points de la droite am (Jig. aSo)

ont évidemment les mêmes normales, et sont à la même distance les unes des

autres dans la direction de ces droites. Cbacune d'elles rencontre, en général, la

développée/, et a un rebroussement au point commun x; le rayon de courbure

de la développante esl alors nul, ainsi que cela doit être (art. 94).

457. La considération des développantes jette du jour sur la question des

rayons de courbure des lignes planes en leurs points singuliers.
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A chaque point d'inllexioii />, d'une courbe / [fig. il>i) correspond un rebrous-

sement de seconde espèce «, sur cliaque développante &) (art. *il9). On voit qu'en

général le rayon de courbure n'est pas nul en ces points, comme aux rebrous-

sements de première espèce.

L'une des développantes de la courbe / passe par le point d'inflexion 6, ; elle

j- a une inflexion d'une nature particulière : les rayons de courbure des points

voisins sont très-petits, et leur longueur varie très-rapidement ; la continuité s'éta-

blit entre eux par un rayon nul qui correspond au point h, considéré isolément.

Quand une courbe a une branche infinie dont les bras sont d'un même côté de

l'asymptote (art. 18*i), ses développantes ont un rebroussement de première

espèce où le rayon de courbure est infini, et qui, par conséquent, difl'ère beau-

coup des rebroussements où le rayon de courbure est nul.

458. La question des rebroussements ayant une grande importance, nous

nous y arrêterons quelques instants.

Une courbe plane qui a un rebroussement peut être considérée comme la pro-

jection d'une courbe gauche sur un phin perpendiculaire à l'une de ses tangentes

(art. 217). La trace du plan osculateur est la tangente au rebroussement.

Si le plan osculateur a simplement un contact du second ordre avec la courbe,

c'est-a-dire s'il n'a en commun avec elle que trois points réunis en un seul, il la

traverse (art. 21 i), et les deux bras du rebroussement, qui est alors du premier

ordre, se trouvent de part et d'autre de la tangente.

Quand le plan osculateur a un contact du troisième ordre avec la courbe, il ne

la traverse pas; le rebroussement devient de second ordre, et ses deux bras sont

d'un même côté de la tangente.

L'ordre du rebroussement s'élève ainsi en même temps que celui du contact de

la courbe gauche avec son plan osculateur. Suivant qu'il est impair ou pair, la tan-

£;ente laisse les deux bras du rebroussement de côtés ditlerents ou d'un même côté.

Les rebroussements de premier et de second ordre sont les rebroussements

ordinaires de première espèce et de seconde espèce. Le rayon de courbure des

uns est nul; celui des autres a, en général, une grandeur finie.

Quand le contact de la courbe gauche avec son plan osculateur augmente d'une

unité, celui de sa projection avec la trace du plan osculateur augmente aussi d'une

unité. A un rebroussement du troisième ordre, la courbe a donc avec sa tangente

un contact d'un degré plus élevé d'une unité qu'à un rebroussement de second

ordre : le rayon de courbure y est donc infini. Il l'est de même aux rebroussements

d'ordre plus élevé (
').

(') Dans une étude complète, il serait nécessaire d'avoir égard à l'ordre de multii)licité du sommet, et

le rebroussement est de seconde espèce à l'ordre de contact des deux bras.

(Juand une courbe gauclio a un contact du troisième ordre avec l'une de ses tangentes, sa pro-

II.

^

7
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439. Loi'squ'une courbe ABC [fig. aS-) a un rebroussement de premier ordre,

le rayon de courbure au point correspondant de ses développantes est, en gran-

deur absolue, un maximum pour celles qui sont du coté de la convexité, telles

que rstii, et un minimum pour les autres, telles que mn. On peut, en ayant

égard au signe des rayons, les considérer tous comme à leur maximum ou

tous comme à leur minimum. La développante qui passe au point de rebrousse-

ment y a un rayon de courbure nul, mais sans changement de signe, et par

suite il n'y a pas de rebroussement,

Lorsque les deux bras de la ligne ABC sont resserrés sur la tangente au rebrous-

sement, le rayon de courbure de la développante qui passe au sommet varie avec

une extrême rapidité, et cette courbe, même construite avec un grand soin, ne

présente aucune singularité apparente.

Quand une courbe a un rebroussement de second ordre, ses développantes en

ont un du même ordi'e au point correspondant; en considérant celle qui passe au

point de rebroussement, on reconnaît qu'à un rebroussement de second ordre le

rayon de courbure peut être accidentellement nul.

En général, une développée a un rebroussement quand la courbe primitive a un

sommet, c'est-à-dire un point où le rayon de courbure atteint une valeur maximum

ou minimum. Une courbe peut avoir un sommet à un point de rebroussement de

second ordre, puisque le rayon de courbure n'y change pas de signe, et alors sa

développée a un rebroussement qui est nécessairement du même ordre. Dans le

cas ordinaire, à un rebroussement de second ordre sur la courbe primitive, cor-

respond une inflexion sur la développée (art. 457).

440. La différence de deux rayons CN et FQ [fig. aSi) est égale à la somme

des côtés du polygone compris entre les points Cet F; la longueur de l'arc ai d'une

développée [fig. 23o) est donc la différence des rayons de courbure qui le tou-

chent à ses extrémités.

Si ces points étaient, tels que b et c, de côtés différents du rebroussement, la

longueur de l'arc serait la somme des longueurs absolues des rayons.

441

.

Développantes d'une courbe gauche. Surface des développantes . Une courbe

gauche a, comme celles qui sont planes, une infinité de développantes, trajec-

toires des divers points d'une tangente qui roule sur elle sans glisser. Chaque

développante rencontre en général la courbe et a un rebroussement au point

commun.

Les développantes peuvent être considérées comme des génératrices curvi-

lignes de la surface décrite par la tangente mobile. La courbe gauche, lieu des

jeclion sur un plan perpendiculaire possède un rebroussement dont le sommet est un point quadruple.

On peut consulter sur ces questions notre Note sur les singularités élevées des courbes planes [Jour-

nal de Maillématiqucs, 18G9).



CHAPITRE I. — THEORIE GENERALE. DI

points de rebroussement, forme sur cette surface une arête de rehroussement qui

la divise en deux nappes.

Comme cette circonstance est fort importante, nous allons l'étudier d'une autre

manière.

442. Nous considérons une courbe gauche projetée sur deux plans rectangu-

laires, dont l'un, que nous supposons horizontal, lui est osculateur en un point M
{fig. 238) : sa projection sur l'autre plan est une ligne A'B', osculatrice en M' de

la ligne de terre (art. 217).

Nous prenons un second plan vertical xy passant par le point M, et nous le

rabattons, après avoir éloigné sa trace en a?, j, pour éviter que les figures ne se

superposent.

La tangente de la courbe en un point (A, A') voisin de M rencontre le plan xy

au point {c/.,u') qui est rabattu en a". Si le point A se rapproche du point M et

vient se confondre avec lui, a" décrira une courbe et viendra coïncider avec M";

la droite «"M", trace du plan qui contient le point M et la tangente en A, tournera

autour de M" et deviendra la trace a7,j, du plan osculateur en M. La ligne

courbe «"M", lieu des traces des tangentes de l'arc (AM, A'M'), est donc tangente

en M" à la droite x^y^. On peut faire le même raisonnement pour la ligne M"|3",

lieu des traces des tangentes de l'arc (MB, M'B'); d'ailleurs, si la courbe gauche

n'a pas d'inflexion en M, les segments curvilignes M"«" et M"/3" seront d'un

même côté de la projetante MM"; donc la trace a"M"/3" de la surface formée par

les tangentes à la courbe gauche (AB, A'B') a un rebroussement de premier

ordre, dont la tangente ic,y, est la trace du plan osculateur de la courbe.

Si le plan sécant était oblique sur le plan osculateur, la figure serait un peu

moins simple, mais les raisonnements et les conclusions resteraient les mêmes;

il n'y a d'exception que quand la droite xy est tangente en M, parce qu'alors les

points a et /3 ne sont pas d'un même côté de ce point. Nousvoyons d'après cela que la

surface des tangentes est telle, que sa section par un plan présente un rebrousse-

ment au point où elle rencontre la courbe gauche; cette surface a donc un rebrous-

sement tout le long de cette ligne, sauf toutefois à ses points d'inflexion, ce qui

est conforme aux résultats de l'article 438. En un point M, les tangentes au

rebroussement pour les différentes sections sont dans le plan osculateur de la

courbe, qui est \e plan de rebroussement pour le point M.

Toute droite passant par le point de rebroussement d'une courbe plane et située

dans son plan peut être regardée comme une sécante sur laquelle deux points

d'intersection se sont réunis en un seul, et par conséquent comme une tangente;

mais, si l'on considère une droite qui roule sur la courbe, lorsque le point de

contact sera arrivé au rebroussement, la droite aura une position déterminée,

celle de la tangente au rebroussement, qui a trois points de section confondus,

et qui seule présente tous les caractères de tangente à la courbe en ce point.
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D'après cola, tous les plans contenant la tangente de la courbe gauche en M
[fig. 238) sont, sous certains rapports, tangents à la surface des développantes,

mais cependant le plan de rebroussement doit être considéré comme le plan

tangent en ce point.

445. Si l'on projette une courbe gauche sur un plan quelconque, tous les

points de la surface des tangentes, voisins d'un point quelconque M de la courbe

{/îg. 233), se trouveront d'un même côté de sa projection w, celui de sa convexité.

Une ligne gauche présente donc sur la surface de ses tangentes le caractère de

contour apparent, par rapport à tout plan de projection, ce qui montre, d'une

nouvelle manière, qu'elle forme arête de rebroussement.

Définition, génération et principales propriétés des surfaces déveioppahics.

444. On appelle surfaces développables celles qui, supposées flexibles et inexten-

sibles, peuvent être déroulées sur un plan, sans déc/iirure ni diiplicature.

Quand un polyèdre est formé d'une série de faces planes A, B, C, ..., qui se

succèdent {Jig. 234)i après l'avoir ouvert le long d'une arête Q, on peut amener

l'une des faces contiguès D dans le plan de la suivante C, par un mouvement de

rotation autour de l'arête commune P, puis toutes les deux dans le plan de la

troisième B, et développer ainsi toute la surface ('). Si, au contraire, les faces

planes du polyèdre ne forment pas une seule série, elles seront coupées par

d'autres faces, il y aura des angles trièdres, et dans le développement il sera

nécessaire d'ouvrir chacun d'eux; la surface sera donc non pas seulement défor-

mée, mais décomposée.

Ainsi un polyèdre développable est celui qui est formé d'une série de faces

planes qui se succèdent, et dont par conséquent les arêtes peuvent être regardées

comme les intersections consécutives d'un plan mobile, considéré dans diverses

positions. Cette proposition, étant indépendante du nombre et de la grandeur des

faces, subsistera si on les suppose de plus en plus nombreuses et petites, et enfin

à la limite quand le polyèdre sera devenu une surface courbe, l-ne surface déve-

loppable est donc Venveloppe des positions d'un plan mobile.

445. Les caractéristiques sont des ligues droites, intersections des plans qui

forment les enveloppées particulières. Lessurfaces développables sont donc re'^/e'e^,

c'est-à-dire qu'elles peuvent être engendrées par le mouvement d'une ligne droite.

Nous avons vu qu'une enveloppée touche l'enveloppe en tous les points de la

caractéristique correspondante (art. 452); une surface développable est donc

tangente à un même plan le long de chacune de ses génératrices rectilignes.

(') Celle déformalion esl la même que celle que nous avons expliquée à l'article tlT pour un prisme

sans base.
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Réciproquement, toute .surface réglée qui jouit de cette propriété est l'enveloppe

d'un plan mobile, et peut être développée.

4i6. Chaque face B d'un polyèdre développable contient deux arêtes N et

[fig. 234); toutes ces droites se coupent donc deux à deux, et dans le cas général

leurs intersections successives forment les sommets d'un polygone abcd...,

qui, à la limite, devient une courbe enveloppe des génératrices. Nous voyons

donc que les surfaces développables sont précisément celles dont nous nous

sommes occupés aux articles 441, 442 et 445, et qui sont engendrées par une

droite toujours tangente à une courbe gauche. 11 faut y joindre le cône et le

cylindre qui, comme nous l'avons reconnu, sont les limites des polyèdres déve-

loppables, dont les arêtes sont convergentes vers un même point ou parallèles :

ces surfaces n'ont pas d'arête de rebroussement, et l'enveloppe des génératrices

se réduit à un point situé à une distance finie ou à l'infini.

447. Une face B du polyèdre développable que nous considérons contient

trois sommets a, b el c du polygone formé par les arêtes. On voit, en passant

à la limite, que /es plans tangents d'une développable sont oscillateurs de son arête.

Le contour apparent d'une surface développable est formé par les génératrices

le long desquelles le plan tangent est perpendiculaire au plan de projection.

L'arête de rebroussement étant osculatrice de tous les plans tangents, sa projec-

tion a une inflexion au point où elle rencontre la projection de chacune des

génératrices du contour apparent (art. 217) (' ).

448. La propriété que les plans tangents aux surfaces développables ont d'être

osculateurs de l'arête de rebroussement donne un moyen de construire le plan

osculateur d'une courbe (w, m'), en un point donné (M, 51') {/ig. 235).

Nous cherchons les traces horizontales d'un certain nombre de tangentes de la

courbe, et nous déterminons ainsi la trace yB de la développable dont cette ligne

serait l'arête de rebroussement. Le plan osculateur en (M, M') est tangent à la sur-

face tout le long de la génératrice (Mp., M' p.'); sa trace est donc la droite P tan-

gente en
f;.

à la courbe yfî.

Si l'on a des moyens géométriques d'obtenir les tangentes des courbes oj et w',

la seule incertitude du tracé consistera dans la construction de la tangente P. On

pourra employer une courbe d'erreur (art. 100), en ayant soin, au préalable, de

déterminer quelques points de la trace '/<? suffisamment éloignés de p., et ensuite

de vérifier le tracé par la construction directe de la trace verticale P'.

Pour faire commodément les opérations, il faut que la partie considérée -/c? de

la trace n'ait pas de rebroussement, et par conséquent que la ligne de terre ne

rencontre pas la courbe w' entre les points extrêmes C et D'. On la déplace-

rait (art. 49) s'il eu était autrement.

(') Ainsi la droiley'/, a un conlacl du sccomi ordrr avec la courbe À' .\\ (S' Partie, art. 948, //^.SgS).
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Nous verrons dans la troisième Partie que l'on peut quelquefois déterminer

d'une manière plus précise la position du plan osculateur d'une courbe donnée

par ses projections (art. 839-862).

449. Si l'on coupe un polyèdre développable par un plan contenant une arête

[fig. 234), l'intersection se composera de cette droite indéfinie, et d'un polygone

dont les sommets seront les traces sur le plan sécant des différentes arêtes M, N,

P, Q Les points & et c où les droites N et P rencontrent l'arête seront deux

de ces sommets. De la, et en passant à la limite, on voit que l'intersection d'une

développable, avec un plan qui contient une génératrice rectiligne, se compose

de cette droite, et d'une courbe qui lui est tangente, au point où elle touclie l'arête

de rebroussement.

Une courbe peut donc passer sans rebroussement d'une nappe à l'autre entou-

chant l'arête (' ). Nous serions parvenu à la même conséquence, en étudiant le

cbemin décrit par un point qui se meut sur la génératrice rectiligne, pendant que

celle-ci roule sur son enveloppe.

4o0. Si la développable est algébrique et de l'ordre n, un plan contenant une

génératrice la coupera, en général, suivant une courbe de l'ordre n — i, qui des-

cendra h l'ordre n — a quand le plan sera tangent, car alors il contiendra deux

fois la génératrice de contact. Il suit de là qu'une développable algébrique à arête

de rebroussement est au moins du quatrième ordre, car si une telle surface pou-

vait n'être que du troisième ordre, sa section par un plan tangent serait une droite

tangente à la génératrice de contact, c'est-à-dire cette génératrice elle-même.

Cbaque génératrice rencontrerait donc toutes les autres, et, comme un même plan

est tangent tout le long d'une quelconque de ces lignes, la surface serait un plan.

La développable du quatrième ordre est coupée par un plan tangent quel-

conque suivant une conique (-).

451. Supposons que l'on coupe une développable par deux plans parallèles P

et Q {fig- 2 1 4), et soient A et B les courbes de section. Le cône qui a pour direc-

trices les cercles osculateurs de ces lignes en deux points m et n appartenant à

une génératrice G traverse tangentiellement la surface le long de celte droite (').

Toute section faite par un plan dans le cône et la surface développable donnera

donc deux courbes osculatrices au point où la génératrice G sera coupée.

Plus le plan sécant que nous pouvons supposer parallèle à P et à Q sera rap-

(') Cette proposition, presque évidente, s'étend à toutes les surfaces qui ont une arête de rebrousse-

ment. Nous en avons vu un exemple à l'article 217.

(') Pour élablir l'existence de la développable du quatrième ordre, il suffit d'en donner un exemple.

On trouve par un calcul facile que la surface lieu des tangentes à la courbe gauche représentée par les

équations :' -t- a j- = o, zj + i- = o, a une équation du quatrième degré.

(') Il est facile de démontrer que deux cercles situés dans des plans parallèles déterminent un cône

dont le sommet est sur la liqne des centres.
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proche du sommet du cùiie, plus le rayon de courljure de la section faite dans la

surface sera petit; il sera nul quand le plan passera par le sommet, et par suite ce

point est sur l'arête de rebroussement. Comme d'ailleurs la direction des plans P

et Q est tout à fait arbitraire, nous pouvons conclure qu'w«eiW7/ace dcçeloppahle est

osculalrice, le long de chacune de ses génératrices, d'une infinité de canes du second

ordfe qui ont tous leur sommet au point où cette droite touche Varête de rebrousse-

ment, et que les sectionsfaites dans une surface développable par des plans parallèles

ont, aux points situés sur une même génératrice, des rayons de courbure propor-

tionnels aux longueurs de cette droite mesurées à partir de l'arête de rebroussement.

Si deux sections rencontraient la génératrice considérée de cotés différents du

point où efle touche l'arête, la concavité des courbes serait tournée en sens

contraire.

Principales tnaiiièrcs de détermitier les dévcloppables et les surfaces

réglées en général. Cuiie directeur.

452. Trois directrices A, B et C déterminent une surface réglée, car on obtient

sans incertitude les génératrices qui passent par un point m d'une directrice A

[fig. 236), en prenant l'intersection des deux cônes qui ont leur sommet en ce

point et respectivement pour directrices les courbes B et C. On dit que la sur-

face est circonscrite aux lignes A, B et C.

Les directrices n'ayant entre elles aucune relation nécessaire, il arrivera, en

général, que leurs tangentes aux points m, n el p ne seront pas dans un même
plan, et par suite que la surface ne sera pas développable (art. 445). Les surfaces

développables forment donc une classe spéciale de surfaces réglées.

Les surfaces réglées qui ne peuvent pas être développées sur un plan sont dites

gauches. Nous les étudierons plus loin.

453. Une surface est déterminée quand elle doit être de\-eloppable, et que la géné-

ratrice rectiligne est assujettie à rencontrer deux directrices données A et B, car le

plan mobile dont la surface est l'enveloppe touche toujours les deux courbes; il

roule donc sur elles, et cette condition suffit pour fixer ses positions successives.

Si un plan passant par une tangente mT de la directrice A (fig. 25'j) tourne

autour de cette droite, il arrivera, en général, que dans un certain nombre de

ses positions il touchera la directrice B. Les droites qui vont du point m à chacun

des points de contact n et n, sont des génératrices de la développable circonscrite

aux deux courbes.

454. Le cône qui aurait son sommet en w et la ligne B pour directrice serait

tangent à la développable le long des génératrices G et G, . Cette surface est donc

l'enveloppe d'un cône qui a l'une des courbes données pour directrice, et dont

le sommet parcourt l'autre courbe.
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Chacun de ces cônes est une développable dont toutes les génératrices ren-

contrent les deux lignes A et B, et si nos raisonnements ne nous ont fait trouver

que leur enveloppe, c'est que nous avons supposé que le plan tangent de la sur-

face le long d'une génératrice contenait les tangentes des deux directrices aux

points où elle les rencontre, ce qui n'a pas lieu dans le cas d'un cône.

C'est en faisant abstraction des cônes que nous avons dit qu'une développable

était déterminée par deux direcirices.

Dans les opérations graphiques, on obtient les génératrices G elG,, en menant

par la droite ml des plans tangents au cône qui a son sommet en m et B pour

directrice.

4oo. Si les directrices A et B sont planes {fig. 242), on leur mènera des

tangentes d'un point T pris arbitrairement sur l'intersection XY de leurs plans,

puis, joignant les points de contact deux à deux, on obtiendra des génératrices

de la surface circonscrite, car deux tangentes TM et TiN peuvent être considérées

comme les traces d'un plan tangent à A et à B.

Quand les directrices sont des coniques, à chaque point T correspondent deux

tangentes de chaque courbe etcjuatre génératrices de la surface. Les poinIsM, M,,

N etN, sont des points doubles (art. 89), et les courbes k et B des lignes doubles

de la développable. Si de chaque point de XY on pouvait mener à l'une des direc-

trices trois, quatre, ... tangentes, l'autre directrice serait sur la développable

une ligne triple, ([uadruple, . . ., intersection de trois, quatre,... parties de

cette surface.

io(î. Quand la directrice A est tangente à l'intersection XY {Jig. 243 j, le point

de contact M varie seul avec la position deT, l'autre point M, est fixe, et les géné-

ratrices qui en divergent sont toutes dans le plan Q de la directrice B. Par consé-

quent, si l'on suppose que la directrice A {fig. 242) se meuve dans son plan, au

moment où elle sera tangente à XY, la développable circonscrite se décomposera

en une autre développable, et un plan, celui de la courbe B, qui pourra d'ailleurs

avoir des parties parasites, c'est-à-dire n'être pas entièrement couvert par les

droites allant du point M, aux ditférents points de B.

Si la directrice B est du second ordre, lorsque le point T parcourra la droite XY
[fig. 243), chacun des layons vecteurs M,N, et M,N décrira le plan Q, et la

développable complète contiendra deux fois ce plan.

La forme de la directrice A est sans inlluence sur ces résultais; elle peut être

plane ou gauche; il suffit qu'elle soit tangente au plan Q.

457. Supposons maintenant que la directrice A coupe l'intersection XY en un

point E {fig. 244) : lorsque le point T mobile sur XY sera en E, la tangente TN
et la génératrice !MN seront confondues sur une droite El. Béciproquement, la

génératrice MN no peut se placer dans le plan Q que si le point M est en E, et

alors elle se confond avec la tangente TN : par conséquent, la directriceplane d'une
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surface dè^eloppable csl touchce par toutes les génératrices qui sont dans son

plan

.

458. Les droites qui touclieiit la directrice B en des points 7i et N, situés

de part et d'autre de I et à de petites distances [Jig. 244), rencontrent la

droite XY en deux points t et T, placés l'un dans la concavité de A, l'autre du coté

de sa convexité. On ne peut mener du premier aucune tangente à A; du second

on en mène deux TM et TM, ('); il passe, par conséquent, deux génératrices

de la développable par le point N, et il n'en passe pas par le point n. La direc-

trice B forme donc une ligne double d'un côté de I, tandis (ju'elle est parasite de

l'autre

Sur \àfig. il\[.\, la courbe A rencontre la droite XY eu deux points E et F, à

chacun desquels correspondent deux points limites. La dii'ectrice B est ainsi

divisée en quatre arcs IJ,, J,J, JI, et I, I : le premier et le troisième sont parasites,

les autres utiles et doubles.

Dans le cas de Va fig. 243, les tangentes menées du point M, à la directrice B
sont des génératrices, mais cette courbe n'a sur la développable ni arc double,

ni arc parasite.

io9. La réciproque de la proposition que nous avons établie à l'article pré-

cédent est vraie; ainsi, si le point I est l'extrémité d'un arc utile 1,1 d'une direc-

trice B, les tangentes aux points voisins n et N auront leurs traces t et T placées

de telle manière que de l'une on ne pourra pas mener des tangentes à A, et que de

l'autre on en mènera deux : ce qui exige que la tangente de la directrice B en I

ait sa trace sur la courbe A.

4G0. Si les courbes A et B sont gauches, les mêmes dispositions se reproduiront

dans les mêmes circonstances, c'est-à-dire chaque fois qu'une génératrice El sera

tangente à une directrice B. Pour le prouver, on substituera à A sa projection sur

son plan osculateur enE, et l'on supposera les points N et n infiniment rapprochés

deL
461. En résumé, quand une surface dé^>eloppable est donnée par deux direc-

trices, chacune de ces lignes est en général divisée en parties parasites et en parties

utiles et doubles. Il suit de là qu'on ne peut pas prendre inditïéremment pour

directrices d'une surface développable deux courbes quelconques tracées sur

elle. Ainsi deux cercles situés dans des plans parallèles étant pris pour direc-

(') La directrice A peut avoir une l'orme telle, qu'il soit possible de lui mener des tangentes du point t,

mais on en trouverait deux de plus du point T. Le point I serait alors à la limite d'un arc quadruple, par

exemple, et d'un arc double. Pour éviter une complication tout h fait inutile dans les problèmes que nous

avons à examiner, nous négligerons le cas où la diiectrice a un degré élevé de multiplicité. Ce degré est

d'ailleurs le môme sur toute la longueur de la courbe, si l'on a égard aux nappes imagin;iires.

Cette restriction conduit à ne considérer, pour directrices, que des coniques, courbes qui n'uni ni

rebi oussements ni inflexions.

Il, 8



58 I.IVl'.i; VI. — SURFACES DEVELOPPAIîLES.

trices, la développahle complète est composée de deux cônes, et ces cercles

sont les seules directrices qui déterminent exclusivement le système de ces

cônes.

462. Nous allons maintenant démontrer que l'aréle de rebroussement passe

à tout point limite d'un arc utile, et qu'elle y a un rebroussement.

Considérons d'abord deux courbes A et B [fig. 2/|o) situées dans un même
plan, et supposons qu'elles soient parcourues par deux points M et N mobiles

suivant des lois quelconques, mais telles que la vitesse de M soit toujours de

même sens, et que celle de N devienne nulle en un point I et cbange ensuite de

signe; concevons enfin qu'on joigne par des droites les positions des deux |)oints

aux mêmes instants : l'enveloppe de ces lignes passera par le point I, car la

droite correspondante lE rencontre de part et d'autre de I la droite qui la précède

et celle qui la suit. Si, de plus, la droite lE est la tangente de B au point limite I

[fig. 239), elle rencontrera près de ce point, mais d'un même côté, les deux

droites entre lesquelles elle se trouve comprise; l'enveloppe aura donc un rebrous-

sement en I.

465. Revenons maintenant a \-a fig. 2]^ : la tangente de la directrice B au

point I rencontre la directrice A, et nous avons vu qu'il résulte de là que le point I

est l'extrémité d'un arc utile et double de la couibe B. Par conséquent, si nous

projetons sur un plan les deux directrices et les génératrices, nous aurons un

système géométrique analogue à celui de la^?^. 239. La projection de l'arête de

rebroussement enveloppe des génératrices a donc un l'cbroussement, et, comme
le plan de projection n'a pas une position déterminée par rapport a cette courbe,

elle doit avoir elle-même un rebroussement.

. La droite El, étant une génératrice de la surface, se trouve tangente à l'arête de

rebroussement; quand elle est normale à la directrice A, le segment compris

entre le point E et l'arête est un maximum ou un minimum.

Nous appellerons sommets d'une développable les points qui sont les extrémités

des arcs utiles d'une directrice.

mi. Un plan assujetti à touclier une droite ne peut prendre qu'un mouvement

de rotation autour de cette ligne; elle est le lieu de ses intersections suc-

cessives, et il n'a d'autre enveloppe qu'elle. Il résulte de là que les seules dévelop-

pables dont les génératricespuissent rencontrer une même droite sont des cônes ayant

leur sommet sur cette ligne.

465. Une seule directrice suffit pour déterminer une développable, quand on

exige que la génératrice la rencontre deux fbis. La surface est alors l'enveloppe

d'un plan qui roule sur la courbe en la louchant en deux points. Elle se compose,

en général, de plusieurs parties distinctes; ainsi l'intersection de deux cônes du

second ordre est rencontrée deux fois par les génératrices de chacune de ces sur-

faces, et, suivant la position initiale du plan bilangent mobile, son enveloppe sera
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l'un OU l'autre tie cos cônes. On pourrait même, par celte génération, obtenir

deux autres cônes (').

466. Si l'on conçoit que les génératrices d'une surface réglée soient transportées

parallèlement à elles-mêmes, de manière à passer toutes par un même point

choisi arbitrairement, on aura \e cône directeur de la surface. On peut de même
pour un polyèdre développable former wna pyramide directrice, et alors le paral-

lélisme des arêtes entraîne évidemment celui des faces. Nous concluons de là,

en passant à la limite, que les plans tangents d'une surface développable sont

respectivement parallèles à ceux de son cône directeur. Si on place le sommet

en un point de la surface, le cône la touchera le long de la génératrice qui y

passe.

Le cône directeur d'une surface réglée peut être considéré comme ayant pour

directrice la section de la surface par un plan situé à l'infini.

Nous dirons que le cône directeur est simple, double, triple, .... suivant que

chacune de ses génératrices sera parallèle à une, deux, trois, ... génératrices

de la surface.

467. Une surface réglée est déterminée, quand la génératrice est assujettie à ren-

contrer deux directrices A et B, et à être toujours parallèle à l'une des génératrices

d'un cône directeur (L [fig. 25o), car la droite de la surface qui passe par le point m
d'une directrice A est l'intersection du cône qui a son sommet au point m et B

pour directrice, et du cône directeur transporté parallèlement à lui-même de

manière que son sommet soit en m.

Si l'on exige que la surface soit développable, une seule directrice A et le cône

directeur C [fig. 248) suffisent pour la déterminer, car, d'après ce que nous avons

vu à l'article précédent, elle doit être tangente le long d'une génératrice au cône C

transporté parallèlement à lui-même, de manière que son sommet se trouve en

un point quelconque de A; elle est donc l'enveloppe d'un cône C identique à C,

toujours semblablement placé, et dont le sommet parcourt la directrice A.

468. Pour avoir les génératrices G' et G', qui passent par un point donné m de

cette courbe, on mène au cône C des plans tangents parallèles à la tangente de la

directrice en m; les génératrices de contact G et G, sont parallèles aux droites

cherchées. On trouve deux droites quand la tangente ml est du côté de la con-

vexité du cône G'; il n'y en a pas ([uand la tangente est dans la concavité, et alors

le point m est sur un arc parasite. Si le point m était l'extrémité d'un arc utile,

la tangente mT serait une génératrice du cône et de la développable, ce que nous

avons déjà reconnu par d'autres raisonnements (art. 4o8).

Dans le cas où le cône a des inflexions, il pourrait arriver que par une tan-

(') Poncelet a démontré que la développable qui a pour directrice double l'intersection de deux
surfaces du second ordre se compose de quatre cônes de cet ordre iPropr. projcct., ait. 611-616).

8.



6o I.IVnE YI. — SURFACES DÉVEf.OPPABLES.

gente MT on put lui mener plus de deux plans tangenis : le poinl m appartien-

drait alors à un arc multiple de la directrice.

469. On peut considérer le cône directeur d'une surface développable comme
l'enveloppe des positions d'un plan assujetti à passer par un point fixe et à être

successivement parallèle aux divers plans tangents de la surface.

En général, les plans tangents d'une surface transportés tous parallèlement à

eux-mêmes, jusqu'à passer par un point fixe, ne sont pas tangents h un même
cône; ils n'ont pas d'enveloppe, à moins qu'on ne considère comme telle le poinl

qui leur appartient à tous. Lorsque ces plans sont tangents à un cône, la surface

primitive est développable, car un plan qui roulerait sur elle ne pourrait après

chaque position en occuper indifféremment plusieurs autres; obligé de rester

parallèle au plan qui dans son mouvement loucberait toujours le cône, les posi-

tions qu'il doit successivement occuper sont déterminées, et la surface est leur

enveloppe.

470. Le cône directeur sert à résoudre, pour les développables, plusieurs pro-

blèmes que nous examinerons rapidement.

1° Plan tangent par un point extérieur. Si l'on prend le point donné pour som-

met du cône, le |ilan cliercbé lui sera tangent comme à la développable; sa trace

sur un plan quelconque sera donc tangente aux traces des deux surfaces, ce qui

permettra de la déterminer. Les tangentes de ces traces en deux points homo-

logues sont parallèles et, en général, elles se confondent pour un certain nombre

de couples de points. Une tangente commune dont les points de contact ne seraient

pas les traces de génératrices parallèles ne correspondrait pas a un plan satis-

faisant aux conditions. On arrive facilement à comprendre les ditTérentes disposi-

tions, en considérant un cône de révolution. Le cône directeur sera identique à

celte développable, el l'on devra conduire des tangentes communes à deux

cercles : on obtiendra en général quatre droites, dont deux ne seront pas les traces

de plans tangents communs.
2° Plan tangent parallèle à une droite. On mène au cône directeur des plans

tangents parallèles à la droite, et l'on chercbe les génératrices de la développable

qui sont parallèles aux génératrices de contact. Les plans cberchés passent par ces

droites et sont respectivement parallèles aux plans tangents du cône.

3" Branches infinies des sections planes. On détermine les génératrices du cône

directeur parallèles au plan sécant, et ensuite leurs homologues sur la dévelop-

pable. Les asymptotes sont les intersections des plans tangents le long de ces

droites avec le plan sécant.

Ces diverses constructions sont simples quand la détermination du cône direc-

teur ne présente pas de difficulté. Nous aurons l'occasion d'en présenter des appli-

cations dans la troisième Partie (art. 970 et suiv.).

471. Nous avons examiné les principales manières de déterminer les surfaces
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dévflojjpahles, mais il y en a plusieuis autres : ainsi un plan mobile est quelque-

fois assujetti à être toujours normal à une courbe; d'autres fois il doit touclier

une ou plusieurs surfaces qui remplacent autant de lignes directrices.

Développement des surfaces développahles.

472. Considérons un polygone rectiligne mnop ... [fig. 234) tracé sur un

polyèdre développable : si nous supposons qu'on fasse tourner la face A de manière

à l'amener dans le plan de la face B, le côté mn fera toujours le même angle avec

la génératrice N, axe du mouvement. Nous concluons de là, en passant à la limite,

que les angles formés par les tangentes dune courbe tracée sur une surface déve-

loppable, avec les génératrices des points de contact, ne sont pas altérés par le

développement. L'angle compris entre les tangentes de deux lignes qui se coupent

conserve également sa grandeur, parce qu'il est la somme ou la différence

d'angles qui ne sont pas modifiés. Nous avons déjà établi cette proposition pour

le cône et le cylindre (art. H5 et 122).

475. D'après ce que nous venons de voir, les angles droits que les dévelop-

pantes de l'arête de rebroussement font avec les génératrices restent droits dans

le développement; il en résulte que les transformées de ces courbes sont des déve-

loppantes de la transformée de l'arête de rebroussement.

474. Nous allons maintenant rechercher la relation qui existe entre les rayons

de courbure d'une ligne tracée sur une surface développable et ceux de sa trans-

formée par développement.

Les côtés on et op du polygone mr[fig. ^34) comprennent avant le développe-

ment un angle que nous appellerons <,>, et après le développement un angle égal

'^ nob 'r ùop ou p -\-
Y- Les trois angles plans w, ,'î et y forment un trièdre, et, si

nous désignons par N le dièdre dont la droite on est l'arête, nous aurons, par la

formule fondamentale de la Trigonométrie sphérique,

cosN — ' -

Posant ensuite

bin w sin i

i8o°-(|S-i-v)

et éliminant oj et y, nous obtenons

^, — ces £ -f- S -f- cosecosS
cosN = 5^

—

. . , ^
binesuip

Si le polyèdre devient une surface développable. c et i' seront les aneles de

contingence de la courbe dans laquelle se change le polygone considéré, et de sa
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transformée (art. 93); N sera l'angle du plan osculateur de la courbe avec le plan

tangent. Les deux plans jwp, noh qui comprennent l'angle N seront l'un oscula-

teur de la courbe en 0, l'autre tangent de la surface au même point. Comme

d'ailleurs le sinus d'un angle infiniment petit est égal a l'arc qui le mesure, et son

cosinus à l'unité, la formule se réduit à

cosN = --•

Dans le développement, la longueur d'un arc n'est pas modifiée : les rayons de

courbure d'une ligne et de sa transformée sont donc inversement proportionnels

aux angles de contingence s et i . En appelant R et R' ces rayons, nous aurons

R _ I

W ~ cosN

Par conséquent, le rapport des rayons de courbure en deux points correspondants

d'une ligne tracée sur une sur/ace développable et de sa transformée par dévelop-

pement est égal à l'inverse du cosinus de l'angle que forme le plan osculateur de la

li^ne avec le plan tangent de la surface (
'
).

475. Si l'angle nop avait un de ses côtés confondu avec une arête, l'autre côté

tournerait autour de celui-là, et l'angle n'éprouverait aucune modification. Nous

voyons ainsi que, quand une courbe tracée sur une surface développable touche

une génératrice, son rayon de courbure au point de contact n'est pas altéré dans

le développement, ce qui, d'après la formule précédente, exige que l'angle N soit

nul, et par suite que le plan osculateur soit tangent à la surface. Le théorème

démontré à l'rrlicle 21G pour le cône s'étend donc à toutes les surfaces dévelop-

pables.

L'arête de rebroussement étant en tout point tangente à une génératrice, ses

rayons de courbure sont les mêmes que ceux de sa.transformée.

476. Dans le développement, une ligne double se divise, et les deux rayons de

courbure sont déterminés par les inclinaisons du plan osculateur sur les deux

plans tangents. Du reste, les considérations que nous venons de présenter ne

sont pas applicables aux sommets; ainsi, bien que la courbe B supposée gauche

soit tangente en I à la génératrice El [fig. 244 )> son plan osculateur ne touche

pas la développable le long de cette droite ; on voit en elfet que, des deux élé-

ments infiniment petits qui déterminent ce plan, l'un seulement est sur la surface,

l'auti'e se trouvant sur la partie parasite de la directrice.

477. D'après la formule de l'article 474, toutes les fois que l'angle N sera

Ce lliéorème est dû ii M. Catalan [Comptes rc/nlu.i tic l'JtiKléniie des Sciences, i843).
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droit, R' sera infini, et la transfoi'mée de la courbe considérée aura une inflexion.

Si le plan osculateur est perpendiculaire à une génératrice, il coupera à angle

droit deux plans tangents consécutifs, et la transformée de la courbe aura avec sa

tangente un contact du troisième ordre. Nous avons déjà établi ces propositions

pour le cône (art. I69j.

4-78. Une courbe tracée sur une surface développablc passe d'une nappe a

l'autre avec un rebroussenient de premier ordre, à moins qu'elle ne soit tangente

à l'arête enveloppe des génératrices. Le rayonR étant nul, R' lésera également, et

la transformée aura, elle aussi, un rebroussement de premier ordre. Si cependant

le plan osculateur de la courbe est perpendiculaire au plan tangent, au point où

elle rencontre l'arête de rebroussement, cosN sera nul comme R, et la formule

ne donne aucune indication sur la grandeur de R'.

Pour voir ce qui arrive, supposons que le plan osculateur soit perpendiculaire

au plan tangent de la surface, non pas au sommet du rebroussement, mais à une

petite distance de ce point : la courbe ABC ifig- 24G;, transformée par développe-

ment de la courbe primitive, aura une inflexion en un point i voisin du rebrous-

sement, et le bras BA traversera la tangente BT. Quand le point d'inflexion est

très-rapproché de B, le point? se trouve sensiblement sur la tangente BT, et le

rebroussement, quoique matbématiquement de premier ordre, se présente gra-

pbiquement comme de second ordre. Si la courbe tracée sur la surface éprouve

des modifications telles, que le point d'inflexion de la transformée se déplace,

lorsque ce point sera parvenu en B, le rebroussenient sera rigoureusement du

second ordre, et il paraîtra l'être jusqu'à ce que l'inflexion i soit assez éloignée

pour que la partie du bras BC passée de l'autre côté de la tangente se détacbe de

cette ligne.

On voit donc que, quand le plan osculateur de la courbe au point de rebrous-

sement est perpendiculaire au plan tangent de la surface, le rebroussement de la

transformée est géométriquement du second ordre, et qu'il parait avoir les deux

bras d'un même côté de la tangente, quand la perpendicularitc a lieu près du

point de rebroussement.

479. La réunion d'un point d'inflexion à un point de rebroussement élevant

l'ordre du rebroussement d'une unité, si deux points d'inflexion i et i' viennent se

confondre en B ijig- 2/47), le rebroussement deviendra du troisième ordre; mais

alors le plan osculateur, étant perpendiculaire à deux plans tangents consécutifs,

sera perpendiculaire à leur intersection, c'est-à-dire à la génératrice qui passe

par le point et à l'arête de rebroussement qui lui est tangente.

Le rebroussement de la transformée est donc du troisième ordre, quand le plan

osculateur de la courbe au point de l'ebroussement est normal à l'arête.

480. Pour faire le développement d'une surface dévcloppable, on considère un

certain nombre de génératrices assez rapprochées pour (jue les parties de la sur-
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face qu'elles eompreiineiU puissent être regardées comme planes, et on l'assimile

ainsi à un poljètlre développable ayant un grand nombre i\ç facettes. La con-

struction se fait ensuite facilement : nous en donnerons plus loin un exemple

(art. 492). Dans quelques cas particuliers on peut simplifier les opérations, en

ayant égard aux formes spéciales des transformées de certaines courbes.

481. Si l'on développe un polyèdre développable sur le plan d'une face, et sa

pyramide directrice sur le plan de la face parallèle, les arêtes bomologues des

deux surfaces seront évidemment parallèles après le développement, comme

elles l'étaient auparavant. Nous voyons donc, en passant à la limite, que, si ion

développe une surface développable sur son plan tangent le long d'une génératrice,

et le cône directeur sur son plan langent le long de la génératrice parallèle, les géné-

ratrices liomologues seront encore parallèles après le développement.

482. Les lignes géodésiques d'une surface développable, c'est-à-dire celles dont

la longueur entre deux points donnés, sur une même nappe, est un minimum,

ont pour transformées des droites; leurs rayons de courbure deviennent donc

infinis dans le développement, et par suite, les angles N étant droits, les plans

osculateurs sont normaux à la surface.

485. Pendant qu'on déroule une développable, la partie transformée d'une

ligne géodésique est droite, et l'un quelconque de ses points décrit une dévelop-

pante de cette courbe. La trajectoire d'un point est donc une développante de

l'une quelconque des lignes géodésiques qui passent par ce point. Inversement

ces lignes sont les développées de la trajectoire.

Toute ligne peut être décrite de cette manière par un point déterminé du plan

de développement de la surface développable enveloppe de ses plans normaux.

On voit donc qu'une courbe a une infinité de développées; elle est l'intersection

commune de toutes les surfaces développables dont ces lignes sont les arêtes de

rebroussement.

Nous n'avons considéré pour une courbe plane qu'une développée, celle qui

est dans son plan, mais il y en a, comme on voit, une infinité; elles sont situées

sur un même cylindre.

484. Deux surfaces développables flexibles peuvent être appliquées l'une sur

l'autre, de manière que leurs génératrices restent droites, toutes les fois que leurs

arêtes de rebroussement ont une même transformée plane; car elles ont alors un

développement commun que l'on peut ramener à Tune ou l'autre des deux formes

primitives.

Deux cônes quelconques sont applicables l'un sur l'autre avec coïncidence des

génératrices; il en est de même de deux cylindi'es. Nous supposons que ces

diverses surfaces peuvent être déroulées indéfiniment; sans cela, deux cylindres

ne pourraient être com[)létement appliqués l'un sur l'autre, que si leurs sections

droites avaient la même longueur.
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Obsej'vations sur la distance des génératrices consécutives d'une surface

développable.

485. Deux arêtes conséculives il'iin polyèdre (]éveloppal)Ie appartiennent h une

même face et par conséquent deux génératrices infiniment voisines d'une surface

développabic sont dans un même plan. D'un autre côté, deux tangentes d'une

courbe gauche ne se rencontrent pas, si rapprochés que soient les points de con-

tact. Pour concilier ces résultats, qui semblent contradictoires, nous allons cher-

cher quel est l'ordre de grandeur de la distance de deux tangentes à une courbe

gauche, quand l'arc qui sépare les points de contact est infiniment petit; en d'autres

termes, quelle est la limite du rapport de cette distance à l'arc.

La Jig. 2o4 représente les projections d'une courbe gauche sur trois plans

rectangulaires : le premier, (jue nous supposons horizontal, est parallèle aux

droites qui touchent cette ligne en deux points peu éloignés M cl N; les deux

autres sont l'un parallèle et l'autre perpendiculaire à la tangente au point M.

La droite [i,i\i') est la commune perpendiculaire des deux tangentes; sa lon-

gueur i''l^ est égale ii W n, et en traçant la droite N"M" on obtient

i'i\ = M"rt tang7iM"N" = M^tangiNMg-tang/zM"N".

Si l'on suppose que le point (N, N') se rapproche du point (.M, .M'), le plan hori-

zontal de projection tournera autour de la tangente MM", et le plan osculateur

en M sera la limite de ses positions. Le plan (MM", M"N") qui contient la tangente

en M et le point (N,N") a la même limite, et par suite l'angle N"M"« devient

infiniment petit quand la distance des points considérés est elle-même infiniment

petite. Les deux premiers facteurs du second membre de l'équation deviennent

également infiniment petits, et en conséquence la distance des deux génératrices

est un infiniment petit du troisième ordre (').

Quand deux quantités infiniment petites se trouvent en présence, on doit

négliger celle qui est de l'ordre le plus élevé; par conséquent, on peut dire que

deux droites qui touchent une courbe gauche en des points infiniment rapprochés

se rencontrent; mais si, dans une question relative h une surface développable,

autre qu'un cône, il y avait lieu de considérer des infiniment petits de troisième

ordre, la distance de deux génératrices consécutives ne serait pas négligeable.

Des considérations de cette nature se présentent assez souvent dans la théorie

des lignes et des surfaces courbes. L'angle de contingence d'une courbe est infini-

ment petit (art. 95), et par conséquent on le néglige devant des quantités finies;

(') Ce lliéoréme est dû à M. Buiiquel {Joiuiml de .1/. Liaiivillr, t. XI, 1846)

11.
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on dil ainsi que l'angle d'uno courbe avec une droite est égal à l'angle de sa tan-

gente avec cette droite, bien qu'il y ait une différence égale à la moitié de l'angle

de contingence. Mais il y a beaucoup de questions, telle que celle de la détermi-

nation du rayon de courbure, où cet angle ne doit pas être négligé, parce qu'il

n'est pas ajouté à une grandeur ilnie et qu'il intervient par son rapport avec une

quantité de même ordre de grandeur.

Lorsque deux courbes se rencontrent sur une développable, l'angle formé par

les arcs dont les concavités sont opposées s'accroît, dans le développement de la

surface, de la moitié de la somme des augmentations des angles de contingence;

mais cette quantité doit être négligée auprès de la grandeur finie de l'angle des

courbes, et par suite les transformées comprennent le même angle que les lignes

primitives (art. 472).

Quand on rencontre des difficultés du genre de celle à l'examen de laquelle

nous consacrons cet article, on doit toujours recbercber l'ordre de grandeur des

difl'érentes quantités que l'on considère; on peut alors remplacer par des proposi-

tions rigoureuses des énoncés qui ne paraissent être en contradiction que parce

qu'ils sont incomplets. Jusqu'à présent, pour éviter toutes difficultés et toutes

objections, nous avons employé la métbode des limites; mais dans la suite de ce

Traité, quand, dans une question relative ;i une surface développable, il n'y aura

pas lieu d'avoir égard aux infiniment petits du troisième ordre, nous dirons que

deux génératrices consécutives se rencontrent.

486. Pour donner un exemple des circonstances où l'on peut être conduit à

considérer des infiniment petits d'ordre différent, nous allons démontrer que le

cône directeurd'une développable en est osculateur le longde la génératrice commune,

quand son sommet se trouve en un point de l'arête de rehroussement, et pour cela

nous allons faire voir que les sections faites dans la surface et dans le cône ainsi

placé, par un plan perpendiculaire à la génératrice commune, sont osculatrices.

Considérons trois arêtes consécutives am, bn et bo d'un polyèdre développable

{Jig. 2o5), et coupons-les par un plan P perpendiculaire à bo : si nous supposons

que la pyramide directrice ait son sommet au point a, les arêtes am et an lui ap-

partiendront, et l'arête parallèle à bo sera une droite ao' située dans le plan nbo.

A la limite, les angles /nanetTiio seront infiniment petits, ainsi que le segment ab

compris sur l'arête de rebroussement entre les points de contact des deux géné-

ratrices consécutives. 11 suit de là que les côtés mn et no seront infiniment petits

du premier ordre, et le segment oo' infiniment petit du second, car il est égal

à ab sin nbo; on doit donc le négliger auprès des longueurs mn et no, et par con-

séquent les sections faites dans les deux surfaces par le plan P ont trois points

communs infiniment voisins et sont osculatrices.
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CHAPITRE II.

SURFACES d'ombre ET DE PÉNOMBRE.

Détermination de t'ombre et de la pénombre d'une aire opaque

éclairée par une aire lunnneuse.

487. Si une aire opaque B {ftg. 237) arrête les rayons émis par une aire lu-

mineuse A, le cône qui a pour directrice la courbe B et dont le sommet est en un

point m de la ligne A renferme, au delà de B, les points qui ne reçoivent pas de

lumière du point m. L'espace compris dans tous les cônes ayant pour direciricu

la courbe B et pour sommets les dilTérents points de A ne reçoit donc aucune

lumière du périmètre de l'aire lumineuse, et à plus forte raison de l'intérieur de

cette aire; il est dans l'ombre. L'espace qui n'est contenu que dans quelques cônes

se trouve privé d'une partie de la lumière qu'il recevrait sans l'interposition de

l'écran B, et est dans \vi pénombre. Nous voyons donc que l'enveloppe de ces cônes,

c'est-à-dire la développable circonscrite aux courbes A et B(art. i-5i), détermine

l'étendue de l'ombre et celle de la pénombre. Elle se divise en deux parties, la

développable externe et la développable alterne, enveloppes respectives des plans

qui touchent les deux périmètres en laissant les aires, les unes d'un même côté,

et les autres de côtés différents. La première surface limite l'ombre, et la seconde

la pénombre.

Détermination de l'ombre d'une ellipse éclairée par un cercle.

488. Nous allons appliquer celte théorie à un exemple très-simple, la détermi-

nation de l'ombre d'une ellipse éclairée par un cercle. Nous supposons les plans

de ces aires perpendiculaires à la droite qui passe par leurs centres, et par con-

séquent parallèles entre eux, et, prenant un plan de projection qui leur soit pa-

rallèle, nous traçons les périmètres en véritable grandeur {Jîg. 255).

Les tangentes du cercle et de l'ellipse aux points situés sur une même généra-

trice de la surface d'ombre doivent être dans un même plan et sont par conséquent

parallèles. Nous avons d'ailleurs un procédé facile pour déterminer les points

d'une ellipse où la tangente est parallèle à une droite donnée (art. 367); nous

pouvons donc tracer les projection.s des génératrices qui passent par des points

9-
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choisis sur le cercle. En consiruisant un nombre sulfisanl de ces droites, on dé-

termine leur enveloppe, qui est la projection de l'arête de rebroussenicnt.

489. Si nous concevons que l'ellipse soit remplacée pai' son cercle osculaleur en

un point m, la surface d'ombre sera un cône dont le sommet aura la position du

point où la génératrice Mm rencontre l'arête de rebroussement (art. 451).

On obtient par la considération de ce cône

^~ K- r' » ~" R— r'

en appelant /étales longueurs d'une génératrice mesurées depuis le cercle jusqu'à

l'ellipse et jusqu'à l'arête de rebroussement, /' et g-' les projections de ces lon-

gueurs sur le plan de l'une des courbes, R le rayon du cercle et rie rayon de

courbure de l'ellipse.

Si l'un des rayons de courbure de l'ellipse était égal au rayon du cercle, la lon-

gueur g' serait infinie, et la génératrice correspondante serait asymptote de

l'arête de rebroussement.

Sur notre figure les données sont telles, que le plus grand rayon de courbure

de l'ellipse est plus petit que le rayon du cercle; par suite, l'arête de rebrous-

sement ne s'étend pas à l'infini : la courbe est tout entière d'un même côté des

plans des directrices.

Aux points C et C, les longueurs / et r atteignent leurs plus petites valeurs, et

par suite ^' a une valeur minimum. 11 en résulte que la projection de l'arête de

la surface a des rebroussenients aux points I eti,, où elle est touchée par les géné-

ratrices projetées BC, B|C,, et que l'arête elle-même possède des rebroussenients

aux points correspondants, car les génératrices tangentes ne sont pas perpendi-

culaires au plan de projection (art. 217, 218). Les points 1 et I, sont par consé-

quent des sommets (art. 465). Nous verrons, en effet, qu'une ligne double s'ar-

rête aux points I et I,, ou plutôt qu'elle y devient parasite.

On reconnaît par des raisonnements analogues que la longueur g est à son

maximum sur les génératrices EF etE,F|, et que la surface a sur ces droites des

sommets J et J,.

490. Pour bien manifester la forme de la surface, nous l'avons coupée par trois

plans parallèles aux plans des directrices, et placés au delà de celui de l'ellipse,

de manière à intercepter sur la ligne des centres, à partir du centre de cette

courbe, des longueurs égales aux trois huitièmes, aux cinq huitièmes et aux

sept huitièmes de sa distance au centre du cercle.

Nous construisons facilement les sections, en portant sur chaque projection

d'une génératrice, telle que Mw, et à partir du point m, des longueurs égales

aux trois huitièmes, aux cinq huitièmes et aux «sept huitièmes du segment I\l/«

compris entre les deux courbes. Nous obtenons ainsi les trois lignes ec,, /cl/,/,,
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^'^p(](l>Pi
' '^1 première ne rencontre pas l'arèlc de rebroussement; les deux

autres la coupent en quatre points. Les tangentes de ces rourbes aux poinis

situés sur une même génératrice sont évidemment parallèles.

On peut, à l'aide du cône osculateur que nous avons, déjà considéré, obtenir la

grandeur du rayon de courbure de l'ellipse aux points qui correspondent aux

rebroussements d'une section, ce qui permet de déterminer les génératrices sur

lesquelles ils se trouvent; nous ne nous arrêterons pas à cette recliercbe.

491. Nous avons représenté sur la y?^. 254 l^i seconde section dégagée de

toutes les constructions. Elle présente deux points doubles d et d, ; le lieu de ces

points est une ligne double de la surface qui, vu la symétrie de la figure, se pro-

jette sur un segment du grand axe de l'ellipse. Cette intersection de la surface

avec elle-même se termine aux points I et I,, où les points ketl d'une part, k, et/,

de l'autre, se réunissent. D'après ce que nous avons vu à l'article 459, la ligne

double a pour tangentes aux points I et I, les génératiiccs BC et B,C,.

On reconnaît par la considération du cône osculateur que, si l'un des plans

sécants avait passé aux points I cl 1,, le rayon de courbure de la section, aux

points correspondants, eût été nul. Comme, d'ailleurs, le rayon de courbure atteint

sa valeur minimum aux points situés sur les génératrices BC et B,C,, la courbe

n'aurait pas eu de rebroussement. Elle eût été analogue à la développante /jBy

{Jig. 257), qui forme, comme elle, la transition d'une courbe ayant deux

rebroussements et un point double à une courbe qui n'a ni point double ni

rebroussement (art. 459).

1/ombre étant renfermée dans l'intérieur de la développable ne peut pas

s'étendre au delà de la courbe d'intersection de la surface avec elle-même. Les

segments des génératrices comprises entre cette ligne et l'ellipse appartiennent

seuls à la partie de la surface qui limite l'ombre. On voit d'après cela que la pre-

mière courbe ee, est le périmètre de l'ombre qui serait reçue sur le plan de section;

que dans la seconde l'ombre n'occupe que la partie dd, [Jig. aS/j), et enfin que

la troisièmepY^'i/'i (J^o- ^55) est étrangère au problème qui nous occupe; elle se

trouve au delà de la ligne double qui, comme nous venons de le voir, forme la

limite de l'ombre. Il résulte de cela que le périmètre de l'ombre portée par

l'ellipse sur un plan peut présenter des angles, mais non des rebroussements.

Une seconde courbe d'intersection de la surface avec elle-même s'étend entre

les rebroussements J et J,, mais elle n'a aucune importance dans la question

d'ombre.

492. Nous allons maintenant faire le développement de la surface, en regai-

dant comme planes les facettes comprises entre les génératrices tracées sur la

figure : la construction ne pourra avoir (jue le degré d'exactiUide que cette liypo-

thèse comporte.

Nous devons tout d'abord nous donner la distance des plans de l'ellipse et du
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cercle qui est restée indéterminée; nous prenons arbitrairement la longueur ST

(ftg. 260), et, portant sur la perpendiculaire SX la projection du segment d'une

droite compris entre les deux courbes, nous avons, dans l'bypoténuse du triangle,

sa longueur dans l'espace.

Le quadrilatère plan formé par une facette entre le cercle et l'ellipse peut être

décomposé en deux triangles; l'un des côtés de cbacun d'eux est donné immé-

diatement, et l'on obtient les deux autres en construisant sur leurs projections des

triangles rectangles dont le second côté est ST [fig. 260). Ces triangles, placés à

la suite les uns des autres, font connaître la position des génératrices sur le

développement. Portant ensuite sur cbacune de ces lignes, telles que M/w

(^fig. aSg), et à partir du point m, des longueurs égales aux trois huitièmes, aux

cinq huitièmes et aux sept huitièmes du segment Mm compris entre les trans-

formées des directrices, on obtient les points qui appartiennent aux transformées

des trois sections.

Les transformées du cercle, de l'ellipse et des sections parallèles ont des

tangentes parallèles aux points situés sur une même génératrice. Leurs rayons

de courbure à ces points sont proportionnels aux rayons de courbure avant le

développement, et par suite aux longueurs interceptées sur la génératrice à

partir de l'arête de rebroussement (art. loi).

i-95. Si nous voulons avoir en véritable grandeur la courbe limite de l'ombre,

nous prendrons deux plans coordonnés passant par la ligne des centres et respec-

tivement par les axes de l'ellipse ijig. 261 et 2G2), et, après y avoir placé les pro-

jections BB, et E',E' du cercle, CC, et F, F' de l'ellipse, nous porterons sur ces

droites les projections des points de division des courbes, relevées de lay?^. 255.

Nous pourrons ensuite tracer les projections des diverses génératrices consi-

dérées et déterminer la trace horizontale de la surface, qui est précisément la

courbe que nous cherchons. Elle s'arrête aux sommets I et I,, dont nous obtenons

la position précise sur les génératrices BC et B,C,, en traçant les droites Ac et Ac,

qui passent par le centre du cercle, et respectivement parles centres de courbure

de l'ellipse pour les points C et C, ('). Ces droites sont les lignes des centres des

sections circulaires de deux cônes respectivement osculateurs le long des géné-

ratrices BC et B,C,.

Les droites ZZ', Z, Z', , ZoZ'., sont les traces des plans des sections que nous

avons construites f-j.

(' ) Si c et F sont deux sommets d'une ellipse qui a son centre en (y%. 236^, pour avoir les rayons de

courbure en ces points, il suffit d'élever les perpendiculaires F/et Ce à la corde CF : les longueurs clier-

chées sont respectivement 0/et Or.

(
^

) Celte surface est représentée, dans la galerie de Géométrie du Conservatoire des Arts et Métiers, par

un modèle où les génératrices tracées sur notre épure sont représentées par des fils.
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Étude abstraite de la surface examinée dans le paragraphe précédent.

494. Les conslructions et les raisonnements que nous venons de présenter sont

presque tous applicables à deux courbes quelconques situées dans des plans

parallèles et ayant un plan principal commun BB, {fig. 255); maintenant, en

nous appuyant plus complètement sur les propriétés des directrices, nous allons

déterminer la nature de la courbe à laquelle appartient la ligne d'ombre IQl,

[fig. 261), et les diirérentes formes qu'elle peut avoir.

Nous prenons pour axes les droites kx, hy et A'; [fig. 261 et- 2G2); nous

supposons que les directrices sont des coniques ayant leurs axes dans les plans

coordonnés : ces axes sont BB, et E', E' pour la première, CC, et F', F' pour la

seconde ; nous appelons «, /5, 7 et a', jS', 7' les coordonnées de deux points des

directrices situés sur une même génératrice; enfin nous représentons les lon-

gueurs
AO, AB, A'E', OC et O'F'

par
a, b, c, b' et c'.

Nous avons
(3-' y'

b ' c-

(')

La condition que les tangentes des courbes aux points considérés soient parai-'

lèles donne

Enfin la génératrice qui passe par les points considérés a pour équations

X — - (a — y .

y - 7

Pour avoir la trace horizontale de la surface, il faut d'abord faire z nul dans

les équations de la génératrice, ce qui donne les relations

(4) (v'-7)j-^V'-7r".

(5) (7'-7)x=-a7,

et ensuite éliminer les quatre variables auxiliaires /B, {'j
.'i

et 7' entre les équa-

tions (i), (2), (3), (4) et (5). On peut faire disparaître successivement /5', /3 et 7'
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en prcii;int respectivement leurs valeurs dans (3), (i) et (5). On obtient ainsi les

deux équations

Enfin l'élimination de 7- donne

, , a'' x' {x — rtl'

La courbe est donc une section coni(|ue, et il est facile de voir que dans notre

exercice c'est une ellipse. L'un des axes se confond en direction avec l'axe des

abscisses; l'autre est parallèle à l'axe des ordonnées. On peut véritîer que la

courbe touche les génératrices horizontales aux points I et I,.

494 (/. On arrive par des raisonnements très-simples à reconnaître que la

courbe PIQ est une ellipse.

Pour mener d'un point quelconque un plan langent à la développable, on peut

considérer ce point comme le sommet de deux cônes respectivement circonscrits

aux deux directrices et par suite du second ordre, puis leur mener un plan tan-

gent commun. Deux coniques, traces de ces cônes sur un même plan, ayant

quatre tangentes communes, on voit que par un point quelconque passent quatre

plans tangents à la développable.

Si le point est pris sur le plan de projection de \a Jig. 261, les quatre plans

tangents auront, par rapport à ce plan, des positions symétriques, et leurs traces

se confondront deux à deux. Or ces traces sont les tangentes qu'on peut mener

du point considéré à la courbe PIQ: leur nombre étant de deux, cette ligne est

une conique (
'

).

49o. La développable peut être considérée comme déterminée par l'ellipse

horizontale IQI, et par l'une des deux premières directrices; alors, en raisonnant

comme à l'article 438, nous trouvons que l'ellipse IQI, a deux arcs parasites ]i

et I|î, , et deux arcs utiles II, et»,. Les génératrices qui se coupent aux différents

points de l'arc li, sont alternes par rapport aux deux premières directrices; elles

forment donc la surface de la pénombre. Rien n'indique en effet dans nos for-

mules si la génératrice que l'on considère est alterne ou externe, et par suite

l'équation (7) doit représenter la trace horizontale des deux parties de la déve-

loppable. Nous n'avons pas tracé les génératrices de la surface de la pénombre,

par crainte de confusion.

(
'

) Celle diîmonstralion est extraite des feuilles litliographiées du Cours professé à l'École Polyteclinique

par M. Mannheim.
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On peut obtenir la position précise des sommets i et /', en traçant des droites

par les centres de courbure des directrices pour les points B, et C, et pour les

points B et C,. Si les deux courbes étaient des ellipses ou des hyperboles, ces

droites seraient distinctes de celles qui nous ont fait connaître la position précise

des sommets I et 1, (art. 495); niais, la première directrice étant un cercle, les

centres de courbure pour les points B et B, sont réunis en A, et par suite les som-

mets sont deux à deux sur les lii^nes Ac et Ac,. Du reste, nous allons voir à l'ar-

ticle suivant que, dans tous les cas, les droites If eti,/, sont dirigées vers le

point A.

49(ï. Nous avons un quadrilatère inscrit 11,/,/, et un quaihilatère circon-

scrit GC, HC, disposés de telle manière que les sommets du premier sont les points

de contact des côtés du second; par conséquent, et d'après des théorèmes

connus (') :

Les diagonales h', et \J du premier passent par le point de rencontre des

diagonales du second.

Les points de concours des côtés opposés du premier sont sur la droite BB, qui

passe par les points de concours des côtés opposés du second : les droites \i

et 1,«| convergent donc vers le point A.

La droite BB, est la polaire du point 0, et par suite la droite CC, a son pôle

en A.

i97. La surface possède une ligne double dans le plan vertical de projection

(art. 491); on la construit de la même manière que celle du plan horizontal, et

l'on obtient son équation par de simples permutations dans l'équation (7) :

[X — ni

Avec les données des//^-. 261 et 262, cette coni([ue est une hyperbole; elle n'a

aucune importance dans le problème d'ombre, mais pour la surface, et par rap-

port aux directrices, elle présente les mêmes particularités que l'ellipse PIQ : ainsi

elle a deux arcs utiles J'J', et y'/,; leurs extrémités sont deux à deux sur les

droites qui vont du centre A' du cercle aux points/' et/',, centres de courbure de

l'ellipse aux sommets F' et F,

.

Les deux directrices sont elles-mêmes des courbes d'intersection des surfaces

d'ombre et de pénombre; la développable complète a donc quatre lignes doubles

planes et du second degré.

498. La projection horizontale de l'arêle de rebroussement de la surface

('
) On trouve ces théorèmes dans les principaux Ouvrages relatifs aux sections coniques, et notamment

dans le Traité des Propriétés projcctwcs (art. ISj et 186). Le lecteur qui ne les connaîtrait pas peut vé-

rifier, à l'aide de l'équation (7), les relations que nous indiquons.

II. 10
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d'ombre esl limilée aux sommets I et I, ; pour la pénombre, la projection se termi-

nerait aux points i et ?,. Ces arcs utiles d'une même courbe sont séparés par des

parties parasites que l'on peut désirer construire.

Il est facile de tracer la projection horizontale d'une génératrice, dès que l'on

connaît les valeurs corres;;ondantes de j3 et de /3'. L'élimination de 7 et de 7' entre

(i), (2) et (3) donne

la) . pM- ^'^"P'

Dans notre exercice c et 6 sont égaux, et b'- est plus grand que c'-; il en résulte

que, si l'on attribue à ,3- une valeur plus grande que b", ]S'- surpassera b'-, et que

les droites déterminées par les couples de valeurs de [i et de |5' ne seront plus des

projections de génératrices.

499. Pour expliquer cette circonstance et montrer comment on peut étendre à

ces droites la construction ordinaire, supposons que les directrices, au lieu d'être

des ellipses, soient les hyperboles représentées par les équations

(i bis) c.^^ o, tL — /_ -_
,

^

(2 bis)

b'

La condition du parallélisme des tangentes sera exprimée comme précédem-

ment par l'équation (3j, et l'élimination de 7 et de 7' entre (1 bi$), (2 bis) et (3)

fera trouver l'équation (9) qui convient ainsi à la nouvelle développable, de telle

sorte que les projections horizontales des deux arêtes de rebroussement forment

une seule courbe dans laquelle les arcs utiles pour l'une des surfaces sont para-

sites pour l'autre.

300. On voit, d'après ce qui précède, que les deux surfaces d'ombre et de

pénombre ne forment qu'une même développable; mais nous devons faire observer

que leurs développements n'ont entre eux aucune relation de position, et que les

lignes doubles y ont des transformées diflérentes. Cette circonstance se présente

toutes les fois que la développable est l'enveloppe de plans formant des séries

distinctes.

Observations sur la développable circonscrite à deux sections coniques

situées dans des plans parcdlèles.

501. Nous avons vu que la développable représentée sur les PL A'AT/et XXVll

avait quatre lignes doubles du second degré, situées dans les plans (BB,,E'jE'),

(CC|,F,F') et dans les deux plans de projection. Nous appellerons ces courbes
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première, deuxième, troisième et quatrième directrices, et nous les désignerons

par A, A', A" et A : la surface peut être déterminée par deux quelconques d'entre

elles.

Nous allons présenter queUjues observations sur cette développable, mais

auparavant nous devons donner aux résultats que nous avons obtenus une exten-

sion importante.

502. Deux coniques situées dans des plans parallcles ont un système de

diamètres conjugués parallèles. Pour prouver ce tbéorème, concevons que l'on

transporte l'une des courbes parallèlement à elle-même dans le plan de la

seconde, de manière que les centres coïncident, et qu'on la fasse ensuite passer

par tous les états de grandeur, en restant semblable à elle-même : il y aura un

moment où elle toucbera en deux points la courbe restée invariable. Le diamètre

passant par ces points et celui qui est parallèle aux tangentes communes sont

évidemment conjugués dans les deux coniques, ce qui démontre le lemme énoncé.

On obtiendra toujours un double contact réel quand l'une des lignes sera une

ellipse; mais lorsqu'elles seront toutes les deux des byperboles, si leurs asym-

ptotes sont croisées, c'est-à-dire si, lorsqu'elles seront amenées à être concen-

triques, les deux asymptotes de l'une ne sont pas dans le même angle des

asymptotes de l'autre {fig. 249), elles auront dans cette position deux points

communs réels R et S, etdeuxseulement. Alors, quelque grandeur que l'on suppose

à l'une d'elles, dans l'un ou dans l'autre angle de ses asymptotes, les rencontres R
et S ne se cliangeront pas en contacts, car il n'y a pas d'autres rencontres qui

puissent se réunir à elles : les courbes considérées n'ont donc pas de diamètres

conjugués parallèles.

505. Deux coniques A et A' étant données dans des plans parallèles, si

nous prenons pour plans coordonnés celui de l'une d'elles et les plans de leurs

diamètres conjugués parallèles, les calculs des articles 494 et suivants seront

entièrement applicables à la développable circonscrite, car les équations fonda-

mentales (1), (a), (3), (4) et (5) ne supposent nullement que les axes soient rec-

tangulaires. La surface a donc, outre A et A', deux lignes doubles du second

degré A" et A'", situées dans les plans des diamètres conjugués parallèles des direc-

trices données, ayant leurs centres sur la ligne des centres de ces courbes, et telles

que, pour chacune d'elles, le diamètre conjugué avec cette droite est parallèle

aux plans de A et A'. Toutes les relations graphiques que nous avons établies, et

notamment celles de polarité, subsistent.

Lorsque les directrices A et A' sont des byperboles ayant leurs asymptotes croi-

sées, les plans des diamètres conjugués parallèles sont imaginaires, et les

courbes A" et A'" n'existent plus.

504. Quand deux coniques situées sur un plan se touchent en deux points, la

droite qui passe par le point de concours des tangentes communes et par le milieu

10,
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(le la corde de contint conlient les centres des deux courbes, et les diamètres (jui

lui sont conjugués dans l'une et dans l'autre sont parallèles a la corde de con-

tact. Le système des diamètres conjugués parallides est donc tel, que deux de ces

droites se confondent en direction.

Cette proposition va nous permettre d'établir (jue la développabic n'a pas de

point double en debors des lignes A, A'. A" et A".

Nous considérons sur cette surface un point double étranger aux directrices A

et A' qui sont situées dans des plans parallèles; nous appelons ce point S, et nous

désignons par G et G, les deux générati'ices qui s'y croisent : un cône ayant son

sommet en S et A' pour directrice sera tangent a la développable le long de G et

de G|, et sa trace sur le plan de A sera une conique A', , bomotliélii]ue à A' et tan-

gente a A aux points de cette courbe qui appartiennent à G et à G, ; les coniques A

et A', auront donc un double contact, et par suite leurs diamètres conjugués

parallèles seront tels, que deux de ces lignes seront confondues en direction. Le

plan qui passe par ce diamètre commun, et par le diamètre de A' qui lui est

parallèle, contient la ligne des centres de ^\ et de A', et par suite le sommet S du

cône. Mais deux diamètres conjugués de A', sont respectivement parallèles à deux

diamètres conjugués de A'; le plan dont nous venons de parler est donc l'un des

deux plans qui sont déterminés par les diamètres conjugués parallèles de A et

de A', et, comme il conlient le point S, on voit que ce point appartient à A" ou

à A'".

Les quatre coniques A, A', A" et A'" sont ainsi les seules lignes doubles de la

développable, et par suite les seules lignes qui, prises pour directrices, déter-

minent la surface sans addition de nappes étrangères. Cette propriété justifie

l'expression de directrices par laquelle nous les désignons (art. 461 ).

505. On déduit sans difficulté de l'équation (7) l'abscisse n du centre L de la

troisième directrice A", et les longueurs /7 et q des moitiés de ses diamètres con-

jugués parallèles aux axes AO.r et ABr {/ig: 2G1) :

rtc'^ „ a' <• c'^ , f- //^ — b'' c"'

(10) n= -, T.' P =7-. tïTj' '7" = —
2 rr—

•

On peut, d'après ces équations, étudier les variations de forme de la troisième

directrice, dans dilTérentcs bypotbèses faites sur les deux premières, mais nous

ne nous arrêterons pas à cette discussion, et nous supposerons que la surface

est donnée parles directrices A et A". Alors, résolvant les équations (10) par rap-

port à a, b' et c', nous aurons pour déterminer la seconde directrice A' les relations

^ 1 II n' n'

L'équation (8) de la quatrième directrice devient, lorsqu'on y porte les va-
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leurs (i i) (le a, //- et c'-,

(12)
' Vl—^—^^ + ^ _ x^ -h 2nx '-p- -- n^ — o.

506. Ces équations permettent de reconnaître la nature des coniques A' et A"'

dans les dilïérents cas qui peuvent se présenter. Nous n'examinerons que les

principaux.

507. Quand la troisième directrice A" passe par les points 13 et B, ^fig. 261), la

valeur de h'- est nulle, et la deuxième directrice se réduit à une droite; la surface

est alors formée de deux cônes du second degré dont les sommets F' et F, ont

pour coordonnées a, o et d. c' [fig. 263), les longueurs a et c' étant données par

les équations (i i). Ces deux points F' et F'; sont les seuls de la deuxième directrice

qui soient utiles.

En faisant h' nul dans l'équation (8j, on trouve que la quatrième directrice se

réduit comme la seconde à la ligne des sommets.

508. Si la troisième directrice, restant invaiiable de forme, se transporte paral-

lèlement h elle-même, de manière que son centre parcoure l'axe des abscisses,

dans deux positions la surface présentera des particularités remarquables.

Quand A et A" sont concentriques, n est nul, et l'on voit par les équations (\ i)

que a, h' et c' ont des valeurs infinies : la seconde directrice A' est donc trans-

portée à l'infini. L'équation (12) de A'" devient alors

On voit que cette conique a le même centre que A et A", et que les traces des

plans de deux directrices sur le pian de la troisième forment, pour celle-ci, un

système de diamètres conjugués.

En faisant différentes hypothèses sur les signes des carrés h-, c" , p- et q'^, on

reconnaît que les trois coniques concentriques sont nécessairement deux ellipses

et une hyperbole ou trois hyperboles.

Quand les directrices données sont une ellipse et une hyperbole, la troisième

conique peut être imaginaire, et alors, comme son plan est réel, la surface elle-

même est imaginaire (art. 506).

509. Lorsque la troisième directrice A" touche le plan de la première, n- est

égal à/?', et l'on reconnaît par les équations (11) que A' se confond avec A. La

surface de la pénombre est alors aplatie, et forme deux fois le plan de la courbe A,

qui n'est plus une ligne double de la développable proprement dite, mais une

simple section plane n'ayant de remarquable que d'être du second degré. On
voit d'ailleurs par l'équation (12) que la quatrième directrice se trouve, comme
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la seconde, langente au plan de la première. Ces résultats pouvaient être prévus

d'après les considérations présentées à l'article 456.

510. Si l'on donne les troisième et quatrième directrices, c'est-a-dire deux

courbes quelconciues du second degré, ayant leurs centres sur la droite d'inter-

section de lenrs plans, on trouvera deux autres directrices A et A', situées dans

des plans parallèles aux diamètres des courbes données, conjuguées avec la droite

des centres, et dont la position précise sera fixée par les relations de polarité que

nous avons établies; ainsi les points A et [fig. 241) seront les centres de A et

de A', si la polaire de A par rapport à A" passe par 0, et si la polaire de par

rapport à A" passe par A. Alors on aura

LK = LO + OK =^ ^ -F |§LA AK
OU bien

n, = - + -^
»

71 n, — n

en posant

LP = p, KG=^^//, LK = /i|, LA = rt.

Résolvant l'équation par rapport à l'abscisse inconnue n ('), on trouve,

an,

Les deux valeurs de n sont les abscisses des points A et ; la position des plans

de A et A' est donc déterminée.

Le seul cas auquel nous nous arrêterons est celui où les valeurs de n sont ima-

ginaires, parce que nous avons examiné dans la discussion précédente la dispo-

sition de la surface, quand les plans des directrices A et A' sont réels.

La quantité soumise au radical est essentiellement positive quand p- est néga-

tif, et aussi quand p- est négatif, car on reconnaît facilement que l'on peut y

faire permuter p- avec p'-. Les plans des deux premières directrices A et A' ne

peuvent donc devenir imaginaires que quand les deux dernières A" et A'" ren-

contrent le diamètre suivant lequel se coupent leurs plans.

En mettant l'éiiuation précédente sous la forme

n.\±4\n\—\p' ^ pY\n\ -^jp — p']

on reconnaît que les valeurs de n sont imaginaires lorsque l'on a

«- < P -^p'^ «. > — (z' - / )'

(>) n représente la même longueur que dans les articles précédents, mais avec un signe contraire,

parce que l'origine des abscisses a été transportée du point A, qui est inconnu, au centre L de A".
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ce qui exige que les points de rencontre P et Q, H et G soient alternes. Dans ce

cas, la (léveloppable n'a pas d'aulre ligne double que les directrices A et A" ('
J.

oll. Relations entre les segments interceptés sur les génératrices. Nous allons

maintenant étudier les relations qui existent entre les longueurs des segments

interceptés sur une génératrice par les quatre directrices.

La génératrice qui passe par le point (M, M') [fig. 2G1 et 2G2), dont les coor-

données sont /5 et 7, rencontre la troisième directrice en un point u dont l'ab-

scisse kt est la valeur de x (b)nnée par la première des deux équations (6)

(art. 494). Par conséquent, si nous posons

h'-c' I h"-c'

6-f* \ b'c'

nous aurons

Xg est l'abscisse du point où la même génératrice rencontre la directrice A" ;

nous aurons donc, par de simples permutations de lettres.

—

-

rtR'

R'- I

c"l>' ( c"'-b-'\ (i'^

c'b"} h"

Portant dans cette dernière équation la valeur de /3- prise dans l'équation (i),

et posant

(') Si l'on a deux coniques A et A' [fig. 264), situées dans deux plans P et Q qui se coupent

suivant une droite XY, on peut concevoir que l'on fasse une déformation homologique ou perspective relief,

dans laquelle cette ligne s'éloigne à l'inBni. Les plans Pi et Qi, homologvies de P et de Q, seront parallèles,

et la développable circonscrite aux courbes Ai et \\ transformées de A et de A', aura, outre Ai et A',,

deux lignes doubles planes et du second degré qui pourront être imaginaires. La développable circonscrite

à A et A' jouit donc de la même propriété.

Les pôles A et de XY sont homologues des centres de Ai et A', ; les diamètres conjugués parallèles

de ces dernières coniques ont pour homologues sur P et Q les droites qui passent par les points A et O,

et qui se rencontrent en des points ^ et li de XY, tels que l'un quelconque soit le pôle des droites qui

vont des points A et à l'autre.

Les points g et h sont réciproques dans le système des deux coniques A et A'. Les droites A.^ et 0^
d'une part, AA et 0/^ de l'autre, déterminent les plans des directrices A" et A"'.

Le tétraèdre formé par les plans des quatre lignes doubles a ses sommets aux points g, h, A et ;

deux quelconques d'entre eux sont réciproques pour les coniques dont les plans se coupent suivant la

droite sur laquelle ils se trouvent.
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on trouve

R' ^ ).R.

Les expressions RelR' sont affectées des deux signes; dans la disposition adoptée

sur nos figures, elles sont positives pour les génératrices qui appartiennent à la

surface de l'ombre et négatives pour celles de la surface de la pénombre, car les

abscisses Al et A^des traces de l'une des premières droites sont plus grandes

que a, et pour une des dernières ces mêmes longueurs sont plus petites que a.

La formule (i3) fait connaître leur rapport ). sans ambiguïté de signe.

Portant la valeur de R' dans l'expression de \g, on obtient

-7— nlK
As: —

On trouve ensuite

}.R-i >.R-i

On déduit enfin de ces expressions, et de celle ([tii a été obtenue précédemment

pour A t,

512. Lorsque l'on établit des relations entre des segments faits sur une même

droite, pour que les formules conviennent a la figure, quelle que soit la disposition

relative de ses parties, il est nécessaire de regarder un segment comme cbangeant

de signe chaque fois que l'ordre dans lequel ses extrémités se présentent est

interverti. Afin d'appliquer facilement cette règle, on prend pour origine d'un

segment le point représenté par la première des deux lettres qui servent à le

désigner, et on le regarde comme étant positif ou négatif suivant qu'à partir de

son origine il est dirigé dans un même sens convenu ou en sens contraire. Sur

notre tigure celte direction sera celle (jue nous avons adoptée pour les abscisses

positives. Dans la formule qui précède, les segments ont leur origine au point A

ou au point : ils sont tous positifs.

D'après ce que nous venons de dire, Ag est égal à — ^A; nous aurons donc,

en (;hana;eant les signes des serments,

o^U' to

Ici les segments sont négatifs; mais, quand il n'entre dans une formule que des

rapports de segments ayant une même origine, on peut ne pas s'inquiéter du

signe de chacun d'eux et considérer un rapport comme positif ou négatif, sui-
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vant que ses deux segments sont dirigés dans le même sens ou en sens contraire à

partir de leur extrémité commune.

515. Les segments de la droite ^I^sont proportionnels à leurs projections sur

Ax; nous avons donc

(.4)
^^'-.«-H^)..

Enfin la même équation continuera de subsister si les différentes lettres repré-

sentent les points de la génératrice qui sont sur les quatre directrices, au lieu de

leurs projections horizontales.

L'expression ^5— : — est le rapport anharmoniqiie des quatre points s:, u, M
r^ uni uni ' ' ' i i a

et m situés en ligne droite : c'est le rapport des distances du premier point aux

deux derniers, divisé par le rapport des distances du second à ceux-là. Le théorème

exprimé par l'équation (i4) consiste donc en ce que, dans la développable circon-

scriteàdeux coniques, le rapport anharmoiiique des quatre points oii une génératrice

quelconque rencontre les quatre directrices est constant.

L'équation f i3) montre que, quand les directrices A et A' sont de même genre,

le rapport constant X est positif; il est égal à l'unité lorsque ces courbes sont

semblables, et l'on reconnaît facilement, d'après l'équation (i4),que les points g
et 11 se réunissent. La surface est alors composée de deux cônes, et chaque géné-

ratrice coupe les deux plans de A" et de A" en un seul point qui remplace ces

deux coniques.

31-i-. On rencontre souvent, dans les recherches géométriques, des systèmes

de quatre points g, u. M, m dont le rapport anharmoniquc ). est égal à l'unité

négative : on dit alors que la division est harmonique, ou que les deux premiers

points sont conjugués harmoniques des deux autres.

513. On déduit de l'équation (i4)

g\i X uni s-'Sl X uni £-M X uni

gm X «<M
[
gu -+- uni)[ uni -!- mM

)
gu X /"M + um (gu -+- um -t- mM

)

I gu X mM
X ({M X um + 1,

et enfin

(5) ^' = '-r
en posant

^ ' g Al m M

On obtient par des transformations analogues

. „ I gm _ M /n . „

I — À gu ' iàu

IF.
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X' et )." sont deux nouveaux rapports anharmoniques des points de division.

Quatre points en ligue droite déterminent ainsi trois rapports anliarmoniques

distincts, qui ont entre eux des relations simples.

516. Si nous portons les valeurs (i i) de b'- et de c'- (art. JiOo) dans l'expres-

sion (i3), et la quantité ainsi obtenue pour ). dans Téquation (i5j, nous aurons

Ouand /; est nul, la valeur de À' se réduit à 7- et nous savons que A, A" et A'"

sont alors concentriques et que A' est à l'infini (an. 508). Lorsque le point m

s'éloigne, le rapport —77 t'onver^e vers l'unité et atteint cette limite quand la

directrice à laquelle il appartient est à l'iniini. On a donc, dans le cas qui nous

occupe,

g" ^ 9'

gM b'

Cette relation, qu'il est facile d'obtenir directement, montre que, dans la ddve-

loppahle circonscrite à deux coniques concentriques, les segments interceptés par les

trois directrices sur une génératrice sont dans un rapport constant.

Le rapport de gu à g'Sl [fig. 261) est le même que celui de tu à AM. Les direc-

trices A" et A étant d'ailleurs devenues concentriques, les longueurs tu et AM sont

les abscisses des points u et M de ces courbes, mesurées sur la droite diamétrale

commune Ar; donc, si l'on considère les points où une génératrice rencontre deux

directrices, leurs abscisses sur le diamètre commun seront dans un iripport constant.

517. Groupes de génératrices. Considérons quatre points M, N, R et S situés

sur la première directrice A {/ig. 255), et disposés de manière à former les

sommets d'un quadrilatère ayant ses côtés parallèles aux diamètres conjugués

parallèles de A et A' : par ces points passent huit génératrices qui se croisent

aux points m. n, r et s placés d'une manière analogue sur A'. Ces génératrices

sont

Mm, Nn,

Ss, Rr,

Nr, M*,

Rn, Sm.

Les quatre d'entre elles qui appartiennent à la surface de la pénombre ont été

tracées par exception.

518. Nous regarderons ces huit droites comme formant un groupe, et apparte-

nant à deux systèmes différents. Chaque génératrice de l'un des systèmes ren-

contre celles de l'autre qui dépendent du même groupe en des points qui sont
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sur les quatre direcirices. Deux génératrices ne se rencontrent jamais, lorsqu'elles

dépendent de groupes différents ou d'un même système dans un groupe.

Les huit génératrices d'un groupe appartiennent évidemment à un hyperho-

loide.

519. Dans un exercice graphique, on ne peut obtenir des points des directrices

inconnues qu'en opérant sur des groupes de génératrices. Il est donc intéressant

de savoir comment les quatre points d'un même groupe sont disposés sur les deux

coniques A" et A".

Les quatre points M, N, R et S ont des ordonnées égales en grandeur absolue;

le groupe auquel ils appartiennent peut être considéré comme déterminé par le

carré 7^ de celte ordonnée; par conséquent, si l'on attribue à
-f-

la valeur M'A'

[fig. 2G2), chacune des équations (6) de l'article 49i sera celle d'une ligne pas-

sant par les quatre points u, m,, v et v^ [fig- '^'oi), traces horizontales des généra-

trices du groupe dont nous nous occupons. La première équation représente deux

droites ce, et uuy parallèles à l'axe ky\ la seconde, deux droites t'«, et w\ qui se

croisent en 0. En les divisant l'une par l'autre, on obtient une troisième équa-

tion qui détermine deux droites dirigées vers le point A.

Les quatre points g'
, g^ , k' et k\ , traces des génératrices du groupe sur le plan

de A"', sont également placés de telle manière, que les droites qui les joignent

deux 'a deux convergent les unes vers le point A', les autres vers le point 0', et

les dernières vers le point à l'intini où les traces des plans de A et de A' se ren-

contrent.

320. Les ([uatre sommets I, I,, i et i,, situés sur A", satisfont aux relations que

nous venons d'indiquer, et déterminent un groupe qui correspond à la valeur o

de y-. Ce groupe ne contient que quatre génératrices, et par suite il n'a que deux

points sur les autres directrices : B et B, sur A, C et C, sur A', H' et G' sur A".

Une disposition analogue existe pour les sommets placés sur A".

La considération des groupes simples permet de reconnaître le nombre des

sommets de la surface, dans les différentes hypothèses que l'on peut l'aire sur les

directrices A et A'. Nous remarquerons que, quand la développable a des sommets

sur l'une de ces deux courbes, telle que A', les tangentes en ces points doivent

être des génératrices (art. 457), et, comme elles sont parallèles au plan de A, les

points où elles rencontrent cette directrice sont à l'infini, et elles sont par consé-

quent parallèles à ses asymptotes. Elles forment d'ailleurs évidemment un groupe

simple.

521. Discussion du nombre des sommets. Nous distinguerons six dispositions

principales.

1° Quand les directrices A et A' sont dès ellipses situées d'une manière quel-

conque dans des plans parallèles, les plans des diamètres conjugués parallèles

i II.
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sont réels, et contiennent des groupes simples qui déterminent quatre sommets

sur chacune des directrices A" et A"; mais il n'y en a pas sur les premières A et A',

parce qu'aucune d'elles n'a d'asymptotes : la surlace a donc en tout huit sommets

réels ifig- 255).

2" Quand la première directrice A est une ellipse, et la seconde A' une hyper-

bole, les plans des diamètres conjugués parallèles sont encore réels, mais l'un de

ces diamètres N« ifig. 253) ne rencontre pas l'hyperbole, et le groupe simple

correspondant est imaginaire avec les sommets qu'il contient sur A'". D'un autre

côté, la première direclrice A porte quatre sommets aux points I, 1,, ; et ?, où la

tangente est parallèle à l'une des asymptotes de l'hyperbole A' : la surface a donc

huit sommets sur les directrices A et A" (').

3° Lorsque les directrices A et A' sont des hyperboles, si dans le système des

diamètres conjugués parallèles les diamètres transverses sont sur la même droite

{fig. 252), il y a un groupe simple réel dans leur plan Oj, et par suite quatre

sommets sur la directrice A" qu'il contient. 11 y en a quatre autres I, I,, « et i, sur

l'hyperbole A' pour laquelle l'angle des asymptotes est le plus petit : la surface a

donc encore huit sommets.

4° Les directrices A et A' étant toujours des hyperboles, si les diamètres trans-

verses dans le système des diamètres conjugués parallèles ne sont pas sur la même
droite, la surface pourra être imaginaire [fig. 265); lorsqu'elle sera réelle, les

deux groupes contenus dans les plans Non, Momdes diamètres conjugués paral-

lèles [fig. 2G6) seront imaginaires, mais ceux formés par les tangentes des pre-

mières directrices réciproquement parallèles aux asymptotes seront réels, et la

surface aura huit sommets placés quatre à quatre sur A et A'.

5** Lorsque les diamètres conjugués parallèles des hyperboles A et A' sont ima-

ginaires [fig- 249). on ne peut plus former que des groupes incomplets contenant

chacun quatre. génératrices, telles que MM', MN', NM' et NN'. Les directrices A"

et A' sont imaginaires, et la surface a seulement quatre sommets I, I,, J et J,

placés sur les directrices A et A', et dépendant de groupes simples formés chacun

de quatre génératrices.

Dans ce cas la surface n'est plus composée de deux parties distinctes; elle peut

être déroulée sur un plan par un même développement.

6° Si les plans des directrices A et A' sont imaginaires, la surface sera donnée

par deux lignes doubles A" et A'", ayant leurs centres sur la droite d'intersection

de leurs plans, et telles que leurs points de rencontre avec ces lignes soient réels

el alternes (an. îilO), On pourra alors mènera chaque courbe deux tangentes de

(') Quand deux coniques sont concentriques, leurs diamètres conjugués communs en direction

sont les diagonales du parallélogramme formé par les tangentes de l'une parallèles aux asymptotes de

l'autre. Nous nous sommes servi de cette propriété, dont la démonstration est facile, pour l'établissement

desjîi;. 252, 253 el 266.
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l'un des points où l'autre perce son plan. La développable aura ainsi doux som-

mets sur chacune des directrices réelles.

522. Telles sont les dispositions différentes que la surface présente quand

deux directrices sont des coniques à centre situées dans des plans parallèles (').

On doit distinguer deux grandes variétés. Dans la première, la surface se divise

en deux parties ayant cliacune son arête de rebroussement distincte; elle a quatre

lignes doubles réelles, dont deux portent quatre sommets. Quatre des huit som-

mets sont sur une partie de l'arête de rebroussement, et les quatre autres sur

l'autre. Les groupes ordinaires se composent de huit génératrices, et les groupes

simples de quatre.

Dans la seconde variété, la surface ne se divise pas en deux parties. Elle a

deux lignes doubles dont chacune porte deux sommets. Les groupes ordinaires se

composent de quatre génératrices, et les groupes simples de deux.

Enfin, la surface peut être imaginaire.

Déteniiimiiion générale des surfaces d'ombre et de pénombre . — Dévelop-

pable circonscrite à deux surfaces du second degré.

525. Considc'ralions générales. L'exercice auquel sont consacrées les Pi. XXIV,

XXV, XXVI et XXVII montre comment on peut résoudre les problèmes gra-

phiques qui se rattachent à la détermination de l'ombre d'une aire opaque

éclairée par une aire lumineuse. Il sera souvent nécessaire de couper la dévelop-

pable par des plans, pour obtenir des points de sa courbe d'intersection avec elle-

même. L'ombre sera indéfinie quand la surface n'aura pas de ligne double du côté

de l'aire opaque, et quand elle en aura une dont la partie utile s'étendra à l'infini.

524. La surface générale de l'ombre ne sera pas modifiée si l'on remplace les

aires par des corps dont les surfaces lui soient inscrites. L'ombre d'un corps

opaque éclairé par un corps lumineux est donc limitée par l'enveloppe des

positions d'un plan (jui se meut en les touchant toujours, et les laissant d'un

même côté. On trouve par un raisonnement analogue que, si les corps étaient de

côtés différents du plan mobile, l'enveloppe formerait la surface de la pénombre.

(') Lorsque les directrices données ne sont pas dans des plans parallèles, les points M, N, R et S d'un

même groupe {_fig. 264) sont les sommets d'un quadrilatère dont les côlés convergent deux à deux vers les

points g et h (art. 310, note), et dont les diagonales se croisent au pôle A de XV.

Quand l'une des courbes A et A' ne rencontre pas la droite XY, sa transformée est une ellipse, et la

surface a huit sommets; mais si les deux directrices coupent XY, et si les points de section sont alternes

{^g. 267), les transformées seront des hyperboles ayant la disposition indiquée surla^^. 249, et alors la

surface n'aura que deux lignes doubles A et A', et quatre sommets I, Ii, J et Ji. lïnfin, si les coniques

étaient disposées comme il est indiqué sur la^g-. 25i, la perspective leur donnerait les positions relatives

indiquées sur h^Jig. 2G5, et la surface serait imaginaire.
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Il arrive quelquefois que la dévelojqialiie complète se compose île deux cônes;

mais, en général, elle a une arête de rebroussement, et sa détermination exige

des tracés très-longs. On peut obtenir des génératrices en menant des plans tan-

gents communs à deux cylindres respectivement circonscrits aux surfaces et paral-

lèles à une même direction arbitraire, et en joignant par des droites les points

où un même plan touche les deux surfaces. Pour avoir un résultat de quelque

exactitude, il faut répéter cette opération un assez grand nombre de fois.

525. Surfaces du second degré inscrites dans la développable circonscrite à deux

coniques. Nous allons rechercher si des surfaces du second degré peuvent être

inscrites dans la développable qui est représentée dans les PL XXIV, A'A'K/et

XXVII. Nous conserverons les notations de l'article 494.

Pour qu'un plan

f i) Xx + Hv + Cs = I

soit tangent à la développable, il faut qu'il contienne les tangentes des directrices A

et A', en deux points d'une même génératrice ; les équations de ces tangentes sont

' X = o, ' X = a.

En exprimant que ces droites se confondent avec les traces du plan (i) sur les

plans de A et de A', on trouve quatre équations qui, en vertu de la relation (3)

de l'article 494, se réduisent aux trois suivantes :

' ' a\ b' ù I b- c'

Considérons maintenant une surface du second degré, ayant son centre sur

l'axe A.r, et dans laquelle cet axe et les diamètres parallèles aux autres axes Aj
et A's (y/g. 261 et 262) forment un svstème de diamètres conjugués. Son équa-

tion sera

En cherchant la condition pour que le plan (i) touche cette surface, on trouve (')

A- f À" — a- :

-4- B" u.- ^ C- v- -H 2 Au — i -= o

{') On calcule l'équation générale du plan tangent à la surface (3), et l'on exprime que ce plan se

confond avec (i); on obtient ainsi trois équations de condition, on en déduit les coordonnées du point

de contact et l'on porte leurs valeurs dans l'équation (3).

On peut encore éliminer une des variables entre les équations (i) et (3) et exprimer que l'équation

que l'on obtient est décomposable en deux facteurs du premier degré, car alors le plan coupe la surface

suivant deux droites.
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et, remplaçant A, B et C par leurs valeurs (2),

1^'+ il' + (''" - "•' }^T, kr,
— 2--^(X- — if- -T-au) £ -1 —

I fA 9 \ I n^ h* r^'

^

n^ h^ ^ ' '.' rt*^1- -r-^.,/
' V" - la^b'p" 'a^b'

r»

Cette équation exprime que la surface (3) est tangente en un point au plan

qui louche la développable le long de la génératrice considérée. Une seule des

variables auxiliaires, par exemple
fj,

suffit pour déterminer cette droite; les va-

leurs correspondantes de 7 et de
fi'

sont données par les équations (i) et (9) des

articles 49i et 498.

Éliminant 7 et le carré de /5', nous trouvons

(4) M,5^4-P=N^„

en posant

b' |_6" t- ' a'o-c^
I

a' h' ^

I
I
4- 2 - ^ - - I = P.

a c'

Élevons l'équation (4) au carré, portons-y la valeur de
fi'-

prise à l'article 498,

et ordonnons,

Wfi^ - [.MP - ^?^^ {c"-b'"- - i=c-)]
fi"-
+ [P= - N= |;$] = o.

Pour que la surface du second degré soit touchée par tous les plans tangents de

la développable. il faut que cette équation soit satisfaite quel que soit
fi,

et par

suite que les coefficients des trois termes soient nuls, ce qui exige que M, N et P

soient égaux à zéro. Nous avons ainsi trois équations; en les résolvant par rap-

port à >.-, /x^ et v^, on trouve

(5) k- = 11' — ait. P.-

=

o- -f -0-, V- = c- -{— c.

A toute grandeur de u correspondent des valeurs pour ).-, p.- et v', et par con-

séquent tout point de l'axe des abscisses est le centre d'une surface du second

degré inscrite dans la développable, et ayant d'ailleurs des diamètres conjugués

parallèles à nos axes coordonnés.

526. Quand u est nul, on trouve

X" = O, IJ." -— />', V" = c".
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La surface du second degré se réduit alors à la directrice A. La valeur a de m fait

de même trouver la seconde directrice A'. Enfin, si l'on donne à u la valeur (lo)

de l'abscisse n du centre de A" (art. 50o), on obtient pour ).- et u." les valeurs de

p^ et de q-, et v- devient nul. Ainsi donc cbacune des coniques lignes doubles 4^

la développable représente une surface du second ordre inscrite, qui se distingue

des autres en ce qu'un de ses trois diamètres conjugués est nul.

Si le centre de la surface inscrite parcourt l'axe des abscisses, à chacune de

ses coïncidences avec le centre de l'une des lignes doubles, un des carrés À-, |u.-

et v° changera de signe, et la surface passera d'un genre à un autre. Quand le

centre sera à l'infini, p.' et y^ changeront de signe simultanément.

Une directrice regardée comme une surface aplatie inscrite dans la dévelop-

pable est une aire plane limitée îi la courbe et située du côté de sa concavité, ou

du côté de sa convexité, suivant qu'on la rattache à l'une ou à l'autre des deux

séries dont elle forme la transition. Ainsi la directrice A est l'aire contenue dans

le cercle, ou toute la sut face de son plan sauf le cercle, suivant (ju'on la consi-

dère comme le dernier des ellipsoïdes qui ont leur centre à gauche du point A,

ou comme le premier des hyperboloïdes qui ont leur centre entre les points A
etO(').

o27. Pour toute valeur de l'abscisse u, la surface du second degré inscrite dans

la développable représentée sur les ^o-. 1261 et 262 est réelle. Nous allons re-

chercher si cela tient à une disposition spéciale des directrices A et A', ou s'il

en est toujours ainsi. Les équations (5) permettent de résoudre facilement cette

question.

Pour qu'une valeur de u détermine une surface inscrite réelle, il suffit que l'un

des trois carrés }}, u?, v- soit positif. L'abscisse a de A' peut être regardée comme

positive, et par suite X- sera positif lorsque u sera négatif, et lorsqu'il sera positif

et plus grand que a. Ainsi donc tout point de l'axe des abscisses autre que ceux

du segment AO [fig. 261) est le centre d'une surface réelle du second degré in-

scrite dans la développable, quelles que soient les coniques directrices A et A'.

Il nous reste à examiner ce qui arrive lorsque l'on suppose à l'abscisse u des

valeurs comprises entre o et a.

Si A est une ellipse, le premier terme de chacune des valeurs de;j.- et de v- sera

positif, et, comme è" et c'- ne peuvent être négatifs simultanément (car nous

éloignons le cas où A' serait imaginaire), nous voyons que l'un au moins des carrés

\3? etv- sera positif. On arriverait au même résultat, et par les mêmes raisonne-

ments, si A' était une ellipse.

(') M. Dupin a le premier reconnu que les coniques qui forment les transitions des différents genres

dans les séries de surfaces du second degré doivent être considérées comme des surfaces aplaties (Déve-

loppements de Géométrie, p. 270).
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Quand A et A' sont des hyperboles placées de numière que leurs diamètres

transverses se correspondent {fig. aSa), deux carrés tels que h- et 6'^ouc- ctc'-

sont positifs, et la valeur correspondante pour p,^ ou v' est également positive.

Enfin si A et A' sont des hyperboles placées de manière que leurs diamètres

transverses ne se correspondent pas, deux carrés tels que &'' et c- seront négatifs ;

après avoir mis leur signe en évidence, on trouve que les conditions pour que nr

et v^ soient positifs sont

^ ah'^ ^ uc'

0'
-i- ' c' -h c '

ou (art. 503)

Il < AK, i<> AL,

en désignant, comme sur lay?^. 2G1, par A, K et L les centres de A, de A'" et de

A". Dans nos hypothèses, les points K et L sont sur le segment AO.

Si AK est plus petit que AL, aucun des points du segment KL ne sera le centre

d'une surface réelle du second ordre inscrite dans la développable; mais si AK est

plus grand que AL, un au moins des carrés ur et •/- sera positif, quel que soit u.

On a dans ce cas

b'-f- b"' ^ c'-'+ f'-'

d'où

b^ ^ b'^

Cette inégalité signifie que les angles des asymptotes des deux directrices A et A'

n'empiètent pas l'un sur l'autre [fig. 2GG). Nous avons vu que la développable

est réelle quand cette condition est satisfaite, et imaginaire lorsqu'elle ne l'est

pas (art. 521, 4°).

En résumé, quand deux coniques sont situées dans des plans parallèles, tout

point de la droite quipasse par leurs centres est le centre d'une surface réelle du second

degré inscrite dans la développable qui leur est circonscrite, lorsque cette développable

est elle-même réelle (
'

)

.

Quand la développable circonscrite aux coniques A et A' est imaginaire, les

équations (3) et (5) représentent encore une série de surfaces du second ordre;

mais ces surfaces n'ont pas d'enveloppe (art. 434). La discussion précédente

comprend implicitement, pour la position des centres des surfaces réelles, les

résultais relatifs à ce cas.

(') Les génératrices de la développable circonscrite sont divisées homograpliiquement par les lignes

de contact des surfaces du second ordre inscrites. Ce tliéorème, plus général que celui de l'article 513,

peut lui-môme recevoir une extension importante.

Voir notre Ouvrage sur les Surfaces réglées léiraédrales symétritiiics, premier Jlémoire, art. 39, 70, etc.

II.

'

12
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Les formules que nous avons obtenues supposent que les directrices A et A' ne

sont pas des hyperboles ayant leurs asymptotes croisées, car alors les plans coor-

donnés seraient imaginaires. Plusieurs des théorèmes que nous obtiendrons sont

indépendants de l'existence de ces plans et par conséquent généraux, mais pour

donner plus de précision ii notre étude, nous la restreignons au cas où les quatre

lignes doubles sont réelles. Nous indiquerons plus loin comment on peut ob-

tenir des formules applicables au cas où les plans de deux lignes doubles sont

imaginaires (art. 330

^

o28. La première des équations (5) montre que le centre de chacune des direc-

trices A et A' est le pôle du plan de l'autre par rapport à la surface inscrite. Les

pôles de A" et de A'" par rapport à la même surface sont à l'inliin, dans des direc-

tions déterminées et indépendantes de l'abscisse a. Ainsi les plans des lignes

doubles ont les mêmes pôles par rapport à toutes les surfaces du second ordre

inscrites. Il est d'ailleurs facile de voir que le pôle de l'un quelconque des plans

est l'intersection des trois autres plans.

Nous allons maintenant rechercher quelle relation existe entre les pôles d'un

plan, autre que ceux des lignes doubles, par rapport aux surfaces inscrites.

La surface étant donnée par l'équation (3), l'équation du plan polaire d'un

point [x' ,y', z') sera

x — u

,

,
•)'

,
-s'

D'après cela, on trouve facilement, pour déterminer les coordonnées x' , y et ='

du pôle d'un plan quelconque

A a; H B V H- C 3 = i

,

les formules

A/,- , I5y.=
,

Cv=
X — î< = r— > X =

I ^ A M I — S. H

et, remplaçant ),-, [j? et v- par leurs valeurs ^5),

,
i — ka

a; = « —
- 5

I — A u

•'
I — A u\_a '

J

z = — - c - — c- ;
-^ c- •

I — A H L"
'

J

En éliminant n entre la première de ces équations et chacune des deux autres,

on obtient les équations de la ligne des pôles du plan par rapport aux surfaces
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du second ordre inscrites dans la développable

-T- c- 1 x' -+- z' = Ce- (

a \Aa-

C/ c'-

« \A rt -

Nou s voyons que les pôles d'un plan quelconque par rapport à toutes les surfaces

du second ordre inscrites dans la déi'eloppahle sont en ligne droite (-). La trace de

cette droite sur le plan d'une directrice et par rapport à celte courbe est le pôle de la

trace du plan.

529. Si nous porlons les valeurs (5) dans l'ëquation (3), nous aurons l'équa-

lion générale des surfaces du second degré inscrites dans la développable

' lû — au u[b'' — b'') -\- ab- u[c'^ — c')-i-ac^

Nous allons chercher les points où uuc surface inscrite rencontre les directrices

A et A'. Si nous remplii^'ons successivement x, y, z par o, /3, y et par a, fi', -/,

l'équation (G) nous donnera

p=

u{b'' — b^) -i- ab^ u{c''' — c^
o,

n[b'' — b-) -^ ab- u[c'^ — c') -^ ac'' a

L'élimination de
-f-

et de •/'- entre ces équations et les équations (i) et (2]

art. l-9i-), qui représentent les courbes A et A', donne

\^'-
'j"b'

-b'

= ?/'

u —
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génératrice, mais les variables /3 et [j n'y entrant qu'au carré, elle exprime la rela-

tion qui existe entre les ordonnées des points de ces courbes qui appartiennent à

un groupe, car tous les points d'un groupe sur A ou sur A' ont les mêmes ordon-

nées en grandeur absolue (art. 519). Les huit points où les directrices A et A'

coupent une surface inscrite dépendent donc d'un groupe, et les huit droites qui

forment ce groupe ayant chacune deux points sur une surface du second ordre,

et lui étant d'ailleurs tangentes, en sont des génératrices. Ainsi donc cJiaque sur-

face du second ordre inscrite dans la développahle la coupe suivant huit droites

{réelles ou imaginaires) qui composent un groupe; réciproquement les huit droites

d'un même groupe déterminent un hyperholoïde inscrit dans la développahle.

Si l'on veut connaître la position du centre de l'hyperboloïde d'un groupe dé-

terminé, il faut résoudre l'une ou l'autre des équations (7); elles donneront la

même valeur pour u, car les carrés /3- et /3'" doivent avoir entre eux la relation

établie par l'équation (9) de l'article 498.

Dans notre exercice, les hypcrboloïdes des groupes réels ont tous leur cen trc

sur le segment LK de l'arc Ax [fig. 261 ).

530. Nous allons maintenant chercher l'équation de la développahle, en la

considérant comme l'enveloppe des surfaces représentées par l'équation (6). Si

l'on ordonne celte équation par rapport au paramètre variable u, on obtient

(8) A«' +B«--+-C;/ -h D = 0,

en posant

À = y- H z- — ' 4 ^ (2X -a\
a ' a a' ^

B = ^ 4 ^ ^' -^ (^c — c-)y- -h [sb- — b-}z-

b"' c" -h b'c'^— 2 b'' c- , V

(ix — a),
a * '

b'~ c^ -\- b^c'^ ib^c"^ ,

C = —
'-
x'- — ac' y- — ah' z' — h- c" {2X — à

,

D= h-c-x"".

Si l'on attribue ax, y et :; les valeurs des coordonnées d'un point déterminé de

l'espace, suivant sa position, l'équation (8) aura une ou trois racines réelles, et,

comme une enveloppée correspond à chaque valeur réelle de u (art. 527), on voit

que l'espace se trouve partagé en deux régions : trois enveloppées passent par

chaque point d'une région, et une seule par chaque point de l'autre. Les deux

régions sont séparées par une surfiice en tout point de laquelle passent trois enve-

loppées dont deux sont confondues en une seule. Cette surface est par conséquent

le lieu des intersections successives des enveloppées, c'est-à-dire l'enveloppe. Les
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points d'une enveloppée parliculière qui appartiennent à la développable sont

donc tels, que leurs coordonnées satisfont à la fois à l'équation (8) et à sa dérivée

(c)) 3A«- -t- 2Bm -î- C = o,

lorsque l'on donne à u la valeur qui convient à l'enveloppée. Les équations (8' et

fg) représentent donc une caractéristique, et si l'on élimine entre elles le paramétre

variable u, on aura la surface lieu de ces courbes, ou l'enveloppe.

Éliminant d'abord lû entre l'équation (8) et l'équation (f)j multipliée par u,

on obtient

B »- — 2 C jf 4- 3 D = o

.

L'élimination de ir entre cette équation et l'équation (ij) donne

_ BC — 9*.!)

" " 6AC- 2B^

Portant enfin cette valeur de w dans l'équation f<}},on trouve pour représenter la

développable l'équation du buitième degré

(m) 2-j\.-Y)' - 18ABCD - B=C^ - 4B'D ^ .'iC\V = o.

Un raisonnement très-simple pouvait faire prévoir que la surface est du bui-

tième ordre : si on la coupe par un plan contenant une génératrice, la section

sera composée' de cette droite et d'une courbe qui la rencontrera aux quatre points

(réels ou imaginaires) où elle coupe les lignes doubles, et au point où elle toucbe

l'arête. Ce dernier doit compter pour trois, parce que la courbe y a un rebrous-

sement et que la génératrice est la tangente du rebroussement. La section est

donc formée d'une droite et d'une courbe qui a sept points f réels ou imaginaires)

communs avec elle, et qui, par conséquent, est du septième degré. En général,

une développable algébrique de l'ordre « a sur cbacune de ses génératrices (n — 4)

points doubles ou plutôt des points multiples représentant [n — l\) points

doubles.

Les deux équations (8) et (9) ([ui l'cprésenlenl une caractéristique sont du

second degré en x, y et z, et ne contiennent ces deux dernières coordonnées qu'à

la seconde puissance. Les projections des caractéristiques sur les plans coor-

donnés qui se coupent suivant l'axe des abscisses sont donc des courbes du secon d

ordre (' ).

551. Nous avons vu que cbaque point de la développable appartient à trois

enveloppées dont deux sont réunies en une seule; la troisième est l'byperboloide

('
)
Voir le Méninirc déjà cilé sur la throric des polaires réàpruqit
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(lu groupe dont dépend la génératrice qui passe au point considéré. Les liyper-

boloides des groupes sont donc les seules enveloppées qui ti'aversent la dévelop-

pable : les autres n'ont en commun avec elle que leur caractéristique. Ces liypcr-

boloides sont aussi les seules enveloppées qui touchent la développable dans la

partie voisine de l'arête de rebroussenient, car les huit points de rencontre des

génératrices de deux groupes consécutifs sont sur l'intersection des hyperbo-

loïdes de ces groupes : en d'autres termes, les huit points où les génératrices d'un

groupe rencontrent l'arête de rebroussenient appartiennent à la caractéristique

de riiyperboloide de ce groupe. Les trois enveloppées qui passent par un de ces

points sont confondues en une seule, et par suite leurs coordonnées satisfont à

l'équation (8), à sa première dérivée (g) et à sa seconde dérivée

(12) 3 A u -i- B = o

lorsque l'on donne à mine certaine valeur; et si l'on élimine entre elles trois le

paramètre variable u, on aura les équations de l'arête qui est l'enveloppe des

caractéristiques, comme elle est l'enveloppe des génératrices rectilignes, ainsi

que nous le savons déjà.

Le système des équations (9) et (10) équivaut à celui des équations (8) et {9);

il sulfit donc d'éliminer u entre (9), (10) et (12). On trouve pour représenter

l'arête de rebroussement les deux équations du quatrième degré

(i3) B=-3AC^o, C-~-3BD = o.

Les hyperboloïdes des groupes ont pour limites les directrices qui portent les

sommets ('). Les caractéristiques des autres surfaces du second ordre inscrites

dans la développable se succèdent sans se rencontrer.

Sur la y?»'. 261, l'ellipse, trace horizontale de l'hyperboloïde d'un groupe,

serait tangente aux projections des génératrices de ce groupe, et aussi aux géné-

ratrices de la développable situées dans le plan horizontal, car elles touchent,

comme les autres, toutes les surfaces inscrites.

S52. L'é(|uation (i i) représente, outre la surface, les parties parasites des

directrices, car, sous le rapport analytique, elles sont inséparables des parties

utiles. C'est ainsi qu'à l'article 494 nous avons trouvé pour trace horizontale de

(') Puisqu'il ne passe par un point de l'espace que trois enveloppées, les sommets ne peuvent appar-

tenir à quatre de ces surfaces réunies en une seule, et par suite une troisième différenliation ne les ferait

pas conr.aitre. Quand on indique ce procédé pour déterminer les points de rebroussement de l'ai été d'une

enveloppe, on suppose que chaque caractéristique ne louche cette arête qu'en un point, tandis que sur

la surface que nous examinons chaque caractéristique est tangente à l'arête en huit points qui donnent

naissance aux sommets en se réunissant deux à deux sur des directrices que l'on doit considérer comme
les caractéristiques d'hyperboloïdes aplatis.
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la développable l'ellipse PIQ tout entière [Jîg. 2G1). D'après cela, si un plan

sécant rencontre des arcs parasites, la section aura des points isolés. La courbe

et ces points forment, en général, un système géométrique indécomposable; mais

la séparation peut être faite quand le plan sécant est celui d'une directrice.

La trace de la surface sur le plan d'une ligne double se présente de deux

manières différentes : tantôt on trouve, outre une conique PIQ [fig. 261), quatre

tangentes qui se croisent deux a deux aux points C, (",, B, B,, H et G, traces des

autres directrices; tantôt on obtient une conique (BB,, E'E', ) et quatre tangentes

imaginaires qui passent deux à deux par les traces réelles - et tt, d'une autre

directrice. La section par le plan vertical BB, comprend ainsi, outre le cercle A,

les points - et tt, [fig- 202), comme il est facile de le vérifier par les formules

précédentes.

353. Nous avons reconnu art. 509) que, quand la troisième directrice A" est

tangente au plan de la première A, celle-ci se confond avec A', et que la surface se

décompose en deux fois leur plan et en une développable plus simple : a est alors

nul, et l'on reconnaît, d'après la première des équations (5), que ).^ est égal à u? ;

d'où il résulte que les surfaces inscrites sont toutes tangentes entre elles et au

plan des deux directrices réunies, et que l'origine est le point de contact.

Si l'on veut avoir dans ce cas l'équation de la développable, il faut, dans les

expressions de A, B et C (art. 530), remplacer a, b'-, c'^ par leurs valeurs (11)

(art. 503), et supposer ensuite n égal [\ p. On oluienl alors

. c- o
,

q-—!'- „
g'' — h- „

p- p p-

n q' — !>' .10, „ .,
, jo o q'—zb' .,

B = — ~ c-x- -T- c-\- -i- b- z- — 2 c-.v,

F'
-

P

C=^Ç!c-x, C = x—ab-,
l>

D = Jr c- x'-.

En partant dans l'équation ^11) les valeurs de D et de C, on obtient pour la déve-

loppable, après avoir supprimé un facteur a;^, l'équation du sixième degré

( 1 4 ) 27 A- è'' c= a;- - i 8 ABC b- c- .r - B- C'- c= -î- 4 B^ b- -^ 4 C'^ A c ' a,- = o

.

Les équations (i3) de l'arête de rebroussement deviennent

B= - 3AC'c-a; = o, C'-C" - 3BZ^- = o:

la deuxième est du second degré.

Quand l'abscisse est nulle, ré(]uation (r4) se divise en deux

C'-c- - 4B^-= o, B== o
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La première donne hi ilirectrice A, et la soconJe ou deux fois les asymptotes de A

qui sont des génératrices de la surface, ou deux fois le point de conlact de A" si A

est une ellipse (').

554. Considérons maintenant une deuxième surface du second ordre inscrite

dans la développable, et appelons >.', |u.', v' les valeurs de 1, p., v qui la concernent

et u, la distance de son centre au centre de la première surface inscrite : nous

aurons
y- =

( « -h u,j- — a{u -r u,),

'5 bis)
,p^h^-'^^[h^-iy^),

Si les deux surfaces inscrites sont données, les six équations (5) et (5 bis)

feront connaître les paramètres rt, b, c, b' et c' de la développable et l'abscisse u

qui détermine la position de l'origine des coordonnées, c'est-à-dire du centre de

la première directrice A.

Les deux premières des équations (5) et (5 bis) donnent u et a. On trouve, en

éliminant a et résolvant,

Les deux valeurs de u font connaître les centres des directrices A et A'; leur

différence est l'abscisse a. En portant' l'une d'elles dans les équations (5)

et (5 bis), on déterminera les demi-diamètres b, c, b' et c' des directrices A et A'.

Si l'on employait l'autre valeur, on trouverait pour è et c les longueurs déjà

obtenues pour b' et c', et réciproquement.

La seule relation qu'aient entre elles deux surfaces du second ordre inscrites

dans la développable que nous considérons (celle dont deux lignes doubles sont

dans des plans parallèles) est que les plans diamétraux conjugués avec la ligne

des centres soient parallèles; donc, toutes les fois que cette condition sera satis-

faite pour deux surfaces du second ordre, les formules que nous avons trouvées

détermineront complètement la développable circonscrite (').

(') L;i développable n'est que du quatrième degré quand les directrices dontices sont des coniques

tangentes à une même droite (art. 4.56). Il est facile de voir par la déformation homologique que celte

disposition correspond au cas où les deux directrices A et S' situées dans des plans parallèles sont des

paraboles.

() Cetle équation est idonti(iue avec celle de l'article 510, eu égard aux notations et au signe de n

(voir la première note de cet article).

(') Si nous faisons une perspective relief du système que nous venons d'étudier, nous aurons deux

surfaces du second ordre placées d'une manière quelconque dans l'espace et une développable circon-
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555. En discutant les équations (5) (art. 525), on reconnaît qu'il y a deux

séries d'ellipsoïdes inscrits dans la développable représentée sur les fi^. 261

et 262. Deux ellipsoïdes d'une même série se rencontrent avec pénétration, et si

l'un d'eux est lumineux et l'autre opaque, il y a deux ombres sans pénombre.

Suivant celle des deux surfaces qui est lumineuse, la limite des ombres est

formée par l'ellipse A' ou par les arcs utiles de l'ellipse A". Quand les ellipsoïdes

n'appartiennent pas à la même série, ils sont entièrement extérieurs l'un à l'autre

et il se forme une pénombre.

Les deux surfaces directrices considérées à l'article précédent étant supposées

être des ellipsoïdes, les deux valeurs de «données par l'équation (G) seront réelles

quand il y aura pénétration entre les surfaces et quand elles ne se rencontreront

scrite ayant quatre ligTies doubles planes du second ordre, et telles, que le point d'intersection des plans

de trois d'entre elles soit, par rapport aux deux surfaces inscrites, le pôle du plan de la quatrième. Cne
infinité de surfaces du deuxième degré seront inscrites dans la même développable; comme d'ailleurs les

pôles d'un plan quelconque, par rapport aux surfaces inscrites du système primitif, sont en ligne droite,

quel que soit le plan qui s'éloigne à l'infini dans la déformation homologique, les centres des surfaces

inscrites transformées seront également en ligne droite.

Du reste, pour qu'il fût rigoureusement démontré par ces raisonnements que la développable circon-

scrite à deux surfaces du second degré a toujours quatre lig^nes doubles planes et du second ordre, il

faudrait établir que les transformées homologiques de deux surfaces du premier système n'ont entre elles

aucune relation nécessaire; mais cela nous écarterait de notre route, et d'ailleurs le théorème dont il

s'agit est assez connu depuis les travaux de M. Poncelet [Journal de Crellc, t. IV, p. 37).

On peut, par la théorie des polaires réciproques, déduire des propositions que nous avons obtenues pour

la développable circonscrite à deux surfaces du second degré d'autres propositions pour la courbe d'in-

tersection de deux surfaces de ce degré. Nous nous bornerons à quelques observations.

La courbe d'intersection C, de deux surfaces du second ordre appartient à une infinité de surfaces de

cet ordre qui forment une série continue. S'il y a pénétration, quatre cônes 0, !?', d" et 'T" font partie

de cette série : chacun d'eux est la transition d'une suite d'hyperboloïdes à une nappe, à une suite

de surfaces dépourvues de génératrices rectilignes. Deux des cônes '1" et 0'" ont quatre génératrices tan-

gentes à C, ; les surfaces de la série comprises entre eux sont des hyperboloïdes à une nappe ayant

huit génératrices tangentes à C,. Les deux autres cônes S et J" n'ont pas de génératrices tangentes à C,
;

les surfaces comprises entre eux sont des hyperboloïdes à une nappe dont aucune génératrice ne

touche C,. Entre 'V et 0", et entre S'" et i , la série comprend des surfaces dépourvues de génératrices

rectilignes; chacune de ces deux suites commence et finit ordinairement par des hyperboloïdes à deux

nappes; mais, lorsqu'un cône de transition est un cylindre, des ellipsoïdes succèdent aux hyperboloïdes à

une nappe.

Quand les surfaces se coupent avec arrachement, la série ne contient que deux cônes, et par suite elle

se divise en deux parties seulement. L'une comprend des surfaces du second ordre dépourvues de géné-

ratrices rectilignes, l'autre des hyperboloïdes à une nappe ayant quatre génératrices tangentes à G,. Cha-

cun des deux cônes a deux génératrices tangentes à C^.

Les génératrices d'un hyperboloïde tangentes à la courbe appartiennent en nombre égal aux deux

systèmes de génération rectiligne. Les tangentes de C, sont ainsi réparties en groupes. Dans le cas géné-

ral, chacune d'elles en rencontre quatre autres, et la développable osculalrice de C, a quatre lignes doubles

distinctes : elle est par suite du huitième ordre (art. 330). (Voir sur la développable osculatrice d'une

courbe du quatrième ordre, intersection de deux surfaces du second ordre, les théorèmes, 23 24 et 25

dans la Communication faite par M. Chasies à l'Académie des Sciences les 17 et 24 février 1862.)

11. i3



98 LIVRE VI. — SURFACES DÉVFXOPPABLES.

pas (art. 510). Les ellipsoïdes apparlieiidroiit, dans le premier cas, à la même
série, et dans le second aux deux séries distinctes.

Le second cas se présente seul dans les applications; si l'on opère grapliique-

ment, on prendra pour plans coordonnés les plans des diamètres conjugués

parallèles des sections diamétrales qui sont conjuguées avec la ligne des centres.

Les tangentes communes des sections contenues dans chacun des plans coor-

donnés seront les quatre génératrices d'un groupe simple; elles donneront par

leurs croisements la position et les longueurs des diamètres conjugués parallèles

des directrices A et A'. Ces courbes étant ainsi déterminées, on continuera l'épure

comme aux articles 488-495.

Pour avoir la courbe de contact ou caractéristique d'un ellipsoïde, on choisira

divers points sur une directrice; on fera passer par chacun d'eux un plan conte-

nant les deux génératrices qui s'y croisent; on déterminera la courbe suivant

laquelle il coupe l'ellipsoïde, et enfin les points où celte courbe est touchée par

les génératrices.

006. Si la développable est déterminée par les directrices A" et A'", en plaçant

l'origine au centre de A", et désignant par a", fi", 7" et a'", fi'",
7'" les coordonnées

de deux points de ces courbes situés sur une même génératrice, nous aurons

P' 1"
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557. Cas où les surfaces inscrites sont concentriques. Surfaces homofocales. Si une

développable est déterminée par deux coniques concentriques A et A", nous pren-

drons pour axes coordonnés l'intersection de leurs plans, et les diamètres qui

dans chacune d'elles sont conjugués avec cette droite; puis désis;nant par u, /5, y

et a", P",
y" les coordonnées de deux points de ces courbes situées sur une même

génératrice, nous aurons

(
j3' y . at."^ (5"'

(i) I b' c' 1 p' q'

' a = o, I 7" = o.

La seconde directrice A' est à l'infini; la quatrième A" est concentrique avec les

premières, et située dans le plan des axes des abscisses et des ordonnées z

fart. 308).

Les tangentes des directrices, aux points considérés de ces courbes, situés sur

une même génératrice, ont pour équations

! o--^ c'

( a; = o,

a" (3"

z = o;

étudié aux articles 49i et suivants. Nous indiquerons la marche qu'il a suivie et les résultats qu'il a

obtenus.

La projection d'une génératrice de la développable sur le plan de A'" est donnée par l'équation

X = ; —)
y —y

que l'on peut écrire

.r = A3-t-P.

L'intersection d'un point de celle droite avec celle qui lui est infiniment voisine donne, pour l'or-

donnée z„ d'un point de l'arête,

r/P fTP rf/

_ r/7 il-/' dy
^'^ ~ iâ dk (li_

'

d-j
"*"

d-i' d-j

En portant cette valeur de z„ dans les équations d'une génératrice, on détermine les coordonnées .r„

et j„ du point considéré de l'arête de rebroussement, en fonction de la variable indépendante 7. Calculant

ensuite les équations des deux cônes qui onl pour directrice l'arête et pour sommets les centres A et

de A et de A", on trouve

) ayant la valeur indiquée à l'article .Ml.
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comme d'ailleurs ces tangentes doivent se couper sur l'axe des ordonnées v,

intersection des plans des directrices données, nous avons la relation

Pour qu'un plan

soit tangent h la développable, il faut qu'il contienne les tangentes dont les équa-

tions sont ci-dessus, et par conséquent que l'on ait

P

Considérons maintenant une surface du second degré, ayant son centre à l'ori-

gine, et trois diamètres conjugués dirigés suivant les axes. Son équation sera

La condition pour que le plan (3) touche cette surface est exprimée par l'équa-

tion (art. 52î>, note)

A-),= + |3=fx- + C-v= = 1.

En portant les valeurs trouvées pour A, B et C, on obtient

Enfin l'élimination des variables auxiliaires a" et 7 a l'aide des équations (i) et (2)

donne

\p'b' b- c'j^ \p' c- I

Pour que la surface (4) soit inscrite dans la développable, il faut que cette

équation soit satisfaite, quel que soit (3 : de là l'ésultent deux équations de con-

dition entre X-, ij^ et v-, et par suite on peut se donner arbitrairement l'un des

diamètres conjugués de la surface inscrite.

On peut prendre pour équations de condition deux quelconques de.s liois ci-

dessous; la première est obtenue directement, les deux autres résultent de la

combinaison de celles que l'on trouve :

p <^

je- q-
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Nous avons vu, à l'arlicle o08, que les carrés des demi-diamètres conjugués de

la conique A sont

b^ q-

il résulte donc des équations (5) que les demi-diamètres conjugués des surfaces

inscrites sont les coordonnées de coniques qui seraient décrites sur les diamètres

conjugués des directrices dirigés suivant les intersections de leurs plans.

Si l'on suppose nul l'un des demi-diamètres )., p. ou v, on trouve que les deux

autres sont égaux à ceux de la conique dont le plan est conjugué avec la direction

du premier; les trois directrices doivent donc être considérées comme des surfaces

inscrites aplaties, ainsi que nous l'avons déjà remarqué dans le cas où deux de ces

courbes sont dans les plans parallèles (art. 526).

o58. Si nous portons dans l'équation (4) les valeurs de u.- et de > données

par les relations (5) en fonction de /*, nous aurons l'équation générale des sur-

faces du second degré, inscrites dans la développable,

Si maintenant on ordonne l'équation (6) par rapport à /.-, on trouve

(7)

en posant

D = b'

Chaque valeur de X- détermine une surface du second ordre inscrite; il passe

donc par un point de l'espace une ou trois surfaces inscrites. Tous les raisonne-

ments de l'article o50 sont par conséquent applicables à la développable que nous

étudions, et l'équation (ii) de cet article la représentera, si l'on y regarde les

lettres A, B, C et D comme remplaçant les expressions (8).

Quand les deux directrices données se rencontrent, b" est égal à q-, A est nul,

et l'équation (i i) réduite à deux termes se divise dans les deux suivantes :

B^ = o, C--4BD = o.

La première donne deux fois les plans tangents communs, et la seconde les
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deux cylindres circonscrits aux coniques. Les équations (5) montrent que dans

ce cas p.^ est toujours égal à la valeur commune de Ir et de q-, et par suite que

toutes les surfaces du second degré inscrites sont Intangentes. Ces résultats étaient

faciles a prévoir.

559. Les équations de la caractéristique d'une surface inscrite en fonction de

ses demi-axes sont très-simples. On les obtient facilement en considérant cette

courbe comme le lieu des points de contact des plans tangents à la développable,

avec une surface du second ordre inscrite.

Les coordonnées du point de contact du plan (3) avec la surface (4) sont

portant pour A, B et C les valeurs trouvées à l'article 537, et éliminant a " et y à

l'aide des relations (i) et (2), on obtient

Entin l'élimination de jî^ entre ces équations prises deux à deux donne

/* \i. p' v'

La construction des projections des caractéristiques peut faire le sujet d'un exer-

cice graphique intéressant.

L'élimination de X, /u. et v entre deux des trois équations que nous venons de

trouver, et deux des équations de condition (5), donnerait l'équation de la déve-

loppable que nous avons obtenue d'une autre manière.

540. Si une développable doit être circonscrite à deux surfaces concentriques

du second degré, on prendra pour axes coordonnés les diamètres conjugués com-

muns en direction ( '), etl'on aura deux systèmes de valeurs de X-, p.- et v- qui satis-

feront aux équations (5); on obtiendra ainsi quatre équations distinctes, à l'aide

desquelles on pourra déterminer les quantités b-,c-,p- et q- . Les coniques direc-

trices seront alors connues.

541. A l'article 508, nous avons obtenu la développable circonscrite à deux

coniques concentriques, en considérant la surface déterminée par les courbes

(') On démontre par des raisonnements analogues à ceux de l'article S02 que deux surfaces concen-

triques du second degré ont un système de diamètres conjugués communs en direction. Ces lignes, que

Monge a appelées droites diamétrales conjuguées communes, sont toujours réelles. On peut consulter

sur cette question un Mémoire de M. Chasles ( Correspondance sur l'Ecole Polytechnique, tome II,

page 319).



CHAPITRIi II. — SURFACES D'OMBRE ET DE PÉNOMBRE. 1 o3

(BB,, E'E'i) et PIQ [fig. afJi et 262), et transportant la seconde parallèlement a

elle-même, jus(iu'à ce que son centre L, glissant sur la droite A a;, coïncidât avec

le centre A de la première. Tant que ces deux points sont distincts, le plan de la

conique fCC|, FF',) ou A' est parallèle à celui de (BB,, E'E',); mais, lorsque le

point L est confondu avec A, aucune différence essentielle n'existe dans la posi-

tion des deux directrices A et A", et il n'y a pas de raison pour que le plan de A'

(|ui est à l'infini soit considéré comme parallèle au plan de l'une plutôt qu'à celui

de l'autre, ou même aa plan de la troisième conique A'" devenue concentrique

avec les deux premières.

542. Lorsque la trace d'une surface réglée sur un plan situé à l'infini est une

conique double, le cône directeur ayant cette ligne pour directrice (art. 4(}6) est

double et du second ordre.

Quand nous disons que la développable circonscrite à deux coniques concen-

triques possède une coni(]ue double à l'infini, il faut comprendre que, si l'on coupe

cette surface par un plan quelconque, et que l'on éloigne le plan parallèlement à

lui-même, la section se composera de deux parties que l'on peut concevoir dis-

tinctes, et qui se rapprocberont indéfiniment l'une de l'autre, et toutes deux d'une

conique dont l'espèce variera suivant la direction du plan. 11 ne s'agit d'ailleurs

ici que d'un rapprochement relatifaux dimensions de la courbe, et à l'éloignement

du plan sécant, car l'écartement des traces de deux droites parallèles reste inva-

riable quand le plan se transporte parallèlement à lui-même.

543. Les équations d'une génératrice de la développable sont

- =fv— ^. ,V-,3 = ^(V-.).

Si nous plaçons le sommet du cône directeur à l'origine, nous aurons les équa-

tions de sa génératrice, en supprimant le terme constant dans les équations qui

précèdent :

^{x + «": = o, 7>' + [fj"
— ,3) s = o.

Pouravoir l'équation du cône directeur, il faut éliminer les variables auxiliaires

/3, 7, a" et |5" entre ces équations, celles des directrices (1) et la relation (2), qui

établit la correspondance entre les points de ces courbes situés sur une même gé-

nératrice; on obtient

, , .r' |-'' z'

w I p' q' — I)- c'

Quand les coefficients des trois termes sont de même sfgne, le cône n'a de réel

que son sommet, et la développable est imaginaire; c'est-à-dire que les surfaces

représentées par l'équation (6) n'ont pas d'enveloppe, bien qu'elles forment

toujours une série continue. On peut d'ailleurs supposer que le terme constant de
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l'équation (()J avait d'abord une valeur déterminée, qui s'est progressivement ré-

duite à o; le sommet réel du eône se présente donc comme un ellipsoïde évanouis-

sant avant des diamètres conjuaiués dirigés suivant les axes coordonnés, et pro-

portionnels aux longueurs/?, \jq- — b- et sj— c- . La section de cet ellipsoïde (ou

de tout autre ellipsoïde liomothétique) par un plan, est une courbe semblable à la

conique double située à l'infini dans un plan parallèle à celui-là.

544. On déduit des équations (5)

a- — V- - X- + h- — c-, 1- — a- = X^ '
-. — fr.

P'
'

P-

Quand les deux surfaces directrices sont homofocales, c'est-à-dire quand leurs

sections principales sont situées dans les mêmes plans et ont les mêmes foyers, les

axes coordonnés sont rectangulaires, et les binômes p.- — v" et X- —
fj.-

devant

avoir les mêmes valeurs pour deux grandeurs ditTérentes de X-, il faut que l'on ait

(lo) c'- — b- -^ q- — o, [r — <j- -+- Ir = o.

Les équations ci-dessus se réduisent alors a

Ij}
— v'- — <7", X" — P-"

= — ^''

d'où

X- - V= := -C\

Les trois binômes (fji=
— v^), (X- — p.-) et (X- — v°)qui déterminent la position

des foyers des sections principales ont donc des valeurs indépendantes des gran-

deurs des axes, et, par suite, toutes les surfaces du second degré inscrites dans la

développable sont homofocales.

En vertu des relations (lo), l'équation (9) devient

x'- + y' + S' = o,

et par conséquent le cône directeur se réduit à son sommet qui se présente comme

une sphère évanouissante. On voit d'après cela, conformément aux considérations

que nous avons présentées à l'article 543, que des sur/aces du second ordre homo-

focales sont inscrites dans une même développable, qui a pour une de ses lignes doubles

un cercle imaginaire dans un plan situé à V infini et de direction indéterminée (' )

.

Récipr()(|uement la ligne double située à l'infini n'est semblable à un cercle,

quelle que soit la direction de son plan, que quand l'ellipsoïde évanouissant (9)

est une sphère, ce qui exige que les axes soient rectangulaires et que les équa-

( ') M. Chasles, Résiunc d'une tliéoric des surfaces du second ordre homofocales [^Comptes rendus de

VAcadémie des Sciences; 1860).
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lions (lo) soient satisfaites. Par conséquent, deux surfaces du second ordre sont

howofocales, quand leur développahle circonscrite a pour une de ses lignes doubles un

cercle imaginaire situé à i infini, dans un plan de direction indéterminée.

CHAPITRE III.

SURFACES d'égale PENTE.

Définition et principa les propriétés

.

5io. Une surface est d'égale pente, quand ses plans tangents rencontrent sous

une même inclinaison un plan fixe que l'on suppose horizontal.

Les plans également inclinés à l'horizon que l'on peut faire passer par un point

sont tous tangents à un cône qui est de révolution : une surface d'égale pente est

donc développahle ( art . 469 )

.

De ce qu'une développable et son cône directeur ont leurs plans tangents res-

pectivement parallèles, on conclut qu'une développable est d'égale pente quand

son cône directeur est de révolution; que, pour une telle surface, les génératrices

sont les lignes de plus grande pente des plans tangents; que par suite elles ren-

contrent normalement la trace horizontale, et que cette courbe est ainsi une dé-

veloppante de l'arête de rebroussement et de sa projection horizontale; enfin que

lé contour apparent d'une surface d'égale pente sur un plan vertical est formé

par l'ensemble des génératrices parallèles à ce plan.

L'arête de rebroussement d'une surface d'égale pente rencontre sous un même

angle toutes les génératrices du cylindre qui la projette sur un plan horizontal :

c'est une ligne géodésique de ce cylindre ou une hélice générale. Réciproquement

toute développable dont l'arête est une ligne géodésique d'un cylindre quel-

conque a ses plans tangents également inclinés sur un plan perpendiculaire aux

génératrices du cylindre.

Une surface d'égale pente est déterminée quand on connaît l'angle sous lequel

elle rencontre l'horizon et une directrice (art. 467).

Le cône directeur d'une surface d'égale pente étant toujours facile à con-

struire, on résout aisément pour cette surface les divers problèmes que nous

avons examinés à l'article 4/0.

L'aire d'une portion finie d'une surface d'égale pente, terminée par une courbe

II. i4
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quelconque soumise ou non a la loi de conliLuiité, est à sa projeclion horizonlale

dans le rapport du rayon au cosinus de l'inclinaison constante des plans tangents.

La quadrature de cette surface peut ainsi être ramenée à celle de la quadrature

d'une courbe plane. Cette propriété, qui résulte de la définition même de la sur-

face d'égale pente, n'appartient évidemment à aucune autre (').

546. Nous avons vu que les génératrices d'une surface développable sont

parallèles à celles de son cône directeur, et que le parallélisme subsiste après le

développement de ces deux surfaces (art. 181). Nous savons d'ailleurs qu'il est

très-facile de développer un cône de révolution (art. 167). D'après cela, quand

on a fait le développement d'une surface d'égale pente en se servant de deux

directrices, et par une construction analogue à celle qui a été exposée à l'ar-

ticle 492, on peut vérifier par le développement du cône la direction de diverses

génératrices. Lorsque l'on connaît une section horizonlale, les génératrices

devant rester normales à cette ligne dans le développement seront tangentes à

des cercles décrits successivement des points obtenus sur sa transformée, avec

des rayons égaux aux arcs sensiblement rectilignes dans lesquels elle aura été

divisée. On pourra donc faire le développement d'après celui du cône, sans con-

sidérer une seconde directrice.

Les raisonnements de l'article 167 montrent que deux génératrices d'un cône

de révolution dont les projections sur un plan perpendiculaire à l'axe com-

prennent un angle a font, après le développement de cette surface, un angle égal

à x^r-; [fig- io4) ou à a cos£, en appelant z l'angle des génératrices avec le plan

horizontal. Celte formule s'étend à toutes les développables dont le cône directeur

est de révolution, c'est-à-dire aux surfaces d'égale pente; elle peut servir à véri-

fier la position de quelques génératrices sur le développement.

Exercices

.

347. On rencontre souvent les surfaces d'égale pente dans les terrassements.

Nous n'avons pas voulu choisir des exemples qui auraient exigé des explications

techniques; ceux que nous présentons, bien que très-simples, suffiront pour

montrer comment les problèmes relatifs à ces surfaces peuvent élre résolus.

I" Exemple. — Excavation Jaite dans un terrain horizontal, avec talus réglés a la pente de 45°. [Fig. 272.)

348. On propose de représenter une excavation dont l'ouverture sur le terrain

horizontal XY est l'ellipse (AB, A'B'), et dont le fond est établi sur le plan hori-

zontal xy : les talus sont réglés à la pente uniforme de /jS" sur l'horizon.

(') MONGE, Application de l'Analyse à la Géométrie, § ^'III.
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Nous prenons sur la directrice des points de division arbitraires, mais symétri-

quement placés par rapport aux axes, et nous obtenons immédiatement les pro-

jections horizontales des génératrices qui passent par ces points, en traçant des

normales à l'ellipse.

Les talus étant inclinés à 45°, si, î» partir de la directrice, nous portons sur la

projection de chaque génératrice une longueur égale à la distance qui sépare les

deux plans horizontaux, nous aurons la trace de la développable sur le plan xy.

Cette courbe abpqcdqpn possède des points doubles/? et q situés sur l'axe AB, et

des rebroussements aux points a, b, c et d où elle rencontre la développée de

l'ellipse, projection de l'arête de rebroussement.

Nous obtenons les projections verticales des génératrices, en relevant sur les

droites XY et xy les points des projections horizontales qui sont sur l'ellipse et

sur la courbe abcd.

549. Une courbe a autant de rebroussements que sa projection, quand aucune

de ses tangentes n'est une projetante (art. 218). Toutes les génératrices d'une

surface d'égale pente étant inclinées sur le plan horizontal, leur enveloppe doit

avoir autant de rebroussements que sa projection sur ce plan, c'est-à-dire un pour

chaque point de la directrice horizontale, où le rayon de courbure atteint une

valeur maximum ou minimum. Dans notre exercice la directrice est une ellipse,

et nous avons quatre points de rebroussement. Ceux qui correspondent aux

sommets CetD, où le rayon de courbure est un maximum, sont trop éloignés pour

avoir pu être placés sur la figure; les deux autres sont (I, I') et (J, J').

ooO. Le lieu des points doubles [p,p') et {q,q') est une ligne double qui de-

vient parasite aux sommets (I, I') et (J, J') de la développable. Pour déterminer la

nature de cette courbe, nous remarquons que l'un quelconque de ses points m! se

projette au point m où la normale correspondante Mot de l'ellipse rencontre

l'axe AB.

L'ellipse directrice ayant pour équation

une normale iMm est représentée par

En faisant/ nul, on trouve pour l'abscisse du point m

2 ) X = a. : «,

14.
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et l'on a pour délerniiiuT la distance des points M et m l'équation

Mais en appelant i la cotangente de l'angle que les généiatrices de la dévelop-

pable font avec le plan horizontal, et = l'ordonnée verticale du point m', on

obtient

• M/w = i'-z-,

et par conséquent

(3) i^z^^"^^^.

L'élimination de «- et de /i' entre (i), (2) et (3) donne pour équation de la ligne

double

x"- i^z-

a-' — o' b^

Cette courbe est donc une ellipse, dont les sommets (E, E') et (F, Y') sont aux

foyers de la directrice. Dans notre exercice i est égal à i, et par suite le demi-

axe O'O" est égal à è ou OC.

La surface a dans le plan vertical CD une seconde ligne double dont on peut

déduire l'équation de la précédente, par de simples permutations de lettres : c'est

une hyperbole qui a le même centre que les deux ellipses AB et E'F'. Un de ses

sommets est au point 0"'où se rencontient les génératrices AT' etB'J'. La lon-

gueur OH ou OG de son demi-axe non transverse est égale à OE et à OF.

La première ligne double limite l'étendue que l'on peut donner à l'excavation;

celle qui est dans le plan CD n'a pas d'importance dans la question qui nous

occupe.

551. Si l'ellipse horizontale AB était la base d'une plate-forme élevée en

remblai sur le plan XY, avec des talus inclinés a 45°, les génératrices de la sur-

face auraient les mêmes projections horizontales, mais elles seraient inclinées en

sens opposé; ces droites prolongées détermineraient par leurs intersections deux

arcs doubles qui appartiendraient l'un à l'ellipse E'F', l'autre a l'hyperbole con-

tenue dans le plan CD. Le premier est symétrique de FJ' et limite la hauteur que

l'on peut donner au remblai.

La développable complète a donc trois lignes doubles concentriques qui sont

des coniques. Les génératrices sont d'ailleurs parallèles deux à deux, et le cône

directeur est de révolution; il en résulte que la surface possède, à l'infini, une

quatrième ligne double qui, est également une conique. Cette développable est

une variété de celle que nous]avons étudiée aux articles 508 et 557.
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W Exemple. — Excanitio/t faite dans un terrain incliné, m'ec talus réglés à une inclinaison

donnée. (Fig. 273.)

552. On propose de représenter une excavation dont l'ouverture sur le plan

incliné XY est l'ellipse (AB, A'B'), et dont le fond est établi sur le plan hori-

zontal xy : les talus sont réglés à une pente uniforme qui est donnée.

La surface est l'enveloppe des positions d'un cône de révolution dont les géné-

ratrices ont une pente connue, et dont le sommet parcourt la directrice (art. 467) :

sa trace sur le plan xy est l'enveloppe des traces du cône.

Nous prenons sur la directrice AB des points de division placés d'une manière

symétrique par rapport aux axes, puis, menant par la projection verticale B'de l'un

d'eux une droite B'G ayant la pente donnée, nous obtenons la longueur LG du

rayon du cercle, trace horizontale du cône lorsque son sommet est au point (B,B').

Nous trouvons de la même manière que le rayon de la trace est KF lorsque le

sommet est an point (A, A'), et nous pourrions construire ainsi les rayons pour

toutesles positions considérées du cône; mais, comme ils sont évidemment propor-

tionnels aux hauteurs du sommet au-dessus du plan xy, c'est-à-dire aux ordonnées

de la ligne XY, nous pouvons tracer une droite /g' dont les ordonnées seront les

rayons cherchés. Nous en obtenons deux points/et g en portant les longueurs KF

et LG en K/elLg{'). La trace horizontale de la surface est l'enveloppe des cercles

décrits des points de division de l'ellipse comme centres, avec les ordonnées

correspondantes de la Wgne/g pour rayons.

555. Le point c où le cercle dont le centre est C touche l'enveloppe appartient

à la génératrice Ce de la développahle et peut servir à la tracer. Si l'on veut

apporter plus de précision dans la construction, on mènera par la tangente CT de

la directrice un plan tangent au cône dont le sommet est (C, C) (art. 468).

Nous avons fait l'opération en prenant le planrc.r, pour plan horizontal. Les

points de contact m et n appartiennent l'un à la génératrice cherchée, l'autre à la

génératrice de la nappe extérieure que nous négligeons, parce qu'elle ne présente

aucun intérêt dans la question spéciale qui nous occupe.

Si le point T était sur le cercle, la tangente de la directrice au point (C, C)

serait une génératrice du cône et de la développahle, et ce point serait un sommet

(art. 468). Quand la tangente (CT, XY) est moins inclinée que les génératrices

du cône, le point T est dans le cercle, et le point C appartient à un arc parasite

de la courbe. Dans le cas où la tangente la plus inclinée de la directrice ferait avec

{ '

) L'axe (AB, A'B' ) de l'ellipse est une ligne de plus grande pente du plan XV. Il résulte des symétries

qu'introduit celte disposition, que les génératrices issues des sommets A et B sont parallèles au plan ver-

tical, et qu'on peut obtenir les points /et ^, en prenant les longueurs K/et Lg égales à K«' etL6'.
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le plan liorizontal un angle plus grand que celui des génératrices du cône, la

surface n'existerait pas : cela n'arrivera jamais quand la directrice sera fermée,

car elle aura alors des tangentes horizontales.

o5i. On voit, par la construction que nous avons exposée, que sur une surface

d'égale pente les deux génératrices iZm et Cn, qui se croisent en un même point C

de la directrice, font des angles égaux avec cette courbe dans l'espace et en pro-

jection horizontale.

Sur la ^^. 273, l'enveloppe des cercles n'a ni points doubles, ni rebrousse-

ments, ce qui montre que le plan xy ne rencontre pas l'arête de la développable.

Étude de la surface d'égale peutc circouscrite à une cuuiquc, dans le cas

oh l'uu des axes de cette courbe est une ligue de plus graude pente de

son plan.

5oo. D'après la position que nous supposons à la directrice A, nous pouvons

la représenter par les équations

La génératrice qui passe par le point considéré appartient au cône directeur,

placé de manière à avoir son sommet à ce point, et par suite les coordonnées de

1 un quelconque des points de cette droite satisfont à l'équation du cône

[x - a)= + (j>'- [if = i-{z. - maf.

i est la cotangente de l'angle que les plans tangents de la surface font avec

l'horizon. Cette équation, ordonnée par rapport à a et à /3, devient

(2J (1 — m-i-)u- + p- + a mi- z — x)a — ar,'5 -1- a-^ + y- — r z- =0.

La développable étant l'enveloppe des positions du cône, la génératrice ne cesse

pas de lui appartenir, quand son sommet éprouve un déplacement infiniment

petit sur la directrice (art. 452). Nous pouvons donc différentier l'équation {??

en y considérant a;, j et s comme constantes. Nous obtenons ainsi l'équation

(i - m-r)(/. + [mrz- x) + (/3 -y)'~ = o,

qui devient, lorsqu'on v introduit la valeur de ^ déduite de l'équation (i),

(3) [b- — à- -+- a-rn-i-)a^ — b-ya — a-{mi-z — x)^ — o('),

(' ) Nous avons employé le Calcul différentiel, parce qu'il conduit directement à l'équation (3) du plan
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556. Pour avoir l'équation de la surface, il faudrait éliminer a el /5 entre les

équations(i), (2) et (3) ; mais, si nous cherchons seulement son intersection avec

un plan donné, nous pourrons commencer par introduire les relations qui sont

établies par l'équation de ce plan entre les variables x, y et s.

Les plans

(4) y ^ o, m?'-3— a; = o

doivent couper la développable suivant des lignes faciles à déterminer, car pour

chacun d'eux les équations (2) et (3) perdent un de leurs ternies, et la seconde

peut être réduite au premier degré par la suppression d'un facteur commun.
557. En faisantj nul dans les équations (2) et (3) pour chercher l'intersection

de la surface avec le premier des plans (4), on obtient

( 5 ) (
I — m'- i- ) a'- + p- 4- 2 [mi- z — x)o(. + x'- — i- s'- = o,

(6) [h- — a- -+- a-nri^) a — a^ [mi- z — a;) = o,

et l'élimination de [j et de a entre (i), (5) et (6) donne

( 7 ) (
^' + «' fn' *' )x- — 1 a'- mi- xz + (a- — b") r z- 4- b" (

è" — a^ -h a- m- i'
j
= o.

La symétrie de la ligure montre que les génératrices se rencontrent deux à

deux dans le plan vertical AB [Jig- 273). La conique (7), trace de la surface sur

ce plan, est donc une ligne double : nous l'appellerons A".

La développable étant circonscrite à deux courbes du second ordre A et A"

a deux autres directrices planes et de cet ordre; et comme les premières, repré-

sentées par les équations (1) et (7), sont concentriques, l'une des deux autres A'"

a le même centre qu'elles, et la dernière A' se trouve à l'infini (art. 508). Nous

pourrions nous servir des théories du Chapitre II pour déterminer la directrice A",

mais il est plus simple de continuer à traiter la question directement.

558. Pour obtenir l'intersection de la surface par le second des deux plans (4),

nous portons dans les équations (2) et (3) la valeur de z déduite de l'équation de

ce plan ; il vient

(i — m- 1-](/.- + h- — iliy -, -a;- -|- y- = o,

[b- — a- H- à'Tri' r)^j — b-y = o.

L'élimination de a et de /3 entre ces deux équations et l'équation (i) donne

a'm-i- b' — u'-ha'ni^i'

des deux génératrices qui passent au point considéré (C, C) {Jig. 273); mais on peut l'établir sans son

secours, en exprimanl anaiytiquement les constructions de la figuri^.
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La section de la surface par le second des deux plans (/|) est donc une courbe

du deuxième ordre, concentrique avec la directrice d, comme nous avons reconnu

que cela devait être. Appelant a" eti" les longueurs des demi-axes de sa projec-

tion horizontale, et m'" la tangente de l'angle de son plan avec l'horizon, nous

avons, d'après la seconde des équations (4) et l'équation (8),

fo) m"= —-1 a'"- = a- m"- i-
, h'"' = b'- — a- -\- a-m-r.

Si l'on résout ces équations par rapport à m, a et b, on trouvera les mêmes
expressions, avec permutation des lettres qui représentent les constantes des deux

coniques; il y a donc réciprocité entre elles, et par suite celle que nous venons de

déterminer. A", est une liane double comme A.

On déduit des équations (9)

a""- — b'"'- = a- — b-.

Les coniques projections horizontales des directrices A et A'" ont donc les mêmes

foyers. Il est d'ailleurs facile de voir, à l'aide de l'équation (7), que ces points

sont les extrémités du segment de la droite AB {Jig. 273) qui forme la projection

horizontale de A"; d'où il suit que ce sont les foyers de ce segment considéré

comme une ellipse aplatie.

5o9. Nous pouvons maintenant faire les tracés nécessaires à la détermination

des lignes doubles et à la représentation générale de la surface.

Les données sont l'ellipse directrice (AB, A'B'j que nous appelons A (/ig. 274

et 275), et l'angle de la développable avec l'horizon. De chacun des points A' et B'

nous menons deux droites faisant cet angle avec la ligne de terre XY : ces lignes

sont évidemment des génératrices, et la diagonale C'O'D' du parallélogramme

A'C'B'D' qu'elles forment est la trace verticale du plan de la directrice A". Les

points C et D' sont des sommets de cette courbe, et leurs projections horizontales C

et D des sommets de sa projection. Comme d'ailleurs la ligne A" a, sur le plan

horizontal, les mêmes foyers F et F, que l'ellipse AB, elle se trouve complètement

déterminée et facile à tracer : c'est une hyperbole, parce que les sommets C etD

sont en dedans des foyers; nous aurions une ellipse s'ils étaient au delà, et enfin,

si les points C et D se confondaient avec F et F,, la développable se composerait

de deux cônes ayant leurs sommets l'un en C et l'autre en D'.

Les directrices A et A'" étant de genres différents, A" est nécessairement une

ellipse (art. 508).

Il est inutile de dire que les foyers auraient pu se trouver sur l'axe Oy.

560. La droite PQ est l'intersection des plans des directrices A et A'"; par con-

séquent, si des points P et Q nous menons des tangentes à l'hyperbole, ces droites
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seront des génératrices de la surface, et leurs points de contact I, I,, / et i, seront

des sommets (art. 458). Nous pouvons obtenir leur position en employant la con-

struction ordinaire des tangentes à l'hyperbole par un point extérieur. De Q et de F

comme centres, avec des rayons égaux à OB et à CD, nous décrivons des arcs de

cercle qui se coupent en /et en /, ; les droites F/ et F/, passent respectivement par i

et il, et leurs segments il et /,/, sont égaux à «F, et i,¥, (').

Les points M et N, où une même génératrice rencontre l'ellipse et l'Iiyperbole,

sont tels, que les tangentes correspondantes se rencontrent en un point de

l'axe PQ [art. 455). On a par suite entre leurs ordonnées fi et y la relation (-)

Ir _ h""

Le rapport de /3 à j est donc constant, et par suite les ordonnées des points M
et N sont entre elles comme les ordonnées des points connus Q et i. En consé-

quence, après avoir pris sur l'ellipse des points de division arbitraires, mais

symétriquement placés par rapport aux axes, on peut obtenir par une construc-

tion de lignes proportionnelles les ordonnées des points de l'hyperbole qui leur

correspondent, ce qui suffit pour les déterminer sur cette courbe que nous sup-

posons tracée avec soin. On relève ensuite les points de l'ellipse sur A'B', ceux

de l'hyperbole sur CD', et l'on trace les deux projections de toutes les généra-

trices considérées. Nous les avons arrêtées aux courbes A cl A".

Conformément à une observation que nous avons présentée à l'article 554, les

deux génératrices qui se rencontrent en un point quelconque de l'une des direc-

trices font des angles égaux avec la tangente de cette ligne dans l'espace et en

projection horizontale.

Deux génératrices, issues des points M et R symétriquement placés par rapport

à AB, se rencontrent dans le plan vertical dont celte ligne est la trace; mais leur

croisement ne peut pas se dessiner sur la projection verticale, parce qu'elles y

sont représentées par une même droite. Pour construire la directrice A" qui est

une ellipse, il faut relever sur le plan vertical les points de rencontre des pro-

jections horizontales des génératrices avec la droite AB.

561. Les verticales ge et g, e, relevées des foyers F et F, louchent l'ellipse A"

(art. 558). Les côtés du parallélogramme A'C'B'D' sont des génératrices situées

dans le plan de celle directrice; elles lui sont donc tangentes (art. 457), et leurs

points de contact sont des sommets de la surface.

On sait que, dans un pentagone circonscrit à une conique, deux diagonales qui ne

(') On peut aussi remarquer que la perpendiculaire à AB menée par le point C renconire l'arc F/,1',

au point i où passe la droite y/,.

(') Celte formule peut être déduite immédiateiiionl de lu seconde équation de l'article KiS; elle est

identique avec celle que nous ajons obtenue à l'article 61('.

II. '2
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partent pas d un incnie angle se croisent en un point situé sur la droite qui joint le

cinquième angle au point où le côté opposé touche la courbe (' j.

D'après ce théorème, nous pouvons déterminer la position exacte des sommets,

en considérant le pentagone formé par cinq des six tangentes que nous connais-

sons, par exemple le pentagone ^, e,D'B'C'. La figure montre la construction

pour les sommets J', et/ : les deux autres sont sur les diamètres qui passent par

ces points '(-).

562. Les quatre points M, M,, R etR,, placés sur l'ellipse A d'une manière symé-

trique par rapport aux axes, appartiennent à un groupe composé des huit géné-

ratrices

MN, AIN,,

xM.N,, NM,.

RS,, RS,

SR,, R,S,.

Cha(|ue droite de l'un des systèmes rencontre trois droites de l'autre système à

distance finie, et est parallèle à la quatrième.

Les génératrices issues des points M et R symétriquement placés sur A se

coupent en des points {v, «') et («, u') tels, que les droites qui y touchent A" se

rencontrent en un point de l'intersection (AB, A'B'j des plans de A et de A", celui

où les tangentes de A en ^I et en R vont se croiser (art. 455). La corde u'v' est

donc parallèle au diamètre de A", conjugué avec A'B'.

Les tangentes de A aux points P et Q sont parallèles; les tangentes de A" aux

points {k,k') et (X-,, A',) qui leur correspondent sont donc aussi parallèles, et par

suite les droites A'B' et CD' sont diamétrales conjuguées dans l'ellipse A". Les

quatre points u',v',u^ et r', de celte conique qui appartiennent à un groupe sont

les sommets d'un parallélogramme dont les côtés sont respectivement parallèles

à A'B' et à CD'.

Ces résultats sont conformes a ceux des articles 508 et 319.

Nous avons directement la longueur k'Jc^, mais les extrémités G et G, du dia-

mètre conjugué étant sur des arcs parasites ne nous sont pas données par la con-

struction. Pour les obtenir, nous traçons un demi-cercle sur /'A-',, et nous suppo-

sons qu'il se transforme dans l'ellipse A" (art. 51 i). Prenant sur celte courbe un

point bien déterminé tel que J', nous cherchons le point J'^ qui lui correspond

sur le cercle, puis considérant le point Go, extrémité dn diamètre perpendiculaire

a
^-'^-'i,

nous le ramenons en G sur OB' par une parallèle à J', J'.

') M. Brianchon, Journal de VÉcolc Piilvlcrlmirjiic, Cahier XIII, p. 3oi. — Jl. Poncelel, Propriétés

projectivcs, art. 212.

(^) La position précise dos sommets est déterminée par une seconde conslriiclioii (|iie nous explique-

rons dans le Livre relatif à la courbure des surfaces (art. S6i).
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, 363, Quand la développablo doit faire avec l'horizon le même angle que le plan

de la directrice A, le produit mi est égal à l'unité, et l'on voit par les équations (9)

que les courbes A et A'" se confondent. Leur plan fait deux fois partie de la dévc-

loppable complète, car le cône directeur mobile le touche toujours le long d'une

certaine génératrice, et celte droite occupe les mêmes positions lorsque le sommet

parcourt la partie supérieure et la partie inférieure de la courbe.

D'après ce que nous avons vu aux articles 456 et 509, la directrice A" doit être

tangente au plan des deux autres réunies, et en effet, la droite dans laquelle les

droites diamétrales conjuguéesO'IÎ' et O'D' se confondent est nécessairement une

asymptote de cette conique.

56i. Lorsque le plan de la directrice A est horizontal, ce qui est le cas de la

fig. 2'j2, l'équation (7) de A" se réduit à

X- i'
:"-

a-— b- h-

Nous avons déjà obtenu cette équation à l'article o50.

On remarquera que les foyers de l'ellipse directrice AB ou A peuvent encore

être regardés comme les foyers des projections des deux autres coniques A" et A"',

lignes doubles de la développable, car ce sont les extrémités du segment de AB
sur lequel se projette l'ellipse E'0"F' ou A" {/ig. >-']2), et la différence de leurs

distances à un point quelconque de la droite indéfinie CD, projection de l'hyper-

bole A'", est constante.

565. Les équations (5) de l'article 557 permettent de reconnaître la nature des

diverses surfaces du second degré inscrites dans une des surfaces d'égale pente

que nous avons étudiées. On trouve des grandeurs infinies pour les trois axes de

l'une des inscrites.

Nous avons vu (art. i08) que tous les points d'un plan situés à l'infini sont

sur une droite; il en résulte que le lieu des points de l'espace situés à l'infini est

coupé suivant une droite par un plan quelconque, et que par conséquent c'est un

plan. La surface inscrite (|ui a tous ses points à l'infini est aplatie dans ce plan :

c'est la directrice A'.

Etude générdle de la surface d'cgcde pente ci/co/i.scrife à une conique.

566. Nous n'avons encore étudié la surface d'égale pente cii'conscrite à une

conique que dans le cas où l'un des axes de cette courbe est dans la direction de

la ligne de plus grande pente de son plan. Il n'est pas nécessaire de faire cette res-

triction pour que la développable soit une variété de celle qui a quatre lignes

doubles planes et du second degré, car, le cône directeur étant de révolution, la

surface est circonscrite à une seconde coni(|ue située à riniiiii.

i5.



Il6 LIVRE VI. — SUIll'ACES DliVELOl'PAELES.

La (race complète de la développable sur le plan d'une ligne double comprend,

outre celle courbe, qualre de ses tangenles. Dans les calculs précédenls nous

avons pu faire disparaître ces droites; ainsi, à l'arlicleSoS, après avoir supprimé

le dernier terme de l'équation (3), nous avons rejeté un facteur a et enlevé ainsi

les solutions qui correspondent à la valeur nulle de celle variable auxiliaire, c'est-

à-dire les génératrices tangentes de la ligne double, car l'équation (2; et la seconde

des équations (4) déterminent ces droites, lorsque l'on suppose a nul et par suite

p égal à ± h. De mémo, à l'article 557, nous avons éloigné un facteur commun |5.

Enfin à l'article 19 i, dans le calcul c|ui a fait trouver la seconde des équations (6),

nous avons supprimé un fadeur 7- qui correspondait au groupe simple situé dans

le plan borizontal. Ainsi donc, si nos calculs ont conduit facilement aux résultats,

c'est que, par suite de la symétrie du système géométrique considéré, un facteur

représentant les générnlrices tangenles s'est trouvé mis en évidence, et a été re-

jeté. Cette symétrie ne se présente plus d'elle-même dans le problème qui va nous

occuper.

Nous savons que, quand une des lignes doubles est a l'infini, les trois autres sont

concentriques, et que les traces des plans de deux quelconques d'entre elles sur

celui de la troisième sont deux diamètres conjugués de celle-ci; niais il y a dans

la question une donnée nouvelle, la pente des génératrices, et nous ne pouvons

pas prévoir son influence sur la position des lignes doubles, ce qui serait néces-

saire pour que le facteur qu'il faut supprimer put être mis en évidence. Ce sont

les résultats du calcul qui devront nous fixer à cet égard.

567. Nous représentons la conique directrice A par les équations

(i) A«=-4- 2C<; -r l]j''s- = I,

(2) i = y\ry.-^^^..

Si nous désignons, comme précédemment, par i la colangente de l'inclinaison

constante des génératrices sur le plan borizontal, l'équation du cône directeur

placé de manière à avoir son sommet au point considéré de la directrice sera

(X - af H- (Y - fi)-- = (Z -• M« - Nj-B/r.

ou, en ordonnant,

I ( 1 - M- /- a- - 2 IMN /- V.P. -+-
(
I - N = /^

)
/5- -f- 2 (MZ r - X \.

v.

^^'
\ -t- 2(NZt'-Y)/3 + X^-^y--rZ^ = o.

Différentianl l'équation (3) et remplaçant
-^^ par sa valeur déduite de l'équa-
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lion (i), on obtient

i

[C(i -M=/-)+ AMNi-Ja- + [B(i -M'^/'^)- A(i -}i-i-']]aft

(4) - ,'C(i - N = (^ + B-Sl^r
fi-'
+ rC(MZr - X) - A(NZr - Y) y.

[
~ r(:(NZr - Y)-B I\IZr-XV;; = o.

Le système des éciuations (t), (3) et (4) représente la tléveloppable, enveloppe

des positions du cùnc.

r>68. La direction des axes horizontaux n'est pas déterminée; nous pouvons
donc établir une relation entre les coefficients A, B, C, M, N et la pente de la sur-

face. Nous posons

(5) Cfi -M-r)-h AMiNr = 0.

Cette équation fixe l'orientation des axes horizontaux, par rapport à laconique

directrice.

569. Nous coupons la surface par le plan

(6) C (MZ(- - X) - A (NZ/- - Y] ^ o.

En vertu des relations (5) et (6), l'équalion (4) perd deux de ses termes; on

peut diviser les autres par (i, et il reste

.7;

[B(i - M-r) - A(i - N'rj]^ ~ X(i - N-r; 4- B.MN/- ','3

- C(NZ(:^-Yj-B MZr-Xr^o.

La courbe d'intersection est représentée par l'équation (6) et par celle qui doit

résulter de l'élimination de « et de /3 entre les équations (i), (3) et (7). Il est

facile de prévoir que nous allons trouver une courbe du second ordre, car le fac-

teur supprimé
ft

a entraîné avec lui quatre génératrices tangentes; on peut, en

effet, vérifier que, la relation (5) étant satisfaite, l'intersection des plans (2) et (6)

a pour projection horizontale l'axe des abscisses, d'oîi il résulte que les points do

la directrice A pour lesquels l'ordonnée |5 est nulle appartiennent au plan sé-

cant (6), et que les génératrices qui passent à ces points sont situées dans ce plan.

570. Nous introduisons d'abord dans les équations (3) et (7) les valeurs des

expressions iMNr et (NZr — Y) prises dans les équations (5) et (6). Nous obte-

nons ainsi

(
(i- M=/-)(Aa=+ 2Cap)-+- i-N^t'-)A/;- + 2(.MZ/--X)(Aa+-(:,5)

^ '
I -+-A(X- + Y-- l'Z- '^o,

(9) [A(i- N=r)- B(i -M-r: (A« + C/5) + (C^- AB (MZj--X) = o.

Pour éliminer a, nous portons dans l'équation (8) les valeurs des binômes

(Aa- 4- iCafi) et [Av. + Cfi) déduites respectivement des é{|uations (1) et (9),
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et ensuite dans r('(|uiition ij ht valeur de a. obtenue par l'équation (9 . Ces sud-

stitutions donnent

"Ai -X-r -B^i - M-r)j-;5= - 2(0^ - AB)(MZ/- - Xj-

.^r(,_M-f- + A(X--^Y--/-Z-)J'A(i-N=j^)-B 1 -M-i- =0,

[A(i - \-r - B(r - M-rV-fî- - ^C- - AB (iMZj- - X)-

+ ^, ^ ^^
'A

(
I -N^r]-B(i ~M'{')-=o.

En retranchant la première de ces équations de la seconde, [j disparaît, et l'on

obtient après quel([ues réductions

\

''•''^'^'^''
(MZr - Xj^ -h ^A(i - NV-! - B (1 ^-Wr)]

(10) \

'

r,

f
X ^A(i _N^/^:_^ i-î\F/%-(C- - AB{X^+ Y- - /-Z-']=:o.

L'intersection de la surface du second ordre représentée par cette équation,

avec le plan (G), est une conique concentrique avec la directrice, et, comme elle,

ligne double de la développable. Eliminant Z entre les équations (G et (10), nous

trouvons, pour représenter la projection horizontale de la conique, l'équation

/ (C'-AB)=(NX — MY)' A(i-N^/^]— B(i- M'/M

j
(CM-ANp +

A

V xÎA,:.-X.-.-5.-M.,-'C^-AB[x^.Y=-g^AVy;_

Si nous avions éliminé d'abord ]3, nous aurions trouvé deux équations com-
plètes du second degré en x, et l'élimination de cette variable nous aurait donné
une équation du quatrième degré en X, Y etZ, dont il aurait fallu extraire la

racine pour avoir fio). L'opération aurait donc été peu praticable. Cela tient à

ce que, sur la projection horizontale de la directrice A, les quatre points d'un

même groupe sont les sommets d'un parallélogramme oblique; de sorte que, les

axes étant rectangulaires et celui des abscisses correspondant aux deux points d'un

groupe simple (i = o) par suite de l'orientation que nous avons donnée aux axes

horizontaux (art. 5G8), chaque groupe ordinaire est caractérisé par une valeur de

p-, mais non par une valeur de «-. Nous nous trouvons ainsi, en éliminant d'abord

a, dans les mêmes circonstances qu'aux articles 494 etoo7.

571. Il faut maintenant rechercher les conséquences de l'éciuation (5) pour la

position des axes cooi'donnés.

En rapportant la directrice A aux axes de sa projection horizontale et à la ver-

ticale de son centre, nous pourrons la représenter par les deux équations

'. V /« 7: -!- /;
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Si nous appelons 9 l'angle dont il faut l'aire tourner les axes horizontaux poul-

ies faire coïncider avec ceux du système au(|uel se rapportent les équations (1],

nous aurons

c/! — acos'^ — jjsiu'jj, /5' = asino + [jCoso.

Portant ces valeurs dans les équations (12), et égalant leurs coellieients à ceux

des équations (ij et (a), on trouve

(>;3j

. fl sin-o -t- /l'ros^'j ,, a- — /) . ,, aVos-o -l- 6'sin- .3

A = '—rrr, '
' t —- —.-j^ sino cos'j, B = -'~vt, -

M = mcosç -r «siu^, N = " msins -4- «cosç;.

Introduisant enfin ces expressions dans l'équation de condition ( >), on obtient,

toutes réductions faites,

(i4j n'-«i/ii'- tang-'j — '«-(i — m-i-)— b'-{i — n-/-)
|
taug'^ — b-miti- ^^ o.

Il existe donc deux valeurs pour l'angle y qui détermine la position de la projec-

tion horizontale de l'intersection du plan de la ligne double représentée par les

équations (6) et (i i), avec le plan de la directrice A; le produit de leurs tangentes

est égal à ,-. et par suite les droites déterminées dans le plan de A sont deux

diamètres conjugués de cette conique, comme nous savons que cela doit être.

572. On peut vérifier les formules que nous avons obtenues en y supposant n

nulle, ce qui nous ramène au cas étudié dans le paragraphe précédent.

Les deux valeurs de y données par l'équalion (i4) sont o et 90°.

En faisant ç ~ o dans les équations (i3), on obtient

Ar=-, C = o, B = -^, M = /«, Nr=0.

L'équation (6) du plan de la courbe devient
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terme, au lieu du premier et du quatrième : le facteur supprimé eût alors été «;

mais, eu égard à la symétrie qui existe jusque-là dans les formules, nous eus-

sions obtenu un système d'équations équivalent à celui des équations (5), (6)

et (loj.

573. Pour rendre les différentes coniques comparables entre elles, il faut les

rapporter à un même système d'axes, qui sera naturellement celui des équa-

tions (12). Gela revient à faire touinerles axes horizontaux de l'angle — p, et par

conséquent nous avons entre les anciennes coordonnées et les nouvelles, que nous

indiquons par des minuscules, les relations

(i5) X = ^cosî; + j'sino, Y = -- a-sino -1- y coso, Z = c.

Ces valeurs et celles des coefficients données par les équations (i3j doivent être

portées dans les équations ! 6) et (i i). La substitution dans l'équation (6) donne

pour l'équation du plan de la conique

(16) a-'ini- z — icjtang'f — l>-\nrz —y) = o.

Quelle que soit celle des deux valeurs de l'angle 9 que l'on considère, le plan

représenté par l'équation (iG) contiendra la droite dont les équations sont

ni'r z — oi' = o, ni- r — y := o, nx — my = o.

Cette ligne est donc l'intersection des plans des deux directrices A" et A" ; mais

elle est évidemment perpendiculaire à la trace horizontale du plan de A, dont

l'équation est, d'après (12),

mx -r- ny = o;

par conséquent, l'intersection des plans de deux lignes doubles est perpendiculaire

à la trace /lorizontale du plan de la troisième.

o74. Nous allons maintenant transformer l'é(]ualion (i 1) de la projection hori-

zontale de la ligne double; nous en éliminons d'abord r h l'aide de l'équation de

condition (5), pour que les constantes soient indépendantes les unes des autres,

et que les réductions dont l'équation définitive est susceptible se présentent

d'elles-mêmes :

(O- An)'(NX-MY,= rfM--N')-(A- R1MN

CM — AN

x|A + ^-(C -AB)(X- + \ -^^^,j_^^^

introduisant les valeurs (r3) et ('i5 ; et réduisant séparément les diverses exprès-
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sions (|iii figurent dans l'équation, nous obtenons

[nx — /?(_)•)' [fû — li\ ma
u-lr(i)ta'sino — iib- coso ' «'//-i m COS9 -t- h siii oj

^ r w6^ CCS o -+-««' sin'j x' -h y- (rt=x sino — /r )cos'^ ' /h cosc; H- h siii'v 1

I
G-o'(mcos9 + ?i smo <i i>' a l>' a-— Ir Mir^cos -^i ///«-sino — /n''((i>v |

Oi'tlonnant par rapport aux varial)los et réduisant, on trouve

»x- iny'' mil a- — h-]

roso siti'y //( fus'^ -I- /(siii'v

Cette équation montre (jiie les projections des trois coniques, lignes doubles de

la développaltle, ont les mêmes axes en direction. Si nous appelons a, et b, les

demi-axes de la eoni(|ue représentée par l'équation que nous venons d'obtenir

et considérée comme une ellipse, nous aurons

, , -.m rt'— /)'
, .,

Il a" — Zi' lanso
(17) fi-

—
1 Ij- ~ — --')

d'où

n] — h'\ ~ a- — //-.

Les coniques projeclions lioiizontales des trois lignes douilles sont liomofocales (' l.

o73. Pour représenter grapliiquement la surface, les données étant l'incli-

naison des génératrices, la projeclion borizontale de la directrice A et son plan,

on commencera par déterminer les quatre génératrices qui sont tangentes à cette

courbe. Comme elles ont une inclinaison connue, et qu'elles sont dans un plan

donné, on peut construire des droites qui leur soient parallèles, et on les trace

ensuite comme tangentes à A. On obtient ainsi sur le plan horizontal un parallé-

logramme circonscrit à la projection de A, et analogue à X-Q/,P [fig. 274) ou

a A'C'B'D' [fig. 275). Deux des sommets de ce parallélogramme appartiennent à

la projection de A", et les deux autres ii la projeclion de A". Les diagonales sont

les traces des plans de ces courbes sur celui de A.

Cette construction fait défaut lorsque la surface n'a pas de sommets sur A, car

alors on ne peut pas mener à cette directrice des tangentes avant l'inclinaison

donnée. Dans ce cas, pour avoir les traces des plans de A et de A'", on peut

calculer les valeurs de tang? à l'aide de l'équation (lA)*

(') Les llléorèmes établis aux articles j73 el TiTl ont atiiré l'attention de M. Cremona, qui en a donné

des démonstrations très-ingénieuses fondées sur li'S principes de la (iéométrie moderne
:
.V-i^iW/cc

Annales de Malhénintiquex, i8()5, p. 017 1).

II. ifi



SURFACES nEVKLOPPABI.ES.

o76. Dans l'épure (jiie nous présentons, afin de donner une certaine symétrie

à la figure et de simplifier les constructions, nous avons supposé que le plan de A

coupait les plans verticaux passant par les axes de la projection horizontale de

cette conique, suivant des droites ayant l'inclinaison des génératrices : les points

de A situés dans ces plans verticaux sont alors évidemment des sommets de la

développable.

D'après l'Iiyp^thèse admise, nous avons

d'ailleurs, nous pouvons supposer que l'on a choisi le sens des ordonnées posi-

tives de manière que m et 71 soient de même signe.

Les équations (i/j) et (17) deviennent

(i/| l>is) tangç; = rp -,

{i-^ bis) a'\ = a{a±h], h\^h{h±a).

577. La projection horizontale de la directrice donnée est l'ellipse I/I,?,

{fig. 286) ; on détermine les axes des projections horizontales des autres coniques

parles constructions faciles qu'indiquent les équations (17 his) : nous n'avons pas

conservé ces constructions sur la figure. La projection de la seconde ligne

double A" est l'ellipse B,DAB A, ; celle de la troisième A , l'hyperbole JABB, A,/î|.

Les coefficients m et /; étant égaux, la trace horizontale du plan de A est la

droite P|OP, qui fait avec l'axe des abscisses un angle de — 4">"
: l'intersection

des plans des directrices A" et A'" se projette, par conséquent, sur la perpendicu-

laire D,OD (art. 575). Les projections AA, et BB, des deux autres arêtes du

trièdre formé par les plans des lignes doubles sont construites par les relations

qu'indiquent les équations (i4 bis). Les droites AA,, BB, et DD,, prises deux à

deux, forment des systèmes de droites diamétrales conjuguées des courbes.

En déterminant avec soin les extrémités A, A,, D et D, des diamètres conjugués

de l'hyperbole A'", on trouve qu'ils sont en projection sur l'ellipse A"; de même
les extrémités B etB, du diamètre BB, conjugué deDD, pour la directrice A" sont,

en projection, sur l'hyperbole A". On peut vérifier à l'aide des formules de l'ar-

ticle 576 ces diverses coïncidences; elles résultent de symétries introduites dans

la surface par les hypothèses de cet article. D'après cela, les projections horizon-

talcs des diamètres conjugués des directrices, dirigés sur les arêtes du trièdre

formé par les plans de ces courbes, sont (X, etGGj pour l'ellipse A, DD, etBB,

pour l'ellipse A", AA, et DD, pour l'hyperbole A".

Les points D el D,, étant sur l'intersection des plans de A' et de A', sont dans
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l'espace, comme en projection, les extrémités d'un diamètre de l'ellipse A' et

d'un diamètre non transverse de l'iiyperbole A"'.

Les traces horizontales des plans de A' et de A" sont les droites P", P " et P" P'"

respectivement perpendiculaires à A, A et à B|B.

578. Nous prenons trois plans verticaux auxiliaires respectivement perpendi-

culaires aux plans des trois coniques : leurs lignes de terre sont P,a:, P", a;"

et V[x"'. Nous établissons la trace P,K du plan de A sur le premier plan auxi-

liaire : l'angle KP, x est une des données du problème (
'

) ; nous obtenons ensuite

la trace de cbacun des plans de A" et de A" sur le plan vertical qui lui est perpen-

diculaire, en cliercliant la projection d'un point pris sur son intersection avec le

plan de A (art. 59j. Ainsi la trace P", K" du plan de A" passe par la projection T.,

du point (G, r, ) de la droite (013, P, K . et la trace P™ K" du plan de A" passe par

la projection -j du point (-, r:,) de la droite (OA, PiK).

Il faut maintenant établir les projections des arêtes du trièdre formé par les

plans des directrices et de ces courbes elles-mêmes sur le plan vertical de l'épure,

qui est celui des grands axes des ellipses II, etADA, : cette construction est un

simple changement de plan de projection fart. o9). Nous déterminons le point G'

qui correspond à (G, Fo), nous traçons O'G' et nous relevons les ])oints B, B, et G,

en B', B', el G',. Nous plaçons ensuite la nouvelle projection -'du point (:t,-,\

nous traçons 0'-', et nous relevons les points A, G, G, et A, en A', C', C\ et A',

.

Nous établissons d'une manière analogue la droite O'D', projection de l'arête

(OD, P", K"), en opérant sur un point de cette ligne, et nous relevons les points D

et D, en D' et U', . On pourrait obtenir par la même construction des points appar-

tenant aux courbes, mais il vaut mieux remarquer que nous avons des couples de

diamètres conjugués : (7C'i et G'G', pour la projection de A, D'D', el B'B', pour la

projection de A", et enfin A' A', et D'D', pour la projection de A'". A l'aide de ces

diamètres, on détermine facilement la projection verticale de chaque ligne

double.

Deux génératrices de la surface sont parallèles à chaque génératrice du cône

directeur; il y a donc quatre génératrices parallèles au plan vertical; elles

forment sur ce plan le contour a|)parent de la développable (art. 545). Les pro-

jections verticales des lignes doubles sont par conséquent inscrites dans un

même parallélogramme, et de là résultent entre ces coni(|ues diverses relations à

l'étude desquelles nous ne nous arrêterons pas.

Les directrices A et A" percent respectivement le plan de A" aux points C, C,

(') Si, pour achever de déterminer le plan de A, on donnait, non son angle avec le plan liorizonlal,

mais la tangente m de l'inclinaison de sa trace sur le plan vertical de l'épure, on construirait 1 angle KP,X,

comme nous l'avons expliqué à l'article 58.

Nous n'avons pas à nous donner la pente des génératrices; elle résulte de la position du |)laii du A,

conl'orniémciil aux relations que nous avons adiiiises à l'article ."iTti.

i6.
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et D, \), '
; les droites (ID, C,D|, 1)C, et D,C forment donc un groupe simple :

ce sont des gt'néi'iUriees tangentes à A', et leurs points de contHcly,/, , J, et J sont

des sommets de la développable.

Les droites (AB, A'B'), (A,B,, A',B',), (BA,, B'A'.j et (B.A, B'.A'j sont de

même des génératrices tangentes à A; elles déterminent les quatre sommets 1, l'j,

(Ii> l'i )) («1» 'i ) et (/", j"). Les deux dernières sont parallèles au plan vertical, et

par suite leurs projections sur ce plan forment deux des côtés du quadrilatère

circonscrit dont nous venons de parier; les droites W \\ et B', A' sont donc tan-

gentes à la projection de A'" en A', et en A', et a la projection de A" en B' et

en B', ; le diamètre D',D', respectivement conjugué à A', A' et à B',B', est par con-

séquent parallèle à B'A', et à B, A'.

L'angle constant formé par les génératrices de la surface avec le plan hori-

zontal est égal à l'angle que forment les droites B'A', et B',A' avec O'X', ou

liD'O'X'.

S79. Sur la directrice A, quatre points e, c, e, et c, d'un groupe sont les som-

mets d'un parallélogramme qui a ses cotés respectivement parallèles aux dia-

mètres conjugués B,B et A, A, traces des plans des deux autres directrices sur

celui de A (art. o62). On peut, par la même considération, déterminer sur A"

quatre points a, b, a, et b, qui dépendent d'un groupe, et, si ce groupe est le

même que celui des points e, c, c, et c,, le rapport des abscisses Or et 0/7 sur le

diamètre BOG,, intersection des plans de A et de A', sera indépendant de la posi-

tion des points considérés sur A et A" (art. 516;. Mais les points i et B, sont sur

une génératrice; on doit donc avoir

();• {),/ Os _ ()/

D'après cela, pour obtenir le point/* du parallélogramme aba,b, dont les som-

mets appartiennent au même grou|)e que ceux du parallélogramme cce,c,, il

hullit de tracer sp parallèle a î\i,.

La construction se simplitie pour la directrice A , parce que le diamètre DD, 'est

commun à A" et à A en direction et en grandeur. Les carrés désignés par/>- et

7" à l'article 51G sont égaux, mais de signe coulraire, car le diamètre DD, n'est

pas Iransverse pour l'hyperbole A" . Il résulte de la (jue les points de A" et de A"

<jui appartiennent à une même génératrice ont sur DD, des abscisses égales et de

sens opposé. OH et OU, étant, sur le diamètre DD,, les abscisses des sommets du

parallélogramme rt/ya,/>,, si l'on mène par les points H et H, des parallèles a A, A,

C) Quelques-unes des indications se rapportent seulement au |)lan horizontal, mais on peut suivre les

raisonnemenis sur les deux projections. Le point J,, synuHrii|iie de J. na pu être Irauj sur la ligure.
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on déterminera sur à'" les puiiils />t, /<,, m, et n cjui a|)ii;irtiennent au groupe

considéré.

Les points a et b, de A" (jui ont pour abscisse OH sont sur les génératrices qui

passent par les points n, et m de A ', dont l'abscisse est — OH ou OH,.

Aous n'avons pas tracé les génératrices de ce groupe })ar crainte de confusion :

ce sont les liuit droites

'lea,, ?icù,

(tcin, meb^,

A|f|//|, n,eia,

bc\//t,, a,c,m,.

Nous avons construit la trace horizontale de la surface; elle se compose de

deux branches fermées qui se coupent aux traces s et v de A", et de deux points

isolés W| et t/j, traces des arcs parasites de A. Les traces de toutes les génératrices

du groupe qui a été déterminé sont indiquées par des lettres.

580. Cas où (a directrice donnée est une hyperbole. — Dans tous nos exercices

nous avons choisi pour première directrice A une ellipse, parce que celle conique

a une certaine analogie de forme avec les courbes que l'on rencontre le plus sou-

vent dans les applications. Nous allons maintenant examiner sommairement les

diverses dispositions que peut présenter la surface d'égale pente circonscrite à

une "hyperbole.

Rappelons d'abord que tout [)lan tangent a la directrice A et faisant avec le

plan horizontal le même angle que la développable touche cette surface le long

de la génératrice (jui passe au point de contact. D'après cela, si la conique A est

une hyperbole dont une asymptote se trouve plus inclinée que les génératrices,

on pourra faire passer par celte droite deux plans ayant la pente des plans tan-

gents de la développable, et chacun d'eux contiendra une génératrice située à l'in-

tini. La surface a donc deux génératrices situées à l'intini, c'est-à-dire dans le

|)lan de A'; elles sont tangentes à celle direclrice (art. io7), et leurs points de

contact sont deux sommets de la développable.

Si la seconde asymptote de A est moins inclinée que les génératrices, la surface

n'a que deux sommets sur A', et par suite elle appartient à la variété portée

sous le n" 5 à l'article o2l (' ; les groupes sont formés de quatre génératrices,

et les plans de A" et de A" n'existent plus : on peut vérifier que les racines de

l'équalion (l'i) (art. 575) sont imaginaires quand les généralrices sont moins

inclinéesque l'une des asymptotes de A, et plus inclinées que l'autre. Enfin, si l'on

coupe le cône directeur par un plan parallèle à celui de A, on aura une hyperbole

(') Nous n'avons pas trouvé ceUe disposilion clans la discussion de l'article 508, parce que nous avons

supposé que les plans des trois directrices concentriques étaient réels.
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dont les nsyniplotes scrunt croisées avec celles de A (art. r>02); il est en effet très-

facile de reconnaître que, lors(|u'on coupe un cône de révolution par un plan con-

tenant deux droites, Tune plus inclinée que les génératrices du cône, l'autre

moins inclinée qu'elles, la section est une hyperbole dont les asymptotes sont

croisées avec les droites.

581. Quand la seconde asymptote de l'hyperbole A est, coniuie la première,

plus inclinée que les génératrices, la surface a quatre génératrices à l'infini. Ces

droites, étant dans un même plan (art. 56o), se coupent en six points qui sont des

points doubles étrangers à A' : chacune des coniques A" et A" a donc comme A

deux points à l'infini, et par conséquent les trois coniques concentriques sont des

hyperboles. Leurs six asymptotes sont les intersections mutuelles des quatre plans

qui touchent la surface le long des génératrices situées à l'infini. On détermine

facilement ces plans, comme nous l'avons vu à l'article précédent, quand on con-

naît les asymptotes d'une directrice et la pente des génératrices; ils sont tangents

au cône directeur placé de manière à avoir son sommet au centre de la surface.

Les droites de contact de ces plans avec le cône sont parallèles aux génératrices

situées il l'infini.

L'arête de rebroussement possède deux rebroussemeuts à l'infini dans le pre-

mier des cas que nous venons d'examiner, et quatre dans le second. Les branches

sont paraboliques, car la génératrice tangente est tout entière à l'infini (').

582. Quand la directrice A est une hyperbole ayant ses deux asymptotes-plus

inclinées que les génératrices, la section du cône directeur par un plan parallèle

à celui de A est une ellipse ou une hyperbole ayant avec A un système de diamètres

conjugués parallèles. La discussion de l'article 521 montre que la surface peut

être imaginaire; lorsqu'elle est réelle, elle n'a pas de génératrice à l'infini, et par

conséquent elle ne possède dans le plan de A', outre cette conique, (jue deux

points isolés appartenant à A. Les directrices A" et A" sont donc des ellipses. C'est

à ce cas que se rapportent les surfaces représentées sur \cs/ig'. 272, 274 et 275,

28G et 287, si l'on y considère l'hyperbole comme étant la directrice donnée A.

385. Si l'on veut déterminer les conditions auxquelles doivent satisfaire deux

coniques concentriques pour que la développable qui leur est circonscrite soit

d'égale pente, on exprimera que le cône directeur dont l'équation en coordonnées

obliques a été donnée à l'article 545 est de révolution. On trouve deux équations

de condition. Nous ne nous arrêterons pas à cette question.

58i. Cas où la directrice donnée est une parabole. — Lorsque la directrice A est

une parabole, la surface d'égale pente circonscrite ne possède à distance finie

qu'une autre ligne double qui est également une parabole. Les équations de la

('
) Nous avons indiqué à l'article t8i comment on peut étudier la disposition des brandies parabo-

liques lorsqu'il y a un rebroussement à l'infini.
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première étant

z = mx -i- ny, r" + ipx = o,

celles de la seconde sont

I — 1)1-1- I

iniii-

I — /)(•'(-

I — Hî'
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LIVRE SEPTIÈME.

SURFACES GAUCHES.

CHAPITRE PREMIER.

PARAROLOIDKS.

Définition. — Doiihlr système de g;énér(ttrlees rectilignes.— Plans tangents.

.">8o. Nous avons dit (art. ir>2) que l'on appelle surfaces gauches celles qui,

étant réglées, ne peuvent pas élre développées sur un plan, et nous avons montré

que les surfaces réglées sont en général gauches. Il résulte de là que les sur-

faces développâmes ne sont qu'une variété des surfaces gauches. Une surface

gauche peut être déterminée par trois directrices (art. 4o2), ou par deux direc-

trices et un cône directeur (art. 467); mais, dans chaque cas, il est nécessaire

d'examiner si les données sont telles que les plans tangents aux divers points

d'une ilénérallice quelconque se confondent, car alors la surface serait dévelop-

pahle.

Nous avons toujours supposé que le lecteur connaissait les principales pro-

priétés des surfaces du second ordre, et par conséquent du paraboloïde hyperbo-

lique, et de l'hyperboloide à une nappe ; mais, comme ces surfaces gauches jouent

un rôle fort important dans les arts graphiques, nous devons les étudier sous le

rapport des constructions auxquelles leur emploi donne lieu. Nous commencerons

par le paral)oloïde.

o80. On ^^\\ii\\(^ paraboloïde liyperholiquc la surface engendrée par une droite

qui se meut en rencontrant deux directrices rectilignes à dislance Unie on à l'in-

fini, et en restant parallèle à un plan qui remplace le cône directeur de l'ar-

ticle 467. Cette surface admet comme variétés :

1° Le système de deux plans Q et Q, qui se coupent :

Quand une des directrices AB est parallèle au plan directeur P, l'autre .\,R,

étant quelconque [fig. 207;;

Quand les directrices AB, CD sont dans un même plan et non parallèles au plan

directeur (//i^. 207, a).
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2" Le système de deux plans parallèles Q et Q, {fig. 21
1)
quand les deux direc-

trices AB et A, B, sont parallMos au plan directeur P et non parallèles entre

elles.

Lorsque les directrices sont parallèles entre elles au plan directeur, toute droite

qui leur est parallèle satisfait aux conditions imposées aux génératrices, et par

suite la surface n'est pas déterminée.

Nous supposerons toujours que les directrices n'ont aucune des positions

relatives exceptionnelles qui viennent d'être énumérées, et alors la surface sera

gauche comme ayant des directrices rectilignes (art. 461-). Nous la désignerons

par le seul nom de paraboloïde.

587. Les plans coordonnés que nous prendrons dans l'étude du paraboloïde

sont le plan directeur P et un plan Q parallèle aux deux directrices. En général,

ces plans ne sont pas perpendiculaires l'un à l'autre. Un point M aura pour pro-

jetantes sur les plans P et Q {Jîg. 280) deux droites >Im et M/?/,, perpendicu-

laires à la ligne de terre et respectivement parallèles aux plans Q et P.

Il n'y a pas dans ce système de modifications à apporter aux constructions

ordinaires relatives aux questions dans lesquelles il n'entre aucune considération

de perpendicularité ou de grandeur d'angle, telles que la recherche de l'intersec-

tion de deux plans, des traces d'une droite, etc. Quand on fait des rabattements,

il faut avoir égard à l'obliquité des projetantes qui est égale à l'angle des plans

coordonnés.

Pour la facilité du langage, nous supposerons que le plan directeur P est hori-

zontal.

088. Les directrices sont (A, A') et (A,, M^) [fig. 27G); puisqu'elles ne se

trouvent pas dans un même plan et qu'elles ne sont pas parallèles au plan P, leurs

projections horizontales A et A,, qui, d'après les dispositions adoptées, doivent

être parallèles à la ligne de terre, sont nécessairement distinctes, et leurs autres

projections A' et A', rencontrent la ligne de terre.

Une droite quelconque B', parallèle à la ligne de terre, est la projection sur le

plan Q d'une génératrice, car le plan horizontal B' coupe les directrices en deux

points (M, M'), (M,, M',), et la droite (B, B') qu'ils déterminent satisfait aux con-

«litions.

Du point de concours 0' des projections A' et A', abaissons une droite O'O,

perpendiculaire à la ligne de terre : les triangles semblables IM,ojO et I\[,c3I

donnent
0&) M,c)

M' e . N' «^

Le second rapport est égal à .,, '.,, et par suite à rri?; : il est donc indépendant
' ' <^ i\l, M ' ]N, N '

de la position de la génératrice considérée (B, B'); de plus la distance .Me est

II. .7
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constante; on conséquence lo point est fixe sur la droite O'g, perpendiculaire

à la ligne de ferre. Nous voyons ainsi que les projections de toutes les généra-

trices sur le plan P passent par un même point 0.

589. Nous allons maintenant déterminer la trace de la surface sur un plan A,

parallèle à Q. La génératrice (B, B') le rencontre en un point (.Mo, M'o), et l'on a,

en ayant égard au parallélisme des droites MM', M,.M', et M. M',.

MM, _ M' ;m',

M, M, ~ M, m/

Le premier rapport est celui des distances des droites A et A,, A, et Aj;

le second a donc la même valeur, quelle que soit la position de la génératrice

considérée (B, B'), et par suite le lieu des points M'^, projection sur le plan Q
do rinlerscction de la surface par le plan A^, est une droite qui passe au point

de concours 0' des projections A' et A',. Tout plan parallèle à Q coupe donc la

surface suivant une droite; le paraboloïde admet ainsi un système de généra-

trices rectilignes pour lesquelles le plan Q est directeur. Les projections de ces

nouvelles génératrices sont parallèles à la ligne de terre sur le plan P cl passent

par un même point sur le plan Q. Les directrices (A, A'), (A,, A', ) sont des géné-

ratrices de ce second système.

Nous voyons que le paraboloidc admet deux systèmes de génératrices rectilignes.

La droite B, qui joint les traces N et N, des directrices est une génératrice

du système P, et forme la trace horizontale du paraboloïde.

590. Deux génératrices de systèmes différents se rencontrent, car leurs projections

sur le plan P ont nécessairement un point commun tel que 31.,, et ce point n'est la

projection que d'un seul point du paraboloïde, puisque le plan parallèle à Q et

passant par Mo coupe la surface suivant une droite.

Il résulte de la proposition que nous venons d'établir ([uiine génératrice de

l'un des systèmes rencontre toutes les génératrices de l'autre système, et par suite

que deux génératrices quelconques de l'un des systèmes peuvent être prises pour

directrices de celles de l'autre système.

Les projetantes des points et 0' sont des génératrices qui appartiennent res-

pectivement aux systèmes Q et P, et par conséquent la surface sera déterminée si

l'on donne sa trace B, sur l'un des plans directeurs et le point de concours 0' des

projections de ses génératrices sur l'autre, car, la projetante de ce point étant une

génératrice du même système que B,, ces deux droites peuvent être prises pour

directrices.

Deux génératrices d'un même systèrrie ne se rencontrent pas, car leurs projec-

tions sont parallèles sur l'un des plans directeurs et convergentes sur l'autre.

On voit qu'il existe entre les génératrices des deux systèmes un parallélisme

complet de propriétés géométriques.
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591. Un paraboloidc (''lant donné par sa trace horizontale OK {Jtg. 279) et le

point de concours 0' sur le plan Q, on déterminera iinmédiafement la seconde

trace KO' et le point de concours sur le plan horizontal.

Pour avoir la projection sur le plan Q d'un point de la surface dont on se

donne la première projection M, on construit la projection N'O' de la génératrice

du système Q dont la projection horizontale est MN, et on relève le point M en M'

sur N'O'. Il y a toujours une solution, et par conséquent tout point de l'un quel-

conque des plans directeurs est la projection d'un point de la surface.

La génératrice du systi-me P qui a ponr projection horizontale OME se projette

sur le plan Q suivant l'iiurizontale M'E'. Si la droite indéfinie OME, tournant

d'une manière continue autour du point 0, se place sur Om, se confond avec la

parallèle IJ à la ligne de terre et revient à sa première position après une révolu-

lion de 180°, la génératrice qu'elle représente s'élèvera, se projettera sur m'e,

s'éloignera a l'infini en devenant parallèle à ay, et, reparaissant au-dessous

du plan horizontal, viendra reprendre sa position initiale (O.AIE, M'E').

Nous voyons donc (|ue, si par un point pris clans le plan directeur de l'un des sys-

tèmes on mène des droites parallèles aux génératrices de ce système, elles occuperont

autour du point toutes les positions possibles , et qu'?7 }' a dans chaque système une

génératrice située tout entière à l'infini. Les deux génératrices à l'injini sont paralr

lèles à l'intersection desplans directeurs.

o92. Un plan passant par la génératrice (OE, M'E') {fig. 279) a pour trace

horizontale une droite LN parallèle à OE. La génératrice du système Q dont la

trace est N rencontre la première génératrice en un point (M, M') et a ainsi deux

points dans le plan considéré. Ce plan, contenant les deux génératrices qui se

croisent au point (M, M'), est tangent en ce point à la surface.

Leplantournantautourdcla génératrice(OE,M'E'),sa trace devient successive-

ment N,L,, NoLo, ..., le point de contact s'éloignera en (M,, M',), (Mo, M'o), ...;

il se trouvera à l'infini (juand le plan sera horizontal, puis il reparaîtra de l'autre

côté du point (M, M'), et il reviendra à ce point quand le plan achèvera une ro-

tation de 180°. Ainsi àonc tout plan qui coupe le paraboloide suivant une gènc-

ratiice contient une génératrice de l'autre système et est tangent ci la surface à leur

point de rencontre; quand il est parallèle au plan directeur du système auquel

appartient la génératrice considérée, l'autre génératrice et le point de contact sont à

l'infini; pendant une rotation de i 80" de ce plan autour de la génératrice, le point

de contact parcourt la longueur indéfinie de cette droite.

Le plan tangent en un point donné (M, M') contient les deux génératrices qui

se croisent en ce point; ou détermine ses traces NL et LE' sans dilticullé.
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Sections planes. — Diamètres. — ^-ixe. — Plans diainétraiix.

595. Nous allons maintenant thorclier l'intersection par un plan (MF, HE').

{fig. 282) d'un parabolo'ule déterminé comme précédemment par ses traces KJ,

Kl', par les projections et 0' des génératrices perpendiculaires à l'intersection

des plans directeurs, et par l'angle Z,yY, de ces plans.

Un plan horizontal x'y' coupe le paraboloïde et le plan sécant suivant deux

droites NOn et Gm, dont le point de rencontre (M, M') appartient à rinterseclion.

En menant par le point une parallèle à HF, on détermine une génératrice

[\b,\'h') parallèle au plan. On trouve de la même manière, dans le système Q,

une génératrice (J«/^ Viib') parallèle à la trace HE' et au plan. A chacune de ces

génératrices correspond une branche infinie.

Pour avoir les asymptotes, il faut prendre l'intersection du plan sécant avec les

plans tangents de la surface aux points de la courbe situés à l'intini, c'est-à-dire

avec le plan passant par (IZ*, Vb') et parallèle à P, et avec le plan passant par

(Ji,J'i') et parallèle à Q, car ces plans sont respectivement tangents aux points des

génératrices (1^,1'^') et (J 6, J'^') situés à l'infini. On trouve les droites (FL\,E' A')

et (F/nA,F'm'A').

Les triangles semblables mn}\ et bnO donnent

jn'Sl X bn = 60 X mn ;

mais les droites Y b' et F' A' sont parallèles à la trace HE' du plan, et par consé-

quent parallèles entre elles : il suit de là que les longueurs bn et A;« d'une part,

mntii FJ de l'autre, sont égales comme projections de segments égaux et paral-

lèles. L'équation nous donne donc

mM X \m = bO X FJ.

Les facteurs du premier membre sont les coordonnées du point M par rapport

aux asymptotes AE et AF de la projection horizontale. Le second membre est

constant; la courbe est doncune hyperbole sur le plan P,et parsuitedans l'espace.

Le point de concours étant la projection d'une génératrice entière, la courbe

cM r/doit nécessairement y passer. Le point de concours 0' appartient pour le même

motif à la seconde projection c'yUd' de l'intersection. La génératrice qui se pro-

jette tout entière au point perce le plan sécant en un point dont on détermine

facilement la projection 0', sur le plan Q. La génératrice du système P qui passe

par le point (0, 0',) est (0/, 0',/').
'

On peut construire une tangente soit par les propriétés spéciales de l'hyperbole,

soit comme intersection du plan tangent et du plan sécant. Nous avons employé
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celte dernière inélhode pour la tangente (0/, 0', /') au point (0, 0',). On obtient

facilement le plan tangent en remarquant ([u'il contient les deux génératrices

qui se croisent en (0, 0'|).

îiOi'. Nous prenons un plan (Y, Y, YZ) perpendiculaire à la ligue de terre, et

nous le rabattons sur le plan borizontal : la trace YZ se place sur la droite Y'Z,

faisant avec YY, l'angle connu des plans directeurs. Nous désignerons ce nouveau

plan de projection par la lettre R.

Les plans tangents du paraboloïde aux points de la courbe situés à l'infini sont,

comme nous l'avons vu, le plan la' parallèle à P, et le plan JF" parallèle à Q; ils

ont pour traces sur le plan R les droites «A" et F"A" respectivement parallèles à

YY^, et à Y'Z,, et ils projettent sur ces traces toutes les lignes qu'ils contiennent,

notamment les génératrices [b], b'I') et (iJ, b'i') parallèles au plan sécant, et les

asymptotes (AE, A'E'), (AF, A'F') de la section.

Si l'on transporte le plan (FH, HE') parallèlement à lui-même, la projection de

la section sur le plan R aura les mêmes asymptotes ciA" et F" A", et le centre de

l'byperbole se projettera toujours en A". Le lieu des centres de toutes ces sections

parallèles sera donc la droite parallèle a XY dont A" est la projection, et, comme

on appelle diamètre d'une surface le lieu des centres d'une série de sections

parallèles, nous voyons que tous les diamètres du paraboloïde sont des droites

parallèles à rintersection des plans directeurs.

Réciproquement, toute droite parallèle à l'interseclion des plans directeurs est

un diamètre, car, si par sa projection A" sur le plan R on fait passer deux droites

respectivement parallèles à YY, et à Y'Z,, les sections faites par les plans paral-

lèles aux génératrices dont ces lignes sont les projections auront leurs centres

projetés en A".

595. Un diamètre est un axe quand il est perpendiculaire aux plans des sec-

tions dont il contient le centre. Tous les diamètres du paraboloïde étant paral-

lèles, cette surface a un seul axe lieu des centres des sections faites par les plans

qui les coupent à angle droit. Les génératrices perpendiculaires aux diamètres,

et par suite parallèles au plan R, sont projetées, l'une en sur P, l'autre en 0' sur

Q. Appliquant aux sections par des plans perpendiculaires à XY^ les raisonne-

ments faits à l'article précédent pour les hyperboles contenues dans des plans

parallèles, on reconnaît que le diamètre passant par le point (0, 0', 0") est l'axe

de la surface. Ce point est le sommet du paraboloïde.

596. On sait que dans une hypeibole le milieu d'une corde est aussi le milieu

du segment intercepté sur la même droite par les asymptotes. IMais les asym-

ptotes des sections faites par des plans parallèles à (HF, HE') [fig. 282) sont dans

deux plans perpendiculaires à R, ceux qui ont pour traces ak" et F" A"; la sur-

face diamétrale, lieu des milieux d'une série de cordes parallèles entre elles et à

un plan (HF, HE'), est donc le lieu dos milieux des segments interceptés sur les
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niêiiies droites par les plans r/
A" et F" A", c'cst-ii-dire un plan conlenant le (lia

mètre pi'ojelé en A' sur R. Il en résulte que les surfaces diamétrales du paraboloide

sont des plans parallèles à Vaxe.

597. Pour déterminer le plan diamétral d'un système de cordes, on commence

par cberclier la projection M, sur un plan R perpendiculaire à l'axe, de l'un des

points du paraboloide oii le plan tangent est parallèle à ces lignes [fig. 270). Il

suffît pour cela de faire passer par une génératrice quelconque un plan parallèle

à la direction donnée et de chercher son point de contact (art. 592). Dans ce

plan sont deux génératrices et une tangente parallèle aux cordes; on trace leurs

projections Mrt, Wh et M/; : la droite M<7, qui partage en parties égales les seg-

ments parallèles à RI/7, tels que gh, est la trace du plan cherché, qui est d'ailleurs

perpendiculaire au plan de projection R.

598. Les droites M/; et M^r forment un système de diamètres conjugués des

hyperboles qui ont pour asymptotes Ma et IM 6, et par suite du système de ces

droites. Il est du reste facile de voir sur la figure même, et sans la considération

des livperboles, que le point/est le milieu du segment ih parallèle à ]\I(/, comme

le point e est le milieu du segment ijA, parallèle à }i\p.

Ces propriétés sont réciproques entre les projections Ma et MZ» des génératrices

d'une part et les droites M/>et \\q de l'autre; ainsi la droite Mi divise en parties

égales les segments, tels que qp, parallèles à Ma.

Les quatre droites Ma, Mi et M/^, "Wq forment un système de conjuguées har-

moniques.

599. Les sections planes des surfaces gauches ont des branches infinies de deux

genres généralement très-distincts: les unes sont déterminées par une généra-

trice parallèle au plan sécant, les autres par une génératrice à l'infini. Dans le

paraboloide, chacun des deux points d'une section plane situés à l'infini est sur

la génératrice à l'infini d'un système et sur la génératrice de l'autre système qui

est parallèle au plan. Chaque branche réunit ainsi les caractères des deux genres.

GOO. Nous avons démontré a l'article 593 que la section plane du paraboloide

est une hyperbole lorsqu'il existe, à distance finie, une génératrice du sys-

tème P parallèle à la trace horizontale HF du plan sécant {fig. 282) et une

génératrice du système Q parallèle à la trace HE', c'est-à-dire toutes les fois que

ces deux traces ne sont pas parallèles à l'intersection XY des deux plans directeurs

(art. 591). Lorsque le plan sécant sera parallèle à XY et par suite à l'axe de la

surface, la génératrice qui se trouvera lui être parallèle dans l'un des systèmes,

tel que P, sera précisément celle qui est à l'infini. La courbe n'aura donc qu'une

branche infinie. Le plan contenant la génératrice et parallèle à P sera tout entier

à l'infini; l'asymptote de l'intersection se trouvera avec lui à l'infini, et cette

courbe sera une parabole.

Quand on examine directement cette question, on trouve facilement, en plaçant
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l'origine an point [fig. 282), que les abscisses de la section projetée, mesnrées
parallèlement à XY, sont proportionnelles aux carrés des ordonnées parallèles a

la tangente ()/.

Les sections planes du paraboloïde sont ainsi des liyperljoles ou des paraboles,

suivant la position du plan sécant, dans tous les cas des courbes du second ordre,

et par conséquent la surface est elle-même de cet ordre.

Digression sur les faisceaux harmoniques (
'

).

001. Nous avons parlé à l'article 59S de droites conjuguées harmoniques;
nous allons montrer les relations qui existent entre ce système géométrique et la

division harmonique dont nous nous sommes occupés précédemment (art. 514).
Considérons les quatre droites A, B, C et D divergeant d'un même point et

coupées par une sécante TT [Jig. 271): les deux triangles aOc et aO^/ donnent

d'où

On a pareillement

Donc

siiiaOf ac shirtOr/ ail

siii c «O s'md «O

sinaOc ne sine

sinaOfi^ ad sine?

siniOe bc sine

s'mbOd hd sinr/

sinrtOf . &\nl)Oc ac , hc

siiwMJ(/* s\\\bOd ad' bd

Pour attribuer des signes aux angles que forment des droites divergentes, on

prend pour origine celui de leurs côtés qui est écrit le premier, et l'on considère

chaque angle comme positif ou négatif, suivant que son ouverture à partir de ce

côté est dirigée dans un même sens convenu ou en sens contraire. Quand doux

angles ont la même origine, leur rapport est positif s'ils ont leur ouverture di-

rigée dans le même sens, négatif dans le cas contraire.

Il est facile de voir sur la figure que les rapports -7- - ^
"^ et ^, auront toujours

le même signe, et qu'il en est de même des autres rapports '
. , ,,

,
et 7—,• d'où il° 1 ' ' snif'Of/ b<l

résulte que les deux membres de l'équation ci-dessus sont de même signe, et que

cette équation doit être considérée comme complètement exacte et non pas comme
impliquant seulement une égalité de grandeurs absolues.

C) Ce paragraphe est emprunté presque textuellement aux articles 13, If. la et 110 du Tniiic de

Gcnmètrir stipériciirc de M. Ciiasles.



l36 LIVRE VU. — SURFACES GAUCHES.

L expression ~.—n—, -—rrr-yest 10 rapport anliarmonuiiie des quatre droites A,

B, C et D. Nous voyons donc que, sipar quatrepoints en ligne droite on mènequatre

droites concourantes en un même point, le rapport anharmonique de ces quatre droites

sera égal à celui des quatre points et aura le même signe.

Il suit de là que, quand deux transversales rencontrent unfaisceau de quatre droites

en des points a, h, c, d et a' , h', c', d', le rapport anJiarmonique des quatre premiers

points est égal à celui des quatre autres et de même signe.

Ainsi l'on a

ac _ bc a' c' , h' c'

ad ' Int a' d' ' h' d'

La transversale T'T' est quelconque. Si nous considérons une transversale T"T"

parallèle à la droite B, le point b" où elle rencontre cette ligne sera à l'infini, le

rapport jjrjr, sera égal h l'unité, et nous aurons

ac . Ijc a" c"

aj ' bd a" d"

Si le rapport anharmonique est égal à l'unité négative, la division des transver-

sales sera harmonique (art. 514), et le faisceau sera aussi harmonique . Les seg-

ments à' c" et a!' d" seront alors égaux et de signe contraire. Réciproquement, si

ces segments sont égaux et de sens opposé, le rapport anharmonique des droites

sera égal à — 1, et le faisceau sera harmonique : tel est le cas des quatre droites

Ma, MZ), M^' et M/> de la fig. 270.

Il est facile de reconnaître que deux droites situées dans un plan sont conju-

guées harmoniques des bissectrices des deux angles qu'elles comprennent.

G02. Les lignes PA et PB de la fig. 22G sont coupées par les quatre

droites QP, QA, QD et QG qui divergent du point Q, et par suite on a entre

les segments déterminés par ces droites sur les premières la relation

PD.AD _ PE . BE
PG • AG ~ PH • BH

Si l'on considère les mêmes lignes PA et PB comme coupées par les droites

P.M, DMB, AME et GMH qui se croisent en M, on pourra écrire

pa . da _ pe . be
pg'Ikï^ ph"bh'

Egalant les premiers membres de ces équations, et remarciuant que l'on a

AD =-- - DA, DG == - GD, AG = - GA,
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on obtient

PD . GD _ _
PÂ • G A — — '

•

Les droites PQ, GQ, DQ et AQ forment donc un niisccau li;ii'inoni(iue, et une

droite quelconque telle que PM est divisée harmoniquement par ces lignes; par

conséquent, si la droite QG est peu éloignée de la bissectrice de l'angle DQA,
la droite PQ sera rapprocliée de la bissectrice de l'angle supplémentaire, ce qui

justitir l'observation que nous avons présentée à l'article 421.

Représcntiitiuii du pavahohude. Plans principaux. Paraboles pvinvipalcs

.

605. (Considérons un paraboloide donné comme précédemment par ses traces

GK et KF sur deux plans coordonnés P et Q respectivement parallèles aux deux

plans directeurs ^fig. 28(S), par l'angle de ces plans et par les projections et 0'

du sommet : nous déterminons la projection 0" de ce point, sur un troisième

plan R, perpendiculaire aux deux autres et rabattu sur P, et nous allons repré-

senter par un certain nombre de génératrices la partie de la surface qui est pro-

jetée sur le losange A"B"C"D" dont le centre est en 0", qui est appuyé sur la

ligne de terre YY, et dont les côtés A"B" et A"D" comprennent un angle égal à

celui des plans directeurs.

Nous divisons les côtés du losange en un même nombre de parties égales, et,

joignant par des droites les points correspondants des côtés opposés, nous obte-

nons deux séries de lignes qui sont respectivement parallèles aux traces YY,

et YZ, des plans P et Q, et qui représentent les unes des génératrices du sys-

tème P, les autres des génératrices du système Q.

Il est facile d'avoir sur les plans P et Q les projections des lignes considérées.

On peut opérer comme il suit : mener par les points de division de A"B" des

parallèles à XY qui seront sur le plan P les projections des génératrices indéfinies

du système Q; projeter sur XY les points de rencontre de ces droites avec AB et

joindre ces projections au point 0' par des droites qui seront les secondes projec-

tions des génératrices du système Q; des points de division de A"D" ramenés sur

YZ tracer des parallèles à XY et ne conserver de ces lignes que les segments

compris entre les droites indéfinies A'O' et B'O'; entin ramener les points de

division des lignes A'D' et C'B' sur AD et C13, et joindre les points correspondants

par des droites qui passeront nécessairement par 0.

Pour faire comprendre la disposition de la surface dans l'espace, nous avons

supposé que l'une de ses faces était blanche et l'autre noire.

604-. Xous prenons un nouveau plan de projection S perpendiculaire à R et

parallèle h la diagonale A"C". Pour la facilité du langage, nous considérons R

comme un plan horizontal, P cl S iunime des plans verticaux. Nous pouvons

II. i8
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nppliqiior, pour construire la projection S, la méthode très-simple de l'article î>î).

Les projetantes sur le plan P ne sont pas, il est vrai, perpendiculaires à ce plan,

mais elles sont parallèles à R, et la distance d'une projection à la ligne de

terre \\, indique bien la hauteur du point dans l'espace au-dessus du plan hori-

zontal R.

Nous avons diminué toutes les hauteurs, sur le plan S, d'une longueur égale

à AA".

Par suite des symétries que nous avons pu introduire sur les figures, les côtés

du quadrilatère gauche (A"B"C"1)", ARCD) ont deux a deux une même projection

sur le plan S; les points de division coïncident aussi deux à deux, et par suite

les différentes génératrices des deux systèmes se superposent.

Un point m, sommet de l'un des losanges élémentaires de la figure R, a par rap-

port à A"C" une position symétrique d'un autre sommet m, ; les génératrices qui

passent par l'un de ces points se confondent, en projection sur le plan S, avec

les génératrices qui passent par l'autre; la corde mm, de l'espace est donc
projetée sur un seul point m'; de là résulte qu'elle est perpendiculaire au

plan A"C" et coupée par lui en deux parties égales comme sa projection mm,.
D'ailleurs on peut disposer la figure de manière qu'un point quelconque donné sur

la surface soit au sommet de l'un des losanges; le plan A"C" perpendiculaire à R
est donc principal, c'est-à-dire qu'il partage en deux parties égales les cordes de

la surface qui lui sont perpendiculaires.

(>0o. La construction des projections des génératrices sur le plan T perpendi-

culaire à R, et passant par la diagonale B"D" du losange, se fait de la même
manière et donne lieu aux mêmes considérations. Le plan T est donc un second

plan principal, et le paraboloïde a ainsi deux plans principaux rectangulaires

entre eux, contenant l'axe, et parallèles aux plans bissecteurs des angles des deux
plans directeurs.

Un troisième plan principal (s'il pouvait exister) couperait au moins un des

premiers, et l'intersection serait un axe de la surface; mais, comme le paraboloïde

n'a qu'un axe (art. 59o), le nouveau plan principal devrait contenir cette ligne.

Maintenant, si l'on remarque que les sections par des plans perpendiculaires aux

deux plans directeurs sont des hyperboles (art. 595), on verra que les plans

déterminés par les axes de ces courbes sont seuls principaux.

tJOG. Deux génératrices qui sur le plan R se croisent en un point n de A"C"

ont une même projection verticale sur S; leur plan est donc perpendiculaire à S,

et le point n où il louche la surface appartient au contour apparent sur ce plan.

L'enveloppe des projections des génératrices sur le plan S est donc précisément

la section de la surface par le plan A"C" qui contient l'axe, c'est-à-dire une

parabole (art. 600).

Le contour apparent sur le plan! est également une parabole, section de la
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surface par le plan B"D". Quand l'angle des plans directeurs est droit, ces deux

paraboles sont évidemment superposables, et le paraboloïde est isoscéle. Dans le

cas général, lors(jue les plans directeurs ne sont pas irctangulaires, Xv?. parahoh

s

principales ont des pai-amèlies inégaux, et le paraboloïde est scalèiie.

Cônes et cylindres circonscrits. Coitrhes cVombre.

G07. Considérons une parabole section du paraboloïde par un plan parallèle

à l'axe [Jig. 277), un de ses diamètres kx, les tangentes SM et SM' issues d'un

point de cette droite, et la sécante de contact MM' polaire du point S : on sait

que celte droite est parallèle à la tangente en A, et que les segments SA et AP

sont égaux.

Si le plan tourne autour de kx, il coupera la surface suivant des paraboles de

différents paramètres, mais les polaires du point S passeront toujours par le

point P, et, comme elles doivent être parallèles au plan tangent en A, elles

formeront un plan qui est le plan polaire du point S.

L'intersection de la surface par le plan polaire est le lieu des points de con-

tact des tangentes issues du point S, et par conséquent la courbe de contact du

cône circonscrit qui a son sommet au point S; cette ligne est une byperbole,

parce que le plan est parallèle aux génératrices qui se croisent en A.

En résun)é, la courbe de contact d'un cône circonscrit à un paraboloïde est une

hyperbole située dans un plan parallèle à celui qui touche la surface au point où

elle est rencontrée par le diainéue qui passe au sommet du cône. Les segments

interceptés sur le diamètre entre le sommet, la surface ei le plan de la courbe de

contact sont égaux.

G08. Quand le sommet S est sur le paraboloïde, le point P se confond avec

lui, et la courbe de contact se compose de deux génératrices. Pour comprendre

comment il peut y avoir une ligne d'ombre quand le point lumineux est sur la

surface, il faut concevoir qu'elle recouvre un corps opaque, qui sera, par exemple,

du coté noir [fig. 288). Un point lumineux placé en (0",0"',0"'j n'éclairera pas

les points B''' et D'", tandis qu'il enverralibrement des rayons aux points A"'etG".

609. Si une sécante d'un paraboloïde se transporte parallèlement à elle-même

jusqu'à devenir tangente, les deux points situés sur la surface se confondront

avec le point milieu qui est dans le plan diamétral conjugué à sa direction

( art. 59G j. La courbe de contact d'un cylindre circonscrit à un paraboloïde est donc

située dans le plan diamélral conjugué avec la direction des génératrices du cylindre :

c'est par conséquent une parabole, car tous les plans diamétraux sont parallèles

à l'axe.

On arrive au même résultiit en remar(|uant que, quand le point S s'éloigne

t8.
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indéfiniment sur la tangente MS [ftg. 277), le point M' s'éloigne aussi sur la

parabole, et qu'à la limite la droite M.M' est parallèle à l'axe.

On voit (|ue la courbe d'ombre d'un paraboloïde est toujours plane.

Diverses gciiérations du paraboloïde.

610. La surface déterminéepar trois directrices reclilignes A, Ji' , A" , qui sont paral-

lèles à un plan P {/ig- 281) et dont deux quelconques ne se trouvent pas dans un

même plan, est un paraboloïde, car les droites A, A' et A" appartiennent à un

paraboloïde dont le plan P est directeur et qui a pour directrices deux généra-

trices quelconques B et B' de la surface; les droites qui rencontrent les direc-

trices données sont donc les génératrices du second système de ce paraboloïde.

Les di'oites A, A', A" déterminent sur B et B' des segments que l'on peut con-

sidérer comme interceptés par trois plans parallèles. On a donc

E'E'E'E
F"F'~F'F'

Il résulte de là que, au lieu de donner un [)lan P auquel la génératrice doit rester

parallèle, on peut assigner deux de ses positions A et A', et l'assujettir à se mou-

voir de manière à intercepter sur les directrices B et B' des segments E"E' et F"
F'

proportionnels à E'E et F'F.

611. Si les droites B et B' sont projetées sur un plan quelconque [f'g- 285),

en portant sur leurs projections B, et B', une suite de longueurs respectivement

égales aux projections des segments EE' et FF' [fig- 281), et joignant les points

de division, nous aurons les projections des génératrices parallèles au plan P,

qui sont aussi celles de l'autre système, car chacun de leurs plans projetants

contient deux droites de la surface (art. 392).

L'enveloppe des projections des génératrices est le contour apparent du para-

boloïde ou la trace du cylindre circonscrit perpendiculaire au plan de projec-

tion, et par conséquent une parabole (art. 609). Le point de tangence de l'une

des droites est la projection du point où lo plan projetant dont elle est la trace

louche la surface et où les deux génératrices qu'il contient se croisent.

Nous avons ponctué la Jîg. ^85, en ne considérant les diverses droites que

comme des projections de génératrices parallèles au plan P.

Quand le plan de projection est perpendiculaire au plan directeur parallèle

àB et à B' [fig. 281), les projections B, et B', {fig. 283) sont parallèles, et les

génératrices du système P sont projetées suivant des droites convergentes.

La figure se trouve par conséquent disposée comme les projections obliques P

ou Q [fig. 288), mais le point de concours n'est pas la projection du sommet.

612. Si nous prenons sur les directrices B et B' [fig. 281) deux points fixes
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quelconques h et b' , en iippelaiit x et x' les longueurs ^E" et h'Y", et k le rapport

de E'E a F'F, l'équation de l'article GIO deviendra

bE' — X _ j
b'V — x'

~
'

d'où, en désignant par ^'- le hinùme (A x //F' — b]i') qui est constant, ainsi que A-,

lorsque l'on suppose que la génératrice A" est seule mobile,

.r — kx' + o- z= o.

Cette équation détermine les positions successives de la génératrice, et, toutes les

fois qu'il y aura sur deux directrices rectilignes des séries de points liées par une

relation de cette forme, les droites passant par les points qui se correspondent

formeront un paraboloïde, car il sullit de déplacer l'origine b de la longueur i,'-

pour que les segments mesurés sur les deux directrices soient proportionnels.

Un second paraboloïde qui aurait les mêmes directrices B et B' serait déter-

miné par une équation analogue du premier degré

X - h,x' -{- g, = o.

Il y aura toujours un système de valeurs de x et de x' qui satisferont à ces

équations, et, par conséquent, deux paraboloùles qui ont deux directrices recti-

lignes communes se coupent suivant une génératrice, de sorte que leur inter-

section se compose de trois droites. On doit de plus considérer comme appar-

tenant aux deux surfaces la droite qui passe par les points situés à l'intini sur

les directrices.

CHAPITRE II.

TUKOIUE GÉKÉRALE DES IsURFACES GAUCHES.

Raccordement des surfaces gauches. ParahoUndes de raccordement.

Paraboloïdes normaux.

G15. On dit que deux surfaces se raccordent le long d'une courbe commune
lorsqu'elles ont les mêmes plans tangents en tous les points de cette ligne. Une

surface qui se raccorde avec une autre peut être considérée comme lui étant

inscrite ou circonscrite.
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Deux surfaces gauc/ies qui ont les mêmes plans tangents en trois points m, n et p
d'une génératrice commune G se raccordent le long de cette droite.

Si nous coupons les surfaces par Irois plans passant respectivement par les

points m, n et p [Jig- 278), nous aurons trois couples de courbes tangentes A
et A', B et B', C et C que nous pourrons considérer comme des directrices. Si la

génératrice se meut en glissant sur les courbes A, B et C de la première surface,

elle s'éloignera progressivement des lignes A', B' et C; mais, dans sa position

infiniment voisine de G, on devra la considérer comme les rencontrant encore,

parce qu'elles sont respectivement tangentes aux premières. Les deux surfaces

ont donc deux génératrices consécutives communes, et leurs sections par un plan

quelconque ayant en commun deux points situés sur ces droites ont la même
tangente, ce qui démontre la proposition énoncée.

(H i. Deux surfaces gauches se raccordent le long d'une génératrice commune G

lonqu' elles ont les mêmes plans tangents en deux points m et n de cette ligne, et que

leurs cônes directeurs C et G ont des plans tangents parallèles le long des généra-

trices correspondantes g et g .

On peut considérer les surfaces comme déterminées par des couples de direc-

trices A et B pour l'une, A' et B' pour l'autre, respectivement tangentes aux

points m ei n {ftg. 28g), et par des cônes directeurs tangents le long d'une

droite g, parallèle à G. Lorsque la génératrice se meut sur la première surface,

en glissant sur les courbes A et B, elle s'éloigne progressivement de la seconde,

mais elle lui appartient encore dans sa position infiniment voisine'de G, parce

qu'elle rencontre les lignes A' et B' qui sont respectivement tangentes ;i A et à B,

et qu'elle est parallèle à une génératrice du cône C qui, étant infiniment rap-

prochée de g, se trouve sur le second cône. Nous sommes donc conduit aux mêmes

conséquences qu'à l'article précédent.

Quand les surfaces considérées ont un même cône directeur ou un même

plan directeur, il suffit, pour qu'elles se raccordent le long d'une génératrice

commune, qu'elles aient les mêmes plans tangents en deux points de cette droite.

61 o. Si l'on coupe une surface gauc/ie par une série de plans parallèles à un

plan don /lé Q, les tangentes de toutes les sections aux points situés sur une même

"énératriceformeront un paraboloïde.

La surface gauche dont trois de ces tangentes /«B, /«S et/jT (fig. 283) sont les

directrices est un paraboloïde (art. 610) qui a les mêmes plans tangents que la

surface aux points m, n elp, et qui par conséquent se raccorde avec elle le long

de la génératrice G. Tout plan parallèle à Q coupera ce paraboloïde suivant une

droite tangente i\ la section correspondante de la surface, ce qui démontre le

théorème énoncé.

Le paraboloïde a en commun avec la surface la génératrice G et une autre

génératrice infiniment voisine; le second plan directeur P du paraboloïde est
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parallèle à ces deux droites ou au plan tangent du cône directcui' de la suil;i(e

gaiiclie, le long de la génératrice parallèle à G. Le plan P est encore parallèle au

plan qui passe par la génératrice G et qui est tangent au paraboloide (ou à la

surface avec laquelle il se raccorde), au point de celte droite situé à l'infini

(art. 51)2 j. On voit ainsi que les plans tangents du cône directeur- sont respecthe-

ment parallèles aux plans passant par les différentes génératrices de la surface

gauche et tangents à l'infini.

616. Il résulte de ce qui précède (|u'H/?e suiface gatic/ie a le long d'une généra-

trice quelconque une infinité de paraboloïdes de raccordement. Un de leurs plans

directeurs est le plan tangent du céme dilecteur le long de la génératrice parallèle ;

l'autre est parallèle aux plans sécants, et par suite complètement arbitraire. On
peut le prendre perpendiculaire au premier dans une infinité de positions, cl

en conséquence la surface admet, le long de chaque génératrice, une infinité de

paraboloïdes isoscèles de raccordement.

617. Si un plan contient une génératrice, sa courbe d'intersection avec la

surface rencontrera celle droite, car elle a un point sur cbacune des autres géné-

ratrices, si rapprochées (ju'elles soient de celle qui est dans le plan. Au point de

rencontre, le plan contiendra la tannente de l'intersection et la génératrice; il

sera donc tangent.

La considération des paraboloïdes de raccordement conduit à un résultat ana-

logue et montre de plus comment le point de contact se déplace quand le plan

tourne autour de la génératrice (art. o92^\

En résumé, tout plan contenant une génératrice d'une surface gauche est tan-

gent en un point; la courbe suivant laquelle il coupe la surfacepasse par le point de

contact; s'il fait une rotation de 180° autour de la génératrice, le point de contact

parcourra la longueur indéfinie de celte droite. Dans aitcnne position, le plan

n'est tangent en deux points.

La courbe de contact d'un cône circonscrit avec une surface gauche est le lieu

des points de tangence des plans qui passent par le sommet donné et par les

difTérentes génératrices; celte courbe a par conséquent un point sur chacune

de ces droites.

618. Si une surface gauche est algébrique et de l'ordre n, sa section par un

plan contenant une génératrice rencontrera cette droite en (/t— i) points réels

ou imaginaires; l'un d'eux est celui où le contact a lieu : il est mobile quand

le plan tourne; les autres sont des points doubles de la surface, car, s'ils étaient

simples, chacun d'eux serait un point de contact et le plan toucherait la surface

en plus d'un point de la génératrice. On voit ainsi qu'une surface gauche de

l'ordre n a sur chaque génératrice (« — 2) points doubles, ou plutôt des points

multiples représentant {n — 2) points doubles.

619. Les paraboloïdes de raccordement deviennent normaux quand on les fait
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tourner de qo° autour de la généralricc. Une surface gauche admet donc une

in/lnité de paraboloïdes normaux le long de chaque génératrice : un de leurs plans

directeurs est le plan normal du cône directeur le long de la génératrice parallèle.

Vautre peut être pris arbitrairement.

On peut considérer un paraboloïde normal comme engendré par une droite qui

se meut de manière à rencontrer la génératrice considérée G de la surface

gauche, à être parallèle ù un plan arbitraire Q et à se trouver successivement

dans les différents plans passant par G et normaux a la surface. Ces plans étaient

tangents avant la rotation.

Il y a une infinité de paraboloïdes normaux isoscèles.

620. Nous aurons souvent à considérer le paraboloïde normal pour lequel le

plan directeur Q est perpendiculaire à la génératrice G : chaque génératrice de

ce paraboloïde est l'intersection de deux plans normaux h la surface, l'un paral-

lèle à Q, l'autre contenant G; elle est donc normale. De là ce théorème : Les

normales à une sujface gauche aux différents points d'une génér-atrice forment un

paraboloïde. Nous l'appellerons paraboloïde des normales; il est évidemment

isoscèle.

Point central dune gcncratricc. Ligne de striction. Parawclre

de distribution des plans tangents.

G21 . On appelle point central d une génératrice le pied de la commune peipendi-

culaire à cette droite et à la génératrice voisine, ou la limite des positions du pied

de la commune perpendiculaire à la droite considérée et à une autre génératrice,

lorsque celle-ci, se rapprochant de la première, rient se confondre aicc elle. Le lieu

des points centraux des génératrices est la ligne de striction de la surface (').

Soient G et G' deux génératrices d'une surface gauche, AB leur plus courte dis-

tance, et Ag' une droite parallèle à G' fg. 284).

Si nous concevons que des différents points de G' on abaisse des perpendicu-

laires sur G, ces droites formeront un paraboloïde dont les plans directeurs

seront l'un Q perpendiculaire a G, l'autre P parallèle à G et à G'. On peut prendre

pour ce dernier le plan des droites G et g'.

Les diamètres du paraboloïde qui passent par les différents points a, a,, a.,, . .

.

de G sont les droites an, «, n,, . . ., intersections du plan P avec des plans paral-

lèles à Q (art. 594). Toutes ces droites sont perpendiculaires à G, et celle qui

passe par le point A est de plus perpendiculaire à la génératrice AB du second

système, car cette ligne, par sa définition, est perpendiculaire à P. Le dia-

(' ) Les expressions c!e />oi/it central et de %/?c de striction sont de M. Cliasles; celle de />'ti;i centml
que nous employons plus loin est de M. Bour.
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mètre AN rencontre donc normalement le paraboloïde en A, et est l'axe de cette

surface (art. 595).

Si nous supposons que la génératrice G' se meuve sur la surface gauche en se

rapprochant de G, le paraboloïde se modifiera et à la limite se raccordera avec

elle : son sommet A sera alors le point central de la génératrice G.

Les génératrices du système Q sont perpendiculaires à G; par conséquent, si

nous faisons tourner le paraboloïde de 90° autour de cette ligne, de tangentes

elles deviendront normales à la surface gauche; mais dans ce mouvement le

sommet ne change pas : donc le point central d'une génératrice est le sommet du

paraboloïde des normales.

622. Appelons

Q l'angle des plans BAX et ha\ tangents au paraboloïde aux points A et«;

c l'angle des génératrices G et G' qui est égal à eAX;

X l'abscisse ka d'un point considéré a;

p la longueur de la commune perpendiculaire AB.

Les triangles aie eteaA rectangles l'un en e, l'autre en a, donnent

tanijeèa — -

LesdroitesABet eb étant parallèles, l'angle e&a est égal à celui des lignesAB et aZ»,

et par suite h 0, car les droites AB et ab sont respectivement situées dans les plans

tangents considérés et perpendiculairesà leur intersection AX. Nous avons donc

tnngô r= ^.

Supposons maintenant que G' se rapproche de G, et appelons Je la limite du

rapport —-— ; nous aurons

(,) tangS^f-

Nous appellerons /?/a/i central cq\v\\ qui passe par la génératrice considérée et

par la commune perpendiculaire à cette droite et à la génératrice voisine, et

obliquité iV un pian tangent l'angle compris entre ce plan et le plan central de

la génératrice du point de contact.

L'équation (1) montre que la tangente de l'obliquité d'un plan tangent en un

point d'une génératrice est proportionnelle à l'abscisse de ce point, mesurée à partir

du point central [').

En faisant ce nul, on reconnaît que le plan central est tangent au point central;

cela résulte d'ailleurs de la définition de ce plan.

(') M. Chasles : Mémoire sur les surfaces cngrti/trécs par une tigrte droite, p. 54 [Corresponrlriiicc

nuillicnuitique et physique, t. XI).

H, IQ



l4() LIVPE VII. — SUUFACES GAUCHKS.

La formule montre encore que les plans tangents en deux points d'une généra-

trice situés de part et d'autre dupoint central et à égales distances ont des obliquités

égales et de sens opposé, et que le plan central et leplan tangent à Vinfini sont rec-

tangulaires.

623. Nous avons désiiifné par k la limite du rapport
^

; par suite, si l'on re-

garde p et a comme représentant la distance de la génératrice considérée a celle

qui lui est infiniment voisine et l'angle de ces deux droites, on aura simplement

(.) A-=?.

Le rapport des grandeurs infiniment petites /> et c est une longueur finie que

nous i\\>^cWeron?, paramétre de distribution des plans tangents aux divers points de

la génératrice, ou plus &\iTt^\GmenX paramètre de la génératrice.

L'équation (i) montre que l'on peut définir le paramètre d'une génératrice la

distance du point central au point où l'obliquité du plan tangent est de 45°.

Nous considérerons toujours le paramètre k comme positif quand, en plaçant

l'œil en un point de la génératrice et en regardant dans la direction de cette

droite d'un côté ou de l'autre, on verra le plan tangent tourner dans le même sens

que les aiguilles d'une montre que l'on aurait devant soi, lorsque le point de

contact s'éloignera du côté où l'on regarde.

624. En appelant x' et B' l'abscisse d'un second point de la génératrice et

l'obliquité du plan qui est tangent en ce point à la surface, on a

tango tango' — ^•

Les deux plans seront à angle droit lorsque le produit des tangentes des angles

et 6' sera égal à l'unité négative. Nous voyons alors que, quand deux plans con-

tenant une même génératrice sont rectangulaires, leurs points de contact se trompent

situés de part et d'autre du point central et à des distances de ce point dont la

moyenne géométrique est égale au paramétre de la génératrice.

Le premier plan étant normal au point où le second est tangent, on peut

énoncer ce tbéorème en d'iSAni qne, lorsqu'un plan contient une génératrice d'une

surface gauche, le produit des distances au point central des deuxpoints où il est

tangent et normal est constant et égal au carré du paramétre [').

625. Nous allons maintenant considérer deux surfaces gauches ayant une

génératrice commune XY (Jig. 292). Nous appelons

k et k' les paramètres de cette droite dans les deux surfaces ;

( ') M. Chasles : Journal de M. Limwillc, t. II, p. 4i3.
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a la distance des points centraux A et A';

X l'abscisse AM d'un point considéré M ;

& et B' les obliquités des plans tangents des deux surfaces en M;
ïj l'angle que forme le plan central de la deuxième surface avec celui de la

première;

£ l'angle du plan tangent de la deuxième surface en M avec celui de la pre-

mière au même point.

Le plan de la figure est le plan central de la première surface. Nous supposons

qu'un second plan perpendiculaire à la génératrice XY est rabattu sur celui-là

par une rotation autour de sa trace MZ, de manière que sa partie antérieure se

trouve amenée à la droite de MZ. Les lignes Mn, Mn' et Me' sont les traces, sur

ce nouveau plan, des plans tangents en M et du plan central de la deuxième

surface.

D'après la convention que nous avons faite à l'article 625, les paramètres k

et k' sont positifs pour les surfaces auxquelles se rapporte la fig. 292, et, les

abscisses étant mesurées positivement de A vers Y, l'équation (i) donne des

valeurs positives pour et 0'
. Les angles a et -/j sont positifs, car, d'après leur

définition et les dispositions de la figure, le sens dans lequel on doit les mesurer

est le même que celui des angles positifs Q et Q'

.

Nous avons

tang6^|,

taneô' -^

tang(5' — 5) =

k'

k — k')x-(ik

kk' + X- — ax

Ordonnant par rapport à x'- et observant que la différence (5' — ô) est égale à

(s — •/;), on a

a;-tang(£ — -/j) — x[k — k' ^-a tang(£ — >?)] -H [ak -+- X-A:'tang(£ — vj)] = o.

L'équation est du second degré; par conséquent, il existe deux points où l'angle s

des surfaces a une valeur donnée. Ces points d'ailleurs peuvent se confondre ou

devenir imaginaires.

Si l'angle e a une même valeur en trois points différents, l'équation doit être

satisfaite quelle que soit l'abscisse x, et l'on a

rt = £, /• — ^', a = o;

par conséquent, quand deux surfaces gauches se coupent sous un même angle en

plus de deux points d'une génératrice commune, l'angle quelles comprennent aux
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différents points de celte droite est constant, et la génératrice a un même paramètre

et un même point central, quand on la considère comme appartenant à l'une ou à

l'autre de ces surfaces.

626. On peut résoudre par des constructions et des considérations géomé-

triques très-simples les questions relatives aux angles compris entre deux surfaces

gauches qui ont une génératrice commune.

A chaque point central A et A' {fig. 268) élevons à la génératrice GX, et dans

un même plan, deux perpendiculaires AK, A'E' respectivement égales aux para-

mètres k et k' , et joignons les points E et E' a un point quelconque M de GX :

les angles AEM, A'E'M sont les valeurs de S et de 0' pour le point M, et par con-

séquent leur diilérence EME' est (e — -/j). D'après cela, lorsque l'angle n sera

connu, si l'on veut déterminer le point où les surfaces comprennent un angle

d'une grandeur donnée z, on décrira sur EE' un segment capable de l'angle

(a — Y}); les points cherchés seront ses intersections avec la génératrice : on en

trouvera généralement deux, M et M,.

Si l'angle (e — 77) était négatif, on tracerait le segment capable de l'autre côté

de la corde EE', et l'on obtiendrait deux points m et /«, tels que la direction des

segments Nmel N7?2, serait celle des abscisses négatives.

Si du point N nous menons une tangente à l'un des cercles, sa longueur Ny sera

moyenne proportionnelle entre les segments NE et NE'. En portant cette lon-

gueur sur NX, on aura un point P tel, que le cercle qui passerait par les points E,

E' et P toucherait NX en ce dernier point. L'angle EPE' est évidemment la plus

grande valeur de (s — yj). L'angle E/;E', obtenu en portant la longueur N^ sur NG',

est le maximum absolu des valeurs négatives de (a — ry).

On voit d'après cela que les surfaces se couperont en deux points sous un

angle donné £, si [i~ jj) est positif et plus petit que EPE', ou négatif et d'une

grandeur absolue plus petite que E/»E'.

Au point N l'angle (s — /;) est nul, et les surfaces comprennent un angle égal

à celui que font les plans centraux ou les plans tangents au point commun situé

à l'infini (').

627. Quand les paramètres k et Â' sont de signe différent, on doit les porter

de cotés opposés de la génératrice GX {Jîg. 2G9). La construction du reste est

la même : un cercle qui passe par E et par E' détermine sur la génératrice deux

points M et M, où les surfaces se coupent sous une même inclinaison. En ayant

égard aux signes des angles, on trouve que la valeur de (5' — 5) est — EME' pour

{'
) Les points M et Mi où les deux surfaces se coupent sous un même angle forment sur la génératrice

deux divisions du genre de celles que M. Chaslcs a appelées dUisions homogrophiques en iiwolulion [Géo-

iiiélrie supérieure, p. 121 et 167). P ei p sont les points doubles, et N le point central des divisions.

Les points oii deux plans contenant une génératrice d'une surface gauche, et perpendiculaires l'un à

l'autre, louchent cette surface (art. G24) forment également deux divisions homographiques en involution.
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le point M, et + E'M.E pour le point M, : ces angles sont supplémentaires et de

sens contraire; par suite, leur diflérence algébrique est de i8o", mais cette difle-

rence est égale à celle des deux valeurs de £ en M et en M, ; les plans tangents en
ces deux points ont donc une même position relative.

Quand les paramètres sont de signe contraire, quelle que soit la valeur de £,

on trouve sur la génératrice deux points où les surfaces se coupent sous cet

angle.

628. Lorsque deux génératrices G et G' de deux surfaces gauches A et A' ont

des paramètres égaux, on peut placer ces surfaces de manière qu'elles se tou-

chent le long des lignes G et G', confondues en une seule droite. Alors, si, A restant

fixe, on fait tourner A' de 180° autour de la normale commune au point central,

il y aura encore raccordement, car les plans tangents situés de part et d'autre

du point central et à égales distances ont des obliquités égales et de sens opposé.

Ensuite, si, considérant la surface A' dans sa première position et dans celle que

nous venons de lui donner, on la fait tourner de 180° autour de la génératrice

commune, les plans tangents aux divers points de cette droite accompliront une

demi-révolution qui les ramènera à leurs positions premières. Les surfaces A et

A' peuvent donc se raccorder le long des génératrices G et G' dans quatre posi-

tions relatives différentes.

Si A' est le paraboloïde formé par les tangentes aux sections faites dans A
par des plans perpendiculaires à G, la rotation de 180° autour de la normale au

point central amènera chaque génératrice tangente à une position précédem-

ment occupée par une autre génératrice, et la rotation autour de G ne changera

pas la position d'une génératrice tangente considérée comme une droite indé-

finie. La surface A et le paraboloïde A' placé successivement dans ses quatre

positions de raccordement ne formeront donc qu'un seul système géométrique.

Sommets et arêtes.

629. Nous appellerons sommets d'une surface gauche les points singuliers où

deux génératrices consécutives G et G' se rencontrent. Le plan déterminé par ces

droites est tangent tout le long de G; cependant la largeur de l'élément super-

ficiel, qui dans ce cas est xg au point dont l'abscisse est x, devient nulle au

sommet, qui est évidemment le point central, et l'on ne voit pas si le plan des

génératrices est tangent en ce point à la surface.

La distance /3 de la génératrice G à la génératrice voisine G' étant nulle, le

paramètre Â: est également nul d'après l'équation (2) : la formule (1) donne par

suite une obliquité indéterminée pour le plan tangent au sommet et une obliquité

de go° pour les plans tangents à toua les autres points de la génératrice.
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Afin d'éclaii'cir cette question, nous allons reehercher comment se modifient

les positions du plan tangent aux divers points d'une génératrice, quand le para-

mètre k diminue indéfiniment.

630. Supposons qu'aux difTérenls points d'une génératrice, et dans un même
plan, on élève à cette droite des perpendiculaires égales aux cotangentes de

l'angle : en considérant ces perpendiculaires comme des ordonnées correspon-

dantes aux abscisses mesurées sur la génératrice à partir du point central, nous

obtiendrons une courbe dont l'équation sera

ocy = RÂ-,

R étant le rayon du cercle par rapport auquel la cotangente de l'angle a une

longueur/.

Cette ligne est une byperbole dont les asymptotes sont la génératrice et la droite

qui lui est perpendiculaire au point central. Lorsque le paramètre k est petit, les

branches de l'hyperbole sont rapprochées de ces droites, ce qui indique que le

plan tangent accomplit presque entièrement sa demi-révolution de i8o°

(art. 617) quand le point de contact parcourt une petite longueur près du point

central, et qu'au delà, sur presque toute la longueur de la génératrice, les plans

tangents diffèrent peu du plan tangent à l'infini. A la limite, quand le paramètre

est nul, l'hyperbole se confond avec ses asymptotes, le point central est un

sommet, et le plan tangent fait son évolution complète quand le point de contact

y est parvenu (').

Tous les points de la seconde asymptote ont une abscisse nulle; cela indique

que tous les plans contenant la génératrice qui passe au sommet doivent être

considérés comme tangents en ce point, quelle que soit leur inclinaison sur le

plan central. Nous verrons cependant que l'un d'eux a, en général, un contact

plus intime que les autres avec la surface. Nous nous bornerons ici à examiner

ce qui se passe sur les développables.

651. Sur une développable à arête de rebroussement, une génératrice ren-

contre la génératrice qui lui est infiniment voisine au point où elle touche

l'arête. Chaque point de cette courbe est donc un sommet; nous savons que

la développable y a une infinité de plans tangents, mais que le plan de rebrousse-

ment a un contact plus intime avec la surface (art. 442).

(') M. Bour a remarqué le premier que l'on devait considérer le plan tangent d'une surface gauche en

un point de la génératrice qui passe à un sommet comme faisant une rotation de iSo° pendant que son

point mobile de contact est au sommet [Théorie de la déformation des surfaces, art. 22).

Nous avons emprunté à M. Bour les dénominations de sommets et à'arétes, mais, ainsi qu'il le dit, nous

avons le premier signalé l'importance de ces points et de ces droites dans l'étude des courbes d'ombre

des surfaces gauches.
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Le paramètre A est infiniment petit du second ordre pour les génératrices d'une

développable à arête de rebroussement, car, lorsque l'angle a de deux généra-

trices est infiniment petit du premier ordre, leur distance/) est infiniment petite

du troisième (an. 485). Lorsque, dans la question dont on s'occupe, il n'y a pas

lieu de considérer des infiniment petits de différents ordres, on doit regarder le

paramètre des génératrices des surfaces développables comme nul.

652. Considérons une surface gauche déterminée par trois directrices A, B etC:

les génératrices qui passent par un point m de A sont les intersections de deux

cônes qui ont leurs sommets en ce point, et respectivement pour directrices les

courbes B et C. Ces cônes peuvent se couper suivant plusieurs génératrices ou ne

pas avoir d'autre point commun que leur sommet; il en résulte qu'une directrice

considérée dans toute son étendue géométrique est composée, en général, d'arcs

multiples et d'arcs parasites.

Les deux cônes auxiliaires qui ont leur sommet commun en un point limite

sont tangents et déterminent deux génératrices consécutives qui se coupent : un

point limite est donc un sommet.

Quelquefois le nombre de génératrices qui se croisent en chaque point de la

directrice diminue de deux unités, sans que cette courbe devienne parasite. Ainsi,

quand les lignes B et C sont du second ordre, la directrice A peut avoir des arcs

quadruples, des arcs doubles et des arcs parasites : tous les points limites sont

des sommets.

653. Réciproquement, si les directrices n'ont ni inflexion ni rchroiissement,

tout sommet est l'extrémité de l'arc utile d'une ligne double.

Pour le prouver, considérons la surface donnée par trois directrices A, B et C

[fig. agS) dont les rayons de courbure ne sont ni nuls ni infinis, et supposons

que la génératrice G rencontre en I la génératrice qui lui est infiniment voisine :

les deux cônes qui ont leur sommet en ce point, et respectivement pour directrices

les courbes A et B, se louchent le long de G, et .^^i l'on transporte successivement

leur sommet commun à une distance infiniment petite dans deux directions

opposées et d'ailleurs quelconques, le résultat de l'un de ces déplacements sera

de séparer les cônes, et celui de l'autre de les faire se pénétrer suivant deux droites

situées de part et d'autre de G.

Prenons arbitrairement sur une génératrice G' infiniment voisine de G un point

e situé à une distance infiniment petite de 1 : les deux cônes qui ont leur sommet

en e, et respectivement pour directrices A etB, se coupent suivant G' et une autre

droite em" n", qui, en général, ne sera pas une génératrice de la surface, parce

qu'elle ne rencontrera pas la directrice C. Mais si le sommetedes cônes se meut sur

G' en restant toujours à une distance infiniment petite de I, la droite em"n"

décrira une surface, et dans une certaine position elle coupera C. Soit alors E la

position de e : deux génératrices passent par E, et la ligne lE est double; elle
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devient parasite au delà de I, car les cônes se sépareraient si leur sommet glissait

sur elle dans celte direction.

634. Une surface gauche étant supposée éclairée par un point lumineux, le

contour de son ombre sur un plan quelconque est l'enveloppe des ombres de ses

génératrices (art. 455). Si deux génératrices consécutives G et G' se coupent en

un point I, leurs ombres g et g' se rencontreront sur l'ombre i de I, et le point i

appartiendra au contour de l'ombre portée; le sommet I sera donc un point de la

ligne d'ombre propre.

Chacune des droites "• Gi g' touche la courbe d'ombre portée en un point, et

par suite la courbe d'ombre propre a deux points distincts sur les génératrices G
et G'; comme d'ailleurs le point de rencontre I est l'un des deux, cette courbe y
est tangente à G. Nous avons par conséquent ce théorème :

Toute ligne d'omhre et de contour apparent d'une surface gauche passe par

chaque sommet et y est tangente à la génératrice.

En considérant les surfaces développables comme formant une variété de sur-

faces gauches, on voit que leurs lignes d'ombre et de contour apparent doivent

comprendre, outre un certain nombre de génératrices, l'arête de rebroussement

qui est une ligne de sommets.

635. Si l'on suppose qu'un sommet s'éloigne sur la génératrice et disparaisse à

l'infini, cette droite deviendra parallèle à la génératrice infiniment voisine et sera

asymptote de toutes les courbes de contact des cônes et des cylindres circonscrits.

Par conséquent, en appelant arêtes les génératrices qui sont respectivement paral-

lèles à celles qui leur sont infiniment voisines, nous avons ce théorème :

Les arêtes d'une sur/ace gauche sont asymptotes de tontes les courbes d'ombre et

de contour apparent.

Le point d'une arèle situé à l'infini est un sommet et par conséquent l'extié-

mité de l'arc utile d'une ligne double, mais cette courbe peut n'avoir que ce point

à l'infini ou y être tout entière. De là deux dispositions que nous étudierons plus

loin. Nous supposons toujours que les directrices n'ont ni inflexions ni rebrous-

sements.

636. Quand une génératrice G est parallèle a la génératrice voisine G', un

même plan est tangent tout le long de celte droite, et l'on ne peut déterminer la

position du point central qu'en le considérant comme appartenant à la ligne de

striction. Ce point peut être à une distance finie ou à l'infini : dans le premier cas,

p reste un infiniment petit de premier ordre, et, comme c est nul, la formule (2)

montre que k est infini; dans le second, les génératrices se rencontrent au point

central; par conséquent,/) devient nul comme cr, et l'équation (2) ne donne

aucune indication sur la valeur de k. Nous verrons plus loin, en étudiant diverses

surfaces, comment on peut reconnaître quelle est alors la valeur du paramètre

(art. 655, 663, 669, 677); nous nous bornerons, quant à présent, à remar-
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quer que l'asymptote de l'arête de rebroussement d'une développable est une

génératrice parallèle à la génératrice voisine, et que son paramètre est nul,

comme celui de toutes les autres génératrices de la surface.

Un sommet à distance finie est nécessairement le point central d'une généra-

trice dont le paramètre est nul (art. 650); mais un sommet à l'infini peut être

distinct du point central de l'arête, qui est déterminé par la ligne de striction, et

se trouve quelquefois à distance finie.

637. On ne peut considérer une ligne de striction et des paramètres sur un

cylindre que quand il fait partie d'une série de surfaces réglées. S'il appartient à

un système de cônes ayant une même directrice et un sommet mobile sur une

droite, on devra regarder que sa ligue de striction est à l'infini et que les para-

mètres sont nuls. S'il dépend d'un système d'byperboloïdes de révolution ayant

même centre et même axe, et dans lesquels le rayon du cercle de gorge et l'angle

de la génératrice avec l'axe sont liés par une certaine loi, pour la continuité la

ligne de striction aura une position déterminée à distance finie, et les paramètres

seront infinis.

658. Le point où la ligne d'ombre d'une surface gauche rencontre une géné-

ratrice s'éloigne à l'infini dans trois circonstances différentes : i° lorsque le plan

tangent de la surface au point situé à l'infini sur la génératrice contient le point

lumineux; 2° quand la génératrice est tout entière à l'infini; 3" quand la géné-

ratrice est une arête. Les courbes d'ombre des surfaces gauches ont donc des

branches infinies de trois espèces différentes.

Développable asymptote.

659. Supposons qu'on trace sur une surface gauche une courbe Q. qui ait un

point sur chaque génératrice, et considérons la développable 2 circonscrite le

long de cette courbe, c'est-à-dire enveloppe des plans tangents aux différents

points de O. Si l'on conçoit que la courbe O se modifie de telle sorte que tous

ses points glissent sur les génératrices et arrivent ensemble à l'infini, la déve-

loppable 2 se trouvera tangente tout le long d'une courbe située à l'infini, c'est-

à-dire asymptote.

La développable^ asymptote étant l'enveloppe des plans tangents à l'infini, ses

génératrices sont respectivement parallèles aux génératrices du cône directeur

qui est enveloppe de plans parallèles à ceux-là (art. 6I0). La développable

asymptote a donc ses génératrices parallèles à celles de la surface; on dit qu'elle

est directrice.
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CHAriTRE m.

CONOIDE.

Propriétés générales. Retour sur le paraboiaide.

G40. Lorsqu'une surface réglée a un plan directeur, si elle est développable,

deux g'énéralriccs consécutives quelconques étant dans un même plan et paral-

lèles à un autre plan sont parallèles, et la surface est un cylindre. Par conséquent,

toute surface réglée à plan directeur qui n'est pas un cylindre est gauche.

On appelle conoïde général ou simplement conoïde la surface gauche qui a un

plan directeur. Le cône directeur de la surface se réduit h ce plan.

Le paraboioide ayant un plan directeur dans chacun de ses deux systèmes de

génération rectiligne peut être considéré comme un conoïde de deux manières

différentes.

641. Nous avons reconnu que tout plan contenant une génératrice d'une sur-

face gauche et tangent au point de celle droite situé à l'infini est parallèle

au pian tangent du cône directeur le long de la génératrice correspondante

(art. (>15); il suit de là que tous les plans tangents d'un conoule aux points situés

Cl rinfini sont parallèles au plan directeur, et que ce plan est directeur de tous les

paraholoïdes de raccordement comme de la surface elle-même. Nous voyons de plus

(\uun conoïde n'a pas de développable asymptote, parce que tous les plans dont

cette surface est l'enveloppe sont parallèles.

Une surface réglée et son cône directeur sont coupés suivant une même ligne

par un plan situé à l'infini (art. 466); un conoide a donc une directrice rectiligne

située à l'infini dans son plan directeur.

642. Les droites sur lesquelles se mesurent les plus courtes distances entre

deux génératrices consécutives d'un conoïde sont des tangentes perpendiculaires

aux génératrices (art. 622) et par suite au plan directeur; elles forment un cy-

lindre circonscrit à la surface le long de la ligne de striction ; par conséquent, la

ligne de striction d'un conoide est le contour apparent de celte surface par rapport à

sonplan directeur, et sa projection orthogonale surce plan est l'enveloppe des projec-

tions des génératrices.

Nous ajouterons que les plans centraux de toutes les génératrices sont perpendi-

culaires au plan directeur, ce qui résulte d'ailleurs immédiatement des considéra-

lions présentées à l'article 641.

645. Un paraboloïde a une ligne de striction pour chacun de ses deux systèmes

de génératrices. Sur \^Jig. 288, nous avons pris un nouveau plan de projection U
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parallèle au plan directeur Q du paraboloide, et par conséquent perpendiculaire

au plan R que nous considérons comme horizontal fart. 603). La ligne de

terre A^C, intersection des plans R et U, est parallèle à YZ,. L'enveloppe i'f des

projections orthogonales des génératrices sur le plan U est la projection de la

ligne (le striction du système Q.

La ligne de slrictiou elle-même est une parabole située dans le plan diamétral

conjugué aux cordes perpendiculaires au plan Q (art. 609). Les deux généra-

trices ab et eh qui se croisent au sommet 0" sont horizontales : la droite ae, per-

pendiculaire h YZ| et limitée à ces génératrices, est donc la projection d'une

corde perpendiculaire à Q, et par conséquent son point milieu /appartient au

plan de la ligne de striction; mais ce plan, étant diamétral, doit être perpendicu-

laire au plan R (art. 596); le point/appartient donc à sa trace surR. Nous avons

déterminé de la même manière un second point g de cette trace.

En relevant sur les droites iVD' et CR' les points i ety où la trace/g- coupe les

génératrices A"D" et C"B", nous avons les extrémités i' elf de l'arc de la parabole

représenté sur la projection U.

On obtiendrait de la même manière les projections de la ligne de striction du

système P. Ces deux paraboles se croisent au sommet 0", car le plan tangenl en

ce point est perpendiculaire à l'axe, et par conséquent h chacun des plans directeurs.

Il résulte de la construction même que le plan de la parabole de striction du

système P fait avec le plan directeur P le même angle que le plan de la parabole

de striction Q avec le plan directeur Q,d'où l'on conclut que les plans principaux

sont bissecteurs des plans des paraboles de striction, et que ces paraboles sont égales.

Si le paraboloide était isoscèle, les deux projections faites sur les plans P et Q
seraient orthogonales, et par suite les génératrices qui se projettent aux points

et 0' couperaient respectivement à angle droit les génératrices des systèmes P

et Q; chacun de leurs points serait donc le point central de la génératrice sur

laquelle il se trouve.

Nous voyons ainsi (jue les lignes de striction du paraboloide isoscèle sont les

génératrices qui se croisent au sommet.

Plans taiii^ents et lignes d'unibrc.

644. Un conoïde étant donné par deux directrices A et B, et un plan direc-

teur P [Jig. 294), on obtient uu paraboloide de raccordement le Jong d'une géné-

ratrice G, en prenant pour directrices les tangentes R et S, et le plan P pour plan

directeur (art. 614). Pour construire le plan tangent H en un point /^ de G, il

suffit de connaître la génératrice du second système qui passe à ce point. On y

parvient en déterminant d'abord une génératrice G' du premier système, et
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menant ensuite par
f;.
un plan parallèle h R et à S; ce plan coupe la droite G' en

un point fJi.' de la génératrice cherchée.

Si, au contraire, on veut connaître le point de contact d'un plan H contenant

une génératrice G, après avoir construit comme précédemment une génératrice G',

on cherchera son intersection p.' avec le plan donné. La génératrice du second

système contenue dans le plan H passe par le point y.' et est dans un plan paral-

lèle aux tangentes R et S; on peut donc la déterminer : le point de contact (x est

son point de rencontre avec G.

Nous allons développer les constructions que nous venons d'indiquer, en dis-

posant les données de manière à simplifier le problème.

(jio. Nous prenons le plan directeur pour plan vertical, et nous supposons la

surface déterminée par deux directrices planes A et B {Jig. 297) situées dans des

plans verticaux xy et x^y, que nous supposons rabattus sur le plan horizontal.

Le point pour lequel on doit construire le plan tangent est donné par sa projec-

tion horizontale p..

La droite Jij. parallèle a la ligne de terre XY est la projection horizontale de la

génératrice qui passe par le point considéré. Cette droite rencontre les directrices

en des points dont les projections horizontales m el n font trouver les rabatte-

ments M etN; on détermine ensuite leurs projections verticales m' et n' (art. 59).

La projection verticale fx' du point de la surface est sur la droite m' n'.

Le paraboloïde qui a pour directrice les tangentes Me et NF des courbes A et B

aux points M et N, et pour plan directeur le plan vertical, se raccorde avec la sur-

face le long delà génératrice (/nn, m'n'). Le plan horizontal étant perpendicu-

laire au plan directeur du premier système, les projections horizontales des

génératrices du second système divergent d'un même point (art. 611 ); et, comme

nous connaissons deux d'entre elles xy et x^y^, projections des tangentes direc-

trices Me et NF, nous avons immédiatement le point de concours L et nous pou-

vons tracer la projection horizontale Lp.de la génératrice du second système qui

passe par le point donné.

Le paraboloïde coupe le plan vertical suivant la droite qui passe par les traces E'

et G' des tangentes directrices; la trace verticale de la génératrice Lp. est en G' sur

cette ligne; il n'y a plus qu'à faire passer un plan par la droite [mn, m' n') et par

le point (G, G') : sa trace verticale est la droite l'K parallèle à m'n'

.

Les données peuvent être disposées d'une manière différente, mais les con-

structions devront toujours être établies sur les mêmes principes.

646. Si l'on demande le point de tangence d'un plan contenant une généra-

trice [mn, m'n') et ayant une trace verticale l'K nécessairement parallèle à m' n'

,

on déterminera comme précédemment la trace verticale E'C du paraboloïde de

raccordement qui a pour directrices les tangentes Me et NF, et pour plan direc-

teur le plan vertical. L'intersection G' des droites E'C' et l'K sera la trace de la
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seconde génératrice contenue dans le plan donné. On cherchera la projection

horizontale GL de cette droite, et son intersection
(ij.,ij.')

avec la génératrice

mn, m' n') sera le point de contact demandé.

Cette construction donne un moyen facile d'obtenir la courbe d'ombre de la

surface. Après avoir choisi un certain nombre de génératrices convenablement
espacées, on détermine la trace l'K d'un plan passant par l'une d'elles {mn,m'n'j

et par le point lumineux (S, S'), et l'on cherche son point de contact (/jl, ;j.').On

répète ensuite cette opération sur les autres génératrices.

Gi7. La courbe d'ombre ne rencontre qu'à l'infini les génératrices dont les

projections horizontales passent par le point S, car le plan qui contient une de

ces droites et le point lumineux est parallèle au plan directeur, et par conséquent

tangent h l'infini (art. 641).

La courbe a aussi des branches infinies correspondant aux arêtes et aux géné-

ratrices situées tout entières à l'infini.

Si la droite (wi/i, m' n') était une arête, le paraboloïde de raccordement se

transformerait en un plan, et sa trace E'C serait parallèle à la projection m' n' de

la génératrice et à la trace l'K du plan d'ombre; les points G', G et fx, disparaî-

traient donc à l'infini, comme cela doit être.

Lorsque le point lumineux est dans le plan tangent le long d'une arête, cette

droite forme une branche de la courbe de contact. Nous examinerons plus loin

ce cas intéressant (art. 8'i8 et suiv.)

Quand les rayons de lumière sont parallèles entre eux, mais non au plan direc-

teur, les plans d'ombre des génératrices ne peuvent pas être tangents à l'infini, et

les arêtes sont les seules génératrices à distance finie qui ne rencontrent la courbe

qu'à l'infini; elles lui sont d'ailleurs asymptotes (art.653). On peut donc obtenir

leur position d'une manière approximative en construisant avec soin l'ombre que

projetterait sur un plan la surface éclairée par des rayons parallèles entre eux,

mais non au plan directeur, et traçant les asymptotes de cette courbe. On peut

aussi employer des courbes d'erreur disposées de diverses manières.

648. Pour déterminer les points d'un conoïde où le plan tangent est parallèle

à un plan donné P, on construit le contour apparent de la surface sur le plan

directeur pris pour plan de projection, et, menant à cette courbe des tangentes

parallèles à la trace du plan P, on obtient les projections des génératrices paral-

lèles à ce plan; on fait passer par chacune d'elles un plan parallèle à P, et l'on

cherche son point de contact.

Cylir/droïde.

649. Considérons un cylindre parallèle à la ligne de terre XY (Jig. 298), cou-

pons-le par deux plans verticaux OPcîO/j; puis supposons que, la seconde section
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restant immobile, la première (AG,A"G") s'élève parallèlement à elle-même,

de manière que le point (A, A") se place en (A, A') : si une droite mobile rencontre

constamment les deux courbes en des points situés précédemment sur une

même génératrice du cylindre, elle engendrera une surface que Frézier a appelée

cylindroïde. Cette surface a quelques applications dans la coupe des pierres.

Les génératrices du cylindroïde sont parallèles au plan vertical, et d'ailleurs

inégalement inclinées; cette surface est donc un conoïde (art. 640).

630. Tout plan passant par l'intersection des plans des directrices, tel que

(0/, //'), coupe le cylindroïde et le cylindre primitif suivant deux courbes iden-

tiques, car un point (L, L") appartenant à une génératrice (B^, B''^*') du cylindre

est élevé de (L, L") en(L, L'j, et l'on a

L"L'=B"B't|.

B"B' est égal à A" A' et le rapport jTT est constant pour les différentes généra-

trices; donc tous les points de la section faite dans le cylindre sont élevés d'une

même hauteur, et la courbe est transportée sans altération.

Dans un cylindroïde elliptique (c'est celui qui résulte de la déformation d'un

cylindre elliptique), toutes les sections faites par des plans passant par l'intersec-

tion des plans des directrices sont des ellipses. Sur la /?o-. 298, la section droite

du cylindre est le cercle 9. rabattu sur le plan horizontal. Ce cercle nous a

servi à construire et à diviser les ellipses directrices.

La section par le plan (OL «'la')- perpendiculaire à la ligne de terre, est iden-

tique avec le cercle ù. Le segment a', a', limité au contour apparent, est donc égal

au diamètre d",rf', et ses extrémités a', et a' sont sur les génératrices (/',D'j etc?'D'.

631. On peut obtenir la tangente au point L' de la section par le plan 0/, soit

en construisant la tangente en L" à la section du cylindre par le même plan et

l'élevant parallèlement à elle-même, soit en recourant au paraboloïde de raccor-

dement déterminé par le plan directeur de la surface et par les tangentes des

directrices aux points (B, B') et {b, b'). Dans la première méthode, nous con-

struisons la trace horizontale Q^ du plan tangent au cylindre le long de la géné-

ratrice B"Z>', puis la trace verticale /" de la tangente au point L", et nous élevons /"

en /' d'une hauteur égale à L"L'. Dans la seconde, nous remarquons que les pro-

jections horizontales des génératrices du deuxième système du paraboloïde

passent toutes par le point 0, et que par suite celle de ces droites qui se pro-

jette sur 0/ est la tangente de la section. La trace verticale /' de cette droite est

sur la trace P'/>' du paraboloïde.

La position spéciale du plan sécant rend ainsi la construction de la tangente

très-simple. Dans le cas général, il faudrait déterminer le plan tangent à la sur-
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face (art. 045) et prendre ensuite son intersection avec le plan du la courbe.

Go2. Les sections du cylindroide cl du cylindre primitifpar un plan vertical sont

équivalentes, car les éléments dans lesquels on peut concevoir ces aires décom-

posées par des droites verticales infiniment rapprochées ne diffèrent que de

quantités infiniment petites d'un ordre élevé. Il suit de là que les sections du cylin-

droide par desplans verticaux et parallèles sont équivalentes

.

655. Sur le cylindre primitif, chaque génératrice est parallèle à la géné-

ratrice voisine; mais ces droites, étant inégalement distantes de la verticale du

point 0, sont, après la déformation, inégalement inclinées ; cependant la généra-

trice (Gg-, G' g') et celle qui en est infiniment rapprochée sont à la même distance

de cette verticale, et par suite elles restent parallèles sur le cylindroide.

La droite (G^, G' g') est donc une arête; il en de même de (Aa, A'a'). Ces

génératrices forment le contour apparent de la surface sur le plan horizontal et

sont asymptotes du contour apparent sur le plan vertical.

Les autres génératrices sont parallèles deux à deux de part et d'autre de chaque

arête, et leurs intersections mutuelles déterminent une ligne double qui est la

droite située à l'infini dans le plan directeur (art. 641). Les extrémités du

segment utile de cette ligne sont sur les arêtes (art. 652).

En général, une surface a deux plans tangents en chaque point d'une ligne

double; mais, dans le cas que nous examinons, deux génératrices parallèles sont

telles, que le plan tangent au point de l'une situé à l'infini contient l'autre, parce

qu'elles sont à la même distance du plan directeur. Il en résulte que la ligne

double située à l'infini est une ligne de contact.

On peut rendre cette circonstance sensible en coupant le cylindroide par un

plan oblique sur le plan directeur et parallèle à deux génératrices qui seront,

par exemple, /'F' et/'^F', :1a section aura deux branches infinies, et l'intersection

du plan sécant par le plan vertical F/sera asymptote de ces deux branches.

La courbe de section de la surface par un plan contenant une génératrice a

cette droite pour asymptote (').

Un cylindroide n'a pas de sommets à dislance finie, car si deux génératrices

consécutives se coupaient, leurs homologues sur le cyliudi'e se rencontreraient

au point correspondant.

654. La ligne de striction contour apparent de la surface par rapport au plan ver-

tical (art. 642) est facilement déterminée, sur ce plan, comme enveloppe des pro-

jections des génératrices. Pour avoir sa projection horizontale, il faut chercher par

un paraboloide de raccordement le point oii le plan qui projette verticalement

(<) On reconnaît facilement que le cylindroïde de la fg. 298 est une surface algébrique du qua-

trième ordre; chaque génératrice passe par conséquent par deux points doubles (art. 618). Ces points

sont réunis l'un à l'autre à l'infini.
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chaque génératrice considérée touche la surface. On pourrait, il est vrai, rapporter

sur la projection horizontale de la génératrice le point où sa projection verticale

est tangente à l'enveloppe, mais la position de ce point est trop incertaine pour que

l'on puisse s'en servir si l'on veut mettre un peu d'exactitude dans les tracés.

Si nous considérons la génératrice (Ee, E'e'), nous remplacerons les deux

directrices courbes par leurs tangentes (EP, E'P,), [ep, e'p,). La trace du para-

boloïde ainsi obtenu sur le plan vertical, qui est toujours plan directeur, sera la

droite P,p,. La génératrice du deuxième système contenue dans le plan projetant

de la génératrice considérée a sa trace verticale à l'intersection r' des droites P,p,

et E'e'. Sa projection horizontale est déterminée par le point r et par le point de

concours des droites de ce système; le point /jl, où elle rencontre la ligne Ee, est

la projection horizontale du point où le plan qui projette la génératrice sur le

plan vertical louche le paraboloïde, et par suite le cylindroide. La ligne de stric-

tion a d'ailleurs deux branches infinies dont les arêtes sont les asymptotes; elle

passe par les points (a, a'), (a, a', ) : sa projection est la courbe (J.a5.../3a£...7,y..

6o3. En général, pour déterminer le paramètre d'une génératrice d'une surface

gauche, on cherche le point de contact d'un plan qui fait un angle de 45 degrés

avec le plan central, et l'on détermine la vraie grandeur du segment compris

entre ce point et le point central. Puis, si l'on veut avoir l'expression du para-

mètre, on fait la traduction analytique des constructions. Mais, dans le cas des

eonoïdes, le calcul peut se faire d'une manière directe et très-simple.

Appelant a l'angle que fait avec le plan horizontal la génératrice considérée

{Bh, Wb') du cylindroide, et/? l'ordonnée OH qui est la distance de la génératrice

à la verticale du point 0, nous aurons

B"B' Â"Â'xOa I

tangff = -td" = tf;

ou

tansc = -Is
p

en représentant par g le premier facteur du second membre, qui est constant.

La distance de deux génératrices consécutives et leur angle sont les dilTéren-

tielles dp et d'y; le paramètre A- étant le rapport de ces grandeurs infiniment

petites (art. 024), on obtient par une dilTérentiation

k= - P'

JCOS'T

enfin, éliminant a entre ces deux équations,

g



CIIAPlTUr: 111. — CONOIDE. l6l

On remarquera que le parnnièlro ne dépend pas de la forme des directrices,

qu'il n'est jamais nul, et qu'il ne devient infini que quand une génératrice

s'éloigne à l'infini. Sur notre cylindroïde il est toujours fini, et à cet égard les

arêtes ne se distinguent des autres génératrices que parce que leur paramètre est

un maximum ou un minimum.

D'après la convention faite à l'article 625, le paramètre d'une génératrice du

cylindroïde représenté sur la fig. 298 est positif. Pour établir l'accord entre

cette convention et la formule, il suffit de considérer les ordonnées Oa et A"
A'

comme positives, et la projection r/D qui est dirigée de droite a gauche comme
négative, car alors la longueur g sera négative.

606. Si le cylindre primitif était un plan P, le cylindroïde serait un paraboloïde

dont le second plan directeur serait le plan P, et dont le sommet se projetterait

horizontalement en 0; l'équation de l'article précédent est donc applicable au

paraboloïde. Elle montre que toutes les génératrices d'un même système ont des

paramètres de même signe, que celle de ces droites qui passe au sommet a le plus

petit paramètre, et que deux génératrices situées de part et d'autre du sommet et

à des distances égales ont un même paramètre.

Condide oblique.

657. On appelle co/ïoit/e oblique le conoïde qui a une directrice rectiligne non

perpendiculaire au plan directeur.

Un conoïde oblique étant déterminé par son plan directeur P et deux direc-

trices D et C, dont la première est rectiligne, il est facile de voir que par chaque

point de C passe une génératrice intersection de deux plans, l'un parallèle à P

et l'autre contenant D : la directrice curviligne C ne peut donc avoir ni arc

double ni arc parasite. Il suit de là qu'on peut prendre pour seconde directrice

une courbe tracée sur la surface de manière à rencontrer toutes les génératrices

et d'ailleurs quelconcjue. Nous choisirons pour directrice la trace de la surface

sur un plan perpendiculaire au plan directeur, que nous supposerons horizontal.

658. Les directrices étant la droite ((/F, q'Y') et la courbe A'B' située dans le

plan vertical (fig. 296), on obtient des génératrices en coupant ces lignes par des

plans horizontaux et joignant les points de section. Quand la trace du plan sécant

est, telle que l'L'J', comprise entre les tangentes horizontales P'/>' et Ç^q', on

trouve deux génératrices (LI, LT) et (LJ, L'J'); mais, si le plan était au-dessus du

point P' ou au-dessous de Q', il ne contiendrait pas de génératrices : le seg-

ment {pq,p'q') de la directrice rectiligne est donc seul utile, et par suite ses

extrémités [p,p') et {q, q' ) sont des sommets.

Lorsqu'une génératrice se meut pour passer d'une position ii la suivante, on

II. 21



l62 LIVRE VII. — SURFACES GAUCHES.

peut supposer qu'elle glisse sur la directrice rectiligne et sur la tangente à la direc-

trice courbe, en restant d'ailleurs toujours horizontale. En général, elle s'élève

ou elle s'abaisse, et par suite deux génératrices consécutives sont à des hauteurs

difi'érentes et ne se rencontrent pas. Mais, la tangente au point P' étant hori-

zontale, la génératrice passe de la position (P/?, P'/?') à la suivante par un simple

mouvement de rotation autour du point [p, p'), et par suite deux génératrices

consécutives se coupent en ce point. On peut faire la même observation pour

le sommet [q, q').

Quand la directrice rectiligne et la tangente de la directrice courbe sont dans

un même plan, la génératrice reste parallèle à elle-même dans un mouvement

infiniment petit, et dans le cas contraire elle décrit un élément gauche. On voit

d'après cela que la tangente de la directrice courbe A'BT au point situé sur une

arête doit rencontrer la directrice rectiligne {Yq,Y'q'), ce qui exige qu'elle passe

par sa trace verticale F'. Les génératrices (AM, A'M') et (BN, B'N'), qui rencon-

trent la courbe au point de contact des tangentes issues de F', sont donc des

arêtes, et les seules arêtes que la surface puisse avoir.

G59. Si au lieu d'une directrice courbe on donnait une surface à laquelle le

conoule dût être circonscrit, on obtiendrait des génératrices en faisant des sec-

tions par des plans horizontaux et menant à chacune d'elles des tangentes du

point de son plan situé sur la directrice rectiligne.

En raisonnant comme précédemment, on reconnaît que les plans tangents hori-

zontaux à la surface directrice contiennent les génératrices qui passent aux som-

mets et que les points de contact des plans tangents menés par la directrice

rectiligne appartiennent aux arêtes.

660. Une courbe d'ombre peut avoir des branches infinies dépendant de la

position du point lumineux (S, S'j [fig. 296), en outre de celles qui corres-

pondent aux arêtes (art. 638).

Tous les plans tangents à l'infini étant parallèles au plan directeur sont hori-

zontaux; la droite menée par le point S' parallèlement a la ligne de terre est

la trace du seul plan horizontal qui contienne le point lumineux. La courbe

d'ombre a donc deux branches infinies du premier genre (art. 658) ; elles cor-

respondent aux génératrices qui ont leurs traces en F et en J'.

661 . Si les rayons de lumière sont parallèles entre eux et verticaux ou inclinés,

aucun des plans d'ombre des génératrices n'est tangent à l'infini. S'ils sont hori-

zontaux, tous les plans d'ombre touchent la surface à l'infini, et ceux des généra-

trices {?p, P'//), (Qy, Q'</') sont de plus tangents aux divers points de ces droites,

car nous avons vu que chacune d'elles, pour passer à la position voisine sur

la surface, décrivait un élément horizontal plan en tournant autour du sommet.

La ligne d'ombre pour des rayons horizontaux se compose ainsi d'une courbe

située à l'infini et des génératrices (P/>, Vp'), [Qq, Q.'q')- Rien ne distingue ici
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les arêtes des autres génératrices, parce que la courbe dont elles sont asymptotes

disparait a l'infini.

G62. La solution que nous avons exposée à l'article 648 pour le problème du
plan tangent parallèle à un plan donné se simplifie beaucoup pour le conoïde

oblique.

Les génératrices parallèles au plan donné (P, P') {fig. 3oo) sont parallèles à sa

trace P et se trouvent dans le plan (GE, EF') mené par la directrice recliligne

(GF, G'F') parallèlement à la droite P. Les traces verticales de ces génératrices

sont donc aux points A' et B', où la trace EF' de ce dernier plan rencontre la

seconde directrice qui est dans le plan vertical. Les génératrices parallèles au

plan donné sont par conséquent les droites (AM, A'M') et (BN, B'N'). Pour ache-

ver la solution, il faut faire passer par chacune d'elles un plan parallèle à (P, P');

on détermine ensuite chaque point de contact à l'aide d'un paraboloide de rac-

cordement (art. 646).

665. On peut trouver l'équation aux paramètres par un calcul analogue à

celui de l'article 655.

Nous plaçons l'origine en un point quelconque de la ligne de terre X,X
(/?§. 296); nous prenons pour axes les droites rectangulaires OX, OY et OZ : les

deux dernières sont respectivement dans les deux plans coordonnés. Si nous

appelons X, Y, Z et a, ^, 7 les coordonnées courantes de la directrice droite et

de la directrice courbe, nous pourrons représenter ces lignes par les équations

X-/n(Z--^')-;-«, (7-^/(«).

Y.-n(Z--('), l/3==o.

Les lettres u et v représentent l'abscisse OF et l'ordonnée FF' de la trace verticale

F' de la directrice rectiligne ; m et « sont des coefficients.

Désignant par a l'angle formé avec la ligne de lerre par la génératrice qui est

à la hauteur 7, nous avons

« (y — ^)
tangc: r= -'-—^

f^ m(y — v]-i- u — a

Différentiant, éliminant q et écrivant k à la place de^^^>nous obtenons

__ I n' (y — t^)'+[m(y — (^) — («— »)] ' dy
_

A est nul en même temps que j''-^ et par conséquent quand la tangente de la direc-
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trice curviligne est horizontale; il est infini quand on n

{'^-v)-{a.- ")^ = o-

Cette équation exprime que la tangenle de la dircetrice curviligne au point

considéré passe par la trace verticale F' de la directrice rectiligne. Le paramètre

"(l'une arête de la surface est donc infini.

6G4. Représentation d'un conoïde oblique circonscrit à un cercle. — Sur la

fig. 299, nous avons représenté par seize génératrices un conoïde oblique dont

les directrices sont le cercle AT situé dans le plan vertical AI et la droite

(N,N,N',N'). Les génératrices toutes horizontales sont disposées de manière à in-

tercepter des arcs égaux sur le cercle.

D'après ce que nous avons vu (art. 608), pour déternilnei' les arêtes, il faut

mener des tangentes à la directrice curviligne du point où la droite (N,N, N', N')

perce le plan vertical AI. Ce point, situé à la rencontre des lignes TT' etN',N',

étant éloigné, nous avons fait une réduction d'échelle (art. 66), en prenant le

point pour centre de similitude : le rapport est celui de 4 à i. Les points T' et

J' ont ainsi été transportés en t etyau quart de leur distance du point 0. La con-

struction a fait trouver les points de contact /j' et q' , qui, ramenés en P' et Q' sur

le cercle primitif, déterminent les arêtes (PR, P'R') et (QS, Q'S').

De part et d'autre de ces droites, les génératrices sont parallèles deux a deux

en projection horizontale et dans l'espace. La directrice rectiligne que la surface

possède à l'infini (art. 641) est donc une ligne double, comme dans le cas du cy-

lindroïde; mais c'est une ligne d'intersection et non de contact, car le plan de

deux génératrices parallèles n'est pas parallèle au plan directeur, et par suite la

surface a deux plans tangents distincts au point situé à l'infini où ces droites se

rencontrent (' ).

Les points (N, N') et (N,,N', ) sont des sommets.

663. La projection horizontale de la ligne de striction est donnée immédiate-

ment comme enveloppe des projections des génératrices. On détermine par points

la projection verticale de cette courbe à l'aide de paraboloïdes. La construction

est analogue à celle que nous avons expliquée à l'article 654 pour le cylindroïde.

Considérons la génératrice (FM, F'W); il suffit de remplacer la directrice

courbe par la tangente (FU, F'U') pour changer le conoïde en un paraboloîde

de raccordement. La trace rUde celte surface auxiliaire sur le plan horizontal

xy rencontre en u la trace du plan qui projette horizontalement la génératrice

et qui par suite touche la surface au point central de cette droite. La projection

{') Nous verrons que la surface est algébrique et du quatrième degré; cliaque génératrice a donc deux

points doubles (art. 618) : l'un est sur la direcLrice rectiligne, l'autre à rinfini.
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verticale de la géncralrice du second système du paraboloïde est déterminée par
le point u' relevé de u et par le point de concours s (art. (îll, 643); elle fait

trouver le point de contact ù'
. La projection verticale de la ligne de striction est

N'Ô'I'...N', A'... d'^'.

666. Quand une courbe continue tracée sur une surface gauche passe à un
sommet, ce point appartenant au contour apparent de la surface par rapporta
un plan quelconque, la projection de la courbe y est tangente à la projection de
la génératrice ou possède un rebroussement; la courbe elle-même a donc un re-

broussement dans l'espace lorsqu'elle n'est pas tangente b la génératrice.

Nous avons limité le conoïde de \^fig. 299 au plan vertical N, û?qui passe au
sommet inférieur. D'après ce que nous venons de dire, la trace de la surAice a un
rebroussement en ce point; la tangente au rebroussement est l'intersection du
plan sécant N,c?avec le plan déterminé par la génératrice (EN,, E', N'j ) et par la

directrice (N,N, N', N'j. Nous avons obtenu le point /' de cette ligne en prenant

pour plan horizontal de construction celui qui contient le point (L, L').

Un même plan est tangent le long de la génératrice (EN,, E', N'J depuis le point

situé h l'infini jusqu'au sommet (N,, N',) qui est le point central; là le plan tan-

gent tourne subitement jusqu'à la position déterminée par la directrice rectilictne.

Au delà, le plan revient de la même manière à sa première position en achevant

une rotation de 180 degrés. Si l'on parvient au point (N,, N', ) en suivant sur la

surface une direction non tangente à la génératrice, la position du plan tangent

se modifiera d'une manière graduelle.

Par des considérations analogues à celles que nous avons présentées à l'ar-

ticle 442, nous appellerons plan de rebroussement le plan qui contient les tan-

gentes aux rebroussements des sections qui passent à un sommet (').

Un sommet est un point de rebroussement isolé. On trouve des points de même
nature sur des surfaces de tout genre quand deux génératrices consécutives se

coupent ou quand une génératrice curviligne se trouve avoir subitement un

rebroussement.

667. Equation du conoïde. oblique circonscrit à une conique. Génération de cette

surface par des coniques .
— Il est facile d'obtenir une équation du conoïde, même

en supposant que le cercle (Al, AT) soit remplacé par une conique située d'une

manière quelconque par rapport au plan directeur. Nous nous servirons de la

Jig. 296 en ne faisant aucune hypothèse sur l'angle des plans de projection qui

sont le plan directeur et celui de la conique directrice.

(') L'expression de plan de i-chroiisscmenl est due à M. Boiir; mais, comme il l'indique, c'est nous qui

lui avons signalé l'existence d'un plan contenant les tangentes aux rebroussements des dillérentcs sections

et l'analogie qui résulte de celte circonstance entre un sommet d'une surface gauciie et un point de

l'arête de rebroussement d'une dévelo|ipabl('.
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Nous plaçons l'origine à la trace F' de la directrice rectiligne {qp, q'p'). Nous

prenons pour axe des abscisses l'horizontale Y'x située dans le plan de la co-

nique, pour axe des z la droite F':: parallèle au diamètre Q'P' qui dans la conique

est conjugué aux cordes horizontales, et enfin pour axe des y la droite [Yy, Y'x),

intersection du plan horizontal passant par l'origine avec le plan qui contient la

directrice rectiligne et l'axe desz.

Nous pouvons représenter les directrices par les équations

I

{x~x,y
_^
[z- z,Y __

^
) a'

'

c'
'

f j= o.

a:, et z, sont les coordonnées du centre de la conique, a et c les moitiés de ses

diamètres parallèles aux axes.

On obtient ])Our la projection horizontale de l'une des deux génératrices qui

sont h la hauteur :; l'équation

x, + ay/i

Si l'on regarde le radical comme affecté du double signe, cette équation repré-

sentera les deux génératrices qui sont à une hauteur quelconque z, et par

suite le conoïde lui-même. En la mettant sous la forme d'un polynôme entier, on

obtient

a-{y — nz)-[c- - [z - z,)-] — c-[yx, -h nz{x — x,)]- = o.

Considérons maintenant un plan contenant l'axe des abscisses; nous pouvons

le représenter par l'équation

y — V.Z.

L'équation de la projection verticale de l'intersection du conoïde par ce plan

se divise en deux :

z'' = o, a- {a — n)-[c- — {z — :;,)-] - c-[a.x, -'r n{x — x,)]- — o.

La seconde est du deuxième degré, et par conséquent tout plan passant par l'axe

des abscisses coupe la surface suivant une conique. Le conoïde admet ainsi

un mode de génération par des lignes du second ordre; l'ellipse directrice P'Q'et

le segment utile de la directrice rectiligne appartiennent à la série de ces courbes.

La première des deux équations que nous avons obtenues représente deux fois

la droite T'x, qui cependant parait être étrangère à la surface. Pour expliquer ce

résultat, nous remarquerons que, si le point F' se trouvait placé entre les horizon-

tales P'/y et Q'(/', la droite f'x rencontrerait deux fois l'ellipse directrice et serait
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une génératrice double, intersection de deux nappes de la surface; tout plan

contenant cette droite aurait un point de contact avec chaque nappe et coupe-

rait le conoïde suivant une conique qui passerait h ces points. La droite F' a? ne

dépend en aucune manière de la position que la conique directrice occupe dans

son plan; elle est donc encore une génératrice double quand elle ne rencontre pas

cette courbe en des points réels, mais elle est alors éloignée des autres généra-

trices, de sorte qu'elle fournit un point isolé à toute section de la surface par un

plan qui ne la contient pas et qui ne passe pas par la directrice rectiligne.

Par des motifs analogues, la verticale du point est une génératrice isolée sur

le cylindroïde de \^fig. 298. Cette circonstance montre pourquoi tout plan pas-

sant par cette ligne coupe suivant une conique la surface proprement dite, bien

qu'elle soit du quatrième ordre (art. 650).

Une génératrice simple n'est jamais isolée, parce que son point unique de ren-

contre avec une directrice curviligne ne peut pas devenir imaginaire. 11 y a une

grande analogie entre une génératrice isolée et les segments parasites d'une

directrice (' ).

668. Nous avons représenté sur Vàjig. 299 une des sections elliptiques du

conoïde; pour cela, nous avons pris un second plan vertical de projection perpen-

diculaire au premier, et nous y avons placé la projection N", N" de la directrice

rectiligne. Tout plan perpendiculaire à ce plan vertical et dont la trace passe par

le point de rencontre des droites N",N" et VX coupe la surface suivant une

conique. Pour avoir la trace y",^" d'un tel plan, il suffit de diviser la ligne

de terre N'jV et sa parallèle N">. en parties proportionnelles. Nous avons

établi sur de petites longueurs les nouvelles projections verticales des généra-

trices, et, ramenant sur le plan horizontal les points de rencontre de ces droites

avec '/i/', nous avons obtenu des points de la projection horizontale de l'ellipse

d'intersection . Nous avons ensuite construit la projection verticale de cette courbe.

Les tangentes de l'ellipse sont horizontales aux points (ç>, y') et (ç>,, o\), où

elle rencontre les génératrices supérieure et inférieure; la droite (çy,, 9'9',)est

donc le diamètre conjugué aux cordes horizontales, et, comme elle est partagée

en parties égales par le plan horizontal OJ', on voit que le diamètre qui lui est

conjugué a pour projections ij^'x' '^^ 't'X-

Les diamètres qui sont conjugués aux cordes horizontales des sections du

second ordre faites dans le conoïde forment un paraboloïde, car ils rencontrent

(') On peut démontrer très-facilement qu'un conoïde droit circonscrit à une conique A située dans un

plan perpendiculaire au plan directeur, est coupé suivant une conique par tout plan parallèle à celui de A,

et, en taisant une déformation homologique dans des conditions convenables, on obtient le théorème géné-

ral relatif aux sections du second ordre du conoïde oblique. On peut même l'établir directement pour

cette dernière surface, mais ces modes de démonstration ne font pas suffisammeiit ressortir la nature de

la droite que nous avons prise pour a.\e des abscisses.
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trois droites horizontales : les génératrices (EN,, E', N',), (EN, E'N') et la com-

mune intersection des plans des coniques.

Conoide droit.

669. On appelle conoïde droit le conoide qui a une directrice rccliligne per-

pendiculaire à son plan directeur.

Sur la fig. 290, le plan horizontal est pris pour plan directeur, et la surface

est donnée par sa trace verticale A et par le point d, projection horizontale de

sa directrice rectiligne que l'on appelle quelquefois son axe.

En menant à la directrice A des tangentes verticales, on détermine les traces h'

et c' des arêtes. Ces droites forment le contour apparent de la sui face par rapport

au plan horizontal.

L'axe d rencontre à angle droit toutes les génératrices et est par conséquent la

ligne de striction de la surface. Le point central d'une arête est donc a distance

tinie; son paramètre est infini (art. 656).

670. On obtient facilement l'intersection d'une surface réglée avec un cône en

faisant passer un plan auxiliaire par chaque génératrice considérée et par le som-

met du cône; mais souvent les intersections des surfaces réglées entre elles et

avec les surfaces de révolution ne peuvent être déterminées qu'à l'aide de sections

planes auxiliaires construites par points. Toutefois, lorsqu'il s'agit de deux

conoïdes ayant un même plan directeur, ou d'un conoïde et d'une surface de

révolution placés de manière que l'axe de celle-ci soit perpendiculaire au plan

directeur de celui-jà, en coupant les deux surfaces par des plans parallèles au

plan directeur, on obtient des droites ou des cercles faciles à déterminer.

671. Conoïde de la voûte d'arêtes en tour ronde. — Pour présenter un exemple

de cette construction, nous allons déterminer l'intersection d'un conoide droit

avec un tore elliptique de même axe.

Nous prenons pour plan horizontal de projection celui du cercle décrit par le

centre de l'ellipse méridienne [Jig. 3oi ). L'axe commun des surfaces s'y projette

en un point 0. Nous traçons sur un plan méridien OX,, rabattu sur le plan hori-

zontal, la moitié supérieure P^''Q de l'ellipse qui engendre le tore.

Le conoide a pour directrice curviligne la ligne dans laquelle se transforme

l'ellipse A'V'B' lorsque l'on enroule son plan sur le cylindre vertical dont la trace

horizontale est le cercle décrit par le centre de la méridienne. L'axe vertical V"V'

reste droit; l'axe horizontal devient l'arc ab : il faut concevoir que cet axe est

d'abord transporté sur la tangente AB, puis courbé sur le cercle, de manière que

chacun de ses points décrive une développante. Les axes verticaux V'V et vv'

des ellipses sont égaux.



CHAPITRE III. — CONOIDE, 169

Les plans sécants auxiliaires sont horizontaux. Celui qui passe par le point R'

de la méridienne PQ coupe le tore suivant deux cercles décrits du point comme

centre, avec les rayons OR et OS. Si l'on détermine sur l'ellipse A'B' les points Cet

D' qui sont à la même hauteur que R' et S', et que l'on prenne lesarcsVc et Vc? égaux

aux abscisses V"C, et V"D,, les points c et useront les projections des points où la

directrice du conoide est rencontrée par le plan sécant considéré, et, par suite,

les droitessuivant lesquelles cette surface est coupée se trouveront projetées sur Or

et Od. Les sections cii'culaires précédemment obtenues rencontrent ces lignes en

quatre points M, N, I et .1 qui ap|)artiennent à la projection de l'intersection.

Les axes verticaux des deux ellipses étant égaux, les points V et c' sont dans un

plan horizontal qui touche le conoide le long de la génératrice UVO et le tore le

long du cercle vY. Le point de rencontre V de ces lignes appartient aux deux arcs

EF et GH qui composent la projection de l'intersection ('].

Le plan horizontal est uii plan principal pour les deux surfaces, et par suite

chaque point, tel que M, est la projection de deux points de l'intersection situés

l'un au-dessus de lui, l'autre au-dessous, et à éeales distances.

Le conoide prolongé au delà de l'axe rencontre une seconde fois le tore,

suivant une autre courbe symétrique de la première, et dont on obtiendrait la

projection en considérant les intersections des différents cercles avec les prolon-

gements des droites sur lesquelles se projettent les génératrices du conoide.

G72, La tangente de la courbe en un point quelconque M est l'intersection des

plans tangents au tore et au conoide en ce point. La trace du premier de ces plans

est la droite r^ perpendiculaire à OM, et passant par le point r ramené par un arc de

cercle de la tracer' de la tangente RV à la méridienne. Pour construire le plan

tangent du conoide, nous remplaçons d'abord la directrice curviligne de cette

surface par sa tangente au point projeté horizontalement en d, en conservant

d'ailleurs la directrice rectiligne qui est projetée sur le point et le plan hori-

zontal comme plan directeur ; nous avons ainsi un paraboloïdede raccordement

le long de la génératrice OM.

Quand on enroule sur le cylindre aYv la surface de l'ellipse A'B', la sous-tan-

gente D|T conserve sa longueur et se place sur la tangente r/T, du cercle : le

pointT, est donc la trace horizontale de la tangente à la directrice curviligne; et,

comme le point est la trace horizontale de la directrice rectiligne, on voit que

la droite OT, est la génératrice du paraboloïde contenue dans le plan horizontal.

La droite M^ parallèle à JT, est la trace d'un plan vertical qui, étant parallèle

aux deux directrices du paraboloïde, le coupe suivant une génératrice du second

système. Cette droite qui a sa trace en t, et la génératrice horizontale OM déler-

(') Nous avons déjà remarqué aux articles 200 et 236 que la courbe de section do deux surfaces

tangentes l'une à l'autre avait un point double au point de conlact.

II. 22



I yo LIVRE VII. — .SURFAGKS GAUCIIKS.

minent le plan tangent dont la trace est, par conséquent, la droite «,/ parallèle

à OM. La tangente de la courbe au point M passe par le point /, intersection

de /, / et de rt.

675. La projection de l'intersection s'arrête aux points E, F, G et H; au delà

s'étendent des parties parasites que nous pourrons déterminer en cherchant la loi

de génération de la courbe. Les axes verticaux des ellipses A'B' et PQ étant égaux,

les abscisses des points de ces courbes qui ont des ordonnées égales sont propor-

tionnelles aux axes horizontaux. Nous pourrons donc écrire

V"B' _ V"D,

tq" ~ "Tir

Mais on a évidemment

V D, = Vrf = ÔV \< VOM, cR = rfiM = ()M - OV.

Portant ces valeurs dans l'équation ci-dessus et résolvant par rapport à OM, on

obtient

OM = OV^(X:^ + VOM

Si nous traçons par l'origine une droite OL telle que l'angle LOV soit égal à

V"B' , .—-77-1 et SI nous posons

OM = p, OV r^ = R, LOM = w,

l'équation deviendra

j5 = Roj.

Si l'on prend le point pour origine et la droite OL pour axe, p et oj seront le

rayon vecteur et l'azimut du point considéré M; comme, d'ailleurs, la longueur R

est constante, l'équation montre que la courbe à laquelle appartient l'arc EF est

une spirale d'Archimède. L'axe OL tangent au sommet fait avec la droite OV un

angle qui est exprimé en degrés par

V"B' 180°

L'arc HG appartient à une spirale qui a le même paramètre R, et dont la tan-

gente au sommet fait avec OV et de l'autre côté de cette droite un angle L,OV

égal à LOV. Quand la valeur du rapport de V"B' à rQ est - -, les deux parties HG

et EF de la projection sont des arcs d'une même spirale.

Le tore étant donné, on peut déterminer le conoïde aussi bien par l'arc de spi-

rale EF, projection de rinterseclioii, (jue par l'ellipse A'B', c|ui doit être enroulée
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sur un cyliiulre. Une spirale d'Arcliimède est facile à tracer, et les conslruclions

ne présentent aucune diiriculté.

(>74. On peut dégager la conslruction de la tangente des considérations rela-

tives aux surfaces, de manière ii avoir un tracé applicable aux parties parasites

de la projection de la courbe d'intersection.

On a dans le triangle rectangle rMt

OM .

<,^ rt Od ' OMxD.T
tangrM/ = ^— = —-—,— = -———77-7-° M;- lir' OV X Itr

Sur les ellipses A'B' et PQ, les longueurs liorizonlales bomologues telles que D,T
et R/"' sont proportionnelles aux demi-axes V"B' et t^Q. D'après cela, l'égalité que

nous avons trouvée devient

O, OM ^ V"B' p
tangrM/ = -^x-^=j^-

Si nous élevons en M et en des droites MK et OK respectivement perpendicu-

laires à Ml et à OiM, la longueur OK interceptée sur la seconde de ces lignes est

appelée sous-normale, et il est facile de voir, d'après l'équation précédente, que sa

longueur est égale à R; par conséquent, dans la spirale (VArchiinède, la sous-

normale est constante et égale au paramètre
\^

'

)

Ce théorème permet de déterminer la tangente en un point quelconque de la

courbe, et nous ferons remarquer que ce n'est pas seulement dans les parties

parasites que la construction par les plans tangents se trouve en défaut, mais

encore au point double V, où ces plans se confondent, et aux extrémités E, F, G

et H, où la tangente est verticale (-].

(') 11 est facile de démontrer directement cette proposition. Soient O l'origine, M et M' deux points

d'une spirale d'Arcliimède infiniment rapprochés l'un de l'autre, M/« un arc décrit du point comme

centre, MN et ON des droites respectivement perpendiculaires à MM' et à O.M [f!^. 3oi , n).

Le triangle MON est semblable au triangle infiniment petit M /«M', que l'on peut considérer comme

rectiligne; on a donc
Mw : ///M' :: OM:ON.

En remplaçant l'arc M/h par sa valeur OM x M'OM, on obtient

0N=^.
M'OM

La courbe étant une spirale d'Arcliimède, les accroissements du rayon vecteur sont proportionnels

aux accroissements des azimuts; la sous-normale ON est donc constante. Sa longueur est le rayon

d'un cercle dont la circonférence égale l'augmentation du rayon vecteur lorsque l'szimut varie de SGo".

C] Nous avons déjà vu à l'article 2.36 que l'on ne peut pas déterminer par les plans tangents les tan-

gentes au point double de l'inlerscction de deux surfaces qui se touclieul. Lu méthode par une courbe



in2 LIVRE VII. — SURFACES GAUCHES.

675. Si l'on coupe le conoïile par un cylindre de révolution ayant pour axe la

verticale du point 0, et si l'on développe le cylindre, la transformée de la section

sera une ellipse, car les points de cette courbe et ceux de la directrice aplanie

A'B' qui appartiennent à une inèine génératrice ont des ordonnées égales et des

abscisses dans un rapport constant.

L'axe horizontal de cette ellipse est ^^r^ A'B', en désignant par /• le rayon du

cylindre. L'axe vertical ne varie pas, et par conséquent, suivant la valeur de r, le

rapport des deux axes peut avoir toutes les grandeurs possibles.

Le conoide que nous venons d'étudier est quelquefois appelé conoide de la voûte

d'arêtes en tour ronde, parce que Hachette, qui avait remarqué les propriétés

géométriques de son intersection avec un tore, a proposé de l'employer pour la

surface de cette voûte (').

676. Emploi d'un conoide droit comme surface auxiliaire pour la solution d'un

problème de Géométrie plane . — La considération d'un conoide droit permet de

faire dépendre la construction des rayons de courbure de la courbe de l'ombre

portée d'une surface de révolution, sur un plan perpendiculaire à son axe, de

celle des tangentes h la courbe de l'ombre propre.

Si la sphère (0, 0') [fig. 220) est éclairée par des rayons de front, la sépara-

trice sera le grand cercle projeté sur la droite A'G' perpendiculaire à la projec-

tion verticale R' de l'un des rayons, et l'on obtiendra facilement sur le plan

horizontal l'ombre m de l'un quelconque (M, M') de ses points.

Nous savons que les normales de la courbe d'ombre portée sont les ombres des

horizontales qui joignent les points de la séparatrice avec l'axe (0, O'I) (art. 530).

Le lieu général de ces lignes forme un conoide droit. La courbe ?/?/,, ligne de

l'ombre portée par cette surface gauche sur le plan horizontal, est l'enveloppe des

ombres de ses génératrices, et par suite la développée de l'ombre ai de la surface

de révolution. Le point n, où l'ombre im du rayon (OM, \W) touche cette enve-

loppe, est donc le centre de courbure de amb pour le point /??, et la trace du rayon

qui touche le conoide en un point de la génératrice (OM, IM').

d'erreur que nous avons exposée à cet article est souvent commode; quant à celle dont nous venons de

donner une application, et qui consiste à rechercher la loi du tracé des tangentes de la courbe considérée

en elle-même et indépendamment de ses relations avec les surfaces, elle présente généralement des

difficultés. Nous verrons plus loin (art. 866) une troisième méthode pour l'explication de laquelle les

droites U« et hV ont été tracées sur \^Jîg. 3o^.

La théorie exposée à l'article 673 montre que la projection de l'intersection ne change pas quand les

longueurs cQ et V"B' augmentent dans un même rapport. On peut donc agrandir les surfaces de ma-

nière que les points E, F, G, H ne soient plus les extrémités des ares utiles des spirales. Cette considé-

ration conduit, pour la tangente en ces points, à une construction que nous laissons au lecteur le soin de

développer.

(') /oi> le journal V Architecte, février 1 833.
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Le plan directeur du conoide est horizontal; les deux directrices sont l'axe

(0, O'I) et la séparatrice que nous savons construire, quelle que soit la forme de

la méridienne. Si nous connaissons la tangente de la séparatrice au point (M, M').

nous pourrons remplacer le coiioïde par un paraboloïde de raccordement, et nous

obtiendrons ensuite par une construction facile le point de contact N' d'un plan

passant par la génératrice N'iM' et parallèle aux rayons, et l'ombre n de ce point,

Dans le cas actuel, la séparatrice étant un cercle perpendiculaire au plan ver-

tical, la détermination de la tangente ne présente pas de difficulté. Sa projection

verticale est L'M'G', et l'on obtient sa projection horizontale GIM en déterminant

par une tangente M"G' le point G', où elle rencontre le diamètre (OG, O'G').

Pour obtenir la tangente, on peut supposer que la séparatrice tourne autour de

ce diamètre jusqu'à ce qu'elle se trouve dans un plan parallèle au plan vertical;

le point (M, M') se place alors en M", et la tangente cherchée estiM"G'.

La trace LO du paraboloïde rencontre en V la trace mià\i plan d'ombre de la

génératrice considérée; la génératrice du second système qui est contenue dans ce

plan a donc sa trace en V, et sa projection verticale passe par le point V et par le

point de concours 0' des projections verticales des génératrices de ce système; la

droite A'O' coupe la génératrice M'IM', du conoïde au point N', qui a pour ombre

le point cherché n (

').

La construction est applicable au cas où la surface de révolution serait éclairée

par des rayons divergents.

Nouvelles observations sur les sommets et les arêtes.

677. Nous avons trouvé des arêtes sur les principales surfaces étudiées dans ce

Chapitre; mais elles se sont présentées avec des circonslances différentes, que

nous pouvons résumer comme il suit :

1° Cylindroïde : point central à l'infini, — paramètre fini;

2° Conoïde oblique : point central à l'infini, — paramètre infini;

3° Conoïde droit : point central à distance finie, — paramètre infini.

Un examen attentif va nous faire comprendre cette diversité.

Lorsque le point de contact d'un plan qui contient une génératrice parcourt la

longueur indéfinie de cette droite, le plan tourne de 180" (art. 617) ; si la généra-

trice passe à un sommet, l'évolution entière se fait quand le contact est à ce point

(art. 666), et il en est de même si, le sommet s'éloignant à l'infini, la génératrice

devient une arête.

(') Cette construction est due à M. Dunesme (Comptes rendus i/r l'.lcailcinie des Sciences, i85-,

2" semestre).
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Dans la formule (i) de l'article 62*2,

tangry^-,

la lettres: représente l'abscisse du point considéré mesurée à partir du point cen-

tral pris pour origine. Quand le point central est à l'infini, tous les points à dis-

tance finie ont des abscisses infinies. Alors, si le paramètre est fini, Q atteint 90° et

le plan tangent le long de l'arèle est perpendiculaire au plan central. C'est en effet

ce qui arrive pour le cylindroïde : le plan tangent aux différents points d'une arête

de cette surface est parallèle au plan directeur, et le plan central est perpendicu-

laire à ce plan (art. 6i*2). Si l'on donne à tang une valeur finie quelconque, on

trouve une abscisse finie; l'évolution entière se fait donc à une distance finie du

point central, c'est-à-dire à l'infini.

Dans le conoïde oblique, le point central d'une arête est encore à l'infini, et par

suite les abscisses des points à distance finie sont infinies; mais l'angle du plan

tangent le long de l'arête avec le plan central n'est pas de go°, et alors la formule

exige que le paramètre soit infini. Si l'on donne à 9 diverses valeurs, on trouve

toujours une abscisse infinie; ainsi, bien que l'évolution se fasse encore entière-

ment à l'infini, on trouve une disposition autre que la précédente. On peut rendre

la différence manifeste en traçant des courbes par les points des génératrices où

l'obliquité du plan langent a des valeurs déterminées. Ces lignes interceptent sur

les génératrices des segments proportionnels; elles sont asymptotes des arêtes,

concourent aux sommets et sont tangentes en ces points à la génératrice. Le

point central d'une arête se trouvant à l'infini et son paramètre étant infini, les

courbes dont nous venons de parler s'écartent de plus en plus lorsque la généra-

trice approche d'une arête, et cette augmentation des segments interceptés sur

la génératrice n'a d'autre limite que l'infini.

Enfin, pour un conoïde droit, le point central est à distance finie, et les divers

points de la génératrice ont des abscisses finies; comme d'ailleurs le paramètre

est infini, est constamment nul, et le plan central est tangent le long de l'arête.

Mais l'angle 5 devient indéterminé pour une valeur infinie de l'abscisse, ce qui

devait être, puisque l'évolution se fait à une distance infinie du point central.

Les différences que nous avons signalées pour les arêtes sont donc les consé-

quences de la loi exprimée par l'équation ci-dessus.

678. Nous avons vu (art. 655j que, quand les directrices n'ont ni infiexion ni

rebroussement, le point d'une arête situé à l'infini est l'extrémité d'une ligne

double qui peut se trouver tout entière à l'infini ou n'y avoir que ce point. La

première disposition s'est seule présentée sur les surfaces que nous avons étu-

diées; nous allons donner un exemple de la seconde.

Considérons le conoïde général qui a pour plan directeur le plan horizontal, et
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pour directrices l'ellipse [bc, b'c') [fig. 396 ) et l'iiyperbole H située dans le plan

vertical de projection et placée de manière à avoir pour l'une de ses asymptotes

la projection xy d'une tangente liorizontale de l'ellipse. L'hyperbole a un arc

utile et double qui s'étend du point I au point situé à l'infini sur la génératrice

[ag, xy) : cette droite est évidemment une arête.

Si l'hyperbole H était remplacée par une courbe ayant les deux bras d'une

branche infinie situés au-dessous de leur asymptote xy, la droite [ag, xy) serait

encore une arête; mais son point à l'infini ne serait plus l'extrémité d'un arc utile,

ce qui tient à ce qu'une directrice aurait une inflexion (art. 183), et que les ob-

servations que nous avons présentées à l'article 657 ne seraient plus applicables.

679. Si l'on considère les surfaces développables comme une variété des sur-

faces gauches, l'arête de rebroussement sera une ligne de sommets, ainsi que nous

l'avons déjà remarqué (art. 65i). Chacun de ses points est en effet sur deux gé-

nératrices consécutives; la surface y a un plan de rebroussement et une infinité

de plans que l'on peut considérer à certains égards comme tangents; enfin chaque

ligne d'ombre complète se compose d'un certain nombre de génératrices et de

l'arête de rebroussement.

Dans les développables, les extrémités des parties utiles des directrices se

trouvent aux points où trois génératrices se coupent, c'est-à-dire aux points de

rebroussement de l'arête, qui sont les points auxquels, pour ces surfaces, nous

avons réservé le nom de sommets.

On voit que quelques propriétés des sommets des surfaces gauches appar-

tiennent à tous les points de l'arête des développables, et d'autres seulement aux

points de rebroussement de cette ligne. Nous ajouterons que la section faite dans

une développable par un plan passant à un sommet a un rayon de courbure nul

sans rebroussement (art. 491), disposition que l'on ne trouve pas dans les sec-

tions des surfaces gauches.

680. Quand l'une des directrices d'une surface gauche a des inflexions, la sur-

face peut avoir des sommets étrangers aux lignes doubles, et n'ayant d'autre

propriété que d'appartenir à deux génératrices consécutives et à toutes les lignes

d'ombre.

Ainsi, si un coaoule oblique a i>our i»lan directeur le plan horizontal, et pour

directrices la droite (B, B') et la courbe A qui a un contact du second ordre avec

la ligne de terre [fig. 291), la trace b de la directrice recti ligne sera sur deux

génératrices consécutives; mais celte droite n'aura ni segment double ni segment

parasite.
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CHAPITRE IV.

IIYPERBOLOIDE.

681. On appelle hyperholoïde à une nappe la surface engendrée par une droite

qui se meut en s'appuyaut sur trois directrices rectilignes. Cette surface se réduit

au système de deux plans Q et Q, [fig. 210) ([uand deux directrices AB et A,B|

sont dans un même plan, la troisième A-.B, étant quelconque. Si cette dernière

directrice était dans le plan Q déterminé par les deux premières, le second

plan Q, se confondrait avec Q.

Lorsque les trois directrices ont un point commun ii dislance finie ou infinie,

toute droite passant par ce point satisfait aux conditions imposées aux généra-

trices, et par suite la surface n'est pas déterminée.

Nous supposerons toujours que les directrices n'ont aucune des positions rela-

tives exceptionnelles qui viennent d'être énumérées, et alors la surface, n'étant

pas un système de plans et ayant des directrices rectilignes, sera gauche

(art. -461). Nous la désignerons simplement sous le nom ^hyperholoïde.

Nous supposerons encore généralement que les trois directrices ne sont pas

parallèles à un même plan. Les propriétés que nous établirons sans introduire

cette nouvelle hypothèse appartiennent évidemment au paraboloïde (art. 610).

682. On obtient la génératrice qui passe par un point choisi arbitrairement

sur une directrice en prenant l'intersection des plans déterminés par ce point et

respectivement par les deux autres directrices. On opère d'une manière analogue

quand on veut avoir la génératrice qui rencontre une directrice à l'infini.

Les trois directrices étant représentées en projection par les droites A, A' et A"

{fig- 3o2), en faisant passer par chacune de ces lignes deux plans respectivement

parallèles aux deux autres, nous obtenons six plans distincts, parallèles deux à

deux, et dont les intersections forment les arêtes d'un parallélépipède CDEF,IHGI.

L'arête JF ou B rencontre la directrice A' en un point J, parce qu'elle est dans

le plan DEF mené par A' parallèlement à A; elle coupe la directrice A" en un

point F, parce qu'elle est dans le plan JHG mené par A" parallèlement à A; elle a

enfin un point commun avec la directrice A à l'infini, parce qu'elle est l'intersec-

tion de deux plans parallèles à cette droite : elle est donc une génératrice de la

surface. Les arêtes B' et B" opposées à A' et A" sont également des généra-

trices f ).

Nous appelons les droites A, A', A", B, B' et B" des arêtes quand nous les considérons sur le parai-
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Les droites B, B' et B", prises pour directrices, déterminent un second liyper-

boloïde, auquel les arêtes A, A' et A" appartiennent comme génératrices. Ces

deux surfaces ont ainsi six droites communes.

685. On sait qu'un parallélépipède a un centre où les diagonales se croisent en

leur milieu : nous allons voir que les génératrices des deux hyperboloïdes ont de

remarquables relations de symétrie par rapport au point 0, centre du parallélé-

pipède DG.

Par un point a de A, nous menons une droite qui rencontre les directrices A'

et A". Pour tracer cette ligne, nous remarquons qu'elle détermine avec A" un

plan dont les traces Fa' et Grt sur les plans FJD et GIC doivent être parallèles;

par conséquent, en menant du point F une parallèle à Ga, nous déterminerons

sur la seconde directrice le point a' où passe la génératrice cbercbée B'".

Nous prenons les dislances Fè, 16' et Ce" respectivement égales à Ca, la' et Fa",

et nous joignons par des droites les points b et b" au point b' , et les points a, a',

a , b, b' et b" au centre 0, point de concours et milieu des quatre diagonales du

parallélépipède, et notamment de CF et de IJ.

Les triangles COa et ¥0b sont évidemment égaux et dans un même plan; par

suite, les lignes Oè et Oa sont de même grandeur et en prolongement l'une de

l'autre. On trouve de même que les segments Ob' et Ob" sont respectivement

égaux à Oa' et 0«" et qu'ils appartiennent aux mêmes droites. Il résulte de là

que les triangles bOb' et b'Ob" sont dans un même plan et respectivement égaux

à aOa' et a'Oa", et enfin que les points b, b' et b" sont sur une droite A'" paral-

lèle à B". Cette ligne A'", rencontrant les trois directrices du second hyperboloïde,

en est une génératrice.

A toute génératrice B"' de la première surface correspond ainsi sur la seconde

une génératrice parallèle A'", et le plan déterminé par ces droites contient le

point 0. Il suit de là qu'une droite allant de la première surlace à la seconde

en passant par le point est divisée à ce point en deux parties égales, et par con-

séquent que le système des deux hyperboloïdes a un centre qui est celui du paral-

lélépipède.

684, Les triangles alG, FJa' sont semblables et donnent

la Ja'=IG X JF.

En remarquant que la est égal kîb, et désignant par 4 C le second membre, qui

est indépendant de la position spéciale des génératrices considérées B" et A"', on

obtient

ib ";< Ja'= 4C.

lélépipède. Cette expression ne peut donner lieu à aucune équivoque, car l'hyperboloïde n'a pas de géné-

ratrices qui soient des arêtes, comme nous le tléîiiontrerons (art. 689).

II. 23
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685. Les génératrices des hyperboloides étant parallèles deux a deux, ces

surfaces ont un même cône directeur dont nous pouvons placer le sommet au

centre 0. La génératrice OK, parallèle à B'" et à A"', est dans le plan de ces droites

et rencontre le plan DEF au point m, milieu de a! h. Si nous rapportons ce point

aux droites A' et B prises pour axes coordonnés, nous aurons

a; = mn = -Ja', v = Jrt = -Jè,
2 - i

d'où, en ayant égard à la seconde équation de l'article précédent,

(i) xy—Ç..

Cette équation, qui représente la trace du cône directeur commun sur le plan

DEF, est celle d'une hyperbole rapportée à ses asymptotes. Le cône directeur est

donc du second ordre; ses intersections avec les autres faces du parallélépipède

sont également des hyperboles qui ont pour asymptotes les génératrices des deux

surfaces.

686. Par un point J,, pris arbitrairement sur la droite indéfinie lOJ, nous

menons un plan P parallèle à DJF : la section faite dans le cône est une hyper-

bole semblable à la précédente, et qui a pour asymptotes les droites J, X et J, Y,

respectivement parallèles à A' et à B.

La génératrice OK rencontre le plan P en un point m, situé sur la droite J, m,

,

parallèle à }m.

En appelant x^ et j, les coordonnées du point m^ par rapport aux asyniptetcs

prises pour axes, nous avons

C| étant une nouvelle constante.

Mais, les points m et m^ étant homologues sur les deux hyperboles, nous pou-

vons écrire

X y
(3)

On déduit des équations (i), (2) et (3)

i
(^i+^)(j'. -7) = C, -C,

(4)
\
[x, -a;)(7, 4- j) = C, -C.

687. Pour interpréter ces résultats, nous traçons par le point w, une droite
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parallèle ha'b: les points a\ et />,, où elle rencontre les génératrices A'" et B'",

sont les traces de ces droites sur le plan P. Nous menons par ces points des

parallèles aux axes A' et B, et nous avons

l qa' , = n, m, + tà^ , i rb, = n,m, — sm,,

} J,q = J, n, — (m^ ,
' J, r = J, n, -4- sb,

.

Les coordonnées nm et Sn du point m sont égales aux longueurs sm, et im,, et

par suite on a

cc = ia',=sm,, y=:tm,=sb,.

Les équations précédentes deviennent

j
qa\ = a;, -f- 37, j

rb, = œ, — x,

\ h(/ =y, -y,
I
hr=y, +y.

Mais les longueurs qa', et J, q d'une part, rb, et J, / de l'autre, sont les coordon-

nées des points a', et b, ; les équations (4) signifient donc que tout plan parallèle

à l'une des faces du parallélépipède coupe les deux liyperboloides suivant une

même hyperbole, et par conséquent que les deux surfaces que nous considérons

n'en forment qu'une seule, ayant deux systèmes de génératrices rectilignes et un

centre 0.

688. Pour établir d'une manière complète la seconde génération rectiligne de

l'hyperboloïde, nous allons montrer que tout point a', d'une génératrice B" du

premier syslème ifig. 3o3) appartient à une certaine génératrice p"pp' du second.

Nous faisons passer par le point a' , un plan P parallèle à la face DEFG du paral-

lélépipède; du point J, où la droite IJ perce ce plan, nous menons deux lignes

JX et J, Y respectivement parallèles à A' et à A : elles sont les asymptotes de la

section de l'hyperboloïde par le plan P. En les prenant pour axes, nous avons

entre les coordonnées du pointa', la relation

J,g-Xg-«', = C, -G.

Déterminons maintenant le point k où l'ordonnée ga'
,
perce le plan IGFE (' j,

et traçons la droite kY jusqu'à sa rencontre jo' avec B' : la génératrice du second

svstème menée par le point/?' et la ligne indéfinie kg ?,q. rencontrent nécessaire-

ment, parce qu'elles sont dans le plan qui contient le point p' et la droite B;

l'ordonnée du point commun doit d'ailleurs être telle, que son produit par l'ab-

scisse J,^ soit (C, — G); cette ordonnée est donc ^rt',, et la génératrice menée par

le point/j' passe précisément au point donné a',.

(') Il sufRt (le tracer la droite Wul qui est ckins le plan lEFCr, puis la droite <lk parallèle à J,X.
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689. Deux génératrices (Van même systèmene serencontrent jamais, car, si elles

étaient dans un plan, les directrices seraient dans ce plan, ce qui est contraire à

nos hypothèses (art. 681 ).

Il résulte de ce théorème que Vliyperholuide n'a ni sommets m arêtes.

690. Deux génératrices de systèmes différents se rencontrent toujours.

Pour prouver cette proposition, nous considérons deux génératrices aa' a" et/j'/)/>"

de systèmes dilTérents [fig. 3o3), et nous les projetons sur le plan CHGI par des

droites parallèles à A" : les projections «G etp'C se coupent en un point «', que

nous relevons en a', sur aa'a". Les génératrices du second système rencontrant

toutes la droite B", leurs projections sur le plan CHGI divergent du point G; la

génératrice de ce système qui passe par le point a\ (art. 688) se projette donc

sur la droite Ck',; elle coupe la droite B' en p', et par suite elle n'est autre que

p'pp", ce qui démontre le théorème énoncé (').

691. Trois génératrices quelconques d'un système peuvent être prises pour direc-

trices de Vautre système, puisqu'elles en rencontrent toutes les génératrices.

Une droite ne peutpas couper un hyperholoïde en plus de deux points, car, si elle

avait trois points sur la surface, elle rencontrerait trois génératrices de l'un des

systèmes; elle appartiendrait donc à l'autre système et serait tout entière sur la

surface.

Celte proposition s'étend naturellement au paraboloide.

Cu"" asytnptote.

692. Par un point quelconque d'une génératrice B" du premier système

{fig. 3o2
)
passe une génératrice du second, et ces deux lignes déterminent le plan

tangent de la surface en ce point. La génératrice du second système qui passe par

le point de B ' situé à l'infini est A"', et le plan de ces deux droites est tangent à

l'inlini; nous avons vu qu'il contient le centre 0; l'enveloppe des plans passant

par les différentes généraliices et tangents à l'infini, c'est-îi-dire la développahle

(') \^3.fig. 3o3 peut servir à établir que les deux liyperboloïdes que nous considérons au commen-

cement de ce paragraphe ne forment qu'une surface.

Il suffit de prouver que par un point quelconque «', d'une génératrice aa'a" on peut faire passer une

droite appuyée surB, B' et B". Pour cela, projetons a\ en a', sur «G, et traçons Cz', jusqu'à sa rencontre

p' avec B'; la ùroiia ij'(i\ satisfait aux conditions: elle rencontre évidemment B", et, pour prouver qu'elle

coupe B, il sufbt d'établir que les droites qui joignent les points x et - d'une part, a et p' de l'autre,

sont parallèles, ce qui est facile.

Ce raisonnement est très-simple, mais il ne dispense pas de démonlier que les sections du cône direc-

teur et de la surface par un même plan sont des coniques concentriques.

M. .1. Binet a le premier considéré dans l'hyperboloïde des parallélépipèdes formés par six plans tangents

parallèles deux à ileiix [Journal il<' l'École l'ohtcchiiupir, XVI" cahier).
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asymptote de l'hyperboloïde, est donc un cône ayant son sommet au centre, et,

comme cette surface est directrice
( art. 659), elle n'est autre que le cône directeur

dans la position où nous l'avons considéré aux articles précédents.

En résumé, Vhyperhohidc a un cône asymptote du second ordre dont le sommet
est au centre de la surface et qui est directeur des deux systèmes de génératrices.

Les plans passant par les couples de génératrices parallèles sont tangents à ce cône.

La droite a'b [fig. 3o2) est, par suite, tangente au point /n à l'hyperbole trace du
cône sur le plan DJF, ce qui résulte d'ailleurs de ce que ce point est le milieu du
segment compris entre les asymptotes.

695. D'après ce que nous avons vu à l'article 687, si l'on coupe l'hyperboloïde

et son cône directeur par un |)lan P parallèle à deux génératrices quelconques A'

et B [fig. 3o2) de systèmes dillerents, les sections ont les mêmes asymptotes et

sont par conséquent homotliétiques et concentriques. Ce résultat, étant indépen-

dant des asymptotes, subsiste quand ces droites disparaissent : nous voyons ainsi

que les sections faites dans l'hyperboloïde et dans son cône asymptote par un plan

quelconque sont des coniques homotliétiques et concentriques.

II suit de là que les sections faites dans un hyperholoide par des plans paral-

lèles sont des coniques homotliétiques et ayant leurs centres en ligne droite.

Toutes les sections planes de l'hyperboloïde étant des coniques, cette surface

est du second ordre.

Division homographique des génératrices.

694. Quand deux droites sont divisées en des points qui se correspondent un
à un, et de telle manière que l'on obtienne un produit constant en multipliant

l'un par l'autre les segments interceptés sur elle, entre deux points homologues

quelconques et deux origines fixes, nous dirons avec M. Chasles (') que ces droites

sont divisées homographiquement, ou que leurs divisions sont homographiques.
Considérons deux droites A et A' situées dans un plan ifig. SoZj), et d'un

point Q, pris arbitrairement sur ce plan, menons deux droites QJ et QI qui leur

soient respectivement parallèles, et une sécante Qaa'; les triangles Qal, a'QJ sont

semblables et donnent
Irt X Ja' = QJ X QI.

Le second membre étant indépendant de la position de la sécante, si cette ligne

tourne autour du point Q, ses points de rencontre avec A et A' formeront sur ces

droites des divisions homographiques.

(') Traité de Géométrie supérieure, p. G7. Les diverses propositions développées dans ce paragraptie

sont dues à M. Cliasle.s.
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L'origine I est, sur la droite A, homologue du point de A' situé à l'infini, et

l'origine J est, sur la droite A', homologue du point de A situé à l'infini. Les deux

points homologues a et a' sont réunis au point u.

On considère souvent des droites ainsi divisées transportées d'une manière

quelconque dans le plan ou dans l'espace, ou réunies l'une sur l'autre de ma-

nière à ne former (ju'une seule ligne ayant deux divisions distinctes.

69o. Quand deux droites sont divisées homographiquement, si on les place de

telle manière qu un même point u soit la réunion de deux points homologues, les

droites passant par les autres points homologues convergeront vers un même point.

Pour le prouver, nous remarquerons que, si I et J sont les origines des segments

et C la valeur du produit constant, nous aurons

\u X lu = C.

Mais en menant par les points I et J des droites respectivement parallèles à A' et

à A, et de leur point de rencontre une sécante Q«a', nous déterminerons des seg-

ments entre lesquels existera la relation

\a X J«' = I« X lu,

d'où

I« X Ja' = C.

Les points a et a! , situés sur une droite quelconque passant par le point Q, sont

donc deux points homologues de« divisions considérées, ce qui prouve le théo-

rème énoncé.

696. Si l'on projette sur un plan, ou même sur deux plans différents, deux

droites divisées homographiquement, tous les segments de chacune d'elles seront

réduits dans un même rapport, et les divisions des projections seront homogra-

phiques.

697. Nous avons établi à l'article 684 que l'on obtient un produit constant en

multipliant l'un par l'autre les segments interceptés sur deux génératrices A et A'

d'un hyperboloide {fig. 3o2), entre deux origines fixes I et J, et deux points a

et a! situés sur une génératrice quelconque de l'autre système. Nous pouvons

donc dire que dans un hyperboloide les génératrices de l'un des systèmes divisent

homographiquement les génératrices de l'autre système.

698. Réciproquement, quand deux directrices rectilignes sont divisées homogra-

phiquement, les droites qui passent par les points homologues forment un hyperbo-

loide.

Soient A et A' les directrices [Jig. Soa), I et J les origines fixes; nous menons

par ces points deux droites B' et B respectivement parallèles à A' et à A, et nous

portons sur ces lignes des longueurs IG et JF telles que leur rectangle soit égal à
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la constante de la division liomographiqne (art. 69o), l'une des deux pouvant

être prise arbitrairement : la droite A" qui passe par les points F et G rencontrera

une génératrice quelconque B", car nous avons l'équation

\a X ia'= IGx JF,

qui entraîne la similitude des triangles laG et JFa', et par suite le parallélisme

des sécantes aG et a'F; la surface a donc une troisième directrice rectiligne A",

ce qui démontre le théorème énoncé.

Il est nécessaire d'avoir égard aux signes et de préciser le sens dans lequel les

segments doivent être considérés comme positifs, sur chaque ligne, à partir de

l'origine. Sans cela, un point a {fig. 3o2) pourrait être joint indifféremment à l'un

ou à l'autre de deux points situés sur la droite A', de part et d'autre, et a des

distances égales de l'origine J. On aurait ainsi deux hyperboloïdes distincts.

Si la constante est positive, les segments dirigés de 1 vers G et de J vers D de-

vront être de même signe. Suivant la notation de M. Chasies, que nous avons fait

connaître (art. 512), nous indiquerons le sens de chaque segment par l'ordre des

deux lettres qui désignent ses extrémités. Ainsi la longueur négative IC — lût

sera représentée indifféremment par aC ou — C«.

Quand deux droites sont divisées homographiquement, à chaque point de l'une

ne correspond qu'un point de l'autre. Nous voyons ainsi d'une nouvelle manière

que rhyperboloïde na ni sommets ni arêtes.

699. Nous allons maintenant étudier les relations qui existent entre les seg-

ments interceptés par quatre génératrices mm', nn', pp' et gq' d'un système sur

deux génératrices A et A' de l'autre système {Jig. 3o5). Nous considérons ces

dernières lignes comme des directrices, et nous supposons que l'hyperboloïde est

déterminé par la condition que le produit des segments interceptés sur elle, à

partir de deux points fixes I et J, soit égal à une constante donnée C.

Pour préseuter une ligure correcte, nous avons appuyé les tracés sur la projec-

tion d'un parallélépipède analogue à celui que nous avons considéré précédem-

ment; les directrices A et A' et la droite nn', l'une des génératrices, en forment

trois arêtes; les points fixes I et J occupent deux sommets opposés.

Nous avons immédiatement

Im X im' = C, Ia* X J«' = C, \p X ip' = C, Iq X .!</' = C.

Nous déduisons de ces é(iualions

et ensuite

\m Jn' lin i p' \q J«' Iq ip'

Irt im' \p im in iq' Ip iq'

nin n' ni mp p' ni nq q'
n'

pq q' p'

im in' Ini ip' Iq in' Iq i p'
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Divisant la première de ces équations par la seconde et la troisième par la cjua-

triènie, et remarquant qu'on peut changer le signe des deux termes d'une frac-

, , . m' n'
,. , n' m' , ,.

tion, et par conséquent écrire -—-r au heu de —,—-.1 on ontient
• ' m p p m

mil m' II' .1// qii g' n'
, ^ i p'

nip ni' p' " 3 II' qp q'
p' ' ' in'

Enfui, divisant ces équations l'iinc par l'autre, nous avons la formule

mil
,
qn m' n'

.
q' n'

mp qp
~ m'p' ' q'p''

dans laquelle il n'entre aucun segment mesuré à partir des origines I et J. Elle

démontre que dans un hyperboloide les points dans lesquels quatre génératrices

d'un système coupent une génératrice quelconque de l'autre système sont dans un

rapport anharmonique constant (

'

).

700. On peut mettre l'avanl-dernière équation sous la forme

i!i • îl^ =: K

en posant

J n

Si les génératrices jui etpp' forment avec les directrices A et A' un quadrilatère

gauche invariable, le rapport K sera constant, et, en le supposant connu, la pre-

mière équation de cet article déterminera le lieu des positions de la génératrice

mobile qq' lorsqu'elle glissera sur les directrices.

701. Les côtés /?«' et/;/?' du quadrilatère peuvent être pris pour des directrices;

alors, si n"'p" est une génératrice quelconque du même système que A et A', nous

aurons
n'" n'

.
p'" p' y,

n"' Il
' p'"

p

Pour avoir la valeur de la constante K', nous remarquons que le point/?", où la

seconde directrice />/>' rencontre la génératrice FG parallèle à la première direc-

trice nn', est le point fixe analogue à J sur la directrice A' considérée avec A. On

a donc

K' =^.
P P

(
'

) On peut dire d'une manière plus générale que, tjuand deux droites sont dirisécs homograpldqiicment,

le rapport anharmonique de quatre points de l'une est égal au rapport anharmonique des quatre points

correspondants de l\iiitri'.
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Eiilin, considérant la projection Gp de la génératrice et ayant égard aux pro-

portionnalités qui existent sur le plan HGI, on obtient

p" />' _Ci fji\ H^', J p'

p"p Gp Mn Jn'

Les deux constantes K et K' sont donc égales.

Quand leur valeur est l'unité, toutes les génératrices d'un même système di-

visent les côtés opposés du quadrilatère en parties proportionnelles, et la surface

est un paraboloïde (art. 610).

702. Dans la division homographique, on prend quelquefois, pour origines des

segments, des points 6 et c {Jîg. 3o4) autres que ceux qui correspondent respec-

tivement aux points situés à l'infini. Alors l'équation que nous avons trouvée à

l'article GDo devient

(i) {ba — bl)(ca' — ci) = C

ou
ba.ca' — ci .ba — bl.ca' -h b] .ci — C =^ o,

que l'on peut écrire

( 2 ) ba.ca' -h l.ba + iJ..ca' -\- V =^ o,

en posant

(3) >. =^_cJ, u. = -61, v = èI.cJ-C;

les quantités )., /x et v sont indépendantes de la position des points considérés a

et a'.

Il résulte de l'équation (2) que, quand deux droites sont divisées homographi-

quement, il existe entre les segments compris entre deux points homologues quel-

conques et deux points fixes pris arbitrairement sur ces droites une relation dans

laquelle chacun des segments n'entre qu'au premier degré'.

705. Réciproquement, deux droites sont divisées homographiquement quand il

existe entre les segments compris entre deux points homologues quelconques et deux

points fixes pris arbitrairement sur ces droites une relation dans laquelle chacun de

ces segments n'entre qu'au premier degré, car cette équation est nécessairement

de la forme (2), et, en transportant les origines aux points I et J déterminés par

les deux premières équations (3), on trouve l'équation (i), qui exprime la pro-

priété par laquelle nous avons défini la division homographique.

Il résulte de ce qui précède que, toutes les fois qu'en traitant une question régie

par de simples équations algébriques on sera conduit à considérer deux séries de

points en ligne droite qui se correspondent réciproquement un à un, on sera assuré

II. 24
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qu'elles sont homographiques, car l'équation qui les exprime devra être de la

forme (2).

704. Nous avons vu (art. 69i) que chacun des points I et J des droites A et A'

est homologue du point situé à l'infini sur l'autre droite. Si les points de ces deux

lignes situés à l'infini sont homologues, c'est-à-dire si les origines I et J sont à

l'infini, le point de concours Q sera également à l'infini, les droites passant par

les points homologues seront parallèles et la division sera proportionnelle. La

division proportionnelle est donc un cas particulier de la division homographique.

Il est facile de voir que l'équation aux segments se présente alors sous la forme

X . 6a + p. . ca' + V = o

.

Plans principaux. Axes.

705. Actuellement nous allons étudier des surfaces qui ont une génération

différente de celle par laquelle nous avons défini l'hyperboloide (art. 681), mais

qui cependant, comme nous le reconnaîtrons, sont identiques soit avec une va-

riété de cette surface, soit avec l'hyperboloide général lui-même.

Considérons d'abord la surface gauche qui a pour directrices les trois cercles

(AB, A'B'), (CD, CD'), (EF, E'F') [fig. 3o6), situés dans des plans parallèles, et

dont les centres sont sur une droite perpendiculaire à ces plans, que nous suppo-

sons horizontaux.

Les génératrices qui passent par le point (B, B') sont sur deux cônes dont

ce point est le sommet, et qui ont respectivement pour directrices les

cercles (CD, CD') et (EF, E'F'). La trace du premier cône sur le plan hori-

zontal E'F' est un cercle dont il est facile de déterminer le centre (w, w') et le

rayon w'c?'; ses intersections M et M, avec le cercle EF déterminent les généra-

trices (BNM, B'N'M'), (BN,M,, B'N'M'). Si ces droites tournent autour de l'axe,

elles s'appuieront toujours sur les directrices, et l'on voit par la symétrie de la

figure qu'elles décriront un même hyperboloide de révolution (art. 198). Le

cercle de gorge sera décrit par les points (J, J') et (J,, J'), qui sont les plus rap-

prochés de l'axe.

Nous avons tracé en trait plein le cercle de gorge et l'hyperbole méridienne qui

forment respectivement le contour apparent de la surface sur les deux plans de

projection.

Une tangente quelconque P,P à la projection du cercle de gorge correspond à

deux génératrices qui sont représentées sur le plan vertical par des droites P'Q'R'

etP'.Q'.R',.

70(j. Si la projection verticale du second cercle avait été telle que C'aD'^, entiè-

rement en dehors du contour apparent du cône qui a pour directrice le troisième
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cercle E'F', la surface aurait été imaginaire; elle se fût réduite à un cône si

l'extrémité D', de la projection verticale C\D', du second cercle avait été sur la

droite B'E' qui appartient au contour apparent du cône dont le cercle E'F' est la

directrice.

707. Nous allons maintenant supposer que l'on donne pour directrices d'une

surface gauche trois ellipses (AB, A'B'), (CD, CD') et (EF, E'F') {fig. 307),

liomothétiques et telles que leurs centres soient sur une perpendiculaire à leurs

plans.

Nous augmentons les ordonnées perpendiculaires au plan vertical AB qui con-

tient les grands axes dans le rapport du grand axe de l'une des ellipses à son petit

axe, et nous changeons ainsi ces courbes en cercles qui, pris pour directrices

d'une surface gauche, détermineront un hyperboloïde de révolution dont nous

obtenons facilement une génératrice (PQR, P'Q'R').

Si maintenant nous réduisons toutes les ordonnées dans le rapport nécessaire

pour revenir aux directrices primitives, les trois points/?, q et r, nouvelles posi-

tions des points P, Q et R, seront encore en ligne droite. Comme, d'ailleurs, les

projections verticales P', Q' et R' ne sont pas déplacées, on voit que les trois

points (/>, P'), [q, Q') et (r, R') seront aussi sur une droite. Les génératrices des

deux systèmes de l'hyperboloide de révolution formeront donc, après la transfor-

mation, deux systèmes de génératrices rectilignes d'une surface gauche dont les

ellipses données sont directrices : on reconnaît un hyperboloïde général.

708. En obtenant cette surface par une déformation de l'hyperboloide de révo-

lution, on voit immédiatement qu'elle a trois plans principaux : un hori-

zontal G'H' et deux verticaux AB et YY, ; mais, pour être assuré que ces conclu-

sions doivent être admises sans restriction, il faut établir qu'un hyperboloïde

peut toujours être coupé par trois plans parallèles suivant des ellipses disposées

comme le sont les directrices (AB, A'B'), (CD, CD') et (EF, E'F') [fig, 307). Cela

résulle de ce que les sections de l'hyperboloide sont semblables et concentriques

à celles de son cône asymptote (art. 695); car ce cône, étant du second ordre, a

un axe tel, que les sections par des plans perpendiculaires sont des ellipses dans

les conditions énoncées. L'hyperboloide qui n'est pas de révolution est dit scalêne.

709. Sur la fig. 307, la transformation de la projection horizontale est

homologique; la droite AB est l'axe d'homologie; le centre est à l'infini dans la

direction YY,.

On peut par cette transformation changer une ellipse en un cercle concen-

trique, en prenant pour axe d'homologie un diamètre quelconque a' g' {fig. 9G)

et pour centre d'homologie un point situé à l'infini dans une direction arbi-

traire d\m. Si l'on transforme de cette manière toutes les ellipses d'un hyperbo-

loïde scalène situées dans des plans perpendiculaires à l'axe non transverse, en

avant soin de prendre pour axes d'homologie des diamètres situés dans un même
=4.
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plan et pour centre d'homologie un même point à l'infini dans les plans de ces

courbes, on transformera la surface en un liyperboloide de révolution, car tous

les raisonnements que nous avons présentés à l'article précédent sont applicables.

Cette transformation constitue une Jwmologie dans l'espace; le plan des axes

d'bomologie est appelé ^/«« d'homologie; les droites qui passent par deux points

liomologues ou rayons d'homologie convergent vers un centre d'homologie qui,

dans le cas actuel, est à l'infini. On voit qu'un hyperholoïde scalène peut être trans-

formé homologiquement d'une infinité de manières en un hyperholoïde de réiolution

autour de son axe non transverse. Les ellipses situées dans des plans perpendicu-

laires à cet axe deviennent les parallèles. Celle qui a les plus petits axes est homo-

logue du cercle de gorge. On l'appelle ellipse de gorge.

Sections planes.

710. Nous considérons un hyperholoïde dans la position où il est représenté

sur \Ajig. 307; mais, pour supprimer les petites difficultés qui résulteraient des

parties cachées, nous le supposons limité à l'ellipse de gorge {ab, a'b') {//g. 3i3).

Nous prenons pour plan vertical le plan de front AB, et nous supposons la

ligne de terre éloignée jusqu'en A'B'.

Si la surface est coupée par un plan (KK,, l'K'), on obtiendra facilement des

points de l'intersection en cherchai. i les traces d'un certain nombre de généra-

trices sur ce plan. On reconnaîtra la nature de la section à l'aide du cône asym-

ptote (art. 693), ainsi qu'il est indiqué dans les articles qui suivent.

Les droites cp et c^p,, tangentes à l'ellipse ab et parallèles à la ligne de terre,

sont les projections de deux génératrices de systèmes différents, qui ont leurs

traces aux points/? eip, et une projection verticale commune O'p'. Le plan qui

contient ces deux génératrices parallèles est tangent au point infiniment éloigné

où elles se rencontrent (art. 692). Le cône asymptote étant l'enveloppe des plans

tangents à l'infini, sa trace mpy est l'enveloppe des traces de ces plans, et par

suite elle est tangente kpp,; nous savons d'ailleurs qu'elle est homothétique et

concentrique avec la trace AB de la surface : nous pouvons donc la construire sans

difficulté.

711. Un plan parallèle à (KK,, l'K') et passant par le centre (0, 0') de la sur-

face a pour trace horizontale M, et coupe le cône suivant les deux droites (O7, 0'^')

et (Oc, O'e'). Chacune de ces lignes est parallèle à deux génératrices de systèmes

différents, qui se trouvent ainsi parallèles au plan sécant et déterminent une

branche infinie. La courbe d'intersection a par conséquent deux branches infinies

qui correspondent respectivement à (O7, 0'-/) et à (Oa, O'e').

Les génératrices parallèles à (O7, O'y') ont pour projections horizontales les
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droites hg et h^g,, parallèles à O7 et tangentes à l'ellipse ah; elles percent le

plan horizontal aux points ^et g, de la trace de l'hyperboloïde. L'asymptote est

l'intersection du plan sécant par le plan qui contient ces droites et qui touche

la surface à leur point de rencontre, situé sur la courbe à l'infini; la trace de

l'asymptote est donc au pointe, où se coupent les traces KK, et^g, de ces plans;

ses projections sont les droites vC et v'C, respectivement parallèles à Oy et à 0'-/.

On peut établir la trace gg^ du plan tangent à l'infini par la seule condition de

toucher au point 7 la trace du cône asymptote.

On obtient de la même manière la deuxième asymptote (mC, u'ÇI), parallèle à

la génératrice (Os, O's') du cône.

712. Quand dans deux positions différentes la génératrice d'une surface gauche

se trouve parallèle à une même droite située dans un plan sécant, la courbe d'in-

tersection présente deux branches infinies, car il y a des génératrices intermé-

diaires dont les traces sur le plan sont situées entre les points à l'infini. Mais, pour

l'hyperboloïde, les deux génératrices parallèles hg, A, g^ n'appartiennent pas à un
même système. Chaque système suffit complètement à la génération de la surface

et n'a qu'une génératrice parallèle à Oy; il s'ensuit que la courbe n'a qu'une

branche infinie dont l'asymptote soit parallèle à Oy.

715. En appliquant la construction de l'article 711 à la section faite par le

plan (M,, j'O'), qui contient le centre, on trouve que ses asymptotes sont les gé-

nératrices (Oy, O'y') et (Oa, O's') du cône. Il était facile de le prévoir, car ces

droites, devant former un système concentrique et homothétique avec la conique

suivant laquelle la surface est coupée, en sont nécessairement les asymptotes.

D'après cela, et en faisant passer un plan par le centre et par une T^écante quel-

conque, on reconnaît que les segments interceptés sur une droite entre l'hyoerho-

loide et son cône asymptote sont égaux.

714. Si le plan (M,,i'0') parallèle au plan sécant et passant par le centre

touchait le cône, les deux génératrices Oy et Oe se confondraient; il n'y aurait

dans chaque système qu'une génératrice parallèle au plan (KK,, l'K'), et, le plan

(X-/-,, i'O'; étant tangent h l'infini, l'asymptote intersection de plans parallèles

disparaîtrait et la courbe serait une parabole.

Enfin, quand le plan (M,,j'0') ne contient aucune génératrice du cône, la section

de l'hyperboloïde est une ellipse.

Cônes et cylindres circonscrits.

715. Considérons une courbe du second ordre, section d'un hyperboloïde par

un plan qui en contient le centre 0, et deux droites Oxe\. Ov, diamètres conju-

gués de cette conique [fig. 3o8) : si l'on fait tourner le plan autour du diamètre
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transverse Ojc, il coupera l'hyperboloule suivant diiïérentes courbes du second

ordre qui toutes auront leur centre en et qui passeront par les points A et A,.

Les diamètres de ces courbes conjugués avec Oa; seront parallèles au plan tangent

en A et formeront par conséquent un plan qui est le plan diamétral conjugué à

Ox. Il divise en deux parties égales toutes les cordes parallèles à O.r.

Ce résultat est indépendant de l'existence des points A et A, , et il subsiste par

conséquent quand ces points sont imaginaires. Ainsi donc, si l'on fait tourner le

plan autour de Oj, les diamètres qui dans les différentes sections seront conjugués

avec Oj se trouveront dans un plan.

716. Supposons maintenant que d'un point S pris sur Ox on mène des tan-

gentes SM et SM|. et la droite MîM, sécante de contact, ou polaire de S; on aura

la relation

OS X OP = ôaI

Lorsque le plan tourne autour de 0.r, les polaires du point S pour les différentes

sections passent par le point P déterminé par l'équation ci-dessus, et, comme elles

sont toujours parallèles au plan diamétral conjugué avec 0:r, elles forment un

plan qui est \q plan polaire du point S.

L'intersection de la surface par le plan polaire est le lieu des points de contact

des tangentes issues du point S, et par conséquent la courbe de contact du cône

circonscrit qui a son sommet en ce point.

Si le diamètre OS était non transverse [Jlg. 309), les raisonnements seraient

les mêmes, mais les segments OS et OP auraient des directions opposées, et leur

produit serait une quantité négative — OC .

En résumé, la courbe de contact d'un cône circonscrit à un hyperholoide estplane ;

son plan est parallèle au plan diamétral conjugué au diamètre qui passe par le som-

met du cône.

717. Quand le diamètre OS est transverse {fig. 3o8), le plan polaire du point

S est parallèle au plan tangent en A, et par suite aux deux génératrices qui se

croisent à ce point; la ligne d'intersection qu'il détermine est donc une byper-

bole dont les asymptotes sont parallèles à ces droites. Nous aurions pu considérer

le plan tangent à la seconde extrémité,4, du diamètre : le résultat eût été le même,

car nous savons que les génératrices qui se croisent au point A, sont parallèles à

celles qui passent au point A (art. 683). Ces quatre génératrices sont les seules

qui soient parallèles au plan polaire du point S, car sans cela la section aurait

plus de deux brancbes infinies; si les points A et A, sont imaginaires, c'est-à-dire

si le diamètre OS n'est pas transverse {fig. Sog), le' plan polaire du point S cou-

pera toutes les génératrices, et la section sera une ellipse.

Quand le diamètre OS n'est pas transverse [fig. 309;, il se trouve dans l'inté-
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rieur du cône asymptote, et le plan diamétral conjugué, qui n'est alors parallèle à

aucune génératrice, coupe le cône suivant son seul sommet. Lorsque ce diamètre

est transverse [ftg. 3o8), il est extérieur au cône, et le plan diamétral conjugué

coupe le cône suivant deux droites respectivement parallèles aux deux généra-

trices qui passent au point A et a celles qui passent au point A,. Dans la position

intermédiaire, quand le point S est en s sur une génératrice OE du cône, les points

A et A, sont réunis en un seul à l'infini; le plan tangent à l'hyperboloïde en ce

point est tangent au cône asymptote le long de la génératrice OE, et, comme il

passe par le centre, il est le plan diamétral conjugué à cette droite. Le plan polaire

du point s, étant alors parallèle à un plan tangent du cône asymptote, coupe la

surface suivant une parabole (art. 714).

Lorsque le point S est sur la surface en A, son plan polaire est le plan tangent

en ce point, et la section se compose des deux génératrices qui s'y croisent.

Il résulte de la discussion qui précède que la ligne d'ombre d'un hyperboloide

est une hyperbole, une ellipse ou une parabole suivant que le diamètre quipasse par

le point lumineux est transverse, non transverse, ou qu'il se confond avec une généra-

trice du cône asymptote. Quand lepoint lumineux est sur la surface, la ligne d'ombre

estformée des deux génératrices quipassent à ce point. Les considérations que nous

avons présentées à l'article 608 pour le paraboloïde montrent comment ces géné-

ratrices peuvent former une ligne d'ombre.

En raisonnant comme à l'article 609, on reconnaît que la courbe de contact d'un

cylindre circonscrit à un hyperboloide estplane et située dans le plan diamétral con-

jugué au diamètre parallèle aux génératrices du cylindre.

L'ombre portée d'un hyperboloide sur un plan est une conique; il en est de même
de son contour apparent.

718. Nous pouvons conclure de là et des théorèmes précédemment démontrés

que les sécantes qui joignent deux à deux les points homologues de deux divisions

homographiques dans un plan ont pour enveloppe une conique, car on peut considé-

rer les deux droites comme les projections de deux directrices rectilignes qui ne

se rencontrent pas et qui sont divisées homographiquement. Les sécantes sont

alors les projections des génératrices d'un hyperboloide, et leur enveloppe est

une conique, contour apparent de cette surface sur le plan.

Si les directrices se déplacent et viennent par un mouvement continu se mettre

dans le plan de projection, l'hyperboloïdes'aplalira et finira par se confondre avec

une partie du plan limitée à la conique.

Ligne de striction.

719. Nous allons nous proposer de construire le point central d'une généra-

trice quelconque d'un hyperboloide. Nous supposons que cette surface est rap-
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portée à deux plans coordonnés respectivement parallèles au plan de l'ellipse de

gorge et à un autre de ses plans principaux [fig. 3i i), et qu'elle est déterminée

par l'ellipse de gorge (rtè, a'è') et par l'iiyperbole contenue dans le plan vertical

AB; sa trace horizontale est semblable à l'ellipse de gorge (art. 695).

Le plan tangent à la surface au point situé 'a l'infini sur une génératrice (PQ, P'Q')

contient la génératrice parallèle (P, Q,,P', Q',) ; le plan central de la génératrice

(PQ.P'Q) est perpendiculaire à celui-là; nous l'obtiendi'ons par la construction

de l'article 56, faite dans un ordre différent (').

La droite Q, E, perpendiculaire à PQ, peut être considérée comme la trace d'un

plan auxiliaire perpendiculaire à la génératrice (PQ, P'Q'); en le rabattant sur le

plan horizontal, nous amenons le point où il coupe celte droite en un point V

qu'il s'agit de déterminer sur «Q.

La droite i\ , considérée dans l'espace avant son rabattement, est perpendicu-

laire à la génératrice comme étant dans le plan auxiliaire. Pour avoir sa grandeur,

nous ramenons le plan vertical PQ dans le plan horizontal par une rotation autour

de sa trace PQ. Le point {q,q') se place en q^ à une dislance qq^ égale à LO'; la

droite {qQ,q'Q.') devient q,Q, et la perpendiculaire w fait connaître la longueur

cherchée i\.

Les sections faites par le plan auxiliaire dans le plan tangent à l'infini et dans

le plan central sont rectangulaires. La première passe par le point Q, delà géné-

ratrice (P, Q,,P'(Q'i); elle est en r;^'>attement Q, V : nous pouvons donc tracer le

rabattement VK de la seconde. Quand on remet le plan auxiliaire dans sa position,

le point K reste fixe, et l'on voit que la droite QK est la trace du plan central; il

ne reste plus qu'à déterminer le point de contact de ce plan.

La génératrice du second système contenue dans le plan central a sa trace au

point D, et nous obtenons facilement ses projections CD et CD': le point cherché

est (m, m').

On peut mener du point D deux tangentes à l'ellipse de gorge, et chacune d'elles

est la projection d'une génératrice; mais celle que nous cherchons n'est pas du

même système que (PQ.P'Q'), et par conséquent, lorsqu'on les regarde du centre

0, le point de contact de l'ellipse de gorge et la trace doivent être, l'une par rap-

port à l'autre, de côtés ditîérentssur ces deux lignes.

Le point [m, m') n'est pas le point central delà génératrice (CD, CD'), car, s'il

(') Il y a deux mélhodes pour construire un plan Q perpendiculaire à un plan P et passant par une

droite D située dans ce plan. La première consiste à employer un plan auxiliaire M, perpendiculaire àD;

les traces de P et de Q sur ce plan sont rectangulaires, et, l'une d'elles étant connue, on obtient facilement

l'autre. Dans la seconde méthode, on élève une perpendiculaire N à P par un point quelconque de D, et

l'on fait passer un plan par cette droite et par D. Celte dernière construction est généralement plussmiple,

et, si nous avons préféré l'autre, c'est que le plan auxiliaire M nous sera nécessaire plus loin pour la dé-

termination du paramètre, qui exige un plan Q' incliné à 45° sur P.
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l'était, le plan qui y est tangent serait perpendiculaire aux deux plans respecti-

vement tangents aux points de (CD, CD') et (PQ.P'Q') situés h l'infini, et par

suite à la droite [Om, 0' m'), qui est leur intersection. Or il est facile de voir que

ce n'est qu'aux sommets de l'ellipse de gorge que le diamètre est perpendiculaire

au plan tangent.

720. Si l'on opère sur la génératrice {PQ,p'q'), les constructions se disposent

d'une manière identique sur le plan horizontal, en le supposant à la hauteur de la

droite A" B", et l'on trouve un point central [m, m") situé sur la verticale du point

{m, m') et à la même distance du plan du cercle de'gorge. De même, si l'on cherche

le point central de la génératrice du deuxième système projeté sur P'Q', on trouve

que sa projection verticale est m' et que sa projection horizontale est à la même
distance de la droite AB que le point m.

Les deux systèmes ont ainsi des lignes de striction, formées d'arcs appartenant

à une même courbe, symétriques par rapport aux plans principaux et qui se

superposent en projection sur ces plans.

Il résulte de ces symétries que le centre (0,0') est sur la corde {mn,m'n)
qui joint les points centraux de deux génératrices parallèles quelconques (').

721. Si nous voulons déterminer la longueur du paramètre k pour la généra-

trice (PQ, P'Q'), nous ferons passer par cette droite un plan incliné à l\S° sur

le plan central et nous chercherons son point de tangence. Traçant la droite VE,

inclinée à 45° sur VK, nous obtenons facilement la trace QE du plan, et, opérant

('
) L'équation de l'hyperboloïde étant

x^ r" 2'

^ ' a' b c

la ligne des points centraux des génératrices des deux systèmes est sur le cône représenté par l'équa-

tion

M. Chasles a obtenu ce résultat (Correspondance mathématique et physique, t. XI, p. 67) à

l'aide du Calcul différentiel et en regardant le point central comme le pied de la commune perpendicu-

laire à la génératrice considérée et à la génératrice voisine. On y arrive à peu prés aussi facilement en

cherchant le point de la génératrice où le plan tangent est perpendiculaire au plan tangent à l'infini, et

alors l'Algèbre ordinaire sufEt pour les calculs qui ne sont que la traduction analytique des constructions

de la fi^. 3 1

1

.

Lorsque l'hyperboloïde est de révolution, l'équation (2) perd son dernier terme et représente le plan

du cercle de gorge, ainsi qu'il était facile de le prévoir.

Quand 1b coefficient c*( «^— 6^)' est petit relativement aux deux autres, le troisième terme a peu d'im-

portance et la courbe est très rapprochée de l'ellipse de gorge; il est alors difficile de la tracer d'une

manière nette et distincte. On doit avoir égard à cette circonstance lorsque l'on dispose les données dans

les exercices graphiques que l'on peut se proposer sur celte question.

En éliminant y entre les équations (1) et ( 2), on trouve, pour représenter la projection de la ligne de

11. 25
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comme précédemment, nous trouvons que le point de contact est {e,e'). La véri-

table grandeur du segment [me,m'e') est égale au paramètre ^- (').

striction sur le pian des zj\

(3) b'
{
f,'+ ,-y ~

^-l
-+- n' (Ir -t- rM' f I - "4 -+- -}\ -, - ''("' - /^')= ( l - -, + -\ -, = o.

' ti' r' ^ ' \ n' c- } c' ^ ' \ ((' r' } n'

Si nous faisons .r = n, l'équation se divise et donne

z' = o,

s' _ r" ( o' — b'' Y— b'' ( a- -¥- r')'

La première valeur de : détermine le sommet // [Jif;. 3ii). Si l'expression

(4) c'(n' — b'Y — b' (a' -h c'Y

est négative, les autres valeurs sont imaginaires et la tangente en b' ne coupe pas la projection verticale

de la ligne de striction
; cette projection n'a alors d'inflexion qu'au centre 0'.

Quand le binôme (4 ) est nul, la courbe est surosculatrice de sa tangente en //; enfin, quand il est positif,

la courbe prend la forme indiquée sur la //g. 3ii; elle a quatre inflexions, sans compter celles du

centre.

Pour étudier le signe du binôme (4 ), on peut considérer la différence des racines positives de ses deux

termes ; on trouve

(5) a' (c'' ~
- b- )

— Q.h'c''

quand a- est plus grand que b-, et

quand i'est plus grand que a"-.

La dernière expression est essentiellement négative, mais l'autre peut être positive, nulle ou négative

suivant les valeurs relatives de n', b'' et c'. Il résulte de là que la projection de la courbe sur le plan prin-

cipal vertical qui contient le grand axe de l'ellipse de gorge est susceptible de trois formes différentes,

mais que sa projection sur l'autre plan vertical principal ne peut en avoir qu'une.

La liaison qui existe entre les projections verticales et la projection horizontale montre que cette der-

nière peutavoir trois formes différentes; elle a quatre inflexions quand l'expression (5) est positive.

L'équation (3) peut être mise sous la forme

// iir -h c-y z' -h a''' Ib' -+-c')- ( i — '— j- —
)
— — r<'(«' — h- y ( i ^ -t-

\ a^ c I x \ n-

Si nous appelons / l'angle que la tangente en 0' fait avec l'axe des abscisses Ç)'b\ nous aurons à la fois

.r — o. z = o et - = tang7:
•r

introduisant ces valeurs, nous trouvons
r' «= - b-'

Celte expression permet de calculer rapidement l'angle y et de vérifier ainsi les tracés.

Par suite d'une erreur d'impression, les facteurs binômes sont à la première puissance dans l'équation

donnée par M. Cliasles.

(') Lorsqu'on cherche analytiquement l'expression du paramètre de distribution, en déterminant la gé-

nératrice considérée par sa dislance d au centre de la surface, on trouve

nbc

(7, /; et c étant les longueurs des demi-axes.
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En déterniinant les points analogues à {e,e') sur un grand nombre de généra-

trices, on pourrait tracer la courbe lieu des points auxquels le plan tangent a une

obliquité de 45°.

L'hyperboloidc n'ayant ni sommets ni arêtes, les génératrices d'un même sys-

tème ont nécessairement des paramètres de même signe. 11 est d'ailleurs évident,

à la seule inspection d'un dessin de la surface, que les signes sont différents dans

les deux systèmes. Cette remarque s'étend naturellement au paraboloide. La géné-

ratrice (PQ, P'Q') appartient au système négatif.

722. Les constructions de l'article 719 peuvent être faites dès que l'on con-

naît les projections de trois génératrices A, A', A" d'un même système sur deux

plans coordonnés quelconcjues. On commence par déterminer un parallélépipède

circonscrit à l'hyperboloide et dont les droites A, A', A" sont trois arêtes (art.

682); on construit ensuite deux génératrices parallèles A'" et B", le plan qui les

contient et le plan central de A'" qui est perpendiculaire à celui-là; on clierche

les points de rencontre du plan central de A" avec deux des génératrices A, A' et

A" : la droite passant par ces points est une génératrice du système B et coupe A'"

à son point central. On peut donc déterminer les projections de la ligne de stric-

tion, et ensuite par ses points doubles obtenir la position des axes. M. Chasles a

indiqué cette méthode pour construire les axes d'un hyperboloule dont on connaît

trois génératrices; elle conduirait à des tracés longs et peu exacts dans la pra-

tique T).

Représentation d'an hyperboloïde rapporté à ses plans

vrincioaux {fîg- 3io).

725. On donne les trois axes d'un hyperboloïde; celui qui n est pas transverse est

perpendiculaire auplan horizontal, et l'un des deux autres est parallèle au plan ver-

tical : on demande de représenterpar ses contours apparents etpar un certain nombre

de génératrices d'un même système la partie de la surface comprise entre deuxplans

parallèles à celui de l'ellipse de gorge et également éloignés de ce plan.

Les axes sont [ab, a'b'), [cd, 0')et(0, ef). L'hyperboloide est limité aux plans

horizontaux A'B' et A"B".

Les contours apparents sur les deux plans de projection sont l'ellipse de gorge

et l'hyperbole principale qui a pour axes a'b' et ef. Nous pourrions tracer immé-

{') Ce problème, admettant trois solutions, exige l'emploi d'une ou de plusieurs courbes. On peut le

ramener au problème analogue pour le cône, car les axes de l'iiyperboloïde et ceux de son cône directeur

sont parallèles. On aiipliquerait d'ailleurs au ccne l'une des constructions que M. Chasles a indiquées à la

page 82 de ['^l'penii liutorique.

25.
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(liatcment ces courbes; mais il est préférable de les déterminer comme enveloppes

des projections des génératrices.

Les asymptotes O'p' et O'r, de l'hyperbole sont des génératrices du cône

asymptote (art. 713); leurs traces n et p appartiennent à la trace de ce cône et

suffisent à la déterminer, car elle est homotliétique et concentrique avec la pro-

jection de l'ellipse de gorge.

Le plan [np', p'O'), tangent au cône asymptote le long de la généra-

trice (Ot:, O'p'), contient les génératrices de l'hyperboloïde parallèles à cette

droite; leurs projections horizontales dp et cp, sont d'ailleurs faciles à tracer, car

elles passent par les points d etc; nous pouvons donc déterminer les points/? etp,

où elles percent le plan horizontal. Nous obtenons de la même manière les

traces r et r, des génératrices parallèles à l'asymptote {Op, O'r',). La trace de la

surface est une ellipse passant par ces quatre points, homothétique et concen-

trique à la projection de l'ellipse de gorge; sa trace sur le plan horizontal supé-

rieur est une ellipse identique à la précédente et qui se superpose à cette courbe

en projection horizontale.

Pour mettre de la symétrie dans la position des génératrices représentées, nous

allons d'abord les considérer sur un hyperboloïde de révolution résultant d'une

déformation homologique de notre hyperboloïde scalène (art. 707, 708).

Nous traçons un cercle sur le grand axe AB comme diamètre, et nous y rap-

portons en P et en R les points/) etr. traces sur les plans horizontaux A'B' et A"B"

d'une génératrice parallèle au plan vertical. Nous faisons sur ce cercle deux divi-

sions en trente-deux parties, prenant successivement pour origine les points P

et R; nous ramenons les points de division sur l'ellipse, nous relevons les uns

sur A'B' et les autres sur A"B"; enfin nous joignons deux à deux ceux qui sont

désignés par la même cote {*).

724. Le plan projetant d'une génératrice est tangent au point où cette droite

rencontre le contour apparent et contient la génératrice de l'autre système qui

passe par ce point. Il suit de là que toute droite projection d'une génératrice est

nécessairement la projection d'une autre génératrice. Ainsi la droite mn corres-

pond en réalité à deux projections verticales m'n' et m\n\; mais la généra-

trice {mn, rf^^n'^) appartient au système que nous n'avons pas représenté, et les

droites mn et m^ n\ , considérées comme ses projections, devraient avoir des ponc-

tuations inverses de celles que nous leur avons données, c'est-à-dire que les traits

pleins devraient être remplacés par des lignes en points ronds, et réciproquement.

) Les cotes de la division dont l'origine est au point p se rapportent à la trace de la surface sur le

plan A'B'; elles sont dans l'intérieur de l'ellipse AB. Celles de l'autre division sont en dehors de cette

courbe. Nous avons négligé les cotes dans quelques endroits où leur inscription eût pu rendre la figure

confuse.
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On voit d'après cela que les droites que nous avons construites sur la figure

comme projections de génératrices d'un système représenteront des génératrices

de l'autre système si on leur suppose une ponctuation inverse, et qu'on peut

ainsi considérer l'un quelconque des deux systèmes séparément ou tous les deux

ensemble.

D'après nos conventions (art. G23), le paramètre k est négatif pour les géné-

ratrices du système représenté et positif pour les génératrices du système qui

correspond à une ponctuation inverse.

72a. Sur le plan horizontal, un point de croisement tel que a est la projection

d'un point réel de rencontre dont la projection verticale est à un autre point de

croisement a'. Tous les sommets des quadrilatères des réseaux des deux projec-

tions se correspondent ainsi sur des perpendiculaires à la ligne de terre. Si nous

considérons les points a, /3, 7, ..., nous remarquerons que les génératrices qui

s'y coupent interceptent sur l'ellipse AB des ares qui, ramenés sur le cercle, ont

des amplitudes égales. Il suit de là que les points qui, sur l'hyperljoloïde de révo-

lution, correspondent à («, a'), (jS, [;'), ... sont les diverses positions du point

de rencontre de deux génératrices de systèmes différents qui se meuvent d'un

même mouvement, et par conséquent appartiennent à un parallèle. Donc ces

points eux-mêmes sont sur une section de l'hyperboloïde scalène avec un plan

horizontal.

On trouve par des raisonnements analogues que les points X, a, v, ... sont en

ligne droite, et par suite que les points X', [j!, v', ... qui leur correspondent appar-

tiennent à une hyperbole projection verticale de la section de la surface par un

plan contenant l'axe non transverse. Les génératrices du cône asymptote contenues

dans ce plau sont les asymptotes de l'hyperbole (art. 713).

Nous avons tracé sur le plan vertical la ligne de striction du système re|)ré-

senté; elle est trop rapprochée de l'ellipse de gorge pour qu'il soit possible de

l'indiquer d'une manière distincte sur le plan horizontal. En snpposant à sa pro-

jection verticale une ponctuation inverse, on obtient la ligne de striction du sys-

tème positif.

726. Les constructions seraient un peu simplifiées s'il y avait coïncidence entre

les points des deux divisions du cercle auxiliaire; par conséquent, si dans un

exercice graphique on se propose, non de représenter un hyperboloïde déter-

miné, limité à deux plans donnés, mais de faire des tracés d'où résulte une repré-

sentation bien symétrique d'un hyperboloïde quelconque, on pourra prendre

l'ellipse trace horizontale pour une de celles sur lesquelles doivent se placer des

points de croisement tels que a, j3, 7 On établira à l'aide du demi-cercle AB
une division symétrique par rapport aux axes; on tracera la projection horizon-

tale d'une première génératrice en joignant deux des points arbitrairement

choisis; la position des autres droite^ se trouvera déterminée, et leur enveloppe
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donnera l'ellipse de gorge. On placera ensuite sans difficulté les projections ver-

ticales des génératrices.

T/iéorèmcs et exercices sur l'hyperbuluide de révolutiun.

727. Le cercle de gorge d'un hyperboloïde de révolution est la ligne de striction

dans les deux systèmes, car le plan qui touche la surface au point (e, e'), où une

génératrice {ae,a'e"j rencontre ce cercle [Jig- Sia), est perpendiculaire au

rayon (Oe, e'), et par conséquent au plan mené par le centre et la génératrice,

qui est tangent à l'infini.

Si nous déterminons l'obliquité du plan tangent en un point situé sur une gé-

nératrice à une distance connue du point central, nous en déduirons facilement le

paramètre k qui convient à cette droite et à toutes les autres génératrices, car

elles sont évidemment dans des positions relatives identiques.

Considérons la génératrice [ae, a'e') parallèle au plan vertical {fig. 3i2) : la

trace horizontale du plan tangent au point (a, a') est la droite aG, tangente au

cercle qui forme la trace de la surface; le plan central de la génératrice est ver-

tical. Si nous coupons ces deux plans par un troisième (GO', O'V) perpendicu-

laire à la génératrice, les intersections comprendront un angle égal à celui des

plans ; sa tangente trigonométriquc sera d'ailleurs égale à ttt^- Nous aurons donc

n e eG

Mais, en appelant r le rayon du cercle de gorge et a l'angle e'a'O', nous avons

, ,
ae ^ ae ^ , .

a e — , eu = — ? o y = aesina.
cosa /•

L'équation ci-dessus donne, lorsqu'on y porte ces valeurs,

k = rtanga.

Le produit rtanga est égal à l'ordonnée F'j ou au demi-axe e'I; nous voyons donc

que dans un hjperboloïde de révolution le paramètre de distribution des plans tan-

gents de toutes les génératrices est égal à la moitié de la longueur réelle de l'axe de

révolution, considéré comme axe non transverse de la surface.

On arrive facilement au même résultat en faisant passer par la génératrice con-

sidérée un plan incliné à 4>'>" sur le plan central et déterminant la distance de

son point de contact au point central.
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La valeur de Je est positive pour la génératrice [ae, a'e) et pour toutes celles

du même système, et négative pour les génératrices de l'autre système.

Quand nous considérerons simultanément deux hyperboloïdes, nous regarde-

rons comme homologues les systèmes dans lesquels le paramètre a le même signe.

728. En un point quelconque d'un hyperboloïde de révolution, le plan méri-

dien fait des angles égaux avec les deux génératrices et est perpendiculaire à

leur plan, qui est le plan tangcntence point. D'après cela, lorsqu'un hyperboloïde

est donné par trois directrices reclilignes A, A', A" [fig. 3o2), pour reconnaître

s'il est de révolution on construit une génératrice B'", et à chacun des points a, a'

et a" où elle rencontre une directrice, on détermine un plan perpendiculaire à

celui des deux droites et passant par la bissectrice de leur angle. Si la surface est

de révolution, ces trois plans sont méridiens et se coupent suivant une même
droite, qui est l'axe de la surface.

On peut encore construire sur les directrices A, A' et A" un parallélépipède DG,
en déterminer le centre 0, abaisser de ce point des perpendiculaires sur les trois

droites A, A' et A", et enfin voir si ces lignes sont dans un même plan et de même
longueur.

729. Représentation de deux hyperboloïdes de révolution tangents le long d'une

génératrice commune. Quand deux hyperboloïdes de révolution ont des axes non

transverses de même grandeur, les paramètres de leurs génératrices sont égaux,

et on peut les placer de manière qu'ils se raccordent tout le long d'une droite :

il sulFitde faire coïncider deux génératrices des systèmes homologues, de manière

que les points centraux se superposent et que les plans centraux se confondent

en un seul. Les axes des deux hyperboloïdes sont alors parallèles à ce plan, et les

centres sont sur la normale commune au point central.

Nous avons représenté sur les PI. XLVI et A'£,T7/deux hvperboloïdes de révo-

lution qui se touchent ainsi suivant une droite. Le plan horizontal est parallèle

au plan central de la génératrice de contact, et par conséquent à cette droite et

aux deux axes de révolution; les projections de ces lignes sont AA,, MM, et mm,

[fig. 3i4)- Le plan vertical est parallèle à AA, et les projections verticales des

deux axes sont les horizontales iM'M', et Tn'm^ (Jig. 3i5). Ces données suffisent

pour établir complètement la figure.

Si nous inscrivons dans l'angle 31,0/^, une droite Yv perpendiculaire à OA, et

égale à la distance o'O' des axes, nous aurons

Vu cotVOw = i'u colvOu = «0.

Mais chacun des angles VOu et çOu est, pour une des surfaces, le complément de

l'angle que nous avons appelé a à l'article 727; donc, si nous prenons les seg-
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inents Yu et cm pour rayons des cercles de gorge, les deux hyperboloïdes auront

des axes non transverses de même grandeur et se raccorderont.

Nous rapportons en o) sur o'O' le point de division ii du segment cV, qui est

égal à la distance des axes de révolution, et nous traçons la projection verti-

cale A'wA', de la génératrice de contact.

Nous prenons sur cette droite une longueur (AA,, A' A',) partagée en deux

parties égales par le point central ( 0, w), et nous limitons chaque surface aux pa-

rallèles qui passent par les points extrêmes (A, A'), (A,, A'j); nous déterminons

facilement les traces horizontales de leurs plans, puis leurs centres (M, M'),

(M,, M', ), {m, m'), [m,, m\), et ensuite leurs rayons, qui sont les vraies grandeurs

des lignes (MA, M'A'), {mA, m'A'). Nous avons alors les longueurs des droites

qui sont les projections horizontales des parallèles, et nous pouvons tracer les

ellipses qui forment leurs projections verticales.

750. Le contour apparent de chaque surface sur le plan horizontal est une

hyperbole méridienne; son axe transverse est égal au diamètre du cercle de gorge,

et son axe non transverse au double de la longueur Ou. La ligne AA,, projection

d'une génératrice horizontale, est une des asymptotes; on détermine facilement

l'autre, qui est GG, pour le premier hyperboloide et gg, pour le second.

Les contours apparents par rapport au plan vertical sont les sections des sur-

faces par les plans diamétraux qui sont conjugués avec les projetantes (art. 717),

et dont par conséquent les traces horizontales sont, par rapport aux projections

des hyperboles méridiennes horizontales, les diamètres conjugués à la direc-

tion 00'. On obtient facilement ces droites en opérant sur les asymptotes.

Nous traçons entre les lignes GG, et gg, une droite S5, parallèle à A, A; nous

prenons les longueurs OS, et Os, respectivement doubles des segments OS et Os,

et les diamètres PP, et op, parallèles à S,R et 5, R sont les traces des plans cher-

chés (').

Pour chaque hyperboloide, l'axe vertical de l'hyperbole qui forme le contour

apparent est égal au diamètre du cercle de gorge; on peut déterminer ses asym-

ptotes de diverses manières. Nous les considérerons comme les intersections du

cône asymptote par le plan de la courbe.

Le plan vertical LF coupe le cône asymptote du premier hyperboloide suivant

un cercle dont le rayon est MG; si nous rabattons ce cercle sur le plan horizontal

qui contient l'axe de révolution, nous déterminerons l'ordonnée Ptt" de la trace

de la génératrice PP, du cône asymptote. Prenant nn' et -,7:', {Jïg- 3i5) égaux

à Ptî" {Jig. 3i4), nous obtenons les points n' et n\ qui déterminent les asym-

ptotes 0'-' et O'ti',. Nous n'avons pas prolongé ces droites au delà du centre 0' par

(') Cette construction est analogue à celles des articles 598 et 643.
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crainte de confusion, et pour le même motif nous n'avons pas conservé sur la

figure les asymptotes du contour apparent de l'hyperboloidc supérieur.

Si le plan vertical PP, n'avait rencontré le cône asymptote qu'à son sommet, le

contour apparent de l'hyperboloïde aurait été une ellipse.

731. Nous avons tracé sur chaque hyperboloïde onze génératrices du système

auquel appartient la génératrice de contact, en les disposant de manière k partager

avec elle la surface en douze parties égales. Pour cela, le parallèle extrême LF

ayant été rabattu comme nous l'avons dit plus haut, nous l'avons divisé en douze

parties à partir du point A", qui se projette en A. Afin de dégager la figure, nous

avons placé l'une sur l'autre les deux moitiés supérieure et inférieure du paral-

lèle : le point de division qui arrivait en G" a été ainsi ramené en G".

La division du parallèle extrême du second hyperboloïde a été faite de la même
manière.

752. D'après ce que nous avons vu à l'article 628, les hyperboloïdes peuvent

se raccorder, le long des deux mêmes génératrices réunies en une seule droite,

dans trois autres positions relatives; mais il n'y en a qu'une qui soit réelle-

ment différente, celle que l'on obtiendrait en faisant tourner une des surfaces

de 180° autour de la génératrice de contact. Si l'un des hyperboloïdes tournait

de 180° autour de la normale commune au point central (0, w), par suite des

symétries qui existent, le système des surfaces présenterait les mêmes apparences.

Avec les données que nous avons choisies, on aurait reconnu que les centres

des hyperboloïdes devaient être d'un même côté du point central, et par consé-

quent que l'un d'eux devait se trouver dans l'intérieur de l'autre, si la perpendi-

culaire Yv'a la projection AA, de la génératrice de contact avait rencontré les

axes MM, et mm, d'un même côté de cette droite (Jig. 3i4). Les rayons m> et uY

eussent été en effet de même signe.

73Ô. Quand deux hyperboloïdes A et A, se raccordent le long d'une généra-

trice G, un plan contenant cette ligne et un point N de leur intersection les touche

en unpointMdeGet coupe cliacun d'eux suivant une génératrice (art. G 17, 692).

Ces droites, passant par les points M et N, se confondent nécessairement. L'inter-

section complète est donc formée de lignes droites.

Les surfaces étant du second ordre, la projection de l'intersection est donnée

par une équation du quatrième degré qui doit se décomposer en deux équations

du second, dont l'une représente deux fois la génératrice G; l'autre correspond à

deux droites réelles ou imaginaires.

754. Les génératrices d'intersection sont évidemment parallèles à celles suivant

lesquelles se coupent les cônes directeurs, en les supposant placés de manière à

avoir leurs sommets en un même point; mais il importe de voir que, toutes les

fois que les cônes auront des droites communes, les hyperboloïdes se couperont

suivant des droites parallèles à celles-là.

II. 26
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Les i^énératrices B et B, des deux surfaces qui passent par uu point quel-

conque C de la génératrice de contact G sont, ainsi que celte droite, dans le plan

tangent en C; leurs homologues b, b, et g, sur les cônes directeurs, sont donc

aussi dans un même plan, et par suite tout plan passant par g coupe les cônes sui-

vant deux droites dont les homologues sur les seconds systèmes des deux hyper-

boloïdes se croisent en un point de G. Par conséquent, si les cônes se coupent le

long d'une droite, les génératrices homologues de cette ligne dans les seconds

svstèmes passeront par un même point, et, comme d'ailleurs elles seront paral-

lèles, elles se confondront.

Les cônes, étant tangents le long de g, doivent se couper suivant deux droites

(réelles ou imaginaires) qui peuvent se confondre en une seconde génératrice de

contact : les hyperboloïdes ont donc deux droites d'intersection (réelles ou ima-

ginaires) ou une nouvelle génératrice de raccordement qui n'appartient pas au

même système que la première.

75o. Sur lay?^. 3i4, les cônes asymptotes sont projetés sur les espaces angu-

laires GOA et G, A, , gOA et g, OA, qui n'ont pas de partie commune. Leurs pro-

jections seront les mêmes, si on les transporte verticalement, de manière à faire

coïncider leurs sommets en un point de la verticale du point 0; les cônes direc-

teurs ne se coupent donc pas, et les hyperboloïdes n'ont en commun que la géné-

ratrice AA,.

Nous avons représenté en projecùo'n horizontale, sur la fig. 3iG, deux hyper-

boloïdes de rév^olution en contact, comme lesprécédents, le longd'une génératrice,

mais tels, que les projections des Cônes asymptotes se superposent en partie. Nous

allons rechercher si les hyperboloïdes ont des génératrices communes : nous fe-

rons les opérations à l'aide de la seule projection horizontale et des plans ver-

ticaux auxiliaires perpendiculaires aux axes non transverses. Les lettres indiquent

la concordance des Jïg. 3i4 et 3i6.

Lorsque les cônes ont été transportés verticalement de manière que leurs som-

mets coïncident, leurs sections par les plans verticaux/"/, b,h,, FL et B,H, sont

des cercles situés sur une même sphère dont le centre est en et dont le rayon

est OA; donc le point Q où se coupent les traces AG et A, g, est la projection de

deux points de rencontre des cercles. Si nous rabattons le plan FL, nous pour-

rons placer en Q' l'un des points qui se projettent horizontalement en Q, et alors

les droites OQ, ÎMQ' seront les projections horizontale et verticale d'une géné-

ratrice d'intersection des cônes. Pour éviter la confusion sur le i)lan hori-

zontal, nous avons rabattu les parties inférieure et supérieure du plan vertical

l'une sur l'autre; d'après cela, nous aurons la projection verticale de la seconde

génératrice d'intersection en considérant la droite MQ' comme appartenant au

second rabattement.

11 est maintenant facile de déterminer les génératrices d'intersection des hyper-
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boloïfles : ft' sont les droites (R/-, K'f/) et {Ss, S'7) appartenant aux seconds sys-

tèmes et respectivement parallèles à la ligne (OQ, MQ') dans ses deux positions.

Sur le plan vertical FL, les points qui sont dans leur véritable position par rap-

port à la trace A' de la génératrice de contact sont indiqués par des lettres ayant

un seul accent, et ceux qui devraient être de l'antre côté de la ligne de terre et

qui ont été ramenés du côté des premiers, par des lettres ayant deux accents. On
voit d'après cela que les droites (Rr, R"p) et (S^, S'a) rencontrent le plan ver-

tical FL, la première au-dessous du centre M et la seconde au-dessus de ce point.

Nous avons vérifié les tracés en faisant les déterminations à l'aide du plan ver-

tical//, perpendiculaire à l'axe du cône supérieur. Nous avons mis un seul accent

aux lettres qui désignent les points dont la position par rapport à la trace a' n'a

pas été modifiée.

Les droites (Rr, R"p) et {Ss, S' 7) rencontrent la génératrice de contact aux

points a et /S; elles ne sont vues que sur de petites longueurs, depuis les points X

et/Jt,, où elles touchent le contour apparent del'hyperboloide supérieur, jusqu'aux

points R, et S, situés sur les bases de l'iiyperboloïde inférieur. Au delà de ces

points, elles seraient encore vues sur la première de ces surfaces, mais elles ne

sont plus lignes d'intersection (').

756. Les cônes et par suite les hyperboloides se coupent toutes les fois que la

somme des angles gOA et AOG est supérieure à 180°, c'est-à-dire quand l'angle

MO m, qui est formé par les axes et qui comprend la génératrice de contact OA,

est obtus. Quand cet angle est droit, les secondes asymptotes GG, et gg, des

hyperboles méridiennes se réunissent en projection sur le plan horizontal, et les

génératrices du second système qui leur sont parallèles dans le plan tangent en w

{^g. 3i5) se confondent également. Comme, d'ailleurs, les surfaces se touchent

en ce point central, et que le paramètre est le même, les deux génératrices réu-

nies forment une seconde droite de raccordement.

En analysant les constructions de \a fig- 3i6, on reconnaît facilement que,

dans le cas qui nous occupe, les lignes d'intersection Rr et S^ se confondent avec

la nouvelle génératrice de contact.

757. Les droites ^'0 et VO [fig- 3i4) étant supposées à angle droit, chaque

cercle de gorge est dans le plan méridien de l'autre surface; on a d'ailleurs

tangifOV tang^^O^ = 1 ('-
)

ou
mV uv

(') L'intersection des hyperboloïdes se dessine très-bien sur une projection verticale. La construction

de cette projection est un bon exercice graphique.

(^) Si nous mettions les signes en évidence, le produit des tangentes serait — !, ce qui indiquerait

que les rayons R et /• doivent ùtre dirigés en sens contraire à partir du point de contact.

26.
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Si l'on appelle R et ries rayons des cercles de gorge, et c la longueur Ou qui est

celle des demi-axes non transverses des hyperboles méridiennes des deux surfaces

(art. 729), l'équation précédente deviendra

Les ravons de courbure des hvperboles méridiennes à leur sommet oj sont —

et — ; la formule que nous venons de trouver exprime donc que, quand deux

hyperboloïdes de révolution se raccordent le long de deux génératrices, chaque cercle

de gorge est osculaleur de l'hyperbole méridienne de l'autre surface, et, comme ces

courbes ne se traversent pas, le contact s'élève au troisième ordre.

758. Dans le cas de la /ig- 3i6, si l'on ne conservait de chaque surface que

les parties respectivement comprises entre les cercles de gorge et les bases//

et FL, les hyperboloïdes se toucheraient sans se couper.

Si l'un des hyperboloïdes était dans l'intérieur de l'autre, les cônes direc-

teurs, placés de manière à avoir leurs sommets en un même point, n'auraient

en commun que leur génératrice de contact, et par conséquent les surfaces

ne se couperaient pas. Il est d'ailleurs facile de voir, sur la fig. 3iG, que, si

l'un des hyperboloïdes faisait une révolution de 180" autour de la droite A, A,

le point d'intersection analogue -^ Q serait sur les prolongements des projections

des bases, et que par suite il ne correspondrait à aucun point de la sphère que

nous avons considéi'ée.

Hyperboluide employé comme surface auxiliaire

.

759. Soit G une génératrice d'une surface gauche déterminée par trois direc-

trices A, B et C [fig. 236); en remplaçant les courbes par leurs tangentes R, S

et T aux points m, n et p où elles rencontrent la génératrice, on obtient un

hyperboloïde qui touche la surface à ces points et qui, par conséquent, se rac-

corde avec elle tout le long de G.

Quand les trois tangentes sont dans un même plan, l'iiyperboloïde se réduit à

ce plan, qui est le plan tangent unique de la surface en tous les points de la

génératrice, sauf au sommet, car il y en a nécessairement un à distance finie ou

à l'infini (art. 629).

Lorsque deux tangentes R et S sont dans un même plan, et que la troisième T

ne s'y trouve pas, la surface a un sommet en p. Le plan de rebroussement en ce

point est déterLuiné par les droites G et T, et le plan des droites R et S est le plan

tangent unique de la surface à tous les autres points de G.

Les raisonnements que nous avons présentés à l'article 614 ne sont pas appli-
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cables sans restriction à ces cas, car ncus avons supposé que tout plan sécant

coupait les deux génératrices consécutives en lieux points distincts, ce qui n'a

pas lieu à un sommet.

740. Dans le cas général, quand deux quelconques des tangentes ne sont pas

dans un même plan, la surface est un hyperboloïde (ou un paraboloïde), et il y
a raccordement. Si maintenant on suppose que la directrice T tourne autour du

point/» et dans le plan tangent en ce point, l'hyperboloide se modifiera en res-

tant toujours langent aux divers points de G, et il sera un paraboloïde quand la

directrice mobile T se confondra avec l'intersection du plan tangent en p avec

un plan passant en ce point et parallèle aux deux directrices R et S. Nous obte-

nons ainsi une infinité d'hyperboloïdes et un paraboloïde, tous de raccordement.

En considérant l'une quelconque des positions de ï et faisant tourner séparé-

ment chacune des deux autres directrices reclilignes dans son plan tangent, nous

obtiendrons d'autres byperboloïdes qui seront des paraboloïdes dans toutes les

positions, en nombre infini, où les trois tangentes directrices se trouveront paral-

lèles à un même plan.

741. Considérons une génératrice G d'une surface gauche et une droite D située

d'une manière quelconque dans l'espace, sous la seule condition de ne pas ren-

contrer G : trois plans passant par D coupent la surface suivant trois courbes A, B

et G dont les tangentes R, S et T aux points où elles rencontrent G déterminent

un hyperboloïde de raccordement sur lequel D est une génératrice du même sys-

tème que G, car elle rencontre les trois directrices R, S et T; les génératrices de

l'autre système rencontrent les deux droites G et D, et sont tangentes aux diffé-

rentes sections faites dans la surface par des plans passant par D. Nous concluons

de là deux théorèmes :

i" Si l'on coupe une surface gauchepar une série de plans passant par une droite,

les tangentes de toutes les sections aux points situés sur une même génératriceforme-

ront un hyperboloïde.

2" On peut toujours déterminer un hyperboloïde qui touche une surface gauche le

long d'une génératrice et qui contienne une droite non située dans un même plan
avec la génératrice, mais d'ailleurs quelconque.

On peut considérer un hyperboloïde de raccordement comme déterminé par la

génératrice G, la génératrice de la surface gauche qui lui est infiniment voisine

et une droite D. L'hyperboloide se change en un paraboloïde quand ces trois

droites sont parallèles à un même plan, et par suite quand la droite D est paral-

lèle au plan tangent de la surface au point de G situé à l'infini (art. 592).

742. Les byperboloïdes de raccordement à une surface gauche le long d'une

génératrice G ont les mêmes plans tangents aux divers points de cette droite, et

notamment à celui qui esta l'infini; mais (diaque plan tangent d'un hyperboloïde

à l'infini contient le centre de cette surface (art. 085, G92); donc tous les hyper-



206 LIVRE VII. ~ SURFACES GAUCHES.

boloïdes de raccordement à une surface gauche le long d'une génératrice ont leurs

centres dans un même plan, qui n'est autre que le plan tangent à Vmjiru.

745. Tout liypeiboloide de révolution dont l'axe non liansverse est double du

paramètre de la génératrice considérée sur la surface gauche peut être placé de

manière à se raccorder avec elle (art. 628 et 727); une surface gauche se raccorde

donc avec une infinité d'h^ferboloïdes de révolution le long d'une génératrice

donnée. Les centres de ces hyperholoïdes sont évidemment sur la normale au point

central.

Une normale à une surface de révolution coupe l'axe; toutes les normales à

une surface gauche aux divers points d'une génératrice G rencontrent donc les

axes des hyperholoïdes de révolution qui se raccordent avec la surface le long

de G, et par suite ces axes forment les génératrices du second système du para-

boloïde des normales (art. 620).

CHAPITRE Y.

SURFACES DONT LES GËNÉRATRICES NE SONT PAS PARALLÈLES A UN MÊME PLAN.

Plans tangents. Cônes et cylindres circonscrits.

744. On peut résoudre, pour les surfaces gauches en général, le problème du

plan tangent en un point donné, et celui du point de contact d'un plan contenant

une génératrice, en employant un hyperboloïde de raccordement.

Considérons une surface déterminée par trois directrices A,B et C [fig. Sas),

et proposons-nous de construire son plan tangent en un point [j. d'une généra-

trice G. L'hyperboloide qui a pour directrices les tangentes R, S et T se raccorde

avec la surface le long de G. Nous déterminons les génératrices G' et G" de cette

surface, qui passent par deux points m' et m" arbitrairement choisis sur l'une des

tangentes (art. 682), et, les prenant pour directrices, nous construisons la géné-

ratrice fAT du second système qui passe au point /n. Le plan tangent cherché est

déterminé par les droites G et p.-.

Si l'on cherche le point où un plan contenant la génératrice G touche la sur-

face, on déterminera, comme précédemment, deux génératrices G' et G" d'un

hyperboloïde de raccordement, et l'on construira les traces /j.' et p" de ces droites

sur le plan : les génératrices y.' u" et G formeront son intersection avec l'hyper-

boloide, et leur point de rencontre p. sera le point de contact cherché.
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Cette construction permet de déterminer par points la courbe de contact d'un
cône circonscrit dont le sommet est donné (art. 646).

74o. On peut, pour la solution de ces problèmes, commencer par cbano-er

riiyperboloïde en un paraboloïde (art. 7iO), et alors il n'est nécessaire de con-
struire qu'une génératrice du même système que celle qui passe par le point

donné ou qui est contenue dans le plan.

Par le point/?, où cette génératrice G [fig. 323) rencontre l'une des directrices,

nous faisons passer un plan Q parallèle aux tangentes R et S des autres direc-

trices, et nous prenons son intersection T' avec le plan qui contient la eénéra-
trice G et la tangente T, et qui, par conséquent, est tangent en/?. Les droites R,
S et T' déterminent un paraboloïde de raccordement dont nous construisons une
génératrice G' de même système que G.

Maintenant, si l'on veut avoir le plan tangent en a, on fera passer parce point

un plan parallèle à Q, et l'on cherchera le point a' où il coupe G'. La droite /j.y.'

est une génératrice du second système; elle se trouve' avec G dans le plan
demandé.

Si, au contraire, on cherche le point de contact d'un plan donné contenant G,
on construira son intersection p.' avec G', et par ce point on mènera un plan

parallèle à Q, qui coupera G au point demandé \j..

746. Quand la surface est donnée par deux directrices A et B et un cône
directeur C [fig. 325), on détermine les tangentes R et S des courbes, et le plan

tangent P du cône directeur le long de la génératrice^ parallèle à G. Le parabo-
loïde qui a pour directrices les droites R et S et pour plan directeur le plan P
se raccorde avec la surface le long de G (art. 614). Les problèmes sont donc
ramenés à ceux que nous avons résolus aux articles 644, 643 et 646.

747. Nous avons vu (art. 61o) que les plans tangents du cône directeur sont
respectivement parallèles aux plans passant par les différentes génératrices et

tangents à l'infini. Il résulte de là que les génératrices (autres que les arêtes)

auxquelles correspondent les branches infinies de la courbe de contact d'un

cylindre circonscrit sont parallèles aux génératrices du cône directeur le Ion»
desquelles le plan tangent est parallèle au cylindre, ce qui [termet de les déter-

miner.

Il n'est pas aussi facile d'obtenir les génératrices auxquelles correspondent les

branches infinies de la courbe de contact d'un cône circonscrit dont le sommet S
est donné. On y parviendrait en menant du point S des plans tangents à la déve-
loppable asymptote ; mais cette construction exige que l'on ait tracé au préalable

l'inter.section de cette surface par un plan contenant le sommet S. On peut sou-

vent disposer des courbes d'erreur qui conduisent plus simplement à la solution

du problème.

748. Pour construire les asymptotes des branches infinies d'une section plane
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on cherche les génératrices du cône directeur qui sont parallèles au plan sécant,

on détermine les génératrices de la surface qui leur sont parallèles, et on prend

l'intersection du plan sécant par les plans pa.=sant par ces dernières droites et res-

pectivement parallèles aux plans tangents du cône. Nous avons donné, à l'occasion

de l'hyperboloïde, un exemple de cette construction (art. 711).

Nous rappellerons qu'une section plane peut avoir d'autres branches infinies

que celles qui correspondent aux génératrices parallèles au plan (art. 599). On

ne peut donner aucune règle générale pour déterminer les asymptotes de ces

branches.

Nous allons maintenant étudier sur une surface spéciale les tracés relatifs aux

surfaces gauches qui n'ont pas de plan directeur.

Surface du biais passé.

749. La surface du biais passé est la surface gauche dont les directrices sont

deux cercles égaux et situés dans des plans parallèles, et une droite perpendicu-

laire à leurs plans et passant par le milieu de la ligne qui joint leurs centres.

Nous prenons pour pian horizontal celui qui contient les centres des cercles et

la directrice rectiligne; le plan vertical est parallèle aux plans des cercles.

Un plan auxiliaire (0,0', M'jî') passant par la directrice rectiligne (0,00,0')

Ifig. 317) coupe en deux points chacun des cercles (AB, A'M'B'), (CD, C'/i'D'),

et détermine quatre génératrices. Les deux génératrices alternes {Mn,M'n') et

(Nm,N'»i') rencontrent la directrice rectiligne au milieu du segment 0, Oo

intercepté par les plans des cercles; l'ensemble de ces lignes forme donc un cône

qui a son sommet en ce point. Les génératrices externes (M/?z, M' m') et (Nn,N'/i')

coupent la directrice rectiligne en des points différents, et par suite leur lieu n'est

pas un cône, mais une surface gauche (art. 464), celle que nous voulons étudier.

750. Centre. Plan principal. 11 résulte des symétries de la figure que les droites

{Mm, M'm') et (Nn, N'n') sont parallèles et à égales distances du point (0, 0');

comme d'ailleurs cette disposition se reproduit pour tous les couples de généra-

trices contenues dans les plans auxiliaires, nous voyons que la surface a un centre,

qui est le point (0,0').

Un second plan auxiliaire (0, 0', M', «', ), faisant avec le plan horizontal un

angle M', O'A' égal à N'O'D', contient deux génératrices qui ont avec les précé-

dentes des positions symétriques par rapport au plan horizontal de projection. Ce

dernier plan est donc un plan principal de la surface.

Les quatre génératrices

{Mm,Wm'), (3Iwz,M',w2',),

(N«,N',/i',;, (N/i, N'«')
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peuvent être considérées comme formnnt un groupe caractérisé par la grandeur

absolue de l'angle «'O'D'.

7ol. Sommets. Le plan horizontal contient les deux génératrices (AC, A'C),

(BD,B'D')(^«'. 317), qui forment un groupe simple. Lorsque la première passe à la

position voisine, elle décrit un élément plan, en glissant sur les tangentes verticales

des directrices circulaires aux points (A, A') et (C,C'), et en tournant autour du

point (I, 0') de la directrice droite. Ce point est donc un sommet; il en est de

même du point (J, 0'), situé sur la génératrice (BD, B'D').

A chaque sommet, le plan de rcbroussement est déterminé par la génératrice

et la directrice (IJ,0') (art. 739) : c'est le plan horizontal de projection. Aux
autres points des génératrices horizontales AC et BD, le plan tangent est vertical.

Le segment lOJ de la directrice rectiligne est parasite {fig. 317); mais on recon-

naît facilement que, lorsque les projections verticales des directrices circulaires

ne se rencontrent pas (Jïg. 3i8), le segment parasite de la directrice rectiligne

est celui qui s'étend du point I au point J en passant par l'infini, tandis que le

segment lOJ est double sur la surface.

752. Arêtes. Lorsque la trace verticale du plan auxiliaire est tangente aux

projections des directrices circulaires, les deux génératrices parallèles (Mm, M'm')

et (Nn, N'n') (Jig. 3i8) se confondent en une seule {pq,p'q'), qui est par consé-

quent une arête; la génératrice symétrique [pq,p\q\) est également une arête.

On voit, en effet, que ces deux droites forment le contour apparent de la surface

sur le plan vertical, et par conséquent qu'un même plan perpendiculaire au plan

vertical est tangent à la surface tout le long de chacune d'elles.

Les points /> et q sont à égales distances des points 0, et 0.; il en résulte que

la projection horizontale /;<7 passe par le centre de la surface et que les arêtes se

croisent en ce point.

Les arêtes forment un groupe simple qui correspond à la valeur maximum de

l'angle //O'D'.

Dans la disposition adoptée sur la /^. 317, aucune génératrice ne passe par

le centre, etla surface n'a pas d'arêtes. Le plan vertical (0,0o,P, P) contient deux

génératrices qui forment un groupe simple.

Si les projections verticales des directrices circulaires étaient tangentes l'une à

l'autre, la surface se décomposerait en deux cônes; elle se réduirait à un cylindre

si ces projections se confondaient.

735. Relations clhomologie. Les directrices circulaires sont, sur la projection

verticale, deux figures homologiques dans lesquelles les points 31' et m' situés sur

une même génératrice se correspondent [fig. 317 ou 3i8). Le point 0' est le

centre, etla droite O's Taxe d'iiomologie.

Pour démontrer cette proposition, on peut considérer un cône dont le sommet

S se projetterait en O'f/^. 320a) et qui aurait pour directrice lecerde (A'B', A"B").

II. 27
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On trouve que le second cercle CD' est la projection d'une section faite par un

plan C"D" contenant la droite (PP,, 0"), ce qui, d'après les définitions que nous

avons données (art. 401 ), suffit pour établir les relations d'homologie.

11 résulte de là que les tangentes des directrices circulaires h deux points homo-

logues 31' et N' [fîg. 319) se rencontrent en un point U de la droite O's.

754. Cùne directeur. Nous menons par le point {0,0') {Jig. 3i8) une droite

{0[j., 0'[j.') parallèle aux génératrices {Mm, M' m') et (N«,N'rt'): la trace p.' de

cette droite sur le plan vertical CD se trouve à égales distances des points m' etn'

(art. 750), et par suite au pied de la perpendiculaire qui serait abaissée du centre

F du cercle CD'. Le lieu des points p.', trace du cône directeur placé de manière

à avoir son sommet au centre (0, 0'), est doncle cercle décrit sur O'F comme
diamètre. Sa trace sur le plan XY de la première directrice {/ig. 3 19) est le

cercle EO'C).
La surface n'a pas de génératrices parallèles aux génératrices du cône directeur

qui ont leur trace sur l'arc q'O'q', {fig. 3i8). Le cône a donc une partie parasite

quand les projections verticales des directrices circtflaires ne se coupent pas. Les

génératrices (0^, 0'/) et {Oq, 0'q\), qui limitent la partie utile, sont parallèles

aux arêtes de la surface (-).

755. Nous nous proposons de construire le plan tangent de la surface en un

point {m, m') situé sur une génératrice (MLN, M'O'N') [fig. 319).

Nous remplaçons les deux cercles par leurs tangentes (X, Y,, UM'), (XY, UN'),

et, conservant la directrice rectiligne, nous avons un hyperboloide de raccorde-

(') Quand une surface gauche est algébrique et de degré n, son cône directeur est également algé-

brique et d'un degré qui s'élève au plus à //, car on peut le considérer comme ayant pour direc-

trice la section de la surface par un plan situé à l'infini, et cette courbe ne peut pas être d'un degré

supérieur à n.

Si les génératrices de la surface sont parallèles deux à deux, trois à trois..., son cône directeur

sera double, triple. .
.

, et d'un degré égal, au plus, à - «, -«,.... On peut quelquefois, par des considé-

rations de cette nature, reconnaître qu'une surface d'un ordre élevé a un cône directeur du second degré,

ce qui est d'un grand intérêt pour les constructions.

On est encore assuré qu'une surface gauche a un cône directeur du second degré quand elle est

coupée suivant des coniques par une série de plans parallèles, ou plus généralement par une série

de plans disposés do telle manière que l'un d'eux soit à l'infini. Dans ce cas, le cône directeur est

simple.

Le cône directeur de la surface du biais passé est double et du second ordre; il en résulte que la sur-

face est du quatrième ordre. Cette proposition sera démontrée directement à l'article 770.

(^) Si l'on transporte parallèlement à elles-mêmes toutes les génératrices du conoïde représenté

sur la Jlg. 29g, de manière à les faire passer par un même point, le lieu de ces droites sera une

surface plane limitée aux parallèles des arêtes. On doit donc regarder le cône directeur de cette

surface comme ayant des parties parasites, ainsi que celui du biais passé. Cette circonstance se pré-

sente toutes les fois que le cône est double; lorsqu'il est simple, il a des rebroussements le long des

génératrices parallèles aux arêtes. Nous supposons que les directrices de la surface gauche n'ont ni

inflexions ni rebroussements.
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ment (art. 759) (
'). Le plan horizontal contenant l'axe (LO, 0'), qui est une

directrice de l'iiyperholoïde, coupe cette surface suivant une autre droite que

l'on obtient en joignant les traces a et b des deux tangentes UM' et UN'.

Une génératrice est parallèle à l'axe de la surface (art. G85) et, coninie elle,

perpendiculaire au plan vertical. Les projections sur ce plan des génératrices du

second système divergent de sa trace, et, comme nous connaissons deux d'entre

elles, M'U, N'U, nous avons immédiatement le point de concours U et nous pou-

vons tracer la projection U/n' de la génératrice du second système qui passe au

point considéré, puis obtenir sa trace horizontale q sur ab.

La trace du plan tangent est déterminée par les traces L et q des deux généra-

trices qui se croisent au point [m, m').

Le point de rencontre U est sur l'axe d'homologie = . Les longueurs UM', UN'

sont égales, car les cercles ont des positions symétriques par rapport à la droite

O's, et par suite les deux tangentes menées du point U à l'un d'eux sont égales

aux deux tangentes menées de ce point à l'autre.

733 a. Ou peut employer comme surface auxiliaire de raccordement le

paraboloide qui a pour directrices les tangentes ^l'R' et N'K', et pour plan direc-

teur le plan tangent au cône directeur le long de la génératrice fj.'0'v', puis

opérer comme il est indiqué à l'article 746.

Les traces du plan directeur sur les plans verticaux X, Y, et XY sont les droites

p.'D' et v'G', tangentes aux traces du cône. Les directrices M'R' et N'K' du para-

boloide rencontrent respectivement ces lignes en R' et en K'; la droite (RK, R'K')

est donc l'intersection du paraboloide par le plan directeur, c'est-à-dire une géné-

ratrice du même système que MN (la génératrice G' de \»Jig. 39.5).

Le deuxième plan directeur est parallèle aux plans verticaux de projection; la

seconde génératrice qui passe par le point {m, m) a donc pour projection hori-

zontale la droite mP, parallèle à XY : nous relevons en P' sur R'K' le point P, où

elle rencontre la génératrice RK. Le plan tangent est déterminé par les deux

génératrices (^IN, IM'N') et [Vp, P'/?'); ses traces verticales sont les droites ^V

r

et N'A', parallèles a Vp'; sa trace horizontale estpL^.

Les trois points (r, r"), (P,P') et [k,k') appartiennent au plan langent de la

surface en {m, m') et au plan tangent du cône directeur le long de la génératrice

p.'v'; ils doivent donc être sur une droite parallèle à (MN, M'N'). La trace

horizontale (' de cette droite est l'intersection des traces jdLs et DOG des deux

plans.

736. On détermine le point où un plan qui contient une génératrice touche la

(') Dans la première édition, nous avions seulnment indiqué cette solution. Nous la développons telle

qu'elle a été exposée par M. Mannlieim dans son Cours à l'École Polytechnique. L'emploi d'un point de

concours lui donne une grande analogie avec la construction de l'artic-le Cto.
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surface par les constructions de l'un des deux articles précédents faites en ordre

inverse. En employant un paraboloïde, on peut résoudre le problème par des

tracés faits seulement sur le plan vertical.

La génératrice M'N' et les traces M'r' et N's' du plan étant connues (Jig. Sig),

nous déterminons les tangentes des traces du cône directeur aux points (x' et v',

les tangentes des directrices circulaires aux points M' et N', et les projections

R'K' et r'
k' des intersections du paraboloïde et du plan donné avec le plan tan-

gent au cône; nous menons ensuite parle point de rencontre P' de ces droites

une parallèle aux traces iMV et Ws' du plan : cette ligne passe par le point

cherché m'.

757. Le second plan directeur du paraboloïde est vertical, et par suite les pro-

jections horizontales de toutes les génératrices du premier système passent par

un même point. Comme d'ailleurs nous savons que les lignes MN et RK sont deux

de ces droites, nous connaissons le point de concours H. Une génératrice du pa-

raboloïde de raccordement se projette en H; le plan tangent au point (H, H') est

par conséquent vertical, et ce point appartient au contour apparent de la surface

par rapport au plan horizontal. Nous pourrions ainsi déterminer cette courbe

par points, mais nous allons construire sa projection horizontale plus facilement,

en la considérant comme enveloppe des projections des génératrices.

758. Contour apparent de la surface sur le plan horizontal. Nous plaçons l'ori-

gine au centre de la surface [jig. 32o)-, nous prenons pour axes la directrice

rectiligne Oy et sa perpendiculaire Ox.

Nous appelons

7- le rayon des directrices circulaires (AB, A'B') et (CD, CD');

a et è l'abscisse O2F et l'ordonnée OOo du centre (F, F') de l'une d'elles;

w l'angle M' OF' compris entre la projection verticale d'une génératrice (NM, N'M')

et la ligne de terre E' F'.

Nous représentons de plus par 1 la longueur du segment M';:x de la droite N'M'

compris entre les cercles CD' et O'F' :

(i) ). = \>- — a-sin* w.

L'équation de la droite MN, projection horizontale de la génératrice considérée, est

^ = nô:^i(--o^^ï)-
Mais nous avons

N'O' = O'v + vN' = a costo -^ X, O'M' = O'p. — u.M' ~ acosw — >.,

NO, = a cos- u -1- X cos 00, OoM = a cos" w — Xcos w.
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La substitution de ces valeurs dans l'équalion de MN donne

(2) Y = ., -y +
«cos^ci) acosw

Quand la génératrice considérée est l'une des deux arêtes (Oy, O'q')

et {Oq, 0'q\), X est nul; on a, d'après (r).

et l'équation (2) devient

(3) y =-^

Si nous éliminons j entre les équations (2) et (3j, la valeur de x sera l'ab-

scisse 0^- du point de rencontre K de la génératrice 3IN avec la droite (\\g pq. On
trouve ainsi

Ok = —;— cosoj.

Mais, en faisant x nul dans l'équation {2), on obtient, en ayant égard à l'équa-

tion (1),

a cos w
donc

(4) 0/i-x0L = ^(a='-O-

Le produit des segments Ok et OL est donc constant ('
) ; il en est de même du

produit des segments OK et OL, car le rapport de OK à Ok est indépendant de la

position génératrice considérée (KM, N'M'). Il résulte de là que les projections

horizontales des génératrices sont tangentes à une hyperbole dont les asymptotes

sont la directrice rectiligne Oy et la projection pq des deux arêtes. Le point de

contact i est le milieu de LK. Les coordonnées de ce point par rapport aux droites

Oy et Oq prises pour axes sont les moitiés des segments OK et OL.

7o9. Si l'on fait j égal à b dans l'équation (3) de la droite ^y, la valeur de x
sera l'abscisse Oj^ du point q; nous avons donc

O2O = >
' a

d'où

0.^ X 00, = ^(a--/-).

(') Division liomogra(iliiiiiie (art. 694).
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En rapprochant ce résultat de l'équation (4), on voit que la droite O.D, qui n'est

pas la projection d'une génératrice, est cependant tangente à l'hyperbole; cette

courbe est donc en partie parasite. Le point où elle est touchée par la génératrice

horizontale AC, c'est-à-dire le milieu R du segment \f, est l'une des extrémités

de l'arc utile. La seconde extrémité est au point S, symétriquement placé sur

l'autre génératrice horizontale.

Le contour apparent de la surface sur le plan horizontal se compose, outre l'arc

d'hyperbole qui va de R à S en passant par le point situé à l'infini sur l'asym-

ptote /jy, des deux génératrices AC et BD aux divers points desquelles le plan

tangent est vertical.

760. Sur une surface gauche dont toutes les génératrices sont a distances

finies, les branches infinies de la courbe de contact d'un cylindre correspondent

les unes aux arêtes, et les autres aux génératrices pour lesquelles le plan tangent

à l'infini est parallèle au cylindre (art. 658); le cône directeur permet de déter-

miner facilement ces dernières droites. Le cône directeur de la surface du biais

passé a des plans tangents verticaux le long des génératrices qui aboutissent aux

points F' et 0' {/ig. 32o); les génératrices de la surface qui leur sont parallèles ne

doivent donc rencontrer qu'à l'infini la courbe de contour apparent sur le plan

horizontal. La génératrice du cône qui a sa trace en F' est parallèle aux droites AC

et BD qui font partie du contour apparent, comme nous l'avons vu; celle qui

perce le plan vertical au point C ^'st sur une partie parasite, mais elle indiquerait

une branche infinie utile si les directrices circulaires se coupaient sur le plan

vertical, parce qu'alors le cône entier serait utile. Nous allons examiner ce cas sur

une nouvelle figure, dont nous avons disposé les données de manière que le con-

tour apparent sur le plan horizontal soit une hyperbole identique à celle de la

ftg. 320. Si nous appelons a', h' et r les nouveaux paramètres, il nous a sulli

de faire

a! ^^ a, h' = — h, r'" = o.a" — r,

car les équations (3) et (4) ne sont pas modifiées et r' est plus grand que a', ce

qui est nécessaire pour que la disposition que nous voulons examiner se produise.

La longueur O'q' [fig. 32o) est égale à y/a^ — /-; par conséquent, si on la porte

en 0'^" sur 'r, la distance des points E' et q" sera le rayon /.

761. La fig. 321 représente une surface de biais passé dont les trois para-

mètres ont les longueurs qui viennent d'être déterminées et qui a par consé-

quent, sur le plan horizontal, un contour apparent identique à celui que nous

avons obtenu pour la surface de \^fig. 32o.

Les deux génératrices (O^O,, P), (OoO,, P.) sont parallèles à la généra-

trice (OjO,, 0') du cône directeur et déterminent pour la courbe de contact du

cylindre circonscrit vertical deux branches infinies qui se superposent en projec.
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tion horizontale. Le plan (OoO,,P|0'P) louche la surface aux points de cette

courbe situés à l'infini, en contient par conséquent les asymptotes et les projette

sur la trace OjOa.

Nous voyons donc que les deux branches infinies de l'hyperbob^ correspondent

l'une aux arêtes, l'autre à deux génératrices qui sont parallèles à la directrice

rectiligne, et par chacune desquelles passe un plan vertical langent à l'infini. Ces

génératrices sont réelles quand les arêtes sont imaginaires, et réciproquement. Il

résulte de là que l'une des deux branches infinies est toujours parasite (').

762. Si nous voulons déterminer directement sur \di fig. 32 1 la droite />y,

projection de deux arêtes imaginaires et asymptotes de la branche parasite de

l'hyperbole, nous remarquerons que le point 7 [fig. 32o) est sur la droite q' q\,

sécante commune des cercles CD' et O'F', c'est-à-dire sur la perpendiculaire à la

ligne des centres qui passe par le point t, déterminé par l'équation

sO'x £F' = £C'xsD'.

Sur \'à /ig. 321, les cercles CD' et O'F' ne se coupent pas, mais il existe

cependant sur A'D' un point s satisfaisant à l'équation ci-dessus; la droite perpen-

diculaire à la ligne des centres et passant par ce point jouit, par rapport aux

cercles, de toutes les propriétés dans l'expression desquelles les points d'intersec-

tion q' et (ji
n'entrent pas explicitement. Ainsi, par exemple, les tangentes menées

d'un point quelconque de cette droite aux deux cercles sont égales entre elles;

seulement elles ne peuvent pas être nulles, comme dans la première disposition.

Nous appellerons, avec M. Poncelet, sécante commune idéale de deux cercles CD'

et O'F' qui ne se coupent pas {fg. Sar ) la droite r,c qui possède les propriétés des

sécantes communes ordinaires, bien qu'elle ne rencontre pas les cercles (-).

765. En considérant trois cercles tracés sur un plan comme les projections de

trois sphères ayant mêmes centres qu'eux {fig. 324). on reconnaît que les droites

ab, c(l et ef, sécantes communes de ces cercles, se rencontrent en un même

point M, projection des deux points où les sphères se coupent ('). Chaque sécante

commune de deux cercles est d'ailleurs perpendiculaire à la ligne des centres.

D'après cela, pour avoir la sécante commune des cercles CD' et O'F' {fig. 32i),

nous les coupons par un arc de cercle ttsît : le point de concours n des sécantes r.z

(') M. Leroy a trouvé par l'analyse que le contour apparent de la surface du biais passé sur le plan

horizontal est une hyperbole, mais il n'a donné aucune explication géométrique sur ce résultat [Analyse

appliquée h la Géométrie des trois dimensions, art. 325).

C) Quelquefois, -sans distinguer les différences de position des deux cercles CD' et O'F' [fig. Zxo

et 3-i.i), on donne à la droite iq le nom A'axe radical proposé par M. Gaultier {de Tours).

(') Ce théorème et la démonstration que nous en donnons sont dus à Monge.
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et p<7 appartient à la droite cherchée vjs et fait ainsi trouver le point q, où l'asym-

ptote /^r/ rencontre la ligne OoD (').

Le point n n'est pas la projection de deux points d'intersection des sphères

auxquelles appartiennent comme grands cercles les cercles CD', O'F' elnpGz,

car les deux premières ne se rencontrent pas; mais les relations graphiques

établies dans le cas de Isijig- Sa/j, étant par elles-mêmes indépendantes de

l'existence des sphères, continuent à subsister entre les droites qui possèdent les

propriétés des sécantes communes.

764. Pour achever de déterminer la courbe de contour apparent par rapport

au plan horizontal, nous allons construire sa projection verticale.

L'abscisse x du point [i, i') {fig. 32o) est égale à la moitié de Ok\ nous avons

donc (art. 758)

a? = — ,— COSW ou X-' = -—. r^-T—> COS-'w.
2/ 4 v'"

— a'sin w)

Les axes étant O'D' et O's, on a

(5) tango, = |-

L'élimination de w donne l'équation de la projection verticale de la courbe :

4'-"
,

4-' _ .

(6)
[r^— a'Y r'—a'

La projection verticale est donc une section conique. Ses axes sont les droites

A'D' et 0' z ifig. 320 ou 3ai ). Les sommets sont toujours réels sur l'axe A'D' : ce

sont les points R' et S' qui correspondent aux extrémités R et S de l'arc utile de la

projection horizontale.

La conique donnée par l'équation (5) ne peut pas avoir de partie parasite, car

chacun de ses points ne correspond qu'à un point du contour apparent de la sur-

face par rapport au plan horizontal. La droite indéfinie A'D', projection des géné-

ratrices horizontales ACet BD, fait partie de la projection complète de ce contour

apparent.

765. Dans le cas de la fig. 32o, la courbe est une hyperbole qui a pour

asymptotes les projections p'^' ei p\q\ des arêtes. Sur \aj/g. 32i, c'est une

ellipse QR'QiS' dont l'axe vertical QQ, est égal à la moitié de PP,. Les points Q
et Qi sont les projections des points du contour apparent situés à l'infini et des

asymptotes de cette ligne.

(') La première équation de l'article 739 montre que les droites qui iraient du point P aux points F'

et £ seraient rectangulaires. De là résulte un second moyen également très-simple de déterminer e et

par suite 7.
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Nous avons vu (art. 761) que les génératrices pour lesquelles le plan tangent

à l'infini est vertical se projettent aux points P et P, ; par conséquent, quand un

cylindre est circonscrit à une surface gauche, les génératrices qui correspondent aux

branches infinies de première espèce de la courbe de contact (art. 658) ne sont

pas, comme les arêtes, asymptotes de cette courbe.

L'ellipse QQ, se compose de quatre arcs. L'un d'eux est vu, un autre caché;

les deux qui se trouvent compris entre ceux-là sont les projections des parties

de la courbe situées en dehors des plans A,B, et C,D,, auxquels nous limitons la

partie représentée de la surface.

766. Contour apparent sur un plan vertical parallèle à la directrice rectiligne

Nous indiquerons comme un exercice graphique intéressant la construction du

contour apparent de la surface sur le plan vertical OoO, {fig. 32i). Le cône

directeur a deux génératrices 07 et 07, le long desquelles le plan tangent est

perpendiculaire au nouveau plan de projection. A chacune de ces droites corres-

pondent, sur la surface, deux génératrices qui ne rencontrent la courbe qu'à l'in-

fini et dont les projections sont asymptotes du contour apparent sur le plan 0, Oj.

Quand la surface a des arêtes, la courbe possède deux autres branches infinies.

Enfin le contour apparent présente des rebroussements aux sommets, parce qu'il

y est tangent à la génératrice horizontale, et par suite au plan horizontal de pro-

jection, et que ce plan est évidemment un plan principal de la courbe.

767. Sections de la surfacepar desplansperpendiculaires à la directrice rectiligne.

Considérons la section de la surface par le plan C,D, parallèle au plan vertical

(fig. 32o) : si y est l'ordonnée de ce plan, la valeur de jc donnée par l'équa-

tion (2) sera l'abscisse du point (M,, M',) où il est rencontré par la génératrice

considérée (N31, N'M'). En divisant cette longueur par cos w, on obtient le rayon

vecteur O'M', du point M', de la courbe

M, = -j-cosoi — /..

La droite EF qui passe par les centres des directrices rencontre C, D, en un

point (F,, F'j) dont l'abscisse est y^- Si l'on décrit un cercle sur O'F', comme

diamètre, la longueur ^cosw sera le ravon vecteur O'a, du point a,, déterminé"0 " 111
sur ce cercle par l'azimut oj; l'équation se réduit donc à

0'M', = 0>, - U.M'.

La longueur), est donnée par un radical du second degré et doit toujours être

considérée comme affectée du double signe, de manière que l'équation (2) repré-

sente les deux génératrices parallèles qui correspondent à un même azimut w. Le

11. '8
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segment |j.M' doit en conséquence être porté sur la droite 0';j., , de p;irt et d'autre

du point fx. On trouve ainsi les points M'j et m\.

D'après cela, les cercles 0' Y' et CD' étant établis sur laJigare,pourm oir despoints

de la courbe d'intersection de la surface par un plan perpendiculaire à la directrice

rectiligne, il suffit de tracer un troisième cercle ayantpour diamètre l'abscisse O'F', du

point où la droite quipasse par les centres des directrices circulairesperce leplan con-

sidéré, puis d'augmenter et de diminuer chaque rayon vecteur de ce cercle, mesuré à

partir de l'origine 0', de la différence des rayons vecteurs des deuxpremiers cercles.

Cette génération nous permet de considérer la courbe comme une conchoïde à

plusieurs directrices (').

Sur Iay?o-. 32[, nous avons placé les plans A,B, et C,D,, qui limitent la partie

représentée de la surface, de manière à obtenir pour les concboïdes des formes

différentes de celles que nous avons trouvées sur \'àfig. Sao : le premier, A,B,,

contient le sommet B,, et la section qu'il fait a un rebroussement, comme celle

d'un conoide par un plan passant à l'un des sommets (art. 666); le second, C,D,,

coupe la directrice rectiligne en un point où elle est utile, et par suite la conchoïde

y a un point double. Cette courbe se construit toujours par la même méthode, à

l'aide de trois cercles.

768. Si le plan C,D, s'éloigne du centre, la longueur Cp., croîtra indéfiniment

et le segment p-M' restera constant; la courbe se rapprochera donc de la forme

circulaire, et elle l'atteindra à la limite, en réunissant ses points deux à deux

avec ceux du cercle diamétral O'F,. Nous pouvions prévoir ce résultat, car le

cône directeur est coupé suivant des cercles parles plans qui sont parallèles au

plan vertical.

On peut dire d'une manière plus générale que la surface possède à l'in-

fini une ligne double, qui est une section conique. Dans le cas de la fig. 32 r,

cette directrice est entièrement utile; dans celui de \^fg- Sao, elle est en partie

parasite, et l'on voit d'une manière évidente que les sommets sont sur les arêtes,

comme nous savons que cela doit être.

769. En se reportant h la^^. 216 (art. 369), on reconnaît que la sous-normale

d'une courbe rapportée a des cooMonnées polaires est égale à la limite du rapport

des accroissements du rayon vecteur et de l'azimut; or le rayon vecteur de la sec-

tion C',D', [fig. 320) est une somme algébrique des rayons vecteurs de trois

cercles :

0'/?/, = 0',u, + O'm' — 0'j7..

La sous-normale se composera donc, de la même manière, des sous-normales des

(') On appelle en général conchoùle d'une ligne donnée la courbe dont les ravons vecteurs surpassent

d'une longueur constante les rayons vecteurs de la ligne directrice.
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cercles. Ces lignes étant O'a, O'y et O'p, la sous-normale O'à de la coiichoïde
pour le point m\ doit être donnée par l'équation

0'r) = 0'a + 0'7-0';i.

Par conséquent, si nous portons la longueur Py de « en o, le point o appartien-

dra à la normale de la courbe en m\ (').

Cette construction conduit à une détermination facile du plan langent en un
point donné de la surface.

770. Equation de la sur/ace. Sec/ionsplanes diverses. L'élimination de X et de w
entre les équations ( i ), (2) et (5) donne l'équation de la surface

+ - — j^aryj^ — rx- -h [a" — /--j;' .-_- o.

Cette équation est du quatrième degré, et par suite les sections planes sont du
quatrième ordre : toutefois quelques sections se décomposent; ainsi les plans

contenant la directrice rectiligne coupent la surface suivant cette droite, qui est

une ligne double, et deux génératrices.

771. Génération de la surface par des coniques. Nous avons vu à l'article 7oO
que les génératrices appartiennent deux a deux à des plans verticaux ; dans chacun

de ces plans la section de la surface est complétée par une conique. Comme d'ail-

leurs le plan horizontal est principal, la trace horizontale d'un plan vertical qui

contient deux génératrices est un axe de la conique d'intersection, et les sommets

correspondants de cette courbe sont sur les génératrices horizontales A , C, et B, D,

{Jig. 320 ou 32i).

Si le plan considéré est celui dont la trace est MN [fig. 32o), les deux généra-

trices situées dans le plan vertical nm lui sont parallèles, et la courbe a deux

branches infinies dont les asymptotes sont parallèles à ces génératrices, et par

suite à celles qui sont dans le plan NM lui-même; c'est donc une hyperbole com-

plètement déterminée.

Si le plan sécant se meut de manière que le point de contact i de sa trace sur

l'hyperbole de contour apparent s'éloigne, l'axe transverse diminuera et l'angle

des asymptotes croîtra d'une manière continue. Quand le point de contact se

trouve à l'infini, la trace du plan esipq; les points g et/ sont les sommets de

l'hyperbole; son centre est au centre de la surface, et ses asymptotes, passant par

le point et étant parallèles aux arêtes, se confondent avec ces droites.

(') M. Bour a fait connaître dans son Cours de Mécanique à l'École Polytechnique, pour l'expression de

la variation de longueur d'un segment de droite qui se déplace dans son plan, une expression due à

-M. .Mannlieim d'où l'on peut déduire immédiatement la construction que nous indiciuons.



2aO LIVRK Vil. — SUliFACtS GAUCIlliS.

Le plan continuant son mouvement, le point de contact do sa trace avec l'iiy-

perbole reparait de l'autre coté; lorsque ce point est parvenu en S, le plan a pour

trace BD; la génératrice AC lui est seule parallèle, et la section, n'ayant qu'une

branche infinie, est une parabole.

Quand le point de contact arrive en un pointy de la partie parasite du contour

apparent, les génératrices qu'il contient sont imaginaires, ou du moins elles n'ont

de réel que le point v où elles se croisent sur la directrice rectiligne. La section

conique n'a donc pas d'asymptotes, et par suite elle est une ellipse : l'un des axes

est he; le centre est au point c, et l'on détermine facilement la longueur du second

axe, car ses extrémités sont sur les deux génératrices dont la commune projection

passe par le point c.

Quand la trace du plan est l'asymptote OiO^, l'ellipse se réduit au segment

double IJ de la directrice rectiligne.

Nous avons vu, à l'article 75Î), que les traces AB et CD des plans des directrices

circulaires touchent l'hyperbole de contour apparent : ces cercles appartiennent

donc à la série des sections elliptiques dont nous venons de constater l'existence.

Le point i est la projection de deux points où le plan vertical MN touche la sur-

face. Une des génératrices contenues dans le plan passe à chacun de ces points et

y coupe l'hyperbole d'intersection.

Les hyperboles contenues dans les plans verticaux parallèles NM et mn sont

identiques; il eu est de même ues ellipses situées dans les plans parallèles eh

et e,hf. Les paraboles sections de la surface par les plans verticaux AC et BD
sont identiques, mais tournées de sens opposé.

Quand la surface n'a pas d'arêtes {/ig. Sai), sa génération par des coniques

présente les mêmes dispositions générales; mais il y a quelques différences de

détail à l'étude desquelles nous ne nous arrêterons pas.

772. Ligne de striclion. Paramètres des génératrices. Pour déterminer le point

central d'une génératrice, on fait passer par cette droite un plan perpendiculaire

au plan tangent du cône directeur le long de la génératrice parallèle, et l'on

cherche son point de contact. Le paramètre est la distance du point central au

point de contact d'un plan passant par la génératrice et incliné à 45° sur le plan

central (art. 625 et 721).

Si l'on opère simultanément sur les quatre génératrices d'un groupe, les con-

structions présentent des symétries qui montrent d'une manière évidente : i° que

le plan horizontal est un plan principal de la ligne de striction; 2° que cette

courbe a un centre qui est le centre de la surface; 3" que les paramètres des quatre

génératrices d'un groupe ont des grandeurs absolues égales. Il est d'ailleurs facile

de reconnaître que dans un groupe deux génératrices qui se rencontrent ont des

paramètres de signes contraires.

La ligne de striction passe à chaque sommet et y a nécessairement un rebrous-
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sèment, parce qu'elle est divisée en deux parties symétriques parle plan horizontal

qui est plan de rebroussement. La ligue de striction du conoïde droit présente

une disposition analogue, car on doit la considérer comme ayant à chaque sommet
un rebroussement dont les bras sont superposés.

773. Pour une arête comme pour toute autre génératrice, le plan central est

perpendiculaire au plan tangent du cône directeur le long de la génératrice pa-

rallèle; on peut donc facilement le construire et déterminer ensuite l'angle 5' sous

lequel il rencontre le plan tangent à la surface le long de l'arête.

Le cône directeur étant placé de manière à avoir son sommet au centre de la

surface {fig. oio), l'arête est une de ses génératrices; les deux plans tangents le

long de cette droite, l'un à la surface et l'autre au cône, ont pour équations

rx — \a- — r-.z =^ o,

b[2r^ — a-)x -H a{d- — r'-jj — 2br\^a- — /•-.:; = o.

L'angle que comprennent ces plans est complémentaire de Q'. On trouve,

d'après cela,

tangj —
\l[a'— !•'' -y- b'']{d'~ i"

Aucun des paramètres a, b el r ne peut être nul, et d'ailleurs a est plus grand

que r, car sans cela la surface n'aurait pas d'arêtes. Il résulte de là que la tangente

de S' n'est jamais nulle ni infinie, et que le plan tangent le long d'une arête ne

peut pas se confondre avec le plan central de cette génératrice ni lui être perpen-

diculaire. Les arêtes du biais passé appartiennent donc au même genre que celles

du conoïde oblique (art. 677), c'est-à-dire que leur point central est à l'infini

et que leur paramètre est infini. Nous aurions pu arriver à ce résultat en déter-

minant les expressions analytiques du paramètre d'une génératrice et de l'or-

donnée de son point central; mais ces formules n'offrent pas assez d'intérêt pour

que nous nous arrêtions à leur recherche.

771. Quand a est plus grand que /• (/ig. j2o), le pai'amètre change de signe

aux arêtes et aux génératrices situées dans le plan horizontal. Lorsque a est plus

petit que r{Jig. Sai), le paramètre ne change de signe qu'à ces génératrices, c'est-

à-dire en passant par zéro; il a donc un maximum positif et un maximum négatif.

Mais ses valeurs absolues étant égales pour les génératrices d'un même grou|ie,

il doit atteindre son maximum dans le groupe simple formé par les génératrices

(OoO,, P) et (0.0,, P,); il est positif pour la première de ces droites et négatif

pour la seconde.

On voit d'après cela qu'un paramètre maximum n'indique pas nécessairement

une arête, comme on aurait pu le supposer par l'exemple du cylindroide.
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Déformation des surfaces gauches (').

775. L'étude des diflërentes formes que peut prendre une surface donnée lors-

qu'on la suppose flexible et inextensible est, en général, un problème difficile;

mais il se simplifie beaucoup pour les surfaces gaucbes lorsqu'on exige que les

génératrices restent droites. D'après cette condition, la déformation ne peut

résulter que de plis faits le long des génératrices. Une génératrice G' tourne

autour de la génératrice voisine G en décrivant une aire qui appartient à un

hyperbolo'ide de révolution. La position relative des génératrices G et G' n'est pas

modifiée, et par conséquent la valeur du paramètre de distribution de G n'éprouve

pas d'altération, et le point central reste le même.

776. En se reportant à la^^. 1 1 1, on reconnaîtra facilement que, si l'on fait

tourner d'un même angle la génératrice [ae, a' e') d'un hyperboloide de révolu-

tion et la génératrice correspondante (aO, a' e') de son cône directeur, ces droites

resteront parallèles. L'angle de rotation pour l'hyperboloïde est celui que décrit

une droite {pO,p'i) abaissée d'un point quelconque de la génératrice sur l'axe.

On peut, d'après cela, assujettir la déformation d'une surface gauche à celle de

son cône directeur.

Considérons deux génératrices consécutives G et G' de la surface, et leurs paral-

lèles g et g' sur le cône : si les droites g' et G' tournent respectivement autour de

^ et de G d'angles égaux, elles seront encore parallèles, et, comme un cône peut

être appliqué sur un autre cône quelconque et sur un plan, on voit qu il est tou-

jours possible fie déformer une surface gauche de manière à rendre ses génératrices

parallèles à celles d'un cône donné ou à un plan.

L'angle infiniment petit dont la génératrice G' a tourné autour de G est celui

qui est décrit par toutes les droites infiniment courtes abaissées des points de G'

sur G ; donc, quand on déforme une surface gauche, l'angle de contingence de toutes

les sectionsperpendiculaires à une même génératrice varieprécisément de la quantité

dont on augmente ou dont on diminue l'angle de contingence correspondant du

cône directeur.

(') La question de la déformation des surfaces gauches a été étudiée successivement par MM. Minding,

0. Bonnet et Bour. Nous ne donnons ici qu'une indication de cette importante tiiéorie.

FIN DE LA DEUXIEME PARTIE.
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