












vP

TRAITÉ
DE

MÉCANIQUE RATIONNELLE.



PARIS. — IMPRIMERIE G AUTH I Eli-\ I L L A U S
,

32732 Quai (les Grands-Auguslins, ôj.



COLHS l)K MKCVMol K DK lA IMilLIK DKS SCIKNCKS.

TiiAiii;

MÉCAMUIE IIVTKIISNKLLE

Paul APPELL,
MKMUISK UK L INSTITCT,

DOYKN I)K LA KACLLTK DKS SCIKXCKS.

DEUXIEME ÉDITION, ENTIEREMENT REFONDUE.

To.Mi-: I)i:l'\ik.me.

DYNAMIQUE DES SYSTÈMES. - MÉCANIQUE ANALYTIQUE.

PAHIS,

G A U T II I K 11 - \ i 1

1

A H S. I M l' U I M l- U l{ -M U U A 1 i« K

l»r ULHKAf DKS LONG I T T l> i; S . I) i: l/licnl, i; l'OI.VT iccii Mt,>r i;

Quai des Gr.iiHl-;- Viigusliiis. 5j.

IlMIi

( Tous ilroil» rcsf r»e^.)



'go 5

i-

LIBRARY
757506



PRÉFACK m \A DKUXIÈMI': KIIITION.

\oicl, aussi hrièvemenl ([iic possible, les eli;mt,^<'iiieiiLs les

|)liis iiiiporlaiits cflec tués dans ce ^'olulne.

Rappelons tout d'alKird (jue la Dynamique analvlirpie du

point, qui figurait en tète du deuxième Volume de la pre-

mière édition, a été transportée à la fin du premier Volume

de la seconde : le Volume actuel est, de cette façon, entiè-

rement consacré aux systèmes.

Dans l'exposé des théorèmes généraux, les applications du

théorème des moments des quantités de mouvement ont été

modifiées, en vue des particularités présentées par certains

systèmes déformables, les êtres vivants par exem[)le, qui

paraissent pouvoir efl'ectuer une révolution conqDlète autour

d'un axe, sans l'intervention de forces extérieures.

Dans la théorie du frottement de ghssement, nous avons

expliqué, sur un exemple simple, les difficultés qui se pré-

sentent dans l'application des lois empiriques du frottiMuent

ordinairement admises et nous avons exposé les points essen-

tiels des recherches de M. Painlevé sur cette (|aeslion.

Pour le mouvement d'un solide autour d'un point lixe, les

préliminaires géométriques ont été complétés par la délinilioii

des paramètres d'Olinde Rodrigues, et les écpiations du mou-

vement ont été données d'abord sous la foi'ine classi(jue

d'Iùder, puis sons une forme tout à fait générale obteiuic en

employant un trièdre de référence mobile à la loi'^ i]nu< I"'
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corps et dans rospacc. Comme application de ces dernières

équations, nous avons étudié en détail et présenté, sous une

forme ([ui nous semble nouvelle, les propriétés paradoxales

des solides de révolution suspendus ])ar un point de leur axe

et animés d'une rotation rapide.

Nous avons ajouté, aux exemples du mouvement d'un corps

solide, une étude détaillée du roulement d'un cerceau sur un

plan horizontal fixe.

L'équation générale de la Dynamique déduite du principe

de d'Alembert, combiné avec le théorème du travail virtuel,

est appliquée successivement aux systèmes holonomes et aux

systèmes non holonomes. L'étude des équations générales

de la Dynamique se trouve ainsi divisée en deux Parties :

La première Partie se rapporte aux systèmes holonomes ;

les équations du mouvement d'un de ces systèmes peuvent

se mettre sous la forme donnée par Lagrange; le système est

caractérisé par l'expression analytique de son énergie ciné-

tique ou énergie de vitesses

T=^2: ÎIIV

La deuxième Partie se rapporte aux systèmes non holo-

nomes; les équations du mouvement d'un de ces systèmes ne

peuvent pas être mises sous la forme indiquée par Lagrange;

la question de savoir dans quel cas la forme d'équation de

Lagrange peut être, exceptionnellement, appliquée à un

paramètre déterminé est discutée en détail; un système non

holonome est caractérisé par son énergie d'accélérations

dépendant des dérivées secondes; la nécessité d'employer une

fonction autre que T, pour caractériser analytiquement le
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syslôiuc. résulU', conimc nous FiiNoiis inoiiln'- dans un ailiclc

(In ronic 1 22 (In Journal de (relia, do ce (pic dcnx systèmes,

ayant dus mouvements analytifjuemcnt diilérents, peuvent

avoir identiquement la même éneriifie cinétique et la même
fonction de forces. L'emploi de Téner^àc d'accélérations S

permet d'écrire les équations générales du mouvement sous

une forme sinq)lc, ef)nv('nant à la fois an\ syslêmes liolo-

nomes et aux systèmes non holonomes : nons donnons

diverses applications de cette forme d'équations, entre autres

l'établissement des équations du monvemcnl d'un cerceau sur

un ])lan horizontal fixe.

Après avoir, comme dans la [)remière édition, établi les

principes dHamilton et de la moindre action, nous exposons

le principe de la moindre contrainte de (lauss; en suivant

une méthode dont l'idée première a déjà été donnée par

.lacobi dans une Leçon encore inédite ('), nous indiquons

un énoncé analytique du principe de Gauss qui ramène la

recherche des équations du mouvement d'un système quel-

conque à la recherche du minimum d'une fonction du second

degré. Si l'on adopte ce point de départ, on est conduit, par

une deuxième voie, à la forme générale des équations de la

Dynamique résultant de l'emploi de l'énergie d'accélé-

rations S.

Kniin, nous avons ajouté à l'Ouvrage un paragraphe sur

la similitude en Mécanique et la construction des modèles :

on sait (jn(3 cette théorie, dont les principes ont été posés par

Newton, a été développée par Joseph Bertrand dans le

XWÏf^ ("ahiei- du Journal de L'École Polytechnique.

J'adresse, en terminant, tous mes remcrcîments à

(') Nfius devons ce renscigncmenl ;i une cninrnuni< ation île M. If l'rofesï-iiii

M:iyrr. i\c Leipzig.
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.M. Uaullioville, à M. Padé, qui m'ont sij^iialé diverses

corrections ou modifications importantes, et à la maison

(iautliier-\ illars dont la perfection en matière typogra-

phique se main lient toujours au premier rang-.

La mort de M. Montreuil, le sympathique et dévoué chef

des ateliers de l'imprimerie, est venue attrister la fin de

Timpression de ce Volume : qu'il me soit permis de donner

ici un dernier souvenir à sa mémoire.

Paul Appell.

1" octobre igoo.
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.'{|3. Géométrie des masses.— La lliéorie des moincnls frincrtio,

la lliéorie du centre de gravité et celle de raltraclioii cmprunleiil

à la Mécanique la seule notion de niasse. IMusieiirs auteurs, no-

tamment Carnot (^Géométrie de position) et (>liasles [Aperçu

historique, p. aao), ont proposé de rattacher ces théories à la

(ïéomélrie. Mais on fait actuellement rentrer ces queslions dans

un chapitre spécial de la Mécanique, auquel on a donn('' le nom
de Géométrie des masses [voir H.vton de la Goupillièhk, Jour-

nal de l'Ecole Polytechnique, XXXVII'' cahier, et lieiue géné-

rale des Sciences pures et appliquées, 4'' année, p. '66~\ i8()3).

Les théories qui constituent la Géométrie des masses ont toutes

pour objet l'étude de sommes de la forme r/»y(.r, ;', «), étendues

à un ensemble de points matériels do masses m cl de coordotini'cs

.V., II. I
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.r, j\ :. l'ar oxoniplc, clans la ihéoiie du centre de gravité,

figurent les sommes obtenues en prenant pour y(^, y, z) une

fonction linéaire dos coordonnées, sommes qui se ramènent à trois

La théorie des momenls d'inertie, créée par Huygens, se rap-

porte aux sommes obtenues en prenant pour /(:c, j)', ;;) une fonc-

tion entière du second degré des coordonnées, sommes qui se

ramènent à six -ni.v-, ^nij-, ^niz-, Ymjz, S/ns^r, Sm^j".

I - DÉFINITIONS ET EXEMPLES.

311. Définitions des moments d'inertie. — Quoique, dans les

applications, on ne rencontre que les moments d'inertie par rap-

port à des axes, il est utile d'introduire les définitions suivantes.

Etant donné un svstème de points matériels, on appelle :

1" Moment d'inertie par rapport à un plan, la somme des

produits obtenus en multipliant la masse m de chaque point par

le carré de sa distance o au plan, 2m o-
;

2° Moment d'inertie par rapport à un axe, la somme des

produits obtenus en multipliant la masse m de chaque point par

le carré de sa distance/" à l'axe, 2!/?i/-; on désigne ordinairement

ce moment par MA"-, où M est la masse totale du système : k est

alors appelé le rayon de gyralion du système par rapport à l'axe

considéré;

3" Moment d'inertie par rapport à un point, la somme des

produits obtenus en multipliant la masse de chaque point par le

carré de sa distance au point.

Par un point O faisons passer trois axes rectangulaires x, y, z.

Les momenls d'inertie par rapport aux trois plans coordonnés

sont
"Lnix-, Irny-, I.mz-;

les moments d'inertie par rapport aux axes,

^ ni( j--{- z- ), I. ni(z--^ x^), I.ni( x--\- y-);

enfin, le moment d'inertie par rapport au point O a pour valeur
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Des expressions ci-dcssiis i('siill(nt Icn lln-orèincs suivants :

a. Le moment (/'i/ie/(ie />ar nipi>(>il à un axe est l'-'^al à la

somme des moments d'inertie par rapport à di-ns plans rec-

tanp^itlaires passant par cet axe.

b. Le moment d^ inertie par rapport à un point est é<j;al à
la somme di-s moments d'inertie par rapporta trois plans rec-

tangulaires passant par ce point, ou à la somme des moments
d'inertie par rapport à un plan et une droite rectangulaires

passant par ce point.

4" Produits d'inertie. — Les géomèlres anglais appellent

ainsi les sommes iV;?j';, S/?? ::x, i]/>?a:jK, qui se ramènenl imnié-

cliaUnienl aux moments d'inertie. Menons en eiïci les plans bis-

secteurs P et P' des dièdres formés par les plans ^O^ et zOy,
plans cpii ont pour équations x -\-y =i o., x — .»' = o, puis appe-

lons et S' les dislances du point de masse m et de coordonnées

x, j»', z à ces deux plans. Nous avons

(.r — r»'

^nixy = - (i/no-— X mr,'-),

relation dans laquelle les deux termes du second membre sont des

moments d'inertie.

315. Systèmes continus. — Pour calculer les moments d'inertie

d'un corps continu, d'une masse métallique, par exemple, on la

suppose décomposée en éléments de volumes infiniment petits di^

dont les coordonnées sont x, y, z et la masse m = or/r, o dési-

gnant la densité du volume élémentaire dv. Alors, une somme

leUc c[ue'Emx- oiiI,myz devient une intégrale triple / / / ox-dv

ou
I

z )zdv étendue au volume considéré.

316. Exemples. — i" Moments d'inertie d'une sphère homogène. —
Soit p la densité. Cherchons d'abord le moment d'inertie |Jt de la sphère

par rapport à son centre; ce moment est une fonction du rayon R; son

accroissement dii, lorsque R prend un accroissement r/R, est le moment
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d'incrlie d'une couclic sphérique de masse /|7:R-po?R |)ar rapport à un

point qui en est à la distance constante l\ {fi^'. 179) : c'est donc

cl'x = /,t:R^P^/Kx R-,

,dR.

d'où, en intégrant entre les limites o et R,

:^ = 4-oRô.

l>e moment d'inertie par rapport à un plan diamt-lral est

3'
-^-'.R3
1 j '

puisque le moment d'inertie par rapport à tous les plans diamétraux est

le même, et que le moment d'inertie par rapport au centre est égal à la

somme des moments d'inertie par rapport à trois plans diamétraux rec-

tangulaires. De là résulte que le moment d'inertie par rapport à un dia-

mètre, somme des moments d'inertie par rapport à deux plans diamé-

traux rectangulaires, a pour valeur

1 = ^u= ^. -? R5= M. ?R2,
3 13 J

M désignant la masse totale - ro R^ : le ravon de gyralion autour d'uub
3 ' '

diamètre est donc

A = R
v/To

•2" Moments d'incrlie d'un ellipsoïde homogène. — Soit

a- b'- c-

l'équation de l'ellipsoïde. Son moment d'inertie par rapport au plan des

ccy est, en appelant p la densité,

= 111 zz-dx dy dz,

l'intégrale triple étant étendue à tout le volume de l'ellipsoïde.
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Si l'on fait le rlianj,'cmcnl ilc vail:il)les

r = a.r\ y — l» y' , z — c z\
on aura

^Lniz"-^ ahc^ fil ^ z"- dr' ily' dz'

;

la noiivcllo inlcgralo liiplc, (-tant étendue au volume <lc la sphère

x'^~ y'- -{- z'^ — I = o

.

représente le moment d'inertie de cette «plière de rayon i par rapport à

un plan diamétral, et a pour valeur —r-s; on a donc

I :> '

cette quantité peut s'écrire enfin

S m z'- = yi^,

M étant la masse --zabc de l'ellipsoïde.

On trouvera de même que les moments d'inertie de l'ellipsoïde sont

par rapport au plan des xz,

MÏ
par rapport au plan desj'j.

M^",

et, par suite :

par rapport aux axes Ox, Oy, Oz,

m!!1±^, yi
'"-:'", M^'-y^v

cl, par rapport au centre,

b-^ -^ c2
M

3° Moment fl'inertie par rapport à son axe d'un solide homogène

de révolution limité par les plans de deux parallèles. — Prenons

d'abord le cas d'un cylindre de révolution de hauteur h et de rayon H.

Gomme dans le cas de la sphère, en donnant un accroissement cfR au

rayon, le moment d'inertie du cylindre par rapport à son axe prend un

accroissement
dx= KH-i-Wh'.dW),
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puisque lous les points de la couche cylindrique dont s'accroît le solide

sont à la distance R de l'axe et que l'accroissement de masse est ai: R h p dR.

En intégrant l'éijalité ci-dessus, nous aurons

ce qu'on peut écrire

iji = - ttR'A p,

^ = .h./, = !î! = m!1!;

le rayon de gyralion est donc R
^.

Soit, en général (Jl^'- i^o), ^ = ?(^) l'équation de la méridienne de la

surface de révolution dont l'axe est O •:. Décomposons le solide en cylindres

élémentaires par des plans perpendiculaires à l'axe; le moment d'inertie

d'un de ces cylindres, de rayon r et de hauteur dz, sera, d'après ce qui

précède,

-T.r*pdz,

et, si Zq et zi sont les hauteurs des parallèles extrêmes, le moment d'inertie

du solide aura pour expression

MA-2= ^ f
'

r^dz,

r étant lié à z par la relation

z = o (/•);

on voit que, dans ce cas, le moment d'inertie se calcule par une intégrale

simple.
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II. - THEOREMES GÉNÉRAUX.

IU7. Varicatiou du moment d'inertie d'un système par rapport

à un axe se déplaçant parallèlement à lui-même. — (^elU' v;itia-

lion est iloiiiiéc par le llicorrmc suivanl :

Le moment d'inertie d'un système par rapport à un axe est

égal au moment d'inertie par rapport à un axe parallèle pas-

sant par le centre de gravité, augmenté du produit de la

masse totale par le carré de la distance des deux axes.

Soil AB un a\c quclcoïKjue domié; prenons pour axe des z

l'axe |nirallèle G - passant |)ar le centre de gravité, et soient x = a,

\- = If les équations de l'axe donne AB. Le moment d'inerlie j)ar

rapport à cet axe est

ï r» \( .1- — /i )--\- {y — ^)- 1.

ce qu'on peut écrire

2m(j---r- y-) -^ { a'--^ b-)Zin — 7.aZnix — ib il ni y;

mais les sommes S/nj:, ^niy sont nulles, puisque le centre de

gravité se trouve sur l'axe des z; il reste alors pour expression du

moment d'inertie par rapport à AB,

I.m{x-—y-) -+- (a--+- 0-)^/n,

ce qui démontre la proposition; c<xv '^m[x'- -\-y-) est le moment
d'inerlie par rapport à Gs et (a- 4- b-) le carré de la distance des

deux axes.

Soit I le moment d'inertie par rapport à AB, I^; le momeni par

rapport à l'axe parallèle passant par G, d la dislance de ces deux

axes; on a I =; I,;-!- M'/-. Soil de même 1' le monu-nl d'inerlie par

rapport à un axe parallèle à la même direction, mais situé à une

distance d' du centre de gravité; on a 1'=: 1^+ Mr/'^ ; d'où, en

retranchant,
I — r= M(d^— </'),

formule fjui perniel de calculer I', connaissant I el la position du

centre de gravité.
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Il rôsullc du ihéorcnu" I = lp, -hMr/- <iuc, de tous les ^xes

parallèles à une dircclion donm-e, celui pour lequel le moment
d'inertie est minimum passe par le centre de i^ravité. Tous ceux

pour lesquels ce moment a la même valeur cngendient un cylindre

de révolution dont l'axe passe par le centre de gravité.

On démoulre de niènic que :

Le moment iVinertie ci'un système par rapport à un plan

est égal au moment d'inertie par rapport à un plan parallèle

mené par le centre de gravité, augmenté du produit de la

masse totale par le carré de la dislance des deux plans;

Le moment d'inertie cVun système par rapport à un point O
est égal au moment d inertie par rapport au centre de gra-

vité G, augmenté du produit de la masse totale par le carré

de la dislance des deux points OG .

3I<S. Variation du moment d'inertie par rapport à des axes

passant par un même point. Ellipsoïde d inertie (Poinsot). — Etu-

dions maintenant les variations du moment d'inertie pris par rap-

port aux diverses droites issues d'un point O {/ig- i8i). Prenons

l'ig. i8i.

ce point pour origine et soient a. ^, v les cosinus directeurs d'une

droite Oo. Le carré de la distance mp d'un point x, y^ z k cette

droite a pour valeur KJ m- — Oyo-, c'est-à-dire

ce qui peut s'écrire

OU, en développant,

r^z= a2(^2_^ Z-) -+- 'i'^i z--\- x'^
)

-f- Y" ( -Z"- -I- j'- ) — 2 'i'i yz — 2 ya zx — 2 y-'^xy,
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tToù r('->iill<' |iuiii' le iiioiiinil il III* rlic hi \iil<-ni-

Iw»/-!^ a^i:m(jî-t- ;*;-+- ;i2
V ,„ ( ^2 _j_ j,.î

^

-f- Y* - 'n ( -r' -- /* ^
'^- ?'( - "' J>'- — 2 ;-x ï /« c.r - -2 a^i ï //» ./j'.

Imi (I('si;;ii;iiiI |i;ir A. I), ( .. I), I-, I" les xdiimcs toiislaril(-< (iiii

tiilrciil (Lins la Idiniiilc ci-dc^siis, lujiis olilrnoiis

( I )
1 ni/-^ = A ai -4- I? 32 -i- C Y*

— •>- D ^y— 7. li Y^ — ' 1' ^3.

Lrs conslanlcs A, H, Ci sont les inoinciils (J'iiiriiu' |iiir r.'i|i|i()il

aux axes do coordonnées : I), 1*^, 1* sont les proilnils diniTlic.

Pour inlerpiéler i;éoinclri(|ncnienl le résullal aufjuel nous ve-

nons (1 arriver, portons de |iarl el d autre de O, sur cliaque droiti;

Oo, une longueur OP, telle que —p = y/Sm/"-, el cherchons le lieu

du point P(\, Y, Z). Nous avons tout d'ahord

"^
o V Z I ^ „

" = ôr>' '^ = 7Tp' '
= rjF

^''''
ôp-^

=-""•

en porlanl ces valeurs dans réqualion (i), il nous vient

(2) I = AX2-+- BY^-;- CYJ— 2DYZ — 2KZX - 2l\V,

équation dune surface du second ordre. Celle suifacc, qui a l'ori-

gine pour centre, est nécessairement un ellipsoïde; le ravon vec-

teur OP est, en efTet, toujours réel el fini, pui-qu'il a pour valeur

— et que le moment d'inertie est toujours posilil. 11 n'v aurait
/- nir-

exeeption que j)Our le cas où tous les points matériels du syslèmr

seraient en ligne droite avec le point O : dans ce cas, le moment

d'inertie par rapport à celle droite serait nul, et l'ellipsoïde se

réduirait à un cvlindre de ré\olulion autour de celte droite.

L'ellipsoïde dont l'équation vient créire étahlie a reçu le nom

d^elli/>sou/e d'inertie ; ses plans el ses axes de symétrie se nomment

plans principaux el axes principaux d'inertie relatifs au point

considé-ré. L'elli|isoïde d'inertie relatif au centre de gravité est

Vellipsoïde central d inertie. En générai, il nv a donc que trois

axes principaux d'inertie relatifs à un point ; si lellii^soïde d'inertie

est de révolution, il v en a une infinité dans le plan de récpiateur;

s'il est une sj)hére, tout axe passant paile point est principal pour

ce |)oint .
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Une fois l'ellipsoïde dinerlie relatif au point O tracé, le mo-

ment d'inertie par rapport à un axe Oo est —r—
- P désiirnant le

point où Oo perce rellipsoïdc. De tous les axes menés j)ar O,

celui qui donne le plus petit moment d'inertie est donc le grand

axe de l'ellipsoïde.

319. Conditions pour que l'axe Oz soit principal pour le point O-

— Cherchons la condition pour que lun des axes de coordonnées

O- soit axe principal dinerlie par rapport au point O. Il faut

pour cela que Téqualion de l'ellipsoïde d'inertie ne contienne pas

de terme du premier degré en z, c'est-à-dire que I on ait

ou bien

(3)

D = o.

Z ma'z =; o.

L'axe des z étant axe principal d'inertie pour le point O ne le

sera pas, en général, pour un autre point O' de sa direction, situé

Fis. i82.

à une cote 00= h. Pour exprimer que O:; est aussi un axe prin-

cipal en O', on devrait, d après ce qui précède, joindre aux équa-

tions (3) les conditions nouvelles

<4) I. my ( z — /i I = o. A I := o.

obtenues en portant l'origine en O'. En les combinant avec les

premières, ces équations se réduisent à

i. m j" = o.

équations qui expriment que O :; passe par le centre de gravité.

Si celte condition géométrique est vérifi-^^e, l'axe des z sera axe

principal d'inertie })our un point quelconque de sa direction et en
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parliciilicr pour le ccnlrc de gravite, car les conditions (jiie nous

venons de trouver sont alors vérifiées, quel que soit A; d'où ce

lliéorème :

Théorème. — Un axe principal d' iiirrtic relu lif an centre

de gra\'ilé est axe principal d'inertie /)uur l'un r/t/rlconr/ue

de ses points. Invcrscnicnl, si un axe est principal jiour deux

de ses points, il l'est pour tous et passe par le centre de gravité.

Il est évident que, si un solide homof^ène admet un phtn de

symétrie, ce plan est piiiicip;il pour chacun de ses poiuis, car,

en prenant ce |)lan jinur plan des xy
.,
on a, quelle que soit

l'origine,

^/n.rz = o, Z/nyz = o,

z prenant des valeurs deux à deux égales et de signes contraires.

3!20. Remarque. — Un ellipsoïde quelconque ne peut pas tou-

jours être considéré comme un ellipsoïde d'inertie. Si l'on rap-

porte, en effet, à ses axes un ellipsoïde d'inertie, son équation

devient
AX2-t- BY2-+- CZ2= (,

où A, B, C sont les moments d'inertie

A = yi/ni y--h z- ). B = I.ni( z-^ T-), G = i m(j- -+-.)-

'

par rapport aux trois axes ; et l'on voit immédiatement c|ue l'un

quelconque d'entre eux est au plus égal à la somme des deux

autres. Par exemple, lorsque lellipsoïde d'inertie est de révolu-

lion, il peut être aussi allongé qu'on le veut; mais s'il est aplati.

son aplatissement est au plus égal a -——

—

v>-

Si le solide est une plaque d'épaisseur infiniment petite, située

dans le plan des xy, l'un des axes [)rincipaux est O:; par raison

de svmétrie : soient Ox et Oy les deux aulres. Alors, c »'lanl nul

.

on a C = A -h B.

On verra, à titre d'exercice, que, pour que reliipsoïde d'inertie puisse

en quelque point de l'espace se réduire à une sphère, il faut que l'cllip-

soïile d'inertie relatif au centre de gravité soit un ellipsoïde de révolution

aplati; il existe alors sur son axe de révolution deux points symétriques

par rapport au centre de gravité, pour lesquels la condition est satisfaite.
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3:21. Problème de Binet. — Tramer l'emeloppc des /'/ans par rap-

port aii.r//iit /s /(• moment d'incrlic d'un système a une valeur donnée

Rapportons le «ystème aux a\cs principaux dincMlie G.r, Gy, Gz de

relli|)soï(le central, c'est-à-dire de l'ellipsoïde d'inertie relatif au centre

de irravité, et soient Ma-, INI 6-, Mc^ les nioments d'inertie par rapport

aux trois plans coordonnés.

Le moment d'inertie par rapport au plan

u .r -\- Vy -^ w z -{- i = o

a pour valeur

„ ni ( ;/ .r -i- (" K -i- "' ^ -^ 1
)"-

1 mr- = 1 '-

•

U'--T- V'-^- »-

En développant cette expression et remarquant que, d'après le choix

des axes coordonnés, les six sommes S/?/.r, Zmy, I.mz, I,mj'z, I.mz.r,

I.nixy sont nulles, on devra avoir la relation

uKyia^--{-v'.Mb-'-^ »'2.Mc2-^M
M Â -' = ^ : ^ ,

qui devient sous forme entière

u- ( a- — /.- ) -^ v- (b-— k- ) -!- »'- ( c-— A- )
-î- I = o.

C'est l'équation tangentielle de la surface du second ordre

-r>2 t2 -2

(') /2 hi-k-2 c^—kl

Lorsqu'on fait varier le paramètre k, les surfaces représentées par cette

équation restent homofocales. Gomme elles doivent être réelles, il faut

que A- soit supérieur à la plus petite des quantités a-, 6^, c- : c^ par

exemple; il en résulte que le plan pour lequel le moment d'inertie est

minimum est le plan des xy.

Par un point 0\x'
, y\ z') de l'espace, il passe trois de ces surfaces :

les valeurs du paramètre k-, relatives à ces trois surfaces, sont les racines

^^5 ?^) 7" de l'équation du troisième degré

/ ^
^' y'- ^'~

a'-~-k'- ' b^—k-^ ' c'-—k-^

Les trois surfaces homofocales qui passent par O' se coupent à angle

droit; on a alors le théorème suivant :

Les plans principaux d'inertie relatifs au point 0' sont les plans

tangents aux trois sur/aces homofocales (ij qui passent par ce point;

et les moments d'inertie par rapport à ces trois plans principaux sont

Ma"î, INI 32, ."NIv- a-, P-,
-'2 désignant les racines de l'équation (2).
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La (Icriionstratiou léMillc du i iipiiioclieiiieiil ilcs di-iix fiiits suiN;itit< :

1° L'eiivt'Inppe dos plans |»as-anl jiar O' par rapport auxquels le iiMunL'iil

d'inoitio du système a une viliur dunmr M/-', f«.i le cône de soniinet O'

ciicon'ioiit à la surface (i). Cette enveloppe est un véritable cône tant que
la surface (i) ne passe pas par O', c'est-à-dire tant «[ue k- n'a p.is une des

valeurs a-, p*, -;"*• Mais, si A'^ a l'une de ces trois valeurs, la suifacc (i)

passe par O' et le cône circonscrit de sommet O' devient un pian double

confondu avec ie plan lan^'cnl à celle surface en <> .

2° Cherclions directement l'enveloppe de ces mêmes plan-, en prenant 0'

pour origine, et pour axes, O'xi^i j,, les trois axes principaux d'inertie

relatifs à O'. Soient J\,Y\, -i les coordonnées d'un point du système,

les moments d'inertie par rapport aux trois plans principaux relatifs à O'.

Le moment d'inertie du système par rapport au |ilan ux^-r- vy\-T- ^vz^=^ o

passant par O' est

»--(-<•--;-(»•- n- ^- i-'-
-k- iv^

Si k- doit rester constant, on a

//-! x'\ — /.-
)

-+- c'-( 3/ — /.-) -H ir-( YÎ — /-
I = o:

le plan enveloppe alors un cône dont l'équation e>l

C'est là un véritable cône tanl que k^ n a pa> une des ^a!eurs a'j, 3f, yî

-

|)0ur /i- — af par exemple, le cône se réduit au pian double x\ =^ o, c'est-

à-dire à l'un des plans principaux relatifs au point O'; de même pour

k" = Pj, /.-= Y?î on a les deux autres plans principaux relatifs à 0'.

Comme, dans la première façon de raisonner, nous avons trouvé que le

même cône se réduit à des plans doubles seulement quand k- est égal

à a-, p* ou Y') ' f'iul que aj, ^j, Yi soient égaux à a-, 3^, Y"! comme nous

avons trouvé, de mémo, que ces plans doubles coïncident avec les plans

tangents aux triiis surfaces bomofocales passant par O', il faut que ces

plans tangents coïncident avec les plans |)rincipau\ d'inertie relatifs au

point O', Xi = o, ^1 = o, -1 = o.

Le théorème est donc di-minilré.

'.Vtl. — Lieu des points <»' tels que le moment d'inertie par rapport à

l'un des axes principaux relatifs à o ait une valeur donnée M /r. —
Sup|)Osons que le moment d ineiiie par r;t|q>orl à l'axe principal U'cj ait

pour valeur M/;-, on ;iiiia

M^:-•-^ M 32= .M/*-.
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Or a-, p-, Y" sont les racines de l'équation (2); écrivant cette équation

sous lornie entière, on a pour la somme des racines

a'-t- 3--i-
i- = T'--^y--+- z'-^ (1^-+- b--\- c-,

d'où, en faisant

Y-!
= /-'i

-i- «2 -^ ^2 _u c'^—pi.

En e\|)iiniant que 7* est racine de l'équation ('2), on a l'équation du lieu

t'2r

c'est une surface du quatrième degré coupée, suivant des coniques, par les

plans coordonnés, identique à la surface des ondes de Fresnel.

(Voyez Clebsch, Journal de Crelie, t. S"; O. Hesse, Vorlesungen

ûber analytische Géométrie des Baumes; Darboux, jYote à la Méca-

nique de Despeyrous).

323. Détermination expérimentale des moments d'inertie. — Nous

verrons plus loin comment la théorie du pendule composé permet de déter-

miner expérimentalement un moment d'inertie. Bornons-nous à indiquer

que MINI. Brassine {Comptes rendus, t. XGV, p. 44^), Marcel Deprez

(ibid. t. LXXIII, p. 785), Joukowski {Bulletin de l'Association fran-

çaise pour l'aiancement des Sciences, 1889, p. i3) ont indiqué divers

appareils pour cette détermination.

Les intégrateurs mécaniques permettent également d'évaluer les mo-

ments d'inertie, comme on le verra dans le Traité de Statique graphique

de M. iMaurice Lévy.

EXERCICES.

1. Calculer les moments d'inertie d'un parallélépipède rectangle homogène, de

dimensions a, b, c, par rapport aux parallèles aux arêtes menées par le centre.

Béponse. — On trouve

6=-f-c- c=-l-a- ar-hb-M > M > M •

12 12 12

2. On considère le volume compris entre deux cjlindres de révolution de

même axe de rayons R et R' et de hauteur commune h. Calculer les moments
d'inertie de ce volume supposé homogène par rapport à l'axe de révolution et

par rapport à une droite perpendiculaire à l'axe et équidistante des bases.

Béponse. — M désignant la masse du solide, on trouve

M R^-t-R'- ,./R=-+-R'= h-
. mC-^^
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3. Pour rcpicsiiilcT la vaii;itioii <lii iikhimiiI d'im-ilie par rappoil ù des axes

paralIOlLS AU, on peut porter, sur rliu(|uc axe,;! partir du point A où il rencontre

un plan fixe perpendiculaire à la direction des axes, une longueur Al égale au

nionienl d inertie «oriespondanl. Lieu du point 1. ( Paraboloïde de révolution.)

i. Si un solide admet un plan de symétrie matc-riellc, ce plan v-l principal

pour chacun de ses points.

Si un solide admet un axe de symétrie matérielle, cet nxe est principal pour

chacun de ses points.

(La symétrie est matérielle (|uand « lia(|iie élément a même masse (|ue son

synnélriquc.)

5. Dans un létra édre régulier homogène, l'ellipsoïde central <rinertie est une

sphère. (Cela résulte de la disposition des plans de symétrie.)

6. Conditions pour (|ue l'axe Oz soit principal pour l'un de ses points.

I.mxz yLm v:
lieponse. — =- =

l. m X \ m y

( La \aleur commune de ces rapports donne l'ordonnée z du point.)

7. Les axes principaux d'ineitie en un point d'un axe |irin(ipal relatif au

centre de gravité sont parallèles aux axes principaux relatifs au centre de gra-

vité. ( Réciproque.)

8. Étant donné un cylindre «Iroil homogène, dont la hauteur est //, dont la base il

est située dans le plan yOz, et dont les génératrices sont parallèles à l'axe Oz:
soient I^, I , I^ les moments d'inertie par rapport aux axes Ox, O y, Oz, dé-

montrer les formules

Ij = /t / I {x--{- y-) dxdy,

l^= Il
I I

y- (Ix dy -h Y -^' 'j
~ '' / / •^' '^^ ^'>' -+- "T ^)

I +1 -I.4-i4Lû.
•' * j

Les intégrations sont étendues à une section droite. (Resal, Cours de l'École

Polytechnique.)

9. Étant donnée une aire plane, qui est située dans le plan des xy et que l'on

regarde comme un ensemble d'éléments matériels dont le z est nul, démontrer :

1° Que tout axe situé dans le plan de l'aire est principal pour un de ses points

et calculer les coordonnées de ce point;

2" Que le moment d'inertie par rapport à Oc est égal à la somme des moments

d'inertie par rapport à Ox et O y.

10. Moments d'inertie des surfaces de résolution par rapport à l'axe. — Si

l'équation y — /(x) représente la courbe méridienne, tracée dans le plan des xy
et rapportée à l'axe de révolution comme axe des x, le moment d'inertie de la

surface engendrée, par rap| ort à cet axe, sera donné par la formule

I = 2 -pi / y^ds,
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• >ii £ représcnio Popaisscur constante de la surface ni.ilciicllc supposcc iiiliiiinicnt

mince et où o est la donsilé constante de la couclic.

Surface latérale du tronc de cône. — Si /• et /' «ont les ra\uns des deux

liascs du tronc, on a

M

C(dutte s/i/icri>jiie ilc raymi lî cl de ii.uiUur II

I = Mil (^11 -
-'

11. MoDwnts d'inertie des solides de ré\-olittion par nipjiorl à l'axe. —
Tronc de cône. — Soient /• et /' les rayons des deux bases du tronc, ou a

1 = — .M

Segment sphcriijue à deux bases. — Soient /• et /•' les raj'ons îles deux bases

du segment, Il sa hauteur et \\ le rayon de la sphère, à lai|uelle il appartient,

«m trouve

1 = y\o ~? '1 [ 20 I'.' H- -h 1 5 ( /- + r'- )2 _ 3 II'
I

.

( DosTOR, Arc/u\\ de Griinert.)

\1. On considère un point lixc O et un axe variable Oo passant par ce point.

On mène un plan P perpendiculaire à OS. à une distance de égale au rayon

de gyration d'un S3'stème matériel autour de 5. Enveloppe du plan P?

(Cette enveloppe est un ellipsoïde, Clehscii, Crelle. t. 57.)

l.i. Soient

/(^)=( )(- ,)...{.

une équation de degré /y par rapport à une variable imaginaire z; -,, z.^, .... z,,

ses racines. Représentons ces racines, suivant la mélhode de Cauchy, par des

points sur un plan; regardons ensuite ces points comme des points matériels

ayant l'unité de masse; enfin convenons d'appeler points centraux d'ordres

successifs 1,2, 3,... les racines des dérivées successives /'(s ),/""( c ), /"'"(s ), ....

On a alors les théorèmes suivants :

Le point central d'ordre (p — 1) est le centre de gravité du système donné;

La droite qui joint les deux points centraux d'ordre {p — 2) est dirigée sui-

vant le grand axe de l'ellipsoïde central d'inertie du système.

Si l'on appelle A et B les rayons de gyration autour des deux axes principaux

d'inertie relatifs au centre de gravité et situés dans le plan du système, la diflé-

rence A- — B- est égale à (p — i) fois le carré de la demi-distance des points

centraux d'ordre
{
p — 2 ).

Pour que .\ = B, il faut et il suffit que ces deux derniers points coïncident.

( Luc.\s, Bulletin de la Société mai/iémaliqae, t. W, p. 10 et 17.)

l'i. Quelle forme faut-il donner à une masse homogène donnée M pour que son

moment d'inertie par rapport à un point donné soit minimum'/

Béponse. — La forme d'une sphère de centre 0.
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15. Klanl donné un système de points, étudier le cnnnpiexe fi.rnié par les axes

par rap|)orl auxquels le monjcnl d'inertie a une valeur donnée M<y-.

lieponse. — Kn prenant les notations du n" 3"21, on trouve un complexe du

second ordre formé par les droites par ksi|uclles un peut mener à la surface

; H ; -\ ; -h I = O

a._9: ft:_7: ^,_r
2 2 2

les plans tangents rectangulaires.

IG. Étudier de même le complexe formé par l'ensemble des axes principaux

relatifs aux dilTérenls points de l'espace.

(Complexe formé par les normales à une famille de surfaces du second degré

homofocales.)

17. Les droites du complexe précédent, qui passent par un prdnt O', forment

un cône; trouver le lieu des points pour lesquels les génératrices de ce cône sont

des axes principaux.

( Lieu des pieds des normales menées de O' aux surfaces homofocales.)

18. Trouver le lieu des points pour lesquels les ellipso'i'des d'inertie sont de

révolution.

(Il faut que l'équation (2) de la page 12 ait deux racines égales; on trouve

une ellipse et une hyperbole situées dans deux des plans principaux relatifs au

centre de gravité.)

19. Dans un ellipsoïde d'inertie, le plus petit des demi-axes est supérieur ou

égal à la distance du centre à la droite qui joint les extrémités des deux autres.

A., H.
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CHAPITRE XVIII.

TllÉOllÈMES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT

DES SYSTEMI^S.

324. Indication de la méthode. — Gomme nous l'avons déjà

fait en statique, nous regarderons un s^'sLème matériel quelconque,

formé de corps solides, liquides, gazeux, comme composé d'un

très grand nombre de points matériels assujettis à certaines liai-

sons. Un corps solide, par exemple, est un ensemble de points

assujettis à rester à des distances invarial)les les uns des autres.

Les théorèmes généraux s'obtiennent en supposant qu'on ait

écrit les équations du mouvement de ces dillérents points maté-

riels et qu'on en fasse des combinaisons.

I — THÉORÈME DE LA PROJECTION
DES QUANTITÉS DE MOUVEMENT OU DU MOUVEMENT

DU CENTRE DE GRAVITÉ.

32o. Forces intérieures et extérieures. — On appelle forces

intérieures à un système les actions mutuelles des différents

points du système; ces actions sont deux à deux égales et direc-

tement opposées, d'après le principe de l'égalité de l'action et de

la réaction. Par exemple, si un point m du système en attire un

autre m! avec une certaine force, inversement m' attire m avec

une force égale et opposée.

Les forces autres que les forces intérieures que nous venons de

définir s'appellent yb/'ce5 extérieures.

Soient a;,, j',, 5,, Xi^ y.^, z-,, ..., ^/<, J)'«i ^n les coordonnées

des divers points du système dont les masses sont /«( , wz2, . . .; nia-

Si nous considérons l'un quelconque de ces points de masse m et

de coordonnées x^ y, z, nous pouvons partager les forces appli-

quées à ce point en deux catégories : i" celle qui comprend les

forces intérieures agissant sur m; nous appellerons X,, Y/, Z, les
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|)ro)CClii)iis crime de ces loices; 2' celle (|iii comprend les forces

cxlérleuies agissant sur ce même point; nous uj)|)ellerous X^, Y^,

'Le les projections d'une de ces forces. Les écjualions du niouve-

raent du j)oinl m sont alors

m-i- = IX,-^ ï\,.

il) < m-^ -i^. + lV-.

1 iii-

où les signes - signilienL ([u il fdul (aire la somme des projections

de toutes les forces intérieures ou extérieures appliquées à f/i.

320. Démonstration du théorème. — Supposons écrites ces

équations pour tous les points du système, et ajoutons membre

à membre les équations relatives à Taxe des x, il viendra

rf-.rXm -r- = li: \,-r- XI \,.

le signe 1- indicpiant que la st)mme est étendue à toutes les force»

agissant sur les divers points du système. Or, en vertu du prin-

cipe de l'égalité de l'action et de la réaction, les forces intérieures

sont deux à deux égales et opposées; la somme ISX, de leurs

projections sur l'axe des a: est donc nulle, et l'équation précé-

dente se réduit à

on aurait de même

d'.r
Z/n-y—^ SIX,,;

dt^

Ces équations peuvent s'écrire

i^H-:^;)-^^^^'

u. '-^^-(-^,;
dr

dt

dz

.(,„;Jjj
= ..z,
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elles donncnl l'expression analjlique du (hcorcmc des quantités

de mouiemenl projetées.

Tm^.ouk.ME.— La dérivée, par rapport au temps, de la somme
des projections des quantités de mouvement des points du sys-

tème sur un axe Jixe quelconque est égale à la somme des pro-

jections des forces extérievres sur cet axe.

l\ir exemple, si SwXf.= o, on a

„ d.TSm -=- = consl.
dt

Ces mêmes équations (2) sont susceptibles d'une autre inler-

prélation : en désignant par M la masse totale -m et par ^, -^i, î^

les coordonnées du centre de gravité du système, on a

M^ = Zmx,

cl'-x

M-f, = 'Zmy, M^ = Zm.-,

dt^ dt^- dt- df^

^,dK ^ d'-z
^^ -tt" = s m -y-

:

di^ df-

les équations (2) peuvent donc s'écrire

(3j mÏ,; =2: IX,,, \\ ? _ vv 7 •

jfi -^^ '- dfï
" ' des-

sous cette forme elles expriment la propriété suivante :

Théorème. — Le centre de gravité du système se meut comme
un point matériel qui aurait pour masse la masse totale du

système, et auquel seraient appliquées des forces égales et

parallèles aux forces extérieures.

Ce théorème, dont nous avons déjà fait usage, a, entre autres,

cet intérêt qu'il donne une réalité à la théorie du mouvement d'un

point matériel. Il a reçu le nom de théorème du mouvement du

centre de gravité. Ce théorème a été indiqué par Newton dans

des cas particuliers.

327. Exemples.— 1° Pas de forces extérieures.—L'hjpothèse

la plus simple qu'on puisse faire est que le système n'est soumis

à aucune force extérieure; le centre de gravité est alors animé

d'un mouvement rcctiligne et uniforme. Si l'on admet, par
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exemple, que les actions des étoiles sur le système solaire sont

nulles, le centre de i,M-avité de ce sjstème, (|ui est |)la(M' très près

du Soleil, est aniim'' dUn inotivcmenl rectilif^ne nniforinc.

•2° Système pesant dans le vide. — Prenons maintenant un

système de points pesants lancés dans le vide; ([uelles f|ue soient

les déformations et les liaisons intérieures du système, le centre

de gravité décrit une paraixde d'axe vertical; en elTet, les diverses

forces exlt-rieures sont verticales; transportées au cenlie de gra-

vité, elles ont pour résultante S/??,c=M^; le centre de gravité

se déplace donc comme un point |)esanl de masse M. Par exemple,

si une bombe est lancée dans le vide cl éclate à un certain

instant, le centre de gravité des fragments continue à décrire la

même parabole, car les forces développées par l'explosion sont

intérieures. De même, si un être vivant est lancé dans le vide

sous laction de la pesanteur, son centre de gravité décrit une

parabole et les efforts musculaires qu'il peut faire ne modifient

pas la trajectoire du centre de gravité, car ces elForls sont des

forces intérieures.

3" Attraction proportionnelle à la distance. — Soit encore

un système de points matériels attirés par un centre fi\e O pro-

portionnellement aux masses et aux distances /". Les forces exté-

rieures sont les attractions centrales yV;?/'; trans|)ortons ces forces

au centre de gravité G : nous avons vu en Statique que la résul-

tante de ces forces est dirigée suivant GO et a pour valeur

y. M. GO; le centre de gravité se déplace donc comme un point

matériel attiré par O proportionnellement à la distance; il décrit

une ellipse ayant O pour centre.

Remarque. — Dans les deux derniers exemples, nous avons

pu trouver le mouvement du centre de gravité, sans rien connaître

des liaisons et des forces intérieures : cela tient à ce que, dans ces

cas, les seconds membres des équations (3) ne dépendent que de

Ç, r, , "C. On peut alors efTecluer l'intégration de ces équations sans

connaître les autres é([uations du mouvement. En général, il n'en

sera pas ainsi ; les seconds membres des é(|uations (3) dépen-

dront des coordonnées de tous les points du système et ces équa-

tions ne donneront qu'un renseignement sur le mouvement. Ce

cas se présente, par exemple, dans le problème du mouvement

de deux points s'attirant l'un l'autre, cl attirés par un centre fixe
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siiivanl la loi de ?Sc\vlon; la rôsiillante des forces exlérienres an

système des deux points transportées au centre de gravité dépend

des coordonnées des points el ne dépend pas seulement des coor-

données du centre de gravité.

4" Marche (Delaunay, Mécanique). — Comme nous venons déjà d'en

donner un exemple, le ihcorème du mouvement du centre de {];ravité

s'étenti au\ êtres vivants. I^a volonté met en jeu des actions musculaires

qui sont dos forces intérieure*, deu\ à deux égales et opposées, et qui

n'ont aucune influence sur le mouvement du centre de gravité. Aussi

n'est-ce qu'en réagissant sur des corps extérieurs qu'un être vivant peut

modifier le mouvement de son centre de gravité. Imaginons, par exemple,

un observateur debout sur mi plan de glace horizontal parfaitement

poli : les forces extérieures agissant sur le corps de l'observateur sont

des forces toutes verticales, le poids et les réactions normales de la

glace. Si l'observateur est d'abord immobile et veut ensuite se mouvoir,

son centre de gravité se meut comme un point matériel d'abord immobile,

sur lequel agit une force verticale : il décrit une verticale fixe; les efforts

musculaires ne modifient donc pas la position de la projection horizontale

du centre de gravité, qui ne fait que s'élever ou s'abaisser. La marche

serait alors impossible; elle ne devient possible qu'à cause du frottement.

Lorsque, sur un sol non poli, un homme, d'abord immobile, avance une

jambe, l'autre tend à reculer pour que la projection horizontale du centre

de gravité ne change pas; mais la seconde jambe ne peut reculer qu'en

glissant sur le sol; c'est alors que se développe une réaction oblique du

sol due au frottement et dirigée d'arrière en avant. Cette réaction, trans-

portée parallèlement à elle-même au centre de gravité, détermine son

mouvement en avant.

5° Recul des armes à feu. — Supposons une arme à feu horizontale de

masse iM : soit m la masse du projectile et jx la masse d'une particule de

poudre: avant la combustion de la poudre, la vitesse du centre de gravité

est nulle; immédiatement après, elle doit l'être encore, car les seules

forces développées sont intérieures, les effets de la pesanteur et des résis-

tances passives pouvant être regardés comme nuls pendant le temps très

court de la combustion. On aura donc, en appelant V, v t\. w les valeurs

absolues des vitesses initiales de l'arme, du projectile et de la particule [x,

MV 1 •!. »' = O,

car les vitesses des particules et du projectile sont évidemment de sens

contraire à celles de l'arme. Le signe "L indique une sommation étendue à

toutes les particules de la charge: comme on ne connaît pas w et que la

masse m' ^= Six de la charge n'atteint pas le quart de m, on peut prendre

p — V
approximativement w égal à la moyenne algébrique on a ainsi
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Tiqualion
V ( 2 M -+- m' ) — {'(ini -H m' ),

qui donne le rapport ilc^ \itosses V et r.

C>° /Crcrricc. — Sur un plan liorizontal parfaitement poli est placé un

brin «le paille rctliligne AH île longueur 2/ et de masse m (Jifi". i83 ): un

iii-ectc M de même masse, regardé comme un pf)int, est d'abord immidiili'

Fig. i83.

6-— A .-(i (; c''
[•;

-•*

en A ; à l'instant / = o, il se met à marcher de A vers B, en avançant le

long de AB d'un mouvement uniformément accélère (AM = «<*); quel est

le mouvement du système?

Les seules forces extérieures étant les poids et les réactions normales du

plan horizontal, la projection horizontale du centre de gravité reste fixe.

De plus, il est évident, par raison de symétrie, que le brin de paille AB ne

peut que glisser le long de sa direction primitive. Prenons cette direction

pour axe Ox, appelons x et x' les coordonnées du milieu G de AB et du

point M, To, a-'y les valeurs de ces coordonnées au temps / = o. Nous

aurons

Comme
x' ^= X — / -1- at^, x'q = Xo— l,

on a donc

:r = 3*0— -—
• > X =^ Xç, ->r- — •

•y. 1

La réaction du brin de paille sur l'insecte s'obtient immédiatement; en

appelant X celte réaction et écrivant l'équation du mouvement de M, on a

d^x' ^ ..

II. — THEOREME DES MOMENTS DES QUANTITES
DE MOUVEMENT.

328. Démonstration. — Revenons aux équations (i); mulli-

plions la première |»ar — i', la deuxifme par x, et ajoutons, nous

aurons

ëqualioii qu'on peut écrire
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supposons écrites les équalions analogues pour tous les points du

système cl ajoulons-les membre à membre, il nous viendra

mais 2l-(x\,— J'^i) représente la somme des moments de toutes

les forces intérieures par rapport à O^; cette expression est donc

nulle, puisque ces forces sont deux à deux égales et directement

opposées. iSous arrivons ainsi à l'équation

-T- 7 m 4-^^:)=-<-^--^''=').

et nous pouvons énoncer le théorème suivant :

Théorème. — La dérivée, par rapport au temps, de la somme
des moments des quantités de mouvement des points dusystème

par rapport à un axe fixe quelconque est égale à la somme
des moments des forces extérieures par rapport à cet axe.

329. Théorème des aires. — Supposons que la somme des mo-

ments des forces extérieures par rapport à un axe soit constam-

ment nulle; en prenant cet axe pour axe des^, le théorème pré-

cédent devient

(4^
dv dx2m^^^-j^:^) = C.

La somme des moments des quantités de mouvement par rap-

port à cet axe est alors constante.

On dit aussi que le théorème des aires s'applique à la projection

du mouvement sur un plan perpendiculaire à cet axe. Projetons
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les points mobiles ni^, /n-^ ///, . . . sur le |)l;iii ./())- pet iniHli-

ciilaire à l'axe, en />, , />2, ...,/>..., el tlôsi-^injiis |»iir A,, A;,, . . .

,

A, . . . les aires balayées par les rajons vccleiirs 0/>,, ()/>j, . . .

,

0/>, . . . , nous aurons

7. (/\ = X (l

y

— >' il.r

et, par consérpicnl.

L'équalion (4) s'éeril clone

ou, en intégrant

Donc la somme des produits obtenus en multipliant les aires

balayées par les masses correspondantes varie proportionnelle-

ment au temps. La constante des aires, C, est le double de la

variation de S//îA pendant l'unité de temps.

Si, en particulier, le système n'est soumis à aucune force exté-

rieure, le principe des aires s'applique à la projection du mou-

vement sur un plan quelconque autour d'un quelconque des points

de ce plan : c'est ce qui se présente pour le système solaire si l'on

néglige les actions des étoiles.

Le théorème des aires, quoiqu'il fût une conséquence immé-

diate des principes de Newton, a été énoncé bien après lui par

lùiler, d'Arcy et Daniel Bernoulli (i-j/id).

Application à un être vivant. — Si l'on applique le théorème

précédent à un observateur debout sur un plan de glace horizontal,

on voit que le théorème des aires a lieu autour de tous les points

de ce plan; en effet, les forces extérieures, poids et réactions du

plan, agissant sur l'observateur étant toutes verticales, la somme

de leurs moments est nulle par rapjiort à un axe vertical Oz (piel-

conque : l'écjuation (4) a donc lieu quel (|ue soit le point O dans

le plan horizontal. Si l'observateur est d'abord immobile, les

quantités -j-> -^ sont d'abord nulles : alors C =: o. Lorsque ensuite

robscrvaleur veut se mouvoir, G reste nul : une partie de son
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corps ne peut loiirncr dans un sens sans qu'une autre partie tourne

en sens inverse (Delaunav). Mais il faut remarquer que, malgré

celle coiulilion, robscrvalcur d'iihord immobile sur le plan pour-

rait, par dos mouvements successifs des difTérenles parties de son

corps, se retrouver dans une position finale déduite (en apparence)

de la position initiale par une rotation d'ensemble autour de la

verticale du centre de gravité. La possibilité de tels mouvements

résulte des exemples que nous traitons plus loin, notamment des

exemples 3 et 1 du n" 333.

330. Représentation géométrique des deux théorèmes. — Les

deux tliéorèmes que nous venons de démontrer sont susceptibles

d'une représentation géométrique très simple.

Menons par chacun des points ni du svstème le vecteur qui

représente la quantité de mouvement /?H' de ce point. Tous ces

vecteurs /7ÎC ont une résultante générale Op ayant pour projec-

tions

(p)
dx ch

•'^I]'"i' "^=11'
dz

'di

et un moment résultant Ot, par rapport à l'origine O, avant pour

projections (y/^. i85)

V^ / d^ dy

{<^)

dt

dx2dx
dji

dt

dt

dz\

''dt)'

dx
y —r

' dt

Prenons maintenant les forces extérieures : leur résultante

générale OR a pour projections

(R) X = II\,. Y=ESYe, Z = SvZe,

et leur moment résultant OS par rapport à O a pour projections

Le théorème des quantités de mouvement projetées donne alors

dt dt ~
' dt ~

'
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el le lli('()trmo (les inomenls des (jiinnlili's de ninnvenient

77

= I. = N.

Ces six équations expriincnl que les vitesses des points géomé-

triques 0, T sont, à chaque instant, respectivement égales et

parallèles aux segments OR et OS.

3/{ 1 . Cas particulier où le moment résultant des forces exté-

rieures est nul par rapport au point O. Plan du maximum des

aires. — Dans ce cas, les quanlilés L, M, ]\ sont nulles, le seg-

ment OS est nul. Le point a est fixe et les quanlilés )., ix, v sont

constantes, quelle que soit l'orientation des axes fixes autour du

point O. Le principe des aires s'a[)|)lique alors à la projection du

mouvement sur un plan quelconque P passant par O. Pour voir

quelle est la constante des aires sur ce plan, prenons-le pour plan

Aes xy : nous aurons

TU
— y = V = const.

La constante v est la projection du segment fixe Ot sur l'axe

des s, c'est-à-dire sur la normale au plan P. Ainsi la constante des

aires sur un plan passant par O est la projection de Oa sur la

normale au plan. De là résulte que, parmi tous les plans passant

par O, celui pour le(|ucl la constante des aires est la plus grande

est le plan perpendiculaire à O7; on Tappcllc />/r/// du maximum
des aires. La constante des aires est d'ailleurs nulle pour tout

plan passant par On.
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33!2. Somme des moments des quantités de mouvement des

points d'un corps solide tournant autour d'un axe par rapport à

cet axe. — (lonsidôrons un corps solide lonrnaiiL auluur de

l'axe O- avec une vitesse angulaire co. Soiciil /• et les coordonnées

polaires de la projection d'un point /;?(.r, j^, ;) du corps sur le

plan des xy, on a

/ dy d.r\ r/0

(It

Donc, en appelant INIÂ^^ le moment d'inertie du corps par rap-

port à l'axe de rotation, on a, pour la somme des moments des

quantités de mouvemenl de tous les points du corps par rapport

à l'axe

Z /iir^oj = M A- co,

c'est-à-dire le moment d'inertie multiplié par la vitesse angu-
laire.

333. Exemples. — i° Les extrémités d'une droite matérielle homogène
AB de masse m et de longueur ia peuvent glisser sans frottement sur une

circonférence horizontale de rayon R. Un insecte de même masse m se

Fiir. i8G.

trouve posé au milieu de la droite supposée immobile. A l'instant < = o,

l'insecte se met à marcher le long de la droite AB, de G vers B, en par-

courant des longueurs égales de cette droite en des temps égaux. Trouver
le mouvement du système; calculer l'angle dont la droite a tourné à partir

de sa position initiale quand l'insecte est arrivé à l'extrémité B.

On appellera l'angle que fait avec un axe fixe le rayon vecteur joignant
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le coiilic au milieu C de la droite, /• la (li>tance CM de l'insccle M au

poinl C, /• = »7(t' conslanle). ( Licence, juillet i8gi.)

Le-* forces extérieures agissant sur le système formé par la dniitc et

riuserle sont : i" la pesanteur; ?." les réactions normales de la circonfé-

rence sur les extrémités A et B de la barre. Toutes ces f<jrccs ont leurs

moments nuls par rapport à la verticale O c du point O, car les poids sont

parallèles à Oc et les réactions normales sont dans les plans normaux à la

circonférence aux points A et B, |)lans qui contiennent i)z. La somme des

moments des quantités de mouvement par rapport à i)z est donc con-

stante et, comme elle est d'abord nulle, |)uisque l'insecte et la barre

partent du repos, elle reste constamment nulle. Calculons cette somme;
elle se compose :

1" De la somme des moments des quantités de mouvcincnl des dillérenls

points de la droite par rapport à Oz : comme la droite est un corps solide

tournant autour de (J z avec une vitesse angulaire -j-i celte somme est

/»/.- —1 m k- désignant le moment d'inertie de la barre par rapport

à C> c :

i" Du moment de la quantité de mouvement de l'insecte iM ; comme les

clx
coordonnées polaires de M sont p et a = a^O.M, ce moment est /?jp-

dl
On a donc

dt dt

Or le triangle rectangle COM donne immédiatement

p = \/K-— rt--i- v- 1''-^ a = -f- arc tanj
vt

V/H^.

Substituant dans l'équation précédente et réduisant, on a

r/0

dl

p/K-'— a.2

k^ -H H'^ — «2 _t_ (,2 ^2
•

\ A- -H \\- — a-
arc lang

vt

V/A-2+ R^— aS

Oo désignant la valeur de à l'instant < = o. Les autres équations écrites plus

haut donnent alors p et a en fonction de /. Quand l'insecte est arrivé en B,

on a t-'/ = «; on en déduit la valeur demandée de — 0„.

Déterminons exactement k"-. Le moment d'inertie de la droite AB par

rapport à son centre de gravité C est, en appelant [i la densité linéaire

(masse de l'unité de longueur) et r la distance d'un élément dr au centre,

\x r- dr — 9, Urt' = m-'.
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le niomenl d'iiieilie ni/<- par iap[iort à l'axe 0- ou au |)oiiil est donc
(n';517)

m -:^ -+- m OL ,

donc

3

A2 ^ ir- _

Si, à un moment quelconque, l'insecle s'arrête sur la droite, le système

tout entier devient immobile, car, s'il ne le devenait pas, la somme des

moments des quantités de mouvement ne serait pas nulle.

2° Une feuille de papier est posée à plat sur un plan horizontal parfai-

tement poli sur lequel elle peut glisser sans frottement; un point ,0 de

cette feuille est fixe, de telle façon que la feuille ne peut que tourner

autour de O en restant sur le plan; c'est ce qui arriverait, par exemple, si

la feuille était traversée par une épingle piquée en O dans le plan hori-

zontal ; enfin sur la feuille de papier est tracée une circonférence de rayon a

passant par (y?^. 187, I et II ).

Le papier étant immobile, un insecte est posé sans vitesse sur cette

circonférence au point A, diamétralement opposé à O. A l'instant t = o,

Fig. 187.

3/
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le syslèinc pail du repos la coiislanle des aires esl nulle. Ou a ainsi

L'insecte lournanl dans un sens aulour de O, le papier devra tourner en

sens contiaiic. Calculons la somme des moments des quantités de mou-

vement. A riiislant f {fig. 187, II), l'insecte est en M; appelons /• et

ses coordonnées polaires, étant sup|»osé positif. Au même instant, le

diamètre issu de O a pris la position OA' faisant avec Ox un angle négatif

que nous appellerons — a, de sorte que a désigne la valeur absolue de

l'angle xQiS! . Le moment de la quantité de mouvement de l'insecte

est mr--r\ la soinine des moments des quantités de mouvement des
dt'

'

(U . .

divers points du papier esl — I > I désignant le moment d'iiierlio du papier

par rapport a Oc, car la vitesse angulaire du pa|)icr est y • On a donc

l'équation

(')
dW

dl

di

dt

11 faut exprimer que l'arc de circonférence A' M parcouru par linsecte

esl égal à vt : on a ainsi, puisque A'OM = -1- a,

{?.) -laiO -^ 7.) — it. H-a — lt,

en posant pour abréger /. = D'autre part le triangle rectangle A'OM

donne

( 3 )
/• = 'i rt cos ( -i- a ) = '2 a eus / /

.

Remplaçant, dans (ij, / par celte valeur et a par 1( — Û, on a

df) = Idf

En écrivant

I -I- [ICOf^-lt

dlansA (

1-1
= i ma-

./o =

on a, par l'intégration,

(4) =

I H- ;JL -T- tang- A /

v/^

aro tans
langÀ/"]

7r+- [ij

sans ajouter de constante, car, pour / = o, = o. On a ainsi en fonc-

tion de /; en remontant, les équations (3) cl (2) donnent /• et a en fonction

de /. Le mouvement est donc connu.
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Cherchons quel est le temps T que met l'insecte à arriver en O, et

quelles sont les valeurs correspondantes de et a. Alors, d'après (2) et (4),

0-ha = XT = -,

=
/^

L'insecte continuant à tourner sur le cercle, le papier continue à tourner

en sens contraire de l'insecte.

3° Dans l'exemple précédent, le point O de la feuille de papier est fixe.

Mais on peut réaliser un mouvement de rotation du même genre sans

fixer aucun point, par le procédé suivant. Supposons une feuille de papier

dont le centre de gravité est O pouvant glisser sans frottement sur le

plan horizontal et traçons sur ce papier {Jig. 188) deux circonférences

égales tangentes en O. Imaginons deux insectes de même masse — , d'abord

posés aux points A et Aj diamétralement opposés à O, puis se mettant à

Fig. 18S.

marcher sur les deux circonférences avec la même vitesse v dans le même
sens de rotation, de façon à occuper, à un instant quelconque, deux posi-

tions M et M, symétriques par rapport au point du papier.

D'après le théorème du mouvement du centre de gravité, le point O,

qui est le centre de gravité de tout le système, reste fixe puisque les vi-

tesses initiales sont nulles; la feuille de papier tourne alors autour du
point fixe O en sens contraire du mouvement de circulation des deux
insectes et les équations de ce mouvement sont identiques aux précé-

dentes, si l'on suppose, comme nous l'avons fait, que chacun des deux

insectes M et Mj a la moitié de la masse de l'insecte unique de l'exemple

précédent.

C'est par un procédé analogue qu'un observateur debout sur un plan de

glace parfaitement poli pourrait arriver à se retourner : il suffirait qu'il

élève ses deux poings en les plaçant symétriquement par rapport à la ver-

ticale Oz du centre de gravité du corps, puis qu'il leur fasse décrire deux
cercles dans le même sens de rotation en les maintenant toujours symé-
triques par rapport à Oz; le corps tournerait autour de Oz en sens con-

traire et arriverait, au bout d'un certain temps, à faire une révolution

complète.

\
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4" Iin.ipinuns un f>l)scivaleur doljout, imm()l)ik, sur un plan lioi i/.oiitiil

parfaitotnctil poli cl porlanl une ceinture, en foinie de },'ouUière, dans

laquelle se liouveraicnl placées des boules pesantes d'abord immobiles. Si

l'observateur, avec ses mains, se met à pousser les boules de façon à le»-

faire tourner autour de son corps toutes dans le même sens, le centre de

;,'ravité du système restera sur une verticale (i\e et le corp>. tourner;!

autour de celle verticale en sens inverse des boules.

On pourra consulter, sur les problèmes du genre de ceux que nous

venons de traiter, diverses Notes de I\1M. Guyou. Maurice Lèvv, Marcel

Deprez, Picard, Appell, Lecornu (Comptes rendus, ^.'' semestre 1891,

Ihillctin de la Société Mathématique, novembre i^\)\) et une Note de

M. A. de Saint-Germain (JVoui'e/ies Annales de Mathématiques, 189'))

où se trt)U\e développé le (|iiatriéint' dos exemples précédents.

3'îi. Mouvement relatif par rapport à un système d'axes animé

d'un mouvement de translation rectiligne et uniforme. — Soil

O' x'y z' un sysiètne d'axes parallèles aux axes lixes clonl roriglnc

mobile O' a pour coordonnées «, 6, c. Appelons x\ y', z' les coor-

données d'un des points du système par raj)portà ces axes, ^,j^, z

désignant ses coordonni'es alisoliics. On a

a? z= a -\- x', y = -t- y' , z — <: -\- z'

.

Si le point (,)' est animé (lun inouxemenl lectiligne cl iiiii-

foiiiic, (ni a

d- a d^ h d- c

~dF " *^'

Tlt^ ~ "'
~dt^ ~ ^'

d-.r __ d-x' d^y _ d'^
y'

d- z d-
z'

7/7^" ^ ~dn' ~dF-
^ TiW HF ^ lïF'

D'ailleurs les projections des forces sur les axes mobiles sont

les mêmes que sur les axes fixes. Les ('qualions du mouvement de

chaque |)oinl, et, par suite, les équations du mouvement de tout

le système gardent donc Ut mùme forme que si les axes O'x'y'z'

riaient fixes.

335. Théorème des moments des quantités de mouvement dans

le mouvement relatif autour du centre de gravité.— Le théorème

des moments des quantités de mouvement s'applique, comnu"

nous venons de le montrer, au mouvement d'un système par

rajyport à des axes fixes ou par ra[)porl à des axes de directions

A., II. 3
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fixes animés d'un niouvenujil de lianslalion rectiligne et nni-

forme (33-i). Si Ion voulait éludier le mouvement relatif d'un

syslènie par rapport à des axes mobiles quelconques, on ne

pourrait plus appliquer ce lliéoicme sans le modifier par l'inlro-

duclioM de certains Icrmes correclifs qui seroni définis plus loin

dans la lliéoiie du mouvemenl relatif. Mais il existe un système

parlicuLier d'axes mobiles tel (|ue si l'on étudie le mouvement

relatif d'un s^stènie par rapport à ces axes, on peut appliquer à

ce mouvement le théorème des moments des quantités de mou-

vement sans modification. Ces axes particuliers sont des axes do

tlireclions fixes passant par le centre de yravilé. On énonce ce fait

en disant (|iie le théorème des moments des (juantifés de mouie-

menl s'applique uu mouvement relatif du système par rapport

à des axes de directions Jixespassant par le centre de gravité.

Pour le démontrer, désignons par j:", )', z les coordonnées d'un

point du svstème par rap|)ort à des axes fixes, par ç, y,, ^ celles

du centre de gravité et par x\y' , z' les coordonnées du même
point par rapport à des axes Gx', ^y'-, G z' parallèles aux axes

Fit !»!)•

•ï'v

fixes menés par le centre de gra\ité; on a alors, d'après les for-

mules du changement d'axes,

(5) X^'i-^-Jc', y=^r,-^y, z=^_-hz'.

Le théorème que nous avons en vue s'exprime par l'équation

qu'il s'agit d'établir.
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I*i»iii- cela riutis parlirons tie IV-qualioii

/6)
(l \^ / cly djr

,
x^ V

(l.iiis lacniollc nous remplacerons -x^y, z par les \aleiirs (5).

Nous a\on>, tlaprrs ces éfjualions,

/ dy dx\ ^ ,
/dr, dy'\

, / d*- dx'X

V iff ' d/ /
' '\ df dt J

^ - .' \ fif ,1, j

'7 dt ' dt 1
\ dt dl )

, df , d'' ^ dv' dx'

dl -^ dt ' dt • dl

Sii|>|»o>ous rcrllcs loules les é(|ualioiis analogues [)Our le-;

divers points tlu sjslènie el ajoulons-les membre à niembrc, nous

aurons

V« / dy dx\ y^ î^dr, d\\ ^ / ,dy' .dr'\

Ai ^ dl dl ' JU ^^dl 'dlj ^ \ dt dt /

\r '<!', V - ''/; V y'^y V '''''

^Li dl ^ -^ fit A^ dt ^^ ' dt

Mais le centre de gravité est à l'origine mobile; on a donc

^ ,
dr, d\ yry

^ dt dl ^ '

df même

y m y -J- = 0.
jL^ ' dt

Ou a encore

\^ w dy' „ v* (^^y' V ''•^'

m ' -- = ' y /n -V- =0, > ni r, —,-= o,
^^ ^ dt ^^ dt ^ ' dt

car, les (|uanlilés ^mx\ ^my' étant nulles, leurs dérivées le sont.

V\n tenant compte de ces relations, nous obtenons léquation

car, dans la première somme du second membre, on peut mettre

I ; -^ — Ti -r ) en facteur el ^iti = M.y dt ^ dt)
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Nous avons ainsi une expression iniporlanle de

. m
{

.r -4 y -r-
.^^ \ dl - dt

elle s'interprète immédiatement de la façon suivante :

Théorème. — La somme des moments des quantités de mou-

\ement, par rapport à un axe fixe, est égale au moment de la

(juantilé de mouvement de la masse totale du système sup-

posée concentrée au centre de <iravité, augmenté de la somme

des moments des quant liés de mouvement par rapport à un axe

parallèle au premier et passant fjar le centre de gravité.

Cette dernière somme doit être calculée dans le mouvement

relatif par rapport à des axes de directions lîxcs menés par le

centre de gravité.

Passons maintenant au calcul du deuxième membre de l'équa-

tion (6). Nous aurons

Si:(:rY,-j'Xe) = SS(|Y,-r,X,)-KSS(:r'Y,-yX,).

Donc, en remplaçant les deux membres de l'équation (6) par

leurs valeurs et remarquant que

dt^\'di-''^di) = ^^(:^-di^—''dj^)'

on a l'équation

^^ {^-di--^-dF) -^d}!.'" (" 7/7
~^''

-dï

qui se réduit à

car, en vertu des équations du mouvement du centre de gravité,

on a
d-^ T r/2 ;

MV^ = i:vY„ m^ = 3:ïX,.
dt^

^'
df^

^

Le théorème est donc démontré.
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336. Interprétation géométrique. — Comnic (l;ms le cas du

mouvcnicnl absolu (3iîO), il e\i>tf une inlorprélalion f,'éom('lriqu('

simple de ce lli('or»''nio. Soil Ot' le moment résuhant par rapport

au centre de gravil('; (\ des segments représentatifs des quantités

de mouvement relatives //u', et GS' le moment résultant des forces

extérieures, f^e théorème exprime que la vitesse relative par rap-

port aux axes Çix'y' z' de Icxlrémilé t* du premier moment est

égale et [Kirallrlc à raulrc GS'.

337. Applications. — i" Théorème clea aires. Si la somme
des moments des forces extérieures est nulle par rapport à un axe

de direction fixe mené [)ar le centre de gravité, l'axe G:;', par

exemple, on a

(8)
r/)' .rl.r'\

Le tli('orèinc des aires s'applique alors à la projection du mou-

vement relatif sur le plan x'Gy\ le centre des aires étant G.

7" Le moment résultant des forces extérieures par rapport

au point G est nul. — S'il n'y a pas de forces extérieures ou

si la somme des moments de ces forces par rapport aux axes Qx'.,

Fig. 190.

Gr', Oz' est constamment nulle, on a l'intégrale (8) et deux

autres analogues

^9)

Dans ce cas, le segment GS' (n" 336) est nul; le point a' a une

vitesse relative nulle et le segment Ga' est constant en grandeur.
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direction et sens : ses projections sur les trois axes G./', Cij-', Gz'

sont les constantes A, B, C. Le ihcorènic des aires s'a|)pliqiie

alors à la projection du mouvement sur un plan quelconque P de

dirt'Ction fixe passant par le centre de gravité, car on peut tou-

jours prendre un tel plan pour plan x'Gy'. La constante des aires

sur ce plan P est la projection du segment Ga'sur la perpendi-

culaire G/? au jilan. C'est donc sur le plan II perpendiculaire à

Gt' (pie cette constante prend sa valeur maximum : ce plan s'ap-

pelle yo/^r/? du maximum des aires. Sur un plan passant par Gt'

la constante des aires est nulle.

3° Application au système solaire. JUan invariable de La-

place. — Si l'on néglige l'action des étoiles, le système formé par

le Soleil, les planètes et leurs satellites n'est sollicité par aucune

force extérieure. Si donc on imagine des axes de directions fixes

menés par le centre de gravité G du système, qui est placé très

yjrès du Soleil, le moment résultant Go-' des C[uantités de mouve-

ment relatives à ces axes par rapport à G est constant en gran-

deur, direction et sens. On peut, à une certaine époque, calculer

les projections A, B, C de ce segment sur les axes, en calculant

les sommes des moments des quantités de mouvement de tous les

points du svstème par rapport aux axes.

Le plan H perpendiculaire au vecteur Gt' ainsi déterminé a

une direction constante : c'est le plan du maximum des aires. On
a ainsi un moyen, indiqué par Laplace, d'obtenir un plan inva-

riable dans le système solaire Laplace, en déterminant ce plan in-

variable, avait calculé les quantités A, B, C comme si les planètes

étaient réduites à des points placés à leurs centres; Poinsot com-

pléta le calcul de Laplace en ajoutant les termes qui proviennent

de la rotation des planètes sur elles-mêmes, termes qui ont d'ail-

leurs peu d'influence sur le résultat final. (Voir Éléments de

Statique de Poinsot, 5* édition, note.)

Les mêmes conclusions subsistent d'ailleurs même si l'on ne

néglige pas l'action des étoiles : en effet, les distances des étoiles

aux divers points formant le système solaire sont tellement

grandes, par rapport aux dimensions du système, que les attrac-

tions des étoiles sur les divers points du système sont sensiblement

parallèles et proportionnelles aux masses de ces points; dès lors

ces attractions forment un système de vecteurs équivalent à un
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veclciir II 11 K [lie ;i|)|)li(|iit'' iiii ce il lie de j;ra\ île ( i du sv^hMiic cl Inir

momriil r(''>iillaiil |):ir nipporl à (1 est nul; lo inninciil rrsiillanl

(i7 (les (juaittités de moiivenicnl relatives par rapport à Cî est

donc constant en <i;ran(leiir, direclioii cl sens.

.|
' Motixeinciil d une barre prsanlr dans le vide. - Soil iiiic l);iirc

pesante AB (Jiff- 191) lancée (l.in» li- viili-, CL'tte barre étant regardée

comme une droite matérit-'lle. [^e centre de gravité G décrit une paraltole.

Si Ion mène par ce point des axes C. r' . Gy'. G^'de direction* fi\e<, la

1^. if|i.

y B

somme des moments des forces extérieures par rapport à chacun de ces

axes est nulle, car les forces extérieures sont les poids qui admettent une

résultante unique appliquée en G. On peut donc, dans le mouvement relatif

par rapport aux axes T\y, z', écrire les trois intégrales (8) et (9). Soit y>

le point de la barre situé à l'unité de distance de G dans un sens rléter-

miné, «, 6, c ses coordonnées par rapport aux axes Gx'yz', m un point

situé à une distance rde G, /'étant positif ou négatif, suivant que G m est

ou non de même sens que G/j. Les coordonnées de ni sont

.r'— ro. »
' ~ rh,

dx' da dy' d/i— /

dt dl dl II

dz^

TlT dt

L'intéi;rale ( S i donne dnin

dh/ dh da « r
{ a -, h -, 1////-- - G,
\ dl dl /

où la somme 'ï.nxr-^ étendue à tous les points de la barre, esl le moment

d'inertie par ia|>port an j>f)int G.
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De mcino le* deux intégrales (g) domieiil

\ dl dt j

Multipliant par 6, c, a et ajoutant, on a réqualioii

A a -- B 6 -H C o = o,

qui montre que le point /j reste dans un plan II fixe par rapport aux axes

(jx y' z' et perpendiculaire au segment Gt' de projections A, B, G : c'est le

|)lan du maximum des aires. Le point p et tous les points de la barre dé-

crivent des cercles de centre G : comme le principe des aires s'applique

aussi au plan n, la barre tourne autour de G dans ce plan, avec une vitesse

angulaire constante.

5° Système pesant di'forinable. — Un système pesant quelconque étant

lancé dans le vide, son centre de gravité G décrit une parabole; si par ce

centre G on mène des axes de directions fixes, la somme des moments

des forces extérieures est nulle par rapport à ces axes; par suite, la

somme des moments des quantités de mouvement relatives est constante

par rapport à tout axe mené par G, et le théorème des aires s'applique

autour du point G à la projection du mouvement sur tout plan d'orien-

tation fixe mené par G : le vectenr Gt est constant en grandeur, direction

et sens.

Par exemple, quand un homme fait le saut périlleux, il se donne au dé-

part une certaine vitesse angulaire de rotation autour d'un axe horizontal

C,z' mené par son centre de gravité; si le corps restait rigide, celle vitesse

angulaire se conserverait à peu près et ne serait pas suffisante pour

imprimer au coips une rotation complète de Sôo" avant qu'il retombe sur

le sol. Mais, une fois lancé, l'homme ramasse son corps autour du centre

de gravité, le moment d'inertie par rapport à l'axe diminue et, comme la

somme des moments des rruantités de mouvement ^ ni r- -r- doit rester
^ dt

constante, la vitesse angulaire augmente et devient suffisante pour qu'une

révolution complète soit possible avant la chute.

Dans cet exemple, l'homme possède une vitesse angulaire initiale qu'il

augmente par le jeu des forces inlérieures; mais il pourrait, même en se

lançant sans vitesse angulaire initiale, arrivera tourner sur lui-même dans

l'espace, d'un certain angle. C'est ce qu'on voit par les considérations dé-

veloppées dans les exemples du n° 333; ainsi un homme lancé dans le vide,

avec un mouvement de translation, pourrait se retourner par des procédés

analogues à ceux que nous avons indiqués à la fin du n" 333, pour un

observateur placé sur un plan horizontal poli. C'est par ces mêmes consi-

dérations qu'on explique comment un chat arrive, sans aucune aide exté-

rieure, à se retourner rians une chute.
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.'{.18. Cas général où les théorèmes des projections et des moments
des quantités de mouvement donnent une intégrale première. — I.

•

lliéoréme que AI. I^eimacliiflti a (lomic |)Our les (ils et le mouvement d'un

point libre (n" 131) a élé t'icndu à un syslèmc par M. Kostelnikoll

{Comptes rendus, t. XG\ III. p. \'iç)). Les équations i[ui <'\|iriinent ce»

théorèmes diins le nioiiNenicnl iihsolu ^oiit

(I v"' d.r ^, ,. il VT' 'ly
- > //j — ïl \ .

-^ > //} -•_ — Xï ^
</f ^^ (Il fit .émU (tt

<t V^ / >lz (ly^

( dt ^mà y dt dt j
^-

'

Supposons qu'il existe des constantes a, A, r, /*, (/, r. leili-s que les force'

cxlérieiires vtiiiicnt la cnmlition

/
-r- 7XX( z\g— .r'Ag) — rHi .r Y,.

—

jXe) = o'-.

on a alni- rinléïrrale

Vd.r -^ f/v ^ riz -^ . dz dy
.^ lit ^mt dt jk^ dt ^ jLà \: dt dt

V / dj- dz \ V^ / dy dx \
^^ \ dl dt ) ^^ \ dt - dt j

car la dérivée du premier membre de cette équation est nulle en vertu de-

relations (lo) et de la condition supposée (i i ).

La relation (ii) signifie que le moment relatif du système des force-

extérieures et d'un svstènie de vecteurs {wqs est constamment nul {n° ^^\\.

alors, le moment relaiif des quantités de mouvement et du même systènn

de vecteurs fixes est construit.

III. — THÉORÈME DES FORCES VIVES.

339. Démonstration. — Le tlicorèmc des forces vives a d'aboni

été employé par Iliivi^ens : Il fui énoncé sons une forme i;énéralc

par Jean et Daniel Bernonlli. l'oiir le démontrer, nous partirons

encore des éf[iialions du mouvement d'un point m du syslcme :

lit'-

dt-

itf-
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En appliquant à ce point le lliéorème des forces vives, nous avons

Si ensuile nous fiiisons \,\ somme de loules les équations ana-

log;ues. il vient

(l) d\^^ = Sili \,dr + Yidv -+- Zidz) -+- :LZ{\,.r/T ->- \,dy -+- Z,r/s).

La somme -me- des forées vives des divers points se nomme ta

force vive totale (Lkiwmtz). On a donc le ihéorème suivant :

La différcnliellc de la demi-force vive totale du système est

égale à la somme des travaux élémentaires de toutes les forces,

tant intérieures (fu extérieures.

Il esL très important de remarquer que les travaux des forces

intérieures ne disparaissent pas. C'est ce qu'on vérifie immédiate-

ment. Soient, en effet, deux points m et m' {fig. 192) situes à

l'ig. IQl.

^,^.

une distance /• l'un de l'autre : l'action de m' sur m est une cer-

taine force dirigée suivant la droite mm\ et, inversement, l'action

de m sur m' est une force égale et opposée. Suivant une conven-

tion déjà faite (88), nous appelons action mutuelle F des deux

points la valeur commune des deux forces précédée du signe -)- ou

du signe — , suivant que les deux points se repoussent ou s'at-

tirent. Si les deux points subissent un déplacement infiniment

petit quelconque, leur distance varie de of/", et la somme des tra-

vaux des deux forces appliquées aux deux points est (88)

¥dr:

nous dirons, pour abréger, que c'est là le travail élémentaire de

l'action mutuelle des deux points.

D'après cela, en appelant Fy, a l'action mutuelle des points mj
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el nif, silués à la dislance ry,* •'»"> «Je l'autre, la sommo des liavaux

élt'montaircs des fnrcc-^ inlf-riciires est

la sommation élaiiL l'-tendiie à loiilrs les c(iml>i liaisons des p(»ii)t>

du système deux à deux.

Le théorème des for-ees vives s'écril alors

(2) rf^^^ ^ VV , \,.,/.^ _ Y^^v _:- Z^dz) -V Vjj^dr,,,,.

Considérons le mouvement du système pend;int l'intervalle de

temps fini / — /«; t'an^ ce mouvement, toutes les quantités qui

figurent dans la relation (i) on (i) sont des fonctions du t<nij)s :

nous avons doue, en inl('"j;ranl de /o à /,

i.<ii'j k-

La varia lion de la di-mi-force ri\e, pen laiil l inlcr^allc de

temps fini t — /„, est donc égale à la somme des travaux

de toutes les forces, tant intérieures qu extérieures, appliquées

au système.

3i0. Remarque sur les corps solides. — Si le svslème est un

corps solide dans le sens de la Mécanique rationnelle, c'est-à-dire

un système dont tons les points sont à des distances invariables

les uns des antres, les travaux élémentaires des forces inté-

rieures ont une somme nulle. En efTet, dans ce cas, les dislances

rj^k sont toutes constantes : on a donc

drj^ A = o et ^ Fy, i, drj^/-= o,

Donc, pour un corps solide, la difTérentiellc de la demi-force

vive est égale à la somme des travaux élémentaires des seules

forces extérieures.
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3tl. Cas dans lequel l'action mutuelle de deux points du sys-

tème est fonction de leur seule distance. — Si l'on suppose q»ie

l'aclion nuilnollc Vj^k de deux points quelconques mj el tiik est

une fond ion de leur seule dislance /'y, a, la somme des travaux

élémentaires des forces intérieures est une différentielle totale

exacte d'une fonction des distances mutuelles. En effet, on a

alors

Chaque terme de la somme des travaux élémentaires des forces

intérieures ^î'y,/i'^//7.A fsl alors une différentielle exacle; la

somme elle-même en est une.

342. Cas où le théorème des forces vives donne une intégrale

première. — Si la somme des travaux élémentaires de toutes les

forces, tant intérieures qu'extérieures, est une différentielle totale

exacte d'une fonction []{Xi, j"i, c-i, . . ., jc«, y,i, z,i) des coordon-

nées des points du système, on a

/i désignant une constante arbitraire appelée constante desforces

vives. L'intégrale première ainsi obtenue est Y intégrale des

forces vives. La fonction U est \a Jonction des forces.

Pour que celte circonstance se présente, il faut, mais il ne suf-

fit pas, que les forces intérieures et extérieures dépendent unique-

ment des positions et non des vitesses des points.

343. Homogénéité. — Si l'on prend pour unités fondamentales

les unités de longueur, temps et masse, on sait qu'en rendant

l'unité de longueur À fois plus |)etite, celle de temps t fois plus

petite, celle de masse ij. fois plus petite, l'expression d'une lon-

gueur est multipliée par X, celle d'une masse par jji., celle d'une

vitesse par -; la force vive 2. ' ^^^ donc multipliée par -^:^;

d'autre part, l'expression d'une force est multipliée par ^s et,

par suite, celle d'un travail (produit d'une force par une longueur)
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est iiiulli|tlice par ^-^ Les deux iiiciiil)r<'s de l'é<|ii;iliuii des forces

vives (2) sont donc l)ieii du luèiuc doi^ié d'Iiomogénéilé. Si le

travail est exprimé, par exemple, en Iviloj^rainmèlres, la force

vive sera aussi un certain nombre de kilo};iam mètres. Si le travail

est exprimé en ergs {ci'p;, unilé de travail du système C G. S.), il

en est de même de lu lorce vive.

;î-ti. Exemple. — Appliquons le ihéorème des forces \i\cs au mouve-

ment de doux points matériels libres, de masse m et //i', s'attirant l'un

l'autre suivant la loi de Newton et attirés suivant la même loi par un centre

fixe O de masse \l.

Fig. i<j3.

Le système mobile est ici composé de deux points : les forces intérieures

sont les attractions iiiuluelles des deux |)oinis. Si l'on appelle /la dislance

, . I 11- 11.- Il • . I- fnini'm ni , la valeur algébrique de 1 action mutuelle de m et /n esl r = — " ^

—

>

•11- T- 7 f'" '" 7 r r
et Son travail élémentaire v a/- = — * «/•. Les lorces cMerieures sont

/•-

les attractions P et P' <lu point O : si l'on appelle p et p' les distances

O ni et m' , les valeurs algébriques de ces attractions, suivant la conven-

lion faite dans la théorie des forces centrales, sont — > — „ >

? ?

, ,,

,

. fiini, flJ-f'i' 7 ,

et leurs travaux élémentaires — , as, — ,.
— dp .

Le théorème des forces vives donne donc, si l'on appelle v et v' les deux

vitesses

, /ni-H- m'r'* f/n ni
'

dr
f'xni , fM.ni',,

• •
. r/: — —î-^-— ao .

On se trouve alors dans le cas du numéro |)récédenl : le second membre

est une différentielle totale exacte, et Ion a rinté;,'ialo des forces vives

1

fnini .t \^f>i .f[^"^'
II.

IHo. Distinction des forces en forces directement appliquées

et forces de liaison. — Dans ce (nti précède, nous avons |)arta^é

l'ensemble des forces appli(|uées à un système en deux catégories.
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les forces inlérieures el les forces extérieures. Celte distinction

est surtout iinporlanle dans la théorie de Ténergic, comme nous

le verrons dans le § IV. Dans beaucoup de questions de Méca-

nique rationnelle, et surtout en Mécanique analjticjue, il est plus

siuiple de partager les forces appliquées au système en deux autres

calé^>^ories : les forces de liaison provenant des liaisons impo-

sées au système et les forces directement appliquées ou forces

données que l'on l'ait agir sur le svslènie. C'est de celte façon

que l'on classe les forces quand on cherche les conditions d'équi-

libre d'un système à l'aide du priucipe des vitesses virtuelles

(n° 157). Nous pourrons alors énoncer le théorème des forces

vives sous la forme suivaule :

La di(férenlielle de la demi-force vive totale est égale à la

somme des travaux élémentaii es de toutes les forces, tant

données que de liaison, appliquées au système.

3i6. Cas particulier important où les travaux des forces de

liaison sont nuls. — Si les liaisons sont indépendantes du temps.

c'est-à-dire exprimables par des équations où ne figurent que les

coordonnées des points du système et non le teinjis, comme an

n°176; si, de plus, les liaisons sonl parfaites, c'est-à-dire ont

lieu sans frottement, la somme des travaux élémentaires des

forces de liaison est nulle pour le déplacement réel que subit le

système pendant le temps dt. En efl'et, dans ces conditions^ le

déplacement réel du s\stème est c\'ideïnmeni compatiOle avec les

liaisons, et la somme des travaux des forces de liaison est nulle

(n" 162). On a donc le théorème suivant :

Si les liaisons sont indépendantes du temps, et s'il n'y a pas
de frottements, la différentielle de la dend-force vive est égale

à la somme des travaux élémentaires des forces directement

appliquées.

il peut arriver, dans ce cas particulier, que la somme des tra-

vaux élémentaires des forces directement appliquées soit une
difTérentielle totale exacte d'une fonction U des coordonnées des
points du système, c'est-à-dire que les forces directement appli-
quées dérivent d'une fonction de forces U : le théorème des forces
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vives iloiiiic alors les ('Miualioiis

rfri^^,/U, - /// r-
^-V-^/i.

(liHit ia >«'((iiiilc es! I iiilcmalr des loico \i\cs.

/{er/t(f/t//t(' 1. — ( hiaiid le sy>l<'inr csl à liaisons t;oiii|)Ièles

(11" 168) iiitlépeiidanles du temps cl sans liolleniciil, le lliéorèine

des forces vives donne iinniédialemenl l'éqiialion iini(jue du

inouvcinenl. En eflel, la position du système ne dépend alors «pie

d un paiainrlie, et le ihéorrine des loiNt-s \i\cs roiiinit iiiic »'(pia-

tiuii où II entreiil (pie les forces données et (pu |)t'iincl de ealeiilcr

ce |)aianiètrc unicjuc en fonction de /,

Jtcniarqitc H. — Si certaines liaisons déj»cii(l(Mi t du temps, le

tra\ail des forces de liai>oii eorrespoiidanles n'est jias lud, en

général, pour le déplacemenl réel du svslème. On a nii exemple

élémentaire du fait dans le mouvement d'un point assujetti à

glisser sans liollement sur- une courhe mohilc : le travail de la

lorce de liaison ii esl pas nul dans le déplaeemeiit réel du point

(n"î2o8).

347. Application. — Cliaine lioDiogèiie pesante glissant sans frotte-

ment sur une <nurbe fixe. — Soienl il la longueur de la chaiiic AB, p la

masse de l'uiiilé de longueur, et, par suite, i/p la masse totale.

Prenons un axe Qz vertical dirigé vers le haut; appelons s l'arc de la

courbe fixe, sur laquelle glisse la chaîne, compté depuis un point fixe 0'

••"'?• 'yi-

S -^

jusqu'au point de la courbe d'ordonnée -; la courjje étant donnée, on peut

toujours exprimer;; en fonction de a",

(0 z= -iCi-;.

Cela posé, appelons, en particulier, «j l'arc O'M, du point O' jusqu'au

milieu M de la chaîne, point qui n'est pas le centre de gravité : il est
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évident que la position de la chaîne est connue, dès qu'on connaît a. La

chaîne sur la courbe forme donc un système à liaisons complètes (n° 168)-

La chaîne étant supposée inextensible doit èlre regardée comme une file

de points matériels liés de telle façon que chacun d'eux esta une distance

constante de celui qui le précède et de celui qui le suit.

I^os forces appliquées au système sont : i" les poids mg- des points (forces

données); 2" les réactions normales de la courbe (forces de liaison); 3" les

actions mutuelles de deux points consécutifs (forces de liaison). Si l'on

Aoulait adopter la classification en forces intérieures et extérieures, les

actions mutuelles des points consécutifs seraient des forces intérieures,

les poids et les réactions des forces extérieures.

Quand la chaîne glisse sur la courbe, les travaux des forces de liaison

sont nuls; il est aisé de le vérifier : les réactions sont normales aux dépla-

cements des points, l'action mutuelle F de deux points consécutifs a un

travail nul, car la distance de ces points est invariable. Il ne subsiste donc

que les travaux élémentaires des poids. Pour les évaluer, considérons sur

la chaîne en m un élément de longueur SX dont la distance M m au point M
le long de la chaîne soit X, X étant compté positivement dans le sens AB,
de sorte qu'on aura tous les éléments de la chaîne, en faisant varier X de

— / î\ -î- L La coordonnée z de l'élément oX est

. = :p(a^Xj,

car lare O'm est 5 = a- -f- X. Si l'on fait glisser la chaîne d'une longueut

ih pour l'amener de AB en A'B', le z de l'élément oX croît de

dz = ç'(a -^ X) d<i,

et le travail élémentaire du poids gp SX de cet élément est

—
ff p Zl dz = — g' p oX a' (7 ^ 1 ) d-j.

La somme des travaux élémentaires des poids de tous les éléments est la

somme des expressions telles que la précédente, lorsque X varie de — / ;i

-f- /; c'est donc

— gpd7 I cp'(7^X)oX = — ^p c?T['f (a4- /) — cp(7— /j|.

On peut écrire cette expression

— ? » "'^(^i — -^0 ) j

en désignant par Zq et ^1 les z des extrémités A et B de la chaîne. On voit

que ce travail est le même que celui que l'on devrait effectuer pour trans-

porter l'élément AA'=c?j de la chaîne d'une extrémité à l'autre, sans

déplacer le reste du svstème.

D'autre part, dans le mouvement de la chaîne, tous les points m ont
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nieine vilesse v — -j- : la lorcc vive csl donc
dt

L'oqualion des forces vives csl alors

la forme de celle équalion nionlre que l'on aura t cti fonclien de t |)ar

deux quadratures seulement. Si l'on divise les deux membres par dt cl si

l'on efTeclue les différentialions indiquées, elle devient

d-'j ce ( (7 ^ / )
— cp ( 7 — / I

<^' dj^^-^' n '

équation analogue à celle du mouvement rectiligne d'un point sous l'action

d une force dépendant de la seule position. Comme vérification, si l'on

suppose que la longueur l de la chaîne tende vers o, le deuxième membre
a —-ffo'iz) pour limite et l'on retombe sur l'équation

équation du mouvement d'un point matériel pesant sur la courbe fixe.

Gomme l'équation du mouvement de la chaîne ne dépend que de la fonc-

tion cp, le mouvement restera le môme lorsqu'on développera le cylindre qui

projette horizontalement la courbe donnée, sur un de ses plans tangents.

Il y a deux cas où le mouvement du milieu de la chaîne ne dépend pas

(le sa longueur :

\° La courbe ii\e est une hélice tracée sur un cylindre vertical. On a

alors

(p(s) = as,

a désignant une constante, et l'équation (2 1 se réduit i'i

équation indépendante de /;

2" La courbe fixe est une cycloïde d'axe vertical ou une courbe obtenue

en l'enroulant sur un cylindre verticaj. On sait que dans ce cas on a (230)

par conséquent l'équation du mouvement i\<- M e>t

f/2T ^_ - _

dr- ', H
"

A., 11. ^
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Dans ces deux cas, le milieu INI se déplace comme un point matériel

pesant isolé sur la courbe (Puisiîux, Journal de Liouville, t. V(II).

Les deux formes de (p que nous venons de considérer sont d'ailleurs les

soûles qui jouissent de cotte propriété. En eiïet, si l'équation du mouve-

ment doit être indépendante de /, on doit avoir

r= VF^j;.

Cliassons les dénominateurs et prenons les dérivées secondes par rapport

à / des deux membres, nous avons

/ /) = o

quels que soient q et /; il en résulte que la fonction '^"{s) doit être indé-

pendante de s,

o'\s)

Si k est nul, on en tire

k.

c'est le cas de l'hélice.

Si k ~ o, on doit avoir

cç(s) — a(5 — 5o )

cp(s) — k'yS — 5o)2— C,

équation qui caractérise une cycloïde.

La courbe qui porte la chaîne peut être formée de plusieurs parties

géométriquement distinctes. Supposons-la formée d'une horizontale Ox et

d'une verticale descendante OU. Nous avons vu que l'équation du mouve-

ment peut s'écrire

d^<! _ _ ' ^
I
— -Sq

)

df^ ~ ^ xl

Si la chaîne est tout entière sur la partie horizontale Ox, son mouve-

Fig. 195.

A M
jim i ii ii iii iii ii i i iiiM|iiML.,imimimTii!

ment sera uniforme puisque l'on aura Zi=^ Zq^ o {Jig. igS), et, par

conséquent.
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Si l'une des extrémités de la chaîne a déjà dépassé le point O et on est a

une distance OB - {/, on a, en comiitant ^ à partir do O dan* ii- scn-

VOB,
;:„ = 0, ;;| — - «, z - u — /,

et, par conséquent,

dt'- > I

le point B se déplace donc comme s'il était repoussé par O proportionnel-

lement à la distance. Cette dernière équation n'est valable que tant que A

est supporté par la partie horizontale; lorsque A aura atteint 0,1a chaîne

tombera librement d'un mouvement uniformément accéléré.

Calcul de la tension. — Considérons une portion A m de la eliaine

terminée au point m tel que arcM/zi = X, on peut considérer le système

(|u'elle constitue comme se déplaçant sous l'action des poids de ses divers

éléments, des réactions de la courbe et de la tension T au point m comptée

positivement dans le sens AB (voir^?^. 194)-

Si l'on applique le ihéorème des forces vives au mouvement de cette

portion de chaîne km, on trouve

en évaluant les travaux des poids comme précédemment, remarquant que

le travail de T est Tdz, et appelant i;' l'ordonnée du point m.

Divisons par dt et effectuons les différentiations, il vient, après suppres-

r/7
ion du facteur ,

dt

(/^À)p^ -- ».'[?" + ^'.' — ?^^- '']•

d"-'cl-

1

Flemplacons —,— par sa valeur, nous aurons, tous calculs fait-.
df-

T ;_. £4
f
2 /Ot 7 -T- X 1

—
( / -T- ). ) tS ( C7 :- / I

-- ( / — ), ) Cf or — / l|.

Si l'on applique cette formule au cas de Ihélice, on voit immédiatement

que T est toujours nul; par conséquent, chacun des points de la chaîn4-

se déplace comme s'il était isolé. Il peut se faire qu'on trouve pour T un.

valeur négative; dans ce cas, la chaîne se replierait sur elle-même, car un

élément oA subirait une pression et non une tension. Pour que le mouve-

ment fût réalisable dans tous les cas, il faudrait supposer la chaîne formée

par une sorte de chapelet de petites sphères enlilées sur un lil llexiblc cl

;,'lissant dans un tube de même rayon. Alors, si T est positif en un point,

le fd y est tendu; si Test négatif, les sphères contiguës pressent l'une sui
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l'autre. Oii vérifiera que, dans le ca< de la cycloïde, il y a toujours com-
pression.

3i8. Mouvement d'une vis mobile sans frottement dans un écrou

fixe. Dans ce niouvcnienl tous les points du solide mobile décrivent

des hélices de même pas h, et avancent, parallèlement à l'axe, de ^—
quand la vis tourne de l'angle 0.

Le système étant à liaisons complètes, le théorème des forces vives nous

donnera le mouvement.

Prenons l'axe de la vis pour axe des ;;. Le système constitué par la vis

est soumis à des forces données Fi, Fj, . . . , F„ et aux réactions de l'écrou,

qui sont partout normales à la surface de la vis puisqu'il n'y a pas de

frottement.

Soient /', 6, z les coordonnées semi-polaires d'un point quelconque du

système et Zq sa cote, quand l'angle est nul : les coordonnées cartésiennes

de ce point sont à un instant quelconque

or = r cosO, ^ = / sin 0, z = Zo-\- —— 9

la vitesse de ce point a donc pour projections

cf^F . , dO dr „ dO dz h dO
-j- — — r sin ^- , -^ = r cos 6 ^-

1

-r- — — -r >

at dt dt dt dt iiz dt

. , . , . , . ^0
iiuantitcs que nous écrirons, en introduisant la vitesse angulaire lo = —-

>
^ " dt

d.T dy dz h

dt -^ dt dt iT.

on a donc pour le carré de la vitesse

Multipliant par m et faisant la somme pour tous les points du corps,

nous aurons pour expression de la force vive totale

0)2 N /nr2 -h 0)2 y—^ 2, "î
î

c'est-à-dire, en désignant par A" le rayon de gyration et par M la masse,

M/'a-2---^/)o)2.

L'équation des forces vives est ainsi

dt\_i \ f^T^J \ ^d\ dt dt dt j
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le signe 1 se rapportant aux for(i'< «lunnces F,. . . ., F„, car les travaux

... 11^ I II . .
(l-i^ dv dz

des réactions sont nuls, hn romiilaçant dans le second membre — > ", ? -r-
tll dl dt

par les valeurs trouvées |)lus haut, ce second membre devient

mais S^^^ ^'^ ' ^^^ ''^ somme des moments des forces données par

rapport à Oz\ c'est donc la projection N sur cet axe du couple résultant

de la réduction des forces données à l'origine; quant à XZ, c'est la pro-

jection i de la résultante générale sur le même axe. L'équation des forces

vives peut donc s'écrire

(1)
d
dt 2 \ 4--/

J \ l~ 1

en effectuant la ilifTérentialion, cette équation prendra la forme

Si les forces extérieures F satisfont à la relation

o,

4-^' dt 1-

l'équation ci-dessus donne
•i.

-

duj

et le mouvement est uniforme.

Dans le cas général, les forces peuvent être réduites à un torseur, c'e<t-

à-dire à une force AR et à un couple AG dirigé suivant la même dorite;

W est riritonsité et c = — la flèche de ce torseur. Désignons par o la plus
K

courte distance des droites R et 0-s, et par a leur angle, nous aurons, en

effectuant la réduction à l'origine,

i = R cosa, N — G cosa - R o sina,

puisque N doit être la somme des moments par rapport à O^ de la force R
et des deux forces qui constituent le couple G.

Le mouvement de la vis se réduit à une translation et à une rotation

dirigées suivant Oz, et forme ce qu'on peut appeler, avec Bail, une torsion

dont l'intensité serait eu, et la flèche p' — — • Avec ces notations, l'équa-

tion des forces vives prise sous la forme (\) devient

d- M / A---+- ^, )
w- = Rco((/j -r- p' )cos7. -H sina] d(.
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On voit donc que l'expression de la somme des travaux élémentaires des

forces données est symétrique par rapport au torseur et à la torsion.

349. Application au problème des trois corps. - Nous appliquerons

les théorème? généraux au problèmo suivant : Trouver le mouvement de

trois points matériels entièrement libres, satlirant suivant la loi de

Newton.

Désignons par /'lo, /o^, ''31 les distances respectives des points M], M2,

M3 donnés. Les actions mutuelles de ces points ont respectivement pour

valeurs
- fin X nii —fm 2 m -j —/m 3 m 1

Gomme le système n'est soumis à aucune force extérieure, le mouvement

de son centre de gravité est rectiligne et uniforme, ce qui donne trois

équations finies du mouvement. Pour la même raison, on peut appliquer

le théorème des aires par rapport aux trois plans coordonnés, ce qui donne

trois intégrales premières. On peut' enfin en obtenir une dernière par le

théorème des forces vives.

La force vive totale du système est en effet

Wii'ï -+- ni^i'l ^- 'n^i]
;

d'autre part, la somme des travaux élémentaires des actions mutuelles

est, d'après ce que nous avons vu,

fntiiun , fm=,m-^ , fm:im\ ,— '
T, -di-xi— f dr-i^— •

(f/'3i :

'•12 l'-ii r%\

c'est la différentielle exacte de

fm.\ni<i fm=,m^ fm^in\

^12 ''23 ''31

on est donc dans le cas d'une fonction de forces, et l'on a

nxiv\ — r)i<iv\-^ in^v\ _^ / fin^m-i fm^ni^ fm^rrif,[ fin^nin fm^ni-i fm-^m,"^
(
-—'—^ -f- -—-—- + -—-—-

) -I- h.
\ ''12 ''23 /"ai /

Bruns a démontré i Acla inalhematica, t. XJ ) que les intégrales ainsi

obtenues sont les seules qui soient algébriques par rapport aux coordon-

nées des corps et à leurs dérivées premières; M. Poincaré {ibid., t. XIII)

a établi que le problème des trois corps ne comporte, en dehors des

intégrales ci-dessus, aucune intégrale analytique et uniforme. Enfin,

M. Painlevé ( Mémoire couronné, Comptes rendus, 17 décembre iSgQ a

démontré qu'il ne peut pas exister d'autre intégrale qui soit algébrique

seulement par rapport aux dérivées première?.
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.S'iO. Théorème des forces vives dans le mouvement relatif

autour du centre de gravité. — Le llu-oiùmo des forces vives

vient d'être établi pour le mouvement absolu d'un système. Il est

encore vrai j)Our le inoiivemrnt relatif \y,\v rapport à des axes

animés d'une translation rechliijnf uniforme;. Mais on ne i)eul

pas, sans modilieations, Taiiplupicr an mouvement relatif pai-

rapport à des axes animés d'un niuuvemenl (pielcorxpic. Il existe

cependant un système d'ax.es mobiles particulier par rapport

auquel le théorème subsiste sans modifications dans l'énoncé' :

c'est un système d'axes de directions fixes passant par le centre

de j^ravit(''. On a ainsi le théorème suivant :

De niènic que le théorème des moments de qiKinlités de

moinement, le théorème des Jorces vives s'applique au mouve-

ment relatif du systènte par rapport à des axes de directions

fixes /tassant par le centre de gravité.

Comme dans le théorème que nous venons de rappeler, nous

désignerons par ç, y;, ^ les coordonnées du centre de gravité, et

par x'
^
y' ^ z' les nouvelles coordonnées du point .r, j>', :;, par

rapport à des axes (jx\ Oy, G z'
. parallèles aux axes fixes el

menés par le centre de gravité G.

Les formules de transformation

nous donnent pour le carré de la vitesse absolue du point m

fdxy- [ dy "- l dz\-

\dl I \dt ' \ dt !

\ dt ) ' \ dt ) \ dt /

^ dt '

">. dx' d\ 2 dy' dy\ 7. dz' dt

Tir "dt TW dt Tff 7it
'

ou, en désignant par V la vitesse du centre de gravité, et par i' la

vitesse relative du point M,

mulli|)lions cette équation par /n el ajoutons mind)re à membre
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loulcs les équations analogues, nous aurons

y Ml « V 'o ^5 "V d.r' dr. '^ dy' dZ. '^ dz-

jm^ ^^ dl jL^ dt dt ^ dt dt A^ dt

les coefficienls de -,'• -r' > -r sont nuls en verlu des conditions
dt dt dt

}l/»x' — o, 'E.jny'^zo, S m5—0,

qui expriment que l'origine des axes mobiles est le centre de gra-

vité. Nous arrivons ainsi à l'équation

Zmr2= MV2— Smp'-,

ce qui démontre le théorème suivant :

Théorème de Koejvig. — La force vù'e d'un système est

égale à la force vive qua lirait la masse totale concentrée au

centre de gravité, augmentée de la force vive du système dans

le mouvement relatif par rapport à des axes de directions fixes

menés par le centre de gravité.

Transformons de même l'expression de la somme des travaux

élémentaires des forces appliquées au système, nous avons

Zê = SZ( X,f/a: — \idy -^ Zidz 1
^ Y.'Z(\edx -\- Yedy — Zgdz )

= SZiX/f^ar'-H Yj-rfy— Zidz' \
-^ 'ï.'Z{\edx' -^ Ygdy'^Zedz)

-^d\\ SSX,-^SSX,{-^rfT. ISZY/^-SSYe
j
-^ dt] SSZ,-i-SSZe

j.

Or, les sommes SSX/, S^Y/, SIZ, sont nulles en verlu du prin-

cipe de l'égalité de Faction et de la réaction; puis on a

d—— = ai SSXe— dr SSY,-^ dlZZZ,.

équation que l'on obtient en effectuant la combinaison des forces

vives sur les équations du mouvement du centre de gravité. Il

nous reste alors

2MV2
^=^ d—^ -^•Ll.iXidx —^idy'-^Zidz )-^^Z{\edx'—\ edy'-hZedz' ).

Revenant à l'équation des forces vives
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et remplaçant les deux nieml)rcs j)ar les valeurs (|iie nous venons

de trouver, nous arrivons à r('f|nalion

,/y ^L^ ^ vv,x,</.r ^- Y/cO'' -Z/f/-'i -ll^K.dx' \^dy' 'Lcdz').

Cette équation est composée avec les vitesses et les déjilacements

relatifs, comme l'équation des forces vives avec les vitesses et les

déplacements absolus. I^c lli('orème est donc démontré.

La somme des travaux élémentaires des forces intérieures ne

dépendant que des variations des dislances mutuelles des points

est, dans les deux équations, égale à 'Ï.Y j^udi'j.k'i mais la somme

des travaux des forces extérieures n'est pas la même dans les deux

équations.

Cela résulte aussi du calcul précédent, car on a trouvé

^^{\idr — \idy Zidz^ - ^^HXidx -\jdy' Tidz u

ce qui prouve que les sommes des travaux élémentaires des forces

intérieures sont les mêmes dans le déplacement absolu et le dé-

placement relatif par rapport aux axes considérés; tandis qu'on

a trouvé

ZZ{\edx -^ \cdy -Zcdz) - Sl(Xc^a:'— S^dy' -^Zedz)

ce qui montre que les sommes des travaux des forces extérieures

ne sont pas les mêmes dans les deux déplacements.

Ainsi lorsque certains corps du système sont assujettis à des

liaisons sans frottement avec des cov^?, fixes, les forces de liaison

correspondantes sont extérieures au svstème : leurs travaux élé-

mentaires sont nuls dans le déplacement absolu; ils ne le sont

pas nécessairement dans le déplacement relatif par rapport aux

axes Qx^y, z' [voir, dans les exemples suivants, l'exemple III).

351. ExKMPLE I. — Système pesant dans le vide. — Quanti on lanci*

«lans le vide un système pesant quelconque libre, le centre de gravité du

«yslômc décrit une parabole. .Menons, par le centre de gravité, des axes

de directions fixes. G;;' étant la verticale ascendante : le théorème des

forces vives s'applique au mouvement relatif du système par rapporta ces

axes. Les seules forces extérieures étant les poids, les projections du
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|)oiil> d'un point m sur les axes mobiles sont 0,0. /» ,4'. On a donc

y /",•?' ^-' -V ^j.lcàrjj,.

Mais, l'orii^ine étant le centre de gravite, les sommes "Linz, "Znidz' sont

nulles : donc

La force vive dans le mouvement relatif par rapport aux axes Gx\ Oy'

,

Ciz' ne varie donc que par l'action des forces intérieures. Si le système est

un corps solide, la force vive relative est constante.

Exemple II. — Etudier le momement de deux points pesants A et 1>

de même masse m attachés l'un à l'auti e par un fil élastique sans

masse et lancés dans le vide. — La longueur naturelle du fil étant il,

on admet que, quand il est allongé jusqu'à la longueur Q.r, sa tension T
est proportionnelle à son allongement i{r— /)

T - wA-2|/- /).

Le fil étant tendu à une longueur 2 /\, ]; il, les deux points sont lancés

dans le vide.

i" Le centre de gravité G du milieu de AB décrit une parabole comme
un point pesant.

2° Dans le mouvement relatif par rapport à des axes Gx'
,
y', z' de

directions fixes menés par G, le moment résultant Gc' des quantités de

mouvement relatives par rapport au point G est constant en grandeur,

direction et sens (p. 4o, exemple 5"); le théorème des aires s'applique à la

projection du mouvement sur chacun des trois plans de coordonnées.

Si l'on appelle x', y', z' les coordonnées relatives de A, celles de B
seront — x' .

— y', — z' , et le théorème des aires s'exprime par les trois

équations

l ,dz' , dy' \ _2m y —j ^7- ~ G).
•^ dt dt I

! , dx' , dz'
•2 m' ~ ~I , ax , az V _

( 2 —= X —T- — G".,
\ Ht rit

f ,dv'

dt dt

On en conclut

dt ^ dt

Ci x -^ C^y'— 0.32' = o,

ce qui montre que la ligne AB reste dans un plan fl de direction fixe
passant par G : ce plan perpendiculaire à G a' est, dans le mouvement
relatif, le plan du maximum des aires. La position de ce plan est d'ailleurs

indépendante des forces intérieures, c'est-à-dire de l'action mutuelle des

deux points.
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l'rciKiiis alors If |)laii II |M>iir plan .r'i)y' r.l dtMix axes G.r', G y' «It-

(liiiTtions fixes ilans ce plan : appcl<)n>i r et les coonliinnrcs polairo»

(le V (l.ins oc plan; colles «le IJ scronl /• cl tï. I/ccpialiun tics airc~

lionne

Applif|Uons l'cqualion des forces vives au niouvcnienl rclalif autour du

rentre de f;ravité. Les travaux élémentaires des poids seront nuls

(exemjile F ): il suffit <lonc de tenir compte du travail des deux tensions

du fil sur les deux points A et B. Ces tensions jouent le rôle d'une attrac-

tion mutuelle des deux points ayant pour valeur algébrique — m/c^( r — / ).

Les deux points ont évidemment, par raison de symétrie, la même vitesse

relative c' par rapport aux axes Gx', y' : on a donc

(l—^ ^- nik'^ir-- l)ci(-ir),

car la dislance mutuelle des points est ir. En intégrant, on a

ou enfin, en remplaçant v'- par son expression en coordonnées polaires,

( >. I —, r- /•- —— —— A ' I r— l )- -t- II.

Ces deux équations ( i i et 12) déterminent /• et en fonction de t. Si

l'on veut la trajectoire relative d'un des points dans le plan FI autour

de G, il suffit d'éliminer dt entre ces deux ([qualion* : on a ainsi l'équa-

tion différentielle de la trajectoire

où il faut prendre -f- ou — . suivant que / \arie ou non dans le même sens

(|uc 0.

La valeur initiale de r, /'u^- '' rend le polynôme sous le radical positif :

comme ce polynôme est négatif pour /• — o et r — x, il est évident que r

devra rester compris entre deux racines a et p, et pourra seulement variei-

de l'une à l'autre. D'après l'équation (i), varie toujours dans le même
sens et la courbe est analogue à celle que décrit la projection horizontale

d'un pendule sphérique ( n" Tll^fig. ifi8~).

Mais il faut remarquer que nos formules supposent essentiellement que

/•reste supérieur à /; si /•, à un moment donné, devenait égal, puis infé-

rieur à /, le fil ne resterait pas lendu, la force T disparaîtrait comme si h

devenait nul, les deux points pesants dexiendraient indépendants et, à

partir de ce moment, leurs trajectoires relatives dans le plan II, autour
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de G, deviendraient des segments de droites jusqu'au moment où, le fil se

tendant de nouveau, la force T reparaîtrait. Dans ce cas, la trajectoire re-

lative se composerait alternativement d'arcs de la courbe (3) quand /• > /,

et de segments de droites raccordant ces arcs quand r C /. Pour que ce

cas se présente, il faut et il sufllt que / soit compris entre les racines a et p

du polynôme entre lesquelles varie r.

Exemple III. — Trouver le mouvement de deux points matériels

pesants X et h de même masse m, reliés l'un à l'autre par une tige

rigide et sans masse de longueur il et assujettis à glisser sans frotte-

ment, l'un A sur un axe vertical fixe 0:r, l'autre B sur un axe
horizontal fixe Oy. — Les forces extérieures appliquées au système sont

les poids mg des deux points et les réactions normales P et Q des deux

axes {fig. 196). Le système étant à liaisons complètes indépendantes du
temps, il suffit d'appliquer le théorème des forces vives au mouvement

absolu. Le centre de gravité G du système est au milieu de AB : la dis-

lance OG = / et l'angle x(J(j a une certaine valeur variable 6. Les coor-

Fig. iç)6.

B
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Remarcjitf. — On peut aussi a|)|ili(|uci- le ihrort'ine des forces vives au

inouvt'uu'iil relatif autour de G. La force vive relative par rapport aux

la sommeaxes GT',y de directions fixes menés par G est xml^^-j- I ; l<

des travaux éirmcntaires des deux poids de A et IJ est nulli; dans le dé-

placement relatif par rapport à ces axes; mais, par contre, tes travaux
des réactions normales I* et Q dans ce déplacement relatif ne sont pas
nuls, car les dé|dacomcnls élémentaires relatifs des points A et B, pour
un observateur attaché aux axes Gar', y\ sont des arcs de cercle décrits

<le G comme centre avec GA et GB comme rayons, et ces arcs ne sont pas

perpendiculaires aux forces P et Q. On aura donc, en écrivant l'équation

<ies forces vives dans le mouvement relatif par rapport aux axes Gx' et

Gy', une équation contenant P et Q. En remarquant que le point A a

pour coordonnées par rapport à ces axes

(A) a:''--/cosO, y' ^. — /sinO,

que le point B a pour coordonnées — x' et —y', et que les forces P et Q
ont pour projections (o, P) et (Q, o), on a pour les travaux élémentaires

de ces forces

Y>dy'-^(ld{— x' ),

l'I l'équation des forces vives cherchée esl

ml-i -,-
' dt

/( OsinO — PcosOirfO.

Les réactions figurent dans cette équation, qui pourrait être employée

avec une autre pour déterminer P et Q. Mais il sera plus simple de cal-

culer V et Q directement en écrivant les équations du mouvement absolu

du centre de gravité G projeté sur Ox et Oy : on a ainsi les équations

df^
- img -r-(l,

— l cosO, t

dt'-

/sine.

P,

En calculant les dérivées secondes de ; et tj par rapport à / et rempla-

lant ( -r \ et —j—- par leurs valeurs tirées de ( 4 • on aura P et Q en fonc-
\dl

J

dt^ ' ^

lion de 0. Les signes de P et Q donneront les sens de ces réactions, qui,

sur la figure 196, ont le sens qu'elles auraient si elles étaient toutes deux

positives.

IV. ENERGIE.

3oii. Système conservatif. — Considérons un syslènie dans

lequel les foices inlérieures 1 X./, Y/, Z/ . dépendent uniqucincnl
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(les poslllons des points el iKTiveiil d iiiie fonclioii de forces

uniforme.

On a alors idenli(|ucinonl

x,i^ y„, Z/, I t|iie nous supposerons

SilC \, d.r -+- \, dy " Z, dz i ^ d\},.

Ce Aiil a lieu en particulier quand l'action niuluclle de deux

|)oinls quelconques du système dépend \ini(|uemenl de leur

dislance (341).

Quand cette fonction U/ existe, le système est dit conservatif.

Un tel système est caractérisé par ce fait que, lorsqu'il passer

d'une configuration (^C,) à une configuration (^Co), le travail total

des forces intérieures est indépendant de la façon dont on amène

le système de la première configuration à la dernière.

En effet, si \]i existe, la somme des travaux des forces inté-

rieures, d'une configuration à Taulre. est

J^lCj)
^((-.)

' y.I.{Xidx-^Y,dj—Z,dz)= dVi^ ^Ui),— (l]i)i,

'(C.) '(C,)

(U/), et (U/)2 étant les valeurs de la fonction Ui correspondant

aux deux configurations. Le travail Gj ne dépend donc que des

configurations initiale et finale (C() et (Co !•

Réciproquement, si le travail des forces intérieures ne dépend

que de la configuration initiale et de la configuration finale, le

système est conscrvatif, la fonction U/ existe. En effet, prenons

une configuration initiale fixe (Cq) et soil(C) une configuration

quelconque : par hypothèse, le travail ê, des forces intérieures,

quand le système passe de (^Co) à (^C), ne dépend que de (Coj

et (Cy. Le travail S| varie seulement avec le choix d'une configu-

ration finale (C) : il est une fonction des coordonnées ;r,, j^,, ^,,

•372) y-ii -Sa, . • , Xnt y II-: -« des points du système dans cette

configuration

<^/=/(^i:ri' -^1. ^2, yi ^111 yni ^n )•

Si l'on fait passer le système de la position (C) à une con-

figuration infiniment voisine correspondant aux coordonnées

Xi -h clx,
, y, — dyt , . . ., z,,-^ dz„, le travail G/ des forces inté-
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lieurcs aiiyincnlc de hi (ni;iiilité

d(Bi - -- ' X/ '/-T t- V, dy -r- 7., dz >:

donc la sniiiuic des travaux élémenlaires dos forces intf'r'ieiircs esl

une didéreiillelle lolalc exacle d'une lonclion f, des coordonnées.

Le sjslèinc esl conservatil.

3*))î. Énergie potentielle. Signification mécanique. — La fonction

des cuurdonné(> 11 ./•( )
i

, r , , .r^. . . . x„,j„^ z„) ^= — U/-i- consl.

s'appelle énergie potentielle du système. Celle fonction n'est

donc défi nie qu'à uneconslanle près. Nous supposerons la constante

clioisic de façon que l'énergie potentielle FI s'annule dans une posi-

tion déterminée ( C,, ). Alors la valeur II de Vrnergie jiolenLiellc

du système, dans une configuration (jue (conque t^C ), est égalf

à la somme des travaux des forces intérieures quand le sys-

tème passe de la configuration actuelle i C à la configuration

spéciale {Co) dans laquelle II est nulle.

En eflel, pour un déplacement infiniment petit du système, la

somme </cr/ des travaux élémentaires des forces intérieures est

rfG/ - rfU/ - — dW.

D'où, en appelant C,- le travail des forces intérieures delà position

acluelle C à la position (Coi,

Ç, r- - r dU-W — U^

car rio est supposé nul; ce qui démontre la proposition.

Le choix de la configuration spéciale iCg), |)()ur laquelle on

convient de regarder l'énergie potentielle comme nulle, esl arbi-

traire. Quand, parmi toutes les configurations possibles du syslèmc,

il en est une qui rend U, maximum, et par suite

n = — U,- : nonsi.

minimum, on choisit ordinairement cette configuration spéciale

pour la configuration \ Co N dans laquelle fl s'annule. Alors, poiii'

toutes les autres configurations, II esl positif. Dans ce cas, la

conliguration (^Cq u corres|)ondant à un maximum de la fonction

des forces U«, est une position d'équilibre stable du système
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supposé soumis uni(|iicnienl aux forces intérieures. Cela résulte

irun ihéori'ino que nous dénionlrerons plus loin et que nous

adnieUons ici.

Si U/ adntel plusieurs inaxima, on choisit pour(Co) la configu-

ration qui donne le plus grand niaxinumi.

3oi. Conservation de l'énergie. — D'après ces notations, le

lliéorèmc des forces vives s'écrit (n" 339). en remplaçant

SI ( X, c?.r — Y, cfy -f- Z, dz i

par sa valeur dUi ou — dïl,

(i) d{ ^^^ — n) =^ y.I.{Xe dx -^ \ e df -^ Ze dz ).

Le premier membre ~— -+- H esiVénergie totale du système.

Les deux termes qui le composent sont de nature différente : le

premier ~— dépend seulement des vitesses des différents points

et non de leurs positions : on l'appelle énergie cinétique ou

actuelle du système; le second H dépend uniquement de la posi-

tion du système et non des vitesses : c'est Vénergie potentielle.

L'équation ci-dessus s'énonce ainsi : la variation infiniment

petite de Vénergie totale est égale à la somme des travaux

élémentaires des Jorces extérieures.

Si l'on intègre les deux membres de l'équation (i) d'un instant

/, à un instant /, on a

{!) i—^ hn) — (-^ ^nj = / Y.Y.{\,dx~x,dy^z,dz),

que nous écrirons
C/ — t/j = feg.

La variation de Vénergie, dans un intervalle de temps fini,

est donc égale à la somme des travaux des forces extérieures

pendant cet intervalle.

En particulier, si le système n'est sollicité par aucune force

extérieure, son énergie reste constante

6 — oi
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o'csl là le |)iiii(i|M' (If la (•onsrr\atii)ii de Véncrgie. Ainsi, (juaiid

le sjslème se déplace, sans qu'aucune force exiérieurc agisse,

l'énergie cinétique et l'énergie potentielle varient, mais leur

somme reste constante. Ces deux, sortes d'énergie, (luoique de

nature dillV-ronh'. se transforment l'une dans l'autre.

RenianiHc. — Supj)osons (|u'on prenne pour unité de travail

le kilogrammètre, l'énergie polentielle étant un travail (3o){) sera

expriniée par un certain nombre de kilogrammétres
; l'énergie

. , . Swiî . . ,
,

• ,

cinétique est aussi exprimco par un nombre cpii représente

des kilogrammétres in" 3ili).

L'énergie totale est donc un certain nombre de kilogrammétres.

3oo. Signification mécanique de l'énergie totale. - Soil .1',

l'énergie du système à un instant ^, ; si aucune force extérieure

n'agissait sur le système, il conserverait indéfiniment celte

énergie ^\ . Faisons agir sur lui des forces extérieure.-. (X^, Y^, Z^),

de façon à le faire passer de l'état actuel à l'état final, où son

énergie C est nulle. La formule [:>.) nous donnera

Donc Vénergie totale du système est égale et de signe con-

traire au travail des forces extérieures, qu'il faudrait faite

agir sur le système, pour le ramener de l'étal actuel à l'état

spécial pour lequel l'énergie totale est nulle.

Cet état spécial est l'immobilité (t- = o) dans la |)osition spé-

ciale [Ci)) où n est nul.

Comme Ct est positif, le travail îEe des forces extérieures

nécessaires pour réaliser la transformation demandée est négatij,

c'est-à-dire que le système fournit alors du travail aux corps

extérieurs. Pour préciser ce point, tirons tout d'abord une coii-

séipience immédiate de l'érpialion (2 ;.

Supposons que le système n'agit mécaniquement au dehors

que par des corps solides en contact avec lui par les mêmes
points ou liés ci lui par des liens rigides. Alors les forces exté-

rieures appliquées au système sont les actions (X^, Y,., Z^j de ces

corps solides sur lui; évidemment le système réagit siir les corps

solides extérieurs et exerce sur eux des actions ( — X,., -Y,., — Z,.j

A., H. 5
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rgalfs cl oj^posées. Pnr exemple, si un corps solide (A^ {fi^^- '97^

est en ooiilacl avec le système (S) en iM, il exerce sur le sys-

Icnie une force extérieure F<, : inversenienl, le système exerce

Fi:;. '97-

sur le corps une action F^ égale et opposée. Quand le système

se déplace, les deux forces égales et opposées, F^ et F^, appliquées

H des points matériels placés en M et subissant le même dépla-

cement, produisent des travaux égaux et de signes contraires.

Donc la somme Ee des travaux de toutes les forces extérieures

appliquées au système est alors égale et de signe contraire à la

somme îr^ des travaux des actions exercées par le système sur

les corps solides en contact avec lui

Le travail 5^ des actions exercées par le système sur les corps

c\.térieurs en contact est le travail ey;.\év\e\xr produit ou accompli

parle système, travail qui peut d'ailleurs être positif ou négatif.

En considérant le mouvement du système de l'instant ^, à l'ins-

tant i, nous avons trouvé que la variation C — 6, de l'énergie est

égale à la somme êedes travaux des forces extérieures. On a donc

aussi

Ol — O ^^ <Sp

Donc, si le système nagil mécaniquement au dehors que

par des corps solides en contact avec lui ou reliés à luipar des

liens rigides, Vénergie perdue est égale au travail produit

par le système sur les corps extérieurs.

En particulier, supposons que le système passe de l'état actuel,

où son énergie totale est «C,, à cet état final particulier où son

énergie totale C est nulle, c'est-à-dire où le système est immobile-

dans la configuration spéciale (0») pour laquelle II est nulle. Alors
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réf|ii;ili(iii (Icvloril

L'énerg^ieque possède le syslt-ino est donc «^-gale au travail exlé

rieur qui! pciil fournir de la ni;inirrt' iiidi(|n<''»\ fjiiand il nasse à

l'élat dans lequel son énergie est niillr. f^omnic l'énergie —'- 1- n

est essenlielleinent positive el a pour minimum zéro, le travail

extérieur f(Kirni ain-^i par le système, quand il passe de l'étal acluel

à l'étal spécial où son ('•ner^ie est nulle, est le plus <^rand qu'il

puisse fournir.

D'après cela on peut énoncer les propositions suivantes que

nous empruntons à un article de M. Maurice Lévy Sur le principe

de rénergie \(jdiU\.\\\o\-\\\\\\r>^ 1888) :

L'énergie totale d'i/n système à un instant quelconque est

le travail utile maximum qu il est possible de se procurer en

utilisant les vitesses acquises et tes forces intérieures du sys-

tème.

Dans cet énoncé on suppose, bien entendu, que le minimum de

n est zéro, comme nous l'avons expliqué plus haut.

IJénergie cinétique du système à un instant est le travail

utile maximum rju il est possible de se procurer en n' utilisant

que les vitesses acquises à cet instant par les différents points

du système, sans utiliser aucune des forces intérieures qui le

sollicitent.

L'énergie potentielle à un instant est le travail utile maxi-
mum quil est possible de se procurer en n'utilisant que les

forces intérieures du système, sans utiliser les vitesses acquises

par ses points.

Lorsque des forces extérieures aj^issent sur un système, on dii

{ju'elles sont motrices quand elles tendent à accroître son énergie,

et résistantes quand elles tendent à la diminuer.

3."')G. Exemples. — 1° Points matériels s'altirant proportionnelle-

ment à la dUitance. Soit un système formé de deux points libres m et

in s'ulliranl proportionnellenienl à leur distance r. Leur action muluelle

est - fir 011 (ji ^ o, et le travail de celle action mutuelle est

^'<''-
--"'(- Vj
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On a doQC aclucllcnicnt U/ — — ' Celte fonction est toujours néga-

tive, excepté pour /• = o où elle est nulle, el, par suite, maximum. Nous

prendrons alors

•i.

Cette énergie potentielle est toujours positive, excepté quand r = o. La

configuration spéciale (Co) e^;t donc ici celle qui consiste à mettre les

deux points en contact. L'énergie cinétique est

el l'énergie totale

2

Supposons qu'à l'instant t = o les deux points soient immobiles et en

contact : alors Co~ «• Cet état persiste indéfiniment si aucune force exté-

rieure n'agit. Prenons chaque point dans une main et séparons-les à une

distance /'i, où nous les maintiendrons immobile? : il faut pour cela

dépenser un certain travail G'; l'énergie potentielle devient ^5 l'énergie

cinétique sera nulle, et l'accroissement de l'énergie totale est égal

au travail extérieur dépensé. Puis, lançons les points avec des vitesses

initiales Vi el v\ ; il faut pour cela dépenser un certain travail G", l'énergie

. ,, . M-'i ,,, . . , . , mv'] -^ m' i>'.^

|)Olentielle est restée } 1 énergie cinétique est devenue .

;

.,, . , -11 • . 'fi^'i ~ ni'v'.- , , .,

1 énergie totale a augmente de la quantité —^ égaie au travail

dépensé G". Si ensuite le système est abandonné à lui-même, on aura

constamment

niv'^-^- m' v'-
JJL/-2 niv\ -^ m' v\- \ir'

G'-fS".2222
L'énergie totale restera constante el ne pourra changer que si une force

extérieure agit. On pourrait utiliser cette énergie totale en faisant pro-

duire au système un travail extérieur jusqu'au moment où, les deux points

étant de nouveau en contact et immobiles, l'énergie serait devenue nulle.

Le travail que le système peut ainsi fournir est égal à son énergie, c'est-

à-dire au travail S'-^S" qu'on a dépensé au début pour lui communiquer

son énergie.

2° Pendule. — Considérons le système formé par la Terre supposée

immobile et un pendule simple de masse m. Appelons z la hauteur du pen-

dule au-dessus du point le plus bas A de la circonférence qu'il décrit. Les
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forces iiiléricurcs au *yslèino formé par la Terre cl le pendule sont rat-

traction mg de la Terre sur le pendule et une force ôgalc et contraire

appli(iuéo au centre do la Terre. Si le piridulc niunlc tlo dz, le travail de

Fig. 198.

l'attraction mg est — mg dz, celui de la force appliquée au centre de la

Terre est nul, car ce point est immobile. La somme des travaux élémen-

taires des forces intérieures est donc

On a

et nous prendrons

mg dz ~- — d( mgz).

U/— — mgz.

n - mffz:

de cette façon II est positif pour tontes les positions du pendule et nul

pour la position A qui est une position d'équilibre stable. Si l'on suppose

d'abord le pendule immobile dans celle position, l'énergie totale est nulle.

Si on le relève ensuite à une hauteur Zy, on dépense un certain travail

extérieur S': puis, si on le lance avec une vitesse ^i, on dépense un tra-

vail G". Le système étant ensuite abandonné à lui-même sans qu'aucune

force extérieure n'agisse, son énergie

nn-

•i

mgz mgzi= cs

reste constante. On peut utiliser cette énergie pour produire un travail

extérieur G'-(- G", en ramenant le pendule dans sa position d'équilibre

avec une vitesse nulle.

3" Oscillation d'une lame élastique. — Soit une lame élastique dont

l'extrémité A est serrée dans un étau fixe. Si aucune force extérieure

n'agit sur le système, la lame occupe la position d'équilibre stable AFi.

Nous prendrons cette position pour la configuration spéciale dans laquelle

n est nul; en outre, la barre étant immobile dans cette position, l'énergie

actuelle est nulle également.

Prenons l'extrémité B dans la main et ployons la barre |)our l'amener

<lans la position AB', où nous la maintiendrons immobile. Il faut pour cela

que la pression de la main produise un certain travail : l'énergie poten-

tielle qui était nulle a pris, dans la position AB', une valeur fli égale au

travail dépensé. Si maintenanl on abandonne la lame à elle-même, elle se
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met eu inouveiuont : à mesure qu'elle s'approclie de la position d'équilibre

AB son énergie potentielle diminue, mais son énergie cinétique augmente,

de façon que l'énergie totale reste constante et égale à Hj. Quand la lame

repasse par la position AB, l'énergie potentielle est nulle, m;iis l'énergie

Fig. 199.

cinétique est alors maximum et égale à 111; la lame dépassant la position

AB, l'énergie potentielle augmente et l'énergie cinétique diminue jusqu'à

la position AB" symétrique de AB' où l'énergie cinétique redevient nulle. —
et ainsi de suite.

Une fois le ressort amené en AB' par l'action de la main, on pourrait

évidemment lui faire produire un travail extérieur en le laissant revenir à

sa position d'équilibre : par exemple, on pourrait l'employer à soulever

un poids.

4" Horloge. — Signalons encore les exemples simples suivants :

En remontant une horloge à poids on accroît l'énergie potentielle du

système formé par l'horloge et la Terre : en poussant ensuite le balancier

on accroît, au premier instant, l'énergie cinétique qui était nulle. L'énergie

totale ainsi communiquée s'use peu à peu : elle est employée à vaincre les

résistances passives et quand, le poids étant redescendu, l'horloge s'arrête,

l'énergie communiquée a été entièrement dépensée.

De même, en remontant une horloge à ressort, on dépense un certain

travail qui accroît l'énergie potentielle du système : cette énergie est

ensuite employée à vaincre les résistances passives.

3oT. Un système sur lequel agissent des forces intérieures dépen-

dant seulement des positions des points est nécessairement conser-
vatif. — On peut démontrer cette proposition si l'on admet comme évident

qu'il est impossible de créer du travail sans aucune dépense. En eiïet, soit

un système sur lequel agissent des forces intérieures fonctions de la seule

position. Amenons-le d'une configuration ( Coj à une configuration ( G) par

une suite de positions intermédiaires dont nous appellerons l'ensemble ( P;,

en supposant que le système parte sans vitesse de (Gq) et arrive sans vitesse

en (G). D'après le théorème général des forces vives (^;^39), la variation

de force vive étant nulle, la somme des travaux des forces tant intérieures

qu'extérieures est nulle :

S/-^ Ce = o.

en appelant ê,- le travail des forces intérieures, ^g celui des forces exté-

rieures. Supposons, pour fixer les idées, G/ négatif; alors tg est positif
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r'esl-à-(liic (|u'il laul tlipiii-cr iiii («itaiii tiavnil rMcriciir pour n-aliscr le

(lé place III eut oonsidén-.

Aim-iidiis ensuite le syslèiiio lic la iiièiiif (-iiiilij^uration i C„ ; à la iiièine (
('.

)

|iar nue auti)! suite de positions interinéiliaires ( I'" ), le syslèiiic partant

et arrivant sans vitesse. Nous aurons encore, en appelant (T." et G^" les

travaux lios foires intérieures et extérieures,

ô',"-f- G;'^- o.

Si le système revenait de (C) en (C,i) par la suite des positions ( P"' ), le

travail des forces intérieures serait --tr^'\ car, les positions du système

étant les mêmes, les forces intérieures seraient les mêmes, mais les dé|)la-

cements seraient égaux et de sens contraires aux précédents. Donc on

aurait aussi -- ?,.' pour le travail des forces extérieures quand le système

revient de (C ) à (Cq ) par la suite îles positions ( P''' ).

Il est absurde de supposer ê^" différent de C,. En effet, supposons par

exemple 6U'<Î5,-, alors êt-'^Ge- Donc, en amenant d'abord le systèim;

de (Co) à (C I |)ar la suite des positions (P), on aurait à dépenser un tra-

vail Çg, puis, en le laissant revenir de (C) à {C^,) parla suite des positions

( P'" ), les forces extérieures accompliraient un travail — S^", c'est-à-dire

que le système serait capable de produire à l'extérieur, sur des corps solides

au contact, un travail îr^" supérieur à celui êg qui a été dépensé. On
aurait donc ramené le système dans son état initial et l'on aurait créé du

travail. En recommençant la même opération, on arriverait à créer une

quantité indéfinie de travail : ce qui doit être regardé comme impossible.

Donc G^." — G,-, quelle que soit la suite des positions par lesquelles on passe

d'une configuration à l'autre, et le système est conservatif. Son énergie

totale ne peut être modifiée que par des actions extérieures. On admet,

en Physique mathématique, que les actions mutuelles des molécules nt:

dépendent que de leurs positions et même que de leurs distances : tous les

systèmes de la nature doivent donc être conservatifs,

3o8. Des frottements et des résistances. - - A première vue il semble,

au contraire, que les systèmes matériels ne sont pas conservatifs. Par

exemple, il semble que, pour la plupart des systèmes, le travail extérieur

nécessaire pour faire passer le système sans vitesse apparente initiale et

finale d'une configuration à une autre n'est pas le même que le travail

restitué par le système quand il repasse de la deuxième à la première.

.\insi, si avec la main on comiirime un ressort à boudin, et si la compres-

sion dépasse une certaine limite, le ressort ne reviendra pas tout seul à sa

position primitive; il ne restitue donc qu'une fraction du travail extérieur

dépensé ; même pour le ramener à sa forme primitive, il faut ensuite exercer

sur lui une traction, c'est-à-dire dépenser un nouveau travail.

Dans d'autres cas, un système en mouvement, sur lequel n'agit aucun<;

force extérieure, finit par s'arrêter dans la position d'équilibre stable pour
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laquelle II est nulle, de sorte que son éncii;ie totale devient nulle en appa-

rence et ne paraît pas rester constante. Tel serait le cas d'un pendule

oscillant dans le vide : il finit par s'arrêter, quoique aucune force extérieure

n'agisse sur le système formé par la Terre et le pendule.

D'après cela, il y a donc une perte apparente d'énergie; cette perte

apparente est due, suivant les machines, aux frottements, à la viscosité

des liquides, à l'élasticité imparfaite des solides, aux résistances provenant

de l'induction électrique et de l'aimantation. Mais celte perle d'énergie est

purement apparente, car, à côté des mouvements visibles dont s'occupe la

Mécanique rationnelle, il existe des vibrations invisibles des molécules

iont l'étude est faite en Physique mathématique, et qui constituent la

ohaleur, la lumière, l'électricité, etc.

Par exemple, tout frottement engendre de la chaleur, et l'expérience de

Joule a montré que le rappor.t de l'énergie disparue à la quantité de cha-

leur produite est une constante. Cette constante se nomme l'équivalent

mécanique de la chaleur; elle est d'environ 4*^4''^'") c'est-à-dire qu'une

lalorie peut produire un travail de 424""^'".

Dans certains cas, les résistances, le manque d'élasticité, etc.. donnent

naissance à de l'électricité, de la lumière, etc. Jl faut alors concevoir le

|)rincipe de la conservation de l'énergie de la façon suivante :

Dans un système isolé sur lequel n'agit aucune action extérieure

ni mécanique, ni calorifique, etc., l'énergie totale est invariable, à

condition de comprendre dans l'énergie cinétique, non seulement

celle due aux vitesses visibles des points du système, mais aussi celle

qui provient des mouvements invisibles ou stationnaires pouvant être

dus à la chaleur, aux courants électriques, peut-être même au ma-
gnétisme ou à l'électricité statique; à condition aussi de comprendre
dans l'énergie potentielle non seulement l'énergie provenant des

actions mécaniques sensibles que l'on considère ordinairement en

Mécanique, mais aussi celle qui peut cire duc aux tensions électriques,

aux affinités chimiques, etc.

En général, il existe une certaine incertitude pour qualifier les énergies

autres que celles d'origine mécanique et même pour certaines de celles-ci.

Ainsi, selon la théorie cinétique des gaz, les molécules d'un gaz, même en

repos apparent, sont douées de mouvements stationnaires très rapides,

d'où résultent des chocs répétés des molécules entre elles et sur les parois.

Ce qui nous apparaît comme une pression statique serait le résultat de

ces chocs. D'après cela, l'énergie due à la piession d'un gaz ne serait pas,

dans son essence première, potentielle mais cinétique. De même pour

l'énergie d'un aimant on doit, si l'on admet la théorie d'Ampère, la regarder

comme cinétique, et, si l'on admet la théorie de Maxwell, la regarder comme
potentielle.

Cette incertitude où l'on est relativement à la qualité de certaines éner-

gies n'a aucun inconvénient pratique, car, qu'une énergie soit potentielle

ou cinétique, elle est toujours exprimée par un certain nombre de kilo-
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^'rammèlros el nous a\ons vu que ces deux f^pcccs d'onorgies peuvent se

liansformcr l'une dans l'autre sans aucun ;,'ain ni perte. ( l^nyez M\LHicK
LÉVY, Sur le principr lie l'énergie. Gautliicr-Nillars, 18HS,)

Nous n'insisterons pas davantage sur ces considérations qui servent, en

particulier, «le fcindemenl à la Théorie niécaiiiiim- de la clialeiir. Nous
renverions, pour plus de détails, au Mémoire de i\l. Maurice Lévy, au

Mémoire de M. Helmlioltz : Ueber die Evlidllung der Kr<tft { \%.\- ),

réimprimé à Lt'i|)/.ig en i88(), à l'Ouvrage de MM. Tait et Tliomson, aux

Leçons synthétiques de Mécanit/ue générale de .M. Boii^sinesq, et à

l'Ouvrage de M. Hirn intitulé La Cinétique moderne et le dynamisme
de l'ai'e/iir, publié par l'Académie royale de Belgique. On pourra con-

sulter aussi une suite d'articles de M. Duhem parus dans la Urvae des

Sciences pures et appliquées, en if)o3, et le premier Volume du Traité

de Chimie physique île M. l'errin ( Gauthier-Villars, igoi).

EXERCICES.

1. Geiteralisation du llivorème de Kœnig et du théorème des forces vives

par rapport à des axes de directions Jîxes menés par le centre de gravité. -

Soient 0.r, Oy, Oz trois axes rectangulaires fixes auxquels on rapporte un

système inalériei quelconque; 0' x',0' y',0' z' trois axes qui restent parallèles aux

précédents, mais dont l'origine 0' est animée d'un mouvement indéterminé.

1. Pour que l'équation des forces vives s'iipplique au mouvement relatif par

rapport aux axes mobiles, il faut que les projections, sur la direction de l'accé-

lération du point 0', de la vitesse de O' et de la vitesse absolue du centre de

gravité soient égales.

II. La condition pour que la force vive du système soit égale à la force vive

de toute la masse concentrée à l'origine mobile, augmentée de la force vive due

au mouvement relatif par rapport aux axes mobiles, est que la vitesse de cette

origine soit égale à la projection, sur sa direction, de la vitesse absolue du centre

de gravité (Bonnet, Mémoires de l'Académie de Montpellier , serti(m des

Sciences, t. I. p. 1 12 ).

Corollaire relatif au cas où le système est un corps solide. — Si, à un

instant quclcon(|uc du mouvement d'un solide, on décrit un cylmdre circulaire

droit dont la génératrice est parallèle à l'axe instantané de rotation et de glisse-

ment, et dont la section droite a pour diamètre la perpendiculaire abaissée du

centre de gravité sur cet axe, tout point A pris sur cette surface cylindrique

jouit de la propriété énoncée dans le théorème de Kœnig : la force vive du solide

à l'instant considéré est la somme de la force vive qu'aurait la masse totale

concentrée en A et de la force vive du corps dans son mouvement autour de A.

Il n'y a pas d'autres points du solide jouissant de cette propriété ( Cauchy, ^I/icten.v

Exercices, p. lo'i, 1837; Bonnet, loc. cit.; Gilhert, Comptes rendus, t. CI.

p. io54 cl 1 1 '(O ).

2. Lorsqu'un système matériel (|uelconqiic, défnrmable ou non, se déplace, la

somme des produits obtenus en multipliant la masse de chaque point par le carn-

de son déplacement est égale au produit de la masse totale du système par le
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taire de la projcclion du di-placcincnt du rentre do gravité sur une direction

arbitraire \U, au^Micnté de la somme des produits obtenus en multipliant la

masse de chaque point par le carré du déplacement qu'il faut lui imprimer pour

l'amener dans sa position finale après lui avoir fait subir, dans la direction A15,

une translation égale à la projection du déplacement du centre de gravité sur

cette direction ( Pouret, fiulletin de la Société nial/iénialù/ue, t. XIV, p. 1^2)-

3. Quels sont les points A d'un solide S en mouvement qui i)arlagent avec le

centre de gravité la propriété suivante : Le moment de la quantité de mouve-

ment du corps S par rapport à une droite fixe O^, à un instant donné, est égal

au moment de la quantité de mouvement d<' la inasse totale supposée concentrée

en A, augmenté du moment de la quantité de inouNcment du solide par rapport

à une droite Xz' parallèle à Oz, quand on considère le mouvement relatif par

rapport à des axes de directions fixes qui se coupent en A? (Le lieu des points A

est un hyperboloïdc). (De SAlNT-GiiRMAiN, Comptes rendus, t. CVII).

-'1. On considère le système formé par un corps solide animé d'un mouvement

de translation rectiligne et uniforme de vitesse v et par un point matériel de

masse m d'abord immobile. On suppose que ce corps lieurte le point m et

l'entraîne avec lui sans changer de vitesse, ce qu'on peut réaliser en faisant

agir des forces extérieures; démontrer que l'énergie totale du système augmente

de mv-. ( MAHCii L Dei-hez.)

5. Soit un système de deux points matériels libres s'attirant suivant une lf>i

quelconque. Le théorème des aires s'applitjue à la projection du mouvement sur

l'un des trois plans coordonnés. Si, par le centre de gravité du système et la tan-

gente à la trajectoire de chacun des points, on fait passer un plan, les deux plans

ainsi obtenus se coupent suivant une droite située dans le plan invariable (c'est-

à-dire perpendiculaire à Gz', n° 336) (Poinsot). Jacobi a fait de cette propriété

une application au problème des trois corps {Journal de Crelle, t. 26, p. ii5).

6. Un disque circulaire homogène pouvant glisser sans frottement sur un plan

horizontal fixe est mobile autour de son centre O; sur la circonférence de ce

disque sont placés deux insectes de même masse en deux points A et B diamé-

tralement opposés. Les insectes étant immobiles, le disque est lancé autour de O
avec une vitesse angulaire initiale w,,. Cette vitesse angulaire se conserve d'elle-

même tant que les insectes restent immobiles sur le disque. On demande com-

ment varie la vitesse angulaire du disque quand les deux insectes, restant diamé-

Iralement opposés, se mettent à parcourir la circonférence à l'instant t = o avec

une vitesse relative v variant proportionnellement au temps v = -^t.

7. Mouvement d'une chaîne pesante «on /iomog'e«e glissant sans frottement sur

une courbe fixe. On opérera comme dans le texte ( n° 3'i7) en supposant la den-

sité p=/()k), >i désignant la distance curviligne d'un point de la chaîne au

milieu. Calculer la tension.

(En appelant .M la masse totale, on trouve l'équation

''dt^=-^J_, fO^)r'i^-rl>dl,

où 2— 9(5) est la relation entre le z et l'arc s d'un point de la courbe. Si la

courbe est une cycloïde, le mouvement est tautochron» .)
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8. MiiiiMiinnl (le «Icux |iuin(s lilucs (|iii ^\iilirfiii propoiiioiiiKlIcfiiiiit A kuis
distances.

0. l'n point iiiiiliriil c-l iissiiji-lti i'i glisser Siins fiol Icimiil siii- un ;ixc i>jr: nii

second point nialcrici est cnliircnicnl liltic. TionMi- |c moincnicnl du syslcmc
en supposant (pie les deux points s'attirent propoi tioniiellenicnl à la distance, et

lalculei- la réaction de l'axe Ox. (Il sufdt d'écrire les équations du inouvcuieiit

lies deux points; on est ramené à di-s intégrations faciles, i

10. I>enx points niaUriels M cl M' de Miènii- iiias-,e //( inid>iles dans un phin

liuri/.onlal sont reliés l'un ù l'autre par un fil inextensible et sans masse de lon-

gueur il. Le point M est attiré par un point (ixe .\ et le point M' par un poinl

(ixc A' proportionnellement à la ilistance. Trouver le mouvement de ce système.

On prendra pour axe des x la droite A'A et pour origine le milieu de A' A; on

désignera par '.a la distance .\'.\, par ?, ri les coordonnées du milieu G de la

tiroite .M .M', par l'angle que fait la droite GM avec Oj;, enfin par 1J./71 A.M. aw*.\'M'

les valeurs absolues des attractions issues de A el .\'. (Licence, Paris.)

11. Deux points niatéiiels M el M, de masses m et ni, reliés i)ar un lil inexten-

sible et sans masse de longueur / sont assujettis à glisser sans frottement sur un

plan horizontal XOV. Ces points sont s(dlicités par des forces F et F, dirigées

vers OV perpendiculairement à cet axe, proportionnelles aux masses des points

et à leurs distances à cet axe. Ti'ouver le mouvement du système.

Kn désignant [lar x et x, les abscisses des deux points, on appellera — k'^mx

ri — k-m,x^ les projections des forces F et F, sur l'axe OX. On désignera par \

et T, les coordonnées du centre de gravité G du système cl par l'angle de .M,

M

avec OX. (Licence, Paris.)

r2. Deux points matériels de même masse glissent sans frottement l'un sur

l'axe Ox, l'autre sur l'axe perpendiculaire Oj^. Ces points s'attirent en raison

inverse du carré de leur dislance. Trouver leur mouvement; trouver en particu-

lier la courbe décrite par le centre de gravité des deux points. (Conique de

foyer décrite suivant la loi des aires). 'Licence, Paris.)

1.3. Deux points de même masse reliés par un fil inextensible et sans masse

glissent sans frottement l'un sur un axe horizontal Ox, l'aulre sur un axe vertical

O^'. Mouvement du système. ( Dorna, Mémoires de l'Académie de Turin,

t. XXXI.)

l'i. Mouvement de trois points assujettis à décrire une nième droite fixe et à

s'attirer proportionnellement aux masses et en raison inverse du ( ube des dis-

tances. {J.\co}M, Gesnmmelfe Werke, t. IV, p. 5.13-539.)

15. Même problème, (|uand on suppose en outre chaque point attiré par un

«entre lixc proportionnellement à la flistance.

(M. Mcslschcrsky a mimlré que ce problème se ran)ène au précédent p.ir un

changement de variables elTectué sur le temps et les coordonnées. Voyez Ihtilelin

des Sciences mathématiques, if^g'i, Mélanges
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CHAPITRE XIX.

DYNAMIQUE DU CORPS SOLIDE. - MOUVEMENTS

PARALLÈLKS A UiN PLAN.

I. MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR
D'UN AXE FIXE.

3o9. Équation du mouvement. — Un corps solide, mobile au-

tour d'un axe lixe, consliuie un sjstème à liaisons complèles, car

sa position dépend d'un seul paramètre, l'angle dont le corps a

tourné à partir d'une position déterminée.

Si nous supposons que les liaisons sont réalisées sans frotte-

ments, l'équation unique qui détermine le mouvement du corps

sera fournie par le théorème des forces vives, car les travaux, des

forces de liaison sont alors nuls. Le corps est supposé sollicité

par des forces données F,, Fo. • •. F„ ; nous appellerons X, Y, Z

les projections d'une quelconque de ces forces sur les axes.

Prenons l'axe de rotation pour axe des z, et soit to la vitesse

angulaire à l'instant t, la force vive du système est

S mv^ =-- S mr^- (o^ - w^ S mr^- = M k^ w^ ;

La force vk'c du corps est donc égale au carré de la vitesse

angulaire, multiplié par le moment dHnertie par rapport à

Vaxe de rotation.

Le théorème des forces vives s'exprime alors par l'équation

r=V ^ \dx-^\ dy •- Z rfs),

où n'entrent que les forces données. Si nous désignons par /•, 9, :;

les coordonnées semi-polaires d'un point x^^y^ z du corps solide,

on a

a- — /'COsO, ^ = /-siii6;
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quand le corj)S tourne, seul varie, «•! l'on a

to = — •

dt
'

dr — — /• si n <fO — — jyio dt,

dy — rcos 0*^/0 ruidt,

</- — o;

l'équation des forces vives devient alors

; = vo dt y {r\ — j' X I .

qu'on peut écrire, en effecluanl la (lilléreulialion du premier

membre.

MA-:
di.^'=2-^'--^'-

On j)eul obtenir cette équation d'une autre façon, en partant

ilu théorème des moments des quantités de mouvement. Aj>pli-

(|uons ce théorème par rapport à O z : les moments des réactions

de l'axe sont nuls, et il nous vient

d_

dt "'^^-dt ~-^~Ji *
=2'-^^ ~ ''^''

mais

2"'(-t-^''^)=2:— »*'

En substituant, on retrouve bien l'équation donnée pai- l<

ihéorème des forces vives.
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360. Réactions de Taxe. -- Pour |>oiivoir calculer ces réactions,

nous supposerons cpie limmohililc de Taxe de rotation a été

obtenue en fixant deux de ses points O et O".

Soient Q'i \', Y'Z' 1 et Q"(X". Y", 71 i les réactions de l'axe en

ces deux points i fig. aooi. Nous pouri-ons considérer le corps

comme libre en ajoutant aux forces données ces forces Q' et Q" ;

appliquant alors au système le théorème des quantités de mouve-

ment projetées, nous aurons les trois équations suivantes

Aà dfi
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de (i>. Nous avons déjà ohicnii

cbr (iy dz
-,; — — )fo. •- - .ro). -o:
at - dl ,ll

nous en déduisons

r/i.r <li', ,/•-' )- ,/ „ ,/- -

dt^
'"'' .//' -dU ' ' '"'^'

df
' dn "

cl nos formides devienncni

- lu- 7 mxz r- > //» v^ — 7 < -X - x'L\ — AX''.

Les sommes qui entrent dans les formules précédentes varient

avec le temps: 1/nx, pur exemple, a pour valeur Mç, ; élan!

I abscisse du centre de gravité. Pour calculer les autres sommes,

on imagine un système d'axes ( O, x\y\ z' ) entraîné avec lecorp>

solide, O:;' coïncidant avec Or, et xOx' étant égal à es. On a pour

formules de transformation

X = a^'costp — y' sin œ,

_^
— j"' sincp —y coso.

z = z',

doù l'on déduit

1///^- — sin oI./nx'z' -^ cos '^ ^ ni y' z'.

Zftixz — cosoS m J^'c' - sin 'z>^ m y' z'

:

cl les sommes qui cnlrenl dans les seconds membres de ces der-

nières équations sont indépendantes du temps.

Cas particulier. — Les formules se simplifient quand l'axe

• le rotation est axe principal d'inertie par ra|iport au centre <!<•
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ijravilé. (^n a. en effet, dans ce cas

l/?j.ï- -o, yLm}=o, I.mxz — o, I,myz — o.

Les équations qui donnent les réactions deviennent alors

1
(
^ Z — - Y I

— /« Y' -: o, :^{ z\ — xZ) — hX" — o,

équations de même forme que les cinq premières conditions

d'équilibre (n° 110). La dernière condition d'équilibre n'est pas

remj)lie, carN^=2t^a;Y — J'X) n'est pas nul : celte quantité est

éeale à MÂ--7--

Pour interpréter géométriquement ce résultat [/ig. 201 ', fai-

sons la réduction à l'origine des forces extérieures F (X, Y, Z i

Fie. 201.

qiii agissent sur le corps, nous aurons une résultante générale

R(SX, SY, SZ) et un couple d'axe OH; décomposons ce couple

en deux dont l'un a un axe ON dirigé suivant Oz-, et l'autre un

axe OR perpendiculaire à O:;. Si l'on supprimait le couple ON,

en soumettant le corps seulement à la résultante générale R et au

couple d'axe K, le corps su|)posé immobile serait en équilibre, et

les réactions de l'axe auraient certaines valeurs Q' et Q". Si main-

tenant on lance le corps avec une vitesse angulaire initiale quel-

conque, et si l'on fait agir le couple N, le corps se meut, mais les

réactions de l'axe restent ce qu'elles étaient dans l'équilibre.

Remarque. — Les formules (i) montrent quel intérêt il v a,

dans une machine, à ce que les pièces tournantes, comme les

volants, tournent autour d'un axe principal relatif au centre de

^^ravité. Car, s'il n'en est pas ainsi, le carré de la vitesse angulaire

ligure dans les valeurs des réactions; dès lors, quand la vitesse
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angulaire devient grande, les réactions, et par suiU; les pressions

sur l'axe, deviennent très grandes et peuvent amener des rujthircs

ou des arrachements de l'axe.

301. Axes permanents et axes spontanés de rotation. — Reve-

nons mainlcnant au cas où l'axe de rotation est ([uclconque, et

su|>posoiis d'abord que les forces données admettent une résul-

laiilc nnicpic passant par le point O. On aura alors

i:(^Z — cY):^ I.{z\- xZ) = Z(xY—y\) = o.

Les équations deviennent

^wîv/na: == XX-j-X'-hX",

— ojîvwj^ =i:Y + Y'^-Y',

(2) ' 0.-SZ -+-Z'+Z".

to- X m yz - — /i Y",

- oj2 i^ /n xz = Il X",

tt) étant la vitesse angulaire de rotation qui, dans ce cas, est

constante, car—r- = o.
dt

Cherchons s'il peut arriver dans ces conditions que la réaction

de O" soit nulle ; il faudrait pour cela que l'on eût

X" = G, Y''=o, Z"— o,

c'est-à-dire

S/?j^z = o, 'Zmxz^^o^

ou enfin que l'axe de rotation fût axe principal d'inertie par rap-

port au |)oint O.

Supposons ces conditions réalisées : la réaction du j)oint O"

est nulle. Ce point n'exerçant aucune action sur le corps solide,

on peut le supprimer, c'est-à-dire rendre ce solide libre en O" sans

rien changer à la nature du mouvement. On peut donc énoncer le

théorème suivant :

I. Si un corps solide, mobile autour fVun point fixe, est

soumis à des forces extérieures admettant une résultante qui

passe par ce point, et si ce corps commence à tourner autour

d^ un axe principal d'inertie pour le point fixe, il continuera

indéfiniment à tourner autour de cet axe, avec une vitesse

angulaire constante.

A., II. 6
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Cesl en raison de celle propriélé que les axes principaux

d'inerlie sonl parfois appelés axes permanents de rotation.

Supposons maintenant qu'il n'v ait aucune force donnée appli-

quée au corps. Dans les équations ci-dessus (2), on aura

X X ^ I Y =^ I Z = o.

Peut-il arriver alors que la réaction du point O soit nulle en même

temps que celle de O"? H faut, pour réaliser cette circonstance,

joindre aux conditions précédentes les équations

"Lmr = o. 1 m y = o
;

Taxe de rotation est alors un axe principal de l'ellipsoïde central.

Nous pouvons donc énoncer le résultai suivant :

II. Si un corps solide entièrement libre, qui n'est sollicité

par aucune force extérieure, commence à tourner autour d'un

axe principal de l'ellipsoïde central d'inertie, il continuera

à tourner autour de cet axe d'un mouiement uniforme.

Cette propriété a fait donner aux axes de lellipsoïde central le

nom àMxes spontanés de rotation.

Remarque. — Les résultat» qui précèdent peuvent être généralisés

comme il suit :

1° Supposons que les forces données se réduisent à une résultante pas-

sant par O et à un couple dont Taxe est dirigé suivant O^. Alors w nest

plus constant, et il faut, pour déterminer les réactions, se reporter aux

équations {i) où Ton ferait

Z{yZ — z\) = I ;X — rZ . = o.

On trouvera encore que les conditions nécessaires et suffisantes pour

que la réaction de 0' soit nulle sont

IniTz^^o. Zmyz = o.

En efiFet, ces conditions sont d'abord

tu* 7 m vz — 7 m xz = o,

myz = 0,

équations linéaires et homogènes en 1m yz. Imxz dont le déterminant

— tu* 7 mxz j- y ,

jLà dt ^
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8Î

dt
esl (lilTércnt de z.i'ro, du tiKJinoiil i|iio le corps c^l en inoiivi

ment. On en lire donc, pour X//tj'c el ^/n.rz, des valeurs nulles.

•jt" De même, si l'on suppose que les forces donnt'-es appliquées au corps se

réduisenl uniquemenl à un cou]ile d'axe paralltde ît Oz, il faut et il suffit,

pour que les réactions de-^ points O et O" soient nulles toutes deux, (jue

l'axe Oz soit un a\i' prin'-ipal d'inertie relatif au centre de gravité.

362. Pendule composé. — Le pendule composé esl conshliic

par un corps solide pesant pouvant lounier liljicmenl iiiiloiir d'un

axe liorizonlal fixe.

Nous prendrons pour axe des :; Vaxe de suspension autour

duquel peut tourner le corps, et pour plan des xy le plan vertical

qui contient le cercle décrit par le centre de gravité G, l'aie

des X étant la verticale dirigée vers le bas.

Soit, à l'époque t, Q l'angle que fait la droite OG avec la ver-

ticale Ox] la vitesse angulaire, à cet instant, esl

dt

et l'équation du mouvement

M;
dui..- = 2<-V-^XK

le second membre, somme des moments des poids par rapport à

0-, est le moment — M^/sin8 du poids total appliqué au centre

de gravité dont l'ordonnée est^ = / sin 0.

,, ,
dO

I 1" .•

Ln remplaçant w par -^ . nous avons donc 1 équation

-r- = — T-: SUlO.
dn A*
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Com|iarons celle équalion à celle du mouvemcnl d'un pendule

simple de longueur /', savoir

Nous voyons que le mouvement du pendule composé est le

même que celui d'un pendule simple dont la longueur serait

-?•

Ce pendule simple est appelé le pendule synchrone du pendule

composé.

Si, sur la droite OG,on porte une longueur 00'^ /', le point O'

du corps solide oscille comme s'il élait détaché du corps et relié

au point O par un fil sans masse. Désignons par p le rayon de

gyration du corps par rapport à un axe parallèle à O^ et passant

par le centre de gravité, nous aurons (317)

M/.-2 = Mp2+ MZ2

ou, en tirant A"- et portant dans la valeur de /',

de là résulte que 00' est toujours plus grand que OG et que les

distances OG, O'G qui ont respectivement pour valeurs / et ^
sont liées par la relation

OG X 0'G = p2;

l'axe mené par O' parallèlement à l'axe de suspension a reçu de

Huygens le nom à^axe d'oscillation. Tous les points de cet axe

oscillent comme s'ils étaient détachés du corps et reliés par des

fils sans masse à l'axe de suspension. La formule précédente montre

que l'axe d'oscillation et l'axe de suspension sont réciproques. De
sorte que, si l'on suspendait le corps par l'axe d'oscillation,

l'ancien axe de suspension deviendrait le nouvel axe d'oscillation.

Théorème de Huygens. — Si, dans un plan passant par le

centre de gravité, de part et d'autre de ce point, on a deux
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axes i>(tiall<'lcs, inégalement distanls du centre de gra\,nlê, et

pour lesquels la longueur du pendule simple synchrone est la

même, cette longueur est précisément égale à la distance des

deux axes.

Si, en ollcl, /cl /, sont les dislanccs du centre de gravilé au\

dc\\\ axes supposés O el 0| el / la longueur coininimc du pendule

synchrone, on a

/' = /+?: et /'=/,+ ?:,

la comparaison de ces équations donne

d'où, en supprimant la solution /= /,,

P' -/

la distance des deux axes l-\- l\ est donc bien égale à la longueur

/ + y du pendule synchrone; l'un des axes étant pris pour axe

de suspension, l'autre est l'axe d'oscillation.

C'est sur ce principe qu'est fondé le pendule réversible de Kater

employé en Géodésie. Ce pendule est un solide de révolution,

formé de deux cylindres aplatis reliés par une tige creuse : per-

pendicidairement à cette lige, et symétriquement par rapport au

milieu de la tige, sont fixés deux couteaux d'agate, autour desquels

le système doit alternativement osciller. L'un des cylindres est

vide, l'autre est rempli de plomb, de sorte que le centre de gravité

est situé plus près de l'un des couteaux que de l'autre : d'après le

théorème d'Huygens, on peut régler les masses de manière que la

durée d'oscillation soit la même autour des deux axes, et celle

•durée commune est celle d'un pendule simple ayant pour longueur

la distance des arêtes des couteaux.

On donne au pendule une forme extérieure symétrique par

rapport au milieu de la lige pour fjue la résistance de l'air soit la

même quand le pendule oscille autour de l'un ou de l'autre des

couteaux. Dans ces conditions, si les durées des oscillations dans

l'air sont égales autour des deux couteaux, elles seraient encore

égales dans le vide; mais la durée commune des oscillations serait
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un peu plus coiirlc dans le vide cpic dans l'air, comme on l'a déjà

vu pour le pendule simple (u° 219).

Réactions de l'axe dans le mouvement du pendule composé. —
riaçons-iious clans le cas parliciilior où le pciululo composé est «yniélriquc

par rnpporl au plan a-Ojy clans lequel oscille le centre de gravité. L'axe

de suspension est alors un axe principal d'inertie pour le point 0, puisque

le plan xOy est un plan de s}métrie pour l'ellipsoïde d'inertie en O. On
a donc

'Zfnxz = o, I.m yz = o.

On peut prévoir, par raison de symétrie, que la réaction de l'axe de

suspension sur le pendule peut alors être réduite à une force unique Q'

appliquée en O et située dans le plan xOj^ : c'est ce qu'il est facile de

vérifier en appliquant les formules générales précédentes (i). En effet,

admettons, pour un moment, que la réaction se compose d'une force

Q'(X', Y', Z') appliquée en O, et d'une force Q"(X", Y", Z") appliquée en

un point 0" deO^ à la distance Ji de 0. La seule force directement appli-

quée étant le poids M^ en G, on a ici {Jlg. îo3)

SX = M^, SY = o, ZZ = o,

SfjZ — ^Y) = o, Z{zX — xZ) = o,

où les deux dernières formules sont évidentes, car le poids M^ est dans

le plan xOy. Les formules (i) donnent alors, en y remplaçant I./nx

par M^ et ^my par Mt),

,2U'ç-~ Mr^ = X'+ X"+ M^,

(3)
co2 M r,

Mr, = X'-^ X"-

M^ =Y'-+- Y",

dt

'di

o = Z' -f- Z".

A Y", o=/«X".
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Les deux dernières montrent que X' cl V «ont nuls; les deux compo-

santes Z' et Z* dirigées suivant O- uvanl une sumnie nulle sont égales et

directement opposées, et peuvent être supprimées, ce qui revient à faire

Z' = o, Z*= o. Alors la réaction Q' est nulle et la réaction Q' est dans le

plan xOy où elle a pour composantes suivant les axes Ox et Oy les

quanti tés

l .\' = — (x)^M^ —
(4)

/ Y' — _ ,..î \I -, _iY'=-co^M,H-^^M^

Calculons les composantes Xi cl Y| de la réaction Q' suivant la direc-

tion OG et la direction perpendiculaire OP dans le plan xOy (Jig. 2o3);

on aura
X,= X'cosO -f- Y'sinO,

Y, = X' sinO— Y'cosO.

D'autre part, comme
/ = ç cosO -r- r^ sinO,

o = ç sinO — 7) cosO,

les formules (4) donnent alors

X,=— M 0^2 / — Mycose,

Y, = -M^"'/ — Mi-sinO.
'

dt *

Mais, d'après l'équalion du mouvement

dt /.2
'

et d'après le théorème des forces vives (fournissant une intégrale pre-

mière de cette équation), on a

a>2=^cosO-4-C.

Donc, enfin

X, = — M^ ('^ ^ A cosO - MG/,

Y, = M^-(^^->)sinO.

Comme f-= /c-— p*, la composante Yi suivant OPest toujours de signe

contraire à sinO
; elle serait nulle si le corps solide était réduit à un point,

c'est-à-dire si le pendule était simple ; car, dans ce cas, l^ = k^. Ce dernier

résultat est évident, car, dans un pendule sin)ple, la réaction du point

d'attache est égale et opposée à la tension du fil sur ce point.



88 D V N A M 1 Q r K n E s s Y s T È S[ E s .

303. Étude de la variation de la longueur du pendule simple

synchrone quand on déplace l'axe de suspension dans un corps

donné. — La formule /'= ^ "^~ ^ permet loiil d'abord d'étudier

les variations de la longueur du pendule synchrone quand l'axe de

suspension se déplace dans le corps parallèlement à lui-même;

l'expression même de celle longueur montre que /' a un minimum

lorsque les deux termes / et ^ sont égaux, c'est-à-dire lorsque

l'axe de suspension est à une dislance du centre de gravité égale

au rayon de gyration p, cl cette valeur minimum est égale à 2p.

Si l'on se donne la longueur /' supposée plus grande que 2p, il

existe deux valeurs correspondantes de /; les axes de suspension

parallèles à la direction considérée, pour lesquels le pendule

simple synchrone a la même longueur /', engendrent donc deux

cylindres de révolution dont l'axe commun passe par le centre de

gravité.

Prenons maintenant des axes de suspension quelconques. Pour

voir comment varie la longueur /' du pendule simple synchrone,

rapportons le corps aux axes de l'ellipsoïde central d'inertie :

l'équation de cet ellipsoïde est

AX2-i-BY2-i-CZ2=i.

Désignons par a, [iJ, v les cosinus directeurs de l'axe de suspen-

sion A, et par / sa distance au centre de gravité, c'est-à-dire à

l'origine choisie. Le moment d'inertie Mo- du système par rap-

port à la parallèle A' à l'axe de suspension menée par le centre de

gravité est (318)
Mp2= XoL^-^B^^-^Cf-.

On a donc pour la longueur du pendule simple synchrone

„ ,
Aa2^-BB2^-GY2^=^-^

m7

A l'aide de cette formule, on peut étudier le complexe formé

par les axes pour lesquels le pendule simple synchrone a une lon-

gueur donnée. Cette étude est faite dans un Mémoire de M. Bo-

klen [Crelle, t. 93) dont on trouvera quelques résultats iinpor-

tants indiqués dans l'exercice 5 à la fin du Chapitre.
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.'î(ii. Machine d'Atwood. — In treuil liomogènc mobile autour d'un

a\o h(iri/.nntal porli-, CHrouIr en sens inverse sur chacune de ses deux

ronc»^, ni) fil llcxible et sans niasse. Ces fils supportent deux masses

pesantes m et ni' ( /îsj". ao/j); nous nous proposons «IVtndier le nioiiMMiniit

de cet ensemble.

I.es forces données sont les poids m^, ni' g-, i\I^ des masses suspendues

cl du treuil; les forces de liaisons sont les tensions T et — T du fil Am,
et les tensions T', — T' du fil A' ni' ; il y a de plus les réactions de l'axe.

Fig 204.

Comptons les rotations positivement de l'axe Ox vertical, dirigé vers le

bas, vers l'axe y, et désignons par w la vitesse angulaire, x la distance

A //^ x' la distance A'/??', R cl R' les deux rayons OA et 0\'.

Ce système est à liaisons complètes, car sa position dépend uniquement

de l'angle dont tourne le treuil; de plus, on suppose qu'il n'y a pas de

frottements. Nous obtiendrons donc l'équation du mouvement en appli-

quant le théorème des forces vives sous la forme du n" 346.

La force vive du système se compose de celle du treuil MA-w^, et de

celles des points m et /??', m i -j-
)

et ni' ( —z-
)

• D'autre part, les travaux

des poids des deux points m et ni! sont nig dx et m'g dx ; le travail du

poids du treuil est nul, car le centre de gravité du treuil est immobile.

Les travaux des forces de liaison ont une somme nulle. On a donc

d - \s\ A - oj- -- ni I -j- 1
— m [ — - 1 — nig dx -r- ni g dx .

Les poids ni et /n' ont d'ailleurs mêmes vitesses respectives que les

points du treuil qui sont en A et A'; donc

dx
—7- = R oi

,

dt
'

dx'

~dt
= — R'to.

En substituant, on a l'équation du mouvement.
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Nous obtiendrons aussi cette équation en appliquant le tliéorcme des

momonls des quantités de mouvement par rapport à l'axe du treuil. La

somme des moments des forces se réduira à la somme des moments

niff R — /n' fflV

des poids /»^'', 'h' g; les moments des autres forces ilisparaissent d'eux-

mêmes.

D'autre part, la somme des moments des quantités de mouvement du

treuil est MA-w, celle relative aux points m, m' est

dx ,T„dx'
mVk.—. m R —j- :

dt dt '

nous avons donc l'équation(dx dv' \
M k- oj -r- ml\— in' IV -jr- )

= nig R — m'g R',
d_

di

cLx dx
qui donne, en remplaçant -5- et —7- par R(o et — R'o),

^(MA-2-i-/«R2+/n'R'2) = m^R— m'^R';

d ou, pour -j-1 la valeur constante

dm m R — ni' R'

'dt ""^MA-2-+-mR2+/n'R'2'

Les accélérations R -^- ? — R —r *J*^s points m. m sont donc constantes,
dt dt

et les mouvements de ces points sont uniformément variés. On voit

d'ailleurs immédiatement que leurs accélérations sont moindres que g.

Pour calculer la tension T du fd A/n, nous écrirons l'équation du mou-

vement de m
d-x

qui donne

on aurait de même

T=,W..n'^).

Cherchons enfin les réactions de l'axe du treuil. On peut admettre que,

à cause de la symétrie, les réactions de l'axe se réduisent à une force

unique Q appliquée en et normale à l'axe. Appliquons au treuil le

théorème du mouvement du centre de gravité. Gomme ce point reste
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immobile, il faut que les fmces cxtriicures au treuil, appliquées au treuil,

Q, M A', T, T', transportées au point O, se fassent équilibre; il en résulte

que la réaction des appuis sur l'axe tsl verlicale, dirigée vers le liaut,ela

pour valeur

Q = M^n'-f-T-+-T',

c'esl-à-dire

^, ,., ,
(mR — m'R')«

cette réaction, toujours moindre que la «omine îles trois poids, ne lui serait

égale que si l'on avait

m R = /li IV,

, ,
. .- . , . clo)

auquel cas le mouvement serait unilormc puisqu on aurait -y- — o.

Nous remarquerons qu'ici le treuil tourne autour d'un axe principal

d'inertie relatif au centre de gravité; il en résulte, comme nous l'avons vu,

que la réaction des appuis est donnée par les formules que l'on obtient en

né^'lif;eant le cou|)le dont l'axe est parallèle à l'axe de rotation, ce qui

donnerait immédiatement la valeur de Q.

II. — MOUVEMENT D UN SOLIDE PARALLELEMENT
A UN PLAN FIXE.

363. Généralités. — Dans les exemples précédenls eiilrcnl des

solides donl les points sont assujcllisà se àé^^dicer parallèlement

à un plan fixe. Supposons, d'une manière générale, un solide

assujcUi à se déplacer de cette façon : par exemple, un cylindre

reposant par sa base sur un plan fixe; chaque point du corps décrit

alors une trajectoire située dans un plan fixe parallèle au plan

fixe donné. En particulier, si, par le centre de gravité, dans sa

position initiale, on mène un plan .rO^ parallèle au |)lan fixe, le

centre de gravité restera dans ce plan : il en sera de même de tous

les points du corps qui, à l'instant initial, se trouvaient dans ce

plan. Représentons la section S du corps par le plan xOy] pour

déterminer la position du corps, il suffit évidemment de connaître

la position de cette section S, c'est-à-dire les coordonnées ç et o

du cenlie de gravité G {Jig. -J-ob) par rapport aux axes fixes Ox
et Oy^ et l'angle que fait un rayon G m invariablement lié au

corps avec l'axe Ox.
Le corps solide étant supposé sollicité par des forces extérieures

dont nous apj)cll*erons Xi, ^
, ; Xj, Y^, ... les projections sur les
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axes Ox et Or, le ihéorèmc ilu inouvcmcnl du ccnlrc de gravité

donne dabord les deux équations

M 2Y,

les sommes S étant étendues à toutes les forces extérieures.

Fig. 2o5.
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Irée au centre de gravité M f ; ^^ — r -M, j)liis la suiuiiie .MA- -.-

des moments des quantités de mouvement par rapporta l'axe G:;',

cette dernière somme étant calculée dans le mouvement relatif

autour de G. On a donc l'équation

^[M(,f^_4;)-.M.-]._.<.V-,X,;

2" L'équation obtenue en appliquant au mouvement absolu le

théorème des forces vives. D'après le théorème de Kœnig (n" 35

la lorcc vive totale est égale à
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366. Exemple I. — Une barre matérielle de lon^'uenr 7.1 {Jlff. 206),

ef fie masse INI, est assujettie à glisser sans frottement sur un plan

horizontal : les éléments de la barre sont attirés par un axe fixe Ox
proportionnellement aux niasses et aux distances.

Soient ^. r, les coordonnées du centre de gravité de la barre ABj^l'or-

Fig. 206.

donnée /np d'un élément de masse m; la force F agissant sur cet élément

est dirigée suivant mp et proportionnelle à celte distance et à m; donc

X = o, \^-/-^mj, SY =—/2Smj»-=— M/^T).

Les équations du mouvement du centre de gravité donnent donc

dn d^r^

dt^
~"' IF

^ — at -\- b, r, — \ sin{ft -(-a),

et, en éliminant t, on a pour la trajectoire du point G une équation de la

forme
7) ^ A sin(X^ -+- (Ji),

X et [i désignant des constantes : celte courbe a la forme d'une sinusoïde.

Soient G r', G y' des axes parallèles aux axes fixes menés par G; l'angle

BGx', et r le rayon Gm compté positivement de G vers B, négativement

de G vers A.

On a, en appelant x', y les nouvelles coordonnées du point m,

x = l-hx , y = r, -hy
,

Y=-pm{r,-^y).

Le théorème des moments des quantité sde mouvement appliqué au mou-
vement relatif autour du centre de gravité donne

M/.2
f/2 6

dt^
v(^'Y_yX) =-f^Zmx'{r, -H/),

où MA- est le moment d'inertie de la barre par rapport au point G. En
séparant la dernière somme en deux parties, on voit que la première

I,mx'r^ = r^mx' est nulle, car l'origine mobile est le centre de gravité;
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la deuxième devient, en passant aii\ rixinloiuii'es polaires,

a-';^/-cosO, ^'=:rsinO,

Zmx'y'— l/»/-2 sinO cosO — MA- sin cosO.

95

Donc l'équation est, après division jtar M /i^,

(G) ^-T- = — /«sinO cosO.
dt

L'intégration et la discussion de celle équation sonl analogues à celles

de l'équatitHi du pendule simple, comme on le verrait en faisant 2O = o.

En multipliant les deux membres de l'équation du mouvement nar 7.-7-
' ' ' dl

et intéj,'rant, on a

10 désignant la valeur de la vitesse angulaire pour = o. Il y aura oscilla-

tion de part et d'autre de Gx' ou mouvement révolutif, suivant que w* es t

plus petit ou plus grand quey"-. Pour 10'-=/', on a

^'^ ^ r. ^ .
/O -—- = / cosO, tf= logtang —i- -

en com|)lant t à partir do l'instant où est nul. Alors la barre tend à se

placer perpendiculairement à la direction Ox, mais elle n'arrive jamais à

celle position, car, quand 6 tend vers -> t augmente indéûniment.

Les oscillations définies par l'équation (G ) sont appelées quadrantales
par Tait et Thomson {Natural Philosophy, § 32:2).

Exemple II. — Mouvement d'un cercle homogène pesant^ assujetti à

rester dans un plan vertical et à rouler sans glissement sur une droite

de ce plan. — Prenons pour axes la droite donnée Ox et sa perpendicu-

Fig. 207.

laire Oy dirigée vers le haut dans le plan donné, et désignons par a

l'angle de O.r avec l'horizon. Le système constitué par le disque mobile
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est à liaisons complètes; sa position dépend d'un seul paramètre, l'angle

ACB = 6 dont il a déjà tourné, ou l'abscisse OA = x du centre.

On peut réaliser cette condition d'un roulement sans glissement, soit

à l'aide d'un fil tendu sur Ox et enroulé sur le disque, soit en munissant

le disque et la droite fixe de dents très petites. Pour exprimer que le

disque peut seulement rouler sur la droite sans glisser, on dit dans cer-

tains ouvrages que la droite est parfaitement rugueuse. L'abscisse x
aura, d'après ce qui précède, la valeur

x = Re,

si nous supposons que le point B a primitivement coïncidé avec O.

Les forces qui agissent sur le disque sont son poids M^ appliqué en son

centre C, et la réaction oblique Q de la droite. L'équation du mouvement

nous sera donnée par le théorème des forces vives. La force vive totale

est la force vive de la masse totale concentrée en C, M ( -7-
j > augmentée

de la force vive dans le mouvement autour du centre de gravité,

MA*i -7- I ) puisque ce mouvement relatir est un mouvement «Je rotation

de vitesse angulaire -y Nous avons déjà vu que le travail de la réaction

est nul (n°162); quant au travail élémentaire de la pesanteur, c'est

^\ g dx s\no.; nous avons donc

.^,,(^;)VMA=(g)']=M^..si„.;

remplaçons par sa valeur —, divisons par M et effectuons la différentia-

tion indiquée au premier membre, nous aurons, en résolvant par rapport

, d-x
^1?-

d^x sina

df- "
k^

Le centre du disque décrit donc une parallèle à l'axe des x, d'un mou-
vement uniformément varié; et l'expression ci-dessus montre que son

accélération est toujours inférieure à g. même lorsque la droite est

verticale.

Tout ce qui précède ne suppose pas que le disque soit homogène, mais

seulement que le centre de gravité coïncide avec le centre de figure. Dans
R-

l'hypothèse de l'homogénéité, nous avons trouvé pour k- la valeur —
;
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nous voyons qu'alors rt(|uali(iii du iinjuvciufiil <K-vienl

d*r >.

F'our calculer los projections — F, N de la réaction Q sur les axes Ox
et O^, nous écrirons les équations du mouvement du centre de gravité

M-y^ = iM^'sina — F, M -^ = — M^-cosa-i-N.

d^ X d^ y
Remplaçant —ry par sa valeur, et remarquant que -j^ est nul, nous

aurons

F = - IMi?- sina, N=M^cosa.

La réaction est donc constante.

Exemple III. — Mouvement d'un double cône paraissant remonter,

quoique descendant, sur un plan incliné. ( Res.vl, Comptes rendus,

t. C.\I, p. 547.) — Soient deux droites OD, OD' également inclinées sur

l'horizon et formant un angle 20 dont le sommet est en bas. Sur cet angle,

on place un solide formé de deux cônes homogènes identiques accolés

par la base, de telle façon que le plan de la base coïncide avec le plan ver-

tical \0t mené par la bissectrice Ox de l'angle DOD'. On demande le

mouvement du double cône en supposant qu'il ne peut que rouler, sans

Fi g. 208.

glisser, sur les deux droites OD et OD'. Prenons pour plan do la figure le

plan vertical mené par la bissectrice Oa; de l'angle DOD' et choisissons

un axe 0^ vertical vers le haut, un axe horizontal 0|. Les deux droites

OD, OD', servant de guides au double cône, se projettent sur le plan de

la figuro suivant Ox\ les deux points par lesquels les cônes touchent ces

guides se projettent en T ; enfin, les sommets des deux cônes se projettent

sur ce même plan en un point G, car tout l'appareil est symétrique par

rapport au plan ÇO^.

A., II. 7
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Les plans tangents aux doux cônes menés respectivement par les guides

OD et OD' font, avec le plan horizontal, un angle constant el, par suite,

sont fixes; ces deux plans se coupent suivant une droite fixe Om. Pour

que le double cône semble remonter, quand on l'abandonne à lui-même

sans vitesse, il faut que 0/« soit situé au-dessous de 0^ (comme dans la

figure). Nous appellerons i l'angle ÇOm que fait cette droite avec l'hori-

zon. La base des deux cônes est un cercle constamment tangent à la droite

Om; le centre C de celte base, qui est en même temps le centre de gra-

vité de l'appareil, décrit donc une droite OS parallèle à Om.
Si l'on considère la figure plane formée par la base mobile dans le plan

^ OÇ, le centre instantané de rotation est en T, puisque le solide roule sur

les deux guides. La droite TC, dont nous désignerons la longueur par r,

est donc normale à la trajectoire du point C, c'est-à-dire à la droite O'S.

Si l'on appelle s la longueur O'G, G l'angle dont le double cône a tourné

à partir d'une position déterminée, la vitesse angulaire de rotation du

M , .
,

. •
,

^

système est -j- > et comme les vitesses sont les mêmes que si le système

tournait avec cette vitesse angulaire autour du centre instantané T, on a

pour la vitesse du point G

(i) ^ = TT. =f' —.' ''« = rd^\
dt dt

pendant le temps dt, le point G vient en C', T en T', les droites TG et T'G'

sont parallèles comme normales à la droite O'S, GC' est égal k ds; si par G'

on mène une parallèle G'E à Ox, CE est égal à GT — G'T', c'est-à-dire

à — dr. Dans le triangle rectangle GG'E on a donc, en appelant \ l'angle

en G', angle qui est constant comme étant égal à xOm,

(9.) C(y= ds^ r du =^ — dr coll.

Ges conditions géométriques étant posées, appliquons le théorème des

forces vives. La force vive est, d'après le théorème de Kœnig,

Mr'-
dt «"D'

en appelant MA- le moment d inertie des deux cônes par rapport à leur

axe ; on a donc

<i — (r^-H A-2) (j-j — — Mffdrs'micol}.,

car la somme des travaux élémentaires des forces de liaison est nulle, et

le travail élémentaire du poids M^ est

M^.GG'sini ou — M^ f/;* sinj cotX,

d'après la relation (2).
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Appelons /'o la valeur iiiiti;ile do /• ri inté},Mons les deux membres en

supposant (jue la vitesse iuiliule, c'csl-à-dirc la valeur iiiiliale de ,- , soil

nulle. Nous aurons

(3) ^'''^
^^^\di) = '^è'ifi'— '')i>inicoll.

d'où enfin, en remplaçant (/() par la valeur cot>., tirée de (?.), et

désignant par [x la constante /.>.,^ sin t tangX,

comme r va en diminuant à partir de /q, ainsi qu'il est évident gcométri-

q uemcnl et qu'on le voit en lemarquant que la quantité sous le radical

doit être positive, il faut prendre le signe — ; donc enfin

<''
' J.: -y^';^^'

t est ainsi exprimé en r par une intégrale elliptique. Quand /• tend vers

zéro, l augmente indéfiniment; le centre de gravité G tend donc vers la

position limite A sans jamais l'atteindre. D'après les relations (2) on a

dr— = — rfOtangX, /• = /•oe-'^"'"s*,

en appelant l'angle dont le corps tourne à partir de la position initiale.

On a ensuite, toujours d'après (2),

5 — 5o = (''0— ') cot). ;

cette dernière formule permet de transformer la relation (4) en une rela-

tion entre s et i : on aurait ainsi une formule définissant le mouvement

du centre de gravité G sur la droite O'S.

La vitesse V du centre de gravité est donnée par

d^y „ • • .^ /•-('o-'-)
V2=/-M-7-j =2^sini'cotX

/•2 -I- A-2

comme on le voit, d'après (3). Gette vitesse s'annule dans la position ini-

tiale pour /• = /'o, et, dans la position limite, pour /• = o. Elle passe donc,

dans l'intervalle, par un maximum aisé à calculer.

Le mouvement de la base des cônes dans le |)lan X,0\ s'obtient en faisant

rouler la spirale logaritliniiquc /• = /-(jC— '^'""b'^ sur la droite 0.r : c'est ce
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qui résulte des équations précédentes. ( Voir une Note de M. Mannheim,

Comptes rendus, 3 novembre 1890; une Note de M. de Saint-Germain,

Comptes rendus, 1891, et un article de M. H. Fleury, Nouvelles Annales,

juin 1854.)

On trouvera aux exercices (10) l'indication de la solution d'un problème

analogue, dans lequel le double cône serait remplacé par une sphère.

Exemple I"V. — Pendule elliptique. — On appelle ainsi le système de

deux points pesants M, Mj, invariablement liés l'un à l'autre par une tige

sans masse, dont l'un, M, est assujetti à glisser sans frottement sur une

droite horizontale Ox, et l'autre. M,, à rester dans un plan vertical xO y.

Nous prendrons pour axe des^ une verticale dirigée vers le bas.

Les forces agissant sur M sont : son poids mg, la réaction normale N
de Ox, et la tension T de la tige MMi; celles qui agissent sur Mj sont : la

tension — T et le poids niig. On peut diviser ces forces en forces inté-

rieures T, — T et forces extérieures N, mg, mig\ ou encore en forces

données mg, niig, et forces de liaisons N, T, — T.

La configuration du système ne dépend que de deux paramètres :

l'abscisse x du point M et l'angle 6 de MMi avec la verticale: il suffit donc

de deux équations indépendantes des forces de liaisons pour définir le

mouvement {Jig- 209).

Fig. 209.

La première de ces équations nous sera fournie par le théorème du

mouvement du centre de gravité : la somme des projections des forces

extérieures sur l'axe des x est nulle, donc

(0 {ni

le mouvement de la projection du centre de gravité sur Ox est ainsi uni-

forme, ce qui donne la première équation

(2) mx -^ m^Xx^^ et

En appliquant le théorème des forces vives, nous aurons, les liaisons



CII.VPITUI-: XIX. — DVNAMIOfE t> f COUPS SOI.inK. loi

étant indipondaiilcj «lu icinps et réalisées sans frollemenl,

mv'--+- niii'i
(^7i,

car le travail tic /n^-csi nul.

Il est aisé de vérifier que les travaux des forces de liaisons ont une

somme nulle : la force \ reste normale au déplacement de son point d'ap-

plication et la somme des travaux des tensions T, — T est nulle en vertu

de cette condition que les points iMM, doivent rester à une distance inva-

riable. Si l'on intègre l'équation précédente, on obtient

(3) -T- wic'ï = 2m,^(jr)-4- /();

les équations (2) et (3) définissent entièrement le mouvement.

Traitons complètement le cas où la vitesse initiale du centre de gravité

est verticale ou nulle : l'équation (i) montre que ce point décrit une

verticale; nous la prendrons pour axe des y, et nous aurons ; = o. Le

mouvement est alors défini géométriquement de la façon suivante : les

points M, G, I\I| restent à des distances invariables; deux d'entre eux, G
et M, décrivent les droites rectangulaires Ox, Oy; le troisième, I\I|, se

déplace donc sur une ellipse ayant ces droites pour axes. En posant

MG

M, M-/, j'GM.^O,

M, G
ni -h m i

Les coordonnées des points M et Mj sont donc

i/n.
sinO, JK = 0; Xi =

Im

ni -+- nii
sinO, yi= i cosO.

Pour calculer en fonction de /, il suffit de porter ces valeurs dans

l'équation (3), où

, dx"^ , rlxl -(- dy}
l»* = » l>i = i^—! .

dt^ ' df^

On a ainsi, après quelques réductions,

(m-f-m,sin20)(^ j'=
-f("^

+ '«1) (cosO -i- /. ),

où A- = — • On tire de là t en fonction de par une quadrature.

Les conditions initiales n'inllucnl que sur la valeur de k. L'expression

de -T- montre qu'il y a deux cas à considérer selon que /i est supérieur ou
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//A

inférieur à -t- i ; il est iraillcurs loujoiirj^ siipériour à — cosOj, puisque -7-

est nécessairement réel à l'instant initial. Dans le premier cas, peut varier

de o à 27r, et le mobile iMi décrit périodiquement l'ellipse tout entière;

dans le second cas, il effectue des oscillations entre les positions corres-

pondant aux deux valeurs de qui annulent cosO-i-/:. Le cas singulier

où /i est égal à i est celui où la lige M.VI|, partant d'une certaine position

initiale, se déplace en tendant vers la verticale dans le sens des ^ négatifs,

sans jamais l'atteindre. (Discussion analogue à celle du pendule simple.)

Revenons au cas général où la projection de la vitesse du centre de

gravité sur l'axe des x est une constante dilTérente de o, et cherchons le

mouvement relatif par rapport à un système d'axes xO' y' dont l'un, O' y\
passe constamment par le centre de gravité G, système animé, par consé-

quent, d'un mouvement de translation uniforme parallèlement à Qx. Le

mouvement relatif est le même que si les axes^'O'a^ étaient rixes(n» 334)

et le centre de gravité G animé d'une vitesse verticale; c'est le mouve-

ment que nous venons d'étudier {Jig. 209).

Pour terminer la question, il nous faut maintenant calculer les tensions

T, — T de la tige, ainsi que la réaction N de l'axe fixe Ox.
L'une des équations du mouvement du point Mj est

(4) T cosO + in^g\

mais nous avons

yi= /cosO,
dy^

, .dO d'

dl df dl
y^ -

/ sin6
'dF-

l cosO

L'équation des forces vives nous a donné une équation de la forme

qui, par différentiation par rapport à /, devient

dn
dV-

'f'(O);

en portant ces valeurs de ( -p et -p-r dans

—

-rir > nous obtenons
'

^ dt dV^ dr-

d-^yi _ /sine(p'(0) _
dl^

cosOtf(O).

Par conséquent on a, d'après l'équation (4),

T = niil-^i^U + m, - tangOcî'(0)-f- "^^
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G')nnai<s:iiil T, on a immédialeinenl N en rrrivaiit que le point M tli'ciil

l'axo O.r; on doit avoir

•V 'T fi
''" y

niL' — A -f- r cosO = m —,-•— = o,

<l"où l'un lire la valeur lie N

N — mf^ "- T cosO.

Exemple V. — Phoblème. — Trouver le mmvement du système

constifur par Jeux barr,'s h tni^s^ènex pesantes AU, .\B', de /on,çu>^urs

égales et de ni'ni' muse, r 'liées pir des ^^s sins /iiTise de m'ni'

longueur, la droite AB étant assujettie à tourner autour de son mi-

lieu O et tout le système à se mouvoir dans un plan vertical fixe

.

La position du système dépend de deux paramètres : l'inrlinaison <p de

AB sur la verticale Ox^ et l'angle 6 de la droite 00' qui joint les milieux

des deux barres avec celte verticale. Le système est soumis à l'action des

poids des deux barres, aux tensions T, T' des fils et à la réaction du point

fixe O. Pour avoir le mouvement {fig- 210), il nous faut deux équations

Fig. 210.

indépendantes des forces de liaisons : elles nous seront données par le

théorème des forces vives et par le théorème des moments des quantités

de mouvement par rapport à la normale en au plan de la figure.

Appliquons d'abord le théorème des forces vives. La longueur des fils

étant supposée invariable, les travaux des tensions s'annuleront deux à

deux; le travail du poids de la barre AB ainsi que celui de la réaction

de O sont nuls; quant au travail élémentaire du poids de A'B', il a pour

valeur
— .M^/sinOr/0.

D autre part, la force vive de la barre AB est MA^
( ;77 ) ' *^*^"'^ '^^ ^ '^
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est égale à la force vive dans le mouvemonl autour du contre de gravite 0' :

Mk^l-y \ , augmonlce de la force vive de sa masse M concentrée en 0',

c'est-à-dire i\I/2| — j
• Nous aurons donc

.l[.MX.(;g)^M/.(jJ)']=-M^ai„0.0.

que nous écrirons en divisant par .M dt et effectuant la différoutiation

(I)
dt dt^ dt di^

r/ sinD-j-.
dt

Passons maintenant au théorème des quantités de mouvement appliqué

à tout le système. Un calcul analogue au précédent donne pour somme
des moments des quantités de mouvement par rapport à un axe 0^ normal

au plan

dt dt
'

la somme des moments des forces se réduisant d'ailleurs à — M^/sinO,

nous aurons

dt \ dt
M/2^

)
^ — Slglèin^,

que nous écrirons

(")

Multiplions cette équation par ^ et ajoutons-la à l'équation des forces

vives (I), il nous vient

di ~ dt / dt- ~ ^'(III)

. . . do dO . ,, , ,, . .

La quantité -— — y ne peut pas être constamment nulle, car a 1 origine

du mouvement elle a une valeur arbitraire; nous avons donc

d^-o

-di^^""'

la rotation de la barre AB est uniforme. L'équation (II) nous donne alors

d'd g . „
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équalion du mouvement d'un pendule simple; le poinl O' «e meut donc

comme si le reste »le la barre A' B' n'existait pas et s'il était relié directe-

ment à O' par un fil sans masse.

Pour calculer les forces de liaisons, nous appliquerons d'abord le théo-

rème des moments des quantités de mouvement à la barre AU, par rapport

au même axe que précédemment, ce (|ui nous donnera

ÎMX--y-T- = moment de T'-t- moment de T;

comme -j-j- est nul, et que les tensions T, T'sont parallèles, de même sens

et à la même distance île part et d'autre de l'origine, ces forces doivent

être égales

T = T';

appliquons maintenant le théorème du mouvement du centre de gravité à

la barre A'B'; son milieu O' se déplace comme s'il était directement soumis

au poids Mff de la barre et aux tensions égales T et T' transportées en ce

point. D'autre part, le mouvement de ce point est le même que s'il possé-

dait la masse M et était relié au point O par un fil sans masse; la somme
iT des tensions est donc égale à la réaction du fil dans le mouvement du

pendule simple de masse i\l et de longueur /, savoir :

2T = ^^(2« — 3/cosO),

a étant une constante dépendant des conditions initiales.

Connaissant alors la tension T, nous calculerons la réaction du point

en écrivant que ce point, considéré comme centre de gravité de la barre AB,

reste immobile; on trouve ainsi que la réaction Q doit faire équilibre à la

résultante du poids 1\I^ et de la somme 'iT, dirigée suivant 00', des deux

tensions appliquées en \ et B.

III. - FROTTEMENT DE GLISSEMENT ET RESISTANCE
DE MILIEU.

3G7. Généralités. — Nous avons, dans le premier Volume

(Cliap. IX), indique les circonslanccs qui se présenlenl quand

deux solides naturels A et B sont en conlacl par un point, dans

les deux cas oii ils sont en repos relatif ou eu inouveiucnt relalil

l'un par rapport à l'autre. Nous avons vu fpie les actions muluelles

de CCS deux corps sont les Miivantes. Soit, dans le corps A, ///
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le point niUôriol on conlacl avec B : les aclions de B sur A
sont {fig. 211) :

i" \]\\c force N appliquée au corps A au point m cl dirigée

Fis. 21 I.

normalement aux surfaces en contact : celte force est la réaction

normale s'opposant à la pénélration réciproque des corps;

2" Une force F appliquée au même point m et située dans le

plan tangent en ce point aux surfaces en conlacl : celle force est

\e frottement de glissement s'opposant au glissement;

3" Un couple G dont l'axe est normal aux surfaces en contact :

ce couple est le couple du frottement de pivotement s'opposant

au pivotement;

4° Un couple H dont l'axe est situé dans le plan tangent com-

mun aux surfaces en contact : ce couple est le couple du frotte-

ment de roulement s'opposant au roulement.

Les actions du corps A sur B sont des forces et des couples

respectivement égaux et opposés aux précédents. En général,

les deux couples G et H sont très petits par rapport aux forces N
el F. Nous commencerons par traiter des questions d<ins lesquelles

ces couples sont négligeables, en réservant pour le paragraphe

suivant Fétude spéciale du frollemenl de roulement el de pivo-

tement.

Nous avons supposé que les deux corps A el B sont en contact

par une aire très petite qu'on peut regarder comme un point.

Dans certaines questions les deux corps peuvent avoir une infinité

de points géométriques de contact; c'est ce qui arrive par exemple

pour un cjlindre posé sur un plan ; il faut alors appliquer à chaque

point géométrique de conlacl les considérations précédentes.

Remarque. — Il ne faudrait pas croire que le frottement est
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une force uiii(|tit'inciil Cii|)al)l(' (rcnipèclicr le mioiivcumtiI, mais

non (le rcngniclrer. En cfllV'l, le frolU'incnl pcul servir, par

exemple, à liansiiiellrc une partie du mouvement du corps A au

corps H. Ainsi, lorscpi'unc courroie, animée d'un mouvement

rapide, vient à être placée sur une poulie primitivement au repos,

elle commence d'abord par glisser sur elle et n'arrive que gra-

duellement à lui communiquer son mouvement : la force qui agit

ici comme force entraînante pour amener les points ai la circon-

férence de la poulie dune vitesse nulle à celle de la courroie est

le frollemenl; il eonsliluc une résistance pour le mouvement de

la courroie, tandis f|u*il accélère celui de la poulie. (Voir IIeu-

LEAux, Cincniati(/ue, Notes, p. G33.)

368. Frottement de glissement. — Nous avons donné dans le

premier ^ olume (n° Ii)o) les lois empiriques, généralement

admises, du frottement de glissement dans l'état de repos ou dans

l'état de mouvement, avec les restrictions qu'il convient d'y

apporter d'après les expériences de Ilirn.

Imaginons un solide A qui se meut en glissant sur un autre

solide li : soient m un point matériel du corps A qui touche B, N

la réaction normale de B sur A en ce point, la force de frottement

est une force appliquée au point m, dirigée en sens contraire de

la vitesse relative de ce point par rapport au corps B et égale à/ N,

y désignant le coefficient de fioltemjnl. Cette loi est applicable

tant qu'il v a glissement, c'est-à-dire tant que la vitesse relative

du point m par rapport au corps B n'est pas nulle. Supposons

que cette vitesse devienne et reste nulle, alors plusieurs cas

peuvent se présenter :

i" Ou bien le corps A reste immobile par rapport à B : dans

ce cas la réaction de B sur A suit les lois du frottement à l'état de

repos
;
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2" Ou bien, cl c'est le cas général, le luouvemcnl relatif de A
par rapport à B est un mouvement de roulement et pivotement.

Dans ce cas, il n'y a plus glissement, les lois du frottement de

glissement à l'étal de mouvement ne sont donc plus applicables;

on admet alors qu'on peut a|)pliquer encore les lois du frottement

de glissement ^> l' état de repos, c'est-à-dire que l'on peut regarder

la réaction totale de B sur A comme formée d'une composante

normale N et d'une composante tangenlielle F < f^. Nous sup-

posons, bien entendu, dans ce paragraphe, que l'on néglige les

frottements de roulement et de pivotement; autrement, il faudrait

ajouter les deux couples qui représentent ces frottements.

3" Il peut arriver exceptionnellement que le corps A soit ter-

miné par une pointe m par laquelle il glisse sur B, à la façon d'une

toupie qui glisse sur un plan. Dans ce cas, le corps A touche tou-

jours B par le même point /«, et, si la vitesse relative de m par

rapport à B devient et reste nulle, on applique les lois du frotte-

ment à l'étal de repos, et le mouvement de A par rapport à B est

le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe.

Nous montrerons plus loin, j)ar un exemple (n" 375), que ces

lois empiriques du frottement de glissement non seulement sont

grossièrement approchées au point de vue expérimental, mais

peuvent même conduire à des contradictions mathématiques,

comme l'a fait voir M. Painlevé dans ses Leçons sur le frotte-

ment (Hermann, iSqS).

369. — Discontinuités possibles dans les équations du mouve-

ment. — 1° Soit V,- la vitesse relative par rapport au corps B du

point matériel m de A qui est au contact. Tant que Vr est diffé-

rent de zéro, il y a glissement; si Vr= o, il y a roulement et pivo-

tement de A sur B et de Bsur A. Supposons qu'à l'instant initial t^^

\ /-soit nul : il s'agit de savoir si, à l'instant t ;> ^0, les deux corps

vont glisser ou rouler et pivoter l'un sur l'autre. Pour cela, il

faudra essayer les deux hypothèses :

i" On supposera, par exemple, qu'il y a roulement et pivote-

ment, c'est-à-dire que V^ reste nul : alors la réaction de B sur A
se compose de la réaction normale N et d'une force tangenlielle F
de direction indéterminée et de grandeur F-</N, d'après les

lois que nous admettons. On mettra le problème en équation dans
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ces liy|)Olli»''scs, et l'on calciilora la n'aclioii normale N cl la

réaclion laiii;('iiliclle l"'. Si la \alfiir Ii(mi\»''<' pour V v>l moindre

(|ucyN, la suj)j)(jsilioii l'aile esl exaclc, le niuuveincrU île A sur B
esl un nionvemcnl de ronlenienl el de pivolciuenl, el ce moiive-

inenl persislcra jusqu'au inuiiuul où F deviendra supérieur à/N;
à partir de ce inomenl il y aura à la fois glissement, roulement et

pivotement, et les équations devront èlrc modifiées. Si, au con-

traire, la valeur trouvée pour F est, dès le début, supérieure

àyN, le mouvement de roulement cl pivotement, sans glissement,

esl imjiossible; il y a, dès le début, un mouvement de glisse-

ment; il faut alors écrire les équations du mouvement en appli-

quant les lois du frollemenl de glissement à l'état de mouvement.

Ce mouvement de glissement persistera tant que les équations

supposées intégrées donneront pour V^ une valeur difTérente de

zéro. Si, à un certain instant ^,, l'expression de V^ devient nulle,

il s'agit de savoir si, à partir de cet instant, \> reste ou non égal

à zéro. On se trouve alors de nouveau en face du problème dont

nous venons d'indiquer la solution.

2° Si le corps A touche B par une pointe m, et si, à un

moment to, la vitesse relative V^ de m par rapport à B est nulle,

il s'agit de savoir si, à l'instant t^f^, V,. reste nul ou devient

difTérent de zéro, c'est-à-dire si la pointe m reste immobile ou

non par rapport à B. Pour cela on fera comme dans le cas général

précédent : on examinera successivement les deux hypothèses et

l'on verra laquelle des deux doit être retenue.

3° Voici un autre genre de discontinuité, dans les équations,

qu'il importe de signaler. Qu'il y ait glissement ou roulement, il

peut arriver qu'à un certain instant t l'expression algébrique de N,

d'abord positive, s'annule puis devienne négative. Alors, si les

deux corps A et B peuvent se séparer, ils se séparent à linstanl t.

Si les deux corps ne peuvent pas se séparer, la réaction normale

change de sens. Comme la force de frottement est essentiellement

positive, elle doit alors, puisque IN est négatif, être prise égale à

— /N dans le cas du glissement el inférieure à — /N dans le cas

du roulement.

On doit donc, à partir de l'instant /, modifier les équations du

mouvement en changeant /" en — /. Si l'on ne prenait pas celle

précaution, les équations, à partir de l'inslanl /, représenteraient
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un inouvcniciil clans Icijutl raclion langenticlle de B sur A ten-

drait à accroître la vitesse relative par rapport à B du point ni

de A qui est au contact; ce qui est absurde.

370. Exemple I. — Un disque circulaire homogène pesant situé dans un

plan vcitical (yî,c. io~) est placé sur une liroile fixe 0.r inclinée à l'hori-

zon d'un angle a et abandonné à lui-même sans vitesse initiale. On sup-

pose qu'il y a Irotlemenl cl l'on demande si le disque se met à rouler ou

à glisser.

Admettons qu'il y ait roulement, on aura alors à traiter le second pro-

blème du n° 3GG : on trouvera, comme nous l'avons vu, que la réaction

normale de la droite sur le disque est iN = M^cosa, etla réaction tangen-

tielle j M^ sina. Pour que le roulement soit possible, il faut que cette

réaction tangontielle soit moindre que /N, / étant le coefficient de frot-

tement

M^sina ^—^-3 </M^cosa, tanga<3/.

Si cette condition n'est pas remplie, le roulement ne peut avoir lieu

sans glissement; le disque glisse tout en tournant.

Traitons le problème dans cette nouvelle hypothèse. La réaction de la

droite Ox sur le disque a alors une composante normale N et une compo-

sante tangentielle F=/N dirigée vers le haut. L'angle ACB = 6 et

l'abscisse OA = a: du centre de gravité {/Iff. 207) ne sont plus liés par

aucune relation géométrique, puisqu'il n'y a pas roulement. Les équations

du mouvement du centre de gravité donnent

M -^ = M^sin X — /N, 0=— M^ cosa -f- N.

La réaction normale est donc constante. Portant sa valeur N = M^cosa
dans la première équation, on a

d-x , .

-jjj =^^sina—/ cosa),

valeur constante positive à cause de l'hypothèse tanga> 3/. Gomme le

disque est supposé partir du repos, on a

X = -— (sina — / cosa).

Appliquons ensuite le théorème des moments au mouvement relatif

autour du centre de gravité, nous avons

MA2^ =/NR;
df^ ''

'
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comme /'= — , et (jue le disque paii ilu repos, on en tire

R *

Comme vérification, appelons u la vitos^f <lii jioint ilri disque qui se

trouve en A : cette vitesse est la résultante de la vitesse due à la transla-

tion du centre et de la vitesse due à la rotation autour du centre

il.r ^ </0
Il — —, H -r- .

dt lit

D'après les équations précédentes, on trouve

u ~ gt{%\n 7. — 3/ cosa).

Cette vitesse est donc positive à cause de la condition tan2;a > 3/ : olio

ne s'annule jamais; le glissement persiste indéfiniment.

S'il n'y avait pas de frottement, le disque, abandonné à lui-même sans

vitesse, glisserait sans tourner.

371. Exemple II. — Muinemenl avec frottement d'un cerceau verti-

cal sur une droite horizontale. — Considérons un cerceau homogène, de

rayon R cl de masse .M, placé verticalement sur un plan horizontal et

lancé dans un plan vertical. Il est évident, par raison de symétrie, que le

cerceau reste dans le plan vertical initial que nous prenons pour plan de

la figure xOy.
Soient

C le centre du cerceau,

B le point par lequel il touche le plan horizontal Ox,
X l'abscisse OB du centre G,

6 l'angle dont le cerceau a tourné à partir de sa position initiale dans le

sens positif, de Ox vers Oy.

yTM

Première phase. — Le centre G a une vitesse horizontale v dont la

dx
valeur algébrique est —j- ; en même temps le cerceau tourne autour de

rfO , . ,

son centre avec une vitesse angulaire tu = -^ • Le point du cerceau qui se
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trouve en B a une vitesse « résultant tle la vitesse v due à la translation

(lu centre et de la vitesse R -f- due à la rotation autour du centre
at

^ cit dt

Supposons, pour fixer les idées, que. à linstant t = o, x soit nul et u

positif : le point le plus bas du cerceau glisse alors sur 0.r dans le sens

positif 0.r, la force de frottement est donc dirigée en sens contraire. Les

forces appliquées au corps solide sont le poids M^, la réaction normale N

du sol et la force de frottement /N.
Le théorème du mouvement du centre de gravité, projeté sur Oj', donne

o = N — M^;

car la coordonnée y de C est constante. On a donc N = Mff. Le théorème

du mouvement du centre de gravité projeté sur Ox donne ensuite

{>-) ^, =-u-

Enfin, si l'on appelle MA- le moment d'inertie du cerceau par rapport à

un a\c mené par G perpendiculairement à son plan, le théorème des

moments des quantités de mouvement, appliqué au mouvement autour du

centre de gravité, donne

d^^

car le moment de la force de frottement par rapport à C est — /NR.
D'après ces formules, le centre G est animé d'un mouvement rectiligne

uniformément retardé. L'équation (2) donne, en effet,

dx fs t^

(4) 777
"=~"'^^'"*"''^' ar = - ^^-t-Po^

^'o
désignant la valeur initiale de c. La vitesse angulaire décroît aussi

proportionnellement au temps

(5) 5F=-V-^-^"«'

loo désignant la valeur initiale de la vitesse angulaire. L'expression (i) de u

donne alors

(6) «=—/^^ + -^" U^-Mfl.

uo étant égal à t^o-+- Rwq. Cette vitesse u décroît proportionnellement à t :
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elle s'annule au bout du temps

UnT =

•^«K'^^/7^)

Deuxième phase. — A ce moment le point du cerceau qui est au con-

tact en B a une vitesse nulle; il s'agit alors de savoir si le mouvement
ultérieur est un roulement ou un glissement. On peut prévoir que c'est un
roulement, c'est-à-dire que la vitesse n du point qui est au contact reste

nulle : en effet, si elle prenait une valeur différente de zéro, si petite

soit-elle, le système se retrouverait dans des conditions analogues aux

conditions initiales, et la force de frottement de glisscmentyN ramènerait

la vitesse a à zéro. Donc, à partir de l'instant T, il y a roulement.

Si l'on néglige le frottement de roulement, la réaction tangentielle F du
plan horizontal doit alors suivre la loi du frottement de glissement dans

l'état de repos, c'est-à-dire doit être une force inconnue moindre que /N.
Nous allons le vérifier en montrant que F — o. Gomme il y a roulement,

les travaux de F, de N et du poids sont évidemment nuls, et le mouve-
ment de roulement est uniforme. On a donc

d'-x an
rf7^="' ^^"'

d^-x
et l'équation du mouvement du centre de gravité M —j—^ = — F montre

dx f/0
que F — o. Dans cette deuxième pliage du mouvement —r- et -^- restent^ ' dt dt

donc constants à partir de l'instant T et égaux aux valeurs V et Î2 qu'ils

possèdent à cet instant, valeurs faciles à calculer par les formules ci-

dessus; enfin, u reste constamment nul, de sorte que

V — RQ -: ,1.

Nous venons d'indiquer le moyen de calculer en fonction des données

initiales la vitesse finale du centre. On peut encore trouver a priori ceHe

vitesse si l'on fait la remarque suivanle.

L'élimination de y entre les équations (21 et (3) donne

d'où, en inlégranl,

(7)

La quantité (7) reste donc constante pendant la première et la deuxième

phase du mouvement, car l'équation (7) étant obtenue par l'élimination

A., H. 8
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dey, a lieu quelle que soil la loi de la réaction langenticilo. Dans la phase

flnalc

dx . dû _ V
i/(

' dt

on a donc, en portant dans (7),

R'

(8) V .^
X»

= t'o j7 ^"^0,

A-2

d'où V. Par exemple, si, i-q étant positif, on a Cq— -p"''^o<o> '*2 mouve-

ment final de roulement est tel que V < o ;
il est de sens contraire au mou-

vement de translation initial de C.

C'est ce qu'il est facile de réaliser en lançant le cerceau (t'o>o)eii

, , . / Rç-oX
avant après lui a\oir imprime un fort mouvement de rotation ( wo> -7— 1

;

le cerceau, après s'èlre d'abord éloigné, revient en roulant.

L'équation (7) signifie que, pendant toute la durée du mouvement, le

point matériel du cerceau qui se trouve à chaque instant au-dessus du

centre, à une distance — j a une vitesse absolue constante. Si le cerceau

est suffisamment mince pour pouvoir être assimilé à une circonférence

matérielle, k est égal à R, et le point dont la vitesse est constante est le

point le plus haut A.

Exemple III. — Une échelle AB (Jîff. 214 ), de masse m, est appuyée

sur un sol horizontal Or et contre un mur vertical O^ : la ligne médiane

de l'échelle est supposée située dans un plan perpendiculaire au mur et au

sol, plan que nous prenons pour plan de la figure. On imprime à l'échelle

une vitesse initiale tendant à rapprocher le point B du point ; trouver le

mouvement en admettant qu'il y ait frottement sur le sol elle mur et que

le coefficient de frottement aux deux extrémités soit V unité (/= 1).

Fig. 214.

Remarquons tout d'abord que, le coefficient de frottement étant i,

l'échelle est en équilibre dans toutes ses positions. En effet, le centre de
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gravité G est au milieu de AH [fif;. ix i). Si l'on mène, en A cl B, des

droites AM et BM faisant respectivement avec les normales au sol et au

mur des angles de .{5° (angle de frottement dans le cas actuel), le point M
est toujours à j^auclie de la verticale tlu point G, et, par suite, il v a équi-

libre, quelle que soit l'inclinaison de l'échelle ( n" \%\\ il faut remarquer

que G est actuellement le milieu de AB).

Une fois l'échelle lancée, les forces qui agissent sur elle sont : le poids

/«^appliqué en G, la réaction normale N du sol au point A et la force de

frollement en A dirigée de A vers O et égale à N (car/= i); la réaction

normale N' du mur sur le point B et la force de frottement M' dirigée sui-

vant OB. Appelons a l'angle de l'échelle avec le mur, il sa longueur,

mk?' son moment d'inertie par rapport à un axe perpendiculaire au plan

de la figure au point G. Les équations du mouvement du centre de gravité

($, rj donnent

(/2 £ (p. r
(0 m-5-'=N' — N, m-r-i =- m.^'-l- N'h-N.

al- cil'-

Appliquons ensuite le théorème des moments au mouvement relatif

autour du centre de gravité G. Ce mouvement relatif est une rotation de

dx
, .

vitesse angulaire -^ autour d'un axe mené par G perpendiculairement au

plan de la figure. On a donc

(2)
'"^*Z^^

= /(N — N')sina— /(N-hN')cosa,

comme on le voit immédiatement en évaluant géométriquement les moments
des forces par rapport au point G. Des équations (i) tirons IS' — N et N'-r- N
pour les porter dans (2); il vient

(3) A^^=-^/cosa-/(-^cosa+ -^-sma

Mais

(4)

; = /sina, 7] = /cosa,

/ d^\ ,(dy.\^ . ,d^oL
\ -JT — — * 1

-ï- sin X -h / -y-T- cosa,
\

dt^ \di / dt^

1
d-^r, Jdn V» ,r/2a .

f —r^ — — '{-, cos a — / -7— sin x.

\ dl- \dl j dt^

Remplaçant dans (3), on a enfin, pour l'équation du mouvement,

(5) X,^ = /.^_^ _^Zeos.,
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équation analogue à celle du mouvement d'un pendule simple soumis à

une résistance de milieu proportionnelle au carré de la vitesse (n" 249).

Pour intégrer, posons

d% _ ,
d^oL _ d-x' _ r/a' il% _ i r/a'2

'dt
~ ' ~dF ~ ~dt ~ d% lit ~ ~>. 770"

'

^ - ^ ^ - if

.

l'équation devient

d%-
(6) -T— = X3:'2— ucosa,

do.

équation linéaire en a'- dont rinlégrale générale est

(7) a'-=Ce"'=' ïf^^—Csina — Xcosa).
'

I
-1- À -

La vitesse angulaire initiale aj, correspondant à a = a,, étant donnée,

on a

(8) C = e->>ao jj'^-2 _, j_^(sinao— X cosao)

Les formules (i) permettent de calculer N et N' en fonction de ot, a', et

par suite en fonction de a. Les calculs précédents ne s'appliquent que tant

que N et N' sont positifs. Si l'une de ces réactions s'annulait pour devenir

négative, l'extrémité correspondante de l'échelle ne porterait plus : les

équations devraient être modifiées.

Si al est s

/îJ-COSXo f/a'2 . . , r.

uperieur a 4 / r 1 -y— est positii, au début, d après (6),

a'- va constamment en croissant et l'échelle glisse avec une vitesse crois-

sante.

o- , .,.,. . , /u cosao „ 1, 1 1 1- . 1

Si a„ est inférieur a 4/ !—^| , a ^ va u abord en diminuant; dans ce

cas, il peut arriver que, pour une certaine valeur de a, a'- s'annule :

l'échelle s'arrête alors dans la position correspondante, car elle est en

équilibre dans toutes les positions.

On pourra traiter de même le cas où le coefficient de frottement aurait

une valeur quelconque y.

372. Frottement des tourillons sur les coussinets. — Pour assujettir

un solide à tourner autour d'un axe, on lie invariablement au solide deux

cylindres circulaires droits égaux Tj et T2, placés dans le prolongement

l'un de l'autre : ce sont les tourillons. Ces tourillons sont ensuite placés

sur deux surfaces cylindriques de révolution fixes, ayant un axe commun
parallèle à celui des tourillons; ces surfaces se nomment coussinets. On a
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figure
{
Ji£^. 7.iCi) en Tj cl C| un tourillon reposant sur un coussincl, en

faisant une section droite du tourillon et exagérant la dilTcrcnce entre le

rayon du tourillon et celui du coussinet.

Fie. 2i5.

-]T.

+ P,

Supposons que le corps solide, rendu mobile de cette manière, ait son

centre de gravité sur l'axe des tourillons et soit sollicité par des forces

qui se réduisent à un couple de moment H dont le plan est perpendicu-

laire à l'axe des tourillons et à une force P de direction constante perpen-

diculaire à l'axe; on peut toujours supposer que celle force rencontre

l'axe en modifiant convenablement le couple II. Dans la figure, l'axe est

supposé horizontal et la force P verticale. Voyons ce qui se passe à l'une

des extrémités. Le tourillon tournant dans le sens de la flèche B frotte sur

le fond du coussinet; il commence par rouler sur celui-ci et son centre

s'arrête dans une position Oi, le point de contact étant Aj. Le tourillon

tourne alors autour de son axe Oi en frottant sur le coussinet en A|. La

réaction du coussinet se compose donc d'une réaction normale N], ren-

contrant l'axe, et d'une force tangentielle/Ni ; nous appellerons '^ l'angle

Fis. 216.

de N| avec la direction de P. A l'autre extrémité, les mêmes faits se pro-

duiront : les forces appliquées au tourillon seront N2 el^N2; l'angle 'i sera

le même, car les coussinets obligent l'axe à rester horizontal. Le corps

tourne alors autour d'un axe fixe, l'axe du tourillon : son centre de gra-

vité étant immobile, la somme des projections des forces extérieures sur

une direction quelconque est nulle. Projetons successivement sur la direc-

tion P et la direction perpendiculaire à P et à l'axe, en remarquant que

le couple H ne donne rien. Il vient

P — (N,^Nî)cos'i _/(N,-+- N,) sincp = o,

(N, -i- Nj) sincp —/(Ni H- N2) coscp = o.

La deuxième équation donne tangcp = /"; (p e-l donc Vangle de frotte-
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meut. La |)iemièrc donne ensuite, en remplaçant /"par tangip,

N| -r- \ï = I' COSÇ.

Pour avoir maintenant réqualion du mouvement, appliquons le théo-

rème des moments par rapport à l'axe des tourillons, en appelant MA:* le

moment d'inertie par rapport à cet axe, a> la vitesse angulaire et p le

rayon OiAj des tourillons : il vient

MA2'^ = II_/-p(N, + N2),

ou enfin

MA2^' = II — oPsini
dt

Il faut remarquer, pour écrire cette équation, que la somme des

moments de? deux forces du couple par rapport à l'axe est précisément

son moment H, car le plan du couple est supposé perpendiculaire à l'axe.

373. Modérateur à ailettes. — Soit un treuil de masse M et de rayon R,

mobile autour d'un axe horizontal par l'intermédiaire de deux tourillons

de rayon p; sur ce treuil est enroulée une corde dont on néglige la masse

et qui pend verticalement en portant à son extrémité un corps pesant de

masse ni. Sur certains des rayons du treuil sont montées des ailettes planes

toutes égales entre elles, dont les plans passent par l'axe; ces ailettes sont

deux à deux diamétralement opposées, de sorte que leur nombre n eslpair.

Quand le treuil tourne, ces ailettes frappent l'air; il en résulte sur chaque

ailette une pression normale dirigée en sens contraire du mouvement de

rotation. Les ailettes étant égales et deux à deux diamétralement oppo-

sées, toutes ces pressions sont deux à deux égales et opposées et se

réduisent à un couple dont l'axe est parallèle à l'axe du treuil. Evaluons

la somme des moments de ces pressions par rapport à l'axe : on admet

que la pression p de l'air sur un élément superficiel di est proportionnelle

à l'élément et au carré de la vitesse de l'élément; si donc on appelle r la

distance de l'élément de l'ailette à l'axe, to la vitesse angulaire du treuil,

on a

p = lnii^r"^ dn.

Le moment de cette pression élémentaire par rapport à l'axe est

pr = h oj2 r'^ di

et le moment résultant pour une ailette

r"^ dz = |JLu)2jAojî Ç

1

i
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[1 ili'signaiit une conslanle; le moment rôsuUanI pour les n ailettes est

égal à n fois cette quantité.

Ceci posé, le treuil est sollicité par son poids M^^* appliqué sur l'axe,

par la tension T de la corde qui supporte le poids, par les pressions sur

les ailettes, et enfin par les réactions tangentielles et normales des cous-

sinets sur les tourillons. Nous pouvons transporter T parallèlement à elle-

même sur l'axe dans un plan normal à l'axe, eu ajoutant le couple de

moment TR provenant du transport, couple tendant à faire croître eu.

Nous aurons donc, en résumé, une force verticale

P = T-+-.M^

appliquée sur l'axe, un couple de moment

H =TH — /j;x(o»,

et les réactions des coussinets.

D'après la formule du numéro précédent, en appelant o l'angle de frotte

ment des tourillons sur les coussinets, on a donc l'équation du mouvement

MA-«^ = TR — /i uLw» - p(T ^ M^) sin es.

dt ' ^ » / .

D'autre part, la vitesse du corps m suspendu à la corde étant Rw, l'équa-

tion du mouvement de ce corps sollicité par son poids et la tension T

donne

Éliminant T entre ces deux équations, on a l'équation du mouvement sous

la forme

où X et a désignent des constantes

\ = -—- -J^ :—

,

a — — r»iR — o(M -4- /« I sinol.
MA:»-i-/nR*— mRpsm({)' n^^ '^ i r\

La première constante X est essentiellement positive, car p< R; la

deuxième a peut être positive, négative ou nulle :

i" a > o. Supposons le treuil abandonné à lui-même, sans vitesse initiale.

Alors-.- étant positif, lo croît constamment jusqu'à w = /a; quand w tend

vers /a,

augmente indéfîaiment. Donc la vitesse angulaire va en croissant et tend
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vers \J:l. [Discussion identique à celle de la chute d'un corps pesant dans

un milieu résistant (n" 213).

J

2" al G. En supposant encore que la valeur initiale de co soit nulle, on

'/<•)
, , . , . , . , . , 1-1

trouverait -.- <Co; d après 1 équation le treuil tendrait donc a tourner en

sens inverse du sens dans lequel lire le poids Tng\ ce qui est absurde.

Dans ce cas, le poids nig est insuffisant pour vaincre le frottement au

départ, et le treuil reste en équilibre. Les équations qui sont établies dans

l'hypothèse du mouvement ne s'appliquent plus. La discussion complète

dans l'hypothèse Wo> o serait analogue à celle du mouvement ascendant

d'un poids dans un milieu résistant.

Le cas aSo ne peut pas se produire quand il n'y a pas de frottement :

en effet, si cp = o, a est positif.

37 i. Arc-boutement. — Il peut arriver que le froltement

empêche complètement certains mouvements qui seraient pos-

sibles géométriquement s'il n'y avait pas de froltement. On dit

alors qu'il y a arc-boutcment. Ce cas se reconnaît sur les équa-

tions par ce fait que l'équilibre persiste quelque grandes que

soient les intensités des forces motrices.

Considérons, par exemple, un corps pesant placé sur un plan

incliné faisant avec l'horizon un angle moindre que l'angle de

frottement. Si ce corps est tiré verticalement vers le bas par une

corde passant dans une fente du plan, il ne se mettra pas en mou-
vement quelque grand que soit l'efTort de traction exercé par la

corde.

37o. Sur les difficultés qui se présentent dans l'application des lois

empiriques du frottement ordinairement admises. Recherches de

M. Painlevé. — Dans les deux premiers exemples que nous venons de

traiter (n"' 370 et 371), la composante normale de la réaction des deux

corps au contact a, en fonction des variables déterminant les positions et

les vitesses des points du système, la même expression que s'il n'y avait

pas de frottement. En d'autres termes, cette expression est indépendante

du coefficient/". Les problèmes dans lesquels cette circonstance se présente

doivent être regardés comme les plus particuliers, et, en même temps,

comme les plus simples.

Dans les cas plus généraux il arrive, au contraire, que les expressions

des réactions normales en fonction des variables déterminant les vitesses

et les positions des points du système, dépendent du coefficient de frot-

tementf : il peut se présenter alors, tant pour le frottement à l'état de mou-
vement que pour le frottement au départ, des circonstances singulières qui

conduisent à des impossibilités ou des indéterminations. Ces faits singu-
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liers ont élé signales, pour la première fois, p.\r 1\I. l'ainlevr dans ses

Leçons sur le frottement ('), cl (laii< tiiic Noie présentée à l'Académii!

(les Sciences {Comptes rendus, l. GX.\I, iScj'i, p. iiv».). Et il iir faudrait

pas croire que, seuls, des systèmes exceptionnels peuvent prêter à di.' telles

diflit-ultés : c'est, au contraire, dans les cas les plus généraux qu'elles se

présentent, au moins dès que le coefficient empirique / du- frotlement est

suffisamment grand. Dès lors, de nouvelles expériences sont nécessaires

pour trouver une loi du frottement ne prêtant j»Ius à ces difficultés. Nous
ne pouvons pas ici entrer dans le détail des recherches de INI. l'ainlevé :

nous nous contenterons de montrer, sur un des nombreux exemples donnés

dans les Leçons sur le frottement, quelles sont les difficultés qui peuvent

se présenter avec la loi empirique ordinairement admise. On trouvera

d'autres exemples dans un intéressant article de M. Ad. INIayer : Zur
Théorie der f^leitenden litibun^^ {Berichte der Kônigl. Sdchsischen

Gesellscliaft der Wissenschaften zu Leipzig, 3 juin 1901).

Considérons deux points matériels M et Mj de masses i, reliés par une
tige INl.M, rigide et sans masse, de longueur r : le point M est assujetti à

glisser avec frottement sur une droite horizontale fixe Ox, qu'il ne peut

pas quitter, et le système ISIMi est mis en mouvement dans le plan ver-

tical xOj- passant par Ox. Trouver le mouvement en supposant le

système soumis à la seule pesanteur. (Painlevk, Leçons, p. 98.)

Appelons l'angle a-MMt (Jig. 217), x l'abscisse de M, Xi et j-, les

coordonnées de Mj.

Fig. 317.
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donne de même
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(î) — 0" = — -(RyCosO — Rj:sinO),

car le moment d'inertie par rapport à G est — ? et les coordonnées de M,

par rapport aux axes Gx'y, sont

cosO, sin(
?. -2.

Les liaisons géométriques donnent immédiatement

.Tj = a" -f- r cosO, j'i=/-sinO;

en portant dans les équations (i) on a

(3)
(
2:f"— rsinOd"— rcosOO'2= R^,

I
/-coseO"— /-sinOO'Sz^ 2^^-h R,-;

et en portant les valeurs de R^ et Ry, tirées de ces relations, dans l'équa-

tion (2) :

(4) a-"sinO — rO"-4- §• cosO = o.

Appliquons maintenant les lois empiriques du frottement. La réaction

totale de Ox sur I\l a été appelée R : la composante normale est en valeur

absolue la valeur absolue de R^; la composante tangenlielie est en valeur

absolue la valeur absolue de Rj^. La composante tangentielle est en sens

contraire de la vitesse du point INI et égale à la valeur absolue deyR-,,

y étant le coefficient de frottement; on a donc, suivant les cas.

Nous écrirons

(5)

R.r = ±/R,..

R^ = — s/ Rj

,

£ étant égal à ± i suivant les cas. En examinant successivement les divers

cas possibles, on voit qu'on doit prendre les signes suivants :

Si Ry > o, a-' > o, il faut R^ < o, s > o,

Si R^ > o, 37' < o, il faut R.^ > o, e < o.

Si Ry < o, ar' > o, il faut Rx < o, £ < o.

Si Ry < o, a:' < o, il faut R^: > o, s > o,

En résumé, z doit être choisi de telle façon que

(6) zx'Ryyo, {t = ±i).

Remplaçons alors dans (3)Rj:par son expression — ^/f^yj et résolvons

les trois équations (3) et (4) par rapport aux trois quantités R^-, x" et 6'.
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En posant

(7) D — I -H cos'O -+- e/sinO oosO,

nous aurons

1I»R_^. ^r _ (/-e'îsinO -4-9.^),

DrO" — (/-O'^sinO-f- 2,ir)(cosO -t- e/sinO).

Dt" — r0'*(cos8 -+ £/sin6) + /.'[cosO sinO-i- e/( 1 -f- sin^O^J.

Cola posé, nous montrerons d'abord que les difficultés indiquées par

M. Painlevé se présentent dès que / est suffisamment grand.

Plaçons le système dans une position initiale obtenue en donnant à x
une valeur arbitraire :ro et à une valeur arbitraire Oq comprise entre o

et-; |)uis lançons-le avec des vitesses caractérisées par les valeurs ar^

et O'o des dérivées x' et 0'. Enfin, supposons / assez grand pour que l'on

ait

(g) i-1-cos-Oo—/sin0ucos0o< o.

Nous allons voir que si x'^ est positif, il est impossible de satisfaire à

la relation (6) par un choix convenable de e, et que si x'q est négatif, les

deux valeurs £=±i conviennent : dans le premier cas aucun mouvement

ne serait possible, et dans le deuxième deux mouvements différents seraient

possibles.

En effet, si .r^ > o, et si l'on prend E=-t-i, on voit que la valeur

initiale de la quantité D est positive, puis, par la première des équa-

tions (8), que la valeur initiale de Ry est négative, le produit zx'Ry est

donc négatif et la relation (6) n'est pas vérifiée. Si, en supposant toujours

^'0 > o, on prend z = — 1, on voit, d'après (9), que la valeur initiale de D
est négative, puis, par la première des équations (8), que la valeur initiale

de Rj. est positive; le produit ex'Ry est donc encore négatif, et la con-

dition (6) n'est pas vérifiée. Donc, quand x'^ > 0, les formules montrent

qu'aucun mouvement n'est compatible avec les lois empiriques.

Si. au contraire, on suppose x'^ < o, on voit de même que les deux

hypothèses £= -I- I et e =— 1 sont également acceptables : les formules

ne permettent pas de choisir entre les deux mouvements correspondants.

Ces difficultés disparaissent quand/est suffisamment petit : par exemple,

si dans le problème actuel /< i, la quantité D est positive quel que soit

le signe de e.

Alors, en conservant les mômes conditions initiales, o < Oo< -> on voit,

par la première des formules (8), que Ry est négatif. Si donc a^J, > o, il

faut prendre s = — 1 , et si a™',, < o, s = -h 1 . Dans les deux cas les formules

définissent un mouvement unique à partir de l'instant initial, et l'on trouve

ce mouvement pour une certaine période de temps en intégrant les équa-

tions (8).
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Si x'q = o, on est en présence d'un problème préliminaire : il faut voir

si le point M reste immobile, c'est-à-dire si a-' reste nul ou si .r' qui est nul

pour t = /o, cesse d'être nul aux instants suivants. Pour trancher la ques-

tion, il faudrait faire successivement les deux hypothèses suivantes, comme
nous l'avons expliqué en général au n" 3G9 : i° Mettre le problème en

équations en supposant or' = o, M immobile et appliquant les lois du

frottement à l'état de repos; 2" supposer x' différent de zéro en appli-

quant les formules (8) et remarquant que, x' partant de zéro, sa dérivée x"

est positive si x' devient positif et négative si x' devient négatif. On verra

ensuite quelle est l'hypothèse qui ne conduit pas à une contradiction :

c'est celle-là qu'il faut prendre. Par exemple, si Oo est très voisin de - et Oq

très petit, x'q étant nul, on voit que x' restera nul; en effet, supposons

x'> o, alors x" devrait être positif, mais, comme Rj-< o, on doit prendre

z= — I, et la troisième des formules (8) donne x"<Co; il y a donc con-

tradiction. De même, supposons ^'< o, alors x" devrait être négatif; mais

comme Hy<o, on doit prendre e =-{-i, et la troisième des formules (8)

donne a^''>o : il y a donc encore contradiction. Il ne reste donc plus

qu'à supposer x' ^ o, x = Xq, et à appliquer au point M la loi du frotte-

ment à l'état de repos : le mouvement est alors pendulaire.

La place nous manque pour entrer dans plus de détails. Nous renver-

rons le lecteur aux Leçons de M. Painlevé pour une discussion complète.

A la suite de ces recherches théoriques, des expériences sur le frottement

ont été entreprises par M. Chaumat (Comptes rendus, 1'' semestre igoS);

l'exposé et la discussion de ces expériences feront prochainement le sujet

d'un Mémoire détaillé de cet auteur.

IV. — FROTTEMENT DE ROULEMENT.

376. Généralités. — Dans le paragraphe précédent nous avons

négligé le frottement de roulement et de pivotement. Nous allons

maintenant traiter quelques exemples dans lesquels nous tien-

drons compte àw frottement de roulement, en laissant de côté le

frottement de pivotement.

Rappelons brièvement la définition du frottement de roulement

donnée dans le premier Volume (n" 196). Soit un cylindre droit

à base circulaire pouvant rouler sur un sol horizontal; lorsqu'on

veut tenir compte du frottement de roulement, on admet que la

réaction du sol se compose :

1° D'une réaction normale N appliquée au point de contact

géométrique m\
1'* D'une réaction tangenlielle F s'opposant au glissement;
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3' D'un couple de inomonl II (loiil l'axe est parallèle aux géné-

ratrices du cylindre, ce couple s'opposant au rouleuicnt.

Troi.s cas sont à distinguer :

E(juiliOie. — S'il y a équilihro, on a

F</!V, H<No,

où y est le coefficient du frotlcMienl de glissement et où o est un

coefficient linéaire appelé coefficient du frottement de roule-

ment. Ce coefficient est une constante qui dépend du rayon du

cylindre et de la nature des corps en contact.

Roulement. — S'il y a roulement sans glissement, on a

F^/N, 11 = No.

Glissement. — S'il y a glissement sans rotation, on a

F-/N.

11 parait naturel de prendre alors

HINS;

mais, comme ce couple H est très petit par rapport au frottement

de glissement, on peut ordinairement le négliger et prendre H = o.

Glissement et rotation. — On a alors

F=/N, n = \o;

on néglige habituellement H.

377. Roulement. — Examinons de plus près le cas du roule-

ment. Alors le couple H est égala No; on peut composer ce couple

avec la réaction normale N appliquée au point de contact géomé-

trique m. La résultante de N et II est une force N'égale et parallèle

Fig. 2i8.

à N transportée en avant de N à une distance o. On peut donc aussi

tenir compte du frottement de roulement pendant le roulement, en
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admcllanl que la réaclion normale du sol, au lieu d'èire appliquée

au point gôoinélrique de contact /», est appliquée en avant de ce

point à une distance o de la normale en m. La réaction tangen-

lielle est tonjoursune force F moindre que/N. A Tétat de repos,

on a H < No; alors la réaclion normale est transportée en avant

à une dislance £ moindre que ô.

C'est sous cette forme que nous introduirons le frottement de

roulement dans les applications suivantes :

37S. Exemple I. — Roulement d'un cylindre circulaire homogène
pesant sur un plan horizontal. — Le cylinilre étant immobile, cherchons

ilaboril quelle force liori/.onlale 'P il faut appliquer au cylindre parallèle-

ment au sol et perpendiculairement aux génératrices pour le faire rouler.

Appelons h la distance de la force «ï> au plan, P le poids du cylindre.

Déterminons d'abord la force <I>, de façon qu'il y ait équilibre. Dans cette

hypothèse, les forces appliquées au cylindre sont la force *, le poids P,

la réaction normale N transportée en avant en m' à une distance t de la

normale moindre que o, enfin la réaction tangentielle F moindre que/N
(fig. 219).

Fig. 219.

Écrivons que les sommes des projections de ces forces sur la verticale ei

l'horizontale sont nulles,

N = P, F = *.

Ecrivons que la somme de leurs moments par rapport au point de contact

géométrique m est nulle : nous avons, puisque F et P ont des moments
nuls,

<i>/i — N ê = 0.

Écrivons F < fS, e < 0, nous aurons

(i) *<P/, *
P5

h

Si ces deux conditions sont remplies, il y a équilibre.

Si elles ne le sont pas toutes deux, l'équilibre est rompu
; mais il peut

l'être de façons différentes, suivant que l'une ou l'autre des inégalités n'est

pas vérifiée.

1
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Ainsi, pour meltre le cvliiuirc en mouvement en le faisant rouler, il faut

Po . . . .

lui appliquer une force * supérieure à -y- j mais inférieure ày P. Puis, dès

que le centre de gravité du cylindre a atteint la vitesse voulue, pour main-

tenir cette vitesse de roulement, il suffit de donner brusquement à la

force <P la valeur -7—.
/(

370. Emploi des rouleaux pour transporter les matériaux sur un sol

horizontal. — Supposons qu'une pièce pesante P ayant la forme d'un

parallélé|)ipède rectangle soit supportée par deux rouleaux Oi et O2 de

même diamètre, à axes parallèles et reposant sur un sol horizontal. Cher-

chons quelle est la force horizontale <ï> perpendiculaire aux axes des rou-

leaux qu'il faut appliquer à la pièce P pour la faire avancer d'un mouve-

ment uniforme, les rouleaux roulant à la fois sur la pièce et sur le sol.

Les forces appliquées à la pièce sont : la force horizontale *, le poids P

de cette pièce, les réactions tangentielles Fj et F^ des rouleaux sur la

Fis. 220.

pièce, enfin les réactions normales Ni et N2 des rouleaux. Les forces appli-

quées au premier rouleau Oi sont : le poids p de ce rouleau, les forces F'j

et N'j égales et opposées à Fi et N,, enfin les réactions tangentielles et

normales Gi et Mi du sol.

D'après les lois du frottement de roulement, la réaction Mj du sol est

placée à une distance du point de contact géométrique Ai dans le sens

du roulement sur le sol, et la réaction N', de la pièce sur le rouleau est

placée à une distance 0' du point de contact géométrique B] dans le sens

du roulement du rouleau sur la pièce. Les mêmes faits se produiront sur

le deuxième rouleau, les coefficients S et 0' étant les mêmes et les réac-

tions étant affectées de l'indice 2. Par raison de symétrie, nous regarde-

rons toutes les forces comme situées dans un même plan normal aux axes

des rouleaux.

La pièce étant animée d'un mouvement de translation uniforme, les

forces qui lui sont appliquées se font équilibre. En projetant ces forces

sur la verticale et l'horizontale, on a les deux équations

(2) «Ï. = F,^F2, P = N,+ N,.

11 faudrait ajouter à ces équations celle qui exprime que la somme des
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moments des forces appliquées à la pièce est nulle par rapport à un point

du plan des forces; mais cette relation ne sert pas pour la suite : clic per-

mettrait de calculer Ni et N,.

Le rouleau 0| étant animé d'un mouvement de roulement uniforme, les

forces qui lui sont appliquées se font équilibre. Nous aurons donc succes-

sivement, en projetant sur la verticale, l'Iiorizoïilale, et en prenant les

moments par ra|)porl au point Aj,

p — M, -4- N', = o, G, — F', = o,

>.l\F\ — I\l,r:_ N'i o'=o.

Gomme N', = Ni et F', = F|, on tire de là en éliminant Mi

F,= £ 8 -t- N,(o -h o')

2R
On trouverait de même

p _ />o -t- N.i(o — o')

'
~

... H

On a donc enfin, d'après les équations (2).

2/?o -^ P(o -(- 0')
* =

.>.K

On peut ordinairement négliger/j devant P et réduire cette formule à

P(o + o')
* =

2R

Si la pièce glissait directement sur le sol, on trouverait que la force

capable de lui imprimer un mouvement uniforme seraityP, valeur nota-

blement supérieure à la précédente.

EXERCICES.

1. Pendule à deux branches (Métronome). — On considère un pendule com-
posé constitué par une lige homogène mobile dans un plan vertical autour d'un

axe O perpendiculaire au plan. La partie de celle lige située au-dessous de O est

très courte et porte à son exlrèmilé un poids assez lourd qui consliliic le poids

moteur; la partie de la tige située au-dessus de O est plus longue et porte un

petit poids qui peut glisser cl être arrêté en chaque point voulu et qui constitue

le poids régulateur.

Étudier la durée des oscillations iuliniuiciil poliles suivant la position du poids

régulateur.

(Il suffit d'appliquer la théorie du pendule composé en remarquant que le

momenl d'inertie varie avec la position du poids régulateur. Hirn, Comptes
rendus, t. CV, p. 4'^-)

i. Une porte homogène est fixée par deux gonds à un axe faisant un angle

\., II.
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donné avec la vcrlioalc. Trouver le mouvcmeut cl la pression sur les gonds.

(ROUTH, ftigid Dynamics, vol. I, p. 97).

3. Un corps solide tourne autour d'un axe fixe 0; sous l'action de forces disposées

symétriquement par rapport au plan du cercle décrit par le centre de gravité;

le corps lui-même est symétrique par rapport à ce plan. Calculer les pressions

sur l'axe fixe.

Réponse. — Il est évident que, dans ce cas, les pressions sur l'axe peuvent

être réduites à une force unique, appliquée au point où le plan de symétrie coupe

l'axe et située dans ce plan. Les formules générales détermineront celte force.

4. On considère une masse déterminée homogène continue de matière ayant la

forme d'un cylindre de hauteur donnée qu'on fait osciller autour d'une parallèle

aux génératrices. Quelle forme doit avoir la base et comment doit être choisi

l'axe de suspension pour que la longueur du pendule simple synchrone soit mi-
nimum ?

Réponse. — La base doit être un cercle cl l'axe dijit passer au milieu du côlé

du carré inscrit. (De Sain't-Germain, Bulletin de la Société m ithématique de

France, t. II, p. 54.)

5. Axes de suspension d'un pendule composé pour lesquels la longueur du
pendule simple synchrone a une valeur donnée. — Imaginons un solide déter-

miné; si l'on suspend ce solide autour d'une droite A qui lui est invariablement

liée, prise comme axe de suspension, la longueur du pendule simple synchrone a

une certaine valeur /. Appelons point de suspension la projection J du centre de

gravité G du corps solide sur l'axe A. Par chaque point de suspension J passent

alors une infinité daxes de suspension A perpendiculaires à GJ : à ces axes

correspondent, en général, des longueurs différentes l pour le pendule simple

synchrone.

Tous les points de suspension par lesquels il passe au moins un axe A tel que /

ait une valeur donnée k sont situés sur ou entre les deux nappes d'une surface

obtenue en prolongeant les rayons vecteurs, issus du centre d'une surface des

ondes, de la longueur constante - • Par les points de suspension situés sur une

des nappes, il ne passe qu'un axe de suspension A répondant à la question; par

les points de suspension situés entre les deux nappes, il en passe deux; par

chacun des points coniques de la surface, pris comme points de suspension, il en

passe une infinité. (Bôcklen, Journal de Crelle, t. 93.)

6. Deux barres matérielles homogènes égales AB et AB', de longueur 2 /et de

masse M, sont articulées l'une à l'autre par une extrémité A. On demande le

mouvement de ces deux barres en supposant qu'elles soient lancées dans un pian

horizontal XOV sur lequel elles glissent sans frottement.

On appellera H, t, les coordonnées du centre de gravité G du système, 6 l'angle

d<- la droite GA avec OX, 2a l'angle B\B' des deux barres, et MA:' le moment
d'inertie de chaque barre par rapport à son milieu. (Licence, Paris, i885.)

7. Un tube rectiligne homogène AB de section infiniment petite et de longueur

2a glisse sans frottement sur un plan horizontal; un point matériel M dont la

masse est égale à celle du tube est mobile sans frottement à l'intérieur du tube.

Trouver le mouvement du système et la pression du point M sur le tube.

On appellera 6 l'angle de AB avec un axe fixe OX et 2 r le segment CM compté
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ù partir du centre C du tube. On cxaininer;i eu particulier le cas où la vitesse

dr
initi.ilc du centre de ;;riivilé du système cl l.i vali ur initiale de -7- seraient nulles;

at

on indiquera, dans ce cas, la fxrriie de la trajectoire du point M.

(Licence, Paris, i*<87.)

Jiestiltatf!.

(dry / ., k-\ fdfty
,

/s'exprime en fonction uniforme de par une fonction elliptique. {\<)\r Fonc-
tions elliptiques et leurs ajtplications, par Grecnliill, traduction de Griess,

p. 107, n" 86.)

8. Sur un plan horizontal glisse sans frottement un tube rigide de section infi-

niment petite; ce tube affecte la forme d'une courbe qui, rapportée au centre de

gravité C du tube comme origine et à un axe C\ invariablement lié au tube

comme axe polaire, a une équation donnée 6 =./(/•). Dans l'intérieur du tube

glisse sans frottement un point m de même masse que le tube. Trouver le mou-
vement du système supposé placé dans des conditions initiales arbitraires.

lieponse. — Le centre de gravité G milieu de Cm est animé d'un mouvement
rccliligne uniforme. Rapportons le mouvement à des axes Gx', G y' de directions

fixes menés par G. La position du système est alors définie par les coordonnées

polaires G ni = -> /;)Gj:'=: a du point ni et l'angle ^ de CA avec Gx'. Le théo-

rème des forces vives donne

/•'--+- r-a'--!- sA-ji'- = II,

et celui des moments
/- a'

-f- •.! /.- ^' = const .
;

/\
d'ailleurs 6 = AC.M = 7 — fi =_/"(/•). D'où a, jî et r en fonctions de t.

9. Un tube rccliligne homogène \B, de section infiniment petite et de masse wj

est mobile dans un pian hijrizontal xOy autour de son milieu qui est fixe.

Un point maléiiel M, de masse m, glisse sans frottement dans le tube et est

attiré par le point 0, proportionnellement à la distance. Trouver le mouvement
du système.

On appellera mk- le moment d'inertie du tube par rap port au point 0, 6 l'angle

arO.\, r la dislance O.M et \i.mr la valeur absolue de l'attraction du point O sur

le point M.

On étudiera, en particulier, le mouvement en suppjsanl qu'à l'instant initial

f = o on ail

dr rfe
' = '-

-dt^''^ dt= '--

Dans quel cas la trajectoire sera-l-clle une circon férence de centre 0?
( Licence, Paris.)

BétuUats. — 1° La somme des moments des quantités de mouvement par
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rapport au point est constante. Donc

2° Le théorème des forces vives donne

dl
^)^-^(^,)=^'-'^'''

où h est une constante arbitraire. On a ainsi r et 6.

,..,. . . , rfô jL élimination de -r donne t en r par une quadrature.
dt

10. Dans l'exemple III, n° 366, on remplace le double cône par une sphère

ayant son centre dans le plan vertical ?0Ç mené par la bissectrice Oa? de l'angle

DOD', et assujettie à rouler sans glisser sur les guides OD et OD'.

Trouver le mouvement de cette sphère. (Bille de billard roulant sur deux

queues qui forment un angle.)

Bésuitats. — On vérifie sans peine que le centre C de la sphère décrit, dans

le plan vertical yOx mené par la bissectrice Oo; de l'angle des deux guides, une

ellipse BCA dont les axes sont a — —.—-, 6 = R, où cp désigne le demi-angle des

guides (yî^-. 221).

Fig. 221.

La sphère roulant sur les deux guides, l'axe instantané de rotation de la

sphère est la droite qui joint les deux points de contact avec les guides : le

point T où cet axe rencontre Ox est le centre instantané de rotation dans le

^XzayOx, et CT est normal en C à l'ellipse lieu du centre. Appelons /• la lon-

gueur de cette nor nale, l'angle dont la sphère a tourné à partir de sa position

initiale, ds l'élément d'arc de l'ellipse.

La vitesse V du point C est

ds c/6

(0 V =
dt dt

d'après la propriété fondamentale du centre instantané de rotation. Si l'on désigne

par M l'anomalie excentrique du point C de l'ellipse, les coordonnées x et y de

ce point sont
X = a cos M, y = b sin u.

On trouve facilement, pour la longueur de la normale CT,

r-= —:(a'sin-w-i-6-cos-u),
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cl, pour l'clL-nicnt lincain- il'clli|)*e

ds'' = ( a' si n' M -i b- cos' u ) liu"- - - /• rfu'.

l'ortant celte valeur dans (i), il vient

(
J

) ^ ^" = '^^ •

enfin, la hauleur 1^ du centre de gravité C, au-dessus de riiorizonlalc U^ du

point O est, i désignant l'angle J70Ç,

(3) 1^
~ xaini -hy cosi — « sin t cosm -+- b cosi sini/.

La force vive totale de la splière est, d'après le théorème de Kucnig,

M A^ étant le moment d'inertie de la sphère par rapport à un diamètre ; on a donc,

en appliquant le théorème des forces vives, supposant que la sphère parte sans

vitesse initiale de la position pour laquelle u = «„, et tenant compte de (a),

(3)
(^-f:+«.sin'u + 6=eos=«)(^')'

= 2 o'[a sin i(cosM|,— cosw) -t- b cos/(sin «/„— sin «<)].

Celle formule donne / en u par une quadrature. On peut ainsi étudier le mou-

vement. Pour que la sphère semble remonter, il faut et il suffit (jue le centre de

gravité descende quand la sphère semble remonter.

On peut vérifier que le mouvement de la sphère, au point de vue cinématique,

s'obtient en faisant rouler une épicycloïde sur la droite Ox. ( Voir Manmieim,

Journal de Liouville^ iSôg, et Comptes rendus, 3 novembre 1890.)

11. Un tube circulaire homogène de masse ^I, et de section infiniment petite,

est mobile sans frottement dans un plan horizontal autour d'un de ses points O

supposé fixe. Un point matériel m, de masse ni, est mobile sans frottement dans

l'intérieur du lube, et est repoussé par le point proportionnellement à la

dislance.

Trouver le mouvement du système en supposant qu'il soit abandonné à Ini-

niènie sans vitesse initiale.

On appellera K le rayon du tube, MA' son moment d'inertie par rapport au

point 0, l'angle que fait le diamètre O.V avec un axe fixe O.r, et a l'angle que

fait le rayon vecteur O ni avec le diamètre 0.\. (Licence.)

12. On considère une roue mobile autour d'un axe vertical : les rayons de celle

roue sont creux; dans chacun d'eux est placé un boulet sphérique de masse m;

les centres de ces boulets sont tous à la même distance initiale c de l'axe de la

roue.

On met cette roue en mouvement en lui r<iniMuini(|u.inl une vitesse initiale n.

Mouvement des boulets.

(Le centre de chaque boulet décrit une courbe dont l'équation est de la forme

/•en 6 --- c. GnEEMiiLL, Fonctions elliptiques, traduclion de Gricss, n" 88.)
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13. On donne un quart de cercle de rayon H limilé par un rayon vertical Oy
et une barre honioi;cne pesante AB de longueur 2/ qui glisse sans frottement

sur le quart de cercle et dont une cxlrcniité A glisse sans frottement sur le rayon

vertical 0_>'.

i' Trou>er la position d'équilibre de la barre,

2" La barre étant abandonnée à elle-même sans vitesse initiale dans la position

horizontale, étudier son mouvement.

On appellera a l'angle de la barre avec l'horizontale Oj: et l'on vérifiera que,

/ /'

dans le cas particulier où II =: —^> l'angle a dans le mouvement oscille entre

et ^" • (Licence, Paris.)

14. Une barre homogène pesante AB, assujettie à rester dans un plan vertical,

est rattachée à un point fixe par un fil OC inextensible et sans masse fixé en

son milieu C. Trouver le mouvement de cette barre et la tension du fil.

On appellera / la longueur du fil, M la masse de la barre, l'angle du fil OC
avec la verticale Ox, 3. l'angle de la barre AB avec cette môme verticale.

15. On considère, dans un plan horizontal yOx, une lige homogène OA, de

masse M et de longueur /, mobile autour de son extrémité O, qui est fixe; puis

une deuxième lige homogène AB, de même masse M et de longueur double 2/

articulée à la première, à l'extrémité A; le milieu C de cette deuxième tige est

attiré par le point en raison inverse du cube de la distance.

Trouver le mouvement du système.

On appellera 6 l'angle xO\ de OA avec un axe fixe Ox, v l'angle COA et

-—'— la valeur absolue de la force attractive issue du point 0. On supposera que
OC'
le système parte du repos et que l'on ait, dans la position initiale,

6 = 0, :,— ',' (Licence, Paris.)
I

16. Un carré matériel homogène de côté 2a, d'épaisseur infiniment petite et de

masse m, peut glisser sans frottement sur un plan horizontal : un insecte de

même masse, regardé comme un point, est placé d'abord au milieu d'un côté en A
et le système entier est immobile; à l'instant < = o, l'insecte se met à marcher

le long du côté en parcourant, sur le côté, des longueurs proportionnelles aux

temps. Mouvement du système.

Réponse. — Le centre de gravité reste immobile. Prenons alors ce point

pour origine et prenons pour axes Ox et Oy des axes parallèles aux côtés du

carré dans la position initiale. A l'instant î, l'insecte est en M, le centre du carré

en C, le point A milieu du côté en A', et l'on a par hypothèse A'M = vt, fêtant

constant. D'ailleurs la masse du carré et celle de linsecte étant égales, est le

milieu de C M {fig- 222 ).

Soient a l'angle dont le carré a tourné dans le sens négatif, c'est-à-dire l'angle

de C'A' avec Oa;; r et 6 les coordonnées polaires de M. On a

CM = - \ a--i- V- 1-,

D'ailleurs, les coordonnées polaires de C sont /• et 6 -t- -.
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La comme des moments des quantités de mouvement par rapport à O c><t nulle,

puisque cette somme est constante et que sa v;ilcur initiale est 7.éro. On a ilonc

l'équation
J/-0' — Â-a'= o,

dans laquelle mk- est le moment d'inertie du carré par rapport â son centre

Cette équation, jointe aux deux précédentes, donne r, et a en fonction de t.

C

17. .Même problème quand on remplace la plaque carrée par une plaque de

forme (judconque, définie comme il suit. C désignant le centre de gravité de la

plaque, A un point fixe sur !e contour, .VI un point variable tel que arc.V.M = s,

on a

CM =/(s), 'ACM = r(«)-

Péponse. — L'insecte partant de A et parcourant un arc s = vt proportionnel

;iu temps, on a, avec les notations de l'exercice précédent, les relations

qui, jointes à celle que fournit le thcortme des moments, donnent r, et » en

fonctions de /.

18. Dans l'exercice IV du n" 3C6, Pendule elliptique, calculer la durée des

oscillaiions infiniment petites; que devient fcUe durée quand ni yugmcnle indé-

finiment?

Péponse. — .\ppelant a l'angle d'écart initial, on a /. =— cosa. Comme 8 et a

sont très petits, on peut faire

alors on a

sinO = 6, cos6 = i > cosa=i :

^rfOy _ g- «j -+- m, a'— 6'

,dt ~ l

En développant le dernier facteur, suivant les puissances de 6-, et négligeant

les puissances supérieures à la deuxième et le produit a-6', on a

\dtj l m ^
''
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d'où

"/F
Si m augmente indéfiniment, on trouve comme limite la durée des oscillations

du pendule simple, ce qui est évident o priori, car alors la masse m ne bouge

plus.

19. Un triangle rectangle pesant, assujetti à rester dans un plan vertical, glisse

sans frottement sur un axe horizontal Ox sur lequel il repose par un côté de

l'angle droit; sur l'hypoténuse roule un disque vertical homogène pesant. Mou-

vement du système. (Licence.)

Réponse. — La position du système dépend de deux paramètres : l'abscisse

d'un point du triangle et l'angle dont le disque a tourné.

Le théorème des quantités de mouvement projetées sur Oj; et le théorème des

forces vives fournissent les deux équations du mouvement.

20. Un disque homogène pesant, situé dans un plan vertical, roule sans glisser

sur une droite fixe Oo; de ce plan : le centre du disque est attiré proportion-

nellement à la distance par un point fixe de la droite. Mouvement du disque.

(Licence.)

Réponse. — Le système étant à liaisons complètes, sans frottements, il suffit

d'appliquer le théorème des forces vives. Le mouvement est tautochrone.

21. Quatre points matériels, de masses égales, assujettis à rester sur un plan

donné fixe et parfaitement poli, occupent les quatre sommets d'un losange arti-

culé dont les quatre côtés sont constitués par quatre tiges rigides et sans masse

appréciable.

On imprime au système un mouvement connu dans le plan donné, et l'on pro-

pose de trouver le mouvement ultérieur, en admettant qu'aucune force extérieure

n'intervienne et qu'il ne se produise aucun frottement aux articulations.

Pour déterminer le mouvement qui aura lieu après que deux des points seront

venus se choquer, on regardera ces points comme des corps absolument dénués

d'élasticité.

Examiner en particulier le cas où, à l'instant initial, les milieux de deux côtés

opposés du losange auraient des vitesses nulles. (Licence, Caen.)

22. Mouvement de la machine d'Atwood dans l'air quand on suppose que l'air

exerce, sur les deux masses pesantes suspendues aux deux fils, une résistance

proportionnelle à la vitesse. (Licence, Clermont.)

23. Une tige BC est assujettie à glisser sur une droite fixe x' x. Cette tige se

meut sous l'action d'un point fixe A qui attire tous les éléments de BC propor-

tionnellement à la distance et à la masse de ces éléments. La tige BC est homo-
gène; l'attraction du point A sur un élément de BC, de masse i à la distance i,

produit une force égale à l'unité. A l'origine du temps, la tige BC est immobile;

si, du point A, l'on abaisse sur x'x une perpendiculaire AO, la longueur AO est

égale à 2a et la distance de O au milieu de BC est à l'origine du temps égale

à 7a. Trouver le moment de BC :

1* En supposant que BC glisse sans frottement snr x'x;
3* En supposant que x'x soit dépoli et que le coefficient du frottement de BC



ciiAi'irn i: \i\. — n v n \ m i o r k du corps solidk. 137

sur x' X soit I. Trouver, dans ce cas, au bout de coml)ien de temps la tige BC sera

en repos et quelle sera alors la position de celte tige.

( Licence, Marseille, iSS'j.)

Î4. Une sphère liomogcne pesante est placée sur un plan incliné rugueux, le

coefficient de frottement étant /; la sphère commence-t-elle par rouler sans

glisser, ou par glisser?

( a désignant l'inclinaison du plan sur l'horizon, il y a roulciiienl si / > - tang x.

RouTii, nigid dynamics, vol. I, 11° ICI.)

25. Une sphère homogène animée d'une rotation il autour d'un diamètre hori-

zontal est posée sur un plan horizontal rugueux. Trouver son mouvement.

(Problème analogue à celui du cerceau n° 371. Il y a glissement jusqu'à

l'instant /, = - —r- > a désignant le rayon; après il y a roulement uniforme si

l'on néglige le frottement de roulement. RouTii, n" 16'2.)

2C. Une barre homogène pesante AB est terminée par dcu\ anneaux qui

glissent aver frottement le long de deux tiges horizontales rectangulaires Ox
et 0^. La tige est lancée, avec une vitesse angulaire instantanée fl, dans une

position infiniment voisine de Ox. Mouvement.

(Il y a deux cas à distinguer, suivant que / est supérieur ou inférieur à v/2.

RouTH,/^/</., n° 1G6.)

27. Un cercle matériel homogène pesant peut glisser sans frottement sur un

plan horizontal. Ce cercle étant immobile, un point matériel pesant de même
masse que le cercle est placé en m„ sur le cercle, et lancé horizontalement avec

une vitesse donnée v^, perpendiculaire au rayon qui passe par m^.

Trouver le mouvement du système, sachant que le cercle frotte sur le point et

que le coefficient de frottement est /.

28. Dans le pendule elliptique du n" 366. on suppose que le point m glisse

avec frottement sur Ox. Le pendule étant écarté d'un angle a de la verticale, on

le laisse aller sans vitesse initiale. Que doit être cet angle a pour que le point m
reste immobile? {Voir fin du n" 375.)

29. Pendule isochrone de Phillips. — Soit un pendule dont l'axe de rotation

se projette en 0, et dont le centre de gravité est, à un instant quelconque, en G.

Soit DBL un petit ressort en acier, formé d'une lame encastrée en D, où sa tan-

gente est horizontale et perpendiculaire à l'axe 0. Son extrémité E est libre et

dépasse un peu la verticale OV. Le ressort est relié au pendule par une bielle

AB {Jîg. 223) de petite section, et de très faible masse, articulée d'une part avec

le pendule en A, et, d'autre part, en B avec le point du ressort qui, dans la posi-

tion d'équilibre, se trouve en C sur OV de sorte que OC = OA -f- AB. D'ailleurs

OA = AB.

On peut régler l'appareil de telle façon qu'en écrivant l'équation du mouvemenl

d'à

dF =-^("^'

le second membre, développé oar raooort aux puissances croissantes de x, con-
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tienne un terme en a, puis un Icrnie en a'', les termes intermédiaires manquant.

Le mouvement est alors isochrone pour de petites oscillations {Comptes rendus,

26 janvier 1891 ).

30. Dans un plan vertical est fixé un disque circulaire A dont la circonférence

est dépolie.

I. Un point pesant P est placé sans vitesse initiale sur la circonférence du

disque A dans le voisinage du point le plus haut du disque A.

1° On demande de déterminer l'angle minimum a que doit faire le rayon qui

passe par le point P avec la verticale dirigée vers le haut pour que le point P

cesse d'être en équilibre; 2° si le point P est placé sur le disque sans vitesse

initiale de manière que le rayon qui passe par le point P fasse avec la verticale

un angle un peu plus grand que a, le point P glisse d'abord sur le disque, puis

quitte le disque. On demande de former l'équation qui donne l'angle de la verticale

avec le rayon qui passe par P, lorsque ce point P se détache du disque pour

tomber librement.

II. Sur le disque circulaire A, dans le plan de ce disque, on place un deuxième

disque circulaire pesant B qui est homogène et dont le rayon est égal à la moitié

du rayon du disque A. La circonférence de B est dépolie, en sorte que les deux

disques frottent l'un sur l'autre; on néglige la résistance au roulement.

A l'origine le disque B est sans vitesse et le rayon du disque A aboutissant au

point de contact des deux disques fait avec la verticale ascendante un angle

aigu |3.

Entre quelles limites doit être compris p pour que le disque B roule d'abord

sans glisser sur le disque A?
En admettant que le disque B commence par rouler, étudier son mouvement et

former les équations qui donnent : 1° l'angle que fait avec la verticale ascen-

dante le rayon de A qui passe par le centre de B à l'instant où cesse le roule-

ment simple sans glissement; 2° l'angle analogue à l'instant où le disque B se

détache de A.

Dans les deux questions, on dé.-ignera par / le coefficient du frottement de

glissement. (Agrégation, 1896.)

31. Un triangle équilatéral matériel OAB pouvant glisser sur un plan hori-
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zontal fixp .zOy est iissujclli à tourner autour de son sommet O qui est fixe. In
poitil matériel .M, de masse i, est assujetti à glisser sur le rAlé AB et est ultaelii^

au sommet O par un fil élastique cl sans masse (».M dont la longueur à l'étal

naturel (quand il n'est pas allonge) est égale à la liauteur 011 — a du triangle.

On admet que la tension de ec fil est proportionnelle à son ailongemenl <i partir

de l'état naturel a, de telle sorte que, quand le lil a une longueur O.M ~ r, -^a

tension a pour expression ikir — a), A désignant une constante positive.

Trouver le mouvement du système en supposant les liaisons réalisées sans

frottements.

dotations et conditions initia/es. — On appellera /• la distance OM, 3. l'angle

HO.M, f l'angle j L>H, I le momcnl d'inertie du triangle par rapport au point O,

,, rt

et I on reniar(iuci"a (lue cosa = - •

/•

On preiulra comme paramètres indépendants /• et o, et l'on admettra qu'à

1 'instant initial le système part du repos, le mobile M étant en A.

( Licence, 1902.)

Péponse. — On peut appliquer le théorème des moments des quantités de

mouvement par rapport à et le théorème des forces vives. On a ainsi les deux

équations

(§)'

di '^'"\dt ^ Tl

où la constante des forces vives, d'après les conditions initiales, a pour valeur

3

Éliminant a et
'f,

on arrive finalement, pour /•, à une équation de la forme

où »I*(/) est positif pour toutes les valeurs /• > a que peut prendre r. Il faut

"^ Cl

que le deuxième membre soit positif aussi, ce qui exige /• < ^^ •

V'3

On peut trouver, sous forme finie, la relation entre /• et o.
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CHAPITRE XX.

MOUVEMENT D'UN SOLIDE AUTOUR D'UN POINT FIXE.

380. Historique. — Le problème du inonvement d'un solide

autour (rnii point fixe a été abordé pour la première fois par

d'Alemberl dans son Ouvrage sur la Précession des équinoxes,

publié en 1749- On n'avait pas même alors les six équations

générales de l'équilibre d'un solide libre; on connaissait les trois

premières, qui expriment que la somme des composantes des forces

parallèlement à chacun des axes coordonnés est nulle, mais non

les trois autres, qui expriment que la somme des moments par

rapport à chacun des axes coordonnés est nulle, les seules qui

interviennent quand le corps est mobile autour d'un point fixe.

Celles-là d'Alembert les a données pour la première fois dans

l'Ouvrage dont nous parlons; elles en forment la base essentielle.

De là, d'Alembert a passé par son principe (T'rafie de Dyna-
mique, publié en 1742) aux équations du mouvement, de sorte

que tout lui appartient dans la mise en équation du problème.

Après d'Alembert, Euler et, avec lui, l'élégance (') : c'est Euler

qui a présenté sous leur forme définitive les équations du mouve-

ment d'un solide autour d'un point fixe; c'est lui aussi qui, le

premier, a trouvé les intégrales rigoureuses pour le cas oii les

forces extérieures sont nulles ou admettent une résultante unique

passant par le point fixe. (Voyez Mémoires de VAcadémie de

Berlin pour 17J8.)

Lagrange, Laplace et Poisson ont continué ce genre de ques-

tions, et ont résolu des problèmes nouveaux ou perfectionné des

solutions anciennes. Lagrange a résolu le premier le problème du

(') Voyez un article de Liouville {Journal de Liouville. 2' série, t. III).
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mouvement d'un corps grave de révolution suspendu par un point

de son axe {Mécanique analytique. Section IX); ce môme pro-

blème a été postérieurement traité par Poisson comme enlicre-

ment nouveau; la solution qu'il en donne, sans citer aucunement

Lagrange, se trouve dans le X\ I'" Cahier du Journal de l' École

Polytechnique (i8i5).

Puinsot, revenant au cas particulier où les forces extérieures

sont nulles, déjà traité par Euler, en a fait une étude synthétique

profonde {Journal de Liouville, x^" série, t. XVI) : il est arrivé

à une représentation géométrique du mouvement d'une rare élé-

gance.

Jacobi {Journal de Crelle, t. 39) a donné la solution définitive

du problème d'Euler par l'emploi des fonctions elliptiques, en

exprimant, par des fonctions uniformes du temps, les neuf cosinus

des angles que font les axes principaux d'inertie du corps avec

trois axes fixes. En i883, Hermile, dans son Mémoire Sur
quelques applications des fonctions elliptiques, a ramené le

calcul de ces neuf cosinus à l'intégration de l'équation de Lamé
et a déterminé analjtiquement tous les éléments de la solution de

Poinsot.

Enfin M"* Kowaleski, dans un Mémoire couronné par l'Aca-

démie des Sciences {Acta mathematica, t. XII), a découvert un

nouveau cas d'intégrabililé des équations du mouvement d'un

corps solide pesant autour d'un point fixe.

jNous indiquerons, dans le courant du Chapitre, les perfection-

nements apportés par divers auteurs à ces théories générales.

I. — ÉQUATIONS GÉNÉRALES.

3S!. Préliminaires géométriques. Variables servant à définir la

position d'un trièdre mobile par rapport à un trièdre fixe de même
sommet. — Imaginons un trièdre trirectangle lîxe Ox,r, c,, et

un trièdre trirectangle mobile Oxyz orienté comme le trièdre

fixe; nous supposons que, dans les deux trièdres, une rotation

de 90" dans le sens positif autour de Taxe des z amène l'axe des x
sur l'axe des y. En Gi''omètrie analytique, on définit ordinaire-

ment la position du trièdre Oxyz par les neuf cosinus des angles
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que font les a\cs Ojy.:- avec les axes 0^.^^,J^^z, :

a = cos(j-, .r,), p — cos(a", j'i), y — cos(a:, Z|),

a' ^ cos(^>-, a-,), P'= cos(7. ^>'|), y' = <^os(_r, ^i ),

a"= cos(-, j"i), P'=cos(j, ji), y'— <^os(-. -,).

Enlre ces neuf cosinus exislenl six relations bien connues, de

sorte que trois d'entre eux, convenablement choisis, peuvent être

regardés comme arbitraires. On comprend dès lors qu'on pourra

exprimer ces neuf cosinus en fonction de trois variables in lé-

pendanles.

Les variables les plus usitées en Mécanique sont les angles

d'Euler, et, dans la Géométrie moderne, les paramètres d'Olinde

Rodrigues et ceux qui en dérivent.

Angles d'Euler. — Soit 01 {fig. i'i.\) Tinlersection du plan

des xy avec celui des x,jKi; prenons arbitrairement sur cette

droite une direction positive 01 et désignons par -^ l'angle de cette

Fig. 22^.

direction et de la direction Ox,, cet angle étant compté positive-

ment de Ox, vers 01 dans le sens des rotations positives autour

de 0:^1. La droite 01 est perpendiculaire au plan :;0^,. Soit 6

l'angle de O; avec 0:;i, compté positivement de O;, vers O-
dans le sens des rotations positives autour de OL L'axe 0^ est

perpendiculaire au plan lOx; soit o l'angle dont il faut faire

tourner la droite 01 autour de Oz dans le sens positif pour la

faire coïncider avec O x. L'angle 10^ est alors égal à cp -i
—^-

I
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Les trois anj^lcs 0, cp, 'l sdiil «'v iilrmiiu'iil iii(li'|)enil,iiils I un de

l'aulre el pcuvcnl élre choisis arbitrairement. A chaque s^'slème

(li; valeurs de ces angles correspond une position et une seule du

irirdre inohilc Oxvz.
Par analogie avec la terminologie eni|)lovée en Astronomie, on

appelli- (inclipielois ()I la ligne des n<cuds, •!/ l'angle de j)réces-

sion, l'angle <le nulalion, 'j Tangle de rotation proj)re. Ces expres-

>ions s'emploient surhMil cpiand les axes Oxyz sont liés à un

solide de révolution autour de ()r.

Formules d'Olinde Rodrigues. — Il est facile d'exprimer les neuf

cosinus en fonction des angles 0, cp et 'i^. Nous ne nous arrêterons pas à

démontrer ces formules qui se trouvent dans tous les Traités de Géo-

métrie analytique; nous nous bornerons à les écrire :

cos(j', a-j ) = cos'f cos'^ — sin o sin*^ cosû,

cosix, ri) = cosç sin'} -i- sin 'i cos'} cosO,

cos(a", c,) = sincp sinO
;

cos(^, a~i ) =— sinç cos-} — coss) sini}/ co»6,

cos(^-,^-i) = — sino sin'{/ -r- costf cos'} cosO,

cos(/, Zj ) — coscp sinO ;

cos(;;, Ti)— sin'!/sinO,

cos(s, y\) — — cos'l sin 0,

cos(s, ^i) — cosO.

Si l'on pose

l — sin - cos
2

cos - Sin
2

— sin - sin
2 2

d/^= — cos - cos
2 2

on trouve immédiatement que ces quatre rapports sont liés par la relation

On a ensuite, en exprimant les neuf cosinus en fonction des quatre

rapports, puis éliminant •:- à l'aide de la dernière relation, les formules

d'Olinde Rodrigues

Xî-
COSCa", X,) = ;r- i— 7 ^

^ '
*' X»-h [Jiî-1- vî-(- pï

2(X[Jl— vp)
cos(:r,r.)^ ^,^^,^^,^p, .

cosCa-, s,)
Xî-

2(Xv -I- ixp)
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et six autres formules analogues donnant les neuf cosinus en fonctions

rationnelles de trois paramètres qui sont les rapports de trois des quan-

tités X, }ji, V, p à la quatrième.

iMais on peut aller plus loin et simplifier davantage les formules clas-

siques qui expriment les coordonnées a*|,^'i, z^ d'un point par rapport

aux axes fixes Ox^y^Zy en fonction des coordonnées x^y, z du même
point par rapport aux axes Oxyz\ pour cela on introduit les quantités

complexes

a = e * cos- >

1
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fonction des neuf cosinus et de leurs dérivées par rapport au

tem|)s (n° oï). Actuellement, nous nous proposons de calculer

p, q, r en fonction de 0. 'i, -l et de leurs d«'rivées 0', 'i', •}' par

rapport ù t.

Pour amener le Iriédre de la position (|u"il occupe à l'instant /

et qui correspond aux valeurs 0, 'i, •!/ des trois angles à la j)ositiun

inlinimenl voisine qu'il occupe à Tinstant t -— dt et qui correspond

aux angles -h <lh. -i — r/.p, •!/ -h dl^ on peut procéder comme il

suit :

On fait d'abord tourner le Irièdre de dl autour de Or, ; alors

•!/ augmente de «/•!/, et .i ne changent pas. Autour de la nouvelle

position de 01 on fait tourner le tiièdre de f/O; enfin, autour de la

nouvelle position de Oc, on le fait tourner de c/i. Si l'on conçoit

que ces trois déplacements angulaires se font dans l'espace de

temps dt^ les vitesses angulaires de rotation correspondantes sont

•V. h' et '^'.

On peut dire que la rotation instantanée w du trièdre est la

résultante des trois rotations V, h' ei 'i' elTectuées autour de O-,, OI
et O:;. Ces trois rotations composantes sont représentées (/7^. ii.\)

par des segments égaux à -V, H' et '^', portés sur les axes Or,, Oï
et Or. La rotation résultante iji est la somme géométrique de ces

trois segments : sa projection sur un axe quelconque est donc

égale à la somme des projections des composantes 'V, Q' et -i' sur

le même axe.

Nous chercherons d'abord les projections de la rotation instan-

tanée (u du trièdre mobile sur les trois axes rectangulaires 01,

OJ, Or, l'axe OJ étant situé dans le plan xO v, et faisant avec 01

l'angle -r -; appelons cj/, ojy, oj^ ces trois projections, dont la

troisième est /•. Pour les obtenir, il suffit de remarquer que le

vecteur -V étant dans le plan rO J peut être décomposé en ses deux

|)rojeclions 'l'y et V. sur OJ et Or, à savoir

•l'j = -ysino, -y. — -ycoso.

On a alors, suivant 01, OJ, Or, les trois composantes de u)

' i; OJ, = 0', ojy = -ysinô, r — -VcosO :- i'.

Pour avoir ensuite />, q, il suffit de faire la somme des projec-

tions des composantes co/ et toy sur Oxet 0} : comme les axe?

A., II. ro
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irctangulaires lOJ sonl dans le plan j'Oy cl que 0.r fait avec 01

langle 'j, on a inimécllalenienl

p = (Ojcoso -~- 'jUy sin o,

q = tojcost (p ] -\- WyCOStj).

D'où, enfin, les formules donnant/), (/, r :

Ip

= -y siii sin?p -f- O'coso,

q = (];' sinô cosç — 0' sin ç,

r = fji'cosO -!- ©'.

Remarque. — Dans ces formules, les trois premiers termes

des seconds membres représentent respectivement les trois pro-

jections du vecteur (]<' dirigé suivant O-i sur 0,r, Oy, Oz. On

en déduit que les cosinus y, y» y" des angles que faitO;:, avec

Ox, Oy, Oz sont

(3) Y = sinO siiicp, y' = sinO coso, y"=cosO,

comme nous l'avons déjà vu dans le numéro précédent.

11 laul observer, au sujet des formules établies dans le numéro

actuel et dans le numéro précédent, que, dans certains Ouvrages,

principalement dans les Traités de Mécanique céleste, les angles

f| et di sont comptés positivement dans le sens opposé; de sorte

que les formules de ces Ouvrages se déduisent de celles que nous

employons par le changement de Q et ^!> en — 9 et — <^.

Problème inverse. — Nous venons de voir comment, connais-

sant le mouvement du trièdre Oxyz., c'est-à-dire les expressions

de f), c3, d» ou des neuf cosinus a, [ii, y? • • • en fonction de ^, on

|)eut calculer les composantes/), ^, /• de la rotation instantanée du

trièdre en fonction de /.

Inversement, sup|)OSons que l'on connaisse /J, q, /en fonction

de /, et que Ton veuille calculer 0, o, 'l ou les neuf cosinus a, ,3,

V. ... en fonction de t. Il faudra alors intégrer les équations (2)

du premier ordre en 0, 'j, 6. On peut démontrer que ce problème

se ramène à l'intégration d'une équation de Riccati à coefficients

complexes [ Voir Darboux, Leçons sur la Théorie générale

des surfaces, t. I, Chap. H, et Mayeu, Sj mmetrische Losung, ...

{ Berichte der konigl. sàchs. Gesellschaft der Wissenschaften

zu Leipzig, 1 mars 1902)].
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i{8."r Corps solide mobile autour d'un point fixe; emploi d'un

trièdre mobile invariablement lié au corps. — Iinyj^inons un solide

inal<ri('l en iiiouveinonl autour d'iiii point lixo O. Pour (It'lcrrninrr

la ()0>llion »le ce corps par lapporl aux axes fixes Oj-,)', :;,, il

suflit de considérer un liièdre Irireclang^le Oxj'c in\itriablenient

lié au corps : la position du corps sera alors délinic à chaque

instant par celle du trièdre, c'est-à-dire par la connaissance des

trois angles d'Iùiler 0, 'i, 'l en fonction du temps.

La rotation instantain'e (o du corps solide est alors identi(nie à

celle du trièdre, el ses composantes />, ry^ /" suivant les axes mobiles

Oxrc sont données par les formules (2) ci-dessus. iVous allons

calculer la force vive du corps et le moment résiiltanl des

quantilés de mouvement des points du corps par- ra|)porl an

point fixe O.

Force vive du corps. — Soit r la vitesse d'un point m du

corps avant pour coordonnées x, )', ; par rapport aux axes

mobiles O.ryz liés au corps. Les composantes de la rotation

instantanée (o suivant ces axes étant/?, q, r, les projections v^, <">,

\'; de (' sur les axes sont ( ii)

v,c= qz — ry, iy= r.r—pz. v.^py — <i.T.

el l'on a

i;î= v\ -+- t;2. _K i;? = pi( yi^ z- \ -^ q-{z''--\- x'^)-k- r'(x-->r- y-)
— y.qryz — o.rp zx — j»/?^/ xy.

Reprenons les notations employées dans le n" 318

"Zin yz = D, Z/iizr — E, ^L m xy — F.

où A, B, C sont les moments d'inertie du corps par rapport aux

axes Ox, O)', O;. Nous aurons alors, en calculant la force vi\c

totale ïmc-, que nous appellerons aussi -îT,

ï//n- = ;.T = \p- ~ lîz/î - C/- — ?. 1)7/- — ?.Erp — '?.V pq.

Si, en particulier, on prend pour axes O.ry: liés an corps les

axes principaux d'inertie relatifs au |)oinl O, les cocflîcients j),

E, F sont nuls cl la force vive devient
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Celle même expression de la force vive soblieiil comme il suit. Appe-

lons MA- le niomenl d'inertie du corps par rapporl à Taxe inslanlané, cl

a, 6, clés cosinus direcleurs de cel axe par rapporl aux axesOjy-. Nous

aurons (n° 318)

M/.2= Art»-+- n b^ -h Cc^— 9.D bc — lEca - iFab.

La vitesse angulaire de rotation ctanl tu, la force vive du corps csl

MA-10-; d'autre part,/>, q, r, projections de w sur les axes, sont égaux

à aw, 6to, cto. Formant le produit Mk-io-, on obtient immédiatement

l'expression déjà trouvée.

Moments des quantités de mouvenient. Moment résultant.

— Conslruisons à l'instant t le momenl résultant 0<7 des quantités

de mouvement des divers points du corps par rapport à O. Le

vecteur Ot a pour projections Cj-, 7, , o-,- sur les axes mobiles : la

cpianlilé 7,., par exemple, est la somme des moments des quantités

de mouvement par rapporl à Ox. La quantité de mouvement du

point m a pour projections sur 0.r, Oy, Oz

La somme Cj-des moments des quantités de mouvement de tous

les points du corps par rapporl à Ox est donc

7 1- = S /n ( y i'. — z Vy ) — 1 ni\ p{y--^ z'^ ) — q xy — i'xz\,

ou, en ordonnant par rapport à/>, q , /•,

(4j <Sjc— kp — V q — V.r.

Cette valeur, comparée à celle de la force vive aT, montre que

Tx = -r- j on a de inême les sommes gt,- et i- des moments des

quantités de mouvement par rapport aux axes Oy et 0,s

a, = — , a- =
ôq ' Or

Si l'on a pris pour axes O xyz les axes principaux d'inertie du

corps relatifs au point O, les valeurs de o-^, 3-^, o-^ se simplifient

et deviennent

(5) 7^. = A/>, Zy=hq, n.^Cr.

Equations du mouvement. — Arrivons maintenant au pro-
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hlèine (le Mt'caiii(|iii'. Le corps soUdt* est sollicilr par ilcs forces

données F,, F2, . . ., F„ et par la réaction i) du poirtl fixe O.
Nous allons, pour obtenir les é(|iiations dyi inoiivcmoni, applicnier

le lliéorème des moments des (jiianlités de mouveincni.

Soient L. M, N li\s sommes des moments des forces données

par ra|iporl aux aves Or, O )-, O r. Si Ton construit le moment
résultant de ces forces par rapport au point O, on obtient un vec-

teur OS dont les projections sur les axes Oxyz sont précisément

L, M, IS. Ce vecteur est le moment résultant par rapport à O de

toutes les Jorces extérieures (Jig. aaS), car ce moment se com-

Fi^. 225.

pose du moment des forces données, qui est OS, et du moment
de Q, qui est nul.

Nous avons vu que le théorème des moments des quantités de

mouvement s'exprime géométriquement de la façon suivante : à

cha([ue instant la vitesse absolue u du point 7 est égale et parallèle

à OS. Les projections de celte vitesse sont donc égales à celles

de OS, c'est-à-dire à L, M, N. Or le point s- a pour coordonnées,

par rapport aux axes mobiles, 5-^., 7, , g-^. Quand t varie, Tj:, t^., s-^

varient : le point t se déplace par rapport aux axes mobiles Ox)'3

avec une vitesse relative avant pour projections sur O.r, O )', O :;

dsx

dt

(hy d<s-

la vitesse d'entraînement du j)oiiil t, dans le mouvement des axes,

a pour jirojcclions, sur les mêmes axes,

77.. — TTj., rTj,— ^T;, /37v— </"-«•

La vitesse absolue u du point 7 ('tant la'sc mme géométrique de
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sa vitesse reliilivc cl de sa vitesse (ronlraiiicnicnl a donc pour

projeclioiis

d^x (IlY 'It-

D'après le théorème desnionienls des quanlilés de mouvement,

ces projections sont égales à L, M, N; on a donc les éc|ualions du

mouvement

fit

dt

p^y— qrsj.n T., = N

dans lesquelles ^r, o",-, 3-; doi\cnl être remplacés par leurs expres-

sions précédemment trouvées en fonction de/?, q^ r.

384. Équations d'Euler. — On prend liabiluellcmenl comme
axes Oxyz liés au corps les axes principaux d'inertie relalifs au

point 0. On a alors

7,.= A/), ay= B^. 7;=C/".

Portons ces valeurs dans les équations que nous venons d'éta-

blir, elles deviendront

(7)

Ce sont les équations d'Euler. En les joignant au groupe (2) défi-

nissant/?, q^ /•, nous aurons six. é(juations différentielles du pre-

mier ordre pour calculer les six inconnues /?, q^ /•, 0, o, h, en

fonction de l.

Les seconds membres L, AI, N de ces équations sont des fonc-

tions de f), C5, '1 si les forces données dépendent uniquement de la

position du corps; ce sont des fonctions de 0, '^, <]>, /?, q^ /•, si ces

forces dépendent aussi des vitesses. Si l'on voulait calculer direc-

A
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lomoiil 0, 'i, "j/, rélimiDalion tic //, y, /• conduirait à Irois cf|iiii-

lions tld second ordre en 0, '^, •!/. Les intégrales générales con-

tiendront six constantes <|iron déterminera , connaissant la position

initiale du corps et la rolalinn inslantiin-'e initiale, c'est-à-dire

''o? 'foî VO} l'oi VO) 'o-

385. Réaction du point fixe. — Pour calculer les projections

de celle réaclimi ( (),., ()y^ (^;) nous appliquerons le lliTorèine

des (pianlilés de mouvement projetées avec son interprc'laliijii

géométrique; l'extrémité p de la résultante géné-rale des quantités

de mouvement a une vitesse absolue égale en grandeur et en direc-

tion à la résultante générale des forces extérieures, laquelle a pour

projections sur les axes mobiles

SX-^Q,., XV-Qv, ^Z^Q.,

SX, ïY, SZ étant les sommes des projections des forces données.

Nous avons donc, par un raisonnement analogue au précédent,

en appelant r/, b, c les coordonnées du point
p

par rapport aux

axes mobiles,
da

, „ . . ^_. ^ ^e - r/> = S \ -.- Q^,

, db ,. ,

les premiers membres représentant les projections de la vitesse

absolue du point p sur les axes mobiles. Nous avons d'ailleurs

pour a la valeur S/?jrj-, c'est-à-dire

a ^= Z n>.{g z — ry ) = q'Z m z — r^L m j',

que nous écrirons en iiilroduisanl les coordonnées ç, rj, ^ du

cei.tre de gravité par rapport aux axes mobiles S//?x = Mç, ...,

a = M(y:_/-Tj;

nous aurons ausfi

Portons ces videurs de a, b, c dans les équations (8 >, nous au-
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ions, en défini live,

^ dq tfr

q%
0.

r{r\ -pt)^- ^ SX

dr dp
^T, — ^ :v7 + '^'/C— z-^, )—/'(/' T^,-70
dt dt

dp ^dq
dt ' dt

^ P{r\ —pi) - q{ql — rr,) =

Qr+SY
• M
Qc-t-SZ

M~'

car ;, r,
, Ç sonl des conslanlcs.

Si le corps est suspendu par son centre de gravité, les premiers

membres des équations précédentes sonl nuls, cl les équations

donnant la réaction se réduisent à

ZX-r-q^^o, SY-t-Q^ = o, vZ-^0,^0.

La réaction Q est alors égale et opposée à la résultante géné-

rale R des forces données, résultat évident d'après le théorème du

mouvement du centre de gravité.

386. Emploi d'axes mobiles dans le corps. — Dans ce qui

précède nous avons supposé les axes Oxjz invariablement liés

au corps solide. Imaginons que l'on rapporte le mouvement du

corps à un trièdre Cry:; dont le sommet coïncide avec le point

fixe O et qui est animé d'un mouvement connu dans l'espace.

Appelons OQ la rotation instantanée de ce trièdre, P, Q, R ses

composantes suivant les axes mobiles Oxyz. Soient, d'autre part,

Oto la rotation instantanée du solide; />, q, r ses composantes

suivant les mêmes a\es. Comme le trièdre Oxyz n'est plus lié au

corps, Otu est différent de OQ. En suivant la même marche que

plus haut, nous obtiendrons les résultats suivants.

Vitesse absolue cl'un point du corps. — Soient v la vitesse

aljsolue d'un point m du corps ayant pour coordonnées x^y^ z

jjar rapport aux axes Oxyz. Celte vitesse étant le moment linéaire

du vecteur to(^, q^ r), par rapport au point m, a pour projections

sur les trois axes
i'.t= qz — ry,

Vy^ rx —pz,

vz = py — q^-

Force vive du corps. — La force vive 2T est donnée par la
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formule

2 T r_ Z/nv- — ï /« [( 7 c — ry )» -t- ( /-x — // j )» -f-
(
pj- — -y .r )*

|

.

Kii posant, coiniiic |)lu> liiiiii,

D — Z/nyz, E — ÏLmz.r. F :_ "HLinxy.

on trouve encore

•>. T ^ A /'2 -1- n ./î -^ C r2 — •' D 7/- — . K r/) - v. I-' /-y .

Dans ces tormulcs A, 1), C sont, à l'inslant /, les inunient>

d'inertie du corps par rapport aux axes Oxyz-^ et D, E, F les

produits d'inertie par rapport à ces axes. Comme le trièdre Oxyz
est suppose mobile dans le corps et dans l'espace, ces six quan-

tités viii'icnl 'A\ec le temps.

Moment résultant des quanlilcs de mou\>cmenl. — Le mo-
ment résultant Ot des (piantilés de mouvement des divers points

du corps, par rapport au point (ixe O, est un vecteur ayant pour

projections sur les axes Oxyz les quantités

•7; = 'Zin{x Vy— y Vx )•

En remplaçant t'^, r,-, v^ par leurs expressions ci-dessus, on

trouve

,. r= A/7 — Fr/ — hr = — ,

dp

(9) { V = I! 7 - D r - F/> = — ,

. = (\r _E/>-D7 = ^.
or

Moment résultant des forces. — Soit OS le moment résul-

tant des forces appliquées au corps par ra|)porl au point O : nous

désignerons par S^, S, , S; les projections de ce vecteur sur les axes

Oxyz^ c'est-à-dire les sommes des moments des forces par rapport

à ces axes.

Equations du moui'enient. — Nous devons écrire que la

vitesse absolue // du point 7 est égale et parallèle au vecteur

OS {/ig- 225). I^our cela, nous écrirons que les projections de la
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vitesse absolue // ilu [)oini z sur les irois axes Oxrz sont égales

aux projections S^-, S,, S; de OS sur ces axes.

Le jioiiit 3- avant pour eooi\Ionnt5es "jx-^ s'y? "^zi l'^ii' l'apport aux

axes mobiles Oxyz. a pour vitesse relative, par rapport à ces

axes, un vecteur ayant pour projections sur ces axes

dï dt ~dj''

le système des axes Oxyz étant animé de la rotation instantanée

Où de composanics P, Q, R, le point n a pour vitesse d'entraî-

nement, dans le mouvemenl des axes, un vecteur ajanL pour pro-

jections sur ces axes

(;) j;— R T , , R ^.v —1*7;, I • cr V— Q !T.r

.

Les projections de la vitesse absolue du point t étant les

sommes des projections des vitesses relative et d'entraînement,

on a les équations du mouvement

d^

(10)

dt
+^^^-'^^. = s.,

|{a.r— PT;= S^,

Fa,-Qc7^=S,.

d'iy

7/t

"dt

Dans ces équations générales, 7,, 7^, i^ ont les valeurs (g);

et il est essentiel de remarquer que, dans le calcul des dérivées

—y^j • • •) il faut se rappeler que les coefficients A, B, . . ., sont, en

général, variables avec /.

Cas parliculiers. — i'' Le trièdre de référence Oxyz est

allaché au corps. — Dans ce cas, la rotation instantanée ii du

trièdre est identique à la rotation to du cor|)s. On a

D = r\

de plus, A, B, C, D, E, F sont des constantes. On retrouve alors

les équations du n°383.

a" Le trièdre de référence Oxyz est fixe dans V espace. —
Alors la rotation Q du trièdre est nulle; P, Q, R sont nuls.
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II PREMIÈRE APPLICATION DES ÉQUATIONS D'EULER AU
CAS OU LES FORCES EXTÉRIEURES ONT UNE RÉSULTANTE
UNIQUE PASSANT PAR LE POINT FIXE.

387. Intégrales premières. — Le (ms le plus sim|il(' (|iii puisse

se préscnlcr est (juc les lorces cxlérieuros aient une résullanle

unique passant par le point fixe, comme il arrive pour un solide

pesant suspendu par son centre de j^ravité. Dans ce cas, le corps

abandonné à lui-même sans vitesse serait un équilibre dans loulcs

les positions «pi'il peut prendre autour de O.

Le moment rc'-suliant des forces extérieures par rapport au

po ni O est alors nul; les (piaiilités L, .M, X du n" 383 sont égales

à zéro cl, si Ton prend |)Our axes liés au corps les axes principaux

d'inerlie Oarc au point O, les équations d'Euler (n" 38i)

deviennent

I A^ ^(C- \Uqr=o,

Comme ces équations ne contiennent que /;, y, i\ et non 0, -.3, 'l,

l'intégration des équations du mouvement se divise en deux jiar-

ties : on a d'abord à intégrer les équations dEuler (^ii)i qui

donnent p, q. r en fonction de /; puis il faut calculer 0, -.i, -i/ en

fonction (le t.

Le svstème (i i) admet deux intégrales faciles à former. En

multipliant la première de ces équations |)ar/?, la deuxième par//,

la troisième par /• cl ajoutant, on a la relation

(In ,1(1 (Ir

I . I ' .Il ,ll

ou, en intégrant et appelant A une constante arbitraire,

(17.) A/;î-+- IW/2-+- G/î^ /j,

Multiplions de même ces é(juati<ins par A y, 1!//, C/', nous
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avons, en ajoutant,

^ , dp „„ dq ,-,„ dr

dt dt

ou. en intégrant et appelant /- une constante arbitraire,

(li) Aî/>2 + Rî^î-hCî/î^ /2.

Ces deux intégrales ont une signification simple; elles résultent

immédiatement des théorèmes généraux. En elTet, la force vive

totale du corps a pour expression A/J- 4- B^- + C/'- ; l'équa-

tion (12) exprime donc que la force vive du système reste

constante, ce qui est évident, car, les forces données se réduisant

à une résultante unique passant par O, cette résullanle peut tou-

jours être transportée en O, et son travail est évidemment nul.

Pour interpréter de même l'équation (i3), nous rappellerons

que le moment résultant Oi des quantités de mouvement a pour

projections sur les axes mobiles A/?, Br/, C/'. L'équation (i3)

exprime donc que sa longueur est constante : ce qui résulte encore

des théorèmes généraux. Car, actuellement L, ^I, N étant nuls,

OS est nul; le point g-, ayant une vitesse nulle, est \\Jie, et la lon-

gueur Ot est constante et égale à l. Le théorème des aires s'ap-

plique à la pi'ojection du mouvement sur un plan quelconque

mené par O. Le plan perpendiculaire à Ot est le plan du maxi-

mum des aires.

L'élimination des termes constants entre les équations (l'-i)

et (i3) conduit à la relation

A(AA — /^)p^-{- B(B/i — l-^)q'--\- C(CA — /2) ,.2=. o.

Les équations de l'axe instantané par rapport aux axes mobiles

5 on voit f|ue cet axe décrit dans le corps le côneétant ./ __ ^

p q r

du second ordre

A(AA— /2)a7!^- B(B/i— l-2)y-^C(C/i — l-')z^=o,

qui sera discuté plus loin.

Une conséquence immédiate des équations précédentes est que

la projection de La rotation instantanée sur la direction

fixe O7 du moment résultant des quantités de mouvement est
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l jy

constfinlt' (Poinsot). En efTel, ranj,'lc du l'axe inslanlaiié (o

avec O 7 ;i |>(>iir cosiiuis

/\ p.kp -Je-q.\iq -^ r.C.r
COSbi, 7 — =

' *

d'où

«o cosu), j — — .

(|iianlit(^ conslanle.

Pour mettre l'homogénéilé en évidence, nous [loserons avec

M. Greenhill {F'onclions rlliptitiues, traduction de Griess,

i II

d on
// = Dji.-'. / ^ Da.

La constante arbitraire u., projection de co sur Ot est alors une

rotation, et la constante arbitraire D est, au point de vue de l'Iio-

mo'jénéité, une quantité de même nature que A, lî, C.

388. Étude du mouvement : intégration par les fonctions

elliptiques. — Supposons A >- B > Gel suppcjsons que la conslaulc

arbitraire D ne soit égale à aucune des quantités A, B ou G. Les

composantes />, q. r de la rotation instantanée sont définies en

fonction du temps par les trois équations

A p- — h «/--h G /•-= D \x-,

Nous tirerons p et /• des deux premières équations et, en les

portant dans la troisième, nous aurons une équation difTérentielle

du piemier ordre en q. L'élimination de /• entre les deux pre-

mières équations donne

A/>!( A — G)-^ Ii^î(B— G) = D(D — C) ^\

D'après les grandeurs relatives de A, lî, G, on voit que la difle-

rence D — (Ji est essentiellement positive; elle ne pourrait être

nulle que si />„ cl y^ étaient nuls tous deux, c'est-à-dire dans le
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cas OÙ l'clal inilial serait une roliitioii autour de Oô; ce cas sera

examiné à part. De l'équation ci-dessus on lire

en posant

/ -I-' B(B — C)'

on aurait, par un calcul semblable,

, B(A-B),
, ^.,

D(A-D)
'^CÔT^O^'- -'^^' '^ =!^ B(T\-B)'

le binôme A — D étant essentiellement positif et ne pouvant être

nul que si r/^ et /'o sont nuls.

Pour que p et / restent réels, il faut que q- reste inférieur à la

plus petite des deux, quantités /*'- el g- : pour reconnaître cette

quantité, formons la difTérencc g- — /- :

„, _/•.,_ . D(A-C)(B-Di

Le signe de g- — /'- est donc celui de B — D, signe connu par

les conditions initiales.

Pour fixer les idées, nous supposerons

15 — D>o, ^'->/^

La variable q doit alors varier entre — y" et -h/ ' donc r ne

s'annule jamais et conserve toujours le même signe, signe connu

par la valeur initiale / „ : nous supposerons /• >> o. Au contraire,

p s'annule toutes les lois que rj =izn/: quand ^ augmente, -^ est

positif, la troisième des équations (i5) montre que p est alors

négatif; quand q diminue,/? est positif. Ces considérations fixent

à cbaque instant les signes à prendre devant les radicaux qui

donnent/? et /• en fonction de q.

En portant ces valeurs de p et /• dans la troisième des équa-

tions (i5), on trouve

où le radical est pris positivement tant que q augmente, jusqu'au
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moment où c/ alleinl la valeur -
J'\ puis, q ilécroissanl de

-.-f ii

J\ le radical doit (}fre pris m'i^ativcmeiil , et ainsi de suite.

On voit (jue l est donné en fonction do ^ p-'"' ""le inl(;j;ral(>

«llipli(jiic. (pu- iiiiii^ lainrncrons à la fdiinc iioiniaic en iiosanl

Nous aurons ainsi, en résolvani par ra|)porl à fl/ d I n I

•' :,mh n l ,

(i?t

où n désigne la constante positive

<-8. «=:.^/ ^^
cl /u, une nouvelle constante arbitraire, représentant ré|3oq(ie où

y s'annule en croissant. Le module /.'- est moiiulrc que i puisque

/r*>/^; il est égal au rapport anharmonique de A, (], B, D.

(^es formules donnent /?, «7,
/• en fonctions uniformes du temps.

Kn eflet, en posant, pour abréger,

z=n{t — /o),

l'inversion de l'intégrale elliptique donne

s = sriT;

,
/D(D-G)

,.„>
'

r. /B(li — C) ,
—

, ^
/D(D — C)

où a est positif et où s, s', e" sont égaux à ±: i

.

D'après les propriétés élémentaires des fonctions sn, en, dn,

ces formules montrent que /> cl y s'aumilonl |)ériodiquement,

tandis que /• ne s'annule jamais.

Si, comme précédemment, nous supposons /'o^o, /• reste

constamment positif et il faut prendre e"= + i • Alors, d'après la

première équation d'Eulor, on voit immédiatement fjue — cl (/
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cloi\cnl rire de incmos signes, ce qui, d'après la formule connue

dcii'

dt
= — SnTlIllT.

montre que ££'= — i . Nous prendrons s'= — i el s = -I- i

.

Les valeurs de /?, rj ^ r sonl des fondions périodiques de / cl

admetlenl la période

Quand le Icmps augmente de celte quantité, />, <y, /• reprennent

les mêmes valeurs. Taxe instantané de rotation reprend alors sa

position primitive dans le corps, mais non dans l'espace, comme
nous le verrons plus loin.

Il faut maintenant calculer les trois angles d'Euler en fonction

du temps. Pour simplifier le calcul, nous supposerons qu'on ait

pris pour axes des c, la direction invariable de l'axe Ot du

Fig. 226.

moment résultant des quantités de mouvement : cet axe Ou est

connu par les conditions initiales. Ecrivons que les projections

du segment Oo- =: / sur les axes mobiles sont respectivement A/>,

B<y, C/', nous aurons

!l sinO sin g = \ p,

l sinO cosç = t;<7,

/ cosO = C/-;

(20)

car les cosinus y.
-

' , v' des angles de Ox, Oj', O-s avec 0-;;i sont

sin^lsincs, sinficoscs et cosÔ. Ces équations donnent, sans inté-

gration, H et ':> en fonction de/?, </, /', et sont compatibles en vertu

de l'équation (i-:5).
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Pour calculer -i/, nous nous reporlcrons aux deux < rjiialions

établies précéileminent :

p = '{/'sinO sin o -H O'cosçp,

q = -y sin ros-i — 0' sin 9 ;

en élluilnanl 0', nous en liions

, , p sino -+- 7 cos'i
<i/ = ' '-

:.
•

sinO

or les équations (20) nous donnent

p !iino -4- 7 C0S3 = ' ^^
, /îsinîfj = A^p» -f- B^r/!-

Texpression de -V devient donc

( '2 • ) <i) = l
. / „

—7— = /

Comme -V est positif, l'anijle !/ va toujours en croissant; le

plan z-iOz tourne toujours dans le sens positif autour de O:;,,

c'est-à-dire de Ot. En remplaçant p et q ou /• par leurs valeurs en

fonction de t, on a 6 en / par une quadrature portant sur une

fonction elliptique. Nous montrons plus loin (n" 391) comment

on peut, en elfectuant cette quadrature, exprimer à et, par suite,

les neuf cosinus a, 3, y, a', j^'j y', ^"
•,
^", y" en fonction du temps.

Les principales circonstances du mouvement résultent des for-

mules précédentes : lorsque le temps t augmente de la période
' KT= — > H et Ci reprennent les mêmes valeurs, ainsi que/), y. /•,

d'après les formules (20). (^uant à l'angle ^, il augmenle d'une

constante : en efTet, en appelant ''j(t) l'expression de '} en fonction

du temps, telle qu'elle résulte de la formule (21), on a

car 'V est une fonction de / fjiii admet la période T; donc, en

intégrant

'!/i désignant un angle constant.

A., 11. u
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380. Cas particuliers. — Nous avons supposé qu'aucun des

Irois binômes A — D, B — D, C — D n'esl nul. Des circonslances

enlièremenl difTércnlcs se présentent dans le mouvenienl, suivant

(|ue l'un dos binômes extrêmes, ou le binôme moyen, esl nul.

i" Soit d'abord C — D = o. Nous avons vu, n" 388, que eetle

condition ne peut être remplie que si les valeurs initiales /)o et q^

sont nulles. Alors l'équation

A/*^ A— G)-i- B^-^lB — C) = .u^DCD — C) = o

montre que l'on doit avoir constamment /> = o, q = o. L'axe

instantané de rotation coïncide donc avec Oz pendant toute la

durée du mouvement. Il a une position fixe dans le corps : il est

également fixe dans l'espace, car les deux premières équations (20)

A/) = /sinO sino, B </ = / sin cos<p

montrent que, p el q étant nuls, l'est aussi : l'axe instantané O;;

coïncide donc avec l'axe O^i fixe dans l'espace. Le mouvement

est alors une rotation autour d un axe fixe. D'après l'équation

C/' = / cosO, la vitesse angulaire de cette rotation est

/ D
' = '-0 = ^ =

H- 77 = 1^.

Nous retrouvons ici la propriété des axes permanents de rota-

tion. On suppose qu'à l'instant initial le corps tourne autour de

l'axe Oz qui est un axe principal d'inertie relatif au point O : ce

mouvement de rotation persiste indéfiniment.

2" Si A — D = o, il faut ^0= ^'0 = o ; on trouve alors ^ = /• == o.

L'axe instantané de rotation, fixe dans le corps, est dirigé suivant

O.r. Dans l'espace, il est aussi fixe et dirigé suivant O;,, car, q

et r étant nuls, les équations (20) donnent = - , '^ = -• Le mou-

vement est donc encore une rotation de vitesse angulaire constante

p z=^p^)^ — = ^ autour d un axe iixe.

Le fait que dans les deux cas l'axe de rotation coïncide avec Ozi

tient à ce qu'on a choisi pour axe Ozf le moment résultant des

quantités de mouvement Ot. Le fait que dans ces deux cas la



nii A l'iTii i: \\. — MoivKMi:.\T o'ln soi, lit k. I(J

vitesse angulaire de la rolalioii esl |jl lieiii à w (|ii(' -j. désigne, en

général, la |)rojeclion de la rolalioii iiislaiilanée m sur ()7, et

acluellenienl oj coïncide en direclion avec Ot.

.V' Soil cnlin B— I) ^^o; en éliniinanly entre les deux premières

é(nuilK)ns {i-y), nous avons

(22 1 V /r-i A — H I
— C/-2(B — C) = [i^DiD — \i) = o;

donc, pour que le cas actuel se présente, il laut et il suflit (ju'on

ait au début du mouvement

Apl(\- B)-C/-2(B-C) = o,

c'est-à-dire

, ^ /C(B-C)
^"^-^'i/ AfA-B) '

si cette condition est remplie, on aura constamment, d'après (22),

/• ' ~ V A ( A — n ) /-o

'

ce qui montre que le lieu des axes instantanés dans le corps se

réduit au plan ./• = ' :; passant par l'axe moven.
'"0

Dans le cas qui nous occupe, on a ^ =y=: a, le module

A' ^= ^, se réduit à lunité, et toutes les intégrations peuvent être

effectuées par les fonctions élémentaires. L'équation différentielle

en s se réduit en effet à

ds
(23) Ji^- /Kl — s'-),

d'où l'on lire, on intégrant et ciioisissant le signe H-,

1 -i- .s-

Jt/n t — '0 j = 'c-
1 — s

Posant, comme plus haut. - = n(t — /„), on a donc

I-|-S_I S_ 2 5 _ 2 _ /
;:;
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Comme on a i* = /= 'x, les valeurs de /), </, /" de viennent

q —- IJl 5 = £ u >

(24>

/B(B-C) , , /B(B-C
) e^ -t- e-t

/B(A-B) / , /B(A-B) 7.

où £, î', e" sont encore égaux à rn i . Nous niellons un fadeur £

devanl la valeur de ^, car, suivant qu'on prend dans (23) le signe +
ou le signe — , on trouve pour q une valeur ou cette valeur chan-

gée de signe. Si /„ est supposé positif, on prend e"= + i ; si, par

exemple, /?o est négatif, e'= — i; alors la première équation

d'Euler exiges=+i. INous prendrons cette détermination des

signes. Lorsque t croît indéfiniment, on voit que q a pour limite pi,

tandis que/> et /• ont pour limite o\ par conséquent, l'axe instan-

tané de rotation tend à prendre dans le corps une j)Osilion limite

qui est Taxe moven de l'ellipsoïde d'inertie. Dans l'espace, cet

axe tend dailleurs vers la direction 0:^1 du moment résultant des

quantités de mouvement, car les équations (20) montrent que 8

doit tendre vers ~ et cp vers zéro ; la limite de Oy est donc bien Oz^

.

Le mouvement tend ainsi vers une rotation uniforme de vitesse

angulaire -jl autour d'un axe fixe.

Si p et /• étaient nuls à l'instant initial ^ = o, il faudrait dans les

équations (24) supposer la constante /o = ±:oo; alors p et /• res-

teraient constamment nuls et q constamment égal à [j.. Dans ce

cas, le corps commencerait à tourner autour de l'axe d'inertie Oy
et ce mouvement subsisterait indéfiniment.

390. Cas où l'ellipsoïde d'inertie est de révolution. — Suppo-

sons que l'ellipsoïde d'inertie soit de révolution, autour de O^ par

exemple, et soit ])ar suite

A = B,

C étant supérieur à A, et B, si l'ellipsoïde est aplati, inférieur s'il

est allongé.

Le module A- est alors nul et les fonctions elliptiques deviennent

I
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circulaires. Toiil d aboid l:i ii()l>it'iiii' (''(|iiation dliiiler

,:';
dt

se réduil à

dv = o.

( B— \)pq :^-. <»

dt

la (Icrnière des équations (20)

/ cosô = Cr = Cro

montre que doit être conslani,

= Oo, / cosOo = C/'o;

quant à !;, la formule étal)lie précédemment

donne ici

d^ _ l(\p'-^ Byî)

dt
~"

A2/J2-1- Bîgrî

^ - L-
dt ~ A '

>l varie donc proportionnellement au temps. Ensuite la formule

/• = i^'cosO -(- o'

donne
do d^ . / C,

donc 'J varie proportionnellement à /, et Ton a

ç = çu-h n — - j/'o/.

Enfin, les deux premières équations (20) donnent p et q en

fonction de t par les formules

A /> = / sinOosin v, A 7 = / sin OoCoscp.

Nous avons vu précédemment (n° SS^) que la rotation instan-

tanée Cl) est la somme géométrique des trois rotations 0', '^' et 'V

dirigées respectivement suivant 01, Oz et O:;,. Actuellement,

l'angle zCiz, est conslani, 0' est nul, -o' et 'V sont constants. I.a
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r(it;ili(Ui iii^lanlanée d) est la dlagonnlo ilii |)aralléIogramiiie con-

sliuil sur <!^' cl 'w'; ce parallôlograniine rcsle égal à lul-mènic pcn-

tlaiil loiile la durée du mouvcnicnl. Le lieu de Taxe inslanlané w

Fig. 227.

dans le corps est donc un cône de révolulion d'axe Oc; le lien de

l'axe instantané dans l'espace est un cône de révolulion d'axe O 5,.

Le niouvemenl fini s'oblient en faisant rouler le premier cône sur

le deuxième d'un mouvemenl uniforme {/ig- ^'^7)-

nni. Indications sommaires sur le calcul des neuf cosinus en fonction

du temps. — l.cs expressions des neuf cosinus données par Jacobi (./o»/vj«/

de Crel/e, t. 39) peuvent être calculées par la voie élémentaire suivante,

qui se présente immédiatement, et qui est à peu de chose près celle qu'a

suivie Somoff [Journal de Creîle, t. 42). Nous avons déjà obtenu et cp

en fonction du temps par les formules (20); calculons (|i. Nous avons trouvé

d^
It

!J.D

Posons comme plus haut -: = ni t — t^)\ remplaçons, dans l'expression

d^^

dt
, p ci q par leurs valeurs (19) et cn-T par i — sn^t; nous avons

^ _ .uD (B — G) — (B — A)sn2T

'dx
^ ~n A(B — G) — G(B — A)sn2x'

ce qu'on peut encore écrire, en effectuant la division.

d^
d-z ;7g

D (C-A)(B-G)
«G A(B — G) — G(B — A)sn-2T

Pour mettre en évidence les pôles de la fonction doublement périodique

du second membre, déterminons un argument constant ic vérifiant la

relation

A Hî — G )

(25) ^n^ic
G(B — A)'
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coniine \ - h, la valeur «le siwo i'!«l purement imaginaire : ou peut donc

prendre, pour l'arj,'un>ent ic, une valeur purement imaginaire, et, par

suite, pour r, une \aleur réelle. Nous pourrons alors <'crirc

</•} ijiD ijlD (C A j (.
|{ — i;

I I

di nC nC C( B — A) sn* ic — sn*T

D'après les relations élénientaires qui lient les fonctions sn, en, du d'un

même argument, on tire de ( i') )

H(A — C)
,

,. D(A-C)
^" '" = CA-ID ' ''""• = C(A-D/

Extrayant les racine- carrce^ cl len.iiil compte de la valeur de n, on

trouve

. . . , , uD (C — A)(B — C)
i sn ic en ic on ic == -—7^ 7,-7-Tr- ; •

n C ( . ( li — A )

Il faudrait mettre un double signe devant le deuxième membre, mais,

comme on peut changer le signe de ic sans que les relations antérieures

soient changées, on peut toujours prendre le signe -f- devant le second

, , , . . . , (/-l , . . ,

membre. L équation qui donne -j-^ s écrit alors

d<i> u D «' sn /'c en ic d n ic
( 26 )

r _ I
,

d- nC sn-/c — sh-t

Cette expression est maintenant aisée à intégrer. On a, en elTet, quels

que soient les deux arguments 11 et i", l'idenlitè (voir, par exemple, BuiOT

et BoLQLET, Fonctions elliptiques, p. 494 )>

e2(o) H(u — v)li(u-hv)

qui donne, en prenant les dérivées logarithmiques [)ar rapport à u

2snMcnMilnM_ 6'(") ll'(u — v) H'(«-t-'')

saî« — suH- " ~ ' B (u) H ( « — c )

"^ M ( tt 4- v)
'

On a donc, en faisant u — ic, i- = t, et désignant par X la constante

, ,, uiL) .e'(tc)
réelle —~, — i

n (^ t) ( ic »

d'I _ , / \\'{ic — z) i_ ll'(fc-4-T)

d-. ' •>. H ( /c — T )

"^
•> H ( /' -+- T I

Intégrant et supposant les axes choisis de telle façon que •{/ s'annule
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avec T, on a enfin

(28)

DYNAMIQUE DES SYSTEMES.

. / U(ic -^-}
<^ = Ar -(- - log -r— [

Les trois angles 0, o, ^ sont ainsi exprimés en fonction du temps, et l'on

peut déterminer la position du corps à un instant quelconque. Les sinus

et cosinus de ces trois angles s'expriment par des fonctions du temps qui

sont ou uniformes ou racines carrées de fonctions uniformes. Mais il est

très remarquable que les neuf cosinus a, p, 7, a', ^\ '(', a", P",
y" sont des

fonctions uniformes du temps. Ce résultat, dû à Jacobi, peut s'établir

comme il suit. Les formules ('20) donnent déjà -[, •[', y" en fonctions uni-

formes de t. On en conclut

sin =

ou, en remplaçant/)- et q"^ par leurs valeurs,

. ^ ,
/C(A — B)(D— G) / „

'^inO = 4 / —^^ — t / sn^T —'"" V D(A-C)(B-C)V/
A(B -G)
G(B — A)'

Introduisant l'argument ic défini par la relation (a5), puis tenant compte

de l'identité (27), dans laquelle on fait i; =t ei i> = ic, on trouve pour

sin 6 une expression de la forme

sino = V
v/H(t — tc)H(T + ?c)

e(T)
"

oïl V est une constante dont il est inutile d'écrire la valeur. On voit ainsi

que sinG est la racine carrée d'une fonction uniforme. En calculant e'^,

cost}/, sin*}' d'après la formule (28), on trouve que ces fonctions dépendent

de la même irrationnelle que sinO; celte irrationnelle disparaît ensuite

dans les combinaisons qui donnent a, a', a", p, p', p".

On arrive encore à la même conclusion en calculant directement en

fonction de t l'expression

w = e"> sinO.

La différentiation donne

I div . d'I ,, dO
j- — i—- -h cot'J —.-

;

(»' dt dt dt

remplaçant ' par sa valeur (21) et et - par leurs valeurs déduites de

/cosô — G/', on trouve, pour — —, j une fonction elliptique de < qui, par
w dt

une quadrature, donne w en fonction uniforme du temps.

Si l'on veut comparer le calcul précédent à celui de SomofT ( /oarna/
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(le Crelle, l. \'l), il siiflit de roiiiar(|ii(M' que l'ai•;;iiiiiciit ii|i|>ilt- i(t par

Jacobi et SomolT est lie à ic par la roialion

ia -r- ic = t'K'.

Le carlre de cet OuvraLi^e ne nous permet pas de développer davantaf^e

ces calculs. Nous renverrons, pour plus de détails, au Mémoire <le M. Ilei-

mite : Sur quelques applications des fonctions elliptiques, où se

trouvent, avec des indications sur les travaux de fîrill, (^helini, Siacci,

deux méthodes différentes pour calculer directement les neuf cosinus, et

au Traité de M. Halphen (t. II).

Lorsque D = B( n" Ij89, 3°), le module k — i, les angles 0, o, •!/ et les

neuf cosinus s'expriment |)ar des fonctions élémentaires. Alors, d'après les

^T g r

relations i-i\ 1, la fonction .v = sn-: devient ou — i lanfr/-:, et les

fonctions cut et dnT se réduisent à \f i — s- ou à —r- • Kn introduisant
COSiT

un argument purement imaginaire ic défini par la relation (25), c'est-

à-dire

., _ A(B — G) I _ B(A — Ci
tang-c_

(.^^_,3^» cos-^c
~ C(A-b)'

on remplacera la formule ( 9.6) par

d'i^ [xB lange i

dz rtC cos'c tanjî^c — langer

n G
qui donne, en intégrant cl désignant par A la constante —-^ 4- tangc.

, , i , sin( c -+- tx)
'h = )-. l^Og -:—

;

r—{ •

2 sm(c — 11)

On déduit de là les expressions des neuf cosinus.

Lorsque A = B ( n° 390), le module est nul ; sut se réduit à sin-: : nous

avons donné, pour ce cas. les expressions de 0, o, <!/.

392. Représentation géométrique du mouvement d'après Poinsot.

— Daus un Mcinoirc iiiscré au Tome \\ 1 du Journal, de Liuii-

ville, Poinsot a donné une représenlalion géométrique du mou-

vemenl, fondée sur les ihéorèmes de Cinénialiquc suivants, (]ui

s'appliquent au mouvement le plus g^cncral d'un corps solide

autour d un point lixe.

Considérons l'ellipsoïde d'incriic tin corps relatif au |)()inl

fixe O, el soient Ox, O^, O:; les axes principaux de cet ellip-

soïde. A un instant quelconque, l'axe de la rotation inslanlanée w
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riMiodiilro la surface tic rdlipsoïde en un point /», (jue l^olnsol

nomme paie.

Théorème I. — La force vi\e du corps est
^

•

Oin

En elTet, d'après la dclinilion mt'me de l'ellipsoïde d'inertie, le

moment d'inertie du corps par rapport à l'axe Ow est
^

> et

O//1

comme les vitesses des points du corps sont les mêmes que s'il

tournait avec la vitesse angulaire to autour de Oto, la force vive

-/;?(•- est le produit du moment d'inertie par le carre de la vitesse

angulaire (n° 3o*)) ^
•

0//!

Théorème II. — .1 chaque instant, le plan tangent à r ellip-

soïde d'inertie au pôle ni est perpendiculaire au moment résul-

tant Ot des (/uantités de nioui'enie/it.

En effet, rellipsoïde dincrtie rapporté aux axes Oxyz a pour

équation

Les cosinus directeurs de Oto étant —> -, > les coordonnées
tu fO OJ

x,y, z du pôle m par rapport aux mêmes axes sont

X — O m — , y = O ni -
, z = O m —•

L'équation du |ilan tangent au point ni(x,y, z) étant

AX^-T- BYj -+- CZs = r,

cette équation devient

— (A/>X-+-B^Y-+-C/Zj= I,
to

équation d'un plan perpendiculaire à la droite Ot dont les pro-

jections sont \p, Br/, Cf.

Théorème III. — La dislance du point fixe au plan tangent

à Vellipsoïde au pôle est égale à la racine carrée de la force
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vive (l{\-iscc par le nio/nent irsiiltani îles (/lut/ititrs de niouve-

nient

.

En (.'Hcl, l;i (.lislancc de l'origine O an |)lan langcnl esl

Ôm v/Aï/)»-t-B«ry«-f-G*/ï

ce qui déniontie le tliéortme.

Appliquons niainlenanl ces trois ihéorènics au cas parliciilicr

où les forces a|>pliquées au corps solide ont une résultante unique

passant par le point fixe. Alors : i" la force vive est constante et

égale à // ou à Djjl^; on a donc

= = V^ = av/D:
Om

2° le moment résultant Ot des quantités de mouvement a une

direction fixe; le plan tangent à l'ellipsoïde en m a donc égale-

ment une direction fixe perpendiculaire à Ot; 3' le moment

résultant 0? avant une longueur constante l ou ijlD, la distance

du plan tangent en tn au centre O est

._ /À _ j^

elle esl donc constante.

En résumé, le plan II langent en m esl fixe, car il a une orien-

lalion constante cl il est à une distance constante du point fixe O.

ISous arrivons donc à ce résultai que l'ellipsoïde d'inertie reste

constamment en contact avec un plan fixe II. Le point de contact

m esl le pôle ; la droite Oni est l'axe instantané, et la vitesse angu-

laire de rotation instantanée esl 10 = O/» ^//i : elle varie propor-

tionnellement à Om. Poinsot appelle /;o/Aoc//e la couihe décrite

par le jiùle tn à la surface de l'ellipsoïde, et herpolhodic la courbe

décrite par le pùle sur le plan fixe H
( //_^. 228). Le cône, lieu

des axes instantanés dans le corps, a j)our sommet le point O, et

j)our directrice la polhodie; le cùne lieu des axes instantanés dans

l'espace a pour sommet O et pour base l'Iierpolhodie. Pour obtenir

le mouvement, il faut faire rouler le premier cùne sur le second
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de telle façon que la vitesse angulaire instantanée to soit à chaque

instant proportionnelle à O/??, j>uisqu'()n a

II) = O m \0i

.

Comme le point de l'ellipsoïde qui est en contact avec le pian

fixe n possède à chaque instant une vitesse nulle, parce qu'il est

sur l'axe instantané, on peut dire aussi que le mouvement s'ob-

tient en faisant rouler et pivoter (sans glissement) l'ellipsoïde

d'inertie sur un plan fixelT. La position de ce plan fixe est connue

par les conditions initiales.

On peut encore se représenter le mouvement en supposant qu'on

ait réalisé matériellement la surface conique roulante (Jig- 228 bis)

limitée par la polhodie : la roue ainsi formée roule sur le plan H

et sa trace sur le plan est l'herpolhodie. Comme la polhodie roule

sans glisser sur l'hcrpolliodie, les arcs correspondants des deux

courbes ont même longueur.

Polhodie. — Cherchons les équations de la polhodie; à cet
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efTcl, rapporlons l'ellipsoïde d'incrlie à ses axes. Nous pourrons

(K'Iinir la polliodic comme 1<' lieu des points //i(x,y, z) de cet

ellipsoïde où le plan laiif^cnl

Aj\ ~ 15 rV -^-CzZ ^ I

(Si à une dislance con^lanle o ^^ -—; de l'ori'^inc. Celle condition

^'exprime par l'équation

(29) .\2j-2-t- I5=^Kî-T-G2^î= I).

Celle équation el celle de l'ellipsoïde

(Jo) Aj:î-i- Bj-2-h C^2= 1

définissent la polhodie qui est ainsi une courbe algébrique du

quatrième ordre ; on se rendra compte de sa forme en la regardant

comme rintersection de rellij)soïde et du cône lieu des axes

iuslantanés 0/« dans le corps ou cône roulant. L'équation de ce

cône s'obtient par une combinaison homogène des deux équations

ci-dessus, ce (|ui donne

A(.V— D) x'- -h B(B — D) y^ -^ C(C — D) z'- = o.

Pour que ce cône soit réel, il faut que l'on ait

c'est la condition évidente que la distance du plan langent à

l'origine —- doit être inférieure au grand axe -—
: et supérieure au

petit —-• Le cône se réduit à deux plans imaginaires, c'est-à-dire
y/A

à une droite confondue avec 0.r ou Oz lorsque loii a D = A
ou D = C; il est facile de le voir géométriquement, puisque les

extrémités c, c' du grand et a, a' du petit axe sont les seuls points

réels où le plan tangent est à sa dislance niaxima ou miniina de

l'origine. La polhodie est alors formée de deux points c et c'

ou a et a' i^fig- 229). Pour D ;= B, le cône se décompose en deux

plans réels passant par l'axe moyen

^ ^
/C(B-C)
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("e sont bien les plans (|ue nous avons déjà rcnconlrés dans

l'étude analylic|ue du prohlènic; la polhodic est alors fornice do

deux ellipses ce' se coupant aux exlrémilés h/>' de laxc moyen.

La polhodie est donc l'inlerscction de l'ellipsoïde et d'un cône

du second ordre ayant les mêmes plans de symétrie. Elle se com-

pose de deux branches fermées distinctes symétriques l'une de

rautrc. par rapport au centre et à l'un des plans principaux de

rellipsoïde : ciiafjue brandie admet comme plans de symétrie les

deux autres plans principaux de l'ellipsoïde (J'i^- 2^9) et possède

Fi g. 229.

c|uatre sommets 1,2, 1,2 pour lesquels le rayon vecteur Oni issu

du centre est minimum ou maximum. Dans le mouvement, une

des branches de la polhodie roule sur le plan fixe II. Cette branche

est seule utile; l'autre branche roule sur un plan symétrique de H

par rapport au point O.

Il est ini|Jortant de se rendre compte des formes diverses de la

polhodie suivant les conditions initiales. Représentons l'ellipsoïde

d'inertie {Jig- 229). Comme nous supposons A >> lî >» C, l'axe Ox
est le petit axe, O^ le grand. Nous appellerons aa', bb' ^ ce' les

sommets de la surface. Suivant les conditions Initiales, la cons-

tante D varie entre A et C. Pour D = A, le cône lieu des axes

instantanés dans le corps se réduit à l'axe Ox et la polhodie,
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Inlerseclion ilii cône el de relli|)s<iï(le, se rédiill au point (i cl au

sjm«'lrl(jiic a . Quand D diniinuo un peu, la |)olliodie se compose

d'une pelile courbe fermée f enlourant a el d'une courbe s\mé-

Irique /" enlouranl n' . I) conlimiaiil à dniiiiuiçr, les courbes /^ciy^'

s'éloi::iicnl de a cl a ,
el, pour iJ :— B, ces courbes se rejoijjnent

aux poinls h el h' en se décomposant alors en deux elli|)ses c el c'

.

De même pour D = C, la polluxlic se rc'diiit aux licux sommets

r el c' : D augmentant, elle est d'abord formée de deux petiles

courbes sjmélriqucs g cl ^' enlouranl ces sommets; puis ces

courbes grandissent, el pour D = B elles se réduisent encore aux

ellipses c et e'

.

Il y a donc deux sortes de polliodlcs : les unes entourent les

sommets du |>etit axe, les autres les sommets du grand axe; ces

deux sortes de polliodies sont séparées par la j)olhodie singulière

correspondant à D = B, formée de deux ellipses e et e'. Par

chaque point de la surface de l'ellipsoïde il passe une polliodie el

une seule; ces courbes étant supposées tracées, pour connaître

la polhodie correspondant à des conditions initiales données, il

suffit de connaître le point m^ où la rotation instantanée initiale

perce Tellipsoïde; la polliodie clierchéc est celle qui passe par///o-

Quant au pian fixe H correspondant, c'est le |)lan tangent en m^
à l'ellipsoïde dans sa position initiale.

llei polliodie. — Si l'on abaisse du point fixe une perpendicu-

laire OP [s'ow Jig. 228) sur le plan n, la longueur OP est égale à

-=• Le rayon vecteur P/?i = p d'un point de riicrpolliodie est

donc

Nous avons vu, d'après la forme de la polliodie, que la distance

O m du pôle au centre varie entre un minimum et un maximum;

donc varie également entre un ininiinnni el un maxiiiiiim cor-

respondants p, et 02. L'iierpolliodie est donc comprise entre deux

cercles concentriques de rayons p, et po qu'elle touche successive-

ment en des points tels que ln^, m,. Elle a la forme indi(|uée sur

la figure 228; c'est une courbe tournant partout sa concavité vers

le point P et ne présentant pas de points d'inflexion. Cette cir-

constance, remarquée pour la première fois par lless [Inaugural
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Dissertation, Miinchen, 1880; Math. Annalen, t. XXVII, 1886),

et relrouvcc par INI. de Sparre {Comptes rendus, 1884), mérite

d'être sii^naléc, parce que Poinsot, dans son ^Mémoire, a figuré

l'herpolhodie d'une manière inexacte en lui donnant une forme

sinueuse.

1/arc d'iicrpolliodie 7?/,//?o est le quart 1,2 de l'arc de poUio-

die {Jîg- 228); lorsque tous les points de la polhodie sont venus

successivement en contact avec le plan, le pôle ni reprend la

même position sur l'ellipsoïde, mais, dans le plan II, le rayon vec-

teur V ni a tourné d'un angle égal à /\nii Pm^ puisqu'il y a quatre

sommets sur la polhodie. Si cet angle m,P;?Î2 n'est pas commen-

surable avec 7:, l'herpolhodie n'est pas fermée, le pôle ne reprend

jamais exactement la même position, en même temps, sur l'ellip-

soïde et sur le plan. Si cet angle est commensurable avec tt, l'her-

polhodie est fermée et, au bout d'un certain temps, le pôle reprend

la même position sur l'ellipsoïde et sur le plan.

Cas particuliers. — Si D = A ou D ^ C, la polhodie est un

point, l'herpolhodie également : l'ellipsoïde pivote en restant

en contact avec le plan par le sommet du petit ou du grand axe.

Si D = B, la polhodie est réduite à deux ellipses, e, e' passant

par l'axe moyen. Le petit axe d'une de ces ellipses, comme on le

vérifie facilement, est l'axe moy^en —-• Dans ce cas, le mouvement

s'obtient en faisant rouler l'une de ces ellipses, dont le centre est
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fixe, sur le pkiii II : ((iniiiic ce plan csl ;"i mir (lislaiicf du cculri'

égale II - » le iiiiiiiiiiiim -:•. du riivoii = \* //i de riicrnolliodic est

nul; le maMiuuui a une cerlainr valcui- 0,. I/licrpolliodie a alors

la forme d'une double spirale (Jig'- 'J.3o)y a^anl un soniinel T cor-

respondant au maxinuun de p et composée de deux branches symé-

triques par rapport à PT et asymptotes vers le point I*. Une partie

seulement de celte herpolhodie est en'ectivcmenl parcourue; c'est

celle qui va de la position initiale iHq du pôle jusqu'au j)oint P,

dans un sens ou dans Taulre. Le temps que met le pùle à arriver

en 1' est infini, cjuoicpie la longueur de la spirale soit finie comme
égale au périmètre de l'ellipse roulante.

Quand l'ellipsoïde est de révolution, la polhodie et llierpoUiodie

sont des cercles. S'il est une sphère, ce sont toujours des |)oints.

Stabilité de lit rotation dutoitr des axes principaux. —
Dans les cas particuliers où le corps commence à tourner autour

d'un des axes principaux d'inertie, ce mouvement persiste indéfi-

niment; l'axe instantané est fixe dans le corps et dans l'espace.

11 est aisé de voir que ce sont les seuls cas où l'axe instantané reste

fixe dans le corps. En efTet, s'il en est ainsi, on a, en appelant a,

h, c les cosinus directeurs de l'axe instantané par rapport aux

axes Oxyz,
p =. a<ji^ q =i b(ii, r = cti),

OÙ rt, ^, c sont constants. Alors l'intégrale des forces vives (12)

montre que to est constant; les trois composantes/?, f/, r sont

donc constantes, et les équations d'Euler donnent

( G — lî I ^/- = o, (A — C) rp — o, {B — \) p</ = o.

Si l'ellipsoïde d'inertie n'est pas de révolution, ces équations

exigent que deux des quantités /?, rj, r soient nulles, c'est-à-dire

que le corps tourne autour d'un axe principal. Si l'ellipsoïde est

de révolution autour de O-, A = B, ou bien /• est nul et le corps

tourne autour d'un axe dans le plan de l'écjuatcur, c'est-à-dire

autour d'un axe principal, ou bien p =1 // = o, et le corps tourne

autour de l'axe principal O:;. Enfin, dans le cas A= B = C, le

cori)S tourne autour d'un axe principal, car tous les axes sont

principaux.

A., 11. 12



17S nVNAMIQlE DES SYSTÈMES.

On i^cul se demander niainlenanl si le mouvcnicnl de rolalion

du corps autour dun des axes principaux dinerlie est un mou-

vement sUihlc ou non. On dit, en général, qu'un mouvement est

stable, si, en modifiant infiniment j^eu d'une manière arbitraire

les conditions initiales, on modifie infiniment peu le mouvcmenl;

un mouvement est instable, si une modification infiniment petite

dans les conditions initiales amène un changement fini dans le

mouvement.

D'abord, si A >» B > C, la rotation autour du grand et du petit

axe de l'ellipsoïde d'inertie est slable; elle est instable autour de

l'axe movcn. En cfTet, animons le corps d'une rotation initiale

autour du petit axe; alors cet axe reste fixe, le pôle de rotation

coïncide avec le sommet Oq, le plan tangent Dq en «o est fixe. Si

l'on modifie infiniment peu les conditions initiales, en imprimant

au corps une rotation initiale autour d'un axe infiniment voisin

de Ooo, la polhodie devient une petite courbe fermée infiniment

voisine du sommet du petit axe : donc l'axe instantané décrit

dans le corps un cône d'ouverture infiniment petite autour de sa

position primitive dans le corps. Le plan fixe FF, auquel 1 ellip-

soïde reste tangent dans le nouveau mouvement, est infiniment

voisin de Hq, et la perpendiculaire OP, abaissée de O sur ce plan,

est infiniment voisine en longueur et direction de Oao; le rayon

vecteur Om d'un point /n de Iherpolbodie ayant une longueur

infiniment voisine de Oa^ s'écarte infiniment peu de la perpendi-

culaire OP, c'est-à-dire de 0<7o • donc l'axe instantané décrit aussi

dans l'espace un cône infiniment voisin de sa position primitive

dans l'espace; la rotation considérée est donc stable. Il en serait

de même de la rotation autour du grand axe.

Mais si le corps tourne d'abord autour de l'axe moyen, une

modification infiniment petite des conditions initiales amènera le

jtôle dans une position wiq, à partir de laquelle il décrira une

polhodie entourant, soit le sommet a, soit le sommet c; l'axe

s'écartera alors d'une quantité finie de sa première position; la

rotation est instable.

Les ellipses ee et e' éi^jig. 22g) partagent l'ellipsoïde en quatre

fuseaux : deux contenant les sommets a et a' et les deux autres

les sommets c et c'. Suivant une remarque de Bour, il est naturel

de prendre comme mesure de la stabilité de la rotation autour de
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l'axe Oa le rnpporl de l'aire du fuseau conlenaul a à la nioilié

de l'aire de lellipsoïde d'inerlie. ICii elVel, si les conditions initiales

sont modifiées de telle façon que le pôle tombe dans ce fuseau,

l'axe instantané décrit dans le corps un cône autour de sa direc-

tion primitive Ort. De même, on mesurera la stabilité delà rota-

tion autour de Oc par l'aire du fuseau (pii conlionl cet axe. Par

exemple, si rellij)S0Ïde est très voisin d'un ellipsoïde de révolu-

tion autour de Oc, c'est-à-dire si A — B est très petit, le fuseau

contenant a est très petit, de sorte (pie la stabilité de la rotation

autour de Oa est faible, car un petit déplacement de l'axe peut

faire sortir le pôle du fuseau et l'amener à tourner autour de Oc.

Si l'ellipsoïde est rigoureusement de révolution (projectiles

oblongs), il n'\ a de stable que la rotation autour de l'axe de révo-

lution : en cllel, si le corps tourne autour d'un axe principal du

plan de l'équalcur cl que, pour une cause quelcon(|ue, le pôle m
soit un peu écarté de ce plan, il ira décrire sur la surface de

l'ellipsoïde un cercle j)arallèle et presque égal à l'équateur. L'axe

dans le corps s'écarte donc beaucoup de sa position primitive : il

est bon de remarquer que dans l'espace il reste très voisin, au

conliaire, de sa position primitive, car la longueur 0/n diffère

peu du rayon éqnatorial.

Si l'ellipsoïde d'inertie est une sphère, tous les axes sonl égale-

ment stables, ou plutôt indifférents, car, si l'axe instantané est

poriré du lieu où il se trouve dans un autre, il redevient immobile

et dans le corps et dans l'espace. ( Voyez Bouu, Dynamique,

j). i65.)

393. Équation de l'herpclhodie. — l'oinsol obtient réqualioii ilillcren-

liclle de l'herpolhoclie en remarquant que l'expression de l'arc de cette

courbe en fonction du rayon Ont est identique à l'expression de l'arc de

polliodie en fonction du niême rayon, car les deux courbes roulent l'une

sur l'autre. Nous cmjjloierons une autre méthode qui conduit à des calculs

un peu moins longs et que nous empruntons à une Note de M. Darboux à

la Mécanique de Despeyrous.

Soient, comme plus haut, a-, j-, z les coordonnées du pôle m \>av rap-

port aux axes principaux d'inerlie Ocrjz; puisque le rapport - est

constant et égal à //«, on a

T y z (J m
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Comme p, q, r sont des fondions elliptiques de t (19), il en esl de même
de X, y. z. Les équations d'Euler, dans lesquelles on remplace y?, çr, /•

par X sfTi^ y yZ/j. - //j^, donnent

(32) A
dt

v/A(G-B)^^ = o, 15 S- -^\/h{K — C)zx

Appelons, comme précédenunent, I* la projection du point O sur le plan

fixe n, qui contient l'herpolhodie, et désignons par p et /les coordonnées

polaires d'un point m de la courbe rapportée au point P. Comme

OP
V/D

m a les équations suivantes

X2+ J'2

(33)
D

A ar- -+- H j^- -r- C -- = r

,

A2ar2-^B2j^2_L.C2^2= D

dont la première exprime que Qin = Pm -i- OP , et dont les dernières

sont les équations de la polhodie. Résolvant ces équations par rapport à

a-2,^2, z"-. on a, en posant

et

(34)

A = (A — B)(B — C)(C — A)

_ (B — D)(C — D)
BGD

BC(C- B)

(C — D)(A-D)
CAD

( A — D)(B — D)
ÂBD

'

r;A(A — G)
(pî-a), j2=- ^ (o^-^*),

_„_ AB(B-A)
2-= r (?-— c).

Nous avons supposé A > B > G et D compris entre B et G; alors A esl

négatif, et l'on a a > o, 6 > o, c < o. Donc z'^ est essentiellement positif

et ne s'annule jamais, ce qui est d'accord avec le fait que r ne s'annule

jamais. Pour que a:^ et ^^ soient positifs, il faut que p^

—

a soit positif et

p2— b négatif : p- oscille donc entre a et h. On retrouve ainsi ce résultat

que le rayon vecteur de l'herpolliodie oscille entre un minimum y/a et un

maximum \b. En différentiant la première des équations (33), on a

d,P _ dx dy

dt
— ^ .1,

~^y .1,
' ^

dt dt

dz

dt'
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OU, en tenant eompto des équations ('5a),

(1-. ,- / B — C C — A A — B\ A >JTixy

,lt - ^ •^'^'\ X B C /
""

ABC '

relie équation donne enfin, en remplaçant .r, y. z par leurs valeurs (34),

et y//i |>ar \i v'I),

do
(35) p^ = [xv/D/— (p*— «K?'— ^)(?*— Cl,

équatii^n qui permet trnil de reti'f)u\ei' p- en fonetion de / pni- une fonrlion

elliptique; eette e\|)ression de p* en fonction de t nous esl déjà connue,

puisque x, y, z sont des fonctions ellipliques de /.

Pour obtenir une autre équation où figure l'angle polaire / d'un point

de riierpoliiodie, on part de la remarque suivante : si ni et ni sont deux

positions infiniment voisines (.r, jk, -) d {t ->r dx, y ->n cly, z -^ dz) du

pôle dans le corps, le plan du triangle élémentaire mOni' est tangent au

cône lieu des axes instantanés dans le corps, et les |>rojections Sj:, Sy, S^

de l'aire S de ce triangle sur les plans principaux de l'ellipsoïde sont

2 S.r = y (Iz — z dy, 28,-= - dr — .r dz, 2 S; = r dy — y dx.

D'autre part, comme le cône lieu des axes Om dans le corps roule sur

le cône fixe ayant pour sommet et pour base i'herpolhodie, le plan mO ni

est aussi tangent au cône fixe, et l'aire élémentaire S est aussi égale à

l'aire comprise entre les deux génératrices infiniment voisines corres|)on-

dantes du cône fixe. La projection de l'aire S sur le plan fi qui contient

riierpoliiodie est alors un secteur élémentaire de celte courbe - p- dy.

Conuric les plans xO y, yO z, zOx font avec le plan II, perpendiculaire

à Ot, des angles dont les cosinus sont -(, •(', '{", O" -^

( 36 )
p- dy = 2 Y S.r -+- 2 y' Sj- -^ 2 y" S ; ;

calculons le second membre. D'abord

A ;? _ A v/A _ _A_

y/D
(3;) ,^= _^ = _p^=__^,

Puis, en vertu des équations (32), déduites des équations d'Euler,

o.S.r=ydz-zdy = -'^[B(\- B)X^-f- C( A - C , c^] .//;

la quantité entre crochets est égale à A — D, comme on le voit en élijiii-

nant x^ entre les deux dernières équations (33). On a donc

_ .rv/Â(A— D) .

--S..= ^ dt.
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Calculant de iinîme S>, S; par une permutation des lettres et portant

dans {36) après avoir remplacé ^h par ijl /D, on a

dy /A-D . , n_D,- , G-D

Dans cette relation, nous remplacerons eiilln x-, y"^, z- par leurs va-

leurs (34) en fonction de p- et nous aurons, après réduction, une relation

de la forme

(38) p.^-. =^(P.-^E),

< A — n)(B — D) (G — D) . . ,.

où E désigne la constante . ..p. 5 c est-a-dirc

— y/— CTÔcD.

Les deux relations (35) et (38) donnent p et y en fonction du temps.

Loliminalion de df fournit l'équation différentielle de l'herpolhodie

(39) dA =
(p2-hE)f/p

py/Dy/— (p2-a)(p2— 6) (p2-c")

qui donne y par une quadrature. On peut ainsi construire l'herpolhodie

et vérifier qu'elle n'a pas d'inflexions, en calculant le rayon de courbure

en fonction de p et montrant qu'il ne devient jamais infini. Ge résultat

lient à l'inégalité A < B -t- G qui lie les trois moments d'inertie. On voit

également que l'herpolhodie n'a pas de points de rebroussement; car -^-

ne devient pas nul pour les valeurs de p- comprises entre a et b. Si l'on

remplaçait l'ellipsoïde d'inertie par un ellipsoïde quelconque ou par un

hyperboloïde qu'on ferait rouler et pivoter sur le plan fixe D, l'herpolhodie

correspondante pourrait présenter des inflexions ou des rebroussements
;

il pourrait aussi arriver que le rayon vecteur P/« ne tourne pas toujours

dans le même sens. Nous renverrons, pour une discussion plus détaillée

de cette question de Géométrie, à la Note de M. Darboux (Mécanique

de Despeyrous); au .Mémoire de Iless; et, pour l'expression de y en

fonction de f, au Traité de M. Greenhill (Ghap. III).

Dans le cas particulier où B = D, E est nul, a et c aussi, et la quadra-

ture qui donne / peut s'effectuer à l'aide des fonctions élémentaires.

Alors

d/.=
do

p y/B v/6 — p2 VI
é^±

• b

V?
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cl, en faisat01^/1= X,

3

.X"/

.

-).X

C'est là l'i-qualion de la spirale représenlOe dans la figure -iSo.

On peut oj^alcment ol>lonir les équations (35) et (38) en parlant de

celte remarque que la vitesse ab«ilue avec laquelle le pôle m décrit l'her-

polbodie est égale, à chaque instant, à la vitesse relative par rapport aux

axes Oryz avec laquelle le point m décrit la polhodie : ce fait résulte de

ce que les arcs correspondants des deux courbes sont égaux. On obtient

alors les deux équations en écrivant que les projections de ces deux

vitesses sur Pm sont égales et que les moments de ces deux vitesses, par

rapport à OP, sont égaux.

Herpolhodo,£rraphe de MM. Durboux et Kœnigs. — On a fait à la

représentation de Poinsotle reproche qu'elle ne représente pas le temps.

EfTeclivcment, si l'on avait réalisé matériellement les deux cônes de

sommet O ayant pour bases la polhodie et l'hei polhodie, et si, par un

engrenage, on les obligeait à rouler l'un sur l'autre, on n'aurait pas encore

la représentation com|)lète du mouvement, car il faudrait en outre imprimer

au cône roulant une vitesse angulaire instantanée, qui fut à chaque instant

proportionnelle à O//?. M. Darboux a montré (Note à la Mécanique

de Despevrous) qu'on peut construire un appareil réalisant cette condi-

tion, en associant la représentation précédente du mouvement avec une

autre représentation qui est aussi due à Poin«ol.

Soit, comme précédemment, mie point de contact de l'ellipsoïde d'iner-

tie avec le plan H, P la projection du centre O sur 17. Menons par le

centre 0{Jiff. 23i) de l'ellipsoïde un plan FI' parallèle au plan fixe II et

Fis. 23i.

appelons m' la projection de m sur FI'. La rotation instantanée lo = O ni \li

dirigée suivant Ont peut être décomposée en deux, l'une dirigée suivant

OP ayant la valeur constante |jl = OP./Â, l'autre dirigée suivant ni'

égale à Oni'.\/7i. Si donc l'on imprime au plan II' une rotation constante [J.
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autour do OP, le mouvemenl ilc rdlipsoïdc par rapport au plan II',

devenu ainsi mobile, se réduira à chaque instant à la seule rotation autour

de Ont'. Dans le cours du mouvement, O m' change soit dans le corps,

soit dans l'espace; dans le corps il décrit un cône(C') du second ordre, et

dans l'espace il décrit le plan 1!'. Le mouvement relatif de l'ellipsoïde par

rapport au plan FI' devenu mobile se réiluira donc au roulement du

cône (C) sur ce plan, la vitesse relative de roulement étant constamment

égale à O ni .)/h.

Le mouvement du corps peut donc être représenté par le roulement

du cône (C), invariablement lié au corps, sur le plan II', ce roulement

s'effectuant avec la vitesse angulaire instantanée Om'.\/h, pendant
que le plan tourne avec une vitesse constante [i autour de sa nor-

male OP.

^'ériflons que le cône (C) est du second ordre. Pour définir ce cône,

nous chercherons le lieu des diverses positions du point m' par rapport

aux axes Oxyz de l'ellipsoïde. Le point m'(x',y', z') étant situé sur la

normale au pôle m{x,y, z), à l'ellipsoïde d'inertie, on a

(4o) \x
y —y
^y

ce point étant dans le plan II' parallèle au plan tangent en m à l'ellipsoïde,

on a aussi

(i") Pi. xx' -i- ^ yy' -\- C«c'=o.

Appelons À la valeur commune des rapports (4o) et portons dans (40
les valeurs de x\ y' , z tirées de ( !\o)^ il vient

\x^-^ B y'^ -{- Cz-^ ^l{k^ x"^ -^ h'- y^- -r- C^ z"-) = o.

D'après les équations (29) et (3o) de la polhodie, le premier terme de

cette relation est i, le deuxième D, on a donc

et les relations (40) donnent, pour les coordonnées de m',

D —

A

D-C

On peut ainsi déduire le lieu des points m' du lieu des points m. Gomme
la polhodie, lieu du point m, est sur le cùne

Aar2(A — D; + 672(8 — Dj^ G^2(G — D) = o.
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on ^oit que le point m' c-t sur le cône (C)

A jî B V» C ::*

Telle est rcijiialinn du cùnc(G'), lieu des droites O in dans le roips; i)

est bien du second ordre.

Ce point étant établi, revenons au inouvouient. \a\ rappiochanl les deux

modes de représentation du mouvement donnés par Poinsot, on voit que,

pentlant le roulement de l'ellipsoïde central sur le |dan fixe II, le cùne(C'),

invariablement lié au corps, roule sur le pian II', tandis que i i;lui-('i

tourne avec la vitesse angulaire constante [jl autour de 01'.

Alors, supposons le cône ( C ) de sommet fixe O cl le plan II' réalisés

matériellement, le plan M' pouvant tourner autour de 01' et le cône (C)

étant, à l'aide d'un engrenage, assujetti à rouler sur le plan IT; supposons

d'autre part la polbodie réalisée matériellement sur l'ellipsoïde et assu-

jettie, par un engrenage ou par un frottement considérable, à rouler sur

le plan II; enfin, imaginons le corps solide animé de son mouvement : il

entraînera le cône (C) qui. en roulant sur le plan H', obligera celui-ci à

tourner avec une vitesse angulaire constante. Inversement si l'on oblige,

par un mécanisme d'borlogerie, le |»lan II' à tourner autour de OV avec

une vitesse angulaire constante, ce plan entraînera le cône C qui, à son

tour, obligera la polbodie à rouler sur le plan II conformément à la loi du

mouvement. C'est d'après ces principes que .M.M. Darboux et kœnigs ont

fait construire un appareil, Xherpolhodographe, qui fournil une réalisa-

tion cinématique complète de toutes les circonstances du mouvement

d'un corps solide. Nous n'insisterons pas sur les détails de construction de

cet appareil dont on trouvera une description dans un article de .M. Kœnigs

{Revue générale des Sciences, 3o avril 1891; Carré). Terminons par une

remarque due à M. Kœnigs {Bulletin de la Société mathématique de

France, t. W'III, p. i63 et i3i ). La loi de la vitesse étant le but essentiel

de l'appareil, il est à souhaiter que les variations en soient assez sensibles

pour être perçues à l'œil. INIalheureusement il se trouve qu'on est très

limité à cet égard. Si l'on fait rouler sur un plan un ellipsoïde quel-

conque dont le centre demeure fixe, suivant la loi de Poinsot, c'est-à-dire

avec une vitesse angulaire proportionnelle au diamètre du point de con-

tact, le rapport de la plus petite valeur de la vitesse angulaire à la plus

grande peut prendre toutes les valeurs voulues entre o et i. Il suffit de

clioisir convenablement l'ellipsoïde et le plan sur lequel il roule. On peut

ainsi obtenir des variations de vitesse angulaire allant du simple au double

ou au quintuple et très facilement pereei)tibles. Mais, dans le cas du mou-

vement d'un corps solide, l'ellipsoïde roulant est un ellipsoïde d'inertie et

l'on a A < B -+- C. Celte inégalité limite le choix que l'on peut faire de

l'ellipsoïde roulant, et il arrive que le rapport de la plus petite valeur

de la vitesse angulaire à la plus grande est alors nécessairement
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compris entre i et —^', c est ce qu on démontrera a titre d e\ercice. On

peut, du re>te, réaliser des conditions qui s'approchent autant qu'on le

veut de ces deu\ limites. La variation, on le voit, est assez faible, et

demande forcement, pour être perçue, une attention un peu soutenue.

L'inoiralité A •< B -t- G a donc pour effet, d'une part, de supprimer les

inflexions dans i'herpolhodie, et, d'autre part, d'assurer une certaine sta-

bilité à la valeur de la vitesse angulaire.

Recherches d'Halphen et de M. GreenhilL — M. Grecnhill, dont nous

avons déjà cité les intéressantes recherches sur le cas où le problème du

pendule sphérique se ramène à une intégrale pseudo-elliptique, a indiqué

également des cas où le problème de Poinsot se ramène à une intégrale

pseudo-elliptique. Ces recherches sont développées dans les Fonctions

elliptiques de AI. Greenhill et dans un Mémoire : On pseudo-elliptic

intejsrrals and their dynamical applicat on i Proceedings of thc

London Mathematical Society, vol. XXVj. L'exemple le plus simple

conduit à une herpolhodie alg<-brique du quatrième ordre, signalée pour

la première fois par Halphen. Dans ces recherches, qui présentent surtout

un caractère géométrique et analytique, Halphen et "SI. Greenhill supposen t

qu'on fasse rouler sur un plan fixe n une quadrique ^«e/con^/Me à centre,

de sorte que, dans l'équation de cette quadrique,

(43) Axî— Bjk2-^C-î = i,

les coefficients sont quelconques et peuvent même être négatifs. {Voir

Halphen, Fonctions elliptiques, t. H, p. 28.)..)

Théorème de M. Sylvester. — AL Sylvester a montré que les deux

représentations de Poinsot sont des cas particuliers d'une infinité d'autres,

obtenues de la façon suivante. On considère une quadrique homothétique

à une quadrique homofocale de l'ellipsoïde d'inertie, et on la fait rouler

et pivoter sur un plan D' parallèle au plan fixe II, situé à une distance

constante OP' du centre et animé dune rotation uniforme autour de 01*'

{ Philosophical Transactions, 1866;. Nous nous bornons à énoncer cette

belle proposition que le lecteur démontrera comme exercice et dont une

démonstration a été indiquée par M. Darboux CNote à la Mécanique de

M. Despeyrous;.

III. — MOUVEMENT D'UN SOLIDE PESANT
AUTOUR D'UN POINT FIXE.

391. Intégrales fourmes par les théorèmes généraux. — Soit

un corp- solide pesant mobile autour d'un poinl O. Prenons

comme axes fixes trois axes OxifsZi, Taxe O^, étant vertical

vers le liaut, et comme axes mobiles Oxyz- liés au corps, les trois
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axes principaux (riiinlic relalifs au poiiil (), avec les mêmes
nolalions que prccctleinincnt. Appelons M la masse totale du

corps; ;,, -rii, ^1 les coordonnées de son centre de gravité G par

rapport aux axes lixes; ^, /], ^ les coordonnées du même jioint G
par rap|)ort aux axes mobiles : ces dernières coordonnées 5, r,, w

sont évidemment des constantes. On peut alors écrire les deux

intégrales |iremicres suivantes :

i" Inli'grale des forces vives. — La force vive du eorps étant

A/)'- -{-Bfjf'--h ^'f- et la seule force agissant sur le corps étant le

poids yig^ appliqué en G, on a

(/\{ \p-t -h n qi -h C r- ) = — Ma'(/:,,

(44) A/)2-i- B72-T- C/î = — -iM.srZi-h h.

2" Intégrale des aires. — Les forces extérieures agissant sur

le corps sont la réaction du point fixe qui rencontre 0:?i et le

poids M o' parallèle à Or, ; la somme de leurs moments par rap-

port à 0:^1 est nulle : la somme des moments des fpiantités de

mouvement par rapport à O0, est donc constante ; le théorème

des aires s'applique à la projection du mouvement sur le plan

x^Oy^^ Nous avons vu que le moment résultant Ot des quan-

tités de mouvement a j)our projections A/?, By, Cr sur les axes

Ox, Oy, Oz : ce moment a donc pour projection, sur O^i,

A /> Y -i- B (/
y' -4- C /• y"

;

cette projection étant constante, on a la deuxième intégrale

( 45 )
A/; Y + B ry y' -^ <- ff = K.

On ne connaît pas d'autre intégrale première que ces deux-là,

dans le cas où le corps est quelconque et le centre de gravité

placé d'une manière arbitraire. Ce n'est qu'en faisant des liypo-

ihcses particulières sur la nature du corps et la position du centre

de gravité qu'on a pu trouver une troisième int('grale. Les cas

particuliers ainsi complètement résolus sont les suivants :

i" Cas d' Euler et de Poinsot. — Le corps est quelconque,

mais le centre de gravité est au point (i\e O. C'est le cas traité

dans le paragraphe précédent.

2" Cas de Lagrange et de Poisson. — L'ellipsoïde dinertie
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relatif au point fixe osl de rcvoliilion : le ccnlrc de gravilé se

trouve sur Taxe Je révolulion.

3" Cas (/(' M""' Koiva/i's/ii. — L'ellipsoïde d'incriie relatif an

point fixe est de révolulion, autour de Os par exemple : le centre

de gravité est dans le plan de Técpialeur ("C. = o), et Ton a

A = B =>.C.

Nous allons traiter en détail le cas le plus simple, celui de

Lagrange cl de Poisson. L'ellipsoïde d'inertie en O est supposé

de révolution, et le centre de gravité sur l'axe de révolution.

30o. Cas de Lagrange et de Poisson. — Prenons pour axe O:
l'axe de révolulion de l'ellipsoïde d'inertie relatif au point O, et

prenons comme sens positif sur cet axe le sens OG, allant de l'ori-

gine au centre de gravité G. Alors A = B, ç == y, = o, Ç >> o. On
a de plus ç, = I^cosO, puisque 9 est l'angle de Oz avec O-c,.

Voyons d'abord ce que dcviennenl les deux intégrales (44) et (4^)

(jui existent toujours. D'abord, le lliéorème des forces vives nous

donne

(46) A(/j2-+- ^2) -4- Cr2=— 2M^-^i-+- /* =— 2l\L^r cosO -+- h.

Puis, en écrivant que la projection du moment résultant Oo-

des quantités de mouvement sur l'axe des r, est une constante K,

on a, d'après (4^), en se rappelant les expressions de y, y', y" en

lonctions de f) et 'j,

(47) A/> sinO sino -)- Afjr sinO coso -f- Gr cosO = K.

Nous joindrons à ces deux intégrales l'équation d'Euler,

qui se réduit ici à

puisque B— A et N sont nuls. Ces trois équations peuvent s'écrire

p- -r- g- ^= 01. — a cosO,

sin0(/?sino-!-5' cos'^) = ^ — i/'oCosO,
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II, 6, a, |j c'ianl des conslanlcs, tloni les premières, </, ^, sont des

cunslantes positives déterminées, puisque leurs valeurs sont res-

pectivcment —^— et r-> cl les deux aulics -/ <;l j des constantes

iiihitiiiiics.

Mous supposons dans ce qui suit /„ clijfcrent de zéro : si /„

('•lait nul, lo inouveinciil de Taxe O :; du corps serait identifjue au

inoiiNciiH'iil (lu (il duM |)eiuliilc s|)licn(|uc (n" !277).

Les angles 'j, 0, -^ sont lirs à p, rj, r par les relations

d'b . . . di)
-,

' sin'J sin'i -i- ,

dt ' dt
cosç,

d'\ . . dO .

' dt ^ dt ''

/' = -ï7 cos8 -+- V-.
dt dt

En portant ces valeurs dans les cqualious ci-dessus, elles

deviennent

d'h
(49) < sinîfl -y' = 3 — ^/o cosO,

-, cosO -T- , = /"o-
dt dt

"

d'I
[^"élimination de -,j entre les deux, premières nous donnera

l'équation en

(^ — br^, cosO)2-r- sin^O ( — 1 = sin20(a — a cosO),

ou, en posant cosO = ;/,

tJo;
(777)

=(^ — «")(" — "-; — (? — ^^o«)-=/(«):

la seconde équation donne d iiillours

«/ 1 — fr-

et la troisième

d^ il-l 3 — bro H
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Le |>olynonic f{ii) csl négatif pour les valeurs — 00, — i cl

-f- I lie //, laiulis qu'il csl posilil juiiir la \aleur initiale //„ de w,

1 ,
• (iti , I -Il

(|ui reiui iieeessairenienl -y- réel, cl pour u =^ -\- cc\ il a tlouc ses

trois racines //,, u,-, u' réelles et comprises rcspcclivenicnl dans

les inlervallcs

(— I, i/o), (»o,H-0 et (+i,-|-a:).

Nous pouvons alors écrire

/{u) = a{u — Ui){u-2— u) (
u'— u);

le dernier facteur est cssenlicllemenl positif, puisque «, élanl un

cosinus, reste toujours com|)ris entre — \ el -}- \ ; i( parlant de Mq?

qui est compris entre M| et ;/o, doit demeurer dans l'inlcrvalle

//, , K-j |)our que /(u) reste positif; il en résulte que l'angle oscille

entre les angles limites 0,, ^i>(0,]>82) dont les cosinus sont u,

cl Uy', quand // augmente de Ut à 1121 il faut prendre

du
dt

= + v//(«);

puis, quand u diminue de 112 à W|, il faut prendre le signe —

.

Si donc on décrit {fig. 282), autour de 05, comme axe, deux

cônes de révolution C( et Co de sommet O et de demi-angles aux

sommets 0, et Oo, Taxe Oz sera constamment compris entre ces

deux cônes. Pour faire la figure, décrivons de O comme centre

une sphère de rayon égal à l'unité; les traces des deux cônes C)

et Co sur celle sj^lière seront deux cercles Ci et Co de pôle 5),

en appelant 5, le point oij l'axe O z^^ perce la sphère. Le point 5,

où l'axe de révolution Oz perce la sphère a pour cote u : il est

toujours compris entre les deux cercles et décrit une courbe qui
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\ii lie l'un il riiiilrc. (^)ii:in(l ces ilciix corclcs sont Irt-s rnpprocliés,

Taxe du cùnc tlicril îi|)|tioxijnalivcniriil un cône de rOvolnijon

autour de O:;,; quiind les condilions iniliidcs sont telles (|iie ces

deux cercles soient confondus (u, = //o), Taxe Oz décrit rij^ou-

rcuscnicnt un cùno de révolulion autour de O:;,. En général, la

courbe décrite par :; est tangente aux deux cercles C, et Cj. En
cfTet, définissons la position du point c sur la sphère par Tare

vecteur :;, z = et |)ar l'angle polaire ^, ;, r = y que fait z, z avec

le méridien z^J:^. Cet angle est mesuré sur le grand cercle de

pôle Zt par l'arc .r, a?. Comme la droite 01, qui fait l'angle -l avec

Ox,, est perpendiculaire an plan z,Oz, Tare n] égale - et l'on a

(flg. 23-2)

( 53 ) y ='l-^.

Comme

on a, en éliminant dl^

{ 3 — ^/'o u ) du
^54) d,

" — "-) vV("

équation difTérentielle de la courbe lieu du point -. Cette équation

donne y en fonction de w, c'est-à-dire en fonction de jiar une

quadrature.

L'angle A que fait la tangente à la courbe spliérique lieu de z

avec l'arc vecteur z^z est

c'est ce qu'on voit immédiateinenl en considérant le triangle rec-

tangle zm z' jformé par un arc infiniment petit de la courbe zz\

l'arc de parallèle zm et l'arc de méridien inz'\ dans ce triangle,

l'angle en z' est \ , l'arc mz' est clH, l'arc tnz esl sinOf/y, car le

ravon de cet arc esl sinO {J'ig. aS'i, 1). Comme nous avons posé

cosO = u^ nous avons

.. ( I — »2
) dt

" du



iga inNAMlOlK l>KS SYSTÈMES.

OU. d'après (54),

3 — bro II

(55) tangV = —
//( » )V j

l.*ani;le V est droit chaque fois que i/ prend une des valeurs

//, el Un qui annulent /(//). La courbe est donc bien tangente aux

lieux cercles {/ig- 232, I el lll). Il y aurait exception dans le cas

particulier où une des limites «i et Uo annulerait le numérateui-

3 — broU] sur le cercle correspondant, tang V serait alors nulle

et la courbe présenterait des rebroussements sur ce cercle

( /ig. 23?., II). Nous verrons plus loin que ce fait ne peut se pré-

senter que sur le cercle supérieur Co.

Pour voir quelles sont les dilTérenles formes de celte courbe,

voyons dans quel sens tourne sur la sphère l'arc vecteur ^, ;.

D'après la relation

dy i/'b '^ — b/n II

lïï
" dJ ~

1 — «2

o

si la valeur y^ , qui annule le numérateur, n'est pas comprise

enlre les limites Ut et Uo,
--f'

garde constamment le même signe,

et Tare vecteur z-iZ tourne toujours dans le même sens; la courbe

. . 3
a alors la forme 1 {fig- aSa); si j-^ est compris entre «, el u-^,

-^' est tantôt positif, tantôt négatif, l'arc vecteur z^z tourne lan-

lôl dans un sens, tantôt dans l'autre; la courbe a la forme III

(//". 232); si -r— est ésal à l'une des limites, -/ conserve encore
^•' ^ ^ ' br^ ° ' dt

le même signe; mais alors la courbe a des rebroussements sur le

cercle correspondant à cette limite {Jig- 2^2, II).

Ces trois cas se distinguent facilement d'après les conditions

initiales. Lorsque ~- est, en valeur absolue, plus grand que i, il

ne peut pas être entre les limites u^ et k-,- Lorsque la valeur

3
absolue de j^ est plus petite que i, le résultat de la substitution

de cette quantité dansy(M),

/(^) = (»-ë)(-.^>
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a 3
est du signe de y.— ^ ; suiv.ml (jiie ce fadeur est positif ou

3
négatif, -—- est ou non entre les limites ti ^ et u.. Dans un cas

. . rt 3 a
intermédiaire, x — ^ peut être nul ; alors -/— est éiial à l'une des

limites //, ou //.
;

il est aisé de \oir que c'est toujours à Ui- En
elfet, nous supposons

alors y (w) devient, en remplaçant y. par cette valeur,

Une des racines comprises entre — i et -h i est en évidence;

l'autre doit annuler la quantité entre crochets, elle rend donc

7^ — // positif et elle est moindre ciue 7^: c'est donc la plusor^ ' ' br^ r

3
grande racine «o H"' devient égale à j— • Les rebroussements sont

donc sur le cercle Co. Ce dernier cas se présente dans les condi-

tions initiales du numéro suivant, faciles à réaliser.

Dans le cas de la forme III (Jig- 282) nous avons admis, pour

faire la figure, que la variation totale de -L correspondant à une

période d'oscillation complète de ii^ de //, à Wo et de u-y à «,, est

différente de zéro et de même signe que la variation élémentaire

de cet angle au moment où a atteint sa plus petite valeur //,. La

démonstration rigoureuse de cette propriété nous entraînerait trop

loin : on la trouvera dans une Note de M. lladamard (^Bulletin

des Sciences mathématiques, iSqS, V"^ Partie, p. 228).

Il peut arriver que la plus grande racine ^^2 soit égale à i : le

petit cercle supérieur se réduit alors au jioint le plus haut de la

sphère : ce casse |)résci)lecn particulier rpiaïul, à Tinstant initial,

l'axe Og se confond avec la verticale ascendante.

300. Cas particulier. — Considérons une toupie mohile autour

dun point lixe de son axe O; prenons l'extrémité z de l'axe de la

toupie entre les doigts de telle façon qu'il fasse avec la verticale un

angle Oq différent de o et de -; puis imprimons à la toupie, avec

un (il enrouh- par exemple, une vitesse angulaire de rotation très

A., II. ,3
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{^raiulo /\, nuloiir de Oz. Tanl qu'on lionl rcxlrémilc z de l'axe

cnlre les doii^ls, la lou|)ie forme un corps solide mobile autour

d'un axe principal Oz\ la vitesse angulaire r^ persiste; les pres-

sions sur le point O et sur les doigts sont les mêmes que si la

loiipic ne tournait pas (n" 360, cas particulier). Qu'arrive-t-il

quand on lâche l'extrémité c? La tou|)ie devient alors mobile

autour du point O et le mouvement se fait conformément aux lois

précédentes. Actuellement, la toupie tourne d'abord autour

de O:;; donc les valeurs initiales /?o et Ço de p cl q sont nulles.

Nous avons posé cosO = u; les équations du n" 395

p- -^ q- ~ y. — au, sinO(/> siiicp -+- «jT cosip) = ji — bi-Q u

montrent alors qu'à Tinslant initial on a

Uq étant égal à cosOq. Remplaçons les constantes a et [i par ces

valeurs, nous avons

(56)
du \

-

du

(uo— u)\a{\ — u^) — b'^rKuo— u)].

Pour que l-j 1 reste positif, ii doit osciller entre la valeur Uq

cl une valeur //, comprise entre — i et H- i qui annule la quantité

entre crochets et nous donne par conséquent

a(i — u\ )
— 6V5 (»y— «1) = o,

d'où

"0— "1
a(i — u])

Uq— u, est ainsi positif et la seconde limite est inférieure à la

première; c'est donc la plus grande racine, appelée ii^ dans le cas

général, qui est égale à «o- Le cercle limite C| relatif à la racine Ut

sera donc au-dessous du cercle C2 qui correspond à la racine Uq.

Le lieu décrit par ^ sur la sphère sera d'ailleurs tangent au pre-

mier et normal au second, d'après ce que nous avons vu tout à

l'heure, puisque Uq annule l'expression [i — br^u (Jig. 2.32, II).

L'expression de ^devient, dans ce cas particulier,

d^
dt

bro(uo— u)
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-j- garde diinc un signe conslanl, ci'lui de /o ; il en résulte que la

rolalioii du jdan ;;, O- aulour de O:;, se fait toujours dans le même
sens; ce sens élanl d'ailleurs toujours le mèmt> que celui de la

rotation initiale aulour de () :; ou de ()(1, puisque nous avons

pris OG comme sens positif de Taxe de révolution.

Supposons plus spécialement que la rotation initiale i\ soit

très grande; l'égalité

a(\ — u\)

montre (pie ;/o différera peu de w, ; le cône lieu de O:; sera donc

compris entre deux cônes de révolution très voisins. D'ailleurs, le

mouvement de rotation du plan :;,0c se fera très lentement; nous

avons, en effet,

d^ _ br^{ Un— u)

c/t I — M-

comme «n — u reste intérieur a Uq — ;/, , c esl-a-dire a —-, , , ,

on a, en valeur absolue,

d^
dt

< I

ail — Kj )

I

6ro(i — a-)

le facteur !- restant très voisin de l'unité, car u reste voisin

de «I, -r reste très i)etil, de l'ordre de — Ainsi donc, si l'on fait^ dt ' To

tourner très rapidement le corps aulour de Oc, puis qu'on l'aban-

donne à lui-même, il semblera continuer à tourner autour de cet

axe, qui paraîtra lui-même entraîné d'un mouvement de rotation

très lent autour de O^,, les deux mouvements de rotation se fai-

sant tous deux dans le sens positif ou tous deux dans le sens

négatif autour de leurs axes respectifs Oz, et OG.
Ces propriétés sont mises en évidence dans la balance gyrosco-

piqae. C-ît appareil se comi)Ose de deux corps pesants de

révolution M, m montés sur la m»}me tige A.0 A', mobile aulour du

point O à l'aide d'une suspension à la Cardan, par exemple. En

faisant glisser la masse m sur la lige, on pourra amener le centre

de gravité du svstème sur l'une ou l'autre des demi-droites OA,

OA'. Si nous faisons tourner rapidement le système aulour de OA
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dans le sons positif cl (|iie nous l'abandonnions à lui-même, nous

venons Taxe OA lourner autour de la verticale dirigée vers le

haut dans le sens positif si le centre de gravité est sur OA, et en

sens contraire s'il est sur OA'. Dans le cas particulier où le centre

de gravité serait au point de suspension, la rotation se continue-

rait indéfiniment autour de l'axe OA qui resterait immobile.

Celle droite serait, en efTet, dans ce cas, un axe permanent de

rotation.

On rencontre, dans celte théorie, le premier exemple d'un pa-

radoxe qui se présente constamment pour les solides de révolu-

tion en rotation rapide autour de leur axe. L'axe OGAdela toupie

étant maintenu immobile pendant qu'on imprime à la toupie une

rotation très grande /q autour de l'axe, il semble, quand on aban-

donne le corps à lui-même, que la pesanteur doit déplacer l'axe

dans le plan vertical v, OA : au contraire l'axe, après avoir un

peu fléchi, sort de ce plan suivant une direction à peu près

perpendiculaire au plan et décrit sensiblement un cône de

révolution autour de 0:^1.

Avec ces conditions initiales particulières, il est aisé d'avoir des valeurs

approchées de 6, ç, <h en s'appuyant sur ce que l'a est très grand.

Comme Ui^— u, c'est-à-dire cosOo— cosO est de l'ordre de -^. il en est

de même de 6 — Oo, et Ton peut poser = Oq-h -^j où /; reste fini. Alors

u = cosO = cosOo

en développant cosfOo-^ '-

)
en série et prenant les deux premiers termes

—^ sinOo= «u -sinGo,
/•.: ri
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l'orlons tlann ( 56) cl développons do moine le deuviomo nicnibrc par rap-

port aux puissances croissantes de - , i-n ne gardant que le [)rcmier lermc,

nous aurons

rH^'y^^'^"""'"-'"^"^-

(lelte équation donne par l'inversion

rt sinOo
, , ft û asinOo , , ,

' lO' xb^rl

d<h (l':> rsiiiO.j
,

Kcin|)laçant »le mcnic, dans -p- cl -p-' " pai" "0 ;— cl se bornanl
' ^ dt dt ^

ri

aux premiers termes du développemenl suivant les puissances croissantes

«

de —r > on a

d'I a , , «9
-77 -^ -7— (1 — costroT), 77 = ''0;

dt JivrQ dt

d'où, en inlégranl cl supposant que 9 et <!/ s'annulent avec /,

a 1 sin6/o/\

ibr^ \ oiq j

Les valeurs de et -l définissent le mouvement de l'axe 0-; si l'on y né-

gligeait les termes périodiques, elles définiraient une droite faisant un

angle constant avec Ozi et tournant avec la vitesse angulaire constante

a

xtirQ

Toupie dormante. — Dans le cas particulier que nous venons de déve-

lopper, nous avons supposé Pq= q(,= o, mais o < 6o< "• \ oyons ce qui

se passe quand 60 est égal à o ou à 7:.

Prenons, par exemple, le cas Oo= o, «0=1 : ' a^^ '^^ '^ toupie est alors

vertical à l'instant initial, le centre de gravité au-dessus de la pointe, et

la toupie est mise en rotation autour de cet axe avec une vitesse Tg. H

fauilra alors, dans les formules du n' 30G, faire UQ=t; on a ainsi

(5;) (^j' = (>-")-[«''-+-«)-^*^oI-

Dans ce cas, le polynôme /(«) formant le deuxième membre ^^ [ -77
)

admet la racine double i et une racine simple supérieure à — 1.

Dans ces conditions, l'axe de la tou|)ie reste vertical : en effet, u étant

un cosinus, et partant de i, ne peut que rester constant ou diminuer : il

faut donc, en extrayant la racine carrée des deux membres de ( 67 )
prendre

la valeur négative de -t-* Le temps que met u à acquérir une valeur diffé-
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rente de i est alors donno par l'iiitt-grale

du

J, (i — </)/«( i-t- // )-b^rl

qui est injinie, car le coefficient de du contient le facteur i — u au déno-

minateur. Donc u ne peut pas acquérir une valeur différente de i : l'axe

de la toupie reste vertical. On a ainsi ce qu'on appelle la toupie dor-

mante. Il resterait à chercher dans quel cas le mouvement ainsi obtenu

est stable.

Supposons que l'on mette la toupie en rotation toujours avec la même
vitesse /•(, autour de son axe de symétrie, mais que, dans l'instant initial,

Bo au lieu d'être rigoureusement nul soit seulement très petit, c'est-à-dire

que Un soit très voisin de i. Le mouvement étudié sera stable si u reste

voisin (le i, instable dans le cas contraire. Or, d'après ce qui précède,

u reste compris entre Mq et une autre racine Ui de /(«) comprise entre

— I et -l-i. Il , faudra donc pour la stîbilité que u^ soit, comme Uq, très

voisin de i. En d'autres termes, il faudra que la vitesse de rotation r^ soit

telle que, dans le trinôme en u,

a{i — «2) — W-rliUf^— U),

la racine »i comprise entre — i et + i soit très voisine de i en même
temps que Uq. Cette condition sera remplie si r^ est suffisamment grand.

On pourra consulter à ce sujet une Note de M. Klein, traduite dans les

Nouvelles Annales de Mathématiques pour 1897.

397. Intégration par les fonctions elliptiques. — L'équation

dl = du du

\/ f{ u) y/a {u — Ui){Ui— u) {u'— u )

donne u en fonction uniforme de / par une fonction elliptique. Pour réa-

liser cette inversion, il suffit d'employer la méthode même qui a été suivie

au sujet du pendule sphérique, en fai.«ant jouer aux racines «1, «j» "' le

même rôle qu'aux racines a, [3, y dans le pendule sphérique ( n" 277). Cette

analogie n'a rien de surprenant, elle peut aller jusqu'à l'identité complète,

car le problème du pendule sphérique est un cas très particulier du pro-

blème actuel, le cas où le corps pesant se réduirait à un seul point placé

en son centre de gravité.

Une fois u ou cosO exprimé en fonction de t, les équations

d^
dt

br^u d^
dt

3 — bro u

donnent également 'l et «p en fonction de t par des quadratures portant

sur des fonctions elliptiques et pouvant, par suite, être effectuées à l'aide
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(les fonctions B el H de Jacohi. La qiianlilc u c>t une fonclioii cllipliqiic

(le / avec une période réelle T,

du

J.. //'"

d'h do . . .

au bout du temps T. //, —- et -r^ reprennent les mêmes valeurs : donc au
'

' dt dt ^

bout de cette période redevient le niénio, <!/ et o auf;mcntenl de con-

stantes. Nous ne développerons pas ces calculs, |)Our lesquels nous ren-

verrons à un Mémoire de Lottner (Journal de Crelle, t. îjU); aux Traités

d'IIiiiphcn et de M. Grccnhill; aux Principes de la Théorie des Fonc-

tions elliptiques, par MM. .Appell el Lacour; à l'Ouvrage de MM. Klein

et Sonimcrfcld (L'her die Théorie des Kreisels), el à une Note de .M. La-

cour {Nouvelles Annales de Mathématiques, 3* série, t. XVIIF, 1899).

On trouvera dans le Mémoire déjà cité de M. Greenhill {Proceedings of

the London Malhematical Society, vol. XXV) d'intéressants exemples

de réduction des intégrales elliptiques figurant dans la solution générale à

des intégrales pseudo-elliptiques. Nous en indiquerons quelques exemples,

particulièrement élégants, aux exercices.

IJ98. Représentation cinématique du mouvement. — Dans le Tome II

de la nouvelle édition des Œuvres de Jacoii onl paru, pour la première

fois, des fragments d'un travail que l'illustre géomètre avait préparé sur le

mouvement d'un corps pesant de révolution suspendu par un point de son

axe. Jacobi énonce ce théorème remarquable que le mouvement du corps

peut se ramener à la superposition de deux mouvements à la Poinsot.

Dans une Note insérée au Tome G des Comptes rendus, Halphen a donné

à ce théorème une autre forme en énonçant plusieurs résultats nouveaux.

.M. Darboux a consacré à la même question un important Mémoire (Jour-

nal de Mathématiques, i885), et plusieurs Notes placées à la fin de la

Mécanique de De«peyrous. M. A. de Saint-Germain a exposé ces résultats

dan« un Résumé de la théorie du mouvement d'un corps solide autour

d'un point fixe (Librairie Gaulhier-Villars, 1887). Enfin ."NI. Greenhill a

développé cette théorie au point de vue de ses rapports avec les fonctions

elliptiques dans une Note insérée à la fin de VAnnuaire des Mathémati-

ciens, édition de 1902 (Carré el Naud). Les limites de cet Ouvrage ne

nous permettent pas d'exposer en détail ces propositions. Nous en signa-

lons les points essentiels dans les exercices faisant suite au Chapitre, en

indiquant sommairement les démonslr?itinns (Exercices ifi et snivanls).

399. Cas d'intégrabilité de M°" Kowaleski. — Dans un .Mémoire cou-

ronné par l'Académie des Sciences de l'ari^i, en 1888, cl inséré au Tome XII

des Acta Mathematica, M"" Kowaleski a donné un nouveau cas d'inté-

grabililé des équations du mouvement d'un corps solide pesant autour



aoo I) V N A M I l- t: r> E s SYSTEMES.

d un |)oinl ll\e. ^ oici d'abord la forme sous laquelle M"'* Kowaleski prend

les équations du mouvement.

Appelons comme précédemment '(, •(', y" les cosinus des angles que font

les axes liés au corps Ox,y,z avec l'axe fixe ^i, vertical vers le haut, et

Ç, 7), Ç les coordonnées du centre de gravité G par rapport à ces axes,

coordonnées qui sont des constantes. Le poids P a pour projections sur

les axes mobiles a\yz

-Py, -Py', -Py",

et pour momcnls par rapport à ces axes

L = - P(rY- ry'), M = - P( ^y - ^y"), N = - P(ç^^'_ -..y ).

Les trois équations d'EuIcr deviennent donc

dp

(58)

c/t

dq
dt

dr

dt

(C-B)^rj=P(i:y'-vr"),

(A-C);-/> = P(^^"-^y),

.(B-.V)y.^ = P(rjy-$y').

A ces équations joignons les trois suivantes, déjà données par Poisson :

si, sur l'axe O^i, l'on porte un segment OH égal à l'unilé, l'extrémité H de

ce segment a pour coordonnées, par rapport aux axes mobiles Oxyz, y, y'

et y". La vitesse relative V,. de ce point H, par rapport aux axes mobiles,

a donc pour projections sur ces axes

dt

dY
dt dt

'

la vitesse d'entraînement Vg du même point, dans le système des axes

mobiles, a pour projections sur ces axes

gi'—f^'^ '-l—Pi'^ P'{-1'C^

la vitesse absolue de ce point a alors pour projections sur les axes mobiles

les sommes des projections de la vitesse relative V,. et de la vitesse d'en-

traînement Vg (n" 43). ÏNIais, comme le point H est immobile, sa vitesse

absolue est nulle; on a donc

(59)

dt
-^^'(-'-^ ="'

di
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Ces équations, jointes au\ équations ( 58), forincnl un syslérntt 'Iiî six

équations du premier ordre définissant />, <jr, r, '(, '(\ 'f on fonction de t.

On connaît, de ce système, deux intégrales algébriques en p, (/ ,
/•>

Y, y'. '{" fournies par les théorèmes généraux; ce sont ( n" ',V.)\) l'intégrale

des forces vives et l'intégrale des aires sur Ii; plan liori/.onlul j?iO^'| : ù

ces intégrales nous pouvons joindre la relation évidente

y' +-
'l'^ -t- y"- — I .

La question est alors de découvrir une nouvelle intégrale. Dans le cas

de Lagrange et Poisson (A = B, ; = yj = o), cette nouvelle intégrale est

r = To. Dans le cas de iM"" Kowaleski, on suppose encore l'ellipsoïde

d'inertie de révolution, mais on le suppose particularisé de façon que

A = B = 2 G
;

on suppose de plus le centre de gravité G dans le plan de l'équateur ^ = o.

Dans ce cas, on peut toujours choisir, comme axe Ox lié au corps, l'axe OG
situé dans le plan de l'équateur et faire ainsi que rj = o. Les trois équa-

P-
tions(58) s'écrivent alors, en posant -pr = c,

dp dq „ dr
,

dt ^ dt '
^

'

dt '

Multipliant la deuxième par i et ajoutant à la première, on a

d
dt

{p-\- iq) ~— r i(p -\- iq) -{- c •[" i.

De même, multipliant la deuxième des équations (Sg; par i et ajoutant à

la première, on a

^f (Y + n') =— '"'(y -^ 'Y') -^ '{"^(P -^ '7 )•

L'élimination dey" entre ces deux équations donne

d
dt

{{p -^ iqY — c(y -I- 'Y')] = — '"'[(P ^ '7)*— cCy ^ 'Y')]'

ou encore

rflog[(/?^fV)^-r(Y-<-iY)] _ ,..

'dt

En changeant t'en — t, on a une deuxième relation do mémo forme; cette

nouvelle relation, ajoutée à la précédente, donne

rflog[(^ -f- iqY—c(-( H- i'{)\ d\o'i\i p — iq )^ — ci-j — ij )\ _
di

"^ m " ^'
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d'où, en inlégiant et passant des logarithmes aux nombres,

[iP -^ '''/)-— f'(T -+ 'Y')] l<i" — 'Ç)'— c{-(— i-i' )] = const.

On a ainsi une nouvelle inlégralc algébrique. Le problème peut alors

s'achever par des quadratures comme on le verra dans le Mémoire de

M'"* Kowaleski. Des méthodes plus simples de réduction aux quadratures

ont été données par M. Kotter {Acla ntaf/i., t. XVII) et par M. Kolossoiï

(Math. Annalen, LVl Band).

Peu de temps après la publication de son Mémoire, M"'* Kowaleski

annonçait à plusieurs savants qu'elle avait trouve une infinité d'autres cas

intégrables; mais elle mourut sans avoir publié ses recherches et l'on ne

retrouva rien à ce sujet dans ses papiers. M. Roger Liouville s'est proposé

de retrouver ces résultats, et, dans un Mémoire présenté au concours du

prix Bordin, en 189 î, et inséré aux Acta math., t. XX, il a énoncé ce

résultat que, «i le problème admet une quatrième intégrale algébrique, il

faut que l'on ait

C = o, A
2C

où n est un entier quelconque. La ilémonstration rigoureuse du fait que

ces conditions sont suffisantes pour qu'il existe une quatrième intégrale

algébrique et la formation de cette intégrale appellent de nouvelles re-

cherches. Dans le cas de M"'* Kowaleski, « = i ; dans le cas où l'ellipsoïde

d'inertie est une sphère, cas qui rentre dans celui de Lagrange, n = 2. Les

seules autres valeurs de n, admissibles au point de vue mécanique, sont 3

et 4, à cause de la relation d'inégalité C ^ A -i- B qui a lieu entre les mo-
ments principaux d'inertie d'un solide et qui devient ici G^aA.
Dans un autre cas particulier caractérisé par

:-. o, A^B -^4G,

on peut ramener l'intégration à des quadratures lorsque la constante des

aires sur le plan horizontal est nulle. Vo}ez un article de M. Kolossoff

Sur le cas de M. Goriatclioff de la rotation d'un corps pesant autour
d'un point fixe {Bendiconti del Circolo di Palernio, 10 août 1902),

suivi d'observations de M. Marcolongo.

IV — AUTRES PROBLEMES; EMPLOI D'AXES MOBILES DANS
LE CORPS ET DANS L'ESPACE; FROTTEMENTS ET RÉSIS-

TANCES DE MILIEUX.

iOO. Exemple de l'emploi d'axes mobiles dans le corps et dans

l'espace pour obtenir les équations générales du mouvement d'un

solide de révolution suspendu par un point de son axe. — Nous

avons indiqué dans le n° 386 une niéliiodc générale pour foi'mer
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les t'(|iiiili()ns tlu nioiivcniciiL (|ii,'iii(l on emploie des axes mobiles

dans le corj)S cl ilaiis rcspace. Mous «ionnerons ici une application

de celte niclliodc, en considcranl le cas pailicnlicr (riin corps d<;

nalnic telle (|ne l'ellipsoïde d'inertie rtliililau pninl lixc O soil

de révolution. Les équations que nous obtiendrons ainsi ont été

employées par l'niseux dans la théorie du mouvenienl de la Terre

autour de son centre, par Resal et|)ar S\csscr{Quarter/y Journal,

1861).

Les axes llxes étant appelés O.r, >-,:;,, et l'ellipsoïde d'inertie

relatif au point O étant de révolution, prenons les axes mobiles

sui\aiils : soil d'abord Oz l'axe de révolution; Taxe Ox sera

pcrpeiuliculaiie au plan c,0- (Jf'if- ^-34) et l'axe Oy perpendi-

l'ig. -^34.

culaire au plan xOz dans un sens tel que le liièdre Oxyz ait la

même orientation que le Irièdre Oxiy^Zi.
Dans ces conditions, l'axe Ox est dans le plan j',())', et la

position du dièdre mobile est définie par l'angle •!> = .i", Oj:,

compté positivement dans le sens positif des rotations autour de

O::,, et par l'angle ^ = ZiOz compté positivement dans le sens

positif des rotations autour de Ojr. Pour déterminer la rotation

instantani-e l) du trièdrc tic référence 0.r/v, remarquons que l'on

amène ce Irièdre de la position actuelle à la position infiniment

voisine par une rotation (16 autour de O^i suivie d'une rotation

(/O autour de Ox. La rotation Q du triètlre est donc la résultante
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(m

dû
de deux rotations '!/'== -.' autour de O z, ctO':

' af

et ses composantes P, Q, 11, suivant Oa'y;;, sont

(i>) P = 0', Q = <^'sinO, R = '^'cosO.

autour de Ox,

Quant à la rotation instantanée to du corps solide, on l'obtient

comme il suit. Une fois 'l et connus, la position du trièdre

Oxyz est connue, cl il ne reste plus qu'à définir la position du

solide par rapport à ce trièdre
;
pour cela, il suffit de connaître

l'angle 'j> que fait une droite OA invariablement liée au corps et

située dans le plan :rOy avec l'axe Ox, cet angle étant compté

positivement dans le sens positif des rotations autour de Os.

On amène alors le corps d'une position à la position infini-

ment voisine en le faisant tourner des angles d'I, r/B, d'-p autour

de O;,, Ox et Oz: la rotation instantanée to du corps est la

résultante de trois rotations à', 9', o' autour des trois mêmes

axes, et l'on a, pour les composantes de cette rotation,

(lo) 4''sin6, '^ cosO

Moment résultant des quantités de mouvement. — Comme
l'ellipsoïde d'inertie en O est de révolution autour de O^, les

axes Ox, Oy> O^ sont des axes principaux d'inertie, et les mo-

ments d'inertie par rapport à O^ et Oy sont égaux à une même
constante A, quoique ces axes se déplacent dans le corps. L'ex-

trémité T du moment résultant Ot des quantités de mouvement par

rapport à O a pour coordonnées, par rapport aux axes mobiles,

(6o) A 7,

Équations du mouvement. — Appelons OS le moment résul-

tant des forces par rapport à O, et

ses projections sur Ox, Oy, Oz. On obtiendra les équations du

mouvement (n" 383), en écrivant que la vitesse absolue du point t

est égale et parallèle à OS ;
on a ainsi les trois équations générales

du n°380
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Acliicllcrnoiit, o-.r, t^., z- ont 1rs valeurs ci-dessus (60) ; en oiilrt",

on a

V^P, Q ^ 7, R = r/colO;

les t'(jiialions tlevicnncnl alors

i A^ H-(C/- Ar/cot0)<7 = S.r,

(Cl) / A^_(C,-A<7coiO)/j=.Sj.,

En y remplaçant/?, </,
/• par leurs expressions ci-dessus, dési-

gnant les dérivées par ra|)porl à t par des accents, et réduisant, on a

Af)"— A-y^ sinO cosO -\- C /••]/' sinÛ = S.,,

, A-y sinO-^2AJ/'0'cose — C/-e' =S,,
(6?.) < •

^

p '//• _ P rf(ç'-f- 'VrosO) _
dl dt\

Ces équations sont surtout utiles dans le cas où, S^ étant nul,

les moments S^- et Sj sont indépendants de cp, c'est-à-dire de

l'angle dont le corps a tourné autour de son axe. Alors r est

constant et les deux prennères équations définissent et 6 en

fonction de /. C'est ce qui se présente dans la méthode donnée

par l*uiseux pour le mouvement de la Terre autour de son centre

de gravité.

On peut remarquer que l'on obtient Téquation des forces vives

en multipliant la première de ces équations par i/0, la deuxième

par sin^^i/, la troisième par r dt^ et ajoutant. On a ainsi

d ' [A(0'2-i-'y'-sin2 0)^- C/-2] ^ S^^/)-r- Sy sinO<:/'^-r- ^-rdt.

401. Sur quelques propriétés des solides de révolution en rotation

rapide. — Lorsqu'un solide de révolulion sus|)endu par un point de son

axe est animé dune rotation rapide autour de son axe, et qu'on essaie de

changer la direction de l'axe dans l'espace en appliquant des forces en des

points de l'axe, il se présente des circonstances paradoxales que nous

nous proposons de mettre sommairement en évidence.

Supposons qu'un corps de révolution suspendu par un point O de son

axe O- soit soumis à des forces telles que la suinnie de leurs moments

par rapport à Vaxc de résolution Oz soit constamment nulle. Peur
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se représenter cet ensemble de forces d'une façon simple, on peut le ré-

duire, comme nous allons le montier, à une force ,f appliquée perpendi-

culairement à l'axe O - en un point déterminé II pris sur l'axe, et à une

autre force F' appliquée en 0. En eiïet, on sait qu'on peut réduire un

système de forces appliquées à un corps solide à une force unique * appli-

quée en O, et à un couple dont l'axe OS est le moment résultant des

forces par rapport au point O. Actuellement, la somme des moments des

forces par rapport à O^ étant nulle, la projection S; de S sur O2 est

nulle. L'axe OS du couple est donc perpendiculaire à O^, et, comme on

peut faire tourner un couple dans son plan pourvu qu'on n'altère pas son

moment, on peut prendre pour bras de levier du couple une portion OH
de l'axe. Le couple est alors formé d'une force F appliquée au point H de

l'axe, perpendiculairement à l'axe, et d'une force égale et opposée —

F

appliquée en O. Les forces <ï> et — F se composent en une force unique F'

appliquée en O, et la réduction annoncée est faite.

La force F' est détruite par la résistance du point fixe O : elle n'a

aucune influence sur la nature du mouvement, et elle intervient seulement

dans le calcul de la pression sur le point 0. Le mouvement a donc lieu

sous l'action de la seule force F. On voit donc que le problème général

énoncé se ramène toujours au cas simple où l'on appliquerait, sur l'axe de

rotation, une seule force F normale à l'axe.

Traitons maintenant ce problème.

Prenons les axes mobiles du numéro précédent, l'axe Ox étant perpen-

diculaire au plan z^O z {Jîg. 234) et l'axe Oy perpendiculaire au plan

zOx.
Appelons X, Y, o les composantes de F suivant ces trois axes, et ^ = A

la cote du point d'application II de cette force. Les moments de F par

rapport aux axes Oxyz sont

S.i = — h\ , Sy= h\, S; = o.

La troisième des équations (61) du numéro précédent donne

dr

dt
o,

et les deux autres deviennent

dp

(63j

i h -~ -^{Cro— kq cot6) q = — A Y,

\ k-j — (G/-0

—

kqco\.^)p~ h\.

Supposons qu'à l'instant initial le corps soit mis en rotation autour de

Oz(,/>o = ^0 = o, /'o j2= o) et qu'aucune force n'agisse (X = Y =0); alors ce

mouvement de rotation persiste indéfiniment; l'axe O^ conserve une

direction fixe dans l'espace; p el q restent nuls; cela résulte des pro-

priétés élémentaires des axes principaux d'inertie en un point (n° 361).
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Dcternii/Kitiiin de hi furce V </n'il fan t J'airr nfi^ir sur Ir point II

pour faire prendre à /'axe Oz un mouvement donne. I.e corps éianl

(iaiiy I (''tal (le rotation stable «lont nous viMions de parler, faisons aj,'ir au

point H (le l'axe la force F(\, Y, o), de façon à modifier la direction de

l'axe, en faisant dt'crire an point II une certaine courbe suivant une cer-

taine loi, courbe qui sera nécessairement sur une sphère de rentre O et

de ravon OII.

Pour (l(>nnir aiiaiyliqucMienl le niouveniriit (ju'on \eiil iiiipriinri an

point II de l'axe O5, il suffit de se donner et -^ en fonction de /, car ces

deux anj;les définissent la direction de 0-3. Nous supposons que le mou-
vement qu'on imprime au point II se fasse dans des conditions ordinaires,

c'est-à-dire que la vitesse et l'accélération de H restent inférieures à une

limite déterminée, ou. ce qui revient au même, que les fonctions et i}

de / et leurs dérivées des deux premiers ordres 0', <\i\ 0", <{/" restent, en

valeurs absolues, inférieures à une limite déterminée. Dansées conditions,

les quantités

p = Q', (/ = <l' sin(), pq colO = 'Y
0' cosO, y- cotO = «y- sin cosO

, , . . . dp dq . , , , . , , .

et les dérivées -7- . -p- resteront aussi, en valeurs absolues, inférieures à
dl dt

une limite déterminée )..

Si Tq était nul, la force nécessaire pour produire ce mouvement pren-

drait une certaine détermination Fo(X9, Yq, o) donnée, à cliaque instant,

par les formules (63), où /•o= o,

1 -. A dn A

(
<>

i
I <

-. k dp K
Yo = -^^^-^(7-cotO;

la grandeur de cette force serait donc de l'ordre des quantités

0'^', Y\ 0",
'Y.

Supposons, au contraire, /'o très grand par rapport à la limite X (rota-

lion initiale très rapide autour de 0-); alors la force F capable d'imprimer

au point II le même mouvement sera donnée par les formules (63), et l'on

aura, par comparaison avec les expressions de Xq, Yo,

(6i)

l X ^ Xo— j^P''o,

{
Y=:Yo--^7'-«-

Dés que/? et rj prendront des valeurs sensibles, cette force F digérera

donc de quantités très grandes de la force Fq qui produisait le même
moui'ement de II quand /q était nul. On a ainsi l'explication de ce fait
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que quand on veut, avec la main, cliangor l'oiiontalion de l'axe, on

éprouve une résistance inattendue d'autant plus grande que Tq est plus

grand. Maison peut aller plus loin cl montrer que la force F est approxi-

mativement, à chaque iixslanl, perpendiculaire ou déplacement élémen-

taire qu'on imprime au point II à cet instant. D'une façon rigoureuse,

le vecteur avant pour projections X — Xq, Y— Yq, o, c'est-à-dire la dij/é-

rence géométrique {¥) — (Fo), de F et Fo, est perpendiculaire au dépla-

cement élémentaire du point, et ce vecteur diffère très peu en direction

de F, car Fq est très petit par rapport à F. En effet, remarquons que la

vitesse absolue v du point H de Oc a pour projections sur les axes Oxyz

(66) i>,c=gli, iy=—ph, i'z = o.

En remplaçant dans les équations (65) p cl q par leurs expressions en

fonction de i\,- et Vy, on a

ces formules montrent que le vecteur (F) — (Fo), de projections X — Xq,

Y — Yo, o, et la vitesse v du point H de projections Cj;, Vy, o sonx, rectan-

gulaires. On voit, en outre, que la grandeur de (F) — (Fo) est égale à

C r
celle de t- multipliée par le facteur très grand —rr' ^" peut résumer ce

résultat par l'énoncé suivant qui a l'avantage de définir la direction, le

sens et la grandeur du vecteur (F) — (Fq) quand le vecteur v est donné.

Soit u la vitesse que prendrait Vextrémité v du vecteur v appliqué

en H si ce vecteur tournait autour de Vaxe O z avec la vitesse angu-
laire /'o; f^ vecteur (F)— (Fq) est en grandeur, direction et sens égal

et opposé au produit de u par le facteur — •

En effet, lextrémilé du vecteur c, appliqué en II, a pour coordonnées

vjc, Vy, h
;

si ce point tournait autour de Oz avec la vitesse /'q, il prendrait une

vitesse u ayant pour projections

Ux =— /o ^.v, "y = ''o Vx, u-= o.

Les formules précédentes deviennent alors

C G
X — Xu = — ^ « r, Y — Yo = — -^ Uy

;

ce qui démontre le théorème.

f
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nèciproquement, si l'on fait agir sur le point II une force F(X, Y, o\
<le l'ordre de f^nindeur de ro, el si, dans le mouvement que cette force

imprime au point II, la vitesse et lacct'lération du point II restent, en
valeurs absolues, trèx petites par rapport à /-q, la vitesse du point II est, à

chaque instant, sensiblement /yt'//)f«^//<«/«f/-t,' à la direction il.; la force F.

Ku ellct, les équations (63) où l'on remplace /> et 7 par louis \alcurs(G6)
en fonction de fj. el c^ dans les termes en r,^p cl r^q donnent

C Y A /dp

C X A /de, \

hi'-^= 7:-h7r[irt-^P^^ ^«'V*

Dans chacune de ces équations, le deuvicme terme liu second membre
est très petit; donc v^ et Vy sont sensiblement proportionnels à — Y et X,

ce qui démontre le théorème : le sens de v résulte de l'énoncé précédent.

On trouvera de nombreuses indications sur d'intéressantes expériences

propres à mettre ces propriétés en évidence dans l'Ouvrage intitulé Théorie
élémentaire des Gyroscopes, par Gruey (Glermont-Ferrand, librairie

Ferdinand Thibault, 1879) et dans une brochure du même auteur Sur le

Strépkoscope universel, ou Boite gyroscopique ( '
) éditée par l'imprimerie

Chaix en i883.

On pourra consulter également, pour l'étude de la résistance que l'on

éprouve quand on veut changer l'orientation de l'axe d'un corps en rota-

lion rapide, la fin du premier volume de la Théorie des Kreisels, de

.AIM. Klein cl Sommerfeld.

402. Frottement. — Nous traiterons, comme exemple du mouvement
d'un solide avec frottement, le problème suivant :

Une plaque homogène pesante infiniment mihco, ayant la forme d'un

triangle équilatéral AjA^A.,, de côté a, repose par le sommet Aj sur un
plan horizontal P sur lequel elle glisse avec frottement, tandis que le

(') Coilin, cnnstructeur, 118, rue Montmartre, Paris.

A, II. ^(^
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côlé Aj A3 glisse sons frottement sur un plan horizontal P' placé au-dessus

ilu premier {fis;. 9.35). Le triangle est perce, en son centre de gravité G,

d'une ouverture infiniment petite dans laquelle passe une lige verticale

fixe 00' parfaitement polie : la réaction de celte lige 00' sur le triangle

est donc une force horizontale appliquée en G. Enfin, on suppose le plan

du triangle incline de 45° sur la verticale.

A l'instant / = o, on imprime au triangle, autour de 00', une vitesse

angulaire too dans le sens positif des rotations. On demande d'étudier le

mouvement du système et de calculer les réactions normales des plans P
et P' sur le triangle.

1" Montrer que, si la vitesse angulaire initiale (Oo a une certaine valeur \x,

la réaction du plan P sur le sommet Aj est nulle.

•y." Indiquer ce qui arrive suivant que too est inférieur ou supérieur à ]x.,

et suivant que le sommet Ai peut ou non s'élever au-dessus du plan P.

{A^résration, 1894.J

Appelons N| la réaction normale du plan P sur le sommet Ai et remar-

quons que les réactions normales du plan P' sur le côté A2A3 peuvent se

réduire à deux forces verticales N, et N3 appliquées aux sommets Aj et A3 :

ces réactions seront comptées positivement vers le haut. Prenons pour

axes liés au corps solide mobile un axe Ox dirigé suivant GA|, un axe G y
parallèle à A2A3, et un axe G^ normal au plan du triangle et dirigé vers

le liant; alors l'équation de l'ellipsoïde d'inertie relatif au point G est de

la forme
S.(x--{- y-) -\- 1 X z^ = i

.

En effet, tout d'abord, par raison de symétrie, le plan du triangle est

un plan principal d'inertie relatif au point fixe G. Ensuite chacun des

plans menés par l'axe 0;; et une des hauteurs du triangle est un plan de

symétrie du corps solide, c'est-à-dire un plan principal relatif au point G;

il y a donc trois plans principaux d'inertie passant par l'axe principal Gz :

cela ne peut arriver que si l'ellipso'ide d'inertie relatif au point G est de

révolution autour de G^; ainsi les moments d'inertie A et B sont égaux;

de plus le moment G, par rapport à G^, est égal à A -+- B ou à 2A, car

le z de tous les points du corps étant nul,

k^'Zniy-, \) = 1nix-, C — Z ni{x'^-\- y''-).

On vérifiera d'ailleurs facilement qu'en appelant M la masse du triangle,

on a

_ M«-

Le point Aj décrit une circonférence de centre dans le sens des rota-

lions positives autour de 00'; le frottement est alors une force appliquée

en Al, égale à /Ni et dirigée en sens contraire de la vitesse de Aj, c'est-

à-dire parallèlement à la direction négative de l'axe Gy.
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Soit / le lieis de la longueur «li; la mcdianc / — " ^
'

. Les coordonnées

des différents points A, A,.\.j par ra|)port à Gr, Gy,(}z et les projections

des forces N|, Nj, N3,/N| sur ces axes sont

Ai

X =7.1,

y = o. A,

X =—

/

•^=--.'

X =-l
a

3=0

.K.-.^
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nul égal à — //Ni /•*-• On a donc

3X diù , .^, 1-

Knfiii, l'équalion d'Euler, relative à Taxe Gj',

n '-^^^ + ( A - G )pr = ïi c X - xZ),

donne, d'après les valeurs de />, 7, r,

(3) ^=_;N.v/2--^/(Nî-t-^3)v/2.

En éliminant N-.-!- N'a entre (i) et (3), on a

A

T(4) /Ni/'. = ^(:-i--w-),

où iJi2 désigne la quantité —^^-r j qui, d'après les valeurs de / et A, se

Cr .

réduit à 4 —1/6. Remplaçant dans (2) /Ni par sa valeur (4), on a pour
a

l'équation du mouvement

en appelant ). la constante -^—
• Cette équation donne immédiatement to

en fonction de t par des exponentielles. La discussion comporte trois cas :

i" Soit Wo < ;J.. La réaction INi est bien positive; -j- étant négatif, to va

en décroissant constamment et s'annule au bout du temps

A ce moment le triangle s'arrête et se trouve dans les mêmes conditions

que s'il était abandonné à lui-même sans vitesse; il reste donc immobile.

„ c' • 1 -v
d^^

I I

2 boit ojij =: |jl; alors A 1 = o ; —r- = o ;
to =; ioq : le mouvement ne rota-

tion est uniforme, le triangle ne pèse pas sur le plan inférieur.

3° Soit (Oo > fx. Alors Ni est négatif au début : cela veut dire que le

sommet Aj tend à se soulever. Si ce sommet est simplement posé sur le

plan, il se soulève effectivement et devient libre; on a alors un autre pro-

blème. Mais on peut imaginer qu'on empêche le sommet Ai de se soulever,

par exemple en perçant le plan d'un trou circulaire et recourbant un peu

la pointe Ai de façon qu'elle appuie sous le plan; la réaction Ni est alors
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(liiigéo vers le bas, el sa valeur absolue est — .N|. La force de frollemenl

a |i(iiii' Viilctji' absolue
-/^>.

ol ri'qiialion (•}.) des moments donne

3 A </i.>

•1

d (III

^ = //N.v/ï,

dt
= X(lXÎ— 0>2 ).

Comme iou> '^> ~7~ commence [tar ctre négatif, «o diminue, el, quand oj

lend vers \x, t augmente indéfiniment. Le mouvement tend donc à devenir

une rotation de vitesse angulaire ijl.

Kn ce qui concerne les réactions .\i cl N2, nous avons déjà obtenu la

somme N, -f- N2 : on calculera N'i — Nj en écrivant l'équation d'Euler rela-

tive à l'axe G.r.

Remarque. — On peut obtenir le moment d'inertie G sans intégration,

en remarquant que l'homogénéité donne, pour le moment d'inertie d'un

triangle équilatéral de côté c et de masse M par rapport à son centre, une

expression de la forme ÂAIc^, où A' est un nombre à déterminer. Décom-
posons le triangle donné de côté a et de masse ISI en quatre triangles de

masse — et de cùlé — obtenus en joignant les milieux des côtés. Trois de
4 i

•

ces triangles ont leurs centres de gravité à la même distance —^— de G.

Ecrivant que le moment d'inertie total par rapport à G est la somme des

moments d'inertie des quatre triangles, on a

(I où

A-=-L.
vt.

403. Résistance de milieu. — Imaginons une sphère homogène mobile

autour de son centre O. Une ailette plane, de forme quelconque, mais de

masse négligeable, dont le plan passe par le centre, est invariablement

liée à la sphère; trouver le mouvement de la sphère, dans l'air, en admet-

tant que la résistance de l'air, sur chaque élément de l'ailette, est une force

normale proportionnelle à la nnnposante de la vitesse de cet élément sui-

vant la normale à l'élément.

Prenons le plan de l'ailette |)our plan des >-:: et le diamètre perpendi-

culaire pour axe 0.r, les axes G.r;'- sont entraînés avec la sphère : ce

sont des axes principaux d'inertie. Kn appelant /?, «y, r les composantes

de la rotation instantanée, un élément d'ailette r/- ayant pour coordonnées
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o, j-, z a une vitesse i' de projections

7 - — '-y Vy = —P py

La composante de celte vitesse normale ei l'élément r/a, c'est-à-dire au

plan ^'0-3, est t.,-; la résistance de lair sur cet clémenl a donc pour pro-

jections

X = — Âc.r d':, Y = 0, Z = o,

k désignant une constante positive.

On peut toujours supposer qu'on a pris pour axes 0;; et y les axes

principaux d'inertie de la surface de l'ailette par rapport au point O, de

sorte que, fh désignant un élément superficiel de l'ailette, on ait

/-
Cela posé, la somme des moments L des forces de résistance X, Y, Z par

rapport à Ox est nulle. Par rapport à Oy, cette somme est

},\ = Ziz\ — xZ) = — kf(gz — ry)zd'!=— aq,

où a est une constante positive

a = k
I

z"- di.

De même, en prenant les moments par rapport à 0^,

N = ^(xY —j-X) = k fiqz- ry)y ^7 = - br,

où b est positif. Les équations d'Euler sont alors, puisque A = B = C,

dp dq dr
A -^- = o, A —,- = — aq

,

A -1- = — br\
dt dt dt

on en tire, en posant ^' A ^ ^'

p=Pù, q = q»e- -?'.

Comme a et |3 sont positifs, q tX. r tendent vers zéro quand ? augmente,

et le mouvement tend vers une rotation autour de l'axe Ox perpendicu-

laire au plan de l'ailette.
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EXERCICES.

1. La force vive d'un corps mobile autour d'un poinl fixe «-l r^-uk- iin produit

géométrique du momenl résultant des quantités de mouvement par la rotation

instantnnL'c wt cosgj, t. (Hesal.)

'2. Démontrer que les pnijeclions /j,, q^, i\ de la rotation instantanée to sur les

.i\(s fi\is Or, y., z. ont pour expressions

/), = 6' cos<^ -+- o' sinO sin'^,

9, — 0' sin-y —
'f

' sinO cos-^,

/•, = ({;'+ s' COSO.

3. Stabilité de la rotation autour des axes principaux d'inertie. — Les

équations d'Euler sont satisfaites pour ^ = o, r = o. Pour savoir si la rotation

correspondante est stable, on peut opérer comme il suit : supposons q et /• très

petits au début, cl voyons s'ils restent très petits.

Dans celle hypothèse, le produit gr peut être négligé, et l'on a pour la pre-

mière équation d'Euler -j- = o, /? = /?„. Les deux autres deviennent

(.) B^ z=(C -A )/,„/•, C^;'=(A-B)/.„y,

d'où

cPg (A-C)(A-n ) ,

rfiT= BC Pll=-''-'J^

n étant une constante. On en tire

,
(C- A)/?„r„ . ,

q = q^ cosnt -i ., sin /i^
/j 13

. j. t •. ^fl C — A
car pour t — o, q = q^, et, d après (i), -^ = —-— /'„/'„.

On trouve de même /•, et l'on voit que q cl / restent très petits. La rotation

esl stable. On trouverait le même résultat autour du fjrand axe Os.
Mais pour l'axe moyen, en supposant p et /• très petits au début et négligeant

, , , d'^ /}
pr,i>n trouve q = q^, puis une équation de la forme —v-y =-^n-p; en intégrant,

on voil que p est une fonction de la forme ae"'-f- be'"' qui augmente indéfini-

ment avec t : l'hypothèse que l'on a faite que p et r restent petits esl donc

inadmissible; la rotation autour de l'axe moyen esl instable.

4. Autre méthode pour obtenir l'équation de l'herpolhodie. — Comme le

pôle m et l'exlrémilc w de la rotation instantanée sont en ligne droite avec O et

qu'on a w = Om y'Â, le lieu du point m est homolhéliqiie du lieu du point w.

Les coordonnées relatives du poinl w par rapport aux axes mobiles sont /;,

<7, r. Dans l'espace absolu, le poinl w décrit une courbe plane dans un plan

parallèle au plan II, c'esl-à-dire au plan x, 0^',, puisque Oz, esl dirigé suivant
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Ot. La courbe lieu du point w se |)rojelle donc en vraie grandeur sur le plan

X, 0,)',. Or 0) est la résultante des trois rotations 0', «', 'Y dirigées comme on l'a

vu (n" 38'2).

La projection u, de w sur le plan j-, Oi', a des coordonnées absolues y>, et (]x

que l'on calcule aisément en remarquant que /?,, par exemple, est la somme des

projections de 0'. ç', ^ sur Ox. On a ainsi les valeurs de l'exercice 2. Le point

«o,(/?,. (7,), ainsi déterminé dans le plan ar, 0_>'|, flécrit une courbe homotliétique

à i'iierpolhodie. Si l'on appelle p, et y, ses coordonnées polaires, on a

/>,-+- iVi= 9i^''-' — (6— /cp' sin6)e'i'.

D'après les formules (20) du n° 38S(]ui donnent 6 et tp, et la formule (21) don-

nant <^, on aura />, et q^ en fonction uniforme du temps.

5. Démonstration de M. de Saint-Germain de la non-existence des points

d'inflexion de l'herpolliodic. — Soient R, R, les rayons de courbure des cônes

qui ont pour bases la polhodie et Iherpolliodie, en un point de la génératrice

commune : la Cinématique donne une relation de forme connue,

dt-=ds.^^
R,

où ds est l'élément d'arc de la courbe lieu du point to; s'il y avait inflexion,

R, serait infini et Rio dt = ds; or les équations du mouvement de Poinsot montrent

que c'est impossible quel que soit le signe de D — B. ( Comptes rendus de l'Aca-

démie des Sciences, 26 avril i885.)

G. On donne un tétraèdre non pesant ABC dans lequel l'angle trièdre O est

trirectangle, et dont les arêtes OA, OB, OC ont respectivement pour longueurs

a, b, c.

1° Déterminer les axes principaux de rcllipsoïde central d'inertie, c'est-à-dire

de l'ellipsoïde d'inertie relatif au centre de gravité G du tétraèdre, dans l'hypo-

thèse suivante

a = \/2, 6 = 1, c = v/3;

2° On imprime au tétraèdre une rotation initiale autour d'un diamètre GD de

l'ellipsoide central, et l'on propose d'étudier le mouvement de ce tétraèdre autour

de son centre de gravité G. On déterminera sa position dans l'espace à une

époque quelconque.

Les composantes />(,, q^^ /•„ de la rotation initiale par rapport au grand axe, à

l'axe moyen et au petit axe de l'ellipsoïde central d'inertie ont respectivement

pour valeurs

/?„ = V 6 -H v/5 , 7„ = o, ;•„ = V 6 — v'o .

(Agrégation, 1890).

Réponse. — Le centre de gravité étant immobile au début reste immobile. Le

corps tourne donc autour d'un point fixe sans qu'aucune force agisse sur lui. II

prend un mouvement à la Poinsot. Il faut calculer numériquement A, B, C, h et

/ ou UL et D. On trouve

A = 6 — v^ô, B = 6, C = 6 -H v/j-

Les données initiales correspondent au cas singulier oij la polhodie est une

ellipse passant par l'axe moyen de l'ellipsoïde d'inertie.

(De Saint-Geumaix, Nouvelles Annales, l. I\, 1890.)
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7. Toute ligne gcodésique tracée sur un ellipsoïde de révolution allon;;é se

projette sur le plan de IVquatcur, suivant une lierpolhodie qui peut j^trc cngen-

dn'-e par une ellipse à centre fixe et roulant sur ce plan. ( Halpiikn, Comptes
ifiiiliis. 5 octobre iSS-, et Traite des fonctions clliptii/ucs, t. II, p. i\\).)

8. Toute ligne de thalwcfr tracée sur un pnraboloule de révolution, à axe
vertical, et concave vers le haut, se projette horizontalement suivant l 'lier-

polhodie due au roulement d'une ellipse déterminée. ( Ki.oyCET, liulletin des
séances de la Société des Sciences de .\anry, séance du i" juillet 1889.)

'J. Lherpolhodic est une courbe parcourue par un |)oint dont la vitesse aréo-

laire p' -/ est une fonction linéaire de p', la vitesse totale étant une fonction du
at

second degré de y dans laquelle le coeflii iinl de 0' est néf;alif.

(Darboux, Note à la Mécanique de Despcyrous.)

10. Si l'on fait rouler et pivoter, sans {^lisser, une quadrique quelconque de

centre fixe O. sur le plan fixe n, le lieu des points de contact m sur le plan est

une lierpolhodie généralisée. Le rayon vecteur de l'herpolhodie issu du pied P de

la perpendiculaire OP au plan II et la tangente à celte courbe en m sont deux
tangentes conjuguées de la quadrique qui roule. Pour que le rayon vecteur Pm
ne tourne pas toujours dans le même sens, ou pour que la courbe présente des

rebroussements, il faut que le ra\on vecteur puisse se confondre avec la tan-

gente. Ces deuv directions conjuguées ne peuvent se confondre que si la qua-

drique est à courbures opposées, c'est-à-dire est un hyperboloïde à une nappe.

(Darboux, ibid.)

11. Dans la seconde représentation du mouvement, d'après Poinsot (n' 3'J3),

déterminer la trace laissée par le point m' sur le plan tournant II'.

Réponse. — Le rayon vecteur Om' est égal au rayon vecteur Vm — p de l'her-

polliodie {fig. .!3i). Si l'on appelle y' l'angle formé par le rayon vecteur 0/n'

avec une droite OU située dans le plan n' et entraînée avec lui, on a J7,0U= ix^,

car II' tourne avec la vitesse ;a ;
/' — f — af, car Om' et Vm sont parallèles.

Remplaçant rf/ par la valeur d/'-i-<J.dt dans les équations de l'iierpolliodie, on

a les équations qui définissent, en fonction de t, les coordonnées p et /' du point

m' dans le plan n',

['d]^ '-' ^^ v/-(p--«n.i^-^)(p'-f).
(>)

dt
1 p' —.'. = !-i K.

L'aire décrite par le rayon ni' sur le plan 11' est donc proportionnelle au

temps.

Le mouvement défini par les équations fi) est celui d'un point matériel solli-

cité par une force centrale, issue de 0, ayant une expression de la forme ap -+- ^p-.

(Darboux, Mécanique de Despcyrous, Note 17. — Pinczon. Comptes rendus,

avril 1887.)

12. Théorème de Siacci. — Le mouvement d"un corps solide autour d'un point

fixe O, dans le cas où il n'y a pas de forces extérieures, peut èire obtenu en fai-
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sant rouler et pivoter une quadriquc de contre O ayant les mômes sections circu-

laires que l'ellipsoïde d'inertie sur une quadrique de révolution autour de On.

(SiACCi, In meinoriam Dominici Chelini, CoUcctanea mathematica, 1881;

voir aussi Greenhill, Fonctions elliptiques. Chap. VII.)

13. Théorème de Mac-Cullagh. — Si l'on transforme les Ihcorcmes de Poinsol

par polaires réciproques, par rapport à une spliirc de centre O, on voit que l'el-

SC^ V^ -S*

lipsoïde (appelé ellipsoïde de giration) -7- + tt + 7=r = i étant entraîné par le
*" A 13 Cl

corps passe constamment par deux |>oints fixes situés sur le moment résultant,

Oa, des quantités de mouvement, symélriciucs par rapport à O.

14. Théorème de Gebbia. — En transformant de même le théorème de

Siacci (12), on voit que les surfaces homofocales de l'ellipsoïde de giration

glissent sur des quadriques fixes de rcvolulion.

15. Dans le mouvement d'un corps pesant de révolution suspendu par un point

de son axe, on a vu que 11 = cosO varie entre les deux valeurs u, cl u^. Indiquer

quelles doivent être les conditions initiales pour que ces deux valeurs soient

égales. Alors l'axe du cùne décrit rigoureusement un cône de révolution autour

de 0;;, et la valeur commune de 11, et u, est nécessairement a,,.

néponse. — Il suffit de déterminer a et p de façon que le polynôme /(w) ait

une racine double «„ donnée à l'avance.

IG. Dans le problème de Lagrange et Poisson, démontrer :

1° Que l'extrémité w de l'axe instantané reste constamment dans un plan fixe

dans le corps, perpendiculaire à l'axe de figure Os, el décrit dans ce plan une

herpolhodie H
;

2° Que, dans l'espace, le même point u décrit une courbe située sur une

sphère S ;

3° Que le mouvement peut être obtenu en faisant rouler l'herpolhodie H re-

gardée comme attachée au corps sur la sphère fixe S. (Jacobi, Œuvres, t. II.

— Halphen, Comptes rendus, t. C. — Darboux, Journal de Mathématiques,

i885; Note XIX à la Mécanique de Despeyrous. — De Saint-Germain, Bésume
de la théorie du mouvement d'un solide autour d'un point fixe. Gaulhier-

Villars, 1887.)

Indications sur la solution :

i*" Le lieu de l'extrémité oj de l'axe instantané de rotation dans le corps

est une herpolhodie. Les coordonnées du point w, par rapport aux axes mobiles,

sont/?, q, r. Comme /• = r^, le point w se trouve dans un pian II perpendiculaire

à l'axe Oz et invariablement lié au corps. Dans ce plan le point u décrit une

courbe H qui se projette en vraie grandeur sur le plan des xy. Les coordonnées

cartésiennes d'un point w de cette courbe rapportée aux axes Ox et 0^' étant/?

et q,
p = 'Y sinO sin » +- 6' cos»,

q = ù' sinO cosa — 6' sin»,

nous appellerons p et / ses coordonnées polaires. D'abord

p- = /?' -i- ^- = a — a cosO = a — au.
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Nous lirons de là u = —^ et, en portant dans la relation
a

(lu

il vient

a, =-v-^'">'

qui est bien de la forme indiquée pour l'Iicrpolliodic, car le polynôme «eus le

radical commence par — ç*.

D'autre part,

0' sinO
-—T-;— — lang « / , . n

'/
0' ' •

, /; smf) ,

t.inp;/ = -1^ —
,

, . , ) 7 = arc tanj; -^. f •

'
\->^^—f,— tan^ï

Comme nous avons posé cosO = u, nous avons

sinO _ I — '<" _ I— M- ,,_ [ii — bi\

u

y — arc lang

dérivant par rapport à t. remplaçant -j- par v /(")> 9' P^r sa valeur antérieu-

re — bi\ u ...
rement trouvée/-,,— u ^> et réduisant, on trouve

I — u-

(z — au) -/ — (a — au) + ,
^ dt 2 2

OU encore, puisque a — au = o-,

dy rjb — ri) br,a — a^
^ '

'^ dt 2
'

2

Les équations (i) et {?.) ont la forme caractéristique dos équaiions d'une hcr-

polliodie. car le terme constant dans la deuxième équation -( 6/„ a — a?) est

égal à ±: - y — F(o). Le théorème est donc démontré. Le c«'ine (C), lieu des axes

instantanés Ou dans le corps, est un cône ayant pour base cette lierpolliodie H.

2° Le lieu du point u dans l'espace absolu est une courbe sphérique H,. Si l'on

appelle />,, ^p /•, les composantes de la rfitation instantanée w suivant les axes

fixes OvC,, j)-,. z^, on obtient ces trois quantités par la méthode employée pour

trouver/?, q, r.

La rotation w étant la résultante des trois rotations G', 9', ^j.' dirigées suivant

01, Oz, 0-, (y?^. 224), />, est égal à la somme des projections de ces trois der-

nières rotations sur l'axe Ox, ; 7, et /•, sont égaux respectivement à la somme de
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leur* projcrlions sur 0^^^ cl Oc,. On Iroiivo ainsi

//),=: 6' cosij' + 9' sin G sin <^,

(3) } «7, = 6' sin 4' — es' sinO cost^.

'
/•, — (}/'-f- a' cosO.

Telles sont les coordonnées du point (> par rapport aux axes fixes. On en

déduit, d'après les valeurs de -y et f'. en fonction de cosO ou u,

Puis, comme on a Tégalité évidenle

on a, d'après l'expression de P'-+-q- en fonction de u,

p\ +q\ -+-/-f
= a — aîi-{-/-2.

L'élimination de u entre les deux relations précédentes donne

(S) {^-b)r,{p\-^q\ + r\)^ar,= {i-b){x^rl)+a'^..

Celte équation, dans lai|uelle on regarde p^^ 7,, /•, comme des coordonnées

courantes, montre que le point w est constamment situé sur une sphère S, dont

le centre est sur Os,. Le point 10 décrit donc dans l'espace absolu une courbe

sphérique H, : pour déterminer cette courbe, il faudrait se reporter aux équa-

tions (3) et en déduire l'équation difTérenlielIe de la projection de H, sur un des

plans coordonnés. Mais on peut alors représenter le mouvement de la façon sui-

vante.

Le nwuvemenl s'obtient en faisant rouler l'herpolhodie H invariablement

liée au corps sur la sphère fixe S. En effet, le mouvement s'obtient en faisant

rouler le cône C lié au corps ayant pour base la polhodie H, sur un cône fixe C,

ayant pour base la courbe sphérique H,. Dans ce mouvement la courbe II rouie

sur H,, c'est-à-dire sur la sphère S, qui contient H,.

Dans le cas particulier où 6 = i, on a A = B = C, l'ellipsoïde d'inertie relatif

au point est une sphère; la sphère S se réduit alors à un plan fixe II, per-

pendiculaire à Os,, et le mouvement s'obtient en faisant rouler riierpolhodic H
sur le plan fixe II,.

Alors la courbe H,, lieu du point to dans l'espace, est située dans le plan II, : en

formant son équation difi"érenlielle en coordonnées polaires, on vérifiera que c'est

aussi une hcrpolhodie parcourue par (o suivant la loi de Poinsot.

17. Démontrer que la courbe sphérique H, de l'exercice précédent, décrite par

l'extrémité lo de la rotation instantanée dans l'espace absolu, peut èli"e engendrée

comme il suit :

Si trois points dhine droite invariable sont assujettis, les deux premiers à

demeurer sur deux sphères différentes, le troisième à rester dans un plan

perpendiculaire à la ligne des centres des deux sphères, si de plus la droite

se déplace de manière à demeurer normale à la trajectoire de l'un de ses

points, ce qui définit complètement son mouvement à partir d'une position

donnée, le point de la droite assujetti à rester dans le plan décrira une lier-

I
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polhodie, tous les autres décriront des courbes sphérirjues t/ui sont les courbes
II, décrites dans l'espace par l'extrémité w de l'axe instantané. ( D.vhbolx,

Journal de Mathématiques, \' série, t. I, Fuse. IV, iS85.)

18. Intégrales pseudo-elliptiijues de M. Grccnliill, pour le moitvement d'un
corps pesant de révolution susjicndu par un point de son axe. — Supposons
(ju'unc toupie soit piiuiiliveiiunt mise en lolalinn nuloui- rie son axe, comme
dans le cas traité ( n° 39G), puis abandonnée à elle-niéiMC. .\ppelons m„ la valeur

initiale de cos6; nous avons vu qu'un point fixe z pris sur l'axe de la toupie

décrit une courbe spliérique ayant des rebroussemcnts sur le cercle u = u^ el

tangente à un cercle situé au-dessous du premier et correspondant à la racine u^

définie par l'équation

«(' — "î) — *''"o ("»—".) = "•

Supposons riiitensilé de la rotation initiale /„ déterminée de telle façon que
celte valeur de u^ soit nulle :

a = li-rlu^.

Alors la courbe spliérique est tangente au grand cercle horizontal de la sphère

et certaines intégrales deviennent pseudo-elliptiques.

Eu effet, dans ce cas, l'expression de ( -^ ) s'écrit

•l l'on a

clà , u,. — u

dt "
I — ir

En comptant le temps t à partir de l'instant où « = w„, et supposant que y
s'annule avec /, on a alors l'intégrale

(a) y'i — a-e("-T')' = \/ 1 — uu^ — i\Ju{u„— u),

où s désigne la constante —"—-> et i l'unité complexe \/— i. C'est ce qu'il est

facile de vérifier en prenant la dérivée logarilhmicjuc des deux membres par rap-

I
du ddi

, , , . . ^
port a t, et remplaçant ensuite -7- et -— par leurs valeurs eu fonction de u. On

dt dt

trouve que les parties réelles et les coefficients de i dans les deux membres sont

identiques. L'intégrale (a), dans laquelle on égale les parties réelles et les par-

lies imaginaires, donne les deux équations suivantes, que nous écrivons en

remettant pour u sa valeur cosO :

sin6cos(5f — ^) = ^i — «„cosO,

( sin6sin(s/ — '^) = — v^(«„ — cosO) cosO,

ces deux équations se réduisant à une, comme on le voit, en faisant la somme
des carrés.

Vérifier de même que, pour des conditions initiales convenables, on a une inlé-
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ijralc (le la forme

si n=Oe-( !'-"')'= (u- D) \/{u'— u) (u.— u)

-+- i{ li u- — F u) \ u — i/p

n, D, l^ F élanl des constantes réelles convenablement choisies.

On peut même faire disparaître le terme séculaire nt par une particularisation

encore plus grande des constantes du problème. Alors la courbe spiiériquc, lieu

du point ;;. est fermée. Dans le cas particulier du pendule spliérique, il est im-

possible de faire disparaître le terme /;/.

Pour un autre choix de constantes du problème, on a de même une intégrale

de la forme

sin^9e''(;'-"0'= ( u-— Du -+- D') \/(u'— j/) (" — "i)

-+- t ( Em-— Pu +- F') \Ju., — u,

D, D', E. F, F' étant des constantes réelles. On peut encore ici faire disparaître

le terme séculaire nt.

En général, \l désignant un entier, on peut trouver des cas particuliers où

sini^Ôe:^'^^"'^' est donné par une formule rentrant dans le premier ou le second

type suivant que [jl est pair ou impair, dans laquelle figurent devant les radicaux

des polynômes de degré ;x — i. (GrxEENiuLi., Proceedings of tlie London Mathe-

matical Society, Vol. X\V, cl Fonctions elliptiques, traduction de Griess.)

19. Un corps solide mobile autour d'un point fixe est sollicité par un couple

dont l'axe est toujours parallèle au moment résultant des quantités de mouve-

ment et dont le moment est toujours é.;al à ce moment résultant multiplié par

une constante "k. .Mouvement du corps.

Réponse. — Les équations du mouvement sont

A^ H-(C — B)7/--f- AAy> = o

En posant /> = e-'-'p', >>f'=i— c'-', ces équations se réduisent à

A^'+(C-n)7''-'=o, ...,

de sorte que /?', g', /' sont les mêmes fonctions de t' que p, 7, /• le sont de t

quand il n'y a pas de forces extérieures. ( Voyez Greenuill, Fonctions elliptiques,

traduction de Griess, p. i55, et Padova, Atti delV Academia di Torino, t. XVI,

i885-i8S6.)

20. Mouvement d'une sphère homogène mobile autour de son centre dans un

milieu résistant. Cette sphère est munie à sa surface d'ailettes planes de nombre
et de formes quelconques, dont les plans passent par le centre. Trouver le mou-
vement en négligeant les masses des ailettes et supposant que la loi de la résis-

tance est la même que dans l'exercice du n° 403.

Réponse. — Les équations d'Euler sont alors des équations linéaires simulta-

nées à coefficients constants.

21. Un corps non pesant peut se mouvoir autour d'un point fixe et n'est sou-

mis à aucune force; en outre, ce corps est immobile. A l'instant t, on fait agir
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sur lui une force F donnée en grandeur cl position. Quelles sont, à l'inslanl

l-i-ilt, la position di" l'axe instanlam; de rotation cl la vitesse angulaire de

rotation ?

Même (jiicslion si l'on f;iil af;ir [liusiours furccs.

(Stkiciikn, Crclle, i. 'i3, p. l'ii.)

11. Vnc tige pesante d'épaisseur inlininirnt petite est iiinhilo autour il'iin de

SCS points (|ui est fixe. Trouver son mouvement.

(Il existe sur la tige un point qui se meut comme un pendule cuniiiuc.)

[TissoT, Thèse (Journal lie LiouK'il II', t. WII, iSSa.)]

23. F^orsqu'un corps tourne autour d'un point lixe sous l'action de forces dont

le moment par rapport à l'axe instantané est constamment nul, la vitesse de rota-

tion est proportionnelle au rayon vecteur de l'ellipsoïde d'inertie diri;;é dans le

sens de cet axe. La réciproque est vraie.

La proposition directe s'ap|)lique en particulier au mouvement d'un corps tour-

nant autour d'un pomt fixe et assujetti à rester en eontacl avec une surface dxc,

sans être soumis à d'aulrcs forces que les réactions normales de la surface.

( l''i.YE Sainte-.Maiui:, Journal de lAouville, t. III, 1IS77.)

24. Mouvement d'un solide homogène, pesant de révolution, fixe par un point

de son axe et assujetti à s'appuyer sur un cercle fixe dont l'axe passe par le

point de suspension. .

I" Rn négligeant les résistances passives;

i" Va\ tenant compte du frottement de glissement de la surface du corps sur le

cercle fixe et supposant la composante normale de la réaction du cercle dirigée

perpendiculairement à la di-oite qui joint le point fixe au point d'appui.

(AsTOR, Nouvelles Annales de Mathématiques, iScj], p. ^\>.)

1'). Dans un />la/i fixe se trouve une circonférence matérielle homogène de

masse m dont les éléments attirent, suivant la loi de \ewton, les éléments d'un

solide dont le centre de gravité est assujetti à rester fixe au centre du cercle.

Jrouver le mouvement du corps en supposant que ses dimensions soient très

petites par rapport au rayon du cercle.

On trouvera la solution du proljlcme à l'aide de fonctions 6 à deux arguments,

avec de nombreuses indications bibliographiques, dans la dissertation inaugurale

de M. Oscar Perron, présentée à l'Université de Munich en 1902 ( Wolf und

Sohn).

Ce problème est dans un rapport étroit avec le problème du mouvement de la

Terre autour de son centre de gravité : dans ce dernier problème on suppose

ordinairement que l'ellipsoïde central d'inertie est de révolution.

20. Interprétation de la période imaginaire dans un mouvement à la

Poinsot. — On peut, par un choix convenable des conditions initiales, associer

les mouvements deux à deux, de telle façon que la période réelle de l'un soit

égale à la période imaginaire de l'autre divisée par i. ( Appell, /iullelin de la

Société mathématique de France, t. XXVI, 1898, p. 9S. )
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CHAPITRE XXI.

CORPS SOLIDE LIBRE.

I. - GENERALITES.

iOi. Équations du mouvement. — Pour connaître le mouve-

ment d'un corps solide libre, il suffit de connaître le mouvement

d'un point du corps, par exemple du centre de gravité, puis le

mouvement du corps autour de ce point.

Imaginons trois axes rectangulaires fixes O;, Or,, Ot{Jig. ;î36)

Flg. 236.

l

et appelons ;, y,, "C, les coordonnées du centre de gravité G par

rapport à ces axes. Les équations du mouvement du centre de

gravité donnent, en appelant M la masse du solide.

")
et-' «^—v dr^

Z¥r

OÙ les seconds membres sont les sommes des projections des

forces appliquées au corps sur les trois axes Oç, r,, "C.

Menons ensuite par le centre de gravité G trois axes de direc-

tions fixes Oxi
, y\, ^1 ,

par exemple trois axes parallèles aux axes

fixes Oç, T], Z,.

Le mouvement du corps par rapport aux axes G:r,, j^i, z^ est le

mouvement d'un solide autour d'un point fixe : si l'on considère
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trois axes G J*, y^ z liivarlahleiiicnl lit-s an corps, la position du

(;or|)S aiiloiii- de G sera déliiiie par les trois angles d'EiiIer, 0, 'i, •!>

des axes <'./",
J', z avec d^',, Vi, 3|. .\ous avons ohlonu les (Mpia-

tions du mouvement d'un solide autour d'un point fixe en appli-

(|uaiil le llléorème des moments des (piantités de mouvement. Or ce

tliéorrinc s'applique au mouvement relatif autour du centre de

gravité (n" 335) : nous pourrons donc a[)plifpier à ce mouvement
toutes les ('cpialions établies précédemment pour un solide mobile

autour d un point fixe.

Applitpions, en particulier, les équations d'I^nler. IVenons pour

axes G j-, y, z, liés an corps, les axes |)rincipaux d'inertie relatifs

à G, et appelons A, B, C les trois moments principaux d'inertie.

A chaque instant, les vitesses des points, par rapport aux axes

Gx,, j>',, :;,, sont les mêmes que si le corps était animé d'une

rotation instantanée to de composantes /?, «y, /• suivant les axes

Gx, y, z. Le moment résultant, pariapport à G, des quantités de

mouvement relatives est un segment Go-, ajant pour projections

A/>, B/y, C/- sur les axes G.r, y, z. On a alors, en aj)|)elant L,

M, N les sommes des moments des forces appliquées au solide

par rapport à ces mêmes axes, les trois équations d'Euler

(2
) { BJ + (.\ — C)/-/>= M,

On a ainsi six équations (i) et ('->) déterminant les six para-

mètres ç, -1], J^, 0, cp, 'il en fonction de t. En général, les seconds

membres de ces équations dépendront des six paramètres, et même
de leurs dérivées premières, si les forces dépendent des vitesses;

de sorte qu'il faudra considérer simultanément les six équations.

Dans le cas où le corps solide n'est pas entièrement libre, les

six paramètres sont assujettis à certaines relations; mais alors des

réactions inconnues s'introduisent.

lîcmarqiie. — Les axes G.r, r, - étant les axes principaux, la

force vive du corps, dans son mouvement relatif autour du centre

de gravité, est Kp'--\- B^'-H C/-.

A., II. i5
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Exemples simples. — Dans les trois exemples suivant':, on peut inté-

grer séparément les équations (i), puis les équations (2).

i" Soinh' pesant dans le vide. — D'abord le centre de gravité décrit

une parabole comme un point pesant dans le vide. Ensuite, les forces

extérieures, les poids, ayant une résultante unique appliquée au centre de

gravité G, les quantités L, M, N sont nulles : le mouvement du corps au-

tour de G est identique au mouvement d'un corps solide autour d'un

point fixe, dans le cas où les forces ont une résultante unique passant par

ce point : c'est donc un mouvement à la Poinsot.

2" Corps solide dont les éléments sont attirés par un centre fixe

proportionnellement à la masse et à la distance. — Les attractions ont

une résultante unique appliquée au centre de gravité G et égale à l'at-

traction qu'exercerait le point O sur la masse totale concentrée en G.

Donc le point G décrit une ellipse de centre (n° 223), et le mouvement

autour de G est un mouvement à la Poinsot.

3" Planète supposée formée de couches sphériques concentriques et

homogènes. — On démontre, dans la théorie de l'attraction, que, si une

planète était un solide formé de couches sphériques concentriques et ho-

mogènes, l'attraction newtonienne d'un point extérieur [jl sur les points de

la planète, admettrait une résultante unique appliquée au centre de gra-

vité G et égale à l'attraction du point \x. sur la masse totale de la planète

supposée concentrée en G. Alors, quel que soit le nombre des points atti-

rants |Ji, la résultante de leurs attractions sur la planète serait appliquée

en G et égale à celle de tous les points sur la masse de la planète concen-

trée en G. Le mouvement de la planète autour de son centre de gravité

serait alors celui d'un corps mobile autour d'un point fixe G quand les

forces ont une résultante passant par le [)oint; mais actuellement lellip-

soïde d'inertie relatif au point G est évidemment une sphère et tout axe

passant par G est principal; le mouvement autour de G consisterait donc

en une rotation autour d'un axe de direction fixe dans le corps et dans

l'espace. Les phénomènes de précession et de nulation n'existeraient pas.

40o. Mouvement d'un ensemble de solides. — Quand il s'agit

d'un ensemble de solides, leurs réaclions mutuelles sont des

forces intérieures au système. Dans certains cas, il y a avantage à

considérer un des corps comme isolé; alors il faut regarder

comme extérieures à ce corps toutes les forces données et les

actions exercées sur lui par les autres corps du système.

II. — CORPS PESANT EN CONTACT AVEC UN PLAN
HORIZONTAL.

406. Historique. — Le mouvement d un corps pesant en contact avec un

plan fixe a été étudié pour la première fois par Poisson. Dans les Tomes o
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.1 8 «lu Journal de Crelle, Gournot reprit les équations de Poisson et les

appliqua au\ cas où l'on tient comjile du frottement. Le cas particulier

du mouvement d'une sphère avec frottement sur un plan horizontal (bil-

lard) a été traite par Coriolis dans un Ouvrage publié en i83j. l'uiscux

JournnI de Liouville, t. XIII et X\II; i8î8 et i85i) applique les équa-

lions de Poisson au mouvement d'un solide pesant de révolution sur un

plan horizontal parfaitement poli, en étudiant princi|>alement les varia-

tions de l'angle que fait l'axe de révolution avec la verticale. Dans le qua-

trième \'olume du Quarterly Journal of Matheniatics, 18G1, IM. Slesser

forme les équations du mouNcment d'un corps pesant de révolution assu-

jetti à rouler et pi\otcr sans glisser sur un plan horizontal, ce qui revient

à supposer que le coefficient du frottement de glissement est infini, de

façon à rendre tout glissement impossible; il emploie, pour traiter le

problème, des axes mobiles dans le corps : cette même méthode est suivie

par Roulh (Rigid Dynamics, t. II). Le problème du roulement avec pivo-

tement d'un corps pesant sur un plan a été traité aussi par Neuniann

(Mathcniatisc/ie Annalen, t. XX\ II, 1886). Citons enfin un Mémoire de

Schoulen : Propriétés /générales du roulement exact d'un corps de

révolution sur un plan horizontal appliquées au mouvement d'un

corps de révolution autour d'un point fixe de son axe ( Verslagen dcr

Kuninklijke Akademie von M'etcnscliappen te Amsterdam, t. V, i88ij).

Ces méthodes générales s'appliquent en particulier au cas du cerceau ce

cas a été traité déjà par Kerrers {Quarterly Journal, 1872); il a été

repris par M. Carvallo (Journal de l'Ecole Polytechnique, 1' série,

Cahiers V et VI; 1900 et (901), et par MM. Kortevveg et Appell (AV^iv

Archief voor M'iskunde, 2* série, t. IV, juillet iSycj; liendi Conti del

circolo malhematico di Palermo, août 1899; Les mouvements de rou-

lement en Dynamique, Collection Scientia, 1899, n" A).

Nous reviendrons sur ces questions comme application des équations de

la Mécanique analytique.

407. Corps pesant de révolution glissant sans frottement sit/- un

plan horizontal fixe. — Imaginons un corps solide pesant assujetti aux

conditions suivantes : 1" relli[)Soïde d'inertie relatif au centre de gravité G
est de révolution autour d'un axe G-5; 2° le corps touche un plan hori-

zontal fixe par une surface de révolution autour du même axe. Ces con-

ditions sont remplies, en particulier, pour un solide homogène pesant de

révolution.

Représentons la méridienne de la surface de révolution par laquelle le

corps doit toucher le plan fixe {fig. 237). Le plan tangent en un point P

de cette méridienne est perpendiculaire au plan méridien zGP sur lequel

il a pour trace PT. Soit Ç la distance GQ du centre de gravité au plan

tangent et l'angle de cette perpendiculaire avec G-; X, est une fonction

deÛ
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qui est tlclcrminée dos que la méridienne est donnée. Invcrsenienl, on

peut se donner a priori une relation de cette forme : la surface corres-

pondante a pour méridienne une courbe enveloppe des droites PT vérifiant

cette condition. 11 est évident, en outre, que, la méridienne étant donnée,

la dislance QP, que nous appellerons p, est aussi une fonction connue de 6.

Pour déterminer cette fonction, remarquons que, par rapport au\ axes

Fie. 23-.

Gt et Gz situés dans le plan de la méridienne, la tangente PT a pour

équation
^sine— ^cos6 =/(0).

La méridienne étant l'enveloppe de cette droite quand varie, on obtient

les coordonnées du point de contact P en associant à l'équation précédente

sa dérivée par rapport à

:rcosO-^GsinO =/'(e).

Cette dernière équation représente donc une droite passant par P : c'est

la normale PR; sa distance au point G est égale à QP. On a donc

P==t/'(0).

Ceci posé, plaçons le solide sur un plan hori.;ontal fixe ^Oi\, et soit P

le point de contact de la surface de révolution considérée avec le plan

{fig- 238). Choisissons dans le plan fixe deux axes rectangulaires fixes 0|,

Otj et prenons un axe vertical OÇ vers le haut. Soient Ç, t), Ç les coordon-

nées du centre de gravité G, G, o, t}^ les angles d'Euler définissant la posi-

tion des axes principaux d'inertie Gx,y, z liés au corps par rapport à des

axes GaTij^i, z^ parallèles aux axes fixes O^. t], ^; l'axe Gz est dirigé

suivant l'axe de révolution : les moments d'inertie principaux autour de

Gx et Gy sont alors égaux, A = B.

On voit que Ç est la distance GQ du centre de gravité G au plan tan-

gent \Gr\, et que la droite GQ fait précisément avec l'axe Gz de la sur-

face l'angle ; on a donc la relation

(I) C=/(0),
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y(0) étant une fonction conniio. C'est cette relation (i) qui exprime que Ii-

corps touche le plan iiorizontal.

Les forces a},'issant sur le corps sont, en appelant M sa masse, le poids

Mff applique en G et la réaction normale \{ du plan appliquée en I*.

Fi g. -i-^S.

Ces deux forces étant verticales, on a, en écrivant deux des équations

du mouvement du centre de gravité,

(i) M -r^ = o. M

Le point Q, projection iiorizontale du centre de gravité, est donc animé

d'un mouvement rectiligne uniforme.

1° La projection horizontale de G est fixe. — Nous supposerons

d'abord, pour simplifier, que la vitesse initiale imprimée au centre de gra-

vité est nulle ou verticale. Sa projection horizontale est alors nulle au

début et, comme cette projection reste constante, elle est toujours nulle.

Dans ce cas, le point Q e<t fixe et le centre de gravité ne fait qu'osciller

sur la verticale de ce point.

Appliquons le théorème des forces vives au mouvement absolu. La force

vive totale est égale à la force vive I^M -7^ )
<lc la niasse totale concentrée

en G, plus la force vive A(/>--f- q"-) -\- Cr- dans le mouvement relatif au-

tour de G. D'autre part, le travail de la réaction normale du plan est nul,

le travail élémentaire du poids est — AI.A'-f/^. On a donc l'intégrale des

forces vives

(3) M
\dt)

-^k{iA-\-ci-'-)-^Q.r'' = — i^\gX,-\- h.

Remarquons ensuite que les forces appliquées au corps, réaction du

plan et poids, ont leurs moments nuls par rapport à QrZ\\ comme le théo-

rème des moments s'applique au mouvement relatif autour du centre de

gravité, on voit que, dans ce mouvement relatif, la somme des moments
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des quantités de mouvement par rapport à G;;| est constante. I.a projec-

tion sur G-i du moment résultant Gti des quantités de mouvement rela-

tives est donc constante. Or les projections de Gffi sur les axes Gx, y, z

étant \p, A (7, Cr, on a

(4) A/Jsin0sinç-i-A<7sin0coso-T-Cr cosO = K.

Enfin, les deux forces appliquées au corps, réaction et poids, rencontrent

l'axe de révolution G;;, donc N = o, et la troisième équation d'Euler est,

puisque A = B,

Dans les équations (3) et (4 ) remplaçons /• par /"o,/? et q parleurs valeurs

dZ.
en fonction des dérivées 0', cp', 'V {\\° 382), "Ç par /(6) et -^y

par/'(0)6'.

Ces équations prennent la forme

\
[i + c/'nO)]0'2+'y2sin20 = a-a/(0),

(
6' sin^O = [3

— 6^0 cosO,

où a et j3 sont des constantes arbitraires, tandis que a, b, c sont des con-

stantes positives déterminées

M , G M
a = -ig-^, ^=A' "=A-

Ces deux équations (6) donnent et 6 en fonction du temps; o est ensuite

déterminé par la relation

(7) ro= o'-f- 'V cos6.

L'élimination de 'V entre les deux équations (6) donne

(8) ('^)'[n-c/'2(0)]sin20 = [a — a/(0)]sin20 — ( 3 — 6ro cose)2,

d'où t en fonction de par une quadrature. Si /(O) est une fonction ra-

tionnelle de sinO et cos6, cette quadrature sera hyperelliptique en prenant

comme variable tang-- L'angle 6, partant de Oo, ne pourra prendre que

ÔK% valeurs rendant positive la fonction du second membre

«ï>(ej = [a — a/(0)J sin^O — (jB — br^, coi^y-.

Remarquons que f((i) désignant la distance du centre de gravité au

plan fixe est toujours fini, et substituons à la place de les valeurs o, 6o>

T : nous aurons pour 4>(0)les signes — , -t-, — , car la valeur initiale Oo

donne évidemment pour 0' une valeur réelle. La valeur Oq est donc com-
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|)ri«e oiitic dciiv racines réelles 0, cl Oj de i'CO) et ne pourra (|ii'oscillcr

entre ces racines. La discussion est donc analogue à celle que nous avons

faite en détail, dans le Cliapitre précédent, pour le mouvenienl d'un corps

pesant de révolution, mobile autour d'un point de son axe. L'élimination

de dt permettra d'exprimer également -^ et
'f^
en fonction de par des qua-

dratures.

Coiir/te dccrile sur le plan par le point de contact. — Le point Q
étant supposé fixe, nous le prendrons comme origine d'un système de

coordonnées polaires dont l'axe polaire Q\ sera parallèle à Gtj. Le rayon

vecteur QP = p est une fonction connue de 0,

P=±/'(0),

déterminée par la forme de la surface de révolution par laquelle le corp<

touche le plan. L'angle polaire / = XQP est égal à i}/ -4- — • Ln effet, le

plan GQP coïncide avec le plan projetant horizontalement l'axe de révolu-

tion, c'est-à-dire avec le plan z^Gz; or la normale GI à ce plan fait avec

Gj"! l'angle '|; la normale QIl au rayon vecteur QP, dans le plan hori-

zontal, fait donc avec Q\ un angle égal 'b^ et l'angle XQP = y est bien

égal à ^|/-4- -. On a donc

(9)
dy _ d'h _ '^ — brQ cos

Tlt " ~di
~ '

sin^O

L'élimination de dt entre cette équation et l'équation (8) donne y en

fonction de 6 par une quadrature, et comme est lié à p par une équa-

tion connue p =±/'((}), on aura / en fonction de p par une quadrature.

2° Cas général. — Nous avons supposé le point Q immobile. En général,

ce point est animé d'un mouvement recliligne et uniforme. On étudiera

alors le mouvement du corps par rapport à des axes Q, X, Y, si, de direc-

tions fixes, ayant pour origine le point Q. Gomme ces axes sont animés

d'un mouvement de translation recliligne et uniforme, le mouvement

relatif du corps est donné par les mêmes équations que le mouvement

absolu (n" 33i); comme, dans ce mouvement relatif, la projection hori-

zontale Q, du centre de gravité, se fait constamment à l'origine, on est

ramené au cas que nous venons de traiter.

408. Exemples. — i" Toupie. — La toupie est un corps pesant de

révolution reposant par une pointe P sur un plan horizontal fixe. On peut

regarder cette pointe comme une sphère de rayon infiniment petit ayant

son centre en V{fig. aSg, a). Le corps pesant touche alors le plan hori-

zontal |)ar celle sphère. La dislance ^ = GQ est ici donnée par la formule

Ç = /cosO,
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OÙ / désigne la longueur GP
;
puis p = QP = /sinO. Il faudra donc, dans

les équations précédentes, faire /( 0) = / cosO, p = /sinO. Le deuxième

membre de l'équation (8) devient un polynôme du troisième degré en cosO,

identique à celui qui se rencontre dans le pioblènie de Lagrange et de

Poisson.

2° Pièce de monnaie. — Une pièce de monnaie de rayon /, glissant

sans frottement sur un plan horizontal fixe, est un solide de révolution en

contact avec le plan par une surface réduite à une circonférence (y?^. aSg,^).

L'axe de la surface est la normale G^ au plan de la pièce, la méridienne un

point de la circonférence. On a actuellement

GQ = r=/sinO, PQ = p = ^cose.

Il faudra donc prendre

/(O) = ^sinO, l cosO.

3° Remarque de Puiseux {Journal de Liouville, t. XIII).— On peut,

quelle que soit la forme de la surface de révolution, prendre r^ assez grand

pour que reste aussi voisin qu'on le veut de sa valeur initiale 9^. En effet,

d'après l'équation (8), il faut que, pendant toute la durée du mouvement,

la fonction

«i'Ce) = [a — a/(0)]sin20 -
( ^ — ô/'o cosO)2

soit positive.

Plaçons-nous dans les conditions initiales suivantes : animons le corps

d'une rotation r^ très grande autour de son axe de figure G-, puis posons

ce corps sur le plan sans donner de vitesse au centre de gravité. Alors/», </,

d^ dri dX,
, - ,,. ••

I 1 1- - 1
-7- > —f-j -r- sont nuls a 1 instant initial : on en conclut, d après les expres-
dt dt dt '11
sions de/? et ^ en fonction de t|/' el 0', que <!/' et 0' sont nuls aussi à l'instant

initial, c'est-à-dire pour = Oq. D'après les formules (Cj, on a donc

a = a/(Oo), p=6/-ocoseo,
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cl la foiiclion <I»(0) devient

'IMO) = a[/(0o)— /(O »] sin^O - A'/-' (cosO«— cosO)»,

où la racine Oo est en évidenre. Supposons que aille d'abord en crois-

sant, il ne pourra pas aller jusqu'à ?:, car = ?: rendrait 'I>(0) négatif;

donc oscillera entre la valeur Oq et une valeur 0, qui est la première

racine de *ï>(0) rencontrée entre Oo et t:. Nous voulons montrer que l'on

peut prendre /\, assez, grand pour que Oj soit aussi prés qu'on le veut de Op.

Ecrivant que Oi annule 4>(0), on a

(cosO,-cosO,p= "'1'''^
[/(Oo)-/(0.)|.

Soit D le maxinuiin de la distance du centre de gravité du corps an plan

qu'il touche, dans toutes les positions possibles, y( Oq) — /(Oj ) est moindre

queaD, sin^Oj est moindre que i, et l'on a

(cosOo— cosO,)2 <

On peut donc prendre r^ assez grand pour que Oj et, par suite, diffèrent

de Oo d'aussi peu qu'on le veut.

4° Théorie du pied écjuilibrisle ou gyroscope Gervat. — Les calculs

précédents s'appliquent au mouvement d'un solide de révolution assujetti

à des liaisons quelconques, sans frottement, qui s'expriment analytique-

ment par une équation de la forme ^ =y(0), où Ç est la hauteur du centre

de gravité au-dessus d'un plan fixe et l'angle de l'axe de révolution avec

la verticale; c'est ce qui arrive, par exemple, dans l'appareil suivant qui,

au premier abord, paraît assujetti à des liaisons d'une tout autre nature

que celles que nous venons d'étudier.

Le pied équilibriste ABCDE(yZ^. 240) est formé d'un fil métallique de

F\^. 2'(0.

I""", 5 de diamètre environ. Il se compose à peu près d'un demi-cercle

vertical ABC muni, au bas, d'un appendice BDE quia pour but de le faire

reposer, sur le plan horizontal, par la j)artie DE qui est rettiligne et per-



234 1) VNA.M iQi" i; m; s systèmes.

pendiculaire au plan du cercle ABC. En A et C, le fil est doublement

recourbé de façon à former deux coussinets qui reçoivent les extrémités

de l'axe de la toupie gyroscopique. Dans cette position, le plan moyen du

tore de la toupie passe par DE : le centre de p:ravité de la toupie est sur

son axe flans le plan mené par DE perpendiculairement à l'axe AG.
Si la toupie ne tourne pas, l'équilibre est instable, le tout bascule autour

de DE. Mais si la toupie tourne sur elle-même avec une grande vitesse

(environ cinquante tours par seconde), le système semble être en équi-

libre slalde quand le plan DBE est vertical. De là le nom de pied éqiiili-

hriste <lonné par l'inventeur à ce jouet. En réalité, le pied exécute autour

de la position apparente d'équilibre des oscillations manifestées par un son.

La masse de la toupie étant très grande par rapport à celle de la mon-
ture et du pied, négligeons complètement ces dernières : la monture et le

pied, ayant alors une masse nulle, ne servent qu'à établir entre la toupie

et le plan une liaison géométrique qui s'exprime comme il suit. Appelons

t la distance du centre de gravité G de la toupie au plan horizontal, / la

longueur de la perpendiculaire abaissée de ce point G sur DE; quand

l'appareil s'incline autour de DE, l'axe de la toupie fait avec la verticale

ascendante un angle et l'on a Ç = /sinO. Cette relation étant identique

à celle qui se présente dans le cas d'une pièce de monnaie mobile sur un

plan horizontal, les équations du mouvement dans le cas actuel se dé-

duisent des équations générales précédentes en supposanty(O) = / sinO.

La remarque de Puiseux s'applique : en supposant i-q suffisamment grand,

reste aussi voisin qu'on le veut de 6o.

Dans le cas particulier où l'axe AC est primilivenient iiorizontal et part

du repos, commence par être égal à -% 0' et 6' commencent par être

nuls. Le* équations générales montrent alors que reste égal à —, que

fl = o, et que <l' = o, '|/ = constante.

(Pour les détails de la discussion, voir un article de M. Carvallo, Bul-
letin de la Société mathématique, t. XXI, 189'L)

409. Remarque de Thomson. — Nous venons de voir que si le corps

est animé d'une rotation rapide autour de son axe, puis posé sur le plan

sans vitesse imprimée au centre de gravité, le mouvement est stable, en

ce sens que l'angle de l'axe de rotation avec la verticale est sensiblement

constant. Il est très remarquable que, si l'on impose de nouvelles liaisons

au corps, ces liaisons, au lieu de renforcer la stabilité, peuvent la faire

disparaître.

Prenons, par exemple, une toupie dont la surface latérale est en partie

un cylindre de révolution, et plaçons-la entre deux plans verticaux fixes,

n et n', parfaitement polis, parallèles au plan ; v, de telle façon que l'axe

Gz de la toupie soit assujetti à rester dans un plan fixe parallèle au plan

^0^. Dans ces conditions, l'angle 'h est constant et égal à — ; <l' = o. La

f
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mise en équation esl la inOinc que prcccdenunoiit, à condition de Icuir

compte (le cette condition '{/—-, i\o f;iire /( ) = / cosO, puisqu'il s';if;il

d'une toupie, et d'ajouter aux forces extérieures les réactions norm;ili.'s

des deux plans II et W, réactions qui sont horizontales et rencontrent

l'axe Gz du corps.

La vitesse initiale du centre de gravité (i «'lani miiIIi-, I,i projection hori-

zontale Q de ce point esl fixe.

Fig. 2',l.

Le théorème des forces vives appliqué au mouvement absolu donne

[première équation (6) où <\i'= o,/(0) = /cosO]

0'2(n-r/2sin2 0) r= a — a/cosO.

Si l'on suppose la toupie animée au début d'une rotation r^ autour de

son axe de figure supposé immobile, 0' doit être nul pour = Oo- On a

donc 1 = al cosOo,

0'2(i +- cl- sin^O; = a/(cosOo— cosO).

Comme le second membre doit être positif, partant de Oo ne peut que

croître, et la toupie se renverse. On a, en outre, œ'= r,,.

La même remarque s'applique au pied équilibriste (n"408, 4") • si l'on

empêche la base DE de tourner, en la plaçant dans une fente du parquet,

l'appareil se renverse.

410. Corps pesant touchant, par une surface cylindrique, un plan

horizontal poli. — Le corps va toucher le plan horizontal tout le long

d'une génératrice PP'. Prenons les mêmes axes fixes OÇ, r,, Z, et les mêmes
axes mobiles Gx\, yi^ Zy que dans la question précédente; puis, choisis-

sons pour axes liés au corps la parallèle Gx aux génératrices du cylindre

menée par le centre de gravité, et deux axes rectangulaires G^ et G g

dans le plan de la section droite. La perpendiculaire Ç = GQ, abaissée du

point G sur le plan horizontal, fait, avec Gz, l'angle appelé : la forme

de la section droite étant donnée, on aura encore une relation géométrique

de la forme Ç = /"(O). De plus, l'axe G.r étant parallèle au plan horizontal
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est dans le plan r, Gji, l'angle d'Eulor ç est nul. Les expressions de p,

q, r deviennent donc

(lo) p = (}\ «7
— tl/'sinO, /• =^ <!/' cosO.

On voit que la projection horizontale Q du centre de gravite est encore

animée d'un mouvement rectiligne et uniforme, car les seules forces exté-

Fig. 242.

rieures, poids et réactions normales du plan, sont verticales. Le cas général

peut se ramener au cas où Q est immobile.

Actuellement, les axes Gcc,j% z n'étant pas principaux, la force vive du

corps dans son mouvement autour du centre de gravité est

2T = A.p'--h B q- -i- C r-— iDqr — lErp — 2F pq,

et les projections du moment résultant Gai des quantités de mouvement

relatives sur les axes Gx, y, z sont

àT OT OT

dp aq Or

Le théorème des forces vives appliqué au mouvement absolu donne

donc, d'après le théorème de Kœnig et les valeurs de />, q, r,

/ [A-^M/'2(9)]0'2

(,j) H-(Bsin2e-+-Ccos26 — aDsinOcosOj'Vï

(
— 2(Fsine-}-EcosO)0'J;' = — 2M^/(0)-f-/j.

D'autre part, la somme des moments des forces, par rapport à l'axe G^i,

est nulle. La projection sur Gsi du moment résultant Gaj des quantités

de mouvement relatives est donc constante. Ce qui donne

Actuellement, comme o est nul, les trois cosinus Y) Y' T" ^*^"'- Y — ''i

•[' = sinO, y"=cos6. On a donc

sinOCB^r -F/j — D /•)-{- cosO(C/- — D^ - Ep) = K
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ou, enfin,

(12; (nsiii»0-+-Gcos»0 — 2l)sinOcosO)'>'— (F sinO-r- EcosO)0'= K.

Ce«i (leii\ équalioiT^ flonncnt cl •{/ en funclion «le /. l/éliininalion de 'V

donne une équation de la loime

d où I on lire -j- en fonction de 0, puis t en fonction de par une quadra-

ture. On a ensuite •{/ en fonction de par une autre quadrature. L'angle 6

ne peut prendre que des valeurs rendant positive la quantité 'r(6). Nous

laissons au lecteur le soin de faire cette discussion et de chercher, comme
précédemment, le lieu du point P projection du centre de gravité sur la

génératrice de contact.

Si le corps est un prisme reposant par une arête PP' sur le plan, on

pourra prendre le plan GPP' pour le plan des xz : alors GQ = ^ = / cosO,

/ désignant GP.

/iemar(/ue. ~ Le corps étant abandonné à lui-même sans vitesse, cher-

chons s'il peut arriver que la génératrice de contact PP' se déplace paral-

lèlement à elle-même. (Agrégation, 1893.) Dans cette hypothèse, les valeurs

initiales de 0' et •^i' sont nulles, et il faut voir si 'V peut rester nul pendant

toute la durée du mouvement. On a donc K = o; comme 0' n'est pas nul,

léqualion (12) montre que, pour que •!/' reste constamment nul, il faut et

il suffit que E = o, I" = o : cela veut dire que le plan de la section droite

j'Gz mené par G est un plan principal d'inertie relatif au point G.

ill. Mouvement avec frottement d'une sphère homogène pesante

sur un plan horizontal (bille de billard;. — Prenons dans h; piiin hori-

ziMital, sur lequel se meut la sphère, deux axes fixes O;, Or,; nous pren-

Fii:. 2^3.

drons pour axe des Ç une verticale dirigée vers le haut. La bille est sou-

mise à deux forces : son poids M :,' ap|)liqué en son centre G et la réaction

du plan appliquée au point de contact A ; cette dernière force a une com-
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posanlc viMlicale N cl imo coiiiposanle horizontale l\ dont les projcclions

sur les axes O; et Or, seul X et Y.

Les équations du mouvenicnt du contre de gravite sont ainsi

^ étant constant, la dernière donne

la composante normale de la réaction est donc toujours égale au poids de

la bille. Les lois du frottement de glissement montrent alors que la com-

posante tangenlielle F a une intensité constante

Pour un observateur entraîné par le centre de gravité, la sphère semble

tourner autour de ce point; soit co la vitesse instantanée à l'époque t,

nous désignerons par p, q, r ses composantes suivant trois axes Gt, y, z

parallèles aux axes fixes menés par le centre de la sphère. Nous appli-

querons dans ce mouvement relatif le théorème des moments des quantités

de mouvement |>ar rapport aux axes z, x tl y. La vitesse relative d'un

point quelconque m\x, y^ z) ayant pour projections

V,,. = 7 c — /•_;-, ^'y=rx—pz, \. = py—qx,

le moment de la quantité de mouvement de ce point, par rapport à G;;,

a pour expression

ni{xyy— >'^^r) = rni{x--\- y-) — pnixz — qmyz.

Faisons la somme de toutes les quantités analogues pour les divers

points de la sphère, nous aurons

-Lm{x\y—y\^) = MK^r,

puisque les sommes I.nixz, Zmyz sont nulles et que I.in{x^-'r- y'^) est le

moment d'inertie MK^ de la sphère par rapport à un diamètre. Les forces

appliquées à la bille rencontrent toutes deux O-s, par conséquent on a

l'équation

qui montre que la composante verticale de la rotation reste constante.

Par un calcul semblable, nous aurons, pour les axes Gx et Gy,

(.) MK^f = RV, .MK.§=-RX,
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'•il \c9: seconds ineiiibrcs sont les miomuiiIs tic I' par rapport aux axes Gx
,1 G V.

Ap|)liquons maintenant la deiixicnif loi du frolteinent, -a\nir i|iie !•" est

en sens inverse de la vitesse du point de lu splière qui est en A. La xilesse

absolue de ce point est la résultante de sa >itesse d'entraincment

idf' dl^ 7/) ^^ ^'*^ ^^ vitesse relative Vf = — <yR, Vj =-+-/^R, V.= o;

si donc nous désignons par u et r les projections de la vite*?e cherchée

sur O; et Or,, nous aurons

d\ r, dr^
u = -, — a R, V = -,- -î- /) R ;

dl ' ' dt ^ '

il nous faut exprimer que X et Y sont proportionnels à u et r,

« _ X
V
"y'

Nous allons en déduire que la vitesse (^uv) du point qui est en A a une

direction fixe. Nous avons, en elTet, en différentiant les dernières équa-

tions

du _ d-\ dq dv _ d- r, dp
TU ^ UT^

~
~dJ ' dt^7rr-'~'dt'

1 . •
I

d-''- d- r dp do
, , ,

,

dans ces équations, remplaçons —r-;' -t-t' -f-» —r pai' leurs Nuleurs de-
df- dl- dt dt

duites de (i) et (2), nous aurons

Y Rî
^> 777

=



J.40 I) vNAM 101 !•: ni: S systicmks.

lion? (3), dos foliotions linôairos ilu toiiips. Cos qiiantitôs », c décroissent

en valeurs absolues. Si nous supposons, par exemple, 11 positif, \ est né-

ï;alif d'après les lois du frottement; il en est de même de —^, et la com-
' dt

|)()sante u décroît : elle arrivera nécessairement à zéro au bout d'un temps

lini T. puisqu'elle dépend linéairement du temps; si u était négatif, X
serait positif et ce serait en croissant que 11 s'approcherait de zéro.

Puisque le rapport — est constant, les dou\ composantes de la vitesse

s'annulent au même instant. A partir de ce moment T il n'y a plus de glis-

sement, et le roulement, accompagné de pivotement, qui se produit alors,

est stable; car si en dérangeant la bille on produisait un petit glissement,

d'après ce qui précède, le glissement disparaîtrait, dans un temps très

court.

A partir de l'instant T le mouvement est donc un roulement avec pivo-

tement. La réaction tangenticlle du plan est alors une force F, de direction

inconnue, assujettie à la condition F<y'N. Nous allons voir que, si l'on

néglige le frottement de roulement et pivotement, le mouvement du

centre de gravité devient, à partir de l'instant T, rectiligne et uni-

forme et F devient nul. En effet, si nous continuons à appeler X et Y les

projections de F dans cette deuxième phase, les équations (i) et (2) sub-

sistent sous la même forme. Si entre ces équations nous éliminons X et Y,

nous aurons

Comme, dans cette nouvelle phase, il } a roulement et pivotement, les

quantités u et v sont nulles et l'on a

dt -' dt ^

Tirant de là /) et </ pour les porter dans (4), on trouve

-J-T = o, -, „ = o.
dt^-

'

dt-

Le mouvement de G est donc rectiligne et uniforme, et les équations (i)

montrent que X et Y et, par suite, F sont nuls.

Suivant une remarque de Corioiis, les équations (4) étant obtenues par

l'élimination de X et Y ont lieu quelle que soit la réaction tangenticlle du

plan : elles s'appliquent donc pendant toute la durée du mouvement, aussi

bien à la première qu'à la deuxième phase. Or ces équations s'intègrent

immédiatement et donnent

dl K'- dr. K2
t

I
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l'mir iiilnpiéler ces ri>nmilc<, pri'iiniis un point 11 silnr an-dcssu-. iln

cenlio à unf (Ii>;lanct> C.U --: -- — - W: ses coordonm-cs iclalivcs à Gx, y, z
H 5 -^

sontnt o, o, - -
; il en ifsullc> ipic les iiicnin-rs nnMnlucs de* t(jnalions

précédentes sont les projerlions, snr 0$ cl Or,, de la vilesse absolue du
point de la bille qui à l'instant considéré est en II; on voit que la vitesse

de ce point est constante en grandeur et en direction : elle peut être con-

sidérée comme donnée par l'état initial du mouvement et c>-t indépendante

de toute liypotlièse sur la loi de la force tanj,'(Mitielle K. Kn particulier,

dans le mcuvemeiit final ((Icuvième phase), u et i' sont nuls et l'on a

en portant ces valeurs de ^ cl q dans les équations ( >), il vient

, K2\ d'z , / K^\ ,/r.

1/2 „

Cl, comme •—=-, les composantes de la \itesse finale du centre de irra-

vile sont
ci'; > ch, -,

,—- — - a

,

—-=-6;
<// 7 dt 7

ces composantes sont ainsi connues en fonction des conditinns initiales

qui, d'après (5), servent à calculer a et b.

Par exemple, il peut arriver que, dans les équations (i), les valeurs

.... , </; dr\ . . . . .....
initiales de -y-» -j- soient positives, mais que les valeurs initiales de /> et </

soient choisies de telle façon que a el b soient négatifs. Alors, au début,

le centre de gravité, supposé situé dans l'angle positif ^Otq, s'éloigne du

point O; mais dans la phase finale -j^ > ~ sont négatifs cl la bille revient
tu dt

en roulant et pivotant de façon à se rapprocher de O.

•ii:2. Cerceau. — Imaginons un solide |)esant qui rem|disse les contli-

lions suivantes :

i" Le solide est terminé par une arèle vive ayant la forme d'un cercle K

de rayon a
;

2° Le centre de gravité G du corps est situé au centre du cercle K;
}" L'ellipsoïde d'inertie relatif au centre de gravité G est de révolution

autour de la perpendiculaire G- au plan du cercle.

Supposons ensuite que le corps solide ainsi constitué soit assujetti à

rouler sans glisser sur un plan horizontal fixe II.

L'intégration des équations de ce problème de mécanique peut être

A., II. iG
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ramenée à des quadratures si l'on introduit, comme olémenl analytique,

la fonction liypcrgi omclrique de Gau«s; ce fait a lieu en particulier pour

le mouvement du cerceau ( ' ).

St'il H le |)oint de contact du cercle K avec le plan fixe ifif:. 244). Pour

Fig. .'\\.

étudier le mouvement du corps autour de son centre de gravité G, pre-

nons d'abord trois axes Ga"i^i^i de directions fixes, G^i étant la verticale

ascendante; puis trois axes mobiles (jxyz qui sont : i" un axe G^; normal

au plan du cercle K: 2" un axe Gx perpendiculaire au plan zÇ^Z\\ 5" un

axe Q>y perpendiculaire aux deux premiers.

L'axe Çtx est une horizontale du plan du cercle K; l'axe G k est une

ligne de plus grande pente ascendante du plan du cercle; le point H se

trouve sur la partie négative de G^.
Ces axes mobiles sont identiques à ceux que nous avons employés dans

le n" 400 pour l'étude du mouvement d'un solide de révolution suspendu

par un point de son axe. Nous désignerons, comme dans ce numéro, par

et <)j les angles z^^ÇfZ et X\(jx^ et par P, Q, R les composantes suivant

Gj", G^, G^ de la rotation instantanée 12 du triédre Çxxyz :

i^)
0' /sinO, R = -I/V-osÛ.

Une fois connue la position du triédre Gxyz, pour connaître la position

du corps il suffit de connaître, en outre, l'angle cp que fait un rayon GM
du cercle K invariablement lié au cercle avec G^-. La rotation instan-

tanée 0) du corps solide est alors la résultante de la rotation iî du triédre

Gxyz et d'une rotation <p' autour de Gz; les composantes/», q, r de celte

rotation sont donc (n°400)

(w) P =^ 0', y = Q = 'ysinO. R

Appelons «, v, w les projections de la \itessc absolue du centre de gra-

vité sur les axes mobiles Gxyz. Comme ces axes sont animés d'une rota-

(' ) Voyez KoRTEWEG cl Aitell, liendiconti del Circolo Mateniatico di Pa-
lernio, août 1899.
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t ioii instiiiitiiiiro 12, les iirojcHlioii?" Ac l'ard'IiTalinii alisuluc J du poini G
sur ces mêmes ii\os sonl, d'aini's des f<iiiniilr> cnimiii'. i i. I, n" (il ),

dt
(.)»«• 15»\

l'o/cts. —
- riciiniis. pour >-iui|ilili«'r, la iiias-c du <<^i|)s |iiiui- iiiiii<- : h-s

loicos appliquées au solide sonl :

I" Le poids ^ a|)plit|'jé en Ti, ii a\aiil poui pi ojcdions sur G.r, 0^,0;:

(), .A'sinO, — ^'cosO;

•>." I.a rraeliiiii du plan appli(iii('c m il, cl ayant pour projections

\. ^^ /..

Les cipiations du niouvi'iiicnt |K'u\ent alors si'crire comme il snil :

h'çiiafions du mouvement du centre de i^ravité. — La prf)jeclion di-

raeccléialioii J du poinl G sur chacun des Irois axes (jxyz esl cgaie à la

so mmc lies projeelions des forces extérieures sur le même axe. On a ainsi

les t rois iipialions

I ^
i

^"

dt

d»-

'dJ

(G)

Q„- _ lu. ^ X,
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G.ri )|Ci <lo (llreclions fixes menés par G est égale au veclcur GS. On a

iiin*! les équations ( n" 3S6)

cesl-à-diie, comme V = p. Q = q, R = g cotO,

A ^ -+- ( G r - A <7 col v/ =— ./ Z.

(7) 1^
AÎ^ — (G/- — A^ colOj/> = o,

f p «?/• V
[ L -r- = O \.

Conditions géométriques. — Pour écrire que la circonférence K roule

sur le plan, il faut écrire que la vitesse du point matériel H au contact est

nulle. Cette vitesse est la somme géométrique de la vitesse de translation

{u, V, <i') des axes Garjj'i^,, égale et parallèle à la vitesse de G, et de la

vitesse due à la rotation w autour de G ; cette dernière vitesse a pour

composantes, suivant les axes Gxyz, qz — /•), ..., où ar, >', z sont les

coordonnées de n(o, — a, o). En écrivant que les trois projections de la

vitesse du point matériel H sur les axes Gxyz sont nulles, on a ainsi les

équations

( 8 ) u -T- ar = o, v = o, w — cip = o.

En remplaçant u., v, iv par leurs valeurs tirées de ces dernières rela-

tions, dans les équations (6), on a un s^'stème de six équations (6) et (7)
définissant 6, o,

<J/,
X, Y, Z.

L'élimination de X, V, Z donnera trois équations définissant 6, cp, ii en

fonction de /.

Pour achever le calcul, on peut procéder comme il suit :

Eliminons X entre la première des équations (6) et la dernière des équa-

tions (7), nous aurons

du , ,^ G dr
—, h f/M' f/l' COtO = r- ,

dl ^ ' ^ a dt

OU, en remplaçant u, v, (!p par leurs valeurs (8),

(9) (C-^a-^)-jj —a^pq = 0: *

adjoignons à cette équation la deuxième des équations (y) :

(10) '^ /
— {Cr — \q colb)p — o.
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\oiis aurons ainsi deux t'iinalions pouvant servir à iliteiinincr «y cl r en

fonclinii (II- 0. lin eiïol, remplaçons-y /) par —- : le (.irlciiv t/t disparaît,

l'I l'on a les {\c\i\ iMpialion

,/f

t<: r-«^>^^-«^7 = o,

'!//

</()

C / -'~ A (/ cn\ — ()

fornianl un s\>tiinc d'iipialions linéaires cl lionioi^ènes définissanl r/ et r

en fonction tic 0. I-Jn tirant rj de le première pour le porter dans la

ileuxième, on a, pour diteiiiiinti- /•, ré(|ualion du deuxième ordre

I'. )

(-ette éipiation dniine /• en fonction de 0; la première de(ii) donne q.

lui lui atljoi^nant l'équation des forces vives

II- -' i- -T- n- -r- A ( p--\- q-)+ C r- =— 7.^f( sin ^ -h Ii,

on obtient en fonction de / par une quadrature; le deuxième membre de

cette équation est le double du travail de la pesanteur — gll, Ç désignant

la cote rtsinO du point G.

Intégration de l'ffjuation (12). — Par la substitution

léquation ( 1 >. ) devient

dir
s{\ — S) -

(IS-

cos-0 — s,

-.Is]'-^- Ca^
2 j ds

I
A( C -f- rt-

Cctte équation est celle de la série liypergéométrique de Gauss, dans

laquelle

ttii >ail que I intégrale générale de l'équation de Gauss {Œu^tcs com-
plètes, t. IIF, p. 9,10) est

À V(oL,
f{, Y, x) -H ;jL.r»-YF(x -f- 1 — y, p -t- i — '(, -2 - y, ^),

X et |x désignant deux constantes arbitraires. Donc l'expression de /• est

/•= ). r(a. % -, cos^o") -t- IX cosdl' f% -h -, p ^ i, -, cos^oV

On a ensuite

C -+- a- dr
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ce qui donne ôgaleinciit q oxpriinô par (le-; séries hypcrgéomélriques.

Kiifin. réoualion des forces \ives où /> = -7- donne / en fonction de par

une qnadralure.

On peut égalemeni, pour intégrer l'équation (i.>.), employer une substi-

tution indiquée par INI. Kovlcwt^ {Rendiconti del Circolo di Palermo.

août 1S99). *^<^ttc équation, en eiïet, se transforme par la substitution

cosO = X.

dans

('5) ('— *^'):7^^-^•^:77 —
</.r- " dx A(C -+- rt-

)

Les nouvelles substitutions

.r = ± ( I — 9. /
)

donneront

d'^r , ^ dr C«-
dr- ^ ' dt A(C -t- a- )

Sous celte forme, l'équation s'identifie avec celle de la série iiypergéo-

métriqiie, en posant

( I -1 ) 7 = ' • a H- 3 = I
, a. 6 = -—-^ — •

' '
' A(G-î-a2)

Klle possède donc l'intégrale particulière

F(a', 3', .,/)•

I:;n substituant successivemeat dans cette intégrale

on obtient l'intégrale générale de l'équation (loj sous la forme

('i5 )
/• = À' F a', ^', r, - ( 1 -i- :r ; -h a' F x', 3',

i , -Ci — .r)

(a; = cosO;,

Cette solution peut présenter des avantages dans des cas particuliers, à

savoir les cas où peut atteindre l'une des valeurs o" ou 180", ou s'en

approcher indéfiniment.

En premier lieu, elle nous avertit que le même mouvement ne peut pas

contenir ces deux valeurs, si, du moins, r n'est pas constamment égal à

zéro. Car, si À' diffère de zéro, la substitution a: = i , et si [Ji' en diffère, la

substitution x = — 1, conduirait à une valeur infinie de / parce qu'alors

l'argument de la série devient égal à l'unité positive, tandis que a'-4- ^i' — y'
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c^t égal à zéro. Or, il est clair qu'à une valeur iiifiiiic «li- r currr^inirHlrail

une valeur infinie de la force vive, valeur ([ii'elle m; peut pas prentlr»;.

Va\ seconti lien, elle nous apprend «pie, pour que puisse alleiiidre par

exemple la valeur ;= o", la constante À' iloit être égale à zéro.

l/expre ssion pnur /• se réduit donc, dans ce cas, à la forme plus simple

;jt' r 7.'
. '^\ I, -(I — x }\.

Il est évideiil qu'un mouvemiMit contenant = 0° ne serait piatiqueinent

réalisable jusqu'au bout que dans des cas, comme celui du cerceau, où toute

la masse est concentrée dans un seul plan. ( Kohtkwec;, loc. cit. )

EXERCICES.

1. Dans le innuvemenl d'un coi'i)- pesant de rôvolulion assujetti à glisser

sans frottement sur un plan ttorizontal, l'axe de révolution peut-il passer par la

verticale? Quelles doivent être les conditions initiales pour qu'il en soit ainsi?

2. I* Une plaque pesante ABC dont le périmètre contient un segiiicnl rccti-

ligne AB s'appuie par ce côté AB sur un plan fixe qui est horizontal et sur

lequel AB glisse sans frottement.

Celte plaque, qui est immobile à l'origine du temps, est abandonnée à l'action

de la pesanteur.

On demande la condition m'-eessaire et suffisante pour que, pendant le mou-
vement, le côté rectili2;ne .\B se déplace parallèlement à sa position initiale.

2° La condition demandée est, en particulier, satisfaite pour une plaque homo-
gène dont le périmij-tre est une demi-circonférence »le cercle.

On considère une plaque homogène, demi-circulaire, dont le rayon est égal à

i"; on suppose, en outre, qu'à l'origine du temps la pla<pic est immobile et fait

avec le plan horizontal un angle de 3o°.

On demande de trouver, dans ces hypothèses particulières, une limite supé-

rieure et une limite inférieure du temps qui s'écoule depuis l'origine jusqu'à

l'instant où la plaque semi-circulaire vient coïncider avec le plan horizontal.

( Agrégation . i Sg3
)

3. Equations dit mouvement d'un corps pesant sur un plan horizontal par-

faitement poli. — Ou suppose le corps tcrmiu'; par une surface convexe quel-

conque S, définie comme il suit. Soient Gxyz les axes firincipaux d'inertie re-

latifs au centre de gravité : menons un plan tangent P à la surface S et appelons

Y, Y*,
y" les cosinus des angles que fait la normale G:;, au plan P avec les

axes Gxyz; la distance ^ du plan langent P au point G est une fonction connue

de Y- Y' ï"' ^^ l*^* coordonnées x, y, z du point de contact sont également des

fonctions connues de y- Y > f" • P*"' exemple, si S est un ellipsoïde ayant des

axes a, 0, c dirigés suivant Gxyz, on a |>our Z, la valeur ^a^^^-h b'^f'^-h c'^f'-.

Supposons alors le corps placé sur un plan horizontal fixe P et prenons les

mêmes axes fixes G V^^ que dans le cas où la surface S est de révolution (n°407).

.\ppelons 0, ç. Ç/ les angles d'Kulcr du Irièdrc Gxyz avec le Irièdre Gj",!', r,
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parallèle aux axes lixcs. Le rorps étant laiii;eiil an plan liori/onlal, la vcrti-

eale G r, est perpendiculaire au plan lani;eiil et le ;; du centre de gravité est une

fonction connue des cosinus y, y', v" qui oiil pour valeurs sinO sin'-p, sinQcos»,

cosO. On a donc

de plus les coordonnées j~, i. c du point do contact par rap|iort aux axesG.rj'.:

sont aussi des fondions connues de cl 'j.

l>'a|irès cela la position du corps dépend de cinci paramètres l. t,, 0, cp, <]/.

Les seules forces extérieures étant le poids cl la réaction nornialc H diiigée

parallèlement à G:;,, on a d'abord (mouvement de G)

-M -T-T = o. M —-— = o, M —— = R — M ".
(ff- dt- dl- ^

On appliquera ensuite les équations d'Luler au niouvemenl relatif autour de G.

Les seconds membres L, M, N de ces équations sont les moments de la réaction R
par rapport aux axes Gx, Gy, G*. Or R a pour projections sur ces axes Ry,

Ry', Ry" et est appliqué au poinl de contact de coordonnées x, y, z.

Donc L, M, N ont pour valeurs R (_j'y"— -sy'), H(^y

—

x';"),K{xy' — _j'y),où

les trois parentlicscs qui multiplient R sont des fonctions connues de 9 et ta. On
a ainsi six équations pour définir ç, r,, 0, 9, à et R en fonction du temps. La

projection horizontale de G est animée d'un mouvement recliligne uniforme.

On a, en outi-c, deux intégrales preuiières fournies par les lliéorcmes généraux :

1° forces vives

M !;'2+ A/>-+ Ry-H- C/- = — 2 M^: -f- /t.

Dans le mouvement autour de G la somme des moments des quantités de mou-

vement par rapport à Gz, est constante

\p sinO sin -i -\-\\q sinO cos» -H C/-cosO := /.-.

4. Comment faut-il modifier les forniuics de rcxcrcice précédent i|ii;m(l le corps

pesant est limité par une portion de surface développable et louclic alors le plan

horizontal tout le long d'une génératrice de cette surface?

5. .Mouvement dun cône droit de révolution homogène et pesant glissant sans

frottement sur un plan hoiizoïital.

Le cône va toucher le plan suivant une génératrice : le c<ntre de gravité étant

sur l'axe du cône on pourra prendre cet axe pour axe G^. La Géométrie montre

que ^ et 6 sont constants : d'ailleurs \ = R. Les réactions du plan rencontrant

toutes l'axe du cône Gz, on a /• = /•„; les théorèmes des forces vives et des mo-

ments montrent alors que cî' et -y' sont constants. Les angles » et 'i^ varient donc

proportionnellement à t.

G. Trouver le mouvement du cône de l'exercice précédent en supposant qu'on

ail fixé sur la base du cône deux points matériels égaux diamétralement op-

posés.

Alors \ et R ne sont plus égaux. On obtient quatre intégrales premières en

appliquant le théorème du mouvement du centre de gravité G, le théorème des

forces vives et celui des moments par rapport à G 5,.

7. Une sphère creuse, pesante et homogène, glisse sans frottement sur un plan
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Iwiri/.untal. Un puinl M |i<'ouiil ylissc siiii?» fiiiltciiicni à l'iiitt-iicur de la s|ili('Tr.

Muuvcmcnl du syslciiiL'.

liéponse. — Le iiKniveiiitMit du >ysliinf (l(-|iiii(| de - païauidirs : i |ii.ui- IImt

la position du cciilre de la splirn-; 3 pour li\<-i' la posilion de la splirrc autour

de son ccntri-, et j pour fixer la position du point iiiol>ile sur la sphère.

lleniar(|uons d'abord <|uc le mouxenfient de la sphère autour de son centre C

( (|ui est son centre de gravilé) i-st iinniédiatenient connu. Les forces (|ui sollici-

lenl la sphère, considérée connue un système isolé, sf>nt, en effet, son poids, la

réaction du pian et la réaction du point mobile, toutes passant par le rentre C.

I»'après le théorème des moments des (juanlilés de iiiouvenu-nt généralisé, le

moment total des quantités tie mouvement par rapport au ()oinl C est donc con-

stant, et le mouvement de la sphère autour de son cenli'c est une rotation uni-

forme autour d'un axe passant par C et (ixe dans la sphère et l'espac*'.

Dès lors il suffira de <|uatre intégrales pour ariicver de d(-lermincr le mouve-
ment. Deux intégrales sont données par le ihéorèiiie <lii mouvement du ccnlre de

gravité qui montre (jue la projection horizontale du centre de giavit<- ilu système

est animée d'une tianslation rectiligne et uniforme.

ilapportons alors le système à trois axes de directions fixes ayant |)our origine

la projection g Au centre de gravité G sur le plan horizontal qui contient le centre

de la sphère, soit ^ gX\^ gXx^ g^i)' g^, étant vertical. Pour étudier le mouvement
par ra(>port à ces nijuvcaux axes, il n'y aura pas à clianger les forces extérieures

appliquées au système, parce que le nouveau Irièdre est animé par ra|)port à

l'ancien d'un mouvement de translation reiiilignc et unif<Mine.

Soient m' la masse de la sphère, m celle du point. On a, en désignant par R

le rayon de la sphère.

C<J = À = il. M(".

La position des deux points M cl < e^t dèlinic par l'angle de la projection

horizontale de CG avec gx, et l'angle f de CG avec gz^. Le mouvement du point C

est le même que si ce point était un point matériel <le masse ni' auquel seraient

appliquées toutes les forces extérieures appliquées à la splière (pesanteur, réac-

tion normale du plan horizontal, réaclion du point .M sur la sphère dirigée selon

MC). Si Ion applique au système le théorème des moments des quantités de

mouvement par rapport à gz^ et le théorème des forces vi\cs, on «dilient deux

intégrales premières qui définissent et » en fonction de t

sin-'fO' — Cou st.,

( ni'/r-r- m ijl-) siii-'^O'- -i- [( i)i"/r .' m ;a'- ) los-» + in K- >\ir i]i'-

= — 2 nigïi cos'f +- consl.

Si l'on Lliniine 0' entre ces deux équations, on a l en f par une (|iiadral iire.

[l'.MM.EVK, Leçons sur l'inlcgralion

des erjtiations de fa Mecaniijne (llermann).]

S. Mouvement d'une sjihère jiesante et homogène glissant sans fivttement

sur un ellipsoïde de révolution à axe vertical Or.

/(eponse. — Les forces extérieures a|q)liquces à la sphère sont la pesanteur et

la réaction de l'ellipsoïde (normale à la surface) : ces forces passant par le

centre C de la sphère, le mouvement de la sphère autour de ce point e^i un
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inoiiM'iiiont tic l'otalion iiiiifoiinc aiiloiir (i'iiii a\o fixe ihms l'espace cl duns la

splicrc.

Quanl au inmivcincnt du centre île gravité C, c'est celui d'un point pesant

mobile sur une surface de révolution parallèle à l'ellipsoïile tlonné { n° 276). Le

théorème des forces vives et le tliéorènic des moments appliqué à Os donnent

deux iuléi;rales premières qui (l('-trriniiienl le mouvement.

( Paim.kvi:. ibid.. p. 3i.)

9. Un corps solide pesant et lii>mogène admet un axe d<î symétrie. Cet axe a

un point (ixe O, et il est assujetti à glisser sans frottement sur un cercle fixe

horizontal tlont le centre est sur la verticale de O. Mouvement du système.

L'axe de symétrie O- est un axe principal d'inertie relativement au point O.

Soient Ox et Oy les deux autres axes principaux d'inertie relatifs à 0, Or,

la verticale du point O. Ox^ et 0_^, deux hoiizontales rectarii;ulaircs (ixes, 01 la

trace du plan yOx sur le plan y^Ox^.

l.'anijle s,0; est constanl par suite des liaisons. La p )sitioii du solide dépend

donc de deux paramètres

j;,Ol = Ç/ et 10.Z.- = ».

Le centre de gravité G du solide est sur Os; son s, est constant, et, par suite,

le travail de la pesanteur est nul.

Le théorème des forces vires et le théorème des moments des quantités de

mouvement appliqué à Os,, que la réaction de O rencontre et à laquelle la pe-

santeur est parallèle, donnent deux intégrales premières du mouvement

\p--hliq--i- Cr-= /(,

A// sinO,, sin -^ -h Uq sin6„ cos» -!- C/' cosO„ = K.

D'ailleurs on a

p — 'V sinO,, sin-j, q — 6' sinO^ cos.i. /• = -J/' cosO,,-!- a'.

Uemplaçant et éliminant -y', on a / en
-f

par une quadiaturc.

(Painlevi:, ibid., p. 32.)

10. Un solide de révolution pesant et homogène est traversé suivant son axe

par une aiguille (jui lui est invariablement liée et dont les extrémités glissent

sans frottement sur deux rèj;lrs L et L' non |)arallèles. Mouvement de ce corps.

Béponse. — La position du système dépend de deux paramètres : un pour dé-

terminer la position de l'aiguille de longueur constante VB, et un pour fixer

l'orientation du solide autour de cette droite.

Le théorème des forces vives donne une intégrale première du mouvement.
D'autre part, les forces extirieures, à savoir la pesanteur et les réactions des

règles, ont un moment nul par rapport à l'axe de révolution AB; si donc on

étudie le mouvement du solide autour de son centre de gravité G, point pour

lequel AB est axe principal d'inertie, l'une des équations d'Euler montre que la

composante r suivant AB de la rotation instantanée du solide dans ce mouve-
ment est constante. D'où encore une intégrale première du mouvement.

Ainsi le mouvement dépend de deux paramètres, et Ton en a deux intégrales

premières.
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f'oiir faire le ralfiil, on prcmliii pour a\c des z la perpendieulaire ronimuiie

auv cleiiv tiroiles \. el L'; pour origine le niilimi <le leur pins ronrle distance;

[ntur plan des xy un plan perpendirulaii-i- à Oz; punr axes des jc el des y les

hisscctrifcs des projerlions de I, el L' sur ec plan.

En a[>pelanl l'anslc t|u«' fail avec Ox la projcrliim de r.ii;;iiillr snr le pl.in

des xy, cl -y l'angle <|iie fail un plan passant par l'aiguille cl lié au solide aver

le plan [irojetant l'aiguille sur le plan des xy, on arrive à des expressions de la

forme

_ r /a CCS iO -i- b sin v» • C
' ^J V «'cosO--6sinO-»-C'

•y -\' cosa =:>./-(- ;i,

À cl u. élanl des consianlos, cl a désignant l'angle conslanl de raiguilicavcc Uc.
Ce qui précède sap()li(]uc au cas où les droites L el W se rencontrent. Il faut

examiner à part le ras |>ai'lirulicr où les deux droites sont parallèles.

[ P.\ixi.E»'K, Leçons sur l'intégration

des ef/iiatinns de la Méeanirjue (llermaiin), p. 36; «895.!

11. Un corps solide pesant a deux de ses points A el Fî qui glissent sans frol-

lemcnl sur deux droites fixes parallèles L et L'. .Mouveuicnt du système.

Le centre de gravité G du solide n'est plus en général sur la droite .\B. Soit P

le pied de la perpendiculaire abaissée de (i sur AI5. Le point P décrit une droite

parallèle à L, L' el ((ue nous prenons pour axe des z. L'axe Ox est une perpen-

diculaire à L cl L' menée dans le plan de ces droite».

Les deux paramètres par lesquels on peut définir la posiliim du système sont I.

le z de G. el -y l'angle ilu demi-plan ,\BG avec le demi-plan AB*. compté positi-

vement de gauclie à droite autour de la direction .\B.

Le lliéoréme du mouvement du centre de gravité appliqué à ; nous donne une

première intégrale du mf>uvemenl : en eflVt, les réactions en A et B étant nor-

males à L el à L'. on a

(en désignant par a, ^1, y les com|)osantcs suivant Ox, Oy. Oc de la pesanleiii-

qui s'exerce sur l'unité de masse); donc

% - '. r f- -h\f ;j

.

Le théorème des forces vives nous fournil une autre intégrale où ligurenl Ç,

<J(',
"^ el Ç. Si l'on y remplace Ç el ^' en fonction de t, on trouve que t s'élimine

et que •!/ dépend de t par une quadrature.

TMi trouve
•y-

[ A -T- cos- 'i 1 = B cos y -f- C si n y -i- A

,

en désignant par A. B. •' i\<-< constantes. M'\!\m\k. iliid.. \<. is. 1

12. Les cxlrémilés .\ et .\' d'une barr( homogène pesante de longueur 2/ el

de masse M sont assujetties à glisser sans frottement sur deux plans horizontaux

fixes ay.int pour écjiialions c = dz a : chacjue point de cette harre est attiré par

l'origine O proportionnellemenl à sa masse el à sa distance. Trouver le mouve-
ment di' la harre el les réactions des plans.
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On appellera ; et t, les coordonnées du cenlic Je gravité G de la barre dans le

plan xOy, l'angle constant que fait la barre avec la verticale, cp l'angle que

fait la projection de la barre sur le plan xOy avec l'axe 0^ et |x l'atlraclion du

point O sur l'unité de masse à l'unité de distance.

Cherclier la surface décrite par la barre quand la valeur initi;ilc de -r^ est

égale à a. (Dans certains cas particuliers celte surface est un li yporholoïde.)

( Licence.)

13. On considère un corps solide S posant, ayant la forme d'un cône droit dont

le rayon de base est R. Le centre de gravité de ce corps est situé en un point

de l'axe de révolution du cône, à une distance R de sa base. L'cllipsoïilc d'inertie

du corps S relatif au centre de gravité O est une sphère.

Le cône S est mobile autour de son centre de gravité O, supposé fixe, et la

circonférence de sa base est tangente à un ]i!i:ii tioiizontnl fixe II situé au-dessous

du point O à une distance R de ce point.

Étudier le mouvement du corps S en supposant (|ue la circonférence de base

du cône glisse avec frottement sur le plan II.

Calculer la réaction du plan II et celle du point fwe O.

Conditions initiales. — Soient 00' la per|)endiculairc abaissée du |)oinl O sur

le plan R et OC la position initiale de la perpendiculaire abaissée du point O
sur la base du cône :

A l'époque i = o, l'axe instantané de rotation est situé dans l'angle COO', et le

sens de la rotation initiale est choisi de telle sorte ([ue le corps S appuie sur le

plan II. {Agrégation, i8|)5.)

14. Imaginons un solide pesant qui remplisse les conditions suivantes :

1° Le solide est terminé par une arête vive ayant la forme d'un cercle K de

centre H et de rayon a
;

2° Le centre de gravité G du coriis est situé sur la jicrpcndiculaire \i z élevée

par le centre H au plan du cercle K ;

3° L'ellipsoïde d'inertie relatif au centre de gravité G est de révolution aulmir

de cette perpendiculaire HG-.
Supposons ensuite que le corps solide ainsi constitué soit assujetti à rouler

sans glisser sur un plan horizontal fixe et cherchons les équations du mouvement.

Soit P le point de contact du cercle K avec le plan fixe. Prenons comme ori-

gine mobile G et comme tricdre de référence les axes suivants : i° la droite G_/

parallèle à la droite PH qui joint le centre du cercle K au point de contact P;

-!° la droite IIG- normale au pian du cercle K; 3° la droite Gj: perpendiculaire

au plan zGy.
Désignons par l'angle de G^ avec la verticale ascendante G-, et pari]/ l'angle

de Gx avec une horizontale fixe. Ces deux angles déterminent la position du

Iriédre Gxyz.
Pour fixer la position du corps solide par rapport au tricdre Gxyz, il suffit de

connaître l'angle o que fait un rayon du cercle K, invariablemenl lié au corps,

avec l'axe Gy. La rotation instantanée il du tricdre et celle du corps w sont

données par les mêmes formules que dans le cas du cerceau ( n° 'il"2).

En appliquant une méthode identique à celle de ce numéro et faisant HG =:= c,

on trouve finalement que q et /• sont donnés en fonction de 6 par deux équations

linéaires et homogènes simultanées du premier ordre, et que l'élimination de 7
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conduit à r(-i|iiali<iii liiu-uirc

(/'/• .ilr Ca

tli)niiaiit /• en foiicli(»n de 0. lùi rciiiDiiluiil, on a q en fonclion de 0.

Kn prcnaiil ensuite l'équation des forces vives

u' + V--h iv' -h \( p'-h q- ) -t- C /•-

= — :>^(«sinO-4-ccosOi-t-/'.

on obtient en fonction de / |par une (|niidral iii-c.

( Vi'i'iLi., Itendi Conti ciel Circolo Malenialicn ili l\ileinin,

aorit i^î<)9.)

On peut, par une nicllualc analuj;ue, cLudier le mouvement d'un corps pesant

de révolution assujetti à rouler sans glisser sur un plan horizontal fixe. Nous
reviendrons sur ce problème en Mécanique analytique, comme exemple de sys-

tèmes non holonomes. On trouvera une étude détaillée de ce problème dan-
l'Opuscule intitulé : Les mouvements de roulement en D^naniù/ue f Collection

Scientia, C. Naud. éditeur).

15. lioulemcnt d'une splure sur une surface [Routii, Advanced part of a
Treatise on tlie Dynamics of a System of liigid Dodies ( London, .Macmillan

and C", i88'(, p. laS)]. — Soit une sphère honioj;ène de rayon a et de masse i.

assujettie à rouler et pivoter sur une surface donnée et sollicili i- [)ar îles forces

qui admettent une résultante unique passant par le centre.

Soit G le centre de la sphère. Prenons pour axe G 5 la droite joignant le point

de contact de la sphère avec la surface au point G et pour axes Gx et Oy deux

axes perpendiculaires quelconques : le plan xOy est alors parallèle au plan tan-

gent à la surface au point de contact.

Appelons V la vitesse absolue du point G et u, r, iv ses projections sur les

axes mobiles : la vitesse V étant parallèle au plan tangent commun à la sphère et

à la surface sur laquelle elle roule, on a «v = o. Soient, comme plus haut, il la

rotation instantanée du triédre Gxyz et P, Q. W ses <omposante<, '.> celle de la

sphère et />, q, r ses composantes.

S<tienl X, V, Z les composantes tle la résultante des forces appliquées sui-

vant Gx, Gt, Gs; la réaction de la surface se compose d'une force normale \\

dirigée dans le sens G- et d'une force tangenlieile dont nous appellerons F et V
les composantes suivant Gj: et Gy. Désignons aussi par k le rayon de gyration

. . • . 11-. '^V '"
de la sphère autour d un diamètre k = —;—

•

Les équations du raouvcmciil sont

du „ a- ^. /.-

a P /,

«Or,

Ces équations montrent t|ue le centre de gravité se meut comme le centre de

gravité d'une sphère identique assujettie à glisser sans frottement sur la même
surface et sollicitée : i° par une force appli<|uée en G et ayant pour composantes.

dt
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réelliinoiil ;i|i[ilii|uéc X, V) rinliiile dans le rapport —7-

A-

IG. Exemples. — Si la surface fixe sur Ui(]uellt' roule la spliire est un plan,

P et Q sont nuls. 5t donc une sphère homogène roule et pivote sur un plan

fixe sous l'action de forces admettant une résultante uni//ue qui passe par
son centre, le moui entent du centre est le même que si le plan était parfaite-

ment poli et les fo/ces (i/>/iliquces réduites aux - de leurs râleurs. (RouTii,

loc. cit., p. 126.)

Pour d'autres exemples, nous ronNcrrons au Traité dr Houlli qui cunlicnl un

grand nombre d'élcganls exercices, notamment le rouleiucnt d'une sphère sur

une sphère, sur un cylindre, sur un cône, les petites oscillations autour d'une

position d'èiiuilihre stable ou d"un niuuvemciU slubie.
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CIIAPITUE X\II.

MOUVEMENT lU-LATlF.

I THÉORÈMES GÉNÉRAUX.

113. Équations du mouvement relatif d'un point. — Les éfiua-

lions (-le J.;ii;iai);;c |)(.Tmcllciil , connue on la vu, de trouver le

mouvement relatif d'un point par rapport à un système animé

d'un mouvement connu (n"' 2o9, 2G3, 282) et nous verrons plus

loin (jue ces mùnes équations s'appli(pient au mouvement relatii

des sv sternes liolonomes. Une théorie |)articulière du mouvement
relatif n'est donc pas indi>pensable ; néanmoins, à cause de lim-

portance de la question, nous la traiterons directement.

Le problème se pose comme il suit : soit un système de foinie

invariable. S, animé d'un mouvement connu et un point matériel m
sollicité par certaines forces, trouver le mouvement relatif de ce

point par rajqîorl au système S qu'on apj)elle système de com-

paraison, l'oui' définir le mouvement du svsième de compa-

raison S, il suffit , comme nous l'avon? fait en Cinématicpie ( n" io),

de définir le mouvement de trois axes Oxyz invariablement liés à

ce système. Le point m possède, à ehacjiie instant, une vitesse

absolue V„, une vitesse relative VV jiar rapport au système de

comparaison, et une \ilesse d'enliaînement \e\ entre ces trois

vecteurs a lieu la relation géométiiqiic

l*our les accélérations, on a une formule analogue avec un

terme de plus : soient J^ l'accélération absolue, J^ l'accéléralion

relative, J^ l'accélération d'entraînement et J' un certain vecteur

appelé accéléralion complémentaire, on a l'éj^alité i^éométricpie

(n" 59)

(l>
( Ja I = I J,.

)
—

( Jf '
-1-

' J '•



•2.56 DVNVMioii: t'i;s svsticmiîs.

(>es rôsiillals c'iaiit rappelés, venons au pi'ol)lèmc qui nous

occujie aciuellemcnl. La résullanle F des foiccs agissant sur le

point m est égale à raccéléralion absolue J^ du point multiplié

par la masse ni. On a donc, d'après (i) la nouvelle égalité géomé-

lrif|uc

(a) (F) = (wJ,. ) -Jr-{mic) -^ (/» J' ),

d'où

(3) (mJ,.) = (F)— (/«Je) — 'wJ')-

Celle égalité géométrii|ue se traduit algébriquement par trois

équations obtenues en projetant les vecteurs considérés sur les

axes mol)iles; on obtient ainsi ce qu'on appelle les équations du

niouicment relatif. Les projections de J,- sur les axes mobiles

Oxyz sont —rj^ ~7m^ 'Uî ' ^^^us appellerons X, Y, Z celles de la

force F, (Je)x> {^e)yi {^e)z ccUes de l'accéléralion dentraînc-

ment J^, J^., J'., J^ celles de J'. Ou a alors les trois équations

m -jj^ = X — m ( Je )x— m J^

,

(4) '' '"^ = '^ — m{ie)y—'nyy.

f m —TT —^ — ni(Jg)z— mi'-.

Les projections de Je et J' sont connues, car on connaît le mou-

vement du système de comparaison S ou mouvement d'entraîne-

ment.

Par l'intégration des équations difTérentielles (4) on obtiendra

X, y, z en fonction de t, c'est-à-dire les équations du mouvement

relatif cherché sous forme finie.

Pour rappeler la forme des équations difTérentielles (4) on donne

des noms aux deux vecteurs — (w2 Je) et — ('?' J') dont les projec-

tions figurent dans ces équations.

On appelle force centrifuge ou encore force d'inertie d'en-

traînement le vecteur — (mJe) égal et opposé au produit de

l'accélération d'entraînement par la masse, et force centrifuge

composée le vecteur — (''' J) égal et opposé au produit de l'accé-

lération complémentaire par la masse.
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\\\\ irsiiiiic ; Ar.v C(/it(t/io/is du Diotivcim'nt rchil if d' un point

par nipi'ort aux axes mobiles O.ryz sont les nirnics que si ces

axes étaient fixes et si l'on ajoutait aux forces qui agissent

réellement sur le mobile deux forces fictives, la force cent ri-

fiigf (t^ii force (T inertie (Tentraînement) et la force centrifutie

composée.

I^a dt'lniilion •;('>oiiu''lti(|iir de 1.» force cenlrifiigc compost'o

— {m]') rosiillo iiniii('(llalcmciil de celle de J'. Les j)rojcclioiis

— /''J,., — mXy, — m]', lie celle lorce sodI, d'nj)rès les valeur-;

données pour les projccllons J',., J',., J^ (n" o9),

<5)

f
/ dz dv\ I d.r dz\

\
y dt dt j \ dl ' dt 1

I / (/) dx\

où p^ q, /• sonl les ])rojcclions sur Oxjz de la rolalion inslan-

lanée to du système de comparaison.

ili. Force vive relative. — On peut évidemment ("aire sur les

('fpialions (4) toutes les combinaisons analytiqiies employées dans

I élude du mouvement absolu.

I*iii- exemple, on formera une condjinaison analogue à celle (|ui

conduit au théorème des forces vives, en mulliplianl ces équa-

tions (4) respectivement par <:/j:, di', dz et ajoutant. Dans celle

combinaison les termes provenant de la force centrituye composée

dispaiaissent, comme il rt'-sidle des e\j)ressions (5), et l'on obtient

Téipialion

— \dx -^ \ dy -r- Z dz — m ( .1^^. ).,. d.r — ni (J^ ) , dy — />i ( J,. i^- dz.

La différentielle de la demi-force vise relati\c est donc

égale au travail élémentaire des forces appliquées au point et

de la force centrifuge. Le fait que le travail de la force centrifuge

composée esl nul résulte gconiélriquement de ce que, cette force

l'Iant normale à la vitesse relative \>, esl normale au déj)lacemenl

relatif dx, dy., dz.

\\o. Équilibre relatif. — On aura le^ é(piations de I ('(piihbre

A., n. I-



a58 l) A > \ M llj l i; DES s \ s r li M E s

.

•- 11' ' ' I .
'^"•^ d^y d*z

rclalit en supposant dans les cijualions jircccuenles -j-; > -77^ » -.j^

. . ax (ty (iz . , j,K 1,1)
nuls, ainsi que -j~* ~77 ' ~r,

'' ^^ conséquence (J ) sera nul et 1 on

aura

//}(Jp)r=(), V — m{i^.)y—o, Z — m{ie)z = o);

on obtient donc les équations de l'équilibre relatif en écrivant que

la force F fait équilibre à la force centrifuge.

Un point X, y, z satisfaisant à ces trois relations est toujours

une position d'équilibre relatif, car. si l'on y j)lace le mobile, sans

vitesse inili;ilc relative, des trois forces dont doux fictives, qu'on

peut considérer comme produisant le mouvement relatif, l'une,

la force centrifuge coni|)Osée, est nulle puisque la vitesse relative

est nulle, et les deux autres se font éfjuilibre; le point restera

donc au repos relatif.

Application. — Position d'équilibre relatif d'un point pesant pouvant

"lisser sans froltemenl sur une courbe plane C tournant autour d'un a\e

vertical O5 de son plan avec une vitesse angulaire constante w.

Fig. 2',ô.

Nous compterons positivement les - de bas en haut.

Les forces agissant réellement sur le point considéré ni sont : son poids

nig" et la réaction normale M. Pour avoir les conditions d'équilibre relatif,

nous pouvons regarder la courbe C comme fixe et écrire qu'il \ aéquilibn-

entre ces deu.\ forces et la force centrifuge <ï>.

Pour calculer cette dernière, nous considérerons le point géométrique

du système de comparaison, c'est-à-dire de la courbe C, coïncidant avec m :

dans le mouvement d'entraînement ce point décrit le parallèle de rayon

p = P/«; son accélération est, par suite, w-o et diiigée de m vers P; la

force centrifuge 'P aura donc pour valeur mto-^ et sera dirigée suivant le

prolongement de P m. Pour qu'i y ait équilibre, il faut et il suffit que les

II
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forces 'I» et /nff aient une résullanle W iinitii;il(' à lu courbe. Les triangles

semblables m l'Q, m<I»R donnent

l'O — _"-!- = /•- .

Les positions d'cijuilibre sont donc les |)()inls de la couibe où la sous-

nurniale est égale à —- » le pied de la normale étant situé au-dessus du
tu-

poiiit r. Si au point A, où p est nul, la tiinf;ente est liori/.onlale, ce point

est une position d'c(|uilibre quelle que soit la vitesse de rotation.

Supposoii«, par exemple, que la courbe donnée soit une parabole d'axe

vertical tout riant autour de cet axe; le sommet est la seule position

d équilibre relatif, à moins que li- piraiiictre de la parabole soit égal à —

-

auquel cas tous les |)oinls de la parabole répondent à la question. De là

résulte que la surface libre d'un liquide animé d'un mouvement de rotation

unilorme autour d'un axe vertical est un paraboloïde de révolution, puis

qu'on peut as'-imiler une molécule liquide de la surface à un point matériel

pesant pouvant glisser sans frottement sur la méridienne.

Si la courbe donnée est une circonférence de rayon l> ayant i fig. 2^ >• I' >

son centre Q sur l'axe de rotation, la condition d'éciuilibre devient

If cr

QP = \\ cosa = —, > cosa = —} •
^ 10- oj- \\

Pour qu'il existe une position d'équilibre dilTérenlc de A, il faut donc

que (o soit supérieur à \/ y • Lorsque tu croit, a augmente constamment

et tend vers-- Ces résultats donnent la théorie sommaire du régulateur
•}.

de Walt dans les machines à vapeur.

Si la courbe donnée est une circonférence de rayon K dont le centre C n'est

plus sur Taxe de rotation, il peut y avoir deux ou quatre positions d'équi-
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libre. l'iopo*anl la solution analytique comme exercice, nous nous borne-

rons à la remarque suivante (//^. iy^, III). Soient m une position d'équi-

libre, QP la sous-normale correspondante égale à -^ > O la projection du

centre C sur l'axe de rotation 0-. Menons la droite OIC égale et parallèle

à Q/» et prenons OD = QC, Dli = C/» = K. I/axc EF, mené par E per-

iii

iLiidiculairement à 0^. occupe une position connue, car OE = QP = —^:
' (<)'

l'axe CDU occupe également une position connue, car il est parallèle à O-3;

d'ailleurs DE = R. La droite DE est donc une droite de longueur R passant

par un point donné O et dont les extrémités E et D s'appuient sur deux

axes rectangulaires donnés CH et FE. Pour trouver la position d'équilibre

on est donc ramené à ce problème de Géométrie : par un point O mener

une droite sur laquelle les deux axes fixes CH et FE interceptent une

longueur égale à R. le rayon Cm est parallèle à cette droite. On sait que

< e problème de Géométrie admet deux ou quatre solutions, suivant que le

point O est à l'extérieur ou à l'intérieur de l'épicycloïde obtenue en pre-

nant l'enveloppe des droites de longueur R dont les extrémités glissent

sur les deux axes CH et FE. Cette remarque a été tirée par M. Gilbert

des équations d'équilibre ^Application des équations de Lagrange au
mouvement relatif {Annales de la Société scientijîr/ue de Bruxelles,

.SRI,].

Remarque. — Si l'on voulait chercher le mouvement du |joiiit sur la

courbe mobile, il suffirait d'appliquer le théorème des forces vives au

mouvement relatif, en remarquant que le travail élémentaire du poids est

— nigdz. celui de la force centrifuge «î>, «ito^ p c?p et celui de la force cen-

trifuge composée, o. On aurait alors l'intégrale des forces vives

/«(•^ = — :> nig z -i- ni L<i- 0- -- h.

Les positions d'équilibre relatif s'obtiennent en cherchant les positions

du mobile pour lesquelles la fonction des forces du second membre est

maximum ou minimum; à un maximum de cette fonction correspond une

po>ition d'équilibre stable. On vérifi ra ainsi que, dans le cas d'un cercle
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tournant autnur d'un axe passant |i;ir «on ccnlrp, la position il'i-i|iiilil>ic A

(T'A'- J'4>, II) est stable quand elle exi-^te seule; elle e-t iii-labl..- quand l.i

position (^rn existe; celle dernière est alors stal)le.

•il(). Mouvement relatif par rapport à des axes animés d'un mou-
vement de translation. — Lorscjuc le s\>lrmc des axes inol>ile»

Ojcyz esl animé d'un mouvenicril de Iraiisl.iljon, la rolallon instaii-

lanée to de ce système esl nulle, la force cenlrifiige composée est

donc nulle, et il suriil, pour écrire les équations du moiivemciil

rclulif, dajoiihr aux forces agissant réellemcnl sur le point l.i

force centrifuge. Pour déterminer celle dernière, remarquons que

lous les points du système de comparaison onl la même accéléra-

lion : l'accélération d'cntraînemenl est donc, r|uelle f|ue soil la

position du mobile, égale à l'accéléralion J de l'origine mobile.

Si le mouvemenl de translation des axes mobiles esl rectilisne e\.

uniforme, la force centrifuge esl nulle aussi, car J est nul.

Exemple : Momement d'une planète autour du Soleil. — Soient S

et Pie Soleil cl une planète. M et m leurs niasses, /• leur dislance : l'ail rac-

lion des deux corps esl V = F'=: ^— Clierchons le mouvement rie la
/•-

planète par rapport à des axes ?)xyz de directions fixes menés par S. Ces

axes étant animés d'un mouvement de translation, raccélération d'entrainc-

mcul J(. de P est, à chaque instant, éf,'ale à l'accélération «le l'origine mo-

bile S : la grandeur de Jg est donc — = -^^ et sa direction le prolonge-

ment de SP. La force centrifuge 4> qu'il faut ajouter à l'attraction F' de S

sur P est donc dirigée suivant PS et égale à mi^.= f ^
• Cette force com-

posée avec V donne la résultante

/Mm fni' _ fini M -h /«
)

I.e mouvement relatif est donc le même que si le Soleil S était fixe, mais

avait une masse M -+- m (n" 233).
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ilT. Exercice Mouvement relatif d'un point pesant assujetti à rester

sur un plan incliné P parfaitement poli qui tourne avec une vitesse

angulaire constante <> autour d'une verticale. — Prenons pour a\c des;?

l'axe (le rotation vers le liaul, pour origine O le point où celte droite

perce le plan, pour axe Ot l'iiorizontaie du plan et pour axe Oy une

perpendiculaire au plan xOz. Le Irièdre Otjz tourne donc autour de Oz
avec la vitesse w; les valeurs de p, q, r sont o, o, co : p désignant la dis-

FiK. 2',-.

tance du mobile à l'axe O z, la force centrifuge est /nto-p, et ses projec-

tions sur les axes Oxjz sont mm^x, mw-y, o. Soient t rinclinai«on du

plan sur l'horizon, mN sa réaction normale comptée positivement au-

dessus du plan; les équations du mouvement relatif sont, en désignant par

des accents les dérivées de t, y, z par rapport à / :

y

.r = w-JT -i- lOiy ,

N sin « ^— îiùt', z" = N cos i — g.

Éliminons N et remplaçons z par — ^tangi (équation du plan P), il

vient

y" = '<i-y cos^ f + ^ sin i cos /— ? w.r' cos- /.

Les variables x el j sont donc données en fonction de t par deux équa-

tions linéaires à coefficients constants qu'on intègre en faisant

X = Ae^"', y = AXe''"' ^ tan g/,

A étant une constante aibitraire, A et À vérifiant les conditions

Celte équation admet quatre racines d= a, db 3 deux à deux égales et de

signes contraires : k^ sera réel quand cos^i < -. Les intégrales sont alors

de la forme

x = A«;«'-^ Aie-'^'-h Be?'-h B,e-P',

y =~ — tangt-h (Ae^'— Aie-'-^') -+-

2^0)
(BeP'— Bie-P').

P
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Nous renverrons pour une discussion détaillée au Rfcueil d'Erercices

sur la Mtcanifjur rationnelle, par M. de Saint-Germain ( Gaulliier-

Villars), p. "iCn. \.c point a* = o, ti)-_>' ces i = — ^^sint est une position

d'équilibie roiatil".

II — MOUVEMENT ET EQUILIBRE RELATIFS
DES SYSTÈMES.

ils. Généralités. — I*onr ohlcnir les ('fjualions du moiivcnicnl

relalif (11111 sjslèmc par rapport à des axes Oxyz animés d'un

nionvenicnl connu, on j)eul, d'après ce cpii précède, regarder les

axes mobiles comme fixes, à condition d'ajouter aux forces qui

agissent sur cluupic point ni du système la force centrifuge

— m{ie) et la force centrifuge composée — /;?(J'j. I^orsqu'on

applique le théorème des forces vives à ce mouvement relatif, le

travail des forces centrifuges composées est nul.

ilO. Mouvement d'un système autour de son centre de gravité.

Théorème des moments; théorème des forces vives. — Imaginons un

système en mouvement dans lequel le centre de jjravité G a une accéléra-

Fig. 2!^i

>--m J

lion J : éludions le mouvemcnl relatif du système par rapport à des axes Gj"',

Gy' , G z' ùe directions Jlres, menés par G. Tous les points invariablement

liés aux axes mobiles ont, à chaque instant, la même accélération d'en-

traînement, égale à J; nous appellerons a, b, c les projections de J sur

les axes mobile*. F'(jur étudier le mouvement relalif, on pourra regarder

ces axes mobiles comme fixes, à condition d'ajouter aux forces intérieures

et extérieures agissant sur chaque point m du système la seule force cen-

trifuge — mi de projections — ma, — mb, — me : la force centrifuge

composée est nulle ( n° 416). On a alors, en appliquant au mouvement
relatif le théorème des moments des quantités de mouvement et employant
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le? nolations du n" 33o,

dl
''^

-y'-l'^i)
= ^^i-^'^'c-y^c)-'^m{bT'-ay);

le centre de ^ravilé l'ianl à l'orii^ine mobile, la dernière somme est nulle,

car on a, par exemple, ^mOx'= bZmx'= o. Donc le théorème des mo-
ments des quantités de mouvement s'applique au mouvement relatif d'un

système autour du centre de gravité, comme nous l'avons démontré autre-

ment (n° 333). Appliquons de même le théorème des forces vives au mou-
vement relatif par rapport aux axes Gx'y'z', en regardant ces axes

comme fixes et introduisant les forces centrifuges; nous aurons

d=— = i:: ( X,- dx'^ Y, dy' -1- Zi dz'
)

-^ H(X^ dx' ^ Ye dy -\- Zedz )
— 1m{a dx' -h b dy -+- cdz').

La dernière somme est encore nulle, car I.mdx', ^rndy', "Lnidz' sont

nuls. On voit ainsi que l'on peut appliquer le théorème des forces vives au

mouvement relatif autour de G, sans tenir compte des forces fictives; c'est

ce que nous avons déjà démontré (n" 3r)0).

4:2(). Exemple de mouvement relatif. — Les extrémités d'une barre

homogène pesante de longueur il sont assujetties à glisser sans frotte-

ment, l'une A sur un axe horizontal 0.r, l'autre 13 sur un axe vertical 0;'.

Fig. 2 -49-

Trouver le mouvement de la barre en supposant que le système xOy
tourne autour de O^ avec une vitesse angulaire constante w. (Rourn,

Rigid Dynamics, Elementary Part, p. 343 )

Les forces appliquées à la barre sont le poids M,.;;' appliqué au milieu G
et les réactions normales des axes Ox et Oy. Pour trouver le mouvement
relatif de la barre par rapport à ces axes, on peut les regarder comme
fixes, à condition d'appliquer à chaque point m la force centrifuge 4> et la

force centrifuge composée *'. Nous appliquerons ensuite au mouvement
relatif le théorème des forces vives, en nous rappelant que le travail des

forces centrifuges composées est nul, et en remarquant que, dans le dé-

placement relatif, les travaux des réactions sont nuls. Appelons MÂ-^ le

moment d'inertie de la barre par rapport au point G, l'angle qu'elle fait
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avec Oj*, «le soile que les coordonnées ; ri y, du centre <Ic gravité ?<»nl

/cosO et /sinO. D'après le théorème de Kienif^, la force \ive relative de lu

iiarre est M/-0'--f- MX-O'*, 0' désij,'naiit la dérivée de par rapporta /. Le

travail éléinentaiie du poids est .M^'t/r,, r'e<t-â dire .M >;'/ cosO f/0. Knfin

la force centrifufje ^I», appliquée au point m d'abscisse ^, est parallèle

à Ox cl a pour valeur /«(o*x; son travail élémentaire c*l mtii*xdx; si

donc on dési^'ne par p la dislance B m, on a x = p cosO, et, quand la barre

glisse, dx — — psinOf/O; d'où, pour nttxi'x dx, la valeur

— nior:,'- sinOcosO </0.

l>'après cela, la somme îles travaux élémentaires des forces centrifuges est

— X «j 3-oj- siti cosO ^/O ; comme X/zio* est le moment d'inertie de la barre

|)ar rapport nu point B, moment égal à .MA--i- .M/*, on a, pour la somme
des travaux des forces centrifuges, — M ( /i- -H l^)(u- sin cosO f/0. L'équation

des forces vives est donc, en remarquant que, pour une barre homogène,

/.'= — , et divisant par M.

1) tl— h-= -/rniOf/0— - f-j2 -iiiO co-0 r/0,

qui donne immédiatement 0' en fonction de 6 par une quadrature. En sup-

posant, pour simplifier, que 0' soit nul pour = Oq, on aura

2) h'-= coî( sinO — sinOo)( —r sinO — «^inO,, );
\ 'iliii- /

d'où l'on lire l en funclion de sinO |»ar une intégrale elliptique de pre-

mière espèce et sinO en fonction cUiplique de t. Dans la discussion, il faut

remarquer que sinO ne peut prendre que des valeurs rendant le second

membre positif.

Equilibre relatif. — En divisant par dt l'équation du mouvement ( i i

et ellecluant, on a

3) '-r- — — COsO — to- sinO rosO.
dr^ 4 /

On obtient les positions d'équilibre relatif en égalant le second membie à

zéro. On a ainsi cosO = o qui donne la position verticale, puis

|/oj2m„0 = 3,^'

qui ne donne une valeur de que si to est suffisamment grand. Pour nou-

rendrc compte de la stabilité, appelons a la valeur de correspondant à

une de ces deux positions, et faisons = a -i-
'f,

où 9 est très petit. Nous

aurons alors, en substituant et dévelo[)panl le second membre suivant le-

puissances de 3, en négligeant les puissances supérieures,

d-'-o n.sr .
.,

\—-^ = o 1 —, Sin y. — •')- roso y .

dn '

V 4 /



î(S V\ y \M\Ql i: D K s S Y S T I-; M I-; s

.

Si la nnanliti" /t — '"] siiia -j- tu' cos^.a est positiv<\ la po«ilioii il'i'qiiilibre

correspondant à = a e«t stable, el la diirre clos oscillations iiifiniinent

2-
potites autour de cette position est ^ ; si celte quantité est négative,

l'équilibre est instable. On v.'rifiera que. quand la position d'équilibre

verticale |a= —
j
existe seule, elle est stable: quand la position d'équi-

libre oblique existe aussi, c'est elle qui est stable, et la verticale, instable.

, . .... . 3 ,^ . . , .

Le cas intermédiaire, ou —~ serait eçal a i, mente une attention par-

ticulière. Alors les deux positions d'équilibre se confondent avec la ver-

ticale; si l'on fait encore = - -+- o, o étant supposé infiniment petit, les
X ' '

termes en g disparaissent, et l'on a, en ne gardant que les premiers

termes,

d- z (0-

~Jr-
~

2 '

L'équilibre est donc stable, car o tend à diminuer en valeur absolue.

I/angle o est alors donné en fonction de t par une fonction elliptique.

La barre étant abandonnée sans vitesse dans une position correspon-

dant à o = 9o(9o infiniment petit), le temps qu'elle met à revenir dans la

verticale est en raison inverse de l'amplitude cpo, comme on le vérifiera

sans peine.

lil. Corps solide. — Cas particulier dans lequel les forces centri-

fuges ont une résultante unique. — Quand le système mobile est un

corps solide, les forces centrifuges se composent, en général, en une force

et un couple: les forces centrifuges composées également. M. Resal

(Annales des Mines, i853) et M. Gilbert {Annales de la Société scien-

tifique de Bruxelles, 1878) ont donné divers tbéorèmes pour la réduc-

tion de ces forces. Voici un cas où les forces centrifuges ont une résultante

unique.

Supposons que le mouvement des axes mobiles Oaî'j'^, par rapport aux-

quels on cherche le mouvement relatif d'un solide, soit une rotation de

vitesse angulaire constante oj autour d un axe fixe AB, et supposons en

outre que la parallèle Gz', menée par le centre de gravité G à l'axe de

rotation, soit un axe principal d'inertie pour le point G. Alors les forces

centrifuges ont une résultante unique égale à la force centrifuge qu'aurait

la masse totale concentrée en G.

En effet, prenons Gz' comme axe avec deux axes perpendiculaires Gt',

Oy', et soient x' =^ a. y' = b les équations de l'axe AB.
La force centrifuge 4» appliquée à un point ni est

<i> = m n>- mp,
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où mj> osl l:i ilisl.'incr du |Hiiiii à I'unc Alî; >>fs |irojcrlions «ont

inM-(x'— a), /»(u-( )''

—

b), o,

La it'sullante prm raie de loulos ers forces a donc pour projection»-

^//M>j-(j-'

—

a), S/«tij-( )•'

—

h), n,

ou
— Mco-f/, — M(i)'-/y, o,

I-'ic. 25o.
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est a«siî. sur la selle S, fixée au cadre dans la partie moyenne supérieure. Le

cadre «le la machine présente un plan de symétrie qui contient l'axe de la

douille El, le centre de la selle S et le centre R de la roue fixe F. Ce plan

est appelé plan moyen. Appelons plan d'une roue le plan perpendicu-

laire à l'axe de la roue en son milieu : le plan de la roue fixe coïncide

toujours avec le plan moyen: le plan de la roue directrice est variable par

rapport au plan moyen, et, lorsqu'il coïncide avec lui, les deux poignées

l'ig. aSi.

sont à égale distance du plan moyen qui est alors un plan de symétrie

pour l'appareil, abstraction faite de la chaîne et des engrenages dont la

masse est négligeable dans une première approximation.

Appelons A et B les points de contact des deux roues avec le sol; nous

supposons que l'axe xy du tube de direction passe par le point de contact

B de la roue directrice: alors le point B est un point fixe du plan moyen,

la droite AB a une longueur constante indépendante de l'orientation delà

roue directrice : cette droite AB, tangente à la roue fixe, est l'intersection

du plan moven avec le sol supposé plan. Nous admettons aussi que le cava-

lier ne fasse aucun mouvement du torse et reste placé de façon que le plan

de svmétrie de son corps coïncide avec le plan moyen. Dans ces condi-

tions, le centre de gravité G de la machine et de son cavalier est très

sensiblement un point fixe du plan moyen (Jig- 'l'u bis). Le pied C de la

perpendiculaire abaissée du centre de gravité sur la base AB est donc un

point fixe de cette base.

Cherchons d'abord quelles sont les traces des roues sur le sol en suppo-

sant que le plan de la roue directrice fasse un angle constant avec le plan

moyen. Supposons le sol plan et prenons-le pour plan de la figure. Soient

A et B les points de contact de la roue fixe et de la roue directrice, AR
et BR' les droites d'intersection des plans des deux roues avec le sol; AR
coïncide en direction avec AB.

L'angle de BR' avec AB est constant si l'inclinaison du plan moyen



< Il \ !• IT II t X \ I I . — MOI \ i; M K \ T II i; I. V T | P . »(«)

«•.II- lu viilicîile reste conslaiitr. Le» «lioilcs AU <l \i\{' sont tièx sensible

nient langeiilcs au\ ira -es T et T' des roues s, m- h- sol. Il est facile de
voir que ces traces sont alors deux cercles .lyniit pour centre coinmiin «..

Kip. '!.îl /us.

le point de rencontre u) des normales en A et H aux deu\ traces. l'2ii cflVi.

ippelons .r.j'Ies coordonnées de X, b la lon^'ueur AIî, y. l'anj^le de l.i t;iii-

Fig. l'.n.

• R'

.'•nie \l! à T avec un axe fixe Or el, par suite, a -!- l'angle de l;i i.ni-

.••iite l!ir il T' avec le même axe. On a, |)Our les eoordoniit'es .lu puini

!: /•. v' .

i' = X ^ b co-'x. y' =. y -{- b >\wx.

Appelons .V et s les ares des deux courhe* T et T et difrireiilimi" Ir-

|ualions préi édiiites en tenant compte des relations connues

flx = ds cos a, ily — il.i "^in -/

dx' — ds cos C a T- ;, ....



il Nient
ds' <:os(a -1-0) = ds cosa — b siii a ^/x,

ds' sin(a -H 0) = ds siii x -+- 6 cosa <^/x.

Ces équations développées et résolues donnent, pour

(/s'cosO et Jj'sinO,

les valeurs ds et ^ <^/a. Les rayons de courbure p et p' des deux traces qui

ont pour valeurs -^ et -j- nous sont donc donnés par les formules
' dx dx

p'cosO = p, p]sinO = f',

et sont conslants. La figure montre que, dans le triangle AojlJ, on a

p = Au), p' = Bu».

Les traces sont donc des cercles de centre commun, et, dans le mouve-

ment, la droite AB tourne autour de la verticale ww' avec une vitesse

angulaire qui est constante si la vitesse du cycle l'est. Prenons alors un

système de trois axes rectangulaires entraînés par AB de la façon sui-

vante : l'origine C est la projection du centre de gravité sur AB, l'axe C^
la droite AB, Taxe Cy la verticale du point G, l'axe Cx la perpendiculaire

au plan yCz. Le plan xCy est donc perpendiculaire au plan moyen qu'il

coupe suivant une droite CM formant avec la verticale l'angle p.

Pour que le cycle ne se renverse |>as el que ^ reste constant, il faut et

il suffit qu'il soit en équilibre relatif par rapport aux axes Cxyz. Or, le

Vis. 253.

mouvement de ces axes est une rotation de vitesse angulaire constante eu

autour de la verticale loto'. Regardons comme nulle la masse des roues qui

est très petite par rapport à la masse totale; négligeons aussi le mouve-

ment d'oscillation des jambes que nous regarderons comme immobiles

dans une position moyenne. Pour exprimer qu'il y a équilibre relatif, il

faut écrire qu'il y a équilibre entre les réactions du sol, la pesanteur et

les forces centrifuiies.

\
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1

I^a pesanteur a |iuur losullaiilo le poiiJs Gl* = M A' : It's fuices («îiitii-

fiii^es oril (tpprosiinatU'einent une lésullacile GF appliquée en G, (Jiri};ée

àuivaiil la perpendiculaire r.'G à l'axe de rntation ">(.)' et é^ale à .Mio^GG'

MV-
ou —.7—» V dési^'nant la \ilis->e du |)uinl G et \\ le ra)(jn G(J' du cercle

(|u'il décrit (y/^. i'i'\). M. Uuurlet justifie cette approximation d'après la

Fis. M.

reniar<|uc du n' i:2i : l'axe GG est seiisiblenieiit, par laisun de >3niélrie,

un axe principal d'inertie relatif au centre de gravite; l'angle p que fait

la verticale tlu point G avec l'axe GG étant ordinairement un petit angle,

la verticale du point G dilTère peu d'un axe principal d'inertie. On peut

donc dire que la parallèle menée par G à l'axe de rotation ojio' est sensi-

blement un axe principal pour le point G, ce qui permet d'appliquer la

remarque du n" i:2l

.

Cela posé, |)Our éliminer les réaction'^ du sol, nous exprimerons que la

somme des moments des forces F et V par rapport à l'a\e Alî est nulle.

D'après la ticlinilion même des moments, il suffit de projeter les forces P
et F sui- le plan x^^y perpendiculaire à AB et de prendre les moments de ces

projections par ra|)port au point G. Le poids 1' est tout projeté : la force F
a pour projection une force horizontale Fj égale à F cos'i/, en appelant 'i<

l'angle FGFj que fait la droite FGG' avec sa projection FiGG" sur le plan

yCtX. La condition tl'iiiuilibre est alors

1" cos'l> cos3 = I' sin 3.

Le tiiangle GG'G' se projette en vraie grandeur sur le plan lioriz-onlal

' en DtoK; Doj est égal à U et to li à AG, c'est-à-diie à une longueur

"ustante connue <•. On a alois, pour sin-I/, la valeur— j et ré(|uatioii

I d'équilibre devienl. en leniplaçant F et T par leurs valeurs ^,,- et -M 5".

tan'' 3
> - / (

-
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En général, on |>oul siippo^or I\ a>soz grand par rapport aux ilinicn^ions

«le la niacliine |)Oiir que — soit négligoalilc Alors

Si l'on suppose que U soil assez grand pour que ces approximations

puissent être admises, l'équilibre reialif ainsi réalisé est instable, car, si

le cycle s'incline vers le sol, p augmente, le moment du poids angmenle,

celui de F diminue; c'est le poids qui l'emporte, et ^ tend à augmenter

davantage. Pour éviter une cliute, il Tant que le cycliste tourne la roue

directrice du côté où il va tomber, de façon à faire croître 0; alors le

point oj se déplace, Aw, Bw et U diminuent, la force centrifuge F = —-

—

augmente et peut vaincre rcHct de la pesanteur. L"in\erse a lieu si p

diminue.

La condition d'équilibre trouvée serait suffisante si le frottement de

glissement sur le sol dans le sens latéral était indéfini. .Mais, soit /' le

coefficient de ce frottement : dans l'équilibre relatif, la résultante de P

et F| rencontre l'axe AB en faisant un angle 3 avec la verticale. Pour qu'il

n'y ail pas glissement, il faut

tangpi/, V^i/.-R.

Cette inégalité montre qu'avec une vitesse donnée on ne peut pas dé-

crire un cercle de ravon inférieur à —.• Lorsque le sol est "li-sanl. il

faudra, pour décrire un cercle de rayon donné II, ralentir suffisamment

pour que l'inégalité soit satisfaite (Bolrleï, loc. cit., p. iÇy-x"]).

On pourra également consulter, sur la théorie de la bicyclette, le .Mé-

moire couronné de M. \iouv\e\, {Bulletin de la Société niatliéniatiqiie,

1899); un Mémoire de AL Garvallo, inséré au Journal de l'Ecole Poly-

technique ( \ " et ^ !' Galiier, 1900); et un .^L-moire de M. Jîoussinesq

{Journal de Malhémalicjues, de M. Jordan, iHijyj.

IIL- ÉQUILIBRE ET MOUVEMENTS RELATIFS A LA SURFACE
DE LA TERRE.

4:2-J. Historique. — Newton paraît être le premier qui ait signalé l'in-

fluence de la rotation de la Terre sur le mouvement des corps à sa surface :

il remarqua qu'un corps abandonné du haut d'une tour doit conserver, en

tombant, une vitesse normale au méridien, égale à celle du sommet de la

tour dans le mouvement de rotation de la Terre : celte vitesse étant un

peu plus grande que celle du pied de la tour, le corps doit tomber un peu
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en .iviinl «lu pii-d dans le sens do la rolalion di; la rcric, c'csl-à-dirc ôlic

dôvir vers ri'>t. IMusicurs obsoivalfuis clicic lièrent à inellrc ce fait en

évidence, mai*; ce n'esl qu'en iS5i que des ex|)('iierire<( à peu près con-

cluantes furent faites par Heicli dans j.-s inim-s de Fieiber};: mais, dans

ces expériences, il subsiste encore des points douleux. et il serait à désirer

qu'elles fussent reprises. Il était réservé à F<jucault de fournir une dé-

monstration bien plus nette du momomenl diurne: ce plivsicien reconnut

que i.i it>tation de la Terre devait se manifester par la rotation du |)lan de

l'oscillation d'un pendule simple aut<iur de la verticale du lieu dans le

sens du mouvement diurne, et il mil ce fait en évidence dans la célèbre

expérience du Panthéon. L'expérience de Foucault présente sur celle de

la déviation du corps tombant il'une i,'rande hauteur cet avantage, qu'elle

accumule, pendant un temps assez long pour les reniire sensibles, les efTet-»

d'abord très petits que la rotation du globe cause sur le mouvement appa-

rent de* corps. L'expérience de Foucault a été reprise récemment par un

savant hollandais, ^L Kamerlingh Onnes, à Groningue, avec un pendule

me-iurant seulement 1'", 2 de longueur cl oscillant dans le vide. M. Bergel

a également mis la rotation de la Terre en évidence avec un pendule de i"'

{Comptes rendus, t. CXWI, r()oo). Un appareil simple et pratique dû à

M. Cannwel a été présenté par M. d'Arsonval à l'Académie dans la séance

i\u 17 novembre i9o>..

L'influence perturbatrice qu'exerce la rotation du globe sur les corps eu

mouvement à sa surface est d'autant plus sensible que leur vitesse est plus

grande. .Mais sur ces corps en mouvement rapide, sur la balle d'un fusil,

par exemple, mille autre causes perturbatrices agissent généralement, el

l'observation était à peu prés impossible. Ce fut encore le génie de Fou-
cault qui triompha de celle difficulté : il eut recouis pour cela aux pro-

priétés du mouvement d'un corps lourd suspendu par son cenire de gravité

et tournant ra|)idenieiil autour d'un axe de symétrie, et il montra que l'axe

de ce corps doit conserver une oiienlalion fixe et, par conséquent, s'il est

pointé vers une étoile, suivre celte étoih; dans son mouvement diurne. Cet

ap|)areil de Foucault a reçu le nom de fryroscope. D'autres appareils du

même genre ont été construits par M. Sire cl par .>L Gilbert : nous faisons

plus loin la théorie d'un de ces appareils, le barogyroscnpr, comme appli-

cation des équations de Lagrange.

Nous renverrons, pour plus de détails, à l'excellente Notice de !\L Gil-

bert : Les preuves mécaniques de la rotation de la Terre (Gaulhier-

Villars, i8S3; Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques, 188-2).

Dans un autre ordre d'idées, Poinsot |)roposa de mettre en évidence la

rotation de la Terre à l'aide d'un système subissant des changements

intérieurs {Comptes rendus, i85i). Cette conception a été étudiée par

M. Andrade qui a imaginé un appareil amplifiant les elTets delà déviation

vers riist dans la chute d'un corps |icsanl, de façon à les rendre visibles

dans une expérience de cours {Comptes rendus, 10 juin et ij oc-

tobre iHf)"».)

A., II. 18
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il2i. Équilibre relatif à la surface de la Terre. — Nous regar-

derons la Terre comiue un solide animé d'un niouvcmenl de rola-

lion de vitesse angulaire conslanle to autour de la ligne des pôles

PP'; nous laissons donc de eolé l'influence que peut avoir sur le

mouvement ou l'équilibre des points placés sur la Terre la transla-

tion de la Terre autour du Soleil. Si l'on prend pour unité de

temps la seconde de temps sidéral, la vitesse angulaire co a pour

valeur ~— . elle est donc exi)riniée i)ar un nombre très petit.
•24. bo''

' ' '

Soient P le pôle nord, EE' le plan de l'équateur. Pour traiter

un problème précis, cherchons la position d'équilibre relatif d'un

fil à plomb OM suspendu en un point O invariablement lié à la

Terre. La position d'équilibre OM que prend le fil est, par défi-

nition, la verticale du point M; l'angle \ que fait ce fil avec le

plan de l'équateur est la latitude du point M; nous désignerons

par la distance MQ du |)oint à l'axe de la Terre PP'; ces élé-

ments sont tous fournis par l'observation
(
//o-. 255).

Les forces qui agissent sur le point M sont l'attraction de la

terre A et la tension T du fil; ces deux forces ne se font pas équi-

libre, car le point M n'est [)as animé d'un mouvement absolu,

rectiligne et uniforme. La force T a pour intensité ce que nous

appelons le poids mg du point matériel; elle est dirig;ée en sens

contraire du poids; l'angle a que fait la direction OM du fil à

plomb avec l'attraction A est ce qu'on nomme la déviation de la

verticale due à la rotation de la Terre. Si la Terre ne tournait
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pas, les forces A cl T = /?/^ se feraient équilibre ; elles seraient

égales et directement opposées, et l'on aurait a = o.

Pour trouver les conditions d'é(piilibrc relatif, nous pouvons

ref;arder la Terre comme lixc, à condition d'ajouter aux forces A
et T (pii a^i-<s('nl sur le nioMlc la force cent ri fiige <I> ; comme le

mou\cmcnl delà Terre c.sl une rotation aulourde PP', celle force

4» est égale à nnû- o et dirigée suivant le prolongement du rayon

i)M du parallèle de M. Si nous admettons que la verticale OM est

dans le plan PJNJP', l'angle de 4> avec OM est la latitude A du

point M. Les trois forces A, T, <I> se faisant équilibre, sont dans

un mtme phm, le i)Ian de T et <I> cjui e.<l connu en chaque point M
de la Terre; chacune d'elles est égale et opposée à la résultante

des deux autres. Le poids qui est égal et opposé à T est donc la

résultante de Vattraction et de la force centrifuge.

Dans le plan des trois forces A, T, *!>, la somme des projections

des forces sur deux directions est nidie; projetons sur la verti-

cale MO et sur l'horizontale, nous aurons les deux conditions

( i ) A co'i a — inc; — m oj- o cos /. = o,

(2) A sina

—

//Jco-psiiiÀ =0,

qui donnent Acosa et A sina et permettent, par suite, de cal-

culer A et a en chaqu e point de la Terre. Ces quantités varient

avec la latitude.

A l'équateur A est nul et, par suite, a aussi. En appelant Aq,

^05 ^0 'es valeurs correspondantes de A,^, p, on a, d'après (i),

mg^ = A„— m W-' Oo = A (
1 r—^ I

•

- * /

Calculant Aq par celle relation, on Irouve que le rapport qui

figure dans la parenthèse est sensiblement égal à —— ou à -^, ; on

a donc

mgç^ = Ao M — --_:

Par conséquent, si la Terre tournait dix-sept fois plus vite, un

corps placé à l'équateur serait dépourvu de poids. Au pôle, on

a = 0, A r= (jo", a est encore nul d'après (2), et, d'après (i),

///^ de\ icnt égal à A; tout se passe donc comme si la Terre ne
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tournai l pas : ce qui est évidenl, car le lieu Je lobservalion est

sur Taxe de rolalion.

Dans ce qui précède nous n'avons fait aucune hvpollièse sur la

forme de la Terre; nous avons seulenienl sujiposé la verticale O/»

située dans le plan PMP'. Voyons ce <]ue devicnnenl les formules

si Ton fait les hjpotlièses suivantes qui ne donnent qu'une pre-

mière approximation. Supposons la Terre spliérique et admettons

que Tatlraction A est dirigée vers le centre G et a la même inten-

sité en tous les points de la Terre, A = Aq. On a alors, dans le

triangleCMC^, en appelant Pôle rayon de la Terre : p :=poCOs(À— a),

et la formule (2) donne

nitu-Oû ,, . , I , . ,

sina: = —r

—

'— cos( a — a 1 ?iii A = —— cos( A — a ) sin/.
Ao 289

L'angle a étant très petit, développons les deux membres de

cette formule par rapport aux puissances croissantes de a, et né-

gligeons les termes qui contiennent le carré de a et le produit

— a : nous aurons la formule approchée

289
cos A «in )..

Cette formule montre que la déviation de la verticale est maxi-

mum à la latitude de 45".

En nous re|)ortant à la formule (i) nous aurons, en tenant

compte de l'expression p = poeo3('Â — a), et faisant les mêmes

aj)proximalions,

mis = Au cos a cosY X
U89

-A,, >

. \

289 /

425. Mouvement relatif à la surface de la Terre. — Soit O
un j)oint lié à la Teri'e au lieu de l'observation

;
prenons pour axe

des z- du trlèdre mobile la verticale du lieu considéré dirigée vers

le bas; pour axe des y la tangente au parallèle vers l'Est, et pour

axe des x la perpendiculaire à ces deux droites, tangente au

méridien dirigée vers le Sud.

Le mobile M est soumis à deux forces réelles : l'attraction de la
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Terrp A cl I:i irsulhiulc l"'( X, 'N , /,) des forces (inoii f.iil ;ii;ir sur

CC|)niiil. I*i>iii- ;i\OU" le (ii()iiV(Miiciil icliilil, lions supin iscioiis l;i

l'crrc iniiii(tl)ilc en ;i|)|ili(|u;inl au point M la force cenliifii|^e <I> cl

la force ceiilririii;c composée <I>'. Lallraclioii de la rcrie cl la

force C(Miliilui;c <I> avant pour ic-siilliiiiti' le |)oi(ls ///;; du corps,

dirigé siiivanl la vcrlicale (n" i!2i), il nous suffira de calculer la

force cenlrifiij^e composée <!>'. A cet cfTel, tlicrciions les compo-

sâmes /;, Y,
/• suivant les axes mobiles de la rotation instantanée o)

;

on voit Mil nu'diatenieiil cpie le segment 0(.j, représentant la rota-

tion instantanée, est parallèle à la ligne des pôles et doit être

dirigé vers le Sud. puisrpie la Terre tourne de r(3uesl à TEst. Ce

vecteur Ot.) a donc pour projections

/> = (o c os'v w O J" j = OJ co?X. /• =; (.) Mil A

Les projections de la force centrifuge composée sont alors

d'après les formules générales du n"il3,

K m M sin A
. , dr y dz

7.m I CO SI 11 A ^- — (O cos A —r-
dt dl

dy
_

et Ton a, pour les (-(piations du nioii\ émeut relatif,

d-x ^, . . dvm —,— — \ -4- lin «} sm A -7-
d(^ df

d-.

dt
,- = I — Mil (»

(
<lll A

dz. d.r
—f- — cos A —r
dt dt

d'-z dya^z . ay
—r- ^= insr ^ L — 2m 10 cos A -r- •

df- dt
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Il esl bien cnlenclu (|iic ces formules ne sonl applicables que

lanl que le mobile reslc assez près du point O pour que l'on

juiisse considérer la pesanteur comme parallèle à O:; et égale

à m£;

.

Si l'on fait sur ces équations la combinaison analytique qui

donne l'équation des forces vives, on a

d = X dx -h Y dy -{- Z dz + mg d z,

caries termes en 10 disparaissent.

Si donc il existe |iour (X, Y, Z) une fonction de forces U, on a

l'intégrale première

= U + mg z -i- /i.

426. Chute libre d'un point pesant. — Nous supposerons que la chute

s'effectue dans le vide ; alors X, Y, Z sonl nuls, et les équations du mou-
vement sont

/ d'^x . ^ dy
-7— =210 sinÀ -~,

l dt- dl

, - 1 d^y f . . dx ^ dz\
( I ) i —rV =— 2 o) sin À -^ cos À -5- ,

^ '
^ dt- \ dt dt J

d- z .. dy
d(i * dt

Nous supposerons que le mobile part de l'origine sans vitesse relative

initiale. Les seconds membres des équations du mouvement étant des dé-

rivées exactes, nous pouvons intégrer une première fois et nous avons, en

tenant compte des conditions initiales,

dx . ^—— = 2C0 }' sin/,
dl -^

(2) ^ -^ = — 2w(a7 sinÀ — ^cosX),

dz

r> • 1,- ' • 11.'- 1
d^y

Pour terminer 1 intégration on peut, dans 1 équation qui donne -rv »

, dx dz . . . .

remplacer — > — parleurs valeurs, ce qui donne
dt dt

d-v^ ^

-^^ -^ 1 W'-J = 2 tO COS À gt
,

équation linéaire du second ordre que l'on peut intégrer exactement.
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Mais comme oj est très polit, on obtient une a|»|)ro\imation bien sufli-

sanlc en dévclo|»|)anl T,y^ z en séries onlonnées suivant les |juissancc-i

croissantes de lo et se bornant aux premiers termes.

Essayons donc de vérifier les équations (i) par les séries

( a' = j^u -4- 10 .ri -^ (o* j-j

(J)
j
r =^0-^- w7i-+-wîj-.,-r-

( :; = Cq -f- w 5] -f- 10- ^2 -f- . . .

.

dans lesquelles .rg, ^'o, ;;o, a*!, _^i, .31, etc. sont des fonctions de / s'annu-

lant, ainsi que leurs dérivées premières, pour ^ = o. Substituant ces déve-

loppements dans les équations (2) et égalant les coefficients des mêmes
puissances de w, il vient d'abord

dxQ dfo dzo
—r- = o, -4- = o. —r- = frl.
dt

'

dt dt ^

d'où, en intégran t

,

Ensuite on trouve

•2

dx, i/vi , , dzi
—r- = o, -=7— = ^t- cosA, —j- = o,
dt dt ^ dt

^1 = 0, j'i ='^cosX, -1=0,

et ainsi de suite. De sorte que, si l'on néglige les termes en w- dans les

développements (3), on a, pour valeurs approchées de a", j', z

X = O, y = ti>^^—-cosl, z^-
-^

3 2

Le point reste donc dans le plan des^'s, mais, au lieu de tomber suivant

la verticale, comme il arriverait si la Terre ne tournait pas, il est légère-

ment dé>ié vers l'Est, car^ est positif. Dans le plan des yz, le point décrit

la parabole semi-cubique

3 /2 g'y = 4 w = - cos X .

Celte équation permet de calculer la déviation vers l'Est pour une hau-

teur de chute donnée z.

En poussant l'approximation plus loin, on trouve pour x la valcui

co- sin )v cos). ^—
;

o
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outro la (Icvialioii vers l'Lsl iloiil nous vouons de parler, il y a une nou-

velle ticvialion, presque insensible, vers le Sud.

Si l'on veut avoir la vitesse du mobile, il siillit d ii|i|ili(iuer le llMoième

<les forces vives qui donne ininiédialenienl puni- la \itesse la \aleur \/>.gz.

-427. Pendule de Foucault. — Nous allons (tudior le mnnveinenl d'un

pendule spbérique de longueur/, en tenant compte du mouvement de rota-

tion de la Terre. Conservons les mêmes axes que dans la question précé-

dente, l'oriijine étant le |ioint de suspension du pendule; les forces qui

agissent sur le mobile, en deliors de l'attraction de la Terre, se réduisent

à la tension du fil, que nous appellerons «iN ; les projections de cette force

étant — m N , > — i/i \ ~ ^ — ni N , les équations du mouvement relatif

seront alors

(")

d- z

HT

— N '. «o SI n A -T—
(Il

.. r / • 1 '^f-^' - if--— N V ^— v. to sm A -7- — eos A -r-
l \ dt dt

-kl
^ - dy

ir — N -r — 2 to cos A -~- •

/ dt

Les équations dilTérentielles du mouvement sont d'une intégration diffi-

cile; on peut chercher à les intégrer par approximations successives; on

opérerait comme dans la question précédente. Abandonnons le cas général

et plaçons-nous dans celui où les oscillations ont une amplitude très petite ;

oc y
notre approximation consistera à regarder -^^ -y et leurs dérivées d'une

pari, oj d'autre part, comme de |)etiles quantités du premier ordre, et à

négliger leurs carrés cl leurs produits vis-à-vis des quantités finies. A cet

ordre d'approximation, nous aurons constamment 5 =: /, car l'équation de

la sphère sur laquelle se meut le point pesant donne

/ .

et, en négligeant -j^ el ^-j^ , z = l

.

La troisième équation du mouvement donne alors N = g; en portant

«elle valeur avec z — l dans les deux premières, celles-ci se transforment

en

(•2)

d- X
'dt^

d'^y _
dt> ~

— -; ar -t- 2 w s i n X
é'

. . de
y — 2 cosin A

dl

dr
77/
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Ces deux rqiiation« <l(*(iiiissi'iil le inoiivoiucnt du pendule <|ui ,«e fail

sensiblement dans le pi.m l;m;;i'Ml au |iiiinl Ir |i|ii>. h^is di- la splnre, comme
il résulle de la valeur z = /.

Les éf|uations (i) sont linéaires et à f()ef(itieiit>; ronslant»*; un pounail

donr les inlé^ier iif;oureusemenl par des •|uaiiratures, mai» nous allon-;

employer utie autre métliode. Formons lu combinaison analytique des

forces \ ivt's

<i intégrons, en app<'lanl /• et les rciordonnéos polaires de la |)rojertion

du |ii>ndu!e sur le |ilan de* jy\ il vient

5) m -7'-^-"^

faisons maintenant une combinaison analogue à celle des moments en

ajoutant les équations (2) respectivement multipliées par —y et x, nous

auious

<ly clx

dl V fit -^ dt
— •}. M '>\n K{ X

dx
dt

y -

dt)

< i[uation inlc'-grable qui donne, en posant wsinX = co' et passant aux coor-

ilouiu'fs polaires,

i) /--r- = — «O /•- -r- (i.
dt

Cas particulier. — Traitons d'abord un cas particulier : le [lendule

étant en équilibre dans la verticale, donnons-lui une petite impulsion; il

se met à osciller. Alors èi l'instant initial on a / = o ; l'équation ( \
) montre

que la constante C doit être nulle et cette équation se réduit à

dd

d't
= 0„— coV.

Donc II" pt.'iidule sendjleia osciller dans un pian qui tourne d'un mouve-
ment unitnrme autoui- de la verticale O- dans le sens négatif, avec une

vitesse ani^ulaire lu': ce plan fera un tour complot dans K- temps —

^

'

tu

ou -:—^,- (temps sidéra/) (lui. |>our Tari*, est de 3»'' environ.
sin K ' Il
Cas i;éncral. — Revenons maintenant au cas général des petites oscil-

lations; l'équation (4) s'écrit

=c.
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Si dune on dosigne par ep l'angle 6 + co'/, on a l'équation

(^) /•2 ^? _ r

analogue à l'équation des aires. Les quantités /• et q sont les coordonnées

polaires relatives de la projection horizontale AI par rapport à un système

d'axes O^ri}', tournant autour de la verticale Oz dans le sens négatif

avec la vitesse constante lo', car xOxi étant pris égal à w'/, a-jOM est

H- lo' < ou (3 {Jig. 'iSy ).

Avec les nouvelles variables l'équation (3) devient

(^y-'[($)'---^-^]'^?1_ 7'- h.

<h
En remi)laçant /- -~ par G et en négligeant les termes du quatrième

ordre, lo'-r^ devant ceux du deuxième, il reste, en désignant par h' une

nouvelle constante.

(6)
t/© \ - _
-dt)

= - /'"

Les équations (5) et (6; sont identiques aux équations des aires et des

forces vives dans le mouvement d'un point attiré par un centre fixe O
|)roportionnellement à la distance.

Le mouvement du point .M par rapport aux axes a-iOj'i est donc iden-

tique au mouvement absolu d'un point M attiré par un centre fixe O
proportionnellement à la distance. D'après ce que l'on a vu dans le n° 223,

le point .M décrit par rapport aux axes a:iOvi une ellipse de centre O, la

durée de la révolution du point sur l'ellipse étant Tj-\/l
Gomme les axes :r, Oj'i tournent dans le plan horizontal, on voit que le

point M parcourt une petite ellipse horizontale de centre O qui tourne dans
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le st'iis tK':;;uif auluur de son coiilre avec une vitesse angulaire tu', de façon

à f.iiie un tour entier dans le lem|>s T = —
r = Ba*" pour Paris.

tu
"^

/.'./•/))' ri'f/i fit' (le Foucault. — Dans la célcbrr expi-rience du l'anlhéon ,

II' |Mii«lul'' t'iait tïcarté île sa jxi'iilion initiale et rattaché à un mnr par un

lil. I.f |)cn<Iule étant ainsi immobile par rapport a la Terre, on hrùle le fil

cl II' |»i'ndule se met en mouvement. Dans ces conditions la vitesse initiale

du pendule par rapjiort aux axes O xyz liés à la Terre est nulle, les valeurs

.... , tir il*i
, ,, , , .....

initiales de -, et -7- sont donc nulles. La valeur initiale de r que nous
(l( ilf '

appellerons a est donc un axe de l'ellipse, car — commençant par être

nul, la valeur initiale de /• est un maximum ou un minimum. La rela-

(IH
tien (4) dans laquelle on fait r = a. -- =0, donne alors C = a-(o'. La

valeur initiale de -— est positive et égale à to' : donc, dans l'expérience d e

Foucault, le pendule parcourt l'ellipse dans le sens positif des rotations

autour de 0-3, en même temps que la petite ellipse tourne dans le sens né-

gatif. Le phénomène est donc nettement différent de celui qui sti prése nte

dans le pendule conique quand on néglige l'influence de la rotation de la

Terre, car, dans ce dernier cas, en poussant l'approximation plus loin,

l'extrémilé du pendule semble décrire une petite ellipse qui tourne dans

le sens dans lequel elle est parcourue.

Tlicorènie de Chevilliet. — Dans les équations précédentes C désigne

la constante des aires pour le mouvement du point décrivant la petite

ellipse |iar rapport aux axes XiOyi. Soient a e.1 b les deux axes de cette

ellipse, Ti la durée de la révolution du point su r l'ellipse, G a pour

, "XT.ab ,, .,-.., ï% 1 ï

valeur —^_,— ; d autre part on a trouve L = a-to . bgalant ces deux expres-
i

1

sions, on a

h Tito' T|

a 2- T

T désignant comme plus haut la durée d'une révolution de l'ellipse autour

de son centre.

.\insi les deux axes de l'ellipse mobile sont entre eux comme les

duri'es de l'oscillation complète et de la réi'olution de l'ellipse. Dans

l'expérience ilu Panthéon / = ()-"', a = 3 ", Ti = iG'; T = j-i''. — = ;

• ' a 77iio

l'ellipse e?t donc extrêmement aplatie.

F*our une étude plus approfondie du pendule de P'oucaull nous n.'nver -

rons aux .Mémoires do M. de S[)ari-c {Sai'ants étrangers; 1891 el Annale s

de la .Société scientifique de Bru.rel/cs, 1 i' année; iSijo-iStji).

428. Gyroscope. — Le gyroscope de Foucault est un corps pesant de
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révolution !Ju?pendu par ?on ooiUro île t^ravilé auloiir duquel il |ieul

tourner dans tous les sens.

L'élude du niouvemenl du gyroscope de Foucault a fait l'objet de nom-
breux et savants Mémoires, dont M. Gilbert a donné l'analyse complète

dans une intéressante Notice intitulée : Etude historique et critique du
probli'ine de la rotation d'un corps solide (Annales de la Société

scientifique de Bruxelles, t." année; 1878). Ainsi que le fait remarquer

iM. Gilbert, les auteurs de ces IVIémoires se sont placés à deux points de

vue (lilTéreuls pour traiter le problème : les uns, parmi lesquels Bour () et

Loitiier, ont supposé que l'ai traction de la Terre était constante dans

retendue occupée par le corps; les autres, parmi lesquels Quet(2), Rcsal

et, plus tard. M. Gilbert, ont supposé que c'était la pesanteur apparente,

c'est-à-dire la résultante de l'attraction de la Terre et de la force centri-

fuge qui était constante. Lorsque l'on ne se préoccupe que de prouver la

rotation de la Terre par la concordance des résultats de la théorie avec

ceux de l'expérience, l'une et l'autre hypothèses sont également accep-

tables, car les équations auxquelles elles conduisent ne dilîèrent que par

des termes dépendant du carré de la rotation diurne, termes assurément

négligeables; mais la première hypothèse offre du moins l'avantage de con-

duire à une solution plus simple, puisque Bour l'obtient par des fonctions

circulaires, tandis que l'autre hypothèse, plus généralement adoptée, con-

duit aux fonctions elliptiques.

L'hypothèse que l'atlraclion de la Terre seule est conslante, offre un

second avantage, non moins appréciable pour un problème de cette

nature, celui de conduire à la solution rigoureuse par un raisonnement

élémentaire de quelques lignes que nous empruntons, ainsi que les

indications qui précèdent, à une ?\ote de ^L Guyou {Comptes rendus,

iG avril 1888).

Considérons un solide homogène pesant de révolution sus|)endu par son

centre de gravité G. Les forces agissant sur le corps sont l'attraction delà

Terre et la réaction Q du point de suspension G : les dimensions de l'ap-

pareil sont assez petites pour que les attractions de la Terre sur les molé-

cules du corps soient parallèles et proportionnelles aux masses de ces

molécules; ces attractions ont dès lors une résultante A. appliquée au

centre de gravité G. Ce point G n'est pas absolument fixe, car il est en-

traîné dans le mouvement de la Terre. Appelons J l'accélération que

possède à chaque instant ce point G. Nous allons étu lier le mouvement
du corps par rapport à des axes Gx'y'z\ de directions absolument fixes

ayant le point G pour origine. Nous pourrons regarder ces axes comme
fixes, à con<lition d'ajouter aux forces qui agissent réellement sur les diffé-

rents points du système les seules forces cei;trifuges. Ces dernières étant

— mi sont j>arallèles et proportionnelles aux masses : elles ont donc au«si

(') Journal de Liouville; i8ij3.

(') /bid.; iS53.
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une ré«uIl;into •!» appliquée au rciitro ilc ,'i:i\itt; G. Le tiiuiiM.Miii>nl rlu corps

piir rappurl ;ni\ a\cs G^ )';' est <Ii>nc i(lciilii|uc' au miiuvoint-iit il'uii «oIi<l«-

«le rôvolulioii suspemlu piir un |)iiint absoluincnl fixe G «le son axe cl

sollieité par «les forces adiiiellanl une résullante unii|ue passant par !••

point fixe. Or ce mouvement a été étudié en détail. L'axe G 7 du plan du

maxiniiiin des aires est invariaMe, c'est-à-tlire pointé vers la même étoile,

cl l'axe de révolution de l'instrument décril d'un mouvement uniforme un

cône circulaire autour de cette directiioi. l'^nlîn le mouvement par rapport

à la Terre est le résultat de la superpo-ilion du mnuNeunrii diurne à c<"

mouNement simple.

Par exemple, si les conditions initiales sont telles que l'instrument com-
mence par tourner autour de son axe de révolution (axe principal d'inertie

relatif au point G), ce mouvement de rotation persistera indéfiniment,

l'axe conservant une direction absolument fixe dans l'espace. Donc, dans

ce cas. Taxe de l'instrument restera pointé vers la même étoile et, pour

l'observateur placé sur la Terre, il suivra l'étoile dans son mouvement
diurne. Ce mode de raisonnement conduit aux mêmes résultats que l'ana-

lyse de \>i>uv ( Joti/nal de Lioinille; i8G3).

Si, au lieu île considérer un solide de révolution, on considérait un

solide quelconque suspendu par son centre de gravité, le mou\ement du

cor|»s piir rapjxjrt aux axes Gx'y' z' de directions fixes serait un mouve-
ment à la Poinsot, et le mouvement du corps par rap|)orl à la Terre s'ob-

tiendrait en combinant ce mouvement à la Poinsot avec le mouvement
diurne. C'est le résultat qu'aurait obtenu Bour s'il avait poussé jusqu'au

bout l'analyse qu'il n'a fait qu'indiquer pour ce cas générai.

(Gcïot, loc. cil.).

I.,e procédé employé par Foucault pour suspendre un tore par son centre

de gravité est le suivant. Un premier anneau tourne autour d'un axe fixe

vertical CC : un deuxième anneau tourne autour d'un axe iJlJ'i //^'. -l'i^

}

qui coïncide avec le diamètre du premier anneau pcrpcmliculaire à CC;
enfin, le tore tourne autour d'un axe AG.V coïncidant avec le diamètre du

second anneau perpendiculaire à VAV

.
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EXERCICES.

1. Trouver le ninuvomenl rcliilif li'iin [loini pesant sur un |)lan liori/.onlul, en

tcnanl eomple du niouvenienl de la Terre.

Réponse. — En prenant les axes du n" 425, on voit que le point reste dans le

plan des xy^ z —<>; la seule force appliquée, autre que rallraction, est la réac-

tion normale N du plan. Les é(|uations du inouvomcnt sont alors

rf-.r . - </> d- V . , tf-^ .vT -> <^V

dt- dt dl- dt ^ dt

La dernière équation donne la réaction qui difTèrc un peu du poids du corps,

à cause du terme en u. Les deux premières définissent le mouvement dans le

plan des xy. En appliquant le théorème des forces vives, on trouve que la vitesse

relative v du mobile est constante et égale à (>„. Désignant par a l'angle de la

,-, . dx dy . „
vitesse avec Ox, on a donc -r- = c'cosa, -r- = i'„sina. Ces expressions, portées

dt "
' dt ' ' '

, , , . , ,
dcL . - ds

dans les équations du mouvement, donnent — = — 3wsinA; comme— = v„,

s désignant l'arc de la trajectoire, on a

ds f.,

Le rayon de courbure p est donc constant et la trajectoire est un arc de cercle

de très grand rayon.

2. Traiter directement par la Théorie tlu mouvement relatif les problèmes

traités dans le premier Volume par la méthotie de Lagrange : p. 4^8, ii° 260;

p. 466, problèmes 22 et 23; p. /173, problème 2.

3. Mouvement relatif d'un ]ioint pesant glissant sur une droite tournant uni-

formément autour d'un axe vertical fixe Oz qu'elle ne rencontre pas.

Soient OC la perpendiculaire commune à Taxe Oz et à la droite, CM = /" la

dislance du mobile au point C, et a l'angle de la droite avec l'axe. L'équation du

mouvement est

d-r „ . .-^ — w-/-sin-a = — ^cosa,

équation linéaire à coefficients constants avec second membre constant.

Le point se meut comme si la dioite était fixe et si le jioiiii était repoussé par

la position d'équilibre relatif, proportionnellement à la distance.

4. Si, dans toute l'étendue de la trajectoire d'un point pesant dans le vide à la

surface de la Terre, on regarde l'attraction comme constante en grandeur et

direction, le point semble décrire, par rapport à la Terre, une parabole qui tourne

uniformément autour d'un certain axe.

[Dofu (les formules que donne Resal dans

\cs Nouvelles Annales, 1872, conduisent

précisément à ce résultat).]



c II \ l' rr ri i: \ \ 1 1

.

m ( > i v i : m i: n t ii i; i. v r i v . -i^-

5. Mouvement ilo «Imlc d'un point iicsant dans le vide, quand on regarde la

Trrrc mninio Mn ellipsoïde de n'-vidulion lioniofçi'ne cl a|>lati.

( I)i: Saint-Gkumain, Nouvellvs Annales, 3* si-ric, t. II, i883.)

n. l'n tore pesant cl liouio^rne T est mobile autour d'un diami'trc «''ijuatori^il

ÇOÇ' horizontal; ce diamètre est animé d'une rotation uniforme m autfiur de la

verticale du rentre 0. Vax un point M du diamùtie éi|uatorial per|)endirulaire

à \0\' est placé un poids additionnel m. Mouvement du tore autour du ilia-

mèlre ÇOÇ'C)- (.4grè<;ation, i^-i'\.)

Soit OM = d; A et C les moments irinertio du tore par ia|>(iorl ;'i un diamètre

équatorial et par rapport à l'axe de révolution.

Le mouvement sera défini |)ar l'angle du rayon CM avec la verticale descen-

dante.

L'é(|ualion ilu mouvement est

( A -4- m il- )
6" — 0)-

( C — A -h m cP ) >i n cos = — mg c/ si n 0.

7. On donne une surface S dont réf|ualion, par rapport à trois axes rectangu-

laires Ox, Oy., Oc, est

z = e'+r,

e désignant la base des logarithmes népériens. Un point matériel M dont on

prend la masse pour unité est assujetti à se mouvoir sur la surface S; il est, en

outre, soumis à l'action de forces extérieures données. La surface S tourne avec

une vitesse angulaire constante w autour de la droite OA dont les équations, par

rapport aux axes Ox, Oy, Oz, sont

X =y = z.

i" Former les équations différentielles qui définissent le mouvement relatif du

point M sur la surface mobile S;

2" Calculer la réaction N de cette surface;

3» Étudier ce mouvement relatif en supposant le point M attiré vers le point O
par une force F proportionnelle à la distance MO, et vers le plan P, mené par

le point perpendiculairement à la droite OA, jiar une force l\ proportionnelli'

à la distance Mm du point .M à ce plan P.

Les intensités des forces F et \\, à l'unité de distance, ont rcspcclivemciil pour

valeur w- et 3w'.

A l'origine du temps, le mobile M se trouve au point ayant pour coordonnées

X = y = 0, c = I ;

de [)Ius on a, au même instant.

dx _ a w dy _ 2 w

di
~~

'^l 777
~

"J/l

"

{Agrégation.)

C) GiLBEitT, A/e'mo/'/e .sM/' l'application de la ntcthode de Lagrange à divers

problèmes de mouvement relatif, p. 271).
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S. l'nc circonfcrence Je rayon II lounie avec une vitesse angulaire coiislanle (d

uiiliiiir d'un de ses diainèlres Ox supposé vertical.

Mouvement d'une barre homogène pesante AB, dont les extréniilcs glissent sans

frottement sur la circonférence.

C étant le milieu de la barre, soit OC = a, l'angle de OC avec la verticale

descendante Ox, MA- le moment d'inertie de la barre par rapport à C, le lliéo-

réme des forces vives appliqué au mouvement relatif tlonne

M
(
/''-'-«')( ;t- )

= ' ^'
S^"^ "^"^^ "^ '•^' - """ '+' ^'•

où /• désigne la distance du point m de la barre à Ox. On trouve facilement

^mr'= M«-sin = -i- MA- cos-0.

En substituant, on a l'équation ilu mouvement. CosO est donné en t par une

fonction elliptic[ue.

Si a-=k-, le mouvement est iiendulaire.
cl-

Les positions d'équilibre relatif s obtiennent en égalant à zéro -— •

( Licence. )

9. Stabilité de l'équilibre relatif d'un point. — Il est imjjorlant de remar-

quer que, si la force centrifuge composée n'intervient pas dans la recherche de

l'équilibre relatif, elle apparaît dès que le point se meut et doit entrer en ligne

de compte pour la recherche de la stabilité.

Voici cependant un cas particulier qui se présente fréquemment et dans lequel

on peut affirmer que l'équilibre est stable. Supposons que la force donnée K

a|)p!iquée au point m et la force centrifuge — ni.)^ dérivent toutes deux d'une

fonction de forces, de sorte qu'on ait

— <-u- = ^^

U étant fonction de x, y, z. Dans ces conditions, on obtiendra les positions

d'équilibre relatif du point m, soit libre, soit mobile sur une Courbe ou uni!

surface invariablement liée aux axes Oxyz. en cherchant parmi les positions

possibles du point celles qui rendent la fonction U maximum ou minimum. Si,

dans une certaine position, U est maximum, c'est une position d'équilibre stable.

En effet, si le point, étant écarté de sa position d'équilibre et lancé avec une

petite vitesse relative se met en mouvement, la force centrifuge composée vient

s'ajouter aux autres forces; mais, comme son travail est nul, on a l'intégrale des

forces vives

—V -hh,

à laquelle on pourra applifiucr tous les raisonnements faits pour la stabilité de

l'équilibre dans le mouvement absolu (n"' 20S, 245, 267), raisonnements qui

reposent uniquement sur l'existence de l'intégrale des forces vives. Ainsi, dans

l'exemfile du n" 415 (équilibre relatif d'un point pesant sur une courbe plane
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toiirnaiil iiiiluui' d'iini' M'ilintlc ilr sun plai) ), nii a

U = — nii'z -J- V «Jo)-o-.

Ji8<)

Oti pciil alors xi'i-iliiT |iar ci'llr riii'llinili' (|iic, |k>iii- Ii- rcirli' loiii'iiaiil, la fxjsi-

m cosx = ~\ ,- «'Si slahle iiiiaïul elle cxisli-.

Les iiiciiics rcmai(|tics s'a|iplii|iiciil à ri'iinililjn- n hilif ilcs sv*l<''nirs.

A., 11. ".>
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CHAPITRE XXII I.

PRINCIPE DE D'ALEMBERT.

I. - ÉQUATION GÉNÉRALE DE LA DYNAMIQUE.

129. Énoncé du principe. — Nous avons déjà énoncé le prin-

cipe de d'Alemberl pour un point malériel (1288). Si Ton considère

d'une part les vecteurs représentant les forces appliquées à un

point m et, d'autre pari, un vecteur I appliqué au point, éi;al et

opposé au produit de l'accélération par la masse, on peut iuter-

i>réler les équations du mouvement de la façon suivante : il y a

équilibre à chaque instant entre les forces et le vecteur 1 (ju'on

appelle force cl' inertie. Les projections de ce vecteur I sur les

axes de coordonnées sont

tl-.r d-

y

d-

z

(Ir- di- dr-

j:, 7', ^désignant les coordonnées du j)oinl m.

Soit alors un système de n points /;?,, /??o, .... m,i en mouve-

ment; on peut dire qu'il j a, à chaque instant, équilibre entre

toutes les forces agissant sur ces points et les forces d'inertie de

ces points Ii , Ij. • •- !//•

\ l'aide de ce |)rinci|)C, on peut ramener la mise en équation

d'un problème de Dynamique à la mise en équation d'un |)roblème

auxiliaire de statique.

PuEMiiiRE APPLICATION : Tliêorènies des quantités de nioiive-

tnent projetées et des moments des quantités de mouvement.

— Nous avons vu (n° 9i) que, pour qu'un système quelconque

soit en équilibre, il faut que la somme des projections des forces

extérieures sur chacun des trois axes de coordonnées soit nulle

et que la somme des moments de ces forces par rapport à chacun

des trois axes soit nulle. On en conchiL immédiatement, par l'ap-
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pliciilioii ilii |)nii(i|»c tli" (I Miiiilii'il, <|iii', dans tin svslriiu* en

mouvement, la suiiiinc des |)rojeclions des forces d'iiierl'e el ilr-^

forces exlériciires sur cliactiii des trois axes est ntill(\

Z "''::,^)-i^^'

cl (HK- la somiMO des inoiiKMils des lorcc-i d'iiH-ilii; cl des fiiiccs

cxltriciiics |)ai- ia|>|)Orl à clinciiii des axes est ni///t' :

Les six é(|iialions ainsi ohlemies cxpiiiiicu l les lln'()rèmcs des

quaiililés de mouveineiU projclées el <Jcs niomcnls des fjiianlités

de moiivemcnl (n"' 'MIC) el MIS).

i30. Étude particulière d'un système à liaisons- — Soil un

syslèine de poiiils nialéricls sollicilés par des Icirces données el

assujellisà des liaisons données pouvanl varier avec le lenips sui-

vanl une loi donnée. Chaque point du sv^lènie |)eiil èlre considéré

comme libre sous l'aclion des lorces données el des forces de

liaison rpii agissent sur lui. D'ajirès le principe de d'Alemherl,

il j- a équilibre, à chaque instant , entre les forces données,

les forces de liaison et les forces d^inertie . On énonce qnelipie-

fois ce fait sous la forme suivante :

A chaque instant /, il y a équilibre ea veivtu des liaisons

EXISTANT A CET i>'STV.\T, entre les forces données et les forces

d inertie

.

ExEMi'i.E : Mouvement d'un corps solide autoui- d'un axe

fixe. — llappt.'ions (pie pour (piun cor|)s solide mohile autour

d un axe fixe <) z soit en é(juiid)rc, il faul el il sudlt (pie la somme
de-< moments des forces par rappoil à l'axe soil nulle. D'aprt's cela,

|)our éciire l'é(piali(jn du motixemenl d un cor|)s mobile autour

de Oz. il faut écrire que les forces données et les forces d'inertie

se font é(juilibre en vertu de la liaison, c'esl-à-dire que la somme
des moments de ces forces par rapport à Oc est nulle :

C est ré([uation du n" 3o0, comme on le vériliera facilement.
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i)>l. Équation générale de la Dynamique pour un système à

liaisons sans frottement. — Soil un svsièinc de ii poinls />?,,

m ^ ni„ de eoordonnées a*,, r,, ;,, jTj, }'2, z-^^ ... assujellis

à des ii;usons données, réalisées sans fiollcment ; ces liaisons

peuvent d'ailleurs dépendre du temps. Les points sont sollicités

p;ir des forces données : appelons (\v'^v; ^v) 'es projeclions de

la résultante Fv des forces données ap[)liquées au point m^.

D'après le principe de d'Alemhcrt, il y a équilibre à chacpie

instant entre les forces d'inertie, les forces données \\ei les forces

provenant des liaisons. Si donc on imprime au système un dépla-

cement virtuel quelconque, la somme des travaux des forces

d'inertie, des forces données et des forces de liaison est nulle.

Mais, si le déplacement virtuel est compatible avec les liaisons qt/i

ont lieu à l'instant t, la somme des travaux des forces de liaison

est nulle d'elle-même (n" 1();2); donc la somme des travaux des

forces d''inertie et des forces données est nulle.

Appelons ox^, oTv, obvies composantes d un dé|)lacemei)t vir-

tuel du point /?iv; compatible avec les liaisons qui ont lieu à

l'instant t : les projections de la force d'inertie Iv du point ni^

étant
d- Xy d- r'v d- z.j

' dr^ df^ dt^

on a I érpialion

\ 2 \i^^'- "''^) ^^""-^ (Vv- m, '^) 5j-,

(l) ' V

fpii doit avoir lieu pour tous les déplacements virtuels compa-

tibles aK'ec les liaisons existant à l'instant t. Cette équation

constitue Véquation générale de la dynamicjue des svstèmes à

liaison sans frottement.

Elle dilTère de ré(jiiation générale de la statique (n" 170)

2j ^ -^v ^"^v -i- Vv oj-v -+- Zv ;;.,) = o,

uniquement par la présence des forces d'inertie.
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Nous r(>miiiiiucion>^ |i;ir faite ilfii\ a|)|ili('iii ions de cette iiiétlnnle à de;

pi(d)lèincs xiiii|des.

111:2. Problème I. — Soient ilitt.r limites OA, OB situées dans un
p/ft/i veiticitl et faisant a^wr l'horizimtale les ani^'les a e/ ^ ; sut- ces

tlroites i,'/issenf sans frot tenirni i/rs jmints niatriiels /usants //?], ///•>,

Fig. 3.')ij.

-2
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nous avons l'équation citi niouvonionl on écrivant que la somme tic ces tra-

vaux est nulle, ce qui donne

( /;>i -i- /».. H- /«3-4- /«i) -7-7 = (/»! -i- m») s: sin y. — C«î3-+- ni^^^s: sin 8,
at-

—,— est donc constant, cl le mouvement est uniformément accéléré, à moins
dt-

que la quantité

( /??i-f- m 2) -Z sin •% — ( m^-i- m.,)ff sin'^

soit nulle, ce qui est la condition d'é(|uilil)re; dans ce cas, le mouvement
serait uniforme. Quand un des points a passé par O, l'équation doit être

modiliée.

Problème II. — Moiaement d'une chaîne homogène pesante sur une

courbe fixe. — Nous avons vu en Statique (n" 169, Exemple 7) que la

condition d'équilibre de la chaîne est que la somme des composantes tan-

gentielles des forces soit nulle. Il en résulte que nous aurons le mouve-

ment cherché en exprimant qu'à chaque instant la somme des composantes

tangentielles des forces d'inertie et des poids est nulle.

Soient 0^ la verticale ascendante et ^ = 'h{s') la relation entre l'ordonnée

et l'arc. Le cosinus de l'angle de la direction positive de la tangente avec

la verticale est ^'C*)» 1^ composante tangentielle du poids de l'élément 8X

est donc, en conservant les notations que nous avons déjà employées pour

ce même problème (n" 347),

( m^), = — p ^ oÀ .y ( a -(- X ) ;

la somme de ces composantes est donc

^{mg)t=-^,gj d.'(^ + X)oX=-p^[^(5 + /)-.MT-r)].

d-s
La composante tangentielle de l'accélération étant -r-^' ^^ composante

d^s
tangentielle ^t de la force d'inertie de ce même élément oX est — m—

-

"
dV^

ou

dl-

La somme de ces composantes est donc ^— / ^ni

ou

--"^^dë-'

Ecrivant que la somme de toutes les composantes (w^)^ et *< est nulle,

1
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t33. Réduction des équations du mouvement au nombre mi-

nimum. — l).iii>^ ( liuqiic svslrino |>iirli(iilH'r, [)Oiir ohlciiir le

dc'j)l;iconicnl \iiliirl le plus gén'!'ral coinpiiliMc avec les liaisons

(jui exisUMil à riti>laiil /. il laul el il siillil (pic Ton fasse subir

à A' paramètres f/,, y^, ..., r//,. des variations arbil raircs o^ii

o<72j •••' ^7a- On dit alors, coninie nous l'avons d('jà fait en Sta-

tique (n" 171), que le systcnio considérr poasi'de /,• degrés de

libelle. ISous pouvons obtenir, dans celle bjpoi.lièse, les écpia-

tions du mouvement en suivant la marclic suivie en Statique

(n" 171). Comme le déplacement \irliicl le plus général du sys-

tème à l'inslant / est défini par les vaiialioiis arbitraires oy,,

o<72î •••, ^Jfjk^ les variations o.ri, oy^, or,, o^r^, oj'o, o:;^; ••• <Jes

coordonnées des divers j)oin[s du système sont déterminées dès

qu'on a choisi oq^, Zq^' •••< '^'/A- On aura donc, j)Our ces varia-

tions, des expressions de la forme

oj-, = <7,, 07,— rt,., lrji-\-. . .-^ «1/, 07/,,

^Ki = bii 07,-1- 612 07. -^...-i- 6,/, 07/.,

0-1 = Cil 07, ^- c,2 07., -H. . .-h r,/, 07/,,

(2)

où l'on fait

ox,, = a.,i 07, -+- av2 072 -I- ... -1- «v/, 07/,,

^,.Kv = ^vi 07 1 -t- 6v2 072 -i- . . . -f- 6v/. 07A

,

o-v = Cvi 071 -f- rv2 072 -^- . .-^ Cv/, 07/,,

V = r, ?-, . .
.

, «.

Si Ion porte ces valeurs dans léquation générale (1) de la

Dynami(pic

on obtient une équation de la forme

(3) (Qi- r, ) 07, ~-
( Q2 - Pj) 07,-f-. . .^(Qx— Pa) 57a-= o,
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où les (luaniiics Q/ el l'/ ont pour expressions

(4)

avec

Qi =^ ( Xv «v/ +- Yv h.,i -t- Zv Cv/ ),

V= 1

,/.-.

L'écpialion (3), devant être vérifiée quels que soient les dépla-

cemenls virtuels compatibles avec les liaisons au temps l, devra

être vérifiée quelles que soient les variations o^,, oq^^ ...^ B^/;.

On doit donc avoir

^5) O,— P, = o, (),-.]>,_ = o, ..., Q/,-. |>/,= o.

()ii a ainsi les équations du mou veinent du s\stème : le nombre

de ces équations est précisément égal au nombre k des degrés de

liberté du système. C'est ainsi que nous avons obtenu successive-

ment, dans le n° 288, les équations du mouvement d'un point

libre, d'un point assujetti à glisser sur une surface fixe ou mobile

donnée, d'un point assujetti à glisser sur une courbe (îxe ou mo-

bile donnée.

Nous reviendrons sur ces équations générales dans le Chapiti'c

suivant.

Systèmes kolonomes et non holononies. —• Au point de vue

de l'expression analytique des liaisons, les systèmes se divisent en

deux catégories : les systèmes holononies, dont toutes les liaisons

peuvent être exprimées par des équations en termes finis, et les

systèmes non holononies comme le cerceau, la bicyclette, dans

lesquels certaines liaisons (roulement des roues sur une surface

fixe) s'expriment par des relations diflerentielles.

Nous avons étudié en détail le cas du cerceau {Statique,

n"' 171 et 172 et Dynamique, n" -412).

Les équations que nous venons d'établir s'appliquent à tous les

cas.

434. Systèmes holonomes; coordonnées d'un système holonome.

— Un système est dit holonome, d'après le pbysicien allemand
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Ilerl/. (n" i7t2), <|ii;iml les luiisoiis (|Mi lui soiil liii|)iisi'cs pciivcnl

s'ex|)iiincr par tics fi'lalioiis, <-rt /c//nrs /i/i/s, eiilrc les coordon-

nées lies |)oinls <lii syslèiii'' et le temps. S<)i(,-iil ^'i, 1",. 3, ; X-2,y-2,

Cj ; . . . •, u'„, )'„, z„ les eoonloiiiiées ilcs pomK du s\^ièiiie; |)Onr

qnc le sysiènie soil liolonunie, il l'aiil cl il suflil fpic les liaisons

puissent toutes s'ex|)riiner |)ar un système d'éciiiations distinctes

de la forme

(6)

l f\ <•''!, J'l> -1. •''2,J)'2, -2, ••., ^n, Yn- -//, O = ",

/î (^1, Jl, -1. 3"2, y-i, -2, . . ., Xn, Yn, -„, /) = O,

//((•^'i, J'i, -1, •?•>, J-2, -2, • • -, -r«, Y„. Z„, ( ) = O.

Ces équations s'appellcnl les cquations de liaison du sysli'/nc

holonomc. Si aucune de ces équations ne contient le temps /, les

liaisons >onl dites indé/iendanles du temps; si certaines équa-

tions de liaison contiennent /, les liaisons dépendent du temps.

On a un e\em|)le de liaisons dépendant du lenips en imaginant

que ccriains points du système sont assujettis à i;lisser sur des

courbes ou sur des surfaces animées de mouvements donnés à

l'avance, c'est-à-dire sur des courbes ou sur des surfaces dont les

équations contiennent le teni|)S.

l.e nombre li des éf|ualions de liaison est nécessairement infé-

rieur au nombre 'in des coordonnées; en effet, si /i était égal à 3/?,

le mouvement du système serait imposé par les équations de liai-

son, car ces équations déliniraient les in coordonnées en fonction

du temps. On pourra donc poser

h:= 3n — />

,

A" désignant un entier ])Ositif. ?S<)iis allons voir (|ue le système

possècJe /> degrés de liberté.

Coordonnées du système. — V cbatpjc instant /, pour con-

naître la position du système, il suffit de connaître les valeurs

nu méri(|ues de k des in coordonnées, convenablement choisies
;

en ed'el, les valeurs des li z='in — /r autres coordonnées sont alors

doiHK'es par les h équations de liaison ( (>).

lMu> g('ii('rid(im'nl . pour conuiiil rc la position du système à un

in!.taiil /, il suflil de connaître les valeurs numéri(|ues de k para-

mètres (|^. fj,. ...,
Y/,,

lit's aux coordonni'-es par /,• relations
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données

I

///^i<'-Ti.^v,, c,, .r,. >-.,, ^0, . . .. .?•„. j>'„. ^„, /) = <7i,

,^ ] //.^liri.Vu -I. ^1. Vi. ~i r„, r„, :.„. i) = q-.,

\

! ///+x<-^i-ri. -I, •'"2..)'j- -3 ^«, j'«. -/i, o = ^z..

Kn cflel, si / est donné, et si 1 on donne à rjy, q.^i •••« 'Jk des

valeurs numériques, les équations (6) et (^) formeront un système

de h H-/»=3/î équations déterminant les ?>n coordonnées

•'^l'J'll ~•^^ • • •^11, V/l- -//•

Si Ton résout efTeclivemcnl !e système, on obtient, pour les 3n
coordonnées, des expressions de la forme

(8)
j
rv= l'vf?!- 72 7/.-, O,

( ^v= TOv( ^r,. y.. . . ., g/,, t),

OÙ v^i, 2, ..., n. Ces formules montrent bien qu'à chaque

instant l les valeurs numériques des paramètres r/f.q.,-, ,cjk
déterminent la position du système. Les paramètres cjx, q.,^ ...,

qk peuvent être appelés les coordonnées du système holonome.

Exemples. — La position d'un corps solide autour d'un point

fixe est déterminée dès qu'on connaît les valeurs numériques des

trois angles d'Euler f), 'j, 'i; ; ces angles constituent les coordon-

nées du corps {k = 3).

La position dune toupie sur un plan lioiizonlal fixe (n° 408)

est déterminée quand on connaît les coordonnées horizontales ;, t]

du centre de gravité et les trois angles d'Euler H, cp, 'i/ donnant

l'orientation de la toupie autour de son centre de gravité. Les

cinq quantités ^, t,, h, o, 'l sont les coordonnées de la toupie :

(k=5).

Degrés de liberté du système. — Pour obtenir le déplace-

ment le plus général du système, compatible avec les liaisons

à l'instant ^, il suffît de donner à Ma valeur numérique corres-

pondante et de faire varier Jes coordonnées y,, ^o, ..., qk de

quantités infiniment petites, arbitraires, 0^,, oq^i . • ., oq^. Les

formules (8) donnent alors les variations correspondantes des

coordonnées, c'est-à-dire les déplacements virtuels compatibles
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avec les liaisons

(9) .' CKv - f- 07, -^
-f- 07, + .....--— 07/.,

oc, = 071 H 07* -h. . .— r "^V/.,
> 1^7, " (>7i

'- 'J7/, ^'"

OÙ V = 1 , 2, .... //. Cttnirnc oy,, oy^, .... 07/, soni m hilrniics, le

système possède /." (.leyrcs de libellé. Ces formules (9) sont des

cas pariiculiers des formules générales (2) donnant le dé|»lace-

ment virtuel le plus général compatible avec les liaisons. Elles

sont piiii i( iilières parce que, diiiis le cas acluol, les seconds

nunilires des expressions de oXy, 0)%, Zz', sont des dinérentielles

totales exactes de fonctions de y,, <yj, .... ^a, ce cjui n'a jias lieu

dans le cas général.

En portant ces expressions de oXv, 0)'^ ^^v dans rcc|nalion gé-

nérale de la Dynamique ( i) et égalant à zéro les coeflicients de

oy,, r,q.2 o^/A, on obtient les k équations du mouvement,

comme nous Tavons expliqué au n" i33.

Nous montrerons, dans le Chapitre suivant, comment on peut

mettre ces équations sous une forme plus commode pour les ap-

plications.

•i3o. Méthode des multiplicateurs de Lagrange pour un sys-

tème holonome. — Soit un système liolonome assujetti à des liai-

sons exprimées par les relations (G) du numéro précédent.

Pour caractériser un déplacement virtuel compatible avec les

liaisons qui ont lieu à linstanl /, il faut donner à / une valeur

nuniérifjuc cl faire subir aux coordonnées des variations o.r,, o)',,

oc,, . . ., oj"„, 0)'„, or„, telles que les fonctions y,, /;., .. ../">^ restent

nulles, c'est-à-dire telles que les diflérentielles totales de y,,

/y, ...,fh soient nulles. On a, de cette façon, les équations de

condition :

(10)

_o.r,-f-— oj,-.--o.,--...+ — o.„_o,

-^ OJ-, -^ -H f— d^n = O.
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Il esl à rcinarcmor (juc \c dôplaccinenl réel du syslèinc ne fait

pas partie des déplacements virtuels que nous considérons ici,

lorsque ies liaisons dépentlenl du lenips. Par exemple, dans le

niouvcnienl d'un poinl assujetti à se dé|)lacer sur une courbe G
animée d'un mouvemenl donn»'-, le seul dt'placenicut virtuel de M,

Fis. 360.

compatible avec les liaisons à l'instant ^, est le déplacement INTM'

efTeclué sur la courbe C dans la position qu'elle occupe à l'instant /
;

mais, à l'instant t -^ dt^ la courbe G est venue en G', et le point

mobile en un point ^I, de cette courbe : le déplacement réel MM,
ne coïncide donc pas, en général, avec le déplacement virtuel. En

général, le déplacement réel dx^, dy^, dz-i, ..., dx,,, dy,f, dz,i

satisfait aux relations

dyi 'IL

{i =

'/:>

dz,i Ot

h).

Il n'est donc pas compris parmi les déplacements virtuels con-

sidérés qui doivent vérifier les conditions (10), à moins f[ue toutes

les expressions -jj- soient nulles, c'est-à-diie que les liaisons soient

indépendantes du temps.

Les équations (10) montrent, comme nous l'avons déjà dit,

que, parmi les 3 /i variations rtx^, 8^,^, o^v^ il j en a k d'arbitraires;

les II autres s'exprimeront liiiéairernent en fonction des A" pre-

mières au moven de ces équations; nous pourrions porter les va-

leurs ainsi obtenues dans l'équation générale de la Dynami(|ue (1)

qui devrait alors être satisfaite quelles que soient les variations

arbitraires. Il sera plus simple d'employer la méthode des multi-

plicateurs de Lagrange, et nous aurons, par un calcul semblable
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à celui i|iii il (h'j.'i (ic liiil (hiii-. le cas <!<• rt''(|iiililtrr ( ii" 177),

"/* Oj\ Oxy,

'//-
'.')'v t'.Kv

'"'
.lr> ^'- ''> "^ '' .7" -+-. . --^ ^7, '

«/- W5v "-V

iisiil t.il-» (ililt'iiii-i (Il iriii |tiiic.iiil, dans les (''(iiial ions il»!! nililji <•,

\o IIS a \ ( t 11 s a 1

1

1 s I t !•() I s ('•
(

1 1 ; a 1 1 ( ) 1 1 s
I

M ) 1 1 r cl 1 a (
1

1

1 (
|
k 1 1 n I d u s \ s I ème

,

^oïl ,)// r(dati()iis (|iii, |ninlcs aii\ // ('iinal ions de liaisons, ncr-

inellronl de déleriuincr les on coordoiiiK-cs el les h jiarainèlrcs A

en lonelioii du leiiips. I/inlerprélalion iiiécanique des A est la

même (jiie dans le cas tie 1 é(|iiilil)re : la force de liaison nrovc-

iianl de la liaison /, t^ o sur le poinl m,,, a |)onr projections

dfy df, 0J\
A I T > A 1 > A

I
•

' dx., th\ II:.,

Celle inéliiode n'esl pralicjue que si le nombre des points (][i

système est peu considérahie ; s il en esl aiiliemenl, on clicreliera

.1 ramener la résolulion du |)roljlèine à 1 iiil(''i;ralion du plus pelil

nomhrc possible d é(pialions, en exprimanl les :') n coordonnt'es

• •n lonclion de i el de /r paramèlies c/,, y^ /y/,, comme nous

venons de le faire.

rSous nous bornerons actuelliinenl à faire cpielqiies applica-

tions direcles du principe d(; d Alemberl.

II. - THEOREMES DEDUITS DU PRINCIPE DE D'ALEMBERT.

VM). Cas particulier du théorème des projections des quantités

de mouvement. — iNoiis pouvons écrire r«'fpialion générale de la

l-)\iiami(pie tlonnée par le principe de d'Alembert sous la forme

' 12) /
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la somme du j>rcmiL'r membre élaol étendue à Ions les points du

système et celle du second seulement aux. points au\(|uels sont

aj>pliijnées les forces données.

En faisant certaines hypothèses sur les liaisons, nous pourrons

faire d'utiles remarques.

Supposons d'abord que les liaisons soient telles que le système

puisse prendre un mouvement de translation parallèlement à Ox;
dans ce déplacement, on aura

0J-| = 0./-.2 = . . . = C,T„,

)i = o;;i = cy-2 = oz-, = . . .— oy,, = o j„ — o,

et I équation (i3) de\ierulra

^ t/(' ^ '

(Ù Jmà lit ^
équation qui exprime le lliéorème suivant :

Si les liaisons permettent à chaque instant un déplacement

d'ensemble parallèle à un axe fixe, la dérivée par rapport au

temps de la somme des projections des quantités de mouve-

ment sur cet axe est égale à la somme des projections des forces

données sur le même axe.

Ce théorème est un cas particulier du théorème des quantités

de mouvement [projetées. La dérivée par rapport au temps de la

somme des projections des quantités de mouvement sur un axe

est toujours égale à la somme des projections des forces exté-

rieures sur le même axe. Seulement, en génîial, les projections

de ces forces extérieures comprennent à la fois des forces données

et des forces de liaison. Le théorème actuel s'applicpie à une calé-

^OT'\e de problèmes dans lesquels les pr()jeclions des forces exté-

rieures sur l'axe considéré ne comprennent pas de forces de

liaison.

Par exemple, *i l'on cliciche le mouvemenl d'une barre pesante dont

les extrémités glissent sur deux surfaces fixes S et S', le théorème général

s'applique à la projection du mouvement sur un axe quelconque Ox:
mais, dans les projections des forces extérieures, il faut compter les pro-

jections des réactions des deux surfaces S et S'; le liiéorcme actuel ne

s'applique pas si S et S' sont prises au hasard.

II ne s'appliquerait que si les suifaces S et S' étaient des cylindres
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pariillcles à U.r, lar iilurs les liaisons poniioUraiciil un (li'-placcincnl <J'tMi-

seiiiljle (le la barre parallèletnenl à Ox; dans ee cas, les projections des

réactions normales sur O .r sont nulles.

On recoiiiiail , <'ii j^i'm'ial, (|iic' le svsiriiu' admcl iiiic Iransia-

lioii parallèle à Ox, lors(|iic les LM]iiali()iis (ji- liaisons ut* cuii-

lirniiiMil les alj-^cisses que par leurs dilléreiices .

ÏM . Cas particulier du théorème des moments. — Athnelloiis

niuiiileiiaiU (jue les liaisons perinellenl une rolalion d'ensemble

du svslènie autour de l'axe des z-^ si l'on désigne [)ar oO celle rola-

lioïi élémenlaire, on sait que l'on a

rérpiation générale (i^) de\ienl alors

V? / d-y.j d^x~,\ d •^^ 1 cl y., d.r..\2 "'
'

( "-' -dF
-''-•'

-dF ) = 7/72 '"•' ("'' dF -^" irr)

= 2(.rvVv — ^rvXv),

c e>l a -(lire :

Si les liaisons pciincllent à chaque inslanl an nwinc/îient

(le rolalion du syslènic autou r d' un axe fixe, la déiivée de la

somme des inonienls des quanlilés de mouvemenL par rapport

ù CCI axe est égale à la somme des moments des forces données

par rapport au même axe.

.Wius renianjuerons encore ici que ce lliéortMuc est un cas par-

ticulier du lliéorènie des jnonients des (piaulilés de inouvenient,

en ce fuic ce sont les lorces don m'es seules <[ui (igureiit dans

I énoncé au lieu ily^i, iorces cxtéiicures.

i3«S. Cas particulier du théorème des forces vives. — Suj)po-

sons eidin <pie les liaisons sont indépendantes du temps.

Alois ])arnii les (.léplacenients compatibles avec les liaisons se

Irouve le déplacement réeldx^, r/)\. dz-,, et l'on peut, dans l'équa-

tion (i 2), remplacer, en particulier, ûj\, o^v? ^^v \>'<^^ ^^-^v? <0 v» ^-v
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On a illll'^l

^ V <ff' (ff- (^'- 1

— 2. ( -^v '^-^v -+- ^ V d)\i -r- Zv '/-v )>

Donc

•S"/ les liaisons sont indépendantes du temps, la différen-

tielle de la dcnii-force vive du système est égale à ta somme
des travaux élémentaires des forces données.

C'est un cas |)arliculici- du llicorùuic dos lorccs vives (a" 346).

Nous pouvons vérifier ce ihéorcme en pnrtaiit des cqiialioiis du mouve-

ment obtenues par la méthode des multiplicateurs de Lagrange [équa-

tions (il), n" 43t].

Faisons sur ces équations la combinaison des forces vives, nous aurons,

en ordonnant par rapport aux ),,

f/^ '-^ =2 ^ ^'' ^-^v -^ Yv dy.,^ Z, dz.., )

V

V

et les coefficients des )> sont nuls quand les équationsy*! = o. /"^ — o. ...,

//, = o ne contiennent pas /. Si y"] contenait t, le coefficient de Àj ne serfiit

|)as nul, mais é^^al à — -— dt.

III. — APPLICATION DU PRINCIPE DE D'ALEMBERT
AU CAS DU FROTTEMENT DE GLISSEMENT.

439. Imaginons un système assujetti à deux sortes de liaisons :

i" Des liaisons L sans frottement dépendant ou non du temps;

7." Des liaisons L' consistant en ce que certains points nii. nio. .... /n,,

sont assujettis à glisser avec frottement sur des surfaces fixes données

La réaction totale Ri de la surface Si sur le point nii est la résultante

d'une force normale N| et d'une force tangentiellc (frottement) égale
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il /jNi et (liiigi-e en sens ronliiiiie di; la vitesse «lu point, yi etanl le lOfl-

licienl de Irotlenient sur S,. t)i\ a de même les réactions lutaii'* lU

Wp des autres surfaces S_. S/, sur les aiilres points /n

,

//(^,.

D'ajirès le principe de d'Alembert, il y a L'cjuilibre à cliaijue instant

entre les forces d'inertie, les forces données, les forces de liaison prove-

nant de>i liaisons \j sans frotlenient et les forces de liaison K|, ..., 1!^,

provenant des liaisons L'.

Si donc on im|)rime au système un déplacement virtuel quelconque, la

somme des travaux de toutes les forces, y compris les forces de liaison, est

nulle. Mais si l'on inipritne, en piirl iciiiicr, un déplacement virtuel qui soit

compatible avec les liaisons L sans frotlenient, et dans lequel chaque

point //i|. /n-2. . . ., /»/, soit assujetti à se déplacer nortnaleinenl à la réac-

tion totale Kj, K>, ..., R^, correspondante, la somme des travaux des

force>< de liaison L et <les forces R|, U^, ..., R^, est mille d'elle-même; la

somme dc'; travaux des forces données et des forces d'inertie est donc

nulle aussi. On obtiendra donc les équations du mouvement en écrivant

que, pour tous les déplacements virtuels qui sont compatibles avec les

liaisons L et dans lesquels chaque point /»]. mo, ..., m,, se déplace nor-

malement à la réaction totale Kv corres|)ondante, la somme des travaux

des forces doniit-es et des forces d'inertie est nulle. ( Api'ici.i,, Comptes
rendus, i8<)>, t. C\l\

, p. 33 1.)

Exemple. — Reprenons à ce point de vue le problème III du n° 371,

ytV>'. >. I |. Dans ce problème, les points A et B glissent avec frottement sur

Oj- et O y. La réaction totale R de l'axe Ox en A est bissectrice de

l'angle NAN; la réaction totale R' de l'axe Oy en B est bissectrice de

l'angle NB\'.
Pour obtenir un déplacement virtuel de l'échelle dans lequel les travaux

de R et R' sont nuls, on lui imprimera un déplacement virtuel dans lequel

A et B se déplacent normalement aux réactions R et R'. D'après la pro-

priété (\u centre instantané île rotation, cela revient à faire tourner

l'échelle d'un angle infiniment petit autour du point d'intersection I de*

réactions R et R'. Les droites suivant lesquelles sont ilirigées les réac-

tions R et R' ayant pour équations

X — .z/sina -^

y

.r —y -.- il cosa

I
le point I a |)Our coordonnées

(I) jTi — /(sin a - cosa ), j)', = /( sin a -+- cosa i.

Il faudra alors exprimer que, dans le déplacement viriu -I obienu en fai-

sant tourner, d'un angle infiniment petit, la droite AB autour de I, la

somme des travaux du poids et des forces d'inertie est nulle; ou encore

que la somme îles moments du poids et <les forces d'inertie par rapport au

point I est nulle. Ce qui donne, en a|)pelant ni la masse totale de réchelle

A , II. 20
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et fx la masse du poiiil <lo réoliellc de coordonnées ./• et j-,

la somme ^ étant étendue à tous les points. Si l'on remarque que les

. , •«n ^27. \^ d- V V^ / rf- K d^T\
uanlites > 'x —r— y > \J-—,'-r et > a hr —77- T—ttt ^t'nt respecli-

"I ^_
, , . d^-z d^-r ,, „^ fi^^

,, ,vement claies a w -— > »i -i-r et — in[k^-~ (-) —rr > et, si 1 on remplace
"^

dt^ dr- ' dl^ '
'

.r,, ç, r, par leurs valeurs, on trouve, après réduction, l'équation (5) du

n" 371, Ex. m.

EXERCICES.

1. Un corps solide tourne autour d'un axe O z avec une vitesse angulaire va-

riable w. Calculer à un instant t la résultante générale et le moment résul)tant

des forces d'inerlie par rapport au point O.

Réponse. — D'après les calculs du n" 360, on a, pour les projections de la

résultante générale des forces d'inertie.

X, =^ -^ m^ :^ u^^ mx -h o)' V m y,

V, = (jd- \ wi y — ^'
Z. '" -^î Z| = o

et, pour les projections du moment résultant,

M, -; w^ \ mx- -H- lu' \ //; yz^ N, = — iMAr^w',

<i)' désignant la dérivée de o) par rapport à t.

1. Conditions pour ([ue les forces d'inertie d'un corps solide tournant autour

d'un axe fixe aient une résultante unique.

Réponse. — Il faut que le centre de gravité ne soit pas sur l'axe pour que

Xf ^- Yi soit différent de zéro, et que

L,X,+ M,Y,-i-N,Z,= o,

c'est-à-dire

(0>'^"'*M ^'"-^ ^'"^- —^"^y^ inxz\ -^ o.

Le premier facteur n'étant pas nul, le second duit l'être. Ce second facteur,

égalé à zéro, exprime que l'axe de rotation est principal pour un de ses points.

3. Conditions pour que les forces d'inertie des points d'un solide tournant

autour d'un axe /Ixe se réduisent à un couple.
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Réponse. — Il f;nit el il suflil (|iic X, = o, ^ , u; d'où ^tnx - o, \ my — o.

Le criitrc ilc j;r;ivit(: doit cire sur i'iixc.

4. Dciiuiie tlu principe de d'Alinibcrl les cijtialions du iiiouvciiiciil d'un fil.

Soient ds l'élcnu-nl d'arc d'un iil, ;x sa tlcnsilé linéaire, j:, y, z ses coor-

données. L'arc s étant compté à partir île l'extréniiti- du (il, par exemple, les

coordonnées de l'élément ds dans le mouvement sont des fontlidns des variables

indépendantes s et /.

Les éiiuatiuns d'é(|ui!ibre sont

ân-S,)—
X, Y, 7. désignant les ijrojections de la force extérieure rapportée à l'unité de

longueur. La forci- d'inertie de l'élément ds de masse \i.ds a pour projections

, iT- X

la force d'inertie rapportée à l'unilé de longueur est donc

fPx-^^' •••

Écrivant (|u'il y a é(iuilibre entre les forces réellement appliquées .\. \, Z et los

forces d'inerl ie. on a

<l /'
, dx \ .. 0-X

ô-sV-d-s)-"^-''-^^''^

à /„,dz\ _ d'-z

ôs(^d7) -^'^^ôF^"^

où nous mettons des de ronde pour désigner les dérivées partielles. Ces trois

• • . I
àx\- / Oy\" /Oz\- j.f

ei|uatiiins jointes •'
( T~ )

''"
( j )

"
( T" )

~ ' delinissent x^ y, z, 1 comme

fonctions de s et t. La (juantilé a est une fonction donnée de s.
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CHAPITRE XXIV.

ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE \A DYNAMIQUE

ANALYTIQUE.

440. Objet du Chapitre. — Pour trouver le mouvement d'un

système sans IrolU'iueiil, à /{ degrés de liberté, soumis à des

forces données, il faut intégrer un système de k équations dilTé-

rentielles dont nous avotjs indicjué la forme générale au Chapitre

précédent (n'" 433 et 43i).

Nous donnerons dans le présent Chapitre des métliodcs plus

i)rèves pour écrire les équations du mouvement. Ces méthodes

sont dillérentes suivant que le système est holonome ou non.

Nous étudierons d'abord les systèmes holonomes comme étant

les plus simples. Pour le mouvement de ces systèmes, nous indi-

querons une forme d'équations donnée par Lagrange. Soient </),

^2) • •1 Çk les coordonnées du système holonome; g\f <j'.,^ , f(u

leurs dérivées par rapport au temps dans le mouvement du sys-

tème. Xous montrerons, d'après Lagrange, que l'on peut écrire les

équations du mouvement dès qu'on connaît l'expression de

Vénergic cinétique ou énergie de vitesse

en fonction de ^,, ^2? • • •? ^ki </',
, ^'o- • • -, q'k,

et t.

Nous verrons ensuite que, pour un système non holonome, la

connaissance de l'énergie cinétique ne suffit plus à déterminer les

équations du mouvement. Soient ^i, q,,- ....qk les paramètres

dont les variations arbitraires ô*/,, o/y.j, • ••, ^'/a définissent le dé-

placement virtuel le plus général du système, ^',
,

q'.^, . . ., ly^,
q'I,

q".,, . .., q\ leurs déiivées premières et deuxièmes par rapport au

temps dans le mouvement du système, J l'accélération d'un poin t
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de masse nr. nous montrerons qu^on peul écrire les éfjualions du

mouvemeiil dès qu'on connaît Texpression de la fonclion

ï> - i y ni .1
-

on fonclion de <y,. y,, . . ., ^a, 7',. '/'., 7'^, 7,', q'.,. . . , 7^ el

de t. Celle fonction S, formée avec les accélérations comme T l'esl

avec les vitesses, peul être appelée Véiicrgie d'accélération du
système.

I. - SYSTÈMES HOLONOMES ÉQUATIONS DE LAGRANGE.

4-41. Réduction des équations du mouvement au nombre mi-

nimum dans un système sans frottement. — Imaginons comme
prétédemmcnl un .s\sième de n points assujettis à des liaisons

telles que la position du sjstème, au point de vue géométrique,

dépende de k paramètres géométricjuement indépendants 7,.

70 qti- On pourra alors exprimer les coor-données de chaque

point du sjstème en fonclion de ces paramètres; dans le cas gé-

néral où les liaisons contiennent le temps, les expressions des

coordonnées des diflérenls points en fonction de 7,, 7^, ..., 7/f

contiendront t

I

.rv— Ov<'/ii fji Va, t),

(I)
\ yy= '\>y^qi, '/i, '//., /t.

-V — ra./yi, f/.2. . . ., y/., / i.i;

Quand les liaisons sont exprimées par des équations telles que

les éqnations (6j du n' i-3i, ces expressions des coordonnées sont,

par hypothèse, de telle nature qu'en les portant dans les équations

de liaisons, ces équations soient ideiiti(|uemcnt satisfaites quels

que soient 7,, r/y. -, qn-, i-

On obtiendra alors le déplacement virtuel le plus général du

système compatible avec les liaisons à l'iiislanl / en donnant à 7,,

q-2. 7a des accroissements inliiiiment petits arbitraires oy,,

0<yo. . . ., 07^. ce qui donne

O.P., ^
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dans l\''qiialion j;viu'rale de la Dynamique (n^iSl), on oblicnl

une ('([ualion do la forme

(a) (P,-- Q,V>/,-^ (P,— Qo^o^î— •••-^iP/.-- Q/.- '^qk^o,

en posant, pour abréger,

V^ fd^-Ty, dx^ d' }\ OVy d'-Zy, àZy \

''~ji^"'''\~dn ô^oL
'"'

dh ^ ^ "dft' 'ikHJ'
V

L'équation ( 2) devant avoir lieu, quels que soient o^,, 8^2-^ • ••;

fjqu, puisqu'elle a lieu pour tous les déplacements virtuels com-

patibles avec les liaisons, se décompose en / équations

(3) P,-Q,=.o. P,-Q,= o, ... P^— Qa.= o.

Les expressions des quantités P^ se transforment, comme nous

l'avons fait dans le cas d'un point matériel (n" 282).

Nous pouvons écrire, en supprimant les indices v pour simpli-

fier l'écriture,

>
d -^ / dx dx dy dy dz dz \

"-"
'dt ^"^\dt ôqTt lit àq^ dt ôq^J

, dx ,
i)y , dz \

I , d , d , d \

•^ I dx dq^ dy dq^ ^ dz dqrt
j

~2L '" ^ ~di '~dr ^ lu ~iïr "^ di ~dr J

c • ^r , ,,,-,,., dx dy dz
Î51 nous désignons par x

, y , z les dérivées -7-» -j- ? -j-

y

l'expression de P» devient

d V^ / , dx , dy ,
dz '.

dt^ \ dq^ ' dq:, dqr,]
P„

-2-(

, dx J
dy

,
dz

d d -^^ d
^'i?- ^ y'

'^''''-
-^ Z

'^^^

dt • dt "
ett

Désignons de même par q\^ q'.^, ..., r/\ les dérivées de qt^

q2. ..., qk considérées comme fonctions du temps; en différen-

tiant les équations (i), nous aurons

, dx , dx ,
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Kti ct)nsi(J('r;ml x' comme (oiiclioii des y. des ij et de /, on voit

immédialement cjne

dr _ dx

on aura de même
à y' Oy t)z' dz

l'expression de 1'-^ dcvienl alors

i
ci^ d^ ./- ^

^ ^// ' dl dt

, dx , Oy' , Os'

''Va

d^ d^ d^-'^

Pour transformer la seconde |)arenllièse, nous remarquerons

(jue l'on a

^—
, , , >OÇi O-x

,
0-x

,
O-T

,
1)^X

<) r . .

pnisfiue — est fonction des xaiiahles q

,

7^, /; on vérifie

immédiatement que cette expression e^t identicjue à la dérivée de

x' par rapport à ^a •

, dx
d— . ,

Ocj ^ ax

dt Oi/y,
'

et Ton aurait semblablemenl

Oy dz

Oq-^ Oy Of/-^ Oz

lit '''/% dt '''/x

Il nous vient alors

d v' / ( àx' , Oy' , Oz' \
l'a = -r 7 ni \ X —- -^ V —— — z —

r

dt^ \ Oq.^ - OÇg, Oq^'

V" / ,
àx' , Oy' ,

Oz' \^ Oq-x Oq.j, Oq^^l

Soit alors 1 la demi-force vive totale du sjsièmc

T ^ - y „,(x'2— v'ï— 3'i
..
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I']n considcranl T comme tonotion Je y,, y^. .... y/;, q\ ^y)^, /,

on \(iil (jiio los sommos <|iii cnlrciil dans Texpression de P^ sont

respeclivemenl - 7 el — ; on a donc

en sorte nue les ('(iiialioiis du inoii\emeiU sont

,1 dT
O-, (a 1,9., )

.

/O.

Ce sont là les équalions de Laqraiige.

La fonction T est du second degré par rapport à q\ ,
y.',. .... q'j_ ;

par conséquent, les équations précédentes sont du second ordre;

elles donneront ^,, q.,^ ..., y/; en fonction du temps et de ik

cofistanles arbitraires. Ps'ous remarquerons que, dans le cas où les

liaisons sont indépendantes du temps, on peut faire en sorte

«|ue les expressions '.p, '^^^ to, obtenues pour les coordonnées, ne

«onliennent pas explicitement t] alors la fonction T csl homogène
et du second degré par rapport à c/',, q., q'/.; c'est d'ailleurs

une quantité essentiellement positive d'après sa définition même :

T est donc alors une forme quadratique définie positive de

Yp •••5 c'a-

En général, pour calculer les Q», on n'a qu'à former l'expres-

sion de la somme des tr.ivaux virtuels des forces données pour le

déplacement le plus général compatible avec les liaisons à

l'instant t; celle somme est, comme nous venons de le voir,

Qi '''(/t
-7- -r QaS'/a. Si fou veut un Q» déterminé, il suffit de

«ousidérer le déplacement virtuel obtenu en laissant t el tous les q
constants, excepté q^^ qu'on fait varier de o^ya ; l^i somme des tra-

vaux des forces données est alors Q^ oq^,.

Les quantités Q^ prennent une forme remarquable quand il y a

une fonction de forces pour les forces données; cette fonction

l (j:,, >',, ;,. ..., x„^y,i, Zu) pourra s'exprimer en fonction de

7i, q> </k, t, et l'on aura alors

-1
t4j Oy^

ÔZy Oqr^j
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I

.-. ' A \ V , . ^ . 0[j àlj fil)

par i\ pollicsc, les (itiimlitcs A... i -< /^v sonl cira les a » . — >

( )ii a donc

— — y { \^— -+- ' V -T— " '"j—
V

Cl les c(|iialions de I^agraiii^e prcnncnl la foiine

dt \0f/^ ' 0(/^
"^

<h/y.

Celle même forme subsiste (|iiaiKl Xy, Yv, Zv sonl les dérivées

partielles jjar rapport à x,,, j\, z^ d'une fonction L ( a"(
, j)'i , c, , . . .,

•^11^ y'in ~/ii contenant explicilenienl le temps. C'est ce qu'on

voit par le même calcul.

Remarque. — Les^calciils que nous axons faits pour troiiMM- rcxpressioii

(le Pat au inoven de la fonction T ne su|)|)i)senl pas que les paramètres </

soient inciépciuianls ; ils subsistent lorsqu'on introduit de nouvelles liai-

sons exprimées par les relations

^1 < '/u fji, •• - 7A, M ^ o,

^, ;'7,, 7,. . . . <7/,. / I
- o,

I

riiypollièsc de riiidr|(iMidanre des paramètres n'a été, en effet, inlrnduiti-

que pour dt'duire l<-- foriiiules

Qi — P, -— o, Q., — 1*2 ^ o. . . . , (>/, — P/. = o. de l'équation ( -x).

I.e nombre ijl des Nouvelles conditions doit être évidemment inlVrieur

à /.-. [.es variations d(;s paramètres sont alors liées par les relations

_f_!r 071 -f- .— 072 -+ . . . + —T 0/7/,. — O,

à(/i Ofii ôqk

(]ui montrent (ju il v en a k —• ;jl d^irbitraires ;
poui exprimer alors que

l'équation

' I^ — Qi ; ^71 • », •*/. — <^/. ; ''9U - i>

Cil satisfaite quelles que soient ces /• — \x arbitraires, nous emploierons la
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niétliiKlo des tniillipliratciirs indéterminé?, qui nous donnera les équations

(lu mouvement sous la foiine

P - O -u )
'^'^' -. )•a- Va ''1-^ !-- />2

ou, en remplaçant P^ par sa valeur

)- f!-=Qa-)^, f^-dl \ dqï

à'/:
(a = I, 2, . . ., A),

(a = I, 2, ...,/).

Ces />• é(iM;iti<iiis, jointes aux a équations de liaison, permettront de dé-

terminer en fonction du temps les /c -^
ix inconnues :

72 q/., '^M, '^-2, .,>u

44;2. Premier exemple. - J'rob/ème. — Trouver le mouvement d'un

système constitué par deux barres homogènes pesantes identiques AB,

A'B', reliées par des fils sans masse et de même longueur, la droite AB
étant assujettie à tourner autour de son milieu 0, *et tout le système à

rester dans un plan vertical fixe.

Ce problème a été traité n° 366, exemple V. En employant les notations

déjà employées, on a

Il y a ici une fonction des forces données

U = M.^ç = M,:;'/cosO,

en désignant par ; la hauteur du centre de gravité O' de la barre A'B'. En

elTel, la somme des travaux des forces données se réduit au travail M^O;
du poids de A' B'.

Les équations de Lagrange relatives aux paramètres * et sont alors

^(2I\U-2C5' ) = O, (Ml-^O') =-M^/sinO.

Ce sont les équations trouvées directement.

443. Équations d'Euler. - Ees équations de Lagrange permettent de

trouver rapidement le* équations d'Euler pour le mouvement d'un corps

solide autour d'un point fixe.

Avec les notations précédemment employées (n° 384), on voit que la

position du système dépend des trois paramètres indépendants 4^, 0, o, et

la demi-force vive du système T a pour expression

T= l(A/>2_._Bry2^C/-2;



(.ii\i>. \\i\. i;oi \ II ON s r. KM-: Il Al. i: s nr i. \ l^^^\MlQll:. 3i5

où /). //, /• oui. l'ii lon( tiiiii de 'i<. 0, s. les vjiIimus

p — <!^' sin sin o --- 0' cos 'i,

/• — o'-f- 'V cosO.

Quant à re\pres<ioii i\r la somino fies travail \ des foire» données

flic prend la forme

Kcrivons l'i-qualion de Lagranjjc relative à la variable '^ :

d /0T\ dT

Mais

d /0T\
0'^

= *.

dT àT dr

Oo ar r)':,

Or, d'après les équations de p et //. on a

Op

()Z,

— 0' sin o -I- 'V COS5 sinO — cj.
àq

do
--p.

On a donc

^=/"7(A-B).

et notre équation devient

Il reste à voir que * est la somme N des moments des forces données

par rapport à Oz\ «!> oœ est, en eiïet, la somme des travaux virtuels des

forces données dans un déplacement élémentaire obtenu en laissant «l et '^

constants, c'est-à-dire dans un mouvement de rotation Zo autour de Oz.

Or, nous avons vu que si un corps tourne d'un angle ocp autour de 0-. on

a. pour la somme des travaux des forces données ( n" 181 i :

<[> o-j — S(Xvoarv— YvO/v-- 7^^iZz^) — 1{ .ryYv— ^vXv ) oo,

d'où

* — S ( Tv Yv — .l'v Xv ) = N

.

Nons avons ainsi une des équations d Kuler

C;,y-nî-A)/,7-X
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inais/7. q. /•jouent absoluinent le inènie rùlo tlaiis la question, et l'équa-

lion ci-ilessus ne contient pas explicilemenl les angles <}/, 0, (p; il en résulte,

par symétrie, que nous pourrons écrire les ileux autres équations

dt ^
' '

On pourrait d'ailleurs les déduire des équations de Lagrange relatives

à G et •!>: mai* ce calcul serait plus compliqué que pour la variable tp, et

inutile.

ti-i. Exemple de liaisons dépendant du temps. — Pour traiter un

«xemple dans lequel les liaisons dépendent du temps, prenons le problème

du n" 333, Insecte marchant sur une barre.

La position du système au temps t dépend d'un paramètre, l'angle 6. Les

liaisons dépendent du temps parce que le mouvement de l'insecte sur la

droite est prescrit à l'avance. Employant les mêmes notations qu'au n"'333,

on a, pour la force vive totale, la somme des forces vives de la barre et

de l'insecte

9. T — /»/.-6'- -i- mi p'- — p^oc'- }.

Les expressions de p et a montrent que

p = —

j

x = U ~.

d'où, en substituant,

.1 = ne/i^O -4- ; - m sO -i- —^

où p est une fonction de t seulement

p = v/1^'—
«'— ''^'-

Comme les travaux des forces ( poids ) autres que les forces de liaison

sont nuls, les seconds membres des équations de Lagrange sont nuls.

Actuellement, il n'v a qu'un |)aramètre 0; l'équation unique du mouve-

ment est donc

d /dT\ àT

dt \ ôO' ' OD

ou, puisque 1 ne contient pas 6, -7-, — consl..

A-2 6'— p2f)'— ( v/R- - rt- == c.
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L;i rnii'itaiite r doit vive <l('lfriiiin('-o par le* coiiilitinns initiales. D'après

les oondilioiis initiales particulières indiquées dans lo n" li'.i^, il faut

prendre r - o, et l'on retrouve ain-^i r('(|iiation obti-nuc direcleinent.

II. APPLICATIONS DES ÉQUATIONS DE LAGRANGE.

ii'>. Intégrale des forces vives. «hi.iiid les liaisons son!

indépendanles chi lomps cl réalist'-es sans froUcmcnl, \c llicorùinc

des forces vives s'exprime par Téqualion

UT ^ 1(\ dx -: V dy -^ Z dz ),

où ne figurent (|iie les travaux élémenlaires des forces données.

En particulier, si ces forces dérivent d'une fonction de forces U.

on a rinléf;rale des forces vives T — U -h h. Ces théorèmes sont

aisés à retrouver en partant des équations de Lagrange.

Quand les liaisons sont indépendantes du temps, on peut tou-

jours choisir N-s |)aramètres ^,. ...^qh de façon que les x,y, z

s'expriment en fonction de ces paramètres sans que t ligure expli-

citement. Dans ces conditions, on a

, dx - ôx ,

^1{ X d.r ^ V dy - Z dz , _ Q, dq^ -,- Qj dq. ... - Q/, dq,^.

L'équation des forces vives s'écrit donc

d
dt

T ^ Qi^'i — Qî^'i— -- Q/.<7/.

(^elle égalité, conséquence du principe de d'Alembert, doit être

une conséquence des équations de Lagrange. On le vérifie aisé-

ment de la manière suivante : dans le cas qui nous occupe, T est

un polynôme homogène et du second degré par rapport aux q'

.

Or, calculons, d'ajjrès les équations de Lagrange, la (piantih'

^iiVi "^Qa^Â- On trouve

,
, .

,
. , .

'I oT , d i)-\ , ,n dl

d L ,
oT , dT ^

.. t/T „ (>T , c»T , (>T
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En verlu (.1(1 lliéorèiuc J'Eiilor sur les fonctions homogènes,

, dT , OT . OT

est égal à 2T; d'antre j)art, T ne contenant pas t explicitement,

cTT dT „ OT „ oT , dT ,

dt =
cVT'^'

-'--^ ^,'i' ^ <>^'^' -^- --^ô^/^'-

D' après cela,

QiV'i dt dt dt

ce qui est l'équation des forces vives.

Cette équation fournit une intégrale première toutes les fois

que Q, dcji -f-. . . -[- Qkdc//: est la dilTérenlielle totale exacte d'une

fonction U de ^yi, q^i > '/a- On a alors

dT = du, T = U ^ /?.

Ce lait se présente, comme nous l'avons vu, quand les forces

données dérivent d'une fonction de forces

U(^l, JKl, -I, ••, -Tn, yn, Za).

L'intégrale des forces vives étant une conséquence des équa-

tions de Lagrange, on simplifiera leur intégration en remplaçant

l'une d'elles, la plus compliquée, par l'intégrale des forces vives.

Ce calcul suppose essentiellement que les liaisons sont indé-

pendantes du temps, sinon le travail des réactions intervient dans

la variation de la force vive, car on ne peut plus supposer alors

que a;, j', z sont exprimés en fonclion de q\, q,., . . ., fjii par des

formules ne contenant pas l.

446. Problème. — Sur un plan horizontal glissent sans frottement deux

droites lioniogénes pesantes identiques AB, AB', articulées à leur extré-

mité commune A: on demande le mouvement de ce système. (Licence.)

La position de l'ensemble des deux barres dépend de quatre paramètres;

nous la définirons : 1° par les coordonnées ^, y] du centre de gravité G qui

se trouve au milieu de la droite CC qui joint les centres des deux barres;

2° par l'angle 6 que fait la droite GA avec l'axe des x; 3° par le demi-

angle y. des deux barres. On s'assure facilement que ces quatre paramétres

suffisent pour définir entièrement le système : ayant placé le centre de
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;;ravilo (1, un tracera la droile GA connue par l'anf^li" 0, on v iiorlci a

GA — /cosa, la lonj^ueur d'une des droites étant il. FaisaMt alors en A,

de part et d'auln' de AG, un ari^le a. ou aura les positions des deux barres.

Clicrchons d'abord l'expression de la force vive totale. Elle se composa
de la force vive de la masse -2 M concentrée au centre de gravité

.M étant la niasse de l'une des barres, et de la force \ive dans le mouve-

ment du système autour du centre de gravité. Pour avoir la force vive de

l'une des barres, AB par exemple, dans le mouvement par rapport aux

axes Xj, yi, parallèles à xy tl passant par G, nous nous servirons du

même lliéurème que ci-ilf«sus: rnte force vive est égale à celle de l.i

masse .M placée en C, M ( — 1 — r^ ( —
j
L soit

.M( 1-7.'- cos^a -T- /-O'î siii-x »,

jiuisque l'on a GC = /• = /sina, j:,GC = On y augmentée de la force

\\\e de AB dans la rotation autour de G. Or cette dernière force vive a

pour expression M/i-( —j--
)
— MA2(0' — ï')-, en remarquant que l'angle a»

de la barre avec Cx^ est — a.

On ralculera la force vive de AB' dans son mouvement autour de G en

rliangeant le signe de 2, et en ajoutant l'on trouvera pour la demi-force

vive totale

T ^.M[î'î-H- r/ï-^(/îcos2a-t- A-2)a'2~(/î sin^a -^ ^î;0'ï
].

Dans le cas actuel, les seules forces données sont les poids fies barres

dont les travaux sont nuls; la fonction des forces est donc U — o, et les

seconds membres des équations de Lagrange sont nuls, bi nous écrivons
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léquation lelativo à :, nous aurons -j- — o. d'où ^' — ;'o.
L'équation rela-

tive à r, ilonm-ra de niOnie 7/ — r^^, ; le inouvenicnt du centre de gravité

est donc reclilignc et uniforme, ce que donnait iinniédiatcment le théorème

du mouvement du centre de gravité. L'équation en

au
rifj

d /dT
duit à -,- f -T-, ) = o, car T et U ne contiennent pas 0. Elle s'intègre

dt \d^) /
'

immédiatement et donne —
,

- const.. ou

(Il ( /-^sin^a — Z-MO':- C.

Nous pouri'ions do même écrire liquation en 2, mais elle serait trop

compliquée; nous la remplacerons par l'intégrale des forces vives qui se

réduit ici à T — const., c'est-à-dire

(II /- cos- a — A- ) a'- -r- (
/- sin-a -+- A- )

9'"- — A^

puisque ;' et r/ sont des constantes. Nous avons pu égaler à une constante

essentiellement positive, puisque le premier membre est une somme de

deux carrés. L'équation (I) montre que 8' a un signe invariable : la

ligne G.\ tourne toujours dans le même sens autour de G, la vitesse angu-

Q
laire de ce mouvement étant d'ailleurs nécessairement comprise entre ^

— • En substituant la valeur précédente de 9' dans l'équation (II),et

il nous vient

a'2(/2cos-^a — /^'- ){ l- sin-^a-T- A-^ 1 = A2 ^^ sinî^ _ AU-— G^
;

le premier membre étant toujours positif, il doit toujours en être de même
du second.

Si C- — A-/i- est négatif, a peut manifestement prendre telle valeur que

l'on voudra, et les barres s'écartent ou se rapprochent suivant que a' est

positif ou négatif jusqu'au moment où un choc se produit (a = oou a = 7:).

Si G^ — \-/<:- est positif, on pourra le poser égal à X'^ l- sin^^ où ^ désigne

une constante réelle; en effet, G-

—

X-k- est toujours inférieur à A^/^^

puisque, a' étant réel à l'instant initial où a — a^, on a A- l^sin^oin > G^—A^A^.

La condition à laquelle doit satisfaire a se réduit donc à

sin'-a > sin- ^,

de sorte que a vaiie entre [i et ti -• 3; le mouvement de chaque tige, par

rapport à GA, est alors oscillatoire.

Si l'on avait enfin G- — J^^k^ = o, a pourrait prendre toutes les valeurs,
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mais a icnJatil vers - ou vers /.cro, t croilrail iiuléfiDiiiieat ; les deux

droites tendruionl ù se superposer sans jamais s'atteindre.

\M. Corps pesant de révolution glissant sans frottement sur un plan

horizontal. lùi eiii|di)\anl les notations du n" 4(17. on a, |iniir la lurte

vive aT,

9.T - .M(t'*_r/!)-i-lM/'^(0)-,-A|0'^' •- \-V- sin^O 4- C(ç t- «l/'cosO )%

et, pour la lonction des forces,

U= — M-Ç- — M^/.O .

Les cinq paramètres dont dépend la position du corps sont ç. t), 0, «p, <l.

On obtiendra les équations du mouvement en écrivant d'abord les quatre

équations de Lagrange relatives aux quatre paramètres ;, /;, ce, 4'- Commr
ni T, ni U ne contiennent ces paramétres, les équations de Lagrange cor-

respondantes sont

dï\d^)='''^ rfyl.j^'j"''' r/H¥^"°' d-f(à^')=''-

D'où l'on conclut immédiatement quatre intégrales premières en égalant

OT ,)T dT OT
. ^ ^ ....

-Ti., ' —;' —r> TT, '' des constantes. On a ainsi les intcîrrales
d; dr^ dz dii

"

'' = ^0 1 '"i'
— 'l'o- ?' -r- y COSO = /•„.

Ai)' sin-Ô — C(o' -I- 'V cosO ) cosO — K.

Il resterait alors à écrire la dernière équation de Lagrange, celle qui

est relative à 0; mais on peut la remplacer par l'intégrale des forces vives

T = U-T-//.

<Jii a obtenu, de celte façon, les équations établies directenienl dans le

n"4U7.

ii8. Intégrale analogue à celle des forces vives dans certains cas

où les liaisons dépendent du temps. - On |iiut former une intégrale

analogue à l'intégrale des forces vives dans certains cas où les liaisons

dépendent du temps. Dans cette hypothèse, les expressions de x, y, :•

en (/i, (/î, .... 7/. contiennent t : la demi-force vive T n'est plus homo-
gène en (j\. </'.,, . . ., ql-; nous pouvons l'écrire T -- To-i-T, - Tq, Tj dé-

signant l'ensemble des termes du second degré en cj\, </'j, ..., q'/., Tj les

termes du premier degré par rapport à ces quantités, et Tg le terme indé-

pendant de ces quantités. On a encore, par un calcul analogue au précé-

dent (n" Ho ),

1 -^-^^kqi =
;

\

.J,7', H-. . .-. Q,.ïi = j,
{z,;-.j - .,, -

^
.,,-
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Mai*, d'une pai i,

d'après le théorème des fondions lioniogèncs, et, d'autre part,

car T dépend de / directement et par rinterniédiairo des rj^. q'^.

On a donc, aprè? réduction,

^''^(T.,^-To)=Q,ry; +...-Q/,ryl-^j^.

l'y j

Si la quantité (^^q'y -4-. . .— Q,Aq'k — -jr est égale à — V(^,, y/,. / i,

on a enfin

T,— To-- \ -\- h.

C'est ce qui a lieu, par exemple, si — dépend seulement de t, et si

Q, c/<7i -^ . .
.— Qa <r/yA est une différentielle totale exacte <r/Ui(/i, •••j^a)

d'une fonction ne contenant pas /. L'intégrale s'écrirait, dans ce cas,

-r— étant supposé égal à F'( t).\{ Voir Pai.nlevh:, Leçons sur l'intégration

des équations de la Mécanique, p. 89; Hermann, i8()5.i

III. PETITS MOUVEMENTS D'UN SYSTEME HOLONOME
AUTOUR D'UNE POSITION D'ÉQUILIBRE STABLE.

449. Stabilité de l'équilibre. — Lorsque les liaisons d'un sys-

tème holononie sont indépendantes du temps et que les forces

données dérivent d'une fonction de forces U, on sait (n" 173) que

les conditions nécessaires et suffisantes d'équilibre sont

dqi
~

' Oqz
~

' Oq/,
~

'

cjt, rjo^ • •
r (Jk désignant les A' paramètres indépendants qui défi-

nissent la position du système. Ces égalités sont les conditions

nécessaires, mais non suffisantes, pour que U présente un maximum
ou lin minimum. Si, dans une position du système, U est
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maximum, c'est une position d'ét/uHihie siahlc. Ce llicorènu-,

déjà t'iioncc par Laj;;ran};<', a él«' di'nionlrt- [);ir l.cjciinc-Diriclilcl

delà façon siiivanle iJournal de Liou^illc \ :

Nous j)()ii\i)ii.«. liMijoiiis supposer ipn- les valeurs des para-

mèlres qui corrcspoudonl à la position d'('<piilihrc sont y, = o,

7j = o q;,:= o, el que U est nul pour ces valeurs, car LJ n'est

défini <|u'à une constante près. L'écjuilibre est stable quand, en

écartant très peu le système de la position d'équilibre d'une ma-
nière arbitraire, et donnant aux dilTérents points des vitesses ini-

tiales très [)elites, on obtient un mouvement dans lequel le svstème

s'écarle très peu de cette position défpiilibre. IJ iiiieraeon précise,

soit £ un nombre donné à l'avance, aussi petit c[u'on veut; on peut

trouver un nombre r, assez petit pour ([ue, les valeurs initiales des

paramètres//,,//.., ..., rj/i et des vitesses des divers points étant

inférieures à y, eu valeur absolue, les valeurs de //j, //o, ..., rj/^

restent, dans toute la durée du mouvement, inférieures ;i s en

valeur absolue.

Cette définition étant ra|)pelée, admettons (jue U soit nul el

maximum pour les valeurs /y, = o, q.,^^o. ..., ///;.= o; il faut

montrer que l'équilibre est stable. Comme U est maximum, on

peut trouver un nombre positifs assez |>elil pour que, pour tous

les systèmes de valeurs de//,, (j-, //a compris entre — setH-î

ou égaux àces limites, la fonction U soit négative, excepté pour

la seule combinaison //, = //^= ...= ///;.= o qui la rend nulle.

Donnons, en particulier, à Miie des variables (j., les valeurs limites

rb £, puis donnons aux autres, //,, .... 7v , - Vv+i, 'Ik^ tous les

systèmes possibles de valeurs compris entre in s ou égaux à ces

limites; soit — Pv la pb'S grande valeur de U |K)ur ces valeurs des

paraiiièlies ; l*v est un nombre po>iLif non nui, car, //^ étant égal

à in £, L ue peut pas s annuler, (pielles cjue soient les valeurs

données aux autres paramètres dans les limites indi(|uées. 11 existe

ainsi k nombres positifs I*,, IV, ..., Vk obtenus en faisant suc-

cessivement //i, //j, . . ., tfif égaux à zn £. Appelons l' le plus petit

d'entre eux; on aura nécessairement

U - 1-, L-^P<o;

dès ([ue l'un des paramètres deviendra égal à riz £, les autres restant

conq)ris entre nz £ ou égaux à ces limites.
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Ceci posé, écarloiis lo svstènio de sa position d'équilibre, en

doniiaiil aux jiaïaïuélrcs des valeurs </',', y", . ., q^/. comprises

cnlre rîz s. puis imprimons aux diflérenls points des vitesses ini-

tiales t'", t", .... i"JJ. En appli(pianl au mouvement qui prend

naissance If théorème des forces vives, nous avons

Comme Lo est negalii, la (juaniiic 7, —^ — Uo est positive;

elle peut d'ailleurs être rendue aussi petite qu'on le veut, car elle

est continue et s'annule quand toutes les vitesses initiales et

toutes les valeurs initiales des paramètres sont nulles. D'une façon

précise, on j^etit déterminei un nombre r, inférieur à $ et assez

petit pour ({ue, les valeurs q\^ </!,', .... ql cl r". <"!!,

plus petites que r, en valeur absolue, ou ait

Alors Téquation des forces vives donne

U-^P.

r". étant

2

Les paramètres cy,, c/j, .... qh partant de valeurs comprises

entre rr: s, aucun des j)aramèires ne peut atteindre ces limites

pendant le mouvement, car, dès que l'un d'entre eux les attein-

drait, U -t- l^ deviendrait négatif, et la force vive ^mv- égale-

ment, ce <|ui est impossible.

Limites des vitesses. — On peut aussi assigner des limites su-

périeures des vitesses pendant toute la durée du mouvement. En

effet, U étant négatif, puisque les paramètres restent compris

entre zh î, on a

Zmc'2< 2I'.

Si donc on appelle r^ la vitesse du point /?i,, on a

Cette limite est très petite en même temps que s, car e tendant

vers zéro, P tend vers zéro.
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On obliendra des limilcs plus resserrées pour les vitesses, en

remarquant (|ue '!£nn''- est une forme quadratique positive 2T
de (/\. ff. , '/\ : celle forme ?.T devant rester moindre que 2P,

il en rt'sidlc ([ue y,, '/'.i ••' 7/, restent, en valeuis absolues, inf*'--

rieurs à une eertainc limite qiTon pourra drtciniiiicr dans eliafjiic

cas particulier.

Rcnianjuc 1. -~ l>a ilciiioiisii at imi suppose esscntielloiiUMil i|mi' I

(lé|)eiule (le tnus les parainolrcs y,, </.>. . . ., ry/,.; si U dépenflait seiileinenl

de quelques-uns d'entre eux, q\, cj-,, ([^^ par exemple, et était inaxiiriuin et

nul pour fj\ — f/i~- f];— o, la position correspondant à ^1 = 0, <jr., ~ o,

«/3 = o, q^=. a;, ..., qk^ o,Ui «;> ('â-, • «a étant des conslanles qui.d-

conques, serait une position d'équilibre, mais elle ne serait pas stable. Kn

écartant le système très peu de cette position, et donnant aux |)oints des

vitesses très petites, on aurait un mouvement dans lequel ^1, qt, qz reste-

raient très voisins de zéro, mais les autres paramètres q\, q^, ..., <jr>t ne

resteraient pas voisins de «;, «5, ..., a/,. D'ailleurs, les vitesses restent

très petites. Imaginons, par exem[)le. un corps pesant de révolution,

suspendu par un point de son ax<', et prenons les notations du n" 39r>.

Actuellement, il v a une fonction de forces qu'on peut écrire

U = — M.^rcosO,

qui ne dé|)end que de 0, tandis que la position du corps dépend des trois

angles d'Euler 0, ç, il/. La fonction U est maximum pour = r; les posi-

tions correspondantes du corps, en nombre infini, sont des positions d'équi-

libre d'ailleurs évidentes a priori, l'axe étant vertical et le centre de gra-

vité au-dessous du point de suspension. Mais ces positions ne sont pas

stables dans le sens strict du mot, car, en imprimant au corps une rota-

tion initiale, si petite soit-elle, autour de la verticale, on obtient un mou-
vement dans lequel les points s'éloignent de quantités finies de leurs posi-

tions d'équilibre.

Heniarqite II. — Réciproque du théorème de Lejeune-Dirichlet. —
Considérons une position d'équilibre du système dans laquelle les dérivées

d\} 0\] ()[}
,, ,, . . ,,-— • ->••, — sont toutes nulles, sans que U soit ina.Tiitiuin. il est

'Vi '''Ji ^Hk
probable que la position correspondante est instable.

Mais cette proposition n'a pu être ditnontrée rigoureusement que sous

certaines restrictions. ( Voyez LiAi'oi nqff, Journal de Mathématiques
de Jordan, 189C; IIadamaud, Mémoire présenté à l'Aradémie en 1896,

publié dans le même Kecueil en 1897; Paim.kvk, Comptes rendus, t. GWN ,

p. 1021; Ha.mel, Mathematische Annalen, t. LN'If, p. j-i'^-

i*)0. Petits mouvements. - Imaginons, comme plus baul, un

système à liaisons indç[)cn(laiiles du temps dont la position dé-
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|)rn(l (le k paranu-lros i;i'onn''lrirjiics y,, y^, r// ; supposons

cpie les forces appliijiK'es déiivenl crime fonction de forces

Viqy, </o, ..., ^y^) dépendanl de loiiles les variables q^ el que

celle fonclion soit maxinuiin el nulle quand loules les variables^.,

saniiulenl (v = i, 2, .... A). I.a position créquilibre correspon-

dante est stable; nous nous proposons d'étudier les petits mouve-

ments du système autour de celle position. Dans ces petits mou-

vements, (y, , </j, ..., <ji^ restent très petits; les vitesses restent

aussi très petites; donc les dérivées y',, r/',, ..., q\ restent très

petites, car la force vive est une fonction iiomogène et du second

degré essentiellement positive des dérivées q'^ . Nous commence-

rons par le cas le plus simple où le système est à liaisons com-

plètes.

i" System e à liaisons complètes. — La position du système

dépend alors d'un paramètre q qui est supposé nul àans la posi-

tion d'équilibre; le nombre /»• = i . La demi-force vive T étant

une fonclion lioniogène el du second degré de q' est de la forme

7'' /' y ' = 7'' /' •" ^ y
./"' o ) ^ . . .

J

,

où Ton snp|)ose la fonclion f(q) développable par la formule de

Maclaurin. Supposons le ]iremier terme du développement y(o)

différent de zéro : alors ce premier terme /(o) est nécessairement

positif, car, q étant très petit, T a le signe dey'(o) et une force

\ive est essentiellement positive. Nous écrirons, en posant

/(o ) = a,

T ^a^'2-r-T,,

T, étant très petit par rapport au premier terme, car T, contient

qq'"^ en facteur.

Prenons maintenant la fonclion des forces U : c'est par hypo-

thèse une fonclion de q nulle et maximum pour^==o. Si donc

on pose U = F(^), et si l'on développe F(«/) par la formule de

Maclaurin, on voit que F(o) etF'(o) sont nuls, F"(o) étant, en

général, négatif. En posant - F"(o) = — a, a>>o, on pourra

écrire

LI, étant la somme des termes suivants dans le développement de

I
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.Macliiiiriii ; t', rsl cloiu; Irrs pclil par lappoil au Icrnu- --ay-, car

il coiilic'iil y' en lacloui-.

Oïl |»ciil, pt)iii' ('liulicT les pcliU's oscillations, négligci" J , cl l
,

et prendre
T = '1'/'-. { =— %(/-.

L*c(jiialioii du iiiouvcraent, d après La;4;range,

d / OT \ ^ _ 0^2

dt \ Ofj' J Ofj Ofj

devient alors, puisque— est nul.

il) aq'^—i(i, q"= r^q,

en posant - -_ /'-. L'intégrale générale de celte équation est

q — À copi rt — ),

A et p désignant deux constantes arbitraires que l'on détermine,

connaissant la position initiale, c'esl-à-dire f/o f't la vitesse initiale,

c'est-à-dire «y^. La durée d'une oscillation du système est — ; la

constante /• ajanl une signification physique est évidemment indé-

pendante du choix du paramètre y.

Les valeurs initiales de q et q' pour / =-: o étant «, et 6), on a

bi .

q =^ a, cos rt sin rt.
J-

Si, dans une deuxième expérience, les valeurs initiales de q et q'

sont flo et b-ii on a de même pour le mouvement

q ^^ ai cosr/ — - sui rt.
' r

Enfin si, dans une troisième e\j)érience, les valeurs initiales

de q ç,\. q' sont ax-~a-2 et 6, --60, l'expression correspondante

de q est

«jr = (ai-t- 02) cos/-f -1 sin/7,

c'est-à-dire la somme des deux précédentes : ce fait, qui tient à

ce que l'équation du mouvement est linéaire, constitue ce qu'on

aji|)elle la siiperpositioti des petits mouvements.
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Exemple. — En deux points fixos A et A' situés sur l'axo horizontal Ox
à des distances égales 0.\ — 0A'= a de l'origine O, sont allacliés deux

(ils sans masse AM. A'M' de même longueur / supportant une barre homo-

Fis;. 262.

gène pesante AJ.M' de longueur 2a égale à AA'. Cette barre est percée en

son milieu G d'une ouverture infiniment petite dans laquelle passe l'axe O z

supposé vertical et dirigé vers le bas. Le système étant écarté très peu de

sa position d'équilibre MiM'i est abandonné à lui-même sans vitesse ini-

tiale : étudions les petites oscillations.

Appelons, à un instant quelconque, l'angle du fil AM avec Oz, et a

l'angle que fait avec Ox la projection PP' de la barre MM' sur le plan

.rO^; le triangle isoscèle AOP et le triangle rectangle AMP donnent la

relation

, . , .a
/ sinO = 2a sin - •

La position du système dépend du seul paramètre qui s'annule dans la

position d'équilibre. La seule force donnée étant le poids, on a, en appe-

lant ^ l'ordonnée OG — /cos6, du centre île gravité G,

U = M^/(cosO — i),

où la constante est déterminée de façon que U soit nul pour :^ o: U est

manifestement maximum pour cette valeur. Développant U par la formule

de Maclaurin. on a

U MW^ U,,

où Ui est, par rapport à 0, d'un ordre supérieur au deuxième. Calculons T
d'après le théorème de Kœnig

T^ i M(!:'2_^ A-2x'2,= -M(^/^0'2sin2 0— if/^jj'iV
2 - -1 \ 3 /

car le moment d'inertie M/.^ d'une barre homogène de longueur 2a, par
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rapport ù son centre, c«t - Ma*. < )r. \,\ rtliilioii j,'t''i»nii'lrique ri-dessu-

rloniii'

2 7. arc sin ( — sin i,

la ;

d'oii l'on tiri" i! p;ir dt'rivalion cl

T l.M(>sin^O-^|/il^^?!:Vn)'^-

L'cqualion finie du mouvement serait donr T — U H- /» d'après le tiiéo-

rème des forces vives. Mais, pour les oscillations infiniment petites, nous

devons réduire le coefficient de 0'- dans T à ce qu'il devient jiour — <>,

et prendre approximativement

Tr- iM/-'0'2. U --- - Mi'/O^
6 •}.

L'équation du niouvenient, d'après l'équation dr Lagrange. est alors

La duri'-e dos petites oscillations est "î"!/

Remarque. — Dans la théorie précédente, nous avons supposé qu< ,

T étant de la forme (]'^f(q).f{o) était différent de zéro. Si cette condi-

tion n'est pas réalisée, on peut la réaliser par un changement de variabh-.

Supposons, en effet, qu'on ait pour de petites valeurs de ff

olo) étant différent de zéro.

On fera alors la suh>titMtion

.V désignant une nou%eIle variable, et l'on aura

T - q'^q"z(q) .- ^ ':>^s"^-''s'*-,

où le coeffiriont de s'^ n'est plus nul pour x - o.

Nous avons supposé également que, le coefficient de q'^ dans T «'tant

différent fie zéro pour gr — o, le développement de Miq) parla formtile de

Maclaurin commence par un terme en q*. Mais il peut arriver que, U(gr)

étant maximum pour q — o, les dérivées de U jusqu'à un ordre impair

quelconque supérieur à i s'annulent, la première dérivée qui ne s'annule
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pas étant d'ordre pair et négative. Par exemple, jiour prendre le cas le

plus simple, on peut avoir

Ui contenant «7» en facteur et a étant positif. Alors, en réduisant T à la

forme aq'* et négligeant Uj. on a, pour l'équation du mouvement,

(s) aq° — — >. ay''.

On est alors en présence d'une circonstance spéciale qui ne tient pas au

choix de la variable : la durée des petites oscillations autour de la

position d'équilibre varie avec leur amplitude. En effet, en plaçant le

système dans la position correspondant à (7^, et l'abandonnant sans vitesse,

on a, en intégrant (1),

d'où 1 on tire t en fonction de q par une quadrature elliptique : q oscille

de — ^0 à -i-<7o; le quart d'une oscillation a pour durée

en faisant q = sqQ. Cette durée est donc en raison inverse de q„ et devient

infiniment grande quand qo tend vers zéro.

2" Systèmes à deux degrés de liberté. — Imaginons un

svslème à liaisons indépendantes du temps dont la position dépend

de deux paramètres ^, et q.j; on a

T = A^;^ — 2Bq\ q\ ^Q^q'i,

où A, B, c sont des fonctions de q^ et q-^.

Nous supposerons les paramètres choisis de telle façon que le

discriminant AC — B^ ne soit pas nul pour qi = q^ = o. Alors,

en développant les coefficients A, B, C par la formule de Ma-

claurin, et appelant «, b, c les valeurs de ces coefficients pour

/jr, == ^2= Oj on aura

T — aq'^ -^ 2^7', q\ — cq'^ -+- Tj,

Tj étant du troisième ordre par rapport à q^ , ^05 (l\ ? ^'o, et s'annu-

lant quand q^ et q^^ sont nuls. Quand ^, et q-^, sont très petits,

I
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r il donc le signe du liiriomc foiinc ]>ar 1rs Icrnics (|iii pié-

ccdcnl T), ri comme i est csscnt i<'llfiiu'nl po-^ilif, (|iicls (|iie

soienl y, cl f/.^, on a

a ;^- o, c ^ o, f/-— /If '
(».

Prenons mainlenanl la fonclion de forces U(</),//.. : celle

fonclion étant nulle et niaxinmni pour rf^T^r/^'-^o, on a. en

développanl par la formide de iMaclanrin.

U — — ( a^f -- ^P^i^î-t- V7|) — U|,

OÙ U( est du Iroisiènie ordre en q, el <j-,. Comme U doit être né-

gatif pour des valeurs arbitraires suffisamment petites de Çt et g,,,

on a

a > o, 7 > o, p2__ a-, ^^ o.

Pour obtenir les pelils mouvements autour de la position

d'équilibre, nous négligerons T| et U| en prenant

T ^ aq'i^ -r- 2hfj\ q', ^ rrj7

,

U — — (tfji -:- 2 3</i<72 — Y^: ).

Les deux ('qualions de Lagrange deviennent alors

^ aq\—bq\^—^y.qi^-'^qi),

I
hq'\ -f- cq\ = — ( ? r/i -i- Y <72 ),

équations linéaires à coefllcienls constants. I^our les intégrer,

nous ferons

(4) «7i
— X,cos(/-/ -f- p ), (/2 = Àj cos( /•/ -H s ),

Â,, Ao, /, désignant des constantes. En substituant cl divisant

par cos(/7 -i- 0), on a

( 5 ; À , ( ar-— a ) -f- / 2 ( ^z--— ji i
— <>. À i

•" ^'-— ? j -^ Ào i c/-2 — y ) = o,

d'où, en éliminant ).| et Aj.

(6) ( ai- — a ) {cr-— y '
— l^'" — ?)" = ^^

équation bicarr('e qui donne pour /- deux valeurs réelles et posi-

tives. En efTet, eu substituanl dans le premier membre, à la place
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lie /-, les valeurs o el -4- oc. on oblionl des résullals positifs, tandis

(jue les valeurs el - donnent des ri'snllals négatifs. On peut tou-

jours supposer /• positif, car la solution i .\) ne change pas quand

(»n change /' et p de signes : nous pourrons alors prendre pour /•

les deux racines positives /'i et /'._. de l'cqualion (6').

Si l'on substitue à /' l'une de ces racines dans les équations (5),

elles se réduisent à une, ei la première par exemple: on a alors,

en faisant /• = /•,

,

>-i ^ >2 ^ ,j,

b/'i — 3 a — ari ' '

u, désignant une constante arbitraire. On a ainsi la solution

Çi= 'j-ii hr] — 3) co? ("/•]/ -4- Pi), 72 = ;J^i
(^^ — «/'f » cosTri t -h pi).

La seconde racine /o donne une solution analosfue, avec d'autres

constantes u^ et Oo, et les intégrales générales des équations du

mouvement sont enfin

(7'
Çi — [it(br'\ — !3) cos(rit — p,) -f- [JL,(brl — ^) cosC/'a/ -^

P2),

q-y = \J-i(^ — ar\ ) cos(/-i / — pi ) -f- ijLofa — «/'|) cos{r^t -+- pa ),

avec quatre constantes arbitraires ui,, ao, pi et po, qu'on déter-

minera connaissant les valeurs initiales de^(, qo et de leurs déri-

vées r/\ et r/\.

On voit que le mouvement dans le voisinage de la position

d'équilibre est le mouvement résultant de deux oscillations dont

les périodes respectives sont — et — • Si ces périodes sont com-

mensurables entre elles, il existera une période pour le mouve-

ment, sinon le système ne repassera à aucune époque par la

même configuration. On a déjà vu un exemple de ce fait n° 272.

Les quantités r, et r,, ayant ainsi une signification physique,

sont évidemment indépendantes du choix des paramètres r/^ et q^.

Ce sont des invariants du problème.

Cas part/'cd/ier. — Quand nous avons démontré que l'équa-

tion (6) en /•- a deux racines positives, nous avons admis qu'en

substituant ' et— dans le premier membre, on avait au moins un
a c ^

J
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i('.siilt;il in'-;;.ili( : ceci iTari isrrail pas si I on avail

« _ 'r* _ ï _ /..ni r
'

(Ml /^'^ est iiiir ciiiislanlc positive l^"('((iial ion ( (1 > serait aloi's

(
/•- - /.- )- o;

elle aurait ses racines égales : néanmoins, les intégrales générales

ne contiennent pas le temps en dehors des signes sin et cos
; cm

effet, les équations du mouvement (3) s'écrivent alors

a( c/\ -f- k^cji ;
-+- /j{ (]\ — k-qi) — o.

et, comme h- — ac est proilil, cilcs (Iniiiient

</'; — A-2y, ^ ... ,/:, -^ A
2 y, _- ...

d'où, pour les intégrales générales,

</i — ;ji| cosi lu -r- Pi ), «/* ~- ;!» cos( ht -r- p-i '•

Il n'y a plus alors qu'une |)érlodo pour chaque oscillation, ^
Autre méthode. — Ces résultais pcu^ClU être obtenus aulrcment si

l'on fait usage des propriétés des formes quadratiques. Considérons les

deux formes quadratiques

ayi l/j(Jt(/.,-r-Cf/l, I i'^'l\ ~>'^>l\<li~ 'l'I

.

à l'aide desquelles du peut l'crire le< l'quations du mouvemont sous la

forme

lai-iius un f liaiiiçcmenl de variables linéaire à coefllcients constants

y, ^- /,.9,:- //|.S.,, y.. /.j5| h.Xi,

où S| et s-i sont de nouveaux paramètres, /.-,, //j, k-i, et li^ des constantes.

On peut déterminer les coeflicienls de la substitution de façon à rédniio

«simultanément les deux formes à des sommes de carrés; cela revient, en

regardant q\ cl <j> comme des coordonnées cartésiennes, à prendre pour

axes les droites conjuguées à la fois par rapport aux couples de droites
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S = o, U — o. Ou a ainsi

S = s? — s3, U :Si,

la dciui-forcc vive do\iciit T --- s\-

(leviennent

— (rf .ff -t- /J 5? i;

>V-, et les équations du mouvement

*, —— / *"i, s, — — /

d'où, en intégrant,

5, -= ;ji, cos(/-i t -+- pi), Si = ;ji2 cos(/-2< -I- Pj).

On peut remarquer que l'équation bicarrée en /- s'cjbtienl en égalant à

zéro le discriminant de la forme U -r- r-S.

Les variables 5j et s-î s'appellent les variables principales.

Application. — Imaginons une barre homogène pesante AB de lon-

gueur aa suspendue par un (il, de longueur /, attaché au point fi\e 0; le

système est assujetti à se déplacer dans un plan vertical xOj^; on demande

d'étudier ses oscillations infiniment petites autour de la verticale qui est

sa position d'équilibre.

Fis. uG3.

La position du système dépend des deux angles et o que fait la verti-

cale Ox avec les directions du fil et de la barre, paramètres qui sont bien

nuls dans la position d'équilibre. Il y a ici une fonction de forces

; étant l'abscisse du centre de gravité G. II nous faut, jjour être dans les

conditions de la théorie qui précède, disposer de G de façon que U s'annule

dans la position d'équilibre; les coordonnées du centre de gravité ayant

pour expressions

ç = / cosO -!- a coscp. Y) = / «in - a sin
'f,

la fonction des forces sera

U = .M^'-[/( cosO — Il -+- a(coso — i )\.
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Calculons iiiaintcnaiU la cloiiii-force s'iw T; la foin' vive de la masse .M

concentrée en G est

M($'ï— r/*i - .M|/îO'î «î'i'ï^ >.r//0'3'cos(0 — çi)|.

La force \ivc dans la rolalinn aiilnurdii contre de ^'ravitc étant -) Ma-'c^'*

d'après la valeur du nionieiit d'inorlic d'une barre homogène par rapport

a son centre, la demi-lorce vive totale sera

T= ^ F/^O'î-: i«îo'ï-^2rt/0'o'cOS(0- '^)1.

Pour trouver les oscillations infinimeut petites, il suffit de considérer

dans U et T les ternies du second ordre

M sr

i

^ (/Ki'i^ ^«î<p'î+ ...«/O'ci).
2 \ i ' /

Les équations de Laj^range sont alors

On intégrera ces équations en posant

— À| cos( /7 -:- pi, o = A, cos( /7 -— s ).

Ài et '/, devant satisfaire aux conditions

•
//•-— ,ir) Ài— ar^Xi— o. //'-Ài— (I ar^— ,^)Iî= o,

l'équation en /- est donc

I
//•'-—

rt' ' ( ^ ^''' — A' I
— a/r' = o,

équation du second degré en /- qui donnera deux racines réelles et posi-

tives r\ et /-,, pour chacune desquelles on aura un système de solutions

particulières. En ajoutant ces solutions, on aura les intégrales générales

— rtvj !Jii cos( rit -h pi) -T- arl [X2 cos( r^t -r pi),

'i =: ( ^' -- lr\ ) a, cos( r, < — Pi )
-4- ( ^ — frl ) 'x^ cos( r^t -r- p*),

avec les quatre constantes ;j.i, 1^2, ?i, pi-

Par exemple, si l'on sup|)Ose a = -? /, on trouve comme valeurs de /•{ et ri

-j- \jt — y[i), -f-\i— yi), ce qui donne immédiatement les durées res-

pectives—"j — ' des deux oscillations qui c<infj)0>ent le petit mouvement.
'| 'î
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/\(/nar(juc. — Nous avons, dans li\ tliéoiiL- précédente, supposé ac — />-

dillVrenl do zéro. Si ce discriminant était nul, il faudrait faire un autre

choix de paramètres de telle manière que la nouvelle expression appro-

chée de T ait un discriminant différent de zéro. Far exemple, si l'on prend

un point mobile dans un plan ayant comme position d'équilibre stable

l'origine, on a, en coordonnées polaires r et 0,

expression dont le discriminant r- s'annule dans la position d'équilibre,

lin prenant les coordonnées cartésiennes, on aura la nouvelle expression

i
./ .

dont le discriminant n'est pas nul.

Nous avons supposé aussi que le développement de la fonction des

forces U commençait par les termes du second ordre en r/] et q-y', il pour-

rait arriver, puisque 11 = est un maximum, que ce développement com-

mence par des termes d'un ordre pair quelconque, par exemple du qua-

trième ordre,

U =— (:igl -H ^q'Icji— .. . r- oc/^)-{- Li.

Dans ce cas, l'étude des petites oscillations devient plus compliquée : les

équations obtenues en négligeant Ui ne sont plus linéaires.

L'oscillation générale n'est plus la résultante de deux oscillations spé-

ciales avant chacune une durée déterminée.

3'^ Cas général. — Imaginons un système assujetti à des liai-

sons indépendantes du temps, les forces qui agissent sur ce sys-

tème dérivant d'une fonction de forces U. Nous le supposerons

dans une position d'équilibre stable oiî la fonction U est maximum

.

Soient «y, , ^25 1 f//i les paramètres qui définissent la position du

svstrme; nous admettrons qu ils sont nids ainsi que U dans la po-

sition d'équilibre. L'équilibre étant stable, lorsqu'on déplacera le

système et qu'on l'abandonnera à lui-même, les paramètres g et

leurs dérivées resteront très petits pendant toute la durée dti

mouvement; nous considérerons ^i, y^, . . .. ry^ et leurs dérivées

comme de petites quantités du premier ordre. La demi-force vive

totale est une fonction quadratique homogène des f/' :

I
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Chacun (ios coefficienls A,y osl une fond ion des >/ fjui prend la

valeur (i,j Iors(|uc les paramètres y s'annulcrjl ; on jxiil donc

écrire

, , r^ / i = 1,1. ..., /,\
r = Srt,77, '/j -+- r,,

1^
.

^
1, a,j = aji,

la fonclion T, ('•lanl une somme de peliles fpianlilés il'ordre suix''-

rieur à 2.

INous savons, d'autre part, que la valeur o est un maximum
de U; nous pouvons donc écrire

u = — :ibijf/iffj-^ i:,,

U) élanl d'ordre supérieurà 2. Nous remarquerons que, les termes

d'ordre moindre donnant leur signe aux expressions de T et de U,

les sommes qui constituent les termes du second ordre doivent

rester constamment positives pour T et pour U, car nous mettons

dans U le signe en évidence.

Notre approximation consiste à négliger les termes en U, et T,.

Les écjuations de Lagrange

(l / dT \ oT _ o\j

dt \dfj.J dq^,
~

ôq.^

sont ici

^v 1 7 i
-^ 2£v2 q\ -t- . . .— a.,k q\ = — {b.,iqi-^...-i- by/, r//, ) ( v = i , 2 , . . . , /. ).

Les /.• équations dilTérentielles simultanées f|ue nous obtenons

sont linéaires du premier ordre et à coefficienls constants; nous

pouvons donc les intégrer en posant

(8) 7,= X, cos(/7 — i), ..., q^ = l^:Cos{r( -h p).

Pour f|ue ces valeurs satisfassent aux équations de Lagrange, il

iaut (|ue Ton ait

).,(^,, — r-^a,i )
— Iziùii — r^-ait) -^ • •

• -f- ^-a(^i/. — '--rti/. ) = o,

>i(^Ai — /-''/.ij -H À2(^Ai— /--«/.î)— . . .-H lk{bkk— /'-«aa) — o.

Pour que tous les a ne soient pas nuls, il faut (|ue le détcrmi-

A., il. .i2
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niinl t\>: ces t'f|ualions linéaires cl homogènes soil nul :

(«»»

b/.i— r^- a/,.i bi,i — r^ a/,, . 0/,/,— r^

m

(-elle égalilé, considérée comme une équalion en /-, donne en

général k valeurs de cette inconnue, et, pour /•, ^k valeurs deux

à deux égales et de signes contraires; mais on peut toujours sup-

poser /• positif, car la solution (8) ne change pas quand / et p

changent de signes. En adoptant une de ces /• valeurs de /•, i\,

par exemple, on peut déterminer tous les A en fonction d'une

arbitraire a.^, et Ton obtient le système de solutions (i) qui con-

tient, outre 'j-v; la (|uanlité arbitraire o.,. On a ainsi k systèmes de

solutions particulières des é(jualions diirérentielles et leur somme

donne la solution générale (pii contient, comme il doit être, ik

constantes arbitraires.

L'oscillation générale est ainsi le mouvement r('sultant de k

oscillations partielles a\ant respectivement les périodes
'1

rk
Les racines /•,, /'o, .... /^ sont des invariants : leurs

valeurs sont indépendantes du choix des paramètres.

Les équations étant linéaires, si l'on en a deux systèmes de

solutions particulières rjy^fyi^t) et q-^^=z '.o^l^t), les fonctions

«y,^ =r /',/
^
) -4- 'iv (

^^ sont encore des solutions. On a ainsi ce

qu'on appelle la superposition des petits mouvements.

Sans invoquer la théorie des formes quadratiques, on peut dé-

montrer que les racines de l'équation en /• sont réelles. En eflet,

-i celte équalion admettait une racine imaginaire a-^-ih., elle

admettrait la racine conjuguée a — ib : les valeurs correspon-

dantes des constantes ).v seraient aussi imaginaires conjuguées.

On trouverait alors, pour les paramètres q^^ un système de solu-

tions réelles particulières de la forme

q.,— f Av-f- t'Bv; cos(rt -i- ib) t -r- (Av— i^^) cos(a — ib) (,

ou, sous foi'me réelle,

q-j— Av(e^'-h e-^i)cosat — By(e''' — e-^'e; sina/.
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( )ii ;mii;iiI iiiiisl un iiiuiix l'iiini l ilii syslème fl.iiis lt'(|iiel les va-

riahlcs (/, cl leurs (.lérivées coininenceraleiil |)iir èlce aussi |)eliles

(jiroii le voudrait, pour liiiir |)ar être inliiiinuMil i;i'aii(Jes «vcc /,

ce (|ui est en coulracliclion avec ce fail (|ue ri''(|iiilil)ic rsl stable.

()n \(iil, par un raisonncniiMil iinalo^uc, iiue, >i ICiMialion <-n /'

a des racines niulh|»les, le leni|)s ne |)cul pas lij,Mirer en dehors

des signes sinus el cosinus, cardes expressions de la forme

\x t cos ( rt -+-
,0 )

deviendraient iiiliuimcnl grandes avec /.

La llicoiie des formes (jiiadralicjuc* comliiil aux iiicincs résultais; si l'un

^ ^-^ "'j '/' "//' ^ ^ ^2 ^'^ '" ''''

t'os deux funiics (juaihaticpios smU lune S esseiiLiclleineiU pDsiliv»', l'auliL-

U esscnlielleinonl nri,'alive pour toutes les valeurs des variables et ne

peuvent ilevi-iiir nulles (jue si toutes les variables s'annulent. Les équa-

liiins de» pi.-tits iiiouvi-iiients peuvent s'écrire

et l'équation (9) ilonnant /•- s'obtient en égalant à zéro le discriminant de

L t-/-S. On peut toujours, par un changement linéaire de variables sub-

stituant de nouvelles variables .f|, s-i, ...,s/. aux anciennes gr,, q.^. ...,cjk.

ramener les deux l'orme- quailraliques S et L à être des sommes de

carrés

S = .s-| -4- .V
il

— . . . -)- s'i, U =— {r\s\ -^ r\ s-, —

Li tiemi-fuiee vive est alors

T = f\- -+- s'.,- ^ . . . -+- s',-.

Les équations des petits mouvements deviennent

dr- \ Os., )
"

«y.vv

'

'•UD-

c est-a-iliie

d'.s.
,' = — /•,; i'v, S = ;JLv cos ( /-.^ / ;.,)•
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(tu a .liiisi iinriK-iliatcmoiil sous forme finie les éqiialions des pclils mou-

vcinenls, avec xk constaiilo*; arbiliaiics [x., et pv

Les variables Si, .v^, ..., aa- q" •' f;>"> choisir pour ramener T, S el U à

(les sommes de carrés comme ci-dessus, se nomment les variables princi-

pales.

Remarque. — Nous avons supposé que le détcrniininit des a,y, discri-

minant de la forme S, n'est pas nui. S'il l'était, il iaudrait faire choix d'un

autre système de paramétres.

Nous avons supposé aussi que le dévcluppcnicnl de U, suivant les puis-

sances de <7i, <72> •••5 ^Ai commence par des termes du deuxième ordre.

Si ce développement commençait par des termes d'ordre supérieur, du

quatrième ou du sixième, les équations des petits mouvements ne seraient

plus linéaires.

4ol. Petits mouvements troublés par une force perturbatrice pério-

dique. — Considérons un syslénic tel que celui dont nous venons d'étu-

dier les petits mouvements autour d'une position d'éciuilibrc stable cor-

respondant à

tjx = q-i^ ... — <7/, = o.

Supposons qu'aux forces constitutives du système dérivant de la fonc-

tion de forces U, qui est maximum et nulle dans l'équilibre, viennent

s ajouter pendant le mouvement des forces perturbatrices très petites,

fonctions du temps et généralement aussi de q^, q-i. ..., q/,. et de leurs

dérivées.

Appelons X, Y, Z celle de ces forces qui agit sur le point du système

de coordonnées x, y^ z: alors, d'après la théorie générale des équations

de Lagrange, si l'on pose

Rv X
Oq-.

y'-^^-l'"
ùq.,- dqs,

les équations du mouvenienl troublé seront

(lo)
d /dT dT _ c>U

Rv (v = I , 2, /).

Nous supposerons T cl U réduits aux même formes quadratiques que

ci-dessus.

Les forces perturbatrices étant indépendantes de celles qui déter-

minent l'équilibre, ne s'annuleront pas en général dans la position d'équi-

libre el, par conséquent, le terme Ry développé suivant les puissances

de <7i, </2, •••) C'A et de leurs dérivées contiendra un terme indépendant

de ces variables par rapport auquel les termes suivants pourront être

considérés comme de petites quantités négligeables. Les Rv sont alors des

fonctions du temps seul; nous les supposerons périodiques.
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Les éi|ualions du inouxonu'ul ( lo), au lit;u drlit! liui'aircs sans sctoixl

membre tomme précédemmeiil, auroiil maintenanl comme seconds

membres les fondions périodiques l^v *^'''^ foiulions |MMiii(int rire déve-

loppées on une somme de, sinus et de cosinus

Rv — •' Av cos {at -r- X) -h •->. Bv cos {ùt -~ ^ )-...- 9. \.., cos C // -i- ). ),

Av. Hv, ...,</,/', . . . , a, ^, ... d<''si<,Mianl des constantes. Nous dirons fjue

cliaque terme de Hy représente une force perturbatrice simple, le premier

une force perturbatrice de période — > le deuxième une force de période
' ' a '

-T-» etc.
/>

Supposons, poui' sim|)lirnM\ que 1Un ait clioisi pour y,, y^, ..., q/^ des

variablis principales; alors, comme nous venons de le voir, les valeur--

approchées de T cl de U sont

T ^,j\i^,j'.^ ^^_,+ rj)J, \} ^~{^r\ q\ ^rlql -^ -^ 'i.ql).

Les équations du mouvement troublé sont alors

\ </v
-+ 'v '// = AvCOs(a^ -i- a)-f- B.jvosi ùt-h [ij-r-. . .-h LvCOs(// + ^>)

(M)
(v-i, •>.,

') A).

Les intéjïrales générales de ces équations prennent une fornii' an, il\ tique

différente suivant qu'une des quantités «, b, ..., /est éj^alc ou non à /\.

Supposons d'abord qu'aucune des quantités a, b, ..., /ne soit éj^ale à

une des racines ri, r-i, ..., /'/i : les intégrales générales des équations (ii)

sont

Av

(•2;

r/v = ;JL.; COS (/•.,/ -i- pv)
r-, — a 2

cosiat -r- a

w
- co^ (bt +- ,3) -cos(// -H À

où i^V) Pv désignent des constantes arbitraiies. Donc, dans ce cas, la force

perturbatrice sim|)le, ilonnanl naissance à un terme tel que

2 Av cos(rt/ -r- a)

iluns Rv, introduit dans le syslème un- oscillation simple

—r,—^—:; f"<is (at -— a
)

dont la période est celle de la foret; et tlont l'amplitude est inilépcndanle

des conditions initiales qui n'iniluent que sur [Jty et pv- ^' « •-•st voisin de /\.
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c'est-à-dire si la période — de la force neilurhatricc simple est voisine
<t

de la période — d'une oscillation nnturclh^ du s\slènie livré à lui-même,
'1

le coefficient —r—^ devient un jjrand mmibre, et l'amplitude de l'oscil-

jation introduite par cette force perturbatrice devient considérable. Cette

remarque fait pressentir ce qui se passe quand une des quantités r/, 6, ..., l

est égale à une des racines /v.

Supposons, par exem|)le, que a soit égal ù /], mais dillérent de r^,

'31 ..., /"A, aucune des quantités i, ...,/ n'étant égale à une des racines

/•|, /:,, .... //.. Alors, les intégrales générales des équations (11) pour

V = 2, 3, .... A conserveront la forme (12) trouvée précédemment, mais la

première équation

-^Y ~^
'''t ^1 = '^i cos(«/ + x) -4-. . .-f- Li cos(ft -+- X),

où CT =: T], aura pour intégrale

<7i= a|C0s(/-i/-f-pi)H — s\n( fit -+- %)
2/-1

R T

H ^ ^-- C0S(6< + S) -^. . .H „
^'

,. COS(lt -+- 1).
,•2 __ ^2 ' ' r^ — /-

Le temps f apparaît donc en facteur dans le terme de l'intégrale prove-

nant de la force perturbatrice dont la période — est égale à la période —
et r

\

d'une des oscillations naturelles du système. Ainsi, lorsque la période

d'une des forces perturbatrices tend vers celle de Vune des oscilla-

tions simples propres au système, Vamplitude de la perturbation

devient de plus en plus grande : à la limite, la perturbation se con-

fond avec l'oscillation simple correspondante dont l'amplitude, pro-

portionnelle à t, augmente indéfiniment, ou du moins sort des limites

dans lesquelles les équationx Inéaires sont suffisamment approchées.

Ce théorème donne l'explication d'un grand nombre de phénomènes,

tels que la mise en vibration d'une corde sonore quand l'air vibre à l'unis-

son et non autrement, l'absorption élective des rayons de lumière et de

chaleur par un milieu capable d'engendrer des rayons de même longueur

d'onde, etc.

Une autre application importante se rencontre dans les perturbations

du mouvement des locomotives. La masse de la machine portée par des

iTîssorts forme un système assujetti à des oscillations de durée déter-

minée T. Les forces perturbatrices produites par l'inertie des pièces mo-
biles, pistons, bielles, manivelles, donnent des sommes de projections ou

de moments qui ont pour période principale la durée d'un tour de roue.
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l,es |it'rtuil)alions coiicspondanles doivent donc passer |)ar un niaximuni

d'aiii|>litiide lorsque lu vitesse <lc la locomotive est telle qu'il se fait un

tour de roue pendant la durée -. d'une osciiialion. ( \ k.aihi:, (omjitis

rendus, t. CXII, p. 8i._»

IV. - OSCILLATIONS AUTOUR D'UN MOUVEMENT STABLE.

V,]'!. Méthode générale. — Les cMjiialions de La},M"ingo per-

riK'lU'iil (Iftiidicr ('ji^alcincnl les pelilcs oscillalioiis (riiii svslèinc

autour il'im nioiivciucnl stable. \\u snivaiil une mélliotle sem-

blable à celle que nous avons employée pour l'élude des petits

mouvements autour d'une position d'équilibre stable, on est

encore conduit à intégrer des équations linéaires, mais ces équa-

tions ne sont plus à coefficients constants.

Soit un svslème dans lecjuel les liaisons peuvent dépendre du

temps et dont la position est définie par A' paramètres yi, y^., ...,

(/A géométriquement indépendants. Les équations du mouvement

sont

Supposons qu'on ail trouvé une solution particulière de ces

équations

<ïi=fiin, fj2 = /2{t), ••• ^ik=fkit),

dans laquelle les constantes d'intégration ont des valeurs déter-

minées. On a alors le mouvement particulier (juc prend le système

quand, à l'instant / = o,
(jy^i (j.^^ , <]k prennent les valeurs

y 1(0)5 /sCo), ..., /a(o), et les dérivées q\, 7I, ..., <j\, les va-

leurs y^', (o), f'.y{o), .... /'/i(o]. On dit que ce mouvement est

stable quand, en plaçant le svslème dans des conditions initiales

r/uelco/itjues infiniment voisines des précédentes, le système prend

un mouvement infiniment voisin du mouvement particulier con-

sidéré. On j)cul reconnaître si le mouvement considéré est stable,

et en même temps trouver les mouvements infiniment voisins par

la mélbode suivante. Remplaçons les paramètres 71 , 7^. • • -, </a.

par de nouveaux paramètres .?,. 50 s/s définis par les relations
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les équations du mouvement, d'après Lagrange, deviendront

T el Sv étant des fonctions de 5,, ^o, . . ., .v/, et 5',, s'.,, . . ., s\.

Avec ce nouveau choix de paramètres, le mouvement particu-

lier dont on veut étudier la stabilité est

5, = o, 5.2 = 0, ..., s/_=o;

on l'obtient en supposant qu'au temps / = o, les paramètres s., et

leurs dérivées s[ ont des valeurs nulles. Il s'agit de voir si, en

donnant à ces paramètres et à leurs dérivées des valeurs initiales

injiniment petites (juelconques, on obtient un mouvement infini-

ment voisin, c'est-à-dire un mouvement dans lequel les quantités

5|,5o, ..., 5a et 5, , ."?!,, ..., ^jr restent infiniment petites.

Supposant qu'il en soit ainsi et admettant que T, S| , So, • . ., S^

soient développables suivant les puissances positives croissantes

de .9|, 5o, . .., s/f et 5',, s.,, .... s'f., on ne conservera, dans les deux

membi'es des équations, que les termes du premier ordre par rap-

port à ces quantités et à 5'|, 5Ô, .. ., s'/.. Comme les équations ainsi

obtenues sont vérifiées, par hjpotlièse, pour

elles sont linéaires et homogènes par rapport aux inconnues s^ et

à leurs dérivées premières et secondes.

4d3. Exemple. — Considérons un point de masse i attiré par un centre

fixe O, proportionnellement à la puissance n'™* de la distance,

F = — [J-r", ;jL >. o.

Les équations du mouvement sont, en appelant / et les coordonnées

polaires et appliquant les équations de Lagrange,

(2) r"— r (]"- = — 'xr", — (/2ô') = o.

Elles admettent la solution particulière

( 3

)

;• = /-o , 0' = ^'ixrl-\ = /[jl r^ ' /,

dans laquelle la trajectoire est un cercle de centre 0, parcouru avec une
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vitesse conslaiile. NOyoïis si re inniivtiiitiil partii ulior est stable. Pour

cola posons

(4 r — r„ ->- î, --^ /'J^z-Ji-W-i-T,,

et voyons si. en supposant t, r, et leurs dt'iivi'es î', 7/ très petits au début,

2 et Tj resteront très petits. Dans celte hypothèse, regardons e, tj cl leurs

(b'-rivres comme de petites quantités du premier ordre et ncgli^t.'ons leurs

carrés cl leurs produits ;
nous avons, en portant les valeurs ( j ) dans les

équations du mouvement (7.), et dé<i^iiant par m la quantité constante

(5) \/\,0)r, = ?.(.oz = ( ) ;

lo second membre de la première équation est le terme en z dans le déve-

loppement de |ji(ro-i- î)". La deuxième de ces équations s'intègre et donne

(0) ro'r, -f- iiot aïo,

où a désigne une constante arbitraire très petite, puisque t et t/ sont très

petits pour t = o. Eliminant t,' entre (5) et (6), il vient

z" -4- ( /t -I- 3 ) C02 z = 9. rt (02
,

équation linéaire à coefficients constants. Si (rt-!-3) était négatif ou nul,

l'intégrale générale de cette équation contiendrait des exponentielles ou

des termes algébriques croissant indéfiniment avec /, et le mouvement cir-

culaire considéré ne serait pas stable. Supposons donc {n-{- 3) positif; on

a alors

z = b cos(to/ \/n -f- 3 -+- a) -^ —~ ,

où 6 et a sont des constantes arbitraires dont la première c<t très petite.

Donc z reste très petit et, par suite, /• = /o+ î reste voisin de /•«. Prenons

maintenant l'équation (G) : en y remplaçant s par la valeur que nous ve-

nons de trouver et intégrant, on a

(7) -
" — sin(w/ \//i -i- 3 -+- a) -I-

v/nH-3
aiûf -i- c.

c étant une constante très petite. On voit que t) contient un terme en /;

donc y\ augmente indéfiniment avec /, et, par suite, le mouvement circu-

laire n'est pas stable. Il y a exception pour « = i, car alors le terme en I

disparaît. Si n est différent de i, pour que T| reste très petit, il faudrait

choisir les conditions initiales de telle façon que a soit nul; cette condi-

tion signifie que, dans le mouvement troublé, la constante des aires doit

être éîïale à lo/-,? comme clans te mouvement circulaire. En effet, si nous



346 n V N A M I l 1^ «ES SYSTÈMES.

('crivon? rinlégrale des aires, poiir le mouveniciii lioublô,

(ro-+-£)2(io -+-•/)') = G,

celte intégrale, dans laquelle on néglige t- et îy]', donne

C— w r},

/'o r, H- 2 Eto

/'o

équation identique à (6). Pour que a soil nul, il faut donc G = to/-^. En

résumé, sauf le cas « = i, le mouvement circulaire n'est pas stable: il le

<levienl quand, («-4-3' étant positif, on modifie très peu les conditions

initiales de façon que la constante des aires res/e la même.
Le cadre de cet Ouvrage ne nous permet pas d'insister davantage sur

cette question des mouvements stables; nous renverrons, pour une élude

approfondie, à la Mécanique de Routh (advanced Pari, Ghap. III).

V. — APPLICATION DES EQUATIONS DE LAGRANGE
AU MOUVEMENT RELATIF.

434. Première méthode indépendante de la théorie du mouve-

ment relatif. — Pour iroiiver le mouvement relatif d'un svslème

|)ar rapport \\ des axes Oxyz animés d'un mouvement connu, il

suflît d'api^iiquer les équations de Lagi-ange au mouvement absolu,

en choisissant comme paramètres les variables </, , ^o? ••, «7* q"'

définissent la position du système par rapport aux axes mobiles :

ces mêmes paramètres définissent évidemment la jiosition du

système par rajiport à des axes fixes Oo^oJ)'u ^oj car les axes O xyz

ont un mouvement connu.

La demi-force vive absolue T^ du système sera une fonction de

r/
,

, </25 • • V 'jkt (j\ , <7.>, . . •• fj'i^ et peut-être de / ; d'autre part, si l'on

imprime au système un déplacement virtuel compatible avec les

liaisons qui ont lieu à I instant /, déj)lacement obtenu en laissant t

constant et donnant à ^y,, q.^. •••, fjk des accroissements infini-

ment petits arbitraires, Oiy,, og^, .- ., ^^a la somme des travaux

des forces appliquées, autres que les forces de liaison, a j^our

expression Q, ory, -h Qa oq-, + . . .+ Qa oqk. Les équations du

mouvement sont alors

d (dTa\ dla
r^ , i,
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Si les forces doDiiécs dûiivenl d'une foiielloii ilc forces l", lu

riiiiinlile < 'v est (".île a -r
—

•

Pour calculer T„, il n'est pas nécessaire «le f«irnier lc« expies'^ions dc^

coordonnées al)Solues en fonction de Çf, q.,, . . ., q i. cl /. La vitesse abso-

lue ('„ de m est la résultante de sa vitesse relative tvpar rapport aux axes

Or)-;; et ti<' <;i \ilc*sc d'entraînement «v dans le mouvement <lf ces axes.

La vitesse iv a pour projections sur Oxy:^, .r', y, z' , en appelant t, y, z

les coordonnées de ni et dési;;nant par des accents 1rs dérivées par rap-

port à /: quant ;'i hi \itesse d'entraînement i\.. c'est la vitesse que possé-

derait le point ni s'il t'tail lie aux axes mobiles; elle est donc la résultante

d'une vilesM- «lue à une translation V» égale et parallèle à la vitesse du

point O et dune vitesse due à une rotation (o autour d'un axe passant

|)ar O : en appelant \%, \^, V?, les projections de ^ <> sur les axes mobiles,

p, q, r celles de lo, on a, pour les projectifms de la vitesse d'entraînement r,

sur les trois axes Oxyz (n" 51), y%-^gz — ry, .... Les projections

de la vitesse absolue i„ <'" P'^int m sur le* mêmes nxcs sont donc

jr' -^ V'J. -^ qz — ry et l'on a

T„ ^ i
2] '" ['

•'"' -+- ^'x -+- 7- — ryr- -^ (y'^ \'l -+- r.r — pz y-

-^(z' -^ \% ^py — 7.r)2].

Cette expression permettra de calculer T„ en fonction de «y,, q^-, ....

qu, q\s q\. ..., 7'/. et de t, car les coordonnées a™, y^ z des différents

points sont fonctions de q^. qi- .... 7/ et peut-être de t, lan«lis que

^xi ^ >i ^c-T'î 7- '' sont «les fonctions connues du temps.

4.')0. Exeirple. — On considère un axe vertical fixe Oy et un plan I*

passant par cet axe et tournant autour de lui avec une vitesse angulaire

constante w. Trouver le mouvement d'une barre liomogène pc«antc mobil<*

sans frottement dans ce j)lan.

Il s'agit de trouver le [mouvement relatif de la barre par rapport aux

axes 0.r et Oy tracés dans le plan nudiile V. La position de la barre par

rapport à ces axes est définie par trois paramètres indépendants : les

coordonnées ;. r, du centre de gravité G et l'angle de la barre GA avec

la parallèle Gj, à ()x. La vite«>se absolue «a «l'un point m cie la barre est

la résultante de sa a itessc relative «',. située dans le plan xOy et de sa vitesse

d'entraînement Cf : cette dernière vitesse est celle que posséderait le

point m s il était invariablement lié au plan mobile; elle est donc égale

à MX et perpendiculaire au plan xC)y, x étant l'abscisse du point m. La

vitesse relative et la vitesse d'entraînement sont donc rectangulaires et

l'on a

„2 _ ,,! _:. „I .
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la doini -force absolue T„ est donc

T„ = i 2 mr,^ =-- \i^ nu'f. -+- ^ me,? ).

Calculons séparcmenl ces deii\ termes. Le mouvement relatif de l.i

Fig. 3G5,

barre est le mouvement d'une barre dans un plan .rOr : sa force vive dans

ce mouvement est, d'après le théorè'me de Ktenig,

MA:* étant le moment d'inertie de la barre par rapport à son centre G.

D'autre part Emv'^ est égal à uj'^I.mx^-] la somme Imx- est le moment
d'inertie par rapport à Oy qui est égal au moment d'inertie 'Znix\, par

rapport à l'axe parallèle Gj'i, augmenté du produit de la masse totale par

le carré de la distance des axes Oy et Gj'i, soit M;-; si l'on appelle /• la

distance /?iG, la distance Xi d'un point ni à l'axe Gjki est j^i =i^r / cosO,

et la somme "Linx'i est cos- S //i/-- ou MA- cos^O; donc

1«H'| = Mw-( A^ cos2 6 -t- ç- j.

La demi-force vive absolue est donc enfin

T« = \ M (
ï'2 4- t/^ -h A-2 0'^ ^ C02 k'- COS2 -^ 102^2).

La seule force donnée étant le poids M:,' ap|)liqué en G, il existe une

fonction de forces U = 'S\g^r^. Les trois équations du mouvement sont

alors, en supprimant le facteur M et appliquant successivement les équa-

tions de Lagrange aux paramètres ;, r,, :

o,
dt '

'
dt

(A2 0')-u- A-2 cousin OcosO = o.

équations qui donnent ;, r,, en fonction de t. D'abord on a
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«'qua(i()ii< (loiuKiiil le moiivemciit relatif <lii point (ï. l'iiis, la lioisicnie

équation «loimc en fonction île / : c'est ri'i|iiation rencontrée dans un

|>robléine déjà traité n° 36(5.

Il est bon de rciniiiqiier qu'ici T„ n'est pas jiomogéne en ;', t/. 0'
: cela

tient à ce que les liaisons iinixisécs an système dé|iendcnt du temps; la

liane j^lisse sur un plan animé d'un mouvement connu.

Jii/ii(ir</uc. — Dans ce qui précètle, nous avons suppf)sé la liaiie libn;

dans le plan qui tourne. Supposons que ses deux extrémités A et 15 soient

assujetties à <;lisser sur les axes Ox cl Oy comme dans le problème du

n" 420. Alors ^,r,,0 ne sont plus indépendants; on a, en désij;naiit par a/

la iiiiii,'iieur de la liarre,

t = /cosO, r, :^ /sinO. /.^^ ^ IK

Il f.iiit exprimer T„ et U en fonction du seul paramètre indépendant 0,

ce qui donne, en remplaçant dans les valeurs trouvées plus liaut ^ et r^

par leurs expressions actuelles,

T„=
l
M/H0'2-+- w^cos^O), U = .Mi'/sinO,

et l'équation ilu mouvement est

SL(±li{i-\ ^ 5oi-'/2sinOcosO = A'/cosO,
lù V 3 / j

comme nous l'avons trouvé autrement ( n° 420).

ioG. Deuxième méthode tirée de la théorie du mouvement relatif.—

Supposons qu'on veuille trouver le mouvement relatif d'un système par

rapport à des axes Oxj'z animés d'un mouvement connu. La position du

svstème par rapport à ces axes dépend de certains paramètres <7i. {72. ...,

'/i géométriquement indépendants; d'autre part, le système est sollicité

pur des forces données, et, si l'on imprime au système un déplacement

\iituel compatible avec les liaisons en faisant varier les paramètres de oqi,

5<72? •••) ^7/.j 'il somme des travaux élémentaires de ces forces est de la

forme

On peut rci^ardcr les axes mobiles comme (i\es à condition ir.ijonler

aux forces qui agissent réellement sur cha(|ue point /n la force centrifuge

et la force centrifuge composée; soit

W
I
oy, -+- H., or/., -+-... -r- R A 57/,

la somme des travaux virtuels de ces forces fictives poui un déplacement

071, 07., . . ., 07/..
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On ;i|>|ili(|iioia alors l<'S t'i|iiation< de Lai:;ranse au mouvemoiit du sys-

lome par rapport aux axes O.rjz regardés comme fixes. Pour cela, on

formera la demi-force vive T,. du système dans son mouvement par rap-

port à ces axes ; ce sera «ne fonction de çi, 1/2. . . . , y/., '/\. 'j'.,. .... </'/, et

peut-être de /; les équations du mouvement seront

On appliiiuera sans peine cette métliodo aux exemples traités précè-

de inmeiit dans la tliéurie du mouvement relatif.

457. Méthode mixte de Gilbert. — lin s'aj)piivanl en partie

sur la llirorie du moiivenienl relalif, M. Giihcrt a employé la mé-

tliode siiivaule [.ippiicatio/i de la méthode de Lagrange à

di\'ers problèmes du momemenl relaliJ\Annales de la Société

scient iji(jue de Bruxelles, i883)] :

Soit, coiniiie précédcin ment, à chercher Je mouvement d'un

système par rapport à des axes Oxyz animés d'un mouvement

connu ; la position du système par rap|)orl à ces axes est supposée

dépendre de k paramètres /71, q.^, . ., qk géométriquement indé-

pendants, et la somme des travaux virtuels des forces appliquées,

pour un déplacement oq^^ ^q-i: •••1 ^'qk est encore supposée

égale à

Q 1 ^7 1 -t- 0.> or/., -r- . . . — Q/, 07/,

.

Menons, par l'origine mobile O, des axes auxiliaires OXij'x ^,

parallèles aux axes lixes OyXojj'o^o-

Xv

^yo

On peut considérer ces axes Ox\y^ z^ comine fixes à condition

({ajouter aux lorces réellcmei.t appliquées les seules forces cen-
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Iriliigcs, car les axes 0.>-, ), c, soiil animi'-s iriiii moiivcinciil de

Iraiislalioii (ii"il()).Si nous appelons J racccltralinn de l'ori-

<;ine niohile O, la force (;enliiliij;e à appll<ju«'r à t:liar|iie |;oinl csl

— m .\ . A PI
tel on s J r, J, , J; les projcclions de ,j >ni- les axes Oj'J'Z ;

les projcclions de — rnJ sui- les mêmes axes seront

/// J ,-, -- /// J , , — //'!;,

et, pour nn déplacement \irluel im|)rimc an sjst«'-ine, la somme
des lravan\ de ces foices centrifuges est

—^ /// ( J.r oj" — J , or -f- J - J \

la somme t'Ianl élendnc à tous les points. Les f|iianlilés J.,. J,-, .1;

sont des fondions connues de t; en posant

K - —V „,,.,.], ^yiy-^ ;:J; . ^ - M, ij^— r.J,-^ ^J-),

on voit (pie la somme îles travaux virtuels des forces centrifuges

est oK; nous avons éciit aulremenl l.i fonclion K en inlroduisanl

la masse totale M du svstèmc et les coordonnées ;, y,, ^ du centre

de gravité G par rapport aux axes Oxyz. On voit alors que

K =— .M.J.OGcoOOG.

(^'iràce à Tinlroduclion de ces forces centrifuges, on peut regar-

der les axes Ox'ij',:;, comme fixes et a[jplifjuer les é<|uations de

Lagrange au mouvement par rappoit à ces axes, devenu un mou-

vement absolu. Appelons T la demi-force vive du svstèmc dans ce

mouvement [)ar rap|)orl aux axesO^i )'i C|, les équations du mou-

vement sont
d f')T_\ oT OW

''Jdl \0q\
"i— — Sjv-r- -.

'^K
Le terme - nrovienl des forces centrifujres ; le travail virtuel

de ces forces étant (-gai à oK ilevienl. en elfel, en fonction des

variables
(J\, >/> </hi

07 1 H ; 07 •>-;-...-+-

0(ji
-" Oq.,

'-
Oqj,

'^'Jl.-
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Si les forces donuées dérivenl crime fonclion de forces U

lo second membre esl

k'v = -;— '

0(lu

()(U + K)
Oc,..

Calcul de T. — La vitesse r, d'un jjoinl m par rapport aux

ases 0^1 ri z-x regardés comme fixes esl la résultante de sa vitesse

relative (> P'^^i' ra|>port aux axes Oxyz et de sa vitesse d'entraîne-

ment \'\, par ces a\es.

La vitesse »va pour projections sur 0.r)^:; les dérivées^', j»'', s';

la vitesse r^ a pour projections sur ces mêmes axes qz — /y,

r.c — pz,py — (/x; car, dans le mouvement du trièdre Ojc^c,

par rapjiort à O^-, i', ;,, l'origine O est fixe, p, rj, r désignent,

comme plus haut, les composantes suivant Ox)Z de la rotation

instantanée to du trièdre mobile Oxj z.

On a donc

T = ^'^)n[{x' -i- qz— rvy--^ {y -h rx— pz)"- -^ { z'+ py — cjxy-],

ce que l'on peut écrire

en posant

T/-= -^^mix'-^-^-y^-^-z'^-),

{]
=- 7j^^'>i[{fJ^— ryY -^ {rx — pz)"- -^- ipy- qx f-\,

V = ^m[x'{qz — ry)^y'{rx — pz) ^ z'
(
py — qx)\.

La quantité T;- est la demi-force vive du système dans son mou-

vement relatif par rapport aux axesO^^^; elle s'exprimera direc-

tement au mojen des variables q., et de leurs dérivées q,^.

La quantité (j' représente la dciui-force vive du système due à

la rotation d'entraînement autour de l'axe instantané Ooj du

trièdre Oxyz; elle a donc pour expression

1
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}1 élaiil le inomcnl d'inerlic, à riii-<l;iiil /, du .sNslrinc malériel

par ra|)|)()i-l à l'axr 0(.).

Enfin, la valeiii de V peut s'/'ciln;

X^ = p^//i{jz'— zy') -/ > nit z.r'— rz' )-^~ r\/ii(xy—yx');

le vecteur O 7 aviiiil [xuir |)i(t|<tl ions sur les axes mobiles

^mijz'-zj'u ^/>n zr- xz'

)

el 7 /// 1 xy' — yx' ),

esl le niomenl résullant des (|uanlilés de mouvemenl relalives des

divers points par rapport au point O ; on a alors immédiatement

V — 107 COSWT.

L'avanla<^c que présentent ces formes géométriques, données

aux ([uanlités K, IV, (J,
'^, consiste en ce que, dans chaque pro-

blème j)urliculier, elles fournissent directement les expressions de

ces quantités en fonction des q^^ el des^!^, sans que l'on doive

passer par les transformations de coordonnées.

4o8. Application au mouvement relatif d'un système pesant par rap-

port à la Terre, en tenant compte du mouvement de la Terre. — Ima-

ginons un système posant S assujclli à ilos liaisons données en un point O

de la surface terrestre; nous nous propusons d'étudier son mouvement

relatif par rapport à des axes Oxyz liés à la Terre et entraînés par elle

dans son mouvement de rotation autour de la lig'ne des polos FP'. Si,

A., II. 23
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d'après la molliode de M. Gilbert, on mène par O des axes Orj l'i-i de

direclions fixes dans l'espace, le mouvement du Irièdre Oxyz par rapport

à ces axes est une rotation w, égale à celle de la Terre, s'elTectuant aulour

d'un axe Oto parallèle à la direction nord-sud PP'.

Les quantités T;.,
(J

et \'> se calculeront coninic nous l'avons ex|>li(iué;

en particulier, (.'csl égal à ^ II w-, II étant le moment d'inertie, à l'instant (,

du système matériel S par rapport à l'axe Oco. Calculons d'autre pari U,

fonction des forces réellement appliquées (attraction de la Terre), et K.

On sait que le poids /«ir d'un point quelconque du système S est la résul-

tante de l'attraction et de la force centrifuge ^ = mio^p (n° 42i). En

adoptant la manière de voir de iM. Gilbert, nous ref^arderons Vaccélé-

ration g comme constante en grandeur et en direction par rapport à

la Terre dans toute l'étendue du système S, dont les dimensions sont

supposées très petites. La direction constante de g est la verticale descen-

dante ou nadirale OV au point 0. Les forces réellement appliquées sont

les attractions A de la Terre sur les dilTérents points m du système S. Or,

comme mg est la somme géométrique de A et de 4» == mio-p, A est la

diiïérence géométrique de mg ol de 4>
;
pour un déplacement quelconque

imprimé au point ni^ le travail de A est la diiïérence entre le travail de

m^ et celui de *; donc, enfin, la fonction de forces U d'où dérivent les

forces réellement appliquées A est la diiïérence de la fonction de forces

dont dérivent les poids et de celle dont dérivent les forces 'ï>. La hauteur

du centre de gravité G au-dessous du plan horizontal du point O étant

OGcosGOV', les poids dérivent de la fonction de forces M^OGcosGOV,
où iM est la masse totale du système.

Les forces * sont normales à l'axe terrestre PP' et p désigne la distance

du point m à cet axe; le travail élémentaire d'une force <ï> est

m ix>- dz =^ d ;

l'ensemble des forces * dérive donc de la fonction de forces

Hi désignant le moment d'inertie du système ÏLmp^ par rapport à Taxe PI"

de la Terre. Donc la fonction U, différence des précédentes, est

U = M.^OGcosGOV — iHico'-.

Mais nous pouvons calculer IIi, moment d'inertie par rapport à PP', en

fonction de H, moment d'inertie par rapport à la parallèle Oio à PP'; en

eiïet, d'après un théorème connu, si l'on appelle û^( et d les distances GQi
et GQ du centre de gravité aux axes parallèles PP' et Oo), on a (n°3l7j

Hi— H = M{di — d-^).

I



CHAI'. WIV. — KyrVTIONS (iKNKHAI.KS I) K I. V II ^ N \ M I y I i; . S'»!

Diiulrc- part, dans le tiiaii^^lo GO<>i, dm a, en appelanl o la «li>ta!ic«' Q(^>,

cvidL'iiiiuenl égale à la dislaiice Ult «lu point O à l'axe tic la T<tn-,

(i\ — et' = f/^—j.dl losGQQ,
;

la (luaiililé «/cosGQQi est la piojcilinn di- (^Ml mit <^><^li, c'ot (Ikiic aij>-<i la

pi-i'icclioii (if 0(i >ur QQ, et sur sa parallèle OH, e'ot-à-dire OG cosGOH.
IlnlU'

11,= II^-.M(o2-;.r:c)GcosGOK).

D'après cela,

U = M^ÔGcosGOV - î IIw2-f- Mco-^o(JGcosGOK -iW^M o^.

Pour évaluer K, (djser\oiis que l'origine O du système de coin|)aiaisou

i)ajz décrit, par suite de la rotation de la planète, un cercle de rayon o

autour de PP' avec une vitesse angulaire to. L'accélération J a donc poiii-

valeur lo- o et elle est dirigée de O vers R; donc, d'après la valeur géné-

rale de K. — .MJ.ÔGcosJ.OG, on a

K =-.Moj^ oÔGcosGOK.

Un trouve enfin

U H- K = M,A'ÛGcosGO\ — jllw2— iw^Moi,

où le dernier ternie est une constante qui disparailra dans les dilTérenlia-

lion^. On a, d'ailleurs,

T = T,.-r- (j -i- V = T,.-f- V 4- { H oj-^

d'après la valeur de ()'. Si l'on appelle </i, «jTj, ..., <//t les paramètres déii-

iii!-?ant la position du système pesant par rapport aux axes Oxyz, les

e(|uatitiiis du mouvement lelatil sont alors

OT (){\]-^\\)

OiJ.,

(,V ^ I, -2,
,
A).

Si l'on remplace T et Li -i- K jjar leurs valeurs, il se produit encoïc

d'importantes réductions. D'abord, (/ = i H cu^ ne dépend que de la posi-

tion actuelle des points du système et non de leurs vitesses; cette quantité

m- eoiitieiil donc pas ry,, y.,, ..., ^y/.et—^est nul. hn^uite, le terme

tL clu premier membre de (a) est égal au terme — <lu second.
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Il iOï.to (lune l'équation

d d(T,.^-\'>) c)(T,.-f-\'>)

(6) dt dq'^ Ôljy,
-IM^

t)(oGcos^O\')
Oq,

i,u, ...,1c.

Ce sont là les équations définitives du mouvement relatif d'un système

pesant à la surface de la Terre; pour les écrire, on voit qu'il suffit de cal-

culer T,., \'> et ÔG cosGOV.

459. Exemple. — Un corps solide homogène pesant de révolution est

suspendu par un point O de son axe de révolution OZ ; cet axe est, de

plus, assujetti à rester dans un plan fixe par rapport à la Terre.

Mouvement du solide par rapport aux objets terrestres, en tenant

compte du mouvement de rotation de la Terre.

Soient OXYZ les axes principaux d'inertie du solide entraînes avec lui,

Oxyz des axes liés à la Terre par rapport auxquels on cherche le mouve-

ment. Nous choisirons comme plan des xy le plan dans lequel se meut OZ
et, pour axe 0.r, la projection, sur ce plan, d'une parallèle Ow au segment

représentatif de la rotation terrestre : Oio est parallèle à la direction

nord-sud de Taxe du monde. Nous prenons 0^ dirigé du rnéme côté

que Ow par rapport au plan xOy. Le centre de gravité G est supposé

sur la partie positive OZ de l'axe de révolution à une distance OG = / du

point fixe.

La position du solide par rapport aux axes Oxyz dépend de deux para-

mètres, par exemple des angles d'Eulcr o et J; quejfont les axes XYZ avec

xyz\ l'angle appelé est ici égal à -> car ^OZ = — •

Calculons T;. et \'>. La quantité T^ est la demi-force^vive du solide par

rapport aux axes Oxyz; le mouvement du solide par rapport à ces axes

est le mouvement d'un solide autour d'un point fixe; si donc nous appe-

lons P, Q, R les composantes suivant les axes principaux OXYZ de la
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rotalidii iiistiMUiinéc U «lu ctups par rapporl au\ axes Oxyz, nous avons,

«l'après les formules gchéralrs (u" .'{Si),

sinO = i, P = 'ysino, Q — 'ycoso, \\ — r^\

l'ï,.-^ A ( F^î -h Qî ) -+- CR2= A|'*^-C5,'2.

Calculons (lo incnn' V*. Kn appolanl - le ninnunt ri-sullanl par rapport

à O dos quantités ilc innuviMncnt nlaiif par rapporl aux a\os Oxyz^ on a

\'' = (OJ COS(i>, 7.

Figurons la droiti- Ol initrscclion du plan XOY cl du plan xOy; on a

o-oi = 4/, lux ^ f.

Le segment 7 a pour composantes, suivant les axes OXYZ, AP, AQ, GR;

il a donc pour projections, sur 01, A(Pcos9 — Qsincp), c'est-à-dire zéro

d'après les valeurs de F, Q, H, cl, sur O-, A(P sino -t- Q coso), c'est-

à-dire V'V. Le segment j est donc le segment résultant d'un segment A'V

suivant Oz et d'un segment GR ou Go' suivant OZ; sa projection sur Ow
esl donc, en appelant a l'angle constant wO.r,

7 cosoj, 7 = A<{/ sin a -!- G^ cosa sin '}^,

cl \'^ est égal au produit de celle quantité par (o.

La quantité T,.-h\'^, que nous appellerons 6 pour abréger, a dune pour

expression

e =T,.-f-\':> = l(A'y2-i-Go'2)-t- w(A'y sina-r- Gtp' cosa sin 'i/).

E)'aulre part, appelons a, 6, c les cosinus des angles constants que fait

la nadirale OV avec les axes Oxyz, et remarquons que la coordonnée Z, du

centre de gravité G est nulle, car ce point étant sur l'axe de révolution OZ
est dans le plan xOy\ nous aurons, pour la projection de OG sur la

nadirale,

OG cosGOV = a^-^ br, = l{a sin'{/ — b cos'i/),

car, dans le plan xOy, l'axe OGZ fait avec Ox l'angle '!/ — - > et OG est

appelé /; les coordonnées Ç et r, sont donc /sin'^ et — /cos^^i. Les deux

équatif)n< du mouvement sont alors, d'après (i), si l'on remarque que ni 6

ni OGcosGOV ne contiennent o,

d (àQ\ d /de\ 'm
, • ,x
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On poiil ohUMiir (1<mi\ int(''j;ralcs prcmirii^s de ros ('•quiitions. On a d'abord

f^e , , ,.
iniincilialtMiiont -—, rr: const.. c rsl-a-tliro

ào

(2) cp'-(- 10 rosa shi']/ -- />.

l'iiis on pmit faire sur les cqualions (r) la romhinaison (|iil doiiiK^ l'inti'-

i;ral(" dt-s forces vives généralisée par î\l. I^ainlcvé (n"-i-48), en niultiplianl

la |)reinière par o\ la deuxième par '\i' et ajoutant; on obtient ainsi une

relation qn'oii peut (-erire

/ d / ,r)e ,,de\ i „ <^e , „ t)e , t^e , , r^e

\

(îi l cif \' ôo' ' d'Y J \' d'Y ^ <J'l 0-^ • d^ )

\ = !M,i,'-/(rt oos^* + '-' ^'"4')
't'

•

C imtne 6 ne contient pas /. le derniei' groupe de ternies du premier

ni inlire est .- ; daiitre part, en séparant dans 6 les termes 60 du second

«K'gré en 'i' et •!/' et les termes du premier degri' 0i, on a

,dQ ,,de
0r=e.,-+-e,. c'-—,-!-•!/'—-,= 2 02+8,,

cl li^quation ( 3 ) s'écrit

^^(le^-f-ei) - ^^(6, --01)= M^«-/(«cos4/-f-^-sin.]/)-V,

doîi, eu intégrant,

02 = M fflia sin'^ — b cos'i/)4- const.,

c"est-à-dir(*

( î) A 'V^ _L- G cp'2 = -îMg-na ^\n'l — b cos-!.) -H A.

Cette intégrale première peut évidemment cire obtenue indé|)cndammen t

de la méthode de Gilbert; c'est l'intégrale des forces vives appliquée au

mouvement relatif par rapport aux axes Oxyz.
\ous appliquerons ces formules à deux cas particuliers simples.

4^0. Boussole gyroscopique de Foucault. — Supposons le corps sus-

pendu par son centre de gravité. Alors OG = Z = o, et les deux intégrales

premières deviennent

ç'-i- to cosa sin'I/ = /.-, A'V^-i- Co'- = h.

Ces équations s'intègrent par des quadratures elliptiques. Mais, comme
la vitesse angulaire co de la Terre est très petite, on peut négliger w^; on
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a alors, 011 lii;iiil :,' de l;i |in'mii'ii' |iMiir I.- |iiPiii'r il;iii> l;i ilcuxirtiif, cl

nt'gligcanl w*,

(
")

> A •!/'- — >. C /. oj ros a si 11 '\ = y,

/* <lr*ignanl uiio nouviîlle conslanlo. \<tus pouvons toujour> mi|(|>>i»< 1 <|ir<>ii

ait clioi>i comme sens positif OZ sur l'axe du corps, un sens tel i|iii' la

valeur initiale Hu ou ç'^ de la rotation du corps suivant OZ soit positive;

supposons, di- plu<. celte vaiiMir suffisamment grand<' : alors k est positif.

L'équation (5) se ramène alors imméilialement à l'équation du mouve-
ment d'un pendule simple. En effet, l'angle jtOZ étant appeli- //, on a

^ z=. u ~ - et l'équalion ( j ) devient

u • = —7— cos a CCS M -i- ^ ,

itlenliqne à l'i-quatioii du mouvement d'un pendule simple dans lequel «

e>t l'angle d'écart avec la verticale.

L'axe du gyroscope OZ est donc animé d'un mouvement pendulaire au-

tour de Ox. Dans la réalité, par suite de la résistance de l'air et du frotte-

ment, l'axe OZ s'arrête au bout d'nn certain temps en Ox, c'est-à-dire

suivant la projection de l'axe du monde Oto sur le plan fixe xOy.
De là le nom de boussole gyroscopique donné à cet appareil. Si le

plan xO y, dans lequel l'axe du gyroscope est assujetti à se mouvoir est le

plan horizontal du lieu de l'oliservation, la position d'équilibre relatif de

l'axe OZ est la direction de la méridienne : l'appareil peut servir de bous-

sole de déclinaison. Si le plan xOy coïncide avec le plan méridien, l'axe

sî place suivant Ooj qui coïncide alors avec Ox; l'appareil sert de bous-

s de d'inclinaison.

On peut résumer la discussion en disant que l'axe de la boussole gvro-

scopique tend à faire le plus petit angle possible avec l'axe de la Terre.

i6I. Barogyroscope de Gilbert. — Dans la boussole gyroscopique de

Foucault qne nous venons d'étudier, le centre de gravité du corps de révo-

lution est supposé placé au point de suspension et l'axe OZ du corps assu-

jetti à décrire un plan lié à la Terre et passant par O. La condition que le

centre de gravité se trouve en étant très difficile à réaliser expérimen-

talement, M. Gilbert a cherché l'influence de la rotation île la Terre sur le

mouvement d'un corps pesant de révolution suspendu par un point fixe O
•II- son axe OZ, quand cet axe OZ est assujetti à se mouvoir dans un plan

vertical lié à la Terre, le centre de gravité G n'étant plus en O. M. Gilbert

réalise expérimentalement les conditions que nous venons d'indiquer dans

l'appareil suivant appelé barosryroscope

.

Imaginons un tore en bronze D dont l'axe fl'acier a pivote librement

dans des tourillons coniques creusés dans des vis en acier e et c' (jui tra-

versent une chape GC en acier repf>sant par les couteaux V et A' »ur des
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surfaces en Ac'.cr t roin pc, do forme cvliiidriqiio, dont Icscoiiloaux occupent

le fond. Ce syslème présente une symétrie exacte par rapport an plan pas-

sant par l'axe du tore et les arêtes des couteaux, et sa mobilit('' autour de

celles-ci est telle qu'un souffle léger suffit à provoquer des oscillations.

Une fois qu'on a, par des vis calantes ^'V'V", assuré l'horizontalité de

Taxe de suspension AA', le tore constitue un corps solide de r(''volution

inoliile autour d'un ]ioint li\e O piaci' à l'intersection de son axe de révo-

FiK. 268.

lution vi>' et de l'axe de suspension AA'; de plus, l'axe de révolution cp'du

tore ne peut que se mouvoir dans un plan vertical fixe par rapport à la

Terre.

En agissant sur les vis v et v', sur d'autres vis u et u' et sur un curseur^,

glissant à frottement dur sur une aiguille formant le prolongement infé-

rieur de l'axe du tore ^'p', on arrive à placer le centre de gravité G du sys-

tème mobile sur l'axe du tore vv', un peu au-dessous du point 0. Le tore

étant en repos, on a ainsi un pendule composé, suspendu par l'axe AA',

qui est en équilibre stable quand l'aiguille v' p, c'est-à-dire l'axe du tore,

est verticale. On porte ensuite la chape sur un rouage moteur et l'on im-

prime au tore une rotation très rapide autour de son axe, après quoi on

la replace sur son support en la guidant par des fourchettes F, afin que les
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iirclcs des couteaux A, A' orcupiMit r\acl<im'iil la position linrizontalc qui

leur a été a<isi«;nt'i'. (".'est à cet instant que se iléveloppenl les phénomènes

délicats, mais bien n<'ts, qui accusent la rotation de la Terre. Le système

reprend une nouvelle position apparente d'equilihre stable, dans laquelli*

l'axe du tore n'e>t plus vertical, mais fait a\ec la verticale un petit aiiylc 1"^

d'autant plus j;rand, à vitesse é-gale, que le plan vertical dans lequel l'axe

du tore peut se mouvoir est plus voisin «lu plan mé-ridicn. Si l'on se place

dans les conditions les plus favorables, eu imiiimt le pian dans lequel se

meut l'axe du tore dans le plan méridien, r;m;,dc d'écart K de l'axe du

tore avec la verticale se perçoit très nettement. Il est d'autant plus fjrand

que la rotation propre du tore est plus grande cl que la distance r»G du

centre de gravité à l'axe AA' est plus petite : cet écart 1£ se fait d'ailleurs

vers le nord ou le sud, suivant le sens de la rotation du tore. C'est ce

qu'on explique facilement en appliquant les formules générales que uuus

avons établies plus haut au cas actuel.

Le plan dans lequel se meut l'axe du corps 'O'LiJig. .'-Ggj est ici le plan

F if;. Qfîf).

du méridien du point O, POP'; nous devons, pour appliquer les formules

gént'-rales, prendre ce plan pour plan des xy^ en prenant jxiur axe des x

la projection de la rotation Oio, égale et parallèle à la rolati<m <le la Terre

sur le plan xC^y. Actuellement, Ow coïncide donc avec 0.r.

Figurons la verticale descendante OV; elle est dans le plan yOx et fait

avec Ox un angle égal au coni|)!ément de la latitude ). du point O :

xO\ = - — À;

les cosinus a. b, c des angles que fait la verticale OV avec les axes Oxyz
sont donc

a — sinX, Il = cosÀ, c = o,

et le terme ^sin-!/ — 6cos'{/, qui figure dans l'intégrale (-i), a pour valeur

— cos(X -+ (}/).
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\.t< lieux iiiti'^;iali"s prrmiôres obtiMuios |)lus haut ('2) et (4) sont donc

niainliiianl, pnisqiio a (*>^t nul,

(6)
I

'^' -f- (0 sin '^ = /. = /j -f- (0 sin '|io,

1 A -y2 4- G 'j'2 = —1 M ,A'/ cos ( À -h 4/ ) -f- /<

,

/? (K'-signant la valeur initiale de ci', c'est-à-dire de la rotation du tore.

Kliminnns o', on néi;Iigoant o)- ; nous aurons, pour déterminer 4*, l'équa-

tinn

(7) A (!/'-— 9. n G co si n 'i/ = — >. M ^/ cos ( X -h 4^ ) -^ y?

ydcsin:nanl une nouvelle constant*'.

Introduisons, à la place de <!^, l'ani^le E que fait l'axe OZ du jjyroscope

a\ee la verticale, cet angle étant compté positivement de Ox vers Oy,
on a

^0Z = 6— -, tOX =- — l,
'

'.i •>.

E ^ .rOZ — ,rOV = 1^ + À - -.

L'équation devient

-7^
)
= — i n G w sin ( E — À ) -H ?. M ^:r/ cos E -t-/ ;

on pourrait facilement la ramener, par un nouveau changement de l'ori-

gine des angles, à être identique à l'équation du mouvement d'un pendule

simple. Bornons-nous à chercher la position d'équilibre de l'axe. Nous

l'obtiendrons en cherchant les valeurs de E qui annulent —r-r > c'est-à-dire
c/n

la dériv('e du second miMiibre; on a ainsi

(8)

n Cw cos(E — À) -f- iM^^sin E = o,

nwG cosX
lan^E =

M £"1 -\- HM C sinX

On a ainsi l'angle E que fait avec la verticale Taxe du tore après quelques

oscillations de part et d'autre de la direction définie par cet angle.

Gomme a> est très petit, le signe du dénominateur est celui de M^/,
c'est-à-dire -1-; tangE est donc du signe de — n; s\ n est positif, c'est-

à-dire si le tore tourne dans le sens positif autour de l'axe OG, la dévia-

lion se fait vers le sud, car E est négatif; si n est négatif, elle se fait vers

le nord. On voit que, à vitesse de rotation en valeur absolue égale, la

déviation est plus grantle rjjjand n est négatif.
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VI - SYSTEMES NON HOLONOMES.

iC)^. Forme des équations de liaison dans les systèmes non

liolonomes. — Nous avons flf^ji» «lit fin'iin svslrine est nppolr non

/loliinnmt^ ([iiand oorlnincs des li;iisons (|iii lui sont imposées no

[xMivonl pns rlrf^ oxprinK'Os en (rrmrs /i/iis, mais se lra<luisenl

anal vti(pietneiit par des relations dillV-renlielles. Tels sont le cer-

ceau. Il hicvclelle.

Ce fait se présente toutes les fois qu'un corps solide est assu-

jetti à rouler et à pivoter sur une surface fixe. En effet, la posi-

lion d'un corps solide entièrement lihre dépend de six coorflonnées

(jiii soni, par exemple, les Irois coordimnées du centre de fî^ravité

et les trois angles d'Euler. Pour exprimer que le corps roule et

pivote sur une surface fixe, il faut écrire que la vitesse de la

molécule au conlact est nulle. Or. en appelant y,, q,. q^. q-,, q:,.

q^ les six coordonnées, cette condition s'exprime par des rela-

tions de la forme

A , il'l 1
-- A ., flq., -4- . . . -4- As dfff, = o,

dont les coefficients sont fonctions de q, q^, q., y^, mais

dont Ir pvemit^r memhrr n'est pris, en rr^ncral, une différen-

ticllc exacte, et n'a^hnet pas de facteur intégrant.

I^a liaison imposée au corps ne peut donc pas s'exprimer par

des relations en termes finis entre les coord«>nnées. De là ré-

sultent, pour l'application des ihéorrmes de la Mécanique analv-

lique, des difficnllés particulières dont la plus saillante est que

les équations de Lagrange ne peui'enl pas être appliquées quand

on lient compte de ces liaisons exceptionnelles |>(uir modifier

l'expression de la force vive 2 T.

Les difficultés résultant, à ce point de vue, de ce ijenre de liai-

sons ont été signalées et étudiées par M. G. Neumann [G/undziige

de/- Analytisclien Mechanik (liericlile der konigl. sâchs.

Gesellscha (Jl der W'issenschaften zu Leipzig, 1888, p. Sa)];

par y,\. \\evV.nx\(\\.\^Ueber gleitende und rollende De^vegung

{Monatsheft fiir Matliemalik und Physik , t. NI, i8()?. )];par

M. H id.imard [.S'///' les mouvements de roulement (Société des



3fi4 DVNA Al iQi r: nns systèmes.

Sciences de Bordeaux, i8c)5)]; |>;ir M. Carvallo dans un Mémoire

inséré an Journal de l'Ecole Polytechnique, en 1900, el par

M. Korieweg [Nieuw Archief, 1899).

Premier exemple. — Prenons, par exemple, une s])li<''re homo-

gène de ravon a assujettie à rouler sui- un plan fi\e. Prenons

comme axes fixes deux axes Oç, Or, dans le plan cL un axe per-

pendiculaire Ov du cùlé où se trouve la sphère : soient. ^, T,,i^les

coordonnées du centre G de la sphère jiar rapport à ces axes

(I^ = <7). Menons par G trois axes G:2?,jk»5i parallèles aux axes

0;r,^, el appelons /),, ^^i, /•, les composantes de la rotation

instantanée de la sphère suivant ces axes. En écrivant que le

point de la sphère qui est au contact a une vitesse nulle, on a

D'ailleurs 9, cp, 6 étant les angles d'Euler d'un système d'axes

(jxyz lié à la sphère par rapport aux axes (jx^y^ .^j, on a, d'après

des formules faciles à établir (n" 382)

I
/?i = 0' cos'J/ -^ o' sinO sini];,

(2) yi = 6'sin(]; — œ»' sin cos^l/,

( ;] — (];'-}- cp' posO,

OÙ 0', cp', -V sont les dérivées -t-> -^Ï, -j-' Les relations (i) expri-

mant que le déplacement réel est un roulement s'écrivent alors

1 d\ — a sin ^ d'à -^ a sin 6 cos'J; d'z, = o,

/ df^ -J- a cos'^ f/0 -i- a sin sin 'h d(D = o.

Les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons sont,

de même, caractérisés par

I
2; — a sin •Il oO -^ a sinO cos'|i o?f> = o,

f or, -1- rt cosij/ oO -H a sin sin ']/ Oïl := o.

La coordonnée ^ étant constante, la position du système dépend

des cinq paramètres ;, Tj, 8, cp, '^ liés par les relations (4) dont les

premiers membres ne sont pas des différenlielles totales

exactes et ne peuvent pas être intégrés. Le système est à trois

degrés de liberté, car 08, ôcs, 0'i> restent arbitraires, oç, o'i\ étant

déterminés par les relations (4)-
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Deuxième exemple; ccrcedii. — Considérons un cerceau de

riiyou a assujetti à rouler et à pivoler sur un [ihui liorizonlal fixe II

comme au n" 412.

Prenons deux axes fixes O;, (^ r, dans ce pliin et un axe fixe O^
vertical ascendant. Appelons i, Tj, "C, les coordonnées du centre de

j;ravilé G du cerceau |)ar ra|)j)ort à ces axes, 0, 'i, •!/ les angles

dlùder définis au n" il2 et déterniiM.iiil la position du cerceau

par rapport aux axes Gx, j', :;, parallèles aux axes fixes 0;t,^. La

\ilesse V du centre de gravité G a pour projections sur les axes

fixes 0;7,^ et, par suite, sur les axes parallèles G.r, j^, 3,

d"' dr dZ
' dt dt dt

D'autre [)arl, \e. j)oiiit de contact H du cerceau avec le plan II

{Jiii'- 244) ^ pour coordonnées, par rapport aux axes Gx,j^, :;,,

(3^ j'i = rt COS0 sin 6, ^1 = — rtCOsOcos'^, -1 = — asinO.

Pour ex|)riuier que le cerceau roule et pivote sur le jdaii II, il

faut écrire (pie la vitesse du point matériel placé en H est nulle.

Appelons /^i, </i, /) les composantes de la rotation instantanée w
du cerceau suivant les axes Gx,jKt ^1 et remarquons que la vitesse

du point matériel placé en H est la résultante de la vitesse due à

renlraineinent des axes Gx, )',;:, et de la vitesse due à la rota-

tion 10 autour de G : nous aurons donc, en écrivant que les trois

projections de la vitesse du point matériel H sont nulles,

(6)

D après les expressions ci-dessus [1) de ^,, y,, /•, et les va-

leurs (5) de x'i , y, , :;, , on voit ([ue les conditions précédentes (6)

donnent, à la suite de réductions évidentes,

I c/; — (i sin •!> si II (/O -(- a cost^ cosO d')^ -H a cos'|i do = o,

( 7

)

1
'^^''1 "i" '^ '-'^^

't'
*' " '' '^''^ -H a sin -i; cos d<}j -\- a siii <!^ do — o,

dZ — a cos rfO = o.

1
^;

idf
^'^'-'
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Ces rclatious oxpriiiicnl que le déplaccineiU ri'ol est un roulc-

nienl.

De même, en cxpiimanl (|iic les tléplaeemenls virtuels eompa-

liliJcs avec les liaisons sont des loulenienls du cerceau sur le plan,

on a, pour les dillérenlielles o;, or,, o'C. oO, o-^, O'I délmissant ces

déplacemenis, les r(|ualions de condilion

' 0; — a sia 'l sinO oO -H a cos'I/ cosO o'b -h a cds'l/ oï. = o,

(8) or, -H rt cosJ/ siiiO oO -i- a sin '1/ cosO O'I/ -i- a èin 4^ ôçp = o,

V 0^ — a cos6 80 = o.

La dernière des relations (-) ou (8) équivaut à la relation en

ternies finis

^ = asiiiO

qui est évidente ijéométricjuenienl si I on évalue la distance ^ du

point G au plan II ; mais les deux premières relations (8) ne

peuvenl pas être intégrées et écrites sous forme finie. On voit

donc que le système considéré n'est pas holonome : c'est un sys-

tème à trois degrés de liberié, car le déplacement virtuel le plus

général compaliljle avec les liaisons s'obtient en donnant à oO,

0C5, oh des valeurs arbitraires; o;, ryr^, o^ sont ensuite déterminés

par les relations (8).

103. Emploi des équations de Lagrange combiné avec la mé-

thode des multiplicateurs. — Imaginons, en général, un système

assuji'ili d'abord à des liaisons exprimables par des relations

en ternies Jinis entre les coordonnées des divers points. Soit,

en tenant compte de ces liaisons, k le nombre des paramètres in-

dépendants ^,, rj-:ii •••, qk qui fixent la position du système. On
aura, pour les coordonnées d'un point quelconque du système, en

supposant les liaisons indépendantes du temps,

(
^ = f<^h^ fit- •; qk),

(9) ' y = rWi^ qi-. --^ ^z.)»

On obtient un déplacement virtuel compatible avec ces liaisons

en faisant varier ^,, q^^, ..., qk tle ^'/i 5^721 •••} ^'/A- L'équation

générale de la Dynamique prend alors la forme (n" i41)

(10) (Pi-Qrr>y, + (l'2-Q2)a5r2-...-i-(P/,-QA-)55rA=o,
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S'il ii"\ il |i;i-. d'aiili-es liaisons, les oy,. oy-, oy/, xiiil ailji-

lr.iir(.'>, fl ri'(|iialioii (lo) foiiinil /.• c(jiiulloiis <|iii mjiiI 1rs cciiia-

htms (le Lagiiin^'c.

Mais supposons niiiiiilcnaiil <jiron ajuiilc aux liaisons prt'-cé-

(Icnlcs de nou\clles liaisons intlcjicndanles du temps, exprimables

\rdvdes ie/ali(j/is (/iJ/('/entiel/('s non inlégrables entre les jxira-

nicties y,, Yj, ..., (jii. Pour un déplacement virtuel coinpaliljle

avec ces liaisons, on auia

I
A, r.(ji -r- Ao l</i -4 ...— A/, 07/, — (j,

^ ^ ^ ^ J

H, 07, -4- H, 07, -.
. . . _ B^ Z(j,_ = o,

( L, 07 1 — 1.2 07. — . . . -t- L/, 07/1. ^ o,

où les premiers membres ne sont pas des différentielles exactes

et n'admettent pas de combinaisons in tégrâbles.
iJaiis ces conditions, l'équation (10) devi'a avoir lieu pour tous

les déplacements oy,, o^j, ..., Zq^ \érifianl ces conditions (11).

Les équations du mouvement sont alors, d'après la mélbode des

multiplicateurs de Lagrange,

(

P, -Q.-->.,A,-^À,B,^...-/.,,L,,

1*2 = Qî^ÀiAî^ À2B, ... liXu
( li )

<

( \\ - Q/. ^ À , A>i. -4- >. , B;l -+- . . . -^ \,, U ,

l*a avant l'expression ci-dessus. Ces équations jointes aux p é<pia-

lions

/' .Vi d<ix H- A 2 dq-i ... - A/, </7/. = o,

(i3)
,1/12/-
i

'

1^ Li dq i-r- Lodq.-i- . . .~- I.a d(//, = o,

qui expriment que le déplacement réel est compatible avec les

liaisons, déterminent y,, 7^, . . ., «/a et A,, ^2, ...,A^.

(^ette inétliode a été employée par Uoutli {Advanced ri^id

Dynamics, p. i3'.i) et i)ar Vierkandl (/oc. cit., p. 4;- jo).
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'iGi. Impossibilité d'appliquer directement les équations de

Lagrange au nombre minimum de paramètres (' ). — Nous ve-

nons de voir comment on peut utiliser les éf|ualions de Lygrange

en tenant compte des relations (i i) par la mélliode des multipli-

cateurs.

Mais on pourrait essayer de ramener les paramètres au moindre

nombre possible en se servant des relations (i i) pour laisser

subsister le nombre minimum de paramètres dans l'expression du

déplacement virtuel, et des équations (i3) pour laisser subsister

le noml)re minimum de paramètres dans l'expression de la demi-

lorcc vive

T= L^ni{x'-^+ y^-+-z'^).

Après ces modifications, les équations de Lagrange ne sont

plus applicables. C'est ce que nous allons montrer rapidement.

Un déplacement virtuel compatible avec toutes les liaisons im-

posées au système est défini pour le point x., y, z par

dx ^ àx ^
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oy.,..., oy„ tloivnil «'lif nuls, cl Ion .1 iniisi |c> ('(|ii.iliniis <lii

iiioiivtMienl ( 11" V.V'l I :

(1-3)5) ! 2]'"("=''^^^^^'^-'-'"^l//0-=2^"=''^-^'^^'
^-^^^-^^

(a — I, u, ..,//),

où nous tlési^neroiis les (Icuxièincs membres |)ar (^-x-

I) iiilleiirs, le dé|)l;iccmcnt réel élaiit acliiellenieiil eoiiipiilihlf

avec les liaisons, on ;i, d ;i|)rès ( i
'i
\

cl.r — ai df/i -h (I2 df/2-h . . . - (t„ d/j,,.

on, en ailo|iliinl l,i noliihoii Je Lamani;e pour les dérivées,

^' = « 1 v'i -^ «2 v'i -^ • • •
-+- '''" 7/< '

v' = Oi (]\ -i- Z^.2
v'j

-+-•• -<- ^« q'n

,

-' = t-, 7', -4- (•,</.. -4- . . . -^ r„ ry'„ .

ICssavons de suivre, sur la première des équations (i 5), la mé-

lliode qui eonduil aux écpialions de Lagrange. Nous supposerons,

pour si m pli lier, cpie les coefficienls «, , ^, , C| , . . . , r/o. 0_,, c-^, . .
.,

a„, /)„, c„ di'pendcnl mi'nniomeiU de y,, y^ y,,. ()n peut

écrire la |)rcniiri'c éi|naLion (i.)) (a = i) :

( iC.j — ^/«(<^/,.r' :- ^ij''— fi^;')— K,= Qi,

où II, désigne la (pianlil(''

..,=1:= y in\ .r
, cla\ , dlj\

dt
^y

dt

dcx

~di

.. , , , .
, , , Ox' ôy' Oz'

,Ui (/,, /v,, r, elanl ex ideniinenl ci:au\ a —r> -r» — le pre-'I . .

'''/i ''7i 'Vi '

inier terme de ré(|ualion (i<)) est

comme dans les éipialions de Lagrange; inai> le (leu\ièine Iv, n e^l

A., 11. 24



3-0 n ^ N \ M I Q l E DES SYSTEMES.

pas, en général, égal à t— En elVet, Ton a

=2 "'
^
^ -'"^ ^ -^ -'-

Donc

^7)
\--^,-l'"H'ir''^,)

Or, les coctTicicnls ^<,, />,, ... élanl supposés fonctions de </,

,

r/o, ..., 7„, on a
^

w ^
t^7,

''' "" oy, '/^ -"•
•
--^ ^^ -y"'

et, en dilTérenlianl par rapport à ^, l'expression ci-dessus de x',

dx'
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ce cas, on pt'iil inlégrcr les e\{)r('ssitnis ( i ^ j et cxpi iiiicr ./*, y, z sous

forme lime en lonclioii de y, , ^j '/„. Le s^slènie esl lioloiiome.

•>" Voici nn cas on Féqualion de Lajijrange s'a|)|)li(|ne au [)ara-

nit'Ue l/^. Su|)[)osons tjue l'on ail, pour Ions les points,

(•9)
ôb\ _ Obi

0(ji
~

ô(jx

dc\ _ dCi

Oq-i
"

0(/i

ô(i\ Oa^

àqs
~ àqi

dbf db^

dqz ~ dqi

dc\ dci

dqi ~ dqx

Oqn ~
Oqi

Ob[ _ db,i

àqn
^

àqx

dC\ _ dCn

Oqu ~
àqi

Alors les cjnanlités telles que (18) formant les coefllcienls de

x'
,

y', z' dans K, — - S(jnt niiltes, et K, est é<;al à L'éciua-

tion de Lagrange s'applique donc au paramètre y,. On peut

caractériser autrement ce cas. Les conditions (19) étant suppo-

sées remplies, déterminons des lonclions de y,, y^, . . .. y„ par les

conditions

r'i> /-'/. ^-'/i

U,= / Oiciqi, ^'=/ ^^l'^'/i) ^^ 1
= / Cic/qt,

^'ri •"/'/ «-'/î

où
(/'l

est une constante qnelcorujue, l'intégration étant faite par

rapport à '/,. On trouve immédiatement, d'après les conditions(K)),

- — / -

—

clq\r^ I d(/, = a> — a?.,

/ I 7 j

a^\ étant ce (|ue devient a 2, <piaiul on v remplace y, par la con-

stante q\. De même

t>U, = a-x— œ <7L', = a,, — a\

Ou
écrire

(20)

Oq-i
' "

' Oq„

des relations analogues pour \
,

et \\ ,. On peut alor:

'• 0^ — oUi -T- a'I 0(/2— <''! ''>'/3"- •••-+- a?, ^'/«,

ox^oV, ^b'>^q,-^...-^b';,iq,..

\ fjZ = oW'i -+ C'i Oq-i - ... -4- Cji 0</„.

Viii^i. r('(pi;il Kin de Lagrange s'appli(pie à y,, (piand, pour un

poiiil (|iitiei)iiqne du système, o.r, or, oc peuvent se mettre sons
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la loinic f/'u/ic (lilJ'crcnlirllc totale sidi'ie d'une exp/essio/t

diffêventieUe ne contenant /tas (j^^.

Piii- exemple, dans le nioiivcnieiil du cerceau, ré(]ualion de

LayraJiye |)CuL èlre appliquée au |)aranièlre 0, comme l'a déjà

remarqué Ferrers [Quarteily Journal of Malliematics, 18-1-

i8-3). En efl'el, la posilioii du cerceau aulour de son cenire tle

gravité G étant définie j)ar les \aleurs des augles 0, 'i, 'L, les

coordonnées :c,, ii, ^1 d'un point du cerceau par rapport au\

axes G.^^ _)'( c, sont des (onctions de 0, ci. 'L

Les coordonnées al)solues x^ y, z du même point ])ar rapj)Ort

aux axes fixes Oçr, ^ sont de la forme

Impiimons au système un déplacement virtuel compatible avec

les liaisons, nous aurons

r,x = 0; ^ 0./, oj' = or, -f- oyi, c^ = 0:: — y/o,

où il faut remplacer 0;, or,, 0^ par leurs valeurs (8) : mais on vuiL

inunédialement que ces valeurs s écrivent :

o| = o( — a siri'l' cosO) — rtcos'i/O'v,

or, — c{a cos'^ cos6) — a sin-I^ ocp,

0^ = o(a sin6).

(Jn a donc enfin pour ox^ oj', 0:; les expressions suivantes :

o,r = o( — a sin <l cos -^ / j
— a cosi 00,

oj^ = o( « cos'^ cosO +-
J'i )

— « sin 6 00,

oz = o( a sin<) +- /o),

(pii sont l)ien de la fcjrme (20). En eflcl, nous avons actuellement

trois variations arbitraires of), 00, O'I el nous voyons que ox, 0/,

oz peuvent se mettre chacun sous la forme d'une diffèretitielle

totale suivie d'une expression différentielle ne contenant pas 0.

On poui'ra dune écrrre l'équation de J^agrange relative au pai'a-

nièlre h.
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L.i lorcc \ivf (lu tH'ictaii csl, en piin.iiil l.i iii;is>»' du ccrct'iiu

poui' uuit('. cl i'm|)l(n;inl les uoliit ion-, du n" il;2,

on, connue" // - - — <//•, r _- o, O' r:^ n//,

> T - i \ -f- Cl-) />'- -'~ A y- -
( (i — f/- ]/•-

;

on pouriall conre irllc cxpicssion (t /t/io/i en renjan|uant que

lii vitesse de la nioléeide II au contact étant nulle, les vitesses des

ilivcrs points ilu cerceau sont les mêmes (jin' s'il était animé de la

rotation (o autour d'un axe passant par le point de conlacl II : il

faudra dans celle expression de > l remj^laccr p. y, /• par leurs

valeurs ( il;2),

/> — 0', q = 'i-' si 11 0, / r- 'V cosO -T- o
;

d autre pari, il existe une lonelion des forces

-Nous venons de voir «pie lUne ties écpiations du mouvement du

cerceau est l'éc|ualiou de La<;range relative à :

dt \<i')' )
~ Un ~

~ij()'

(.omine p seul conlient 0', on a

OT
, ={A -h a-

) p;

comiiK- y et / d('pendent de 0, on a

—,- == A 7 'V cos ') — ( G -^ a- ) /• 'j' si n 0.

( )n a ai iisi I t'-ipiation

d/ ' • '
'

'^

ipii n'est autre chose (pie I ('•(piatinn ohieiiiic eu cliiiiiiianl /. cuire

l.i Iroisième des é(|ualioiis (^())ct la |)reniicre des t''(pialioiis (-)

du n' ihi.

Ou pourrait adjoindre à cette éipialKui réi|ualion des forces
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vives

T — U -=/;,

puisque les liaisons sont indépendantes du temps; mais on n'au-

rait pan le droit d'écrire les équations de Lagrange relatives

à c2 et à 'l.

i()o. Forme générale des équations du mouvement convenant

à tous les systèmes holonomes et non holonomes (
' ). — Iinaginons

un système assujetti à des liaisons telles que, pour obtenir le

déplacement virtuel le plus géuéral compatible avec les liaisons à

l'instant /, il suffise de faire subir à /> paramètres </,, ^o, ..., q/(

des variations arbitraires o<7,, oq-,^ — og^.. Si nous appelons alors

X, y, z \e> coordonnées d'un quelconque des points du système

par rapport à des axes fixes, le déplacement virtuel de ce point a

pour projections sur les axes :

I o.r r-r rt,07| — <7o5^2-4-. . .-- «A0^/„

(1) * oy = biogi-^ b^og,^. . .— b^OÇA,

( 0- = c, cqi — c, 0^,-f-. . .— CAoq/.;

OÙ oc/i, or/.,, .... oq/( sont arbitraires: dans ces formules, les

coefficients r/,, a>, • • , Ca j)euvent dépendre du temps /, des para-

mètres 7,, r/o, qh et d'autres paramètres ^a+i, 7^+21 • • -, qk+p

dont les variations sont liées à celles de «y,, q-2i ••, qk pai' des rela-

tions de la forme

/ o<7/,+, =^ a, 0^1-1- 5(2 oq.2->-- .-^a/cOÇA,

1 O^TA+o = ?l ^^y 1 -H p2 Ô<7., -T- . . . -h iA-OqA-
(2) (

(: :;••;, ,•:••
1 Ogi-^,, = A , 07 , ^ A , 0<7 2 -r- . . . -H Aa O^r a ,

les coefficients Xi, a^, ..., )./ dépendant également de t et de

l'ensemble des paramètres ^,, q.2, •••, q/,-, qk+\^ • -i (Jk+p- l^^QS

ces conditions le déplacement réel du système pendant le

{') Ai'PKLL, Comptes rendus, 7 août 1899; Journal de Crelle, t. 121; Journal

de Jordan, i. VI, 1900.

I
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U-mps (It L'>l (Irliiii |)ar des relations de l:i lurtiie

dy = bxdqx-^ l^t d'ji -^. .
.-^- bi dq/i-h- b dl,

dz — C| dqx — fj dqi-^- . . .-4- c^dq^-- c dt.

avec

i\)

'l'ik^ 1-^1 fiq\ ~ ^2 flfjî-^ • — ^k (l'jk — 2 (It.

d'/k-t —- 't'\'f'h-^^idfli~ ' -—^kdqi,-^ 'iill.

\ 't<Jk^ I,
— 'f\dqx -!- À2C/7, — . . . -^ ^-k'fqi — ). dt,

OÙ les coefficients «,, bi, Ci, a/, Ti,, . . ., a, sont les mêmes {(ue tlaiis

les équations (i) et (a). Les coefficients a, b, c, . . ., 7., j, . . ., )..

multipliant dt. seront nuls si les liaisons ne dépendent pas du

temps.

( )n peut alors ohlenir les t'quations du mouvement comme il suit.

{/«'•(piation «générale de la Dvnamique, déduite du principe de

d'ylle/tibe/t cl du principe du tra\ail virtuel, est

( j ) y^mix" ox — j-" j' — ;;" :; ) = S ( X J7 -f- Y )• — Z ;: ),

où x" , y", z" sont les dérivées deuxièmes des coordonnées par

rapport au temps, et X, Y, Z les projections d'une quelconque

des forces (n° 431).

Cette équation doit avoir lieu pour tous les déplacements ( t
)

compatibles avec les liaisons : elle se décompose donc dans

les /r éfjuations suivantes :

(Iniix" a^ ^~ y" bx -^ z" C\) ^^ '!L{\fii h- V/^, — Zci ),

^m{x"a^-r- r"b^-^ z"r^) = Z(\a, — \ù., — 7.c,),
( () )

<

...
( ^ni( x" au— y" bi,— z ci, ) = X ( X «-/ a -f- Y b/, -f- Z c^ ).

Dans ces équations les deuxièmes membres se calculent comme
dans les équations de La i^range. En rem|)laçanl o.r, o)-, 0; par

leurs valeurs ( i ), on a, pour la somme des travaux virtuels des

forces appliquées,

KXoj- — Yo r-T- Zoo = ^>ioy, — Qî^yi — . . .— <0a''7a-

Les quantités Q,, Qo, . . ., Qa sont les deuxièmes membres des

équations ((3)

Q,= X(Xrt, — Y/>, — Zr, ),
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l'oiii" caliMilor les prcmici-s incmhios, divisons par r// les rela-

tions (3), délinissanl le déplacement réel, et désignons pav x'
, y'

,

-•>'/. 1 '/.,

,

'Il Ios dérivées totales -,- , —r-> -t-j -4-' —r-' ••• > —t- •

'' '- "^ dt dt dt dl dt dt

Aous aurons

I

x' — a i(j'i
~ a^tj'., -h . . . -h «/; </

'/.
-I- a,

( 7 ) < y = '^1 y'i -^ ^2 7'. -t- • • • -H */.'/'/, ^ ^^

(
-' = c, f/'i -I- c. ry :, -f- . . . -t- c/, (j\.-i- c.

Prenant encore une fois les dérivées totales des deux membres

par rapport à t, on a

(8)

A- = rt
1 </ ,

-f- «2 5' 2
"+"

• • • "^ ^/i- '^ A-
"^ • )

y = 6, <7'; — 62 7; -r- . . . -r- 6/,^A.-^- . . .

,

-" = f'i 7 '1 — ^2 72 -i- • • + C/, 7'/, -H . . . ,

où les termes non écrits ne contiennent [las y,, rj,,

alors on a évidemment
7a- Ï^J^''-^

«1 =
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(It'UxiùiiK's (|iit,' ct'llcs ilos |)arainèli'es ij^, ij^ y/, doiil les vaiia-

lioiis sont regardt'es ciniiiiii; arl)iliaiio>. Il pciil aiii\cr (jiic cclL»-

foriclion S, calculée en foriclion ilc y,, (f, 'li^^p^ conlicnne

leurs (U'rivécs preniièrcs y'|, y!,, ..., (j]^^ cl leurs dcrivées

deuxirnics yj, y'', ..., f/l^ \
Il-s rclalioiis ( {

) (Jivisécs |>ar dl

(Ion II cul 7Â . t
" Va • VÂ t/>

'^'" l'>iiction linéaire *\c f/\, r/'.
^ '/'ai

et, en les dérivanl par ra|»[)i>il an Ifuip^, dm (d)licnl dt; même

Vi-t-i» ^/l*-2i n'k'^p
^'" l<->'ï<"l^'<"i linéaire de yj, cy o ••••>

'//i ;
on |iriii

donc toujours faire en sorle ([ue la fond ion S ne eonlienne [ilus

d'aulres di'rivées deuxièmes (|ue y,', y.., ..., ff^. : elle contient

d'ailleurs ces ([uanlilés au deuxième degré. Une fois la fonction S

ainsi préparée, on peut écrire les é([ualions (i<>)- Ces é([nalions

jointes aux conditions (j) forment un s\stèmede /.' -\- p é([iialions

delinissaiil y,, y^. ..., (jh^p en fonction tlii tem|)S.

Le mouvement est donc caractérisé par la connaissance de la

(onction S (|u'on appelle (') ïénergie cVaccélération du système

et par les quantités Q,, Qo, ..., Q^ calculées comme dans les

('•c|ualioiis de Lagrange.

La fonction S est tin deuxième degré en -y,, 7!, •• 7,/- " >"ftit

t'videmment de calculer dans S les termes contenant les dérivées

>econdes des [Paramètres, car les autres ne donnenl rien fjuand on

prend les dérivées partielles par ra|)port à yj, 7I, rj^.

On peut rcmar(|uer, d'après les formules (- j et (8), que si Ion

forme la demi-force vive

T = ^^/«(jr'^-^y^-f-^'-!),

les coeflicienls des termes du deuxième degré en r/j, (j.,^ ..., rj'^

dans T sont identiques aux coefllcients des termes du deuxième

degré en q\^ yl, ..., (j'^ dans S. Dans cette fonction S, les coefli-

cienls des termes du deuxième degré en f/\^ y.',, ..., y^. dé|)endent

des paramètres y,, q~>, ..., tjk+p et du lemps; ceux des termes du

|»iemiei' degré en yj, y. , y^ coiilienneiil <^n outi'e, au second

degré', les dérivées premières q\, y!,, ...,
'l\+.,-

(') Celte (li''iiiiiiiiiialii)n a clé propusi'-c p.ir .M. \. de S.niiit-<ieriii;iin (Coinj>(es

rendus, t. C\\\ ).
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4(Uî. Exemples: TanMiicuK .kppuc\t\o^. ~ Mouvement plan d'un point

matériel e/i coordonnées polaires. — Sdicnt /• cl los coordomn'os

polaires «l'un |M)int (.r, j') de niasse m. On a

.2:=rcosO, •K = /'sin6,

S= — (y2-f-y2)= ^* [(,."_ /•6'2)2-i-(/-0"+-^./-'0')-^].

Kn appclniil I' la coini)()*ame de la force appliqut'o \, Y, suivant la per-

pendiculaire au rayon vecteur et R sa composante, suivant le ia\<in vec-

teur, on voit immt'iliatenient que le travail Aiitnei

X ox — ^ oj'

de la force est

Vrob^ Ror.

Les c(]uations du nlou^eme^t sont donc

ou
/?î/-(/0"-4- p.r'e') == P/-, m{r"— rb'-^) = R.

Remarque. — Dans S, la quantité

rb"— ar'O'

est, au facteur/" près, la dérivi'-e de r-^' . Introduisons alors, à la place de 0,

un paramètre X dont la variation réelle est définie par

dl = /-ï f/0

et la variation virtuelle par

oX = 7-2 06.

"\ous aurons

X' = r- 0', X" =/•(/• 6" -H 2 r' 6'
) ;

donc

S=~[ir"-riy^f-^-,'-^)^,

X ox -~ \ cy — — oX ^- R or,

et les équations du mouvement s'écrivent

^ _ ^ _ r.
ôr" " ' 0'/." r

'

la seconde est

ml" = IV.

Si I' est nul, X' est constant, ce qui donnt; le théorème des aires.
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Dei'XIKMK Al'Pi.irATHiN. — Siilide nio/n/r autour d'un point fixe. —
l'rciiniis un c-iir|>s soliilc nioliilc aiiloiii' il iiii |i>iiiii \\\^• O *>i liilcnlMii^

ItMlci^if «l'aiHrlri iilinii S, ru r.ippoi Liiil le iiniiiNciiitiit à uii ^^^l^';m<

<l';iM's O, T, y, z iiinliilcs à la lois ilaii^ le cuiio ci <hiii-> l'cspac»". Appe-

lons 12 la lolalion iiislantaïu'c tlii tiicdrc K'Sxyz rt I', Q, H ses coiiipo-

^aiiti's suivant IfS axos, w la lotatinii du «orps «"l /), y, /• ses conipnsantt's.

Inc nioln iilf m du CMip- de cum donm'cs j-, y, c possède une \ili-^»r

al>>iiliir f di- pliijfctii'U*

Vx = qz ry,

Ci'lti- iindi cuir pii«scdc {\i\r aicclcialiim al)«idui' J a\anl p<>ui" projcc-

tioM-

cumule il résulte de ce que J est la vitesse abscdue du point de coordonnée»

e,. e,, «•-. On a, en apptdant p', q', r les dérivées de />, q^ r par rapport

au tcnip~,

<A-, clz dv
ldr = '^dt-'7n^''J~^''^ ••••

dx dv dz . .
1 , • III 1-1

(ir. —T- > — , J —;- J proieelions de la vitesse relative de la molécule, par
dt dt dt ' '

'

rapport aux axes O, x, y. z, sont

car la vitesse rtdalive est la diflt'renee fré-ométriquc entre la vitesse absolue

et la vitesse d'entraînement. D'après C(da. ou a l'expression >.uivaute de J,

que nous ordonnons par rapport à x.y, z :

d'.)
j

i^^ = — a:(q^-- r-) -^ ylqip - V ) -pQ - r'

\

\ ^z[r(p— V)^/>n-^q'\.

< >ii a de inèiiH" J, et .); cl cuImi

l>e calcul de cette somme se fait alors ai^^é-inenl. On voit que. dan- le n'--

sullat, fifiurcroiil le- quantités X /;;./-. l/«)-, ^niz-, ï /;/)-. ^nizx.

ï,nixy, faciles à exprimer à l'airle des coeflicients A, B, (], D, K, I" tie

l'ellipsoïde d'inertie, rtdatif au point <), rapporté aux axes O, x.y, z.

l'our simplilicr non- écrirons ici cette -omiiie eu >uppo-aul que le»

axes (t. .7-, y. z sont lies axe- principaux dinerlie au point O. ci appe-

lant \, l>, C les moments dimilic par rapport à ces axes; nous avon-
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iilt'is, (Ml nous bornant ;ui\ tenues en y/, q\ /'
:

^ Ay/i^ Br/'2-f- C/'2— >.[( C — B)ry/- -^ A(/-Q — q \\)\p

— -JtKA — C.^rp -+- Iî( />R — /-l'jjr/

>.|( B — A )/77 -r- C( y 1' — p Q )]
/-'-^

. . .

.

i

Equations d'Eulcr. — l'rennns ocinine ;i\es mobiles trois axes invaria-

blement liés au corps et eoïncidaiit avec liois axes |)rin(i|)aux (riiioitie.

.Nous aurons alors
1' = /^, Q r= q^ R = /•,

2 S = A/?'2-^B7'2-i-C/-'2

-t- 2(0 — B)qrp' -^ -li \ — C)rpq' ~ '2( B — \)pqr' -h. . .

.

\|>|)elons L, .M, IN les sommes dos inomenls des forces a|)|)lii|iiées par

rapporl aux axes, et

les an;j;les élémentaires dont il iaut l'aire tourner le cor|)S autour des axes

pour l'amener d'une position à une position in(iiiimint voisine. Nous ferons

jouer à )., u, v le rôle ries paramètres f^i, q,. . . ., q/,. On a, (l'une part,

^(X o.v -T-Y 0/ -^ Z oz )
— L <îÀ -^ M ou. -i- N ov

;

et, (.l'autre |)art, les composantes /j, ry, /• de la rotation instantanée du corps

sont

dl

'dt
X',

di
dt

l.a fonction S est alors

S = - ( A À"-; -H B ;jl"2 — C v"-2
)

-i-(C — B;;jL'v'À"-r-(.V — G )v'À' ;ji"-t- ( B — .\ )À' |ji'v"-t- . . ..

où les ternîtes non écrits ne contiennent jkis À", a", v". Les équations du

mouvement sont donc

<)a"
L,

d'S = M,
()S = \.

dix'
'

ih

La première, par exemple, s'écrit

Ar-^(G— B );/</= L;

d après les \aleurs de />, q, /', c'est précis(''menl une des é(jualioiis i\ Euler.

Corps de révolution suspendu par un point O de son axe. — Menons
par O un axe fixe 0.^1 et prenons, comme au n" 400 {fig- 234), pour

axe 0.3 l'axe de révolution, pour axe Ox la perpendiculaire au plan zO z^,

et pour axe O^ la perpendiculaire au plan yOz. Quand la position du
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tiit'di'c Ojyz ol roiiiiiic, |)i>iii' iiMiir icllo <lii (:l)l'|)^, il Millil <lr i <>iiii;iih c

I iin^li- cp (|Uf fiiit avec (>^ un riiMHi i>Mi ilc O et iii\iu iiililriiiiiil lit- an

I .ir|>«. (l.iiis \i- plan (lr-< ./•>' : la <li rivi-o cp' tic cel aii};l<', par r.i|>|)iiri an li'ni|i>.

irpn •.fille la niialii>ii pmpif dn cmps antonr ilr (>c. I.a icilalinn "j iln

cnrp.. l'sl alcir> la ic-uliiini ,• de j.i i cp| al icm li .lu 1 1 iédre et «le la Kij.ii i.m -j'

.

On a «L'Ile

/, _ I', ,/ =^ O, /• = U ~-o'.

I.a r«iin li«iii S, «lelinie par I i\pi t'S>iiiii I |3 :, il«\ienl al«ii«, pui>i|iie A — I! ;

i4) -iS = A(//-'-i- 7'2) -i- Cr'î-î- >( AU — (w) (/></'— Y//'j . ..

S«iient <-iir«irc cÀ, vi, ov les ani;l«'- eli''iiii'iilaii«'s (l«>iil il l'anl l'ain- I «lUi lier

le cmps aniiiur des axes (^Jr, ' \)', <'- p«»ur I amener d'uni- position à un«-

posiliuii v«iisine, et L, INI, N, l<-s iiHiinents di-s forces par rapport aux axi-s

^^x,j',z, on a, coiiiiiii- plu- liaul,

// — À", cj' = ;jl",
/•' = v"

«-I le- e(|uali«>ii> «lu inoiivenient sont

Oa" O'/'
' 0'/'

i l'-t-à-iliii-, puiM|ue la eoiiiposant«' lî «!« la r«iIati(Ui i2 lie (h'peini j>as de /.",

'/i
''"•

kp'— (AK — C/)y ^ L,

A</'-i-(AH — C/-)/' -- M.

C.r -_^I\.

I »ii n-lr«iuvi- aiii-i l«-- e«[uati«ni- ( (il ) du n" -iOO.

107. Théorème analogue au théorème de Kœnig. Application

au cerceau. — Soicnl, dans un sjstèmo, x^y., : le» cooitlonncc>

al)st>lii<'s <ruii poiiil //?, ç, r,, X. les coordonnées du centre de gra-

vité (1, (-1 ./•,, )',, r, K-s coordoiim'-t-s r«-lali\Os du iiiéiiu- piniil. par

ra|)|)ort à des axes (j X\, )',, C|, parallèles aux axes (i\es et menés

|)ar ( j. Appelons .)„ raccélération absolue du point d

.1, I accélération relative du pniiil ///, pai- rappoil aux axes (i. ./',.

iJésiyiioiis ciiliii par M la iiia>sc lolale' du ->\ - lèiiic . ( )ii a

X ^ f — .r,, y = T, -V ,-,. - ^ ; _- -,,

.r* = g" -+- J- 1 .
y" --= < —.»''!

. =' ~ r— -"i •
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Calculons alors Vénergie (l'accélération

en remarquant que,

^mj-,, 2'"->'" 2('"^'

étant nuls, on a aussi

on trouve

ce qu'on peut écrire

S = 1mj2^s,,
•2

en appelant S) lénergle d'accéléralion calculée dans le mouve-

ment relatif autour du centre de gravité.

On a ainsi un théorème analogue au théorème de Kœnig pour

la force vive.

Keprenons avec cette nouvelle méthode le pruhli-ine du cerceau traili-

au n" 412, figure 244, avec les mêmes notations.

Prenons la masse du cerceau pour unité; appclniis Jy l'accélération du

point G et Jj l'accélération relative d'un pidnl m du cerceau par rapport

à des axes de directions fixes G a;,, y^^ zi passant par G. En appliquant le

précédent théorème analogue au théorème de Kœnig, on a

S = - J5 -T- Si.

Le mouvement relatif du cerceau autour du point G est le minivement

d'un c<jrps de révolution suspendu par un point de son axe. En appliquant

à ce mouvenieiit les notations du nuiuéiu précédent on a, d'après (i4 j,

2Si = A(/>'2— </'-)-^ G/-'2-;- i(\\\ — Cr){pq' — cj p }—

Il reste donc à calculer J5. Pour cela appelons «, v, w les projections di;

la vitesse absolue du point G sur les axes Gx, Gy, Gz : pour exprimer

que le cerceau roule, il faut écrire que le point matériel du cerceau qui se

trouve en contact avec le sol, au point II, a une vitesse nulle. On a ainsi

( 1 3 )
a -^ ar = 0, v = o, w — ap — o.
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(ionmii- \,\ ruiiiiimi instantaïKM- du Irièilif C,jrj-z rst ii, l'arn-lt r;itioii

iilisolur (lu poiiii ( ; ;i |Miijr projections sur les axes Gx, Gy, Gz :

du
dt

dt

-f- On— Ri-,

dt ^ '

c 'cst-à-fliif, d'après (i5),

rt rmi a, l'ii l'aisaiU la somme îles carrés et rcmar(jii;mt ipie I' — p^ Q = n^

Yl -^ a-(p''- — /•'-) — }.a'-ff { pr' - r p' ) ~ . . .

où nous n'écrivons |)as le< termes ne eonlenanl pas />', y', r'. On a ilonc

<-nfin

•>. S = ( A ^ «î
)

/j'-i ^ \(/i -^ ( C — a2 ) r'-^

-T-Ji( \R — Cr)( pr/'— g p' ) — ta-qi pr'— rp')—. . ..

Appelons encore

<:/., r.'X, OV

les an;;los inllnimenl petil< dont il laul faire tournei- le cerceau autour des

a\cs Gx, Gy^ Gz pour l'amener d'une position à une position infiniment

voisine. Ces quantités sont arbitraires et déterminent complètement le

déplacement du cerceau. \ous prendrons X, |ji, v comme paramètres ^j,

t/i, ..., <yx (A" = 3), et nous aurons encore

p^-V, q = .a

Nous pouvons alors écrire les premiers mendjres des équations flu mou-
vement telles qui; (lo). Il reste à calculer les deuxièmes membres, i'our

cela il laut calculer la somme di's tra\aux des forces appliquées :

2 ( X Ix -r- Y r,y -^'L^Z)

cl la niellif -ipu- l.i liprnii'

. OA — .M o;jL -- > ov
;

I,', M', N seront les deuxièmes menibn-s des équations, (^-s qiiantili's ont

une signification simple. Menons parle point de contact H avec le >(d lioi*

axes H.f', \\ y\ \\z' parallèles aux axes Gj", Gy^ Gz : J.', M', .\' >.onl

respectivement les sommes des moments des forces appliquées prises par

rapport à ces nouveaux axes. Kn effi-t, la vitesse de la molécule placée

en H étant nulle dans un déplacement compatible avec les liaisons, le



d(''|»lacomont infinimonl pi-tit du coicoau i -I le tK'placciiient résiiltanl de

trois rtitation^ rlcnifiUaircs oÀ, o;ji. ov aiilnm' des axes H.r', H r', H:;', sans

(l(-|)lacomoiit de M: ce (pii di-iiiniit ic la pinpdsilinii.

Si la si'uU- rmcc apidi(|iii'(' est le poids ^ appliqin'' tii G, on a ('vidoni-

nionl
1> = — ^rt cosO. M'=o, î\ = ().

Los ('qtialions dii nionvonicnl sont alors

-=-7. = — A'rt COSO, —
-, = O, -—r = (>,

cest-à-dire, d'apiès la Nalcur do S.

(A -+- a'-)p'— (AR — G/) 7 -- a-fj r ~ — ,çrt cosO,

A<7'-T-(AR — C/)/^ = o,

( C — a- )
/•'—

('- P'y = o>

dont les deux dernières sont identiques aux équations (9) et (10) du

\\o 4.1^ et la première à l'équation de Lagrange relative à ( n" 46i).

On traitera de la même façon le problème général du roulemcnl dnii

ct>rps pesant de révolution quelconque sur un plan. \\o\\' Déçeloppeincnis

sur une forme nouvelle des équations de la Dynamique, par M. Appell,

{Journal de Mathématiques de M. Jordan, t. ^ I. fasr. i, 1900, p. 33)].

i08. Les équations du mouvement obtenues en cherchant le

minimum d'une fonction du second degré. — Si l'on forme la

Ibnclion
K .= S — ( O, y-, -+- Q. r/; -- . . . -^ Q^r/l)

([ui coulienl les lettres q" au deiivièine degré, on voit que les

équations du mouvenient (()) peuvent s'écrire

(10 ) -—77 = o, —^ — o, • • ••. —-r = o.
dq^ Oq, dq

1^

Ce sont les équations que 1 on aurait à écrire pour trouver les va-

leurs de ^",, cj".,^ •••i^j'k rendantR mininuiin. Inverseinentles valeurs

(les fj" tirées de ces écjuations rendent R inimniuni, car les termes

homogènes du dcuixième degré (Te R. proviennent de S et consti-

tuent une forme ([uadratique définie positive. Comme les valeurs

des q" déterminent les accélérations, on peut interpréter ce résul-

tat en disant que les valeufs des accéléfcitions ù chaque instant

rendent II mininiiim.

Dans cet énoncé, on peut remplacer la fonction R par toute
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;iiilit' Iniielioii (|ni ni dillric x-iilciiii'ii l |>.ii l\^•> Itiiiio ii)<l«-|)«-ii-

<laiil> (les a<;i;clt'i iilioii^, |i;ii cmmiiiIi' n.ir l«> deux rniiclioiis siii-

vjiiilfs :

^-^"i( ^-'î -T- fi -t- -"î
J 2 ( \ .1

" ~ V y" -^ /. z' K

- 7 — Il m ./•" — \ ) -r- ( /H y" — V }'- H- ( //( z"— /. )' 1.

Le liiil <|iic les m:ci'l»'Tali()iis u'iulciil celle «IcriiiiTe fnnclioii

iiiiiiiiuiiin t-sL une e(ins<'M|iien('e du |inii('i|>)- de hi nioiiidre con-

liiiinle de (îniis^ sur le(|iifl nous reviendrons à lu lin du (Chapitre

>ni\:inl.

i(i'.l. Sur l'impossibilité de caractériser un système non holonome
par la seule fonction T. — Ouiuul les liaJMins duii s\siciin' muis iVoilc-

iiii-iil iMiivcnl il If txpriinécs eu tcnin-s finis cl quand un i-m|il<iii- di-s

|i;m aiml ir< i|ni muiI di- v<'iil ahlrs < iMiii|.inni''i's, les équations de I^af,'ran^f

siiiit a|)|)li(-alil)-s. Supposons, pour siiiiplirnr. quil cxish- niu' lonrtion de

lorces U. '>n peut alors écrire les c(]ualic>n^ «lu niouvciiii-nl dés que l'ftn

connaît les cxpns^ion-i ilc la dcini-roicc \i\c T il ilc L en lonclion ilis

paraincl i es indépindaiils.

Si, au toniiaire, les liaisons ne |j,uvi'nt pas sexpiinnr loulo par dis

relations en termes (inis, on ne pe-ut plus appliquer les équations de La-

},Man<;e; pour écrite les équations du mouveineut, il sulllt de connaître U

cl rt''ner;j;ie d accélération S— - \^//<.i-' composée avec les accélérations

eoniMie F avec les vitesses. .Mais cida est -il nécessaire?

Ne pouirail-il pas exister des équations du rnouMinent, plus générales

que cidies de Lai;ran;^e, applicables à tous li> ca-^ d n exigeant, pour être'

écrites, que la connaissance des deux (onctions T cl U? Nous alloii- iiioii-

Irer que de telles équations n'existent pas. l'our cela, nous iiiiliquerons

deux systèmes diUérent» dau^ lesipnl- les lonctions T et U soiil iileiiii-

quement les mêmes san» que, cepeiid.nil , les équation^ ilii mouMimul
«oient les mêmes.

Premier système. — Iina^iiion> un solide pesaiil qui riiiipli»»e |e> con-

ditions siii\antes :

1" Le solide e«l leriiiiiii" par une aii'te Nisc avant la loiine d un ceii le K

de ra\on </ ;

.>." Le eeiitre de gravili; (1 du coip» c«t >itué au ceiilrc du cercle K;

J" L ellipsoïde d inertie relatif au cenlie de gravité (i e>t de ii'vojulion

autour de la perpendiculaire (
' ;; au plan du cercle.

Supposons ensuile que le corps solide ainsi conslilué soit assujetti à

rouler sans glisser >ur un |>lan liori/.oiiial (ixe, qu'il louclie par laréle cir-

culaire l\.

A., II. -25
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St>il, comme au n" 41:2. Cici la vtMtioale ascendante menée par G; pre-

nons comme axe G.r la peipentlieulaire au plan :;Gji et comme axe G^
la perpendiculaire au plan .rG^. (• r est iilois une iiori/ontale du plan du

cercle K et G i- une ligne de plus grande pcnic de ce plan aboutissant au

point par lci]uil le cercle touche le plan ti\e. Désignons par 6 l'angle de

G;; aNcc la verticale ascendante G^i et par 6 langle de Gx avec une hori-

zontale fixe. Ces deux angles délermineni Idrienlalion du Irièdre Gxyz.
Tour lixer la position du corps sidide par rapport au trièdre G.ryz, il

suffit de connaître l'angle o que fait un raxon du cercle K, invariablement

lié au corps avec l'axe Gx. La rotation instantanée i» du corps est alors la

.

,

... ,. . ./C5
,

résultante de la rotatiuii ilii tnedre cl dune roialmii -y^* =o autour de
</f

Gz. Les composantes/^, (/, r de lo sont donc

y> = 0', r/ = *l/'sin6, /• =; 'V eos6 -T- es'.

D'autre part, la condition que le cercle K roule montre que le carré de la

vitesse du centre de gravité G est a-(p'-^ r- ). En définitive, en prenant

la masse du corps comme unité et appelant A et C les moments d'inertie

par rapport à G a; et G;:, on a

9.T — a-( p--i- r- )
-^ A ( p--r- </-) -r- Cr-,

d'uù, pour l'expression définitive des fonctions T et U,

( 2T = A-y^ sin^O — ( A ^ a2 )0'2-f- (G ^ a'-)('V cosO ^ o f-,

( L = — ga sinfJ.

Deuxième système. — Soit un deuxième corps pesant, de même forme,

de même rayon a et de même masse que le précédent. Imaginons que la

distribution de la masse soit différente, de telle façon qu'en appelant A|

et Cl les moments d'inertie analogues à A et G on ait

Ai=A, C, = C--a2.

Assujettissons ce corps aux deux liaisons suivantes : le corps louche, par

l'arête circulaire K, un plan horizontal fixe l*i sur lequel il peut glisser

sans frottement; le centre de gravité G du corps glisse sans frottement sur

une circonférence verticale fixe dont le rayon est it et dont le centre O est

dans le plan fixe Pj.

Pour exprimer ces liaisons, prenons les mêmes axes mobiles G 5"^5 et les

mêmes notations que plus haut; appelons ç, r,, t les coordonnées absolues

du point G par rapport à deux axes O; et Or, du plan Pj et une verticale

ascendante OX.. On peut supposer que la circonférence verticale fixe, dé-

crite par G, est dans le plan çOÇ: on a alors

Première liaison : "Ç = asinO,

Deuxième liaison : r, =; o, \- -^ 'Ç- — ('",
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(l'ipi'i, rvidiiiiiiiciit.

S = a c.sO.

( >ii il, thiiis CCS cdinliliiiii»,

•2T, = r*^ ^''-+- r-- A, (/>»-+-</») - C,/î,

nu, (I apics les v;ilciii-> (le ;, r,, ?, Aj cl <li,

(-»)
\

v.T, —- A-ys siii^O -4- ( \ -- ^/-^ i0'2— I C — >i-^ I t <y cn>0 -+- '^' i'.

I U, = — A'« >in''-

On Voit que les foiicliuiis T et T,, L el L'i sonl i(Jenlique> : ccpcii(J;iiil,

les équations du mouvement sont différentes, car les équations de Lagrange

s appliquent au deuxième s\stèmc el ne s'appliquent pas au premier. Cest

ce que nous voulions montrer.

<)n peut remarquer que, sur les trois équations du mouvement, deux

peuvent être amenées à avoir la même forme dans les deux systèmes : en

ellet. I intégrale des forces vives est évidemment la même pour les deux;

de plll^, on a le droit d'écrire pour le |)remier système l'équation de La-

;,'range relative à 6(n'' i64), ce qu'on peut faire évidemment pour le

deuxième. Mais les troisièmes équations sont différentes dans les deux

mouvements; pour le deuxième système, on a l'intégrale r = Tq qui

n'existe pas pour le premier.

Il va de soi que la différence entre les deux mouvements apparaît immé-

diatement si l'on forme les deux fonctions S et S].

EXERCICES.

1. Ap|ili<|uer la inètliode de Lagrange aux problèmes traités el proposés comme
applicalinii des llièorénies généraux, et de la théorie du mouvement relatif dans

les Cliapilres WIII. \I\. \.\, \\I cl XXII.

"2. Une barre lioniogène pesante AH se meut dans un plan horizonlal : à ses

exlrèniités A el H est allaclié un (il inexleiisible el sans masse passant dans un

anneau fixe O infininient petit. Mouvenicnl du système.

Soit 2C la longueur de la barre cl la la longueur AO -:- OU du fil. Abaissons

de O la perpendiculaire OP sur la barre, el soit GP la dislance de P au milieu G
de la barre. Le point O est sur une ellipse de foyers A et B el de longueur d'axe

forai 2a. On a donc, en faisant a-

—

c- — 6-,

et l'on peut poser

GP OP
6-

— I,

GP^acos-f, 01' ^sin-f.

Appelons, en outre, a l'angle xOPquc fait la perpendiculaire OP avec un axe
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(ixe Ox: on o, pour les coorclonnérs polaires /• cl ilii point ("•,

(i) r-= a- cos-o -+- b

(tu a alors

T r:

- sin-9, = a — an- lani;
|
— col f )•

M
<,'• ,-l)

,
- /,-z'-

MA- étant le moment d'ineitio par rapport à G.

Hemplaiant /•, /' et 0' par leur» valeurs tirées de (1), on a T exprimé en a, f'

et a'. Les forces app!i([iiées ont nn travail nul. (Jn aiiia les ilcux intégrales

premières
,rr

const., T = h.

L'élimination de 1' fournit t \n\v une (|ua(;lraturc en fonction de :;.

?>. Mouvement d'une barre lioiMo;;ène pesante dont une extrémité A glisse sur

nn plan horizontal xOy et lautre B sur un axe vcrtiral O;;. {Licence.)

Appelant f l'angle de la barre avec la verticale ascendante 0-3, l'angle du

plan A<>l> avec xOz. et 2/ la longueur ilc la harro, on a

T= ^('/- sin-ï. — -f'-),

U = — gl cos'j.

On a les deux intégrales premières

r/r

d6
- ^ const., LI = II.

La quantité cos
'f

est une fonction elliptique du temps.

4. Une lige homogène pesante est attachée par une extrémité A à un point

fixe O au moj'en d'un fil de longueur OA = AB, tandis que l'autre extrémité B

glisse sans frottement sur l'horizontale Ox. Oscillations infiniment petites.

Soient 2/ la longueur de la barre, 6 l'angle du plan O.VB avec le plan vertical

mené par Ox,
J>

l'angle OB.A.. On a (en ]>rcnant la masse de la barre pour unité)

'a \2T= r, re'-sin=;i-H - ^(iH- Gsin-,3) fi'-,

U = gl sin jî cosO.

Il existe une position d'équilibre stable corrcs|)ondani à = o, ^ = -•

h. Mouvemeul d'un pendule simple de longueur \ariablc; cas parli<ulier où /

varie piiiporlionnellement à t. ( LEcoit.vc, Acla niatheniatica, 1895.)

6. Un tube recliligne OA, infiniment mince, fait un angle constant 6 avec la

verticale ascendante 0-. Suivant quelle loi faut-il faire tourner le tube autour

de O- pour qu'un point matériel pesant «i, glissant sans frottement dans le tube,

puisse prendre, dans des conditions initiales convenables, un mouvement défini

par l'équation

(Jm = /.( ^ -f- a)- (/.- et a constantes).



<:iiM'. \\i\. - KijrvTioNs 1. 1: m: H \ I. i;s m: r. \ ii ^ n a m lu i i; . 3Si)

Soit y l'iin;;le <lii pUiii c<>A iiMi- iiii |iliHi livc. Sii|i|)(i^c>im Ç ilmiiic i-ii rniirtinii

(In lcin|>s -^ ~/(t) et iippelons o la (li<ilaiir<> (>///. (lu a

T - ^ f
0'=-^ p- sin-0/'-(O|i

r = — /?» r,i; cosO.

irm'i, |iiiiii' r(''(|ii<ii ioti iiii iiiciiivciiii'iit.

p"— p sin-0/'-(/) -+- g roiO = o.

La (|iic^lii>ii t'sl celle-ci : i|iic dnii t'ire /"(/) |i()iir i|ii(- colle é(|iialioii adiiielte

rinlét;rale pari iciilicre p - A( / -i- a )-. Kxptimaiil ([iie celle funrlion viTi(i<-

ré(|iiali(ii), nii a

,, ,
I . /.*/.-+- if cosO , l -r- X

•^^'^-iTiireV/—f— '"S-,--

Si. cil particulier, A' ^- — 2ir'''^'*'J' "^'^ Iroiivc f{t) =0, le IiiIh- doil rester

iiMiiiiil>ile.

<> bis. Un liilie cireulairc lioniogène de seelion iiinniment pclilc peut lourner

autour d'un de ses diaiiièlres qui est vei'lical cl (Ixe. Dans rinli''rienr ()eul se

mouvoir, sans l'rotteuient, un |iiiinl matériel pesant //(. 'i'nnner le mouvement du

système.

LcT position du système dépend de deux varialdes. Prenons la position initiale

du tube pour jdan .r(>; cl appelons .5 l'angle qu'au temps t le pian du cercle

fait avec sa position initiale. Prenons pour axe Oz le diamètre (ixe descendant,

et soit ranj;le du rayon O «t avec 0-.

R désignant le rayon du tube, M sa masse, on a

2T = .M /.-a'--!- //<U=(6'--h -f'-
sin=0).

l = ingW c<»sO.

7. Deux points matériels m cl m' s'attirent proportionnellement à la distance

et s<mt assujettis .î se mouvoir sur deux circonférences de rayons a et a' situées

dans un même plan liori/.ontal.

Oscillations inluiimcnt pclilcs autnui- d'une position d'équilibre stable.

ICludier le mouvenicni lini dans le ca-; où les deux circonti-rcnces sont concen-

tri(|ues.

><. Mota'cinent (/'un pohi/ /lest/iit M su>- un cerc/e qui tourne, avec une

vitesse angulaire constante «o, autour d'un axe vertical ST situé clans son plan.

— Prenons pour système de comparaison celui qui est formé par la verticale du

centre zz' et l'iiori/ontalc xOx' rencontrant .ST, le sens positif de l'axe zz

étant celui du nadir.

Soient ni la masse du puint M. /• le rayon du cercle, a la distarice OAdu
centre O à l'axe ST.

La position du pendule ()M est déterminée à cliaque in-taul par l'angle (]u"il

fait avec Oz, cet angle étant supposé compté ()o>itivemcnl dans le sens direct,

c'esl-à-dirc de (»c vers Ox. Kmployons la méibode de M. Gilbert, ([uoique la

iiiélhodc directe soit beaucoup plus simple.

Calcul de T^. — C'est la force vive du système S, nduit ici au |>oinl M, dans
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s<in luouvcmoiU rel.itif par liipport à .r O ;;, c'esl-à-diie dans son moiivenicnl ilc

rotation aiilonr de <>,

T^= -mr-r-.

Calcul de \\. — L'axe instantané de rntation du système xOz pour le point O
est la droite ;c'. Le moment d"inertie du point M par rapport à cet axe est

II == mr"- sin-0.

Donc, on a

(i :- — mr- sin- tJ.

2

Calcul de V'.— L'axe représentatif de la rotation instantanée étant dirigé sui-

vant O- et celui du moment de la quantité de mouvement du point ÎS[ dans son

mouvement relatif par rapport à :rO; étant perpendiculaire à ce plan xOz, ces

deux axes sont rectangulaires. Donc, ici, coswa = o et V^ = o.

Calcul de U. — Les composantes de la seule force appliquée étant

\ = o, Y = o, Z = mg,
on a

U = mgr cos6.

Calcul de K. — L'accélération J du centre O tournant avec la vitesse angu-

laire w autour du point \ est dirigée suivant OA et égale à m' a. Donc

K = miM-a sinO.

On a flonc

—
- mr"- sin-O

et

U -f- K = mgr cos6 -l- mrui-a sin 6.

L'équation du mouvement est donc

d-^
, • n û " a

"'"^
ft-y-^ = oj- sin6 cosQ — - sinQn • cosa.

dt- r r

On obtient les positions d'équilibre relatif en égalant à zéro le second membre.

Ce dernier problème a été résolu géométriquement au n° 'il5.

9. Un corps solide pesant D est mobile autour d'un axe horizontal xOx';
l'axe xx' tourne lui-même avec une vitesse angulaire constante o» autour d'un

axe vertical s Os' qui le rencontre. Le centre de gravité G du corps est sur une

perpendiculaire élevée en O à xOx'; on suppose que xx' et OG soient des axes

principaux d'inertie du corps relatifs au point O.

Trouver le mouvement du corps (en ne tenant pas compte de la rotation de

la Terre).

Prenons comme système de comparaison le système rectangulaire Oxyz tour-

nant autour de Oz avec la vitesse donnée w.

Appelons 5 la distance GO, 6 l'angle de OG avec la verticale descendante Oz'.

Le mouvement apparent est une rotation de vitesse angulaire 6' autour de Ox.
Nous avons donc, en appliquant la méthode de Gilbert,

T = -A6'=, (|'= — (Bcos-6-f-Csin=6), <' = o.
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-'^
I..I qii.iiililr \' ol (Ml },'cnéial (otcoscot; actiiolleiiKiil le riiomciil rcMilliiiil t

fies quaiiliti'-s ilc moiivcmoiil rolalives est égal à AO' el dirigé suivaiil C)x; u> <vl

'^
ilin^ié siiivaiil (;; <liin<: roS(oï — o, el\> est nul. La seule forci-, .mire «pie les

forces (le liaison'*, agissant n'elleinent, est le poids; on a donc

V :^ Mg-ôcosO.

Knlin l'orisinr (> (}lant fixe, K tsl nui. L'(-(|iiiition <!u mouvenienl est donc

A - — o>-(C — H) sinO cosO ^^ - M jL.'ôsiuO.

Cette (-(lualion |icnl iHrc identilit-e avec ré(]uation du mouvement d'un point

pesant moiiiic sur un cercle (|ui tourne avec une vitesse angulaire constante «.>

autour d'un diamètre vertical (ixe. ( Exercice précédent. ) (Gilbeht, Mémoire sur

l'application de ta inétiiode de Lagrange au mouvement relatif. )

10. On peut ramener à des quadratures la recherche du mouvement d'un solide

homog(''ne de révolution mobile autour d'un point de son axe Or, toutes les fois

que les forces appliquées dérivent d'une fonction U qui dépend uniquement de

l'anfjle de l'axe O- avec une direction fixe O-,.

En effet, prenons la direction lixe pour axe Oz,; on a U =y'(6) et l'on voit,

en écrivant les é(|uations de f.aj;ranf;t; relatives à f el '^ et l'intégrale dt^s forces

vives, qu'on est ramené à des quadratures.

11. On peut, de même, ramener aux (|uatiralures l'étude du mouvement duii

Solide homo^ïène de révolution glissant sur un plan fixe, toutes les fois que les

forces appliquées dérivent d'une fonction U dépendant seulement de l'angle que

fait l'axe Gz du corps avec la normale Ci Zy au pian.

\1. Généralisation du théorème de Bonnet ( n° 247, fin de l'application).

( Padova, voir Bulletin des Sciences mathématiques, p. 178; i883. )

13. Tautochronisme dans les systèmes. — Soit un système à liaisons indé-

pendantes du temps, sollicité par des forces connues ne dépendant que de la

position du systf'^me; appelons y,, q.^. ..., Çj les paramètres indépendants qui

servent à définir la position du système. Le problème à résoudre est le suivant :

Quelles nouvelles liaisons, au nombre de /. — i. faut-il imposer au système

pour que le système à liaisons complètes ainsi obtenu soit tautochrone, c'est-

à-dire mette le même temps à revenir à une position déterminée quelle que

soit la position initiale dans laquelle on l'abandonne à lui-même sans

vitesse ?

Réponse. - < Mi a

y {\'.x -r- V ly -~7.lz) =^ Q, 07, -^
. . . -H Oj &7j.

Introduisons de nouvelles liaisons rendant le syslème à liaisons complètes et

tautochrone : on peut toujours siipposer alors /y,, 7,, . .
. , q^^ exprimés en fonction

d'un paramètre q\ l'équation unique du mouvement du nouveau système est
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.

ilonni'c par l'cqnation dos fones vixcs

(I) dT = q,dq^^...-hQ,e/>/,.

rroiiûMS à la plarc de '/ une nuiivi-lle variaMc .v difiiiic |i,ir

(2)

Alors

1 \ a^- dq^ dq^ = ds.

T=^5'% q,dq,-^...-^Q^dq,,=/(s)ds.

et réiiuation (i) drvienl

s- = /{s).

Pour que celle cquiilion définisse un niouvcmcnl tauU)rliri)iie. il faut el il suffit

(n°"214) que/(5) soit de la forme — 'x-s, où a- est une constante positive. On

doit donc avoir

(^) O, dq,-i- Q_ dq-h. . .-^ Qi dq^ —— [x'-sds.

Réciproquement, si l'on a trouvé ries fonctions q,. q., .... q^ de s vérifiant les

deux relations (2) el(3), le système devient un système à liaisons complètes

dont la posiiion dépend du seul paramètre s et ce système est tautoclirone.

Comme on n'a que deux relations pour déterminer q^, q... .... q^ en fonctions

de 5, on peut se donner arbitrairement A — 2 relations compatibles entre q,,

q q^ et 5.

On peut, par exemple, déterminer le problème en assujcl tissant le système à

être tautochrone non seulement pour les forces données, mais encore pour /." — 2

autres systèmes de forces X^'', Y'', Z'"' ne dépendant que delà position (Appkll,

Comptes rendus, t. CXIV, 1^92. p. 996).

l'i. Jnterprélotion des voleurs imaginaires du temps.

Étant donné un système de points matériels assujettis à des liaisons indé-

pendantes du temps et soumis à des forces qui ne déjiendent que des posi-

tions des différents points, les intégrales des équations différentielles du mou-

vement de ce système restent réelles si l'on y remplace t par t \'— i et les

projections a , S , y de la vitesse de chacun des points tn,, par —:t^\ — i.

— ?, \'

—

I, — 7,,
\'— I. Les expressions ainsi obtenues sont les équations du

nouveau mouvement que prendraient les mêmes points matériels si. placés

dans les mêmes conditions initiales, ils étaient sollicités par des forces res-

pectivement égales et opposées à celles qui produisaient le premier mouve-
ment.

Démonstration. — On peut emplojer les équations aux multiplicateurs de

La^range. et y changer t en t \l— i ; on renjarquc alors imméfliatement que cela

rexienl à clianger de signe les projections des forces appliquées et à modifier les

multiplicateurs.

On peut également se servir des équations de Lagrange

d_

dt '̂^1.
0„

à
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'r csl iiloi's mil- fiiiiclioli lii>iiiii;;(-nf i-l ilii M-nind <lc;;i<- «If //' t/', , c/^ ri l'iiii

vnil iiiiiiii'-iliali-iiiciil i\\n- cliiiii^ei' t on t \''— 1 revient ii rliiinfjcr Q en — < », .

I '<sl-à-iliii> il <li;iii;;tr Ir sens des forces ;i|>|ili(|nécs ( AiTKl.i.. Comptes rendus.

t. I.WW II. 1S7S. |,. ,n-\).

I.j. A/t/>lic(ifiim (les lytintinns f^'i-nérales du n" '(•' ' '' "" corps solide qui se

meut parallileiuent à un plan fixe. — l'ionons nminic plan de la (isure le plan

lie la eourbe dciiili- par le reiilre tie gravili'-. Soient, dans ce plan, dcnx axes

lixes Ox et (>.)', ; et r, les ruordunnêes de (i. H siiflit é\ideninicnl de connaître

le nu>u\enienl de la li;;ure plane (P), section du corps par li- plan a; Oj)'. Appe-

lons alors l'an^jle (|ue fait avec Ox un ra\on (lA inxariabienient lié à cette

ligure plane (!'). et M/.- le moment d'inertie du < nrfis |i;ir riippnii ii l'aNC niern-

par G pcrpendiculairomenl au plan xO y.

Le monvemenl du corps autour du centre de gravite G est une rotation autour

d'un axe (ixe dans le corps, la vitesse angulaire do rotation étant 0'. On a donc
pour la fonction S, calculée dans le mouvement rlu cor|)S autour de G,

Donc

.S = ^ [5"^-+-T."--i-/.-0 --T-...].

ciii il osl inutile d'écrire les lermes ne contenant pas les dérivées secondes.

K'aulre part, si l'on appelle X,,, ^„ les |)rojectiniis de la résultante générale des

fort;es appli(|nées, cl .N„ la somme des moments de ces forces par rajiporl à l'axe

mené par G pcrpeiuliculaircmenl au plan xOy, on a

2] ( \ '^x - N ô^- -- Z Zz ) ^ \„ o; + V„ ôr. N„ '^O.

F^e cor[)s n'étant supposé soumis à aucune autre liaison, les |>ai-afMétres \. t,. 6

simt indépendants et les équations du iiiouvenienl sont

dS _ ^ _ V ^^ - \
f)\-

~ "' &r: ~ "• or ~ '
"'

M ;' = X„. ^l f." = V„. M Â-'O" = N„.

< >n retrouve ainsi les équations que donnent immi-diatement les tliéorémes

gi-néraux.

Kl. Calcul de l'enerf^ie d'accélérations^ pour un corjis solide mobile autour

d'un point fixe i). — Rapportons le mouvement du corps à un Irièdre trirei-

lungle Oxyz, d'origine O, animé d'un mouvement connu. Soient ii la rotation

instantanée de ce iriédre. I'. (), \\ les composantes de cette rotation suivant les

axes Ox, <) >', <)-; soient di- menu- ».) \.\ rotation instantanée absolue du corps

solide, />, q. r ses composantes suivant les axes Oxyz.
Nous avons trouvé (n° 'iG(i), |)iiur les projections J,. .1^, J. de l'ard'léialicui

du point m. des expressions de la forme

J,--^ - xiq'-.' r-)-^y[q{/> - I') -i-/;0 — /•' ] ~ z[r(p - V) 4-/.K -h v|.

On a lie même, en pcrninlanl, .1^ et i.. Faisant la -ommc de^^ carn'», on a J-,
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S - - V /«(J:c -4- Jv -i-Ji).

Dans cette somme liguicnl comme coefficients les moments dineriie

cl les produits d'inertie

myz. -y: m :x, m xy.

par rapport aux axes Oxyz. Ces six iiuanlités seront, en général, variables avec

le temps, puisque les axes Oxyz se déplacent dans le corps.

Actuellement, les paramètres sont les angles qui fixent l'orientation du corps

autour du point O : les quantités p, q, r contiennent les dérivées premières de

ces paramètres par rapport au temps; le triédre Oxyz étant supposé animé d'un

mouvemenl connu, P. Q, l{ doivent être regardés comme des fonctions connues

du temps; les dérivées secondes des paramètres ne figurent donc que dans p',

q\ /•'. Alors, d'après une remarque générale, il suffit de calculer les termes de S

qui dépendent des accélérations, c'est-à-dire de />', q' , /', car ces ternies seuls

dépendent des dérivées secondes des paramètres.

Posons, pour abréger,

et désignons, pour un moment, par a, 6, c les sommes \ mx"-, \^ niy"-^ \ mz^-.

On peut écrire

+ *[(r' - R,- vr/>)^-^ (// - P, -+- <7/-)^l

+ c[(/>'- P,- /•7)'+ r<7' - 0,-- ;•/?)=]

- oD[(9=- /-)/?' --(^'-Q, -/>/•) (/•'- R,-/Jr/)]

-2E[(/--/>')7'--(;-'-R,-7/,)(y/-P,- qr)\

-iV\{p-'--q-'-)r' - (p'-P,-^ rq)
(
9'- Q, - r/J )]--...

.

Développons et ordonnons par rapport à p' — P,, q' — Q,,
/•'— R,, en remar-

quant que

6 -r- c = A, c -^ a = B, « -^ 6 = C,

6 — c = C — R, c — « = A — C. a — 6 = B — A;

nous pouvons écrire, en laissant de coté des termes indépendants de p'
, q\ r'.

(•9)

2S = A(/>'— P,)=-^ 0(7'— Q,)--h C(/-'— R,)-

-^D(7'-Q,)(^'-R,)-2E(/•'-R,)(y-P,)
-2F(/7'-P,)(7'-Q,)

-+-2[(C-B)7/- ~T)(q'-- r-) - Epq ~Vpr]{ p' - P, )

+ 2[(A-C)/-y9-E(/--yj=)-F7/--D7/>](7'-0,)
-- 2[(B - A)/77 - F(/>=- 7=) - Dr/, -^ E/-7](/-' - R,)

Pemarque. — Si les axes Oxyz sonl /ixes dans l'espace, on a

P r^ O = R = o ;

I

I

i

I
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par Miite

P,= 0,= H, - o.

Si lis axes sont //.res dans le corps, on a

V />, i} ./. H - r,

tl'oii encore

( \l'rKl.L, Journal <fc Jordan. 1900).

17. <}iii'I est, dans un suliilc en iiHHivonii-iit, le lieu des points A posscdanl la

propriété suivante :

L'énergie d'accélération absolue S du corps est égale à l'énergie d'accélé-

ration de la niasse totale concentrée en A, augmentée de l'énergie d'accéléra-

tion calculée dans le inouicnient relatif du corps autour du point A.

(A. Di: Saint-(Jf.hmain, Comptes rendus, 1901.)



ûiif» I) V N A M 1 u i i; i> i- S S V S T i: M li s

.

CHAPITRE XXV.

ÉQUATIONS CANONIQUES.

THÉORÈMES DE JACOBI ET DE POISSON

PRINCIPES D'IIAMILTON, DE LA MOINDRE ACTION

ET DE LA MOINDRE CONTRAINTE.

I. - ÉQUATIONS CANONIQUES.

470. Transformation de Poisson et d'Hamilton. — Nous avons

vu à la fin du premier Volume, n"^ 291 et suivants, comment on

ramène les équations du mouvement d'un point prises sous la

forme donnée par Lagrange à la forme appelée canonique.

Une mélliode identique s'applique aux équations du mouve-

ment d'un système holononie quelconque dont la position dépend

de k coordonnées ^,, ^o, . . ., qi^. C'est ce que nous allons mon-

trer rapidement, en renvoyant, pour tous les détads du calcul, au

Chapitre XVJ, dans lequel les calculs sont développés pour le cas

de A- = 3.

Les équations de Lagrange sont

^ ' dt \fiq[J Oq., ^ ' ^' dt ^
' '

Prenons, d'a|)rès l^oisson, comme nouvelles variables, à la

place de ^',
,
q'^, . . ., «yÂ, les quantités

àT dT dT

àq^ dq, Ôq^.

Ces équations étant linéaires par rapport ^ q\, . . •) q\ [)euvenl

être résolues et donnent, pour ces quantités, des expressions
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liiK'iiircs l'ii />(, ..., i>i,. \o\(»iis ce (|iir (lc\ niiiiciil les ('-(ni;!-

lions (i) (|(iaii(l on fini ce (linii^cincnl de \ ai uililts.

Laissons ht N.iinihlc / coiisliirilc cl ildiinoiis :iii\ vin iiiLIc^ (j v\ p
(les accroisscincnls iiiiiiiiiiu'iit pclils, arljilraircs, in(lô|>cn(lants

oyelo/j; il en n'-snllc |)()iir les (j' des accioisscincnls oy' (h-linis

par les rt'lalioiis ( >. ) sii|)[)Oséos résolues par rappori aii\ ij'

.

La foiuiioii 1, i|ui (lépciid îles lellrcs y el y', siijtil alois une

\ arialion

^ 1)11; ' jL^ ii(l'.,
' "

()u, en verln des écpialions (:^),

ee ([i! on peul ('crire, on posant K --^ ^p^ij., — T,

^ Oq-,
'"^^'

' ^ 7/ V

( )n a ainsi une première evpression de la diHéicnlielle totale oR.

Supposons, d autre |)arl, K expriuK' au ni(>vên (\\\ nouveau

système de variables yv, />/• Quand, t. restant eonstaol, ces va-

riables subissent des vaiialions arbitraires oy,^ t;l ^/>v) *^n ^

oK 2é '^ '''''' '" Z. TTTT ^l'-'
Ofj, Op'>

(>ettc nouvelle expression de oK doit èlie ideiitupie à la précé-

dente, (piels que soient les oy et les Zp ; on a doue

C^)
o'V <J\\ , <)\\

Dans ces écpialions, les dérivées partielles de T sont prises en

su|)posanl T e\|)iiiné à l'aide des // et des y', et celles de K en

su|)posant K. exprimé à l'aide des y el des p. D'après ces rela-

tions (.)), les équations (1) de Lagranj^e prennent la foiine

(V)
lit i)q.,

fi(/., _ OK
(V = I, '2, / ).
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Ces équations du preniior ordre détermineront les variables

pt, Pi, . . ., />A, ^1, 72) •• -1 '/A en fonction dn temps.

Dans loiit ce qui suit nous supposerons que les composantes

suivant les axes des forces appliquées, autres que les forces de

liaison, soient les dérivées partielles, par rapport aux coordon-

nées, d'une fonction U des coordonnées et du temps; cette con-

dition sera réalisée, en particulier, si les forces appliquées dé-

rivent d'une fonction de forces, mais alors U ne contiendra que

les coordonnées et non le temps.

Dans cette hypothèse, comme les coordonnées des différents

points du système sont des fonctions des paramètres q,^

q.2, •••) Va et peut-être du temps, U est une fonction de (^i,

</25 •••5 ^Aj ' ne contenant pas les lettres /?v, de sorte que les

dérivées partielles -— sont /miles; on a de plus (>v=^ -^— Posons

alors

(5) K-U = H,

^ _ _ d\\

ou s aurons
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fonctions liomoy;fnfs, on a

ÔT

car p., csl «'i^al à —^ . Dans ce cas la fonction K (JcvitMit

K - S pyrjl^ -_ T r- ^.T — T r^ T.

Il - k - L =T— l.

cl I on a

Dans ce cas, les calcnls (uTil laul (aire ponr j)asser de la forme

cniadratiqnc T exprinit'c en r/\, .... y^ à la forme T exprimée

en />,, ..., />/, sont identiques à ceux que l'on fait pour |)asser

d'une forme (piadralirpie à la forme adjointe.

Cris où, les lidisons étant inch'pendaj^tcs du temps, il existe

une fonction des forces; intéi^rale des forces vives. — Aux Iiv|jo-

tlièses faites dans le numéro précédent, ajoutons la supposition

qu'il existe une fonction des forces, c'est-à-dire que U dépende des

coordonnées des ditTérents points et non du temps. Alors, comme
les expressions des coordonnées en fonction des q sont sii|iposées

ne j)as contenir /, U devient une fonction de^^r,, ry.j, ..., y/;, ne

contenant pas t. Dans ce cas, le théorème des forces vives conduit

à rintt'grale

T - U - // ou H = A.

C'est ce qu'il est facile de déduire des équations canoniques. En

elTet, actuellement, la fonction H == T — U ne contient pas expli-

citement /: elle s'ex|irimc uniquement à l'aide des variables t/., et

/>v- Pendant le mouvement, ces variables cy,, et />,, sont des fonc-

tions du temps, H devient, j)ar leur intermédiaire, une fonction

du temps, et l'on a

^ l,^, 7/r
~^

'fJp'., ~dï )

mais, d après les équations canoniques, chaque terme de la somme

du second membre est nul. Donc, pendant le mouvement, on a

—r- = t),

dt



joo t) V N A M i(,i r i: m: s systè.mks.

Iirm<ir<iiic. — Si II conlcniiil t'\|ili('il('iiuMil /, on aiifail

'Tît ~ 2d\'d(/'., dt ' i)p,, dï )
"^

()t
'

V

la somme élaiil nulle en veilii des é(|iialions eaïuîniqncs, on

trouveiait
d\\ _ on
dt ~ Il

'

La Iransforination de Poisson-Hanii/toii est toiijoui's possible. — La

traiisfonnalion repose sur la rcsolutimi des ('quations (2) linéaires en q\^

c/'.,, ..., cj'/.. 0\\ iiiiMiii'c, comme dans le n" ^94, (|iie le iléterminani des

coefficients des inconnues </;^ ne peut pas être nul.

II. - THEOREME DE JACOBI ET APPLICATIONS.

171. Théorème de Jacobi. — Le lliéorème de Jacobi s'applique

à des équalions de la forme canonique dans lesquelles H est une

fonction cpielconque des variables ^v? /'v et t. Nous écrirons cette

fonction

H(/^i, />., ...,/;/,; </,, fji, ..., 7/,, t),

en mettant les variables en évidence. Le tbcorème repose sur

cette remarque (pie les équations canoniques sont les équations

des caractéristiques d'une certaine équation aux d(''rivées par-

tielles du premier ordre : il ramène l'intégration des équations

canoniques à la recberche d une intégrale complète de cette équa-

tion. Voici comment on peut énoncer le théorème :

Soit V('(luaLlon aux défwées pai'tielles <lii picniiei- oïdfe

<)\ ,, / o\ <)\ <)\ \

qui déjiiiit V en fonction des vafiablesqs ,70, . .
. , y/,, ^, regardées

comme iiidépenda iitcs . Si Ion connciît une intégrale complète

(C) V(7,, 7,, . . ., YA, ^; a,, a., . . ., «A j
-H<''>rist.

de cette érjuation avec A constantes arbitraires a, ^ a.,^ ..., ak

dont aucune n'est une constante additive, les équations finies

du mouvement^ c'est-à-dire les intégrales générales des équa-

f
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tio/is CO/lo/l/i/urs, sn/i/

(J,) -—r-.fjf, ^ I, .... - l,^
0(1

1

Oa-, dfti,

, ,
o\ o\ oV

(J.) /.,==-—, p.,^ J,,^^.
,

Ofjx Or/., Oqn

ii\ec -.kU coiisldnlcs ai hùralrcs c/,, a,, . • ., ft/,
; A,, A^., . . .. A/,.

Mous avons, cJ;ins le ii" !2t)7, tléinonlré ce ihrorcine clans l'Iiypo-

ihrse (|iie le nombre îles vaiiaMes y est 3, (/. ir= '.\). La nit-me dé-

nionslr.ilum s"a|)|)ll{|iu' l(l<Mili(|iM'n)ent au cas f^énéral où /»• est un

fiilier i| ueleon(|ue. Il esl inutile de revenir sur celte démonstra-

tion. Le tliéori-me général doit donc être regardé comme dé-

montré : les é(|uations (J,) donnent <ji,rj.^^ ..., rj/, en roaclion

<Iu leiups et des •>./,• constantes (/., eib.,; ces expressions définissent

le mouvement du système; les équations (.L) donnent ensuite les

variables auxiliaires />,,.

M"!. Cas particulier où / ne figure pas dans les coefficients de

léquation de Jacobi. — Lorsque L ne ligure pas dans les coeffi-

cients de ré(|uation (J), on peut vérifier cette équation ]iar une

(onction de la foiyne
\' - ht -r- N\

,

Il tlésignanl une constanle, et W une fonction de ryi , cj-,. . . .. (jh

indépendante de /. En sidjslituant celte expression de V dans

I é([ualion ( J), on a, j)Our (b'-lerniiiier W, l'équation

/ .,
/^'^^ '^^\ ^W \

(J
)

— A — Il -— , -— , •• -, -— ; «7,, <7£, . ... y/, ) =o.

Il suffira de trouver une intégrale complète de celte étpialion (J')

^^ (71- 72, • • -, 7/. ; «ir «2i •, "k-\, Il ) -i- const.,

conlenant, outre //, (A — 1) constantes r/|, a,, ..., (ii,-\ dont

aucune n'est addilive. On auia alors, en ])rcnaiit

V = — ht -r- NV( 71, '/. y/, ; «I, "i, . • ., «/.-i, /i),

une inlégiale com|)lète de lèqualiun d»; Jacobi avec les / con-

stantes ^/,. </o, ..., <n X, li^ dont la dernière remplace <ii,. Les

équations finies du mouvcmenl (Ji) et (Jo) deviennent alors, en

A., 11. 26
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désignant la conslanlc b^ par — /,),

,,,, 0\\ , cAV o\\ OW
^ ' i}ai Oai <>(ik-i '>'''

h.,,
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•^, <|iii jiiiiriil 11- lu II- lie 1/,. y,, yj, //,, y-. I.f ^ du < riil If lif ;:i ;i\il<- i>l li<;

il par la rrialion ^ — /cusO. Pour al>rr;,'rr l'iTiil me, iiiiu> -uppo-fiuiis

qu'on ait pris la masse de la toupie pour uiiit('- ( M — i). La lieiiii-rorce vive

est alors

T = il;'*-^ t/î— (/- siii'-O ~ A jO'î-T- A siir^OVî-+- Ci o' -^ -V cosO^îl.

haulie part, la fmicliun «les forces est

U = — A'/cosO.

iT
Los vari;il>l«'^ //., ^mW tlt'lliiirs n;ir les (miu;iI iniis />.. — «mi suiit i<i

(•)

/'i

oT
.^1 -5 1 /'2 = —; = T,

OT
/J.l = ^, = C ( o' -H -y CI IS I,

/>i= —TT = A sin-0']/ -+- C cosOcj -!-•!>' cosO),

p-^= —-; =(i^ snr^O — A lO .

Il faut résoudre ces équations par rapport à ;', r/, 0', o' , •!/'. <>ii ;i jinnn'-

diatenieiit

; =/'n /^',

/-'siii-0 — A

Kn portant ces valeurs dansT et remarquant que, T étant liomoj,'èiie en

7',, 7!, 7j, on a actuellement H = T — U, on trouve

II i>\^ in-^
pi pi . (/>i— /?3 COSO )!

/^siu^O-^A C Asin^e

(Ml pouiiait alors t-crire les é-ijuations eaiioniipies

'/cosO.

r/- _ <y|l

7/1 ~
ôpi

~ ^'

(h ,j\\

= P

I 3 )

(U Op.,

«h ô\\ /A, (/'i— />3eosO)
—T- = =^ -r- . ^, CosO,
dl Op^ (, Asin^O '

d'\f ô\\ pf, — />, cosO

7ït
~

dpi
"

X^in*ô '

<h _ 0\\ _ /;.,

TTi ' i)/Jl

~
/îsinï'O — A

'
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puis

(4)

où nous Minons pas ('cnl ('\|ili(ilciiit'nt la

d, =
.r,

^ "'
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o\
Kii -lll)^tilllalll trll<' valeur «li- V ilaii> H>(, ri rnnai iiii.ml .mk- —t- i>l «"^^al

à I" ( ') I, i>ri a, |iiiiir ililrriiiitirr l'^O), riNjuatinn

I
'î( 0) — (/- >in20 - - A ) >h — »a'/ i-..r,0 — n- — a-

TT-ÂTbj^''^-"^^"^'^'*1
( )ii a iloiii', <-() iiili-;:rai)l

,

F(0)= / v^/*siniO— A v^ê r/0,

où I (Ml a |»(is<', [l'uir alii<-i;iT,

(i \ !-iii-')

< 'il a aillai I iiM<-i;rali: CDinpIctc

\ — — /il — ai ; H- aîr, -T- a.-}^ - ''r. •!/ - / \t-~in'-'>- \\ 'f<K

avec cinq constantes /<, «j, «j, as, «^ dunt aucune n i.>l .nlilitivr. Les

équations du mouvemi-nl sous foinn- finie sont alors

oh
— /u { [X = \ , A, '),

i J.

On a donc, puisque H de|)end de A, «i, «i, «3, «;, en diflcrentiant -ou-

ïe -i;:n.'
I

.

^-'J
\J l^- sinMj-r- A

^7
S) = 6,

v^e

V/ssinîO-H A

\/e
dh = bi,

-j
y/l- sin-îO -^ A fa

VH
-4 - ,.. ( a; - a, cose j rfO = h,

I
(. A sin-O J

/
y//- sin-f) -;- A ( «i — «3 cos )

V« A sinîf)
,/". - A

/
y/Z^sin^O-H A

70 --. / - la.

I,es<[uatie |ti eiiiièii'» équalioiis dirwii»-i'nt la -uile des |)0>ilions de la

toupii'; la dernière donne le temps. Kii l'eniplaçanl la dernière intt'-f^rale

|iar t — ^i, dans les deux preinièn» ('fiualiiMis, i>n les met sou- la fornu;

; — Oi = (liU — /„;, T, — b., — a,(l — l^)).

< 'n retrouNc ainsi ce résultai que la projection hori/.ontalc du centre do

i;ravili'' se meut <i'un mouvement rectili-Mie uniforme.
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l-]iiliii, -i Inii vcul 11- i\|ii'c>si(iiis sons rdiiiic lini(" des \ iiri;il)lcs p^. />,,

'A'
/*.,, /»j, /<5, il laiil ('ciiic />^j= -— : cr qui (luniie
' • ' Oq^j

/>3 = 'Ji- siii-îO H- A y/w.

•t" Exemple dans lequel les liaisons dépendent du temps. — A|i|ili-

quons cftti' inétlHide au |>rol)lèm(' du n" i^hi.

Mouvement d'une barre homoî^ène pesante mobile sans frottement

dans un plan qui tourne, avec une vitesse angulaire constante m. au-

tour d'une verticale fixe du plan.

I.n pnsitinn du s\stèino dt''[>ond des trois paia mètres ;, v,, qui joueront

II- rôle de </,, q^_, 7,.

Supposons la masse !M prise pour unité; on a, comme nous lavons

trouvé, les expressions suivantes de la demi-foree vive absolue cl de la

fonelion des forces :

T = - (
t'2 -+- r/2~ A-2 0'2 -f- w2 /-î cos2 -K oj2 i2

^.

U = g-t,.

Il faut poser
d-X dT dT

ce qui donne

P\ = ;', /'2= ^', P3= /'-O',

équations qui sont immédiatement résolues par rapport à ;', r,', 0'. On doit

faire ensuite

K = pi; — Pi t/ -^ />3 0'— T,

ce qui donne, en remplaçant ;', r/, 0' par leurs valeurs et réduisant,

•<= i(^H-/,i-^:^-.o^^2eos20-co^t^j.

Enfin la fonction H = K — U a pour expression

H - ^(^p^^pl-^ ^_oj2A2eos20-w2ïA-^7;.

Les équations canoniques seraient alors aisées à écrire; on vérifiera

qu'elles sont identiques à celles du n" 455.

Appliquons la méthode de Jacobi. L'équation anx dérivt'-es partielles est

0\ I r /
^^' \ ' / ^^"\ ' I / '^^^ \ '

-, / > o n ^ -2

1
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Km l'fM rivaiil

on npcrriiii mic iiilt';:i;ilt' prcniirii' de hi f.irmi'

V = - /,/ ^ F, (
t

, + l\jr, )
-^ F3( ),

les fonrtii>ii«- F,, F-,. Fj <l<'s ViiiiiiMcs ;, r,. M'iiliiinl iiliniicjUfmiiil

rc(|iiiiliiiii

^//^['•rfU-'-^-r F;î(Tl)-u^r;]

pF32(0) — WÎA2c..s2el =

Cumiiif, (l;iii> l'cqualiou au\ (iLiivi'cs pai tirllcs. les variables ;, r,, soiil

regardées edinnic inilépendantes, cette relation ne peut avnir lieu que si

chacune des quaiititt'-s entre cnxhels est st'-paiémenl constante. II faudra

donc prendre

V'fi'^) — c.i2ïi= -icf,, FV-(rj — Affr^ = •<«,,

d'uii. en sul)^titllant.

v:; F'3- (b ) — (u- A- cos- b = -i/i — i «1 — 2 rtj.

(ies «-quations doiinenl F,, F». F3 par des quadiaturcs et l'on a i'intt'i,Mal<

complète

\ = — /i/ —
I

/u)îç*-(- -zaï dl -^
I

<JigT^ —-'laidr^

-f- /.- / v/w«/,2eMsî6 — •>// — 2a,— ^«2 </0,

avec le^ trois constantes <7|, a^, h dont aucune n'est adilitive. I,es é(|ua

tioii» du mouvement sous forme (iule sont alors

el

-— = 0,, = Oj
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ce (]iii (Idiiiio. en (U'sii^iunil |iai H la (iiianlitt' «)'-A-co^'-l)-{-r/i — ?.(!]— >.Oî,

'/- = '-'••
j/0

7^

Ces équations donnent ^, r,, en fonrtion do t et de six. constantes «i,

rt^, //, 6i, bi, (q. On peut écrire les deux premières, en tenant compte de

la Iroisième,

/ ^ =r = / — /»-i-6i, r .

^'' — = t - t^^ bj,

iWm l'on tire pour; et •/; des expressions i(liMiti(|ucs à celles que nous avons

trouvées ( \\° 4,'),") ).

Les valeurs de />i, p^. p^ sont enfin

'A' ^^^^ ù\ ,

c^r,

igr, -^ nii

ÔW
P^=^ = ^-v^-

iT-i. Théorème de Liouville. — l^iouviilc a indiqué un cas très étendu

où les équations du mouvement s'intègrent par des quadratures. Considé-

rons un système sans frottement dont les liaisons sont indépendantes du

temps et dont la force vive s'exprime en fonction des paramètres (ji.

fji, ..., gk sous la forme

2T ==(\, A, A/,)(B,r/'r-+-Bo7'22 ^^kq'/n,

où A, et B] simt des fonctions du seul paramètre cji, A2 et Bj du seul

jjaramètre «72, et ainsi de suite. Le mouvement de ce système peut se cal-

culer par quadratures quand aucune force n'agit sur lui, ou plus générale-

ment quand les forces actives qui s'exercent sur lui dérivent d'une fonction

de forces U (^1, g»», . .
., g/c) de la forme

L = U/.

A, A/

L'i dépendant de cji seul, ..., Uv de ^v seul. Un cas très particulier de ce

théorème a été indiqué à la fin du premier Volume (n" 30.").

La méthode de Jacobi donne immédiatement le mouvement cherché. Les
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>.'ii'iiilili'^ y.^ viiiit ai'tiii'lli'iiiriil <l<'rnii)'< |i;ir

"'/'J

Tiraiil lie li'i Yv I"""- le |iiirt<r ihm^ T <t ii-iiiiii i|ii.iiil c|mi' il — T -- U,

car r ot lntiiiui,'èii<' pai' lapimil aii\ y', nu ,1

A,^ A,-T-...-T-A/,
I

•>. ^ H, ÏU \ij

L'i''i|iiiitiiiii aii\ (li'iiMc< |iail ii'lli-s de Jacnlii (lc\ icnl 1 h pu., ni v fa i -a lit

V =- lu ^- W .

- ^ - xTTÂri—iTÂi-2 [^k (^ j'-
^ ' h "•

ICIlo admit une iiilt'';,'iali' cnniplt'lr ili- la foinic

(7) \V = V,~V2^...^V,,

«III \'i ili'|>iinl uni(|iitMiii-iU ilo Y,, Vo (le (721 •••) V/t de «/A- En effet, substi-

tiiuiis cette valeur de \\ et chassons le di-noiiiinatciir, muis aiirnns une

l'qiiation qu'on peut écrire

,
// A ,

— > l
I /d\.,\^

B., V cl<j

1 /rfV/.\2

— :a//A., 7L.,

— -y— — ViA A/.— -.'.l A = O.

La première parenthèse dépend uni(|iieiiieiil de y,, la deiixièiiie de

ifi etc. <!(>mme, dans l'éiiualion aux dérivées partielles, ces variables

-iint indépendantes, la dernière é-qualinn ne peut être satisfaite que si

chaque [laienthèse est si'-paré-rneiit constante. ()n doit donc avoir

les lettres (t^. ''.», ..., «a dési},'nant des constantes dont la soinme est

iiiillc : k — I de ces constantes aj, «•>, ..., «/._i sont donc ari)itraires et

l'on a

On a alor>;, en inté-j^rant,

"/.-i ).

Vv — / v'''îv /J' '' A'— ^- tJ V— -2 a-, dq,.
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Kii rompliiçaiU dans l'oxpicssion (7) \'i, Vj, ..., X^- par ces valeurs,

(•n obtient une inléiriale complète avec /r constantes arbitraires «i,

(u, ..., <T/i_i, II. Les équations Unies du niouvenient sont alors

= b, = t - /„ (a = i,i, . .../. — i),

c'est-à-dire en elTectuant les dérivations et se rap|)(danl la relation (S)

J /a A A jji
-}- 2 Ujj. -4- >. rtjj. .

'
\/-2 h A/ -f- 9. U/. +- -i «/.

= / — /„

Le problème est ainsi résolu par quadratures.

47j. Théorème de StaeckeL — M. Staeckel a indiqué dans les Comptes
/endus { i>>ij3) une généralisation du théorème de Liouville. Cette gé-ui'-

ralisation sapplique à un système dépendant de /i paramètres : pour ne

pas compliquer les notations, nous l'exposerons dans le cas de trois

paramètres.

Soit A le déterminant

A =
^i(9'i) 92(72) (p.iC^s)

yj((ji} '/ii<h-) 7.3(73)

et fi>i, «tj, 'I>3 les mineurs de A par rapport aux éléments Oj, 02, «3 di; la

première ligne, U'i, ..., Xi, ... les mineurs relatifs à «l'i, •••, '/j-, ••
Supposons que la force vive 2T d'un système et la fonction de forces U

soient de la forme (') suivante

(A) ^T=Af^-^^^i^). U = /, C 7 , )* , -+- /o ( 73) * 2 H- /, ( 7.,) *.f

La méthode de Jacobi va permettre de déterminer le mouvement par

quadratures.

Nous avons, en efl'et, ici

H =—( />f *i -f- />! 1>2 -r- />!*:, )

/.*,--/2*2-^/<'ï':i

Écrivons l'équation de Jacobi, puis faisons-y V= — ht-hW; l'équa-

(
'

) Voir GouHSAT, Comptes rendus, 1898.
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I loi) ( J I « Il W ^"i-i I it

(iln'l(liull» «il r\i>If linr illli'gial»' Cninplitr (II- Il friiinr

w = V,(7, ) — \,(f/i)~ Va (73 I.

Si iioij» oliscrvnn* f|iron :i

Ç, 'l>, -h
'f
,«ï>î-+- Ç3'^3^^ •^- '^1 'ï'i — 'rî

•*'.!— ''fl'^'3^- '» y.l't'l— /.î'1'2 /u'I'l ^ O.

on Voit i|ii't'n |iii'ii;iiil

</7, /
• ' • '

(
77- j =}Afi~ h-';.-^ a, -y, -^ «., 7, . = I- 2 ( r/2 I.

( ^ j
— f-^fi^ li'î:i—a\ 'h — f'i'/.^ » = ''3

^ 73 ».

r<''qiiiition (J'i r«t vt-rifitM' idcnliquciinnt : //. a\. a^ (li>ii;Hciil «ifs con-

stiinles iiibitraiiTs.

\.v nioiivemiMit »^«l alor< di-fini par li'< é^ralitt'-s

^ /ÏMtÎI " /Fj(7i) J /F,(7, )

Lr llit'orèmi' précédent renferim^ le tliéoiènie de Li>>iivilli- coinino ras

particulier. Car, si T et U sont de la forme qu'exii;c le tliéorème de Liou-

villi.', on voit aussitôt qu'on peut toujours les mettre sous la forme (A».

On trouvera une j^énéralisalion de ii- tliéorème dans uin- diuxiéiiK-

Note de M. Staeckel (Comptes rendus. - net. dire 1895 ).

iT(). Application de la transformation de Legendre à l'équation de

Jacobi. — I>;in« la tlu-mii' pi iMi-diiilr mi l'.iit iniirr aux <j rt aux /> dr«

rôlrs dilIVnnlH: mais il est clair (|Ui' dan» If s\slènic tanonique

dff-é Oll di)yi '>H . ,

( I 1 —r- = ' —1— = ;

—

( V = I , a A ) ;

fit <}p-t dt ftffi

les Nariabics yy, q jouent un rôle s\niétriquc, puisqu'il suffit de clian|;er 11

en — Il pour substituer les p aux q et réciproquement. D'après cela, il
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i-st loisil)l(^ (It^ substituer à l'étiuation tli' Jainlii

1,1 siilvanlc

O) II
( /)l, . . . , /)/,, > • • • J -; > M — O.

Si l'on connaît iino intrirralc oiMiiplète ^\ ^t.,l>\^ ...,/'/., <^ii •••) «/.) do

cette dernière équation, on posera

()W '>\\' <)W
^

.-— = r,, . . .

,

-— = r/,, r/v = —

—

(v =r I, i, . . . , /t ),

et ces égalités tiéllniront les intégrales générales de ( i ).

Il est bien facile d'ailleurs de passer de l'équation (2) à l'équation (3), en

substituant aux variables </ et à la fonction V les nouvelles variables p et

la nouvelle fonction W liées aux premières par les égalités

--1

En répétant le calcul à l'aide duquel nous avons ramené les équations de

Lagrange à la forme canonique, on voit que ces formules entraînent les

suivantes :

f/., =

<^) ^-ï"'^-^-

0\ _ 0\\

Ot
""

ot

Le changement de variables ( \) transforme donc l'équation (2) en

l'équation (3). A une intégrale complète V(7, r/|. . . ., ^/^, rtj, . . ., ak] de (2)

correspond une intégrale complète W(/,/Ji..... /v/^.
; ai, . . ., a/.) de (3j,

et l'on a les relations

^V _ ^
Ocu, do;

l.es équations ^= b-,, /?v = ( v = i, 2, ..., A) entraînent donc hien
Oa.j Oq.,

les équations
o\\ _ _ (AV

oa-,
~ " ''^

op.,
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\.,i I laiofoniiation (4 ) csl ii|)|>rlt''c traiisformiilion de Le^'cnilre. (J'ot

l.i |ilii» ^\in\)\f {\i--< Iraiisforinalinns (le ronhict. doiil on I rouvriii lu tlit'-oiic

(i;iii- !'( >iim;ii;i- <\i- M. (kuii^.iI : Sur les i i/uiitiiins dii.r (/r/t\-i'fs /xtr/irl/rs

III THÉORÈME DE POISSON.

ÎTT. Généralités sur les équations différentielles. — (lonsi (!(•-

rons les (''(|iiiil i(iii> dillt rtiil icllcs du iiioiiv ciiiciil >(nis la loriiK-

ran()iii(|ui;

L'iiilci;iali(iii (le ces r(|uali()iis (loiMir les ([iiatitilcs y , , y ^.

'/Al Pi-i Pli •, Pfi en fonction de / et de 2/, conslanles ar])i-

tiaircs. On a|)|)olle inlrgiale piemirrr des équations difléreii-

lielles du nionvenuMil loule relation de la (orme

./( 71. <li' • • • - 7/.' /'i, Pi, •• l'h, O = C,

(|ni est vc-nliée par un système (|nelcon(|ne de fonctions
(f.^

el p^^

satisfaisant au\ (Mitialions (i). En d'aiilri^s Iciines, le premier

membre /('/i, '/j, .-., 7a< /'i, />j />a, /) tic rinléf;rale i)re-

mière est une fonction des (j.,, des /a^ et de /. qui reste constante

pendant tonle la tlurre du mouvement, et cela (pielles (juc soient

les conditions initiales. Il est évident que, si f -.:= G est une inté-

grale, il en est de même de F( /"* ^ ^ (.'
. V étant une fonction de/'.

Deux intégrales premières

./"i < 7i- 7j. • • • . y/.- /M, /'i. • • • /'/,. / )
- Cl, /., = C,

sont dites disl iiiclcs si lime des loue! i()ii>, /"^ j)ai" exemple, n'est

|)as une (onction de l'antre, c e>l-à-(iire > il n Cxisle pas une rcla-

litm lie la foiine

/2=F^/".).

l:^n général, n intégrales |)remirrcs

(i) /,= <M, /,-C,, .. . /„-r,„.

sont distinctes si aucune des fonctions,
/j^. par exemple, m- jx'iil

s'exprimer en fonction des autres, sous la forme

./"a- IM.A,- ./^ /^.-i../a-|. ...,./',/).
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Il est évident que, si Ton coniniit it iiilc'gralcs premières, telles

i|tio (>), la relatiiui

1m/. .A /.) = C

est encore une intégrale première; mais elle n'est pas distincte

des intégrales (2).

I^orscju'on connaît xk intégrales premières distinctes

le système (1) est intégré, car ces o,k équations simultanées défi-

nissent </,, ^/j, . . ., <7a, />)? P2, 1 fk en fonction de t et de 2/,

constantes arbitraires. Les équations (1) sont intégrées.

Intégrales quelconques. — On dit en général qu'une relation

de la forme

/( (jx, (ji, . . . , (//,, />,, />,, . . . , /;/,, t, c,, c,, . .
.

, c,„ ) = o

est une intégrale des équations (1) si elle est vérifiée identique-

ment quand on y remplace les qy et les p^ par une solution quel-

conque du système (i) et les constantes C|, c-j, ..., c,„ par des

\aleurs constantes convenablement cboisies.

Quand une intégrale ne contient qu'une constante c^, on peut

la résoudre par rapport à cette constante et l'écrire

/i (qi, 'ji, • • , y/., Pi, pi, • • • , />A-, = G
;

c'est donc une intégrale première.

i78. Conditions pour que /=<- soit une intégrale première;

parenthèses de Poisson. - Soit

f((JU 72, • -. 7/0 Pu Pl; • -, PA, O = C,
;

une intégrale première des équations canoniques du mouve-

ment (i). La fonction /restant constante, |)ar liypolhèse, ([uand

on y remplace les q^ et les p^ par des solutions quelconques des

équations (1), la dérivée totale de /"par rapport à / doit être nulle :

à/ d(/i df dfj2 0/ dqj^ ôf dp^

dqx dt dq-i dt Oq^ dt àpi dt

df dp,, ()j

ôpk dt ot
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,
rA/y dp.,

, ,
. .

,on, on rcmpi.icaiil —/- et —r- |>;ir liiiis \;ili'iirs (ii cl ('(TiNanl Irs
' iH lit '

Irrincs (liiiis un ;iiilrc (»r<Ire,

i\f 0\\

Ofi\ 'V'i
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une expression qiroii peut écilre

c'esl-à-dire

^ ù'o \ 01 j &^ \<)t I

Aià L àq-, à/h, d/h, 0(jy J
'

• ' — ' -^ , 6 -4- o , '

ùt \>)('/ \'' âf

lli). Identité de Poisson. — Entre les parenllièses de Irois

fonctions associées deux à deux a lieu une identité remarquable

(pii nous conduira ininiédiatemenl au tliéorème de Poisson. Pour

établir celle identité, nous ferons d'abord la remarque suivante :

Soit /' une (onction de q^, q.2> • • -i '//o l>\^ l>i^ • •> Pk-, pouvant

dailleurs contenir /, et A,, Ao, .... A^a des lonclions des mêmes

\ ariables ;
posons

/
-h A/,+2 Y ^ • • •+ A./, -— ,

I àpi dp/.

A(y) signifiant qu'on efTeelue sur /' l'o|)('ration exprimée par le

second membre; puis, en appelant !>,, Bo, ..., B^a d'autres fonc-

tions des mêmes variables, posot)s de même

(6) B(/;==B.f -...+ B,.-f ^B,.,,i^-....-B,,^.
ûqi Oqu Opi dp,,

Considérons ensuite l'expression A[B(y)], obtenue en rempla-

çant, dans les deux membres de (5), /^ par B(y), et l'expression

B[A( /')], obtenue en remplaçant, dans les deux membres de (6),

/' par A(/), la diffihence A[B(/)] — ^^^(yj] '^'' conlient pas

de dérivées secondes de f. C'est ce qu'on vérifie immédiatement.

Par exemple, dans AFBf /')], les coefficients de --^ et -

—

-,— sont

respectivement A, B, et AiBo + A^B, ; dans B[A(/)], les coeffi-

cients de -—^ et — sont les mêmes; ces dérivées disparaissent
dq\ Oq^Oq.^ ^

donc quand on fait la différence. 11 en est de môme pour toutes
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l<'s .iiitiTs (Inivt'-es secoiiilcs. |i;ii- fxcmnil' pniir ——t —
I 'Vi

Ole
0|>^ Op.

(.l'ci po'^t'', sou'iil /, .i, 'L lioi> loiicliDiis (|iifli(nn|ii(.s (le //,,

r/j , .... y/,, /'(,/'... ..../>/,, /. l' iiiiiHMis Ic^ |t;irciil lièses

/, = (o, !,), ^, = (•1,/), •l^-il\-j).

mi l'on |)ciiiiiil(' circiilalicmcnl les Itllio.sy',
'f,

'!<. O// '/ idciiliiiuc-

IIK-Ilt

("l'sl-à-dire

':) (/, ( 0, 'l ») -^ (o, (.i, /)) -(!/,( /, -^ )) = ...

C'est là l'identité indifjuée par Poisson. On pont la vérifier pai-

un ealciil direct ;
on abrège le calcul par la remarque suivante,

ipie nous cm|)runtons à M. Goursat {^Leçons sur r in té f^ ration

des équations aux dérivées partielles du premier ordre, p. i.'Ja;

i8c)i). Chaque terme du piomier ordre de l'identité (j) à

démontrer est le produit d'une dérivée du second ordre par deux

dérivées du |)remier ordre; il suffit donc de prouver que ce pre-

mier membre ne ct>ntieut aucune dérivée du second ordre. Nous

allons montrer, par exemple, (ju'il ne contient pas de dérivées

secondes de J\ c'est-à-dire que tous les termes renfermant des

dérivées du deuxième ordre de f disparaissent. Les termes rcn-

lermant des dérivées secondes de y^ proviennent tous de

c est-a-(lire

(pu |)<'ut encore s'éicrirc

Nous pouNoiis alors poser

r^,/)- A(/., ',/>- B(/),

puiscpie ces deux expressi(jns sont linéaires par rapport aux déri-

vées dey; 1 expression juécédente (<S) s'écrit avec cette notation

AjU'/'l iM^(/;l;

A.. 11. 27
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elle ne iH)Uli(Mil donc |k\s, iranrès ce (|iie nous avons vu plus liant,

(.le (lérlvéos secondes de /.

L'idonlité de Poisson élanl ainsi élal)lK', on en conclut facile-

ment le lliéorènie découvert par Poisson, dont .lacohi a fait res-

sortir toute rini|)ortance :

480. Théorème de Poisson. — Si

o(qi. (J-2, '//• /'!• /': /'/.• n = «,

«!/(7l, f/.,. 7/,, /M. />2- • • •! />/.: ( ) = f>

sont deii.r intcgralcs prcinièrcs des équations du mouvement,

{o,<l) — c

en est une troisième. Puisque '^ r= a et 'l = sont des intégrales

premières, on a identi(|uenienl

(9> (o,H)-^^=o, (.}, H)
'ai

[1 fanl montrer qu'alors (cp, 6) = c est encore une intégrale,

cest-à-dire que les deux identités (9) entraînent la suivante :

En effet, d'après l'identité de Poisson a|)|)liquée aux trois fonc-

tions H, Ci, -l. on a

(H, ('^, 6)) ^ (o, (i, H)) ^('l, (H, o)) ^ o,

c'est-à-dire, d'après les identités admises (9) et en se re|)0rtanl

aux propriétés des parenthèses,

ou encore

((o, 6),H)-^^ii^ = o,
Ot

qui démontre que (cp, 'l) = c est une intégrale.

Il semblerait, d'après cela, qu'il suffirait de connaître deux

intégrales des équations du mouvement pour pouvoir achever l'in-

tégration, puisque de deux intégrales on en déduit une troisième;

il
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vu coiiiLiiiiiiil ctltt' iioiivtllc iiilt';;ral»' avec une des prenurres, on

en auiiiil une (|ualilrine, ol ainsi de suite. Mais il peut arriver

«jue ('^, 'l) se létlnise iil«'nli«pieinenl à une conslanle ou à une

(onction des inléj:;rales déjà ohteimcs. Il en rt-sulte (jne, dans la

|»ratique, le lliéor»''nje, sans être en dél'aut, n'a |)as tonte riMi|)or-

tance (pi'oii pourrait lui attribuer d'après son t'notict'.

iSl. Cas où H ne contient pas /. Remarque sur 1 intégrale des

forces vives. — Si H ne contient |)as /, ce (jui a lieu en parlicu-

liti- (|uai)(l les liaisons sont ind('pendantes du teni|)s et quil y a

une fonction de forces L(//i, 7- 7/,), les équations cano-

ni(|ues admettent l'inlé^rale première

II ^ />,

qui, dans le cas particulier que nous venons d'indiquer, coïncide

avec rinléîïrale des forces vives. Soit alors

'fi'/i-V- 'ih. i>^- i>i /'/., /) = «

une deuxième intéi;;rale première. D'après le liiéorème de Poi>son

(10; (11, ç ) = c

est encore une inléj^rale première. Mais .p = a étant une intégrale,

ou a identi(|uement

intégrale 10) s'écrit alors

ù-3

Ainsi quand W ne contient pas t, si j. = a est une intégrale,

-i = c en est une aetixieme; de même -~- = c en est une
Of ât-

autre, etc.

iJans le cas où '^ ne contiendrait pas /, on aurait identiquement

('f,
H) ^o.

I.,e liiéorème de Poisson, appliqué à l'intégrale des forces vives

li ^ - // combinée avec une autre intéi;rale 'z = a, ne contenant

pas /, conduit donc à une simple identité (-^j 11)^ o.
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Nous rtMi\orrons lunir |)liis de clt'lails aii\ Lcroiïs tic Jacobi, cl

à l'ouvrage de M. Goursal : Sur l' inlri^ration des ('-rjudlio/is aux

déri\'i'cs peu tic IIes

.

iS:2. Exemple. — Pionons un oxtMiiplo tout à fait élémentaire, (Mi cmui-

siili'iaiit If niniiviiHint d'un point libre île niasse i attiré par rorii;ine ()

proportiiiniieliiMniMil à la distanee. Alors ,î', j-, c désignant les coordonnées

rectani;iiliiires du point, on ii

Les coordonnées étant appelé'iîs </i, q-i, </), on a

P\ = 07' P2= y , Pi

H =-- T— U = -^i p\-^ pl-T- pi) ^ ^ ((j\^ (jl-^ fjl)-

Les équations du mouvement sous formt^ canonique sont

dt Pu
dq,

dt
= Pi,

dçh

dt
= Pi,

dp
y

dt '^'-'h-

dp,

dt
= — V-- '';

V--'Ji

dpti

dt
— lJ.-q:,.

I. (Ml a d'abord di'u\ intégrales premières en ap|dii|uant le théorème

des aires à la projection du mouvement sur deux plans eoordonui's : ces

intégrales sont

(11) P3(/l — (/3Pl = C,, Pi 73 — 7-2 />;i = C'\-

Ap[)liquons le théorème de Poisson : en appelant '^ et 'b les premiers

membres de ces deux (-qnations, la relation

(r^'^^

c'cst-à-<lire, en détaillant,

dc/i dp, Opi dfji ù(ji ()pi Op-i rJfji ôcj-^ ôp^ i)pi ôq^
~ *'

est une nou\elle intégrale. En faisant le calcul, on a immédiatement

(i3) Pi</i— qxPi=^ <^i\

c'est bien une nouvi lie intégrale qui expiime que le théorème des aires

s'applique à la projection du mouvement sur le troisième plan coordonné.

En continuant à apjdiquer le théorème de Poisson à cette nouvelle inté-

I
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^r;il<' (Miiil)iiiri' iiNcc I'iiik' <!••> deux |iii'h<''(IciiIc>-. nu ntimiNci ;i l';iiilic. (]<•

tliroii'iiK' iii" (loiuK' i>liis (l'iiili-^riilrs iHtiivcllc-.

II. Le- i'i|u;il ioii- lin iii<iii\ l'iiii'iit iiiltiii'Mi-iit l'iiiti-^i ail' |)n-iiiiorc

facile à vt'-iilirr. < ]<iiiil)iiinii*-la ;i\ic un.- .li- iiit(';;i alo di-^ ain-, par

«'M'inplf iiNcf I i<|iialiiiii (1)1.

Kn »''j;alaiil à uni' coii-taiilr la |iairiil iièsi- ( i •;>
) (nimtr avec le» deux [nc-

mirr^ iii.'inlit r» d.- rc- diiiiiri i-- iiil i';,Malc» (|3) ft (l^), «iii a

ll5) /'i/'J 'y-'h'l'-
~ ''\-

intégrale iiMHVclle. ( liiinliiiioii— la avec riiitt''i;iale de> aires (l3), lions

avons

c'est-à-dire, en tenant rc>ni|ile de (i4).

/>; -f- l^-f/l = «2-

Celte intégrale n'est pas noiivtiie; elle e«l nne eiin^i'-qnenfe des pri-rt'-

dentes, roninie le niontii^ l'identité

< /' i
— '^- Vi" > ' /'• — '^-'/'l ^

- ( /'\ pi -^ ;-i-7i 72
)- -^ i-i-(7i /':;— /'i 72 )-•

F.«'s ('quatioiis ( I 5 ), (l'j) et (tj) entraînent donc l'intégrale «2-

Les cinq intégrales (il), (i3), (fi), (i5) étant distinctes, on ne peut

pas, en égalant à des constantes le~ paunthèses de Poisson formées avec

ces inté'grales associi'>es deux à deii\, id)tenir une sixième inté'grale dis-

tincte, l'ji efiet. tonte* le* nouvelles intégrales ainsi fornit-es sont iiidépen-

<lantes de /, et il nt; peut y avoir que cinq intégrales distinctes ne contenant

pas t : car, s'il en l'xistait six. i Iles donneraient |tour les six variables <7,,

72- 7-1' /'i' /'2' P:i '''"^ valeurs conxtantrs.

\'i'\ous maintenant quel |)aiti on pontia liii r d'inie inti-L'iale eonle-

nanl /.

III. Va\ >e i"e|)ortant aux ('quation* du niouNemenl. on (cn-lale laeile-

meiit (|u'i'lles admettent l'inti'grale premièn-

( iG) |JL<7:( cos <yt — /), si 11 a/ — i^^

coT'.tenant le ieiii|)S. Nous allon- appliipni' le tliéorème de l'oi*sou à cette

iiilé'grale associée succcssivem<iit aux deux intimales des aires (ii). Nous

obtenons ain-^i les deux intégrale* nouvelle*

i ;ji7,cos;ji/ — />,siii ur — ^,,
< '7)

{ iJL^jCosiji/— /'îSinii.t — A'-.-

Le* six intégrales (il). ( i'} ), ( i('> ) et (17) ainsi formées ne sont encore
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|Kis «listiiicti's ; mi vciilic, <'ii ('(Vct, (|iit' rmi ;i i(lciili<|ii('m('iit

Cl ^1 -^ c-i i,'-i -4- C3 .§-3 = o.

Ces six intéftralcs se réduisonl donc à cinq.

Mais aclncllcmcnt nous en trouvtMons une sixième en appliquanl la re-

marque (lu n' iSi. La l'onclinn H ne eunlcMant pas explicitement t, si

ào
(f
= a est une intéi^iale, —^ =z b en est une aussi. Donc de l'intégrale ( i6_)

on déduit iiMUK'dialeuient

( I.S) u«7..,sinîx/ -f-/)3Cos 'xt =/;,

intégrale qui, associée aux cinq j)récédcntes, résout le problème.

On pourrait aussi, des intégrales (17), déduire de même les suivantes :

•9)
[iqi sin ;j./ -i- /?i cos ijl/ =^ fii

u. g > ^'in 11 t -T- p 2 cos [it = /2,

Les six intégrales ( 16), ( 17), ( t8) et ( ig) donnent llnaleinent les six in-

connues en fonction du temps et des six constantes ,^1, ,^2, A'z, Ji, f-i^ fi '

Vq\ ^ g\ P"s \i-t -f-/i sin ]yt.

P\ = f\ <'"S \xt — g], sin \x /,

avec des formules analogues pour ^,5 P-i <'t ^3, P?.- Ce sont bien les inté-

grales que l'on obtient immédiatement en intégrant les équations du

mouvement.

IV. — PRINCIPE D'HAMILTON.
PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION.

-483. Principe d'Hamilton . — IVous avons vu, dans le Chapitre précé-

dent, que, dans le mouvement d'un système à liaisons sans frottement,

on a, à chaque instant /,

{\ »

~dr-

/n -p- -1- L
(W- )H-

pour tous les déplacements virtuels Zx^ 5/, 0- compatibles avec les liaisons

à cet instant. On peut énoncer ce fait sous la f<jrme suivante qui constitue

le principe d'Hamilton.

Donnons-nous les positions Pq et Pi du système aux instants <„ et f
j ;

dans le nK^uvement naturel du système de Pq en Pi, sous l'action des

forces et des liaisons données, les coordonnées a-, j', z des différents

I
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|ii>iiit> ilii sNslciiif M)til lies ruiictimis du l(>iii|is (|ui siitist'uiil iiu\ i-i|iiii lioii^

<lo liaison et i|iii |ii'ciiiu>iil îles valeurs iImiiih'-cs (rnvancc iiii\ iii^Uiiits („ i-l

/j. Soient ./• -1- o.r, ^' -4- 0/, j -- 0- ties rnuclimis qiieleiiii(|ijes de /iiifini-

iiHMil voisines des fnlielinns ./•, k, ^ <|iii e(ines|iiindenl :iii Mn>uveiiienl m;i-

Uirel, ees imiivelii'^ riiii(tic'ii> s;iti»t';ii»iinl «'i^aleinenl ;iii\ i''i|ii;il ion* de li;ii»(in

et pieniinl ;hi\ inslanls /„ el /, le- mêmes vjdeiiis que .r, j\ z\ de eelte

façon, 0^, 0)', Zy sont des ronelinii- de / intiiiimeul petites, s'annulanl au\

instants /q et /[ et délinissanl, dans riiitervalle, des d<'-|daccnients eompa-

tildes avec les liaisons. Dt-sifiiinns par T =-.}- il /»(.?'* -4- j^'^ -+- z'^) la demi-

loice vi\e du svstème dans le mouvement natuitd nu réel du >\>l(''me, et

oT la variation que -uhil cette t'oice \ive (piaiid ./•, )', - sul)i->eul les va-

riations ^./. 01, oc deliiiie- phi> liaul. I.e piincipe d'Hamillon consiste eu

ce que l'iMic^ialc

0-"^ = /
I
oT — 1 ( \ o.r _ Y oj' -T- Z r,z)\Jt

est èf^alc à zéro, pour tous les s\ sternes de valeurs des o./', o>', oc -ali—

faisant au\ conditions indiquées; la somme X (i^^uranl sous le signe / est

(•t<'ndue à toutes les forces données autres ([ui' les forces «le liaison. Pour
démontrer ipic o-"> est nul, remarquons que oT est r'j^al à

Or, on a

I,nH x' ox'— y'oy' -T- c'oc').

/ /n./- fjx dt ^= I m —,- —— al = I ni—r drtx,
,
/ .'. <ll dt ./ dt

'

% dx . . , f/o.r
car —r- est l'^ale a —r—

dt dt

dernière iuli'-grale

Kn intéi,Mant par partii-s, on peut écrire celte

7lt
i-

o.r - - / ni , 0./- dt
,

où la paitie inte^Mee est nulle, {'-.w o./- -annule aux limite-. ()ii tran-for-

mera de même chaqui- terme de rinti';,'r;de / T ^// et lou trouvera lina-

Icmenl

0--N

=.rH(--'"^)'^'-'>-'"^0^-'-*('-'":î^TH'"-

c'est-à-dire o.-^ -- o, comme il n-nlte de I équaliou ( 1 1 cpii e-t applicable,

puisfpie o.r, 0^, oc sont des déplaeemeut- compalihie- avec le-; liai-ons qui

ont lieu au temps t.
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•i8i. Équations de Lagrançe déduites du principe d'Hamilton- - I-""

|triiici|ic (I Iliiiiiiltnii roiiniit un iiiommi sim|il(' il^'lnblii- les t'qiiiilioiis de

l.aijran'jo, |imir un sx^trinc liolnnninf. Supposons que la position du svs-

lèmc ilt'piMiilc (le /. parium'-tics indcpcndaiils y,, (7.,,..., (//,. Dans le uiou-

Ncnicnt rt'fl du >\st("'nic q^, (j ., y/, -oui dc> fonrtions de / qui preiinenl

<lt's valeurs données pour t=^t() et /= ti, puisque les positions Po et Pj du

syslènio à ces instants sont supposées données. Pour faire subir à chaque

instant au système un déplacement compatiliie a\rc les liaisons, défini par

les variations o.r. o)', 0; des eoordonneis, nulles aux instants /q ''t 'i- ''

suflit lie faire suliir à </|, ry-i, .... <// des variât ions arhil raires. fjqx

tiq^, . . .
,rj(j

I nulles aux mêmes instants.

Alors la somme Z ( Xoj? -+- Yoj^ -i- Zo^) |)rrnd la lornie

Qi ^Vi — Q2 0^2 -<-
. . . H- <>/ 07/,

(n"-4ilj; en outre T est une fonction de q\, q-i. . . .. q/,; q\,Q'>T • • , g},

et t. Donc, d'après le i)rineipe d'Hamilton, si ^1,^/2, ..,,<//, sont les fonc-

tions de / corres|tondant au inouxement naturel ou réel du s\stèiiie, Tex-

pression

rA = f'{?.T~q, 07, - q, oq. -^ . . . + Q/, oy, ) r/t

est nulle quids que soient 0^1, o^r^. ...o^y/,. Or, on a, à <diaque instant f,

àqi

àT ÔT
1— '-"7/ -^ -T-r '^'Zi

àT . ,

Portons cette valeur dans «î-"^. |)uis transformons, par rintéj;ralion pai

parties, les termes en o^'p oyô, . . .,0(7/. Nous avons, |)ar exemple :

r'' d'Y ^ , ,
/•'' r/r ,. ûT . I'.

r'' ^z /c;t\.
,

... ^ , ^f/f/l (^ ^'fl \ , . . , , ,.

ou Ion remarque queoiy, = -y— = —7^— J.a partie lutci^ree est nulle,

car 0^1 s'annule aux limites. Faisant la même transformation pour tous les

termes en Zq.,, on a

où l'on n'a écrit que le terme en Of/j, les termes suivants s'obtenant |)ar

permutation des indices. Cette expression o-"^ devant être nulle quelles que

soient les valeurs de 0^1, oq2,-..,oq/, en fonction de f, il faut que les

coefficients de ces variations soient tous nu/s sous le siune I • En les

I
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i-;;iiliiiit ;i /.nu, mi uhiimi l<« •'c|ii.il ioii- ilii i iMiiicnt •«nii» |,i turiiic

iliiiiii(-c |iar Liiuniii^r.

I,f ciilciil |in''ii"ili'iil iif *'ii|i|)lii|iir pîi» itii\ >\-t«rii«'* tiuii liMimloint-s, (iir,

pour un tri >\-.|('ini- un n'ii |>lu» ^/oy — 'jdq. ( \ oir. ISuHelin (l>- l-i "^-riZ-fr

niiitliriiKit tij ne ili- Fraiirr, <li'-(-cnilii'i- iSijS. )

iS.'i. Cas particulier où les composantes suivant les axes des forces
appliquées sont les dérivées partielles d'une fonction l des coordonnées
et du temps. — l>;in^ cittc li\ |inl lit-r l^i -m le» tr;i\;Ml\ viliurls

!( \o./- -K Yoj' -- Zoc ) est hi .llll'.iinti.llr (c.i;i|c rX .II- |;i loiulion li

|iii<i' rn I r;L;;ii(i;int / roniiui' uiii' cnn^liinlr. ()ri ;i jilni-

r:.-\ = f'(r/ï^f.\:)(lt = Z ^'(T-U) dt.

I-e |ninci}»f il'lhimilton s'i-noncc alor;; sous uno forme élt-ijante. Si l'on

se lionne les positions du système aux instants t^ et /[, la variation

t/iw subit l'i/ifi'j^ra/e

.\ = 1^ ' (T-^V) dt.

ijuand nn /xissc du mouvement naturel à tout mouvement in /iniuitnt

voisin compatible avec les liaisons est nulle. On liouvc ilonc le niouve-

nient natur<'l en clierclianl quel est le mouvement eoni|>atihle avee les

liai>ons |)Our lequel rintégrale -'^ est maximum ou minimum, car. pour

trouver ce mouvement, il faut précist'-menl éi;aler à zéro la variation ilf-">.

r,ela ne veut pas dire qui' le mouvement naturel rende nécessairement l'in-

ti'-f^rale -3 maximum ou minimutn. M. Darbouv a montré que, si L ne con-

tient pas /, rinléijrale -"> est niiuiinnni pour le mouvement nature! à con-

dition que /|

—

ti) soit sulli'iariimiiit \\v\\l [Leçons sur ta théorie i:énérale

des surfaces, t. Il i.

iSn. Principe de la moindre action. — Ce principe, moins ijénéral que

le principe iriianiiltDn. >'appliquc au mouvement clnn s\stème a»-ujctfi ;»

(les liaisons in<lépeniiantes du temps et soumis à îles forces dérivant d iinc

fonction des forces l;. Le principe de la moindre action exprime une pro-

prii'té fréométrique indépendante de la notiim du temps.

Soit T la demi-force vive du s\*tème: en a|>pliquant au mouvement le

tlii'-orème de-, forces \iM'S. on a. puisque les liaisons sont indé-peniiante'» liu

temp* et quel ne cuutietit pa~ /.

d^-^^ = di. :^—- = u ^ //.

La position du SNslcme dépend i\r k paramétres i;t'-ométrique>. indépen-

dants q^, //... ...qi,. de sorte que les coordonnées d un |>oint quelconque
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j-, y, z <lu «yslonu' s't"\|H'iiin'iit \>,w t\i'< fiuutinns do ros para mot ros ne

contenant pas t.

T — o( r/i, f/i (/i,), y = 'lif/i.f/i, <lk)-, - = ra( 7,, y,, • • -, qk)-

ruiir obtenir un déplacement infiniment petit du système il suffit de

faire varier ces paramètres de o?</i, </</>, .... dqu., alors x^ y, z subissent

des accr(dssements cLr, dy^ riz; posons

</S- = S m { d.r-i - dy^ — dz'^ ),

la somme étant ('tendue à tous les points du système. En y remplaçant d.r,

dy, dz |)ar leurs expressions en fonction de dcji, dq^^ ..., r/(//,, on trouve

pour rfS- une forme quadratique de ces différentielles

^S2 = £ aij diji dcjj { aij — aji),

les coefficients a,y «'tant fonctions de ^j, (j^^ ..., <//;. La force vive Sme^

est alors —j— et l'inléçirale des forces vives s'écrit
dt-

dS r-^ j

-Nous supposons, dans la suite, que la constante des forces vives h a une

valeur déterminée.

Considérons alors deux positions Po et Pi du système correspondant aux

valeurs ((/Oo, (^2)0, ..., (qk)^ et (</i)i, («yî)], -.., {qk)\ fies paramètres.

Au point de vue purement géométrique, on peut amener le système d'une

position à l'autre d'une infinité de manières : pour avoir l'une de ces ma-

nières il suffit d'e\|)rinn'r y,, y^, . . ., y/, en fonctions continues d'un |)ara-

mètrc X

<2) V.^/lOO, q,^f,a), ..., q, = f,(l),

de telle façon que pour X = Xq, les paramètres prennent les valeuis

(yi)o, ..., {qk)o correspondant à la position Po et que pour À = À, ils

prennent les valeurs (yi)i, (qi)ï, •, {qk)\ correspondant à I*,. Alors À

variant d'une manière continue de Xq à Xj le système passera d'une ma-
nière continue de la première position à la seconde. A chaque choix des

fonctions y*!, y2, ...,fic correspondra ainsi une façon d'amener le système

de la position Po à la position P,.

En employant un langage géométrique, nous regarderons yi, y,, .... qk

comme les coordonnées d'un point dans un espace à k dimensions : le>

positions Po et Pj correspondent alors à deux points de cet espace, de

coordonnées (yOo, (7-2)0, • • -, {qk)o et (yi)i, (y,)], . • ., iqk)\ la succes-

sion des points définis par les relations (2), quand X varie de Xq à Xj, con-
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«itiliK- une coiiilic (; jcM';.'ii;ml 1rs deux |miiits I',, .t I',. Un :i|)|ir||i> .ilnrs

action tlf l*,i ;i 1*1 lo lonj; de la « ouiltr (! rinii-^ralf

prise le Inni: de cette courbe. Apiirlons r/,, r/j, ..., <//, l<'s diriMcs |irt.'-

mièit'S (le </i, Y21 •••• '/A l'i"" rapport à À, t'ti indiquant la lii-iivalion rcla-

li\«^ à X par un point placé au-dessus dc< 1/; alors, le lon;^ île la ronibe C,

on aura, pui<(|iii' le Ioii^mIc citie courhe y,, y.^, . . . , y/,, sont fonetion^ de ).,

./S = ^/- «/y <% d(ij = y/s a,7 qiqj tÛ.,

car r/y,- = y, ^X, etc. .Nous appidleions H la roniie (|uadrali(|ue

1 dS^
e 21 r/b-

\lors

l^our chaque courbe joignant les deux jxiinls 1^,, eA I*,, c'est-à-dir,' pour

un choix déterminé des fonctions y'), /'2, ...,_/V, cette action a une valeur

déterminée. Le |)rincipc de la moindre action consiste en ce que, .>i l'on

cherche la courbe G par laquelle il faut joindre les deux points

pour que .l> soit un ini/ii/nu/n, on trouve que cette courbe doit être

une des trajectoires que suit naturellement le système quand on le

lance de Po de telle façon qu'il atteigne F'i, la constante des forces

vives étant h. Dans cet énoncé nous appelons trajectoire (dans l'espace à

k dimensions ) la courbe dt'finie par la succession des valeurs de yj, y^, ...,

y>i correspondant au mouvement ré«d du système sous l'action des forces

données dérivant de U.

Pour trouver les expressions de yj, y^, . . ., y^ en fonction de X rendant

-U minimum, il faut écrire que la variation OtU de l'intégrale est nulle

quand yi, y.), ..., qk subissent des variations infiniment petites oyi,

oyo, .-., 'î'//., q'ji sont des fonctions arbitraires de X, assujetties à s'an-

nuler aux limites Xo et Xi : cette dernière condition résulte de ce que les

valeurs de yi, yj, . . ., y/., pour X = X„ et X = X, sont données à l'avance.

Quand yi varie de oyi, sa diiivée y, par rapport à X vaiie di- oy, : on ;i

donc

r'T \/^ '^^ - /lU^H^/t / 'Je . t)e _ \ 1 ^
0-A. ^ / ,_ -— oy, — ^ -= -— oy, + -

. oy, -^. .
I ^^l

où nous n'écii\<ms que les termes piovenanl de la >ariation de y,: les

termes suivants s'obtiendraient en mettant successivement ?., {, ..., /, à
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la [ilaie «le I iiulico i . Ti iuisfornum^ par I intruralion |iar pailics les termes

en C(/,, 0(/-. Ou a

^ dqx d^\ > . r, ^-

l-a partie de l'inléijrale eontcnaiit oy, séerit donc

i:
\/-l h -r-i/l <)e , , 1/2 U -h '2 // ()t) ,= — f/071 = —= — oy.

ïï7r ^^71-

f.a jjartie intégrée est nulle aux limites, car oyi s'annuli' aux limites.

(>n transformera de même les autn^'; ternies et l'on aura

oel- =
I , - ,— dl -^ ^ —^ -— d/. — d -.- 071 ^-

où nous n'écrivons que les termes contenant orji en facteur. Pour que

l'intégrale --U soit minimum, il faut que o-li soit nul, quelles que soient les

fonctions infiniment petites o^j, o^/o, ..., ocj/,. Il faut donc que, sous le

signe /, les coefficients de ces variations soient nuls séparément. On a

ainsi, pour déterminer la courbe rendant l'intégrale minimum, les /.équa-

tion-- suivantes, dont nous n'écri\ons que la iiremièrc :

(3)
, T- df' — 7=— -r- d/. — d -—z— -^T- I = o.

Ces équations, did'éreiiliflles du second ordre, définissent yj, 7,7 •••>

<//. en fonction de À : il faudra déterminer les constantes arbitraires

introduites par l'intégration en écrivant que pour X = ).o, ^i, qi-, •••, qk
prennent les valeurs données («71)0, ••., (7^)0 et que, pour X = X|, ces

paramètres j)rennent les valeurs données (^i)i, ...,(yA)i. Mais il est

maintenant aisé de voir que ces équations (3) définissent précisément les

trajectoires du système dans son moiivcment naturel : nous allons montrer,

en effet, que, par un changement de variable indépendante, elles se ra-

mènent aux équations du nïouvement sous la forme de Lagrange. Rem-
plaçons X par une autre variable t définie par la relation

(4; di = ^-'^
dl,

\ -1 U -r- 1 II

et appelons (j\, (f,. ..., (f,
les dérivées de y,, «72, ..., y/ prises par rap-
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porl il /. l'usons cil miti i;

I </S- 1 "^ , ,
/ , ,1,1, \

cl r;i|i|i('lijns ipio

\<iu> <iiii(iiis ('-N idcmiiiciil

III . ,
dl

coiiinii' un le Noit on oalculiint ces expressions cl reinai(|u;iiil que q 1 = q i—pr •

^ "^ dk
Les équations (3) deviennent alors, en y faisant les substitutions (5) et

remplaçant ensuite d\ par sa valeur ( j)
y''-*^ '^ ^

dt

—-dt-\ dt — d ( —T ^ <»•

(0)
^

'V/i '^71 V^^Vi/

Ce sont prccist'iiicnl les é(|iialions de I.a;;ranj;e. l'^n outre, l'équation (4)

inontrc que // est la cc^nstanle des forces vives, car, H étant égal a - —j^^

on a ^-.iS d'/. = f/S, et cette équation (4) donne

dS
-r =/2(U H- h ), ou T = U -r- h,
dt

qui est bien l'intégrale îles forces vives.

I^e tliéorèine est donc démontré : la courbe rendant laelion niiMiiiiuiii

de r*„ en l'i est une des trajectoires naturelles joignant ces deux points,

la constante des forces vives étant // ; ilune manière géné-rale, on trouve

ces trajectoires en écrivant o-l, = o.

iS~. Problème des gèodésiques. — Si la fonction de forces L e.^t nulle,

c'est-à-dire si le système supposé holononie n'est sollicité par aucune force,

on dit que les trajectoires sont des géudcsiques, par extension du nom
lionne aux courbes que décrit, sur une surface polie, un point auquel n'est

appliquée aucune force, i^ans ce cas, l'on obtient les trajectoires en cliei -

iliant les courbes rendant minimum rinti'i.'rale

il',

= / t/S = / s/^aijdqid<jj.
«^' l'.l • <l'o)
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La recherche du inoin'cinenl d'ii/i sys/c/ne holonomc à liaisons

indéfiendantes du temps sous l'acdo/i de forces dérivant d'une fonc-
tion de forces l". peut se ramener à un problème de géodésitjues. Kn
r(Tct, un ohlient les trajectoires de ce iiiouNeiiient en eliercliant à renilre

niinimiini l'intégrale

^ii'ii

^l, = / ^2(j _f_ •> /, ^Zaij d(ji dqj.

La fonction U est nue fonction de 71, 7>. ..., c//,. (Considérons la forme

quadratique des (lillérenlielles <7</,

<^/Sj = ( i r — •). /( ) S Oij dq, dqj = il hij <lqi dqj ;

on sera ramené à cherclier le minimum de I intéijrale

ce qui est un |irol>lème île f^éodésiques.

/ .'/S,= / sjibijdqidqj,

488. Calcul de laction le long dune trajectoire. — D'après le théo-

rème de Jac<d)i aiipliquc an cas actuel (liaisons indépendantes du tem])s et

existence d'une fonction des forces U), il suffit pour obtenir les trajec-

toires de connaître une intégrale com|)lète W de l'équation

„ /()\V t)W t)\V \

\dqy dq-i ()q/,
'

J

avec /." — I constantes autres que h, «1, «2; • • •; «/.-i- '-'Cs trajectoires sont

alors données par

—Ou — = b-i, '•', = />/,-!.

Kn exprimant qu'une trajectoire [)asse par deux points donnés (gri )j, ...,

{qk)<i et («71)1, (qi)i, . . ., (qk)i, et appelant Wq et Wi les valeurs de W en

ces deux points, on a, pour déterminer les constantes a^ et 6v, les équations

= ^'V
—— = <^V (V = 1,2, ...,/. —1,

dav On-,

d'où, en éliminant les ^v. 'es A — i équations

d(\V,— W„)
da,

A - I ,

pour déterminer les constantes «v Supposons qu'on ait ainsi déterminé

une trajectoire joignant les deux points Po et Pi. La valeur de l'action
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/<' /o/ic (II- rrllr I rajrciniif est \\ ,
- \\ „. l'uiir le ilfiiioiilitM, ii|>|»i-

luiis d\\ \,\ vaiiatiitii ipio •'iihit \N' i|iKin(l le >.\ «.irnic, <iiiiis mui niuiivt'iiK-iit

i<rl le l'Hii; ilr la I laji'cliiiic coiisidi-iiT, \a «lu |ii>iiii y,, y., ,»; au

|>i.iiit Y,
~ </y|. 1/ ,^ (1,/., (ji,-~ diji^. y )|i a

d\\ 0\\ , 0\\ (AN

V/. :

mais <iii a ti<>u\r que daus cr mhium iin-ut

P\
>)\y <y\\

^^=^' ••' z'^-,)^'

(loin

~dr

ruais cm a T = - —7— el d'apiè-i l'iulégi'ale «les force» vives
1 dl-

dS
dt

= /,,. u ^ .,. /,

llnIK

r/S
f/NN = >T dl = ; dS = /.>.U ^ 2// r/S,

el l'action le ioui; de la tiajectoirr considérée est

f.

'-Il',,' "ll'oi

WJ. Propriétés géométriques des trajectoires. — <*ii |)cui cicndrc

aux système?; que nous venons d'étudier les théorèmes des n"* 299 el 301.

Kn suivant la ^oic indiquée par M. Bellrami (Mémoires de FAcadémie
des Sciences de l'Institut de liologne, t. \'III, 1869, |>. 34<);, nous poserons

les définitions suiNaiitcs :

Soit une foiiiii- qnadraliquc

d'à- — X a,j d(/i dr/j,

si Ton considère deux <lé|>laccmenls r/S et oS correspondant à deux

systèmes de valeurs dr/y, dt/y^ .... dip^ et o//,, or/o, ..., 07/; des dilït-ren-

tielles des paramètres y, nous appellerons au^icdcccs deux déplai cmcnl-

ranL;Ic </S, oà tli'lini par la furnuilc

<l> . oS . CCS ( rfS, oS ) = il Ojj d'i i r,(jj

.
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l>i.Mi\ (lirei'tion> i/> i-t oS î^omI |tci|)(Mi(liciilairi''i i|iiaii(l mi a

(7) ^a,j(h/,r.,/j=o.

Ktani «liiiiiu'i* iino rclalinii i|iit'l<niiiiti('

!'"(
Y,, </,. Y/,) = <),

nous dirons qn'cllo «Irtinit iiiii" surface; les (l('|)lacements oS <'ll'e(l ik's sur

cetlo surface seront caraclorisi-s i)ar la rclaticni

cyF . ùV . ù¥ .

Niius avons di-jà appelé courbe l'ensemble des valeurs de y,, yo, • • -i y/.

qui sont des fonctions données d'un paramètre variable /. Quand t augmente

de dt le point subit un déplacement <:/S défini par <r/</i, dq^, . . ., d(//,-. ISous

dirons que la courbe est orthogonale à la surface quand le déplacement dS

<'fFectué sur la courbe est orthogonal à tous les déplacements oS efl'eetui'-s

sur la surface, c'est-à-dire vérifiant la relation (8). Si l'on pose

di/i
,

'/«/•} d(//,

la Condition d'orthogonaliti- (
-

) devient

O'ï . rJT . ÔT ,
(() ) -—r 07, -i—T—r ''^'7' -)-.••-- -—r 'JQ i,= f>-
^-^

df/; ^' Oq', '- ôq),
^''

Ces définitions (-tant posées, le théorème du n" ^!)*.) se généralise iniuie-

(liatenitMil comme il suit :

Si dans les équations des trajectoires

-.— = Oi, -— =62, ..., = h 1,-1,

on donne aux constantes «j, a-i, . . ., a/i_i, des valeurs déterminées, et

si l'on fait varier bi, b^, ..., 6/^_i, d'une façon quelconque, les trajec-

toires ainsi obtenues sont normales aux surfaces ayant pour équation

\V = const. T'our 1<; démontrer, il faut établir que tout dt'plaeement o</i,

0(y2, ..., oy/,, <-fI'eclué! sur W = const., c est-à-din; vi-rifiant

( 10 )
—- or/, — —- 0^2 -:-... H- 07/, = O,
(Iqi 'Oq-j itq/,

est orthcjgonal au déplacement réel dqi, dq-i, ..., dq^ ellectué sur la tra-

jectoire, lin d'autres termes, il faut montrer que cette condition {\o) en-
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traint' la coixliiiuii (J'urtlinj,'uiialilt' (g). Or <('ci t-st (•vidtMit flaiurs Ir

tlicdiènu" «lo Jaci>l»i qui (luiiiic ( n" (7i )

o\\ dW

et, iraprcs la «Itliiiitinii mèiiif t\i'> vaiiahli's /;, />, = —-• N<jus iciiverrrins,

|iour iiiio t'-ludf «Iclaillt'o ilc ct's questions, au\ Leçons sur la thcuric des

surfaces île M. Darboux (t. II, Chapitre VIII;.

i'.KI. Extension de l'idée de fonction de forces. Fonction de forces

dépendant des vitesses et du temps- — .Nous avun», dans ce qui |né(éde,

examiné le cas où les forces dérivent dune fonction U dépendant unique-

ment des coordonnées dos points du système et du temps. M. Maver a

étendu cette notion de la façon suivante, en la rattachant au princi|)e

dHamilton ( Mathematisclie Annaîen. t. XIII, \u 9.0).

Posons

T = ^21'"v(^;^--jv-^;-)

et suit \\ une fimctiun de /, îles in fonctions inconnues x-y, j\, z-/ de t et

de leurs dérivées premières x[^, y[^^ z',^. Supposons, comme dans le principe

dHamilton, que les valeurs de j"v, J'y, -v aux instants ^o et ^1 soient don-

nées, et cherchons ce que doivent être ces fonctions dans lintervalle

/,— /o- p"ur que l'on ait

> f (T-T-^V) dt = 0,

pour toutes les variations possibles de .Tv, y^/, Zy. Un calcul identique à

celui du n" 48t conduit aux 3/? équations difTérenliclles du second ordre

û\\ d ô\y
' Ojt., dt Ox^

ô\\ d d\y
'•^ ' Oy., dl dy[,

_„ _ dW d d'W
'"' ^''~

'dz^,~ dt dz'^
'

Ce sont là, rapportées à un système d'axes rectanf,'ulaires, les équations

du mouvement d'un système de points libres de masses /«i, m^, ..., m„,

A., II.

'

28
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le |iiiiiit iH'i ('•taiil, à l'iiislaiit /, sulliciii' par iinr forco Fy <li" com|)o>antcs

_ f^ ^/ (AV

.M. Mavcr comiont do diic qm- cos fni-oes dôiivoiil d'un piiteiititd ou

(1 iiiif fonclldii i\<^ forces W.

491. Problème de M. Mayer pour le cas où les forces sont intérieures.

— Su|)|)<(iions que les forces du système soienL toutes intérieures, c est-

à-dire résultent uniquement des actions des points du système les uns sur

les autfes. En se plaçant à un point de vue très général, IVl. Mayer n'ad-

met pas, comme nous l'avons fait dans tout le cours de cet Ouvrai;e, que

ces forces intérieures résultent uniquement des actions mutuelles des points

deux à deux, actions qui sont égales et directement opposées : il suppose

seulement que ces forces intérieures satisfont à chaque instant aux six

conditions d'équilibre d'un corps solide :

V= « V= « V= Il

(2) 2^''=^"' 2^''=°' 2^"'=^'
V = I V = 1 V = 1

V = n V = n V = n

(3) V(j,Zv— -vYv) = o, ^(z-,\y— x-/L,) = o, ^{x^,Y^,-y^,\^,) = o,

V = 1 V = 1 V = 1

de telle façon que, si le système était solidifié, à un instant quelconque /,

les forces intérieures se fassent équilibre. Gela posé, M. Mayer résout le

prnlilémc suivant :

Trouver les expressions les plus générales des forces intérieures Xv,

Yv, Zv, agissant sur un système en mouvement et remplissant les deux

conditions suivantes : i" elles dérivent d'une fonction W ;
-1° elles satis-

font à chaque instant aux six conditions d'équilibre d'un solide.

IVous ne pouvons pas reproduire ici l'analyse de M. Mayer : nous nous

contentcrf>ns dénoncer les théorèmes qu'il a obtenus :

F. On obtient les expressions les plus générales des forces (i) satis-

faisant identiquement aux conditions (2), en prenant pour W une
fonction arbitraire du temps et des différences

^'•1— -^1) y-'— J'i) ^v— -=i

x.^ a;
, , y./ y i, z,^ ^

,

(v = ->, 3, ...,/0.
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II. <//i oblicnl les cj/j/cssions les pius f^cnrralcs des forces (i) satis-

J'disanl i</en(i'/iienietif ciur coiiiiitii>ns {'i),en jireiuint pour \\ une
fonction arhitraire du lein/is, des disfa/icrs îles /mi/its iltt système à

l origine, de leurs dist(inee\ //ui/uelles, et des dernées premières de

ces deux sortes île distn/ices pur ruppurl iiu temps.

Va\ ('iiinliiii;iiit l'i's (|i'ii\ t lii'iii l'iiii'^, <iii ;i 1,1 ii'|iiiii-i' .iij |ii <>|)|i'iiii' |iiii-

|M.v,-
:

III. On obtient les expressions les plus générales des forces ii; satis-

faisant aux conditions {>.) et (3) en prenant pour ^V une fonction
arbitraire du temps, des distances mutuelles des points du système et

des dérivées de ces distances mutuelles par rapport au temps.

Le mianenient du centre de f^ravité est alors rectilif^ne et uniforme

.

et le théorème des aires s'applifjue à la projection du mouccmeni sur

chacun des plans coordonnés.

I\ . l'iiur i/u'il existe une i/iféi,''rale des forces vives, c'esl-éi-dire pour

(j ue

2(>^v<-^ YvK-i^v-;)

.soit la dérivée totale par rapport au temps d'une certaine fonction

des coordonnées, de leurs dérivées et du temps, il faut et il suffit que
les forces dérivent d'une fonction W ne contknant pas /. L'intégrale

des forces vives est alors

T — >V -H > ( x.^—r -i- y\j—r -+- -=v —r = /? •

•/ = 1

Qu;iml hi fonclioii W i<in|)lil les comlitions ilu llu'cirèiiu' III, sans con-

tenir t. celte intégrale s'écrit

T-\\ ^> /-jj,^^ /,,

*^ ' 'J.V

av

<iii /'uv (l<"sigiie la (lislaiiee <les points x^i, y^, -C|j. «'t X/, y-/, z-j, et /'^^ la

<U rivée de r^^^ |)ar rappdrl au temps.

l'renons, par e\em|)ie, un sxsiènie l'oinit' de deux points matériels silués

à une ilisLanee /• iun de laulre.

Les actions mutuelles de ces deux |Miiiii-~ >i>\\\ -onmises an priiuiiie de

l'égalité lie l'action et de la réaction. Si l'on xeul de plus qii'elh-s dérivent

dune fonction W et que l'intégrale des forces vives existe, il faut |Mendre,

pour rexpres>ion de l'action miilm Ile H,

dW d dW
K = — —r r '

Or dt Or
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i>ii, ce qui l'st \,i uu-inc chose,

l\
1 '/ /,v

''^^^^

r dt V Or

où \\ est une fimction des seules quantités / et /•' = -^ •

al

ÎVous renverrons également, sur ce sujet, à une INulc de M. Maurice

Lévy {Comptes rendus, t. XC\').

V. - MULTIPLICATEUR DE JACOBI.

^'ous donnons, dans ces derniers paragraphes, quelques indications

sommaires sur le multiplicateur de Jacobi et les invariants intégraux de

M. Foincaré. Nous adopterons le mode d'exposition suivi par M. Kœnigs

dans ses leçons au Collège de France, de façon à faire connaître en même
temps les importants résultats obtenus par ce ^(^ynncWc {Comptes rendus,

décembre iSgS et janvier i8i)6).

492. Définition du multiplicateur. — On sait quêtant donné le svstème

d'équation.- (litiel•euti(•il^'^

(0
dx^

X7
dx,

"xT

dx„

x7'

où les X/ sont des fonctions des variables Xi, x.i, . . ., x„, on appelle inté-

grale toute fonction fi(xi. . . ., x„) qui reste constante en vertu des équa-

tions dilTérentielles. De la sorte, l'équation suivante

àh
,

OH , àli

dh = —- dxi -f- -- dx, -- . . . ^ —

-

axi ox-i Ox,t
dxn = o.

qui est linéaire par rapport aux dilf'érentieiles dx, doit être une consé-

quence des équations (i). La condition nécessaire et suffisante se traduit

j)ar l'équation

(2)
âxi ' ' dx2

• + X„
c)0

OXn

On désigne habituellement par A(6j le premier membre de cette équation.

Si l'on connaît (n — i) intégrales indépendantes entre elles, 6i, 62, ...,

6„_i, toute autre intégrale est fonction de celles-là et, réciproquement,

toute fonction de Oi, 62, ..., (i,i-i est une intégrale. D'après cela, si

désigne une intégrale quelconque, le déterminant fonctionnel

D(0, 6,, ...,h„-x)

D(;ri, a"2, . . . , x,i )
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l'-t nul et, rt'Ti|in>([in'rn(Mil, si anntilo ce <l(-lt'riiiiniint, c'csl qm' <*-(

l'iiiictinii (lo 0|, 0,, ..., 0„_| rt, par siiil«>, osl uni' inlégialc.

lui ciinsriiucni't', (|uanil nu tiinii.iit un systrnif de (n — i) inl<'';;ralfs

iiiilr|irii(laiitos. rL'i|uali(in ( v. ) pi'ut ("tic n-inplacce |»ar réqualiim

i:)(0,o.,o„ ....o,,-.)
( > ) —pTT r— = O.

U{Xi,Xi, . . ., X„)

Il laul en ciiiuliiii- (pi'il t'xi^io um- rniictiDii M iillcquc j'nn ail l"iilcnlit<':

OO D(0,0,,...,0„_,)
(4) ma(0) = m2x.^ =

D(.r,,3'2, .. .,x,t)

Jacobi a donné It* nom do multiplicateur à ctMtc fonriion M.

n , r, • .
r>(0. ,0„_,)

Mans le (Ictciiiunanl —rr-, :

—

> désignons par A, le Miiiicur cor-
D(ar,, ...,.r„)

rospondant à -— On aura

DiO, 0,, ,0,,-,) ^y^._^^

(Ml sorte que l'identité ( j ), où est une fonelioii quelconque de Xi,a:-2, ...,

.r„, équivaut aux n relations

(5) ,M.\; = A,- (t = I, 2, ..., n).

493. Équation du multiplicateur. — En partant de ces relations, il est

aisé lie foiiner une cquaiiou dillVrenlielIe quc^ vi'rifie la fonction M et d'où

les intégrales supposées connues Oj, 0,, ..., 0„_i se trouvent éliminées.

Jacobi a remarqué en efT(^t rjue les déterminants A/ vérifient l'identité

((i) y— =o^ dxi

Pour démontrer l'ideiilité (G), considérons le déterminant

«1



n»

ct^ (lui iniunc (lue A, = •
' ' ' Ou,-

I) V N A .M I r i: i> i: s s v s t k m k s .

Ob^ol^(>lls maiiUcnauI que .7'i. .r.y, ..., .r„

n futient «liius A, que \);yv les (lenvces - , a 1 exclusion des dérivées -r—

<

Ot'- dxi

i)0.
l'osons, nom- al)réirer,

—

- = rta à, nous auioiis

0\,- _y^ 0\i àoy,,^ _^ 01,- à'-^r^

dxi ^ da^ g dxi ^d Oa^L H àxj ôx'<

()A/ d^Oj^

La somme S, qu'il faut prouver être nulle, est ainsi une fonction linéaire

homogène des dérivées secondes ^; ^ ; de plus, i et 3 scMit toujours dis-
" dxidxi^' I ' I i

tincts. En groupant les ternies semblables, nous aurons donc

^ Zu \ ôctri 3 daa / / dXi dxadXH
a /, [i

' ' ^

Le théorème sera démontré si nous faisons voir que Ton a

Or le premier membre de léqualion (7) s'écrit encore

d'- D
,

d^ D

Si nous considérons d'autre part dans D la première ligne et celle où

figure la fonction 0^, c'est-à-dire la (a -+-
r)'"""" ligne, puis les colonnes de

rang i et p, b's termes qui se trouvent à linlersection de ces lignes et de

, ,
• àdoi à(Lj,

ces colonnes sont les suivants u,-, un, --— = a^, ,, = a., h.

Il résulte dune propriété bien connue des déterminants que D pourra

s'écrire sous la forme

D = R(«,«a,!i — "fi«a,;) -^ Ri»

où R ne dépend plus des termes «/, //^, «a, 'il» <^ai'^'l- *^*ù Ri contient ces

termes linéairement. Il suffit de différenlier |iour trouver

c)2D = R,
d^xy -R,

d'où la formule (7) et le théorème exprimé par l'identité (6j.
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Si I iiii iii|t|>i(»ilif ;ilur>. liilcnlili- (t.» il. s roiMinlts (
",

). (m voit i|iic l.i

foiirtiDii M M-iilic l'iiU-iitit)-

d{M\,)
-- o.

Tcllr f»l ri-(|ii;iliMii ilii iMiilli|ili(-;ili'iii . I)ii ilniiili' |i;il cNlcll-ioll le iioiii

ili' inulli/)licatciir à timlc solutinn ilr rii|iiiii ii>ii (8).

Il rsl aisi- de |ir(iiiM'r le ihi-nirinc Miiviiiit :

Le (/iiotnnt (/<• i/cii.r iiittlliplirdli'urs. c csl-à-iliie fie deux solutions

</uelcn/it/ucs (le t'é(jU(ilton (S) est une intêi^'ntlc.

Soient, en illrl, M, M' deux miill i|)li(Mtiiiis.

L't''(|ii;itiiiii (S) se <lé\e|ii|)|(e :iiii»i

(9) X,- h M > —- = <)
;

dxi Au Oxi

nli il \\\;\ lie ineiiie

^U Ox, jLu Ox,

Miilli|pliiiiis piii' — M', M et ;i jniitiiiis, il \ieii(lr;i

lH'''i^--"^,h^'
ou encore

M'

J^ ôxi

IJonc — est liieii une iiitrt;i;ile.

Héciproqueinent. le |nniliiit il un Minlli|)licateur pai- une intégrale est

encni'e nii niiill i|i!icMli'iir

lienidifiue. — Si la -nminc 1.2 = 7 -—-' est nnlle, [M = 1 est un niiiitinli-

caleur.

iUi. Invariance du multiplicateur. — " importe, en vue de ce qui va

suivre, de *e lendie iiiiii|ile de I ellel il'im ( liaii^M'inent de varialdes. Nous

allons ainsi être arneni' à reeonnaiire que tout niidtiplicateur est un inva-

riant, mais un invariant rtdatil. en re sen^ que si ou le niulli|die par le

d('-terminant de la transformation, il coustilMe un multiplicateur pour le

nouveau s\stème de varialdes.

Désignons par ^1, y^, . .
. , y^ les nouvelles variables et introduisons pour
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un instant uno varialtle auxiliaiio /, dont la dillVronliollo rf/ l'-galo la vaKnir

dr, , . ^ , , .

commune iIcj; rapports -^^ • l.es équations (i) s écrivent

(•)'
dxi = \, (t = I, -2, . ..,«).

On aura alors

dvi OVi dx\ ôfi dx-}

dl ~~ ôx^ dt dx^ dt

et, en tenant compte des équations (i)',

^ dy^ dxn

dx,i dt

dt
X„^=A(^,).

Le système des équations dilTérentielles est donc devenu

(lo)
dvx _ dy^_

"y7 ~ T7 Y, •

où l'on a posé Y/= k(yi).

Observons du reste que la fonction V(6) est une expression invariante.

On a en effet

dd _ dO dyt 00 ôy-y

àxi Oyx âxi
~^

ôy-, OXi

00 Oy„ àyo 00

Oyn dXi
~ZdOxi Oye,

il vient donc

, ôOA(0)=yyx,.^-^=VY,
^ ' jU^ OXi Oyr, jL^ '^ <Jyç

Ainsi, A (8) peut se représenter au moyen des y, en appliquant aux

équations (lo) la règle qui a permis de construire A(0) au moyen des

équations (i). Observons que ceci ne serait plus vrai si, au lieu de

prendre les Y,- égaux aux expressions \(yi), on les prenait simplement

proportionnels à ces quantités.

Ceci posé, soient 6i, 6,? •••, Q/t-i un système de (n— i) intégrales indé-

pendantes, 6 une fonction arbitraire et IMq le multiplicateur qui vérifie

l'identité

(II) MoA(O)
0(6,6,, ...,0„_,)

u{Xi, X2, . . • , X,i )

Opérons un changement de variables; on aura, d'après une propriété
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cl;issi(|ii»' (les ilrtiiiiiiiiaiU» rniicli.iiiinU, ^|, y.,. . . . , y„ «•liiiil le- v;iri;ilil<'>i

n<iiivrlli'<,

l)(0,0,, ....O,.-,) ^ I )(0,Q,, . ..,lin-i) D(.r,,:rt, ...,x„)

I»(7i.rï.--'r«) D(a:,,j:,, ...,a7„) Dt^,,^,, . . .,^„)*

l/iilciltilt" (il) lliMl^ iliiiinr il<ilir

^, D(^i,r» -r») ,,^, 0(0,0,, ...,0„_,)
^

c«* qui |>ritnvt' que, .ivt'c l«-i n'uncllcs N;iri;il(lf^, la fniiflinn

M' _ M r>(x,, Xi, ..., :r„)

est un nuiltiplicalcur.

Soit alors M un niulliplicateiir quelconque pour les variahles j"|, a"^, ...,

jr„, et désignons toujours par Mo le niultiplicatour ilo lidonlité (ii). On a,

couiine nou-i lavons déniontro,

INI - .M„X,

où X ost unt* intt'';j;rale ; nous aurons donc

D(3-|, j-f, ...,Tn) . , D(Ti,T,
,

. .
. , a:„ ) -, . ,, «M fTT ^ = Mo îTT r A = M^ A.

^(yi,yi,---,yn} D(j',,/j, ...,7,,)

Mais puisque Mg est, ainsi qu'on vient «le le prouver, un multiplicateur

relatif aux variables ^j, y^, ..., y„: puisque, en second lieu, X est une

intégrale, My X est un multiplicateur pour les variables ^i, j'2, ..., j',j.Dn mt*^'*^!? *^ÎJ • ' • 1 *^/l ) I • 1 •
I IIonc enlin, M ,r- est un Mnilli|)Iicateur |imiii- le- nouvelles

variables. De là ce théorème :

Si M ext un multiplicateur pnur les variables .r,, r-^, . . ., x„, le pro-

duit de M />«/• te déterminant fonctionnel .—^

—

'

est un mulfi-

plicateur pour les nouvelles variables yi, y 2, . . . ,
j'„-

Cr llii'-nrème i'*t la lia»e de tmile la lln-oiie du IM idli|dicaleur.

i'Jo. Usage du multiplicateur- — Su|)posons que Ion connaisse /; inté-

grales ind«|Miidaiites 0,, H>, ..., 0/,; prenons n variables nouvelles j/"!,

)-2, ...,y„ parmi lesqiudles les le deruièies seront lii'-es aux ./ par les for-

mules

y,i-/,+\ = 0, , y„-A+2 =02, . .
. , yu= Oa .

Les équations dillerentielles vont se ?-in)plilier, cai' on a maintenant
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Y,:^ .V(j^,) = o, si / >- H — /< . ^olls iiiiroiis (liiiic lc> (''quatioiis ^^uiviuilos :

Y| Yj " Y„_/, o ' "

'

()

.\(»ii> |>ciiiiriiiis alors l'i'iliiiic ii' >\>lriiic aii\ n — /. — i iiiciiiicrcs équa-

tions

(lO
Y, \, Y„_,,

à la ciMulition de rof^arder j»'„_/._i_i, r«-/,-(-2, •••, J'ii coiiinie fies ronstanlos

niiméri(]iu's.

Si l'on connaissait au début un niullipliralcur M avec les variables .r, le

produit M'= !\I -^ ^ — '
'
"

sera un nnillinlicateur avec les variables y,

en sorte que Ion aura

(.3,
"y" V-^'.'^o;

i = 1

ainsi. M', où Yn-i,-^\i yn-k+i-. ••.yn Sont regardés comme des constantes,

est un niiilti|ilicateur |)our le svstème réduit (i5t).

4!)G. Dernier multiplicateur- — Supposons, par exemple, que l'on con-

naisse (« — i) intégrales, en sorte qu'il ne manque plus qu'««e intégrale

pour que le problème de l'intégration soit achevé. Le système (12) se

ri'diiit à l'équation unique

dy\ _ dyj,

Y, Y2

ou encore

Vo r/j'i — Y, r/)-2 — o.

Si Ton connaissait un facteur inté-i^rant a de cette équation, on obtien-

drait la dernière équation liiiic qui manque en écrivant

/ \i{\idyx— Yi dy^) ~ const.

Or, l'équation (iS), qui se réduit ici à

^(.M'Y,) d{MY^) _
ôy, ôy,

-°'

exprime que M' est un pareil facteur intégrant. De là, le nom de dernier

multiplicateur <lonné par .lacobi à cette fonction M'.

Ainsi, la connaissance d'un multiplicateur |)ermel <\c. limiter l'intégration

du prrtblème à la recherche de (n — 2) intégrales; une simple quadrature

|jermettra ensuite de former la dernière équation finie qui manque.
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i*.)7. Exemple- l>;iii* hi' |ii;ilit]in'. |iniir iunliicr <l'iiiir';,'i;ili's cmiiiuh's,

il scia iialmrl irclliiiimi cci laliifs ilc- \iiiiiililcs à laiilf «le ci'"; iiilt''i;ialf*.

(]oiiiiiii' il iiii|><iil<' (I anivrr à iiti n'-iillal itncis. iiniis itrc-ciitii <>ns cilli-

oliiiiiiiatioii sniis la foniii* ^<uivalll^ :

SnifiH ./-/j-A-n, -t'ii A-t-2, •••) •'''il
''> /> \ari,ilili> (|iif l'nii \iiil iliiiiimi m

piotitaiil tli' /. iiilt'fiialo cniiinirs, 0,, O^, .... ')/, ; ccllf tliiiiinalion ir\i(iii

à faire \r «liaii'.'ctncnt ilc variables

y„/,+>= Oi(.ri, ./., T„),

\ y„= 0/,(.r,, .7-.., .r„).

Nmis admettons, il est vrai, que les /: dernières équations sont résolubles

|>ar ra|i|>orl aux /c variables .r„_y;.^,, j-„ _;;_,_,, .... x„, c'est-à-dire que le

déterminant des A functlDn- 0. par ra|>|iiiil à ces variables, nesl pas nul.

Or cette livputlièse e<t li-^iliine, attendu que si tous les déterminants à

A" cidimne^ lires du Tableau

f)0,
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partiriilit ro dos équations (i4). s'e ii'iluil pn-cisi-nitMit an (h'-tiMminant

r>(Oi,eî, ••.,0/;)

n(.r„_A+i, .. .,.r„)

Ceci étant, avec les minvollos variables )',, j'j, ...,y„, les cqnatiuns dif-

férentielles deviennent

dVi _ dyz ^ _ dy„-i, __ dy„^i,^^ _ _ dyn
V, Vo Y„_/, ~ o o *

Observons que ^1,^2, ...,y„-i; sont les variables primitives a^i, t-i, ...,

j-rt-A-; Y| c'est donc A(.ri), c'est-à-dire Xi, mais Xj où l'on a, au moyen
des équations (i4), remplacé les variables t„^j^^\^ ..., Xn par leurs valeurs

en fonctions de a^j, x^^ ..., x„-k et des variables nouvelles ^„_;i^_i, ..., y^^
lesquelles doivent être rejiardées comme des constantes. Convenons de

représenter par (Xi) la fonction Xi où cette substitution a été opérée, et

de même pour (X2), (X3), .... Nous aurons ainsi le système réduit.

dXi dx^ drn_,.

(X,) (X,) •
(X„_A.)'

et d'après le théorème général, si M est un niultiplicatour pour le système

primitif d'équations différentielles, le quotient

iM

0(61,0-2, ,0/i-.)

sera un multiplicateur pour le système réduit (r")).

Supposons, par exemple, que l'on ne connaisse qu'une intégrale et qu'on

veuille en profiter pour se débarrasser d'une variable Xn-, et réduire le

svstème d'équations différentielles. Si Oi est celte intégrale; si M est un

multiplicateur dans le système primitif, —^— sera un multiplicateur pour

dxn

le système qui résulte de l'élimination de .r„, au moyen de l'intégrale.

Jacobi a donné l'exemple suivant :

Soit l'équation différentielle

Si l'on introduit la variabhî y' = -j--, celte équation est équivalente au

système suivant :

dy' _ dy _ dx
('7)

f{^,y) y »
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LV'X|iri'ssiuu ijuc nous yvuris ili->i;,'ii«'T plus haul |iiii li t h. luit ici

à zéio. Doue, il'iiprès une rcni:ii-qui- (li-jà fiiili-, M —
i csi uu uiultipli-

catcur.

Su|i|nis<>Ms ;i|ni» (|uc I Mil (ouuuissc une iuli'^'iiili'

(18) '^{j;j;y) = c

(lu SNsti'mi' (17). Ou |Hiui lii liier «le cclU- équiiliun y' eu fouclmu ilt- 3", y, c,

(•9) .v'= t{/(.r, j>-, c).

NiMix auii>u> ;tliiis \c svstt'iiic n'-duil

j = d.T,
i>{T, y, c)

pour ictjufl ol 1111 uiultipiicateur; en sorte qn ru ilt'"fiuili\r

'Y
dy — y' dx

i>t iiui' ilillVi intirlle exacte, l"ii>quc l'nu v icniplace y' par sa valeur tirée

• le léquatiou (18).

i*J<S. Application aux équations canoniques- — I-a théorie du uiulti-

plicaleur trouve, dans le> ((lualious de la Dvnauiique, une de ses princi-

les ap|)lieations.

Reprenons, en ellet, les é'(|uation> canoniques

( ..n . ^IL - ÈI-- - -fc - ''l'' - - '^''" - rit

àpi Ôpi Opn <^q\ <)(]n

équations qui conviennent aux proldèuies de D\naniique, dans lliNpotlièsc

d'une fonction de forces cl |>lus <;énéralenient aux problèmes dil> de

variations, dans le genre de ceux qui ont été traités Tome I.

H di'-sii;ne une fonction de y,, tj,. ..., y,,, pi, />,, .... p„, t. Si l'on foinie

la c|iiantité ii, on constate quelle est nulle. On trouve, en ellet.

^Ofji\<)pi) Aàdpi

A>H \ Of

l)onc, M = I est un multiplicateur.

Les équations canoniques (20) oiïrenl ainsi un va>le champ d applica-

tions ù la théorie du multiplicateur.

S'il n'y a |)as de fonction de forces, mais si la force ne dépeinl pas des
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vilos<o>, il 011 osl tlo iinMiic. Hniis ce c;is, en olli't, le système Ciinoniquc

|»ioiiil l;i l'onin'

"" Qii Mil •••> Q« sont des fonctiniis de </i, </.,, ..., <^„, (. On constalo

qu'ici encore ii est nul et que i est un niulliplicalcur.

H faut •>/? intégrales pour que l'intégration puisse être regardée comme
achevée; mais, à cause de l'existence du multiplicateur i, il suffira d'en

connaître (?.n — i) pour être à même de ramener le proljjème à une; qua-

drature.

Autres causes de siinpliJication. — D'autres causes de simplification

l»euvent se présenter. I*ar exemple, si la force vive et les forces ne dé-

l»endent pas explicitement du temps, on pourra, dans les équations (lo)

[t)u (21) selon le casj, mettre de côté la dernière équation, celle qui con-

tient la diiïérentielle du temps. Le système des {in — i) équations restantes

admet le multiplicateur i. Lors donc que l'on connaîtra an — 2 intégrales,

on aura une (2^ — jy-me équation finie par une quadrature. Quant au

temps, une fois les variables <y,, q^, . . ., (j,,^ /)j, p:,, . . ., /?„, cx|)rimées en

fonction de l'une d'elles et des (2/1 — i) constantes d'intégration, on aura

une relation entre la variable indépendante et le temps par la quadrature

(22) dt^"^-

S'il existe une fonction de forces indépendante du temps, on connaît une

des (in — 2) intégrales qu'il suffit de c<innaître; en sorte que, dans ce cas,

il suffit de connaître (an — 3) intégrales autres que celles des forces vives,

pour être à même d'achever complètement le problème. Si n = 2, par

exemple, il suffit à une intégrale autre que celle des forces vives.

Ainsi, dans le cas des forces centrales, cette intégrale qui décide, en

quelque sorte, de la possibilité de l'intégration complète du problème,

c'est l'intégrale des aires.

Mais il est encore une source de simplifications dont l'importance a été

bien mise en lumière par Jacobi.

Suppos(ms que l'une des variables, q,i par exemple, ne figure pas expli-

citement dans H; on a alors

0{\ _
Oqn

'

et, en vertu des équations (20),

dp,,

dt
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iJ'où, d"itl)i>r(|, riii(t';;r;ilr /<„ _ cini-l. l-in uiiin-. |>iii>i([iii' y,, ne li^^iiir clans

les ôqualions que par sa dinV-rtiiliiIlc, mi |iciil rintlrr à |iarl ré(|iiali<*ii

<t M' hniiicr aii\ i''|iiati<ins

oW ~ o\\

(j<]\ _ _ (h'i-\ _ dpi _ _ dp,,.
I

on '" o\\
~ on '

d\{

Opi àp,i-i J'/i Of/n-i

au iiombrt' <1<' .»./< — » et |niiir lesquelles i est un iMiilli|jlicaleur; j>„ y
représonto une constante arbitraire. Il sulllra de connaître (mi — 4) inlé-

;;rales pour être ramené finalement à une quadrature: et, comme H est

une inléfirale, on voit qu'il suffira de (jtn — 5) inléi,'rales autres que celle

des forces vives ou que p„= const., pour que l'intégration du svstème (i\ i

soit assurée. Une fois ce système intégré, l'équation (2j) fournira par

(piadrature une relation entre q^ et les autres variables, et enfin une der-

nière quadrature (9.2) fournira la relation entre le temps t et les variables

géométriques.

Ainsi, en résumé, dans ce cas, la connaissance de (j.n — j ) intégrales

autres que celle des forces vives ou que />„= const. assure l'intégration

romplète du jjroblème.

Les divers cas de mouvement d'un corps solide que l'on a jm intégrer

jusqu'à ce jour présentent des applications de cette remarque.

Considérons, par e\eni|)le, le mouvement d'un corps s<dide autour d'un

point fixe, avec une fonction de fi>rces indépendante du temps. La position

du corps dépend des trois angles d'Euler 0, ç, >li (voir dans ce Tome,

p. I Ji et suivantes); or, la force vive ne contient pas <!/ explicitement; si

donc la fonction de forces n'en dépend pas non plus, on sera précisément

dans le cas traité tout à l'heure. L'angle !/ y tient la place de la variable </„

d'I/

et l'intégra le />„ = const. dépendra de la dérivée -7' • Comme ici in — 3 = i,

il suffira de connaître une intégrale autre quo p,,— const., et autre aussi

que l'intégrale des forces vives, pour qm; le problème soit susceptible

d'une intégration complète.

Tel est le cas d'un corps pesant de révolution suspemiu par ini point de

son axe.

Pareillement, c'est pour avoir trouvé les conditi(jns d'existence d'une

intégrale nouvelle que M"'* Kowalcwski a |)U parvenir à résoudre complè-

tement un cas nouveau du pr(jbléme d'un corps pesant mobile autour d'un

point fixe.

C'est ce qui ex|dique que, dans ce genre de questions, tous les ellorts se

|)ortent sur la recherche d'une intégrale nouvelle. Cette recherche est

souvent indirecte, en ce sens que l'on essaye de s'imposer a /-»rfo// une

condition déterminée pour l'intégrale, comme d'être algébrique ou uni-
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forme, el que l'on s"oll\»rco do |);utioiilarisor les doimées de la question

pour que les conditions d'existence d'une pareille intégrale se trouvent

réalisées. Cette iiiélluxle a quelquefois réussi : le cas de Al""^ Kowalewski

(Ml fait foi.

45)0. Application. Problème de M. de Brun. — Les ni(décules d'un

corps solide sont attirées par un plan li\e piopoilionnelleinenl à la dis-

tance; trouver le niou\<'meiit
,
eu supposant que le corps a un |ioint fixe

dans le plan attirant.

Soient O le point li\e, Oa-, Oy, Oz les axes principaux d'inertii' relatifs

à ce point : OiM la perpendiculaire ('•levée en (J au plan fixe et y, y', -(" les

cosinus directeurs de cette perpendiculaire. La masse [ji, de coordonnées

cr, y, z, est soumise à une force égale à K[x(^x -h y'y
-\-
Y ^) ^^ dont -(,

y', y" sont les cosinus directeurs, liln conséquence, le moment résultant des

forces appliquées, pris |)ar ra|)port à l'axe Ox, sera

-Ky't"(G-B),

et de même pour les moments relatifs aux deux autres axes Oy, Oz. Les

équations d'Euler s'écrivent donc

' A^=(B-C)(ry/--KY'Y"),

(25) { lJ^^(C-A)(/-/,-kY"Y),

C^" --^(X-B){pg-Krn;

on a, d'ailleurs,

(2G; _ = ,-Y-ryY, ±=P'(-n, :^=<n-p'(-

On possède ainsi six équations dift'érentiell(;s qui définissent />, q, r, y,

y', y sn fonction du temps. Supposons que l'on ait intégré ces équations.

Désignons par 0, o, <1/ les angles d'Euler, en supposant que l'axe fixe O^i
est perpendiculaire au plan attirant et que les deux autres axes fixes Oxi,

Oyi sont dans ce plan; on a, comme on sait,

Y=;sinosin6, y= <^t'So sin '), y"=^cosO,

en sorte que les angles o, seront connus en fonction du temps. Quant à
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l'iltl;;!!' 'v. oM II' il)'-<liiii';i |i;ii' i|ll,i(lt ,it III I' lit' r(''i|iKil Imii

{?') r — <^' CdsO r- o'.

Il -ilflil <lMiir .riiil(--i.r le -\-lriiic (If- ('.illiil le Mis (-xS) cl (j.6).

< >ii |Hiii hii-xT ilr colf II- lriii|>- i|iii -ri;i iloiiiii- |);ir uiic quailiatui'c,

|iiii-i|ii il ne lii;iiri- \>.\- r\|ili(iliMiriil chiii- li- r(|ii,il imi- ('.j) cl (a)»). Niius

Il .l\uli-. lie- lui- il llnll- n(('ll|>ri i|lir ilr- rill<| i'i| ll,i I ii i||-

; J\^d/> ^ Hd^ Cdr
^^_^^i(B-C)(^/--KY'Y'')~(G-A)(/y;-KY''7)~(A-B)(/,r/-KYY')

I >i—qi' ri'—'-^i •n—ri'

k'^qutllr- inliiitlttiit un iiiiill iplicalcur t'-ynl à luiiitr, cuiiiiiif on le constate

aisi'iiiriit. Il sulliiii ilniic ilc cniiiiaUri' quatre inlé},Males pour être ramené

aux quadialuii'-. ()i. mi cniiu;!!! ilijà trois intéi^rales : celle des forces

vives qui st'-cril

( •>>()
)

A />2 -+- B ^2 ^ C v^ -r- K ( A v2 _f- B y'^ -h C y"-
) = l.

cflle ile> airt>

(•3o) A/>y^-B7y'-^C/-y"=/,,

«1 ensuite

(il) Y'--^-T'""'~ï"^= eonst. = i ;

/ ri /| -tint lieux (Kii-liintes iiil)ilr;iiif-. L;i cuii-tanle île r(''quiitii)M (il)

(luit être prise égale à i.

Si ilone on connaît iiin' (|iial riéme iut(''giale, le pmhli'ine -arliéM' pai-

une quailial ure. < >r. en ellel, mi vt-iille que

(32) V'pi -^ W-
(f- -\- C^ r'— 1\( B(>;2-+- CAy'-+ ABv''^ ) = /,

e-I une quatrième intégrale.

I^e problème se ramène donc aux quadratures. Kn |)artant de> loiniules

précédentes, il serait aisé de prouver que l«'s quadratures portent sur des

ilifTerenlielIrs Inlales algébriques. C'est le résultat auquel a été conduit

M. Kol)b dans un article inséré au Tome XXIII du litilletin des Sciences

mafhématifjiies. Il -eiait intéressant de faire nue itinle plu- appinfundie

de lis iuti'grales. mais ce n'est pas la place ici ( ' ).

«In ,|,,il a AI. Suklitïï (Cootpfes rendus, t. GXX.W, ii)o>.) e.tte inté-

lessaiite niiianinr qur lis l'quatious du pioblème de M. i\i- Hniu peuNcul

( ') M. de Urun a introduit, dans son expression de la force, une l'onclion de la

dislancc au point live; mais celle fonitioii dispariiil naturcilenieiil îles équations

cl n'a aucun n'ije.

A., 11. 29
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vive ranitMUM's ;ui\ tM|ii;ilions du iinnivciiitMit (11111 c<ir|is solide dans nu

li(|iiidf indt'liiii dimnécs par Clebscli. Tous les résultais trouve^ dans Inn

do fos doux problônios pouvent dono ètro oteiidus à l'aulro.

VI - PROPRIETES DES INTEGRALES.
INVARIANTS INTÉGRAUX.

olH). Intégrales. — Gonsidortins le syslcnio d'oquations

dTt d.r, dvn _ y
(33) ITT"--^" ~dT

-^-
dt

-^"^

où Xi, Xj, . . . , \n S(»iit dos l'iiiiciions Ar t, .ri, .z^, • • , Tu-

Soil Oi(<, .ri, ..., a;„), 02(<, ./'i, ..., ./„), ..., 0,.;( /, ^r,, . . . , J7„ ) un sys-

tème (le n intégrales indépendantes; pour chaque système de solutions

dos équations (33), 0], O2, ..., 0« ont des valeurs constantes ai, ..., x„

et les divers systèmes de solutions des t-quations (3'3j se dillV'i-oiilIcnt par

les valeurs de ces constantes.

Soient X\, j"», . . . , x„; x\, x'.,^ . . . , ./.'„ deux systèmes dillV'icni- de solu-

tions; si l'on désigne par X', , X',, . . . , X'„ ce que deviennent Xi, X2, . . . , X,,

quand on y remplace les x par les x' , les variables x' vérifient le système

d"éqnati<ins

dx\ dx'.j dx'„

Si l'on considère à la t'ois les systèmes d'équations ( 33 ) et (34), le sys-

tème ainsi obtenu admet des intégrales X(X],rr2, ..., x,i; x\, x'.^ ,..., x'„^ t)

où figurent les deux séries de variables x^, ..., x,i\ x\, ..., x'^. Nous

dirons d'une telle intégrale qn'elle dépend île deux solutions différentes

du système (33). Prenons un exemple simple, celui d'un point attiré par

un centre, dans un plan, proportionnellement à la distance. I.,es équations

du problème s'écrivent

'X\ dxo
- a-X\^

dxx

dt
=-^^'
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Vl\ CilS illt('TCSS;int it illl|HP|i.llll i--I rdni ilr- illli'L;|-,llrv i|i'|)i'l|(|;i||l lie

plusifUis sidiilidiis iiiliiiiiiiciit Mii-iiii>.. Noici ce (|n il Ijiul riilcmlic |i;ir là :

Siiiciit ./i, j-.,, ..., ./•„ iiii s\>lriiir ili- Miliilinii» «Ifs r-i|ii:il ii)n>< ( ){ ) ri

j'j-T-OJ'i, j-j-f-o^-j, ..., .r„H-o.r„ un ^\-iiiiii' de vululinii- liiliiiitiinii

voisin ilu |irfiiii(-i'. On .\uv,i

df
- ^(( /, -^1 — ^'1. •'•:!-r- '>./'2, • • -, ^'„ -^- ^'•,/; ( / — I, >., . . ., «),

CM li'iiiiiil ('c>iii|iii' <li''- ('(|ii;it imi^ l3i I, il \iriiiiiii ilmii'

' tll ilr^ Or., - Ox„

de» fiiiMl Ïmii-. i|iii |iciiiicllriil (I Cliidii T les Miliiliuii-. xni-iiu- iriiiic m)|ii-

tioii ili"iiin-c. mil clc iiil nicliiili'- [lai- M. l'oiiicarc, ([iii li'> ;i|i|)('llc- les ('(jua-

tions (iii.r varitt/iO/is do --iduliuii^ ijii ^\>iriiir ( > 5 ).

C<iiisidfniiis iiiiiiiili'ii;ml imc rniiclinii liniiini;<''iic ni oj^i, o.r^, ..,, r,jr„,

dont ii'^ focnicit'nts scunil des luiicliiuis de Xi, .r-, /„ il d.- /; iiiii'

Udlf iiiiictiuii sfiii une iiili'^ialf dc-pciidaiil des sidiil imi- Nnisiiio j:, ri

r/H-o.r/, si sa d(''ri\(''f tnialc est iiiillr m \cilii di> ('•i|iialinii> (i3)('t (33).

Soit /" (M'Itc t'ciiict imi, iiji a

'Tu " tft ^Za ôx'i ~dt ~^^ d

{

ox,- ) c/t

(liiii la i-i>iidill<iii

(5C.) -= 1- > \/ — -r- > —^ or/. = o :

Cflli- cipii.liiiipii est in-ccssaiif cl siitlisaiilt' iimir (|iicy'si(it uni' inlt"i;ralt'
;

idic d"il a\nii- lien i|urllr^ i|iic Miiriil li- vaiialiniis v// iM qui !> (|nr Miiint

les Xj et /. Su|i|MiMiiLs 111 |iai liiiilin i|mi- lr> rmirliiiiis \ lir di'|iriidi'll I |ia>

r\|ilicilfini'nt di' / : il rsl aise i\y iimnlriT (|ui', si dan- la Imicl imi /' mi

I iin|)ia(c Ifs o.r, pai- Irs (|uanlilt's \,. la Icuict imi V ainsi nblrmir i>l unr

int<''i;iaic. La Imiciimi /'( /, ./i , . . . , .^•„ : o./j, . . . , o,r„ ) est, iti «iltl, dr\ciuir

F =./'( /, .''i 1,1 : \i, . . . , \,, ). < 'n a dune

mi a ili>ni

(77
~

iil
'"^ ûx^ (If

"^^
ô\i ~~dt

<l\i _J^ 0\i dxi, _ '^ il\i .,
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ot oiH'i ("Si nul, cai" K' sccoiid iiiiiiil)it' est co que dcNicnt \c piomior

iiifiiiliic tlf {'M\) (Hiiunl <m ) inciid lo c,/-; ]iii)])c>itiiinm'ls aux .r,-. Ainsi

t/l' ,, -,
—.- =: (), r est uni' lutc^ialt'.
(H

M(l|. Théorème de M. Kœnigs. — Prenons, par oxein|)lc, la foiine

lincaiif

y ^ h:, o.r, -h Z., 5.r., -H . . . -K H„ r>T„,

où lo Z/ >onl (les l'onclion^ «li- .r,, .rj, ..., .r„ vl i\v t.

Pour oxpiiincr quo y est une inlt-i^rali', nous t'-oiiions que l'on a

df v^ d'E.i ^ V^ _ - dxidf ^ d^i ^ V -
dt

ou cncoiT

ce qui s'écrit encore

(38) 5f2:^'-vi:(§--^'-)=°-

L'équation (38) se prêle aisément à la dénionstralion d'un élégant théo-

rème, dû à M. Kœnigs (i), qui établit un lien entre les intégrales linéaires

telles que y et la réduction au type canoiii(]ii(' d'un système quelconque

d'équations différentielles.

Les formes linéaires de diiïérentielles telles que y ont été l'objet d'études

nombreuses, et PfafT, notamment, s'est proposé de les ramener à certains

types canoniques {voir Darboux, Bulletin des Sciences mathématiques,

t. XVII, p. i6; 1882).

On démontre en elTet que Inulc Inniie linéaire de difl'érentielles peut

être ramenée à l'un dis deux types

( A ) ^1 07, + Z2 0J2 -t- . . . -h -/, oy,, — 07,

où les variables y, yi, ..., y/,, Zj, z^, ..., z,, sont indépendantes entre

elles. L'obtention de ces formes réduites exige l'intégration de certaines

équations différentiellrs pour lesquelles nous renverrons au Mémoire de

M. Darboux.

Supposons, dès lors, qu'on ait a|>pliqué le procédé de réduction à la

(') Comptes rendus^ décembre 189.5.

I
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liittiif /, cil it'j,Mnlaiit M-i)iniii<- iiiii' <-(iii>tiiiitc, cl t|iic l'nii mmI |i;ii venu,

|i;ii c\ciii|il«', iiti ly|«'(A), <|iii rniuiciit 2/> — 1 Miiiiililc».

Il |)".ii!i;i ;irii\ci- ipic -^/j -^
l suit iiiitiinlrc ipic // ; iilm^, «ii ailjiii;;iiiiiit

•* y, J'i, J'i, • • • , J'/M -I. -Il -/, un iiMiiilnc (le v.ii i;ili|i'- n^. . . . , u,f

c^'iil il
<i
= n }.p — 1, iiii |)i(iiii;i |(riiii|ic |)<iiii iioiiNclIc-. v;iii;ililcs lc>^',

les z cl les II.

Le systôiiic lie- C(|u;iliiiii- dilIVi iiitiillc- ilr\ icmlia, avec ces varialilos,

( J.j )

dy dy^

>
'

V,

~ 11:

dyj, ^ dzx_

dz,, _ du^ _ _ du., _

où Y, V,, . . . , Y/,, Z|, Zj Z,,, ll|, ....
\j,f

sont «les fonctiuii» de- \a-

riahlc» )-, j'i, . . . , ^i, . . . , «i, . . . , »y et /.

La romlitiiiii ( 3<S ) devient, puisque l'nn a ici /"= \ ^/ y'/ — y'i

(4o)

l'n-.<ins

(in

il \iendra

( »2>

V 1

"'
( S -' Y' '^'

)
-^- "S ( ^^' V' — '^'' ^-'^ ^ o-

oll

1

d'uîi, puisque ceci doit avoir lieu quels f|ue soient les o,

_ ^H _ dU
Z/ — ;— ' ' ( — -i—^— ',

on aura ensuite

<)\\

Le sysièine de- ('-quations ( J<)) a donc la loiine -ui\ant

dl -Zà^'ÔTi^^^

du
I

(40

et plli

i'ô)

,m dz, __ 'Ai^

~^ ôz/ ~dï ~ ~ ôyt

dy X7» OU

(t == I, ?., ...,/j),

dt
- U,
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On t'st ainsi ranitMU' au >y>lènu" < aiinniiiiie (43), suivi du systènio des

«•qualions ( { j ) •"'
( ]>)

Si. au litni du iviu- (A), on rlail arrivé au t>|)<' ( lî ). on rùl procédé de

nièuu'. on auiait eu la condition

Posons

il viendra, comme plus iiaut.

„ on ., c)H

en sorle que la lonction II vi-rifie ici l'iMiuation

"-S--' =2-::^

c'est-à-dire que H est liomoi;éne et du dei^ré i d'homogénéité par rapport

aux z.

\a' svstèine <les équalicpn> dillV'rcntiflIfS devient aloi>

(46)
dyi
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un i-ii -I' I .1 |>|)rl;iiit i|lli'

V - V .. V t^" V '^11

I

.\iii>i. la ^diimir > Z \/ -c n'iluil jii-lrinriil à la iiiMctiMii pri iiii|>.ilr II.

Si II i-I iiiili|it-iiila!il lin l(iii|i-. un -ail (|ni- il c-t nm- iiiti'-;;! ali.'.

Tel -fia le ca- -i li- \ it Ir- Z iir ili'|Hiiclrnl pas iln temps.

<^ii iTiiia iipirra <|M0. daii- tiui- le- cas, l'i'ipjal inu ( î4 ) s»' ri''<lnil à niic

siinpli' qua<li'atiii'('.

I.c cas (le n |>air lifiiiiic lien à «les remarques lonic- -fml)lal)lc-.

."0:2. Théorème de Poisson. — l-ii considcralinii Mes iiilciiralcs ilé-

pcndaiil. lion pins ilc dcnx, mai- Ai- li<iis snlnliitiis iiiliiiimcnl voisines,

(•oiiduit par niic \oic nnn\cllc au llK'uromc de l'nissoii. aiii-i qui' M. l'oiii-

caré l'a muiitre,

dmsidt'roiis en edet nii système canonique

ilrn ù\\ dpi ù\\ , .

'•
(il <)/>i rit Ofji

^
' '

'

Soient /),, /?, /'//, fjxi g z- . . . . cj„ un système de solutions et pi -^ o/?,-,

7' "^ ^7' • l'i'^^l'i' *]
i -^ ''•'' fj i <lcu\ systèmes de solutions voisins du

premier.

La lornu' biliiuaire

est une inti''i;rale. <)n s'en rend compte lU parlanl d'une identité i^c'-nérulc

concernanl les roimes liiii'aiiTS des dillVreiitieile-.

Soit

t-v: =2 ï,- o.r,

une l'orme liiit'aire de dillV'reiititdles ; posons de même

t>a =2]-''''^"

puis

l'ren-ni- trois systèmes de dillerentielle-, d. 0. 0', on a iilenliqnement

( îo) fl^ll- -H 065V/ -+ o'H,/ô = o.
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s

.

Cola rcvioiit à nin>l;Ut'r i.\ur

rf(oeg. -o'es)^o(o;H,/_rf05.) -o'(rfe5 — oe,/) = o,

ce <|iii est uno idcntilt'-.

Pioiuiiis iilitis pour Hs la finiiic / p,r,(ii\ on voit qur l'on a

d'où, (l'aiiii's l'idciiliti' (5o),

— df = — rfess' = -J'e./s — oe,/S'.

Or, oïl a

e^s- = — o'H d(,

si l'on suppose que, les dilIV-renlieiles d concspondeul à uno variation

do la variablo /, on sorlo quo les équations (49) soient satisfaites.

C)n a ainsi

— df= o'e,/ô — o0,/5' = — o'oH dt -H oo'H dt = o.

Le théorème est donc démontré.

Soit rt'ciproquemonl

une i'ormo linéaire intét^rale et posons

oV/, = £Q/, o'/?, = eI';,

où £ désigne une constante infiniment |)elito
;
je dis que pt -+ o' pi, qi -t- o'f/,

est un système de solutions voisin du système de solutions/?/, qi.

On a en effet, par hypotlièso,

^/ _V ^Q' ...?^^'
''-Tt=2A-dt'P^-Z^''-''-Tt-Zé^'''i'-Z^^''-dr

i

. 1- 1
dpi dqi , , , , ^

e cst-a-dire, en remplaçant -~- , —^ par leurs valeurs (49)»

\^dQi^ ^d\\^ Vn^/''^'\ V 1. - /^"

Celte ndation doit avoir lieu quels que soient les opi et les or/,-; il vionl donc

dt

r/P,

A^^^ dqr,dpi X^ ^àpr^ûpi
P P

dt Zi^^ôqr, àqt
^ Zà ^ dp.^ ôqi

~ ""
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('qiijUiniis qui s'rc riMiil . l'ii r<'inpl;ir;Mil (),, I', |iiii- Ifs f|ii;mlilis |)r<i|Mii-

tioiiiicllcs o'<y,, o'/>,,

? ' ?

et |):ii tilItMiiriil

, ( 11, ) - — 0'
(

- -

{•'est-à-<lirL' que 1rs oV/,, 0'/', Miilicnl li-s i-i|ii;il imis ;iii\ vjiriiitinns des

équations ( 49)-

On <l«'(luil lie là la cnnx'qufMCc suivaulr :

Soil + ( y, , y.,, . . . , </„, />| , />2, . . . , />„, / ) une iult'-grah; dos «'•(|iiali<iMS ( 4".) )•

Il est riair (juc o'I» est une inlt-f^ral»' dépcnflant de Atiux solutions voisims;

IIP

donc, d après le thcorènio priTcdciil, o'r/, = t > />, = — t sfmt des
' '

''

àp, " Of,i

solutiims des rijuatimis ;iii\ \aiiatiniis

hc riu'nii', avcr une autre intégrale 'l'i, 0' 7,= î > 0" />, = — t

seront fiicort' des solutions de l'c-qual ion iiij\ variations.

Mais on a vu (|uc la soninic

^(o'y, 0"/'/ '•//', '•^"'7/

)

i

est une intt'^'rale; donc

i

est une inlt'i^ralc : on icirouvc le tliforèinc dr l'oisson.

Nous terminerons en faisant connaître la définition des nouveaux élé-

ments que M. Foinearé- a introduits sous le nom A'imnrianix inh'ic'dUT.

.'»()iî. Invariants intégraux. — Kr|>riiioMs je s\s|('nif d iquatious dille-

dvi
rentielles ( 3 i ), —y- =X,; erjnveuons de ri-^arder ./•], t^ r„ comme

les cooidonm Ts d'un |ioinl dans un cspitcc à // dimensions el / re|ir('sen-

tera un»' mesure du temps. Les équations [i'i) liefinisst'iit un<' lamille de

Courbes (Cj; une courbe et un mouvement «^ur cette couri)C sont délinis

si l'on donne la position
j^'J,

.r!î, ..., .r)^ du m<diileà une ('poque /". .\|ipe-

lons I'" cette position initiale et I' I.i positimi occupée ensuite par le mo-

bile à l'époque t.
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Imii^iiioiis que Idn fasse décriit' à 1*^' un certain espace à /i diiuousions EJJ. ;

Ir point I' décrira hii-niènie un certain espace à k dimensions K/, . Par

l'xeniple, si le point 1*" décrit un arc de cciiiriic E\', le point I' décrira nn

antre arc Kj

.

\ri-i-ti>n>i-iiiiii> il almrd à ce premier cas; ciinvemiiis de (l(''sii;ner par le

sNnibole o li's Aarialions qui corres|>ondcnt au d(''placem< iit de 1* sur

lare El nu, ce qui revient au même, de !'« sur lare E','.

Consiili'rnns une e\|iressinn liiu'aire de la (orme

Z, o.r, — Z2 o.r, -^ . . .
_^ :=:^^ r^.r,,,

iiù les Z,- sont des roiuiion> de Ti, x-i-, — -Th et de /, et prenons l'intégrale

l =
I

Z.t 0./-, -^ Z2 r,.r.2 -H . . . -r- Z„ ''j.T,,

le long de lare Ei. Les variables a-j, ar.^, .... a-,, sont d(;s fonctions de t et

des coordonnées initiales x^, x^, .... :r]', du |)oint l'o. Quand ce dernier

point se di'place sur laïc 11!", les .7-^^ xnit fonctions d'un jiaramèti'e X qui

|)rend les valeurs X^, X| aux e\ti (miti's de l'ai-c. Les .7/ dans l'intégrale I

-ont donc aussi des fon( iion~ de À et de / sur lare E,, / restant constant

pendant l'intégration.

Or faisons maintenant vaiiei- le teMip> / ; alms, le> limites de l'intt'-

grale I restent Af, 't X], mais, comme ri'ii'ment d(''|)end de t, I n'en appa-

raît pas moins comme une fonction de /. Il peut arriver que cette fonction

de t se réduise à une constante, (|U(d que soit l'arc Ej. On dit alors que

I est un invariant intès;i'al.

Pour que I soit un invariant iiUt'gral, il faut que -j- soit nul, quel que

soit l'arc d intégration. On en déduit, puisque les limites Xj, X^ de l'inté-

grale sont indépendantes du temps, que la dérivée de la quantité sous le

signe somme doit être nulle,

d ,- . _ ^ ,

-j^ ( -1 0:ri — . . . -^ .=.„ rjXn ) = O.

Autrement dit, |)our que I soit un invariant intégral, il faut et il suffit que

Z, o.r, -- Z., o.r. -^ . . . — Z„ o.r,j

Miit une inli'giale dépenilant de (h.^ux sokition> \oisines.

Si, au lieu de |ir(,-ndre un élément linéaire par rapjxirl aux 0, on prend un

élément qui soit la racine m''"" d'une ïornic f(t, Xi, ...,Xn, oxi, ..., ox,i)

homogène et d'ordre m par rapport aux 0, on pourra, de même, considérer

l'intégrale d'arc

-f'VfW Xn-, oa^i, . . -, o:r„),
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»'t \,i (iiiiiliiinii |iiini i|iic I *iiii tin iii\;iii;ml iiil<'';.'r;il ifviciil à <liif (|ui*

/ «•>-l mil- iiili-;,'! ;il.- ili|Mii(l;iiit ili- <liM\ '>M|||tiltll^ Mii^inr- ./•,, ./., jr„

«•t ./•, -t- 0^1, /•„ — ov„.

I.ii qiicslinii «li'ï. invai'iiiiiK iiilt-^i;iii\ i i|>i('-riitr-. |i;ii (Ir- iiiti-u'r;ilfs

siiii|)lrs ^.<• riimi-iir diMic ;i cille ilc» iiit i-^i ;il<'^ i|<'|>(ii(liml «If il«ij\ «uliiiion^

vnisiiifs.

M;ii> on jn nt inniiNoir ;iii>--i ilrv in\;triiiiil> inl<i;i;iii\ représentés |»;ir

lies intt'fîiiilrs iniilli|il<'-.

S.j|i|MiS(>iis, |i;ir t'\«in|ilr. ipir If |i<iiiil I'" diiiixi- iiii f.|i;ioi' lil,' à <liu\

• liinensitins «t limité: le |)iiinl I' m (l(''crir;i un iiulrc K,. Désif;nons encore

|i;ir 1 les ilépliiceineiits ellertiiés sur rel espao' E», <'l consiflérons l'inlé-

Uiole il(>ul)le

'</.

ileniine à l'opace li», les M/./ ('tant des Innctions île Xi, ^2, ..., T„ cl (.

(^)uaiid r*" décrit lespace Ej, les coordnnnées
j"!J.

. . . , t% sont des fonctions

di' deux paramètres X, |x et les a"i j-„ sont éiialement des fonctions

de f et de ces deux paramètres. L inteiiiiile \ i)rendrait, si l on introduisait

les variables /., 'i. la futiuf

et les limites d'inli''i,'ralion ne dépendraient pas du temps.

Cependant, comme les M,/; et les Xi dépendent du temps, lintégrale I

en dépendra ;,'énéralement. Pour qu'elle en soit indépendante, il faudra

ipie I on ait

(5i)

L i.k

Si ceci a lieu, comme on la déjà supposé, quelle que soit la forme et

quelle que soit létendui- de l'espace Eli et, par suite, de l'espace E», il est

clair que cette équation doit avoir lieu, quelles que soient les fonctions de

X, a. qu'on a jtrises pour les xj et. par suite, pour les r/. Or, quand X varie

de OA, Xj varie de o'j",= —.- oX. et il saute aux \eiix que le> oj", Vi'-rifient

les équations aux variations «les équaliiin> (3i): de même, pour les \aria-

tions o'x/ = —-' Z\x correspondant à la seule variation de a. D'après cela,
0[x

'

ré(|uation pourra s'é-crire



4r>0 DVNA Al I (J l K DKS SYSTEM KS.

('Il<> ('\|Mim(" t|iio la foiutioii

/ -=2 -^'
'^ ^

'^' ^' ^" ''' "~ ^''
^''

''
"'^'' ^

est une inlégrale dt-pcndaiil do trois sululioii- voisines, x,-, ./'(-l- oV,,

.r,-i- .r,.

Ainsi, par exemple, dans le cas des équalions canoniques, nous avons vu

que la somme

( 7, />/— f/,0 Pi)

est une intéi^rale quand les o'/>/. o'<7, et o"/>,, o")/,- sont deux systèmes de

S(dutions des équations aux variations; cela équivaut à dire que l'intégrale

dunlde

• = / / ( t^Pi cifji -T- dpi drji -i- . . . -T- dp,, dtja )

est un invariant intégral.

On peut considérer de la même façon des intégrales A'''''"% représentant

des invariants intégraux, c'est-à-dire dont la dérivée par rapport au temps

soit nulle, et cela, quel que soit l'espace E/. suivant lequel on intègre.

Soit

/.-.

.^//.../IM. ?,...,). oJFx, ojrp,.. , cx).

une telle intégrale k — uple, où les Mj^ 3 .. ). sont des fonctions des x et

, T .. . d\ , . . 1 •

de t. La condition -y- = o équivaut a la suivante :

dt '

d
Tft

2^'».? X
,

^';a 52 .rs ... 0^3"),

o^'Xx o^'.rq ^>'^>.

Klle exprime que la somme / , où 0', 0-, .... 0'' sont k symboles diffé-

rents de différentielles, est une intégrale dépendant de (A-^i) solution?

voisines.

Prenons, par exemple, l'intégrale multiple d'ordre n

l- f f...
J^Mr.x,,ox,,
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Dire (|ui' I c-l un iii\,ii'i;ml . c i-^l diic c|iic- li- |>icMltiii

I* = M

' ' Il

r.'l -r

-= M.n,

où o', 0*. ..., 0" (lt'"sii;iicnl // ;-\ -Ii'nu- ilillcniits de (linV-ii-nlicllcs, est une

iiitt'^'ialf (l(''|)('n(l;mt <!< (n -f- i ) soliitinn^ vcii-iiics. Cliciclions et; que doit

dV
ètif la loiHlioii M pniii iiii il ni xiil aiii^i. il laiil avoir —r- = o. ou

, r/M ,, (/\)

f/t c/t

La dillVifiil iatioii de !> dniiiii- d'adli-iirs

177

df
-

d?J.r,

dt

do" T\ ^

~dr ''

o^.r., . . . o-.r,,

iiM les piiiiiis ri'pri'-M'iilciiI (n — i) di-toniiiiianls aiialni;ut's au i)iciiiicr ijui

est t'cril.

Mais les o'a;x vcrilitiit les iqualiniis aux variations, t'ii sorti' (|uc Ton a

—7-— ^ -T— o'a^i -h -— o'a-., -t-...-t- -— o'r,,,
dt àxi O.r.2 ox,i

dt ôxi '
c^J'-o ^

dt oxi Oxo (>x,i

\'a\ >nlistil uaiil io \alrui> dans li' dt'lcrMiinaiil t'cril, lOi \i>it (ju il c-t

l'-^^al au produit

f).r,

i>;

li'> autres si'raitiil de nièmc ('^aux à -—^ D, ..., -7-;— D, en sorte (|u"il
Ox-,

' • • '

f)j.^^

dD
dt

0\i

Z^dxi
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d'uii. par i'()nsc(|ii(iil ,

f-^(f-'2:t>
fi'aiitrc pari , on sait que

d( ^- 'dr, '
' (k

Nous trouvons donc, en délinitivc,

dt
= D 2

c^rX/iM) c)M

t*j'/ dt

cost-à-dirc

t)(X,M) _^ J.M _
àxi Ot

(hi voit ainsi que iM doit ètic nu iiiiill ipliratciir an sens de Jacobi.

On déduirait aisément du i('>iiltat pi'i''çi''dt'nt la piopri('-t('' d'in\ariancc

qui a été établir dés le dt'djiit, attendu que, si Ion fait un (liant;(Mn('nt de

variables portant sur J7i, .r^, ...,./;,, le (hMcruiinant l> sr rcpicxluit multi-

plié par le déterminant de la translormation A. Si donc I\l était un mul-

tiplicateur avec les premières variables, MA sera bien un multiplicateur

pour les nouvelles variables.

Ce retour au multiplicateur de .laeobi est très intéressant, car il mani-

feste déjà 1 importance des notions iiouNciles dues à Al. f'oincaré, puisque

ce multi|)licateur n'y apparaît que comme un cas particulier de concep-

tions beaucoup plus t^éniiralcs. Ajoutons que l'émincuit géomètre a tiré un

grand parti de ces invariants intégraux dans ses recherches de Mécanique,

notamment en ce qui concerne la stabilité. IMais nous renverrons, pour ce

sujet, au livre de M. Poincaré Sur /es /nr //iodes iioiive//es de /a Méca-

nique céleste.

Dans une XHte insérc'e en janvier iSgli aux Comptes rendus de l'Aca-

démie des Sciences, M. Kœnigs a également étudié les invaiiants inté-

graux représentés par fies intégrales (/i— i) — uples de la forme

-/./-/2*'. (tX\ . . . dx I— ] ctx^^i , . . ctXii^

dans Ihypothèsc où les coefficients X des équations dlfrércntielles sont

indt'pendanls de /, ainsi que les fonctions M,. Si l'on pose

B
<"=2:'-''-^''S
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n >i t (l.-si^ii,. mu. iiiti-j;iiilc i|iii ii'iiiiniil<- |.;is 15(0), lu fonctinii \i(i) est

lin tnullifilicateiir. \.,\ cuniiaissaiK r ilc dciiN iiil(-^i aies a,
fj

|»iTiin'l al. us

tl'cii l<.tiii.i- iiiK' UuisitMiii- ^
- , aiii>-i .Mil- I.- iHiiiirt I.- iIhmiciik- <!.

n ( 2 I
'

'

l'oi-Miii (laii«. le ca- il(< iipial iuii'« caiiMiiitiur*.

(Ml |M.una ((iiiMilt.r f^ialciiinit, mic les a|)|ilii'atiniis ri la «li.'-uiir drs

iiivariaiils iiilc-raii\. un travail di- jM.d.' \)>nu\ii ( Cirrolo di l'alermo,
t. \\ , l<)l)| , <| t. \\ I, l<)0> ).

VII. PRINCIPE DE LA MOINDRE CONTRAINTE. DE GAUSS

.

oOi. Énoncé du principe. — Les i^éonirlres ont cliciclié de

diverses laeons ù ré.stiinei' les é(|iialions du imnivement dans un

«•nonce unic|ne, en indiquant des intégrales ou des fondions qui

sont niinimii dans le nu)uvenient rt'el du svslèiue comparé aux

mouvements possibles voisins. Dans cet ordre d'idées se place

d'abord \e /nincipc de la nioindii' action (n" iSO); vient ensuite

un principe plus général, le principe cC llaniillon (n" 183),

dont on déduit dune façon simple les écjualions de Lagrange dans

les systèmes holonomes, le raisonnement cl la lonclusion deve-

nant inexacts quand le svslrme n'est pas liolonome. jNous nous

occuperons ici du /uinci/H' <lc la moindre contrainte de Gauss;

ce principe, absolument général, ne com|)orle, en outre, aucune

diflicidté d'application; il a l'avantage de pouvoir se traduire par

un énoncé analvli<pie des |)lus sinqjles ramenant la recberclie des

é(puiti(Uis du mouvement d un système quclcorxpie, liolouome ou

non, à la lecberclie du minimum d'une Jonction du second degré.

Nous re[)roduisons ici la traduction du commencement du

Mémoire même de (jiauss, avec le Commentaire dont Joseph Ber-

trand l'accompagne dans la Xole l\ dt! la troisième (''dilion de la

Mécanifjue analytiijiic de Lai^ran^e (t. Il, p. 1'»-)
:

« (jaiiss a lai t connaître, dans b; l onie ï du Journal (/( ('rcUi\

un Ixaii théorème (|ui comprend à la lois les lois générales de

lécpiilibre et du mouvement, et semble l'expression la plus géné-

rale et la plus élégante (|u"on soit parvenu à leur donner; les

lecteurs français nous sauront gré de reproduire ici la traduction

des quelques j>ages consacrées par l'illustre géomètre à l'exposi-

tion du nouveau principe. "
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Commencement du Mémoire de Gaiiss. — l.c priiicipi- des vitesses

viiluellos transforme, eoinnie ou sait, tout prol)lènie do Statique en une

question ilc nialliématiques pures, et, par le principe de d'Alenibert, la

Dynamique est, à son tour, ramenée à la Statique. Il résulte de là qu'au-

cun principe fondamental de l'équilibre et du mouvement ne peut ètie

essentiellement distinci de ceux que nous venons de eitt r, et que l'on

pourra toujours, ipiel i|u"il soit, le regarder comme leur conséquence plus

ou moins immédiate.

On ne doit pas en conclure que tout théorème nouveau soit pour cela

sans mérite. Il sera, au contraire, toujours intéressant et instructif d'étudier

les lois de la nature sous un nouveau point de vue, soit (juc l'on parvienne

ainsi à traiter plus simplement telle ou telle question particulière, ou que

l'on obtienne seulement une plus grande précision dans les énoncés.

Le grand géomètre (') qui a si brillamment fait reposer la science du

mouvement sur le principe des vitesses virtuelles, n'a pas dédaigné de

perfectionner et de généraliser le principe de Maupertuis relatif à la

moindre action, et l'on sait que ce principe est employé souvent par les

géomètres d'une manière très avantageuse. Le caractère propre du

principe des vitesses virtuelles consiste en ce qu'il est, pour ainsi dire, la

formule générale qui résout les problèmes de Statique et qui peut, par

suite, tenir lieu de tout autre principe, mais il n'a pas ce cachet d'évidence

absolue qui entraine la conviction sitôt que l'énoncé est connu.

Sous ce rapport le théorème fondamental que je vais démontrer me
semble devoir être préféré; il présente, en outre, l'avantage de com-
prendre à la fois les lois générales de l'équilibre et du mouvement.

S'il est plus avantageux au perfectionnement successif de la science et

pour l'étude individuelle de passer du facile à ce qui semble plus difficile,

et des lois les plus simples aux plus corhposées; d'un autre cô^^é, l'esprit,

une fois arrivé au point de vue le plus élevé, demande la marche inverse

qui lui fait paraître toute la Statique comme un cas particulier de la Dyna-

mique.

Le nouveau princijx- est le suivant :

Le mouvement d'un système de points matériels liés entre eux d'une

manière quelconque et soumis à des injluences quelconques se fait, à

chaque instant, dans le plus parfait accord possible avec le mouvement
qu'ils auraient s'ils devenaient tous libres, c'est-à-dire avec la plus

petite contrainte possible, en prenant pour mesure de la contrainte

subie pendant un instant infiniment petit, la somme des produits de

la masse de chaque point par le carré de la quantité dont il s'écarte

de la position qu'il aurait prise s'il eût été libre.

(
'

) Lac;r.\nge, Mécanique analytique.
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Snifiii ///. ni', ni". ... Itx iii;i>>f> (|f>^ |><iiiils, n, tt', n" , ... leurs |)«isiliuiis

irs|)fitiM> à riii-liiiit /, /y, //, // , ... les |>iisilioiis (jiiils orcii|)ciiiii'!il

jiprès un ti-iii|)s iiifiiiiiiit-iil ixlil ///, m nciIu des forces (jui 1rs sullicilciit

cl (If la vijcssc :ifi|uisc à l'iiislant /, *i lo liaisons t'-taifiit su|i|n iim-o à

cet in-taiil, c, r', c". ... Il- |M)-.iiiciiis ii-cllfs (|n"ils (»ccii|m'iii a I iii-laiil

f ,1t.

I. <'iinii("c |iifc(''(lfnt rcviciil à diic c|iir \v~ imsiiioris r, c' . c", ... (iii'ils

prcndidiit seront, |iai'ini toutes relies t|ue |ni iiiel Iciit les liaison-, (elles

pour les(|ueiles la soninic

mbc -^-
m'

I)' c' -r-ni"ù"c" -f- . . .

sel a un inininiuni.

l/('(|uilibro est un cas parlieiilier de la loi i^i'iK'iale ; il auia lieu lorsfiue,

les |)oinls ('lant -ans \ites-es, la souinie

mab -\- m' a' b' -(-...

sera un niininiuni. <mi, en d'autres termes, lorsijue la conservation du
sNstcine dans létal de repos icvA plus près du mouvement libre que cha-

cun des points tendrait à prendre, si les liaisons étaient supprimées, que
tout déplacement possible com|iatihle avec les liaisons.

ht'Dionslidlion. — A l'instant /, le [)oiiil m occupe la position

Il de coordounées x^ y, z; il possède nue vitesse dont les pi-ojec-

lions sont les dérivées x', )', .;' de x.,j-, z par rapport à ^ et une

accélération dont les projections sont les dérivées secondes x",r",

z" de ./..)', z pav rapport à t; enfin il est sollicité par des forces

données, antres que les forces de liaison, dont la résultante a pour

projections X, Y, Z. Dans le niouvcnient réel du système j:*, ^•, :;

sont des fonctions du temps; à rmslant / le poini m est en a, à

l'instant t -+- dl il est en c : les coordonnées de c sont donc,

d'après la formule de Tavlor limitée aux trois premiers termes,

( c ) X -\- x' dt -\ .r" dl-, y -i- y' dt +• - )" r/r-,

z ^ z dl ^ - z"drK

Si, à 1 instant /, le point m devenait libre, c'esl-à-dire si les

liaisons étaient brusquement supprimées, ce point aurait une

accélération dont les projections, d a|)rès le prmcijte foiidameiilal

de la mécanicHie (u" 69), seraiet)t — - — > — et sa position b au
• ^ ' ' /H ni m *

A., II. 3o
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Ixtiil ilu Irinps <lt SLM'iiit doniii'c par des lormuU's analogues aux

nrécédcnles où .r'', >'", z" serauMil iiMuplacôs iiar -, —, — • On a
r I ^ ' ' ' /;t //t //j

(li)nc, |)<iur les cooiJoiint'e.s ilu poml />

,

(6) X -r X ill -r- (II-, y -h y dt -\ df-,
>. m '

>. /«

z-^ z' df -i (//-.

Jt m

Le segment C'A a donc pour pi()|eclions

{-b)
I /Z

l/2i_.r")j/s l/I-yV//^ Ll".--"]dtK

el le segment //i .c6, obtenu va\ uiultiplianl eh [»ar la masse, a pour

projections

- (X — mx" ) dt-, - ( Y — my")dt-, - ( Z — inz") df-.

Dès lors, d'après l'équation géïK-rale de la dynamique,

^ [
( X — /n,r"; r,x -\- {Y — '^^y" ) o_/ -h ( Z — niz" )rtz\ = <>,

la somme des travaux des vecteurs tels que tn.cb est nulle, pour

tous les déplacements virtuels compatibles avec les liaisons.

Soient donc ', "', v', . . . des positions inlinimenl voisines de

c, c', c", ... que les points m, ///', ni' , ... puissent prendre sans

violer les liaisons du système et '^J, 0', 0', . . . les angles que cy,

c'v'j c"v", . . . ("ont respectivement avec cb. c' b' , c' b" ^ .... Le tra-

vail du vecteur m.cb., pour le déplacement virtuel cy, est

m. ch .c'i .co^ 0.

Il faut donc que la somme tle ces travaux

2. m. c/j. <; .cos

soit nulle pour toutes les positiijns ', y', ... coiupatd)les avec les

liaisons.
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Miiis il <">l chiii' (|iii' I un .1

el, |i;ii- ^iiilc,

y m ."J)
— ^^ni.rl, - > ni r-- > ^ /ii .c/j .<ri m-^ I)

;

comiiif lii <lfiiiirrc MHiiinc l'^l nulle, on n

^ /n .

•J»
— ^ ni . ch r^ ^ 1)1 . r-' ,

(•1
,
|)ar «;iiili>. I.i il iHV- reniée

^ m ."J>
— ^ m. (h

fsl toujours |tosiii\c, cl csl nulle sculeinenl si les points v, v'^

y", ... coïncnlenl ;ivec c, c', c'', ...; c esl-à-dire (|ue j m.clj esl

toujours un minnnum. (J!e (|uM (allail déinonli'er.

Enonci' analylijuc du principe de. Gauss. — l)'a|)rès les

expressions ci-dcssus des j)ro|eclions du se^nienl cb^ on a

Si un deuxième inou\einenl eoinpaliMe avec les liaisons se

produisait de faeon à amener les points en -% Y? ",'
? ••• dans le

même ten)ps dl. les accélérations auraient d'autres valeurs x'\,

y], c-,, ... compatibles avec les liaisons el Ton trouverait de

mt'me

\i 7—2 dt' \^ m
III . Ir; = > —

/i. --^'O '"('^"•^'/""(^""'/J

(ionime ^/?*./>c est toti|ours |)liis p«Mil (pie ^_^/fidr' , on pc ut

(lue (jue

. / cliiojiic iiistdiil I, les accêlcralions x' , r", c", . . . que

prennent n'eileinent /es divers points sont, parmi toutes eelles

fjiie permet tent les liaisons, celles i/ui rendent minimum In
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fo/iclion

du second dci:ré on .r". y", z"

Tel est renoncé aiialvliqnc du [irmcipo de Gauss.

Nous devons à rol)lii;o;iiu(" de M. A. Majer, de Leipzig, les

rcnseiî^nenienls Instoiicjiics cl bibliographiques suivants. L'énoncé

analvliipie «bi piinci|)C de Ciaiiss a déjà élé indicpié |)ar Jacobi

dans une leçon qui n'a pas encoie élé piibbée; il a élé douné,

indépendatuMienl de Jacobi, par Scliefiler { IlL Band der Schlo-

milclischen Z..., |). \()~)- H se Irouve reproduit dans Macli {Die

Mechanik in ihrer Kntslchung hisLorischkrilisch dargeatelll,

Leipzig, i883), dans Uevlz {Gesammelte fJ'e/Ae, t. lll), dans

lîoitzmann (^Vorlesungen iiber die Principien der Mechanik,

Leipzig, 189-); jNI. \A il lard Gibbs, dans nn beau travail : On (lie

fondamental formula' of Dj namics {American Journal of
Mathemalics, vol II, 18^9) a donné, de cet énoncé analytique du

principe de Gauss, des applications à diveis |)roblènies, notam-

ment à la question de la rotation des cor|)s solides; enfin M. Mayer

s'est également servi de cet énoncé dans un intéressant article

intitulé : Ueber die A ufsteUung der DiJJ'erential gleichungen

der Beivegung fiir reibungslose Punklsjsleme, die Bedin-

gungsungleichungen untenvorfen sind und Zur Regulirung

der Stosse in reibungslosen Punklsystemen, die clem Zwange
von Bedinirunssuntileiciiuniien unterlie<jen. (Abdruck aus den

Berichten der mathemalisch-physikalischen RIasse der kunigl.

Sachs. Gesellschaft de r AA issenschaflen zu Leipzig. Sitzung voni

3. Jull 1899.)

On pourra aussi consulter, pour la comparaison entre les divers

jjriucipes, un article de M. HoelJer : Ueber die Principien von

Ilamilton und Maupertuis {Nachrichtên der k. Gesellschaft der

Wissenschaften zu Gottingen, i896,Heft2). Enlin, pour le prin-

cipe de la moindre contrainte, nous signalerons un article de

M. Wassmuth : Das Beslglied bei der Tiansformation des

Zwanges in ailgenieinen Coordinaten [Sitzungsbericlite der

kaiserlichen Akademie der Wissenscliaflcn in Wien, l. CX,
Abtheilung II, avril iqoî).
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l'Oiiiu' ^rnridlr des rijinttionsi ilr ht /hnnilUtiiii'. — Ucmar-
f|ii()ns, en lermiiiat)!, (|iic l'on |)(-iil i;illii(li<'i- a cel énoncé analv-

li(|ii*- tlii j)riM(i|»c lie ( liiiiss la lornic des é(|ualions de la Dyna-

niKjiie (|iie rxxis avons ('•ludit'-e pic'cédenini enl (n" Kîo) \ Journal
(le Crrllc, l. Itil cl Itili, el Journal di^ Matlirniali(/urs fnirr's et

a/>l)li(j liées de M. .loidaii (picniicrs lasc.ieides i(|()o et m^oi)].

Soit lin syslènic (]uelcon(|iie dans le(jiiel le dépluceincn t virtuel

le |)liis ytMK'ral conipauhie avec les liaisons esl défini par /•• va-

rialions oyi, oy.j' •^''^'Jk- On a poiii" nu poinl (|tielcorKjiie du

SNSlèrne

or = Uy r,fj\ -f- a.> î^fj., -\- . . .-+- <i/, oc//,

.

0^ = 0, oc/i -+- /j., 07, -4- . . . -f- 6>;- oc//,,

OJ = C, Oc/i + Cj 0</2 -H. . . -H C/, 0<//,,

(I où, jtoui' la somme de> lrav,iu\ xirliiels des forces a|)pli([uées,

y ( \ o.r -^ Y or .+- Z oj ) = Q, v/, -f- Q-, oy., -^
. . . -h Q/, oc//. ;

avec

Qi = ^ (rti\ -f- />, V -!- C| Z ), ne.

D'antre part, le dépla(;emenl réel dn système pendant le temps

r/t s obtient en Caisanl croître r/,, y^,, ..., q^ de dr/,, dq-^i •••, dej/^,

ce qui donne, pour le déplacement réel du point (x, j', z),

dx = a
I
dq 1

-1- «•> c/c/o

f// = />! c/ç/i -H 62 c/c/2-

(Iz = C| cA/i -:- V-i d'il
-

'il;d(i u -+- (idt

^

l-'k d'/l: -+- bdl,

Cl, dlfl; -r- ((II.

Divisons par dt el employons la notation de Laj^rangc pour les

déiivées, nous aurons

T = (i\(i\ -^- a,q'.^^ . . .-^ ai,.(] '^. -+- a

y' ^ h^ (/\ -f- />, «/2 + . . . -t- bk q',. H- b

z' T= r, q\ — c, 7; H- ... -t- c/, 7'/. -+- c

d où, en d(''ri\aiil rnrorc; une fois |)ar rapport au temps,

(•-'-)

T ~ ci\q i^ (I i(j .,

J'" = b^(i\-^h.i(i,

-" = ^iVi — fi'l'i

.-^«/,7/,-*-

-^l>l.ql^
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rendre la somme l\ miniimini, les vnleurs de q'\^ q\, •^^fk corres-

pondant an inoiiveniciil s'ohliciKlioiit en égalanl à zéro les dérivées

partielles de la somme W |);n' rapport à rj\^ q"., q"^. Eerivons

rpllp «nnimpcelle somme

(3) R = i y /» ( T"i -^ r"- -^ c"2 ) —y ( \ .r"+ Y )-"^ Z c" )
--

.

.

les termes non écrits ne dépendant |)as de x'\ ) ", z". Désignons

comme jjlns haut par

l'éneriiie d'accélérations du système; d'autre part, formons la

somme

en V remplaçanl ^", y. z" par leurs valeurs (2), celle somme
prend la forme

Qi 7Ï -^ Q-2 -ZÏ -^ • • • -^ Qa '/a ^ • •
•

où nous n ('crivons |)as les termes indépendants des q". Dès lors,

pour obtenir les équations du mouvement, il faul égaler à zéro les

dérivées partielles de

R = S Qi v'i — Qi'A — • • • — Q/, 7I

par rapport à q'[, q"„. ..., q"^. On a ainsi les équations du n" 465

, -Qi-o,
ô^

W^
àS
T^ — Q/. = fj

qui conviennent à tous les svslèmes de liaisons et de paramètres.

L'énergie d'accélérations S est une fonction qui caractérise le

système; les quantités Q,, Q.j, .... Q^; dépendent des forces

appliquées. {J'oir également le n" 468.)
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EXERCICES.

1. A|i|ilii| inr l.i iiulliudc (l'iiili':;i;iti<>ii de .I.itnhi juin |iiol.|iiiics liuilils d;iiis

les Cli;i|(ilii'> |>ir(i-ilciil>, i>ii |>in|Kiscs «oiiiiiif cxrrcicrs ;i hi lin de ces Chapitres.

'2. L'n trièdre Irireclaiiple ()\^Z tourne avec une vitesse cnnslanle w autour

de son aitHe OZ, qui est dirigée en sens contraire de la pesanteur; il ciilraine

avec lui un paraliojipVde P i|ui. rap|)orlé aux a\es 0\, ( »V. (>Z, aurait |iour

éciuation

-r--v'= >./>z.

In point M de masse i, de pcjids ^, assujetti à se inouMiir sur la surface de F*,

O tr

est attiri' veis le sommet O du paraiiidoïdc par une force é^alc à —-MO; en

outre, MA, MU étant les perpendiculaires abaissées de M sur les génératrices

rectilifînes de P qui passent au sf)nimel O, le point M est encore sollicité i)ar

deux forces dirigées suivant les segments AM. 1!M, et égales, la première à

^ AM, la seconde à ^ liM.

P P
La position du mobile M sera définie par les valeurs des paramétres /,. |i qui

(igureiit dans les é()ualions

-"- -'-'

, x- y-
= }. — 2C, 1

: — 11 + 7.Z
A — /; A -f- /> \^ -^ p \^ — p

des paraboloïdes liomofocaux à P et [lassant par le point M.

Cela posé, on demande :

1° De former l'équation difrérenticlle aux dérivées partielles dont, suivant le

théorème de .lacf>l)i, il suffirait de connaître une intégrale complète pour en dé-

duire, par de simples dilTérenliations. les équations du mouvement du point M:
••• De trouver cette intégrale complète et les équations du mouvement quand

on suppose w = o;

;i° D'intégrer l'équation de la trajectoire et d'indii|uer la forme <le cette ligne

quand. '•> étant toujours nul, on a, à l'instant initial,

^ = y-p\/v ,,t
= ^- vV.-. 777 =-—^~-\/PS.

(Agrégation.)

.'}. Transformations isog anales en Mécanique, d'après M. Coursât. — Con-

sidérons le mouvement d'un point matériel dans un plan, dans le cas où il existe

une fonction de forces {}(x, y). La détermination des trajectoires qui corres-

pondent à une même valeur li de la constante des forces vives se ramène à la

reclicrclie d'une intégrale complète i\c ré(|Mati(>n aux déiivécs partielles

Posons z = X -k- ri. Z = \ -f- V /, et soit z = !•'( Z ) une fonclif)n analytique de
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hi viiriiihlc cimplexe / ; de cette rcliition «m lire

(i) x=r{\,\). y=;(.\.V^.

les fonctions o et <{/ véri(ianl les coiulilions

(3)
0^ df^ ()~i

0\'

Si. dans l'équation (i), on fait le rhangcmenl de variables défini par les for-

mules (a), on reconnaît ininiédiatetnent qu'elle devient

éiiualion de même f.irme que (i). Dom;, si l'on considère toutes les trajectoires

correspondant à la fonction des forces U(x, y) et à la valeur h de la con-

stante des forces vives, et qu'on soumette ces courbes à la transformation iso-

gonale (i), les nouvelles courbes seront les trajectoires correspondant à la

nouvelle fonction des forces

^<^.*>->[(i)'-œi

et à la valeur zéro de la constante des forces vives.

Par exemple, en prenant

U =
/x--i-y-

h = o.

où a et ^ sont des constantes, puis en faisant ^ = Z-, x = X- — Y-, jk = sXY, on

trouve pour nouvelle fonction de forces

On passe ainsi de la loi d'attraction newlonienne à la loi d'attraction propor-

tionnelle à la distance. (Gol'rsat, Comptes rendus, t. CVIII, p. 'i^6.)

4. Transformation de M. Darboux. — Soit, en adoptant lis notations du

n* 487, un système à liaisons indépendantes du temps, soumis à des forces déri-

vant d'une fonction U ne contenant pas f, et

c/S- =7 m{ dx- -+ dy- -f- dz- ) = y a^- dq, dq-.

La détermination des tiajectoires se ramène, d'après le principe de la moindre

action, à la détermination des fonctions 7,, 7,, ..., q^ rendant minimum l'inté-

grale

-V, = / va Li -^ ? d^^

011 2 et ^ désignent des constantes. Comme on peut écrire idontiqueinenl

^=f\/l-^-^^d%=fs^l^.ds-,
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elS'- - V rfS',

un vilit i|iif :

Si l 'on sait trouver les trajectoires du système pro/iosé, la constante des

forces vives étant -» on en déduit les trajectoires d'un autre système à /. pa-

ramétres 7,, 7_ 7i pour lequel le nouveau dS- est donné par

dS'- rr U dS\

et la nouvelle /onction des forces par

l<i nouvelle cnnstaiile i/cs forres fivcs étant -

Celte tiiin-fiii iiiiition conipreinl la précédenle, donnée par M. Gouisal.

(Dauboux, Comptes rendus, l. CVIII, p. 'i')!).)

5. Un svslènie, assujelli à des liaisons pniivant dé|)cndrc du temps, est sollicité

par des forces dérivant d'une fonction U des coordonnées et du temps: en outre,

chaque point du sjsléme subit une résistance de milieu proportionnelle à sa

masse et à sa vitesse. Démontrer qu'on peut, par un cliangemenl «le la variable

indépendante t, faire disparaître ces résistance» de milieu, de façon à pouvoir

ensuite appliquer au système les théorèmes d'IIamilton et de Jacobi.

Héponse. — Les équations ilu mouvement sont, d'après la méthode îles multi-

plicateurs de Lagrange,

. .
d-x., (){} , dx , i)f, , ,)f',

i\) m.^ —~ = km. —H -+- '>, -^ -i-. . .-i- a, -^^ ,

' dt- lU. ' dt ' f)x.. '• i)x.

<»ti /. est une constante positive, la mrmc dans luules les équations.

raisons le changement de variable t — e ''. Les ('qualiuns prennent la forme

«T- ÔX. ()X^ ()X..

à Condition <\r poser

\- '11 ^.

< >ii ,-*i ilonc ramené à intégrer les équations ( i ) (|ui sont les eciualions <lu

niouvemenl du système donné, non soumis à la résistance de milieu et sollicite

par des forces dérivant de la nouvelle fonction V.

On j)ourra donc appliquer a ce dernier mouvement li> méthodes dllaiiiillon

et de Jacobi; on en conilura, en revenant à la variable /, les intégrales «les

équations ( 1 ;.

«Ml pourra appliijuer celle méthode aux ras |.aiti. uiiirs suivant^ :

1' .Mouvement d un seul point.
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[Ce problème a élé tniilé par M. Elliol et ramené par lui. dune autre ma-
nière, aux formes raniiniques {Comptes rendus, 1892: Annales de l'Ecole Nor-
male, aoiU i89.'5). Voir également le premier Volume, p. ôSa.]

a° Mouvement de deux points pesants reliés par un fil inextensible et sans

masse, chaque point subissant une résistance de milieu proportionnelle à sa masse

et à sa vitesse.

G. Mouvement de trois points matériels /», m', m", situés dans un plan fixe et

s'attirant mutuellement suivant une fonction de la distance; les points ni' et m"
sont, en outre, assujettis à rester à des dislances constantes de m [ Voir Liou-

viLLE, Sur un problème de Afécaniçue (Journal de Liouville, i' série, t. III)].

La position du système dépend de quatre paramétres : en prenant pour l'un de

ces paramètres l'angle a de mm' avec mm", on voit que la fonction des forces ne

dépend que de a. Le problème se ramène à des quadiaturcs.

7. Soient 9 = c, -^ = c' deux intégrales des équations canoniques; si la paren-

thèse (9, i) n'est pas nulle et est fonction de s et de <l> seulement, il existe tou-

jours une fonction y de 9 et ô qui, égalée à une constante, fournit une intégrale

telle que (f, /) soit idenliquenienl égal à l'unité.

8. Méthode de Liouiille pour ramener des équations différentielles quel-

conques à la forme canonique, — Soient des équations difTérentielIcs cirdinaircs

du premier ordre de la forme

(i)
dXy dx.. dx.. = dt,

où X,, X,, ..., X„ sont des fonctions données de x^, x. ar,,, t.

Introduisons des variables auxiliaires y^, y,, . . ., j>',,, et posons

x„r„-H
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1
,

r- 1 .. ,
• . . -t- 1

,.
= consl.

' <t.i\ i)x " iU\^

en suit une autre. i. Unii., Thèse <lc l>(>cU>i'iit, i()<pi.)

Ce lli(°'i>rrriic c<>iii|>i'en<l roiiiiiic «iis |>iii'ti(°iilirr le tliénrciiic de INiissoii ; iiciis on

peut aussi le ilcdiiiit- du lliconnir i\v l'i.is-inn ( Ari"i;i.i., ('omptes rendus, aoùi

U)0I).

Voyez é^iileimMil un MiiiiMiic dr M. de hiiiidiT
\

l:'l iide sur les iinnriants

integrtiu.c {('ircoln di l'ulerino. ij uiars Myti )\.

10. 'rruns/ornuitiiin des dtjuations dijferentie//es de //ami/ton. — La Irans-

foriiiatiuii des é(|uatiuns canoniques en un autre syslèuie raminique a élé lrai(ce

par Lie dans un .Mémoire inlilulé : Die Storungstlieorie und die lieriihrungs-

transfornintionen. inséré au Tiune II de V ArclÙK' for Matheniatik of Aciluni-

denskab ( Krisliania, i'S77). Voyez cf;aleuieul un aili<lc de M. Morera : Sulla

transfornuizione deile eijuazioni dijferenzicdi di Homilton {Rendiconti délie

II. Acradeniia dei Lincei, Vol. \II, i5 février if|<i.l).



i-C) I) ^ N A M I g r i: d k s s v s r e m k s .

CHAPITRE XXYI.

CHOCS ET PEIICLSSIONS.

I. - PERCUSSIONS APPLIQUEES A UN POINT MATERIEL.

oOo. Définitions. — Il petit aiTiverque les |)oiiils d'un système

matériel changent hi iis(|nenient de vitesses dans un temps extrê-

mement court, sans que le système change sensiblement de posi-

tion.

Par exemple, quand on donne un coup de queue à une bille de

billard immobile, dans le temps extrêmement court pendant lequel

la queue touclic la bdle, les vitesses des difFérenls points de celle

bille prennent brusquement des valeurs finies sans qu'elle ait

sensiblement changé de |)Osition : la ])ille se meut ensuite sur le

tapis suivant des lois que nous avons étudiées.

De même, une balle élastique lancée contre un mur rebondit :

dans le temps extrêmement court pendant lequel la balle est en

contact avec le mur, sa position ne change pas sensiblement, mais

les vitesses de ses dilTérents points changent brusquement, puisque

la balle qui se dirigeait vers le mur un instant avant le contact

s'en éloigne immédiatement après; à partir de ce moment, le

mouvement de la balle se lait de nouveau sous l'action de la pesan-

teur dont l'efTet est négligeable pendant le temps très court qu'a

duré le contact.

Lorsque des faits de ce genre se présentent, on dit que le sys-

tème en mouvement subit des percussions.

Ces phénomènes étaient attribués autrefois à ce qu'on appelait

des forces inslantcinées ; mais on peut les rattacher très simj)le-

ment aux théorèmes généraux de la Dynamique : ils sont |)roduits

par des forces extrêmement grcindes agissant pendant un

temps extrêmement court. iSous analyserons d'abord le phéno-

mène pour un seul point matériel.
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.')()(). Percussions appliquées à un point matériel. — i" Lne
percussion. ( .()ii>i(l<'T(>iis d ;iImh(I un point in:ilt'-i'icl de niiTsse ///

sollicilé |);ii' une force I'" de piojcclions \, \ , Z; les éqiialions de

son Miou \ l'iiienl xun I

, ^
tPx r/iy fl^z ,,

<lf- fil- <ir-

(juellc <|ne soil l:i loi de l.i force, les (|ii;inl ili'-s \. \ . /. |i(ii\enl

èlre rei;iiitii''es, |iend;inl le inoiivcnienl, comme des fonelions de /.

.Mnlti|)lion> niois les deux membres de ces éqnalions |)ar (Il el

inU'grons de /„ ;i /, : nous mirons

!("''^j-('"'é?),=,rv.".

(^
m

-J-)
cl

[
m -1-

) ^ • • désignenl les valeurs de m clx

'di

iiux inslants /, el /„.

(,)n appelle impulsion de I,i foice \. \ . /. dans linlervalle

/i — /„ le vecteur dont les composanles sont les intéijrales des

seconds membres. Les éfjualions ('•>/> expriment alors ce théorème :

t^a rariiilion ^éoniéiriijuc dr la quantitr de mouvement du
point dans I intervalle /, — /„ est égale à l'impulsion de la

force agissant sur le point

.

Supposons (|iie riiilervalie /, — /„ soil 1res petit. Si la force

X, Y. Z n'a pas dans cet intervalle une intensité très i^rande, les

seconds membres des cqualions {:>.) sont 1res petits el, par consé-

(|uenl, la vitesse du mobile vaiie très peu dans l'intervalle de

temps /, — to : c'est ce qui airi\e pour le niouvemenl d'un point

soumis à des forces ordinaires telles (pie la pesanteur ou laltrac-

tion newlonienne d'un centre fixe, etc.. Mais, si la force X,

^ , Z a, dans l'intervalle très court /, — /„• '""' intensité très jurande

de Tordre de—— > les inlt'-^rales des secoiuls membres oui des
^1 — t„ "-
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xalnirs liiiios, I iiii|)ii1>i(Mi m'sIc (imc, ri, \),\v smle, hi vilcsse du

noiiil siihil une variation liiiio; d ailleurs, le jtoinl se déplace

très peu pendant ce même inlervalh^ de lem|>s /, — /„' puisque

sa vitesse reste lime dans toni I iiil<T\alle : <1 une lacon prt'îCise,

si Ton appelle V le maximum de la vitesse dans rinlcrvalle consi-

déré, le déplaccmenl du point est moindre que V(/| — /o).

En résumé, i//ie force frcs grande, agissant sur un poinL

pendant un temps très court, produit une variation Jinie delà

vitesse sa/is (/ue le point se déplace sensiblement

.

A litre de première approximation, considérons le cas idéal

où rinlcrvalle t^ — /„ esl inlinimenl |)elil el la force infiniment

:rrande de Tordre tie dans cet inlervalle. Alors le point .s7.'6/^

brusqement une variation Jinie de vitesse sans que sa posi-

tion change. Nous dirons cpie le point m a subi une percussion,

el nous rejjrésenlerons cette percussion par un vecteur V d'oii-

ginc /», ayant pour projections les trois inléyiales

a= ( '\(tf, ''= f '^fl'^ '= f ''Ldt.

Les é([uallons (:^) donnant la variation de la vitesse s'écrivent

alors

(3)

\

d.r \ I dx
ni —T- — \ m —T 1 = a,

dtj, \ dt).

dy\ I dy\
,'"-ri — '" —r = ^)

("4),
dz \

dl "

Ces ('(juations permellenl de mesurer la percussion par son

elFel. Soit m
'j-i,

la (|uanlité de mouvement du point /?« avant la

^l^..

percussion elmy., sa cpianlilé de mouvement après : construisons

la différence géométrique des vecteurs n^'J.^ et /;i |j.o ; les équations

(3) expriment que cette différence géométrique est égale à la
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|i('rciissi<)ii ii|i|)li(|ii('(' ;iii |)iiiiil. Dm .i dniii- ^\ inholiiiiifiiu'ii I

( I' ; = { /n ;i| ) — ( /// ;j.„ >.

(j'Hf relation dt-tcrmiiK* la percussion en (onction (lc-« (]ii;in-

liliN (le niniivcnictil an\ insljinls /„ cl /,: invcrscnieni . »i l'on

connail l,i (|iiiiiililt'' de mon vcMicn l //l'i,,. iiviinl hi |)ercnssion, et Li

percussion I', la (|iianlilc de nionscnicnl /y/ v.
,

, aprcs la percussion,

est la somme i;t''omcln(pie de m 'Xq cl I*.

2' l*liisirii rs percussions. — Soieni V\ F", 1^"", ... plu-

sieurs liM'CCS ai^issinl >iir un point et a\;iril pour projections

(X', \
', /'), .... Les éipiiilions du mon vciiicnt ^onl

dKr
ilr^

du-

\'-+-\"^ \"

m—^ = V'-f- V"-+- Y'"-^...,
dr

fl'-^ ',< V" '/"m -=— = L -hZ-f-/-:-....

Mulliplions les deux membres par dl^ et intégrons de Z„ — /,,

en posant

a"= r'v'dt, //'= f'Y"dt, c"= f'z'd/,

Mous aurons

rt -+- a -+- f«

1)

/ dx \ I dx
y

r'-dt)r\"'-ïïi)„

[ dz\ l dz \

\ dt /, \ dl /,,

Supposons l'inlervalle /, — /„ infinimeni pclil, cL les forces F',

F", F", ... inliiiimcnt jurandes de l'ordre de j > dans cet in-

tervalle; les intéj^Males a\ b\ c', ca\ b" , c", ... ont des valeurs

finies, et délinissent des percussions I*'. l^", . . ., comme nous

venons de le voir.
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Les é(|uali()ns
(^ p inonliml (|iit' la variation de la quanlilé de

inouveinenl du poiiil /// est la même (iiic s'il élail soumis à une

pereussion uni(|u<' V de projecl ions a. A, c, ch'-linies parles rela-

tions

a = a -r- a" h — // -f- //' -+- h" -r- . . . , c = c' -f- r"

Celle percussion unique P, (pii peul remplacer les percussions

considérées, esl donc égale à leur somme i;éomélri(pie. Ainsi, les

percussions ap|di(pié<'s ;"i un point se composent comme les forces.

riOT. L'effet des forces ordinaires, comme la pesanteur, est nul

pendant la durée d'une percussion. — En eUci, supposons un

|)oint sollicité |)ai- |)lusiours forces F', F", F", ..., comme dans

le numéro précédent; mais imaginons cpie la force F' reste finie

dans rintervalle indnimeni petit /, — /q, tandis cpie les autres

F", F". ... deviennent très grandes, comme ; alors «', //,

c sont nuls, tandis tpie r/", /;", c" , . . . ont des valeurs difTérentes

de zéro; les termes «', b\ c' disparaissent donc des équations (4)

et l'effel de la force ordinaire F' est négligeable pendant Tlnter-

valle t^ — ^,.

C est ainsi que, si une halle heurte un mur, laction de la

pesanteur sur la balle, |)endant le choc, est négligeable par rap-

port aux cfTcls du choc.

o08. Résumé. Théorèmes relatifs à un point matériel. — Pour

abréger l'écriture, nous désignerons par A[m-^j'la quantité

ini-i-\ — { m -j \ -, c'est-à-dire la variation que subit la cjuantité

( /?i -j- j dans l'intervalle ^, — /„.

17 ' '
I '. i r .• I

dx dy dz
\L\\ gênerai, ii étant une lo ne lion de x . r, z. -7-) -f j —r> nous^ ' dt dt dt

appellerons Aa la variation u^ — //,, que subit cette quanlilé a

dans l'inlervalle t^, t^. Pour calculer cette variation, il faut bien

dx dv dz , . ,.

remar(pier que "77' "77' 77 ^ "'^ varient, tandis que .x, y^ z ne

varient jjas, le point ne chongeant pas de position pendant la
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(liiit'c lie ],i |iciciis-<i()ii . I.cs 1(1 ii.il h in>
( \ ) s'i'ci i\ <iil iihie-^

•„ .^4l%v„. .(,„'5;)-v,,.
M,"':-;?>2:-

l'JI<'S ('\|il iiiMii I le lIit'oiriHL' Sill\;iiil :

/.Il riiiKithni (If l<i i>rnjrcti(}H de ht ij un

n

I itr </<' nunivi'incnt

(I un pin ni sur un nxc est ('gale à In snninii' îles jno/rctions

//rs pi-rcussinns sur le même axe.

l'.iiMiiis iihiinicii.iiil , sur les loiiimles (5), \,\ ((tiiiliiiiaiM)!! dos

iiiDUK'iils piir i;i|»|)t)il à Oc; nmis ;imons une première (M|iialion

(l.iiis l.i(|iielle le si-eond iiienihre esl la xxnine <les moments des

pereussions par rapporl à O:;. (pliant an premier, nous linlerpré-

terons ainsi : remarfpianl ([ue x el >' restent fixes par li\|)Othèse

pendant la peicussion, nous pourrons Téerire

/ dy d.r .

^\ xm —r- — y ni -,- >

V dt -^ <U I

tt nous aniverons à ce lliéorème :

La variation du moment de la (/unntiti' de moinenie/tl d'un

point par rapport à un axe est és:ale à la somme des moments
des jtereussions par rapport à eet axe.

II. PERCUSSIONS APPLIQUÉES A UN SYSTÈME.

oOi). Théorèmes généraux. — A l'aide des lliéorèmes pré-

cédents, nous (dilu'udrous laeilemeiil des théorèmes «généraux

concernaul les percussiotis dans les ensemhles matériels; nous

upé-rerons absolument comme |)our la recherciie des théorèmes

fondamentaux de la dynamique des systèmes.

jNous j)artagerons les percussions (|ui agissent sur chacun des

points /» (.r, y, z) du sNsième en deux catéi;ories. Ijaiis la pre-

mière, nous placerons les percussions intérieures (<7/, 6/, c,),

autrement dit, les percussions résultant des lorces intérieures.

A.. II. 3i
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Toutes les aulres percussions consliltierDiil la seconde catégorie,

celle des percussions e\l( rieures (rt^, he, Ce)-

En faisant celle dlslinction, nos équations (5) devienncnl :

d:

^('"777) ==2^'- ^2^--

Faisons la somme des équations analogues pour tous les points

du svslème, nous aurons. j)our les équations relatives à l'axe des x^

^mà \ dt ) ^aZ^ jL^.^

Dans lé premier membre, nous pouvons intervertir les signes A

et -, et écrire ^Z^'^^zr'' da'^^ 'e second membre, le terme

Sllrt/ disparaît, car les percussions intérieures obéissent au |)rin-

cipe de l'égalité de l'action et de la réaction comme les forces qui

les produisent; on a donc

^2"^S=22^-

formule qui exprime ce théorème :

TnÉoiiÈME I. — La variation de la somme des projections

des quantités de mouvement sur un axe fixe est égale à la

somme des projections des percussions extérieures sur cet axe.

On peut considérer ce théorème comme une conséquence du

théorème général des quantités de mouvements projetées; pour J

l'en déduire, il suffirait d'intégrer de t^ à /, l'équation

^,2'4f=22;-..

en ne conservant dans le second membre que les termes prove-

nant des forces infiniment grandes pendant l'intervalle infiniment

petit ti — /o- I

I
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On |)i'iil iiilcipréler atilrciiuMil le iIk'oh'mii»? (|ui pircrJe en iii-

trdtliiiMiiil le cfiitir (If ;^i;ivil('' (^;, y_ .
'^

) p.ir \i'< for nulles

on a alors

<-'!/,) -Il-
do 11

Thkohèmk. — La vaiùition de la quantité de mouvement du
eentre de gravité est la même que si la masse totale y était

concentrée, et si toutes les percussions extérieures y étaient

directenie nt appliquées.

l*i('nons maintenanl le llu'orènie des moments des (|uanlllés de

inoiiNemenl pour un point inatrri(d du système, en séparant en-

core les percussions en intérieures et extérieures; nous aurons

dy clx
'

dt y
'itf)

I

=2'-'"^'-^«')-^2-'^^^~-^'''^"

Ajoutons les équations analogues pour tous les points du système,

nous obtiendrons, en intervertissant les signes S et A dans le pre-

mier membre

où les percussions intérieures disparaissent comme égales et di-

rectement opposées. L'équation qui précède est l'expression du

théorème :

TnÉonÈME H. ^ La variation de la somme des moments des

quantités de mouvements, par rapport éi un axe fixe, est égale

à la somme des moments des percussions extérieures par rap-

port à cet axe.

Remarque. — Dans tous les théorèmes qui précèdent, nous

n'avons f)arlé que d'axes fixes; mais comme, par hv|30lhèse, pen-

dant la durée inliniuK.'iit |)etile des percussions, le système ne

subit aucun déplacement, ces théorèmes s'appliquent à un axe lié

à un des corps du svslème.

1
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III. APPLICATION DES THÉORÈMES GENERAUX.

510. Choc direct de deux sphères. — Soiciii deux s|)licrc.s

liomogriies (le masses m el ///' (|iii, à un Insianl ^o? vicnneiil à se

heurler. Le choc des deux sphères est appeh'; direct quand à cet

insianl /„ les deux sphères ne touriK-uL pas cl (|ue les vitesses de

leurs cenlres (i el C sont diiigci's suivant la lii;nc des centres GC.

Pendant la durée très courte du choc t^ — /„, la ligne des centres

peul être regardée comme sensihicnient immobile, nous la pren-

drons pDui- axe Or: nous .ippclicrons r„ cl r„ les valeurs algé-

l)ri(nies, estimées suivant cet axe, des vitesses des deux centres à

l'inslanl /„ où le choc commence, et r, et r', les valeurs algébriques

de ces vitesses à linstant /, où il (init. Nous pouvons admettre,

par raison de svmétrie, que ces vitesses (înales sont aussi dirigées

suivant Ox.
Analvsons sommairement le ])hénomène. A paitirde linstaiil ^„

où les sphères se louchent, elles se déforment aux environs du

point de contacl, leurs centres continuent à se rapprocher un peu

jusqu'à une dislance minimum atteinte à un certain instant^';

pendant celle première phase du choc, il se produit enlre les deux

sphères des réactions tendant à les écarter; ces réactions sont très

grandes; leur travail est négatif, el la force vive totale du système

va en diminuant. A l'instant t! les deux centres ont atteint la même
vitesse, ils ne se rapprochent plus, et la déformation est maximum

;

à partir de ce moment, les réactions mutuelles des deux sphères

continuant à agir, les deux sphères tendent à se séparer en repre-

nant leurs formes primitives et, à linslant /,, elles ne se touchent

plus que par un point : le choc est terminé. Pendant cette deuxième

phase, de l'instant t' à l'instant t^, la force vive du système

augmente, car le travail des réactions est positif.

Une première relation enlre les vitesses aux instants^,, ^^ ^i est

fournie par le théorème des projections des quantités de mouve-

ment. Comme les forces ordinaires, telles que la pesanteur,

peuvent être négligées pendant la durée 1res courte du choc, les

deux sphères constituent un système soumis uni(piement à des

percussions intérieures. La variation de la somme des projections
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(les (iiKiiihtc'S (II- iii()ii\ rnii-n t sur ( ) /' r>l (liuic niillf. i-l I on ii

r«'(|uali()i)

(|iie Ion i>l)lK'inlr;iil ('•j^alcmnil <'ri i'cnv;iiil (|iu' la \ilcs>c \ <lii

conlrc (If j;i'a\il('- t)'ii pas \ari(''

//*l'o -4- /«' v'„ //H'i -r- m' v\
\ = m

l'uur lU'Iu'ver de délerinmer c, ri v'^ , il laiil (aiic des li\ |)()llicses

sur la iialmo des deux c<)i|)s.

I" />r'.v co/ps sont /xir/ttitonicnl mous. — ()n dil (|iie les corps

sont paifaileinent mous (juand ils reslenl en conlacl après le choc.

Dans le |)i-ohlrnie <pil nous occupe, celle liypollièse se Iratiuil par

i", =: i',. On a alois, d'après la relalion (i),

(2) r,= i',=: ^=V.m — ///

Dans ce cas, le choc se réduil à sa première phase, l'inslanl t

coïncide avec /,. Il y a donc perle de force vive. C'esl ce cpi'il est

facile de vérifier; en eflTet, la force vive perdue esl

nn'l -~- 'ti'
i',f
— /nv'l — in\'\-

;

reniplaçaiil i', el r', par Icuis valeurs (a), on trouve

m -+- m

(juantilé positive. Celle perle doit s'entendre comme une perte

de force vive sensible mécaniquement; d'après le théorème de la

conservation de l'énergie, la force vive ainsi perdue doit se re-

trouver sous une autre forme, par exemple sous forme de chaleur.

Nous pouvons faire sur cet exemple la vérification d'un ihéorème

de Carnol, que nous démontrerons plus loin dans sa j^énéralité.

ileniaicpions d ahrud (pie le choc provient de C(; ipriiiii' nouvelle

liaison a été hrus(picment intr(j(luile dans le système; deux corps

qui étaient |)rimilivement indépendants sont venus se mellre en

contact; en outre, dans le cas des corps mous (pii nous occupe

actuellement, cette liaison l)rus(piement introduite /?e/'5 /.y /<? après

le choc. Dans ces conditions, la force vive perdue esl égale à ta

force vi\-e qu'aurait le système si chacun de ses points était
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animé de la vitesse qii il a perdue par Veffet du choc ; la vitesse

perdue par un point étant, par définilion, la dilTérence géométrique

entre sa vitesse avant et sa vitesse après le choc.

Actuellement, la vitesse perdue par charpie |ioinl de la pre-

mière sphère est égale à la valeur absolue de r, — r„, car les

vitesses r, et t'o sont parallèles à Ox\ de même la vitesse perdue

par chaque point de la deuxième sphère est la valeur absolue de

(' — ty ; la force vive qui serait due à ces vitesses perdues est

donc
m(('i— fo )-+/«'((•; — (•;)-;

en remplaçant dans cette expression f, et v\ par leur valeur com-

mune (2), on trouve immédiatement qu'elle est égale à la force

vive perdue (3) calculée plus haut.

1° Les corps sont parfaitement élastiques.

On dit que deux corps sont parfaitement élastiques quand il

n"v a aucune perle de force vive dans leur choc. Si donc on sup-

pose que les deux sphères satisfassent à celte condition, on a la

nouvelle relation

niv\ -+- ni'i'\- = mvf, -+- /«'c'y-,

qui, jointe à

mi>i -+- ni' v\ = /?M'u-t- /«'c'y,

permet de déterminer les vitesses inconnues v, et r', . Pour ré-

soudre ce système, nous l'écrirons

/«(c, — (-0) = m'iv'o — t^'i),

m ( cf - c2 ) = /«'
( i/y2 — c'i^ ).

En divisant membre à membre et transposant les termes on

en lire

c, — v\ = c'y — Co,

relation qui exprime que la vitesse relative des deux sphères n'a

pas varié par le choc; elle a seulement changé de signe, non de

grandeur; posons
c, = c'y -t- 2, c', = Co -t- a: ;

l'équation précédente sera identirpiemen t satisfaite ; si nous por-

tons ces valeurs dans la deuxième équation, nous avons

m — m' , , .

^- =
\

;^'o— l'o).
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d'où l'on (léiliiil iiiuniJdialoiiK'iil les vilcsses finales i'i el f'^

.

Si les deux billes onl mOmc unisse (m = m') on a a = o, d'où

cliacunc tics hilles a. apirs le clioc, la vilfssi' (ju'avail laiilrc

avant le choc, cl poiii' un ohscrvalcni' inallenlil lonl se passe

coniinc si les deux billes s'étaicnl simplcmenl Iravcrsées sans mo-

difier leur nioiivemenl.

3" Cas intermci/iai/r. — Dans le cas des corps absolnnienl

mous, lions avons vn (pie le choc avait pour cHct d'annuler la vi-

tesse relative des deux corps; dans le cas des corps élastiques, le

choc en lait simplement changer le signe. On peut, avec Newton,

essayer de se rendre compte de ce «pii se passe pour des corps im-

parfaitement élastiques, en supposant que le choc fasse changer

le signe de cette vitesse relative el la réduise dans un rapport

donné k :

l>^ — v\ = /c(Vq— v^,), (avec o^A'^i).

Si Ton a /r = o, les corps sont parfaitement mous; ils sont parfai-

tement élastiques si /." est égal à i. Celte dernière équation, à

laquelle nous joignons toujours l'éqiialion des (juantilés de mou-

vement

permet de calculer les vitesses r,, v\. On vérifie aisément qu'il v a

toujours perte de force vive, el que celte perte a pour expression

,„^ mm' ,
, ,„

m -~ m

c'est-à-dire le pioduit par (i — /.'-) de la perte de force vive qui

serait due au choc si l'on supposait les corps parfaitement mous.

4" Ces résultats peuvent être étendus au choc de deux corps

quelconques, pourvu que les conditions suivantes soient remplies :

La normale commune aux deux ('orps au point de choc passe

par les deux centres de gravité; les deux corps sont animés de

mouvements de translation parallèles à cette normale.

Exemple : clou el marteau. Soit m la masse du marteau, /;/

celle du clou. Cherchons la vitesse finale v\ du clou. Actuelle-

ment v'j, est nul : v\ se tirera immédiatement des équations précé-

dentes où k est déterminé par la nature du métal formant le clou
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1 I 1 r • . . , , ,. /n/n' .,

cl le iiiiiiliMii. I.a pt'ile de torcc Mve osl ici (i — A-) ; r:..
' ^

' /)i -i- /)) "

Le iii|)|)()il (If cfllo |)(M-k' il l;i foic^' vive em|)loyée n)\'l osl

/Il -*- m

(>elle force vive penliie éhiiit emplovée à déformer le clou el ù

l'écliatiirer, il v a intérêt à réduire autant que possihie le rapport R,

c'est-à-dire à faire en sorlc (|iit' /// soit grand par rapport à m'.

Ainsi, pour un niènie travail dépensé par l'ouvrier, c'est-à-dire

|u>iir une inèine force vive nn'l imprimée au marteau, il v a avan-

tage, pour le rendement, à prendre un inarleau massif avec une

faible vitesse, plulôt qu'un marteau léger animé d'une grande

vitesse. (I^éacté, Cours de TEcole Polyteclini(|ue. )

iî\ I . Percussions appliquées à un solide mobile autour d'un axe

fixe < » ^. — Sujjposons (|ue la lixité de l'axe O z- ait été obtenue en

fixant deux points O el O' d'un solide. Le solide étant en mouve-

ment, on lui a|q)lif(ue à l'inslanl ^u *'cs percussions P(, P^, ..., P«,

regardées comme connues. Alors, la vitesse angulaire de rotation

passe brusquement de la valeur connue Wq à une certaine valeur

inconnue (o,, (|u'il faut délerminer. A|)pelons x.^^ j\, Zy les coor-

données du point d'application de la percussion Pv, et <:/v, byj, c\

les projections de cette percussion sur les axes. Le corps exercera

des percussions sur les points fixes O et O', et ceux-ci l'éagiront

en exerçant sur le corps des percussions inconnues P et P', de

})rojections a, b, c el a', b\ c' . Appelons MA- le moment d'inertie

du corps par rapport à Oc : la somme des moments des cpiantilés

de mouvement des points du corps par rapport à ( ) ; est MA'-w.

Nous avons donc, en appliquant le théorème des moments par

rapporta Os (théorème II, n" o09), et posant Ad) = to, —^ (o„ :

( 1 )
AI /. 2 Aoj ==2 ( .rvK — ï'i rt V ) ;

V

les percussions P et P' n'entrent pas dans celte formule, puisque

leurs moments sont nuls. Cette équation résout entièrement le

problème : elle donne la variation de vitesse angulaire due aux

percussions.

Proposons-nous maintenant de déterminer les |)ercussions de
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liaison I* ci I' . Non». ;i|)|ili(|iiriniis |Miiir cchi le lln'-ort'me <li'-< im»-

nu'iils dos (jii;iiilil<''> «le moiivcmciil |>;ir r;i|)|)(»il ii Ox cl O ) , |)iiii

l«' lliéorèine <U'> (|ii;iiililt's de mioun t'incnl iiiojelécs par rapport

ati\ trois aXL's; ce )|iii iloiiin'iii les ciiki ('(iiiiiliuiis iionvilles

V

\^ / </./ </- \ 'V / , ,

- /)i
l z —, — x —r- = 7 ( Z'iO.j — T.. r,, ) -+- ha

,^^ \ (Il dt I âJ^ ' '

V

\'^ <^/.r 'V'
- /// -T- = ^ c/v -^ a -~ a .

^ dt A^ '

Vdz V'///,-= T c, -r- c -r- C .^^ dt A^ '

V

oïl A est le ; <lu |)oiiil O'.

Mais, dans une rolalion de vitesse angulaire w, autour de O;,

on a à (:l)af|iie instant

dx
dt dt

en reniplaraiit les dérivées |)ar ces \aleuis dans les équations

ci-dessiis, et remarquant (pi'on j)enl faire sortir des signes A les

quantités telles que ^inxz, (|ui dépendent seulement de la posi-

tion du système, puisque le cor|)s est supposé immobile |)endant

la percussion, nous oUliendrons

~"
(^ /» J- \ A(o =^ (

J>vCv— -V ''•'V ] — lil>\

—
( 7 niYz \ Aoj = >

I
Zya-j — TyC^,

| ^ ha\

> inx \ Adj = ^ l). ~ b -T- U

,

^^ j —

-

o = > c'v -f- c -f- C .
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Ces t''f|ualions ne dt-tiM-mineiil p;is entièrement les percussions

P el P'; elles nous donnent, en elFel, b\ a', a, b et seulement

c -\- c'
: la quantité Aco, qui entre dans les premiers membres, étant

d'ailleurs délerniinée parla relation (i).

01^2. Cas dune percussion unique. Centre de percussion. —
Supposons qu'il n'y ail (prune |)erciis,sion donnée P) (<r/,, /^,, c^)

applicpiée au point (.r,, j',, z^), et cherchons si l'on peut disposer

de celte percussion de façon que les appuis O etO'ne supportent

aucune percussion, c'est-à-dire que a, />, c, «', h' ^ c' soient nuls.

En introduisant ces conditions dans la dernière des équations

ci-dessus, nous obtiendrons

o = Cl,

c'est-à-dire que la percussion donnée P, doit être perpendicu-

laire à l'axe de rotation. Sup[)Osons alors que l'on ait pris pour

plan des xy le pian OiX'y' perpendiculaiie à Oz, et contenant

cette percussion, et, dans ce jdan, un axe des x perpendiculaire

à P, ; on aura alors {Jig. '2~
i

)

ai = o, bi ^ o, Cl = o, ^1 := o,

en sorte que les quatre autres équations deviendront, dans ce

nouveau système d'axes, en appelant z' la nouvelle valeur de .:; :

mxz = o. myz = o, niy = o, Ao). ^^mx = 6],

le facteur Aco ^ o étant d'ailleurs donné [)ar Féquation (i)

M/l- Aoj = .r, /;[.

Les deux |)reniières équations du groupe précédent expriment

que Oz est axe principal d'inertie pour le point O) ; la troisième,

que le centre de gravité doit être situé dans le plan .sOj.r'; quant

à la quatrième, si l'on y remplace Aco par sa valeur ,! A > et Smx

par son expression Alç en fonction de l'abscisse ; du centre de

gravité, elle donne

rLn résume :

Quand un corps solide est mobile autour d'un axe fixe, pour
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(|ii 1)11 |tmssi' lui ;i|)[)li(|in'f iiiir |ici"t'iissi()n Icllc (|iic l'axc no siip-

|)oii»' iiiiciiiuî |>L'rciis.sioii, il i.iiil d'abord cjiic l'axe de rolalion soil

principal \)oyyv un de ses points 0(. Celle condilion l'-lanl ifinplie,

la percussion d iiilfrisilt- ai lnliaire d(jil èlre dans le plan nifrn''

|)ar ce point 0(, jxMpendicidaircnirnl à l'axe de rotation Oc; elle

doil èlre normale au plan dt-terniinc- par le cenlre de gravité G el

l'axe; enfin elh- doit percer ce |)lan en un point situé, par ra|)-

port à l'axe, du même côlé que le centre de gravilé, à une dis-

tance de Taxe égale à ^r- On peut dire aussi que Taxe O :; étant

pris pour axe de suspension du corps solide, la percussion doit

èlre normale au |)lan GO,;, el applitpK-e à la |)roiection A, du

point 0(, pour lequel l'axe est piincipal, sur l'axe d'oscillation

corespondanl à l'axe de suspension O :; (n" 36^2).

Le point d'application A, ainsi «lélcnnin»' se nomme centre de

percussion relatif à l'axe O z.

Cas d'une jdafjae. — Considérons le cas d'un cor|)s d'é|)ais-

seur négligeable, c'est-à-dire d'une pla(pie inliniment mince, assu-

jettie à tourner autour d'un axe O ;: de son |dan. (^uel cpie soil

cet axe, il est possible de déteiminer une percussion perpendicu-

laire au plan de la plaque el telle (pu- l'.ixe de rotation ne subisse

aucun clioc. Ceci lient à ce (jue O;; est toujours axe principal pour

un de ses points. En eflTet, le plan de la plaque étant pris pour

plan des xz., transportons les axes Oxyz en un point Oi de
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O z ( (^(^, = ^1 ). en O, y y' : ; pour (|iie Or soi l axe principal pai"

rap|ioil à 0|, il faiil (|iit> Ton ail ( /ig. '^.~ i)

^ ni ):' > /)i .rz = o :

la promirre de ces condilions esl toujours remplie, puisque Ton

;i y = o pour lous les points du corjis; quant à la seconde, en

veilu de la lormule de Iransfornial ion évidente

-S = ^ -T- -31,

elle peu! s'écrire

^/».r(j — c, ) = o, m .rz — Cl > /;?.r = o,

et donne

il existe donc toujours surO; un point et un seul pour lequel

cette droite est axe principal d'inertie. Ceci posé, pour qu'une

percussion P,, appliquée à la plaque, ne donne aucun choc à l'axe,

il faut que cette percussion soit normale au plan de la plaque, et

rencontre Taxe O^x' en un jioint A, à une distance de l'axe

0,A,=
/.2

c'est-à-dire

"'^v
—

2^m.r

Le |)oint A, est le centre de percussion de la plaque, par rapport

à Taxe Oz.

D'après ce qui précède, à chaque droite du plan correspond un

centre de percussion. Si l'on pose m'^^mx^ les coordonnées du

point A, sont

Xl = --;— , Zl = — ,

2^m' 2^m-
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le centre tie percussion de la |»la(|iie iclalif à tin axe Oz de son

|dan «H:)ïncide ilonc avec la |)()sili(iii (|n'()(-( iiper.iil le centre de

gravité, SI la masoc df cIliiiiic ('•[«'•nieiil t'tail iiiiillinliie pai- s;i dis-

tance ./• à TaM'.

I^ar exeinplf, |i()iir une po rie i (•ciaiii^iil.iirc liciinii^ènr de lai j;(Mir /,

le cenlrc de |)erciission esl au niilieii de la hauteur, à une dislancf,'

de l'axe égale à ^ /.

•')l-i. Pendule balistique — '-«'i a|)|iarcil (.-si <lt>iiiic à inc-uifi- In vitesse

«l»-s [irojectilcs. Il esl ronsliliié par un réco|i(eur on fonte rempli <le terre

et raltaclié par une ti;^o rigide à un axe liorizonud autour duquel il peut

tiiurner; le projectile, lancé liorizonlalement, pénètre dans la terre qui

riï. -2-2.

remplit le récepteur, et s"v li\i- «n un puinl que nous supposerons être

dans le |dan passant |)ar l'axf cl le cenlrc de gravité. Far suite du choc

qui s'est produit, le pendule composé, ainsi formé, est dévié de la verti-

cale; on mesure l'angle maximum dont il s'en est écarté; c est de cet angle

que 1 on déduit, comme nous allons le voir, la vitesse du projectile. Nous

désignerons par ni la masse du houlcl, par e sa vitesse, cl para la distance

de cette vitesse à l'axe de >;ii<pcn-iioii an moment du rlioe. Soient, en

outre, Mk^ le moment d'iiieiiic du |(iiiilule hali^lique par ra|qioit à l'axe,

et / la distance du centre de graviti- <lu pen<iule à cet axe.

Nous appliquerons le théorème des moments «les tjuantités de iiiou\e-
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mont au système foniié par le pciululc balistique et le boulet. Le inonienl

«le la quantité «le lUDUveiueul de ce syslt}ine avant la percussion est wca,

puisque le bnulct seul est en inoiiMimiit. Si nniis désignons par Wj la

vitesse angulaire «le rotation du pendule lialislique immédiatement après

la percussion, la somme des moment - des (|uantités «le mouvement est

devenue
i\I A-tO] -t- nid- Wj.

Comme les seules percussions eMt'riciircs au système sont celles qui pro-

viennent des réactions de l'axe, leurs moments par rapport à l'axe sont

nuls : la s«tmme des moments des quantités de mouvement n'a donc |)as

varié, et nous avons

niva = MA-toi-f^ wa-wi,
d tiù nous tirons

, ^ M A2-I- ma-
il) V= 10,.
^ ' ma

Cherchons maintenant la nlalion ciiltc toi cl l'angle il ('cart maximum 0.

Elle nous sera donnée par le théorème des forces vives : quand nous pas-

sons de la position verticale au maximum décarlement, la force vive est

d'abord (.MA^-r- ma^)(x)\, puis zéro; mais le travail des forces, c'est-à-dire

des poids du pendule et du projectile, a pour expression

— (;\1 i,d H- mga ) (i — cos6).

En sorte que le théorème des forces vives nous donne

( .M /i- -r- /??« - ) to
I
= 2 ( i\I gl -H niga ) ( I — cos )

,

d oij nous tirons, en r«'niplaçant i — cosO par 2sin--)

CUi = 2
.

f) /,.;'•( iM / -h ma)

en portant cette valeur dans l'égalité (i;, nous aurons enfin

f)

= — )/g( M / -h ma ) ( iM /i- -r- ma- ) sin
ma

On voit donc que, si le projectile est toujours lancé à la même distance

de l'axe, sa vitesse est proportionnelle au sinus du demi-angle d'écart

maximum.
On tâche de lancer le projectih; à une distance a de l'axe telle que l'axe

ne supporte pas de percussion. Cela est possible, car, l'appareil étant

symétrique par rapport au plan vertical dans lequel se meut son centre de

gravité, l'axe de suspension est principal pour le point A projection du

centre de gravité sur l'axe. Les conditions générales que nous avons trou-

vées montrent que le boulet doit se fixer en un point de la verticale du
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cfiiiic (le f,'ravilf, à iiiic (li>lim(c df l';i\r iIclrniiiiM'i- |i;ii l.i irLiilmi

Si Ion se |>l;ni' il;iii> cctti' li\ |iii| hc^c. \,\ plii^ f;iviiral)Ir <'\ idriiiiiiiiil pour

la conservalioii ili- rapiiaiiil. la IdiiihiIi' m- siiii|ilifif tt (Imiiir, tu rnupla-

raiit /'- |iar >a \ altur.

'.( .M /-i- /»« ) /i,' .

t' = 4 / - sin -

m y a }.

VA i. Corps solide mobile autour d un point fixe. — Sf)il un

corps solide mohilc autour d'im poinl lixc O, cw iiiouv ciiiciil sons

l'aclioi) (le forces ordinaires. Su|)|K)S(>ns (|u"à un inslaiil t^ on lui

applique des jiercussions connues V^, 1\, \\, : l'elTel de ces

percussions sera de modifier, dans un temps infiniment petit

/, — t», les vitesses des diirérenls points sans modifier la position

tlu cor|)s.

Les percussions extt'neures appiiqut'es au corps sont les per-

cussions données [\, Po, ..., P„ et la percussion de réaction P

du point O. Prenons |)ouraxes Ojcyz les axes principaux dinertie

relatifs au |)oint O : ces axes peuvent être regardés comme fixes

pendant la durée de la percussion. Apj)elons A, H, C les trois mo-
ments d'inertie relatifs aux trois axes,/?,,, f/o^ 'o les composantes

de la rotation instantanée immédiatement avant, el/?,, ^y,, /•, les

mêmes composantes après la percussion; appelons d'autre part

J^, .^11, Ob les sommes des moments des percussions données par

rapport aux trois axes.

D'après le tliéorème des momenls, la variation de la somme Ay9

des moments des quantités de mouvement par rapport à Ox égale

la sommi- des momenls des percussions extérieures, somme qui se

réduit à '^ , car le moment de la percussion de rc-action P est nul.

On a ainsi

on a de même

B(7,— 7o) = -'^r^' C(/-, - /•„) = -X.;

d'où I on liie/>,. //,. /, par des éipiations linéaires.

Si l'on voulait calculer la percussion de réaction I*, il suffirait

d'appliquer le théorème des projections des quantités de mouve-

iiieiii .
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K.rrmp/cs. — Cas d ttnc st'n/r /K-fciission .
— Soionl a, ù, r les pio-

jcctions cIo la ptMVussioii iini(|ii(' mii- lt> axes O.rjc cl r, y, z ]v> runv-

(loiiiu'os tic son |ininl (ra|i|ilicaliiiii, on ;»

J' = )c — zb, i)\L — -a — xc, X, = .r/> —y a.

Los forniules ci-dossus tloniiont alors p[. (/\. r^. Sii|)|)(isoii> /?„, y^- ''»

nuls, c'csl-à-tlirc le corps immobile à linslanl /„ : alors />]. yi, z-, sont

iloniit's |)ar

A/),^ V, r>r/i = ;in. Cr, = .ir..

Ces équations moiilrenl que Taxe de la lolalion iuslantauée (Oj, coinniu-

iiiquée par la percussion considérée, est le diainèlre conjugué, |)ar rapport

a rdlipsoïde ilincrtic, du plan délcrminé par le point et la percussion.

Kn eiVet, ce plan a pour équation, en appelant X, Y, Z les coordonnées

courantes,
J^X-^OIlY-^ O^Z =^o;

et le diamètre conjugué de ce plan dans l'ellipsoïde

.\\2-f- HV^- CZ2= I

a piiui" t'qualions

A\ BY _ CZ
;')\\ X

c"esl-à-dire

t'-quations de I a\e wi.

X Y

olo. Corps solide entièrement libre. — linaginoiis un solide

libre animé cl'iui mouvement connu : à un instant t^,^ on fait agir

difTérenles percussions l*,, V-^ ^^n-, cjn' durent toutes un

temps infiniment court /, — t^^. I^es vitesses des diflérents points

du corps subissent des variations brusques, qu'il s'agit de calculer.

On sait que la distribution des vitesses dans un corps solide

dépend seulement de la vitesse du centre de gravité et de la rota-

tion instantanée oiautour d'un axe j)assant par ce point. Appelons

ç', r/, X' les composantes de la vitesse du centre de gravité suivant

trois axes fixes 0^/,^^, et/?, </, / les composantes de la rotation

instantanée o) suivant les trois axes principaux d'inertie du corps

Çjxyz-^ relatifs au centre de gravité; affectons, comme plus haut,

des indices o et i les valeurs de ces six quantités aux instants /(,

et f,.

Soient «V, A/, Cv les projections d'une des percussions l\ sur les

axes fixes (}\rX.\ 'é théorème des quantités de mouvement pro-
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ji'h'cs (loiiiic (I .ilionl

(•> '>I(;'i $;)-ï«v. yUr,\- 7,', )-!/>.,. M (;',-:;)-. vc,^

où M (li'-.si;;iu' hi rniissr toUilc Soiciil cii^iiilt' ''
.,. '^rv-v. ^^^v l*"^ ino-

nifiils (le la percussion I'., |>;ir r;i|)|iort ;iii\ ;ix('s principaux (jjryz,

le llicorènie des inoniciils des (juanlilt-s de n)oii\eti)eiil ("n",*)!!),

appli(pM' siiccessivcmenl à ces axes, donne

Ces si\ écpialions (i) el (2) délerrninent ;', , y,',, T,, />,, ly,, r,.

On pourrait les ol)lenir immédialenienl en parlant des équations

du iTiouveuieiil d'un solide libre multipliées par c/t et intégrant

ces éipialions de /„ à /,.

lie/na/ytie. — On voit que les problèmes de percussions con-

duisent à la résolution d'éf|uations algéljrifjues et non à des inté-

grations cf»mine les j)rol)lèMies de Dvt)amique.

IV. - EQUATION GENERALE DE LA THEORIE
DES PERCUSSIONS THÉORÈME DE CARNOT.

olJ). Équation générale. — Ou peut, dans la tlié(jrie des per-

cussions, introduire un principe qui est analogue au principe de

d'.Vlembert, dont il est d'ailleurs une conséquence immédiate.

Soit un point matériel de masse m et de coordonnées Jt,y, -;

désignons par x', }', z' les dérivées de x,y, z |)ar rapport au

temps, c'est-à-dire les projections de la vitesse du point. La per-

cussion dure un temps infiniment court /, — („. Soient („ et r,

les vitesses du jjoint aux instants /o cl 'm d ''^' ^^ différence géo-

métrifpie des vecteurs Cy et Ci,

(w) ^ (v^) — (r,).

(>e vecteur tv s'appelle la vitesse //erc/i/r par le |M)inl. Eu appe-

lant j:',„ j-'„, -„ ctx',, j',, z\ les projections d(> to et r,. celles de

iv sont

Le Nccleur /inv e>l la (juaiilil'- «b- moiiv <inrnt prrdue : ses pro-

A., IL 32
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ou encore
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.

— A( ni r' ),
— A( /// )'

),

-',),

— A( //* ^'),

en ciésii;iianl , eoninic plii^ liaul, |);ii- A(///./'i la viuiatioii

Ce segment /;Mr \a jouer Ici le ruèin»; rôle que I.i force d iuerlie

clans le principe île irAlemhert.

En ellet, les équalions (pii cxpnnienl, |i(nir un point, le théo-

rème des quanlilés de niouvenienl projetées peuvent s'écrire

(I)

l — A( ni ./•'
) ^- X a = o,

s — A ( /» )-'
)
— I.h — o,

( — Al /» ;'
I
— Xe — o.

On les interprète en disant qu'// j" a éc/uilibie entre la quan-

tité de moin'ement perdue et les percussions appliquées au

point. Si donc Ion imprime au point un déplacement virtuel

quelconque o.r, oc, o~, la somme des travaux de la quantité de

mouvement perdue eL des percussions est nulle

— li /Il x' ) riX — A ( m y'
i oj' — \i ni z' i r,z — X ( a r,r — h r.y — c o^ j = o.

Imaginons maintenant un svsième à Wiwsom sans frottement

el supposons que, dans Tespace de temps inlinimeuL courl ^, — /„,

il subisse des ])ercussions données L*,, Po. .... P,^ de projections

Oji pourra regarder chaque point du système comme libre, à

condition de lui ap|>li(pier les percussions provenant des liaisons

(jui ont lieu dans l inter\alle t^ — t^ ou percussions de liaisons.

Donc, SI l'on imprime aux dillérents points des déplacements

virtuels quelconques, la somme des travaux des quantités de mou-

vement perdues, des percussions données et des percussions de

liaison est nulle. Mais, si les déplacements virtuels imprimés sont

compatibles avec les liaisons qui ont lieu pendant le temps ^, — /„,

la somme des travaux des percussions de liaison est nulle d'elle-

même; donc la somme des travaux des quantités de mouvement

perdues et des percussions données est nulle aussi. Appelons oXy
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0)'. 'iZ lin ilr|ilii(tnn'iil i|iifl(oiH|iii' <lti pctiiil ./", V, Z coiiiit.il ihir

avec; les liaisons (|iii uni lini (j.iiis rinlrrv.ilic /, — /„, li |)ri)|»iiélé

(|iie nous \tMions d t'\|)niii('i- >c Iradiiit y,\v I ('(iiial ion

(t)l| A //(
/

I /• - - A' /// »
'

j or - A( ///
c'

) oc • it'j.r A o>- - '• o- 1 - '»,

où ni' lii;iiieiil <|iii! les peicnssioiis tlonnées (^/, /y, c), la somme
étant «'Icndiie à tons les points dn syslrme. (Tes! là rétinalion de

la théorie dt'> |»er( ii>sioiis >ans IioLIchkiiI
, joMaiit le même rôle

i|ne I ét|iiation gé-néialt; de; la J)vnami(jiie (ii" W\\). (>elte é(jiia-

tioii se |)artai;e en autant d'é(|iial loiis distinctes (|ne les liaisons

avant lien dans I inl<'r\ailc /,--/„ laissent siil)>istcr de dei;rés de

libert»' dans le système.

licniarijuc sur les iii-nussions de liaison. — Nous avons admis

(|iie, SI les liaisons sont >ans Irollement, pour nn déplacement

vii'lnel eompalililc avec les liaisoii>. la somme des tia\aii\ des

percussions de liaison est nulle. Il e>t ais«' de vérifier cette iiro-

priété, comme nous l'axons l'ail an n ' M')"! pour les forces de

liaison. Elle résulte de ce (pie les |)eicussions de liaison s(jnt dues

aux (orces de liaison agissant jiendant l'inteivalle de temps /, — /„.

Par exemple, si deux corps S el S' sont en contael sans frotte-

ment, les Ibrces de liaison sont normales au plan lanjjent commun,
é'j^ales et opposées : il en résulte (|ue les percussions j)roveii.ml

de cette liaison sont aussi normales au plan tancent commun,
éj^ales et opposées. En ellet, ap|)elons a, ^ii,

-' les cosinus direc-

teurs de la noiinalt; commune aux deux coips en eonlaet, ^s la

réaction de S' sur S : l«;s projections de N sont \y.. .\^3, jNv. Pen-

dant le temps /, — /„, i\ dexient 1res j^rand et d<iiine naissance à

une percussion de liaison avant pour projections

Mais, comme les corps ne se d<'-placent |)as sensiblement pen-

dant la percussion, on peut remanier a, j, -' comme iiulépendants

de / et écrire ces projections

//,
i^ ,/,

\ Jf, 'i j S <ll, V / N ,//.

,,
'- tj •- '

,

,. ^1

La percussion de liaison de S' sur S est un >egmenl l' ^= / N dl
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iiornial au plan laugeut commun. De même, la j^ercussion de

liaisDu tie S sur S' esl un sej^ment P' égal eL opposé à P, car ses

projections se détluisenl des précédentes en les changeant de

signes. Alors, pour un déplacemt'ut compatible avec la liaison,

la somme des travaux des percussions de liaison P et P' est nulle.

On fera une véridcalion analogue pour les autres types de liaisons.

olT. Sur les liaisons existant au moment des percussions et

du choc. — Les liaisons (pii existent au moment du choc peuvent

être de deux espèces : les unes >onl persistantes, les autres ne le

sont pas. rs^ous appellerons persistantes les liaisons qui, existant

au moment du choc, existent encore après, de telle sorte que le

déplacement réel qui suit immédiatement le choc soit compatible

avec ces liaisons. Au contraire, les liaisons /?o/? persistantes sont

celles qui, existarit au moment du choc, n'existent pas après; le

déplacement réel cpii suit immédiatement le choc n'est pas com-

patible avec ces liaisons.

D'après cela, les liaisons existant au moment du choc peuvent

être classées dans les catégories suivantes qui s'excluent :

i" Liaisons existant avant, pendant et après le choc;

2° Liaisons existant pendant et après, mais non avant;

3" Liaisons existant avant et pendant, mais non après;

4" Liaisons existant seulement pendant le choc, mais n'existant

ni avant ni après.

Les deux premières catégories contiennent des liaisons per-

sistantes, les deux autres des liaisons non persistantes.

Par exemple, dans le pendule balistique, le pendule est mobile

autour d'un axe fixe; cette liaison existe avant, pendant et après

la percussion. Le boulet, primitivement indépendant du pendule,

vient brusquement faire corps avec lui; on a ainsi une nouvelle

liaison dont la brusque réalisation |)roduit le choc et qui existe

pendant et après le choc, mais non avant. Le déplacement réel

qui suit le choc est, dans ce cas, compatible avec les liaisons cpii

ont lieu au moment du choc.

Prenons, comme autre exemple, le choc direct de deux sphères.

La percussion se produit parce que les deux sphères, primitive-

ment indépendantes, se trouvent subitement en contact ; une nou-

velle liaison est donc introduite brusquement dans le sjstèjne.
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Celle liaison ii'cxislc |)iis ;i\aiil la percussion; elle peisisle ii()rès

si les corps sonl parfaitemenl mous, parce f|ue les sphères reslenl

alors au conlacl; elle ne pcrsish; pas aprrs si les corps sont élas-

li(pirs, même imparlallemeril, car les s|)hères se séparenl alors

immédialemcnl après la |)('icnssion. Dans ce dernier cas (sphères

élasli(jues), on a une liaison existanl |)en(lanl la percussion, mais

n'existant ni avant, ni après; le déplacement réel rpii suit la per-

cussion n'est pas compatible avec les liaisons qui ont lieu au nio-

menl de la percussion.

i^iiliu, imaginons deux points reliés par un lil inextensible et

lanc(''s en l'air. Supposons (pTon saisisse l)rus(|uement l'un des

deux points el (pTà ce inoment le (il se roin|)e; alors on voit

(juUne liaison a été brusfpiemeiil introduite d'une façon per-

sistante, car un des points devient el reste fixe; en même temps,

une liaison existant avant le clioc n'existe plus après, car le fil

s'est rompu : cette liaison rentre dans la troisième catégorie.

rilS. Conséquences de l'équation générale. — Il est évident

que l'on j)cul dt-duire de l'équalioii ^t'iiéralt; ( ^) des conséquences

analogues à celles (jue nous avons déduites, en Dynamique, de

l'équation générale de la Dynamique établie dans le (cha-

pitre XXIll. Par exem|)le, on obtiendrait des théorèmes analogues

à ceux des n"^ ISO et i37, eu supposant successivement que les

liaisons existant à Tinslant de la |)ercussion permettent une

translation d'ensemble parallèle à un axe, ou une rotation d'en-

semble autour d'un axe. Nous nous bornerons à déduire de celle

équation le théorème de Carnol.

oit). Théorème de Carnot. — Imaginons un système à liaisons

sans frottements, animé d'un mouvement connu. Puis, su|)|)osons

(pi à l'instant /o on introduise briis(]iieineiil dans le s\stèiue de

noiivelli's liaisons sans (rotlemenls; il se produit alors un choc ou

une percussion qui dure un temps /, — t^^ (jue nous regardons

comme infiniment court. Pendant ce temps, les vitesses des dilTé-

renls points qui étaient r„, ... deviennent f,. .... Actuellement,

les percussions donnces de projections a, 6, c sont nulles, car

les seules percussions agissant sur le système sonl celles qui pro-

\ieiinenl des liaisons antérieures ou brus(piement iniroduiles.
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L'é(|iuilii)n liLiit'rnK^ ( :>. ) dcvienl alors

(3) 7 I

A( /)>x' ) OX -f- A(/»J-') OJ- -r \(/» z' )^jZ
\
= o,

é(|iiati()n (|iii doit a\ow lien pour Ions les (l»''|)laceiiienl.s virtuels

com|)alibles avee les liaisons existaiil pendant les percussions.

Le théorème de Carnol est alors le suivant : Si les liaisons

antérieures et les liaisons brusquement introduites subsistent

après tes percussions, la force vive perdue est égale à la force

rn'e que posséderait le système si chaque point était animé de

la vitesse qu' il a perdue.

En cflet, récjuation (3) étant vérifiée pour tous les déplace-

ments virtuels compatibles avec les liaisons qui ont lieu au mo-

ment des percussions est actuellement vérifiée parle déplacement

réel qui suit les percussions, puisque les liaisons persistent. Or,

pour ce déplacement réel, on a

o.r = ./ ', dt, ly = y\ dt, ùz == z\ dt,

et l'équation (,">) donne

jA(/».r').r'i ^ \(my)j\ -r- \{mz')z\
]

-- o,

OU, en remplaeant l(mx'), . . . par leurs valeurs m(.v\ — .r'^), . . .,

(4) 2'"[(^i --^o)'-^'i -^{/i —y'o)yi --(-'i
— -'o)-i] = o-

Or, on a. pour les vitesses avant et après les [percussions et

pour la vitesse j)erdue <v, les expressions

t'o =^? -^y'i -^-o'-

v\ = x\^ ^ y;^ -^ z-^
,

,^,2 = ^y_ _ ^r\ y- -
( y^ —y\ y- +(z',- z\ y.

On vérifie immédiatement que, dans l'équation (4), le coeffi-

cient de m est4-(t'^ —
«'('i

-T-(v-). Cette équation donne donc

Le théorème est ainsi démontré.

Il
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l.ii («HCC \ivo ^ ///a - .s';i|)|)tl|c hi forer r/\u- din- aii.r ritcssrs

A/>i>licalinns /lu llirorèiuc de ('(iriiol. — l.c llnMin'-inc de

Carnol joue, diiiis l.i iImmuh' des |i<T(ii>slniis. un i(Mc ;iii;di>mio à

celui ()iic' joiK,' le I lit-orèine des lorces vives en lJviKimi<|iii'. Il

détermine enl lèienienl Tétai des vitesses après les percussion».,

tontes les lois (|ne les liaisons antérieures et les liaisons intro-

duites binscpieinent persistent après les percussions et sont en

nombre tel (pie h; s\slème de\ieiine un svslrme à liaisons coin-

/jli'trs.

Ln \uc de |)réparer ces ap|)li(alions, nous ferons fpieli|ucs

remarques sur l'évaluation de la Corce vive due aux vitesses per-

dues pour un corps solide mobile aulotir d'un axe fixe ou d'un

|)oint fixe.

Ciir/is svluh' mohili' autoiir d'un axe fixe. — A|i|)i-lons M/,^ li- mo-
iiient (rinerlif du corps \y,\v rapport \\

\' ,\\v ti\..- pi i- pnin- axe (} z. oj,,

el (Oi les vitesses aiii^Milaircs de rotation du corps »u\ iii-lants /,> et t^ oii

connncnri'nt et lini^scnt les |)frtussioiis. Un point m du corps avait à

lin>tant /„ une vitesse perpendiculaire au |ilan /;iO- ri éf,'ale à rwo. /' dé-

>ii;nant la dislance du |)oinl m à Taxe de rotation 0^; à l'instant /j, sa

vitesse est devenue /oji et a conservé la même direction. La difTérence

lîéonu'trique (»') = ('o) — (^^'i ) "U vitesse perdue est donc égale à la va-

leur tdjsolue de /•(co,,— W] i. La force vive due à cette vitesse perdue est,

p<)ur le point ni, ni/-(io^ — coi )-, et, |)oiii' Ir corps entier,

^ //i r^ ( (Ou (!j| y- — M /i"-( (Oo— (Oi )'-.

Corps solide mobile (iiihutr d un point //r*'. — Soient O le |)oint fixe,

Oxyz les axes princi|)aux d'inertie relatifs à ce point, et A, B, C les

monit-nts d'inertii- correspondants. Avant les percussions, le corps est

aniiiii' dune roi;ilioii iii^lantant'e de coinpo-aiitcs /?„, q^, /•„ suivant les

axes Oxyz, et aprt"'s les percussions il est anime ilune rotation ile coin|)o-

santes/?], ^i, /-j. Les projections de la vitesse Cq d'un point m[x. y, z)

sont (/o- — ^nVi fi}^ — Po^, Po}' — ^0^ l't li' forci- vive avant les percus-

sions est (n" 3S:{ i

(5)
)
V //( |(7„- - /-oj)-~ (/'o-^ — />o

«)--'- ipoy — q^-ry-
1

1

On a de même les projection- de la Nitc-^e tj du point /n et la force

vive linale \p'\ -+- B«yî -r- C/j. La vitesse |)enJue «e a pour projections les
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(iiiïcMonces dos projorticms (lt> Tq ot i',,

{Ço-- Ç\)^ — ('^o— ri)y, (/•„-- ri)x — (po — pi):i,

(po ' p\)y — iqo— q\)x,

et la force vive due à ces vitesses perdues a une expression qui se di-dnit

de (5) par le changement de />o, <7o, 'o <'" />o — Pi-, 7o— ^i, ''o— 'i : clic

est donc

S m^v^= \(fj,,
— p,y-^ B((7„-7,)'-^C(/'o-/-,)^

Premier e.remjile. Pendule balistique. — Dans le pendule balistique.

les percussions proviennent d'une liaison brusquement introduiti>, per-

sistant après les percussions. Le théorème de Carnot s'applique. Employons

les mêmes notations qu'au n" iSI3.

Avant le choc, le pendule est imiiinbile; la force vive totale du système

se réduit donc à celle du boulet wc,;.

Après le choc, la vitesse du boulet est «lOi, la vitesse angulaire du pen-

dule étant (Oi ; la force vive du système est donc nia^tx>\ -r- iM/i-io|.

Evaluons enfin la force vive due aux vitesses perdues. La vitesse perdue

par le boulet est «o
^— «^"ii car les vitesses du boulet, avant et immédia-

tement après le choc, ont les mêmes directions; la force vive due à la

vitesse perdue par le boulet est donc/«(('o

—

«a»i)-. La force vive due aux

vitesses perdues par les points du pendule est MA-(wo— Wj)-, d'après la

remarque générale précédente; mais, actuellement, wq étant nul, cette

expression se réduit à MA"-(Of. Ecrivant que la force vive perdue est égale

à la force vive due aux vitesses perdues, on a

nivl — ina-ui\ — MA"-(oj = /«(t'o— «coi)-— M/i^eoj.

Cette équation, après réduction, donne |)our toi la valeur trouvée dans

le n» ol3.

Deuxième exemple. — Soient deux poulies de rayons K et R' tournant

autour d'axes parallèles et O' avec des vitesses angulaires dont les va-

leurs algébriques estimées dans un même sens de rotation sont to,, et tM^.

Un M non tendu s'enroule sur les deux poulies. Il arrive un moment où

Fi},'. 2-3.

le fil se tend; des percussions se produisent. On demande de trouver les

vitesses angulaires nouvelles Wj et w', que prennent les poulies, en ailmet-

tant que le fil reste tendu après le choc.
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Si nous «It'-signons |)ar ;a, a' les moments d'inerlic «les |)uuli(>s par rap-

port à liMirs axes, la force vive pcidin" par le système est

(]ell(! qui serait duc aii\ vitesses perdues est

(ji( too — W| )* -4- [x ( co'y — iu\ )2
;

le llioorème de Cariiol nous donnera ilonc

(iw,^ -^
I^'^'^ii'

— !^^"î ^ '
!-'^''"i'

— (Jt( Wo— u)| )* — [Ji'( w'o — 'u'j )*.

ou, en siinpliliant,

[JLtO,)0J) — ix'dJy w'i — !Jl(OJ — [Jl'oj',-.

Mais, le iil restant tendu, les vitesses angulaires finales satisfont à la

relation

R iO| — R'oj'i

.

De ces deux équations nous tirerons les vitesses angulaires chercliées

R'( uR'ioo— 11' Rio'g
)""=

'.aR'2_|x'R^
'

, R ( jji R' 10 ,
-^ (ji' R to'„ )

^'"^ [Tiô^^jTRî

Troisième exemple. — Imaginons un corps solide en mouvement

autour d'un point fixe O, et supposons que, subitement, on fixe un

deuxième point O' du corps, de sorte que le corps ne puisse plus que

tourner autour de 00'. Cherchons la vitesse de rotation finale ui^ autour

de 00'.

Le théorème de Carnot s'applique, car on introduit une liaison |)er-

sistante. Prenons pour axes Oxyz les axes principaux d'inertie relatifs au

point 0. Appelons A, R, G les moments principaux d'inertie et/>o, (jo-,
''»

les composantes de la rotation instantanée avant le choc, quantités connues.

Appelons, d'autre part, a. ji{,Yles cosinus directeurs de 00' par rapport

aux axes Oryz; ces quantités sont connues, puisque le point O', qui est

fixé brusquement, est un point déterminé du corps. La rotation finale «oi,

autour de 00', a pour composantes suivant les axes

/Ji=a(U|, <7, = ;i(o,, /•, = va),.

Kcrivant que la force ^ive perdue égale la force \ive due aux vitesses

perdues, on a

^ A(/?„— aa>,;2-T- R(r/o-?w,)2-T-C(ru- VIO, |î.
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D'où l'on tire

I )ii \(iit qiiL" si l'on avait

A /)o 3£ — B (70 ^ - G /'o Y
— f>.

c'est-à-tiire si />„. 7,1» '"o et a, 3- y étaiont deux directions conjiii;nées par

rapport à l'ellipsoïde d'ineilie. on mirait co| = o; le corps resterait immo-
bile après le chor.

o5((. Extension du théorème de Carnot au cas où certaines percus-

sions sont données. — Supposons qu'en même temps qu'on introduit des

liaisons persistantes, on fasse agir des percussions données P], Po. . . ., P^

«le projections «v, /-'v; Cv On pourra alors appliquer l'équation générale (a)

^ [— A ( mx' ) o.T — A ( mj'' } oy — 1( m z' ) Zz ^- a ox -^ b oy -h c r,:] = o

au déplacement réel qui suit les percussions Zx=:T\df. oy = y\dt,

oz = z\ dt\ car ce déplacement est compatible avec les liaisons existant au

moment des percussions. On trouve ainsi, par un calcul analogue à celui

du numéro précédent,

/»c- —

•

2""' ^2'""''"'^ 2^^''^' ~^''i~^-i)-

Comme «, 6, c sont les projections d'une des percussions données P et

x\, y\, z\, celles de la vitesse finale de son point d'application, on a

«73"', — hy\ -^ CZ\ — Pt'i COS (P, Vy).

On obtient ain~i ce théorème :

Si l'on introduit bi'usqueinent de noin-elles liaisons persistantes et

si l'on applique en même temps des percussions P au système, la force

vive perdue est égale à la force vive due aux vitesses perdues, dimi-

nuée de la somme des doubles produits de chacune des percussions P
par la projection sur cette percussion de la vitesse /ina le de son point

d'application.

Lorsque toutes les liaisons qui ont lieu au moment des percussions ne

persistent pas après, on peut encore appliquer le théorème précédent, à

condition de compter, parmi les |)ercussions P. les percussions de liaison

provenant des liaisons non persistantes ; on peut, en effet, supposer que

ces liaisons n'existent pas, pourvu qu'on tienne compte des percussions qui

en proviennent.



<n\i'iriti: \\vi. — i:ii(m:s kt im; uc r ss ions . >t*~

.'iril. Théorème de G Robin. - Suit .nrcic un <i\ -tt'-iiii- ihiti- Icfjucl

«m iiiliixliiii lii'ii«i|iiotiii-n I ih' rinin l'Ilc» liai-mis jn' i sisln nlrs en f;ii»^iiil

;ii;ir on iiii'iiic lriii|)» ilc- |>iTcii>>iiiti- (lntiiii-c-^ I'.

Parmi les valrurs en noinhi i- in fini t/iic pcu\ent prendre les vitesses

finales ron/nrinéntenl aii.r liaisons, celles tfii'elles prennent réelle-

ment rendent minlmiun ta ifiianlité

Q — ^//Mi- — ' ^ l'tr cos V r, w ;.

Tel est le tliéurènie de (1. Hohin ( ('omptes rendus des séances de

l'Académie des Sciences, t. CV. p. (h i. Pour le démniitier fippelons «, b, c

les |iiojerliniis dr I': hi (|ii;mliti'' (J --'t'cril avec le* iMilat iiMi- |iiécédentes

Q .. ^m[^ .A-;, - .r\ r- - ( y, - jr\ )-2 -^iz',- Z\ )2
I

Il faut montrer (|u"en donnant aii\ projeetions t\, y\, z\ de la vitesse

lliuile de chaque point des variations quelconques o.r',. oj^', , o-,' compa-
tihles a\ec les liaisons, on a

oQ r^ <..

Or

:^
^^Q =2 [

'>i i^\ — ^r\, ) 0./-; -T- /«( y\ - jk'o ) y,

-r- m{z\ — z\, ) 0^', — a o.f
',
— h ?jy\ — r- o;

,
].

Kemarquons alors que l'équation ;;énérale des |)ercussions {%) est

( 6 ) ^ 2 '
"' ^

^'' "" ^''' * ^'^ ~~ '" ^
*^''' ~ -'" ^

'<^' ~ "' *
^'' ~ ^'> ''

'^^

' — rt or — /> K — c 0-
J
= o

;

elle a lifu |)oui' tous le- (l(|ihicciiirnt » virtuels conipalihii's avec les liaisons

existant au nionieut du ilinc: mais, act U(dlenient les liaisf>ns élatil persis-

tantes, elle a lieu pour le déplacetueiit n'c! tiual

(7) O.r r z .r. (l', V' -^ J'\
"''' "'^ '

-'i
'/'•

Soient : ar, -f- ox',
,
^'', ^ o/', , z\-hoz\, d'autres valeurs possibles, com-

patibles avec les liaisons, des |)rojections de la vitesse finale du point m;
le déplacement correspondant

( 8 ) o.r - ( .r\ — 0.7-', ) dt, o^ ^ ( y ', -^ 07
',

) dt,

est également ( nuipalihie avec les liai>ons.

(z\-r-^z\)dt,
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Kciivons les (l«Mi\ équations obtonuos en remplaçant successivement dans

l'cquation générale (6) o.r, cj\ Sz par ces ileu\ systèmes de valeurs! 7) cl (8),

puis relranclions membre à membre les deux équations ainsi obtenues, nous

aurons précisément l'équation à démontrer oQ = o.

Hcinar(]uc. — Kn retranchant de Q la quantité donnée

7,^ ( ax'^ -^ /n-; -4- cz'q ),

on voit que le lliéorcme do (i. Robin consiste en ce que

\ /»»V*— A 7 l'C| C0S(P, i'i )

est un minimum pour le <léplacemenl réel : d'après le théorème précédent,

ce mininiurn est égal à \i\ force vive perdue.

On pourra consulter, au sujet de ce théorème, deux Notes de M. A.
|

Mayer insérées aux Berichte der Kônigl. Sâchsischen Gesellschaft der

Wissenschaften zii Leipzig (3 juillet 1899).

EMPLOI DES EQUATIONS DE LAGRANGE
DANS LA THÉORIE

DU CHOC ET DES PERCUSSIONS.

^.Vl-1. Équations. — Dans le Messenger of Matltetnatics (t. IV, 18(17)

M. Nivcn a montré comment les équations de Lagrange peuvent être em-
ployées utilement pour l'étude des percussions : la même question a élc-

traitée par iM. H«iuth (Higid Dynamics, I'''"^'ol.). La méthode suivie par

ces auteurs peut être perfectionnée, car les équations qu'ils donnent con-

tiennent encore des percussions de liaisons provenant des liaisons nouvelles

introduites au moment de la percussion. Ces équations ne répondent donc

pas entièrement au but poursuivi pai' Lagrange qui est d'obtenir des équa-

tions ne contenant pas If; forces de liaison. \'iiici comment on peut

atteindre ce but.

Imaginons un svstême bohmome en mouvement dans lequel les liaisons

ont lieu sans frottement, et dont la configuration est définie par A" para-

mètres </,, f].,. .... yx, géométriquement indépendants : la demi-force

vive T de ce système est une fonction du second degré des dérivées 9'',

,

«72, . . . ,
(j'i^

de (ji , Çi^ . . .
^ q k par rapport au tc^mp*. .\ un instant donné ta,

on introduit brusquement de nouvelles liaisons dans le système : le mouve-

ment est alors troublé, et, dans un intervalle de temps très court ty— Iq,

les vitesses des différents points du système varient de quantités finies sans

que le système change sensiblement de positirm; au point de vue analy-

tique, les quantités q\, q'.^, ..., q'/^, qui définissent les vitesses, passent
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brti'>i|iifiiii-nl . il;m^ le ti-iiip- tic< cnni-i /, — /„. des valnii-

( '/', )o. ('/î ) ('/Â )«

à (l'atilies \iiloiii-

('/i)i. (y'^'i (7/, ^1.

tiimli» (|iic lis (|iiimtilr> //)• 'h--
•••• '/'• • M"' <l<'lii>i-'"'M»t la |»<>»it ion , ne

chaiijionl pas si-nsilileiiu'iil de \alciiis. Nous ne ((msidérMns que la pre-

iiii«"'re approxiinalion, (jiii ooiisi>le à n';;ar<ltM' riiilrivallr ty — /„ cotiime

néglificaltlf et à suppo-cr (|in* if- i/) riiaiiiicnl -iihitcineiii de \aleiirs sans

que h's Y/ •-''i'njicnt. \>ni- ailiiirltoii^, iii (nitir. i|iii- li-, iioiivrlles liai-nns

intniduilfs au inniiifiit ilc lu pcrcu-isioii smii aii-si >aiis rniltciinMil ; ce-

liaisons nouNidios |>euv('nl d ailleurs ùlie lenipoiaiiTs ou permanentes,

e'est-à-dire (|u'el!es peuvent, suivant les cas, disparailie après la percus-

sion ou subsister; les liai-ou- primitives du svstème sont suppuMc- per-

manentes, elles subsislerrl aprc- la percussiorr (
' ).

On peut toujours clioisir le- variables 71,72, . .., 7/., de telle façon que

les liaisons nouvelles qui sont introduites brusi^rrerirent et qui produi-errt

le choc soient exprimées par les é<|uations

( I
) <7« + l

— O, (/n-l ^ o, .... <//, - o,

n étant ur» certain er)tier moindre que k. \a\ efTei. les / — // liai-nn- nou-

velles brusquement imposées au système liidurriune -exprirnerrt par des

relations de la iorrrre

91(71, 72. . . , 7/1 )
— o,

'f2(7i' 72 qk) ^o,

o/,-„{f/i. 7i f/,,) = o.

Si l'nrr fait irri clian;j;ement de \arialiles. err prcriarrt pnnr rrou\eau\ pa-

ramètres, à la place de 7«+-|, 7/;^> 7/. le- qirarrtiti^'S

/•„^,= '^i (7,, 7.. 7/,),

/•„+2= 'f2(7l' '/i 7^)'

/•/ = '?/.-/i'7i- 72 7/. '•

le- rroUM'Iles liai-oiis iirr|iii-éc- au -\-tème -'expi iiiiernrri cviderrrmenl par-

le- relatinn-

r„+i —- o, r„+2 - o, .... TA = o.

(') Nous rniu- l)or'n<irrs ici aux cas le- plirs sirrr|ilc-. <>ii tr'iin\cra une analyse

dèlaiilce du Cas le plus général (l.iii- un Mcrrroire inséré dans le Journal de

Malhcrnatiques, rSg'i ( r" fascicule).
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C'est Cl ' liiii\ ili' v;irial)l('s qiio lions supposons n'iili-ii', de soric (|nt' les

liaisons ininvello soienl exprimées |iar (i).

Vprès le ehoe, les \aiiiihles (]„^\-, ..., '/a- cesser<nit «ii'lre milles si les

liaisons inlroduites sont tempni aires ; elles i-estennil milles si ees liaisons

sont permanentes.

Pour oblonir un tiéplaeemeiit viiliiri du système eompalililc avec les

liaisons qui ont lieu dt'jà avant le elme. il suHit de donner à (j\,(j>, ...,c//,

(les variations arltitraires oyi, o*/., ..., o<//, ; mais, si Imii vent de plus (]ue

le déplaeemenl soit compatible avec les liaisons iidiivrllcs liiiis(ju<meiit in-

troduites, il faudra, d'après les (riuations (i), iMciidir

07,,-H, = o, or/„_ 2
— o, 0(//, ^ o,

^'/i) ^f/î) •., 0(/„ restant arliiti aires.

Les équations du mouvement du système pendant li' temps /, — /„ sont,

d'après le |)rincipe de d'.VIendxrt et la ti ansfuiinatiiin de Lagrange, ré-

sumées par la l'ormule

(3) mm-^\-'^h'^-
Si les oçi sont arbitraires, le second membre, qui re|)résente la somme

des travaux virtuels des forces appliquées au système, contient les forces

de liaison provenant des liaisons nouvellement inlroduites; mais on élimi-

nera ces dernières forces de liaison en considérant un déplacement virtuel

compatible' avec toutes les liaisons qui ont lieu au iiKimenl de la percus-

sion, cest-à-flire en supposant oy,, oy^- •••• ^^</ii (trhitraires, oy,,-,^,,

0(/„H.;, .... oy/, nuls. L'équation (3j se di-enmpose alors en les « suivantes

(4;
d loi
d't \ .

où ne figure plus aucune force de liaison. Comme les variations brusques

de vitesses sont produites par les seules forces de liaison, qui sont de-

venues très grandes pendant le temps très court /, — /,, les quantités Qi,

Q2, ...,Q,jqui |iroviennent uiiiqiimient des fmces nrdinaires directement

appliquées, telles que la pc-aiilciir, etc., restent (inirv |icii(laiit le leiiip-

/j

—

t^,. les quantités -— restent également finies. Si dune on iiiiiUiplie
iJCJi

|)ar dl les deux membics de la relation ( j ) et -i Ion intègre de <y à ti, les

intégrales provenant de — et (>, sont négligeables car ti — /o est très

petit, el l'on obtient les /i t-quations

(5, (^_I)_(^)-.o ( t = I, >, . . . . n),
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liiHMin- .1 lio u'iifs |i.ii' i.i|>|ii>il .Mi\ / .liir.iciiri's

"/
1

'i "/ 1
'..• ' 'il 'i - "/i ).'. • • •

. ( 7/. )i • 'l'k '"•

hiiiis rcs t-<|u;ili()iis ( j), 71,72 7A "lit les viilciiis i|iii «•<»n-.'S|i<nnl.'iil

à riiistiiiit «If lii iiciriission, de soiic i|iii' 7„.|, 7,,*? 7/. »miii iiiiI>;

mais il faiil hiiii niiiai i|ii.i i|Mr l<'> ilfri\(Ts 7^,.,, 7',,,., 7], iic suiit

pas nrrcssain-iiiciit. nulle- ni a\anl. ni apio la |)ereii>.»i(in ; elles seraient

nulles après dans le cas piirlieulier ciù les liaisons iiitrixhiites seraient

|»<"'mi ntes, eai alui> 7,,^.,, t/„^i 7/. reslerairni nuls, fianscecas
|)ar(i<iilier, li-s n r-i|ua(i()iis lim-aiics { >) ilnnneraient

'
'l'\ >i, '7i '< <V'/ 'I-

c'est-.i-ilire (li-teiniineiaient comiilèh'Miriil I i-t;i| ,\r- vilcsHC* a|iiés 1,1 |)ci-

eussiiin. \\\\ ilelnus île ,e cas |iailiciiliti , un n a <|iie /i (•(|Matiiius |iiiur

(It-tenniner /, imunuues,

*7', h, '7', 11, ..., (f/u)i\

il (auilra alnis. Lonnne dans le clnic des e((r|>s senii-t'iasf iques, l'aire des

hypothèses partienlièics sur ce ijni se- passe ;i|ircs le cliin .

Hk(;i.K. — < )n peut resimirr les t'ipiali.)n> ( j ) en disant (pi'elles exprinieiit

la priipii('li- suivante :

Les di'-/i\i-es /xtrlie/ies du T, par rapport aiir dt'rivces de ceux îles

paramètres (/tii ne sont pas assujettis à s'annule/- <iu itioinenl ihi clnir.

ont les mêmes valeurs /na/it et après le rhnr.

IAkmim.i; I. — Chue direct de deux s/>lières. — Soieul deu\ sjdières

de ra\<ins |{| et U, «"l <l'' masse /»| et /n-2 dont les (•entr<'s si- meusenl sur

une drniie lixe Or. Les deux sphères sont suppcisi-es animées de niiMi\e-

nieiits de I lanslatinn. Appelons .r, et x., les aliscisscs des centii-s des i|.ii\

sphère-; la position ilu s\>,(èmc di'pend des deux parauièt re-
./-i

et ./ ,, ; au

moment du elioe, une nou\elle liaison is| ln'Msi|Mruiciil introduite : nite

liaison s'expiime par ii^ipialiou

j-i — '1 — li| — lii— i>,

ipii si;:nilie ipie la distance des centres e;;ale la somme des rayons, j'our

dellnii la position ilu système, nous prendrons les deux paramètres

Vi 7. - .r, H,— 15,,

lie manière (pie la liaison lirusipicmcnl iulioduilc s'expiimi- pai ip,

()n a alors

T — i(/n,.r,- -r- m,x'.f) — 7|'"i7'|- — iuAi/\ — 7^)-].
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l.ii llii'oric |Mt''('(''(ltMiti' roiirnil alors l'fi|iialiiin uiiiqiu

OT \ / dT

car qi no s'anmilf pas an nnimciit ilii chue, taudis que la variable ry» Psl

assujettie à s'annuler. ( hi a. eu faisant le calcul,

(6) mi[{ q\ )i
— {q\ )« ] -H m^_ \{ q\ ), -^

( (f. )i
— ( q\ )o— {q\_ )o] = O.

C'est là létiuatinu uui(|ui' l'nuruie |»ar la théorie. Elle exprime que la

siinime îles projections des quantités de mouvement sur Ox n'a pas varié.

Pour achever de déterminer (y', )| et (^'V)], il f;>ut faire des hvpothèses,

comme au n" olO.

Exemple II. — Un disque circulaiie homogène de masse M et de

ravon R se meut dans un ])lan vertical xQy: à un instant /y, il heurte l'axe

fixe Ox et ne peut plus que rouler sur cet axe. Déterminer sa vitesse après

le choc.

La position du svstème avant le choc dépend de trois paramètres, les

coordonnées x et j' du centre du disque et l'angle 6 dont il a tourné dans

le sens négatif de Oy vers O x. Au moment du choc, deux liaisons nou-

velles sont introduites :

I" Le disque reste en contact avec O.r, donc ou a

•a" 11 roule sur 0.r, donc on a jt = R6, en choisissant convenablement

la position de l'origine. ISous prendrons comme paramètres

qi = x, q., = y — K, <7:j = ir— HO,

de sorte que les liaisons introduites s'expriment par «/.i = o, 7!= o. On a

T = -(A-2 0'2— :r'2— y^)^

IVIA'^ désignant le moment d'inertie du disque par rapport au centre. .\vcc

les nouveaux paramètres

-^[-^^4^-^-v.]
Le seul paramètre que les liaisons nouvelles n'assujettissent pas à être

nul est qi ; on a donc l'équation unique

dT \ l ùT \/il \ -
(
—

)

^.iK^'iii — (^'3)1 — (s^'i)^
—

('/'s^o] — {q\)\ — <KqW^^-
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.M;ii>Yi rcslf nul, ( q \^ )| i-si <l<>iic nul cl l'on ;i, en revenant aux ancienno
variables x,y, el dislinguanl par le> indices o et i les valeurs initiales

et linalc» de x\ y\ 0'.

— C J-; — R O'u ) -T- r\ — x\ = o,

, _ W^x'^ -t- A^HO;
^« - w—^i

Celte liMmule «jimne la vitesse finale du centre dans le mf)uvcmenl de

roulement.

Har exemple, si le mouvement au moment du chor est tel que

W.x.'q -t- A-Oy — o,

le disque s'arrête.

.'i:î3. Remarque sur les systèmes non holonomes. — Les mêmes ré-

sultais de calcul s'étemlent aux systèmes non holonomes. Cela tient au fait

-uivant :

(Quoique les équations de Lagrange ne s'appliquent plus au mouvement
Uni de ces systèmes, on peut écrire les équations de leur mouvement sous

la forme

dl\Oq\)
'''-"-"

où H, est une fonction des lettres qi et q'i (n" 464).

Si donc on multiplie jor dt les deux membres de cette relation, et si

l'on intègre de /q ^ 'i» «lurée de la percussion, les intégrales provenant de

R/ et Q, sont négligeables, el l'on obtient encore les n équatiims

/ dT \ / dT \

identiiiues aux équations (5j. [ Voir un article de MM. Beghin et Rou»

seau (Journal de Jordan, igoS.)]

EXERCICES.

1. Une barre homogène se meut dans un plan fixe; à l'instant /„, elle lieurle

un clou O planté dans le plan : trouver l'clat ultérieur des vitesses, en suppo-

sant que la barre reste en contact avec le clou sur lequel elle glisse sans frotte-

ment.

2. Un corps solide se meut dans l'espace : à l'instant /„, on fixe brusquement

un de ses points; trouver l'état ultérieur des vitesses.

3. Môme problème, en supposant (ju'on fixe deux points.

4. On considère une barre homogène dont les extrémités A et B peuvent glisser

sans frottement sur deux axes fixes Ox el Oy. La barre étant immobile, un

A., 11. 33
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point nuitoricl de masse m, nniiné tl'unc vitesse de projections ii et f, vient la

heurter et fait corps avec elle. Trouver la vitesse angulaire instantanée du

système.

Réponse. — Appelons I le point de rencontre des normales en A et B aux

deux axes (centre instantané), a et 6 les coordonnées de ce point, a' et b' celles

du point heurté par le mobile, \x le moment crincrlie de la barre et du point

réunis par rapport au point I; la vitesse angulaire w après le choc est donnée

par
;j:w = m [{a'— a)v — {b'— b)u].

5. Quand des percussions agissent sur un point matériel, la variation de force

vive est égale à la somme des travaux que produiraient les forces d'où pro-

viennent ces percussions si, pendant toute la durée de leur action, le point ma-

tériel conservait une vitesse constante égale à la somme géométrique de ses

vitesses initiale et finale.

6. La perte de force vive est égale à la force vive due à la vitesse perdue moins

le double de la somme des travaux que produiraient les forces si le point maté-

riel conservait, pendant toute la durée de leur action, une vitesse constante et

égale î» la vitesse finale.

7. Le gain de force vive est égal à la force vive duc à la vitesse gagnée (ou

perdue), augmentée du double des travaux que produiraient les forces si, pen-

dant toute la durée de leur action, le point matériel conservait une vitesse con-

stante et égale à la vitesse initiale.

8. La variation de la force vive totale d'un système est égale à la somme des

travaux que produiraient les percussions tant intérieures qu'extérieures si chacun

des points d'application de ces percussions conservait, pendant toute la durée de

leur action, une vitesse constante égale à la somme géométrique de ses vitesses

initiale et finale.

9. La perte de force vive du système est égale à la force vive due aux vitesses

perdues diminuée du double de la somme des travaux que produiraient les per-

cussions, tant intérieures qu'extérieures, si chacun de leurs points d'application

conservait, pendant toute la durée de leur action, une vitesse constante égale à

sa vitesse finale,

10. Quand des percussions agissent sur un corps solide, la variation de force

vive est égale à la somme des travaux qu'elles produiraient si leurs points d'ap-

plication conservaient, pendant toute la durée de leur action, une vitesse con-

stante égale à la somme géométrique de leur vitesse initiale et de leur vitesse

finale.

11. La perle de force vive éprouvée par le corps solide est égale à la force

vive due aux vitesses perdues moins le double de la somme des travaux que pro-

duiraient les percussions si les points sur lesquels elles agissent conservaient,

pendant toute la durée de leur action, une vitesse constante égale à leur vitesse

finale.

[ Voir, au sujet de ces théorèmes, VÉtucle géométrique sur les percussions et

le choc des corps, par M. Darboux {Bulletin des Sciences mathématiques, i88o.)]



CIIAI'ITIli: \\V1I. — NOTIONS s U II LKS MACIMNKS. 1 "i

CIIAIMTKI-: XWII.

NOTiOAS Si: ri m:s machlnes.

SIMILITUDE.

I. - GENERALITES. VOLANTS. REGULATEURS.

52 i. Définitions. Une machine a pour biil de transformer un

travail en un aulie. Elle se compose de trois parties pi'incipales

(jui sont :

1° L II récepteur i\\.\\ reçoit un tra\ail dû à des forces motrices

(force musculaire, chute d'eau, pression d'un gaz ou d'une vapeur,

forces cdeclricpies ou maynélioues );

2" Cn oiitiL qui fournit \\n travail utile, tel que l'ascension

d'un Audeau, la traction d'un train, la désagrégation d'un mét.d

par forage, rabotage, etc.
;

S** Une transmission de nioa\enie/it reliant le récepteur à

l'outil.

l'itesse de régime. — La vitesse de Toutil doit avoir, dans

chaque machine, une valeur délerniinée, suivant la nature du

travail à produire. La vitesse que doit avoir chaque organe de la

machine, pour réaliser ainsi le meilleur travail de l'outil, s'appelle

la vitesse de régime. Cette vitesse est donnée^

o2.j. Application du théorème des forces vives aux machines.

— Soit une machine en mouvement de l'instant t^ à l'instant l\

pendant cet intervalle de temps t — /q, les forces motrices agissant

sur le récepteur ont produit un travail moteur \s„,', les résistances

sidjies j)ar l'outil produisent un tiavail négatif — ô^ ; les résis-

tances j)assives (frottements, trépidations, etc.) produisent un

travail négatif — Cy,. Le travail (?„, [)ris en valeur absolue, est le
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lrn\'ail mile, è,, le Ircnail passif ; la somme

Ch -4- C?/, = è,.

s'appelle le t/ai'ail résistant. Le travail passif Gy, peut être di-

iniiHié par une bonne disposilion des organes, par un graissage

soigné; il ne jieul jamais être enlièrenicnl annulé.

Si l'on appelle Co la vilesse d'une molécule m de la machine à

l'inslant t^ et v sa vitesse à l'iDslant ^, le théorème des forces vives

donne

(I)
2

^r.

^ oici quelques conséquences immédiates de celle équation

1° Supposons que la machine parle du repos et marche jusqu'à

l'instant t^ où les vitesses sont Vi ; alors, en afl'eclanl de l'indice i

les travaux elTeclués jusqu'à cet instant,

2^ G' G-,

d'où

Donc, la demi-force vi^'c que possède une machine est plus

jtclile que le travail dépensé non utilisé depuis sa mise en

marche.
2" La demi-force vive que possède une machine au temps ^i doit

être comptée comme une puissance qui sert au mouvement de la

machine pendant les instants suivants; en effet, en appliquant le

théorème des forces vives au mouvement qui suit l'inlant t^, du

temps ti au temps t, on a

2— ->-"-^^

(2)

2

mi]

2

^11 ^ p:

On voit que la demi-force vive que possède la machine à l'ins-

tant ti vient s'ajouter à ^„i\ tout se passe donc comme si, la ma-

chine parlant du repos à linslant tt, le travail moteur était ang-

olais, d'après le théorème précédent, cellemcnle de > —^ 2
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ilrmi-lorci- \i\<' iic l'ail (|iic ri-sliliior ainsi une parlio seulement

(In liaviiil uiuli'iir employé nnlérienremenl à la pividiiire. I)one,

dans tons les eas, le liavail nliji- (•>! |)liis petit (pic le iiaNiii

moleiir (l('[)ens(.' : ce fpii monti-e /
' i/u/iossiZ/i/it/' du inotni'nicn I

perpétuel.

•V' Dans r('valnalion des tiavanx e(reclu(''s, d'un temits /, (pn-l-

con(pie an temps />/,, la demi-force vive que possède la macliine

au temps /, doit être comptt-e comme une résistance; en elFei,

?^ - S ajoute a (. ,, dans 1 éfpiation (>). Ïm, a ce moment, on

arrête la machine, celle (brre vive, ne se rclrouvaul plus comme
puissance pendant les instants suivants, consliluc donc une perte

de travail moteur. On peut cependant éviler une partie de celte

|)erle, en laissant la machine lihre de continuer ;'i se mouvoir sous

ra(-tion de cette force vive, apix-s que le moteur a cessé d'agir.

Mais cpiand le travail a été longtenij)s coiilimié, celte perle de

force vive, quand on arrête la machine, est une fraction insigni-

fiante du travail dépensé.

.\^ Si l'on dilTércntie l'équalion (i), on a la r<.lalion

. 2i/?îi'2 _ _

où l'indice e rappelle qu'il s'agit du travail élémentaire moteur et

résistant. I3onc :

L(t force vU'c de la machine croît ou décroît à partir d'un
certain moment, suivant que le travail élémentaire moteur
l'emporte ou non sur le travail élémentaire résistant.

I^! force vive passe par un maximum ou un minimum, aux
instants oii le travail élémentaire moteur éirale le travail élé-

mentaire ré'iistant.

o2(). Expression analytique de la force vive. — Une machine

est généralement un sjsl(jme à liaisons complètes; la position

des diirérenles pièces qui la composent dépend alors d'un seid

païamèlrc ([iii e>l, par exemple, l'angle dont a louriK' l'aihie

principal de transmissioa^dc la machine. Nous désignerons par f)

la vitesse angulaire -,- de cet arbre.° dt
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Pour évaluer la force vive de la machine, remarquons qu'il

existe dans toute machine deux espèces de pièces :

1° Les pièces qui tournenlavec des vitesses angulaires propor-

tionnelles iW.) : nous les appellerons pièces /()///-/utnfrs ; \cs forces

vives de ces diverses pièces sont projiorlionnclles à w-, cl leur

force vive totale a pour expression

oàA est une constante positive;

2" Les pièces qui oscillent (bielles, balanciers, etc.) et les j)ièces

qui tournent avec des vitesses angulaires dont les rapjjorts à o)

dépendent de O5 nous les appellerons pièces oscillantes.

Dans une de ces pièces, les coordonnées x^ y, z d'un point sont

(onctions périodiques de h :

les composantes de la vitesse de ce point sont

et sa force vive est

La force vive totale de toutes les pièces oscillantes est donc

de la forme

y(0) étant une fonction périodique de essenliellemenL positive.

En résumé, la force vive totale de toute la machine est

[A--/(e)]co^

Il faut remarquer que les pièces oscillantes ont, en général, des

niasses petites; il y a exception pour les balanciers, mais ces der-

niers sont animés de faibles vitesses, de telle sorte que l'influence

des pièces oscillantes sur la valeur de la force vive est accessoire

et que /(Ji ) est petit par rapport à A. Pour la régularité de la

marche, il y a intérêt à diminuer autant que possible le nombre et
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1rs masses des pièces oscilhmlcs et à einpiover siirloiil des pièces

loiiiiiaMlcs. (les dernières doiveiil èlrc |);n railcniciil ccnli('es pour

<pir l»'lra\ail de l:i pcsaiilciir ne soit pas laiih'il mkiIciii- laiilùl r«'î-

sislaiil; elles duivenl Iniii-iier aiiloiir d'axes prineipaiix dinerlie,

car (jiiaiid l'axe de rolalioii n'est pas un axe jjiincipal, il lend à

cliani;<>r de position dans l'espace et par conséquent à arracher

les sii|>poiis (pii s'opposent à ce inoiiveinenl.

')^7. Marche de la machine. — Il faut considérer trois phases

duii> l.i marche de la machine :

Mise en m an- lie,

Ma relie norinule.

Période d\trrèt.

l'oiir la mise en marclic, la force vive parlant de zéro doit aller

en croissant : le travail élémentaire moteur doit remporter sur le

travail élémentaire résistant. L'inverse a lieu pendant la période

d'arrêt.

Marche normale. — L'idéal de la marche normale serait une

marche uniforme avec la vitesse de régime (jui donne le meilleur

travail utile. Alors, en aj)pelant /„ et l deux instants quelconques

de la période normale, on aurait pour chaque point r = »„

•^ mv- _ ^ m\'l

et, par suite, d'après l'équation des forces vives,

Le travail moteur, pendant un cs|)ace de temps quelconque de

la période de marche normale, serait é^al au travail résistant.

Mais cet idéal est inq)ossihle à atteindre. C'est ce (pic nous

allons montrer. Nous ferons voir ensuite comment on en approche

à laide des volants.

o!28. Causes d'irrégularité dans la période de marche normale

— Dans la |>ériode de marche normale il v a diHérenlcs causes

d'irrégularil(' dont les princi|)ales sont :

i" La présence des pièces à mou\cinenl alternatif^
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a" LMnlernullcncc clans le développement de la force motrice

qui peut èlre non pas constante, mais seulement périodirpie;

ainsi, dans les machines à simple ellbl. la pression de la vapeur

sur le piston agit toujours dans le même sens; elle agit par-

exemj)le quand le piston monte cl cesse quand il descend; laclion

de la lonc motrice est alors intermittente et périodique;

3" L'inlermillence dans le développement delà résistance utile,

qui j>eut être non pas constante mais seulement périodique,

comme quand Toutil est un pilon, un marteau, etc.

En vertu de ces causes d'irrégularité, il est impossible de main-

tenir la vitesse angulaire to constante et égale à la vitesse de ré-

gime désirée ù] le mouvement de la machine est sensiblement pé-

riodirpie. c'est-à-dire qu'il existe un intervalle de tem[)s au bout

(hupiel la machine se reliouve dans la même position et co re|irend

la même valeur; cet intervalle de temps sera, par exemple, le

temps ([ue met l'arbre principal à faire un tour, c'est-à-dire à

croître de 2-. Quand la machine a marché pendant cet intervalle

de lenq)s, elle revient au même état géométrique et mécanirpie;

on dit cpi'elle a décrit un cycle. L'égalité entre le travail moteur

et le travail résistant n'a plus lieu à chaque instant; mais, quand

il s'est écoulé un cvcle, les vitesses redevenant les mêmes, la varia-

lion de force vive pendant un cycle est nulle, et l'on a l'é(]uation

G?

où l'indice supérieur c indique qu'il s'agit du travail pendant

un cycle.

Le rapport
Tic r,

p
I
——

.

s'appelle le rendement de la machine. Le rendement est toujours

plus jietit que i, parce qu'il est im|)ossible de luire disparaître

complètement les résistances |)assives.

CoeJ/icient de régulariscilion. — La vitesse angulaire m rede-

venant la même après chaque cycle, passe évidemment au moins

par un maximum et par un minimum dans chaque cycle. Soit (0|

le plus grand maximum et too le plus petit minimum ; on veut que

la vitesse angulaire moyenne pendant un cycle, vitesse que l'on
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regarde coinnie éyale à —' ?, soll préciséinciil la \ilesse tic ré-

i;iine t) Joiiiue à l'avance.

l">n nuire, pour (|ue la niarclie soit aussi n'-gulièrc que possible,

c'esl-à-dire pour (pie la vilesse angulaire o) s'écarte peu de sa va-

leur movenne, il faut (|ue w, — oj^ soil aussi petit (pie possible,

on encore fpie le ra[>poi t

(0, — (Uf

o

soit aussi petit (jue possible. En désignant ce rapport par , ou

appelle n le coefficient de régularisation; on a alors

et la régularité sera d'autant plus grande que n sera plus grand.

Nous verrons plus loin comment, pour une machine donnée, en

ajoutant un volant à la machine, on arrive à faire rpie n ait une

valeur donnée a l'avance. Pour cela, nous commencerons par pré-

ciser la forme analvlifjue de l'équation des forces vives.

529. Expression approchée du travail. — Dans la marche nor-

male, les forces tant motrices que résistantes dépendent des posi-

tions et des vitesses de leurs points d'application. Mais l'inllueuce

de la position est généralement prépondérante, et l'on peut ap-

proximativement admettre que les forces ne dépendent que des

positions des points d'ap|)iication, c'est-à-dire de 0; la somme de

leurs travaux élémentaires est, dans cette hvpothèse, de la l'orme

L'qiiation des forces viies. — Cette équation est alors

( 2
)

\d[\ -^/i
)J
wî = ,i'( ) i/o,

d'où, en intégrant de o à et appelant (.)„ la vilesse angulaire

pour = o.

3) [A --yX0jJa.2-[A-/(o)]cu3 = 2 r ^"(0) c/0 = iêo,
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Po désignanl le travail lolal, tant moleiir que résistant, accompli

depuis la position qui correspond à la valeur 8 = o, jusqu'à la

position qui correspond à une valeur quelconque de 8. Ce tra-

vail G"o (^^Ij comme _/'(0), une fonction de de période a-.

Dans ces conditions, les positions de la machine pour lesquelles

la force vive est maximum ou minimum sont les positions d équi-

libre de la machine, c'esl-à-dirc les positions dans lesquelles la

machine ne démarrerait pas, si on Tj plaçait sans vitesse les forces

ayant les mêmes valeurs que dans la marche normale. Cela résulte

du principe des vitesses virtuelles; en efTet, pour le déplacement

unicjue clH cpi'on peut imprimer à la machine, la somme des tra-

vaux des forces est

les jîositions d'équilibre sont donc fournies par l'équation

^(e)-o,

((ui donne, en même temps, les maxima et minima de la force

vive.

L'équation (3) montre comment interviennent les diverses

causes qui empêchent co d'être constant dans la marche normale.

L'influence des pièces oscillantes se manifeste par le leime/*(8);

celle de l'irrégularité dans le travail moteur et résistant, par le

terme êo variable avec H et ne s'annulant que périodiquement.

Maximum et minimum de lo. — D'après la formule (3), w-

est une fonction périodique de H, reprenant la même valeur après

un cvcle, quand a augmenté de 27:. Nous simplifierons cette

équation en négligeant complètement rinfluence des pièces oscil-

lantes, qui est faible en général. Alors f{^^) est regardé comme
nul, et l'on a

(4) Aa)2 = Ato^ +- 2(rO.

Appelons ê, et Co le maximum et le minimum de Co quand

varie de o à 2-; à ces valeurs correspondent le maximum to, et le

minimum o>.> de to :

A wj — A0J5 -4- '> cEi, A0J5 = A uil ^- aêo :



(.11 VPITI\i: WVIl. — NOTIONS s un LUS MACHINES. 5a3

d'où, en rclraiicliaiit,

A ( 10 , — ojj
) ( (Oi -H toj )= ,) ( ê ,

_ ë, j.

Mais on a posd, en a|>jKl,iiil t> l;i \ilesse de rt'ginic et /< le cocf-

licicnt (le ré":uIarisalion

w^ -f- Wj _ ^ _ _ 12

On a donc

(5) A=n^(P,-ê,).

530. Volants. — Le volanl est une roue supplénienlaire en

fonte montée sur larbre nioleur; celte roue a ordinairement un

grand ravon, et sa masse est reportée, autant que possible, sur la

circonférence où elle forme uno^ couronne, de façon cpie li.' mo-

ment d'inertie I du volanl par rapport à l'axe soit considérable.

L'addition du volanl permcl de régidariser la marcbe normale,

de manière que le coefficienl de régularisation n prenne une va-

leur donnée. En elTel, avant l'addition du volant, la force vive des

pièces tournantes était Ao/-; après, elle devient

et I équation (5) se trouve remplacée par la suivante :

(G) A^-I = ^1Ô,-Î?2).

Comme S,, Cj et Q sont connus, et que n croîl avec I, on régu-

larise le mouvement d'autanl plus qu'on prend I |)lus grand.

Calcul du volanl. — Supposons n donné; alors, on construil

un volanl dont le moment diiierlie est

cette valeur est plus grande que celle qui, d'après la formule (6),

serait slriclement nécessaire pour (pie le coefficienl de régularisa-

lion ait la valeur donnée. Par suite, ce volanl réi;idarisera le mou-

vement plus (piil n'est demandé. Pour calcider la niasse à donner
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à la couronne, on fait le calcul en ne tenant pas compte du mo-

inenl «rinorlic tles liras et du moyeu, et en supposant le volant

réiliiil à la seule couiduno. Celle approximation a encore pour

ellVl d'acrroîlre la réi^ularilé; car, en réalilé, le moinenl d incilic

du volant ainsi construit est supérieur à celui (pie définit la for-

mule (-).

Le volant étant réduit à la seule couronne de poids P et de

masse ^ on calcidc son moment d'inertie, en supposant la cou-

ronne remplacée par une circonférence matérielle de poids P dont

le ravon est le rayon nioveii II de la couronne. On a ainsi, pour

le moment d'inertie du volant

fr

et, en écrivant que le moment d'inertie vérifie la condition ('j).

Si l'on remarque que R iî est la vitesse linéaire moyenne V d'un

point de la couronne, on a enfin la formule de Poncelet :

(8) PV2^,^^(Û,-ê2),

fpii donne P.

On peut aussi écrire cette formule comme il suit, en multi-

pliant et divisant par le travail utile £,^ produit pendant un cycle

V2 V 5f,

Le premier facteur —î-^^^:—^ est un rapport numérique indépen-

dant des unités. Quant aux autres termes, on leur donne la foinic

suivante :

Su|)posons une machine de NcA chevaux dont le volant fasse N
tours |)ar minute. Alors, on a d'ahord, pour la vitesse V d'un

point de la circonférence (l'unité de temps étant la seconde)

~ Go '
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Pour avoir le Iravuil ulilc ô^^ pendant un tour du volant, rcmai-

(jiions que pendant une niinule ( iN tours; le truNail utile est NC,^

klloyrainnièlres : comme une machine d'un cheval donne -."i''^"' de

Ir.iN.iil ulile en une soconde, la niachine considérée donnant -^

kilogrammèlres par seconde est de " —^ chevaux :
* ()o.7J

60.7:)

On aura donc définitivement

bans chaque cas particulier, le jcul nombre à calculer est

Exemples. — Considérons un arl)re tournant O (Jig. 27.I ), que nnus

supposerons horizontal. Imnj,Mnons, jjour simplifier, que les diverses nsis-

t nues soient eonstanlcs et agissent d une manière continue. ISous pour-

Fi£. 2-4.

r<»ns alors les remplacer par un»; lorre unicpir F constante, tan;;ciitc à un

cercle de rayon constant 0\ = a. Quant à la puissance, nous la suppose-

rons, comme dans toutes les machines à va|>eur, appliquée à un «>ri;ane

animé d'un mouvement alternatif et transmettant un mouvement d»- rola-

liiiii à l'arhre O jiar l'inlermédiaiie d'une hielle QB et d'une mani\elle OH
(11- longueur b. Nous supposerons l'eflort du moteur Q constant en yran-
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(leur l't (liroclion; nous atliuellrons donc que la biollo QB reste parallèle

à une ilireelion li\e et que l'effort Q s'exerce suivant celle bielle, de façon à

faire tourner l'arbre dans le sens de la flèche (Boun, Cours de Mécanique

et machines, 3* fascicule, p, oST)). Divers cas sont à distinguer, suivant la

façon dont s'exerce l'eirorl moteur.

Machine à simple effet. — Une machine est dite à simple effet quand

l'effort moteur Q agit toujours dans le même sens, par exemple en descen-

dant sur la figure; l'action du moteur est alors intermittente et s'exerce

seulement pendant une demi-révolution de la manivelle, pendant que le

boulon va de B' en B*.

Cherchons d'abord quelle relation doit exister entre Q et F pour que le

mouvement soit périodique.

S'il en est ainsi, après un tour entier, le point B devra reprendre la

même vitesse, ce qui exige que le travail de la force Q soit égal à celui de

la force F. La force Q produit, pendant la descente, le travail aQô, et

n agit plus ensuite. La force F, qui agit constamment, effectue un travail

négatif égal au produit de F parla circonférence iiza. On a donc

19) •2Q6 = ir.Va.

Cette condition est évidemment suffisante. Supposons-la réalisée et cher-

chons à quelles positions du point B correspondent des maxima ou des

minima de la vitesse angulaire w ou du travail ëo- l^n appelant

l'angle B'OB, le travail total, tant moteur que résistant, développé depuis

le moment où est nul jusqu'au moment où il atteint la valeur moindre

que T, est

(10) îFq= 6Q(i — cosô) - F«0 = Frt[7T(i — cosO) — 0],

d'après (9). Quand dépasse -, la force Q cesse d'agir, et la valeur (iQ <li-i

travail développé depuis le moment où est nul devient

Le maximum et le minimum de Gg correspondent aux valeurs de 0, qui

annulent la dérivée de (10)

(n) sinO = -

Cette équation a deux racines comprises entre o'' et 180; ce sont

02=o,io3(-= i8"33',6,

Oj = 0,8969- = i6i"26', .{•

La première donne un miniiuiiiu (ro pour le travail, la deuxième un ma-

ximum Cl.

Lorsque le point B remonte de B" à B', les seules forces appliquées étant
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rcbistaiilcs, le travail drcrnit oonstaiiiiiient. Donc, |Miiir tiii loiir cntirr,

^1 )>sl bien le maximum el (Ti lu minimum ilii travail. Calculant G| el C^-..,

on a

<?i
— C, = V a{ >.r. ciisOj -+- / Oj — ~) — >, -« F.n, jji 7,

car Oi = z — Oî. I.a formule i^énérale (8; donne ensuite

I'\'2 = /j^'^^CT,— Cî) — n/j, \ij.'i..>.r.aF.

Cette formule donne I', |)uisque V^ est connu.

Soient, comme plus haut, M le nombre de tours de volant par miiuil.',

\,7, le nombre de clievau\-vapcur mesurant la puissance de la macliino.

Le nombre de tours, i)ar seconde, est -^ et le nombre de Uilo-ri ammèlres
Go

de travail résistant, par seconde, est

i-av — .

Go

Kn négligeant le travail passif, ou voit que celte expression donne le

travail utile eiîeclué par seconde. La puissance en chevaux-vapeur est

alors

et la formule devient

PV2= 2i3oo

Go. 7 3

Maniie/le simple à double effet. — Dans cette manivelle, la force

motrice, après avoir agi dans nn sens pendant la première demi-circonfé-

rence B'BB", devient égale et de sens contraire pendant la deuxième, et

produit une seconde fois le même travail. Le travail de la force Q est

donc double et, par suite, la condition de périodicité est

îQi» = 27:Frt,

et le travail de B' en B
;

ê6 = Q6(i — cosO) — FaO = F« -(i — cosO) — I)
|.

Le maximum et le minimum correspondent aux valeurs de données

par l'équation

- sinO — 1 = 0.
1

D'où 1 on tire

6j= 39»32"3J", 0, = i8o"— Oi.

Tout calcul fait, un trouve

PVî= 4G|G
,. " N'r/i
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ou cnxiion î de la valeur obtenue ci-Jes<us; ce qui met bien on évidence

linlluence <lii double efl'el sur la régularité du mouvement.

M(ini\c//c double à double effet et à angle droit. — Supposons qu'an

lieu d'une seule manivelle à double eiïet, il y en ait deux à angle droit Oii

cl OB, sur lesquelles agissent des forces égales Q.

Fis;. 2-5

La condition de périodicité, puisqu'il y a deux forces égales à Q, devient

Le travail de B' en B est ici

îFfj= i/Qh — cosO)-f-6Q cos- — ces
(
0-T-

y j
— F«0.

et, en remplaçant Q par sa valeur,

êô = 1(1— cos -I- sin Oj- — 401.
4

Li: minimum et le maximum sont donnés par l'équation

sin -i- cos = _ •

Ils correspondent à

6. = i9T2', 01 = 70048'

On a, tout calcul fait ;

PV2=465^^,

soit environ la dixième partie du résultat d'une manivelle à double cH'cl.
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On peut (l(»iw, par ti-tlc ili>^|)0>iiti<in, rcduiro à peu pir-i dans le rappoil

de I à lu If poid'i du volant, >aiis auginciitcr la dilTcrcme des vitesses an-

gulaires iiia\iin:i et niiiiiriM.

o31. Régulateurs. — .Nous nous soimncs occupé jiis(|ir."i \)vr.-

sent de la nia/c/ic normale, et nous avons vu coininenl le volant

diminue les oscillalions delà vitesse antour de sa \alciir moyenne.

Mais il peul survfnir, à un moment donné, des chan^^emcnts dans

le moteur ou dyiis IfS résistances utiles, de sorte (|iril tend à s'«'*-

tablir un autre réi;ime ou une autre vitesse moyenne. Il est im-

portant d'empèclier celte variation dans la vitesse de régime : c'est

la fonction des régulateurs. Nous nous bornerons ici à fnielques

considéralions générales sur les régulateurs, empruntés à un

article de M. Léauté, dans la liei-ue générale des Sciences

(octobre 1890).

/>'/// et. définition des régulateurs. — Les régulateurs sont

des appareils «|ui ont pour oljjet de maintenir dans des limites

aussi rapprochées que possible les variations de la vitesse moyenne
d'une macliine, dues aux modifications que subissent la puissance

ou la résistance.

On donne souvent cette définition sous une forme plus concise

en disant (|ue les régulateurs ont pour but de maintenir la vitesse

constante, malgré les perturbations de la résistance ou de la puis-

sance.

Pour que la vitesse moyenne d une machine jiuisse rester fixe,

il faut qu'à cette vitesse il y ait équilibre entre le travail moteur

et le travail résistant. Or cet éfpiilibre peut être troublé pour di-

verses raisons :

Variations dans le niveau de l'eau

pour les moteurs hydrauliques.

Variations généraieinent

Variations dans la pression de la . peu iinporlanles.

cliandicro pour le»; moteurs à

vapeur

Lcsoutilscoinmandiisfonctionnent \ Ce sont les perlurl>a-

d une manicri' interiiiittenlo. . . . ï lions les plus inipor-

— ' tantes et les srules

On débraje dos outils en marche. 1 même qu'il y ail lieu,

— I en général, de cunsi-

<»n embraye des outils au repo?. . • dércr.

A., 11. 34

Puissance

Résistance
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De ces dinereiUes causes résullenl des variations de vitesse dont

les elVels deviennent nuisibles quand elles dépassent certaines

limites, et qu'il faut dès lors é\iler.

On i)oul rétablir ré(|uilibie lioul)li'- entre les travaux moteurs

et résistants, sans cbanyer la vitesse moyenne, en agissant sur l'un

ou Tautre des deux termes : puissance ou résistance. Si, j)ar

exemple, on a débrayé des outils en marche, ce qui a eu pour con-

séquence d'augmenter la vitesse, on la ramènera à sa valeur pri-

mitive, soit en augmentant la résistance de ce dont elle a été di-

minuée, soit en diminuant la puissance d'une quantité conve-

nable.

Mais entre ces deux procédés, équivalents en théorie, il n'y a

j»;is à hésiter en pratique : le plus avantageux évidemment, au

p(»iiil de vue de l'économie de force dépensée, consiste à ne pas

créer de résistances supplémentaires et à régler la puissance sui-

vant le travail à effectuer; on réserve, en général, le nom de régu-

laleurs aux mécanismes qui agissent de cette manière.

On a ainsi la définition des régulateurs :

Les régulateurs sont des appareils qui règlent automatique-

ment la force dépensée, de façon à maintenir à peu près con-

stante la vitesse moyenne du moteur, malgré les variations de

la résistance ou de la puissance.

Différence entre le rôle du régulateur et celui du volant. —
Le volant agit aussi pour régulariser le nioiivement; mais son

action est tout à fait distincte de celle du régulateur : il ne s'a-

dresse pas aux mêmes causes d'irrégularilé
; il n'a d'influence que

sur les variations momentanées de vitesse; il régularise le mouve-

ment quand celui-ci est déjà périodiquement uniforme, et diminue

l'écart des vitesses extrêmes qui existent pendant la durée de la

période; mais il est sans effet pour maintenir à la vitesse moyenne

la même valeur d'une période à une autre quand la résistance

varie; il peut bien, en cas de perturbation, rendre moins brusque

le passage d'un état de régime au suivant, mais il est incaj>able de

modifier en rien la vitesse que prendra la machine dans son nouvel

élat.

On peut résumer celte différence d'action du régulateur et du

volant en disant : le volant agit sur les oscillations de la vitesse

autour de sa valeur moyenne; le régulateur, au contraire,

I
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agit sur la vilessr nioycunc t/in- font varier Irs perturbations

suri e/f lies dans le rr^i/nr.

J{éij;ulateur de Watt. — [.» ré;;iilaleur le plus slinplr csl

celui de \\';ill
; il ol consUuil tie la farori suivanlc :

Quatre verges rigides, égales deux à deux, sont disposées daus

un pi.m el arlieidées, à cliaruières, savoir : eu A {Jig. •2-<>)sur ua

arbre lournanl vertical AI, en B et en D où elles forment un angle

variable, en C sur un manchon qui entoure l'arbre AI, le long

duquel il |)eut glisser. Les points P et V sont les centres de deux

boules métalliques. Tout le système est entraîné par la rotation

de l'arbre AI, et à chaque vitesse angulaire correspond une posi-

tion d'équilibre relatif des boules. Quand la vitesse croît, les

boules s'écarlenl et font monter le manchon, qui, par l'intermé-

diaire d'un système de leviers, ferme partiellement la valve d'ad-

mission de la vapeur. Quand la vitesse décroît, les boules se

rapprochent, le manchon descend et ouvre plus grande la valve

d'admission.

Pour une élude plus approfondie de ces appareils, nous renver-

rons au Cours professé par Poncelet à l'Ecole de Metz, et à la

Mécanique de Bour.
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II. - SIMILITUDE EN MÉCANIQUE; MODÈLES.

o3l2. Similitude. — La théorie delà siinililude est intimement

liée à eelle de riioniogénéilé. Nous examinerons succcssivemeni

la similitude en Géométiie, en (cinématique, en ^lécanif|ue.

Simi/itii /c en Géométrie. — Imaginons une ligure de (jéo-

métrie A et construisons une ligure semblable a : par exemple,

A sera une statue et a une réduction de cette statue. Si L est la

longueur d'une ligne de A et / la longueur de la ligne corres[)on-

dante dans a^ le rapport

s'appelle le rapport de similitude.

Ainsi, en sujiposant le rapport de similitude A =: — > on dira

que la statue a est la réduction au dixième de A.

Dans ces conditions, si S est l'aire d'une portion de surface

de A et s Taire de la portion de surface correspondante de «, on a

De même, si P est le volume d'une certaine partie de A et p le

volume corres[)ondant de a, on a aussi

Il résulte de là que si, dans la figure A, en prenant une unité de

longueur arbitraire, il existe une relation

(U /(Im, U. .. Si, S,, .... P,. I'„ ...) = o,

entre certaines longueurs L| , Lo, ..., certaines aires S(, S^, ...,

et certains volumes V,, P^, . • • ; dans la figure a on aura, en Ire les

longueurs, les surfaces et les volumes correspondants /,, /^, ...,

Al, s-2, ...,/?(, /?2) ••, Is même relation

(i) /( II, li, .. ., Si, s,. ..., Pi, Pi, . . .) = o.

En effet, la relation (\) étant vraie quelle que soit l'unité de

i
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lonf;iiciir, ol vraie si l'on piriid une iinili- de lon^Mietir "/. (o'\<.

pins petite. On a donc, d'après les règles de riioni(i:;('ii<'il(-,

/iÀI.,,>l., >îS,.).îS, ÀM',. À1FV,. .

ce qui est prcciséinenl la rclalifin {'')

Ainsi, dans nne pvrainide, le volume 1* est le tiers du produit

de la l)a>e S par la liaiilcMii- Il

V ^^ ^SII:

dans un modèle réduit, on a aussi

Simililiide en Citu'-niatiqiie. — Soit un système matériel qui

se meut par rapport à un trièdrc trircctangic fixe OXYZ : à un

instant T, ce svslèmc (orme avec OX\Z une iigurc géométrique A
qui varie avec T.

Imaginons ensuite un deuxième système en mouvement par

rappoit à un trièdre Irirectangle fixe Oxyz et remplissant les

conditions suivantes : on peut établir, entre deux instants / et T,

une relation

telle que le second système, à l'instant /, forme avec Oxyz une

figure a semblable à la figure A formée, à l'instant T, par le

premier svstème et le trièdre OX\Z, le rapport de similitude a

de ces deu\ figures étant constant.

Dans ces conditions, les deux systèmes passent par une suite de

|)Ositions et de formes qui sont géométri(]uement semblables.

On dit tjuc les deux nidinenienls sont cinrnialiqiiement sem-

hlables si la relation entre les instants correspondants t et T,

où les deux systèmes a et A sont semblables, est de la forme

t-t.^-ziT-T,),

T désignant une constante, et /y, T,, deux instants coi respon-

dants parlieu tiers.
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Il exislo alors deux rapports de similitude constants, liin /.pour

les longueurs, l'autre - pour les temps.

Trajectoires de deux points homologues. — Soient P dp
les positions de deux points homologues des figures A et a aux

instants correspondants T et /; Po et po leurs positions aux

instants T„ et t^. Les arcs de trajectoires Pq P ^'^P»P <^'es deux

]ioints sont semblables, et leur rapport de similitude est ).. En
oflc't, d'après les hypothèses faites, les deux rayons vecteurs OP
et O p sont, aux instants correspondants T et /, orientés de la

même façon par rapport aux trièdres OXYZ et Oxyz, et le rap-

port de ces ravons est A. Les points P et /^ décrivent donc des

arcs semblables, et les longueurs L et /de ces arcs PqP et/)o/> sont

dans le rapport A :

] itesses el accélérations de deux points correspondants. —
Soient V el t', Fety les vitesses et les accélérations de deux points

correspondants P et/? aux instants T et /. Les vecteurs V el V ont

pour projections sur OXYZ

(V)

(r)

en appelant X, Y, Zles coordonnées de P par rapport à OXYZ.
De même, c et v ont pour projections, sur Oxyz.,

(V)

df'
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L'a|>|)lic;iti<»ii (lu pniicipc (rfi<>mog(''ni'ilé inonlro »|iic, m dans le

nremicr moiivcnnnl il cxisic, ciilic (1rs lon<,'tioiirs, des siirlac*"*,

iirs voliiiiH'-^, tit's vitcs-cs, (|i'«i acct-li-iatiDiis. iiiic rrlalion iiidi'-

|iLMidat)lf du choix dos imiLi's de lon^^iifiu* cl de Irinps, ct-llc mrm«r

lolation cxislcra dans K' dciixirnic inoiivemciil.

SiniHiluilr r/i M(<'(ini/jnc. — (!!onsidérons deux sv>li'iii(;s

matériels (•iiM'inalifjiieinenl scnihlahles, et supposons cpie les

masses ni el M de deux porlions honiologucs des deux sv>lèMi*"^

soiciil dans un rapport constant |j.,

le même ptuir toutes 1rs masses du système : les deux systèmes

sont alors vircani»jurmcnt semblahles.

Soient alors F et f les forces qui agissent sur deux particules

homologues des deux systèmes aux inslants T et f, M cl m les

masses de ces deux particules, V et y leurs accélérations. On a,

en grandeur, direclion et sens,

Les doux forces sont donc scinhiahloniont placées dans les doux

systèmes; en outre, Jour rapport est constdiit :

f m Y ;jiX

I-
^ M 1' ^ ^ '

Si donc on appelle v le rapport constant des forces homologues

aux instants / et T, on a

H) "? = ^'

Cette relation fondamentale dans la similitude en Mécanique

montre que trois des quatre rapports de similitude À, ij., t, j

pouvenl élrc pris arbitrairement,nMÙs que le quatrième est alors

déterminé par cette relation {?>).

On voit immédiatement, d'après les principes do riiomogénéilé

(n" 76) que, si dans le premier système il existe une relation, in-

dépendante du choix des unités, entre des longueurs, des surfac<'s,

des volumes, des masses, des vitesses, des accélérations, des Ion es,

la mémo relation a lieu entre les éléments homologues du second

système.
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La rclalion exprimée par réqiialion (3) a déjà été donnée par

Newton dans \e% Philosophiœ nataralis principia malJicmalica

(Livre II, Section I, Proposition XXXII).

Celte lliéorio do la siniililnde cl son ajiplicalion à yétiide cl' une

rnnc/iinr su/- un modèle ré'luil ont fait robjct d'un Mémoire de

Josepli Bertrand intitulé : iSote sur la simililude en Mécanique
(Journal de V Ecole Polytechnique, XXXIL" Caliicr). On pourra

é^j^alement consulter, à ce sujet, un Chapitre consacré à l'homo-

généité et à la similitude dans l'Ouvrage de M. Pionchon : Inlro-

duciion (ï l'étude des systèmes de mesures usitées en Physique.

Etude dune machine sur un modèle réduit. — Le théorème

de Newton conduit souvent à des conclusions pratiques d'un haut

intérêt; on devra 1 appliquer, en particulier, lorsqu'il s'agira

d'étudier une invention mécanique sur un j)CliL modèle sans qu'on

puisse songer à réaliser cette invention en grandeur d'exécution.

Exemple I . — Imaginons, par exemple, que nous avons un

modèle réduit d'un certain type de locomotive et désignons par X

le rapport de similitude géométrique de ce modèle à la locomo-

tive à construire; le rapport des aires est a- et le rapport des

volumes A^. Si l'on suppose que les matériaux sont identiques

dans la machine à construire el dans le modèle, le rapport u des

masses est égal à A^, et il en est de même pour le rapport des

forces dues à la pesanteur : on a donc cp =),^. On en conclut

que le rapport t des temps, qui est l/-v ' est égal à y/., et Ton

en déduit, pour le rapport des vitesses, ~ ou yO,. Ainsi les vitesses

du modèle et de la machine doivent être entre elles comme les

racines carrées des dimensions.

Ceci suppose que la simililude mécanique esl réalisée entre le

modèle el la machine; or, il faut remarquer que les forces de la

pesanteur ne sont pas les seules forces appliquées; les pressions

de la vapeur doivent élre, elles aussi, dans le rapporl }.^, et, comme
elles sont proportionnelles aux surfaces, c'est-à-dire à ).-, el aux

tensions par unité d'aire, il faut que ces tensions soient dans le

rapport A; ainsi la similitude exige que la tension de la vapeur

dans le modèle soit dans le rapport de similitude géométrique

avec la tension dans la machine réelle.
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l.;i irsislaiicr Je l'iiir, proportionnelle aux aires et sensihlemenl

.•ni\ <;irr('s des vitesses, c'esl-'i-dlre à a-(^/a)" ou À% satisfait à la

coiitlilion 'z = /.^.

Les fiollemenls de <;lissemcnl, proportionnels aux |)r.ssions,

seront dans le rapport de ces pressions, c'est-à-dire dans le rap-

port A'.

l'-iiliii. les résistances au rotilenieni ipii |)euvenl être considé-

n'es, dans \o cas qui nous occupe, comme sensiblement propor-

tionnelles au\ pressions et en raison inverse du diamètre des

roues, sont dans le rapport /.' - ou a-, si la inalièrc des r(»ues est

la même pour le modèle et |)our la inachim- : In rcsistancc au
roulement est trop forte dans le modèle.

Il faudrait donc, jiour réaliser la similitude, que les roues du

modèle soient faites avec une matière dont la résistance au roule-

ment soit, toutes choses éj^ales d'ailleurs, inférieure à la résistance

au roulement que donne la matière des roues de la niacliiiir, le

rapport de diminution (''laiil le raj)porl de similitude gé-omé-

liitpie y..

On voit ainsi que. ]ioura\oii' un iiKtdèle quatre fois plus petit

(pie la locomolixe considérée cl (pii lui soit entièrement compa-

rable, il faut donner à ce modèle une vitesse moitié moindre, ré-

duire pour cela au quart la tension de la vapeur et faire les roues

avec une substance pour hicpielie la résistance au roulement soit

abaissée au (|uart.

Si Ton rétléchit que cette dernière condition ne saurait être réa-

lisée, en admettant qu'elle soit possible, sans que la condition de

début sur l'identité des matériaux du modèle et du tvpe ne soit

plus satisfaite, on constate (pie l'emploi des modèles réduits ren-

contre des difficultés et donne lieu à des discordances qu'il est

impossible d'éviter complètement j>arce qu'elles sont inhérentes à

la nature des choses. El ce qui précède sulïit à faire comprendre

de quelles précautions doivent être entourées les expériences en

petit |)Our fournir des conclusions prati(pies rigoureuses. (Léautk,

Cours de l'Ecole Polyteclinique, igoi-njoa.)

Exemjde IL — Supposons, comme deuxième ex<;mple, (ju'oii

veuille construire un svslème sidaire semblable au svstème actuel,

en conservant à la constante d<' l'attraction universelle y la même
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valeur, l/atlrachon de deux pailiculcs élant

fmm'
;— »

si les niasses devenaicnl 'j. fois plus jietilcs el les dislances \ fois

pins petites, celte attraction deviendrait '^ pins petite; on anralt

alors

u-
o — ,- »

/.-

car 1)} cl m' seraient multipliés par ul et /• par A. Comme on a, en

général,

on voit qu'on aurait

_., _ X_5

[JL

Si, en outre, les densités restaient les mêmes, par exemple si

l'on supposait la Terre, la Lune, le Soleil A fois j)lus pelils, avec

leurs densités actuelles, on aiirail <:.
~- A^, d'où t-= i . Les temps

ne changeraient pas.

ERRATUM.

Le lliéorème proposé dans Icxcrcice 12 de la pai;e 217 cl attribué à M. Siacci

a été donné par M. Siacci dans un cas particulier et par M. Gebbia dans sa

forme générale. (/?. Accademia dei Lincei, i885.)

!
I \ DU TOME DEUXIEME.
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2" Svsléincs à cliiix degrés de liberté 33((

Cas particulier ;i3a

Autre riiélliode 333

Application 334

Kernarquc 33fi

.3" Cas général 336

Remarque 33tj

451. Petits mouvcnieiUs trouldés par une force perturbatrice périodique. .

.

.S.'j.i

IV. — Oscillations autouii d'un mouvement stable.

'i5-2. -Méthode générale 3^3

45J. Exemple 34^

V. — Applications des équations de Lagiiange au mouvement helatif.

Ah\. Première méthode indépendante de la théorie du mouvement relatif.. 346

i55. Exemple 347
Remarque W^i)

•inf). Deuxième méthode tirée de la théorie du mouvement relatif 34<)

457. Méthode mixte de Gilbert 35o

Calcul de T 352

458. Application au mouvement relatif d'un système pesant par rapport à

la Terre en tenant compte du mouvement de la Terre 353

459. Exemple. Corps pesant de révolution suspendu par un point de son

axe 35G

400. Boussole gyroscopique de Foucault 358

461 . Barogyroscope de Gilbert 35q

VI. — Systèmes non iiolonomes.

4G"2. Forme des équations de liaison dans les systèmes non holonomes 363

Premier exemple 3^4

Deuxième exemple; cerceau 365

'iGS. Emploi des équations de Lagrange combiné avec la méthode des mul-
tiplicateurs 366

46'!. Impossibilité d'appliquer directement les équations de Lagrange au

nombre minimum de paramètres : 368

Cas particuliers 3-o

Cas où l'équation de Lagrange s'applique à un des paramètres.... 371

465. Forme générale des équations du mouvement convenant à tous les

systèmes holonomes et non holonomes 374

4CG. Exemples :

1'" .Mouvement d'un |)oinl en coordonnées polaires 378
:î'* Solide mobile autour d'un point fixe 379

467. Théorème analogue au théorème de Kœnig. Application au cerceau... 38i

468. Les équations du mouvement obtenues en cherchant le minimum d'une

fonction du second degré 3S4

469. Sur l'impossibilité de caractériser un système non holonome par la

scu le fonction T 385

Exercices sur le Chapitre \\I\' 087
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CIIAPITRK X\V.

Équations canoniques. — Théorèmes de Jacobi et de Poisson. —
Principes d'Hamilton, de la moindre action et de la moindre
contrainte.

I. — KOIAÏIONS CANONIQUES.

l'agcs.

47(1. 'Iranslormalioii de Toissoii cl trUuniilloii 3g6

Cas parliculier où les liaisons sonl indépendanles du temps 898

Cas où les liaisons étant indépendantes du temps, il existe une

fonction fies forces; intégrale des forces vives 3()()

Heniarque 4""

La Iraiisforination de Poissoii-llaiiiilton csl tijujours possible 4^0

11. — 'riIKOUKME DK .IacORI ET Ari'LICATION.S.

471 . 'riicorénR' de Jacobi 4oo

47'2. Cas parliculier où t ne figure pas dans les coefficicrils de l'éciiiatioii de

Jacobi 4<Ji

Heuiarque l\0'2

473. Exemples :

1° Application au mouvement d'une toupie sur un plan horizontal.. 4°^

a" Exemple dans lequel les liaisons dépendent du temps !^o(>

474. Thénréme de Liouville 4"*^

475. Théorcme de Staeckel 4'o

476. Application de la Iransformalion de Lcgendre à l'équation de Jacobi.. 4''

III. — TiiÉoiiÈ.ME DE Poisson.

477. Généralités sur les équations diderenlielles !\i^

478. Conditions pour que f=C soit une intégrale première; parenthèses

de Poisson 4i4

479. Identité de Poisson 4'*^

480. Théorcme de Poisson. 4'^

481. Cas parliculier où II ne contient pas l. Remarque sur l'intégrale des

forces vives 419-

482. Exemple 4^0

IV. — PniNcii'E d'Hamilton. Phincite de la moindue action.

483. Principe d'IIamillon 422

484. Eijualions de Lagrange déduites du principe d'Hamilton 424

485. Cas parliculier où les composantes suivant les axes des forces appli-

quées sont les dérivées partielles d'une fonction U des coordonnées

et du temps 425

48G. Principe de la moindre action 423

487. Problème des géodésiques 429
488. Calcul de l'action le long d'une trajectoire ... 43o

489. Propriétés géométriques des trajectoires 43i



TAULi: lii;>J MATIKUKS. J4y

l'aie«:•.

400. KMciimoii (le l'iiléc de fomimn «ir |ll|,^•^. li.nrtiuii de f<iirrs (Icpciidaiil

des vitesses et du temps /j3;i

'r,)l. l'iiiblcMie lie M. Miiyir pour le eas où les loiees sont intérieures \^\

V. — Mii.Tin.n ATi:iu m: .Iacoim.

4'.l'2. Délinilion du iiiultipliciileiir .... ^'.i6

V.K\. Kiiuatioa du muitipiicaleui- 4^7

'iDS. Invaridnce du niulliplicaleui- 4^9

'i'J5. Usage du multiplicateur 44'

iOlj. Dernier multiplicateur ',4

j

i'JT. K\eiii|ilc .... 443

i'.IS. Application aux i- |iialions canoniques 4'p

Autres causes de simplification 44'>

i'J'J. .\|)plication. Problème de .M. de Hrun 44*^

VI. — Pnoi-niKTKs Di:.s intkuiiai.ks. Invaiuants i.ntkuhaux.

5(10. Intégrales 4^"

ôOI . Théorème de .M. Kœnigs 4^î

Ô0"2. Théorème de Poisson 4^^

503. Invariants intégraux 4J7

VII. — PlUNCIl'K Di: I.A MOINDHK CONTlt AIXTK DK GaUSS.

.JO'i. ICuoncé du principe 4''3

Démonstration 4''J

Korme générale des équations de la Dynaniii|ue 4%
Exercices sur le Chapitre \\V 4?'

cii.\i'iTi^,i: \\\i.

Chocs et percussions.

1. — PkUCUSSIONS AlTLmUKKS A UN l'OINT .MATEHIEL.

.')0.j. Délinitions 47^

50(j. Percussions appliquées à un point matériel 477

I* Une percussion H77

>" Plusieurs percussions l79

ôdT. I/eHet des forces ordinaires, comme la pesanteur, est nul pendant la

durée d'une percussion H^^"

.">(),S. Résumé. Théorèmes relatifs à un point matériel '\Xo

II. — PEUCUS.SIONS AI'PLIQUKES A LN SYSTKMK.

.'jU'J. Théorèmes généraux «•""
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III. — .Vim'1.h:ations dus TiiionK.MEs gi.m;raux.

Pages.

510. Choc direct ilc (leii.v splu-res 4^4

1" Les corps sont pnifailcmenl mous 4^^^

a" Les corps smil parfaitoinent élastiques ^86

3" Cas intermédiaire 4^7

511. Percussions applicjuécs à un solide mobile autour d'un axe fixe 0-... 4^^

51'2. Cas d'une percussion uni(|ue. Centre de perrussinn 49°

Cas d'une plaque 4'.)'

513. Pendule lialislique 49^

514. Corps solide mobile autour d'un point fixe 49-5

Exemples. Cas d'une seule percussir>n 49^

515. Corps solide entièrement libre .

.

49*'

IV. — Kquation gkxkhale de la théorie des percussions.

Thkokème de Carnot.

516. Equation générale 497
Remarque sur les percussions de liaison 499

517. Sur les liaisons existant au moment des percussions et du choc 5oo

518. Conséquences de l'équat ion générale 5oi

519. Théorème de Carnot 5oi

Applications du théorème de Carnot 5o3

Corps sojidc mobile autour d'un axe fixe 5o3

Corps solide mobile autour d'un point fixe 5o3

Premier exemple. Pendule balistique 5o4

Deuxième exemple 5o4

Troisième exemple 5o5

520. Extension du théorème de Carnot au cas où certaines percussions sont

données 5o6

521 . Théorème de G. Hohin 607

Kemar(iue 008

V. — Emploi des équations de Lagr.\nge dans la théorie du choc

ET des percussions.

522. Equations 5o8

Hègle 5 1 1

Exemple I. Choc direct de deux sphère» 5i 1

Exemple II 5io

523. Remarque sur les sjslèmes non hoionomes 5i3

Exercices sur le Chapitre XWI 5i3
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Notions sur les machines. Similitude.

I. — (JKNKHALITKS. Vol.ANTS. MKULI.ATtXMlS.

5'2i. |)t:rMiili(.iis ,. 51.-,

5"2J. AppliiMlioii (lu lliéoicMit' dos forces vives aux macliincs 5i.'>

520. Kxpressioii aiiulyli(|iK' de la force vive Hi-

527. .Marthe de la iiiaeliine 'm,

528. Causes d'irrégularité dans la période de marclie normale ."inj

Coefficient de régularisation .'J2<»

529. Expression approchée tlu travail 621

530. Volants 52.Î

Ivxemples Saô

531 . Uégulalcurs 629

II. — SiMiLiTiDi: i:n mkcaniqui;, .MODiaF.s.

532. Similitude 532

Similitude en Géométrie 53i

Similitude en Cinématique. 533

.Similitude en .Mécani({ue . . 535

Étude d'une machine sur un modèle réduit î"'-

KiN i)i: i,\ TAUi.i; oi;^; .matii:ues dl to-Mk oiiLMicMi:
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